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INTRODUCTION A LA K - THEORIE 

Cours de Ve POENARU 

Notes rédig€es par M. Lenfant 

Paragraphe 1 - DEFINITIONS ET EXEMPLES 

On ne consid;rera dans ce cours que des espaces vectoriels 

n n sur R(V =R ) 
- n -~ 

on sur 

D€finition 1. Une famille d'espaces vectoriels est un triplet i:-..----=-·- . ......,.., ..... ...,,,___ ., . 

(E,X ; p) form~ d~un couple d'espaces topologiques E, X et 

d'une ar,plication continue surjectiire p g E ~ X , s&tisfaitciant 

aux axi0mes suivants : 

( F .1) 1; Pour tout x ~ X ., l'image rée ir,roque 

d'une structure d'espace vectoriel. 

est munie 

(F.2)~ L 9 addition et l'homothétie sur chaque fibre sont des aprli-

continuiti de liaddition au point ' ou a et 

,~~=="'> pour tout voisinage U de a+b dans E ~ il existe des 



voisinages u1 de a i et u
2 

de b 9 dans E ~ tels queg 

Continuité de l'homothétie au point (À,a) , où DE-R (ou C) et 

acz.p- 1 (x) 

4 > pour tout voisinage U de Aa dans E, il existe des 

voisinages V de À dans ! Pet u1 de a dans E, 

tels que g 

Di,finiti9,Llo Si (E~X$p) est une famille d'espaces vectoriels 

X est appelé la base 

E est 

p est 

ap:pelê 

appelé 

l ~ espace total 

la projection 

est appelé la fibre au-dessus du point x o 
-1 ) E = p { X 

X 

Exem:2le .J:.. Soit V n 

quelconque, E = X X V 
n 

XXV -+-Xo n 
Le triplet (EjX,p} 

introduit ci-dessusi X un espace topologique 

muni de la topologie produit, p = pr 1 g 

est alors une famille d 9 espaces vectoriels , 

on l'appelle famille d'espaces vectoriels trivialeo 

Définition 30 Restrictiono Soit (E 4 X) une famille d'espaces 

vectoriels, Y un sous-espace de X, q la restriction : 

g_ = p ) p -1 (y) 

La famille dqespaces vectoriels (p- 1 (Y),X,q) est appelée famille 

induite par (E$X 9 p) sur le sous-espace Y o 

n,rinition 4o Fibres vectoriels. Un fibr~ vectoriel r~el (resp. 

complexe) est une famille diespaces vectoriels réels (resp© com­

plexes) qui satisfait en outre à 1 9 axiome suivant i 

(Fo 3),. Axiome d.e trivialité locale - Pour tout x e:.X , il existe 

un voisinage U de x ~ tel que la famille induite sur U soit 
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triviale o 

Exemple 20 Toute famille d 9 espaces vectoriels triviale (X x Vn,X,pr 1 ) 

est un fibré vectoriel 9 (on prend U=X) On l'appelle fibré trivial. 

!!emple ~~ Bande de Mobiuso Soit I = [0,1] o Considérons le fibré 

vectoriel trivial (IxB,ll ! 0 pr
1 

= p) , soit E la relation 

dwéquivalence définie sur I )(. R par g 

1 

E est 1wégalité sur Jo~i[xB, 
( 0 Il a) = ( l ~ b ) (modo E) -<'"=> a = = b (-~) 

Notons Ew la relation auéquivalence définie sur I par 

E u e s t 1 w é gal i t é sur ] 0 , 1 [ 

0 = 1 (modoE 9 ) 

L 9 espace quotient I/E 9 euidentifie au cercle s1 

Exercice g montrer que p induit une surjection continue entre les 

espaces quotients q g M ~ s1 
En déduire que (M,i~S

1
$q) est un fibré vecto:rielo 

Etablir quwil est non trivial en appliquant le lemme suivant g 

Lemme g Une condition nécessaire pour qu 9 un fibré (E~X,p) soit 

trivial est quuil existe au-dessus de X une section continue o 

qui ne siannule paso 

(Si X}(. V est un fibré trivial, v un vecteur non nul de V , 
0 

cr(x) = (x~v
0

) répond à la question) o 

Paragraphe 2 - IfOMOMOR~H-ISMËS DE FIBRES - IMAGE RECIPROQUE. D 9 UN 

FIBRE PAR UNE APPLICATION CONTINUEo --~ 
lo Homomorphismes entre deux familles dgespaces vectorielso 

Définition la Un homomorphisme entre les familles d'espaces vecto­

riels (E 4 X) et (F 4 Y) est un couple (8,~) 

<~) Soit M = I x R/ E muni de la topologie g_uot ient o 



dDapplications continues 

E ~ F et e X ~ Y tel que 

1) Le diagramme E 

p t 
X 

4 F soit commutatif 

i q 
~y 

2) ~1 -1( ) . 0 0 ~ • -1( ) -1( ( )) '+' p x est une appl1cat1on l1nea1re ~ p x -+- q 9' x • 

Définition 2o Le couple (<P~9) est un isomorphisme si 

1) X= Yi e = id X 

2) 'Vxe..X, la restriction qix 

isomorphisme linéaire 

3) est continue. 

P-l(x) -1( ) -+, q X est un 

Ces définitions sWappliquent en particulier aux fibrés vectorielss 

Dans ce casw la condition 3) de la définition 2 résulte des deux 

autres0 CDest ce que nous allons établir maintenant. 

Cas des fibrés triviauxo 
™ u œœ ~ 

Soi en t E = X x V et F = X >' W deux fi b ré s de b as e X o 

Théorème lo Il y a une bijection canonique entre les homomorphismes 

X x V -+ X x W et les applications continues X -+ HOM(V 9 W) $ 

Notationo Si Es F sont deux fibrés vectoriels de base X , on 

désignera par HOM(EjF) 1wensemble des homomorphismes de fibrés 

E -+ F o 

Démonstration ~ Construisons une bijection entre HOM(E,F) et -----~-----<;Ml~ 
l~ensemble des applications continues~ X ~ HOM(V,W) 

a ) Si <fi e: HOM ( E , F ) ~ chaque r est ri c t ion 

linéaire. V(x,v) on a ~ q,(x,v) = (x,<P (v)) • 
X 

<P g V 
X 

V application 1 X -.;,.. HOM(V 'W) est continue 
X -+,- ~ '+'x 

est 



(Cela résulte du théorème de topologie g soit Y compact® Z un 

espace métrique ; on munit C(Y,Z) de la topologie de la conver­

gence uni:formeo Une application 'Y g X ~ C(Yl>Z) est continue 

si et seulement si 

X)(Y -+ Z 
est continue 

-+- 'P (y) 
X 

Dans le cas présent Y= boule unité de V (elle est compacte 

car V est de dimension finie)o) 

b) Réciproquement : soit , une applicatio~ ,continue 

X ~ HOM(V ,w) o Le théorème rappelé ci-dessus montre que 

$ : E -+- F définie par : 

Remarq~e: Structure naturelle d~espace vectoriel de HOM(E,F) 
-~-~~~~- ~~-~~---~~~~~---~~-~------~=-~~-~~--~~~-~ 

a ) Soit a il 13 e:. HOM ( E .i F ) 

si p{y) = X,icx(y) et S(y) e:. q- 1 (x) ont 

On définit : (a+S){y) = a(y) + S(y) 

une somme 

b) Exercice i Vérifier que la bijection canonique entre 

HOM (E,F) et X c~ HOM (V~W) est un isomorphisme d~espaces 

vectorielso 

Théorème 2o 

$ :p-l(x) 

Si $ ~ XxV ~ XxV est continue et si chaque 

X 
-1( , =l 

~ p x, $ $ est continue 

Démonstration g liapplication -.i~~ac:-~-~'llltll--OI:) est continue comme 



composie des applications continues 

X ~ Iso(V,V) et Iso(V,V) ~ Iso(V,V) 

X <l> 
X 

'I' -1 
T 

D'apr~s le th6or~me 1, il en risulte que t-l est continue. 

L 6 

Co::-ollaire 1. Si E = XxV est un fibré trivial, Iso(E,E) est en 

correspondance bijective avec l'espace vectoriel des npplicationz 

continues X -}-- Iso(V,V) • 

C6rollaire 2. Soient E et F deux fibrés vectoriels quelconques 

sur X dont les fibres ont la mime dimension et soit <i>a.HOM(E,F) 

X 

4> est un isomorphisme si et seulement si c-haque 

~ : p- 1 {x) ~ q- 1 (x) est un isomornhisme linéaire. 
X 

CN résulte de la définition. 

CS Surrosons Vxe.X, <i>x est un isomorphisme 

~ -1 P-l(x) Pour verifier la continuité de ~ en un point de on se 

restreint {propriété locale) i un voisinage de x. 

D1 apr~s (F.4), il existe un voisinage U de x assez petit pour 

que les familles induites EIU et FIU soient trivi&les. 

q étant continue, FI U = U x V est un voisinage ouvert de tout 

Y E q_ -l ( ;c) 

Le dia.gramme Eju ~ FIU est justiciable du Th.2 

Pl~ / 41 
u 

est 

continue en y • 

2. pection~ d'une fnmille d'espaces vectoriel!• 

Définition 3. Si {E --1+ X) est une famille d'espaces vectoriels, 



une :section de cette famille est une application continue 

s g X E ·telle que pos = id 
X 

0 

Pro:po!!JJ..tion 3o Ven:semble r(E) des sections 

diune structure de module sur l 9 a.nneau C(X) 

X ~ k o 

En effet 

de E peut ~tre muni 

des fonctions continues 

a) r(E) est un grô1lpe pour la loi d'addition (:s+s')(x) = s(x)+s'(x) 

b) la loi externe C(X) x r(E) ·~ r(E) 

(a 

(aes)(x) = a(x) s(x) en fait un module sur C(X) e 

La continuitG de &oB rGsulte de (F.2) (continuitfi de l'homoth€tie) 

Corollaireo r(E) a par restriction une structure diespace vectoriel 

sur k o Nous verrons au numGro suivant que dans le cas des familles 

localement triviales, r(E) est de type fini sur C(X) tandis que 

r{E) est un K-esapce vectoriel de dimension infinie. C'est pourquoi 

cette derni~re structure nïlest pas utile dans la pratiqueo 

3. Crit~rea de trivialitfi d'un espace fibré veatorielo 

Pro:120:s,,ition 4o Soit (E ~ X) un espace fibré vectoriel. 

trois conditions suivantes sont équivalent es 

a.) le fibré est trivial de fibre V où dim V = n 

b) il existe s e; r(E) n telles que pour chaque 

(s 1 (x)j s 2 (x)~••ot sn(x)) soit une base de p- 1 (x) • 

c) il existe un hom.omorphi sme E ~ V 

pt t 
X ~ * ( un point) 

Fx➔ V soit un isomorphisme 

Démonstration i {illll:l(:111) ___ ,_, ____ ~--.:ie 
a.) =-,> b) 

Soit (y v) une base de V 
1 i ■ oo, "n 

Les 



Li application 

posi = idx 

s . 
J. 

X _.,... X x V est continue et telle que 

X (x 11y.) 
J. 

Pour chaque XE:.X i (s
1

(x)p00, sn(x)) est une base de (x,V) 

b) =;,. cJ 
Soit 1 v application <f> au-dessus de X g X x kn -+- E 

s 1 étant continue, de même (x, Àl" o "'o, Àn) ~ s 1 {x) 

l'homothétie étant continue, chaque application 

(x~ x1 ,ooo, Àn) -+ Ài si(x) est continue 

La continuité de 1waddition entraîne alors celle de t a 

La famille {s.(x)} l~i~n frirme une base de p- 1 (x) 
l 

Par suite <f>x g prî 1
(x) ~ 

pour tout x e. X a 

est un isomorphisme linéaire 

Le corollaire 2 du théorème 2 établit alors g 4? e. Iso(Xx kn.E) 

Si pr
2 

sions du 

est la projection X x k.n 

) -1 c pour F = pr 2 o ~ 

n -+ k , on obtient les conclu-

et V= kn 

c) ~ a) 

Soient (V,F) fournis parc) o L'application au-dessus de X 

E ~XxV 

~ /prl 
X 

est continue car ses composées avec les projections le sente 

px F est un isomorphisme sur les fibreso 

D'après le théorème 2, Corollaire 2 ~ p<X..l"e.Iso(E;.,XxV) 

Proposition 5. Soit (p g E ~ X) un fibré vectorielo Il est 



trivial si et :seulement :si r(E) est un module libre sur 

C(X) = C(X~k) 

L9 

a) Si E 

Soit SE-I'(E) 

la base g 

est trivial$ la propriété b de Propo4 est vraie& 

0 Sur la fibre p- 1 (x) , :s(x) se décompose suivant 

s(x) 
n 

= 1 ao(x) 
l J. 

dt où ( <I> -
1 

0 s) (X) = (X$ al (X) '0 0 0 ~ an (X) ) 

s et <I>-l étant continuesj il en est de même de chaque 

x -+,- ao (x) g ao E:. C(X) , {so} l~i.$n est donc une base de r(E) 
l. l. l. 

sur C(X) ; (les :So sont évidemment libres sur C(X)) 
l. 

b) réeiproquementj supposons r(E) module libre sur C(X) • 

Sijil existait dans r(E) un système infini de sections linéaire­

ment indépendantes sur C(X) ® on en déduirait au-dessus de x un 

système infini de vecteurs linéairement indépendants sur k , ce 

qui est impossibleo 

Soit (:s.) l~i~n 
l 

au-dessus duquel 

base de r(r·!u) o 

une base ae 

E est trivial 

r(E) , U 

Cs0 lu) 
l 

un voisinage de x 

l~i~n est alors une 

De 1tisomorphi:sme de trivialité locale Elu -4 u x kn 
~✓ 

u 
on déduit un isomorphisme '¼' r(EjU)-+ r(u x kn) = C{U9 kn) 

s-+- <I>os 

soit n O'o€r(Uxk) 
l 

défini par cri(x} = ei ~ ième vecteur de la 

base canonique de kn o 

<I>os o étant une base de 
l. 

Vi e- [1 ~n] ~ CL= Ia .. (~osd) 
l Jl n l. 

d ij où "Î X €- E I U i <I> ( X ) = l À o e • = 
X X l l l. 

et en appliquant <I>-1 X = 1 X 
i 'j 

{:s.(x)) i~j ~n est donc une base 
J 

n 
l Xo cr.(x) = 
1 l l. 

a .. e C(X) tels que 
J J. 

I 
i,j 

X.a .. (x) (<I>~s.)(x) 
l. Jl. J 

X, a .. (x) S. (X) 
J. J l. J 

d,e la fibre au-dessus de X G 
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4 I " 0 dg f 0 b " 1° 0 0 

o _mage reciproque . un- 1 re :par une app 1ca.t1on cont1nueo 

Théorème î o Soit (p g E ~ Y) un fibré vectoriel, X un espace 

topologiquei f g X ~ Y une application continue0 

Il existe un fibré vectoriel ( q g f~( E) -+-- X) et un homomor­

phisme F g r*(E) -+ E qui rend commutatif le diagramme g 

Chaque 

te fibré 

morphisme prèso 

Existen~o 

J:+ E 

~p 
..l:+ y 

est un isomorphisme6 

qui possède ces propriétés est unique à un 

Soit le SOUSœensemble t*{E) 
r*(E) = Ux~b) , f(x) -- p(b)} 

q(x~b) = X F(x~b) = b 

de X XE défini par 

muni de la topologie induite 

0 -1 f \ La fibre au-dessus de x, q \XJ j est munie de la :structure 

vectorielle de p- 1 (t(x)) o 

iso-

Vérifier qu'on a ainsi défini une famille d 9 espaaes vectorielle 

Vérification de la trivialité localea 

Lemmeo Si E = Y x V e:st un fibré trivial, il en est de même de 

f*(E) o Par définition$ f~(E) est le sous-espace de X x E = XxY"/,.V 

constitué des points de la forme (x.r{±}~v) a Il s'identifie donc 

à X x V par 1 9 application (x 9 f(x) ,v) -+ {x,v) " Cette identi­

fication est compatible avec la. structure de fibré vectorielo 

Cas géne:ral o 

On établira d'abord qu'étant donne 
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r'«( E) 1 x1 et (rlx1)* {EIY1) :sont égaleso 

Soit alor:s u c:.. y tel que Elu soit trivialo Posons V = =11 ) f ,.U 

La remarque précédente permet aiécrire 0 r*(E) lv = (fjV)* (EiU) 0 

(Elu) étant trivial, de "" { f IV)~ ( E I U) et f*(E) lv meme 

Unicitéo 

Soient E9 et E" deux fibrés sur X, a et B isomorphismes 

sur·ahaque fibreo 

Eil ~ E Posons p-l(x) = E et 

t I lp 
X 

supposons que E' 
X 
~ 

/q" ___,,,. E 
X 

X f~ y E Il 
X 

0 

sont des isomorphismes linéairese 

E" est un isomorphisme liriéairee 
X 

continue au-deijsus de X 0 Par suite EY ~ E 

Propriétés fonctorielles de lîimage réciproqueo 

De l'unicité de l'image réciproque, on déduit les relations 

{fg)* (E) = g*{r*E) 

(id)~(E) = E 

A l'espace topologique X , on-peut associer 1°ensemble 

des fibrés vectoriels de dimension n sur k et de base X 

définis à un isomorphisme prèso 

Dlloù un foncteur contravariant de la catégorie des espaces topolo­

giques et applications continues dans celle des fibrés vectoriels 

et morphismes de fibrés. 

Paragraphe 3 ~ OPERATIONS SUR LES FIBRES 

1@ Somme directe (ou de Whitney) 



vectoriels de dimension finie {sur R ou f) et si 

f g tJ ~ V et f 9 : U' ~ V' sont des applications linéaires, 

on peut construire une appl·ication linéaire f (1) fW: l,1tf:}U 11--)>oV $ Vg. 

On définit ainsi une application : 

Hom(U9V) x Hom(Uii ,V") -+- Hom(U (1) uw ,V$ V') qui est continue" 

Soit E et F deux fibrés de base X o Définissons leur somme 

directe E $ F o 

Ensemble sous-jacent E $ F = U 
xe.X 

E 
X 

$ F 
X 

0 

Topologi~o Nous voulons que~ pour tout couple de morphismes de 

fibrés 

L"a.pplication g U{E 
X 

application continueo 

et 

U{f $ g ) œ F ) _____ x__,_ __ x _ _,...~ 
X 

soit une 

Etudions dgabord le cas de deux fibrés triviaux E et F o 

Il existe deux applications a: E -+- XxV et ~ 

qui sont des isomorphismes de fibrés (donc en particulier des 

homéomorphismes i X x V et X x W étant munis des topologies produit) 

On en déduit une bijection E (1) F ~ X x (V (1) W) qui 

permet de transporter sur E œ F la topologie de X x (V @ W) 

Cette topologie satisfait bien ·à la condition requise. Soient 

en effet deux morphismes 

et 

La donnée de F fiquivaut à la donnée d'unè application continue 

de X dans Hom(V~Vi) o Il en résulte le schéma g 

f-. _c_o_n_t_1_
0 

n_u_e_-;;/'"" 
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JJ(F @ G) 
Lt' a.ppliêation X -c (V @ W) ~ X x {V' $ W") est donc 

Il nous reste à montrer que la topologie ainsi obtenue pour 

E IF est ind~pendante de l'isomorphisme par lequel on a iden­

tifié E (resp0F) à X)c. V (respoX'n- W) • 

E 

X x V 
~ 
·~ 

a X x V 

XxW 
F~ 

~XxW 

Cet~ a', s, s~ sont des isomorphismes) 

Pour comparer les espaces topologiques E • F(a,S) 

E Ill F(a~~l3') 
\::i-dessou:s, 

il suffit de montrer que, dans le diagramme 

y est un homéomorphisme. 

Xx (V$ W) 

l y 

XX (V$ W) 

Sur ehaq_ue fibre 

et 

Cette application dfpend continuement de x et est une bijection. 

Nous pouvons maintenant a,rinir la topologie de E $ F pour des 

fibrés E et F non n~cessairement triviaux0 

X 

On eonsidère un recouvrement ouvert de X 

V. l îi':I 
lE- ""l U. et FÎu. sont triviaux@ 

l. 
., 

E a) Flu. = Elu. {il Ffu. 
1. l l 

{U.} i e I , tel que 
l 



On pose en définition 

y C E $ F e s t Ou V P, rt <-> Vie I y n ( E @ F ) 1 u i 

est ouvert 

Il est aisé de vérifier quaon définit ainsi une topologie. En outrei 

la continuité étant une propriété locale 9 les opérations et la 

projection sont continues. 

0 0 
0 0 

Nous pouvons introduire la somme directe par une autre méthode$ 

Pour cela il nous faut définir les fibrés vectoriels au moyen 

diatlas0 

Soit E -4 X un fibré 0 Il existe un recouvrement de X par des 

ouverts Ui tels Elu, :soit trivial donc il existe des isomor-
1. 

phi:smes 

h, 
--

1
--,)ji,-o· u' X V 

l. 

Si 1won considère liintersection de deux ouverts U. et U. , 
l. J 

on obtient g 

G, o 

J ~ l. 

h.lu.nu. 
J. l. J + 

h ,oh. 

(U.llU.)xV 
1 J 

l G •• 
Jl. 

(U,("\U.),xV 
J 1 

(u.nu,)xv 
l. J 

,J 1 
~- (U. n U.) x V 

l. J 
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La donnée de G •• 
J l. 

équivaut à la donnée d'une application~~~!!~~= 

g .. ~ U.nu. --+ Iso(V) 
-J l l J 

Si on a trois ouverts tels que i 

u. n u. n uk , 

U. n U. n Uk 'f' 0 il faut que sur 
l. J 

l. J 

Il résulte de cette étude 

't/xêU. g • • (X) = Identité sur V Tl l. l. l 

\/xE-U. n U. g • . (X) = g"'.°l. (X) T2 
l. J lJ J 'l. 

V x Ë u. n u. n uk gk 'j (X) 0 g • • (X) = gk . (X) T3 l. J J l. j l. 

E apparaît alors comme le quotient de U 
i~I 

(U.xV) 
l. 

par la relation: 

X = y 

et j ~ s = g .. (x).t 
1,J 

Plus précisément on montre le théorème suivant 

Théorème ~ Soit ru.} . I un recouvrement ouvert de l'espace topo­
l. l. l.E: 

logique X et [g. ·} 2 un ensemble de fonctions continues 
l.J (i,j) er 

g i j U i O U j ~ G L ( V n ) sa t i s fa i s an t aux axiome s Tl , T 2 , T 
3 

~ 

Alors il existe un fibré vectoriel de fibre V(= Rn ou en) et 
n - -

un atlas {(Ui,hi)} tels que les gij soient les applications de 

changement de carte0 Le fibré ainsi défini l'est à un isomorphisme 

près. 

Considérons 1wexemple de la bande de MBbius 

Soit A et B les deux composantes connexes de u
1

n u
2 

gll: xsu 1 ~ identité de R 



g22 
0 X E:-U

2 -+- identité de R 

n 0 

g12 xEu
1

nu
2 ~ idR si Xe. A 

l_i; 
R 

si Xe, B A 

Ceci étant il devient facile de définir la somme de Whitneye 

E F 

~I 
X 

On recouvre X par des U. suffisamment petits pour que 
1 

et F1u. soient triviaux pour tout i • On en déduit les 
1 

applications de changement de carte 

g ô • 
. u. nu" --;i.,. Iso(V) = GL(kn) 

1J " 1 J 

f Ô 0 • u. nu, -r Iso(W) = GL(km) 
J.J • 1 J 

On en déduit aisément ho. : U.(JU, ~ GL(km+n) o 
1J 1 J 

B 

La somme directe de E et F est le fibré que le théorème 

précédemment énoncé associe au recouvrement {U.} et aux appli-
1 

cations 

PropositionQ Soit f continue X ~ y 

f*(E ~ F) E $ F f*(E) œ f*{F) = f*(E $ F) 

*(E)---------.. t /*(F) E ~ t ✓F 
(vérification aisée) 

X ----..--,~ y 

2o Produit tensoriel 

On peut utiliser deux méthodes analogues à celles qui ont 

servi à définir la somme directe 

o méthode "descriptive" E 0 F ~ U 
xeX 

(E 0 F ) 
X X 
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Il reste à définir une topologie convenableo 

o changements de carte ~ E fil F est défini à partir des 

ho. 
lJ ),- Iso(V ® W) opérations de changement de carte u O () u O 

l J 
OÙ ho • (X) = f o o (X) ~ go • (X) 

lJ lJ lJ 

3o Passage au duale 

On utilise encore l 9 une ou 1wautre des méthodes précédenteso 

On note g E* 

4. Ensemblé Hom(EwF)o 

Il convient de ne pas le confondre avec HOM (E,F) précédemment 

définie 

Définitiono Hom(E,F) = E* 6 F (E et F sont des fibrés au-dessus 

awune même base X) 

La fibre de cet espace au-dessus du point x est donc 

Propositiono HOM(E~F) est lgensemble des sections continues du 

fibré Hom(E,F) o 

Supposons d 9 a.bord E et F triviaux~ E~Xx V :i F~Xx W 0 

Si ex appartient à HOM(Xx.V, Xx W)j ~(x 11v) = (x,OL v) , l'a.ppli­
x 

cation X ► Hom(V,W) étant continueo Or les espaces topolo-

X ot 
X 

giques HOM(X x V, X><-W) et X x Hom(V ,w) sont identiques, donc g 

HOM(X x V $X>< W) = r (Hom(X x V, X:,< W)) et, modulo les isomorphismes 

trivialisants de E et F , HOM(E,F) = T' (Hom(E,F)) ~ 

Si E et F sont des fibrés quelconques de base X , on 

associe à tout élément de HOM(EjF) une section "ensembliste" de 

Hom(E,F) g les fibrés étant localement triviaux, il est clair que 

les sections obtenues sont continueso Cette application 

HOM(E,F) -+- T (Hom(E,F)) est une bijection canoniq_ue0 
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Chapitre II~ HOMOTOPIE 

Définition: Soient X$ Y espaces topologiqueso Deux applications 

çontinues f et g g X -+ Y sont dites homotopes siil existe 

une application continue 

H Xx [01] telle que 

I
Vxe;:X 

1/x,s.X 

H(x,.O) = f(x) 

H(x,l) = g(x) 

H est l'homotopie reliant f a g a Les applications ft d'finies 

par ft(x) = H(x"tj forment une famille diapplications continues 

de X dans Y qui d,pendent aontinuement de t 0 

Si f et g sont homotopes 1 on note f'""g 

Propositiono L'homotopie est une relation d 1 €quivalence 

a frvf: on utilise lijhomotopie H(x,.t) = f(x) 

dans 

On 

o fl'\,g ~ s~f : on utilise Hg(:x~t) = H{x,1-t) 

o f"'g, g~h ~ fl\Ph: soit H
1

{x,t) tel que 

vérifie aisément 

H1 (xi2t) 

H2 (xi 2t-1) 

que H e:st 

tel que 

si 

si 

une homotopie entre 

H1 (xi0) 

H1 (xsl) 

H2 (x,.O) 

H2 (x,.l) 

f et 

C(X,.Y) 

= f(x) 

= g(x) 

= g(x) 

= h(x) 

h 0 

Pro~o:sitiono Les compos€s d~applications homotopes sont homotopeso 

Soit X 
f y ei t z où 

f',vfî 
g-~ gg r~> g' 

Soit F continue X x I _.. y F(x'.!O) = f(x) F(x,.l) = f' {X) 

G continue y)( I -+ z G(y,iO) = g (y) G(y,l) = g w (y) 

Alors H X XI -+- z définie par H(xtt) = G(F(x~t) 9 t) 
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est une homotopie entre g O f et g 9 
0 f 9 o 

Notation~ [X~Y] est liensemble des classes d'homotopie de C(X 9 Y) 

Propositiono [espace point~ x] est 1 'ensemble des composantes 

connexes par arcs de X o 

En effet, si désigne liespace point ~ 

X -+- Xe: X 
sont homotopes jF continue Lxo} x I --+-- X 0 <~ 

X -+- y e.X 
telle F(x ,o) 0 que = X 

0 

F(x 11)1) = y 
0 

Equivalence d 9 homotopieo 

Une application continue f g X -+- Y est appelée équivalence 

d'homotopie s" il existe f~ continue Y -+- X telle que 

f' o f ~idX et -f O rw ~ idy o sw il -existe une équivalence di homo­

topie entre deux espaces X et Y~ on dit quîil:s ont le même type 

dîhomotopieo 

Cas particuliero Un homéomorphisme est une équivalence dwhomotopieo 

Propositiono La relation "a le mime type dwhomotopie que" est une 

relation d 1 équivalenceo 

0 

0 

0 

Id X 
X-'VX X ,<-:,:';'?'";,::".''+ X 

X"'Y ~ Y~X car si 

d 9 homotopie$ 

une égalemento 

X ,.._,y et y ,V z ~ X --v Z 

f 

fW 

0 
0 X ~ Y est une équivalence 

(cfo notations ci-dessus) en est 

~ .L X ~ Y Z Il fa.ut montrer que g O f est une 
f O gO 

Ceci est aisé ~ g' 0 g~Id Y o La composition gardant l 9 homotopie 



De même g g O f O f' î O g'""' Idz o 

Remarquons quijune relation diéquivalenae est une relation binaire 

définie sur un ensembleo La classe des espaces topologiques niest 

pas un ensemble , nous ne soulèverons pas plus la difficulté logiqueo 

Paragraphe 2 • RETRACTES - ESPACES CONTRACTILES 

Définitiono Soit i liinjection canoniquè g A ~ X o Su~posons 

quiil existe une application r continue g X _...., A telle que 

a) V as.A r(a) = a 

On dit alors que A est un rétracte de X par déformationo 

Propositiono Si A est un rétracte de X par déform1;1.tion~ A 4 X 

est une équivalence dihomotopieo 

Car r o i = IdA et 

Propositiono A rétracte de X par déformation est fermée dans X$ 

si X est un espace topologique séparé~ 

En effet, 1iappliaation X ~ XxX définie par x-,.. (r(x)i!lx) 

est continue0 La diagonale de Xx X est fermée puisque X est 

séparéo Donc son image réëiproque$ soit A est fermée dans X o 

Exempleo Dans R2 considérons le cercle 

Soit X = A U I où I = [1,2]x 0 

2 
A= {xe.! \lxil = 1} 

A 

a 
0 

I 

i O r et Idx est définie par 

Liapplication 

dé finie par 

r 0 X 0 

a e;,A 

X É,B 

~ A 

-'!i,,, r(a) = a 

~ a 
0 

est une rétraction déformation,, En 

particulier 1whomotopie entre 



H 
( a:. t) = a Vae.A 

H{x,.l) = .X 

H(x,O) a \j' X eB 
0 

et prolongation linéaire 

Définitiono Un espace topologique X est contractile s'il a le 

m~me type dghomotopie que 1 9 espace réduit à un seul pointo Autrement 

dit g X est contractile si Idx est homotope à une application 

constante de X dans X o 

Propositiono un sous-ensemble convexe duun espace vectoriel topolo­

gique est contractileo 

H 

Il suffit pour suen convaincre de considérer l'homotopie 

xx I -+- X définie par H~x-:.t) = t x + (1-t)x 
0 

OÙ X 
0 

est un point fixé dans Xe 

Remarquons que la·démonstration est vàlable d~s que X est étoilé 

par rapport à 

est inclus dans 

Corolla.ireo Rn 

x (cUest-à-dire si 
0 

X) o 

Xe. X 

est contractile 0 D = {xi , n 

Cône sur un espace topologiqueo 

~ le segment 

\ix Il~ l} est. contra.ctileo 

Soit X un espace topologiqueo On appelle c8nj sur X (et on 

note C X le quotient de X x I par la .relation di équivalence qui 

identifie tous les éléments de X x {1} ~ cet ensemble étant muni de 

la topologie-quotienta 

C X = X x I/ X x {l} 

Le sommet du cône est la classe des éléments de X x {1} 

X X l 

C X 

- - - - - -( X t) 
. ' 

X :x: 0 

X 
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Propositiono Quel que soit l~espace topologique X son cône est 

contractile a 

Il existe en effet une homotopie entre l'identité sur C X 

et liapplication constante sur son sommet g 

où (xwt) désigne la classe de (x,it) eX x [0~1] 

L~homotopie ci-dessus est telle que le sommet est un 

point fixe pour chacune des applications H u il n'en est pas de 

même pour une homotopie arrivant sur une fonction constante quel-

conque de C X dans C X o 

Ainsi si X est liunion des cercles de centre (!,o) et de 
1 0 0 0 0 2 J.01 w 0 rayon n , muni de la topologie induite par ~ i n existe pas 

dihomotopie de Ide X sur 1wapplication constante C X ~ (O,O;O) 

laissant ce dernier point invariant~ tout stade. 

Suspension sur un espace topologiq~ X g LX 
cwest le quotient de X x [-1,1] par la relation dwéquivalence 

identifiant les éléments de X x {l} d~une part, ceux de X x {-1} 

dijautre parto 

On peut également considérer la suspension de X comme la 

réunion avec identification de leurs bases des deux cônes g 

et 

C X 



La classe de X x f1! est le pôle nord 

La classe de X x [~~ est le p&le sud 

X X fOJ (identifié à X) est 1wéquateur. 

Exempleo E Sn= Sn+l 

o .... ,,. n+2 n+l ,,. o o o,,. 
On cons1dere Sn+l plongee dans R t R etant 1dent1f1e 

à 1whyperplan des vecteurs dont la (n+2)e composante sur la base 
0 d Jin+ 2 t 11 S 't ' ) l O t O d canonique e es nu eo 01 P+ ,respop_ a proJec ion e 

1whémisphère 

Lw application r(s ) 
n définie par 

si O~t~l 

(où C désigne le centre de s ) 
n 

est un homéomorphisme g E S - S n n+l 

Relèvement des applications dans la suspensiono 

Soient X et Y deux espaaes topologique1 et f continue 

X -+- Y o On en déduit une application E f g E X ~ r Y 

définie par (Ef)(x 111t) = (f(x),t) ~ E f est continueo En outre si 

f X -+- Y est une équivalence d 9 homotopie$ E f en est une 

égalemento 

Paragraphe 3 - THEOREME DU RELEVEMENT DES HOMOTOPIES 

Lemme lo Soient E -+ X un fi'b·rê à base compacte, Y un fermé 

de X , s une section de EIY o Il existe une section S de E 

qui prolonge :s 

Soit {Uo}o l un recouvrement de X fini~ ouvert et 
l 1= ooon 



trivialisant pour le fibré E o X étant compact; donc normal 9 i: 

existe un recouvrement {V.}. 1 ayant les m&mes propriétfa et 
-_ l. :i..= 9 0 on 

en outre tel que V. c V. c U. pour tout i o 
l. l. l. 

E jv. = V. x k 
l. l. 

(Elv.)\Y = Eiv. nY 
l. l. 

nwaprès le théorème de Tietze$ il existe une section 

qui prolonge s jv. î) Y o 
l. 

Soit {a.}. 1 une partition de lijunité subordonnée au 
l. i= 9 oon 

recouvrement (V.} o 
J. 

Posons s.(x) = 
l. 

a.(x) t.(x) :si xsV. 
l. 1 l. 

O :si xsCVi 

Les restrictions de :si (x) aux fermés Vi et C Vi sont continues .g 

la première est le produit de deux fonctions continues, la seconde 

est identiquement nullea Comme ~ :s. est continue 
l. 

n 
s = l s. e r {E) 

i=l 1 

Il est clair que S prolonge s a 

Lemme 2o Soient E et F deux fibrés de même dimension sur une 

base X compacte et 

liensemble de• points 

<P un homomorphisme ~ E -+ F o A désigne 
1 
~ de X où ~x est un isomorphisme , 

alors A est un ouvelt de X o 

Grâce à la trivialité locale~ on peut :supposer E = X x V , F = X" W 

XxV ~ XxW (dim V= dim W) 

(x~v) ~ (x~1(x) v) 

~ est une application continue X -+-- Hom(VjW) • 

Comme A= ,- 1 (Iso(V$W)) ~ A est ouverte 
~ 

Lemme 3a Soient E et F deux fibrés de base compacte X et Y 

un fermé de X o Pour tout isomorphisme f g EjY ~ FjY il existe 



un voisinage ouvert U de Y et un isomorphisme $ 

qui_prolonge f o 

On utilise 1widentif'ication HOM(E~F) = r(Hom(EiF)) ,, 

Soit i l*injection canonique Y --... X 

Donc 

D 1 ap:rès le premier lemme f :section de Hom(Es)F)tY se prolonge 

en une seetion F de Hom{E~F) i F est un homomorphisme E ~ F o 

Le second lemme implique quiil existe un voisinage ouvert de Y 

au-dessus duquel F est un isomorphisme© 

Théorèmeo Soient Y un compact j p g E -+ X un fibré vectoriel 

localement trivial~ f
0 

et r 1 deux applications continues homo­

topes Y -+-- X o Alors 

Soit 

Soit 

F g YxI --+- X lihomotopie reliant 

7t la projection Y x I -+ Y et i 

Yxt-+-- YxI 

X 

ro et fl g F(o,t) = ft G 

1winjection canonique 

(Diagramme non commutatif) 
y 

Fi y X t = ft O 1T I y X t 

Donc ( F i Y x t ) jt ( E) = ( f t o ( 'If I Y X t ) )* ( E) (1) 

Or F l Y x t = F O i o 

On opère des transformations analogues-sur le :second membre de (1) 
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Il en résulte 

Y t étant fermé dans Y I on peut appliquer le lemme 3 démontré 

ci-dessus g il existe un voisinage ouvert U de Y t tel que 

( 2 ) 

Y étant compact~ il existe un voisinage ouvert ôt de t dans I 

u ::, y X, ôt O tel que 

Soit 

les fibrés 

t w e. ôt y )< t 

'If~ r; ( E) 1 Y x t ij 

et Y x tw peuvent être identifiés à Y 

et 1r*r;(E)IY);(t ont donc même base; 

montrons quwils sont isomorpheso 

Désignons par <j, 1wapplication composée 

et par 
1/1 

Y=Yxt~YI 

....!+, y 

'TT~ r;(E) IY x t'I = <j,-,l(, ( E) ,r* r;(E)iYxt = 
0 0 

Or <li = 1jJ = ft 
0 les deux fibrés considérés sont 0 

... 
r;(E) a 0 

Par restriction des deux membres ' y X. t Q ( 2) a 5 

Soit j 1 ij injection canonique Y x t i -.. Y x I 

X 

ljl'~(E) 

donc isomorphes 

implique 

( 3) 

La classe dijisomorphisme de r;(E) est une fonction localement 

constante de t ~ donc est consta&te puisque I est connexe 
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Remarque lo Le théorème de relèvement des homotopies reste vrai si 
-(m,----~--Gllil-<:,:11111 

la base X est para-compacteo 

Remarque 2~ Notations. Si X est un espace topologique, Vectk(X) 
~---~-----~~~--~--~-- n 
désigne 1wensemble des classes diisomorphisme des fibrés vectoriels 

U k k 
de dimension n sur le corps k 6 Vectn(X) est noté Vect (X). 

La somme de Whitney induit une loi d~e~emi-groupe abélien sur 

Vectk(x) o 

Les résultats précédents sGénoncent alors g Vectk(o) est un 

foncteur ~ontravariant de la catégorie dont les objets sont les 

espaces topologiques compacts et dont les flèches sont les classes 

dwhomotopie dijapplications continuesj dans la catégorie des demi-
k groupes abélienso En effet, à un espace Xi Vect (.) associe le 

demi-groupe abélien Vectk(X) et a une application continue 

f' g X ~ Y j Vectk(o) associe Vectk(f) défini de la façon 

suiva.nteiil 

(E désigne un fibré sur Y)~ 

Veatk(f)(E) = r*(E) 

Vectk(f) est 

Vectk(f)(E
1 

@ 

k Veat (f) o Le 

bien un homomorphisme de demi-groupe~ 

E ) = f~(E ) @ f~(E ) et Veatk(f O g) = Veatk(g)o 
2 1 2 

thGor~me précédent affirme diautre part que Vectk(f) 

ne dépend que de la·ala.sse d~homotopie de f o On notera aussi 

Veatk(f) 1 f* ~ (image réaiproque)a 

Corollaire-la Soit X un esp~ce compact et E un fibrfi de base 

X x I o Identifions X :.,c O et X x 1 à X o Alors 

Soit j 
t 

EtX?lO~EIXxl 

1 9 a.pplication X -+- X>< I 

X 1-+ {x~t) 

j
0 

et j
1 

sont donc homotopes o 

Or E)XxO~j* E 
0 
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Corollaire 2o Soit X un espace compact, E un fibré :sur X x I ~ 

n la projection X x I -+- X x O Il alo r :s 

Soit i l w injection canonique X x O -+- X x I , Idx >< 1 et i O n 

sont reliés par lijhomotopie 

H ~ X,cI:xI-+ XxI 

(x~u:tt) ~ (x,tu) 

Ce corollaire peut encore swénoncer sous la forme g tout fibré E 

sur X><I est de la forme Ewx I où E' est un fibré sur X. 

Corollaire 3o Soient X et Y deux espaces topologiques compacts, 

f une équivalence d~homotopie 

Liapplication f*g Vectk(Y) -+.­
n 

X ~ Y o 

Vect k (X) est 
n 

transforme la classe du fibré trivial Y x kn 
n X X k 0 

Cela résulte du caractère fonctoriel de k Vect 
n 

application continue g Y ~ X telle que 

et 

Donc f* 0 g>+ (re:spog~ 0 f~) est l'identité de 

une bijection qui 

en la classe de 

il existe une 

Corollaire 4o Soit X un espace compact et contractileo Vectk(X) 
n 

est réduit l la classe du fibré triviale 

Soit x
0 

le point sur lequel X est contractéi P 1we:space-point 

[ x 
O 
1 • D w a p r è s 1 e c or o 11 ai r e 3 , il ex i s t e une b i j e c t i on 

k Vect (P) 
n 

k Vect (X) 
n 

Le corollaire 4 en résulte immédiatemento 
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Cette proposition permet de montrer que certains espaces compacts 

ne sont pas contractileso Ainsi s
1 

n'est pas contractile car la 

bande de Mobius nijest pas trivialeQ 

Paragraphe 4 ~ TRIVIALISATIONS DîUN FIBRE 

Soit E ~ X un fibré trivial de fibre vectoriel V il 

existe un isomorphisme trivialisant (ou trivialisation) 

a~ E -+-- XxV mais celui-ci niest pas uniqueo Cherchons donc à 

comparer deux tels isomorphismes. 

Différence de deux trivialisations. 

Soient et deux trivialisations de E' 
-1 est a al al 0 a 

0 0 

un isomorphisme de fibrés XxV __.,., XxV 0 

Donc -1 
(IdX,tjJ) 

.... tjJ est application continue al 0 a = ou une 
0 

X .... Iso(V) $ tjJ est la différence des trivialisations a et 
0 

Homotopie de deux isomorphismes de fibréso 

Soient E
1 

et E2 deux fibrés vectoriels quelconques de 

base X ''' $ 'I' 0 

1/Jo et tjJl 

et 1/Jl deux isomorphi smers E
1 

_,,,... E2 • On dit que 

sont homotopes s~il existe un isomorphisme ~ 

Théorème. Soient E un fibré trivial de base Xi de fibre V; 

et a1 deux trivialisations de E !!) de différence 1/JJ a
0 

et 

sont homotopes si et seulement si tjJ est homotope à lîappli­

cation constante y g X ~ Iso(V} 

x 1--+ IdV 

al' 



~• Soit A l'homotopie dQisomorphi:smes 

A EX I (XxI)xV 

Restreignons le 

XxV 

Soit la différence entre les trivialisations 

1/1 = y 
0 

Il reste donc à montrer que H g X x I ;,,-, I:so(V) 

(x~t) > 'l't(x) 

IIo13 

et 

est continueo Considérons a
0 

x Id
1 

g E x I --...- (X ,x V) x I , 

c'est un isomorphisme ; son inverse est a~ 1 x IdI o 

(XxV)xI est isomorphisme~ 

Dûaprès le théorème 1 (chapoI, §2), il lui correspond canoniquement 

une application continue 

X)( I 

qui est précisément H. 

~o à H application continue 

canoniquement un isomorphisme 

Lw isomorphisme 

h-o-motopie entre (l 
0 

(X)(V)xI 

( ex 
0 

et 

Iso(V) 

X >< I Iso(V) est associé 

(XxV)xI 

(XxV)xI est une 

Lemme. Soit Y un espace topologique contractile, X un espace 

connexe par arcs, Alors 1 9 ensemble des classes dîhomotopie d'appli-

cations continues de Y dans X noté [YixJ ~ a un seul élémento 



Notons F une homotopie entre Idy et 1wapplication constan~e 

y~ y 

Y 1--+- Yo o 

Soit yx 1 1 application constante Y --+- X 

y ~ X 

(considérer f O F) 

Puisque X est connexe par arcs, pour tous x et x 11 E:. X , y x ~ y xi 

DWoù le lemmeo 

!ropositiono Soit Y un espace contractile~ E -. Y un espace 

fibré complexe donc nécessairement triviale Deux trivialisations 

de E sont homotopeso 

En effet lijensemble des trivialisations de Ex I , fibré sur Y x I 

est en bijection canonique avec <€(Y, GL(n f))~ 
Donc 1 9 ensemble des classes d'homotopie des trivialisations de E 

est en bijection avec [YllGL(n Q)] qui n'a quiun élément puisque 

GL(n C) est connexe par arcs et que Y est contractileo ~ 

Etnde.Ë!ESwSS~m~~!i~i2E 0 

Considérons le fibré trivial E = S0(2 ~) x~
2 ~ S0(2 ~) 
2 (on peut le considérer intuitivement 

des complexes de module 1 opérant sur 

e omme s1 " ID si s1 groupe 

m2 comme groupe de rota-

t ions o Si on substitue à la fibre vect.orielle une "fibration en 

sph~res", on obtient le tore)o 

Considérons les deux trivialisations de E 

S0(2rR)xtR 2 
~ ~ 

. ( g .,x) 

(gix) 

2 
$0(2,,m) X t 

_,,,......_), ( g~x) 

(g,;g o x) 

Les deux isomorphismes ne sont pas homotopes g montrons par 

l'absurde que leur différence ~ nijest pas homotope à 1wapplication 

constante y S0(2ID%) -=+ G1(2iffi) 

g ~ 1 



~ est évidemment l~injection canonique S0(2~) ~ GL(2~~) o 

Démontrons que 1/J et y en tant quiapplications de 

S0(2,!B) dans S0(2 9~) sont ho:motopeso 

L'homotopie reliant t et y prend évidemment ses valeurs dans 

SL(2,m) composante connexe de liîimage de y o On peut donc 

cc-restreindre y et 1/J 
... 
a cet espaceo 

Soit ô l~a.pplication so ( 2 ,;~) ~ S0(2ifR) ~ 
g t,--,-+ 1 

S0(2,tR) Id 
~ so ( 2 ,~) SL( 2 ,fR) ::w 

6 ~ ~ 

1/J = i 0 Id i 0 ô = y 

Donc i O Id rv i O ô et comme i est une équivalence d iî homotopie 

(cfo Appencide) ôrvid S0(2 0\R) , homéomorphe à s
1 

est contra.c­

tileo Absurdeo 
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Cha.pitre III .. CO~!STRUCUQ!LEE FIBRES VECj'SIB.,LlU:.ê, 

Paragraphe l - ~RACTION·AU ... DESSUS r,vuw FERME TRIVIALISAIT 

Soit (p g E ~ X) un fibré vectoriel de base compacte, trivial 

au-de,àasu.s du f'ermé Y c X ; soit ~ une trivialisation E IY -+ YwV 

X/Y dGsigne 1aeapaae topologique quotient de X par la relation 

d',quivalence qui identifie les peints de Y; nous allons d,tinir 

un fibre vecto~iel de base X/Y dont l~espace total sera noté 

E/°' 

Comme Y est fermé dans le compact X, tout point de X - Y 

posside un voisinage qui est disjoint d'un voisinage au moins de Y: 
l'e~pace X/Y est donc s&paréa 

Soit pr 2 la :projection Y)(V ,.-+,, V o E/« est l'espace 

topologique quotie~t de E par la relation d'équivalence : 

l e et e 1 e.EIY et ( pr,. 0 a)( e) = (pr
2

oCJ) (e') 
! G: 

(R. eW < l e = :::;,-, i ou 

! e~efEf EIY et e = e; 

La surjection eanonigue est 0 if, E ~ E/r.1,. On vérifie que E/ 4 . 0 

est muni d 9 une topologie s~parée.,, 

ii) Projection du fibré, 

C9 est la surjection (unique) 11' qui rend commutatif le 
dia.gramme 0 

0 
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E 

X 
CJ 

iii) Structure vectorielle sur les fibres. 

at étant régulière vis-à-vis de l'addition et de la mul­

tiplication par un scalaire dans les fibres, les fibres de E/a 

sont munies de la structure vectorielle induite. 

iv) Trivialité localeo 

Soit l 9 image de y par la surjection canonique 

cr g X -+- X/Y o E/a est trivial au voisinage de ce point. En 

effet X étant compact et Y fermé, a se prolonge en un iso­

morphisme trivialisant A défini au-dessus dijun ouvert U 

contenant Y g 

A~ EjU ~ Uxv 

A étant compatible avec la relation ~ passe au quotient on 

obtient un isomorphisme (E !u)/a = E/o. l (U/Y) --.. U/Y x V • 

Il est clair que E/a est trivial au voisinage des autres points 

de X/Y. 

Nous avons donc construit un fib~é vectoriel localement trivial 

E/a -+- X/Y de même dimension que E o 

Proposition_!. Soient 

E I Y -► Y x V • Alors 

a et 
0 

E/a 
0 

est 

deux trivialisations homotopes 

isomorphe à E/a 1 

Soit A une homotopie reliant a
0 

et a
1 

• (Ex I) /A est un fibré 

de base X~ I/Y,,. I ~X/Y>< I , X/Y étant compact les restrictions 

de ce fibré à, X/Y :x {O} et X/Y x {1} sont isomorphes ~ E/o. 
0 

est isomorphe a E/a 1 • 

Propositi_on 2. Soit cr la :sLir,jection X ~ X/Y o Les deux fibrés 

cr*(E/a) et E sont isomorphes. 



L"espace topologique a*(E/a) 

L 9 application E -+- o~(E/a) qui à 

est un sous-espace de X J(, E/a o 

un point e associe le touple 

(p(e)i~(e)) est évidemment continue et :ses restrictions aux fibres 

sont des isomorphismes ~ cvest un isomorphisme de fibréso 

La construction précédente est valable pour des fibrés vec­

toriels sur un corps quelconqueo Dans la proposition ci-dessous 

l~hypothè:se que les fibrés considérés sont complexes est essentielle~ 

Proposition 3o Soit X un espace topologique compact, Y un ferme 

contractile de X o Alors o* ~ Vectc(X/Y) ......,. Vectc(X) est un 

isomorphisme de monoides commutatif:so 

Y étant contractilef tout fibré complexe de base X est 

trivial au-dessus de Y et la trivialisation est unique à une 

homotopie près (cfo chapoII~ § )o Compte tenu de la proposition 1 

ci-dessusj il existe une application 

q Vectc(X) --+- Vectc(X/Y) 

[E] t--+- [El a] 

(où ~ désigne une trivialisation de EIY)o 

La proposition 2 :montre que cr ,1, 0 q est 1 ~ application identique 

~e Vectc(X) m En outre :si E" est un fibré de base X/Y $ 

(o* E 9 )IY = Y xE 9 l 9 identite est une trivialisation ; il en 
Yo 

résulte que q O cr* est 1 9 identité de Vectc(X/Y) o Il est clair 

que o* est un isomorphisme de mono1des commutatifso 

Intérêt de cette constructiono 
:zzœœœcœas ...4J U tAWf'tZ WWi1XAA,-4&, WJ-W:WtW 

Nous y aurons recours pour étudier les fibrés sur des sus-

pensionso Rappelons que si :sont deux espaces 

topologiques pointés, leur produit r,duit est 1wespace 

X/\ Y = (X x Y) / (X x y U x x Y) muni du point de base ~ classe des 
0 0 

points de X x y U x x Y o La suspension réduite d~un espace X 
0 0 

(notee s1 X) est le produit réduit s1 /\ X o Comparons la suspension 

l X et la :suspension réduite s1 X d 9 un espace compact (X,x ) • 
0 

s1 est identifié à 1 9 ensemble des complexes de module l muni du 

point de base 1 o 
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L 9 application continue Xx[-1.il] ~ XxS 1 

(xjt) i---+- {x$eint) 

induit par passage au quotient une application * de LX dans 

s
1 

X g or *((x
0

,E)) ne dépend pas de t • D'où une application 

continue de l X/x x I dans S$X qui est bijective et bicontinue 
0 

(puisque l'espace de définition est compact). Il résulte alors de 

la proposition 3 

Proposition. Si X est compact Vectc(l X) et Vectc(s 1x) sont 

isomorpheso 

On pourra vérifier les formules ci-dessous 

X/\Y~Y/\X (XAY)AZ ~X/\(Y/\Z) 

S /\S = S n m n+m 

En outre si X est un espace compact pointé, on peut poser 

S X = S A X o On vérifie que S (X/Y) ~ S X/S Y o n n n n n 

Paragraphe 2 - RECOLLEMENT DE FIBRES VECTORIELS A BASE COMPACTE 

Théorème et dêfinitiono Soient X un espace compacti x1 et x
2 

deux fermés de X non disjoints qui recouvrent X , (p 1 ~ E1 -->-<-x1 ) 

et p
2 

~ E
2 
~ x2 ) deux fibrés de même dimensiono Supposons 

quwau-dessus de A= x1n x2 il existe un isomorphisme de fibrés 

~ g E1 IA -+-- E2 1A o Alors le quotient (noté E1 V~ E2 ) de la 

somme E
1 

Jl E2 par la relation d'équivalence 

Pour i=l ou 2 et et e=e 9 

ou 

e et e w se correspondent par ~ 

peut être muni naturellement dqune structure de fibré vectoriel 

localement trivial de base X o On l 9 appelle recollement des fibrés 



E
1 

et E2 par 1vi:somorphisme w o 

i) Projection 

p
1
1L p

2 
E

1 
JL E

2 
-+- X est compatible avec: <R, ~ 1 w appli-

cation obtenue par passage au quotient :sera la projection du recol­

lemento 

ii) Structure vectorielle des fibres 

al étant régulière vis-à-vis de la structure vectorielle 

des fibres~ induit la structure vectorielle des fibres de E1 Uw E2 • 

iii) Trivialité locale 

Le reaollement est évidemment trivial au voisinage dwun point 

de X - A o Tout point de A possède un voisinage V fermé 

(dans X) tel que Ellvnxl et E2jvnx2 soient triviauxo Soit 

e
1 

un isomorphisme de E
1

1vnx
1 

sur {vnx
1

)" F o et désignant 

la restriction de e
1 

à PÎ:l (A() V) j considérons 1 v isomorphisme 
A 

$-1 81 
E2lvnA » ElivnA ) (VOA),cF O Il est défini au-dessus 

d 9 un fermé de x
2 

donc: se prolonge en un isomorphisme e2 défi~i 

au-dessus de W (') x
2 0 W étant un ouvert de X o Posons U = wn V 

cvest un voisinage du point de A considéré et 1vapplication 

(e
1

jx
1
n u) J1 (e

2
jx

2
nu) 

UxF 

est régulière pour ~ (puisque e
2 

prolonge l ij application 

obtenue par passage au quotient est un isomorphisme de {E1 4 E2 ) lu 
sur Ux F o La trivialité locale en résulteo 

Proposition lo Des isomorphismes homotopes définissent des recol­

lements isomorpheso 

Soient $
0 

et $1 deux isomorphismes de E1 jA sur E2 jA 

reliés par une homotopie w , (E 1 x I) \.Jw(F 2 x I) e :s t un fi b ré de 

E1 U$ E2 et dont 
0 

base X x I dont la restriction à X :x {O} est 

la restriction à X x {l} 

résulteo 

est E1 U$ E2 , la proposition en 
1 



~oEosition 2o Soient El~ E2~ Ei ~ Ei 
2 quatre fibrés ; ~ et 4) w 

deux isomorphismes de EllA (respoEj_iA) sur E2IA (respoE 2 IA) 0 

swil existe deux isomorphismes a 0 El ~ E' et s 0 E2 ~ E' 0 

1 
0 2 

tels que ~G ro (SjA) = (aiA) ro ~~alors E1 V~ E2 et Ei U~ E2 
sont isomorpheso 

Un isomorphisme entre les deux recollements est l 9 application 

obtenue par passage au quotient selon G-L et ~w à partir de 

et Jl S g E
1 

J.l E
2 
~ E 'I .1L E2 

~:!~!:!:~!:~ 0 
Soit E un fibré au-dessus de X Eo = EIXo (i=l,2) 0 

' 1 1 

Il est facile de vérifier que E est isomorphe au .recollement de 

El et E2 par l~application identique de EIA 0 

Comptabilité du recollement avec la :somme de Whitner@ 

Proposition6 Soient E1 E2 El E2 quatre fibrés au-dessus de Xe 

~ et ~ 9 deux isomorphismes de E1 1A {respaEilA) :sur E2 1A 

(re:spaE 2!A) o 

Les deux fibrés (El $ El) u~@<Pij (E2 4l E2) et (Elu~ E2) $ (Ei u~ E:P 

sont isomorpheso 

(évident) 

On peut énoncer deux résultats similaires pour le produit tensoriel 

et le passage au dual g 

et 

0 0 
0 0 
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Etudions deux applications de cette construction qui nous 

seront particulièrement utileso 

Ia Fibré sur une suspensiona 

Théorèmea Soit X un espace topologique compacte Il existe une 

bijection B de [X,GL(n®~}] sur Vect~(X) • Rappelons que 

[ ~ J désigne lGensemble des classes dqhomotopie de ~( , ))e 

Construction de Ba Soit f une application continue de X dans _CN.>_,_,_, _ _,_Clle_a:t_~--
GL ( n ,_2) o Soit E+ = C+XxCn (respo E= = C-X"fn) un fibré 

base C+X (respoc='x) o Identifions C+X n C-X à X o f permet de 

définir un isomorphisme 

1 

B est 1 9 application qui à la classe de f associe la classe 

du isomorphisme du fibré E+ U? E- (cfo proposition 1) 

Construction de B-l o Soit E un fibre vectoriel complexe sur 

Ï-;-:--;j;+i--:t Ejc=x sont triviaux car les cônes sont contrac­
+ tiles ; ils possèdent des trivialisations a et a 

d 9 après une proposition du chapoII@ §4~ sont uniques à 

topie prèso 

Restreignons une nouvelle fois EIX 

EiX 

et celles-::::i 

une homo-

La construction définit donc une classe dGhomotopie dijauto-
n f -1 · ( + 1 , -1 , morphismes d.e X xf g celle de ,a XJ O a X, o Il convient 

de remarquer que deux trivialisations de EiX ne sont pas en 

général homotopes , cçest pourquoi nous avons dû restreindre E 

aux cônes, avant de le restreindre à l'équateura Ces automorphismes 

de X x en sont en correspondance avec les applications continues 

de X dans GL(ni~) par une bijection naturelle qui conserve les 

homotopiesa Nous avons donc défini une application de l'ensemble 

des fibrés C=vectoriels de dimension n dans [x~GL(n~f)] qui 



est constante sur les classes deisomorphie g si E0 est isomorphe 

~ E par • on lui associe 1°automorphisme 

L9 app1ication de 

est lginverse de Bo 

Remarques g 
-~~al.i ___ jlfés; 

dans ainsi construite 

1°) B est un morphisme fonctoriela Soit en effet une appli-

cation continue g · g X -+ Y ; le carré ci-dessous est commuta.tif i 

[Y$GL(n$,f)] 

s*l 
IXiGL(n,.Q,) 1 

Vect 0 0: Y) n 

J < I g) * 

Vectc(Î X) 
n 

2°) Appliquons le théorème aux fibrés complexes sur une sphêre: 

Vect~(Sk+l) est en bijection canonique avec [skiGL(n 9Q)] c'est­

à-dire avec le k 8 groupe d'homotopie de GL(njQ) a 

IIo Fibré de HOPfo 

Ciest un fibré complexe de dimension l sur la sphère s2 a 

Identifions celle=ci au compactifié dQAlexandroff du plan complexe 

C a Soient x1 la réunion des nombres de module ~1 et du "point 

à 1 î infini" et x2 1 w ensemble des nombres de module ~l $ r = x1 () x2 
l'ensemble des complexes de module le Posons Eo = Xox C (i=l,2) 

l. l. 

On considère 1iisomorphisme ..p(n) (n<=::Z) 

E2lr 
1--;.:,.. (x,xnz) 

Le fibré de Hapf H est par définition E1 ~(-l) E2 o 

Plus généralement on pose Hn = E1 Uw(-n) E2 o 
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yropositiono Le fibré de Hopf n 9 eat pas triviala 

Dîaprèa le théorème relatif aux suspensions sur un fibré 

démontré ai~dessus 1 il suffit de montrer que les deux applications 

de s1 dans E,- [oJ;;:;:; GL(l ,,2) définies par z ~ 1 et z ~ l/z 

ne sont pas homotopeso Supposons qu 9 il existe une telle homotopie 

H g z H/IIH Il est a.lors une homotopie entre l 9 identité de s1 et 

une application constante, ce qui est absurde car s1 nwest pas 

contra.ctil.eo 

Lemmeo Vect~(X) est un groupe abélien pour la loi induite par le 

produit tensorielo 

Seul n°eat pas évident 1 9 axiome dwexi.stence d 9 un élément neutre 

pour tout [E] ·e Veat~ (X) o Montrons que E 0 E~:::::.:: X ,cf. o On peut 

faire la remarque suivante x si u est un vecteur non nul d'un 

espace V de dimension 1 1 il existe un vecteur unique tt* de V* 

tel que u*(u) = 1 , comme (Àu)* = i u* i u eu~ est un vecteur 

de V@ v* non nul et indépendant de u o Donc si s est une 
section ensembliste partout non nulle de E 9 s 9 s* est une 

section continue partout non nulle de E@ E* E@ E~ est trivialo 

Proposition~ Hn est isomorphe à H @ 

H * .0 

0 0 ô O 0 

0 0 0 0 0 

@ H (n fois) si n>O 

® H*(n fois) si n<O 

De 1 ° identification de C @ C à C il rêsul te que 

~(p) 0 ~(q) = ~(p+q) o Donc H2 = H@ H i H3 = H ® H ® H ,0~oê 

Pour la même raison Rn 9 H-n {n>O) est le fibré trivial de 

dimension lo Le lemme précédent permet d~affirmer que H-n est le 

dual de Hn i 

Paragraphe 3 - HOMOMORPHISMES DE FIBRES 

~onomor~h!!~2-:: é~fmor~hi~~..::,o 
Un homomorphisme de fibrés f est un monomorphisme (respo un 

épimorphisme) si ses restrictions aux fibres sont des monomorphismes 

(respo épimorphismes) dwespaces vectorielso 



Sous-fibréo Soit {p g E ..........;,. X) un :fibré et E 11 c E 

(p fEQ g E 9 ~ X) est un sous ... fibré si et seulement si les deux 

conditions suivantes sont remplies g 

i) E n E q = E 'I est un :sou:s-e space vectoriel pour tout x o 
X X 

la famille induite d'espaces vectoriels e:st un fibré$ 

Théorème 1 g Soient E et F deux fibrés au-dessus diune m~me 

base X et ~ un monomorphisme F --+. E o 

Alors 1/l(F) est un :sous-fibré de E et 1'J est un isomorphisme 

sur son imageo 

Il est clair que 1/l(F) est une famille continue d 9 espaces 

vectorielso La seule assertion non évidente est que ip(F) est 

localement triviale , nous supposerons donc que E = Ex V 

F = X x V' o Soit x un point de X g ip(F ) est un sous-espac~ 
X 

vectoriel de V qui admet un supplémentaire 

Soient G le sous-fibré X x W de X x V et 
X 

F $ G = Xx (V~ 1 W ) 
X 

--+- XxV=E 

w 
X 

e 

(y,vijf w) 1--+- (Yii/lx(vw) t w) 

g W @ ~(F) = V o 
X X 

lihomomorphisme ~ 

Au~dessus du point x $ e est un isomorphismeo Comme 1 9 ensemble 
X. 

des isomorphismes est ouvert dans Hom(V' t W ~V) , il existe un 
:X: 

voisinage U de x au-dessus duquel e est un isomorphismeo 

Donc i 

FIU étant un sous~fibré de F@ Glu$ w(F) ju est un sous-fibré 

de FjU o 

~~~~!S~!o On a prouvé un peu plus g localement E est isomorphe à 

la somme de ~(F) et diun autre sous-fibré g 

Elu:;::: ~(F)ju œ Gju 

Donc si 1/1 F ~ E est un monomorphisme~ le quotient de E par 
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la relation dwéquivalence 

p(e) = p(e 9
) = x 

et 

e-e\l e 1/J(F ) 
X 

est un fibré noté E/tJ;(F) a 

Propositiono Soit 1/J g E -.;i.. Ew un homomorphisme entre deux 

fibrés de base X a Lîappliaation de X dans N définie par 

X rang tj; 
X 

est semi continue inférieuremento 

La semi-continuité étant une propriété locale, nous suppose­

rons que E = X x V et E'I = X x v~ a La donnée de ;, équivaut à 

la donnée dijune application continue o- g X --+ Hom(V 9 Vw) a Or 

le rang est une fonction SoDoi~ de Hom(V~V') dans N a En -
précomposant par O on obtient la fonction considérée qui est 

donc SoCoio 0 

Homomor~hisme str!~!o Soient E et F 

espace topologique X a Un homomorphisme 

est strict si et seulement si le rang de 

continue de x a 

deux fibrés au-dessus d'un 

de fibrés 1/J ~ F --+- E 

t/Jx est une fonction 

Théor~me 2a Soit tj; un homomorphisme strict entre deux fibrés de 

base X g 1/J F ~ E a Alors g 

a) Im Im 1/1 
X 

est un sous-fibré de 

b) Coker ,Ji :::.: E/Im tj; est un fibré a 

E a 

C) Ker 1/1 =U Ker tJ; 
X 

est un sous-fibré de 
Xê:X 

Démonstration de a) g ~-~~~-~--~-~------~ 
F a 

Il est clair que Im 1/J est une famille continue diespaces 

vectoriels (même si ~ nijest pas strict)a Reste donc à vérifier 

la trivialité loaaleo Nous pouvons donc, pour simplifier les 

notations, supposer que E et F sont triviaux , nous noterons 

F = X x V o Soit x un point de X , le sous-espace vectoriel 
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Ker 'j., admet un supplémentaire W dans F .~ V o Considérons le 
X X 

sous-fibré G = X~ W c F o Soit e la restriction de t.jJ à G 

G _!_.,__ F _:L__ E 
-.,,,.. - 0 

Au-dessus du point x i Ker ex = 0 o Le rang de 9y étant une 

fonction socoio et celui de $y une fonction continue, à 

valeurs dans un ensemble discreti il existe un voisinage U de x 

sur lequel ces deux fonctions sont constanteso Dia.près le théorème 1 

Im(eju) est un sous-fibré de EjU o La famille continue dijespaces 

vectoriels Im(t.jJjU) est telle que 

Im ( e I U) c Im ( t./J I U) c E i U 

dime (G) = dim $ (F) si y=x donc~ d'après la définition y y y y 
de U i pour tout point y .s U 

Il en résulte que Im(t.jJjU) est égal au fibré Im(elu) , Im ~ 

est donc localement triviale 

Démonstration de b) g 
-~-~-~-~~-~-~--~~-~ 

C9 est une conséquence immédiate de a) et de la remarque qui 

suit le théorème lo 

Démonstration de c) g 
~--~~~-~~~~~~--~-~~ 

Si ~ g F --;.- E est un homomorphisme strict 9 l'homomorphisme 

transposé ~* E* --+-- F..._ est également strict 0 On vérifie 

aisément que Ker~ est une famille continue diespaces vectoriels 

isomorphe 

(Coker ~* 
* à (Coker qi*) , d~après la partie b) de ce théorème 

est un fibré , il en est donc de même de Ker~ o 

Exemple d 1 homomorphisme g les projecteurso 

Définitiono Un endomorphisme P dijun fibré E est un projecteur 

si et seulement si P O P= Po 

Un tel ensomorphisme possède les propriétés :suivantes 
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i) Id-P est un projecteur 

ii) P est strict ~ en effet rang P + rang(Id-P) = dim E 
X X X 

Les deux fonctions Sac.i; du membre de gauche ayant une somme 

continue sont continuesa 

iii) Ker P = Im(Id-P) car pour tout x <=-X Ker P = Im( Id-P) 
X X 

iv) E~ Im P $ Im(Id-P) ~ Iro P $ Ker P o 

Nous allons étudier le problème suivant ~ étant donné un sous­

fibré F dwun fibré E j existe-t-il un projecteur P tel que 

Im P = F? D~après iv) cette question est équivalente à F est-il 

facteur direct de E? Nous montrerons quiil en est ainsi si la 

base du fibré est paracompacte~ Pour cela introduisons une notion 

nouvelle a 

Métrique hermitienne (respe euclidienne) sur un fibré complexe 

(respa réelL 

Définitiono Soit E un fibré vectoriel complexe de base X. Une 

structure hermitienne sur E est une section continue h de 

E* ® E* telle que pour tout point x de X~ h soit une forme 
X 

hermitienne définie positiveo 

On peut présenter cette définition sous la forme équivalente 

sui vante ~· une structure hermitienne est la donnée pour tout x e X 

d'une métrique hermitienne 

condition de continuité : 

sont deux vecteurs de E 
X 

existe deux voisinages U 

que ~ 

't/ a'e.U ~ 

h 
X 

pour 

et 

(et 

sur E 
X 

tout point 

e: un réel 

V) de a 

qui satisfasse ' la a 

X de X , si a et 

strictement positif, il 

et b dans E tels 

Cette définition (et les propositions qui suivent) s'adapte 

aisément au cas des fibrés réels ~ il suffit de remplacer II forme 

hermitienne" par "forme euclidienne"o 

b 
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Proposition. Tout fibré complexe E dont la base X est para­

compacte peut être muni d'une :structure hermitienne. 

Soient {U.} un recouvrement ouvert localement fini et 
l 

trivialisant de X et { L} une 
l 

partition de l'unité subordonnée 

à ce recouvrement ; Elu. étant trivial il existe une structure 
l 

hermitienne sur ce fibré h. ~ U. -----+ ( E I U. )* ® ( E I U. )* • 

Soit 

La section 

fonctions 

même point~ 

l l l l 

la section de E* ® E* définie par ~ 

g. (x) = L (x) h. (x) 
J l J. 

g.(x) = 0 
l 

:si x<::U. 
l 

h = I g. est une structure hermitienne car les 
• J. 

À. sSnt positives et ne siannulent pas toutes en un 
l 

Théorème 3~ Soit (p g E -+- X) un fibré vectoriel dont la base 

paracompacteo Tout sous-fibré F de E est facteur direct$ 

Nous continuerons à employer la terminologie du cas complexe. 

Soient {U.} un recouvrement de X ouvert localement fini 
l 

et trivialisant pour F $ {À.} une partition de lYunité subordon-
1 

~ée à ce recouvrement. Au~dessus de U. il existe 
l 

telles que pour tout 

n(i) sections 

y appartenant 

~onstitue une base de la fibre. Soit 

g~ la section du sous-fibré F définie par ~ 
l 

= L(x) f~(x) 
J. 1 

si X€ U. 
l 

Soit P l'application de E dans E telle que 

Il est clair que P est un projecteur dont liimage est F. Le 

fibré E est donc isomorphe à F ~ Ker P. 



Suite exacte de fibréss 

Définitiono Une suite de fibrés de base X et d'homomorphismes: 

E 
n-1 

E 
n 

est exacte en 

si et seulement si pour tout point x de X, cette suite res~ 

treinte aux fibres en x est une suite d'espaces vectoriels 

exacte en (E ) 0 Elle est exacte si et seulement si elle est n X 

exacte en En pour tout n s 

E n 

Théorème 4 c Soit O ---;,,.. E' ~ E -4 E11 --+-- 0 une sui te 

exacte de fibrés vectoriels au~dessus d'un espace paracompact X. 

Il existe un isomorphisme j : E ~ E' œ E" tel que le 

diagramme 

e 
E E" --+-- 0 

Id t 
0 --+ E' -+- Eî $ E" E" __., 0 

soit commutatif. 

L'image de E' par le monomorphisme a est un sous-fibré 

de E qui admet un supplémentaire F (cfo th.III)0 L'exactitude 

de la suite de fibrés a les deux conséquences suivantes : 

- dim F = d.im E" pour tout x e: X 
X X 

F 1/IIF,.. E" est un monomorphisme. 

De la réunion de ces deux remarques il résulte que 1/IIF est un 

isomorphisme* 

L'isomorphisme j est la somme a.es deux isomorphismes 1/l(E') .......,'1,-E' 

et F ~ E" e Le diagramme est évidemment commutatif0 

Théorème 5® Soit E un fibré vectoriel dont la base X est 

compacte. Il existe un fibré E' ---+- X tel que E œ E' 

trivial. 

soit 



Soit r(E) l'ensemble des sections continues de E muni de 

sa struc·ture canonique d'espace vectoriel" X étant compact, il 

existe un nombre fin.i de sections { g~} telles que pour tout point 
. l 

:X: de X l'ensemble des vecteurs g~ (X) engendre E {voir le 
l X 

début de la démonstration du th G 3)" Soit ri le sous-espace 

vectoriel de dimension finie engendré par ces sections. L'appli­

cation: 

E 

est un homomorphisme surjectif de fibrés ; en particulier c'est un 

homomorphisme strict. Donc Ker '!' est un sous-fibré de X x r' 
et la sui te o --.- Ker ,t, ~ X -,,: r' ~ E ---+- o est• exacte. 

D'apr~s le théor~me 4: Ker•~ E est isonorphe au fibré trivial 

x x r 1 ., 
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~ ~ GRO~PE DE GR0TilENDIECK -~--·~,,,. ____ _,_,., ... 

Th~orèrne et J:léfinit:i.cn~ Soit A trn monoïde commutatif et unitaire 
--- -~ ·q,e1 !<1< ·-""'' 

(on dit que A est un derni-g~oupe) et ~ la catigorie ainsi 

définie 

~es objets sont les couples oa G est un sroupe 

o.bêJ.ien et y uri homor~crphi:1me de r.ioncide unitaire : y : A •-.!.>- G 

les morrhi&mes fe (y,G) dans (y',G') sont les homomor­

phisme-s F iie gronre a.bélienR : F : F -+ G' tels que le dia.­

gramme ci ... aessous soit. commutatif : 

'-fi possède ...,; "'.'.lém.ent initial (a,K(A)) , K(A) défini à un iso­

morphisme nr~s est apnelS groupe de Jrctàendieck de A. 

Considêr(rns A en ta.nt, qu.'ensem'ble. Il engendre u.n groupe abélien 

libre F(A) dans lequel il s'injecte canoniquement par a • Soit 

H(A) le scue-groure d• F(A) engendr~ par les €16ments de la 

forme a(a+b; - a{a.) ... ê:('b) (a,be.i\) • 

Posons K(A) ~ F(A)/H(A) et a= cr 0 ~: 

Il est clair que a est un homomorphisma de Œ~noîde unitaire. On 

note habituellement 
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Soit (y,G) un ob.iet de <-e; montrons quiil existe un unique 

homomorphisme f : K(A) ----+ G tel que f O a = y o 

Si f existei f( [a]) = y(a) donc f est unique puisque 

a(A) engendre K(A) • 

l~ 
F(A) étant le groupe libre sur A , 

il existe un homomorphisme de groupe 

f tel que y = f y étant un 

F(A) f G homomorphisme, f s'annule sur H(A) 

al donc passe au quotient 

et est uniqueo 

f existe 

K(A) 

Autre définition du groupe de Grothendieck attaché à un monoïde 

commutatif unitaire. 

Soit G un demi-groupe et G' un demi-sous-groupe de G. 

Définissons une relation d'équivalence sur G en posant 

a+gç-= b+g" o 

On vérifie aisément que le quotient de G par cette ~elation 

(noté g G/G 9 ) 

Soit A 

est un demi-groupeo 

un demi-groupe : A"- A est un demi-groupe et 6(A) 
A 

sa diagonale en est un demi-sous-groupe. Notons K(A) = A :x A/t>,(A) 

A A " A 
a A X A/t>,(A) = K(A) 

A 

Posons 8 = a O j , a(a,b) = (a,b)• , K(A) est un semi~groupe. 
""' 

En outre tout élément de K(A) est de la form-e (a,b),.. : or 

(a,b) + (blla)EÀ(A) ; donc (a,b)"" + (b,a)"' est l~élément neut;re 
"" "" 

de K(A) : K(A) est un groupe abélien. 

A 

fropo!ition. K(A) est le groupe de Grothendieck de A. 
A 

Si A est un groupe abélienj K(A) est isomorphe à A par 1i 
Soient A et B deux demi-groupes et ~ un homomorphisme 

A ..-. B. 



Il existe alors un homomorphisme unique 

ci-dessous commutatif g 

A 

En effet le diagramme 

" ~ rendant le diagramme 

est commutatif et comme e(A(A)) c. ti(B) , on obtient par passage au 

quotient g 

K(B) 

.., ,... 
~ est unique car le groupe K(A) est engendré par â(A) o 

"" 
De ces deux remarques, il résulte que (K(A),â) est solution 

du problème universel de la première définition (choisir pour demi­

groupe B un groupe abélien)© 

Grou12e de Grothend.ieck d'un espace topologique,, 

Soit X un espace topologiqueo VectR(X) (respoVectc(X)) , 

ensemble des classes dîisomorphisme des fibrés vectoriels réels 

(respecomplexes) de base X est un demi-groupe pour la loi induite 

par la somme de Whitney,, Le groupe de Grothendieck associé est noté 

KO(X) (resp.K(X)) Q Dans toute la suite de cet exposé, K(X) sera 

appelé "groupe de Grothendieck de l'espace X" (nous ne nous inté­

resserons pas à KO(X}) o 



Un élément de K(X) est de la forme 

I L [E,] - I (- L) [E,] = [ @ L E.] - [ @ (-L) Ei] 
L~o 

J. 1-
L <o l l 

L ~o 
l l 

À o <o l 

1. l l l 

où L E. = E. 6) e "o @ Eo (L fois) 
l l l l l 

Vapplica.tion canonique Vectc(X) ---;.- K(X) n'est pas in­

jective car il existe des éléments non réguliers pour la somme de 

Whitney. Précisons cette remarque. 

Théorème~ Deux fibrés vectoriels au-dessus d'un espace compact X 

ont mime image dans K(X) si et seulement ai il existe un entier 

positif n tel que E@ ne~F@ ne (e est le fibré trivial 

X X C ) • 

La condition est évidemment auffisanteo Montrons qu'elle est 

K(x) ·et -K(Vectœ(X))o nécessaire en utilisant lîisomorphisme entre 

[E] = [F] équivaut à (E,F)°'= 0 c'est-à-dire à (E,O)'"'= (F,O)""o 

Cela signifie qu'il existe deux fibrés G et H tels que 

(E$0)@ (G~G)~ (F,O) @ (H~H) o Donc G est isomorphe à H et 

E@ G~F œ G 0 La compacité de H entraîne lilexistence dgun fibré 

G
1 

tel que G I G
1

~ne ce qui permet d'achever la démonstrationo 

Propositiono K(X) est un anneau commutatif pour les lois induites 

par $ et ® 0 

(évident). 

Caractère fonctoriel de K 0 

Soit f une application continue de X dans Y. Il lui 

correspond un homomorphisme de demi-anneaux f~ g K(Y) --,... K(X) 

et un homomorphisme d w anneaux F * tels que le diagramme 

..... 
Vect(Y) 

et 

f~ l 
Vect(X) 

â 



soit commutatifo K est un foncteur contravariant de la catégorie 

des espaces compacts et classes d 9 homotopie d'applications continues 

dans celle des anneaux et homomorphismes d'anneaux. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théor~me de périodicité 

de Bott. 

Soit X un espace topologique compact ; on d~signern par n1 
(resp.1T 2 ) la projection canonique de X ,c: s2 sur X (:resp.s 2 ) • 

Soit P : K(X) @ K(S 2 ) -,r K(X x s
2

) l'homomorphisme de. groupes 

défini par [EJ ~ (F] --.!j,,, [1riE] 0 [Tr2FJ o Le théorème de Bott 

affirme que u est un isomorphismeo En outre K(S 2 ) est un 

groupe abélien libre à deux générateurs, l et h (classes du 

fibré trivial et du fibré de Hopf). 

Il existe un autre th,orime de périodicit&, relatir uux fibr6s 

réels : 

KO(X) 8 KO(s 8 ) est isomorphe à JCO(X,c s 8 ) • 

Les paragraphes qui suivent sont consacrés à la démonstration 

du thé·orème de Bott pour les fibrés complexes ; la partie la. plus 

ardt1e en est la vérification de la surjectivité de ll • Nous 

montrerons d' a.bord que les fibrés a.u ... de s sus de X x s2 s'obtiennent 

par :recollement de fibrés au-dessus de X ,t D+ et X x D- (D+ et 

D- sont deux hémisphères de s2 )o Ensuite nous mettrons sous 

une forme simple l'isomorphisme de recollement • 

. Paragraphe 2 - FIBRES COMPLEXES SUR X x s2 

Dans ce paragraphe et dans ceux qui le suivent s2 est 

identifi' su plan C compactifié par un point "l l'infini" -
(sph€ire de Riemann). L'ensemble des nombres complexes de module 

inférieur ou égal à l est l'hémisphère n• ; D+ est l'ensemble 
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01:)tenu pa.r réunion du point 

module supérieur ou égal à 

à l'infini et des nombres complexes de 

l • L'intersection de D+ et de D-

est la sph~re s1 • Soit X un espace topologique compact ; nous 

noterons : x1 = X x D+ , x2 = X x D- , A = X x s1 , n-, -n1 , 142 sont 

respectivement ies trois projections canoniques X>< s
1 
~ X , 

x x s2 --+- x , x,. s
2 

---+- s
2 

• 

Lemme~ Soient 

de Y , E
1 

et 

isomorphisme t 
t de E1 sur 

homotopie pr~s. 

Y un espace compact, Z un rétracte par détormation 

E2 ~eux fibrés de base Y tels qu'il existe un 

: E1 (z ---,.. E21Z. Alors il existe un isomorphisme 

E2 qui prolonge ♦ et I est déterminé a une 

Soit r la retra.ction de Y sur Z , i l'injection 

canonique de Z da.ne Y • 

X étant compact et i O r homotope à Idy, r*(E 1 jz) est 

isomorphe à E
1 

.• De m~me r~(E 2 !z) est isomorphe à E2 • 

L'existence de ♦ en résulte. Il reste à vérifier que deux 

isomorphismes tl At '2 qui coïncident au-dessus de z sont 

homotopes qui équi va:ut à 41•1 
411 est homotope ... 

IdE Il ce 
2 0 a • 

l 

suffit donc de montrer .que deux automorphismes 'fl et 'f2 d'un 

fibré E de base 'Y sont homotopes si 'l'l l z = ,21z = Id 
EIZ " 

Considérons le fi'br·é Ex! de base y" I . il existe un automor-. 
:phisrne 0 de sa. restriction à (Y x {O}) U (Z ){ I) U (Y x {1}'. qui 

coïncide avec '1'1 sur Y :x {O} , avec 'l'2 sur Y x {1} , avec 

IdEIZ sur Z x {t} (:pour tout t.s I) • Or, comme on le vérifie 

facilement, (Y)< {O})U (Z )( I)V (Y)( {1}) est un rétracte par 

déformation de Y x I , donc e se prolonge en un automorphisme de 

Ex I : v1 et v2 sont donc homotopes. 

Th6or~me. Soit F un fibr& de base compacte X a L'ensemble 

des fibrés sur X x s2 qui induisent F par restriction à 

est en bijection canonique avec l'ensemble -t 2 des clàsses 

~l 
X x {l} 



d'homotopie des automorphismes f du fibré ,r*F = F x s
1 

___,,.. X x s
1 

qui sont tels que f lx x 1 soit homotope à IdF ., 

Nous désignerons par a+ (respoa_) la projection canonique de 

X x D+ {resp.,X n"") sur X ,, 

Soit E un représentant d'une classe de ~l s Comme X x {l} est 

un rétracte par déformation de X 1< D+ il existe un isomorphisme 

f 1 de E lx x D+ sur a:F = F x D+ qui prolonge 1' identité de F 

r 1 est déterminé à une homotopie près par la donnée de la classe 

dwisomorphisme de 

E!X:x D- sur a:F o 

E e Il existe de même un isomorphisme 

D'où au-dessus de 

de 

Or (a:F) IA = ir*F = (a:F) !A œ Nous avons ainsi associé à la classe 

du fibré E un automorphisme de ir~F, (f 2 jA) 0 (r 1 1A)-l déterminé 

à une homotopie près et prolongeant l'identité de F ~ 

Soit f un représentant d'une classe de ~ 2 : il permet de 
+ construire un fibré sur X x s2 par recollement de F x D et 

F x D- i on a montré au chapitre précédent que la classe d' isomor­

phisme du fibré ainsi obtenu dépend de la classe d'homotopie de f ; 

nous avons donc bien défini une application de t 2 dans ,g1 " 

Il est facile de vérifier que t et V sont des bijections 

Notation o Toute classe d'isomorphisme de fibrés sur X x s2 sera 

désormais désignée par ses données de recollement [F,r] 0 

Paragraphe 3 - RECOLLEMENT PAR UN POLYNOME DE LAURENTe 

Le paragraphe précédent a mis en lumière l'importance des 

endomorphismes du fibré F:x s1 --.. X x s
1 

e Soit a. un endomor­

phisme de F: nous désignerons par zna l'homomorphisme : 



F x $1 

---~ (zn(a.v),z) 

l<n homomorphiome de Laurent est un endomorphisme 
n 

1. r. fc rr,1e ï 
-n 

p z n r 
ent un isomorphisme. 

(a -:Hom(FF)) 
p o En outre 

IV.8 

1P de F ,c s1 

est propre si 

de 

Th~or~me. Soit X un espace compact. Pour tout fibr, E de base 

,x ~ s2 , il existe un polyn8me de Laurent propre p tel que E 

scit isomorphe l [P,p] o 

11 suffit de montrer que tout automorrhisme f de F" S l 
est homotope (en tant qu 9 isomor~hisme) a un polynSme de Laurent• 

rropre. f tera 
,.. ' • .a.. {, } 
,:ioi., A,. l d 

1 ·1= • o • 

considéré comme une section de Hom(F" n1 ,F,c s1 ) • 

un recouvrement fini du compact X par des 

f9r~~s trivialisant F g 

VjA. 
1 

fi:: 
· ,- A.,cV 

1 

Il en r6oulte des iso~orphismes 

't • 
1 

't' • 
l 

(x,z) 

a :tn !':ropriété suivante : les fibrés de F x s1 
et (x,z 9 ) ftant canoniquement identifi~s, 

a ces fihr~s sont €gales ; on dira que 

z • Nous pouvons ,crire le diagramme 

T • 
1 ► ( Ai " s1 ) n nom (V, V) 

l ti = (ld,ti) 

.Ji• sl 
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La fonction fi : Ai~ s
1 
~ Hom(V,V) est continue. On peut 

calculer les coefficients de Fourier de fi(x,.) 

a.!(x) 
1 fz-k-1 fi(x,z) dz puis former les de Cesaro = 21 'li' 

, sommes 

n 
I st(t) t 

fi(x,z) 0 où St(t) ): i k Puisque est indê-= = ak z • î. 
n n+l -t 

J. 

pendant de tout i -1 fi et -1 fj coïncident z pour , î. ô î. 0 J. n J n 

sur l'intersection de Ai~ s 1 et Aj~ s
1 

: par recollement de ces 

fonctions définies sur des fermês on obtient une section continue 

fn de Hom(Fx s1 ,Fx s1 ) o 

L' image de Ai x 

l'ouvert Iso(V,V) 

S par fi est un compact inclus dans 
l 

il existe donc un réel psoitif a. tel 
• J. 

tout endomorphisme se trouvant à une distance de f
1

(Aix s1 ) 

que 

moindre que a. 
J. 

est un isomorphisme. D'après le théorème de Fejer 

la sui te { r! {. ,s)} converge uniformément vers 

conséquent il existe un entier n. 
J. 

tel que si n> n. ' J. 

; par 

t fi(x,z) t (1-t) fi(x,z) est un isomorphisme de V dans lui­
n 

même, quels que soient te. [0,1] et (x,z) ~Aix s1 • Si n est 

supérieur à sup(n.) , f est donc un isomorphisme homotope à f ; 
• J. n 
1 

cwest en outre un polynôme de Laurent puisque fi(x,z) est de la 
n 

forme t. ne dêpend pas de z • 
J. 

Nous allons montrer au para.graphe suivant que (Fp) peut 
* -n siexprimer à l'aide de '11'2 H et de fibrés pour lesquels, il 

existe un isomorphisme de recollement qui soit du premier degré 

en z ., 

Paragraphe 4 - LINEARISATION DES POLYNOMES DE LAURENT. 

Soit F un fibré de base X è Notons Lq(F) la somme de 

Whitney de (q+l) exemplaires de F o Soit un automorphisme 
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n k 
p = 2 ak z de F >< s1 • Nous nous proposons d'abord de montrer 

0 

qu'il existe un isomorphisme Ln(p) du premier degré en z tel 

que [F,p] $ [Ln-l(F) ,ra.] soit isomorphe à [tn(F) ,Ln(p)J • 

(Nous utilisons désormais la convention suivante i si E ---+-- X 

est un fibré [E,IdJ désigne [E,IdE X slJ) • 

Lemme 10 Hom(Ln(F},Ln(F)) swidentifie à l'anneau des matrices 

carrées d'ordre (n+l) à coefficients dans Hom(F,F) • 

Un élément g de Ln(F) s'écrit de façon unique 

g = {f
0

,0e&,fn) , g, f
0

, ••• , fn ayant mime projection sur la 

base X. On peut donc définir deux familles d'homomorphismes : 

b. F 
J 

f •~-~) (Otooo, f, 0 ~~• 0) 

p. 
l 

Soit t un endomorphisme de Ln(F) 

t{g) = tO: b,Gf,) = }:(t o b.) f. 
j J J j J J 

= (Po ( Î t o b. 
J 

J 

où 1 1 on a posé 

f.), P1<l t 0 b. fj) .. ..,) 
J 

J J 

a •. = p. o ~ o b. 
lJ l J 

Réciproquement à toute matrice (a.~) on peut associer de 
l. J 

maniare canonique un endomorphisme de Ln(F) o Les structures 

d'anneau sont respectées par cette bijectiono 

Lemme 2. Soit y . . (a) 
lJ 

1wendomorphisme de associé à 
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1 0 0 e " • 0 

0 1 0 ® o e 0 

0 0 1 • o e 0 

G ♦ 408&€!'.IG60$GO 

0 0 i& e G tt a •• o 
61Q&.$$0t:!lfil0&&© 

0 0 0 0 0 8 1 

(1 est l'application identique de F ~ a situé à l'intersection 

de la {i+l)e ligne et de la (j+l)e colonne est un endomorphisme 

de F) e 

Alors i) y •• (a.) est un isomorphisme 
lJ 

ii) y •. (a) est homotope à lîapplication identique de 
lJ 
Ln(F) o 

L'inverse de y .. (a) 
lJ 

existe g c'est y •• (-a) ; y •• (a) et l'appli-
l.J l.J 

cation identique de Ln(F) sont reliés par l'arc t ~ y •• (ta) 
l. J 

Lemme 3. (Opérations élémentaires sur les matrices)o 

Soit t un isomorphisme de Ln(F) dans lui-mime : •=(a .. ) 
lJ 

(i,j=o,1 ••• n) , Soit a un endomorphisme de F. On forme I' 

(resp. IP") à partir de I en ajoutant à la pe~ligne (resp.colonne) 

la qe•ligne (resp.colonne) prémultipliée (respopost-multipliée) 

par a. Alors I' et t" sont deux isomorphismes homotopes à I e 

En effet •• = Ypq(a)f et, • If = • Ypq(a) 0 De plus • est 

relié .... 
iP ' par l'arc y (ta)IP et .... /P Il ip y (ta) a a par ,. 

pq pq 
n i Soit p un automorphisme de F s de la forme .I: a. z • 1 l 1=0 

Définissons Ln(p)e:. Hom(Ln(F) ,Ln(F)) par ô 
0 

n 
Ln{p) (f ,:r1 , •• .,,f) = <I a. f.,-z f +f 1 , -z f~+:f 2 ,.e., -z f 1+:r) o n 

O 
1 1 o i n- n 

Ou encore en écriture matricielle : 



a 
0 al a2 " " $ an 0 0 0 0 " () 0 

0 1 0 $ G a 0 -1 0 0 " .. ô 0 

Ln(p) = 0 0 l (!> "' ~ 0 + z 0 -1 0 6 @ 0 0 

g o o $ $ ~ o e e @ 0 G 0 ê & * G @ ~ @ 0 & ~ 0 0 0 ~ Q G C 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

Proposition lo Ln(p) est un isomorphisme et 

[Ln(F),Ln(:p)J = [.F,p] $ [Ln-l(.F},Id] 

0 ... 1 0 
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Il est clair que [F,p] $ [Ln-l(.F),Id] = [Ln(F)p'] , p' étant 

l'isomorphisme g 

p 0 0 0 0 0 0 

0 l 0 © 0 0 0 

0 0 1 0 0 <!> 0 

~ O 0 0 0 0 ~ O O O G ~ O 

0 0 0 0 0 0 1 

D'après le lemme 3 il suffit de montrer que Ln(p) se déduit de p' 

par 

par 

des opérations 
n o l I ao z i- et 
1 1 

élémentaireso Multiplions la seconde ligne de 

ajoutons à la première ; puis multiplions la 

seconde colonne par -z et ajoutons-la à la première ; on obtient 

1 i-1 
0 0 a ao z 0 0 0-

0 1 

-z 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 @ G O 0 

0 G @ ~ 0 ~ © 0 Q ê O e 0 O ~ ô ~ O © O ~ O è 0 

0 0 0 $ 0 • 1 

n 
On multiplie la troisième ligne par la. 

2 1 

i-2 z et ajoutons à la 

p' 

seconde ; multiplions la troisième colonne par (-z) et additionnons 

-la à la seconde. En itérant le procédé on achève la dêmonstrationo 

En appliquant à nouveau le lemme 3, on démontre sans difficulté i 



Proposition 20 Si p = 

Dans ces formules 

aisément en posant i 

n i I a. z 
J. 

0 

est un automorphisme de 

Ln+l(p) est 1wisomorphisme que l'on définit 
n+l n 

p = a z + a z + e®o + a où an+l= 0 0 n+l n o 

Corollaireo La classe dans K(s 2 ) du fibré de Hopf satisfait à la 

relation (h-1)
2 

= 00 En outre pour tout entier p , il existe deux 

entiers i et J
0 tels que hp = i h + J

0 

e 
p p p p 

Soit 8 le fibré complexe de dimen~ion 1 sur 1wespace-point. 

Diaprès la proposition 1 , 

[1
2

( e) ,L 2 (z 2 )] = [e,z 2
] @ [L1 ( e) ,Id] 

= [e,z 2] $ 2te,Id] = H- 2 
$ 2T 

(, est la classe dans Vect (s 2 ) du fibré s
2 

x E_) 

Evaluops cette m~me quantité à l'aide de la proposition 2,ii) 

[1 
2 

( e ) 11 L 
2 

( z 
2 

) J 

De 1 1 égalité H-2 
$ 2T = T $ 2H-l, il résulte que h- 2 + 2 = 1+2h-ls 

C'est-à-dire : (h-1) 2 = 0 o La deuxième partie du corollaire est 

évidente puisque h
2 = 2h-l s 

Nous allons achever ce paragraphe en étudiant le passage diun 

polyn8me de Laurent à un polynôme (véritable)0 Les notations utili­

sées sont exposées au début du paragraphe 2G 
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Pronosition 3e Soit F --,.. X un fibré vectoriel à base compacte 

et f un automorphisme de F x s
1 

© Le fibré [F, znf] est isomorphe 
... 
a [F, f] 

Par définition [F,znf] = (Fx D+) U (Fx D-) ., De l'isomor­
znf 

phisme éntre F et son produit tensoriel par le fibré trivial 

e = Xx C il résulte~ -
U (F ® 0) x D-

znf ~ Id
9 

(F,z 0 r) ~ (F @ e) x D4 U (F @ e) x D­
r® zn 

(F,znf)~ (FxD+Uf (FxD-))@ (SxD+ lJn 0xD-) 
z 

ce qui précisément la conclusion à établir., 

Paragraphe 5 - ETUDE DES RECOLLEMENTS PAR POLYNOME DU 1er DEGRE 

Nous voulons montrer dans ce paragraphe qu'à tout isomorphisme 

p = az + b on peut associer une décomposition du fibré F , 

F = F+ $ F , telle que ~ [Fip] = fF+,z] Q) [F_,Id] , ce qui peut 

encore s'écrire ~ [Fjp] = 'Il'~ {F+) ® rr; H-l Q) ni(F_) ® 'll';(î) où 

, désigne la classe di isomorphisme du fibré trivial s2 .x f 9 

(cfe §4, Proposition 3)e La démonstration est la généralisation 

aux fibrés 1'un théorème de décomposition spectrale que nous allons 

tout d'abord établir. 

Théorème lo Soient T un endomorphisme de l'espace vectoriel 

complexe de dimension finie V et r un cercle du plan complexe 

qui ne rencontre pas le spectre de T ® L'endomorphisme 

E 1 Jr(À-T)-1 dÀ possède alors les propriétés suivantes Q = 2'11'i . 

i) E est un projecteur qui permute avec TG 

ii) V+,= EV et V = (1-E}V sont deux sous-espaces vectoriels 

stables par T e 
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iii) Soit T+ (respeT ) obtenu par restriction et core.stric--
tion de T à V+ (resp0V ) . le spectre de T+ est inclus dans - , 
li intérieur de r celui de T dans l'extérieur de r $ (notons 

que ext$ r contient le "point ... l'infini") a 

Démonstration de i) g ------~--~-~---~--~-
Puisque le spectre de T est fini, il existe un cercle r' 

contenu dans l'extérieur de r ~el qu'il n'y ait pas de valeur 

propre de T entre r et r• • L'application À ~ {À-T)-l 

méromorphe dans f, ~2
1 J (À-T)-l dÀ = 2

1 . f (~-T)- 1 dÀ et par 
ni r, 'lîJ. J r 

conséquent E
2 

= -
4

~2 (f/À-T)-
1 

dÀ)(Jr,<µ-T)-l dµ). 

Appliquons le théorème de Fubini ~ 

E2 1 J J (À-T)-l (µ-T)-l dÀ dµ = - 41r2 r r, 

De l'égalité 1 1 1 [(À-T)-l - (ii-T)- 1] -- = ïi:7: À-T JJ-T 

2 -1 
E =~ 

1-i. 1T 

Le premier terme de cette somme est 

~ f (À-T)-l dÀ 
21ri r 

égal à 

., 

on déduit 

c'est-à-dire à 

E puisque 

est nul g E 
2;i f !~À= 1 (f'c ext r)& Le second terme en revanche 

est un projecteur0 

E commute avec T parce que (l-T)- 1T = T(l-T)-l • 

Démonstration de ii) 
--------------------
Un vecteur v de V+ est caractérisé par E v = v ; il en 

résulte TV= TE V= ET V TV appartient donc à V+~ On 

démontre de manière analogue que V est stable. 

Démonstration de iii) ~ -------~-----~----~~-
Soit z un point de C - r o Considérons l'endomorphisme de 



V B = (z-T) A(T,z) o~ A(T,z) désigne 

B = 

si 

si 

Remarquons que 

1 
2 TI'i 

1 
2'11'i 

z 

z 

L dÀ 
À-z 

est ... a 

est ... a 

A(T,z) 

1 J(À-T)-l dÀ - 2'11'i 

l'extérieur de r 

1wintérieur de r 

commute avec E 0 
0 

• 

I = -E 

I = 1-E • 

V+ et V sont 

stables par A(T,z) et l'on peut écrire la décomposition 

A(T,z) = AT(T,z) i A_(T,z) o 
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donc 

Soit z un point de 1wextérieur de r et v un vecteur de V+ 

c'est-à-dire : 

(z-T+) ; le spectre de est donc inclus dans 1wintérieur de f 
Pour des raisons analogues celui de T 

rieur de r • 
est inclus dans liexté-

Soient E et F deux espaces vectoriels complexes de même 

dimension, a et b deux homomorphismes de E dans F tels que 

p(z) = az + b soit un isomorphisme si z est un nombre complexe 

de module~. Considérons les deux endomorphismes de 

E et F ~ P = 1 f (az+b}-l a dz = 2
1

0 J p-l dp 
2'11'i r ~i r 

Q = 2;i Jra(az+b)-1 dz = 2;i f rdp P-1 o 

Corollaires 

i) P et Q sont des projecteurs9 Nous noterons 



P E = E 
+ 

, (l-P)E = E -

IV.17 

Q F = F , (l-Q)F = F • 
+ -

11) p P = Q p • Il en r,sulte en particulier nue p(z) envoie 

E+ dans F+ et E dans F ; cet homomorphismes~ d€ccmpose 

donc p = P+ $ P_ • 

z est un point de la sphère de B.ie:::.a1Hi e¼~.:.érieur 

(resn.int&rieur) au cercle unit& 

isomorJ)hisme. 

Soit a un nombre r&el sup,rieur à l tel que p(a) soit un 

isomorphisme. La transformation conforme de la sph~re de Rie~~nn 
1~az w = --~ conserve globalement r , son int,rieur et son extirieurs z-a 

p ( z) = a.z + b 

Poscns ï = -(aa+b)- 1 (a+ab) , j(z) 
d'identitier E et F par p(a) 

l --w+r:, 

E p 
➔ E 1;{ a~ F . 

p 1 ( -1 d:p 
1 I p-1 dp- et Q p( a} p p(a)-1 = 2nÎ 

l) = 2ÏTÎ = 
J 

Or après le changement de variable, 

p l f (v-T)-l dw l I (w+a)- 1 
(1,;1 = 21ri - 21r1' 

# 

r r 
La seconde int,grale est nulle puisque lal>l ; on peut dt)llC 

ap~liquer le th&orème pr,c,dent i P: P est un nrojacteur de 

m8me d'ailleurs que p(a) P p- 1 (a) = Q; puisque T perNute avec 

P il en est ainsi &galement de i = w!a (v-T) : donc 

p(z)P = p(a) p(z)P = p(a) P p(a)-l p{a) j{z) = Q p(z) . 
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Enfin est un isomorphisme si z est 

extérieur à r car w, lui-même extérieur à r , n'est pas 

valeur propre de T 
+ est un isomorphisme). 

Théorème 2., Soit [F 9 p) un fibré de base X x S
0 

dont le r,olyn8me ,_ 
de recollement est du 1er degréê Il existe deux sous-fibrés sup-

plémentaires de F, F+ et , tels que 

L'isomorphisme p 

d 9 un point x de 

est de la forme 

X ; p(z) est 
X 

az + b o Plaçons-nous au-dessus 

inversible pour tout complexe z 

de norme l • Les deux intégrales P - _L f -l d et x - 2~i rpx Px 

Q 1 J a -1 . ,, . d = -2 ... .n p existent et deT'lendent cent inuement e x : 
X uJ. r '"X X K 

elles définissent donc deux endomorphismes P et Q du fibré F, 

auxquels le corollaire précédent s'applique fibre à fibre. P et 

Q sont des projecteurs et p(z) se décompose ~ 

P F $ (1-P)F ~ Q F $ (1-Q)F ., 

Usant des notations suivantes 

p+(z) = a z + b , p (z) = a z+b , considérons la. famille de 
+ + ' - - -

polyn8mes g pt(z) = (a+z + b+t) @ (ta_z + b ) ~ C'est une homo-

topie d'isomorphismesQ En effet ~ 

- p
1

(z) = p(z) 

- si t e:]0,1[ pt(z) = t p+(z/t) ~ p_(zt) est un isomor­

phisme d'après le corollaire précédent puisque lz/tl>l et 

1 zt 1 <1 , 

- si t=O ~ on applique à nouveau le corollaire 

l'infini et origine du plan compactifiéo 

point à 

Par conséquent [F p] = [F,p
0

] ,, Or ce dernier fibré est la somme 

de Whitney 

- du recollement de 

- du recollement de 

oiF + et de 
o~F et de 

1 -

o~QF par z(~~a+) 

0;(1-Q)F par ~•b 



( crJ (respocr~) désigne la projection canonique ~e 

XxD+ (res:poXxD-) sur Xo) 

Or cr; a+ est un isomorphisme entre cr*F et 
2 -

t · t· a a x ,.. .i,. ~ d' ' 1 ·t· res rie ion au- .essus .e , x o
1 

es., rr a+ : apres a proposi ion 

du chap~ le premier recollement est isomorphe à [F + z] • 

De même le second est isomorphe à [F Id] et la proposition est 

démontrée0 

Notations., Soient F un f-ibré de base X , p un polynôme de 

recollement de degré au plus n. Ln(F,p)+ et Ln(F,p) sont les 

deux fibrés que la construction précédente associe au fibré Ln(F) 

et à l'isomorphisme 1°(p) ~ 

Proposition 1~ Soient F un fibré de base X et p un polynôme 

de recollement de degré ~n @ 

et n+l ( ) n L F,p _;;:::t- L (F,p) 

et 
n+l n L ( F, z p) _ ~ L (.F, p) 

Nous nous limitons à la vérification de a) ~ celle de b) est 

entièrement semblable$ Soit P(n+l,p) le projecteur d'image 

Ln+l(Fjp)+ défini dans la démonstration du théorème 2 ; nous 

allons le comparer à P(nip) 0 

L (p) 
n 

0 

0 O G, 0 -z 1 

P(n+l,p) est l'intégrale sur r de 
X 

A n -z 

0 

0 

1 



1 
2ni 

Donc 

A 
0 

z 

A n 
z 

P(n+l,p) = 
X 

0 

0 

1 

0 

-1 0 

-1 0 

0 

B (x) uo B (x) o n 

1 - P(n,p) 
X 

-B (X) • 0 -B (X) o n 

Par conséquent Ln+l(F,p)+ :R:; Ln(F,p)+ 

Ln+l(F,p) ~ Ln(F,p) 

et 

0 

• 
0 

Q 

C 

• 
0 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 
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0 

• 
e 
© 

• • 
e 

• • 
0 0 

-1 0 

(B. E Hom ( F, F) ) 
l. 

• 

0 

Proposition 2. Soient F un fibré de base compacte X, p
0 

et p 1 
deux polynômes de recollement de degré au plus n reliés par une 

homotopie pt(z) telle que pour tout t compris entre O et 1 t 

pt soit lui aussi un polynôme de recollement de degré n • Alors 

Ln(F,p
0

)+ est isomorphe à Ln(F,p 1 )+. 

En effet Ln(F,p
0

)+ et 

X X to} et X)( {11 du fibré 

Ln(F,p 1 )+ sont les restrictions à 

Ln ( F >< I j p ( t, z) ) + de base X X I • 
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Paragraphe 6 - ISOMORPHISME INVERSE 

Faisons tout d'abord la synthèse des résultats obtenus pré­

cédemment quant à la nature des fibrés :sur X x s2 0 Toute classe 

d'isomorphisme des fibrés vectoriels complexes sur Xx s2 est 

représentée par un recollement fF,f] o A l'isomorphisme f est 
- n i 

associée une suite de polynômes de Laurent q = ~ a. z qui n L l. -n 
pour n suffisamment grand sont propres et homotopes à 

r J r -] 0 ,,, ,;, -n ' F,f = _F,qn o n peut ecrire qn = z pn ou 

un polyn8me de degré 2n. 

Or dans K(Xx s2 ) qui est un grou'Pe 

[[F,pn]] = [[L2n(F),L2n(pn)]] - 1[L2n-l(F),Id]] 

Appliquons la décomposition du §05 

désigne 

Soient F et f les données de recollement d'un fibré sur 

X x s2 e Il existe un entier N 

à N, (tqn+l + (1-t)qn) et 

phismes pour tout t s [0,1] 

tel que si 1wentier n est supérieur 

(tf + (1-t)q~) sont des isomor-

Si n3,N ~ notons v (F,f) = [1 2n(F,p )+] 
n n 



Puisque tqn+l+(l-t)qn est un isomorphisme, la famille de 

polyn6mes tpn+l+(l-t)zpn est une homotopie dîisomorphismes. 

Appliquons les propositions 1 et 2 du paragraphe précédent ~ 

Le lemme en résultee 

Nous désignerons par v(F,f) la valeur constante de la suite 

vn(F,f) ; v est un morphisme de K(X:;<. s
2

) dans K(X) (8 K{S
2

) , 

il est clair, r.omrite tenu de 1iexpression de [[F 9 f]] que µ 0 v 

est l'identité de K(X x s
2

) 0 Il est très facile de vérifier que 

v O ll ( [F] ® 1 ) = [ F] ® 1 et v O µ ( [ F] ~ h ) = [ F] ~ h ( 1 e s t 1 a 

classe dans K(Xx s2 ) du fibré trivial e de dimension 1). Le 

lemme ci-dessous permet d'affirmer que ~ 0 ~ est l'identité de 

K{X) ® K(S 2 } ce qui achève la démonstratione 

Lemme 2e {1,h} est une base du groupe abélien K(S 2 ) $ 

Appliquons les résultats déjà acquis en choisissant pour 

espace X l'espace réduit ... 
a un point 

K( s2 ) = K(ptxS
2

) ~ K(pt) 0 K(S 2 ) ~ K(S 2 } " 
Soit xeK(S 2 ) 0 v(x) est d.e la forme 1 no0 hi 

...._ 
n . .s Z =-K ( pt ) . ou 

1 1 -
Or µ 0 \1 est l'application identique de K(S 2 ) ; par conséquent 

t hi ln, ; 
l 

hi étant une combinaison linéaire de 1 et de h (ch.IV, §$ 4), 

K(S 2 ) est engendré par {l,h} 0 Reste à montrer que ce système 

est libre ; une relation de dépendance est nécessairement de la 

forme n h = n (dimension des fibres) ~ cela signifie qu'il existe 

un entier positif p tel que 

n H œ p e = (n+p)e 

" 
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D'après le théorème ch.III, §o , cela entraîne que les deux 

applic.ations de s
1 

dans GL(n+p,.2,.) 

et 

z i---,i.. diag~(z,eaeZ, 1 @U 1) 

z ~ diag.(ls*••l, 1 ••• 1) 

{n "z") 

sont homotopes. En composant avec l'application déterminant, on 

obtient que les deux applications de s1 dans C - to) définies 

par z ~ zn et z ~ 1 sont homotopes , ce qui entraîne que 

n=O puisque le cercle n'est pas contractile0 l et h sont donc 

linéairement indépendants. 



CHAPITRE V - GROUPES DE GROTHENDIECK REDUITS ET RELATIFS. SUITE EXACTE. 

Paragraphe 1 - GROUPES DE GROTHENDIECK REDUITS ET RELATIFS 

Notations et conventionso Nous utiliserons dans ce chapitre les 

trois catégories suivantes g 

~ g catégorie des espaces topologiques compacts et des classes 

d'homotopie d'applications continues. 

LP+~ ,, • • ,, d 1 ·~ . categorie des espaces compacts pointes et es casses 

d'applications continues préservant le point de basee 

~ 2 ~ catégorie des paires d'espaces compacts et des classes 

d'applications continues de paires topologiquese 

A l'objet (X,Y) de c.e2 on associe liespace X/Y muni de 

son point de base canonique g c'est un objet de ce+ • Dans le cas 

o~ Y est vide, X/Y est par définition la somme topologique de 

X et de 1 i espace-point [x
0

~ ~ son point de base étant x
0 

; 

+ 0 <'0+ • nous noterons X cet obJet de ~ 

Définition du groupe de Grothendieck réduit. 

Soit (X,x ) 
0 

variant à la suite 

• d Cf/+ o, K un ob,1 et e u étant un foncteur contra-

i 
), 

i* 

X 

K(X) 

C 

c* 

lx 1 
0 

correspond 

K(x) 
0 

Par définition le noyau de i* est le groupe de Grothendieck 

réduit de ou même, en commettant un 



~ abus, K(X} ~ Puisque i * 0 c.j,1- est 1' application identique de 

K(x ) , c* est injectif• i * surjectif et la petite suite exacte 
0 

obtenue se scinde. D'o~ 

K(X) ~ K(X,x ) ~ K(x ) 
0 0 

Par conséquent, si l'on change de point de base, K(X,x 1 ) est 
/'V 

isomorphe à K(X,x
0

) • L'interprétation ci-dessous met en évidence 

que si 

K(X,x) 
0 

appartiennent à la m$me composante connexe, 

sont un même sous-groupe de K(X) • 

,,,_, 
Int~rprétation de i * et K • 

Soient E 

i,c-[E] = [i*E} , 
un fibré de base X , [E] sa classe dans K(X) ; 

élément de K(x )~z est la dimension de la fibre 
0 -

de E au-dessus de x
0 

e Par !-linéarisation, on obtient 

l'interprétation géométrique de i* : c'est l'application de K(X) 

dans Z qui à un élément o( associe sa dimension virtuelle 

au-dessus de x
0 

• Le groupe K(X,x
0

) est donc la partie de K(X) 

constituée des éléments de dimension virtuelle O en x
0 

o 

S1, f (X ) (Y ) t h' ,.;::,+ g ,x
0 

---+- ,Y 
O 

es un morp isme de -.. , 

f* K(Y) ---+, K(X) préserve la dimension virtuelle g l'image 

de K{Y) est donc incluse dans K(X) ® nwoù la proposition ~ 

Proposition 1~ K est un foncteur contravariant de ce+ 
catégorie des groupes. En outre la décomposition 

K{X) = K(X) t K(x) est fonctorielle. 
0 

Egalité dans Î(X) des classes de deux fibrés. 

Soit X un espace compact 

Vect(X) ~ K(X) -+ K(X) 

dans la 

E P(E) ~· [E]-dim E 

P(E) = P(F) c'est-à-dire [E] + dim F = [F] + dim E , équivaut à 

[E $ (dim F)e] = [F@ (dim E)e] {e est le fibré trivial de 

dimension 1) e 
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<~ il existe n e:.li tel que E (9 (dim F+n)8 = F œ (dim E+n)8 

-4 9-" il existe ies entiers positifs p et q tels que 

E 4) p8 = F œ q9 
" 

On déduit facilement de cette remarque . . 

Proposition 2o La relation d'équivalence sur Vect(X) définie 

par: 

E fB pe = F@ qe 

est régulière vis-à-vis de @ et le quotient est isomorphe à 
~ K(X) .,. 

Remarque 1. Puisque X+;::XlL{x
0

}, K(X+) = K(X) œ K(x
0

) • Donc 

K(X) est isomorphe à K(X+) o 

Remarque 2a Un élément de K(X) est de la forme [E]-[F] ê 

Puisqu'à tout fibré F 

trivial, les éléments de 

on peut associer G tel que 
~ K(X,x ) sont de la forme 

0 

Définition d~ groupe de Grothendieck relatif. 

Soit (X,Y) , a, 2 un obJet de ~ 0 Le groupe K(X/Y) 

F (B G soit 

[E]-dim E • 
X 

0 

est par 

dé.f.inition le groupe de Grothendieck relatif de la paire (X,Y) ; 
on le note plus simplement K(X,Y) o 

On obtient ainsi un foncteur contravariant de ce 2 dans la 

catégorie des groupes abéliens~ On vérifie sans peine les deux 

relations K(X) = K(X,{x }) 
0 

K(X,4>) = K(X) 

périnition du ne groupe de Grothendieck, 

Pour les notations et propositions relatives aux suspensions 

on pourra se reporter 

Pour tout entier positif n , on pose 

K-n(X) = K(SnX) 

K-n(X,Y) = K-n{X/Y) = K(Sn{X/Y)) 

K-n(X) = K-n(x,~) = K(SnX+) 
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On remarquera que K(X) = K0 (x) , K(X,Y) = K0 (X,Y) , K(X) = K0 (x). 

On définit également les transformées des morphismes de ~, ce+ 
et; ce 2 • K-n , K-n et K-n(. te) sont des foncteurs contravariants. 

Paragraphe 2 - LA SUITE EXACTE 

Nous nous proposons de démontrer dans ce para.graphe le 

théorème suivant 

Jhéorème* Soient (X,Y) une paire d'espaces compacts pointés, 

i et J les applications canoniques Y -1... X ~ X/Y ., 

A tout entier n strictement positif, on peut associer un homo­

morphisme S de i-n-l(Y) dans K-n(X.Y) tel que la suite 
n 

ci-dessous soit exacte i 

ô •¾ b* 
n) K-n(X,Y) Jn K-n(X) n 

Ji "l>- . ~ " 

K0 {x) 
i .. 

0 K0 (Y) • 

(i* •i(. sont les transformés de i et j ~-n 
6 ) et Jn par K 

n 

·"" K(X) 
•-# ~ Lemme l., La suite K(X,Y) J > l >- K(Y) est exacte* 

a) Ker i~:::> Im .~ 
.J soient en effet a et b les deux 

applications canoniques y a Y/Y -1:.+. X/Y Le morphisme -,i... © 

·* .,,.. a* ~ est égal '· b* lui-même nul puisque K(Y/Y) 0 l 0 J a 0 , = 

b) Montrons que Im j*=> Ker i* G Un élément x = [EJ-n de 
rv 

K(X) (E est une classe d'isomorphismes de fibrés sur X) 

appartient à Ker i* si et seulement si [i*E]-n = 0, cette 

[EIY] = n égalité ayant lieu entre éléments de 
A, 

K(Y) • De on 

" 

déduit qu'il existe un entier positif m tel que (Et meJIY 
soit trivial : notons a une trivialisation ; (E • me)/a est un 

élément de Vect(X/Y) et y= [(E $ mB)/a]-m-n , de dimension 

virtuelle nulle, a pour image par j* [E $ me]-m-n = x. D'où 

l'inclusion recherchée. 



Construction de & 
0 

Soit CY le cône sur Y ; sa base 

CY 
Y x {O} est identifiée à Y ~ Ecrivons 

la suite exacte du lemme 1 relative à 

la. paire (XUCY,X) : 

X y 

Comme CY est contractile et que (XV CY) /CY est homéolr(orphe 

à X/Y 

{II) Ê:0 
( X U C Y) K0 (x UCY/CY) 

Par ailleurs de l'homéomorphisme entre 

(XV CY)X et CY/Y x {O} = 1) 3 on déduit : 

(III) K0 (XUCY,X) = Îé0 (XUCY/X) 

Rassemblons les suites (I) (II) (III) et désignons par 

les morphismes rendant commutatif le diagramme : 

K0 (X \J CY ,x) Îé0 (X U CY) ~ K(X) 

l2 î 
K-1 (x) 

60 
ll î 

Ko (X, Y) 

y 

«~ est le transformé par ~o 
K 

X ~ XUCY --+ (XtJCY)/CY -+- X/Y 

ô et a* 
0 

Cet homomorphisme est donc égal à 

et montré l'exactitude en K0 (x,Y) 

K. Retenons le résultat suivant ~ 

j~: nous avons construit 6 
0 0 

de la suite exacte du foncteur 

P . . l' t 1 h 0 ("'K0 (b))-l 
O 

..._,K0 (a) ropos1t1on0 0 es e morp isme , a et b 

désignant les applications canoniques 

((XUCY.)/X,pt) +.!... (XUCY,pt) ..1!..,._ (X/Y,pt) 0 



Construction de 6 : K-n-l(Y) ----. K-n(X,Y) 
n 

v.6 

Des propriétés des suspensions signalées antérieurement, il 

résulte 

Nous définirons l'homomorphisme é associé à la paire n 
{X,Y) comme étant l'opérateur ô 

0 
de la paire (SnX,SnY) • Il 

suffit donc de démontrer l'exactitude de la suite : 

ô 
0 

• i~ 
0 

Seule l'exactitude en K-1 (Y) n'a pas encore été vérifiée 

allons y consacrer la fin de ce paragraphe. 

nous 

Précisons tout d'abord quelques notations. Soit X un 

espace topologique compact ; les cônes c1 x et c2x sont les 

espaces quotient (Xx[o,1])/X')({l} et X·x[-1,0]/Xx{-l}; 

X x {o} y est identifié à X ; la suspension l X est la réunion 

de ces deux cônes. 

La fonction I --+ I qui à t associe 1-t induit par 

identification de O et 1 une application T du cercle dans 

1 ui-même ; T x Id 

continues de Ix 
toutes deux par 

Considérons 

s
1 

x X --,.. s
1 

x X détermine des applications 

et s1x dans eux-m~mes : nous les désignerons 

T /\ Id • 

le diagramme 

,,.. ~ K(c 1 Yu c 2x,x uc 1 Y) --,),,. K(C
1 

Y LJ c
2

X) ---;. K(XtJC 1 Y) 

~ ~lî ~î t ({ 
,..,, ~ K(C2X/X) K(C 1 Y/Y) K(X/Y) 

Il Il li 

K-1 (x) K-1 (Y} 
ôl 

~ K0 (X,Y) 

Pour justifier ce diagramme remarquons que c
1 

Y lJ c2 Y / X U c
1 

Y , 



c1 YU c2x / c2x X U c1 Y / c1 Y sont homéo­

morphes respectivement à C2K/X, C1Y/Y et 

X/Y 0 Soit a 1iapplication de K-1 (x) 
~K-l(Y) / ' dans definie par la partie gauche~ 

nous allons montrer quielle est égale à 

-i~ ; comme la ligne supérieure est exacte 

(lemme 1), il en résultera que (ir o1 ) 

est également exacteo 

Considérons 1wensemble d'applications continues défini ci­

dessous ~ 

c
1 

Y u c
2
x 2 

~ c
1

Y/Y 3 > s y 
1 

11 
\6 1/ 

j c
1 

Y v c
2 

Y TA Id 

9/ \s 
C2X/X ~ 

4 c
2

Y/Y 5 
)► s1 Y 

Les flèches doubles ( 5>) représentent des applications 

continues induisant des isomorphismes entre groupes réduits. Les 

applications 1, 2, 3, 5, 7 sont des surjections canoniques ; 4 
est une injection canonique0 L'application 6 associe à la classe 

de (y,t) celle de (y,-t) ; J.llapplica.tion 8 associe à la classe 

de (y,t) celle de (y,-t) si t est positifi le point de base 

si t est négatifG Enfin l'application 9 est la composée de 8 et 

de 4s Il est facile de vérifier que ce diagramme est commutatif. 
~ Si on le transforme par le foncteur K 9 des suites dtapplications 

(1,2,3) et (4,5) on tire par composition a et ii respecti­

vement. Il suffit donc pour achever la démonstration du théorème 

de vérifier que (T/\Id)* est égal à -Id ce qui résulte du 

lemme suivant 

Lemme 2 .. Soit Y un espace topologique ; 1 'endomorphisme (T /\ Id) 14 

de K(lY) est l'opposé de l'identitée 



En effet soit [E}-dim E un élément de K(IY) ~ Le fibré 

F = E $ (T /\ Id )*E , êta.nt tri via.l au-dessus de c
1 

Y et égal à 

(T.Aid)*F t est trivia.1 9 (les sections continues forma.nt une ba.se 

d~n..s toute fibre au-dessus de c1 Y se prolongent par symétrie). 

Donc 

[F] = 2 dim E 

f E] -d im E = - ( T A Id) * ( [E] -di m E ) 

Paragraphe 3 - QUELQUES APPLICATIONS DE LA SUITE EXACTE 

Suite exacte du foncteur K 

Proposition 1. Soit (X.Y) une paire topologique d'espaces 

compacts. Il existe une suite {ê } dihomomorphismes telle que n 
la suite ci-dessous soit exacte ~ 

• • • 
ê 

n K-n(X,Y) 

K0 (X) 

.,'E 

Jn 

·* l. 
0 

·* l. 
K-n(X) n 

K0 (Y) • 

Il suffit d'appliquer le théorème à la paire (X+,Y+) • 

Rétracte d'un espace topologique 

3 " • 

Proposition 2. Soit (X,Y) un objet de <e2 tel que Y soit 

rétracte de X. Alors pour tout entier positif n 

Si X et Y ont un même point de base 

Soient i l'injection canonique Y -+-- X et r la 

rétraction. Appliquons le théorème de la suite exacte 



• • • 
ô n 

V.9 

Puisque 

K-n (y) ; 

r O i ~ Idy, i: 0 r; est 1•~pnlicati0n identique de 

i: est donc surjectiTe pour toute valeur-positive de n ; 
. . - -n-1 ( . ,, , puisque Ker f = Im 1 

1 
= K Y I l'image de 6 ~st redu1te r. n+ n 

à O $ La petite suite 

0 

est exacte et scindée. La. pre1-dère for1r..ule en résulte ; la 

seconde de d€nontrer ~e la mfme mani~re 

âoposition 3. Soient 

base. Alors 

X et y deux espaces compacts ' . a po1:nt d.e 

En effet X x {y } est un rétracte de X x Y ~ Pa:r conséquent 
0 

{ I ) 

L'image ca.noniq_ut, de {x
0

} x Y dJ:tnt., X x Y/X x {y 
O

} est un rétracte 

de cet espace. Puisqu'en outre (X x Y/Y x {y
0

})/{:x
0

} )( Y est 

homéomorphe à X.A.Y , il en rés1.üte ; 

(II) 

Il suffit de rasaemhler (I) et (I!) fOUr obtenir la propositiono 

Second énoncé 2:,E;...!!1.l.,?rème_ de_ Bott ~ 

!!l_~_orèm! .. Si X est, un espace topologique cou,pact,, pour tout 

entier positif n , K-n(X) est isomorphe à K-n-2 (x) $ 



v.10 

Le théorème de Bott sous la forme déjà rencontrée affirme que 

K
0 (x) 0 K

0 (s
2

) est isomorphe à K0 (x )( s
2

) • Par conséquent 

est donc isomorphe à 

puisque K0 (s 2 ) ~ f 
démonstration en substituant 

K0
(X)0 K0 (s

2
) c'est-à-~ire à 

(.cf. chapitre IV). On achè:ve la 

S X à X • n 

Apj2lica.tion . 5rouEes de Grothendieck des . 
On sait déjà que K (S2) ,f.l,<K (S ) A:Z • 0 0 0 -

complexes de base s
1 étant t:i-iviaux (cf. 

Ko( sl) = K-1 (s ) = 0 • Appliquons le 
0 

n pair 

rt impair 

K0 (s }Ç;:' Z 
n -

K0 (s) = O 
n 

s;2hères. 
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