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i

STRUCTURE DES ANNEAUX NOETHERIENS
A GAUCHE D'EXPOSANT DEUX.

par L, LESIEUR

1. Un enneau noethérien, supposé commutatif et unitaire est un anneau
qui vérifie la condition de chaine ascendants finiepour les idéaux ; toute suite
diidéaux strictement croissante est nécessairement finie,
Exemple : K[X19 ooagxn] (Théoréme de la base finie de Hilbert)0

Dans le cas général abstrait, la théorie des idéaux dans ces anneaux,
et en particulier celle des iddaux primaires, a été développée par E. NOETHER,
d'ol leur nom, Dans le cas d'un anneau non commutatif, je dirai noethérien
pour noethérien & gauche, c'est-d-dire que 1l'anneau vérifie la condition
de chaine finie pour les idéaux a gauche, On pourrait tout aussi bien supposer
1l'anneau noethérien & droite pour obtenir les résultats symétriques : c'est ce
gufon fait en général dans la littérature anglo~américaine, Dans le cas non com—
mutatif, la théorie des idéaux primeire s n'est plus suffisante comme dans le
cas commutatif, et diverses généralisations ont été données pour rendre compte
de cette situation plus complexe : idéaux tertiaires (Lesieur et Croisot),
idéaux isotypiques (Matlis, Gabriel)0 Mais ce n'est pas mon sujet dlaunjourd'hui

ou Jje voudrais exposer comment on peut obtenir les anneaux noethériens les plus



généraux & partir dt'anneaux noethériens particuliers : les anneaux noethériens

semi~-premiers,

2. Anneaux noethériens semi-premiers,

L'anneau A est dit semi-premier si l'on a.:

ada =0 => a=90
Il est premier si l'on a :

ahb

il
o

== a:OOub:O
Dans le cas commutatif, ces notions se réduisent respectivement &

celles d'anneau réduit (32»= 0 ==> a = o) et d'anneau intégre, c'est-a-dire sans

diviseurs de zéro non nuls (ab = 0 == a=0oub = 0),
Ils sont bien connus, méme dans le cas non commutatif ; GOLDIE, {960,
semi-prime rings with meximum-condition ; LESIEUR et CROISOT (1959) : Anneaux

noethériens & gauche premiers, On sait en particulier que tout :anneau noethérien

semi-premier posséde un anneau de fractions semi-simple (isomorphe & un anneau

composé direct d'un nombre fini d'anneaux de matrices carrées sur des corps) ;
tout anneau noethérien premier posséde un anneau de fractions simple (isomorphe
4 un anneau de matrices carrées sur un corps), C'est le théordme connu de Goldie,
Dans le cas commutatif, ce n'est pas autre chose que l'existence du corps des
fractions (ou corps des quotients) pour le cas integre ; dans le cas non com-
mutatif, c'est un. résultat beaucoup plus profond car il assure & la fois l'exise
tence de 1l'anneau de fractions, ce qui n'a pas toujours lieu pour un anneau
gquelcongue, et il en donne la nature, Il s'agit ici d'un anneau de fractions F
au sens classique,vc'est—é—aire gqui vérifie les propriétés suivantes :

10) L'anneau A est plongé dans F,

20) Tout élément régulier de A est inversible dans F,

30) Tout élément £ € F se met sous la forme

£ =¢ a (c, a € A, C régulier),

J'appelle régulier un élément qui n'est ni diviseur de zéro & droite (xc = 0 ==

x = 0), ni diviseur de zéro & gauche (cx = 0 => x = 0).



_3._
Je reviendrai plus loin sur certaines propriétés des anneaux noethériens
semi=-premiers, Je voudrais aborder maintenant le passage des anneaux noethériens
semi-premiers aux anneaux noethériens les plus généraux, L'une des notions néces-

saires est la notion connue de radical,

3. Radical d'un annegu noethérien,

S5i 1'anneau A est commutatif, son radical (on dit aussi racine si 1l'on ne
veut pas confondre avec dtautres notioms de radical comme celle de radical de

Jacobson) est ltemsemble des &léments milpotents (a est nilpotent s'il existe un

entier n tel que‘an='6), Crest un'idéalgﬁde A qui vérifie,gimv= 0 pour un certain
entier m lorsque ltanneau est noethérien, Si m = { on .a 5@:: 0, l'anneau est ré-
duit et réciproquement, un anneaw réduit est un anneau de radical nul, Lorsque

™ % 1, on suppose"%;mﬂ'di #:O en cholsissant m minimum ; m s'appelle 1'exposant

de 1l'anneau A, Dans tous les cas, 1'annszu quotient,&@%,est un anneau réduit gui
sera désigné par K.

Si 1tanneau A n'est pas commutatif, son radical est le plus grand idéal
bilatere nilpotent, Il existe donc un entier minimum positif m tel que‘zgm = 0 ;
on 1'appelle 1'exposent de A et 1l'amnezu quotient A/ est un anneau noethérien..
semi-premier qui sera désigné par X,

En résumé, mous avons associé & wn annean noethérien duelcongue A un an-—
neau noethérien semi=premier K qui est 1'anneau quotient A[S@ de A par le radical

de &, C'est & partir de é@«at de’ cet anneau noethérien semi-premier K que

nous voulons reconstruire 1'anneau A lui-méme,

4, Structure 4!un anneau noethérien dYexposant 2.

Si 1'anneaun A est-dtexposant 1; on a Szz"o et A = K est un anneau noethé-
rien semi-premier,
Nous allons domc étudier les anmeaux noecthériens d'exposant égal & 2, pour
lesquels on & par-deéfinition s
% 2 | . .
#£0; =0 3 A/(%:Kseml—premler.

L'étude du cas général- pourrait se faire par-récurrence sur 1'exposant m ; nous




ne présenterons ici que le cas m = 2,

Comme 5%2 = 0, {2gest muni d'une structure de bi=-module M avec K com—
me anneau d'opérateurs, {On définit kx, k € K, x eé%?, par le produit ax, ou a
est un élément queloonqué de & ayant pour classe k moduloégz on définit d& méme
xk par le preduit xa), Les idéaux de A conteﬁus danségrsbnt ies X sous—modﬁles a
gauche de M, de sorté qﬁé-M:vérifié la condition de chafne ascendante pour les
sous-modules & gauche ou, ce qui revient aun méme,iM est un K=module & gauche de
type fini, Nous avons donc pour commencer notre construction-;

K : anneau noethérien semi-premier

M : K=bimodule de type fini a gauche,

Le passage de (K; M) & 1'ammeau M peut se faire par une méthode

empruntée 4 la cohomologie des groupes, Il stagit de trouver un anneau A qui soit

une extension de M telle que l'anneau quotient de A par M soit isomirphe & 1'an=

neau K, De tels problémes d'extensions de groupes, ou dfanneaux, ou d‘algébrés,
ont éfé considérés par Eilenberg et iac-Lane, Hochschild, shukla (1961), Ils font
intervenir le second groupe de cohomologie 2(K, M), Je peux donner une idée de
la solution dans notre probiéme particulier,

Pour chaque classe k'e‘A{%Zy cholsissons un représentant u € A,
Le produit A appartient & la classé de k k' 5 il est donc congru & Wt

moduio %et I'on'a 3

Y, (k") =w -y u, €N

La fonction Y, est alors une application de K x K dens M qui, en vertu de l'as-

sociativité dans A, vérifie la propriété suivante 3

'Y1 (k's’ k") - Y,l (kk?» k"> + 'Y1 (kv k's k") - Y1 .(k9 kg) k" =0

De méme, en posant :

Yz(k9 k') o=w o u

on définit une founction Y, s KKK » M, qui en vertu de la commutativité et de

l'associativité de 1l'addition, vérifie les propriétés suivantes :



yz(k, k') = 72(1{', k)

Yz(k', k") - YZ(k,+ k', k") + Yz(k, k'sk") - yz(k, k') = 0

Enfin, la distributivité dans 1'anneau se traduit par :

Il

Yoy k") = key (e, k) =y Gk, k) 4y (k) -y (K, Ky )

yz(k‘k, k'"k) - yz(k', k") k

i

y1(k', k) + Y1(k”,k) - Y1(k'+ k", k)
De plus, on peut prendre uO = 0, ce qui donne :

YZ(k’ O) = Y2(O9 k'> = 0

On volt-donc que le couple de fonctions g = (y1, YZ) constitue un 2-cocycle
au sens de la définition suivante :

Définition 1,

On appelle 2~-cocycle défini sur (K, M) un couple g = (y1, Yg) de

fonctions : KK —» M. gul vérifient les conditions suivantes ¢
Yy

ky, (k' k) =y (it k") 4y (K, k') - v, (k, kK" = 0
VoLt k") =y (ke k1) 4y (k) =y (k') = 0

(D] vk, k1) =y, (k' k)

1l

Vol k) - dey (et k") =y (K1) oy (i, 5) =y (K, taxn)

VoLt Kk) =y, (et ke =y (k0 k) 4oy (k0K - ¥, (k4" k)

Y2§k9 O) = Y2<O, k‘) =0

De ces formules résulte : y}(k, 0) = 71(o,k') =0

Le 2-cocycle est dit normalisé si l'on a : y1(1, 1) = 0
ce qui entrafne y1(1,k') = y1(k; 1) = 0

et peut étre obtenu en choisissant u1 =1

On définit une bijection entre l'anneau A et 1'ensemble produit M x X par :

classe de a mod%ﬁ k

a - uk €M

a- (m, k) avec k

m



L'addition et la multiplication sont sglors définies dans M x K par les formules :

(m, X) + (o, k') = (m + n' + v,(kk), & + k')

(11)

<m9k> (mgskl> = (mkuskmn - "{1(]‘{9“‘{?); kkv)

L'anneau A est donc isomorphe & l'ensemble M x K, ou l'addition et la multi-

plication sont définies par les formules I et ol g = (y1, y2) est un 2-cocycle

normalisé,

Réciproguement, prenons i‘ensemble M x K et un 2-cocycle normalisé
guelcongue g :(Y1, Yz)@ Les formules TTI iul donnent une structure d'anneau et
cet anneau est noethérien d‘*exposant deux,

A quelle condition les deux anneaux obtenus par deux cocycles

— ’ H H s ;
g = (Y19 yz) et g' = <Y1 ’ y2 ) sont-ils isomorphes ?

Cela revient a changer de représentants uw,_ donc & poser :

k

= w o+ £(k) (k) ¢ m,

Cn a alors d'apres les formules de definition de y1(k, k!) et y2(k, k')

.

Yj(k, k') = Yi(k, k) - Y1(k, k)
Uk ) =y, k) =y (k, k')

avec 3@

v,k &) =k £(kt) - 7k 4 £k
(111)

v (kk') = £k + k') - 2(k) - £(k*)

et £(1) = 0, £(0) = o0,
Les fonctiouns y , y; et Y0 Y; different donc d'un 2=cobord au sens de la
définition suivente

Définition 2,

Un 2-cobord est un couple &§f = (y1, y2) dtapplicwtions Yy KxK-M



- -

définies au moyen d'une application f : K — M telle que £(0) = 0 par les
formules III.
Le 2-cobord est normalisé si 1l'on a f(1) = ¢
Un 2-cobord est un 2-cocycle et les 2-cobords forment un sous-—groupe additif B du
groupe additif C deS'zaéocycles; Le groupe quotient C/B s'appelle le second grou~

pe de cohomologie H2(M; K);

Ainsi :

Les anneaux obtenus par deux cocycles g et g' sont isomorphes si et

seulement si ces deux cocycles sont congrus modulo un 2-cobord, c'est-awdire si

ils définissent un méme élément g ¢ H2(M, K).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de structure d'un anneau noethérien

quelcongque,

Théorsme

Tout anneau noethérien d'exposant deux est isomorphe & un anneau

(K, M, g) obtenu de la fagon suivante :

X : anneau noethérien semi-premier,

M ¢ K bi-module non nul de type fini & gauche,

£ : élément du groupe de cohomologie HZ(M, K).

L'anneau est l'ensemble M X X muni de la structure additive et multipli-

cative définie par les formules (IT), o ( ) est un p-cocycle normalisé
’ 'Y19 'Y2

représentant la classe g,

Ce théoréme est bien un théordme de structure en ce sens qu'il satisfait
aux trois conditionS‘suffisantes :

1°) Tout anneau noethérien d‘exposant 2 est susceptible de la génération
(x, M, g) indigquée par ce théoréme,

20) Quels que soient (K, M,'g) ayant les propriétés énoncées dans le



-8 =

théoreéme, on abtient un anneau noethérien dlexposant deux, Autrement dit, les
eléments (X, M, £) de cette génération sont quelconques,

%0) Cette géndration est canomigue, c'est-h~dire que les générateurs
(x, w, ) correspondant & un méme enneau sont bien déterminés : ltanneau K est
isomorphe & A<§%; s le module M est isomorphe éézgconsidéré comme Aég%gmodule,
et 1'élément g ¢ Hz(M, K) est, comme on lI'a vu plus haut, un élément bien déter=
miné du groupe de cohomologie,

Enfin, il y a lieu de remarquer que les données (K, M) peuvent &tre prises
arbitrairement car on a toujours 1'élément § = O du groupe de cohomologie qui
correspond au choix y1 = Y2 = O des deux fonctions, Un certain nombre d'exemples
correspondent & ce cholx particulier, cf, [3 ], § 7, exemples 1 et 2,

Il est intéressant de regarder sur la génération du théorédme de structure
comment s'obtiennent des classes d'snmeaux noethériens importantes, C'est l'objet

du paragraphe suivant,

5. Certaines classes d‘anneaux noethériens (d'exposant 2).

10 Tes anneaux commutatifs noethériens,

K est commutatif noethérien, donc noethérien réduit,
M est un XK-module & gauchede type fini, que l'on peut considérer com-
me  K-module 3 droite en posant mk = km (mwe M, k € K).

Le 2=-cocycle (y s Yz) qui définit g est tel que la fonction y1 soit

1
symétrique
y1(k',k") = Y1(k', k),

20 T,es anneaux artiniens,

X est artinien semi-premier, donc semi-simple d'aprés le théoréme
d'Artin-yedderburn,
M est un K-bi-module de type fini & gauche (donc un K module &

gauche semi-simple de longueur finie),

fucune condition n'est imposée au 2-cocycle (y1, Y2)°



-0 =

%0 Lies anneaux artiniens locaux,

¢f [4 ] oh ces anneaux ont été étudiés sous le nom d'anneaux artiniens
primaires et [5 ], ot M, Hacque a introduit la notion de 2-cocycle pour remplacer
les conditions un peu différentes donndes dans [ 4]°

K est un corps,

M est un espace vectoriel de dimension finie & gauche sur X, et en
méme temps un espace vectoriel ¥ droite sur XK.

Avcvne condition sur le 2-cocycle (y1, YZ)'

40 Tes annegux co=irréductibles noethériens,

Conditions laissées comme probléme au lecteur,
etc ,.. (par exemple caractériser les J-anneaux ou anneaux de Johnson a idéal

singulier nul)

6, Eléménts réguliers 3 droite dans un anmeau noethérien,

Dans un anneau noethérien demi=premier ¥ (cf § 2) les éléments réguliers
3 droite sont ceux qui sont réguliers & droite modulo les idéaux premiers mini-
maux de K (qui sont en nombre fini),

C'est un probleme difficile, mais non sans espoir de solution, que de
déterminer les éléments réguliers & droite d'un anneau noethérien quelcongue,
On sait le faire dans le cas commutatif : ce sont les éléments qui n'appartien-
nent pas & Ass (4), clest-d-dire la réunion d'un nombre fini d!idéaux premiers de
A, Dans le cas non commutatif, on peut conjecturer qu'il existe un nombre fini
dtidéaux premierségfgtels gue les éléments réguliers a droite de 1l'anneau sont
ceux qui sont réguliers modulo tous ceséza

On dispose pour cette étude d'une condition nécessaire qui résulte d'un

théoreme de Djabali-goldie : [6 ] et [7 ],

Thé oréme , (Djabali - goldie)

loS§§%°

Tout élément régulier & droite de l'ahneau noethérien A est régulier modu-
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Dans la génération (X, M, &) du théoréme de structure, cette propriété se
traduit par la propriété sulvante :

si 1'é1ément {(m, k) est régulier-ad.droite dans l'anneau A, k est régulier

dans X.
CRC——

(I1 est d'ailleurs possible de donner une 3eme démonstration de ce théordme
stappuyant directement swr Ie thévrdme de structure, mais cette démonstration est

assez proche de celle de (oldie), On peut aussi caractériser complétehent un

élément régulier & droite (mr, k) au moyen de la propriété suivante de k :

Theéoréme .,

Pour que 1'élément (m, k) soit régulier & droite dans A, il faut et il

~

suffit que k soit régulier & droite dgns X et qu'il n'existe aucun élément m £ 0

tel que mk = 0,

Mais ce n'est pas 1& un bon théoréeme car il ne résout pas la conjecture
indiquée plus haut et ne domme méme pas e résultat connu du cas commutatif, Il
reste donc & perfectionner les conditions necessaires et suffisantes sous une
antre forme (ctest wn probldme auquel je m'attaque & mes rares moments de loisir),

Je signale aussi d'autres probldmes ouverts qui sont reliés :

Problémes (1) i c’est diviseur de zéro ‘b droite dans A, AC est-il diviseur

de zéro & droite dans A pour tout N\ € A (c'est vrai dans le cas semi-premier, et
aussi dans le cas commutatif),

(2) si A est noethérien et si(gaet éjo/sont deux ¢déaux premiers de
A tels queé%é cfzg/ﬁn élément ¢ régulier“moduloéjegst—il régulier modulo{jg?
(évident si A est commutatif puisque les éléments réguliers modulc>é?20nt ceux

gqui n'appartiennent pas éé?ég.



[1]

(2]

[3]

[4

[5]

[6]

[7]

[8]

9]

[10]

[11)
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- ANNEAUX DE GROUPES -
par P, RIBENBOIM
d'epres T, GULLIKSEW, P. RIBENBOIM et T.M. VISWANATHAN

redigee par M. VIEL.

Introduction : Dens cet exposé, A serus un annesu commutatif unitaire doent

on note 1'unité "1™ ., @G sera un groupe dont on note l'élément neutre "e" , (n
notere A[G] ltsnnecu de groupe,

- Dens une premiére purtie on exeminera le radical Jacobson et le radical
premier de A[G] et on cherchera & déterminer yuand 1'esnnesu A[G] est locel,

- Puis on établira quelques théorémes de structure de A[G] .

- Enfin on se posera le probléme d'isomorphisme pour les anneaux de groupes.
iappelons d'labord guelques definitions et progrietes des snneaux de groupes,

Définition : On «ppelle applicetion d'augmentation de A[G] et on note ¢

1'application suivante : € A[G]l@ £

ra = Ya
el gg) o
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Cette application est un homomorphisme 4'anneaux surjectifs dont le noyau
est 1'idéal bilatdére engendré par les éléments e~g (quand g parcourt G).
Si A est wn corps, alors Ker(e) est un idéal maximal de A[G] .
Propriétés : Soit (Ai)i ¢ p e famille d'anneaux et [I A, leur pro-
ierl
duit cartésien ; alors
t) (o Ai)[G] est isomorphe & [T Ai[G] par l'isomorphisme ¢

ierI i€l
défini de la facon suivante :

6( 2 ag)=( g (a)ig)i€I

ol a est un élément de [T A. et
geca® gec © & ie

1
I
(%g>i sa projection dans 4, .

2) Soient G' et @" deux groupes abéliens ; on a 1'isomorphisme

Aler x 6] = (ale'P[e"] par 1tapplication :

ol 3 B .,>(g',g")) =z ( = &g+ ,,)g’)g"
‘g',g" g ’g g" € Gll g|€G| g ’g
Cette propriété peut étre utilisée plusieurs fois pour ramener les d¥mons-

trations relatives a des groupes abéliens finis au cas de groupes cycliques finis,

%) Etent donnés @ : A - A' un homomorphisme d'anneaux,
us: G + G' un homomorphisme de groupes,

on peut définir un homomorphisme d'anneaux ¢ de A[G] & A'[G'] comme suit :

W z ag)= 35 ela) u(g).
g €G g €G
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I. - Radical de Jacobson et Radical premier de A[G] .

Notations : Soit R un anneau ; on notera J'S&(R) son radical de Jacobson
gDSE(R) son radical premier

= 1l'ensemble des idéaux premiers de A[G]

ensemble des idéaux premiers de A
ensemble des idéaux & gauche maximaux de A[G]

ensemble des idéaux maximaux de A

“ X S ey oy

ensemble des idéaux de A .

On notera . ‘'"res" 1'application de restriction qui a un idéal de A[G]

associe son intersection avec A .

Propriété-: P idéal bilatdre de R est premier s'il satisfait & 1l'une

des deux propriétés équivalentes :

(1) soient J et J' deux idéaux bilatdres tels que JJ' € P alors
J ou J' est contenu dans P .

(2) R-P est semi-multiplicative, clest-a-dire vérifie :

V(a,b) € B-P , dx ¢ R,  axb € R-P .

Proposition 1 : (a) res (P) = &
et

(o) M = res( M) = B

(a) Démonstration : % res P < P

Montrons que si P  est un idéal premier de A[G] alors POL est un

idéal premier de A . Soient a, b€ A, a, b f P . P étant premier il existe
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—

x= £ cg¢€ AlG] tel que ax b= % (ac b)g n'appartienne pas & P .
gea® _ g €@
Comme P ;P[G] (b P=PNA) il existe g élément de G tel que acgb

n'appartienne pas & P (sinon a x b appartiendrait & P[G] . Ceci montre que

P est un idéal premier de A ,

*(YDC res(g") . Soit P un idéal premier de A , et soit

S = {a,gla €A, a K P, gc¢ G} S est une partie semi-muwltiplicative, car
si ag et bh appartiennent & S, a et b nfappartenant pas & P , soit x
tel que axb n'appartienne pas & P alors (ag)(xe)(bh) = (acb)gh appartient
a S.

De plus P[G] S = ;é . L'axiome de Zorn permet d’affirmer qu'il existe
un idéal bilatére P de A[G] meximal parmi les idéaux vérifiant PV S = et
P[G] c;§ . Montrons que cet idéal est premier. Si J et J' sont des idéaux bils-
téres tels que J.J'C P JEP et J“',é'ﬁ alors T A J+P et PL J4P; P
étant maximal pour la propriété ci-dessus, il existe x et x' de S tel que
x € J+P , x' ¢ J'+P . Soit y de A[G] tel que =xyx' € S  alors
x(yx') € (J+P)(J'+P) € J.J' + J.P + D3 + '1325;? , ce qui contredit TM § = b .
Donc P est un idéal premier,

or PAnsS=p donc PPN ADPG]na="P

Ce qui entrafne le résultat.

(b) *x M cres(c (/%) . Soit M ¢ U , considérons 1'idéal bilatere

propre M[G] de A[G] . Soit M idéal & gauche maximal de A[G] tel que
Me] WM. Alors A£4TNADMG]NA=M, M étant maximal, on a nécessairement

MAaA=M,



-5 -

x« res(Mb) o P . Considérons N idéal & gauche maximal de A[G] .

Soient a, b€ A, abe MNA afg . Comme K =4a[G]/M est un A[G] module

3 gauche simple, o =a + M # 0 est un générateur de X , c'est-d-dire AfGla = K .
En particulier, il existe x de A[G] tel que xa =1+ M d'oh xa- 1€ W . Ce
qui entrafne xab - b € Mb = bM ;;ﬁ. et puisque ab € M on en déduit que b € M.
Ceci prouve que M M A est un idéal premier de A ,

On peut en déduire les résultats connus par ailleurs :

Corollaires : PR(4[c]) N 4 = PR(n)
J &[N AcT&(s) .

En général la seconde inclusion n'est pas une égalité. Par exemple soit
A un anneau principal de valuation, M = At , K= A[z] ¢ = C_= {gnln € 2 .
On considére 1'application suivante § : A[Qn] —> K = A[%] ; 6]A est l'iden-

tité et 6(g) =t et 6 est un homomorphisme, c'est-h-dire

6( 5oa gn) = T a T ; Ker 6 = M idéal maximal , NNnA=0 donc
n n
ne¢z né€z

TR(A[G]) N A =0 tandis que JTR(A) =M .
Ceci conduit & chercher sous quelles conditions on aura l'égalité, On
salt déjad que si A est artinien on a l'égalité car le radical de Jacobson est

aussl le radical premier.,

Définition : Soit G un groupe, H un sous=groupe de ¢ . On dira

que (G, H) satisfait la propriété de Burnside si pour tout n » 1 et

pour tout n-uple g g de G , le sous—groupe H a un index fini

17 °n
dans le sous=groupe engendré par H {g1, ceos gn} .
i H = {e} on dira que G satisfait la propriété de

Burnside,
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Si G est un groupe abélien et si chaque élément de G & une pulssance
dans H alors (G, H) satisfait la propriété de Burnside.
I1 est clair que les groupes qui vérifient la propriété de Burnside sont
ceux pour lesquels la réponse au problime de Burnside est affirmative,,c'est-a~dire

¢ n'étant pas abélien le sous-groupe engendré par {g , ..., gn}, est fini, ce

13

qui, on le sait, n'est pas toujours le cas.

Théordme 1 : Soit H wun sous-groupe du centre de G tel que (@, H)
vérifie la propriété de Burnside, Si M est un-idéal maximal & gauche

de  A[G] , alors M nA[H] est un idéal meximal de A[H] .

De cela, on déduit que si ¢ vérifie la propriété de Burnside

TR(ale]) na=78(4) .

Démonstration : Soit 1M idéal meximel i gauche de X[G¢] , K = A[g¢]/E

est un A[G] module & gauche simpléa‘Soit R = A[H]/E N A[H] ;- i1 faut montrer
que R est un A[H] module simple ce qui est équivaleﬁt»é montrer que pour tout
« de R nonnul on a A[HJa =R,

Soient donc o non nul élément de R , et a éElément de A[H] tel que
a+ M=q . Puisque H est contenu dans le centre de G , a appartient au cen-
tre de  AlG] .

Puisque K est simple A[GJa = K , donc il existe x de A[G] tel que .
xa =1 + 0, Il suffit maintenant de trouver un élément. x° ¢ A[H] tel que

x' =x(M) ; ey effet on aura alors x'=x + 2 ou Z€ N d'ou

x'qg = (X + Z}(a + M) =xa + Za + M = Xa + Ei= Xo = 1 +}M car Za = aZ'€'E'§'Ce

qui entrafnera A[H]a =R .



HUig

de H!

-7 =

s v
na x= I a.g; ; soit H' le sous-groupe engendré par

voo gs} . Par hypotheése H' = He L’Hh’
1
en sous—ensembles & gauche disjoints modulo H . Puisque x, xh; s th

Uoeoeo U Hh“ décomposition
n

sont des éléments de A[H'] , on peut écrire :

ou les

n o]
xe = T oa.h!
. i1
L = 0
n
xh! = ¥ a'h! (ht = e)
1 . ii o]
1L =20
n
xh! = % a?h?
n i7i
1l = 0

af sont des éléments de A[H] . On en déduit les relations suivantes

£

O_ Oﬂ OV_.
(ao x)e + a1h1 + 000 + @R =0
ale + (a! = x)h' 4+ ... + alnt = 0

0 1 1 *° n n
a'e + a'n + aee A+ (ap - x)h!' =0
0 11 n n

Systéme d'équations linéaires sur l'amneau A[H'] dont les coefficients

sont permutables deux & deux puisque A[H] est contenu dans le centre de A[G] .

On peut considérer le déterminant d de la matrice des coefficients., Soit C;

le cofacteur de 1'élément en position (i, j) , c'est un polyndme en x & coef-

ficients dans A[H] . 51 on multiplie par la matrice des cofacteurs on a

0 CO c .. Cn ao - X ao eea a’ e
0 0 0 0 1 n
o ] n 1 1 1
0 C C  aes a a -X ..a ht'
1 1 C1 o) 1 X n
-] o 59
¢ ot a &' .... a-x n
n n n O 1 1



d 0 .enee O e de

= d ..... h! dh!
0 0 1 1

0 0 ..... d h! dh'!

n n

On en déduit que d = 0 , ce qui s'exprime en développant la matrice

par une relation x ' 4 b1xn et b =0 ol les bi € A[H] . On multiplie

par a" et en remarquant que a est dans le centre de A[G]

x(xa") = —[b1(;a)n + b2a(Xa)m_1 + +Db 1an] .

SOl't .X' =

i

n , ‘ - —
(b1 + b2a + oo + bn+1a ] € 4[E] puisque za = 1 (i)

on en déduit que x = x' (M) ce qui achdve la démonstration,

Conséquence : si ¢ vérifie la propriété de Burnside
oo il

IR(c])Na=TR(a) .

On se pose maintenant le probléme de savoir quand l'application de res-
triction éé-» &  est injective,
On rappelle que si P est un;idéal premier de ltanneau R ealors R/P

a pour caractéristique 0 ou un nombre premier.

‘Théoréme 2 : Hypothéses : il existe un nombre p , premier tel gque tout

élément de @G a pour ordre une puissance de p ,
Soit I wun idéal bilatére de A[G] et I =T O A tels que

i) A/I a pour caractéristique p

ii) A[6¢]/T n'ae pas d'élément nilpotent non nul.
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Conclusion : I = 5_1(1) , (ou ¢ est l'application
d'augmentation) en particulier si P et P' sont des iddaux premiers

de A[G] distincts et vérifiant i) et ii) alors PN A# PN 4

Démonstration : on a le diagranme suivant

Afe] -*— afcl/I

y

A —— AT
6

ou 6 est l'homomorphisme canonique et © sa restriction & A .,
Ce que 1'6n veut montrer c'est Ker 6 = 5_1(Ker 6) = Ker(6 o ¢ ) 3 pour

cela il suffit de montrer que 6 =6 o g .

£
a.g, € A[G] et £ » 1 tel que gf = e quelque soit
1

Soient x =
i
i de 14as., ona:

I Mn

1 =6(e)

il

Pz Pz
f(ef = 6e)? .
or A[¢]/I a pour caractéristique p donc

£ £
0 = g(gi)p -1 =‘(6‘gi) - 1)p st par hypothese 6‘(gi) = 1 pour

tout i opuisque A[G]/I n'a pas d'élément nilpotent nom nul. Cela entrafne

vai) =0 o a(x)
1

£(x) =

1

N Mw

6(a;). 6(g,) = =
1 i=.

D
—
©
S~
i
D
—
It 0

Corollaire 1 :  Supposons qu'il -existe p premier tel que tout élément

de G a pour ordre une puissance de p . Si A[G]/? a pour caracté-
ristique p et n'a pas d'éléments nilpotents ron nuls quelque soit

1'idéal premier P de A[G] , alors 1'application res : S . P

est une bijection,
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Corollaire 2 : Si A a un seul idéal meximel M et si A/M a pour

caractéristique p non nul, si G est un groupe abélien dont tous
les éléments ont pour ordre une puissance de p , alors A[G] a un

seul idéal maximel. De plus si A est anneau local (noethérien) et

G un groupe fini alors A[G] est un anneau local.

En effet soit N un idéal meximal de A[G] . Comme G est un groupe
de torsion abélien, le théordme 1 s'applique et M AN 4 est un idéal maximal

donc I NA

M et A/ﬁ N A a pour caractéristique p . Du théoréme 2 on
déduit que M = a_1(ﬂ NnAa) = 5—1(M) , ce qui montre que A[G] n'a qu'un idéal

maxinmal .

La seconde assertion est évidente en remarquant que si - A est noethé-

rien et G fini, A[G] est noethérien.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque.

Théoréme 3 : Soit G un groupe abélien # {e} . I1 y a équivalence

entre les deux propriétés
1) A[G] a un seul idéal maximal
2) i) A a un seul idéal maximal N
ii) A/M a pour caractéristique p £ 0

iii) Chague élément de G a pour ordre une puissance de p .

2 => 1 vient d'étre montré,

Puisque A = A[GJ/KeT(a) A a un seul idéal maximal M .
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Soit ¢ l;exposant caractéristique de A/M : ¢ =1 quand -
car (&4/M) =0,
¢ = p quand
car (A/M) = Pv# o .

Montrons par 1'absurde que tout élément de G a pour ordre une
puissance de ¢ . Ce qui montrera iii) et ii) (puisque G # {e}) .

Supposons gu'il existe g tel que l'ordre de g 1ne soit pas une
puissance de ¢ . Soit 0(g) = - Soit olg) <o .

Dans ce dernier cas O(g) = q premier et différent de ¢ . Dans le
premier cas on prend q premier quelconque différent de ¢ . Traitons les deux
cas ensemble;,

Soit T le groupe muliiplicatif de toutes les racines de 1l'unité de
k cléture algébrique de k .,

Soit € 1le sous-groupe cyclique de G engendré par g .

Soit o l'homomorphisme : C - T défini par po(g) =q ou a est
une racine qiéme primitive de 1'unité (o £ 1) .

Puisque T est divisible, on peut prolonger Py en un homomorphisme

T
W 0
C

Soit D = p(G); considérons le corps K[D] .

p: G~»T

Po
0 > G

N
7

On peut maintenant exhiber deux idéaux maximaux distincts de A[G] .

D'abord soit €6 : A- A/M = k 1'homomorphisme canonique M' = Ker(6 o ¢)
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= & (M) est un idéal maximal de 4Afc] .
D'autre part soit v : A[G] » K[D] définie par

v( L a h) = % e(a ),p(h);gyest un homomorphisme sur k[D] dont le noyau
heG b heaG b

N est un idéal meximal de A[G] .
or N #_M" car e - g € M' tandis que e - g ﬁ N car

viemg) = 1 - « # 0 ., On aboutit & ume contradiction, ce qui démontre le théoreme,

Dans un second paragraphe on va indiquer quelques théoremes de struc-

ture pour les anneaux de groupe commutatif,

II. =~ Théorémes de structure,

Théoréme 4 : Soit G wun groupe abélien, A un anneau commutatif, les
propriétés suivantes sont équivalentes,
1) G - est fini, A est un anneau noethérien semi-local et
complet,

2) A[G] est isomorphe au produit cartésien d'un nombre fini

d'anneaux noethériens locaux complets.

Démonstration ¢

1=»2 ¢ fini, A noethérien alors A[G] est un anneau noethérien,

Démontrons d'abord un lemne,

Lemme : S1 G est un groupe abélien fini, pour tout idéal maximal M

de A il existe un nombre fini d'idéaux maximaux de A[G] tels que
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En effet A[G]/A[G]M’ est une algébre de dimension finie sur ‘A/M ;C”est
donc un anneau artinien et il n'a qufun nombre fini d'idéaux maximaux., Par consé-
quent il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux maximaux Mi de A[G] tels que
MNA=N,

Ce lemme et le théoréme 1 entrafnent que, puisque A n'a qu'un nombre
fini d'idéaux meximaux, A[G] aussi. D'ol 1'on déduit que A[G] est semi-local,
Soit J = 3ZJ(A) . A est un espace de Haussdorff dans la topologie J.adique.
A[G] est un A-module de dimension finie donc A[G] est un espace de Haussdorff
dans la topologie J[G] adigue. On en déduit que A[G] est complet dans la
topologie J[G] adique [cft, Nagata, Local Rings, Interscien, Publishers
New York 1962] .

soit T = &J(A[c]) , J6] =T . on va démontrer qu'il existe r 3 1
tel que jr g;J[G]v ce qui montrera que la ftopologie J[G] adique coincide
avec la topologie naturelle J adigue et que A[G] est un anneau semi-local
et complet,

Puisque A est un anneau semi-local A/J est artinien ; comme
A[G]/J[G] est un module de dimension finie sur 4/J , c'est un anneau artinien ;
donc son radical de Jacobson J/J[G] est nilpotent, c'est-a-dire qu'il existe
r > 1 tel que 3 g;J[G] . On en déduit [Cft Nagata p, 56] que A{G] est le
produit cavitésien d'un nombre fini d'anneaux locaux complets, qui sont noethé-

riens puisque A[G] 1l'est,

2 =»1 Il est clair que A[G] est noethérien. Puisque A = A[G]/Ker( )
£

A est aussi noethérien. On en déduit [Cft Ribenboim P. Rings and Modules
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Intersiénce Publishers New York 1969 p. 139] que G est un groupe de type fini,
Si ¢ n'est pas fini G = C_x G! , il y a donc un homomorphisme d'anneaux sur—
jectifs A[G] - A[C ] . On va montrer que A[C ] est une infinité d'idéaux
maximaux, ce qui entrafnera la méme propriété pour A[G]9 en contradiction

avec lhypothese,

Quelque soit ¢ premier différent de la caractéristique de Xk = A/M
soit aq une racine primitive qiéme‘ de 1'unité sur k . Soit g wun généra-
teur de qn,, on définit un homomorphisme d'anneaux surjectifs comme suit

6y Afc] - k(aq)

6,l8) = a
et 6q ~prolonge l'homomorphisme canonique A - A/M =k . D'ou Ker(s‘q) = ﬁ%
est un idéal maximel de A[G] . Si g #£qt , ﬁq # ﬁa ; sinon il existe un iso-
morphisme p K(aq) - k(aq,) tel que G'q, =p o 5& ; en particulier. on doit
avoir 'p(“q) = aq“ s Ce qui est impossible, Donc G est fini, A[G] étant
semi~local, A 1l'est aussi (car o@&g res(é@;)) . I1 faut alors montrer que A
est oomPleto

Soit (an)n une suite de Cauchy d'éléments de A ;

5 1 (ane)n 5 1

est une suite de Cauchy de A[G] dans la topologie J[G].adique, qui coincide

avec la topologie J.adique. Puisque A[G] est complet, 11l existe x de A[G]

tel que xvE Jlim a e QODéoh, pour-chagque: m;p¢i il existéibno tel que pour
n - w

tout 'n noos X +HaﬁeG€JﬁmEG§0¥icevqﬁi>entraiﬂe celx) e = e(XL*‘ane) e F" ;

cecl montre que e(X) = 1lim aIl donc A est complet,

n - oo
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Corollaire ¢ Soit ¢ wun groupe abélien. Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :
1) G est un groupe fini et A est un anneau guwtinien
2) A[G] est isomorphe au produit apvtésien d'un nombre fini
d'anneaux locaux artiniens

3) A[G] est un anneau artinien,

1=» 2 G fini et A artinien entrafnent que A[G] est artinien
donc il n'a gu'un nombre fini d'idéaux maximaux, c'est-a-dire que A[G] est
un anneau artinien semi-local, Par conséquent il est complet dans la topologie
andique (qui est la topologie discrete puisque J est nilpotent) donc A[G]
est isomorphe au produit d'un nombre fini d'anneaux complets locaux artiniens

(image homomoryhe d'anneau artinien par la pnojectio@u
2 = 2 C'est évident,

3 = 1 Se. déduit du théoréme de Connell [Cft Ribenboim cité ci-dessus

page 150] .

Dans le cas de corps, on obtient des précisions supplémentaires qui

contiennent le théoréme de Maschke dans le cas des groupes abéliens,

Théorémes : Soit K wun corps, G un groupe abélien fini, Les propo-

sitions suivantes sont équivalentes :

1) L'ordre de G et l'exposant caractéristique de X sont

premiers,
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2) K[G] est isomorphe au produit cartésien d'un nombre fini

dfextensions cyclotomiques de K .,

3) K[¢] est semi-simple.

Démonstration 2

1 =§, 2  (n suppose d'abord que G est un groupe cycligue, d'ordre n .

K[G] = K[X]/(Xn;1) . Soient Xn;i = P1 oo Pm la décomposition de Xn;1 en fac-

teurs irréductibles sur K, Ils sont distincts puisque 1l'ordre de G est premier
avec 1'exposant caractéristique de X . Comme (Xn—1) = 4;% (Pi) on déduit du
théoréme chinois que L
k[q] ;'K[X]/(Xn—1) = ‘ K[X]/(Pi) % K[ai] ol tout oy est une
1 =

i . i=1
. . ieme P
racine de Pi donc une racine n de 1l'unité.

i3

I =as

Revenons au cas général. G est produit cartésien de groupes cycliques,

G=6, x xG . Puisque K[g] = K[c-1 X X Gr_1][Gr] ", on démontre la

propriété par récurrence, Supposons due K[G1 X X Gr—1] soit isomorphe &
K1 X X Kt ou K1~ est extension cyclotomique de K . Alors
K[c] = [K1 X X Kt)[Gr] 5~K1[G] X X Kt[Gr] et KiEGr] est isomorphe au

produit cartésien d'extensions cyclotomiques de Ki ; donc de K ,

2 =» 3 Evident,

3 => 1{ Supposons que la caractéristique de K est un diviseur pre=-
mier de n ordre de G . Soit C un p.groupe cyclique non trivial qui est
facteur direct de G . I1 existe un homomorphisme dfenneaux X de K[G] sur
K[¢] donc K[C] est semi-simple. Etant commutatif, X[¢] est produit d*tun

nombre fini de corps. Dlautre part & cause du corollaire 2 du théoréme 2 K[G]
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est un anneau local par conséguent K[C] est un corps.
Soit g wun générateur de C , soit p son ordre, (n a
‘ £ 4
k[¢] = ¥[x] et 1'idéal (Xp = 1) est maximal, x¥ - 1 serait donc

/(&P -1)

un polyndme irréductible sur K ce qul n'est possible que si £ = 0 car
2
Xp -1 = (X~1)p . On en d&éduit que. C est le groupe trivial contrairement

a l'hypothese,

III. - Problemes d'isomorphismes.

Scient G, H des groupes abéliens finis, et A un anneau commutatif ;
on suppose que A[G] et A[H] sont isomorphes, Le probleéme est de déterminer
gous quelles conditions on peut conclure que G est isomorphe & H .

Lorsque A = ¢ on peut prendre G, H deux groupes abéliens non iso-
morphes de méme ordre n , Alors €[G] et 'C[H] sont tous deux isomorphes au
produit direct de n copies de € , Il faut donc donner des conditions supplé-

mentaires,

Théoreéme : Scit ¢ wun groupe abélien fini, soient p , ... , 1 les

diviseurs premiers de l'ordre de G . Soit H wun groupe quelcongue, Les
propriétés Suivantes sont équivalentes :

1) GE2H .

2) Pour tout corps K  X[e¢] = k[H] .

3) Pour tout corps K algébriquement clos dont la caractéris-

tique divise l'ordre de G  k[g] & K[H]
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4) Pour tout corps XK algébriquement clos k[¢] 2 k[H] .

5) Il existe s corps K., ..., KS algébriquement clos tels

19

2 [ ( = 'w
que car ‘Ki) P, et Ki[G]

13

K, [H] .

6) Il existe des corps K coay KS tels que car (Ki) =P et

1,
k. [a] 2 % [e] .
7) Il existe des corps finis K1, o ey Ks tels que car (Ki) = pi

et K [G] = K [H] .

8) Fpi[G] 2 Fpi[H] .

9) z[c] = z[H] .
10) A[G] 2 A[E] oi A 1l'anneau des entiers algébriques d'un corps

de nombres algébriques,
11) Il existe des anneaux d'intégrité A1, sees As tels que car

(4,) =p, et A, [C]

i
o
I ]
fun
| A——

12) 11 existe un annesu A tel que pi ne soit pas inversible

dans A et A[G] = A[H]

On a les implications'évidentes 1 =2 2=3 J=4=>05= 06
1 =3 8= 7 =6
1T =3 9

Il reste seulement & démontrer 9 = 40 =21 =12 =6=>1.

9 =» 10 A[G] = aA® z[¢] 2 AQ 2[H] = A[H] .
YA Z

10 = 11 Pour chague i de 1 & s on choisit un idéal premier Pi

de A tel que Pi(W Z = Zp; Ai = A/Pi a pour caractéristique P, et



iz

oS
| punannd

jus)
ld

s felza @ Ac] 24 @ AfH]
A A

11 =12 On prend A=A X x A 3 chague i n'est pas inversible

te

dans A et Ala]

.
']
e
f J—
!

2 ATHD .
ECES 5]

= 3 BN

S S
n Afe]l= @

12 =3 6 Pour chague 1 de 1 a s 1'idéal Api est distinct de A ;
donc il existe un idéal maximal Mi contenagnt Api ; S0it Ki = A/Mi , car
(K.) = ¢, . puisque A[G] 2 A[H] Kk [c¢]l 2k @ Afc] 2k @ A[H] =2k [H] .
i i L Ui i i i
A A
Pour démentrer limplication 6 =3 1 on a besoin de certains résultats

préliminaires,

Lemme 1 :- Soient K wa corps de carvactéristique p , G un groupe

(e}

abélien d'ordre =n multiple de
G = Gp x G' oh Gp est le p.scus-groupe de Sylow de G et G' a un

ordre non divisible par p ; soit pﬁ 1'exposant de GP . Alors
4
i) sl ox € J=J R(xe] ¥ =0 .

b1
. - . . g
ii) il existe X € J tel que x° #£ 0.

De plus J est le ncyaun de 1l'application d'augmentation

et (K[G*])[Gp})~» kfa'] .

Démonstration :  K[¢] = (K[e']){c ]
b. p_!
K[G'] 3 Kj % % KQ o K. = Kfai1 et @, est une racine de 1'unité (Th. 5),
. o Ao = - b
. A, - . - "3 S
On considérs l'iscmorphisme 6 ¢ KiGj ey, il K;fGU]
N 3.x -

kfe] = (kfe'Dis,] 2 (K, x  xx)[e] =

o, i
Bl
‘("’"1

)
—
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Ki[GP] est un anneau local (Cor. 2, Th. 2) ; soit FE son idéal
maximal. Soit N, 1'idéal maximal de K[G] tel que

3 (s - 1 v
6(Ni) = K1[GPJ x  x M, x x KS[Gp]

i
Mors x € J = N, est équivalent & x, € M ou 6(x) = (x1, ,XS)G
i = 1
Posons X, = ¥ a,.h ou a, .€K , ona x, € M si et seulement si
i ih 1] i 1 i
h € G,
b
r a,., =0 [(Th. 2) appliqué & K. [G ]] . Puisque car (K) = p et
~1h i~ p
hea
g P . y .
hp = e pour tout h de G, on en déduit X = ( X ap de=( 3 a, )e
P i ih : ih
h €»Gp h € G
y y P
Donc si x € J , Xf = 0 pour tout i ce qui entraine ¥ =0,

£=1
Il existe h de Gp tel que n? % e (puisque p£ est 1l'exposant

de G_) . Soit X = e-h , e(x) = (e—h, ee., ©-h) clest-a-dire Xi = e~=h

P -1 =1 s
Donc X € J . Mais Xf =enf 40 donc X A0 .

On a déja dit que x € J 81 et seulement si Zaih = 0 ce qui signifie
que e'(x) = 0.

De ce résultat on déduit le lemme suivant :

Lemme 2 : Soit G wun groupe abélien fini, soit H un groupe. Soient
p un diviseur premier de llordre de G , et K un corps de caracté-

ristique p . Si les algdbres X[G] et K[H] sont isomorphes alors

H est un groupe abélien fini, Posons @ = Gp X G° H 2 Hp x H' ou
Gp et Hp sont les p sous-groupes de Sylov de G et H et G
et H' ont des ordres non multiples de ©p , alors Gp = Hp et

K[e*] = X[HE'] .
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Puisque K[G] est un anneau abélien H doit é&tre abélien, donc G
et H ont méme ordre qui est la dimension des espaces vectoriels K[G] et
K[H] . On en déduit gue Gy et Hp ont méme ordre et de méme # G' = # H'

m m m £ £ £
Soient D YDy ...yD 50 et P YDy ...y DT >0 les
£
diviseurs élémentaires de HP et Gp respectivement. Remarquons que D ,

m

p | sont aussi les exposants de ces groupes. K[G] 2 K[H] ces annesux ont
£ m

des radicaux de Jacobson isomorphes ; du lemme 1 on déduit que p L P 1

Maintenant on montre que £2 = m2 .

Supposons £y & W, ; soit ¢ K[G] »'K[H] 1'isomorphisme donné par
hypothése, Définissons 6y K[a¢] - x[c¢]

p£2
eG(X) = X

Puisque car (K) =P, eG est un homomorphisme d'anneaux. Son image
22 £ by £ £2

. 2 2 2
est kP [GP ] = &P [Gi X G1] et son noyau est Ker GG = {x|x ¢ K[¢] <P =0}.

On définit de fagon analogue eH .

On en déduit j{(KeE eG) =‘Ker(eH) Zet éf induit un homomorphisme

£ 2 2
2_ 10t P P P P s -1

de 1a P ~—oleebtre X (¢ ] sur K* [H® ] . En considérant € on

22
voit que les ¥ -algebres :

I;e2 Pg2 ‘2 Pz2 1

¥ ¢ 1z2xP [6® x¢']
£2 2 £ £

2 2 2
k° (¥ 1=2x® [#® « H1] sont isomorphes.

Elles ont donc méme dimension,
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£ ,82 £

2 1 1 2 /@1—,32
pone £ (6° xe)=# (B xa') or #£c¢® =73 tandis
fo (g.-2.) + (m-g.)
que #’Hp =P 12 22 ;s on conclue que £, - L. =L, ~ L.+ m, = f
p ’ 1 2 1 2 2 2
et £, =m, . De proche en proche, si r<s ona 1, =m ( i=1, .u., ).

Puisque ;;4/ Gp = # Hp on a nécessairement r = s , Donc, Gp et Hp qui ont

les mémes diviseurs élémentaires sont isomorphes.

A cause du lemme 1 le radical de Jacobson JG de K[G] £ (K[G’])[Gp]

est le nuyauw de ¢g' : (K[G'])[Gp] - X[G'] . De méme pour J

g Mais puisque

K[a] et K[H] sont artiniens, leurs radicaux de Jacobson sont 1'ensemble des
nilpotents ; d'ol on déduit que 1l'isomorphisme & : K[G] - K[H] est tel que
G'(JG) = JH . Donc ¢ induit un isomorphisme entre les Kalgabres X[G'] et
K[H'] .

On peut alors démontrer

6 => | A cause du lemme 2 H est un groupe abélien de méme ordre

que G les pi-groupes de Sylov de G et de H sont isomorphes donc G = H .

-—tem et
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ANNEAUX DE BAER.

Par A, CAILLEAU

I. Anneaux & idéal singulier nul,

A désigne un anneau unitaire non nécessairement commutatif ; les
modules considérés sont des A-modules & gauche unitaires,

Rappelons gu'un sous-module I d'un module M est essentiel dans M
si on a la relation :

x € M, Ax /\ N=0 ======) x=0
En particulier, un idéal & gauche T de A est essentiel dans A si le A-module &
gauche . est essentiel dans le.A—module a gauche As (i.e. A considéré commé A-module

3 gauche),

Définition I

On appelle sous-module singulier d'un module M le sous—module J(M) de .

M constitué des éléments x de M dont 1'annulateur Ann x dans A est un idéal & gau-
ché essentiel dans 4,

Rappelons le résultat suivant (cf, [I] et [3]).

Théoréme IT.:

Soit E un A-module injectif ; désignons par B l'anneau des endomor-—
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phismes de E et par R le radical de Jacobson de B ; alors :

(i) R est 1'ensemble des endomorphismes ¢ de B tels que Ker ¢ soit un sous-module

essentiel de E,
(ii) B/R est un anneau régulier auto-injectif & droite,

En particulier si J(E) = 0, on montre aisément que R est nul, et alors B est un
anneau régulier autco-injectif & droite, Appliquons ce résultat & la situation
suivante : Soit A un anneau & idéal singulier nul (i.e. J(AS) = (), alors E(A)
est & sous-module singulier nul et B = End (E(A)) est un anneau régulier auto-in-
jectif & droite, On peut construire une application de E(A) dans B de la fagon
suivante : Soit x un élément de E(A) ; Liapplication de A dans E(A) T a - ax

se prolonge de maniére unique en un endomorphisme ¢(X) de E(A)e

(n peut montrer gque :

(1) ¢ est une bijection de E(A) sur B.

(ii) la restriction de ¢ & A est un endomorphisme dfanneauxde A dans § (1'anneau
opposé & B) ; E est alors un.A—module a gauche,

(iii) ¢ est un isomorphisme de A-modules & gauche ; % est alors un A-module &

gauche injectif et la restriction de ¢ & A est un monomorphisme essentiel, (n

[¢]
en déduit que B est l'enveloppe injective de 4, D'olu le résultat :

Théoréme IIT

Soit A un anneau & idéal singulier & gauche nul ; l'enveloppe in-

jective a gauche de A est un anneau régulier auto~-injectif & gauche,

On en déduit aisément les corollaires suivants

Corollaire IV :

Soit A un anneau & idéal singulier & gauche nul ; si B est un sur-
anneau de A auto-injectif & gauche, et tel que A soit un sous-A-module & gauche

essentiel de B, alors B=E(A)o
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Qorollaire V :

Soient A un anneau et B un sur-anneau de A régulier auto-injectif

4 gauche, tel que A soit un sous-A-module & gauche essentiel de B ; alors B=E(4).

Considérons un anneau A & idéal singulier & gauche nul et désignons par A l'enve-

loppe injective de A, Si e est un idempotent de 4, Zebest un A-module & gauche &
sous-module singulier nul et EndA(Ee) est donc un anneau régulier auto-injectif
a droite, Or l'application :

9~ gle)e
réalise un isomorphisme d'anneaux entre EndA (Ke) et eze° (n en déduit que e;e
est régulier auto-injectif & gauche, Si deiplus A est semi-premier (i,E. sans

~

idéaux nilpotents non nuls), eAe est un sous-eAe module & gauche essentiel de ele 3
Soit exe un élément non nul de efe ; il existe un iddal & gauche J essentiel dans
A tel que Jexe soit un idéal non nul de A 3 or on a eJexe % 0 (puisque sinon

(Jexe)2 = (0 et par suite Jexe = 0)9 et 1l%on peut donc trouver a € A tel que eae,exe

soit un élément non nul de elde, En appliquant le corollaire V, -on a ¢

Proposition VI ¢

Soit A un anneau semi~-premier ¥ idéal & gauche nul et soit A = E(A)

alors si e est un idempoteht de A, eAe est l'lenveloppe injective du eAe-module &
gauche ede,

Exemples d'anneaux & idéal sinculier & gauche nul 3

- Anneaux noethériens & gauche semi-premiers,

- Anneaux réguliers,

- Anneaux réduits ¢ A est un anneau réduit s'il ne contient pas d'éléments nilpo-

tents non nuls ; on a alors dans A la relation :
ax=_0 === xaxa=0 ===> (Xa)2=0 === xa=0
et Annx est un bilatére pour tout x € A, Si ax € Annx on a ax2=0 et par suite

xax=0, d'oh (ax)2=o, soit ax=0, On en déduit : Ax () Annx=0



et pour tout x£0, Annx n'est pas essentiel dans A,
Si A est commutatif on a la réciproque suivante :

si A est un anneau commutatif, A est un anneau réduit.si, et seulement si J(A)=0.

En effet soit x un élément non nul de A tel que x2=o ; si K est un complément de

Ax dans A, on a (&x @ K)x=0, et il en résulte que Annx est essentiel dans A,

II., Anneaux de Raer,

Les anneaux de Baer ont été étudiés par Kaplansky, pour les démons-

trations on pourra se reporter a [2].

Définition VII :

Un anneau de Baer est un anneau A dans lequel l'annulateur & gauche

(ou 3 droite, c'est équivalent) de tout sous-ensemble nonvide est facteur direct.

Exemples :

Un anneau intégre est un anneau de Baer,
Un anneau régulier auto-injectif & gauche (resp, & droite) est un anneau de Baer,
Soit un tel anneau ; si S est un sous-ensemble non vide de A, on a

Ann 5 = n (Ann X Xi € 8) = ﬂ Aei, o pour tout xi ; Aei=A:n.n X5
(\ Aei, intersection de sous-modules injectifs de A régulier auto-injectif &

gauche, est un idéal injectif de A, et c'est donc un facteur direct de A,

Proposition VITT ¢

Soit A un anneau de Baer ; le treillis des facteurs directs &
gauche (resp. & droite) de A est complet.
Soit (ei)iel une famille d'idempotents de A, l'annulateur & droite de 1l'ensemble
de e, peut s'écrire (I—e)A, ou e est un idempotent de A, On contrble aisément
que Ae=sup.(Aei, i€I). D'autre part (~) Aei est l'annulateur & gauche de l'ensem-

ble (1-ei)i€T’ et est donc égal & un facteur direct Af de A.

Corollaire IX :

Le treillis des idempotents centraux de A est complet., On ordonne
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les idempotents centraux de A par la relation :
h < k <===> ah c Ak <{==> h=hk,
On remarque que si S est une partie du centre de A, l'annulateur & gauche (resp,

4 droite) de S est engendré par un idempotent central, Si donc (h.)

ilier? est une

famille d'idempotents centraux de A, on a sup, (Ahi, i€I)=Ah (resp. inf,

(Ahi, i€I)=Ak) ou h(resp. k) est un idempotent central de A,

Classification des Anneaux.de Baer : A désigne un anneau unitaire,

~———
—— e

péfinition X

Un idempotent e de A est dit fidéle si la relation eh=e ol h est
un idempotent central de A, entrafne h=T,

Ceci équivaut & dire que e n'appartient & aucun facteur direct bilatere de A autre

qué A,

Définition XTI

Un idempotent e de A est dit ahélien si les idempotents de 1l'anneau
ele commutenf,
I1 en résulte alors que les idempotents de eAe sont centraux,
Soit A un anneau régulier et soit e un idempotent de A ; considérons les asser-

tions suivantes :

(1) e est un idempotent abélien de A,

(ii) ese est un anneau réduit,

(iii) dans l'anneau efe, on a la relation : elex N efey = 0 ==> xy=0,

Alors (i) ==> (ii) et (i) == (iii) (en fait on peut montrer 1l'équivalence des
trois assertions),

(1) == (ii) Posons ede = ¢, C est un anneau régulier dont les idempotents sont
centraux, Soit x € C ; on a Cx = Ch ol h est un idempotent central de C et par
suite Ann x = ¢ (I—h), ce qui entrafne (x rj Ann x =0,

(i) ==> (iii) Tous les idéaux de 1'anneau régulier ¢ sont bilateres, par suite

pour X € C ety € C, on a xy € Cx f" Cy, d'oll 1le résultat,
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Définition XTI :

"Uu idempotent e de A est dit fini si dans. 1l'anneau elAe on a la re-

lation : xy=e == yx=e

Lemme XIIT :
Un idempotent e de A est fini, si et seulement si A e n'est isomor-

phe & aucun facteur direct-propre.

En effet, soit Af un idempotent de Ae, Considérons un isomorphisme ¢ de Ae sur

Af et posons ¢fe)=x, ¢—1(f)=y ; on a exeye=e et eyexe=ef, et par suite si e est
abélien, ef=e, d'olu Ae;Af; Réciproquement si e n'ést pas abélien on peut trouver
exe, 6ye aveC exeye=e, eyexe:f%e s £ est alors un idempotent de Ae tel que Af soit

un facteur direct propre de Ae isomorphe & Ae,

Définitions XIV :

Un anneau de Baer est dit ¢
de type I, s'il contient un didempotent abélien fidele,
de type II, $'il contient un idempotent fini fidéle, et s'il ne contient pas d'idem-
potents abéliens non nuls,
de~type III, s'il ne contient pas d!idempotents finis non nuls,
fini, si 1 est idempotent fini de A,

purement infini, si les seuls idempotents finis centraux de A sont 0 et 1,

Remarque : Les types I, II et IIT s'texcluent mutuellement, on peut en effet mon-

trer que tout idempotent abélien est fini,

Théoréme XV : ([2] théordme 12) : Scit A un anneau de Baer ; alors A se met de

fagon unique ‘sous la forme d'un produit d'anneaux de Baer :

A=A x A x A % A
Trin - Lo Ipip

1r % Arrre #TeC

A de type fini, A_ de type I purement infini ; A de type II fini, A
Ifin I I1... II
oo fin 0

dé type II et purement infini, AIII de type III,

On montre dtabord qu'il existe dans A un plus grand idempotent central h tel que

Ah (qui est un anneau de Baer) soit de type I, h est tel que A(1-h) ne contienne

pas d'idempotents abéliens non nuls ; on considére une famille maximale d *idempotents
centrauk orthogonaux zhi)lel’ h=sup (hi’i€I> posséde alors la propriété De la.méme

fagon il existe dank A uil jplusigrand idempotent central k tel que Ak contienne un
idempotent fini fiddle, ¥ est tel que A(I~k) ne contienne pas d‘idempotents finis

non nuls, Cecl permet de décomposer A(1—k) en un produit AII X AIII
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d'anneau de Baer de types respectifs IT et III, et par suite A en un produilt

Ap X App X Appps » L _ »
tents h et k introduits plus haut montre que cette décomposition est elle-méme

d'anneaux de types respectifs I, II, III, L'unicité des idempo-

tnique, On conclut en montrant que tout anneau de Baer A posséde un plus grand
idempotent central 1 tel que A(1-1) ne contienne pas d'idempotents centraux non
triviaux ; ce résultat appliqué a AI et AII permet d'achever la démonstration

du théoréme,

Proposition XVI :

Soit A un anneau ; considérons les propriétés suivantes :
(i) A contient un idempotent abélien (respo fini) fidele, T,
(41) Pour tout-idempotent non nul e de A, Ae contient un idempotent abélien.

(resp. fini) non nul,

AMors (ii) === (i), et si de plus A est tel que tout idéal & gauche de A contien-
ne un idempotent non nul (i) <===> (ii).

(ii) === (i). Soit h le plus grend idempotent central de A tel gue Ah contienne
un idempotent abélien (resp, fini) fiddle (cf, démonstration du théordme 15).

on sait que  A(I~h) ne contient pas d'idempotents abéliens (resp, finis) non nuls,
On a donc f~=h = 0, soit h = 1,

(1) ==> (ii), Soit e un idempotent non nul de A ; on a fhe # 0 (sinon on aurait

f = fk, en désignant par k 1'idempotent central de A tel que Ak = Ann Ae, et f ne
serait pas fideéle puisque k ¥ 1), Ceci entrafne que 1l'on peut trouver un homomor-
phisme non nul de Af dans Ae : f — fae, Afae est isomorphe au factéur direct

Ag = AT () Ann fae, et par suite End(Afae) est isomorphe & End(Ag) C:End(Af) = fﬁf
Soit e' un idempotent non nul de Afae ; Fnd(4e') est un sous-anneau de End(Afae),
et e'Ae' est donc isomorphe & un sous-anneau de fAf, I1 en résulte que si f est

abélien (resp. fini) il en est de méme de e!,

S

Soit A un anneau de Baer ; 1l'idéal singulier & gauche de A est nul et en vertiu du
théordme III, l'enveloppe injective K de A est un anneau régulier auto-injectif a
gauche, c'est donc un anneau de Baer. (n peut se poser le probléme de savoir si A
étant d'un type donné, Z est du m8me type. En général la réponse est négative ;
nous le montrons en donﬁant un exemple dd & J, E, ROOS :

Soit A un anneau inteégre, les seuls idempofents de A étant 0 et 1, A est de type I,
si A vérifie la_condition de (Ore (i,,e° X € A, Y€ A, X f\ Ay = 0 ==> x = 0 ou

y = 0), A admet un corps de fractions & gauche qui cofncide avec A, et A est de

type I. Supposons gque A ne vérifie pas la condition de Ore, ce ci signifie que 0
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n'est pas /\ ~irréductible dans A, et donc que A ne contient pas d'idéaux &
gauche co-irréductibles (Ax co-irréductible === Ann x /\-irréductible.==:> 0:COo=
irréduetible),

Remarquons que A ne contenant pas d'idempotents centraux autres que 0 ou 1, est

nécessairement de 1l'un des types I, II, ou IIT,

N

Supposons que A contienne un idempotent abélien non nul e, Ae (} A n'étant pas
co-irréductible, on peut trouver x et y non nuls dans Ae f\A,tels que AXx (} Ay =
n a efex f\ eley = 0 ce qui entraine, en vertu d'une remarque antérieure

exeye = exy = 0, soit (Xy)2 = 0, ce qui est contraire & 1l'hypothdse x # 0, y # O.

Supposons que A contienne un idempotent fini non nul e, Soit x un élément non

nul de ge /\ A, et soient y et z deux éléments non nuls de AX Verlflant Ayf\Az = 0,
A étant intégre Ax est isomorphe & Ay, et si 1l'on désigne par Af et Ag (f et g

étant idempotents) les enveloppes injectives de Ax et Ay, Af est isomorphe a Ag

qui en est un facteur diréct propre, f n'est donc pas un idempotent fini, ce qui

est contraire au fait que l'on ait fAf — ehe et e fini,

Bn conclusion : A est de type III alors que A est de type I,
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SUR L'ENVELOPPE INJECTIVE DES ANNEAUX SEMI-PREMIERS A IDEAL SINGULIER NUL.

Par Guy RENAULT.

Les diverses notions utilisées dans cet exposé ont été introduites

dans [1]. Les résultats qui suivent se trouvent dans [2],(cf également [4]),

I - Préliminaires 3

On appelle anneau fortement régulier [II]9 tout anneau A régulier

et réduit ; les idempotents de A sont alors centraux et tous les idéaux son®
bilatéres, Nous allons donner diverses caractérisations des anneaux fortement

réguliers,

Proposition 0,1.

Pour un anneau régulier A,,les conditions suivantes sont équivalen=
tes,
(i) A ept fortement régulier,
(ii) Quels que soient x et y éléments de A, la relation Ax,n\Ay =0
entraine xy = 0,
(iii) Quels que solent e et f idempotents de A, la relation Ae{\Af =0
entraine ef = 0,

(1iii) Les idempotents de A commutent,

(i) ===> (ii) les idéaux de A étant bilatdres, xy appartient & 1'intersection AN\ AY
et par suite xy = 0,

(ii) ===> (iii) évident,
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(iii) ==> (iiii) on vérifie sans peine que si deux idempotents de A engendrent le
méme idéal & gauche, ils sont égaux, Soient e et f deux idempotents de A ; on pose
Ae N\ Af = Ag Ae = A2 @ Ah Af = Az @ Ak

ol g, h et k sont des idempotents de A, La remarque ci-dessus montre que

e = g+h, f = g+k, ce qui entrafne ef = fe = g,

(iiii) ===>.(i) le treillis des idéaux & gauche principaux de A est distributif et
1tassertion du théoréme 1.1, de [II].

On a d'autre part le résultat suivant [1].

Proposition 0,2,

Soit A un anneau semi-premier & idéal singulier & gauche nul ; si e

~

est un idempotent de A, ede est l'enveloppe injective du eAe-module ede,

II - Enveloppes injectives de type T,

Dans ce paragraphe, A désignera un anneau unitaire & idéal singulier
a4 gauche nul, dont l'enveloppe injective sera notée A,
(n dira qu'un idéal & gauche X de A vérifie la condition (¢) si :

(¢) Pour tout couple (x,y) d'éléments de X la relation kN =0 entrafne xy = 0,

Proposition 1.1,

© 'S8oit A un anneau & idéal singulier & gauche nul ; pour tout idempo-

L)

tent e de A, considérons les propriétés suivantes :

o

(i) e est un idempotent abélien de A,

(ii) si X-et Y sont deux idéaux & gauche de A inclus dans ;e {\ A et vérifiant
XA Y= 0, on a Hom(X,Y) = 0,

(iii) ern A vérifie la condition (¢).

(1iil) Ketq A ést extension essentielle d'un idéal & gauche I de A vérifiant la
condition (C).

Alors on a les implications : (i) <===> (ii) ===> (iii) ===> (iiii) , et si de plus

A est semi-premier, les quatre propriétés sont équivalentes,

(i) ===> (4i) si X et Y sont deux idéaux & gauche de A inclus dans

o~ Y "

Ael\ A leurs enveloppes injectives X et Y peuvent se mettre sous la forme X = Af,
Y = Ag, ou £ et g dont deux idempotents de Ae. De l'hypothése.X/\ Y = 0 on déduit
AT N Ag = (0). I1 en résulte que, si a est un élément de A on a, en posant B = eAe,

Baf. \ Bg = U ; ceci entrafne, compte tenu dufait que l'anneau B est fortement
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régulier, agaf = 0 (proposition 0.1, (ii)), et & fortiori glegaf) = gaf = 0, Le
Qemo&ule gom. (Af, Eg) égal a g A f est.donc nil, et par suite Hom (X; Y) sous-
ensemble de Hom (ﬁ, §) est nul,

(i) ===> (i) soient f et g &eux idempotents de 1l'anneau B = e;e
tels que Bf (N Ba = 0 § nous allons montrer que gf = 0, ce qui ‘permettra de con-
clure en vertu de la proposition 0.1, (propriété (iii)), L'hypothése Bf A Bg =
entrafne Af (\ Ag 0 3 s'il existait un homomorphisme non nul de Lf dans ;g,
on pourrait . trouver deux idéaux X ety de A, inclus dans Xf et Eg respectivement
et tels que 9 induise un hMomomorphisme non nul de X dans 0.X et Y verifiant les
hypothéses du (11) et Hom(X,Y) # 0. Ceci.étant impossible on a g A-f— Hom(Af Ag) = (

d'ou gf = 0,

(ii) ==> (iii). Si x et y sont deux éléments de Re,\ A tels que AX/) Ay =
on a Hom(Ax, Ay) = 0, ce qui impligue xy = 0,
(1ii) ===> (diiii) évident,

Supposons maintenant 1'anneau A semi-premier et montrons 1'impli-
cation ;
(iiii) ==) (ii). Soient X et ¥ deux idéaux a gauche de A inclus dans ;e/W A et
tels que X Y = O, Considérons un homomorphisme ¢ de X dans Y, soit x un élément
de X I dont l'image y = ¢{x) soit dans Y s I, Pour tout élément a de A on a
Ayf\ A ex = Q s0it, en vertu de (), y ax = 0 ; d'autre part 1l'annulateur de x
étant inclus dans l'annulateur de y on a, dfaprés ce qui précede, yAy = 0, soit
(Ay)2 = 0, et comme A est semi-premier y = O, On a donc montré que ¢(X(\ i)/\ I=20,
dtou ¢(X‘q I) = 0 soit enfin ¢(x) 0 puisque A est & idéal singulier & gauche nul,

Théoréme 1.2.

Soit A un anneau & idéal singulier & gauche nul ; considérons les
deux proypriétés suivantes :
(1) R est de type I
(i1) Tout idéal & gauche non nul X de A, contient un idéal & gauche non nul Y
vérifiant la cohdition (¢).
Mors on~a l'implication-: (i) ===> (ii),
et si de plus A est semi-premier les deux propriétés sont . équivalentes,

(i) ===> (ii) il suffit de démontrer 1'assertion dans le cas ol X
est un idéal & gauche compmement dans A, X se me% alo*s sous la forme Kf/\ A ol
f est un idempotent de A, A étant de type I, 17idéal AP contient un 1dempotent
abélien non nul e (theoreme 1 de [9]) et d° apres la proposition 1.1., ¥ = Aef\ A

vérifie la condition (C).

(ii) ==> (i) pour démontrer que A est de type I, il suffit de vé-
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rifier que pour ftout idempotent f de A, 1l existe un idempotent non nul e contenu
danS’A_f'[ﬂe X ="Af 7y A estun idéal 3 gauche complément dans A qui par hypothese
contient un idéal & gauche 'Y non nul vérifiant (¢), si Ae’est lienveloppe injecti-

ve de Y, Ae p A est extens1on essentielle de 1'1deal a4 gauche Y ‘de A vérifiant (C)

et d'apres la proposition 1.1, e est un 1dempotent abélien de AA

Proposition 1.3,

Soit A un anneau semi-premier & idéal singulier & gauche nul tel
que ; soit de type I ; alors A ne contient pas de nilidéal non nul,

Supposoﬁs en effet que X soit un nilidéal non nul de A, l'enveloppe
injective de X contient un idempotent abélien non nul e, Y = Aé{\ X est un nili-
déal non nul ; les &léments de eYe sont des éléments nilpotents de 1‘tanneau réduit
é:e (prop,0,4) ol acdoneeYe=0, soit (Ye)2=Y2=o, et par conséquent Y=0 ce qui est
j.z—ﬁpos‘s,ible,a Nous dirons qu'un anneau A ¥érifie la propriété P si tout idéal a
gauche- complément non nul contient un idempotent différent de zéro,

On rappelle qu'un anneau de Zorn A [S]Aest un anneau tel que tout
idéal & gauche (ou & droite, c'est équivalent), qui n'est pas un nilidéal contient
un idempotent non nul, Le radical de Jacobson R de A ést le plus grand nilidéal de
4, et dire que R est nul équivaut & dire que tout idéal & gauche non nul contient
un idempotent différent de zéro et dans ce cas A est un anneau & idéal singulier

& gauche (resp, & droite) nul,

Lemme R

Scit A un anneau semi-premier & idéal singulier & gauche nul, véri-
fiant la propriété P 5 alors :

(i) Si e est un ideﬁpotent de A, ele est un anneau semi-premier & idéal singulier
3 gauche nul, vérifiant la propriété P,
(ii) &i e est un idempctent abdlien de A, e est un idempotent abélien de Ka

(i) on montre faciliement que i I et J sont deux idéaux & gauche
de 2 I essentiel dans J alors eJe est extension essentielle de eTe et les idéaux
complements dans epe sont de la forme eKe, ou K est un idéal complément & gauche
dans A,

(ii) compte~tenu de la proposition 1,1,, il suffit de démonirer que
8i A est un anneau semi-premier, & idéal singulier & gauche nul, vérifiant la pro-
priété P, et dont les idempotents sont centraux, alors il vérifie la condition (¢).
Soient X un idéal & gauche de A et X un idéal & gauche complément relatif de X dans
A, La propriéié P entrafne que K est extension essentielle d‘'une somme directe

S = @) Ae, ou les e sont des idempotents de A, Lés idempotents g< dtanticéntraux

I
on’ atpour touti €0Iy eiX,=00, etipar suite ( @ A8, JXOx 0hgo
- iel
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on en déduit SX = 0 puisque A est & idéal singulier & gauche nul, Pour conclure,
il suffit de remarquer que si x ety sastifont 3 AXx ) &y = 0, tout complément K

relatif de Ay contenant x, vérifie Ky = 0.

Théoréme {,5.

Pour un anneau semi-premier & idéal singulier & gauche nul et
satisfaisant & la propriété P les conditions suivantes sont équivalentés :-
(i) ‘Tout tddal complément & gauche non nul confient un’ idempotént abélien dif-
férent de~zéro,

#
(ii) AK.est de type I,

(1) == (ii),
Soit f un idempotent non nul de A, Afpy A est un idéal a gauche
complément dans A qui contient un idempotent abélien-e non nul, Le lemme 1.4,

montre que e est un idempotent abélien de A et tout idéal & gauche non nul de A

contient un idempotent abélien différent de zéro, A est donc de type I, [7]

(i) ===> (1),

Soit X un idéal complément & gauche dans A, avec X non nul, Il exis-
te un idempotent £ de A tel que X = Kf(j A ; solt e un idempotent abélien K‘con— )
tenu dans X et non nul, 29(1 A est un iddal & gauche complément contenant ﬁn idem=
potent non nul g et g esf-un idempotent abélien de A contenu dans X,

"En perticulier, ce théoréme caractérise les anneaux de Zorn sans

nilidéal non nul, dont l'envelcppe injective est de type I,

Corollaire 1.6.

Soit A un anneau de Zorn dont le radical de Jacobson est nul ; alors
si A est un anneau de Baer, dire que A est de type I équivaut & dire que K est’
de type I,

Exemple :

Soit A un anneau dont le radical de Jacobson est nul ; si le socle
gauche de A est essentiel dans A alors A est un anneau de Zorn dont—l'enveloppe
injective est de type I,

Remarque
Il existe des anneaux de Baer A de type I, dont 1l'enveloppe injec-

~

tive A est de type I, bien que A ne soit pas semi-premier :
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Soit A 1l'anneau des matrices M triangulaires avec
a b

M= ay, b,,c élément d'un corps X,

o

A est de type I, A est semi-simple et 1'idéal bilatére ensemble des éléments de

la-forme

est nilpotent,

on a de facon .plus générale le résultat suivant :

Proposition 1.7.

Soit A un anneau de Baer extension essentielle d'une somme directe

S

d'idéaux & gauche co-irréductibles, alors A et A sont de Iype I,

Rappelons qu'un module est dit co-irréductible si son énveloppe
injective est indécomposable, On sait [3] que A est produit d‘fanneaux d°endomor-
phismes‘d“espaces vectoriels, donc est de type I,

Montrons maintenant que A est de type I, Soit h un idempotent cen-—
tral de A tel que b = Ah ne contienne aucun idempotent abélien ; lfanneau B véri=-
fie les mfmes conditions que A, il suffit donc pour démontrer la propriété, de
prouver qu'un anneau de Baer non nul B extension essentielle d‘'une somme directe
dtidéaux a gauche co-irréductibles, contient un idempotent abélien différent de
zérao, “

Soit Bx, x # 0, un idéal & gauche co-irréductible de B ; et soit Be
l'annulateur & gauche de x, ou e est un idempotent de B,B(1-e) est un idéal &
gauche co-irréductible de B, dont 1l'enveloppe injective £(1;e) est un idéal sim-
ple de £°(1—e) B(1-¢), sous~anneau du corps (1-e) E(1-e), est integre, et (1-e)

est donc abléien,

II - Enveloppes injectives des anneaux réduits.

Dans les démonstrations, la propriété suivante sera fréquemment
utilisée,
Si x est un élément d'un anneau réduit A, la relation ax = 0 entrafne

xa = 0 et l'annulateur dex. est un idéal bilatdre noté Amn x ; de plus la relatiom
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A x {} Ann(x) = O montre que A est un anneau & idéal singulier nul,

Théoréme 2.1

Pour un anneau réduit A, les conditions sulvantes sont équivalentes

(i) A est de type I.

(iI) 1a relation Ax (\ & = 0, ou x et y sont deux éléments de 4, entraine xy =
(1ii) A est fortement régulier,
(1) === (ii) Soient x et y deux éléments non nuls de A satisfaisant & N Ay =
pour tout é1ément u de A on a ¢ A X u 1 Ay uzx =0,
en effet la relation ayux =b y ux,
entratne la suite d'implications suivantes :

(ay = bx)ux = 0 ==>'u x{ay = bx) =0, ==> U X a8y .= U X DX ==> u X ay.= Q/==>ay u X,

Par suite, si A u x vérifie la condition (C), on a

(yrux)f(xux) =052 y(u_x ) 0 ==> (u.x2) y (u x2) =

d'ou y'—u'x2 = 0, on en déduit u X y u x = 0, soit finalement u xy = 0,

Le théoréme 1,2, montre que Ax est extension essentielle d'une som—
me directe ,S =}® A 1,x, d'idéaux A u, X vérifiant la condition (C).
Ce qui précdde ég%raiﬁe :

u, xy = 0, quel que soit 1 € I, d'oll & =
A étant un anneau & idéal singulier & gauche nul, y qui annule S, annule toute
extension essentielle de S, donc Ax, Dol finalement xy = 0, ce qui achéve la
démonstration,
(ii) == (iii) C'est une conséquence facile des propositions 1.1 et 0.1

L'équivalence des assertions (ii) et (iii) a été démontrée dans [8],

(iii) ===> (i) évident.
n rappelle quitun anneau de BRaer est de type ITI, s'il ne contient

d'idempotents finis non nuls,

Théoréme 2.2,

a

Soit A un anneau réduit; 1°enveloppe 1n3ect1ve A de A se dégompose
de fagon unique ey produit de deux anneaux A1 et 52 ol A1 (respo A ) est lUn an<
neau fortement régulier injectif (Ifesp° un anneau régulier auto—lngectlf & gauche
de type 1II),

- Dtapres Kaplansky [7], i1l existe un idempotent central h de A ou

Ah est de type I et ou A(1—h) ne contient pas d'idempotents abéliens non nuls,

°
@
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Pour démontrer le théoréme il suffit de prouver qu'il n'existe pas d'idempotents
finhis non nouls dans A(71=h),
Supposons que f soit un idempotent fini non nul de A(4-h) ; Af ne
contient pas d'idempotents abéliens non nuls, et il existe donc, d'apres la pro-
position-1,1, déux éléments x et y de X = Zf/ﬁ A satisfaisant &
MQM:MW%O
La démonstration de 1'implication (i) ===> (ii) du théordme 2.1,
montre que 1'on a szf\ Ayx = 0 e% sz n'est pas un sous~module essentiel de Ax,
Or, A étant un anneau réduit Ann(x) = Ann(xz) et les modules Ax et sz sont iso=
m»of*pheso On en déduit gue l'enveloppe injective de Ax est isomorphe & un de ses’
facteurs directs propres, ce qui contredit le fait que f soit un idemﬁotent fini,
Pour terminer la démonstration, il faut prouver que l”anneau-Zh est
réduit, La démonstration de l'assertion (i) ==> (ii) du théortme 2.1. se trénss
porte sans aucun changement et elle montre que dans 1'idéal zh.’% A de A la relation
Ax N Ay =0 entrafne xy = 0, les propositions 1.1, et 0.1, montrent que h est un

idempotent abélien, et que Ah est réduit,

corollaire 2.3. [10]

Soit A un anneau integre, si A admet un corps des fractions & gauche

K, alors A = X, sinon 4 est de type III,
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ANNEAUX SEMI-PARFAITS.

Par J,Y. CHAMARD

ot ow P o ® e S s d e ? e

Dans tout ce qui suit, les anneaux sont unitaires, les modules sont des

A-modules & gauche, et R désigne le radical de Jacobson de A,

Nous nous proposcnsg d'étudier les anneaux semi-parfaits, introduits par
Bass dans [1], et qui soht les anneaux tels que tout module de type fini & gauche
ou & droite posséde une douverture projective, Nous donnons diverses caractérisa-
tions‘et propriétés de ces anneaux aux’paragraphes 2 et 3, Deux hypothéses supplémen-
taires, l'auto injectivité & gauche de l'anneau, ou le fait que 2(R) soit wn idéal
essentiel'(ces deux hypotheses étant vérifides dans le cas d'un anneau presgue
frobénusien & gauche) sont alors faites, respectivement aux paragraphes 4 et 5,ce

qui permet d'avoir un certain nombre d'autres résultats,

Plan,

§ 1 - Sous-modules superflus, radicaux et couvetures projectives,
§:2 - caractérisation des anneaux semi-parfaits,

§ 3 -~ Propriétés des anneaux semi-parfaits,

§ 4 - Anneaux semi-parfaits injectifs,

§ 5 - Anneaux semi-parfaits de socle gauche essentiel & droite,

§ 6 ~ Anneaux parfaits i gauche.

Nous donnons ici les démonstrations des résultats publiés dans une note

au compte-~rendu de 1'Académie des Sciences [11]e
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§1 - SOUS-MODULES SUPERFLUS, RADICAUX ET COUVERTURES PROJECTIVES.

Définition 1.1.

Un sous-module N d'un module M est dit superflu dans M si la

condition

N+ X =M , avec XC M
entraine X = M
- On vérifie facilement les propriétés suivantes :
1- Soit NCTcCM ;

. T superflu dans M = N superflu dans M
- N superflu dans Tuczg N superflu dans M

T superflu dans M == T/N superflu dans M/N,

2- Si des sous-modules (N.) de M sont superflus dans M,
* i=t...n
n ‘ :
il en est de méme pour y~* Ni (ceci est en général faux lorsque la
i=1

somme est infinie).

Défini;ion 1.2.

Soit M un A-module, et (Mi) la famille (éventuellement vide)
» iel
des sous-modules maximaux de M ; on appelle radical de M, et on note
R{M), le sous-module . |

R(M)= £ M
1€1

Si l'ensemble I est vide, on prend R(M):M; On note R=R(A).

ced/ i



Proposition 1.3.

Y0it M un A-module
19) RMC R(M)

2°) 5i M est projectif, RM=R (M) #M

~Démonstration.

- - e - — - ——

19) Soit N un sous-module maximal de M ; M/N étant simple,

R.(M/N)=0, donc RMCN.

2°%) Voir D] proposition 2.7.

Lorollaire.

51 P est un module projectif, RP ne contient aucun facteur direct
de P.

~-Démonstratian.

Soit P=Q ® L, et supposons Q&RP.
RP=RJ & RL et
Q=RPN Q= RQ & (RLNB) (modulari

= RU

Q étant projectif, on en déduit Wd=

Progosition 1.4.

R(M) est la somme des sous-modules superflus de M

-Démonstration.

- —-——— - - -

Pour tout sous-module superflu 9 de M et tout scus-module maximal
MO de M, S+MO#M implique. SC.M0 ; tout superflu est denc contenu
dans R{(M).

Réciproquement, si x nrappartient pas & la somme des sous-modules

superflus de M, Ax ne peut 8tre superflu dans M ; il existe donc un

sous~-module propre N de M tel que
M=N+Ax.
.Q'/.O.
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‘M/N étant monogéne, N est contenu dans un sous-module maximal Mo'

qui vérifie donc M=M0 + Ax ce qui prouve que x n'appartient

pas & M_, donc n'appartient pas & R(M).

Remargue : cette proposition admet une proposition "duale" :

L'intersection des sous-modules essentiels de M est égale 3 la somme

des sous-modules minimaux de M (i.e. au socle de M).

Lemme 1.5 (Théoréme de Krull).

i M est un A-module non nul de type fini, tout sous-module propre

de M est contenu dans un saus-module maximal.

- Démaonstration.

NAM implique l'existence d'un indice io tel que x5 ¢ N. soit F
o

l'ensemble des sous-modules de " contenant N et ne contenant pas  x.

/’ . . . . . . .
J* est inductive nor vide, donc contient un &lément maximal Mo" qui
est en fait un sous-module maximal de M, et qui contient N par

construction.

Proposition 1.6.
Pour tout A-module M de type fini, R{(M) est le plus grand sous-
module superflu de M, |

~-Démonstration.

On & vu (proposition 1.4) de tout sous-module superflu de M est cone

tenu dans R(M), il suffit donc de prouver que R(M) est superflu dans M,
J0it donc. XCM tel gue M=R(M) + X (1)

si  X#M, il est contenu (lemme 1.5) dens un sous-module maximal M

o ’
or R(M) ¢ Mo’ et l'égalité (1) est impossible.

On @ donc M=X, et R(M) est superflu dans M,

Y S
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Définition 1.7.

p »>
Un épimorphisme M ——— M!' —> 0 est dit minimal si Ker p est

superflu dans M ; on vérifie facilement que cette condition est équi-

’

valente 38 la suivante @
YNCT M, p(N)=M'" implique N=M.

On appelle couverture projective d'un module M un épimorphisme minimal

p d'un module projectif P sur M.

Proposition 1.8.

0
soit  P(M) > M y 0 est une couverture projective de M, et

1 . .
si P —LPy M — 0 est un épimorphisme de P dans M, il existe

un épimorphisme p
f de P sur P(M), Fo. ]
.7 ’ ~ 1
tel que pof=o'. e g ¥
F{M) P> M > 0
Cet épimorphisme admet une seciion ¢, telle gque
P=Im q & Ker f , Ker g C Ker p' et Ker p'pllm q superflu

dans Im g

~Démonstration.

- —— - - - -

L'existence d'urn morphisme f tel que pof=p' est assurée par le

fait que P est projectif. On & alors :

pof(P)=M=p(M) , ce gqui implique f(P)=P(M) puisque p est minimal.

P(M) étant projectif, il existe un morphisme

,-T(M) q de P(M) dans P tel que
. v
P —f 5  pM) — ©

N

f0q=1P(M) .
On vérifie facilement qu'alors P=Img @ Ker f, et Ker f est évidemment
contenu dans Ker p'.

Ker p étant superflu dans P(M), q{Ker p) est superflu dans Im q»
et p=p'og implique g(Ker p)= Ker p'"Y Imgq.
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Théoréme 1.9.

Deux couvertures projectives d'un m8me module sont isomorphes.

~Démonstration,

- e e " o am o - -

Soient P1 et P2 deux couvertures projectives de M ; le raisonnement

précédent prouve l'existence d'un épimorphisme f de P1 sSur P2 tel que
P pz»ofzp1 y gt dfun mano-
//// l morphisme g de fPZ dans
P, tel que fog=1y (g est
P,y M —3 0 2
ﬁ
P

1 Py .
une rétraction de f)

Un a donc =pyog d'od Py [g(Pz)] = pz(P2)=M=p1(p1) PPy étant

minimal, 11 s'en suit que g(Pj)xP1, et donc g est un isomorphisme.

[

Proposition 1.10.

R b 3 ,-r
Soit M ~—i——) M'! —> 0 un épimorphisme minimal, et P ~L4 MY ~— 0

une couverture projective de M'.

P
Tout morphisme M de P dacs M T [17
. P -
tel que po f'= 57 est une couverture ¢ P +
) M — M' — 0

projective de M.

~Démonstration.

L'existence de ' est assurée par le fait que P est projectif ;

[ﬁ’(Pﬂ = M'=p(M) entraine que p est surjectif ; en outre

Ker TI' ¢ Ker i superflu dans P prouve que ' est un épimorphisme

minimal.

Proposition 1.,11.

Soiﬁ P un module projectif ; les propriétés suivantes sont équivalentess

» P/RP posséde une couverture projective.

C) RP  est superflu dans P.

-Démaonstration.

2=)1 est triual. /
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1 = 2

Spit W =—£) P/RP —3) 0 une couverture projective de P, et soit W

lt'épimorphisme canonique de P sur P/RP ; P étant projectif, il
p existe un morphisme g tel que
pog = TT .
l«

QL——P-——é P/RP — O

S0it K= Ker g C Ker W = RP. On sait, d'apreés la proposition 1.8, que
K est facteur direct de P ; le corollaire de la proposition 1.3 implique
alors que K=0 , K C donc que g est un isomorphisme.
)

Il en résulte que RP:g-1(Ker { est superflu dans P,
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§2 - CARACTERISATION DES ANNEAUX SEMI—PARFAITS

Définition 2.1,

On dit qu'un module M est local s'il posséde un _seul soug-
module maximal (qui sera alors R(M).) ; ceci équivaut au fait
que tout sous-module vroore de M soit superflu dans M .

Um'f&\ mo&\u\,e est h,e,wsgm\%mawlﬂmomogmme
Provosition 2.2,

Tout module injec-

tif indécomposable projectif est local.

- Démonstration.

Y puhSu

Voir [4] corollaire 2.5. et [7] lemme 3,

Lemme 2,73%,

Toute couverture projective d'un module i gauche gimple 3
est isomorphe & un facteur direct local Ae de A .

~-Démonstration

S étant monogéne, il existe un épimorphisme A —>8 -0,
donc (proposition 1.8. ), toute couverture progectlve de S est
isomorphe & un facteur direct Ae de A,

Soit Ae =235 — une telle couverture projective,

Re ¢ Ker p car Ker p est maximal ;i Ker p —~Re car Ker P
est superflu (proposition 1,3,)

Donc  Ker p = Re est maximal dans Ae ; c'est alors le vlus
grand sous-module de Ae » qui est ainsi un module local.

Theoreme 2.4,

Soit M= @ My =N @ N', ol les M; sont de type dénom-
ie1 ¥ - & % s oules M, sont de type dénom

brable, tels que @rmA(Mi) soit un anneau local.

I1 existe J cI tel que N soit isomorphe & @ Mi

.—.-—..._..........__...._._

Voir [Hﬂ théoreme 1
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Lemme 2.5,
L'anﬁeau des endomorphismes d'un module projectif local est

local.

~Démonstration.

Il suffit de remarquer que tout endomorphisme surjectif d'un
projectif local est un automorphisme.

Remarque 2.6,

Tout module projectif local est isomorphe dun Ae , ol e
‘est un idempotent de A .

On démontre qu‘un facteur direct Ae de A est local si et
seulement si €nd (Ae) = eAe est un anneau local.

Théoreme 2,7,

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A .

@ Tout A-module & gauche de type fini posséde une couverture
projective.,

C) Tout A-module & gauche gimple posséde une ouverture pro<
jective.
. n

® A= ©® Ae, , oh les Ae. sont locaux.
i=1 1 i

@D Tout A-module & gauche projectif est gomme directe de pro-
;gctlfs locaux.

() (1) A/R est seml-simgle
(ii) Tout idempotent de A/R se reléve en un idempotent de

La condition 5 etant symétrique, les conditions 1 & 4 sont équi-

valentes aux conditions 1' & 4! , o0 1'on remplace "gauche“ par
"droite", '

Un anneau vérifiant les condltlons precédentes sera dit gemi-

garfalt
owo/noo
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~Démorstration du théoréme.

t == 2 1trivial

2 == 3
Tout A—mddule simple S posséde une couverture projective locale
~Aev, donc est isomorphe 3 Ae/Re = A ., ;

Tbut A/R -module simple est donc projectif, ce qui implique 1la
semi-simplicité de A/R ;

n .
Soit A/R = ® S, » soit Ae, une couverture projective de Si y
i=1 '

et soit P = { e, .
i=1
‘P et A étant deux couvertures projectives de A/R , le théo-

reme 1.9. prouve que A est isomorphe & P .
== 4

Tout A-module libre est somme directe de projectifs locaux ; le
théorétme 2.4 et le lemme 2.5 prouvent qu'il en est de méme pour tout
module projectif..

- [o

= ‘)

n , n
(i) Soit A = @ Ae, locaux A/R = E'Aei/Re. est semi-
i=1 . i=1 i
simple, en outre, R étant superflu dans A , on a
: n n
A=24a/, = @ he./, = Ae,
R im i Rei 4o i

(ii) Soit & un idempotent de A/H ; 11 existe des sous-ensem-
]
L9

bles I et de D, ooy n] tels que
Ae= © Ae.
iel N
et T(l-e)= ®© %ae
jed J
Soient P, = @ Ae. , P. = B Ae. et P =P, x P, .,
1 ;e L7072 ied i’ 1 2

P1 (respectivementA P2) étant une couverture projective de ZXe
(respectivemert de X (T - %) ) ; 11 existe d'aorés le théoreme 1.9

weel e
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un isomorphisme T de P1 X P2 tel que p oTl= Py X Py (ol Py

et p, sont les épimorphismes minimaux de P, et P, sur Ke
et A(1 - e) respectivement)

2
Py X Py

€
~ 3
N
N
~N
] e X

A R

M
Ld

0
Soit f 1'idempotent de A tel que

TT(P1) = Af -JT(P2) = A(1 - )
ona K =p (Af) p oT(P,) = p (P)) = Re ;
de méme A (1 -T) = A (1 =T¢e)
1'unicité de la décomposition de T sur K; ® A (1 -e) prouve

[

que =1
== 1
A/R est semi-simple, donc somme de modules simples (Si)i=1...n ’

qui sont isomorphes & des ]TE~ dtaprés (ii) , ol les e sont
des idempotents de A .

Soit M un module de type fini ; M egt isomorphisme a un quo-
tient P/N d'un module libre de type fini P .

P/N ——éﬁP/RP+N —% (O est un épimorphisme minimal, et P/RP+N

est semi-simple, donc somme de simples (S.) igsomorphes &

» J j=1coo.p
certains des Si
On peut alors construire une injection o“de Q ceey ﬁ] dans
ﬁ, ceny ﬁ]p telle que chaque S. soit isomorphe a K';:> .
v o o-(J)
Q = jZZJ Aeo~(j) P/epey = Q/RQ —3 0 est une
couverture projective de P/RP+N (puisque RQ est superflu dans
Q en vertu de la proposition 1 .4), donc (proposition 1.10), c'est

une couverture projective de M ,

eoefees
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Exemples d'anneaux semi-varfaits.

1. Tout anneau artinien & droite ou & gauche (R est en effet nil-

~votent, donc nul, et on sait [5} proposition 1Apagg 72, que les

idempotents se relévent modulo un nil idéal) ; plus généralement, et

pour la méme raison, tout anneau semi-primaire (A/R semi-simple + K

nilpotent) est semi-parfait.

2. Soit B _un A-module injectif de dimension finie ;

Alors b= End (E) est semi-parfait ; en effet : d%,@b est
semi-simple d'apres Eﬂ théoreme 2,2, et les idempotents de ‘ﬁbﬁb
se reldvent en des idempotents de /A dtapres (}J ,théoreme 5.6.

3. 31 ¥__est un module projectit, somme directe de projectifs
locaux, U%-: C«MA(P} est semi-puarfait.

-Démornstration

-0r démontre tout d'abord que
/ i rohe & 3 (7 h di 3
065& .e%n,lcomorpbe a ﬁmaA \E/RP), c'est & dire & 1l'anneau
des erxdomorprismes 1'un module semi-simple de type fini, il en
résulte que 0%49 est semi-simple,
. Soit alors o un idempotent de EmdA (P/RP)’ et soit Q = p/RP‘

Q=q(Q) © (7T -4) (0) = 0 @ O

Q et Q, étart des quotients de P , ils admettent des couver-
N s . . TR o . ” . . Crrving,,
tures projectives y} et i, , et la démonstration se termine mour

1$ounf 4 == % dy théordme 2.7 o



§ 3 — PROPRIETES DES ANNEAUX SEMI-PARFAITS

Proposition 3 . 1.

Tout quotient d'un anneau semi-parfait pdr un. idéal bilatdre est un anneau semi-parfait.
- Démonstration

Seit S un A/I - module & gauche simple; S est un A-module simple, donc il existe

un facteur direct local Ae de A tel que S soit isomorphe & Ae/Re.
I1.8=0 impliiue I . Ae = le < Re

on peut donc définir un épimorphisme

> Ae/Re —>0 ,

et Ae/le = A/I. € est un facteur direct de A/I, donc est un A/I-module projectif.

Ae/le

En outre, Ae étant local, il en est de m8me pour Ae/Ie, ce qui prouve .ue S

posséde une A/l-couverture projective.

Proposition 3 ., 2,

Soit A un anneau semi~parfait, et soient P et . deux A-module projectifs.,
P est alors isomorphe a «, si et seulement si P/RP est isomorphe a ¢/RO.

~ Démonstration

La condition est évidemment nécessaire.

Soient donc P = (X P, et L= @0,
iel . jed J

(les (Pi et les‘Qi étant locaux) tels que P/RP soit isomorphe & /R0,

P/RP = S Pi/RP est semi~simple ;
i <1 i

démontrons que cette somme est directe, la propriété étant de caractire fini, il suffit

de la prouver lorsque I est fini; or ceci résulte alors de ce que R P est superflu

dans P,

3

iel

\—

Pi/RP. est donc isomorphe & .<:>
1 J&d

D) s
~‘/R Q s
5
il existe une bijection &~ de 1 sur J tel que P. soit isomorphe & (
| q i/R P, Phe & Os (5)m Y,
‘ 1,
ceci entrafne que Pi est isomorphe a Q”'(i)’ puisque ces deux modules sont des
couvertures de Pi/R p i ce raisonnement étant vrai pour tout indice i, P est isomorphe
a g t
oo./ooo
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Définition 3. 3.

Un  A-module G: est dit générateur de (Mod Ay gi tout A-module

3 gauche M  est quotient d'un (1), |
~ On démontre ( [j2j] , proposition 1-16) qu'un module pn:qec?if
P est un générateuf si et seulement si tout A-module 2 gauche simple

est un quotient de P.

Proposition 3. 4.
’ “

Soit A = C) Aei un anneau semi-parfait ;
: i=1 ‘ ‘
b S ot 0w
soit TCY, ..., n] tel que chaque (Aej). _ seif Csemarphe
Zr U senl (quc)\':"u-’n /. J = 1 see I
soit G = i@l Ae, . .

Un A-module projectif P est générateur de |Mod A  si et . seulement .

si G est isomorphe 3 un facteur direct de P.

- Pémonstrayion

: n
A/R = @ R éi étant semi-simple, tout A-module simple est.
i =1 .

isomorohe A 1l'un des R é,, donc est quotient de G 5 G étant

orojectif, c'est donc un générateur de |Mod AS, et tout module
contenant G ‘comme facteur direct est encore générateur.
 Réciproquément, soit P un module projectif, d'aprés le théorime 2.7,

P est somme directe de modules (P.) isomorphes aux (Aei) ;
Vi eyd iel

er. outre, si on suppose que ' est générateur de |[Mod AS, tout simple
-(Aei/ﬁei) est isomorphe & un quotient de P ; il en résulte que
iel _
chaque Ae;, 1& I, est isomorphe & 1'un des P. ; les {Ae,)
h| i’
étant par nypothdése 2 & 2 non isomorphes, Go est isdmgrphe aun
facteur direct de P,

Théoréme 3. 5.

Les assertions sulvantes sont équivalentes pour un anneau A.

vooo/noo
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@ A est semi-—parfait.

Pour tout idéal & guuche 6¢ de A, 1l existe un idempotent e
et ur idéal b3 contenu dans R (1-e) tels que :

6L =4 Db

@ rour tout idéal i guuche maximal ™ de A, il existe un
idempotent e et un idéal b contenu dans R tels que :

ﬁ= Ae-@’“&

- — > i, o o e o e e v

1 ====32 Soit A € une couverture projective de A/6c ; il
existe un évimorpnisme scindé  de A sur A € (proposition 1-8)
qui rend commutatif le dia;srumme suivant

f‘ Pl ’//..blﬁ'
-
/// 2
s 9
. N7
NS - E— = AJel
Soit Ker I = Ae ; 

Ae = ver ¥ C trer (por) = ¥er qQ = O,

A - je @ A \/_1*'6\! m)llQue

T anet= e @ (Al1-e)N &) ;
Fosons l‘b = A (1-e)r\> =4 ¢

q G'L_i\' = Q éntraiz‘:e a ( B) =90 =p o f ( }3),

Atolt. t (IS) C_Ker v est superflu dans A g s, et donc
zof [ IS)  est swverflu dans 4,

Mals }b N der £ = 0 implique que s est isomornhie A gof (&)

donc ezt £ralemert Suverflu dans 4 ; il en résulte que ‘3 est contenu
daris A (i-e)MN R = (1-e).

cee/vas
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2 ====) 3 Trivial

Sokt S un A-module Simple H il'est isomorphe & un A/m, avec
lbh=be @ bk (1-e) implique
=+bﬂAe =te @ [B(‘—e)f\Ae] :

.0On a donc E;e =0, d'olh ks = E5(1—e) C_R (1-e) ; et la maximalité,
de m implique =R (1-e).

On a alors A/m ~ A (1-e)/R (1-e) = Af/Rf

er posuant f = 1-e.

Rf “est superflu dans Af, et donc Af =———>A/m =8 ——> 0

est une couverture projective de 3,
I1 ép résulte que 1'anneun A est semi-parfait.
Remargue. .
{f
On ddmontre sans difficulté que, si A est semi-parfait, et si P est
un A-modale projectif de type fini il existe, pour tout sous-module M
de P, un facteur direct (¢ de P et un sous-module N de R L.

(o P =Q @) L) tels que

'{:r)®N,

fi e et t sont deux idempotents d'un anneau A tels que
Ae + Af = A et Ae M) AT =
on a k=2ie @O Af
-‘wémonstration :‘

- St i = e e S 4o+t Sy e S

Soit p 1la restrlctlon a Ai deih prOJection canonique de A
sur A/Ae.

Xer p = Ae M Af C_Rf ,
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0 o

donc Af ———> A/Ae >0 est une couverture orojective
de Af,

A/Ae étant'projectif, p. est un isomorvhisme, et

Ae N Af = Ker p = O,
Théoreme 3. 7.
30it A un anneau semi-parfait'; pour tout idémgotent a de ‘A/R;

-— s

il existe un idempotent e de A, contenu dans A a, tel'qué e =

- Démonstration.

I1 existe, d'apres le théoréme 3-5, ‘deé idempotents f bet g
de A tels que '
 ma=Ar @O, 6 CR (1-£)

A(t-a) = ag @ b, kcr (1-g) .
On a donec Af + Ag A

en outre A TN X g =0 entralne AfN) A2 C R ;
‘le lemme 3-4 montre que A = Af @ Ag .

o

‘Soit e 1'idempotent de A tel que
Af = Ae et Az = A (1-e) 3

Ea=7%e et Iy (T -~ 3) = :{( - é) 1mpllque a=e.

Corcllaire %, =,

Jn ideal a rauche (ou & droite) ©C d'un anneau semi-parfait est
contenu dans R si et seulement s'il ne contient aucun idémpotent

non rul,
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§ 4 - ANNEAUX SEMI-PARFALTS INJECTIFS
e

Définitiion 4 . 1 .
On dit qu'un module M est complétement décomposable s'il est somme directe

d'injectifs indécomposables.

On vérifie qu'un module injectif de dimension finie est complitement décomposable

Un annesu est noethérien & gauche si et seulement si tout A-module & gauche injegg;{

est complétement décomposable ( [9} théordmes 4 . 2 . et 4 . 3)

Broposition 4 ., 2 .

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A ,

Q, A est semi-parfait, auto injectif & gauche.

@ Ag est injectif de dimension finie.

N N ’
(?; A est compléetement décomposable.

w

4 AS est injectif et A/R est semi-simgle.

<§} Tout A-module & gauche grojectif est complétement décOmposéble.
- Démonstration
Ty 1 évident
éy 2 =53 évident
3 =>4

A est somme directe (finie) d'injectifs indécomposables Ae;, ; d'aprés la

proposition 2 , 2 -, ces Aei gont locaux, donc A/R est semi-simple,

4 =53

'S idempotents de A/R se relévent - d'aprds [3] théordme 5 . 6 .
3 =55 Résulte du théoréme 2.4

5 =x>1 est évident.

000/000
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Proposition . .

Tout élémeﬁt régulier & gauche d'un anneau gemi-parfait injectif a4 gauche est

inversible.

' — Démonstration

Soit s A telque e(s)=0 , et soit Pecénd (A) aéfini par
Y (a) =as ;

f &tant un monomorphisme de A, P (o) = est injectif, donc facteur direct

Ay = v (a)) o L.,

Or dim A, est finie, et dim Ag = dim ¥ (Ag) 3 omadone & =0,

et ¥ est un isomorphisme, c'est 4 dire que s est inversible.

Proposition 4 4 .

Soit A un anneau semi-parfait injectif & gauche, Cr et B  des idéaux & gauche

de A et e wn idempotent de A tels que
& = Ae @ K
Les conditions suivantes sont équivalentes :
@& 1 < R
Z Ae -est un injectif maximsl contenu dans <&

- Démonstration :

1 => 2

Soit Ae ¢ Af C v

AT = MM N (e 8 )= e ® (hnN Af) ;

Af  étant facteur direct de A y 11 en-est de méme pour A N Af ,- qui est en

outre contenu dans R . Onadone H N Af = 0 ,

d'oh  Ae = Af

vood e
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2 =>1
On: peut décomposer & , d'aprés le théordme 3 . 5 , en
h = Aafr ¢ C , ¢ CR.
Onadonc = Ae © Af & C .

Or Ae ® Af est injectif ; la maximalité de Ae implique que f =0,
d'oh R C R.

Propogition 4 . 5 .

On reprend les notations de la proposition 3 . 4 ,

Les générateurs de 1Mod AS » pOur un anneau semi-garfait‘injectif A , sont les

modules contenant G .
- o~

~ Démonstration

‘Remarquons que Go est ici injectif, et donc que tout module M contenant Go
le contient comme facteur direct, ce qui prouve qu'alors M est un générateur,
Réciproquement, soit M un générateur de IMod AS ; 1l existe, pour tout i& I,
un morphisme f de M dans Ae, tel que p o f, £ 0, pi_ étant la surjection
canonique’ de Aei sur Aei .
/Re‘
i
On a donc p, (fi(M) ) = Py (Aei) , ce qui implique fi(M) = Ae, , puisque
p; estun épimorphisme minimal. ' '
fi est alors surjectif, donc admet une rétraction puisque Aei est projectif H

chaque (Aei) est ainsi isomorphe & un facteur direct Mi de M . La famille
ic 1 '
~des (M) est indépendante, car les (Ae.) sont injectifs indécomposables
i€l Yier1
2 & 2 non isomorphes.

v

veidons
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Proposition 4. 6.

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A .
@ A admet un anneau total de fractions & gauche semi-parfait injectif.
@ (1) dim Ay < O

(i1) vx € B(A) ,. 31 s régulier dans A, tel que sSx€ A .

- Démonstration : voir [{2]



5 22-
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Théoréme 5.1.

9i A est gemi-parfait, et si son socle gauche est essentiel dans Adﬂ

alors tout A-module & gauche simple est isomorphe 3 un_idéal.

~Démonstration.
— e W e - - b bl

Soit  SxA/m  un idéal i gauche simple ; il existe d'aprés le théo-

réme 3.5 wun idempotent e de A et un idéal B tels que

m=Ae & I ) avec B =R{(1-e) ; on a donrc 2(m)=(1-e) AN Z(Y ), et
Bc R implique 2(R)C 2(). or R.S(As)zo entraine S(AS)C Z(R), et
l'hypothése faite sur le socle prouve que <Z2(R) est un idéal a droite
essentiel : 2(m) est donc non nul. Loit alors ae A tel que ma=0 , af0.
1{(a)=m entrainme que A/m est isomorphe & Aa, donc que . est isomorphe

‘é un idéal de A.

Définition §5.2.

Si M est un A-module (2 gauche ou a droite, on note M*=Hom(M,A)
. s0it SM l'homorprisme canonique de M dans M** défini par
Ve Mr,  5,(x) [f)=f(x).

On dit que M  est sans torsion (respectivement réflexif) si SM est

un monomorphisme (respectivement un isomarphisme).

Proposition 5.3.

Si A est un anreau tel que tout A-module & droite simple s0it isomore

phe & un idéal, toute suite exacte

0 —— P —— F

od P est urn  A-module 3 gauche projectif de type fini et ou F est un

module & gauche sars torsion, est scindée.

Démonstration : Voir [2]

Corollaire 5.4,

A est un anneau semi-parfait de socle droit essentiel 23 gauche, tout

sous-module projectif de type fini de tout A-module & gauche sans torsion

eosl v
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est facteur direct.

En particulier, sous les hypothéses précédentes, tout sous-module pro-

jectif de type fini d'un module projectif P est facteur direct de P.

Proposition 5.5.

soit A un anneau semi-parfait de socle gauche essentiel 4 droite ;

pour tout idéal & droite D, il existe un idempotent e de A tel que

21(D) soit essentiel dans eA.

~Démonstratiaon.

Soit 1(D)=Af @ B , avec [Jc R ; ZLD)=(1-f)ANZ(H) et 2()
est essentiel dans Ad' donc {1-f)A est essentiel dans 21(D).

Proposition 5.6.

Sous les hypothéses précédentes, R=12(R) .

~Démonstration,

On & toujours R C 1Z(R) ; pour obtenir l'autre inclusion il suffit
(corollaire 3.8) de prouver gue 1Z(R) ne contient aucun idempotent non
nul

Or  AeC 1Z(R) implique Z(R) C (1-e)A, et l'essentialité de 7Z(R)

dans Ad entraine 1-e=1, d'ou e=0.
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§6 - ANNEAUX PARFAIT> A GAUCHE.

Définition 6.1.

Un idéal [ est dit T-nilpotent & -gauche si, pour toute suite

(a ) d'éléments de I, il existe un entier o tel que
neiN

3y+d5..-8 =0 .
o

Un tel idéal est évidemment un nil-idéal ; tout idéal nilpotent est

T-nilpotent a droite et & gauche.

Théoréme 6.2.

lLes assertions suivantes sant équivalentes pour le radical R  d'un

anneau A

C) R est T-nilpotent 5 sauche.

@D Pour tout A-mocdule 3 jyauche non nul M, RAM  est superflu dans

A(m).

Cﬁ R(m) est superflu dans

~Démonstration.,

1 =5 2 11 suffit de jprouver, aue pour tout MAQ, RM£M ; en effet,
s'il ern est ainsi, soit XACM tel que RM+X=M, et soit p la projec-
tion de M sur M/X ;3 p(M)=u(RM)=R.p(M) entraine p{M)=0, d'olL M=X,

Supposons donc Gu'un module -on nul M vérifie 1'égalité M=RM,

!

et soit xA0 un élément de M,

x = E Z1,i xi

.’51
r.:1

i
il existe un irdice iD tel que Zi x4 A0 ; soit a1:Z. et soit
. 0 2} Yo
x . - R . . . ’
i § ZZ,j x5 il existe i, tel que a, Zj xj £0 , et on
. e o
j=1
o N .
pose da-gjo - &N 1térant ce processus, on fait apparalitre une suite
(a ) d'éléments de R qui contredit la T-nilpotence 3 gauche de
ne IN

oo o

R.
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2 == J est trivial.

: (IN)
3 ==y 1 soient (a ) des éléments de R, soit L=AT '= & Ae, .,
ne N nellN

et soit G= g;% A(en-an en+1) C L .

G+RL=L : RL étant superflu dans L par hypatheése,

On vérifie que

on a danc G-L.

Ceci implique

o]

i i1

Dy o T A =4

L'uricité de la oécompositiorn entraine alors

R est aonc T-nilpotent & jauche.

Théorime o,.3.

Les assertions suivantes sont éguivalentes

(i) A/R  est semi-simple

GD

2]

(i1} R et T-caloare

e

®©

Tout A-na~.le a gaucne posséle une couverture projective.

(> Tout A-module & auche semi-simple posséde une couverture prgectivs,

D e o S ——

Y
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~-Démonstration.

Spit MAD : M/RM est semi-simple, soit M/RM= @ Si i A é&tant
i€l

P., soit

i

semi-parfait, chaque Si posséde une couverture projective

P- @ P. . RP é&tant superflu dans P d'aprés le théoreéme 6.2, P
i

i€l
est une vouverture projective de M/RM.
‘ P
- . : o
Jocit Tr un morphisme de T o

dans M tel gque goT =p . v
mé&—35 NM/RM — 0

La propnasition 1-10 prouve que T est une couverture progctive de M,

2 ;‘.._) 3 est triVial

: .. IN
3 ==) 1. A est semi-parfait, donc A/R est semi-simple : A(N)/R( )
est alors semi-simple, donc admet une couverture projective. La proposition

1.11 entraine gue RUM) est superflu dans A(N), donc que R est

T-nilpotent 3 gauche d'aprés le théoreme 6.2.

Remargue : Un anneau est semi-parfait & gauche si et seulement si
tout A-module & gauche de type dénombrable posséde une couverture projece

ASN)/R(N) poss&de une couverture

AUN)
s

tive ; en effet, s'il en est ainsi,

(IN)

projective, et R est alors superflu dans s ce qui implique

que H est T-nilpotent & gauchte ; A étant en outre semi-parfait, le

théoréme précédent donne le résultat.

Nota : Nous ne faisms pas ici une étude compleéte des anneaux parfaits
& gauchie; oo trouvera dans [1] et dans Bﬂ les diverses caractérisationg

de ces anneaux.
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ANNEAUX PRESQUE FROBENIUSIENS A GAUCHE.

Par J,Y., CHAMARD

e S om S ol o 2 an

Nous introduisons dans un premier paragraphe les notions de générateurs
et de cogénérateurs dans une :zatégorie de module; et dohnons diverses caractérisa-
tions (non originales) de ces propriétés,

Nous étudions ensuite au § 2 les anneaux tels gque tout A-module & gauche
simple soit isomorphe & un idéal, puis les anneaux cogéndrateurs, qui en sont wn
cas particulier, au § 3,

Le paragraphe 4 est consacré i 1l'étude des anneaux presque forbeniusiens
4 gauche, pour lesquels certains résultats de [2] permettent d'obtenir dés proprié-
tés nouvelles, et permettent aussi des démonstrations rapides de certains théorémes
connus,

Au paragragvhe 5 nous étudions des anneaux encore plus particuliers, qui
sont "tout proches" des anneaux quasi-frobeniusiens : ce sont les anneaux presque
frobeniusiens & gauche et parfiats & droite, que nous appelons semi-frobeniusiens
a gauche,

L'essentiel des résultats exposés ici proviennent de B, OSCFSKY [10],

G, AZUMAYA [13], T. KATO [6], sUGANO [11], Y. UTUMI [12] et J.Y. CHAMARD [3].

Plan,

§ 1 - générateurs et cogénérateurs,

§ 2 - S~anneaux & gauche,

§ 3 - Ahneaux cogénérateurs & gauche,

§ 4 - Anneaux presque forbeniusiens & gauche,

§ 5 - Anneaux semi-frobeniusiens & gauche,
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§ 1 - GENERATEURS ET COGENERATEURS

Catégorie Mod AS— :

C'est la catégorie dont les objets sont les A-modules & gsuche, et dont les

morphismes sont les morphismes de A-modules & gauche.

Générateur de WMod AS— :

Définition 1 . 1,

On dit qu'un A-module & gauche G est un générateur de |Mod AS— si, pour tout

couple (M,N) de A-modules & gauche, et pour tout morphisme non nul f de M dans

N, 1l existe un morphisme g de G dans M telque fog # 0.

Définition 1 . 2.

Un A-module & gauche C est dit cogénérateur de I¥od A, <ci Clest un

générateur de la catégorie duale ( Mod A)* : c'est & dire que pour tout morrhisme non
nul d'un module M dans un module N , il existe un morphisme g de N dans C
telque gof # 0.

Proposition 1 , 3,

Soit C un A-module ; les assertions suivantes sont équivalentes :

@ C est un cogénéréteur de 1Mod As

(@ Pour tout M » et tout sous-module non nul N de M, il existe
f € Hom (M, C) tel que f(N) £ 0.

GD Pour tout A-module A géuche M, il existe un ensemble I et une injection
I .
0 »M »C

coo/--o
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-~ Démonstration :

Soit i 1'injection de N dans M ; il existe f &€ Hom (1, C) tel que

foi #0 , c'est a dire tel que f(N) # 0.

. 2 =53

I .
ns C~ défini par :

[N
o

Soit I = Hom (M, C) et soit O 1le morphisme de

o(x) = (f(x))

fel
Si x # 0 , le module Ax est non nul, et il existe dorc f{ & I tel
que fo (Ax) = Afo(x) # 0 ; ceci prouve que C est un injectir. ic fuit que

©  soit un morphisme est trivial.

. 3 =1
Soient M et N deux modules, et f # O un élément de FHom (¥ , %) 3
soit g= T g; un monomorphisme de [ dans CI , dont l'existerce est assurée
iel

par lthypothése (:) .
ar

gof = (gi o f) est alors non nul, ce qui prowve l'existence

iel
d'un morphisme gio de N dens C tel que €50 © £ £ 0

Proposition 1 . 4 ,

Soit G un A-module ; les assertions suivantes.sont équivalentes :
O G est générateur de {Mod A .

(:) Pour tout M et tout sous-module propre N de M, il existe fCHom (G M)
tel que f (G) # N .

GD Pour tout M, il existe un ensemble I et un épimorphisme :

(1)

G M

> 0

(1)

(on note @ la somme directe d'une famille (ci) de A-modules

ig 1
tous isomorphes & G) .

eooden
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- Démonstration : Il suffit de dualiser la démonstration de la proypozition 1. 4,

e ot e S St i Srmitn w20

Corolleire 1 , 5 .

Un A-module G est un générateur de Wod A si et seulement zi A €5t

quotient d'un ¢

Condition nécessaire : D'aprés la projosition 1 , 4, il existe un épimorphisme

P a__o
(1)

Soit x € G tel que p(x) =1 . x se décompose sur un nombre fini de
(G.) y 98oient G, , .... , G. , et il existe donc un épinorphisme de
17, i i
ie 1 1 n
Gn sur A

Condition suffisante :
Soit M .un A-module ; il existe un ensemble J et un 4pimorphisme

J) qQ

A > Mees0 ¢

(1

soit p 1'épimorphisme de ¢" sur A . P est un épimorphisme de

C(I) sur

a] () (7)
[G ] sur A qui, composé avec q , donne uu épimorphisme de
M , avec I = [1 ) eee s n} x J .

Corollaire 1 , 6 ,

i Tout module libre est un générateur,

Proposition 1 . 7 .

Soit O—M'—~>M—5M" 50 une suite exacte de modules.

(1) si M' st cogénérateur, il en est de mBme pour M .

—————

(i1) sl M" est générateur, il en est de méme pour M .

~ Démonstration ;

(1) se déduit de la proposition 1 . 3 .
(i1) se déduit du corollaire 1 . § .

000/000
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Théoréme 1 . 8 .

Soit C un A-module ; les assertions suivantes sont équivalentes ;

i @ C est un cogénérateur de Mod A

E @ C contient une enveloppe injective de tout type de module simple.

Notation : Soit T 1'ensemble des types de modules simples, et (St)

te &
un ensemble de rerrésentants de C . On rote CO le module défini 4 un isomorphisme

pres par

. C = o E(3)
Lo e t |

(o E (N) désigne une enveloppe injective de 3.‘.) v%n—-[—}—pe«r—la——%—r—;—q—l—a—en) .

-~ sous ces notations, la condition (_’) stécrit :

@ 11 existe 0O 5 C »C

-~ Démonstration du théoreme 1 ., 8 , :

T =y 2

Soit S un A-module simple, et considérons le diagramme

0 > S 5 E(S) = = = = - >C.

v

ol fLest 1'injection canonique de S  dans E(S), et f wun morphisme de E(S)

dens C telque foi # O (dont l'existence est assurde per l'hypothése @ ) .
Ker(foi)=Kerf('\S#S , donc Ker fNS = 0 .
E(S) étant extension essentielle de S » 11 s'en suit que Ker g = Ker f N E(S) =0,
c'est & dire que f est injectif.

2 =1 Soient M et N deux modules, et f ;é O un morphisme de M dans N.
f # o implique l'existence de x € M tel que f(x) # 0.

Soita=/£(x) =ia€A/ax=0} .

x#o implique X ;4 A 5 il existe donc un idéal maximal m gde A contenant A4,
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Soit S5 = A/m , et considérons la surjection canonique

Af(x) 22> A/q._Q;.___, Ay = S ——>0

[ad

Soit E(S) une enveloppe injective de 3 contenue dans C, et soit g le

prolongement de @ & N.

0 —SAf (X) ———eee—3 N
Pad g est un morphiome de N
o s
// g dans C , qui est tel que
A%
E(S) éf// g of (x) #0, donc tel que

gof f 0.

Corollaire ¥ . 9 .

% I1 existe, & un isomorphisme prés, un plus petit cogénérateur, qui eg}__Co .

{Mod A possdde toujours un cogénérateur injectif, E(Co) . Par contre nous
verrons au § 2 que l'existence d'un cogénératéur projectif n'est pas assurée.
Module fid2le : on dit qu'un A-module & gauche M est fidele si

»Q(M)=§aGA / ¥Yme ,am=o}

est nul,

Proposition 1 ., 10 ,

Soit M un A-module ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
@D M est fiddle

@ 11 existe un ensemble I et une injection 0 —> A-—ﬂ>MI .

- Démonstration :

1 ::;»2.

Soit I=M , et © ¢ Hom (4, MI) défini par ©(a) = (a m)mc_ 1 -

O (a) = 0 oietseulementsi a & £ (M) , donc si et seulement si a = O .

© est ainsi un monomorphieme,

2 =>1
étant contenu dans ML , ona «Q(MI) c ,e(A) = 0,

void o
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Or on voit facilement que JZ(MI) = JZ () il en résulte de VN est fidéle.

Corollaire 1 . 11 ,

% Tout cogénérateur est fideéle.

- Démonstration : ce résultat ze déduit trivislement des propositions ' , 3 .

et 1 .10 .

Remarque : Nous étudierons au § 2 les anneaux caractérisés par le fait que tout

module fidéle est cogénérateur.

" Proposition 1 , 12 .

g Tout générateur est fidele,

-~ Démonstratiocn :

On sait que, si G est générateur, il existe 6% > A —>0 ; on a done
1
-ﬁ () = L") ¢ «g(A) =0 , ce qui prouve que G est fidéle.

Remargue : Nous étudierons au paragraphe , les anneaux caractérisés rar le

fait que tout fidéle est générateur.

Proposition 1 , 13 ,

Soit C un A-module, et I un ensemble quelconque ; les propositions suivantes
sont équivalentes : ' .

@ C est cogénérateur,

©) C(I) est cogénérateur,

(:) ¢! est cogénérateur.

- Démonstration :

12,2 =53 résulte de la proposition 1 , 7. et de ce que C C C(I)C CI-
3 =1
. Pour tout A-module simple S, il existe une injection f de E(S) dans
C” ; so0it en outre P, le projection de ¢t sur C, définie par pi((x.) ) =%,
) i :
JeI

et posons fi =p; 0 f.

coid e
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N Ker p, = 0 entraine .(W Ker f. = 0 H
. i ieI 1
iel

11 en résulte l'existence d'un indice io tel que Ker fi

= 0 , car si
o

Ker £. # 0 pour tout i, S étant essentiel dans E(S) , on aurait
i

Ker £. 1S # 0 , clest h dire SC Xer fi pour tout i, d'ol firalement
i
SC () Ker £
iel
fi est donc une injection de E(S) dans C . Ce raisonnement étant valatle pour
)

tout simple S, il en résulte que C est cogénérateur de {iod A (tndoreme 1 . &) .

Proposition 1 . 14 ,

Soit E un A-module injectif ; E est un cogénérateur de Mod A si ot

seulement si, pour tout simple S , il existe un monomorphisme

0 — S — JE

~ Démonstration : Evidente d'aprés le théoréme 3 . 8 . et les propriétés des

e . bt s s St

enveloppes injectives,

Nous allons démontrer maintenant la propriété duale de la propriété rrécédente

(alors que le théordme dual du théoréme 3 . & . est faux en général).

Lemme 1 , 15 ,

Un A-module G est un générateur de (Mod A 8i et seulement si

A = 2 £(c)

f € Hom (G,A)

- Démonstration :

. La condition est nécessaire car, si G est générateur, A est quotient d'un

¢"  (corollaire 1 .5 .) . Il existe donc des (1) &  Hom (G,A) tels
1 i=t ... n
que A = 2Z_ £, (¢) .
i=1
. La condition est suffisante, car, en posant I=~Hom (G, A) , il existe
I
DS 4 0
défini = P
pr O((Xeey) = T2 ot .

Y
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Proposition 1 . 16 ,

Soit P un module projectif ; les assertions suivantes sont
équivalentes :

(D) P est un générateur de 'Mod A .
(é) Tout A-module simple 5 est un quotient de P .

- Démonstration :

1 =32
Il suffit de considérer

oo
Pt s

2

fol # 0 implique f # 0 , etdonc f(¥) = 8

(remarquons que ceci est vrai sanc .'hrrothloe jrojectif).
2 ==t

Supposons que P ne soit pas gérérateur ; dlaprés le lemme ' . 15 ,
il existe un idéal maximal m de A tel que . f(r) C

o .
f & Hom (p,A)

Considérons alors le diagramme suivant

P
e
e
f
/ g P
/
v 4
A 4 > /m 30

ol l'existence de p est assurée par l'hypothése @ , et l'existence de
f par le fait que P est projectif.

£ (P) C m implique que p(P) = qof (P) =0, ce qui est impossible.
P est donc générateur,

(X3

(13

.
.o
oo

13
Y3
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§2 - S-ANNEAUX A GAUCHE T DUALITE.

Définition 2.1.

On dit gu'un anneau A est un  L-gnnedy 3 gauche si tgut s-module a

gauche simple est isomorphe a uynr idéal.

Propositian 2.2.

Les assertions suivantes sont égquivalentes pour un anneau A 3

C) A est un SH-anneau 3 gauche

C) Pour tout idéal & gauche propre OU, Z(Ol) est ror nul.

C) Pour tout igéal & gauhe maximal m, m=12(m).

~-Démonstration.

—— v o - w— - -

5i m est maximal, A/m est eimple, donc isomorphe par hyuotnése
a un idéal Aa de A ; on a derc m=l{z), d'el Z(m)AG, ce qui implique

que 1Z(m)£A ; puisque 12(m) contient m Qui est maximal, il ; a &yalité.

3::) 2

OU est contenu dans un maximal m, danc 2Z{m), non nul d'aprés 3,

est contenu dans Z(OU).

Soit A/m un A-module 3 gauche simple ; (m)£A0 dimplique l'existence
d'un élément @ de A tel que ma=0, ce qui entraine que m=1{a), donc

que A/m est isomorphe & Aa.

Définitions 2.3,

On appelle idéal 3 gauche singulier d'un anneau A, et on note j(A ),
s
l'ensemble des &léments a de A dont l'annulatsur 3 gauche 1l(a) est
essentiel dans A.

On dit qu'un anneau est réduit s'il ne contient aucun élément nilpotent
non nul.
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Proposition 2.4.

(i) Tout S-anneau & gauche semi-premier est semi-simple.

(ii) Tout S-anneau 3 gauche réduit vst semi-cimple.

(iii) Tout ov-anneau 3 gauche dont 1'idéal 3 gouche singulicr est nul,

est semi-simple.

-Démonstration.

(i} 21 A est semi-premier, taut idlal 4 fgauctie simple e A eost
, 1 ¢ cosulte

facteur direct de A, donc projectif. Aot

>
P

)
)
que tout A-module & gauche simple e5t rrojectif. le résultat se gsduit
Y
alors de la propusition 3.
(ii) Eﬂ . %0it m  un o idéal 3 guucthi maximal ;3 d'aupris la propossition

2.2 il existe ae€ A tel que 1(a)- ™ .

Si A an 1(a)fl0 , on aureit A ac 1{s) (puisque A 4 ect simple),

donc’ a2=0, ce gui contredit l'hypotndse que A est résuit.

On a donc A a~1l(3)=0, d'o: A: m @& A a. Tout idé&al o gauche maximal

étant facteur direct, A est semi~-cimple.

(iii) Hoit ™ un idéal 3 gaute maximal de A ;3 A/M est isomorphe

a A a, avec acgA.

51 m est essentiel dans A, or voit facilement que le sous-module
singulier de A/m est A/m , donc gue le sous-module singulier de A a
est A a, ce gui entrainerait a-=0. Puisgue ceci est impossible, m est

facteur direct de A, donc A est semi-simple.’

Remarque :

On peut démontrer que tout A-module a jauche simple dont le spus-module

singulier est nul, est isomorphe & un idéal de A,

Définition 2.5.

Soit X un scus-ensemble de M, et Y un spus-ensemble de M* ; on
pose Z*(X)={fem» ; f(X):D_} et 1*(Y)={xeM ; Vfey, f(x)=0} .

2%(X) est 1*(Y) sont des Sous-modules respectifs de M* et de M ;
si M=A, on retrouve les notions habituelles d'annulateurs a droite et
a gauche.

e
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On & XC1* Z*(X) , ’*(x)=2* 1* 2*(X)
et YCT* 1#(Y) , 1*(Y)=1* Z* 1*(Y).
Définition 2.6.

6
50it M ———iL—-?, M** le morphisme défini par . SM(x) (F)=f(x).

On dit que M est sans torsion si e est injectif, et que M est
réflexif si SM est bijectif.

Proposition 2.7.

Les conditions suivantes sont éguivalentes pour un module M

@ M est sans torsion

C) [l existe un ensemble [ et un monomorphisme

0 M — AI
-Démonstration.
1 = 2
On prend I=Ham {M,A)=M* et gn définit M -£1——9 AI par
B(X):(f(X))XQM* H
est un monomorphisme
2 ==y 1
Soit x=(xi). A0 ; il existe un indice - j tel que x.AD
1€ 1 . J
socit p_ la projection de AI sur A de noyau ™ A, .
j ifj
On a pj o & (x)40

Lemme 2.8.
20it N un sous-module d'un module M :

Ker (SM/N)=1* Z*(N)/N
-Démonstration. Soit X wun élément de M/N,

SM/N(§)=D équivaut & ce que f(x)=0 pour tout f de (M/N)*, clest-
&-dire 2 ce que g(N)=0 implique 9(x)=0 pour tout g de M* ; g(N)=0
équivaut au fait que g appartienne a 2*(N) ; on a danc SM/N(§)=0 si

veo/ e
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et seulement si g(x)=0 pour tout g€ Z*(N), c'est-a-dire si et seulement

si x appartient a 1* Z*(N).

Proposition 2.9.

Sgit A un anneau.

(i) Tout A-module 3 gauche M est sans torsion si et seulement si
N

tout 1* Z*(N)=N pour tout sous-module de tout module M,

(ii) Tout A-module 3 gauche de type finl est sans torsian si et seule=-

ment si la méme propriété est vraie pour tout A-module a gauche M de

type fini,

(iii) Tout A-module & gauche monoydne est sans torsion si et seulement

si 0L=12(0l) pour tout idéal & gauche Ou .

(iv) Tout A-module 3 gauche gimple est sans torsion si et seulement

si A est un S-anneau 3 gauche.
Les démonstrations sont évidentes.

Lemme 2.10,

*
Pour tout idéal a gauche OC ,(A/oq est isomorphe a 2Z{(ov).

-Démaonstration.

. .0
Soit T(Ol) —— Hom(A/6L, A) le morphisme défini par

@ (a) (x)= x.a

est évidemment injectif, et si f est un élément guelconque de (A/Ob)’,.
on vérifie que f=0 (f(T)).

Corollaire 2.11.

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anreau A.

® A est un S-anneau & gauche.

C) Pour tout A-module 2a gauche M de type fini, M* est nan nul.

1 =2 2 M étant de type fini, il posséde ([2] lemme 1.5) un
sous-module maximal N0 . M/No est isomorphe 2 (un idé&al de . A, £t

.C./QC.
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le composé de la surjection canonique de M  sur M/N0 avec cet isomor-

phisme est un élément non nul de M*.

Spit O un idéal a gauche propre de A ;

2(0V)=(A/cx, )* est non nul, donc (proposition 2.2) A est un H=-gnneau

a gauche.

Proposition 2.12.

Les conditions suivantes sont équivaelentes pour un anneau A,

C) A est un bSH=-gnneau a8 yauwc he,.

C) Pour tout A-module & gauche M, non nul, Hom(iH, E(A)j/C .

C) Le dual de tout A-module & goucre simple est Mo mek -

~Démonstration.

1 == 2 Soit MAO, et soit N un sous-nodule de type fini de M
11 existe d'apres le corcllaire 2.11 un morghisme non nul f  2e N  dans

A, donc de N dans E(A),

et f se prolonge en un morphisme nor. nul g de M dans E(A).

2 = 3 So0it Y un A-module 3 gauche simple, et soit f un é&lément
non nul de 3 dans E(A) ; f est nécessairement un monomorphisme, et

f(S)NAL0 entraine que f(S) £L4L contenu dans Ay dme que S*¥#o0

3 ==) 1 . 50it m wun idéal 3 gauche maximal ; 2(m)=@/m AC entrafine

(proposition 2.2) que A est un 3-anneau 2 gauche.

Proposition 2.13.

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A :

C) A est un S-~anneau & gauche.

@ E(A) est un cogénérateur.

ooo/cvv
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(> Tout A-module 3 gauche fidele injectif est un cogénérateur.

-Démonstration.

- e e e - -

Seit E un injectif fidele et S wun A-module simple 3 3 est isomor-
phe & un idéal & gauche Aa ; SE/0 entraine l'existence d'un élément
x de E tel que ax£D .

Soit alors f le morphisme de . uans £ défini par fla)zax ; t£0
entraine que f est un monomorphisme, et donc (proposition 1.13) E est

un cogénérateur.

Remarque

On peut démontrer (Bﬂ théoréme 1) qu'un anneau artinien & droite

et 3 gauche est un S-anneau & gauche si et seulem:mt si tout A-module &

droite fideéle projectif est un générateur.

Proposition 2.14.

Soit P un module projectif de type fini.

(i) P* est projectif de type fini.

(ii) P est réflexif.

~Démonstration.

A étant réflexif, il en est de me&me pour tout module libre de type
fini ; soit 00— O — f — P -~ 0 une suite exacte, oU
P est projectif de type fini et F libre de type fini ; la suite é&tant
scindée, il en est de m8me pour 0 —— P¥ —3 F* — g* — (0 , ce
qui prouve que P* est projectif de type fini.

En outre, tout facteur direct d'un réflexif &tant réflexif, P @est
réflexif.

voo/ v
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Progosition 2.15.

Soit A un S-anneau 3 droite ; toute suite exacte de A-modules a gauche

0— P—> M

A

ot P est projectif de type fini et oo M est sans torsion, est scindée.

~Démonstration.

- e - ———— - — -

Soit 0 —3 P ~iy M, o0 P ust projectif de type fini et ot M
est sans torsion ; la suite M* = 3 P > Nz=P*/Imi* —> 0 est

exacte, et, P* étant de type fini 1'apres la propositian 2.14, il en

est de m8me pour N. Le diagramme suivant étant commutatif

i** st composé de 3 monomorphismes, on a N*=Ker i**=0.

N est un A-module 53 droite de type fini ; si NAO , N possede un
sous-module maximal’ No (Eﬂ lemme 1.3) : N/N0 est alors un A-madule
a4 droite simple, donc isomorphe 3 un idéal de A, et il existe un morphisme

non nul de N dans A. Ceci est impossible puisque N*=0, et donc N=0,
M* —3 P¥ —3 (0 est alors exacte ; P* est projectif d'apres la

proposition 2.14, donc cette suite est donc scindée, ce qui implique

que 0 —) P**¥ — M**¥ Jtegt gussi. P étant isomorphe 3 P**, et M

étant sans torsion, il en résulte que 0 =3 P ———>) M est scindée.

Remargue.
BASS démontre l'équivalence des conditions suivantes ([ﬂ , théoréme 5.4,

® Toute suite exacte 0 ~—3 P — d, ol P et Q sont des

A-modules & gauche projectifs, et ol P est de type fini, est scindée.

() Pour tout idéal a droite propre de type fini D, 1(D)40.
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§ 3 - ANNEAUX COGENERATEURS A GAUCHE

o e

Théordme 2.1,

Les assertions suivantes sont équivalentes

(:) As est cogenérateur de Mod A
(g) Il y a identité entre A-modules i gauche fideles et cogénérateura,

C) I1 existe un cogénérateur projectif.

- Démonstration

. S, S— apia.

1 =22
Soit F un A-module fiddle ; d'apris la proposition 1,10 , il existe une injec-
tion de A dans FI ; pour tout A-module N , il existe en outre une injection de M

J. J
dans A M . I1 en résulte pour tout M, ure injection de M dans F M1 s Ce qui prouve

que F est cogénérateur,

23313 est trivial.

3 =1 Soit P un cogénérateur projectif ; P est facteur direct d'un libre L,
qui est cogénérateur d'aprés la proposition 1.7. Mais L = A (1) , et donc A est cogéné-

d'aprés la proposition 1.13.

- Remarque

—————— -

Tout anneau cogénérateur 4 gauche est évidemment un S-annesu & gauche,

Proposition 3.2,

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A :

d] A est cogénérateur i gauche

©) Tout A-module i gauche est sans torsion

GD Le module C est sans torsion
9 :

() Mod As possede -un cogénérateur sans torsion

-~ Démonstration

1 =2 Se déduit des propositions 1.3. et 2.5.

2 =3 est trivial

3 =4 est trivial

4 =)1 Soit C un cogénérateur sans torsion. C est contenu dans un AI (propo-

coefens
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sition 2.4), donc AI est cogénérateur (corollaire 1.9), ce qui entrafre qu'il en est de

méme pour A (proposition 1.13).

Théoreme 3.3.

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A .

C) A4 est cogénérateur & gauche

C) Pour tout A-module & gauche M , et tout sous-module N de M,
1*2* (N) =N

- Démonstration

Se déduit immédiatement des propositions 2.2. et 3.2.

Corollaire 3.4.
Si A est cogénérateur B gauche, on a, pour tout idéal a gauche o,

Ct=112 (&)

Proposition 3.5.

Si A est cogénérateur h gauche, et si D est un idéal a droite maximal tel que

1 (D) soit non nul, alors l(D) est simple.

- Demonstratlon

Soit a un élément non nul de 1(D) ; =0 implique D=2 (a), d'ou
1(D) =12 (a) =12 (Aa) =

d'apres le corollaire 3.4. , ce qui prouve que 1(D) est simple.

Proposition 3.6.

Si A est un anneau auto-injectif h gauche, 21 (D) = D pour tout idéal & droite
de type fini D .

- Démonstration

— e e S e g -

(44 ]

Jroposition 3.7.
Si A est cogénérateur & gauche, et si 1'idéal aA _est simple, alors Aa _est simple,

- Démonstratlon

Soit b un élément non nul de Aa . AbCAa entratne %2(a)c @(b) ;‘ A, d'ol
L (a) =2 (b) , et finalement

Aa=1%2(a8)=1%2(a) =12(v)=1%(ab) =4Ab .

R
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Cdrollaire 3.8.
Si A est cogénérateur X gauche, le socle droit de A est contenu dans le socle gau-

che de A.

- — . ——

Soit S(A)=}___ a A

i€l

pour tout i€l , Aai est simple, donc est corntenu dans S(AS) s on a donc
¥i, aiQS(AS).

et le socle gauche étant un idéal bilattre, on er. déduit que 3 (Ad) < S(Aﬁ) .

Lemme 3.9.

Soit Aa un idéal A gauche simple d'un anneau A , tel que Aa possede une enveloppe

injective contenue dans A , aA est simple et c'est le socle de Z 1 (a) .

~ Démonstration

———— v d——

Soit b un élément non nul de %2 1(a) ; 1(a)e 1(t) # 0 entratne 1(a) = 1(b),
et 1'application f de Ab dans Aa définie par £ (Ab) = a est un isomorphisme
puisque Aa CE(Aa) CA , f est la multiplication » droite par un élément Yo de A ;

onadonc f (b)=a= byo , ce qui prouve que & A C bA .

I1 en résulte que aA est simple, et que 21 (a) est une extension essentielle de
aA .

Corollaire 3.10.

Si A est un anneau cogénérateur et iriectif & gauche, 2(m) est un idéal & droite

simple pour tout idéal & gauche maximal m .

- Démonstration

A étant cogénérateur & gauche, il existe un élément a de A tel que A/m soit
isomorphe & Aa , c'est-a-dire tel que m = 1(a) . A étant injectif, le lemme 3.9. prouve

que aA est simple ; on a, d'aprég la proposition 3.6. ,
2(m) =2 1{(a) =2 1(ar) = aa .

Proposition 3.11; [11]

Le socle droit d*un anneau cogénérateur & gesuche est essentiel dans Ad .

!

vef s
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—~ Démonstration

Soit aA un idéal & droite non nul ; 1(a) est contenu dans un idéal & gauche ma-.

ximal m , et, A étant cogénérateur i gauche, A/m est isomorphe & un idéal & gauche sim-

ple Ab tel que Ab posséde une enveloppe injective contenue daus A,

i jectior onique de A sur A ;
Soit p 1la surjec 1on°fan niq /1(a) ; /m ’

~ p ~ 1, E(ab)cA .
A8 — A/l(a) R SN A/m———->Ab = E(ab)c

\P = ie P o pocx est la multiplication & droitc par un élément Yo de A ; on & donc
Lf(a) =Db = ay,

ce qui prouve que bA est contenu dans aA ; eu outre le lemme 3.9. prouve que bA est

simple.

Corollaire 3,12,

Le socle droit u-un anneau cogénérateur & gauche est le plus petit sous-module essen-

tiel de Ad .

~ Démonstration

Elle résulte trivialement de la proposition suivante, appliquée au cas ou M = Ad .

Proposition 3,13,

Pour tout A-module M , le socle de M est l'intersection des sous-modules essen-

tiels de M ,

- Démonstration

Tout sous-module essentiel de M contenant tout sous-module simple de M , le socle
de M est évidemment contenu dans l'intersection des esseritiels.

Réciproquement, soit Mo l'intersection des essentiels, et soit N un sous-module
de Mo . Prenons un complément K de N dans M ; N @K 4étant essentiel dans M , il

contient No , et on a alors 3

Y%

(NOK)AN) =N @ (KaN) ,
¢ce qui prouve que tout sous-module de No est facteur direct de No , donc que N est
o

semi-simple.

N



Théoreme 3,14.

Soit A un anneau cogénérateur et auto-injectif s gauche.
(1) Pour tout élément a de 4 , Aa est simple si et seulement si aA__est simple.
(i1) La correspondance Aa——paA &tablit une bijection entre 1'ensemtle des types de

A-modules & gauche simples et 1l'ensemble des types d'idéaux % droite simples,

- Démonstration

(i) Se déduit de la proposition 3.7. et du lemme 3.9,
(ii) A<3 étant cogénérateur & gauche, tout A-module & gauche simple est isomorphe

a un idéal.

Supposons que ha, et Aa2 soient des idéaux & gauche simples isomorphes, et soit

f un isomerphisme de Aa1 sur Aaz

Posons 8'2 = A a, = f (a1)

On a 1(81) =1 (8'2)

d'ol a,A = Al (a1A) =121 (81) =21 (6'2) =71 (a'zA) = a'2A
c'est-a-dire ah = A ah
g
Mais 8, 3 )«azA défini par g(az) = )az est un morphisme surjectif
ron nul, donc un isomorphisme, entre a2A et ) a2A ; 11 en résulte que a‘A est isomor-
phe é a2A .

Le méme raisonnement (utilisant cette fois 1'égalité 12(@) = & pour les idéaux

& gauche) prouve que si a1A et 32A sont simples isomorphes, Aa et Aaz sont isomor-

phes,

Corollaire 3.15.
Le socle gauche et le socle droit d'un anneau cogénérateur injectif A gauche cofnci-

dent,

Proposition 3.16.
Tout anneau commtatif cogénérateur est auto-injectif.

A étant cogénérateur, il contient C, : en outre C, est fiddle (corollaire 1.11),

donc Ann C, =0 . Mais C, = Ann (Ann co) (corollaire 3.4.) d'oh C, = A

vorfoen
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I1 en résulte que C0 est somme directe finie d'injectifs irndécomposatles, donc

est injectif,

~ Remarque ¢

Cette propriété n'est pas vraie en géréral lorsque A n'est pas commuta*if (contre
exemple dans [10] ).
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Proposition 4.1.

Soit A un anneau auto-injectif 3 puuche, de socle gauche

& S. essentiel dans Ay - 50oit J ¢ T tel que tous les
iel

(Sj)j ¢ g sSoient de tyses distincts; et que chaque (Si)i e 1
soit ;somvrvhe 3 l'un des (Sj)J e J
On vose F_= & E(S.) , idéal h rauclte de A .
° jeg -

Les assertions suivantes sont ulors équivalentes, nour ur

A - module |

1) F est fiddle.

2) FO est isomorphe 4 un sous-module de F

Démonstration :

o o aa . o =

Démontrons tout d'abord que Fo est fidele : 1l suffit pour
cela de prouver que, pour tout i de I , Si FO # 0 ; Or par hypo-
these Si est isomorphe a l'un des Sj ; 11 existe donc un mono-
morphisme (O — Si £, B(S,) , qui est en fait la multiplication
a4 droite par un élément y, de E(Sj) :

G(Si) =85y, # 0
donc Si FO £ 0 .

2 === 1 s'en déduit aussitdt.
1 :::) 2

F étant fidele, Sj F#0 oour tout j de J ; il existe donc

x.€ F tel que Sj xj # 0 . Soit alors E(Sj) —914 F défini »ar

Qj(a) =ax 6, # 0 et Sj simole impliquent que Xer Ojﬂ S, =0,
donc que 6. est un monomorphisme. On en déduit ‘ aleats
(puisque la famille des [Qj(Sjﬂ
monomorphisme de FO dans F .,

jed est indépendante) un

Remargue :

Le théoréme précédent reste valable si 1'on suppose seulement que

veil e
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le socle gauche de A est essentiel dans A , et que E(A) est
projectif.

En effet, en conservant les notations précédentes, on construit
une famille E(S.) d'enveloppes injectives des 3, contenues dans
E(A) ; les moduleg E(Sj) étant injectifs indécomposables et pro-
jectifs, on sait qu'ils sont isomorphes i des facteurs directs
A e. de l'anneau ; on démontre comme précédemment que lu fumille

J
R . ' v = @ ;
des (A °j)j ¢ g est indépendante, et 1'on vose F e A e s
idéal & gauche de A ,

La suite de la démonstration se renroduit sans chanr~ement.

Théoréme 4.7,

Soit A un anneau quelconque, et 30it CO la somme directe des
ehveloppes injectives des types de simples # gauche ; les assertions
suivantes sont équivalentes :

C) (i) A est cogénérateur i guuche

(ii) A/R est semi-simple

(@ (i) A est cogénérateur i gauche
(1i) dim (As) est finie

C@ (1) A est cogénérateur i gauche
(i1) I1 n'existe qu'un nombre fini de types de A-modules &

gauche simples,

@) (i) A est cogénérateur & gauche
(ii) C, est injectif

C) Co est un générateur

® (i) A est injectif
(ii) A?R est semi-simple

(iii) S(As) est essenttel dans As .

D (1) A; est injectif
(ii) A/R est semi-gimple.

Y
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(iii) S(AS) est essentiel dans A; .

@® Il y a identité entre A-modules & gauche générateurs et fideles.

(D I1 y a identité entre A-modules 4 gauche générataurs et co-

générateurs.

Démonstration :

———— - —— - ——

1 ou 2 ===) 3 trivial

4 trivial
==5 soit C_= & K(3,)
o) ie T i
C est facteur direct de A , donc card T < oo ; soit n = card I .

I1 existe alors n types de A -modules 4 vauche simnles ; les

E(S. ) \ étant simples ([2] , proposition 2.2) et ¢ x 2
t/RE(S,)

1i=1...n
non isomorphes (d'aprés (2} , tndoréeme 1.9), tout A - module &
gauche simple est isomorphe & 1l'un des E(Si) , donc & un
RE(S,)
quotient de CO .
C, étant projectif, la proposition 1.16 prouve que Cd est

un générateur de iMod As .
5 ::::) 6

A est facteur direct d'un COn (corollaire 1.5), donc est
somme directe finie d'injectifs indécomposables R(Si) , 1=t ... n
Les 3 propriétés de () s'en déduisent aussitt.

6 == 8

n n

Soit A = ;?1 E(Si) = ;?1 Ae;, ; A est 4 la fois semi-parfait
injectif, et de socle gauche essentiel dans As . Les idéaux Go
et Fo , construits resvectivement en [{] pronosition 4.5 et a
la pronosition 4.5 sont alors égaux, ce qui »nrouve qu'il y a iden-
tités entre génératuers et fideles, qui sont, & un isomor-hisme
nres, les modules contenant G0 3 (:) est donc prouvé.

p
Notons G ) =F, = @ A e, , pg n; A/R étant semi-simple,

i=1
00./0-’»



tout A - module A& gauche simple est isomorphe & 1l'un des

& ei/Re.) ' |

et il y a ainsi p ‘types de simples 4 pauche,
) sont des idézux & gauche simples .2 & & non

isomorphes.

Tout A - module & gauche simple est donc isomornhe & 1l'un des

Si’ ce qui »rouve que CO = GO = Fo .

6 === 9

6 ==:> 1

6 ===) 2 sont alors évidents

8 ==35 est trivial

g :::) 8
. L'anneau A est cogénérateur de Mod A_ 5 1l résulte du théoreme
2.1 gque tout fidéle est cogénérateur donc, d'apres (g) , est géné-
rateur.

On sait que A est cogénérateur & gauche, pulsque 6 ==331 ,

donc que S(Ad) est essentiel duns A (proposition 2.14) ; comme
S(Ad) est contenu dans S(AS) (corollaire 2,11) le socle gauche
est bien un idéal a droite sssentiel.

7 ==y 1

L'anneau A est semi-parfait d'aprés [2] proposition 4.2 , et
il contient tous les tyves de modules simples & gauche d'apres [2)
théoreme 5.1 ; A étant injectif, A est cogénérateur i gauche, et
A/R est semi-simple vuisque A est semi-parfait.

Définition.

Un anneau vérifiant les conditions précédentes est aovelé presque

frobeniusien & gauche ; la question de savoir si tout anneau presque
frobenuisien & gauche (noté P.F. A gauche) est également P.F. &
droite est ouverte.

Proposition 4.3.

Un anneau ¢ogépérateur i gauche et posthérien & droite gu & gauche
. tns.n[noo



est Q.F.

-Démonstration

e ————— . o — o — >

p: 3 » . A'g-r o
- Si A est noethérien & ;auche, A est P.F. 3 Fauche d'anr:s

la condition (2) du théorime précédent, donc c'est un anneau noe-
thérien et injectif & gauche, ce qui implique ([4]) qu'il est Q.F.
- Si A est noethérien i droite il est artinien & gauchLe 4d'apres
- ; ? [ I ]
le corollaire donc noethérien 4 guuche, el on est ramené au cas

précédent.

Proposition %.4.

Soit A un anneau P.i¥. & gauche.

3]
*

(i) S(AS) = S(Ad) , et cet ideal eut essentiel dnns Ag

dans Ad , noté I .

(ii) Tout idéal i droite ou & gauche gimple est isomorpne i un

(iii) R = v (R) = ¢r(R) =L (I = r(S).
(iv) f = L(R) = r(R)
(v) R = j(AS) = j(Ad) (idéaux singuliers A4 gauche e%t XA droite

de A ).

Démonstration :

o —— —— - v A " — —

, , 305
(i) L'égalité des socles résulte du corollaire et 1'essentialité
résulte du théoréme 4.2 et de la pronosition 3.11 .

(ii) Résulte du théoreme 3.14 et de la définition d'un cogéné-

rateur.

(iii) La propositdion 5.8 de [2] prouve que R = r 4 (R) =;fr(R) .

En outre, A contenant tous les types de simples i droite et &

gauche, R =4 (£) = r(d ).

(iv) A(r) =24 r(d) =7 d'apres le corollaire 3.4 ;3 étant de

plus un idéal & droite de type fini (preposisien £.6), on a

r(R) =rd () =7.
(v) R = j(As) puisque A  est injectif (L 1) ; soit d'autre part
ceeloes



a un élément de R ; r(R) -4 ¢ r(a) implique que r{a) est eusen-
tiel dans A; , donc que a appartient a j(Ad) . Réciproqugment,
j(Ad) ne contenant aucun idempotent non nul, le corollaire 7. de

[2] prouve que j(Ad) est contenu dans R .

Provosition éuS.

Soit e un idemnotent d'un annean P.IF. a4 gauche ; les conditions

suivantes sont équivalentes :
(D Ae est co-irréductible.
(D e est primitif.

Cﬂ eA ecst co-irréductible.

-Démonstration

1 {===>2 puisque A_ est injectif

3 ===)2 est toujours vraie

2 ===) 3
e étant primitif et A semi-parfuit, il existe ges idempotents
primitifs orthogonaux (e,, ..., en) tels que | _ e, = 1 et que
e, = ¢ (on obtient ces e, en décomposant A(1i31e) en somme

directe de locaux). On & alors
n

n
(eA):&)AeicReEB (& Ae.) = ML
i=2 i=2 1
T, étant maximal, r(m) est simple. d'aprés le corollaire 3.10 .
Or r(m) = r(Re)) eA = r(R)\ eA = I\ et =e T *
*J étant essentiel dans Ad ’ e'f est essentiel dans eA , donc
eA est extension essentielle d'un simple.

Corollaire 4,6.

Un anneau P.F. & gauche est de dimension finie & droite et a

gauche et ces dimensions sont égales.

~Démonstration.
n

I1 Ssuffit de décomposer A en A= & A e
i=1

=

s

: & A locaux,

ooc/oqo



et d'appliquer la nronosition précédente,

Pronosition 4.6,

Soit A un anneau P.F.  gfaucle ; vour tout idéal '\ droite D ,
re,(D) est essentiel dans un facteur direct eA ; en outlre, si D
est contenu dans un facteur direct fA , on peut choisir e dang

fa .

-Démonstration.

On fait la démonstration dans le cus ou D¢ fA (il suffit ‘e

prendre f = 1 dans le premier cus).
A (1-r) =4 (f a) ¢ L(D) , donc rt(D)c r(Af) = A
A (1=-t) est facteur direct de Ut (D) : soit
b)) =a (1 -0)& [
A étant semi-parfait, on peut 1écomposer C en
H
C-= Ag @ H , avec 4 C_R .

A(1 - £)D Ag est injectif donc est facteur direct de A : soit

A - £)® Ag = A(1 - e)

On a alors X'(D) =A (1 —e)® W
d'ol rng(D) =eANr (k)
avec X = r(R) C r(l)

/X étant essentiel dans Ay o rf,(h) est essentiel dans eA ; en
outre

A(1 - £)c A(1 - @) implique eA C fA, c'est-a dire que e
appartient &4 fA .

Cette démonstration reste valable dans le cas olu A est semi-
parfait de socle droit essentiel & gauche, en remarquant que dans ce

cas, d'aprés le théortme 5.5 de Eﬂ » A(1 - £)p Ag est encore
facteur direct de A . -

Y



G-55-

Corollaire 4.8,

Soit A un anneau P.F. & gauche de socle if ; les iddaux &
gauche (respectivement 4 droite) gimples de A sont tous les
idéaux e (respectivement e-J ) , ob e est un idempotent

primitif de A .

~Démorn. .ravion.

A gauche : Soit S un idéal & gauche simple § BE(3) = Ae , ol e
est primitif, et 5 = Ae f\if ='~4’e ; réciproquement, si e est
primitif, e = Ae (\:f est simple, puisque Ae est co-irréduc=-
tible de socle essentiel.

.Méme démonstration & droite, puisque tout idéal X droite simnle
a A est égal A r 4 (aA) (proposition 3.6) donc est essentiel dans
un eA d'aoreés la oronosition 4.6.

Théoreme 3.9,
~ Tout anneau gogénérateur A droite et injectif i ;auciie est P.F.
4 droite et & gauche.

-Démonstration.

- - am o »

Démontrons que A/R est semi-simple ; A contenant par hypothése
les enveloppes injectives de tous les types de simples & droite, ii,
suffit, d'aprds le théoréme 2.7 de [{] , de démontrer que tout idéal
4 droite simple aA possédant une enveloppe injective contenue
dans A posséde une couverture projective, o

Pour un tel a4 , 1'idéal Aa est simple d'aprés la proposition
3.7 3 soit Ae wune enveloppe injective de Aa , Ae est local
E[?] lemme 2.3), donc A e est simple ; & A 1'est aussi puisque
A est semi-premier, et Aa C Ae implique r(e)C r a j On peut
donc définir un morphisme non nul p de eA dans aA en posant

é (ed) =aA.

eA étant ;ocal,_ Ker p C® R, donc est superflu dans eA , ce qui
prouve que

eA Py af ey 0
aco/ooo
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est‘une couverture projective de ald .

Théoreme 3.10,

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A :

() (i) A est cogénérateur & gaucre
(ii) A est un S _— anneau & droite.

@ A est P.F. A gauche.

~-Démonstration

e e S i v o i

2 ===1 a déja été fait (proposition 3.4)

! === 2 Démontrons que A/R est semi-simple ; il suffi* pour
cela ([2] théortme 2.7) de prouver gue tout A - module & droite
simple posséde une couverture projective ; soit donc § un gimple
a droite, qui est isomorphe par hypothése & un idéal aA ; la pro-
position 2.10 pour que Aa est simple ; en outre Aa est isomorphe
dun Ab qui pésséde une enveloppe injecfive contenue dans A .
Soit f wun isomorphisme de Aa sur Ab , et soit ¢ = f(a) ; on

a Abv= Ac
et Aa ——3 Ac C_y E(Ac)C A

prouve 1'existence d'un ,yo dans A tel que f(a) =c¢ = ay, -

On a donc CAC aA , ce qui implique 1'égalité puisque =z2A est
simple et ¢ non:nul,
Soit alors E(Ac) = Ae .

Ac ¢ Ae imolique r(e)c r(e) , et on en déduit comme au théoreéme
précédent que eA est une couverture projective de cA = aA

Corollaire 4.11.

Un anneau cogénérateur a droite et & gauche est P.F. & droite
et & gauche (ce qui généralise au cas non commutatif la prososition 3-46).

Corollaire 4.12.

Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un anneau A
@D A est P.F. 3 gauche

@ (i) E(A) est sans torsion
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(ii) A est un S - anneasu i droite et I gauche.

~Démonstration.
1 ===>2 Résulte du corollaire des propositions 3.2 8% 3.4,
2 ===y1 E(A) est copénérateur & gauche ; le théortme 4.10

permet de conclure.

Théoreme 4.13.

Un anneau A est P.F. % pauche si et seulement s'il est coréné-

rateur et injectif & gauche.

-Démonstration.

' D(ﬂ théoreme 1,

Théoréme 4.14.

Les assertions suivantes sont équivuzlentes pour un anneau A ..

(] Tout quotient et tout sous-module d'un module réflexi?f est
réfléxif.

(:) Tout A -module & droite de type fini et tout A - module &
gauche de type fini est réflexif.

(ED Tout A - module & gauche monogine et tout A -module X droite

monogene -est réflexif.

4) A est P.F, & pauche et & droite.

~Démonstration

1 ===2 Car As et Ad sont réfléxifs

2 === 3 Trivial
3 ===>4
- A est auto injectif & droite:
Soit Ol un idéal & gauche de A ; la suilte © ~p G wdy i#_A/oc~-4
s i
est exacte, donc il mn est de méme paum ' '

’ i *:
0 — (a/00)" - px = Ay —&5 oty

woslons
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en outre on sait que (A/OL)* est isomorphe % 2(0L).

Soit C=Ad/2(00) , qui est réflexif par hypothése.

On a le diagramme commutatif
T RR

NP
. %
O ———3 C¥ —— A¥¥ —3 (Ahy )** —==3 0

/|\ A
fled ]\ﬁ i 4

[

0 — v - ) A g = AL —3 0

P et X sont des isomornhismes, donc j** est surjectif ; on sait
qu'il existe alors un isomorviisme X de {Or sur C* rendant le

diagramme commutatif.

OL* est ainsi isomor-he a C**, donc & 'C, et le mornlisme cano-
nique de Hom(AS, AS}huHom(Oi, AS) "est surjectif, ce qui srouve
(condition de Baer) que A, est injectif.

» Une démonstration analogue prouve que Ad. est iﬁjectif.
s A contient tous les types de simples & droite et i gauche .

Pour tout idéal & gauche non nul Ou , 2(0t) est isomorphe 34 OC*,
donc est non nul puisqu'il en est de méme pour o** ; on démontre de
méme que 1(D)#0 pour tout iddal % droite D#0 .

La proposition 2-2 permet de conclure.

4 :::) 1
Soit M wun A-module & gauche réflexif, et N un sous-module de M.

Ay et Ay étant injectifs, la suite

0 —) N** =0 M¥* 3 (M/N)** —) 0 est exacte ; N et M/N dtant
sansg torsion.puisque AS est cogénérateur (corollaire de la provosition
2.4), on a le diagramme commutatif suivant

.00,/.’
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On vérifie facilement que SM/N est surjectif, donc qu'il en est de

méme pour SN . Méme démonstration & droite.
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§5 - ANNEAUX SEMI-FROBENIUSIENS A GAUCHE

Théoréme 5.1.1-

Soit A un anneau parfait & droite ; les propriétés suivantes sont

€quivalentes.

A est cogénérateur 3 gauche.

A est auto-injectif & gauche.

Tout A-module & gauche injectif indécomposable est projectif.

Tout ﬁ—module a8 gauche projectif irdécomposable est injectif.

© e 0006

A est presque frobeniusien a8 gauche.

Un tel anneau sera dit semi-frobénigsien 3 gauche (noté S.f. 3 gauche),

~-Démonstration.

- ——— - - - - -

‘Remarquons tout d'abord gue, A étant parfait & droite, tout A-module
& gauche non nul contient un simple ; en particulier le socle gauche de A
est essentid dans AS‘ En outre, A/R  est semi-simple.

1 ou 2 =3 5 se déduit alors immédiatement du théoreme 4.2.
5 == 1 et 5 == 2 est trivial
1 == 3

Tout injectif indécomposable est enveloppe injective d'un simple, done

isomorphe & un facteur direct de A.

C3 = 1
Soit S5 un s;mple 3 E(S) est injectif indécomposable et projectif,
donc (prop.2.2. de [2 ]) monogene ; la suite A — E(S) —> 0 est
) v

alors scindée, et E£(S est isomorphe & un facteur direct de A.

Tout projectif lnﬂfcomposable étant isomorphe a un facteur direct (local)
de A (Théoreme 2. Tiz %)t A étant auto-injectif, la propriété est bien

vérifiée.
== 2
A est semi-parfait, donc somme directe finie de projectifs indécompo-

sable ; ceci entrafne que A; est injectif. y
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Théoreme 5.2.

si A est G6.F. & gauche, tout A-module 3 gauche injectit de type find

est projectf.

Ce théoréme va résulter de deux lemmes:

Lemme 5.3. ([1])

Soit F  un A-module injectif et P un A-module projectif ; tout

épimorphisme p de F sur une enveloppe injective de P

p .
F —~——> E(P) — O
est scindé.

~Démonstratisn.
(F), et soit T la restriction-de p & { ;

la suite U —1L~ﬁ P =~ 0 est exacte, donc scindée ; soit g une

Soit Q=p~

section de T, et soit K=Ker T et P'=Im g ; la restriction de p
4 P' est un isomorphisme de P' sur P ; en outre K=Ker p.

‘ . . =1
P étant esseentiel dans E(P), on vérifie facilement gque uU=p (P)

est essentiel dars F:p-1(E(P)) ; on a donc F=E(K) & E(PY).

Ker pMP'=0 implique que la restriction de p & E(P') est injective,

ce qui entraine que p(E(P!'))=E(P).

Sait maintenant x un élément de E(K) ; il existe y dans E(P!')
tel que pix)=p(y),:c'est-a-dire tel que x-y appartienne & KCE(K).
I1 en résulte que y appartient & E(K)ONE(P)=0, donc que p(x)=0, ce
qui implique que E(K)=K est un facteur direct de Q.

Si on note h 1l'inverse dé l'isomorphisme p/E(P'})on en déduit que
F=Ker p & Im h.

Proposition 5.4.

Si A est S5.fF. & gauche, toute suite exacte F Y E 3 0

hY

ol E et F sont des A-modules & gauche injectifs est scindée.

~Démonstration.

Le 'socle @ Si de E est essentiel dans E, et P= @ E(Si) est
iel iel

el en
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projectif d'aprés le théoréme 5.1. ; puisque E(P)=E, 1la suite exacte
F—) E —3) 0 est scindée d'apres le lemme 5.2.

Corollaire 5.5. .

Tout module 3 gauche de dimension injective finie sur un anrneau

S5.F, & gauche est injectif.

Démonstration du théoréme 5.2.
n
Soit E= A X un module injectif, et soit P wune couverture

i=1

projective de E ; on vérifie facilement que P est de type fini, donc.

somme directe finie de projectifs indécomposables ; le théaéme 5.1 prouve

que P est injectif, donc (proposition 5.4) , la suite P > E » O
est scindée, ce qui prouve gque E est projectif.

Remargue.

La condition duale "tout projectif de type fini" est équivalente a

I'auto-injectivité de AS'

Proposition 5.6.

Les conditions suivantes sont égquivalentes pour un anneau A

@ A est 5.F. 3 gauche

C) (i} A est'cogénérateur 3 gauche

(ii) Les R(a), a€ A, vérifient la condition de chaine ascendane

te.

~Démonstration.

- o S oh b s s e oy

(i) est évident

(ii) A étant parfait a droite, les idéaux & gauche monogéney S vé-
rifient la condition de chafne gescendante, .
Soit alors une suite croissante d'annulateurs

2(81') C Z(az) C e v o C., Z(an) C o0 e

eoddoun



é3~— €3 b

On a IZ(an)le(Aan)=Aan d'aprés le corollaire 3.4. ; il en résulte qu'il

existe un entier n - pour lequel on a Aan=Aan+1= seey Ce qui implique

que la suite dont on est parti est stationnaire.

2 ==> 1 .
I1 suffit, d'aprés le théoréme 5.1., de prouver que A est parfait 2
droite, ce gqui se démontre exactement comme ci-dessus.

-Remarque.

On peut remplacer la condition (:) {ii)}

précédente par la condition
de chafne ascendante sur les 2{(0C),

i

ol OU décrit l'ensemble des. idéaux
a8 gauche de type fini de A,

‘Proposition 5.7.

Les assertions suivartes sont équivalentes pour un anneau A.

(@) (i): A est cogénérateur 3 gauche

(ii) Les 1(x), X C A,
ascendante.

vérifient la condition de chafne

GD (i) A est cocdénérateur & gauche.

(i1) Ltes 2(X), X C A,

ascendsrte.

a———

vérifient la condition de chalne

~-Démong tration.

—— - - —— — -~

1 =:) 2 et 1 == 3 gont &civiaux.

A étant coyériérateur, tout idéul 3 gauche OU est un annulateur A

gauche (Ol= {QX), avee X=2(OV)) ; A
la proposition 4.3

3 ) 1

La conditoo

est donc noethérien é‘gauche, et
permet de conclure.

ue Litaine dascengante sur les 2(X)
la cordition de chaine descendante sur les .1(X)
que précédemmenrt, A .

est équivalente A
- pour les mémes raisons

est artinien & gauwhe, donc. Q-F,

- *‘le,& e o
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Proposition 5.8.

Les propriétés suiva ntes sont. égquivalentes pour un anneau A, de socle

gauche

(ii) dim (A/d ), < 07

~Démonstration.

- - - ——— - - - oo

(i) est trivial

(ii) A étant Q.F.

1)

"A/f  est contenu dans Al ; mais puisque A/F  est monogéns, on peut

supposer que 1 est fini,

dim A_ finie entraine dim, A" finie, et dopc il en est de méme pour A/SF .

2 ==y 1
E(A/F )  est un module injectif de dimension finie, donc est somme
directe finie d'injectifs indécomposables (E.) s A dtant  o.F.
Tizt..n ‘
a4 gauche, les . Eiv sont projectifs (Théoréme 5.1.), donc E{(A/d ) est
projectif, donc contenu dans un A(I) $ il existe alors un entier p tel
que A/4  soit contenu dans AP
Soit T = (a1,..., ap)
_ n
4 =1(1)=1(§ a, A)
i=1
n n
Z(j )=21(§ a, A)= E a; A puisque AS est injectif.
i=1 i=1

~'Mais on sait (proposition 4.4.) que R=2(4 ), et R est donc de type
fini & droite. La proposition résulte alors de la proposition 5.9, et du

fait que tout anneau injectif 3 gauche, artinien 3 droite est Q.F. ([ﬁ]).

e/
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Proposition 5.9.

Spit A un anneau parfait 3 droite ou 3 gauche ; les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

D A est artinien 3 gsuche.

@ R est de type fini & gauche.

-Démanstration’ D[ﬂ lemme 11.

Théorgdme 5.10.

Si A est S.F. 3 gauche, il y e identité entre modules projectifs

et modules compldtement décompos&blgg (i.e. sommes directes d'ivjectifs

indécomposables).

~Démonstration.

Que tout projectif soit complotement décomposable résulte de Eﬂ‘

proposition 4.2 ; la réciproque résulte du tnédoréme 5.1,

Corollaire 5.1%11.

°

" Si A est . STF. 3_gauche, tout facteur direct d'un module complétement

décomposable est complétement décomposable.

On a ainsi un exemple d'anreau pour lequel le probledme de Matlis (Eﬂ )

est résolu par l'affirmative.
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SEMINATRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE.

Exposé no T

o ® em © cm
°

Tundi 5 danvier 1970

Théories de torsion par B, LEMONNIER.,

S 1. On appelle théorie de torsion dans la caiégorie des A=modules un
couple (’r/ T) de dewx classes de A-modules qui satisfait a 1l'un des systeémes
d'hypothdses I, II ou IIT (voir [2]) de 1la

Proposition 1 sont équivalents.:

’1)fﬂf={o} 2) 0 > M >Fe‘xacteetF€f=>M"€9/

I £ 3) 7/3 T ==} ]] ==} 0 exacCte > M€ ’j/ 4) Pour tout A~module N il

existe un sous-module(f(M) tel que {(M) € '{T et M/’r(M) € g/:,

-5 ) T et f sont stables par isomorphismes et Hom (T, F) = 0, T € 7:

reF. wtoa),

II

111 %‘t ﬁ)f sont deux classes complétes pour la relation d'orthogonalité Hom (T,F} = Q,

Démonstration,

I == II ; la stabilité par isomorphisme provient de 2) pour ffet
de 3) ‘pour 7/ Sih D ——>F, n(r) ¢ Tpar 3), ¢ f?par 2) donc h = Q par 1).
IL=> 1T 0 =—> T (1) ==ms U ——> 1/ T (1) ——> 0 étant la suite

exacte définie par 4) ; si Hom (MQF,) =0 ‘V’F‘E f, M mee> M/'//(M) est nul donc



N ef sifgom (7, M) =0 1reT, ‘j/(M) > I est nul donc 7/(14) —oet Me F.
ITT => T ; 1) est évident. 2) O oo ] memmemen > J € ?‘/exacte et Hom

(1, ) = OVT m===> Hom (T, M) = OVT et M €fpar Mcomplétude", 3) preuve ahalogue,

Pour vérifier 4) remarquer d'abord que si T, € ‘7/, 1tisomorphisme Hom. (@ T l*)zﬂ Hom

(Tﬂ. 9 F) montre que Hom (@ Tig F) =0 3Test stable par passage aux sommes directes ;

ensuite fest stable par extension : si 0 > T1 > M > T2 ~—% (O est exacte
ou T1 et T2 €Talors M,e‘Ten effet 0 ——> Hom (TZ’ F) =% HoOm (M, F) —— > HOM (T1, F)
est exacte, Hom (T,|9 F) = 0, Hom (Tz,, F) = ( donc Hom (M, F)=0et M 7—

Soit M, A-module ; .soit {Ml} L'ensemble de tous les sous-mocdules de M

qui € T(il y a au moins 0), soit f(M) =7 Mig L'épimorphismef§ @ Mi o 2Dy Mi

= 7(11) montre (3) que T (1) ¢ j/ De plus si h ¢ Hom (T, M/7(M)), Imh = 'M(/T(M)

ou f(M) c MO < M ; Imh € ‘j’donc (entension) MO € Tet, par construction def(M),

u, = 7’(1\/[) et b = 0, Ainsi W/ 7'<M) € ?

Conséquence de IIT : fabrication des théories de torsion,

Pour %jolasse de A-modules, posons i%: {M] Hom (M, C‘) = OVC € ? }
L\t L
et symétriquement 3@1 . Les deux couples‘i’éi( %) et J"(@i), é“”sont'des théories
de torsion parcequ'ils vérifient III,
Fxemple : prendre A = Z, y-—- {Z/pzlp premier} alors on voit gue
L L . o
&O est la clagse des groupes (abellens) divisibles,
jQL est la classe des .groupes sans torsion,
(%j@i)i est la classes des groupes réduits (sans sous-groupes divisibles)

L fi) est la classe des groupes de torsion,



Proposition 2 Si (jr:SF3 est une théorie de torsion,

a) jrfest stable par quotient, extension et somme directg}
b) Sﬁ/est stable par < , extension et produit,

On appellera classe de torsion (resp. classe libre) une classe vérifiant a)

(resp. b)).

Démonstration :

a) a été prouvé dans III == I de P1.

b) 0 > F, > M > P, > 0 exacte ==> 0 ——> Hom (T, F1) ——> Hom (T,
M) e FOMM (T, F2) exacte donc Hom (T, M) = 0 et M{€:7T} Hom (T, I Fi)': I

Hom (T, Fi) = 0 donc.jt;st stuble par 0,

Remarque :

"stable par < " signifie 2) de I.

Proposition 2!

a) si 7rést une classe de torsion il existe une et une seule classe Szzelle que

(77577 s0it théorie de torsion etsri=ﬁ7<%

b) si Eraest une classe libre, il existe une classe unigue Jr%elle que (7Tt;f)

soit théorie de torsion et 7:"‘ ? .

Démonstration :

a) si:;réxiste, nécessalrement d'apres III £ = :741 . On vérifie que (:7: :741‘)
est théorie de torsion au moyen de II, pour 4) la preuve a été donnde dans ITI ==> I.
b) nécessairement T = +F, (JfFT:F’) vérifie II ; seul 4) n'est pas évident,

Etant donné M, soit {Mi} 1'ensemble de tous les sous-modules M, de M tels que



M/Mi € ? ; My = f\w& ; M/MO est plongeable dans HI\‘I/MI donc M/MO € :? . Montrons

> M/Kerh

if :
que,Mo € s b MO e B ez MO/Kerh €:;Z/;a1s O me—> MO/Kerh
> M/MO > 0 montre (extension) que MfKerh € G;raonc (construction de MO)

Kerh = MO et h = 0,
On a aussi démontré la

Proposition 2"

ZTJ(M) est le plus petit des sous-modules N' de M tels que M/M' € i; H
ify (M) est le plus grand des sous-modules M" de M tels que M" e':T~ . Notamment

ty' (A) est un idéal bilatére,

§ 2 Théories de torsion héréditaires,

Ainsi nommées quand :T‘est stable par < ,

Remarque :
Il y a identité entre les sous-catégories localisante de mod A et les classes de

torsion 7 éréditaires,

Proposition 3

Pour une théorie de torsion (jrsr) sont équivalentes (voir [4]) :
a) i7’est héréditaire ;
b)g;/ est stable par E(°) (passage & une enveloppe injective) ;

c) il existe deux modules Xgr Yoo Ty injectif, tels que:7/= J‘{YO} et $z: {XO}fL .

0

Démonstration

a) ==> b) Pour F ¢ F soit h ¢ Hom (7, B(F)) ; Imh ¢ 7 par 3) donc Imh P ¢ ’J’nf



par a) et par 2). Ainsi Imh = O,

b) .-:-__-e>\a) 81 Q memme)d M > T € ’Test exacte, Hom (T, E (F)): 0 ==

Hom (1, E (F)) = 0 ==> Hom (M, F) = 0 ==> M ¢ /.

(a,b) ==> c) soit {Xa}'l“ensemble des modules cycliques appartenant & 7(1}11
. 1 .

par classe d"osomorphlsme) alors XO =@ ch € f_—=> :}—’uc_: {XO} . S1 M { .7:

Hom (T, M) # 0 ==> 4 « tel que Hom (Xoc’ M) £0 et Mg {Xo}"' .. Ainsi

»7/={X

4
o
Soit {XB} 1l'ensemble des modules cycliques appartenant & -7" (un. par
classe d'isomorphisme), E (I XB) =Y, € ?/par b). donc Tg +{YO}° simg 7,
Hom (M, F) # 0 (] F ¢ F) donc il existe Mo oM tel que Hom (MO,_ XB> # 0 pour
un certain g donc Hom (MO,.YO) 74 0 et (YO est injectif) Hom (M‘, Yo) ;é 0 ainsi
4
mweg Tyl
Ainsi toute sous-catégorie localisante “de mod A a pour objets les

modules d'une olasse‘l{YO} ol YO est injectif,

Cc ===> a est immédiat,

N

§ 3 (lasses & la fois libres et de torsion,

Etant donné une classe @on notera @ ( ?) l'ensemble des idéaux &

gauche L de A tels que A/L € @

Remarque 1
si @est une classe de torsion hére'di:t'aire alors N €%<.=—_——_> 0:m€D ( @)

¥m € M,



Remargue 2

Si I est un idéal & gauche idempotent alors 0,7 I = {I} 4
mod A

Proposition 4

Pour une classe de torsimagbhéréditaire s'équivalent :

a)(fest stable par I,

b) & ( @) est un filtre avec plus petit élément)

¢) il existe I idéal & gauche idempotent tel que?: {I}'\')

d) il existe I idéal & gauche idempotent tel que ?: 0 ,/ I.

a) s b) ?est une classe libre donc (106/,@) est une théorie de torsion,

{Li AL 6?} admet (P. 2") un plus petit élément I = (i?) (4), Enfin L D T ==>

N Y -é ~—> () exacte donc é € ?et L€ (@g Ainsi & (@) est l'ensemble des

L L

idéaux & geauche qui contiennent I,

b ==> (d = ¢) Soit I = min (& (@)JO,D'apr\es R, 1 M e?<m> IM = O donc

I/I2 € ?, mais O —e—> I/IZ e A/I2 > A/I > (O étant exacte c'est que

A/I2 € @donc I° = T,

d) =D a) est immédiat,

§ 3 Théorie de torsion de goldie,

Soit 5 la classe des A-modules M & sous-module singulier J(M) nul ;
\7 est stable par passage aux sous-modules, aux produits directs, aux enveloppes

injectives et par extension, Izd.éfinit donc une théorie de torsion E;, 9,-/)’ ol

A

I



gﬁ = J‘?jqui sera héréditaireeg = {MI J(m) < M}, en effet
sig(m) <leth: Mo FeF ===>h s Wy(y) —> F=>h=0=>h-= %]
si J(u) £ M, i1 existe K tel que J(M) @K S M, K € F, 1'identité K—> K, se pro-

longe en un homomorphisme non nul M —=> E(X) or E(K) ¢ F, donc M ¢-+ ?/

Remarquer que; est aussi la plus petite des classes de. torsion qui
contiennent les quotients M/N ou N essentiel dans M. P.2" montre que y(M) est

1'extension essentielle maximale de J(M) dans M,

= _ A L J A °
Lemme 1 @(;) (Lo 4l L+ () <
Pour 2 , on a la suite exacte dont les termes extr@mes appartiennent i g :

5t > 0, donc L €@ (/) :
L+ J(4a)

J(a) Lo+ g{a)
L J(a) L

>

[ =%

Pour < , si L + J(4) £ i1 existe K idéal 3 gauche non nul tel que xN (L + J(A)] =0 ;

K est plongeable dans mmé-m--w lui méme image homomorphe: de %,' puisque K €. 9/

. L+ J(A-)
on conclut é € g o
iR

Lemme 2 Tout idéal & gauche simple U appartenant i ?est contenu dans tout

eget‘Un L =0 mais

I Cas ou Q est stable par produilt (c'est—é—dire classe libre),

o=

Sinon on aurait pour un certain L

=

P o~ et o A contredisant U € g;/
L L

Proposition 5 sont équivalentes (voir [6])

1) g est stable par passage aux produits directs ;

2) @ (g ) & un plus petit &lément ;



) A >é? (A) @ s ot 8 est semi-simple comme idéal & gauchej

4) T ¢ Cz/;::> le socle de F est non nu};
5) tout idéal & gauche I, appartenant élgr/a un socle non nul,

1 =2 (P 4)

2 m==> 33 ( ' ) admet un plus petit ¢lément : 6L \) (4) 3 J(a) + CléZ) (A) ¢ &
dtapres L. 1 3 gz (a) @ C$ ) (a) < & puisquiéz etléz sont héréditaires (remarquer
quigz est stable par passage aux enveloppes injectives et appliquer P, 3). Infin

I < (““’g) (4) implique I € @ gﬁ) (ig 1) done 1= () (&), rinsi s = (Ld@) (&)
est un idéal bilatdre, semi simple comme idéal & gauche,

3 ===> 4 F ef}"r—w Z(A) F = o‘m> S.F # 0 ==> socle de F £ 0

4 mm=> 5 omm=> 2 Soit T =fl1 ot L déerit @ (/). si 7(a) + T £ & == } K tel que
kff [3(a) + 1] = 0= X e\?—/aw] U simgle < K par l'hypothese 5).

Done (L, 2) UC I, contradiction qui montre que I € & iﬁz ).

Remarque @
Dans %) S est unique ; S est aussi bilateére,
Tl est immédiat qu'on a toujours .éz e 5;1 Pour avoir l'égalité, il
("P’ - “
faut que ;% solt stable par passage aux guotients, la proposition 6 montre entre

autre que c'est suffisant,

I1 Cas ou jz’est stable par passage aux quotients (c'est—é—dire classe de torsion)

Proposition 6 Pour un anneau A unitaire, sont équivalentes (voir [6] pour 4) = 5))




1) Qzlest stable par quotient ;
2) 7 e F = F est semi-simple ;
5) F ¢ F ===> F est injectif ;
4) A =éz (A)Qg S, produit direct des anneauxCQ?(A) et 5, S anneau semi~simple ;
5) a) éZ est stable par produit,
b)le plus petit é1ément de @ 252) est de type fini

¢) A ne contient pas d'idéaux & gauche QE;J et nilpotents,

1) =—> 4) Par 1)E;Tfest une classe de torsion,?El<A) etag (A) sont deux idéaux
bilateéres, leur intersection est nulle puisqueszzet é?sont héréditaires, SZZA)

est le plus grand idéal & gauche gqui appartienne a 67/, un compl ément de(??(A)

appartenant & iyr;n en conclut i?T(A)(Q (A) < A ; enfin A € 9t’comme
()@ -(4)

image homomorphe de —“%jj et ¢ par essentialité de 6zkA)(9 ‘(A) dans A.

Donc A =C;/(A)GEC}? (a) ;<FTkA) est semi-simple puisque dépourvu (par 1)) de sous

module essentiel,

4) == 3) FE?JFCM:%(A) M@ SM orj(A) F=0donc F=SF ainsi P SM : F

est facteur direct dans Sil (qui est semimsimple) donc dans M, .

%) ==m=> 2) Tout sous-module de F appartient 57 donc est Tacteur direct comme injectif,

_2) > 1) est évident,

4) ==> 5) D'aprés L. 1 S € & §'§ ; D'aprés L., 2 L € ® (g@ ===> S C L. Donc

S est le plus petit élément du filtre & iﬁ?), ce qui montre a) b), Si I ¢ 52/,

I idéal a gauche, T = AT = SI € S done 12 % 0 puisque S est anneau semi-sSimple,

dtol c).



10

5) m===)> 4) Par a) et P. 5, A >,f(A) @ s ot 8 est semi-simple ; b) équivaut &

dire que A/ (n) est de dimension & gauche finie ;
¢) éguivaut & dire que A/)(a) oSt un anneau semi
premier, La relation d'essentialité passe au quotient puisque<§?(A) est un com-

N

plément dans AA’ donc Aé?(A) est un anneauw semi-premier & socle 'gauche essentiel.

et de dimension finie, il est donc semi-simple : si II 3 A ——=> A/’(A) on a

1(s) = —=— donc §(A) @S = A.
(4)

II{ Cas ou la classe des injectifs qui appartiennent Y ; eat stable par passage

aux sommes directes.

Lemme

Soient I un idéal bilatdre de A, B = A/T et X un A-module tel que I.X = O,
lor
Alors 1) 3(x) g 3(x)

2) si AX est injectif, alors BX l'est aussi,

Soit I ¢ A =———=> B ; X est un B-module avec @I{a).x = a.x. Tout BM est un
AM avec a,m = H(a)me
1) I € Hom (AA, AB) et les sous-modules de AB.sont les idéaux & gauche

de B, Si x € J(Bx) il existe n(G)) n(e) < B avec ne)x = 0 et ¢ 2 1.

n(a) < B == n(e) < JB=>c= ' o<es < Ao Eofin 6.x = 0.

2) Soit BN'C:BM et h ¢ HomB(N,X), alors h: ¢ HomA(N,X), h se prolonge



donc en h € HomA(I/I,X)., Evidemment h € HomA(M,X).,

Lemme 4 3

Soit BE injectif avec J(BE) = 0, Supposons que-J(B) = 0 et que S désigne
1'anneau enveloppe injective injective de BB (s régulier, autoinjectif & gauche),
Alors E admet une unique structure de S-module prolongeant sa structure de
B-module,

A e€E on associe leB~homomorphisme b ——==> be de B dans E qui se pro-
longe en g, € HomB(S5 E) de mani®re unique., En posant se = ge(s), on vérifie que

E est un: S-module,

Lemme :

si J(B) = 0 ol B est un anneau de dimension gauche finie alors S est
anneau semi-simple,

Soit I idéal & gauche de S ; B étant de dimension gauche finie,
S aussi § donc SI est extension essentielle d'un SI' de type fini, I' est engendré
par un idempotent puisque S est régulier donc injectif puisque SS est injectif,

Donc I = I', Adnsi I est facteur direct et S est anneau semi-simple,

Proposition 7 : Pour un anneau A sont équivalentes ¢

1) A/ggA) est de dimension gauche finie ;

2) tout E injectif avec J(E) = 0 se décompose ;
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3) toute somme directe d'injectifs Ei avec J(Ei) = O est injective j
4) les compléments dans AA gul contiennent J(A) vérifient la condition maximale ;
5) @iéf) contient une partie cofinale formée d'idéaux & gauche de type fini

A

6) il existe Cov oonees Cy idéaux 3 gauche coirréductibles tels que

A>§(A)@c1@.m®oﬁ@

1==>2 B¢ szy donc é;Z(A) E = 0. Donc si B = A&%KA)’ E est un B-module, injectif
dlapres L, 3, et J(BE) = (O dTaprées L, 3, Mais B satisfait aux hypothéses du lemme 5

S est donc semi-simple, E est un S-module d'aprés L, 4 ; donc SE =@ SEi ou les

oE; sont simples, (n en déduit g =@ LE; ou les gF; sont injectifs (facteurs directs

de BE) et indecomposables, Dol 2),

2 ==> 3 Par 2) on peut supgoser les Ei indécomposables, seoit Q = E@@ Ei)‘
Par 2) Q =@ Qj ol les Qj sont indécomposables, D'aprés ([3]) il existe un
automorphismeg de Q et une bijective i (=—==> j telle que ¢(Qj) = Ei d'ou

v (Q) =Q=@ E, ce qui montre %)

% m==> 4 Soit (Cn) une suite croissante de compléments dans AA contenant J(AA) ;
on vérifie que J(A/C ) = 0.
n

Soit ¢ = U Cn’ les homomorphismes canonigues ( Y E(g ) = En d&finis—
C
n
sent un homomorphisme € e——=> @ En = B, J(% ) = 0 done J(En) = ( donc E est
n

injectif et on conclut comme dans ([1]) que la suite est constante & partir d'un
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certain rang (Si A non unitaire on utilise & la fin 1'habituelle adjonction d'un

é1ément neutre),

4==>5 S1iL¢Cg S}Z) il existe L L tel que J(a) DL, < A (i1 suffit de

prendre un complément de J(A)/)L dans L). Si dim LO est finie la démonstration
est achevée, Sinon LO contiendrait une somme directe infinie d'ou on déduirait
llexistence d'une suite strictement croissante infinie de compléments conterant

J(A) contredisant 4),

==> 6 Soit X un complément relatif i J(A) dans A 3 J(A) @KL A,
Soit @ Ki K3 @ Ki € @% par I, { donc @ Ki contiendrait I de type
fini avec T < @ Ki , donc l'ensemble des i est fini, Ainsi AK est de dimension

finie : 4 Crs ovons C, coirréductibles tels que C1© ceee @C <K dtou 6).

6 ==> 1 Soit g : A ‘_")A?(A) s puisque (A) est un complément (voir [5])
'n:(C1)® e @ n(Cn) < n(a) et n(ci) 2.y les “(Ci) sont donc coirréductibles

comme Ag(A)«-modules et Ay(A) est bien de dimepsion & gauche finie,

Remarque :

l'anneaun semi-simple S = E(A/?(A)) ntest autre que le localisé A de A.



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]
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ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no 10 du 26 janvier 1970

QUELQUES PROFRIETES DES ANNEAUX 4 .
TELS QUE LE SOUS-MODULE SINGULIER DE TOUT A-MCDULE A DROITE M DE TYPE FINI

SOIT FACTEUR DIRECT DANS M,

par A. TRICOIRE,

A désigne un anneau non nécessairement commutatif, unitaire, les
modules considérés sont des A~modules & droite (sauf méntion du contraire), uni-
taires,

Si M est un module, le sous—module singulier de M, noté J(M), est
l'ensemble des éléments de M dont l'annulateur est un idéal & droite essentiel
dans A,

On désignera par J(A) le sous-module singulier du A-module & droite A, Un modﬁle
égal & son sous-module singulier sera appelé "module singulier", et un module
dont le sous=-module singulier est nul sera appelé "module non singulier",

Un anneau S contenant A est un anneau de quotient & droite de A si le A-module

4 droite A est essentiel dans le A-module S, Soit S un anneau de gqueotient & droi-
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te de &4, IS est un idéal & droite de S essentiel dans S, et si J est un idéal a
droite de S essentiel dans S, J () A est un idéal & droite de A essentiel dans A,

I1 en résulte que si M est un A-module, on a :

J ((M@A S)A) =J ((M®A 8)g) =3 (M@ s)

Si A est un anneau tel que J(A) = 0, Q désignera 1'anneau maximal de quotients i

droite,

Théoréme 1, [3].

Soit A un anneau, Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) le sous-module singulier de tout module M de type fini est facteur direct de N,
(ii) J(A) = 0 ; Bxt i (M, S) = 0 pour tout module M de type fini non singulier et
tout module S singulier,

La démonstration du théoreme 1, s'appuiera sur le lemme suivant ¢

Lemne .

Soient M et N deux modules sur un anneau A, Toute suite exacte
0-NoX- M- 0est scindée si et seulement si Ext ;‘ (M, N) = o,
(i) implique (ii)e J(a) ne peut contenir d'idempotent non nul, on a donc J(a) = o,
Soient M un module de type fini non singulier et S un module singulier, Considérons
une suite exacte 0->3—-X->MN->0
on a J(X) = S et il existe un sous-module de type fini B de X tel que X = S+B,
or B=J(B)@®C

onadoncX=S@OetExtll(Mg S) =0

(ii) implique (i), Puisque J(A) = 0, le sous-module singulier de tout module M
est un complément dans M, Donc pour tout module M on a J(M/J(M)) = 0 et par suite

pour tout module I de type fini, la suite exacte

0- J(M) » M- wu/3(u) -0

est scindée,
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Corollaire,
Soit A un anneau commutatif vérifiant les conditions du théoréme 1,
Alors A est semi-héréditaire et tout module non singulier est plat,
Soit M un module non singulier de type fini, Soit ¢ un Z-module injectif, Pour
tout idéal I essentiel dans A, le A-module Homz(A/I, ¢) est singulier,
On a donc
Ext ; (m, HomZ(A/I, c)=0
or Ext ; (1, Homé(A/I, ¢)) = Hom,, (Tor f (8/1, M), c) [9]
il en résulte gue Tor ? (A/I, M) = 0 et par suite M est plat,
Tout medule non singulier est donc plat, et A est semi—héféditaire (tout sous-

module d'un AI étant plat, [4]° Thé oréme 4.1),

Remarque 1,

On retrouve ainsi la caractérisation des anneaux de Pritfer due a

Kaplansky, [5].

Remarque 2,

Soit A un anneau tel que J(A) = 0 et tel que tout moduike de type
fini non singulier soit projectif, Le sous-module singulier de tout module de ty-
pe fini M est alors facteur direct de M, (C“est le cas par exemple des anneaux
semi-héréditaires & droite admettant un anneau total de fractions a gauche et &

droite semi-simple, [8]. Théoréme 6.1).

Théoreme 2.[2]
Soit A uwn anneaur égulier, Les propriétés suivantes sont équivalentes 3
(i) 4 est auto-injectif & droite,
(ii) tout module de type fini non singulier est projectif,
(iii) Q est un A-module projectif,
(i) implique (ii)
Soit M un module de type fini non singulier, La suite exacte

0-»X-»F->M~->0
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ol F est un module libre de rang fini est scindée, donc M est projectif,
(ii) implique (iii),

A est semi-héréditaire & droite, Soit I un idéal & droite de type fini, On a
JHI®Q) =ker (IQRQ—> AR Q). En effet, puisque J(A® Q).= 0 on a

H1@Q)cker (I@Q24@0) ; n

maintenant, $6it u = ¥ Xi<2 a; € I®Q tel que ¢ X9, = 0,
im= . =1
J={ae¢ 4, ;2 € 4, i=1,,.n} est vn idéal & droite essentiel dans A,

done (£ x, ®q;)a=(x,q,.2@ 1) = 0 pour tout a ¢ J et L, %@y € JH(Iea).

D'autre pért, I étant projectif, I @ Q est projectif donc sous~module d'un
(-module libre dé rang fini et par suite J(I ® Q) = O,
I1 en résulfte que le A-module & gauche Q est plat,

Soit M un module de type fihi non singulier, Considérant la suite exacte
0->K-F-1M-0 (1)

ol F est un module libre de rang fini, on définit la suite exacte
0-K@Q>FRQ->UQR Q-0 (2)

(1) étant une éuite scindée, (2) est une suite. scindée et par suite J(M® Q) = 0.

TL en résulte que 7(Q® Q) = 0. En effet ‘soitir_zl,l p, @, € I3(e@a),

posons M':i%1 pi A, M est un module de type fini non singulier et

B b, ®@aq, € JM@Q) =0
i=1 i i ' °
Soit ¢ € Q, Iq = {a € A, ga € A} est un idéal & droite essentiel dens A isomorphe

au module K intervenant dans la suite exacte

0=K3F=ghs oo

T étant un module libre de rang 2,
g4 + A étant un module projectif, la suite exacte
1%

0-K@Q>3FQQ~-(dh+4)Q0Q -0
est scindée et'@* (K ® Q) est un Q-module de type fini dont un systéme générateur
est du type {Xi® 1, %, €K, =1 .., n}.
Le sous—modulej‘._%1 Xi A de K est essentiel dans X, En effet, scit k £ X, on a
k@1 #£ 0dans FQ Q et

k@1 =3 (x, @ 1)y

1=1

Il existe t € A Tel que (k<9 1)t # Q et qi t € A pour tout i=t1, 2, ..., N,
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0n a alors

soit kt =% x. gt

m en déduit qu'il existe un idéal & droite de type fini essentiel dans Iq. A

étant régulier, on a Iq = A et par suite Q = A,

(iii) implique (i). Tout sous-medule de type fini d'un module projectif P sur
un anneau régulier est facteur direct de P, Il en résulte, que A, sous=module de

type fini du A-module projectif Q est facteur direct de Q. Donc A = Q,

Théoreme 3,

Soit A un anneau, Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i)  J(a) = 0 et tout A-module de type fini non singulier est projectif,

(ii) A est semi~-héréditaire, & droite, Q est un A-module plat et Hoe® Q) = 0.

(i) implique (ii), A est semi-héréditaire & droite, Q étant limite inductive de
ses sous—modules de type fini est plat et J(Q @ @) = 0 (démonstration analogue &

celle du théordme 2 dans "(ii) implique (iii)"),

(iii) implique (i), A étant semi-héréditaire & droite, on a J(4) = 0,
Soit M un module non singulier de type fini, M ® Q est alors un Q-module de type
fini non singulier donc projectif (Théordme 2), L'application canonique

MR A-MRQ
est une injection puisque J(M) = 0 ([7]. Proposition 2,2,), M est donc un Sous-
module de M & Q qui est lui-méme sous-modile d'un Q-module libre de rang fini P,
F étant un A-module plat, M est un A=-module plat puisque A est semi-héréditaire
3 droite, (En effet dire que A est semi-héréditaire & droite équivaut & dire que
Tor ﬁ (m, N) = 0 pour n > 1, pour tout module & droite M et tout module & gauche N,
S cit P un A-module plat et R un sous~-module de P, A partir de la suite exacte

0-R->P->P/A=-0
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on construit la suite exacte
A A A A
~ Tor (?/R, X) = Tor 1 (R, X) - Tor ; (P, X) - Tor 1 (P/R, X) > RQX->PQ X~ P/R® %0

daps laquelle : Tor ? (P, X) = O puisque P est plat

Tor g (B/R, X) = O puisque A est semi-héréditaire & droite

on en déduit Tor ? (R, X) = 0 c'est-a~dire que R est plat
M étant un module plat et M@ Q un Q-module projectif, on en déduvuit que M est pro-
Jectif,
En effet, considérons la suite exacte
0O-K->»F->M-0
ol P est un module libre de rang fini,
On en déduit la suite éxacte
0-KQRQ-FRQ-M®Q—-=0

gui est scindée,

Il en résulte (comme dans la démonstration (ii): implique.(iii).du théordme 2) qu'il
existe un sous-module I de K, de type fini et essentiel dans K,
Or dlapres ([4] prop,. 2020), il existe un homomoryphisme
6 : F-K
gqui est 1'identité sur L. § est alors 1'identité sur K et la suite 0 » K= F - N

est scindée,

Corollaire,
Soit A un anneau commutatif vérifiant les conditions équivalentes du
théoréme 3, 81 S désigne l'anneau total de fractions de A, on a S = Q,

n
Le A-module N =i§ Xi A est essentiel dans le A-~module M et N‘@%g = M, M étant

1
projectif, est facteur direct d'un A-module libre F de rang fini, N@ P = F.
Il en résulte que M® (p @QS) = E‘@Qs , et M est projectif,

A étant héréditaire, § est régulier d'apres le théoreme 2, S est auto-injectif,

S est donc l'enveloppe injective de A,
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P N R PR

LA PROPRIETE DE RANG INVARTANT

Par M, BESSON

d'aprés P, M. COHN [3].

\

L désigne un sanneau, Les A-modules considérés sont des A-modules &
gauche et les isomorphismes des isomorphismes de A-module & gauche, sauf indi-

cation contraire,

§ 1. Définition,

Si M est un A-module libre de base (ei) , le rang de M relativement
i¢1l
a cette base est par définition le cardinal de I, Si le rang de M est indépendant

de la base choisie, on dira qué M a un rang invariant,

Définition,

Un anneau A a la propriété de rang invariant, s'il vérifie la condition :
9

I Tout A-module libre a un rang invariant,

Proposition 1.

A a la propriété de rang invariant si et seulement si il vérifie la con-

dition :

I' A= Am ==> n =m

1'équivalence des conditions I et I' résulte du fait que pour tout anneau
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A, un A-module libre admettant une base infinie & un rang invariant"([q] §1 no12
corollaire 2). Il existe des anneaux possédant la vropriété de rang invariant,
les corps per csemple, ainsl que des anneaux ne possédant paswgette“prgpfiéte, com~

me le montre 1l'exemple suilvant.

Soit ¢ un groupe abélien-libre de base (en) , L'anneau A des endo-
morpiismes de ¢ satisfait 4 2 A7,

On définit en effet un isomorphisme ¢ de A dans A2 en posant, si f est
un endomorphisme du rov,e i, gli) = (f,,fz) ol f1 et f2 sont les endomorphismes
(

e .
2n+1)

Plus généralement, 1'amnneau A = HomK(M,M) ou M est un K~-module libre de

(find ; - _f
de ¢ définies par f1 (en) f (e2n) f2<en) (

base infinie (indixée par 1), satisfait Ao = Az, En effet, T étant infini, il exis-
te une bijection de I dans I + I qui permet de construire comme précédemment un

isomorphisme de A dans A2°

§ 2. Tntroduction de propridétés pltus fortes, Expressions éguivalentes.

Considérons les propridétés sulvantes d'un anneau a,
II Si un A-module libre do ramg n a un systéme générateur de m &1é-
ments, alors, m ) n,
III Si un A-module libre de rang n a un systéme générateur de n éléments,

ce systeme est libre,

Proposition 2.1.

On a les implications:: III == II == I

I1T ==> TII.
Si un A-module libre M de rang n admet un systéme générateur (f.)
1€1igm
avec mn, en ajoutant f{(n—m) fois & ce systdme, nous obtenons unsystéme géné-
rateur non libre, de n éléments; ce qui contredit IIT,

IT ==> I.

3i 1'on suppose At = Am, la propriété II entrafne ny m et my n,
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Proposition 2,2.

Les propriétéS“I;“II;“III;‘sonf respectivement éoquivalentes &

I! Am zxAn = m =n quels gue soient m, n € N

I’ A@ & AF'@)K (K A-module) ==> m > n quels que soient m, n € N

III! Aé'z AnZQ K (K A-module) ==> K = O quel que soit n ¢ N

Nous avons obtenu I <{==> I', Démontrons II <{==> II',.
IIY ==> II
Soit (f.) un systéme géndrateur de M, mosule libre de rangnn, Soit

171K

X le noyau de la surjection s ¢ Am —-—=> M définie par s(ei) = fi ((ei) est la
base canonigue de Am). M est libre, donc projectif, et, par suite, nous obtenons
m : m n \
A = M@K ou encore, comme Ierang de ¥ est n, A 2 A" @K, D'apres II', nous
avons m » n,
IT == II'
mn n . . ‘, m n

Supposons A = AT @ K, Soient f 1l'isomorphisme A —=> A" @ K et p la

. n
projection A @K —> An.

(e,)

pof ¢ A" —m=> A" est surjectif, (fi) est donc un systeéme générateur de
1Kigm

1gigm étant la base canonique de'Am, posons fi = pof (ei). L'homomorphisme
n N
A, D'apres II, nous avons myn,

La démonstration de III <==> III' est amalogue,

Dans ce qui suit, les anneaux 4, considérés seront supposés unitaires
et les homomorphismes-d'anneaux seront supposés tels que £(1) = 1.
Introduisons les conditions suivantes :
(anm) Il existe B, matrice mx n, et C, matrice n x .m, & coefficients dans A
" télles gue BC = Im et CB = In

(Bnm> Il existe B, matrice m x n et C matrice n x m & coefficients dans A telles
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que CB = Ina
(Yn) Il existe B et ¢, matrices n x n, & coefficients dans A telles que

BC =I et CB#I
m n

Proposition 2.3,

Les propriétés I, TI, III sont respectivement équivalentes &

I - ==> m = N guels que solient m, n € N
I b= my»n gquele que soient m, n € N
IIr" vy, est faux quel “ue soit n ¢ N

Ces équivalences résultent du lemme suivant :
T.emme . Soient f1, coos fm appartenant & un medule libre de base (ei) .
1€ign

. R . s 2
Soit B la matrice mxn dont la j eme ligne est constitude par les coordonneces

de fj dans 1la base (ei)u AMors :

(1) (£.) est un systéme générateur si et seulement si il existe ¢
1<igm
matrice n x m telle que CB = Im
(2) (fj) est une base si et seulement si il existe C matrice n xm
1¢Jgm

telle que CB =1 et BC =1,
n m

Démonstration du lemme,

(1) pPour que (fj) soit un systeme générateur, il faubt et il suffit que e , ...,
en appartiennenf au sous-module engendré par f1, voas fm“ ¢'est=-d-direqu'il
existe une matrice C = (Cij> telle que

ei = 3%1 Gij fj pour 1€ i §.n

clest-a~dire telle que :

Ios <— ¢.%
e = . ©
.. € s P €
- ik "k KST 5= ij 7 J K
ou encore, puisque (ei) est une base :
1€ign
m o
‘Z Gij bjk = 6ik 1€ign 1gkgm
J=1
(2) Dtapres (1), si (f.) est une base et si ¢ est la matrice introduite

1< j<m
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précédemment, nous obtenons (B = I et en échangeant les rdles des bases (ei) et
:(fj), BC = I..

Réciproquement, supposons 1l'existence d'une matrice ¢ telle que BC = Ih

et CB = Im“ D'apres (1), (fj) est un systéme générateur, Démontrons que (fj) est un

I
systéme libre, Supposons : F A, I, = 0 c'est=a-dire % A. b.i e, = 0, I1 en résulte
z hj bji = 0 pour 1 & 1 n.

Ce systéeme s'écrit, sous forme matricielle : (X1, e xm) B=(0, ..., 0), En multi-

9

pliant & gauche par C les deux membres de cette égalité nous obtenons

(xq, ooy xm) = (0, v0o, 0) C = (0, ..., 0) done A, = ... =A =0

§ . Anneaux satisfaisant la vpropridété ITI.

Proposition 3.1.

La classe des anneaux satisfaisant ITI -contient les anneaux

(1) commutatifs ;

(2) noethériens & gauche, (en particulier les corps, les anneaux

ertiniens & gauche) ;

(3) semi-firs,
Dénmonstration,
(1) Supposons A commutatif, On definit det B pout toute matrice B de Mn(A)°

vérifions IIT"
Soient B, C € Mn(A) telles que BC = Ino AMors det B est inversible dans A,

Donc B est une matrice inversible, et nécessairement B--1 = C, Par suite CB = In

Remargue.
La théorie des déterminants permet dans le cas des anneaux commutatifs de
démonirer directement la propriété de rang invariant ([6] p. 307 théoreme 7).
(2) Supposons A noethérien & gauche, (pas nécessairement unitaire),
Vérifions III'.

De 1l'hypothese s AF<§>K, nous déduisons un endomorphisme.suyjectif de AP
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en composant l'isomorphisme f : An - An @ X et la projection p : An @ K- An.
An étant un module noethérien, cet endomorphisme est injectif, Donc p est injectif,
rar suite K = O.

(3) Rappelons qu'un fir [respectivement semi-fir.] & gauche est un ammeau ayant
la propriété de rang invariant, oh tout idéal [respectivement idéal de type fini] &
gauche est ilibre,

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme : 31 A est semi-fir, tout sous module N de type fini d'un A-module 1li-

bre est libre?

Fn effet, N est somme directe de modules isomorphes & des idéaux de
type fini de A, ([4] ou Cartan-Eilenberg "Homological Algebra" chap 1 anneaux senmi-
héréditaires proposition 6.1),

De ce lemme, nous déduisons que A satisfait III'. si A est un semi-fir,
Supposons An = AF"@)K. K est un sous-module de type dini de A?, donc est libre d'apres

n+k

le lemme, et de rang fini k, Nous &vons An'ﬁ A . D'ol ¢t k = 0 (dtaprés I') c'est-

a-dire K = 0.

Remarqgue,

L'algebre de groupe d'un groupe libre sur un corps commutatif est un fin,
[4], donc satisfait III. D'aprés [3] un résultat recoupant celui-la a été démontré
par Kaplansky : l'algeébre de groupe d'un groupe quelconque sur un.corps de carac-
téristique nulle satisfait IIT ; le cas d'un corps de caractéristique non nulle
n'est pas résolu,

La proposition sulvante permet certaines généralisations des exemples de la

proposition 3,1.

Proposition 3.2.

La classe des anneaux satisfaisant IIT est stable pour :




-1 =6

(1) 1e passage & 1'anneau opposé

(2) 1le passage & un sous-anneau

(3) les limites projectives et inductives,

Dénmonstration.,
(1) cela résulte de la symétrie droite-gauche de III' (Il en est de méme pour

II”, IH)

(2) Démontrons plus généralement la propriété suivante :

Lemme ¢ S'il existe un monomorvhisme d'un anneau A dans un anneau A' satis-

faisant III, alors A satisfait III,

Utilisons III". Soient 3, C € Mn(A) evec BC = I . Posons B! = (f(bij))
Ay . Pt 3 't 1 “eds { . - =
¢ = (f(cij))é Nous avons BIC' = In’ donc C'BR' = In° C'est-a=dire f(i Cikbkj 6ij) 0

pour tout i, J. Comme f est injective, nous en déduisons (OB = In.

Remargue.,
Pour les conditions I et II, l'hypothese f injectif n'est pas nécessaire et
nous avons
S'il existe un homomorphisme de A dans A', anneau satisfaisant I (resp._II),
alors A satisfait T (respa II),
(3) Limites projectives,
Soit (a4, fx)-la limite projective du systéme projectif (Ax’ fxp),

les AX<A € A) étant des anneaux satisfaisant III".

i

. / A
i = (¢
Soient B, C ¢ u (4) avec BC = I_. Posons B' = ( x(bij)>
B =1 . plow oMM = T . e'est-h-dire : T (v c
n n A K
¥.i,j,he Or un élément x de A est nul si et seulement si f (x) = 0 pour tout A ¢ A.

Ch - (fx(cij))" Alors )

ikbkj- ij) =

Nows obtenons donc CB

i

I L
n

Pour les limites onductives, la démonstration est analogue. [3]

§ 4. Anneaux ne satisfaisant pas ITI,

Parmi ceux-ci, nous distinguerons plusieurs classes et nous montrerons
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qu'elles sont distinctes et non vides par des exemples pris parmi les anneaux Uﬁn(K)
et Vv (K) définis ainsi :
mn
K étant un annesu commutatif unitaire, Uﬁn(K) est 1'algébre sur K engen—

drée par les symboles bij’ ¢ (i=1, vouym, j =1, ...,n) avec les relations
3i

m N
(1)kz ©iy Prs = 05 (1,5 = 1, ...n) ;

=1

an(K) est 1'algebre sur X engendrée par les symboles bij’ Cij(i = 1{,..m, j=1..0)

n
avec les relations (1) et les relations : (2)1{51 bik ckj = 6ij (i,j =1 ... m)
En considérant les matrices B = (bij) et ¢ = (cij), on remargue gque
v (K) satisfait la condition ¢ et U (X) la condition B__.
mr nm mn nm
Remargue,
1 — 3 3 t +on=add n ~ kn
L'anneau A = Vnkn(K) satisfait agkﬂ clest-a~dire A A,
. ~ N k
par suite ¥ (&) = 1 (4) = m (a7),

Supposons nd1, k>1, Alors A est intégre (théoréme 3,2.2). Comme A' = Ak ne ll'est pas
nous obtenons un exemple d'anneaux A et A' non isomorphes dont les anneaux d'en-
domor phismes Mh(A), Mh(A') sont isomorphes - ce qui, d'apres [3], répond & une ques-
tion posée par Kaplansky,

Donnons d'abord une classification des anneaux ne satisfaisant pas Ii1,
en €nongant les résultats fournis vpar les exemples, puis des indications sur les

critéres et les méthodes de démonstrations utilisés,

A) Clagsification,

1) Annesux ne satisfuissnt pas la prowridté I.

Si A n'a pas la wro.riété de rang invariant, il existe deux entiers distincts n et m
n~m 1 Lo . -y .
tels que A & A (c est-a~dire tels que i'on ait a, ).
nm

Les couples (p, ¢), D # q, tels que AP = Ag ne sont pas quelconques, sinsi que le

montre la proposition suivante :
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Proposition A.1.

Si A n'a pas la propriété de rang invariant,il existe deux entiers strictement

positifs, h et k, tels que 1l'on ait

2 2 2% si et seulement si p = q ou (p,q »h et p-q€kz)

Démonstration :

Aq, on définit une congruence du semi-grou-

2

En posant ¢ v a g sl et seulement si Ap

e cycligue W¥, 81 A ne satisfait pas I, le semi-groupe quotient est wun semi-groupe

3

cvclique fini, Son indice I et sa periode k sont les entiers cherches, ([2] p. 20

théordme 1.9).

Lefinition,
Soit A un anneau n'ayant pas la propriété de rang invariant, Soient h et k

les entiers définis précédemment. On dit que le typeI de & est (n, k).

Dans l'exemple du § 1, le type . de l'anneau A congidéré est (1,1).

Proposition.

Pour tout (h, k), il existe un anneau de type . égal & (h, k) : 1'anneau

v, h+k(z)a

2} Anneaux satisfaisant I et non IT.

8i /L est un anneau ne satisfaisant pas IT, il existe, dfaprss II", deux entiers

met n, avec m < n et Bpm’

Définition,
Soit A un anneau ne satisfaisant pas II, Posoms (h, k) = inf{(p, q)|p < q ;

qu} dans N x N ordonné lexicographiquement, On dit que le type I-de A est (h, k).

I

Proposition,

Il existe des anneaux satisfzisant II et non I : les anneaux Umn (K) avec

K corps de caractéristique nulle et m < n, Le typeI de Uﬁn(K) est (m9 k) avec

I

k 6 n,
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%) Anneaux satisfaisant II et non III,

Si A est un anneau ne satisfaisant pas III, il existe, d'aprés III", un entier n

tel que 1l'on ait Tye

Définition,
Solt A un anneau ne satisfaisant pas III. Posons n = inf{p]yp}, On

i le t de t
dit que le ypeIII A est n,

Proposition,

Il existe pour tout n ¢ N un anneau satisfaisant II et non III, de

N

tvne égel an Unn(K), o K eést un corps.

B) Méthodes utilisées,

1) Trace,

Définition,

A étant un anneau et C le sous groupe additif engendré par {xy-yxlx,y € A},
la trace d'une matrice B ¢ Mh(A), notée tr B, est la classe de.% bii dans le groupe
additif A/C- =

Pour n = 1, on identifie les éléments de A aux matrices 1 x {1 correspon-

dantes,

Proposition.B.1.

Soient B et C deux matrices respectivement m x n et n x m, Alors

tr BC = tr CB.
n
En effet, nous avons k§1<bikoki - Cikbki) € C.

Corollaire, B.1.

(1) si tr1 2 un ordre infini dans le groupe A/C, A a la propriété de
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rang invariant,

(2) si A satisfait‘anm, n > m) ltordre de tr 1 divise n-m,

En effet ¢  entrafne trI = trI_ clest-a~dire (n-m)tri = Q
TIm n m

Théor&me B, 1.

Si K est un anneaw de caractéristique nulle, l'ordre de tr 1 est infini

pour- 1'anneau Uﬁn(K)’ égal & n-m pour 1'anneau an(K) (mkn),

La démonstration utilise des réductions & une forme normale des mots

; [ / .
de U K/, an\K), puis de leurs traces, [3]

2) Nombre de dépendance.

Définitions et rappels,

Soit A un anneau muni d'une fistration croissante c'est-h-dire d'une
fonction v : A — N U{- «} satisfaisant.

v(0) = = = v(x) » 0six#0,

v(x+y) ¢ max(v(x),v(y)),

vixy) ¢ v(x) + v(y)

On dit que A vérifie un algorithme faible & n termes (AFn) a gauche si

pour tout m ¢ n, quels gue soient les éléments a1,,,,, a, b

o g1 bm, tels que

V(a1) € oee § v(am) et V(Zbi ai) < V(b1) + v(a1) = 4e. = v(bm'+ v(am)

M. 4
onas: a =20 ou il existe c tels que : v(a —mz‘ c. a.) < via ) et
m m i ‘1 1 m

© a ® C
’ ’ m—1 =

v(e,) + vl(a,) gvla) (1¢1gm):
On démontre que A vérifie AR, a gauche si et seulement si A vérifie AEn
& droite, [5]

Le nombre de dépendance XV(A) de A pour la filtration v est le plus petit

entier n tel que A ne vérifie pas AFn (xV(A) est fini ou-non).

Le nombre de dépendance A(A) d'un anneau A quelconque est défini par :
A(4) = sup{xV(A)I v filtration sur A},
(Tout anneau peut &tre muni d'une filtration, par. exemple : v(0) == v(x) =0

six # 0).
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(n remarque que dans le cas d'un anneau satisfaisant le condition de COre
(A2 “Ab = 0 ==> a = 0 ou b = 0) lesseules valeurs possibles pour A sont 1,2,+ o

car AF2 ===> AFn pour tout n,

.Proposition B,2.

Un amneau A tel que A(A) > 1 est intdgre.
Démonstrations.
T effet si x(A) > 1 il existe une filtration v telle que

AV(A) > 1

Suvposons ab = D, 2 £ 0, b # 0,

Alors v(ab) < via) + v(b). Ceci entrafne dtapres AF, ¢ Db 0, ce qui est

1

iapossible,

Théoréme B,2.1.

mitAunammmymlqmaﬂA)>nwAhms:

(1) Tout idéal & gauche de A engendré par n éléments est libre

(2) A satisfait les propriétés

In Rhw; Rk ==> h =k pour tout h ¢n
h . _h ,
IInR =ER@® K==>h>k pour tout hi( n
h_.h
IIIn R 2R® K=>K=0 pour tout h ¢ n
Démonstration,

(1) Soit v une filtration telle que : AV(A) > n, Soit I un idéal & gauche de A
engendré par n éléments, Soient (ai)lsiém(avec ngn et ai # 0 1L 1L m) un
systeme générateur de I tel que I v(ai) soit minimum,
ou (ai) n'est pas un systéme libre,il existe X1,°.¢, Xm non tous nuls
tels que gx &, =0, Alors : v(inai) < max(v(xi) + v(ai))
En ne gardant que les éléments a. tels que v(xi )+V(ai ):max(v(x,)+v(a.))
: i i

k. k? k
nous obtenons

vz, 2, )< v, ) +vla; )= .. = vz, ) +vle, ) b
k Tk 0 o- P P

m

N
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Supposons v(xi ) < voa < V(Xi ). Alors, d'apres AFn, 11 existe 01,..0,0 tels

0
bz .
que v(a. -3’ c_a, )< v(e, ).
= k 1 i
tp k=t k P
En remplacgant dans {a1, cess am} 1'é1ément ai par ai -3 Ckai , nous obtenons un

P k
systéme générateur (ai) de I tel que : % v(ai) <% v(ai), ce qui est impossible.

Le systéme (aﬁ) est donc une base de I,

(2) Nous avons les implications : IIIn == IIn == In' I1 suffit de démontrer IIIn

°

c'est-a~-dire : pour tout h < n, T, est faux, Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme,

supposons A{(A) > h, Soient B, C € Mh(A) telles que BC = I,

I1 existe P ¢ Mh(A), inversible, telle que C' = CP et B' = P—1B solent de la forme

.. c .= i J .
(“13) avec a . = 081 £ 1

3

Démonstration :

Nous avons Zc1jbj2 = 0., Supposons qu'il existe au moins 2 indices j

distincts tels que C1j°# 0. D'apres AFn & droite, on peut en remplacant 1'un des

c.., soit c,. par une combinaison des autres, £ ¢ .d., diminuer g v(c, .). Les
ij 13, 1 1d

éléments c'1j ainsi obtenus constituent la premiére ligne de la matrice

°

cx I B. avec B.{(d3) =T +4d. e
dJ h J 0

s ] 33
I,

Les matrices Bj étant inversibles nous. obtenons, en répétant cette opération un
nombre fini de fois, une matrice C' = CP de la forme voulue, c'est-a~dire

¢' = (c¢!'. ) avec ¢ . = (0 81 J R
( .lJ) 13 I
571 ¢ = (b'ij) est de la mémeforme, En effet, de B'C' = 1T

BY , 2 Bous déduisons

c' bt =4 d'olt b'11 # 0

c'Hb'13 = 0 d'ol b1j = 0 si g # 1
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Démonstration de IIIn

Supposons gqu'il existe k

£ n avec Yio Prenons k minimal, Il existe

alors deux matrices B, C € Mk(A) avec OB = I BC # I,. D'apres le lemme précé-

k

dent, on peut supposer 3

b veo O c .
n B1 Cn C1
(nacCB =1 et ¢ b =
171 h~1 11 1
Comme k est minimal on en déduit B1C1 = Ik .

Comme A est intdgre (A(4) > 1), c1b1 = 1 entraine b1c1 = 1, ¥ar suite BC = I, ce

qui est imyossible,

Corollaire,

S0it A un anneau tel que A(A) = 1,

Si A est un anneau de typeI (h, k), de typeII (h,k), ou de type h,

ITT

alors on & h » m.

Théoréme B2.2

Si K est un corps, le nombre de dépendance des anneaux Uﬁn<K) et

an(K) (mgn) esf m,

La démonstration se trouve dans [3],

Pour montrer A(4) ¢ m, on utilise la notion de G E -snneau (anneau
tel gue toute matrice inversible de Mh(A) 801t produit de matrices diagonales in-—
versibles et de matrices de la forme Irl + a eij)°

Pour montrer A(A) y m, on définit une filtration sur Uﬁn(K) et an(K)
en prenant le degré en aij’ bji des éléments de ces anneaux, mis sous une forme

nale et on démontre AFnQ



- 11 - 14 -

Remargue.
(1) Le théoreéme B.2.2 montre que pour tout n, il existe un anneau dont le nombre de
dépendance est n,
(2) Rappelons la définition suivante :
Un m~fir (& gauche) est un anneauw ol tout idéal & gauche engendré par m générateur
est iibre de rang invariant. (la notion de n-fir, ainsi que celle de semi-fir, est
symétrique & droite et & gauche d'aprds [4] fhéoréme 2.6),

Un anneau de nombre de dépendance m est un (m—-1)-fir d'aprés le théore-
me B.2.1.

Remarquons gque pour tout m, il existe un (n—1)—fir qui n'est pas un
m—-fir Uﬁn(K)’ ol K est un corps et min, C'est en effet un (m—1)fir puisque son

nombre de dépendance est m, Ce n'est pas un m—fir d'apres @ .

- @) Justification des résultats de A.

Proposition.

- (1) an(z) (m(n) ne satisfait pas I, Son typeI est (m,n)

__(2) Uﬁn (K) (K corps de caractéristigue nulle, m<n) saﬁisfait I et non

II. Son type est (m,k) avec k¢n.

1L

_(3) Uhn(K) satisfait II et non III. Son type est n.

II1

Démonstration,

_ (1) an(z) ne satisfait pas I puisque l'on a @ (mn). Soit(h,k) son
s N _ s ; .
typeI; D'apres ® s DOUS avons h¢m et k divise n-m, D'aprés ah h+kf‘1 ordre de tr1
étant n-m (théordme BJ), n-m divise k (corollaire B.1). Donc k = n-m.
an(Q) est aussi un anneau ne satisfaisant pas I. (d'apres o mn).
Soit (h', k') sonptypel. Comme il existe un homomorphisme d'anneaux an(z) - an<Q)’

et d'apres la.remarque de la proposition 3,2, on a h'<h, or h*>m (corollaire B.2 et

théoréme Boz.z,),

Finalement on obtient (h,k) = (n,m).
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- (2) Pour 1'anneau Uﬁn(K)g l'ordre de trq est infini (théordme B1).
U (K) satisfait donc I,
mn
Cet anneau ne satisfait pas II, puisque 1°on a an’ avec min, Soit

(h,k) son type Alors h¢m,

Ir°

Le nombre de dépendance de Uﬁn<K) étant m, on a aussi h)m,(Corollaire B2)

Par suite (h,k) = (mpk) et, d'apres an(m<n), on a kg¢n,

Remargue : On peut se demander si le type I de Uﬁn(K) n'est pas exaotement.(m,n).

I
(%) Montrons que Uhn(K) satisfait II.

Pour cela, considérons Tnf K-algébre engendrée par les symboles bij’ cij(1gi,j$n)

avec les relations bij ¢y = O bij k§1 Cjk bki = 631

Tn’ anneau commutatif, satisfait II, Commr il existe un homomorphisme d'anneaux

Un;(K)-e Tng 1lfanneau Uﬁn(K) satisfait II. (Remarque de la proposition 3.2)
D'apres Yo Uhn(K) ne satisfait pas III, Soit h son typeIII~ Nous

avons hgn. Le nombre de dépendance de Uﬁn(K) étant m (théoréme B.2,2), nous avons

aussi hyn (corollaire B.2), D'oh h = n.
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no 12 du 16 février 1970,

ORDRE ET GROUPES DE VALUATIONS EN GECMETRIE PLANE,

Par G. PICKERT

Dans un plan affiné, non nécessairement arguésien, on peut imtroduire
un concept d'ordre en supposant dans chagque droite une relation-d'ordre (<)
linéaire, telle gque chaque projection paralléle d'une droite-sur une autre
soit monotone, Dans un plan affihe ainsi ordonné, on me s'intéresse gu'aux
propriétés qui sont invariantes si 1'on substitue awx relations d‘tordre de
certaines droites la relation d'ordre inverse, ('est pourguoi il est- préféra~

ble de représenter l'lordre du plan par llapplication suivante :

w:8={(p, a, a)|p, o fa}

> {=1, +1}

(1) définie par :

> 4 R|({R}

(o(P, d, Q) ==1< PO d) A (PKR<Q v QCR<P).

(P, Qs R ... désignant des points ; d .,, des.droites ; PQ désigne la

droite joignant les deux points P, Q) si P et Q sont-distincts,

Propriétés de w.

Cette fonction @ a les propriétés suivantes :
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(M)  "Mwltiplicativité" : P, Q, R £ d == (P, 4, @) w(Q, 4, R) = (P, d, R)
(1) "Tncidence" : ifle cPQ £4d, e = w(P, 4, Q) = (P, e, Q)

(p)  mparallélite" : PQ A d = = wlP, d, Q) =1

(L) "inéarité" : A€ aABEDACECAAB=BC=AC#a, byue

=> [{(a, b, ¢), (3, &, B)} @ '{-1}] = 1

(]Ml désignant le nom bre d*éléments de l'ensemble fini M ; l'assertion de (L)
signifie gu'une et une seule des trois égalités w(A, o, ¢) = —1

w(B, ¢, A) = -1, wl(C, a, B) = =1 est vérifide)

Inversement on peut démontrer que pour toute application ( de 75 sur
{-1, +1} qui vérifie les propriétés (M, I, P, L) il existe des relations
dtordre () dans les droites, pour lesquelles toutes les projections paralleles
sont monotones et qui vérifient (1),

La propriété (1) étant la plus restrictive, Sperner (1949) généralisant
le concept d'ordre apoelle fonction dlordre du plan toute application  de T
sur {-1, +1} ayant les propriétés (M, P, 1).

Dans cette définition, Junkers (1964, Dissertation Hamburg pas encore
publié ; Math Zeitsch 93, 216-240, 1966) a substitud a -1, +1} un-groupe G
quelconque, notée multiplicativement, 1 désignént 1'41ément neutre,

Suivant ce processus, ﬁous nommons G-fonction d'ordre toute application
de ?jsur ¢ ayant les propriétés (M, P, I).

Les fonctions d'ordre de Sperner sont alors les {-1, +1} - fonctions
d'ordre ou les fonctions d'ordre & deux valeurs,

Au lieu de supposer que ¢ est surjective, il suffit (é cause de M, P, 1)
de faire 1'hypoth&se
(2)  e¢=<wl>

ce qui signifie : @ est engendré par les (P d Q)
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En introduisant pour tout triplet (P, d, e) tel que
(3) [PeerPfddnafe]

Cp, d,e={w(P’d’ Q)] aeenqgd}

nous avons le résultat suivant plus fort que la surjectivité de  :

(4) e=¢, 4

résultant aussitdt des deux assertions suivantes

(5) @ =G

P, d, e P', a', e

6 G ]
( ) P,d ,e est un sous groupe de (.

(pans (4,5.6) nous supposons naturellement que les conditions (3) sont vérifides

par P, d, e et P', df, e').

Pour la démonstration &e‘(S) nous introduisons oo' ol {o} =d Ne {o'} =4d'n e
et rappeions, que‘par deux projections paralléles successives on peut appliguer

0, Psur o', P', Alnsi il suffit de considérer le cas ol il existe une droite

o passant par o, o! et péralléle & une droite péssant par P, P'. Introduisant le
point Q', situé sur e' et sur la paralldle & o mende par Q et utilisant (M I P)

nous avons

(6)' w(Ps d, Q) w(P;,O‘,,Q),= w(P"s,O’.P) \W(P,,O,iQ) w(Qs 0, Q')

w(P'y 0, Q') = w(Pt, 4', Q")
clest-a-dire (5),
Pour démontrer (6), il faut multiplier w(P, a, Q') par (P, 4, Q')
(Q, @' € e Q, Q" # 0). Mais (M) ne s'applique pas aussitdt; il faut d'abord
transformer (P, 4, Q) en o(Q', 4, Q“) avec un.-certain point Q", pour obtenir

grice a (M) l'équation désirée.



12 - 4

(1) w(p, 4, @) = w(p, 4, Q') w(p, 4, Q)

Q" ° R Pour construire Q" on choisit une drocite PU

Q _J///\R paralldle 3 d (U ¢ e, d); on détermine : R appar-

QP R tenant & OU par QR paralldle & d ; R' comme point

P | g d'intersection des paralldles & d, e menées respec-—
d tivement par Q', U ; R" comme point d'intersection

de OR' avec la paralléle & e menée par R et finale-

ment Q" appartenant & e par Q"R" paralléle a d,
En utilisant (P, M, I) le calcul donne alors :

w(Us ds P) N(Pp da Q) w(Q, da R)

w(P, 4, Q)
- (U, 4, R) = w(U, e, R)
= w(R', e, U) (U, e, R) w(R, e, R")
= w(R', e, R") = w(R', 4, R")
= w(Q, 4, »") w(®', 4, ®") w(®", 4, Q")

= w(Q, d, Q")

A l'aide de cette relation et de (M) nous obtenons (7). La construction de Q"
montre aussitdt qu'il y a pour chague Q(% 0) un point Q' tel que Q" = P.
A cause de cela et du fait que w(IdQ) = (déduit de (M)), on voit que l'inverse

+  az p
Pde est dans GPde“ Cette propriéte et (7) démontrent (4),

de chaque élément de ¢
La construction de Q" est identique a celle du produit dans un systéme de
coordonnées ; si on prend d et e comme axes, U comme point unité et les points
de e comme éléments du corps ternaire (voir p. ex Picker, Projektive Ebenen ;
les notations sont QU, OV, E au lieu de d, e, U), Ainsi définissant (pour un

systéme de coordonnées donné) 1'application y de la boucle multiplicative

e = {o} du corps ternaire par



(8) y(x) = wl(p, 4, k) si 0 £ % €
1'équation (7) s'éerit simplement :

(1) x(q'a) = x(Q") x(a)

grace & (8) et (6') cet homomorphisme détermine déja w.
[Voir Spermer, Math, inn. 3121, 107-130, 1949 gour le cas G = {~1, +1} et

pour le cas général, mais avec. une définition un peu différente {(£(x) au lien

de X(X)WT) Petit Meth, Zeitschsift 110 223256 1969].

En résumé,
Un systeme de coordonnédes étant choisi, les ¢ fonctions d'ordre sont par
(8) en correspondance biunivoque avec certains homomorphismes de la boucle mul-

tiplicative du corps ternaire (relatif au. systeme de coordonnées) sur le groupe G,

svant de chercher les connections entre les G-fonctions d'ordre de Junkers
et les G-mesures de Petit (voir Meth Zeitschsift 110, 223-256 1969) nous voulons
faire quelques remargues sur une généralisation d'un probléme de R, Raer (non
publié) qui traite non d'un plan affine'adonné mais seulement d'une {»1, +1}~foncm

4

tion d'ordre  dans un plan affine,

Cn introduit les demi-plans {Xfw(P, a, %) = 1} (pour P £ d, la droite d
étant Jéterminée de Tagon unique par le demi-plan comme son bord), et les demi-
droites comme intersections non vides d'une droite (leur support) avec un demi-
plan,

AMors un drapeau est un couple (demi-droite, demi-plan) le support de l'une
étant le bord de l'autre, Avec Baer, nous supposons qu'il existé un groupe I

de collinfations du plen, conservent @ (c'est-a-dire :

-ﬁygr ’¥p ogd w(y(P), y(d), Y(Q)> = (P, d,Q)) strictement transitif
L g,
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sur 1l'ensemble des drapeaux (pour chaque couple (3) 5;) de drapeaux il existe un
seul élément de T, transformant ED en ﬂy )e

De cette hypothdse on déduit les propriétés suivantes (comme Baer 1'a
fait déja dans le cas d'un plan ordonné) :

Pour tout point.P, il y a dans I une involution cp’ laissant fixes
toutes les droites passant par P et transformant en son opposé chaque demi plan
dont le bord contient P.

Pour toute droite d, il y a dans I une involution 9 laissant fixes
chague point de d et tout faisceau de paralleles, et trahsformant en son opposé
le demi plan de bord d.

Par conséquent le plan est un plan de translation et pour toutes
droites d et e on a :

cd(e) = e {==> G4 O, Oq = O {==> gy O, = O, 04 {==> ce(d) =d,

Acause de cela, la relation L définie par

d 1 e (= 0y Oy = 9, 94 posseéde les propriétés usuelles d'une relation
d'torthogonalité :
¥ Je Pee L 4,

P,d
ad L e==>e L a A d£e,

d L oe== (a' L e<==d'|ld).
Si on choisit un systéme de coordonnées avec des droites d et e

orthogonales comme axes, la collineation est représentée en coordonnées par :

%
(X, ) ———mmm > (X, ay) ol 1'élément a du corps ternaire (qui est un quasi corps gréice
aufit ju'il s'agit d'un plan de translation) satisfait aux conditions :

a(y + 2) = av + az ;3 a(yz) = (ay)z ; alay) = v°

Dioh 1'on déduit (grace & la commutetivité de 1'addition)

alaY + Y) =Y+ al =ay + Y

ay = ~Y a = -1

(-1)7 = =Y = ¥(-1)
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Si 1ton tient compte de (8), (7)', de la définition.des demi-plans et du fait que
o4 transforme le point P = 1 en Q = -1 (chaque point de l'axe e est par définition
identique & sa deuxidme coordonnée) on obtient le résultat :

(9) x(=1) = =1

pour 1l'homomorphisme y de la boucle multiplicative sur le groupe {1 ; —1}, gui
détermine la {1 ; -1} -fonction d'ordre w. # 1l'aide de (9) et du fait gque les trans-
lations conservent g, nous pouvons démontrer une condition ayant les mémes hypo-
theses que‘(L) mais dont l'assertion est plus faible :

w(A,2,C) w(B,c,4) w(C,a,B) = =1

La démonstration est faite en posant A = P)b = d)B = 0 et en calculant

alors
x(4, b, ¢) = y(c)

x(B, ¢, 4) = x(-c) x(1=c) = x(=1) x(c) x(1-¢)
x(¢, a, B) = y(c=1) x(=1) = y(1-¢)

dtou avec (9)
x(4, 0, ¢) x(B, ¢, &) x(c, a, B) = yx(-1) = =1

I1 est bien connu que cette condition permet d'orienter le plan relatif
& w s On peut partager les drapeaux en deux classes avec les propridtés usuelles
de l'oriéntation gauche ou droite, [Voir L, Lesieur Jour., Math, pures et appliquées
37 245~-264 1958 et E, Glock Math Zeitchsift I8 ; 319-360 1962.0u au lieu des dra-
peaux on se sert des ftriplets de points non alignéso]

On constate alors que chaque Gp conserve l'orientation tnadis que
chaque oy transforme 1'une des deux classes de drapeaux en l'autre®

Le probleme est alors de savoir sion peut démontrer sous les hypo-
theéses faites, l'implication
(10) Ped,d', d" ===> ﬂe 6393 19gn = 9

A 1'aide de (10) ét des connaissances déja acquises sur les g, on
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démontre facilement 1'équivalence ("théoréme des trois symétries") :
af| ar]] asdv 4, Pea,ar,dn <=> 3, o405,050 = 0,5
et grace aux résultats de Bachmann et Diller'[voir par. exemple BEHNKE, BACHMANN,
FLADT, SUSS "Grundztige der Mathematik®" vol II A chap 4)]u On sait alors qu'il sagit
d'un plan sur un corps commutatif ayant un élément h non carré, tel que deux droites
ofthogonales sont paralldles respectivement aux axes des coordonnées ou ont des équa-
tions ¥ = wX + v, Y=u'X + v! avec uu' =h, Mais (10) n'étant pas démontré, il
n'est pas sir que les hypothtses faites suffisent pour arriver & la description
donnée des plans affines considérés,

A cause de (M) on peut définir pour toute G~fonction d'ordre ¢ une

apylication p de 1l'ensemble

JV

{(, ®, Q)] PR = RQ}
sur G par

(11) Red#m

RQ ==> p(P,R,Q) = w(P,d,q).

Nous appelons G-rapport une application cunstruite de cette fagon, parce qu'il
stagit d'une généralisation.du rapport (d'un triplet de points alignés) dans le
plan sur un corps, G étant dans ce cas le groupe multiplicatif du corps, Les
G=supports sont caractérisés comme les applications prde J' sur G (¢ = <p I,
implique déja la subjectivité)satisfaisant aux condition suivantes :

(M¥) OP = 0Q = OR =:$ p(PpopQ) 0(Q,0,R) = p(PQO,R);(P*), si I est la projection
paralldle de la droite PR = RQ, alors p{P,R,Q) = p(1(p),n(r),1(q)).

Les propriétés (M,I,P) et (11) impliquent aussitdt (M*pP*)o Inversement il faut dé-
finir pour une application p de J' sur G, ayant les propriétés (M*gP*), une @G-fonc-
tion dfordre  pour laquelle (11) est vrai, Pour obtenir (11) et (P), il faut dé-
o(P,R,Q) si {R} = PQ d et P,Q ¢4

finir  par (12) w(P9d9Q) = {
si P=Qfdoupq d=4g,
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Alors les conditicns (11), (P,1) sont finalement satisfaites (méme sans M¥,P¥), Dans

Le démonstration SHiVuﬂté de (M) cn peut restremndré (p*) au cas varticulier

(Pg) PR = RQ # PR' = R!'Q’ RR! // QO === p(P,R,Q)'z p(P',R',Q'), ce qul déuontre
en méme temps, que les conditions (M*,P*) sont éghivalentes & (M*,Pg).

Four des points F,Q,R slignés (M) egt traviale & cause de‘(a) et (M*). Tour des
P,0,R non alignés il suffit de considérer 1eu‘ﬂaux cas: (1) d//QR, (ii) dAZPQ,QR,RP
parce gue les cas dA/RP et d/’PQ sont facilement wamends 3 (i) par une permubation

cycligue de {P,Q,R}, qui ne change pas l'assertion de (M) & cause de 1'équeticn

w(P,d,Q)”1 = w(Q,d,P) (si P,Q £ 4), impliguée par (2) et (WX). Dane le
cas.(i) nous avons w(Qyd,R) = 1 & cause de .(2), p(P,R',Q) = p(P,Q",R) pour
{R'} = d NF, {@'} = dNFR a cause de (P *) et alors w(F,d,q) = w(P,d,R) (2),
Dens 1o cas (ii) nous mettons
{R'} ;dan, {a'} = a NRrp, {P'} = d NQr, P €& QR, PP" // Q'R
et obtenons & cause de (M*, )
ol2,2%,0) p(Q,2",R) = p(P",P",q) p(Q,P",R) = p(P",P',R) = p(P,Q",R)
et par conséquent 1'assertion de (M),

Pour vn G--rappert p les conditions suiventes sont équivelentes
EEIE RO = ——— P =
(13) -VE?)gQ’R(p(P,J.L,m> 1 P=Q

ST (2 # o p(FR,G) = p(PR",Q) ===> R = R'), sauf si G = {{] et =i
Sy

QR R
Ltordee wa glen (c'est-d-dire le nombre des points d'une droite) est égal b 32
(an ce cas (ﬂf) est trivialemeotl faux, mais (14) vrai}.
La dédmonstration de (13) ==y {(14) est faite avec un point auxilieire. RV f LSRN
on construit les points Q7,Q" de la fagon sulvante s Q' ¢ PRY, QQ”// RR", Q' € ¥R,
Q'C”//RLR“, et le calcwl donne grice & (M¥*,P*) et 1'hypothtse de (14)
pl,R7,0) = p(PR,Q) = p(B,R",0") = p(P,R",Q"),

-1

olQ,r',0") = o(Q,R',7) p(P,R",Q") = p(,R',0)"" p(P,R',Q") =1
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ce qui entrafne Q = Q' & cause de (13) et alors R = R',
Si l'ordre du plan est 2, alors (13) est satisfaite strictement, Si le
plan a lfordre 3 et s'il y existe des points P,Q,R ayant les propriétés p(P,R,Q) = 1

(quiimplique déja P# R # Q). et P#Q, on a G {1} pour une droite d # PR

P,d,FR ~
contenant R et alors-G {1} & cause de (4),

Par conséquent, nous pourrons supposer pour 1a démonstration de (14) ==> (13)
(le cas exceptionnel, mentionné en haut étant exclus) que l'ordre du plan est au
moins 4, Il existe donc sur la droite PR = RQ (dans l“hypotﬁése de (13)) un point
0 # P,Q,R, et avec au point auxiliaire Q' ¢ PR on construit les poin‘bs>R”,Rﬁ de la
facon suivante ¢
R" € 0Q", RR"//QQ", R' € 0Q, R'R"//PQ",

En se servant de (M*,P*) et o(P,R,Q) = 1, on en déduit
p(0,2,7) = p(0,R,Q) p(2,R,Q)7" = p(0,R,a) = p(0,R",Q") = p(0,R",P),

d'ol R = R* b cause de (14) et alors P = Q,

En tenant compte de (11) on peut reformuler (14) de la manidre suivante :
(141) %, 0 4 o(FF o(Pids0) = w(Pre,0) == Panana’ £ g).

Junkers a nommé cette propriété llinverse de (1) (Archives de Math 20
214 ... 218 1969), il 1'a utilisée pour caractériser les plans projectifs arguésiens
(naturellement sans la condition (p) pour ).

On voit aussitdt que (13) est équivalent & 1l'injectivité de tous les homo-
morphismes y donnés par (8) et & cause de (5) déjy & 1l'injectivité d'un des Yo
Dfaprés les résultats de Pétit (Math Zeitschrifr 110, 223256, 1969) cette injecti-
vité est équivalente au théoréme de Desargues, Mais on peut aussi démontrer direc-
tement (clest-i~dire sans utiliserx)que le plan affine satisfait & la condition (13)
si et seulement si le plan est arguésien (résultat de Junkers, pas encore publié).

Alors nous voulens introduire pour chague G-rapport p une G-mesure au

sens de Petit (publication déja citée), clest~d-dire une application p de l'ensemble,

Q = {(4,B,¢,D) | aB//cD} sur G(G = <p@ implique déja la surjectivité)
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ayant les propriétés (Mg), (Miﬁ, (M%Q' formulees par Petit (il écrit KE/db comme
abbréviations de u(A,B;C,D);et désigne l'elément neutre de G par e, au lieu.de 1 ici),
si AB # oD (// 4B), il est naturel de définir
(15)..u(4,B,0,D) = p(Bzf,c,D), oy B* est déterminé par BB*//AC, B* € CD, d'autre part
on veut que (pour 0B = CD).
(16) ulc,B,c,0) = p(B,C,D).
Meis que faire, si AB =CD, A #C 9
Dlaprés Junkers (pas encore publié) on généralise les définitions (15),v(16) en
considérant des produits I de projections paralléles :
(17) m(a) = c A m(B) € D ==> u(4,B,c,D) = p(n(B),c,d).
Mais alors il feut démontrer que p(I(B),c,D) est déterminé uniquement par A,B,C,D
sous les conditions T(4) = ¢, M(B) € CD ; car si le plan n'est pas un plan de
translations, II{B) ne doit pas &tre déterminé par ces conditions, C'est ainsi que
nous avons besoin de
(18) p(n(8),c,0) = p(m*(8),¢,D)
pour tous les produits II, ' de projections paralléles sous 1l'hypothese
(19) aB//cp A m(a) = ¢ =m'{a) A u(B), m'(B) ¢ cD.
Accause de (m*) (8) est équivalent a
(20) pu(s),c,m'(B)) = 1,
Pour démontrer cela, Junkers a prolongé yp au plan projectif en conservant les pro-
priétési(M,I) et l'ensemble des images ¢, Soit J le point impropre (point & 1'infini)
commun & AB et CD soient X,Y deux points du plan affine alignés avec J et X',Y!
leurs images, aussi. zlignés avec J,:psr une projection paralléle (facteur de II ou
‘). De (f) nous avons w(YyXX’,Y')_= 1 et wlors de (M), On déduit
W3, X0 ,T) = ol3,x%7,71),
A cause de (1) on veut ici substituer a XX' une droite quelcongue dX passant par X
passant per X', mais pas par J,

resp, ng
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w(3,8.,7) = w(7,d.,17"),

Par récurrence on deéduit de cela

w(7,8,,8) = wl(J,d,,0(8)

mais aussi naturellement

w(7,d,,8) = w(7,a,,1'(B)),

d'ol & cause de (M) nous obtenons (20).

Remarquons gue pour la démonstration de (20) ce n'est pas nécessaire de prolonger

@ au plan projectif, I1 nous faut seulement introduire une fonction ', définie pour
les couples non-incidents (P,d), ayant la propriété

(21) 2,0 £ 4 => o' (P,8) w'(0,d)7" = (B,4,0).

(c'est fait facilement comme cela : on choisit pour chague droite d un point

Pa f d et on définit w'(P,d) = w(P,d,Pd).9 et (ce qui constitue la difficulté de la
démonstration) pour un faisceau}grde paralléles (//AB dans la démonstration de (20))
donné une apylication'mo de l'ensemble des droites dans G, ayant la propriété

(12) (R} =dne n defme F =—> w,(d) w'(p,a)7" = wole) = w'(p,e)7t,

Alors (avec les notations de la déuonstration de (20), dé ja faite) on a

i

%(dx) W)™ = og) wr(ra )™ = agle) ()T = ag(ag) ot rey)

et par récurrence

w()(dA) w' (BsdA)_I‘

3 =1 d i (18 -1
wo(dc) W (H(B),dc) = wo( C) w' (11 (B),dc) s
ce qui donne aussitslt

o' {n(B),a,) = o' (' (8),4,)
et d'apres (21)‘c“est déja (20), Mais, bien sur, cette démonstration n'est motivée
que i I'on pense au prolongement de  au plan projectif :

w(J,4,P) = wo(d) w’(P,d)_1°

La multiplicité (M;) se démontre facilement, si’on congidere pour

AB//CD//EF des projections paralldles II,II' avec les propriétés
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n(a) = ¢, m(B) ¢ ¢, n*(c) = &, (D) ¢ EF,
et si 'lon utilise (7) et (P¥,M*) :

}J,(\AngcaD) (\l(cﬁDaE,F)

it

o(n(s),c,n) olm'(n),E,7) = p((m', m)(B),n(c),n* (D) pln'(p),E,F)

il

o(('o m)(B),E,F) = u(4,B,E,F),
parce que (I'o M)(4) = E, (m'o m)(B) € IF.
(MZ) se déduit de (15) pour B* = D, parce que l'on a p(D,C;D) = 1 & cause de (M*),
Enfin (Mg) est unevconséquence de (16) et (p*).

Inversement on voit facilement dans les résultats de Petit, que chaque
G-mesure p définit par (16) un @-rapport, Clest ainsi que les trois éoncepts
G;fonction d'ordre, G-rappért, G~mesure sonf finalement équivalents, . Nous
proposons de.nommer d'une facon neutre tous ces concepts G-valuations et le groupe
G un groupe de valuation du plan, s'il existe une G-fonction d'ordre (Gmrapport,
G-mesure) pour le plan,
Pour caractériser les groupes de valuation d'un plan affine nous construisons un
groupe de valuatioﬁ universel, cfest-a-dire un groupe de valuations, dont tous les
groupes de valuaticn du plan sont des images homomoryphes, Une telle construction

o

a déjh été faite par R, NETZSCH (pas encoce publié) pour les valuations des treillio
L'idée est de commencer avec le groupe libre engendré par 1l'ensemble des objets
géométriques, qui est le domaine des valuations, Mais il estplus facile ici:de
n'utiliser aucun des ensembles ?f;‘Z: Q mais l'ensemble des couples de points dif-
férents :

£ -« {(R,P)| R £ P} >
soit le groupe libre engendré par cet ensemble, Nous voulons alors factoriser un
G-~rapport p quelconque de fagon qu'un des deux facteurs soit un homomorphisme deéz:

. '

sur G, Dans ce but nous introduisons l'application q : Ei.a éZ?définie par
(22) PR = RQ ===> q(P,R,Q) = (&,P) (R,Q)7",

Gr8ce qu fait que dans Qﬁ

(r,?) (8,0)"" = (&",?") (R',@") ' === (P=P' A Q=0 AR=R')V (P =g JB* = Q')
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/

i~
nous pouvons introduire une application : ¢ : g C - ¢ par

(23) rP = RQ ==> ¢((8,P)(R,Q)7") = p(P,R,0Q).

Alors on choisit pour chagque couple (R,d) avec R € d un point QR,d € RP et on.
prolonge ¢ (nous conservons la notation) & un homomorphisme de fpar la définition
(24) R # P ===> ¢(R,P) = p(P,R,QR,RP) pour les ¢-valeurs des générateurs dedl ; c'est
4 cause de (M*) et du fait que ¢ soit un homomorphisme, que (24) implique (23).
Alors (22), (23) donnent

(25) p = ¢og.

Dlapres (P¥) tous les éléments

o(?,R,0) a(p',&",0")7" = (rP) (R,Q)7'(&",q!) (&*,P")”"

de% ’ i)our lesqguels P',R',Q' sont les images des P,R,Q dans une projection paral-
lele, sont contenus dans le noyaul/@ de ¢, et c'est ainsi que nous formons: le Ilus

petit sous~groupe normalme of, gqui contient tous ces é1léments :

Ve,

De cela résulte l'existence d'un homomorphisme ¢ de QZ//V\, qui factorise ¢, 1l'autre

facteur étant 1'homomorphisme canonigue %4/‘ dezsur J//’

¢=<P0ﬁ/,°

Avec (25) cette équation donne

(26) p=¢0(fkoq)s

et nous démontrons facilement, que /8 af//// a la proprieté deésirée d'un groupe
de valuations universel ;(i) p*¥ = n oqest un %ﬁa_pport, parce que (M*) est une
consequence immédiate de (22), et (P*) se déduit des définitions de/et g o

(bii) Pour chaque G-rapport p il y a un homomorghisme ¢ de U’sur ¢ ayant d'aprés (26)
la proprieté p = g 4 p*.

Des résultats de Pé{;it (publication citée) démontrent que Vest déja déterminé par
1textension du plan «ffine au plan projectif et d'autre part ne chénge @s si on

applique une dvalité au planyprojectif,
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Le groupe de valuation Zf%st image homomorphe de chaque boucle B multi~
plicatif (relatif & un systdme de coordonnées) et d'autre part chaque groupe de valua-
tions ¢ du plan est image homomorphe de U, sile plan a l'ordre.fini n, on a
card B = n=1 et ainsi :

n—1">_ card >’card Ge

Pour wn plan arguésien il existe (voir Pevos ) un groupe de valuation @ ayant
n=1 élémehts, ce qui donne card U= n-1,
Inversement dans le cas card U= n-1 l'homomorphisme y de B sur (f: déterminé par
ﬁnzf;éupport doit &tre un isomomorphisme et le plan arguésien, Ainsi nous sommes
arrivés qu théordme :
Un plan affine d'ordre fini n est arguésien, si et seulementvsi n-1 est 1l'ordre du

groupe de valuations,
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE.

gonférence no 14 du 3 mars 1970,
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REMARQUES SUR UNE CLASSE DE STRUCTURES GEOMETRIQUES FINIES.

Par G. PICKERT.

Dans le Bulletin de 1'A,P.M., no 260 (1968), p. 32, on trouve la question suivante :

24 participants d'une réunion veulent dfner 8 jours ensemble, par tables
de 4 personnes,

Peut-on faire un arrangement tel que chaque personne rencontre chaque
autre personne au moins une fois & la méme table 9

I1 s'agit ici de trouver une configuration tactique de certaines proprié-
tés que nous préciserons, Nous ne pouvons pas résoudre le probleme d'existence
d'une telle configuration, mais nous considérerons une classe, & laguelle la confi-
guration donnée doit appartenir,

Une configuration tactique (au sens de MOORE) est un ensemble de v éléments
(nommés points) avec un ensemble de b sous-ensembles (nommés blocs), chague bloc
éyant E éléments et chaque point étant élément de r blocs,

Dans les applications en statistique, on groupe les variétés, qui sont

les objets de l'expérience considérée, en blocs, chaque variété étant en r exemplaires

-e
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c'est l'origine du choix des lettres v,b,r. Nous nous servirons des lettres p,q,
p',q', pour les points, des lettres B,B' pour les blocs,
Le décompte de {(p,B) | p € B} de deux facons différentes donne 1l'équation de

R.A. FISCHER (1940).
(1) rv=X%hb,

Dans notre probleéeme des 24 personnes, nous avons v = 24, k = 4, r = 8 et ainsi
diapres (1) b = 48, Nous pourrions calculer ce nombre néturellément aussi sans ubti-
liser (1) ; 24/4 = 6 est le nombre de tables chaque jour et ainsi b = 8 x 6,

Ce calcul est possible, parce que dans notre probléme la configuration doit posséder
une relation de parallélité, clest une relation d'équivalence dans 1l'ensemble des
blocs, dont chague ciasse d'éqﬁivalence est une partition de l'ensemble des points 3
Deux tables (plus exactement ensembles de 4 personnes & une table) sont paralldles,
si elles appartiennent au méme jour; s'il y a une relation d'équivalence dans une
configuration tactique, s étant le nombre des blocs dans une classe d'équivalence,

on a
(2) v=ks,b=1rs,

parce que ¢haque point appartient & exactement un bloc de chague classe d'équiva-
lence et ainsi r est le nombre de ces classes, Avec (2), on peut démontrer (1)
encore une fois,

Pour exprimer la derniére condition de notre probléme, (chaque.paire de: personnes

doit se rencontrer au moins une fois), nous introduisons p ﬁ q
[pyq] = card iBl P,q € B};
et alors, cette condition s'éerit

(3) P #E Qg = [p,a] > 1.
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Pour une configuration tactique gquelconque le décompte de

{{a,B) | Psa € B A P # 4}

de deux fagons différentes donne (voir p.e. P. DEMBROWSKI, Finite Geometries)

(4) r (k-1) =5 [p,al.
a(#p)

Pour une configuration tactique ayant la propriété (3), 1'équation (4)

donne 1l'inégalité
(5) r (k=1) 3 v-1

Tandis que pour les plans affines finis, les plans projectifs finis ( les
droites étant prises comme blocs) et les Stéiner—systimes de triplets.(voir DEMBROWSKTI ,
Finite Geometries, ou RYSER, Mathématiques combinatoires) on a ici une égalité (et
inversement l'égaiité dans (5) implique 1'égalité dans (3)), dans notre probléme,

nous avons
(6) v (k=1) = v.

Ainsi nous considérerons ici seulement des configurations tactiques ayant les
propriétés (3) et (6), sans répéter ces conditions chaque fois, 8i la configuration

possdéde une relation de parallslité, (2), (6) donnent
ks =1 (k-1),

d'ol on dédmit l'existence d'un nombre naturel t (= 2 dans notre probleéme des 24
personnes) .. avec
(7) r=tk,s=tkt),v="tk(k-1), b=t k1),

Mails dans la suite nous ne supposons pas l'existence d'une relation de
parallélité,

De (3), (5), (6), on déduit que, pour chaque p il existe un point p' et
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un seul ayant la propriété

(8) p £ o' A [py2'] = 2,
tandis que
(") a#p,p' == [p,a] =1

Dans la suite p' désigne toujours le point déterminé par p et la con-
dition (8). A cause de (8) 1'application p — p' est une involution de 1'ensemble

des points sans point fixe, ce qui donne
(9) vE O mod. 2,

Les nombres v,b,k,r sont naturellement supposés % Oet onav > k,
L'existence de blocs différents ayant en commun des points p,p' avec (8)
donne k 23 r 3 2e
A cause dev(1) et (6), on peut exclure les valeurs 2 et 4 pour v, Pour v = 6
d'aprés‘(e) il n'existe que les deux possibilités
(i) k

(i1) k

49 r=2, b

!
I

3

il

r = 3, b = 6,

Nous démontrerons que dans chague cas il existe (3 wn isomorphisme prés) une et une
seule configuration,

En utilisant pour B % B!, llexpression

[B,B'] = card (B n B'),

nous arrivons au dusal de (4) :

(10) k (r=1) = ¢ [B,B']
B'(# B)

Pour les [B,B'] on a

(11) B# B == [B,B'] < 2,

parce que p,q,r € BN\ B', B# B' et p # g,r donnent d'aprés (8), (8') ¢ = p' =r.
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Avec les expressions

d
B

it

card {B' | [B,B'] = 2}

.zB = card {B' | B B' = p}.

(10) et (11) donnent

(12) k (r=1) = b=1 + dg-2y

En décomptant. de deux facons
{(pyB) | P€ B A D' £ B}
p! étant le point déterminé par (8), on arrive &

v (r=2) =3 (k - 24

)
B o

et & cause de (1) &

(13) sd_=7v
B B

A pertir de (12), (1), (6) on calcule facilement

r-k , _
(14) dB = —E-v(r 4+ k - rk) + Zy + 1.

S

Pour r = k cela donne dB:; 1 et parce gu'on a alors d'apréds (1) aussi b=v, a
cause de (13) on en déduit dB =1 et Zy = 0, c'est-a-dire :
Proposition 1; Si r = k, 1'intersection de deux blocs est toujours non~vide, et
pour chagque bloc B il existe un bloc et un seul ayant deux points en commun avec B.
C'test-a-dire nous avons le dual complet des propriédtés (3), (8), (8').
A cause de cela nous parlons dans le cas r = k de configurations gymétriques.
Parce que r = k implique ZB = 0, i1l n'y a pas de relation de pgrallélité
dans ce cas, c'est-i~dire dans (7) t doit &tre > 2.
Pour r >.k (14) ne donne pas de renseignement supplémentaire sur d_,

B

Mais pour r < k, on arrive & dB > 1, clest-a~dire d 2, et dtaprés (13) cela

B2

donne v > 2b et v = 2b ===> dB =2, z_ =0,

A cause de cela nous pouvons construire une et une seule configuration
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du type (i),
En notanf les 6 points 1,2,3,1',2',%3', les primes ayant le méme sens qu'en (8) et
(8'), un bloc doit &tre {1,1', 2,2'}, un autre {1,1', 3,3'}, et alors nous n'avons
que la possibilité {2,2', 3,3'} pour le troisitme. On peut représenter cette confi-
guration par trois cercles dans le plan euclidien se coupant deux & deux en deux
points,

Pour construire des configurations symétrigues nous démontrons d'abord
Proposition 2, Dans une configuration symétrique il existe pour chaque point p une
bijection cp de l'ensemble des blocs contenant p, mais pas p' sur l'ensemble des

blocs contenant p', mais pas p déterminée par
(15) PEB Ap' £ B== [B,cp(B)] =2
(151) PEB AD' £ B 2 B#B'%GP(B) ===> [B,B'] = 1.

Pour la démonstration nous considérons 1'ensemble Pp de tous les points,

qui n'appartiennent pas & un bloc contenant les deux points p,p' :
(16) card P, =V - (2k-2) = k% = 3k + 2,

Pour q € Pp le bloc contenant p,q est déterminé de fagon unique ; nous le
notons pq. Alors q — (gp,qp') est une application de Pp sur un ensemble de (k—2)2

couples de blocs, mais & cause de (16)9 elle n'est pas injective, Si %,qz € P,

b
q1 % q2 et B = q1p = qu, B! = q1p' = q2p', alors B' est déjia déterminé par B
cémme le seul bloc tel que [B,B'] = 2 d'aprés la proposition 1, ainsi q3 est détermi~-
né par q1, clest-d-dire 1'image réciproque d'un couple (B,B') contient au plus

- N . e (12 2
deux points, Mais & cause de (16) et de 1'égalité (k° - %k +2) - (k =2)" =k = 2
il y a exactement k ~ 2 couples (B,B'), dont 1'image réciproque contient deux .points,

c'lest-a-dire [B,B"] = 2, Nous avons déja vu que dans ce cas B détermine B' et

réciproquement. Parce qu'il y a exactement k -2 blocs contevint p, mais pas p', la



proposition est démontrée,

Comme corollaire nous démontrons

(17) {pyp'} =B N B' A 9 € B===>q'¢B,

ce quil implique, que p —» p' est un automorphisme de la configuration,., Si au contrai-
re sous l'hypothese de (17);q3,¢ B!, on a q # p,p' et ainsi(parce que dB = 1)
q' f B, c'est-a-dire q' ¢ Pp° Chacun des deux blocs contenant gq,q' ne contient pas
p, parce gu'alors & cause de g ﬁ B , ¢ B on aurait deux blocs contenant p,q,
cé qui est impossible parce que q # p'. Nous avons aussi p € Pq" et (15) peut
tre appliqué deux fois au bloc pg' :

[va's o (pa')] = 2 = [pa', cq,(p,q')]
d'ol & cause de dpq' =1, on conclut

cp(PQ') =,cqq(PQ')ﬁ
Mais ce bloc ayant les points'p',é (# p,p') doit &tre le bloc p'q = B et donc conte—
nir p, c'est impossible pour cp(pq')e
Gréce & la proposition 2 et au corocllaire (17) on voit facilement, que dans le cas
k = 3, c'est-h-dire pour le type (ii), en notant les points 1,2,%,1',2',3', les
blocs sont & une permutation de {1,2,3} pres,
{1,102}, {1,121, {2,273, {2,2',3'), {3,531}, {3,3"51'}.
Dans le cas k = 4, en notant les points 1,2,3,4, 1',27,%',4', et en appliquant la
proposition 2 et (17) avec p = 1, nous obtenons, & une permutation de {1,2,3,4}
prés les blocs
{1,1',2,3}, {1,1",2',3'}, {4,4',1,6'}, {4,4',1',6}, {5,5',1,6}, {5,5',1",6'}.
I1 nous faut encore constituer les blocs contenant 2,2':rzesp, 3,3' resp, 6,6', et
nous avons & notre disposition les points 4,4';5,5',6,6' dans les deix premiers

cas et seulement les points 2,2',%,3' dans le dernier,
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Clest ainsi qu'il faut admettre comme blocs les ensembles
{6,6',2,3'}, {6,6',2",3},
ce qui exclut l'usage de 6,6' dans les deux premiers cas,
A un échange de 2,3 preés, éui ne change pas les blocs déja construits, on doit
ainsi admettre les quatre blocs
{2,2',4,5'}, {2,2",4",5}, {3,3',4,5}, {3,3",4',5"}.
La structure de cette configuration devient plus claire, si on remarque que pouxr
chacun des quadruples
(6,1,2,3), (293,4,5), (4,5,6,1), on peut construire 4 blocs de la méme facon :
{6,6',2,3"}, {6,6", 25,3}, {1,1",2,3}, {1,1",2",3"}
{2,2',4,5'}, {2,2',4",5}, {3,3',4,5}, {3,3",4',5"} ;
{4,4',6,1'}, {4,4",6",1}, {5,5',6,1}, {5,5',6",1'}.

Dans les configurations symétriques et aussi dans le type (i) (réalisé
par trois cercles se coupant deux & deux en des points différents) dB a la méme
valeur oour tous les blocs,vMais la réciprogue est vraie aussi :

Proposition 3, Si dB a la méme valeur pour tous les blocs B, la configuration est
symetrique (d =1) ouk = 4, r ; 2, (d = 2),
Péur la démdnstration nous mettons d = dB pour tous les blocs B et déduisons de

(13) et (1)
(18) v =db , k =dr,
Alors (14), (18), (6) et'zB > O donnent 1l'inégalité

(19) églédz - k% 4 x(as1)) > o.
d ¢ =

L'ensemble des nombres réels {x | a° ~_x2 + x(d+1) > 0} est un intervalle contenant
0. C'est ainsi que de k 2 2d (conséquence de (8), (8')), (19) et
a% - (22)% + 2a(as1) = a(2-a)

on déduit 1 ¢ d ==> d = 2,
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Mais pour d = 2 la plus grande waleur.de Xk, pour laquelle on a (19), est 4, et d'au~-

tre part nous avons k > 2d = 4, ce qui donne k = 4‘3.179. d'aprés (18), r =2,
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DIMENSIONS DES ANNEAUX ET ENSEMBLES ORDONNES

d'apres (abriel-Rentschler,

par G, RENAULT.

Si A est un anneau commutatif, on appelle dimension de Krull de A,
(dim A) la borme supérisure des longueurs des chafnes d'idéaux premiers de A, Les
Joux théordhmes suivants qui illustrent cette notion sont particulidrement impor-

tants;

Théoréme 0.1,

Soient A un anneau semi-local noethérien de radical R, d(4) le degré

du polyndme de Hilbert—Samuel ; soit d'autre part s(A) la borne inférieure des

entiers n tels qu'il existe des éléments x1, ooy X de R pour lesquels A/(x x )

- - o006
soit de longueur finie, T i
Alors on a : dim A = a(a) = s(a)

Théoréme 0,2,

Soit A = K[X1, eoos xh] un anneau de polyndmes sur un corps K.

Alors : dim A = n
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Le but du travail de Gabriel-Rentschler est dfétendre notamment la

théorie de la dimension au cas d'un anneau non commutatif,

I - Déviation: = Dimension de Krull,

S6it E-un ensemble ordomné. Si a, b € E, [a,b] désignera l'ensemble
des éléments x de B tels que a < x < b, E sera dit artinden si toute suite décrois-
sante de E est stationnaire, discret si a < b implique a = b,

A chague ensemble ordomné E on associe une quantité dev E (déviation
de B) qui est, soit un entier naturel, soit 1'un des symb8les — o, 4+ o, (n pose :
dev E= - lorsque E est discret,
dev E < 0 lorsque E est artinieén,

Supposons déterminés les ensembles ordonnés F tels que dev F < n-1,
Si E est un ensemble ordonné on pose :
dev E < n, lorsque toute suite décroissante a1 > a_ > .., de E telle que 1l'on ait :

2
(1) dev [ai+ , ai] { n-1 pour tout i, est finie,

1
On pose enfin dev E = + o lorsque, pour t out n, dev E ¢ n.
La condition (1) ci-dessus est équivalente & la condition suivante. Il n'existe

pas de suite infinie décroissante a1 > a2, eoeo Ltelle que l'on ait dev[ai+ ,ai]>n—1

1
pour tout i,

Exemples @
dev B =0": E est un ensemble artinien non discret,

dev 7

i

1 7 on-a-dé facon immédiate dev 7 < 1 et 7 n'est ni artinien ni discret,

dev Q = + o« : supposons dev Q < n,

Pour toute suite infinie décroissante a1 > a2 > eoey 1l existe un

entier i tel que-dev[ai+1, ai] < n~1. (n itdre et on se ramdne au cas
. N ' 13 .
dev[ai+1j ai] < 0 ce qui est faux car [ai+1: ai] n'est pas artinien,

Définition 1.

b

Si M est un module a gauche sur un anneau A, on note dev M ou
K dim M(dimension de XKrull de M), la déviation des sous-modules de M ordonnés par

inclusion,

II - Propridétés de la déviation et de la dimension de Krull,

Proposition 2,

Soient E et F deux ensembles ordonnéds, f une application croissante
de E dans F, r un entier naturel tels que :

a < b==>dev[f(a), £f(b)] > r
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alors
dev E ¢ dev F =.r

Supposons - qutil-existe une suite infinie d'éléments de E

a > a > o o

1 2
telle que :
dev[ai+1f ai] > dev P T ienN
On a alors :
dev[f(ai+1), f(ai?] > dev F ieN (1)

Sinon il existe un indice 1 tel gue :

dev[f(ai+1), f(ai)] < dev F

On applique 1l'hypothese de récurrence a
-3 —_ P P -

E' = [ai+1j ai]

3

F [f(ai+1?i £(a,)]

On a donc dev E* ¢ dev F!' = r {( dev F -~ r, ce qui contredit notre hypothese,
considérons la suite décroissante infinie, (car f est strictement
Croissan‘be)e
f
(2;) > £(a) > soueaas
on a dlapres (1) ;’dev[f(a;+1, f(ai)] > dev F, ce qui contredit la définition

de dev T,

Corollaire 3,

Si N est un sous-module d'un module M on a ¢
K dim N < K dim M
K dim M/N < K dim M

péfinition 4.

Si A est un anneau, on désigne par dim A, la borne supérieure des

longueurs des chafnes ‘d'idéaux bilatdres premiers de A,

Proposition 5,

Soit A un anneau noethérien & gauche, Alors dim A < dev A = (X dim A).
Soit IO CZI1 c:o.a'c:In une chafne d'idéaux premiers de A ; on va démontrer que
n <"dev A,

Pour cela il suffit de prouver les relations :

dev A‘/IO > dev .A/I1 > ceadd

Car,.d'aprées le corollaire 3, on sait déja que dev A > dev A/IOQ Ce sera une

conséquence du lemme suivant :
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Lemme,
Soient B une anneau premier noethérien & gauche, P un idéal bilateére
premier non nul de B,

Mors:
dev B > dev B/P.

P -ést un idéal essentiel & gauche et d'aprés le théordme de Goldie,
P contient un élément s non diviseur de zéro, on a la suite strictement décrois-
sante :

B> Bs D B o L...

De plus on a 3

g™t = pst

et la surjection :
i L — > Bs"/ps"

Bsn/Psn est isomorphe & B/P, d'aprés le corollaire 3, on & :

dev Bsm/Bsm'1

> dev B/P
d*ou, par définition,

dev B > dev B/P

Proposition 6,

"Soient E et F deux ensembles ordonnés non vides, Alors

dev E x F = Sup (devE,.dev F) =3
1) dev Ex F > 8
Soit f € B Ex {flcExF

el par suite dev E < dev E x ¥ ; de méme dev F < dev E x F,

2) dev Ex F < s

Sinon il existe une suite infinie : (31, b1) > (az, b2) > soece

telle que dev[(ai+1f bi+1)f <aif bi)] >8 ,1¢€¢N

soit

dev([ai+1f ai] x [b

irt? bi]) > s

On en déduit
dev[ai+1i ai] ou dev[bi+1f bi] > 8 (2)
(i1 suffit de procéder par récurrence sur s).

La relation (2) alieu une infinité de fois ce qui contredit la

définition de s,
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Proposition 7.

Soit N un sous-module d'un module M,
Alors dev M = supldevN, dev §/N) = s,
Compte tenu du corollaire 3, il suffit de prouver que dev M < s,
Soit B (resp, F) le treillis des sous-modules de N (resp. M/N)?
A tout sous-module M' de M on fait correspondre le couple (leﬁ N, M%§EV= ﬁ%ﬁiﬁ
élément de E x F, Si'T est le treillis des sous-ensembles de M on a :
dev T < dev (E x F)
soit

dev M < s

Corollaire 8.

Soit M un A-module de type fini ; alors dev M < dev A, Si de plus
M est fidéle et A commutafif dev M ="dev A,
on a la sulte exacte

A ey M mmmes O
la proposition 7 entrafne dev M < dev An = dev A (proposition 6).

8l M est fidéle et A commutatif on a une suite exacte

0 > A >
et dev A < dev Mg'é'&év M.

Notations
S0it E un ensemble ordonné, QOn pose SC(E) : ensemble des suites
(e s eces © 3 oo») telles que e soit constant pour n grand, ordonhé par
1 n’? n ’
(e, < (£;) === e, <f; =~ "~ ¥ €N
Cr(E) : le sous—ensemble de

SC(E) constitué des suites croissantes,

on notera b/a 1l'intervalle [a, b],

Proposition 9,

dev Cr(E) = dev SC(E) = 1 + dev E
- dev Cr(E) < dev SC(E)g évident,
- dev SC(E) < 1 +dev E

Soit a1 > a2.> eo. Une suite infinie de suites stationnaires avec
ai = aiL ai afL ai
19 29 3! e oo g oop o e a
i i44

avec a terme constant & partir d'un certain rang et telle que dev ql/a >dcs dev E
i'¢ N,

i, 141 i, i1 i i+ i, i+1
a/a = a /a1 X oo X aj—1/aj—1 x 8, (%w/%m )
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D'autre part dev %i/al+1 { dev E pour i assegz grand, Par récurrence sur dev F
(o)
on en déduit

dev S, (a;/aiﬂ) < 1 + dev (a:;/aj;ﬂ) { 1 + dev E

et par suite (proposition 6) :

dev (al/al+1)f< 1+ dev B ..'d'ou la contradiction,

- 1 + dev E < dev cr(E),

Notons que la propriéité est triviale si E est artinien, On supposera donc dev E > 1,

Lemme,
Soit E un ensemble ordonné non artinien, Il existe une suite infinie
décroissante (ei)“telle que déveg'-/ei + 4= dev E - 1,
I1 suffit en fait de démoytrer qu'il existe une suyite infinie (ei)

ei/ei . . . . : s ‘ . Z
/ 1 dev = 1, Sinon il n'existerait pas de suite décroissante

telle que dev
infinie (ei)'telle gque devei/eé i i > dev B. - 2, ce qui contrediraif la définition
de dev E,

Scit done (ei) une telle suite et posons : ai = (eig ssoy €. oss)
C'est un élément de Cr(E) et dans Cr(E) on a :

i, is NN
dev & /a = dev C_ (ei/ei41)
par récurrence on en déduit 3
dev Cr (ei/ei$ﬁ) > 1 +.dev (ei/ei;i) > dev E

Soit dev al/al+1 > dev E et | + dev E < dev a(R)

Corollaire 10,

Si A est un anneau noethérien & gauche : dev A[X] = dev A+ 1

- dev.A[X] > dev A+ %,
Posons B = A[X]g On a la sulte décroissante ¢+ B D BL D BX23D 000

n

dev JBX = dev A,

ot 1
- dev A[X] < dev A + 1
S6it I un idéal & gauche de A[X]. On pose an(I) = {coefficients des
polyndmes de degré n appartenant & I} L) {o}.
an(I)”est unsddéal & gauche de A, Les an(I)vforment une suite croissante station-
naire, L*application I ~=—=> {ah(I)}n est une application strictement croissante’

de 1l'ensémble des idéaux & gauche de A dans Cr(A);

d'olt : dev A[X] < dev Cr(A),= 1 + dev A (proposition 9).
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En particulier si K est un corps dev K[X19 coes Xn] =n

III ~ Dimension des anneaux locaux.

K désignera’ un arneau local noethérien commutatif dont la dimension
de Xrull sera notde dim-a = (borne supérieure-des loghnueurs des chafnes d‘'idéaux

premiers de A).

Proposition {1.
Soit A un anneau local noethérien commutatif,
Mors dim A = dev-A ="s(A),
On reprend les notations de 1l'introduction,
* s(A) < dim A,
Soient M 1%'idéal maximal de A ). . 0 les idéaux premiers
minimaux de A, Si a est un élément de y _;i)

on a "
dim A > 1 + dim A/(a) (si M= .Q)} Pi, A est artinien)°
. i=i -

Une récurrence facile permet de prouver l'inégalité

* dim A ¢ dev A,

résulte de la proposition 5,

* dev A < s(4).

Soit (a1, evos an) un idéal de A tel que n = s(a)
s(A/(a1)) = s(A) = 1 par définition,
Par rFécurrencé suf s(A) on en déduit

dev A/(a;) < S(A/a1) < s(a) - 1

I1 suffit donc dé prouver que dev A/a1) S dev A - 1.

T emme o

siaf0€¢ M ,alorsdev A< dev A/(a) + 1

ADaA>,..D&a A=TF >...
Tout:.idéal de A est fermé pour la topologie a—~adique, On définit
une application strictement croissante de 1'ensemble des idéaux de A, dans llen=-

semble des idéaux homogenes de Gr(A) :

a F a FIl -+ Fn_
= @ B 1
8 > ¢_(a) =® B = @ 2
n n—1 =1
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(l'application est strictement croissante I < J ; Gr(I) = Gr(J) === I+E% = J+Fn
?ﬁ; tout idéal fermé~par ‘la topologie a-adique I = ('Y(I+Fh) =J = [\ (J+Fq)}e
n n }
Et par suite dev A < dev Gr(A)° Si b est la classe de a-modulo
aZA, Cr(A) est un~(2/a) modulé monogdiie ergendré par b d'ol s

dev G (&) < dev (a/a) [x] = dev (x/a) + 1 (Proposition 10)

Corollaire 14.

Soit A un anneau commutatif noethérien,

Mors dim A = dev A,

Proposition 15.

Soit A un anneau muni dfune filtration croissante (Fn) telle que
L)Fh = A, Si tout idéal & gauche est fermé pour la topologie lindaire définie
par la filtration, alors K dim A ¢ dev Gr(A>“

En fait K dim A < dev F, ou F désigne l'ensemble des idéaux &

gauche homogenes de Gp(A)o La démonstration est analogue & celle du lemme 13,

Corollaire 16,

Soient g une algébre de Lie de dimension n sur un corps k, U (g)
son algebre enveloppante,
AMors dim U (g) < n.

U (g) est un anneau filtré et le gradué associé est 1‘'anneau k[x19 ooy Xn]°

dev U (g) < dev K[X,; oo0y X ] = n,

La proposition 5 entrafne 1'assertion,
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ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no 16 du 13 avril 1970

SUR LES CATEGORIES A INVOLUTION. APPLICATIONS.

par J, LEVY-BRUHL.

I = Préliminaires :

On appelle catégorie & involution une catégorie E vérifiant les

conditions suivantes 3’
i) Pour tout couple d'objets (ASB) de E, l'ensemble des morphismes Hom(A,B) de
source A ‘et ce but.:B ést ordonné par une rélation d'ordre §s compatible avec le

produit,

ii) Il existe un anti-endomorphisme ¢, involutif et isotone qui applique
a = BaA € Hom(A,B} sur a? = Aa?Bo on a donc :

(ao)o = a ;‘(ab)o = boao ; 2 b === ;ao RS bo0
Un endomorphisme a = Aah est dit entier si a ¢ A (identifié & 1'identité de 4),

Un morphisme BaA est dit injectif & gauche, (a € Ia) si aa’ RS B,

" " woom v gyrjectif h droite, (a € SD) si aa® > B.

injéctif 3 droite, (a ¢ ID) su 2% £ A

" " " " " surjectif a gauohé, (a € sG) si 2%a > A,

Les applications : c'est-a~dire les morphismes injectifs & gauche et surjectifs

4 gauche forment une sous catégorie E' de E. L'intérédt des catégories & involution
est qulelles se prétent & un calcul formel simple, (le signe“o jouant le rdle de
1texposant (“1)), et que de nombreux exemples de catdgories (catégorie des ensem-
bles catégories exactes [1], [2], catégorie des groupes, catégories abéliennes

etc ,,.) sont isomorphes & la sous catégorie E' des applications d‘'une catégorie

3 involution,
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IT - Image entiére et noyau entier :

81 F est Ta classe des morphismes entiers, symétriques (ie, u o= u0)9
idempotents de E, nous supposerons qu'il existe une application I de £ dans F
vérifiant les axiomes 3

IMi) si a = Baa, I(a) ¢ F, 1(a) < B.

IMii) &< b == I(a) g 1(b),

miii)  1(ab) = 1(a.1(b)).

miiil) 1(a) ¢ T(B) === a g bb'a,

Nou supposergus de plus qu'il existe un élément minimum W(A) parmi
les endomorphismes d'un objet A de E, (Axiome Ki), et poserons si a = BaA,
k(a) = 1{a(B)). Nous admettrons dans ce qui suit 1'axiome Kii "Kii"

k(a) < k(b) <==> ba’a < b,

L'image entiere dei a est I(a), le noyau entier de a est K(a),0n voit sans peine
que si 1(a) = 1%, ot i est une injection (i° ¢ 1eNse ) ), et si x(a) = %3,
les monomor phismes 1% et jo de E' sont les images et noyaux au sens classique de a,
sia¢ E'.

Si a = baa, b = CbB, on dit que (a,b) est exact si I(a) = x(b).

Remarque :

Les exemples donnés & la fin du (1) vérifient IMi & iv et Ki; les
catégories des”groupeé,’exaétesé abéliennes peuvent &tre immergés dans une caté-
gorié B vérifiant Kii", Les axiomes donnés par Puppe et Mac-Lane [1]9 [3] ne sont

pas applicables & la catégorie des eunsembles,

111~ Etude d'un diagramme A,

Soit le diagramme A dans une catégorie E & involution vérifiant
TMi & iv et Ki, Kii", On suppose :
i) a, a', a", tous éléments de 10 [\ S¢ ;
ii) b, b, b" éléments de 1¢ [) D ;

iii) les colonnes exactes,
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0 )
at fa >. al f‘a‘j}
a Y ar Y v 8"
4 L= R 6
a ar\? Var
7 g 7 g a 9
b p'yY 8 0"
10 = b‘gbo - 13 b"g’blofat 12
Nous aurons & faire usage des formules suivantes :
(F) a=Bah ¢ ID <==> X(a) = w(a) ; a € SD <===> I(a) = B,
7(a’s) = k(a) ; 1(aa”) = 1(a) ; K(ba) = 1(a%(D)),

Propositiqn I,

a) 1(ed) g 1(a*) => v'gd° ¢ 16 ;
b) x(d) g K(d'f) == a'%a ¢ 50 ;
¢) KCd’) & K(dvEy) =5 a"fial = ¢
a) 1(gtar) ¢ 1(a") ==> vg'° ¢ 1a,

Demonstration,

La symétrie S du rectangle de gauche par rapport & son centre,
definie par S(X) =12 = X est ce qu'on appelle une 3~dualité de ce rectangle,
(c'est-a-dire ‘que les hypothdses faites sont de la forme x &y et S(yo) KY S(io)),
Dans une telle 3-dualité x ¢ ID <==> s(x°) ¢ @, I(x) & I(y) < = K(s(z°)) « k(s(x?))
1(x) ¢ X(y) <== 1(s(y°) < k(s(x°)). or les hypothéses (i, ii, iii) sont de la for-
mé i a = (41) ¢ 1 1) s¢ et 8(a°) = (11,8) = b' ¢ ¢ N D ;
at = (52) ¢ N s¢ et s(a'®) = (10,7) = b ¢ ¢ ) oD ;
1(a) = k(a) <= 1(41) = k(74) et 1(s(a°))= x(s(a”)) <==> 1(85) = k(11,8)
1(a) = x(b) <==> 1(74) = k(10.7) et 1(52) = K(85)

il
I

a) x(be'®) = 1(v'g k(b)) = 1(b'gd) = 1(b'a') = I(b' . K(b')) =K(b'0'°) = K(b*T)
Donc B'gb’ ¢ IG. -

b) Par la 3-dualité §, 1(87.74) & 1(85) devient k(74) g K(85.54)
ou k(a) ¢ x(a'f), et la conclusion dera donc $(11.10) = (1,2) € <G.

¢) d) La symétrie de A par rapport & son centre définie par (X) = 13X
est encore une 3-dualité pour les hypothéses (i, ii, iii); et daps cette 3-dualité

a) donne‘o) et b) donne d),
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Proposition I7I.

a) si ff,f!') est exact, on a 1(a!%fa) $ k(a"®frat)
b) Sig € 1D et gd =4d'f, on a I(a*"Fa) = 1({a*’f)
¢) si, en plus-des hypothéses de (a,b), on suppose :

K(éno)‘S K(avofvo))’ alors (a'ofa, a"of'a') est exact,

Démonstration,

a) 1(a'%fa) ¢ 1(a'’f) = 1(a'®.x(£')) = k(£'a') ¢ K(a"’trar)

1(a'%r£%r)
I(a'of).

b) 1(ar%a) = 1(a%.x(a)) = 1(ar°r.x(a's) = 1(ar°r.1(£%.x(a"))

il

o) Klam®f'ar) = 1(a %' x(a°) ¢ 1(a'%° x(a'%1°) = x(£1a?),

ponc K(a"%frat) = x(f'at) = o(at®t) = 1(a'’fa)

Par la. 3-dualité T, du rectangle A, on a :

Proposition ITT,

a) si (g, g') est exact, I(b’gbo).$ K(b"gb'o)

b) si f'e &, d"f' = ghd', alors K(b"&'p'°) = x(g'v'°),

&) si en plus des hypothdses de a) et b), on suppose gue I(b°) ¢ 1(gp'°),
alors (b' gb, b"g'b'°) est exacte.

- . - - 5 . ) 0
On appelle morphisme de connection de A, le morphisme x = bgod'f' al,

Proposition TV,

a) Sigd=d'f, et (£,£') exact, alors (a"’f'a', x) est exact,

a%) si d"f' ="g'd' et (g,&') exact, alors (x,b'gb®) est exact,
v)” si i(g%ar) ¢ 1(v°), g'd? = aner, T ¢ Sp, alors x € SG.

5%) si K(a"®) < K(d'11°), gd = d'f; g ¢ ID, alors x € IC.

il

Démonstration,
a) x(z) = k(bg'£1%") = 1(anr1a1%a) = 1(a"’fra' %) = 1(a"’rrarCar x(£1))
- K(fédvodvfeoan) - I(a";K(d'fio) =-K(d'f'oan> = I(a"of’,K(d')) ='I(a“of'a').

I(a"of'd'ogbé) S I(a"of'd'og) - I(a”of'd’oK(g') = K(g'd'f'oa")
chnf'fioaﬁ) — I(a"of'f‘O;K(d")) = I(a"of') - i(a"o) = (3)’

v) 1(x°)

]

bonc x € SG.

Les propirétés a* et b* se déduisent de a) et b) & 1l'aide de T,
Un“endomérphisme”d = AdA est dit un bord si I(d) ¢ K(d), et h est dit une homologie
pour: d,si h = Eha € Ie ) D, avec k(h) = 1(d), 1(n°) = x(a).
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On vérifie que si R' est une catégorie & morphismes nuls, d est un bord si et

seulement -si d2 = 0,

Application 7,

Sl dans le diagramme A, on fait £ =g, f' = g', b = a” = h,
p' = a'® = h', b" = a"®'="h","alors h, h', h" sont des homologies pour d, d',d"
qui sont alors des bords,

Si fd"="4d°'f, alors 2'%fa est une application ; si £ ¢ ID, f' ¢ SD
et (£,f') exact, fd = d*'f, £'d' = d"f' on est dans les conditions d'application

des propositions III et IV (Théordmé de la suite exacte d'homologie),

Application IT,

On suppose que dans le diagramme A3 (fgf') et (ggg')_sont exacts,
gd = d'f, g'd? = d"f', et que a,a‘’,a" sont des injections telles que
82’ = x(d), ata'® = x(d"), ava*® ="x(d") et b, b', b" des surjections telles que
k{b) = 1(a), k(b') = 1(a¥) x(b") = 1(a"),

Dans ces conditions :

a) £ €16 ==>a'’ fagI0; g€ S =>blgh’ ¢ .

b) les propositions I, II, III sont applicables,

¢)si f e B, deIC, g€ TIq d € 5S¢, on ak(d')fK(a) = fK(d) et a'°fa est le
seul morphisme y vérifiant aly = fa,

c¥) si g € G, b“gbo est le seul morphisme y vérifiant yb® = b'g, L'application II

récoit le nom dé Lemme Ker Coker ou du serpent,

Démonstration,

a) a'fa est injectif & gauche, car il en est ainsi de ses trois facteurs,
b) comme gd = d'f, on a I{gd) = I(a'f) g 1(d') et on peut appliquer le proposition
(1,a). De méme (I,b), (I,¢), (I,d) par les bijections § et T de A,

" Comme an® € ID; on est dans les conditions de la proposition (II,C), et comme
v° ¢ sp, on a 1(g%") < 1(v°), ce qui nous place dans les conditions de la propo-
sition IV,

c) Il existe un quotient & droite de fa par a', sl et seulement si

a'a'®fa = fa ou k(dt) fK(d) = fK(d), Si f est une application, a'°fa est une appli-
cation,

Mais 1(d'f,x(d) = 1[gd, K(d)] = w(8) car g ¢ 1(¢), et par suite, comme d' ¢ S,
1[£.x(d)] g x(d1),



- 16 = 6 =

ponc If(k(a)) ¢ T K(a*) == £ k(a) ¢ x(a?)%c.x(a) = x(a")r.x(a),
On & 1'inclusion duzlé, car X(d') est entier,
c*) oh'a 1(a'f) ¢1(a7) ==> 1(ed) ¢ 1(d") = k(b') ==> I(g.k(b)) ¢ k(b*)

== ¥(peg°) ¢ K(p').
Par suite d'aprds Kii", b'gb’bg® ¢ b' et b'gb g & b's.
Comme g € 3G, b’gbob\g b's et l'inclusion duadlée car h ¢ SG.

Do blg = bagbobp et b'g = yb & uné solution unique,

Application TIT.

"'Dans la catégorie E' des applications de E, supposée & morphismes
nuls, on considére le diagramme A, ou a, a', a" sont nuls et ou les trois colonnes
et les deuxieme et troisitme lignes supéricéures sont exactes courtes,

Dans ces conditions, la quatrieme ligne est exacte courte,

Démonstration,

(n est dans les conditions de l'application II,
Il suffit de prouver que b“gbo'ﬁ ID,
k(b'gb”) = 1(bg“a'£:%a") = 1(vg’ar.1(£+%") = 1(ve’ar.x(r'°.x(a"))
1(pg%arx(aner)) = 1(ve’dr x(£)) = 1(vgars) = 1(be%d) = 1(bek(b))
K(6e°2”) = x(gb”) =x(»°) =w(70).

Il

mais I(a)

1l

Dfautre part b"g"b"o est surjectif & droite, car il en est ainsi de ses % facteurs,

¢e qui prouve le Lemme 3X3.

BIBLIOGRAPHIE

{ = PUPPE D ¢ Korrespondenzen in Abeeschen Kategorien, Math, Ann, 1962, ps 1-32.
2 - PUPPE-BRINKMAN : Lectures Notes, Springer t, 96, 1969.

%3 - LEVY=-BRUHL J : Introduction aux Structures algébriques, Dunon 1968,



- 17 -1 -

ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no 17 du 20 avril 1970

PLANS D'EXPERIENCE EN ALGEBRE COMBINATOIRE,

Par G. HEUZE.

Exposé non rédigé,

P.

DEMBOWSKI

HALL @

BIBLIOGRAPHIE,

Finite Geometries, (Springer, Berlin, 1968).

Combinatorial theory (Blaisdell, 1967).

HEUZE : Contribution & 1'étude des schémas d'association (Publ. Inst, Stat, Univ,

RYSER ':

Paris, 1966).

Combinatorial Mathematics (1963), ou Mathématiques Combinatoires (traduc—
tion francaise, Paris, 1968).

A signaler également : Journdes d'Algdbre Géométrigue d'qrléans (1970) ;

(conférences de ¢, HEUZE, R. GUERIN, L. LESIEUR, J. C. PETIT).



18 =1

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE,

Conférence no 18 du 27 avril 1970,

ol 2 en S e 2 o D e o

oo

oo
oo
oo
oo
oo
oe

ANNEAUX PREMIERS DE DIMENSION DE KRULL EGALE A 1.

D'aprés G, MICHLER [7].

Par M. DJABALI.
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I - Notations et définitions,

Précisons d'abord que tous lesvanneaux considérés sont.des anneaux uni=-
taires, Si A est un anneauy nous noterons AA (resp, AA) la structure de A?mcdulé
5 droite (resp, de A-module & gauche) définie sur A,

Pour la notion de dimension de Krull d'un module M, notée K-dim M, nous
renvoyons & 1l'exposé de G. RENAULT [9] d*apréé P. GABRIEL et R, RENTSCHLER [2].
Rappelons que cette notioﬁ généralise la notion classique de dimension de Krull
d'un anneau commutatif,

Si A est un anneau nous dirons que A est de dimension de Krull égale a n,
et nous écrirons K-dim A = n, si K=dim A, = K=dim AA =1,

A

Rappelons aussi la notion de dimension de Goldie d'un module M;[4], Nous
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dirons qu'un module M est de dimension de Goldie finie et nous écrirons G-dim M ¢ + o
si toute somme directe de sous-modules non nuls de M posséde un nombre fini de com-
posantes, Plus précisément, nous écrirons (-dim M = n s'il existe dans M n sous=~
modules coirréductibles M1, MZ’ cees Mh tels que la somme M, + M+ ... + Mn solt

1 2

directe et soit un sous-module essentiel de M.

II -~ Dimension de Xrull et condition artinienne "restreinte',

Lemme 2,1 : Soit A un anneau premier,
(1) si K-dim A, < +ooonaGdim 4, <+ e
(11) si pour tout idéal & droite essentiel E de A on a K-dim A/E = 0

alors 1l'inégalité G—dim.AA < + o entrafne 1'inégalité K-dim A 1.

(I) est conséquence d'un résultat de B, LEMONNIER [5] qui dit que tout module de
dimension de Krull finie est également de dimension de Goldie finie,
(IT) Montroms gue K-dim Aﬁ.é 1, Raisonnons par l'absurde et supposons que

K-dim AA > 1, Cela veut dire qu'il existe une suite strictement décroissante

d'idéaux & droite X1, X2, cooy Xi, soo tels que pour tout i on ait K=dim Xi/Xiﬁ1> 0.
Mais AA étant de dimension finie il en est de:méme pour tout idéal & droite, Comme

a:,Xi on peut écrire G-dim Xi G=dim Xi° Il existe donc un entier s tel que

Xi+1 +1 <

g=dim X, = G-dim Xs+1° Mais on sait que cette égalité est équivalente au fait - -que

X soit essentiel dans XSo Mors si C est un idéal & droite complément de Xs

541 +1]

XS+1(® ¢ est un idéal & droite essentigl de A, On a donc K-dim A/Xs+169 C =0, 0n

en déduit que K-dim XS () C/X @C =0, On vdoit donec avoir XK-=dim Xs/Xs+1 = 0 et

841

on arrive ainsi & une contradiction,

Définition : Nous dirons qu'un anneau est essentiellement borné 3 droite (resp.
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4 gauche) si tout idéal & droite (resp, & gauche) contient un idéal bilatére non
nul,

Nous: dirons qu'un anneau est essentiellement borné s'illlest & droite et
a gauche,
Bxemple : soit A un anneaun premier dont les éléments vérifient une identité. poly-~
nomiale non triviale, D'aprds un résultat de S, A, AMITSUR [1] A est essentiellement

borné,

Théorédme 2,2 : Soit A un anneaw premier essentiellement borné & droite, Alors les

propositions suivantes sont équivalentes,

(1) K-dim & = 1

(II) 4 est noethérien & droite, n'est pas artinien & droite et pour tout
idéal premier non nul P de A, A/P est un anneau simple

(III) A est noethérien & droite, n'est pas artinien & droite et pour tout
idéal bilatdre non nul B de A, A/B est un anﬁeau artinien & droite,
Montrons que (IT) ===§ (II1). Cette démonstration est due & A, CRNSTEIN [8}. Soit

B un idéal bila%ére non nul de A, Les idéaux premiers de l'anneau i = A/B sont

de la forme P = P/B ol Prest un idéal premier de A contenant B, A étant noethérien

h 2l o e *

& droite on peut écrire 8.= fa P2,°°° ?; ou P1, PZ’ o009 ?; sont des idéaux premiers

de A, Ceci dit nous dllons montrer que'zﬁ est de longueur finie. (ette démonstra-
tion est une»transposition de la démonstration bien connue qui montre quun anneau
artini’ue%ﬁe%‘(—%%oethérien, Nous pouvons. écrire : Z :3.-151 :3}152 s RN :?1—1;2 e oo '13n = 0
Posons MK = P1§é ,o..f%_1/§2§;o,°§ko Mk est im Z/fk module & droite, Or A/BK étant
isomorphe & A/%:est un smneaw. simple, Ainsi M. est ny% module semi-simple et donc
un K-module semi-simple,. Comme de piuvaK est un module noethérien on voit que MK

est un module de longueur finie, On en déduit que KK est de longueuvr finie,

Montrons que (III) == (I)a Ceci est une conséquence du lemme 2,1, En effet, si
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E est un idéal & droite essenteil de A, E contient un idéal bilatére non nul B,

A/B étant artinien & droite on en déduit immédiatement que K-dim A/E = 0, Alors

le lemme 2,1 peut s'appliquer et on a K=dim AAf§‘1° Comme A n'est pas artinien a
droite on a K-dim AA = 4.

Montrons maintenant que (I) === (III)° Commengons par montrer que 1'idéal singulier
4 droite de A est nul, Considérons donc J(AA>° Rappelons que J(AA) ={x, 0,° x

est un idéal & droite essentiel de A}, Mais éi 0,° X est essentiél dan;.A, 0., x
contient un idéal bilatére non nul B, Alors xB = 0, Comme A est premier cela entraf-
ne que x = Q,

Remarquons maintenant que G-dim AA { + o (lemme 2.1), On sait que si J(AA)'= 0 les
annulateurs & droite sont des compléments : si en pius G=dim AA < + o, ces annulaws
teurs vérifient la condition maximale [4]° Donc nous pouvons appliguer & 1l'anneau A
le théoréme de Goldie,

Montrons alors que si B est un idéal bilatére non nul de A, A/B est un anneau ar-
tinien & droite, A étant premier B est un idéal & droite essentiel de A . D'apres
[4] B contient un élément régulier ¢, Nous supposons naturellement que B # A et
donc que dA # A, Dens ces conditions les idéaux de la forme ¢"A forment une suite
strictement décroissante. Comme K-dim AA = 1, 11 existe un entier h tel que

K=dim dhA/Eht1A = 0, Comme C est un élément régulier ghA/ Gh+1A est isomorphe &
AJCEA : ainsi A/¢A est un A module & droite artinien ce qui implique que A/B est

un. anneau artinien & droite,

Montrons maintenant quecA est noethérien & droite, Il suffit de montrer que tout
idéal & droite & droite est engendré par un nombre fini d'éléments, Remarquons

gque si X est un idéal quelcongue nous pouvons considérer un complément ¢ de X, Si

nous savons que tout idéal & droite essentiel esi de type fini nous pouvons affirmer
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que X est de type fini, En effet en projetant un systéme de générateurs de X @ C
sur X, on obtient un systdme de générateurs de X, Soit donc E un idéal & droite
essentiel, E contient un élément‘régulier € et ¢ A est aussi essentiel dans A [4]°
Mors ¢ A contient un idéal bilatére non nul B, Nous venons de voir que;A/B était
artinien & droite, Comme c'est un'anneau unitaire nous en déduisons qutil est aussi
noethérien adroite, Alors E/B est engendré par un nombre fini d!éléments, Cela

revient & dire qu'il existe des éléments 619 e29 cooy € de E tels que

E = e1 A+ e2 A+ ..o + en A+ B et donc & fortiorl E = e1 A+ ... + en A+ C A,

IIT - Les théorémes de Kruil et fkizuki,

Définition : Soit A un anneau premier noethérien & droite et & gauche et soit Q
son anneau de fractions, Nous'appellerons "sur—=anneau" de A un anneau A' tel que
AcCA' ©Qavec A4 Q

Rappelons que d'apres [3] A possdéde un anmeau de fractions (& droite et
3 gauche) Q qui est un anneau simple, Rappelons aussi que d'aprés le théoréme 2.2
un anneau premier essentiellement borné et de dimension de Krull égale & 1| est

noethérien & gauche et & droite,

Lemme 3,1 : Soit A un anneau essentiellement borné et de dimension de Krull égale
é;i. Soit A' un "sur-anneau" de A, Si B! est un idéal A& droite essentiel de A
A’/E' est uﬁ A-module & droite de longueur finie,

(n sait que A! en tant gue A-module & droite est une extension essentielle
de A, On voit que si E=ER'/N A, E est un idéal & droite essentiel de A, Dfapres
[3] E contient un élément régulier a, Posons Ai = ai‘A" M A, Les Ai forment donc
une suite décroissaﬁte d'idéaux & droite de A, D'autre part a A est essentiel dans
A[3]. Donc a A contient un idéal.bilarére non nul B, D'aprés le théordme 2,2 A/B

Y

est artinien & droite, Donc A/aA est un A-module & droite artinien, Ceci nous per—
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met d'affirmer qu'il existe un entier n tel que ap + Ai = ap + Ah pour Gout i su-
. . s =N
périeur ou €gal a n, Remarquons que a Ah + aA' < A', Nous allons montrer que
&% A +aAl = Al
ol
-1
Supposons a Ah +a A' £ A', I1 existe alors un élément b de A' qui

n'appartient pas 3 P A; + aA', Comme Q est un anneau de fractions a gauche de A,

=1

on peut écrire b = ¢ 'd, c étant un élément régulier de A, Alors Ac est un idéal a

gauche essentiel de A : il contient donc un idéal bilateére non nul.D de A, D'apres

le théoreéne 2,2 A/D est artinien & droite, I1 existe donc un entier k tel que

L

ak MD = a® A+D, V idk, (n en déduit jmmédiatement que ak MAc = a A+Ac, Ainsi il

. (2 k k. .
existe deux éléments u et v de A tels que a = a +1 u+ve, Nous pouvons alors écrire
ékb = ék+1

ub+w, Si nous posons b1 = ub nous voyons que b1 € A', D'autre part
k ) s 4 ‘ -k R -k
wE & a N 4, c'est-a—dire que w € Ak' Alors, nous avons b = ab1 +a weE aA + a Ak“
' -k
Soit K le plus petit des entiers k tels que b € aA' + a Ak, Si 1'on avait K K n,
on en déduirait que b ¢ aA' + a =~ A, En effet amKAK = :afnn:[an_K(aKA,'ﬁA)] < a_n'A?':[\?A;).,
H 2
Comme anA' M A est par définition An on voit que l'on auralt dans ces conditions
b € alA + a—nAn ce qui est exclu, Nous pouvons donc affirmer que X > n,
Nous avons alors aA + An = af + AK = ah + AK+1° Dtaprées la définition de X nous pou—

vons écrire b = ab'1 + a"KW', bt € A', w' g AKo Alors w' € aA + AK+1 et on peut

1

écrire une égalité de la forme

ﬁkb _ éK+1

aK(b—abZ) = aa', d'ou al = aK=1(b—a52? e AN Q¥F1 A1 = AK_1. Mais alors on a

o =(K=] ' _
b ¢ aA! + a ( 1)AK . On aboutit ainei & une contradiction., On a donc bien comme

b'11 EH aK+Jb'é + aa',cad.g A, Posbns:b5‘=ab?1u+:b'2, Alors

annoncé A' = a_nAh + aA', Nous pouvons donc écrire A'/aA' % a—nAh/annAn() At
D'afires le théoreme 2,2., nous savons que A est nothérien & droite, An étant un idéal

a4 droite de A est un A-module & droite noethérien, Il en est de méme pour a_nAn, Donc

nous voyons gque A'/aA' est un A-module & droite noethérien, Puisque aA' < E', nous
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en concluons que A'/E' est également un A-module & droite noethérien, D'autre part

. , \ . . =11 ¢ o~ et
puisque a est régulier on a : a Ah/a A, Na - Ah/An N a™ g = Ah/Ah+1°'

n#1 n41

Comme & € A . et que a

et est un élément régulier, nous voyons.gue Ah+ est un idéal

1

3 droite essentiel de A, Pulsque A.n+1 contient un diéal bilatére non nul nous pouvons
conclure en utilisant Le théordéme 2,2 que Ah/Aﬁ41 est un A-module & droite artinien,
Ainsi 4'/ah' est. aussi un A-module artinien, Clest donc' bien un module de longueur

finie,

Théoreme 3.2. ¢ Soit A un anneau premier essentiellement borné et de dimension de Krull

égale & 1, Si A! est un "sur-anneau" de A, A' est un anneau noethérien & gauche et a
droite de dimension de Kxull égale & 1,
On adonc A At ©Q, A' # Q, Alnsi on peut considérer Q comme un anneau de fractions

de A', D'aprés [3] nous pouvons dire que G-dim A" | < 4 oo, D'autre part si E' est un

A
idéal & droite essentiel de At, on sait d'aprés le lemme 3,1, gque A'/E! est un A-module
& droite artinien, C'est donc & fortiori un af-module & droite artinigén, Donc nous pou=

vons appliquer le lemme ZOT.Iet nous voyons que K=dim At Mais A' ne peut &tre

‘Aﬂ \< 1.
artinein & drvite, sinon tout élément régulier de A serait inversible dans A' et 1l'on

aurait A' = Q, Donc K-dim A' = 1, Symétriquement on a K~-dim AVAV = 1, Donc K=dim A' = t,

A
La démosntration que établit que A' est noethérien & droite ressemble
3 celle qui établit que A est noethérien & droite dans 1'implication (I)';zy/(III) du
théortme 2,2, Il suffit de montrer que tout idéal & droite essentiel E' de A' est en-
gendré par un nombre fini d'éléments, A' possédant Q comme anneau de fractions E' cone
tient un élément régulier c' de A! (cf[B])o Lvidéal clA' est essentiel dans A' et donc

dtapres le lemme 3,1, A'/c'A' est wn A-module & droite noethérien, Donc A'/c’A” est

un A'-module & droite noethérien, Cela entrafne qufil existe des éléments e!1,’elz,;%°'

elﬁ de E' tels:dqué,

E! = e'1A' + e'2A‘ + oo = e“ﬂA’ + ctAT,
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dlaprés ¢, MICHLER (suite).

Par M, DJABALI,

IV - Dimension de Xrull des anneaux héréditaires,

Dlapres un résultat de AUSLANDER et BUCHSBAUM, si A est un anneau
commutatif noethérien tel que gl-dim A = n, alors X-dim A = n, On sait que ce ré-
sultat n'est plus vrdi pour un anneau non commutatif [7], Dans ce paragraphe on
va-montrer que 8i A est un anneau noethérien a droite et & gauche, héréditaire. a
droite et & gauche (donc de dimension globale inférieure ou égale & 1) et si de

Plus A est semi-local alors K-dim A ¢ 1.

Définition : Soit A un anneau et soit R son radical de Jacobson, On dit que & est
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semi-local si R est intersection d'un nombre fini d'idéaux bilatéres maximaux,

Lemme 4,1 ¢ Soit A, un anneau premier, semi#} ogal, et de dimension de Krull égale

a 1, A est essentiellement borné, si et seulement si A n'est pas quasi-simple,

D'aprés le théoréme 2,2, on sait que A est noethérien & gauche et & droite, Si A
n'est pas quasi-simple, son radical de Jacobson R n'est pas nul, En effet les idéaux
bilateres maximaux de A ne sonf pas nuls, Ce sont donc des idéaux (& droife) as—
sentiels, Or une interdection finie d'idéaux essentiels est un idéal non nul,
Supposons donc que A ne soit pas quasi-simple, Soit E un idéal 3
droite essentigl, Posons XP = + RPo Les Xp forment donc une suite décroissante
d'idéaux & droite, D'autre part E contient un élément régulier ¢ de A, Nous sup-
posons naturellement‘que E ntest pas égal & A et donc que cA % A, Alors les idéaux
an forment une suite strictement décroissante d'idéaux a droite, Come K-—dim_.AA =1,
il existe un entier h tel que K-dim.ohA/ch+1A = 0, Comme ohA/ch+1A ~ AfcA, on en
déduit que A/cA est un A-module & droite artinien, Comme les idéaux Xp sont tous
compris entre A et cA, on en déduit qu'il exisbte un entier k tel que Xk = Xk+1°
Mors E + RS = | + Rk‘_”, on vérifie imnmédiatement que E 4 R- = B.4 (4 ). e
lemme de Nakayama nous montre alors que E + Rk =.E, Cecl prouve que Rk c E. Comme
A est premier, on a Rk ﬁ 0, (n Qoit bien que E contient un idéal bilatére non nul,
Réciprogquement supposons que A soit essentiellement borné, Si tout
idéal & droite ou & gauche essentiel est égal & A; cela veut dire eﬁ particulier
que pour tout élément régulier c, cA = AC = A; Donc tout élément régulier est in=-
versible dans A, A est égal & son anneau de fractions (& géuohe et & droite), Donc
A est un énneau simple et 1'on a K=dim A = Q. Ceci est‘exclu° On voit donc gque A

possede des idéaux bilatéres propres non nuls et on en déduit que A n'est pas qua-

si-simple,

Définition :- Soit A un anneau possédant un anneau de fractions (& droite)Q. On

appelle idéal fractionnaire & droite de Q un sous ensemble I de Q qui vérifie les
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_conditions suivantes :

(1) 14a=1
(II) I contient un élément régulier de Q.

(II1) i1 existe un élément régulier c de Q tel que ¢ I < A,

Définition : Soit A un anneau possédent un anneau de fractions (a droite) Q. Nous
dirons qu'un idéal bilatdre B de A est inversible (dans Q) s'il existe un idéal

fractionnaire bilatére B' tle que B'B = BB! = A,

Définition : Nous dirons qu'un anneau A est héréditaire (i droite) ei tout idéal &

droite de A est un A-module & droite projectif,

Dans. toute la suite, les termes noethérien,.artinien ou héréditaire

employés sans autre précision voudront dire nothérien, artinien ou héréditeire b

droite et & gauche,

Lemme 4,2 : Soit A un enneau premier, noethérien et héréditaire, Soit M un idéal
bilatdre de A maximsl, Si M est inversible dens 1'anneau de frections de A, A/M
est un anneau simple,

A/M étant un anneau premier, il suffit de montrer que A/M est un
anneau artinien & droite, Soit donc x1, xz, ..mﬁ,iXi, eess Une suilte déoroissante
d'idéaux & droite qui tous contiennent-m. ;osonu

X{ = {x¢Q, x X, < A}, I1 est olair que xi est un idéal fraction=
naire & gesuche de Q qui contient A, Alors on a les inclusions

HCX{ HCSX! X, A
on voit immédiatemen% que X{ M et X! X, sont des idéaux bilatdres de A, On & donc
ou bien xi M= M oubien xi xi m A, Appelons M' l'inverse de M, S1 l'on a xi M=HN,
on en déduit en multipliant & droite cette égulité par M' que xi = A et donc que

xi xi = A, Eliminons le cas ol pour un certain i X, = M, ces dans lequel le résul=
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tat est tout de suite prouvé, Il reste alors gue pour tout i Xi Xi = A,

De plus, on voit que X% cXtc... c:Xi

2

Alors, an czmxé C eea CiMXi.CI..o a MM' = A,

Pour tout i MX'i est un idéal & gauche de A, A étant noethérien, il existe un entier

C o & M,

s tel que MXé = MX;, ¥i ) s,

Comme M est inversible, on en déduit que

Alors

A=X'X =Xx' X
s 7's s+1 78

Rappelons que M qui est un idéal bilatére non nul de A, contient un élément régulier
c, Donc Xé+1. ¢ C A, Cela nous permet d'affirmer que en tant que module & gauche
Xé+1 est isomorphe & un idéal & gauche de A, Comme A est héréditaire, Xé+1 est

un A-module & gauche projectif, D'aprés le lemme 3,8 de [9], il existe des éléments

513 32: seeer By de X;+1 et des éléments X1: soey X

t
" de Xs+1 els que

P=X By FEB, e BB

. ' Lo
On voit donc que 1 € Xs+1 XS+1. Alors, on peut écrire

= = ! D
Xs+1 XS+1 A XS-H Xs+1 Xy = Xge

0n a donc

On verrait ainsi que

Lemme 4.3 ; Soit A un anneaun premier, semi-local, héréditaire et noethérien,

Alors les propositions suivantes sont équivalentes

(I) les idéaux bilatéres maximaux de A sont inversibles dans l'anneau de fractions
Q de A,

(II) A est un anneau principal & droite et & gauche essentiellement borné,
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Montrons que (IT) implique (I)., Si M est un idéal bilatére non nul, M est un idéal
3 droite (ou & gauche) essentiel, Tout élément qui engendre M comme idéal & droite
(resp. comme idéal & gauche) est un élément régulier de A, Donc d'aprés les résul-

tats de [6] chap, %, on peut écrire : M = cA = Ac, De plus c est inversible dans

=1 1

Qet l'ona ¢ 'A= ‘A_c_Te Donc si 1'on pose M' = ¢ 'A, M' est un idéal fraction-

naire de Q et on a M'M = MM' = A,

Montrons maintenant que (I) implique,(II)e Solent M , M

1 23 0003 Mn

les idéaux bilatéres maximaux de A, On 2 R

Il

M svooo . Comme chague
" N 2N {)Mn 4

MM = Min M (cf, [6] chap, 6).,

AMors R = M1,M2 ceocse Mn’ On en déduit que R est inversible, D'autre part

idéal M est inversible dans Q, on a M, Mj

AR T A/M1 @ A/M2 @ ...; @ A/Mn, pulsque les Mi sont maximaux,

Comme d'aprés le lemme 4,2 A/Mi‘est un anneau simple,. on voit que
A/R est un anneau semi-simple,

Maintenant toujours en appliquant les résultats de [6] chapy 6,

nous pouvons encore écrire

83% = W@ ... @ 41

A/M? est un anneau dont le radical de Jacobson est M1/M?° Comme c'est un anneau
noethérien et que A/M? / M1/Mf Z,A/M1 est un anneau simple, nous voyons que A/M?
est un anneau artinien, Soit X un idéal a droite de A tel que M? cXcC M1 avec
Mf % X, Posons C = XM;, M; étant l'inverse de M10 n a alors X = CM10 Alors d'aprés
le th, 2.3 de [6] D. 128,‘on voit que A/M? est un anneau principal & droite et
4 gauche, On en déduit que A/ﬁ2 est un anneau principal & gauche et & droite, (n
verrait de la méme manidre que pour tout entier p, A/Rp est un anneau principal
a droite et & gauche, Nous allons montrer qu'il en est de méme pour 4.

Considérons d'abord le cas d'un idéal a gauche X tel que pour un

P

certain entier p,_ﬁp — X. L'anneau A/R étant principal, nous pouvons dire qu'il
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B+ 1 P+

existe Xp € X tel que : X = Axp + R . Maintenant nous voyons que R 1 c RX.

Donc nous pouvons écrire X = Axp + RX, Le lemme de Nakayama nous montre gue

X = AXP et donc gque X est monogdne, Ceci dit pour montrer qufun idéal & gauche
quelconque X est monogene, il suffit de montrer que tout idéal & gauche essentiel

est monogéne, En effet si X est un idéal et si ¢ est un complément de X, X @ C

N

étant principal X le sera aussi, Soit donc X un idéal & gauche essentiel, Nous

D

venoﬁs de voir que pour tout entier P 1'idéal X + R était principal, Nous pose-

rouns donc : X + Rp = A ypa X étant essentiel dans A contient un élément régulier c :
nous écrirons c = ap yp. Remarquons que ¢ étant régulier l'annulateur & gauche de

ap doit é&tre:nul, Maintenant pulsque Ay C A yp nous pouvons écrire :

b+ 1
yp+1 = Bp yp‘ Les éléments yp sont des éléments réguliers puisqu'ils engendrent
des idéaux essentiels, Dans ces conditions nous avons : c = q v = q B ¥
P+l 7 Dt M1 "PYD
= / . Donc = . On voit donc que A A, A dtant noethérien
p T % 7p “pr1 Pp T % e g “pt1
a4 droite il existe un entier g tel que aq A= aq+1 A, On peut alors écrire
%y = % Xq’ Mais o étant régulier & droite est régulier (cf, [2])5 (n en déduit
‘ . a +1 .
ue = 1 et donc que A o Alnsl X 4+ R =X+ R . (n peut écrire
que v, B, ey, €AY, p
X + Rq =X + R(X+Rq>a En utilisant encore une fois le lemme de Nakayama, on volt
que X + Rq = X, Ceci prouve d'une part gque X est monogéne et d'autre part gque

q

R*c X, Ainsi X est essentiellement pborné,

Remarque : La démonstration de ce lemme telle qu'elle a été établie par G, Michler
consistait & montrer que 1'anneau_ﬁf’=;<%3E A/Rp éfait un anneau principal, Celle
que nous donnons montre qu'un anneau nbéthérien premier (ou semi—premief) tei‘que
pour tout entier p, p ) 1, A/Rp solt un anneau principal & gauche est également

principal & gauche,
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Lemme 4,4 : Soit A un anneau noethérien, premier, semi-local et héréditaire,
Supposons que A possede k idéaux bilateéres maximaux, Soit P un idéal bilatere
maximal idempotent, Considérons l'anneau T = Endﬁﬁﬁﬁoh P est considéré comme un
A-module & droite, Alors T est un anneau noethérien, premier, semi-local et héré-
ditaire, De plus T posseéde k-1 idéaux bilatéres maximaux,

Soient M1, M.y vaes Mk les idéaux bilatéres maximaux de A, Supposons

2’

que lfon ait P = M1. Montrons pour commencer que PR = Comme

PM2n00.° APMkO

P est un idéal & droite projectif de type fini il existe des éléments X1, cessy X

S

et des homomorphismes P2 eees Pg de P dans A tels que tout élément x de P s'écrive

sous la forme : x = X1 p1(X) toeee + X ps(x)0 Six € PM2, on voit facilement que

p1(x), ,,,,)ps(x) sont des éléments de Mg‘ Maintenant comme P est idempotent on

voit que p1(x), ceus ps(x) sont des éléments de P, Ainsi on voit que si

X“é“PM2 Cdewor P E;fpﬁgx)? weer ps(n) sont “descéldémmants deaD "Mé FANARE Mk’

} - -
clest-a-dire des éléments de R, Ailnsi on voit que x € PR dlou liégalité annoncée,
Remarquons que 1l'on a A = M oee M dlou P cC - P cee P
q q M2+ 3 N N % PM24 M3n an

et des inclusions amnalogues en remplagant M2 par MB’ vens N&. On déduit de tout

ceci que P/FR 7 P/PM2® ceo @ P/PMk et donc que 3
Hom(P,P/PR) % Hom(P,P/PM2) ® ... ® Hom(P,B/PN, ).

Maintenant toujours parceque P est projectif, on voit fameilement que

Hom(P,P/PR) % Hom(P,P)/Hom(P,PR)

Or d'apres le corollaire 2;5 de [12] Hom(P,PR) est le radical de Jacobson de 1'an-

neau Hom(P,P), Comme P estprojectif et possdde un systéme de générateurs ayant s

éléments, P est isomorphe (comme module & dvoite) & un sous~module facteur dans

le module libre A° = gAGQ cee @4, (s fois), Appelons A, 1l'anneau des matrices

N

carrées d'ordre s & coefficients dans A, P est isomorphe & un sous-module image
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iy

de Af par un idempotent e de AS° En considérant AS comme un As module & gauche
pn peut écrire : P‘i e"AS et aussi : T % e<As)e, Si 'l'on pose Mi = N%_@D-O.QGB M,
(s féié) on voit facilemént que PM, est isomorphe & e Mi,,Nous appellerons (Mf)s
1'ndéal bdlatére de A constityé par les matrices & coefficients dans Mi° Dans
ces conditions on voit que Hom(e Asg é As/e Mi) est. isomorphe ¥ e(AS)e/e(Mi)se°
Comme M, est un idéal bilatere maxigam de 4, ezMi}se est un idéal bilatere maximal
de e(AS)e, Ainsi nous voyons que-Hgm(PgP/PMi) est un anneau simple, On en déduit
que le quotient de T par ‘son radidalrdé Jacobson est un anneau possédant k-1
idéaux bilatéres maximaui dont lt'intersectihon est nulle, Alors T est semi~-local
et possede k=1 idéaux bilatdres maximauvx,

D'autre part, nous pouvons dire d'aprés le lemme 1 de [5] que
T = {X‘E;Q, xP c:P},.Alors T est un anneau compris enire A et Q. T est donc un
ordre de Q_ce qui nous permet de dire que T est un. anneau premier, D'aprés le lem-

me 4,4 de [11] T est un anneau noethérien et héréditaire,

Définition (ef, [14]) : soit A un erdre dans Q. A est dit ordre d'Asgno dans Q,

sl les ldéaux bilatéres fractionnaires de Q forment un groupe,

Définition (cf. [6]) : Soient A et A' deux ordres dans Q, & et A' sont dits équi-

valents s'il existe des #£lémenys réguliers de Q'q1,q2,q39q4 tels que 3

! ot t
q1Aq2CA e q3A q4cA°

Lemme 4,5 : Soit A un anneau premier semi-local, noethérien et héréditaire, Si
A n'est pas quasi~simple A est un ordre essentiellement borné dans son anneau de
fractions, De plus A eét éguivalent & un ordre 4'pAsano,

Si A ne posseéde qu'un seul idéal bilatdre maximal non nul A est un

ordre d'Asano essentiellement borué d'aprés la prop, 2.3, de [9].
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Reisonnons par récurrence, Supposons le lemme vérifié pour tous les
entiers inférieurs ou égaux & k-1, Supposons que A posséde k idéaux bilateres
maximaux M1,.,,,, Mk“ Si tous ces idéaux sont inversibles dans Q dfapres le
lemme 4,2,;—A es; un anneau principal (& droite et & gauche) essentiellement borné,
On en déduit facilement que tous les idéaux bilatéres de A sont inversibles et
que A est un ordre d'Asano,

0r le lemme 5 de [5] nous dit que tout ddéal bilatdre maximal de
A est soit inversible, soit idempotent, Il ne nous resté dbnc plus qu'ad examiner
lercas ol L'un au moins des Mi’ par exemple M1 est idempotent,

Posons M1,= P; D'apres le lemme 4,4, on peut appliquér & T = End P, 1'hypothése

de récurrence, On voit.donc que T est un ordre dans  qui est équi%alent a un

ordre d'Asaﬁo A', Comme P contient un élément régulier ¢, on voit que Tc Cc TP = P C 4,
Donc T est équivalent & A, Ainsi A est équivalent a A',

Montrons pour finir que A est essentiellement borné, & gauche
par exemple, Soit E un idéal & gauche essentiel de A, E contient un élément régulier
d, On voit facilement que P.d considéré comme idéal & gauche de A est essentiel
dans 4, En effet, il est isomorphe & P, donc de méme dimension de Goldie que P,

Mais P étant essentiel dans A a méme dimension de Goldie que A, Ainsi P,d a méme
dimension que A, il est donc essentiel dans A, Mais comme T considéré comme A=mo=

dule & gauche est une extension essentielle de A, on voit que P,d comme A-module

&4 gauche est essentiel dans T, Mais comme T.P = P, onwit que P.d est un idéal 3
gauche de l'anneau T, ('est donc un idéal & gauche essentiel de T, Comme T est

essentiellement borné, P,d contient un idéal bilatére non nul B de T, Mais B est

aussi un idéal bilatére de A,

Théoreme 4,6 : Soit A un anneau premier, semi-local, noethérien et héréditaire,
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Alors @

a),si A n'est pas quasi-simple le radigeli de Jacobson R de A est
inversible dans l'anneau de fréctions Q de A,

b) A est de diménsion de Krull inférieure ou égale & 1,
Si A est quasi~-simple et si E est un idéal & droite essentiel, on a K-dim A/E =0

d'aprés le théoréme 4,3 de [11], Donc d'aprés le lemme 2,1, on a K-dim A&t

Si A n'est pas guasi-simple, R n'est pas nul : nous avons déjad vu pourquoi, Sup-
posons que A possdde un seul idéal bilatdre maximal, D'aprés le théordme 3.4 de[11]
K-dim A/E = O pour tout idéal & droite essentiel E, Donc d'aprés le lemme 2,1,
K=dim AA.S 1, Ainsi K-dim A £ 1. De plus d”apréé la proposition 2,3 de [9], A est
un ordre d'Asano dans Q, Ceci prouve que R esi inversible dans Q,

Nous allons maintenant établir le théoréme par récurrence sur 1l'en=—
tier K, Supposons le fhéoréme vral pour tous les entiers infiérieurs ou égaux &
k-1, Supposons que A posséde k-idéaux bilatéres maximaux M1? M2” cooy Mke

Si tous les idéaux Mi sont inversibles dans Q, le lemme 4,2 nous
dit que A est un anneau principal & droite et & gauche : nous avons déja vu qu'un
tel anneau était un ordre d'Asanc, Ainsi R est inversible, Dlautre part si B est
un idéal bilatdre non nul, il est engendré (comme idéal & dréite ou comme idéal
3 gauche) par un élément régulier. Donc en transposant des démonstrations classigues
dans le cas des anneaux principaux inteégres nous voyons que A/B est un anneau arti=
nien, Alors le théoréme 2,2, nous montre que K-=dim A $ 1
I1 ne nous reste plus qu'ad examiner le cas ou l'un au moins des idéaux Mi, pax
exemple.M1, n'est pas inversible, Posons P = M1°,Nous avons déja vu que P_était
idempotent et que T = End(P) était un anneau premier semi-local, noethérien et

héréditaire et que de plus T possédait k=1 idéaux bilatgres maximaux, Ainsi, on.a
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k-dim T < 1 dfapres 1l'hypothése de récurrence,
Soit M un idéal bilatére meximal inversible, Posons N = N Mh.
Nous allons montrer que N = O, Supposons en effet que l'on ait N 74 0, Comme M dfaprss
le lemme 5 de [5] ntest pas idempotent nous avons N % M. Nous allons montrer que
N est un idéal premier, (onsidérons deux idésux bilateéres X et Y de A tels que
XY < N, Supposons que X ¢:N; Donc il existe un entier p, P > 0, tel que X C:Mp,
X ¢:Mp+1 (nous posons 0 = A). Soit M' 1'idéal inverse de M, Il est clair que —
(M“)p X < A et que (M”)p X ¢;M¢ Supposons qu'il existe un entier g tel que Y CZMq,
Y ¢:Mqﬂ° Nous pouvons dire également que Y(M')q c A et que Y(M')q ¢:M, En ecrivant

que XY < Mp+q+1

, on voit que (M”)pXOY(M’)q C M, Comme M est premier on doit avoir
Y(M“)q c M et on aboutit ainsi & une contradiction, On en déduit que Y C N et
ainsi N est bien un idéal premier,

Maintenant comme P considéré comme idéal & droite est projectif,
nous pouvons écrire comme dans la démonstration du :lemme 4,4 : T ° e(As)e. Nous
allons voir que e(NS)e est.un idéal premier de e(As)e, En effet, il est facile de

remier _
voir que Ns est un idéfira;~2;, Soient X et Y deux iddaux bilatdres de e(As)e tels
que XY\c;e(Ns)e° On remarque que eXe = X et eYe = Y, Supposons que X ¢:e(Ns)e°
Alors on voit que X,¢LNS° Comme XY < Ns, on voit que Y < Ns ce qui revient & dire
que Y < e(Ns)e,

Nous allons montrer que e(Ns)e = O, En effet si e(Ns)e % 0, comme
K-dim T ¢ 1, le théoreme 2,2 nous dit que 1l'anneau e(As)e/e(Ns)e est un anneau
artinien, Comme c'est aussi un anneau premier c¢'est un anneau simple, Ceci prouve
que e(Ns)e est un idéal bilatére maximal de e(As)e, Nous en déduisons que
e(Ns)e = e(Ms)e, Or siil'on a e ﬁ Ns on‘a Ns = Ms : il suffit de se rappeler que
e(Ns)e est un idéal premier, Mals alors on aurait M =.N ce qui est exclu, Si 1'on
ae ¢ Ns, on a e(As)e = e(Ns)e puisqu'alors 1'idéal e(Ns)e contient 1'élément unité

de l'anneau e(As)e, Mais alors on a N = A ce qui est aussi exclu, Nous sommes donc
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obligés de supposer e(Ns)e = (O, Comme l'anneau As est un anneau premier nous en
déduisons que Ns = O et donc que N = O,
Dtaprés le lemme 5 de [5], un idéal bilatére maximal est soit idem-

solent idempotents

potent, soit inversible, Supposons alors que M1, M2, PP Mt

t41° seo Mk soient inversibles,

M1n @0 o thn

en appliquant les résultats de,[6], chap, 6, que MﬁB = B,M& pour tout entier u com~

et que M

Posons B = Comme les idéaux M soey Mk sont inversibles on woit

T+’

pris entre t+1 et k, On voit aussi que

R

=M1ﬂ co0ao th r‘ Mt+1 ﬂ 806 ﬂMk BoMt+1o so000 -Mko

Pour i = 1,2,...,% posons : T, = {x ¢ Q: xM, <M} et s, = {yeQj M.y <M}, Comme

nous l'avons déja vu Ti est isomorphe & l'anneau End(Mi), Mi étant considéré comme
un A-module & droite, D'autre part d'aprds le lemme 1,9 de [4] on a T, # 5,0

Posons maintenant Ci = {z £ Q,2 Ti CiA}n Comme A, d'aprés le lemme 4,5, est essentiel-

lement borné Ci est d'aprés le théoréme 2 de [5] un idéal bilatére.idempotent et

on a Ti-z {v eq, Civ c:Ci}n Cr Ci est contenu dans un idéal bilatére maximal M .

)" ;

Si Mk n'était pas idempotent il serait inversible et on auraii [\(Mk = 0,

i
. . a2 _ a4 h v h
Mais comme Ci est idempotent on a Ci = Ci T ohee = Ci . pDonc on a Ci C:(ﬁ (MK.)

et on devrait alors avoir'oi = 0, Cela auvrait pour conséguence que Ti = Q, Cela

voudrait donc dire que pour tout élément q de Q, M, < M. or M contient un é1é-

P . 1 . .
ment régulier cio Si nous prenons ¢q = Qi nous voyons que Mi devrait contenir

1'élément unité de A, ce qui est exclu. Ainsi nous pouvons affirmer que M est

3
-

idempotent, Ceci montre d'abord que j $ ki é t, D'autre part d'aprés le lemme 3,3
de [10] et le théortme 2 de [5] A est un sous-anneau maximal de T,. En appliquant

le théoreme 2 de [5] on voit que Ci = Mk et donc que Ti = Sk . Nous venons ainsi
i i
de démontrer le résultat suivant : pour tout entier i, 1 ¢ i £ t, il existe un

entier kiz 1 & ki £ ti.tel que Ci = Ski.
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D'autre part, si 1'on avait T sk Skﬁ pour deux entiers k et k" différents
nous pourrions afflrmer en utlllsant le theoreme 2 de [5] que M Mk , clest
pourquol nous pouvons dire que l'application i e»ki est une permutatlon de l'en-
semble {1,2,5005t} En-utilisant la démonstration de la proposition 4.4 de [io]
on voit qué B est un idéal bilatdre inversible de A, Ainsi a) est démontré,

Montrons amintenant que b) est bérifié, soit R(T) le radical de
Jacobson de l'anneau T = End(M1)_= End(P)o.Nous avons déja vu que l'on avait
R(T) = Hom(P,PR)o On a ainsi R(T),R C:R(T)oP < P.R., Comme nous avouns montré gque
R était inversible nous en déduisons que ﬁ(T) < P, Soit ¢ 1'un quelconque des idéaux
. .

29

0003 Mk Alors on a P+ G = A (rappelons que 1'on a posé P = M1)° Donc @
R(T) < R(7).(P+a¢) = R(T).P + R(T).G & R+¢ = G.
comme R(T) < P on voit que R(T) © R. Dans la démonstration du point a), on avait

{z€Q, 2T < A} était un idéal bilatiére maximal et idempotent, Si

it

montré que C1

1l'on avait C1 M on aurait S1 = T ce qui est exclu ccmme nous l'avons vu,.On a

1
manifestement C1T = C1 et 1'on en déduit que C1T ¢ P, Ainsi il existe un élément
d¢c, tel que 4,7 ¢ P, Posons T =7/R(T), T = &/R(T), = B/R(T), Soit d 1'image
canonique de d dans Ko on peut écrire
AT et LT &R
Comme d'aprés a) K—dim T S 975 est un anneaw: semi-simple (th 2.2). Dans T9

1'idéal & droite d,T est donc somme directe d'idéaux & droite simples : puisque

- @ L d
T ¢:P 1'un au moins de ces idéaux n'est pas contenu dans P, Cela revient & dire

o0}

que(aoﬁ contient urn idempotent primitif': qui n'appartient pas & §° Alors on a

o - &= Cad

T, On en déduit que e,T.€ = €,A.€, On sait que e,T.5 est un corps, On en

P |

-
o

déduit que €,A.e est un corps non con'tenu.dans‘?° On voit alors facilement que le
socle de l'anneau K/f'n“est pas nul et donc qu'en fait 4/F est un anneau simple 3

en effet dans un anneau semi-premiér on vérifie facilement que tout idéal (& droite)
simple est facteur direct et plus généralement en transposant la méthode employée
dans le cas des anneaux réguliers on montre gque toute somme directe finie d'idéaux
simples.est un idéal facteur direct, Ainsi un anneau noethérien & droite premier

dont le socle n'est pas nul est égal & son socle,
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Mais alors A/P qui est isomorphe i A/P est un anneau simple, Ainsi nous venons
de voir -que A/M1, A/MZ’ cees A/Mt sont des anneaux simples, Maintenant pour
t+1 & u £ k, l'édnneau A/Mu ést également un anneau simple 3 il suffit d'appliquer
le lemme 4.;.
Soit D un idéal premier non nul de A, Nous allons montrer que D
est un idéal bilatére maximal, Si tous les idéaux bilatéres maximaux de A sont
inversibles nous avons‘déjé remarqué que A/D était un anneau artinien, donc un
anneau simple puisque c'est un anneau premier, (Cela prouve le résultat, Supposons
donc qu'il existe au moins wun idéal bilatdre maximal non inversible domc idempotent,
Soit P cet idéal, Posons encore T = {x € Q, XxP< P} et C = {v € Q, vI < A}, On a
déja vu que ¢ était un idéal bilateére maximal et idempotent de A et que 1l'on avait
C ;4LP° Donc en fait on peut toujours supposer que l'on a M % P, Comme oh l'a vu
3 plusieurs reprises on peut écrire T ~ e(As)e, L'anneau As étant premier on peut
écrire Q # e(Bs)e c:e(Ms)e c:e(As)e : de plus les idéaux e(Ms)e et e(Bs)e sont des
idéaux premiers de e(As)e, Mais d'aprés le lemme 494, on a K=dim e(As)e,s 1. En
appliquant le théoreme 2,2, on voit gque e(Bs)e est égal & e(Ms)e° Comme on.l'a
déja vu on a e { e(BS)e et cela permet de voir que Bs = Ms, Ainsi on a B = M,
IL'anneau A étant noethérien, tout idéal premier non nul étant ma-
ximal et ainsi le quotient de A par tout idéal premier non nul étant artinien le

théoréeme 2.2 nous montre que K-dim A £ 1.

Théoréme 4,7 : Soit A un anneau premier, semi-local, noethérien et héréditaire,
Alors on a K=dim A £ 1.

Supposons que A ne soit pas artinien, Dfapres le théordme 2,2 de
[10] on a.la situation suivante, Soit N le radical nilpotent de 4, Alors on peut

écrire A = N + B, B étant un sous-anneau de A semi-premier, semi local, noethérien
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et héréditaire, De plus on a B AN=0 et A est un B-module & droite de type fini.

S

Soit AB la structure de B-module & droite définie sur A, D'apres [1] on a
K~dim AB,g'K-dim BB° Mais d'aprés le théordme 4,3, de [8] B .est produit d'un nom-
bre fini d"anneaux'B1, B

noethériens et héréditaires, D'aprés le théordme 4,6 on .a K-dim B. & 1.

59 eeos Bn ou les Bi sont des anneaux premiers, semi-locaux,

0n a par exemple B1 “~ B/ B2 @D ooo @ B. Onen déduit toujours d“aérés [1] que

K=dim BB~= sup(K—dim B, , K=dim BZ.@)O,O Q@.Bq)° On voit donc par récurrence gue

K=-dim Bé,s 1, On en déd&it que K~dim ABrg 1, On en déduit aussitédt que K=dim AA'S 1o

V. - Dimension de Xrull et lemme d!Artin-Rees,

Lemme 5,1 3 Soit A un anneau premier, semi-local, noethérien et héréditaire, §i
R est le radical de Jacobson de 4, oé a2 A r? ; 0.

En effet, d'aprés le théoréme 4,6., R est inversible, Soit R' son
inverse, On a d*abord R( N Rp> = A Rp}o Mais il est clair que 1l'on..a.également
R Rp> < ( E?Q et doncﬂque l'on aﬁz ( Rp) < r( Rp.)n On a donc l'éga-

N N A a
b

1ité R((\ ﬁp) = ( F\Rp),_Le lemme de Nekayama nous montre donc que f\ R Co

Théoreme 5,2 ¢ Soit A un anneau premier, semi-local, noethérien et héréditaire,

Soit R le radical de Jacobson de A, Si X est un idéal & droite quelconque de A, il

existe un entier t > 0 tel que : X s Rn = (x N Rt)ﬁnmt pour tout entier n ) 1,
Précisons d'abord que nous posons RO = A, Nous allons donc démontrer

ce théoreme que l'on peut appsler théordme dfArtin-Rees, Soit X un idéal & droite

et soit C un idéal & droite complément de X, Par application du lemme 4,54 nous

savons que A est essentiellement borné : danc X @ C contient un idéal bilatdre non

nul B, En appliquant les théorémes 4.6. et 2.2,, nous voyons que A/B est artinien,

Mais 1'image canonique de R dans A/B est un idéal dont tous les éléments sont quasi-

réguliers, (r on sait que dans un anneau artinien un tel idéal est nilpotent, Cela
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t
revient & dire qu'il existe un entier t 3 0, tel que : R ©BCX® C.

t° _n= tq _n=t
Pour chaque entiér n 3 t écrivons & R =R . R ¢ = [(X @C)n R ].,Rn

Alors, nous avons : X n RY [(x® c) n Rt],Rn_to

Done tout élément x ¢ X r\Rn peut. se mettre sous la forme s
x:z(x +c)r X. €¢X,¢c. €C, T eRn_t
i i if i 9 i f i °

r on a X - z:ciri € X et zciri € ¢, Il est donc clair que lfon a
_ n-t

x-z;xiri=o et donc = € X.R o

Donc en fait, nous avons X N Rn C'Xeant.

Nous savons d'gutre part que R est inversible, Ainsi si R' est l'inverse de R @

>n~t < X.

(x n B (B!
Mais on avait aussi (X A Rn) (R")n‘t c(x® ) ~ Rt
on en déduit que : (X n B) (&) cx f7.
m.adome X AR c(X nRtS,Rnnjc
D'autre part il est clair que : (X N R,t)(,‘ant X A Rna

Le théoréme est donc démontré,

Corocllaire : Tout idéal est fermé pour la topologie R=adique, Ce résultat est con=-
séquence du théoréme 5,3, de [3] qui dit que la proposition "tout idéal & droite
est fermé" est équivalente & la proposition "pour tout idéal & droite.le théoréme

d'Artin=Rees est vérifié",
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SUR LES ANNEAUX TELS QUE TOUT MODULE SIMPLE SOIT INJECTIF

d'aprés J.H, COZZENS

par Guy RENAULT

Définition 3
Un anneau A est un V-anneau & droite s'il vérifie les conditions

équivalentes suivantes :

(i) Tout A-module simple & droite est injectif,
(ii) Tout 1déal & droite est 1'intersection des iddaux & droite maximaux qui le
contiennent, .

(iii) ©Le radical ‘de tout module & droite est nul,

Les V-anneaux commutatifs sont les anneaux réguliers (ou absolument
plams),_(Théoréme de Kaplansky) ; 1'anneau des endomorphismes d'un espace vectoriel

de dimension infinie est un anneau régulier, ce n'est pas un V-anneau & gauche.[5][2].
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J.H. COZZENS donne des exemples d'anneaux intégres principaux, quasi-

‘simples qui sont des V-—anneaux,

T, Rappel sur les anneaux de polynlmes :

Soient K un corps (non nécessairement commutatif), D une dérivation
de X, ¢ un isomorphisme de K dans K,
On définit 1l'anneau de polyndmes K[X, G, D] de la fagon suivante :

n .
c'est l'ensemble des polyndmes formels: ¥ ai Xl muni de la relation 3
0

Xa = c(a) X + D(a)°

K[X, o, D] est un anneau intdgre, principal & gauche et & droite (car il existe
une division euclidienne & gauche et & droite). [4].
On appelle Corps différentiel universel, un Corps de caractéristique

0 muni d'une dérivation D, tel que 1l'équation

p(x, D(x), oer, D (x)) = 0

admette une solutiondans K, quel que soit le polyndme non constant P(X), élément

de K[X1, oo as Xn] ; de plus toute équation différentielle lindaire homogéne en D

a une solution non triviale, L'existence de tels corps est démontré dans [3].

I1I, Les exemples

Exemple I,

Soit K un corps différentiel universel, muni d'une dérivation D, On pose

R = K[xf 1K: D]
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Théoreme 1 :
L'anneau R vérifie les propriétés suivantes :
2) R est un anneau intdgre principal & gauche et & droite,

b) R est un anneau quasi-simple,

~

¢) R est un V-anneau & droite,

d) Tl existe une seule classe de modules simples & droite,

La démonstration utilise les lemmes suivants

Lemme 2 :

n .
Soit f = 3 ai x" un élément de R avec a = 1, .71 existe alors des

i=1 n
éléments oy de X tels que £ = |1 (Xnai)o

R 1

La démonstration se fait par récurrence sur le degré de f, On détermine des éléments

bi =2 ign et g tels que 1'on ait :

f= (X j1 + b2 Xntz + oo *+ bn) (X - a)e.

Fn identifiant et en éliminant les b19 on obtient une équation du type

(n)(x

P<X9 D(X.)g c00 9 D ) - Oo

Par hypothése une telle équation. admet une solution

Conséguences : les éléments irréductibles de R sont de degré 1 et les idéaux a

droite maximaux sont de la forme (X - a)Ro

Lemme :

Le module simple v, =R / (X = a)R est divisible (donc injectif)
guel gque soit ¢ € K,

Compte tenu du lemme 2, pour montrer gue Va est divisible, il suf-

fit de prouver que l'équation

* v = w(x - g) v £ 0, v € Va
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admet une solution dans V
o

Soit f(X) un représentant de v modulo (X - a)R.

f(x) = (x = o) g@) +n avec h ¢ X, h £ 0,

La résblution de 1'équation * rdésultera de la propriété suivante 3

Soit h € K, il existe deux éléments a, b de K tels que 1l'on ait :

* a(X =) + (X =a) b=h

a et b sont solutions des équations 3
a+b = 0 ; D(b) = b(o+) =

Cette dernitre équation admet une solution dans K qui est est un corps différentiel

universel,

g

On a finalement f(x) =h = a(x - B) (med X - ).

R étant un anneau principal, la divisibilité entrafne 1l'injectivité,

Lemme 4 3(Faith)
So0it R un V=-anneau & droite, noethérien i droite et premier,-Akors

R.est guasi-simple,

Soit I un idéal bilateére propre de R d'apres le théoreéme de Goldie
I contient un élément non diviseur de zéro s, Si P est un idéal & dtoite maximal
contenant I, le module injectif V = R/P est divisible, d'ol Vs =V=0et il y

a contradiction,

Les assertions a), b), ¢) du théordme résultant de ce qui précdde, démontrons d).
Soient g, B deux éléments distincts de K, I1 existe deux éléments

non nuls &, b de K tels que 1'on ait 3

a(X = a) = (x - gV,
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il suffit en effet de résoudre l'équation homogéne
D(b) + b(a = p) =0
qul admet une solution b non triviale,

L'application de R / (X - @)R sur R / (x - B)R, définie par

T4+ (X = g)R ==———>ar+ (X —AB)RQ est 1'isomorphisme cherché,

Exemple II,

Soient @ la cldture algébrique Z/QOZ; p llautomorphisme X ==——x> x° de Q. On consi-

dere -l 'anneau,

R = Q[X9 pg O]o

R est un anneau intégre principal & gauche et & droite, Les seuls idéaux bilateres
de R sont les iddaux engendrés par Xk k 3, 0, Cette propriété se vérifie de la
facon suivante : soit I un idéal bilatdre de R et P(X) un générateur de 1'idéal

& gauche I ; quel que soit X € Q, Il existe & ¢ Q tel que ¢

a #{x) = p(x) k,

en identifiant et en utilisant la relation Xk = k2X9 on montre facilement que
P(x) = Xk“é un élément inversible pres,

Si S est 1l'ensemble multiplicatif.formé des Xk, k > 0, on considere

1l'anneau de quotients RS = SMRo Clest l'ensemble des fractions rationnelles
2&%2 munl des lois suivantes
X

P(X) a(x) _ 2(x) + qlx)

RS OY TR E k

X X X-.

p(x) ;a6 _ (o° P(x)) x o(x)

= x07 X
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(si p(x) =k§o akxkg od 3(x) =k50 pj(ak) )

RS est un anneau principal & gauche et & droite quasi-simple,

Lemme H
n 5
soit £(X) = % aix“ un élémment de R, avec & = 1.
i=Q . n -
. IS d e P = -
11 existe des éléments o le @ tels que Jw1 (X ai)°

\ Ve o a - . o
On procede comme dans la démonstration du lemme 2, et on utilise le fait que Q est

algdbriquement clos,

Conséquences : Les idéaux & droite maximaux de ng sont les iddaux (X - a)RS’ avec

a € Q~ {0},

TLemme 6§ 2

est divisible (donc injectif),

Le module simple V =
* s

Bs/lx = o)

Quel que soit g € Q@ ={0C},

Soient h, B, « des éléments de R avec g 0. On & 3

2 h
no=-a%(x - g) + (X - o) (ax - =)
avec a racine de 1'équatioci.,

2
h

a? 62 + 2 g =5 = 0
o

En reprenant les m8mes considérations que dans le lemme 3, on montre que V est
a

v
divisible, donc injectif, car RS est principal,

De la méme facon, on prouverait qu'il n'y a qulune classe de mcdules simples,

En résumé :

Théoreme 7 ¢

I.'anneau RS vérifie les conditions suivantes ¢
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a) RS est un anneau integre principal & gauche & droite,
b) R est quasi-simple,
c)‘RS est un V-anneau 3 droite,

d) Tous les modules & droite simples sont isomorphes,

IIT, Quelgues conséquences :

Nous allons utiliser le fravail de COZZENS pour éclairer certains

problémes posés :

Probléme { : Caractériser les anneaux tels que tout module & droite guasi=injectif

soit injectif,

Proposition 8

quasi-
Soit A un anneau tel que toubt module & droitefinjectif soit injectif,

Alors A est un V-anneau noethérien 3 droite,

Cela résulte du fait que téut module semi-simple est injectif donc
g-injectif, BEn utilisant [2] p. 130, il suffit donc de se limiter au cas ol A est
un V-anneau gquasi-simple noethérien & droite, ILes dnneaux commutatifs sclutions

du probléme 1| sont les anneaux semi-simples,

Probléme 2 ¢ Caractériser les anneaux A tels que pour toul module & droite M le
sous-module singulier. soit facteur direct de M,
Si A est commutatif, le probléme est résclu : ce sont les anneaux

réguliers A dont le socle S est essentiel et tels gque A/S soit semi-simple [6].

Proposition O @

Soit A un anneau integre principal & gauche et & droite, de corps de
fractions K, Alors si A est un V-anneau & droite les modules & droite injectifs et

indécomposables sont X et les modules simples,
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Il est bien connu que si T est un idéal & droite non nul, le module
A/T est artinien & droite, si I est de plus un iddal & droite {\ -irréductible A/I

contient up module simple § qui est injectif et A4/I = S d'ol l'assertion,

Corollaire 10

Un anneau intégre principal & gauche et & droite qui est de plus

un V-anneau & droite est solution des problémes 1 et 2,
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QUELQUES APPLICATIONS DE LA DIMENSION DE KRULL..

Par B, LEMONNIER

o 3 o & -Q e om O D o

§ 1, Dimension de Krull et dimension de goldie. (notées K~dim et G-dim) (cf0[1] et [6]o

n
SiM=@ Si o les Si sont simples, G-dim M = n et K-dim M = 0,
1
=1 e}

Si K est un corps commutatif et A = K[X1, coaey Xn]’ G~dim A
K-=dim A = n, Dans le cas fini ces deux dimensions ne sont donc pas comparables
sans hypothéses supplémehtaire69 mais on ala

=ZE’I"Opositj.Olfl 1. Pour un A-module M, G=~dim M = o impligie K=dim M = 4 oo

Démonstration. Nous voulons montrer que tout module qui est somme directe d‘'une

infinité de modules non nuls a une dimension de Krull > n pour tout entier n, C'est

[o o]
vrai pour n = 4, Supposons l'avoir montré pour n et soit X =@ Xi9 Xi ;é 0.
i::o -

Considérons une suite croissante de parties Nj de N telles que card (N, 1\\ N.) =o ;
J+ J
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par exemple on prendra NO ensemble des entiers impairs, Nj+1 \\ N i ensemble des
s R J+1 j+2 . .
entiers divisibles par 2° et non par 2 s J > 0, La suite des sous-modules
Yj =<®.Xi est strictement décroissante ; par hypoth&se de récurrence K-dim Y./Y,+1> n
iﬂfl\Tj i3
donec X-dim X > n+1,:
Exemple : S8i Q désigne le corps des nombres rationnels, K—dimZQ = 4 oo, En effet

Q/7 v @ C (p), somme directe étendue aux entiers premiers p, C (p ) groupe quasi-

cyclique relatif a p,

Proposition 2, Si A est un anneau tel que le groupe (A,+) solt divisible,

K=dim AA.( + o, A contienne un élément régulier & droite, alors A est unitaire,

Démonsiration, Le groupe (A,+) est sans torsion y en effet sina =0, n€ N, a € A}
d régulier & droite ¢ nA donc ad = 0 et a = 0, Ainsi A est un Q espace vectoriel,
AAQ est un bimodule avec la propriété ¥a ¢ A, (A2) Q < Aa, On en déduit que
I=1{q¢€Qldq € Ad} est un idéal de Q, donc I = 0 ou Q,

81 I = 0, le treillis des idéaux & gauche A compris entre Ad et Ad + dQ
est isomorphe au treillis des sous-groupes de Q ; pulsque K~dim AA.( + o et
K-dim ,Q =+ clest que I #0,Donc I =Q : il existe ¢ € A tel que d =d 1 = ¢ d,

d'oh a g=2a "V ac A,

Ae a - a) = 0, si g a~=a %’O les idéaux & gauche A entre 0 et
(¢ a - a)Q sont en bijection croigsante avec les sous-groupesde Q.contredisant

K-dim ph < Ainsi ¢ a= a ; g est élément neutre de a, (cf. [3])s
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Propobition 3, Pour un anneau A unitaire les propriétés suivantes sont équivalentes :

t) A est artinien 3 gauche ;
2) A est noethérien & gauche et tout A-module & gauche a une dimension de Krull
égale &4 0 ou + oo ¢

3) énoncé 2) limité aux modules cycliques.,.

Démonstration 1 ==> 2, R radical de A est nilpotenty donc M étant un A-module donné
il existe un plus petit n tel que Rn+1 M = 0, les quotients de la suite M D RM D ...

5 g+

M = 0 sont semiwsimples ; s'ils sont tous de longueur finie X-dim M = O,
si 1'un dYeux est de longueur infinie K-dim M = + o (utiliser P, 1).
2 ==> 3, eévident,

3 => {1, 81 K=dim A = + a»(noter que AA est un module cyclique)

A
il suffit de considérer un idéal i gauche I maximal pour la propriété K-dim A/I = + o
pour aboutir & une absurdité. Donc K=dim AA = 0,

Considérons le procédé du & H, BASS qui, & un module M fait correspondre
la suite s suivante 3 s = lede MW : s s =8 s H

a(M) uivante s1(M) socle de M 3 Sa+1(M> / a(M> 1(M/ a(M)) ;

S&(M) =T s (M) si o est un ordinal limite, M est dit d'élévation définie quand

B<a- P

il existe un ordinal ¢ pour lequel sa(M) = M, L'élévation de M, notée e(M), est

le plus petit de . ces ¢,

Lemme, Un module M est d'élévation définie si et seulement si tout quotient non.

nul . de M a un socle non nul,
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Démonstration, Le "si" est évident, Soit N < M, soit B le plus petit:ordinal tel

gue SB(M) ¢:N alors g n'est pas ordinal limite et 85“1(M) C N, le noyau de 1'épi=-

morphisme canonique M/S (m) ~ M/N est N/M ; par construction de B le module
B~1 . . .

semi-simple SB(M)/SB (M) n*est pas annulé par cet épimorphisme, donc M/N a un

=1

socle non nul, ce qui démontre le “seulement si%s

Lemme, Si 0 - M' » M - M" - 0 est une suite exacte, e(M) est définie si et seule=-

ment si e(M!) et e(M") sont définies,

Proposition 4, Si A est un anneau tel que, pour tout idéal a gaﬁche'I essentiel

dans A, le module A/I soit artinien alors
1) G-dim (A< (= E-dim A= 1
2) tout module M extension essentielle de son sous-module singulier J(M) est d'é1lé-
vation définie (notée e(M)) ;
%) si de plus on suppose A noethérien 3 gauche, alors e(M) définie implique e(M) < w
o
(M A-module & gauche, w plus petit ordinal limite>9(\ " = 0 ot R désigne le
—](1:1 .

radical de Jacobson de A, enfin les seuls injectifs indécomposables sont les

enveloppes injectives de simples et les composantes de 1l'enveloppe injective de AAa

Démonstration 1) <== d'aprés P, 1 ; ==> exposé de M, DJABALI sur les résultats de
MICHLER,

2) Il suffit de montrer que J(M) et M/J(M) sont d'éiévations définies,
Ce qui résulte du fait que si 0°, x est essentiel dans AA)le module cyclique Ax

est artinien,
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%) Supposons e(M) > w ¢ il existe m € M \} Sw(M)o Puisgue sn+1(M) / sn(M)
<M/ Sn(M)"la'sui%eudes“idéauX'é gauche In ={a ¢ A ! am € sn(M)} est strictement ~
croissante, Ainsi AA noethérien exige e(M) < w.

Soit AS un A-module simple, E(S) son enveloppe injective ; en utilisant

, o -
2) on voit que e(E(S)) est définie, Mais R sn(E(s)) = 0 donc {3 RP;E(S) = 0,

1
Puisque la somme directe des R(S) étendue & l'ensemble des types de simples est

(o] I
un cogénérateur, elle est fidele, d'ol (\ R = 0.

Enfin si AE est un injectif indécomposable ou bien J(E) % 0 et E contient
un simple, ou bien J(E) = 0, pour e € E, e # 0, il existe un idéal a gauche co-
irréductible ¢ tel que(b ‘.—e) {\ C = O_donc C-plongeable dans E,

Exemple, Un anneau semi=mremier, noethérien gauche, de dimension de Krull &

gauche égale & 1, vérifie les hypothdses précédentes, (Utiliser le théoréme de Goldie).

§, 2. Anneaux intégres,

Proposition 5, Soit A un anneau, dont ltannulateuyr & droite n'est pas nul, tel
que K~dim A/I < K-dim AA pour tout idéal & gauche mon nul, alors A est un domaine

de Qre & gauche,

Démonstration, Supposons a # 0 alors Aa £ 0 donc K-dim A/Aa ¢ K-dim Wb
. 8 # 0, K=dim Aa < K=dim A, ce qui contredit la premidre inégalité, Donc

°

Si 0

A est inteégre, Enfin 11 (\ 12 = 0 avec I et 12 % 0 conduit aussi a une contra-

1

AA - A/I1 @ A/I2 on a K-dim AA < sup (K-dim A/I19

K-dim A/Iz) < k-dim 4,

diction : puisgue
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Proposition 6, Pour un anneau A dont 1'annulateur & droite n'est pas nul et dont
la K-dimension & gauche est n, A est intdgre si et seulement si K-dim A/I < K-dim AA

pour tout I idéal & gauche # 0.

Démonstration, Soit I £ 0 r € I Arp/Arp+1 ~ A/Ar d'olh K-dim A/Ar < n et & fortiori

K-dim A/I < n.

Proposition 7, Si un anneau contient une chafne de n+{ idéaux complétement premiers

ses dimensions de Krull 3 gauche et & droite sont > n

Démonstration, Il suffit de se limiter & K=dim A < + o et de vérifier que, si A
¢st intdgre et P un idéal complétement premier # 0, K-dim A/P ¢ K-dim A, (démons-

tration de T,6),

§ 3, Chatnes d'idéaux complétement premiers,

Théortme 8, Soit A un anneau noethérien & gauche, et unitaire, si dbout.idéal

& gauche est bilatére alors {° K-dim AA > n 8l et seulement si il existe une chaf-

ne de n+1 idéaux complétement premiers

20 tout idéal premier est complétement premier,,
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Démonstration, 1° D'apres P,7, il reste & prouver "seulement si',
Si K dim AA = 4 o0, s0it I maximal pour la propriété K dim A/I = 4 00, A/I est
integre (P.5) ; il existe In.D I tel que K dim A/In > n: soit PO maximal parmi
les In° Si K dim A = m%n on prend PO maximal parmi les I tel que K dim A/I = m,
Dans tous les cas PO est complétement premier et K dim A/PO = m ) n, Considérant
A/PO, on est ramené a supposer A intégre, Alors K dim A = m et T,6 montrent qu'il
existe I # O tel que K dim A/I = m=1 ; soit P1 maximel parmi ces I, P1 est complé-
tement premier et ¥ dim A/P1 = m~1, Le procédé se poursuit et donne la chalne
voulue,

20 I1 suffit de montrer que si, en plus des hypotheses, A est pre-
mier alors A est intégre, clest-a-dire (T,2.1 de [5]) réduit, Pour le voir remar-

quer que (Aa)n = Aan.

Lemme 9. Si a est un ordinal non dénombrable, lu déviation (c.f. [6]) de [0,a]

muni de l'ordre. opposé est infinie,

Démongtratien, Soit W le plus petit ordinal limite ; définissons w, par récurrence :

w, = wn—1 + wn—1 + «es § 11l est clalr que la déviation de [O,wn] muni de 1l'ordre

opposé est n+1 et.que card w, est dénombrable, Donc [Ofwn] c:[o?a] pour tout n,
Donnons un exemple montrant que les idéaux premiers d‘'un anneau noethé-

rien & gauche peuvent ne pas vérifier la condition minimale,

Exemple, On définit les puissances transfinies & gauche d'un idéal I par IB=E°IB_1

4
si B non limite, IB= (‘IB si g est limite, A,V, Jategaonkar donne dans [2] la
B'<B
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construction, pour tout ordinal ¢, d'un anneau A unitaire, intégre, principal &
gauche, dont les idéaux & gauche sont bilatéres et totalement ordonnés et tel que
(R = Rad . &) R % 0. La bijection décroissante g ¢ [O,a]le RB montre que, si card o
est non dénombrable, on a K dim AA:: + o (L, 9). Le treillis des idéaux étant to-
talement ordonné, il existe alors une suite infinie strictement décroissante

d'idéaux complétement premiers (utiliser la condition noethérienne et T,.8),
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no 22 du 25 mai 1970

o $ o S emo = §

SOUS-ANNEAUX DE CERTAINS ANNEAUX ARTINIENS OU NOETHERIENS.

d'aprss David ETISENBUND (1).

par Annie CAILLEAU

@l omomd and o o S o

On nmontre que sous certaines conditions sur un anneau S, les pro-
priétés pour S,’d'étre semi-simple, artinien ou noethérien se transportent & un
sous-anneau R de SQ

Dans ce qui suit, on considérera deux anneaux unitaires R et S,
tels que R soit un sous-anneau'de S ét tels que S soit un R-module & gauche engen-
dré par un nombre fini n d'éléments qui commutent avec les £léments de R, Cette
derniére condition se tradult par le fait qu'il existe un épimorphisme de R-bimodules
de Rn sur S, et par suite pour tout R-module & gauche M un monomorphisme de R-modules

3 gauche de HomR(S,M) sur HomR(Rn,M) = Mno

Théoreme 1.
Si Q est un R-module & gauche tel que HomR(S,Q) s0it vn S-module &

gauche injectif, alors Q est injectif,
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Soient E 1l'enveloppe injective de Q, u l'injection canonique de

HomR(SgQ) dans HomR(S,E) ; on a lediagramme commutatif suivant

U
HomR(s,Q) e en S HomR(S,E)

@ﬁl
]
i
|
]
i
i
i
|
1
E

v
3

ou les fléches vertitales sont des monomorphismes, et ou i est l'injection canonigue
de Q dans E, v étant un R-monomorphisme essentiel, il en est de méme de u, u est donc
un S=monomorphisme essentiel, et par suite un épimorphisme,

D'autre part, E étant injectif; le morphisme canonigue ¢ de HomR(SgE)

dans Hom(R,E) est surjectif, et la commutativité du diagramme,

i
HomR(s,Q) N HomR(SgE)

Hom (R,Q) = Q === > HOmR(RpE) = B

montre que i est surjectif, et par suite que Q = E.
Un anneau A semi-simple étant caractérisé par le fait que tout

A-module & gauche est injectif, on déduit du théoréme 1 le résultat suivant,

Théoreme 2.

Si S est semi-simple, R est semi-simple,



Supposons maintenant que S soit noethérien & gauche et montrons
qu'il en est de méme de R ; il suffit de montrer que tout somme directe @ Qk de

keK
R=-modules injectifs Qk est injective, or S étant de type fini on a

Hom (5 @ ) szf HomR(SSQK)

et HomR(s,QD Qk) est donc S-injectif comme somme directe de modules injectifs sur
- -k L . .
1'anneau noethérien S (HomR(s,Qk) étant évidemment S~injectif), I1 en résulte que

@ Q est un R-module injectif,., D'ol le résultat,
k

Théoréme 3.

Si S est noethérien & gauche (resp, & droite) R est noethérien &
gauche (resp. & droite),

Montrons enfin gque si S est artinien & gauche, R est artinien 2
gauche, Soit N le radical de Jscobson de S, S/N est un anneau semi-simple engendré
sur le sous-anneau R/R {) N par un nombre fini d'éléments que commutent avec les
éléments de R/R(\ N,'donc (théortme 2), R/R N est semi-simple, Comme d‘'autre
part R est nOethéri;n & gauche (théordme %) et R /) N nilpotent, R est artinien &

gauche,

Théoreme 4.

Si § est artinien & gauche (resp, & droite) R est artinien & gauche
(resp. & droite),

En particulier si S est un module de type fini sur son centre 7 et
s'il est noethérien k gauche (resp , artinien & gauche), Z est noethérien (resp,
artinien) et S est donc noethérien & droite (resp. artinien & droite), ceci d‘apres

la réciproque évidente des théorémes 3 et 4,
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Théoreme 5,
Un annesu S, de type fini sur son centre, noethérien (resp, artinien)

& gauche, est noethérien (resp, artinien) & droite,
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