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Exposé n° 1 du 3 novembre 1969. 

0 <> 0 0 0 0 -=-o-oe,.c.,o-.o....,.v....,o-... 

STRUCTURE DES ANNEAUX NOETHERIENS 

A GAUCHE D I EXPOSANT DEUX. 

par L. LESIEUR 

L Un anneau noethérien, supposé commutatif et unitaire est un anneau 

qui vérifie la condition de chaîne ascendants finiepour les idéaux i toute suite 

d."idéaux strictement croissante est nécessairement finie. 

Exemple ; K[x 19 0 •• 9Xn] (Théorème de la base finie de Hilbert). 

Dans le cas général abstrait 9 la théorie des idéaux dans ces anneaux, 

et en particulier celle des id.éaux primaires, a été développée par E. NOETHER j 

d'où leur nomù Dans le cas d 1un anneau non commutatif, je dirai noethérien 

pour noethérien à gauche, c'est-à-dire que l'anneau vérifie la condition 

de chaîne finie pour les idéaux à gauche. on pourrait tout aussi bien supposer 

l 1 anneau noethérien à droite pour obtenir les résuitats symétriques c'est ce 

qu 1 on fait en général dans la littératme anglo-américaine. Dans le cas non com

mutatifs la théorie des idéaux primaires n'est plus suffisante comme dans le 

cas commutatif 9 et diverses généralisations ont été données pour rendre compte 

de cette situation plus complexe : idéaux tertiaires (Lesieur et Croi sot) 9 

idéaux isotypiques (Matlis, Gabriel). Mais ce n'est pas mon sujet d'aujourd'hui 

où je voudrai.s exposer comment on peut obtenir les anneaux noethériens les plus 



généraux à partir d I anneaux noethériens particuliers les anneaux noethériens 

semi-premiers. 

2 • .Anneaux noethériens semi-premiers. 

L'anneau A est dit semi-premier si l'on a 

aAa = O => a= O 

Il est 12remier si 1 1 on a 

aAb = 0 =>a= 0 ou b = 0 

Dans le cas commutatif, ces notions se réduisent respectivement à 

celles d'anneau réduit (a 2 = O ==>a= o) et d'anneau intègre, c'est-à-dire sans 

diviseurs de zéro non nuls (ab = O ==> a= O ou b = o). 

Ils sont bien connus, même dans le cas non commutatif GOLDIE, 1960, 

semi-prime rings wi th maximum condi:tion ; LESIEUR et CROI SOT ( 1959) Anneaux 

noethériens à gauche premiers. On sait en particulier que tout anneau noethérien 

semi-premier possède un anneau de fractions semi-simple (isomorphe à un anneau 

composé direct d'un nombre fini d I anneaux de matrices carrées sur des corps) ; 

tout anneau noethérien premier possède un anneau de fractions simple (isomorphe 

à un anneau de matrices carrées sur un corps). C'est le théorème connu de Goldie. 

Dans le cas commutatif, ce n'est pas autre chose que l'exiBtence du corps des 

fractions (ou corps des quotients) pour le cas intègre; dans le cas non com

mutatif, c'est un résultat beaucoup plus profond car il assure à la fois l'exis.,,;. 

tence de l'anneau de fractions, ce qui n'a pas toujours lieu pour un anneau 

quelconque, et il en donne la nature. Il s I agit ici d'un anneau de fractions F 

au sens classique, c'est-à-dire qui vérifie les propriétés suivantes: 

1°) L'anneau A est plongé dans F. 

2°) Tout élément régulier de A est inversible dans F. 

3°) Tout élément ë; E: F se met sous la forme 

-1 ( 
~ = c' a c, a E: A, c régulier). 

J'appelle régulier un élément qui n'est ni diviseur de zéro à droite (xc = o ==> 

x = o), ni diviseur de zéro à gauche (ex= o => x = o). 



- 3 -

Je reviendrai plus loin sur certaines propriétés des anneaux noethériens 

semi-premiers. Je voudrais aborder maintenant le passage des anneaux noethériens 

semi-premiers aux anneaux noethé:riens le·s plus généraux. L'une des notions néces-

saires est la notion connue de radical. 

3. Radical d'un anneau noethérien. 

Si l'anneau A est commutatif, son rad·ical ( on dit aussi racine si 1' on ne 

veut pas confondre avec d'autres notions de radical comme celle d.e radical de 

Jacobson) est l 'ensembiB dei:: éléments nil;potents (a est nilpotent s'il existe un 

entier n tel que an= c). C'est un idé·al {l de A qui vérifie jf, m = O pour un certain 

entier m lorsque 1 1 anneau -est noethérien. Si m = 1 on a ~ = O, 1 1 anneau est ré-

duit et réciproquement, un anneau réduit est un anneau de radical nul. Lorsque 

m /= 1, on supposef:l m"'."1 /= O en choisissm-rt m minimum ; m s'appelle 1 1 exposant 

de l'anneau A. Dans tous les :::as, l 'anntfü"U quotient A/;l est un anneau réduit qui 

sera désigné par K. 

Si 1 1 anneau A n'est pas commutat±f, son radical est le plus grand idéal 

bilatère nilpotent. Il existe donc un entier minimum positif m tel que :l, m = O 

on l'appelle l'exposant de A et l'anneau quotient A/!/1, est un anneau noethérien 

semi-premier qui sera désigné par K. 

En résumé, nous avons associé à urr anneau noethérien quelconque A un an

neau noethérien- semi;..;premier K qui est l 'a11neau quotient A/;/t de A par le radic:aJ. 

de A. C'est à partir de a et de cet anneau noethérien semi-premier K que 

nous voulons reconstruire l'anneau A lui-même. 

4. structure d.1 un anneau noethérien d:1 exposant 2. 

Si l'anneau A est d I exposant 1 , on a Gl= O et A - K est un anneau noethé-

rien semi-premier. 

Nous allons donc étudier les anneaux noethériens d'exposant égal à 2, pour 

lesquels on a par définition: 

~2 = 0; Af$:k. semi-premier. 

L'étude du cas général· pour:rai t se- faire parrécirrrence sur l'exposant m nous 
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ne présent~rons ici que le cas m = 2. 

ID 2 
Comme J(j = 

me anneau d I opérateurs 0 

O, (i est muni d 1une structure 

(On définit kx, k € K 9 x € fi, 
de bi-module M avec K corn-

par le produit ax, où a 

est un élément quelconque de A ayant pour classe k modulo{ll; on définit dê même 

xk par le produit xa) 0 Les idéaux de A contenus dansjf sont les K sous-modules à 

gauche de M~ de sorte que M vérifie la condition de chaîne ascendante pour les 

sous-modules à gauche ou, ce qui revient au même, M est un K-module à gauche de 

type fini. Nous avons donc _pour commencer notre construction: 

K 
+ .. _, . anneau noevnerien semi-premier 

M K-bimodu:le de type fini à gauche. 

Le passage de (K, M) à l'anneau M peut se faire par une méthode 

empruntée à la cohomologie des groupes. Il s I agit de trouver un anneau A qui soit 

une extension de M telle que l I anneau q11otient de A par M soit isomirphe à 1 1 an-

neau K 0 De tels problèmes d 1 extensions de groupes, ou d'anneaux 9 ou d'algèbres, 

ont été considérés par Eilenberg et 1,1ac-Lane 9 Hochschild, Shukla ( 1961) 0 Ils font 

intervenir le second groupe de cohomologie 2(K, M). Je peux donner un.e idée de 

la solution d.ans notre problème particulier 
0 

Pour chaque classe k € A;a ~ choisissons un représentant ~ € A. 

Le produit 1\: 1);:v appartient à la classe de k k' ; il est donc congru à b' 

modulo aet l: 1 on. a ~ 

La fonction y 
1 

est alors une application de K ~ K dans M qui 9 en vertu de 1 1 as

sociativité clans A, vérifie la :propriété suivante 

De même, en posant 

y (k s k') = 
2 

on définit une fonction y : KxK - M, qui en vertu de la commutativité et de 
2 

l'associativité de l'addition, vérifie les propriétés suivantes 
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y/k, k') = y
2

(k 1 , k) 

y/k', k 11
) - y/k. + k 1

, k") + y/k, k'+k") - y/k, k 1 ) = 0 

Enfin, la distributivité dans-l'anneau se traduit par 

y(k,k') 
1 

+y
1
(k,k") 

+ y 
1 

(k" ,k) 

- y/k, k'+ k") 

= y /k', k) -y/k'+k",k) 

De plus, on peut prendre u = O, ce qui donne 
0 

y (k, o) = y (o, k') == o 
2 2 

On voit donc que le couple de -fonctions g = ( y 
1

, y) constitue un 2-cocycle 

au sens de la définition suivante : 

Définition 1. 

On appelle 2-cocycle défini sur (K, M) un couple g = ( y 
1 

~ y) de 

fonctions y
1 

: KxK _,. Mqui vérifient les conditions suivantes: 

ky (k 1 , 
1 

k") - y (kk 1 ,k") 
1 

+ y
1

(k, k'k") -y/k,k')k"= 

y /k' ,k") - y ( k+k ' ' k Il ) 
2 

+ y /k,k'+k") -y
2

(k,k')=O 

(r) y/k,k') = y/k', k) 

De ces formules résulte : y (k, o) = y (O,k') = O 
1 1 

Le 2-cocycle est dit normalisé ·si 1' on a : y 
1 

( 1, 1) = 0 

ce qui entraîne y (1,k') = y (k, 1) = O 
1 1 

et peut être obtenu en choisissant u = 
1 

0 

On définit une bijection entre 1 1 anneau A et l'ensemble produit M x K par 

a -,. (m, k) avec k = classe de a modj E k 
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V addition et la multiplication sont alors définies dans }~ x K par les formules 

(n) 

V anneau A est donc isomorphe à 1 1 ensemble M x K, où l'addition et la mul ti-

plication sont définies par les formules II et où 

normalisé 0 

g = (y , y) est un 2-cocycle 
2 

Réciproquement 9 prenons l I ensemble M x K et un 2-cocycle normalisé 

quelconque g =(y , y). Les formules II lui donnent une structure d'anneau et 
1 2 

cet anneau est noethérien d 1 expc,sa,nt a.eux. 

A quelle condition les deux anneaux obtenus par deux cocycles 

Cela revient a changer de re.;t.·ésentants uk donc à. poser 

uk ::; u 1 + f(k) 
k 

Cn a alors d. 1 après les formules de de finition de y (k, k 1 ) et y (k k') : 
1 2 ' 

avec 

(III) 

y (k,k 1
) = 

2 

et f(1) = o, f(o) = o. 

Les fonctions y 
1

, y; et y 
2

, y; diffèrent donc d'un 2-cobord au sens de la 

définition suivc.nte 

Définition 2. 

Un 2-cobord est un couple <Sf = ( y 
1

, y 
2

) d I applic;o.tions y i 
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définies au moyen d'une E\..pplication f K _, M telle que f(o) = o par les 

formules III. 

Le 2-cobord est normalisé si l'on a f(1) = C 

Un 2-cobord est un 2-cocycle et les 2-cobords forment un sous-groupe additif B du 

groupe additif C des 2-cocycles. Le groupe quotient C/B s'appelle le second grou-

pe de cohomologie 
2 .. 

H (M, K)~ 

Ainsi 

Les anneaux obtenus par deux cocycles g et g' sont isomorphes si et 

seulement si ces deu:xcocycles sont congrus modulo un 2-cobord, c'est-à•dire si 

ils définissent un même élément, E H2 (M, K). 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de structure d'un anneau noethérien 

quelconque. 

Théorème. 

Tout anneau noethérien d I exposant deux est isomorphe à un anneau 

(K, M, è;) obtenu de la façon suivante 

K anneau noethérien semi-premi·er. 

M K bi-module non nul 1e type fini à gauche. 

~ élément du groupe de cohomologie H
2

(M, K). 

L 1 anneau est l'ensemble Mx K muni de la structure additive et multipli-

cative définie par les formules (II), où ( y 
1

, y) est un 2-cocycle normalisé 

représentant la classe,. 

Ce théorème est bien un théorème de structure en ce sens qu'il satisfait 

aux trois conditions suffisantes: 

1 °) Tout anneau noethérien d I exposant 2 est susceptible de la génération 

(K, M, d indiquée par ce théorème. 

2 °) Quels que soient (K, M, , ) ayant- les propriétés énoncées dans le 
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théorème, on abtient un anneau noethérien d I exposant deux. Autrement dit, les 

éléments (K, M, 1;) de cette génération sont quelconques. 

30) cette génération est canon±que, c'est-à-dire que les générateurs 

(K, M, 1;) correspondant à un même anneau sont bien déterminés : 1 'anneau K est 

isomorphe à A~ ; le module M est i·somorphe à(J;considéré comme A%moduJ.e, 

et l'élément I; E: /(M, K) est, comme on l'a vu plus haut, un élément bien dét.er-,, 

miné du groupe de cohomologie. 

Enfin, il y a lieu de remarquer que les données (K, M) peuvent être prises 

arbitrairement car on a toujours l'élément 1; = O du groupe de cohomologie qui 

correspond au choix y = y =odes deux fonctions. Un certain nombre d'exemples 
1 2 

correspondent à ce choix particulier, cf. [ 3 ] , § 7, ex:emples 1 et 2. 

Il est intéressant de regarder sur la génération du théorème de structure 

corr!lnent s'obtiennent des classes d'anne·aux noethériens importantes. C'est l'objet 

du paragraphe suivant. 

5. Certaines classes d'anneaux noethériens (d'exposant 2). 

1° Les anneaux commutatifs noethériens. 

K est commutatif noethérien, donc noethérien réduit. 

M est un K-module à gauche de type fini, que l'on peut considérer com

me K-module à droite en posant mk = km (1n-E:· M, k E: K). 

Le 2-cocycle (y , y) qui définit, est tel que la fonction y soit 
1 2 1 

symétrique 

20 Les anneaux· artiniens. 

K est artinien semi;...premi·eT, donc semi-simple d'après le théorème 

d'Artin-Wedderburn. 

M est un K-bi-module de type fini à @auche (donc un K module à 

gauche semi-simple de longueur finie). 

Aucune condition n'est imposée au 2-cocycle (y , y ). 
1 2 
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30 Les anneaux artiniens locaux. 

Cf [4] où ces anneaux ont été étudiés sous le nom d'anneaux artiniens 

primaires et [ 5 ] , où M. Hacque a introduit la notion de 2-cocycle pour remplacer 

les conditions un p-eu différentes données dans [ 4]. 

K est un corps. 

M est un espace vectoriel de dimension finie à gauche sur K, et en 

même temps un espace ve·c·toriël à droite sur K. 

Aucune condition sur le 2-cocycle ( y 
1

, y 
2

). 

4° Les anneaux co-irréductibles noethériens. 

Conditions laissées comme problème au lecteur. 

etc •.• (par exemple caractériser les J-anneaux ou anneaux de Johnson à idéal 

singulier nul) 

6. Eléménts r-éguliers -à droite dans un ann-eau noethérien. 

Dans un anneau noethérien d·emi;.;.premier K (cf § 2) les éléments réguliers 

à droite sont ceux qui sont réguliers à droite modulo les idéaux premiers mini

maux de K ( qui sont en nombre fini). 

C'est un -problème difficile, mais non; sans espoir de solution, que de 

déterminer les éléments régulier-s à droite d'un anneau noethérien quelconque, 

on sait le faire dam, le cas commutatif : ce sont les éléments qui n I appartien-

nent pas à Ass (A), c 1est-'à-dire la réunion d'un nombre fini d I idéaux premiers de 

A. Dans le cas non commutatif, on 

d'idéaux premiers~tels q:u-e les 

peut conjecturer qu'il existe un nombre fini 

éléments réguliers 

ceux qui sont réguliers modulo tous ces f!:_. 
à droite de l'anneau sont 

on dispose pour cette étude d'une condition nécessaire qui résulte d'un 

théorème de Djabali-Goldie : [ 6 ] et [ 7 ] • 

Théorème. (Djabali - Goldie) 

Tout élément régulier à droite tle- 1 1 ahneau noethérien A est régulier modu-
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Dans la génération- (K, M, ~) du théorème de structure, cette propriété se 

traduit par la propriété suivante 

Si 1 1 élément {m, k) est réguii'er à,.droite dans 1 1 anneau A, k est régulier 

dans K. 

(Il est d I ailleurs pos-sinle de donner une 3ème démonstration de ce théorème 

s I appuyant directement sur le th'étœème cte structure, mais cette démonstration est 

assez proche de celle de Goldie). On peut aussi caractéri.ser complètetnent un 

élément régulier à droite (m, k) au moyen de la propriété suivante de k : 

Théorème. 

Pour que l'élément (m, k) soit régulier à droite dans A, il faut et il 

suffit que k soit régulier à droite dcm,s K et qu'il n'existe aucun élément m f. O 

tel que mk: = o. 

Mais ce n'est pas là un bon théorème car il ne résout pas la conjecture 

indiquée plus haut et ne domre même pas le résultat· connu du cas commutatif. Il 

reste donc à perfectionner le:: conditions necessaires et suffisantes sous une 

autre forme (c I est un problème auquel je m'attaque à mes rares moments de loisir). 

Je signale aussi d 1 autres problèmes ouverts qui sont reliés: 

Problèmes ( j) Si c'est diviseur de zéro à droite dans A, X,c est-il diviseur 

de zéro à droite dans A pour· tout À E: A (c'est vrai dans le cas semi-premier, et 

aussi dans le cas commutatif). 

(2) Si A est noethérien et si[/ et (})/sont deux !idéaux premiers de 

A tels que~ #,1 
un élément c régulier modulo(}Jest-il régulier modulo .(J? 

( évident si A est commutatif puisque les éléments réguliers modulo .1sont ceux 

qui n'appartiennent pas à {fJ). 
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Conférence n° 2 du 17 novembre ·1969 

- ANNEAUX DE GROUPES -

par ? , RIBENBOIM 

d I s.près T, GULLIKSEN, P. HIBENBOIM et T. M. VISWANATHAN 

redigee pëœ Ivi, VIEL. 

Introduction DC<ns cet exposé, A serc. un unneü.U commuts.tif uni tL.ire de,nt 

on note l'unité "1 '; , G sera un groupe dont on note 1 1 élément neutre 11e 11 
, On 

noterc. A[G] 1 1 anneau d.e groupe, 

- Dc..ns une première pârtie on examinera le radical Jacobson et le ra.dical 

_premier de A[G] et on cherchera à cléterminer y_w:md l '&nnes.u A[G] est locc.l, 

- Puis 0n établira quelques théorèmes de structure de A[G] . 

- Enfin on se posera le problème d'isomorphisme pour les anneaux de groupes. 

1Lappel ons d I abord yuelques d0fini cions et 1-œoprietEJS des èinneciUX cie groupes, 

Définition : On ô..i:Jpelle upplicdion d'ë..ugment,ltion de A[G] et on note e: 

l I c.r;plication suiv&.nte : 
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Cette application est un homomorphisme d'anneaux surjectifs dont le noyau 

est l'idéal bilatère engendré par les éléments e-g (quand g parcourt G). 

Si A est un corps, alors Ker(€) est un idéal maximal de A[G] • 

Propriétés Soit une famille d'anneaux et II A. 
i t I l 

leur pro-

duit cartésien; alors: 

( II A. )[G] 
i t I l 

défini de la façon suivante 

est isomorphe à TI A. [G] 
i t I l 

par 1 'isomorphisme (; 

6 ( E a g ) = ( ~ ( a ) . g ) . E: 
1 

où a 
g f G g g f G g l l g 

est un élément de Il A. 
l 

i f I 

(a). sa projection dans A
2 
.• 

g l 

2) Soient G' et G II deux groupes abéliens 

A[G' x G11
];;;; (A[G'])[G 11

] par l'application 

on a l'isomorphisme 

p( E a(g' g")(g' ,g 11
)) = E ( E a(g' g")g' )g" 

.g i ,g" ' gll E G" g I f G 1 ' 

et 

Cette propriété peut être utilisée plusieurs fois pour ramener les demons

trations relatives à des groupes abéliens finis au cas de groupes cycliques finis. 

3) Etant donnés e A -> A' un homomorphisme d'anneaux: 9 

u G ,-.. G' un homomorphisme de groupes, 

on peut définir un homomorphisme d'anneaux ~ de A[G] ~ A'[G'] comme suit 

E a g) = 
g E G g 

E e(a) u(g) • 
g E: G g 
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I 0 - Radical de Jacobson et Radical premier de A[G] . 

Notations Soit R un anneau; on notera J ~(R) son radical de Jacobson 

fr> 3b(R) son radical premier 

~= l'ensemble des idéaux premiers de A[G] 

1= ensemble des idéaux premiers de A 

JV& = ensemble des idéaux à gauche maximaux de A[G] 

r/1, = ensemble des idéaux maximaux de A 

J = ensemble des idéaux de A • 

On notera "res" 1 1 application de restriction qui a un idéal de A[G] 

associe son intersection avec A. 

Propriété : P idéal bilatère de R est premier s 9 il satisfait à l 1une 

des deux propriétés équivalentes; 

(1) Soient J et J 1 deux idéaux bilatères tels que JJ 1 ç P alors 

J ou J 1 est contenu dans P. 

(2) R-P est semi-multiplicative, c I est-à-dire vérifie 

V( a,b) € R-P , 3 x € R , axb € R-P 

Proposition 1 ( a) res (fy)) = {I-) 

et 

(1;>) ~ S res(~) c fP 

(a) Démonstration : * res fjt) C (jD 

Montrons que si P est un idéal premier de A[ G] alors P n A est un 

idéal premier de A • Soient a, b € A , a, b i P . P étant premier il existe 
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X= ~ c g t A[G] tel que a X b = ~ ( ac b)g n°appartienne pas à P. 
g t G g g t G g 

Comme P ~P[G] (où P = P n A) il existe g élément de G tel que ac b 
g 

nuappartienne pas à P (sinon a X b appartiendrait à P[G] . Ceci montre.que 

P est un idéal premier de A. 

Soit P un idéal premier de A, et soit 

S = {agja t A, ai P, g t G} S est une partie semi-multiplicative P car 

si ag et bh appartiennent à S , a et b n'appartenant pas à P, soit x 

tel que axb n'appartienne pas à P alors (ag)(xe)(bh) = (acb)gh appartient 

à s • 

De pl us P[ G J S = /J • L'axiome de Zorn permet d O affirmer qu I il existe 

un idéal bilatère P de A[G] maximal parmi les idéaux vérifiant P n S = fJ et 

P[G] çP. Montrons que cet idéal est premier. Si Jet J' sont des idéaux bila-

tères tels que J.J' ç P .. J r/:-P et Ji J P alors P /: J+P et P /: J'+P ; P 

étant maximal pour la propriété ci-dessus, il existe x et x 0 de S tel que 

x E: J+P , xi t J'+P. Soit y de A[G] tel que xyx 0 t S alors 

x(yx') € (J+P)(J'+P) c J,J 1 + J.P + P.J~ + 132 
c P , ce qui contredit P n S = fJ • 

-Donc P est un idéal premier. 

Or P n S = f) donc P ;? P n A ;::) P[ G] ,1 A == P 

Ce qui entraîne le résultat. 

Soit Mt AiG , considérons l'idéal bilatère 

propre M[G] de A[G] • Soit M idéal à gauche maximal de A[G] tel que 

M[G] ç M. Alors A,/:. Mn A 2, M[G]nA = M , M étant maximal, on a nécessairement 
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* res( ;iÏb) ~ P • Considérons M idéal à gauche maximal de A[ G] o 

Soient a, b E A, ab E Mn A a 1. fü Comme K = A[G]/M est un A[G] module 

à gauche simple~ a= a+ M f O est un générateur de K, c 0est-à-dire A[G]a =K. 

En particulier, il existe x de A[G] tel que xa = 1 + M d 1 où xa - 1 E Mo Ce 

qui entraîne xab - b ( Mb = bM ç M et puisque ab E M on en déduit que b E M. 

Ceci prouve que Mn A est un idéal premier de A 0 

On peut en déduire les résultats connus par ailleurs 

Corollaires ~5'(A[G]) n A= ~~(A) 

J [S?, ( A[ G] ) () A ~ J ~( A) 

En général la seconde inclusion n'est pas une égalitéo Par exemple soit 

A un anneau principal de valuation, M = At , K = A[i] 

On considère l'application suivante 6jA est 1 1 iden-

tité et 6(g) = t et ô est un homomorphisme, c 0 est-à-dire 

6( :E a gn) = :E a tn ; Ker 6 = M idéal maximal, M f'I A= 0 donc 
n(Zn nE:Zn 

;rm,(A[G]) () A = 0 tandis que J~(A) = M o 

Ceci conduit à chercher sous quelles conditions on aura 1°égalitéo On 

sait déjà que si A est artinien on a l'égalité car le radical de Jacobson est 

aussi le radical premiero 

Définition: Soit G un groupe, H un sous-groupe de Go On dira 

que (G, H) satisfait la propriété de Burnside si pour tout n ~ 1 et 

pour tout n-uple g
1 

, gn de G, le sous-groupe H a un index fini 

dans le sous-groupe engendré par H 

Si H = !e} on dira que G satisfait la propriété de 

Burnside. 
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Si G est un groupe abélien et si chaque élément de G a une puissance 

dans H al ors ( G, H) satisfait la propriété de Burnside. 

Il est clair que les groupes qui vérifient la propriété de Burnside sont 

ceux pour lesquels la réponse au problème de Burnside est affirmative~ ,c O est-à-dire 

G n°étant pas abélien le sous-groupe engendré par {g 11 • , • , gn} est fini, ce 

qui 9 on le sait 9 n'est pas toujours le cas. 

Théorème 1 Soit H un sous-groupe du centre de G tel que (G, H) 

vérifie la propriété de Burnside. Si M est un idéal maximal à gauche 

de A[ G] , alors M n A[H] est un idéal maximal de A[H] , 

De cela, on déduit que si G vérifie la propriété de Burnside 

Démonstration ~ Soit 1M idéal maximal à gauche de K[G] , K = A[G]/M 

est un A[G J module à gauche simple. Soit R = A[H]/M () A[HJ ; il faut montrer 

que R est un A[H] module simple ce qui est équivalent à montrer que pour tout 

ex de R non nul on a A[H]cx = R. 

Soient donc ex non nul élément de R , et a élément d-e A[H] tel que 

a+ M =ex, Puisque H est contenu dans le centre de G, a appartient au cen

tre de A[G] , 

Puisque K est simple A[G]o: = K 9 donc il existe x de A[G] tel que 

xa = 1 + M . Il suffit maintenant de trouver un élément xu E A[H] tel que 

XO = X ( M) ; e3+ effet on aura alors xu =X+ z où Z E M d 0 où 

X u 0: = (x + z)(a + M) = xa + Za + M = xa + M = xo: = 1 +;M car Za = az E:M 9 ce 

qui entraînera A[H]cx = R. 
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s 
On a X = ï: a.g. . 

' i = 1 
l l 

soit H' le sous-groupe engendré par 

H U {g
1 

. . . gs} . Par hypothèse H' = He U Hh I U ... 
1 

U Hhu 
n 

décomposition 

de H' en sous-enseilibles à gauche disjoints modulo H. Puisque 

sont des éléments de A[H'] , on peut écrire 

n oh, xe = ï: a .. 
i 

l l 
= 0 

n 
xh' = ï: a!h! 

1 i 
l l 

= 0 

(h' = e) 
0 

n 
a7i! xh' = ï: n 

i 
l l 

= 0 

où les aj sont des éléments de A[H] On en déduit les relations suivantes . 
i . . 

(ao - x)e + a 0h 1 + •• 0 + a
0
h 1 = 0 

0 1 1 n n 

1 (a' - x)h' a 1h 1 0 a e + + ... + = 
0 1 1 n n 

n anh' (an x)h' a e + + 0 •• + = 0 
0 1 1 n n 

Système d'équations linéaires sur l'anneau A[H'] dont les coefficients 

sont permutables deux à deux puisque A[H] est contenu dans le centre de A[G] 

On peut considérer le déterminant d de la matrice des coefficients. Soit i 
C. 

J 

le cofacteur de l'élément en position (i, j) , c'est un polynôme en x à coef

ficients dans A[H] . Si on multiplie par la matrice des cofacteurs on a 

0 Co C en 0 0 0 a - X a a e 
0 0 0 0 1 n 

0 Co 
c1 

n 1 h' c1 a a -X .. a 
1 0 1 Il 1 

. . . . 
0 ;o c1 en n Il Il 

• i 

a a o • e • a -X h 
Il Il n 0 1 n Il 
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d 0 0 e de 

= 0 d 0 h' 
1 

dh' 
1 = 

0 0 ..... d h' dh' 
n n 

On en déduit que d = 0 ' 
ce qui s'exprime en développant la matrice 

relation n+1 
+ b

1
x 

n 
b = 0 où les bi € A[H] X + ... + n+1 

et en remarquant que a est dans le centre de A[G] 

Soit x' = (b
1 

+ b2a + ••• + b an]€ A[H] puisque 
n+î 

. On multiplie 

xa - 1 ( fü) 

on en déduit que x - x' (fü) ce qui achève la démonstration. 

Conséquence: si G vérifie la propriété de Burnside 

J ~ ( A[ G] ) n A = J ~ ( A) • 

On se pose maintenant le problème de savoir quand l'application de res-

triction ~ -> f:}> est injective. 

On rappelle que si P est un; idéal premier de 1 1 anneau R alors R /P 

a pour caractéristique O ou un nombre premier. 

Théorème 2 Hypothèses: il existe un nombre p, premier tel que tout 

élément de G a pour ordre une puissance de p. 

Soit Ï un idéal bilatère de A[G] et I = Ï {) A tels que 

i) A/I a pour caractéristique p 

ii) A[G]/ï n'a pas d'élément nilpotent non nul. 
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Conclusion: Ï = E- 1(r) , (où E est l'application 

d'augmentation) en particulier si P et P' sont des idéaux premiers 

de A[G] distincts et vérifiant i) et ii) alors P îl A f. P' ri A • 

Démonstration: on a le diagramme suivant 

r; ) A[G]/Î 

A/I 
e 

où 6" est l'homomorphisme canonique et e sa restriction à A. 

Ce que l'on veut montrer c'est pour 

cela il suffit de montrer que O = e o E 

i de 

tout i 

s 
Soient X = z.: a.g. E A[G] et ,e } 1 

i = 1 J. J. 
tel que 

à s 
' 

on a : 
,e ,e 

1 = 6'(e) = 1,(g~ = 6 (g. )P 
J. J. 

Or A[ G ]/Ï a pour caractéristique p donc 

,e 

,e 
g~ = e quelque soit 

J. 

,e 
o = o(g.? 

J. 
- 1 = ( o g. ) - 1) p et par hypothèse 6"' (g. ) = 1 pour 

J. l 

puisq_ue A[G]/Ï n'a pas d'élément nilpotent non nul. Cela entraîne 

s 
= z.: 

i = 

s 
e(a.). t,(g.) = z.: e(a.) 

1 J. J. i-1 l 

Corollaire 1 : Supposons qu'il existe p premier tel que tout élément 

de G a pour ordre une puissance de p . Si A[G]/P a pour caracté

ristique p et n'a pas d'éléments nilpotents non nuls quelque soit 

l'idéal premier P de A[G] , alors l'application res : @ - ~ 

est une bijection 0 
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Corollaire 2: Si A a un seul idéal maximal M et si A/M a pour 

caractéristique p non nul, si G est un groupe abélien dont tous 

les éléments ont pour ordre une puissance de p, alors A[G] a un 

seul idéal maximal. De plus si A est anneau local (noethérien) et 

G un groupe fini alors A[G] est un anneau local. 

En effet soit M un idéal maximal de A[G J • Comme G est un groupe 

de torsion abélien, le théorème s'applique et M/1 A est un idéal maximal 

donc M n A = M et A/M n A 

déduit que M = E-
1(fü n A)= 

a pour caractéristique p. Du théorème 2 on 

E-
1(M) , ce qui montre que A[G] n'a qu'un idéal 

maximal. 

La seconde assertion est évidente en remarquant que si A est noethé

rien et G fini, A[G] est noethérien. 

Nous allons maintenant démontrer la réciproque. 

Théorème 3: Soit G un groupe abélien fo {e} • Il y a équivalence 

entre les deux propriétés 

1 ) A[ G J a un seul idéal maximal 

2) i) A a un seul idéal maximal M 

ii) A/M a pour caractéristique p f O 

iii) Chaque élément de G a pour ordre une puissance de p. 

2 9 1 vient d I être montré. 

A a un seul idéal maximal M • 
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Soit c l'exposant caractéristique de A/M c = 1 quand 

car (A/M) = 0 • 

C :;:: p quand 

car (A/M) = p -/= 0 

Montrons par 1 1 absurde que tout élément de G a pour ordre une 

puissance de c. Ce qui montrera iii) et ii) (puisque G; {e}) • 

Supposons qu'il existe g tel que l'ordre de g ne soit pas une 

puissance de C. Soit o(g) = oo • Soit ü(g) < oo 

Dans ce dernier cas O(g) = q premier et différent de C • Dans le 

premier cas on prend q premier quelconque différent de c. Traitons les deux 

cas ensemble,., 

Soit T le groupe lflul tiplicatif de toutes les racines de l'unité de 

k clôture algébrique de k. 

Soit C le sous-groupe cyclique de G engendré par g. 

Soit p
0 

l'homomorphisme: C - T défini par p
0

(g) = a où a est 

. ième 
une raciné q primitive de l'unité (a~ 1) • 

Puisque T est divisible, on peut prolonger p
0 

en un homomorphisme 

Po 
0 ~ C ---!>> G 

Soit D = p(G); considérons le corps K[D] . 

On peut maintenant exhiber deux idéaux maximaux distincts de A[G] • 

DI abord soit e : A - A/M = k 1 1 homomorphisme canonique JVI' = Ker (e O i;;) 
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= .,.-1 ( nrr) [ J ~ fl est un idéal maximal de AG . 

DI autre part soit v : A[ G J - K[D] définie par 

v( ,}: ah)= z e(ah).p(h);west un homomorphisme sur k[D] dont le noyau 
h € G h h € G 

N est un idéal maximal de A[G] . 

Or N f. JYI0 car e - g E M1 tandis que e - g I. N car 

v(e-g) = 1 - a f O. On aboutit à une contradiction, ce qui démontre le théorème. 

Dans un second paragraphe on va indiquer quelques théorèmes de struc

ture pour les anneaux de groupe commutatif. 

II. - Théorèmes de structure. 

Théorème 4 Soit G un groupe abélien, A un anneau commutatif, les 

propriétés suivantes sont équivalentes. 

1) G est fini, A est un anneau noethérien semi-local et 

complet. 

2) A[G] est isomorphe au produit cartésien d 0 un nombre fini 

d 1 anneaux noethériens locaux complets. 

Démonstration : 

G fini, A noethérien alors A[G] est un anneau noethérien. 

Démontrons d'abord un lemme. 

Lemme Si G est un groupe abélien fini, pour tout idéal maximal lYI 

de A il existe un nombre fini d'idéaux maximaux de A[GJ tels que 

MnA=M. 
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En effet .A[G ]/A[ G]M est une algèbre de dimension finie sur A/M ; c O est 

donc un anneau artinien et il n'a qu'un nombre fini d'idéaux maximaux. Par consé-

quent il n'y a qu 0un nombre fini d 0 idéaux maximaux M. 
l 

de A[G] tels que 

fü. n A = M 0 

l 

Ce lemme et le théorème 1 entraînent que, puisque A n°a qu'un nombre 

fini d 0idéaux maximaux, A[G] aussi. D'où 1°on déduit que A[G] est semi-local. 

Soit J = Sl.J(A) . A est un espace de Haussdorff dans la topologie Joadiqueo 

A[G] est un A-module de dimension finie donc A[G] est un espace de Haussdorff 

dans la topologie J[G] adique. On en déduit que A[G] est complet dans la 

topologie J[G] adique [cft. Nagata, Local Rings 1 Interscien.Publishers 

New York 1962] • 

Soit J = &J(A[G]) J[G] _s J. On va démontrer qu 0il existe r ~ 1 

tel que ce qui montrera que la topologie J[ G] adique coïncide 

avec la topologie naturelle J adique et que A[G] est un anneau semi-local 

et complet. 

Puisque A est un anneau semi-local A/J est artinien; comme 

A[G]/J[G] est un module de dimension finie sur A/J, c'est un anneau artinien 

donc son radical de Jacobson J/J[G] est nilpotent, c'est-à-dire qu 0 il existe 

r >,, 1 tel que ;f ç J[G] • On en déduit [Cft Nagata p. 56] que A[G] est le 

produit ca:ctésien d'un nombre fini d 0 an.neaux locaux complets, qui sont noethé-

riens puisque A[G] 1°est 0 

2 ~ 1 Il est clair que A[G] est noethérien. Puisque A~ A[G]/Ker(E) , 

A est aussi noethérien. On en déduit [Cft Ribenboim P. Rings and Modules 
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Intersiënce Publishers New York 1969 p. 139] que G est un groupe de type fini. 

Si G .n'est pas fini G = C x G' , il y a donc un homomorphisme d'anneaux sur-
co 

jectifs A[G] __., A[C J • On va montrer que 
CO 

A[C] 
CO 

est une infinité d 8 idéaux 

maximaux, ce qui entraînera la même propriété pour A[G] , en contradiction 

avec lhypothèse. 

Quelque soit q premier différent de la caractéristique de k = A/M 

soit a une racine primitive 
q 

ième 
q de l 8unité sur k. Soit g un généra-

teur de C 
CO 

on définit un homomorphisme d 1 anneaux surjectifs comme suit: 

ô : A[ C ] __., k( a ) 
q 00 q 

c,-q_(g) = aq 

et 6 prolonge l 1homomorphisme canonique A_,. A/M = k 
q 

D u où Ker ( 6" ) = fü' 
q q 

est un idéal maximal de A[G] 

morphisme tel que 

fü /: M' q q 

G'"'q' = p o éq 

sinon il existe un iso-

en p1µ'ticulier on doit 

avoir p(o:) = a , , ce q,ui est impossible. Donc G est fini. A[G] étant 
q q 

semi-local, A 1' est aussi (car Jtl,~ res(JÏb)) • Il faut alors montrer que A 

est complet. 

Soit (a) une suite de Cauchy d 1 éléments de A,· (a e) 
nn~1 n n~1 

est une suite de Cauchy de A[G] dans la topologie J[G].adique, qui cofncide 

avec la topologie J.adique, Puisque A[G] est complet, il existe x de A[G] 

t,el que 

ceci m0ntre que e:(X) = lim a donc 
n 

A 

ii existê en 
0 

est complet. 

tel que pour 
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Corollaire~ Soit G un groupe abélien. Les trois propriétés suivantes 

sont équivalentes; 

1) G est un groupe fini et A est un anneau ~tinien 

2) A[G] est isomorphe au produit a.ritésien d 0un nombre fini 

d'anneaux locaux artiniens 

3) A[G] est un anneau artinien. 

1 9 2 G fini. et A artinien entraînent que A[G J est artinien 

donc il n°a qu'un nombre fini d'idéaux maximaux, c 0 est-à-dire que A[G] est 

un anneau artinien semi-local. Par conséquent il est complet dans la topologie 

Y.adique (qui est la topologie discrète puisque J est nilpotent) donc A[G] 

est isomorphe au produit d'un nombre fini d 0 anneaux complets locaux artiniens 

(image homomorphe d O anneau artinien par la p:oojectior). 

2 ~ 2 

3 =} 1 

c0 est évident. 

Se déduit du théorème de Connell [Cft Ribenboim cité ci-dessus 

page 150] • 

Dans le cas de corps, on obtient des précisions supplémentaires qui 

contiennent le théorème de Maschke dans le cas des groupes abéliens. 

Théorèmes~ Soit K un corp~ G tm groupe abélien fini. Les propo

sitions suivantes sont équivalentes~ 

1) L'ordre de G et l'exposant caractéristique de K sont 

premiers. 
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2) K[G] est isomorphe au produit cartésien d'un nombre fini 

d'extensions cyclotomiques de K. 

3) K[G] est semi-simple. 

Démonstration : 

1 ➔ 2 

K[G]; K[x]/(xn~1) 

On suppose d'abord que G 

p 
m 

est un groupe cyclique, d'ordre n. 

• Soient 
Il· 

X -1 = P 
1 

la décomposition de 
Il· 

X -1 en fac-

teurs irréductibles sur K. Ils sont distincts puisque l'ordre de G est premier 

avec l'exposant caractéristique de K. Comme 
n m 

(X -1) = n (P . ) on déduit du 
. l 
l ::: 1 

théorème chinois que 

m m 
Il K[X]/(Pi) N Il K[a.] où tout est une 

racine de P. donc une racine 
l 

i = 1 . , ieme 
n 

i = 1 l 

de l'unité. 

Revenons au cas général. G est produit cartésien de groupes cycliques~ 

G = G x 
1 

propriété 

K1 X X 

K[G] N 

[K1 

par 

Kt 

X 

récurrence. Supposons que K[G 
1 

X 

où K. est extension cyclotomique 
]_ 

X Kt)[Gr] ~K
1
[G] x x Kt[Gr] 

produit cartésien d 1 extensions cyclotomiques de 

2 ➔ 3 Evident. 

on démontre la 

X G ] :;,oit 
r-1 

isomorphe à 

de K . Alors 

et K.[G] est isomorphe 
l r 

K. i donc de K. 
l 

au 

Supposons que la caractéristique de K est un diviseur pre

mier de n ordre de G. Soit C un p.groupe cyclique non trivial qui est 

facteur direct de G. Il existe un homomorphisme d 1anneaux X de K[G] sur 

K[C] donc K[ c] est semi-simple. Etant commutatif, K[ c] est produit d 1:un 

nombre fini de corps. D'autre part à cause dù corollaire 2 du théorème 2 K[G] 
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est un a..nneau local par conséquent K[C] est un corpso 

Soit g un générateur de C, soit p 
,e 

son ordre. On a 
,e 

et 1 1 idéal (xP -:-. 1) est maximal, K[ C] == K[X] _Ji. 
/(x.vv-1) 

Xp - 1 serait donc 

un polynôme irréductible sur K ce qui n'est possible que si ,e = 0 car 
,e ,) 

xP - 1 = (x-1)PN O ~n en déduit que C est le groupe trivial contrairement 

à l'hypothèse. 

III. - ;problèmes d'isomorphismes. 

Soient G 1 H des groupes abéliens finis, et A un anneau commutatif; 

on suppose que A[G] et A[H] sont isomorphes. Le problème est de déterminer 

sous quelles conditions on peut conclure que G est isomorphe à H. 

Lorsque A= t on peut prendre G, H deux groupes abéliens non iso

morphes de même ordre n • Alors t[G] et r[H] sont tous deux isomorphes au 

produit direct de n copies de Œ: 0 Il faut donc donner des conditions supplé-

ment aires. 

Théorème: Soit G un groupe abélien fini, soient les 

diviseurs premiers de l'ordre de GO Soit H un groupe quelconque. Les 

propriétés suivantes sont équivalentes: 

2) Pour tout corps K K[G] = K[H] . 

3) Pour tout corps K algébriquement clos dont la caractéris-

tique divise l'ordre de G 
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4) Pour tout corps K algébriquement clos K[G] =·K[H] 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

Il existe s corps 

que car (K.) = p. 
l ]_ 

Il existe des corps 

K~[H] = K. [G] . 
.J., l 

Il existe des corps 

et Ki[G] = Ki[H] . 

F [G] = F [H] . 
pi pi 

Z[G] - Z[H] 

K1' <) ~ Q 1 K algébriquement clos 
s 

et K. [G] = K. [H] . 
l l 

K1' e- () ~ ' K tels q:ue car (K.) s l 

finis K1' ~ ~ . ' K tels que car 
s 

tels 

= pi et 

(K.) = p. 
l l 

1 o) A[G] - A[H] où A 1 'anneau des entiers algébriques d'un corps 

de nombres algébriques. 

11) Il existe des anneau~ d'intégrité A
1

, ••• , As tels que car 

12) Il existe un anneau A tel que p. ne soit pas inversible 
l 

dans A et A[G] = A[H] . 

On a les implications évidentes 

Il reste seulement à. démontrer 9 ~ î O ~ 11 9 12 ~ 6 ➔ 1 • 

9 9 10 A[G] = AG.?! Z[G] ~ AG?! Z[H] = A[H] . 
z z 

10 =} 11 Pour chaque i de 

de A tel que P A ~ =: r;,D • . i ! I LJ ~ •. i l A. = A/P. 
l l 

à s on choisit un idéal premier 

a pour caractéristique p . 
l 

et 

P. 
l 



da..n.s A 

donc il 

A[G] - A. GQ A[H] = A. [H] 
l l 

A 

1i ~12 On prend A= A
1 

X X .A 
s 

s 
et A[G] = II A1[H] 

-, = 1 -

12 -=} 6 Pour chaque i da -~ à s 

existe 1m. :Ld.éal maximal M. con t en<!-'-'-t 
l 

Pu.isqr;.e 

Poux· démontrer l 1impliGat:ion 6 "'9 

chaque pi n'est pas inversible 

1 1 idéal Ap. est distinct de A 
l 

Ap. 9 soit K. = A/M.. ' 
car 

-· i l l 

on a besoin de certains résultats 

préliminaires. 

Lemme 1 Soient K 1;s:1 co::.nps de caractéristique p j G un groupe 

abélien d I ordre ., multiple d.e :p 0 

G ~ G x G1 01,1 G est J.e I•oSOUS•=groupe de Sylow de G et G 1 a un 
p p 

ordre non dj_visible par p ; soit 

i) si x E J = ,J ~(K[ G] 

i p 1 1 ,-nposant de 
,e 

Xp = 0 

i-1 
ii) il nxiste X E J- tel q,;;e xp -/= 0 

G • .Al ors 
p 

De plus J est le r.cyau de l 1 appJ.icatüm d'augmentation 

Démox1stratj_cn ~ r] t [- ]\- °'I K1G ~ \K G1 )L1 G J ,. . p 

K[G'] ~ K. x 
J. 

X K où. 
s 

K. - Kl o.:_. l et (X. est 1..1.r:e racine de l 1uni té ( Th. 5). 
J. ··i- J_ 

On considè:,:,e 1 1 isomorphüome 0: K[G] 
s 
TI KJG) 

·- ::::: 1 ., 
s 
TI K:J_[GP] 

i = Î . 
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K. [G ] est un anneau local (Cor. . 2, Th • 
l p 

Soit N. l'idéal 
l 

8 (N. ) = K 
1 

[ G ] 
l p 

Alors 

X. == 
l 

h E: 

X t J = 

I: 
G 

aihh 

p 

X 

s 

i = 

où 

maximal de K[G] tel 

X M. X X K3[Gp] 
l 

N. est équivalent à 
l 

a .. E: K. on a X. 
lJ l l 

2) soit 

que 

X. E: M. 
l l 

E: M. si et 
l 

M. son idéal 
l 

où e(x) = (x 1, 

seulement si 

,x L 
s 

I: a.h = 0 
l 

h E: G 
,e p 

[ ( Th. 2) appliqué à K. [ G ] ] Puisque car (K) = p et 
l p 

hp =- e pour tout h de G , on en déduit 
p 

,e 
x? 

l 
I: 

,e 
a )p e 

ih 
h E: G 

p 

Donc si x ( J, ·- 0 pour tout i ce qui entraîne 0 • 

de G 
\ 

p) . 
Donc X E: 

Il existe h de 

Soit X= e-h 
,e-1 

J Mais vP . A . 
l 

' 
= 

,e-1 
G tel que hp f e 

p 

e(x) = (e-h, ... , e-h) 
,e-1 

e-hp / 0 donc 

(puisque 
,e 

p 

c'est-à-dire 

est l'exposant 

X. = e-h 
l 

On a déjà dit que x E: J si et seulement si. I:a. h -- 0 ce qui signifie 
1. 

que s'(X) = O . 

De ce résultat on déduit le lemme suivant 

Lemme 2: Soit G un groupe abélien fini, soit H un groupe. Soient 

p un diviseur premier de l'ordre de G , et K un corps de caracté-

ristique p • Si les algèbres K[G] et K[H] sont isomorphes alors 

H est un groupe abélien fini, Posons G = G X G' H = H X H' où 
p p 

G et H sont les p sous-groupes de Sylov de G et H et G' 
p p 

et H' ont des ordres non multiples de p alors G .~ H et 
' p p 

K[G'] = K[W] . 
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Puisque K[G] est un anneau abélien H doit être abélien, donc G 

et H ont même ordre qui est la dimension des espaces vectoriels K[G] et 

K[H] • On en déduit que Gp et HP ont même ordre et de même # G' = # H' 

Soient 
m 

s 
~ p > O et 

diviseurs élémentaires de H p et G 
p 

respectivement. Remarquons que 

m1 
p sont aussi les exposants de ces groupes. K[G] = K[H] ces anneaux ont 

des radicaux de Jacobson isomorphes; du lemme 1 on déduit que 
,e 1 m 1 

p = p 

Maintenant on montre que ,e
2 

= m
2

• 

Supposons ,e
2 

,$. m
2 

; soit 6 :· K[G] ...., K[H] l'isomorphisme donné par 

hypothèse. Définissons eG: K[G] ..... K[G] 
,e 2 

eG(x) = xP 

Puisque car 

,e2 ,e2 
Kp [Gp ] ~ Kp 

(K) = p , 0G 
p2 ,e2 

[G~ xG
1
] 

est un homomorphisme d'anneaux. Son image 

,e2 

est et son n.oyau est Ker eG = {xlx € K[G] ,xP =0}. 

Dn définit de façon analogue eH. 

de la 

On en déduit 
,e 2 

Kp -algèbre 

,e 2 

6",(Ker e ) = Ker(e ) et f>' induit un homomorphisme 
,e 2 ,e 2 G H ,e 2 ,e2 

Kp [Gp ] sur Kp [HP ] • En considérant 5'- 1 

voit que les Kp -algèbres 

,e 2 ,e2 ,e2 ,e2 
Kp [Gp ] = Kp [Gp x G1] 

,e2 ,e2 ,e2 ,e2 

Kp [HP ] = Kp [HP x H1] sont isomorphes. 

Elles ont donc même dimension. 

on 
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Donc 
12 12 

# ( G p X G 1 ) = # ( HP x H 1 ) tandis 

que 
(11-12) + (m2-12) 

= p on conclue que 

et 1 = m . De proche en proche, si r < s on a 1. = m. ( i = 1' ... ' r). 
2 2 ]. ]. 

Puisque # G = # H on a nécessairement r = s . Donc, G et H qui ont 
p p p p 

les mêmes diviseurs élémentaires sont isomorphes. 

A cause du lemme 1 le radical de Jacobson JG de K[G] = (K[G'])[Gp] 

est le nuyau de e:' : (K[G'])[G] - K[G'] • De même pour JH . Mais puisque 
p 

K[G] et K[H] sont artiniens, leurs radicaux de Jacobson sont l'ensemble des 

nilpotents; d'où on déduit que l'isomorphisme ô': K[G] - K[H] est tel que 

15" (JG) = JH • Donc (J' induit un isomorphisme entre les Kalgabres K[G 1 ] et 

K[H'] 

On peut alors démontrer 

6 =9 1 A cause du lemme 2 H est un groupe abélien de même ordre 

que G les p.-groupes de Sylov de G et de H sont isomorphes donc G = H. 
]. 

-:-:-:-:-:-:-
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.ALGEGRE NON COMMUTATIVE 

conférence ,1n° 3, ,su. 24, ,novembr~ t969. 

-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-

ANNEAUX DE BAER. 

par A. CAILLEAU 

-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-

I • .Anneaux à idéal singulier nul. 

A désigne un anneau unitaire non nécessairement commutatif les 

mod.ules considérés sont des A-modules à gauche unitaires. 

Rappelons qu'un sous-module N d'un module M est essentiel dans M 

si on a la relation: 

X € M, Ax (\ N=O ==--> X=O 

En particulier, un idéal à gauche ·r de A est essentiel dans A si le A-module à 

gauche~ est essentiel dans le A-module à gauche A (i.e. A considéré comme A-module . s 

à gauche). 

Définition I 

On appelle sous-module singulier d'un module M le sous-module J(M) de 

M constitué des éléments x de M dont l 1 annulateur Ann x dans A est un idéal à gau-

che essentiel dans A. 

Rappelons le résultat suivant (cf. [I] et [3]). 

Théorème IL: 

Soit E un A-module injectif désignons par B l'anneau des endomor-
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phismes de E et par R le radical de Jacobson de B; alors: 

(i) R est 1 1 ensemble des endomorphismes cp de E tels que Ker cp soit un sous-module 

essentiel de E. 

(ii) B/R est un anneau régulier auto-injectif à droite. 

En particulier si J(E) = o, on montre aisément que R est nul, et alors B est un 

anneau régulier auto-injectif à droite. Appliquons ce résultat à la situation 

suivante: Soit A un anneau à idéal singulier nul (i.e. J(A) = o), alors E(A) 
s 

est à sous-module singulier nul et B = End (E(A)) est un anneau régulier auto-in-

jectif à droite. On peut construire une application de E(A) dans B de la façon 

suivante: Soit x un élément de E(A) ; l 1 application de A dans E(A) 

se prolonge de manière unique en un endomorphisme cp(x) de E(A). 

On peut montrer que: 

(i) cp est une bijection de E(A) sur B. 

a - ax 

0 

(ii) la restriction de cp à A est un endomorphisme d I anneaux de A dans B (1 1 anneau 

0 

opposé à B) ; Best alors un A-module à gauche. 

(iii) cp est un isomorphisme de A-modules à gauche 
0 

Best alors un A-module à 

gauche injectif et la restriction de cp à A est un monomorphisme essentiel. On 

0 

en déduit qùe Best l'enveloppe injective de A. D'où le résultat : 

Théorème III 

Soit A un anneau à idéal singulier à gauche nul ; l'enveloppe in

jective à gauche de A est un anneau régulier auto-injectif à gauche. 

On en déduit aisément les corollaires suivants: 

Corollaire IV 

Soit A un anneau à idéal singulier à gauche nul ; si B est un sur

anneau de A auto-injectif à gauche, et tel que A soit un sous-A-module à gauche 

essentiel de B, alors B=E(A). 
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Corollaire y : 

Soient A un anneau et Bun sur-anneau de A régulier auto-injectif 

à gauche, tel que A soit un sous-A-module à gauche essentiel de B alors B=E(A). 

Considérons un anneau A à idéal singulier à gauche nul et désignons par A 1 1 enve-

loppe injective de A. Si e est un idempotent de A, Ae,,est un A-module à gauche à 
A 

sous-module singulier nul et EndA(Ae) est donc un anneau régulier auto-injectif 

à droite. or l'application 

cp - qi(e)e 
" A A 

réalise un isomorphisme d'anneaux entre EndA (Ae) et eAe. on en déduit que eAe 

est régulier auto-injectif à gauche. Si de plus A est semi-premier (i.E. sans 

idéaux nilpotents non nuls), eAe est un sous-eAe module à gauche essentiel de eAe 

Soit exe un élément non nul de eAe; il existe un idéal à gauche J essentiel dans 

A tel que Jexe soit un idéal non nul de A ; or on a eJexe ,j:. O (puisque sinon 

(Jexe) 2 = O et par suite Jexe = 0) 9 et l'on peut donc trouver a€ A tel que eae.exe 

soit un élément non nul de eAe. En appliquant le corollaire V 9 on a: 

Proposition VI ~ 

Soit A un anneau semi-premier à idéal à gauche nul et soit A= E(A) 
ç. 

alors si e est un idempotent de A9 eAe est l 1enveloppe injective du eAe-module à 

gauçhe eAe,. 

Exemples d I anneaux à idéal singulier à gauche nul : 

- Anneaux noethériens à gauche semi-premiers. 

- Anneaux réguliers. 

- Anneaux réduits: A est un anneau réduit s'il ne contient pas d'éléments nilpo-

tents non nuls; on a alors dans A la relation 

ax=O ===> xaxa=O ===> (xa) 2=o ==> xa=O 

2 et A:nnx est un bilatère pour tout x € A. Si ax € A:nnx on a ax =O et par suite 

xax=O, d'où (ax) 2=0, soit ax=O. On en déduit : Ax n A,nrl-X=Ü 
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et pour tout x~O, Annx n'est pas essentiel dans A. 

Si A est commutatif on a la réciproque suivante: 

si A est un anneau commutatif. A est un anneau réduit. si, et seulement si J(A)=O. 

En effet soit x un élément non nul de A tel que x2=o ; si K est un complément de 

Ax dans A, on a (Ax@ K)x=O, et il en résulte que Annx est essentiel dans A. 

II. Anneaux de Baer. 

Les anneaux de Baer ont été étudiés par Kaplansky, pour les démons

trations on pourra se reporter à [2]. 

Définition VII: 

Un anneau de Baer est un anneau A dans lequel 1 'annulateur à gauche 

(ou à droite, c'est équivalent) de tout sous-ensemble non vide est facteur direct. 

Exemples : 

Un anneau intègre est un anneau de Baer. 

Un anneau régulier auto-injectif à gauche (resp. à droite) est un anneau de Baer. 

Soit un tel anneau; si S est un sous-ensemble non vide de A, on a 

(.Ann x., x. € s) = {) Ae., où pour tout x. : Ae.=Ann x .• 
J. J. J. J. J. J. 

() Ae., intersection de sous-modules injectifs de A régulier auto-injectif à 
l. 

gauche, est un idéal injectif de A, et c'est donc un facteur direct de A. 

Proposition VIII: 

Soit A un anneau de Baer; le treillis des facteurs directs à 

gauche (resp. à droite) de A est complet. 

Soit (ei)i€I une famille d'idempotents de A, l'annulateur à droite de l'ensemble 

de e. peut siécrire (I-e)A, où e est un idempotent de A. on contrôle aisément 
l. 

que Ae=sup. (Ae. , iE:I). D'autre part n Ae. eat l 'annulateur à gauche de 1 1 ensem-
1 1 

ble (1-ei)ifT' et est donc égal à un facteur direct Af de A. 

Corollaire IX 

Le treillis des idempotents centraux de A est complet. On ordonne 
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les idempotents centraux de A par la relation 

h < k <==> .Ah c .Ak <==> h=hk. 

On remarque que si S est une partie du centre de A, 1 1annulateur à gauche (resp. 

à droite) de S est engendré par un idempotent central. Si donc (h.). I' est une 
1 1( 

famille d'idempotents centraux de A, on a sup. (.Ah., iEI)=Ah (resp. inf. 
]. 

(Ah., iEI)=.Ak) où h(resp. k) est un idempotent central de A. 
1 

Classification des .Anneaux.de Baer A désigne un anneau unitaire, 

Définition X 

Un idempotente de A est dit fidèle si la relation eh=e où h est 

un idempotent central de A, entraîne h=I. 

Ceci équivaut à dire que e n'appartient à aucun facteur direct bilatère de A autre 

que A. 

Définition XI 

Un idempotente de A est dit aqélien si les idempotents de l'anneau 

eAe commutent. 

Il en résulte alors que les idempotents de eAe sont centraux. 

Soit A un anneau régulier et soit e un idempotent de A; considérons les asser-

tions suivantes: 

(i) e est un idempotent abélien de A. 

(ii) eAe est un anneau réduit. 

(iii) dans 1 1 anneau eAe, on a la relation : eAex {') eAey = O => xy=O. 

Alors (i) => (ii) et (i) ==> Üii) (en fait on peut montrer l'équivalence des 

trois assertions). 

(i) ==> (ii) Posons eAe = C, C est un anneau régulier dont les idempotents sont 

centraux. Soit x € C; on a ex= Ch où h est un idempotent central de Cet par 

suite .Ann x = 8 (I-h), ce qui entraîne ex() .Ann x =O. 

(i) ==> (iii) Tous les idéaux de l'anneau régulier C sont bilatères, par suite 

pour x E Cet y E C, on a xy € Cx n Cy, d'où le résultat. 
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Définition XrI: 

Uri idempotent e de A est dit fini si dans.l'anneau eAe on a la re-

lation 

Lemme XIII 

Un idempotente de A est fini, si et seulement si A e n 1 est isomor

phe à aucun facteur direct-propre. 

En effet, soit Af un idempotent de Ae, Considérons un isomorphisme~ de Ae sur 

Af et posons ~(e)=x, ~- 1(f)=y; on a exeye=e et eyexe=ef 1 et par suite si e est 

abéJ,±en, ef=e, d'où Ae=Af. Réciproquement si e n'est pas abélien on peut trouver 

exe;eye avec exeye=e, eyexe=f~e; f est alors un idempotent de Ae tel que Af·soit 

un facteur direct propre de Ae isomorphe à Ae" 

Définitions XIV: 

Un anneau de Baer est dit g 

de type I, s I il contient un d.dempotent abélien fidèle, 

de type II, s'il contient un idempotent fini fidèle, et s'il ne contient pas d'idem

potents àbélièns non nuls, 

de-type IÎI, s'il ne contient pas d I idempotents finis non nuls, 

~~ si 1 est.idempotent fini de A, 
-

purement infini, si les seuls idempotents finis centraux de A sont :0 et 1s 

Remarque: Les types I, II et III s 8 excluent mutuellement, on peut en effet mon

tre!' que tout idempotent abélien est fini. 

Théorème XV: ([2] théorème 12) ~ Soit A un anneau de Baer, alors A se met de 

façon··unique ·sous la·forine d'un produit d 1 anneaux de Baer ~ 

A= A X A X AII . x AII x AIIIs avecw 
Ifin Ioo fin oo 

A de type fini, AI de type I purement infini 1fin oo 

A 
IIf . 

de type II fini l) AII 
. in 00 

dé type II et purement infini, AIII de type III, 

On montre d I abord qu I il existe dans A un plus grand idempotent central h tel que 

Ah (qui est un anneau de Baer) soit de type I 9 h est tel que A(1-h) ne contienne 

pas d 1 idempotents abéliens non nuls ; on considère une famille maocimal.e d lidf~inpotents 

Gl~ritrau&. ,or:thpg.iQmaux ~h..) , h=su;p (h. iiO) possède alocrs J.a propriété I)-e la même 
l lEI . l 

Jraçon H. e;x:-ist,e, d.fl,niil J. uii Jpl us.i ,g,rand -id,empoteht central k tel q_ue Ak cop,t:ie:nne <Elin 

idémp0tent fèini œidèle,, k est tel q_ue A(I ... k) ne, contienne pas d I idempotents finis 

non nuls, Ceci permet de décomposer A(1-k) en un produit A x A 
II III 
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d'anneau de Baer de types respectifs II et III, et par suite A en un produit 

Aix AII x AIII' d'an.ri.eaux de types respectifs I, II, III. L'unicité des idempo

tents h et k introduits plus haut montre que cette d4composition est elle-même 

unique. On conclût en montrant que tout anneau de Bàer A possède un plus grand 

idempotent central 1 tel que A(1-l) ne contienne pas d'idempotents centraux non 

triviaux; ce résultat appliqué à A et A permet d'achever la démonstration 
I II 

du théorème. 

Proposition XVI 

Soït A un anneau; considérons les propriétés suivantes 

(i) A contient un idempotent abélien (resp 0 fini) fidèle 0 f. 

{ii) Polit' tout-idempotent non nul e de A, Ae contient un idempotent abélien 

(resp. fini) non nul. 

Alors (ii) ==> (i), et si de plus A est tel que tout idéal à gauche de A contien

ne un idempotent non nul (i) <===> (ii), 
(ii) ===> (i). Soit h le plus grc..J1d idempotent central de A tel que Ah contienné 

un idempotent abélien (resp. fini) fidèle (cf. démonstration du théorème 15). 

On sait que A( I,-h) ne contient pas d I idempotents abéliens (resp, finis) non nuls, 

On a donc 1-h = O, soit h = 1. 

(i) ==> (ii). Soit e un idempotent non nul de A; on a fAe t O (sinon on aurait 

f ~ fk, eri désignant par k l'idempotent central de A tel que Ak = Ann Ae, et f ne 
-

serait pas fidèle puisque k f 1). Ceci entraîne que l'on peut trouver un homomor-

phisme non nui de Af dans Ae ~ f - fae, Afae est isomorphe au factëur direct 

n End(Afae) End(.Ag) c End(Af) 
C 

Ag = Af .An.ri fae, et par suite est isomorphe à = fAf 

Soit e' un idempotent non nul de Afae ; End(Ae 1 ) est un sous-anneau de End (Afae), 

et e'Aê' est donc isomorphe à un sous-anneau de fAf 0 Il en résulte que si f est 

abélien(resp. fini) il en est de même de e 1
0 

Soit A un anneau de ]aer; l'idéal singulier à gauche de A est nul et en vertu du 
"' 

théorème III, l'enveloppe injective A de A est un anneau régulier auto-injectif-à 

gauche, c'est donc un anneau de Baero On peut se poser le problème de savoir si A 
,. 

étant d_1un type donné, A est du même type 0 En général la. réponse est négative ; 

nous le montrons en donnant un exemple dû à J o E. ROOS : 

Soit A un anneau intègre, les seuls idempotents de A étant O et 1, A est de type L 

Si A vérifie la condition de Ore (i.e. x E. A, y .E. A 1 Ax n Ay = 0 ==> x = 0 ou 

y= o), A admet un corps de fractions à gauche qui cotncide avec A, et A est de 

type I. Supposons que A ne vérifie pas La condition de Ore, ce ci signifie que o 
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n'est pas n -irréductible dans A, et donc que A ne contient pas d'idéaux à 

gauche oc-irréductibles (Ax cc-irréductible ==> .Ann x n-irréductible =;::) 0 :co

irrédueti ble). 

Remarquons que A ne contenant pas d'idempotents centraux autres que O ou 1, est 

nécessairement de l'un des types I, II, ou III. 
A A 

Supposons que A contienne un idempotent abélien non nul e.Ae n A n'étant pas 

Co-irréductible, on peut trouver X et y non nuls dans Âe n A tels que J,;;t;. n Ay = o. 
On a eÂex n eÂey = O ce qui entraîne, en vertu d'une remarque antérieure 

exeye = exy = O, soit (xy) 2 = O, ce qui est contraire à l'hypothèse x f O, y f O. 

Supposons que A contienne un idempotent fini non nul e. Soit x un élément non 

nul de Âe n A, et soient y et z deux éléments non nuls de .Ax vérifiant Ay(\ Az = 0, 
A A 

A étant intègre .Ax est isomorphe à Ay, et si l'on désigne par Af et .Ag (f et g 
A A 

étànt idempotents) les enveloppes injectives de .Ax et Ay, Af est isomorphe à .Ag 

qui en est un facteur direct propre. f n'est donc pas un idempotent fini, ce qui 

est contraire au fait que l'on ait fAf c eAe et e fini. 

En c oncl usi on A est de type III alors que A est de type Ia 

[ 1 J 
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ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 4 du 1er décembre 1969 

SUR L'ENVELOPPE INJECTIVE DES ANNEAUX SEMI-PREMIERS A IDEAL SINGULIER NUL. 

par Guy RENAULT. 

Les diverses notions utilisées dans cet exposé ont été introduites 

dans [1]. Les résuitats q_ui suivent se trouvent dans [2L(cf également E4]). 

I - Préliminaires~ 

on appelle anneau fortement régulier [II]~ tout anneau A régulier 

et réduit ; les idempotents de A sont alors centraux et tous les idéaux sont 

bilatères. Nous allons donner diverses caractérisations des anneaux fortement 

réguliers. 

Proposition 0.1. 
Pour un anneau régulier A, 1 les conditions suivantes sont éq_uivalen

tes. 

(i) A e~t fortement régulier 0 

(ii) Quels que soient x et y éléments de A~ la relation Ax () .Ay = O 

entraîne xy = O. 

(iii) Quels que soient e et f idempotents de A, la relation AenAf = O 

entraîne ef = O. 

(iiii) Les idempotents de A commutent. 

(i) =--> (ii) les idéaux de A étant bilatères, xy appartient à l'intersection M{\liY~ 

et par suite xy = 0 0 

(ii) => (iii) évident. 
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(iii) ==> (iiii) on vérifie sans peine que si deux idempotents de A engendrent le 

même idéal à gauëhe, ils sont égaux. Soient e et f deux idempotents de A; on pose 
-

Ae (\ Af = Ag Ae = Ag~ Ah Af = Ag© Ak 

où g, h et k sont des idempotents de A. La remarque ci-dessus montre que 

e = g+h, f = g+k, ce qui entraîne èf = fe = ge 

(iiii) ===> (i) le treillis des idé;aux à gauche principaux de A est distributif et 

l'assêrtion du théorème 1.1. de [II]. 

On a d'autre part le résultat suivant [1]. 

Proposition 0 1 2. 

Soit A un anneau semi-premier à idéal singulier à gauche nul si e 
,. 

est un idempotent de A, eAe est l'enveloppe injective du eAe-module eAee 

II - Enveloppes injectives de type I. 

Dans de paragraphe, A désignera un anneau uni taire à idéal singulier 

à gauche nul, dont l'enveloppe injective sera notée A. 

On dira qu'un idéal à gauche X de A vérifie la condition (c) si 

(c) Pour tout couple (x,y) d'éléments de X la relation Axn .Ay = O entraîne xy = O. 

Proposition 1. 1. 

Soit A un anneau à idéal singulier à gauche nul pour tout idempo-,. 
tente de A, considérons les propriétés suivantes 

(i) e est un idempotent abélien de A. 

(·H) si X· et Y sont deux idéaux à gauche de A inclus dans Ae (\ A et vérifia.nt 

Xfl Y= O, on a Hom(X,Y) = 00 

A 

(iii) Ae(\ A vérifie la condition (c). ,. 
(ïiii) Ae (\ A êst extension essentiélie d'un idéal à gauche I de A vérifiant la 

condition (c). 

Alors on a les implications : (i) <==> (ii) ==> (iii) ===> (iiii) , et si de plus 

A. est semi-premier, les quatre propriétés sont équivalentes. 

(i) =--> (ii) si X et Y sont deux idéaux à gauche de A inclus dans 

!ef',. A leurs enveloppes injectives X et Y ~euvent se mettre sous la forme X= Af, 

y = Ag, où f et g dont deux idempotents de Ae. De 1 1 hypoth~se X(\ Y = O on déd ui: 

Af (\ Ag= (o). Il en résulte que, si a est un élément de A on a, en posant B = eAe, 

Baf ('\ Bg = ü; ceci entraîne, compte tenu du fuit que l'anneau Best fortement 



régulier, agaf. ::b O (p.Fop<!>:Sit'ibn O.L (i'i)), et à fortiori g(egaf) = gaf = 09 Le 
A A A 

A-moâule Hom. (Af, .Ag) 6ga1 à g A f est .donc mil, et par suit~ Hom (x, Y) sous-
A A 

~nsemble de Hom Cx, y) est nul. 
A 

(ii) ==> (i) soient f et g èteux idempotents de 1 1 anneau B = eAe 

tels que Bf ("\ Bg = O ; nous al] ons montrer que gf = O, ce qui ])ér'lliettra de con

cl ure en vertu d~ la p!'(')position 0.-1. (propriété (iii)). L'hypothèse Bf (\ Bg = 0 
,. 

ent~afne Af 0 Ag= Q ; s'il existait un homomorphisme non nul :ie Af dans Ag, 

on PQurrait.. trouver deux idéaux X et ·y de A, inclus dans Af et Ag respectivement 

et teis que ,CP induise un h<?momorphisme non nul de X dans 'frX et Y/érifian: lis 

hypothèses du (ii) et Hom(~,Y)-/= o. Ceci étant impossible- on a. .g A.,.f= Hom(Af,.Ag) = C 
J 

d'où gf = 00 

(ii) ==> (iii). Six et y sont deux éléments de Ae/'\ A tels que Ax() Ay = 0 

on a Hom(Ax, p;y): O, ce qui impl~que xy = O. 

(iii) => Ciiii) évident. 

Supposons maintenant l'anneau A semi-premier et montrons l'impli

cation ; 
A 

(iiii) => (ii). Soient X et y deux idéaux à gauche de A inclus dans Ae/) A et 

tels que xn y= o. considérons un homomorphisme <p de X dans Y, soit x un élément 

de X ri I dont 1 1 image y = cp(x) soit dans Y f\ I. Pour tout élément a de A on a 

ÀY() A ex= o soit, en vertu de (c), y ax = O; d'autre part l'annulateur de x 

étant inclus dans l'annulateur de y on a, d'après ce qui précède 9 yAy = O, soit 

(p;y )2 = o, et comme A est semi-premier y = O. On a donc montré que qi(X (\ Ï) /'i I = O, 

d'où cp(XI"\ r) = o soit enfin cp(X) = o puisque A est à idéal singulier à gauche nul. 

Théorème 1.2. 
Soit A un anneau à idéal singulier à gauche nul 

deux propriétés suivantes: 

(i) A est de type I 

considérons les 

(ii) Tout idéal à gauche non nul X de A9 contient un idéal à gauche non nul y 

vérifiant la condition (c). 

ilors·on~a'l'impiication·: (i) ==> (ii)o 

et si de plus A est semi-premier les deux propriétés sont équivalentes. 

(i) ==> (ii) il suffit de démontrer l!assertion dans le cas où X 

est un idéal à gauche comp~ément dans A0 X se met alo:s sous la forme Af n A où 

f est un idempotent de A. A étant de type I, l'idéal Af contient un idempotent 
,. 

abélien non nul e (théorème 1 de [9]) et d 1après la proposition 1.10, y= Ae('\ A 

vérifie la condition (c). 
(ii) => (i) pour démontrer que A est de type I, il suffit de vé-
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,. 
rifier que pour tout idempotent f de A, il existe un idempotent non nul e contenu 

h A 

dans-Ar-[7]. x-=--Afl') A est-un idéal à gauche complément dans A qui par hypothèse 
,. 

êontient un idéal à gauche y non- nul vérifiant (cL Si Ae est 1 1 enveloppe injecti-

ve de y, Ae fi · A est extension essentielle de 1 1 ideal à gauche Y· de -A vérifiant ( c) 

et d'après la proposition 1.1. e est un idempotent abélien de A. 

Proposition 1 9 '3. 

Soit A un anneau semi-premier à idéal singulier à gauche nul tel 

que A soit de type I ; alors A ne contient pas de iülidéal non nul. 

Supposons en effet que X soit un nilidéal non nul de A 9 l'enveloppe 

injective de X contient un idempotent abélien non nul e.- y = Ae (\ X est· un nili

déàJ. noii nul les éléments de eYe sont des_ éléments nilpotents de 1 iann,eau .réduit 

é~e ~prop·., 10.1)GoiÎJ., a,•donc:-eYe=O, soit (ye) 2=Y2=o, et par conséquent Y=O ce qui est 

impossible. Nous dirons qu'un anneau--A vérifie-la propriété P si tout idéal à 

gauche·Complément non nul co.ùtient un idempotent différent de zéro. 

On rappelle qu'un anneau de Zorn A [5] est un anneau tel que tout 

idéal à gauche ( ou à dr.oi te,· c I est équivalent) 9 qui n I est pas un rnLlidéâ.l contient 

un idempotent non nul. Le radical de Jacobson R de A èst le plus grand nilidéal de 

A, et dire que Rest nul équivaut à dire que tout idéal à gauche non nul contient 

un idempotent différent de zéro et dans ce cas A est un anneau à idéal singulier 

à gauche (resp. à droite) nul. 

Lemme 1. 4. 
Soit A un anneau semi-premier à idéal singulier à gauche nul, véri

fiant la propriété p ; alors 

(i) Si e est un idempotent de Aw eAe est u..'l anneau semi-premier à idéal singulier 

à gauche nul, vérifiant la propriété P. 
" -

(ii) Si e est un. idempotent abélien de A~ e est un idempotent abélien de A. 

(i) on montre faciliement que si I et J sont deux idéaux à gauche 
,. 

de A, I essentiel dans J alors eJe est extension essentielle de ere et les idéaux 

compléments dans eAe sont de la forme eKe, où K est un idéal complément à gauche 

dans A0 

(ii) compte-tenu de la proposition 1.1.~ il suffit de démontrer que 

si A est un anneau semi-premier, à idéal singulier à gauche nul 9 vérifiant la pro

priété P, et dont les idempotents sont centraux 9 alors il vérifie-la condition (c). 
Soient X -un idéal à gauche de A et K un idéal à- gauche complément :r,elatif de X dans 

A. La propriété P entraîne Que K est extension essentielle d'une somme directe 

S = @ Ae. où les e. sont des idempotents 
iEI 1 

i 
on a, 1:pdur tout, i t; :n · e\'X ,=oo I' et ',_t>a.r' sui te 

.L ]. 

de A, J:iès idempotents 'E!c étant~ céhtr·aux 
i 
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on en déduit SX = O puisque A est à idéal singulier à gauche nul G Pour conclure, 

il suffit de remarquer que si x et i sastifont à J,;;K. (\ Jzy" = O, tout complément K 

relatif de .Ay contenant x, vérifie Ky= o. 

Théorème 1.5. 
Pour un anneau semi-premier à idéal singulier à gauche nul et 

satisfaisant à l.a propriété p les· conditions suivantes sont équivalentes • 

(i7 Tout idéal complément à gauche non nul contient un ide:rnpotënt · abéli.èn dif

îérent · de-zéro. 

(ii) !,est de type I
0 

(i) ===> (ii). 
Soit f un idempotent non nul de A. Af n A est un idéal à gauche 

complément dans A qui contient un. idempotent abélien e non nul. Î,e lemme 1 ;4. 

montre que e est .un idempotent abélien de A et tout idéal à gauche non nul de A 
A 

contient un idempotent abélien différent de zéro, A est donc de type L [7] 

( ii) ===> ( i) • 

Soit X un idéal complément à gauche dans A, avec X non nul. Il exis-,. 
te un idempotent f de A tel que X~ Afn A; soit e un idempotent abélien A. con-

tenu dans X et non nul. Ae () A est un idéal à gauche complément contenant un idem

potent non nul g et g est un idempotent abélien de A contenu dans X. 

En particulier, ce théorème caractérise les anneaux de Zorn sans 

nilidéal non nul, dont 1 1 enveloppe injective est de type I. 

Corollaire 1 2 6. 
Soit A un anneau de zorn dont le radical de Jacobson est nul ; alors 

si A est un anneau de Baer, dire que A est de type I équivaut à dire que A est· 

de type I. 

Exemple: 

Soit A un anneau dont le radical de Jacobson est nul; si,le socle 
-

gauche de A est essentiel dans A alors A est un anneau de Zorn dont 1 1 enveloppe 

injective est de type I. 

Remarque : 

Il existe des anneaux de Baer A de type I, dont l'enveloppe injec

tive A est de type I, bie:r;i. que A ne soit pas semi-premier: 
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Soit A 1 1 anneau des matrices M triangulaires avec 

a b 

M= a, b,,c élément d'un corps K. 

0 C 

A est de type I, A est semi-simple et l'idéal bilatère ensemble des éléments de 

la -forme 

est nilpotente 

on a de façon,plus générale le résultat suivant 

Proposition 1.7. 

Soit A un anneau de Baer extension essentielle d 1 une somme directe 

d I idéaux à gauche co,irréd ucti bles 9 alors A et A sont de type t. 

Rappelons qu 1un module est dit co-irréductible si son ènveloppe 

injective est indécomposable. on sait [3] que A est produit d'anneaux d 0endomor

phismes·d1espaces vectoriels, donc est de type L 

Montrons maintenant que A est de type I 0 Soit h un idempotent cen

tral de A tel que b = .Ah ne contienne aucun idempotent abélien; l 1 anneau B véri

fie les mêmes conditions que At il suffit donc pour démontrer la propriété·, dè 

prouver qù 1un anneau d.e Baer non nul B extension essentielle d 0une somme directe 

d'idéaux à gauche co-irréductibles, contient un idempotent abélien différent de 

zéro. 

Soit Ex, x ~ O, un idéal~ gauche Co-irréductible de B; et soit Be 

1 1 annulateur à gauche de x, où e est un idempotent de B.B(1-e) est un idéal à 
,.. 

gauche co-irréductible de Ë, dont 1°enveloppe injective B(1.:..e) est un idéal sim-
A A 

ple de B. ( 1-e) B( 1-è), sous.:.anneau du corps ( 1-e) B( 1-e), est intègre, et { 1-e) 

est donc abléien. 

II - Enveloppei:i in.iectives des anneaux réduits. 

Dans les démonstrations, la propriété suivante sera fréquemment 

utilisée. 

Six est un élément d'un anneau réduit A, la relation ax = o entraîne 

xa = 0 et l I annulateur de :iç_ est un idéal bilatère noté· Ann x ; de pl us la relation 
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A ~ n .Ann(x) = O montre q_ue A est un anneau à idéal singulier nul. 

Théorème 2 2 1 

Pour un anneau réduit A, les conditions suivantes sont équivalentes 

" (i) A est de type I. 

ÜI) La relation Ax n Ay = O, où x et y sont ieux éléments de A, entraîne xy = O. 
" (iii) A est fortement régulier. 

(i) => (ii) Soient x et y deux éléments non nuls de A satisfàisant à Ax() Ay = O 

poür tout ·é1èment u de A on a g A x u x {\ A y u x = Oi 

en effet la relation a yu x = ·b yu x, 

entraîne la suite d 1implications suivantes 

Par suite~ si Aux vérifie la condition (c), on a 

( · ) ( - ) ·- · ( - 2) 2 y -U X . - . X. U X = 0 ==) y U X · = Ü ==) (u ~2) y (u x2) = Oi 

â'où y·u·x 2 = o, on en déduit u x yu x = o, soit finalement u xy = o. 

1ë• théorème 1.2. montre q_ue Ax est extension essentielle d'une som

me directe ,S =@ A u.x, d 1 idéaux Au. x vérifiant la condition (c). 
. J.. J.. 

, ' d J..f.' I ,. Ce qui prece e entraine 

ui xy = o, quel que soit i € I, d 1 où Sy = O 

A étant un anneau à idéal singulier à gauche nul, y qui annule S9 annule toute 

extension essentielle de S, donc Ax. D'où finalement xy = 0 9 ce qui achève la 

démonstration. 

(ii) ===> (iii) C'est une conséquence facile des propositions 1.1 et 0.1 

t 0 équivalence des assertions (ii) et (iii) a été démontrée dans [8]~ 

(iii) ===> (i) évident. 

'.)n ·rappelle q_uLun anneau de Baer est de type III 9 s 1 il ne contient 

d'idempotents finis non nuls. 

Théorème 2 2 2. 

Soit A un anneau réduit; l'enveloppe injective A de A se dé~ompose 

de façon unique e:q. produit de deux anneaùx ~ et ~ 011 ~ (resp~ ~ ) est ùn an.;. 
- 1 · 2 - 1 - 2 

ri.eau fortement régulier injectif (resp. un anneau régulier auto-injectif à gauëhe 

de type III). 

D'après Kaplansky [7], il existe un idempotent cèntral h de A où 
,., " 
.Ah est de type ! et où A( 1-h) ne contient pas d'idempotents abéliens non nuls. 
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Pour démontrer le théorème il suffit de prouver qu'il n 1existe pas d'idempotents 

finis non n.û1s aans .A(1.:::.h). · 

Supposons que f soit un idempotent fini non nul de A(1-h) ; Af ne 

contient pas d'idempotents abél:Lens non nuls, et il existe donc P d O après la pro

p-osi tion -1. 1 ~ dèwc éléments x et y de X = Af () A satisfaisant à 

Ax(') Ay = 0 1 yx =) 0 

La démonstration de 1°implication (i) ===> (ii) du théorème 2 0 10 

montre que l'on a Ax
2n Ayx = O et Ax.2 n'est pas un sous-modÛle essentiel de Axo 

Or, A étant un anneau réduit Ann(x) = Ann(x2) et les modules Ax et Ax2 sont iso-
-

morphes. on en déduit que 1 1 enveloppe injective de Ax est isomorphe à un de ses 

facteurs cil:ir.ect,s pr,opresi ce qui contredit le ·rait que f soit un idempotent finie 

Pour terminer la démonstration~ il faut prouver que l'anneau Ah est 

réduite La démonstration de l'assertion (i) =- > (ii) du théorème 2e1o se trans

porte sans aucun changement et elle montre que dàns i I idéal Ah f\ A de A la relation 

Ax (1 Ay =0 entraîne xy = O, les propositions 10 10 et 00 10 montrent que h est un ,., 
idempotent abélien, et que .Ah est réduit 0 

Corollaire 2,3. [10] 

Soit A un a;.mea'J. intègre, si A admet un corps des fractions à gauche 

K, alors A= K, sinon A est de type III 0 
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SEMINAIRE D1ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 5 du 8 décembre 1969. 

ANNEAUX SEMI-PARFAITS. 

par J. Y. CHAM.ARD 

Dans tout ce qui suit~ les anneaux sont unitaires, les modules sont des 

A-modules à gauche, et H désigne le radical de Jacobson de A. 

Nous nous proposons d I étudier les anneaux semi-pai•fai ts, introduits par 

Bass dans [1], et qui soht les ànneaux tels que tout modû.1e de type fini à gauche 

ou à droite possède une douverture projective. Nous donnons diverses caractérisa

tions et propriétés de ces anneaux aux paragraphes 2 et 3. Deux hypothèses supplémen~ 

taires, 1 1 auto injectivité à gauche de l 1 anneau~ ou le fait que 2(R) soit un idéal 

essentiel (ces deux hypothèses étant vérifiées dans le cas dvun anneau presque 

frobénusien à. gauche) sont alors faites, respec.tivement aux paragraphes 4 et 5 ,ce 

qui permet d'avoir un certain nombre d 1 autres résultats. 

§ 1 - Sous-modules superflus, radicaux et couvetures projectives. 

§:2 - Caractérisation des· anneaux semi-parfaits. 

§ 3 - Propriétés des anneaux semi-parfaits. 

§ 4 - .Anneaux semi-parfaits injectifs. 

§ 5 Anneaux semi~parfaits de socle gauche essentiel à droite. 

§ 6 - Anneaux parfaits à gauche. 

Nous donnons ici les démonstrations des résultats publiés dans une note 

au compte-rendu de l'Académie des sciences [11]. 
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§1 - SOUS-MODULES SUPERFLUS, RADICAUX ET COUVERTURES PROJECTIVES. 

Définition 1.1. 

Un sous-module N d'un module M est dit s~perflu dans M si la 

condition 

N + X == M avec Xe. M 

entraîne X=-= M • 

On vérifie facilement les propriétés suivantes 

1 - Sait N C.. T C. M ; 

. T superflu dans M . ~ li superflu dans M . 

. N superflu dans T ... } N superflu dans M . 

. T superflu dans M ..,..,,.; TIN superflu dans M/N. 

2- Si des sous-modules (N.) de M sont superflus dans M, 
J. i"'1 .•. n 

n 
il en est de rnême pour ). 

i=-1 

somme est infinie). 

Défini tian 1. 2. 

Soit M un A-module, et 

N. (ceci est en général faux lorsque la 
J. 

(M.) la famille (éventuellement vide) 
1 iE.l 

des sous-modules maximaux de M ; on appelle radical de M, et on note 

R(M), le sous-module 

H(M)= f\ M. 
J. 

Si l'ensemble I est vide, on prend R(M)=M~ On note R=R(A) . 

. . . / ... 
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Proposition 1.:,.l. 

Soit M un A-module 

1°) RMC..R(M) 

2°) Si M est projectif, RM=R(M)iM 

-Démonstration. -------------
1°) Soit N un sous-module maximal de M 

R. (M/N):.::O, donc RMCN. 

2 ° ) Voir [1] propos it ion 2 . 7 . 

Corollaire. 

M/N étant simple, 

Si P est un module pro_.iectif, RP ne ~ient aucun facteur direct 

de P. 

-Démonstration. 

Soit P=Q G') L, et supposons ~c;~.f'. 

( modulari 

= Ri.! 

Q étant projectif, on en déduit Q= 

Proposi tian 1 • 4. 

R(M) est la somme des sous-modules superflus de M 

-Démonstration. 

Pour tout sous-module superflu S de M et tout sous-module maximal 

M de M, S+M /M implique SC M 
0 0 0 

tout superflu est donc ~ontenu 

dans R(M). 

Réciproquement, si x n·appartient pas è la somme des sous-modules 

superflus de M, Ax ne peut être superflu dans M ; il existe donc un 

sous-module propre N de M tel que 

M=i'IJ.+Ax. 

• •• I ••. 



M/N étant monogène, N est contenu dans un sous-module maximal M o' 
qui vérifie donc M=M + Ax ce qui prouve que X n'appartient 

0 

pas à M o' donc n'appartient pas à R ( M) • 

Remarque _: cette proposition admet une proposition "duale" : 

L'intersection des sous-modules ~ssentiels de M est égale à la somme 

des sous-modules minimaux de M (i.e. au socle de M). 

Lemme 1 .5 (Théor~me de Krull). 

Si M est un A-module non 11ul de type fini, tout sous-module propre 

d e M e s t c o nt e n u d a n s. u n s o 1.1 s - rn o d u l e m a x i m a l • 

- Démonstrdtion. 
n 

::ioit M= L 
i=1 

Ax. 
l. 

NfM implique l'~xistence d'un indice i 
0 

tel que X. e: N. 
l. 

.:;ait 'J1 
0 

l'ensemble des sous-modules de M contenant N et ne contenant pas X. 

J-t est inductive no11 vide, donc co~,tient 

est en fait un sous-module maximal de M, 

construc tio,,. 

P r o p o s i t i o .-1 1 • 6 • 

Pour tout A-module M de type fini, 

module superflu de M. 

-Démonstration. 

un élément maximal M , qui 
0 . 

et qui contient N par 

R(M) est le plus q~ sous-

l. 
0 

On a vu (proposition 1 .4) de tout sous-module superflu de M est con-

tenu dans R(M), il suffit donc de prouver que R(M) est superflu dans M. 
Soit donc. Xc,M tel que rhR(M) + X ( , ) 

si 

or 
XJM, il est contenu (lemme 1 ,j) dens un sous-module maximal M 

0 R(M) CM , 
0 

et l'égalité (1) est impossible. 

On a donc M..coX, et R(M) est superflu dans M. 

. .. / ... 
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Définition 1.7. 
p 

Un épimorphisme M ) M' ~ 0 est dit minimal si Ker p est 

superflu dans M ; on vérifie facilement que cette condition est équi-

valent~ à la suivante 

'vN C.. M, p(N)=M' implique N~M. 

On appelle couverture projective d'un module M un épimorphisme minimal 

p d'un module projectif P sur M. 

Proeosition 1 • 8 • 

::ioit P(M) 

si p p' ) 

p 

M --, 0 

M· ~ 0 est une couverture projective de M, et 

est un épimorphisme de P dans M, il existe 

un épimorphism8 p 

f de p sur p (M)' 

tel qut: pOf'-"CJ 1
, 

f l , 
q ~' t--' 

'-< 
F(M) p 

~ M ~ 0 

Cet épimorphisme edmt~t un8 é;ec1,ior1 q, telle que 

P==lm q & Ker f 

dans lm q 

Ker p C Ker p' et Ker p'IÎ lm q superflu 

-Démonstration. 

L'existence d'un morphisme f tel que pof=p' est assurée par le 

fait que P est projectif. On a alors 

pof(P):M=p(M) , ce qui implique f(P)=P(M) puisque p est minimal. 

P(M) étant projectif, il existe un morphisme 

p 

q 
(..: 

f ) 

P(M) 
1 
} 1 

P(M)--) 

q de P(M) 

0 

-On vérifie facilement qu'alors P=Imq $ Ker f, 

contenu dans Ker p'. 

dans p tel que 

et Ker f est évidemment 

Ker P étant superflu dans P ( M), q { Ker p) est superflu dans lm q, 

et p=p'oq implique q(Ker p)= Ker p 1 f") Imq. 

J 
• • • I • • • 
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Théorème 1.9. 

Deux couvertures projectives d'un même module sont isomorphes. 

-Démonstration, -------------
Cjoient P1 

et P
2 

deux couvertures projectives de M ; le raisonnemeni 

précéderit prouve l'existence d'un épimorphisme f de P 1 
sur P2 tel que 

p
2 

of=p 1 , et d I un mono-

0 

morphisme g 

tel que 

de p 
2 

une rétraction de f) 

dans 

( g 

étant 

minimal, il s'en suit que g(P 2 )=P 1 , et donc g est un isomorphisme. 

Pra position 1 • 1 0. 

Soit M 
p 

---+) M 1 ~ 0 un épimorphisme minimal, et p ~ M' --'7 
une couverture projective de M1 • 

p 

Tout rr; o r µ h i s rn e rr' de p da r~s M 1( 1 
• f( 

tel que po rr':.:: ';'f est une couverture I::.' p i 
projective de M. M --4 M' ~ 0 

-Démonstration. 

L'existence cie TT' est assurée par le fait que P est projectif 

M'~p(M) entraîne que p est surjectif en outre 

Ker î11 C Ker îÎ 
minimal. 

Proposition 1, 11. 

superflu dans P prouve que ff' est un épimorphisme 

est\ 

0 

Soit p un module projectif; les propriétés suivantes sont équivalentess 

CD 
@ 

P/RP 

HP 

pas sè de une couvert ur e-E.Loj ec ti ve. 

est StJperflu dans P. 

-Démonstration. 

2 ) 1 est tri\JÎal. . .. / ... 
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Soit W ~ P/RP ~ 0 une couverture projective de P, et soit 1T 

l'épimorphisme canonique de P sur P/RP P étant projectif, il 

p 

P ) P/RP --} 0 

existe un morphisme g tel que 

pog = 11' • 

~oit K= Ker g C Ker~ = RP. On sait, d'après la proposition 1.8, que 

K est facteur direct de P ; le corollaire de la proposition 1.3 implique 

alors que K=D, K C donc que g est un isomorphisme. 

Il en résulte que -1 /V RP=g ( Ker 11 ) est superflu dans P. 



5..,~ 

§2 - CARACTERISATION DES ANNEAUX SEMI-PARFA°ITS. 
====:=======================---------------

Définition 2.1. 

On dit qu'un module M est local s'il possède un seul sous
module maximal (qui sera alors R(M) .) ; ceci équivaut au fait 
que tout sous-module proore de M soit superflu dans M. 

U<n bi\ Yl'\,O~ol~ e~t-~vecb.SiOJtc\'\~m,tn,~1fn.Olf\O~~-in-e, . u 
Prouosition 2.2. 

Tout module injec-
tif ind6composable projectif est local. 

- Démonstration. 

Voir [4] corollaire 2. 5. et (7] lemme 3. 

Lem.me 2.'3. 

Toute couverture projective d'un module à gauche sim:ele 
est isomorphe à un facteur direct local Ae de A • 

-Démonstration -------------

0 
0 

S étant monogène, :j.l existe un épimorphisme A ~ S ~ 0 , 

donc (proposition 1 .8.), toute couverture projective de S est 
isomorphe h un facteir direct Ae de A. 

Soit Ae ~ S ~ O une telle couverture projective. 

r,e c Ker p car Ker p est maximal ; Ker p c Re car Ker p 
est superflu (proposition 1 .3,) 

Donc Ker p = Re est maximal dans Ae; c'est alors le olus 
grand sous-module de Ae , qui est ainsi un module local. 

'I'hèorème 2 ,4. 

Soit M = Q) M. = N E) 
i e I i 

_brable, tels que (, nd A (Mi) 

N' , oh les M. 
]. sont d~ ___ ty;:>e __ dé_nom-

soit un anneau local. 

Il existe J c I tel que N soit isomorphe à (!) f\ . 
i EJ 

-Démonstration. -------------
Voir [1 Qj théorème 

... / ... 



Lemme 2.5:. 

L'anneau des endomorphismes d'un module projectif local est 
local. · 

-Démonstration. -------------
Il suffit de remarquer que tout endomorphisme surjectif d'un 

projectif local est un automorphisme. 

Remarque 2.6. 

Tout module P.rojectif local est isomorphe à un Ae, où e 
est un idempotent dè A. 

On démontre qu 1un facteur direct Ae de A est local. si et 
seulement si t)id (Ae) = eAe est un anneau local. 

Théorème 2.7~ 
Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A. 

(D Tout A-module à gauche de tYpe fini possède une couverture 
projective. 

® Tout A-module à. gauche simple possède une couverture pro..: 
jective. 

n 
d) A = © Aei , où les Ae1 sont locaux. 

i=1 

© Tout A-module à gauche projectif est somme directe de pro
jectifs locaux. 

~} (i) A/R est semi-simple 

(ii) Tout idempotent de A/R se relève en un idempotent d.,le 

. -~~~~Ei~~ · 

La condition 5 étant symétrique, les conditions 1 à 4 sont équi
valentes aux conditions t' à 4' , où 1 9 on remplace "gauche*' par 
"droite". 

Un anneau vérifiant les conditions précédentes sera dit~
parfait. 
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-ID~œor.stration du théorème .. --~-------------------
i ==~ 2 trivial 

2 =="1 3 

Tout A-module simple S 

Ae , donc est isomorphe à 

possède une couverture projective locale 

Ae/R =A. e .e 

Tout A/R -module simple est donc projectif, ce qui implique la 
semi-simplicité de A/R • 

n 
Soit A/R = © Si , soit Ae. une couverture projective de s1 ;t 

i=1 1 

et soit n 
P = TT Ae.. . 

. 1 1 1= 

·p et A étant deux couvertures projectives de A/R , le théo
rème 1. ~). prouve que A est isomorphe à P • 

3 ===} t; 

fout A-module libre est so~ne directe de projectifs locaux; le 
théorème 2,4 et le lemme 2.5 prouvent qu'il en est de même pour tout 
module projectif. 

4 ==~ ~ï 

( i) Soit 
n 

A = (f) Ae
1 i=1 

n 
locaux A/R = E Ae .. /R 

1=1 1 ei 
est semi-

simple, en outre, R étant 3uperflu dans A, on a 
n 

A = A/., = (±) 
h . i=l 

(ii) Soit 
bles I et 

et 

e 

J 

A 

A 

n 
Ae./R = G) A ei 1 . e . 

i=1 l 

-e 

un idempotent de 
de [1 , ••• , n] 

-
== © A ei 

i~l 
-( 1 - e) = (t) A 

j e ,J 

A/K ; il existe des sous-ensem
tels que 

e. 
J 

Soient P 1 = Œ) Ae. , .P2 = © Ae . , et 
1er 1 J jGJ 

P 1 (respectivement P2 ) étant une couverture projective de Xë 
(respectivemert de A (f - i) ) , il existe d 1anrès le théorème 1~9 

... / ... 



un isomorphisme lT de p1 X P2 
tel que p o lT= P1 X P2 (où P1 

et sont les épimorphismes minimaux de p1 et p2 sur 1.e 
P2 

et A( 1 - e) resi;,ectivement) 

TT// 
/p1 F\ 

P1 
/ 

I? 

A p ➔ A 0 

Soit f l'idempotent de A tel que 

lT( P 
1 

) = Af :TT{ P 2 ) = A ( 1 - f ) 

On a U = p ( Af) p o 1T( P 
1 

) = p 1 ( P 1 ) = Ae-; 

de même X ( 1 - f) = A ( î - e) ; 

l'unicité de la décomposition de 

que e = f . 

sur Aê (f) A ( 1 - ;) prouve 

A/R est semi-simple, donc somme de modules simples (S1 )1=1 ••• n, 

qui sont isomorphes à· des T ei d'après ( ii) , où les e1 sont 
des idempotents de A. 

Soit M un module de type fini ; M est isomorphisme à un quo
tient P/N d'un module libre de type fini P. 

P/N ~P/RP+N ~ 0 est un épimorphisme minimal, et P/RP+N 

est semi-simple, donc somme de simples (S.) . 1 isomorphes à 
J J= ••• p 

certains des 

On peut alors construire une injection <T""'de Ü, ••• , o] dans 
Ü, ... r n] p telle que chaque S. soit iso~orphe à A ë., ( . ) . 

J cr J 

Q = TT Ae . 
j E J o-( J) P/RP+N = Q/RQ--+ 0 est une 

couverture projective de P/RP+N (puisque RQ est superflu dans 
Q en vertù de la proposition 1 .4), donc (proposition 1 • 1 O}, c'est 
une couverture projective de M. 

. .. / ... 
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Exernpl~s d'' anneaux semi-oarfai ts., 

1 . 'l'eut anneau artinien à droite ou à gauche (R est en effet nil

Dotent, donc nul, et on sait ~5] proposition 1 page 72, que les 

idempotents se relèvent modulo un nil ~déal) ; plus généralement, et 

pour la m~me raison, tout anneau semi-primaire (A/R semi-simple+ R 
nilpotent) est semi~parfait. 

2. Soit E un A-moduie injectif de dimension finie ; 

Alors J6 = EwlA..LE.l est se:ni-parfai t ; en effet : ./4 6t est 

semi-simple d I après [6] tiiéorème 2 • .:., et les idempotents de J6J!)J 
se relèvent en des idempotente de~ d'après {)] ,théorème 5.6. 

·-s. Si P est un mOdule proj_ectif, somme directe de projectifs 
J.oca\,;_x2 c/4 = &ndA(P) est semi-parfait. 

- ï)émor:s t ration 

-Or; (i8montre to"J.t ri'abord que 

v'b/'\t est isomorphe ?1 t,nd~ (P/R.-,), c'est à dire à l'anneau 
.J il r 1 

des e~Jomorp~ismes ~'un module semi-simple de type fini, il en 

rôsul te que c!ti&, e 9 t semi:...simple • 

. Soit alors C\ un idempotent de t;ndA (P/r-;œ), et soit Q = P/Rp• 

Q = <Î(Q) © (1 -o{) (Q) = Q1 @ Q?. 

Q 1 et 02 étar:t des quotients de u , ils admettent des couver

tures proJectives P 1 et i:> , et la démonstration se termine ~;;ü';:h.R.. 
f'(]Wl... 4 =:=,~ ::, &.L théor?,me 2 ."f ... 



§ 3 _.PROPRib'TES DES .ANNÈAIJX SEMI-PARFAITS 

Proposition 3. t. 

Tout quotient d 1un anneau semi-parfait par un,idéal bilat~re est un anneau semi-parfait. 

- Démonstration 

Soit S un A/1 - module à gauche simple; S est un A-module simple, donc il existe 

un facteur direct local Ae de A tel que S soit isomorphe à Ae/Re. 

I • S = 0 implique I • Ae = le C Re ; 

on peut donc définir un épimorphisme 

Ae/Ie ---> Ae/Re ----)'O, 

et Ae/Ie = A/I. ë est un facteur direct de A/I, donc est un A/I-module projectif. 

En outre, Ae étant local, il en est de m~me pour Ae/Ie, ce qui prouve ;_ue S 

possède une A/1-<:ouverture projective. 

Proposition 3 • 2. 

Soit A un anneau semi-parfait, ét soient P et ~! deux A-module projectifs. 

P est alors isomorphe à , , si et seulement si P/RP est isomorphe à <,}/RQ. 

La condition est évidemment nécessaire. 

Soient, donc P = Cf) 
i c I 

P. 
l 

et = © 
j € J 

(les (1\ et les. Qj étant locaux) tels que P/RP soit isomorphe à. ~!/RV• 

p /H.P == L~~ p . /HP 
i CI l i 

est semi-simple 

démontrons que cette somme est directe. La propriété étant de caractère fini, il suffit 
de la prouver lorsque I est fini; or ceci résulte alors de ce que R P est superflu 
dans P. 

r..-' 
<:!) pi/RP. est donc isomorphe 

i <'.'.:.I l 

il existe une bijection cr- de I sur 

ceci entraîne que P. est isomorphe à 
l 

,J tel que P i/R pi soit isomorphe à Q es-(i)/R ~i) 

~ ,;;,-(i), puisltUe ces deux modules sont des 

couvertures de Pi/H p_; ce raisonnement étant vrai pour tout indice 
1 

p est isomorphe 
à Q 

... / ... 
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Définition 3. 3. 

Un A-module G est dit générateur de IMod A8 
si tout A-module 

à gauche M est quotient d'un 
( I) . 

G • 
On démontre. ( ['.2], proposition 1-16) 

p est un générateur si et seulement si tout 

qu'un module projectif 

A-module à gauche simple 

est un quotient de P. 

Proposition 3. 4. 
'1\. 

ôoi t A = G) . Aei un anneau semi-parfait ; 
i = 1 

Soit I C. D, .... , nJ tel que chaque (Ae j). _ 
S,,..; 1- i·:. '""' ,1,l,I'..' cf u.,-v> 

si 

soit 
~~ <~ ~ ):~,-&., u~ e C ) • • J 

, :-j ... ·n / 

G = 0 Ae .• 
0 . 1 l. 

l. = 

• • • n 

lin A,-module projectif P est générateur· de IMod As si et· seulement. 

r, 
u 

0 
est isomorphe à un facteur direct de P. 

- D1monstra~ion 

n 
A/H = © A ëi étant semi-simple, tout A-module simple est 

i = 1 

tsomor~he à l'un des ~ ii, donc est quotient de G
0 

; ·0
0 

étant 

oro;iectif, c'est donc un générateur de \Mod A , et tout module 
s 

contenant G comme facteur direct est encore générateur. 
0 

ixéciproquément, soit P un module projectif, d'après le théorème 2 .7, 
J> est somme directe de modules (P.) isomorphes aux ( Ael..) ; 

Jj6.J i€..I 

ec outre, si on s~ppose que •' est générateur de IMod A , tout simple 
s 

(Aei/Ee.) est isomorphe ù un quotient de P; il en résulte que 
1 

i 6'. I 

chaque i G I, est isomorphe à l'un des -( Ae
1
.) 

i ~I 
étant par r,ypotLèse 2 à 2 non isomorphes, G

0 
est isomorphe à un 

facteur direct de P. 

1'h , , ... . r: . 1eor eme ) • ) • 

Lès assertions.suivantes sont équivalentes po~ un anneau A • 

. . . / ... 
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CD A est semi-parfait. 

@ Pour tout idéal à g:1uche 0( de A, il existe un idempotent e 
et ur. idéal b con tenu dans R ( 1-e l tels que : 

&t, = Ae CD b 

G Pour tout id•§al à c:iuche maximal --m. de A, il existe un 

idempotent e et un id6al b contenu dans R tels que : 

- Démor:stra tion ·: 

1 --· - '> 2 Sûi 1
; A [_ ·.me couverture projective de A/ 0-c. ; il 

existe ,m !:himorpLisme scü1di§ f de A sur A '2... (proposition 1-8) 

qui reLd comm'.;tatif le dia:rr::imme suivant 

f 

Soit Ker f ~ Ae ; 

Ae .• ier 

A "· Ae Q A ( 1 -e ) implique 

q ( ~ ) = 0 ==p o f ( 6, ) ·. , 
,J I ott. f ( t:>· ) c.._ Ker D 

i_t .. of (_ L, ) t f'l d 
est superflu dans At , et donc 

, :":> es; st,~)er u ans A. 

~ iÎ /er f = 0 impliqne que b est isomorDhe 
donc e::-;t é,s•3len1eL~ ;:3uDerfl·i dans ;, ; il en résulte que 

da ris A ( i -e) Î\ H = !\ ( 1-e). 

à gor c b ), 
~ est contenu 

. .. / ... 



2' === > 3 Trivial 

S:oit S 
m = Ae ~ b, 

un A-module simple 

b cR. 
; il·est isomorphe à un A/m, avec 

b = h, e (D b ( 1 -e) implique 

O = ~ () Ae = be © [ h ( 1 -e) () Ae J ; 
. On a donc ~ e = O, d'où b = b( 1-e) · C. R ( 1-e) ; et la maximali té. 

de m implique~= H (1-e}. 

On a alors A/m r;::::. A ( 1-e) /R (1-e) = M /Rf, 

ec posant f = 1-e. 

Rf · est superflu dans Af, et donc· M -"? A/m = S --> 0 

est un,e couverture projective de S. 

Il ~P résulte que l'anneau A est semi,.;parfait. 

f~em~œgue. 
/1 
"I 

On démontre s,:i:ns difficulté que, si ,, A est semi-parfait, et si P· es1 
un 

de 

(où 

A-module projecttf de type fini 

P, un f&cteur direct Q de P 
P = Q G) L) tels que 

Lemme 3. -6. 

il existe, pour tout sous-module 
; \ 

et un sous-module N de R L 

:~i e et f sont deux idempotents d'un anneau A tels que 

.Ae + Af = A et Ae () Af = R, 

on a A = Ae Cf) Af 

- ;émonstration -------------
Soit P la restriction à .Ai.' de ]a projection canonique de A 

sur A/Ae. 

Ker p = Ae () A:f C. Rf ,· 

... / ... 

M 
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'O 

donc. Af 

de A:f. 

---> A/Ae --->O est une couverture ~rojective 

A/ Ae étant oro jectif, P est un isomoruhisme, et 

Ae () A:f = Ker p = 0. 

Théorème 3. 7 . 

Soit A un anneau semi-parfait ; pour tout idempotent à de 

il existe un idempotent e de A, contenu dans A a, tel que 

- Dérnonstrâ.tion. 

A/R; - .. e = ~ 

Il existe, d' ap~ès le théorème 3-5, . des idempotents f et g 
de A tels que 

On a donc Af 
en outre A 
le lemme '3-(1 

Aa - AS G) 01_ , 

A ( l -a ) = Ag G) b, 

+ Ag = A . 
' rn A -fi. = 0 entraîne 

montre que A = Af 

et C..R ( 1-f) 

~ C..R ( 1-g) • 

Afn Ag c. R . , 
C±) Ag • 

Soit e l'idempotent de A tel que 

A:f = Ae et Ai!. = A ( 1 -e) ; 

-et A (î ~a)= A ( - ë) implique a= e. 

Corolhüre j. n. 

Un idéal à :::a:...clle (ou à droite) G-{_ d'un anneau semi-uarfait est 
contenu ,Jans R si et senlement s'il ne contient aucun idempoten~ 
non i:;,ü. 
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§ 4 - ANNEAUX SEMI-PAfŒAL'l$ lNJECTIFS 

Défini¼~Qn 4 . 1 • 

On dit qu'un module M est complètement décomposable s'il est somme directe 

d'injectifs indécomposables. 

On vérifie qu'un module injectif de dimension finie est complètement décomposable l 

Un anneau est noethérien à gauche si et seulement si tout A-module à gauche injeqU,f 
est complètement décomposable ( (9) théorèmes 4 . 2. et 4. 3) 

Proposition 4. 2 • 

Les assertions suiva~tes sont équivalentes pour un anneau A. 

~t 
Q'; 

A est semi-parfait, auto injectif à gauche. 

Ac, est injectif de dimension finie. 
0 

A est complètement décomuosable. 
s 

A est injectif et A/0 est semi-simple. s ~ 

Tout A-module à gauche projectif est complètement décomposable. 

- Démonstration 

1 => 1 

3 ;,:.> 4 

évident 

évident 

A est somme directe (finie) d'injectifs indécomposables Ae. ; d'après 1a 
l 

proposition 2. 2 , ces Ae. 
l. 

sont locaux, .donc A/R est semi-simple. 

is idempotents de A /R se relèvent d I après [3) théorème 5 ·. 6 , 

Résulte du théorème 2. 4 

est évident. 

. .. / ... 
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Proposition 4. 3. 
Tout élément régulier à gauche d1un anneau semi-parfait injectif à gauche est 

inversible. 

- Démonstration 

Soit s E. A tel que e(s) = 0 , et soit 'fE 'tnd (A) défini par 

'f (a) = as 

'-Pétant un monomorphisme de A, 'f (A) est injectif, donc facteur direct 

A,., = 'f (A ') 4) Ôl- • .::, s 

Or dim A3 est finie, et dim AS = dim 'f (AS) on a donc 

et 4' est un isomorphisme, c I est à dire que s est inversible. 

Proposition 4 . 4 . 

Soit A un anneau semi-parfait in.iectif à gauche, a: et .b des idéaux à gauche 

de A et e un idempotent de A tels que 

a = Ae © ll 

Les conditions suivantes sont équivalentes 

G) li C R 

\Z Ae est un injectif maximal contenu dans et. 

- Démonstration : 

Soit Ae C Af C Ct. 

Af = Af Î) ( Ae ~ Ji ) = Ae i ( .b n Af) ; 

Af étant facteur direct de A , il en· est de même pour .b n Af ,. qui est en 

outre contenu dans R • On a donc .b n Af = O , 

d'où Ae = Af 

1111 •• / ••• 
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Ort: peu-t d~composer .h , d'après le théorème 3 • 5 , en 

C C R • 

Ona donc ct = Ae $ Af $ C • 

Or Ae $ M est injectif; la maximalité de Ae implique que f = 0, 

d •où .iz C. R • 

Proposition 4. 5. 

On reprend les notations de la proposition 3. 4 . 

Les gén4rateurs de IMod AS , pour un anneau semi-parfait injectif A, sont les 

modules contenant G 
0-

- Démonstration 

Remarquons que G
0 

est ici injectif, et donc que tout module M contenant G
0 

le contient comme facteur direct, ce qui prouve qu'alors M est un générateur. 

Réciproquement, soit M un générateur de IMod AS il existe 0 pour tout i E. I , 
;, 

un morphisine 

canonique' de 

f de M dans Ae. , tel que p. o f
1
. /:. 0 , 

l. 1 
p. étant la surjeation 

l. ' ' 

Ae. 
l. 

sur Ae. 
1/Rei 

On a donc p (f.(M) ) = p. (Ae.) , ce qui implique r
1

(M) = Ae
1

, puienue 
i l. 1 l. " 

pi est un épimorphisme minimal. 

fi est alors surjectif, donc admet une rétraction puisque Ae1 est projectif; 

chaque (Ae.) 
1

iE.I 
est ainsi isomorphe à un facteur direct M. 

l. 
de M. La famille 

des (M.) , est indépendante, car les 
l i €. I 

(Ae.) sont injectifs indécomposables 
1

iE. I 

2 à 2 non isomorphes. 

0 •• / •• " 
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Proposition 4. 6. 

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A. 

G) A admet un anneau total de fractions à gauche semi-parfait injectif. 

( ii) îx E. E(A) 3 s régulier dans A, tel que sxE. A. 

- Démonstration ---~------voir (J.2.] 

-:-:-:-:-:-:-:-
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§5 - ANNEAUX SEMI-PARFAITS DE SOCLE GAUCHE ESSENTIEL A DROITE. 
=========:===============================---------------

Théorème 5.1. 

Si A 

alors tout 

est semi-parfait, et si son sOcle gauche est essentiel dans , -
A-module à gauche simple est isomorphe à un idéal. 

-Démonstration. ---------~---
~ait S :::;'.' A/m un idéal à gauche simple ; il existe d I après le th6o-

rème 3. 5 un idempotent e de À et un idéal b tels que 

m=A.e $ ~, avec. b =-R(1-e) ; on a dore '2.(m)=(1-e) A()Z(tf ), et 

t1 C R implique 2.(R) C Z.( 1:1). Or FLS(A )= □ entraîne 
s 

S{A )C Z.(R), 
s 

l'hypothèse faite sur le socle prouve que Z(R) est un idéal à droite 

et 

essentiel : Z(m) est donc non nul. ~Joit alors a€,. A tel que ma::.:O , a;lO. 

l(a)=rn entraine que A/m est isomorphe à Aa, 

à un idéal de A. 

Définition 5.z.. 

donc que J est isomorphe 

Si M est un A-modul~ (à gauche ou à droite, on note M*=Hom(M,A) 

• soit l'hornorµ~,isrne cano11ique de M dans M** défini par : 

On dit que M est sans torsion (respectivement réflexif) si 6M est 

un monomorphisme (respectivemer:t un isomorphisme). 

Proposition 5.3. 

Si A est un a;1reau tel qut? tout A-~ule à droite simple l:;Oit isomor
phe à un idéal, toute suite exacte 

D F 

où p est un A-module à qauct1e projectif de type fini et où F 

module à gauche sans torsion, est scindée. 

Démonstration : Voir [2] 

Corollaire 5.4. 

est un 

A est un anneau semi-parfait de socle droit essentiel è gauche, tout 

sous-module projectif, de type fini de tout A-module à gauche s~ns torsion 
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~st facteur direct. 

En particulier, sous les hypothèses précédentes, tout sous-module E.!,E.

jectif de type fini d'un module projectif P est illillr direct de P. 

Proposition 5.5. 

Joit A un anneau semi-parfait de socle gauche essentiel à droite ; 

pour tout idéal à droite D, il existe un idempotent e de A tel que 

21(0) soit essentiel dans eA. 

-Démonstration. 

Soit l(D)=Af G) t! , avec bcR Zl( □ )=(1-f)Alt'l(l:f) et Z(~) 

est essentiel dans Ad, donc (1-f)A est essentiel dans 2l{D). 

Proposition 5.6. 

Sous les hypothèses pr~cédentes, R=l2(R) • 

-Démonstration. 

On 3 toujours R C lZ(R) ; pour obtenir l'autre inclusion il suffit 

(corollaire J.8) de prouver ~ue lZ(R) ne contient aucun idempotent non 

nul : 

Dr Ae C lZ(R) implique ~(R) C (1-e)A, 

dans Ad entraine 1-e~1, d'o~ e= □. 

et l'essentialité de i(R) 
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§6 - ANNEAUX PARFAITS A GAUCHE. 

Définition 6.1. 

Un idéal I est dit f-nilpotent à ·gauc~ si, pour toute suite 

(a ) d'éléments de 
n n e.lN 

I, il existe un entier n tel que 
0 

a 1 .a 2 ... an :.:0. 
0 

Un tel idéal est évidemment un nil-idéal tout idéal nilpotent est 

T-nilpote:,t à droite et ci gauche. 

Théorème 6.2. 

L es d s '.::i e r t i or. s é, u i va nt es s o ;-, t é q u i val e :i tes pour l e r ad i c a l R d I un 

anneau /\ 

H est f - ni l fJ O t l! n t ci ., u u Ch e . 

Pour tout A-n,ocule à ~é.luche non nul M, RM est superflu dans 

ri (IN ) 

'") 2 Il ::,uffit Je 11rouver, ,:ue [;Our tout M/0, RMfM ; en effet, 
s'il f•r, est élio1si, soit >'.C...i'-1 tE:l que RM+X=f~, et soit p la projec-

tion de M sur M/X; p(M)~-:.,(~r--1)_-.R.p(M) entraîne p(M)= □, d 1 ol'., M=X. 

Sui:i=Josons donc c;w'un module -,on r,ul M vérifie l'é<Jalité M:RM, 

et soit x.10 u n é l ém en t d e 

Z 
1 

. X. 
• l l. 

il existH un i~dice l tel que 

j - 1 

D 

x. ; il existe 
J 

l. 
l. 

0 

X. ,iO 
l. 

0 

tel que 

soit et soit 

x. iO , et on 
JO 

pose 
tn itérant ce processus, on fait apparaître une suite 

(an) d'éléments de R qui contredit la T-nilpotence à gauche de R. 
ne, IN 

... / ... 
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3 "'-= > 

est trivial. 

soient ( a ) 
n n €.. IN 
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des éléments de 

et soit G= L 
n~IN 

A(e -a e 1 ) C. L • 
n n n+ 

A, soit L=A(IN)= 0 

nEV'J 

Ae 1 n 

On vérifie ~ue G+RL=L RL étant supe~flu dans L par hypothèse, 

on a donc G-,L, 

Ceci implit;ut! 

a .. 
L 1 .. 

i 1 

n 
>,1 e, + r (A. -A. 1 

{___ l .l.-

e . 1 ) 
1+ 

iJ . 1 ) 
l.-

e.-
1 

À n 

L I u r , i c i t é d e l d Cl ~ c o rn µ os i t i o :·, e ,, t r a î n e a l o r 5 

A --' 
n 

éJ 
ri- 1 

Z .C Ü C <J 
1 

, • • a 
ri n 

H est .1011c T-nilpotenl à ,;,:1uct:e. 

Les Jssertions suivantes ~ont équivalentes 

cr ( i ) A/R 4- s emi-s ir:,1· l ., ) t~'. ~~ C 

( ii ) R ~<_; t T -•·1 i , Ll ' ,, .c' e 

@ Tout A-110,~_.le ,'3 gaucne ~•ossè--'.e une couverture proj_ective. 

Q) T o u t A- m o d u le à , ) a uc h e s e mi- s i m pl e p os s è d e u ne c ou v e .r tu r e p r qj2 c t ive • 

... / ... 



5" -26-

-0-émonstration. -------------
1 =~ 2 

Soit M/40 M/RM est semi-simple, soit M/RM= (1) 

iE. I 

5. 
l. 

A étant 

semi-parfait, chaque 5. 
l. 

possède une couverture projective p. ' 
l. 

soit 

P= ® 

iE-1 

P. • RP étant superflu dans P d 1 après le théorème 6. 2, 
l. 

est une vouverture projective de M/RM. 

Soit TI un morphisme de P 

dans M tel que qo 1Y "'P • 
11' 

p 

p 

V 
M/RM ~ 0 

p 

La proposition 1-10 prouve que 1T est une couverture projective de M. 

2 ---) 3 est trivial 

3 :c:=) 1. A est semi-parfait, donc A/R est semi-simple : A(J'J)/R(IN) 

est alo~s semi-simple, donc admet u11e couverture projective. La proposition 

1 • 1 1 e n t r a î n e q u e R (/î,J ) e s t su p e r f l u d a n s A ( I\J ) , do n c q u e R e s t 

T-nilpolent iJ qauche d'après le théorème 6.2. 

Remarque: Un anneau est semi-parfait è gauche si et seulement si 

tout A-module à gauche de type dénombrable possède une couverture projec-

t . f f ' · l . · A ( /~J ) / R ( N ) ' d t ive ; en e et, s 1. en est ainsi, pesse e une couver ure 
s 

projective, et R (IN) 
est alors superflu dans A (IN} 

s ' ce qui implique 

que H est T-nilpotent à gauct~e ; A étant en outre semi-parfait, le 

théor~m~ précédent donne le résultat. 

Nota : ~Jous ne faisar,s pas ici une étude complète des anneaux parfaits 

f,l gauct 1 e; or, trouvera dans (1J et dans [s] les diverses c.aractérisationt;i 

de ces a ri ne aux . 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 6 du 15 décembre 1969 

ANNEAUX PRESQUE FR0BENIUSIENS A GAUCHEo 

Par J o Y o CHA._M_I\.R.D 

Nous introduisons dans un premier paragraphe les notions de générateurs 

et de cogénérateurs dans une ~atégorie de module, et donnons diverses caractérisa

tions (non origina~es) de ces propriétés. 

Nous étudions ensuite au§ 2 les anneaux tels que tout A-module à gauche 

simple soit isomorphe à un idéal~ puis les a.ri..neau:x: cogénérateurs, qui en sont un 

cas particulier, au§ 30 

Le paragraphe 4 est consacré à 1rétude des anneaux presque forbeniusiens 

à gauche, pour lesquels certains résultats de [2] permettent d 1 obtenir dés proprié

tés nouvëlles, et perinettent aussi des démonstrations rapides de certains théorèmes 

connus. 

Au paragraphe 5 nous étudions des anneaux encore pl us particuliers, qui 

sont "tout proches" des anneaux quasi-frobeniusiens ~ ce sont les anneaux presque 

frobeniusiens à gauche et parfiats à droite 9 que nous appelons semi-frobeniusiens 

à gauche. 

L'essentiel des résultats exposés ici provien_nent de B. 0S0FSKY [10], 

G. AZUMAYA [13]., T. kAT0 [6], SUGAN0 [11]jl Y. UTUMI [12] et J.Yo CHAMARD [3]o 

§ - Générateurs et cogénérateurs. 

§ 2 - s-anneaux à gauche. 

§ 3 - Anneaux cogénérateurs à gauche. 

§ 4 - Anneaux presque forbenîusiens à gauche. 

§ 5 - Anneaux semi-frobeniusiens à gauche. 



§ 1 - GENERATEURS er COGENERATEIJHS 

Catégorie lMod AS-: 

C'est la catégorie dont les objets sont les A-modules ù g"F.lucr.<:, et dor.t les 

morphismes sont les morphismes de A-modules à gauche. 

Générateur de \Mod AS-: 

Définition 1 • 1. 

On dit qu'un A-module à gauche G est un eénérateè!r de j!-:c,:i A
5
_ si, rour tout 

couple (M,N) de A-modules à gauche, et pour tout CJorphisme nor. n,ll f de M dnns 

N, il existe un morphisme g de G danG M tel que f o g / 0. 

G g •,• f ,. - - - - -> j; ----') .i 

Définition 1 • 2. 

Un A-module à gauche C est dit cogénérateur C'est un 

générateur de la catégorie duale ( lMod A)* : c'est à dire que pour tout morrhisme non 

nul d'un module M dans un module N , il existe un morphisme g de t: dar,s C 

talque go f ~ 0. 

M __ r_➔u - - ,5 _ -, c . 

Proposition 1 ,_3, 

Soit C un A-module ; les assertions suivantes sont équivalentes 

(D C est un cogénérateur de \Mod AS 

@ Pour tout M , et tout sous-module non nul N de M , il existe 
f E: Hom ( M , C) tel que f(N) ~ 0. 

Q) Pour tout A-module à gauche M, il existe un ensemble I et une injection 
0--+M ).CI 

... / ... 



- Démonstration 

-> 2 

Soit i l'injection de N dans M ; il existe f ~ Hom (!•! , C) t,el 1tie 

f o i /,. 0 , c.'est à dire tel que f(N) -J 0 

2 => 3 

Soit I = Hom (M, C) et soit le morphisme de '' d CI ,., ans ,Jéfini par 

Si X f 0 , le module Ax est no:-, nul, et il existe •:lor,c f <Ë I 
0 

tel 

que f (Ax) = Af (x) 
0 

f 0 ceci prouve que C e::it u..'l irijE:ctif. L-é f:ii t q'cle 
0 

e soit un morphisme est trivial. 

3 ='? 1 

Soient M et N deux modules, et f /,. 0 U.'1 é 1 émen t de iio:':! (t.: , :; ) ; 

soit g = 1T g. un monomorphisme de rr; dans CI , dor.t l 'exinter:ce est assurée. 
i E I 

1 

par l'hy-pothèse (g) 

g O f = -1-1 

i E. I 
(g. of) est alors non nul, ce qui pro~ve l'exintence 

l 

d1un morphisme g. de N dans C tel que 
io 

~Eoposition 1 • 4 . 

g, 0 f f 0 
10 

Soit G un A-module ; les assertions suivantes-sont équivalentes 

CD G est générateur de IMod A • 

® Pour tout M et tout sous-module propre N de M, il existe fE.Hom (G ,M) 

tel que f (G) f N. 

G) Pour tout M, il existe un ensemble I et un épimorphisme ----
(!) 

G--~M-.>0 

(on note G(I) la somme directe d'une famille (G.) 
i i E I 

de A-modules 

tous isomorphes à G) • 

. .. / ... 
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- Démonstration Il suffit de dualiser la démonstration de la proi;o!Ji tion 1. 4. 

Corollaire 1 • 5 • 

Un A-module G. est un générateur de \Mod A si et seulement si A est 

quotient d'un Gn • 

- Démonstration 

Condition nécessaire : 

G
(rr- p 
----A--IJ 

D'aprhs la pro~osition 1 • 4, il existe tm épimorrhis~e 

Soit x E. G(I) tel que 

(G.) 
l i E. 

, soient 

p(x) = 1 

. . . . ' G. 
1 
n 

x ne décompo;,e sur w1 nombrû fini de 

, et il exinte àonc un éi-ü;orphin:n•! de 
I 

SU!' A 

Condition _suffisante 

Soit M un A-module il existe un eni,emtle J et un épimorphisme 

l'épimorphisme de Gn sur A • (J) I 

p er,t u::1 er,imorphisme de 

A(J) i é sur qu, compos avec q , donne w: épimorphisme de 

M , avec I = [1 , ... , n] x J 

Corollaire 1 • 6 • 

\ Tout module libre est un générateur. 

Proposi tio~~-·-L:. 

Soit 0-.> M' -> M -:;,M" -, 0 une suite exacte de modules. 

(i) si M' est cogénérateur, il en est de même pour M. 

(ii) ai M'' est générateur, il en est de même pour M • 

- Démonstration: 

(i) se déduit de la proposition 1 • 3 • 

(ii) se déduit du oorollaire 1 • 5 • 

. .. / ... 

sur 



Théorème 1 • 8. 

Soit C un A-module; les assertions suivantes sont équivalentes 

~ (D C est un _cogénérateur de tMod A 

~ ® C contient une enveloppe_injective de tout type àe module_ simple. 

~tion: Soit~ l'ensemble des type~o de modules eit:iplcs, et 

un· en.,emble de rer;réseritants de c-t:. On note C le module défini à un inomorphisme 
0 

près par 

C = il E (S' t) 
0 t E. ~ 

(où E (N) désigne une enveloppe injecttve de !! ) voir [ J p.our J r,. 1lfofir.i' ion) • 

sous ces notations, la coiidi t ion. ® s I écrit 

® Il existe O --""? C __ ...,. C 
0 

- Démonstration du théorème 1 • 8. --------------------
1 =7 2 

Soit S un A-module simple, et considérons le diagramme 

i f 
0 --:> S --~ E(S) - - - - -':> C. 

où ,<est l'injection canonique de S dans E(S), et f un morphisme de 
dans C tel que foi ~ 0 

Ker (foi)= Ker f (\ S J S 

(d-0nt l'existence est assurée par l'hypothèse 

, donc Ker f fl S = 0 • 

E(S) 

G)) 

E(S) étant extension essentielle de S, il s'en suit que Ker g = Ker f (\ E(S) = O, 

c 1est à dire que f est injectif. 

2 =;,, 1 Soient M et N deux modules, et f-/:-0 un morphisme de M dans N. 

f -/, o implique l'existence de x E M tel que f(x) -/:- O. 

Soit ~ = ). (x) = l a E A / ax = 0} 
·x-/, 0 implique ~ ~ A ; il existe donc un idéal maximal m de A contenant A • 

. . . / ... 



Soit S = A/m , et considérons la surjection canonique 

Soit E(S) une enveloppe injective de 3 contenue dans C, et soit g le 

prolongement de e à N. 
0 -,,Af (x) 

i 
> N 
/ g est un morphinme de N 

/ 
(9 / 

/ / g dans C , qui est tel que 
\i' 

E(S) ~ g 0 f (x) -/, o, donc tel que 

g 0 f t O • 

Corollaire 1 • 9. 

\ Il existe, à un isomorphisme près, un plus petit cogénérateur, qui est C
0 

• 

jMod A possède toujours un cogénérateur injectif, E(C) • Far contre nous 
0 

verrons au § 2 que l'existence d'un cogénérateur projectif n'est pas assurée. 

Module fidèle: on dit qu'un A-module à gauche M est fidèle si 

1. (M) = l a E A / Vm f: M 

est nul. 

, a m = 0} 

Propo~!!!on 1 • 1 O • 

Soit M un A-module les propriétés suivantes sont équivalentes 

<1) M est fidèle 

® Il existe un ensemble I et une injection 

- Démonstration 

I 0-:, A->M • 

Soit 
=.>-2 

I = M , et e E. Hom (A, ~) défini par (9 (a) = (a m) 
1 m(:: 

(5 (a) = O si et seulement si 

e 'est ainsi un monomorphisme. 

2 =>1 

étant contenu dans on a 

a E i. (M) , donc si et seulement si a = 

0 • 

... / ... 

0 • 
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Or on voit facilement que 1 (ri) = il en résulte de M est fidèle, 

Corollaire 1 • 11 • 

\ 'l'out cogénérateur est fidèle. 

- Démonstration : ce résultat se rl6dui t trivialement des propositions l • 3 • 

et 1 • 10 • 

Remarque: Nous étudierons au § 2 les aru:eaux caractérisés par le fait que tout 

module fidèle est cogénérateur. 

Propos!tio~ 1 • 12. 

~ Tout générateur est fidèle. 

- Démonstration 

On sait que, si G est générateur, il existe Gn -> A ->0 ; on a donc 

2 (G) = _i (en) C )! (A) = 0 , ce qui prouve que G est fidèle. 

Remargue Nous étudierons au paragraphe , les anneaux caractérisés r,ar le 

fait que tout fidèle est générateur. 

Soit C un A-module, et I uri ensemble quelconque 

sont équivalentes: 

CD C est cogénérateur. 

@ C(r) est cogénérateur. 

Cl) c1 
est ~ogénérateur. 

- Démonstration 

résulte de la proposition 1 • 7. 

3 =>1 

les propositions suivantes 

et de ce que C C c(Ik_ c1 • 

Pour tout A-module simple S, il existe une injection f 

soit en outre pi le projection de CI sur C, définie par 
de E(S) dans 

p. ( ( X . ) ) = I\_, 
·i JjE:I 

et posons fi = pi of. 

. .. / ... 



n 
i G. I 

Ker p. = 0 
l 
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entraine n 
i E- I 

Il en résulte l'existence d'un indice i 
0 

Ker f. 
l 

= 0 

tel que Ker f. 0 1 = 
0 

Ker f. f O pour tout i 
l 

S étant essentiel dans E(~) or, aurait 

Ker f. (1 S f O , c'est h dire SC Ker f. pour tout i, d 1 0~1 fi:.nlemer.t 
l l 

s C () 
i '=. I 

Ker f .• 
l 

f. est donc une injection 
l. 

0 

tout simple s , il en résulte 

~ropositi~n 1 • 14. 

de 

que 

E(S) dans C . Ce raisorir-.emen t f~ tH?! 1.: ·1tdable pour 

C est cc\;énéra teu!' ,Je \i·lod (tL0orème 1 B) I\ ' . 

Soit E un A-module injectif ; E est un cof,fr.'5rateur de \:•:od A ni et 

seulement si, pour tout simple S, il exi~~e un mor.o~orphis~e 

- Démonstration 

enveloppes injectives. 

Evidente d1aprè::i le théorèrr:e 3 • 8. P.t les propri6téz des 

Nous allons démontrer maintenant la propriété duale de la propriété pr{:cédente 

(alors que le théorème dual du théorème 3 . P • est faux en général). 

l Un A-module 

t A = 

G est un générateur de \Mod A 

L f(G) 
f € Hom (G,A) 

- Démonstration 

si et seulement si 

. 

• La condition est nécessaire car, si G 

(corollaire 1 • 5 .) • Il existe donc des 

est générateur, 

(ri) E 

A est quotient d'un 

Hom (G,A) tels 
n 1=1 ••• n 

que A = L 
i=1 

f. (G) 
1 

• La condition est suffisante, car, en posant I = Hom (G, A) , il existe 
G(I) s A )0 

d'fini par ~ ( (~)!€ I ) L.. f(x) = f E. I . 
. .. / ... 



~:'.~~!tio~1 • 16. 

Soit P un module projectif ;,les assertions suivantes sont 

équivalentes 

(D P est un générateur de \Hod A • 

® Tout A-module ~im_pl_e __ ~"i est un q~ott~nt ~-~~ 

- Démonstration: 

=-:>2 

Il suffit de considérer 

p __ _r - - .. ,. . .S __ 1 __ '>;; 

f o 1 ~ 0 implique f f 0 et donc f(P) = S 

(remarquons que ceci est vrai sru,::'. . 'h::: o• r.~.:;e 11·ojectif). 

2 =;-1 

Supposons que P ne soit pas gér,ératèur; d'après le leroe î • 15 

il existe un idéal maximal m de A tel q·.1e 

Considérons alors le diagramme suivant 

/ 

/ 
f / 
/ 

~ 
A q 

p 

..:..:. .. 
,:.___ f(p) C m • 

f G Hom (p,A) 

où l'existence de p est assurée par l'hypothèse @ , et l'existence de 

f par le fait que P est projectif. 

f (P) C m implique que p(P) = q of (P) = 0, ce qui est impossible. 

P est donc générateur. 

-:-:-:-:-:-:-:-



§2 - S-ANNEAUX A GAUCHE ET DUALITE. 

Défini tian 2. 1. 

On dit qu'un anneau A e_st ur, :J-,Hifle<Ju d •Jauche si tout ,\-module d 

gauche simple est isomorphe d .!d.!:!_Llé,il. 

Proposition 2.2. 

Les assertions suivantes sont équivaler.tes pour un anneau ;i 

0 A est un ':i-anneau à qa uC r,p 

(j) Pour tout idéal à gauche propre ()t,, Z( et) est. r, or, :'':., l. 

® Pour tout idéal à gau:tie max i:n,i l m, rn ---1 ~ ( m ) • 

-Démonstrdtion. 

1 ==) 3 

Si m est maximal, A/m est !l-Ï-ll\ple, donc i:;o;:ior,:ihe pa.r t·,_:;:.1otnèse 

à un idéal Aa de A ; on d Jonc m~l(a), 

que lZ.(m),iA 

3 ==) 2 

puisque 12.(m) contie;1t rn qui e~t rr,.:ixir?,Jl, il j a é:jalité. 

0v est contenu dans un maximdl m, 

est contenu dans· 'L( Dt-). 

2 ==> 

donc 2.(m), non nul d'après 3, 

Soit A/m un A-module à gauche simple; ~(m)IO implique l'existe~ce 

d'un élément a de A tel que ma~ □, ce qui entraine que m=l(a), donc 

que A/m est isomorphe à Aa. 

Définitions 2.3. 

On appelle idéal à gauche singulier d'un anneau A, et on note j(A
5

), 

l'ensemble des éléments a de A dont l'annulataur à gauche l(a) est 
essentiel dans A. 

On dit qu'un anneau est réduit s'il ne contient aucun élément nilpotent 
non nul. 
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Proposition 2.4. 

(i) Tout S-anneau à gauche semi-premier est serni-simµle. 

(ii) Tout S-anneau à gauche réduit ~,,f ";t!r;-.i-•_,imple. 

(iii) Tout ~-anneau à gauct,c dor1t l'ic~~al z.i qrJuct 1 t:: ::;inqulici: e:,t nul, 

est ~i-.-simrle. 

-Dérrionstri:i tian. 

(i} Si A es 1. serni-µremie1, tout id•;dl ~ rJcJuche sirnf.llt..: .,e 

facteur direct de A, donc ç;1oj(jctif. 

que tout A-module à gauche sim 1;le ~~-,t 

alors de la propusition J, 

r• lO j ,,CL if, 
I 

t e r é '; u l t , 1 t s e ;J ,5 J u i t 

(ii) (9] . Soit m u •, i. dé al ;::i CJ u u c t,, · !r, cJ x i m d 1 

2 • 2 i 1 ex i s t e a é A t e l q u e 1 ( d ) -- " 1 • 

Si A a f"\ l(a)/0 on aurë:it i1 n<..:.. 1(.:,) (r:uisque A .J est :;irnple), 

do n c · a 
2 

== 0 , c e q u i c o n t r e d i t l ' t, y p o t ' ; ;\ 'i e q u e A- e s t r é :.:: u i t . 

On a donc A a-'"'l(a)-=O, d'ot', ;ï rn $il.a. Tout idét:.11 :, 1Jauch1 rnaxirr:al 

é~ant facteur direct, A est semi-si~µle. 

(iii) 

à A a, 

'joit m un idéal à gaur.e maximal Je ,; 

avec aE,A, 

i,/r,, est isomorphe 

Si m est essentiel dans A, 

singulier de A/m est A/m 
or voit facilement que le sous-module 

donc :J:Je le sous-module singulier de A a 

est A a, ce qui entr·ainerait a:.:O, Puisque ceci est impossible, m est 

facteur direct de A, donc A est semi-simple. 

On peut démontrer que tout A-module d gauche simple dont le sous-module 

singulier est n,ul, est isomorphe à un idécJl de A. 

Définition 2.5. 

Soit X un sous-ensemble de M, et Y un sous-ensemble de M• on 

pose Z*(X}=[f€.M*: f(X)= □J et l*(Y)=[x~M; 'rJfc.Y, f(x)=□}. 

Z*{X) est l*(Y) sont des sous-modules respectifs de M* et de M ; 

si M~A, on retrouve les notions habituelles d 1 annulateurs à droite et 
à gauche. 

. .. / ... 



On a XCl* 'Z.*(X) 

et YCZ.* l•(Y) 

Définition 2.6. 

6-JB-

Z*(X)=~* l* 2*(X) 

l*(Y)=l* Z• l*(Y). 

M 
6M 

M** le morphisme défini par. 6M(x) (f)=f(x). 

On dit que M est sans torsion si ~M est injectif, et que M 

réflexif si 6M est bijectif. 

Proposition 2.7. 

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un rnodule M 

Q) M est sans torsion 

(I) Il existe un ensemble I et un monomorphisme 

-Démonstration. 

1 ==) 2 

On prend l=Hom (M,A)=M* et on définit M µar 

8 (x)=(f(x)) M* 
XE, 

est un monomorphisme 

2 ==) 

Soit x=(x.) jO il existe un indice • j tel que x . .,lo 1 iE-1 J 

la projection de AI sur A de noyau if' A. . 
i/j i 

soit P. 
J 

On a p. o 8 (x)~O . 
J 

Lemme 2.8. 

Soit N un sous-module d'un module M 

-

est 

-Démonstration. ------------- Soit X un élément de M/N. 
ëM/N(x)=□ équivaut à ce que f(x)=□ pour tout f 

è-di.re à ce que g(N)=□ implique g(x)=O pour tout g 

équivaut au fait que g appartienne à 1*(N) : on a donc 

* de (M/N) , c'est-

de M* ; g(N)=□ 

6M/N(x)=0 si 

... / ... 



et seulement si g(x)aO pour tout g~!*(N), c'est-à-dire si et seulement 

ii x appartient à l* l*(N). 

Proposition 2.9. 

Soit A un anneau. 

(i) Tout A-module à gauche M est sans torsion si et seulement si 

tout l* Z*(N)=N pour tout sous-module N de tout module M. 

(ii) Tout A-module à gauche de type fini est sans torsion si et seule

ment si la m~me propriété est vraie pour tout A-module à gauche M de 

type fini. 

(iii) Tout A-module à gauche monoqène est sans torsion si et seulement 

si Q'..,=l'l ( OC,) pour tout idéal à ___ tJ,~uChè Dt,, . 

(iv} Tout A-module à gauche simple est sans torsion si et seulement 

si A est un S-anneau à gauche, 

Les démonstrations sont évidentes. 

Lemme 2.1 □. 

Pour tout idéal à gauche ()(.,, , (Al {tt,)* est isomorphe à Z.( ~). 

-Démonstration. 

Soit 'Z ( Ot,) 
(} 

--➔) Hom(A/t9v, A) le morphisme défini par 

e (a) (x)= x.a 

est évidemment injectif, et si 

on vérifie que f= & (f(î)). 

• f est un élément quelconque de (A/oc.,) t. 

Corollaire 2.11. 

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A. 

(D A est un ~i:,neau à gauchlil. 

@ Pour tout A-module à gauche M de type fini, M* est non nul. 

-Démonstration. -------------
1 ==) 2 M étant de type fi ni, il possède ( [ 2] lemme 1 • 5) 

sous-module maximal N M/N t · h à · 
0 0 es isomorp e tun idéal de . A, tt 

.... / ... 



le composé de la surjection célnonique de M sur 

phisme est un élément non nul de M*. 

M/N avec cet isomor-
o 

2 ==) 

5 o i t 00 u n id é al à g a uc h e p r o p r e cJ e '' 

l(Dv)=(A/CN)* est non nul, 

à gauche. 

Proposition 2.12. 

donc (proposition 2.2) ,\ est .;:i 

Les conditions suivantes sont équivaler1tes pour un un~eilu A. 

A est un 

Pour tout A-module ~ g,.wct,e .. 1·,, non nul, 

Le dual de tout A-module ::i +1 -.i c:. e ~,i m ;:, l e es t 

-Démonstration. 

Hon, ( ;.; , 

i-u r-ineau 

1 == => 2 Soit M/40, et soit ~-J 1..,n sous-1:,0:Jule de type fini de M ; 

il existe d'après le corollaire 2.11 

A, donc de N dans E (A), 

0 N M 

f 1 
~ 

9 
E (A)( 

et f se prolonge en un morphisme nor, nul g de M dans E (A). 

2 =~ J Soit S un A-module à gauche simple, et soit f un élément 

non nul de 5 dans E(A) f est nécessairement un monomorphisme, et 

f(S)('\ A/40 entraîne que f(S) ~ contenu dans A, cjn,c. 11.<.(. ,S-1< =l:-0 

3 ==) 1 • Soit m un idéal à gauche maximal ; Z(m)={A/mf JO entraîne 

(proposition 2.2) que A est un S-anneau à gauche. 

Proposition 2.13. 

les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A 

G) A est un S-anneau à gauche. 

E(A) est un cogénérateur. . .. / ... 



@ Tout A-module à gauche fidèle injectif est un cogénérdteur. 

-Démonstration. -------------
1 <= =) 2 es t t r i via l 

3 =~ 2 est évident 

1 ==) 3 

Soit 

phe à un 

x de E 

E un injectif fidèle et 5 un A-module simple ".J est isomor-

idéal à gauche Aa SE/ □ er;traîne l'existence d'un élément 

tel que axfO • 

Soit alors 

entraîne que f 

un cogénérateur. 

~~~~E9~~ 

f le morphisme de ) 

est un monomorphisme, 

1..1ans E 

et donc 

défini par f(LJ)~ax : ftO 
(proposition 1.1.l) E est 

On peut démontrer ( [8] théorème 1) qu'un anneau artinien à droite 

et à gauche est un S-anneau à gaucne si et seulem~t si tout A-module à 

droite fidèle projectif est un générateur. 

Proposition 2.14. 

Soit P un module projectif de type fini. 

(i) P* est projectif de type fini. 

(ii) P est réflexif. 

-Démonstration. 

A étant réflexif, il en est de même pour tout module libre de type 

fini ; soit O ~ ex.,, ~ F ~ P ~ 0 une suite exacte, où 

P est projectif de type fini et F libre de type fini la suite étant 

scindée, il en est de même pour O----+ P* ~ f* ~ u* ~ O , ce 

qui prouve que P* est projectif de type fini. 

En outre, tout facteur direct d'un réflexif étant réflexif, P est 

réflexif. 

. .. / ... 
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Prctgosition 2.15. 

Soit A un S-anneau à droite toute suite exacte de A-modules à gauche 

0 ~ P ~ M 

f . · t ' '·' est sans tors1.·or·,, est scindée. où P est projectif de type ini e ou 1
• 1 

-Démonstration. -------------
Soit 0 ~ p -4 M, OLJ p èS t projectif de type fini et où M 

est sans torsion la suite M* ~ f-'. ~ N-=P*/lmi* ~ u est 

exacte, et, P* étant de type fi :,i j 1 d :·, It: S la proposition 2. 14 , il en 

est de même pour N. Le diagramme ,;u i va rit étant commutatif 

C 

t 
'** 

0 ~ N* ~ P** l. ) M** 

" 1 --1 s 1 :i 

1 p M 

0 ---+ p i 
~ M 

~ 

-V 
0 D 

i** est composé de 3 monomorphismes, on a N*=Ker i**=Ü. 

N est un A-module a droite de type fini ; si N,iO 
' 

rJ possède un 

sous-module maximal· N ( [2] lemme 1. 5) . N/N est alors un A-module . 
0 0 

à droite simple, donc isomorphe à un idéal de A, et il existe un morphisme 

non nul de N dans A. Ceci est impossible puisque N*=D, et donc N;Q, 

M* ~ P* ~ 0 est alors exacte ; P* est projectif d'après la 

proposition 2. 14, donc cette suite est donc scindée, ce qui impl.ique 

que 0 ---¼ P** ~ M** l'est aussi. p étant isomorphe à P** , et M 

étant sans torsion, il en résulte que 0 ~ p ---t M est scindée. 

~=!!!~~9~~. 

BASS démontre 1 1 équivalence des c ondi tiens suivant es ( [1] , théorème 5. 4; 

G) Toute sui te exacte O ~ P ---+ Q, où P et Q sont des . 
A-modules à gauche projectifs, et où P est de type fini, est scindée. 

@ Pour tout idêal à droite propre de type fini D, 1(0)#0. 
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§ 3 - ANNEAUX COOENERATEUR:"3 A GAUCHE 

= 

Théorème 2 • 1 • 

Les assertions suivantes sont équivalentes ,: 

(D A
8 

est cogenéra teur de Mod A 

0 Il y a identité entre A-module::, ü ~auche fidèles et cogénérateur3. 

Œ) Il existe un cog:énéra teu r pro~:c_t_if. 

- Démonstration 

:::)2 

Soit 

tion de A dans 

F un A-module fidèle ; d'après la proposition 1.10, il existe une injec

F1 ; pour tout A-module M, il exinte en outre une injection de M 

JM 
dans A . Il en résulte pour tout 

JM x I 
M, ur.e injection de M dans F , ce qui prouve 

que F est cogénérateur. 

2 ~ 1 ='> 3 est trivial. 

3 => 1 Soit p 1.::: cogénérateur projectif ; p eGt facteur direct d'un libre L , 

qui est cogénérateur d'après la proposition 1 .7. Mais L = A 
(I) 

et donc A est cogfSntS-
' 

d'après la proposition 1.13. 

Tout anneau cogénéra teur à gauch_e en t évidemment un 3-anneau & gauche. 

Proposition 3.2. 

Les assertions suivantes sont équivalcr,tes pour un anneau A 

A est cogénérateur :! gauche 

Tout A-module à gauche est sans torsion 

Le module C est sans torsion 
' 

IMod A possède.un cogénérateur sans torsion s . 

- Démonstration 

1 =)2 Se déduit des propositions 1.3. et 2,5. 

2 => 3 est trivial 

3 =) 4 est trivial 

4 =>1 Soit C un cogérnfrateur sans torsion. C est contenu dans un AI (propo-

... / ... 
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sition 2.4), donc AI est cogénérateur (corollaire 1.9), ce qui entraîr!e qu'il en est de 

même pour A (proposition 1.13). 

Théorème 3.3. 

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A• 

(D A est cogénérateur ù gauche 

® Pour tout A-module à gal;lche M , ,,t tout sous-module N de M, 

l* Z* (N) = N 

- Démonstration 

Se déduit immédiatement des propositions 2.2. et 3.2. 

Corollaire 3.4. 
Si A est cogénérateur ù ga~, on a, po'.1r tout idéal à. gauche ~ , 

C7r=lZ(0t.) 

Proposition 3.5. 
Si A est cogénérateur à gauche, et si D est un idéal à droite maximal tel que 

1 (D) soit non nul, alors l(D) est simple. 

- Démonstration 

Soit a un élément non nul de l(D) ; aD = 0 implique D = 2. (a), d'où 

l(D) = 1 Z. (a)= 1 'Z (Aa) = Aa 

d'après le corollaire 3.4. , ce qui prouve que l(D) est simple. 

Proposition 3.6. 
Si A est un anneau auto-injectif à gauche, ?- 1 (D) = D pour tout idéal à droite 

de type fini D, 

- Démonstration 

(,i4 J 

?roposition 3,7, 
Si A est cogénérateur à gauche, et si l'idéal aA est simple, alors Aa est simple. 

- Démonstration 

Soit b un élément non nul de Aa • Abe,Aa entra!ne t(a)c l.(b) /, A , d'où 

L (a) = Z. (b) , et finalement 

Aa = 1 t. (Aa) = 1 1. (a) = 1 2.. (b} = 1 2. (Ab) = Ab • 

. . . / ... 



Corollaire 3 .8. 
Si A est cogénérateur à gauche, le soclf! droit de A est contenu dam; le socle gau-

~ de A. 

- Démonstration 

pour tout if I , Aai est simple, donc est ccr,tenu dans S(A8) on a donc 

'lJ i , a. ( S (A,.) , 
1 . ) 

' é ' déd . t ,-! (Ad) C. '.'.(A ... 1, et le socle gauche etant W1 id al bilatcre, on en u1 que ,, ~ 

Lemme 3,9. 
Soit Aa un idéal à gauche simple d'un ar:neau A , t<-'l que Aa poRs;,d,.~ 1me enveloppe 

injective cor.tenue dans A , aA est sir.;ple et c'e:1t le socle de Z 1 (a) . 

- Démonstration 

Soit b ur, élément non nul de ~ l(a) ; l(a) C l(b) /= 0 er.tra1ne l(a) = l(b), 

et l'application f de Ab dans Aa définie par ,f ( À b) = a est un isomorphisme 

puisque Aa C E(Aa) CA , f est la rnul tiplica t:ion r, droite par un élément y 
O 

dfY A ; 

on a donc f (b) = a = by , ce qui prouve que a A C bA • 
0 

Il en résulte que a.A est simple, et que 11 (a) est une extension essentielle de 

aA • 

Corollaire 3.10. 
Si A est un anneau cogénérateur et ir..iectif à gauche, 'L(m) est un idéal à droite 

simple pour tout idéal~ gauche maximal m. 

- Démonstration 

A étant cogénérateur à gauche, il existe W1 élément a de A tel que A/m soit 

isomorphe à Aa, c'est-à-dire tel que m = l(a) • As étant injectif, le lemme 3.9. prouve 

que a.A est simple ; on a, d'aprè~ la proposition 3.6. , 

7.(m) :;: i l(a) = Z. l(aA) = aA • 

Proposition 3,11; (1~ 

Le socle droit d'un anneau cogénérateur à gauche est essentiel daru~ Ad • 

1 ... / ... 
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.... Démonstration 

Soit aA un idéal à droite non nul ; l(a) est contenu dans un idéBl b gauche ma-, 

ximal m , et, A étant cogénérateur ~1 gauche, est isomorphe à un idéal à gauche sim-

ple Ab tel que Ab possède une enveloppe injective contenue dans A. 

Soit p la surjection,:anonique de A/l(a) ;ur A/rr._ 

,v p rv l '( ) 
Aa ----4 A/l(a) .----=---4 A/m ~Ab ~ E Ab CA • 

1.1) = i" p <> p.,o< est la multiplication à droite pur un élément y O de A 
1 

= b = ay 
0 

on a donc 

ce qui prouve que bA est contenu dans aA; et: outre le lemme 3.9. prouve que bA est 

simple. 

Corollaire "S. 12. 

Le socle droit u·un anneau cogénérateur h gauche est le plus petit sous-module t'!Ssen

..titl de Ad • 

- Démonstration 

Elle résulte trivialement de la proposition suivante, appliquée au cas où Mm Ad. 

Proposition 3.13. 
Pour tout A-module M, le socle de M est l'intersection des sous-modules essen

~ de M • 

- Démonstration -------
Tout sous-modulé essentiel de M contenant tout sous-moduld si~ple de M, le socle 

de M est évidemment contenu dans l'intersection des essentiels. 

Réciproquement, soit M l'intersection des essentiels, et soit N un sous-module 
0 

de M
0 

• Prenons un complément K de N dans M ; N 61K étant essentiel dans M , il 

contient N , et on a alors 1 
0 

N = (NEBK)"N) = N(B (KnN) 
0 0 0 

ce qui prouve que tout sous-module de N est facteur direct de 
0 

seini-simple. 

N
0

, donc que 

. .. / ... 
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Théorème 3, f4. 
Soit A un anneau cogénérateur et auto-in,jectif h gauche. 

(i) Pour tout élément a de A, Aa 0st simple si et seulement si aA eat simple. 

(ii) La correspondance Aa~ ét&hli t une bi,jection entre l'ensemble des tvpes de 

A-modules à gauche simples et l'ensemble des types d'idéaux~ droite simples. 

- Démonstration 

(i) Se déduit de la proposition 3.7. et du lemme 3,9. 

(ii) AS étant cogénérateur à gauche, tout A-module à gauche simple est isomorphe 

à un idéal. 

Supposons que Aa1 et Aa2 soier.t des idéaux à gauche simples isomorphes, et soit 

f un isomorphisme de Aa1 sur Aa
2 

Posons a' =>-a 2 =f(a) 
2 1 

On a 1(a
1

) = l (a•
2

) 

d'où a 1A = li (a 1A) = 11 (a
1
) = '1.1 (a 1

2) = Zl (a 1

2
A) = a 1

2
A 

c'est-à-dire a
1
A = À a

2
A 

g 
Mais ai ---:> >. ai défini par g(a 2 ) = ~ a

2 
est un morphismd surjectif 

non nul, donc un isomorphisme, entre a
2
A et ~ a

2
A ; il en résulte que a

1
A est isomor

phe à ai . 
Le même raisonnement (utilisant cette fois l'égalité l~(Œ) = ôC pour les idéaux 

à gauche) prouve que si a 1A et a2A sont simples isomorphes, Aa et Aa
2 

sont isomor-

phes. 

Corollaire 3. 15. 

Le socle gauche et le socle droit d'un anneau cogénérateur injectif à gauche cotnci-

Proposition 3.16, 

Tout anneau commutatif cogénérateur est auto-injectif. 

- Démonstration -----
A ,tant cogénérateur, 11 contient C • en outre C t f'dèl ( 11 · 1 11) 

0 • 0 es 1 e coro aire • , 

donc Ann C = 0. Mais C ~ Ann (Ann C) 
0 0 O (corollaire 3.4.) d'où C a A 

0 

... / ... 



Il en résulte que 

est injectif, 

C 
0 
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est som:nt~ dirc~cte finie d'injectifs ir,décompo:i&ble:. 1 , donc 

Cette propriété n•est pas vraie en gér,éral lorsque A n'est pas commut~~if (contre 

exemple dans [ 10 J ) . 



§4 - ANNEAUX PRESQUE f'RORENIUSIENS -A GAUCHE 
=================~=~------------------

Proposition 4.1. 

§.Qll 
Ef> S. 

l 

A un anneau auto-in.iectif à eü.ueh~, d~ socle e::ü.tcl,e 

essentiel dans A
5 

• :;oit J (. I tel que tous les 

soient de tyies distincts; et que chaque 

soit isomcr,he à l'un des (3.) . T • 

On uose 

J ,l c:: ' 

E( S . ) , id ~al ?1 1--.,aucLe de 
.l 

A • 

Les assertions suivantes sont alors équivalentes, ..,our t..r. 

A - module F': 

1) F est fidole. 

2) F
0 

est isomorphe 3 un sous-module àe F • 

Dérnonstrü.tion: 

Démontrons tout d'abord que F 
0 

est fidèle : il suffit pour 
cela de prouver que, pour tout i 

thèse s1 est isomorphe h l'un des 
de I , 3. F :/ 0 ; Or p•é!r hypo-

1 0 

S. ; il existe donc un mono
J 

morphisme O ~ ~3i ~ E( S j) , qui est en fait la multiplication 
à droite par un élément y de E(:3.) : 

2 ==~ 

===) 2 

0 J 

s'en déduit aussitôt. 

F étant fidèle, S. F ~ 0 oour tout j de J; 11 
J 

8. 
Xj€, F tel que Sj xj -1 0. Soit alors E(Sj) ~ F 
Qj(a) = a xj ; G. ~ 0 et Sj simole impliquent que 

donc q~e Gj esi un monomorphisme. On en déduit 

existe donc 

défini "lar 

Ker Q {' S; == 0 , 

a.1~ 
(puisque la famille deé (Gj(s.B. est 

J J E.. J indépendante) un 
monomorphisme de F dans F. 

0 

Rems.r~ue: ----~--
Le théorème précédent reste valable si l'on suppose seulement que 

••. I ••• 
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le socle gauche de A est es::.ientiel dans A , et que E(A) m 
pro.jectif. 

En effet, en conservant les notations précédentes, on construit 

une famille E(Sj) d'enveloppes injectives ·c1es Sj conten1tes dar1s 

E(A) ; les modulee E(S.) étant injectifs ind~composables et pro-
J 

jectifs, on sait qu'ils sont isomorphes~ des facteurs directs 
A e. de l'anneau ; on d érnontre comme précédemment que l!.t f,1mille 

J 
des (A e.). E- J est indépendante, et. l'on nose P = $ A e, , 

J J O .1 €. .J ,1 

idéal 3 gauche de A 

La suite de la démonstration se re".'roduit sans cba11r-ement.. 

Théorème 4 • ;:·. 

Soit A un anneau quelconque, et soit C
0 

la somme directe des 

enveloppes injectives des types de simples à gauche ; les assertions 
Süivantes sont équivalentes : 

(D (i) A est cogénérateur a {;::..lt,i..QL,~ 

( ii) A/H est semi-si_rnple 

@ ( i) A est cogénéra teur ~-1. gauche 
(ii) dim (A) est finie 

s 

Q) ( i) A est cogénérateur _~1 g:auch_e_ 

(ii) Il n'existe qu'un nombre fini de types de A-modules à 
gauche simples. 

© (i) A est cogénérateur à gauche 
(ii) C

0 
est injectif 

@ C
O 

est un générateur 

® (i) A est injectif 

A'R (ii) 
(iii) 

est semi-simple 
S(A

8
) est eseenttel dans 

'(j) ( i) A8 est injectif 

(ii) A/Rest semi-simple. 

. .. / ... 
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(iii) S(A
8

) est essentiel dans Ad • 

@Il y a identité entre A-modules à gaucbe générateurs e~_..fi<!fus. 

@ Il y a identité entre A-modtA.les à gauche _générataurs et C.Q.:

générateurs. 

Démonstration -------------
ou 2 ===,) 3 trivial 

3 ===> 4 
4 ===) 5 

trivial 
soit C

0 
= ED 

i t. I 
î,' ( '-' ) 

.i ·). 

1 

C
0 

est facteur direct de 

Il existe alors n types de 

A donc card T <QI) . solt n = card 
' ' 

A -modules à vauche sim·Jles . les 
' 

( E( S. ) /_ ) étant simples 
\ 

1 
/ RE( S.) 

1 i= 1. •. n 

( [ 2] ' 
proposition 2.;:) et 2 ['t 

non isomorphes (d'après (2) , théorème 1.9), tout A module ~:1 

gauche simple est isomorphe à l'un des E(S 1/ 1 RE(S 1 ) 
, Jonc à un 

quotient de C
0 

C
0 

étant projectif, la proposition 1.16 prouve que 

un générateur de IMod A 
s 

5 ===> 6 

C · est 
0 

A est facteur direct d'un C n (corollaire 1 .5), donc est 
0 

2 

somme directe finie d'injectifs indécomposables F.(31 ) , i=1 ••• n 

Les 3 propriétés de (0 s'en déduisent aussi t8t. 

6 ===} 8 

Soit 
n 

A= $ 
i=l 

n 
E( S.) = $ A e. ; A 

1 i=1 1 
est à la fois semi-parfait 

injectif, et de socle gauche essentiel dans A • Les idéaux G 
S 0 

et F
0 

, construits resoectivement en [2] pro~osition 4.5 et à 

la pro9osition 4.5 sont alors égaux, ce qui ~rouve qu'il y a iden
tités entre génératuers et fidèles, qui sont, à un isomor~hisme 
Ylrès, les modules contenant G

0 
Q) est donc ?rouvé. 

Notons 
p 

G0 = F0 = G> A e1 , p ~ n; A/R étant semi-simple, 
1=1 

... / ....... 

I • 



tout A - module à gauche simple est isomorphe à l'un ~es 
types de simples i ~~uche, et il y a ainsi p 

Or les (S.) sont des id~aux à gauche simples I i ~ non 
l i= 1 ••• D 

isomorphes. 

Tout A - module à gauche simple èst donc isomor'1he à l' •J.n des 

s
11 

ce qui )rouve que C
0 

= G0 = P0 

6 ===> 9 
6 ===> 1 

6 ===) 2 

8 ===) 5 

9 ===) 8 

sont alors évidents 

est trivial 

L'anneau A est cogénérateur de IMod Ac ; il résulte du théorème 

2·. 1 que tout fidèle est cogénéra teur donc,~ d' apr~s Œ) , est géné-

rateur. 

6 ==~ 7 

On sait que A est cogénérateur h gauche, puisq~e 6 ==:::) 1 , 
donc que S(Ad) est essentiel dans Ad (proposition 2.14) ; comme 

S(Ad) est contenu dans S(A
8

) (corollaire 2.11) le socle gauche 

est bien un idéal à droite essentiel. 

7 ===> 1 

L'anneau A est semi-parfait d'après [2] proposition 4.2, et 
il contient tous les tyoes de modules simples à gauche d'après l2) 
théorème 5.1 ; A étant injectif, A est cogénérateur à gauche, et 

s 
A/R est semi-simple ouisque A est semi-pârfàit. 

Défini:tion. 

Un anneau vérifiant les conditions µrécédentes est aooelé oresgue 
frobeniusien à gauche ; la question de savoir si tout anneau ~resq'U# 
frobenuisien à gauche (noté P.F. à gauche) est également P.F. à 
droite est ouverte. 

Pro:position 4.3. 
Un anneau oogénératm,xr a gauche et noethérien à dr9ite .Q1! à gauche 



est ~ 

-Démonstration: 

- Si A est noethérien à rau.cLe, A est P. F. èi ra.uche d 'a: 1 r~·s 

la condition ® du tbéorbme pr8c8den t., donc c'est un anne~: ... noe

thérien et injectif à r-sauche, c~ q•.ii impliqu~ ([4J) qu'il est Q.F. 

- Si A est noethérien ?1 ,lroite il est artinien à caucl.e d'après 
~-1, 

le corollaire donc noetl1~rien ?.i c-:.:.uc:ie, e L on est ramené au cas 

précédent. 

Proposition Ï·1 · 
Soit A un anneau p. i:''. _a f?;i)UÇhe. 

(i) 3(A
8

) :.: S(Ad) , et cet. idéôl. v:..it essentiel dans As et 

dans_ Ad , noté J . 
. (ii) Tout idéal à droite ou~ gauche simple est i~omorphe ~ un 

idéal. 

( i i i ) R = r -f ( R ) = i r ( n ) = .l ( ·::f' ) - r ( -f ) • 

(iv) ,-J = ,€ (R) = r(H) 

(v) R = ·(A ) J s (id~aux sinf~liers h gauche et à droite 
de A). 

Démonstration: 

~H 
(i) L'égalité des socles résulte du corollaire et l'essentialité 

résulte du théorème 4.2 et de la pro~osition 3.11 • 

(ii) Résulte du théorème 3.14 et de la définition d'un cogéné
rateur. 

( iii) La proposi td.on 5 .8 de [?] prouve que R = r ,f, ( R) = i r(H) • 
En outre, A contenant tous les types de simples à droite et à 

gauche, R = .1, ( ,J ) = r( J ) . 

(iv) À, (R) = l r(Â) = 1 d'après le corollaire 3.4 ;:f étant de 

l idé l à d ( C "'-~a.~ . .t pus un a roite de type fini pNpoeM1eft ~.6), on a 

r(R) = r.l(--J) = :f . 
{v) R = j(A

8
) puisque A

8 
est injectif ([ ]) ; soit d'autre part 

.... / ... 
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a un élément de R ; r(R) = f c:....,. r(a) implique que r(a) est eLlsen

tiel dans Ad , donc que a appartient à j(Ad) • Réciproq~ement, 
j (Ad) ne contenant aucun idempotent n.on nul, le corollaire '.',. ,_i de 

[2] prouve que j (Ad) est contenu dans H . 

Prooosi t.ion 4,. S. 

So:i t e un idem•)otent d'un anneaq P .F. à rauche ; les conrH t-.ions 

suivantes sont ~quivalentes : 

CD Ae est co-irréduc ~ible. 

Cg) e est orimitif. 

d) eA est co-i_r_rédu.cti~. 

-Démonstration 

1 (===) 2 puisque A 
s 

est injectif 

3 ===)2 est toujours vraie 

2 ===) 3 

e étant primitif et A semi-parfait, il existe ~ee idempotents 
primitifs orthogonaux (e 1 , ••• , en) tels que l e 1 = 1 et que 

e 1 = e (on obtient ces ei en décomposant A(1 1=1
e) en somme 

directe de locaux). On a al~rs 
n 

( e A) = $ 
i=2 

A e. G Re © 
J. 

A e. ) = 11 \, ; 
l. 

1fl étant maximal, r(m) est simple d'après le corollaire 3.10 . 

Or r(m) = r(Re) Î\ eA = r(R) (\ eA = :_{(\ eA = e -:f • 

.J étant essentiel dans Ad , e -:f est essentiel dans eA , donc 
eA est extension essentielle d'un simole. 

Corollaire 4.6. 
Un anneau P.F. à gauche est de dimension finie à droite et à 

gauche et ces dimensions sont éeales. 

-Démonstration. 
' -------------
Il suffit de décomposer A en 

n n 
A = 

1
~_

1 
A e 1 :::i $ e1 A locaux, 

1=1 

... / ... 
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et d'apoliquer la ~ro~osition précn.dente. 

Pro'Josition 4.6. 

Soit A un anneau P .F. t r:aucLe ; nour tout idéal \ droi 1,P. D , 

r-i (D) est ~r.tiel dans un fucte,;r direct eA ; en outre, si D 

est contenu dans un facteur direct fA, on peut choisir e d~ns 

fA. 

-Démonstration. --------------
On fait la démonstration dans le cas où !) C... f A ( il suffit ·le 

prendre f = 1 dans le premier c:..is). 

A ( 1-r') =~(f A) C ,t ( D) , donc rt(0)c r(A f) = f A . 
A ( 1-f) est factet..;.r direct de t ( l)) . soit . 

,{(D) = A (1 - f) 1:P [_, 

A étant semi-parfait, on peut i6composer C en 

~i.VeC ::S C. .. R • 

A (1 - f)(j;) Ag est injectif donc est facteur direct de A : soit 

.\ ( 1 - f) Œl Ag = A( 1 - e) 

On a alors 1 ( D) = A ( 1 - e) ~ l1 

d'où r: X ( D) = eA n r ( ~ ) 

avec J = r( R) C r( tI ) 

) étant essentiel dans Ad , r.l ( J;) est essentiel dans eA ; en 
outre 

A(1 - f)G A(1 - e) implique eA C fA, c'est-à-dire que e 
appartient à fA • 

~~~9;!:~~~: 

Cette démonstration reste valable dans le cas où A est semi

parfait de socle droit essentiel à gauche, en remarquant que dans ce 
cas,·d'après le théorème 5.5 de [2_] , A(1 - f)œAg est encore 
facteur direct de A. 

. .. / ... 
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Corollaire 4.8. 
Soit A un anneau P.F. à gauche de socle -J 
gauche (respectivement à droite) simples de 
idéaux ~ (respectivement e .J ) , où e 

1 

primitif de A • 

-Démon, .. ra1iion. --------------

• les idéaux à , . 

A sont tous les 
est un idempotent 

A gauche:: Soit S un idéal~ fRuche simple; E(S) = Ae , ob e 
est primitif, et S = Ae (\ -1 = · ~ e ; réciproquement, si e est 
primitif, je =· Ae (\ .J est simple. p·.üsque Ae est co-irréduo

tible de socle essentiel. 

-M~me démonstration à droite, puisque tout idéal~ droite sim~le 
a A est égal à r .-t ( aA) (proposition 3. 6) dpnc est essentiel dans 

un eA d'at;,rès la oro,,osition 4.6. 

Théorème 3.9. 
Tout anneau coeénérateur à droite et injectif h rauche est P.F. 

à droite et à gauche. 

-Démonstration. 

Démontrons que A/R est semi-simple ; A contenant par hypoth~se 
les enveloppes injectives de tous les types de simples à droite, 11 
suffit, d'après le théorème 2.7 de [2] , de démontrer que tout idéal 
à droite simple ~A possédant une enveloppe injective contenue 
dans A possède une couverture projective. 

Pour un tel aA, l'idéal Aa est simple d'après la proposition 
3.7 ; soit Ae une enveloppe injective de Aa. Ae est local 
~ [2] lemme 2. 3) ,. donc Â ë est simple ; ê Â 1 1 est aussi puisque 
A est semi-premier, et Aa e, Ae implique r( e) C. r a ; On peut 
donc définir un morphisme non nul p de eA dans aA en'posant 

p (eA) = al\, 

eA étant local, Ker p C. ·e R , donc est superflu dans eA , · ce qui 
prouve que 

eA J) )aA---..)0 

••• I •• • 
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est une couverture projective de aA • 

Théorème 3.10. 

Les assertions suivantes sont équivalentes pour un anneau A : 

(D ( i) A est covénérateur à p:au.cLe 

(ii) A est un S - anneau à droite. 

@ A est P.F. à gauche. 

-Démonstration 

2 ==0 1 a déjà été fait (proposition 3.4) 

===) 2 Démontrons que A/R est semi-simple ; il suffi+, pour 

cela ( [2] théorème 2. 7). de prouver q :,.e tout A - module à droite 

simple possède une couverture projective ; soit donc G un simple 

à droite, qui est isomorphe par hypothèse~ un idéal aA ; la pro

position 2.10 pour que Aa est simple ; en Dutre Aa est isomorphe 
' 

à un Ab qui possède une enveloppe injective contenue dans A • 
Soit f un isomorphisme de Aa sur Ab , et soit c =- f(a) ; on 
a Ab = Ac 

et f 
Aa --) Ac L4 E( Ac) C. A 

prouve l'existence d'un. y
0 

dans A tel que f(a) = c = ay
0 

• 

On a donc 
simple et c 

èA C aA, ce qui implique l'égalité puisque 
non:nul. 

Soit alors E(Ac) = Ae • 

aA est 

Ac C.. Ae imulique r( e) c. r( c) , et on en déduit comme au théorème 
précédent que eA est une couverture projective de cA = aA 

Corollaire 4 . 11 . 

Un anneau cogénérateur à droite et à gauche est P.F. à· droite 

et à gauche (ce qui généralise au cas non commutatif la pro1osition~~)GJ. 

Corollaire 4. 12. 

Les propriétés suivan~es sont équivalentes pour un anneau A: 
CV A est P .F. à gauche 

@ (i) E( A) est sans torsion 



6-':J1-

( ii) A est un S - anneau h droite et ~t gauche. 

-Démonstration. 

===)2 Résulte du corollaire des propositions 3.2 et 3.4. 

2 ===)1 E(A) est corénérateur h cauche; le th~orbme 4.10 

permet de conclure. 

Théorème 4.13. 
Un anneau A est P .F. \ rauche :ü et .seulement s'il est cor·éné

rateur et_injectif à gauche. 

-Démonstration. 

Q cD théorème 1 • 

Théorème 4 . 14 • 

Les assertions suivantes sont équiv:.:1lentes pour un anneau A •. 

G) Tout quotient et tout sous-module d'un module réflexif est 

réfléxif. 

@ Tout A -module à droite de tyRe fini et tout A - module à 

gauche de type fini est réflexif. 

G) Tout A - module à gauche monogbne et tout A -module à droite 
monogène est réflexif. 

3) A est P .F. à gauche et à droite. 

-Démonstration 

===) 2 Car As et Ad sont réfléxif s 

2 ===) 3 Tri Vial 

3 ===) 4 

- A est auto injectif à droite: 

Soit Ot-un idéal à gauche de A ; la su'itte :]) ~ ®k.." :i,1> A
8 
~ _ _A/ot--~ o. 

est exacte, donc il !ln est de même r~m· 

* i*' -0 --4 (A/ot) ---; A* .. .::: Au 

·• ·• ,. / .. , .. 
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en outre on sait que (A/0~)* est isomorphe à t(OC). 

Soit C=.Ad /i( 0(,) , qui est réflexif par hypothèse. 

On a le diagramme commutatif 
...... - ~..-
L ~ 

(Akiv)** 0 > C* A** ---➔ 0 
A r~ A 1 

~ :o<. : ;f 
1 

1 1 . 
0v 

.(. çt: A.,,~ ) 0 0 ) ) A ) 

e, et ;f sont des isomorobismes, donc j** est surjectif ; on sait 

qu'il existe alors un isomorni. isme « de Ot. sur C* rendant le 

diagramme commutatif. 

ex,* est ainsi isomor,he 2i C**, rJonc it · C, et le morol.isme cano

nique de Hom( A
6

, A
8 

À::!...iHom( Ol, A
8

) est surjectif, ce qui :,rm.ve 

(.condition de Baer) que. 1\ est injectif. 

• Une démonstration analogue prouve que A 
d est injectif. 

• A contient tous les types de simples à droite et à gauche • 

est i'somorphe à oc.*, 
oc** ; on démontre de 

Pour tout idéal à gauche non nul pt, , 'l.( c}(.) 

donc est non nul puisqu'il en est de même pour 
m&me que l(D)iü pour tout idéal~ droite DJO. 

La proposition 2-2 permet de conclure. 

4 ==) 

Soit M un A-module à gauche réflexif, et N un sous-module de M. 

A8 et Ad étant injectifs, la suite 

0 ~ N** ~ M** ~ (M/N)**---, 0 
sans torsion puisque As est cogénérateur 
2.4), on a le diagramme commutatif suivant 

est exacte ; N et M/N étant 

(corollaire de ·1a oro~osition 

••• ,I • r • • 
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0 0 0 0 

! t -l, 
0 ~ N ~ M ~ M/N ~ 0 

l l 
1 

8N SM si'</N l 
0 ""--1 N** ----} M** ---1 M/N ~ 0 

1 
0 

On vérifie facilement que SM.IN est surjectif, donc qu'il en est de 

même pour SN • Même démonstration :':t droite. 



§5 - ANNEAUX SEMI-FROBENIUSIENS A GAUCHE 
== == == =========== == - - - - --·- ---· - - .-· ·--- - - - -= 

Théorème 5. Ll · 

Soit A un anneau par~ait à droite 

équivalentes. 

1es propriétés suivantes sont 

(D A est cr:gé néra teur à ga uc ~'e. 

@ A est auto-injectif à gauche. 

Q) Tout A-module à gauche injectif indécomposr1ble est projectif. 

@) Tout A-module à gauche .e..E.Q.iectif irdécomposable est injectif. 

@ A est presque frobeniusien à CJducne. 

Un tel anneau sera dit semi-fro.bénhJsj.en à qc.:1uche {noté S.F. à gauche)~ 

-Démonstration. 

·Remarquons tout d'abord que, A étant pacfait à droite, tout A-module 

à gauche non nul contient un simple en particulier le socle gauche de A 

est essentià dans A5 . En outre, t1/R . est se:,,i-::,imple. 

ou 2 =~ 5 se déduit alors immédiatement du théor~rne 4.2. 

5 ==) 

==> 3 

et 5 ==) 2 est trivial 

Tout injectif indécomposable est enveloppe injective d'un simple, donc 

isomorphe à un fact~ur direct de A. 

Soit 5 un simple ; E{S) est injectif indécomposable et projectif, 

donc (prop.2.2. de (2 ]) monogène ; la suite A~ E(S) ~ O est 

alors scindée, et E(S) est isomorphe à un facteur direct de A. 

5 =➔ 4 

Tout projectif indécomposable étant isomorphe à un facteur direct (local) 
de· A ( Th écrème 2. lfC 2

3/et A étant au to-inj ec tif, la propriété est bien 
vérifiée. 

4 ~=> 2 

A est semi-parfait, donc somme directe finie de ~rojectifs indécompo-

sable ; ceci entraine que A ·s est injectif. ... / ... 



Théorème 5.2. 

Si A est F ' h tout /,-module à tJauclie injectif de type fini 5. . a ga uc e, 

est pro i ectif, 

Ce théorème va résulter de deux lemmes: 

Lemme 5. 3. ( [ 1] ) 

Soit F un A-module injectif et P un A-module projectif 

épimorphisme p de F sur une enveloppe injective de P 

p 
F E(P) ~ 0 

~scindé. 

-Démonstration. -----·--------
Soit Q=p- 1(F), et soit ~ la restriction·de p à W 

1T scindée 

tout 

soit g la suite Q 

section de 1Î 

p 

et soit 

0 est exacte~ donc 

K=Ker 11' et P' =Im· g la restriction de 

à P' est un isomorphisme de P' sur P ; en outre K~Ker p. 

P étant essentiel dans E(P), on vérifie facilement q4e W=p-
1 

(P) 

est essentiel dans F=p-
1 (E(P)) on a donc F=E(K) $ E(P 1

). 

une 

p 

Ker pnP'== □ implique que la restriction de p à E(P') est injective, 

ce qui entraîne que p(E(P' ))=E(P). 

Sait maintenant x un élément de E(K) ; il existe y dans E(P') 

tel que p(x)=p(y),:c'est-à-dire tel que x-y appartienne à KcE{K). 

Il en résulte que y appartient à E(K)n E(P)~□, donc que p(x)= □, ce 

qui implique que E(K)=K est un facteur direct de Q. 

Si on note h l'inverse dè l'isomorphisme p/E(P'))on en déduit que 

f=Ker p $ Im h. 

_Proeosition 5.4. 

Si A est S.F. à gauche, toute suite exacte F ~ E ~ O 

où E et F sont des A-modules à gauche injectifs est seine~. 

-Démonstration. ------------
Le'sacle Ef> Si de E est essentiel dans E, 

iE.I 
et P= ,ip E{S.} 

l. 
iE-1 

... / ... 

est 
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projectif d'après le théorème 5.1. puisque E(P)=E, la suite exacte 

f---, E ---j O est scindée d'après le l~mme 5.2. 

Corollaire 5.5. 

Tout modul~ è gauche de dimension injective finie sur un an~eau 

S.F. è gauche est injectif . 

.Qimonstration du théorème 5.2. 
n 

Soit E= C A x. 
J. 

un module injectif, et soit p une couverture 

projective de E ; on vérifie facileme~t c1ue P est de type fini, donc 

somme directe finie de projectifs indécomposables ; le théoèrne 5.1 prouve 

que P est injectif, donc (proposition 5.4) , la suite P ~ E---, 0 

est scindée, ce qui prouve que E est µrojectif. 

La condition duale "tout projectif rJe type fini" est équivalente à 

!'auto-injectivité de 

Proposition 5.6. 

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A 

(D A est 5. F . à gauche 

@ (i) A est:cogénérateur à gauche 

(ii) Les 'Z.(a), aE.A, vérifient la condition de chaine ascendan.;,. 

-Démonstration. 

(i) est évident 

(ii) A étant parfait à droite, les idéaux à gauche monogèneo S vé

rifient la condition de cha!ne eescendante. 

Soit alors une suite croissante d'annulateurs 

c.. ' • • • • • c.. 

... / ... 



On a ll(a )=lÎ(Aa )=Aa n n n 
d'après le corollaire 3.4. ; il en résulte qu'il 

existe un entier n pour lequel on a Aa =Aa 1 = ••• , 
n n+ 

que la suite dont on est parti est stationnaire. 

2 ==> 

ce qui implique 

Il suffit, d'apr~s le théorème 5.1., de prouver que A est parfait à 

droite, ce qui se démontre exactement comme ci-dessus. 

-~!:~~E:9.:!~~ 
On peut remplacer la condition @ (ii) précé~ente par la conditio~ 

de chaîne ascendante sur les '2{ a,), où Ot; décrit l'ensemble des idéaux 

à gauche de type fini de A. 

Propositio~ S.7. 

Les assertio1·,s suivar.tes sont équivalentes pour un ar-,neau A. 

(D A est Q.F. 

(?) ( i) A est coqénéràt e~,E...È_~ch~ 

(ii) Les 1(,\), XC A, vérifient la condition de chaîne 

ascendé.H1te. 

(D (i) A est cogan~rate..u~ d 9auche. 

(ii) Les Z(X), XC, A, vérifient la condition de chaîne 

asc end a r-. te. 

et 

A 

gauche.· 

étant COtJénérateu1., tout idédl à gauche 0(,, est un annulateur à 

(ûl= ((X), aV:ec.X='Z(t)l,,)); A est donc noethérien à gauche, et 
la prO["_;O:',ition 4.3 permet de cor;clure. 

La coi 1dit .... ..,,. uc: '-"d..1.111::: dscenaante sur les 'Z(X) est équivalente à 

la condition c.1e chaîne descendante sur ll\~ 11(X) ;.", pour les mêmes raisons 

que précédemmert, A est artinien à gauche, donc. Q-F. 
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Proposition 5.8. 

Les propriétés suivantes sont. équivalentes pour un anneau A, 

gauche 'zf 

CD A est _[;h[. 

0 ( i) A est S. F. à gauche 

(ii) dirn (A/..j )s < CP 

-Démonstration. 

==) 2 

(i) est trivial 

de socle 

A/:f 

(ii) A étant Q.F. 

est contenu dans A(I) mais puisque A/j' est monog~ne, on peut 

supposer que I est fini. 

dim As finie entraîne dimA An finie, et do[îc il en est de même pour A/:f, 

2 ==) 

E(A/J) est un module injectif de dimension finie, donc est somme 

directe finie d'injectifs indécomposables ( E . ) 
.l . 1 .i= .. • • n 

/\ éta:-it S.F. 

à gauche, les E. sont projectifs (Théor~me 
l.· ( 

5.1.), donc E { A/ :f ) est 

projectif, donc contenu dans un AI) 

que A/J soit contenu dans Ap . 

Soit T = (a1, ..• , a ) 
p 

n 
-J =l(Î)=l(L a. A) 

l. 

i=1 

t(i 
n n 

)='Zl(L a. A)= L a. A 
1 l. 

puisque 

i= 1 i=î 

il existe alors un entier 

A 
s 

est injectif. 

p tel 

·Mais on sait (proposition 4,4.) que R=~(-:f ), et R est donc de type 

fini à droite. La proposition résulte alors de la proposition 5.9,. et du 

fait que tout anneau inj ec tif à gauche, artinien à droite est Q. F. ( [4] ) • 

. . • I . .. 
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Propositio.!J_».9. 

Soit A un anneau parfait à droite ou à gauche 

vantes sont équivalentes 

(D A est artinien à gauche. 

@ R est de t::t:pe fini à ga~. 

-Démonstration lemme 11 • 

Théorème 5. 1 Cl. 

les assertions sui-

Si A est 5.F. à gauche, il y a ident'ité entre modules projectifs 

et modules complètement décompo.S&bl._~ (i.e. sommes directes d'i:·,jectifs 

indécomposables). 

-Démonstration. 

Que tout projectif soit cornplôtr.:!ment décompo3able résulte de [2J 

proposition 4.2 ; la réciproque résulte du tn~orème 5.1. 

Corollaire 5. 11 • 

Si A est S. F. à gauche, tout facteu.r. direct d I un module complètement 

décomposable est complètement décomoosable. 

On a ainsi un exemple d 'anr,eau pour lequel le prob.lème de Matlis ( [7j) 
est résolu par liaffirmative. 
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SEMINAIRE n-1 .ALGEBRE NON COMMUTATIVE. 

Exposé no 7 

Lundi 5 janvier 1970 

Théories de torsion par B, LEMONNIER. 

§ 1. On appelle théorie de torsion dans la cacégorie des A-modules un 

couple ("f
1 

~) de deux classes de A-modules qui satisfait à l'un des sysrè:mes 

d'hypothèses I, II ou III (voir [2]) de la 

Proposition 1 s0nt équivalents~ 

" 1) f" n ~ = { O} 2) 0 -> M --> F e,:x;p,cte et F E <f => M E ~ 

I . 3) () T => M -> 0 exacte => M E ,r" 4) Pour tout A-module M il 

existe un sous-module { (M) tel que tf' (M) E "f et M/ ~ (M) E ~ 

{

5) 'f et r sont stables par isomorphismes et Horn (T, F) = O, 
II 

F E q:_ Et 4). 

III Tet <(' sont deux classes complètes pour la relél,tion d'orthogonalité Hom ( T ,F) = o. 

Démonstration. 

I =>II; la stabilité par isomorphisme provient de 2) pour cfet 
de 3) pour~ Si h ~ T -> F 9 h(T) E 'J°par 3)~ E g:par 2) donc h = O par 1). 

II·=> III 0 -> 7'-(M) -> M -> M/.1(M) -> O étant la suite 

exacte définie par 4) o si Hom (M~F) = 0 V F E <f", M -> M/f(M) est nul donc 



2 

M E7: si Hom (Ty M) = o\7T E ~' 'J(M) ~-> M est nul donc J(M) = O et ME: f. 

III=> I ; 1) est évident. 2) 0 -> M --> F E <J'exacte et Hom 

(T 9 F) = 0 \f T => Hom (T, M) = o\:IT et M E~par 11complétude 11
• 3) preuve a]lalogue. 

Pour vérifier 4) remarquer d I abord que si Ti Er, 1 1 isomorphisme Hom (@.Ti, ~z-TI Hom 

(T~, F) montre que Hom (@T., F) = O :Jest stable par passage aux sommes directes 
~ l 

ensui te rest stable par extension : si O -> T -> M --> T -----> O est exacte 
1 2 

est exacte 9 Hom (T
1

, F) = 0 9 Hom (T 29 F) = 0 donc Hom (M, F) = 0 et M.E T. 

Soit M, A~module , .. soit { M. } l' e:nsemble de tous les sous-modules de M 
l 

qui E: J (il y a au moins o) 9 soit J""(M) = I: M .• L I épimorphisme ,.,,...) @ M. -> t M. 
l J · l l 

où J(M) S M
0 

SM, Imh E 'T donc (entension) MO E Jet, par. construction der(M), 

Conséquence de III: fabrication des théories de torsion. 

Co ! V C,,, 
Po·;x,".' C classe de A-modules, posons ~ = {Ml Hom (M, c) = 0 V c E e--l 

de torsion parcequ 1 ils vérifient III, 

Exemple : prendre A = z, ::f = { 'J./ p'$.I p premier} alors on voit que 

l }JJ est la classe des gràupes (abéliens) divisibles, 

.,P1 est la classe des groupes sans torsion, 

( l.JO)J. est la classes des groupes réduits (sans sous-groupes divisibles) 

l(jPl) est la classe des groupes de torsion. 
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Proposition 2 Si(~~ est une théorie de torsion
1 

a) r est stable par quotient, extension et somme directe; 

b) Test stable pars, extension et produit. 

On appellera classe de torsion (resp. classe libre) une classe vérifiant a) 

(resp. b)). 

Démonstration : 

a) a été prouvé dans III > I de P1. 

b) O -> F -> M --> F -> 0 exacte=> 0 -> Hom (T, F) -> Hom (T, 
1 2 1 

Hom (T, F.) = o donc ':f"est st'-'ble par rr. 
l 

Remarque 

"stable par c " signifie 2) de I. 

Proposition 2 1 

a) si rest une classe de torsion il existe une et une seule classe 1°telle que 

( 7:r_f") soit théorie de torsion et~= r~ 
I 

b) si rest une classe libre, il existe une classe unique helle que (1,,;:;') 

soit théorie de torsion et /= l r . 

Démonstration: 

a) si Texiste, nécessairement d'après III .f = J l . On vérifie que ( ~ TJ..) 

est théorie de torsion au moyen de II, pour 4) la preuve a été donnée dans III => I. 

b) nécessairement r= .L f. c.lr Ç) vérifie II ; seul 4) n'est pas évident. 
I 

Etant donné M, soit {M.} l'ensemble de tous les sous-modules M. de M tels que 
l l 
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M/JVL € cr'; JVI == fl JVI. ; M/M est plongeable dans IIM/M donc M/M € r. Montrons 
l J' 0 J. 0 I 0 

que M
0 

€ .1~ h : M
0 

-> F => MjKerh € :;;-'mais O -> MJKerh -> M/Kerh 

-> M/M
0 

-> O montre (extension) que M/Kerh € fdonc (construction de M
0

) 

Kerh = M
0 

eth== o. 

On a aussi démontré la 

Pro;eosi tion 2" 

j(M) est le plus petit des sous-modules M' de M tels que M/M' € y:; 
'l (M) est le plus grand des sous-modules M" de lVI tels que M" € T . Notamment 

T (A) est un idéal bilatère. 

§ 2 Théories de torsion héréditaires. 

Ainsi nommées quand J est stable par S .o 

Rel'narque : 

Il y a identité entre les sous-catégories localisante de mod A et les classes de 

torsion 7hBréditaires. 

Proposition 3 

Pour une théorie de torsion (fr_) sont équivalentes (voir [ 4]) 

a) "/ est héréditaire ; 

b) ~ est stable par E( •) (passage à une enveloppe injective) ; 

c) il existe deux modules X , Y , Y injectif, tels queJ= .l {Y } et 'l: {X } ...l.. 
0 0 0 0 0 

Démonstration : 

a)=> b) Pour F Er:f'soit h € Hom (T, E(F)) Imh € 7' par 3) donc Imh /l:F' € 'T'll ~ 
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par a) et par 2)0 Ainsi Irnh = O. 

b) > 9-) si O -> JVI -> T E r est exacte, Hom (T, E (F)) = 0 => 

Hom (N, E (F)) = O=> Hom (M, F) = 0 ==> JVI Er. 
(a,b) => c) soit {X} l'ensemble des modules cycliques appartenant à J(un 

(X 

par classe d' osomorphisme) alors xo = © xo: E T => r s {xo} i. Si M /. T, 

Hom (T, M) f o > j a tel que Hom (xa, M) f o et M /. {x
0

}J. . Ainsi 

Soit {X } 1 'ensemble des modules cycliques appartenant à 7' ( un par 
~ 

classe d'isomorphismeL E (II X~) = Y
0 

E J:"'par b) donc Je .1.{Y
0

}. Si Mi T, 

Hom (M, F) f o (] F E T') donc il existe M
0 

s M tel que Hom (M
0

, X~) f o pour 

un certain ~ donc Hom (JVI
0

, Y 
0

) l O et ( Y 
O 

est injectif) Hom (JVI, Y
0

) f O ainsi 

Ainsi toute sous-catégorie localisante ;d.e mod A a pour objets les 

modules d'une classej.{Y
0

} où y
0 

est injectif. 

c => a est immédiat. 

§ 3 Classes à la fois libres et de torsion. 

Etant donné une classe ê on notera çp ( ~) 1 1 ensemble des idéaux à 

gauche L de A tels que A/1 E §. 

Remarque 

Si 'é est une classe de torsion hérédi:l4iire alors M E ~ <-> O m E <I> ( e?) 

Vm E M. 
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Remarq_ue 2 

Si I est un idéal à gauche idempotent al ors O / I = { I} J.. • 
modA 

Proposition 4 

Pour une classe d.e tors L-on ~héréditaire s I équivalent 

a)~ est stable pa:r TI J 

b) qi ( ~) est un filtre avec plus petit élément) 

c) il existe I idéal à gauche idempotent tel que~= {I}.l. 
) 

d.) il existe I idéal à gauche idempotent tel que t= I 0 1 I , 

a) => b) €' est une classe libre donc c1k g:>) est une théorie de torsion, 

{1! A/1 f f?} admet (P. 2 11
) un plus petit élément I = (j,P) (A). Enfin L:::::, I => A 

--> !:. -> O exacte donc !:. f §' et µ f <ï> ( f?J. Ainsi <ï> (@7) est 1 1 ensemble des 
L L 

idéaux à gauche qui contiennent I. 

b => (d = c) Soit I = min (<ï> (~)) 0 D'après R. 1 M €~<=> IM = O donc 

I/ 
1

2 € ~, mais O ~> r/ 
1

2 -> A/ 
1

2 -> A/ I -> O étant exacte c'est que 

A/ r2 E ~d.onc 1
2 = I. 

d) ~=> a) est immédiat. 

§ 3 Théorie de torsion de Goldie. 

Soit ha classe des A-modules M à sous-module singulier J(M) nul ; 

rest stable par passage aux sous-modules, aux produits directs, aux enveloppes 

injectives et par extension. ']'définit donc une théorie de torsion i, 'JÎ, où 

I 
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! = .l f,qui sera héréditaire 0 9 = {Ml J(M) < M}, en effet 

si J(M) < M et h ; M -> F E: f => h : M/ J(M) -> F -;> h = 0 > h = 0 • 
) 

si ,J(M) /_ M9 :i.1 existe K tel que J(M) © K S M, K E: f, l'identité K--> K, se pro-

longe en un homomorphisme non nul M -> E(K) or E(K) E: ✓, donc M f.,J.. J;. 

Remarquer quej est aussi la plus petite des classes de torsion qui 

contiennent les quotients M/N où N essentiel dans M. P.2" montre que j (M) est 

l'extension essentielle maximale de J(M) dans M. 

Lemme 1 ;; 1) = {L s AAI L + J(AA) < AA}. 

Pour 2 , on a la sui te exacte dont les termes extrtmes appartiennent à 

o-> J~)""=? 1 + J(A) A ....,..,,._....;...;,._> --> A -> o, donc LE: 
L J(A) L L L + J(A) 

Pour s , si L + J(A) /. il existe K idéal à gauche non nul tel que K f1 [L + J(A)] = O 

K est plongeable dans --~----= 1 ui même image homomorphe, de ,t, puisque K E .,;:' 
L+J(A) 

OL't conclut !:: E a . 
L <l 

Lemme 2 Tout idéal à gauche simple U appartenant à ::["' est contenu dans tout 

Sinon on aurait pour un certain L ~ € ' et U /1 L = O 

c A contredisant U E: ~-
L L 

I Cas où ft est stable par produit (c'est-à-dire classe libre). 
(] 

Proposition 5 sont équivalentes ( voir [ 6]) 

1 ) J est stùble par passage aux produits directs 

2) çt, ( [/ ) a un plus petit élément 

mais 
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3) A > t (A) @ S où S est semi-simple comme idéal à gauchej 

4) FE 7 > le socle 

5) tout idéal à gauche L 

de Fest non nulj 

appartenant à ra un socle non nul. 

= 2 ( P 4) 

2 => 3 g, (/j-) admet un plus petit élément : tlj/) (A) ; J(A) + (1/) (A) < A 

d 'après L. 1 ; ff ( A) @ (1 ) ( A) < A J!Uisquej et 1 g sont héréditaires (remaxquer 

q•ie/ est stable par passage aux enveloppes injectives et ahliquer P. 3). Enfin 

I < (J. g ) (A) im,'lique I € <li 1) (L. 1) donc I ~ (Li) (A), Ainsi S ~ (J. /f) (A) 

est un idéal bilatère, semi simple comme idéal à gauche. 

3 => 4 F € 7 --> g (A) F ~ 0 => S,F F 

4 => 5 => 2 Soit I =flL où L décrit œ 

O => socle de F f. O 

Si J(A) + I /A=> 1 K tei que (fP· 
K dl [ J(A) + I] == 0 => K E ~ > j U simple S K par l 1hypothèse 5). 

Donc (L, 2) Us I ,, contradiction qui montre que I E œ 

Remarque : 
~ 

Dans 3) S est unique; S est aussi bilatère. 

Il est immédiat qu • on a toujours 1 s ;{'. Pour avoir l'égalité, il 

faut que f soit stable par passage aux quotients, la proposition 6 montre entre 

autre que c'est suffisant. 

II Cas où Fest stable par passage aux quotients (c'esé~à-dire classe de torsion) 

Pro posttion...Ji Pour un anneau A unitaire, sont éq~ivalentes (voir [6] pour 4) = 5)) 
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1) 7est stable par quotient ; 

2) F E: ~ > F est semi-simple 

3) F E: ::f-' -> F est injectif ; 

4) A =fi: (A)(±) S, produit direct des anneaux !l(A) et S, S anneau semi,simple 

5) a) ; est stable par produit, 

b)le plus petit élément de ;; j) est de type fini 

c) A ne contient pas d'idéaux à gauche E:T et nilpotents. 

1 ) > 4) Par 1 ) sr est une cl asse de torsion, 'F' (A) •\j ( A) sont deux idéaux 

bilatères, leur intersection est nulle puisque cr et i sont hérédi ta±res, <t(A) 

est le _plus grand idéal à gauche qui appartienne à <J", un compJ ément de! (A) 

appartenant à ✓on en conclut 'J=' (A) @ (} (A) < A ; enfin 
0 . (A)©-. (A) 

image homomorphe de 

1 
(A) et € !Ji pruc essentialité de f!(A)©J-(A) dans A, 

Donc A = 7 (A) @ j (A) ; "F"(A) est semi-simple puisque dépourvu ( par 1)) de sous 

A € <:f"' comme 

module essentielo 

4) > 3) F E <f"' F c M = I (A) M@ SM or f(A) F = o donc F = SF ainsi F S SM 

est facteur direct dans SH (qui est semi-simple) donc dans M •. 

F 

3) ·- > 2) Tout sous-module de F appartient à r;: donc est facteur direct comme injectif. 

2) > 1) est évident 0 

4) -> 5) D'après L. 1 S € g;, f) ; D'après L. 2 L E g;, (! ) ===> SS L. Donc 

S est le plus petit élément du filtre il> 1), ce qui montre a) b ). Si I € cr , 
I idéaJ. à gauche, I = AI = SI s S donc r2 f. O puisque S est anneau semi-simple, 

d I où c) 0 
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5) => 4) Par a) et P. 5, A > J (A)© S où AS est semi-simple b) équivaut à 

d.ire que A~ (A) est de dimension à gauche finie ; 

c) .;4uivaut à dire que 1 (A) est un anneau sellii 

premier O La relation d' essentiali té passe au quotient puisque$ (A) est un cmn

plément dans AÂi donc A~(A) est un anneau senù-1)re1nier à socle gauche essentiel, 

et de dimension finie, il est donc semi-simple si Il 

II( S) = $ tA) donc ç (A) (i;J S = A. 

III Cas où la classe des injectifs gui appartiennent à ~st stable par passage 

atLX SO!llilleS directeso 

Lemme 3 

Soient I un idéal bilatère d.e A, B = A/r et X un A-module tel que I.X = o. 

Alors 

2) Si AX est injectif, alors X l'est aussi. 
. B 

Soit Il A-> B X est un B-module avec n(a).x = a,x. Tout BM est un 

1) TI E Hom (AA, AB) et les sous-modules de AB sont les idéaux à gauche 

de Bo Si x E J(BX) il existe TI(G ~ II(G) < BB avec TI(G )x == 0 et G 2 I. 
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donc en h E HomA(H,X). Evidemment h E HomA(M,X). 

Lemme 4 

Soit BE injectif avec J(BE) = O. Supposons que J(B) = O et que S désigne 

l 1 anneau enveloppe injective injective de BB (s régulier, autoinjectif à gauche). 

Alors E admet une unique structure de S-module prolongeant sa structure de 

B-module. 

A eEE on associe LeB-homomorphisme b -> be de B dans E qui se pro-

longe en g E Hom (s, E) de manière unique. En posant se= g (s), on vérifie que 
e B e 

E est uns-module. 

Lemme 5 

Si J(B) = O où Best un anneau de dimension gauche finie alors s est 

anneau semi-simple. 

Soit I idéal à gauche de S B étant de dimension gauche finie, 

S aussi donc I est extension essentielle d'un I' de type fini. I' est engendré s s 

par un idempotent puisque S est régulier donc injectif puisque S est injectif. s 

Donc I = 1 1
• Ainsi I est facteur direct et S est anneau semi-simple. 

Proposition 7 Pour un anneau A sont équivalentes 

est de dimension gauche finie 

2) tout E injectif avec J(E) = O se décompose 
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3) toute somme directe d'injectifs E. avec J(E.) = O est injective; 
l l 

4) les compléments dans A q_ui contiennent J(A) vérifient la condition maximale 
A 

5) œj) contient une partie cofinale formée d'idéaux à gauche de type fini 

6) il existe c
1

, •••··~ en idéaux à gauche coirréductibles tels q_ue 

1 > 2 AE E :}: donc !J..--(A) E = O. Donc si B = A/~(A), E est un B-module, injectif 

d 1 après L. 3, et J(BE) = O d'après L. 3. Mais B satisfait aux hypothèses du lemme 5 

S est donc semi-simple. E est un S-module d'après L. 4; donc E =@ E: où les 
S S l 

S
Ei. sont simples. On en déduit E = © E. où les E. sont injectifs (facteurs directs 

B B l B l 

de BE) et indecomposables. D'où 2). 

2 -> 3 par 2) on peut sup~oser les E. indécomposables, soit Q = E(© E.). 
l · l 

Par 2) Q =© Q. où les Q. sont indécomposables. D'après ([3]) il existe un 
J J 

automorphismecp de Q et une bijective i <-> j telle que m(Q.) = E. d'où 
T J l 

Q = © E. ce q_ui montre 3). 
l 

3 => 4 Soit (c) une suite croissante de compléments dans A contenant J( A) 
n A A 

on vérifie que J(A/c) = O. 
n 

Soit C = U C ~ les homomorphismes canoniques C -> E(2) = E définis-
n C n 

sent un homomorphisme C -> © E = E n , J(2 ) = O donc 
C 
n 

n 

injectif et on conclut comme dans ([1]) que la suite est constante à partir d'un 
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certain rang (si A non unitaire on utilise à la fin l'habituelle adjonction d'un 

élément neutre). 

a 
4 => 5 Si L €~~)il existe 1

0
.s; L tel que J(A)@ 1

0 
< A (il suffit de 

prendre un complément de J(A) n L dans L). Si dim L est finie la démonstration 
0 

est achevée. Sinon L contiendrait une somme dir.ecte infinie d'où on déduirait 
0 

l 1 existence d'une suite strictement croissante infinie de compléments contenant 

J(A) contredisant 4). 

5 => 6 Soit Kun complément relatif à J(A) dans A J(A)@ K < A. 

Soit© Ki< K @Ki€~~ par L. 1 donc© Ki contiendrait Ide type 

fini avec I <@ Ki , donc l'ensemble des i est fini. Ainsi AK est de dimension 

finie J c
1

, •••• , en coirréductibles tels que c
1
@ •••• @en< K d'où 6). 

A-> 1/-(A) ; rmisqueJ(A) est un complément (voir [5]) 

n(c
1
)@ ~ ••• @ n(C ) < n(A) et n(C.) : C. les n(C.) sont donc coirréductibles n l , l l 

6 -> 1 Soit 1t 

comme i(A)-modules et ~(A) est bien de dime~sion à gauche finie, 

Remarque 

1 1 anneau semi-simple S = E(A/1(A)) n'est autre que le localisé A de A. 
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ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 9 du 19 janvier 1970. 

ANNEAUX UNISERIELS. 

par J o M • GOUR SAUD 

conférence non rédigée développant les résultats exposés dans ltarticle 

suivant : 

Je M. GOURSAUD: Une caractérisation des anneaux unisériels (c.R. de l 1Acad des 

Sciences dè paris, t. 270, févr. 1970, p·. 364-367). 



'ALGEBRE; NON COMJVIUT.A'l1IVE 

Conférence n° 10 du 26 janvier 1970 

QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX A , 

TELS QUE LE SOUS-MODULE SINGULIER DE TOUT A-MODULE A DROITE M DE TYPE FINI 

SOIT FACTEUR DIRECT DANS M. 

par A. TRICOIRE. 

-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-

A désigne un anneau non nécessairement commutatif, unitaire, les 

modules considérés sont des A-modules à droite (sauf mention du contraire), uni-

taires. 

Si M est un module, le sous-module singulier de M, noté J(M), est 

l'ensemble des éléments de M dont l'annulateur est un idéal à droite essentiel 

dans A. 

On désignera par J(A) le sous-module singulier du A-module à droite A. Un module 

égal à son sous-module singulier sera appelé "module singulier", et un module 

dont le sous-module singulier est nul sera appelé "module non singulier". 

Un anneau S contenant A est un anneau de quotient à droite de A si le A-module 

à droite A est essentiel dans le A-module S. Soit s un anneau de quotient à droi-
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te de A, IS est un idéal à droite de S essentiel dans S, et si J est un idéal à 

droite de S essentiel dans s, J n A est un idéal à droite de A essentiel dans A. 

Il en résulte que si M est un A-module, on a: 

Si A est un anneau tel que J(A) = O, Q désignera l'anneau maximal de quotients,à 

droite. 

Théorème 1. [3]. 

Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) le sous-module singulier de tout module M de type fini est facteur direct de M. 

(ii) J(A) = O; Ext l (M, s) = O pour tout module M de type fini non singulier et 

tout module S singulier. 

La démonstration du théorème 1, s'appuiera. sur le lemme suivant 

Lemme [9]. 

Soient Met N deux modules sur un anneau A. Toute suite exacte 

O ➔ N ➔ X ➔ M ➔ O est scindée si et seulement si Ex:t 1 (M~ N) = O. 

(i) implique (ii). J(A) ne peut contenir d 8 idempotent non nul, on a donc J(A) = o. 

Soient M un module de type fini non singulier et s un module singulier. Considérons 

une suite exacte O ➔ S ➔ X ➔ M ➔ 0 

on a J(X) =Set il existe un sous-module de type fini B de X tel que X= S+B, 

or B = J(B) @ C 

1 
on a donc X= S@ Cet Ex.t A (M, s) = 0 

(ii) implique (i). Puisque J(A) = O, le sous-module singulier de tout module M 

est un cbmplément dans M. Donc pour tout module M on a J(M/ J(M}) = O et par sui te 

pour tout module M de type fini, la suite exacte 

est scindée. 



Corollaire. 

soit A un anneau commutatif vérifiant les conditions du théorème 1. 

Alors A est semi-héréditaire et tout module non singulier est plat. 

Soit Mun module non singulier de type fini. Soit C un z-module injectif. Pour 

tout idéal I essentiel dans A, le A-module Hom
2

(A/I, c) est singulier. 

On a donc : 

Ext 1 (M, Hom2(A/I, c) = o 

or Ext : (M, Hom (A/I, c)) = Hom (Tor A (A/I, M), c) 
2 Z 1 

[9] 

il en résulte que Tor A (A/I, M) = O et par suite M est plat. 
1 

Tout module non singulier est donc plat, et A est semi-héréditaire (tout sous-

module d'un AI étant plat. [4]. Théorème 4.1). 

Remarque 1. 

On retrouve ainsi la caractérisation des anneaux de Prttfer due à 

Kaplansky. [5]. 

Remarque 2. 

Soit A un anneau tel que J(A) = O et tel que tout modu1e de type 

fini non singulier soit projectif. Le sous-module singulier de tout module de ty

pe fini M est alors facteur direct de M. (c'est le cas par exemple des anneaux 

semi-héréditaires à droite admettant un anneau total de fractions a gauche et à 

droite semi-simple. [s]. Théorème 6.1). 

Théorème 2.[2] 

soit A un anneau régulier. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) A est auto-injectif à droite 9 

(ii) tout module de type fini non singulier est projectif, 

(iii) Q est un A-module projectif. 

(i) implique (ii) 

Soit Mun module de type fini non singulier. La suite exacte 



où Fest un module libre de rang fini est scindée, donc M est projectif. 

(ii) implique (iii). 

A est semi-héréditaire à droite. Soit I un idéal à droite de type fini. On a 

J(I Q Q) = ker (I Q Q - A Q Q). En effet 9 puisque J(A Q Q) = O on a 

J(I Q Q) C ker (I@ Q - A Q Q) ; 
n n 

maintenant, soit u = t x. Q q. E I Q Q tel g_ue r: x.q. = O, 
. 1. 1. • 1. 1. 
1=1 1.==1 

J = {a E A, q.a E A, i = 1 00 • n} est un idéal à droite essentiel dans A, 
1. 

donc (r: x. Q g_.)a = (Dc.q.aQ 1) = O pour tout a E Jet j x. Q q. E J(I Q Q). 
1. 1. 1. 1. l.=1 1. 1. 

D'autre part, I étant projectif 9 I Q Q est projectif donc sous~module d'un 

Q-modù.le libre dè rang fini et par suite J(I Q Q) = o. 
Il en résulte que le A-module à gauche Q est plat. 

Soit M un inodule de type fini non singulier. Considérant la sui te exacte 

où Fest un module libre de rang fini~ on définit la suite exacte 

( 1) étant une sui te scindée, (2) est une 

Il en résulte que J(Q ® Q) = O. En effet 

.suite,c scindée et par sui te J(M Q Q) = O. 

soit.Ï P
1
. <:0 q

1
. E J(QQ Q), 

l.= 1 
p. A, M est un 

1. 
module de type fini non singulier et 

J(M Q Q) =-Oo 

Soit q E Q,9 I = { a E A, qa E A} est un idéal à dro.ite essentiel dans A isomorphe 
q_ 

au module K intervenant dans la suite exacte : 

i 
0 - K - F - qA + A - 0 

F étant un module libre de rang 2. 

qA + A étant un module projectif 9 la suite exacte 

0 - K Q Q !, * F Q Q -<> ( qA + A) Q Q ---> 0 

est scindée et :jj* (K Q Q) est un Q-mod.ule de type fini dont un système générateur 

est du type {xi Q 1, xi€, K, i = 1 ••• n}. 

n 
Le sous-module'. r: x. A de K est essentiel dans K. En effet, soit k .€ K. on a 

1.=1 1. , 

k Q 1 f. O dans F Q Q et 

k Q 1 =iÎ1 (xi Q 1)qi 

Il existe t E A tel que (k Q 1)t f. 0 et q. t E A pour tout i=1, 2, ••ei n 0 1. 



On a à.lors 

(kt--~ X. q. t) Q 1 = 0 1=1 1 1 

soit 

on en déduit qu'il existe un idéal à droite de type fini essentiel dans Iq. A 

étant régulier, on a I = A et par suite Q = A. 
q 

(iii) implique (i). Tout sous-module de type fini dQun module projectif P sur 

un anneau régulier est facteur direct de P. Il en résulte 9 que A, sous~module de 

type fini du A-module projectif Q est facteur direct de Q. Donc A= Q0 

Théorème 3. 

Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) J(A) = O et tout A-module de type fini non singulier est projectif. 

(ii) A est semi-héréditaire, à droite~ Q est un A-module plat et J(QQ Q) = o. 

(i) implique (ii). A est semi-héréditaire à droite~ Q étant limite inductive de 

ses sous-modules de type fini est plat et J(Q Q Q) = O (démonstration analogue à 

celle du théorème 2 dans 11(ii) implique (iii) 11
). 

(iii) implique (i). A étant semi-héréditaire à droite P on a J(A) = o. 

Soit JVI un module non singulier de type fini. JVI Q Q est alors un Q-module de type 

fini non singulier donc projectif ( Théorème 2). L.1 application ca.nonique 

JVIQA-->JVIQQ 

est une injection puisque J(JVI) = O ([7]. Proposition 2o2.). JVI est donc un sous

module de JVIQ Q qui est lui-même sous-mc:d~le d'un Q-module libre de rang fini F 0 

F étant un A-module plat, JVI est un A-module plat puisque A est semi-héréditaire 

à droite. (En effet dire que A est semi-héréditaire à droite équivaut à dire que 

Tor A (JVI, N) = O pour n > 1, pour tout module à droite Met tout module à gauche N. n . 

Soit P un A-module plat et Run sous-module de P. A partir de la suite exacte 

0 --> R -> P __, P/ A __, 0 
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on construit la suite exacte 

-> Tor ! (P/R, X) _, Tor ~ (R, X) -> Tor ~ (p, X) -> Tor ~ (P/R, X) -+ R (2) X -> P (2) X -+ P/R (2) X-+O 

dans laquelle : Tor ~ (P, x) = O puisque P est plat 

Tor! (P/R, X)= O puisque A est semi-héréditaire à droite 

on en déduit Tor~ (R, x) = O c'est-à-dire que Rest plat 

M étant un ~odule plat et M(2) Q un Q-module projectif, on en déduit que M est pro-

jectif. 

En effet, considérons la suite exacte 

où Fest un module libre de rang fini. 

on en déduit la suite éxacte 

qui est scindée. 

Il en. ,résulte (comme dans la .démonstration (ii): implique,, (iü),du théorème 2) qu I il 

existe un sous-module L de K, de type fini et essentiel dans K. 

Or d'après ([4] prop. 2.2.), i.l existe un homomorphisme 

qui est 1 n identité sur L. è est alors ln identité sur K et la sui te O -+ K.,-,. F -+ M 

est scindée. 

Corollaire. 

Soit A 1111 anneau commutatif vérifiant les conditions équivalentes du 

théorème 3. Si S désigne l'anneau total de fractions de A, on a S = Q. 
n 

Le A-module N =. I:
1 

x. A est essentiel dans le A-module M et N (2)AS = M. M étant 
J.= J. 

projectif, est facteur direct d I un A-module libre :B1 de rang fini, N@ p = F. 

Il en résulte que 

A étant héréditaire, S est régulier d'après le théorème 2, S est auto-injectif. 

S est donc l'enveloppe injective de A. 
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Conférence n ° 11 du 2 février 1970. 

LA PROPRIETE DE RANG INVARIANT 

Pàr M. BESSON 

d'après P. M. COHN [3]. 

A désigne un anneau. Les A-modules considérés sont des A-modules à 

gauche et les isomorphismes des isomoryhismes de A-module à gauche, sauf indi-

cation contraire • 

.§_ 1 • Définition. 

Si JVI est un A-module libre de base ( e.) , le rang de M relaüvement 
l i E I 

à cette base est par définition le card~îlal de I. Si le rang de M est indépendant 

de la base choisie, on dira g_uè Ma un rang invariant. 

Définition. 

Un anneau A a la propriété de raµg invariant, s'il vérifie la condition 

I Tout A-module libre a un rang invariant. 

Pro12,osition 1. 

A a la propriété der-ang invariant si et seulement si il vérifie la con-

dition 

11 n m 
A.::::. A ==> n = m 

L'équivalence des conditions I et I' résulte du fait que pour tout anneau 
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A, un A'-module libre admettant une base infinie a un rang invariant ([1] §1 n°12 

corollaire 2). Il e4 iste des anneaux possédbllt l;:, J":r:'Onriété de rang inv,rr:i r-int, 

les cor 1J:c; JJicc:c ~xemp1ov ainsi que des anneaux ne possédant pds ~ette··-pr9priétr:":J,, c·om-

2ne le montr~ l 1exemple suivant • 

.E,'xern.ple ·d'anneau n-'ayant··pas-·la-:propriété de rapg invariant. 

Soit G un groupe abélien libre de base ( e ) 
n 

morp..'usrr:es de G S8.tisùd.t A .z. A2 • 

L I anneau A des endo-

-2 
On définit en pff,=;t, un i smnorphisme <:p de A dans A en posant, si f est 

un e:r.cto:nor::;1hisme d ') T~-.i. ,, qi(ï) = (f ,f) où f et f sont 
1 2 1 2 

les endomorphismes 

de G définies par: f (e) = f (e ) 
1 n 2n 

f (e) = f (e ). 
2 n 2n+1 

Plus généralement, 1 1 anneau A = Ho~(M,M) où M est un K-module libre de 

base infinie (indixée par r), satisfait A .z. A2 • En effet, I étant infini, il exis

te une bijection de I dans I + I qui permet de construire comme précédemment un 

isomorphisme de A dans A 2• 

§ 2. In,troduction de ;propriétés plus fortes. Expressions équivalentes. 

Considérons les prupriét·és sui van.tes d'un anneau A. 

II Si un A-module libre d-er-ra;ng n a un système générateur de m élé-

ments, alors, m ~ n. 

III Si un A-module libre de rang na un système générateur den éléments, 

ce système est libre, 

Proposition 2.1. 

On a les implications III==> II==> I 

III ==> II. 

Si un A-module +ibre M de rang n admet un système générateur (fi) 1, i~m 
avec m<n, en ajoutant f (n-m) fois à ce système, nous obtenons unsystème géné-

1 

rateur non libre, de n éléments,·· ce qui contredit III. 

II ==> I. 

Si 1 1 on suppose An - Am, la propriété II entraîne n~ m et m~ n. 
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Proposition 2,2. 

Les propriétés I, II, III 2 sont respectivement équivalentes à : 

I' 
m n A &:: -A ==> m = n quels que so:\..eni; m, n € N 

II I Am &:: An© K (K A-module) ==> m ~ n quels que soient m, n € N 

III I An·:::! An@ K (K A,module) ==> K = O quel que soit n € N 

Nous avons obtenu I <==> I'. Démontrons II<==> II'. 

II 1 ==> II 

Soit (f_) . un système générateur de M, mosule libre de rangnn. Soit 
l 1<i<m 

K le noyau de la surjection s : Am ---> M définie par s( e.) = f. ( ( e.) est la 
l l l 

base canonique de Am). M est libre, donc projectif, et, par sui te, nous obtenons 

Am ::::. M@ K ou encore, comme le rang de M est n, Am &:: An@ K. D'après II 1 , nous 

avons m >;, n. 

II => II' 

Supposons Am .::: An@ K. Soient f l'isomorphisme Am ---> An@ K et p la 

projection An© K --> An. 

(e.) . étant la base canonique de Am, posons f. = pof (e. ). L'homomorphisme 
l 1.p,m i i 

pof : Am ---> An est surjectif. (f. ) 
]. . 

1~1.,m n 
A. D'après II, nous avons m~n. 

est donc un système générateur de 

La démonstration de III <=> III I est analogue. 

Dans ce qui suit, les anneaux A, considérés seront supposés unitaires 

et les homomorphismes d'anneaux seront supposés tels que f( 1) = 1. 

Introduisons les conditions suivantes: 

(cxnm) Il existe B, matrice m :x n, et C, matrice n x m, à coefficients dans A 

telles que BC = I et CB = I m n 

(~nm) Il existe B, matrice m x net C matrice n x m à coefficients dans A telles 



que CB = I . 
n 

(y) Il existe B etc. matrices n x n, à coefficients dans A telles que n , 

BC = I et CB FI m n 

Proposition 223, 

Les propriétés I, II, III sont respectivement équivalentes à 

rn (X => m ·- n quels q1J.e soient m, n € N nm 

II 11 

Çln1, ==> m 1' n quelE. que soient m, n € N 
L. 

III" Yn est f ,;:~L1lX quel _0.e soH n € N 

Ces équivalences résultent d.u lemme suivant 

Lemme. soient f , ••• , f a~pai~tenant à un module libre de base (e.) • 
1 m 1 . 

. ième 1,i~n 
Soit B la matrice mxn dont la J ligne est constituée par les coordonnées 

de f dans la base (e.). Alors 
j 1 

(1) (fj) est un système générateur si et seulement si il existe C 1, j~m 
matrice n x m telle que CB = I 

m 

(2) (f .) est une base si et seulement si il existe C matrice n x m 
•
7 

1~j~m 
telle que CB = I èt BC = I . 

n m 

Démonstration du lemme. 

( 1) Pour que (f.) soit un système générateur, il faut et il suffit que e J 1 , ••• , 

e appartiennent au sous-module engendré par f , 
n 1 

existe une matrice C = ( C .. ) telle que 
1J 

e. = ~ 
1 

j=1 
C . . f. 
1J J 

pour 

c'est-à-dire telle que 

ou encore, puisque (e.) est une base 
1 . 

1~1~n 

f. C'est-à-dire qu'il 
m 

(2) D'après (1), si (f.) est une base et si C est la matrice introduite 
J 1<j<m 
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précédemment, nous obtenons CB = I~. et en échangeant les rçlles des bases ( e. ) et 
n 1 

(f .), BC = I. 
J m 

Réciproquement, supposons l'existence d'une matrice C telle que BC = I:. 
n 

et CB = I • D'après ( 1 ), (f .) est un système générateur. Démontrons que (f .) est un 
m J J 

_m 
système libre. Supposons: t À.

.. J 
J=1 

f. = O c'est-à-dire E À,. b .. e. = O. Il en résulte 
J .. J J1 1 

J; l. 

E À. . b . . = 0 pour 1 ~ i ~ n. 
J J1 

Ce système s'écrit, sous forme matricielle : (À. , ••• , À. ) B = ( O, ••. , o). En mul ti-
1 m 

pliant à gauche par C les deux membres de cette égalité nous obtenons 

( À.
1 

, , 0 • , À.m) = ( 0 1 ••• , 0) C = ( 0, ••• , O) 

§ 3. Anneaux satisfaisant la propriété III. 

Proposition 3. 1. 

La classe des anneaux satisfaisant III -contient les anneaux 

( 1) commutatifs 

(2) noethériens à gauche. (en particulier les corps, les anneaux 

artiniens à gauche) ; 

( 3) semi-fir s. 
Dé:::aonstration. 

(1) Supposons A commutatif. On definit det B pout toute matrice B de M (A) 0 

n 

vérifions III" 

Soient B, C E M (A) telles que BC = I • Alors det B est inversible dans A. 
n n 

Donc Best une matrice inversible, et nécessairement B- 1 = 

a e max que • 

C. Par suite CB = I 
n 

La théorie des déternünants permet dans le cas des anneaux commutatifs de 

démontrer directement la propriété de rang invariant ([6] p. 307 théorème 7). 

(2) Supposons A noethérien à gauche. (pas nécessairement unitaire). 

Vérifions III 1
• 

De l'hypothèse An~ An© K~ nous déduisons un endomorphisme aiJ:rjeetif de An 
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t ' f n n tl . t· n/7"\ n en composan 1 isomorphisme : A - A @ K e a proJec ion p : A '-l:1 K - A • 

An étant un module noethérien, cet endomorphisme est injectif. Donc p est injectif. 

?ar suite K = O. 

( 3) Rappelons qu'un fir [ respectivement serni-fir,J à gauche est un anneau ayant 

l.a propriété de rang invariant, où tout idéal [ respectivement idéal de type fini J à 

gauche est libre. 

Nous utiliserons le lemme suivant 

Lemme: Si A est semi-fir, tout sous module N de type fini d'un A-module li-

ore est libre. 

En effet, N est somme directe de modules isomorphes à des idéaux de 

type fini de A. ( [ 4] ou Cartan-Eilenberg "Homological Algebra" chap 1 anneaux semi

hérédi t.aires proposition 6. 1). 

De ce lemme, nous déduisons que A satisfait III'" si A est un semi-fir. 

Supposons An~ An@K. K est un sous-module de type dini de An donc est libre d'après 

n An+k
0 

( ) le lemme, et de rang fini k. Nous avons A ~ D'où: k = O d'après I' c'est-

à-dire K = O. 

Remarque. 

L'algèbre de groupe d'un groupe libre sur un corps commutatif est un fin. 

[4], donc satisfait III. D'~près [3] un résultat recoupant celui-là a été dé~ontré 

par Kaplansky : 1 1 algèbre de groupe d'un groupe quelconque sur un corps de carac

téristique nulle satisfait III; le cas d'un corps de caractéristique non nulle 

n'est pas résolu. 

La proposition suivante permet certaines généralisations des exemples de la 

proposition 3. 1. 

Proposition 3. 2. 

La classe des anneaux satisfaisant III est stable pour 



(1) le passage à l'anneau opposé 

(2) le passage à un sous-anneau 

(3) les limites projectives et inductives. 
Démonstration" 
-·-· (1) Cela résulte de la symétrie droite-gauche de III' (Il en est de même pour 

II", I ") 

(2) :'.)émontro:nd plus généralement la propriété suivante 

,1_emme : S I il exü,te un monomorphisme d 1un anneau A dans un anneau A' satis-

Îaisant III, alors A satisfait IIL 

Utilisons III". Soient 3, CE J'II (A) avec BC = I • Posons B' = (f(b .. )) 
n n J.J 

c 1 
"" (f(c .. )). 

J. J 
Nous avons B 1 C' .-,:: I, donc C'B' = I. C'est-à-dire f(Z: c.kbk.-ô .. ) = 0 

n n k J. J J.J 

pour tout i, j. Comme f est injective, nous en déduisons CB = I . 
n 

Remarque. 

Pour les coµditions I et II, l'hypothèse f injectif n'est pas nécessaire et 

nous avons: 

S'il existe un homomorphisme de A dans A', anneau satisfaisant I (resp. II), 

alors A satisfait I (resp. II). 

(3) Limites projectives. 

Soit (A, f) la limite projective du système projectif (A,, f ), 
i\. fi, i\.µ 

les A (i\. E A) étant des anneaux satisfaisant III". 
i\. 

Soient B, C E JVI (A) avec BC = I . Posons Bi\. = (f, (b .. )) 
n n fi, J.J 

I. e'est-à-dire 
n f, ( ~ c . kbk . -ô . . ) = 0 

fi, k J. J J.J 

îi,j,,i.Qor un élément x de A est nul si et seulement si f/x) = O pour tout i\, E J..,. 

Nows obtenons donc CB = I. 
n 

Pour les limites onductives, la démonstration est analogue. [3] 

.§_4, .Anneaux ne satisfaisant pas IU, 0 

Parmi ceux-ci, nous distinguerons plusieurs classes et nous montrerons 
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qu'elles sont distinctes et non vides par des exemples pris parmi les anneaux U (K) 
mn 

et V (K) définis ainsi 
mn 

K étant un anneau commutatif unitaire, U (K) est l'algèbre sur K engen
mn 

drée par les symboles b .. , c .. (i = 1, •.• ,m, j == 1, ••• ,n) avec les relations 
J.J Jl 

V (K) est 1' algèbre sur K engendrée par les symboles b .. , 
mn J.J 

= 1 •• n) c .. (i = 1, •. m, j 
lJ 

n 
avec les relations ( ·1) et les relations : (2)k~ 

=1 

En considérant les matrices B = (b .. ) 
]. J 

\k ckj = 6ij 

et C = ( c .. ) , 
]. J 

V (K) satisfait la condition a et U (K) la condition~ • 
mn nm mn t--nm 

Remargue. 

Par sui te 

L'anneau A= vnkn(K) satisfait 

M (A)::::. Mk (A)~ M (Ak). 
n n n 

' +, d' An C esc-a-·J.re 

' 

( i, j = 1 • • • m) 

on remarque que 

kn 
~ .A 

k 
Supposons n> 1, k> 1. Alors A est intègre ( théorème 3.2.2). Comme A' = A ne llest pas 

nous obtenons un exemple d'anneaux A et A' non isomorphes dont les anneaux d'en

domorphismes lV! (A), M (A') sont isomorphes - ce qui, d'après [3], répond Èt une ques-
n n 

tion posée par Kaplansky. 

Donnons d I abord une classification des anneaux ne satisfaisant p1:ès D.I, 

en -énonço.nt les résultats fournis par les exemples, puis des indications sur les 

critères et les mét11odes de démonstrations utilisés. 

A) Classification. 

1) Anneaux ne satisfc.:.iSf'Ylt pas la p:iro;Jriété I. 

Si A n I a pas la .i:-'ro ,xi été de rang invari.ant, il existe deux entiers distincts n et m 

tels que An::::. Am (c'est-à-dire tels que l'on ait a ). 
nm 

Les coupl~s (p, q), p f- q, -cels que Ap z A.9. ne sont pas quelconques, ainsi que le 

montre la proposi tiœ1 suivante : 
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Proposition A. 1. 

Si A n'a pas la propriété de rang invariant,il existe deux entiers strictement 

positifs, h et k, tels que l'on ait 

AP ~ Aq si et seulement si p = q ou (p,q ~ h et p-q € k z) 

Démonstration 

En posar.t J? ~ g_ si et seulement si Ap ~ Aq, on définit une congruence du semi-gr ou-

pe cJ-clic1ue If*. S:i_ A ne sutisfai t pas I, le semi-groupe quotient est un semi-groupe 

cyclique fix,i .• Son indice î1 et sa pe:d.ode k sont les entiers cherchés. ( [2] p. 20 

théorème 1.9). 

lidfinition. 

Soit A un anneau n'ayant pas la propriété de rang invariant. Soient h et k 

les eEtiers dé:füüs précédemment. On dit que le ty pe
1 

de A est (h, k). 

Dans 1 1 exemple du § 1, le type __ de 1 u anneau A considéré est ( 1, 1). 
1 

Proposition, 

Pour tout (h, k) 9 il existe un anneau de type I égal à (h, k) l'anneau 

2) Anneaux satisfaisant I et non II. 

Si L e0t un anneau ne ôatisfaisant pas II, il existe, d I après II"~ deux entiers 

m et n, avec m < n et f3 
nm" 

Définition. 

Soit A un anneau ne satisfaisant pas II. posons (h, k) = inf{(p, q)lp < q 

f3qp} dans N x N ordonné lexicographiquement, On dit que le typeII de A est (l:l, k). 

Proposition. 

11 existe des anneaux satisfaisant II et non I: les anneaux U (K) avec 
mn 

K corps de caractéristique nulle et m < n. Le type
11 

de Umn(K) est (m 1 k) avec 

k ~ Do 
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3) Anneaux satisfaisant II et non III. 

Si A est un anneau ne satisfaisant :pas III, il existe, d'après III", un entier n 

tel que l'on ait y. 
n 

Définition. 

Soit A un anneau ne satisfaisant :pas III. Posons n 

dit que le ty:peIII de A est n. 

y..coposi tion. 

= inf { :p jy } . On 
p 

Il existe pour tout n € N un anneau satisfaisant II et non III, de 

tvne égal à n : U (K), où. K est un corps. 
~ .,_ III nn 

B) Méthodes utilisées. 

Définition. 

A étant un anneau et C le sous groupe additif engendré par {xy-yxlx,y € A}, 

n 
la trace d 1une matrice B € M (A), notée tr B, est la classe de E 

n 
i=1 

additif A/C• 

b .. dans le groupe 
ll 

Pour n = 1, on identifie les éléments de A aux matrices 1 x 1 corres:pon-

dantes. 

Proposition.Be 1. 

Soient B et C deux matrices respectivement m x net n x m. Alors 

tr BC = tr CB. 
n 

En effet, nous avons kI (bikcki - cikbki) € C. 
=1 

Corollaire. B.1. 

(1) Si tr1 a un ordre infini dans le groupe A/C, A a la :propriété de 
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rang invariant. 

(2) Si A satisf'ait o: , n > m) 1 1 ordre de tr 1 divise n-m. · nm 

En effet o: entraîne trI = trI c 1,est-à-dire (n-m)tr1 = O 
nm n m 

Théorème B.1. 

Si K est un anneau de caractéristique nulle, l'ordre de tr 1 est infini 

pour l 'armeau U (K), égal à n-m pour l'anneau V (K) (m<n). 
mn . mn 

La démonstrat:Lon utilise des réductions à une forme normale des mots 

de U (K), V (K), puis de leurs traces. [3] mn mn 

2) Nombre de dépendance. 

Définitions et rappels. 

Soit A un anneau muni d'une fistration croissante c'est-à-dire d'une 

fonction v: A - NU{-=} satisfaisan.t. 

v( o) = - oo v(x) ~ 0 six~ O, 

v(x+y) ~ max(v(x),v(y)), 

v(xy) ~ v(x) + v(y) 

On dit que A vérifie un algorithme faible à n termes (AF ) à gauche si 
n 

pour tout m ~ n, quels que soient les élémen-cs a , •.• , a , b , .•• , b , tels que 
1 m 1 m 

v ( a 
1 

) ~ • • • ~ v ( am·) et v ( ~b . a . ) < v ( b ) + v ( a ) 
i i 1 1 - Il••· = v(b + v(a ) 

m m 

ori a: a = 0 
m 

ou il existe c , ••• , c tels que: v(a _mÊ~ c. a.)< v(a) et 
1 m-1 m i= 1 · 1 1 m 

v ( c . ) + v (a. ) ~ v ( a ) ( 1 ~ i ~ m- 1 ) ' 
J. J. • m 

On démontre que A vérifie AF à gauche si et seulement si A vérifie AF 
n n 

à droite. [5] 

Le nombre de dépendance À. (A) de A pour la filtration v est le plus petit 
V 

entier n tel que A ne vérifie pas AF 
n 

(À. (A) est fini ou non). 
V 

Le nombre de dépendance A(A) d 1un anneau A quelconque est défini par 

À.(A) = sup{À (A)I v filtration sur A}. 
V 

(Tout anneau·peut être muni d'une filtration, par exemple v(o) = - oo v(x).- O 

si X f. Ü) • 
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On remarque que dans le cas. d'un anneau satisfaisant léi condition de Ore 

(Aa ·Ab = 0 --> a = 0 ou b = 0) les seules valeurs possibles pour À. sont 1,2,+ oo 

car AF ===> AF pour tout n. 
2 n 

Proposition Ba2. 

Un anneau A tel que "/1.(A) > 1 est intègre. 
Démor-stration~_ 

· En effet si ;\,(A) > 1 il existe une filtration v telle que ;\, (A) > 1 
V 

Ji.l01·s v(ab) < ,na) + v(b). Ceci entraîne dla:près AF
1 

b = O,cequi est 

::.
0üpossible. 

Théorème Bo2 .1. 

Soit A un anneau tel que "/1.(A) > n • .Alors : 

(1) Tout idéal à gauche de A engendré par n éléments est libre 

(2) A satisfait les propriétés 

h k 
h:::: k tout I R · .=:. R ==> pour h ,< n n 

Rh h 
h ~ k tout II ::: R (±) K ==> pour h'.~ n n 

III Rh 
n 

~ Rh@ K => K = 0 pour tout h~ n 

Démonstration. 

( 1) Soit v une filtration telle que : "/1. (A) > n. Soit I un idéal à gauche de A 
V 

engendré par n éléments. Soient 

système générateur de I tel que 

(a.) . (avec m <net a. f 0 
l 1~1-._(m ' l 

~ v(a.) soit minimum. 
l 

Si (ai) n'est pas un système libre,il existe x
1

, ••• , xm non tous mi).s 

tels que ~ . a . = 0. Alors : v ( ~ . a. ) < max ( v ( x . ) + v ( a. ) ) 
l l l l l l 

En ne gardant que les éléments a. 'tel:;i que v(x. )+v(a_. )=max(v(x. )+v(a. )) 
lk lk~ ;i.k l l 

nous obtenons 

... = v(x. ) + v(a. ) 
l l 

p p 
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Supposons v(x. ) < ••• 
io 

< v(x. ). 
J.. 

p 
Alors, d'après AF, il existe c , ••. ,c tels 

n 1 m-1 

( P~1 ) que v a. - .E ck a. 
lp k=1 lk 

< v(a. ). 
J.. 

p 

En remplaçant dans { a
1

, ••• , a } l'élément a. par a. - .E cka. , 
m l l lk p p 

système générateur (a!) de I tel que : .E v(a!) < l: v(a.), ce qui 
J.. J.. J.. 

Le système (a.) est donc une base de. I. 
7 

nous obtenons un 

est impossible. 

(2) Nous avons les implications: III ==> II ==> I. Il suffit de démontrer III n n n n 

c'est-à-dire: pour tout h < n, yh est faux. Nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme. 

Supposons \(A)> h. Soient B, CE ~(A) telles que BC = Ih. 

Il existe P E Mh(A), inversible, telle que C' = CY et B' = p- 1B soient de la forme 

(a . . ) avec a . = 0 si j /,. 1 • 
J.. 1 

Démonstration 

Nous avons .Ec .b. = O. Supposons qu'il existe au moins 2 indices j 
1J J2 

distincts tels que c
1
Ji O. D'après AFn à droite, on peut en remplaçant l'un des 

c .. , soit c .. par une combinaison des autres, .E c .d., diminuer .E v(c .). Les 
lJ lJÜ 1 J J 1 J 

éléments c' . ainsi obtenus constituent la première ligne de la matrice 
1 J 

c X II B. 

Jho J 

avec B. (dj) = I + d. 
J h J 

Les matrices B. étant inversibles nous obtenons, en répétant cette opération un 
J 

nombre fini de fois, une matrice C' = CP de la forme voulue, c'est-à-dire 

C' = (c' .. ) 
J..J 

B' = P- 1 C = 

avec c . = O si j f. 1. 
1 J 

(b' .. ) est de la m~meforme. En effet, de B'C' = 
lJ 

c' b' = 
11 11 

c' b' = o 
11 1 j 

d'où b' f. 0 
11 

d'où b . = 0 
1 J 

si j-/: 1 

Ih, nous déduisons 



Démonstration de III 
n 

Supposons qu'il existe k ~ n avec yk. Prenons k minimal, Il exi0te 

alors deux matrices B, C € Mk(A) avec CB = Ik 

dent, on peut supj;>oser 

BC f Ik. D'après le lemme précé-

etc b = 1 
1 1 

Comme k est minimal on en déduit B
1
c

1 
= Ik_

1
• 

Comme A est intègre ('},.(A) > 1), c b = 1 entraîne b c = 1. far sui te BC = Ik, ce 
1 1 1 1 

q_ui est im~Jossible,, 

Soit A un anneau tel que À(A) = m. 

Si A est un anneau de type
1 

(h, k), de typeII (h,k), ou de type
111 

h, 

alors on a h ), m. 

Thé_orème B2 o 2 

Si K est un corps, le nombre de dépendance d.es anneaux U (K) et 
mn 

V (K) (~n) est m. 
mn 

La démonstration se trouve dans [3]. 

Pour montrer '},.(A) ~ m, on utilise la notion de G E --anneau (anneau 
n 

tel que toute matrice inversible de M (A) soit produit de matrices diagonales in
n 

versibles et de matrices de la forme I + a e .. ). 
n lJ 

Pour montrer /\(A) ~ m, on définit une filtration sur U (K) et V (K) 
mn mn 

en prenant le degré en a .. , b .. des éléments de ces anneaux, mis sous une forme 
lJ Jl 

~,ale, et en démontre AF • 
n 



-11-14-

Remargue. 

(1) Le théorème B.2.2 montre que pour tout n, il existe un anneau dont le nombre de 

dépendance est n. 

(2) Rappelons la définition suivante 

Un m-fir (à gauche) est un anneau où tout idéal à gauche engendré par m gé:p.é,ra·ceur 

est libre de rang invar:ir.ant. (la notion de m-fir, ainsi que celle de semi-fir, est 

symétrique à droite et à gauche d'après [4] théorème 2.6). 

Un anneau de nombre de dépendance m est un (m-1)-fit d'après le thêorè-

me B.2. 1. 

Remarquons que pour tout m, il existe un (n-1)-fir qui n 1 est pas un 

m-fir : U (K), où K est un corps et m<n. C•est en effet un (m-1)fir puisque son 
mn 

nombre de dépendance est m. Ce n'est pas un m-fir d'après 

cj Justifica4ion des résultats de A. 

Proposition. 

a • nm 

V (z) (m<n) ne satisfait pas I. Son type est (m,n) 
mn I 

U (K) (K corps d.e caractéristique nulle, m<n) satisfait I et non 
mn 

II. Son ty.peII est (m,k) avec ~n. 

_ ( 3) Unn (K) satisfait II et non III. Son typeIII est n. 

Démonstration. 

_ (1) Vmn(z) ne satisfait pas I puisque l'on a amn (m<n). Soit(hjk) son 

typer" D'après amn, nous avons h,m et k divise n-m. D'après a,. l'ordre de tr1 
n h+k' 

étant n-m (théorème BJ), n-m divise k (corollaire B.1). Donc k = n-m. 

Vmn(Q) est aussi un anneau ne satisfaisant pas I. (d'après amn' m<n). 

Soit (h', k') son,type
1

. Cdmme il existe un homomorphisme d'anneaux V (z) - V (Q), 
mn mn 

et d I apr~s la. remarque de la proposition ji. 2, on a h '<h 1 or h '>m ( corollaire B, 2 et 

théorème B.2.2.)~ 

Finalement on obtient (h,k) = (n,m). 



_(2) Pour l'anneau U (K) 9 l'ordre de tr1 est infini (théorème B1) 0 mn 

U (K) satisfait donc Io 
mn 

Cet anneau ne satisfait pas II~ puisque 1 1 on a~ , avec m<n0 Soit mn 

(h 9k) son typeÎIQ Alors ~mo 

Le nombre de dépendance de U (K) étant m9 on a aussi h~.(Corollaire B2) 
mn 

Par sui te (h ,k) = (m9 k) et, d I après ~ (m<n), on a ~n. mn 

Remarque ~ On peut se demander si le typeII de Urnn (K) n'est pas exactement (m,n). 

,_ (3) .Montrons que Unn (K) satisfait II. 

Pour cela, considérons T ~ K-algèbre engendrée p:ar les symboles b .. , c .. (1~i 9 j,n) 
n lJ lJ 

h 
avec les rel.ations bij ckl = ckl bij k~1 c jk bki == 6 .. 

Jl 

T 9 anneau commutatif, satisfait II. Commr il existe un homomorphisme d'anneaux 
n 

U (K) - T ~ 1 1 anneau U (K) satisfait IL (Remarque de la proposition 3. 2) nn n nn 

D'après Yn' Unn(K) ne satisfait pas III. Soit h son typeIII. Nous 

avons ~n. Le nombre de dépendance de U (K) étant m (théorème B.2.2), nous avons 
nn 

aussi h>n (corollaire B,2). D'où h = n. 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 12 du 16 février 1970. 

-:-:-:-:-:-:-:-:-

ORDRE ET GROUPES DE VALUATIONS EN GEOMETRIE PLANE. 

par G. PICKERT 

-:-:-:-:-:-:-:-:-

Dans un plan affiné, non nécessairement argué-sien, on peut introduire 

un concept d'ordre en supposant dans chaque droite une relation d'ordre ( <) 

linéaire, telle que chaque projection parallèle d'une droite sur une autre 

soit monotone. Dans un planafiù.':i1e ainsi ordonné, on ne s'intéresse qu'aux 

propriétés qui sont invariantes si l'on substitue aux·relations ·d' o"Tdre de 

certaines droites la relation d'ordre inverse. C'est pourquoi il est pré·féra

ble de représenter l'ordre du plan par 1 1 application suivante 

--> {-1, +1} 

( 1 ) définie par 

(w(P, d, Q) = -1 < > 1 Rl({R} = PQ d) A (P<R<Q v Q<R<P). 

( P, Q, R ••• désignant des points d ••• des,d.roi tes ; PQ désigne la 

droite joignant les deux points P, Q) si p et Q sont distincts. 

Propriétés de w. 

Cette foncti.on w a les propriétés suivantes 
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(M) "Multiplicativité" : P, Q, R / d => w(P, d, Q) w(Q, d, R) = w(P, d, R) 

(I) "Incidence" : d(\e c PQ f. d, e -> w(P, d, Q) = w(P, e, Q) 

(p) "Parallélite" PQ () d = fJ -> w(P, d, Q) = 1 

(1) "Linéarité" : A € a A B € b A C € c A AB = BC = AC f a, b ,00 

=> !{(A, b, c), (B, a, B)} 

(jMj désignant le nombre d 1éléments de l'ensemble fini M; l'assertion de (L) 

signifie qu'une et une seule des trois égalités w(A, b, c) = -1 

w(B, c, A)= -1, w(C, a, B) = -1 est vérifiée) 

Inversement on peut démontrer que pour toute application w de~ sur 

{-1, +1} qui vérifie les propriétés (M, I, P, L) il existe des relations 

d'ordre ( <) dans les droites, pour lesquelles toutes les projections parallèles 

sont monotones et qui vérifient (1). 

La propriété (1) étant la plus restrictive, Sperner (1949) généralisant 

le concept d'ordre ap~Jelle fonction d I ordre du plan toute application w de ('.'.; 

sur {-1, +1} ayant les propriétés (M, P, I). 

Dans cette définition, Junkers ( 1964, Dissertation Hamburg -pas- encore 

publié ; Math Zei tsch 93, 216-240, 1966) a substitué à {-1 , +1} un groupe G 

quelconque, noté multiplicativement, 1 désignant 1 'été-ment neutre. 

Suivant ce processus, nous nommons G-fonction d I ordre toute application 

de Gsur G ayant les propriétés (M, P, I). 

Les fonctions d'ordre de Sperner sont alors les {-1, +1} - fonctions 

d'ordre ou les fonctions d'ordre à deux valeurs. 

Au lieu de supposer que w est surjective, il suffit (à cause de M, P, I) 

de faire l'hypothèse 

(2) G = <w G > 

ce qui signifie: Gest engendré par les w(P d Q) 
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En introduisant pour tout triplet (P, d, e) tel que 

( 3) [ P E: e A P / d 11. d: i: e] 

Gp d = {w(P, d, Q)j Q E e A Q / d} 
, , e 

nous avons le résultat suivant plus fort que la surjectivité de w 

G = GP, d ' e 

résultant aussitôt des deux assertions suivantes 

( 6) G est un sous groupe de G. 
P ,d ,e 

(Dans (4.5.6) nous supposons naturellement que les conditions (3) sont vérifiées 

par P, d , e et P' , d' , e 1 ) • 

Pour la démonstration de (5) nous introduisons oo' où { o} = d () e {o'} =d'(\ e' 

et rappelons, que par deux projections parallèles successives on peut appliquer 

o, P sur o 1 , P'. Ainsi il suffit de considérer le cas où il exi.ste une droite 

o passant par o, 0 1 et parallèle à une droite passant par P, P'. Introduisant le 

point Q', situé s:u:r e' et sur la parallèle à o menée par Q et utilisant (MI P) 

nous avons 

= w(P', o, Q') = w(P 1
, d', Q') 

c'est-à-dire (5). 

Pour démontrer (6), il faut multiplier w(P, d, Q1 ) par w(P, .d, Q') 

(Q, Q' E e; Q, Q' 1 o). Mais (M) ne s'applique pas aussitôt; il faut d'abord 

transformer w(P, d, Q) en w(Q', d, Q.11
) avec un, certain point Q", pour obtenir 

grâce à (M) l'équation désirée. 
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(7) w(P, d, Q") = w(P, d, Q1
) w(P1 d, Q) 

Q 

p 

e 
pour construire Q" on choi·si t une droite PU 

parallèle à d (u; e, d); on détermine: R appar

tenant à OU par QE parall·èle à d ; R' comme point 

d'intersection des parallèles à d, e menées respec

tivement par Q', U; R" comme point d'intersection 

de OR' avec la parallèle à e menée par R et finale

ment Q11 appartenant à e par Q"R" parallèle à d. 

En utilisant (P, M, I) le calcul donne alors 

w(P, d, Q) = w(U, d, p) w(P, d, Q) w(Q, d, R) 

= w(U, d, R) = w( U, e, R) 

= w(R', e, u) w(U, e, R) w(R, e, R") 

= w(R', e, R") = w(R', d, R") 

= w(Q, dw R') w(R', d, R") w(R", d' Q") 

= w(Q, d, Qtt) 

A 1 1 aide de cette relation et de (M) nous obtenons ( 7). La construction de Q" 

montre aussi tôt qu'il y a pour chaq_ue Q(f, o) un point QI tel que Qu = P. 

A cause de cela et du fait que w(PdQ) = 1 (déduit de (M)), on voit que l'inverse 

de chaque élément de GPde est dans GPde" Cette propriété et (7) démontrent (4). 

La construction de Q" est identique à celle du produit dans un système de 

coordonnées; si on prend d et e comme axes, U comme point unité et les points 

de e comme éléments du corps ternaire (voir p. ex picker, Projektive Ebenen; 

les notations sont OU, OV, Eau lieu de d, e, u). Ainsi définissant (pour un 

système de coordonnées donné) l'application X de la boucle multiplicative 

e = {o} du corps ternaire par 
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(s) x(x) = w(P, d, x) si 0 /::Avce 
J " , 

l'équation (7) s'écrit simplemmrl 

Grace ~' (s) et (6') cet homomorphisme déterrüne déjz1. w. 

[Voir Sperner, Math. 1~nn • .. J?.1., 107-130, ·1949 povr le cas G = l-1, +1) et 

pour le cas ,général, mais avec une définition un peu différente (f(X) au lieu 

En.résumé. 

Un système de coordonx1ées étant choisi, les G fondions d'ordre sont par 

(s) en correspondance biunivoque avec certains homomorphismes de la boucle mul

tiplicative du corps ternaire (relatif au système de coordonnées) sur le groupe G. 

Avant de chercher les corme,.;tions entre les G-fonctions d' ord_re de Junkers 

et les G-mesures de Petit ( voir Ma.th Zei tschsift JJ..Q, 223-:256 1969) nous voulons 

faire quelques remarques sur une généralisation d 1 1m problème de R. Baer (non 

publié) qui traite non d'un plan affine adonné mais seulement d'une {-1, +1}-fonc--

tion d' ord:.e w dans un plan a:::'fine. 

On introduit les demi-plans lx!w(P, d, ~J = 1} (pour P / d, la droite d 

étant ,1éterminée de façon unique par le demi--plim comme 29.P.JJ?ES), e~ les demi•~ 

droites comme intersections non vides d'une droite (leur support) a.vec un demi-

pl 211. 

Alors un _?:!'a:ee.e.u est 1.m coffple (d.emi-droi te, demi--pla.n) le support de l'une 

étant le ·bor<l de l'autre. Avec Baer- ~ nous supposons qu'il existe un groupe r 

de collinsations du plan, conservant w (c'est-à .. -dire: 

-'(
yE:r 
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( 

sur 1 1 ensemble des drapeaux (pour chaque couple ( g) fD ) de drapeaux il existe un 

seul élément de r, transformant g) en B>
1 

) • 

De cette hypothèse on déduit les propriétés suivant.es ( comme Baer 1 1 a 

fai~ déjà dans le cas d'un plan ordom1é) : 

Pour tout point P, il y a dans r une involution op' laissant fixes 

toutes les droites passant par Pet transformant en son opposé chaque demi plan 

dont le bord contient P. 

Pour toute droite d, il y a dans rune involution ad laissant fixes 

chaque point de d et tout faisceau de parallèles, et transformant en son opposé 

le demi plan de bord d. 

Par conséquent le plan est un plan de translation et pour toutes 

droites d et e on a 

ad(e) = e <==> a a a = cr <==> a a = a ad<==> ae(d) = d. d e d e d e e 

Acause de cela, la relation ....l définie par 

possède les propriétés usuelles d'une relation 

d'orthogonalité; 

-v-P d le P E e ..l.. d' 
. ' 

d j_ e ==> e J_ d A d t= e, 

d ..L e ==> (d 1 J_ e <==> d' 11-d). 

Si on choisit un système de coordonnées avec des droites d et e 

orthogonales comme axes, la collineation ad est représentée en coordonnées par 

(x, Y)------> (x, ay) où l'élément a du corps ternaire (qui est un quasi corps grgce 

aufuit1u'il. s'agit d'un plan de translation) satisfait aux conditions : 

a(y + z) = aY + az a(yz) = (ay)z; a(aY) = y• 

D1 oÙ l'on déduit (grace à la commutativité de l'addition) 

a(ay +Y)= Y+ aY = aY + Y 

aY = -Y a= -1 

(-1)Y =-Y= Y(-1) 
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Si l'on tient compte de (8), (7) 1
, de la définition._des demi--plans et du fait que 

ad transforme le point P = 1 en Q = -1 (chaque point de 1 'axe e est par définition 

identique à sa deuxième coordonnée) on obtient le résultat : 

(9) x(-1) = -1 

pour l 1homomorphisme X de la boucle multiplicative sur le groupe { 1 ; -1}, q,ui 

détermine la {1 ; -1} -fonction d'ordre W• A l'aide de (9) et du fait que les trans

lations conservent w,, nous pouvons démontrer une candi tion ayant les mêmes hypo

thèses qu~ (1) mais dont l'assertion est plus faible: 

w(A,b,C) w(B,c,A) w(C,a 1 B) = -1 

La démonstration est faite en posant A= P
1
b = d,B = O et en calculant 

alors 

x(A, b, c) = x(c) 

x(B, c, A) = x(-c) xC1-c) = x(-1) x(c) xC1-c) 

x(C, a, B) = x(c-1) xC-1) = x(1-c) 

d'où avec ( 9) 

x(A, b, c) x(B, c, A) x(c, a, B) = x(-1) = -1 

Il est bien connu que cette candi tion permet d I orienter le JJlan relatif 

à w : On peut partager les drapeaux en deux classes avec les propriBtés usuelles 

de l'orientation gauche ou droite. [Voir L. Lesieur Jour. Math. pures et appliquées 

37 245-264 1958 et Eo Glock Math Zeitchsift 1.§. ; 319-360 1962 où au lieu des dra

peaux on se sert des triplets de points non alignés 0 ] 

On constate alors qµe chaque crp conserve l'orientation tnadis que 

chaque crd trànsforme l'une des deux classes de drapeaux en l'autre· 

Le problème est alors de savoir si .on peut démontrer sous les hypo

thèses faites, l'implication 

( 10) P ( d,d', d" ===> ~e crdad,ad" = ae 

A l'aide de ( 1 o) èt des connaissances déj?, acquises sur les cril on 
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démontre facilement 1 'équivalence ( "théorème des trois symétries") 

dl I d' 11 d~v 1p P f d,d' ,dl'<=> "je adad,crd" = ae' 

et gr ace aux résultats de Bachmann et Diller [ voir par exemple BEHNKE 9 BACHMANN, 

FL.ADT, SUSS "Grundztlge der Mathematik 11 vol II A chap 4)]. On sait alors qu'il sagit 

d 8un plan sur un corps commutatif ayant un élément_ h non carré P tel que deux droites 

orthogonales sont parallèles respectivement aux axes des coordonnées ou ont des équa-

tions Y= UX + vP y= u 1X + v 1 avec uu 1 =: h. Mais ( 10) n'étant pas démontré, il 

n I est pas -sûr que les hypothèses faites suffisent pour arriver à la description 

donnée des plans affines considérés. 

A cause de (M) on peut définir pour toute G-fonction d 0 ordre w une 

ap~lication p de l'ensemble 

sur G par 

Nous appelons G-rapport une application cnstruite de cette façon, parce qu'il 

s'agit d 1une généralisation du rapport (d 1un triplet de points alignés) dans le 

plan sur un corps 9 G étant dans ce cas le groupe multiplicatif du corps. Les 

G-supports sont caractérisés comme les applications P' de J 0 sur G (G = <p J'> 

implique déjà la subjectivité)s~tisfaisant aux condition suivantes; 

(M*) OP= OQ =OR==> p(P 9 0 9 Q) p(Q 9 0 9R) = p(P 9 0 1R) ;(P*), si TI est la projection 

parallèle de la droite PR= RQ9 alors p(P 9R9 Q) = p(IT(P) 9IT(R),IT(Q)). 

Les propriétés (M,I,P) et (11) impliquent aussitôt (M*9 P*). Inversement il faut dé

finir pour une application p de J' sur Gf ayant les propriétés (M*9 P*) 9 une G-fonc-

tion d'ordre w pour laquelle (11) est 
p(P,R9Q) 

finir w par (12) w(P 9d 1 Q) = { 

vrai. Pour obtenir (11) et (P)~ il faut dé
si (R} = PQ d et P9 Q / d 

si P = Q / d ou PQ d = ~. 
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Alors J.er3 condJ.tfons (11), (P,I) sont finalemP,nt sa:ti.sfaites (même sans M1;,p-x·). Dans 

le démo.nstrat:i.on su:tv,nte de (M) en peut res vr'e.1.ndre ( P*) au cas part:i.cul:ler 

RR' // QQ1 ==~> p(I',H,Q) == p(P',R',Q.'), ce·qu.:L démont:r·e 

en même Lemps, que les cond.:i.hons (M-l<·, P*) sont oqu:i.vnJ.entes à. ( M·Y.·, p6). 
F0,:1· des points ?,Q~R ;:Jjgnés (JVJ) est tJ'.':i.v:i.1:Ùc à. caur.-ie de (·,!) e't (M-x-). Four d~iD 

parce.que les cas ct//RP et d.// PQ sont facilement ra.menés à. (:i.) J,,1,u• une pe1·ro\1taticn 

cyclique de lP,Q,R}, qutl. ne change pas l'assertion de (M) à cause de l'équnt:Lcn 

c~s, (i) nous &vons w(Q,,d,R) == ,à cause .de: (.2), p(P;R' ,Q) = p(P,Q' ,R) pour 

(Hv} = d n FQ, \Q'} = ctnPR a cause de (p
0
-x-) et alor•s w(:P,d,Q):;;:: w(P,d.,R) (2). 

D2n;, ~-;• c2.s (ü.) nou.s mettons 

et obtenons à cw1se d.e (M*, P*) 

<?c Jlil.r conséqüent l'assertion de (rvr). 

P01.u· vn G· -rapport p 
., 
J..0S condittons su:Lvantes sont équiv~.l~n1t~~ 

L'orcb:c, r.,.u pL::n (c'est•-à:- .. éJ.ire le nombre des poü1ts d'une droite) est égal à 3 

(,nn co c,,,s ( n) est trtvüüeme:o.t faux, mais ( 14) vrai). 

J.,a dr-imo,'1st:cs:cion de ( 1 :3) 0•:o:> ( 14) est fa:ite avec m1. point auxiliairè- nn /. PR ; 

nn const:n1:i.t les poj_nts Q11 ,Q' de la façon suivante~ Q11 € PR11, QQ1
'// RR", Q' € pn, 

Q'Q 11//Rl.P.", et 1e caJ.cuJ donne g1·âce à (1VI+:·,P*·) et 1 'hypothèse de ( 14) 

.. ( -~ ï~ ! ', ', r, \. .. ; .. . '(, / p(P,R,Q) -· p(PHh nn'i 
· 1 · I '-\.< I ·- p(P,B.' ,Q')' 

p(QiH',q,') ····• r Q ·:i' r'I p \ 't. ' .' / p(P,R' ,Q') -- (PR' Qr1 p ,. . , p(P,R' ,Q') = 1. 
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ce qui entraîne Q = Q1 à cause de (13) et alors R = R1
o 

Si l'ordre du plan est 2, alors (f3) est satisfaite strictemento Si le 

plan a l I ordre 3 et s 1 il y existe des points P9 Q9R ayant les PfOP:r:'iétés p(P,R,Q) = 

(qu'implique déjà p-/: R-/: Q) et p-/= Qp on a GP,dPPR = { 1} pour une droite d -/: PR 

contenant R et alors G {1} à cause de (4)0 

par conséquent, nous pourrons supposer pour la démonstration de ( 14) => ( 13) 

(le cas exceptionnel, mentionné en ha.ut étant exclus) que 1 1 ordre du .plan est au 

moins 40 Il existe donc sur la droite PR= RQ (dans l'hypothèse de (13)) un point 

O -/: P ,Q PR, et avec au point auxiliaire Q i i PR on construit les points R" ,R I de la. 

façon suivante: 

En se servant de (M*9 P*) et p(P,RiQ) = 1, on en déduit 

p(OPR,P) = p(OpRpQ) p(PvRPQr 1 = p(OpR,Q) = p(O,R"pQ") = p(OpR1 PP), 

d'où R = R~ à cause de ( 14) et alors P = Qo 

En tenant compte de (11) on peut reformuler (14) de la manière suivante 

(14 1
) "'f-:p Q d /fyQ w(P,d,Q) = w(P 1 e 9 Q) ==> PQl\dnd 1 f /))o 

, 9 1 

Junkers a nommé cette propriété l 1 inverse de (I) (.Archives de Math g.Q. 

214 • oo 218 1969), il l'a utilisée pour caractériser les plans projectifs arguésiens 

(naturellement sans la condition (p) pour w)o 

On voit aussitôt q_ue ( 13) est équivalent à 1 1 injectivité de tous les homo

morphismes X donnés par (8) et à cause de (5) déjà à l 1 injectivité d 1un des X& 

D'après les résultats de Petit (Math Zeitschrifr jjQ, 223=2569 1969) cette injecti

vité est équivalente au théorème de Desa;rgue$o Mais on peut aussi démontrer direc

tement (c'est-à-dire sans utiliserx)que le plan affine satisfait à la condition (13) 

si et seulement si le plan est arguésien (résultat de Junkers 9 pas encore publié) • 

.Alors nous voulons introduire pour chaque G-rapport p une G-mesure au 

sens de Petit (publication déjà citée) 9 c'est-à-dire une applicationµ de l'ensemble& 
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ayant les propriétés (M2), (M4), U\*) 1 formul2es par petit . (il écrit AB/éD comme 

abbréviations de µ(A,B,C,D),et désigne l'élément neutre de G par e 1 au lieu'-de 1 ici)o 

Si AB f CD(// AB), il est naturel de définir 

( 15),.µ(A,B,C,D) = p(B},C,D), 0\1, B* es.t déte:r:miné par BB*//AC,. B-'k E CD, d'autre part 

on veut que (pour CB = CD)o 

(16) µ(C,B,C,D) = p(B,C,D). 

Mais que faire, si AB= CD, A f C? 

D1 après Junkers (pas encore publié) on généralise les définitions (15), (16) en 

considérant des produits TI de projections parallèles. 

( 17) II(A) = C /\ IT(B) E CD ==> µ(A,B,C ,D) = p(IT(B) ,C ,D),. 

Mais alors il faut démontrer que p(IT(BLc ,D) est déterminé uniquement par A,B,C ,:0 

sous les conditions rr(A) = c, n(B) E CD , car si le plan n I est pas un plan de 

translations, IT(B) ne doit pas être déterminé par ces conditions. C'est ainsi que 

nous avons besoin de 

pour tous les produits TI, TI' de projections parallèles sous l'hypothèse 

k:cause de (M*) (s) est équivalent à 

Pour démontrer cela, Junkers a prolongé w au plan projectif en conservant les pro

priétés\ (M,I) et l'ensemble des images G$ Soit J le point impropre (point à l'infini) 

commun à AB et CD soient X,Y deux points du plan affine alignés avec Jet X' ~Y' 

leurs images, i:tu.ssi e1.ligi-::.ès avec J ,:, par mle projechon parallèle (fb.cteur de Il ou 

TI'). De (p) nous avons w(Y 9 X.X:1 ,Y 1
) = 1 et dors de (M). On déduit 

A cause de (r) on peut ici substituer à XX' une droite quelconque dX passant par X 

resp., dX 1 passant par X' 9 mais pas par J. 
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Par récurrence on déduit de cela 

mais aussi naturellement 

w(J,dA,B) = w(Jjdc,rr'(B)), 

d 1 où à cause de (M) nous obtenons (20). 

Remarquons que pour la démonstration de (20) ce n'est pas nécessaire de prolonger 

w au plan projectif. Il nous faut seulement introduire une fonction w', définie p9ur 

les couples non-incidents (P,d) 9 ayant la propriété 

(c'est fait facilement comme cela~ on choisit pour chaque droite d un point 

Pd id et on définit w'(P,d) = w(P,d,Pd)i et (ce qui constitue la difficulté de la 

démonstration) pour un faisceau o/ de parallèles (//AB dans la démonstration de (20)) 

donné une ap~lication w de l'ensemble des droites dans G, ayant la propriété 
0 

( 12) fR} = d n e (\ d,e -/: PR E 3/ ===> w
0

(d) w' (P,d)- 1 = w
0

(e) = w' (P,e)'.": 1• 

Alors (avec les notations de la dé,,1onstration de (20), déjà faite) on a 

w
0

(dX) w1 (Y,dX)- 1 
== w

0
(XX') w'(YjXXï)- 1 = w

0
(xx:1 ) w1 (Y 1 ,xx1 r 1 = w

0
(dy) w1 (Y 1 ,dy)- 1 

et par rééurrence 

ce qui donne aussitôt 

w1{rr(B) ,de) = w1 (rr1 (B) ~de) 

et d 1 après (21) c 1 est déjà (20). Mais, bien sur, cette démonstration n'est motivée 

que si l'on pense au prolongement de w au plan projectif: 

La multiplicité (M*) se démontre facilement, si·on considère pour 
2 

AB//cD//EF des projections parallèles IT,TI' avec les propriétés 
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et si 'lon utilise (7) et (P*~M*) : 

µ(A,B1C1D) µ(C,D,E,F) = p(IT(B),c,D) p(IT1 (D),E,F) =: p((IT 1 o rr)(B),rr 1 (c),rr 1 (D) p(IT'(D),E,F) 

= p((IT 1 o rr)(B),E,F) = µ(A,B,E,F), 

parce que (nu o rr)(A) = E, (rr 1 o TI)(B) E EF. 

(M4) se déduit de (15) pour B* = D, parce que l'on a p(D,CrD) = 

Enfin (M5) est une conséquence de (16) et (P*)o 

à cause de (M*). 

Inversement on voit facilement dans les résultats de Petit, que chaque 

G-mesure µ définit par ( 16) u.YJ. G-rapport O CI est ainsi que les trois concepts 

G-fonction d'ordre 9 G-rapport 1 G-mesure sont finalement équivalents
0 

Nous 

proposons de nommer d'une façon neutre tous ces concepts G-valuations et le groupe 

G un groupe de valuation du plan, su il existe une G-fonction d r ordre (G-rapport, 

G-mesu.re) pour le plan" 

Pour caractériser les groupes de valuation d 1 un plan affine nous construisons un 

groupe de valuation universel, c 1 est-à-dire un groupe de valuations, dont tous les 

groupes de valuation du plan sont des images homomorphes 0 Une telle construction 

a déjà été faite par Ro NETZSCH (pas encoce publié) pour les valuations des treillio 

L'idée est de commencer avec le groupe libre engendré par l'ensemble des objets 

géométriques, qui est le domaine des valuations 0 Mais il estplus facile ici de 

f 
n nutiliser aucun des ensembles c 1 'Z~ Q mais 1 1 ensemble des couples de points dif-

férents~ 

~ = < l (R, P) 1 R != P} > 

soit le groupe libre engendré par cet ensembleo Nous voulons alors factoriser un 

G-rapport p quelconque de façon qu 1un des deux facteurs soit un homomorphisme de~ 

sur Go Dans ce but nous introduisons 1 1 application q : ê.
1 

- X définie par 

Grâce qu fait que dans;{, 
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I 
,---../ 

nous pouvons introduire une application ; <j> : q (_,, __. G par 

Alors on choisit pour chaque couple (R,d) avec R E d un point QR,d E RP et on 

prolonge (j; (nous conservons la notation) à un homomorphisme de ::C par la définition 

(24) R-/= P ===> 4(R,P) = p(P,R,~,RP) pour les ();-valeurs des générateurs de;;C; c'est 

à cause de (M*) et du fait que tj; soit un homomorphisme, que (24) implique (23). 

Alors (22), (23) donnent 

(25) p = <j;oq. 

D 1 après (P*) tous les éléments 

de ':t:, pour lesquels P 1 ,R' ,Q' sont les images des PYRjQ dans une projection paral

lèle j sont contenus dans le noyauvfr de <J;, et c'est ainsi que nous formons le J.!l us 
(j; -

petit sous-groupe normal~de 'èf, qui contient tous ces éléments: 

~ cvr'. q; 

De cela résulte l'existence d'un pomomorphisme cp de ;l,j.,1//", qui factorise q;, l'autre 

facteur étant l'homomorphisme canonique u deoZ' sur.L/..,r: 
__,r 

Avec (25) cette équation donne 

(26) p = cpo (x o q) 9 .,,. 
et nous démontrons facilement, que li'::. ..z'/.,r a la yropriété désirée d'un groupe 

de valuations universel ; (i) p* == u o q est un ~rapport, parce que (M*) est tme 
--1"' 

consdquence immédiate de (22), et (P*) se déduit des définitions defet x..A". 

(ii) Pour chaque G-rapport p il y a un homomorphisme cp_deUsur G ayant d'après (26) 

la propriété p == cp' 0 p*. 

Des résultats de Petit (publication citée) démontrent que V-est déj~ déterminé par 

iv extension du plan uffine au plan projectif et d I autre part ne change ras si on 

applique une dualité au planprojectif. 
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Le groupe de valuation Vest image homomorphe de chaque boucle B multi

plicatif (rela.tif à un système de coordonnées) et d'autre p:i.rt chaque groupe de valua

tions G du plan est image homomorphe de 7.,r'. Si le plan a l'ordre.fini n, on a 

card B = n-1 et ainsi 

n-1 > card > card G. 
::::: 

Pour un plan arguésien il existe (voir p •••. ) un groupe de valuation G ayant 

n-1 éléments, ce qui donne card V-= n-1. 

Inversem<ent dans le cas card V-= n-1 l'homomorphisme x de B sur if, déterminé par 

un V--s.upport doit être un isomomorphisme et le plan arg.uésien. Ainsi nous sommes 

arrivés qu théorème: 

Un plan affine d'ordre fini n est arguésien, si et seulementcsi n-1 est l'ordre du 

groupe de valuations. 
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SEJVITNAIRE D '.ALGEBRE NON COMMUTATIVE. 

conférence n° 14 du 3 mars 1970. 

REMARQUES SUR UNE CLASSE DE STRUCTURES GEOMETRIQUES FINIES. 

Par Ge PICKERT. 

-:-:-:-:-:-:-:-:-

Dans le Bulletin de l'A.P.M., n° 260 (1968), p. 32, on trouve la question suivante 

24 participants d'une réunion veulent dîner 8 jours ensemble, par tables 

de 4 personnes. 

Peut-on faire un arr~ngement tel que chaque personne rencontre chaque 

autre personne au moins une fois à la même table ? 

Il s'agit ici de trouver une configuration tactique de certaines proprié

tés que nous préciserons. Nous ne pouvons pas résoudre le problème d'existence 

d'une telle configuration, mais nous considérerons une classe, à laquelle la confi

guration donnée doit appartenir. 

Une configuration tactique (au sens de MOORE) est un ensemble de v éléments 

(nommés points) avec un ensemble de b sous-ensembles (nommés blocs), chaque bloc 

ayant E éléments et chaque point étant élément de r blocs. 

Dans les applications en statistique, on groupe les varié~és, q~i sont 

les objets de 1 1 expérience considérée, en blocs, chaque variété étant en :r exemplaires 
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c'est l'origine du choix d.es lettres v,b,.r. Nous nous servirons des lettres p,q, 

p',q', pour les points, des lettres B,B' pour les blocs. 

Le décompte de {(p,B) 1 p € B} de deux façons différentes donne l'équation de 

R.A. FISCHER (1940). 

r v = k b. 

Dans notre problème des 24 personnes, nous avons v = 24, k = 4, r = 8 et ainsi 

d I après ( 1) b = 48. Nous pourrions c:alculer ce nombre naturellement aussi sans u.ti-

liser ( 1) 24/4 = 6 est le nombre de tables chaque jour et ainsi b = 8 x 6. 

Ce calcul est possible, parce que dans notre problème la configuration doit posséder 

une relation de parallélité, c'est une relation d'équivalence dans l'ensemble des 

blocs, dont chaque classe d'équivalence est une partition de l'ensemble des points 

Deux tables (plus exactement ensembles de 4 personnes à une table) sont parallèles, 

si elles appartiennent au même jour; s 1 il y a une relation d I équivalence dans une 

configuration tactique, s étant le nombre des blocs dans une classe d'équivalence, 

on a 

v = k s , b = r s , 

parce que è;haque point appartient à exactement un bloc de chaque classe d I équiva-

lence et ainsi r est le nombre de ces classes. Avec (2), on peut démontrer (1) 

encore une fois. 

Pour exprimer la dernière condition de notre problème, ( chaque .. paire de personnes 

doit se rencontrer au moins une fois), nous introduisons p f q 

[p,q] = card {BI p,q € B}, 

et alors, cette condition s'écrit 

Pl q => [p,qJ > 1. 
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Pour une configuration tactique quelconque le décompte de 

{(q,B) 1 p,q € B /\ p /: q} 

de deux façons différent es donne ( voir p. e. P. DEMBROWSKI, Fini te Geometries) 

r (k-1) = ~ [p,q]. 
q (yfp) 

Pour une configuration tactique ayant la propriété (3), l'équation (4) 

donne l'inégalité 

r (k-1) ~ v-1 

Tandis que pour les plans affines finis, les plans projectifs finis ( les 

droites étant prises comme blocs) et les Steiner-systèmes de triplets (voir DEMBROWSKI, 

Finite Geometries, ou RYSER~ Mathématiques combinatoires) on a ici une égal,ité (et 

inversement l'ég.alité dans (5) implique l'égalité dans (3)), dans notre problème, 

nous avons 

(6) rJk-1) = V. 

Ainsi nous considérerons ici seulement des configurations tactiques ayant les 

propriétés (3) et (6), sans répéter ces conditions chaque fois. Si la configuration 

possède une relation de parallèli té, ( 2), (6) donnent 

k s = r (k-1), 

d'où on dé~;tiû.:t l'existence d'un nombre naturel t (= 2 dans notre problème des 24 

personnês) .. ave.è 

r = t k, s = t(k-1) , v = t k(k-1) , b = t 2 k(k-1). 

MajJs dans la suite nous ne supposons pas l'existe'nce d'une relation de 

par allé li té. 

De (3), (5}, (6), on déduit que, pour chaque p il existe un point p' et 
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un seul ayant la propriété 

(s) p -1= p' /\ [P,P'] = 2, 

tandis que 

(81) q 'f P,P' ==> [p,q] = 1 

Dans la suite p' désigne toujours le point déterminé par pet la con

dition (s). A cause de (8) l'application p - p' est une involution de l'ensemble 

des points sans point fixe, ce qui donne 

(9) v -;:;. O mod. 2. 

Les nombres v,b,k,r sont naturellement supposés f O et on av> k. 
= 

L'existence de blocs différen~s ayant en commun des points p,p' avec (8) 

donne k > 3, r > 2. 
::::. :::::: 

A cause de (1) et (6), on peut exclure les v.al..eurs 2 et 4 pour v. Pour v = 6 

d'après (6) il n'existe que les deux possibilités 

(i) 

(ii) 

k = 4~ r: = 2, 

k = r = 3, 

b = 3, 

b = 6. 

Nous démontrerons que dans chaque cas il existe (à un isomorphisme près) une et une 

seule configuration. 

En utilisant pour B f B', l'expression 

[ B, B 1 
] = c ard ( B (! B 1 

) , 

nous arrivons au dual de (4) 

(10) k (r-1) = r· [B,B'] 
B' (f B) 

Pour les [B,B'] on a 

(11) B 'f B' ===> [B,B'] ~ 2, -
parce que p,q,r E B ('\ B', B f B' et p 'f q,r donnent d'après (8), (8 1 ) q ~ p' = r .. 
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Avec les expressions 

d = card {B' 
B 

[B,B'] = 2} 

,ZB = card { B' 

(10) et (11) donnent 

B B' = p}. 

( 12) k (r-1) = b-1 + d -z B B 

En décomptant, de deux façons 

{ (p,B) 1 p € B I\ p' /. B} 

p' étant le point déterminé par (8), on arrive à 

v (r-2) = L (k - 2 dB) 
B 

et à cause de 

( 13) L d = V 
B B 

A partir de ( 12), ( 1), ( 6) on calcule facilement 

Pour r = k cela donne d > 1 et parce qu'on a alors d'après ( 1) aussi b = v, à 
B-= 

cause de (13) on en déduit dB= 1 et zB = o, c'est-à-dire: 

Proposition 1. Sir= k, l'intersection de deux blocs est toujours non-vide, et 

pour chaque bloc B il existe un bloc et un seul ayant deux points en commun avec B. 

C'est-à-dire nous avons le dual complet des propriétés (3), (8), (8 1 ). 

A cause de cela nous parlons dans le cas r = k de configurations symétriques. 

parce que r = k impliquez = o, il n'y a pas de relation de pqrallélité 
B 

dans ce cas, c'est-à-dire dans ( 7) t doit être > 2. 

Pour r > k (14) ne donne pas de renseignement supplémentaire sur dB. 

Mais pour r < k, on arrive à dB> 1, c'est-à-dire d > 2, et d'après (13) cela 
B.::::--

donne v 12b et v = 2b ===>dB= 2, zB = O. 

A cause de cela nous pouvons construire une et une seule configuration 
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du type (i). 

En notant les 6 points 1,2,3~1' ~2',3', les primes ayant le même sens qu'en (8) et 

(8 1 ), un bloc doit être {1 1 11 , 2,2'}, un autre {1,1', 3,3'}, et alors nous n!avons 

que la possibilité {2,2', 3,3'} pour le troisième. On peut représenter cette confi

guration par trois cercles dans le plan euclidien se coupant deux à deux en deux 

points. 

Pour construire des configurations symétriques nous démontrons d'abord 

Proposition 2. Dans une configuration symétrique il existe pour chaque point p une 

bijection a de l'ensemble des blocs contenant p, mais pas p' sur l'ensemble des 
p 

blocs contenant p', mais pas p déterminée par 

p E B A p' / B ==> [B,a (B)] = 2 p 

P E B A p' /_ B /1 B F B' fa (B) ===> [B,B'] = 1. p 

Pour la démonstration nous considérons 1 1 ensemble P de tous les points, 
p 

qui n'appartiennent pas à un bloc contenant les deux points p,p 1 : 

Pour q_ 

notons pq. Alors 

card P = v - (2k-2) = k 2 - 3k + 2. p 

E P le bloc contenant p,q est déterminé de façon unique; nous le 
p 

q - (qp,qp 1 ) est une application de p sur un ensemble de (k-2) 2 
p 

couples de blocs, mais à cause de (16)~ elle n'est pas injective. Si q,q E P, 
l 2 P 

B = q_ p = q p, B' = q p' = q p', alors B' est déjà déterminé par B 
1 2 1 2 

comme le seul bloc tel que [B,B'] = 2 d'après la proposition 1, ainsi q est détermi-
3 

né par q, c'est-à-dire l'image réciproque d'un couple (B,B') contient au plus 
1 

deux points. Mais à cause de ( 16) et de l'égalité (k 2 - 3k + 2) - (k -2)2 = k - 2 

il y a exactement k 2 couples (B,B'), dont l'image réciproque contient deux points, 

c'est-à-dire [B,B'] = 2. Nous avons déjà vu que dans ce cas B détermine B' et 

réciproquement. Parce qu I il y a exactement k -2 blocs conten.,nt p, mais pas p', la 
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proposition est démontrée, 

Comme corollaire nous démontrons 

( 17) { p, p 1 
} = B (\ BI A q E: B ===> q ' E: B 1 

, 

ce qui implique, que p-> p' est un automorphisme de la configuration. Si au contrai

re sous l'hypothèse de ( 17) ,q, 1 /. B', on a q-/: p,p' et ainsi(parce que dB= 1) 

q' i B, c'est-à-dire q' E: P. Chacun des deux blocs contenant q,q' ne contient pas 
p 

p, parce qu'alors à cause de q 1 i B , q E: B on aurait deux blocs contenant p,q, 

ce qui est impossible parce que q f. p'. Nous avons aussi p E: Pq 1 , et ( 15) peut 

être appliqué deux fois au bloc pq' 

d I où à cause de d = 1. on conclut pq' , 

cr (pq') = a (pq 1 ). p q' ' 

Mais ce bloc ayant les points· p' ,q (-1= p,p') doit être le bloc p'q = B et donc conte-

nir p, c'est impossible pour cr (pq'). 
p 

Grâce à la proposition 2 et au corollaire (17) on voit facilement, que dans le cas 

k = 3, c'est-à-dire pour le type (ii), en notant les points 1,2,3,1',2',3', les 

blocs sont à une permutation de {1,2,3} près, 

{1,1 1 ,2}, {1,1 1 ,2'}, {2,2 1 ,3}, {2,2',3'}, {3,3',1}, {3,3 1 ,1 1
}. 

Dans le cas k = 4, en notant les points 1,2,3,4, 11 ,2 1 ,3 1 ,4 1 , et en appliquant la 

proposition 2 et ( 17) avec p = 1, nous obtenons, à une permutation de { 1,2,3,4} 

près les blocs 

{ 1 ' 1 
1 

' 2 ' 3 } ' { 1 ' 1 
1 

., 2 
1 

, 3 
1 

} ' { 4 ' 4 
1 

' 1 ' 6 
1 

} ' { 4 ' 4 
1 

, 1 
1 

' 6 } ' { 5 ' 5 
1 

' 1 ' 6 } ' { 5 ' 5 1 
' 1 1 

' 6 ' } • 

Il nous faut encore constituer les blocs contenant 2,2 1 :.resp. 3,3 1 resp. 6,6', et 

nous avons à notre disposition les points 4,4',5,5',6,6' dans les deux premiers 

cas et seulement les points 2,2' ,3,3 1 dans le dernier. 
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C,1 est ainsi qu'il faut admettone comme blocs les ensembles 

{6,6',2,3'}, {6,6 1 ,2 1 ,3\, 

ce qui exclut l'usage de 6,6 1 dans les deux premiers cas. 

A un échange de 2,3 près, qui ne change pas les blocs déjà construits, on doit 

ainsi admettre les quatre blocs 

{2,2 1 ,4,5'l, {2,2',4',5}, {3,3',4,5}, l3,3',4',5'}. 

La structure de cette configuration devient plus claire, si on remarque que pour 

chacun des quadruples 

(6,1,2,3), (2,3,4,5), (4 9 5 1 6,1), on peut construire 4 blocs de la même façon 

{6,6 1 ,2,3'}, {6,6', 21,3}, {1,1 1 ,2,3}, {1,1',2',3'} 

{2,2',4,5'}, {2,2',4',5}, {3,3',4,5}, {3,3',4',5'}; 

{ 4 9 4 ' ' 6 , 1 1 
} , { 4 , 4 1 

, 6 1 
, 1 } ' { 5 ,5 1 

i 6 , 1 } ' { 5 , 5 1 
, 6 1 

' 1 i } • 

Dans les configurations symétriques et aussi dans le type (i) (réalisé 

par trois cercles se coupant deux à deux en des points différents) d a la même 
B 

valeur pour tous les blocs. Mais la réciproque est vraie aussi 

Proposition 3. Si dB a la même valeur pour tous les blocs B, la configuration est 

symetrique (d = 1) ou k = 4, r = 2, (d = 2). 

Pour la démonstration nous mettons d = dB pour tous les blocs B et déduisons de 

( 18) v = db, k = dr. 

Alors ( 14), ( 18), ( 6) et -~ f: O donnent 1 1 inégalité 

~=l(d 2 - k2 + k(d+ 1)) > o. 
d2 =-

L'ensemble des nombres réels {x I d2 - x2 + x(d+1) > o} est un intervalle con~enant 
= 

O. C'est ainsi que de k > 2d (conséquence de (a), (a')), (19) et 
==-

on déduit 1 < d ==> d = 2. 
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Mais pour d = 2 la plus grande ~aleur de k, pour laquelle on a (19), est 4, et d'au

tre part nous avons k > 2d = 4, ce qui donne k = 4et, d'après ( 18), r = 2. 
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ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

conférence n° 15 du 6 avril 1970. 

• • ~ • • • 1) -•-G>_&_Q_Q_e_e_ 

DIMENSIONS DES ANNEAUX ET ENSEMBLES ORDONNES 

d'après Gabriel-Rentschler. 

par G. RENAULT. 

Si A est un anneau commutatif, on appelle dimension de Krull de A, 

(dim A) la borne su:péTieure des longueurs des chaînes d 1 idéaux premiers de A. Les 

àêux théorèmes suivants qui ±llustrent cette notion sont particulièrement impor

tants. 

Théorème 0.1 • 

Soient A un anneau semi-local noethérien de radical R, d(A) le degré 

du polynôme de Hilbert-Samuel ; soit d'autre part s(A) la borne infé:i:'ieure des 

entiers n tels qu 1il existB des éléments X 1 , x de R pour lesquels A/( ) n X , 0 0 • ,x 
soit de longueur finie. 

Alors on a : 

Théorème O. 2. 

.Alors 

dim A= d(A) = s(A) 

Soit A = K[ x , 
1 

dim A= n 

9 6 ·O ' 
x, J un anneau de polynômes sur un oorps K. 

n 

1 _ _ n 
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Le but du travail de Gabriel-Rentschler est d'étendre noiamment la 

théorie de la aimension au èas·d 1un anneau non commutatif. 

I - _J)~y_i_~t_i.;_o_~,, - Dimension de Iërull. 

Soit E-un ensêmble ordonné. Si a, b € E, [a,b] désignera l'ensemble 

des éléments x de E tels que à < x < b. E sera dit artind.:en si toute sui te décrois

sante de E est stationnaire, discret si a< b implique a= b. 

A chaque ensemble ordonné Eon associe une quantité dev E (déviation 

de E) qui est, soit un entier naturel, soit l'un des symbôles - =, + =. On pose: 

d.ev E = .;.. = 
dev E < 0 

lorsque E est discret~ 

lorsque E est artinien. 

Supposons déterminés les ensembles ordonnés F tels que dev F < n-1. 

Si E est un ensemble ordonné on pose: 

dev E < n, lorsque toute suite décroissante a
1 

> a
2 

> ••• de E telle que l'on ait 

( 1) dev [ a. , a.] i n-1 pour tout i, est finie. 
J.+ 1 J. 

On· pose enfin dev E = + = lorsque, pour tout n, dev E / n. 
-

La condition ( 1) ci-dessus est équivalente à la condition suivante. Il n'existe 

pas de suite infinie décroissante a >a, 
1 2 

pour tout i. 

Exemples ~ 

telle que l'on ait dev[a. ,a.]>n-1 
J.+1 J. 

dev E'== o·: E est un ensemble artinien non discret. 

d.ev z == 1 ·:· on· a-de façon iinmédiate dev z < 1 et z n'est ni artinien ni discret. 

dev Q = + oo supposons dev Q < n. 

Pour toute suite infinie décroissante a
1 

> a
2 

> ••• , il existe un 

entier i tel que dev[a. , a.] < n-1. On itère et on se ramène au- cas 
J.+1 1 ... 

dev[a. , a.] < O ce qui est faux car [a , a.] n'est pas artinieh. 
~1 J. ~1 i 

Définition 1 • 

Si M est un module à gauche sur un anneau A, on note dev Mou 

K dim,M(dimension de Krull de M), la déviation des sous-modules de M ordonnés par 

inclusion. 

II - Propriétés de la déviation et de la dimension de Krull. 

Proposition 2~ 

Soient E et F deux ensembles ordonnés, f une application croissante 

de E dans F, r un entier natùrel tels que: 

a< b =-> dev[f(a), f(b)] > r 
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alors 
dev E < dev F· ;..or 

Supposons·quril existe une suite infinie d'éléments de E 

a > a2 > ... 1 

telle que 

dev[ a. , a. J > dev F•:- r 
i+ 1 ]. 

On a alors : 

d ev [ f (a. ) , f ( a. ) J > d ev F 
J.+ 1 ]. 

Sinon il existe un indice i tel que 

d ev [ f (a. ) , f (a. ) J < d ev F 
J.+ 1 ]. 

On applique l'hypothèse de récurrence à 

E' = [a. , a: J -
i+ 1 i 

F 1 = [f(a_- ), f(a.)] 
· i+ 1 i 

i € N 

i € N 

On a donc dev E1 < dev F' - r < dev F - r, ce qui contredit notre hypothèse. 

Considérons la suite décroissante infinie, (car f est strictement 

croissante). 

f(a.)) f(a.)) ooooeo• 
J. J. 

On a d'après 

de dev -F. 

(1} :·dev[f(a~ , f(a.)] > dev F, ce qui contredit la définition 
J.+ 1 J. 

Corollaire-3.. 

Si N est un sous-module d'un module Mon a 

K dim N < K dim M 

K dim M/N < K dim M 

Définition 4. 
Si A est un anneau, on désigne par dim A, la borne supérieure des 

longueurs des chaînes d'idéaux bilatères premiers de A. 

Proposition 5. 

Soit A un anneau noethérien à gauche. Alors dim A< dev A= (K dim A). 

Soit I c I c .•. c I une chaîne d'idéaux premiers de A; on va démontrer que 
0 1 n 

n < •dèv A. 

Pour cela il suffit de prouver les relations: 

dev A/I
0 

> dev A/I
1 

> .... && 

Car,. d I après le corollaire 3, on sait déjà que dev A > dev A/r
O

• Ce sera une 

conséquence du lemme suivant-: 
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Lemmeo 

Soient B une anneau premier noethérien {!, gauche, P un idéal bilatère 

premier non nul de B. 

Alors 
dev B > dev B/P. 

Î' èst un- idéal essentiel à .gauche et d'après le théorème de Goldie, 

p contient un éléments non-diviseur de zéro, on a là suite· strictement décrois-:

sante : 

De plus on a 

Bsn+ 1 c psn 

et la surjection: 

Bsn /Bsn+ 1 ---------> Bsn /Psn 

n/ n .; Bs Ps est isomorphe à B;.P, d I après le corollaire 3, on a 

d 2 où, par définition, 

dev B > dev B/P 

Proposition 6. 

Soient E et F deux ensembles ordonnés non vides. Alors 

dev Ex F ~ Sup (devE, dev F) = s 

1) dev EX F > s 
Soit f E E E " {f} CE X F ,, 

et par suite dev E < dev Ex F de même dev F ( dev Ex F. 

2) dev Ex F < s 

Sinon il existe une suite infinie (a, b) > (a 1 b
2

) > ••••• 
1 1 2 

telle que d ev [ (a. , b. ) , (a. , b. ) ] > s , i E N 
1+1_ 1+1 l 1 

soit : 

d ev ( [ a . , a. ] x [ b , b . ] ) > s 
1+1 l i+1 l 

On en déduit 

d ev [a. , a. ] ou d ev [ b . , b . ] > s 
1+1 1 1+1_ 1 

(il suffit de procéder par récurrence sur s). 

La relation (2) a lieu une infinité de fois ce qui contredit la 

définition des. 
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Proposition 7. 
Soit N un sous-module d'un module M. 

Alors dev M = sup(devN, dev M/N) ;:, s. 

Compte-tenu du corollaire 3, il suffit de prouver que dev M < s. 

Soit E (resp. F) le· treillis des sous-modules de N (resp~ M/N). 
M'+N ,M1

. 
A tout sous-module M' de M on fait correspondre le couple (M'" N, -~N- = jT':"""N 

élément de Ex F'. si·T est le treillis des sous-ensembles de'M on-a: 

d èv T < d ev ( E x F) 

soit 

dev M < s 

Corollaire 8. 

Soit M un A-module de type fini alors dev M < dev A. Si de plus 

M est fidèle et A-comfuutatif·a.ev- fu·=-dev A~ 

on a la suite exacte 

An ----> M ----> 0 

la proposition 7 entraîne dev ]'/[ < dev An = dev A (proposition 6). 

si M est fidèle et A commutatif on a une suite exacte 

0 ------>A------> Mn 

et dev A < dev Mn.;,- àev M. 

Notations : 

Soit E un ensemble ordonné. On pose: S (E) : ensemble des suites 
C 

e .. 
n' 

telles que e soit constant pour n grand, ordonné par 
n 

~ (e.) < {r.) <===> e. -< f. 
1 1 1 1 

S (E) constitué des suites croissantes. 
C 

On notera b/a l 1 intervalle [a, b]. 

Proposition 9. 

dev C (E) = dev S (E) = 1 + dev E r C 

- dev C (E) < dev S (E) ô évident. r C 

- dev S (E) < 1 + dev E 
C 

:1/i E N. 

C (E) 
r 

le sous-ensemble de 

Soit a 1 > a2 > ••• une suite infinie de suites stationnaires avec 
i i i i i a = a 1 ~ 

a 
2' 

a 
3' e o o , a=P 0 •• 

i terme constant à partir d'un certain et telle dev i; i+1 avec a rang que q a ),10+ 
CX) 

i; i+1 i/ i+1 i / i+1 S a a = a a x ••• x a. a. x 
1 J-1 J-1 C 

dev E 
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D'autre part dev a,:;,'a,:+1 < dev E pour i assez grand. Par récurrence sur dev E 

on en déduit 

dev Sd (aja,:+ 1) < 1 + dev (aja,:+ 1) < 1 + dev E 

et par suite (proposition 6) : 

·dev (ai/ ai+ 1 r < 1 + dev E , 1 :d I où la contradiction. 

- 1 + dev E < dev C (E). r 

Notons que la propriété est triviale si E est artinien. On supposera donc dev E > 1 0 

Lemme. 

Soit E un ensemble ordonné non artinien. Il existe une suite infinie 

décroissante ( e. ) -telle que dêv e:iJ e± + 1 = dev E - 1. 
]. 

Il suffit en fait de démo~trer quuil existe une s4ite infinie (ei) 
ei/ei + 1 telle que dev = dev - 1. Sinon il n°existerait pas de suite décroissante 

infiniê (e:)·telle que deve±/ei + 1 > dev E ~ 2, ce qui contredirait la définition 
]. 

Soit donc (e.) une telle suite et posons 
]. 

CI est un élément de C (E) et dans C (E) on a 
r r 

i/ i+1 dev a a = dev Cr (e±/ei+1) 

par récurrence on en déduit: 

dev Cr (e'./e 1+1) > 1 + dev (e:i/e±+ 1) > dev E 

Soit dev ai/ai+ 1 > dev E et 1 + dev E < dev a(E) 

..Q.grollaire 1 o. 
Si A est un anneau noethérien à gauche: dev A[X] = dev A+ 1 

- dev A[X] > dev A+ 1 • 

Pôsons B = A[X]. On a la suite décroissante 

dev 
BXn 

dev A. = 
Bx:1+1 

- dev A[X] < dev A+ 

Sôit I un idéal à gauche de A[K]. On pose a (I) = {coefficients des 
n 

polynômes de degré n appartenant à I} U {o}. 
a Ü) ··est un:·.d..déal à gauche de A. Les a (I) forment une suite croissante station-
n n 

n0fre. 1+applièatiori I ----> {an(I)}n est une application strictement croissante· 

de 1 1 ensemble des idéaux- a·gauchè de A dans C (AL 
r 

d'où; dev A[X] < dev C (A)= 1 + dev A (proposition 9). r 
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En particulier si K est un corps dev K[x 9 ••• , x] = n 
1 n 

III - Dimension des anneaux locaux. 

A dés'ignèrà' un· anneau local noethérien commutatif dont la dimension 

de Krull sera notée•dim-A = (borne supêrietœe·-des logrtueurs des èhafnes d.1idéaux 

premiers de A) 0 

Proposition 11. 

Soit A un anneau local noethérien commutatif, 

Alors dirn A= dt:!v-A =-·s(A). 

On reprend îes notations de l'introduction. 

* s(A) < dim A. 

Soient M l 1idéal maximal de A; (o.) . les idéaux premiers 
1 1<i<n 

minimaux de A. Si a est un· élément de M - _,U,_ P. , 
.:VJ 1 
1=1 -

on~ u 
dim A> 1 + dim A/(a) (si M = .t) P. , A est artinien). 

i~ 1 1 

Une récurrence facile. permet de prouver 1 1 inégalité. 

* dim A < dev A. 

résulte de la proposition 5. 

* d ev A < s ( A) • 
:soit (a, ••• ,a) un idéal 

1 n 
de A tel que n = s(A) 

s(A,l(a
1
)) = s(A) ~ 

par récûrrence sur 

f par dJfinition. 

- 1 dev 

Il suffit donc-de 

s(A) on en déduit 

A/(a~) < s(A/a
1

) < $(A) 

prouver que dev A/a)> 
1 

dev A - 1. 

Lemme 13. 

Si a f. 0 € M , alors d ev A < d ev A/ (a) + 1 

n 
A::::)aA-::J ••• =>a A=F -:::J ••• 

n 
Tout;,idéal de A e:st fermé pour la topologie a-adique. On définit 

une application strictement croissante de l'ensemble des idéaux de A, dans l'en-

semble des idéaux homogènes 

a----> G (a) r 

de G (A) : r 
a Fn 

= © ------ = © a F 
n n-1 n 

a Fn + Fn-1 

-- F ------
n-1 
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(1 1 application est strictement croissante I < J G (r) = G (J) ===> I+F = J+F 
r r n n 

'if- ,· tout idéal fermé·-par ·1a topologie a-adique I = n Ü+F ) ; J = n (J+F )),. n n · n 
n n 

Et par suite dev A< dev Gr(A) 0 Si b est la classe de a-modulo 

a 2A, cr(A) est un·(.Aja}modÛlê monogène ~rigëndré par b d'où 

dev G OJ < dev (A/a) [X] = dev (x/a) + 1 (Proposition 10) r 

Corollaire 14. 
Soit A un anneau commutatif noethérien 0 

Alors dim A= dev A. 

Proposition 15. 

Soit A un anneau muni d 1une filtration croissante (F) telle que 
n 

ÜF = A. Si tout idéal à gauche est fermé pour la topologie linéaire définie 
n 

p~ la filtration, alors K dim A< dev G (A)~ 
r 

En fait K dim A< dev F, où -F-désigne l'ensemble des idéaux à 

gauche homogènes de G~ (A). La démonstration est analogue à celle du lemme 130 

Corollaire 16. 

Soient g une algèbre de Lie de dimension n sur un corps k, U (t); 

son algèbre enveloppante. 

Alors·dim U (g) < n. 

u-(g) est un ·anneau filtré et le gradué associé est 1 1 anneau k[X 9 • 0 09 X ] ., 
1 n 

dev U (g) < dev k[X. 9 000 9 X]= no 
:n 

La proposition 5 entraîne 1 1 assertion 0 
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ALGEBRE NON CO]VJ]'l[UTATIVE 

Conférence n° 16 du 13 avril 1970 

SUR LES CATEGORIES A INVOLUTIONo APPLICATIONSo 

par J. LEVY-BRUHLo, 

I - Préliminaires: 

on appelle catégorie à involution une catégorie E vérifiant les 

candi tians suivantes : · 

i) Pour tout côuple d'objets (A~B) de EP 1 9 ensemble des morphismes Hom(A,B) de 

source A et ce but,::B· èst ordonné par u ... 11.e relation d I ordre' 9 compatible avec le 

produit. 

ii) Il existe un anti-endomorphisme ~, involutif et isotone qui applique 

a; BaA € Hom(A,B) sur a~= Aa©B. On a donc : 

( · 0)0 ( )0 0 0 0 0 a = a ; ab = b a ; a~ b ===);,a ❖ b • 

Un endomorphisme a = AaA est dit entier si a < A (identifié à l v identité de A) o 

Un morphisme BaA est dit injectif à gauche 9 (a€ IG) si aa
0 ~ B. 

" " " 
11 "surjectifàdroite, (a€SD)siaa

0
~B. 

n n rr II n inj~ctif à droite, (a € ID) su a0 a .S, Ao 

11 11 11 11 11 surjectif à gauch~ 1 ( a E SG) si a 
O 
a ~ A. 

Les applications: c 1 est-à-dire les morphismes injectifs à gauche et surjectifs 

à gauche forment une sous catégorie Ev de E. 1 1 intérêt des catégories à involution 

est qu I elles se p:pêtent à un calcul formel simple, (le signe' 0 jouant le rôle de 

1 1 exposant C1)), èt que de nombreux exemples de catégories (catégorie des ensem

bles catégories êxactes [1], [2], catégorie des groupes, catégories abéliennes 

etc ••• ) sont isomorphes à la sous catégorie E 1 des applications d'une catégorie 

à invol ution 0 



- 16 - 2 -

II - Image entière et noyau entier: 

si )iï est Ta clàsse de-s morphismes entiers, symétriques (ie, u = u0
) 1 

idempotents de E, nous supposerons qu'il existe une applicàtion Ide Ë dans F 

vérifiant les axiomes 

IMi) Si a= BaA9 r(a) € F, r(a) ,< Bo 

IMi:l.) a( b ===> Ï(a) ~ r(b). 

IMiii) I(ab) = r(a;r(b))e 

IMiiiî) I (a) ,< I ( b) ====> a~ 
0 bb a 0 

Nou supposergns de plus qu 1 il existe un élément minimum w(A) parmi 

les endomorphismes d 1un objet A de E, (Axiome Ki), et poserons si a = BaA, 

k(a) = I(a 0w(B)). Nous admettrons dans ce qui suit l'axiome Kii "Kii" 

K(a) < K(b) <==> pa~a < ba 

L 01mage entière de; a est r(a), le noyau entier de a est K(a).on voit sans peine 

que si r(a) = i
0
iv où i

0 
est UJ18 injection (i

0 
( IGnsG n rnL et si K(a) = j

0
j, 

les monorriorphJLsmes i O et j 
O de E I sont les images et noyaux aÜ sens classique dê a 7 

si a € E 1
• 

Si a= bàA, b = CbB9 on dit que (a,b) est exact si r(a) = K(b). 

Remarque 

Les exemples donnés à la fin du (1) vérifient IMi à iv et Ki; les 

catégories des-groupes 9 - exactes 9 abéliennes-peuvent être immergés dans une caté-
- --

gorie E vérifiant Kii". Les axiomes donnés par Puppe et Mac-Lane [ 1] 9 [3] ne sont 

pas applicables à la catégorie des ensembles. 

III- Etude d 0un diagramme Â• 

Soit le diagramme~ dans une catégorie E à involution vérifiant 

IMi à i v et Ki, Kii '' 0 On suppose : 

i) a, â' ~ a", - tous -éléments de ID() SG 

iI) b, b 1 
9 b 0 - éléments de IG n SD 

iii)-Îes·ëolonnes exactes. 
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0 
a" f 1 a 1 

a a" 

f 
4 

f' 
6 

d 5 d" 

7 
g' 

1---------'e-~!>----~---____:;:-~------1.. 9 

b 8 

10 
b 1gb 0 11 

Nous aurons à faire usage des formules suivantes: 

(F) a := BaA E ID <==> K(a) = w(A) ; a E SD <===> I(a) = B. 

R(a 0 a) = K(a) ; r(aa 0
) = r(a) ; K(ba) = r(a°K(b)). 

PrOJZOSi tian i~ 

a) I(gd) ~ I(d') => b'gb
0 

E IG 

b) K(d)' K(d'f) ==> â 10 fa € SG 

ê) K(d') ~ K'.(d.11:f 1
) ==>·a 110 f 1 a 1 = SG 

d) t(g 1d') ~ l(dn) ==> bng,o É IG. 

Démonstration~ 

b" 

12 

La symétries du rectangle de gauche par rapport à son centre, 

définie par s(x) =·12 - X est ce qu'on appelle une 3-dualité de ce rectangle, 

(c'est-à-dire ·qûe les hypothèses faites sont de la forme x ,< y et s(y
0

) ❖ s(:x:
0

)). 

Dans une telle 3-dualité x E ID<==> s(x
0

) E: SD, 1(x) ~ r(y) < ==> K(s(y
0

)),< K(s(x
0

)) 

I(x) ~ K(y) <==> l(S(y 0
) ,< K(S(x 0

)). Or les hypothèses (i, ii, iii) sont de la for

me: a= (41) E ID() SG et s(a
0

) = (11,s) = b' E IG fl ·sn 
a'= (52) € IDn SG et s(a•

0
) = (10,·t) = b € IGnSD 

r(a) = K(d) <=> 1(41) = K(74) et r(s(~
0

))= K(s(a
0

)) <==> r(s5) = K(11,s) 

I(d) = K(b) <==> 1(74) = K(10.7) et 1(52) = K(s5) 

"t: 0 Donc u 1gb € IG. 

b) Par la 3-dualité s, 1(87. 74) ~ r(s5) devient K(74) ❖ K(85.54) 

ou K(d) < K(d. 'f)°, et la conclusion dera donc s( 11.1 o) = ( 1,2) E SG, 

c) d) La symétrie de 6 par rap~ort à son centre définie par T(X) = 13-X 

est encore·une 3-dualité pour les hypothèses (i, ii, iii); et dé!X).s cette 3-dualité 

a) donne c) et b) donne d) .• 
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Proposition II~ 

a} Si·tf,f') est exact, on a r(a 1O fa)" K(a 11Of 1 a 1 ) 

b) Si g €' 1'.D et gd = d' f·, on à r(a 1
·
9':f•a) = r(a*

0
f) 

ê) Si, en plus·dès hypôthèses dè (a,bL on suppose 

K(a.11O
) ,< K(a· 1O r 1O

)), alors (a 1O fa, a 11Of 1 a 1 ) est exact. 

Démonstration. 

1(a 1O fa)_~ r(a 1O f) = r(a 1O .K(f 1 )) = K(f'a')..$. K(a 11Of 1 a 1
) à) 

b) 

c) 

r(a 10 ra) = r(a 1O f.K(d)) = I(a 1O f.K(d'f) = I(a 1O f.I(f
0

.K(d 1
)) = r(a 1O ff

0
a 1 ) 

· = r(a 10 f). 
K(a 11Of 1a 1 ) = r(a 1O r• O

0 K(a 11O
) ~ r(a 1O f 1O .K(a•

Or 1O
) = K(f 1 a 1 ). 

Donc K(a 11Of 1 a 1
) = K(f'a') = o(a 1O f) = r(a 1O ra) 

par la 3-dualité T, du rectangle 6, on a: 

Proposition III. 

a} Si (g, g') est exact, I(b 1gb
0 )-$. K(b"gb 1O

) 

b) Si f'-E S:Ô, d"f' = g"d', alors K(b 11g 1b 1O f= K(g'b 1O
). 

ê) Si en plus-des hypothèsês de a) et b), on suppose que I(b
O

)~ I(g
O

b 1O
), 

aiors (b 1 gb, b 0g 1b 19
) est exacte. 

on appelle morphisme d.e connection de 6, le morphisme x = bg
O
d 1f 1O a 11

• 

Proposition IV. 

a) Si gd = d'f, et (f,f') exact, alors (a 11Of 1 a 1 , x) est exact. 

a*) Si dllfi =·gïd' et (g ~g 1) exact, alors (x,b'gb
O r est exact. 

br Si 
0 . 

:t(g d'),< :t(bo), g'd-, = d"f', f' € SD' -al ôrs X E SG. 

b*) K(a 11O)",< K ( d ' f * e ) , . gd 
-

Si = d'f~ g € ID' alors X E IG. 

Démonstration. 

à) K(x) = K(bg Od 1f 1O a 11) = r(a 11Of 1d 1O gd) = I(a 11Of 1d 1O d 1 f) = I(a 11Of 1d 1O d 1 K(f 1 )) 

= K (f 'd ' o d , f ' o à" ) = I (a" ~ K ( d , f' o) = K ( d , f, o a" ) = I ( a" of ' • K ( d ' ) ) = I (a'' of ' a' ) • 
- -

b) r(x O
) = r(a 11Of 1d 1O gb 9 ) > I(a 11Of 1d 1O g) = I(a 11Of 1d 1 °K(g 1 ) = K(g 1d 1 f 1O a 11

) 

= K(d 0 f 1 f 1O a 11),;, r(a 11Of 1f 1O .K(d 11))::::: :t(a 0O f 1 ) = î(a 11O
) = (3), 

Donc x E SG,, 

Les propirétés a* et b* se déduisent de a) et b) à l'aide de T 0 

Un"endomor:phisme--d = ÂdA est dit un bord si r(d) ,< k(d), et h est dit une homologie 

pour, q.,si h = HhA E IG (\ SD, avec K(h) = I(d), I(h
0

) = K(d). 
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On vérifie que si E1 est une catégorie à morphismes nuls P d est un bord si et 

. t ' d 2 . seulemen ·si = O. 

Application I. 
0 

Si dans le diagramme t,,, on fait f = g, f 0 = g', b = a = h, 

b 1 = a 10 = h 0 , b"-= a:110 =·h 11,·a1ors h.9 h 1 , hn sont.des·homolÔgiESpour d,-d' ;d" 

~ùi sont alors des bords. 
0 si fd·=·à 1 f, alors a 1 fa est une application; si f € ID, f 1 E SD 

et (f,f 1 ) exact 9 fd = d 1 f, f 1d 1 = d 11f 1 on est dans· les cond:Ltions d'application 

des propositions III et IV (Théorèmè de la suite exacte d 1homologie). 

Application II. 

On suppose que dans le diagramme t,,~ (f 9 f 1
) et (g 9g

1 ) sont exacts, 

gd = d 1f, gvd 1 = d 11f 1 , et que a,a 1 ,a" sont des injections telles que 

àà0 = It(â.L a 1 a 10 = It(d 1 L a 11ante ~-K(d 11) et b 0 b 0 , b" des surjections telles que 

K(b) ~ f(a), K(1u) ~ f(dT) K(bn) = I(à 0 ). 

Dans ces conditions ; 

a) f E: IG ==> 0 
a 0 fa E: IGi g € SG => b 0gb

0 
€ SGo 

b) les propositions I, II, III sont app1iéables 0 

ê) si f € E1 , d € IG,-g €-IG, d 0 € SG9 on a·k(d 0 )fK(d) = fK(d) et a 10 fa est le 

seul morphisme y vérifiant aîy ,; fa 0 

c*)· si g € SG, b 8gb
0 

est le seul morphisme y vérifiant yb' = b'g. L'application II 

reçoit le nom-dê.Lemme Ker Coker ou du serpent" 

Démonstration 0 

a) a 1 0fa est injectif à gauche~ car il en est ainsi de ses trois facteurs. 

b) Comme gd == d 1 f, on a I(gd) ~ I(d Of) ~ I(d 1
) et on peut appliquer le proposition 

(LaL De même (I~bL (I,cL- (I,d) par les biJections s et T de to 

Comme a 110 € ID~ on est dans les conditions de la proposition (II,c), et comme 

b
0 

€ SD, on a I(ge>d 1 ) ,,_< I(b
0 L ce qui nous place dans les conditions de la propo

sition IV. 

c) Il existe un quotient à droite de fa par a 1 , si et seulement si 

a 1 a 10 fa = fa ou K(d 1 ) fK(d) = fK(d). Si f est·Üne application 9 a 10 fa est une appli

cation. 

J.V[ais I(d'foK(d) == I[gd 9 K(d)J = w(s) car g E: I(G), et par suite, comme d 1 € SG, 

I[f.K(ù)] ,< K(d 0 
). 
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Donc If(K(d)) ~ I K(d 1
) ==> f K(d) ,< K(d 2 

)
2f .K(d) = K(d 2 )f .K(d). 

On a l'inclusion dualè~ car K(drrest entier. 

c*) on·a I(d 1 f) .{I(a 1
) ==> I(gd) ,$. I(d 1

) = K(b 1
) ==> I(g.K(b)),< K(b 1

) 

==> K(bg
0

) ~ K(b 1 
). 

par suite d'après Kii 1
' j b 1gb 0 bg 0 ..$, b' et b 1gb 0 bg0g ,< b 1g. 

Col!lme g € SG, b 1 gb.ob~ b 1g et 1 1 inclù.sion duâlë car h-É SG. 
. - o· . 

D 1 où-b 1g = b'go bv et b\g = yb â une solution· unique. 

Application III. 

Dans la catégorie E1 des applications de E, supposée à morphismes 

nuls 9 on considère le d:iagral!lme t:,; ôù a, a1 , a" sont nuls et ou les ·trois colonnes 

et les deuxième et troisième lignes supérieures sont exactes courtes. 

Dans ces coiiditionsv la quatrième ligne est exacte courte. 

Démonstration. 

On est dans les conditions de l'application II. 

n suffit de prouver que b'gb 0 € ID. 

Mais I(a) = K(b 1gb
0

) = I(og 0
d 1fu 0 a 11

) = I(bg 0 d 1 .I(fv 0 a 11
) = I(bg 0 d 1 .r(f 10 .K(d")) 

- = I(og
0
d 1 ~K(d"f 1 

)) ~ i(bg 0d 2 .K(f)) ,;, I(bg 0d 1 :f) = i(bg 0gd) = I(bg 0git(b)) 

= K(-6g0go0
) = K(gb0

) = K(b 0
) ~ ·w(1 o). 

D'autre part b"g 1b 10 est surjectif à droitev car il en est ainsi de ses 3 facteurs, 

cè qui prouve le témme 3X.j,. 
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.ALGEBRE NON COMMUTATIVE 
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Exposé non rédigé. 
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SEMINAIRE Dvl\.LGEBRE NON COMMUTATIVE. 

Conférence n? 18 du 27 avril 1970. 

ANNEAUX PREMIERS DE DlMEN.SION DE KRULL EGALE A 1 o 

D'après G. MICHLER [7]. 

Par M. DJABALio 

I - Notations et définitions. 

Précisons d'abord que tous les anneaux considérés sontcdes anneaux uni

taires. Si A est un anneau:., nous noterons AA (resp. AA) la structure de A-module 

à droite (resp. de A-module à gauche) définie sur A. 

Pour la notion de dimension de Krull d'un module M, notée K-dim M, nous 

renvoyons à l'exposé de G. RENAULT [9] d'?près P. GABRIEL et R. RENTSCHLER [2]. 

Rappelons que cette notion généralise la notion classique de dimension de Krull 

d'un anneau commutatif. 

Si A est un anneau nous dirons que A est de dimension de Krull égale à n, 

et nous écrir,ons K-dim A= n. si K-dim A = K-di.m A= n ' A A . 0 

Rappelons aussi la notion de dimension de Goldie d'un module M [4]. Nous 
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dirons qu'un module M est de dimension de Goldie finie et nous écrirons G-dim M < +oo 

si toute somme directe de sous-modules non nuls de M possède un nombre fini de com-

posantes. Plus précisément, nous écrirons G-dim M = n s'il existe dans Mn sous-:-

modules coirréductibles M
1

, M
2

, ••. , Mn tels que la somme M
1 

+ M
2 

+ .•• +Mn soit 

directe et soit un sous-module essentiel de M. 

II - Dimension de Krull et condition artinienne "restreinte". 

Lemme 2. 1 : Soit A un anneau premier. 

(I) Si K-dim AA < + oo on a G-dim AA < + 00 • 

(II) Si pour tout idéal à droite essentiel Ede A on a K-dim A/E = 0 

alors l 1inégalité G-dim AA < + oo entraîne l'inégalité K-dim AA ~ 1. 

(I) est conséquence d'un résultat de B. LEMONNIER [5] qui dit que tout module de 

dimension de Krull finie est également de dimension de Goldie finie. 

(II) Montrons que K-dim AA ~ 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que 

K-dim AA > 1. Cela veut dire qu 1 il existe une suite strictement décroissante 

d'idéaux à droite X, X, ••• ,X., 
1 2 1 

tels que pour tout ion ait K~dim x./x. > o. 
1 1,ti 

Mais AA étant de d:iunension finie il en est de;même pour tout idéal à droite. Comme 

X. Gtt, X. on peut écrire G-dim X. ...< G-dim X. 0 Il existe donc un entier s tel que 
1+1 1 1+1 l 

G-dim X = G-dim X • Mais on sait que cette égalité est équiyalente au fait-que 
s s+1 

X soit essentiel dans X. Alors si C est un idéal à droite complément de X , 
s+1 s s+1 

Xs+
1 

© C est un idéal à droite essentièl de A. On a donc K-dim A/X © C = o. On 
s+1 · 

en déduit que K-dim Xs © c/xs+i@ C = o. On ,doit donc avoir K-dim x/xs+i = o et 

on arrive ainsi à une contradiction. 

Définition Nous dirons qu 1un anneau est essentiellement borné à droite (resp. 
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à gauche) si tout idéal à droite (resp, à gauche) contient un idéal bilatère non 

nul. 

Nous:dirons qu'un anneau est essentiellement borné s 1 ill:est à droite et 

à gauche 0 

Elcemple soit A un anneau premier dont les éléments vérifient une identité poly-

nomiale non triviale. D'après un résultat de s,. A. AMITSUR [ 1] A est essentiellement 

borné. 

Théorème 2.2 : Soit A un anneau premier essentiellement borné à droite. Alors les 

propositions suivantes sont équivalentes. 

(I) K-dimAA = 1 

(II) j.. est noethérien à droite, n°est pas artinien à droite et pour- tout 

idéal premier non nul P de A, A/P est un anneau simple 

(III) A est noethérien à droite 9 n'est pas artinien à droite et pour tout 

idéal bilatère non nul B de A, A/B est un anneau artinien à droite 0 

Montrons que {II)==> (III). Cette démonstration est due à A. ORNSTEIN [8]. Soit 

B un idéal bilatère non nul de Ao Les idéaux: premiers de 1 9 anneau A = A/B sont 

de la forme P = P/B où P est un idéal premier de A contenant B. A étant noethérien 

--- -ae- .,... -- ..-,. - ~-\. 
à droite on peut écrire O = P P

2 
_ 0. o P où P ·i,- P , •• <>1 P sont des idéaux premiers 

1 n 1 2 n 

de A. Ceci dit nous àllons montrer que AÂ est de longueur finie. ô~tte démonstra-

tion est une transposition de la démonstration bien connue qui montre qu 1 ,un anneau 

.i.m_~ 
artinienf esT-noethérien •. Nous pouvons écrire : A => P ::::> P P => ••• :::, P f ... P ;:: 0 

1 1 2 1 2 :r). 

Posone 1\ = P/
2 

••• PK_/P
1
~ ••• PK. I\ e1:1t un A/PK module à droite. Or A/P.z: ét.ant 

isomorphe à A/k est un anneau,, simple 0 Ainsi 1\ est A/~ module semi-simple· et donc 

..-
un A module semi-simple. Comme de plus 1\: est un module noethérien on voit que 1\: 
est uh modul.e de longueur. finie. On en déduit que~ est de longueur finie. 

Montrons que (III)==> C+). Ceci est une conséquence du lemme 2.1. En effet, si 



E est un idéal à droite es.senteil de A 9 E contient un idéal bilatère non nul Bo 

A/B étant artinien à droite on. en déduit immédiatement que K-dim A/E = Oo Alors 

le lemme 2.1 peut s I appliquer et on a K-dim AA ~- 1. Comme A n'est pas artinien à 

droite on a K-dim AA = ~. 

Montrons mainténant que (I) ==> (III) 0 Commençons par montrer que l'idéal singulier 

à droite de A est nul. Considérons donc J(AA) 0 füi,ppelons que J(AA) = {x, 0 • • x 

est un idéal à droite essentiel de A} o Mais si O • • x est essentiel dans A, O • • x 

contient un idéal l:)ilatère nbn nul B,0 Alors xB = o. Comme A est premier cela entraî

ne que x = O. 

Remarquons maintenant que G-dim AA < + oo (lemme 201) 0 On sait que si J(AA) = O les 

annulateurs à droite sont des. compléments : si en pl us G-dim AA < + 00 1 ces annula.,; 

teurs vérifient la condition maximale [4] 0 Donc nous pouvons appliquer à l 1 anneau A 

le théorème de Goldie 0 

Montrons alors que si Best un idéal bilatère non nul de A 9 A/Best un anneau ar

tinien à droite. A étant premier B est un idéal à droite essentiel de A, • D'après 

[ 4] B contient un élément régulier e. Nous supposons naturellement que B .J, A et 

:ionc que r./ f, A. Dans ces conditions les id.éaux de la forme ,?A forment une suite 

strictement décroissante. Comme K-dim A = 1 1 il existe un entier h tel que 
A 

d . h, 1'. h+1 t , , t , . h / h+ 1 , K- im (J J:l./ è:l •· A = O. Comme C es un elemen regulll.ler cl A d A est isomorphe a 

A/r;A : ainsi A/èA est un A module à droite artinien ce qui implique que A/B est 

un anneau artinien à droite. 

Montrons maintenant quer,A est noethérien à droite. Il suffit de montrer que tout 

idéal à droite à droite est engendré par un nombre fini d 1éléments. Remarquons 

que si X est un idéal quelconque nous pouvons considérer un complément C de X0 Si 

nous savons que tout idéal à droite essentiel est de type fini nous pouvons affirmer 
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q_ue X est de type fini. En effet en projetant un système de générateurs de X @ C 

sur X, on obtient un système de générateurs de Xo Soit donc E un idéal à droite 

essentiel. E contient un élément régulier é et CA est aussi essentiel dans A [4]o 

Alors c A contient un idéal bilatère non nul B0 Nous venons de voir q_ue A/B était 

artinien à droite. Comme c'est un anneau unitaire no;us en déduisons q_u1il est aussi 

noethérien ~td:i:'oi te o Alors E/B est engendré par un nombre fini d I éléments O Cela. 

revient à dire q_u'il existe des éléments e 9 e 9 000 9 e de E tels q_ue 
1 2 n 

E = e
1 

A+ e
2 

A+ ••o + en A+ B et donc à fortiori E = e
1 

A+ o•• + en A+ c A. 

III - Les théorèmes de Krull et .Akizuki. 

Définition : Soit A un anneau premier noethérien à droite et à gauche et soit Q 

son anneau de fractions. Nous appellerons Hsur-anneau" de A un anneau A1 tel que 

A c A' c Q avec A" "f Qo 

Rappelons que d 0 après [3] A possède un anneau de fractions (à droite et. 

à gauche) Q qui est un anneau simpleo Rappelons aussi que d'après le théorème 2.2 

un anneau premier essentiellement borné et de dimension de Krull égale~ 1 est 

noethérien à gauche et à droite. 

Lemme 3.1 : Soit A un anneau essentiellement borné et de dimension de Krull égale 

à: ~t.0 Soit A' un "sur-anneau" de A. Si E8 est un idéal à droite essentiel de A 1 

A'/E' est un A-module à droite de longueur finie 0 

On sait q_ue A' en tant que A-module à droite est une extension essentielle 

de A. on voit q_ue si E = E0 n A, E est un idéal à droite essentiel de A. D.1 après 

[ 3] E contient un élément régulier a. Posons A. = i A I n A. Les A. forment donc 
l l 

une suite décroissante d 0idéaux à droite de A. D'autre part a A est essentiel dans 

A[3]. Donc a A contient un idéal bilarère non nul B. D'après le théorème 2 0 2 A/B 

est artinien à droite., Donc A/aA est un A-module à droite artinien. Ceci nous per-



met d'affirmer qu'il existe un entier n tel que aA + A. = aA + A pour tout i su-
1 n 

périeur ou égal à n. 

a-:g A + a A' = A 1 • 
n 

-n Remarquons que a A + aA' c A'. Nous allons montrer que 
n 

-n 
Supposons a A + a A' 1 A'. Il existe alors un élément b de A' qui 

n 

n'appartient pas 

on peut écrire b 

-n à a ,A;. •. + aA'. Comme Q est un anneau de fractions à gauche de A, 
n 

= c- 1d, c étant un élément régulier de A. Alors Ac est un idéal à 

gauche essentiel de A: il contient donc un idéal bilatère non nul D de A. D'après 

le théorème 2.2 A/D est artinien à droite. Il existe donc un entier k tel que 

ak A+D = ai A+D, V i>k
0 

On en déduit immédiatement que ak A+Ac = ak+ 1 A+Ac. Ainsi il 

existe deux éléments u et v de A tels que k k+1 a = a u+vc. Nous pouvons alors écrire 

akb k+1 ub+w. Si nous posons b ub b E A'. D'autre part = a = nous voyons que 
1 1 

ak A' n c'est-à-dire que Alors, b ab -k 
aA' 

-k 
w E A, w E -\· nous avons = + a w E + a 

1 

Soit K le plus petit des entiers k tels que -k 
b E aA 1 + a Ak. Si 1 1 on avait K ,..< n , 

-\· 

-n -K -n: n-K( K I'<\ . )] -n . -[\·, \ on en déduirait que b E aA' + a A,., En effet a ~=a. [~ ~ A', 1A < a A'. }.:;..0 

il 
Comme anA' n A est par définition A on voit que l'on aurait dans ces conditions 

n 

b E aA + a-nAn ce ·qui est excl.u. Nous pouvons donc affirmer que K > n. 

Nous avons alors aA + A = aA +A_= aA + A_ • D'après la définition de K nous pou-n -ic -ic+1 

-K vons écrire b = ab' 
1 

+ a w', b' 
1 

E A', w' E ~• Alors w' E aA + ~+
1 

et on peut 

écrire une égalité de la forme 

akb - aK+1b 1 ~ aK+Jb 11 + aa 1 ,, a,!,€ A. Posons· bu 1=0 b 1 '-·+: b' • Alors 
i 2 2 1 2 

aK(b~ab ) = 'aa', d I où a J = aK.:1 (b-ab. J E A Î\ ~f-1 A 1 = .L • Mais alors on a 
2 2- --K~1 

b C A' . - ( K.:..1 ) ~ 0 b t . t . . ' t d . t . . d b . ~ a + a • na ou 1 a1ns1 a une con ra ic ion. On a one 1en comme 
-1 

annoncé A' = a-nA + aA'. Nous pouvons donc écrire A'/aA' "' a-nA /a-nA n A' 0 n n n 

D'après le théorème 2o2., nous savons que A est nothérien à droite. A 
n 

étant un idéal 

à droite de A est un A-module à droite noethérien. Il en est de même pour a-nA. Donc 
n 

nous voyons que A'/aA' est un A-module à droite noethérien. Puisque aA1 c E', nous 



18 - 7 

en concluons que A'/E' est également un A-module à droite noethérien. D'autre part 

puisque a est régulier on a: 

n+.: 1 n+ 1 , , , , 
Comme a €A. et nue a est un element regulier, nous voyons.nue A est un ideal 

n+1 ':l - ':l n+1 

à droite essentiel de A. Puisq_ue A contient un diéal bilatère non nul nous pouvons 
n+1 

conclure en utilisant le théorème 2.2 q_ue A / Âü 
1 

est un A-module à droite artinien. 
n n+ 

Ainsi A1/aA 1 est aussi un A-module artinien. Ctest donc bien un module de longueur 

finie. 

Théorème 3.2. : Soit A un anneau premier essentiellement borné et de dimension de KrulJ 

égalé ~ 1. Si At est un "sur-anneau" de A, AI est un anneau noethérien à gauche et à 

droite de dimension de Krull égale à 1o 

On a donc Ac A1 c Q, A' f Q. Ainsi on peut considérer Q comme un l:llllleau de fractions 

de A'. D'après [3] nous pouvons dire que G-dim A» A1 <-+ 00 0 D11autre part si E' est un 

idéal à droite essentiel de A', on sait d'après le.lemme 30 10 q:µe A1/E 1 est un A-module 

à droite artinien. C'est donc à fortiori un At-module à droite arti11Ji.èn. Donc nous pou

vons appliquer le lemme 2.1. et nous voyons que K-dim A aA 1 ,< 1. Mais AI ne peut être 

artinein à drbite, sinon tout élément régulier de A serait inversible dans A1 et 1 1 on 

aurait A1 = Q. Donc K-dim A1 A' = 1. Symétriquement on a ~dim A1 A1 = 1 o Donc K-dim A' = 1 o 

La démosntra--tion que établit que A8 est noethérien à droite ressemble 

à celle qui ét~bli t que A est noethérien à droit~ dans Pimplication (I) =;;=>" (III) du 

théorème 2.2. Il suffit de montrer q_ue tout idéalà.droit-e essentiel E~ de A1 est en

gendré par un nombre fini d'éléments. A1 possédant Q comme anneau de fractions E 1 con

tient un élément régulier c I de A 1 ( cf[ 3]). L I idéal C~;A I est essentiel dans AI et donc 

d'après le lemme 3.1. A1/c 1A' est tUn A-module à droite noethérien. Donc A1/c 1A1 est 

un A1-module à droite noethérien. Cela entrafne qu 1il existe des éléments el ., 1 e 1- .,! •• ' 
1 2 ~ 

e!. de E' tels ;q_uê. 
n 

E1 = e 1 A'+ e 1 A1 

1 2 
+ O' o-o 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 19 du 4 mai 1970. 

ANNEAUX PREMIERS DE DDŒNSION DE KRULL EGALE A 1. 

d'après G. MICHLER (suite). 

Par M. DJABALI. 

IV - Dimension de Krull des anneaux héréditaires. 

D'après ,un rés.ultat de AUSLANDER et BUCHSBAUM, si A est un anneau 

commutatif noethérien tel que gl-dim A= n, alors K-dim A= n. On sait que ce ré

sultat n'est plus vrai pour un anneau non commutatif [7]. Dans ce paragraphe on 

va montrer que si A est un anneau noethérien à droite et à gauche, héréditair.e .. à 

droite et à gauche (donc de dimension globale inférieure ou égale à 1) et si de 

plus A est semi-local alors K-dim A~ 1 o 

Définition Soit A un anneau et soit R son radical de Jacobson. On dit que A est 
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semi-local si Rest intersection d'un nombre fini d 1 idéaux bilatères maximaux 0 

Lemme 4.1 : Soit A, un anneau premier, semi~~PV~ et de dimension de Krull égale 

à 1. A est essentiellement borné, si et seulement si A n I est pas. quasi-simple 0 

D'après le théorème 2 0 2, on sait que A est noethérien à gauche et à droite. Si A 

n I est pas quasi-simple, son radical de Jacobson R n I est pas nulG En effet les idéaux 

btlatères maximaux de A ne sont pas nuls 0 Ce sont donc des idéaux (à droite) es

sentiels. Or une interaection finie d'idéaux essentiels est un idéal non nul. 

Supposons donc que A ne soit pas quasi-simple, Boit E un idéal à 

droite essentièl. Posons Xp 
p = E + R O Les X forment donc une sµite décroissante 

p 

d'idéaux à droite. D2 autre part E contient un élément régulier c de A. Nous sup

posons naturellement que E n'est pas égal à A et donc que cA; A. Alors les idéaux 

n . 
c A forment une suite strictement décroissante d 1 idéaux à droite 0 Come K-dim" AA = 1, 

hA/ h+ 1 h / h+ 1 . / il existe un entier h tel que K-dim c c A= o. Comme c Ac A:. A cA, on en 

déduit que A/cA est un A-module à droite artinien. Comme les idéaux X sont tous 
p 

compris entre A et cA, on en déduit qu 1il existe un entier k tel que ~ = ~+1'' 

Alors E + Rk; = E + R41 • on vérifie immédiatement que E + Rk = JiL+: (B-Mlê)Tl·. ÎJe .. 

R
k k 

lemme de Nakayama nous montre alors que E + = E. Ceci prouve que R c E. Comme 

k . 
A est premie~, on a R ~ o. On voit bten que E contient un idéal bilatère non nul. 

Réciproquement supposons que A soit essentiellement borné. Si tout 

idéal à droite ou à gauche essentiel est égal à A, cela veut dire en particulier 

que pour tout élément régulier c, cA = Ac = A,; Donc tout élément régulier est in

versible dans A. A est égal à son anneau de fractions (à gauche et à droite). Donc 

A est un anneau simple et 1 1 on a K-dim A = o. Ceci est exclu. on voit donc que A 

possède des idéaux bilatères propres non nuls et on en déduit que A n:' est pas qua-

si-simple. 

Définition : Soit A un anneau posséd:ant un anneau de fractions (à droite)Q. On 

appelle idéal fractionnaire à droite de Q un sous ensemble Ide Q, qui vérifie les 
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~conditions suivantes: 

(I) I A= I 

(II) I contient un élément régulier de Q. 

(III) il existe un éUment régulier c de Q tel que c I c A. 

Définition: Soit A un anneau,possédant. un anneau de fractions (à droite) Q. Nous 

dirons qu'ùn idéal bilatère B de A est inversible (dans Q) s'il existe un idéal 

fractionnaire bilatère B' tle que B'B = BB' = A. 

Définition : Noue dirons qu'un anneau A est héréditaire (à droite) si tout idéal à 

droite de A est un A-module à droite projectif. 

Dans toute la suite, les termes noethérien,, ,artinien,,ou· hérédi:tlaire 

employés sans autre précision voudront dire nothérien, artinien ou htbiédi taire à 

droite et à gauohe. 

Lemme 4.2 : soit A un anneau premier, noethérien et héréditaj;re. soit M un idéal 

bilatère de A maximal. Si M est inversible dans 1 1 anneau de fra0tion1 de A, A/M 

est un anneau simple. 

A/M étant un anne·au premier, il suffit de montrer que A/M eet un 

anneau artinien à droite. Soit dono x
1
~ x2~ ••.• ,,,,Xi,•••• une euite déoroiuante 

d·'idéaux à droite qui tous contiennent M. Posons 

x1 • {x € Q, x Xi c A}. Il eat olair que x1 eet un idéal f'raotion

naire à gauche de Q qu:L contient A. Alors on a lee inoluaione 

on voit immédiatement ~ue XI, M et x1 xi sont d.es idéaux bilatères de A. on a dono 

ou bien x1 M =-Mou bien x1 Xi• A. Appelons M' l'inverse de M. Si l'on a x1 M • M, 

on en déduit en multipliant à droite oette égalité par M' que x1 • A et dono que 

x1 Xi • A. Eliminons le cas où pour un certain i Xi • M, cas dam, lequel le résul-
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tat est tout de suite prouv,é. Il reste alors que pour tout i X! X. = A. 
J. J_ 

De plus, on voit nue X' c X' c 
'1 ~1 2 c x! c .•• c M'. 

J_ 

Alors, MX' c MX' c ••• c MX!. c 
1 2 l 

ClI MM'= A. 

Pour tout i MX'. est un idéal à gauche de A. A étant noethérien, il existe un entier 
J_ 

s tel que MX 1 = MX ! , Vi ~ s • s J_ 

Comme M est inversible, on en déduit que 

Alors 

X' = X'. Vi ' . S J_I V 9 So 

X' X 
s+1 s 

Rappelons que M qui est un idéal bilatère non nul de A, contient un élément régulier 

c. Donc X' • cc A. Cela nous permet d'affirmer que en tant que module à gauche 
s+1 

X' est isomorphe à un idéal à gauche de A. Comme A est héréditaire, X' est 
s+1 s+1 

un A-module à gauche projectif. D'après le lemme 3.8 de [9], il existe des éléments 

~k de X' et des éléments x , 
s+1 1 o e • , xk de X tels que 

s+1 

On voit donc que 1 ( X X 1 • Alors, on peut écrire 
s+1 s+ 1 

X = X A= X X' X :::J X • s+ 1 s+ 1 s+ 1 s+ 1 s s 

On a donc 

X = X • s+1 s 

On verrait ainsi que 

X. =X, Vi 1f s. 
J_ s 

Lemme 4.3; Soit A un anneau premier, semi-local, héréditaire et noethérien. 

Alors les propositions suivantes sont équivalentes 

(I) les idéaux bilatères maximaux de A sont inversibles dans l'anneau de fractions 

Q de A. 

(II) A est un anneau principal à droite et à gauche essentiellement borné. 
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Montrons que (II) implique (r). Si M est un idéal bilatère non nul, M est un idéal 

à droite (ou à gauche) essentiel. Tout élément qui engendre M comme idéal à droite 

(resp. comme idéal à gauche) est un élément régulier de A. Donc d'après les résul

tats de [6] chap. 3, on peut écrire: M = cA =Ac.De plus c est inversible dans 

Q et l Ion a c - 1 A = Ac -t. Donc si 1 1 on pose M' = c- 1 A, M1 est un idéal fraction

naire de Q et on a M'M =MM'= A. 

Montrons maintenant que (1) implique (11). Soient M, M
2

, •• o, M 
1 _ _ _ n 

les idéaux bilatères maximaux de A. On a R = M
1 
n M2 "" • • • • • ()Mn. 

idéal M. est inversible dans Q, on a M. M.= M. M. = M. A. M. (cf. [6] 

Comme chaque 

J. J. J J J. J." J 
chap. 6). 

.Alors R = M
1
.M

2 
••••• ~- On en déduit que Rest inversible. D'autre part 

A/R : A/M @ A/M © •••• © A/M , puisque les M. sont maximaux. 
1 2 n J. 

Comme d'après le lemme 4.2 A/M.. est un anneau simple, on voit que 
J. 

A/R est un anneau semi-simple. 

Maintenant toujours en appliquant les résultats de [6] chap, 6, 

nous pouvons encore écrire 

/ 2 / 2 AM est un anneau dont le radical de Jacobson est M M. Comme c'est un anneau 
1 1 1 

noethérien et que A/M.~ / M
1
/M~ ~ A/M est un anneau simple, nous voyons 

1 
2 est un anneau artinien. Soit X un idéal à droite de A tel que M
1 

c X c M
1 

av,ec 

M2 f X. Posons C = XM1 , M1 étant l'inverse 
1 1 1 

le th. 2.3 de [6] p. 128, on voit que A/M2 
1 

de M
1

• on a alors X= CM. Alors d'après 
1 

est un anneau principal à droite et 

à gauche. On en déduit que A/R2 est un anneau principal à gauche et à droite. On 

verrait de la même manière que pour tout entier p, A/Rp est un anneau principal 

à droite et à gauche. Nous allons montrer qu'il en est de même pour A. 

Considérons d'abord le cas d 0un idéal à gauche X tel que pour un 

certain entier p, Rpcx. L'anneau A/RP+1 étant principal, nous pouvons dire qu'il 
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existe xp € X tel que: X= Axp + RP+1• Maintenant nous voyons que RP+1 c RX. 

Donc nous pouvons écrire X= Ax + RXe Le lemme de Nakayama nous montre que 
p 

X= Ax et donc que X est monogène. Ceci dit pour montrer qu'un idéal à gauche 
p 

quelconque X est monogène, il suffit de montrer que tout idéal à gauche essentiel 

est monogène. En effet si X est un idéal et si C est un complément de X, X@ C 

étant principal X le sera aussi. Soit donc X un idéal à gauche essentiel. Nous 

venons de voir que pour tout entier P l'idéal X+ Rp était principal. Nous pose

rons donc: X+ Rp = A y. X étant essentiel dans A contient un élément régulier c 
p 

nous écrirons c = a y. Remarquons que c étant régulier 1 1 annulateur à gauche de 
p p 

ap doit être- nul. Maintenant puisque A y P+ 
1 

c A y p nous pouvons écrire 

yP+
1 

= ~ y. Les éléments y sont des éléments réguliers puisqu'ils engendrent p p p 

des idéaux essentiels. Dans ces conditions nous avons : c = aP-t-
1 

YP+
1 

= aP+
1 

~p yp 

Y = Œ y Donc p p p· aP+
1 

~p = ap. On voit donc que ap Ac ap+
1 

A. A étant noethérien 

à droite il existe un entier q tel que a A= a 
1 

A. On peut alors écrire 
q q+ 

a = a y. Mais a étant régulier à droite est régulier (cf. [2]). On en déduit 
q+1 q ,q q 

t d A. . q Rq+ 1 t ' . que Yq ~q = 1 e one que yq € A yq+
1

• insi X+ R =X+ • On peu ecrire 

X+ Rq =X+ R(X+Rq). En utilisant encore une fuis le lemme de Nakayama, on voit 

que X + Rq = X. Ceci prouve d'une part que X est monogène et d'autre part que 

Rq c X. Ainsi X est essentiellement oorné. 

Remarque: La démonstration de ce lemme telle qu'elle a été établie par G. Michler 

consistait à montrer que l'anneau1= lim A/Rp était un anneau principal. Celle . <---
que nous donnons montre qu'un anneau noethérien premier (ou semi-premier) tel que 

pour tout entier p, p ~ 1, A/Rp soit un anneau principal à gauche est également 

principal à gauche. 
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Lemme 4.4 : Soit A un arrneau noethérien, premier, semi-local et héréditaire. 

supposons que A possède k idéaux bilatères maximaux. Soit P un idéal bilatère 

maximal idempotent. Considérons 1 1 anneau T == End1i,(:P) où P est considéré comme un 

A-module à droite. Alors Test un anneau noethérien, premier, semi-local et héré

ditaire. De plus T possède k-1 idéaux bilatères maximaux. 

Soient M, M, ••• , M les idéaux bilatères maximaux de A. Supposons 1 2 --k 

que 1 1 on ait P == M
1

• Montrons pour commencer que PR == PM
2 

("\.... (\ PMk. Comme 

Pest un idéal à droite projectif de type fini il existe des éléments x
1

~ ·••~ xs 

et des homomorphismes p, •• 0 , p de P dans A tels que tout élément x de P s'écrive 
1 s 

sous la forme x = x p (x) + ••• + x p (x). Six€ PM21 on voit facilement que 
1 1 s s 

p (x), ••• , p
8 

(x) sont des, élément~ de M • Maintenant comme P est idempotent on 
1 ) ,. .. 2 

voit que p (x), ••• , p (x) sont des éléments de P~ Ainsi on voit que si 
1 s 

9 .... ~ '"PMk; 'P·ix)) •.• , ps(n) soht 'Uost,éloJ~nts cl~·,P 
-- . 

c'est-à-dire des éléments de :a. Ainsi on voit q_ue x € PR dtoù l'égalité annoncée. 

Remarquons que 1 1 on a A = M
2 

+ 1v1
3 

{) • • • () Mk d I où P c PM
2 

+ PM
3 

(\ • • • /)PMk 

et des inclusions B.llalogues en remplaçant M
2 

par M
3

~ •., •, !\:• on déduit de tout 

ceci que P/PR : P/PM
2

@ •• o © P/PMk et donc que ~ 

Hom(P,P/PR): Hom(P,P/PM2)@ ••e (±) Hom(P,P/PMk). 
-· --

Maintenant toujours · parceque P est projectif, on voit f,aeilement que 

or d'après le corollaire 2,5 de [12] Hom(P,PR) est le radical de Jacobson de l'an

neau Hom(P,P). Comme P estprojectif et possède un système de générateurs ayant s 

éléments, Pest isomorphe (comme module à droite) à un sous-module facteur dans 

le module libre As= AA@ ••• (±) AA (s fois). Appelons As l'anneau des matrices 

carrées d'ordres à coefficients dans A. Pest isomorphe à un sous-module image 
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de A~ par un idempotent e de As. En considérant As comme un As module à gauche 

_gn peut écrire : P : e--As et aussi ~ T : e(As)e. Si l'on pose M~ = M. © ... © M. 
1 1 1 

(s fois) on voit facilemënt que PM. est isomorphe à e M~. Nous appellerons Ü(u) 
1 1 1 S 

1 1 rudéal blLlatère de A constitué par les matrices à coefficients dans M .• Dans 
S 1 

ces conditions on voit a~e Hom(e As 9 e As/e M~) est isomorphe~ e(A )e/e(IVI.) e. 
1" 1. s 1. s 

Comme M. est un idéal bilatère maximail. de A9 e(M.) e est un idéal bilatère maximal 
1. 1. ,s 

de e(A )e. Ainsi nous voyons que H9m(P~P/PM
1
.) est un anneau simple. on en déduit s . 

que le quotient de T par .son radical de Jacobson est un anneau possédant k-1 

idéaux bilatères maximaux dont 1 8 intersectruon est nulle. Al ors T es·t semi-1 ocal 

et possède k-1 idéaux bilatères maximaux., 

D'autre part, nous pouvons dire d'après le lemme 1 de [5] que 

T = {x E Q, xP c P}. Alors T est un anneau compris entre A et Q. T est donc un 

ordre de Q ce qui nous permet de dire que Test un anneau premier. D1 après le lem

me 4.4 de [11] Test un anneau noethérien et héréditaire. 

Définition (cf. [U.]): Soit A un llrdre dans Q. ,A est dit ordre d 1Asµno dans Q, 

si les idéaux bilatères fractionnaires de Q forment un groupe. 

Définition (cf. [6]): Soient A et A' deux ordres dans Q. A et A1 sont dits équi~ 

valents s 1 il existe des œ:hémen~s réguliers de Q q
1 

,q 29q
3

~q
4 

teis que : 

q
1 

A q
2 

c A 1 et q
3 

A' q
4 

c A. 

Lemme 4.5: Soit A un anneau ,Premier semi-local, noethérien et héréditaire. Si 

A n'est pas quasi-simple A est un ordre essentiellement borné dans son anneau de 

fractions. De plus A est équivalent à un ordre d 8 Asano 0 

Si A ne possède qu'un seul idéal bilatère maximal non nul A est un 

ordre d'Asano essentiellement QQr.ué ~ 0 après la prop 0 2.3. de [9]. 
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Raisonnons par récurrence. Supposons le lemme vérifié pour tous les 

entiers inférieurs ou égaux à k-1. Supposons que A possède k idéaux bilatères 

maximaux M , , l'l
1 

• o o Si tous ces idéaux so.nt inversibles dans Q d I après le 

lemme 4.2.; A est un anneau principal (à droite et à gauche) essentiellement borné. 

on en déduit facilement que tous les idéaux bilatères de A sont inversibles et 

que A est un ordre d'Asano 0 

Or le lemme 5 de [5] nous dit que tout ,idéal bilatère maximal de 

A e.st soit inversible, soit idempotent 0 Il ne nous reste donc plus qu'à examiner 

le cas où l 1un au moins des M., par exemple M est idempotent. 
i 1 

Posons M = P. D'après le lemme 4.4, on peut appliquer à. T = End P, l'hypothèse 
1 

de récurrence. On voit donc que Test un ordre dans Q qui est équivalent à un 

ordre d' Asano A 1• Comme P contient un élément régulier c, on voit que Tc c TP = P c A. 

Donc Test équivalent à A. Ainsi A est équivalent à A' 0 

Montrons pour finir que A est essentiellement borné, à gauche 

par exemple. Soit E un idéal à gauche essentiel de A. E contient un élément régulie:e 

d. on voit facilement que P.d considéré comme idéal à gauche de A est essentiel 

dans A. En effet, il est isomorphe à P9 donc de même dimension de Goldie que P. 

Mais Pétant essentiel dans A a même dimension de Goldie que A. Ainsi P.d a même 

dimension que A, il est donc essentruel dans A. Mais comme T considéré comme A-mo

dule à gauche est une extension essentielle de A, on voit que P.d comme A-module 

à gauche est essentiel dans T. Mais comme T.P = P, on voit que P.d est un idéal à 

gauche de 1 1 anneau T. G I est donc un idéal à gauche essentiel de T'.,' Comme T est 

essentiellement borné, P.d contient un idéal bilatère non nul B de T. Mais Best 

aussi un idéal bilatère de A0 

Théorème 4.6 Soit A un anneau premier, semi-local 9 noethérien et héréditaire. 
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.AJ.ors 

a) si A n I est pas quasi-simple le radio'/;;l;1:,_ de Jacobson R de A est 

inversible dans l'anneau de fractions Q de A. 

b) A est de dimension de Krull inférieure ou égale à 1. 

Si A est quasi-simple et si E est un idéal à droite essentiel, on a K-dim A/E = O 

cl' après le théorème 4. 3 de [ 11]. Donc d I après le lemme 2 .1 v on a K-dim AA .. < 1. 

Si A n'est pas quasi-simple, R n'est pas nul~ nous avons déjà vu pourquoi. Sup

posons que A possède un seul idéal bilatère maximal. D'après .le théorème 3.4 de[11] 

K-dim A/E = O pour tout idéal à droite essentiel E. Donc d'après le lemme 2 .1 •. ,. 

K-dim AA~ 1. Ainsi K-dim A,< 1. De plus d'après la proposition 2.3 de [9]P A est 

un ordre d'Asano dans Q. Ceci prouve que Rest inversible dans Q. 

Nous allons maintenant établir le théorème par récurrence sur l'en

tier k. Supposons le théorème vrai pour tous les entiers iruli'.érieurs ou égaux à 

k-1 • Supposons que A possède k-idéaux bilatères maximaux M
1 

, M
2

, ••• 9 I\• 

Si tous les idéaux M. sont inversibles ians Q, le lemme 4.2 nous 
J.. 

dit que A est un anneau principal à droite et à gauche : nous avons déjà vu qu'un 

tel anneau était un ordre d 1Asano. Ainsi Rest inversible. D'autre part si Best 

un idéal bilatère non nul, il est engendré (comme idéal à droite ou comme idéal 

à gauche) par un élément régulier. Donc en transposant des démonstrations classiques 

dans le cas des anneaux principaux intègres nous voyons que A/Best un anneau arti

nien. Alors le théorème 2.2. nous montre que K-dim A~ 1. 

Il ne nous reste plus qu'à examiner le ca~ où l 1un au moins des idéaux M., par 
l. 

exemple M , n'est pas inversible. Posons P = 11
1 

•. Nous avons déjà vu que pétait 
1 -

idempotent et que T = End(P) était un anneau premier semi-local, noethérien et 

héréditaire et que de plus T possédait k-1 idéaux bilat~œes maximaux. Ainsi, on,.a 
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k-dim T < 1 acaprès 11hypothèse de récurrence 0 

" 
Soit M un idéal bilatère maximal inversible. Posons N = /) J'1. 

Nous allons montrer que N = O. Supposons en effet que 1 1 on ait N f O. Comme M d'après 

le lemme 5 de [5] n'est pas idempotent nous avons N f M. Nous allons montrer que 

N est un. idéal premier O Considérons deux idéàux bilatères X et y de A tels q:µe 

XY c No Supposons que X cf:. N. Donc il existe un entier p, p ~ 0 1 tel que X c MP, 

X cj::. MP+1 (nous posons MO= A). Soit M' l'idéal inverse de M. Il est clair que 

(M0 )11 X c A et que (M' )p X rj:. M. Supposons qu'il existe un entier q tel que Y c Mi\ 

Y f. Mq+i0 Nous pouvons dire également que Y(M')q c A et que Y(M')q rj::. M. En ecrivant 

que XY c Mp+q+ii on voit que (M')PX.Y(M')q c Mo Comme M est premier on doit avoir 

Y(M0 )q c Met on aboutit ainsi à une contradiction. On en déduit que y c Net 

ainsi N est bien un idéal premier. 

Maintenant comme P considéré comme idéal à droite est projectif, 

nous pouvons écrire comme dans la démonstration du :lemme 4.4: T: e(As)e. Nous 

allons voir que e(Ns)e est un idéal premier de e(As)e. En effet, il est facile de 
remier 

voir que Ns est un idBal de As. Soient X et y deux idéaux bilatères de e(As)e tels 

que XY,ce(Ns)e. On remarque que exe = X et eYe = Y. Supposons que X cj:. e(Ns)e. 

Alors on voit que X rj:..Ns. Comme XY c Ns9 on voit que Y c Ns ce qui revient à dire 

que y·c e(Ns)e. 

Nous allons montrer que e(Ns)e = o. En effet si e(Ns)e ~ O, comme 

K-dim T ~ 1i le théorème 2.2 nous dit que l'anneau e(As)e/e(Ns)e est un anneau 

artinien. Comme c'est aussi un anneau premier c'est un anneau simple. Ceci prouve 

que e(Ns)e est un idéal bilatère maximal de e(As)e, Nous en déduisons que 

e(Ns)e = e(Ms)e, Or si:1 1 on a e / Ns on a Ns = Ms il suffit de se rappeler que 

e(Ns)e est un idéal premier. Mais alors on aurait M = N ce qui est exclu. Si l'on 

a e E Ns, on a e(As)e = e(Ns)e puisqu'alors l'idéal e(Ns)e contient l 1 élément unité 

de l'anneau e(As)e. Mais alors on a N =Ace qui est aussi exclu, Nous sommes donc 
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obligés de supposer e(Ns)e = o. Comme l'anneau As est un anneau premier nous en 

déduisons que Ns = O et donc que N = O. 

D'après le lemme 5 de [5], un idéal bilatère maximal est soit idem

potent, soit inversible. Supposons alors que M
1 

~ M
2

~ o •• , Mt soient idempotents 

et que Mt+
1
~ ••• , Mk soient inversibles. 

Posons B-= M
1 
n ... nMt. Comme les idéaux Mt+

1
~ 000 ~ 1\_ sont inversibles on voit 

en appliquant les résultats de .[6], chap. 6, que MüB = B.Mü pour tout entier u com

pris entre t+1 et k. On voit aussi que 

Pour i = 1,2, .. o,t posons : T. = {x € Q, x:M. c M.} et S. = {YEQ, M. oY c M.}. Comme 
l. l. ]. ]. ]. ]. 

nous 1 1 avons déjà vu T. est isomorphe à l'anneau End(M.), M. étant considéré comme 
l. ]. l. 

un A-module à droite. D'autre part d'après le lemme 1.9 de [4] on a T. f S .• 
]. ]. 

Posons maintenant C. = {z € Q,z T. c A}. Comme A, d'après le lemme 4.5, est essentiel-
J. ]. 

lement borné C. est d'après le théorème 2 de [5] un idéal bilatère idempotent et 
l. 

on a T. = {v € Q, c.v c C. }. Or C. est contenu dans un idéal bilatère maximal Mk .• 
]. ]. ]. l. 

Si Mk n'était 
i 

Mais comme C. . ]. 

pas idempotent il serait inversible et on aurait 
h i 

/1 (Mk.) = O. 

2 h 
1 

h 
est idempotent on a Ci= Ci =•••=Ci. Donc on a Ci c n (Mk.) 

]. 

et on devrait alors avoir C. = o. Cela aurait pour conséquence que T. = Q0 Cela 
]. ]. 

voudrait donc dire que pour tout élément q de Q, qMi c Mi. Or Mi contient un élé

-1 ment régulier c .• Si nous prenons q = c. nous voyons que M. devrait contenir 
J. l. l 

l'élément unité de A, ce qui est exclu. Ainsi nous pouvons affirmer que l\:i est 

idempotent. Ceci montre d'abord que 1 5-k. < t. D'autre part d'après le lemme 3.3 
~ ]. ' 

de [10] et le théorème 2 de [5] A est un sous-anneau maximal de T .• En appli~uant 
]. 

le théorème 2 de [5] on voit que Ci= 1\: et 
i 

de démontrer le résultat suivant : pour tout 

entier k., 
]. 

donc que Ti= sk .• Nous venons ainsi 
]. 

entier i, 1 $. i ,< t, il existe un 
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D'autre part, si l'on avait Ti= 3ic. 
J.. 

nous pourrions affirmer en utilisant 

= S. v pour deux entiers k. et k 1
• différents 

-k. J.. 1 
1 

le théorème 2 de [5] que Mk1 = 1\: 9 c'est 
i i-

pourquoi nous pouvons dire que 1°application i-,, k. est une permutation de 1 1 en
J. 

semble {1,2,800 ,t}. En utilisant la démonstration de la proposition 4.4 de [10] 

on voit que Best un idéal bilatère inversible de A0 Ainsi a) est démontré. 

Montrons amintenant que b) est bérifié 0 Soit R(T) le radical de 

Jacobson de l'anneau T = End(M) = End(P).Nous avons déjà vu que l8on avait 
1 

R(T) = Hom(P,PR). On a ainsi R(T).R c R(T).P c P.R. Comme nous avons montra que 

R était inversible nous en déduisons que R(T) c P. Soit G 1°un quelconque des idéaux 

M
2

, 0 • 0 , l\:• Alors on a P + G = A (rappelons que 1°on a posé P = M
1
). Donc~ 

R ( T) C R ( T) e ( P+G) C R (TL p + R ( T). G c:: R +G = GO 

Comme R(T) c P on voit que R(T) c R. Dans la démonstration du point aL on avait 

montré que c
1 

= {z€Q1 zT c A} était un idéal bilatère maximal et idempotent. Si 

1 1 on avait C 
1 

= M on aurait S = T ce qui est exclu comme nous l'avons vu. On a 
1 1 

manifestement C T = C et l'on en déduit que C T r/-P 0 Ainsi il existe un élément 
1 1 î 

d E: c
1 

tel que d
1
T cf. P. Posons T = T/R(T)v Î. = A/R(TL p = P/R(T). soit d l'image 

canonique de d dans A. On peut écrire 

Comme d I après a) K-dim T $: 1 9 T est un anneau semi-simple ( th. 2. 2). Dans T 9 

l8 idéal à droite d., T est donc somme directe d 1 .idéaux à droite simples ~ puisque 

d~T cf. Pl 1un au moins de ces idéaux n ° est pas contenu dans P. Cela revient à dire 

que d.T contient un idempotent primitif; qui n'appartient pas à P. Alors on a 

- --- lillE' Q> ~ 
ë.,T c Ac T. On en déduit que ë.T.ê = ë.A.ë. On sait que ê.T.ë est un corps. On en 

déduit que ë.A.ê est un corps non contenu dans P0 On voit alors facilement que le 

socle de l'anneau A/P n 8 est pas nul et donc qu 0 en fait A/P est un anneau simple ; 

en effet dans un anneau semi-premièr on vérifie facilement que tout idéal (à droite) 

simple est facteur direct et plus généralement en transposant la méthode employée 

dans le cas des anneaux réguliers on montre que toute somme directe finie d 1 idéaux 

simples, est un idéal facteur direct. Ainsi un anneau noethérien à droite premier 

dont le socle n'est pas nul est égal à son socle. 
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Mais alors A/P qui est isomorphe à A/P est un anneau simple. Ainsi nous venons 

de voir que A/M
1

, A/M
2

, ••• , A/Mt sont des anneaux simples. Maintenant pour 

t+1 < u < k, l'anneau A/M est également un anneau simple~ il suffit d'appliquer 
' ' u 

le lemme 4.2. 

Soit Dun idéal premier non nul de A. Nous allons montrer que D 

est un idéal bilatère maximal. Si tous les idéaux bilatères maximaux de A sont 

inversibles nous avons déjà remarqué que A/D était un anneau artinien, donc un 

anneau simple puisque c I est un anneau premier. Çela prouve le résultat. Supposons 

donc qu'il existe au moins un idéal bilatère maximal non inversible donc idempotent. 

Soit P cet idéal. Posons encore T = {x E Q, xp c P} et C = {v E Q, vT c A}. On a 

déjà vu que C était un idéal bilatère maximal et idempotent de A et que l'on avait 

C /=: P. Donc en fait on peut toujours supposer que l'on a M f P. Comme on l'a vu 

à plusieurs reprises on peut écrire T : e(As')e. L'anneau As étant premier on peut 

écrire O / e(Bs)e c e(Ms)e c e(As)e de plus les idéaux e(Ms)e et e(Bs)e sont des 

idéaux premiers de e(As)e. Mais d'après le lemme 40 49 on a K-dim e(As)e < 1. En 
' 

appliquant le théorème 2.2, on voit que e(Bs)e est égal à e(Ms)e. Comme on 1°a 

déjà vu on a e /. e(Bs)e et cela permet de voir que Bs = Ms. Ainsi on a B = M. 

L'anneau A étant noethérien 9 tout idéal premier non nul étant ma

ximal et ainsi le quotient de A par tout idéal premier non nul étant artinien le 

théorème 2.2 nous montre que K-:-dim A~ 1. 

Théorème 4.7: Soit A un anneau premier 9 semi-local 9 noethérien et héréditaire. 

Alors on a K-dim A ~ 1. 

supposons que A ne soit pas artinien. ntaprès le théorème 20 3 de 

[10] on a_la situation suivante. Soit N le radical nilpotent de A • .Alors on peut 

écrire A = N + B, B étant un sous-anneau de A semi-premier, semi local.P- noethérien 
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et héréditaire. De plus on a B ~ N = O et A est un B-module à droite de type fini. 

Soit AB la structure de B-module à droite définie ~ur A. D1 après [1] on a 

K-dim À , K-dim B. Mais d'après le théorème 4.3. de [8] Best produit d 1un nom-
B B 

bre fini d'anneaux-B, B 9 •••~ B où les B. sont des anneaux premiers 9 semi-locaux, 
1 2 n 1. 

noethériens et hé.réditaires. n°après le théorème 4.6 on .. a K-dim B. < 1. 
].' 

On a par exemple B
1 

: B / B
2 

© 0 eo © Bn. On en déduit toujours d I atrès [ 1] que 

K-dim B = sup(K-dim B v K-dim B © 0 • 0 © B ) • on voit donc par récurrence que 
B 1 2 n 

K-dim BB ~ 1. On en dédiit que K-dim AB ~ 1o On en déduit aussi tôt que K-dim A A~ 1 e 

V. - Dimension de Krull et lemme d 8 Artin-Rees. 

Lemme 5.1 : Soit A un anneau premier 9 semi-local 9 noethérien et héréditaire. Si 

R est le radical de Jacobson de A 9 on a rt,, Rp "" O. 

En effet 9 d 1 après le théorème 4.6 09 Rest inversible. Soit R' son 

inverse. On a d I abord R ( (\ Rp) c ( A Rp). Mais il est clair que 1 1 on .. a, .également 
- ~ --

Ri ( n Rp~ C _(_ (\ Rp0 et donc que 1 ion a g ( " Rp) CR( n RPL on a donc 1 8éga-

li té R( (\ it) = ( () RP). -Le lemme de Nakayama nous montre donc que f\ Rp = o. 

Théorème 5.2 : Soit A un ari..neau premier 9 semi-local 9 noethérien et héréditaire. 

Soit R le radical de Jacobson de A. Si X est un idéal à droite quelconque de A 9 il 

n ( t) -n-t 
existe un entier t > 0 tel que ~ X {) R = \·X () R R pour tout entier n ~ t 0 

0 Précisons d'abord que nous posons R =A.Nous allons donc démontrer 

ce théorème que l'on peut appèler théorème d 1.Artin-Rees 0 Soit X un idéal à droite 

et soit C un idéal à droite complément d.e Xo Par applicati':ln du lemme 4.51iJ-nous 

savons que A est essentiellement borné ~ d.onc X @ C contient un idéal bilatère non 

nul B. En appliquant les théorèmes 4.6o et 2 0 2.~ nous voyons que A/Best artinien. 

Mais l 1image canonique de R dans A/B est un idéal d.ont tous les éléments sont quasi

réguliersô or on sait que dans un anneau artinien un tel idéal est nilpotent. Cela 
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t 
revient à dire qu'il existe un entier t ~ O, tel que~ R c B c X@ C. 

h t .. t , . n t Pour caque en ier n ~ ecrivons: R = R. n:..t ( ) t n-t 
R = [ X © C fl R ] .R 

n ( ) t] n-t Alors, nous avons X {l R c [ X@ C n R .R • 

n 
Donc tout élément x € X ('\ R peut se mettre sous la forme ~ 

Or on a 

x - Dr..r. = 0 
]. ]. 

( ) 
n-t 

x_ =Ex. + c. r., x. € X1 c. € C, r. € R • 
J_ J_ J_ J_ 1 ]. 

x - Ex.r. <E:X et I;c.r. € C. Il est donc clair que Pon a 
J_ J_ J_ J_ 

n-t 
et donc x € X.R • 

Donc en fait, nous avons 
n n-t 

X() R cX.R • 

Nous aavons d 1 é]:utre part que Rest inversible. Ainsi si R1 est l'inverse de R 

(x /) Rn) (RI t-t C x. 

Mais on avait aussi (X ('\ Rn) (RI l-t c (X @ C) I" R t 

( n) ( ·)n.:.t t On en déduit que : X (\ R RI c X n R 0 

n ( t-) n-t 
On_ a donc X ('\ R c X f' R .R 

( t) n-t n 
DI autre part il est clair q_ue : X () R 0 R c X I'\ R • 

Le théorème est donc démontré, 

Corollaire : Tout idéal est fermé pour la topologie R-adique. Ce résultat est con

séquence du théorème 5,3, de [3] qui dit que la proposition "tout idéal à droite 

est fermé" est équ.ivalente à la proposition "pour tout idéal à droite:-.le théorème 

d 1.Artin-Rees est vérifié". 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 20 du 11 mai 19700 

-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-

SUR LES ANNEAUX TELS QUE TOUT MODULE SIMPLE SOIT INJECTIF 

d'après J.H. COZZENS 

par Guy RENAULT 

Définition 

ùn anneau A est un V-anneau à droite s 1il vérifie les conditions 

équivalentes suivantes·: 

(i) Tout A-module simple à droite est injectif. 

tiI) Tout idéal à droite est l'intersection des idéaux à droite maximaux qui le 

contiennent o • 

(iii) Le radical·de tout module à droite est nul. 

Les V-anneaux commutatifs sont les anneaux réguliers (ou absolument 

plat:s,). (Théorème de· Kaplansky) ; l'anneau des endomorphismes d 1un espace vectoriel 

de dimension infinie est·un anneau régulier, ce n'est pas un V-anneau à gauche.[5][2]~ 



- 20.2 -

J.H. COZZENS donne des exemples d'anneaux intègres principaux, quasi

simples qui sont des V-anneaux 0 

I. Rappel sur les anneaux de polynômes: 

Soient Kun corps (non nécessairement commutatif), Dune dérivation 

de K, a un isomorphisme de K dans K. 

On définit l'anneau de polynômes K[X, Ci' D] de la façon suivante 

n i c'est l'ensemble des polynômes formel:s; I: a. X muni de la relation . . 
J. 

0 

xa = a(a) X+ D(a). 

K[X, o, D] est un anneau intègre, principal à gauche et à droite (car il existe 

une division euclidienne à gauche et à droite). [4]. 

On appelle Corps différentiel universel, un Corps de caractéristique 

O muni d'une dérivation D, tel que l'équation 

admette une solution dans K, quel que soit le polynôme non constant P(X), élément 

de K[X 1 ••• , X J ; de plus toute équation différentielle linéaire homogène en D 
1 n - -

a une solution non triviale. L'existence de tels corps est démontré dans [3]. 

II. Les exemples: 

Exemple r .. 

Soit Kun corps différentiel universel, muni d'une dérivation D. on pose 



Théorème 

L'anneau R vérifie les propriétés suivantes 

a) R est un anneau intègre principal à gauche et à droite. 

b) R est un anneau quasi-simple. 

c) R est un V-anneau à droite. 

d), Il existe une seule classe de modules simples à droite. 

La démonstration utilise les lemmes suivants i 

Lemme 2 
n 

Soit f 
i 

=: :E a. x un élément de R avec a = 1. Il existe alors des 
i=1 J. n n 

éléments a. de K tels 
l. 

que f = ÎÎ (x-a.). 
• J. 
}.::::, 1 . 

La démonstration se fait par récurrence sur le degré de f 0 On détermine des éléments 

b. = 2 , i ~ n et o: tels que 1 1 on ait : 
l. 

En identifiant et en élimir.an.t les b. 9 on obtient une équation du type 
J. 

Par hypothèse une telle équatiort .admet une solution 

Conséquences~ les éléments irréductibles de R sont de degré 1 et les idéaux à 

d.roi te maximaux sont de la forme (x - cx)R0 

Lemme 3 

Le modul.e simple V - R / (x .,., a)R est divisible (donc injectif) 
a 

quel que soit a E K. 

Compte tenu du lemme 2 9 pour montrer que V est divisible~ il suf
a: 

fit d.e prouver que 1 1équation 

* v = w(x - ~) v E V 
(X 



admet une solution dans Ve 
0: 

Soit f(X) ~ représentant de v modulo (x - o:)R. 

f(X) = (X - o:) g(X) + h avec h € K, h f O. 

La, rés4:ilution de 1 ° équation :* résultera de la propriété suivante : 

Soit h E. KP il existe deux éléments a~ b de K tels q_ue l'on ait 

a et b sont solutions des éq_uations ~ 

a+b = O ; n(b), - b(o:+~) = h 

Cette dernière éq_uation admet une solution dans K q_ui est est un corps différentiel 

universel. 

On a finalement f(x) = h = a(x - ~) (mod X - aL 

R étant un anneau principal 9 la divisibilité entraîne l'injectivité. 

Lemme 4 ~(Faith) 

Soit Run V-anneau à droite 9 noethérien à droite et premier. l\.iors 

Soit I un idéal bilatère propre de R d'après le théorème de Goldie 

I contient un élément non diviseur de zéros. Si p est un idéal à dtoite maximal 

contenant I 1 le module injectif V= R/P est divisible 9 d 9 où Vs= V= O et il y 

a contradiction. 

Les assertions a) 9 b) 9 c) du théorème résultant de ce q_ui précède, démontrons d). 

Soient o:~ ~ deux éléments distincts de K. Il e:ltiste deux éléments 

non nuls a 9 .b de K tels q_ue 1 9 on ait g 



il suffit en effet de résoudre 1 1équation homogène 

D(b) + b(a = ~) = 0 

qui admet une solution b non triviale. 

L'application de R / (x - a)R sur R / (X - ~)R 9 définie par 

r + (x - a)R ----> a r + (X --~)R 9 est l'isomorphisme cherchéo 

Exemple II. 

Soient g la cl8ture algébrique ZJ✓2.z~ p l'automorphisme x ---~> x2 de Q. On consi-

R est un anneau intègre principal à gauche et à droite. Les seuls idéaux bilatères 

de R sont les idéaux engendrés par xk k ~ 0 0 Cette propriété se vérifie de la 

façon suivante: soit I un idéal bilatère de R et P(X) un générateur de l'idéal 

à gauche I ; quel que soit lC € Q 0 Il existe a € Q tel que ~ 

a P(x) = P(X) ko 

en identifiant et en utilisant la relation Xk = k2x~ on m91ntre facilement que 

-k 
P(X) = X à un élément inversible près 0 

Si S est 1 1 ensemble mul tiplicatlLL-formé des X.k 9 k > 0 9 on considère 

l'anneau de quotients 
,,;;.f 

R = -S R0 Cu est 1 1 ensemble des fractions rationnelles s --
muni des lois suivantes g 

P(X) + Q(X) 
--=-k---== 

X--



n k 
(si P(x) = z ~x p 

k=O 

RS est un anneau principal à gauche et à droite quasi=simple. 

Lemme 5 
)2 

Soit f(X) = z a.Xi un élémment de R9 avec a = 1. 
l n 

i=O n 
Il existe des éléments a. de Q tels que f ::a 1f (x - ex.). 

1 . . l 
].::::: 1 

On procède com.me dans la démonstration du le~e 2 0 et on utilise le fait que Q est 

algè""briq_uement clos 0 

Conséquences Les id.éau.x à droite maximactx de R39 sont les idéaux (x - a)RSP avec 

a€Q-{O}. 

Lemme 6 g 

Le module simple V rx ·"" Rs/(x = o:)Rs est divisible (donc injectif). 

Quel que soit a€ Q -{o}. 

Soient :19 ~ 9 a des éléments de Q avec: 'a:~ 0 0 On a 

avec a racine de 1 ° équatiœ, .• 

2 2 :r.2 
a ~ + a a + - 0 

2 
~-

En reprenant les mêmes consid.érations ql~e dans ls lemme 39 on montre que V est 
a •. 

divisible 1 donc injectif 9 car R est primcipal. 0 s 

De la même façon, on prouverait q_u I il n 1y a qu 1,_me clas2.e de modules simples 0 

En résumé~ 

Théorème 7 

V a.r:œeau R vérifie les conditions suivantes s 



a) RS est un anneau intègre principal à gauche à droite. 

b) RS est q_uasi-simplea 

c) RS est un V-anneau à droite. 

d) Tous les modules à droite simples sont isomorphes. 

IIL Quelques conséquences 

Nous allons utiliser le travail de COZZENS pour éclairer certains 

problèmes posés~ 

problème 1 : Caractériser les anneaux tels q_ue tout module à droite q_uasi-injectif 

soit injectif. 

Proposition 8: 
quasi-

Soit A un anneau tel que tout module à droite hnjectif soit injectif. 

Alors A est un V-anneau noethérien à droite. 

Cela résulte du fait que tout module semi-simple est injectif donc 

~-injectif. En utilisant [2] p. 130 9 il suffit donc de se. limiter au cas où A est 

un V-anneau quasi-simple noethérien à droite. Les anneaux commutatifs solutions 

du problème 1 sont les anneaux semi-simples. 

problème 2 : Caractériser les anneaux A tels que pour tout mod.ule à droite M le 

sous-module siilgulièr, soit facteur direct de M. 

Si A est commutatif~ le problème est résolu ~ ce sont les anneaux 

réguliers A dont le socle S est essentiel et tels q_ue A/s soit semi-simple [ 6]. 

proposition g 

Soit A un anneau intègre principal à gauche et à droite, de corps de 

fractions K. Alors si A est un V-anneau à droite les modules à droite injectifs et 

indécomposables sont K et les modules simples. 



Il est bien connu que si I est un idéal à droite non nul, le module 

A/I est artinien à droite, si I est de plus un idéal à droite n -irréductible A/I 

contient un. module simple S qui est injectif et A/I = S d'où l 1 assertione 

Corollaire jO 

Un anneau intègre principal à gauche et à droite qut est de plus 

un V-anneau à droite est solution des problèmes 1 et 2. 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COJVIMUTATIVE 

Conférence no 21 du 18 mai 1970~ 

QUELQUES APPLICATIONS DE LA DIMENSION DE KRULLoo 

Par B. LEMONNIER 

§ 1. Dimension de Krull et dimension de Goldie. (notées K-dim et G-dim) (cf.[1] et [6]. 

n 
Si M =@ Si où les Si sont simples~ G-dim M =net K-dim M = O. 

1 

Si K est un corps commutatif et A= K[x
1

, •••P Xn]~ G-dim A= 1 et 

K-dim A= n. Dans le cas fini ces deux: dimensions ne sont donc pas comparables 

sans hypothèses supplémentaires 9 mais on a la 

_ Proposition 1, Pour un A-module M, G-dim M = = impl.iqu.e K-dim M = + 00 • 

Démonstration. Nous voulons montrer que tout module qui est somme directe d 1 m1e 

infini té de modules non nuls a une dimension de Krull. > n pour tout entier n. CI est 

vrai pour n = 1. Supposons l 1 avoir montré pour net 

Considérons une suite croissante de parties N. de N telles que card 
J 

(N. "N .) = = 
J+1 J 



par exemple on prendra NO ensemble des entiers impairs 9 Nj+
1 

"- N . ensemble des 
J 

entiers divisibles par 2~+ 1 et non par. 2j+ 2 , j > o. La suite des sous-modules 

Y. =@X. est strictement décroissante 
J i,iN j 

1 
par hypothèse de récurrence K-dim Y./Y. > n 

J J+1 

donc K-dim X> n+1. 

F,xemple : Si Q. désigne le corps des nombres rationnels, K'.-,dimZQ = -+< 00 9 En effet 

Q,/z ::: @•. C (p°0 ), somme directe étendue aµJc entiers premiers p, C (p
00

) groµpe quasi-

cyclique relatif à p. 

Proposition 2. Si A est un anneau tel que le groupe (A,+) soit divisible, 

K-dim AA < + oo, A contienne un élément régulier à droite 9 alors A est uni taire. 

Démonstration .. Le groupe (A,+) est sans torsion ; en effet si na= 0 9 n € N, a € A 

d régulier à droite € nA donc ad = O et a = o. Ainsi A est un Q espace vectoriel, 

AAQ est un bimodul.e avec la propriété va € Av (Aa) Q c Aa. On en. déduit que 

I = {q € Qjdq € Ad} est un idéal de Q~ donc I = O ou Q. 

Si I = O, le treillis des idéaux à gauche A compris entre Ad et Ad+ dQ 

est isomorphe au treillis des sous-groupes de Q ; puisque K-dim AA < + oo et 

K-dim Q = + oo c I est que I -/= 0 0 Donc I = Q ~ il existe E € A tel que d = d z 

d ' où a E = a V a € A. 

A(E a - a)= O, si & a - a-/= O les idéaux à gauche A entre O et 

( E a - a)Q. sont en biject.ion croissante avec les sous-groupes de Q. contredisant 

K-dim AA < + oo. Ainsi E a = a ; E est élément neutre de A. (cf. [ 3]). 

= E d, 



Proposition 3e Pour un anneau A. unitaire les propriétés suivantes sont équivalentes 

1) A est artinien à gauche ; 

2) A est noethérien à gauche et tout A-module à gauche a une dimension de Krull 

égale à O ou + 00 ; 

3) énoncé 2) limité aux modules cycliques., 

Démonstration 1 --> 2, R radical de A est nilpotent~ donc M étant un A-module donné 

il existe un plus petit n tel que Rn+1 M = 0 1 les quotients de la suite M:::, RM:::, o-o Cl 

::::, Rn+1 M = O sont semi...simples ; s'ils sont tous de longueur finie K-dim M = Üp 

si l'un d'eux est de longue11r infinie K-dim M = + oo (utiliser Po 1)0 

3 > 1, Si.K-dim A.A=+ oo (noter que AA est un module cyclique) 

il suffit de considérer un idéal à gauche I maximal pour la propriété K-dim A/I = + oo 

pour aboutir à une absurdité 0 Donc K-dim AA = 0 0 

Considérons le procédé du à H. BASS qui 9 à un module M fait correspondre 

s (M) = U s (M) si a est un ordinal .limite O M est dit d I éléva-t;ion définie quand 
ex ~<a /3 

il existe un ordinal~ pour lequel s (M) = Mo L'élévation de M1 notée e(M)P est 
(X 

le plus petit de ces rx0 

1 

Lemme. Un module M est d'élévation définie si et seulement si tout quotient non 

nul de Ma un socle non nul 0 



Démonstration, Le "si" est évident, Soit HcM, soit~ le plus petittordinal tel 

que s~(M) cf. N alors~ n'est pas ordinal limite et s (M) c N, le noyau de l'épi
~-1 

morphisme canonique M/s (M) - M/N est N/M; par construction de~ le module 
~-1 

semi-simple s (M)/s (M7 n I est pas annulé par cet épimorphisme, donc M/N a un 
~ ~-1 

socle non nul, ce qui démontre le "seulement si H • 

Lemme. Si O - M' ➔ M ➔ M" ➔ O est une suite exacte 9 e(M) est définie si et seule-

ment si e(M!) et e(M11
) sont définies. 

Proposition 4. Si A est un anneau tel que 1 pour tout idéal à gauche I essentiel 

dans A, le module A/I soit artinien alors 

1) G-dim AA < 00 <==> K-dim AA = 1 ; 

2) tout module M extension essentielle de son sous-module singulier J(M) est d'élé-

vation définie (notée e(M)) ; 

3) si de plus on supp9se A noethérien à gauche 9 alors e(M) définie implique e(M) < w 

00 

(MA-module à gauche, w plus petit ordinal limite) 9 (\ Rn= O où R désigne le 
-n""'i 

radical de Jacobson de A, enfin les seuls injectifs indécomposables sont les 

enveloppes injectives de simples et les composantes de l'enveloppe injective de AA. 

Démonstration 1) <= d'après P. 1 ==> exposé de M0 DJABALI sur les résultats de 

MICHLER. 

2) Il suffit de montrer que J(M) et M/J(M) sont d'élévations définies. 

Ce qui résulte du fait que si O 11 
• x est essentiel dans AAJ le module cyclique Ax 

est artinieno 



3) Supposons e(M) > w: il existe m € M "-.. s,_,(M). Puisque s (M) / s (M) :t .., n+1 n 
< M / s (M)"1.a- su-ite .. d:-es-iciéaux a gauche I = { a € A I ant € s (M)} est striêtement -

n n n 
croissari.te-~ Ainsi AA noethérieh exige e(J:11) < LY,. 

Soit AS un A-module simple, E( s) son enveloppe injective ; en utilisant 
00 

2) on voit que e(E(S)) est définieo Mais Rn s (E(s)) = 0 donc n Rn.E(S) = O. 
n 1 

Puisque la somme directe des E(s) étendue à l 1 ensemble des types de simples est 
00 •• 

un cogénérateur, elle est fidèle 9 d I où (\ Rn = Oo 

Enfin si AE est un injectif i:n.décomposabl.e ou bien J(E) -:j,. O et E contient 

un simple, ou bien J(E) = 0 9 pour e € E9 e # 0 9 il existe un idéal a gauche co

irréductible C tel que(o t. - e) {) C = o donc C plongeable dans E. 

Exemplee Un anneau AAmi-n~Amier, noethérien à gauche? de dimension de Krull à 

gauche ég;ale à 1, vérifie les hypothèses précédentes., (Utiliser le théorème de Goldie). 

§. 2. Anneaux intègres. 

Proposition 5. Soit A un anneau 9 dont 1cannulateur à droite n'est pas nul, tel 

que K-dim A/I < K-dim AA pour tout idéal à gauche i!10n nul 9 alors A est un domaine 

de Ore à gauche. 

Démonstration. Supposons a -:}. O alors Aa -j:. O donc K-dim A/ Aa < K-dim AA. 

Si O •.a} O, K-dim Aa < K-dim A, ce qui contredit la première inégalité 0 Donc 

A est intègre 0 Enfin r
1 n r2 

= 0 avec I et I -j:. O conduit aussi a une contra-
1 2 

diction g puisque AA - A/r
1 

@ A/r
2 

on a K-dim AA < sup (K-dim A/r
1 

~ 

K-dim A/I) < K-dim A. 
2 A 



Proposition 6. Pour un anneau A dont l'annulateur à droite n'est pas nul et dont 

la K-dimension à gauche est n,, A est intègre si et seulement si K-dim A/I < K-dim AA 

pour tout I idéal à gauche# O. 

Démonstration. Soit I-/= O r € r; .Arp/ArP-f-1 "'A/Ar d'où K-dim A/Ar< net à fortiori 

K-dim A/I < n. 

Proposition 7. Si un anneau contient une chaîne de n+1 idéaux complétement premiers 

ses dimensions de Krull à gauche et à droite sont> n. 

Démonstration. Il suffit de se limiter à K-dim A < + co et de vérifier que, si A 

est intègre et P un idéal complétement premier f 0 9 K-dim A/P < K-dim A. (démons

tr~.tion de T.6). 

§ 3. Chaînes d'idéaux complétement premiers. 

Théorème 8 0 Soit A un anneau noethérien à gauche, .et unitaire·, si d;outuidéal 

à gauche est bilatère alors 1 ° K=dim AA > n si et seulement si il existe une chaî

ne de n+1 idéaux complétement premiers; 

,2(0 ;tout idéal preinier •e,st c.ompll.é~,emeht;· pr.emi;er,o_, 



I>émo~s.~:J:'.8::t.i..Cl:n_. 1 ° DI après P. 7, il reste à prouver "seulement si 11
• 

Si K dim AA =+=,soit I maximal pour la propriété K dim A/I = + =, A/I est 

intègre (P.5) ; il existe In ::JI tel que K dim A/In~ n, soit p
0 

maximal parmi 

les In. Si K dim A= m)n on prend P
0 

maximal parmi les I tel que K dim A/I = mo 

Dans tous les cas p
0 

est complétement premier et K dim A/P
0 

= m ~ no Considérant 

A/P, on est ramené à supposer A intègre. Alors K dim A= met T.6 montrent qu'il 
0 

existe I ~ 0 tel que K dim A/I = m-1 soit P maximal parmi ces I, P est complé-
1 1 

tement premier et K dim A/P = m-1. Le procédé se poursuit et donne la chaîne 
1 

voulue. 

2° Il suffit de montrer que si, en plus des hypothèsesj A est pre-

mier alors A est intègre, c'est-à-dire (T0 2.1 de [5]) réduit. Pour le voir remar-

quer que (Aa)n = n 
Aa. 

Lemme 9. Si a est un ordinal non dénombrable~ la déviation (cof 0 [6]) de [O,a] 

muni de l'ordre opposé est infinie. 

.Dé.:mo,~r::at::L'œi, Soit w
0 

le pl us petit ordinal limite définissons w par récurrence 
n 

w = w + w + ••• ; il est clair que la déviation de [O,w] muni de l'ordre 
n n-1 n-1 n 

opposé est n+1 eLque-card wn est dénombrable. Donc [O,wn] c [o,a] pour tout n. 

Donnons un exemple montrant que les idéaux premiers d'un anneau noethé-

rien à gauche peuvent ne pas vérifier la condition minimale. 

Exemple. On définit les puissances transfinies à gauche d'un idéal I par I~=I.I~- 1 

si~ non limite, I~= "I~1

si ~ est limite. A.V. Jategaonkar donne dans [2] la 
~·<~ 



construction, pour tout ordinal o:, d'un anneau A unitaire, intègre, principal à 

gauche 1 dont les idéaux à gauche sont bilatères et totalement ordonnés et tel que 

(R = Rad A) R,o: -/,. O. La bijection décroissante ~ € [ O,o:]. ➔ R~ montre que, si card o: 

est non dénombrable, on a K dim AA = + oo ~L0 9)0 Le treillis des idéaux étant to

talement ordonné, il existe alors une suite infinie strictement décroissante 

d'idéaux complétement premiers (utiliser la condition noethérienne et T.8). 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 22 du 25 mai 1970 

SOUS-ANNEAUX DE CERTAINS ANNEAUX ARTINIENS OU NOETHERIENS. 

u 
d 1 après David EISENBUND (1). 

par .Annie CAILLEAU 

On montre que sous certaines conditions sur un anneau s~ les pro

priétés pour S, d'être semi-simple 1 artinien ou noethérien se transportent à u_D 

sous-anneau R de S. 

Dans ce qui suit, on considèrera deux anneaux u_Ditaires Rets~ 

tels que R soit un sous-anneau de Set tels que S soit un R-module à gauche engen

dré par un nombre fini n d'éléments qui commutent avec les éléments de R. Cette 

dernière condition se traduit par le fait qu 1 il existe un épimorphisme de R-bimodules 

de Rn surs, et par suite pour tout R-module à gauche Mun monomorphisme de R-modules 

Théorème 1. 

Si Q est un R-module à gauche tel que HomR(s,Q) soit un S-module à 

gauche injectif, alors Q est injectif 0 
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soient E 1°enveloppe injective de Q, u l'injection canonique de 

HomR(s,Q) dans HomR(s,E) ; on a lediagramme commutatif suivant : 

u 
HomR(s,Q) --------> HomR(S9 E) 

.-.'.n l 
Qn 

:-.1 

-----------> En 

où les flèches vertimales sont des monomorphismes~ et où i est l'injection canonique 

de Q dans E. v étant un R-monomorphisme essentiel 9 il en est de même de u, u est donc 

un S-monomorphisme essentiel, et par suite u..~ épimorphisme. 

D'autre parti E étant injectifs le morphisme canonique~ de HomR(s,E) 

dans Hom(RpE) est surjectifs et la commutativité du diagramme. 

u 

i 

Ho~(R,Q) = Q ------> 

montre que i est surjectif 9 et par suite que Q = E. 

Un anneau A semi-simple étant caractérisé par le fait que tout 

A-module à gauche est injectifi on déduit du théorème 1 le résultat suivant. 

Théorème 2e 

Si S est semi-simple, Rest semi-simple. 
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Supposons maintenant que S soit noethérien à gauche et montrons 

qu I il en est de même de R ; il suffit de montrer que tout somme directe © Qk de 
k(K 

R-modules injectifs ~ est injective, or s éta.YJ.t de type fini on a 

et HomR(St@ ~) est donc S-injectif comme somme directe de modules injectifs sur 
- - k -

l'anneau noethérien S (Hol\(s,Qk) étant évidemment s-injectif). Il en résulte que 

@~est un R-module injectif 0 • D'où le résultat, 
k 

Théorème 3, 

Si S est noethérien à gauche (resp. à droite) Rest noethérien à 

gauche (resp, à droite), 

Montrons enfin que si. s est artinien à gauche, R est artinien à 

gauche. Soit N le radical de Jacobson de S9 s/N est un anneau semi-simple engendré 

sur le sous-anneau R/R n N par un nombre fi.ni d I éléments que commutent avec les 

éléments de R/R () N, donc ( théorème 2) t R/R (\ N est semi-simple O Comme d I autre 

part Rest noethérien à gauche (théorème 3) et R Î\ N nilpotent 9 R e.st artinien à 

gauche, 

Théorème 4. 

Si S est artinien à gauche (resp 0 à droite) R est artinien à gauche 

(resp, à droite). 

En particulier si S est un module de type fini sur son centre Z et 

s 1 il est noethérien à gauche (resp , artini,en à gauche), z est noethérien (resp. 

artinien) et S est donc noethérien à droite (resp. artinien à droite), ceci d 1 ap.rès 

la réciproque évidente des théorèmes 3 et 4
0 
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Théorème 5. 

Un anneau S, de type fini sur son centre, noethérien (resp. artinien) 

~ gauche, est noethérien (resp. artinien) à droite. 
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