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INTRODUCTION 

Le résultat essentiel prouvé dans cet article est le suivant : si k est 

un corps, tout k-schéma en groupes quasi-compact est limite projective fil­

trante de groupes algébriques sur k. 

Ce résultat est classique lorsque G est affine (DG III 3.7.5) et était 

conjecturé dans le cas général (EGA IV 8.13.6). 

1. 

Il admet comme corollaires immédiats un certain nombre de résultats connus 

dans le cas algébrique (Théorème de Chevalley, de Cartier••• cf v). 

La méthode de démonstration consiste à construire des sous-schémas en groupes 

H , invariants dans G, définis par des idéaux de type fini et en nombre suffi­
o: 

sant pour que n H soit réduit à l'élément neutre. On a en effet alors 
a o: 

G ~ lim G/H au sens des faisceaux fpqc. 
t-- a:, 

Les H sont construits comme stabilisateurs de fonctions rationnelles 
a 

(IV.1) à l'aide d'un théorème de représentabilité (I.2). 

fpqc 

Le point essentiel est alors de prouver la représentabilité des faisceaux 

G/H • On se ramène au cas où G 
0: 

est connexe en construisant la composante 

neutre G
0 

(II.2) puis le quotient G/G
0 (v.1) et en utilisant alors le résultat 

dans le cas connexe (v.2). Dans le cas intègre (connexe et réduit) on utilise une 

technique de passage au quotient générique qui fait appel à la notion de groupe 

rationnel (ce qu'A. Weil appelait autrefois 11loi de composition normale 11
) et en 

approximant directement les groupes rationnels (IlI.2) puis en reconstruisant les 

groupes algébriques à partir de leur point générique (111.3). 

Il semblerait naturel de traiter le cas connexe non réduit de la même ma­

nière, mais des difficultés techniques liées au défaut de platitude rendent caducs 



2. 

les théorèmes de passage au quotient utilisés (L3)o 

On utilise dans ce dernier cas un théorème dû à Grothendieck qui permet de 

passer au q_uotient lorsq_u'on sait le faire modulo un idéal nilpotent ([DG] III 

2 .. 7o1) et on se ramène alors au cas réduit en utilisant l'intermédiaire du sous-

groupe H Gréd 
a 

(IV 0 2) qui est défini par un idéal nilpotent et l'isomorphisme 

H Gréd/H .= Gréd/H () Gréd 
a a a 

Je tiens à remercier Michel Raynaud de l'aide qu•il m'a apportée tout au 

long de ce travail 0 Nombre d'idées lui sont dues et les techniques utilisées, 

dans cet article lui doivent beaucoup. De plus, il a lu avec soin et pat.ience les 

;'.}Ombreuses versions préliminaires de ce te:x:te 0 
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§1 La propriété (P). 

Définition 1.1 

Soit A un anneau. On dit que A vérifie (p) et on écrit P(A) si et 

seulement si tout diviseur de zéro dans A est nilpotent. 

Définition 1. 2 

Soit X un schéma. On dit iiue X vérifie (p) et on écrit P(X) si et 

seulement si, pour tout ouvert affine de X d'anneau A on a P(A) . 
Remarque : 

On a P(spec A)~ P(A) • Nous prouverons plus loin la réciproque. 

Proposition 1.3 

Si A est noethérien, on a: 

P(A) ~ A irréductible et sans composantes immergées~ Ass A= {f} . 

Proposition 1.4 

P(A) > A irréductible 

P(X) ~ X irréductible 

Démonstration 

(A est un anneau) 

(x est un schéma) 

1) Soit Nil(A) le nilradical de A. Si ab t Nill, anbn = O donc n 
a ou 

bn est diviseur de zéro ou nul, donc nilpotent. Nil(A) est alors premier, donc 

A irréductible. 

2) Si X n'est pas irréductible, il existe U,V ouverts affines non vides 

avec U nv = ~ • Mais alors, U LJ V est affine et non irréductible ce qui contredit 

Proposition t.5 

1) Si f A~ B est un homomorphisme d'anneaux injectif, P(B) > P(A). 

2) Si A = lim A. avec A. c A 
~ J. J. 



P(A)~ [ Vi P(A. )] 
J. 

Remarquons que la réciproque de 3) est fausse (par exemple A=~ x ~) , cependant 

on a la 

Proposition 1.6 

Si A est irréductible, 

P(A) ~ [ V 1 € spec A 

Démonstration : 

Seule l'implication <ç=== est non triviale. Supposons ab = O avec a, b € A, 

afo, b=f.o. Soit I =Ann(b), I-/,A car b=/O, donc il existe f-€ spec A tel 

que I c ~. 

Dans Af, ' ab = 0 et b f 0 car I c 'f2 . Donc a est nilpotent dans A,P..: 

3 s t-rz n 
sa = 0 dans A et donc 

nn 
dans Mais NilA est premier s a = 0 A • 

et s / f- donc s f NilA et donc a est nilpotent. De même, b € NilA. 

Corollaire 1o7 

Si A est un anneau, P(A) ~ P(apec A) • 

Proposition 1.8 

Soit k un corps, K et L deux k-algèbres de dimension zéro. Alors, les 

anneaux locaux de K~ L vérifient la propriété (P). 
k 

Démonstration: 

1) On peut supposer K et L locales. 

2) K et L sont alors limites inductives de sous k-algèbres locales ar­

tiniennes essentiellement de type fini sur k. 

Le résultat découle alors de deux lemmes 



6. 

Lemme 1 08.1 

Si K et L sont deux extensions de k , les anneaux locaux de K 0 L sont 
k 

irréductibl.eso 

En effet 1 on décompose k -> L en k -> M -> N -> L avec k -> M transcendante 

pure, f·1 _, N algébriq_ue séparable et N -> L radicielle. 

K0fJI 
k 

K@N 
k 

est un localisé d'anneau de polynômes, donc intègre et normal. 

esl; ind-éta.le sur K 0 M , donc normal. Enfin 
k 

K0 L est plat et 
k 

~ad..'.0.:.el sur K 0 N donc ses anneaux locaux sont irréductibles. 
k 

S-::,i.t k un ccrps, K et L deux k-algèbres locales artiniennes essen-

~ie1lement dn ~ype fir:i. su.t' k alors K0 L est un anneau de Cohen-Macaulay. 
k 

Cela rés;,i.1 ts je EGA IV 6. 3. 5 et 6. 7 .1. 

Proposit:icn 1.9 

Soit X u.n schéma vérifiant P(X) , U un ouvert topologiquement dense dans 

X ; alors U es+; schématiquement dense dans X (EGA IV 11.10.2). 

spec A. On doit montrer que 

Ree;:ou.1rr0ris V/) U par des ouverts affines V f == spec Af et soit s E A tel 

que s I V n U == 0 • 

On a 'v f 3 n E: IN 
n 

f s == 0 • 

Si s f O , comme on. a P(A) , f est nilpotent donc tous les Vf sont 

vides, donc V n U es+; vide, ce qui contredit le fait que U est dense dans X • 

Corollairs 1o10 

Soit X ur. schéma vérifiant P(X) et soit x EX. Le morphisme 

spec fr -> X est schématiquement dominant (EGA IV 11.10.2). 
x?x 
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Démonstration~ 

Par 1.9 et 1.4 on se ramène au cas X= spec A o Cela résulte alors du fait 

que si s est une partie multiplicative de A, telle que AS-/- O, A....,. AS est 

injectifo 

§2 Théorème de représentabilité. 

Considérons la situation suivante g 

Soit k un corps, A une k-algèbre, B une k-algèbre de type fini, 
0 

B = B ®A 
o k 

. On pose s = spec A ' X = spec B ' X == s pec B 0 
0 0 

Rappelons que si u est un ouvert de X ' u est schématiquement dense dans 

X relativement à S si pour tout s E: S , Us = Un Xs est schématiquement dense 

dans la fibre X 
s 

ou ce qui revient au m~me si Ass[B Q9 k(s)] c U • 
A s 

(cf EGA IV 11.10010)0 

Si U est de la forme Xb avec b E: B , ceci revient à dire que b est 

non diviseur de zéro dans les fibres B 0 k(s). 
A 

Lemme 2.1 

Avec les Y.>ctat:.cns :précédentes, soient m , --p. E: spec A avec fC m et soit 

U un ouvert d.e X O Alcrs~ si U::::, Ass B 0 k(m) 9 U ::::, Ass B 0 k(-p-) 0 

A A 

Démonstration g 

1) On peut supposer k algébriquement clos (en fait l'extension k....,. k avec 

une clôture algébrique et on utilise Cohen-Seidenberg) 0 

2) Quitte à remplacer A par A/-p-, on peut supposer que ~ = (o) , donc 

A intègre. 

3) Soit alors ot E: Ass k(f) ® B = Ass k(-0,) 0 B • k o ,~, A 



8. 

Soit 1
0 

son image da:ns s pec B , 1'I € Ass B 
0 -,o 0 

(EGA IV 3.3.6). De plus 

(loc. cit.) d( est dans Ass k(-p.) ® k(~ ) , mais puisque 
k o 

k est algébriquement 

clos, donc k(~) @ k("! ) intègre, t1f est 1 1 idéal 
k o 

(o) dans cet anneau. Comme 

-f == (o) dans A , "{ est encore l'idéal (o) dans A ® k(dj ) o 

k o 

On a d'autre part les inclusions 

spec k(m) ® k(rJt ) c spec A ® k(rh ) c spec A ® B 
k -10 k •10 k o 

l'idéal (o) de k(m) ® k(~) correspond à un idéal de 
k o 

est dans , Ass k(m) ~· B (loc. éi:t;.). Mais. èornme n est dans 
k o 

n esbune spécialisation de "I • 

Or, par hypothèse, n € U, donc ~ € U. 

Lemme 2.2 

k(m) ® B qu;i. 
k o 

spec A 0 k(~ ) 
k o 

Avec les notations précédentes, soit b € B, s €S. On suppose b non 

diviseur de zéro dans B ® k(s). Alors, il existe un ouvert w de S, conte­
A 

nant s tel que b soit non diviseur de zéro da:ns les fibres de X-> S au 

dessus de w • 

Démonstration: 

Ecrivons A = lim A. 
---+- l 

avec A. cA, A. noethérien. Alors si 
l l 

B. = A. ® B , 
l l k 0 

B == lim B .• soit S.= spec A. 
~l J. . l 

X. = spec B. 
l l 

s. P image de s 
l 

dans S .• On 
l 

peut supposer que b € B. • On a, 
l. 

B. ®k(s.) = B ®k(s.)4B ®k(s) = B®k(s) 
1

A. 
1 0

k 
1 0

k A 
J. 

donc b est non diviseur de zéro dans B. ® k(s.) • En vertu de 2.1 b est non 
l. A. l 

l 

diviseur de zéro dans les fibres de X.-> S. au-dessus de 
l. l. 

spec 19' • 
si,si 

Soit V.= {t. € S. 1 b non diviseur de zéro dans 
l. l. l. 

EGA IV 11.9.17.1, Vi est constructible. Comme 

B.® k(t. )} d'après 
l. J. 

Ai 
V. => spec & et que Al. 

J. S. ,s. 
J. l. 

est 

noethérien, V.=> w. ouvert de S. avec s
1
. € w

1 
.• 

J. J. J. 

avec p. : S-> S. le morphisme canonique. Alors, si 
J. J. 



t E w et t. = p.(t) on a 
J. J. 

seur de zéro dans B 0 k(t) o 

A 

Lemme 2.3 

B. Q9 k(t.)-+ B Q9 k(t) 
1

A. 
1 

A 
J. 

plat, donc b est non divi-

Soit k un corps, B une k-algè bre noethérienne, X = s :pec B , U c X un 

ouvert schématiquement dense dans X. Alors, il existe b E B tel que X c U 
b 

et schématiquement dense da:ns X • 

Démonstration: 

Cela résulte immédiatement du lemme d 1 évitement. 

Pronosition 2.4 

Avec les notations de 2.1 et 2o2 , soit U c X un ouvert quasi-compact et 

schématiquement dense dans X relativement à S ~ 

Alors, localement sur S, il existe b E B tel que Xb c U et Xb sché­

matiquement dense da:ns X relativement à S ~ 

Cela résùlte immédiatement de 2.3 et 2.2. 

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de ce paragraphe~ 

Théorème 2.5 

Soit k un corps, X un k-schéma, S un k-schéma quasi-compa0t 9 
0 

X= X x S. Soit U un ouvert de X quasi-compact et schématiquement densG 
o k 

dans X relativement à S. 

où 

Soient h
1 

, h
2 

deux S-fonctions rationnelles sur X, définies sur U. 

Soit R. le sous-foncteur de S des coïncidences de h 
1 

et h
2 

, i,e. si 

u*h = u*h 1 . 2 signifie que ces deux fonctions coîncident sur un ouvert rela-

tivement schématiquement dense de XT = X x T, ou, ce qui revient au m~me, sur 
s 

Alors R est un sous-schéma fermé de S défini par un idéal de type fini. 



1 o. 

Démonstration~ 

1) L'assertion est locale sur S pour la topologie de Zariski. On peut donc 

supposer S af'fine S = spec A • 

2) Comme U est quasi-compact, il existe un nombre fini d'ouverts affines 

X. 
OJ. 

de tels que les X • X S 
OJ. k 

recouvrent U O on peut alors supposer 

affine d'anneau B 
0 

o En effet, si est le sous-schéma fermé de s relatif à 
n 

X. , on a R == 
J..O n 

i::::1 
3) On peut supposer B de type fini sur k • Ecrivons B = lim B. 

' 0 0 --,.. ]. 

B. cB 
' B. de type fini sur k ., 

J. 0 J. 

Soient x. = spec 
J.O 

X.= X.. x S. Comme 
1. 10 k 

u 

quasi=compact, pour i 

B. ' qi. : X - X. 10 ' X = lim X. donc X= lim X. 
]. J. 0 0 ~ J.O 

est quasi-compact, il provient d'un ouvert 

<-
u. 

]. 

assez grando On peut supposer, .de plus, que h
1 

]. 

de 

avec 

proviennent d.e fonctions h . 
1 J. 

et sur U .• Enfin 
J. 

u. 
]. 

est schématiquement 

dense dans X. relativement à S O En effet, comme X. - S est plat et de pré-
J. ]. 

sentation finie, cela se voit sur les fibres (EGA IV 11.10010). Soit donc 

s € s ? X. = spec B. 0 k(s) , u. = U. t1 X. • Soit V. un ouvert affine de 
J. i k l l 1 ]. 

s s s s 
son image X. , V 

J. s 
réciproque dans X • s 

s 
Comme B. c B , la flèche 

J. 0 
B. 0 k(s) - B 0 k(s) 

1 k o k 
est injective, et de 

mtme ~ g r(v. ) - r(v ) est injective. 
J. s 

s 
On a, le diagramme suivant g 

r(vi ) (X 

r(vi nui) ~ 

s s s 

~ ! l ~I 

r(v ) 
(Xi 

r(v nu ) ~ ·• s s s 

Comme Us est schématiquement dense dans Xs, a' est injectif, donc 

a' o ~ , donc a , ce qui prouve que U. 
]. 

s 
est schématiquement dense dans x. 

Soit alors R. le sous-foncteur de 
J. 

h . et h .• 
p. 21 

]. 

S défini par les coïncidences de 
s 



11. 

Il est clair g_ue R.; c R • .,_ 

De plus R. = R o En effet, soit u E: R(T) , on peut supposer 
l 

T affine. 

Soit V = u- 1 (u) et V. ==Ü 1(u.) • Soit p. . 
0 

1 J.. l 

Comme T est plat sur k ' r(xi ) - r(xT) est 
T 

r(vi) - r(v) 0 Par conség_uent u*(h . ) = u*(h
2

.) 
1 l J. 

supposer B 
0 

de type fini sur k • 

X- X. on a V = p-:'1 (v.) 
' . 

l l l 

injectif et donc aussi 

et u E: R.(T) . On peut donc 
l 

4) On est dans la si tuat:i.on du début du paragraphe 2. En vertu de 2.4, 

g_uitte à restreindre S, on peut supposer g_u'il existe bE:B=B ®A 
o k 

Xb c U et b non diviseur d.e. zéro dans les fibres B ® k(s) 
o A 

S, ou encore, b universellement 
f 

Posons h lx = - 1 
h

2 
!xb 

1 b bn 

non diviseur de zéro. 

f2 
f f r B 1 ? 2 1:. 0 

pour tout 

tel g_ue 

s de 

Soit 

R = R 1 
• 

le sous=fo:nctE,ur de s des coïncidences de et f
2 

, alors 

Il est clair g_ue R1 c R. 

Réciprog_uementP si u E: R(T) , T = spec C avec C une A-algèbre 

u : on a u*h = u*h sur 
1 2 

u- 1 (u) c T x X , a.one a fortiori sur 

(T X X) /9\b 
s 1 'OI 

f -f ® 1 

.c, 
J, 1 

• Autreme:r:t dit ~ ® 1 
b:n 

s 
dans 

1 2 = 0 • 

Mais b ® 1 est :r..on diviseur d.e zéro dans B ® C, donc 
A 

5) Le théorème se réduit a1ors au lemme suivant 

Lemme 2.5 .. 1 

Soit A un anneau, B une A-algèbre libre ; f 
1 

,f 
2 

E: B • 

ou encore 

Soit S = spec A, X= spec B, R le sous-foncteur de ·s des coîncidences 

d.e et f 
2 

• 

Alors R est un sous-schéma fermé de S défini par un idéal de type fini. 



12. 

Démonstration g 

Soit (ei\EI une base de B sur A , 
n n 

f =C À- e. f2 =[: µ.e. 0 

1 
i=1 

l J. 
i=-1 

J. ]. 

Alors, R == spec A/I avec I - (11.1-µ1, ••• ,'.\n-µn) 0 

§3 Théorème de passa~ ~- S!::!Otiento 

Définition 3.1 

Soit k un anneau, K une k-algèbre, I un idéal de K® K. On dit ~ue 
k 

I est un équidéal sur K si spec K ® K/I est une relation d'équivalence sur 
k 

spec K o 

Remarque 3,.2 

Des prcpriétés des relat~;;ns d' équhalence on déduit aussi tet que I est 

un équidéal si et seulement si il vérifie les propriétés suivantes 

1) si ~ X 0 y€ I 

2) si LX 0y € I 

3) si I x ®y ( I E x010y € I®K+ K®I o 

Lemme 3.3 

Avec les notat.Lms précédentes, supposons que I soit un idéal de type 

fini, I = (f ,.o•~f) 
1 n 

et supposons que K = lirn K .• Alors pour i assez grand, 
~ ]. 

f , •• o ,f provisrm.ent de K. 0 K. et l'idéal qu I elles engendrent est un é~ui-
1 n i k 2 

déal sur K. a 
]. 

Proposition 3.4 

Soit k un corps, K une extension de k , I un équidéal sur K • On 

suppose I de type fini. 

Soit K' le noyau de la double flèche canonique 



i 
~ 

K ~ 
J.2 

K ® K/I • 
k 

Alors K' est une sous-extension de K de type fini sur k et on a un isomor-

phisme K (8) K ~ K 0 K/I o 

K' k 

Démonstration: 

1) Supposons d'abord K de type fini sur k engendré par x
1

, ••• ,xn. Soit 

A la sous-k-algèbre de K engendrée par les x .• A est intègre de type fini 
J. 

sur k et son corps de fractions est K. En vertu de 3.3, quitte à remplacer 

A par une algèbre A avec a f O, on peut supposer que les générateurs 
a 

f 1 ' ••• ,f p de I sont dans A 0 A 
k 

et définissent un équidéal sur A. Quitte 

encore à se localiser, on peut, en vertu du théorème de platitude générique 

(EGA IV 6.9.1) supposer que i
1 

~ A - A 0 A/I est plat. On peut alors appliquer 
k 

SGA Exp. V Th. 8.1. Posons X= spec A, quitte à restreindre X, on a un quo-

tient X' intègre. Posons R = spec A ®A/I. En vertu de SGA loc. cit. 
k 

R ~ X x X. Si K' désigne le corps des fractions de X', il en résulte que 
X' 

K0 K ~ K® K/I et que K' est le noyau de (i
1

,i
2

). 
K' k 

K. sous-extension de 
J. 

2) Dans le cas général, écrivons 

K, de type fini sur k. D'après 3.3 I provient d'un équidéal sur K. noté 
J. 

encore I et on a donc, si K! est le noyau de la double flèche 
l 

K. 0 K. ~ K. 0 K. /I • 
1 K! 1 1 

k J. 
l. 

Si K' = Ker(i
1

,i
2

) 

K
1
. ~ K. 0 K./I 

J. k J. 

i 
1 

K ~ K 0 K/I 
J.2 k 

Mais alors, K 0 K ~ K 0 K/I • 
K' k 

on a 

En effet, on a une flèche surjective K® K - K® K/I. Réciproquement, soit 

f 
a 

un générateur de 

comme K! c ~, , on a une flèche 
J. 

K' k 
et donc est nul dans Ki 

Ki ® Ki - K ® K et donc 
K! K' 

l. 

f 
a 

0 K .• Mais, 
K! i 

J. 

est nul dans 



dans K &> K , d.' où un homomorphisme en sens inverse K ® K/I - K 0 K 0 

K' k K 1 

3) Prouvon.s enfin que K1 est de type fini sur - k o 

On a le lemme suivant 

Soit k - K9 une extension de corps. Pour que K9 fJoit de tn:ie :t:i:,,,.~i.. su:::a 

k , il faut et il suffi-:; que le noyau de Phomomorphisme µ.1 ~ Ki ® K8 - Kv 
k 

soit un idéal de type fini,. 

Cela résulte d.e [F] 3o6e 

Scit alors ' = Ker µ' 9 µ? 

On a ::, ·- In (K' 0 Kv ) .. 
k 

Soit tel que f , •• o,f E K. 0 K. 
1 n iki 

i et soient 

d.u noyau de Ki ~ Ki ~ Ki ~ Y'"i/I , lez ?:k engc3:r,"~ 

l 

drent l'idéal I 

qui engendrent I 

drent l'idéal J,. 

Théorème 3. 5 

dans K. 0 K. , donc da.r.i.s 
1 k 1 

K 0 K • On a donc 
k 

mais comme K@ K est libre su.r 
k 

les 

Soit k un carps, K et ¾ deux extensj_ons de k ~ gécmétriquemel'l'~ :.::1= 

tègres, d.e sorte que K®K 
k o 

des fractions de K ® K .. 
k o 

est intègreQ Soient 

Alors, il existe une plus petite sous-extension K0 de K telle qvJ3 

f ·" E K9 ® K .. 1,oo .. ,J.n k o • 

De plus 

1) K' est de type fini sur k • 

2) Si a : K -> L est un homomorphisme de corps et si L1 est la plu5 

.... ~ 
petite sous-extension de L telle que ex 0 1(fi) € 1 8 ® K

0
, on a 1v = a(K 1 ) 0 

k 



3) Si 

fo EK®L 

K c L , et si 
0 0 

est la plus petite sous=extension relative aux 

J.. k o 

Démonstration 

1) On peut supposer n = 1 , fo = f .. 
J.. 

2) Considérons K® K = A et les deux flèches 
k 

Soient 

Posons 

f f 
1' 2 

g 
f - = -· h 

i ,i 
1 2 

K0K 
k o 

les images de 

~ ( K 0 K) 0 K .. 
k k o 

f par 

avec g 9h E K 0 K , h f. 0 • 
k o 

Posons X = speo K et X = spec(K ® K) 0 K = X x S , avec S = spec A • 
o · o k ko ok 

Comme K 0 K est intègre 9 P ouvert U = spec (K 0 K )h 
k o o k o 

est schématiq_ue-

ment dense dans spec K 0 K et donc, puisq_ue K est un corps, schématiq_uement 
k o 

dense relativement à K. 

Il en résulte q_ue les ouverts et de X définis par h
1 

et 

sont schématiq_uement denses relativement à S et donc aussi 

On peut donc appliq_uer le théorème de représentabilité 2o5 .. 

Le sous-foncteur R de, s des co!ncidences de r
1 

et est donc vn 

sous-schéma :fermé d.e S défini par un idéal I .. De plus, il est clair q_ue R 

est une relation a.v éq_uivalence sur S a.one I Uil éq_uidéal. On peut donc appli-• 

K11 est une sous-extension de K et on sait que K 0 K :::, K 0 K/I .. 

d 9 où aussi 

K' k 

a) Montrons tout d 11abord q_ue f E K' 0 K • On a la. suite exacte 
k o 

0 ~ K11 ~ K =::t K 0 K 

0 ~ K11 0 K 
k o 

K' 

~ K®K ::::: K®K®K • 
k o K' k o 

Soit P' g spec K 0 K - spec K11 0 K et soit U0• = p(U
0

) 
k o k o 

c'est un ouvert 

(EGA IV 2.4.10). De plus comme p est affine, on peut supposer U' affine, 
0 
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quitte à le remplacer par un ouvert plus petit. 

p est fidèlement plat et donc Plu : u - U' est fidèlement plat et 
0 0 

0 

quasi-compacto De plus u X u est un ouvert de spec K0K0K contenu 
0 

U' 
0 

K' k 0 

0 

dans u . Comme les deux images réciproques de f sont égales dans u ' elles 

le sont a fortiori sur u X u et donc par descente, f provient d'une fonc-
0 U' 0 

0 

tion sur U' i.,e. d 9un élément de K' 0 K 
0 

k 
0 0 

b) K' est le plus petit possible. En effet, si K" C K est tel q_ue 

f E K11 0 K , les deux images réciproques de 
k o 

f co'.i'.ncident dans K 0 K 0 K et 
K" k o 

comme R est le plus grand possible, on a spec K 0 K c R == spec K ® K et par 
K" K' 

conséquent K' c K" • 

c) KI' est de type finio 
Z:: X. 0 y. i 1 , ••• ,n Ecrivons f 

J. J. = 
= ® t. E z. 

j 1~ ••• ,m J J = 

Soit K!U = k(x , ••• ,x , z , ••• ,, z ) 
1 n 1 m 

Alors f E K" 0 K 
k o 

et donc Ke c Kn ce qui prouve que K' est de type 

fini sur k • 

d) Soit a~ K_,, L et 1 11 la sous-extension minimale de L telle 

que a®1(f) ""g EV ®K • Tout d 11abord, g € a(Kt) ®K , et donc 
k o k o 

Considérons d 11autre part le diagramme 

R c spec K 0 K ---t spec K 

K u 1 k 
~ 

1 spec a 

R
1 

c spec 101 ~ spec L 
~ 

k 

RK = spec K ® K , 
K' 

RL = spec L ® L • 
L' 

Les deux images réciproques de f co!ncident sur 

tion de RK , u se factorise par RK , on a donc 

et donc, par défini-



v ~ K Q K ---+ L ® L , mais ceci implique a(K 1 ) c V • 
L' 

Enfin P assertion 3) est triviale 0 



II-GENERALITES SUR LES SCHEMAS EN GROUPES 

QUASI-COMPACTS SUR UN CORPS 

18., 



§1 Quelques lemmes ~ ill morphismes. 

Lémme 1.1 

Soit k un corps, G un le-schéma en groupes, on désigne par 

1t : G x G - G la multiplication, par p
1 k 

et les projections de 

19. 

G x G dans 
k 

G. Alors, pour tout x E G, il existe u € G x G tel que -n;(u) = x et tel que 
k 

p
1

(u) et p
2

(u) sont des points génériques de G. 

Démonstration: 

Quitte à faire l'extension de corps k-> k(x) , on peut supposer x rationnel. 

On a alors des translations, donc des morphismes 

1; 
X 

(5 
X 

G -

y ~ 

G -+ G X G 

.,;-1 (x) qui induisent des isomorphismes de G sur ,. réciproques de p
1 

et 

,,,.-1 (x) ( ) Si u est un point générique de ,. , p 
1 

u et p
2

(u) sont alors des 

points génériques de G et u convient. 

Corollaire 1 .2 

Si G est un k-schéma en groupes, on a 

\/x E G p(ffG ) • ,x 

Cela résulte de 1.1 et de I 1.5 et 1.8 en tenant compte du fait que 1t est plat. 

Proposition 1.3 

Soit f : G - H un homomorphisme de k-schémas en groupes. On suppose H 

réduit et f quasi-compact et dominant. Alors f est fidèlement plat. 



Démonstration g 

Soit y EH. D'après 1.1 il existe u EH x H tel que '11:(u) = y et 
k 

p
1 

(u) = a ' P2 (u) = ~ sont des points génériques de H • 

20. 

Comme (X et ~ sont génériques, i . spec k(a) -H et i~ . 
(X 

spec k(~) ➔ H 

sont plats car 0 H est réduit. Il en est donc de m~me de 

i = i x i~ : spec k(cx) @ k(~) ➔ H X H • 
a ~ k k 

Posons G == G X spec k(a.) G~ = G X spec k(~) Soit cp . G X G~...,.. G X ' • 0 

(X 
H H a k k 

comme i est plat, cp est plat donc aussi <t> = -n:G o cp . on a d'autre part le 

diagramme commutatif : 

G ~ G~ 
(1,, 

~ G 
(X 

! f I ! f ( 1) 
71ro_i· 

spec k(a) ® k(~) H 
k 

Comme f est quasi-compact et dominant, f' est surjectif. Il en résulte qu~il 

existe x E G tel que y= f(x) ce qui prouve déjà que f est surjectif. 

G ' 

Soit Hy = spec f!Y • Posons e = 11{ o i , U = Ga ~ G~ , V = spec k(rx) ~ k(~) 

et appliquons au carré cartésien (1) le foncteur • x H • On obtient 
H y 

e y 
~ H 

y 

Mais f' est plat (k(a,) et k(~) sont des corps) ainsi que <l> et e, donc, 

il en est de m~me de r;, <l>y, ey. De plus r; est surjectif (f' 1 1 est) et 

ey aussi (H est local)o Donc e of = f o <t> est fidèlement plat. Comme y y y . y y 

est plat, on en déduit que f 
y 

Corollaire 1.4 

est plat, donc f est fid.èlement plat. 

Soit f : G ➔ H un homomorphisme de k-schémas en groupes, dominant et 

quasi-compact,; Alors, f est surjectif. 



En effet, o\n peut supposer k parfait o Mais alors f red G --> H red red 
est 

fidèlement plat (1.3) donb surjectif. 

Proposition 1.5 

Soit f ~ H--> G un homomorphisme quasi-compact de k-schémas en groupes, N 

son noyau. Alors f se factorise en i of 1 : 

où i est une immersion fermée, H' un sous-schéma en groupes de G et f' un 

homomorphisme surjectif, schématiquement dominant et quasi-compact de noyau N 0 

Démo:nstra'tiort : 

Comme G est séparé, f est quasi-compact et quasi-séparée L'image schéma­

tique H' de H par f existe a.one (EGA I 6.10 .. 5) et on a H' == fTID • D'autre 

part, considérons le diagramme~ 

ft X fY 
H' X H' ' i X i 

HxH ' G X G 
k k k 

~ ! 1 'JtG 

H 
fi 

H' C 
i 

) G 

L'image schématique d.e. f o 1TB est H' (EGA I 6.10.3). D'autre part, par 

platitude l'image schématique de f x f est Ht x H' et donc (EGA loco cit .. ) 

induit ~' Hs x H' -->H' 0 Il est clair que 
k 

est un k-schéma en 

groupes et f' et i d.es homomorphismes. Les autres assertions résultent de EGA 

Nous allons étudier maintenant les monomorphismes de k-schémas en groupes .. 

Lemme 1.6 

Soit A un anneau local de dimension zéro, f : A--> B un épimorphisme d'an­

neaux. 3j_ f est de présentation finie, f est surjectif. 



22. 

Démonstration g 

Comme f est de présentation finie, on se ramène immédiatement par passage 

à la limite au cas où A est artinien où le résultat est bien connu. 

Proposition 1o7 

Soit f : X - Y un monomorphisme de schémas. On suppose f de présentation 

finie 0 Alors, f est génériq_uement une immersion i.e. si ç, est un point géné-

riq_ue de X et si n = f(ç,) , l'homomorphisme 
V 

(J' ---+ fi est surjectif. 
Y,n X,l; 

Démonstration g 

Posons 0' i:- = r9' , & = jj , I = Ker v , A = & /r . Comme & n • a q_u 'un 
"" X, I;, n Y ,n n 1;, 

idéal premier et q_ue est injectif et local, il en est de m~me de A • 

On a le diagramme suivant : 

spec A ~ spec {9'_ ~ Y 
î] 

avec X = X x spec 0' , XA = X x spec A. Comme fA est un monomorphisme, XA 
n y n y 

es.t un schéma local d'anneau B o De plus fA est de présentation finie, donc, en 

vertu d.e 1.6, A - B est surjectif. 

D'autre part, l'u..n.ique point de XA est au-des.sus de ç, dans X et on a 

un diagramme commutatif g 

est surjectif. Il en résulte que 

Théorème 108 

et donc 

est surjectif et donc aussi 0' - ()' 
n ç;, 

Soit k un corps 1 f : H - G un monomorphisme de k-schémas en groupes. On 

suppose f de présentation finie. 

Alors, f est une immersion fermée 0 



Remarque: 

Ce résultat sera généralisé dans la suite au cas où f est seulement quasi-

compact. 

Démonstration: 

1) Quitte à remplacer G par Pimage schématique de f , on peut supposer 

f surjectif et schématiquement dominant (1.5). 

2) Soit 1; un point générique de H, TJ = f(1;). En vertu de 1.7 

est surjectif. n•autre part, il résulte de 1.3 que 

générique de G. 

T] est un point 

Considérons alors le diagramme suivant 

spec 19' 1; -::+ H ~ H où on a posé 
T] 

~ l fn lf 
& =~ 

1; H,1; 

0' =e 
spec & ~ G T] G,n 

T] 

, , 
Comme f est schématiquement dominant, f Pest aussi. Comme T] est gene-

T] 

rique et f injectif (car f est un monomorphisme) H est irréductible. Ses 
î] î] î] 

anneaux locaux vérifient (p) (1.2) et donc spec 0' - H est schématiquement 
1; T] 

dominant (Io1.10). Donc spec ff - spec & 
1; î] 

l'est aussi et & - ~ est un iso-
ri 1; 

morphisme. Il résulte alors de EGA I 6.6.4 que f est un isomorphisme local en 1;. 

3) On peut donc trouver un ouvert U de H contenant les points génériques 

tel que rlu soit un isomorphisme de U sur un ouvert V de G qui contient 

aussi tous les points génériques de G. 

Soit i : V x V - G x G l'immersion canonique et ex: = rcG o i 
k k 

ex: est fidèlement plat (1.1). 

D'autre :part on a le diagramme cartésien 

VxV-G 
k 
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f X f uxu > V XV 
k k 

! Ja 
H 

_f 
G 

(cela résulte du fait que f est un monomorphisme). Mais fxf!uxu est un 

isomorphisme et donc, f est un isomorphisme. 

§2 La composante neutre ~ k-schéma .§!). groupes. 

Dans tout. ce .. paragraphe, k est un corps. 

Proposition 2.1 

Soit G un k-schéma en groupes, e son élément neutre 

1) e appartient à une seule composante irréductible de G. 

2) Soit G
0 

le sous-schéma fermé réduit de G porté par cette composante. 

Alors G
0 

est géométriquement irréductible sur k etensemblistement stable 

par la loi de groupe, de façon précise, l'isomorphisme 

induit un isomorphisme 

Démonstration: 

1) résulte de 1o2o 

2) On a le lemme 

Lemme 2.1 .1 

GxG - GxG 

(G
0

xG
0

) do 
k re 

Soit X un k-schéma irréductible, L une extension de k , X' une compo-­

sante irréductible de ~. Alors, X1 -> X est surjectif. 

On décompose k-> L en k-> M-> L avec k - M transcendante et M-> L 
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algébriqueo 

Comme est irréductible on est ramené au cas k-L algébriq_ue. 

Mais alors X'_,. X est entier et dominant, donc surjectif .. 

Revenons à 2 .. 1 .. Soit L une extension de k, X' une composante irréduc,­

t:i.ble de (a0
\ • Il est clair q_ue c'est aussi une composante irréductible de G

1
• 

D'après 2 .. 1.1 1 X' contient l'origine de G
1

, uniq_ue point de 

d.e e ,. Mais d'après 1 .. 2 , il n'y a q_u'une composante irréductible de 

na:nt e 9 donc Xl == (G0
\ • 

La d.e:r:nière assertion est alors claire, G
0 x G

0 
étant irréductible, 

k 
(G

0 
XG~) d est la composante irréductible réduite de (e,e) 0 

k re 

au-dessus 

conte-

0 
Avec .les notations. de 2o1 1 G est q_uasi~compact. De façon précise, si U 

est un ouvert q_uasi-compact non vide d.e G
0 

, le morphisme 

est surjec·ti.f. 

Démo:r.stra t i œ2 g 

Soit 0 
a ( G 9 L := k(a) , a 3 € (G

0
) un point rationnel sur L 
L 

au-dessus 

de a c On a u.11 morpbj.sm8 -;;11-g (u
1 

x u
1 

) ➔ (G
0 

\ et par translation, 
red red red r.ed 

a 1 est dans l'image d.e '&'' 0 En effet 9 comme (G0 \red est irréductible, 

a 1u
1 

red O u
1 

rad ï6 y) .. Il en résulte q_ue a. est dans l'image de -i; • 

g_ropcsi.tJ,Qn 2.3 

Avec les notations de 2.1,. 

1 ) Soit U un ouvert de G ; alors, le saturé V de U sous l'action de 

G
0 

est. un ouvert de G • Si U est q_uasi-compact, V l'est aussi et V est un 

sous=schéma ouvert et fermé de G qui est réunion des composantes irréductibles 

de G qui rencontrent U. 



2) Toute composante irréductible de G est intersection d'ouverts fermés du 

type précéd.ent. 

Démœ1stration g 

1) Considérons l'isomorp..hisme u 

(x,y) 

L'image par u d.e G
0 

x U est un ouvert W de G
0 

x G o Le saturé V de U 

est alors la projection de w dans G • V est ouvert, car 
0 

G _,. spec k est 

universellement ouvert (EGA IV 2a4.10). Comme G0 
est quasi=compact, si U est 

q,_;i_as:i.-compact 9 V l'est aussi. 

2) Montron.s que V est réunion d.es composantes irréductibles qui rencontrent 

U • soi.t X une telle composante, x ( X n U , y E X • Soit k _,. k une extensi.on 

séparablement close et X u..-r1e composa..n.te irréductible de Xk , donc de ~ 0 En 

vertu de 2.1.1, il existe X 9 Y EX au=dessus de x et y. Soit L une exten-

sion commune de k(i) et "f(y) • Comme 1ê est séparablement clos 9 X = X1 

L 
est 

géométriquement irréductible et est uxi.e composante de G
1 

• Soient x' ,y 1 

I.Fratiœmels au=dessus de :x: et y ~ il suffit de montrer l' assert:ion pow'.' x~ 

et y'• autrement di.t~ 0:2 peut supposer x 9 y rationnels et X géométrig_ueme:1t 

:i.rréd.uctible. 

Soit n1 G X G _,. G 

(u,v) ~ 
-1 

vu 0 

Comme XXX est irréductible, 11:/~ X Jf) Pest aussi. Or e E 'lt1 (~ X f) ' 
donc 

n; (x x x) c a.0 
0 Il en résulte g_ue a = yi 1 € 'â0 

et a.one, y = a:x: est d.an.s V 0 

1 - -

3) Supposons maintenant U quasi-compact. 

Lemme 2 .. 3.1 

Soit X u.:n schéma g_uasi=sé paré 9 V c X v.n ouvert quasi-compact, Y = X=V , 

E - {y E: Y I y générique da.-rJ.s X} • Alors il existe un ou.vert W d.e X tel que 
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Démonstration: 

1) On peut supposer E = {y} • 

2) Soit x €X~ x f y. Alors fi} n {y} = ç6 , y € U = X - {x} o Soit W 
:X: X 

un ouvert affine de X tel que y € W c U O W est quasi-compact, donc rétro-
x X X 

compact (x est quasi-séparé), donc proconstructible (EGA I 7 .204). 

On a {y} = C\ W , donc 
XrY X 

(J. V nw = ri. • Comme 
XrY · X '/J 

V est quasi-compact, il rés1üte 

x€X. n 
de EGA. I 7.2.6 qu'il existe 

n 
:x:

1 
• •• xn € X , x. 'f y , tels que V n:( n W ) = ç6 • 

J. • X. 
1=1 J.. 

Alors, W = n W 
i=1 xi 

convient. 

Appliquons le lemme avec X = G , V = V • Il existe u:n ouvert W de G 

contenant les points gé:r.ériques de G qui sont dans G-V • Soit W' lé saturé 

de W , W' c G-V • Comme W rencontre toutes les composantes de G-V , on a 

G = VU W' • Or W' est ouvert et wv = G-V , donc V est ferméo Ceci achève 

de prouver 1 1assertion 1). 

Enfin, la seconde assertion est claire ~ soient ~,ri deux points générique.➔~,. 

Il existe un ouvert affine U tel que ~ € U et {;} n U = 0 . On a alorf. si 
n ri ri 

Nous pouvons maintenant pass.er à la, construction de la composante neutre 

proprement dite, Go,. 

Théorème 2o4 

Soit G un ki-schéma en groupes. 

Il existe un sous-schéma en groupes fermé G
0 

de G , appelé com:posa:nte 

neutre, tel que: 

1) Vespace sous-jacent à G
0 

est la composante irréductible de l'élément 

neutre. 

2) G
0 

_,, G est une immersion fermée plate. 
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3) 
0 

est géométriquement irréductible. G 

De plus 

4) Go est quasi;cômpact. 

5) Go est un sous-groupe caractéristique de G . 
Démonstration 

On a vu que la composante de e est ensemblistement intersection d'ouverts 

et fermés quasi-cbmpacts. 

Mais comme les morphismes de transition sont affines (ce sont des ilil.ll).ersions 

ouvertes et fermées), Pintersection existe au sens schématique. On la désigne 

par 

1) 3) et 4) sont alors claires. 

2) Résulte du fait que si 0 
x E G , on a 

0' == lim (J.V !! (JG • 
0 ~ ,x ,x 

G ,x 

Enfin, il est clair que G
0 

est un sous-groupe de G et, si cp : G - G 

est un isomorphisme cp se factorise ensemblistement par G
0 

et donc aussi sché­

matiquement en vertu de 2)0 

Corollaire 2.5 

Soit G un k-schéma en groupes. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1 ) G est géométriquement irréductible. 

2) G est irréductible. 

3) G == G 
0 

4) G est géométriquement. connexe. 

5) G est connexe. 

Proposition 2.6 

Soit X un schéma quasi-compact vérifiant la propriété suivante : 

(c) Si U est un ouvert quasi-compact de X , l'union des composantes irréduc­

tibles de X rencontrant U est une partie ouverte et fermée de X • 
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Alors, il existe un ouvert affine de X qui rencontre toutes les composantes 

irréductibles de X. 

Démonstration: 

Récurrence sur n = nombre minimum d'ouverts affines recouvrant X. C'est 

clair pour n = 1 • Supposons avec affine. Soit 

l'union des composantes de X rencontrant et est ouvert et 

fermé, quasi-compact et vérifie (c). De plus, si U:i_ = Ui n Y i ~ 2 , 

U! 
1 

sont des ouverts affines de Y. Il existe alors, en 

vertu de l'hypothèse de récurrence un ouvert affine W de Y qui rencontre 

toutes les composantes de Y , mais alors, u
1 

u W convient, car u
1 

n W = 0 . 

Corollaire 2.7 

Soit G un k;-schéma en groupes quasi-compact, U un ouvert partout dense 

quasi-compact de G. Il existe un ouvert affine V, partout dense. de rr tel 

que V c U • 

Démonstration: 

Soit E = {g E G I g point générique de G} et soit x E G-E • Soit /; 

Punique point de E tel que x E rn} et U
0 

un ouvert affine tel que ç, E U
0 

, 

x t U • Soit V le saturé de U, V est ouvert et fermé car U est quasi-
o 

compact. Soit W un ouvert affine partout dense (2.6). Alors W-V est affine et 

Q = U u(w-v) est un ouvert affine partout dense tel que x t Q. 
0 

Il résulte de ceci que 

E = n 
EcQ 

Q affine 

Q • 

D'après EGA I 7 .. 2.5, E c U ~ 3 Q
1 

, ••• ,Qn affines, E c Qi , Q
1 

n •.• n Qn c U • 

Mais, G est séparé, donc V= Q
1 

n .•• n Qn est affine et E c V. 
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Soit G un k-schéma en groupes, ~ une composante irréd 1.2ctible de G • Si 

X contie:.n.t un poin.t rat:Lori_nel, il existe un sous-schéma fe:~mé X de Q. , dîes---

pace X et isomorphe à G
0 

.. (En particulier, X ...,, G est plat) o 

C'est clair par translationo 

soit G un k-schéma en groupes, U un ouvert qua.si-compact pa".'toui; denSEi 

de G. Alors U est schématiq_uement dense dans G .. 

Démo:ns.tra tion g 

Soit V un ouvert affine non vide de G , s E r(v,G) et suppc,sons que 

sjv nu = o o 

soit x E: V. Montrons q_ue s = 0 dans $' = (J O Quitte à étendre 
V,x G,x 

on peut supposer x rationnel. Soit X sa composante irréd.uct:.ble qui r=,s:; 1x:1. 

sous=•schéma fermé de G, plat sur X (2 .. s). On a donc 0 x,x 

k 

Comme X. est irréductible, X vérifie (p) ( 1 .2 et L 1 )o Donc: U fi X 8(:3t 

schémat:i.q_uement dense dans X (I 1. 9). Il en résulte que s ! V fi X = 0 et d.u:0 
-, , 

comme dans 

§3 Quelgues., lemmes 1?..lY: les limites _m;:oj_ectives. 

_Eropositfon 3o 1 

soit k urr corps 9 G un k=schéma 
• . t 

en groupes quasJ.=compa.ct 9 i, G.; 

système projectif f:i.l trant de k-schémas en groupes q_u.asi-c,:impacts, les. 

étant affines à partir d'u...r1 certain rang. soit G1 la limite projec:L~ve d.e:s G. 

G' - G. le morphisme canonique, u ~ G ...,, G v un homomorphisme de g.ruupes 1 
l 

lL -· p. 0 U o 
l .. l 

Alors 1 si tous les u. 
l 

sont fidèlement plats, u est :fidèlement :pla~o 



Démonstration: 

D'après Bourbaki AC ch.I 2 .. 8.9 , u est plat .. 

D'autre part, comme G' est séparé et G quasi-compact, u est quasi-

compact. 

Il suffit alors de prouver que u est dominant ( 1 .. 4). Soit U un ouvert 

quasi-compact de G', en vertu de EGA IV 8.2 .. 11 , U = JÇ1 (ui) pour un certain io 

Soit xi E Ui, il existe x E G tel que x. = u.(x) , mais alors u(x) EU. 
J._ J._ 

Remarque 3 .. 1.1 : 

Sous les hypothèses de 3. 1 , soit H. = Ker u. 
J._ J._ 

et supposons que 

n H. = {e} ~ spec k. Alors, u est un isomorphisme., En effet, 3.1 assure que 
iEI 

1 

u est un épimorphisme de faisceaux fpqc et l'hypothèse 

est un monomorphisme, donc un isomorphisme. 

Proposition 3.,2 

n H . = { e } , que u 
iEI 

1 

Soit k un corps, (G.,u .. ) 
J._ Jl. 

un système projectif filtrant de k-schéma.s 

groupes intègres, G un k-schéma en groupes intègre., on désigne par Ki 

(resp. K) le corps des fonctions rationnelles sur G. 
1 

On se donne pour tout 

On suppose 

i un homomorphisme 

1) Si i ~ j u .. 0 U. = u. • 
1J J J._ 

u. 
J._ 

2) "J i, j u. et u.. sont fidèlement plats., 
1 1J 

3) K = lim K .• 
~J._ 

Alors, il existe i tel que pour 
0 

Démonstration: 

de G .. On a, en vertu de 

Soit V un ouvert affine de G 

() X . ., 
iH 

1 

contenant 

et u .. 
lJ 

n, on a 

soient affines., 

n 
iEI 

X. c V 
l 

en 



Mais Xi est proconstructïble dans G :(EGA I 7.2.3ovi) et comme I est 

filtrant, il existe i € I 
0 

tel que 

si i ~ i (EGA I 7.2.5). Considérons 
0 

x. cv 
J. 

0 

u. lv 
J. 

et par conséquent X. c X. c V 
l l 

0 

: V-> G. pour i ~ i • comme V 
l 0 

est affine et G. 
l 

est affine. Comme X. eV, la fibre de 
l 

affine dans G. Par translation, Ker u. 
l 

est affine pour 

est affine. Il en résulte que u .. 
J.J 

est affi..ne pour i ) i 
0 

Proposition 3.3 

i ~ i 
0 

et donc u. 
J. 

est 

Soit k un corps, G un k;.-schéma en groupes. On suppose que G = lim G. 
<t<=-- l 

où (G. 9u .. ) est un système projectif filtrant de k~schémas en groupes de 
l Jl 

type fini, les u .. 
Jl 

étant affines pour i assez grand. 

On suppose de plus que G. ~ G/H. en tant que faisceaux pour la topologie 
J. l 

fpqc. Soit H un sous=schéma en groupes fermé de G • 

1) Si H est défini par un idéal de type fini, le faisceau quotient fpqc 

G/H est un schéma de type fini sur k • 

2) Si H est limite projective de k=schémas en groupes de type fini 

(par exemple si H est affine) et si H est distingué dans G, le faisceau 

fpqc quotient G/H est u...r1 k=schéma en groupes 0 

Remarque g 

Nous verrons plus tard que dans 2) la première condition signifie seulement 

que H est quasi=compact. 

Démonstration g 

1) Soit U -- spec A un ouvert affine de G contenant l'élément neutre e 

de G .. 

Comme G = lim G/H. , on a 
<f=-- l 

n H. = { e} = s pec k • 
HI l 

Soient dt. et àt, les idéaux de type fini de A définissant H. n U et 
1 l 

H nu S ·t 1 9 :i.·de'~., . 1 ri, A • 01· m i:lLI. max:una "ie 

() H. = {e} 
HI 

1 
==} U Ot. = m 

iO l 

correspondant à e. 

et donc cX, c U <){, • .. 
iEI l 



Comme à(, est de type fini et I filtrant, il existe i E I tel q_ue 

(}(, c dt. et donc H. n U c H () U .. Mais, en vertu de EGA I 7 02 .. 5 , comme 
J. J. 

n H. c U il existe i' E I 
iEI l 

q_ue H. CH " 
l 

tel q_ue H~v c U et donc il existe i E I 
..1. 

Considérons alors le faisceau fpqc H/H. o C'est un sous=faisceau de 
J. 

tel 

G. • 
J. 

D'autre part, on a H/H. x G = H 
J. 

et comme H4 G est une immersion fermée et 
G. 

J. 

G...,, G. un épimorphisme fpq_c, H/H. 
J. l 

est représentable et H/H. 4 G. 
J. J. 

est une 

immersion ferméeo Posons H! = HjH . • En tant q_ue faisceaux fpq_c, on a 
l J. 

G./H! ~ G/H. Mais, en vertu de SGA 3 Expo VI A Tho 3o2 G./H! est un schéma 
J.J. lJ. 

de type fini sur k 0 

2) Considérons le faisceau fpqc H/H O H. .. En vertu de Phypothèse faite 
J. 

sur H, et dei), c 9 est un schéma en groupes de type fini sur k, et de plus, 

le monomorphisme H/Hn H. - G. 
J. J. 

est une immersion fermée. 

Soit H! = H/H n H .• D'après SGA 3 Exp .. VI A Th. 3 .. 2 G./H! est un schéma 
J. J. J. J. 

f .. 
en groupes, et, si j ~ i G./H'. 

J J 
J.J> G.jH! est affine .. En effet, Ker f .. 

l J. J.J 

est un q_uotient de Ker h .. , h .. ~ G. _, G. , qui est affine, par un sous-groupe 
J.J J.J J J. 

distingué, donc Ker f .. 
J.J 

est affine ([DG] III 30 5.6)0 Il résulte de cela q_ue 

lim G./H! est u._n k-schéma en groupes .. 
~ l J. 

D'autre part~ comme n H. = {ej , on a 9 en vertu de 3 .. 1 
iEI 

1 

H == lim H/H n H. = lim H! • On a la suite exacte de faisceaux 
~ J. +--- 1 

0 -> H! - G. -'-' G./H! ➔ 0 
l J. J. l 

on en déduit la suite exacte 

0 -'-' H -'-' G - lim G. /H! • 
~ J. J. 

Mais en vertu de 3 .. 1 , la flèche G-> lim G./H! est fidèlement plate et quasi= 
~ J. J. 

compacte, donc un épimorphisme fpqc et donc 

sentable 0 

G/H ~ lim G./H! 
(,,=- J. J. 

est bien repré-
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APPROXIMATION DES SCHEMAS EN GROUPES 
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§1 Définition des groupes rationnelso 

Soit k un corps, K une extension de k que nous supposerons géométri-

quement intègre 0 On note K® K le corps des fractions de 
k 

K® K® K est le corps des fractions de 
k k 

Définition 1 .. 1 

K ® K 0 De m€ime, 
k 

On appelle groupe rationnel sur k la donnée dgune extension K géométri­

g_uement intègre et de deux homomorphismes de k=algèbres 

!::, K ...... K®K 
k 

vérifiant les propriétés suivantes g 

a) ·cr o a = Id K o 

b) Associativité g 

considérons le diagramme suivant 

K ~ K®K 
k 

A1ors (t, ® 1) o /::, == ( 1 ® t:,) o t, • 

N N 

K®K®K. 
k k 

c) Soient .6
1 

, 1:,.
2 

il1 :=: ( (J ® 1 ) 0 ÊI 9 t,.2 

K- K ® K les homomorphismes définis pa.r 
.., k 

= ( 1 ® (J) 0 /), 0 

Désignons par i
1 

, i
2 

, s les homc;morphismes ca.YJ.oniques 

K - K®K X ~ x®1 
k 

K - K®K 
k 

:X: i- 1 ®x 

IN ,., 
s K®K - K®K 

k k 
x®y 1-> y(2):x:. 

On a les égalités suivantes 



où 

i
2 

= (i
1

~t
1

) o 6 

i
1 

- (6 0 i) 0 !::.
2 

N 

i2 == ( i 1 0 6) 0 61 

i
1 

- (!::.20i
2

) o L 

: K (2) K -? K Q9 K est d.éf ini :par 
k k 

(i
1

o!::.
1

)(x ®y)= i
1

(x) t
1
(y) 

Définition 1 ~2 

On dit q_u'u..n k;-groupe rationnel (K,!::.9 a) est d.e type fini sur k si K 

est une extension de type fini de k o 

Exemple fondamental 10 3 

Soit G un k-schéma en groupes, géométriq_uement intègre, K le corps 

des fonctions rationnelles sur G " 

Soit n g G x G-<> G la loi de composition, 't le passage à l 1 inverse. 

ri; induit, 6 g K - K 0 K (car rc est surjectif) et ,; induit a g K-<> K. 
k 

On a bien a o a = Id K , les autres axiomes résultent de ceux des groupes : 

b) résulte de (xy)z ,=, x(yz) 

c) de 

Autrement ditP la structure de groupe sur G induit sur K une structure de 

groupe ratior.,nel 0 

Remarque 1.4 g 

Un certain nombre de q_uestions se posent naturellement à propos des groupes 

ratiormels. 

1) Tout groupe ratio:rmel est~il du type ci=dessus. 

Nous verrons que c'est vrai si K est de type fini, faux si:non 0 

2) Tout groupe rat:i.O:l.Eel est=il limite de groupes de type fini, ciest 

li objet du paragraphe suiva:..>1t0 
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3) Enfin on peut donner une définition plus générale (par exemple en ad­

mettant des éléments nilpotents). Malheureusement on manque pour l'instant dans 

ce cas d'un théorème de passage au quotient du type I 3.4 et 3.5 q_ui permettrait 

de poursuivre l'étude des groupes rationnels dans ce cas. 

§2 Approximation des groupes rationnels 0 

Définition 2,.1 

Un homomorphisme de k-groupes rationnels cp : (K, t:,,, cr) ~ (K', b,_î, cr') con-

siste en la donnée d'un k=homomor:phisme cp . K ~ K' tel que . 
0 0 

,,, 
1 ) b, i 0 cp = (cp 6;) cp) 0 b, 

2) cr' 0 cp = cp 0 CS • 

Théorème 2.2 

Soit (K,t:,,,cs) un ki-gr.oupe rationnel. Alors (K,6.,cr) est limite indue= 

tive filtrante de le-groupes rationnels de type fini (K.,J:,.,cs.) les K. 
l l l l 

étant des sous=extensions de K et b,. et 
J. 

et a • 

Démonstration g 
=.,..,,,._,=== 

La clé de la démonstratio:'.l est I 3.5. 

On a alors plusieurs étapes. 

Proposition 2o2o 1 

les restrictions à K. 
l 

de /:, 

Sous les hypothèses de 2 0 2 , si x
1 

, o •• ,xn E: K il existe une plus petite 

sous-extension K1 d.e K contenant les x. et telle que 
J. 

plus, K' est de type fini sur k • 

Démon.stration d.e 2 0 2.1 ~ 
~---~~---~~~~ ~~ 

Posons f. = &. et soit K'0 la sous-extension fournie par I 3.,5 relati= 
l, l, 

vement à f , ••• ~f • Soit K' le sous-corps de K engendré par K11 et :par 
1 n 



x , ••• ,x • Il suff.Lt de prouver rpe 
1 n · nK" c K11 0 K • considérons 

k 
n ; K ...,. K 0 K = 1 • En vertu de I 3,, 5 2), le plus petit sous-corps 1 2 de L tel 

N k N N N 

qu.e 6® 1(f.) € 1 1 0K est 6Kn. Or (n®1) o 6 = (106) o t;. et donc 
l 

N N k 
6 0 1 (f.; ) ,= 1 0 t(f ~) € Ki' 0 K 0 K • Par conséquent 6K" c Kn 0 K • 

~ ~ k k k 

ProuosHion 2.2.2 

Sous les hypothèses de 2.2, si x
1 

, ••• , x E: K il existe une pl.us petite 
n 

sous-extensie,n K1 de K telle que 

2 ) 6K 1 c K1 0 K1 ~ 
k 

Ds plus, K' est de type f:.i.n:~ sur k ~ 

Démor,s tratfon de 2. 2. 2 : 

Or 

nKn 

AK1 

soit le sous-corps relatif aux X. 
l 

fourni par 2.2.1. 

En vertu de I 3, 5 il exfate Kv c K minimum tel que 

Cc.r.sidéro-ris 

C KH 0 K1 

k 

:Jù. les son. t des générateurs de K" • De plus 

alors 6 ~ K -" L :=:: K @ K • 
,., k 

cr;d.iem1e les 1 0 L\.(f. ) 
J. 

Le plus petit sous-corps 

est 

engend.rent 

en résulte que 

!=: K' ® K' • Mais alors, . + convien,,. 
k 

est 

L 

Sous les hypothèse.s dF) 2 .2 , si x , ••• ,x E: K, il existe une plus petite 
1 n 

suu.s-extension. K\ de K telle que 

Î ) 'di ··~- 1,.~.,n X. E K :L 

2) fi.KR C K' 0 K~ 
k 

3) o"K' C K' 4 

De plus Ki esl:; fü:, type f'i:>:Ü sur k • 



Démonstration de 2o2.3: 

soit K" vérifiant 1 ) et 2), de type fini et la plus petite possible 

Kt= k(~.,cr(~.)). Il suffit de voir que 
J. J. 

t:, o cr K11 c Ki ® K' • Mais en vertu de 1 • 1 on a 
k 

L o cr = ( cr (8) cr) o s o L 

N N 

t,, o cr( K11 
) = ( cr ® cr) o t,, o 6.K" c cr K" ® cr K" 

k 

d' où t,, o cr( K" ) c Kt @ Kt • 
k 

On peut alors prouver 2.2 • 

et donc 

39. 

Ecrivons K = k((xi)iEI). Pour toute partie finie J de I on construit 

KJ comme en 2.2.3. 

(KJ; t,,jKJ; crjKJ) est alors un k-groupe rationnel de type fini. Comme la 

famille des parties finies est filtrante pour l'inclusion et comme K = U JS 
JcI 

on a bien prouvé 2.2 • 
J finie 

§3 Construction d 9un groupe. algébrique à partir~ groupe rationnel de ~ 
~o 

Dans tout ce paragraphe on utilise le théorème de Weil sous la forme de 

[SGA] Exp. XVIII. 

Proposition 3. 1 

Soit (K,6.,cr) un k-groupe rationnel de type fini. 

Il existe un k-groupe algébrique G, lisse et connexe, unique à isomor­

phisme près, tel que : 

1) K est isomorphe à l'anneau des fonctions rationnelles sur G. 

2) t,, et cr sont les morphismes induits sur K par la multiplication et le 

passage à l'inverse sur G. 



Démonstration~ 

a) Unicité. 

Si G et G' conviennent, ils sont birationnellement équivalents et donc, 

il existe des ouverts U c G et U' c G' et des isomorphismes réciproques 

cp 
U 4 > U' • 

(µ 

Coinrne· les multiplications et induisent toutes deux sur K ' cp et 

q, commutent à et sur des ouverts convenables de UxU (resp. 

uv x U') • Mais alors d I après SGA Exp. XVIII Prop. 2. 3 cp et 4i se prolongent 

de manière ~nique en des homomorphismes de groupes 

Comme 

de 

cp 0 

et 

(µI U1 = 

id 1 u 

Idui et 

à G et 

b) construction de G. 

cp 
G --+ G' 
~ 

tÇ 
-
(µ 0 qilu = Id 

u 
en vertu de 1 1unicité du prolongement 

G' , on a et 

Posons K = k(x , ••• ,x) , A= k(x , ••• ,x] , X= spec A. Il existe un 
1 n 1 n 

élément s 1 0 de A @A tel que t,, 
' t,,1 ' t,,2 induisent des homomorphismes 

k 

t,, ' t,,1 ' t,,2 ~ A - (A 0 A) ~ 
k s 

Soit U = spec(A 0A) . Comme K est géométriquement intègre, X x X est 
k s 

intègre et donc U est partout dense dans X x X. 

Soient n , n
1 

, rr
2 

~ U --> X les morphismes correspondant à t,, , t,.
1 

, t
2 

• 

Si s est un k,-schéma quelconque, et si (x,y) ( u(s) on notera n:(x,y) = xy, 

n:
1

(x,y) = x=1y, n
2

(x,y) = xy- 1 
0 

Soient p .. les projections de X x X x X sur X x X i,j ( {1,2,3} et 
J.J 

soit V= p~;(u)np;~(U)Op~~(U). Considérons qi: V-"X x X définie par 

qi(x,y,z) = (xy,z) 

et soit W le sous-schéma fermé de V image réciproque de la diagonale de 

X x X par cp. Alors (x,w) est un germe de groupe au sens de SGA Exp. XVIII 



41. 

En effet, il est clair que X est plat, de présentation finie sur k, 

séparé et sans composantes immergées et que W est de présentation finie. Il 

faut ensuite vérifier que P .. 1w est une immersion ouverte de w dans X xx 
J.J 

. 
Pour ceci, soit V .. = P-:-~(u) et W •• le sous-schéma fermé de V .. image 

J.J J.J J.J lJ 

réciproque de la diagonale par cp . . : V .. -> X x X avec 
lJ lJ 

cp12(x,y,z) = (xy, z) 

cp13(x,y,z) = ( -1 y,x z) 

cp23(x,y,z) = (x,zy- 1) 

ce qui a un sens en vertu d.e la définition de V ij • 

Alors, p .. est un isomorphisme de W .. sur u de réciproque qij avec 
J.J lJ 

q12(x,y) ·- (x,y,:x:y) 

q1/x,z) = ( -1 x,x z,z) 

q23(y,z) = (zy- 1 ,Y, z) G 

Enfin W est un ouvert de Wij. Pour w
12

, c'est clair. Pour w
13

, par 

exemple, il faut prouver que si y= x- 1z on a xy = z, c 1 est-à=dire que 

x(x- 1z) = z, mais ceci résulte de la formule i = (i .6) o 6 
2 1 1 

Il est clair alors, que p .. lw est une immersion ouverte de W dans X x X~ 
lJ 

N ~ 
D'autre part, la relation (1 ® 6) o L = (601) o 6 (1.1) entraine 1 1asso-

ciativité, à savoir, si x,y,z E x(s) et si (x,y,z) E v(s) , on a 

(:x:y )z = x(yz) • 

En vertu de SGA loc. cit. Prop. 3.2 il existe alors un ouvert dense X1 de 

X et un ouvert dense W' de W tels que (X' ,W') soit un germe de groupeo 

Quitte à se restreindre, on peut donc supposer que (X, W) est un germe de groupe. 

Mais alors d'après SGA loc. cit. Th. 3.7 et Cor. 3.13 il existe un groupe 

algébrique G lisse et connexe et une immersion ouverte schématiquement dense 
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i: X - G q_ui commute aux lois de composition (i.e. si (x,y) ( u(s) , 

i(x)i(y) = i(xy)) • Il est alors clair q_ue induit L sur K, corps des 

fonctions rationnelles de G (ou de x). Enfin, la formule i
2 

= (i .b ) o L 
1 1 

q_ui s'écrit x(x- 1y) = y montre q_ue a est bien ~e morphisme correspondant au 

passage à l'inverse. 

§4 lê théorème d'approximation pour les groupes géométriguement intègres. 

Rappelons le résultat suivant qui figure dans SGA Exp. XVIII Prop. 2.3, 

mutatis mutandis. 

Proposition 4.1 

Soit G un k-schéma en groupes quasi-compact, U un ouvert schématique­

ment dense q_uasi-compact de G et H un k-schéma en groupes. 

Soit f : U - H un morphisme, et supposons q_u8 il existe un ouvert schémati­

quement dense V de n~1(u)n (u x u) tel q_ue le diagramme ci-dessous soit 

commuta tif : 

V H X H 

u f 
H 

Alors, f se prolonge de. manière uniq_ue en un homomorphisme de groupes f : G - H • 

Théorème 4.2 

Soit k un corps. Il y a éq_uivalence entre les données suivantes 

1) Un k,-groupe rationnel (K,L,a). 

2) un système projectif filtrant (G.,u .. ) de k,-groupes algébriq_ues 
l. Jl. 

lisses et connexes à morphismes de transition fidèlement plats. 



De plus, la limite projective du système 
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(G. ,u .. ) dans la catégorie des 
1 J1 

espaces annelés est un schéma. si et seulement si les u .. 
JJ. 

sont affines à partir 

d'un certain rang. 

La limite G est alors un k-schéma en groupes géométriquement intègre de 

corps de fonctions rationnelles isomorphe à K. 

Démonstration g 

Il est clair que si on a un système projectif 

corps de fonctions rationnelles sur 

de groupe rationnel. 

G. , on a sur 
1 

(G. ,u .. ) et si K
1
. est le 

J. J1 

K = lim K. une struc.ture 
--+ J. 

Réciproquement, si (K,t:., cr) est un groupe rationnel, en vertu de (2.2) il 

est limite de groupes rationnels (K.,t:..,cr.) de type fini 0 
1 J. 1 

En vertu de ( 3. 1 ) ceux-ci définissent des groupes algébriques G. lisses 
J. 

et connexeso Les inclusions K. c K. 
J. J 

pour i < j définissent des applications 

rationnelles u .. : V. - G. où VJ. est un ouvert dense de GJ. o 
J.J J 1 

ü:'":' commute aux lois de composition car on a t:.. = t:. ./K .. 
1J 1 J 1 

En vertu d.e (4.1 ) u .. 
J.J 

se prolonge en un homomorphisme u .. 
J.J 

: G. - G. , 
J 1 

dominant donc fidèlement plat et on a. bien un système projectif filtrant 0 

Si les u .. sont affines à partir d'un certain rang, G = lim G. est un 
1J +-- 1 

schéma et G est la limite projective du système dans la catégorie des espaces 

annelés (EGA IV 802.14). 

De plus G est un schéma en groupes géométriquement intègre et K est bien son 

corps de fonctions rationnelles. 

Réciproquement, si est un schéma,en vertu de II.3.2 , les u .. 
J.J 

sont affines à partir d 1un certain rang. 

Contre-exemple 4~3 

Le théorème de Weil (3.1) ne se généralise pas sans hypothèse de finitude 0 

Soit en effet (G ,u ) IN un système projectif de variétés abéliennes n nm nE 



lisses et connexes telles que dim G < dim G • ( On peut prendre, par exemple, 
n n+1 

sur C G = A x A x ••• x A où A est une courbe elliptique). 
n 

D'après 4.2 on associe à ce système un k-groupe rationnel intègre 

(K, 6, a) avec K = lim K , K désignant le corps des fonctions rationnelles de 
--+ n n 

G • Alors, (K,6,a) ne provient pas d'un schéma en groupes G, intègre. 
n 

Sinon, on aurait des morphisme u 
n 

G --+ G n u 
n 

seraient fidèlement plats (11.1.3) et affines (11.3.2) pour 

et les u nm 

n ~ n • Mais 
0 

comme les u sont propres,: ils seraient finis, ce qui contredit l'hypothèse 
nm 

dim G < dim G • 
n n+1 

Théorème 4.4 

Soit G un k-schéma en groupes géométriquement intègre. Il existe une 

famille (Gi)iE:I de k-groupes algébriques lisses et connexes, indexée par un 

ensemble I ordonné filtrant et des homomorphismes de groupes 

u .. 
J.J 

G ..... G. 
J J. 

définis pour j ~ i 

et tels que : 

1) Le système (G.,u .. ) est un système projectif filtrant de k-schémas 
J. J.J 

en groupes. 

2) Il existe pour tout i € I un homomorphisme u. : G .... G. 
J. J. 

et G, muni 

des ui, est la limite projective du système 

schémas. 

(G. ,u .. ) dans la catégorie des 
J. 1J 

u. 
J. 

et u .. 
l.J 

sont fidèlement plats, de sorte que est un quo-

tient de G pour la topologie fpqc. 

4) Pour i ~ i , les 
0 

u. et les 
J. 

u .. 
1J 

sont affines de sorte que G 

aussi limite du système (G.,u .. ) dans la catégorie des espaces annelés. 
1 1J 

Démonstration: 

est 

Soit (K,6,a) le k-groupe rationnel attaché à G (1.3). D'après (4.2), 

on en déduit un système projectif (G.,u .. ) du type annoncé. L'existence de u. 
1 J.J J. 
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résulte alors de (4.1) ; les u. et u .. sont fidèlement plats en vertu de 
J. J.J 

(n.1.3). Comme K = lim K. ' 
où K. est le corps des fonctions de G. ' 

on 
~ J. J. J. 

peut appliquer (rr.3.2) et les u. et u .. sont affines pour i assez grand. 
J. J.J 

Mais alors H = ~ Gi est un schéma en groupes et on a u : G _,, H • 

D'après II.3.1 , u est fidèlement plat et q_uasi-compact, donc un épimor­

phisme de faisceaux fpq_c. 

D'autre part, H est intègre, soit ri son point génériq_ue, I; celui de G • 

Comme on a 0' :::. f.J :::. K :::: lim K. , il en résulte q_ue la fibre génériq_ue 
H,rJ G, ç, --+ 1 

U-1 (-n.) { } ,
1 

se réduit à ç, :::. spec K. 

Considérons alors l'extension k_,, K et soit ri' un point rationnel 

( sur K) de HK = H 0 K au-dessus de ri • 
k 

La fibre u; 1 (TJ') est isomorphe à spec K. Par translation à l'élément 

neutre, il en résulte q_ue le noyau NK de uK est nul et donc aussi N = Ker u; 

u est alors un monomorphisme, donc. un isomorphisme. 
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§1 Construction~ stabilisateuro 

Rappelons que si X est un k;-schéma, une fonction rationnelle sur X est 

un élément f E r(u,oX) où U est un ouvert schématiquement dense de X, deux 

telles fonctions étant égales si elles co!ncident sur un ouvert schématiquement 

d.enseo 

Soit k un corps, G un k=schéma en groupes quasi=compact, K 1 1 anneau des 

fonctions rationnelles sur G, f E Ko 

En vertu de IIo2 0 7 et II 0 2.9 on peut supposer f définie sur un ouvert af-

fine U de Go soit T E Sch/k et GT = G x T. Soit g E G(T) , g induit par 
k 

multiplication à gauche un automorphisme de GT (noté encore g). Soit 

Pimage réciproque de f • On a fT E r(uT, OG ). 
T 

On a, par g, un homomorphisme 

De même, par translation à droite on a 
g 

f T , avec 

Définissons alors un sous=groupe H de G stabilisateur à gauche et à 

droite de f O H est défini comme sous-foncteur d.e G ., soit T E Sch/k , 

H ( T) c G ( T) est d.éf ini par 

Ceci signifiant que ces fonctions rationnelles co!ncident sur un ouvert schémati-

quement dense de relativement à T " 

1) H est un sous=foncteur de G. 

C'est clair .. 

2) H est un souz...faisceau fpqc de G. 
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En effet, si après extension fpqc T' - T , les deux fonctions sont 

égaleso 

3) H est un sous!'"'faisceau e.n groupes de 

En effet, si h h' 
fT = fT sur V ' 

on a 

fT 
h'h VOh 1 -

1(v) qui est sch.dense = f sur 
T 

4) H est invariant dans Go 

Si h E H(T) et g E G(T) on a 

Va,a' EG(T) 

G • 

h 1h h•- 1 (v) et donc fT = f sur 
T 

rel 0 à T . 

5) H est représentable par un sous-schéma fermé de G défini par un idéal 

de type fini. 

Pour ceci, considérons m g G x G x G - G défini par m(g,g' ,g 11) = gg 1 g" 

et soit V = m- 1 (u) • 

On a deux diagrammes cartésiens : 

q1 

GxGxGxG::::::: GxGxG 

q2 

G X G G 

g' a ' g' 

a , b a 

g , a, b , gi 
q2 

f!J ' b ' g' ~ 

I I p 

a , b 
p2 

b ~ 

cartésien (1) 

cartésien (2) 



Posons v
1 

= q~
1 (v) 9 v

2 
= ~ 1 (v), V'= v

1
nv

2
, h = m*(f), h

1 
= q1(f0, 

h2 = q2(f) • 

Soit R le sous-foncteur de G x G défini par les coïncidences de h 
1 

R(T) c (G x G)(T) et par définition 

Ce qui signifie encore f(gag') = f(gbg') pour tous g,g' € G(T) 0 

et 

En vertu du théorème de représentabilité (L2 0 5) R sera représentable par 

un sous-schéma fermé de G x G défini par un idéal de type fini pourvu que l'on 

prouve le lemme suivant 

Lemme 1o1 

.Avec les :notations précédentes, V= m=1 (u) est schématiquement dense dans 

G X G X G relativement à p: G X G X G..., G , (x 1 y 1 z) 1-> y o 

Considérons en effet le risomorphisme 

u G X G X G ..., G X G X G 

1->- (xy,y,z) 

Il suf'fit de voir la propriété pour u(v) o 

Soit 1t: G x G..., G 

scho dense dans G x G x G relo à G 0 

Or W = 1t = 
1 

( U) X G = { ( x 9 Y 9 z ) € G X G X G I xz € U} 

et u- 1 (w) = {(x 9 y9z) 1 xyz E: u} = V o 

D'où le rés1..:tltat 0 

Ceci entraîne que H est représentable., 

En effet, si n ~ G x G - G est défini par 1 . 

(a 9 b) E R(T) (=9- ab- 1 € H(T) o 
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Comme H est un sous=faisceau fpqc de G , il en résulte par d.escente que 

H est un sous=schéma fermé d.e G défini par un idéal de type fini. 

On a donc prouvé le 

Théorème 1 .2 

soit k un corps, G un k=schéma en groupes quasi=compact~ f , ••• ,f 
1 n 

des 

fonctions rationnelles sur Go 

Il existe un sous-schéma en groupes fermé H de G défini par un idéal de 

type fini, invariant et qui est le stabilisateur commun des 

droite, c'est=à=dire, avec les notations précédentes g 

Si TC Sch/k , H(T) c G(T) 

Proposition 1.3 

f . , à gauche et à 
1 

Soit k un corps, G un k=schéma en groupes, H un sous=schéma en groupes 

fermé de G O Si H stabilise toute,s les fonctions rationnelles sur G ~ H = {e} 

(i.e réduit à. l'élément rieutreL 

Démonstration. 

Soit S un k=schéma affinei, S = spec A, et soit h E H(s). Soit d 1 autre 

part U un ouvert affine dense de G (dœw relativement schématiqti.ement dense 

par rapport à. k). Soi.t U ::= U X S • s . , 
k 

dense d.e et il en est de m~me de 

est fpqc. Fa.isons l I extensior.. T - S de la base avec 

section de V au=dessus de T (la diagonale), soit x 

Il en :résulte que l I on a deux sections x , hTx 

est U:.'1. ouvert 

Il en résulte 

T ·- V 0 On a 

7 :re ... o sch. 

que V -s 

alors une 



Comme GS est séparé, T = V est affine, T = spec C • 

On a. donc x*, (hTx)*: C ®A - C qui co!ncident sur C. 
k 

Par hypothèse, elles 0o!ncident aussi sur A. Donc x = h x et donc 
T 

e = h • Comme T - S est fpqc, il en résulte que h = e. 
T T 
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Soit a= (f , ••• ,f) une partie finie de 
1 n 

K , H le stabilisateur des, 
a 

f .• 
1 

Soit H == n 
aCK 
a fini 

H 
a • 

Alors H est un sous-schéma en groupes fermé que G qui stabilise toutes 

les fonctions rationnelles, donc, H = {e}. 

Soit alors U un ouvert affine de G contenant e. On a n H eu 
ac K a 

et 

en vertu de EGA I 7.2.5 H n.oonH eu et comme l'ensemble des H 
a 

est fil-
0: 1 

trant, il existe a= (f ••• f) 
1 n 

affine et que, si 

an 
tel que H c U. Il en résulte que 

a 

est affine. 

H 
a 

est 

Mais alors, le quotient fpqc de H 
a par H~ est un schéma affine de 

type fini sur k. Comme 

H ~ lim H /H~ 0 

a ~ a t-

Remarquons de plus que H~ 

Construction ~ HG d • re 

n H = {e} , il en résulte que 
o;C~CK ~ 

est un sous=groupe de H , distingué dans 
a 

Soit k un corps parfait, G un k-schéma en groupes connexe, G d re 

G • 

le 

groupe réduit qui est alors géométriquement intègre. On suppose données n fonc­

tions rationnelles f
1

, ••• 1 f sur G de sorte que leur stabilisateur H soit 
n 

un sous-schéma en groupes fermé distingué de G, défini par un idéal de type 

fini, on suppose de plus H affine. 

On va construire le sous-groupe HG d. re 



avec 

Pour ceci 9 considérons le produit H X 
k 

Gred ·0 

spec 
Comme H est un sous=groupe distingué de G , G opère sur H 

VS € Sch/k 'v g € G(s} H(S) p(s)> H(s) 

h 

et cp(s) est un automorphisme de groupes. 
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On a alors sur H x G d une structure de groupe par produit semi-direct 
re 

et le morphisme 

(h,g) ~ hg 

est alors un homomorphisme de groupes. Soit N son noyau 

Le faisceau q_uotient fpq_c H x G d/N re 
est alors un sous-fai.sceau en grôu:pes 

de G, on le note HGred o 

Il vérifie les propriétés habituelles attachées à cette écriture, en :parti­

culier (toujours au sens des faisceaux f pq c) 

HG d/H ~ G d/H n G d ., re re re 

Nous allons prouver maintenant 

HG est un schéma 
red 

HG - G est de présentation finie. red 

Il en résultera (II.1.,8) q_ue HGred - G est une immersion fermée définie par 

un idéal de type fini, et comme G . cHG , cet idéal sera nilpotent. 
red red 

Montrons q_ue HG red est un schémae 

Il nous suffit pour cela de prouver que H x Gred (produit semi-direct) est 

limite projective de groupes algébriques sur k (II prop., 3.3). Or, on a vu 

( 1 .. 5) q_ue H == lim H/H avec H/H affine de type fini et H distingué dans G. 
4==- C( 0:: C( 



comme H est distingué dans G, G (et donc G ) opère par automor-a red 

phisme intérieur sur H/Ha • De plus (III,.4o4) Gred est limite projective de 

groupes algébriq_ues lisses et connexes, GJ. , G. = G/N. , N. 
J J J 

affine. Soit alors 

a quelconque, on a l'opération 

w : G d X H/H - H/H a re a, a 

et Gred opère par automorphisme d.e groupes. Gred x H/Ha, :::. ~(Gj x H/Ha) et 

comme H/H est de type fini sur k , w se factorise en 
a a 

- H/H 
(X 

qui opère encore par automorphisme de groupes. Il en résulte sur 

structure de groupe algébrique par produit semi=d.irect .. 

Mais alors 9 on a G X H = lim G. X H/H 
~ J a, 

G. X H/H une 
J a a 

En effet, on peut prendre comme ensemble d~ind:i.ces l'ensemble des (j,a,) 

avec j ~ ja car si j ~ jo:, w se factorise a fortiori par G. X H/H • 
J 0: 

Avec cette préca1.1tion, Ker(G d x H) ➔ Jim G. X H/H = n N. X H = {e} 0 

re 4=o J o: ( . ) J o: 
J,a 

j ~ j 
0: 

Il reste à prouver que HG - G est de présentation finie., 
red. 

Donnons pour cela une définition., 

Définition 2o 1 

Soit k un corps ; F et G deux foncteurs contravariants de Sch/k dans 

Ens , f : F - G un morphisme de fonc.teu:rs., 

On dit que f vérifie (*) (resp 0 (**)] si pour tout système projectif fil= 

trant de (}-,schémas affines (si)iE:I , de limite S , l'application canonique 

a: lim F(s.) - F(s) 
~ J. 

est injective (:resp. bijective) 0 
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Proposition 2o2 

Soit f un épimorphisme de k=faiscearu.x fpqc g 

Posons R = X x X et soit .,e le monomorphisme canonique ,e 
y 

R - X X X 
spec k 

Soit p g Y - spec k la flèche canoniqueo Alors, 

p vérifie ( *) ~ ,e vérifie ( **) o 

Démonstration 

Montrons 1 ° impl:î.c:at:'.on · } 0 

Comme ,e est un monomorphisme, il suffit de prouver la surjectivité de ex o 

Soit donc un système project:i.f de XXX 
k 

limite, p. g S - S. o On a donc une flèche 
J,, 1 

a. 
l 

= (b.,c.) 
J. l 

schémas affines, S sa 

i S.--> X x X avec 
J. k 

b.,c. g S.--> X 1 k=morphismesw et on pose a= a.op. , b = b. op. , c = c. op. 
11 J.. J. 1. 1 l J. J. 

a= (bj)c) est la flèche canonique de S--> X x X o 

k 
Dire q_unon a une X x X f1èche d.e S dans R signifie alors que a se 

k 
factorise par R ioeQ que :foc = f o b O Mais alo:rst comme Y vérifie (*) sur 

k , il en résulte qv:e pour assez grand fob. = foc. 
1 J., 

donc 

R = X X X o 

y 

Implication < . o 

Les nota·ticns sont les mêmes 0 

Supposons qu 0 on ait (b.) et 
J. 

(c.) E lim Y(s.) telles que 
J. ~ J, 

Choisissons i que1c:::mq_ueG Comme f est un é:pimor:phisme f:pq_c:, il existe 

Ti - Si affine et fpq0 'te1 que et c. 
l 

se relèvent~ X: 

car 
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0 
bll 

pi J. 

T ~ T. ~ X 
J. ~ 

c! 

lg gil 
J. l f b. 
J. 

s ~ S. ==t y 
J. 

c. 
J. 

Pour j ~ i posons T. = T. X S. ' 
de sorte que T = S X T. = lim T. " J l J J. ~ J S. S. 

]. J. 

Posons = c! op~ 
]. J. ' 

on a f o b 0 = f O C 11 

' 
donc, (b 0 ,c~) E R(T) 

Comme T ~ lim T. et .,e vérifie(*), il existe j ~ i tel que 
~ J 

(b~,c~) E R(T.) 
J J J 

ou encore, tel que f o b 1• = foc~ 0 Ceci signifie aussi que 
J J 

b. o g. = c. o g. , mais 9 comme g. est un épimorphisme, b. = c .• 
J. l J. J. 1 J. 1 

Proposition 2.,3 

Considérons le diagramme suivant avec r = q op 

X~ y 

• 

Soit k un corps 1 G , H , L trois k=schémas en groupes avec le diagramme 

commutatif 

H ~ L 

On suppose 

1) i de présentation finie 

où i , j , .,e sont des monomor= 

phismes q_uasi=compacts. 

2) le faisceau quotient fpqc L/H est un schéma en groupes de type fini 

sur k. 

Alors, f est de présentation finie. 



Démonstration ~ 

Il suffit de voir que L x G ,e X Id~ G x G est d.e présentation finie, donc 

que .,e x Id vérJ:fie ( **) (EGA IV 8014Q2 t Comme G x G est isomorphe à Lx G 

G/L 
pax la f1èche (g 9 g 8 ) ~ (gg 8-

1 ,g 11) 9 il suffit de voir que G/L vérifie (*) (202). 

et o:n. CG:'.l.sidère alo:rs le d.iagramme 

LJH ~ G/H 

q~ /P 
spec k 

Il suffit de vcir que u vérifie (**) (2 0 2), maisj par hypothèse q vérifie 

Prena..nt L = HG il en résulte que HG - G est de présentation finie 0 ~d red 

Il suffit de voir que 

Théorèm§.. 3o 1 

Soit k in corps par.fait,, G un 

or~ HG a/H ~ G a/HnG d re . re. re et on conclut 

~schéma e:n groupes connexe, f
1

, o. o 9f 
n 

n fonctions :rationnelles sur G, H lBu:r stabilisateur gui est un sous-schéma 

en groupes fermé de G,, défini par un idéal de type f:îYJ1 9 distingué dans G. On 

s1xppcse H affine. Alors, lP- faisceau fpqc quotient G/H est un schéma en 

groupes d.e ty:pe fini su:r k Q 

Démon.stra.tio~ ~ 

On a le lemme suivant d:t't à Grothend.ieck 0 
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Lemme 3o 

SoH S u;n k=schéma:1 R un k-schéma d.9 équivale:nce sur S tel que 

:pr g R_,.S 
1 

soit fpqco Soit S un sous-schéma fermé de S 
0 

défini :par un idéal 

nilpotent de type fini et saturé sous R 0 

Si R 
0 

est la relation induite :par R sur S 
0 

et si le faisceau fpqc 

quotient S /R o· o 
est un k=schéma de type fini, alors le faisceau fpqc S/R est 

un k-schéma de type fini 0 

La démonstration, mutatis mutandis, est ce1le de [DG] III§ 2Q7o1o 

Le théorème en résul1;e aisément a:vec S = G et S = HG o En effet 
o red 

HGred est bien défini par u..r1 nilidéal de type fini donc nilpotent. Dn autre part, 

on a un isomorphisme HG /H ~ G /HO G red red red 
et ce dernier quotient est un sché= 

ma en vertu de II 3o3 et III 4.,4., 

Théorème 3o2 

Soit k un corps, G un k=schéma en groupes connexe. Il existe un.e :fa­

mille (Gi \
0 

d.e k-groupes algébriques indexée par un ensemble I ordonné 

:filtrant et une famille u .. g G. - G. de mcr:phi.smes de groupes, définis pour 
JJ J J. 

,j ). i tels que g 

(G
1 

iUij) est un système :p:rojectif :filtrant de k=schémas 

en groupes connexes. 

2) Les 

u. G _,. G. 
1 1 

3) Pour 

G. so:nt d.es quotients fpqc de G et mun:L des morphismes canoniques 
J. 

G s?identifie à la limite projective du système (G.) dans Sch/k. 
J. 

i ~ i les u. et les u. 0 sont affines, de sorte que G est 
0 1 lJ 

aussi li.mite du système (G~ :,U,.i J dans la catégorie des espaces anneléso 
.c. -,J 

Démonstration~ 

1) Supposons k parfait 0 

Soient (f ., • S ) comme au Tho 3., 1 , H leur stabilisateur, H le stabili= 
î n a 

(cf IV t .. 4t Alors n Ha = {e} et en 
a 
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Lemme 3., 

Soit S v.;n k,-schéma, R u:n k=schéma d. 1 équivalence sur S tel que 

pr g R _.. S soit fpqco Soit S un sous-schéma fermé de S défini par un idéal 
1 o 

nilpotent de type fini et saturé sous R .. 

Si R 
0 

est la relation indui·te par R sur S et si le faisceau fpqc 
0 

quotient s
0
/R

0 
est lL-"1 k=schéma de type fini, alors le faisceau fpqc s/R est 

un k=schéma de type fini 0 

La démonstration 1 mutatis mutandis, est celle de [DG] III § 2o 7 o 1 o 

Le théorème en rés1J.1i.;e aisément avec S = G et S = HG d .. En effet 
o re. 

HGred est bien défini par u_n nilidéal de type :fini donc nilpotento D9 autre part, 

on a un isomorphisme HG /H ~ G /H n G red red red 
et ce dernier quotient est un sché= 

ma en vertu de II 3.,3 et III 4.,4., 

Théorème 3.,2 

Soit k un corps:,, G un :&-schéma en groupes c:o:'.lnexeo Il existe une :fa­

llLille (Gi\EI de k-g:roupes algébriques ind.exée par un ensemble I ordonné 

filtrant et une famill8 u .. 
].J 

G. - G. de morphi.smes d.e groupes, définis pour 
J 1 

j ~ i tels que 

1) Le système (Giiu
1
j) est u..YJ. système projectif :filtrant de k=schémas 

en groupes connexes 0 

u. 
1 

2) Les 

G _, G. 
1. 

3) Pour 

G. sont des quotients fpqc de 
J. 

G et mun:L des morphismes canoniques 

G s~identifie à la limite projective du système (G.) dans Sch/k o 
1 

i ). i 
0 

les u. 
]. 

et les u .. 
1.J 

sont affines, de sorte que G est 

aussi limite du système (Gj/ui) dans la catégorie des espaces annelés 0 

Démonstration J 

1) Supposons k parfait 0 

Soient (f ... .,f ) comme au Th. 3., 1 , H leur stabilisateur, H le stabili= 
î :n a 

(cf IV t.4)o Alors O Ha = {e} et en 
a 



vertu de 3.1 G/H est représentable., 
a. 

Le théorème résulte alors de II 3o1Q1., 

2) Cas généraJ. 0 

Soit H un stabi.lisateur 1 par la méthode précédente 1 il suffit de montrer 

que G/H est un schéma 0 

avec 

Soit k 1.Ule clttu.:!'."e parfaite de k .. De la sui te exacte 

0 - H - G - G/H - 0 o 

On déduit la suite exacte 

H = H (8)k: 
k 

Il en résulte que G/H :;;;. G/H , mais, en vertu de 1) et IL3 .. 3 G/H est un 

schéma .. 

G)H est canoniquement nrux1i a.uune donnée de d.escent<~ relative à k ...,. k 0 

Comme k _,. k est rad.foiel et fid.èlement plat 9 cette donnée de descente est 

effective et P objet descendu est bien isomorphe à G/H (SGA 3 Exp. IV 3,.5.2)c 

Corollaire 3o3 

Soit k un corps 9 G un k;=schéma en groupes co:rmexe 9 H un sous=schéma en 

groupes fermé de G • Alors 9 le faisceau fpcic quctient G/H est un schéma dans 

les deux cas suivan--l;s 

1) H est défini par un :Ld.éal de type fini, Pespace homogène G/H étant 

alors d.e type fini sur k Q 

2) H est distingué dans G Q 

Démonstration g 



Contre-exemple 3.,4 .. 

Si l'on n'est pas dans le cas 1) ou 2L G/H nt est pas néce.ssairement un 

Considérons le groupe G = GL(2,C) 
0 

et 1iopération canonique de G 
0 

sur 

IP
1 

(IC) par homographieso Le stabilisateur d 8un point est un sous=groupe de Borel 

B 
0 

de G 
0 

et on a 

G n 

G /B 
0 0 

B 

.. Comme 

II 
nE:IN 

B 
n 

rt 
\I 

où 

et 
0 

G -n 

B 
0 

sont affines 9 les pro= 

G 1 B -· B sont a.es schémas 
0 n 0 

duits inf'inis G = II 
nElN 

en groupes affines avec B c G,. En tant que faisceau fpqc 1 G/B:::, II G /B 
l'.'11\T Il J:l nUJ.~ 

Mais alors G/B niest pas :représentable car tt..r1 produit; inf'i.ni de copies de 

IP
1 
(c) ni est pas un schéma., 
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61. 

§1 construc.tion de G/G
0 

• 

Théorème 1 • 1 

t ,_ , . t 0 Soi k un corps, G un ~=schema en groupes quasi-compac , G sa compo-

sante neutre. Alors, le faisceau quotient fpqc Y= G/G
0 

est un k-schéma en 

groupes., affine, dont les anneaux locaux sont des corps. 

De plus, X est compact et totalement discontinu. 

Démonstration g 

considérons les deux flèches 

Soient q* et q* les homomorphismes induits 
1 2 

et soit 

q1,q2 : r(G) =::t r(G0 
x G) 
k 

R = Ker(q*,o!) , Y= spec R. 1 -;;: 

Vinjection i : R - r(G) ✓induit un morphisme p G - Y dominant. 

Alors (y,p) est isomorphe à G/G
0 

• ( 1 ° 1.1 ). 

Avant d'aborder la démonstration de (1.1.1) donnons une description de R. 

Soit s E sch/k 

f
8 

= q*(f) 

q GS = G X S - G 
k 

Soit d'autre part g E G0 (s), alors g induit un isomorphisme de G
8 

sur 

GS par multiplication à gauche, d'où g* ~ r(G
3

) - r(G
8

) • Alors, on a 

f E: R ~ vs E Sch/k \;/ g E: G
0 (s) 

ce que nous écrirons f/gx) = f
3

(x) 'ï/ x E: G(s) • Cela résulte immédiatement de 

la définition de R 0 

Venons-en à la démonstration de ( 1 o 1 o 1 ) • 



62. 

1) Pour prouver ( 1 .1.1) et ( 1. 1) on peut faire une exte:1.sfo::-1 de ccrps k..,. K 

( car G
0 

N (G )
0

) 
K - K 0 

2) D'autre part, il existe une extension k _,, K telle q~c.e toutes les compo-

santes irréductibles de GK contiennent un point rationnel sur K • 

Pour cela, prenons dîabord une clôture algébrique k de k de sorte que 

les composantes de G- sont géométrique:nent irréductibles. Il suff:l.t 
k 

=( \ alors de choisir x. E: X. et de prendre une extension conunune K des k x:.
1
. J • 

J. ]. . 

Les composa.>1.tes Xi auront alors toutes des points K-rati.o:rmels. 
K 

3) On peut donc supposer que toutes les composa~.tes de G cont5.enrn3c1.t des 

points rati,mnels su:r k • On a une flèche u i G/G
0 

- Y qui rend commutat:.;.f ln 

diagralllfile 

G~Y 

En effet, cela résulte de P
O 

<1
1 

::::: :P
0 

<i
2 

~ 

4) Montrons d'abord que u est un monomorphisme. 

Il suffit :pour cela de prouver que 

\/x~y E a(s) p(:x:) =- p(y) 

avec S E: Sch/k • 

Ceci signifie aussi si T est la relation di équ2.valer..ce associ.ée à 1 1 .::péra-~ 

tio!l. de G
0 

da.ns G , O".l a 

V x,y E: G(s) p(x) = p(y) =4 (x~y) E: T(s) • 

Comme T est u:n sous-schéma fermé de G x G 9 o:>::. 8St doè:!c:: ramené a:u. cas cù 

S est affine et même local. 

On a alors les lemmes suivants 



_Lemme 1 o 1 .. 2 

Soit U une partie de G , ouverte et fermée et stable par G
0 

• Alors 

Pidempotent f défini par u (i.e. r!u = 0 'rlcu = 1) est dans R 0 

c0 est clair. 

Lemme 1 • 1 • 3 

Si x 9 y ( G sont dans des composantes irréductibles distinctes. on a 

En. effet 9 si x E: X , composante irréductible, et si y E Y , il existe un 

ouvert fermé saturé sous G
0 

tel que X c U et U ny = ~ ÜI 203) et si 

f est sa fonction caractéristique, f(x) = O, f(y) == 1 • Comme f ER j 

p(x) /. p(y) • 

Soit alors S = spec A, A local et s le point fermé de s et soient 

x, y ~ S --,;,, G tels que pox == poy • --.l> 

Alors en vertu d.e 1,, 1.3 x(s) et y(s) sont dans une m~me composante X 

de G ,, 

Soit a E X un point k-rationnel, ~ la translation 
a 

· ·h • d :"lur' G0 
• un isomorp __ J.sme e X .-J 

-1 
a. ~ a.a • -i est 

a 

De plus -,; ox et 1; oy se factorisent par G0
• En effet, comme 

a a 
C 

\JgCG, 

0 ~ ()' - (II ~.4) c 1 est ensembliste. 
G,g Gu 9g 

que 

0 
Or G -· n U. avec u,_· ouvert et fermé saturé et il suffit donc de vo:ir 

i :l 

~ ox(s) c U .• Or s est local et Ui. 
a - J. 

ouvert, donc stable par générisa= 

tion, d 0 où le résultat 0 

On a donc ~ex,-;; oy E G
0 (s),, :Mais a0 (s) est un groupe, donc il existe 

a a 

g E G
0 (s) tel que ( 'î oy )g = -;; ox • 

a a 

Mais ceci entraîne x ,:=: yg donc -1 
y == g X 

5) Soit ri 1.Lo/1 point générique de Y • 

cqfd,, 

-1( ) En vertu de 1.1.3, p n est contenu dans une composante irréductible X 



de G et CJmrne p est d::-:minant 1 s:1 ç:, est le point générique de X , on a 

Montrcns alors que pour tout :x: E X , p(x) = Tl o Il faut pro 1.1ver que 

On va prm1ve:r en fait que 1 1 image f 
X 

de f dans A = (f G,x 
est nulle. 

Poso:ns S = s pec A et ccmsidérons v, w g S ~ G v étant l.a flèche cano= 

nj.quet w la fJ.èche composée de S ....,, spec k(x) - G • Comme v(x) = w(x) , il 

résulte d.e la méth~:,de utilisée en 4) qu 1 il ex:i'..s te g E G
O (s) tel que gw := v e 

Donc, comme 

6) Montrons alors que R :;:; k o 

1') 

• +- • . 1 • 1 d - 1 ( ) 1 · t. . .. s0:1" x un. :poi:v1t ra ci.or.ne .. e X = p YJ , on a une app :i.ca. 1011 su:r,Jective 

R ~ k(x) = k 
Y) 

f/g ~ f(x:)/g(x) • 

Su.pposa:'.'.:s don.c f(x.) c= 0 on a f(i;) = 0 et mêmeP 

'-JvEX f =0 . y dans 

est un ouvert qui cont:ierrt d.c:2c 

X ... n U. avec U. ouve:rt fermé saturé sous o ·1 . t G , 1. e:x:is ,e 

X • Co.mme 

tel que 
i :1 l 

Du~c on peut; supposer f :=: 0 
y 

sur u ouvert fermé sati.:.i:ré. Soit g 

U=>U .• 
J. 

1 1 idem,-

potent qui vaut 1 sur U et O sur QU , g E: R et on a fg '"' O • Mais comme 

do:nc R ~ k Q 

n 

et donc f :::: O dans R 
n 

ce qui prouve qv.P. cp est in;jective 

7) Comme k(.ri) = Fr(R/n) == k et comme R est une k algèbre r il résulte 

d.e 6) que tous les idéaux de R sont à la fo:i.s maximaux et minimaux: et que les 

anneaux locaux de R so:nt des corps. 

Ceci assure que p est plat et surjecti.f donc un épimorpb.isme fpqc et do:nc 
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en vertu d.e 4) p est un isomorphisme. 

8) Enfin Y est séparé (donc compact) 9 Soient x~y E Y 

images réciproques dans G o Il existe un ouvert fermé saturé U tel que X c U , 

U (l Y = rj O Alors si f est 1 1 idempotent_ associé à U on a x E: Yf 9 y /. Yf et 

Yf ouvert et fermé ce qui prouve aussi que Y est totalement discontinuo 

CorollaJ.re 1o2 

Sous les hypothèses de 1 • 1 

duelle algébrique sur k. 

les points de Y = G/G
0 sont à extension rési-

Comme Y = spec R est un groupe affine, Y == lim Y. , L = spec R. , R. 
~l l l l 

de 

type fini sur k et y - Y. 
1 

est un homomorphisme de groupes 9 fidèlement plat. 

Les anneaux locaux de sont donc des corps donc Y. est d.e dimension 
:1 

zéro. Mais d'après le Nul.lstellensatz, ces corps sont des extensions finies de k 

et donc 1 si x E Y, k(x) == lim k(x.) 
---,), 1 

est une extension algébrique de 
n 

De plus, comme Y. est noethérien, Y. est fini et donc Y. =- ll l l l 

n a.=1 

avec k-k fir:ie. Si k est algébriquement clos, Y. = Jl spec k 0 

a 1 
a=-1 

§2 Construction d 1 tt.'1 guotie>:1.t. 

k • 

spec k 
a 

Soit k u...-r1 corps, G un k-schéma en groupes quasi-compact~ H un sous= 

schéma en groupes fermé de G, affine~ distingué, défini par un idéal de type 

Alors, le faisceau quctient G/H pour la topologie fpqc est un k-groupe 

algébriquee 



Dérnonstrat:ion z 

On a la suite exacte de faisceaux fpqc : 

0 

De plus G/G
0 

est un schéma en groupes, affine, du type étudié en 1.1 et en 

particulier, ses anneaux locaux sont des corps 0 

Consid.érona lei quotient fpqc H' = H/H O G
0 

0 Comme H est affine, H' est 

un schéma en grcupes et on a une immersion fermée H' - G' = G/G0 
définie par 

un. idéal de type :fi:d. 0 On en déduit la sui te exacte d.e faisceaux g 

G/H - G'/H' 

ou encore 

G
0

/HOG
0 

est un schéma f;;YJ groupes~ algébrique sur k en vertu de IV 3eJ• 

G1/H' est un groupe affine ([DG] III 30506) du même type que G1 et de plus, de 

type fini sur k, donc un groupe étale fini 0 

Le théorème résulte alors du lemme 

Lemme 2o2 

so::.t k 1.:m corps 1 S un schéma étale sur k , G un S=schéma en groupes 

de type fjni sur S, X un s~torseur fpqc sous Go Alors X est un schéma de 

type fini sur S o 

Démon.stra tion. g 

1) On peut supposer s = spec K avec K extension finie séparable de k . 
n 

s = )l spec k. avec k. finie séparable sur k . 
J. J. 

.~==-1 

2) x-s est un épimorphisme fpqc et " meme fppf pu:isque xxx:::. G X X et 
s s 

que G-"S est d.e type fini. 

3) Par conséquent :i.l existe T~S fppf et u E X(T) tels que le 



diagramme suivant commute g 

T ~ X 

Comme S est un spectre de corps, on peut supposer T - spec L avec K - L 

finie (Nullstellensatz). 

Mais alors ~ ~ G
1 

et on a donc sur x
1 

une donnée de descente. Comme G 

est algébrique sur k , G est quasi=projectif, donc comme K-> L est fini, la 

don:n.ée de d.escente est effective et donc, X est un schéma. 

(cf aussi [DG] III §5 1o4). 

§3 Théorème d'approximation tl corollaires. 

Théorème 30 1 

Soit k un corps, G un ko-schéma en groupes quasi=compact. 

Il existe une famille d.e k=groupes algébriques (G) indexée par un 
i i€I 

ensemble I ordonné filtrant et une famille u .. g G. - G. de morphismes de 
J.J J J. 

groupes définis pour j ), i tels que g 

1 ) Le système (G. ~u .. ) est u..n. système projectif de k=schémas en groupes. 
J. J..J 

2) Les G. sont des quotients fpqc de G 9 et mu..n.is des morphismes cano-
1 

niques u. g G -> G •• G 
J. l. , 

s'identifie à la limite projective du système 

dans Sch/k • 

3) Pour i assez grand u. 
J. 

et u .. 
l.J 

sont affines, de sorte que 

aussi limite du système (G~) dans la catégorie des espaces annelés 0 
,J., 

Démonstration 

G est 

Reprenant la technique de IV 1.4 on voit quVil existe n fonctions 

rationnelles f 11 ••• ,f telles que si a = {f , ••• ,f } et si H est leur sta-
n 1 n a 



bilisateur, H soit affine., Si maintenant ~ = {f ,.oo,f ; g ,.o.,g} où les 
a 1 n 1 p 

g. sont. aussi des fonctions rationnelles, H est affine et on a . n Hr:l == {e} 
i ~ ~=>a t-' 

(IV.103)., De plus, si ~=>a, G/H~ est un groupe algébrique (2.,1). 

Le théorème résulte alors de II 3o 1 o 1 0 En effet, si ~, => ~ , le morphisme 

G/H~, _,. G/H~ est affine puisque son noyau, H~/H~ 1 l'est. 

Corollaire 3.2 

Soit k u..n corps, G un k=schéma en groupes quasi=compact, H un sous= 

schéma en groupes fermé de G ., 

Alors, le faisceau fpqc quotient G/H est un schéma dans les deux cas 

suivants g 

1) H est défini par un idéal de type fini, l'espace homogène G/H étant 

alors de type fini sur k., 

2) H est distingué dans G· ~ 

Cela résulte de 3.1 et de II 3.,3., 

Corollaire 3.3 

Soient G et H deux schémas en groupes sur k et f : G _,. H un homomor­

phisme quasi=compacto Soit N = Ker u o Alors, le faisceau fpqc quotient G/N 

est un schéma et le monomorphisme canonique G/N _,. H est une immersion fermée. 

Démonstration 

Soit G11 Pimage schématique de G par f • On a vu (II 1.5) que G1 est 

un sous=schéma en groupes fermé de H et que f 

tiquement dominant et quasi=compact, de noyau N 0 

Il nous suffit de prouver le 

Lemme 3.3.1 

G _,. G' est surjectif, schéma-

Soit f g G -H un homomorphisme quasi=compact et schématiquement dominant. 

Alors f est fidèlement plat 0 



Comme f(G) = H contient tous les points génériques quitte à remplacer H 

par et G par 
0 G x H , on peut supposer H = H0 

, donc quasi-compact 
H 

(II 0 2 0 2) et comme f est quasi=compact, G est alors quasi-compacto 

Ecrivons H = lim H. , H. algébrique, et soit N. = Ker(G - H..,, H.) o 
~ l l l l 

N. est défini par un idéal de type: fini et donc (302) G. = G/N. est un schéma. 
l l J. 

On a le diagramme 

f 
G -=--=+- H 

qil l p. 
f. 

l 

G. 
l, 
~ H. 

l l 

Comme est fidèlement plat et f 
' 

sch 0 dominant, f. o q. J. J. 

donc f. l'est aussi, puisque qJ.. est fidèlement plat .. 
1. 

est sch 0 dominant, 

f. J. 
est un monomorphisme, donc une immersion fermée (IL 1 .. s) 

donc un isomorphismeo Il en résulte que 

Corollaire 3a4 

p. of est fidèlement plat et donc f 
J. 

Un monomorphisme quasi=compact de k-schémas en groupes est une immersion 

ferméeo 

Contre-exemple 3 .. 5 

Si k est de caractérist.ique O ,, soit G le k=groupe constant 7 

et H le lv-groupe G .. Alors si f 
a 

est un homomorphisme non nul f ~ G - H , 

f est un monomorphisme, mais pas une immersion fermée .. 

Corollaire 3 .. 6 

La catégorie des k=schémas en groupes q_uasi-compacts commutatifs est 

abélienneo 

Corollaire 30 7 

Soit k un corps algébriquement clos, f ~ G - H un homomorphisme fidèlement 

plat de k=schémas en grau.peso On suppose G quasi=compact 0 Alors l'application 



induite f(k) g G(k)-,, H(k) est surjectiveo 

Démonstration g 

1) On connaît le résultat lorsque f est de type fini (Nullstellensatz) ou 

lorsque G et H sont affines (DG III 30706)0 

On a une sui te exacte O ....,, N ....,, G ....,, H ....,, 0 o 

2) Réduction au cas où N est affine 0 

Soit G1 un quotient algébrique de G par un sous-groupe affine distingué 

N1 
o 

Soit M 1 1 image de N1 dans H qui est u__r1 sous=groupe distingué de H , 

isomorphe à N1 /N n N' o 

Soit H1 = H/M 6 On a le diagramme g 

0 0 

~ i 
N' -4 M avec g et fi fidèlement plats 

ii ij G1 ,H1 de type fini, 
f 

G ~ H 

P! ~ q 
N1 ,M affines 0 

G' 
f' H' ~ 

i ~ 
0 0 

Soit alors x E H(k)? x' = q(x) qui se relève en y 1 € G1 (k) puisque f' 

est de type finio y 1 se relève en y E G(k) puisque N1 est affine 0 Soit 

x
1 

= f(y) , on a x = x
1

j(u) avec u E M(k) • Or u se relève puisque N1 et 

M sontaffinesoDonc u=g(v) vE:N 1 (k) 0 Jl'[aisalorssi y
1

:=yi(v) ,ona 

f(y
1

) = X 0 

3) Démonstration dans le cas où N est affine. 

Soit x E H(k) o 

Soit of,(,== { (N1 ,xtt) 1 N1 sous=groupe distingué de G , N1 c N , 

x 1 E G/N1 (k) , au.=dessus de x} 0 



71. 

On ordonne Jk par 

Alors ~ est inductif ~ si (N. ,x.) est une famille bien ordonnée de J,/g, soit 
J_ J_ 

N° :::: n N. o 

i(I J_ 

Comme les N. sont affines, lim G/N. existe et est isomorphe à G/N' o 
J_ <f==o J_ 

Comme I est bien ordœmé, il existe x' E: G/W au=dessus des x. o 
J.. 

D9 après Zorn, Jk a un élément maximal, (N1 ,x 9 ) 0 Si N1 f. {e} , il existe un 

sous-groupe K de G, distingué, défini par un nombre fini d'équations tel que 

N° cj:. Ko (Prendre un. stabilisateur et utiliser IV 10 3) 0 

Mais alors~ soit N" = N' n K , comme K - G est de présentation finie, il 

en est de même de N1 n K - N1 donc de G/N11 
- G/N' o 

Il existe alors x 11 E: G/N!! (k) au-dessus de x 0 et le couple (N' ,x 1 ) 

n'est pas maximal. On a donc prouvé que N1 :=: {eJ, donc il existe :x:1 E: G(k) 

au-dessus de x Q 

Corollaire 308 

Soit G un k=schéma en groupes quasi=compact 0 L1 ensemble des points à 

corps résiduel algébrique SU)'.' k est dense dans G 0 

Si k est algébriquement clos, l'ensemble d.es points rationnels est dense 

dans G o 

Démonstration g 

Il suffit de prouver Passertion relative à k algébriquement clos., 

Soit u un ouvert quasi=compact de G ' 
comme G :::: lim G. avec G. algé-

+-=- .J.. J.. 

brique~ u . ... d 8 un u. D'après le Nullstellensatzi u. contient un point provien,., 
1 

G 
J_ 

rationnel, et donc u aussi~ en vertu de 3., 7 o 

Corollaire 3Q9 

Si .k est de caractéristique O, tout schéma en groupes est géométriquement 

réduit~ Cela résulte de 3Q1 et du théorème de Cartier ([DG] II 6 0 1&1)0 
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Corollaire 3o10 

Soit f g G - H un homomorphisme de k=schémas en groupes connexeso Soit 

x E G, y= f(x) Q On suppose que 

fidèlement plato 

Démonstration g 

f* g 0 - fl est injectif o Alors, f H,y G,x 
est 

En vertu de 3o3 en peut supposer que f est une immersion fermée, donc f* 

bijectif 0 On a alors le diagramme 

f 
G ~ H 

i 1 î j 
spec 0G ~ spec t9' H ,x ,Y 

En vertu de I 1 o 1 O fft II 1 o2 , j est schématiquement dominant, donc foi aussi 

et donc f est schématiquement dominant .. On conclut alors par 3o3o 1 o 

§4 Théorèmes ~ structure o 

4o1 Composante neutre 0 

Théorème 4,, 1 

Soit G un JQ-schéma en groupes quasi=compact, G
0 

la composante neutre 

1) n (G) = G/G0 
est un k-schéma en groupes pro-étale (ioeo limite projec-o . 

tive de groupes étales finis)Q 

2) Si G = lim G. , o~ a 
+-- J. 

Go. == Go lim 
+'-- 1,, 

3) Si k est algébriquement clos~ les composantes irréductibles de G 

sont isomorphes à 
0 

G o 



Démonstration g 

2) se démontre comme dans le cas affine (cf [DG] III 3.7.7) et 1) résulte de 

soit 'g la sous-catégorie pleine de Sch/k formée dE:is k=schémas q_uasi-

compacts et q_uasi-séparéso On défjni t, pour X E: ~ i Xaf = spec r(x) .. 

Soit <l>x : X -" Xaf le morphisme canonique,, 

Xaf est appelé lîaffinisé de X O Comme r(x x Y) = r(x) @ r(Y) 
k k 

([DG] 

I 2., 2,. 6) le foncteur X ~ Xaf commute aux produits finis o Il en résulte q_ue si 

G est un schéma en groupes quasi=compact, Gaf est un schéma en groupes affine 

et (j,G un homomorphisme de groupes,. 

Proposition 4o2,,1 

Soit G un k=schéma en groupes q_uasi=eompacto Pour tout, homomorphisme 

f ~ G - H avec H groupe affine, il existe un unique homomorphisme 

tel que f go,1, = 'l'G ,. 

Théorème 4o2,,2 

Soit G un k=schéma en groupes quasi=compacto 

1) (j,G g G - G est fidèlement plat. 
af 

2) Si N = Ker (j,G r(N) = k e 

3) N est un k-schéma en groupes géométriquement intègre contenu dans le 

centre de, 
0 

G ., 

Démonstration g 

1) En vertu de 4.,201 , Gaf est isomorphe à P image schématiq_u~ de G par 

<jJG • Donc q,G est fidèlement plat (3,,3,.1 ) .. 

Ecrivons alors G == lim Go o 
~ J. 

On a des suites exactes g 
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p. 
N. G 

:;;, 
G. 0 0 ~ ~ ~ ~ 

l J. 

r. l (j, ! ! <!>i J. 
Cl. 

J. 
0 ---+ M. ---+ Gaf ~ Giaf ~ 0 

1 

Comme <I> (j;. sont. fidèlement plats, il en est de ,A de (li , pi ' meme 0 

J. 

D'autre part r. est. fidèlement :plat ~ soit N. l'image schématiciue de 
J. l 

,. 
N. par <µ , on a N. CM. 0 Daautre part Gaf/Ni est affine et on a une flèche 

l. l 
,., 

G. - G f/N. o Comme G. f 
1 a J. ia 

J. 

est le plus grand ciuotient affine de G. 
l 

Comme lim N. = {e} , il en résulte ciue lim M.= {e} et donc ciue 
~ 1 ~ l 

~ Giaf::, Gaf o 

Les assertions 2 et 3 résultent alors de [DG] III 3.8 .. 2 et 3. 

4o3 Décomposition de Chevalleyo 

Théorème 4G 3. 1 

Soit G u:n k=schéma en groupes connexeo On a une sui te exacte g 

0 - H - G - A - 0 

où H est u..11 groupe affine et A une variété abél_ienne., 

Cela résulte de 3., 1 et du théorème de Chevalley dans le cas algébriciue., 
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Groupes henséliens 

(2ème partie) 
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INTRODUCTION 

La notion de groupe hensélien est intermédiaire entre celle de groupe algé= 

briq_ue et celle de groupe formel. Elle diffère de celle de groupe formel en ce 

q_ue les anneaux henséliens remplacent les anneaux complets. De façon précise, soit 

k un corps, Hk la catégorie dont les objets sont les k-algèbres locales hen= 

sél.iennes à extensions résiduelles triviales, avec comme flèches les 

k~homomorphismes locaux. 

Un groupe hensélien est alors un groupe dans la catégorie duale de Hk. Il 

revient au même de se donner un objet A de Hk et deux flèches cr-: A - A et 

t.:A->A0A 
k 

~ 
( où A @ A est un produit tensoriel hensélisé, cf. I 1 • 1 • 2) avec 

k 
des axiomes analogues à ceux des bigèbres de [DG] IL 

Un exemple de groupe hensélien est obtenu en hensélisant l'anneau local à 

l'origine 8'G d'un k-schéma en groupes G • On obtient ainsi un foncteur de ,e 

la. catégorie des groupes algébriq_ues dans celle des groupes henséliens. 

A la différence de ce qui se passe pour les groupes formels, on prouve, et 

c 1 est le résultat essentiel de cet article, que sous. des hypothèses de finitudes 

convenables la catégorie des groupes algébriques connexes et celle des groupes 

henséliens sont essentiellement équivalentes. 

En fait, il faut localiser la catégorie de départ en rendant inversibles les 

isogénies étales (i.e. les morphismes finis étales surjectifs). En effet 9 il est 

clair q_ue si f : G ..... G1 est une isogénie étale, f induit un isomorphisme sur 

les hensélisés (cf. II §1). 

Pour établir ce résultat, on démontre dl'abord (I §3) un certain nombre de 

résultats généraux sur les groupes henséliens (théorèmes de finitude 9 de struc­

tureu,.). Puis on prouve, deabord dans le cas des groupes "lisses" (cC I 3.3~4) 

la pleine fidélité (II §2) et italgébrisation (II §3). Le cas général est traité 



en II §40 Lorsq_ue le corps k est parfait de caractéristi.q_ue p -:} O , on utilise 

une sui-te exacte du type 

où FrG est le noyau d2un itéré du morphisme de Frobenius, N étant alors un 

groupe infinitésimal. 

Le cas où k nvest pas parfait s'obtient par descente finie radicielle 0 

Je tiens à remercier ici Monsieur Michel Raynaud g_ui maa donné l'idée. de ce 

travail et dont les encouragements m1ont permis de le mener à bien 0 
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I = G R O U P E S H E N S E L I E N S 

D E F I N I T I O N S - G E N E R A L I T E S 
. ,, --

- ~.,... g.,.., ~<-' :.-. ~- :---



so. 

1.1 Soit k un cor:pso Un objet de Bk est une k-algèbre îJA : k-+ A , 

locale, hensélienne, à extension résiduelle triviale, ioe., si mA est le radical 

de A , l'homomorphisme induit ~A : k ..,, A/mA est .. un isomorphismeo 

Une flèche de Hk est un homomorphisme local de k-algèbres 0 

Remarque 1 .. 1 .. 1 

a) k est un objet à la fois initial et final dans Bk. 

b) Si A € Bk et si I est un idéal de A distinct de A , A/I est dans 

Hk et la surjection canonique p: A..,, A/I est dans Hk. 

Proposition 1o1.2 

Il existe une somme amalgamée.dans Hk. on note 

C au=dessus. de A • 

B®C 
A 

Démonstration g 

Considérons le diagramme i 
u 

A ~ B ---~ 

V i i ! i1 
C ~ B®C µ 
~k 

EC 

la SOIIll!l,e de 

où ~ 
et sont les flèches canoniques, et où est défini :par 

B et 

Soit n = Ker µ ; (B ® C) est alors un anneau local à extension résiduelle 
o . A n 

triviale et il est immédiat de vérifier que son hensé1isé 

cherché., 

Remarques 1 .. 1 .. 3 

a) On a de même une somme n=uple 

b) Si A = k , on a une somme B ® C .. 
k 

® B o 

A n 

(B ® c)"°' 
A n 

es,t 1 1 objet 



c) Dans le cas B = C , on a un homomorphisme µ
0 

g B ® B - B défini par 
A 

µ (b®c) = be 
0 

qui induit µ ~B®B ➔ k 
o A 

noyau de µ
0

, ces homomorphismes se factorisent par 
,., 

et par (B ® B) "' = B ® B en µ et µ o 

A nB A 

Lemme 1.1o4 

en 

est le 

et 

Soit k un corps, A et B deux k--algèbres locales à extensions rési-

duelles triviales;µ 
0 

g A® B ...,. k 

k 
1 1homomorphisme canonique, n =Kerµ • 

0 

Alors l 8homomorphisme 

Démonstration g 

i ~ A® B -
k 

(A® B) est injectif 0 

k n 

1) Par passage à la limite, on se ramène au c.as où A et B sont essen-

tiellement de type firü sur k o 

2) On peut supposer k algébriquement clos (si k est une cl/)ture algé-

et B ®k sont locales). 
k 

brique de. k, A ®k 
k 

3) Soit al::irs r E Ass(A Q9 B) , il faut prouver que 
k 

Pour f- € spec A 1 d( E spec B soit n le morphisme canoniq_ue 

-n; g A ~ B _., k(ft) ~ k(1) et I ,P 
1 

1 1 image réciproque par 

Ass(k(f,) ® k(~)) o On a alors (EGA IV 30306) 
k 

Comme k 

Soit 

voir q_ue 

Ass B Q9 A -· -,u u 
k -fttAss A 1EAss B 

est algébriquement clos, k(j) ® k(1) 
k 

'ltR g A Q9 B ➔ A/~0 B/~ .. On a Ker 
k k 

Ker 11/ c Kisœ µ. . 9 ce qui est clair~ 
0 

11,~~ 0 

est intègre, 

%2 = Ker n; • 

Soient A,B E Hk o L1hom0morphisme canoniqu~ 

j A® B -
k 

A®B 
k 

est injectifo 

n: de 

donc I-fl, ~ = {Ker n:}. 

Il suffit alors de 



Proposition 10106 

Soit f g A __,. B un épimorphisme de Rk " On suppose A noethérien 

f est surjectifo 

Démonstration g 

820 

alors, 

Notons dîabord q_ue f g A/m ""k .... B/m B 
A A 

est encore un. épimorphisme de Hléo 

De plus 1 di.re que f est un épimorphisme revient à dire que µ g B @ B __,. B 
A 

est un isomorphisme 0 

Il en résulte que µoj = µ
0 

g B@ B __,. B est plat, et donc, en vertu de 
A 

(F] 2o1 on est ramené à voir que f est un isomorphisme, donc on est ramené au 

cas A= k O Mais alors (101 0 5), comme j g B @B - B @B est injectif, 
k k 

µ = µoj Pest aussi, et donc f g k - B est un épimorphisme d I anneaux" Mais 
0 

comme k est un corps, f est surjectif 0 

C::mditions de finitu.de 0 

Définition 1o2,.1 

Soit cp g A .... B 

On dit que cp est hensélien:nement de présEmtaticn finie (HPF) ou qu~ B est 

hensélie:rmement de présentati:m :finie sur A si et seulement si B est Phen­

sél:~sé dîa>J.e A-algèbre de :présentation finie A~ en un idéal premier ,fi (avec 

k(-p.) == k nécessa5,remen t) 

Proposition 1 ~2o2 

1) Si cp est surjectif et si Ker cp est un idéal de A , de ty:pe fini, cp 

est (HPF)G 

2) Soient A Î B i C avec (HPF), alors (jJOcp est (HPF) o 

3) Soient A $, B dans Hk" 

f l , i 
A'i ~ B@A' 

A 



Si cp est (HPF) , cpi est (HPF)0 

4) Si cp g A ..... B et ~ g A ..... C sont (HPF) il en est de même de 

Démonstration ~ 

1) est clair et 4) résulte de 2) et 3)0 

Prouvons 3)0 On sait q_ue R est de présentation finie sur A o Il en 

résulte q_ue B est limite inductive de R-algèbres étaleso Par conséq_uE:nt 

est limite de Ai ®R = algèbres 
A 

étales et de plus A' ® B 
A 

est lui 

aussi limite de Ag ® R - algèbres étaleso Si n est P idéal maximal de 
A 

A' ® B et n 9 

A 
(A' ®R) 9 -Ai 

A n 

son. image réciproq_ue dans A 1 ® R 
A 

® B est ind=étale au sens de (R] 
A 

, le morphisme 

cho VIII Déf. 3 et il résulte 

A1 ® B 
A 

et donc A' ® B 
A 

est (HPF) sur AI 
o 

Venons-en à 2 ) G 

On a C = R~ où R est de présentation finie sur B 

de présentation finie sur A. On a donc B = lim B. 
~ :J_ 

où les 

et 

B. 
l 

avec 

sont locale-

étales ([R] loc0 cit. Déf. 2) sur 

B 9 R provient d'une B.=algèbre 
1 

St, . Comme R est de présentation finie sur 

Ri de présentation finie g R :::. Ri ® B • 

Bi 

La flèche. Sf-> Bi se décompose en étale et avec 

r € spec S' o On a S1 = lim S' 
r :r-p f et par le même argument, R. 

l 
provient d 1une 

s;=algèbre de présentation finie Rf 
. R. -R @ B . 0 0 

l - f si l 

f 

s 

donc 

et dor..c aussi Rf , est de présentation finie sur 

provient de R , de présentation finie sur 
g 

sf.,. or Sf,= !}} sg et 

Sg, donc sur S, donc 

sur A g R :! R ® Su o Mai.s alors" comme C est limite inductive de f g f , 
s g 

Rgalgèbres étales 9 si "'(
1 

est Pimage réciproq_ue de "f dans R , on a 
g 

C est (HPF) sur A o 



Théorème 1 e2.-3 

Soit A E Hk et I le noyau de 1 9homomor:phisme 

µ~A®A ➔ A 
k 

Alors, si I est un idéal de type fini, A est (HPF) sur k 

Le résultat et la méthode de démonstration s'inspirent des techniques de 

Ferrand ([F] 306). 

Démonstration 

Lemme 1 

Soient f ,.o. 9 f les générateurs de 
1 n 

I. Il existe BE Rk, (HPF) sur 

et cp ~ B ➔ A, cp E Hk, tels que, si rp ® cp est l'homomorphisme canonique de 

B®B 
k 

dans A® A 
k 

Preuve du lemme 1 g 

f ~ ••• ,f soient dans 1 1 image de 
1 n rp®cp 0 

Ecrivons A == lim A. --+ l 
avec A. 

l 
local à extension résiduelle triviale, es-

sentiellement de type fini sur k. Comme A est hensélien, on a encore 

A == lim A. , avec A. (HPF) 
~ J. J. 

puis que A® A == lim A. ® A. 
k ~ l k l 

contient f vo••vf et donc 
1 n 

Lemme 2 

sur k. Il en résulte que A ®A 
k 

0 Pour i assez grand, l'image de 

B = A. convient 0 
l 

= lim A.® A. , 
--,J1- i k i 

N N = 
A. Q9A. 

l k l 

soit cp cp E Hk Le diagramme ci-dessous est commutatif 

B®B p®p ➔ A Q9 A 
can. 

A®A 
k k/, B 

µB l 
B p 

;i,, A 

Démonstration 

En vertu du lemme de Yoneda, il suffit de prouver la commutativité du mgme 

après application du foncteur Ho1\J (.,c) 
k 

k 



X = Hom(A,C) f = Hom(cp, C) • 

On obtient le diagramme suivant 

y X y +-
f xf 

XXX 
can 

<$.: X X X 
k f(x

1 
) 9 f(x 2

) ~ k (x1,x2) -t (x1,x2) y 

f(x ) ,f(x ) 

/ 1 1 

~ \ p1 

f(x) 
1 X 1 

f 
y X 

et comme (x
1

,x
2

) EX x X , f(x
1

) = f(x
2

) , d?où le résultat 0 

y 

Lemme 3 

Sous les hypothèses du lemme 1, cp est un épimorphisme de Bk. 

Notons q_ue ceci achève de prouver le théorème, en vertu de 1.1~6 et 1.2o2 1)? 

Ker cp étant de type fini car B est noethérien. 

Preuve du lemme 3 g 

Soit m g A ®A-> A la flèche canonique. Il suffit de prouver g_ue m est 
B 

un isomorphisme, donc injectif~ 

Le diagramme ci-dessous commute 

et c est surjective, donc il suffit de voir g_ue c(I) = 0. Or, I = (f
1

~oo 09 fn) 

et on sait g_ue f. = cp (2) cp(g.) o 
1 2 

En vertu du lemme 2, on a donc 

c(f.) = cocp®cp(g.) = i ocpoµB(g.). 
1 1 1 ' 1 

:Mais cp o lJ-:s = µA o cp ®cp et donc c(f.) = i o µ (f.) = O 
1 1 A 1 



Changement du corps ~ baseo 

Soit K une extension de k • Nous allons défini.r un foncteur A ~ AK de 

Hk dans HK, commutant aux sommes amalgamées. Soit A€ Hk et posons 

A =A® K • Soit c 1 g A - K l'homomorphisme défini par i::1 (a®11.) = i::(ah où 
1 k 1 

E ; A - k est l 1homomorphisme canonique. Soit n = Ker E' , A
2 

= (A
1

)n et soit 

Alors, il est clair que AK € HK et que la correspondance est 

fonctorielle. De plus:i l'homomorphisme canoni.que i g A - AK est plat et local 1 

donc fidèlement plat et vérifie la propriété universelle suivante : pour tout 

B E HK et tout homomorphisme local f ; A - B de k-algèbres, il existe un 

unique homomorphisme f de RK rendant commutatif le diagramme : 

Le foncteur A~ A commute aux sommes amalgamées, c'est-à=dire qu'on a 
K 

Démonstration g 

Il suffit de prouver que la flèche canonique 

propriété un.iverselle ci-dessuso 

B ® C - B ® CK vérifie la 
A KA 

K 

Mais~ si D est une K-algèbre et f ~ B ® C __,. D un k-homomorphisme, on 
A 

en déduit des k=homomorphismes B .... D , C - D coîncid.ant sur A , donc des 

K=homomorphismes BK .... D, CK - D coïncidant sur AK et on conclut grâce à la 

propriété universelle de la somme amalgamée. 
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1) Si k __,, K est une extension algébrique, A@ K est local et entier sur 
k 

A, donc hensélien 0 On a donc AK =A@ Ko 
k 

2) Transitivité 0 Si on a des extensions k __,, K __,, L, et si A€ Hk, on a 

1 o4 Henséli.sation et complétion 0 

Le foncteur F g Sch1/k __,, H~ o 

Notons S©h/k la catégorie des k-schémas pointés (i.e 0 munis d 8un point 

rationnel x ~ spec k __,, x) , les flèches étant les morphismes de s.chémas respec-

t t 1 · t · t d' t t H0 la cate'gori· e ' ' H an es poins, soi au re par k opposee a k. 

Si A E Hk , on note A 
0 

Pobjet A considéré comme objet de 

Soit (x,x) € Sœ ;k et posons A = 8' • On a el' /m ::. k , et donc 
x,x x,x x,x 

l'hensélisé A est dans Hk o 

On définit alors F F est évidemment un foncteur cova-

riant, de plus on a la proposition suivante g 

Proposition 1o4o2 

F commute aux produits fibrés i.oeo 

F(X X y 9 (xs)) ~ F(x~x) xF(Y,y) o 

s s F(s,s) 

Le produit fibré dans a0 

k 
étant donné bien sûr par la formule 

Le foncteur ~ (complétion) 0 

N 0 
- (B®C) o 

A 

Soit HNk la sous-catégorie pleine de Hk formée des k=algèbres noethé­

riennes, (HPF) sur k et soit Ok la catégorie des k~algèbres locales noethé­

riennes complètes, à extensions résiduelles triviales, avec les homomorphismes 

locaux. Ck est une sous-catégorie de Hk • 
A 

De plus, soit CNk la sous-catégorie de Ck des algèbres de la forme A 

avec A essentiellement d.e type fini sur k G 
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Alors dans CNk, il existe une somme, notée A ®B (produit tensoriel 
k 

complété) obtenue en complétant l'anneau local (A ®B) (notations habituelles) 
k n 

pour la topologie n--adique. Notons que l 1 anneau A ®B est noethérien donc 
k ,. 

aussi A® B. On définit alors w: BNk-> CNk par i(A) =A. De plus, il est 
k 

clair alors que ~(A ~B) ~ ~(A) @~(B). Autrement dit ~ commute aux sommes 
k k 

donc ~o : (HN)0 -> (cN)0 commute aux produits. 

§2 Groupes henséliens. 

2.1 Définitions. 

0 On se donne un corps k et on pose H = Hk • Rappelons que H désigne la 

catégorie opposée et si A EH, A0 
est le m@me objet vu dans e0 

0 On a alors, 

par définition ~ 

Définition 2.1.1 

On appelle k~groupe henséli:en un groupe dans la catégorie a0
• 

Définition équivalente 2.1.2 

Un k-groupe hensélien consiste en la donnée suivante : 

1) Un objet A EH. 

2) Pour tout B € H une structure de groupe sur Hoffig(A,B) telle que si 

B-> C est dans H l'application 

est un homomorphisme de groupes. 

Ao E e0 
est alors un groupe hensélien. 

Définition équivalente 2.1.3 

h 'l" Ao c Ho Un groupe ense ien ..-:. consiste en les données suivantes 

1) Un objet A EH. 
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2) Un morphisme t:.A g A --+ A ® A , 6A € H un morphisme <TA A .- A , °A_ € H , 
k 

avec les axiomes suivants résumés par les diagrammes g 

A 

a) 

On a 

b) 

6 
A~ A@A 

k 

6A ,,, 
A ~ A @ A 

k 

On a (€A®A) o 6A = idA .. 

c) 
t:.A 

A ~ A 0 A 
k 

On a µA o (oA ®A) o 6A = YJA o ë.A 

A@A@A. 
k k 

A@A 
k 

1véquivalence de 2.1.1, 2 0 1.2, 2.1.3 est claire. Rappelons seulement que 

définit sur Ho~(A,B) une opération par f*g == (f®g) o t,,A et q_ue a) b) c) 

assurent q_ue cette loi est une loi de groupe. 

Soient 0 0 
A ,B deux groupes henséliens, f ~A--+ B, f € H. 

On dit q_ue r 0 
i B0 

_,, Ao est un homomorphisme de groupes henséliens si 

pour tout C € H , Papplfoat:i.o:n 

est un homomorphisme de groupes. 

Il revient au même de dire que le diagramme ci=dessous est commutatif : 

A 
f 

B ~ 

t:.A ! 1 ~ 
"" f@f 

,.. 
A@A ➔ B@B 

k k 



et on en déduit la commutativité du diagramme 

f 
A=-+ B 

Nous noterons H:Gk (ou HG si le corps est bien déterminé) la catégorie des 

k=groupes hensélienso 

Exemple 2.1 0 5 ~ Groupes infinitésimaux 0 

Soit G = spec A un k=schéma. en groupes algébrique infinitésimal (i 0 e., 

fini et connexe) A est alors une k-algèbre locale et finie, donc A € Hk • 

De plus •A 0 A qui est fini sur A est local et hensélien, de sorte que 
k 

si fi : A - A 0 A est la comul tiplication et a- le morphisme de passage à 
k 

1 1 inverse, <S g A - A , le groupe affine (A,fi,cr) est aussi un groupe hensélieno 

Réciproquement, si (A 9 1::i,cr) est un k=groupe hensélien et si A est fini 

sur k , on a A 0 A := A 0 A et donc (A~t., cr) est un groupe affine fini infini-
k k 

tésimal. 

N.oyau d 1un h,Qmomorphisme de groupes hensélienso 

R d H/l'fo.k
0 

emarquons que .a:ns ..,. , est un objet nul, ¾ étant 1 1 isomorphisme 

canonique k ~ k0 k .. 
k 

Soit alors f
0 ~ B

0 
_, A 

O 
'l.Lîl homomorphisme d.e groupes henséliens provenant 

de f : A - B , f € H o Soit K le foncteur de a0 
dans Ep.s, noyau de 

avec D € B, ou encore 

Hom(f ,D) 

K est évidemment un foncteur en groupes et dans la catégorie Hom(H0 ,Ens) des 

foncteurs de H
0 

dans En$, on a le diagramme cartésien 
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K ~ Bo 

i 
~ Ao 

où on identifie un objet A
0 

de H
0 

auquel il 

donne naissance. 

Il existe des noyaux dans la catégorie HG • De façon précise, avec les 

notations précédentes, si K = Ker f
0

, K est représentable par c0 
E H

0 
où 

Démonstration 

Cela résulte du fait que, dans a j le diagramme 

f i 
B ~ 

est cocartésien. 

Remarque 2.2.2 

Si on a 
0 0 0 0 

f : B - A , f E HGk et si 

Ker f
0 = k

0
, l'homomorphisme f ~ A - B est un épimorphisme de Bk o En parti­

culier en vertu de 1.1.6 si A est noethérien f est surjectif (f 0 
est une 

"immersion fermée 11
). 

Proposition 2.2.3 

Soit r 0 ~ B
0 

- A
0 

un homomorphisme de groupes, c0 
son noyau. On a un 

isomorphisme 

ou aussi B@B::::B@C 
A k 
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Démonstration g 

L1isomorphisme 0 Bo 0 0 
u g B X - B X C 

Ao ko 

est donné par (x~y) p (x,yx= 1) 

de réciproque Bo Co 0 0 
V 0 X _, B X B 0 

ko Ao 

donnée par (:x:,z) ~ (x 1 zx) . 

Changement de corps. 

Soit K une extension de k. Comme le foncteur A~ AK de Hk dans 

défini en 1.3 commute aux sommes, son opposé, A
0 ~ A~ de H0 

dans H0 commute 
k K 

aux produits 9 donc induit un foncteur de BGk dans HGK O De plus, ce foncteur 

commute aux produits fibrés, donc à la formation des noyaux. 

2.4 Hensélisati.on et c0mplétion 0 

2,.4,. 1 Le foncteur F ; Sch/k-> H~ défini en 1o4 .. 1 commute aux produits, donc 

induit un foncteur noté encore F g Grk - HGk où Grk est la catégorie des 

k=schémas en groupes 0 En vertu de 1 0 4 0 2 , F commute à la form8'.tion .des noyaux:0 

Remarque 2,.4.2 

Si G est un k=schéma en groupes et G0 
sa composante neutre ([P] II 

au 

cas des groupes connexes. L1 étude de F est P objet de la partie II 0 

De même, le foncteur 

défini en 1.4,.3 commute aux produits~ donc transforme groupes en groupes,. 

On a donc un foncteur 

où. HGN est la catégorie des groupes henséliens (IUF) et FG la catégorie des 



groupes formels. 

Groupe réduit. 

Soit k ur- corps parfait et un ~groupe hensélien. Alors 

est ca..11.oniq_uement muni dVune structure de groupe hensélien de façon q_ue 

(A d)
0 

- A 
O 

soit un homomorphisme de groupes hensélienso re 

930 

A red 

En effet, comme k est parfait, A d 0A d est réduit (EGA IV 4.601 et 
,., re k re "' 

4. 6" 5 ) donc aussi A d 0 A d • On a m~me A d 0 A d ~ 
re k re re k re 

(A® A) d e 
k re 

Il est clair alors que L induit 

bred g A - A 0 A _ red red k red 

et de m~me , o- induit cr gA -A • 
red red red 

Le groupe hensélien obtenu (Ared'bred'~"ed) s'appelle le groupe réduit 

§3 Propriétés ~ groupes hensélienso 

Théorème 3. 1 o 1 

Soit (A9 t,.9 o-) un k=groupe hensélie::10 Si A est noethérien, A est (HPF) 

suœ k • 

Démonstration g 

Rn vertu d.e 1.2.3, il suffit de prouver q_ue Ker µ est un idéal de type 

"" 
(µ est la flèche canon:i.qu.e A 0 A - A) ce qui va se. faire par 11transla-

k 
tion' 1

• On a Ul'l isomorphisme canonique 

1---+ 
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de réciproque 
0 0 0 0 

A xA -A xA 

(z9y) ~ (zy=1,y) ~ 

De plus on a le diagramme commutatif 

0 

(e,x) A
0 

X A
0 u Ao 0 
~ XA 

1 I:x1/ (x,x) 

X 

où e désigne la section unité 0 " e g k .... A~ et ô le morphisme di.agonal 0 

On en dédi;:::.t9 dans H U".l isomorphisme u 9 avec le diagramme commutatif 

A 

où v est obtenu par hensélisation à partir de '\) 
0 

Pour voir que Kerµ est de type fini, il suffit donc de le voir pour Ker v. 

Or 9 Ker V ·- mA @A et A est 
0 

noethérien, donc Ker V 
0 

est de type finio 

Mais comme Ker 'J est enge:'.1.d:ré dans A@A par Ker '\) 9 il en est de 
k 

0 

même d.e Ker v o 

Proposition 3o2o1 

Soit (A1 /19 a-) u..n k=groupe hensélien 0 Alors 11 /1 g A .... A 0 A est fidèlement 
k 

Démo!lstration g 

r, 

Dans EC 9 œ1 a le diagramme commutatif 



95., 

0 

A
o o u o o 

xA -=-?' A xA 

où ~ est la loi de groupe, p
1 

la prem:Lère projection et 
0 

u le morphisme 

(x 9 y) ~ (xy~y) o u0 est un isomorphisme, de réc:iproq_ue 

0 
V 

Dans H ,; ceH:ü se t:raduit par le diagramme C'.)mmutati.f 

A@ A 
k 

est la :flèche ind:u5.te par 

u 
4=-,=- A 0 A 

~ î i1 

A 

i. (a) = a©1 o Comme 
1 

k est un corps, i
1 

est 

plat, et comme est u..r1 isomorphisme 9 D. :::: U O i. 
1 

est plat~ donc fidèlement 

plat puisque b. est local 0 

Soit (A9 b,,, 1S) u..-r:. k=gr:m.pe henséli.ent f, un idéal premier mi.nimal de A , 

'F,0 
-· ri'1 (~) 9 C Palgèbre déf~:::.:i.e par le carré cocartésien g 

A 0 A 
k 

a 
0 
~ 

Alors a o /J. g A - C est :f:id.è1eme~.t plato 

Démonstration i 

C 

a. est plat, donc a au.ssi 9 et donc a o t, est plat (302. 1 ). 
0 

Soit m ::::, Ker t;A 9 il suffit donc de trouver dJ E: spec C tel q_ue 

( a o ti.) = 1 (~) =: m • 



0 
Soit u 

0 0 0 
A -A XA 
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défini par x 1-> (x,x= 1 ) o Si et sont les 

· t· a .A
0 

xA
0 

proJec :ions .e sur A
0 

, on a 
0 0 0 

p
1 

o u = Id , p o u = cr o Dans 
Ao 2 

H, on a donc u A 0 A _, A avec 
k 

uo.i=Id ,uci
2

=cr 1 u=µo(1®cr) o 
1 A 

0 0 0 
·it ; A xA _, A 

0 
est la loi de composition, 1t ou = e , sec-

tion unité~ do:1c, dans H, uo !:,. = EA o 

Soit alors q = u = 1 (,p,) 

Comme U O !:,. = E: on a 

Comme uoi = IdA on a 
1 

Comme u o i2 - cr on a 

Il existe alors ~I E spec C 

1 E spec A 0 A o 

k 

_ m = t."'"1 (q) • 

i~
1 

(~) = f, 0 

i;1 (~) = f. 
tel (lue cc-1 

(~') = ~ et donc (a o !:,.f1 
(~') = m • 

Proposition 3.2.3 

Soit (A9 t:,., cr) un k-groupe hensélieno On suppose A intègre 9 soit 

K = Fr(A) • 

Soit C l'algèbre défi:1ie comme en 30 2.2 par le carré cocartésien 

De serte q_ue 

A ®A 
k 

(X 
0 

----+ K®K 
k 

a t:, est fidèlement plato Soit 
0 

et o-K g K - K 1 1 homomorphisme induit par 

µK ~ K® K- K la multiplication 
k 

cr}--On pose uK = µK o ( 1 ®crK} o 

Soit 1 K = Ker uK • On a 1 K E spec K ~ K • Alors 1 le localisé C~K est fidè­

lement plat sur A. 

Démonstration: 

Reprenant les notati0:1s de 3.2o2 , œ1 a 1 = Ker u (car ..P, = (o)) • Il 

est clair alors que ~~ 1 (~) = a: 1 
(~K) , et donc il existe ~' E: spec C tel (lUe 

o:=
1 

(~ 1
) = ~ 1 ~-

1 (f) =1 K • Mais alors, 11 E: spec C et 4 1 est au-dessus 
~K 

de m par a .o !:,. , donc est fidèlement plat sur A. 
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Notons q_u2on a un résultat analogue pour les groupes algébriques : si G 

est un groupe algébrique sur k , lisse et co:nn.exe et si B = 8' G,e 
et 

F = Fr(B) on a un homomorphisme u ~ F Q9 F - F , u = µo( 1 ®itr) et si 
k 

~ - Ker u , on a une fa.ctorisation t:,. ~ J3 - (F ~ F )ù'I " 

3o3 Théorèmes de structure. 

Théorème 3,.3.1 

Soit (A9 b., u-) u .. '1. k=groupe hensélien. Alors 9 spec A est irréductj_ble. 

Si A est noethérien, A est de Cohen=Macaulay. 

Démonstration g 

1) En vertu de 2,.3, quitte à faire un changement de corps k - k , on 

peut supposer k parfait. En effet, i : A - A est fidèlement plat, donc~ s:: 

A est irréductible, A Pest aussiQ 

2) En vertu de 2 o 5 , quitte à renrplacer A par 

3) So:it; f mi :i.d.éal prem:ïJ,r minimal de A 9 f = o:-1 Cf) • Ccmme A est 

rédu:i.tJJ lui est isomcr:pl'.ie. Soit aJc:ra C 

est 

f5dèlement plat. Si on. prouve que C est normal, C~ sera in.tèg:1'.'e 9 donc A 

4) Co:nsidéroLs le diagramme cocartésien 

Comme ~o est ind~étale, il en est de même d.e ~ et en vertu de [.R] 

VII §2 PropG 2 9 i.l suffit de voü que K® K est nc:rma..l0 

k 



5) Ecrivons K = lim K. où K. est une sous-extension de type f:ini. sur 
-==/> 1 1 

k o Comme k est parfait 9 k _., K. est séparable et donc (EGA IV 6 .. 7 o4o1) 
1 

K.® K est régulier, donc normalo Mais alors, comme 
i k 

K. 0 K _., K ® K 
1 

k k 
est plat, 

il résulte de (EGA IV 5013.6) que K ® K = lim K. ® K est normal. 
k --+ 1 k 

6) 1vassertion sur Cohen-Macaulay résulte alors de EGA IV 60305 

Théorème 3. 3., 2 

Soit (A9 t,<S) un k-groupe hensélien. On suppose A noethérien et 

réduit et k parfait 0 Alors A est régulier 0 

Démonstration g 

D'après 3.1 .. 1, A est (HPF) 9 donc A®A aussi (1.2.2 iv) donc noethérien .. 
k 

D1 après 3.3 .. 1 , A est intègre, soit K son corps de fractions. 

Reprenons les notations de 3.2.2 et soit cJJ € spec C au~dessus de m o 

Comme A _., C 
1 

est fidèlement plat, il su.ffH de voir que C"J est régulier 
,.. 

(EGA IV 6,,5.,1). Comme A ®A est noethérien, C qui en est un localisé est 
k 

noethérien, dm10 aussi 0 

plat,~ est plat, et donc 

est noethérien. 

Soit 

~ g ( K ® K) ➔ C,n 
k r ·1 

r € spec K&l K .. C0mme 
k 

est fidèlement plat et 

Ecrivons K = 1im K. avec K
1
. de type f:ini sur k • Comme k est 

~ l 

parfaH 9 k - K4 est séparable et donc K ® K. est régulier (EGA IV 6., 7 o4o 1). 
k 1 

Si r. est Pimage réciproque de r dans K ® K. , (K ®K.) est régulier. 
1 k 1 k 1 ri 

, en a aussi (K ® K) = lim (K 0 K.) 
k r ---1>' k l ri 

Comme K 0 K = lim K 0 K. 
k ~ k 1 

et il 

résulte de EGA IV 5013 .. 7 que (K® K) est réguliero Maisj ~ 
k r o 

est i.nd=étale, 

donc ~ au,ss:: et donc les hensélisés de (K 0 K) et de C,tt 
k r ~, 

sont isomorpheso 

Il en résulte que Cd/ est régulier ([R] VIII §4 Th 0 3) o 
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Soit k un corps, A E Hk. Les conditions suivantes sont équivalentes 

1) A est géométriquement réduite., 

2) Si k est une clôture parfaite de k, la k-algèbre Ak (103) 

est réduite. 

3) Il existe une extension parfaite K de k telle que AK soit 

réduite. 

Démonstration: 

Comme k - k est algébrique, Ak == A 0 k ( 1 .3.2) et l'équivalence de 1) 
k 

et 2) résulte de EGA IV 496.10 Le fait que 1) ==9 3) résulte de [R] Ch. VIII 

Th. 3. Erûin, prouvons 3) > 2)0 On a une factorisation~ k _,, k - K et donc 

est réduit 0 

Définition 3.,3,.4 

Soit (A1 b,o-) un k=groupe hensélien. On dit que (A,b,o-) est lisse sur 

k si et seulement si A est noethérien et vérifie les conditions équivalentes 

Remarques 3 .. 3o5 

1) Il résulte de 3o3o2 et de EGA 0.17.3.3 que si (A,b,o-) est lisse, A 

est régulier .. 

2) Si G est un k=groupe algébrique, on a 1 1 équivalence ([DG] II 5.2.1) 

G lisse sur k < > F(G) lisse sur k 

ce qui justifie la définition 3.3o4. 

3) Si k n'est pas parfait, il se peut que A soit réduit sans que 

(A, b., o-) soit lisse (cf. [DG J , on prend pour A l'hensélisé à l'origine de 

k[X, Y]/Xp - rcYP avec rc E k , À f. kp) .. 



Corollaire 3.3.6 

Soit (A, b., <17 u..n k=groupe hensélien lisse. Alors 9 si n = dim A , le 

degré de transcendance de K = Fr(A) sur k est n et A est isomorphe à 

k/T , ... ,T} := {s E k[[T
1

,ooo,T ]] 1 S algébrique sur k(T
1 

.... Tn)}. 
1 n n _ 

Démonstration: 

L'assertion sur le degré de transcendance résulte de EGA IV 5.,2.1 et d.e 

Soit m = Ker EA • On a m = ( t 9 ••• 9 t ) où 
1 n 

t + est une suite 1Y•••Y"n 
,. 

régulière ( 3. 3. 5 1 ) L donc on a A ~ k([ t 9 • u , t ] ] 
1 n 

et t ~ ••• ,t est une 
1 n 

base de transcendance de K sur k • Soit B = k[t ••• t ,](·t t) 
1 n • • • 1 :n 

B est normal et B cA. On a donc les inclusions 

BcAcB=A. 

Comme B est excellent:, ses fibres formelles sont géométriquement normales, 

donc B est algébriquement fermé da.YJs B • Or, K est algébrique sur B 9 

donc sur B, et donc Ac Bo 
,,. 

On a donc A= B = k{t , ••• ,t}. 
1 n 

Proposition 3.3.7 (cartier) 

Si k est un corps de ca.ractérfatiq_ue zéro et (A, Il~({$") un k-gr-:iu.:pe 

hensélien avec A noethérien alors 9 (A 9 b., ~) est; lisse sur k ., 

Démonstration: 

On utilise le foncteur qui transforme g.roup8 hensélien en groupe 

formel et la p:roposi tion :résulte alors du théorème de Cartier formel (cf., [ O]). 

Proposition 3o3a8 

o o _,, Ao Soit f g B un homomorphisme de k-groupes henséliens. On suppose 

A 
O 

et B
0 

lisses sur k et f injectif. Soient K et L les corps d_e 

fractiœ1s de A et B 1 de so:rte que f induit f ~ K _,. L • On suppose quE: 



L est une extension algébrique séparable de Ko 

0 
Alors 9 f est un isomorphisme. 

Démonstration g 

10L 

En vertu de 2.2.2, il suffit de prouver que c0 = Ker f
0 

est réduit à 

l'élément neutre. Soit mA Pidéal maximal d.e A , on a C = B/mAB • D'après 

2.2o3, on a un isomorphisme g 

B®B~B®C .. 
A k 

Mais B®B 
A 

si injecte dans L ® L = L ® 1 
A K 

séparable, B®B est donc réduit et aussi 
A 

qui est réduit puisque K- L est 

B ®B. Mais C est inclus dans 

A "' 
B®C ' 

et comme la flèche canonique B ® C ...,. B ® C = B ® B est injective 
k k k A 

(1..1.5), il en résulte que C est réduit, donc intègre (3.3.1) et il suffit 

alors de prouver que M = F:r(c) est algébrique sur k 0 

Notons que (B ® c) est normal (EGA IV 6.6.1) de sorte que 
k n 

est intègre. comme L est algébrique sur K, N = Fr(B ~ B) 
A 

est algébrique sur L et, par l'isomorphisme B ® B ::. B ® C , il en résulte 
A k 

que M est algébrique sur k • 
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II = ETUDE DU FONCTEUR D1H ENS ELIS AT ION 



§1 Hensélisation tl isogénies étales. 

1.1 Pour étudier le foncteur F: Crk -<>HGk défini en I 2o4o1, nous avons 

vu q_u'il était loisible de se restreindre aux groupes connexes. 

De plus, nous nous limiterons au cas des groupes algébriq_ues sur k. 

Nous considérerons donc le foncteur 

où A<Wk est la catégorie des groupes algébriq_ues connexes 0 

Cependant, la proposition q_ui suit va nous amener à modifier encore la caté­

gorie de départ, mal adaptée à l'étude de F, en ce sens q_ue deux groupes algé­

briq_ues con._nexes non isomorphes peuvent avoir le mÉ3me hensélisé. 

Soient G9 H deux groupes algébr:i.q_ues connexes, f ~ G-<> H un homomorphisme, 

f ~ F(G) ➔ F(H) le morphisme déduit de f par hensélisation. Les propriétés 

suivantes sont éq_uivalentes g 

1) f est une isogénie étale (i.e. f est un épimorphisme fppf et Ker f 

est un groupe étale sur k) (cf. [DG] III) .. 

2) f est ux1 épimorphisme fppf et est étale. 

3) f est u..,.~ isomorphismeo 

Démonstration g 

1 1 éq_uivalence de 1) et 2) résulte de l'isomorphisme 

G X G 
H 

~ G X Ker f 
k 

J.VIontrons 2) ==:> 3). Posons A = JYH ,e 
B = (! • Comme f est fp:pf , 

G9 e 

* * f A ➔ B est injectif. Comme f est étale, f est locale-étale et donc 

"'* 
f A ➔ B est un isomorphisme ([R] VIII Prop. 2 et Th. 1). 

3) ~ 1 ). comme est injectifj il en est de même de * f 
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et donc f est plat, donc fidèlement plat puisq_ue G et H sont connexeso 

~ 
D'autre part, on a (204.1) Ker f = F(Ker f) o Donc F(Ker f) = k0

• Il en résulte 

que si N = Ker f, on a <!J. ~ k, donc que N est fini étale ([DG] II 5.1.4). 
N ,e 

1.2 Localisation dans rn catégorieo 

Proposition 1 o2.1 

Soit 1 une catégorie 9 ':J c Ft(\:) un ensemble de flèches stable par compo­

sition. Il existe une catégorie ~ et un foncteur L ~ 1 ➔ 9) fidèle et essen= 

tie1lement surjectif tel q_ue 'v f € !1 L(f) est inversible dans ~. De plus, le 

couple (i',L) est universel pour cette situation. 

Démonstration g 

On preè'.ld Ob(~) = Ob(I) et pour flèches, celles engendrées par les flèches 

de I et les inverses des éléments de !j : soient A,B € Ob(I) , une flèche 

f g A ➔ B , f E Ft (,>) 

A = B et, pour tout 
n 

sera la donnée d'objets A ,ooo,A 
. o n 

de 'e avec 

i, soit d 11une flèche f. ~A.-A.
1 

,f. €'.'.F,e(t}, soit 
l l l+ l 

dWun élément de :1 , g. ~ A. ➔ A .• Pour q_ue Pécriture de f 
J. l+ 1 l 

soit unique, on 

imposera de pl,.1s 

1) que Pon ait alternativement des flèches de· type f. 
l 

et de type 

2) que les éléments dt➔ j cwsidérés ne soient pas inversibles dans S . 

f et la composition des 

flèches est évidente :pu.isq_ue ~ est stable par ·composition. 

Enfin, la propriété universelle est claire., 

Définit:Lon 1.2o2 

sous les hypothèses de 1 .2,.1 , on dit que ,:) est la catégorie localisée de 
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Définition 1.2.3 

On appelle catégorie des groupes algébriques sur k, connexes, à isogénies 

étales p:rès 1 la catégorie. (1,k , localisée de AGC'k p:ar l'ensemble j des iso­

génies étales (1.2.2) 0 On désigne encore par F le foncteur obtenu par localisa-

Sous les hypothèses de 1 .2. 1 si i et C.J vérifient la :propriété suivante 

(p) Pour tout d:iagramme dans _ i du type 

A 1 B' 

A B C 

il e.xiste A1
' E Ob(I) y f Fi (f) j) w E tJ tels que le diagramme ci=dessous 

soit commutatif 

Alors toute flèche de ID est de la forme g- 1 of avec g E tj. 

De plus, la catégorie AGCk et 1 1 ensemble ~ des isogénies étales vérifient (P). 

Démon.strat:1.on g 

La première assertion est immédiate par récurrence, Pour prouver la seconde 

il suffit de prendre pour Arn la composante neutre d.e Ai x B1 , w étant étale 
B 

puisque v Pest. On en déduit évid.emment que les flèches de a.k sont du type 

ci=dessus. 



§2 La plein§_ f idél -i té d.u foncteur F o 

Proposition 2o1o1 

Le foncteur F ~ - BGk est fidèle 0 

Démonstration g 

Il suffit de voir que F: AGCk-HGk l'est 0 Soient G,H E AQCk 

deux homomorphismes tels qu:e 

B = O , on a le diagramme commutatif 
G~e 

A 

i J 
A 

* Or j est injective donc f = 

* f 
----,,. 
~ g 

"'* f 
~ 

g 

* g 0 

B 

! j 
B 

On a alors le diagramme suivant commutatif ; 

f 
G --+ H ----+ 

î 
g 

î ,e 

* specf 
s:pec B ~ spec 

* spec g 
A o 

Posons A = 0 H,e 

Mais, comme G est cœ1:r..e:x:e, ,e est schématiquement dominant ([P] I 1o10 et 

Pleine fidélité ( énoncé du théorème) o 

Théorème 2o2o1 

Le foncteur F ~ G.k - HGk est pleinement fidèle 0 

De façon plus précise, on a~ 



Proposition 2.2~2 

Soient G"H deux groupes algébriq_ues sur k, connexes~ F(G) et F(H) 

leurs hensélisés et f
0 

: F(G) -➔ F(H) un homomorphisme d.e gro 1,:pes hens~Hie:.::s .• 

Il existe alors un groupe algébriq_ue connexe L, une isogénie étale 

u : L ➔ G et un homomorphisme de groupes a~ L...., H, rendant commutatif le 

diagramme 

F(L) 
F(u)i 

F(G) 

où F(u) est un isomorphisme d I après 1,, 1o 1,, 

Bien s-tîr, avec la définition de ~, 2o2~2 entraîne 2 .. 2e1~ 

Nous prouverons d 1 abord 2,,2.2 sous les hypothèses supplémenta:i.res suivantes 

k est parfait; G est lisse sur k. 

La démonstration, sous ces hypothèses, occupe les numéros 2 Q 3 et 2 .4 • 

Le cas général sera traité au §40 

Dans 2,, 3 nous définissons une notion de groupe local (analogue avY: groupes 

ratioll!l.els de [P] III DéL 1) et nous montrons q_ue sous des hypotb.èses d.e fi.n:'..=• 

tude 9 elle éq_uivaut à la notion de groupe algébrique conr1exeo C1 est là u.::-~ 

théorème dû à André Weil g_ui dit essentiellement qu çuYJ groupe est cœ1:r1u dès q·c:.; o:'.°'. 

connaît l'anneau local en un point, quRil soit générique (groupe ratiœmel), œ. 

fermé (groupe local). 

On utilise dans ce numéro 1 1 exposé de SGA 3 w0 XVIII de M • .Artin s1À.:r ce thé~,rsrm:, 

de Weil., 

Dans 2 o 4 le théorème de Weil permet de constri.,'.i:re le groupe L à partir de 

f et des anneaux locaux" 

Cette cor~struction est dans une large mesure indépendante des hypothèses d.e 

lissité de G et de perfection de k. 



Groupes locaux. 

Soit k un corps, Lk la catégorie suivante g un objet de Lk est une 

fil-algèbre DA: k -A locale, à extension résiduelle triviale. Une flèche de 

Lk est un homomorphisme de k-algèbres, local. 

Les notations sont les mêmes qu'en I 1.1, ainsi, mA est l'idéal maximal de 

A ' E 
1\. 

l'homomorphisme canonique A - A/mA ~ k • 

mans la catégorie Lk ' (A 0 A) est une somme de l'objet A avec lui-
k nA 

,.. 
(nA est le noyau de (r 1.1.3)) et k est objet initial et final9 meme µo 

On a comme en 1.4 un foncteur !'F' de Sch
0
/k dans L~ commutant aux pr0= 

duits fibrés : 41(x,x) == (0'x,) 0 
• 

Définition 2.3.2 

On appelle k=groupe local, un groupe dans la catégorie L~ opposée à Lk. 

Comme en I 2.1.3,, cette définition équivaut à la suivante g 

Définition 2.3o3 

Un groupe local sur k consiste en les données suivantes g 

1 ) Un objet A € l,k • 

2) Un morphisme !::.A A - (A 0 A) ' t:,.A € Lie et un morphisme cr-A n 
k · A 

o-A € Lk astreints aux axiomes habituels (cf. I 2.1.3) 

a) (t:,.A 0 A) o t:,.A = (A 0 t:,.A) o t:,.A 

b) (EA 0 A) o t:,.A == id (A 0 t:A) o AA ·- idA A 

c) µA 0 ( c:rA 0 A) o t:,.A = DA o EA 

µA o (A 0 Oj_) o t:,.A = rJA o '€A • 

Un homomorphisme de groupes locaux (A, t:,A, <SA) ; (B, t:,.B, crB) , consiste en la 

donnée d'un homomorphisme local f : A - B commutant à t:,., i.e. 
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On note LGk la catégorie des k-groupes locaux et le foncteur ~ induit 

un foncteur noté encore 'F 1 Grk - LGk .• 

Remarque 2 .. 3.5 

Notons d 1 ailleurs q_ue le foncteur F ~: a:rk _,, BGk se factorise par LGk par 

construction même ~ 

et il résulte alors des théorèmes vus en L, 3 des propriétés analogues pour les 

groupes locaux. En particulier, si (A,t.,o-) est un groupe local, A est irré­

ductible ( puisq_ue A Pest : L 3. 3., 1) et sans composantes immergées (A est de 

Cohen-Macaulay) si A est noethérien (I loco cit.) 0 

Le foncteur 'T est. une éq_u:ivalence de catégories entre la catégorie AQOk 

des groupes algébriques co:rme:x:es sur k et la. sous=catégorie de LGk des 

groupes locaux de type fini (:i 0 e 0 tels que leur algèbre A soit essentiellement 

de type fini sur k)., 

Démonstration g 

On utilise les résultats et les notations de SGA Exp 0 XVIII., 

1 ) Pleine fidélité de .'F o 

La fidélité est claire et résulte par exemple de 2.1.1. La pleine fidélité 

résulte aussit8t de SGA Exp. XVIII Propo 2,.3 • 

2) Surjectivité de .'.F. 

Soit un k=groupe local. On peut écrire A= (A) avec o m 

type fini sur k j m un idéal premier de A • On peut supposer de plus A 
0 0 

irréductible et sans composantes immergées (2.3. 5t Posons X = spec A
0 

• 

de 



Il e:x::,ste un ouvert affine standard U 9 

induise TUl homomorphisme 

U = (X X X) de X X X tel que !l 
- k s 

d.' où n g (x x x) - X ~ on note 
k s 

n(x 9 y) = x.y o De plus, on peut supposer que <5 in.dui.t u g X _,, X o On note 

u(x) = :it 1 " Nous pouvons alors construire u_11 germe de groupe sur X au sens de 

SGA loco cit,. 3o1" Pour ceci scient n
1

,n
2 

g U _,, X définis par n
1

(x 9 y) = x- 1y, 

rc
2 

(x,y) = xy=l o 

Soient pij les projections de X x X x X sur X x X et 

=1 ( ) =1 ( 1 =1 ( ) V= p
12 

U Op
13 

U,()p
23 

U ,. 

Consi.dérons cp V_., X x X définie par 

et soit W le sous=schéma fermé de V image réciprcque par cp de la diagonale 

de X X X 

pour SE Sdi/k,. 

Alors 9 quitte à restreindxe X , (X9 W) est un germe de groupe (s.GA loc,. 

G e-:; une immersion cuvert8 i X - G schémat.iqueme,:c.t dense qu::. cannnute aux 

lois sur X. i:ndti.isez:'.l:; t>, et !(J"' su:r:' A ~ on a bien ,:' ( G) ,::: Ac ,. 

B =- (J 9 on désigne par A,B leurs henséU.sés, de 
G9 e 

sorte qu 1.on a un homomorph:i.sme f g A _,.. B qui commute à t:,, et C1" 0 

j g B - B les injections canoniques 0 

Soit U 't;;.ti. cuvert affine de H contenant e , U "" spec A avec A d.e 

type fin:i. sur k engendré :par A = A o m 



Posons h = foi c:e. = h(:x:.) • 
J. J. 

Soit C 
0 

la SOUS=k=algèbre de 

111. 

B engendrée par et soit 

C = (c
0

)m ... nc , CE Lk (2.3.1) et on a des homomorphismes locaux A J.:. c, 
. B o 
JO .., 

B --+ C , C __e. B • Nous allons définir sur C une structure de groupe local 

(2.3.2) de façon q_ue les homomorphismes A - C, B - C soient des homomo:t:"= 

phismes de groupes 0 Il faut définir Le ~ c - (c ® c) 
k ne 

en lui imposant donc de rendre commutatifs les diagrammes g 

LA 
A ~ (A® A) 

k nA 

lh@h 

(c ® c) 
k ne 

Considérons le diagramme cÎ=dessous: 

-C ® C 
k 

"' "' 
==-> (B ® B) 

/ k nË 

B®B 
k 

Comme p est injectif, il en est de mÉîme de p ® p • De plus d. i après I 1 o 1 • 5 , 

ceci impliq_ue q_ue ,e y est injectif., Mais, comme y est une localisation, ,e 
0 

est injectif. Soit alors c E C, c peut s'écrire 
d 

c = = avec ,e 
i 

d, ,e E C , donc de la forme L b. a- avec des mul ti=indices 
0 • J_e= 

:.L 

a == (o:
1 

.°"an) • Mais, on a par hypothèses les diagrammes commutatifs suivants 
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B 
l'.IB 

(B @B) ----? 

jJ ! nB N 

jo ®jo (4) 
t, ... 

B --24 B 0 B 

A 
l'.IA 

(A @A) ~ 

i l 
nA 

! i@i 
6"" 

A 
A 

A 0A (5) _..,. 

f l ! f®f h 0 h = (f 0 f) o (i 0 i) 
1:,,., 

B 
B 

B0B -
On a donc 

et donc, A,,.(d)E:(c0c). 
-:s k ne 

on pose alors 1:,
0

(d) = 6:i3(d) , et comme ,e est injectif, ceci définit bien 

1:,
0

: c...,, (c 0 c)n • 
k · C 

I,a commutativité des diagrammes ( 1) et (2) résulte alors de celle de (4) et (5)o 

On construit de m~me c- et c..c ac en posant g 

i::c (a:i) = ê.A (xi) 

o-c(ai) = '°Â.(xi) • 

Ce ciui a un sens en vertu de la commut.ativi té de d.iagrammes du type g 

A ~ C 

h 
A ~ C 

Il reste à vérifier ciue (c,1:,
0

,uC) est un gToupe local au sens de (2.3.2), mais 

ceci résulte immédiatement du fait <J.Ue A et B sont des gToupes locaux (ou si 

,.. ~ 
on veut ciue A et B sont des groupes henséliens). 
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En vertu d.e 20306 on a a1ors un groupe algébr::Lqu.e sur k 9 soit L , connexe, 

tel que 0' = C et des homomorphismes de groupes u g L ...,. G et a : L ...,. H , 
L,e 

induisant j
0 

et h. 

Supposons désormais le ccrps k parfait et G 1:i.sse. 

Il en résulte ciue B est réduit, donc intègre 9 ce qui entraîne que B est 

réduit ( donc intègre par I 3. 3. 1). Vanneau C est donc intègre donc, comme k 

est parfait 9 L est lisse et connexe. Comme est i.njectif, u ~ L ...,. G 

est plat, et, comme G est ccr..nexe 9 fidèlement plat. Il faut prouver que u est 

étale, donc net. Pour ceci, il suffit de voir que Pe:x:t;ension Fr(C"G ) ...,. Fr(0'
1 

) 
,e ,e 

est algébrique séparable. Posons K = Fr(@' ) = F:r B , K9 = Fr(to/. ) = Fr(c) , 
G,e L,e 

= ~ ~ 
K = Fr(B) • On a K c K1 c K • Or en vertu de [R] ch. VIII Th. 3 1 - K-> K est 

algébrique séparable et donc K-> K1 aussi. 

Il en résulte alors 9 par u..'J.icité des facf;orisations par les hensélisés que 

F(a) = r 0 
o F(u) ce qui achève de prouver 2.2.2 " 

Remarques 2.4o1 

1) Dar1s la démonstration c:i.=dessus, la lissité de G et la perfection de 

k n ~ inteY1TiennerJ:; pas élans la construction de L ~ d.e u ou de a ? mais 

ser\Tent uniquement pour établir q_ue u .g L ..., G est u".le isogé:rde étale. 

2) Notons que L est. le meilleur possJ.ble au sens su:.va:rrt g 

Si on a U'J. groupe algébrique con:ne:x:e V avec deux :flèches u 9 g 1 1 _,. G 

et av g 1 8 .- H telles que ui soit une isogénie étale et que Pon ait 

F(a 1 ) :::c r 0 
o F(u 9 ) alors 9 or.. a une factorisation 

a' := a ov 

et v est un épimor:phisme 0 

Pour le voir 9 posons C v := (r. j on a le di.agramme 
1v9e 
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A 

A 
f 
~ 

On a donc B ½ C' , et de plus 1 comme f se factorise par C' , les 

114. 

a, = f o i(x,) sont dans C' • Il en résulte que C s'injecte dans C' et nue 
l 1 ':I. 

cette injection induit un épimorphisme de groupes v ~ L'-> L. 

3) On peut remarquer également que L est invariant par ex:tension algé­

brique de corps 1 i.e. si on a une extension k de k et si on pose G = G 0k, 
k 

H=H0k 
k 

alorsr le groupe 

autre que L 0 k • 
k 

En effet, C sera engendré 

de A=A0k sur k • 
k 

4) Enfin, dans la situation 

L 

par 

de 

construit par la méthode de 2.4 n'est 

B = B@k et par a.
1 

, o. o , O:n ' 
générateurs 

k 

2)' soient N = Ker u ' N' = Ker u' ; V 

induit un épimorphisme, noté encore v ~ N'-> N. Maisp comme u' est étale, 

N~ est étale, donc N aussi et donc u est une isogénie étale. 

Autrement dit, si le théorème est vrai, le groupe L que nous avons cons­

t;:ru.it en 2,.4 est convenable 9 i.e,, u ~ L - G est une isogénie étale. Malheureu= 

sement 9 nous ne savons pas prouver directement ce fait. Notons cependant qu'en 

vertu des remarques 3) et 4), il suffit de prouver le théorème pour un corps 

:parfait. En effet si k est une cl8tu.re parfaite de k , il résultera de 4) que 

u@k 
k 

est étale 9 donc aussi u par descente .. 
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§3 Algébrisation ~ groupes henséliens lisseso 

30 1 Enoncé sh!:. théorème et i...11.dications ~ la démonstrationo 

Théorème 3.1o1 

Soit (A, !),t (!") u.,.11. grcupe hensélien lisseo Il existe un k,-groupe algébrique 

G lisse et connexe tel q_ue A
0 

soit lihenséJ.isé de Go 

La d.émonstration de ce théorème occupe tout le §3 et avant d'entrer dans les 

détails techniq_ues, nous donnons ci=dessou.s de.s indications sur la méthode 

utiliséeo 

Scit K 
If 

le corps des fractions de A • On notera K ® K (resp. 
k 

V 1/ ) 
K®K®K le corps des fractions de A 0 A 9 (resp,, A ® A ® A) ,, 

k k k k k 
Pour construire G , on construit un groupe rat:immeJ. au sens de [P J III.. 

Le point essentiel pour construire ce groupe rationnel est de prouve:'.' que s::°i. 

L ~ {a E K j ta E K® K} 
k 

le degré d.e transcendance de L est le m~me que celui de K O (En fait, pm:tr d.es 

rais'.)ns techniques, on est même obligé de regard.er Pimage d.e a par ( 1 ©t) o b, 

=·o 2 9 dans K ® K 0 K) o Pour. :prouver 1 t assertion sur. le d.egré d.e t:ranscendance, 
k k 

on :part d.,9 a E A transcendanto Alors, ta est dans le corps d.e,s fractions de 

A ® A ,; a.one algéb:r1que sur 
k 

V 
K 0 K g on a une équation 

k 

a. E A 0 A 
J. 

k 

Si on a ppli g_ue 1 ® ti et b ® 1 à ( 1 ) ~ tenant compte de ce queJ 

:= u on a g 

,., 
n -

1 ®b.(a ) 1;1 +o o o+ 1 ®t.(a ) ·- 0 n 0 

b.®1 (a ) n 
t©1 (a ) u +. 0 .+ - 0 n 0 



et on montre alors q_ue ces équations sont proportio:n.c""l.elles~ donc 

On appliq_ue alorc 1 ® 1 Qs) i=.: à (4)0 En vertu des axiomes des groupes henséliens, 

on trouve 

"' 
où a.! = 1 ® da.) o 

J. J. 

Donc (si a~ t o) 
J 

A(a!)a. = li.(a~)a. 
J. J J l. 

o:n a. 

a! a. 
A(2) J. V 

=- E K®K 
a'. a. 

k J J 

Mais on a aussi en appliq_u.ant 1©z à ( 1 ) 

n ~ -a 1 a + ••• + a - 0. n o 
a! 

a! 
J. 

ioeo a! E L 0 

J 

J., 
Donc les = aR ne sont pas tous algébriq_ues et le degré de transcendance de 

j 
est au mains égal à 1. 

On montre de manière tout à fait analogue q_ue ce degré est le même que 

celui de K ., 

Notations 3 ■ 1o2 

L 

0 
A étant un groupe lisse 9 A est de la forme k{T p. qT } 9 henséUsé à 

1 n 

P origine de k[ T 9 ••• 9 T ] • on note 
1 n N 

A® A® A = k{2Ç~:!,~} • On pose lf9
m 

k k 

et on a aussi A ®A== k{!~I} 9 

k 
= A ® """ ® A et de même 

~ 
m 

A®m :c.: A ® .°" ® A 

.... ~ 
A®m = k{T 9 ooo 9 T 1 o On considère les flèches suivantes 

-1 =m · 

m "' 

<p A ®A - A®3 définie par 
k 

"" "' 
tp - ( 1 ©li.) 0 t:, = (ti.®1) 0 li. 

lf93 - AfS?J 5 d.éf:.1.nie par 

,., ,., 

rp 1 - ®rp®1 
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,,, 

<I> 
ô if93 ➔ /l95 définie par ô 

,,, ,., 

tli == A 0 1 0A 
..,, ,., 

7 ô A03 
➔ 

A05 définie par ,,: 1 ô 

j1 = 1 0 Id 0 1 
,., 

j2 
A02 ..... A05 définie par 

,., ,., ,., 

j2 = Id 0 1 01 01 
,,, 

j3 
A02 ...,. A05 définie par 

"' 
,,, 

j3 = 1 01 01 @ Id 
,., 

"' 
p ô A@5 

➔ A03 définie par ô 

q 

q=E:01010101::0 

On appelle B la sous-k-algèbre de {l!:J5 engendrée par les images d.e j
1 

, j
2 

,, j
3

o 

En termes de séries formelles algébriques, B est la sous-algèbre de 

k{~wJ,~9_!\~r} 
- ,.. 

mal de A®5 et si n = m n B ~ on pose 

Lemmes pTéliminaires. 

C = B e n 

On a les formules suivantes (notations de 3.1.2) 

1 ) cp Oq>=<!>O<p 
1 

2) .Po cp
1 

= Id ,,, 'I p o tli == Id 03 l~3 A 

3) q O tli - Id"' 
A03 

q O cp
1 

== C: 0 <p @ E 0 
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Démonstration g 

On établit ces formules dans H.
0 

et même grâce à Yoneda dans la catégorie 

des foncteurs de H0 dans Ens o On a alors les flèches g 

0 
cp 

(A 0)5 

~ xyz 

et 1) résulte de P égalité x(yzt )u = (xy )z( tu) 

0 
p 

(x,y,z) ~ (x,1,y,1,z) 

2) résulte alors de ( 1Y1) = y et (x1) = x 

0 q_ (Ao)3 

(x:~y,z) 

3) résulte de 1x = x, z1 - z et de 

Lemme 3 .. 2 .. 2 

L1aru1eau. C est noe·thérien et factoriel (notation de 3o 10 .2). 

Démonstration g 

Il suffit de prouver que son hensélisé C est isomorphe à i595 ([R]). 

4, ® 5 1 1 • . t. . . t h .,,.,1,,. 1 l Nouons tg C 4A inJec 1On canoniq~e, qui es un omomorl:".isme oca. Nous 

allons montrer q_ue t g C 4 ig; 5 vérifie la propriété universelle de l 1henséli-

sation. 

Soit H un arm.eau local hensélien et v g C - H u._n homomorphisme local$ 

Soit de sorte q_ue 
,., ®5 
S == A 
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Remarquons que Sc C et soit j g S - C l'injection canoniqueo On a le 

diagramme suivant g 

S t2+ C 
V 
~ H 

Comme ii95 = S , il existe w uniq_ue tel que w o i = v o j , donc 

w o .,e ê j = v o j o Il suffit alors de prouver que v = w o .,e o Montrons qu'ils 

coïncident sur j (A@ 3) ., Pour ceci, soit 
1 "' 

d'J l'idéal de A@3 , trace sur li) 3 

d.e Pidéal maximal de l 93 et posons R = A&J 3 , de sorte que 
~ 

On a le diagramme commutatif i 

i 
R ~ s 

i91 li 
"' j1 i = ii93 

,,, 
~ s où i = j1 IR 1 

C 

,.. 
Comme Im j 

1 
c C ~ on a u.ne factorisation j 

1 
= ,e o k

1 
o Comme R est l 'hensé-

lisé de Ri il existe w0 un:iquEl w' R-H tel que 

DI autre part, k o i' = j o i , donc 
· 1 1 

Autrement di t 9 w o ,e et v co!ncident sur l'image d.e k 
1 

w& 0 p = V O j O i • 
1 

donc w' = V O k 
1 

donc de j1 • 

on montre de même qu 9 i1s c:o'.i.'.ncident sur les images de j2 et j3 , et 

~ 

comme C efft engendré par les images de J. J. J. on a w o n - v 1'2'3' A,-• cqfd" 

Soit <p g A -A' un homomorphisme d'anneaux, fidèlement plat. Soit K 

l 1 anneau total des fractions de A (respo A') o Comme <p est plat, 
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il induit q, g K - K' • Alors, si a' € A' 0 ;(K) , a' € cp(A) o 

Démonstration g 
i1 

Comme la sui te A ~ A' ~ A' 0 A' est exacte, il suffit de voir que 

i2 A 

i (a 1 ) = a'I ® 1 = i (a') = 1 
1 2 

0 a' . Remarquons que si s est régulier dans A, 

q,(s) l'est dans A' 

Comme 

et i
1 

o q,(s) = i
2 

o q,(s) l'est dans .A' ® .A' 

, on a a' = ~ a, s € A , s régulie! 0 q,(s} 

On a donc q,(s)a' = cp(a) et dans A' ®A' 
A 

i
1 

o q,(s) i
1 

(a•) = i
1 

o q,(a) 

i
2 

o q,(s) i
2 

(a 1 ) = i
2 

o q,(a) 

par platitude. 

et donc i oq,(s) [i (a 1 )-i (a 1 )] =0, mais comme i
1

ocp(s) est régulier, 
1 1 2 

i
1

(a 11) = i
2

(a 11). 

Remarque 3.2.4 

Soit f g X - S un morphisme de schémas, x € X , s :=• f (x) 0 On suppose f 

plat en x. Soit a une fonction rationnelle sur S. Il résulte d.e 3.2 0 3 que 

* si f (a) est définie en x, a est définie en s. 

Lemme 3.2.5 

Avec les notations de 3.1 .2 , on a 

( ) 
'J V 

pC cK®K®K,. 
k k 

Démonstration g 

Il suffit de voir que p(B) c K ® K 0 K • Soit b E B ~ on peut écrire 
k k 

b(!,1,1,!,Q) = ~ b1(I,~,!) b2(!,I) b3(~9Q). 
N N 

(3,. 1.2) Or, p est Phomomorphisme de A®5 dans li!)3 q,ui envoie Y et T 

sur O, et donc 

p(b) = ~ b1(o,~,o) b2(!,0) b3(0,Q) 

et p(b) € A 0 A 0 Ac K ~ K ® K 
k k k k 
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Conservation du degré de transcendance. 

Proposition 3.,3.1 

Avec les notations d.e 3., 1.2 , soit a E A , a -/. O , a = qi(a) E A'593 , et 

soit une équation algébrique minimale: 

m 
a a + ••• + a = 0 m o a /: 0 

m 

'li V 
de a: sur le corps K ® K 0 K , avec 

k k 
a. E A 0 A 0 A • Alors, pour tout 

1 
k k 

i = 0, .... 9 ID= 1 , on a 

Démonstration: 

a. 
1 

E cp(K) .. 
a 

m 

Appliquons qi
1 

et q; à (1), on obtient 

p(~) = cp1 (am)~m + ... + cp1 (ao) =0 (2) 

P1
(~) == q; (am)~m +u .. + q; (a

0
) =0 (3) .. 

De plus, par définition de cp 
1 

, q; et de l'anneau B ( 3. 2. 1 ) il est clair 

que cp
1

(ai) , q;(ai) ( B c C. Soit N = Fr(c). Nous allons prouver que (2) et 

(3) sont des équatio:n.s minimales de ~ sur N .. Pour ceci, supposons qu 1 il existe 

u...11e équation minimale g 

avec q < n et c. € C, c f O • 
1 . q 

Comme C est factoriel (3.2 .. 2), on peut supposer le pgcd des 

Comme on a P(~) = O et comme (.:j.) est minimale, on en déduit ~ 

c. égal à 1. 
l 

P(x) = Q(x) R(x) avec P,Q E c[x] , RE N[x] .. 

Comme C est factoriel, on a R(X) == '!:: R 1 (x) avec RI E c[x] ; 11,, µ E C ; 
µ 

11,,µ premiers entre eux et contenu (Ri)= 1 • 
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Alors, dans c[x] , on a g 

µ P(x) = À Q(x) R'(x). 

En vertu du lemme de Gauss, le contenu de QR1 est 1, donc µ divise À 

* et donc µ € C On a donc, en fait, avec un petit changement de notations g 

P(x) = Q(X) R(X) , R € c[x] O 

Appliq_uons a.lors p ~ l 95 - AQ?)3 (301.2)0 Comme pocp
1 

= id AQ?)3 (3.2.1), 

p(P) est un polynôme non nul de p(c)[x] , et on a 

p(P(x)) = a xm + ••• + a = p(Q(x)) p(R(x)) m o 

p(Q) est donc u...'Yl. polynôme non nul, de degré q_ < m et, comme Q(~) = O , 

• )'![ais1 comme 
V V 

p(c) c K® K0 K (3.2.5), ceci contredit le fait que 
k k 

est une équaticn minimale de 
V V 

a sur K ® K ® K • 
k k 

De la m/ljme façon, on prouve que (3) est mi.'Yl.imale. Il en résulte donc que 

(2) et (3) sont deux équations minimales de ~ sur N, donc sont proportion-

nelles, et on a 

Considérons alors q_ g iSsl 5 -
N <ji(a.) cp

1 
(a.) 

1 J. 
Posons xi = ~ =-= ~

1 
a ) • Comme 

m m 

®3 q o t1> ::::: Id A , on a q(x:J . l 

a. 
1 

a 
m 

Di au t;re part, si b € cp clf!> 3), comme 
1 

,., 

Considérons la flèche canonique fidèlement plate 

elle induit par localisation une flèche 

qui est fidèlement plate également. On peut donc appliquer 3.2.3. Il en résulte 

q_ue 
cp/ai) 

x - -- avec q o cp
1 

(~i) f O • 
i - cp/~i) 



Il en résulte alors que q(x.) 
J.. 

Proposition 3o3.2 

Avec les notations de 3.102, soit 

L == {a € K I cp(a) € K ~ K ® K} • 
k k 

pou:r tout 

Alors 1) L est u:n sous=corps de K et on a. dego tr.k L = dego trk K = n o 

2) M,cK®K. 
k 

Démonstration g 

Soit 
m 

a € A t a a + ••• + a = O une équation minimale de m o 
V V 

K® K® K. On a (3.3.1) 
k k 

Il existe donc 
a. 

J. 
rp(d.) 

1 
a=~ .. 

m l 

a. 
i € cp(K) • 

a 
m 

, e. f:. 0 
l 

ai rp(d) 

a=~ 
n n 

a= <p(a) 

tels que 

d 'f O o 
n 

Quitte à réduire au m~me dénominateur, on a 

Quitte alors à changer d'équation minimale 1 on peut supposer que 

sur 

et donc a. E A®3 n(K ® K ® K) qui n'est autre 
J.. d. 

que 1~ localisé (notation de 3.2 .. 2). On a donc \/ i = O, •• 09 m / EL • 
n 

Pour établir 30 3.2 , on fait cette construction avec a~ T , ••• ,T o On obtient, 
1 n 

cette équation, comme 

Il en résulte que 
d. k _i_,_ 

d k nk, 
, pour k= 

~nk,~ j O dipk €A. Si on applique 

1 (2) c@ t o cp == IdA, il vient: 

nk 
d k Tk + ••• + d k = 0 nk, o, 

sont algébriques sur le corps 
d. k 

l, ( L r-
nk,k 

engendré par les 

à 



sont algébriques sur L , ce qui prouve q_ue d.eg t:r k L = n o Il reste à prouver 

V a 
q_ue t.LcK@K o Soit b € L , 

k 

a 9 b CA (a) V V 
b1o•'P"5 E:K@K@K. 

~ k k 
"' 

"" A(8)3 Posons e = 1 (8) E (8) 1 - A®2 et considérons l 'homomor:phisme canonique 

(A® A® A) 
k k - Ker 8 n A® 3 

Il est fidèlement plat. 

:X: -- !~.ba) Dtautre :part, posons , 

Appliquons 3o2. 3 à x g x € A®3 e et :x: € Fr(A (8) A (8) A) , donc 
Ker 

a' 
x € (A® A® A) 

03 
, c~est-à=dire x = "[;i avec 

k k Ker e OA 

e(x) = eet·ab:. ~. • JV[<n.,s aî 9bi € (A ®A ®A) (8) et e(b 1 ) /: O o On a donc . .....,_ 
k k Ker e nA 3 

comme e(A® 3)c K ~ K , il en résul~e que 

" k 

V 
e(x) E K® K, et donc 

k 
L(~) ,::: e(x) E K ® K O 

k 

Avec les notati,ons d.e 3,.3.2 , L - K est une extension algébrique séparable. 

Démonstratj_c,:n g 

Soit JV[ = Fr(A® 3) ~ M est algébrique séparable sur 
V V 

K®K®K,, 

Supposœ1s que 1 ~ on ait a € K , avec 
r r 

de k). Alors, cp(ap) = cp(a)P 

cp(a) E K ~ K ® K , et a € L • 
k k 

V V 
E K (8) K ® K et 

k k 

Const-r'U.ct::Lon ~ grou,Q§., rationnel. 

Proposition 3o4.1 

Soit L défini comme dans 3,, 3,. 2 • Alors, 

V 
t.LcL®L 

k 
01 CL o 

k k 
€ L (p est la caractéristique 

<p(a) € M 1 donc 
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Il en résulte que (L,ti,/L,o-/1) est un k;-groupe rationnel au sens de [P] III 1.1. 

Démonstration g 

Soit Lg = {a ( K j /:;.a E K® K}, en vertu de 3.3.2, on a L c 1 9 • 

k 
1) Montrons tout d 8 abord que LL c L' (8) 1 8 

0 

k 
Soit a EL et f ==/:;.a, f E K®K. En vertu d.e [P] I ;5.S. i1 existe un 

k V V 
plus petit SOUS=CCrps 

En effet, considérons 

de K tel que f E K9 ® K • De plus, 6K1 c K ® K • 
,.. k k 

6 g K- P = Fr(A ®A). Le plus petit sous=corps P 9 de 
k V V V 

!:, ® 1 (f) E P11 ® K c P Q9 K est ([P] loc. cit. 2) ) • Or, 

V 
A® 1 (f) = 1 

v k k 
® t(f) = i(a) et f(a) 

V V V 
E K ® K ® K , donc t,Kî c K ® K • Il en 

résulte que K9 c 1i , donc q_ue 
vk k k 

f € L 11 ® K • Applig_uan t le même raisonnement à 
k 

d.:roite, on a f € V ® V , et comme ceci vaut pour tout a E 1 1 on a 
k 

V 

l>.L C 1 11 ® 1 9 • 

k 

2) ivrontrons ensuite que t.LcL@L. 
k 

Soit a EL, f = t,a E V ® L1 • Il existe un plus petit sous-corps K11 de 
k 

tel que ([P] loc. cit.) et c'est aussi le plus petit sous= 

y- V 

corps de 1tt tel que f E K9 ® K ([P] loc. cit. 3) ) • Alors~ b.K9 c K8 ® K • 
k k 

En effet 9 considérons l::. g V - Q = K ~ K • Le plus petit sous~ccrps Q1 

k 
V / ) V 

Q tel Que n ® 11.f E Q11 ® K est M 11 
o O:r.9 on a, 

v v vk V v 
!::, ® 1 (:r ) ::= 1 ® .6 (f) € K11 ® K ® K 9 donc AKV C K1 ® K 0 

k k k 

Mais alors 9 cp(K11) = (1::, ® 1) o b(K 11) c K9 ® K &J K et 

V k V k 
On a do:ruo f E L ® L 11 , et de même f E L ® L d II où 

k k 

3) Il reste à prouver q_ue ~L) c L • 

V 
LLcL®L Q 

k 

Soit a E: L 9 il fa11t montrer 
-v V 

q_ué cp o a( a) E K ® K ® K o Or on a 
- k k 

de 

1::,. o o{ a) = cr ® a-o S o .l'.l (a) , où s ~ K ~ K - K ® K est défini par s(x®y) = y©x. 

Donc l'>. o a(a) 

V 
LlL9CKQ9K, 

k 

V V 
k k 

E aL ® ot c K ® K • Il en résulte que 
k k ·y V 

1 ® l::,o Ll(a(a)) € aL ® K ® K et donc 
k k 

aL c 1 11 
o Mais, comme 

V V 
rp o <CJ( a) E K ® K ® K e 

k k 



Les axiomes des groupes rationnels sont alors conséquences des axiomes des 

groupes henséliens 0 

Remarque 3,.4.2 

126. 

C'est dans la démonstration de 3.4.1 qu 1apparaît la nécessité d'avoir prouvé 

3.3.2 avec L et non seulement avec V (i.e,. d'être allé jusqu 1 à A&>3). 

En effet, pour utiliser [P] I 3.5 2) on doit être dans K® K® K et pas seule-

ment dans Fr(A693). 
k k 

3.5 Fin de ~démonstration~ 3.1.1 

Lemme 3o 5. 1 

Soit k un corps, E et K deux extensions de k tel.les que E c K • On 

suppose 

1) deg trk E = deg trk K = n. 

2) Il existe T
1

, ••• ,Tn € K tels que K soit une extension algébrique 

séparable de 

Alors 9 il existe tels que E soit une extension algébrique sépa-

rable de 

Démonstration g 

Soit une base de transcendance de E sur k. Posons 

E 1 = {a E E I a radiciel sur k(u
1 

••• un)}. Il suffit de prouver que E' est 

de type fini sur k. 

Soit L le sous=corps de K engendré par les Ti et les Ui. Alors on a 

donc K est une extension séparable de 
r 

ap € L. Par conséquent, a EL puisque 

séparable. On a dcnc E 1 c L, donc E1 est de type fini sur k. 

Revenons alors à 3.1.1. 

L • Si a E E 1 , 

L - K est 
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En vertu de 3.4.1, (L,ll.,cr) est un groupe rationnel. D'après [P] III 2.2, 

L est limite inductive filtrante de groupes rationnels de type fini (Li,ll.i,a-i) 

avec L. c L, ll.. == t!L. , o:. = ~IL .• Comme K = k{T
1

, ••• ,Tn} est une exten-
J. 1 J. J. J. 

sion séparable de k, il en est de même de L (Bbki Alg V 7 N°3 Prop. 3) et 

donc (lemme 3.5.1) il existe f
1

, ••• ,fr EL tels que l'extension 

k(f
1

, ••• fr) - L soit algébrique séparable. Choisissons i assez grand pour que 

f , GO. ,f soient dans 
1 r 

et posons F = L .• 
J. 

D'après [P] III 3.1 il existe un groupe algébrique sur k, soit G, lisse 

et connexe, dont le corps des fonctions rationnelles est F 9 ~ et 

induites par les opérations de G 0 

étant 

Soit B = ()' , l'anneau local de 
G9 e 

G à l'origine. B est local, régulier, 

de dimension n et Fr(B) = F. 

En vertu de Bbki Alg V 8 Pro p. 5, l I extension F - K est algébrique sépa­

rable comme composée de F - L et L - K • 

D'autre part, 

µ (x ®y) == xy et 
0 

on a Vl1 que la loi 

soi't µo ~F®F-F 
k 

u ·- µo 0 (1 ® ~) 0 

d.e composition sur 

l'homomorphisme défini par 

u g F ®F - F. Posons 
o k 

G induit u..~ homomorphisme 

= Ker u 
0 

Considérons 1aapplication canonique ~ B - K obtenue en composant les 

inclusions i 

,., 

On a li.A ; A - A ® A qui induit ll.K 
k 

K--+ Fr(A ®A) et le diagramme ci­
k 

dessous est corrunutatif par construction 

B ..,_, F --+ L _,, K 

~1 l ! lÂK 
(F ® F ),n _,, F 0 F - L ® L _,, Fr(A 0 A) 

k -10 k k k 



Si b E B , · il en résulte ciue 

et donc, 

t,Ko ti>(b) E (K 05) K),,, 
k _·1K 

où, suivant les notations de (r 3.2.3) on a 1K = Ker uK 

et uK = ~ o ( 1 ® o-K) • Il en résulte que t:, o ti>(b) t CJt avec les notations, 
K "IK 

de I 3.2G3. 

Comme 
b. 

A ~ C~K est fidèlement plat, on peut appliquer 3.2 .3 , a.one 

On a donc en fait un homomorphisme d I anneaux cjJ : B - A qui est local car 

liest. Comme commute à t, et cr , on en déduit 

est un homomorphisme de groupes henséliens., Comme cjJ est injectif et 

B régulier, cjJ est injectif, comme F - K es.t algébrique séparable, il en est 

de même d.e F - K 
N N ~ 

où F = Fr(B) • Mais alorsjl en vertu de I 3. 3,.8, qi est un 

isomorphisme de groupes henséliens, et on a donc bien A O = F(G) • 

§4 Le cas général 0 

Nous allcLs jJ dans ce paragraphe, él:tminer les hypothèses de lissité en 

caractéristique p > O e:n utilisant le morphisme de F!'obenius 0 

4~ 1 Le morphisme ~ Frobenius. 

4.1.1 

par 

On se référera aux exposés classiques sur Frobenius 1 par exemple [DG] 

Notationso 

Soit rp g k - ,e un homomorphisme du anneaux, A une ,e=algèbre., On désigne 

A la k=algèbre 
cp 

déduite de A par restriction des scalaires et on a, 

:pour À. E: k , a € A ~ 



Réciproquement, si B est une k-aJ.gèbre on pose B 0 .e = B 0 _,e o Un élément 

de B 0 t est donc du type ~ b 0 À, b E B, À Et 
k 

Définitions. 

cp k 
et, si µ E k, on a 

Soit k u:r, corps de caractéristique p > O et cp g k - k l'endomorphisme 
0 

de Frobenius cp
0 

(x) = xp • Si k est parfait, cp
0 

est un automcrphisme de k • 

Soit "' g k - A une ''A 
k;-..algè bre et soit l 1homomorphisme d I an-

neaux cp(a) = ap. 

On en déduit deux homomorphismes de k-algè bres cp 

cpo 

A...., A et 
cp 0 

soit Ap = {a E A 1 3 b E A 
p p 

a= b}. On a A = cp(A) et si k est par-

fait, Ap = cp ® k (A ® k) , donc, si k est parfait, Ap est une sous=k= 

<flo 'Po 
algèbre de A. 

Supposons désormais q_u.e A E Bk avec k parfait. Alors A p € Hk comme 

quotient diun a...nneau local hensélien. 

est l'idéal maximal de A et m celui de Ap, on a 
Ap 

= m n A:p • Si de plus A est l'algèbre d 1 un. groupe hensélien, nous_ 
A 

allons montrer que A.p est aussi 1 1aJ.gè"bre d'un groupe hensélie:'.l. 

Ap • Pour 1$", c'est clair. Considérons d'autre 

CI est aussi cp(A 0 A) en vertu de la formule 
k 

part A p ® A p = cp (A) 0 cp (A) • 
k k 

(i: a® b)P "" 1 ap 0 bP 9 

De plus, si Ep 

a aussi (AP®Ap) 
k np 

Ap - k est la flèche canonique et n = Ker(c ® c) 
p :p p 

= cp( (A ® A) ) • 
k n 

Enfin, on a le lemme suivant 

, on 
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Si A est un annea:u local de caractéristique p > O, on a 1 avec les nota-

'tions précédentes g 

Démonstration 

avec I -· {a ( A 1 
a:p -· o} et on sait que 

(A/1) 
... ,,;p 

avec J - {~ E A 1 a·- ~-~' o} OIL a donc IA cJ 

i1 Sï.ûfit d.e :prouver ln i:'.lch1s::o:n inverseo 

Soit â E J o Comme avec A. 
1 

lccale-étale sur A 9 œ1 peut 

supposer a E A. 
l 

et A. local::'.sée dh.me algèbre standard 

B = A[X]/P C = B v p 

Il suffit alors de prouver que s:.. 

Or, d'après [R] VII Prcp,, 0 Cor. 

JC c IC • 

et 

,;::;ù :X: est l'image de X da:r:.s B 9 TrB/A 1 n opé:rate,.:i.r trace et b. "iL"l. élément 
rle= 1 

b i de ] tel que dams B[X] on ait P(X) := (X=x) r: .X 
i=-0 

1 

Alors
9 

si Yp ~ 0 (~ y)P ~ 0 et 
- 9 ·"'1· Tr(b_,y)P = O, donc 

car P' (x) est iYl.vers:ibl.e dans C • 

Il résulte de ce lemme que 

~u 

-- cp(A 0 A) 
k 

L'.1(ap) = b(a)P. E A p 0 Ap 
k 

et il est clair alors que 

1 

. 
T:r(b_,y) E I et Y E IC 

~~ 

r :r r 
On peut itérer cett;e opération et const:ruire ainsi (AP ,1:,.P w<C!"p ) :i:;,01.u0 

r € IN a 



Remarques 4.1.3 

Si (A,6,a-) est un groupe hensélien sur k parfait, le groupe obtenu par 

changement de base cp g k - k a pour algèbre A ® k car 
0 

cpo 

est fini. De 

plus l 1homomorphisme cp @ k ~ A ® k - A est alors un homomorphisme de groupes 

<ro <ro 
henséliens. 

D'autre part, li injection canonique i ~ Ap - A est aussi un homomorphisme 

de groupes henséliens et on a une factorisation 

u est surjectif et 

u 

,0 
1. 

,_ 

cp ® k 

A ® k 
'Po 

A 
cp 0 

k\ /i (rp ~ 
'Po 

et (c:p @ k)o 

cp 0 

AP 

ont m~me noyau. 

Ceci est l'analogue de la situation suivante sur les groupes algébriques 

0 """""4) G ~ G ~ G(p) 

F \ ; 

G/FG 

où A correspond à G , A ® k à G(p) , G/FG à Ap • 

'Po 

Proposition 4. 1 • 4 
r r r 

(A p , 1::,P , ~ ) est lisse pour r assez grand si A est noethérien. 

Démonstration 

Soit jl le nilradical de A , 

r E: IN 

b E A • 

r 
tel que p ~ n. Alors, si 

q { q_ 
a = ( b ) ,= o , donc b 

r r 

il existe n € IN tel que 1t == ( 0) • Soit 
r r 

a € A p et si a q_ = O , on a a = bp avec 

est nilpotent. Mais alors bn == O, donc 
r r r 

bp = a = 0 • AP est donc réduit, donc (A p , il 9 r:l ) lisse. 



de 

r 
On suppose désormais Ap lisse 0 

Considérons maintenant l'homomorphisme 

.o 
J. 

Lemme 4.1.5 

B = B est fini sur k. r 
p 

Démonstration i 

r 

132. 

r 
i AP ~ A et soit le noyau 

on a B = A/mp où m est l'idéal maximal de A. Il en résulte que 

dim B =O. Donc B est artinien, d'où le résultat. Il en résulte que Bo qui 

est un groupe hensélien fini est en fait un groupe algébrique infinitésimal. 

On a donc si k est parfait, deux sous-groupes de A0 
, Bo 

0 
plus, B étant distingué, Ao et a fortiori 

0 
A red opèrent sur 

et Ao D 
red O e 

par auto-

morphismes intérieurs. Le produit B
0 

x A
0
red est alors muni d'une structure de 

k 
groupe comme produit semi=direct g si on désigne par 0 0 0 w g A red X B _,. B 

ration de 
0 

A red sur on a sur 
0 0 

B x A red la loi suivante 

(n,g)(n' ,g') = (nw(g,n 1 ),gg 1 ) où w(g,n') = g n' g 1 " 
0 

L'application canonique 
o o e o 

B X Â red -+ A définie par (g,n) 1--l> gn 

1' opé-

est 

alors un homomorphisme de groupes henséliens. e0 provient sur les anneaux d'un 

homomorphisme e obtenu par composition 

A 

! c:n 0 can 

k d 0 B re k 

Notons que, comme B est fini sur k, on a 

Proposition 4.1.6 

L'homomorphisme e 

A d0B=A d0B. 
re k re k 

A_,. A d 0 B est injectif. 
re k 



Démonstration g 

on a le diagramme comnru.tatif g 

can 

A 
can 

Donc, si e(a) = o, a est nul dans 

on a aussi le diagramme commutatif 

B 

A d 0 B 
re k 

! 1 0 EB 

Ared 

Donc, si 
r 

e(a) = 0, a 
r 

est nilpotent. Or a= bp 

dans Ap qui est lisse ~a= 0 • 

Remarque 4.1 .. 7 

133,. 

, b € m • 

, donc a est nilpotent 

Sur les groupes algébriques, ceci revient à dire que l'homomorphisme 
0 e 

est un épimorphisme. 

0 e G X G ~ G 
red k Fr 

Soit c0 = Ker e0 
, on a pour DE Hk 

c0 (D) 

c0 est donc un sous=groupe de B
0 

et en particulier C qui est un quotient de 

B est fini sur k. 

Algébrisation d 0une gpération. 

Soit k un corps~ G un k-g:roupe algébrique lisse et connexe, N un 

groupe infinitésimal algébrique. soit G 1ahensélisé de G. On suppose que G 

opère sur N = N par automorphismes de groupes henséliens. Autrement dit dans 



9° on a un homomorphisme 
·k 

w:GxN--+ N 
k 

1340 

N 

tel que, si DE Hk et si on pose, pour g € G(D) , n E N(D) , w(g,n) = gon 

on ait : 

N 

Si on note R = (!G , R 1 1hensélisé de 
,e 

G , N = spec B 1 u g B ➔ B 0 R l 'ho­
k 

momorphisme correspondant à w , les axiomes 1) 2) 3) se traduisent par la com­

mutativi té des diagrammes a) b) c) 

u 01 N N N 

B 
u 

B@R B®R0R ---+ a) 
k 1 0 'ïl k k 

où ½! est la loi de groupe hensélien de R 

B 
u 

B0R 
1 0 ~ 

B -+ b) 
k 

id 
B 

1 0 u u 
B0R B®B®R B ---+ 

~ 01 k k k 
c) 

où ~ est la loi de groupe du groupe affine N = spec B G 

Avec les notations précédentes, il existe un groupe a.lgébri.que L lisse et 

connexe, une isogénie étale a ~ L _,, G et une opératiœ1 par automorphismes d.e 

groupes de L sur N notée ~ ~Lx N ➔ N tels que F(~) = w, 
k 

Démonstration: 

Elle est analogue à celle de la pleine fidélité 0 
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On choisit une base e1, ••• ,en de B sur k avec e == 1 0 On a alors 
1 

n 
u(e.) == L e. ®a .. a .. E R . l 

j:==1 J l.J lJ 

Soit s la sous-R-algèbre de R engendrée par les a .. 
lJ 

.. 

En vertu de la commutativité de a) on a 

n n 

[: u(e.) 0 a .. =Le.® ti,-,(a .. ) • 
j=1 J J.J j=1 J . R lJ 
n 

Or L u( e.) ® a .. = C ek ® a. k ® a .. 
. 1 J lJ . k J lJ J= J, 

ou, en changeant les noms des indices 

n n n 

L e . ® t,.(a .. ) = L e . ® L akJ. ® aik e 

j=1 J lJ j=1 J k=1 

Il en résulte que t,.(a .. ) ES® s' et par la méthode utilisée en II 2.2.2 on 
J.J k 

construit donc un groupe local sur S qui fournit un groupe algébrique L 

lisse. et connexe. L9 injection R ~ S donne 1 1 isogénie étale a et on termine 

comme en II 2.2.2 mutatis mutandis. 

4.3 La pleine fidélité (k parfait)o 

On reprend la démonstration de 2.2.2 sans hypothèses de lissité, mais en 

supposant k parfait. 

Soit 

On a donc un diagramme 

G red 
le groupe réduit associé à 

(G )N - (;) d. Posons i = (i) 0
, G red re 

est lisse et connexe et 

,., r 
On a construit Bp q_ui est un groupe hensélien lisse pour r assez grand • 

.., N r 0 

Soit N le noyau de (B)0 
__, (BP) • On a aussi un homomorphisme de groupes 

N N 

henséliens (G) d x N __, G. Soit U son noyau. En vertu de 4.2 l'opération de re 

G sur N induit une opération par automorphismes de groupes diun groupe L red 
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sur N avec 
0:: L ~ G d une isogénie étale. On a d 1autre part des homomorphis­

re 

mes de groupes henséliens obtenus par composition 

fo 
G d~G--,,H 

re ~ 

0 
g 

qui induisent des homomorphismes de groupes algébriques L t ~ H et 

avec 1v =-+ G isogénie étale. 
red 

On peut supposer L = 1° quitte à prendre une isogénie majorant L et L'. 

De plus, on a sur L x N une structure de produit semi-direct gr~ce à 1 1 opé-

ration de L sur N et l'homomorphisme cp de L xN dans H défini par 

gi(,e9 n) :::: u(,e)v(n) est un homomorphisme de groupes. 

En effet, c 1 est vrai sur les hensélisés et un argument du type de 2.1.1 

permet de conclure. 

D'autre part, on a aussi une flèche U <..;, L xN qui est u.,.'1.e immersion fermée 

et U est un sous-groupe distingué de L xN • Soit M = L xN/U le groupe 

quotiento On a les diagrammes 

et comme 

Pour 

nu.le sur 

0---+ U ~ G dxN ---1" G ~ 0 re 

èî î Î 
L xN ~ I1--=-+- 0 

L ~ G red. 
est une isogénie étale, il en est 

achever la démonstration de 2.2.2 , il suffit 

u . or 
.., 
cp s'annule sur u et par fidélité 

de m~me de M-G 0 

de prouver que cp s'an~ 

rp s'annule sur u . 
Ceci achève 1 en vertu de la remarque 2.4.1 iv la d.émonstration de 2.2.2 

dans le cas général. 
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L' algébrisation (k parfait) 0 

Soit (A,t,cr) un k=groupe hensélien. 

Considérons avec c0 
= Ker e0 

• 

Bo et c0 
sont des groupes infinitésimaux notés N et U. 

De plus (301.1) il existe G lisse et connexe tel que F(G) = A0 
d. 

re 

Quitte à remplacer G par L avec L ➔ G isogénie étale, on peut supposer 

que G opère sur N par automorphismes de groupes (4 0 2). On a donc un produit 

semi=direct N xG et une immersion fermée O -> U ➔ N x G , U étant un sous­

groupe distingué de N x G • 

Soit alors H = N x G/U • Je dis que A o = F(H) • 
N 

Soit D = OH , A1 = D. (A1 ,ô 1 ,cr) est un groupe hensélien et on a un 
,e 

homomorphisme 

et 
.o 0 

Ker J = U = C • 

A' ~ A d@B 
re k 

De plus j est fidèlement plat, car N x G -> H 1 1 est. 

On a donc A1 = Ker(i
1

,i
2

) avec 
i 

A' w4 A ®B=E red 

--1, 
-:-+ E@ E. 

1
2 A' 

De plus A1 ➔ E étant fini~ E © E ~ E @ E et donc 
A' A' 

E ® E ~ E 0 C = E ® C :.:: E ~ E • Mais, on a 0 ~ A -> E et 
A1 k k A 

e se factorise par A' • 

A' 

Enfin, comme 
0 .0 

Ker 0 = Ker J u est un isomorphisme, donc A 
0 

= F(H) • 

donc 



L1algébrisation (cas général)o 

Rappels .fil!L k foncteur ~ restriction de WeiL 

Soit S'--> S un morphisme de schémas, fini et localement libre, F1 un 

foncteur contravariant d.e Sch/S' dans Ens. 

On pose pour XE Sch/S 

est un foncteur contravariant de Sch/S dans Ens. 

Le foncteur covariant Rso/s (ou R) s'appelle la restriction de Weil et 

possède les propriétés suivantes : 

1) R commute aux produits. 

2) R est exact à gauche. 

3) Si X1 est un schéma sur S1 tel que tout ensemble fini de points 

de X1 soit contenu dans un ouvert affine, R(X1 ) est un schéma. Si X' est 

affine sur S' , R(X1 ) est affine sur S. Si X1 est de présentation finie 

sur S1 , R(x1 ) l'est aussi sur S. 

4) Si XE Sch(s) , on a une flèche canonique X-> R (x x s 1 ) qui est 
s 

une immersion fermée. 

Nous appliquerons ceci au cas où S ,:= spec k , s0 == spec k 1 , k _, k 1 étant 

une extension de corps, finie. 

Le foncteur R == Rk0/k induit alors un certain nombre de foncteurs. 

5) Tout d'abord, R0 

: Sch0 /k' ➔ Sch0 /k. 

En effet, si X1 est muni d1un point rationnel x 1 

vertu de la bijection 

R(X1 ) est muni d 1un point rationnel x. 

Si on pose R0 (x1 ,x 1 ) = (R(x1 ),x) on a 

spec k 0 ➔ X' , en 
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6) De la même façon R induit un foncteur sur les k'=algèbres noté 

encore R 

R g k 1-alg --+ k-alg 

par R(spec A 1 ) -- spec R(A') • 

On a alors 

7) Ceci permet d'obtenir un foncteur 

par R (A' ) == R (A 1 ) ,e m 

où m est l'unique point k-rationnel de R(A2 ). 

On a alors 

Hom
1 

(R
1

(A' \B):.:: Hom
1 

(A 1 ,B ® k') • 
k k' k 

Notons que B ® k 1 est dans Lki car k-+ k' est fini. 
k 

N 

8) Enfin on a ¾ ~ Hki -+H 
k 

défini par 1\i (A 1 
) == R /A 1 

) et on a 

Ces foncteurs commutent aux sommes. De plus, les propriétés universelles 

montrent qu'ils commutent aux hensélisations et aux localisations 

si (x 1 ,x 1 ) € Sch" /k' on a, en posant (x,x) == R0 (x 1 ,x') 

De même si A1 € Lk, on a 

11) Remarquons enfin que si A €_ Hk -on a canoniquement une flèche 

R(A 0 k 1 ) --.. A surjective (4) 
k 
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et cette flèche se factorise par ~(A® k 1 ) en une flèche surjective. 
k 

L1algébrisation,-™ général. 

Nous sommes en mesure de prouver le théorème fondamental. 

Théorème fondamental. 

Le foncteur F ~ °'k _, HGNk est une équivalence de catégories. 

Démonstration~ 

Vu les résultats de (2.2.2), (3.1.1), (4.3) et (4.4) il reste à prouver que 

si k est u..n corps (non parfait) et (A,6,<J") un k;-groupe hensélien (HPF), 

(A,6,<r) est algébrisable. 

1) Soit k une clôture parfaite, de k et soit C~, ll, a-) le k=groupe 

hensélien obtenu par changement de base. En vertu de (4.4), ce groupe est algé­

brisable; on a donc: i 0 = F(G) où G est un k-groupe algébrique connexe. 

Ecrivons alors k = lim k. avec k. extension finie radicielle de k. 
--+ 1 1 

Comme G est algébriq_ue sur k , en vertu de EGA IV 08 , il provient pour 

i assez grand d9un groupe algébriq_ue connexe sur k. , soit 
1 

G .• De plus, 
1 

q_uitte à augmenter i, on peut supposer q_ue 1 1hensélisé F(G.) 
1 

est le 

k.-groupe hensélien 
1 

2) Posant 

(A. = A 0 k. , !::,.. , cr.) • 
1 k 1 1 1 

k 1 = k. , on a la situation suivante : si 
1 

A' =A0k 1 , le 
k 

k 1-groupe hensélien (A' ,6 1 ,<r) est algétrisable g A10 = F(G1 ) avec G1 al-

gébriq_ue et connexe. 

Soit H = R(G1 ). H est un k=groupe algébrique (4.5.1, 1 et 3t De plus, 

on a: 

On a d'autre part une immersion fermée A0 
c...;, ~ (A10

) correspondant à la 

surjection canoniq_ue 
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De plus, cette flèche est un homomorphisme de groupes henséliens car dans la 

bijection 

elle correspond à idA' o 

Par extension des scalaires, on a une immersion fermée 

c 1 est-à-dire 

i 
~ F(H) 0 k' = F(H 0 k') ., 

k k 

Posons H1 = H 0 k 1 
• Soit la composante neutre de H. On a 

= H0 
0 k' 
k 

k 
(k _,, k' est fini radiciel, donc un homéomorphisme universel). 

De plus, F(H 1 ) = F(If°) o 

On a donc 

En vertu de la pleine fidélité de F (2.2.2), il existe un k'-groupe 

algébrique connexe disons 1 1 et des homomorphismes 

1 1 _;i,. H10 

avec F(j) = i et u une isogénie étale. De plus, soit Nu= Ker j • On a 

F(N') = Ker i donc N1 est un groupe fini étale. Quitte à remplacer V par 

un groupe isogène (11 /N 1 ) on peut supposer que j est une immersion fermée., 

On a donc sur kG la situation suivante ~ L' algébrique connexe, 

j L8 -,, H 10 immersion fermée et H10 = H0 
0 k' • Prouvons alors qu'il existe 
k 

L algébrique et connexe sur k tel que 10 k' = 1 1 • pour ceci, posons 
k 

k n k 0 '°' k 1 • t H110 , 1°. ' . d = · IC:,J • soi ·image rec1proque e H sur 
k 

images réciproques de L' sur k" • Il faut prouver que 

bien, que L" = 1 11 n 1" • On a alors une immersion fermée 
1 1 2 

k" L" 
' 1 

et L" 2 
les 

1 11 = L" 
1 2 

ou aussi 

L" flL" ~ L" 
1 2 1 

mais, 



comme F(L1 ) = A80 provient de A0 sur k , on a un isomorphisme 

œ est étale et comme L" 
t 

est 

connexe, a est un isomorphisme. Il en résulte par descente que L' = L Q9 k' • 
k 

Enfin, montrons que F(L) = A
0

• 

On a deux sous-groupes henséliens de F(H
0

) à savoir F(L) et A0 qui 

sur kt sont égaux à A'
0 = F(L'). Ils sont égaux sur k par fidèle platitude, 

cqfd. 
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