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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence n® 1 du 16. octobre 196¢

- S.A, AMITSUR

Identités dans les algebres de matrices,
rédigé par R, SMADJA.

I, Identités d'une algebre associative A i

Soit X un corps commutatif ; soient X1, X2, ses des indéterminées non
commtatives sur K , Considérons l'anneau libre K[X1,X2,.-v] = K[X] , qui est

une algébre sur K .
Soit A une algébre associative.sur K .

Les identités de A sont des polynlmes p[X1,4.o,X ] #0 & coefficients
n

dans X , qui prennent la valeur zéro lorsqu'on remplace X1, esvy £ par n
n

éléments quelconques de A .
Exemple s
[[X,Y]2,2] est une identité de c/Léz(K) , qui est de degré cing.,

» XY et YX ont mBme polyndme caractéristique doncinéme trace : la trace de
(Y - YX) est nulle, Le théoréme de CAYLBY-HAMILTON appliqué & [X,Y] = X¥ - ¥X
fournit alors [X,Y]® + 0 x [X,¥]J+ &6=0, o

Donc, quels que soient X et Y dans MM&(K); [X,Y]® est dans le centre de
K) .
44,
Dlos  VX,Y,2¢ oAb(K) (XY-YX)2%2 - 2(X¥-¥X)2 = 0 ,
2
Le polyndme [[X,Y}2 Z] n'est pas identiquement nul, donc c¢'est une identité

de ,/t(g(K) .

2
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Si p[X1, vee, X ] est une identité de A et Q5 vee @ des polyndmes
. n n
de X[X] , alors plq [X], +.v, @ [X]]  est aussi une identité de A , si
4 n

ce n'est pas le polyndme nul.

. Soit k. e degré de qi[X] .

f, cees A;.) est un k-uplet d'éléments de A , qi[Xl] est aussi
i

un €lément Xi de A car A -est une algébre.

Si Xt = (A

Alors p[q1[X1], vee, qn[Xn]] = p[X1, cre, Xn] =0 .

Donc p s'annule sur tous les éléments de A .

II. Identités d'une algébre de matrices sur un corps commutatif K :

1) Théoréme de DEHN :

Théoréme 1 : L'algébre de matrices. d%{(K) posséde une identité de degré 2n 1
~feoreme . " _

S [X, veo, X ]=1 (L)X, ...X, ol i est une permutation de [1, ,..,2n]
2n 1 2n i 11 12n

et e(i) est la signature de i ,

Lemme : Le polyndme Sk[X1, cees Xk] = f s(l)Xi1Xi2,..Xik posséde les pro-

priétés suivantes
1) Multilinéarité s sk[x1 sines @K +PY. 0 X )= -ask[x1, R S ,xk]
+F§k X»",vy',Yi,'-oxl{] °
2) Antisymétrie sk[x1,,.,.,Xi,...,xj,.-..,ka =0 si X = xj =X
si 1435 .
+ * 2
3) Sk'[X1,ovv"X}I,0vvxi, ".’Xj,."’%(] = - Sk_2X1§‘yvv,%{,un-0,Xi’lc‘,

xh;Xin R "Xk]

+ termes ol .ne figurent pas

L.X. ainsi ‘s
Xh lXJ ainsi groupes

.» Seule la troisiéme propriété n'est pas évidente :
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Permutons Xj avec chacun de ses suivants successivement jusqu'tid ce que Xj
se trodve & la place de Xk { faisons de méme avec Xi et Xh , pour les amener a la

"place de Xk__1 et X respectivement. En procédant par cette suife de transposi~

k=2

tions, on n'a pu affecter que le gigne de Sk 3

o+
Sk[qu'..,Xh’o",Xi’o'n’xj’ ann,}(‘k] = . Sk[X19°°°})%1’Xinj} e

Les permutations o de [l,...,k] conservant groupés (k-2)(k-~1)k)corres-
‘pondent bijectivement aux permutations o’ de [1,...,k-2] ; la parité de o et o
est la mme car si k introduit p inversions, le groupement (k-2)(k-1)k)en intro-

duit 3p = p+2p donc la parité est inchangée,

Sk[X1,o..,Xh,Xi,Xj].= SkQJX{’°°"Xh’Xi’Xj] + termes ol ne figurent pas

X X.X. ainsi groupés.
REA SO
Le lemme ‘est démontrd en réunissant les deux égalités ci-dessus.,

° - i < = -A- ,oooA =O‘o
Montrons alors que Al € ¢4%(K) lsis<2n=> Szn[ AR zn]

lére réduction s Il suffit de le montrer lersque les Ai sont de la forme

olo
Ai’ = Clm = <6::.-O~> Lt .

»» Cela résulte immédiatement de la multilinéarité.

. ) 35 i = 2
Remarquons que la régle de calcul CijCkZ jkcit prouve qu'un élément Ctm

est soit un idempotent Cmm ; 8oit de carré nul,

28me réduction 3 Il suffit de montrer le théoréme dans le cas ou deux Cij sont

idempotents.

«o Montrons que si San[Ci ; ,o..,Ci ] est nul lorsque deux Cij sont

11 zp 2n
idempotents, il en est de méme lorsque l'on suppose seulement un Cij idempotent,

La démonstration est ensuite analogue pour passer d'un idempotent & aucun,
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Considérons donc un polynome Sgn[Ci1j1’°"’Ci 3

] of 1tun des Ci' inter-
2n%2n J

venant est un idempotent Chh . Quitte & changer le signe de S2 on peut supposer
n

y ©st en premiére position i San[chh’ C. FRTIEEEY C, . 1.

que G
2 2 2nJ2n

5i deux Cij sont égaux, Sa est nul et la démonstration est achevée. Sinon,
n
il existe parmi les C, . un terme C,. tel que i Zh et j £ h .,
iJ ij
kk
En effet, les Cij figurant dans S - et autres que Chh sont au nombre
2n .
de (2n=1) et il n'y a que (2n-2) termes tels que i =h ou j=h.

C1h, 000" C h 3 "

n ’}-Zn termes desquels il faut Oter deux fois Chh .
Ch1’ seey Chn
Choisissons un tel Cij et calculons Szn[chh’ Cij + Cii’ ves )2

szn[chh, cij Gy veo) = szn[chh, C; s ceol + szn[chh, Ciss ool

terme nul car il y
figure deux idempotents,

? « 1 . 3 . , - -
Diaprés l'antisymétrie, SZn[Chh’Ciajz’°'°’cij’°°°] =0

<= 8, L35 G555 00ey G5 5 seecl =0

i
2% 2
Montrer que Sén[chh’ Cijyoov] est nul revient, dtamss le calcul-ci-dessus,

a montrer que Szn[chh’ C..

ij + Gii’ deo)] est nul 5 il est équivalent de multiplier

4 gauche et & droite par des éléments inversibles et de montrer la nullité de 1'ex-
pression ainsi obtenue, (1+Cij)(l—Cij) = (l—Cij)(l+Cij) =1, puisque i # j (Szn
est supposé n'avoir que C, ~ comme idempotent). Donc (1+Cij)-et (1—Cij) sont

inversibles.
(140, )8, [0yy5C; 5#C; 55000l (1-0;5) = 8, [(146, )0, (2-C, ),
(1+cij)(cij+cii)(1~cij),..,,

(: . . C. . 1"'0.-'. Geyp L]
(3¢ ;) lka( i3)000e]
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(Cette égalité vient du fait que (1+cij)x eee X {1-C..) =
1

10..X “v. . . . L XN 1-C.'. .X 1C. =
(1+ lJ) 13% clJ)(1+0132x2 5; 13)(1+013{ 2n(,+ 1J)

A d N

1 1
SZn[chh, Ciss »oes (1+cij)cikjk(1-cij), cosl s

(Pour le premier terme, la simplification a lieu car i et j sont différents
de h , pour le second g
(1+cij)(cij+cii)(1-cij) = (cij+cii)(1-cij) = cii+cij-oij = cii) =0 carilya
deux idempotents,

Dtaprés les assertions précédentes, ceci acheve la démonstration de la

deuxiéme réduction,

[C

A ¢ t d duit ty C oes G .
o 1131’ s ] est une somme de produits du type o B

1 o/
2n 2n 11 2n 2n

B Ga B

1 1 2n 2n

Considérons un tel produit Ca et cherchons & quelle condition

il est non nul, Notons f(i) le nombre de fois qu'apparait 1'indice i dans ce
produit £(1) = card {% lo, =1 ou B_-= ;} 0

Puisqu'il y a deux indices par terme et 2n termes dans le produit, on a

n
% £(i) = 4n . Pour que le produit soit non nul, il faut et il suffit que, & chaque
i=1 .

fois qu'apparait un produit G on ait B = %y » Geci prouve que,

C
B %1 Pl

. termes
excepté éventuellement les deux extrémes « et P , tous les indices interviemment
1 2n
un nombre pair de fois dans le produit, Selon que @ et B sont égaux ou différents,
2n
il y a respectivement zéro ou deux termes qui interviennent un nombre impair de fois 3

£(i) - est impair pour zéro ou deux valeurs, pair pour les autres valeurs de i .,

3éme réduction : On peut supposer que les valeurs f(i) sont toutes supérieures ou
égales & 3 ,

oo Pour n=1,o0ona 8 =XY{-YX=0, donc le théoréeme est démontré,
2
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Supposons denc n > 1 . 82 est alors formé de produits d'au moins quatre
n

termes. Montrons, par récurrence sur n , que s'il existe i tel que f£(i) <2 ,

S2 est alors nul. On a déja vu que S est nul (quel que soit f(i) dfailleurs).
n

Soit don¢ n 2 2 et Sz( ) =0 , L'indice i peut intervenir 0, 1 ou 2 fois,
N—

Si 1'indice i n%intervient pas 3

S [Ci . ,”._,Ci ., 1=z (termes contenant Ci . Ci ; Ci . ainsi
2n 1J1 2nJ2n - m:lA. .2n me PP qu groupéB)
p.—._l,,?n '
q_:l-. .21'1
+
= 2 - S [C. . ’_.o’,C. . . e C. . ,opp,c. . ] N
idem M2 *,J, "n’n plp Tq¥q Tan’en

La bijection canonique de (/% 1(K) sur les matrices de c/'é (K) dont la
- n

iéme ligne et la iéme colonne sont nulles est un isomorphisme d'espace vectoriel qui
conserve la structure multiplicative, donc c'est un isomorphisme d'algébre,
On peut donc considérer ici que S opére sur 2n-2 éléments de /qg (K) ;
2n-2 net

dans ce cas 1l'étude de S se raméne & celle de S

on 2(pet) qui est nul,

Si 1'indice i intervient une fois

Le coefficient ou intervient 1 est soit Cij soit Cki 3 les produits ol

ce coefficient intervient ne sont non nuls que s'ils sont de la forme :

ij e Dee o POROS ou ®« e 0600 900 Cki
car si Cij est multiplié & gauche (ou Cps 2 droite) par sz ,ou ¢ et m sont
différents de i , le produit est nul.
On peut n'étudier que le cas Cij par symétrie
5 =C. 3 T 6, &(p)C. ..C =C,, I * 0y o
2n J M=j ool Jm P1 Pzn—z J m=j oo m 2\ n-1
1 2n 1 “2n
p = permutation de
A ~
[l,...,i,.-.,-m,-.-zn] Y A
[Cij "“-”"Cij"""ij"“""ci s ] *
191 2n" 2n
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Dans ce cas encore, l'étude de S se raméne & l%étude de S (1e1) qui est
2n 2\ n—1

nul,

Si l'indice i intervient deux fois :

Ce peut &tre sous 1'une deés trois formes |C.. (1)
(cij et cik) ou (cji et cki) (2)
Cij et Cki (3)

Forme (1) : Cii intervient dans un produit d'au moins deux termes, donc est multiplié
soit & gauche soit & droite, par un terme.ou 1l'indice i- ne figure pas ; donc le
produit est nul, Ainsi, tous les produits, dont S2n est la somme, sont nuls,
Forme (2) s Le raisonnement étant symétrique, supposons que l'on-soit dans le cas

{Cij et Cik} » L'un de ces deux termes ne figure pas en premiére position dans le
produit ; il est donc multiplié & gauche par un terme du type sz oi m#£ i donc

le produit est nul.,

Forme ¢ Dlaprés les considérations précédentes, les seuls produits a-priori non
nuls, contenant Cij et Cki , sont du type ¢
Cij sovope Cki ou ckici,j 999000000

.'» Les produits du type Cij ees O, . , intervenant dans S2n , ont pour

ki
(XX Clp J Cki

somme s =1 &p)C ;
2n=1  an—1

i'Ci .
p J PZJP2
ol p est une permutation de [1, ..., 2n] telle que i(1l) et i(2n) soient fixés.

Cela revient, au signe prés, & considérer les permutations -de [1, :.., 2n-2]

8 = C.. (E e(p) C. s R X C. C. )C .
1J 1Y lleP1 lpan_a J2n..2 id

+
C.. C. . eo» O. . C.. o
- ij (SEn_a[ i i J ] ki
2 2 2n=-2 2n=2

1l

Les matrices intervenant dans S n'ont ni ligne 1 ni colonne i , donc
2n-2

1tétude est ramenée & celle de S ¢ 8 est nulle car S 1'est.
. Z(n—1) 2(n—1)
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o « Les produits du type ... Ckicij v0o, intervenant dans 82 , ont pour somme
n

' : S C C . . s -
s i (termes ol kicij i interviennent ainsi groupés.)

) i 32 2[Ci g oo Cp s ooy Of : ] dtaprés. le leme.
m)CJ.m = Ci ; n= 194 m 2n—2 2an-2
£t

On est donc encore une fois ramené a 1l'étude de S (1et)? puisque les matrices
: 2\ n—1
intervenant ne contiennent pas la colomne i ni la ligne i . Donc s' =0,

.o Mors S =15 +s' est aussi nul dans ce cas.
2n

:‘4eme réduction g Si Ci 5 et Ci 5 sont les deux idempotents, on peut supposer
11 2 2

f(i1) >5 et f(iz) 25,

»o Soit C,, wun idempotent, étudions les cas £(i) =3 et f£(i) =4 .
Si f(i) = 3 : dans le produit figurent Cii et Cij (ou Cii et Cki , ce qul revient
au mdme) donc les produits non nuls sont ceux ol figure le groupement Ciicij o On est

ramené, par un calcul analogue & ceux faits ci-dessus & S ( § .ve] qui est nul,
2\ -

Si £(i) = 4 : deux possibilités s'offrent pour la répartition.des indices
C.. , C.., C. . (1)

, ¢, o) (2)

C.s s Cij 1 (ou la possibilité symétrique O,

537 U530
Remarquons qu'en effet CiiCii fournit un produit nul.

Les produits non nuls sont alors de 1l'un des types suivants

ciicij MG . (1a)
01‘1 M = Cl . e-evC. .
3J3 2n-1J2n-1
ou Ci . voo Ci .
232 2n\232n—2
cij MG, O, (1b)
peeos (2) 9

00’ CkiCiiCij'

.°. Pour la répartition (1) , associons le produit (la) et le produit (1b)
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obtenus pour la méme valeur de M ; ils interviennent tous les deux dans S2 , et sont
n
affectés de signes opposés puisque le passage de la substitution (£ ,€ yeece,f ) 2
1 2 n

(¢ ,vee,t 44 ) s'effectue au moyen de (2n~1) transpositions j leur somme est donc nille.
2 n 1

R4

o'« Pour la répartition (2) , on ne considére que les produits ou figure le

ki diij kj
Montrons alors que 1'équation E £(i) = 4n est impossible lorsque deux des valeurs
i=1
£(i) sont supérieures ou égales & 5 , toutes les autres supérieupes ou égales & 3 ,

groupement G .C..C.. , ce qui revient & calculer Sa(n 1)[,.. C....e] qui est nul.

ces valeurs étant de plus assujetties & &tre toutes paires ou toutes paires sauf deux.

Valeurs toutes paires =—p %f(i) 26+ 6+ b+ b+ i tb=dn+h>in
i=1

Deux valeurs impaires ==> 5f(i)a5+5+1++1++..,+4:4n+2
i=1
ou 26+ 5+3+4+ 00+ b=bn+?2
o 26 +6+ 3+ 3 +h4+ .y F+h=dn+2,

Ceci prouve que l'on se trowe nécessairement dans 1'un des cas particuliers

étudiés précédemment, donc que S [X1,.”,X ] est nul pour tous les éléments Xi
2n 2n

e o (x)

2) Compléments $
a) 5, ~est une identité de degré minimal de : c/'én(K) H
|Lemme : Soit A un anneau possédant une identité polynomiale de degré 4 ,
-.% son radical nilpotent. Alors, pour tout élément nilpotent a de A,
a[%] est dans g?p .
. Soit a un élément nilpotent de A , si a est dans 3?; » le lemme est
démontré, Supposons donc que a ne soit pas dans &> et notons n 1'indice de a

modulo fﬁ, , c'est-a-dire 1'entier n tel que al ,@ @ s an-l'1 € S?:.

Le lemme équivaut & 1l'inégalité n< [%] .

Considérons les (2n+l) sous—anneaux suivants de A 3
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A, = an_ﬁ-‘AaJ” pour J = l) 2: voay n+l
(1) 2J-1

' nmdt1 5 J s

R Aa pour Jj=1,2, se0, n &
On a done A1 =a™, A =aMa, A =a"'ha, ..., 4 = aka",

2 3 2n
A = Aal
ant1

Formons les produits Bi = A1°A2, ev9, Ai , pour i =1, 2, .., 2n+l , De

(1) , on déduit immédiatement 3

1

= (an)zJ—T'aJ'1 pour j

2j-1
(2) { 2 _J
B .= (a")* a pour

2J

1,2, see, 0¥l

1,2, vesyn o

s>t ==> AA C aa"'A

- [53_:;_1] t+l

.o Désignons par jg et ji = [-5—] les indices permettant de

congtruire A et A, 3
<] t
ler cag ¢ s = 2]

8 =2) ==> 1< 2§l == j, <] == j=j20
ASAt = (an—j"'ﬁAaJ) (an"'Jt+ 1.A.a‘) S Aan'*'j—.qjt'*' 1A S A.an+"1'A» .

2eme cag 3 8 = 2j-1

=] 20

8 =2j-1 => t < 2j-2 => j_ < j-1=> j-t,

AA = (@™ eI (@I et) ¢ eI € ™

Ainsi, si r est un entier inférieur ou-égal & 2n+l et (i1, ceo, ir) une
substitution de (1, .., r) non égale & (1, ... r) , dans cette substitution figurent
au moins deux indices consécutifs s et t tels que s soit supérieur & t , donc

. . +
I‘$ 2n+1 s (11,vc'e,lr) % (1,0’91‘) => Ai .Ai F] LA ] Ai C__ Aan 1A- °

1 2 r
Eerivons 1'identité donnée sous la forme
¢ €K
ax. ] X - 2 a.X. o 00 X. (3) L]
1 d icad i 11 id ai €K

i # identité
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o Montrons que 1l'on peut ramener & cette forme toute identité polynomiale
de degré 4 :
Si P[X1,...,Xk] n'est pas linéaire en 1l'une des variables (X1 par exemple,

-intervenant 4 un degré n strictement supérieur & un), la transformation

QI XX e ) = PIXY X L K, e K- P K e, X

- P[X"i;' XZ; Powy Xk]

fournit une identité Q , dont le degré en X'1 et X‘"1 est au plus n-1 (car les
termes en X'?’ et X"? ont disparu), et dont le degré total n'est pas plus élevé que
celui de P .,

Si une indéterminée (X1 par exemple) n'apparalt dans -aucun mondme dont le
coefficient est non nul, la somme des autres mondmes R[Xz, vooy L ] est évidemmént
une identité de A ,

Si 1'identité P. n'est pas homogéne , chacune de ses parties homogénes est
augsl une identité car le polynSme en t obtenu en multipliant chaque indéterminée par
t doit 8tre identiquement nul.

Ces trois remarques, appliquées successivement & une identité P[X1,o}°,XE]
de A , permettent de ramener cette derniére & la forme (3) indiquée plus haut, sous

laquelle on peut donc supposer donnée 1l'identité considérée dans l%énoncé du lemme.

. ‘o s T
Raisonnons par l'absurde, en supposant n supérieur ou égal a [E]'x

ng [%] =bn » Q%l == 4 < 2n+l .

On peut alors remplacer r par d dans les calculs de la page préecédente 3

V(l ’ooo,i ) # (l,v-od)' s On a A, ,gep',A. CA&n+1 A °
1 d i i3 —

Le membre de droite de (3) est alors somme d'éléments de Aa" 4 done est
élément de A&"+’A » Le membre de gauche 1l'est donc aussi :
aAA- ...A
1 2

- nt+1
d-aBdSAa Ao
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Des formules (2) on déduit alors

By

aBd

a(aa)297 .97t C A a si d = 2g-1

ofa™)?? 2% Caa™'A si d=2q

Multiplions & droite la premiére de ces inclusions par (a"—q+1Aa“A) , la
seconde par (a"_qA) ; compte tenu de ce que 1'on a aaA = a™ , an obtient dans les
deux cas de parité de d

(a_"A)qu"g LT

n étant choisi comme il a été indiqué au début de la démonstration, c'est-a-
~dire tel que a" £ b a"""e & , ona:

a"' e § == A2""'A idéal nilpotent ==> (Aa."‘l-uk.)JG =0 pour un entier ¢t

=> 3 el (anA)t(2q+‘) =0

== a" € B : absurde .}
La contradiction vient de ce que lfon a supposé n > [%} .
Donc, nécessairement, n -est inférieur strictement & [-g-'], ce qui démontre

le lemme,

Théoréme 2 : Les identités de (/‘é (K) sont de degré supérieur ou égal & 2n.
EE— n

» Dans 046(1«:) , il existe des éléments nilpotents d'ordre n dont la puis-
n

sance (n-l)éme .est non nulle {la matrice de JRDAN

% |

< = 1, " > par exemple),
0 i 0
Le. radical de «/i{ (X) étant nul, on doit avoir 3
n

d

(5]

’ 2 .

I° -0 et LA

Ceci prouve que l'on a nécessairement n < [%] donc d z2n.

iCorollai‘re : 8 est une identité de degré minimum de off] (K) .
- 2n n

» En effet, le degré de S2 est exactement 2n .
n
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b) S2 est 1l'identité minimale de dbﬁA(K) v
n Iy

Théoréme 3 i1 Toute identité de degré mimimal de o‘é (x) -est, & un scalaire
_— n

multiplicatif prés, égale & 82 0
n

« Comme on 1*a vu précédemment, toute identité de degré minimal de %(K) est
n,

de degré 2n et peut se mettre sous la foarme 3

(1) ) z aixi obvxi =0 ,
1€ 0 n 2n
2n
Comparons deux monlmes de cette identité qui, mis & part leur coefficient,
ne dif'férent que par une transposition de deux indéterminées consécutives 3 on peut

toujours se ramener au cas 3

vw°x
2

aX 091x XX X
(2){ 1 r-4 I I'tq I+2 i

. iy X X L 2 L]
'BX’,' Xr-1 r+1xr T+, 'Xan,

ler cag ¢ r = 2i-l
Ecrivons que (1) est une identité, pour la spécialisation suivante des variables:.

X =0 X =C

2j=1  J,d. ‘_ 2J=1  J=1,]
sl Jj < i X, =X,=0,, gl Js>1i
=0 ; 2l—1 al 11 X =C

%25 7 Ca,ae
) ol >3 7 sl
Pour ce choix, les seuls mondmes non nuls de (1) sont les deux mondmes (2).

Leur somme vaut ¢ + PC o Donc (o4B)0 =0=> a+Pp=0.
1:n 1:n 1sn

28me c88.¢ r.= 2i

Considérons.la spécialisation 3

X 5 =0, j+ X'i— zci i+
2Jd™1 dadtt } j <i 21-—1 ) 1
ij = Cj+1,j+1 2i ita;i+1

X, =6, . X = G
2d=1  d,d }i <j<nl Znt  mn
=0 ‘ X =0

2j j;j+1 2n ns1
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Dans ce cas, la somme (1) ne se réduit pas aux deux mondmes étudiés, car les
permutations cycliques de [1,...,n] fournissent des mondmes a-priori non nuls,

Toutefois, le terme a+P peut 8tre caractérisé comme étant le coefficient
de 01’1 dans la somme, donc o+ =0 .

Les deux cas précédents permettent d’affirmer que si (i) et (j) sont deux
substitutions ne différent que par une transposition de deux termes consécutifs, les
mondmes intéressant dans 1'identité donnée, qui leur sont relatifs, sont affectés de
coefficients opposés,

Considérons alors un terme quelconque aiXi bvvxi de-1'identité (1)
comme toute permutation (i) est déduite de la permutati;n i&ezgique par une suite de

transpositions successives de termes adjacents (la parité étant celle de (i)) , on
déduit du calcul précédent que @, = e(i)e .
Donc 32 a.X, ...X. =a8 [X].
(i) 1 11 lzn 2n
c) Relations entre les idéaux d'identités s

Notons & 1'idéal de X[X ,X ,...] engendré par S [X ,...,X ]
n 1 2 2n 1 2n

M 1'idéal de K[X1,X2,,,.] constitué de toutes les identités de
n

oA, (x)

j Pour tout n,ona Z C M ,
n n

Proposition-1 : I = M1 s8i le corps K est infini.
1

Nous verrons au paragraphe suivant que, pour n différent de un, 1l'inclusion
L C M est stricte,
n n
[ z = {XY - YX} °
1
Soit P{X1,,..,X'] = 0 une identité de oﬁé(Kﬁ » Transformons ce polyndme
m n

en utilisaent le fait que pour tout 1 X1Xi = Xix1 .
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X commute avec toutes les variables (et avec les scalaires) donc on peut
1

écrire 3
k=4

PIX 00X ] = Afo[xa,,..,-xm]x];‘ TR S ) L N S S

Puisque P[X ,...,X ] est une identité de olé (K) , il s'annule en particu-
1 m n
lier lorsque 1l'on fixe X = 0 ; donc fk[X so0e,8 ] =0,
1 2 m
Au lieu de prendre X1 = 0 , prenons maintenant X1 inversible 3
P[X1,..,,X X' est aussi une identité de V%(K) , etc.,s D'ol
' n 1 n
f X oeo =oo-:f X ve e X :Oﬂ
0[ 2, ’Xm] k[ 2} b} m]
L'identité donnée P se décompose donc en identités ol ne figure plus X .
1

On peut recommencer 1'opération avec XZ,X se0s €tc, donc on voit que P se
3

raméne & un polyndme nul. Donc XY-YX = 0 est la seule identité de 04%1(K) .

l Proposition 2 : Pour tout n supérieur ou égal & un, on a MA+ .gé M.
nvi1 n

. L'inclusion au sens large est évidente car si un polyndme s'annule sur toutes
les matrices de 0‘6 +1(K) , 11 s'annule en particulier sur celles de ces matrices qui
n ;
ont leur premidre ligme et leur premiére colonne nulles (sous-algébre isomorphe a 046 (x)).
n

L'inclusion stricte vient de ce gque S2n est une identité -de v‘é (K) mais
n

ne peut 8tre une des identités de oAé (K) puisque ces dernidres ont un degré supé-

n+1

rieur ou égal & (2n+2) ,

3) Quelques méthodes pour obtenir des identités d'un anneau de matrices :
a) Premiére méthode pour obtenir des identités de c/hé (X) :
n

Le théoreme de CAYLEY-HAMILTON prouve que toute matrice n xn est solution
d*un polyndme de degré n

"+a X"y o+ a =0 . € K .
1 n 1
C'est-a-dire que X" est combinaison linéaire de 1, X, ..., X" ' ;

n-1 s
" =- 3 aixnl .
i=1
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Considérons, pour X et Y éléments quelconques de 04Z (K) , le polynbme :
n

i i i

S + [Y3YX:YX2"-':YXn]'= z e(1)TX °1X ToeeX 7,
i ico
nt1
Ce polyndme est identiquement nul sur VQén(K) puisque YX" est combinaison
n-1 »
lindaire de Y,...,YX" ' (¥X = - I aan=1) et que S e est antisymétrigue.
i=1 n

b) Application

ﬂProposition 5 & Pour n supérieur ou égal. i deux, on a X ;ZL~M .
n n

. D'aprés le (a), il suffit de montrer que 1l%on a

n
Sn+1[Y’YX’“'°A’YX] £ SZn[X1’°'”"X2n]} )

! 3 . n - '
Supposons que l'on ait Sn+1[Y,YX,o.n,YX l=12 u[X1,..o,Xk]San[X1,,,F,in]

V[X1,o.;,$k] .
Ceci est une égalité dans 1%anneaun libre K[Xi,Xz,voo] donc, si, dans le
nmembre de droite, intervenaient des variables autres que X et Y-, 1’égaiité aurait
encore lieu én donnant & ces variables la valeur zéro (ce qui n'affecte pas le premier
menbre) o

On peut don¢ se ramener, dans tous. les cas, & une égalité @u type 3

2

S_ [Y,Yx,'voo,mn] = 3 u[X,Y]S<l) [X ,oo'o,X ] V[X:Y]
nt1 i3 n 1 an- s

ou les éléments X5 sont des sommes de produits de puissances de X et de puissances

de Y , D'aprés la linéarité de S2 , on peut d'ailleurs supposer que X1,..@,X2n sont
n i _
des monBmes (et non nécessairement des polynfmes) en X et Y .
(n+l) en Y
S  [Y,YX,..s,YX"] est une somme de mondmes de degré {1
n+1 +0vu+n-£I}£2leen X .

Si 1'on remplace Y par TY , on obtient au second membre un polyndme en

t , dont seul le coefficient de £"1 est égal A Sn+1[Y,YX,pao,YX”] , (qui est le



1-17 -

coefficient de t" ! dans le premier membre), et les autres nuls. On peut donc supposer

le second membre homogéne de degré (n+l) en Y ;.de méme, on peut le supposer-homogéne

de degré EﬁEi}l en Y

2 o
Le" mondme t'YX"YX"—1..,YXY doit apparaltre au second membre. Soit
u[X,Y]Sa [X1,...,X2'ﬂv[X,Y] le terme dans.lequel il apparalt, Ce terme est non nul,
n ) n

donc les 2n éléments X1,.,.,X2 doivent &tre tous différents,
n-

1. 81 Y n'intervient que dans n de ces élements. au plus, leg autres
éléments Xk sont alors des puissances de X , toutes différentes, au nombre de n au
moins, et dont la somme des éxposants est Ei%iil ~au plus (au plus,‘car X peut inter-
venir dans u et v) .

La puissance zéro ne peut intervenir puisque S est non nul,
2n

.« Montrons en effet que San[X1,6,,,X2n] est nul si X =1 (on peut -se
limiter & X ‘d'aprés llantisymétrie).

On obtient toutes les permutations-de [1,...2n] en fixant d'abord la valeur
de 1l'image de 1 , puis en faisant opérer sur [2,04v,2n] 1%ensemble. des permutations
de (2n-1) éléments 1

Ltimage de @ est
2n

{1,5(2),...,0(211)}66 .

an—1

U {0(2),1,0(3),”.,,0‘(2n)}0_€6 U...U

Lorsque 1¥on groupe les 2n termes correspondant & une méme permutation
q group P

o€ @

. _, » on obtient 2n fois le mondme Xo(a)'r°X0(a ) 2 affecté n fois du signe
N n .

plus et n fois du signe moins (ci-dessus, le signe change car il y a une transpesition,

entre chaque symbole U ). La somme est donc nulle pour chaque permutation o . La somme
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des mondmes correspondant & toutes les permutations o de (é , -somme qui est égale
2n=-1

a 8 , est alors aussi nulle.

2n
Donc il intervient au moins n puissances-de X , toutes d'exposant supérieur
s oA . . n(n+l)
ou égal & un , Comme la somme des exposants doit étre au plus égale a ———~ , ces

puissances de X sont X ; XZ, ose, X'. et sont exactement au nombre de n ; de plus
X n'apparalt pas dans les autres termes Xk qui sont donc simplement des puissances
de Y . Or ces termes scnt au nombre de n , tous différents, et tels que la somme de

leurs degrés (en Y) soit au plus (n+l) , c'est impossibles

2., Donc Y doit apparaltre dans (nt+l) des termes _X{, veey X .
2n

Dans ces (n+l) termes, Y apparait chaque fois & la puissance un (car le
degré total en Y eét au plus (n+l) . Comme tous ces termes doivent &tre différents,
ils sont nécessairement de la forme Xk = XiYXj , avec (h&l) couples (i,j) différents.

Parmi ces couples (i,j), on ne peut obtenir qu'une fois au plus les couples
(0,0) , (0,1) , (1,0) , donc dans le produit des (n+l) termes X, X figure avec un
degré au moins égal & O + 1+ 1 + 2(n-2) = 20-2 ,

Les (n-1) termes ol ne figure pas Y sont (n-1) puissances différentes,

non nulles, de X , donc la somme de leurs exposants est supérieure ou égale & ggg:ll.
Si n>23 le degré en X est au moins Eig:l) +2n2 > = 2—1 tno= n'g—l

$ absurde.
S8i n=2; dans le cas limite ot les trois couples (0,0) , (1,0)- inter-
viennent effectivement, on a & considérer ~S4[Y,YX,XY,X} 0
On ne peut rien-déduire de 1'étude globale.des dagrés, et a
priori on pourrait fort bien avoir
8 [¥,yx,7x%] = kS4[f,YX,XY,X]‘o

Mais,. dans le premier membre, il n'existe pas de terme en Y?
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(Y xY xY consécutifs) alors que le second membre contient le
mondme i (XY)Y(¥X)X ,

Le résultat est donc démontré pour tout n supérieur & un ,

c¢) Deuxiéme méthode pour obtenir des identités de oté(IQ g
4]

Hi

n-1 .
S [Y,¥X,00.,YX™2 - 5 @« X"
n i=o *
. en appliquant & X le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON,

S~ [Y,YX, vew ’YXH_Z.’YXn] :
n

-Sn[Y,YX,,..,YX"‘Z, - YX 1]

n=1

. d'aprés 1l'antisymétrie

s [Y,¥%,...,x" ", ¥x") = - a . S [Y,YX,,.,,YX "2 yx"~]
. .

n—1Qn
terme ne dépen-
dant que de X
Terme dépendant
de Y terme. dépendant de Y
Formons alors le polyndme :
S =8 [Y,YX,,.., X" %¥x"])z 8 [Y,¥X,.,.,vx"-2,vx"-"] - 8 [¥,..,,¥X"-2,vx"-"]z
n n n

Sn[Y,,..,YX"-’,YX"] .

Ce polyndme est identiquement nul sur dqé(K) puisque @ commute avec

n Ne= .

tous les termes., Ce n'est pas le polyndme nul car tous les termes situés avant le signe
moins ne sont pas nuls, donc il existe au moins un terme de la forme PZQ ou P contient

X" , qui soit non nul ; un tel terme n'a pas son pareil aprés.le signe moins donc il

figure dans S , On a donc bien une identité de UQ%(K) .

111, .Remarques

Si A est une algebre de dimension finie sur le corps commutatif K , A
satisfait & une identité de degré d < ([A : K] + 1),

. Soit k={A:K]. kt¢l éléments }(1,..‘.,)(1{4_'1 de A sont toujours

n

linéairement dépendants, donc Sk+1[X1’°"’Xk+1] 0, dans 4,
Cette majoration est trop forte : pour un anneau de matrices par exemple, on

obtient (n®+1) au lieu de 2n ,
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

RESULTATS COMPLEMENTAIRES SUR LES J-ANNEAUX

par M, DJABALI

0 o ®and e e ®
To™ o T ™o To T

Conférence n° L4

Ce travail fait suite & [2] . Nous y donnons des résultats complémentaires
sur les J-anneaux, en particulier sur ceux qui vérifient les conditions F.2 et TF.3
de [2] . Ceci nous aménera & retrouver en utilisant une approche un peu différente
les résultats de COLBY et RUITER sur leg J=-anneaux artiniens qui sont somme directe

d'idéaux & gauche co-irréductibles (cf. [1]) .

I. ETUDE D'UN J-ANNEAU ISOTYPIQUE -

1) Rappels :

Soient A un J-anneau isotypique de dimension  n et E 1'enveloppe injec-
tive de A considéré comme A-module & gauche, L, LESIEUR et R.CROISOT ont montré

dans: [4] que E était un anneau simple., R.E. JOHNSON est arrivé au méme résultat

A

dans [3] . Rappelons rapidement la construction de [4] . Soient X ,1<icn,
n idéaux a gauche co-irréductibles dont la somme est directe. On appellera Ei une
enveloppe injective de Xi . On aura dlors E =@ Ei . Soit P, 1'endomorphisme de

E projection de E sur Ei parallélement a Ei =@ Ej s J A1i . Les Ei sont des
; .
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A-modules & gauche imdécomposables et tout A homomorphisme non nul de Ei-' dans &
est injectif. En particulier nous appellerons g, - un isomorphisme de Ei sur- E‘1 g i1
en existe au moins un ‘puisque nous.supposons que A est isotypique. Dans la suite si

f et g sont deux homomorphismes nous écrirons par convention : £g = gof

Dans ces conditions-on munit E d'une structure d'anneau en montrant qu'il ést
isomorphe & Hom(E,E) . En effet si x € B , il existe un A homomorphisme et un seul
de E dans E Aqui prolonge 1'homomorphisme 3§ A —> Ax , VA € A . Il en existe un
puisque E est injectif et il est unique puisque A est & idéal sihgulier nul.

Ceei dit, x étant donné dans E , nous appellerons T 5 1'homomorphisme de Ei
dans Ej défini par 3

Y 5(N) = py(M) , VA€ .

Appelons K 1le corps des A-homomorphismes de- E1 dens F»1° Nous feisons
v R T s . = o _
qorrespondre & Ti; L'élément e.ij de K 4défini par s eij- g, Yi,jsj o Soit
€ 5 la matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients sont nuls, excepté
celui-de la i° ligne et de la je colonne qui est égal & .1 . Alors l'application

qui & x fait correspondre la matrice Z'eijei,j est un isomorphisme &'anneaux de’

B sur -M_n(K) .

2) Etude des matrices assocides aux éléments de 4 .

Soit R le radical du J-anneau A (of [2]) . Nous supposerons que R® £ 0 , R =0 .
Si n, est la dimension de R" nous poserons : m, = codim RE - DNy o RP  étant de
dimension np il existe une somme directe de ~nP. idéaux co~irréductibles X ¢ tels

que : X P NRP £ 0 . Nous pouvons compléter les Xt par n - n idéaux co-irréducti-
Flop
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np_1
Lmem £ 0 et tels que la somame ZX, soit

directe, En procédant ainsi de proche em proche nous pouvons construire une. somme

bles X.e’ np < L g np_1, tels que X

d,irécte de n idéaux co-irréductibles tels que pour 1 < ¢ s'nk on ait Xt N Rk‘,é 0.
' n
k
Remarguons que puisque RS est de dimension nos (2 X t) ('\Rk est essentiel
, ‘ 1
: ]
dans RS et que 1'on a donc 3 ( 2 Xt)- nE =0,

n$1
k&

Dans la suite nous poserons i = n-{ de sorte que 1l%on pourra écrire pour
sisn , X NnE4o.
®x S

a) forme de la matrice associée & un élément de A . Soit a € 4 . Construisons
l¢ représentant de a dans Mn.(K) . Soit i avec R Supposons que E, a ne
gsoit pas nul. L'homomorphisme y ——» ya est un A-homomorphisme non nul de Ei dans
Eia . C'est donc un isomorphisme. Soit A un élément non nul contenu dans X.l NRe
alors M Z O ° Mais R étant un idéal bilatére Ma € R . On voit dome que
E;a NR # 0 ., Mais E.a étant un A-module co-irréductible (puisgme isomorphe & Ei) ,
Eia appartient & 1'enveloppe injective de R . On peﬁt donc écrire :

n
Eia G

m, J

Dans ces conditions. Yij est nul pour ¢ 1 gJ ¢ m‘l .

De méme si nous calculons eij pour m € 1 , en utilisant maintenant le fait
que R? est un idéal bilatdre nous voyons que eij est nul pour 1€J <m - Plus

généralement on verra que pour m_ <1, ei,j =0 pour 1< ¢m .

Donc a peut &tre représenté par une matrice de la forme :



b) étude des matrices associées aux éléments de R . Soit a wun élément de R .
Considérons un indice i tel que o <1, c'est-a~dire tel que Xi F\Rk £0 .81 x

k+l

est un 'élément non nul appartenant a Xi F\Rk , Xa appartienta R T< . Pour les mémes

raisons que précédemment Eia est un idéal non nul co-irréductible qui appartient a

l'enveloppe injective de Rk+l . On peut-donc écrire

n
Ea € 2 E, .
1 mk+1 J

On en déduit que lamatrice associéea a est telle que si m < i, Yij = 0 pour

Réciproquement un calcul direct montre que 1l'ensemble de toutes les matrices de

la forme précédente forme un idéal nilpotent de A : cet idéal est donc le radical de A.

U , k
¢) forme de la matrice associéed un élément de O .° R™ |

'Siact€ O.“Rk on a i Rka =0 et donc Eia = 0 pour tout 1 tel que m, < i
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————

n n
En effet on sait que Rka =0 et a fortiori ( Z Ej)a = 0 puisque X Ej est
. My Mk

1l'enveloppe injective de Rk 0

La matrice associée a a sera donc telle que Yﬁj =0 si m <1 Récipro-

quement on voit facilement qu'une matrice de cette forme représente un élément de

0.-8X |

2) Sur les J-anneaux qui vérifient les conditions F.2 et F.3 [2] .

Rappelons que dire que la condition F.2 est vérifide revient & dire qu'il existe
une somme direecte d'idéaux & gauche co-irréductibles Xi qui contient un élément

régulier, On peut donc écrire ¢ b = Zui s Uy € Xi , b étant un élément régulier,
0 : 0

\

D'autre part nous poserons Ak = A/O 'Rk pour tout entier positif X , Lorsque
tous les anneaux Ak qui ne sont pas nuls sont de dimension finie nous dironsg que la

condition F.3 est vérifiée,

Nous avons montré dans [2] que les Xi sont tels que la situation étudiée
dans le paragraphe 1 est vérifide, a savoir qu'on peut les numéroter de telle sorte

que pour m £ig<n, Xi F\Rk £0,

Dans la suite nous appellerons Wk l'application canomique de A sub Ak o

Nous supposerons toujours implicitement que Ak n'est pas nul,

Nous nous servirons des propositions suivantes qui sont démontrées dans [2] .
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Proposition 2,1 : Soit X wun idéal co-irréductible tel que X N Rk £0 ,

XAR™M-=0 . Alors XNR =X N (0.8

Proposition 2,2 ¢ Soit A wun J-anneau que vérifie la condition F.2., Si

Y -est un idéal tel que : Y N Xi dIR , Vi, alors Y contient un élément régulier,

Démontrons maintenant d'autres résultats.

Lemme 2,1 : Soit b un élément régulier de A : alors Wk(b) est régulier

dans Ak . I1 est immédiat que Wk(b) est régulier a droite. Montrons qu'il 1'est

aussi a gauche. Si  DbAN € O-'Rk , c'est-a~dire si Rkbx = 0 , une démonstration analogue

4 celle de la propriété 2,8 de [2] montre que Ra=0.,

Proposition. 2,3 : Si A vérifie la condition F.2 , Ak- a un idéal singulier

a gauche nul. Soit a un élément tel que 0'.Wk(a) soit essentiel dans Ak . Pour

m <1, Xi n'appartient pas a Ou'Rk (cf. [2])) » Donc nous avons :

k

. , o s . o s _
Wk(Xi) n [0 -Wk(a)] £ 0 , Cela veut dire qu'il existe un élément Vo= MW,

v, € 0.-R* tel que via € 0. R" , ou encore tel que Rkvia = 0 . Puisque Rkvi £0,
ona 0+aNX #0 et donc X, C0na (ef. [2]) - Alors u,a =0 . D'autre part pour
1< m

lemme 52/’/ nous en concluons que a € O.‘Rk . Donc \Yk(a) =0 .

u.a C 0. 8" . Geci nous permet d'affirmer que b a € 0.-B" . D'aprés le
0

Proposition 2,4 :- Si A vérifie la condition F.2 Ak possede un idéal

nilpotent maximum. Soit Y un idéal bilatére de A . Supposons gqu'il existe un entier
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s tel que Y C O..v‘Rk » On pourra écrire Yb =@ Yu:.L « On aura alors (Yui)s - O.'Rk .
0
. s ‘n DK : 8
Pour m_< i < m,, onaura donc (Yui) cx N (0.*R™) et donc (Yui) CR .,
Ceci permet de conclure que Yu:.L CR . Maintenant nous remarquons que si K'> K ,
1
Y° ¢ 0."11k et donc que pour m  <si<m s Yu:,L CR - En définitive pour m < i
kt kb1
notre conclusion est que Ygi CR . 8i 1l'on remarque que pour i <o, Yui - O.’Rk s
nous pouvons écrire :
k
(1) Yo CR+ 0.2
o]
k

Réciproguement supposons qu'un idéal bilatere Y soit tel que Yb C R+0.°R™ .
0

Nous supposerons que RP £0 " RP* = 0 . Nous voyons alors que :

(Yb )p+1—k CRP 18 4 0..R" . Done nous pouvons écrire que § Rk(Yb )p+1—k = 0 ., Nous
0 0
en déduirons aisément que Rk(Y)k+ P = 0 (of. la démonstration de la propriété 2,8 de

[2]) .
La somme de tous les idéaux bilatéres qui vérifient 1'inclusion (1) est
encore un idéal bilatére qui vérifie la méme inclusion. Celui-ci a pour image canonique

un idéal R‘k de Ak qui est 1'idéal nilpotent maximum de A.k .
- Corollaire s (_Rk)p“”k =0,

Proposition 2,5 s Soit A un J-anneau qui vérifie les conditions F.2 et

Feo3 81 b est un élément de A tel que ‘Ifk(b) soit régulier dans Ak , alors

Ab + 0.'Rk contient un élément régulier de A .

Puisque AK est de dimension finie, Ak ‘Ifk(b) est essentiel dans 'Ak ». Donc
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pour tout indice i tel que m_< i< My Ay Wkﬂb) N Wk(Xi) #0 . 8i nous posons
Y, =X N (Ab + 0, "Rk) nous voyons que Y, Z 0.8 , Alors Y, ZR (prop. 24)
et il en est de méme Y; o Or un élément y appartenant & Yi peut se mettre sous

la forme Y=+ a, a¢€ 0..RX , Mais o« étant annulé par Rk est annulé par RS

et en particulier par: Yi qui appartient & EE ( efs [2]) o On voit alors que

Yiy CAb et on en conclut que Y; Chab N Xi o Maintenant si 1l%on considére un indice

i telque m <i<m , k' > k, on voit facilement que ¥ (b) est encore un
| k' k'+q k'
élément régulier de A . et le méme raisonnement montrera qu'il existe un ‘1déal non

nilpotent contenu dans Ab N Xi o Enfin on remarque que pour i <m Xi C O.'Rk o

La proposition 2,2 appliquée &4 Ab + O .- Rk donne le résultat.

Gorollaire : Ak posséde un anneau de fractions.

Nous savons déja ‘qlue A posséde un anneau de fractions (cf. [2]) . Soit donc
1lfk(b) un élément régulier de A et soit E’k(a) un élément quelconque., Il existe un
élément régulier de A1ba contenu dans Ab + O .® ¥ » Alors il existe un élément b’
régulier darns A tel que b'a = a1bj - Ponc bla € Ab + O.‘Rk o L1 -suffit de remarquer

que ‘lfk(b') est un élément régulier de A (lemme 2,1) et que l'on-a 3

,‘lfk(b') \sz(a) €A \lfk(b) .

Propogition 2,6 : Si A verifie les conditions F.2 et Fi3 , 1'idéal ‘I’k(xi)

est co=irréductible pour tout entier i tel que m S ixk mk-n o

Pour de tels indices on sait que Xi NR = Xi N (0.‘Rk) o La démonstration
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‘découle du lemme 2,4 en utilisant un procédé analogue & celui utilisé .dans la

démonstration de la proportion 4,5 de - [2] .

3) Etude de certains J-anneaux artiniens.

COLBY et RUTTER ont étudié dans [1] les J-anneaux artiniens qui .sont somme directe
dtidéaux co-irréductibles et ils ont donné un théeréme de struecture qui permet d'obtenir
tous les anneaux de ce type. Remarquons qu'un tel anneau.vérifie les conditions F.2

et F.3 . Justement nos résultats de [2] nous permettent d'énoncer le théordme suivant ¢

Théorgme. 3,1 : Pour qu'un anneau unitaire posséde un anneau de fractions artinien,
4 idéal singulier nul il faut et il suffit que ce soit un J-anneau qui vérifie les

conditions F.2 et F.3 .

Nous nous. proposons de retrouver gertains.des résultats de COLBY et RUITER dén
utilisant les résultats des paragraphes précédents. Il est facile de voir (of. [1])

gqu'on peut se limiter au cas ou A est isotypique.

Nous étudions donc un J—anneau artinien isotypique somme directe d'idéaux
co~irréductibles Xi « Nous savons que tout élément de A peut se représenter par une
matrice du type défini dans le paragraphe. 1 .. Remarquons qu'alors A contient les
metrices €;; Que nous pouvons identifier aux idempotents qui engendrent les idéaux Xi °

En.définitive nous pourrons écrire A = 2 Gijeij s le groupe additif Gij étant
isomorphe.au groupe additif eiiAejj 0
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Proposition 3,1 3 0."R -est somme directe d'idéaux a _gauche tous isomorphes.

0."R est un A/R module et donc un A-module semi-simple. CYest pourquoi O0.'R est
somme directe d‘’idéaux maximaux. Or- si nous posons X’i = Xi N (0.*R) , nous voyons
tout de éuite de O0.'R =e Xti » Chacun des idéaux Xqi étant co-irrédductible on en
déduit qu'il est minimal. Nous voyons méme que c'est l'unique idéal minimal contenu
deng: Xi" ¢+ Remarquons maintenant que X,i = Xi pour i g mﬂ_ « Nous. avons déja appelé
¢; wn A-isomorphisme de E, sur Eﬁ . Deng ces conditions QP;(Xa) est un A-module
isomorphe a X1 et donc un A-module minimale. On & alors cp{*-(x1) = X1i puisque xai

est lfunique idéal minimal contenu dans L Nous voyons bien qu'il existe un

A~igomorphisme de X‘ sur Xqi pour tout i .

Proposition 3,2 3 Le corps des A-homomorphismes de Xﬁ .dans .X1 est

isomorphe & X . E1 étant l'enveloppe injective de X1 , tout A-homomorphisme. de

X1 ~ dans _X1- se prolonge d'une maniére et d'une seule &4 un A-homomorphisme de E1

dans E (efo [4]) -

Réciprogquement X‘i étant un id8al minimal, une démonstration analogue & celle
que nous venons de faire pour démontrer la proposition précédente montre que tout

A~homomorphisme de Ei dans E1 induit un A-homomorphisme de X1 dansg Xt .

Avant de continuer rappelons que 0.°Rk est constitué par les matrices telles
que eij =0 pour i : m o Dans ces conditions on peut .identifier ‘l’k(a) & la matrice
obtenue en supprimant de celle qui représente a les o premiéres lignes et les o

premiérescolonnes. Nous poserons e;_j = ‘lfk(eij) + Nous pourrons identifier l'anneau Ak

& lYanmeau X Gijeij avec i:x:m ,J2m . Appelons Bk le radical de Ak $ la donnée
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des Gij pour m,. < icg ., permettra de définif tous les éléments de O.‘Rk » Posons
alors : X! = Wk(xi)>ﬂ (O.‘Rk) . Nous remarquons déja que X{ = Wk(Xi) pour

. . ' o T 1
mo <1< mk*1_,’D autre part nous pouvons écrire : O. Rk = eAXi .

Proposition 3,3 : les idéaux X; sont des idéaux minimaux pour m < i< m,
1

On sait déja que Xi est co-irréductible (prope. 2,6) . Il est donc en plus minimal

puisque O.'Rk est semi-simple.

Proposition 3,4 ¢ le groupe additif Hom (Xi,Xj) (resp. 1'anneau Hom (Xi,Xi))
A A
est isomorphe au groupe additif Hom (X{,XS) (resp. 1'anneau Hom (XQ,XQ)) pour

Ak
i2 my et J 2 o, -

D'aprés ce que nous avons dit si a = I Gijeij nous pouvons identifier Wk(a)

4 la matrice % G,.el., , i3 m J oz m . Dans ces conditions ces deux groupes sont

ij ig

isomorphes au groupe -Gij .

Proposition 3,5 : - si m <1< Myny ? Eom.(Xi,Xi) est un corps.

- En effet puisque Xi est un Ak module minimal, la- propriété est vraie pour

ﬁom (Xi,Xi) .

A

Gorollaire : Pour m S i <m s Gii -est. un sous-corps de K .

Lemme 3,1 : Soit Y' wun idéal minimal de A, - Adors si m < <m , le

groupe additif Hom (Xi,Y') est ou bien nul, ou bien isomorphe & Hom (ki,Y;) .

A A
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Propriété 3,6 : si mo<ic<m, et mo<g, le groupe #Xm (Xi’xj) est

un espace vectoriel de dimension finie sur Hom (Xi,Xi) 0
En effet 1'idéal X3 est somme directe de modules minimaux. Ecrivons donc :

J Jk

Dans ces conditions il est immédiat que Hom (X;,X?) est somme directe des
groupes Hom (Xi,XSk)‘. D'aprés le lemme précédent les groupes Hom (Xi,X;k) sont ou
nuls ou isomorphes & Hom (X;,X;) .. Enfin il est immédiat- que FHom (Xi,Xi) est un

| " "
espace vectoriel & droite sur Hom (X;,X;) 5

A

Corollaire : le.groupe .Gij est un espace vectoriel a gauche sur Gii de
dimension finie. Le fait que Gij soit maintenant un espace vectoriel & gauche

résulte de la convention que nous avons adoptéepour la multiplication des homomorphismes.

Pour en arriver au théoréme de structure tel qu'il est exposé dans [4] il
suffit de grouper les idéaux Xi de maniére convenable, Pour ceci on définit une
relation d'équivalence : Xi ~ Xj <==> 1l existe .un isomorphisme-de Xi sur Xj .

k+1=0,,

On voit que si xin.Rk,éo, X, NR 20 alors xjan,éo_, X, NR
I1 suffit de remarquer que K est le plus grand entier tel que RkXi A0 . Donc si
nous considérons 1'ensemble des Xi tels que m € ix m ., » [OUS pouvons en réaliser

une partition en classes d*équivalence. Donc nous pouvons définir des entiers L,
J

tels que :

mk‘= mk’1<mk,2< evo <.mk"£<ooo<mk+1 .
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Alors pour mk’£_5,1 < mk,£+1 les Xi seront tous isomorphes.
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SEMINATRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

Sur les Anneaux tels que tout A-module simple
est injectif

Exposé de Guy RENAULT
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Conférence n° 6

Dans tout ce qui suit les anneaux seront des anneaux unitaires non nécessai-
rement commutatifs et les modules seront des modules unitaireg sur des anneaux

unitaires.

Probléme n° 1 (Faith).

(1) Caractériser les anneaux A tels que tout A-module simple est injectif.

Dans le cas ou A est commutatif la réponse est donnée par le théoreme de
Kaplansky : les anneaux qui vérifient la propriété (1) sont les anneaux réguliers

(au sens de Von Neumann),

Proposition 1 : (Rappel)

Un anneau A est régulier (V.N,) s'il vérifie 1'une des conditions équiva-

lentes suivantes :
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(1) vx€ A, 3acd tel que x = xax
(i1) +tout idéal & gauche monogéne est facteur direct

(iii) tout idéal & gauche de type fini est facteur direct.

On trouvera d'autres caractérisations des anneaux réguliers dans [1].

Dans le cas non commutatif la réponse au probléme 1 est donnée par le théoréme de

Villa mayor :

Proposition 2 :

A étant un anneau unitaire non nécessairement commutatif, les conditions
suivantes sont équivalentes.
(1) Tout A-module & gauche simple est injectif
(2) Pour tout A-module & gauche M et tout sous-module N de M avec
N # M, N est égal & 1l'intersection des sous-modules maximaux de M
qui le contiennent.
(3) Tout idéal & gauche propre de A est égal & 1'intersection des idéaux

a4 gauche maximaux qui le contiennent.

On démontre les implications suivantes (1) = (2) = (3) = (1) .

(1) = (2). Par passage au quotient on se raméne au cas ol N=(o); avec 1l'hypothése
(1) on va montrer que si x est un élément non nul de M , il existe un sous-module

maximal P de M qui ne contient pas x .

On considére le A-module simple S = A/@ [ot ® est un idéal & gauche
maximal de A contenant l'annulateur de x] et f un homomorphisme non nul de Ax

dans S+ S étant injectif f se prolonge en un homomorphisme non nul g de M
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.. 8 dans S ; P=ker g est le sous-module maximal de M cherché -
Ax _JE_-q'ﬂs [en effet S est isomorphe a M/ker g et x £ ker g
0 car g(x) = f(x) £ 0]

(2) =» (3) » évident ,

(3) = (1) - soit 8 wun A-module & gauche simple ; on montre qu'il est injectif
en montrant que tout homomorphisme f dfun idéal & gauche 1 (de A) dans S se
prolonge en un homomorphisme g de A dans S .

si f =0 le prolongement est l'application nulle

si £#0 alors f est surjective et ker f est un sous-module propre

maximal de I .

1l existe un idéal a gauche ﬁaximal P de A qui de plus contient keér f
et ne contient pas I [ceci se déduit de la propriété (3) appliquée & 1l'idéal 2
gauche ker f # I} ; ker f étant maximal dans I jon en déduit ker £ =I NP . -

on & alors :
S=I/InPﬁI+P/P= /P
et il existe 1 €I tel que f(i) =x €8S et Am X, = P
0

(On applique &4 S et A/P la propriété suivante : Bourbalki Alg. ¢he VIII; § L,
ex, 2). En particulier i £ ker £ et i ¢ P,domc A=Ai+P,I=Ii+PNI et
1=2+p ol NEA et peP; diod i=iM +ip et f£(i) = f(iM) ; on pose

alors g(1l) = f(M) = = . Pour montrer que g prolonge f il suffit de vérifier
. 0

que g et £ coincident sur iet PNI ;or g(i)=f(iM) =£(i) et

g(PNI)=0=f(PNI) c.q.f.d,
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Remarque sur le cas commutatif : proposition 3 s

Si A est un anneau commutatif unitaire,les L propriétés suivantes sont

équivalentes,

(i) Tout idéal propre de A est égal & l'intersection des idéaux maximaux

qui le contiemnent.
(ii) A est régulier.
(iii) dans A tout idéal est égal a sa racine,

(iV) A est réduit et tout idéal premier est maximal,

Démonstration g

(1) <=> (ii) 3 voir [2] p. 85 .
(1) ==>(iii) : par définition r(I) = I idéaux nilpotents modulo I , donc
dans tout anneau unitaire on a 3

I Cr(I) € N(idéaux premiers contenant I) C N(idéaux maximaux >I)

dtot I = r(I) dés que A vérifie (i) .
(iii) = (ii) : soit x € A , de 1l'inclusion (4x)® CAx® on déduit
Ax® C Ax C r(Ax?) = Ax®
d'ol Ax? = Ax = r(4x?)

donc il existe a € A tel que x = ax® et A est régulier.

(ii) <= (4iV) : voir [1] .



Cas non commutatif.

Proposition 4

Si A est un amneau régulier réduit tout A-module simple est injectif.

Démonstration 3 [3] pe 211,

Remarque 3 on domnera & la fin de cet expcsé un exemple d'anneau régulier
femarque P

qui. ne vérifie pas la propriété que tout A-module simple est injectif,

Conjecture de Renault. Si A est un anneau unitaire réduit tel que tout

A-module simple est irjectif alors A est régulier,

Définition s R étant le radical de Jacobson d'un anneau A, on dit que R

est T-nilpotent & gauche,si,et seulement si,pour toute suite (ai) d*éléments
1 €N

de R 1l existe un entier n tel que & & ...a =0 o
’ i 2 n

Proposition 5 3

Si R est le radical de Jacobson d'un ammeav. A ; les conditions suivantes

sont équivalentes,
(i) Pour tout A-module & gauche M ron nul ona M #RM .

(ii) R est T-nilpotent i gauche.

Démonstration 3 of. [4] »

(1) ==> (ii) : Soit (ai) ure suite de R - on considére les -A-modules
1€MW
sulvants 8 F est le A-module libre de base dénombrable (xi) et G le
i €N
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sous-module de F engendré par les. éléments de F de la forme X;-a, X, g ou i

. _ . P .';—_ _
parcourt M . Soit M = F/G) dans M on a l'egalite x, = a;x, , donc M=DRM,
M=0 et F =G ., On peut donc écrire X € F sous la forme suivante 3
x =MN(x -ax )+ A (x -ax ) 4+ oee + M(x~a x ) et en identifiant les

1 1 1 1 2 2 2 23 K™ K K it

‘coefficients des deux membres on obtient s

coq.f.d.

(ii) => (i) 3 Soit M wun A-module non nul. Si M = EM , soit x up
élément non nul de M , x = I r.X, avec r.X, A0, r.c€R et X €M ; de méme
i1 it i i

X.:Zf.r.

X... , avec r,.X.. 0 et r.., € R ; il existe un indice J tel que
ST R ij 1 ij

T # 0 5 on continue ce procédé en écrivant que Xij € RM , et ainsi de suite.
On met ainsi en évidence une suite infinie d'éléments de R dont les produits
successif's sont tous non nuls, ce qui contredit le fait que R est T-nilpotent

a gauche.

 Propriété (P) : Un ammeau A vérifie la propriété (P) si et seulement si

tout A-module & gauche non nul M contient un sous-module maximal.

Remarque : Si A vérifie la propriété (2) de la proposition 2 alors A

vérifie (P) .

Propositich 6 :

Les propriétés suivantes sont équivalentes :



- 6 -7 -

(i) A vérifie (P) ,

(ii) A/R vérifie (P) et R est T-nilpotent & gauche.

Démonstration :

(i) ==> (ii) s si A vérifie (P), il est immédiat que A % vérifie
susgi (P) : le fait que R est T-nilpotent & gauche se déduit de la proposition 5
gt du lemme de Nakaysma (propositioﬁ 7) 3 en effet soient M un A-module & gauche

non rul eft M un sous<module maximel de M ; M/M est un A-module non nul, de
0
0
tvpe fini (car il est simple) donc M/M £ RQM/M =Ry d'ot M £ RM .
o 0 0

(ii) == (i) : soit M un A-module non nul, il vérifie (prop. 5) M # RM .
M/RM est un A-module annulé par R , donc un A/Rmmodu¢e. M/RM admet dong un
s0us ‘A/meodule maximal, qui est en méme temps un sous A-module maximal -de M/RM .
denc qui est de la forme M./RM ou M est un sous A-~module maximal de M .

, o

0
Coqef.do

On rappelle pour mémoire s

vroposition 7 ¢ Lemme de Nakayama .

Si M est un A-module non nul de type fini sur un anneau A , et si R est

le radical de Jacobson de A alors :

(i) M contient un sous-module propre maximal,

(1) M ARM .

Remargues sur le cas commutatif : on a les propositions suivantes 8 et 9,
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Proposition 8 :

Un anneau commutatif A tel que R =0 est un anneau réduit.
B effth it a mdmentde Atelqe a” = 0 3 alors,pour tout A€ A, ona ()" =0 done

(I -~ N\a) est inversible et a € R ,d'ol a = 0 .

Proposition 9 s

Si A est un anneau commutatif réduit vérifiant la propriété (P) alors A

est régulier,

D'aprés la proposition 3 il suffit de montrer que dans A tout idéal premier

est maximal. Ceci résulte du lemme suivant.

Lemme ;s Si B est un anneau commutatif intégre vérifiant la propriété (P)

alors B est un corps.

Démonstration 8 Soit K le corps des fractions de B 3 K est un B-module &

gauche divisible et K contient un sous Bwﬁodulé méximal L o K/L est encore un
B-module divisible, de plus il est simple ; il est domc isomorphe.a B/P ol P est
un idéal maximal de B ; mais B/P étant divisible alors P =0 ce qui entralne que
B est un corps. (P = 0 , en effet supposons P £0 , soit s un élément non nul

de P et y un élément non nul de B/P alors sx =y n'a pas de solution dans

B/P car sx = 0 pour tout x € B/P) 0

Conjecture de Bass.

 Pour un anneau A les propriétés (a) et (b) suivantes sont équivalentes :

(1) il n'existe pas dans A une infinité d‘'idempotents orthogonaux

(a)

(2) tout A-module & droite non nul contient uz sous-module simple.
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) (1) il n'existe pas dans A une infinité d'idempotents orthogonaux
b

(2') tout A-medule & gauche contient un sous-module maximal.

Armeau de Bjork :

On dit que 1l'anneau A est un anneau de Bjdrk (on vérifie la propriété (B))

si et seulement si : pour tout x € & il existe a € A et n €N tels que

Conséguence : si A est un ameau de Bjork alors R(A) est un nil idéal,

o

Remarque @ si A est artinien & gauche alors A est un anneau de Bj;3rk.

Broposition 10 : (5]

Si 1'anneau A vérifie la propriété (B) alors :

(1) x5y=1l=>yx=1,
(2) +tout élément non diviseur de O & droite est inversible,

(3) 3(A) CR(A) ou J(A) désigne 1'idéal singulier de 4 .

Démonstration :

\

(1) soient x et y deux éléments de A tels que xy = 1 ; la propriété (B)

+ e .
donne un a et un n tels que ax™ ' = x" ; comme x"y" = 1, on-en déduit ax =

’._l

d'ob a=y et yx=1,

(2) si x est un-élément non diviseur de zéro & droite on écrit :

ax" " = x" s0it (ax-1)x" =0 d'ol ax=1-= xa

.
-

ce qui montre que x est inversible.
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(3) on rappelle la définition suivante : j{A) = {3{6 A , Annx est essentiel
dans A}.‘ Pour montrer J(&) ¢ R(A) il suffit de montrer que pour tout x € J(A)
(1 - x) est inversible et d'aprés (2) il suffit de montrer que (1 - x) est non
diviseur de 0O & droite. Supposons que a soit un elément non nul de A tel que
a(l - x) = 0., Annx est essentiel dans A donc il existe un élément b de 4 tel
que ba # 0 et ba € Annx; or ba(l-x)=0dmc ba =0 cequi est impossible

donc (1 - x) est bien non diviseur de zéro a droite.

83 Oq!I od.

Proposition 11 :

Pour un anneau A wunitaire les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est noethérien & gauche et A4 vérifie (B) ,

(ii) A est artinien & gauche,

(ii) == (i) évident ,

(i) ==> (ii) A/R vérifie les hypothéses du théoréme de Goldie et d'apres (10)-2

il est égal & son anneau de quotients & gauche, il est donc semi-simple., A/R est
donc isomorphe & un produit fini d'anneaux de matrices sur un corps et il est értinien

4 gauche. On en déduit que A est lui-méme artinien & gauche car R est nilpotent.

Cas commutatif.

Proposition 12 :

Si A est un anneau commutatif vérifiant la propriété (P) alors A est un

anneau de Berk.



Démonstration s GCeci résulte des propositions 6, 8, 9, En effet A/R est

un anneau commutatif réduit vérifiant la propriété (P) donc il est régulier § pour
tout x € hp il existe a€ b tel que x=xa soit (x-x%a)=0. R étant
T-nilpotent & gauche est un nil idéal et il existe un entier n tel que (x - x%a)"= 0

N . Ja . +
d*ol 1l'existence d'un élément b %4el que x% = bx™ ' .

La démonstration de J.E, Bjdrk, concernant la proposition 12 dans le cas
d*un anneau non nécessairement commutatif, et transmise personnellement & G, Renault
s'est révélée inexacte, et les résultats établis dans [5] sont vrais modulo la

démonstration de la conjecture suivante 3

Conjecture s Si A est un anneau non nécessairement commutatif, tel que
tout A-module non nul contient un sous-module maximal; alors A est un anneau de

Bjdrk.

Corollaire de la proposition 12 3

Si A est un anneau commutatif régulier alors A est un anneau de Bjork.

Dans le chs non commutatif ceci n'est pas vrai.

Exemple d’annean régulier qui ne vérifie pas.la propriété de Bjork.

On va donner un anneau dans lequel on a deux éléments f et g qui vérifient
gof =1 et fog#1l . Il ne vérifiera pas la propriété (B) d'aprés la proposition
10, On considére un espace vectoriel V de dimensiorn infinie dénombrable sur un

corps K V= E-;Ke

, et on considére l'annesu A = End(V). On prend pour f
i=0 X

i

1l'endomorphisme de V défini par f(ei) =8y ; pour tout i €N et pour g

e

e. pour fout entier i 3 1 e% gle ) = O.
i-1 0

i

l'endomorphisme de V défini par g(ei)



Probléme : un anneau {non nécessairement commutatif) régulier qui vérifie

la propriété [(10)-(1)] est-il un anneau de Bjdrk ¢

Exemple d'anneau régulier tel que tout A-module simple ne soit pas injectifs

On reprend 1'exemple précédent V = _és Ke, et A= End(V). On considére
1=0 K
. n i
Ps €Ay p; * V s Kei ; x:EEl kjej - kiei ker Py = j?i Kej o« V¥V est un

A-module & gauche simple isomorphe a Api car on g 2

Anﬁ(ei) - Anﬁ(pi) = {fg reh, fle,) = o} .

V n'est pas injectif : on consideére 1'idéal & gauche S de A s

et on définit un homomorphisme ¢ de S dans V en posant @(pi) =8 3 quel que
soit 120 .81 V était injectifﬁ‘il existerait un élément x de V tel que

= = : = X o= 3 = .e. ¢ o1t .= 1 solt
x = e, avec e, @(Pi) P, x Pi(x) A6y o 80it A =1 quel que soi

120 ce qui est absurde car I est infini,
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- Pom oo

1, Introduction,

Un module M est dit complément décomposable s'il est somme directe d'injectifs

indécomposables ; il est dit bien complémentési l'intersection de deux sous-modules

compléments dans M est un complément dans M ; On dira que--M vérifie la condition
(C) s'il est complétement décomposable, et ne posséde pas de sous-module essentiel

propre complétement décomposable.

En 1958, MATLIS pose dans [8] la question suivante : tout facteur direct d'un
module complétement décomposable est-il également completement décomposable ; cette
question est restée sans réponse pendant prés de dix ans ; en 1967, FAITH et WALKER
ont apporté dans [4] une réponse positive dans le cas ol M est un module injectif .

Nous avons démontré dans [3] qu'il en était de mdme lorsque M est bien complémenté.
Nous nous proposons de démontrer ici que ¢

(i) Dans tout module complétement décomposable vérifiant la condition (C) , les

facteurs directs sont des sous-modules complétement décomposables (théoréme 1).

(i1) Tout module quasi-injectif complétement décomposable vérifie la condition

(C) (théoréme 2),

(iii) Tout module complétement décomposable et bien complémenté est quasi-

injectif (Théoréme 3).
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2. Résultats préliminaires.

Nous rappelons qu'un sous-module N d'un module M est dit essentiel dans
M (ou encore M est dit extension essentielle de N) si, pour tout sous-module

nonmul X de M, ona XNNZO,

Un module M est dit quasi-injectif si tout homomorphisme d'un sous-module
N de M dans M se prolonge en un endomorphisme de M (pour une étude détaillée

de ces modules, on pourra se rapporter & JOHNSON et WONG [7] , et FAITH et UTUMI [4]) .

On appelle indécomposable un module qui ne peut se décomposer en somme directe

de deux sous-modules propres.

N etant un sous-module d'un module M , un sous-module K de M est dit complé-
ment relatif de N dans M si l'ona NNK=0,etsi K est maximal pour cette

propriéeté ; N @ K est alors un sous-module essentiel de M ,.

Un sous-module K de M est appelé sous-module complément dans M s'il existe
un sous-module de M dont K soit un complément relatif ; on démontre qu'il en est
ainsi si et seulement si K ne posséde pas d'extension essentielle propre contenue

dans M .

On dit qu'un module non nul M est co-irréductible si 1'intersection de. deux
sous-modules non nuls de M n'est jamais nulle. Il est équivalent de dire ([8]
proposition 2,2) que M admet une enveloppe injective indécomposable, ou que M

est extension essentielle de tous ses sous-modules non nuls,

Théoréme A

Soient (E,) et (F.) deux familles indépendantes maximales de
ie1r T dieq
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sous-modules- injectif's indécomposables d'un module injectif @ .

Il existe un automorphisme ¢ de Q et une bijection o de I sur J

tels que

iel ¢(Ei) = Fo(i) o

- Ce théoréme, généralisant celui d'AZUMAYA [1] , a été démontré par FORT [6]

et M}YASHImA‘[9] .

Corollaire 3

Si N1 et N sont deux sous-modules essentiels d'un module M , et sont
2= 2 ALl

somme directe d'injectifs indécompposables, ils sont isomorphes.

Théoréme B :

Soit M un A-module, et E une enveloppe injective de M ; les assertions

sulvantes sont équivalentes :

1) M est quasi-injectif ,

2) M est stable pour EnqA(E) o

- Ce théoréme classique a été démontré par JOHNSON et WONG dans [7] ,

théoréme 1 .l 14 o

Lemme 1 3

Soit N un sous-module non nul d"une somme directe ® ZNi de sous-modules

iel



g = bk~

de M ; il existe alors un indice i de I et un sous-module non nul Ni de Ni

isomorphe & un sous-module non nul N' de N .

Démonstration :

On peut toujours supposer que N est monogéne, et se ramener ainsi au cas

ou card I est fini.

- card I 1l est trivial.

= card I = 2 3 NCNi ;] N2

si- N N N o= (0) , N est isomorphe & un sous-module de N $rN2/N1 =N ,
2

si NN Ni # (0) , ce sous-module répond & la question.

-ce.rdI:n;NCN1 G(Nzao”@N) ; on se raméne aucas n =2 ,
1 n

Proposition 1 :

- Soit M un module, extension essentielle d'une somme directe de sous-modules

co~irréductibles i tout sous-module non nul de M pqsséde la mBme propriéié.

Démonstration-¢ (FORT [6])

Remarquons tout d'abord qu'en vertu du lemme 5 ; tout sous-module non nul

N de M contient au moins un sous-module co-irréductible. Soit alors (Ci) une
i€l

famille indépendante maximale de sous-modules co-irréductibles de N (dont

1'existence ebt assurée par le théoréme dé Zorn) , et soit T un complément de

® C. dans N ; T ne contenant aucun sous-module co-irréductible, il est nul,
iel
et donc 2 Ci est essentiel dans N ,
iel
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5. Facteurs directs des modules complétement décomposables.

Condition (P) :

Un module complétement décomposable vérifie la condition (C) , s'il ne

possede pas de sous-module essentiel propre qui soit complétement décomposable,

Exemple :

Tout module injectif complétement décomposable vérifie la condition (C) en

vertu du théoréme A (tout sous-module essentiel complétement décomposable de E
devant &tre injectif, puisque isomorphe & E , donc facteur direct de E , et

finalement égal & E ) ,

Lemme 2 :

Soient M= @ E, un module, somme directe d'injectif's indécomposables,
iegl :

K un facteur direct de M , et N wun sous-module de type fini de K ; il existe

une -enveloppe injective de N contenue dans X .

Démonstration. (FAITH et WALKER [5]) :

N -étant de type fini; il existe un sous-ensemble fini J de I +tel que N
soit contenu dans le module injectif M' = @ E, ; soit N une enveloppe
igd * 0
injective de N contenue dans M' , donc dans M ,

Soit p 1la projection de M sur X , dont le noyau est un supplémentaire de

K dans M,
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Ker p NN étant nul, il en-est de méme pour Ker p NN ; p(N ). est ainsi
0 0
isomorphe a N° , donc est injectif ., En outre, Xer p étant facteur direct de M ,
p(N) = N est essentiel dans P(No) - I1 en résulte que p(NBJ est une enveloppe

injective de N contenue dans X .

Proposition 2 3

Soit M un module, somme directe d‘'injectifs indécomposables ; tout facteur

direct de M est extension essentielle d‘'une somme directe d'injectifs indécomposables.

Démonstration 3

Soit K wun facteur direct de M ; en vertu de la proposition 2 , K est
extension essentielle d'une somme-directe de sous-modules co-irréductibles
(Cj)_ ; , que l'on peut supposer monogenes, Le lemme 1 nous permet de remplacer
chacgn%ies Cj pour une enveloppe injective Ej contenue dans K , et K west alors

extension essentielle de la somme directe des ]il'j 0

Théoréme 1 ¢

Soit M un module complétement- décomposable vérifiant la condition (C) ; tout

facteur direct de M est complétement décomposable.

Démonstration :

Soit L .un supplément de K dans M ; d'aprés la proposition 3, L et K
sont extensions essentielles de modules c¢omplétement décomposables L' et X' 3
L' @ K' est alors un sous-module essentiel complétement décomposable de M , Il
résulte de la condition - (C) que M =1L'@® K' , donc que K =K' est un sous-module

complétement décomposable,



R

Théoréme 2 :

Tout module quasi-injectif complétement décomposable M vérifie la condition (C).

Démonstration :

Soit N un sous-module essentiel complétement décomposable de M , théoréme A ,

Appelant F une enveloppe injective de M (et donc de N) , onnote ¥ 1'endomorphisme

de E prolongeant o 0 — N-——->/E
({) 4
M //‘ v
N , isomorphe & M , étant quais-injectif, il e
E

est stable par ¢ (théoréme 2) ; on & donc

YN) CN

Or Y(N) = ¢(N) = ¥ ; il en résulte que M =N ,

Proposition 3 :

Si M est un module complétement décomposable gquasi-injectif, il y a identité

entre facteurs directs de M et sous-modules complétement décomposables de M .

Démonstration :

Nous venons de voir que tout facteur direct est complétement décomposable ;
considérons réciproquement un sous-module complétement décomposable K de M ,
et soit L wun complément de X dans M . M etant quasi-injectif, L est facteur
direct de M , donc est, d'aprés la proposition 3 , extension essentielle d*un
module complétement décomposable L' ; M est alors égal & L' @ K (condition (C)) ,

ce gui prouve que X est facteur direct de M °



4k, Quasi-injectivité des modules completement décomposables bien complémentés,

Théorédme 3

Tout module complétement décomposable bien complémenté est quasi-injectif.

Démonstration :

On sait ([10] , théoréme 4.3.) qu'un module M est bien complémenté si et
suelement si, pour tout complément K de M et tout endomorphisme ¢ de E(M)

dont le noyau est essentiel dans E(M) , on a

oK) € E(X) .

Ici, M= @ Ei ;
iel

chéque Ei étant un complément dans M , on a

‘P(Ei) SEi 3

d'ol o(M) C M

dés que Ker ¢ est essentiel dans E(M) ,

La proposition résulte alors du lemme suivant :

Lemme 3 : (CAILLEAU [2])

Soit M un module somme directe d'injectifs indécomposables ; M _est quasi-

injectif si et seulement si, pour tout endomorphisme ¢ de E(M) dont leé noyau est

essentiel dans E(M) , on a :

o) C M -



(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

(6]

[7]

(8]

[9]-
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Théoremes de stabilité pour des dérivations dans une

algebre associative

par EARL. J, TAFT

1, Introduction et explication du probléme.

Soit A une algébre associative, de dimension finie Sur un corps commutatif
F ., Soit R le radical de A ; on suppose dans cet article que 1l'algébre A/R est
séparable, Alors, grace au théoréme bien connu de Wedderburn, on peut écrire
A=S+R, ol S estune sous-algébre séparable, SNR =0 et S = A4/R , Une telle
sous-algebre S s'appelle un facteur de Wedderburn dans A . S n'est pas unique, en
général, mais on ‘a le théoréme d'unicité de Malcev, qui dit que si S est une sous-
algébre de A et si T est un facteur de Wedderburn dans A ., alors il existe x
dans R tel quesl'automorphisme intérieur C  dans A déterminé par 1 - x
envoie S dans ET » (On ne suppose pas que A contient une unité 1 , la notation
ayant un sens, de toute fagon). En particulier, si S et T sont des facteurs de
Wedderburn dans A , S et T sont isomorphes via un automorphisme dans A , de la

maniére indiquée. On peut trouver une bonne exposition des théorémes de Wedderburn

et Malcev dans [4] .
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‘Maintenant on introduit une algébre de Lie L sur F , dont les membres
sont des dérivations dans A , c'est—4-dire, si D€ L , D est une application
F-linéaire de A et D(ab) =(Da)b + a(Db) pour tous a, b € A . On va supposer
que L est complétement réductible en tant qu'ensemble d'applications linéaires
dans A , c'est-a-dire, tout sous-espace de A qui est stable pour L a un sous-
espace complémentaire dans A qui est aussi stable pour L ., Maintenant, on va

poser deux questions :

Question 1 : .Est-ce qu'il existe un facteur de Wedderburn dans A qul est

stable pour L ?

Question 2 : 3i S et T sont deux facteurs de Wedderburn qui sont stables

pour L , qu'elle est la relation entre S et T ?

Pour expliquer davantage la seconde question, on remarque que si x € R est

un L-constant, c'est-a~dire, Dx = 0 pour tout- D € L , alors 1'automorphisme

1

C dans A domné par C (a) = (1-x)a(l-x)"' commute avec tous les éléments

17X 17X

de D, et donc, si S est une sous-algébre de A stable pour 'L , C1_XS 1l'est
aussi., Alors la relation indiquée & la question 2 est que S et T  seraient isomorphes

par un automorphisme intérieur C1 dans A , ou x est un L-constant dans R ,
X

On remarque que des questions analogues & ces deux questions sont déja trai-
tées dans la littérature, ol, au lieude L , on a un groupe & d‘'automorphismes
dans A (voir [7], [9]). On va voir qu'on peut utiliser ces résultats pour G pour
donmer des réponses affirmatives aux questions 1 et 2, dans le cas ou le caractéris-

tique p de F est égal &4 O , mais pour obtenir cela, il faudra employer les notions
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de groupe algébrique et d'algébre de Lie associée, Dautre part, on va aussi donner
une réponse définitive 4 la question 2 qui est valable pour n'importe quel p 2 o ,

et dont la démonstration est purement -algébrique.

Nous remarquons enfin que les résultats décrits dans cet exposé sont contenus
dans la thése de M, Charles Hallakan, Rutgers University, 1968 et qu'ils seront

contenus dans 1'article [5] o

2y Le cas de caractéristigue zéro.

Théoreme 1 : -Soit A wune algébre associative de dimension finie sur un
corps F de caractéristique O ., Soit R 1le radical de A ., Soit L une algébre

de Lie complétement réductible de dérivations dans A . Alors :

1) A contient un facteur de Wedderburn qui est stable pour L ,
2) 8i S est une sous-algébre semi~simple de A .qui est stable pour L ,
et si T est un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L , alors il

existe un L-constant x dans R tel que C1 x? cT .

Pour-démontrer ce théoreme, nous utilisons les nofions de-groupe algébrique
et algébre de Lie algébrique, comme explgquées, par exemple, dans [2], [3]; [8] .
Soit L 1la plus petite algébre de Lie algébrique qui contient L., et soit G le
groupe algébrique (connexe) dont L est 1'algébre de Lie algébrique. Les membres de
1 sont des dérivations dans A , ceux de G sont des automorphismes dans A , et
puisque L, I et G stabilisent les mémes sous-espaces de A , Let ¢ sont aussi

complétement réductibles. Maintenant on fait appel au théoréme de- [7] qui dit que A
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a un facteur de Wedderburn S qui est stable pour G . Le groupe GS des applications
F-linéaires non singuliéres dans A gqui laissent stable S est un groupe algébrique,

etona GC GS
les applications F-linéaires dans A qui stabilisent S ., Enfin, ona L C:TLC:LS 5

. L'algébre de Lie algébrique qui corresponde -a GS est LS , toutes

ce qui montre que S est un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L .

La premiére partie du théoréme est donc démontrée.,

Pour la deuxieme partie, on utilise”ie résultat dans [9] qui dit qu'il existe
x dans R tel que C1_XS CT et tel que x soit point fixe pour G , c'est-a-dire,
gx=x pour tout g€ G ., Alors G C Gx , le groupe algébrigue de toutes les applica-
tions F-linéaires non-singulieres dans A qui ont x. commé point fixe. L'algébre de
Lie algébrique qui correspond & Gx est %%i?%gé%%%ﬁes les applications leihéaires

dans A qui s'annulent en x ., Enfin, ona L CL CZLX . ce qui montre que . X est

un L-constant, et on a démontré le théoreme 1 .

On remarque que, si A et L sont comme indiqués dans le théoréme, et si
S et T sont deux facteurs de Wedderburn stables pour L , alors il existe x dans

R qui est constant pour L tel que Ci~x§ =T,

La premiére partie du théoréme 1 a été remarquée dans [1] dans le cas om
A est une algébre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif F. de caracté-

ristique zéro.
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3. Le_théoréme d'unicité dans le cas général,

On ignore si la conclusion de la premiére partie du théoréme 1 reste valable
lorsque la caractéristique de F est positive et aussi pour la question analogue
pour un groupe G d'automorphismes dans A (ieci on suppose A/R séparable),
Cepéndant, on peut généraliser la deuxiéme partie du théortme 1 au cas dfune carac-

téristique quelcongue;

- Théoreme 2 ; Soit A une algébre associative de dimension finie sur un corps
- commutatif F , Soit R 1le radical de A , et on suppose que AR est séparable.,
Soit L une algebre de Lie completement réductible de dérivations dans A telle que
LRCR , Soit S wune sous-algébre séparable de A qui est stable pour L , et soit
T un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L . Alors, il existe un

L~constant x dans R tel que C-1_XS cT .
Pour démontrer ce théoreéme, on considére deux cas 8

Cas1l: R*=0,

Grice au théoréme de Malcev, il existe x dans R tel que C1_?§S CT . 81
s€8,ona (1-x)s(l+4x)€ T, clest-a~dire, s ~ x5+ s8x€ T .80it Del , 8i
on applique D & cette relation, on a2 Ds - x(Ds) - (Dx)s + (Ds)x + s(Dx) € T .
Mais Ds € S et on a aussi : Ds - x(Ds) + (Ds)x € T . On soustrait pour trouver :

s(D%) - (Dx)s € T , Mais on suppose que Dx € R et donc s(Dx) - (Dx)s €T NR =10 .
Dx € C(S) NR , ot C(S) ::{a € Alas =sa , tout s € S} .

Maintenant R est stable pour L par hypothése, et G(S) NR est un sous=



- 10 - 6 -

espace de R qui est stable pour L ., Ltaction de L sur un sous-espace de R qui
est stable pour L (ol sur le quotient de deux tels sous—espaces) étant complétement
réductible, on peut décomposer R = (C(S) N'R) ® U, o LUCU., Ecrivons x =y + u,

y€CGS)NR, u€eU .Alors, si DeEL ,ona Du=Dx~Dy€ (C(S) NR)NU =0 et

It

u est un IL-constant. Enfin, TD C1_XS = C,mu C1my,S = G,i._uS parce que y € G(8) .

Cas 21 R*£0.,

Appelons A = A/R® , ol a == a est l'homomorphisme canonique de A sur A.
On va raisomner par récurrence sur la dimension de A sur F . L agit sur A comme
algébre de Lie complétement réductible de dérivations, § est une sous&«alg,ébre
8éparable de K- qui est stable pour L et T est un facteur de Wedderburn dans A
qui est stable pour L . Alors il existe x dans R tel que E est un Lsconstant
et (}1__}-c SCT .S DeEL,onadonec ¢ Dx€ R?® o R® est un sous-espace-de R qui
est stable pour L , et on décompose R': R®@U. ou U est stable pour L «
Ecrivons x =y + u , y€R* et ue U, Alors, pour DEL , on a 3
Du=Dx~Dy € R®2NU=0 . uest donc un L-constant, et aussi u = x . Donc,

C .5 T, quientrafne que G _ S+ R®CT+R*.L'algsbre T +R* est striGtement

1
contenue dans A et est stable pour L . C S est une sous-algébre séparable de

1=U

1

T + R® qui est stable pour L (parce que u est un L-constant) et T est un
facteur de Wedderburn dans T + R? qui est stable pour L . Donc, par récﬁrrence 5
il existe v € R? qui est un L-constant, tel que C . 8 CT - Enfin, 1'é1ément
W=u+v-uv est un L-constant dans R tel que quws CT , ce qui démontre

le théoréme 2 .

- Nous remarquons, d'abord, que si p = 0, la condition LR CR - est toujours

valable pour n'importe quel ensemble L de dérivations dans A (voir [6]). Alors,
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le théoréme 2 généralise la deuxiéme partie du théoréme 1 quand p = 0 .

Nous remarquons aussi que si p est positif, 1'hypothése LR CR ne peut
8tre omise. Il existe un exemple (voir [5]) qui montre que le théoréme 2 ne reste

plus valable si on ne suppose pas que LR CR .

Enfin, si A et L sont comme indiqués dans le théoréme 2, et si S et T sont
deux facteurs de Wedderburn dans A qui sont stables pour L , alors il existe un
L-constant x dans R tel que C XS = T . Ce corollaire n'est plus valable si on

-

ne suppose pas que LR CR -



(1]
[2]
[3]

[4]
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LA FACTORISATION DANS IES ANNEAUX NON-COMMUTATIFS -I -

par P.M, COHN

Os La notion d'amneau factoriel est assez bien conme dans le cas commutatif.
Le premier exemple sans doute est Z , 1l'anneau d%entiers, dont la factorialité a été
démontrée par Euclide, en utilisant 1'algorithme qui porte son nom (pour &tre.précis,
Buclide s'occupe du demi-anneau d'entiers positif's, mals nous nous passons de ce
raffinement).

Dans le cas non-commutatif, la théorie est de date beaucoup plus récente.
Elle commence dans l'analyse ou on considere les équations différentielles linéaires ;

par exemple, prenons :

(n)

ay " +a y(”_1),+ ees tay=0 ,
0 1 n

qui s'écrit en forme d'opérateurs,

(aD"+ad™'4 oo 4+a)y=0.
] 1 n

On s'apergoit que ces opérateurs forment un anneau analogue a lfanneau de

polyn8mes en D ., a coefficients dans un corps K , mais avec la régle de commutation

Da = aD + a! (a'zg; .
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Cet anneau apparailt déja en Schlesinger [97], qui montre que c¢'est un anneau
intégre, Un peu plus tard, Landau [02] et Loewy [03] montrent que chaque opérateur
admet une factorisation compléte, deux telles factorisations ont ndme nombre de facteurs,
et on peut établir une correspondance entre eux tels que des facteurs qui se correspon-

dent sont du méme type, dans un sens qui a déja été défini par Poincaré.

Loewy reprit la question dans plusieurs articles, mais ce fut Ore [32] qui
donna une théorie algébrique qui s‘'applique & un anneau euclidien quelconque (non-commu-
tatif), Peu aprés, Asano [38] étendait la théorie aux anneaux principaux, comme dans la
présentation donnée dans le livre de Jacobson [43] . Mais tout se passe sans que la
définition d' "anneaux factoriels" intervienne. Cette définition (qui était "dans 1'air")
fut donnée dans Cohn [63] , ou se trouve aussi la description d'une classe d'anneaux
factoriels beaucoup plus vaste que les anneaux principaux. Ce sont les "anneaux de
Bezouf faibles & factorisation compléte, ou dans un langage plus & jour : les "2-firs
atomiques". Ils comprennent les algébres associatives libres sur un corps, le produit
libre de corps gauches, etc....

Mon programme dans ces conférences sera la suivant :

I, Définition et propriétés principales d'un anneau factoriel.
II, Relations avec l'algorithme faible,
111, Factorisation de matrices,

IV, Localisation,

1, Tous les anneaux ont un élément—unité 1 , qui sera respecté par homomorphismes,
sous-anneaux, modules, etc... Un anneau R est dit intégre si R* = R\ {Q} est non-vide
et admet une multiplication- Le groupe d'unités sera noté U(R)

Soit donnée une factorisation d'un élément ¢ de R* g

(1) C=aa ...a
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On y associe la chafne de modules (idéaux & droite) :

I{DaI{D coe Da ocﬂa-]I{“" CI{
avec qUOtlentS o

~

R N o= $o e .
Yar> *aar=Var 0t o Vaw
1 : 1 2 2
Une seconde factorisation de ¢ ¢

(2) C=bDb oueb
1 2 L

est dite isomorphe & (1) si ¢ =Xk et s'il existe une permutation i +> i' tel que

Par atome on entend un élément qui n'est ni unité, ni produit de deux éléments
non-unités, Une factorisation (1) est dite compléte si chague ay est un atome, Main-
tenant il est clair qu'on va définir un anneau factoriel comme suit 3

Définition : Un anneau R est factoriel s'il est intégre et si chaque élément
qui: n'est ni 0 , ni unité, admet une factorisation compléte, deux telles factorisations
d'un méme élément étant isomorphes.

D'abord notons que cela redonne la définition habituelle au cas commutatif,

I1 suffit de remarquer que R/aR = Rpp = ak = bR (parce que aR peut &tre carac-
Atérisé comme annulateur de R/aR ). Définissons généralement ¢ a est semblable & b :
a~Db, si E/aR = R/bR » Dans le cas.commutatif les éléments semblables sont associés,
comme nous venons de le voir; donc il est équivalent de regarder des factorisations ou
des chalnes de modules. Mais dans le cas général il est plus commode de considérer ces
derniéres, ce qui remplace la condition compliguée de similitude par la condition simple
d'isomorphisme de modules., |

Par quel moyen peut-on prouwver la factorialité d'un ameau ? Soit. R wun
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anneau (intégre et) principal. Alors tout élément admet une factorisation compléte
en plus le théoréme de Jordan-HGlder pour les treillis modulaires affirme que deux

factorisations complétes d'un méme élément sont isomorphes. Donc on a 3

Théoréme 1 3 Tout anneau intégre principal est factoriel.

Pour étendre ce résultat, il est  utile de ééparer les questions dtexistence
et dtunicité,

Existence. Convenons d'appeler atomique un anneau intégre dans lequel tout ‘
élément est soit zéro,.soit unité, soit produit d'atomes. Par exemple, il ast facile
de montrer (et nous le verrons plus tard) qu'un anneau intégre qui satisfait & la
condition maximum pour.les idéaux principaux a droite et a gauéhe est atomique,

Soit maintenant R un anneau intégre atomique, Pour pouvoir affirmer que
R est factoriel, il suffit que les idéaux principaux & droite forment un treillis
modplaire, La fagon la plus évidente de remplir cette condition est que les idéaux
principaux a droite forment un sous-treillis du treillis de tous les idéaux & droite
(qui est sfirement modulaire), Cela veut dire que la sbmme et 1¥intersection de deux
idéaux principaux & droite sont encore principaux. Pour que cela arrive il faut se
placer dans un amneau de Bezout & droite (par définition), ce qui sort trés peu du
cadre des anneaux principaux. Mais on peut étendre la classe d¥anneaux par une petite
observation qui constitue la clef pour la suite : pour comparer deux factorisatiéns
dfun élément C # O nous n'avons pas affaire aux idéaux prineipaux quelcongues, mais
gseulement aux idéaux qui contiennent ¢R . Donc, il suffit d'exiger que aR + bR et
ak N bR _soient principaux seulement dans le cas aR N bR £ 0 . Les anneaux intégfes
satisfaisant & cette condition sfappellent parfois anneaux de Bezout faibles, On peut
montrer.que ~ malgré les apparences — la notion est symétrique & droite et-a gauche.

Mais & présent on utilise un terme plus court et plus systématique qui sera expliqué
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bientdt : le 2-fir, D'abord notons qu'on peut simplifier la définition d'un anneau

de Bezout faible :

Lemme : Soit R un anneau intégre, tel que_ aR N bR £Z.0 = aR + bR

principal, Alors aR N bR -est principal, pour tous a, b € R,

Démonstration : Il faut montrer que aR N DR est principal, et on peut
évidemment supposer que aR NDBR £0 . On a une suite exacte

0 —>aR N bR =5 aR ® bR +— aR + bR —0 .

ou u(x,y) =x-y , et Ax) = (x,y) . Par hypothése, aR + bR est principal, donc
libpre et alorsbla guite est scindée. Cela veut dire que aR NDBR ept image de

ak ® bR , donc c'est un idéal engendré par deux éléments, qui ne forment pas une
famille libre (pérce que le noyau de l'application est aR + bR £ O) et par la
proﬁriété de R cela montre que aR N PR est principal,

On peut exprimer la définition d’‘un anneau de Bezout faible. comme suit :
si deux éléments de R sont linéairement dépendants & droite (sur R) , alors
1'idéal & droite qu'ils engendrent est principal, Car aR N bR £ O veut dire juste-
ment qu'il existe a', b' mnon tous les deux nuls, tels que ab' = ba' =0,

De plus on peut exprimer la condition d'8tre anneau intégre de la. n8me facon:
si un élément de R est linéairement dépendant, alors 1'idéal a droite qu'il engendre
est nul, Cela nous méne & la définition suivante 3

Définition : un anneau R s'appelle n-fir si tout.ideal.a droite engendré
‘par une famille linéairement dépendante de m (< n) éléments a aussi une famille
génératrice comportant < m éléments,

Selon cette définition, 1-fir n'est autre chose qu'un anneau intégre, et

2-fir est justement un anneau de Bezout faible. Le nom n-fir s'explique par la
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propriété suivante qui peut aussi servir comme définition :

Dans un n~-fir, tout idéal A droite qui peut étre engendré par n éléments
au plus, est libre, de rang bien déterminé.

Remarquons que tout n-fir est aussi n'-fir, pour n' <n. Un anneau qui
est n-fir pour tout n , est caractérisé par le fait que tous ses idéaux & droite de
type finis sont libres, de rangs bien déterminés. Cela s'appelle semi-fir. Enfin un
fir (= free ideal ring) a droite est un anneau dans lequel tout idéal a droite est
libre, de rang bien déterminé.,

Remarquons encore (sans preuve) que la notion de n-fir est symétrique i
droite et & gauche, donc aussi celle de semi-fir. Par contre, il existe des firs a
droite qui ne le sont pas & gauche.

Pour revenir a4 la factorisation, nous avons vu que, pour la factorialité,
il suffit que 1l'anneau soit atomique et ses idéaux principaux & droite contenant un
cR # 0 domné forment un sous-treillis du treillis de tous les idéaux & droite, donc

on obtient :

Théoréme 2 : Tout 2-fir atomique est un anneau factoriel.

2, Avant de donner des exemples il faut éclaircir un peu la notion d'anneau
factoriel. Ce que j'ai dit jusqu'a présent ne suffit méme pas pour décider si cette
notion est symétrique & droite et 4 gauche (la définition ne 1'est pas, & cause du
caractére unilatére de la similitude). Donc on va étudier de plus‘prés la notion

de similitude.

Commengons par un anneau R quelconque. Soit A un idéal a droite dans R .

On définit 1'idéalisateur de A comme

I(A):‘{xeR|xAgA_} :

Evidemment c'est un sous-anneau de R , en effet c'est le plus grand
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sous-anneau dans lequel A est idéal bilatére. On peut donc former 1l'anneau quotient

B(A) = I(a)/A

qui s'appelle anneau propre (eigenring) de 1'idéal A . Quand - A est bilatére dans

R (par ex. si R est commutatif) , E(A) est réduit & R/A . En général on a le

Théoréme 3 : (Pitting [35]) Soit A un idéal & droite dans un anneau

R Aguelconque. Alors

(1) E(A) = Endp (R/A) .

On le démontre en observant que tout r € I(A) définit un endomorphisme

o, du module & droite R/A ;

(2) @, X b—5TX (x daésigne la classe de x € R) ,

et que lfapplication r F—1>ar est un homomorphisme d'anmneaux :.
(3) -I(A) —> Endp(R/A) .

Etant donné 6 ¢ EndR(R/A) ,si 6(1I) =7, alors 6%) =1x = ar(i) , ce
qui montre la surjectivité de (3) , Le noyau est visiblement A , donc on obtient'(l).
Plus généralement, étant donné des idéaux & droite A, A' de R , tout homo-

morphisme R/A' —> R/A peut étre réalisé par un élément b € R tel que DAY CA .

C'est l'agpplication qui envoie
x(mod AY) > bx(mod A).

Comme au théoréme 3, c'est surjectif si et seulement si A + DR =R , et
injectif si et seulement si A' = {? € B/bx € A} . Cela nous donne un critére pour
1'isomorphisme de R/A et R/A' . Pour les idéaux principaux cela nous dome un
critére de similitude. Nous en ajoutons un autre, en omettant la démonstration

(voir Cohn [67]) :



19 -8 -

Lemme & Soient - a, a' des-€éléments d'un amneau R , tels que ni a , ni a'

ne soient diviseurs de zéro & gauche (c'est-i-dire x > - ax, x H3a'x sont injectifs).

Alors les trois conditions qui suivent sont équivalentes :

1) a est semblable & a' (R/aR = R/a'R) .

2) aR+bR =R et aR N bR =ba'R pour un b € R convenable.

3) Il existe une matrice de la forme _<a *> avec inverse de la forme -< '>
' : * %/ 2 * 8

Indiquons seulement la démonstration 1) <&=> 2) . On a vu que la condition
de :similitude est .aR +bPR =R et a'R-= {x € R/bx € aR} . Mais cette derniere
coﬁdition»se traduit par ba'R = bR N aR ., Pour passer en sens inverse, il semble qu'on
doit exiger qUe b ne soit pas diviseur de zéro & gauche ; mais la méme chose peut
8tre démontrée avec 1'hypothése du lemme.

Cela montre en tout cas que dans un anneau intégre R/aR = R/a'R

lad

<= R/Ra = R/Ra' . Donc la notion d'anneau factoriel est bien symétrique. Cela se voit

de fagon plus claire encore du point de‘vue catégorique que nous adopterons plus tard.
Regardons encore le cas spécial d'un 2-fir. La deuxiéme partie de 2) montre

gu'on a une relation

(&) ab' = ba'

ou a! , b' sonf sans facteur commun & droite. A cause de la premiére partie de 2),

a, b sont sans facteur commun & gauche. Disons qu'une telle felation est étrangdre

(coprime). Maintenant, soit (4) une relation étrangére (et ab'fﬁ 0) . Alors

aR + bR = AR (parce que R est 2-fir, et d est unité, donc aR + bR = R . De

plus aR N DR = mR , et ici m = ba' parce que a', b' sont étranges a droite,

Donc on a 1le

Lemme : Dans un 2-fir R , deux éléments a, a' (£ 0) sont semblables si et

seulement si il existe une relation étrangére de la forme (4).

Bibliographie & la fin de la Conférence IILI.
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3, ~Nous avons vu que la définition d'anneau factoriel se réduit & la notion usuelle
dans le cas commutatif. Regardons comment elle s'eh distingue dans le cas général.
Quand on a deux factorisations completes d'un élément c :

(1) C=5-1 s 00 ar=b1 e br P

on sait qu'il y a une permutation i }b—1' tel que a; ~ bi' . Mais en général on
n'ta pas les propriétés suivantes qui sont valables dans le cas commutatif :

@) a, est  associéd b,, et

i - i
ﬁ) on peut obtenir c¢ en rangeant les bi dans l'ordre b ,b , ... br' .
1 2

Pour le cas des 2-fir on a quand méme quelques précisions sur @ et P . Car on

sait que deux facteurs consécutifs dans (1), disons a;_8; » peuvent &tre transposés

précisément ‘quand on a une relation étrangére :

— 1,50
(2) a, 8 =aja;_

Donc la permutation dont il est question dans P est produit de transpositions
comme (2) , que nous convenons d'appeler "transpositions maximales",

D'ailleurs les transpositions maximales entrent aussi dans o« , car deux éléments
a, a! dans un 2-fir sont semblables si et seulement si il y a une relation étrangére

ab' = bat .,
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On peut étudier sous quelles conditions @ ou P seraient encore valables dans
le cas non-commutatif, Nous allons plutdt regarder le cas ou l'ordre est complétement

fixe, On dit qu'un élément c¢ d'un anneau factoriel est a factorisation rigide (ou

tout court : ¢ est rigide) si étant donné deux factorisations de ¢ comme dans (1),

on a forcément :
-yt U -~y =
b, = vl e (ui € U(R) , uo u 1) .

On a le lemme suivant, dont une forme plus faible a été remarquée par KoSevoi [66]:

Lemme : Soit R un 2-fir atomique, et x € R . Alors si les atomes d'une fagtori-

sation compléte de R engendrent un idéal bilatére propre de R , x est rigide.

Pour le démontrer, il suffit de montrer qu'aucune transposition ne peut se pro-
duire, Soit donc ab' = ba' une transposition maximale, ou a, b' appartiennent a
la factorisation compléte de x dommée, et donc a , bf € gZ-ou est un idéal
bilatéere propre, Oﬁ sait qu'alors a, b' figurent dans deux matrices mutuellement

inverses (Cohn [67]) :

ab _ d? _'bl
()G
c . ""C-, al

Donc 1 =4d'a - b'c € U, ce gui est une contradiction,

Un anneau R s'appelle anneau factoriel rigide, si R est factoriel et tout

é¢1lément est rigide. On peut décrire tous les anneaux factoriels rigides comme suit.
Rappelons qu'un ameau local est un annean dont le complément de U(R) (c'est-a-dire
les non-unités) forment un idéal. Un tel anneau peut aussi &tre caractérisé par la

propriété : a £ U(R) => 1 + a € U(R) . Maintenant on.a :

Théoreme 4 : Pour un ammean R . guelconque les deux assertions suivantes sont

éguivalentes @
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i) R_est 2-fir atomigue, et local,

ii) R est anneau factoriel rigide.

‘Démons tration 1

i => ii : Quand R est local tous ses atomes appartiennent & 1'idéal maximal,

donc aucune transposition ne peut se produire, c'est-a-dire. R est rigide,
ii => i : Soit R un anneau factoriel rigide, alors il est atomigue

Pour montrer que R est local, prenons a g U(R) , et posons. a = pa_ ou ﬁ

est un atome. On a la relation évidente :
(1+a)p=(1+palp=>p01+ap).

Si 1+ af Y(R) alors par rigidité 1+ a = pb , donc p(b - a1) = 1, et p serait
inversible, ce qui est absurde. Donc 1 + a € U(R) . Il reste & montrer que R est
2=fir, On sait déja qu'il est intégre. Supposons aR N bR £0 , ab' =ba' £0 ; alors
par rigidité ona a =D ...D. s D =P eoe P (quitte & multiplier-par des unités
4 droite). 81 r <s , alors b€ ak , donc aR + bR = aR . Demme, si- r > s , on
obtient aR + bR = bR . Donc aR + bR est principal, ce qu'il fallait montrer.

Ltobservation que.l'hypothése "R 2-fir" n*intervient pas dans la démonstration
ii) == i) , est due & Bowtell [67] . Exemples d‘anneaux factoriels rigides,

1) Tout anneau & valuation discréte (méme non-commutatif), Car évidemment c'est
wl - anneau principal local, donc 2-fir atomique local . Dfailleurs, tout anneau fac-
toriel rigide commutatif est a valuation discrete,

2) L'anneau de séries formglles & plusieurs indéterminées non-permutables, sur un
corps;D Cet anneau s'obtient en complétant une algébre associative libre, Notons 1l'alge-
bre libre R , sa complétée ﬁ s alors on peut trouver dans ﬁ un mode de calcul qui

s'appelle 1'algorithme inverse faible (cf. Cohn [62] grice auguel nous pouvons montrer

.
que R est un semi-fir atomique, donc un 2-fir atomique, et comme R est aussi un
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~

anneau local, on obtient donc un anneau factoriel rigide. D'autre part, R n'est pas
un fir (cela semontre a partir d'un théoréme de S. Chase, voir Cohn [66] pour la métho-
de), Donc on est amené au

Probléme : Trouver un anneau factoriel rigide qui est un fir, sans~&%re-principal.

bo - Comﬁent vérifie-t-on qu'un amneau donné est un 2-fir ? Ici, comme dans le cas
commutatif, 1l'outil le plus pratique est l‘aléorithme_d?Euclide. Pour simplifier un peu,
nous nous bornons au cas d'anneaux valﬁés, ce qui suffira pour la discussion de la
factorisation.,

On considére un anneau R avec une fonction v , & valeurs dans 7' {f w} s
qui satisfait & :

V.le v(0) = - » v(x) 20 pour x#0,

V.2, v(x+y) s max {v(x), v(y?},

Vo3 v(xy) = v(x) + v(y) .

On dit que R .admet un stathme élémentaire si, étant donmé a, b€ B tels que

v(a)y v(b) , on peut trouver ¢ € R tel que
(1) v(a - be) < v(a) .

Visiblement c'est vrai.quand R est euclidien., Inversement, si on a (1), prenons
gER telque r =a - bg soit de valeur minimale., Si v(r) » v(b) , il existerait
c € R tel que v(r - bc) <v(r) , donc v(a - b(g+c)) < v(r) en contradiction avec

1thypothése faite sur r . Donc on a :
(2) a=bq+r- v(r) < v(b) .

qui est le stathme sous sa forme habituelle.

Pour le traduire au cas non-commutatif, on doit postuler (1), moyennant une
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hypothese sur a et b (comme le 2-fir était défini par la principalité de 1'idéal
aR + bR , moyennant une hypothésé sur a, b , & savoir que aR NDBR £ 0). Ainsi

on est conduit a la

Définition. Un anneau R valué (comme ci-dessus), satisfait & 1'algorithme

faible & 2 termes (brévement : AF,) si les conditions v(a) > v(b) et

v(ab? - ba') < v(ab') (a,b, a', b' € R) , impliquent l'existence de c¢ € R tel que
v(a - be) < v(a) .

Remarquons (sans entrer dans les détails) que ce n'est qu'un premier cas d'une
chaine de conditions AFn(n =1, 2, ..s) dont la conjonction.est-ltalgotithme
faible proprement dit (Cohn [63%]) .

Noﬁs»nous intéressons‘ici a AF2 parce quion peut 1'utiliser pour prouver la
propriété de 2-fir. Donc soit R un .anneau valué qui satisfait a AF2 » BEtant valué,
R est intégreﬁ.Considérons a, b € R ; nous choisissons 2, b1 € R tels que
aR+bR=ak+DbR-et v(a1) + v(b1) atteint sa valeur minimum, Si clest -'w ,
alors 1'un des deux éléments, & 'b1 -est nul et 1'idéal est prinecipals Dans le cas
contraire, on affirme que as b1 sont linéairement indépendants & droite. Car sinon,
on aurait- a1b' - b1a' = 0 , donc par AF, , il existe ¢ € R tel que
v(a - b1c) < v(a1) (si par exemple V(a1) 2 v(b1)) . Donc on a

1

aR+bDR=(a -bc)R+bR cequicontrddit le choix de a , b parce que
1 1 1 1 1 1

1

v(a1 - b1c) + v(b1) < v(a1) + V(b1) . Cette contradiction montre que a s b1 sont
linéairement indépendants, donc R est un 2-fir. De plus, R est atomique. Pour le
voir, montrons d'dbord que v(x) = 0 ‘implique x€ UR) . Carona x.1-1,x=0
et v(x) = v(1) , donc il existe y € R tel que v(1 - xy) <0 j cela.veut dire
1-xy=0, donc comme R est intégre, x € U(R) . Tout élément non-unité est donc

de valeur au moins 1 . Etant domné c¢ € R* et une factorisation de ¢ en non-unités

¢c=a_ ...a, ,onvoit donc que r <2 v(ai) = v(¢) , ce qui nous donne une borne
1 "0 : .
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pour r , En somme, on a démontré :

Théoréme 5 : Tout anneau.valué R & algorithme faible & 2 termes est 2-fir atomique.

Corollaire : Tout anneau valué R_ é-algorithme faible & 2 termes est factoriel.

Par exemple 1ltalgdbre associative libre sur un corps satisfait & 1'algorithme

i
faible, donc aussi a AF, (cf+ Cohn [61]) , et cela montre que c'est un anneau facto-
riel., Pour donner un exemple d'un élément & deux factorisations -essentiellement diffé-

rehtes, prenons dans 1l'algébre libre sur x , y , 1%élément

(1) xyx + x = (xy + D)x = x(yx + 1) o

Cela nous montre le type de factorisation qui apparalt, Pour étudier les relations

comme (1) en détail. , il faut regarder 1'algorithme de plus prés.

Soit R un anneau valué & AF, et solt donné une relation quelconque

2

(2) ab' = ba' £0

(pas forcément étrangére). Pour commencer on choisit q, €R telque r =a-hbhqg est
1 1 1

de valeur minimum. Alors

(3) | a = bg + r v(r1)v<-v(b) o

Quand on substitue dans (2) , on obtient r b' = (a - bq1)b' = b(a' - q1b') . Donc

1

sionmet =rt=a'-qgdb', ona
1 1

(&) r1bf s-br; .
De plus, v{(b) + v(r:)-: v(r1) + v(b") < v(b) + v(b') , done -v(r:);< v(b') .

Cela montre qu'on a une symétrie parfaite des deux cdtés. Maintenant on recommence

avec (4), En somme on obtient les chalnes suivantes :
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a=5bg +r a = qb' + ! r b' = br!
1 1 1 1 1 1
b=rq +r b'=gr* + 1! rr! =r
172 2 2 1 2 2 1 1 2
r =rq +7r rf =qr' +1r' rr! =rr!
1 273 3 1 3 2 3 3 2 2 3
( . . L] ° L 4 L] ° [ L] L] L] -]
5
) < « o o @ 6 o e @ . e » @
r =r gq +7T - r' =g +r! r o' =r !
.nT2 n=1"n n n-2 n n—t n n n—1t n~1 n
r - =rgq rt =gq 7 r =r' =0,
n—1 - n ntt n—1 nt1-n n+1 nt1

La chalne doit se terminer parce que V(r1) > v(ra) > ..o- €8t une série d'entiers
positifs strictement décroissants. On a noté rn_l_1 le premier reste nul a droite (il
est facile & vérifier que r;+1 est aussi le premier reste nul & gauche)+ Remarquons
que les restes de deux cOtés sont en général différents, tandis que les quotients 9y

sont les mémes des deux c8tés.

La premiére équation du systéme (5) s'écrit en forme de matrices comme suit 3

(ab) = (br) <q1 1> o

'\1 0

Cela nous suggére de poser, pour x € R quelconque,

P(x) = (j z) avec ipverse  P(x) ' = <i _i) .

Alors la premiére colonne (5) peut stécrire :

(6) (ad) = (r 0) Plq ) Pag) - Pq),

nt1
donc ona a= rnaO 5 D :'I'nbo » GCes équations montrent que rn est factgur commun
&4 gauche de a et b . Pour voir que c'est le plus grand tel facteur, multiplions (6)

par .[P(qn+1> ..,~P(q1)]—1v Alors on obtient (a b)q = (rn 0) pour une certaine matrice
Q , donc ro=ax - by , ce qui démontre 1'a§sertion, De plus on voit sur-ces équations
rR . On a de la wéme maniére Ra' + Rb' = Rrf

. n n
BIBLIOGRAPHIE & la fin de la conférence III.

que aR + bR
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o o

Quand on. a un produit de matrices P(ti) , les éléments du produit s'expriment

ainsi : on prend des indéterminées non-commutatives t1, t
2

a coefficients entiers

3 oee

et on définit des polyndmes p , p , P ».» par des équations de récurrence :
=1 ] 1

(7) P
et

(8) p, (t ,!oo,t )-: p
n 1 n

o O‘, p0 =1

e0v0 _t
n‘1(t1i ’tn‘1) n

Parfois, on omet l'indice dans les

P(ti)”p P(t ) =<

n

Donc p
n

P (t et ) =% p
n 1 n 1 n™1 2 n

It

o+
s
el

1

Les premiers sont : p

p =tttt +1tt ++tt +tt +1,
4 12 3 4 1 2 3 4 1 4

connues (dans le cas commutatif) dans la
i

P(t goeest ) P(t - soesst )
1 n nT1 1

P(tis”':tn) p(tn_1;"'ﬁ)t2) - p(t1:°°°?t

P(t1:°9°:t
n

p(tz,m,tn

= (b so00st

)

+ Tt ,009,t
pn_z( et

p. o Il est facile de voir que
i

) Bt et )

) P(t2:°"atn_1)

peut aussi &tre défini par (7) et

P _(tiyeea,ti)
3 n

n—e
tt+ 1 =ttt +¢t + %
el TPy 1 2 3 1 3’

Ils sont 1iés par les relations suivantes, bien

théorie des fractions continues

) P(t se00,t ) =

n~1 n 1

) P(t :°'°:t )
n 2

i
—~
|
|-
S—
3

n—t
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- En appliquant 1'algorithme faible & deux factorisations d'un élément donné, on

obtient le

Théoreme 6 : Soit R un anneau filtré avec AFa (par exemple l'algébre associa-

tive libre). Alors le monofde R¥ est engendré par U(R) et des atomes de R, et un

ensemble de relations définissantes est donné par les €quations 3

P(a12"';an) P(an_1}°°’:a1) = P(a1:°"9a ) P(an3°°')a1) ’

n—1
ou n=2,3, «oc etles a ,...,a parcourent R ,
S n

Notons aussi que deux €léments a, a' dans un anneau a AF2 sont semblables si

et seulement si ils ont la forme

ap(a1:°°')an) P) P(an}!°':a1>p ) a’B € U(R) )

ou d s ovee; sont non-inversibles,
n

5« Revenons maintenant & un anneau R quelconques On a vu des raisons pour étudier

la factorisation d'un élément ¢ pér le module R/cR . Si on veut que les résultats
s'appliquent aux amneaux non-intégres on doit supposer non seulement que c¢ soit
non-diviseur de zéro, mais que ses facteurs ne le sont pas non plus, Convenons d'appeler
un tel élément régulier.

Un module M sur R est dit strictement cyclique ou fg—module, stil est de 1la

forme R/cR ol ¢ est régulier, La sous-catégorie pleine de.la catégorie mod-R dont
les objets sont des modules strictement cycliques est notée z;ou T;R , et I{E?
est définie d'une fagon'analogue a partir de R-mod.

Un homomorphisme de t;R ’

(1) £ R/p —»R/bR s
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est donné par un élément ¢ € R tel que
(2) ca = be?
pour un c' convenable de R . Par symétrie, c? définit un hoﬁomorphisme
f* H R/R.b —_— R/Ra, o
L'élément ¢ n'est pas univoquement déterminé par f , mais si on a

. c+bu,alors c a=ca+bua=Dbct+ bua = b(c' + ua) et il -est clair que
1

c

¢! + ua domne le méme homomorphisme f, . De plus la correspondance f —> f, est
un foncteur contre - variant de gR a Rg . 9i on répéte la construction, on
obtient un foncteur Ilis — t;R et il est facile de voir que f,, = f . Donc

on a le

Théoréme 7 : Dans un anneau R quelcongue, la catégorie Iltg est duale de la

eatégorie 1§R o
De cette affirmation, apparemment triviale, on peut tirer des conséguences intéres-—

santes :

Corollaire 1, (Fitting [36]).- ¢ Si a, a® sont des €léments réguliers alors

~

Mar = Yan = Bp, = Fpar o

Cela montre que la relation de similitude est symétrique a droite et é,gauche;
C'est : méme vrai pour des a, a' non-diviseurs de zéro(comme le montre d'ailleurs
Fitting) ; évidemment on peut le prouver en remplagant la catéggrie 2§£ par la caté-
gorie de tous les 3/aR avec a non-diviseur de zéro. Par contre, le Corollaire 1
n'est plus vrai si a, a' sont des éléments quelconques, comme le montrent des exemples

dus & Fitting.

Corollaire 2 : L'amneau propre de Ra -est opposé & celui de aR :

~

E(Ra) = E(aR)°® .
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Car ce sont des anneaux d'endomorphismes d'objets correspondants dans des catégo-
ries anti-isomorphes.

La catégorie Y;R a l'inconvénient pour une étude plus détaillée de la factori-
sation, de ne pas admettre des somme s directes, Ce dont‘nous avons besoin est une
catégorie additive (peut—&tre méme abélienne) qui comprend YZR . Pour cela nous
devons nous limiter au cas d'un semi-fir, Sur un semi-~fir R , tout module M de.pré-

sentation finie forme partie d'une suite exacte

0 — R" — R s, M —= 0 ,

Par le lemme de Schamuel (Mac Lane [63], 1e nombre .n-m ne dépend que de M , On
pose x(M) = n-m et on 1'appelle caractéristique de M . Si M est de type fini,
mais pas de présentation finie, on pose (M) = = o , autrement (quand M n'est pas
de type fini) , x(M) = w .

D'abord, notons le

Lemme : Pour toute suite exacte courte de modules sur un semi-fir i

0 —> M! —>M" — 0

O &

x(M) = x(M%) + x(M*)

avec les conventions habituelles sur « , et les régles ¢

(1) si x(M") =w , alors x(M) =o

(i) si = x(M") = - o, et x(M') = , il n'y a pas de conclusion,

Démonstration : Supposons pour commencer que M est de type fini, & n génératews

0 0
' J
L4
0 —> Bq > r* —3 0
S {
0 —> RY —> R —s M" —»0
0 —> M' —5 ¥ ~——> M" —0
- !
0 0 0
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Par le.lemme de 3 x 3 on peut compléter le diagramme par les fléches pointées de

la premiére colomne, de fagon qufil soit commutatif et exact. Maintenant 1'équation

n-oe¢=n-p+ (ﬁ - a)
nous donne la conclusion voulue quand [ est fini, Sinon, on-a y(#") = - , et si
on n'est pas dans le cas (ii) , alors M' est aussi de type fini et on peut faire la
démonstration en prenant des résolutions simultanées de M'-et M" ,
I1 reste le cas o M n'est pas de type fini, donc  y(¥) = » . Par (i) , nous
pouvons supposer que y(M") < » et il faut ﬁontrer que  X(M") = » . Mais c'est clair:

si MY et M" sont de type fini M 1%est aussi,

Définition 3 Un module M sur un semi-fir est dit de torsion si

(1) x(M) =0 et

(1) pour tout sous-module M'de M , x(M') 20,

On surait pu également définir.les modules de torsion par (i) et

(iii) pour tout quotient M" de M ,  x(M") s O .

Cela domne la définition habituelle des modules de type fini sur un anneau prinecipal,
car alors (ii) est automatique. Par contre, pour les semi-firs (et mlme les firs) (ii)
n'est pas superflu, comme le montre l'exemple d'une algébre associative libre :
k X gE geee> Soit M engendré par 31,92, e3 avec les reldations

e x +ex +ex :O,re:x: =e x =0, Alors X(M):O" X("e-R)':-l °
1 1 2 2 3 3 3 4 35 - 3

On note T, la sous—catégorie pleine de Mod-R dont les objets sont les modules

R
de torsion (R étant un semi-fir), Par exemple, tout G-module est dans Ty » Inver-

sement, soit M € TR monogéne, alors on a une présentation

0 —s R2 o R oY —s0

donc M = R/aR et M¢ YfR » Donc Ysk n'est autre que la partie monogéne de TR .
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En général, un sous-module d'un module de torsion n'est pas nécessairement de

torsion, Toutefois, on a le

Lemme : Etant donné une suite exacte courte

0 —M" —s¥ —M" —s0 ,

si deux quelconques de M, M! , M" sont de torsion,.alors le troisidme 1l'est aussi.

Démonstration : Deux de  y(M'), x(M") sont O-, donc aussi le troisiéme, I1

reste a vfrifier la deuxiéme condition
a) W', M"e T, .51 NCM,ona (NaM')/M! =SN/NAM o,

Le premier membre est dans M" , donc de caractéristique > O, et
WN) = y(N)/NNM') + x(NNM') > 0 parce quee NNOAM' CMF

b) Me Ty - Alors tout sous-module de M' est sous-module de M , donc satisfait

5 (ii) , tandis que tout quotient de M" est quotient de M-, done satisfait & (iii).

Cela nous met en état de démontrer le 3

Théoréme 8 : TR est.une catégorie abélienne.

Démonstration : Nous savons que Tp est une sous~catégorie.pleine de la catégorie

abélienne mod-R . La somme de deux modules de TR 1l'est encore, et pour voir que TR
est abélienne il suffit de vérifier que ker f , coker f , sont de torsion, pour tout
morphisme f , Soit donné f:M~—>N dans Tp , alors x(im £) 2 0,

x(coim £) -0 parce que coim f = Wker f -est quotient de M . Mais dim f = coim f ,
donc  x(im f£) = 0 , et tout sous-module de im f , étant dans N , est de caractéris-

tique 2 0 ; donc im f est de torsion et par le lemme précédent, ker f ,

coker f € TR o
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Corollaire : Soit M un objet simple de la catégorie TR (nous disons : M est

un module T-simple). Alors EndR(M) est un corps (gauche) .

Ce n'est que le lemme de Schur,
Par exemple, 1'amneau propre d'un atome dans un semi-fir (mfme dans un 2-fir)
est un corps gauche.
Regardoné de plus prés la relation entre factorisationset extensions. Soit M € TR

4 n générateurs, donc on a une suite exacte

A
0 =—>R" —<R" —M —0 ,

oi ) est une multiplication & gauche par une matrice n x n , disons ¢ : x —> cX ,
ou x est une colonne, Si c¢ = ab est une factorisation de c , on a la suite exacte
0 —N' —>M —>M" —> 0,
ol M!'Z aR” = Ri/ est un sous-module, avec quotient M" = Ri/ » Gela
abR" bR" aR"

montre que x(M') , x(M") sont finis et comme M est de torsion

(1) (M) = - 4(M?) < O .

Pour montrer que .a est régulier & droife, nous utilisons le
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Lemme : Si A est une matrice m X n  sur un semi-fir R , alors 1famulateur &

I.0
droite de A (dans Rn) est de la forme ER , ob E = <Or£> .

Démons tration : Soit N 1tamulateur R"/N = ARP ; le 2éme membre est libre donec

(2) R" = N@N*
ob NZR' , avec r < n ., Prenons une base de R" adaptée a la décomposition (2) 1
cela donne N = ER" | ol E est comme indiquée.

Revenons 4 la factorisation ¢ = ab . 8Si ax = 0 , alors 1lfanmmulateur de a est
(L-e)R", donc a=ae = (01,..°,cr,00000) . Mais cela veut dire que x(M!) =n-r > O
ce qui n'est possible (tenant compte de (1)) que quand r =n . Cela montre que a est
régulier & droite., De la méme fagon, b est régulier i droite, parce que ¢ = c.l l'est.
Si b n'est pas régulier & gauche, alors b = fb pour un idempotent f et ¢ = ab = afb
oi af n'est pas régulier & droite, ce qui est une contradiction. Donc ¢ est régulier.

Inversement, si M n'est pas de torsion, ou bien m#Zn, ou bien, m = n , mais

on a un sous-module N tel que x(N) =~-1r < O . Soit M donné par la suite exacte
0 —sR? LRy —s0
On voit que u '(N) est un sous-module de R" , donc il est libre, et
g (N)/im A= N , Donc on a

xu '(W) = x(N) +n=n-r ,

ce qui montre p '(N) = R™ ' . Comme inxnCp '(N) , on a une factorisation de A

R" ,x

\../

Cela nous donme ¢ =ab od a est nx (n-r) ,et b est (n-r) xn . 8ion

Rn

compléte a et b par des colomnes (resp. lignes) de zéros pour avoir des matrices |,
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nxn, soit a = (a0), b = (g) alacs c=ab ob a -est diviseur de zéro
1 1

(aussi bien que b), Donc ¢ n'est pas régulier et on a démontré le

Théoréme 9 : Les-modules de torsion sur un semi-fir sont précisément les modules

M= Ri/ définis par une matrice réguliére c .,
cR”

Exemple ¢ R = k:<x1,x2,...> , M= e1R + ezR + ezR avec les relations
définigsantes e x + + =0 x =ex. =0, M) =20 i R) ==
B 1X1 eaxz esxs : g 83 4 3D X( ) » W18 X(es ) L

donc M n'est pas de torsion. La factorisation correspondante est

X 0 0 x1 0 0 1 0 0
1
< X 0 0 > = < X 0 0 ><:O X X > 5
2 2 s D
X x X x 1 0 0" 0 0
s 4 D 3

On ne peut pas espérer une vraie théorie de la factorisation sur un semi-fir, parce
éue-cela~n’existe néme pas dans le cas commutatif (ou semi-fir = anneau de Bezout). Donec
il fdub ajouter des hypothéses de finitudes s en efflet, il suffit de prendre un fir
pour R . Il est intéressant de constater que cela va nous domner des conditions de
'chaines, vu qﬁe les firs'comprennent des anneaux comme les algebres libres associatives
(mBme & une infinité d'indéterminées), l'algébre de groupe d'un groupe libre quelconque

e'thooo

Théoréme 10 3 Soit R ,un.firvé droite. Alors R satisfait & la condition maximum

pour les idéaux & droite & n générateurs.

Démons tration § Au lieu de regarder les idéaux & n générateurs dans R nous regar-

dons les idéaux principaux dans R, Comme il y a une correspondance biunivoque entre
n

ces deux classes d'idéaux :
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8 ossd

1 n
(8. sovo,d )-R <_><O 9090>R
1 n n
0 6000

il suffit de démontrer le théoréme:pour le cas des idéaux principaux & droite dans R .
n

I1 est vrai que R n'est plus un fir, mais il existe un module projectif ‘P +tel que
n

R (comme R -modules, prendre P = R") , et tout idéal & droite dans R est
n n n

somme directe d'exemplaires de P (voir Cohn [67]).

~
-

Pn

On pose T =R et on considére une chalne
n

(1) aTCaTC oo
1 = 2 <
Si la chalne se termine, la réunion est principale. Sinon, elle est somme d'une
infinité d'exemplaires du projectif minimal P , donc aussi somme infinie d¥exemplaires

de T , c'est-a~dire libre sur T .

Soit (CK) une base pour la réunion de (1) , alors c €al, disons

En remplagant k par un entier plus grand au besoin, on peut supposer que u n'est
pas inversible, On a aussi &y = z CaVy s donc en multipliant par u ,

01 = aku = 2 cxvxu 0

Mai .
ais les CK

u nfest pas diviseur de zéro, et comme (uv1ml)u = 0, il s'ensuit que u est inver-

forment une base, donc vous 1 . Maintenant 1 est régulier, donc

sible, ce qui est une contradiction. Cela démontre le théoreme .

Corollaire 3 La catégorie .TR des modules de torsion sur un fir & droite est

noethérienne (c'est-a~dire tous ses objets satisfont & la condition maximale,

D'aprés le théoréme, le corollaire sera démontré si on établit que tout sous-

module de torsion dfun module de torsion & n générateurs est encore- &4 n générateurs.
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Soit M€ T, & n générateurs, et M' un sous-module de torsion. Alors M" = M/M'

R

est de torsion et on a le diagramme suivant, qu'on a utilisé-déja :
s 4 J

0 0
e ¥
0—R"—R"—30

I !

v
0 »RL—R—M"—0

i
O—-—-+§R——a%-——a$"——a0

.

3% 3

On peut le compléter par les fléches pointées, ce qui montre bien que M' est a
n générateurs, donc la conclusion.

Pour- une théorie compléte de la factorisation, il nous faut encore la condition
minimale, Cela s'obtient a partir‘d'une dualité qui étend ce qu*on a vu pour les
modules strictement cycliques. Pour faire la méme chose ici, nous nous servons du
foncteur Ext ; qui permet de le faire d'une maniére qgréable.

Commengons par le cas un peu plus général d'un module 1ié, c'est-a-dire d'un
module M qui n'admet pas de fonctionnelle linéaire non zéro, ou encore M*¥ = 0

ot M* = Hom(M, R)., Prenons un module .M 1ié, de présentation finie ;

0 —5R™® —R" —>5M —= 0 ,
et appliquons le foncteur Hom(-,R) :

0 —M*¥ — (R")* —5(BR™)* — Ext(M,R) —>Ext(R\R) —> wens
cela est la définition méme de Ext (une définition au moins), On sait que
Ext(R",R) = 0 , tandis que (R™)* =R et M* = O par hypothése, Donc on obtient
(en écrivant M = Ext(M,R)) 1la suite exacte

A
0 ——>R? —sR™ — s — 0 ,

Quand on applique Hom(-, R) encore une fois, et quand on considére 1'application
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canonique M —> M¥* pour un module -quelconque, on a la diagramme

0 —R" —R" — M —3 0

VoL

(ﬁ)*—>Rm rd Rn ﬁ )O

Mais les fleches R - R¥ sont des isomorphismes. Donc par le lemme de cing,
les autres fléches verticales le sont aussi, et on a (ﬁ)* = 0, donc M est 1ié, et
ﬁ ¥ M, ce qui nous donne la dualité voulue. Nous nous passons des détails nécessaires

pour l'établir et nous énongons le

Théoréme 11 : Le foncteur Ext(-, R) établit une dualité entre TR et T , pour

un semi-fir R ,

Ce théoréme est immédiat une fois qu'on est persuadé que tout module de torsion
est 1lié. Donc soit f : M —>R un homomorphisme non-nul. Alors M/ker e Sim f est
libre, donc ona M=ker f @ F ou F Zim f est libre. Mais F est de rang
x(M) = x(ker £f) < O parce que M est de torsion, donc F =0 et f =0 . Cela nous
montre que M est 1ié,

Soit R un fir (bilatére)., Alors R? est noethérienne, donc par dualité TR est

artinienne (i.e. condition minimum pour les sous-objets). Avec le corollaire du

théoréme 10 , cela démontre le

Corollaire : La catégorie T, des modules de torsion sur un fir(bilatére) est

noethérienne et artinienne, donc tout objet a une longueur de composition finie.

Rappelons-nous que toute chalne maximale
M3IM D n.DMkDO
1
correspond a une factorisation compléte de 1'élément régulier qui définit M . On peut

généraliser la définition d'anneau factoriel comme suit :

Si R est un anneau quelconque et S un ensemble multiplicativement fermé,
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d'éléments réguliers,tl que tout facteur d'un élément de S est encore dans S (i.e.
S est saturé), on dit que S est factoriel dans R si tout élément de S est inver-
sible ou admet une factorisation compléte, et deux telles factorisations sont isomorphes.

Avec cette définition on a le

Théoréeme 12 : Soit R un fir, et n 2 1 , Alors l'ensemble des ¢léments réguliers

d R est factoriel,
n

Pour n = 1 cela nous redonne le fait que R est un anneau factoriel (qui corres-

pond aux propriétés de la catégorie g) o Pour le cas d'un anneau principal, on

R
retrouve la factorisation des matrices non-singuliéres. Mais dans ce cas-la on sait,
de plus, que toute matrice, est associée & une matrice diagonale, Ce n'est pas for-

cément vrai pour un fir quelconque. Par exemple sur l'algébre libre la matrice

X X
1 2
X X
3 4
n'est pas associée & une matrice diagonale. On peut méme se demsnder si les anneaux
principaux peuvent étre caractérisés parmi les firs par cette propriété, c'est-a-dire,

si la propriété suivante est vraie :

Si toute matrice réguliére sur un fir R est associée & une matrice diagonale,

-alaps R est principal.

J'ignore la réponse.
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FACTORISATION DANS LES ANNEAUX NON-COMMUTATIFS

5. Dans le cas commutatif, il y a un principe général qui permet de passer

de la factorialité de R & celle de R[X] , du & NAGATA. Nous convenons d'appeler.

un élément p d'un anneau R commutatif premier si R/pR est intégre, Il est

facile de voir que dans un anneau intégre tout élément‘p}emier est un gtome, mais

non pas inversement. En effet, la réciproque, en présence de la condition maximale
pour les idéaux principaux, caractérise les anneaux factoriels. Le théoreme

de NAGATA peut &tre énoncé comme suit : (cf.. SAMUEL [63])

Soit R un anneau commutatif, intégre et atomique, et S un sous-monolde

de R* , engendré par des éléments premiers de R . Si le localisé RS est facto-

riel, alors R 1'est aussi.

La démonstration consiste a vérifier que tout atome de R est premier,
soit parce qu'il reste un atome dans RS (en utilisant la factorialité de RS)

soit parce qu'il divise un élément de S .
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La fagon dont on se.sert de ce théoréme pour prouver la factorialité de
2[x] ou k[x,y] (k wun corps) est bien-connue. Notre but est d'obtenir un
analogue qui nous permettra de traiter les ammeaux de la forme 2 <x,y> . Mal-

heureusement celui-ci n'est pas factoriel. Par exemple, on a :

xyx + 2x = x(yx + 2) = (xy + 2)x ,

et 1l est facile de vérifier que xy + 2 n'est semblable ni a x nia yx + 2.
Si on examine de plus prés ce qu'il nous faut pour une généralisation, on trouve
que la relation de similitude doit &tre -conservée par le passage de RS a R.
Ici on s'imagine qu'on a localisé par rapport a un mono¥de S tel que (R,8)
satisfait aux conditions de Ore, par exemple si S est dans le centre de R ,

ou plus généralement, si S est formé des éléments invariants, iee. des élé-
ments ¢ € R* tels que cR = Rc., Le probléme est donc d'élargir la notion de
‘similitude, avec un affaiblissement correspondant de la notion de factorialité,
de telle sorte qu'elle sait conservée par le passage de RS a R . Ce probleme

a été résolu par BRUNGS [69] , avec guelques hypothéses supplémentaires, qui per-

mettent néanmoins de traiter le cas 2 <x,y> . Nous suivons une route légérement

différente, qui donne des résultats un peu plus symétriques (cf. COHN [69] ) .

Soit R un anneau intégre. Nous considérons la catégorie t?R des

modules strictement cycliques, et nous disons que a, a' € R sont monosemblables

a droite, s'il existe des monomorphismes dans 7;% :
(1) £ R/aR _— R/a,R g 3 R/a,R — R/aR .

De la méme fagon on définit des éléments monosemblables & gauche et

épisemblables (4 droite et & gauche), & 1'aide des épimorphismes (1) . Il est
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clair qu'il s'agit de. relations d'équivalence ; de plus, par la dualité entre

TgR et :ng , on voit que 'mono & droite’ équivaut & ‘'épi & gauche' . Evi-
demment deux éléments semblables sont mono et épisemblables (& droite et & gauche).
Dans un 2-fir, la réciproque est vraie : soient a, a' des éléments monosemblables
4 droite dans un 2-fir. Alors il existe des monomorphismes f, g comme dans (1),
et kerfe G , donc ker £ = 0 . Cela montre que f, g sont des injections.

Alors on a une injection gf : R/aR _— R/aR et comme R/aR est de longueur

finie dans TSR , T et g sont des isomorphismes.

Définition : .Un anneau R est dit monofactoriel & droite si R. est

intégre et atomique et deux factorisations complétes d'un élément:quelconque :

cC = 4a se s a=b '10b
1 r 1 S

sont telles que s = r et poéur une permutation i+ 1t | a, est monosem-

blable a droite de - bi' .

Les notions monofactorielles & gauche et épifactorielles (& droite et
4 gauche) 'se définissent d'une maniére analogue. D'aprés ce qui a été dit, tout
anneau factoriel est aussi mono (et épi) factoriel & droite (et & gauche) ; et

un monofactoriel & droite est la méme chose qu'un épifactoriel & gauche.

Ces définitions se Jjustifient par le fait gqu'une forme du théoreme de
NAGATA est vraie. D'abord il nous faut une description des monomorphismes dans
YZR » Au niveau formel les mono et épimorphismes jouent les mémesrSles, mais

en termes pratiques il se trouve que les mogomorphismes sont plus maniables.

Lemme : Soit R un amneau intégre. Un homomorphisme f : M —> N entre

zg-modules est un monomorphisme (dans la catégorie TgR) si et seulement
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si ker f est sanstorsion (i.e. xr =0, o0 x€ ker £ , r € R impli-

que x=0 ou r =0).

Démons tration : . Par définition, f est un monomorphisme si et seulement

si- - fy=0= y=0, iew., ker fJimy==> ¥y =0 . Ici im y peut &tre
n'importe quelle image propre de R . Donc si ker f est sans torsion, il ne

contient aucune image propre de R , sauf O , et inversement.

Nous allons utiliser ce lemme pour trouver des conditions sous lesquelles
déux €léments monosemblables dans Rs le sont encore dans R . On va prendre pour
S un monoide d'éléments-invariants, Pour &tre plus précis, définissons :

(i) un élément p d'un anneau intégre R est premier si pR = Rp Z 0 et
R/pR est intégre,
(i1) Un élément a € R est étranger & X CR s'il.n'y a aucun élément inva-

riant qui divise & la fois a et un'élément de X .

Quand on dit 'a divise b' il y a de 1l'ambiguité dans le cas non-commu-
tatif, mais cela est résolu si a ou b est invariant ; donc (ii) a un sens.

Notons aussi que tout élément premier est invariant,

Lemme : Soit R un amneau intéere atomigue, et S un sous-monolde de R*

engendré par des éléments premiers de R , qui sont facteurs d'éléments

centraux, contenus dans S , Etant donné a, a' € R., étrangers &4 S ,

5i a et a' sont monosemblables & droite dans RS , 1ls le sont aussi

dans R .

Démonstration : On pose T = Rg . L'homomorphisme f : T/a'T —> T/al

est donné par b € T tel que ba' € al et

ker f = (al N DbT)/ba'T
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Nous supposons que f est mono, et montrons qu'il est induit par un mono :
R/a'R —> R/aR .

Posons b=bs~', b €R, s €8 . Par hypothése il existe

1 1 1 1

un élément central c, = s1d1 €S, donc b= b1q1(s1d1)'1 = bzc:1, et on a

(2) (a® N bT)/balT

i}

(aT N'b T)/b a'T ou b €ER,
: 2 2

2
Ensuite nous montrons comment on peut remplacer b  par un élément étran-
. 2
ger & S , S'il existe un facteur premier p qui divise b et un élément de S
2

on peut écrire b =b p . L'invariance de p donne une équation
"2 3

(3) pat = alp
Si on avait p[a; ., on pourrgit simplifier p & gauche dans (3) , donc
pla! , ce qui contredit le fait que a' est étranger 2 S , Donc p } a; et

tout élément de a:R N pR  est multiple & droite de a;p = pa' , i.e.
a:R N pR.= pa'R .

Cela nous donne un monomorphisme (méme une injection) R/a'R —>R/a' R
1
et il suffit de trouver un monomorphisme R/a'R —> R/aR pour compléter la
1

démonstration., Comme b a' =b pa' =D a'p , on a
2 3 31

(aT N bT)/ba'T = (aT N bZT‘)/bza'T = (aT N bBT)/bza:T .

Donc on est ramené au méme probléme avec b2 remplacé par b3 . Par récur-
rence sur le nombre de facteurs de 'bz , on peut donc supposer b2 étranger a S ,
Le probléme maintenant est le suivant : étant donné que (aT NbT)/ba'lT est sans
torsion, ot a, a', b € R sont étrangers & S , montrer que (aR NDR)/ba'R est

sans torsion.

Sinon, il existe wu, v, x, y € R tels que au=bv vE£aR, et
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1

aux = bvx = ba'y , x £Z 0 « Par hypothése, bv =ba'r"™' ot r€R, s€8S, donc

(4) vs = a'r .

Ici s est produit d'éléments premiers. Fixons un tel élément p . Il
divise a'r , mais non pas a' , donc p|r et on peut simplifier p dans (L)
Pgr récurrence s peut €tre simplifié avec r , et on obtient v = a'r1 . Mais
cela contredit 1'hypothése v £ a'R . Donc (aR N DbBR)/ba'R est sans torsion et
nous avons construit un monomorphisme R/a'R —> R/aR ., Par symétrie le mono-

morphisme T/al —s T/a'T vient d'un monomorphisme R/aR —= R/a'R , donc a

est monosemblable & droite & at' .

Théoréme 14 : Soit R wun anneau intégre atomigue et S un sous-monolde

de R* engendré par des éléments premiers, chacun facteur d'un élément

central, appartenant & S , Si RS est monofactoriel & droite, alors R

1l'est aussi.

Démonstration : Par hypothése, tout élément # O dans R admet une facto-

risation complete. S1 p est premier et se trouve dans une factorisation.de c¢ il
se trouve dans toute autre (comme dans le cas commutatif) et peut &tre simplifié¢
I1 ne reste que des facteurs atomiques de. ¢ qui ne sont pas dans S ; pour éta-
blir une correspondance entre eux nous passons & RS , qui est monofactoriel &
droite, et nous appliquons le dernier lemme pour relever les monosimilitudes de
Rg a2 R .

I1 est évident qu'on a des résultats analogues pour les épifactoriels.
Dans le cas d'un anneau commutatif les quatre notions de factorialité se réduisent

a4 la factorialité habituelle, Evidemment il suffit de regarder la monofactorialité

4 droite. Soit donc R un anneau commutatif intégre atomique. L'atomicité montre
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que les objets de la catégorie YgR ont une longueur finie. Soit
f : B/a'R —> R/aR un monomorphisme ; alors ker f est sans torsion, mais
(ker f)at = 0, donc ker £ =0 ,.i,e. f est une injection. Un argument déja

vu nous montre que la monosimilitude entralne la similitude, donc un monofactoriel

est factoriel,

Par contre, dans le cas général les nouvelles notions sont plus larges,
par exemple, i'anneau 2<x,y> quil est 1l'algébre libre sur x, y & coefficients
entiers, est factoriel. On applique le théoréme 14 avec S = 2* , De la mfme facon
on montre que 1'algébre de groupe dtun groupe libre sur 2 est mono (et épi) fac-

toriel & droite (et & gauche).

I1 serait souhaitable de trouver une formulation du théoreme 14 sans les
conditions un peu génantes sur S . Toutefois quelques restrictions seront nécea}
;aires comme le montrel'exemple suivant

Soit R 1l'algébre sur un corps k engendrée par x,y avec la seule
relation xy - yx = 1 . Considérons le monoide S = k[y]* ; ses éléments ne sont
pas tous invariants, mais le couple (R, S) satisfait aux conditions de Ore,
donc on peut former 1'anneau RS , qui est un anneau de polyndmes gauches sur ie
corps k(y) , donc factoriel. R est mdme intégre et atomique, mais il ne reste
rien de la factorialité : il existe des éléments avec factorisations completes a
nombres de facteurs différents. Par exemple; on a :

v +y =y(1+xy) = x°

et on voit aisément que - x, y, 1 + xy sont des atomes (au moins si la car. de

k estg2),
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le Remarques préliminaires.
L'étude de la structure d'un anneau local artinien &.gauche A , exposde dang [1]

a été réalisée en raisonnant par récurrence sur l'exposant n du radical- D et en consi-

dérant des involutions < assujetties & certaines conditions.

Dans le das n = 1 , le théoréme 1 de [1] caractérise les groupes G
gui sont les groupes multiplicatifs X* d'un corps K , par l'exiptence d'une
bijection involutive t de H = G - {1} sur lui-méme, vérifiant les conditions (1), (2),

(3) de la propriété 1,

Ce résultat intéressant montre néanmoins qu'étant donné un groupe G arbitrairs, il
n'existe pas nécessairement d'involution 1 vérifiant ces conditions et il semble
difficile de pouvoir trouver un critére simple permettant d'assurer qu'il en existe au

moins une, .

De méme, dans le cas n = 2, en se fixant les données du théordme 2, & 1l'exception
de 1, il n'est pas évident qu'il est possible de trouver au moins une bijection invelu-
tive < vérifiant les conditioms (1), (2), (2'), (3), (3') du théoréme 2,
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En dlautres fermes, dans les théorémes de structure énoncés dans [1], dont les con-
ditions ne sont pas nécessairement incompatibles d'aprés les exemples 1° et 2° , une
partie des données étant fixée, il n'est pas évident qu'il est possible de la compléter

de fagon & obtenir un ensemble d'éléments caractérisant un annean locel artinien & gauche,

Pour remédier a cet inconvénient, on sera agené & décomposer les données en deux
parties : les données initiales fixées arbitrairement et les domnées complémentaires
pouvant bénéficier d'un ou de plusieurs degrés de liberté, de telle porte qu'il soit tou-

Jours possible de les choisir de fagon & caractériser un anneau local artinien & gauche.

Dans ce but, on modifiera d4'abord la forme des données et on transformera les condi-

tions auxquelles elles gont assujetties pour en donner une interprétation plus maniable,

2, Examen des _données dans le cas _n =2 ,

Les données du théoréme 2 de [1] comportent en particulier le corps résiduel K ,
un espace vectoriel &.gauche non nul D de dimension finie sur K et une injection 1
du corps X dans 1l'anneau des endomorphismes égK(D) de telle sarte que i(l') =e .
Ces données signifient que D est un bi-module unitaire sur K {espace vectoriel a

gauche et & droite sur K tel que (M)u = A(dy)] non nul, deidimension finie comme

espace vectoriel & gauche sw X ,

Il en résulte que les domnées du théoréme 2 de [1] peuvent &ire classées de la

fagon suivante :

2-1 - Données initiales :

Un corps K . :
Un bi-module unitaire non nul D sur K qui est un espace vectoriel & gauche

de dimension finie sur X ,

2-2 - Données complémentaires :

(@) Un groupe multiplicatif G .
Un homomorphisme ¢ de & sur XK°* ,
Un‘isomorphisme o du groupe multiplicatif H noyau de ¢ , sur le
groupe additif D ,

(a') Un élément involutif - 1 du centre de & tel que ¢(- 1) = 1' .
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(B) Une bijection involutive 1 de- G-H sur lui-méme, vérifiant les condi-

tions (1): (2>: (2’): (5): (3')’ de [1] °

3» Transformation des données complémentaires, dans le cas n =2 ,

3~1 - Transformation des données (a) :

Les données initiales étant fixées, les données (&) caractérisent G comme

une extension de K* de noyau isomorphe a D ,

D'aprés la théorie de la cohomologie des groupes [2] , en faisant opérer K* sur
D par s A& d = MA~', " il existe une bijection entre l'ensemble des "classes d'exten-
sions isomorphes" de K* de noyau isomorphe & D et le second groupe de cohomologie
H*(k*, D) ,

Ainsi, les données (a) , définies & un isomorphisme prés respectant les données

initiales, correspondent exactement aux éléments du groupe H?(K* , D) .

De fagon précise, me€ H?(K* , D) peut &tre caractérisé par un 2-cocycle normalisé,

ctest-a-dire une application f 3 K*¥ x K¥* —> D , vérifiant

(T)  aef(, A = 200, A1)+ £(h, AN = £(0, A1) = 0

avec la condition de normalisation f£(1,.1) = O qui entraine f(A, 1) = £(1, A') =0 .

Deux 2-cocycles normalisés caractérisent le mfme élément n € H?(K*, D) si et seu-
lement si ils different d'un 2-cobord normalisé, clest-a~dire d'une application

8'h ¢ K* x K¥ —> D définie par :
(1x ) (8'h)(h, ') = ren(d') - B(W') + h(M')
0
relation dans laquelle h est une l-cochaine normalisée, c'est-a-dire une ap?licatioh
h 3 K¥ —> D, vérifiant h(1) =0,

Pour mn€ H3(K*, D) , un représentant de la "classe d'extensions isomorphes" associée,

est constitué par 1l'ensemble D x X* , muni de la multiplication définie par :

(¥ ) (&, M(ar, a) = (a+ "+ £(x, M), W)

Alors, on a @

ol(a, )]=2 ; H= {(d, 1)} et ot H-->D est défini par of(d, 1)]=-4d.
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Soit u la bijection de D x K*¥ sur lui-méme définie par u[(d, A)] = (dn, A).
I1 est facile de vérifier qué u est un isomorphisme de l'ensemble D x K* , muni de la
multiplication définie par (Mo) , sur l'ensemble D x K* muni de la multiplication

définie par
(M*) (d, M)(ar, at) = (@' + ad' - {a, A") , )
relation dans laquelle 1'application ¥ 1 K*¥ x K¥ —>D , associée a [ est définie par
(A, M) == £(A, AN .

La condition (Io) se traduit alors par la condition 3

(1) MM, A" = (A, AT) + p(h ATAY) - (B, M) A" =0

et la condition f(1, 1) = 0 donne y(1, 1) = O qui entraine (A, 1) =-y(1, A') =0 .

Do mfme, pour toute l-cochaine normalisée h , en posant p(2) = - h(A)A , on voit
que l'application associée au 2-cobord normalisé &'h est l'application &y caractéri-

s8ée par 3
(I1t) (8w)(n, A1) = M(AT) = v(A') + p(N)N
la condition h(1l) = O se traduisant par »(1) = 0 .

Il existe une bijection évidente entre 1'ensemble des applications ¥y : K*xK¥ — D
et 1l'ensemble des applications ¥ : K x K —> D qui prolongent y par les conditions :
~{1(k, 0) = Yf(o, k') =0, La con:iitionl (I) 8e.traduit alors’ par.la coéndition (I) for-
meéllement analogue, obtenue. en.remplagant N\, A',\" par des éléments quelconques de K

et 4(1,1) se traduit par Y1(1:1) =0 .

De méme, il existe une bijection évidente entre l'ensemble des applications
v 3 K¥ =~>D et 1l'ensemble des applications v ¢ K —> D qui prolongent v par la

1
condition v (0) et (1) = 0 se traduit par vi(l) =0 -
1

En résumant ces résultats, on obtient donc :

Proposition 3-1-1- Les données initiales étant fixées, les données (¢) peuvent

8tre caractérisées par une application ¥y : K x K —> D vérifiant la condition.
1
(1) (k) =y (RT,EY) 4 v, (kK" =y (kKR! = 0
1 1 1

et les conditions de normalisation :
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(1)

Y1(k,0) = Y1(0,k') =0

Y{(l,l) = 0 (qui entraine 71(k,1) = Y1(1,k') =0) ,

Le groupe G est isomarphe au produit D x K* mnuni de la multiplication
définie par :
(M) (d,k)(d',k') = (dk' + kd' - 71(k,k’), kk?)
ona o[(d,k)]=k, H= {(d,l)}v et o: H—~>D est défini par of(d,1)]=-4 ,
De plus, on obtient des données (a) qui se déduisent 1l'une de l'autre par

un isomorphisme respectant les données initiales si et seulement si les applications

Y, associées différent d'une application 5v1 catactérisée par
(11) (6v1)(k,k') = k v1(k') - v1(kk') + v1(k)k'

relation dans laquelle vy dst une application de K dang D vérifiant les condi-
1

tions de normalisation

(IIn) v1(0) = vi(l) =0,

Remarque 3-1-2- Lorsqulon a fixé les données initiales-et les données (a) déter-

minées par une application ¢y  vérifiant (1) et (I ) , la structure multiplicative de

1 T on
ltanneau A que l'on désire construire est isomorphe & la structure multiplicative déter-
minée sur D x K par la condition (M) dans lagquelle k et k' sont maintenant des

éléments quelconques de K [et.non plus seulement des éléments de K*],

3-2- Transfarmation de la donnée (a') :

Propogition 3~2-1- Dans 1'énoncé de la proposition 3-1~1 , il est possible d'impo-

ser a y eta v, les conditions de normalisation supplémentaires
1
(I ). y(-1,1)=0 (IT ) wv(-1)=0 .
ng 1 ns |
En outre, elles entrainent les relations :

Y1(—1,k) = Y1(-1,pk) s 71(k,—1) = 71(—k,—1) et x}(k,—l) = y}(~1,k) .
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8i K est de caracteéristique 2, dans K ona -1=1 et les corditions
(In)'et'(IIn) montrent que les relations précédentes sont -automatiquement vérifides.
Dans le cas contraire, il suffit de remplacer Y, per Y: = Yi + 0y ll'application
1
1

v, étant choisie de sorte que v1(-l) = 5Y (-1,-1) et alors deux applications '
1 1

déterminent des données isomorphes si et seulement si elles différent d'une application
év: pour laquelle »'(-1) =0 .
1

La condition .(I) entralne les relations :
(-1)Y’(-l,k)_~ 71(1,k) + Y1(—l,-k) -~Y1(—1,—l)k": 0

Ky (1,71) =y (-,-1) + v (k1) = v (k,-1)(-1) = 0
et compte tenu des relations (In) et —(ins)-, il en résulte
Y1(-1,k) = Y1(—1, -k) et y1(k,—1).= Y1(nk,-1) .
La condition (I) entrafne aussi :
(-1)7 (k,=1) = x (k,-1) + ¥ (-1,k) =y (-1,-k)(-1) = ©
qui, compte tenu des deux relations précédentes, s'écrit aussi :
2y (k,-1) = 2 v (-1,k)

et comme K n'est pas de caractéristique 2, il en résulte bien Y;(k,—l) = y}(-l,k) .

Corollaire 3-2-2- Les données initiales étant fixées, les domnées (&) déterminent

la domnée (a') .

La condition ¢(-1) = - 1' , montre que dans G , 1'élément - 1 doit &tre

de la forme (g, -1) . La définition de la multiplication dans G entraine les relations :
( 8”1)(d:k)
(d,k)(e,m1)

(8;-1)(81-1) = ("' E- €~ T1<-1:;1)5 l) °

(i-:k -d- Y1('1:k): = k)

(-d+ke- 71(k,-1), - k)
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Comme 1'8lément neutre de G est naturellement (0,1) , il en résulte que pour que
(e, =1) soit un élément involutif appartenant au centre de 3 , il faut et il guffit

que l'on ait
e+ e+ Y'(.-l, -1) = 0
& -y (-1, k) = ke -y (k, -1) .
En choisisaant Y vérifiant ’f (-1, -l) =0 , la proposition 3-2-1 montre gue ce

systéme admet tOUJours pour solution €= 0 et il en résulte que 1'élément ~1 = (o, -1)

satisfait aux conditions de la domnée (a') .

Remarque 3-2-3 - Dans la suite, on pourra toujours supposer que. l'a.ppl:.cation Y,

caractérisant G , vérifie 1es conditions de normalisation 8 _

() ¥, (k,0) = v (0,kt) =0 ety (1,1)=y(-1,72) =0

qui entreinent .en particulier les relations

¥, (k1) =y (L,k') =0 ety (k-1) =y (-1,k) =0

et llexistence de 1'élément - 1 = (0,-1) qui caractérise la donnée - (a') .

3-3% Transformation de la_donnge (B).

Les domnées initiales étent fixées et les données (¢) et (a') étant
déterminées de la meniére indiquée ci-dessus, ona G =D xK* , A =D xK et GH
est 1'ensemble des couples (d,\) eavec d €D, A€EK et A£O, AZ1,

Toute bijection involutive T de G-H sur lui-méme se prolonge de fagon unique

en une bijection involutive  t'' de A sur luif-mame de fagon & ce qus les resirictions

de 7' & HetD se déduisent respectivement de o et de o' ,

Lorsque 7 vérifie la doncitdon (1) , i1 en résulte que llapplication 7' est
caractérisée par une application T 2 A=D x K —> D de sorte que pour a = (d,k) € A,
on ait 3

vle]l = v [(a,k)] = (-a + T[(a,k)], 1~ k) 4

avec naturellement T((4,0)] = 7[(d4,2)] =0 .
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Pour deux éléments a = (d,\) et a' = (d',A') de G-H [\ et Al différents de

O et de 1], onposera p=1-1a, p' =1- A et
WMM)=ﬁO»0+Y§mw)+nuA+u“mv-vjmfmw)-mﬁJWJMW-

Lorsque aa' € H, ona A\ =1 et on peut vérifier que la condition (2') s'éerit:
Mol(at,an) ]+ 2l(a,n)] = u(an) .

Comme le second membre de cette relation ne dépend que de A, il en résulte‘que la
condition (2') implique que T[(d,A)] est indépendant de d

- La caractérisation d'une bijection ¢ vérifiant (2') se raméne donc & celle d'une
application ' qui est donc caractérisée par une application t : K —> D , vérifiant

£(0) = (1) = 0 , de sorte que ' soit définie par :

o [(a,k)] = (-4 + t(k), 1 - k) .

Compte tenu de ces remarques, il est facile de vérifier que les conditions (2) et

(2') se traduisent alors par la seule relation :

M(A) = t(ON) + 6(0) + (= g t) = TOLAY)

Pour un élément a'= (d,k) de A et un élément 6= (a',0) de ¢lo# o] , on posera :

V(k:w) = w[Y1(w~1:w) = Y1(w-1:(1"’k)w) - Y1(_w-1:kw)] - [Y1<1"ksw) + Y-1(k:w)-.‘f1(13w)]°

T1 est facile de vérifier que les conditions (3) et (3') se traduisent alors par la
relation ,
wt(w='k w) - t(k)w = V(k,w)

pour k £ 0.

On peut remarquer que la condition (3') qui correspond & la valeur k =1 est tri-
vialement vérifiée et que la relation précédente est également vérifiée par k =0 .

Enfin, pour que <t soit involutive, il faut et il suffit que t vérifie (k) ='t(1-k).

I1 en résulte donc la propriété sulvante :

Proposition 3-3-1 - L'existence d'une bijection involutive 1 de G-H sur lui-méme
vérifiant les conditions (1), (2), (2'), (3), (3') de [1] est équivalente & 1'exis-

tence d'une application t : K —> D , vérifiant les conditions suivantes 3




(n ) (0)
(s)) (k)
)

t(1) = 0

1]

t(1-k)
(a A(At) = s(AA') + B(N) + pm8(- potant) = U(ALY)

pour deux éléments N et A' de K différents de Oetde 1l , avec p=1- 2%
et u''=1-12',

(do) wt(w™'kw) - t(k)w = V(k,w)

pour deux éléments k et w de K, avec w £0,

4, Structure d'un anneau local artinien &.gauche d’expdsant.deux@

L4-1~ Formules pour l'addition.

Les données initiales étant fixées et les domnées (@) et (a') étant déter-
minées de la manidre indiquée ci-dessus, on peut supposer que la donnée () est caramté-

rigée par une application t : K —> D vérifiant les conditions de la proposition 3-3-1 .
j

On peut alors vérifier que pour deux éléments a = (d,k) et a' = (d',k') de A,

les farmules d'addition données dans [1] se traduisgnt par.la formule unique :
(d,k) + (da',k') = (d + a* + v(k;k") , kx + k')

dans laquelle 1l'application v = K x K —> D est caractérisée par les conditions

suivantes :
71(k,k"k’) - y1(k,1 + KTk + k.r’(—l,k"'k') + kt(-k='k?) pour k £ 0 .
(v) v(k,k") =
0 pour k=0.
I1 en résulte facilement les relations :
v(k,0) = v(0,k') = 0,
On peut également remarquer que réciproquement, v détermine t par la conditipn :
(t) t(k) = v(1, -k) - v (-1, -k) .
La proposition 3-2-1 entralne aussi :

t(k) = v(1, -k) - v (-1, k) .
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L4~2~ Compatibilité des données dans le cas n =2 ,

Les données initiales étant fixées, en supposera que les données (a) et

(a') sont déterminées de la maniére indiquée ci-dessus.

Un calcul direct donne le résultat suivant :

Lemme 4-2-1 - Pour toute application t : K —> D , l'application v : K xK —>D

associée & t par les conditions (v) vérifie la condition 3

(d1) V(kk1:k-k2) - kv(k1;k2) = Y1(k;_k1') + Yg(k’kz) - "{'1(1{,1{1 + kz) .

De méme, en temant compte de la proposition 3-2-1, des calculs directs entrainent

les résultats suivants

[Proposition 4=2-2 - Pour toute application 4 ¢ K ~>D ,s80it v +t K xXK ~>D

1'application associée & +t par les conditiens (v) . Alors
(1) - La condition (d ) est équivalente & la condition
)
('dz) V<k1k:k2k) - V_(k1sk2)k = Y1(k1:k) + T1(k25k) - Y,(k1 + kz’ k)
(2) - La condition (ao) est équivalente & la condition

L(a) v(k',k") = v(k + k*,k") + v(k,k' + k") - v(k,k') = 0.

Théorsme 4-2-3 - Les données initiales étant fixées et les données (a) et (a')

é¢tant déterminées par une application Y, 3 KxXK —>D vérifiant la condition (I)
de la proposition 3=1=1 et les condltlons de normalisation (N) , 1lfexistence d'une
bijection involutive =t de G-H sur lui-m8me, vérifiant les conditiens (1), (2),
(27), (3), (3') de [1] est équivalente & l'existence d'une application

¥y ¢ KxK —>D vérifiant les conditions suivantes 3
2

(n) Y?_(kpo) = Yz(o,k') =0 et y(3, -1) = 0
(s) v, (k') = rz(k’sk)
(a) xz(k',k") - Yz(k+k%k") + x2<k,k“+k") -y, (kyk?) = 0

n

(@) v (M ik ) = dey (k Gk ) =y (k) + oy (k) -y (gk +k)

Y1(k1sk) + 71(k£k) -~ Y1(k1 * kz:k) 0

i

,:dz) Yz(k1ksk2k) - ‘rz(ki’kz)’k
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De plus, larsque ces conditions somt satisfaites, la strugture de 1%anneau local
artinien & gauche d'exposant deux, est déterminée sur llensemble A = D x K par

l'addition et la multiplication définies par les formules :

(4) (d,k) + (a,k') = (@ + 4t + T;(k,k'), k + k')

() (E)anE) = (@ ok -y (kK1), K

-

Soit t wune application de K dans D vérifiant (no), (ao) et (ao) ..Les
conditions (v) déterminent une application T, de K x K dans D, Il est immédiat
que Y, vérifie (n) et d'aprés le lemme 4-2-1 et la proposition Le2=2 , il en résulte

Qe ¥, vérifie aussi (a), (d1) et (dz) .

Réciproquement, soit Y, une application de K x K dans D vérifiant (n), (a),
(di) et (dz) » Soit t 1'applicationde K dans D associée & y par la condition
(%) , c'est-a-dire par i
8() = 7 (1,7K) = (-1, k) .
La condition (dz) implique ¢
v, (-k,k) = v (1,-1)(-k) = x (1,-k) + ¥ (-1,-k) - v (0,-k)
et compte tenu de (n) et de la proposition 3-2-1, il en résulte
v, (-1,k) = 1 (-K,K) = ¥ (,7K)
qui entrafne 3 | |
8() = ¥ (1,76) = 1 (-K)

a

La condition (a) implique s

!
(@]

Yz("k:k) - Yz(l"'k:k) + Yz(lso) - Yz(l:”'k) =

et compte tenu de (n) , il en résulte g

H

t(k) = ¥ (1,7k) = v (=k,k) = = 7 (1-k,k) »

Cette relation montre que (n) implique que t vérifie -(no) v
Soit v 1l'application de K x K dans D , associée & t par la condition (v) »
Dlaprés (n), pour k=0, ona v(kk') = y;(k,k') =0 etpour k£ 0, onas

v(kk') = v (k,2) + v (k") -y (16710 + ky (L,k7'kT)
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et la condition (d1)-implique
Y (k:k') = kYz(l:kdk') = Yi(kyl) + Y1(k:k§1k') - Yi(k:]-"'kdk')
2 bt
qui entraine donc
v(k;k') =y (kk') .
Airgi, ¥ coincide avec v et la proposition 4-2-2 montre que t vérifie (a;)
2 . >
et (do) .

I1 en résulte que les conditions (v) et (t) établissent des bijections réciprogues
entre les applications t : K —> D vérifiant (n ) , (ao) et (d°)< et les applications
. °
Y, ¢ K%K —>D vérifiant (n) , (a) , (d1) et (dz) 0

Lorsque t et y sont associées par cette correspondance, la.-relation
2

t(k) = - y;(l—k,k)
montre que la condition (s) implique la condition (so) .

Réciproquement, on a toujours ¥y (-k,k) = y (k,-k) et lorsque k + k' = a#£0 ,
B : 2 2
en posant k = ok et k' = ok, la condition (d1) implique
b 2

' o ; g . - .
Tz(ksk ) aYé(kiskz) ‘(1((1,1{1) + Y1_(“:k2) Y1(a: k1 t kz)

b}

P - ‘ -
Yz(k ;k) aYz(kz,kt) 71(a:k2) + '{1((1,1{1) ’{1((1, k‘? + k1)

qui entrafnent
) - L  = - .
v () = v (1,6) = aly (k k) - v (k k)]

Comme k +k =1, ona
1 2

y () = ¢ (0K ) = = Bk ) ety (k) = v (k) = -4E)
qui entralnent
v, (k') -y (k'k) = alt(k ) - +(1-k )]

et il en résulte que la condition (So) implique la condition (s) -,

Diaprés la proposition.3-3-1, 1l'existence d'une bijection involutive 7 de GH
sur lui-mdme vérifiant les conditions (1), (2), (2'), (3), (3') de [1] est donc bien
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équivalente & l'existence d'une application y : K x K-—> D vérifiant (n), (s) (a),
'(d,1) et (dz) et les formules caractérisant l'addition et la multiplication résultent de

ce ‘qul précede.,

Remarque 4-2-4 - Si 1l'application y a été choisie de fagon & ce qu'elle soit

bi-additive, les seconds membres de (d1)1et de (dz) sont nuls et il en résulte que
1'application y identiquement nulle satisfeit aux conditions du théoréme 4-2-3. Dans
ce cas il en résél’ce qu'il n'y a pas d'obstruction a la détermination d'une donnée (p)
compatlble avec les données initiales et les données (a) et (a!). D e plus, la S‘bruc‘bure

additive de lfanneau A ainsi obtenue, est alors triviale.

On v erra dans la suite ce que signifie cette possibilité,

L — Structure des annéaux locaux artiniens & gauche,

-5~1 — Rappels sur. les extensions spéciales d'alg‘ebresa

Soit B un amneau commutatif unitaire.

Soit B 1 E —> A un homomorphisme surjectif de p-algdbre.
8i M est le noyau de B et si M* = {O , il est facile de vérifier que la multiplica-
tion dans E induit sur M une structure de A-bimodule. On dit alors que (E,;B) cons-
titue une extension speciale de la  B-algébre A de noyau M.

Lorsque la  p-algébre A et le A-bimodule M sont fixés, deux extensions
spéciales (E,p) et (E*,p') sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme
0-2 E—>E' qui induit 1'identité sur M et tel que B =p' g 6,

D'aprés la théorie de la cohomologie des algébres associatives [3] , étant donnés
use pB-algébre A et un  A-bimodule M , il existe une correspondance bijective entre
ltensemble des classes dféquivalence d'extensions spéciales de la B-algdbre A de
noyau M et le p-module H*(AM) défini par U, Skukla [3], qui est le second
module de. cohomologie de A pour M ,

[Lemme  5-1-1'~ Etant donnés un anneau commutatif unitaire B, une P-algébre A

let un A -bimodule M , lorsque A est  pprojective, toute extension spéciale

(E,B) de la p-algébre A de noyau M est caractérisée par une application

p-bilinéaire y de Ax A dans M vérifiant
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(I) k.Y()" 37\) - 'Y(}‘?\ ,)" ) + Y()\ a)‘)‘) - Y(.}\ ;}-\. )7\ =0
t 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
[S]

(n1) ¥(1,1) = 0 .

L'anneau sous=jacent &4 la  p-algébre E est isomorphe & 1'anneau défini
sur 1'ensemble M x A par 1'addition et la multiplication caractérisées par les

formules
(m1,?\1) + (mz,xz) = (m1 dmy Ao+ >\2)
= A - : 3
(m1’>\1) (m2’>\2) (m1)\2 * 1m2 Y(x1,>\2) ’ )\1)‘2)"
et B est défini par
plm,A)] =

De plus, deux telles extensions spéciales (E,p) et (B',p') caractérisés
par des applications ¥y et y' sont équivalentes si et seulement si il existe

une application p-linéaire h de A dans M telle que h(1l):= O et vérifiant

(I1) A ) = ¥/ (A 0) = 2 b(h) = (A ) + BN

2

En posant A= ® A , lorsque A est p-projective, on sait [3] que

B

H#(AM) est isomorphe & E x t2 éﬁ,M) et aussi au p-module Hoch®(A,M) déterminé

A
par la méthode de Hochschild (4] . Le lemme 5-1-1 résulte alors de [3] et de la carac-

térisation des éléments de Hoch?(A,M) .

52 - Extensions spéciales d'anneaux.,

Définition 5=2-1 - Soit A un anneau unitaire et soit ¥ un A~ bimodule,

Un 2-cocycle de A dans M est un couple g = (Y1’Yz) constitué par deu4

applications y et y de Ax A dans M vérifiant :
1 2
(n) v (3,0) =y (0,A%) =0
0 2 2
(8) v, (A1) =y (Np)

(@) Ay (AN =y (AN A 4 ¢ (M) =y (AN =0
0 1 1 ? 1 1
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() v () =y (hr M)+ x (A + %) =y (M) =0

(@) vy (A M) = aw (h,n)
94 2 1 2 2 b | 2

1

v, () oy (L) = x (A 1)

(dz) Yz()\1>\’)\2>\) - Y:z(Kﬁ)\z)}\ 71(}‘1:>‘) + Y1(?‘23>") - Y1<)‘-—1+ }"2:)") °

Un 2-cocycle g est normalisé s'il vérifie la condition
(ni) Y1(1:1) =0.

Un 2-cobord de A dans M est un couple &Ff = (v ,vz) dans lequel les

1 .

applications v .et v de A x A dans M , sont assopiées & une application £
2

1
de A dans M vérifiant f(0) = 0, par les conditions %

(61) _vi(x1,x2)

i

K1f(K2) - f(h1h2) + f(xq)xz

(8) v (n,n)=e(n +‘x2) -0 ) - £(n)

Un 2-cobord . & est normalisé si f vérifie la condition

n' £f(1) = 0,

(=) )

Lemme 5-2-2 - Soit A un anneau unitaire (considéré comme 2-algébre) et soit
M un A-bimodule,

Tout élément ¥ € H?(A,M) peut &tre caractérisé par un 2-cocyle normalisé

g = (Y1;Y2) de A dans M,

De plus; deux 2-cocycles normalisés g et g' caractérisent un méme
élément de H?(A,M) si et seulement si - g-g' est égal & un 2-cobord normalisé
Of de A dans M,

>

La caractérisation générale des éléments de H2(A,M) donnée dans [3]
montre que lorsque P = Z , tout élément & € HZ(A,M) est caractérisé par un
2+gocycle de A dans M et que deux 2-cocycles caractérisent un méme élément
de H2*(aA,M) si et seulement si, ils sont cohomologues, clest-a-dire a'ils
différent d'un 2-cobord de A dans M .

Tout revient & montrer que tout 2-cocycle est cohomologue a un 2-cocycle
normalisé et que deux 2-cocycles normalisés cohomologues différent d'un 2-cobord norma-

lisé, ce qui est facile & vérifier,
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(Lemme 5-2-3- Soit A un amneau unitaire (considéré comme Z-algdbre) et soit

M uwi A-Dbimodule,

I1 existe une correspondance bijective entre les éléments ¥z € H?(A,M)
et les classes d'équivalence d'extensions spéciales (4,B) de 1'enneau A de
noyau M .

A un élément % € H®(A,M) qui peut &tre caractérisé par un 2-cocycle
normalisé g = (71,7;) de A dans M , cette correspondanee assocle une exten-
sion spéciale (A,p) de 1l'anneau A de noyau M ; dans laquelle lfamneau A est
isomorphe & l'anneau défini sur l'ensemble M x A par l'addition et la multipli-

cation cgractérisées par. les formules

- (m A »
@) @)+ (@) =(o +m +v(A,0), A+2)
M : : = o - A A
0 (2,2) (a,0) = (@, +hm = r (0 0) L)
et B est défini par ﬁ[(m,x)] =N

En outre, llunité est 1'élément 1 = (0,1) et le zéro est 1'élément

0= (0,0)

La premiére et la seconde partie résultent du lemme 5-2-2 et des résultats de[,ﬂ.

La condition (n ) et la condition (a ) entrafnent les relations i
1 0

(Ci) Y1(7"1) = Y1(1)7\") =0,
I1 en résulte que 1 = (0,1) est 1'unité.
La .condition (no) et les conditions (di) et (dz) entrainent les relations :

(o) ¥(1,0) =¥ (3,0) = 0.

La condition (n ) montre que O = (0,0) est le zéro,
- 0

Anneau local artinien a4 gauche d'exposant deux.

[Théoréme:6—3—1 - Tout-anneau local artinien & gauche A d'exposant deux est

caractérisé par les données suivantes i
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(1) Donndes initiales - Un corps K

~ Un bimodule unitaire non nul D sur K qui est

un espace vectoriel a gauche de dimension finie sur K ,

(2) Donnée complémentaire - Un élément Z € H®(K,D) qui peut &tre carac-

térisé par un 2 cocycle normalisé g = (y ,y ) de K dans D,
1 2

Lfanneau local artinien & gauche A d'exposant deux caractérisé par ces
données est isomorphe & 1'anneau défini sur l'ensemble D x K par 1l'addition et

la multiplication caractérisées par les formules

A =

(&) (ak )+ (@, k) =(a +a + v(k,k),k +k)
M = - .
) (a,k)(a.k) = (@k+kd -y (k,k),kk)

Le radical de A est isomorphe & D et le corps résiduel de A est

| isomorphe & X .

Tout anneau local artinien & gauche A d'exposant deux détermine des données ini-
tiales dans lesquelles K est le corps résiduel et D est le radical muni de la struc-
ture de K-bimodule induite par la multiplication de A ., De plus, en désignant par B
1'homomorphisme surjectif canonique de A sur K, le couple (A,B) constitue une exten-
sion spéciale de 1fammeau K de noyau D . Le lemme 5-2-3 montre alors que A déter-
mine un élément Z € H*(K,D) pouvant 8tre caractérisé par un 2-cocycle normalisé
g = (Y1,y;) de K dans D, et que A posséde bien la structure décrite dans le
théoréme 5-3-1 ,

Réciproquement, les donnéessdu théordéme 5-3-1 étant fixées, d'aprés le lemme
5-2-3, elles détetminent une extension spéciale (4,B) de l'anneau K de noyau D
dens laquelle 1l'anneau A est défini sur 1'ensemble D x K par 1'addition et la mul-
tiplication caractérisées par les formules (A) et (M) , Tout revient & montrer que
l'anneau A est local, artinien & gauche, d‘exposant deux, de radical isomorphe & D

et de corps résiduel isomorphe; & X,

Comme I = (0,1) est 1l'unité de A , la formule (M) montre que tout élément

(d,k) de A avec k #£ 0 , est inversible et admet pour inverse 1'élément :

™y (k™) = k@ k) = (v (70K - k'@, k)
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Les conditions (n ) et (¢ ) montremt alars que A est un anneau local dont le
) 0 2
radical est l'ensemble D x.{0} isomorphe & D et dont le corps résiduel est isomorphe
a K, De plus, la structure de K-bimodule sur D x {O} induite par la multiplication

de A est bien isomorphe & celle de D ,
La condition (¢ ) -entrafne la relation :
2
(d:k) (d’,O) = (kd',O)

qui montre que les idéaux & gauche de A sont associés aux sous K-espaces vectoriel
& gauche de D , Il en résulte que A est artinien & gauche, Enfin, A est d'exposant

deux puisque D est non nul et vérifie D? = {O} , ce qui acheve la démonstration.,

Définition 5=3-~2 — Un anneau local A est dit d'égale caractéristique s'il. a la

A PR PEP
méme caractéristique que son corps résiduel,

"Corollaire 5~3-3 - Tout anneau local artinien & gauche -4 , d'exposant deux et

d'égale caractéristique, est caractérisé par les domnées suivantes :

(1) Données initiales - Un corps K

- Un bimodule unitaire non nul D sur K qui est

un espace vectoriel a gauche de dimension finie sur K ,

(2) Donnée complémentaire - Un élément & € H?(X,D) qui peut &tre carac-

térisé par un 2-cocycle normalisé de K dans D de la forme g = (¥,0), c'est-a-

~dire par une application bi-additive y de K x K dans D , vérifiant

I - A - A =0
() (a0 ) - (A A n )+ x(h A ) - xR A )
et

(n1) Y(lsl) =0,

L'anneau local artinien & gauche A , d'exposant deux et d'égale carac-
téristique, caractérisé par ces données est isomorphe & 1l'anneau défini sur 1'en-

semble D x K par 1'addition et la multiplication caractérisées par les formules:
? —
(a7) (a,k )+ (da,k)=(a +a , k +k)

(') (& k) (a_k)

I

(d1k2 +kd - y(k1,k2) R k1k2)
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Le radical A est isomorphe & D et le corps résiduel de A est iso-
morphe & K ,

Si A est un anneau local de radical D et d'égale caractéristique, et si Ko
est le corps premier du corps résiduel K , il est immédiat qu'il existe un sous-corps
L de A -isomorphe & Ko- par la restriction & L de l'homomorphisme surjectif cano-
nigue Bt A= K, De plus, conme L est dans le centre de A ; il en résulte que

A et X sont des K -espacegvectorielset aussi de K -algébre,
0 : 0 :

Si A est d'exposant deux, il en résulte que (A,B) constitue une extension
spéciale de Ko-algébre de K de noyau D ., Puisque K est Ko-libre, le lemme 5-"1—1
montre qu'il existe une application k ~bilinéaire donc bi-additive y de X x K dans
D vérifiant (I) et (n1) , de telle qoor‘te que A so0it isomorphe & ltanneau déerit
dang le corollaire 5-3-3 ,

Cette application 4 détermine un élément £ € H?(K,D) ‘qui peut 8tre caractérisé

par un 2-cocycle normalisé de X dans D de la forme 3 g = (¥,0) .

Réciproquement la domnée complémentaire étant déterminée par un 2-cocycle norma-
ligé de K dans D de la forme g = (¥,0) , d'aprés le théoréme 5-3-1 1'anneau décrit
dans le corollaire 5~3-3 est un anneau local artinien & gauche d'exposant deux et la

formule (A') montre que A est d'égale caractéristique, ce qui,achéve la démonstration.

Remarque 5-3-4 - Si dens les données initiales le carps K -est supposé de carac-

téristique nulle, alors le corollaire 5-3-3 caractérise tous les anneaux locaux arti-

niens & gauche, de radical D , d'exposant deux et de corps résiduel K ,

En effet, tout anneau local de corps résiduel K est alors d'égale caractéris-

tique,

5-4 --Anneau local artinien & gauche.

[ Théoréme 5-4-1 - Tout ameau local artinien & gauche A dlexposant p , avec

P s n , est caractérisé par les données suivantes

(1) Données initiales - Un carps K

~ Un bimodule unitaire non nul A sur K qui est

un espace vectoriel & ganche de dimension finie sur K .

- Un anneau local artinien & gauche & A! , d'expo-

sant q ; avec gq s n-1 et q <p, de corps résiduel K .
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[Si B' est 1'homomorphisme surjectif canonique de A' sur K , soit
g
A(‘3 ) le A'-bimodule déduit de A par l'extension des scalaires déterminée

par ' 3 A! —s K],
(

t
caractérisée par un. 2¢cocycle normalisé g = (y ,y ) de A' dans A B') .
172

1
(2) Donnée complémentaire - Un élément Z € H?(A',A B') qui peut étre

L'anneau local artinien & gauche A , d'exposant p , caractérisé par ces
données est isomorphe a4 l'anneau défini sur 1l'ensemble A x A' par 1'addition et

la multiplication caractérisées par les formules :
(A) (6 Ja' ) + (6 ,a' ) = (6 +8 + (a' ,al ) , el +al )
171 2" 2 1 2 27 17 2 1 2

(M) (81,a’1) (Sz,a'z) = (81.6'(a'2) + B'(a'1).62 -, (a’1,a'2) s a'aa'z) .

! Le corps résiduel de A est isomorphe 2 K .

Soit A wun anneau local artinien & gauche , d'exposant p , avec p < n .

Si K est le corps résiduel de A et si D est le radical de A , la multipli-
cation dans A détermine, par passage au quotient, une structure de X-bimodule uni-
taire sur le groupe abélien non nul A=DP"! et A est aussi un espace vectoriel &

gauche de dimension finie sr K ,

Lfanneau quotient A' = /A est local artinien a gauche d'exposant q = p-1 €n-1,
de radical D' = P/A et de carps résiduel K .

Puisque A® = {O} , le groupe abélien A est également muni d'une structure de

At~bimodule unitaire déduite de la multiplication dans A , maig cette structure n'est

(B

déduit du K-bimodule A par 1l'extension des scalaires déterminée par p' s A'' —> K.

pas quelconque car il est immédiat qu'elle coincide avec celle du A'-bimodule

Ainsi, A détermine un ensemble de données initiales et en désignant par «
1'homomorphisme surje6tif canonique de A sur A' , le couple (A,a) constitue une
extension spéciale de l'anneau A' de noyau A(ﬁv) » Le lemme 5-2-3 montre que A
détermine un élément & € HZ(A',A(ﬁ')) qui peut étre caractérisé par un 2-cocycle nor-
maligé g = (Y13Y2) do A' dans AP ot que A est isomorphe & 1l'anneau décrit

dans le théoréme 5-4-1 ,

Réciproquement; les données du théoréme 5-4-1 étant fixées, d'aprées le lemme

5-2-3 , elles déterminent une extension spéciale (A,a) de l'anneau 4A' de noyau
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H
A(B ) s dans laguelle l'anneau A  est défini sur l'ensemble A x A' par 1l'addition et

la multiplication caractérisées par les formules (A) et (M) ,

51 D' est le radical de A' , comme dans la démonstration du théoréme 5-3-1 ,
on vérifie facilement que tout élément (8,a') de A avec a' £ D' (ce qui est équi-
valent & p%(a') £ 0) est inversible et que l'ensemble D = Ax D! est 1llunique idéal

maximal de A , qui est donc un anneau local,

I1 est immédiat que l'ensemble A = A X {O}u est un idéal bilatere de & et que
0 :
les idéaux a gauche de A contenus dans A sont caractérisés par les sous K-espaces
0

vectoriels a géuche de A.

Tout idéal & gauche I de A (qui est donc contenu dams D'=s A % D'). détermine
uncidéal & gauche a(I) de A!' (qui est donc contenu dans D') et un sous K-espace
vectoriel & gauche o (I) de A caractérisé par :

‘ °

@ (1) x [o} =Ina =Ina(0)

Plus: généralement, pour tout d' € a(I) soit a ,(I) la partie de A caracté-
risée par : a

ads(I) X {d‘} =Inae'(da) .

Soit V¥ une application de a(I) dans A vérifiant :

¥dl) € o fI) pour tout 4! e afI)
a

Pour d' € «(I) , la formule (A) et la condition (n ) entrafnent la relation :
0

(8,0) + (¥(a*), a*) = (&6 + ¥ (a"), a')
qui montre 1'équivalence des conditions :

(8,0) €¢I et (8+ War), a')el
clest-a~dire des conditions :

§€ a(I) et (6 +v(dY) € a ,(I) .
° d

Puisque ¥(d') € « ,(I), pour tout d' € a(I) , il en résulte les relations :
d

a (I) = a (I) + ¥ar') .
3 0
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Soient I et J deux idéaux & gauche de A vérifiant i
1CJg.
On a alors a«(I) C «(J) , ozo(I) G ao(J)- et aussi

@ ,(I) €a 4(J) pour tout d!' € a(I) .

d. d
Dtaprés ce qui précdde, pour tout d* € «(I) , on a g
@ o(I) = a (I) + ¥a')
d ]
et
@ ¢(J) = a () + ¥at)
d Q
puisque ¥(a') € « (I) Ca (J) .
d d
En particulier, si ao(I) = ao(J) , il en résulte o (I) = ¢ ,(J) pour tout

d d
dt € a(I) , et si de plus - a(I) = a(J) , il en résulte I =J ,
Ainsi, pour deux idéaux & gauche I et J de A vérifiant I CJ , la relation

Il =Jd est équivalente aux conditions s
oI) = ald) et - a(I)= ao(J) 0
0
Ue résultat va permettre de montrer que A est artinien a4 gauche., En effet, si
{I est une sulte décroissante d'iddaux & gauche de A , les (I ) constituent une
m m z
suite décroissante d'idéaux 4 gauche de A' qui est stationnaire puisque A' est
artinien & gauche, et les a (I ) constituent une suite décroigsante de sous XK-espaces
o m

vectoriels & gauche de A qui est stationnaire ; il en résulte que pour m assez grand

ona oI )=a(I ) et a(I)=a(I ) ,cequientralne I =I et montre
m me 1 o m 0 me¢t m mel )

que A est artinien & gauche,

Ainsi, A est un anneau local artinien & gauche, de radical D = A x D' et de

carps résiduel K ,

La structure multiplicative du radical D = A x D' de A est caractérisée par

la farmule
' ar) = (- t 1 ' 1 .
(513&. 1)(‘52.9‘3- 2) ( Yj(d 1:d 2) s d 1:(1 2)

I1 en résulte que le produit de m éléments (5 ,d'z) de D ; se met sous la

farme 3
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i=m i=m~1 — i=m
m (6, )=(-y( 0 a* ,a"), ma ),
=2 2 2 tisl 2O i=1  ®

Puisque D'% = O} , cette formule et la relation (c ) montrent que si
2 :

g S w1l , le produit de m éléments de D est nul , Il.en résulte que le produit de

qil éléments de D est nul , ce qui entralne p < g+l € n et comme. il existe q-1

éléments de D' dont le produit hlest pas nul, il en est de mlme dans D , ce qui

entraineé q s p et achdve la démonstration,

Remargue S-h~2 - LY¥égalité p = g+l ;, équivaut & 1'existence d¥un élément

e M = prdt oy dtun élément d' € D* tels que '{1(5',(1') £0 .,

Bopollaire 5-4=3 - Tout anneau local artinien i gauche .4 , d¥eéxposant p avec

P s n et d'égale caractéristigue, est caractérisd. par.les.données suivantes 3

(1) Données initiales - Un corps K

= Un bimodule unitaire non nul A sur X gqui est
un espace vectoriel & gauche de dimension finie sur K 4
- Un amneau local artinien & gauche A' ; dYexpo-
sent g avec ¢ <n-1 et g <p , de carps résiduel K et d'égale caractéris-
tiquey
(2) Donmée complémentaire - Un élément £ € HZ(A? ,A( B) ) qui peut 8tre

t
caractérisé par un 2-qagycle normmalisé de A' dans A(B-") de la forme

1g = (¥,0) , c'est-a~dire par une application bi-additive 4y de A! x A' dans
¥
A(p ) vérifiant 3
t(at Jor(al .al ) = v{af at .at boat gt ) e sdal gt ).a'a? ) =0
(I) p¥a 1) y(a 52 3) a A L 3) + y(a LA 3) rla 1:@\2) B'(a 3)
et
(ni) W1',1t) =0 (1! unité de A') ,

L'anneau local artinien a,gauche A d'exposant p et d'égele caractéris-
tique, caractérisé par ces données est isomorphe a 1l'ammeau défini sur 1l'ensemble

A x A' par 1'addition et la multiplication caractérisées par les formules 3

(A1) (6“&-’1) + (62,a'2) & (61 +u-82 s a.'1 + a'z)
gt (gt (gt - 1 ot 1ot
(1) (5,1 ) (5,80 ) = (6 .p'(at) + P&t )b - sl e ), atal ),

Le corps résiduel de A est isomorphe & K.,
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Soit A wun anneau local artinien & gauche, d'exposant p avec p < n , et
d'égale caractéristique, de radical D et de corps résiduel K , Avec les notations
précédentes, il est immédiat que A' = A/A est aussi d'égale caractéristique et si Ko
est le &arps premier de K , comme dang le début de la démonmstration du corollaire
6=3=3 , il est facile de voir que les homomorphismes surjectifs canoniques

€3 A -5 At = A/A et p': A' —> A’/D' =4 = K, sont des homomorphismes de

Ko—espace vectoriel et aussi de Ko—algébrev

I1 en résulte que (A;a) constitue une extension spéciale.de la-X -algtbre A'
d® noyau A( B) » Puisque A' est K -libre, le lemme 5-1-1 .montre q.u'zl existe une
application X -bilénaire; donc bi—adgitive , Yde A' xA' dans A( B) vérifiant (I)
et (n'i-) s de ’?;elle sorte que A soit isomorphe & l'amneau -décrit dans le corollaire

P oI

1
Cette application y détermine un élément & € HzéA' A(‘3 ) ) qui peut 8tre
1

caractérisé par un 2-cocycle normalisé de A' dans A P lo farme g = (¥y,0) .

Réciproquement , la donnée complémentaire du corollaire 5-4~3 étant déterminée
par un 2-cocycle normalisé de A' dans A(ﬁ') de la farme g = (y,0) , d'aprés le
théoréme 5-4-1, 1'anneau décrit dans le corollaire 5-4-3 est un anneau local artinien
3-gauche, d'exposant p avec p s n et la formule (A') montre.que A est d'égale

caractéristique, ce qui achéve la démonstration,

Remarque b5=L-4 - Si dans les données initiales le corps X est supposé de

caractéristique nulle, alors le corollaire 5-4-3 caractérise tous les annesux locaux

artiniens & gauche, d'exposant p avec p < n et de corps résiduel K ,

En effet, tout amneau local de corps résiduel X est alors d'égale caractéris-

tique s

55 = Remarques diverses.

H=b=1 - Sur le cas commutatif,

Pour obtenir les caractéristiques des anneaux locaux artiniens & gauche
comutatifs, il suffit, dans les énoncés précédents, d'imposer les conditions supplé-
mentaires suivantes § X est un corps commutatif, D ou A sont des K-espaces vecto-

riels, A' est commutatif et '(1 ou ¥ sont symétriques,
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5-5-2 - Sur les exemples de [1].

Le premier exemple de [1] est obtenu & partir du théoréme 5-3-1 en utili-

sant un corps commutatif K , un espace vectoriel D de dimension une sur K et les

applications y et y 1dentiquement nulles.
1 2

Le second exemple de [1] est obtenu & partir du théoréme 5-3-1 en utilisant le

corps K =0 , le K-bimodule unitaire D constitué par & sur lequel € opére a
gauche par multiplication et & droite par 1'intermédiaire de ltautomorphisme de conju-
gaison et les applications y et y identigquement nulles,

1 2

5~5-3 -~ Sur les problémes.de [1],

1) La premiére partie du premier probléme n'a pas été examinée, Par
contre, dans le cas n = 2 , l'indépendance des axiomes (1), (2), (2'), (3), (3*) de
[1], a été mise en évidence par 1%'¢tude qui en a été donnée dans les propositions
3-3-1 et 4-2-2 et le théorfme 4-2-3 dans lequel (a) traduit l'associativité de
ltaddition et (d1) et (dz) le distributivité & gauche et & droite de la multiplica-

tion par rapport & l'addition, .

2) Le second probléme demande des exemples d'anneaux locaux artiniens
&4 gauche, non commutatifs. Les théorémes 5~3-1 et 5-4-1 donnent des méthodes de cons-
truction, On va se limiter & montrer que pour tout entier n 3 2 , il existe au moins

un anneau local artinien & gauche A , non commutatif et dfexposant n .

En effet, pour tout corps K possedant un automorphisme o différent de 1'iden-
tité (par exemple K =€) , en posant I = [0, n-1], on peut vérifier qu'on obtient un
tel anneau A en définissant sur KI , une addition et une multiplication caractérisées

par les conditions suivantes

~ 1'addition est celle de 1l'espace vectoriel K;
~ la multiplication associe & deux éléments a = (ai) et p=(B) un élément
- ¥
¥ = Q{K) dont les composants sont données par 3
Y, = z aio‘(ﬁ ) .
k =1i+j
3) Le troisiéme probléme n'a pas été traité sous sa forme initiale,

mais le théoréme 5-4~1 montre que dans la caractérisation des anneaux locaux artiniens
4 gauche, les A'-modules & gauche de type fini qui interviennent, se déduisent en fait,
par extension des scalaires, & partir de bi-modules unitaires sur un corps X , Quant

4 1'étude des homomorphismes i de A dans &fA(D) , leur interprétation & 1'aide de
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la notion de bi-module, montre également que pour la construction d'anneaux locaux
artiniens a gauche, il convient surtout d'étudier les K-modules unitaires. ﬁans le
cas général, lorsque D ou A gent de dimension m & gauche sur K , on est amené
& étudier des systemes de- mi applications additives de K dans K , assujetties a
certaines conditions. Lorsque m =1, on voit que D ou A est constitué par K
sur lequel K opére & gauche par multiplication et & droite par l'intermédiaire d'un

automorphisme de X .
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- LE_PROBLEME DES DIMENSIONS POUR LES CORPS NON
COMMUTATIFS -

1. Le probléme est le suivant : K et k sont des corps et k est contenu
dans K qui est dés lors un vectoriel & gauche et & droite sur k ; les di-
mensions & gauche et & droite [K : k]g et [K: k]d sont-elles toujours
égales ?

La réponse est due & P.M. COHN [2] et est non.

Le seul but de ce texte est de décrire, suivant COHN, la "construc-
tion" d'un couple k c K tel vque :

(¥ : k]g;é [x : k],
Nous ne démontrons rien du tout. Une bibliographie compléte du sujet

(y compris des conditions suffisantes sous lesquelles les dimensions sont

égales) se trouve dans [3] .



2. Préliminaires.

2.1, Z est 1l'anneau des entiers rationnels, Une valuation d'un

anneau A est une application v : A - Z U {o} telle que :

(1) v(x) = o 'si x=0
(2)  vixy) = v(x) + v(y)

(3)  v(x-y) > min {v(x), v(y)}

Soit A wun anneau et v une valuation de A , pour tout n € Z
on pose :
An = {x € Alv(x) > n}
Les Ah sont des sous-groupes de A, qui filtrent A , c'est-a-

dire :

Si a € A et a ¢ A , alors
n m m
a + A
nm . n+m+

ne dépend que de a + A et de a + A . Nous pouvons donc poser :
n n4+1 m m+ 1

(an + Ah+1) ' (am * Am+1) = %%t An+m+1

En étendant cette loi par distributivité & la somme directe G(v)
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des groupes quotients An/Ar+1 , on érige G(v) en un anneau,
114

Cet anneau est appelé anneau gradué de v , il ne contient pas de

diviseurs de zéro (A non plus).

2.2, 0On sait (Ore) gqu'un anneau A admet un corps de fractions

3 droite si il satisfait aux deux conditions :

O1 : A_?v de diviseurs de zéro,

0, : deux éléments non nuls de A ont toujours un multi-

ple commun & droite dens A .

2.3, P.M. COHN a démontré [1] 1le

Théoréme : Si A est un anneau et v une valuation de A telle

que G(v) satisfasse & la condition O alors il existe un

2 ’

corps D qui contient A .

Remarque : D n'est en général pas un corps de fractions de A (&

moins que A ne satisfasse lui-méme a 02) mais on peut prolonger v & D

et tout élément de D est la limite (pour v) d'une suite d'éléments

ab 1 avec a et b € A : pour tout x € D, il existe des a et des
nn n n n

b dans A tels que si n - , alors v(ix - a b—1) >,
n nn

3. Les corps de COHN.

F est un corps commutatif et
B = {a’ bO’ b1, non}

A est 1'algeébre libre associative engendrée par B sur F .
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S est l'endomorphisme de A tel que :

aS =-a et b? =b )

pour tout 1 .

W(B) est 1'ensemble des mots associatifs en les éléments de B .

On pose : a < b, < b1 < vvs et on ordonne W(B)' lexicographi-

quement. Donc deux mots sont comparables, sauf si 1'un est 1l'origine de 1'autre.
Définition : Le mot u € W(B) est dit régulier si il est dans B,

ou, pour toute décomposition propre u = u1u2 , On a

1) le mot u= b b,a est régulier, car les décompositions pro-
pres sont Db .ba et bb,.a et l'on a:
boab < b ba
et abb < bba .
2) le mot aa n'est pas régulier,

Remarque : u2u1 < u n'implique pas u2 < u1 :

bab < b ba ,
mais ba £ b,
Maintenant on ordonne totalement les mots réguliers en posant :

si u et v sont réguliers et u = AP alors :

u<d<v .
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CHIRCHOV a démontré [4] que pour tout .mot régulier u , il existe
une et une seule maniére de mettre des parentheses pour en faire un mot non

associatif (u) tel que :

(*) si weB, alors (u) =u
(#%¥) si (u) = ((v){w)) , alors v et w sont réguliers

(ex) 51 (u) = (((v,)v,))w) , alors w> v,

Exemple ¢ si

u=Dbba, alors

(u) = (b,)((v,)(a))

bo(boa)

Pour tout mot régulier w , on va définir [u] € A par induction
comme suit :
1) si u¢ B, alors [u] =u
2) si ug B et siles [v] sont définis par les mots de lon-
gueur ¢ ﬁ(u) , alors Asoit
(w) = ((v)w)) .
Si w#a, ondéfinit :

[v] [w] - [w] [v]

r
~

—_
1l

et si w=a,

[v]a - a[vs] .

Les [u] sont appelés produits basigues, 1l'ensemble des produits

—
<

[
1l

basiques est noté U .

Exercice : calculez [boboa] .



Solution : on sait que :
(bb,a) = b, (ba) .

I1 découle de la définition des crochets que :

[bJa - a[b°]

[b,2]

ba - ab1 ,

par définition de S .

Donc : [boboa]

b (b,a - ab1) - (ba - ab1)b0

boboa - boab1 - boabO - ab1bo .

On ordonne U par 1'ordre sur les mots réguliers, et on démontre
que les produits
[w,] [9,] oo [n]]
ou [ui] € U et [u1] oo € [ur]

forment une base de A .

Remargue : si dans éette construction on reuplace S par la trans-
formation identique, les produits basiques forment une base de l'algtbre de
LIE de A . Nous allons mmir A d'une valuation v :
si [u) € U, on pose :

v([u]) = e(u) = 1 ;

si p= [u1] ..o [u], on pose :

S
vip) = I V[ui] i
i=1
et si
f=2a O{l aEF,
pp’ p
alors v(f) = inf{v(p)fap # o} .
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On démontre que v ainsi défini est effectivement une valuation
de A et que 1'anneau gradué G(v) satisfait a O2 (on peut décrire G(v)
comme suit : soit U =T\ {a} et R = F[U1] , 1'anneau des polynémes
commutatifs en U1 sur P . Dés lors G(v) est 3 un isomorphisme prés
1'anneau R[a, S] des polynémes en a & coefficients dans R , la mul~-

tiplication satisfaisant & :

ra = ap° pour tout T €R ) .

D'aprées le théoréme de plongement de P,M. COHN (2.3.), A est
contenu dans un corps V (s joue un réle : V est complet pour une
valuation qui prolonge v , laquelle est construite & partir des produits

basiques'qui font intervenir S dans leur définition).

K est le sous-corps de V engendré par B (le théoréme de pro-
longsment n'affirme pas que A engendre algébriquement V),

k est le sous-corps de K engendré par a® et U1( = U\ {a}) .

On a:

mais
K: k .
[ ]g > 2

Si 1'on peut démontrer l'existence d'un surcorps de K qui soit
galoisien [4, chap. VII] sur k , alors on aura démontré [méme référence]

que :




[3]

[4]
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