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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 1 du 16 octobre 196E 

-%-:-:-:-:-

-SJ>..., AMITSUR 

Identités dans les algèbres de matrices, 

rédigé par Ro SMADJA. 

-:-:-:-:-:--

L Identités d'une algèbre associative A : 
- . 1 

Soit K un corps commutatif; soient X, X, ••• des indéterminées non 
1 2 

commutatives sur K. Considérons 11anneau libre K[X ,X, •. ~]= K[X] , qui est 
1 2 

une algèbre sur K. 

Soit A une algèbre associative-sur K • 

Les identités de A sont d.es polynômes p[X , ..... ,X ] -/= 0 à coefficients 
1 n 

dans K, qui prennent la valeur zéro lorsqu'on remplace X, o•o, X par n 
1 n 

éléments quelconques de A. 

Exemple : 

; [[X,Y]2 ,z] est une identité de "'1,(K) , qui est de degré cinq~ 
2 

p XY et YX ont m~me polynôme caractéristique donc ,pi~me trace : la trace de 

(XY - YX) est nulle9 Le théorème ,de CAYLlY-HAMILTON appliq~é à [X,Y] = XY - YX. 

fournit alors [X,Y]2 + O x [x;Y.] + ô =O. 

Donc, quels que soient 

M (K) • 
2 

X et Y dans ~ (K)", [X,Y]2 

2 
est dans le centre d? 

D'où VX,Y,Z € ~(K) 
2 

(XY-YX)2Z - Z(XY-YX)2 = 0 • 

Le polynôme [[X,YJ~ Z] n'est. pas identiquement nul, donc c'est une identité 

~ (K) • 
2 
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Si p [X , •..• , X ] est une identité de A et 
1 . n 

.... ' q 
n 

des polynômes 

de K[X] , alors p [ q [X], ••• -, q [X]] est aussi une identité de A , si 
~ n 

ce n'est pas le polynôme nul. 

• Soit k. 
1 

le degré de q. [X] • 
1 

un élément X. de A 
1 

•.• , ~-) est un k~uplet d'éléments de A, qi[Xi] 
1 

car A ·est une algèbre. 

Alors p [q [X 1 ], ••• , q [X n]] = p [X , ••• , X J = O • 
1 n 1 n 

Donc p s'annule sur tous les éléments de A. 

II. Identités d'une al-g--èbre de matrices sur un corps commutatif K 

1) Théorème de DEHN: 

est aussi 

Théorème 1: L'algèbre de matrices- ,J,{,n(K) possède une identité de degré 2n { 

S [X , ••• , X J = E e;(i)X. • •• X. où i est une permutation de [1, ••• ,2n] 
2n 1 2n . 1 J. 

J. 1 2 n 

et e;(i) est la signature de i • 

emme t Le polynôme = 1:: e(i)X. X.- ,, •• X. possède les pro-
. J. J. ik 
J. 1 2 

priétés suivantes: 

1) Multilinéarité , Sk[X , ••• ,aX.+~Y., •. . X.}= aSk[X , •.• ,X., • •• ,x..] 
1 1 1 -K 1 · 1 -K 

+/3SkX1, .... ,Yi'' 00 2Sc] • 
2) Antis.ymétrie : Sk[X , • .,.,X. , ••• ,X.,.- •• ,x..] = 0 si X. =X.= X 

1 l J -K J. J 

si i -Je j • 

+ • A 

- - Sk X ,-,. • ., , X. , ••.• , X . , ••• , 
-2 1 -K 1 

+ termes où.ne figurent pas 

.. Seule la troisième propriété n'est pas évidente: 
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Permutons X. 
J 

avec chacun de ses suivants successivement jusqu'à ce que X. 
J 

se trouve à la place de ~ J faisons de mSme avec X. 
J. 

et \ , pour les amener à la 

-place de respectivemento En prcocédant par cette suite de transposi-

tions, on n'a pu affecter que le signe de Sk g 

Les permutations <J" de [l, 1tu ,k] conservant groupés (k-2)(k-l)(k:)corres-

·pondent bijectivement aux permutations CY1 de [1,. o. ,k-2] ; la parité de <J" et (J"9 

est la m~me car si k introduit p inversions, le groupement (k-2) (k-l)(k)en intro

duit 3p = p+2p donc la parité est inchangée. 

Sk.[X ,,o••,X. ,X.,X.]::: Sk. [X .,oo,,X ,X.,X.] + termes où ne figurent pas 
1 hJ. J -21 h·i J 

Xb. X.X. ainsi groupés. 
" J. J 

Le lemme 'est démontré en réunissari.t les deux égalités ci-dessuso 

o Montrons alors que A. E: r4_ (K) 
J. n 

~ [A ,. o .., ,A ] = 0 · • 
2 n 1 2n 

1ère réduction! Il suffit de le montrer l~rsque les A. sont de la forme 
J. 

o• Cela résulte immédiatement de la multilinéaritéo 

Remarquons que la règle de calcul Cijckt = ôjkcit prouve qu'un élément C lm 

est soit un idempotent G , soit de carré nul. 
mm 

2ème réduction g Il suffit de montrer le théorème dans le cas où deUJC C .. sont 
J.J 

idempotents • 

.. Montrons que si S [G. . , °". ,c. . ] 
2n 1 J 1 J 

1 1 2n 2n 
idempotents, il en est de m~me lorsque l'on suppose 

est nul lorsque deux C: . sont 
J.J 

seulement un C .. idempotento 
J.J 

La démonstration est ensuite analogue pour passer d 1un idempotent à aucun. 
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Considérons donc un polynôme S [c. . , ... ,c. . ] cm 1 run des C. . inter-
2 n l J l J lJ 

1 1 2n 2n 

venant est un idempotent Chh • Quitte à changer le signe· de S
20 

on peut supposer 

que Chh est en première position : S [Chh' C. . , ••• , C. . ] • 
2n l J l J 

2 2 2n 2n 

Si deux C .. sont égaux, S est nul et la démonstration est achevée. Sinon, 
lJ 2n 

il existe parmi les tel que i -/= h et j .j h • 

En effet, les C •. 
lJ 

figurant dans S et autres que Chh sont au nombre 

de (2n-l) et il n'y a que (2n-2) termes tels que i = h ou j = h • 

• • •. , C h ]. 
n 2n 

H.' chn 

termes desquels il faut ôter deux fois Chh • 

Choisissons un tel C .. et calculons S [Chh' C .. + C .. , ••• ] : 
lJ 2n lJ ll 

S [ Chh, C . . + C .. , 
2n lJ ll = S [Chh' C . . , 

2n lJ 
s [chh.,c .. , ., •• ] 

2 n · J..J. 

terme nul car il y 
figure deux idempotents .. 

D1après l'antisymétrie, s [ chh, c . , . , o • o , c . . !i d ~ o J ::; .o 
2n l J lJ 

2 2 

~- S · [Chh· ,- C .. , o •• » C. . , . .,. o] = 
· 2n lJ J. J 

2 2 

0 • 

Montrer que S · [ Chh·, C • • ,. o • ., J 
20 lJ 

à montrer que S [Chh, C. . + C .. , ., • ., ] 
2n J.J 11 . 

est nul revient, d·t'caµrès --le calèul ci-desaus, 

est nul j il est équivalent de multiplier 

à gauche et à droite par des éléments inversibles et de montrer la nullité de 11ex-

pression ainsi obtenue. (l+C .. )(1-C .. ) ::: (1-C .. )(l+C .. ) = 1, puisque i-/= j 
. J.J J.J J.J 1J 

est supposé n'avoir que Chh comme idempotent). Donc 

inversibles. 

(l+C .. ) et (1-C .. ) 
J..J J..J 

(l+C .. )S [ChhJJC .. +C .. , • .,0 ] (1-C .. ) ::: S [(l+G .. )Chh(l-C .. ), 
1J 2 n J..J ll lJ 2 n lJ J.J 

( l+C .. ) ( C .. +G .. ) ( 1-4 .. ) , .. e, 
lJ J.J 11 1J 

( ltC . . ) G. . ( 1-C .. ) ' ~ • 0] V 
J.J 1 kJk J.J 

sont 
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(Cette égalité vient du fait que (l+C .. )X 
J.J 1 

... X (1-C .. ) = 
2n lJ 

(l+C .. )X (1-C .. )(l+C .. )X ... (1-C: .)(l+C .. )X (l+C .. ) = 
J.J 1 \. lJ lJ , 2 \ lJ J.J , 2 n lJ 

v "y 

1 1 

S2n[Chh' C1·1·' •ov, (l+C . . )C . . (1-C .. )-, ••• ] • 
J.J 1 kJk J.J 

(-Pour le premier terme, la simplification a lieu car i et j sont différents 

de h, pour le second x 

(l+C .. )(C .. +C .. )(1-C .. ) = (C .. +C .. )(1-C .. ) = C .. +C .. -C .. = C .. ) = 0 car il y a 
lJ J.J J.J. J.J J.J J.l J.J 11 lJ lJ J.l 

deux idempotents. 

Dtaprès les assertions précédentes, ceci achève la démonstration de la 

deuxième réduction, 

S [C .. , .... ,C. . ] est une somme de produits du type 
2n l J ···l J 

1 1 2n 2n 

Considérons un tel produit Co:~ ,e• Co: ~ et cherchons à quelle condition 
1 1 2n 2n 

il est non nul, Notons f(i) le nombre de fois qu'apparait l'indice i dans ce 

produit f(i) = card {k jo:k = i ou ~k = i} " 
Puisqu'il y a deux indices par terme et 2n termes dans le produit, on a 

n 
i f(i) .= 4n, Pour que le produit soit non nul, il faut et il suffit que, à chaque 

i=J 
fois qu'apparait un produit C B. C B.. on ait ~ = C\+l • Ceci prouve que, 

ak•k o:k+l •k+l 

excepté éventuellement les 
~mes,, 

deùx'"extrèmes a et ~ , tous les indices -interviennent 
1 2 n 

un nombre pair de fois dans le produit, Selon que a et ~ sont égaux ou différents, 
1 2n 

il y a respectivement zéro ou deux termes qui interviennent un nombre impair de fois: 

f(i) • est impair pour zéro ou deux valeurs, pair pour les autres valeurs de i • 

3ème réduction: On peut supposer que les valeurs f(i) sont toutes supérieures ou 

égales à 3 , 

•• Pour n = 1, on a S = x:f-YX = 0 , donc le théorème -est démontré, 
2 
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Supposons donc n > 1. s 
2n 

est alors formé de produits d'au moins quatre 

termes. Montrons, par récurrence sur n, que s'il existe i tel que f(i) ~ 2 , 

s 
2n 

est alors nul. On a déjà vu que s 
2 

est nul (quel que soit f( i) a' ailleurs). 

Soit donè n ~ 2 et S ( ) = 0. h'indice i peut intervenir O, 1 ou 2 fois. 
2 n-1 

S [ C • . , a • •. , C • • ] = 
2n 1 J 1 J 

1 2n 2n 

~ 

m=l ... 2n 
p=i" ~2n 
q=l-•• 2n 

ainsi 
groupée) 

= ~ 2; S [c .. , .•• ,C .. G ... C •. ,•oo,C . . ] 
. d 2n-2 1 J 1. J 1 J i J i J 
1 em 1 1 mm p p q q 2n 2n 

La bijection canonique de ~
0

_
1
(K) sur les matrices de eJ/, (K) dont la 

n 

ième ligne et la ième colonne sont nulles est un isomorphisme d'espace vectoriel qui 

conserve la structure multiplicative, donc c'est un isomorphisme d'algèbreo 

On peut donc considérer ici que S opère sur 2n-2 éléments de )t (K) : 
2n-2 n-1 

dans ce cas 1 1 étude de S se ramène à celle de 
2n 

S ( ) qui est nul • 
2 n-1 

Si l'indice i intervient unè fois ----. --------------------
Le coefficient où intervient i est soit C .. soit Cki; les produits où 

1J 

ce coefficient intervient ne sont non nuls· que s'ils sont de la forme : 

c .. 9 Cl • • • • • e • • ou 
J.J 

car si Cij est multiplié à gauche (ou Cki à droite) par Clm, où t et m sont 

différents de i , le produit est nul. 

s 
2h 

On peut n'étudier que le cas 

= C •. 
J.J m=j ••• j 

1 2n 
p = permutation de ... ... 
[ 1, ••• , i , . . . ,.in, .... 2n-] 

c .. 
J.J 

par symétrie g 

= c.. z 
1J . m=j o ~J 

1 2n 

.... ... 
[C .. , ..... ,G ... , ••• ,C. ,.~ .. ,c. 

1 J · lJ Jill 1 
1 

j 
2n 2 n 

] . 
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Dans ·ce cas encore, 1 1 étude de S 
2n 

se ramène à l'étude de S ( ) qui est 
2 n-1 

nul, 

Si l'indice i intervient deux fois: 

Ce peut Stre sous l'une dès trois formes C •• 
J.J. 

(1) 

Forme (1) : G .. intervient dans un produit d 1 au moins deux te.rmes, donc est multiplié 
11. 

soit à gauche soit à droite, par un terme .. où l'indice i· ne figure pas ; donc le 

produit est nul. Ainsi, tous les :produits, dont S est la somme, sont nuls. 
2n 

Forme (2) : Le raisonnement-étant symétrique, supposons que 11on-so~t dans le cas 

{ C •. 
l.J 

et CikJ. Ltun de ces deux termes ne figure pas en première position dans le 

produit ; il est donc multiplié à gauche par un terme du type C · où m f. i ; donc 
lm 

le produit est nul. 

Forme (3) : ntaprès les considérations précédentes, les seuls produits a-priori non 

nuls, contenant C .. et Cki, sont du type: 
1.J 

C •. 
J.J 

001000 ou ckic .. 
J.J 

•• Les produits du type C ..••• Cki, intervenant dans S , ont pour 
J.J 2 n 

somme S = E e( p) C • • C . • O O O C . • cki 
J.J ip JP ip JP 

p 2 2 2n-1 2n-1 

où p est une permutation de [1, ••• , 2n] telle que i(l) et i(2n) soient fixés. 

·Cela revient, au signe près, à considérer les permutations ·de [l, ; •• , 2n-2] : 

s = ~ C . . ( E e:( p) C . . • • • C . C . ) Cki 
iJ ip JP · ip J 

p 1 1 2 n_ 2 2 n- 2 

= + C .. (S [C .... , 
- J.J 2n_2 J. J 

C. . ] Cki • 
J. J 

2 2 2n-2 2n-2 

Les matrices intervenant àans S 
2n-2 

l'étude est ramenée à celle de S ( ) 
2 n-1 

: s 

n'ont ni ligne i hi colonne i, donc 

est nulle car S ( ) l'est~ 
2 n-1 
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•• Les produits du type ••o ckic ..••• , intervenant dans s 'ont pour somme 
lJ 2n 

s t = E 
m 

( termes où CkiC .. C. interviennent ainsi groupés) 
lJ Jm 

E = + S [C. . , 
2 n-2 i J 

, oo., C. . ] d'après. le lenne. 
J. J m;C. = C .. 

Jm 1 tJ t 
1 1 2n-2 2n-2 

On est donc encore une fois ramené a l'étude de puisque les matrices 

intervenant ne· contiennent pas la colonne i ni la ligne i • Donc s' ::: 0 • 

• •. Alors S = s + s' est aussi nul dans ce cas. 
2n 

=4ème réduction i Si C. . et 
]. ]. 

G . . sont les deux idempotents, on peut supposer 
J. ]. 

1 1 2 2 

f(i) ~ 5 et- f(i) ~ 5 • 
1 2 

•• Soit C .. un idempotent, étudions les cas f(i) = 3 et f(i) = 4. 
ll 

Si f(i) = 3 g dans le produit figurent C . . et C . . ( ou C. . et 
lJ. lJ J.l 

Cki, ce qui revient 

au m~me) donc les produits non nuls sont ceux où figure le groupement C .. C ..• On est 
J.l lJ 

ramené, par un calcul analogue à ceux faits ci-dessus à S ( J .•• ] qui est nul. 
2 n...1T 

Si f(i) = 4 deux possibilités s 1offrent pour la répartition-des indices 

C. . , C .. , Cki 
J.]. J.J 

Cii, Cij' Cik (ou la possibilité symétrique c .. ,c- .. ,cki) 
ll Jl 

Remar~uons qu'en effet C •• C .. 
J.]. J.J. 

fournit un produit nul. 

Les produits non nuls sont alors de l'un des types suivants i 

C .. C .. M Cki 
J.]. J.J 

C .. M Cki C .. 
J.J J.]. 

• • • ckic .. c . . _ •..•. 
].J. J.J 

(la) 

(lb) 

(2) • 

où M = C . . • o l'C. . 
J. J ]. J 

:s :s 2n-1 2n-1 

ou 0 0 0 c. . 
J. J-

2n .. 2 2n-2 

(1) 

( 2) 

• •. Pour la répartition (1) , associons le produit (la) et le produit (lb) 
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obtenus pour la même valeur de M ; ils interviennent tous les deux dans S , et sont 
2n 

affectés de signes opposés puisque le passage de la substitution (l ,l ,~ •. ,l) à 
1 2 n 

(t , ..,.,.,,,,t ,t ) s'effectue au moyen de (2n-1) transpositions -; leur somme est donc ru:Iœ. 
2 n 1 

.,•. Pour la répartition (2) , on ne considère que les produits où figure le 

groupement CkiC .. C .. , ce qui revient à calculer S I J •.• Ck· .••• ] qui est nul. 
11 1J · 2\fl-1[ . J 

Montrons alors que l'équation ~ f(i) = 4n est impossible lorsque deux des valeurs 
i=l 

f(i) sont supérieures ou égales à 5, toutes les autres supérieWJ."es ou -égales à 3 , 
.ces vaJ.eurs étant de plus assujetties à être toutes paires ou toutes paires sauf deux. 

n 
Valeurs toutes paires > E f(i) ~ 6 + 6 + 4 + 4 + 

i=l 
n 

D.eux valeurs impaires > E f(i) j!I 5 + 5 + 4 + 4 + 
i=l 

ou ~ 6 + 5 + 3 + 4 + 

... 

.... 
•• 0 

+4=4n+2 

+ 4 = 4n + 2 

ou- ;. 6 + 6 + 3 + 3 + -4 + •• " + 1+ = 411 + 2 .., 

Ceci prouve que 1' on se trow e nécessairement dans l I un des cas particuliers 

étudiés précédemment, donc que S [X , • "·• ,X ] 
2n 1 2n 

est nul pour tous les éléments X. 
l 

de ~n(K) • 

2) Compléments: 

a) S est une identité de degré minimal de : 4 (K) t 
2n n 

Lemme, Soit A un anneau possédant une identité fOlynomiale de degré d, 

3b son radical nilpotent" Alors, pour tout élément nilpotent a de A , 

a[~] est dans $&. 

Soit a un élément nilpotent de A, si a est dans 36,, le lemme est 

démontré. Supposons donc que a ne soit pas dans ~ et notons n l'indice de a 

modulo c'est-à-dire l'entier 
' 

n tel que 

Le lemme équivaut à l'inégalité 

an+1 E 

Considérons les (2n+l) sous-anneaux suivants de A î 



n-j+1 j-1 A . ::: a Aa 
(1) { •J-, . . 

A ·. ::: an- J + 1 Aa J 
2J 

On a donc A - a 0A 
1 - . ' 
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pour j = 1, 

pour j = 1, 

A = a 0Aa 
2 

2, ooo, n+l 

2, t O O' n 0 

••• -,-A 
2n 

= aAa" , 

- • - n -- .aél, 0 

Formons les produits B. = A .A , 
J. 1 2 

A. , pour i::: l, 2, ••o, 2n+l o De 
J. 

(1) , on déduit immédiatement: 

B ( n ) 2j-·t j-1 poll.I' j ::: 1, 2, n+l 
2j-1 = a A a 

• 0 "' 

(2) [B . = (anA)2j j a pour j = 1, 2, ... , n • 2J 

t A A C Aa-n+1A • s > > t 
s -

• ., Désignons par j_
6 

·= [~;1] et jt = [t;l] les indices permettant de 

constru:tre As et At & 

1er cas & s = 2j 

s = 2j => t ~ 2j-l > jt ~ j > j-jt~O, 

A
8
At = (an-j+. 1Aaj_)(a0":""jt+,Aat) C Aan+j-jt+ 1A C Aan+.1A • 

2ème. ·cas x -s = 2j-l 

a ::: 2j-l ==c, t ~ 2j-2 > jt ~ j-1 > j-tt"41 ~ 01 
A At::: (an-j+,Aaj- 1 )(.an-jt+ 1Aat) C Aan+j-jt- 1+ 1A C .Aan-t1A 

B - -

Ainsi, si r est un entier inférieur ou-égal à 2n+l et (i' ••o, i) une 
1 r 

substitution de (1, ••. , r) non égale à (1, ••• r) , dans cette substitution figurent 

au moins deux indices consécutïfs s et t tels que s soit supérieur à t, donc 

r-~ 2n+.1 , (i , ..• ,i) /. (1, ••• r) => A .• A. , 
1 r 1 1 

1 2 

Ecrivons l'identité donnée sous la forme 

aX ... Xd = E 
i € ad 

i /. identité 

a.X. 
l. J. 

1 

a E: K 

a. € K 
J. 

0 0 •' 

(3) • 
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o• Montrons que l'on peut ramener à cette forme toute identité polynomiale 

de degré d : 

Si P [X 
1 

, •• o-,~] n'est pas linéaire en 1 1 une des variables (X 
1 

par exemple, 

--intervenant à un degré n strictement supérieur à un), la transformation 

Q[X' ,xn ,x 'oeo,x_] = P[X' +· xv• X , o• ~, x_] - P[X1 X ' OoG, x_] 
1 1 2 -""k 1 , ' 2 -""k 1 ' 2 -""k 

- P[X"- , X , n 11 , x_ ] 
1 2 -""k 

fournit une identité Q , dont le degré en X' et X71 est au plus n-1 (car les 
1 1 

termes en X' n et X11 n ont disparu) , et dont le degré total n'est pas plus élevé q_ue 
1 ; 

celui de P • 

Si une indéterminée ( X par e xemplB) n I appara.1.t dans -aucun monôme dont le 

' 
coefficient est non nul, la somme des autres monômes R[X

2
, ooo, \J est évidemmént 

une identité de A. 

Si l'identité P- n'est pas homogène , chacune de ses p.arties homogènes, est 

aussi une identité car le po]ynôme en t obtenu en multipliant chaque indéterminée par 

t doit atre identiquement nul. 

Ces trois remarques, appliquées successivement à une identité P[X 
1

, "."" ,\'] 

de A I permettent de ramener cette dernière à la forme (3) indiquée plus haut, sous 

laquelle on peut donc supposer donnée 1 1 identité considérée dans l ~-énoncé du lemme" 

Raisonnons par l'absurde, en supposant n supérieur ou égal à 

d ~ 2n+l " 

On peut alors remplacer r par d dans les calculs de la page précédente g 

C n+1 Â A. , •• ,,,A. .Aa . 
1 . 1 -

1 d 
0 

Le -membl'e de droite de (3) est alors somme d'éléments de Aan41 A donc est 

élément de Aan+1A. Le membre de gauche l'est donc aussi: 

n+1 
a.A A ••• Ad = a Bd C Aa A • 

1 2 -
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Des fonnules (2) on déduit alors 

aBd = a(anA)2q-1aq-1 f Aan+1A 

aBd = a{anA)2q aq .C Aan+1A 

si d = 2q-l 

si d = 2q 

Multirlions à droite la première de ces inclusions par (an-q+ 1AanA) , la 

seconde par (an-qA) ; compte tenu de ce que l'on a aanA = a 0A, oh obtient dans les 

deux cas de parité de d 

(anA) 2q+1 Ç Aa n+1A • 

n étant choisi comme il a été indiqué au début de la démonstration, c'est-à

-dire tel que an l • si, a 0 +1 € lK, , on a 

J.e lemme. 

Aan+1A idéal nilpotent 

3t € N (a~A)t( 2 q+1 ) = O 

•:;:, an € ~ : absurde • 

La contradiction vient· de ce que 1ton a supposé n ~ [~] • 

Donc, nécessairement, n ·est inférieur strictement à [Î], ce qui démontre 

t 

Théorème 2 z Les identités de ~ (K) sont de degré supérieur ou égal à 2n. 
n 

, Dans ~ (K) , il existe des éléments nilpotents d'ordre n dont la puis
n 

sance (n-l)ème est non nulle (la matrice de JCRD.AN 

0 •• 0 e = ~<>.J 
1 

par exemple) • 

Le.radical de ,A{, (K) étant nul, on doit avoir: 
n 

et 

Ceci prouve que l'on a nécessairement n ~ [i] donc 

1 Corollair~ : S 
2
n -est une identité de degré minimum de. 

• En effet, le degré de S est exactement 2n • 
2,n 

d ~ 2n , 

~- (K) • 
n 
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b) s est l'identité minimale de 
2.n 

1 

Théorème 3 , Toute identité de degr~ minimal de 

multiplicatif près, égale à S o 
2-n 

r)t, (K) -est, à un scalaire 
n 

"Comme on l'a vu •précédemment, toute identité de degré minimaJ. de rfi{,{K) est 
n 

de deg:ç-é 2n et peut se me.ttre sous la forme g 

(1) ~ 
i € cr 

2n 

cx-. X. 11, ,X. 
J. J. J. 

C O o 

n 2n 

Comparons deux monSmes de cette identité qui, mis à part leur coefficient, 

ne diffèrent que par une transposition de deux indéterminées consécutives l on peut 

toajours se ramener au cas 1 

1er cas 1 r = 2i-l 

Ecrivons que (1) est une identité, pour la spécialisation suivante des variables:. 

j < i = X . CC .. 
2J. l.l 

si j > i [

X . = C. . 
2J-1 J-1 ,J 

X • = C •• 
,, J J ,J 

Pour ce choix, les seuls monSmes non nuls de (1) sont les deux monômes (2)o 

Leur somme vaut aG + j3C o Donc ( a+~)C ;;::. 0 :,. a +~ = 0 .• 
1,n 1,n 1,n 

Considérons : la spécialisation g 

X . = G. . ] 
2J-1 J,J+1 j 

X . = C. . 
2J J+1 ,J+ 1 

X. 
2J 

= c .. ] 
J ,J . i < j 

= C .• 
J ,J+1 

< i 

~ n-1 

X . = C. • 
2l. 1+1 ;J.+ 1 

X 
2n 1 

X 
2n 

C C 
m,n 

= C 
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Dans ce cas, la somme (1) ne se réduit pas aux deux monômes étudiés, car les 

permutations cycliques de [1, ••• ,n] fournissent des monômes a-priori non nuls. 

Toutefois, le terme a+~ peut Stre caractérisé comme étant le co$fficient 

de C dans la somme, donc a+~ = 0 • 
1:, 1 

Les deux cas précédents permettent d'affirmer que si (i) et (j). sont deux 

substitutions ne diffèrent que par une transposition de deux termes consécutifs, les 

monSmes intéressant dans·l'identité dormée, qui leur sont relatifs, sont affectés de 

coefficients opposés. 

Considérons alors un terme quelconque a.X . ••• X. de-l'identité (1) : 
l. 1 1 

1 2n 

comme toute permutation (i) est déduite de la permutation identique par une suite de 

transpositions successives de termes adjacents (la parité étant celle de (i)) , on 

déduit du calcul précéd~nt que a. = e(i)a· • 
l. 

Donc E a. X. • • • X. = a: S [X] ., 
( ·) 1 l. l. 2n 

l. 1 2 n 

c) Relations entre les idéaux d'identités 8 

Notons E l'idéal de K[X ,X , ••• ] engendré par S [X , ••• ,X ] 
n 1 2 2n 1 2n 

M l'idéal de K[X ,X, ••• ] constitué de toutes les identités de 
n 1 2 

Jf_(K) • 
n 

1 Pour tout n, on a E C M ., 
n - n 

1 

Pro position- 1 : E = M 
1 1 

Nous verrons au paragraphe 

si le corps K est infini. 

suivant que, pour n différent de un, l'inclusion 

E C M est stricte. 
n n 

" i:_
1 

= {xr - YX} . 
Soit P-[X ;•••,X']= 0 une identité de rÂ(, (K) •o Transformons ce polynôme 

1 m n 

en utilis_ant le f'ai t que pour tout i X X. = X.X 
1 l. l. 1 
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X commute avec toutes les variables (et avec les scalaires) donc on peut 

•écr;i.re 1 

P[X , • ... ,X ] = f [X , o •• ;X ]xk + f [X , ••• ,X ]Xk- 1 +. ~ .+ fk[X ., • ov ,X ] • 
1 m 02 m1 1 2 m 1 2 m 

Puisque P[X , ••.• ,x] est une identité de ~ (K) , il s·1a.nnule en particu-
1 m n 

lier lorsque 1 'on fixe X = 0 ; donc fk. [X '° .. ,X ] = 0 • 
1 2 m 

Au lieu de prendre X = 0 , prenons maintenant X inversible g 
1 1 

P [X , • , o ,X ]X~ 1 

1 · n 1 
est aussi une identité de 

f [X , .-•• ,X ] = ••. - fk[X , •· •• ,X ] = 0 • 
o 2 m 2 m 

Jt (K) , etc.n D'où 
n 

L'identité donnée P s.e décompose donc en identités où ne figure plus X • 

On peut recommencer l'opération avec X ,X, ••• etc, 
2 3 

donc on voit que P se 

ramène à un polynéme nul. Donc XY-YX = 0 est la seule identité de cJ/; (K) 
1 

1 Proposition~: Pour tout n supérieur ou égal à un, on a 

• L'inclusion au sens large est évidente car si un polyn8me s'annule sur toutes 

les matrices de JI (K) , il s'annule en particulier sur celles de ces matrices qui 
Cl"(, n+ 1 · 

ont leur première ligrre· et- leur première colonne nulles ( sous-algèbre isomorphe à ~ (K)). 
n 

L'inclusion stricte vient de ce que s 
2n 

est une identité-de cA{; (K) 
n 

mais 

ne peut ~tre une des identités de 

rieur ou égal à (2n+2) • 

4 (K) puisque ces dernières ont un degré supé
n+1 

3) Quelg.ue.s méthodes pour obtenir des identités d'un anneau de matrices: 

a) Première méthode pour obtenir des identités de Jtti (K) 
n 

Le théorème de CAYLEY-HAMILTON prouve que toute matrice n x n est solution 

dtun polynôme de degré n 

xn + a xn- 1 + 0. 0 + ex = 0 a. € K • 
l. 1 n 

C'est-à-dire que 

n-1 
X0 

- - .E 
i=l 

est combinaison linéaire de n- 1 1, .X, ••• , X 
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Considérons, pour X et Y éléments quelconques de 

i i i 

eA/,; (K) , le polyn~me 
n 

E e:( i)YX 0YX 1 
o .. X n • 

Ë cr 
n+1 

Ce polynôme est identiquement nul 
n-1 . 

n-1 ( n•l.) linéaire de Y, ••• ,YX YX. = - E a.X 
. 1 l. l.= 

b) Application : 

sur ~ (K) puisque yxn est combinaison 
n 

et que S est a..~tisymétrique. 
n+ 1 

1 Proposition 3 : ·Pour n supérieur ou égal. à .deux, .on a 1: L .M • 
n n 

• D'après le (a), il suffit de montrer que 1°on a 

S [Y.,YX, ...... ,nn] i, {s [X , •.••. ,X J} . 
n+ 1 2 n 1 2 n 

Supposons que l'on ait: s [Y,YX,o•o,YX0
].- z u[X ,••o,X ]S [X , .. OD,x ] 

n+ 1 1 -K 2 n • 1 · 2 n 

v[X
1
,o.ë,\) . 

Ceci est une égalité ~s 1 9a.nrieau libre K[X ,X ,-000] donc, si, dans le 
1 2 

membre de droite, intervenaient des variables autres que X et Y· , 1 •égalité aurait 

encore 1ieu én donnant à ces variables la valeur zéro (ce qui n'affecte pas le premier 

me$re),, 

On peut d6nç se ramener, dans tous les cas, à une égalité du type & 

s_ [Y,YX;oo.,YX 0
] = z u[X,YJS(i)[x ,aoo,X l v[X,Y] 

n+ 1 • . 2n 1 2n • 
J. J. J. 

où les éléments X. sont des sommes de. produits de- puissances de X et de• puissances 
J. 

de Y O D'après la linéarité de S , on peut d I ailleurs supposer q1;1e X , • ,·o ,X. sont 
2n 1 · 2n 

des monSmes (et non nécessairement des polyn8mes) en X et Y • 

est une somme de monômes de d'egré én+l) en Y 

. n(n+l) + • ., • + n. :: 2 en X • 

Si l'on rempJace Y par TY, on obtient au second membre un polynôme en 

t , dont seul le coefficient de tn+ 1 est ég~l à S + [Yj)YX, "u,YXn] , (qui est le 
n 1 
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coefficient de tn+t dans le premier- membre), et les autres nuls .. On peut dànc supposer 

le second membre homogène de degré (n+l) en Y- ; de m~me·, on peut le supposer- homogène 

de degré n(~+l~ en Y. 

Le-· monôme ~- YX"YX"-1 
••• YXY doit apparaître au second membre. Soit 

u[;x:,Y]S [X , ••• ,X 'jv[X,Y] le terme dans- lequel il apparaît, Ce terme .est non nul, 
2n 1 · 2n 

dohc les 2n éléments X , ••• ,X doivent être tous différents. 
1 2n· 

l• Si Y -.n'intervient que dans n de ces élements- a.u plus, les. autr.es 

éléments JSc sont alors des puissances de X , toutes différentes, au nombr_e de n au 

moins, et dont la somme des exposants est n(~+l) au plus ( au plus, car X peut- inter

venir dans u et v) ., 

La puissance zéro ne peut intervenir pu:iaque S est non nul. 

•• Montrons en effet que S [X , o o. ,X ] 
2n 1 2n 

limiter à X , d'après P antisymétrie) • 

2n 

est nul si X = 1 
1 

(on peut -se 

On obtient toutes les permutations-de [1,.oo2n] en fixant d'abord la valeur 

de l'image de 1 , puis en faisant opérer sur [2., o .. ,2n] l 1en.semble. des permutations 

de (2n-l) éléments ,1 

L t•image de G est 
2n 

~,o(2), •• , ,o(2n1 cr€ G',n-1 V 

Lorsque lîon groupe les 2n termes correspondant à une in~me permutation 

cr Ë c,
20

_ 1 , on obtient 2n fois le monôme Xa( 
2

) ••. .,Xa( 
20

) , affecté n fois du-. signe 

plus et n fois du signe moins (ci-dessus, le signe change car il y a une transp0sition, 

entre chaque symbole U ). La somme est donc nulle pour chaque permutation cr r La somme 
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des monômes.correspondant à toutes les permutations <:Y de QJ , so!'.I]IIle qui est égale 
2 n-1 

à S , est alors aussi nulle. 
2n 

Donc il intervient au moins n puissances de X, toutes d'exposant supérieur 

ou égal à un D Comme la somme des exposants doit être au plus égale à n(n~l) , ces 

puissances de X sont 2 n X ; X , o • o, X . et sont exactement au nombre. de n; de plus 

X n'apparaît pas dans les autres termes 1t qui sont donc simplement des puissances 

de Y , Or ces termes sont au nombre de n , tous différents, et tels que la somme de 

leurs degrés (en Y) soit au plus ( n+l) , c I est impossible o 

2o Donc Y doit apparaître dans (n+l) des termes . X , • e., X. • 
1 2 n 

Dans ces (n+l) - termes, Y apparait chaque fois à la puissance un (car le 

degré total en Y est au plus (n+l) • Comme tous ces termes doivent ~tredifférents, 

ils sont nécessairement de la forme ~ = XiYXj , avec (~+1) couples (i,j') différents, 

Parmi ces couples (i,j), on ne peut obtenir qu'une fois au plus les couples 

(O,O) , (0,1) , (1,0) , donc dans le produit des (n+l) termes ~, X figure avec un 

degré au moins égal à O + 1 + 1 + 2(n-2) = 2n-2 o 

Les (n-1) termes où ne figure pas Y sont (n-1) puissances différentes, 

non nulles, de X , donc la somme de leurs exposants est supérieure, ou égale à n(n--,1) 
1 2 • 

Si n >. 2 ile degré en X est au moins 

, absurde" 

n(n-1~ 2 n n(n-1) 
- J + n-,:. > ·------- + n = 2 2 

n(n-1) 
2 

Si n = 2: dans le cas limite où.les trois couples (o,o) , (1,0) inter

viennent effectivement, on a à considérer .$ [Y ,YX,XY ,X] e 
4 

On ne peut rien déduire de 1vétude globale des dàgrés, èt a 

priori on pourrait fort bien avoir 

. S [Y,YX,YX2
] = À.S [Y,YX,XY,X] • 

J 4 

Mais,.dans le premier membre, il n'existe pas de terme en Y~ 
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(Y x Y x Y consécutïfs) alors que le second lilBmbre contient le 

mon$me ~ (XY)Y(YX)X o 

Le résultat. est donc démontré pour tout n supérieur à un • 

c) -Deuxième méthode pour obtenir des identités de J./;(K) & 
n 

S [Y,YX,, ••• ,n:.n- 2-,YXn] 
n 

n-1 
~ S [Y,YX,oo.,YXn-2,- E a.-yxÏ 

n . J. 
J.::::O 

• en appliquant à X le théorème de CAYLEY-HAMILTON. 

= S [Y,YX, ••• ,Yxn-2, - ai Y.X n-1] 
n n-1 

S [Y,YX, •• ~,YXn 1,YXn] 

n î 
• d'après 1 1antisymétrie 

= - a n..:.1f)Y, YX, • •. • 'yxn-12 'YXn-1] 

terme ne dépen-
dant que de X 

Terme dépendant 
de Y terme dépendant de y 

Formons alors le polynôme: 

S = S -[Y,YX,oo.,YXn-i\YXn]z S [Y,YX, ••• ,Yxn-2,Yx"-1] - S [Y, ••• ,YXn-2 ,Yxn-1 ]z 
n n n 

Ce polynôme est identiquement nul sur ~(K) puisque 
n 

S [Y, ••• ,Yxn-1 ,yxn] • 
n 

a 
n-1 

commute avec 

tous les termes. -Ce n'est pas le polyn8me nul car tous les termes situés avant le signe 

moins ne .sont pas nuls, donc il existe au moins un terme de la forme PZQ où P contient 

xn , .qui soit non nul ; Un -tel terme n'a pas son pareil après., . .le signe .moins donc il 

figure dans S 9 On a donc bien une identité de Jt (K) • 
n 

III, .Remarques: 

Si A est une algèbre de dimension finie sur le corps commutatif K, A 

satisfait à une identité de degré d ~ ( [A : K] + 1) o 

• Soit k = [A : K] • k+l éléments X , ••• ,x de A 
1 --:k:+1 

soht toujours 

linéairement dépendants, donc sk [X , ~ .. , X. ] s O , dans A • 
+1 1 -l<:+1 

Cette majoration est·trop forte t pour un anneau de matrices par exemple, on 

obtient (n 2+1) au lieu de 2n. 
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SEMINAIRE_ D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

RESULTATS COMPLEMENTAIBES.SUR LES J-ANNEAIJX 

par M. DJ.ABALI 

_,o_o_~_.,_o...,o_ 
. o ·o o o -o o 

Conférence n° 4 

Ce travail fait suite à [2] • Nous y donnons des résultats complémentaires 

sur les J-anneaux, en particulier sur ceux qui vérifient les conditions F.2 et Fo3 

de [2] v Ceci nous·amènera à retrouver en utilisant une approche un peu différente 

les résultats de GOLBY et RUTTER sur les J-anneaux artiniens qui sont somme directe 

d'idéaux à gauche co-irréductibles (cf. [1]) • 

I. ETUDE D I UN J-ANNEAU ISOTYPIQUE -

1) Rappels 

Soient A un J-anneau isotypique de dimension· n et E l'enveloppe injec

tive de A considéré comme A-module~ gaucheQ L. LESIEUR et R.CROISOT ont montré 

dans [4] que E était un anneau simpleo R,Eo- JOHNSON est arrivé au même résultat 

dans [3] . Rappelons rapidement la construction de [4] o Soient X. , 1 ~ i ~ n, 
]. 

n idéaux à gauche co-irréductibles dont la somme est directe. On appellera E. une 
]. 

enveloppe. injective de X . • On aura àlors 
l 

E projection de E sur E. parallèlement 
l 

E = e E .. Soit p. 
J. 1 

à E! = e E. , j j i 
]. . J . 

J 

l'endomorphisme de 

• Les E. sont des 
]. 



A ... modules à gauche imécomposables et tout A homomorphisme non nul d-e E . . dans E 
. J.; 

est injectif. En particulier nous appellerons g. . un isomorphisme de E. 
1 1 

sur·· E g il 
1 

en existe au moiilB un puisque nous . supposons que A est isotypique;, Dans la suite si 

f et g sont. deux homomorphismes nous écrirons par convention : fg ;:: g 0f • 

Dans ces conditions-on munit E d'une atructùre d'anneau en montra.nt qu'il est 

isomorphe à Hom(E,E) • En effet si x € E , il existe un A homomorphisme et un seul 
A 

de E dana E quj, prolonge 1 'homo)D.Orphisme x /1. ~ À.X , 'v /1. € A • Il en existe un 

puisque E est inj-ectif et il.est unique puisque A est à idéal singulier nul. 

Cee:i dit, x étant donné dans E , nous appellerons 

dans E. défini par .. g 

y: .. 
J.J 

l'homomorphisme de ;E. 
J. 

J 

y: .. (r-.) 
1J 

Appelons K le corps des 

corr~spondre à y:. . 1 1 élément 
1J 

e. . la matrice carrée d'ordre 
J.J 

;:: p.('t.x) , 'r/ /1. € E. o 
J 1 

A-homomorphismes de- E dans• E...11 Nous faisons 
1 1 

-1 e. . de K défini par l 6
1 
.. - g. yi ,g.. o Soit 

.J.J J · J. J J 

n dont tous les coefficients sont nuls, excepté 

celui de la i e ligne et de la je colonne qui est égal à . l .. Alors 1 1-applic~tion 

qui à x fait correspondre la matrice 

E· sur -M (K) • 
n 

ie .. e .. 
. J.J J.J 

est un isomorphisme d'anneaux de· 

2) Etude des matrices associées aux éléments de A .. 

Soit R le radical du J-anneau A (cf [2]) o Nous supposerons. que -Rp-/= 0, Rp+l = 0, 

Si !\ est la dimension de Rk nous poserons : ~ ;:: codim Rk = n-nl( o Rp étant de 

dimension n il existe une somme du-ecte de n idéaux co-irréductibles X, tels 
p p ~ 

que : X t n Rp f. 0 • Noœ pouvons complèter les X t par n - n idéaux ·co~ir.réduoti
:p-1 p 
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np-1 
bl~s Xt' np < t ~ np_ 1, tels que X g ('I RP""' 1 

/:. 0 et tels que la somme f X t soit 

directe-., En pro-céda.nt ainsi de proche en proche nous pouvons construire UIJ.e-somme 

dirècte de n idéaux co-irréductible5 tels que pour 

Remarq-uons qœ puisque Rk est de dimension 

k . . 
dans R · ·et que l'on a donc & 

Dans la suite no·us poserons i ::: n-t de sorte que 1 uon pourra écrire pour 

a) -forme de la matrice associée à un élémeri~ de A o Soit a € A ., Construisons 

lé représentant de a dans M {K) . Soit i avec m ~ i " Supposons que E. a ne 
n 1 · J. 

soit paà nuL L'homomorphisme y ~ ya est un A-homomorphisme non -nul de E. dans 
J. 

E.a., Cîestdonc un isomorphisme., Soit ')..; un élément non nul contenu clans X. f"\R t 
J. J. 

alors Àa /: O ··Mais R étant un idéal bilatère ,Àa € R o On-v0it donc que 

E .. a n R fa O • Mais E. a étant un A-module co-irr~ductible(pu~ERJ.113 isom9rphe à E.) , 
;r. J. J. 

E. a appartient à 1 1 envelop-pe injective d·e R " On peut donc écrire : 
J. 

E.a C 
J. 

Dans ces conditions- y. . est nul pour 8 l ~ j < m • 
J.J 1 

De m~me si nous calculons 0. . pour m ~ i J en utilisant maintenant le fait 
J.J 2 

que- R2 est un idéal bilàtère nous voyons que e. . est nul pour l ~ j < m • Plus 
J.J 2 

généralement on verra que pour ~ lii i _, e. . == 0 pour 1 ~ j ( m. • 
J.J K 

Donc a peut être représenté par une matrice de la forme 
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2 

m 
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m 
2 

• • • • d 

... ' 

b) étude des matrices associées aux éléments de R. Soit a un élément de R • 

Considérons un indice i tel que ~ , c'es\-à-dire tel que X. n Rk -j O • Si 
l 

X 

est un ·élément non nul appartenant à X. (\ Rk 
' 

xa 
l 

raisons que précédemment E.a est un idéal non nul 
l 

l I enveloppe injective de Rk+l On peut·donc écrire 

n 
E.a 

l 
C E E. 

mie+ 1 J 

appartient à Rk+l • Pour les ... memes 

co-irréductible qui appartient a 

On en déduit que la mairice associéeà a est telle que si m. ~ i , y .. = 0 pour 
.K l,J 

j < ~ . 

Réciproquement un calcul direct montre que l'ensemble de toutes les matrices de 

la forme précédente forme un idéal nilpotent de A: cet idéal est donc le radical de A. 

c) forme de la matrice associéeà un élément de 

on a :· k Ra= 0 et donc E.a = 0 
l. 

• k O • R • 

pour tout i tel que i . 



En effet on sait que k 
Ra= 0 

l'enveloppe injective de Rk 0 

La matrice associée à 

et à fortiori 
n 

( E E. )a = 0 
mk J 

a sera donc telle que y .. = 0 
lJ 

puisque est 

si ~ ~ i o Réci pro·-

quement on voit facile.ment quiune matrice de cette forme représente un élément de 

0.' Rk • 

2) Sur les J-anneaux qui vérifient les conditions F.2 et F.3 [2] o 

Rappelons que dire que la condition F.2 est vérifiée revient à dire quYil existe 

une somme directe d.' idéaux à gauche co-irréductibles X. 
l. 

réguliero On peut donc écrire~ b == tu. 9 u. € X. , b 
0 l l l. 0 

qui contient un élément 

étant un élé.ment régulier. 

D'autre part nous poserons ~ = A;o.·Rk pour tout entier positif Ko Lorsque 

tous les anneaux Aie qui ne sont pas nuls sont de dimension finie nous dirona que la 

condition F.3 est vérifiée. 

Nous avons montré dans [2] que les X. 
l 

sont tels que la situation étudiée 

dans le paragraphe 1 est vérifiée, à savoir qu'on peut les numéroter de telle sorte 

que pour X. IÎ Rk j. 0 • 
l 

Dans la suite nous appellerons "l'k 1 1 application canonique de A su:b ~ • 

Nous supposerons toujours implicitement que Ak n'est pas nul. 

Nous nous servirons des propositions suivantes qui sont démontrées dans [2] • 
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Proposition 2,1: Soit X un idéal co-irréductible tel que X n Rk / 0, 

k+1 ( k) X n R = 0 • Alors X (\ R = X (\ 0 • • R • 

Proposition 2,2 Soit A un J-anneau que vérifie la condition F .2. Si 

' Y -est un idéal tel que Y n X. q: R 
l 

Vi , alors Y contient un élément régulier o 

Démontrons maintenant d'autres résultats. 

Lemme 2.11 : Soit b un élément régulier de A : alors 1:Yk(b) est régulier 

dans ~. Il est immédiat que Wk(b) est régulier à droite. Montrons qu'il l'est 

aussi à gauche. Si · bÀ. f O ,'Rk c I est-à-dire si R¾11. = 0 , une démonstration analogue 

à celle de la propriété 2,8 de [2] montre que k RÀ.=0. 

Proposition .. 2.,3 : Si A vérifie la condition F .2 , 1½c. a un idéal singulier 

a gauche nul. Soit a un élément tel que o·.wk(a) soit essentiel dans ~ • Pour 

mk ~ i, Xi n'appartient pas à O,•Rk (cf. [2])) ~ Donc nous avons : 

C-ela veut dire qu I il existe un élément v
1
. = À.. U. 

l l 

k v. € 0 . · R tel que 
l 

v a c O.• Rk 
i C. ' 

ou encore tel que 
k 

R v.a = 0 • 
l 

Puisque 

on a O ·. a (\ X. /. 0 et donc X. C O•. a (cf. [2]) o Alors 
l l 

. k u.a CO. R . Ceci nous permet d'affirmer que 
l 

lemme 2, 1 nous en concluons que k a€ o.·R • Donc 

u.a = 0 • D'autre part pour 
l 

k b a€ O,•R . D'après le 
0 

Proposition 2 , 4 Si A vérifie la condition F. 2 ~ possède un idéal 

nilpotent maximum. Soit Y un idéal bilatère de A • Supposons qu'il existe un entier 
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s tel . que t3 C O .• • Rk v On pourra écrire Yb 
0 

= & Yu. o On aura alors 
J. 

on aura donc (Yu. )8 C X. (\ ( 0. • Rk) et donc (Yu. )s CR ,, 
J. J. l 

Ceci permet de conclure que Yu.CR o Maintenant nous remarquons que si 
l 

1 
y8. C O~·Rk et donc que pour m ~ i < m , Yu. CR .,. En définitive pour ~ ~ i 

kt k1+1 
1 

notre conclusion est que 

nous pouvons écrire: 

Yu. CR • Si l '.on remarque que ,pour i <.-m. , 
. J. K 

(1) • k Yb CR+O.R o 

0 

Réciproquement supposons qu'un idéal bilatère Y soit tel que 

Nous supposerons que RF -/= 0 , R_l?+ 1
· :;: 0 o Nous voyons alors que : 

Yu. CO.,• Rk , 
J. 

• k Yb C R+O. R • 
0 

Rk(Yb )P+ 1-k = 0 o Nous 
0 

en déduirons aisèment que Rk(Y)k+i=p = 0 (cf~ la démonstration de la propriété 2,8 de 

[2]) . 

La somme de tous les idéaux bilatères qui vérifient l'inclusion (1) est 

encore un idéal bilatère qui vérifie la m~me inclusiono Celui-ci a pour image .canonique 

un idéal ~ de -\ qui est l 1idéal nilpotent maximum de ¾: . 

Corollaire. : 

Proposition 2,5 g Soit A un J-anneau qui vérifie les conditions F,,2 et 

Fi,3 ° Si b est un élément de A tel que ~k(b) soit régulier dans ~, alors 

Ab + 0. · Rk contient un élément régulier de A o 

Puisque ~ est de dimension finie, ~ Wk(b) est essentiel dans -\ "· Donc 
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pour tout indice i tel que Il\:~ i < Il\:+
1 
~ Wk(b) ('\ Wk(Xi) j O • Si nous posons 

Y. = X. (\ (Ab + 0, ·Rk) nous voyons que Y. ft. o.• Rk ~ Alors Y. t R (prop., l ,1) 
J. 1 1 J. J 

et il en est de m~me Y~ ., Or un élément y appartenant à Y. peut se mettre sous 
1 l. 

la forme Y = ib + cc , a € 0, • Rk • Mais a étant annulé par Rk est annulé par Rk 

et en particulier par Y. 
J. 

:1ë qui appartien:b à R ( cf Q [2]) ., On voit alors que 

Y.y C Ab et on en conclut que Y~ C Ab n X . ., Maintenant si Pon considère un indice 
J. J. J. 

i tel que m ~i<m 
f . 1 

k k +1, 
k 1 

::, k , on voit facilement que Y (b) 
kt 

est encore un 

élément régulier de A 
k1 

et le m~·me raisonnement montrera q u î il existe un ·idéal non 

nilpotent contenu dans Ab n Xi o Enfin on remarque que pour i < ~- , 

La proposition 2,2 appliquée à Ab + 0. • Rk donne le résultat. 

Corollaire ! ~ possède un .anneau de fractions o 

0 • k X. C , R • 
l. 

Nous savons déjà que A possède un anneau de frac.tians (cf11 [2]) .. Soit donc 

1:Fk(b) un élément régulier de ~ et soit '\Yk(a) un élément quelconque., Il existe un 

élément régulier de A b coritenu dans Ab + 0 • • Rk I> Alors il existe un élément b 1 

1 .1 

r~gulier dans A tel que b 1 a = a b .,. ·p0nc b 1 a € Ab + 0,' Rk • Il · s1.1ffi t de remarquer 
1 .1 

que Wk(b1
) est un élément .r.égulier de ~ (lemme 2,1) et .que l'.on-.a z 

Propœition 2,6: Si. A vérifie l~s conditions Fo2 et F:v3, l'idéal Yk(X) 

est co~irréductible pour.tout entier i tel que ~ ~ i < ~ • 
+1. 

k 
Pour de tels indices on sait que Xi n R = Xi n ( 0, • R ) o La démonstration 
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découle du lemme 2,4 en utilisant un procédé analogue à celui utilisé .dans la 

démonstration de la proportion 4,5 de- · [2] • 

3) Etude de certains J-anneaux artiniens o 

COLBY et RUTT.ER ont étudié dans [1] les J-anneaux a.rtinieris qui .sont somme directe 

diidéaux cc-irréductibles et ils ont donné un théorème de structure qui permet d'obtenir 

tous les anneaux· de œ type.;. Remarquons qu 'uri tel anneau vérifie les conditions F .,2 

et F ô 9 Justement nos résultats de [2] nous permettent d'énoncer le théorème suivant g 

· ·ThE~orème. 3,1. 1 Pour qu'un anneau unitaire possède un anneau de f.ractiona artinien,. 

à idéal singulier nul il faut et il suffit que ce soit un J-anneau qui vérifie les 

conditi9ns Fo2 et f.3. 

Nous nous proposons de retrouver aertains -des résultats de COLBY et RillTER èn 

utilisant les résultats des paragraphes précédentso Il est facile de voir (of. [1]) 

qu'on peut se limiter au cas où A est isotypique. 

Nous étudions donc un J-anneau artinien isotypique somme directe d I idéaux 

co~irréductibles X. t Nous savons que tout élément de A peut s.e représenter par une 
J. 

matrice du type·défini dans le paragraphe- 1 • Remarquons qu'alors A contient les 

matrices e .. que nous pouvons identifier aux idempotents qui engendrent les idéaux X. ,, 
1J. J. 

En.définitive noua pourrons écrire A = E G . . e .. , le groupe additif G.. étant 
J.;J J.J . 1J 

isomorphe.au groupe additif e .. Ae .. o 
11 JJ 
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·Proposition 3 11 g O..· R -est somme directe d'idéaux à-gauche tous isomorphes o 

0. · R est un A /R module et donc un A-module semi-simple o C test pourquoi O • • R est 

sorrnne directe dvidéaux max:imauxo Or-si nous posons X . ::: X1 n ( 0, •-B..) , nous voyons 
1J.. J. 

tout de suite de. 0, • R ::;: e X . œ Chacun des idéaux X . étant c.o::-irréductible on en 
1~ 11 

déduit qu'il est minimalo Nous voyçms m~me que c'est 1 1unique idéal minimal contenu 

da.na'-X .... o Remarquons maintenant que X . := X. pour i < m ,t Noua. avons déjà appelé 
J. 1J. 1 1 

cp. un t-isomorphisme de E. sur E ., J)ans ces conditiGns cp'.'"1(X ) est un A-module 
1 · J. i J. 1 

isomorphe à X 
1 

et donc un A-module minimal~ On â alors puisque 

est Punique idéal minimal contenu dans X. o Nous voyons bien qu 1i.l existe un 
J. 

A-isomorp}lisme· de X sur X. pour tout i. 
1 11 

Proposition 3.2 g Le corps des A-homomorphismes de X __ dans -X 
i. 1 

est 

X. 
1J. 

isomorphe à Ko E 
1. 

étant l'enveloppe injective de X , tout A-homomorphisme. de 
1. 

X dans X · se prolonge d'une manière et d 'une seule à un A-homomorphisme de E 
1 . 1 1 

dans E (cf~ [4]) o 
i 

Réciproquement X étap,t un id~al minimal$ une démonstration analogue à celle 
i. 

que nous venons de faire pour démontrer la proposition précédente montre que tout 

A-homomorphisme de E 
1 

dans E 
1 

induit un A-homomorphisme d-e X 
1 

dans X 
t 

Avant de continuer rappelons que 0. 0 Rk est constitué par les matrices telles 

que eij ::: 0 pour i ~ ~ o Dans ces conditions on .peut .. identifier ':l'k(a) à la matrice 

obtenue en supprimant de celle qui représente a les ~ premières lignes et les 

premièrescolonnes .. Nous poserons e ~ . = lfk( e .. ) "O' Nous pourrons iden-ti:fi€ r Panneau 
J.J J.J 

~ 

~ 
à 11·arineau 1: Gi/{J avec i ~ ~ , j ~ ~ o ,/l.ppelons ~ 1-e radical de ~-&. la donnée 
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des Gij pour ~ ~ i < ~+ permettra de définir tous les éléments de O,•~. Posons 

pour 

mk ~ i < X\:+ 
1 

_., D 'aut_re part nous pouvons écrire : 0. • ~ = e .Je{ 

Proposition 3,3 : les idéaux X~ sont des idéaux minimaux pour ~ ~ i < 11\:+
1

• 

On sait déjà que X~ est co...,.irréductible (prop~ 2,6) • Il est donc en .plus minimal 
l. 

puisque O.•~ est semi-simpleo 

Proposition 3,4 : le groupe additif Horn (X.,X.) 
A i J 

(resp. l'anneau Hom (X. ,X.)) 
A l. l 

est isomorphe au groupe additif Hom (X~ ,X~) 
Ak i J 

(resp. l'anneau Hom (X: ,X:)) pour 
l l 

1\ 

D'après ce que nolis avons dit si é1-= i G .. e .. 
J.J l.J 

nous pouvons identifier ~k(a) 

a la matrice Z G .. e~. , i ~ m. ; j 3 mk. Dans ces conditions ces deux groupes sont 
lJ 1.J. K 

isomorphes au groupe· G ... 
1.J 

Proposition 3J5: · si m. :::; i < m. , Hom ( X. , X. ) 
K K+1 A l l 

est un corps. 

En effet puisque X{ est un ¾ module minimal, la. propriété est vraie pour 

Corollaire Pour m; ~ i < .mk , G. . ·est. un sous-corps de K • 
.le +1 ll 

Lemme 3 ,1 : Soit Y1 un idéal minimal de ¾: ., Alors si ·'\: ::; .. i < ·Il\:+ 
1 

, · le 

groupe additif Hom (X~,Y1
) 

J\ l 

' 1 1 ) est ou bien nul, ou bfon isomorphe à Hom (X., Y. • ¾: l l 
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Propriété 3,6 : si m ~ i < m.._· et 
k · K+1 

m.. ~- j J le groupe Hom (X. JX.) 
K A 1 J 

est 

un espace vectoriel de dimension finie sur Hom (X.JX.) o 

A i i 

groupes 

Eh effet l'idéal X~ est somme directe de modules minimaux. Ecrivons donc 
J 

X 1. x1 
J = e jk • 

Dans ces conditions il est 

Hom (X~ ,X!k·) • D 'a.près le 
-\: ].. J 

immédiat que liom (X~,X~) 
A ;i J 

k 
lemme précéaent les-groupes 

est somme directe des 

· '( 1 1 ) Hom X. ,X.k 
1 J 

sont ou 

nuls ou isomorphes à H_om {Xf ,X{) .. Enfin il 
Ak 

est immédiat- que est un 

espace vectoriel à droite sur Hom (X! ,X~) . 
]. J 

~ 

Corollaire : le.~roupe · G. . est un espace vectoriel à gauche sur G.. de 
1J ].]. 

dimension finie.· Le fait que G .. 
J.J 

soit maintenant un espace vectoriel à gauche 

résulte de la convention que nous avons adoptéepour la multiplication des homomorphismes. 

Pour en arriver au théorème de structure tel qu I il est exposé dans [ 1 ] il 

suffit de grouper les idéaux X. de manière convenable~ Pour ceci on définit une 
1 

relation d'équivalence: 

On voit que si 

Il suffit de remarquer que 

X. ~ X. 
]. J 

X. 
]. 

<-> il existe. un isomorphisme··.dl,e X. ~ur X. • 
1 J 

n Rk+ 1 = 0 alors X . n Rk 1 0 ., X . n Rk+ 1 = 0 o 
J . r J 

K est le plus grand entier tel que Rkx. /. 0 • Donc si 
1 

nous considérons l'ensemble des Xi tels que ~ -~ i < rnk+
1 

, nous pouvons en réaliser 

une p~rtition en classes dt équivalence. Donc nous pouvons définir des entiers m.. 
K, t 

tels que : 
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Alors pour m. t· ~- i < m. le_s X. seront tous isomorphes o 
K, K, t+1 l. 
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Sur les Anneaux tels que tout A-module simple 
est injectif 

Exposé de Guy RENAULT 

rédigé par Marie-Christine GERMA 
-·-·-·-·. . . . 

Conférence n° 6 

Dans tout ce qui suit les anneaux seront des anneaux unitaires non nécessai

rement commutatifs et les modules seront des modules unitaire, sur des anneaux 

unitaires. 

Problème .n° 1 (Faith)o 

(1) Caractériser les anneaux A tels que tout A-module simEle est injectif. 

Dans le cas où A est commutatif la réponse est donnée par le théorème de 

Kaplan.sky; lBs anneaux qui vérifient la propriété (1) sont les anneaux réguliers 

(au sens de Von Neumann), 

Proposition 1: (Rappel) 

Un anneau A est régulier (V.No) s'il vérifie l'une des conditions équiva~ 

lentes suivantes : 
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(i) Vx €A, 3a € A tel que x = xax 

(ii) tout idéal à gauche monogène est facteur direct 

(iii) tout idéal à gauche de type fini est facteur direct. 

On trouvera d I autres caractérisations des anneaux réguliers dans [1] o 

Dans le Cà.a non commutatif la réponse au problème 1 est donnée par le théorème de 

Villa mayor g 

Proposition 2 : 

A étoot un anneau unitaire non nécessairement commutatif, les conditions 

suivantes sont équivalentes. 

(1) · Tout A-module à gauche simple est injectif 

(2) 

(3) 

Pour tout A-module à gauche M et tout sous-module N de M avec 

N J M ; N est égal à l'intersection des sous-modules maximaux de M 

qui le contiennent. 

Tout idéal à gauche propre de A est égal à 1 'intersection des idéaux 

à gauche maximaux qui le contiennent. 

On démontre les implications suivantes (1) =;> (2) ~ (3) ~ (1) • 

(1) :=;, (2). Par passage au quotient on se ramène au cas où N=(o); avec l'hypothèse 

(1) on va montrer que si x est un élément non nul de M , il existe un sous-module 

maximal P de M qui ne contient pas x • 

On considère le A-module simple S = A/!J> [où 9 est un idéal à gauche 

maximal de A contenant l'annulateur de x] et f un homomorphisme non nul de .Ax 

dans S, S étant injectif) f se prolonge en un homomorphisme non nul g de M 



g dans S 

J _f_,_ ... ..is 

î 
0 
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, P=ker g est le sous-module maximal de 

[en effet S est isomorphe à 

car g(x) = f(x) /.. O]. 

( 2) ~ ( 3) • évident • 

M cherché -

M /ker g et x f. ker g 

(3) => (l) 0 soit S un A-module à gauche simple ; on montre qu'il est injectif 

en montrant que tout homomorphisme f d 1wi idéal à gauche I (de A) dans S se 

prolonge en un homomorphisme g de A dans S • 

si f = 0 le prolongement est l 1application nulle 

si f /.. 0 alors f est surjective et ker f est un sous·-module propre 

maximal de I • 

Il existe un idéal à gauche maximal P de A qui de plus contient kèr f 

et ne contient pas I [ceci se déduit de la propriété (3) appliquée à l 1idéal à 

gauche ker f J. I] . ker f étant maxi.mal dans I on en déduit ker f = I (\ P o ~ 
' ' 

on a alors : 

et il existe i E I tel que f(i) = x E S et Ann :x: = P •; 
0 0 

(On applique à S et A/P la propriété suivante i Bourbaki .Alg. cbh" VIII~ § 4J 

exv 2). En particulier i i ker f et i i P, donc A= Ai+ P > I =li+ P n I et 

1 = hl. + p où "- E A et p € P ; d 1où i = D,i + ip et f(i) = f(ili) ; on pose 

alors g(l) ~ f(/1.i) = Àx • Pour montrer que g prolonge f il suffit de vérifier 
, 0 

que g et f coïncident sur i et P n I; or g(i) = f(ili) = f(i) et 

g(P n I) = 0 = f(P n I) 
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Remarque sur le cas commutatif: proposition 3: 

Si A. est W1 anneau coIIIIllutatif unitaire,les 4 propriétés suivantes sont 

équivalentes, 

(i) Tout idéal propre de A est égal à l'intersection des idéaux maximaux 

qui le contiennento 

(ii) A est régulier. 

(iii) dans A tout idéal est égal à sa racine. 

(iV) A est réduit et tout idéal premier est maximalo 

Démonstration g 

(i) <=;. (il) g voir 

(i) ~(iii) par définition r(I) = t: idéaux nilpotents modulo I , donc 

dans tout anneau unitaire on a g 

I S r(I) f n(idéaux premiers contenant I) s; n( idéaux maximaux~ I) 

dtoù I = r(I) dès que A vérifie (i) • 

d'où 

(iii) -> (ii) z soit x €A, de l'inclusion (Ax)2 ÇAx2 on déduit 

Ax2 S-Ax S r(.Ax2) = .A:t:.2 

Ax2 = Ax. = r(Ax 2
) 

donc il existe a E A tel que x = a.x
2 et A est régulier o 

(ii) <-> (iV) voir [l] o 



Cas non COilHilUtatifo 

Proposition l+ & 

Si A est un arilleau régulier réduit tout A-module simple est injectif 0 

Démonstration g [3] po 2110 

Rem.9.rg~ x on dorn1era à la fin de cet exposé U1i. exemple d'anneau régulier 

qui. ne vérifie pas la propriété que tout A-·rnodu1e s:i.mple est in,jectif o 

fg,nj ecture de Renault o Si A est un anneau uni ta.ire réduit tel que tout 

A··module simple es.t in,jecti.f alors A est régul.iero 

EJ.éfi_!?:ition 8 R éta.nt le radical de Jaco-bson d ?un anneau A> on dit que R 

+ T · 1 t t . . . + 1 ,+ 0 t . · t r ) d' 'l' + esu ·~ni. po en a gauct1e.Jis1Ye,, seu .emer. . .,, s1;1pour · ou·te su1. e \a. ·e. emen,.,s 
, l i E !N 

de R il existe un entier n tel que a. a u O oa - 0 0 

~ 2 n 

~·oposi tio,!2:..2, 

Si R est le rad.i.ca.1 de Jacobson ,l'un a.nneau A ~ les conà.itions suivantes 

.sor,'t équivalentes:" 

Pour tout A~·module à gauche M :rnn nu:l on a M /. RM • 

( .. ) \ ,1,:1 R est T•-·nilpotent à gauche o 

Démonstration g cf. [l+] o 

(i) => (ii) i Soit (a.). ur1e suite de R. - on considère les -A-modules 
. l . 

l f IN 
suivants g F est le A~module libre de base d.énombrable ( x.) et G le 

·i.cfN 
J. '-
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sous-module de F engendré par les éléments de F de la forme x. -a. x. 
1 l l J.+ 

où 

parcourt [N. Soit M = F/G; dans M donc M = RM 

M = 0 et F = G. On peut donc écrire 

x = À (x -a x) + À (x -a x) + 
1 1 1 12 2 2 2:3 

0." + 

x E F sous la forme suivante~ 
1. 

À (x ~a x ) 
K K Je K+1 

et en identifiant les 

coefficients des deux membres on obtient ~ 

/\. = 1 ' 
1 2 

=À.a =a 
1 1 1 

Soit. a a ••• a = 0 
1 2 !{ 

À = À. a 
k K-1 . 1(--1 

-· a a ••• a } 
1 2 1(- 1 

À a 
.l( l{ 

:= Ü e 

(ii) ::=,:, (i) t Soit M un A-module non nul. Si M = BM , soit x un 

i 

élément non nul de M 

X. = .E r . . X ... , avec 
' 

X = .E r.X. avec r.X.}. 0 
' 

r. E: R et X. € M de même 
i J. J. l l l l 

J. j l.J l.J 
r .. X .. }. 0 et r .. E R . il existe un indice j tel que 

l.J lJ J.J ' 
r. r .. /. 0 ; on continue ce procédé en écrivant que X .. E: RM J et ainsi de sui te. 

l lJ lJ 

On met ainsi en évidence une suite infinie d'éléments de R dont les produits 

successifs sont tous non nuls, ce qui contredit le fait que R est T-nilpotent 

à gauche~ 

-Propriété (P) : Un anneau A vérifie la propriété (P) si et seulement si 

tout A-module à gauche non nul M contient un sous-module maximal. 

Remarque Si A vérifie la propriété (2) de la proposition 2 alors A 

vérifie (P) • 

PropQsiticn 6 ~ 

Les propriétés suivantes sont équivalentes 



(i) A vér~fie (P) , 

(ii.) A/R vérifie (P) et R est T-nilpotent à gauche9 

Démonstration 

(i) => (ii) ~· si A vérifie (P) 1 il est immédiat que A/R vérifie 

a.ussi. (P) ; le fait que R est T-m.lpotent à gauche se déduit de la proposition 5 

et du lemme de Nakayama (proposition ï) ; en effet soient M un A-module à gauche 

.t:.on r.ul et M
0 

un sous..:.module mari.mal de M ; M/:M est un A-module non nul, de 
0 

type f'in.i ( car il est simple) donc M /M /. RoM /M = , d'où MpB.1A o 

0 0 

i .. ) ( . ) 
\_,J.1., ='> 1. ~ soit M un A-module non nul, il vérifie (prop. 5) M J RM o 

M /RM est un A•~·module annulé par R j donc un A /R=module. M /RM admet donc un 

sous ·A/R-module maxima1s qui est en même temps un sous A-module maximal de M/RM, 

donc qui est de la forme M
0
/RM où M

O 
est un sous A-module maximal de M 

On rappelle pour mémoire 

E_roposition 7 Lemme de Nakayama. 

Si M est u_11 A-·module non nul de type fini sur un anneau A , et si R est 

le raclical de Jacobson de A alors : 

(i) M contient un sous···module propre maximal 9 

(ii) M fa RM • 

Remarques sur le cas commuta.tif on a les propositions suivantes 8· et 9 o 
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P_!'oposi tion 8 : 

Un anneau commutatif A tel que R = 0 est un anneau réduit. 

Fh efilt s::it a un êémerrt de A tel qœ ar. ~ 0 ; alors »pour tout À € A~ on a ( À.a) n ;:::: 0 donc 

(1 - 11a) est inver.sib1e et a E R 

Proposition .2, 

Si A est un. anneau colllIIlutatif réduit vérifiant la propriété (P) alors A 

est régulie:ro 

Dvaprès la proposition 3 il suffit de montrer q_ue dans A tout idéal p-remier 

est maxi.maL Ceci résulte"' du lelllIIle suivant o 

Lemme g Si B est un anneau commutatif intègre vérifiant la propriété (P) 

alors B est un corpso 

Démonstration z Soit K le corps dea fractions de B ; K est un B~module à 

gi;mche divisible et K contient un sous B-module maximal L o est encore wi. 

B,-,module d.ivisible, de plus il est simple 9 il est donc isomorphe. à B /P où P est 

un idéal mari.mal d.e B mais B /P étant divisïole alora P :::: 0 ce qui entraîne que 

B est un corpso (P ~ 0 J en effet supposons P fa O 9 soit s un élément non nul 

de P et y un élément non nul de alors sx ~ y n va pas de solution dans 

Conjecture de Bass" 

(a) 

Pour un anneau A les propriétés (a) et (b) suivB.ntes sont équivalentes 

{ 

(1) 

( 2) 

il n I exi.s te pas dans A une infini té d I idempotents orthogonaux 

tout A-module à droite non nul contient ur.: sous-module simpleo 



(b) 
{ 

(1) 

(2') 
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il n'èxiste pas dans A une infinité d'idempotents orthogonaux 

tout A-m00.Ule à gauche contient un sous-module maximal. 

Ar.neau de Bjûrk: 

On dit que l'anneau A est un anneau de Bjork (on vérifie la propriété (B)) 

si et seulement si: pour tout x € A. il existe a€ A et n E: IN tels que 

Conséquence: si A est un anneau de BjÛrk alors R(.A) -est un nil idéal9 

Remarque si A est artinien è._gauche alors A est un anneau de 

Eroposition 10: [5] 
1 

Si l'anneau A vérifie la propriété (B) alors 

(1) x:y = 1 > yx = 1. 

(2) tout élément non diviseur de O à droite est inversible. 

( 3) J(A) ~ R(A) où J (A) désigne l'idéal singulier de .Jl . 

Démonstration~ 

.,.... . :,. -. 

.DjOI'K. 

(1) soient x et y deux éléments de A tels que xy = l ; le. propriété (B) 

d t t 1 ax n+ 1 __ xn onne un a e un n e s que comme xnyn = 1, on --en d.éâ.ui t E~x: = J.. 

d'où a= y et yx = 1. 

(2) si x est un élément non diviseur de zéro à droite on écrit 

(ax - l)xn = 0 d'où ax = 1 = xa 

ce qui montre que x est inversible. 
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on rappelle la définition suivante : j (A) = { x E: A , Annx est essentiel 

Pour montrer J(A) ç R(A) il suffit de montrer que pour tout x € J(A) 

est inversible et d'après (2) il suffit de montrer que (1 - x) est non 

diviseur de O à droite. Supposons que a soit un élément non nul de A tel que 

a(l - x) = 0., Annx est essentiel dans A donc il existe un élément b de A tel 

que 

donc 

ba € Annx; or ba(l - x) = 0 donc ba = 0 ba fa O et 

(1 - x) est bien non diviseur de zéro à droite. 

Proposition ll : 

ce qui est impossible 

c.q.f.d. 

Pour un anneau A unitaire les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) A est noethérien à gauche et A vérifie (B) , 

(ii) A est artinien à gauche. 

(ii) > (i) évident , 

(i) ==> (ii) A/R vérifie les hypothèses du théorème de Goldie et d'après (10)-2 

il est égal à son anneau de quotients à gauche, il est donc semi-simple. A/R est 

donc isomorphe à un produit fini d'anneaux de matrices sur un corps et il est artinien 

à gauche. 0n en déduit que A est lui-même artinien à gauche car R est nilpotent. 

Cas commutatif. 

Proposition 12 : 

Si A est un anneau commutatif vérifiant la propriété (P) alors A est un 

anneau de Bjork. 



Démonstration g Ceci résulte des propositions 6~ Sj) 9. En effet A/R est 

un anneau commutatif réduit vérifiant la propriété (P) donc il est régulier i pour 

tout x € A/R il existe a€ A/R tel que 
- -2-x = X a soit R étant 

T-nilpotent à gauche est un nil idéal et il existe un entier n tel que (x - x 2 a)n= O 

d 1où Peristence d 0un élément b te1que x 11 ::: bx 11+1 
o 

La démonstration de JoEo Bjork, concernant la proposition 12 dans le cas 

dïun anneau non nécessg,ireœnt commutatif P. et transmise personnellement à GG Renault 

s 0est révélée inexacte 9 et les résultats établis dan,s [5] sont vrais modulo la 

démonstration de la conjecture suivante & 

Con,j.ecture g Si A est un an...11eau non nécessairement commutatif, tel g_ue 

tout A=module non nul contient un sous-module maximal.~ alors A est un anneau de 

Bjorko 

Corollaire de la proposition 12 & 

Si A est un anneau commuta.tif régulier alors A est un anneau de Bjorko 

Dans le ·cas non commutatif ceci n. 1 est pas vrai o 

Exemple dvanneau. régulier gui ne vérifie pas la propriété-de BjÜrk. 

On va donner un anneau dans lequel on a deux éléments f et g g_ui vérifient 

g O f = 1 et f O g /: 1 o Il ne vérifiera pas la propriété (B) d 1 après la proposition 

100 On considère uri. espace vec·toriel V de dimensior:. ir.;.fir...ie dénombrable sur un 

ClO 

A = End(V) a corps K z V= è Ke. 
' 

et on considère lianneau On ,prend pour f 
i;;:o 1. K 

1rendomorphisme de V défi.ni par f(e.) = ei 7 pour tout i € N et pour g 
.i +..._ 

l~endomorphisme de V défi.ni par g(e.) :::: e. 1 pour tout entier i ~ 1 e-~-g(e ) = o. " l 1.·- 0 



Problème : un anneau (non nécessairement commutatif) régulier qui vérifie 

la propriété [(10)-(1)] est-il un anneau de Bjork? 

Exemple d'anneau régulier tel que tout A-module simple ne soit- pas injectif~ 

,00 

On reprend l'exemple précédent V= 6) 
i=o 

p. E A 'J p. ~ V ~. ~> Ke. 
l l l 

k.e. 
l. l 

Ke. 
l 

et A= End(V)o 
K 

ker ·p. = t9 Ke. 
l ·7· J Jt=l 

A-module a gauche simple isomorphe à Ap. 
l 

ca.r en a ~ 

Arm.(e.) = Ann(p.) = {r~ f E A, r(e
1
.) = o} 

J.. .1. A i 

On 

0 

V n 1est pas injectif on considère l'idéal à gauche S de A~ 

i t 0 

Ap. 
·1 

considère 

V est un 

et on définit un homomorphisme cp de S dans V en posant cp(pi) = ei , quel que 

soit i ~ 0 • Si V était injectif, il existerait un élément x d,e V tel que 

X ::.~ }::11,_ e. avec 
J.. J.. 

e. = 
J. 

cp(PJ 

i ~ 0 ce qui est absurde car I est infinio 

À. = 1 
:i 

quel que soit 
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1~ Introductiono 

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 8 du 16 décembre 1968 

par J.Yo CHAMARD 

_o_~_.., _,o_ !- •_, 
Ooqoo.o 

Un module M est dit complément décomposable s I il es.t somme directe d I injeétifs 

indécomposables ; il est dit bien complémentési l'intersection de deux sous-modules 

compléments dans M est un complément dans M ; On. dira que·. M vérifie la condition 

fil s'il est complètement décomposable, et ne possède pas de sous-module essentiel 

propre complètement décomposable. 

En 1958, MATDIS pose dans [8] la question suivante ~ tout facteur direct d'un 

module complètement décomposable est-il également complètement décomposable ; cette 

question est restée sans réponse pendant près de dix ans ; en 1967, FAITH et .W.ALKER 

ont apporté dans [4] une réponse positive dans le cas où M. est un module injectif. • 

Nous avons démontré dans [3] qu'il en était de m~me lorsque M est bi-€n complémenté. 

Nous nous proposons de démontrer ici que g 

(i) Dans tout module complètement décomposable vérifiant la condition ( C) : les 

facteurs directs sont des sous-modules complètement décomposables (théorème 1). 

(ii) Tout module quasi-injectif complètement décomposable vérifie la condition 

(C) (théorème 2). 

(iii) Tout module complètement décomposable et bien complémenté est quasi

injectif (Théorème 3). 
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2., Résultats préliminaires o 

Nous rappelons qu'un sous-module N d'un module M est dit essentiel dans 

M (ou encore M est dit extension essentielle de N) si, pour tout sous-module 

non nul X de M on a X n N j O. 

Un module M est dit quasi-injectif si tout homomorphisme d'un sous-module 

N de M dans M se prolonge en un endomorphisme de M ( pour une étude détaillée 

de ces modules, on pourra se rapporter à JOHNSON et WONG [7] ,-et FAITH et UTUMI (4)) . 

On appelle indécomposable_ un module qui ne peut se décomposer en somme directe 

de deux sous-modules propres. 

N étant un sous-module d'un module M , un sous-module K de M est dit complé

ment relatif de N dans M si l'on a N n K = 0, et si K est maximal pour cette 

propriété ; N e K est alors un sous-module essentiel de M 9 

Un sous-module K de M est appelé sous-module complément dans M s'il existe 

un sous-module de M dont K soit un complément relatif; on démontre qu'il en est 

ainsi si et seulement si K ne possède pas d'extension essentielle propre contenue 

dans M • 

On dit qu'un module non nul M est co-irréductible si l'intersection de deux 

sous-modules non nuls de M n'est jamais nulle. Il est équivalent de dire ([8] 

proposition 2.2) que M admet une enveloppe injective indécomposable, ou que M 

est extension essentielle de tous ses sous-modules non nulsQ 

Théorème A: 

Soient (E. ) et 
1

i € I 
(F.) deux familles indépendantes maximales de 

J j E J 
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sous-modules injectifs indécomposables d'un module injectif Q. 

Il existe un automorphisme ~ de Q et une bijection ~ de I sur J 

tels que 

i E I cp(E. ) = F ,..../.) " 
l V\l 

- Ce théorème, généralisant ·celui d~AZ~A [1] , a été démontré par FORT [6] 
o, 

et MIYASHI~A [9] . 

Corollaire x 

Si N et N sont deux sous-modules essentiels d'un module M , et sont 
1 2 

somme directe d'injectifs indécopposables, ils sont isomorphes. 

Théorème B: 

Soit M un A-module, et E µne enveloppe injective de M; les assertions 

suivantes sont équivalentes; 

·1) M est. quasi-injectif , 

2) M est stable pour EndA(E) o 

- Ce -théorème classique a été démontré par JOHNSON et WONG dans [7] : 

théorèmë 1.19 " 

Lemme 1: 

Soit N un sous-module non nul d 1une somme directe e 
i E: I 

N. 
l 

de sous-modules 
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de M·; il existe alors un indice i de I et un sous-module non nul N' 
------------- i 

isomorphe à un sous-module non nul N' de N. 

Démonstration: 

' 

de N. 
l 

On peut toujours supposer que N est monogène, et se ramener ainsi au cas 

où card I est fini. 

- card I = 1 est trivial. 

- card I = 2: N C N e N 

si· N n N = (o) j 

1 

1 2 

N est isomorphe à un sous-module de 

si N n N /: ( 0) , ce sous-module répond à la question. 
1 

N e N /N = N 
1 2 1 2 ' 

- card I = n N C N Il (N e 0 4 Q e N ) ; on se ramène au cas n = 2 o 
1 2 n 

Pro.position 1 i 

Soit M un module, extension essentielle d1une somme directe de sous-modules 

co-irréductibles z tout sous-module non nul de M possède la rn~me propriété" 

Démonstration g (FORT [6]) 

Remarquons tout d'abord qu'en vertu du lemme 5, tout sous-module non nul 

N de M contient au moins un sous-module co-irréductible., Soit alors (C.) une 
1 i € I 

famille indépendante maximale de sous-modules co-irréductibles de N (dont 

l'existence est assurée par le théorème dè Zorn) , et soit T un complément de 

e C. 
i € I 

1 

et donc 

dans N 

$ C. 
i € I l 

T ne contenant aucun sous-module co-irréductible, il est nul, 

est essentiel dans No 



8 - 5 -

3. Facteurs directs des modules complètement décomposables. 

Condition (P) : 

Un module complètement décomposable vérifie la condition { C) , s'il ne 

possède pas de sous-module essentiel propre qui soit complètement décomposable. 

Exemple : 

Tout module injectif complètement déco~posable vérifie la condition (C) en 

vertu du théorème A (tout sous-module essentiel complètement décomposable de E 

devant ~tre injectif, puisque isomorphe à E , donc facteur direct de E , et 

finalement égal à E) , 

Lemme 2: 

Soient M = e> 
i E: I 

E. 
J. 

un module, somme directe d'injectifs indécomposables, 

K un facteur direct de M et N un sous-module de type fini de K il existe 

une -envelopre injective de N contenue dans K. 

Démonstration. (FAITH et WALIŒR [5]) : 

N étant de type fini; il existe un sous-ensemble fini J de I tel que N 

soit contenu dans le ·module injectif M' = e E. ; soit N une enveloppe 
i E: J l O 

injective de N contenue dans M' , donc dans M 9 

Soit p la projection de M sur K, dont le noyau est un supplémentaire de 

K dans M o 
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Ker p n N étant nul, il en--est de même pour Ker p n N 
0 '· p(N ) . est ainsi 

0 

isomorphe à N , donc est injectif o En outre, Ker p étant facteur direct de M, 
0 

p(N) = N -est essentiel dans p(N) o Il en résulte que 
.. 0 

injective de N contenue dans Ko 

Proposition 2 g 

p(N: 1 -est une enveloppe 
0 

Soit M un module, somme directe d'injectifs indécomposables ; tout facteur 

direc.t de M est extension essentielle d tune somme directe d I injectifs indécomposables. 

Démonstration! 

Soit K un facteur direct- de M ; en vertu de la proposition 2 , K est 

extension essentielle -a. 'une somrne--directe de sous-modules co-irréductibles 

(C.) , que l'on peut supposer monogènes.Le lemme 1 nous permet de remplacer 
J j € J 

chacun des G. pour une enveloppe injective E. contenue dans K, et K est alors 
J J 

extension essentielle de la somme directe des E. o 
J 

Théorème 1 g 

Soit M un module complètement-décomposable vérifiant la condition (C) 

facteur direct de M· est complètement décomposable o_ 

Démonstration g 

Soit L un supplément de K dans M; d'après la proposition 3, L et K 

sont extensions essentielles de modules complètement décomposables L' et K' • 
' 

tout 

L' e K' est alors un sous-module essentiel complètement décomposable· de M o Il 

résulte de la condition • (C) que M = 1 1 ED K' , donc que K = K' est un sous-module 

-complètement décomposable o 
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Théorème 2 ~ 

Tout module quasi-injectif complètement décomposable M yérifie la condition (C). 

Démon·stration : 

Soit N un sous-module essentiel complètement décomposable de M, théorème A o 

Appelant F une enveloppe injective de M (et donc de N) , on note w l'endomorphisme 

de E pro longeant <p 

N, isomorphe à M, étant quais-injectif, il 

est stable par cp ( théorème 2) ; on à donc 

ïji(N) C Ni o 

Or w(N) = cp(N) = M, ; .il en résulte que M = N • 

Proposition 3: 

Si M est un module complètement décomposable quasi-injectif, il y a identité 

entre facteurs directs de M et sous-modules complètement décomposables de M o 

Démonstration : 

Nous venons de voir que tout facteur direct est complètement décomposable ; 

considérons réciproquement un sous-module complètement décomposable K de M , 

et soit L un complément de K dans M o M étant quasi-injectif, L est facteur 

direct de M, donc est, diaprès la proposition 3, extension essentielle diun 

module complètement décomposable L' . 
' 

M est alors égal à L'e K (condition (C)) , 

ce_ gui prouve que K est facteur direct de M 0 
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4o Quasi-injectivité des modules complètement décomposables bien complémentés. 

Théorème 3: 

Tout module complétement décomposable bien complémenté est quasi-injectif. 

Démonstration: 

On sait ([10] , théorème 4o3o) qu'un module M est bien complémenté si et 

suelement si, pour tout complément K de M et tout endomorphisme cp de E(M) 

dont le noyau est essentiel dans E(M) , on a 

cp(K) ~ E(K) • 

Ici, M = © E. 
i € I l 

chaque E. étant un complément dans M , on a 
l 

m(E-.) CE. 
T l - l 

d'où cp(M) CM 

dès que Ker cp est essentiel dans E(M) • 

La proposition résulte alors du. lemme suivant 

Lemme 3: (CAILLEAU [2]) 

Soit M un module somme directe d'injectifs indécomposables ; M est quasi-

injectif si et seulement si 1 pour tout endomorphisme cp de E(M) dont le noyau est 

essentiel dans E(M) , on a: 

cp(M) C M 0 
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SEMINAIBE DI ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence 10 du .... 13 janvier 1969 

Théorèmes de stabilité pour des derivations dans une 

algèbre associative 

par EARL-? " ·TAFT 

1~ Introduction et explication du problème. 

Soit A une algèbre associative, de dimension finie sur un corps comm-utatif 

F • Soit R le radical de A ; on suppose dans cet article que Palgèbre A/R est 

séparable. Alors, grâce au théorème b·ien connu de Wedderburn, on peut écrire 

A= S + R, où S est une sous-algèbre séparable, Sn R = 0 et S? A/R. Une telle 

sous-algèbre S s'appelle un facteur de Wedderburn dans A. S n'-est pas unique, en 

général, mais on a le théorème d'unicité de Malcev~ qui dit que si S est une sous

algèbre de A et si T est un facteur de Wedderburn dans A J alors il existe ~ 

dans R tel que l'automorphisme intérieur C dans A déterminé par l - x 
1-x 

envoie S dans 'T o ( On ne suppose pas que A contient une unité 1 , la notation 

ayant un sens, de toute façon). En particulier, si S et T sont des facteurs de 

Wedderburn dans A , S et T sont isomorphes via un automorphisme dans A , de la 

manière indiquéeo On peut trouver une bonne exposition des théorèmes de Wedderburn 

et Malcev dans [4] • 
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Maintenant on introduit une algèbre de Lie 1 sur F , dont les membres 

sont des dérivations dans As c'est-à-dire, si D € L D est une application 

F-linéaire de A et D(ab) =(Da)b + a(Db) pour tous a, b € A o On va supposer 

que L est complètement réductible en tant quiensemble d'applications linéaires 

dans A , c t est-à""'.dire, tout sous-espace de A qui est stable pour L a un sous

espace complémentaire dans A qui est aussi stable pour L o Maintenant, on va 

poser deux questions : 

Question 1 ~ .Est-ce quril existe un facteur de Wedderburn dans A qui est 

stable pour L ? 

Question 2 ~ Si S et T sont deux facteurs de Wedderburn qui sont stables 

pour L, qu'elle est la relation entre Set T? 

Pour expliquer davantage la seconde question, on remarque que si ~ € R est 

un L-constant, c'est-à-dire, Dx - 0 pour tout. D € 1 , alors l'automorphisme 

C dans A donné p~ commute avec tous les éléments 

de D , et donc, si S est une sous-algèbre de A stable pour L 

aussi. Alors la relation indiquée à la question 2 est que S et T · seraient isomorphes 

par un automorphisme intérieur C dans A, où 
1-x 

x est un 1-constant dans R, 

On remarque que des questions analogues à ces deux questions sont déjà trai

tées dans la littérature, où, au lieu de 1 , on a un groupe G di automorphismes 

dans A (voir [7], [9]). On va voir qu'on peut utiliser ces résultats pour G pour 

donner des réponses ai'firmatives aux questions 1 et 2, dans le cas où le caractéris

tique p de F est égal à O, mais pour obtenir cela, il faudra employer les notions 
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de groupe algébrique et d'algèbre de Lie associéeo D1autre part, on va aussi donner 

une réponse définitive à la question 2 qui est valable pour n'importe quel p Po , 

et dont la démonstration est purement,algébriqueo 

Nous remarquons enfin que les résultats décrits dans cet exposé sont contenus 

dans la thèse de Mo Charles Hallakan, Rutgers University~ 1968 et qu~ils seront 

contenus dans l'article [5] o 

~" Le cas d.e caractéristique zéro o 

Théorème 1: Soit A une algèbre associative de dimension finie sur un 

corps F de caractéristique O ,. Soit R le rad.ical de A o Soit 1 une algèbre 

de Lie complètement réductible de dérivations dans A D Alors 

1) A contient un facteur de Wedderburn qui est stable pour L fi 

2) S-i S est une sous-algèbre semi-simple de A . qui est stable pour L ~ 

et si T est un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L , alors il 

existe un 1-constant x dans R tel que G S C T o 
1-X 

Pour-démontrer ce théorème, nous utilisons les notions de groupe algébrique 

et algèbre de Lie algébrique, comme expliquées, par exemple, dans [2], [3]; . [8] • 
0 

Soit :E la plus petite algèbre de Lie algébrique qui contient L ·, et soit G le 

groupe algébrique (connexe) dont 1 est l'algèbre de Lie algébrique. Les membres de 

1 sont des dérivations dans A, ceux de G sont des automorphismes dans A, et 

puisque L, 1 et G stabilisent les mêmes sous-espaces de A, Let G sont aussi 

complètement réductibleso Maintenant on fait appel au théorème de· [7] qui dit ~ue A 
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a un facteur de Wedderburn S qui est stable pour Go Le groupe G8 des applications 

F~linéaires non singulières d:ans A qui laissent stable S est un groupe algébrique, 

et on a G C G
3 

• L'algèbre de Lie algébrique qui corresponde à G-
8 

est 1
8 

, toutes 

les applications F-linéaires dans A qui stabilisent S . Enfin, on a L CL.CLg 1 

ce qui montre que S est un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L o 

La première partie du théorème est donc démontréeo 

Pour la deuxième partie, on utilise le résultat dans [9] qui dit quvil existe 

x dans R tel que C SCT 
1-x· 

g_~ =- ;ic pour tout g E: G o Alors 

et tel que ~- soit point fixe pour G c'est-à-dire ' ' 
G CG , le groupe algébrique de toutes les applica

;ic 

tions F-linéaires non-singulières dans A qui ont ;iç. comme point fixe o 1-'algèbre de 

Lie algébrique qui correspond à 
~bJe~ 

G est 1 ~outes les applications F~linéaires 
Je :X: 

dans A qui s'annulent en ;x: • Enfin, on a L CL C Lx : ce qui montre que .... x est 

un L-constant, et on a démontré le théorème 1 • 

On remarque que, si A et L sont comme indiqués dans le théorème, et si 

Set T sont deux facteurs de Wedderburn stables pour L $ alors il existe ;ic dans 

R qui est constant pour 1 tel que C S = T o 
1-~ 

La première partie du théorème 1 a été remarquée dans [1] ians le cas om 

A est une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps commutatif F de caracté

ristique zéro. 
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2• Le théorème d I unicité dan.s le cas général o 

On ignore si la conclusion de la première partie du théorème 1 reste valable 

lorsque la caractéristique de F est positive et aussi pour la question analogue 

pour un groupe G d'automorphismes dans A (ici on suppose .A/R séparable)o 

Cepèndant, on peut généraliser la deuxième partie du théorème 1 au cas d tune carac

téristique quelconque. 

Théorème 2 : Soit A une algèbre associative de dimension .finie sur un corps 

· comm~tatif F o Soit R le radical de A, et on suppose que· A/R est séparable. 

Soit 1 une algèbre de Lie complètement réductible de dérivations dans A telle que 

LR CR o Soit S une sous-algèbre séparable de A qui est stable pour 1 , et soit 

T un facteur de Wedderburn dans A qui est stable pour L o Alors, il existe un 

1-constant ~ dans R tel que C S C T ,, 
1-;is 

Pour démontrer ce théorème, on considère deux cas & 

Cas 1 R2 = D • 

Grâce au théorème de Malcev, il existe ~ dans R tel que C SC T o Si 
1-;x: 

s €. S , on a (1 -x)s(l. +x) E: T ~· c'est•~à=dire, s - ;ig3 + sx € T .. Soit D € 1 o Si 

on applique D à cette relation 9 on a Ds - x(Ds) - (Dx)s + (Ds)x + s(Dx) € T ~ 

Mais Ds €. S et on a aussi: Ds - x(Ds) + (Ds)x €. T o On soustrait pour trouver 

s(D.x) - (D:X)s €. T o Mais on suppose que D:X € R et donc s(Dx) - (D:x)s €. T n R = 0 • 

Dx €. c(s) n R, où C(S) =ta€. Al as= sa' tout s Ê sJ 0 

Maintenant R est stable pour 1 par hypothèse, et C(S) n R est un sous-
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e.space a.e R q_ui est stable pour L ~ 1 ~action de 1 sur un sous-espace de R q_ui 

est stable pour 1 (où sur le quotient de deux tels sous-espaces) étant complètement 

réductible, on peut décomposer R = (G(S) n R) e U , où LU CU --o Ecrivons x = y + u, 

·y€ G(S) n R, u € U ~ Alors, si D € L , on a Du= Dx - Dy-€ (G(S) n R) n-u = 0 et 

u_ est un 1-constanto Enfin, T.::, C S = C C S ·- q
1
._uS paroe que y € C(S) • 

1-X 1-U 1-y -

Cas 2, 

Appelons A = A/R 2 
J où a ---> a est 1 îhomomorphi.sme canonique de .A sur Ao 

On va raisonner par recurrence sur la dimension a.e A sur F o L agit sur A comme 

algèbre a.e Lie complètement réductible a.e dérivations~ S est une sous~alg~bre 

séparable de Â · qui est stable pour L et T est un facteur de Wedderburn dans A 

q_ui est stable pour 1 • Alors il existe x dans R tel que i est un L=cont3tant 

et G - S C T • Si D € .L , on a donc ; D:X € R2 
o R2 est up. sous-espace-de R qui · 1-x 

est stable pour L , et on décompose R = R 2 œ U . ou U est stabl-e pour L ~ 

Ecrivons x = y + u , y € R 2 et u € V · o Alors, pour D € 1 1 on a z 

Du = D;x: - Dy-€ R2 n U = 0 o u est donc un L=constant, et aussi -u = x . Donc~ 

C _§ 
1-u 

- A T, qui entrai~e que 

contenue dans A et est stable pour ~. 

est strictement 

est une sous-algèbre séparable de 

T + R2 qui est stable pour L (parce que u est un 1-constant) et T est un 

facteur de Wedderburn dans ·T + R2 qui est stable pour L • Donc, par récurrence~ 

il existe v € R2 qui est un 1-constant, tel que C C S C T o Enfin, 1 i élément 
1-V 1-U · 

w=u+v-uv 

fe théorème 2 o 

est un 1-cons tant dans R ·tel que C S C T , ce g_ui démontre 
1 -w 

Nous remarquons, d ~ a bora.., que si p = 0 , la condition LR C R · est toujours 

valable pour n'importe quel en.semble 1 de dérivations dans A (voir [6]) o- Alors, 
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le théorème 2 généralise la deuxième partie du théorème 1 quand p = 0 • 

Nous remarquons aussi que.si p est positif, lihypothèse LR CR ne peut 

être omise. Il existe un exemple (voir [5]) qui montre que le théorème 2 ne reste 

plus valable si on ne suppose pas que LR CR e 

Enfin, si A et L sont comme indiqués dans le théorème 2, et si Set T sont 

deux facteurs de Wedderburn dans A qui sont stables pour L , alors il existe un 

1-constant x dans R tel que 

ne suppose pas·que LR CR~ 

C S = T • Ce corollaire n'est plus valable si on 
1-x 
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Conférence n° 19 du 14 avril 1969 

LA FACTORISATION DANS LES ANNEAUX NON-COMMUTATIFS -I -

par P,,M., COHN 

o, La notion d'anneau factor:i._el est assez bien connue dans 1-e c-as· commutatif. 

Le premier exemple sans doute est Z, l'anneau d'entiers, dont la factorialité a été 

démontrée par Euclide, en utilisant l'algorithme qui porte son nom (pour ~tre. précis, 

Euclide s•occupe du demi-anneau d'entiers positifs, mais nous nous passons de ce 

raffinement) • 

Dans le cas non-commutatif, la théorie est de date beaucoup plus récenteo 

Elle commence dans 1vanalyse où on considère les équations différentielles linéaires; 

par exa:nple, prenons : 

' 
qui s 1 écrit en forme d I opérateurs, 

(a D" + a nn- 1 + •o• + a )y= O . 
o 1 n 

On s'aperçoit que ces opérateurs-forment un anneau analogue à l'anneau de 

polyntmes en D ·, à coefficients dans un- corps K , mais avec la règle de commutation 

Da= aD + a 1 ( 
t _ da) 

a = dX • 
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Cet anneau apparaît déjà en Schlesinger [97], qui montre que c'est un anneau 

intègre;, Un peu plus tard, Landau [02] et Loewy [03] montrent que chaque opérateur 

admet une factorisation complète, deux telles factorisations ont m~me nombre de ·facteurs, 

et on peut établir une correspondance entre eux tels que des facteurs qui se correspon

dent sont du même type, dans un sens qui a déjà été défini par Poincaré. 

Loewy reprit la question dans plusieurs articles, mais ce fut Ore [32] qui 

donna une théorie algébrique qui s~applique à un anneau euclidien quelconque (non-commu

tatif), Peu après, Asano [38] étendait la théorie aux anneaux principaux, comme dans la 

présentation donnée dans le livre de Jacobson [43] . Mais tout se passe sans que la 

définition d' "anneaux factoriels" intervienne. Cette définition (qui était "dans l'air") 

fut donnée dans Cohn [63] , où se trouve aussi la description d'une classe d 1 an,neaux 

factoriels beaucoup plus vaste que les anneaux principaux. Ce sont les "anneaux de 

Bezout faibles à factorisation complète", ou dans un langage plus à jour : les 112-firs 

atomiques 11
• Ils comprennent les algèbres associatives libres sur un corps, le produit 

libre de corp? gauches, etc •.•. 

Mon programme dans ces conférences sera la suivant: 

I. Définition et propriétés principales d'un anneau factoriel. 

II,, Relations avec 1 1a1gorithme faible~ 

III, F,actorisation de matrices. 

IV, Localisation. 

1,, Tous les anneaux ont un élément-unité 1, qui sera respecté par homomorphismes, 

sous-anneaux, modules, etc ••• Un anneau R est dit intègre si R* = R\ {o) est non-vide 

et admet une- multiplication• Le groupe d'unités sera noté U(R) . 

Soit donnée une factorisation d'un élément c de R,:, 

(1) c = a a 
1 2 
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On y associe la chaîne de modules (idéaux à droite) 

avec quotients : 

(2) 

a R/ = 
1 a a R 

1 2 

Une seconde factorisation de c 

c=bb oo•bt 
1 2 

est dite isomorphe a (1) si l = k et s'il existe une permutation i t-> i I t€1 que 

Par atome on entend un élément qui n'est ni unité, ni produit de deux éléments 

non-unitéso Une factorisation (1) est dite complète si chaque a. 
J. 

est un atome. Main-

tenant il est clair qu'on va définir un anneau factoriel comme suit l 

Définition: Un anneau R est factoriel s'il est intègre et si chaque élément 

qui nt est ni O , ni uni té, admet une factorisation complète, deux telles factorisations. 

d'un mtme élément étant isomorphes. 

D7abord notons que cela redonne la définition habituelle au cas commutatif. 

Il suffit de remarquer que R/aR = R/bR -> aR. = bR , (parce que aR peut ~tre carac

térisé comme annulateur de R/a.R ) • Définissons généralement I a est semblable à b 

a~ b , si R/aR ~ R/bR. Dans le cas commutatif les éléments semblables sont associés, 

comme nous venons de 1~ voir, donc il est équivalent de regarder des factorisations ou 

des cha1nes de modules. Mais dans le cas général il est plus commode de considérer ces 

dernières, ce qui remplace la condition compliquée de similitude par la condition simple 

d'isomorphisme de modules. 

Par quel moyen peut-on prouver la factorialité dtun anneau? Soit R un 
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anneau (intègre et) principal. Alors tout élément admet une·factorisation complète ; 

en plus le théorème de Jordan-Helder pour les treillis modulaires affirme que deux 

factorisations complètes d'un m~me élément sont isomorphes. Donc on a g 

Théorème 1 g Tout anneau intègre principal est factoriel., 

Pour étendre èe résultat, il est utile de séparer les questions d'existence 

et d tunicité. 

:srlstence. Convenons d I appeler atomique un a.n;neau .intègre dans lequel tout 

élément est soit zéro, soit unité, soit produit d'atomes. Par exemple, il a:st facile 

de montrer (et nous le verrons plus tard) qu1 un anneau intègre qui satisfait à la 

condition maximum pour les idéaux principaux à droite et à gauche est atomique. 

Soit maintenant R un anneau intègre atomique. Pour pouvoir -affirmer que 

R est factoriel, il suffit que les idéaux principaux à droite forment un treillis 

modµlaire. La façon la plus évidente de remplir cette condition est que les idéaux 

principaux à droite forment un sous-treillis du treillis de tous les idéaux à droite 

(qui est snrement modulaire). Cela veut dire gue la somme et 1tintersection de deux 

idéaux principaux à droite son·t encore principaux. Pour que cela arrive il faut se 

placer dans un anneau de Bezout à droite (par définition), ce qui sort très peu du 

cadre des anneaux principaux. Mais on peut étendre la classe dt-anneaux par une petite 

observation qui constitue la clef pour la suite i pour comparer deux factorisations 

dtun élément C fa O nous n'avons pas affaire aux idéaux principaux quelconques, mais 

seulement aux idéaux qui contiennent cR • Donc, il suffit d'exiger que aR + bR et 

aR n bR soient principaux seulement dans le cas . aR n bR fa O .... Les anneaux intègres 

satisfaisant à cette condition sîappellent parfois âhneaux de Bezout faibleso On peut 

montrer que - malgré les apparences - la notion est symétrique à droite et-à gauche. 

Mais à présent on utilise un terme• plus court et plus systématique qui s·era expliqué 
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bient8t: le 2-fir. D'abord notons qu'on peut simplifier la définition d 1un anneau 

de Bezout faible 

Leinme : Soit R un anneau intègre. tel g ue aR (\ bR -/:--0 > aR + bR 

prihcipa:l. Alors aR (\ bR .cest principal, pour tous a, b € R ~ 

Démonstration: Il faut montrer que aR (\ bR e~t principal, et on peut 

évidemment supposer que aR (\ bR-/:- 0. On a une suite exacte 

0 -> aR (') bR-À aR 69 bR ~ aR + bR -> 0 • 

où µ(x,y) = -x-y , et À.(x) = (x,y) • Par hypothèse, aR + bR est principa],., donc 

libre et alors la suite est scindée. Cela veut dire que aR nbR ~t image de 

aR e bR , donc c'est un idéal engendré par deux éléments, qui ne forment pas une 

famille libre (parce que le noyau de l'application est aR + bR ft 0) et par la 

propriété de R cela montre que aR (\ bR est principalo 

On peut exprimer la définition d'un anneau de Bezout faible. comme suit 

si deux éléments de R sont linéairement dépendants à droite (sur .R) , alors 

l'idéal à droite qu'ils engendrent est principalo Car aR (\ bR ft O veut dire juste

ment qu'il existe a', b' non tous les deux nuls, tels que ab' ..,. ba' = 0 • 

De plus on peut exprimer la condition d'gtre anneau intègre de la m~me façon: 

si ùn élément de R est linéairement_dépendant, alors l'idéal à droite qu'il engendre 

est nul. Cela nous mène à la définition suivante : 

Définition : un anneau R s'appelle n-fir si tout .idéal.à droite engendré 

· par une famille linéairement dépendante de ID ( ~ n) éléments a aussi une famille 

géneratrice comportant < m éléments~ 

Selon cette définition, 1-fir n'est autre chose qu'un a..11.neau intègre, et 

2..-fir est justement un anneau de Bezout faible. Le nom :o.~fir s'explique par la 
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propriété suivante qui peut aussi servir comme définition: 

Dans un n-fir, tout idéal à droite qui peut être engend:r:-é par n éléments 

au plus, est libre, de rang bien déterminé.· 

Remarquons que tout n-fir est aussi n'-fir, pour n' < n • Un anneau qui 

est n-fir pour tout n, est caractérisé par le fait que tous ses idéaux à droite de 

type finis sont libres, de rangs bien déterminés. Cela s'appelle semi-fir. Enfin un 

fir (= free ideal ring) à droit€ Bst un anneau dans lequel tout idBal à droite est 

libre, de rang bien déterminé. 

Remarquons encore (sans preuve) que la notion de n-fir est symétrique à 

droite et à gauche, donc aussi celle de semi-fir. Par contre, il existe des firs à 

droite qui ne le sont pas à gauche. 

Pour revenir à la factorisation, nous avons vu que, pour=la factorialité, 

il suffit que l'anneau soit atomique et ses idéaux principaux à droite contenant un 

cR j O donné forment un sous-treillis du treillis de tous les idéaux à droite, donc 

on obtient: 

Théorème 2: Tout 2-fir atomique est un anneau factoriel. 

2~ Avant de donner des exemples il faut éclaircir un peu la notion d'anneau 

factoriel. Ce que j'ai dit jusqu'à présent ne suffit même pas pour décider si cette 

notion est symétrique à droite et à gauche (la définition ne l'est pas, à cause du 

caractère unilatère de la similitude). Donc on va étudier de plus près la notion 

de similitude. 

Commençons par un anneau R quelconquea Soit A un idéal à droite dans R. 

On définit l'idéalisateur de A COJilII\e 

I(A) = { x E: R j xA ~A} 

Evidemment c'est un sous-anneau de R, en effet c'est le plus grand 



sous-anneau dans lequel A est idéal bilatère. On peut donc former 1tanneau quotient 

E(A) = I(A)/A , 

qui s ,_appelle· anneau propre ( eigenring) de 1' idéal A • Quand . A est bilatère dans 

R (par ex. si R est commutatif) , E(A) est réduit à R/A t En général on a le 

Théorème 3 : (Fitting [35]) Soit A un idéal à droite dans un anneau 

R quelconque. Alors 

(1) 

On le démontre en observant que tout r € I(A) définit un endomorphisme 

a du module .à droite R/A: r-

(2) -a .: x t--> rx r (x désigne la classe de X€ R) ' 

et que l'application r ~ a est un homomorphisme d'anneaux !. 
r 

(3) 

Etant donné 0(Ï) = r, alors e(x) = rx = a (x) 'ce , r 

qui montre là surjectivité de (3) , Le noyau est visiblement A , donc on obtient (1). 

Plus généralerœnt, étant donné des idéaux à droite A, At de R , tout homo

mo.rphisme R/A' -~ R/A peut être réalisé par un élément b € R tel que bA' CA • 

C1est 11application qui envoie 

x(mod A') H bx(mod A). 

Comme au théorème 3, c •· est surjectif si et seulement si A + bR = R , et 

inj~ctif si et seulement si A'= [x € R/bx € AJ . Cela nous donne un critère pour 

l'isomorphisme de R/Jî. et R/A' • Pour les idéaux principaux cela nous donne un 

critère de similitude. Nous en ajoutons un autre, en omettant la démonstration 

(voir Cohn [67]) : 



Lennne : Soient. a, a' des--él-éments d'un anneau R , tels que. ni a , ni a' 

ne soient diviseurs de zéro à gauche (c'est-à-dire x H- ax: z x H a' x sont injectifs) . 

Alors les trois conditions gui suivent sont équivalentes: 

1) a est semblable a a 1 (R/aR ~ R/a 1R) • 

2) aR + bR = R et aR O bR = ba 1R pour un b € R convenable. 

3) Il existe une matrice de la forme ·(::)avec invsrse de la forme (: :,) 

Indiquons seulement la démonstration 1) <-=-> 2) •. On a vu que la candi tion 

de •similitude est aR + bR = R et a 1R = fx € R/boc € aRJ. Mais cette dernière 

' 
condition se traduit par ba'R = bR n aR ~ Pour passer en sens inversB, il semble qu'on 

doit exiger que b ne soit pas diviseur de zéro à gauche ; mais la m~me chose peut 

ttre démontrée avec l'hypothèse du lemme. 

Cela montre en tout cas que dans un anneau intègre B/aR ~ R/a'R 

~ R/Ra: R/Ra' • Donc la notion d'anneau factoriel est bien symétrique. Cela se voit 

de façon plus claire encore du point de vue catégorique que nous adopterons plus tard. 

Regardons encore le cas spécial d'un 2-fir. La deuxième partie de 2) montre 

qu'on a une relation 

(4-) ab 1 = ba' 

ou a 1 , b' sont sans facteur commun à droite·. A cause de la première partie de 2), 

a, b sont sans facteur commun à gauche. Disons qu'une telle relation est étrangère 
1 

(coprime). Maintenant, soit (4) une relation étrangère (et ab 1 .i. 0). Alors 

aR + bR = dR (parce que R est 2-fir, et d est unité, donc aR + bR = R • De 

plus- aR n bR = mR et ici m = ba' parce que a' , b ' sont étrangers à droite • 

Donc on a le 

Lemme : Dans un 2-fir R , deux éléments a, a' (fo .0) sont semblables si et 

seulement si il existe une relation {§trangère de la forme (A),. 

Bibliographie à la fin de la Con-f érence III. 
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(suite) par P.M. CORN 

39 · Nous avons vu que la définition d'anneau factoriel se réduit à la notion usuelle 

dans le cas comrnutat~f. Regardons comment elle s'eh distingue dans le cas général. 

(1) 

Quand on a deux factorisations complètes d'un élément c 

C = a 
1 

••• a = b 
r 1 b . ' r 

on sait qu'il y a une permutation. i 1--->i' tel que a. ~ b. , . Mais en général on 
l l 

n 1a pas les propriétés suivantes qui sont valables dans le cas commutatif: 

a. 
l 

·est associé à b. , 
l 

et 

on peut obtenir c en rangeant les b. 
l. 

dans l I ordre b ,b 1 
1 2 

••• b ' • r 

Pour le cas des 2-fir on a quand même quelques précisions sur a et ~ • Car on 

sait que deux facteurs consécutifs .dans (1), disons 

précisément quand on a une relation étrangère : 

(2) 

a. a. , peuvent ~tre transposés 
1.-1 l 

Donc la permutation dont il est question dans ~ est produit de transpositions 

comme (2) , que nous convenons d'appeler "transpositions maximales", 

D1ailleurs les transpositions maximales entrent aussi dans a, car deux éléments 

a, at dans un 2-fir sont semblables si et seulement si il y a une relation étrangère 

ab' = ba' • 
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On peut-étudier sous quelles conditions a ou ~ seraient encore valables dans 

le cas non-commutatif. Nous allons plutôt regarder le cas où l'ordre est complétement 

fixe.- On dit qu'un élément c d'un anneau factoriel est à factorisation rigide (ou 

tout court: c est rigide) si étant donné deux factorisations de c comme dans (1), 

on a forcément 

(u. € U(R) , 
J. 

u = u = 1) • 
o n 

On a le lemme suivant, dont une forme plus faible a été remarquée par Koievoi [66] : 

Lemme : Soit R un 2-fir atomique, et x € R • Alors si les atomes d'une fa.ctori-

sation complète de R engendrent un idéal bilatère propre de R, x --est rigide. 

Pour le démontrer, il suffit de montrer qu'aucune transposition ne peut se pro

duire,, Soit donc ab 1 = ba 1
- une transposition maximale, où a, b' appartiennent à 

la factorisati9n complète de x donnée, et donc a, b' Ë vt-,où -ut.est un idéal 

bilatère propre. On sait qu'alors 

inverses (Cohn [67]) 

a b' 
' 

figurent dans deux matrices mutuellement 

Donc 1 = d'a - b'c € ,(J!,, ce qui est une contradiction, 

Un arme au R s I appelle anneau factoriel rigide, si . R est factoriel et tout 

élément est rigide. On peut décrire tous les anneaux factoriels rigides comme suit. 

Rappelons qu'un anneau local est un anneau dont le complément de .U(R) (c'est-à-dire 

les non-unités) forment un idéal. Un tel anneau peut aussi être caractérisé par la 

pl'.'O-priété : ai U(.R) :> 1 +a€ U(R) • Maintenan.:Lon_a : 

Théorème 4 Pour un anneau R . guelcong_ue les deux assertions suivantes sont 

équivalentes: 
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i) R est 2-fir atomique, et local, 

ii) R est anneau factoriel rigide. 

Démonstration : 

i => ii: Quand R est local• tous ses atomes appartiennent à l'idéal maximal, 

donc aucune transposition ne peut se produire, c I est-à-.dire .R e-st rigide o 

ii > i : Soit R un anneau faCtoriel rigide, alors il est atomique 

Pour montrer que ·R est local, prenons 

e-st un atome. On a la relation évidente: 

ai U(R) , et posons a= pa 
1 

(1 + a)p = (1 + pa )p = p(l + a p) • 
1 1 

où p 

Si 1 + a t U(R) alors par rigidité 1 + a = pb , donc p(b - a ) = 1., ,et p serait 
1 

inversible, ce qui est absurde. Donc 1 + a E U(R) • Il reste à montrer que R est 

2-fir. On sait déjà qu'il est intègrep Supposons aR n bR /4 0, ab' = ba' j O; alors 

par rigidité on a a= p 
1 

••.• pr , b = p ••• p (quitte à multiplier .par des unités 
1 - S 

à droite). Si r -~ s, alors b E aR_, donc aR + bR = aR. De·m$mB, -si· r- :i: s, on 

obtient aR + bR = bR. Donc aR + bR est principal, ce qu~il fallait montrer. 

L t observation que 1 1hypothè se 11R 2-fir" n1intervient pas dans la démonstration 

ii) => i) , est due à Bowtell [67] • Exemples dvanneaux factoriels rigides. 

1) Tout anneau à valuation discrète (m~me non-commutatif).- Car évidemment c'est 

un·anneau principal local, donc 2-fir atomique local. D~ailleurs, tout anneau fac

toriel rigide collllllutatif est à valuation. discrèteo 

2) LI anneau de séries formelles à plusieurs indéterminées non-permutables, sur un 

l • 

Dorpsp Cet anneau s'obtient en complétant une algèbre associative libre. Notons l'algè-
... 

bre· libre R, sa complétée R, alors on peut trouver dans Run mode de calcul qui. 

s'appelle 11algorithme inverse faible (cf9 Cohn [62] gr~ce auquel nous pouvons montrer 
. .,. 

que Rest un semi-fir atomique, donc un 2-fir atomique, et comme R est aussi un 
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anneau local, on obtient donc un anneau factoriel rigide. D'autre part, R n'est pas 

un fir (cela semontre à partir d'un thoorème de S. Chase, voir Cohn [66] pour la métho

de), Donc on est amené au 

Problème : Trouver un anneau factoriel .rigide gui est un -fir, -s-ans··•-êtr-e ·principal. 

4. Comment vérifie-t-on qu'un anneau donné est un 2-fir? Ici, comme dans le cas 

commutatif, l'outil le plus pratique est l'algorithme d1Euclide. Pour simplifier un peu, 

nous· nous bornons au cas d'anneaux valués, ce qui suffira pour la discussion de la 

factorisation. 

On considère un anneau R avec une fonction v, à valeurs dans i+u {- oo}, 
qui satisfait à : 

v(x) ~ 0 

V ,.211 v(x+y) ~ max fv(x), v(y ~, 

V~3. v(xy)=v(x) +v(y). 

pour x -J o· , 

On dit que R admet un stathme élémentaire si, étant donné a, b € R tels que 

v(a) ~ v(b) , on peut trouver c Ê R tel que 

(1) v(a - be)< v(a) .• 

Visiblement c 1est vrai. quand R est euclidien" Inversement, si on a (1), prenons 

q € R tel que r = a - b.q soit de valeur minimale. Si v(r) ~ v(b) , il existerait 

c € R tel que v(r - be) < v(r) ,. donc v(a - b(q+c)) < v(r) en- contradiction avec 

l'hypothèse faite sur r. Donc on a 

(2) a = bq + r .. v(r) < v(b) • 

qui est le stathme sous sa forme habituelle. 

Pour le traduire au cas non-commutatif, on doit postuler (1), moyennant une 
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hypothèse sur a et b (comme le 2-fir était défini par la principalité de l'idéal 

aR + bR , moyenna.nt une hypothèse sur a, b , à savoir que aR n bR j 0). Ainsi 

on est conduit à la 

Définition. Un anneau R valué-(comme ci..,.dessus), satisfait à l'.algorithme 

faible à 2 termes (brèvement .AF 2) si les candi tians v( a) ~ v(b) et 

v(ab t - ba') < v(ab') ( a,"b, a', b 1 €- R) , impliquent l'existence de c E: R tel que 

v(a - be) < v(a) o 

Remarquons (sans entrer dans les détails) que-ce n'est qu'un premier cas d'une 

cha!ne de conditions dont la conj onction...estJ:·,~-a.1go:ci thme 
1 

faible proprement dit (Cohn [631 ]) e 

Nous nous intéressons ici à .AF
2 

ps.rce qucon peut l'utiliser pour prouver la 

propriété de 2-fi-r. Donc soit R un .anneau valué qui satisfait a .AF2 • Etant valué, 

R est intègre. Considérons a, b € R; nous choisissons a, b ~ R tels que 
1 . 1 

a R + b R = aR + bR - et v(a) + v(b) atteint sa valeur mini-mum. -Si c-!.est 
1 1 1 1 

alors l'un des deux éléments; a • b --est nul et 1 1 idéal est principal1r .Dans le cas 
1 ' 1 

contraire, on affirme que a , b 
1 1 

sont linéairement indépendants à droiteo Car sinon, 

on aurait a b 1 
- b a 1 = 0, donc par .AF2 , il existe c E: R tel que 

1 1 

v(a - b c) < v(a) 
1 1 1 

(si par exemple v(a) ~ v(b )) • Donc on a 
1 1 

a R + b R = (a - b c)R + b R 
1 1 1 

ce qui contràdit le choix de -a , b 
1 1 

parce que 

v(a - b c) + v(b ) < v(a ) + v(b ) • Cette contradiction montre que a , b sont 
1 1 1 1 1 1 1 

linéairement indépendants, donc R est un 2-fir. De plus, R est atomique. Pour le 

vo-ir, montrons d 1abord que v(x) = 0 implique x E U(R) • Car on a x.l - l.x = 0 

et v(x) = v(l) , donc il existe y E: R tel que v(l - xy) < 0 § cela ,veut dire 

1 - xy = 0 , donc comme ·R est intègre, x E: U(R) • Tout .élément non-uni té est donc 

de valeur au moins 1. Etant donné c ER* et une factorisation de c en non-unités 

c = a ••• a , on voit donc que r ~ I: v(a.) = v(c), ce qui nous donne une borne 
1 · r · l . 
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pour r. En somme, on a démontré: 

Théorème 5 : Tout armeau .. valué R à i?.lgori thme faible à 2 termes est 2-fir atomique. 

Corollaire : Tout anneau valu-é R à -algorithme faible à 2 term:es·€st factoriel. 

Par exemple l'algèbre associative libre sur un corps satisfait à l'algorithme 

faible, donc aussi à .AF
2 

(cf• Cohn [61]) , èt cela montre que c'est un anneau facto

riel. Pour donner un exemple· d'un élément à deux factorisations ·essentiellement diffé

rentes, prenons dans l'algèbre libre sur x, y , 11 élément 

(1) xyx + x = (xy + l)x = -x(yx + 1) v 

Cela nous montre le type de factorisation qui apparaît, Pour étudier les relations 

comme (1) en détail., il faut regarder 1 9algorithme de plus près. 

(2) 

Soit R un anneau valué à f1.F 
2 

et soit donné urie relation quelconque 

ab 1 = ba' ./:. 0 9 

(pas forcément étrangère). Pour commencer on choisit 

de valeur minimum. Alors 

(3) a= bq + r 
1 1 

v( r 
1

) < ·v(b) o 

q E R tel que 
. 1 

r = a - .bq 
1 1 

est 

Quand on substitue dans (2) , on obtient r b' = ( a - bq )b t = b( a' - q b' ) . Donc 
1 1 1 

si on met F ' = a' - q b I on a 
1 1 ' 

r b' =°·br' 
1 . 1. 

·Ik plus, v(b) + v(rt) = v(r) + v(b_') <·v(b) + v(b') , donc v(r•) ,< v(b') • 
1 . 1 1 

Cela montre qu 1on a une symétrie p:i.rfaite des deux c_ôtés .. Maintenant on recolllffience 

avec (4). En solilIIle on obtient les chaînes suivantes: 
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a :::: bq + r 
1 1 

a' = q b' + r' 
1 1 

r b' -== br' 
1 1 

b'= r q + r 
1 2 2 

b' = rt• + r' q2 1 2 
r r 1 == r r' 

2 1 1 2 

r =rq +r 
1 2 3 3 

rî = q r' + r' 
1 3 2 3 

r r 1 = r r' 
3 2 2 3 

• • • 0 • . 0 0 • • • 9 

(5) 
• • 0 0 • . . • . . . . 

r == r q + r 
.. n-2 n-.1 n n 

r' = q r' + r' 
n-2 n n-1 n 

r.r' ::::r r' 
n n-1 n-1 n 

ri = q r' 
n-1 n+ 1 -n 

r = r' = 0 • 
n+1 n+ 1 

:La chaîne doit se terminer ra rce que v(r_) > v(r) > •• .,- €St une série d'entiers 
1 2 

positifs strictement décroissants. On a noté r le premier rBste nul à droite (il 
n+1 

est facile à vérifier que est aussi le premier reste nul à gauche) 0 Remarquons 

que, les restes de deux côtés sont en général différents, tandis que les quot:Len ts qi 

sont les m~mes des deux côtéso 

La première équation du système (5) s'écrit en forme de matrices comme suit 1 

(6) 

(ab) = (b r ) (q1 
1
) 

1 1 0 

Cela nous suggère de poser, pour x € R quelconque, 

avec ip.verse (0 _l\ 
P(xf 

1 
= \i J 

Alors la première colonne (5) peut s~écrire: 

(a-b) = (r 
n 

0) P( q ) P( q ) ""° P( q ) , 
n+ 1 n 1 

donc on a a= ra ; b =· r b ., Ces équations montrent que r 
n o n o n 

est facteur commun 

à gauche de a et b • Pour voir que c I est le plus grand tel facteur, multiplions ( 6) 

par [P( q - ) • "° -P( q ) r 1 
• Alors on obtient 

n+1 1 
(a b)Q = (r 0) pour une certaine matrice 

n 

Q , donc r = ax - by , ce qui démontre l'assertion. De plus on voit sur-ces équations: 
n 

que aR + bR:::: r R. On a de la même manière Ra'+ Rb'= Rr 1 
n n 

BIBLIOGRAPfilE à la fin de la conférence IIIo 
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FACTORISATIONS (III) par P.M. COHN 

Quand on, a un produit de matrices P(t.) , les éléments du produit s'expriment 
J_ 

ainsi ·ton prend des indéterminées non-commutatives t , t , o .. , à coefficients entiers 
1 2 

et on définit-àes polynômes p ' p J p 000 
-1 O 1 

par des équations de récurrence : 

(7) 

et 

(9) 

p = 0 ' -1 

Parfois, on omet l'indice dans les p. 
l 

( 
p( t ' .•• 't ) 

P(t ) ••• P(t) = 1 n 

• Il est facile de voir que 

p( t ' 0 0 0 j t ) 
1 n-1 

1 n p( t , • • • 't ) 
2 n 

Donc p peut aussi être défini par (7) et 
n 

Les premiers sont: p = t , 
1 1 

p = t t + 1, 
2 1 2 

p = t t t + t + t 
J 1 2 J 1 ' J· 

p = t t t t + t t + t t + t t + 1 • Ils sont liés par les relations suivantes, bien 
4 1234 12 34 14 

connues (dans le cas commutatif) dans la théorie des fractions continues 
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En appliquant l'algotithme faible à deux factorisations d'un élément donné, on 

obtient le 

Théorème 6 : Soit R un anneau filtré avec .AB (par exemple l'algèbre associa-
2 

tive libre). Alors le monoïde R* est engendré par U(R) et des atomes- d·e . R et un 

ensemble de relations définissantes -est donné· r.ar les· équations g 

où n = 2 , 3 , • o o et les a ,o••,a parcourent R. 
1 n 

Notons aussi que deux éléments a, a' 

et seulement si ils ont la forme 

dans un anneau a M sont semblables si 
2 

où a: 
1 ' •·· "' a n 

p(a i-""•,a )~ , 
n 1 

sont non-inversibles. 

5. Revenons maintenant à un anneau R quelconque., On a vu des raisons pour étudier 

la factorisation d'un élément c par le module R/cR. Si on veut que les résultats 

s'appliquent aux anneaux non-intègres on doit supposer non seulement que c soit 

non-diviseur de zéro, mais que ses facteurs ne le sont pas non plus, Convenons d'appeler 

un tel élément régulier. 

Un module M sur R est dit strictement cyclique ou ~-module, s 1il est de la 

forme R/cR où c est réguliero La sous-catégorie pleine de. la catégorie mod-R dont 

les objets sont des modules strictement cycliques est notée 

est définie d'une façon analogue à partir de R-modo 

Un homomorphisme de -~R , 

(1) 
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est donné par un élément c € R tel que 

(2) ca = be v 

pour un c' convenable de R. Par symétrie, eV définit un homomorphisme 

L'élément c n'est pas univoquement déterminé par f, mais si on a 

c = c- + bu , alors c a::: ca + bua = be' + bua = b(c' + ua) et il -e-st clair que 
1. . 1 

c t + ua donne le même homomorphisme f ,:. ~ De plus la correspondance f ~ f * est 

un foncteur contre - variant de ~R à R ~ • Si on répète la construction, on 

~R et il est facile de voir que f ,.,.* = f • Donc obtient un foncteur 

on a le 

Théorème 7 : Dans u.u anneau R guelcongue 2 la catégorie R ~ est duale de la 

De cette affirmation, apµi,remment triviale, on peut tirer des conséquences intéres-

santes: 

Corollaire 1~ (Fitting [36]).:. Si a. aa sont des -élément-B réguliers alors 

Cela montre que la relation de similitude est symétrique à droite et à_gauche. 

CI est : m~me vrai pour des a, a I non-diviseurs de zéro (comme le montre d I ailleurs 

Fitting) ; évidemment on peut le prouver en remplaçant la catégorie ~R par la ca té-

gorie de tous les R/aR avec a non-diviseur de zéro. Par contre, le Corollaire 1 

n'est plus vrai si 

dus a Fitting. 

a a' 
' 

sont des éléments quelconques, comme le montrent des exemples 

Corollaire 2 : L'anneau propre de Ra -est opposé à celui de aR 

E(Ra): E(aR) 0 
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Car ce sont des anneaux d'endomorphismes d'objets correspondants dans des catégo

ries anti-isomorpheso 

La catégorie ~R a l'inconvénient pour une étude plus détaillée de la factori-

sation, de ne pas admettre des sommes directes o Ce dont nous avons besoin est une 

catégorie additive (peut-être même abélienne) q_ui comprend ~R • Pour cela nous 

devons nous limiter au cas d'un semi-fir9 Sur un semi-fir R , tout module M de_ pré

sentation finie forme partie d'une suite exacte 

Par le lemme de Schamuel (Mac Lane [63], le nonibre _ n-m ne dépend que de M • On 

pose x(M) = n-m et on 1tappelle caractéristique de M • Si M est de type fini, 

mais pas de présentation finie, on pose 

de type fini) , x(M) = oo" 

DI abord, notons le 

x(M) = - -oo 1 autrement (quand M n'est pas 

Lemme~ Pour toute .suite exacte courte de modules sur un semi-fir: 

on a 

x(M) = x(M') + x(W') 

avec les conventions habituelles sur oo , et les règles .z 

(~)- si x(M") :;:: oo 

' 
alors x(M) = oo 

(ii) si., _.x{M") = - oo , et 1 il n vy a pas ge conclusion. 

Démorurtration : Supposons pour commencer q_ue M est de type fini, à n générateurs 
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Par le lemme de 3 x 3 on peut compléter le diagramme par les flèches pointées de 

la première colonne, de façon quîil soit commutatif et exacto Maintenant l'équation 

n - a = n - ~ + ( ~ - a) 

nous donne la conclusion voulue quand ~ est finL Sinon, on -a x(H") = -oo , -et si 

on n'est pas dans le cas (ii) , alors M' est aussi de type fini et on peut faire la 

démonstration en prenant des résolutions simultanées de M' · et M11 
o 

Il reste le cas où M n'est pas de type fini, donc 

pouvons supposer que x(M") < oo et il faut montrer que 

si M"f et M11 sont de type fini M it est aussi. 

x(Mf .;:: oo " Par ( i) , nous 

x(Mt) = oo " Mais c'est clair: 

Définition .i Un module M sur, un semi-fir est dit de torsion si 

(i) - x(M) = o et 

(ii) pour tout sous-module M' de M ~ x(M') ;;, 0 o 

On aurait pu égalerœnt définir.les modules de torsion par (i) et 

(iii) pour tout quotient M" de M j. x(M11
) ~ 0 • 

Cela donrrn la définition habituelle des modules de type fini sur un anneau principal, 

car alors (ii) est automatique. Par contre, pour les semi-firs (et même les firs) (ii) 

n'est pas superflu, comme le montre 1 1exemple d'une algèbre associative libre : 

o Soit M engendré par e ;e , e avec les r-el--ations 
1 2 3 

e ._ x + e -x + e x = 0 , e x = e x
5 

= 0 • Alors 
11 22 33 34 3 

x(M) = 0 -, x(-e R) = - 1 
3 

• 

On note TR la sous-catégorie pleine de Mod-R dont les objets sont les modules 

de torsion (R étant un semi-fir). Par exemple, tout ~-module est dans TR • Inver-

sement, soit ME: TR monogène, alors on a une présentation 

0 -> R ~ R -> M ~O 

donc M = R/aR et M € 't:R . Donc ~ ni.est autre que la :p:l,rtie monogène de TR • 
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En général, un sous-module d'un module de torsion n'est pas nécessairement de 

torsion. Toutefois, on a le 

Lemme : Etant donné une sui te exacte courte 

si deux quelconques de M, Mt ,-M" sont de torsion, .. alors le troisième l'est aussi. 

Démonstration x Deux de x(M'), x(M") sont O , donc aussi le troisième. Il 

reste à v~rifier la deuxième condition g 

Le premier membre est dans M11 
, donc de caractéristique ~ 0 et 

x(N) = x(N)/N n M') + x(N n M1 ) ;:: o parce que N n Mt c.Mt 

b) M € TR • Alors tout sous-module de MI est sous-module de M , donc satisfait 

à (ii) , tandis que tout quotient de M" est quotient de M , donç satisfait à (iii). 

Cela nous met en état de démontrer le g 

Théorème 8 ! ~ est. illle catégorie abélienne o 

Démonstration: Nous savons que TR est une sous-catégorie.pleine de la catégorie 

abélienne mod-R . La somme de deux modules de TR l'est encore, et pour voir que TR 

est abélienne il suffit de vérifier que ker f , coker f , sont de torsion, pour tout 

morphisme f. Soit donné f : M -> N dans TR , alors x(:i,m f) -~ 0 , 

x( coim f) ~ -0 parce que coim f = M/ker f est quotient de M ".Mais 
,.., 

im f = coiin f, 

donc x(im f) = 0 , et tout sous-module de im f , étant dans N ; ,est de caractéris-

tique ~ 0 ; àonc im f est de torsion et par le lemme précédent, ker f , 

coker f € TR • 
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Corollaire : Soit M un objet simple de la catégorie TR (nous disons 

un module T-simple). Alors En~(M) est un corps (gauche) • 

Ce n'est que le lanme de Schur. 

M est 

Par exemple, l'anneau propre d'un atome dans un semi-fir (m~me dans un 2-fir) 

est un corps gauche. 

Règardons de plus près la relation entre factorisationset extensions. Soit M ( TR 

à n générateurs, donc on a une suite exacte 

où ~ est une multiplication à gauche par une matrice n x n disons c : x ->ex, 

ou x est une colonne~ Si c = ab est une factorisation de c, on a la suite exacte 

est un sous-module, avec quotient M11 
';; Rn/ , Cela 

aRn 

montre que x(M') , x(M") sont finis- et comme M est de torsion 

(1) x(M") = - x(MI') ~ o • 

Pour montrer que ._a est régulier à droite, nous utilisons le 
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Lemme : Si A est une matrice m x n . sur un 

droite de A (dans Rn) est de la forme ER , où 
n 

semi-fir R , alors 1 1 annulateur à 

E = Cr j 
Démonstration: Soit N 1tannuJateur Rn/N ~ ARn , le 2ème membre est libre donc 

, avec r ~no Prenons une base de adaptée a la décomposition (2) 1 

cela donne N =ER", où E est comme indiquée. 

Revenons à la factorisation c = ab o Si ax = 0 , alors 1 1annulateur de a est 

(1 - e)R" , donc a= ae = (c , •• o,c ,OoooO) 
1 r 

Mais cela veut dire que 

ce qui n'est possible (tenant compte de (1)) que quand r = n. Gela montre que a est 

régulier à droiteo De la mSme façon, b est régulier à droite, :r:arce que c = c.l l'est. 

Si b n'est pas régulier à gauche, alors b = fb pour un idempotent · f et c = ab = afb 

où af n'est pas régulier à a.r·oite, ce qui est une contradiction., Donc c est régulier,, 

Inversement, si M n'est pas de torsion, ou bien m J. n , ou bien, m = n , mais 

on a un sous-module N tel que x(N) = - r < 0 . Soit M donné par la suite exacte 

µ-1 (N) On voit que 

-1 / "' µ (N) im À.= N ,, Donc on a 

est un sous-module de Rn, donc il est libre, et 

x( µ- 1 
( N) ) = x( N) + n = n - r 

Ce qUJ.. montre µ- 1 (N) -- Rn-r o Comme · - 1 ( ) im À f; µ N , on a une factorisation de 

Cela nous ébnne c = ab ou a est n x (n-r), et b est (n-r) x n. Si on 

complète a et b par des colonnes (respo lignes) de zéros pour avoir des matrices , 
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1 

b 
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alors c =ab 
1 1 

où a ·est diviseur de zéro 
1 

(aussi bien que b)e Donc c n'est pas régulier et on a démontré le 

Théorème 9 : Les··1nodules de torsion sur un semi-fir sont précisément les modules 

Exemple & 

définissantes 

donc M n'est 

M = R0
/ définis par une matrice ré_gulière c • 

cRn 

R = k <x ,x ' ••• > 
1 2 

e X + e X + e X 
1 1 2 2 3 3 

pas de torsiono La 

, M = e R + 
1 

= 0 
' 

e X = 
3 4 

factorisation 

0 

0 

1 

e R + e R av-ec les relations 
2 3 

e
3
x5 = 0 • x(M) = 0 , lilaiS 

correspondante est 

0 

X 
4 

0 

x(e R) 
3 

=-1, 

On ne peut pas espérer une vraie théorie de la factorisation sur un semi-fir, parce 

que cela· n'existe m~me pas dans le cas commutatif (où semi-fir = anneau de Bezout). Donc 

il f~ut ~jouter des hypothèses de finitudes x en effet, il.suffit de prendre un fir 

pour R o Il est intéressant.de constater que cela va nous donner des conditions de 

chaines, vu que les firs comprennent des anneaux comme les algèbres libres associatives 

(~me à une infinité q;1indéterminées), l'algèbre de groupe d 1 W1 groupe libre quelconque 

etc" 9 ~. 

Théorème 10 J. Soit R. un fir à droite. Alors R satisfait a la condition maximum 

pour les idéaux à droite a n gé~rateurs. 

Démonstration : Au lieu de regarder les idéaux à n générateurs dans R nous regar-

dons les idéaux principaux dans R 

ces deux classes d 1idéaux: 

n 
• Comme il y a une correspondance biunivoque entre 
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il suffit de démontrer le théorème:pour le cas des idéaux principaux à droite dans R 
n 

Il est vrai que R n 1est plus un fir, mais il existe un module projectif· P tel que 
n 

(comme R-modules, prendre P =Rn), et tout idéal à droite dans R est 
n n 

somme directe d1exemplaires de P (voir Cohn [67])0 

(1) 

On pose T = R et on considère une chaîne 
n 

aTCaTC •• o 
1 - 2 -

Si la chaîne se termine, la réunion est principale. Sinon, elle est somme d'une 

infinité d'exemplaires du projectif minimal P, donc aussi somme infinie d1exemplaires 

de T , c 1est-à-dire libre sur T w 

Soit (cÀ) une base pour la réunion de (1) , alors c
1 

€ 8kT, disons 

En remplaçant k par un entier plus grand au besoin, on peut supposer que u n'est 

pas inversible, On a aussi ~ = Z c/1.v /1. , donc en multipliant par u i 

c 
1 

= aku = Z c"-v "-u 

Mais les c-. forment une base, donc v u = 1 • Maintenant 1 est régulier, donc 
I\ . 1 

u ntest pas diviseur de zéro, et comme (uv -l)u. = 0, il s'ensuit que 
' 1 

sible, ce qui est une eontradictiono Cela démontre le théorème • 

u. est inver-

Corollaire x La catégorie TR dBs modules de torsion sur un fir à droite est 

noeth€rienne- (c'ast-à-dire tous ses objets satisfont à la condition maximale 9 

D'après le théorème, le corollaire sera dé:nontré si on établit que tout sous

module de torsion d 1un module de torsion à n générateurs est encore- à n générateurs. 
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Soit ME:TR à n générateurs,.et M' unsous-moduledetorsion.Alors M"=M/M' 

est de torsion et on a le diagramme suivant, qu'on a utilisé·déjà: 

On peut le compléter par les flèches pointées, ce qui montre bien que M' est à 

n générateurs, donc la conclusion. 

Pour- une théorie complète de la factorisation, il nous faùt encore la condition 

minimale~ Cela s'obtient à partir d'une dualité qui étend ce qu1on a vu pour les 

modules strictement cycliques~ Pour faire la mgme chose ici, nous nous servons du 

foncteur Ext , qui permet de l,e faire d'une miµiière ~r~able. 

Commençons par le casun peu plus général d'un module lié, c'est-à-dire d'un 

module M qui n:1admet pas de fonctionnelle linéaire non zéro, ou encore M* = 0 

où M* = Hom(M) R). Prenons un module. M lié,-de présentat:i,.on finie: 

et appliquons le foncteur Hom(-,R) : 

cela est la définition même de Ext (une définition au moins). On sait que 

E;x:t(Rn 1 R) = 0 , tandis que .(Rn)* ;; R et M* = 0 par hypothèse,, Donc on obtient 

(en écrivant M = Ext(M,R)) la suite exacte 

,. 
O -- >Rn ->Rm ->M ~ O 

Quand on applique Hom(-, R) encore une fois, et quand on considère l'application 
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canonique M -> M'~* pour un module •quelconque, on a la diagranm1e 

0 ~ Rm ~ Rn 

1 ! 1 
(M)*->Rm ~ Rn 

Mais les flèches Rk ~ Rk sont des isomorphismes. Donc par le lanme de cinq, 

les autres flèches verticales le sont aussi, et on a (M)* = 0, donc " M est lié, et 

~ ~ M, ce qui nous donne la dualité voulue. Nous nous passons des détails nécessaires 

pour 1' établir et nous enonçons le 

Théorème 11 : Le foncteur Ext(-, R) établit une dualité entre TR et RT , pour 

un semi-fir R. 

Ce théorème est immédiat une fois qu'on est persuadé que tout module de torsion 

est lié. Donc soit f : M ->R un homomorphisme non-nul. Alors M/ker f = im f est 

~ libre, donc on a M = ker f Cl> F où F = im f est libre. Mais F est de rang 

x(M) - x(ker f) ~ 0 parce que M est de torsion, donc F = 0 et f = 0 • Cela nous 

montre que M est lié. 

Soit R un fir (bilatère). Alors RT est noethérienne, donc par dualité TR est 

artinienne (i.e. condition minimum pour les sous-objets). Avec le corollaire du 

théorème 10, cela démontre le 

Corollaire: La catégorie TR des modules de torsion sur un fir(bilatère) est 

noethérienne et artinienne, donc tout objet a une longueur de composition finie. 

Rappelons-nous que toute chaine maocimale 

correspond à une factorisation complète de l'élément régulier qui définit M . On peut 

généraliser la définition d'anneau factoriel comme suit 

Si R est un anneau quelconque et S un ensemble multiplicativement fermé, 
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d'éléments réguliers,telqœ-tcut facteur d'un élément de S est encore dans S (i.e. 

S est saturé), on dit que S est factoriel dans R si tout élément de S est inver

sible ou admet une factorisation complète, et deux telles factorisations sont isomorphes. 

Avec c.ette défini tian on a le 

Théorème 12 : Soit R un fir, et n il! 1 • Alors l'ensemble des ·-él€ments réguliers 

de R est factoriel. 
n 

Pour n = 1 cela nous redonne le fait que R est un anneau factoriel (qui corres-

pond aux propriétés de la catégorie 'CR) • Pour le cas d'un anneau principal, on 

retrouve la fac iorisation des matrices non-singulières. Mais dans ce .cas-là on sait, 

de plus, que· toute matrice, est associée à une matrice diagonale. Ce n'est pas for

cément vrai pour un fir quelconque. Par exemple sur l'algèbre libre la matrice 

n•est pas associée à une matrice diagonale. On peut m~me se demander si les anneaux 

principaux peuvent être caractérisés parmi les firs par cette propriété, c'est-à-dire, 

si la propriété suivante est vraie : 

Si toute matrice régulière sur un fir R est associée a une matrice dia·gonale$ 

--al.ar-s R est :principal. 

J'ignore la réponse. 
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5. Dans le cas commutatif, il y a un principe général qui permet de passer 

de la factorialité de. R à celle de R[X] , du à NAGATA. Nous convenons d'appeler. 

un élément p d'un anneau R commutatif premier si R/p R est intègre. Il est 

facile de voir que dans un anneau intègre tout é.lément premier est un ijtome, mais 

non pas inversement. En effet, la réciproque, en présence de la condition maximale 

pour les idéaux principaux, caractérise les anneaux factoriels. Le théorème 

de NAGATA peut être énoncé comme suit : ( cf.. SAMUEL [ 6 3]) 

Soit R un anneau commutatif, intègre et atomique, et S un sous-monoïde 

de R* , engendré par des éléments premiers de R • Si le localisé_ Rg est facto

riel, alors R l'est aussi. 

La démonstration consiste à vérifier que tout atome de R est premier, 

soit parce qu'il reste un atome dans \ (en utilisant la factorialité de R8) 

soit parce qu'il divise un élément de S • 



23 - 2 -

La façon dont on se. sert de ce théoreme pour prouver la factoriali té de 

i[x] ou k[x,y] (k un corps) estbienconnue.Notrebutestd'obtenirun 

analogue qui nous permettra de traiter les anneaux de la forme Z <.x.,y>· • Mal

heureusement celui-ci n 1est pas factoriel. Par exemple, on a : 

xyx + 2x = x(yx + 2) = (xy + 2)x, 

et il est fac ile de vérifier que xy + 2 n'est semblablè ni à x ni a yx + 2. 

Si on examine de plus près ce qu'il nous faut pour une généralisation, on trouve 

que la relation de similitude doit ~tre-conservée par le passage de R
8 

à R. 

Ici on s'imagine qu'on a localisé par rapport à un monoïde S tel que (R,S) 

satisfait aux conditions de Ore, par exemple si S est dans le centre de R, 

ou plus généralement', si S est formé· des éléments invariants, i .. e •.. des élé

ments c € R* tels que cR = Re. Le problème est donc d'élargir la notion de 

similitude, avec un affaiblissement correspondant de la notion de factorialité, 

de telle sorte qu'elle sait conservée par le passage de ~ à R • Ce .problème 

a été résolu par BRUNGS [69] , avec quelques hypothèses supplémentaires, qui per

mettent néanmoins de traiter le cas Z <.x.,y> • Nous suivons une route légèrement 

différente, qui donne des résultats un peu plus symétriques (cf. CORN [69]) • 

Soit R un anneau intègre. Nous considérons la catégorie des 

modules strictement cycliques, et nous disons que a, a'€ R sont ~onosemblables 

à droite, s'il existe des monomorphismes dans 

(1) 

De la même façon on définit des éléments monosemblables à gauche et 

épisemblables (à droite et à gauche), à l'aide des épimorphismes (1) • Il est 



-23 - 3 -

clair qu'il s I agit de relations d I équivalence ; de plus, par la dualité entre 

~R et R '(; , on voit que I mono à droite' équivaut à 'épi à gauche 1 
• Evi-

demment deux éléments semblables sont mono et épisemblables (à droite et à gauche)

Dans un 2-fir, la réciproque est vraie: soient a, a' des éléments monosemblables 

à droite· dans un 2-fir. Alors il existe des monomorphismes f, g comme dans (1), 

et ker f € ~R, donc ker f - 0 • Cela montre que f, g sont des injections. 

Alors on a une injection gf R/ aR -> R/ a]. et comme R/ aR est de longueur 

finie dans f et g sont des isomorphismes. 

Définition . Un anneau R est dit monofactoriel à droite si R est 

intègre et atomique et deux factorisations complètes d'un élément,quelconque : 

C = a 
1 

a = b ••• b 
r 1 s 

sont telles que s = r et pour une permutation 

blable à droite de b. , • 
l 

i 1---? i' ' a. est monosem-
1 

Les notions monofactorielles à gauche et épifactorielles (à droite et 

a gauche) ·se définissent d'une manière analogue. D'après ce qui a été dit, tout 

anneau factoriel est aussi mono (et épi) factoriel-à droite (et a gauche) , et 

un monofactoriel à droite est la même chose qu'un épifactoriel à gauche. 

Ces définitions se justifient par le fait qu'une forme du théorème de 

NAGATA est vraie. D'abord il nous faut une description des monomorphismes dans 

y;R .. Au niveau formel les mono et épimorphismes jouent les mêmesrôleB, mais 

en termes pratiques il se trouve que les mo~omorphismes sont plus maniables. 

Lemme : Soit R un anneau intègre. Un homomorphisme f · : M ->· N entre 

'G'-modules est un monomorphisme (dans la catégorie 'G'R) si et seulement 
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si ker f est sans-torsion (i.e • .xr = 0 ou x € ker. f r € R impli-

que x = O ou r = o). 

Démonstration : . Par définition, f est µn monomorphisme si et seulement 

si · fy = 0 ===> y = 0 , i.e. ker f .:). im y => y = 0 • . Ici im y peut être 

n'importe quelle imagepropre de R , Donc si ker f est sans torsion, il ne 

contient auctme image propre de R , sauf O , et inversement. 

Nous allons utiliser ce le:nme pour tro1Ner des conditions sous lesquelles 

deux éléments monosemblables dans R3 le sont encore dans R. On va prendre pour 

S un monoïde d'éléments invariants.· Pour ~tre plus précis, définissons : 

(i) un élément p d'un anneau intègre R est premier si pR = Rp fa O et 

R/pR est intègre. 

(ii) Un élément a f R est étranger à X CR s 1il-n 'y a aucun élément inva.;.. 

riant qui divise à la fois a et un ·élément de X • 

Quand on dit 'a divise b~ ily a de l'ambiguité dans le cas non-commu

tatif, mais cela est résolu si .a ou b est invariant ; donc (ii) a un sens. 

Notons aussi que tout élément premier est invariant~ 

Lemme: Soit R un anneau intègre atomique, et S un sous-monoïde de R* 

engendré par de~ éléments premiers de R , gui sont facteurs d I éléments 

centraux, contenus dans S • Etant donné a, a 1 € R., étrangers à S , 

si a et a' sont monosemblables à droite dans ~ , ils le sont aussi 

dans R • 

Démonstration On pose T = ~ • LI homomorphisme f : T/ a' T -> T/ aT 

est donné par b € T tel que ba' € aT et 

ker f = (aT n -bT)/ba'T 
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Nous supposons que f est mono, et montrons qu'il est induit par un mono 

R/a'R -> R/aR . 

Posons b ::::: b s- 1 
, b € R 

1 1 1 
s E: S • Par hypothèse-il existe 

1 

un élément central c = s d € S , donc b::::: b q (s d )- 1 = b c- 1
, et on a 

1 11 1111 21 

(2) (aT n bT)/ba'T = (aT n b T)/b a'T 
2 2 

' ou b € R • 
2 

Ensuite nous montrons comment on peut remplacer b par un élément étran-
2 

ger à S , S'il existe un facteur premier p qui divise b et un élément de 
2 

s , 

on peut écrire b = b p • L'invariance de 
2 3 

p donne une équation 

(3) pa' = a 1p 
1 

Si on avait pla' ., on pourr~t simplifier p à gauche dans (3) , donc 
1 

p,\at , ce qui contredit le fait que a' est étranger à S • Donc pt a' 
1 

et 

tout élément de a 'R n pR 
1 

est multiple à droite de 

a'R n pR.= pa'R 
1 

a'p = pa' 
1 

Gela nous donne un monomorphisme (même une injection) 

, i.,e. 

R/ a I R ~ R/ a ' R 
1 

et il suffit de trouver un monomorphisme R/ a' R --> R/ aR pour compléter la 
1 

démonstration. Comme b a' = b pa 1 = b a-' p , on a 
2 3 3 1 

(aT n bT)/ba'T = (aT n b T)/b a'T = (aT n b T)/b a'T 
2 · 2 3 3 1 

.. 

Donc on est ramené au même problème avec b remplacé par b • Par récur-
2 3 

rence sur le nombre de facteurs de b , on peut donc supposer b étranger à S • 
2 2 

Le problème maintenant est le suivant: étant donné que (aT n bT)/ba'T est sans 

torsion, où a, a', b E: R sont étrangers à S , mÔntrer que (aR n bR)/ba~R est 

sans torsion. 

Sinon, il existe u, v, x, y € R tels que au = bv v i a 'R , et 
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aux= bvx = ba'y XI Ü Par hypothèse, bv = ba'r~ 1 ou r € R, s € S , donc 

(4) vs= a'r 

Ici s est produit d I éléments premiers. Fixons un tel élément p . Il 

divise a'r 
' 

mais non pas a' , donc p.jr et on peut simplifier p dans (4) . 
PEµ' réc_urrence s peut être simplifié avec r et on obtient v = a 1r • Mais 

1 

cela contredit l'hypothèse v i a'R • Donc (aR n bR)/ba'R est sans torsion et 

nous avons construit un monomorphisme R/ a 'R -> I1/ aR • Par symétrie le mono

morphisme T/aT ......-:> T/a'T vient d'un monomorphisme R/aR --'> R/a'R, donc a 

est monosemblable à droite à a' • 

Théorème 14: Soit R un anneau intègre atomique et S un sous-monoïde 

de Rt" engendré par des éléments premiers, chacun facteur d'un élément 

central, appartenant à S • Si R
8 

est monofactoriel à droite, alors R 

l'est aussi. 

Démonstration: Par ~ypothèse, tout élément -J. 0 dans R admet une facto

risation complète. Si p est premier et se trouve dans une factorisation. de c il 

se trouve dans toute autre (comme dans le cas commutatif) et peut être simplifié. 

Il ne reste que des facteurs atomiques de. c qui ne sont pas dans S ; pour éta~ 

blir une correspondance entre eux nous passons à ~ , qui est monofactoriel à 

droite, et nous appliquons le dernier lemme pour relever les- monosimilitudes de 

R3 a R • 

Il est évident qu 1.on a des résultats analogues pour les épifactoriels. 

Dans le cas d'un anneau commutatif les quatre notions de factoriali té se réduisent 

à la factorialité habituelle. Evidemment il suffit de regarder la monofactorialité 

à droite. Soit donc R un anneau commutatif intègre atomique. L'atomicité montre 
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que les objets de la catégor~e 't;R ont une longueur finie. Soit 

f; R/a'R -> R/aR un monomorphisme ; alors ker f est sans torsion, mais 

(ker f)a' = 0, donc ker f = 0 ,-i.e, f est une injection. Un argument déjà 

vu nous montre que la monosimilitude entraîne la similitude, donc un monofactoriel 

est factoriel. 

Par contre, dans le cas générai les nouvelles notions sont plus larges, 

par exemple, l'anneau Z<X,Y> qui est l'algèbre libre sur x, y à coefficients 

entiers, est factoriel. On applique le t,héorème 14 avec S = Z* • De la m~me façon 

on montre que l'algèbre de groupe d'un groupe libre sur Z est mono (et épi) fac

toriel à droite (et à gauche). 

Il serait souhaitable de trouver une fprmulation du théorème 14 sans les 

conditions un peu gênantes sur S • Toutefois quelques restrictions seront nécesr .· 

saires comme Je montre l'exemple suivant : 

Soit R l'algèbre sur un corps k engendxée par x,y avec la seule 

relation xy - yx = 1 • Considérons le monoïde S = k[y]* ; ses éléments ne sont 

pas tous invariants, mais le couple (R, S) satisfait aux conditions de Ore, 

donc on peut former l'anneau R8 , qui est un anneau de polynômes gauches sur le 

corps k(y) , donc factoriel. R est même intègre et atomiq~e, mais il ne reste 

rien de la factorialité : il existe des éléments avec factorisations complètes à 

nombres de facteurs différents~ Par exemple; on a: 

yxy + y = y( 1 + x:y) = xy2 

et on voit aisément que. x, y, 1 + xy sont des atomes (au moins si la car. de 
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l .• ·Remarques préli mi u aires q 

L·'étude de la structure d'un anneau local arti.nien à-gauche ·A , exposée ~a [1] 

a été réalisée en raisonnant par récur,x-ence sur 11exposant n du radical D et en consi

dérant des involutions 't' _ assujetties à certaines conditions o 

Dans le das ,n = 1 , le théorème 1 de [1] caractérise les groupes G 

qui .eont les groupes multiplicatifs K* d'un co:rps K , par l'existence .d'une 

bijection involutive ,; de H = G - {1} sur lui-même, vérifiant les conditions (1), (2), 

(3) de la propriété 1. 

Ce résultat intéresaant montre néâ.hmoins qu'étant donné un groupe G ~rbitraire, il 

Dlexiste pas nécessairement d'involution ,; vérifiant ces conditions et il S(Œlble 

difficile de pouvoir trouver un critère simple permettant d •assurer qu'il en existe au 

moj,.ns une o . 

De m~me, dans le cas n = 2 · , en se fixant les données du théorème 2, à l 'axception 

de 't' , il n'est pas évident qu'il est p·ossible de trouver au moins une bijection involu

tive 't' vérifiant les conditions (1), (2), (2'), (3), (3') du théorème 2,, 
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En d'autres termes, dans les théorèmes de structure énoncés dans [1], dont les con

ditions ne sont pas nécessairement incompatibles d'après les exemples 1° et 2° , une 

partie des données étant fixée, il n'est pas évident qu'il est possible de la compléter 

de façon à obtenir un ensemble d I éléments caractérisant un anneau local artinien à gauche. 

Pour remédier à cet inconvénient, on sera ~né à décomposer les dollllées en deux 

parties: les données initiales fixées arbitrairement et les données compl~mentaires 

pouvant bénéficier d'un ou de plusieurs degrés de liberté, de telle sorte qu'il soit tou

jours possible de les choisir de façon à cara.ctéria er un anneau local artinitan à gauche. 

Dans ce but, on modifiera d'abord la forme des données et on transformera les condi

tions auxquelles elles sont assujetties pour en dollller une ~nterprétation plus maniable, 

211 Examen des données dans le cas n = 2 o 

Les données du théorème 2· de [1] comportent en particulier le corps résiduel K , 

un espace vectoriel à:gauche non nul D de dimension finie sur K et une injection i 

du corps K dans l·'anneau des endomorphismes ;t (D) de telle sorte que i(l') = e. 
/( 

Ces données signifient que D est un bi-module unitaire sur K (espace vectoriel à 

gauche et à droite sur K tel que (M)µ = À(dµ)] non nul, de~dimension finie comme 

espace vectoriel à gauche sur K • 

Il en résulte que les données du théorème 2 de (1] peuvent gt.re c Jasa ées de la 

façon suivante : 

2-1 - Données initiales 

Un corps K • 

Un bi-module unitaire non nul D sur K qui est un.espace vectoriel à gauche 

de dimension finie sur K , 

2-2 - Données complémentaires: 

(a) Un groupe multiplicatif G. 

Un homomorphisme q> de G sur • J{I) • 

Un isomorphisme <r du groupe multiplicatif H noyau de q> , sur le 

groupe ~ddi tif D • 

(a') Un élément involutif - 1. du centre de · G tel" que <p(-1) = l' • 
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( ~) Une bijection involutive 1: de G-H sur lui-même, vérifiant les oondi

tions ( 1), ( 2), ( 2 1 ), ( 3), ( 3'), de [1] • 

3. Trans·forrnati on des données complémentaires, dans le cas n = 2 , 

3-1 - ·Transformation des données (a) : 

Les données initiales étant fixées, les données (a) caractérisent G comme 

une extension de K* de noyau isomorphe à D • 

D'après la théorie de la cohomologie des grou~s [2], en faisant opérer K* sur 

D par : À. !li d ::: MÀ.-1 , ' il existe une bijection entre l'ensemble des "classes d I exten

sions isomprphes" de K* de noyau isomorphe à D et le second groupe de cohomologie 

H2 (K*, D) , 

Ainsi, les données (a) , définies à un isomorphisme·près respectant les données 

initiales, correspondent exactement aux éléments du groupe H2 (10' , D) • 

De façon précise, TJ E H2 (KI' , D) peut être caractérisé par un 2-cocycle normalisé, 

c'est-à-dire une application f: K* x K* -> D, vérifiant 

(I) "-*f(À.', À.11
) - f(À.À1

, À.11
) + f(À., À.1 11.11

)- f(À., À.1 ) = O. 
0 

avec la condition de normalisation f(l,:1) = 0 qui entraîne f(t., 1)::: f(l, ).1
) = 0 • 

Deux 2-cocycles normalisés caractérisent le même élément ~ E H2 (K*, D) si et seu

lement si ils diffèrent d 1un 2-cobord normalisé, c•est-à.,;..dire d'une application 

ô1h : K* x ~ -> D définie par : 

(II) 
0 

relation dans laquelle h est une 1-cochaine normalisée, c'est-à-dire une application 

h 1 K* -> · D , vérifiant h(l) ::: 0 , 

Pour TJ E H2 (KI'; D) , un représentant de la "classe ·a' extensions isomorphes" associée~ 

est constitué par l'ensemble D x K* , muni de la multiplication définie par: 

(M) (d, À)(d', À.1 ) = (d + M 1 À.-1 + f(À., À 1
) , À.À') , 

0 

Alors, on a: 

cp[(d, )..)] = À ; H = { (d, 1) J et (YI H ...:::_> D est défini par ~(d, 1)] = - d. 
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Soit u la bijection de D x K* sur lui-même définie par u[(d, ;..)] = (dÀ, ï..)v 

Il est facile de vérifier gué u est un isomorphisme de l'ensemble· D x K* , muni de la 

multiplication définie par (M ) , sur l'ensemble D x ~ muni de la multiplication 
0 

définie par : 

relation dans laquelle 1 'application y : ~ x K* -> D , associée à f est définie par 

La condition (I) se traduit alors par la condition & 
0 

(I') Ày(À', -;>,.,") - y(}.).', ï..1") + y(}.., À'/\.") - y(r,.1 ï..') ï..11 = 0 

et la condition f(l, 1) = 0 donne y(l, 1) = 0 qui entraîne y(;.,., 1) =·y(l, ï..1 ) = O • 

De m~me, pour toute 1-cochaine normalisée h, en posant v(}..) = - h(À)À, on voit 

que l'application associée au 2~cobord normalisé o1h est l'application ov caractéri

sée par! 

(rrt) (ov)(t.., 1') = Àv(}..Y) - v(11.ï..') + v(t..)ï..' 

la condition h(l) = 0 se traduisant par v(l) = 0 • 

Il existe une bijection évidente entre l'ensemble des applications y : K* x K* -> D 

et l'ensemble des applications y : K x K -> D qui prolongent y par les conditions 
1 

y (k, 0) = y (o, k') = O • La condition:, (r, âe .. traduit alora:·par).a condition :(I) for-. 
1 1 

!llél:;Lement .analogue.~ obt~ue. en .remplaça.ni . 11., .À',">..!' par. des élément~ quelconques de K 

et y( 1, 1) se traduit par y ( 1, 1) = 0 • 
1 

De même, il existe une bijection évidente entre l'ensemble d.es applicat~ons 

v g K"" -> D et l'ensemble des applications v : K -> D qui prolongent v par la 
1 

condition v (0) et v(l) = 0 se traduit par v (1) = O • 
1 1 

En résumant ces résultats, on obtient donc 

ProEosition 3-1-1- Les données initiales étant fixées, les données (œ) peuvent 

être caractériaées par une application y : K x K -> D vérifiant la condition. 
1 

(I) ky (k' ,k 11
) - y (kk 1 ,k") + y (k k 1k") - y (k k 1 )k" = 0 1 

1 1 1 
1 

1 ' 

et les conditions de normalisation: 
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(I) y (k,O) = y (O,k') = 0 
n 1 1 

y (1,1) = O (qui entraîne y (k,1) = y (1,k') = 0) , 
1 1 1 

Le groupe G est isomorphe au produit D x K* muni de la multiplication 

définie par: 

(M) (d,k)(d' ,k') = (dk1 + kd' - y (k,k'), kk1 ) 
1 

on a cp[(d,k)] ::: k 1 H::: { (d,1) J et o- g H _::> D est défini par o{(d,1)] :::_ - d • 

De plus, on obtient des données ( a) qui se déduisent 1 1 une de 1-'autre par 

un isomorphisme respecta.nt les données initiales si et seulement ai les applications 

y
1 

associées diffèrent d'une application ôv
1 

ca:bactérisée part 

(II) (ôv )(k,k')::: k v (k') - v (kk') + v (k)k' 
1 1 1 1 

relation dans laquelle v ê..st une application de K dans· D vérifiant les condi-
1 

tiona de normalisation 

(II) v(O):::v(l)=Ov 
n 1 1 

Remarque 3-1-2- Lorsqu'on a fixé 1-es données initiales--et les données (a) déter

minées par une application y vérifiant (I) ~t (I) , la structure multiplicative de 
1 · n 

l'anneau A q~e l'on·désire construire est isomor.phe à la structure multiplicati:ve déter-

minée sur D x K par la condition (M) dans laquelle k et k' sont- maintenant des 

éléments quelconques de K [et. non plus seulement· des éléments de K*] • 

3--2- Transformation de la donnée (a') : . 

Proposition 3-2-1- Dans l'énoncé de la proposition 3-1-1, il est possible d'impo

ser à y et à v les conditions de normalisation supplémentaires 
1 1 

(I . ) . y (-1,1) ::: 0 
ne 1 

( II ) v ( -1) ::: 0 • 
ns · 1 

En outre, e Iles entrainent les relations : 

y (-1,k) ::: y (-1,-k) , y (k.,-1) = y (-k,-1) et y (k,-1) = y (-1.,k) 
1 1 1 1 1 1 
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Si K est de caractéristique 2, dans K on a -1 = 1 et les conditiona 

( I ) · et ·( II ) montrent que les rela tians précédentes sont -automatiquerœnt vérifiées. 
n n 

Dans le cas ·contraire, il suffit de remplacer y
1 

par y' = y + ôv 
1 1 1 

l'application 

~- étant choisie de sorte que 
1 

1 
v (-1) = -

2
y (-1,-1) et alors deux applications y' 

1 1 1 

déterminent des données isomorphes si et seulement si elles diffèrent d'une application 

ôv1 pour laquelle v' (-1) = 0 • 
1 1 

La condition (I) entraîne les relations: 

(-l)y (-1,k) - y (-1,k) + y (-1,-k) -- y (-1,-l)k .. = 0 
1 .. 1 1 1 

k y (-1.,-1) - 'Y" (-k,-1) + y (k,1) - y (k.,-1)(~:i:j° = 0 
1 1 1 1 

et compte tenu des relations (I ) et -(I ) , il en résulte 
n na 

y (-1,k) = y (-1., -k) et y (k,-1).= y (-k,-1) 11 

1 1 1 1 

La condition (I) entraîne aussi: 

(-l)y (-k -1) - y (k -1) + v (-1 k) - y (-1 -k)(-1) = 0 
1 ' 1 .,_ • 1 ' 1 ' 

qui, collli?:te tenu des deux relations précédentes, s'écrit aussi: 

2- y (k,-1) = 2 y (-1,k) 
1 1 

et comme K n'est pas de caractéristique 2, il en résulte bien y (k,-1) = y (-1,k) • 
1 1 

[

Corollaire 3-2-2- Les données initiales étant fixées, les données (a) déterminent 

la donnée (a') . 

La candi tion cp( -1) = - l' , montre que dans G , l I élément - 1 doit ~tre 

de la forme ( e;, -1) • La définition de la multiplication dans G entraine 1es relations 

· ( e:,-1) ( d,k) 

( d_,k) ( e,-1) 

= ( sk - d - y (-1.,k), - k) 
1 

( e;,-1) ( e;,-1) = (- e; - e; - y ( -1,-1); 1) 
1 
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C9mme 1-'i.lément neutre de G est naturellement ( 0,1) , il en résulte que pour que 

( e:, -1) soit un élément involutif apparténant · au centre de 3- , il faut et il euffit 

que l'on ait: 

·l· e; .+ € + y 1 (-1, -1) = o 

· rlt - y (-1, k) = ke ... y (k, -1) ·• 
· 1 1 

En choisisaant y
1 

Vfrifiant y
1
(-1, -1) = ·O, la proposition ?-2-l montre ~ue ce 

système admet toujours pour solution e = 0 :et il en résulte que l'élément -l = (0, -1) 
satisfait aux oonditions de la donnée (a') o 

Remarque 3-2-} - Dana la suite, on pourra toujours supposer que.l'application y
1 

caractérisa.IJ,t G, vérifie les conditions de normalisation & 

(N) y (k,O) = y (O,k') -= 0 et y (1,1) = y (-1 1:-.1):: 0 
1 1 . 1 1 

qui entr$en,t ,en particulier les relations 

y (k.,1) = y .(1,k') = 0 et y (k,-1.) .::. y (-1,k) = 0 
1 ·. 1 1 1 . 

et 11exietènce de 1•é1:ément - 1 = (0,-1) qui caractérise la. donnée - (œ') o 

3-3- Transformation de la don.née ( ~) o 

Les données initiales étant fixées et les donn_ées (a) et (a•) ét~t 

déterminées de la maID-:ère indiquée ci-dessus, on a . G = D >< K* ., . A = D >< K · et G-H 

est l'ensemble des couples (d,À) avec d € D , À€ K et i.-/; 0 ., À/. 1 • 

Toute bijection involutive ·~ de G-H sut lui-même se prolonge de façon un1que 

en une bijection involutive.~•· de A sur lui~m3me de façon à ce que les restrictions 

de ~• à H et D se déduisent respectivement de cr et de o-"1 
11 

Lorsque ~ vérifie la doncition (1) , il en résulte que 11~pplication ~• est 

caractérisée par une application .T 1 A= D x K -> D de sorte que pour a = (d,k) € A , 

on ait, 

avec naturellement 

~•[a]= ~•[(d,k)] = (-d.+ T[(d,k)], l ·~ k) 9· 

T[(d,O}] = T[(d,1)] = 0 • 
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Pour deux éléments a= (d,À.) et a' = (d' ,11.') de G-H ['X. -et À.t différents de 

0 et de 1], on posera µ = l - À, µ' = 1 - À' et 

Lorsque aa' € H, on a À.À.9 = 1 et on peut vérifier que la condition (2 1 ) s'écrit: 

À.T[(d'.,À')]+T[(d,À.)]= U(À,À.1 ). 

Comme le second membre de cette relation ne dépend que de ~ , il en résulte que la 

condition (2') implique que T[(d,À)] est indépendant de d v 

La caractérisation atune bijecti.on -r vérifiant (2') se ramène donc à celle d'une 

application -r.1 qui est donc caractérisée par une application t : K -> D , vérifiant 

t(o) = t(l) = 0, de sorte que soit définie par 

Compte tenu de ces remrques, il est facile de vérifier que les conditions (2) et 

(2•) se traduisent alors par la seule re1ation: 

À.t(À.1
) - t(ÀÀ.1 ) + t(À.) + µ- 1t(-.µ- 1À.µ1 ) = U(À,À.1). 

Pour un élément a= (d,k) de A et un élément b= (d',w) de G[w/. o], on posera: 

V(k,w) = w[y (w-1,w) - y (w-1,(1-k)w) - y (w-1,kw)] - [y (1-k,w) + y (k,w)-y (1,c.o)]. 
1 1 1 1 1 1 

Il est facile de vérifier que les cond~tions (3) et (3 1 ) se traduisent alors par la 

relation 

pour k l O. 

On peut remarquer que la condi tien ( 3 1 ) qui correspond à la valeur .. k = 1 est_ tri

vialement vérifiée et que la relation précédente est également vérifiée par k = 0 • 

Enfin, pour que -r soit involutive, il faut et il suffit que t vérifie t(k) = ~(1-k). 

Il en résulte donc la propriété suivante : 

r
Proposition 3-3-1 - L'existence d'une bijection involutive -r de G-H sur lui-même 

vérifiant les conditions (1), (2), (2'), (3), (3') de [1] est équivalente à l'exis

tence· d'une application t: K -> D, vérifiant les oonditions suivantes z 
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(n) t(o) = t(l) = o 
0 

(s) t(k) = t(l-k) 
0 

(a) 11.t(À') - t(11.11.1 ) + t(11.) + µ- 1t(- µ· 1)._µ1 ) = U(Ïl.,11.') 
0 

pour deuri: éléments À et À.1 de K différents de O et de 1 -, avec µ = 1 - l 

et µ' = 1 - À.1 
• 

(d ) oot(w-1kw) -· t(k)w = V(k,w) 
0 

pour deux éléments k et w de K , avec w fa O • 

4" Structure d'un anneau..local artinien à-gauche d'exposant deux •. 

4-1- Formules pour l'addition. 

Les données initiales étant fixées et les donnoos ( a) et (a') étant déter

minées de la manière indiquée ci-dessus, on peut supposer que la donnée (~) est caraEté

:riaée par une application t : K -> D vérifiant les condi tiens de la proposition 3.:. 3-1 . 
1 

On peut alors vérifier que pour deux. éléments a= (d,k) et at = (d' ,k'.) de. A , 

les formules d'addition données dans [1] se traduis,nt par .. la formule uniqu~ : 

(d,k) + (d' ,k') = (d +dt+ v(k,k') , k + k') 

dans laquelle l'application v = K x K -> D est caractérisée par les conditions 

suivantes : 

(v) v(k,k') = 

0 pour k = 0. 

Il en résulte facilement les reJations: 

v(k,O) = v(O,k') = 0, 

On peut également remarquer que réciproquement, v détermine t par la condition 

(t) t(k) = v(l, -k) - y (-1, -k) • 
1 

La proposition 3-2-1 entraîne aussi 

t(k) = v(l, -k) - y (-1, k) • 
1 
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4-2- Compatibilité des données dans le cas n = 2 • 

Les données initiales étant fixées, en supposera que les données (a) et 

(a') sont déterminées de la manière indiquée ci-dessuso 

Un calcul direct donne le résultat suivant: 

Lemme 4-2-1 - Pour toute application t : K : > D ,. l'application v K x K - > D 

associée à t par les conditions (v) vérifie la condition l 

( d ) v(kk ,kk ) - kv(k ,k ) = y (k,k ) + y (k,k ) - y (k,k + k ) • 
1 1 2 1 2 1 ·1 j 2 1 t 2 

De même, en tenant compte de la proposition 3-2-1, des calculs directs entraînent 

les résultats suivants~ 

Proposition 4--'-2-2 - Pour toute application , •. t : K -> D , soit v l K x K .... > D 

l'application associée à t par les conditiens (v) o Alors t 

(1) - La condition (d) est équivalente à la condition! 
0 

(d) v(k k,k k) - v(k ,k )k = y (k ,k) + y (k ,k) - y (k + k, k) 
2 1 2 12 11 12 11 Z 

(2) - La condition (a ) est équivalente à la condition : 
0 . 

(a) v(k' ,k") ... v(k + k~ ,k 11
) + v(k,k' + k") - v(k.,k 1 ) = 0 • 

Théorème 4,-2- - Les données initiales étant fixées et les données (a) et (a') 
étant déterminées par une application y g K x K -> D vérifi,ant la condition (I) 

1 . 

de la proposition 3-1-1 et les conditions de normalisation (N) , l'existence d 1une 

ijection involutive ~ de G-H sur.lui-m~me, vérifiant les conditions (1), (2), 

(2 1 ), (3), (3 1 ) de [1] est équivalente à l'existence d'une application 

y ! K x K -> D vérifiant les conditions suivantes x 
2 

(n) 

(s) 

y (k,O) = y (O,k') = 0 
2 2 

et y (1, -1) = 0 
2 

a) y (k' ,k") - y (k+k 1 ,k") + y (k,kî+k") - y
2
(k,k 1 ) :: 0 

2 2 2 

d ) y (kk ,kk ) <o;> ky (k 1 k ) -= "( (k,k ) + "( (k,k ) .. y (k,_Jt + k ) 
1 2 i 2 212 1 1 1 2 1 fa 

d ) y (k k,k k) ... y (k ,k )k = y (k ,k) + y (k,k) - y (k + k ,k) , 
2 2 1 2 2 1 2· 1 1 1 2 1 1 2 
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De plus, larsque ces conditions sont satisfaites, la struoture de.1 1anneau local 

artinien à gauche d'exposant deux, est déterminée sur 1 1ensemble A = D x K par 

l'addition et la multiplication définies par les formules: 

(A) 

(M) 

( d, k) + ( d' ·, k' ) = ( d + dt + ·{ ( k, kt ) , k + k 1 ) 
2 

(d,k)(d1 ,k') = (dk' + kd' - y (k,k1), kk') " 
1 

Soit t une application de K dans D vérifiant (n ), (a) et (d) o,Les 
0 0 0 

condi tiens ( v) déterminent une application y
2 

de K x K- dans D-·" Il est imnédiat 

que y
2 

vérifie (n) et d'après le lemme 4-2-1. et la proposition 4,,-2-2, il en résulte 

qµ~. y vérifie aussi (a), (d ) et ( d ) • 
2 1 2 

Réciproquement, soit y une application de K ,c. K dans D vérifiant (n), (a), 
2 

( d ) et ( d ) o Soit t l 'applica tian de K dans D aaaociée à y par la c ondi tio:o. 
1 2 ' 2 

(t) , c'est-à-dire par: 

t(k) = y (1 -k) - y (-1 -k) • 
2 J 1 J 

La condition (d) implique: 
2 

y (-k,k) - y (1,-1)(-k) = y (1,-k) + y (-1,-k) - y (O;-k) 
2 2 1 1 1 

et compte tenu de {n) et de la ;proposition 3-2-1, il en résulte 

y ( -1 -k) = y ( -k k) = y ( k -k) 
1 ' 2 ' 2 J 

qui entraine g 

t(k) = y (1,-k) - y (-k,k) • 
2 2 

La condition (a) implique x 

y (-k,k) - y (J....k,k) + y (1,0) .... y (1,.,..k) ::: 0 
2 2 2 2 

et compte tenu de (n) , il en résulte g 

t(k) = y (1,-k) - y (-k,k) .:: - y (1-k,k) fi 
2 · 2 · 2 

Cette relation montre ·que (n) implique que t vérifie . (n ) .., 
0 

Soit v l'application de K x K dans D , associée à t par.la condition (v) • 

D'après (n), pour k = 0, on a v(k,k') = y (k,k') = 0 et pour ~ fi O, on a & 
2 

v(k,k') = y (k,1) + y (k,k"" 1k 1 ) - y (k,l+li.:- 111 ) + ky (1.,k- 1k1) 1 
1 1 1 · 2 
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et la condition (d) implique 
1 . 

y (k,k') - ky (1,k- 1k') = y (k,1) + y (k.,k- 1k') - y (k,l+k- 1k') 
2 2 1 1 1 

~ui_ entrafue donc 

Ainsi, 

et ( d ) • 
0 

v(k;k') = y (k.,k') • 
2 

y coïncide avec v et la proposition 4-2-2 montre que t vérifie (a·) 
2 · · 0 

Il en résulte que les conditions (v) et (t) établissent des bijections réciproques 

entre les applications· t: K -> D vérifiant (n) , (a) et (d) et les applications 
. 0 0 0 

y: K>,<K->D vérifiant (n), (a), (d) et (d) o 
2 1 · 2 . 

Lorsque t et y
2 

sont associées .par cette correspondance, J.a_reJ.ati.on 

t(k) = - y (1-k,k) 
2 

montre que la condition (s) implique la condition (s) . 
0 

Réciproqilement, on a toujours y (-k,k) = y (k,-k) et lorsque k + k' = a/. 0 , 
. 2 2 

en posant k = ak et k' = cxk, la condition (d) implique 
1 2 1 

y (k.,k') - ay (k ,11k ) = y ( a,k ) + y ( cx-,k ) - y ( a k + k ) 
2 212 1 1 1 2 1' 1 2 

et 
y (k' ,k) - a.y (k ,k ) == y ( a.,k ) + y ( a,k ) - y ( a, k + ~ .) 

2 2 2 1· 1 2 1 1 . 1 , 1 

qui entraînent 

y (k,k') - y (kl,k) = cx[y (k ,k) - y (k ,k )] " 
2 2 212 221 

Gomme k + k = 1, on a 
1 2 

y (k ;k ) = y tk ,1-k ) = - t(l-k ) et y (k ,k ) = y (1-k ,k ) = --t;(qéc .. ) 
2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1, 

qui entra1nent 

y (k,k') - y (k' .,.k) = cx[t(k ) - t(l-k ) ] 
2 2 . . 1 1 

et il en résulte que la condition ( s ) implique la condi tian (s) -~ 
0 

D'après la proposition-3-3-1,- l'existence d'une bijection involutive 't de G-H 

sur lui-m~me vérifiant les conditions (1),-_(2), (2'), (3), (Jt) .de [1] est donc bien 
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équivalente à l'existence d'une application y : K x K·-> D vérifiant (n), (s), (a), 
2 

(d,) et (d) et les formules caractérisant l'addition et la multiplicatiowrésultent de 
· 1 2 

ce· · g_ui précède. 

Remarque 4-2-4 - Si l'application y a été choisie de façon à ce g_u1elle soit 
1 

bi-additive, les seconds membres de (d) et Ke (d) sont nuls Bt il en résulte g_ue 
1 2 

1 1application y: identiquement nulle satisfatt aux condi tiona du théorème 4-2-3. Dans 
2 

ce cas il en résulte qu'il nty a pas d'obstruction à ~a détermination d'une donnée(~) 

compatib1e avec les données initiales et les données (a) et (a'),, De plus, la structure 

additive de 1 1anneau A ainsi obtenue, est alor"'s triviale. 

On verra dans la suite ce que signifie cette possibilité., 

5 - Struat.Ure des annèaux lOcaux artiniens à gauche • 

-~l - Rappels sur les extensions spéciales d 1algèbresv 

Soit ~ un anneau commutatif unitaire. 

Soit ~ g E -> .A un homomorphisme surjectif ·de {}-algèbre. 

Si M est le noyau de ~ et si M2 
::: { 0 }, il est. facile de. vérifier que la multiplica

tion dans E induit sur M une structure de A-bimodule. On dit alors que (E; ~) cons-

titue une extension spéciale de la (3-algèbre .A de noyau M. 

Lorsque la (3-algèbre A et le A-bimodule M sont fixés, deux extensions 

spéciales (E,~) et (Et,~•) sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme 

6 -è E -> E' qui induit l'identité sur M et tel que ~ ::: ~1 g 6 , 

D'après la théorie de la cohomologie des algèbres associatives [3] , étant donnés 

1.Dle (,-algèbre A et un A-bimodule M, il existe une correspondance bijective entre 

1 1ensemble des classes d·'équivalence d'extensions spéciales,de la -(3-algèbre Ade 

noyau M et le (3-module H2 (A,M) défini par U. Skukla [3] , qui Bst le second 

module de- cohomologie de A pour M • 

Lemrœ 5-1-1·.,. Etant donnés un anneau commutatif uni ta.ire f3 , une f3-algèbre A 

et un A -bimodule M , lorsque A est j3-projective, toute extension spéciale 

(E,~) de la f3-algèbre A de noyau M est caractéri&ée par une application 

i3-bilinéair e y de .A x A dans M vérifiant 
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(I) 'A,y('A ,"A) - Y\À À ,'A) + y('A ,'A À) - y('A ,/\ )"- = D 
1 2 3 12 3 1 23 1 2 3 

et 

(n ) y(1,1) = 0 • 
1 

L'anneau sous~jacent à la '3-algèbre E est isomor~he à l'anneau défini 

stii' l'ensemble Mx A par l'addition et la multiplication caractérisées par les 

formules 

(m , À ) + (m , À ) = (m .+ m , À + À ) 
11 22 1 2 1 2 

(m,"A) (m,À.)=(m'A +Àm -y(i,'A) À.i~ 
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 ' 1 2· 

et ~ est défini par 

~[m, À.)] = À , 

De plus, deux telles extensions spéciales (E,~) et (E' ,~') caractérisée 

par des applications y et y' sont équivalentes si et seulement si il existe 

une application i,-linéaire h de A dans M telle que h(l):= 0 et vérifiant 

(II) y(À ,"-) - y'(À ,À)= À, h("A) - h("A À)+ h('A )À 
1 2 1 2 2 12 1 2 • 

En posant Ae = A ® f3 A~ , lorsque A est !}-projective, on sait [3] que 

H2 (.A,M) est isomorphe à E x t 2 e(A,M) et aussi au i,-module Hoch2 (.A,M) déterminé 
A 

par la méthode de Hochschild [4] . Le lemme 5-1-1 résulte alors de [3] et de la carac-

térisatio•n des éléments de Hoch2 (A,M) • 

5-2 - Extensions spéciales d'anneaux. 

Définition 5-2-1 - Soit A un anneau unitaire et soit M un A- bimodule. 

Un 2-cocycle de A dans M est un couple g = (y ,Y) constitué par de··__I 
1 2 WCj 

applications y et y de A x A dans M vérifiant : 
1 2 

(n) y (}..,0) = y (O,'A') = 0 
0 2 2 

(s) r/11.,}..') = y
2
(11.',"A) 

(a ) À y (À.' r,.11
) - y (11.'A' 'A") + y ('A,'A'"A'') - y ('A,}..t)}.." = 0 

0 1' 1' 1 1 
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(a) 

9 

Un 2~cocycle g est normalisé s'il vérifie la condition 

(n) y (1,1) = 0 . 
1 1 

Un 2-cobord de A dans M est un couple ôf = (v ,v ) dans lequel les 
1 2 

applications v . et v de 
1 2 

de A dans M vérifiant 

A x A dans 

f(O) = 0, 

M , sont associées à une application f 

par -les conditions .x 

( Ô ) V ( À , r. ) = f ( À + /\. ) - f ( À ) - f( 'A ) 
2 212 1 2 1 2 

Un 2-cobord . ôf est normalisé ai f vérifie la condition 

(n' ) f(l) = 0 , 
1 

Lemme 5-2-2 - Soit A un anneau unitaire (considéré commo Z-algèbre) et soit 

M un A-bimodule. 

Tout élément ?;; € H2 (A,M) peut ~.tre caractérisé par un 2-cocp. normalisé 

g = ( y , y ) de A dans ·M • 
1 2 

De plus; deux 2-cocycles normalisés g et g' caractérisent un même 

élément de H2 (A,M) si et seulement si - g-g' est égal à un 2-cobord normalisé 

ôf de A dans M • 

La caractérisation générale des éléments de H2 (A,~) donnée da.œ [3] , 

montre que lorsque ~ = Z , tout élément ?;; E: H2 
( A,M) est caractérisé par un 

2 ... cocy.cle de A dans M et que deux 2-cocycles caractérisent un m~me éléiœnt 

de H2 (A,M) si et seulement si, ils sont cohomologues, c'est-à-dire s'ils 

diffèrent d'un 2-cobord de A dans M . 

Tout revient à montrer que tout 2~cocycle est cohomologue à un 2-cocycle 

normalisé et que deux 2-cocycles normalisés cohomologues diffèrent d'un 2-cobord norma~ 

lisé, ce qui est facile à vérifier. 
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Lennne 5-2..;.3- Soit ,A un anneau unitaire (oonsidéré comme _2..;..a.J..gèbre) et soit 

M Uii ,A-bimodule q 

11· existe une correspondance bijective entre les éléments c;; E: H2 (A,M) 

et les claBses d'équivalence d'extensions sp~ciales (A,~) de l'anneau A de 

noyau M • 

A un élément è;; € H2 (A,M) qui peut ~tre caractérisé par un 2-cocycle 

normalisé g == ( y , y ) de A dans M , cette corresponoanee- aBBoèie une. exten-
1 2 · 

sion spéciale (A,~) de l'anneau A de noyau M , dans laqueJ.le 11-:-anneau A est 

isomorphe à 1•anneau défini sur l'ensemble Mx A par l'addition et la multipli

cation c~actérisées par-les formules 
I 

(A) (m ,À)+ (m ,À)== (m + m + y(À,À) ' À+ À ) 
1 1 2 2 1 2 2 1 . 2 1 2 

(M) (m ; À ) (m ;r-.. ) ::: (m À. · +· À. m - y (À. ,À. ) , \\). 
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 

et ~ est défini par ~[(m,À.)] == À. , 

En outre, 1 1unité est l'élément 1::: (0,1) et le zéro est l'élément 

o ;:: ( o,o) .. 

La première et Ja · seoonde partie résuitent du lemme 5-2-2 et des résultats de [ 3J. 
La condition (n ) et la condition (a ) entrainent lea relations : 

1 0 

(c) y (À.,1) = y (1,À.1 ) = 0, 
1 1 1 

Jl en résulte que Ï = (0,1) est l'u.nitéo 

La .oondi tion (il ) et J.ea conditions ( d ) et ( d ) entraînent les rela tians 
0 1 2 

La condition (n) montre que O::: (o,o) est le zéro. 
. 0 

5-3- Anneau local artinien à gauche d'exposant deux, 

~héorèrne S-3,-1 - Tout-anneau local artinien à gauche A d'exposant deux est 

!caractérisé par les données suivantes 1 
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(1) Donn.ées initiales - Un corps K 

- Un bimodule unitaire non nul D sur K qui est 

un esiace vectoriel à gauche de dimension finie sur K , 

(2) Donnée complémentaire - Un élément ~ € H2 (K,D) qui peut être carac

térisé par un 2 cocycle normlisé g = ( y , y ) de K dans D • 
1 2 

Ltanneau local artinien à gauche A d'exposant deux caractérisé par ces 

données est isomorphe à l'anneau défini sur 1 1 ensemble D x K par 1 1 addition et 

la multiplication caractérisées par les formules 

(A) 

(M) 

(d ,k) + (d ,k) = (d + d + y (k ,k) ; k + k) 
f 1 2 2 1 2 212 1 2 

(d ,k) (d ,k) = (d k + k d - y (k ,k) , k k) 
1 1 2 2 !2 12 1 1 2 12 

Le radical de A est isomorphe à D et le corps résiduel de A est 

isomorphe à K. 

Tout anneau local artinien à gauche A d'exposant deux détermine des données ini

tiales dans lesquelles K est 1e corps résiduel et D est le radical muni de la struc

ture de K-bimodule induite par la multiplication de A. De plus, en désignant par ~ 

l 'hornomorphisme surjectif canonique de A sur K , le couple (A,~) constitue une exten

sion spéciale de lfanneau K de noyau D ~ Le lemme 5-2-3 montre alors que A déter~ 

mine un élément ~ € H~(K,D) pouvant être caractérisé par un 2-cocycle normalisé 

g = ( Y iY ) de K dans D , et que A possède bien la structure décri te dana le 
1 2 

théorème 5-3-1 • 

Réoiproquanent, les donnéeandu théorème 5-3-1 étant fixées, d'après le lemme 

5-2-3~ elles déterminent une extension spéciale (A,~) de itanneau K de noyau Dy 

dans hquelle l'anneau A est défini sur lîensemble D x K ~ar 11 addition et la mul

tiplication caractérisées par les formules (A) et (M) • Tout revient à montrer que 

l'anneau A est local, artinien à gauchey d'exposant deux, de radical isomorphe à D 

et de corps résiduel isomorphe: à K 9 

Comme Ï = (0,1) est l'unité de A, la formule (M) montre-que tout élément 

(d,k) de A avec k -fi O, est inversible et admet pour inverse l'élérœnt : 
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Leis conditions (n ) et ( c ) montrent alar s que A est un anneau local dont le 
,. 0 { } 2 radical est l'ensemble D x. 0 isomorphe à D et dont le corps résiduel est isomor:phe 

à K. De plus, la structure de K-bimodule sur D x {o} induite par la multiplication 

de A est bien isomorphe à celle de D . 

La condition (c) entraîne la reJation 
2 

(d,k) (d' ,o) = (kd' ,o) 

qui montre que les idéaux à gauche de A sont associés aux sous K-espaces vectèriel 

à gauche de D , Il en résulte que A est artinien à gauche, Enfin, A est d "exposant 

deux puisque b est non nul et vérifie D2 = {o}, ce qui achève la démonstration. 

[
Définition 5-3::2 - Un anneau local A· est dit d'égale caractéristique s 1il a la 

mSme caractéristique que son corps résiduel. 

Corollaire ,5:3-3 - Tout anneau local artinien à .gauche . .A, d'exposant deux et 

d'égale caractéristique; est caractérisé par les données sui van tes : 

(1) Données initiales - Un corps K 

- Un bimodule unitaire non nul D sur K qui est 

un espace vectoriel à gauche de dimension finie sur K, 

( 2) Donnée complémentaire - Un élément ~ € H2 (K,D) 

térisé par un 2-cocycle normalisé de K dans D de la forme 

-dire par une application bi-additive y de K x K dans D 

(I) )-.. y(/1. ,,.._) - y(,._ À ,À) +y(,.._,"' À.) - y(,.._,,.._ )À = 0 
1 2 3 12 3 1 23 1 2 3 

et 

(n ) y(1,1) = 0 , 
1 

qui peut ~tre carac

g = (y,o), c'est-à

'. vérifia.nt : 

L'anneau local artinien à gauche A, d'exposant deux et d'égale carac-. 

téristique, caractérisé par ces données est isomorphe à l'anneau défini sur l'en

semble D x K par l'addition et la multiplication caractérisées par les formules: 

(A') 

(M') 

(d ,k) + (d ,k) = (d + d 
1 1 2 2 1 2 ' 

k + k ) 
1 2 

( d ,k ) ( d ,k ) 
1 1 2 2 

= ( d k + k d - y(k ,k ) , k k ) 
12 12 1 2 12 
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Le radical A est isomorphe à 

à K" 

D et le corps résiduel de A est iso-

Si A est un anneau local de radical D et d'égale caractéristique, et si K 
0 

est le corps premier du corps résiduel K, il est 

L de A · is amorphe à K · par la restriction à L 
0 

imnédiat qu'il existe un sous-corps 

de l'homomorphisme surjectif cane-

nique ~ 1 A -,. K II De plus, comme L est dana le centre de .A , il en résulte que 

A et K sont des K -espaces vectorieJ.3 et aua si de K -algèbre. 
0 0 

Si A est d•exposant deux, il en résulte que 

spéciale de K -algèbre de K de noyau D o Puisque 

conatitue une extension 

K est K -libre, le lemme 5-'l-l 
0 0 

montre qu'il existe une application k -bilinéaire donc bi-addi tive y d-e- K x K dans 
0 

D vérifiant (I) et (n) , de telle 
1 

qorte que A soit isomorphe à 1tanneau décrit 

dans le corollaire 5-3-3 • 

Cette application y détermine un élément ~ € H2 (K;D) 1qui peut ~tre caractérisé 

par un 2-cocycle normalisé de K dans D de la forme x g = (y,O) • 

RéciproqueIIBnt la donnée complémentaire étant déterminée par un 2-cooY:cle norma

lisé de K dans D de la forme g = (y,o) , ataprès le théorème 5--3-1 l'anneau décrit 

dans le corollaire 5-3-3 est un anneau local artinien à gauche d'exposant deux et la 

f!ormule (A1 ) montre que A est d'égale caractéristique, ce qui,achève la démonstration. 

Remargue 5-3-4 - Si d-ans les données ini tialea le corps K- -est supposé de carac

t~ristique nulle, alors le corollaire 5-3-3 caractérise tous les anneaux locaux arti

niens à gauche, de radical D, d 1exposant d~ux et de corps résiduel K ~ 

En effet, tout anneau local de corps résiduel K est alors a·, égale caractéris-

tique11 

5-4- --.Anneau local artinien à 1S8llche11 

Théorème 5-4-1 - Tout anneau local artinien à gélllche A d-1expoaant p , avec 

p ~ n, est caract€risé par les données suivantes: 

(1) Données initiales - Un carps K 

- Un bimodule unitaire non nul ~ sur K qui est 

un espace vectoriel à gai"che de dimension finie sur K , 

- Un anneau local artinien à gauche 

sant q, avec q ~ n-1 et q ~·p, de corps résiduel .K. 

A1 d'expo-
, ' 
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[Si ~, est l'homomorphisme surjectif canonique de At sur K, soit 

le A'-bimodule déduit de /1 par l'extension des scalaires déterminée 

par ~• & At -> K] , 

(2) Donnée complémentaire - Un élément ~ € H2 (A' ,b.( ~,) 

caractérisée par \ll1,. 2~cocycle normalisé g = ( y , y ) de A 1 

1 2 

qui peut être 
( ~') dans /1 • 

L'anneau local artinien à gauche A, d'exposant p, caractérisé par ces 

données est isomorphe à l'anneau défini sur l'ensemble b. x A' par l'addition et 

la multiplication caractérisées par les formules : 

(A) (ô ,at ) + (ô ,a' ) = (ô + ô + y (a' ,a' ) , a' + a' ) 
1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 

(M) ( o a' ) ( o av ) = ( ô • ~•(a' ) + ~, (a' ) . ô - y (a' a' ) a' a' ) . 
1' 1 2' 2 1 2 1 2 1 1' 2 ' 1 2 

Le corps résiduel de A est isomorphe à K, 

Soit A un anneau local artinien à gauche, d'exposant p, avec p, n • 

Si K est le corps résiduel de A et si D est le radical de A, la multipli

cation dans A détermine, par passage au quotient, une structure de K-bimodule uni

taire sur le groupe abélien non nul b. = nP • 1 et 6. est aussi un espace vectoriel à 

gauche de dimension finie sur K ,. 

L'anneau quotient A' = A/b. est local artinien à gauche d'exposant q = p-1,n-l, 

de radical D' = D/t,. et de corps résiduel K. 

Puisque /1
2 

== { O} , le groupe abélien 6. est également muni d'une structure de 

At~bimodule unitaire déduite de la multiplication dans A, mai~ cette structure n'est 
/Al) 

pas quelconque car il est immédiat qu'elle coïncide avec celle du A' -bimodule u "" 

déduit du K-bimodule 6. par l'extension des scalaires déterminée pa.r ~, : A' -> K. 

Ainsi, A détermine un ensemble de données initiales et en désignant par a 

l'homomorphisme surjeétif canonique de A sur A' , le couple (A,a) constitue une 

extension spéciale de l'anneau A' de noyau t,.(P') • Le lemme 5-2-3 montre que A 

détermine un élément ~ € H2 (A',6.(~')) qui peut être caractérisé par un 2-cocycle nor

malisé g = (y ,Y) de A' dans iPt) et que A est isomorphe à l'anneau décrit 
1 2 

dans le théorème 5-4-l • 

Réciproquenent, les données du théorème 5-4-1 étant fixées, d-' après le lemme 

5~2-3 , elles déterminent une extension spéciale (A,cx) de l'anneau A' de noyau 
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t..((3') , dans laquelle 1•anneau A· est défini sur l'ensemble 6. x A' par l'addition et 

la multiplication caractérisées par les formules (A) et (M) ~ 

Si D' est le radical de A' , comme dans la démonstration du théorème 5-3-1 , 

on ~érifie facilement que tout élément (ô,a') de A avec a' i D' (ce qui est équi

valent à pt(a') J 0) est inversible et que l'ensemble D = 6. x D' est 11unique idéal 

maximal de A , qui est donc un anneau local, 

Il est imrrédiat que l'ensemble t,. = t,. x {ü}v est un idéal bilatère de A et que 

~ sont caractérisés .par les sous K-espaces les idéaux à gauche de A 
0 

contenus dans 
0 

vectoriels à gauche de t,.. 

Tout idéal à gauche I de A-- ( qui est donc contenu dans D·;:::; ~->< D'} détermine 

\ill~-idéal à_ gauche a(I) de A' (qui est donc contenu dans D') et un sous K-espace 

vectoriel à gauche a (I) 
0 

de ~ caractérisé par 

Plus généralement, pour tout d I É a( I) 

risée par: 

soit a ,(I) la partie de 6 caracté
d 

ad1 (I) x { dJ = I (\ a· 1 (d 1
) • 

Soit 'Y une application de a(I) dans 6 vérifiant 

î(iD. E: a ,~I) pour. toùt .d! É a(I) . 
d 

Poùt d' É a(I) , la formule (A) et la condition (n ) entra:tnent la relation : 
0 

( ô, 0) + ( 'Y( dt ) , d 1 ) = ( 6 + 'Y ( d ' ) , d ' ) 

qui montre l'équivalence des conditions: 

(ô,O) É I et 

c 1est-à-dire des conditions: 

6 E a (I) 
0 

Puisque 

· et 

a 1 (I) 
d 

( ô + 'Y( d 1 ) , d' ) É I 

(ô+ 'Y(d') E a ,(I). 
d 

, pour tout d 1 É a(I) 

= a ( I) + 'Y( d 1 ) 
0 

, il en résulte les relations: 
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Soient I et J deux idéaux à gauche de A vérifiant : 

I C J • 

On a alors o:(I) C a(J) , a (I) Ca (J)- et aussi 
0 0 

a ,(I) Ca t(J) pour tout d1 € a(I) , 
d. d 

D1après ce qui précède, pour tout df € a(I) , on a g 

a (I) + 'l'(d') 
0 

et 

a t(J) ::: a (J) + l'(dt) 
d o 

puisque 1'( dt) € a 1 ( I) C a t (J) • 
d d 

En particulier, si a (I) ::: a (J) , il en résulte 
0 0 

a 1 (I) = a ,(J) 
d d 

pour tout 

dt € a(I) , et si de plus · a(I) = a(J) , il en résulte I ::: J " 

Ainsi~ pour deux idéaux à gauche I et J de A vérifiant I CJ, la relation 

I ~ J est équivalente aux conditions i 

a(I) = a(J) et a (I) = a (J) " 
0 0 

Ce résultat va permettre de montrer que A est artinien à gauche., En effet, si 

f I } est une sui te décroi-5s-ante d J idéaux à gauche· de A , les a(I -) constituent une l m m -
suite d~croiasante d'idéaux à gauche de A' qui est stationnaire puisque A' est 

artinien à gauches et les a (I ) constituent une suite décroissante de sous K-espaces 
o m 

vectoriels à gauche de Â qui est stationnaire ; il en résulte que pour · m assez grand 

on a a(I) = a(I ) et a (I) = a (I . ) , ce qui entraine I = I ; et montre 
m m+1 o m o m+1 m m1-1 

que A est artinien à gauche" 

Ainsi, A est un anneau local artinien à gauche, de radical D = 6. x Dt et de 

corps résiduel K ~ 

La structure multiplicative du radical D = 6. x D' de A est caractérisée par 

la formule & 

Il en résulte que le produit de m éléments 

fqrme g 

d' ,d' ) o 
1 2 

( ô , dt ) de D ; s.e met sous la. 
2 2 · 
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i=m i::::m-1 
D ( ô .rd' ) 

i=l 2 2 

= (- y ( II dt ,dt ) ~ 
1 i=l 2 m 

) 0 

2 

Puisque D'q :;:; { 0 J , cette formule -et la reJation ( c) mon,trent que si 

q ~-m,-l I le produit de m éléments de D est nul~ Il.en réaulte que le produit de 

q+l éléments de D est nul , ce qui entr&e p ~ q+l ~ n et comme il existe q-1 

éléments de Dt dont le proçluit n1est pas nul, il en est de mgme dans D , ce qui 

ent;ra1ne. q ~ p et achève la·d:érnonstration11 

Remarque 5-4--2 - L~égalité p = q+l .11 équivaut à l'existence atun élément 

ôl € A'i; D,q-l et a•un élément dt€ nt tels que y (ôt,dt) / 0 o 
1 

Sor.ollaire 5=4::3 - Tout anneau local artirtien à ..gauche . .A. .,. d.1axposant p avec 

p ~ n et d'égale caractéristique, -est caractérisé-, -par .. J.aa-. .a.ouuéea suivantes ., 

(1) Données initia.les - Un corps K 

""' Un bimodule uni taire non nul /:J. sur K qui aat 

un espace vectoriel à gauche de dimension finie sur K ~ 

- Un anneau local artinien à gauche A1 , dîexpo

sa.nt q avec q ~ n-1 et q ~ p , de corps résiduel K et di égaJ.e ·ea:ractéris-

tiquev 

(2) Donnée complémentaire - Un élément c:-; € H2 (At,A( ~
1 

)) qui peut Stre 

caractérisé par un ~-Q'aoycle nomaliaé a.e A1 dans A(~}) de la far:me 

g= (y,O), c'est•-à....a.ire par une application bi-a.dditive yde A1 xA- 1 .dans 

/J.( ~î) vérifiant & 

(I) 

et 

(n) y(P,1t) = O 
1 

(1 1 unité de A') ~ 

Lta.nneau local artinien à;gauche A d'exposant p et d'égale caractéris

tique, caractérisé par cea données est isomorphe à l'anneau défini sur 1 1 ensemble 

b. x A-t par l'addition et la. multiplication caractérisées par les formules z 

(A') a' + a' ) 
1 2 

(ô,a 1 ) (o.,a') 
1 1 2 2 

Le corps résiduel de A est isomorphe à K.~ 
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Soit A un anneau local artinien à gauche, dt exposant p av~ p ~ n P et 

dt égale caractéristique, de radical D et de corps résiduel K 9 Avec les notations 

précédentes, il est immédiat que A•= A/Â est aussi d'égale car-act€ristique et si K
0 

est le trorps premier de K , comme dans le début de la démonatration du corollaire 

~►-3 1 il est facile de voir que les homomorphismes surjectifs canoniques 

~!A--> A' ::: A/A et ~• : A' --> Af/D' = A/D-= K , sont des homomorphismes de 

K -espace vectoriel et aussi de K -algèbre. 
0 0 

Il en résulte que (A,a) constitue une 

dè noyau b. ( ~î) 11 Puisque A' -e-st K .:..libre 0 , 

application K -biléna.ire,; 
. 0 

donc bi-additive, 

extension a pé c.iale .. -de _J.a..,-K. -algèbre A' 
0 

le lemme 5-1-.l --.montre qu I il existe une 

y de At x A' -dan& ô(~') vérifia.nt (I) 
et (n

1
) , de ~ile sorte que A soit i-somorphe à Panneau oocri t dans le corollaire 

~3,, 

Cette application y clé termine un élé:œnt ;;; € Hi 1\' À ( ~• ) ) qui peut ~tre 

caractérisé par un 2-cocycle normalisé de A' ?,ans b. ê' J - de la. forme g = ( y.,.o) • 

Réciproquement,. la donnée complémentaire du corollaire 5-4,-3 étant déterminée 

par un 2-cocycle normalisé de A' dans ô ( ~•) de la forme g ::; ( y,O) > d'après le 

théorème 5-4-1, 1 1 anneau décrit dans le corollaire 5-4-3 est un anneau local artinien 

à gauche, d'exposant p av~c p ~ n et la formule (A') montre qu6 A est d'éti!le 

caractéristique, ce qui achève la démonstrationg 

Remarque 5,.,.,4-J+ - Si d-ans les données initiales le cor-ps . .K est supposé de 

-oa.raotéristique nulle, alors le corollaire 5-4-3 caractérise tous les annea.ux locaux 

artiniens à gauche, dtexposant p avec p ~ n et de corps résiduel Ko 

En ef:f'eti tout anneau local de carps résiduel K est alors d'égale caractéris

tique!! 

_5-;,5· -, R-emarg_ue s di verses., 

5-5-1 - Sur le cas commutatif. 

Pour obtenir les caractéristiques des anneaux locaux artiniens à ganohe 

oonnnutatifa, il suffit, dans les énoncés précédents, d'imposer les conditions supplé

mentaires sui vantes : K es·t un corps commutatif, D ou ô sont des K-espaces vecto

riels, A' est commutatif et y
1 

ou y sont symétriques, 
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5-5-2 - Sur les exemples de [l]. 

Le premier exemple de [1] est obtenu à partir du théorème 5-3-1 en utili

sant un corps commutatif K, un espace vectoriel D de dimension une sur K et les 

applications y
1 

et y
2 

identiquanent nulles. 

Le seoond exemple de [1] est obtenu à partir du théorème 5-3-l en utilisant le 

corps K = Œ: , le K-bimodule unitaire D constitué paF œ sur lequel «: opère à 
gauche par multiplication et à droit.e par l'intermédiaire. da H·automorphisme de conju
gaison et les applications y et y identiquement nulles. 

1 2 

5-5-3 - Sur les problèmes. de [l]. 

1) La première partie du premier problème n'a pas été examinée. Par 

contre, dans le cas n = 2, l'indépendance des axiomes (1), (2), (2'),· (3), (3') de 

[l], a été mise en é~idence par l tétude · qui en a été donnée da.na les propositions 

3-3-l et 4-2-2 et le théorème 4.:..2-3 dans lequel (a) traduit l 1associativi té de 

1taddition et (d) et (d) la distribu.tivité à gauche et à droite de la multiplica-
1 2 

tien par rapport à 1 1additionu 

2) Le second problème demande des exemples d 1a.nneaux locaux artiniens 

à gauche, non commutatifs. Les théorèmes 5-3-1 et 5-4-1 donnent des méthodes de cons

truction, On va se limiter à montrer que pour tout entier n iil 2, il existe au moins 

un anneau local artinien à gauche A, non commutatif et d'exposant n. 

En effet, pour tout corps K possèdant un automorphisme J différent de l'iden

tité (par exemple K = t) , en posant I = [O, n-1], on.peut vérifier qu'on obtient un 

tel anneau A en défi~issant sur K1 , une addition et une multiplication caractérisées 

par les conditions suivantes i 

- 11addition est celle de l'espace vectoriel r 
- la multiplication associe à deux éléments 

y= (y,) dont les composants sont données par : 

y = i a: i( ~ ) 
K k . . i 1' = 1+J 

a = ( a. ) et ~ = ( ~, ) un élément 
l, 1' 

3) Le troisième problème n'a pas été traité sous sa forme initiale, 

mais le théorème 5-ll--1 montre que dans la caractérisation des anneaux locaux artiniena 

à gauche, les A'-modules à gauche de type fini qui interviennent, se déduisent en fait, 

par extension des scalaires, à partir de bi-modules unitaires sur un corps K. Quant 

à l'étude des homomorphismes i de A dans ,;/;A(D) , leur interprétation à l'aide de 
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la notion de bi-module, montre égaJe ment que pour la construction d'anneaux locaux 

artiniena à gauche, il convient surtout d'étudier les K-modules unitaires. Dana le 

cas général, lorsque D ou Â sont de dimension m à gauche sur K, on est amené 

à étudier des systèmes de mi applications additives de K dans K, assujetties à 

certaines conditions. Lorsque m = 1 , on voit que D ou A est constitué par K 

sur Je quel K opère à gauche par multiplication et à droite par l1interméd.:iaire d'un 

automorphisme de K. 
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- LE PROBLEME DES DIMENSIONS POUR LES CORPS NON 
COMfllUTATIFS -

1. Le problème est le suivant : K et k sont des corps et k est contenu 

dans K qui est dès lors un vectoriel à gauche et à droite sur k; les di-

mensions à gauche et à droite 

égales ? 

[K: k]g et [K: k]d sont-elles toujours 

La réponse est due à F.M. COHN [2] et est non. 

Le seul but de ce texte est de décrire, suivant CORN, la "construc-

tian" d'un couple k c K tel que 

Nous ne démontrons rien du tout. Une bibliographie com~lète du sujet 

(y compris des conditions suffisantes sous lesquelles les dimensions sont 

égales) se trouve dans [3] . 
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2. Préliminaires. 

2.1. Z est l'anneau des entiers rationnels, Une valuation d'un 

anneau A est une application v : A - Z U {=} telle que : 

on pose 

dire 

(1) v(x) = = Si X = Ü 

(2) v(xy) = v(x) + v(y) 

(3) v(x-y)~min {v(x),v(y).} 

Soit A un anneau et v une valuation de A, pour tout n E Z 

Les A sont des sous-groupes de A , 
Il 

A ::> A 
Il - n+1 

u 
Il E z 

n 
n E Z 

A = A 
n 

A = l ol 
Il 

A A c A 
n m ~ n+m 

Si a E A et a E A 
n n m m 

a a + A 
n m n+m+1 

alors 

qui filtrent A, c'est-à-

ne dépend que de a + A 
n n+1 

et de a + A . Nous pouvons donc poser 
m m+1 

(a + A ) • (a + A ) = a a + A 
n n+1 m m+l n m n+m+1 

En étendant cette loi par distributivité à la somme directe G(v) 
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des groupes quotients A /A on érige G(v) 
n n+.1 ' 

en un anneau, 

Cet anneau est appelé anneau gradué de v , il ne contient pas de 

diviseurs de zéro (A non plus). 

2,2, On sait (Ore) qu'un anneau A admet un corps de fractions 

à droite si il satisfait aux deux conditions 

01 A1 de dïviseurs de zéro, 

02 deux éléments non nuls de A ont toujours un multi-

ple commun à droite dans A . 

2.3. P.M. COHN a démontré [1} le 

Théorème: Si A est un anneau et v une valuation de A telle 

que G(v) satisfasse à la condition o
2 

, alors il existe un 

corps D qui contient A. 

Remarque : D n'est en général pas un corps de fractions de A (à 

moins que A ne satisfasse lui-même à o
2

) mais on peut prolonger v à D 

et tout élément de D est la limite (pour v) d'une suite d'éléments 

-1 
ab avec a et b E A: pour tout x ED , il existe des a et des 
n n n n n 

b dans A tels que si n -,oo, alor~ v(x 
n 

3, Les corps de COHN. 

F est un corps commutatif et 

B = { a; bo, b1, 0 0 • } . 

A est l'algèbre libre' associative 

-1) a b -> oo • 
n n 

engendrée par B sur F . 
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S est l'endomorphisme de A tel que 

s 
a = - a et 

pour tout i . 

w(B) est l'ensemble des mots associatifs en les éléments de B. 

On pose : a < b 
O 

< b 
1 

< •.• et on ordoIL~e w(B) lexicographi-

quement. Donc deux mots sont comparables, sauf si l'un est l'origine de l'autre. 

Définition : Le mot u E W(B) est dit régulier sï il est dans B, 

ou, pour toute décomposition propre a : 

Exemples ; 

1) le mot est régulier, car les décompositions pro-

2) le mot aa n'est pas régulier. 

Remarque u
2
u < u n'implique pas 1 . 

mais b a I b 0 ,.. 0 

Maintenant on ordonne totalement les mots réguliers en posant 

si u et v sont régulier.e et u = vv 
1 

alors : 

U ( V 
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CHIRCHOV a démontré [ 4] que pour tout -mot régulier u , il existe 

une et une seule manière de mettre des parenthèses pour en faire un mot non 

associatif (u) tel que : 

(*) si u E B , alors (u) = u 

(**) si (u) = ((v)(w)) , alors v et w sont réguliers 

Exemple si 

Pour tout mot régulier u , on va définir [u] E A par induction 

comme suit : 

1) si u € B , alors [u] = u 

2) si u i B et si les [y] sont définis par les mots de lon

gueur < t(u) , alors soit 

(u) = ((v)(w)) • 

Si w ~a, on définit 

et si w = a , 

[u] = [v] [w] - [w] [v] 

s [u] = [v]a - a[v] . 

Les [u] sont appelés produits basiques, l'ensemble des produits 

basiques est noté U. 
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Solution: on sait que: 

(b b a)= b (b a) . 
0 0 0 0 

Il découle de la définition des crocliets que 

par définition de S. 

Donc : 

= b b a - b ab - b ab - ab b 
00 0 1 0 0 10 

On ordonne U par l'ordre sur les mots réguliers, et on démontre 

que l~s produits 

[u1] [u2] 0 • e 0 [u] r 

où [u.] E u et [ u1] < ••• < [.u ] 
l r 

forment une base de A • 

Remarque si dans cette construction on remplace S par la trans-

formation identique, les produits basiques forment une base de l'algèbre de 

LIE de A. Nous allons munir A d'une valuation v: 

si [u] E U , on pose 

v([u]) = ,e(u) -

si p = [ u1] ... [u] , on pose 
s 

v(p) 
s 

v[ u.] = i: 
i=1 

1 

et si 

f =}:; pa 
' 

où a E F , 
p p 

alors 
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On démontre que v ainsi défini est effectivement une valuation 

de A et que l'anneau gradué G(v) satisfait à o
2 

(on peut décrire G(v) 

comme suit : soit et R = F[U] , l'anneau des polynômes 
1 

commutatifs en sur F. Dès lors G(v) est à un isomorphisme près 

l'anneau R[a, s] des polynômes en a à coefficients dans R , la mul-

tiplication satisfaisant à: 

·S ra = ar pour tout r E R ) • 

D'après le théorème de plongement de P.M. COHN (2.3.), A est 

contenu dans un corps V· (s joue un rôle : V est complet pour une 

valuation qui prolonge v , la.quelle est construite à partir des produits 

bastques •qui font intervenir S dans leur défini tian). 

K est le sous-corps de V engendré par B (le théorème de pro

longement n'affirme pas que A engendre algébriquement V). 

mais 

k est le sous-corps de K engendré par a2 et u
1
( = U, {a}) . 

On a 

[K : k] > 2 . 
g 

Si l'on peut démontrer l'existence d'un surcorps de K qui soit 

galoisien [4, chap. VII] sur k , alors on aura démontré [même référence] 

que: [K: k] = oo • 
g 
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