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INTRODUCTION

D. DACUNHA~CASTELLE.

I. LES FONDEMENTS PROBABILISTES DE LA THEORIE DES GRANDES DEVIATIONS.

La théorie des grandes déviations (grands écarts) concerne la loi faible
des grands nombres. Si Xl”'xn est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, équidistribuées, d'espérance EX = 0, et si Sn = Xl+...+Xn , la loi fai-
ble des grands nombres assure de la convergence vers 0 de ?? (en probabilité).

Pour préciser cette convergence, on dispose d'abord du théoréme de limite centrale

S
qui étudie la convergence de Jé% . Soit a> 0, on obtient :
P (Sn > [fmga)~1-2¢ (a)

oi ¢ est la répartition de la loi normale

S

et 02 = EXZ. Au lieu d'étudier le grossissement /n de ?? , on peut &tudier

les grandes déviations sans grossissement, & savoir P (Sn > na). Ces grandes

déviations sont rares et le premier résultat sera que

P (S_ > na) ~ e h(a) (1) ,

oi h est une fonction convenable.
De maniére générale, on peut &tudier P (Sn > Bn a).

Bn = 0 (//n) donne le théoréme de limite centrale et Bn =0 (n) les

grandes déviations. Entre les deux ,/1m = o (Bn) et Bh = o (n), on trouve la

. e . . s eqe, - 1
théorie des moyennes déviations, qui conduit 2 des probabilités de 1l'ordre de —a—
n

pour des & convenables, a > 0, dans certains cas.



Bien entendu, 1l'ensemble de ces théordmes ne valent que sur des hypothé~
ses convenables sur -la queue des distributions des X. Trés grossidrement la loi
des grands nombres demande E le < 0., le théoréme limite centrale E X2 < o
et les résultats de grandes déviations E exp tX < oo pour des t > 0.. Si.les
premiers résultats sur les grandes déviations sont dus 5 KHINCHINE [ 6], puis avant-
guerre par exemple d CRAMER [ 3] ils ont pris sous 1l'influence des statisticiens
le nom générique de formules de Chernoff [2]. En fait, on trouve d'abord des

-nh(a) qui dans les cas

majorations exponentielles du type P (Sn > na) = e
simples sont des applications directes d'une formule de Markov;Tchebychev. La
minoration, méme dans le cas &lémentaire que nous venons d'introduire, a une dé-
monstration intéressante en soi. Elle est une conséquence directe de la loi

S : oL :
faible des grands nombres, appliquée 3 :?- , non pour la probabilité initiale as-

sociée a la loi dF des X, mais pour une nouvelle probabilité Pa obtenue en

dF tx
remplagant dF par dFa’ avec _E% (x) = %TE) » ol t est choisi tel que
)
I X dFa (x) = a, soit 28?%§l =a si ¢ (t) =E exp tX .

Ce recentrage de la probabilité permet d'appliquer un théoréme ergodi-

que, ici la loi faible ordinaire. Cette idée sera essentielle.

Le chapitre I, élémentaire, souligne que pour qu'une suite Zn de loi
P satisfasse 3 la formule (1), il suffit que la transformée de Laplace §n de
P existe sur un intervalle contenant O et qu'elle ait un comportement ergodi-
que du type % log én (t) = L (t). Cette convergence assure la loi faible des

grands nombres pour les dPn a obtenues par recentrage. On a aussi le théoréme
ity

limite centrale pour les Pn a qui donne d'ailleurs un développement plus précis
’

que (1).

La technique utilisée pour obtenir (1) est voisine de celle utilisée
par exemple par LINNIK et FELLER [ 5] pour obtenir des formules de moyennes dévia-
tions mais aussi des techniques utilisées pour obtenir des développements affi-

nant le théoréme de limite centrale, comme les techniques de point de selle.

Intuitivement, si 1l'on interpréte les X. comme des variables 3 valeur
P i



mesure (masses de Dirac) plutdt que comme des réels, on est amené 3 étudier, non

S -

pas 7? mais Fn = 0y +...+ 0, ), répartition empirique. On sait que cette

1
n X X

1 n
répartition converge (loi faible) et qu'elle satisfait au théoréme de GLIVENKO-
CANTELLI (convergence de / n sup an(x) -'F(x)x qui est 1'analogue du théora-

X

me de limite centrale. Il est donc raisonnable d'essayer d'obtenir des équiva-
lents pour P (Fn € B) ol B .est un ensemble exceptionnel ou trés rare pour

-~

Fn’ BC (P(R) , ensemble des probabilités sur R . La formule (1) 8quivaut 3

P (En € B) ~ e o h(a) avec

B{G € P(R); J x d6 > a}

De maniére générale, on cherchera des formules du type

P (En (B)) ~e @ I(B) (2)

mais de telles formules ne vont exister que pour des ensembles bien particuliers;

par contre, ouverts et fermés conduiront & des inégalités.

Les formules (2) ont un sens pour des variables 3 valeurs dans des es-
paces trés généraux. Le cadre agréable est celui des polonais, &tendu pour les
nécessités au cas Souslinien.

Les formules (1) ont un sens pour des variables & valeurs dans un espace
vectoriel. Le cas étudié sera celui des Banach séparables. Dans tous les cas,

. P ' ' . s o K
ce qui est décisif c'est 1l'extension & R des formules (1) et (2). (Pour les
polonais on se raménera 3 ce cas, en considérant des ensembles convexes, des

techniques de séparation et de projection).

Une notion apparait tout de suite comme centrale dans la théorie, c'est

celle d'informationg de Kullback, avec ses différentes formulations.

Rappelons que si P et Q sont deux probabilités, on définit I (P,Q)

par



_ dP
I (P,Q = Ep log aq
_ , dp
= [ (log wQ 9P

lorsque cette quantité a un sens, et + @ si elle n'en a pas.

I a les propriétés fondamentales bien connues d'une information. En
particulier elle diminue par image. De plus elle est convexe et s.c.i. par rap-

port & 1'argument P (et pour la convergence &troite).

Dans la démonstration €lémentaire de (1), on introduit la fonction h
définie par
hy (a) = sup (ta - log ¢ (t)) 3
t
Cette fonction dite transformée de Cramer de F (qu'elle permet de re-
trouver), est donc la duale ,au sens de Young-Orlicz de l'analyse convexe  de
la fonction 1log ¢ (t). Son lien avec l'information, connu depuis longtemps,
se traduit par la formule
hF (a) = inf I (G, F) (4)
: {aG, fx d G(x)=a}
Cette formule est un outil technique décisif. Elle permet d'abord d'uti-

liser (4) pour définir l'exposant h (B) qui sera naturel pour les extensions (2)

.de (1), on posera

hy (B) = inf I (G, F) (5)
GEB
hF (B) sera donc l'exposant mesurant la rareté de l'ensemble B par rapport 3 un
échantillonnage gn de F. (5) a donc un sens sur un espace abstrait quelconque.
La formule d'analyse convexe (3) s'étend elle au cas d'un Banach séparable E, en
supposant que dF (t) = EF exp t X, < © . On peut poser alors :
hF (a) = esZpE* <9,a> - log EF exp < 9,X >) (6)

(6) permet d'étendre (4) au cas d'un Banach,



Le chapitre III fait une &étude détaillée des ré&sultats concernant les
cas Banach séparable et polonais (les principaux résultats sont dus 3 DONSKER et

VARADHAN ). On obtient essentiellement

S
. 1 . .
(7) lim sup E-log PF ( 7? € B). = - inf hF (B) sl B est fermé
. 1 Sn . .
(8) lim sup Py log PF ( - € B) = -~ inf hF (B) si B est ouvert
(cas Banach)
et (9) lim sup l-log P, (F_&€B)==-inf I (A,F) B fermé de ¥ (E)
n F n
AEB
(10) lim sup — log P, (F_ € B) = - inf I (A,F) B ouvert de @ (E),
n F n A € B

(cas polonais) .

Dans la pratique statistique, il est intéressant de savoir si des en-
sembles B particuliers sont de bons ensembles, i savoir qu'ils réalisent 3 1la
fois (9) et (10). Un cas utile pour 1'étude des tests de Kolmogorov-Smirnov est

celui ol 1l'on a
B={G, T (G) > a}

oi T est une fonctionnelle uniformément continue sur‘ & (R), munie de la dis-
tance de * (G,G') = ”G—G'Hoo . Lorsque F est continue, ce type de résultats
a été 1'objet d'efforts importants. Le passage (élémentaire et direct) du cas
polonais au cas soulinien donne ce type de résultat » en conclusion du chapitre

III, sans effort notable.

Le cadre probabiliste génédral est done fixé par le chapitre III, avec
trois notions essentielles : information de Kullback, transformée de Cramer et

changement de probabilité privilégié recentrant le probléme.

Les développements probabilistes sont extrémement nombreux et touchent
tous les types de proceséus aléatoires sans exception (processus de Markov
ponctuels, gaussiens, etc...). Dans ce séminaire ne sont traités que des problé-
mes bien particuliers, portant sur des ensembles B trés précis et choisis en
vue d'applications statistiques. Cependant, les deux chapitres qui y sont consa-

crés présentent les techniques essentielles. Pour le reste nous renvoyons a Lo]



un cours de R. AZENCOTT sur des aspects probabilistes essentiels.

Le chapitre IV, 3 partir d'idées de Borovkov, étudie les probabilités
de certaines grandes déviations des marches aléatoires. Considérant la marche
Sn = Xl+"'+xn introduite plus haut, on définit une suite de processus i valeurs

sur Co (0,1) en posant

S
k - k - < -
s (H) == , I=k=n H S, ()] o ,
et s (t) étant obtenue i partir de s, (E) par interpolation

linéaire.
Les ensembles B auxquels on s'intéresse sont du type suivant. Soit

g (t) une fonction sur (0,1), on étudie

B={f¢€ Co 0,1 , 3t avec f (t) =z g (t)}

(Sn € B) est donc 1'événement : franchissement par la marche aléatoire Sn de la

barriére B . Une variante est le non-franchissement d'une barriére, soit :
B={f€cC, (0,), V&, £ (t)<g ()}

Bien entendu, il faut que g satisfasse des conditions particuliéres

pour que B conduise 3 un événement exceptionnel. Pour le franchissement, il
S

faut qu'il existe des t tels que §E£El- > EX , ceci puisque EESEL =~ -&5'
S
et que T?' - EX .

i3

Si f est presque partout dérivable, on définit W par

1
W(E) = [ h(f' (v)) dt (11)

(o}

(quelquefois linée i la notion d'intégrale d'action).

W joue pour ces problémes de suite de marches le r6le de la transformée
de Cramer (de l'information), Par passage 3 la limite, 3 partir de la suite des
problémes discrets associés & chaque n , on obtient des résultats du type sui-

vant, si EX =0 ,



- W (B) (12)

Y

—

P

=]
|

log P

lim = F (sn € G)

A

- W (B) (13)

—d

[N

g
|

log P (s € 6)

o

si B est un borélien de C (0,1), d'intérieur G et de fermeture G, et

W (B) = inf W (£)
{ £€6,£(0)=0)}

Les démonstrations faites pour obtenir (12) et (13) valent pour les moyen-

nes déviations, & condition de poser

ko . Sk x(n) _, 4 x(n)
n 'n x(n

s @ % % ,

et W par Wo associée @

8=

et de remplacer dans (12) et (13),
x° (n)

ar
P 2
2
t
5 ) -

la loi normale (c'est?é—dire a h(t)

Cette premi&re partie du chapitre IV introduit donc une technique géné-
rale de passage du discret au continu. La deuxidme partie vise 3 calculer expli~
citement W(B) lorsque B correspond & un franchissement (ou & un non fran-

chissement de frontiére). On trouve par exemple pour le franchissement : s'il
g (t)
0

t
o)

existe t, tel que < ess sup X

W) = infun (B2,
u
La remarque suivante semble avoir des incidences, qui ne sont pas encore
suffisamment explorées, dans de nombreux problémes tant mathématiques que direc-
tement appliqués : s'il existe un u unique réalisant inf u h ( gégl ) , alors
on obtient une information décisive sur la fagon dont s'effectue le franchisse-

ment lorsque celui-ci a lieu. A savoir : conditionnellement au franchissement
u
glu )

de la frontiére g, 1la fonction inf (t, uo) est la trajectoire la plus

[0}
probable.

Dans certains problémes, il y a donc une distribution conditionnelle
trés "pointue" sur 1'ensemble des trajectoires franchissant une frontiére (cet
ensemble &tant de probabilité trés petite). Des développements du méme ordre
peuvent &tre faits pour le méme franchissement d'une frontiére, ou le non é&chap-

pement d'un tube.
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Le chapitre VI abord 1l'extension des formules (1) et (2) au cas d'une
chaine de Markov, contrdlée ou non. Soit Xl...Xn, ... une telle chaine, d'es-
pace d'états (E, g ), polonais en général, et d'espace d'actions (A,-é). La

chalne est caractérisée par la transition sous contrdle © (x,a,dy) et 1l'on dé-

finit la fonction empirique des observations et des contrdles par

- n
Lm0 O A R
oli A, est le jeme contrdle.

J

Si A est une probabilité sur E A E, on appellera A sa premidre
X X

marginale sur E, X] @ s sa marginale sur E A (s est donc une transition de
x

E dans A), et 1'on s'intéressera 3 1'information de A par rapport 3

-

X1 ® s @7 , qui mesurera bien 1'écart en situations initiales kl,s de A 2

Ta chaine.

On pose donc I (A\) =1 (A, AM@®s®m

inf T (\) ,
AEB

B étant un ensemble de probabilités sur Ex A,x E.

[}

et I (B)

Le premier résultat obtenu au chapitre VI concernant les chaines contrd-
lées est une majoration. On a

im — log sup P6 (F ¢€K) =1 (K
Xx °'n
n x,90

K compact, x valeur initiale de la chaine et P6 probabilité associée 3 la
stratégie de contrdle O . Ce résultat uniforme par rapport 3 & n'a rien de
trés surprenant, et vaut dans toutes les situations probabilistes connues. Mais
il nécessite un certain travail technique. La situation est affinée dans le cas
non contrdlé. On peut alors (plus facilement) obtenir une formule (2), en défi-
nissant un changement de probabilité convenable pour rendre la chaine récurrente
(ce qui remplace le simple centrage dans le cas des marches aléatoires, qui est
lui aussi 1'opération nécessaire pour rendre la marche récurrente). Une fois la

chalne récurrente, on peut appliquer un théoréme ergodique et obtenir (2) et des
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variantes fortes de (1). La nouvelle probabilité est construite i partir de 1'in-

formation de la manidre qui suit.

Soit a € §>(E) ensemble des probabilités sur E, A € 9(E x E). On

dira que A € ?2 (@) si les deux marginales de A valent o . Posons alors

I @ = inf{I ), r»€®2 @)
avec I (A\) =F (A, a Q).

Si @ est Tm-invariante, Q@ € 92 (@) est donc Il @) =0, 11
est donc naturel d'étudier la mesure A qui réalise I1 (@), si elle existe.
Moyennant de faibles hypothéses topologiques et sur T (type transition felle-
rienne), on montre qu'il existe une telle A , qui s'écrit donc A =a @T,
oi T est une transition de E dans E, telle que o =a (donc « est une pro-
babilité invariante pour la chaine de transition W ). Mais surtout on montre
que T est récurrente (récurrente positive au sens de Harris). Et elle définit
le changement de probabilité adéquat. Si les @ (x,.) sont toutes &quivalentes
on obtient les formules (9) et (10) pour une chaine de Markov. Diverses varian=-
tes peuvent &tre développées, y compris en direction de la transformée de Cramer.
L'étudg du cas des chaines de Markov permet de mieux comprendre encore les liens

entre les notions fondamentales introduites plus haut.
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II. AQUELQUES APPLICATIONS DE LA THEORIE DES GRANDES DEVIATIONS.

A) Applications a la statistique.

La premiére application, qui conditionne toutes les autres, concerne les
tests de vraisemblance et d'abord le test de Neyman-Pearson de deux hypothéses

simples Po et P] .

Considérons d'abord le cas d'un échantillon ordinaire Xl"'xn et fai-
- & n - ®n .
sons le test de Fo contre FI (Po F° . P1 F] ). Soit f° et fl
les densités de Fo et F1 par rapport 3 une mesure dominante, et soit

E (&)

L(X],..., Xn)= log -f—m-
o 3

nMg

j=1

, dp
le logarithme du rapport de vraisemblance 3 Le test de Neyman-Pearson

a une région de rejet de Fo du type (Ln > na), de niveau @ = PO (Ln > né)
et de probabilité de fausse alarme 3n = Pl (Ln = na). Lorsque le seuil a est
fixé, on voit d'aprés la formule (1), que 1l'on a sensiblement, pour a convena-

ble,

Q e—nh(a)
n

h étant la transformée de Cramer duale de log ¢ (t), ol

£

1
¢ (t) = E; exp t log '
) o

[t g

! "o
¢ (t) est donc directement liée 3 la transformée d'Hellinger de Fo et Fl'
Les dérivées de ¢ ent = 0 et t =1 valent respectivement - I (Fo’ Fl) et

I (F Fo)' En appliquant toujours (1), pour a fixé, on obtiendra des proba-

-n

]’

bilités de fausse alarme 5n4~ e ol 2 se calcule en fonction de h et a.

Les liens entre a,3,a sont précisés au chapitre II, application directe du
chapitre I.
Le calcul est fait aussi pour le cas du test entre deux processus gaus-—

siens stationnaires (afin de justifier une formule utilis&e en théorie du signal

de maniére approchée). L'extension naturelle de ces résultats concerne les



tests de vraisemblance traités par BROWN, puis BIRGE, résultats exposés au sémi-

naire, mais rédigés par ailleurs et & paraltre.

Si @o et @] sont les hypothéses 5{tester_'@o L @1 = 9, ensemble des
paramétres, les tests de vraisemblance sont fondés sur une région de rejet du

type (Tn > na) oi

sup U (X,...X, 3)
g € @] n 1 n
Tn = sup Un (X]...X , 9)
0 € @o

oi U (X,...X, 0) est la vraisemblance sous P de X ...X .
n 1 n , 8 i n

L'optimalité, au sens de la théorie classique (par exemple de la théorie
de la contiguité) des tests de vraisemblance est difficile 3 obtenir (bien que
récemment on ait commencé 3 avoir des indications). Par contre la théorie des
grandes déviations permet de démontrer cette optimalité, de maniére naturelle,
mais pour une suite de niveaux exponentiels (ou suivant le résultat de BAHADUR
exposé plus loin). En dehors des &tudes générales, signalées plus haut, de
nombreux travaux récents ont &té faits, y compris dans le cadre sé&quentiel, ol
le point de vue grandes déviations est le seul opérationnel 3 ce jour. Ces &tu-
des sont menées aux chapitres VII et VIII dans le cadre des chalnes de Markov.
Les formules du type (2) permettent d'obtenir une régle d'arrét asymptotiquement
la plus économique (au sens de la moyenne).Les tests séquentiels utilisés ici
sont des tests de vraisemblance et les temps d'arr@t sont construits a partir
d'estimateurs du maximum de vraisemblance (ou du maximum de contraste). Les
solutions asymptotiques obtenues rejoignent beaucoup de procédures empiriques
utilisées dans la pratique. Notons que, des méthodes analogues peuvent &tre
développées pour toute classe deproblémes séquentiels portant sur des processus
pour lesquels il existe une théorie de la vraisemblance (ce qui a &té fait de-

puis ce séminaire pour le cas de différents problémes portant par exemple sur

les processus ponctuels).

Revenant aux comparaisons des tests, indiquons que nous n'avons pas

développé ici le point de vue et le vocabulaire des travaux de BAHADUR [1],qui



est une forme un peu différente d'utilisation pour ces problémes des grandes

déviations.

Si Tn est une suite de tests de @, contre 8,, de répartition Ga

sous Pe , alors le niveau observé est défini par

R (T) = igf {6 (M, 8 €al

et le test est d'autant meilleur que R (Tn) est petit. En particulier on peut
gtudier les situations ol %-log [1-R (Tn)] - ~-h (@), h (@) est dit pente du
test dans cette littérature. Un point de vue voisin également développé par cette
méme tendance est d'étudier et de comparer les tests pour lesquels il existe une
suite kn 0o et p, 0<p<1 tel que Pa (Tn > kn) - p, pour 9 € 8,

et de'montrer qu'alors %-1og a - h (0) (indépendant de p, fausse alarme
fixée). Des résultats en ce sens ont &té obtenus pour des classes tré&s larges

de tests, y compris dans un cadre séquentiel. Plutdt que de comparer les tests
par h (9), le chapitre V donne un exemple de comparaison suivant les probabilités

de fausse alarme obtenues pour des niveaux exponentiels , ou suivant les seuils.

Le probléme est d'étudier les ruptures de moyenne (plus généralement des

ruptures de régression). Le modéle de base est

[
liA
La]

Xi~N(6,02) | =

N

[ N
1A

- . . . 2 - .
(oi ~ veut dire suit la loi). 0, d, g°, r sont des paramétres inconnus,

@o correspond 3 d = O, 9, ad#+o0.

I1 existe des procédures classiques pour ces tests, fondées sur le com-

r ~ -~
portement d'une marche aléatoire S_= I € s oli les € sont une suite de
k~1

variables indépendantes, de loi N (0, g2), résidus récursifs construits d'aprés
l'observation. Sous 9, Sr est approximable par un mouvement brownien, en
remplagant Sr par des mesures sur C0 (0,1) comme au chapitre IV (voir 1'ana-

lyse faite plus haut pour les marches aléatoires), alors que sous H,, S aune

dérive. Les tests ont pour région de rejet de Ho la région de franchissement
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d'une frontiére (que l'on traverse en cas de dérive). Les calculs classiques
sont rendus imprécis du fait de 1'approximation marche aléatoire-mouvement
brownien, qui est de l'ordre de —1—1 » ordre sur lequel porte précisément les
n
comparaisons usuelles. A ces tests on peut opposer le test de vraisemblance.
La comparaison et 1'étude des différents tests est aussi rendue compliquée par
la taille de l'alternative, le caractdre discret du paramétre r. Il est donc
raisonnable de commencer par comparer ces tests au sens des grandes déviatioms,
ce qui évite d'abord les problémes d'approximation discret-continu, permet de
montrer l'optimalité du test de vraisemblance et donne donc une référence. De
plus certaines procédures trés simples sont introduites, dont les performances
au sens des grandes déviations sont assez bonnes. On a donc intérét & en faire

des études empiriques pour voir leurs performances pour des échantillons plus

courts.

Une critique méthodologique est souvent faite 4 ces &tudes de grandes
déviations parce qu'elles portent sur des échantillons trop longs, mais surtout
sur des probabilités totalement inaccesibles. Cette critique peut &tre fondée
(sauf par exemple dans le domaine des communications, ol la valeur de B est
décisive). On peut y répondre cependant en doutant que les valeurs de mesure du
paramétre dans le cadre classique ait un sens toujours clair et surtout par un
argument de mathématique heuristique : dans bien des cas, les classements obtenus
par grande déviation et par des méthodes classiques (pour des niveaux constants
et éventuellement des hypothéses contigues) sont les mémes. Les grandes déviations
ont l'avantage de répondre aux problémes de classement des tests et de recherche
de solutions optimales, 13 ol (& ce jour) les méthodes classiques sont en difficul-

té. La défense de ces techniques au niveau de la méthodologie nous semble donc
possible.

L'exposé du chapitre IX qui termine la partie statistique est marginal
en regard des autres exposés (et beaucoup plus théorique). Il comporte essentiel-
lement 1'amélioration d'un résultat connu de LE CAM sur 1l'estimation d'un pardmétre

3 valeurs dans un espace métrique de dimension finie. Il met en évidence le lien
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entre les majorations du type (1) et la théorie du maximum de vraisemblance sur

une suite de réseaux.

Tous les résultats statistiques présentés dans le séminaire sont origi-

naux.

B) Les applications 3 la littérature &lectronique.

Le dernier exposé est une revue des applications des grandes. déviations
au domaine du codage, de la transmission avec des développements sur des modéles
du type ALOHA de communication par satellite. Cet exposé est un exemple de ce
que peuvent apporter des idées mathématiques relativement simples & un domaine
appliqué. Outre la construction de bornes et la simplification des méthodes pour
les problémes 1iés 3 la théorie de SHANNON, le changement de probabilité des
grandes déviations est l'outil de la méthode de simulation dite "importance

sampling”. Le domaine offre de nombreuses voies de travail.

La littérature électronique n'est bien entendu pas la seule application
des grandes déviations. Signalons une démonstration simple et €clairante des lois

de Zipf en linguistique [8].
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INTRODUCTION

Les textes rassemblés ici correspondent 3 des exposés faits au Séminaire
sur les Grandes Déviations d'Orsay, en 1977-78. Ils contiennent quelques exposés

fondamentaux et pour l'essentiel des applications i la statistique.

Les grandes déviations concernent 1'é&tude de phénoménes probabilistes
dans lesquels.il gxiste un comportement moyen (quelquefois appelé déterministe)
dont on s'écarte beaucoup avec une probabilité trés faible, d'ordre exponentiel
par rapport 3 un certain paramétre (en général le temps). I1 s'agit alors de
trajectoires dont le comportement qualitatif est différent de la trajectoire
moyenne. La théorie des grandes déviations mesure donc ces ensembles exception=
nels de trajectoires. Le cadre &€lémentaire est celui de variables aldatoires
indépendantes et équidistribudes, 3 valeurs dans R ou dans un‘Banach. I1 est
développé dans les premier et troisiéme expos&s. Le caractére trés général de ce
dernier permet d'englober des cas de fonctions empiriques de résultats en
général développés dans un autre cadre. Le deuxiéme exposé concernant 1'appli-
cation statistique la plus immédiate, 13 aussi traitée dans un cadre différent
du cadre usuel, s'applique aux processus gaussiens stationnaires. Deux exposés
concernant le cas de chaines de Markov et des problémes dé contrdle, le second
ne comportant que des ré&sultats nouveaux. Les problémes de marches alé@atoires
sont 13, pour introduire 1'étude statistique de la rupture de régression, les
résultats de cet exposé &tant aussi nouveaux. Enfin, on trouvera un exposé de
synthése sur 1'application des grandes déviations dans le domaine de 1l'information
et des communications. De toute maniére, les différentes notions d'information
apparaissent comme un des &léments unificateurs de la théorie. Un exposé margi-
nal traite de la vitesse d'estimation en statistique théorique. L'aspect proba-
biliste, marqué par des travaux importants, notamment de Ventsel et Friedlin
n'est pas développé ici, quoiqu'il ait &té abordé au Séminaire. Nous renvoyons

au cours de Robert Azencott (Séminaire St Flour, 1978, 3 paraltre) qui en fait

une synthése.

Nous remercions Madame Baillet pour le remarquable travail de prépara-

tion et de frappe qu'elle a fourni.

Orsay, février 1979

Equipe de Recherche Associée au C.N.R.S. 532 o
"Statistique Appliquée".



Formule de Chernoff pour une sulte de variables réelles

Didier DACUNHA~CASTELLE.

I - Le probléme

Classiquement, on considére une suite (Xn)nEN de variables aléatoires in-

dépendantes équidistribuées, telles que :
¢(t)=Eexptx<°° pour CEJ‘M],MZE ’ M1M2>0'

Ceci implique que EX existe, et que Sn = Xl + ... 4+ Xn satisfait a

S
= B-5:, px .
n S
Si 1'on étudie les grandes déviations de ;? par rapport & EX &

S
. PR n - P
savoir la quantité PG;T >a) , a>EX, (le cas a < EX étant trivial), on

a une majoration é&vidente qui est :

S S
n n :
P(T > a) Eexp t (T - a) s t>0

WA

1

ou encore Y log P(Sn > na) inf (log ¢(t) - at)

t>o

RA

d condition de convenir que ¢(t) ==, 13 o0 ¢(t) n'est pas définie.

~

La formule de Chernoff consiste 3 obtenir une égalité 3 la place d'une ma-

joration mais elle est simplement asymptotique. La fonction convexe

h(a) = sup at --log ¢(t) dont nous étudierons ci-dessous les propriétés, s'appel-
t>o

le fonctionnelle de Cramer de (la loi de) X . Moyennant une définition correcte,
elle permet de retrouver la loi de X tout comme ¢ . La passage de log ¢ & h
est une dualité classique sur les fonctions convexes dont nous rappellerons quel-
ques points.

Enfin, il est essentiel de noter que la formule de Chernoff est conséquence
de la seule existence des moments exponentiels et d'une certaine stationnarité.

Pour cela, nous nous libérerons de 1'hypothése, S somme de variables indépen-
? n



dantes et équidistribuées pour la remplacer par Zn est une suite de variables

aldatoires (d'abord réelles), telle que
(1) ¢n(t) = E exp t Zn < ®  pour t EIJ-MI,MZE, MI’MZ > 0

et telle que :

log ¢ (t)

(2) - » L(t) , (a>e®), te ]'Ml’Mz[

soit ¢;/n(t) - exp L(t).

Cette derniére hypoth&se tmpliquant évidemment que :

ez — 10
n n

-

(2) traduit 1la stationnarité minimale dans le probléme et on cherchera i montrer
que

lim < log P(z > na) = inf (L(t) - at)
n t>o

formule dite de Chernoff. Les &tapes suivantes seront d'abord des &tudes de cas
particuliers et le passage 3 des variables i valeurs dans les espaces euclidiens
ou fonctionnels, l'événement (Zn > na) €tant généralisé en (% € G)., G .convena-

ble.

II -~ Dualité et fonctions convexes

Soit f une fonction convexe sur R & valeurs dans R Y {+ =} .
La duale f de f est définie par :

f(t) = sup tx - £(x)
xeR

-f est 8videmment convexe, 3 valeurs dans Ry {+ ®} . Dans le cas oi f est
-1

~

dérivable, alors  f est dérivable, et f' est la fonction réciproque (f')

de f'.

Les résultats de convergence suivants sont faciles (pour des: fonctions de
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variables réelles). On note Df = {x, f£(x) < =} :

1) Soit f_ = une suite de fonctions convexes 3 valeurs dans Ry {=} ,
convergeant vers f en tout point sauf peut-€tre les points de (Df)*, frontigre
de Df. Supposons D°f # ¢ . (D°f intérieur de Df) . Alors la convergence est

uniforme sur tout compact de D°f (et de R —'ﬁ?)’ (Df fermeture de Df)
2) De plus fn(x) — %(x) sauf peut—-&tre en X € (Df)* .
3) Soit alors Z wune variable aléatoire (non dégénérée).

¢(t) = Eexp t Z

-

est convexe 3 valeurs dans Ry {»} ; 1log ¢ (t) est convexe (inégalité de

Holder).

Il est immédiat de vérifier que. :

{t , log ¢(t) < =} = support 2
et de maniére plus précise si b = sup(x , x € support Z} , ona :
log ¢(b) < » “Bquivaut i P(Z=Db) =0 .

Soit h 1la duale de log ¢ .
4) On a h(EZ) =0, h'(gz) =0 , h est croissante &d droite de EZ.

\J
S) Enfin, 1'équation (log 9)'(t)= 7;-(t) = x, aune solution x si et

seulement si X € Support® Z(¢ @&tant dérivable .sur Support®’ Z} .

IIT - Formule de Chernoff

Soit Zn une suite de variables aléatoires.

On suppose que Zn vérifie les trois hypothéses suivantes :

H 1) E exp t Zn = ¢n(t) < w pour t e ]-Xl, MZE



0 < Ml s 0 < M2 .
H 2) ¢l/n(t) —— exp L(t) , pour tout ¢t ¢ ]-M s M [
n 1 2
H 3) La suite Zn n'est asymptotiquement dégénérée au sens ol si

Cn = support Zn » D = 1/n Cn (homotéthique de Cn) » alors on suppose que

C; #¢, et D= (lim Dn)° # ¢ . (Dans le cas des variables

n
indépendantes, équidistribuées Xi , H1 et Xi non identiquement nulle implique

H3) .

Soit B = int L' (M., M.[).
> ¥ -
e Zn_

6, (0)

On désigne par PE Ia loi définie par ap? = dP et si £ est

mesurable, on note Et f(Zn) pour E P: f(Zn) . Si a ¢ D, on sait d'aprés

le § 2, qu'il existe t" unique tel que Ll zZ = a .
a nonn
a

En général, tz ¢ ]Ml’ Mz[,cependant si a € B, pour n assez grand t: € ]M],Mz[

et @ n
e (e )

% EaZn % : na

ta 4n (85

H 2) implique que % log ¢n(t) — L{(t) et que toutes les dérivées de
% log ¢n converge vers celles de L uniformément sur tout compact de
1-M,, w0

Les duales hn de %-log ¢n convergent pour ae€D, uniformément sur

tout compact de D .

¢
Remarquons enfin que 1'on déduit de la croissance stricte de % 2 sur
¢! ‘ n
1-M,» Mé: et de la convergence. de. Iz vers L' que tT — ¢t ,
1 n ¢h‘ a a

e, e J-M, M,[

Si t >t , pour unn n fixé& , n > 0 assez petit , on a pour n assez

a
1 $p
grand , — ——= (t) > a-n .
n ¢
n
Théoreéme
Si Z_ vérifie H I- 2- 3 , onapour ace B |
n

lim %-log P(Zn > na) = -h(a) ,, h duale de L .



Démonstration

-th
¢>n(t)~Et e

P(Zn > na) l(Zn>na)

Z

n
6 (t) eMa g -t (4 )
n

t

1 o
o log P(Z > na) > -at + — log ¢, ()

Zn
+ 1 log E emnt(T '3)]
n t Zn
("I'l— —a>e)

(pour tout e > 0)
> -at + 1 log ¢_(t)
n n

Z
] n
+&:t:-+-t-l-logPt (?— a>¢g).

YA : Z
. n . n 1
Comme hm—n— > a Pt p.s. puisque t >t , ona Pt(-n— a>eg)> 3 pour n

assez grand, d'old le théoréme, puisque € est arbitraire.

Remarque : Nous avons utilisé la loi des grand nombres, sous les mémes hypo-

théses en utilisant le théoréme limite centrale, on obtient un peu plus. Reprenons

tn
a

en effet la démonstration en faisant ¢t

] n 1 n
ry log P(Zn > na) > -a t,* g log ¢n(ta)

1 Z -na a
+ = log Etn exp — n tao'a Zn-na
a a O <———=<e)
ngo
a
(ou o2 = E (Y-a)z#o)
a t >
a n
n 1 n Eta 9 1
- - e _a,
> -at + o log q>n(t:a) + = + = log H] (]0,6[:)
n
] [ Zn—na
ou H_{0,e| = P(O < <€)
n 4’ s /o

a
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Z - na
. =. 3 . t - n - at
log E‘n exp t ( ) log ¢n (t + - y') log ¢n (ta) v
t n o o Va /o o
a a a a
2 ' 3
t A
- E )+ —— &g~
2n o2 6n o3 2 5
a a
O<acx<l,.
1 ! n
or — (%;9' (ta) ——— L"(ta) , aeB
AT t .. - . _
et (¢ ) (ta + o “F) est uniformément bornée (pour n assez grand)
’ o n

par 2 sup IL"(t)I » K compact de B incluant a. .
tek

Z - na
Donc it ~+ loi normale sous P et par suite H_ ]O,e[ > ¢ (e)

/n o t
a a

pour n grand ou C(g) =~% P(0 <G <eg), ou G est normale, d'ol la
proposition.Sous les hypothéses du théoréme, on a pour tout ¢ > O ,

n
2 t
1 log P(Z. > na) > - h (tn) + - a
n . n - n' a

=

en particulier dans le cas-des:variables:indépendantes et &quidistribudes

et ‘ .
_2 2, 20()

a n

1 . .
= log P(Zn? na) > -h(ta) + -

pour tout n grand.
Remarque -¢: Au cours du chapitre suivant, nous.aurons:besoin du m@me théoréme: sous:
les hypothéses suivantes

%NLN (t) = L (t) pour t €[0,1]

Z
et ~§  converge en Pb Probabilité,

I1 est immédiat de modifier les démonstrations que nous venons de faire

pour les. appliquer a ce cas.

Didier DACUNHA-CASTELLE
Mathématiques —-Bat. 425

ERA CNRS 532 '"Statistique Appliquée"
Université Paris-Sud .

91405 ORSAY.
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FORMULE DE CHERNOFF POUR DES RAPPORTS DE VRAISEMBLANCE

D. DACUNHA-CASTELLE.

I. GENERALITES.

Soient Po’ P, deux probabilités de densité f0 et £, par rapport 3 une

1 1

mesure V . On suppose P_ # P, et P équivalente 3 Py,
f

Soit ¢ (t) = EP exp t log ?l .
o o
Pour t € [0,1], & (t) est finie, 0< & (t) < | d'aprés 1'inégalité de
f
Holder. Si t = 0, ¢ est en fait définie (et finie) sur [0,s[, s= ess sup log~?—,
o

(s=z1). En s, ¢ est finie si et seulement si
il
f

o

Po (log =3s)=0.

On pose h (a) = sup at - log ¢ (t)
t=0

(fonction de Cramer du coupe Po’ P]), et

: £

= ' 2 <
K (Po, Pl) = EP log F = ®

o 1
£
K (PI’ Po) = - EPI log ?I- = o .
¢ est analytique sur ]O, I[ et

lim ¢' (t) = - K (Po, P))
t4 0
lim ¢' (1) = K (P], Po)
ttl

Ona h(@ —0 pour a—- -K (Po, Pl), et on définit h partout dans

R , en posant h (a) = 0 pour a=-K (Po’ Pl)‘

h ainsi définie est convexe, strictement convexe et continue, sauf en s
fl
dans le cas oi P0 (log = s) > 0.
o
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f
. ! .
Enfin E; exp t log =% (1-t) et donc si a= K (P, P)
P, fo - 1’ 7o

-sup (-~ at - log ¢ (1-t)) = a~h (a)

t>0
L=
7 )
0 ’ :
\. g Pk
d@
{oy_ niwoos.,
it (3)
fe)
(oz\‘-’o“wn
—f(fc'?‘\ K(?b‘rﬂ) \&' - K(fo’f\) (o] K(?“eé)
.\\\' : V4 \ - f/ - 2 o.
/
' 1~
[\ \_\ ! /)" K(?"l"\\
~KLe, ?,) .‘L._.- N, // ‘
.. — Vg

Q)

Soit f une fonction convexe sut R i valeurs dans R U {+ o]}.

La duale f de f est définie par

f (t) = sup tx - £ (x)
X €R

~

f est &videmment convexe, 3 valeurs dans RU {+ o} . Dans le cas od f est

dérivable, alors f est dérivable, et E' est la fonction réciproque (f')_1 de

~

£'.
Les résultats de convergence suivant sont faciles (pour des fonctions de

variables réelles). On note Df = {x, f (x) < co} .

1) Soit fn une suite de fonctions: convexes & wvaleurs dans R U {oo},



- 13 -

. - . *
convergeant vers f en tout point , sauf peut-@tre les points de (Df) |, frontidre
o -]
de Df. Supposons Df # ¢ (Df intérieur de Df). Alors la convergence est unifor-
Q
me sur tout compact de Df (et de R - Df), (Df fermeture de Df).

2) De plus fn (x) - f (x) sauf peut-&tre en x € (Df)

3) Soit alors Z wune variable aléatoire (non dégénérée). ¢ (t) = E exp tZ
est convexe 3 valeurs dans R U {o]}. log 4 (t) est convexe (inégalitéd de

Holder).

I1 est immédiat de vérifier que

{t, log 4 (t) < ™} = support 2
et de maniére plus précise
si b = sup (x, x € support Z), on a
log ¢ (b) < o0 é&quivaut 3 P (z =b) =0
Dans la suite interviendra de méniére décisive la duale de 1log & .

Soit (Po,n’ Pl,n)n ¢y une suite de couples de probabilités équivalentes

sur R™, n € N . On dira que cette suite est de Chernoff si

lim ¢1/n (t) = exp L (t), t €[0,1]
n-o O

oi L est une fonction convexe sur [0,1].

On a donc log Qn () = L (t).

=R

Si de plus %~¢; (0) converge, on appellera K (PO,P]) sa limite, qui sera

définie comme 1'information de Kullback de P, par rapport a Po .

Le lemme de vraisemblance au seuil na de P contre P, a pour région
f
de rejet de P, {%nlog §ll§- > a) pour N fixé.
o,N

Le théoréme du chapitre précédent s'écrit ici sous la forme suivante :

Théoréme : Soit une suite (P , P. ) de Chernoff, supposons K (P , P.),
—_— o,n I,n o 1

K (Pl’ Po) définies et a € (- K (Po, P]), K (Pl’ Po)). Alors
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lim %-1og Po N (%-log fl’N > a) = - h (a)
N~ @ i o,N
oi h est la duale de L, L (t) = lim %—1og ¢N (t) .
N~ o

Ce théoréme permet de régler asymptotiquement le seuil du test & un niveau

exp - N . On devra avoir h (aN) %+~ a, et 1'on aura a,_,— a tel que h (a) = q.

N

Ce réglage étant fait, on peut calculer

f
lim %-log P, N (%- log fl’N = a)
N—- o ’ o,N
f
= 1lim %-log P] N (%—1og fo,N Z a)
N- © ’ I,N
=g

tel que a + 3 = a, d'aprés une formule vue plus haut. Le test de Neyman-Pearson
au niveau exp - ni est donc tel que son erreur de 2éme espéce est exp - Bn’

avec lim Bn =a-0 avec a =h (a). (Voir dessin).
N~- o

I1 est immédiat d"appliquer ce résultat 3 une suite de variables indépen-—
dantes é&quidistribu@es. Nous allons 1'appliquer 3 un cas qui n'est pas traité
compl&tement, dans la littérature, celui de deux processus gaussiens stationnai-

res.

II. CAS DE DEUX PROCESSUS GAUSSIENS (d'aprés [9]).

[0] se référe au chapitre I.

Les notations sont celles de [8]qui contient une bibliographie complite.
F et G sont deux mesures gaussiennes centrées stationnaires sur I(z, et ' désigne
1'observation (XI""’XN) du processus des coordonnées. On suppose que pour tout
N assez grand, F et G ont des densités FN’ GN par rapport 3 la mesure de
Lebesgue sur I{N. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que F et G
aient des densités spectrales f, g telles que 1log f, log g € Ll (T) (s'il n'en

est pas ainsi,le probléme statistique étudié ici est trivial).
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1

On pose LN (t) = ﬁ-log dN (t)

dG

= N
avec dN (t) = EF exp t log Hf; y t € [0,1]

On désigne par (TNf) . (TNg) la suite des matrices de Toeplitz associées

{14
Hn

et g .

dGN
_ 1 -1 1 e N =1 - N
On a log Ef; = E-log det TN g TN f + 5 X (TN £ TN g) X

Comme la covariance de T—l/2 f XN est I (identité sur I{N), on a en

N N
1/2 -1 1/2
IN TN f TN g TN

désignant par Gl?)i=l N les valeurs propres de AN £,

t -1 1 N N

N LN (t) =3 log det TN g TN f - 5.121 log (1 =My t) -,
Pour ltl < l, Sl (N fixé), on a

sup ||

1<i<N
N (o] P

-V =- £ p
.é log (1 My t) 5 Tr AN
i=1 p=1

® .
- -t L S LA O RY -
zz] -1 7 Tr ('I‘N f TN gy ( =t )Y 4+ N log (1-t)

Soit z € €. Comme TN f, TN g sont réguliéres on a dans un voisinage

ouvert de O, TN (zf + g) réguliére, et donc [1],

d -1
Ty log det TN (zf + g) = Tr TN £ TN (zf + g)
4 tog det T, (zf + g)| = -7V -1y 1 Tr (T, £ T g)4
dzz N z=0 ’ N N
d'od
N ©
S log 1 ~pYe) =- % l,— log det T, (zf + g)®) = (=L Y + N log(1-t)
i=] 1 Z=l 21! N z2=0 -t
De 1l'analycité au voisinage de O de la fonction z — log det Ty (zf + g),
on tire

N
L log (1 - p? t) = log det Ty ( TEE f + g) - log det Ty g8+ N log (1-t)
i=1 ’
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d'ol
- -1
N LN (t) = 5 log det TN g TN f
1 t
--7[ log det TN ( =t f + g) - log det TN g + N log (I-t)]

1
N Ly (t) = E-[t log det T £ + (1-t) log det Ty & - log det Ty tf+(1-t)g] %

Cette formule est valable au voisinage de O.

Mais la fonetion =z — log det (z TN £+ (1-2) TN g) est analytique dans un
C -voisinage de tout point de ]0,I[, car log(tf + (1-t) g€ L1 (par convexité)

et donc Ty (tf + (1-t) g)est régulidre pour t € [0,1].

Par suite, par prolongement amalytique, la formule est valable pour
t € ]0,1[ et par continuité pour t € [0,1]. Appliquons maintenant le théoréme

élémentaire de Szego :

. 1 1 1
si log £ €L, ﬁ-log det TN f - 75 fT log £ (3) d@ quand N= + o,

et donc :

Théoréme : Si log £, log g € L! (T) et t €[0,1]

LN (¢) - L (t) (N- o) avec

U
L(t) == [ [tlog £ @) + (1-t) log g (8) - log (tf (8) + (1-t)g(3))]d0
. -1

On en déduit, comme dans [0], la formule de Chernoff et les propriétés

asymptotiques du lemme de Neyman—-Pearson ,moyennant la remarque faite en [0]sur le
cas oll Ml=0 et la deuxidme remarque ci-aprés.

Remarque: 1)Si f, g € B (voir [8]), avec fg> 0 on a

1
LN (¢) =L (£) + 0 (ﬁ) .

Le méme type de raisonnement que celui fait en (8] permet de calculer

1'approximation quand f,g sont p-fois dérivables.
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2) Sous ces hypothéses la formule de Chernoff démontrée au chapitre précédent

vaut encore H3) remplagant le fait que 4 (t) est définie sur un intervalle

N
contenant O en son intérieur (la modification de démonstration est immédiate).

On obtient donc les propriétés asymptotiques du lemme de Neyman-Pearson comme

indiqué au § I.
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Formule de Chernoff pour les lois empiriques de variables & valeurs

dans des espaces généraux

Jean BRETAGNOLLE.

Introduction

On se propose dans cet exposé d'é@tablir des évaluations asymptotiques de
la Probabilité que la mesure empirique associée & un n-&chantillon appartienne 3
un sous-ensembie A de l'ensemble des lois de probabilité sur un espace { %, }.
Dans les cas raisonnables, cette &valuation se fait facilement pour un ensemble
ouvert, ou fermé pour la topologie de la convergence étroire, c'est-i-dire celle
de la dualité avec les fonctions continues bornées ; on pourra jouer dans certai-
nes limites sur la topologie de 3¢ sans changer la validité du résultat (voir
Lemme !.1. et les exemples du § 6), et 1l'objet du premier chapitre est de décrire
pour quels espaces { ¥ ,G3 } on aura cette possibilité. On aurait pu se conten-~
ter du cas Lusinien, mais le cas Polonais est plus clair pour le lecteur non ha-
bitué. La démonstration des résultats principaux suit Doﬁsker et Varadhan [1],

1'amélioration Lusinienne est diie & P. Assouad.



_20_

'§ 1. Rappels de Théorie de la mesure

Dans la suite, { % ,0% } désigne un espace mesurable et si on le munit

d'une topologie T, celle-ci a (6> pour o-algébre Borélienne : G = o(®).
Les deux cas traité@s sont les suivants :

Le cas Polonais : J€ est métrisable, séparable, complet ; il est alors

homéomorphe 3 un Gé d'un compact métrisable.

-

Le cas Lusinien : {3€ ,(0 } est isomorphe i un Borélien d'un compact mé-

trisable (muni de la o¢-algé&bre trace, et la (une) topo-
logie compatible est la topologie trace associée, donc

métrisable séparable).

Dans les deux cas, la o-algébre de Baire (engendrée par les fonctions

continues) coincide avee la Borélienne.

Les mesures positives bornées sont les fonctions d'ensemble .o-additives,

positives et finies, et, dans les deux cas, elles possé&dent la propriété de régu-

larité intérieure :
¥V Be@® , n@®) = Sup{m(K) | K compact contenu dans B} .

Ce sont &galement les formes linéaires I positives sur éb(x) , espace

des fonctions numériques continues bornées, telles que :

si fn £ &b(*) ’ fn +0 , alors I(fn) —_0 .

La (une) topologie sur l'espace des mesures est celle de la convergence
étroite, c'est~a-dire celle de la convergence simple sur les fonctions continues

bornées.

P(%) désigne l'ensemble des Probabilités sur {%,0%} , dont on note

A V ... les éléments. C'est un fermé. On a :
s Wy ——

(1.1) Pour qu'une partie A de P(3E) soit relativement compacte, il

suffit qu'elle soit équitendue, c'est-3-dire, qu'3d tout ¢ > O , on puisse associer
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un compact Ke de 2 tel que ¥ X e A, A(Kz) < e .

(Cette condition est également nécessaire dans le cas Polonais).
. ' . , + +
Soit alors @ une fonction de’ 1R dans IR , telle que @(x)/x tende

vers +» quand x tend vers +» ., Soit A une famille de Probabilités absolu-

ment continues par rapport & une méme u . Alors :

(1.2) si Sup Eu (@ (%l) ) <o, A est relativement compacte .

Aed H

(On emploiera systématiquement la notation Ek(f) pour f f dX quand X e P(2X)).

On utilisera le théoréme de Hahn-Banach sous la forme suivante :

Soit }{ un compact convexe de P(J), disjoint de cai', fermé convexe de

P(%).

Il existe alors une £ dans EE b(’3&) , telle que :

Sup El(f) < Inf El(f) .
re ¥ reFe

Notons enfin un résultat :

Lemme 1.1. 2 Soit {J¢ ,¥ ,®} un espace Lusinien, fn une suite de fonctions
mesurables bornées de {%,0» } dans {lR,GBIR} . On peut trouver une topo-
logie ?;' sur )¢ engendrant la méme o-algébre Borélienne, telle que

{%,%',03} soit Lusinien, et que les fn soient continues pour '.

Ce résultat permet donc de changer de topologie sur X , donc de topologie

étroite sur P(¥).

Références : On peut se reporter aux livres de Neveu, Meyer et Dellacherie,

de Bourbaki (ch. 9 Topologie).
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§ 2. Information de Kullback

Soit U 1l'ensemble des fonctions continues, positives, borndes et d'inverse
borné de 3 dans IR . Si X et u sont deux Probabilités, 1'information de

Kullback de X par rapport @ u est définie par :

(2.1)  I(x,u) = Sup {EA(Log u) - Log(E (u))} .
uel H

Elle est positive, finie si et seulement si ) est absolument continue par

rapport & u et Ex(g%)) est fini, et vaut alors :

dx dx dx
2.2 I = E £2y) = S 2y .
(2.2) (A A(Log(du)) Eu(du Log(du))
(2.3) Elle est convexe et semi~continue inférieurement de son argument A.
(2.4) Si g est mesurable de 36 dans qd H I(gok, gou) < IO

(2.5) Pour tout a (> 0) , toute u de P(%) , 3{; = {AII(A,u) < a}l

est un convexe compactde P(3€).

Démonstration

Posons, a4 u fixé , V(i,u) = EA(Log u) - Log(Euu) , I la premiére

1
forme : Il(X) = Sup V(A,u), IZ(A) la seconde, définie.le cas échant par (2.2).
u v

V étant linéaire et continue de A pour tout u de U, I satisfait (2.3). Sa

1

positivité provient de ce que 1 ¢ U.
Si Ak7é11, soit K un compact tel que A(K) > 0, u(K) = 0 . On peut
construire pour tout M une suite u, de U, u ¥ M-IK + 1, et alors

lim V(A,un) > A(K)Log(M+1)), de sorte qu'alors II(A) est infinie.
n

Montrons maintenant que Il(l) = Iz(k) si A «y : On construit pour

tout couple O < € < M une suite u de U , comprise entre e et M, telle

que u converge en u—Probabilité vers P =gV §A~/\}L On a alors
n €,M du

I](A) > lim V(X,un) = EA(Log Pe,M) - Log(Eu(pE’M)) .
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Passant 4 la limite en € et M , il vient I](A) P IZ(A)

Pour démontrer que 12 > I1 » Supposons un instant que %% e U ; si on lie alors

dX . ~
u et v par u-= V'EE » u et v appartiennent en méme temps & U , donc

dX
V(A,u) = E, (Log(z)) + E,(Log v) - Log(E,v) g I,(3)
d'aprés 1'inégalité de Jensen appliqué 3 la fonction Log . Donc I] < 12 .
Sinon, par une procé&dure de troncage similaire & la précédente, on construit une

suite u de U telle que Eu(un Log un) tende vers IZ(A), u tende vers

%%- dans lLl(u) , et Eu(un) = | , cette derniére condition par multiplication
par une constante. Si An est définie par dln = un-du , comme An tend vers
A, d'apréds (2.3), I](A) < lim inf I](An) ; mais I](An) = Iz(xn) qui tend vers
IZ(A).

(2.4) provient de la seconde forme (2.2), en remarquant que si OL est la

ot
o-algébre de X engendrée par g , la Probabilité de densité Eu (%—3—

) a une
information égale 3 I(gok, gou) (d'aprés le Théoréme de transport) et moindre
que I(i,p) d'aprés Jensen appliquée 3 x — x Log x .

(2.5) 3(3 est convexe fermé d'aprés (2.3), relativement compact d'aprés

la remarque (1.2) appliquée 3 @(x) = x Log x .
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§ 3. Transformée de Cramer

Dans ce chapitre , ¥ est un espace de Banach séparable, de dual ?¥'* , la
em e s . * . . .
forme bilinéaire est notée (6,a) (6 ¢ X , a ¢) ). On s'intéresse particulidre-

ment aux Probabilités p satisfaisant (X désignant 1'élément générique de € )
(3.1) Pour tout réel ¢, Eu(exp(tllxll)) est fini .

La transformée de Cramer de la Probabilité u est alors d&finie par

(3.2) hu(é) = Sgp{(e,a) - Log Eu exp(8,X)}

C'est une fonction positive et convexe , en tant qu'enveloppe supérieure de

fonctions affines ; remarquons que (6,a) - Log E exp(8,X) est concave de son

argument 6 . Notons que :

(3.3) hd&rx(na) = n-hu(a) et que

(3.4) h (@) = h(ab), si yu est la translatée par b de 1.
LIRR u +b

- Premiére étude du cas unidimensionnel ( %= IR)

Proposition 3.1. (Cramer-Chernov)

Soit Sn la somme de n v.a.r. indépendantes de méme loi p satisfaisant

(3.1.) . Alors :

1
x Log(P,(S,/n 3 @)} & - Inf n, )

Démonstration

C'est tout simplement l'optimisation de 1'inégalité de Markov sur les moments

exponentiels. D'aprés les remarques précédentes, on peut se ramener au cas n=l,

a=0. Au lieude 9 , écrivons t (réel) : h(b) = Sup bt - Log E etX .
telR

bt - Log E (etx) étant concave de t , de dérivee en O : b - E(X) , on remar-

que que h(E(X)) = 0 , donc que Inf h(b) = 0 si 0 g E(X), il n'y a rien 3
b0
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démontrer alors. Sinon, pour tout b > O, le sup définissant h vaut le sup pour
+ P .

t dans IR , et son minimum en b est clairement obtenu pour b =0 . L'inéga-

1ité classique de Markov est P(X>0) g E(etx) (t>0), donc

P(X>0) < inf E(etx) , c'est-a-dire le résultat.
£20

Remarque

Notons que dans le cas réel , lim ha) _ +o , et que h est croissante
la]+= [a]

d 1'infini du c8té positif : en effet, h est croissante i droite de E(X) , et

h(a) S

(pour tout t) lim sup P I [ .

a al

Revenons maintenant au cas général Banachique :

Proposition 3.2.

Soit u satisfaisant (3.1). Il existe alors une fonction :

o R —— 1”* , convexe , avec lim @(x)/x = += ,

X
telle que :
(3.5) Pour tout t , E (exp(t @ (JIx]1]))) est fini .
Démonstration
Remplagons u par la loi de Z = ||X||, ce qui revient i la supposer portée

par lR+ : Si on pose H(z) = P(Z>2z), on a : (Prop 1) h(z) < exp(-g(z)) , ol
g =hvy0, h transformée de Cramer de wu. Posons ¢(2z2) = /ZTETZB-w(z)/z > = et
v(z)/g(z) — 0 quand 2z — = , d'aprés la remarque plus haut. Soit alors @
la plus grande fonction convexe sous ¢ (i.e. le sup des fonctions affines moin-

dres de ) 3 @ posséde encore ces deux propriétés. Maintenant ,
Euexp(t(l’(HXH)) <t f exp(td(z) - g(z)) @'(z) dz ,

dont l'inté8grant est majotré & l'infini par teexp(-0(z))-9'(z) (puisque @/g

tend vers 0) et l'intégrale est donc convergente.
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Proposition 3.3.

Soit u satisfaisant (3.1), @ wune fonction satisfaisant (3.5) ,

X o le convexe compact {(A1(,u) ¢ a} de (2.5)

Alors sup EA(¢(]|XIJ)) est fini

xeJX
Démonstration
Posons T = ¢(|[X1|) sy Y = %%— s, E = Eu . Sur les T, Y positives,
E(Y) = 1 , nous avons 3 majorer E(TY) en fonction de E(eT) et a = E(Y Log Y).

Les fonctions f(x) =e* -1 -x et g(y) = (1 +y) Log (1 +y) -y sont en dua-

t

lité de Young , ce qui veut dire que f' et g' sont réciproques, et entraine

que xy < f(x) + g(y) , soit E(TY) g E(eT—l—T) + E((1+Y)Log(14Y)-Y) < E(exp TH1+a.

Corollaire

Soit yu satisfaisant (3.1), a réel, 6 dans )ﬁ* . L'ensemble

}{a,e = 0x X, 5 E (8,0 = 0}

est convexe compact. Il en est de méme pour X = N ®

a,T 6eT a,d '’ pour

. *
toute partie T de % .

Démonstration

I1 suffit de montrer que Ica g est fermé, soit, que pour toute ) de
bl

T}La \(&La g ° il existe une fonction de C?b(ﬁﬁ) séparant A de 5&a g -

D'aprés la Prop. 3, une telle X intégre @(||X||), donec |]|X|] , donc (8,X%)

Si fM(X) = {signe de (8,X)}+{ (O,X)I A M}, fM est dans é?b , et, sur ;H;

E,|£,(X) - E, (8,0]

M M -1
- {&¢( Y} "+ sup E,(B(]|X]]))
[le]| lell” aexe *

Uniformément sur ;Ca s le membre de gauche tend donc vers O quand M tend
vers 1'infini, puisque @(x)/x tend vers O & l'infini. Pour M assez grand,
fM répond donc 3 la question.

Si maintenant les Xi sont des v.a. 3 valeurs dans 3€ , (indépendantes et

de méme loi), rappelons qu'on appelle mesure empirique associée au n-échantillon
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Proposition 3.4.

Soit u satisfaisant (3.1) , @ une fonction satisfaisant (3.5)."

Pour tout réel a > 0 , il existe un compact H(a) et un réel M tels

que
(3.6) P(u ¢ K@) g2:a", et sup E(B(IX]]) g™ .
won . A
xe (&)
Démonstration

Soit Ay = {x | E,B(|X[[) > M} 5 (u e A= G oIxgl]y > mi}

et, comme la v.a. réelle , ¢(|[X||) a une transformée de Laplace définie par-

tout, on peut appliquer la majoration de la Prop. 1, soit :

~ n . . .
Pu(un € AM) Sa , pour M bien choisi .

On va maintenant construire un ensemble Aa tel que :

. - n
3.7 Aa est relativement compact , et Pu(un ¢ Aa) ga .

La démonstration sera alors terminée en posant J{(a) = A; a Aa .

A b, d réels tels que 0 <b <d <1, associons un compact K de ¥ tel que
p(KC) ¢ b . Si on pose Yi = lX ¢ KC ? ﬁn(KC) s'interpréte comme une variable
binomiale (la somme des Yi) de paramétre p moindre que b. La transformée de

Cramer des Y est minorée par : d Log(%) + (1-d) Log(%;%) , soit

_ ,byd_,1-b,1-d
a= @',

- C n
PG, 3 s, o

[=1}

d'aprés la Prop. |.
Choisissons dm tendant vers O, puis bm tels que I a <a, associons
o
_ c .
leur K , et posons A = {» | Pour tout m , AR ) § dm} . Puisque d_ tend
vers O, Aa est relativement compact (d'aprds (1.2)) et

-~ n n n
Pu(un £A) g L (o) g (é @) < a
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§4. Calcul de la transformée de Cramer

Théoréme |
Soit ) un Banach séparable, u une Probabilité sur € satisfaisant (3.1).

Pour tout ¢t , Eu(exp(tIIX[])) est fini . Alors :

(4.1) h (a) = Inf I(h,u)
H A|AeP(2)E, (X)=a

Démonstration

En vertu de (3.4), on peut supposer a = O ; appelons h le membre de

gauche, I le membre de droite de (4.1).

A. Démontrons d'abord que h g I .

1. Si €= 1R, notons Y 1la dérivée de Radon-Nycodim de A (X« u) par

rapport @ u : Y20, Eu(Y) 1 . X désignent l'application identique x -+ X,

on doit montrer que pour tout t réel, tout Y comme plus haut, vérifiant de

plus EU(XY) = 0 1'inégalité
- Log Eu(exp tX) € I(Xx,n) or

- Log Eu(exp tX) & -log Exexp(tX—Log Y) g EA(Log Y~tX) = I(X,u)-tEuXY = I(A,u) .

(La seconde inégalité provenant de Jensen appliqué & - Log) .

2. Dans le cas général, soit 6 ¢ ** . si EAX = 0, EX(B,X) = 0. Soit

g : X —* (8,X) de 3 dans IR ; le résultat, vrai pour les mesures images par

g d'aprésbA.l, entraine : - Log EU(O,X) < I(gox, gou) , pour toute 0 de ¥ *’

toute A centrée . On applique alors (2.4) : I(goA, gou) < I .

B. Montrons maintenant que h > I . On peut tout d'abord supposer h fini .

1. Ramenons le cas gé&néral au cas de dimension finie : soit T une partie

finie de 35* , S(T) 1le sous-espace linéaire engendré, @ vl'application‘natu—

T

relle de )E dans S(T)* , identifié dans la suite & un espace IR" , et posons

hT = Sup = Log E (exp(8,X)) ( £ h, donc finie ).
8eS(T) H
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Si le résultat est vrai en dimension finie, il existe une Probabilité QT sur
m - 1 . -~ . .
IR , centrée, d'information hT par rapport 3 ¢T o # (voir remarque finale).

T % a’ dQ*
Soit A la Probabilité sur définie par aﬁ-(X) ='55;:E (QTX) . Les }th,t

du Corollaire de la Probabilité 3.3. forment donc une famille filtrante de compacts

non vides, et toute mesure de leur intersection est centrée ; et d'information
moindre que h .

m

2. Montrons le résultat dans IR . Si 6 est une forme linéaire, notons

- + .
6 He , He les images réciproques par 8 de {x < 0}, {x = 0}, {x > O}..

Trois cas se séparent :

H

a. Cas intérieur : pour toute 6 # O , u(H;)-u(Hg) > 0. Si on normalise par
[{6]] =1, 1'infimum en t de Eu(exp t(6,X)) est atteint & distance finie,
puisque, les deux demi-espaces étant chargés par u , la transformée de Laplace
tend vers +» quand t =+ to . Le convexe {elEuexp(t(e;X)) & 1} est donc borné
dans toutes les directions, donc compact, autrement dit 1l'inf est atteint, et il
existe une 60 telle que h = -Log Euexp(eo,x). La Probabilité de densité
exp(h + (GO,X)) (par rapport 3 u) a une transformée de Laplace qui atteint son

minimum en- 6 = 0 , elle est donc centrée. Son information vaut h et le résultat

est donc démontré.

b. Il existe 6 telle que u(H;) = |. Ce cas ne peut se produire si h est

finie, car inf E exp(6,X) & lim E_exp t(6 _,X) =0 .
6 H t+oou °

c. Il existe 60 # 0 telle que p = u(He ) >0 et u(H;) = 0 . En chan-
o o

g eant de base, on peut supposer que He = {xm = 0}, et on décompose u en
)

4 + p*y , oli u est une sous—-probabilité portée par {xm < 0}, ¥ wune Pro-
babilité portée par {xm = 0} . On désigne par X' 1la projection de X sur

. P e = m—1 - ~ . . .
{xm = 0} , identifié a IR , on décompose de méme les formes linéaires, soit

(8,X) = (8'",X") + tXm. Alors Euexp(e,X) = Eu—exp((e',X')+txm)+puEyexp(e',X') .

Prenons d'abord 1'infimum en t : il se réalise pour t = +» , et vaut p-EYexp(eLX5

donc h = -Log p + hY(O). Par ailleurs, toute mesure X' portée par {xm = 0}



et centrée en X' est centrée en X, et d'information I(A',u)=-tLogb‘+I(A',v)

On est donc ramené en dimension inférieure, de sorte que le dernier cas 3 traiter
est le cas c¢. en dimension 1. Mais alors la derniére v est 80 , les derniéres
A' coincident avec v , et ha (0) =0=1I(",v) , de sorte que la résultat est

o
démontré.

Remarque

La fonction I(A,u) é&tant s.c.i. de X atteint som infimum I (sur les
mesures centrées) dé&s qu'il est fini . En effet, 1l'ensemble des Probabilités cen-
trées et d'information moindre que 2] est compact.

T . . .
La mesure Q introduite en B.l. existe donc.

Corollaire de 1'@tude précédente (Cramer—Chernov "ouvert" en dimension finie)

Soit u une Probabilité sur IR satisfaisant (3.1), G un ouvert de IR™

.. 1 R
(4.2) Alors llmhlnf - Log Pu(Sn/n € G) > igé hu(a) .

Démonstration

On peut trouver un point b centre d'une boule ouverte contenue dans G,
"intérieur" au support de u au sens B.2.a., et tel que hu(b) soit voisin de

inf h (a) si ce dernier est fini .
acG

I1 existe alors une forme lindaire 6 réalisant le sup , soit
hu(b) = (8,b) - Log Euexp(e,X)

On note Xb la Probabilité de densité exp(hu(b) + (6,X~b)) . Pour r réel

assez petit Pu(Sn/n e G) 2 Pu([lsn/n - b|| £ 1), soit , changeant de loi

> EAb(lilsn/n_b[!ér exp(—nhu(b) - (e,Sn—nb)))

La loi Ab étant centrée en b , PA (l[Sn/n~b]| < r) tend vers 1 , et le terme
b

exponentiel dans 1'intégrale est supérieur a exp(-nhu(b) - ar||e]]) , d'ol le

résultat .



§5. Les Théorémes de Cramer—Chernov

Théoréme 2
Soit 3 un espace Lusinien ou Polonais, u une Probabilité sur € ,

V¥ un fermé de P(€) , q un ouvert de P(2€) . On a

(5.1) 1lim sup %Log P (an e F ) & =~ inf I(A,w)
n H e
.. i ~ .
(5.2) 1lim inf 5 Log Pu(un € a'é ) > -~ inf I(,u) .

n Ae%

Théoréme 3
Soit € un espace de Banach séparable, F un fermé, G un ouvert de ¢ ,

u une Probabilité sur )€ satisfaisant :

(3.1) Pour tout t réel , E exp(t||X]|) est fini . Alors :
1 Sn
(5.3) 1lim sup a Log P (_r_l— e F) & - inf h (a)
n ¥ acF
i sn
(5.4) 1lim inf o Log P (—n— e G) > inf h (a) .
n H acG
Démonstration

On notera dans la suite I(f), I(&J) » h(F), h(G) 1les opposés des seconds
membres de (5.1, 2, 3, 4) .
Remarquons tout d'abord que pour une famille d'événements An o’ oi ne IN ,

b

mais m wvarie dans un ensemble fini , on a :

. 1 . 1
(5.5) llmnsup = Log P( gAn,m) < M;x llmnsup = Log P (An,m) .

1. Démonstration de (5.1)
T ———
Notons L(%) 1le membre de gauche. Si on pose cﬁa = “yn Aa , ol Aa

est 1'ensemble relativement compact construit au cours de la démonstration de la

Prop..3.4. et décrit en (3.7) , on a I(?—) < I(%) , et d'aprés (5.5)

L(F) § Max(L(F) , Log a)



autrement dit, si le second membre est fini, a &tant arbitraire, on peut se ramener
au cas & compact.

F* est donc maintenant un compact, disjoint pour a < I("H) du compact
convexe Ka de la formule (2.5) . On peut donc recouvrir ?par un nombre fini
d'ouverts convexes relativement compacts cj 3 tels que g?} r\}(a =@ . En
appliquant encore (5.5), on est ramené au cas d'un :F.convexe compact d'informa-
tion arbitrairement voisine. D'aprés Hahn-Banach, il existe f dans E:}J(Bé)
telle que :

Sup EA(f) < Inf Ek(f) = b,
Ae I(a A

Projetons la situation sur IR , dont 1'élément générique sera noté x , et les
Probabilités Q . On a :
{ﬁne‘F}c{Eﬁf;b}={Sn/n>b} ,
n
ol Sn est la somme de n v.a.r. indépendantes, de loi commune fo.u . Cette loi
satisfait (3.1), puisque son support est borné. On a donc comme majorant pour (5.1),
d'aprés le calcul effectué Prop.3.1. et celui du §4.,

- Inf I(Q,fou)
Q|E,(x)2b

Maintenant, toute Q d'information finie par rapport a fou et telle que

EQ(x) > b peut se relever en une A de méme information sur ¥ , par exemple

dix = 3%9; o £ » du . Cette X ne peut appartenir a }ta , pulsque
o

Ef=Ex>b, et donc :

A Q

Inf I(Q, fou) 2 o ’
q| B ()b

ce qui termine la démonstration .

2. Démonstration de (5.2)

Pour tout € > 0 , l'ouvert étroit cﬂ contient un ouvert ze, du type

M={AI|EAfj-Evfj|<rj ;s i=1,2, «..,m



ol les fj sont continues bornées, rj > 0, enfin I(v,u) <I(qg) + €

Soit £ 1l'application de ¥ dans IR® définie par £(X) = (fj(X)). Notons

X

(xj) 1'élément générique de IR® , Gm 1l'ouvert {x |xj—E fjl < rj 3
j=1,2, ..., m} .

~ . e 2 .
On a alors {un € qg D {Efoﬁn(x) € Gm} ; Efoﬁn(x) peut s'interpréter comme

. P S . iz .
la moyenne arithmétique o0 de n wv.a. 1indépendantes, de loi commune fou ,

loi satisfaisant &videmment la condition (3.1) puisque les fj sont bornées .

Comme {Q | EQ(x) € Gm} contient {foX | X € o€y, que

Inf
QIEQ(X)EGm I(Qa fOU) 3 I(VyU)

d'aprés (2.4), on conclut en utilisant la formule (4.2) .

3. Démonstration de (5.3) :
Soit PI(X) 1l'ensemble des Probabilités sur % intégrant HXH , et T
1'application de Pl dans Y définie par T()\) = Ex(x) .
A a > 0, associons le compact }{(a) et le nombre M de la Prop. (3.4).

Je dis que T est continue de }{(a) dans 9& (topologie étroite sur }((a),

topologie forte sur %€ ). Soit en effet S = () 5 A} ot A, tend &troite-

ment vers A dans I{(a)._Comme P(%) est polonais, il suffit de montrer que

pour toute telle suite § , IIEA(X) - EA (X)II tend vers O . Comme X est polo-
nais, S est équitendue : 3 tout ¢ > On, on peut associer un compact K de ¢
tel que v(Kc) < € pour toute v de S5 . Soit vy = ]K-v + v(Kc) . 30 .
Alors :

(5.6) ||E (0 - E\,K(X)II $M- R/BER) +R-e ,

pour veS, R réel positif , @ &tant la fonction satisfaisant (3.5), d'aprés
(3.6). Le membre de gauche de (5.6) peut donc €tre rendu arbitrairement petit , en
choisissant bien R et e , puisque @(x)/x tend vers 1'infini & 1'infini.
Soit. SK = {vKIv € S} . K &tant borné , T est continue de SK dans (topologie

étroite, faible). Mais T(SK) est contenu dans l'enveloppe convexe de K U (0), qui
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est un compact sur lequel topologie faible et forte coincident.

Terminons la démonstration de (5.3)

Sn -1
(T eFl il eT (M) N Ka)3 Vil e H@% .

On applique donc (5.5), la majoration (3.6), enfin (5.1) au fermé
?= T_I(F) nK(a). I1 vient :
1 Sn
lim sup o Log PU{T e F} g Max(Log a, ~I(%)) .

D'aprés la formule (4.1), 1(F) > h(F) , on termine en faisant tendre a vers O.

4. Démonstration de (5.4) :
Si h(G) est fini, on choisit a dans G tel que hu(a) soit proche
de h(G), puis, d'aprés la remarque suivant la démonstration du Théoréme 1, A de
moyenne a et d'information hu(a),on 1'approche par A' a support borné, d'in-
formation proche, de moyenne proche, donc encore dans G. Si P_ est 1l'ensemble

R

des Probabilités dont le support est contenu dans [|X|| ¢ R, la démonstration

précédente montre que T est continue sur PR (il suffit de remplacer (5.6) par :

-1
e, - EvK(X)H < Ree) = % =T (® AN p,

est donc ouvert dans PR’ d'information moindre que celle de 1A', on applique

(5.2) en remarquant que

S
{ﬁn € Cq } C.{?? e G} .
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§6. Deux exemples

Dans beaucoup d'applications, le probléme est de montrer qu'une partie

de P()}) est un bon ensemble pour la loi p au sens suivant

1 - o
6.1) lim H-Log Pu{un e Q} = Iu(Q) ,

ol naturellement :

IU(Q) = inf{I(,u) | A e Q}

Le Théoréme 2 donnera immédiatement le résultat si l'on trouve une topologie
_ o
Lusinienne sur J€ telle que © et { &tant la fermeture et l'intérieur de @

pour la topologie &troite associée, on ait :

(6.2) I(R) = I(Q) = 1(5 ) .

Dans ce qui suit , X = 1R , mais tout est immédiatement généralisable &
le. On identifie les mesures 3 leurs fonctions de répartition (f.r.) , notées,
F, G, H, avec Fu(x) = u{—w,xl} ;s F (x) vaut u{-e, x[} , et Fn est la

f.r. associée 3@ la loi empirique My o On note D(F) 1'ensemble (denombrable)

des points de discontinuité de F.

Soit maintenant ) un ensemble dénombrable dense de 1R . Dans la suite,
IR est muni de la topologie (Lusinienne ! d'aprés le Lemme 1.1.) = r(cb)
plus fine que l'usuelle et rendant continues les 1__ 4] et les 1__ d[_ poudr
s b

tout d de.&D s la topologie étroite sur P(IR) est la topologie associée.

Soit maintenant A(F,G) = |]F—G||°° = ||F - G_llw . Notons que A est
atteinte (soit par le couple F,G, soit par le couple F , G ). Naturellement,

sur P(1R), la A-topologie est plus fine que la topologie &troire usuelle (c'est-

d-dire celle de la convergence en loi) mais :

Lemme 6.1.

Si D(G)c;:D , tout A-voisinage de G est un voisinage &troit de G.

(autrement dit, H — A(G,H) est étroitement continue si D(G) est contenu

dans &) ).
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Démonstration
Fixons n ; soit X, 0= Sup{x | G(x) g-%} , pour 1 < i <n ;
’
Si  x, e D(G on pose . = x, . Si . ] i
in @) , p yl’n in Sinon yl,n est un point de ED tel que

6y ) = 6y ] et [67(y; ) - 6(x; )

. . 1 . .
soient moindres que = Soit i;n 1'ouvert étroit {H[Max(nglG-HHyi n) s
1 b
Me}x]G—-H_](yi n)) < é} (il est ouvert comme intersection finie d'ouverts &lémentaires).
1 s

, d'oli le résultat.

Siw

La monotonie de G et H assure que si H ¢ Cgll s A(G,H) &
o0
On note dans la suite § 1le A-intérieur de Q.

Corollaire
Soit §© un ensemble A-fermé ,
(- X3
On suppose que IF(SZ) = IF(Q). Alors £ est un bon ensemble (satisfaisant

(6.1)) pour F .

Démonstration

On prend &) ==GQ U D(F). Si G adhére étroitement 32 Q2 , et si elle est

d'information finie , elle est absolument continue par rapport & F , donc

D(G) ¢ D(F) c,§D ; et d'aprés le lemme, elle A-adhére 3 Q , donc elle est

dans Q. Autrement dit , I(Q) = I(Q) . Si I(Q) = = , il n'y a rien de plus 3
00
démontrer. Si I(Q) <« , toute G de § d'information finie est &troitement

(-]
intérieure & Q , donc I({) = I(R) . (6.2) &tant vérifide, on peut appliquer

le Théoréme 2.

Dans [3] » Stone donne une série de conditions sur @ qui assurent que €
est un bon ensemble. Une lecture attentive de ces conditions portant sur les par-
titions finies de  , montre qu'elles assurent qu'en fait, pour une topologie
étroite associée a 1'infinité dénombrable de partitions effectivement utilisées,
son ensemble contient un ouvert d'information arbitrairement voisine, et que
I(Q) = I(Q) , du moins si ?{ est Lusinien au départ. Notre propos est plutdt de

démontrer directement 1l'application qu'il en donne, soit son Théoréme 2 :
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Théoréme
Soit sur IR, F continue ;j T une fonctionnelle sur P(IR) uniformément
continue pour la distance A . On pose Qr = {G[T(G) > r} , I(r) = IF(Qr)
Alors, si I(0) est finie, si I est continue i droite en O , Qo est un

bon ensemble pour F .

Démonstration

oo
Clairement , Qo est A-fermé , 520 contient Qr pour r > 0 , donc

[-N]
I(SZO) = I(Qo). On applique le Corollaire .

Remarque

Il me semble que je démontre le résultat sous des hypothéses plus générales
(pas besoin de la continuité de F , de l'uniforme continuité de T , de la

finitude de I(Qo)) .

Dans [2] , Sethuraman &tudie en particulier les grands &écarts i Kolmogorov-

Smirnov, et son résultat est la suivant

Théoréme
Soit e, = {G l A(F,G) > a} . Alors Qa est un bon ensemble pour F .

(De plus, il calcule explicitement IF(Qa)) .

Démonstration

Posons 1I(a) = IF(Qa) . On voudrait se ramener au résultat précédent en
posant T(G) = A(F,G) - a . Remarquons que la partie majoratioh est toujours
valable, Qa étant A-fermé. Pour la minoration, effectuons une construction
préliminaire. Soit G # F , b = A(F,G) , G absolument continue par rapport &
F : comme on 1'a remarqué au début de ce chapitre, il existe un x de IR,

tel que :

b=06(x% -F(x) , ou G (x) -F (x), ou F(x) - G(x), ou F (x) - G (x)

Plagons nous dans le premier cas, ou nous poserons p = F(x) , q=1-p,

P=G(x) =p+b, Q=1-P avec p<P g1, (et B.2_Q0 car dG est absolument



continue par rapport & dF) . Soit 7 P.p = {H|H(x) = P} .

Alors iF}’p est contenu dans Qb et son information I(P,p) vaut
b
P Log P + Q Lo Q atteinte par H définie par
- - 1
p g p b p P,p p

dH = g-dF ou-% dF suivant que l'on est sur -w,xl ou Ix, +o

(convexité de x — x Log x). I1(P,p) est croissante et continue de P sur

[p,l] . Montrons maintenant que pour toute G de Qa , et d'information finie,
lim inf‘% Log PF‘,{Fn £ Qa} > -I(G,F). Conservant les notations précédentes, sup-

posons encore étre dans le premier cas ; posant Pl = p+a & ptb &< | , la monoto-
nie de I(P,p) entralne que I(G,F) > I(Pl,p). Si maintenant P] < 1 , on pourra

trouver P' tel que Pl <P' <1 , avec I(P',p) arbitrairement proche de

I(Pl,p). Alors H sera dans l'intérieur (pour 4A) de Qa , et le raison-

P',p

nement du Corollaire montre alors que 1lim inf %-Log ... (en passant 3 la limite

en P') est supérieur & I(G,F). Le cas restant est celui ol PI = p+b = p+a = 1,
Mais alors I(G,F) > I(l,p) = -Log p. L'événement {Xis x pour 1 g i £ n}

-~ S e q e e - -~ n .
entraine alors {A(Fn,F) > a}l et a une F-Probabilité égale & (F(x)) , soit

pn, minorée par exp(-n I(G,F)) .

La démonstration est terminée en faisant une démonstration similaire dans
chacun des trois autres cas. On voit aisément comment calculer 1I(a) , évidemment

distribution free si dF est diffuse .
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GRANDES ET MOYENNES DEVIATTIONS POUR LES

MARCHES ALEATOIRES.

D. PICARD - J. DESHAYES.

On considére une suite de vecteurs aléatoires indépendants et
équidistribués : El,..., En de l'espace euclidien Rk (toutes les normes étant
8quivalentes, on pourra utiliser la norme : p(x) = Supl xil »

i=1,..k
EE = 0
EEL!
0

B avec dét B # O.

On pose S°

S, = 51 + ...+ gj, j‘= I, 2,..., n

On définit la ligne polygonale sn(t), te BLI] dans Rk construite

S . - . .
—J~30 pour j =0, 1, ..., n ; ol x(n) désigne une suite de

sur les points_(%, x(n

nombres positifs telle que x(n) :;f:j;*” et x(n) = 0(n).
n

On s'intéressera au comportement asymptotique de sn(t) ; pour cela
on se place dans l'espace f?k[b,lj des fonctions continues de [b,l] dans Rk muni
de la norme uniforme notée || . II; et on étudiera P(Sn(') G) ol G est un
borélien de € [0,1].

Dans la partie I, on introduit la fonctionnelle w qui joue pour
les marches aléatoires le rdle de la transformée de Cramer dans les théorémes de
grandes déviations. En premiére lecture, on pourra omettre les propriétés de w.
Aprés avoir énoncé les théorémes dans la partie II, des exemples d'applications
sont mis en évidence dans la partie III. La partie IV est consacrée aux démonstra-
tions et dans la partie V, on envisage le cas ol la transformée de Laplace de §

existe seulement dans un voisinage de O.

Cet exposé a été construit d'aprds des résultats de Borovkov [ 2] et

Mogulskii [3].
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. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS.

On désigne par qjg(.) la transformée de Laplace de la variable aléa-

toire & et par h.(.) sa transformée de Cramer :

£
A €RS SONUREEN ge M8

aeRk ~——> hg(oc) = Sup { <a,x> - 10gcpg(>\) }
re R

On note  l'ensemble des fonctions de E’k[O,l] partant de 0 en =0
)

et I 1'ensemble des lignes polygonales (ayant un nombre fini de sommets) de f%,
ces deux ensembles étant munis de la topologie trace.
Les propriétés asymptotiques seront é&noncées 3 l'aide de la fonction-
définie par :
§ 1

fel N-»;wE (£) =J‘o hE (£'(t))dt

nelle w

ProEosition. wg est une fonctionnelle semi-continue inférieurement sur T.

démonstration : soit fcI' de sommets (t;, £(t5)), i =0, 1, ..., J.

Pour un nombre € positif, on notera B(f,e) l'ensemble des fonctions g de t&[o,n]
telles que ||g - £[| < ¢

La fonction h, é&tant s.c.i. (cf[l]), on en déduit que v n > o,

© e - st £(t) - £(t;_))
je>o tel"que gg B(f,e)nT, he (V=% )zhy —=% )-m
i o i i-1
pour i =1, 2, ..., j. Par intégration, on obtient wg (E) > wg(f) -n, ol

E désigne la ligne polygonale de sommets (ti’ g(ti)), i=0, 1,..., j.

La fonction h, &tant convexe, on peut appliquer l'inégalité de

1 ti g g(tl) - g(ti"l)

t. - t

Jensen : ——— J‘ hg (g'(e) dt > h'g ( } ce qui donne
i i-1

i-1 ti—l

[ b (B'E)dr 3w (& > we (£) =
(9]

La fonctionnelle wé étant s.c.i. sur 1'ensemble T qui est dense dans
E%, on la prolonge naturellement en une fonction s.c.i. surt; en posant :
f Ef% ——— wg (£) = inf lim wg (fn)
{fn}e r

g, = £l] >0
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Remarque 1 : Si ¢gn'existe pas partout mais seulement dans un voisinage de O,
v . 1 .
wg(f) coincide avecJ‘ hg (£'(t)) dt pour toutes les fonctions f de f; telles
o

que f' soit continue 3 valeurs 3 1'intérieur du domaine de définition de h

£
Remarque 2 : Si ¢, existe partout, alors la fonctionTelle wg coincide
avec vE définie sur E% par v,.(f) = f o h(f'(t))dt pour f absolument
céntinue
ve (f) = + © sinon.
Nous allons le montrer & l'aide des deux lemmes suivants :

lemme | : VEEEG,, wg(f) € vg(f)

démonstration : si vg(f) =+ @ c'est trivial.

si f est absolument continue, elle admet un module de
a
continuité uniforme 6. Désignons par fn la ligne polygonale de sommets
@, £@yi=0, ..., n

A o
. > =
On a : vg(f) > vﬁ(fn) wg(fn) car hgest convexe.

lE - £l =tzu[g 1 olf_(t) - £(0) |
< Sup {o[?n(t) - %In( [‘%E.])]*O [,f\ln( [_zt_]) - £(0)]}
t
$ sup o deele by _ ¥ kel o el - rn] <2 s
Il’f\"n - fJ[ -)O = Vg(f) Zl_i_ﬂ_l-vg(’f\ln) ng(f)'

lemme 2 : si P existe partout, vy est s.c.i. Alors on en déduit que pour f¢€ C;
Vg(f) < inf 1linm Vg (fn) < inf lim Vg (fn) = Wg(f)-

{fn}efo {fn}er'

le,- £l >0 Jle - £l -0
ce qui prouve, avec le lemme 1, 1'identité de wg et Vg

démonstration : Pour montrer que Vg est s.c.i., on va prouver que pour

tout K positif, les ensembles AK = {fEC%, vg(f)f K} sont fermés. Soit fn une

suite de AK telle l'fn - f”n . : 0 ; montrons que f ¢ AK.
1 hg(X)
f hg (f'n(t))dt < Ket lim Y = 4+ o entrainent que la suite f'n est
o p(x)- =

équiintégrable ; donc elle est relativement compacte pour la topologie O(L], L).

Soient Yy et v, deux valeurs d'adhérence de la suite f'n pour O(L], L), on a
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t ot
alors : f(t) = fo yl(u)du = J o yz(u)du, ce qui implique que f est absolument

continue et Y]1= Y, = f'. Donc f'n + f£' pour o(L
fonction n, f hg(n(t))dt <K
| 1
[ <e@, > dr- [ Log g RN K, ¥ gel”.
Montrons le sens non trivial : °
Remarquons d'Tbord que‘[’l <g,n >dt - j’] Log qjg(g(t))dt <K,vg¢ L

1 Lag. En effet pnour toute

o o

implique : [ [<g(t)n(t)> - Log p,[a(©)]] dr < K, vea™.
o1

et par suite [ |<g(t),n(t)> —Logyg(g(t))|+dt K, vg

Q

Prenons g(t) = 68 (n(t)) avec 6€ défini par :

<x, 8_(x) > - Log g, [0 &)]

(1 -€) hg(X)
1

- +
:;j‘o [ - [n](t)]] <K

N

€ arbitraire =f hy [n(v)] de < K.
(o}

Proposition. si;pg existe partout, l'ensemble AK ={ fe G, wg (£) < K} est
de plus compact dans f%. |

démonsthation : il suffit de trouver un module d'équicontinuité.

Ayant supposé l'existence decpg partout, nous pouvons considérer sa restriction
i toutes les "diagonales" de Rk :

Pour u croissant de 0 3 + @, Logcpg (u,§) est une fonction
croissante en u de 0 3 + ®, oli § désigne 1l'un des 2k vecteurs de Rk dont les
composantes valent +1 ou -} ; mous pouvons alors considérer la fonction wa(u)

: ! PR : ,
inverse de ————— : elle est définie pour u é]O,WE: , Croissante et

Loggg 0
tendant vers O en O.Y

Soit Y(u) = % w@ (u) définie pour u > 0, croissante et tendant
8

vers O en 0.

[ng

Considérons maintenant une fonction g quelconque de AK :

n M

osysxst ole - el < 2, i@ - gt | =<5, g0 - gy)> pour

1'un des 6.
i
g(x) - g(y) =[ Q&Jlbﬁq&)dt

o

. , 1 §.1 (t)
pfe(x) - g(M] . <8, 8(x) - gly)>_ . [y,%]
aaETe= e N 2 J,o e ey &

o]
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Comme hF et Logcpg sont en dualité de Young

Yo, VA, <a, A> £ hE (a) + Log\pg )
1 i ] 1 ()

P 1] Y’ ] I

donc ‘jo < g'(t), & WG(X j hg (g'(t))dt + Jo ch¢£E7£ZG£:5_Jdt

X

Tve® ] tos v ¢ [y 4t

A
x
+

—

Nous obtenons p[g(x) - g(y)] € (K+ 1) ¥ (x - y), Vg€ Ay, ce qui montre que
(K+ 1) ¢ (.) est un module d'équicontinuité.

Pour G borélien de f [0 1] , on pose Wg (G) = inf wg(g) ‘si Gﬂf #0
£6NE

=+ sinon.
Des remarques et propositions précédentes, on dé&duit que :
i) si G est ouvert, WE(G) = WE(GnF)
ii) vieg, xcE[B(f,e)l A we(f) lorsque e \O.
iii) sig existe partout, WE[B(G,E)J A WE(E) pour tous les boré-
liens G vérifiant wE(E) < o , G désignant 1'adhérence de G dans EL lo,1]
Lorsque & suit la loi normale :OV?O, B), sa transformée de Laplace existe

partout et on obtient les formes particuliéres suivantes :

ho(oc) = % o' B_]a
w (£) = %J“ £'(u)'B T E' (u) du
o
WO(G) = inf Wo(g) si GN fo # @ et + o ginon.

gE&GNE

ENONCES DES THEOREMES.

1. Grandes déviations.

On suppose que les variables £ ont une transformée de Laplace

sur Rk. Soit x(n) une suite telle que xsn) *+ 1, alors ¥G borélien de‘ek
lim 1 Log P(s (.)EG) 2 - W (E) é étant 1'intérieur de G
n*® n n'’ g £ ’ )

1im %—Log P (sn(.)E G) ¢ - Wg(a) si wg(&) < o

4]

Finalement,pour les boréliens G vérifiant W.(G)= Wg(G),on a
1 >
= Log P (sn(.)e G) > - Wg(G).

n > <«
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2. Moyennes déviations

On suppose que les variables £ ont une transformée de Laplace

dans un voisinage de 0. Soit x(n) une suite telle que Eéﬂl + 0 et () ,

n

Alors ¥G borélien de e,

lim L Log P (s_(.)€B) 3 - W_(6)

o x(n)

Tim L 5 Log P (s (.)6) s - U (B) si W (©) <=
x(n)

n—-)oo

(-]
Finalement, pour les boréliens G vérifiant WO(G) = WO(G), on a

n 5 Log P (s (.)€6) » = W_(G)

n o

x(n)
Remarques : i) si les variables ne sont pas centrées mais Ef = a, il suffit
de remplacer G par Ga dans les seconds membres des inégalités :

G, = {g(t) - a.t , g G}

ii) si la suite x(n) est telle que Xén) + B #£ 1, il suffit de
remplacer G par BG dans les seconds membres.
iii) W(G) = 0 & G contient la fonction nulle.
Les deux théorémes seront démontrés parallé&lement, il sera donc
commode d'utiliser les notations h, w, W, pour désigner respectivement‘hg,
yg, Wg dans les cas de grandes déviations et ho’ LA W0 dans les cas de moyenmes

déviations.

I11. EXEMPLES D'APPLICATION.

1, Interprétation de w(f)

Si w(f) < o, w(f) = 1lim 1lim n
o o T 5 Log P(sn(k)GB(f,e))

x(n)

Wi

lim lim

N ,
Log P (s_(.)EB(f,e)).
0 x(n)2 s, (.)EB(£f,e))

En effet, nous avons vu que Vf Eéz, W (B(f,e)) A w(f) quand ¢ y 0 et d'autre
part, le théoréme de grandes déviations permet d'écrire :

lim n

x(n)

5 Log P (sn(-) € B(f,e)) > - W(B(f,<))
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lim

" Log P (s (.)€ B(£,e)) € = W (B(£, 2¢))
x(n) '

et on fait tendre € vers O

Remangue : Commecpg existe partout, W (B(f,€)) est une fonction continue en €

-

(suffisamment petit) pour toutes les fonctions f satisfaisant i la condition :

-

f' continue 3 valeurs 3 l'intérieur du domaine de définition de h.

Cela permet d'en déduire : W(B(f,e)) = W (B(f,e))

et par suite : —= 7 Log P (s (.) €B(f,e)) » - W (B(f,e))
x(n)
et @

lim lim —=5 Log P (s (.) €B(f,e)) = - w(f).
eX0 n x(n)

2. Franchissement de la barriégre. (k = 1)

On prend G = {f 69[0’11 telles que 3 tE[O,i], £(t) > g(v)} ,
ol g une fonction continue sur [b,l] telle que g(t) > 0, Vvt (le cas contraire
serait trivial : %-Log P (sn(.)e G) - 0).
Etudions d'abord les grandes déviations.

ler cas ¢ Si 5%5) > ess sup £, Vvt ou si git) >

ess sup § dans le cas ol
P(E = e€ss sup &) =0 , on a directement :

P(sn(.) €G) =0

2e cas : si gégl > ess sup £, vV t dans le cas ol P(§ = ess sup §) > 0

g(to)
t

et Sto e:]O,l] (le plus petit) tel que = ess sup §£. On obtient directement
P(Sn(') €G) = P(sn(to) = t_ ess sup £)

= [P(£ = ess supE)]bto] +
- —:;Log P (s,(.)€G) > t . Log P(E = ess sup &) = w (geo) = W (©)

Dans ce cas, la minoration donnée par le théor@me serait sans

intérét : W (G) = « .
Y
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.o t
3e cas : si 3 tOG[O,l], %(:—9—)- < ess sup £.
o

Pour f€G, posons u = inf {t€ @,I], f(t) = g(t)} . La fonction

g(u)
u

g, définie par gu(t) = [inf (t,u)l appartient aussi 3 G et w(f) > w(gu)

donc W(G) = inf w(g) = inf u.h [BW]
Y L]

G est évidemment fermé et de plus W(G) = W(G). En effet, ¥ t ’g_i(:t_) < ess sup §
donc la fonction h§ est continue au point gt(:t)

Ve > 0,3n >0ctel que h [(1 +n) ﬁﬁﬁ-li < hEEE%E—lJ (1 + €)
la fonction grt] o= (1 +n) 8, vérifie wg (gz ) £ g (gt ) [l + e]et

g, € G donc We(G) S W(E) (1+m), vn>o.

S'il existe u unique réalisant inf w (gu), alors on peut
u
interpréter g, comme la trajectoire la plus probable conditionnellement au fait
0

que l'on franchit la barriére (cf5[ 7] ).

Pour les moyennes déviations, h_ est une fonction continue sur R

pour toute fonction g continue sur I:O,l], on aura alors :

a 5 Log P (3¢ 6[0,1], sn(t) > g(t)} » - WO(G) = —inf v
x(n) . t 20° t

3. Non franchissement de barriéres : k = 1.

On prend G = {fEe[O,l] telle que f(t) < g(t), v t} ol g

1

de classe C' et telle qu'il existe t € ]0,1] tel que g(t ) < O (les autres

cas ne sont pas intéressants : —rli Log P (sn(.) € G) > 0 ou ~ ),

ler cas : Si 3t tel que git) < ess inf & ou si 3t tel que ggt) = ess inf &
dans le cas oli P(§ = ess inf £) = 0 on a directement :

P (s,(.)€6G) =0
2e cas : 3t € ]0,1] (le plus grand) tel que _g_g_g)_ = ess inf £ dans le cas
ol P (§ = ess inf §) > 0. Ce cas sera traité avec le suivant car hg est
continue sur [ess inf &, O] .
3e cas : -&t(:-f-)—> ess inf £, vt.

Considérons d'abord la fonction E, enveloppe convexe inférieure

de {(0,0)} U {(t,y), vy > g(t)} ; en vertu des propriétéds g, 5 est continue sur
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[0,1] et g(0) =

Considérons maintenant t_ = inf {t, g(t) = inf g(u)}, en vertu
4 uE»[O ’ ]]

"
des propriétés de g, g(tp) = g(tpy) < 0.

0

N
Notons g* la fonction : gx(t) g(t), t <t

(o}

g(to)s t > to

Nous allons montrer que W(G) = w(gx). D'abord w(gx) < to.h EE(O)] < o
d'aprés les propriétés de h et de.g. La fonctionnelle w &tant é.c.i., elle
atteint son minimum sur le compact {fEGFH%, w(f) ¢ w(gx)} pour une fonction
notée'E :

WE) = w(@ s wigh
Supposons que w(g) < w(g*).

Si il existe £ tel que E(tl) < gx(t]), considérons une tangente
a g*au point t, 3 elle rencontre g en un point t, < t, car g(0) = g*(O) = 0 et
g* est convexe. Deux cas se présentent :

ler cas : Cette tangente rencontre'g en un point d'abscisse t3 > tl’ alors on

v — A b
aurait w(g) < w(g), ce qui est impossible : 6 %’ 1 E’ % >
E g(t), t < ty et t 3ty \\“n ; ,%*
HOR ( | ;
( t3 t t-t g
(— 8(t) + —— g(t), t, st <t
( 837t T2 t37h 3 72 3
2e cas : Cette tangente ne rencontre pas E'pour t > tr» alors on aurait w(g) <
w(g), ce qui est impossible: by, b, 4
0 g’ A '
. (8(t), t st N\ .
g(e) = ( 2 N e .%1-
( l -t ) + t-t2 g(1), t >t *r,‘\ E
(ty > -2 T N
( tz_ 1 -t, 3 !
ce qui prouve que g 2 . H_*H,% ]

Considérons maintenant 1'ensemble {teto,l], g(t) > g*(t)} :
c'est un ouvert donc réunion au plus dénombrable d'intervalles :

. Pour un intervalle du type ]t'n, t"n[ avec t"n <1, on a
g* (t'n) = E'(t'n) et gx(t"n) =‘§(t"n) ; d'autre part g‘x est lindaire sur

]t' . t"n[ car elle est strictement inférieure 3 g donc 3 g sur cet intervalle.
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. . . . x' —
La convexité stricte de h impliquerait que f D h (g" (t))dt < f n h(g'(t))dt,
t'n t'n

ce qui contredit 1'optimalité de g.

. Pour un intervalle du type |t', 1|, nécessairement t' > to et
_ 1 % 1 _ _ .
on aurait 0 = I h (g"'(t)dt ﬁf h (g'(t))dt. Ce qui prouve que g = g .
t' t'

G est évidemment fermé et de plus W(G) = W(G) si g(0) > 0, et si

5é52-> ess inf § Vt. o

Considérons la fonction de G définie 3 partir de gx par :

g = [g*'(O) - g]t sur [0,e], € petit de sorte que gX'(0) - €> ess
s ( inf £
(= g%+ o - g"e) surle.].
A Ona: 0 g w(Z) - w(gx)
L i, € X x
0 N ; sjo [h(g™' (£)) = h (g7'(0) - ) |dt
\ ’?L* ® Ineg n(g**(0) [at +¢| n(g*' (0
x _._4_!% sj'ol(g (£)) - h(g"'(0) |[dt +&| h(g™'(0) -
n(g® (0) - 9|

' continue en 0 et h

arbitrairement petit car g*
. X
est continue en g~ '(0).
Dans ces exemples, g* peut 8tre interprétée comme la trajectoire
la plus probable de G, au sens suivant : asymptotiquement la probabilité pour sn(.)

-

d'appartenir 3 G est "&quivalente" & celle d'€tre au voisinage de g*.

1v.DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

Comme nous le verrons ces résultats sont obtenus par discrétisation
et les outils essentiels sont les théorémes sur les grandes et moyennes déviations
sur Rk 3 de fagon plus précise, nous utiliserons les deux théorémes suivants :
Théoréme 1. Grandes déviations (cf [l]).

Si les variables aléatoires Ei ont une transformée de Laplace

définie dans un voisinage de 0, alprs pour tout borélien Z de Rk :

lim 1 Sn

2B Lpog P (B¢ 2) » - inf h, (2)

n n n 27 g

m 100 p 8% 2) 2 - inf hy (2), yE> 0
a a g ne < £ s V

ze.Bp (Z,e)
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o
ol Z désigne 1'intérieur de Z dans RX muni de la métrique p et B (Z,e)
M)

désigne {y € Rk, 3z¢€ Z tel que p(z-y) < g}.
Théoréme 2. moyennes déviations.
Si les variables aléatoires €i ont une transformée de Laplace

définie dans un voilsinage de 0, alors pour tout borélien Z de Rk :

lim n Sn .
— 5 Log P (-x_(-r;) € 2z)> - 1n§ ho(z)
x(n) 2€Z
lim n Sn .
a x(n)z Log P (x(n) € Z) inf ho(z), ve > 0
zeBp(Z,E)

Ce théoréme découle directement du théoréme de moyennes déviations sur R (cf[4])
que l'on étend a Rk, de fagon analogue aux grandes déviationms.
En suivant la démarche de [3], nous ferons la démonstration en 3 é&tapes ;

- nous montrons d'abord l'existence d'un ¢- précompact (voisinage
d'ordre € d'un compact) dont la probabilité du complémentaire est négligeable
pour le probléme .

- nous établissans ensuite les th&orémes dans le cas ol G est une

boule centrée sur une ligne polygonale.

- nous étendons enfin les résultats aux boréliens G, G €, # @.

Lemme 1.

Si les variables aléatoires E;i admettent une transformée de Laplace au voisinage
de 0 (resp. partout) dans le cas de moyennes (resp. grandes) déviations,

vC > 0,ve > 0, il existe un nombre fini de lignes polygonales fl’ cens fd € T

nCa

telles que 1lim 2n Log P (sn(.) ¢

B(f., €)) £ - C
x“(n) j J

1

Démonsthation

Des nombres € > 0 et 1 N étant fixés, considérons 1l'ensemble

i-1

{ fe€, Sup p[f( T ) - £(t)]< e}

K(e,1) =
i

D

I
i-1
1

i
st <‘I

En prenant les lignes polygonales fj a sommets d'abscisses O, %3
k.1l

=]t

seeey 1, il est clair que K (g,1) ¢ y

B(f.,e), d = 2
j J

1



P(Sn(-) € K(e, 1) =P (i;i | {sn(-), Co sup : plsn(l I ]) «-gnKt)i > e)
T St
. _
< I r{ Sup [s( )—s(t)]>e}
i=1 L T Lot %
< 1. P (sup ; plen(0)] > o)
OStST

< LP ( Max dsi| > € x(n) )
De 1'inégalité bien connue sur R (par exemple cf |5])
P (Max |Sj[>A) 5 2 B(|sg| > A - 2o M

jgN

On tire : P(s (.) ¢ K(e,1)) <1 Z P (Max [S;] > g .x(n))
i=1
.1
JS'l—

<2kl Sup P ( [Sin]] >e.x(n) - /é_oi /{%ﬁ)
i 1-
g2kl P ( p[S[n]] > e1. Bl e /% o))

1

. P e k
En appliquant les th&orémes de moyennes et grandes déviations sur R, oj X n)joue

le role de x ([n:]), on obtient : ,
T1im —— 2 Log P (Sn( .) ¢ K (g,1)) < -1 inf h(z)
n x (n)
z

¢ Bp(O,(l-l)S)

La fonction h étant la transformée de Cramer d'une variable ayant une
y

transformée de Laplace définie partout, elle vérifie : h(z) __, o (c£[1])
p(z) 0(z)o

On en déduit donc le lemme :

ve>0, ¥C > 0, 31 tel que lim Log P (sn(;) ¢ K(e,1) € -

n x“(n)

Nous allons maintenant montrer que les théorémes sont vrais
lorsque G est une boule centrée sur une ligne polygonale f de>F. La démonstra-
tion consiste & discrétiser le probléme : au lieu de calculer P (p[sn(t) -f(t)]
< g, y¥t), on va étudier le comportement asymptotique de 1'expression :

P(n  {pfs (@ - £@] < eh
q€Q
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~ . - .- p | -
ou Q est un ensemble discret (r &tant fixé&, on prendra Q, = 10, Treces E;l s 1)
Il y aura donc deux parties :
- écrire un théoréme de grandes ou moyennes déviations pour évaluer :

P (qrelqr{o [s,(@) - £(@] <e).

- approcher P (sn(.)e B (f,£)) par densité en faisant tendre r vers 1'infini. Il

sera commode d'utiliser les notations suivantes :

pour g€, soit F (g) ={ 8@, +-.» 8D - gdIH, ..., 8 - 8(EEh]

) o8 SR

(n) - Lr.
F () ={8(=2),..0, 80— - 8(—

)_

(r-1) 71
g (——) ]

L'application Fr de f; dans Rk'r consiste 3 mettre dans un vecteur de taille k.r

les accroissements de g sur les segments [—;;—,4%] et 1'application Fin) approxime

. . . . . i
Fr de sorte que les accroissements soient pris en des points d'abscxsse~H.

Lemme 2.
U k.r

Pour tout_borellen Z de R

lim Log P {Fﬁn) (sn) €} > - inf Hr(z)

n  x(n) %7

lim p (n) .

n ( )2 Log P { Fr (sn) € 2} < - inf Hr(z),v€ > 0
X 2B (2, €)

~

WH(2) =L T h(rz) siz= (g, ..., 2) €®ROT

Démonstration.

C'est une application directe des théorémes de moyennes et grandes

. e k~-r
déviations dans R, en effet :

£ g 3

PRPE +[$'J o (J"‘l)[%]"’ i + ... * J[%]

X(n) ’ ’ x(n) . 3
X, + X, +... + X

1 2 Eﬂ

x(n)

+

(n) gl
n
Fr (sn) = (
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ol X. = (§.,8] + 0y, «veey £, + (r=1) ) est une variable aléatoire de er
it e T 3 [ 2

k
admettant pour transformée de Cramer au point z : 3 h(zi)
i=1

Montrons d'abord la majoration dans le cas oli G est une boule :

lim

Log P (sn(.) €B(f,e)) < lim Log P {Fl(,n) (sn)E FI(_n) [B(f,e)]}

x(n) x(n)

n

A

- inf H_(z) , V6 > 0.
28 [F_(8(f,¢)), €]
F_[B(f,e+6]
8() - 8 (

1 h 7 L 1= w(g, ) ol g est la ligne

r

Mais Bp[Fr(B(f,e)) »8]

i - 1)

LN I |

et Hr[Fr(g)] = % .

polygonale de sommets (%3 g(%)), i=0,1, 2, ... r.

Comme h est convexe, on a w(gr) < w(g) et comme w est s.c.i., lim w(gr) = w(g)
-0

et on en déduit : lim inf w(gr) < inf lim w(gr) = inf w(g)
> geB(f, €+§) g€B(f, £+8) > geB(£f,e+8)
" d'ol la majoration : Iim n  Log P (s (.)€ B(£,€)) £ - inf wig), ¥8 >0
‘ 2 B(f,e+8)
x(n) ge 3

Pour la minoration, on peut &crire :
P (s ()€ B(E, &) 3 B {F™ (s) ¢ ™ [a(e, &)
n 4 T n T >3

2 (7™ (o) er™ [B(5, D] n s () ¢BEE)

Le deuxiéme terme est négligeable devant le ler car dans cet ensemble s, est

nécessairement "agitée" entre les points %—, plus précisément :

™ oer!™ Ine, 5 Dnls (0g BEE) 0 kG ©) = ¢ pour £ > R,

ol R défini a partir du modﬁle de continuité de f : wf (%) < %u

Nous venons de montrer que :

Ve > 0, vC,3r tel que lim n  Log P {FE“) (s )€ FE“) [Bet, ©ln s ¢
x(n)2
B(f,e) }€ - C

alors que d'autre part :
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lim _(n) (n) €
e Log P { F.™ (s)) e F." [B(E, )] }
= lim n
Bppgp R T (™ pen (™ ¢, 2 -ulr @] 2 -

Il ne reste plus qu'a gtendre les théorémes 3 des boréliens G quelconques. La

minoration est immédiate :

lim n .
S Log P (s (.)€ G) > lim n °
n x(n)2 n - = : Log P (Sn(-)EG)
x(n)
2lim o Log P(s _(.)eB(£,e)) VETn G, ¢ &tant choisi tel que B (f,e) < ¢
n
x(n)

2- w(f), V£ € TNG

donc lim _ n Log P(Sn(') G) 2 -W (I'n E) = - w(é)
n x(n)2 '

Pour la majoration on a : Ve > 0,

P(s,€G) € P(s € GNK(F, 1)) + P(s_ ¢ K(G,1))

€ étant fixé, 1 est choisi suffisamment grand pour que le 2e terme soit négligeable

devant le ler.
€ = & £ €
K(—3—,1) c. U | B {£:,; §-)= QMK (= 1) c 1.'IB(fi 5
i= i

€ » €
SD tels que B (fi’ 30{1 G#0

—_—

. _ A ” e €
lim n Log P {Sn(-)t.cﬂ K (33 1)} 4 = 1ﬁf W |B(fi’ §-+ §)| . indices §

x(n)2 1
tels que B (f, %)rl G # @.
it final t, lim n
SIS Tmessuetse & 2 Log P (s () eG) € - W [B(G,e)] ,ye > O.

V. RESULTATS DANS LE CAS OUcpg N'EXISTE PAS PARTOUT

On suppose que:pE existe dans un voisinage de 0. Donc tous les

résultats sur les moyennes déviations restent vrais.
En ce qui concerne les grandes déviations, on est confronté avec

deux types de problémes :

- les problémes 1iés 3 la définition et aux propriétés de w,.
<
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-~ les problémes plus spécifiques & la convergence.

1. Propriétés de w, :
> h, (@)
Les principaux ennuis viennent essentiellement du fait que )

ne tend plus vers 1l'infini dans toutes les directions. Em particulier, les
ensembles AK = {f E(g, wg(f) < K} ne sont plus compacts. De méme, la convergence

de W_(B(G,e)) vers W (G), dans le cas ol W_(G) < o, n'est plus assurée.

g g g€
exemgka : soit £ une variable aléatoire réelle admettant la densité.

—C

l+x4

. e-le sur R.

Elle admet clairement une transformée de Laplace sur [-1, + 1]

'.(1) :
Posons c_’i__«_i__l_ = a (< ®) ] ! !
e gD ! !
Pour a ¢ [-a, + a] , hg est linéaire : :\ / Lc% ‘?g
hg(oz) = |a| -a + hg(a) 1 0 i
h,. (o)

g _— .

donc 3 Q> t o

L'_ensemble Al = {f¢ 80, wg(f) <1 n'est pas compact car il contient la suite

{£} suivante |+ _G.-_h_i(i) L3

"n3 h(a) n

g
n+a-h.(a)
£ (¢) = inf [ 3

3&7

, t (n+ a- hg(a))]

n

1 L
wg(fn') == hg [n +a - hg(a)] =1 sin?> hg(a).

4

S S

i

]

o g L 0 4
Considérons l'ensemble G = {8n} n > sup (2, h,(a)) m
z &€

ol gn(t) = fn(t) sur [0, -%] et est formée d'oscillations polygonales de pente * a
SN

. N
d'amplitude € N 0 1_;a.§gox

4+ u-m&h\_eﬂ;“ e )\/\/\/.\/*,

L
—>

hg(a)

0
hg(a)
vn > sup [2, hg(a)], wg(gn)= I+ = g(E) = wg(c) =1+

= 3'.&-.

En revanche, vy€ > 0 pour n assez grand, €, £ e s (G,e)B (G, gn)) fn .

doncye > O, WE(B(G,E:)) < 1.
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2. Résultats de convergence.

Les résultats restent vrais pour les boules centrées sur les lignes

polygonales.
Lemme. Soit f€T, telle que f' prenne ses valeurs dans l'intérieur du domaine

de définition de hg. Pour expliciter cette contrainte, on rappelle que 1l'intérieur

de ce domaine est 1'intérieur de l'enveloppe convexe du support de § (voir [6]).

Tim 1 Log P (s (.) B(f,e)) < - W [B(E, e+ &)] ,¥8 > 0.

n
n
lim 1 Log P (sn(.)eIB(f,e)) 2 -wg(f)
n D
Démonstration.

La
majoration utilise seulement le théoréme de grandes déviations sur Rk et donc seule-
ment 1'existence decpE au voisinage de 0.

Pour la minoration nous tronquons les variables aléatoires £ de sorte
que leur transformée de Laplace existe partout et nous pouvons alors utiliser les
résultats précédents.

P (s () €B(£,6)) 2 P(s () ¢ B(£,e) | p( &) M, ). P(o(E)s W

IN

i
donc-% Log P(sn(.) € B(f,e)) > %-Log P (sn(.) € B(f,s)l p( gi) <M, i) +
Log P( p(E) ¢ M).
Si on note w la fonctionnelle w correspondant 3 la variable

£,M

aldatoire § tronquée par p(£) < M, les résultats précédents donnent :

v, lim 1 Log 7 (s, e B(£,€)) > - w \(£) + Log P [0(8) < M.

Lorsque M » o, wg M(f) »> w(f) (cf[6]) et P(p () < M) > 1 ce qul permet

d'en déduire immédiatement le :

Théoréme.

Sicpg existe dans un voisinage de 0, on a :
1
n

¥G borélien de ‘Ck[o,l] , lim Log P(sn(.) €G) > -WE(G)

- - 1
¥G g-précompact, y§ > €, lim . Log P (Sn(‘)é G) < - W€[B(G,6i].
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Démonstration.

P(Sn(') €G) 2 P(sn(.)€ G)

-]
P(sn(.)AEB(f,e)),V f€ GNT, € déterminé de sorte que B(f,c) < G.

\

. 8i f est tel que f' prend ses valeurs dans l'intérieur domaine de dé&finition

de h,, alors d'aprés le lemme précédent 1lim % Log P (sn(.) €6 > - wg(f)

g

. D'autre part si f' prend des valeurs sur la fronti&re du domaine de définition
de hg, il suffit de remarquer qu'il existe n > 0 et f] polygonale telle que f'l
prend toutes ses valeurs 3 1'intérieur du domaine de hE et B(fl,ﬂ)c B(f,e)

et wg(fl) < wg(f). (Convexité du domaine de définition de h§)'

I1 semble par ailleurs, qu'on ne puisse limiter l'agitation de
sn(.) comme dans le paragraphe précédent, les queues de £ n'étant plus

-

suffisamment petites. (C'est du moins, ce que donne 3 penser la non-compacité

des ensembles AK) .



[
(2]

31

(4]

(5]
[e]

- 57 -

BIBLIOGRAPHIE.

J. BRETAGNOLLE : S&minaire 1977-78 d'ORSAY. chap. III
A.A. BOROVKOV : '"Boundary value problems for random walks and large
déviations". Theory of Probability and applications (1967).
A.A., MOGULSKII : '"Large deviations for trajectories of multi dimensional
random walks" Theory of Probability and applications (1976).
W. FELLER : "An introduction to probability theory and its applicatioﬁs"
Wiley - tome II - chapitre 16.
BILLIGNSLEY : '"Convergence of probability measures" Wiley, page 69.
P. BARTFAIL : "Connections between the convex analysis and the theory of
large deviations'. Preprint of the Mathematical Institute
of Hungarian academy of sciences. n° 2/ 1977.
R. AZENCOIT : '"Grandes déviations : théor&mes 3 la Cramer-Chernoff et
petites perturbations de systémes dynamiques"

Cours de 1'Ecole d'Eté de Saint-Flour, 1978 (3 paraitre).

Jean DESHAYES
Dominique PICARD

Mathématiques - Bat. 425

ERA CNRS 532 "Statistique Appliquée"
Université Paris-Sud

91405 ORSAY



~50-

APPLICATION AUX TESTS DE RUPTURE DE REGRESSION

Jean DESHAYES, Dominique PICARD.

I ~ VITESSE EXPONENTIELLE DES TESTS utilisés pour déceler une rupture de

régression .
Nous reprenons briévement 1'exposé du probléme et les tests proposés dans [ﬂ'

Soit le modéle :

Vg = xé Bk +u k=1,2, ..., n
ol Xy désigne le vecteur sur lequel on régresse.
Bk est le vecteur des paramétres de régression au temps k .

u, est l'erreur : 1les u, sont supposées indépendantes et de loi normale

k
centrée de variance oi .

-

L'hypoth&se 3 tester est qu'il n'y a pas de rupture :

H = {B] =By =...=8 et 0, =0, = ... =0 } o

En fait, mus n'envisagerons ici les propriétés des tests que dans le cas d'une

contrehypoth&se du type {8, =B, = ... = B_ # Boyy = -+» =B, et

O, =0y, = ... = on} et du point de vue asymptotique ; nous supposerons observer
. k
le processus Yt sur EO,E] aux instants — (k =1, 2, ..., n) donc en des

instants de plus en plus rapprochés. Sous l'alternative, nous supposons par con-

séquent qu'il existe t € ]O,l[ tel que pour :

k t . a2
o<ty Yi,n SUit OU"(xk nbBp3 O )
v% >t Yy suit gyn(xé n B3 o?)

Aucun caractére d'optimalité ne se dégage de chacun des tests proposés, ceci

étant dl, d'une part 3 1'immensité de l'alternative, d'autre part au fait que t,

est mal estimable, méme si on restreint l'alternative comme ci-dessous.

- . - . P . o o A
Les tests proposés dans [i] sont construits 3 partir des résidus recurSLfggﬁﬁxh i
T 28

. . . % 3
(ceux-ci sont obtenus & partir des résidus habituels par orthogonalisation) AEﬁmmn“&¢/i
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Yk = ¥k Pk
u) =
« /G + x! (X' X )-l X
k-1 k-1 K
1
X Yy
1
- *2 2
= ' ' — . _ .
avec bk = (Xk Xk) Xk Yk et Xk = . . Yk = )
*x Yk

Nous allons étudier du point de vue asymptotique, le test basé sur les sommes
cumulées de résidus puis celui basé sur les sommes cumulées des carrés de résidus.
Pour les deux tests, nous distinguerons les cas o connu et o inconnu et nous

nous limiterons au cas unidimensionnel (rupture de moyenne).

I - 1) Test construit sur les sommes cumulées de ré&sidus

I -1.: 1) o connu

. . '3 2
Les variables yk,n suivent une loi normale Afn(m],o ) pour k < nt et
une loi normale ff (mz, a2) pour pour k 3 ot .

Sous Ho s on a to = ou m, = m

1 2
sous Hl , oma t_ ¢ ]O,l[ et m -m, = d#0
-1
yk-y )

Les résidus récursifs valent Py =, k=2, ..., n ol

l.
k-1 1+-k—_—1
X y;
k-1 _  i=l
y = ——
k-1

Le test basé sur les sommes cumulées de résidus consiste & rejeter 1'hypothése Ho
s'il existe t dans ]0,![ tel que |sn_](t)| > g(t) avec g(t) = at +<%
pour un a > 0 .

sn_l(') désigne la ligﬁe polygonale partant de O et joignant les points
I w

k-1 i=2
n-1 n-

i

( ] ), k=2,3, ..., n.
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I.1.1. a) Calcul du niveau
Sous Ho , les Wy sont. des variables aléatoires indépendantes M(O,oz) s
leur transformée de Cramer est h(u) = 2

202
D'aprés le chapitre n° Iv([6]) , ona :

1 a at+% a2
Ya>0,—7Log Py A3, lSn_](t)l>at+§)———+-inf t.h(—>)= - =5
[o]

t

Q

ce qui signifie en particulier que ce test a toujours un niveau exponentiel.

I.1.1. b) Calcul de 1'erreur de 28me espdce

Sous Hl ,» les Ye.n suivent une loi normale de variance o2 et de moyenne
s 1

égale 3 m, pour k < nt = et égale 3 m, pour k > nt, . Alors les résidus ré-

1

cursifs sont indépendants et de loi N'(Ewk,oz) ol :

Ewk = 0 pour k<nto

[nt ] [nc_]
= ¢

— e(m,-m, ) t .d
Emk=kl 2 17, n 1 pour k>,nt'o.
/1 +_E_!_ k (E_l) a
-1 n n n

D'aprés le chapitre n° IV ([6]) » l'erreur de 2&éme espéte se calcule ainsi :

5l

lim
n—)@

Log Py ([s__ ()] <at+2, Vo)
1

. 1 a t
= lim . Log PH.( sn-l(t) < at + 3 toIdI'Log . ]t>t , Vo
n-o (¢} ) o

- w(g*) en utilisant les notations du chapitre n°Iy ([6],§III.3°) .

Pour avoir une décroissance exponentielle, i1l faut déji que :

e |4
Inf g(t) soit négatif. En particulier g'(t) = a - 0 .
¢ t txt,

doit 8tre négatif en t, s ce qui nécessite : a < |d] .

e ld| .
o S1 to <T3T< 1, alors g' o oa € [to,lj s

s'annule au point T _=
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i d ¢ inf t) = = t
ce qui donne 12 g(t) = g(ry)) =a (t, — a
. _a . 3
o Si TET <tg, alors 12f g(t) = g(1) = a(f + to-lgL Log to) . Trois cas
seront & distinguer pour le calcul explicite :
F' . ; .. A e
s uy ces b\ s i)
; | %
; ‘ ‘
| .clto '1.; ! ti \ A-' >
o ~~% \ (. o] -t ) Of -k ‘f
IR N N ! T !
Y 4 N !

o Si |d| g a , pas de décroissance exponentielle de 1'erreur .

a a

¢ Tar-

exponentielle de 1l'erreur.

! a .
+ 1 + Log 2 0 , pas de décroissance
2to |dl

. a a 1 a s s
o Cas__1i) t, < TaT < 1 et Tar 5?; + 1 + Log TdT < 0, 1la deuxiéme
inégalité peut s'écrire T%T < u(to) avec u(to) solution de 5%— + 1 + Log p=0.
7o

si et seulement si to est inférieur

Cette valeur u(to) est supérieure & t,

a e—'3/2 . Par conséquent, le cas i) ne se produit pas si t, est supérieur 3
~3/2 . . - .
e 3/ . Notons T la racine comprise entre t, et t_ lgl- de 1'équation :

g'(t) = E%EL ;T dans ce cas puisque la

1 est nécessairement inférieur 3 TO

fonction g est convexe sur [fo,l] . On obtient alors :
* ! * g(Tl)2 To '(t)2
w(g ) = f h(g ’(t))dt = —'2—-- + J &—T—'dt
o) 20 T T, 20
a
d2 (e 2':o d ) a a 1 a2
=t —3-{e + TET Log TET *o —7}
g o d
Si t >'e-3/2 et t ST <=t Log — alors g(l) est positif
° o?% o STA[ ¥ 3 "o t
et par conséquent, pas de décroissance exponentielle.
. -3/2 . . -3/2 1
o 81 t_ <e 3/ et TST < to ou bien si to 2 e / TET < =t Log;r3

(o]

on est amené 3 distinguer deux cas suivant que T

est inférieur a

1

Oou non
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-1

le cas ii) correspond 3 T, € 1 , ce qui se produit si t, < e et
TgT < 2t°(Log %w - 1) , cette derniére borne &tant plus petite que %vto Log %—
o ‘ o
, -3/2 . ‘s
s1 to > e et plus grande que to dans le cas contraire. Le cas iii) corres-
< . . -1 . -1
pond a T, 1 , ce qui se produit pour t, > e ou bien t,<e et

a

(o}

1
-m > 2t0 (Log —t—" 1).

o Cas_ii) t, € e-3/2 et T%T <t
-3/2 -1 a 1
ou e / St < et TET-s ZtO(Log E; - 1)
2 2 (1+ =21
. g(jl) 1 g'(t)z tod 2 2told| a
alors w(g ) = + dt {—3---— + e +-F3r- Log t -t}
202 I T 202 o2 d o
e -1 a
o Cas iii) t,>e et Tal <3 t, Log ?;
-3/2 -1 a 1
ou e St et ZtO(Log E: 1) < TET~< §'to Log E;
2
2 td 2
»* (1) 0 9 a 3a 0 2
alors w =& = { . — + logt + 5 ¢ (Log t )7} .
(8 252 2 8t 27 2[d] gty +3 * (log g,
Qa
=A t
\dl °
3
i
i
( i
! Qto(bji-ﬂ
i & 2 4
©/ A a3,
©® \ @
O e et 1k,
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I.1.2) o inconnu : niveau

La région de rejet est la méme que la précédente si ce n'est que 02 est

ici estimé par 1'estimateur classique des moindres carrés

mi (voir [ﬂ) :

1
)" = n-1 2

1 k

t ™3

~p 1] B
(e} =_l' E (yk -

=}

Isn—](t)l

-~

o

D = {3 te [0,'1] tel que > bt + %} .

Du point de vue fonctionnel , D peut s'écrire :

HOY

D = {f telle que 3te[_.0,lj, i >bt+%}.

(f £1(0)2 ary'/?
[o]

C'est un exemple d'ensemble fonctionnel ol la théorie exposée au chapitre n°1v
(Bﬂ) ne donne aucune précision : en effet, l'intérieur de D est vide et sa

fermeture contient O de sorte que W(B) =+0 et WD) =0 .

o étant donné 1'aspect homogéne de la contrainte, il est évident que si D

n'est pas vide, alors D contient la fonction identiquement nulle.
. 2 . . !
- 81 b < 5 alors il existe T, compris entre 0O et 1 tel que

/?; > brz + % alors toute fonction f linéaire sur BL1¢] et constante en-

suite appartient 3 D f(t) = C‘t‘]t<r + C.'rz.lt>T donc D ne sera pas vide .
2 2 :
/53 effet
-si b 25 alors D est vide : il est clair eﬁvau'il suffit de s'inté-
resser aux fonctions linéaires sur [b,rz] car si une fonction f appartient &
D, il existe T tel que ] £(v) > bT + g- , alors la fonction
(I £ (0)2ae) /2
“o

lindaire : £(r) otel + f(1)-1 est 3 fortiori dans D. D é&tant vide,
T tsT t>t

[-]
D et D 1le sont aussi.

< 2 P ° .
o Méme dans le cas o b < 5 » On constate immédiatement que D est vide

car dans tout e-tube construit autour de f , il existe des fonctions qui "oscil-

lent" trop pour appartenir & D.
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Néanmoins , PH (D) décroit exponentiellement comme le montre 1'encadrement
o

. N 1
suivant dans le cas oi b < —

V2
o ¥y e>0, PH (D) < PH {3, ———— > bt +-5} + Py {0 < g(1=€)}
o) o o(l-¢g) o
[s__,(t)]
or : %-Log PH {3 t, —n-l 7 > (l-g)bt + (l;e)b} > = bz(l-s)2

[o]

Lo (l-s)2 -1 - Log(l--e)2
" 2

] -~
= Log PHO{U < o(l-e)}

2 .2
Tim -% Log B, (D) < - inf{bZ(1-¢)% , (=€) ~1-Log(l=e) ,

n o 2
lsn-—l(‘:)I b ~
o Ve>0, P, (D) > Py {3t, ———— > bt + 5& - Py {o > o(1+e)}
o o og(l+g) (o)
s _ (v
1 I n~l (1+e)b .2 2
5 LogAPHOfat, — (l+e)bt + > } > = b"(1+e)

L (1+e)2-l-Lo§jl+e)2
> 5

Bi-

Log P (G > o(l+e)}
[e]

2 2
sup (1+e)"~1-Log(l+e) =_% S b2

€ 2(l+e)2

(l+e°)2 -1 - Log(l+e°)2
2

donc 3 €o > 0 tel que b2(1 + e°)2 <

1 2 2
7 Log Py (D) > =-Db"(1+eo)”

n o

on en déduit que : lim

I.2. Test construit sur les sommes des carrés de résidus - o connu

I.2.1) Niveau

La région de rejet s'écrit : {3 ke {2,3,...,n} tel que

k
1 2 k-1 . . . -
Tn-1)02 iiz' wg > =7 * c} soit finalement : {3t ¢ [o,ﬂ tel que Ssn-—l(t) > t+c}

avec ¢ > 0, ol ssn_l(-) désigne la ligne polygonale joignant l'origine O et

. k-1 1
les points {—_—-;?5:7762

2
n-1 wi} pour k = 2,...,n.

U

i=2
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On a vu dans le chapitre n° v ([6]) que

1 . t+c
E Log PH (at N SSn_](t) > t+C) — inf t.ho(—E—)

o t
N - . . . 2 .
ol hO est la transformée de Cramer d'une variable suivant une loi Xy soit

. x-1 - Log x
ho(x) = ___T_____S__ , x> 1.

Donc : VYe>o0, %Log PH (3¢, ssn_l(t) > t+c) >~ 2= Iéog(l+c) = - Mo(c) .
o

On remarque, c'est la méme vitesse que pour le test admettant pour région de
1 no2
rejet seulement {————~ I w. > l+c} .
2 .,
(n-1)o i=2

1.2.2) Erreur de 2éme espéce

Sous Hl’ les variables w, sont indépendantes et suivant des lois normales

de variance 02 et d'espérance :

t d
o

E w = ' 1
k 7§(§ -1 knt

I I K 2 ki
On a donc 3 évaluer : Py Log PH (Vk , —— & o <

1 (a-1)0%  i=2

+ ¢c) . Ce

probléme n'a pas été traité explicitement dans le chapitre n° Iv([6:[), car la

suite (wk) , k=2, ..., n n'est plus stationnaire. Toutefois, on a de méme

(cf.[2]) :
1 1 kg ke !
Py Log PH (Vk, — b Wy £ = + ¢) — - inf J ht(f'(t))dt
1 (n-1)o” 1i=2 feD ‘o

oi D= {f telle que Viee [0,1] s £(t) & t+c et £(0) = 0}

et ht(‘) désigne la transformée de Cramer de la variable —%mzfnﬁ , soit ici
o

1 tidz u
ht(x) = sv:p(xu + ol Log(1-2u) - :z—t:—z— vl lt>,t )

On est amené 3 résoudre le probléme suivant
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i
Trouver inf I h](t, f'(t))dt sous la contrainte :
f o

£f(0) =0 et f(t) < C, V t e Eo,ﬂ si on note hl(t,v) = ht(v+l) . On

utilisera le fait que hl est décroissante en t et convexe en v . Ce probléme

est équivalent au suivant :

1 y(t) X
"Trouver inff f u(t,v)dv  sous la contrainte : [ g(t)dt g ¢ ,
g o g(t) o

Vxe [0,1] » avec .

dh,
tod2
v(t) étant défini par u(t,y(t)) = 0 &= y(t) = 7 - lt>t .
o't o
Remarque 1 : Il est &vident que la décroissance de l'erreur ne sera pas exponen-

tielle si la fonction vy(+) respecte la contrainte :

! 2
o s d
f y(t)dt § ¢ soit si e, (1=t ) S5 < c .

t g
]

: . d . . PR
Pour .c‘eljo s to(l-to)-zi E » on va exhiber la fonction g réalisant

1'infimum.

Remarque 2 : A t fixé, la convexité de hl par rapport & v implique que
u(t,v) est une fonction décroissante de v et que les courbes
de niveau gA(t) définies par : v = gx(t) & u(t,v) =X >0

sont des fonctions décroissantes de t sur [po,i] . Ona :

¢? a?
B0 =T T T e
o~ t (1+2)) “"o

Remarque 3 : Il suffit de considérer les fonctions g inférieures &3 Yy car
pour toute fonction g réalisant la contrainte, la fonction
inf(g,y) réalise aussi la contrainte (car ¥y 2> 0) et donne une

intégrale plus petite,
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Nous serons amenés i distinguer deux cas selon que la courbe de niveau 8y

|
réalisant Jo g)\(t)dt = ¢ vérifie : gx(t) >0 pour ¢t ¢ [to,ﬂ ou non
-2) ti a* I
Cas_i) 1la courbe de niveau g, (t) = . o1 telle
A 1+2X) 02 t2 (1+2X)2 t>to
|
que I g)\(t)dt=c , vérifie N > 0 sur Eto,l]
. )

Alors montrons que g est meilleure que toute fonction g inférieure 3 v
| .
et réalisant f g(t)dt & c .
)
1 (t) 1 y(t) 1 B (Bve
f dt r u(t,v)dv = I dt J u(t,v)dv + J dt u(t,v)dv
o g(t) o gve,(t) o g(t)
> I dt I u(t,v)dv + A f dt dv
o gvg)\(t) 0 g(t)
1 ry(t) 1 1
= [ dt u(t,v)dv + )\[f g vg}‘(t)dt - I g(t)dt]
) ‘gvgl(t) 0 )
1 (D) 1 I
> [ dt u(t,v)dv + x[f gyve(t)de - [ gl(t)dt]
o) ‘gvgx(t) o o
1 ey (t) 1 rg(tivg
> f dt u(t,v)dv + [ f u(t,v)dv
o “gve,(t) o ‘g, (t)
1 y(t)
= I dt j u(t,v)dv .
o g, (t)
. 1
On est dans ce cas si t > =
o 2 d2
: 4t°(1—2t0) ;?? dz _
ou si t < 5 et /— P EvaS e to(l—to)?
(1 + 741 + 5 )
o
! I A-1 to(l'%)d2 A-1.2
on obtient inf h _(£'(t))dt = 5{Log A - + - ( Y <}
t 2 A 2 A
feD ‘o o]
2

A

+

A 1 + 22

d
/+to(1—to) ~ (1+c)

avec
2

g

(1+c)
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—— o o -

1
Cas 1i) la courbe de niveau g, réalisant f gx(t)dt = c est telle que
0

Y
gx(l) < 0 . Nous allons montrer que la courbe réalisant l'infimum est g, défi-

nie par
" 1
= 1 + 1 )> A étant tel que E (t)dt =
8,(t) = g, (t)( ety T et _ng, (£)>0)” , & c

Si g est une fonction réalisant 1'infimum, nécessairement g réalise 1'égalité

X .
dans la contrainte : f g(t)dt £ ¢ pour tout x ; posons alors :
o

T
T = inf {7, f g(t)dt = c} .
g 0

. Nécessairement g est nulle pour t supérieur 3 Tg . En effet, sur Erg,l] ,
toute "arche de type g > 0" sera précédée d'une ou plusieurs "arches de type

T
g £ 0" de surface au moins égale car j & g(t)dt = ¢ et fxg(t)dt ¢ pour.
o o

tout x . Ces deux arches sont alors séparées par une courbe de niveau Byt s A'>0;

par un raisonnement analogue au cas i) , on obtient :

1 v(t) 1 y(t)
I dt J u(t,v)dv 32 f dt I u(t,v)dv .
T g(t) Tg 0

La fonction g é&tant optimale, elle est donc nulle sur [}g,l]

o Un argument analogue permet d'affirmer que g est nécessairement positive
sur [io’ Tg] .
o Pour achever la démonstration, il suffit de faire la méme démonstration que

dans le cas 1)

1 (t) 1 v (t) 1 gv?;'A
f dt IY u(t,v)dv [ dt [ N u(t,v)dv + f dt J u(t,v)dv
o ‘g(t) o ‘gvg, o ‘g

\%

1 y(t) (. 1
[ dt f o u(t,v)dv + A(j gvg,(t)dt - f g(t)dt)
0 gvse, ) 0

1 (t) 1 " lm
f dt fY N u(t,v)dv + A([ gveg,(t)de - [ gx(t)dt)
o gve, ) )
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D'od

1 Y (t) 1 v(t)
f dt f ult, ydv 3 f dt fm u(t,v)dv .

o g(t) 0 g, (t) )

d
] 4t0(1 Zto)-o—z-

On est dans ce cas s1 t_ < = et 0 <ec<
o 2 [ 2422
(1+ 1+4t )
o
2
1+ o+ Atg ti d2

+ 1 -
2 202

QNIQ-

1
on obtient ainsi : inf f h (£'(t))dt = %—L og
feD t

2 2t | 1+4¢
2_ t d _ t |d| o
¢ lal, Al__/]+4t§d2+o A2 o7l '_To
g

(=
°© 9 /A(A-D) 2 g% A 20 2/A(A-|)+(2A—1)
, e d%q2 d
avec A %1+ 2\ solution de : [A o ?] - 4~ A(A-D) =

II - ETUDE D'UN AUTRE TEST POUR DECELER UNE RUPTURE DANS UN MODELE

Nous avons suppos& que les yk,n s k=1, ..., n sont indépendantes et
suivent une loi Fl pour k < nt et une loi F2 pour k > nt_. Notre probléme
est toujours de déterminer s'il y a une rupture effective (t° #0, et F, # FZ)
ou non. On a vu dans le paragraphe précédent qu'une des difficultés sous-jacentes
était la mauvaise estimabilité de t, pour de telles observations. On va essayer
de contourner cette difficulté en "randomisant" les instants d'observations.

. o N s . k . .
Au lieu d'observer le phénoméne 4 des instants I fixes, on va tirer au sort

®n

les instants d'observation, par exemple avec une loi I G)]] , de sor-
te qu'on obtient un n-&chantillon (X], XZ’ ooy Xn) avec XJ =Yy, ol

(Ul’ U2’ ooy Un) est un n-échantillon de la 1oi NI sur BLI] et les variables

Yu. n suivent la loi F1 si uj < to et la loi F2 si uj > to‘ Si I est une

J’
loi absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur BD,G et si on
note w_ = n(u < to) , alors (Xl’ X5 ...,Xn) est un n-échantillon de la loi

mélange : LN Fl + (1 - wo)F2 dont les deux premiers moments sont :

7 m, + (l—no)m2 et o2 + no(l—wo)d2 {on a noté m et 02 les moments de Fl’

o1

2 =
m, et ¢ les moments de F2 et d m1~m2) .



Sous cette forme, l'hypoth&se naturelle 34 tester est :

{no(l—ﬂo)d2 = 0}

—
1]

et la méthode des moments améne 3 compgarer l'estimateur classique de la variance

i o2 .

On va étudier ce test d'un point de vue asymptotique dans le cas trés simple

ol F] = Nr(ml,oz) et F2 = hf(mz,cz) . Pour faciliter 1'exposition, on conser-

@n

vera la randomisation, sous la forme I , des temps d'observation. En réalité,

aussi bien au niveau théorique que pratique, on procédera un peu différemment

(1'équivalence des deux procédures &tant montré&e en appendice) : n @&tant fixé,

N{(n)
—n————bco)

—ron temps possibles d'obser-

nous supposons disposer de N(n) (avec
vations disposés sur [b,l] : Ul’ U2, e UN' et leurs observations assocides

Ul, ceos YUN avec YUi suit la loi F1 si U.i < to et la loi F2 si

i > to 3 et on va effectuer un tirage uniforme et sans remise des n instants
parmi lés N(n). L'arbitraire dans la loi N se retrouvant ici dans le choix

arbitraire des instants U], U2, ...,UN possibles.

On verra que la loi 1 peut &tre choisie de fagon plus ou moins appropriée

et qu'on aufa intérét & utiliser 1'éventuelle information & priori sur l'instant

de rupture to.

II.1. Définition du test

II.1.1) o connu

n
La région de rejet sera du type : D= {———J———- X (Xi—x)2 > l+c} avec

(n-1)c2 i=1

PH (D) = a.
o

c >0 déterminé par le niveau a du test

II.1.1) ¢ inconnu

Dans ce cas, on conserve le mfme principe de test mais on remplace o2 par

une estimation faite 3 1'aide d'un deuxiéme &chantillon de taille n :

Vl’ V2,'..., Vn réalisé suivant la méme procédure que Xl’ X2, very Xn mals les

®n

instants d'observation é&tant cette fois tiré selon une loi Ha , Hé ayant
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pour support [b,an] avec a @ suite décroissante vers O . Ce second &chan-
tillon est supposé indépendant du premier et forme un n-8chantillon de la loi
' ' . .
F, + - F, : t > !
M0 i (1 "n,o) 2 il est clair que pour t, o, T, o vaut | pour n
assez grand. D'un point de vue plus pratique, si on présume que la rupture se
produit aprés un instant t. ou avant un instant t, » on prend alors Hé =1n'

1

loi chargeant uniquement [b,t{] ou [fz,l] respectivement.

On pourra donc tester 1'hypothése Ho 4 1'aide de la région de rejet

= 2

=2
(Vi - V)

avec c¢ > 0 déterminé par le niveau du test.

11.2. Propriétés asymptotiques

Soit maintenant un n-échantillon (XI’XZ”"’xn) de loi F = FX , nous

noterons @

) tlgl(xi—E)z
¢n(t) = cos e dF(xl) cee dF(xn)

‘ 1 . "
On suppose que : = Log ¢n(t) converge vers une fonction notée Log ¢(t)
en tout point sauf éventuellement 3 la frontiére du domaine de définition de
Log ¢ . On suppose de plus que O est un point intérieur & ce domaine. Si on note

h(+) La duale de Young de Log ¢(+) , d'aprés le chapitre n° ];([31), on a :

n —
! £ 5D
lim = Log P(*" '—=—— > 14¢) = - h((1+c)o?) , Yec > 0O
n 2
oo (n~-1)o
n —
! £ 5D
lim — Log P(* ——— < 14c) = = h((l+c)o?) , Ve <O
. n 2
n->o (n-1)ao

II.2.1) Application & des lois particuliéres

a) F__est la loi hr(mloz)

On a dans ce cas ¢n(t) = (——~l————0n—] , ce qui donne
1 - 202t
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n =2
1 i£ %78
lim — Log P ———— > 1 +¢c) = - H (c) , c >0
n : 2 [e}
n-»o (n=-1)o

_ ¢ = Log(1+c)
avec Ho(c) = 5 .

b) F__est_la loi_de Bernouilli_de paramétre_ _m

o}

Cette loi F a 1'intérét de montrer que (Xi—§)2 ne se comporte pas

1

[ e B = |

i

forcément comme

TR

[ki - E(X)J2 ; elle introduira d'autre part plus facilement

1=1

la loi mélange de deux gaussiennes.

n _ k .k
6 (t) = £ ¥ - q )k entmw (Im7)
n k=0 n o o

Il est facile de montrer que tout t réel , la limite de %-Log ¢F n(t) existe
} ]

et vaut ¢

LIS 1-7
Log ¢(t) = a Log - * (1-a)Log

o
= + t al(l-a)

avec o = a(t) @&égal 3 1'unique solution comprise entre O et 1 de 1'équation :
Log 1% . o, t(1-2a) = O
- 1= @ :

"o
Toutefois, plutot que de chercher la duale de Young de Log ¢F(~) , 11 est

plus simple de calculer directement :

(Xi;§>2 < (n=1)o2(1+c)) (-1 < c < 0)
1

P(

R

1

= PRO-D) < Zl. g (1-m ) (1+0)]

Pour O < wo(l-no)(l+c) < %-, notons u 1la plus petite racine de 1'équation
u(l-u) = no(l—no)(l+c) .

On obtient alors, par application simple des théorémes de grandes déviations
sur les loi de Bernouilli (cf. par exemple [5]) , en désignant par

T, 1nf(n°, 1 - no)
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PLXA-X) < (mu)) =P (X <uw) +P (X> 1-u)
o] o o]

2 P;-(§'< u)
o]

A

.1 - = .1 -
lim o Log P1r (X(1-X) < u(l=u))= 1lim . Log P? (X < u)

N> 0 > o
™ -7
= u Log e + (1-u)Log =N
Ce résultat appelle les deux remarques suivantes :
n =2
i) pour ¢ >0, I (Xi - X)° > (n-1)02(1+c) n'est pas une queue exponentielle
i=1
ii) pour ¢ < O
! a 2
lim o Log P_ (.Z (xi—"o) <n no(l-wo)(l+c))
n>e o i=] :
e m (1-m)
= lintlogP (R<7 +—2 9
n T o -
n>o o 1-27%
o
_ T (1-7) T (T
= (n +c—2—9—)Log—-——l—:-—+(l—1r —c-2——-—L)Log 1
0 — (1-7) 0 —
1 - 27 o 1-27 ki
o I+c — 0 l-¢ o
(1=2m) 1-27
)

Les deux vitesses exponentielles sont strictement différentes pour

(X]._-EX)2 dans le cas de variables de Bernouilli :
1

[ e I =

n —
I (X. - X) et
=1 i

pour ¢ <0, lim -:; Log P(Z(Xi-_)f)2<(n-l)ﬂo(l—1ro)(]+c)) >

n->e

lim % Log P(

n->o i

| (Xi'ﬂo) < (a=Dm_(1-7 ) (1+c))

[ I =

c) F__est_le mélange de deux_gaussiennes

l‘f(m‘,cz)' avec probabilité n, et [\f(mz,oz) avec probabilité (l—no) .

: t.d2
On note d = m -m, et u(t) = ————,
1-202t
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n.u(t) .%(1 —%)

¢n(t)= (1-202t) (l—no) e

On déduit du paragraphe précédent que pour tout ¢t inférieur 3 L , la

202

fonction % Log ¢n(t) converge vers Log ¢(t) définie par

T 1=n
log ¢(t) = - %-Log(l-Zozt) + a Log ?§-+ (1-a)Log

]-ao + u(t) a(l-a)

™
avec a = a(t) solution de : Log laa . 1_: “+ u(t)(1-20a) = 0 .

o]

On peut écrire sa duale de Young  :

T -7

h(x) = x 1 +-% Log(1-202t) - a Log ?§~- (1-a)Log

]_ao - u(t) a(l=a)

2x - 02 - /c" + 4a(l-a)d2x

avec T =
4x o2
T ea I 2x-02—¢r;2+4a(1—a)d2x
et a(1) solution de : 'Log S Tt (1-2a) . —— = 0.
0 202 o2+/ o +ba(1-a)d*x

11.3. Vitesse exponentielle des erreurs pour ce test

I71.2.1. ¢ connu

2
On déduit des paragraphes précédents que pour : 0<ec < no(l -no) é; R
o
n = 2

1 i£ (%%
lim —Log P, (¢ =~——— > 1 +¢) = - H (c)

n H 2 o]
N (] (n-1)o

- ¢ = Log(l+c)
H(e) = 2
n —

! 2%
lim E-Log PH ( <l +¢)=~- Hl(c>
n>o 1 ‘ (n_])GZ ;

A a
o+l 1 + V1 + 4a(l—a)—§(c+l) a2d2 2(c+1)
avec H (c¢) = 1- a - -1+
! 2 2(c+1) 202 / d2
l+/b+43(]—a)——{c+l)
0.2
/ d2
1 + Vi+4a(l-a)=s(c+1) 1-m
11 o2 - Lo <
2 & & T=a

2(c+l1)
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oi o = a(c) est la solution de :

i 2

Log ;9 d ::?, + (1-20) -‘-1-—-2— [ 2(ctl) > - x] =0 .
° 20 l+/{;4a(l-a)2—(c+l)
cr2
On remarque que H, dépend de la loi NI choisie pour échantillonner les

1

instants d'observations seulement par 1'intermédiaire & L n(t < to) ; et il

est facile de montrer que :
1
H@)(r) ¢ H@@M@ < H)G

ey 2 1 .
pour toute valeur de w situéeentre T, et 7 et pour toute valeur de c¢ posi-

: s d? . s
tive et inférieure a wo(l-ﬂo)—— . On constate ainsi qu'on aura intérét 3 choisir

2

o .
la loi @ 1la plus simple possible mais en essayant de se rapprocher de la valeur
T = %- : dans la mesure oii 1l'on peut pressentir l'instant de la rupture éven-

tuelle, il faudra faire autant d'observation avant qu'apré&s. Un choix optimal mais
théorique de Hn serait une loi chargeant équitablement les intervalles [O,an]
et [l-an,l] avec . a Brworang O . Plus pratiquement, une rupture présumée dans

une plage [tl’tZ] conduira 3 prendre une loi @I chargeant &quitablement les

intervalles Eo,t]] et [tz,l]. Avec le meilleur échantillonnage, on obtiendrait :

[ 42
1471+ So(c+l) 2
a

c+1 d ( 2(c+1)

1

H (c) (&)= (1 - )~ -
1 2 2 7
2(c+1) 802 1+ 4-F§;(c+l)
e}
/ 2

1+ l-+g2(c+])

c

2(c+1)

+ E-Log

11.3.2. ¢ inconnu

Par une simple application, dans R2 cette fois, du chapitre n°TI ([jl) , on

montre que

o =2
1 £ 7%
lim — Log P ( > c+l1) = = inf (. (x) + H_(y» si ¢>0
n H n o o
nro 0 L (v 47)2 (x,y)eR
iop 1 x3(c+Dy
~ - _1y = ¥71 - Log x
ol Ho(x) = Ho(x 1) 5
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n =2
L (Xi—X) )
.1 i=1 . — —_—
lim 5 Log Py (ln < c+l) =-inf (HO(X) + g l(y)) si c<m_(l-w )§~
n>e ! T 2 (x,y)eR © © 0?
T (V.-V)
. 1 xs(c+)y
1=]
/ d2 2.2 2y
oll A (y) = u (y-1) = 21 - L2*8allz)=—>y| a7d -1
1 1 2 ) o 2o? / =
y O elsba(l-) =y
2 o]
1+/4;4a(1—a)27 y 1=
+ % Log o -~ Log
2 2y l-a
avec o(y) solution de
w _ 2 2y
Log o, Il + (1-2a) 4 -1 =0.
a 1-1!’0 0_2 /————7—-
1 + Yl+4a(l=a)— ¥y
]
Les calculs effectués donnent les résultats suivants
n
1 igt(xi"x)z +g
lim — Log P, (———————— > 1l4c) = - Log c>0
n H n ’
e ° (V_;v)z Yi+e
i=1 *t
n
1§l(xi—x)2
lim -~ Log PH ( = < l+c) =
nr> 1 5 (vl_";;)z
i=1 2
d
1 To 1w“o ;E
-+ { Log(l-T) - 20 Log — - 2(l-a)Log - a(l-a)
2 o i-o | =T
+ Log(l + (c+1)T) }
a2 Sreroy2 a4 a4
(3c+2) +a(1-a)=—(c+1)+Y(c+2) “+6a(1-a)—x(c+1) (c+2)+(a (1) —5(ct+1))?
avec T=202t = g g 9
: 4(c+l)
Tro i-a d2 T
et a(T) solution de : Log —- - =5 + (1-20) =— Efjf 0

202
Remarque | Comme dans le cas oG o -est connu, le résultat sera asymptotique-
ment meilleur si ‘on se rapproche de la proposition = = !

o 2

Remarque 2 : Pour un seuil donné

(1+4c) , on peut améliorer le niveau asymptoti-

que du test en prenant un nombre différent d'observation au nunérateur et au déno-
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minateur . En faisant comme ci~dessus 2n observations au total, nous pouvons
en faire 2n+6 pour la statistique du test et 2n(I1~§) pour estimer la variance

o2 , 0 e]O,l[ . On obtient alors :

2n+H
| L .52
, gi=l "1 . = =
lim -- Log P, ( — > I+¢c) = - inf 26« H (x) + 2(1-8) H (y)
n H 2n(1-8) o (s
n->o o 1 = 2 x3(1+c)y
— I (V.-V)
l-e i.=l 1

Le niveau le plus petit est atteint avec 8(c) = Log11+c - %- , ce qui donne :

2n0(c)
z (xi-i)2
.1 1-8(c) , i=l _ _ (Log 1+c Log ¢*!
;i: — Log PHo( 10) PYCEIO)) - 5 1+c¢) = {~—5E———-l - Log ——53———}
z (Vi—V)
i=1

I1 faut d'autant mieux estimer la variance (6 petit) qu'on se fixe un seuil

grand (8(c) — 0) .
croo

III - COMPARAISON DES 2 METHODES DE TESTS

ITI.1. Comparaison du test basé& sur les sommes partielles des carrés de

résidus avec le test global introduit par échantillonnage du temps (o connu).

La comparaison de ces deux tests se justifie d de nombreux points de vue :

o d'abord dans leurconception méme : le premier consiste en une investigation
k k 9

de toutes les sommes I wi = I (yi - ;k) , k=2, ..., n alors que le second

i=2 i=1

. n —
est fondé uniquement sur la derniére somme : _Zl(Xi—X)z .
1=

o sous H_ , les variables Xi et Yi ont méme loi et nous remarquons, que

pour un seuil donné, les deux tests ont m€me niveau asymptotique.

o sous H;, les variables Xi et Yi n'ont plus méme loi mais les erreurs de

deuxiéme espéce asymptotiques ont des expression semblables
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d2
4t (1-2t )~ 2
. 1 . 2
-si t >3 ou si tg <-;_— et o __?_.(.2’_6 c < to(lfto)g-z— , alors
(1+/1+4c§ 472 o
0¢2
1 I koo k-1
1imHL°gPH (Vk,————-— L wy < n_1+c)=—h1(c)
n-><o 1 (n-1)02 i=l
2
1 _ A=l N Y ) I
avec hl(c) = E—{Log A Tt to(l to) ~ (—K—) }
A 2
1 + V1 + 4t (1-t ) — (1+c)
et A = [o] (o] 0'2
t 2(1+c)
d2
-pour 0 <c <w (1-7) -~
o
n
z (xi--i)2
lim %~ Log PH (1=l < l4¢) = - H](c)
e 1 (n-1)c?
| 242 Clen
avec Hl(c)=§-{(c+l)(l-A) -2 = ¢ T 1) + Log A - 2 Log
02 1-a
Aetatroor?
1 + l+4a(l—a)—5(1+c)
et A= ’ g , @& @étant toujours la solution
2(1+c)
T 2
Log =2+ %4 (1m20) S— d -1 =0
a -7 20_2 A

Pour t, (inconnu) et ¢ fixés , parmi toutes les lois 1. possibles, on peut

regarder ce qu'on obtient avec celles qui donnent : a(e) = t,

t
. = )
(cela revient 3 prendre 1w _ = ° :
o,c (]_zto)( 2(C+l) _ U

2
.l+»/1+4t°(1-t°)12—(1+c)
e, + (-t e o

. 1 At —1 2 l—_ﬂo c
— - . o . -— — _———',
Hl(c)(ﬂo,c) hl(C) 5 R, g’ t°(2to 1) Log ]_to
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2
or o A, >1 &> c <t (I-t )é_
t o} o o
o g
o a &tait toujours compris entre m, et %-, donc ici t, sera
. . 1
toujours compris entre LA et 3
1
de sorte que pour to > 5 “o,c > to donc Hl(c)("o,c) > h](c)
1
pour to <7 ﬂq’c <t donc Hl(c)("o,c) < h](c) ,
il suffit dans ce dernier cas de prendre I de sorte que a(c) =1 - t, s cela

revient 3 prendre 1! - 7 au lieu de :
o,c o,c

b H

A -1
H (c)(1-1_ )=h (c) = = i --‘f- . (1~ )(1-2t ) - L To,¢
¢ To,e’ M 2 A 2 o o %8 ¢
t o o)
0
donc Hl(c)(l_“o,c) > hl(c) .
On déduit des inégalités précédentes et du fait que Hy(e)(m) = H (e)(1-m),
que pour toute loi I telle que 7 _  soit compris entre = et I-mw » le
[s] 0,C 0,C

test global est meilleur que celui basé sur la somme des carrés des résidus ;
c'est vrai en particulier pour la loi 1 uniforme sur [b,l] . On améliorera
encore le résultat pourvu qu'on ait assez d'information 3 priori sur 1l'instant t:0
de rupture pour "dilater" ou "contracter" 1'intervalle B),t;] pour se rapprocher
de [Q, %] : situation optimale . Dans les autres cas, le test basé& sur la somme
des carrés des résidus est meilleur.

Cette comparaison n'est valable que pour les grandes valeurs de c¢ si

: en effet si :

[}
N —

4to (1 - 2to)

2—'— 2
(l+¢l+4t§ 2—)2
2

g

0 <c <

les expressions des erreurs de 28me espéces rendent la comparaison difficilement

praticable.
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I1I. 2. Comparaison du test basé sur les sommes partielles de résidus avec

le test global introduit par échantillonnage du temps (o connu)

Le test basé sur les sommes partielles de résidus a pour niveau

2
lim -ﬁ Log PH (Jt e [0,1] , !§n(t)] > at + %) = - EZ , a>o0 .
n->e o o]

Le test basé sur la variance empirique de 1'échantillon a pour niveau :

nx_z
: iil( i X ¢ - Log(l+c)
lim E-Log PH (C ——— > I+4c¢) = - . c>0.
oo o (n~-1)02 2

¢ ~ Log(c+l)
' . a _
L'ajustement des niveaux se fera donc en prenant 5" .
2

La comparaison des expressions des erreurs de 28me espéce asymptotiques
s'avérant difficile, nous tirerons notre information de la comparaison des régions
oli la décroissance des erreurs de 28me espéce est effectivement exponentielle.

Pour le test basé& sur les sommes partielles de résidus, il faut que :

. ~3/2 . a . u :

o8l t se” 7, on ait : TET < u(to) avec u(to) solution de EE;-+1+Log11=O
it > e-3/2 on ait : 1o < g-t Lo L

o 81 £, 2 ’ * T4] 3 ‘o 08 t,

.

Pour le test basé sur la variance empirique de 1'échantillon, il faut que :

d2

c < no(l—no) —Z .
o

Pour le premier test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen-

tielle vérifient :

a Idl . .2 1
o $ 5 {u(to).ltoée'B/Z + §.to Log E;'. ]toze"3/2} '

Pour le second test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen-—

tielle vérifient :

d2 a 1 d2
o Si no(l~ﬂo) - est petit , Pl E-no(l-no)-f;

o] [of
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2 T (1-1)
. d a o 0 d
o S1 no(l-w ) —E- est grand |, Ev,é 5 [uL .

o]
c

Afin de faciliter la comparaison, prenons une loi 1N telle que T, =ty

. . . Idl
par exemple la loi uniforme sur [Q,l] . Pour les petites valeurs de 5 » on
constante que la région de décroissance exponentielle de 1'erreur de 28me espéce
est moins &tendue pour le test basé sur la variance asymptotique que pour le test
basé sur les sommes de résidus : ce dernier serait donc plus puissant. Pour les

d .

grandes valeurs de 131-, on obtient :

t (1-t )
[o] (o]
o u(to) < —

1=t e (1=t )
& -5 * 2 + Log —5 > o .
)
Cette derniére inégalité est réalisé@e pour t, inférieur 3 e—3/2 car la
fonction qui intervient est décroissante sur [0, %l et est positive en %-.

) : t (1=t ) -t 2/2 .

—_ — & N
o 3 to Log E 3 > £ + 3 Log t, > 0

8-3/2

Cette derniére inégalité est réalisée pour t, supérieur 3 car la

fonction qui intervient est décroissante sur [0,1] et est nulle en 1 .

2 v d . - .
En résumé pour les grande valeurs de lsl-, la région de décroissance
exponentielle est plus étendue pour le test basé sur la variance empirique :

celui~ci serait donc plus puissant que le test basé sur les sommes de résidus.
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APPENDICE

——rr:

On va montrer qu'asymptotiquement, pour le probléme qui nous concerne il esf
&qﬂivaleht de faire un échantillonnége de type Hebn ou de faire un tirage sans
temise de n instants parmi N(n) possibles . La solution de ce probléme clas-
glque en échantillonnage repose sur la convergence de la loi hypergéométrique vers

14 loi binomiale.

Notons U, U,, «.., Uy les N(n) instants possibles sur [b,l] et
Yu s ey YU les observations associées, les variables YU étant indépendantes
i N i :
et de loi l\f(ml, 02) si Ui <t et l‘f(mz, 02) si Ui >t . On fait un

tirage de n instants parmi les N(n) de fagon uniforme et sans remise : on ob-

tient les observationé (Xl, ey Xn) = (YU s sees YU ) . Il nous suffit alors de
i n

montrer que -% Log ¢n(t) converge vers l& méme fonction limite qu'avec 1'échan-

tillonnage de type Héan H
2
. k n-k nt d° k k
E = 2 c C n-] ——— =(1=-=)
. (X.-X) n w® N “(l-7m )N - 52 n n
6. (t) = E et i=1""1 - T 0 0 . (1-202t) 2 e 1-204t
n n
k=0 c
N
a
= T X
k=01Ak

0 1~ t d2
a = a(t) solution de : Log 24 Q1 2a) =0
a | 2
1-20¢t
ce qui donne , en utilisant la formule de Stirling :
1 m = N d2

Log ¢n(t) — —-% Log (1 ~v202t) + o Log :§-+ (1-a)Log S al{l-a)

n 1= 1-202¢t
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Formule de Chernoff pour des chaTnes de Markov

(d'aprés Donsker et Varadhan)

Marie DUFLO.

A - PRELIMINAIRES

Notations

(E , Z) espace mesurable
(§> ensemble des probabilités sur (E , Zf ).

GE) ensemble des v.a. bornées sur (E , &)

Pour u €G> , on note I]u]] = sup lu(x)l .
pEAN
Pour a € O , on note IIa]] = sup If u dal .
ue
[ ulls!

WU est l'ensemble des v.a. positives u sur E , telles que u et T

soient bornées.

Dans presque tout l'exposé E sera supposé polonais ; (métrique, complet,
séparable) ; alors 25 sera sa tribu boré&lienne , (o sera muni.de la topologie
de la convergence étroite et é;: sera sa tribu borélienne pour cette topologie.

La distance de E sera notée d . Enfin on notera é? 1'ensemble des fonctions

continues bornées de E dans R et U 1l'ensemble w N ég.
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I - INFORMATION DE KULLBACK

1 - Définition
(E , 35) étant un espace mesurable quelconque, et o et f deux proba-
bilités sur (E ,& ), 1'information de Kullback de o par rapport 3 B8
est " :

(o) = sup [ Log u da - Log f u dﬁ]

I |
8 uell

On retrouve la définition classique de 1'information par le :

Théoréme

IB(a) est fime si et seulement si o est absolument continue par rapport

a B (an<<B) et Log %%- est o-intégrable .

Alors Is(a) = { (Log %%)da .

Démonstration

a) Supposons o << B et a = Log %% intégrable par rapport a o .

Soit I = j Log a do . Soit u € UWU.



- 87 -

J Log u do = j Log (%) do + J Log a da

~

< Log [ % da + I = Log f udf + I .

- Donc IB(a) <I.

b) Supposons IB(a) finie. Pour tout b > 0 , et tout A ¢ Eé la fonction

~

(b+|)]A + lAc est dans “W. Supposons B(A) nul.

a(4) Log(b+l)  Ig(a) + Log [1 + b B(A)] = I

Ceci étant vrai pour tout b > 0, o(A) = 0. Donc o << B8 . Soit a = %%—.
Si o est dans WU :
f Log a da - Log [ a dg = J log a doo = I IB(u) .
Sinon on obtient le th&oréme en approchant a par (a v-%) NnNn = a, lorsque

n tend vers l'infini

[ Log a, da £ IB(a) + Log J a dR

lim f Log a_ da £ Is(a) + Log lim j a_ dB g I(o) .
10 n->w n 8
La fonction X tr——e—in x(Log x)- est bornée, donc si n tend vers «

f (Log an)— adR = J(Log (a v %))— a dB

crolt vers j(Log a) a do qui est finie .

. . + + - .
Enfin (Log an) = (Log (a nn)) croit vers (Log a)+ , sl n tend vers o« ,

Donc

f(Log a)+da £ IB(a) + f(Log a) da < o



U

Ce qui montre que Log a est o  intégrable et que I ( IB&D n

2 =~ Proposition

Si E est polonais ,

IB(a) = sup [f Log u doa - Log j u dg] .
ue U

Démonstration

Soit I e R et

S = {u,u edl, f Log u da - Log f u df < I}

On suppose que B contient U ; montrons qu'elle contient . Si une suite

(fn) contenue dans d%‘croit, ou décroit vers une fonction £ de 7L , alors

f est dans d?.

Si (Gn)n-l Ny ©St un recouvrement ouvert de E, 3 tout p > 1 , on peut
associer
P = p[ﬂ(x Gc) n la sn=1...N. Soit (a)) une suite de nombres
n o’ U opd n'n=1,, N
N
strictement positifs. La suite I a fﬁ croit si p tend vers ® vers
n=1
N
z a IG :
n=1] n
N
Donc I a_1,. est dans .J% .
n G
n=1 n
Soit (A) un recouvrement mesurable de E .
nn= l‘OON

Pour tout entier p on peut trouver un ouvert Gz contenant An tel que

Py _ 1 -
B(G ) B(A) < > (n=1...N8) .
N N
f Log( Ioa Ip)al%- Log T a_ B(A)
n=1 n n=1 n n .
S P
N N nzlan B(Gn)
< f Log( z a | Q%P~Log £ a_ B8(6P) + Log S
n=I G n=1 o n P 8a )
n © an n
n=]

pnglan B(An)
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N

Ceci est vrai pour tout p € IN , donc z a lA est dans dt . Toute
n=1 n

-~ -~
fonction de W est limite croissante de telles fonctions donc W = Jk

Corollaire
Les fonctions o +—= Is(u) et B t+—r Is(a) sont semi continues inférieu-

rement (s.c.i.) de @ dans BL«J .

En effet pour tout u e W , les fonctions

o > I Log u da - Log J udB et B — j Log u da -~ Log thdB

sont continues

3 -~ Il existe une fonction ¢ & valeurs dans [p,%] telle que lim () =0
‘ +0

et telle que :

o - 811 < olzg@]
(D'ol le résultat classique : IB(a) =0 , si et seulement si a = B)

Démonstration

Soit u = (b+l)lA +vl ¢ , pour A€ 2?

A
a(A) Log(b+1) - Log(l + b B(A)) < IB(a). = I

a(A) Log(b+l) = b B(A) < I

b[a(a) - BA)] < I + a(a)[b - Log(b+1)]

a(a) - B(A) < inf 1T (b“§°8(b*‘)) = 23(D)
b>o
lla = B|| = 2 sup(a(a) - B(A)) < ¢(I) = 2{6(I) A 2}
A
$(0) = 0 .
Soit Y (b) = %- +q - Log(d¥D)

b
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+ Log(b+1) _ |

") = - L
Yo - -

b2

b(b+1)

Si I >0, le minimum est atteint pour la valeur b > 0 telle que :

Log(b + 1) =1 +

et Y(b)=l—Al =
b+l

I1 est facile de voir que si

tend vers O

b

b+l

I

tend vers

-~

0, >b

tend vers

0 donc

¢ (1)
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B - MAJORATION DE CHERNOFF

POUR DES CHAINES DE MARKOV CONTROLI‘EES

On reproduit ici des résultats de N. MAIGRET [4].

On considére une chaine de Markov contrdlée. Les espaces des états et des
actions sont des espaces polonais munis de leurs tribus boréliennes (E , é) et
A, IB) ‘respectivement. On donne une probabilité de transition T  de

(E x A, (‘f ® f) dans (E , E) . L'espace des trajectoires est

— - IN . . — —
Q0 =Exa, EQML" : si w-= (x, a) . » onmote X (W) =x_ et
An(w) =a . Soit &n = O(Xo, ...,.Xn, Ao,,- cees An—l) . Une stratégie & est

une suite (Gn) s, ol (Sn est une probabilité de transition de (E , & »

ne IN

dans (A , ) : Gn(xo, ey xn_l;.) est la loi de probabilité de la nt®™ action

choisie, si les observations antérieures sont (xo, «ees X ) . On peut alors

n-l
pour tout état initial x et toute stratégie & construire une probabilité Pi

sur (2 , Q) telle que :

§ _ _
PX(XO—-x) =

et pour tout B € Set ¢ EJ%

8 1 .
Pxfxnﬂ € B, An€C [.,(Bn] = J Tr(Xn,a,dy)lB(y) l'C‘(a)Sn(Xo,...,Xn__‘,da) .

On notera é ’ u , @ les ensembles des v.a. continues bornées, des v.a. con-
tinues bornées ainsi que leurs inverses, des probabilités sur (EXAXE,C?@::@@&);
@ est muni de la topologie de la convergence &troite. Les mémes ensembles avec

les indices 1 ou 2 sont définis sur E et EXA respectivement. On note enfin

nf(x,a) = J m(x,a,dy) £(y) pour f € 8’,

]

I m(x,a,dy) f(x,a,y) pour f ¢ & .

On suppose T fellérienne, c'est—-d~dire que ng est continue dans E,‘" .
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Soit «a € 6>l et s une transition de (E ,é) dans (A , &) .

Soient 0 ®s et a®s®n les probabilités définies pour B e & Qb

et Ce&@c]%@é par :
a® s(B) = fon(dx) s(x,da) IB(x,a)

a@®@s@®m(C) = fa(dx) s(x,da) m(x,a,dy) lc(x,a,y) .

Si (Xn’ An) alaloi a®s , alors (Xn, An’ Xn+1) alaloli a®s®7m .
Pour décrire la chafne controlée, il s'agit de décrire = ; c'est pourquoi

. s . - . ..  + B
on considére les fonctions de répartition empiriques o définies en posant

pour we et Be'&@ﬁ%@é

n-l
NELORIEE N B N T S IO

k=0

La fonction o[,n est mesurable de (2 , Q) dans ® muni de sa tribu borélienne.

Pour toute probabilité A e ¢ ,» Oon note }‘i sa if marginale
(i 1, 2, 3). Il existe une transition s de (E , f;) dans (A ,J&) telle

que )\] ® s soit la marginale de A sur (E x A, 8 ®J%) . Intuitivement, si

L7 est proche de X ; elle a tendance 3 &tre proche de )\] @s®m, qui est

I'"Ecoulement naturel de marginale A, Q@ s" . L'information apportée par A sur T
v . ) . -

est d'autant plus grande que A différe de )\1 ®s@m , donc que I}\1®S@ﬂ(>\) ,

noté I(A) , est grand .

Etude de I(A) = I)\I@S@ﬂ(k)

a) I{}A) sup [f Log u dA - Log fu d}\l Qs ®TT]

ue

_ u(x,a,y)
T e [ 108 3520 @ ca]
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Démonstration

La premiére expression est la définition de I(RA)

La seconde notée J majore I(A) d'aprés 1'inégalité de Jensen . Soit
']) - . - u(x,a,y)
{v ; vix,a,y) Log T o(x.a) Pour ue w}

Pour v € \J' la premiére expression vaut :

f Log v d) = f Log %ggfgfg% dA(x,a,y)

Comme 2)’est inclus dans WU , J majore I(A) .

b) La fonction I(.) , borne supérieure de fonctions continues sur GP est
semi continue inférieurement.

Si I est un borélien de & » on posera !

I(T) = inf I(A) .
AeT

(8i T est vide , on pose I(T) = 4= ) .,

Si K est un compact de GD , il existe un A € K telle que I(A) = I(K).

¢) Pour toute v e f , tout x € E et toute stratégie &

n—-1
E [exp (z V(XK, AK"XK+1))] = Ef[éxp(n [ v dLn)]
K=o .
6
= E {nﬁz u(XK AK xK+1 [u(X ]’An-l’ )ldbn-l]
K=o " u(XK AK) mulX__., A__)
n-1 n-1
n—2u( sA , )
=Ef[n XKAKXK'”] = e o= 1
K=o T u(XK, AK)
Soit T un borélien de 6) . Par 1'inégalité@ de Tchebichev, on obtient :

Pf[Ln € Ij < exp[‘n sup inf .f’v dX]
vel? Ael
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-~

Reste 3 obtenir une propriété de minimax pour trouver une majoration du type
exp[—n I(I’)] . C'est possible si T est un compact K de & . soit i < I(X).

La famille d'ouverts {}; f v dA > i}vs'l?' recouvre K ; il existe une partie

finie {vl, Vs eees VN} de I telle que

N
K= U kK. , on Kj=Kn{)\;jvJ.d)\>i}

§,.n n -ni
Px(L € Ky <N sup P‘(L € Kj) < Ne

J

-_— 1 6 n
Iim . log sup Py (L e K) §—I(K)

n-w x, 8
d) Etude des marginales de L? s Lr; et LI; .
Soit || || la norme uniforme sur (e

. 2
Soit A = {Xx; )\1,= >\3} et A = {3 H)\]-)\3H\< H} .
La fonction A t—— H)\I-A3H de O° dans IR est s.c.i. ; donc A

et A sont fermés dans @ . Pour tout (x%,8) , P}(E(Ln € An) est égale 38 1 .

Soit K un compact de G) . S1 KNA =N (K ﬂAn) est vide , 1l existe
n

un o tel que K N An soit vide, donc PX (12 ¢ K) =0, dés que n est supé-

rieur 3 ng . Sinon I(KNA) = 1lim + I(X Uy An) . En effet pour chaque n , il
n

existe )‘n e K ﬁAn telle que I()\n) = I(K N An) . Soit A € KN A une valeur

d'adhérence de ()\n): . La fonction I é&tant s.c.i.

(KN < I(A) € lim I(An) = lim 4+ I(K N An)

nor« n—>-«

et I(KN A) > lim 0 I(XK N An) est évident

n->-«



_95_

De plus, pour tout m &€ IN

Tim L Log sup PO(L™ € K) = Tim + Log sup P (i ¢ KNA) < ~I(KN A)
n X n . X : m m
n-o x,8 n>o x,8

Théoréme
Si E et A sont polonais et 7 fellerienne, pour tout compact
K de @ :

Tin & Log sup P2(L% € K) € ~I(RN D) .
n>w x,8



_96._

C - MAJORATIONS DE.CHERNOFF PCOUR

DES CHAINES DE MARKOV NON CONTROLEES

On supprime désormais actions, et stratégies (A est réduit a un_»point).
Les notations restent les mémes, mais 2,‘ , W et @ sont définis sur
2
E2 ® C‘:.@ 35 &4 Xe & , on associera ses deux marginales )\IA et >\2 H
N | . \ R
«.a@ = (E, E) : {Q’a’(Px)er s (Xn)nelN} est une chaine de Markov & valeurs

dans (E,g‘) s de transition T.

~

Puisque E est polonais, on peut le compactifier ; soit E son compactifié

et 81 1l'ensemble des v.a. continues sur E qui ont un prolongement continu 2

~

E. Si E est localement compact 3 base dénombrable on le compactifie en ajoutant

o

un point 3 l'infini ; si G] est 1l'ensemble des fonctions continues sur E qui

tendent vers O & l'infini, une fonction de @l est somme d'une fonction de

[+ ~
81 et d'une constante. On suppose désormais Trgl inclus dans ;o Alors
peut €tre prolongée 3 E par continuité pour la topologie étroite; T est alors
fellérienne. L'information I(A) = Ik ®rr(>\) d'une probabilité A e ,» ne change

1

. N co e a2 - 2
pas si elle est considérée comme une probabilité X de E” concentrée sur E” .

Le théoréme obtenu en B est donc encore valable.

Projection de 1'information sur E

Soit o wune probabilité sur (E ,g). On note G’i 1'ensemble des probabili-

tés sur (E2,3@2) dont les deux marginales valent o et
I,() = inf{10) 5 A e @2}

Si TI' est un borélien de @1 , on note I](I“) = inf{Il(a) ; O € @]}

Théoréme

Si E est polonais et si TrGl est inclus dans G] (en particulier si E
-] [
est 1l,c.d, et si 51 est inclu dans 61) , alors pour toute q € @1

= e
Il(Ot) =  sup f Log — da
ue Y
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Ce résultat est 1'un des plus délicats établit dans [G

Démonstration

a) Soit J 1le terme de droite. Pour u € QLI s

Il(a) > J Log u(y) da(y) - f Log mu(x) da(x) > J .

b) Il suffit de montrer le résultat lorsque E est compact.

-~

En effet on obtiendra alors le résultat sur le compactifié E et

I, (@) = sup AJLog%da\<J .
uEZﬁ neg

¢) Supposons E métrique compact,

. , . 2
Soit A= {); Idgn(k) < J} . Supposons Il(a) >J . Alors A et CR}

sont des compacts convexes disjointsg de ¢ . D'aprés le théoréme de séparation ,

il existe une v & C? telle que :

Montrons que pour tout € > 0 , il existe deux fonctions f et g de é?]

telles que :

v(x,y) & f(x) - g(y) +¢

f f da = f g do

Soit en effet H 1la fonction de @ x 61 X 81 dans R définie par

H(A, £,g) = f v d\ - (J £ dr - f £ do) + (j g dh, - f g do)

Pour A ¢ Q?g , H(A,f,g) <0,
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Sinon, par exempile )\] #a et il existe une f ¢ C telle que

ffdkl-jfda > 0.

inf H(),f,g) < J v dx - sup[(J £dX - J f do)n] = —w
f,g n

Donc sup inf H(A,f,g) & O .
Ae® f,g

Pour (f,g) fixé H est affine en XA et pour X fixé H est affine en

(f,g). Donc d'aprés le théoréme du minimax de Sion ([7],[5])

inf sup H[A,f,g] = sup inf H(\,f,g) < O .
f,g A A f,g

sup H(A,£,8) = sup [v(x,y) - £(x) + g(y) + J f da - J g dot] .
A X,y

Pour € > 0, il existe (£f,8) € 2’5% tel que

sup [v(x,y) - £(x) + é(y)] < f g da - f fdo+e
X,y

R R ffdoz=[gda
“[fd“*‘rgda :

vix,y) & £(x) - g(y) + &.

[ I o

Soit f

Prenons € <1 3§ soit A € Gi tel que J[f(x) - g(y)])\(dx,dy) soit nulle.

1
Alors A n'est pas dans A et Ia@ﬂ(X) >J .

Soit w(x,y) = f(x) - g(y). La transformée de Cramer de la probabilité w(a®m)

est
kgxﬂ(a) = -~ inf Log [ eu(w-—a) da®m
u
= inf Lor™

{)\;fwdk=a}
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Donc X‘:‘J@‘T(o) = - inf Log J e8] L ameady) 3 T
u

Pour tout n > 0 , 1l existe un u tel que :

feu.[f(X)‘g(Y)] a(dx) m(x,dy) < e It

Posons W(y) = e U8V o y(x) = ¢ UE()

Jﬂdas e-J+n

JLoglgida=[LogﬂWda'—ILonga< Logf%‘g—%-\l +n
Mais f Log V du = —Iu f da = —Ju g do = J Log W da

- Il(a) < [ Log ©W da - j Log W da £ =3 +n

et IL II(OL)

Projection de la majoration sur E

Théoréme

Si E est polonais et si 7 t«?] C -'Z‘,‘l » pour tout compact K de @l

= 1 ™1 :
lim o Log sup P,x[L] £ K:I - II(K) ,
n->e X

Démonstration :

Posons 'Dl = {Log % ; ue WU}l . Grice au théordme précédent, on &tablit comme
2

sur E que !

- pour T borélien de @ , P [Ln € I’] £ exp{-n sup inf v dA)
! x=1 velr AcT

- . - 2
La démonstration s'achéve comme sur E* .

v
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Remarque
L'ensemble @é est un compact (P : il est fermé et c'est une partie
tendue de (P . En effet, pour tout & > 0 , il existe K compact de E tel que
ak®) € € ; pour A e G"i , AKXK)S) € A(K® x E) + A(E x K°) ¢ 2¢ . Donc il
. 2
existe une A € @a telle que I]()\) = I(X)
D'autre part, o —— Il((x) est s.c.i. et pour tout compact K de 0 s

il existe o € X et A € @i tels que II(K) = Ii(a) = I(}).

Application au cas oii E est un espace métrique compact

Dans ce cas, soit f € G . La fonction A ——» J £ d\ est continue de ¥

dans IR . Soit F un fermé de R

n-1
—_ 1 1
lim . Log sm;p Px EE kgo -f.(xk, Xk+l) € F] g -Hf(F)

ol Hf(F) = inf I(A) .
{A;J £ dX € F, A1=>\'2}

De méme si f est s.c.i. de E dans IR , AV jfd)\ est s.c.i. de @

dans R et pour a £ IR

—-— -1
1 " -
1}1{m - Log sx;p PX [H kzo f(xk’xkﬂ) £ a] g —Hf((-ooa]) .

De méme, soit g & 2‘9’1 , et F un fermé de R

n—-1
lim = Log sup Px [ﬁ_ )X g(Xk) € F] & —hg(F)
X k=0
ol hg(F) = inf Il(oz) .

{a; f£da e T}

La fonction g peut étre prise s.c.i. , si F = (—w,a] .

Extensions : Pour obtenir une majoration du type précédent pour les ensembles
fermés de O , Donsker et Varadhan font une hypothése qui revient 3 peu prés a
{W(x’.)}xfE est une famille tendue ... ce qui en dehors du cas indépendant, et

du cas oi E est compact semble peu fréquent.
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Conditions pour gque les bornes supérieures obtenues soient strictemeént négatives

Proposition

DU o

I(A) = 0 si et seulement si A 1

am (o est une probabilité invariante

II(A) = 0 si et seulement si
de la chaine)

Démonstration :

Pour o € G>] , QT est la probabilité qui 3 A € & associe
am (A) = J a(dx) m(x,A) .

La seconde marginale de o@m™ est am.

I(A) = I‘>\l® T_T(?\)' est nulle si et seulement si A = Al‘&w
. GD , v : 2,
Il existe une X.g o telle que Il(k) = T7(X) .

Donc si I](A) est nulle', A = a®m ; mais la seconde marginale de A est a s

et amw = o .

Conséquence

Soit K wun compact de- (Eﬁ ;» si K ne contient aucune probabilité

invariante , I](K) est strictement positif et pour tout € > 0, il

existe n, tel que pour n > n. et pour tout x € E

[o}

-n[I, (K)~€]
P[] eK] e ! .

Cas des chaines de markov irréductibles

e

Soit 7 la n” itérée de m = P (X e *) =1 (%.*)..
n X n:

Pour 2z € ]0,1[ , on considére la transition :

1%(x,*) = (1-z) & ZP*"nh(x,-) .

n1
La chaine est dite irréductible si il existe une mesure ¢ telle que
¢ << nz(x,-) pour tout x & E . Pour une telle chaine ou bien il n'existe pas de

probabilité invariante (cas transient ou. récurrent nul) ou bien il existe une pro-~



babilité invariante U unique telle que pour toute v.a. f positive sur E2 et

tout x € E on ait :

n-1

. 1
lim o z f(Xk, Xk+l) = j fdu® P p.s.

n>o k=0

Si E est compact, le seul cas possible est le cas récurrent positif [8]
Donc pour f s.c.i. de E2 dans R . et pour a < [fd p® T , il existe un

b >0 et un n, o tels que n >,no implique :

1 -nb
— < <
sup PX En z f(Xk, Xk+l) < a:[ £ e
X k=0
Un théoréme analogue a &té &tabli par N. Maigret (exposé suivant) sans
hypothése topologique pour les chaines récurrentes au sens de Doeblin. Mais la
chaine précédente est ré@currente au sens de Doeblin dés que sa mesure invariante

a un support non vide ([2]) .

On est donc dans un cadre trés voisin de celui de N, Maigret.
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D - MINORATIONS DE CHERNOFF POUR

UNE CHAINE DE MARKOV IRREDUCTIBLE

I - TRANSFORMATION DE LA CHAINE DE MARKOV

Soit o € @I telle que I](a) soit finie. On a vu qu'il existe une
G)?. ' . . .
A€ telle que I,(a) =1 (A) . Puisque X, =a et E est polonais, il
o 1 a®m I
existe une transition T de E dans E telle que A = a®@T (et a@®@7F<<a®m)
En outre aT =0 : o est invariante pour T . On cherche 3 montrer qu'on peut
choisir T telle que la chaine associée 4 7 soit récurrente Harris positive.

La transformation ainsi obtenue permettra d' obtenir des minorations comme la

transformation des lois dans le cas indépendant. On suppose toujours E polonais
et T Gl C 6] .

a) Considérons tout d'abord une suite (u ) c WU telle que

n'nelN

u
IO = I (@) = lim f ﬂ‘; do .
n-+-o n
un(y)

m T(x,dy)
n

Soit )\n(dx',dy) = o(dx)

La probabilité a ® T est absolument continue par rapport 3 a®mw donc & )\n

et

_ dx
Ixn()\) = fLog a-x—dk

n

_ d\ da®@ m
= fLog Wd)\'f-[l,og '-—'d')\—n.”dk

un(y) u
= I](OL) - f Log T—T——Wd)\(x,y)=11(a) *ILogﬂ - do
lim I>\ () =0 .
n> “n
u_ () )
D'aprés A.3, lim H)\n - All=0 et ) converge dans L' (a®mw) vers
n-co n X

dA
37;@5;(x,y)
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Suivant [Kﬂ , considérons

A=18;0¢€L' @O, 8(x,y)8(x",y") = 8(x,y")0(x",y)
pour (o @,Tr)z presque tout (x/ y, %) vy}

~

A est fermé dans Ll(aé§n) ; si O est une version de 6 € A non nulle , il

8(x'y) B(xy) _ a(x)
é(xvyv) b(y)

existe (x' y') oi 6(x' y') #0 : B(x,y) =

Donc 32%5;(x,y) a une version égale 3 %%g%- oi a est v.a. finle et b une

v.a. strictement positive.

La suite —EE£21~ m(x,dy) =1 c a(x) (x,dy) =1
= un(x) ,dy onverge vers 5(y) T(x,dy) =

pour tout x , sauf sur un ensemble N négligeable pour « , donc pour tout x
en modifiant a sur 1'ensemble N.

F(X,’) = %%%% ﬂ(x,’)

Posons :

h(XaY) =

Alors T est une probabilité de transition et o est invariante pour T .

- Supposons qu'il existe une B € > telle que pour tout x € E , mw(x,*)

et B soient équivalentes .

On pose T (x,dy) =T (x,y) 8 (dy). Alors la chaine associée a2 m est

Q irréductible.

En effet « a << 3 . Soit p = g%—. Pour 2 presque tout y
1
p (y) = BT;T- f o (dx) a (x) W (x, ¥)

donc a(p>0)=a (b<w®) =1 .

Soit A € E_tel que o (A) > O.

T, A ma )] 5 1, )2 @ >o0.
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La chaine de Markov associée 3 T est donc récurrente positive de probabi-

1ité invariante a .

2 - MINORATIQN DE CHERNOFF LORSQUE LES PROBABILITES (Tr(x,°))xEE SONT TOUTES

EQUIVALENTES

Soit € §> tel que Il(a) < ® ., On lui associe d'aprés ce qui précéde
une transition T , d'une chaine de Markov récurrente positive de probabilité
invariante o , et une v.a, h sur EXE telle que pour tout x ,

d m(x,*)

TG,y TR

Il(a) = Iaégﬂ(aQQE) = f Log h d a®r .

Pour tout x , il existe un ensemble N, E(x,!) négligeable tel que pour tout

Ac fi :

mT(x,A) = f lA(y) ',HZ-:(—-}—;)-" _TF(x,dy) + "ﬁ"(x, ANN)
7 f IA(Y) Ezéj§7' T(x,dy)

Considérons sur l'espace canonique (R , Q) , la famille de probabilités

<Px)x€E telles que

PX(X0 =x) =1

i

§¥[Xn+l e A I Gbn]

?(xn, A)

Soit B € O(Xl ve Xn) . On peut lui associer I ¢ Z}n tel que

B = {(xl xn) e T} .
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PX(B) = [ lr(x],...,xn)w(x,dxl)ﬂ(xl,dxz) e W(xn_],dxn)

1

> f ]F(xl""’xn) h(x,xl)..k(x {X ; F(x,dxl)ﬂ(x],dxz)...EKx dx_)
. ™ n

n-1’""n

1

> Ex[]B R(X_X h(X,X,) - h(xn_]xn):l

Soit V un voisinage de o . Prenons B = {Lg eV} .

La chaine (Q ,Q, Px , (Xn)nelN) 8tant récurrente
a) ?; p.s. (Lg) converge en lol vers a donc 1lim ?%[ig € Vj =1 .
n—)oo
_ 1 n-1
b) Px P-s. o kzo Log h(xk’x'kﬂ) tend vers Il(oa) = f Log h da@m
_ 1 n-1
lim P_ Eﬁ I Log h(X, X ) SII(Q) -€l =0
n>o k=0

n-1
P (®) » o(I=E) ry 'ﬁx(L;_l e V) - ?X[kzo Log h(X ,X , ) LI, - ]}

. 1 n
lim H-Log PX(L2 eVv) » - Il(a)

n-r-eo

Supposons V ouvert , soit W wun voisinage de o fermé inclus dans V . Il

existe un n tel que {B ; sup ||8-Y|] < %} soit inclus dans V .
YEW :

Alors {LE £ W& {L? € V} et

n
Log P,(L € V) » -I () .

lim 1
——— n
Sat]

=}
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Théoréme
Supposons E polonais et 78 <6 .
Si les transitions {TT(X.,:')}XCE sont toutes équivalentes, alors pour tout
ouvert G de Q> et pour tout X
lim ~ Log P (1 e¢ 6) 3 -I.(G)
—— n x 1 1
n—+ro
En effet la relation que 1l'on vient d'obtemir est é&vidente, si Il(a) = o
(ce qui est en particulier le cas lorsque o n'est pas absolument continue par

rapport 4 R).

3 - EXTENSION

Soit z € ]0,1[ . Considérons la transition =~ = (1-2) I zn_] T . On

. n
n>l

. . co s z : . . .
peut construire une chaine de Markov associée a de la maniére suivante . Soit

sur (Q',4', P') une suite (Tn)n> de v.a. indépendantes telles que

>1

PPt =) = (I - 2) . Gy 1) )
T =0
(e}
Soit
Tn = T] + Tn ST nzl.

1 ' Y P X . P
Alors (O x Q' ,a ®a' , PX® P, (Yn)nelN} est une chaine de markov

. . - z y
associee a T S1 Oon pose

Yn(m,w') = XTn(w.)(w)
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Montrons que le théoréme précédent est encore valable si les probabilités

{nz(x,-)}XEE sont équivalentes & une mesure f . Ce sera en particulier le cas
si la chaine est une chaine ;écurrente (positive ou nulle) de mesure invariante
i et si pour tout x , Tm(x,*) << (car, sous les hypoyhéses de récurrence,
m(x,0) >> W),

Soit a € @ , telle que o << B . Considérons V un voisinage ouvert de

o et W un autre voisinage de o , tel que pour & > 0 ,

{v;sup ||y-v|]| €2c}CV.
YEW

.

Soit A ¢ Zg . Posons

n-1

~=n v _ _I K [}
L](w,m ,A) = = X IALYk](w,w )
k=0
Tn"i - (n-1)
Supposons a < € . Pour tout A
—-n Tn—l £
L) < L7 (A < L‘]‘(A) 5.

T
Mais parmi les Tn—l termes qui figurent dans Lln l(A) au plus ne ne

. 1
figurent pas dans Ln , donc

T

L

n-1
l (

a) < _f’:(A) + €

Donc IIL? —‘i?ll < 2e

n —~n Tn—l—(n-l)
~— ' e ————————————————— w——
PX(L‘ e V) > PX(L1 e W P [ = > ?J

T
z ; n £
7 L) m R 1+ )

. . P . z
ou I? est 1'information calculée & partir de 7 .

On cherche 3 passer 3 la limite si =z tend vers O

Q

CT
E'(e ™) = (1-2)

[ as o]

N

43

[}
al

)

H

N

[¢]

A

1 -z e
oT n_no
n(1+€)OE'G> n) <e n(l+e) (1-z) e ~

P'(Tnian(1+€)) Le > T
(1-z e7)
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1 . ) o
H»Log P! (Tn > n{l+g)) £ - €0 + Log(l-z)~Log(l-z ec)
. 1 ;
1im = Log P'('I']?1 2ol # €)) =0
z>0
et cette limite est atteinte uniformément en mn .

D'autre part 1im I?(a) = I](a) . En effet
z*0 :

Zon o | 1o0s —Y_ . [ g
I](g) sup f Log P daw & sup I Log CESED do
ue T u ue

1
S T‘; II((I)

Tim Ij(a) $ 1)
zr0

- g m | u
I](a) = sup f Log — da SHR, lim [ Log —— du
ue?ﬁ T u

1 z>0
- : u . z
< lim sup f Log - du & 1lim Il(a)
Z>0 ue?Ll m™u z>0

Donc lim P (L? ev) » -I(a) .
—"——n X K
Théoréme

Supposons E polonais , T C} c.ta et la chaine associée 3 7 récurrente
Harris positive de mesure invariante u. Si m(x,*) est absolument continue

par rapport &4 Y pour tout x de E , alors pour tout ouvert G de Q’

et tout x ¢ E ,

. n +
y s - ,
lim P (L] € ) 3 = I,(6) .

n>ro

P . e z
Remarque : Le théoréme reste vrai si les probabilités (w (X"))XFF sont toutes

équivalentes, sans hypoth&se de récurrence

Corollaire i

Sous les mémes hypothéses que le théoréme, soit f continue de E dans IR

et O ouvert de IR . Pour tout x



£ £(X) €0] » - inf I(a)

{a;/ dac 0}

Si f est s.c.i. et O une demi droite ]—w, a[ le théoréme reste vrai.

Corollaire 2

Pour une chaine de larkov fellerienne, définie sur un espace compact métri-

que et récurrente de probabilité invariante

U telle que m(x,*) soit
absolument continue par rapport 4 | pour tout

X , on a pour toute f
continue de E

dans R

1 n—-1
lim . Log Ex[exp .Z f(Xi)] = sup (I f do - Ii(a)) .
nro i=o ae

1

Cela résulte des majorations et minorations obtenues dans ce cas par une

démonstration de Varadhan Bﬂ. Inversement Gartner &tablit dans Eﬂ des théorémes

1 n—1
suite H—Lo EX[exp( 'Z
i=o

de grandes déviations en supposant que pour toute v.a. bornée la limite de la

f(Xi))J existe et est finie.
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MAJORATIONS DE CHERNOFF ET STATISTIQUE SEQUENTIELLE POUR DES CHAINES DE MARKOV

RECURRENTES AU SENS DE DOEBLIN.

Nelly MAIGRET.

Résumé :

On établit un théoréme de grandes déviations pour une chaine de Markoy
récurrente Doeblin, semblable aux théorémes de DONSKER et VARADHAN [ 5] . On cons-
truit (toujours pour une chaine récurrente Doeblin) un test analogue & celui de
Chernoff dans le cas indépendant [4] , [1] , [2], le théoréme de grandes déviationms
obtenu permet de montrer que ce test est asymptotiquement le plus &conomique parmi

les tests de force au moins é&gale.

PREMIERE PARTIE : MAJORATIONS DE CHERNOFF.

- (M ‘ -~ t =
X = ,0, (Px)xea{ . (Xn)nEN) une chalne de Markov sur un espace d'état
mesurable ( %{, ,éﬁ) ol la tribu éi est supposée 3 base dénombrable. On note

. igme
T le noyau de transition, et ﬂn la n

itérée de w_ . désigne la tri-
ée T 05{1 sig t

bu des événements antérieurs 3 n : Gbn = G;(Xo,... Xn). On note §> 1'ensemble des
probabilités sur ( Q{, éﬁ). Lorsque (?K, 3&) est métrique, §P est muni de la
topologie de la convergence étroite. On note E)X la distribution de la chalne

et EA 1'espérance lorsque X\ de QP est la loi initiale. Pour simplifier, P

et EX désigneront respectivement Pc et Eé s dx étant la mesure de Dirac
b p:d
a

au point x . On notera de la méme fagon, par | ,, la norme uniforme sur CE) et

r
-l
sur l'ensemble des variables aléatoires (v.a.) sur %Cx-jt .
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La chalne de Markov X est supposée récurrente Doeblin, apériodique,
de probabilité invariante i ,c'est-d-dire : il existe ¢ > 0, il existe p ,
. 1 T n
0<p<1, tels que pour tout n, sgae ‘dﬂn (x,.) = (.)j < cp (cf. [7]).
x<

Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront munis de leur

tribu borélienne, et les espaces produit de la tribu produit associée.

. +1
Enfin, pour tout n de N, on notera U & (L la mesure sur jen
définie par

Q@®T) (A) = S Ly (Rgseeex ) di () T (x g, dx)) en T (x g5 dx))

Théoréme 1 :

Soit g une v.a. bornée sur :£><%€ ,M, g et g définis respective-

ment par ‘j’ g dt @, U @T - ess sup g, L @T ess inf g. On note h
la transformée de Cramer de g(u @ 1) définie sur [g,g] . Pour tout

réel a strictement supérieur 3 m, on a :

n-1
— 1
lim = log sup. P_ ( I (g X, X ,)=-a)=20<0
n n XE?Q X p=0 p’> “p+l

En particulier si a est élément de Jm,el , le terme ci-dessus est
majoré par le nombre négatif  inf {%- log (bpk + %-h(a))} ol b est
k

une constante dépendant de c, de g et de a.

Démonstration :

. Supposons que a est &lément de ]m,é[ .

Alors u = h'(a) est strictement positif et vérifie

- (g(X_,X )-a)u
o h(a) - %4 (e 0’"1 o)

Pour tout x de jﬁ, pour tout k entier naturel, on a :
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u (8(X, X, )-2a) -h . u (g(y,z)-a)
lE (e © * ) - e (a)l =] e? 1(v,dz (1, (x,dy) - a(dy))|
< ;:euo(g—a);; I-hk(x") = r-l(')n
LIPS

= i€

c'est-d-dire, pour tout k entier naturel

)-a)

u (g(X, ,X
fo} k? ) =

sup Ex (e
X

k+1 .~h(a) k

+ by

Soient k et n des entiers naturels fixes quelconques. Pour tout a,

on a :
n

Uo pEl (g(xkpyxkp+])_a)
EX (e
n-1

u T (g€x, )-a) -

=E e ° p=1 'ka ka+] E (euo(g(xkn’xkn+l).a)
X a1 X

v 4 (gx, , )-a) -

- E (e ° p=1 kp*kp+1 (e“o(-g(xk’xk+1) )

E
X xk(n—l

/65 k(n-1)+l)

En appliquant la relation démontrée ci-dessus, cette expression est ma-

jorée par

(8(ka,xkp+] )—a)
) (

(g(xkp’xkpﬂ)_a)
sup E_ ( P ) s (e

e_h(a) +b pk) et en itérant on trouve

-h(a) +b pk)n .

Soit r entier naturel, 1 < r < k-l. Pour tout x,
n

n
Uy @ X)) u, = (8K .X)ma)

=1 =]
E (e P = E, (Exr(e P )

La derniére relation démontrée entraine :

n
,
to UL ey
sup E_ (e P ) s e +b )

X

Puisque a est strictement supérieur a m, u  est strictement positif

et on peut écrire :
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nk-1 k-1 n-l
P ( Z {gX ,X D-ajg0s T P ( Z X , X Y-a) =z 0)
X p=k p’ ptl r=0 b4 p=1 pk+r pk+r+1
n-1
k-1 Yo El (g(xpk+r’xpk+r+l)-a)
S T E(e P )
X
r=0
nk=1
sup . ( T (g(X_,X  )-a) = 0) s k (e (&) 4 Skyn7!
X p’ pt+l
X p=k
D'autre part, pour tout ¢ strictement positif et pour tout a
n k-1 ne
P (T: (g(Xp,Xp+l)-a) zne) = P ( '§ (g(Xp,XpH)—a) z =)
p=0 p=0
n
[Eak ! o ne
+B (I (KX D7) 2 0) + P (T (s(X,X D) = D)

Pk o

ol pour tout réel s, [s] désigne sa partie entidre.

g @&tant une v.a. bonrée sur (}ex 3{), il existe n (k,e), tel que

¥n 2n_,
o
k-1 ne
sup P ( T (g(X,X ,)-a)=z =) =0
< X p=0 p’ p+l 2
n ne
et sup P ( I (g(Xp,Xp+l)-a) z 59 =0
* p = [k
k n
(cette derniére égalité étant vraie puisque I n comprend au plus. k termes).
[2jk-1 p = [glk o
k ~h(a) K, ™!
De plus,sup P. ( Z (g(X_,X_,.)-a) 2 0) sk (e +bp)
x = p=k p’ptl

Par conséquent, il existe no(k,e), tel que pour tout n = n,

n
! (-1
z - kK
sup Px (Z (g(X_,X +l)-a) z2n) =k (e h(a) +b 50
XE'Q, p=0 P P
) Lo e (T (s0,x, e = o) 8 REE L L ny qog (R,
CRa I TR R e L n T w i g v

ce qui entraine

k

)
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n-1

1= L ; \ _ 1 , _=h(a) k
ém = Log s:p Px (pio (g(Xp,Xp+]) a) 2z ng) = x Log (e + bp )

Cette derniére relation étant vraie pour tout k, on en déduit
n-1

1
Tim — Log sup P (Z (g(X ,X ) a) =z ng) s inf ( Log (e
non xtﬂ( p=0 P P* kEN

—h(a)+ bpk))

Soit maintenant € > 0 tel que : a—¢ > m. (On a bien sir a- < g).

Appliquons alors la dernidre inégalité démontrée 3 a-¢, en notant la

constante b correspondant 3 un réel a, ba' On obtient :
1

n

m E-Log sup Px (

T -h(a-¢) + b k
n xC P

P))

)-a) =2 0) £ inf (—-Log (e a—c

kEN

[N

X ,X
. (8(X . X0

Faisons tendre ¢ vers 0.

h est une fonction convexe donc continue : 1lim h(a=e) = h(a).

e—0
' > - S )
Ona: b =cﬁeh(whx(gaﬂ%i
a=e
h' est continue donc : lim b_ = ba .
e—0

On en déduit que pour tout a, m< a< g :
] -1 -h(a) k

im E-Log sup P (Z (g(X ,X —a)zO) < inf (—-Log (e + bap )

n x€Y p=0 PPt kEN

Cet inf est strictement négatif puisque h(a) &tant strictement posi-
tif (a # m) et p strictement inférieur 3 1, il existe ko de N tel que

k
h(a) + ba s} o) soit strictement inférieur i 1.

(e

Ceci termine la démonstration de la 4éme partie du théoréme. Le résultat

de la lére se déduit immédiatement puisque la fonction

n-1
—_— 1 -
a= lim — Log su%& P ( L (g(Xp,Xp+]) a) 2 0 est croissante.
XE
Remarque : Soit a € jm,gl. Si g et c vérifient : ”gl 2a et c=z=1, la
u(g-a) e s : 1T h(a) , , .k
constante b_ = c e 4 ©est supérieure 3 1 et 1?f k Log (e bay )
a keN
est minorée par Log p. Donc en général cet inf ne sera pas - o méme si

ig, 2 a>g. L'exemple suivant met en évidence cette minoration par Log
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Soit la chaine markovienne 3 2 états O et 1 de probabilité de tran-

sition : 7 (0,0) =p, 7 (1,1) = 1. Sa mesure invariante M est 61. Supposons
1 .
p > 7 alors les constantes ¢ et P sont respectivement 1 et sup (p,l-p)=p.

La v.a. g définie par : g(I) = 0, g(0) =1 est telle que g = 0 et

on a :
n-1 0
Po (z g(Xp) Zn) =p .
p=0
1 n-1 1 n-1
o Log P (X g(Xp) 2mn) =Logp=-LlogP (I (g(Xp)-l) z 0).

p=0 p=0

DEUXIEME PARTIE : STATISTIQUE.

Maintenant, le noyau T dépend d'un paramétre. L'espace des paramétres
(O x 2) est un espace topologique muni de sa tribu borélienne. La transition
.. w .
T est une transition de Eax:w,dans . Le processus des observations
9 - . .
= (& . X é
X iy A, (?d,x)xé‘é{’ ( n)neN est une chalne markovienne récurrente Doeblin,

apériodiqué, de probabilité invariante Hg - On se pose des problémes d'estima-

tion et de test d'un point de vue séquentiel.

I. ESTIMATION

. Définitions. Exemples.

Ce paragraphe reste valable si la chalne Xa est seulement récurrente

Harris positive (cadre 1).

1.1, Fonction de contraste : 1la définition est celle de Gansler [ 6.

Une v.af. sur £9>(HQ XQQ est une fonction de contraste si
f dga(x) 1@ ,x,dy) £(3,x,y) est fini et f dga(x) 1@,x,dy) (£@,x,y)-£(@,x,y))=0

1'égalité n'ayant lieu que lorsque = 8.
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On notera h(3,9,x,y) = £(@,x,y) - £(3,x,y)

et K@,p) = [ dug (x) 1(8,%,dy) (@ ,p,x,y)

3 . 1 .
Exemple : On suppose qu'il existe une v.a. p sur O x ?Exj’[ » Strictement

positive et une transition X de &?_ dans '3{ telles que pour x € ae et &+ € af R

1@,x:0) = [ p@,x,y) A(x,dy) 1:(y)

On suppose aussi que si P est différent de 9 , 1'événement

{x7 (p,%,.) #7 (@,%,.)} n'est pas négligeable pour Hy

Sous ces hypothéses, la v.a. f : f(p,x,y) = - Log p(p,x,y) est une fonc—
tion de contraste dés que les propriétés d'intégrabilité sont vraies. En outre,
p étant strictement positive, pour tout x de ‘é-e , 1'ensemble
{1 G,xs ')}3969 est un ensemble de probabilité&s équivalentes. Aussi, si p est
bornée,

p(,x%,y)

P(,x%,Y) q®@,x;.)

I@,p,x) = | Log n1(3,x;dy) =

I
T1@,%,35.)
ol Irl (vb) est 1l'information de Kullback de Vv par rapport & W . Pour simpli-

fier, on note (1®,x3.), I@,p,x) , et on définit I(8,p) par

D)
f I(3,9,X) ch.xa (x). Dés que ¢ est différent de 8, I(3,p) est strictement po-

sitif,

1.2. Estimateur du minimum de contraste :

A 1l'instant n, un estimateur de 9 est‘une fonction mesurable gn de
G2,Cbr3 dans © , c'est-i-dire que 5n = 5; (Xl”" Xn) pour une fonétion me-

surable et de ’3& dans ©@ . On confondra Sn et 5n .

Etant donnée f une fonction de contraste on pose :

=}
e I

L@ = £LX X )

k=0
A 1'instant n, un estimateur an, ®n mesurable est un estimateur du

minimum de contraste s'il vérifie :

L G) '=' inf L @)
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Dans 1'exemple précédent cet estimateur est 1l'estimateur du maximum de
vraisemblance. Le théoréme de sélection de BROWN [ 3] assure l'existence d'une
suite d'estimateurs du minimum de contraste Si'ﬁe est polonais, si @ est un
espace métrique compact, et si 1l'application o = £(x,x,y) est semi continue

inférieurement de © dans R pour tout x,y de ae_

On pose :
n-1 n-1
Sn(l,cp) = kz (f(:p’xk’xk"']) - f(a’xk’xk'*’])) = Z h(a":psxk’x-k_‘_])
=0 k=0

2. Consistance exponentielle,

Si ho est la loi de probabilité initiale de la chalne, une suite
{an}neN d'estimateurs du minimum de contraste est dite consistante si pour tout
voisinage U@) de 0, Pe L. PSs il existe n_, tel que pour tout n 2 n_,
*™9

an appartient 4 U@®). Dans [6] on trouve des hypoth&ses sous lesquelles

une suite d'estimateurs du minimum de contraste est consistante dans le cadre 1.

Le but est d'établir ici, la consistance exponentielle de toute suite

(an)neN d'estimateurs du minimum de contraste lorsque @ est fini, et la fonc-

tion de contraste bornée.

On dé&finit : Tg= inf {n; ¥p = n, Gp =3}

Théordme 2 : Lorsque G est fini, et la fonction de contraste bornée, toute
suite (an)neN d'estimateurs du minimum de contraste est exponentiel-
lement consistante :

lim %-Log sup. P

5,x (Ta > n) < 0,
n x€

Démonstration :

Pour tout x de %{, P (T, >n) = I Z P (S_@,p) = 0)
g,Xx O 9,X m
mzn PF

Soit P différent de O

m-!

Pa’x(Sm(a,p) =0 =p (L

h(3,9,X , ) = 0)
PN R
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Le théoréme 1.1. du paragraphe I, appliqué i la fonction bornée
- h(3,p,x,y) entralne que pour tout ¢ > 0, il existe k> 0 et b > 0, tels
que pour tout m de N,
-1

m
sep By B (R@XOK, ) - KE9) -] s 0) <k e
X =

Pour ¢ = K(@,p) > 0, il existe k>0 et b > 0, tels que pour tout

m de N,

m—1

sup By ( h(@,9,%,X ) S0 <ke
x ’ k=0

bm

ce qui entraine qu'il existe k' >0 et b > 0 tels que pour tout n de N,

t _bn
sup Pa,x (Ta >n) £ k'e

in{

1
m ~ Log sup Pa,x(Ta >n) <0 .

c'est—a-dire : i
n X<

II. TEST SEQUENTIEL DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE.

0. Introduction :

L'idée de ce paragraphe est inspirée du probléme de test résolu par
CHERNOFF dans le cas indépendant avec choix d'expériences. Ici, l'espace des
paramétres O est fini (on notera gq sont cardinal). Le processus des obser-
vations Xe est une chaine markovienne, récurrente Doeblin, apériodique, de
probabilité invariante Hy s de loi initiale Xo. On Suppose qu'il existe une
v.a. sur @ X’MLX%{ strictement positive p, bornée, et une transition A de

1{ dans %{, telles que pour tout x de %{ , pour tout [~ de Eﬁ s
16,380 = [ p@,x,y) A(x,dy) 1:(y)

On suppose aussi que dés que P est différent de 3 , 1'événement
{x,m(9,%x,.) # M(,x,.)} n'est pas négligeable.
C'est le cadre de l'exemple du paragraphe I, dont on reprend les nota

tions : Pour tout x de 4l , pour tout 9 et P de e .
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p(3,x%x,y)

I(G,CP,X) =J Log P(‘QP,X,Y) H(a,X,dy)
et I0,) =] I0@.,9,%) b (dx) .
On définira de plus : I(®) = inf IS ,p).
p€a (o)

Sous les hypothéses ci-dessus, f(G,.,.) = - Logp (3,.,.) est une fonc-
tion de contraste bornée. On désigne dans la suite par (an)new une suite d'es-
timateurs du minimum de contraste ; d'aprés le théoréme 2.1 précédent, elle est

. . — 1
exponentiellement consistante : lim E-Log sup P6 x (Te > n) < 0. On se pose
n X ?
le probléme de test suivant @ (O I’ 92) étant une partition de e , on veut
savoir 3 quel élément de la partition appartient la vraie valeur du paramétre.

¢ est le colt commun 3 chaque expérience, 0< c< 1, et r(,) 1la perte due

3 1'erreur de décision.

On note : h(@@) = 91’. si O appartient & Gi (i=]1 ou 2), et a(®)= & -h(B).

-~

(én)nGN désigne alors une suite d'estimateurs, telle que pour tout n, én soit

Gbn mesurable et soit défini par :

n—1 -~ n-1
2z Log p(en,Xk,Xk+l) = sup Z Logop (a,Xk,Xk+]) .
k=0 = k=0

a€a (an)

Les résultats obtenus ne dépendent pas de la loi initiale ko : on

notera P.
9,A

. (respectivement EG,AO) Pa (EG)'

La théorie développée ici est une théorie asymptotique, pour des va-

leurs de ¢ petites.

1. Etude d'un temps d'arrét.

Soit b positif, & et .p de O . On définit :
Sy = inf {n; sn(an,an) > bj
et gb’¢ = inf f; V¥p 2 n,Sp(a,@) > b}

On a la relation : gb < max (T., max Qb D)
$pca(@) »
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la suite (Gn)nEN étant exponentiellement consistante, il existe k > 0 et

b > 0, tels que pour tout n de N, on ait : Pa(Ta > n) = ke-bn, donc
PS(TQ =m) = 0.

P(B,.5.)

La chalne étant récurrente Harris positive et Log ‘-2 c ,
' & 0 ®,.,.) "9 @My

intégrable, un théoréme d'ergodicité implique :

1 n-1 p(a’xk’xk-i'l) Pe pPs . )
- S p(@,x,y) , _ .
n k.z__o ho P&.X,X ) nl @7 J Log Soryy TOH%,dyhdy (d6)=1(,%)

donc pour tout ¢ différent de § , puisque I(6,p) est positif non nul,

Pe ps
.09 > @
ce qui entralne Pe(gb,w =) =0 .

Finalement : Pe(gb = ) = 0. Le temps d'arrét Qb est fini Pe pres-

que siirement.

2. Définition d'un test dc .

On note Ve le temps d'arrét défini dans le paragraphe précé-

g—Log c
dent. De la méme fagon on note V___ le temps d'arrét ( .
CyPp -Log ¢,

On définit le test de Chernoff, noté dc, ainsi :

sa régle d'arrét est V.
si n = VC, on arrét et on décide que O est &lément de h(an)

si n< vc’ on continue, c'est-3d~dire on refait une expérience et on

regarde 3 nouveau dans quelle situation on se trouve.
Le test ¢C est clos pour toute valeur c¢ du colit.

dc(a) et RC(G) désigneront respectivement. la probabilité d'erreur et

le risque associés au test de Chernoff ¢C .
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3. Propriétés du test.

Le but est de montrer que le test ¢c possé&de une propriété d'optimalité

analogue i celle obtenue par Chernoff dans le cas indépendant avec contrdle.

3.a. La_probabilité d'erreur

Théoréme 3.a : Pour tout 0 de @, (card € q), la probabilité d’'erreur

ﬁc (8) associée au test dc vérifie.: ﬁc(a) < qc .

Démonstration : Soit 6 de 6.

Pour ¢ élément de a(f), on définit : Qn,CP = {Gn =9, Vv, = n}
®
Alors : 2 (B) = & = P, Q) , avec
c n=l  g€a@®@) 0 ™ ,

n-1 p(8,X X 1)

( kllo P(:P,Xk,x-k_‘H) =c v = n)

Mais pour toute fonction g mesurable :

P (Qn,cp) =P

n-1 p(a,Xi,X. )

+1
E (g(X .. ,X _V=E (g(X ,...,X ) i :
0 o 1 (%) o n-1 =0 pr,Xi,Xi+J)

n-1 p(G,Xi,Xi+1)
c'est-a-dire P, = - P sur
O i P@XpX L) @ ®,
n-1 p(@,X, )
D'od P. Q )y =E {1 ____Eg_fkil }

1
8 n" T Ty {“{' PO KoKy o PGELE LD
=0 PO KoK

n-l pG,X.X )

: n,P @ k{=0 P(CP,X-k,XkH)

s c, NV =n)

w
Z P
n=1

Par conséquent : 3c(6) < cq
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3.b. La_durée moyenne du_test.

e e e e e e i oo o S e s i e o i e s e

=(1+g(1) Log c
I(9)

Théoréme 3.b. : Pour tout 8 de é;, E3 (vc) <

Démonstration : Soit € >0 et 8§ un élément de O.

D'aprés le théoréme 2.1, il existe b] >0 et k1 > 0 tels que pour
tout n de N, pour tout ¢ de a(@), on ait :

b, n
B, (5, 69) s n10) y ¢ K, e !
1+ %

De la relation : P, (v
¢ c

@=n) = Pe (Sn_1 (8,sp) S - Log ¢), on déduit qu'il

existe k1 >0 et b1

=(1 + %D Log ¢
I(9)

> 0, tels que pour tout ¢ de a(d), pour tout

ne=a

, on ait :

—b] n
5 (vc,@ =n) = k] e .

Ce résultat d'une part, la consistance exponentielle de la suite
(en)nGV d'autre part, et la relation :
L
{v, = nj < {Té >njuU{ U \% = n}

pea(®)
-(1+ %)‘Log c

entraine qu'il existe k> 0 et b > 0 tels que pour tout n 2= TED)
on ait :
_ -bn
P6 (vc =n) < ke .
-(1+ %) Log ¢
Soit alors : Nc = 1)

EgOv) =By (Vo Ty <)) v B Ol 5y
c C C c

E.(w)ssN + Z nP, (V. =n)
9 ¢ ¢ o 0 c
c
E,(v) S N_+kI ne "
n>N
c
Comme 2 n e_bn = §C tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, il existe
>N
(o4
. — ¢ Log ¢

co(e) tel que pour c¢ < co(e), on ait : 5 = TEIONR
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Aussi, 11 existe co(e), tel que pour tout c < co(e),

-(1+) Log ¢

Ee (vc) < HED
Corollaire : Pour tout 6 de 8, RC(EJ) < —(Hg(i)(d; Log ¢

Démonstration :

R (8) = ¢ Eg(v) +B_(3) r(®

Les 2 théorémes précédents permettent de conclure facilement.

3.c. Optimalité asymptotique de la procédure dc

On note (T,8) une procédure séquentielle de temps d'arrét T et de

régle de décision 6. e(8) sera la probabilité d'erreur de la procédure (T,d).

Lemme 3.a : Soit b, 0<b<1 et 9 de O . Soit (T,0) wune procédure
telle que pour tout ¢, e@) soit un (J (-b Log b). Pour tout P de a(g),

pour tout ¢, 0<e<1, ona:

By (Sq(@,) < ~(1=) Log b) = T (-v° Log b)

Démonstration : Soit 6 de O, ¢ appartenant 3 a(®), et g, 0<esI

On définit : Q= { T=n, Sn(a,:p) < -(1=) Log b, & accepte h@@)} .

a
Al : )=z o P Q)
ors e(p) EoR Gy
o -1 p(p,X, )
=z L (1 @ xk §k+]) > b =30{T-n){ "h @)"])
n=1 ¥ k=0 PY¥riofis

od "h(@)" signifie : la régle de décision décide h(3).
Comme P = nr-[-] PO, XXy )
P gm0 POEOR))

Pa sur@)n, on a :
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00
e(p) =z L E, (1 : 1 Lo oomnx BT PGLXLX )
o o TELAN PO & oY B B YOO S RACEL G
{ 1 G X X ) k=0 ’X'k’ k+1
k,—_o p > k’ k“"l
e@) 2b' 1 B, )
n=1 n
©
¥ e = 2 By @)
n=1 n
@ € :
B @)= O (-b° Log b)
n=1
Comme :
®
P, (5. (8,p) < ~(1=e)log b = ( U (T=n,S_(8,p) < -(1=e)Log b))
L 9 n=| a
©
< § Py (Qn) + e(@)
n=1
On conclut : Pa(ST(a wp) < =-(1=)Log b) = O (-b° 1og b)
Lemme 3.b. : Ve > 0, L ( max min §,(0p) =2 n(I@) +¢e)) —> O

<m=n ¢ € a®) nt ®©

Démonstration : Soient € et T positifs non nuls.

La chaine étant récurrente Harris positive, d'aprés un théoréme ergodique

on a :
¥, ;]1- 5,(8.9) Y I(G,s) sur Q, A ,Pe) en probabilité.
I1 existe donc n tel que pour tout n = n ot
Pa ( max min_ sm(a ) 2 n(I@) +¢)) =71
n sm<n - gEa(a)
Pour tout m, sm(e »p) est fini. Il existe donc n, tel que pour tout
nzn,
}?a ( max min Sm(a 5p) =2 n(I(@) +¢)) =0

Osm<n_ pca@)
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D'oli , il existe n, tel que pour tout n supérieur 3 n

2 2 ¢

P

9 ( max min $,00:9) = n(I() +¢)) =7

Osmsn  @€a(@)
Lemme 3.c. : Soit b, 0<b<1. Si (T,0) est une procédure telle que pour
tout ¢ , la probabilité d'erreur e(p) soit un T (-b Log b), elle vérifie :

=(l+5(1)) Log b
1)

Ee(T) =

Démonstration : Soit € > 0, 0<b< 1 et soit (T,0) une procédure vérifiant

1'hypothése du lemme. On définit les constantes ¢', ¢" et n,  par :

v - I(9) 2

==\ - =(1=<") Log b
I+e + I@) °

(1-e™™ = (1-e") et nb 1(Q) +'

On a :

PG(T = nb) < PG(T S n_ et pour tout p de a(@@), ST(Sgp) = =(1-=€")Log b)

b

+ Pe (il existe ¢ de a(d), ST(8,¢) < =(1=")Log b)

Notons KE[K?] le ler [2°™®] terme du membre de gauche.

K <P ( max  min s (0,9) = 0 (1) +¢")

1 0 s m Snb p € a@)

D'aprés le lemme 3.b , K? tend vers 0 -quand ny tend vers 1'infini,

c'est-d-dire quand b tend vers O.

Quant au lemme 3.a, il permet de conclure que Kg tend vers 0 quand

b tend vers O.

Par conséquent, 1l existe bo(e), tel que pour tout b < bo(e), on ait :

Pa (T = nb) < e"
00
Comme : Ea(T) = ﬁio PB (Té >n) 2 n Pa (T > nb), pour tout b < bo(e),

on a :
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-(1")? Log b

Ea('l‘) z 0 (1) = TR

-(1=') Log b

= TTI@) ¢

-(l+€) Log b
I(G)

Tous ces résultats permettent de montrer la propriété d'optimalité

asymptotique suivante.

Théoréme 3.c. : Le test ¢C est asymptotiquement le plus &conomique parmi les

tests de force au moins égale.

Démonstration : Soit (T,8) wune procédure telle que la probabilité d'erreur

e(p) soit un 0 (-c Log c) pour tout ¢ . D'aprés le lemme 3.3.3, elle vé-

rifie :

-(1+g(1) Log c
1) :

EG(T) 3

Ce résultat, comparé aux résultats des théorémes 3.a et 3.b précédents
permet de conclure que ¢C est asymptotiquement le plus &conomique parmi les

tests de force au moins égale.
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STATISTIQUE DES CHAINES

CONTROLEES FELLERIENNES

Nelly MAIGRET

Résumé :

On se pose ici, pour des chalnes contrdlées felleriennes, des problémes
d'estimation et de tests séquentiels. En s'inspirant du test de Chernoff dans le
cas indépendant D] , on construit une procé&dure. Gridce i un théoré&me de grandes
déviations &tabli dans Dﬂ » On montre que cette procédure est asymptotiquement la
plus économique parmi les procédures de force au moins égale, pour le test de deux

hypothéses simples.
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Axiomatique et hypothéses

L'espace mesurable (2 , QL) est 1'espace des épreuves, 1'espace mesurable

(:R“.gz) celul des observations et <<;%’§f§) est 1"espace des actions. Pour
(n)

on note u = (U, cen, un)

toute suite u
(-n)nao ’ o

(A) est le processus des actions (l'évolution du systéme est contrdlée

n’ nelN

au temps n , -par une actiom 'An mesurable de (R , Q) dans ((fh,(jz)) . et

(Xn)nEN est le processus des observations (Xn est 1'état de la chalne au temps

n Xn est mesurable de (Q ,‘§5n) dans (Aéﬁ,gﬁg)) . On note ﬁb-n la tribu

des événements observables jusqu'au temps n : §5r1= G(X(n) . A(n_l)) .

A chaque instant m , on doit choisir 1"action An au vu des observations

faites jusqu'au temps n . Une stratégie aléatoire § = (6n)nev est définie de
: bt

la fagon suivante : pour tout = , Qn est une probabilité de transition de

‘n+ n) , 4 n \ .
%R, ! dans (fi. On note : (x(n) 3 8) —-e-6n(x(n) 3 8) . Seules seront uti-
lisées les stratégies présentant certaines conditions de .cohérence que 1l'on préci~-
sera plus loin. On notera <£) 1'ensemble des stratégies cohérentes. (@ ,§2_) est

1'espace des paramétres. On -se donne une probabilité de transition = de
(9 x r}e x CR; ’ __Q x _&_@x c)%) dans (%{,ﬂ) définie de la manidre suivante:

i 1'instant n , si Xn =X . An =a , alors Xn+1 est dans I de 'aﬁ , . avec

la probabilité = (6, x, a 3 6). Nous faisons les hypothéses suivantes

Hypothése 1

Pour toute stratégie & = (&8 ) » pour tout x de :ﬁ,,‘pour toute valeur

n’ neN

® , il existe une probabilité Pg 5  sur @ , L) unique telle que pour tout
’ s

n de N , pour tout x de éﬁ, pour tout I de'ﬁQ, on ait 1

. e
—_,

et pour B e :3&_, pour Ce éié"

8 R OAE ) = A % o A 1 ey 1 ey & (D).
Py (X€B, A€C) =[] (9,X ,a,du) 1(u) 1(a) & (X775 da)
Le processus (8 , L, Pi > (Xn)neN ainsi comstruit est une “chaine de

Markov contrdlée'.



Hypothése 2

A tout x de 'Q{ , on associe un ensemble D(x) non vide tel que 1'ensem-
ble S = {(x,a) ; ae D)} soit dans VQQ_QEDSZi. Une stratégie aléatoire
cohérente sera une stratégie aléatoire § = (6n)nEN telle que pour tout n ,
(n)

(5n(X ;D(Xn)) = 1.

Notations : o Pour toute v.a. u sur (312. XO% x }Q , &@ﬁ@ y,_), on

définit la v.a. mu sur (S, §) par :
T u(6,x,a) = J u(x,a,y) m(8,x,a,dy) ,
si cette intégrale a un sens

o Pour toute u sur (3%,‘6{) , on définit la v.a. wu sur

S, $ par :

m u(eyxaa)v = J U(Y) I (e,x,a H dY) s

toujours si cette intégrale a un sens.

Une partie importante de ;D est le sous ensemble /A des stratégies aléa-
toires markoviennes stationnaires cohérentes : si s est une probabilité de tran-
sition de 3{ dans ()Qf telle que pour tout x de '}E. , s(x, D)) =1, la stra-

tégie définie par Gn(x(n), o) = s(xn,.) est &lément de /‘\ , NOté s .

Notations -t Pour tout s de A, pour tout x de '3‘8 > T désignera la

A

A ia chaine

transition (8,x,C) — 7m(8,x,s(x) ; C) et on notera parfoils par =

de Markov contrdlée par s .

Pour Ceict_ , pour X € 3’?,,

7(8,x,8(x) 3 C) = Jn(e,x,a ;s C) s(x ; da)

Pour toute o probabilité sur ‘3{ s a x TTA désignera le
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probabilité

f I (x,y) aldx) 7(8,%x,8(x) ; dy) = ] 1 d(a x ns)
/ l‘ n

Hypothése 3
%&A gft et 6? sont métriques compacts et S est fermé.
Le noyau m est fellerien , c'est d dire que pour toute v.a. u bornée,

continue sur (S b %ﬂv, s x 3{ Y , mu est continue.

Remarque :  Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront toujours

munis de leur tribu borélienne et les espaces produits de la tribu produit.

On note §> 1'ensemble des probabilités sur 3 s 5)3 celui des probabilités
sur 3{ x cf& ><‘§€ , concentrées sur S ; ils sont munis de la topologie de la
convergence étroite. Pour X de 5)3 » on désigne par Al et A3 ses premidres
et troisiémes marginales - Pour tout n de N , Ln est la fonction de répar-

tition empirique : pour teut w de Q , pour tout [ de § x EEL N

1 n-1

o I lr(,xk > Ay s XKH); (w)

L_(w,$)
n k=0

it

I - Estimation

1. Définitions - Exemples

1.1. Fonction de contraste

Une v.a. f sur 69 x S X‘%{ est une fonction de contraste si pour tout

(x,a) de S ,

I f(eaxya’Y)v m(0,x,a ; dY)

est fini et K(8,¢,X,a) = f (E(d,%5a,y) — £(8,%x,a,y)) 7(6,x,a ; dy)

est positif et nul si et seulement si ¢ vaut 8
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Exemple |

On suppose qu'il existe une v.a. p continue sur B x § «x ﬂﬁ& strictement
positive et une transition X de '3{ dans 3{ , telles que pour tout [ de 3{”_

on ait
n(e,x,a ; Iy = f p(8,x,a,y) A(x,dy) ]r(Y)

On suppose aussi que pour tout (x,a) de S, In(¢,x,a ;) est différent

de 1N(6,x,a ;3 ) dés que ¢ est différent de 8.

Sous ces hypothéses, la v.a. f : f(a,x,a,y) = - Log p(a,x,a,y) est une
fonction de contraste, dés que les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. De

plus, la v.a. p étant strictement positive, pour tout (x,a) de S , l'ensemble

{n(¢9x3a > )}¢€9

est un ensemble de probabilités équivalentes. Aussi, si p est bornée, on a

K(8,b,x,a) J Log BL8:X:8:Y) gy 4 s dy)

p(d>,x,a',y)

IH(¢,x,a s )(H(G,X,a 54))

ol . )(H(e,x,a s *)) est l'information de Kullback de M(6,x,a ;*)

I
N(¢,x,a ;
par rapport & I(¢,x,a ;- ).0On la note I(8,¢,x,a). Elle est strictement positive

dés que ¢ est différent de 8.

Exemple 2

Soit g wune v.a. sur %{><%Q , bornée. On définit

m(a,x,a) = f g(x,y) T(a,x,a ; dy)

et on suppose que pour tout (x,a) de S , m(a,x,a) est différent de m((x',x,a)

dés que a est différent de a'. La v.a. £ définie par

f(a,x,a,y) = (g(x,y) - m(a,x,a))>

est une fonction de contraste.
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1.2. Estimateur du minimum de contraste

Etant donnée £ wune fonction de contraste, on pose =
n-|

Ln(a) = kio fa, Xk’ Ak’ Xk+l) .

A 1'instant n , un estimateur é; est un estimateur du minimum de contraste si:
Ln(en) = izgjkﬁa) .
Dans l'exemple 1, cet estimateur est l'estimateur du maximum de vraisemblance.
Le théoréme de sé&lection de Brown assure l'existence d'une suite
d'estimateurs du minimum de contraste si € est un espace métrique compact, et
si 1'application o — f(a,x,a,y) est s.c.i de @ dans R , pour tout (x,a,y)
de § x Q&.
On posera :
h(a,¢,x,a,y) = £(¢,x,a,y) - £(a,x,a,y)
et
n-1 n-1

S (0,0) = T h(a,0.X, A X)) = I h(a,6) .
k=0 ' k=0

2. Consistance exponentielle

Si Xo est la distribution initiale de la chafne , une suite (en)neN
d'estimateurs de 6 est fortement consistante si pour tout volsinage U(8) de ¢,

pour toute stratégie cohérente § , la suite (Gh) tend vers & Pg <« Pes:
- b}

Le but est d'établir ici la consitance expomentielle de toute suite (§n)n€N
d'estimateurs du minimum de contraste lorsque la fonction de contraste f est
continue sur @ x S x %{ . (Le théordme de Brown assure 1'existence d'une suite
d'estimateurs du minimum de contraste lorsque f est continue. On améliore ainsi
le résultat de Georgin [2] qui a montré sous les mémes hypothéses, la consistance

forte.

Pour tout voisinage U(8) de 8 , on définit la v.a. :

T(U()) = inf{n 3 p>n, 6_ e U):
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Lorsque & sera fini, on notera Ty la

Théoréme |

Lorsque la fonction de contraste f est

-~

(6 )

d'estimateurs du minimum
n’neN

suilte

consistante : pour tout U(8) voisinage

lim % Log sup sup

n Xe

Démonstration
Soit U(8) wun voisinage ouvert de 6. L'
dans :
m-1
gy { inf I hk(e,
m>n  $eUC(8) k=o

et pour tout X € é& et §e & ,

pg’xu(me)) > ) <

se O

V.a.

T{eh

continue sur & x § x J{, touta
de contraste est exponentiellenent

ouvert de £, ocn a

58

e’X(P(L(G)) >n) < 0

ensemble {T{U(3)) > a} est iaclus

) < o}

s n-1
P, ( dinf I b (8,8) < 0)
n *T 4=UC(8) k=0 °

m

Soit T = {y ¢ §>3 s inf [ h(6,¢,x,a,y) du(x,a,y) < 80} . On a
$eUC ()
P‘S (1(U(8)) >n) < L P6 (L e D)
6,x 0,x " m

mzn
Montrons que I est un fermé de §>3 .
Soit u de T . Il existe alors une suite (un)neN de T convergesnt vers g

dans 633. Pour tout X de

533 , l'application

¢ — [ h(69¢’x’a’}’) dx(xsa’}’)

est continue de © dans R . On définit alors par (c{cq)p:\: une suite de UC(S)
qui vérifie :

i (¢ ) = inf ([ h(e,'@"axsa9Y) du (X,a,}’))

TR 4eut (o) &
Pour tout n , un(¢n) est négatif. On considé&re maintenant (¢_ ) une sous

e keN
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suite de (¢_)

. c .
n’pen * dul converge vers ¢, de U (8). La sous suite

h(8,¢>n ,X,a,y) converge donc vers h(6,¢o,x,a,y) uniformément sur § x 'Qa

k
Puisque (un )v tend vers dans 633 s (un (4)0))keN tend vers u(¢o) et
k keN k
(v (o)) tend aussi vers u(s ) , ce qui permet de conclure que u{$_) est
"k "k keN - © °

négatif et i appartient 3 I’ : & est un fermé de (?3 R

Puisque f est une fonction de contraste,

Jh(eﬂpyxaasY) H(G,X,a o d}’) dkl(x) s(x,da)

est strictement positif pour toute A de 6») et pour toute s de ,A , dé&s que
¢ est différent de 6. Comme h est continue sur le compact @ x@ x § x 'aa ,

1'application :
¢ — j h-(6,¢>,x,a,y) \H(G,X.,a H d}’) dkl(x) s(x,da)

est continue de © dans R . Aussi dé&s que ¢ est différent de 6 ,

inf f h(8,9,x,a,y) ] (B,%x,a 3 dy) dA_l (x) s(x,da)
$eUC(8) ‘

est strictement positif ; c'est & dire que )\1®s®n n'appartient pas &4 T ,
quelles que soient Al de 53 et s de A
Le théoréme des grandes déviations [4] entraine :

lim ;11— Log sup sup Pg X'(T('U(e)) >n) £ -I(CN A) < 0.
n P 8 b

IT - TI' est séquentiel du rapport de vraisemblance

On se pose ici le méme probléme de test que dans [3] .

L'espace des paramétres est supposé fini (de cardinal q) , (91,, 92) est
une partition de © et on veut savoir & quel élément de la partition appartient
la vraie valeur du paramétre. Dans ce cadre contrdlé, il faudra en plus des régles
d'arrét et de décision, s'intéresser au choix d'un bon contrdle. Chaque expérience

a un colit ¢, 0<c< 1, et on note r(c) 1la perte die & l'erreur de décision.
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On se place dans le cadre de l'exemple I, et on notera

J(e,¢) = inf I(8,9,x,a) , J(¢) = inf J(8,%) > O
(x,a)es dea(g)

L(8,4) = sup I(8,6,x,a) ,  L(8) = inf L(9,¢)
(x,a)e$ dea(s)
(en)nEN désigne désormais une suite d'estimateurs du maximum de vraisemblan-
ce, elle est exponentielle consistante.
Comme dans la partie sans contrdle, on note h(8) = éai s1 6 est 8lément

de Qi (i=10u2),et a(d) = O@-h(s), et on désigne par (en)neN une suite

d'estimateurs de - 8 qui vérifient pour tout n

n-1 2 n-1

Log hg p(en’xk;ﬁka+l) = sup_ Log g p(a,Xk, Ak’ Xk+l)
=0 aea(en) k=0

Les résultats obtenus sont des résultats asymptotiques.

Sans hypothéses supplémentaires, nous construisons un test séquentiel clos
quelle que soit la stratégie ; nous obtenons une majoration (asymptotique) du ris-
que, indépendante de la stratégie. Aucune stratégie n'est particularisée. Avec
une hypothése supplémentaire de récurrence, pour le test de 2 hypothéses simples,
nous construisons une proc&dure (régles d'arrét et de décision, stratégie) possé-

dant une bonne propriété d'optimalité.

1. Etude d'un temps d'arret

1.1. Préliminaires

Lemme |
%i étant un espace métrique compact et q uns transition de Cy dans ﬂi
telle que l'application x — q(x,*) soit continue de ]é, dans 67 (qj )
ensemble des probabilités sur Qé, muni de la topologie de la convergence

étroite ; alors pour toute g v.a. sur qéx ?ﬁ continue, l'application

x — q gx) = fg(x,y) q(x,dy)

est continue de ﬂ} dans S{,
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Démonstration : TFacile

Lemme

2

Soit (Yn)neN

gtables adaptée & une famille croissante (on)neN de sous tribus de B

.o

vérifiant ¢ il existe un entier positif tel que pour tout n , on ait

E(Y fo ;) > m>0.

nAk
On définit pour b réel, la v.a. vé par inf{n ; Yy ¥ vy, 2 b}.
b+k
On a : E(V{))$T.
Démonst;ation
Il suffit de montrer le lemme pour des v.a. majorées par k.
On définit :
V =Y + ... +Y
n 1 n
n
Ap = I E(Yi/oi 1)
i=1
M =0 et M =V - A
o n n n
Puisque Yn est intégrable, Vn et Mn sont intégrables, et
E(Mn/on—l) =M _- (Mn)nzo est donc une martingale adaptée i la famille (o )
Pour tout n entier naturel, on a d'aprés le théoréme d'arrét :
E(M, )=0=EWV, )-E@Q&, )
VEA T vi AR VAT
. 1)
Comme : E(AvéA‘n) > m E(vb/\n)
et : E(V |_) =v‘EA(Vvl 1) + EQV ' +Y ,) 1 vy)
nAve n {n<vb} vl 12 {n;vb}
< b A(n < vé) + (b+k) A(n 3 vé) < (b+k)
b+k
On a E(vé,\n) Nl

"y = 1 ) ' ..b:_li
E(vb) 1im + E(vbA n) < - .

no>o

une suite de v.a. définies sur un espace (B, B, A), inté-

nzo’
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1.2. Définition d'un temps d'arr@t. Propriété de finitude

Soit b réel positif et ¢ de @ . On définit

17, = inf{n ; sn(an

b , en) > b}

T = inf{n ; vyvpzn, Sp(6,¢) > b}

b,¢

On a : T, $ max(T, , max T ) (1.2)
b 8 bea(9) b,¢

o Une application directe du lemme 2 permet d'écrire

Lemme 3
Soit ¢ différent de 6 . S'il existe un entier narurel ko et un réel m,

strictement positifs tels qu'on ait :

inf Vi (6,¢,x,a) = inf f inf (ko, Log M)H(G,x,a 3 dy) >m >0

(x,a)eS (o) (x,a)e$S p(¢,x,a,y)
5 b+ko
alors : sup sup E (t ) ¢ —=2 .
XE N e ® 6,x"b,¢ m

Montrons que les hypothéses du lemme 3 sont vérifiées.

Le théoréme de convergence de Béppo-Lévi entraine :

lin + by (8a8x, ) oLog BRI (0, x,a 5 dy) = 1(8,4,%,a)

Puisque p est continue et puisque le noyau @I est fellerien, le lemme 1,
entraine que TI(8,¢,+,°) eﬁ wk(6,¢,-,-) sont continues sur le compact S. Ce
qui permet de conclure, gr3ce au théoréme de Dini que la suite fwk(6,¢,°,-))k€N
converge uniformément vers I(6,¢,*,*) sur §S. Donc, pour tout ¢ différent
de 8 , il existe un entier ko » tel que pour tout k 3 kO , inf ¢, (8,¢,x,a)

(x,a)e$s
soit strictement positif.

Griace 4 la relation (1.2) et 3 la consitance exponentielle, on en déduit que

~ $ ~ .
les temps d'arrét T, sont Pe « Presque surement finis pour tout x et pour
H

toute & de 55
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1.3. Définition d'une procédure

-

On note v _ le temps d'arrét 1 et le temps d'arrét T

~Log ¢ Vc,¢ ~LOg Cy &

. e 5§ . . .
Pour une. stratégle § de gD,.on-desmgne par ¢c la procédure suivante :

- sa régle d"arrét est V.
-81 mn =V on arréte et .on décide h(Qn)

-8l n < Vo on continue , on .contrdle la chailne .avec la stratégie &

et on refait une expérience.

- m : 6 -
Les procédures s¢c sont «closes pour toute wvaleur du -colit ¢ et toute
o . $ 8, 8 ae . e o
stratégie 6 . sd(e) et .Rc(e) désigneront respectivement la probabilité d'erreur
. - 8 i . ~
et le risque de la procédure ¢C lorsque 8 -est le wvradi paramétre.
Toute autre procédure séquentielle de temps d'arrét T , de régle de décision

D et de stratégie & sera notée (T,D,8) .

1.4. Propriétés

Théoréme 2

Pour tout 6 de O , on .a

sup Bi(@) XK q¢C .
Sedd

Démonstration

Elle est analogue 3 celle faite dans I}] (théoréme 3.a) 3 il suffit de

remarquer que pour tout § de éb s

PG = n;l p@ » Ko By Ky ) po sur
= o — P, sur B _ .
0 i=o plo, le Ai s xi"']) P n

Théoréme 3

Pour tout 6 de & , ona =

8 . —(+o(1))Log ¢
NOREE 3(6) ’

sup E
Segd
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Démonstration

-(1 + géLog c

Soit e >0 et Nc = HO)

I1 suffit de prouver qu'il existe k et b strictement positifs, tels que

pour tout n > Nc , on ait

8
sup Pe(vc=n) < ke

5e§)

Le reste de la démonstration est analogue 3 celle du théoréme 3.b de [3] .

La relation : {v_=n}c {T,>n} U{ U {v_ .= n}} entraine pour tout n
Cc 2] . C,¢
$dea(o)
de N :
sup Ps(v =n) & sup PG(T >n) + I sup Ps(v = n)
c N 8 "0 7 8 ¢,

e ® ® se ¢ea(8) g ®

La suite (8)

o neN étant exponentiellement consistante pour toute stratégie, il

existe kl et bl strictement positifs tels que pour tout n de N , on ait :

8 by
sup PB(T >n) <k, e .

4
D'autre part, d'aprés le corollaire 1.3. du théoréme des grandes déviations Dq s
il existe k2 et b2 strictement positifs, tels que pour tout ¢ de © , pour

tout n de N, on ait :

-b,n
sup P% (s_(8,4) < pJI@) ¢k e ?
8 "'n € 2
e 1+ >
c'est 3 dire : ’
5 ~hyn
sup P (S (8,4) < -Log c) < k, e )
6 ' 'n 2
Se O
dés que n est supérieur 2 NC .
Comme : Vv, 6 vaut inf{n ; vp 3 n, Sp(6,¢) > - Log ¢} , on a pour
b4
toute & de éb :
Ps(v =n) < Ps(S (6,9) € - Log ¢)
0" c,¢ Nt n-1"7? N

c'est a dire, il existe ké et bé strictement positifs, tels que pour tout ¢

de ©, pour tout n > N, , on ait



sup Pg(vc
e

Ce qui permet de conclure.

Corpllaire 1

Pour tout 6 de © s

=(1 + g(1)) c Log ¢
J(8)

.

sup Ri(e) <
e

Les lemmes suivantes seront utilisés pour demander une propriété d'optimalité.

Lemme 4
Soit b, 0 <b < 1. Soit (T, D, 6) wune procédure séquentielle, e(8) la
probabilité d'erreur associée. Si pour tout 6, e(9) est un CY‘(~b Log b)

on a pour tout ¢ e]O,l‘[ et (8,¢) ¢ 92 .

Py (5(8,0) < =(1 =€) Log B) = O Log b) .

Démonstration

En se rappelant que :

n~1 p(d’ X, s X )
g = I (6’ k 2k k+1) Pg sur 65n R
k=o PO Ko &0 Xy

P
la démonstration se fait de la méme facon que celle du lemme 3.a de [3].

Lemme 5

Pour tout € > Q0 , pour toute stratégie § de éD,

PG( max min Sm(8,¢) > nL() +¢€)) —— 0
Ismgn  ¢ea(s) nie

Démonstration

Soit & wune stratégie cohérente , et ¢ strictement positif.

Pour tout m de N , pour tout ¢ ,
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m—] m~]
S (8,6) = (S_(8,¢) - I 'I(8,¢,X ,A)) + I 1I(6,¢,X ,A )
m m o whd) v b Kb
5a(0:0) = 2. (8,8) + 2. ,(8,0)

8
Zm,2(6,¢) < mL(6,9) Py Ps

. $
min Z (es¢) <mL(8) , P pPs
pea(e) o2 °

Ce qui entraine :

Ps( max min Sm(6,¢) > n(L(8) + €)) g Pg( max min Z l(6,¢>) >neg)
1<m<n ¢ea(8) Ismgn dea(o) ™

gz P(S( max Z 1(E),dS) >n eg)
$¢eca(h) Igmgn o

{Zm,l(6,¢)} est une martingale adaptée aux tribus (fg) sur (Q,d_,Pg) .

neN
D'apré&s 1'inégalité de Doob , on a :
5 Eg(zi X
P, ( max min Sm(6,¢) 2 n(L(8) + ¢)) g I -—3——%~—
lgmgn  ¢ea(d) ¢ea(d) n” ¢

et on vérifie facilement que pour tout n e N , % Eg(Zi ]) est majorée par une
]

constante finie M .

PG( max min Sm(8,¢) 2 n(L(B) + &) g a .

Igmgn  ¢ea(d) ne

Lemme 6

Soit b, O0<b< 1. Soit (T, D, 8) wune procédure séquentielle et e(8)
la probabilité d'erreur associéglorsque 60 est le paramétre. On suppose que

pour tout 6, e(6) est un Cj/(-b Log b) . Ona :

§ -(1 + g(1)) Log b

Démonstration

On suit 1la démonstration du lemme 3.c de [31 en utilisant les 2 lemmes

ci-dessus.
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Conséquence

Une procédure (T, D, §) telle que pour tout 6 , la probabilité d'erreur

e(8) soit un CT/(‘C Log ¢) , vérifie : pour tout @,

=(1 + g(l)) Log ¢
L(9)

Eq(D) >

En se rappelant que l'erreur de ¢ﬁ est un CT/(C) , on obtient :

Théoréme 4

Toute procédure de force au moins égale aux procédures {¢i}ée§) dure

-(1+g(1))Log ¢

en moyenne plus longtemps que .(8) qui est du méme ordre de
-1 + . B B :
grandeur que ( ggéglLOg < qui majore la durée moyenne des procédures
6.
{¢C}68 :

IITI - Test de deux hypothé&ses simples pour des chaines contrdlées ''récurrentes"

Ces résultats ne particularisent pas une stratégie ; valables pour toute
stratégie, ils ne sont pas trés précis. On n'obtient pas de stratégie meilleure
que les autres. En ajoutant une hypothé&se de récurrence, nous construisons une
procédure ayant une bonne propriété d'obtimalité pour le test de 2 hypothéses
simples : le temps d'arrét et la régle de décision seront les mémes que précédem-

ment, mais nous particularisons une stratégie.

1.5. Rappels de quelques résultats

Soit s une stratégie markoviennes stationnaire, telle que la chaine asso-

Pe o s . - . o g e s s s . s
ciée a I soit récurrente Doeblin, apériodique, de probabilité invariante Hg

]
L'information de Kullback de N(8,x,s(x) ;) par rapport a H(¢,x,é(x) ;0 )

est H

- p(O,x,5(x) ; ¥) .
Is(e’¢,x) = J LOg p(¢,X,S(X) : y) H(GQX:S(X) H dY)

On définit :

| .
I (8,4) = f T (8,4,%) dug(x)
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et I (6) = min I_(6,¢)
s dea(8) s

IS (0) -est strictement positif.

Les théoréme 3.a et 3.b |3 s'écrivent ici
s
B.(®) < qc et

s -(1 + (1)) Log ¢
Ee(“c) < Is(e)

La stratégie s semble d'autant meilleure qu'elle est d'information maximum.
Nous exploitons cette idée pour le test de 2 hypothéses simples. Donc ici ,
Cr’= {6], 62} , (on notera B8 la vraie valeur , dg 1'autre valeur) , et on

fait les hypothéses suivantes :

(1) : Toutes les stratégies markoviennes cohérentes stationnaires sont récur-
. o e s
rentes Doeblin, apériodiques. (Pour une telle s , on note Hg 1a

probabilité invariante) .

(2) : Il existe une stratégie markovienne stationnaire déterministe se qui
. . 5, (8,4)
permet d'obtenir le gain moyen : lim > optimal.. (On dit
n
que se est optimale). On notera I(8) =1 e(6) = sup IS(B)
s SE

(1) est vérifié par exemple, s'il existe une mesure positive non nulle sur é{ R

telle que inf 1n(8,x,a ;) > v(*) . Si en plus les espaces d'états 3{, et
(x,a)e$S

d'actions d% sont finis, alors (2) est vérifi€e. (Ces résultats on &té montrés

lors de la recherche du gain optimal sous contraintes, dans [2 ] .

On connait des critéres plus fins sous lesquels la condition (2) est

vérifige ([2])

1.6 : Désormais s8 désigne une telle stratégie optimale

SG
1 Py ps
lim — S_(8,¢,) ————— 1(8)
n n 0
n nteo
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et Pg ps , pour toute stratégie § cohérente : 1im % Sn(9,¢e) < I(8)

De plus, on a

6
8% (8) ¢ 2¢

- c

b ES (v < “(*o()lege

= Fg W X 1(6)

B o v ; C o g . .
Nous allons montrer que s  posséde une "bonne" propriété d'optimalité.

Lemme 7

Pour tout € > 0 , pour toute ¢ de IQD >

POCmax S (0,0,) 3 n(I(8) + €)) ——— 0 .
_ m 6
1gmgn nte

Démonstration

Soit & wune stratégie de c&) » € et mn quelconques fixés strictement
positifs. La relation t lim '% sn(e,¢e) < I(8) Pg ps entraine qu'il existe
n

un entier ng vérifiant : Pg( max :Sm(6,¢e) 2 n(I(8) +€)) £ n .
oo |

. on ait

De plus il existe n, tel que pour tout n supérieur 3 =n

1

Po( max S_(8,45) >n(I(8) + ) = 0O .

Osmgno

Ce qui implique qu'il existe nz(e,ﬂ) » tel que pour tout n supérieur a n, ,

on ait
') PP |
P.(max S (8,4,) > n(I(B) +€)) gn .
m 0
Ogmgn
Lemme 8

Soit b, O0<b<1, et soit (T, D, §) une procédure telle que la
probabilité d'erreur associée e($) soit un CT/(*b log b) pour tout ¢.
On a

o -(1 + o(1)) Log b
Ee(T) > Q) .
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Démonstration

Elle découle du lemme précédent et du lemme 4, Elle est la méme que celle

du lemme 6 .

De ce dernier résultat, et en rappelant ceux de a) et b) , on conclut :

Théoréme 5
¢® '
La procédure ¢c est la plus économique parmi les procédures de force au

moins égale.

Mais la stratégie se n'est pas calculable puisqu'elle dépend du paramétre

8 . On considére la suite (en)neN consistante exponentiellement pour toute stra-

tégie. L'idée est alors de prendre la stratégie s obtenues en remplacant 6 dans

)

~

6 . <
s par son estimateur : s = ( od pour tout n , on a :

Sn neN
3
(n) _ n
sn(X ) = s (Xn) .

Le but est de montrer que § est aussi bonne sur se . Nous allons prouver que :.

~

s -(1 + g(l1)) Log ¢
Eglv)) ¢ 1(6)

~

ce qui permettra de conclure, (puisqu'on a aussi ss(e) < 2c) .

Pour cela, nous introduisons la notion de straté@gies 'exponentiellement voisines'.

1.7. Stratégies exponentiellement voisines

On suppose ici (© réduit & un point et on omet le paramétre, Les hypothéses

topologique sur jﬂ s d% et 1@ sont inutiles.

Définition

Soient d et § 2 stratégies. On définit la v.a. :

T(d,8) = inf {n ;¥ m 2 n , dm = Gm}

d et & seront dites exponentiellement voisines si il existe k et b
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strictement positifs tels que pour tout n ,

p4(1(d,s) > n) gk e PP

et PO(T(d,8) > n) g k e PP

Exemple B Revenant au cadre général de cet article, pour toute stratégie de,

- ‘ P .0 . .
on note d 1'estimée de d~ obtenue en remplagant 6 par son estimateur, c'est

Q)

3 dire, est définie par

@)

d = ﬁn(x(“)) s Bl pour tout =n , ;dn(X(n)) =»d'n(X(n)) .

La consistance exponentielle de la suite (en) pour toute stratégie

neN

- 9 " A . .
entraine que d° et d sont exponentiellement wvoisines.

Théoréme 6
Soit s une stratégie markovienne stationnaire récurrente Doeblin, apério-
dique, de probabilit@& invariante ,us. Soit 6 une stratégie de é5 telle
que & et s soient exponentiellement voisines, et soit g une v.a. bornée

sur S x %Q , non nulle. Pour tout =« 5.0.,.Qn\a :

=1
1 1
Tim = Log .sup Pi G = g(X ,A X +1)s((f gd 1°®@ s &7De) <0
n P
JXE p=0

Démonstration

s étant récurrente Doeblin apdriodique, il existe a > 0 et p, 0<p <1,

tels que pour tout n de N., on.ait =

sup HH (xy8(x)y*) = n ( )’[ .
XE ¢

'O

8§ et s étant exponentiellement voisines de s , il existe b et k strictement

positifs tels que pour tout n de N , on ait :

PS(T(s,ﬁ)-> n) £ kveébn

et PO(T(s,8) > m) g ke "



Dans la démonstration, on écrira T au lieu de T(s,8) et on notera

1'opérateur de translation de ( 3€x O% )N : an((xp,ap)

/A

IA

IN

N

IA

N

n

On a
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)=((X sa

sup }pi(e (&) - P5(8_, (AN] =

Ace A

X n+p

sup [By(6,, (AN (T >m) + BoCe., (A) (T < )

Ae Q.

n) + P (T > n) + sup |P§(e

= P8, (M0 (T>m) = Pe (A (T <)

n+p

Ae QU

zgzL |k, x L {T<n) x('{e RO /8 = E U peny n(l{e

Aeq.

s S s
:zzL iax( f Mo(X ,dy)P (A))

- Ei( f H:(Xn,dy)P;(A))I + sup(Pi(T > n), Pi(T > n))
s Siv . s - s s
ZggL lEx( f Hp(Xn,dy)Py(A)) E_( f Hp(Xn,dy)Py(A))]

sup sup_ . IJ H:(x,dy)P;(A) - I H:(z,dy)P;(A)[

- AeQL ze

xe$

2app .

donc montré que pour tout entier n et tout entier P ,

sup, sup

xc'¥ AcOl

n

P8y, (W) = BEC8 ()] & 3ke™ + 2a0P

En particulier, pour tout p supérieur 3 n

sup sup
Ae O

$ s -bn n
[P (8 up ) = B8 ()] & 3ke ™7 + 2ap

8
n

)

peN p+n’ p+n’ " peN

(W) (@ <) =26 (W (T <)

@) /B )|

8 .
sup |E] (1{T<n} J n§<xn,dy)rj<A>) - E Uren j n§<xn;dy>P;<A)>l

c'est 3 dire, il existe 2 constantes k, et b, strictement positives, telles

1 !



que pour tout p

sup
xe' ¥

sup

Aell

En particulier ,

8.
lgx(emp(A)) - S

X

(8
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supérieur 4 n ., on ait =

AN |

n+p

- %— 2n
pour p=m , SUp sup |P (9 (A) - P (92 (A))! < '~kl-'e
xed Ae QL *
b] b]
I S +"7?' - TT{ZD#D
pour p = .n+l, Bup BUup P (8 (a)) - ( (A))I e
' xel AcO 2o+l 2n+1
D'oli il existe kz et b2 2 constante istrictement positives telle que pour tout
n de N, on.ait
l () S ' _b2n
sup sup [P (8_(A)) - P (6 _(A))]| <k
x4 AcO. X 'n X 'n

Soit alors

ona
P n-1
Px( ry pf-o g(X »A xp-ﬂ
§. 1 n-1
< Px( n pfm g(Xp’Ap Xp+l

n un entier naturel. Pour tout m

) 5

) K

inférieur 4 mn , pour tout x ,

[ gd W@ s@® I - €)

’ |lel |m
I gd 1" ®s®N -~ ¢ + ——

n

En utilisant le résultat démontré ci-dessus, .on obtient pour tout x ,

-1
§,1 ¢ I -
Px( Yy pio g(X »A Xp+l) £ [ gd y @sQR T - ¢)
o Thpn o ' s Hellm
gkze +Px(-ﬁ z g(X Xp p+l) < gd u x 8 x-g 4 ———
p=m |
_bzn s, 1 ‘?—1 ) s zlig'im
< k2 e + Px( Y ,E (XP Ap XP+1) < / gd po x g x- +———E—~_
p=0
£
m = f ((—— , Dn , On a

en particulier prenons

4f gl
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-1
i g(X ’AP’XP+1) < [ gd(u® x sxM)-e) < (f gd 1% x s x 1 - %0

0 p

n
§, 1
PCa
P

. - s - . - PN .
Puisque la chaine II° est récurrente Doeblin, gr3ce au théoréme | de [§1 , 11

existe k3 et b3 strictement positifs tels que pour tout x de ﬁt et pour

tout n de N, on ait :

~b3n
e

P

: S €
(g I 8XLALK D < f gd 1 x s x M -3 § ky

s L
X n P=O

Ce qui permet de conclure qu'il existe k et b strictement positifs, tels que

-

pour tout n , on ait :

§, 1 B s ~bn
sup P (~ I g(X ,A ,X ) £ f gd uo xsxM~¢) & ke
xe 3l xn p=0 PP pl =
c'est 3 dire
—_— s, 1 o7} s
jm — Log ;zp Px( I pEo g(xp’Ap’xp+l) £ [ gd uo x s x I - ¢g) 0.

~

1.8. Optimalité de la stratégie s

Théoréme 7

s -(1+g(1))Log ¢
Pour tout 6, Ee(vc) < O)

Démonstration

On suit celle du théoréme 3.b de Eﬂ .
-(1 + §9Log c

Soit € strictement positif et Nc =

1(6)

-

s s s
EgOve) < Egvg 1y (ny) + Eglve T on y)
c (o] ) C C

~ -~

) s
Ee(vc) <N + I n Pe(vc = n)

c
n>N
c

Montrons qu'il existe k' et b' strictement positifs tels que pour tout n > N_»
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. . s -b'n
on ait Pe(\)C =n) < k'e
On a : {vc=n}c{Te>n}U {vc,¢e=n}

~

0 o . s e g . . .
s  est récurrente doeblin, apériodique, et "exponentiellement voisine'" de s

Le théoréme 1.7.1. appliqué i la v.a.

P(9,x,a,y)

g(eax’a’)’) = Log P(d.,%,a y)
g* %23

entraine qu'il existe ké et bé strictement positifs tels que pour tout n de

N , on ait

3 I(98) -bén
1
Pe(Sn(6,¢e) I n e) < kz e .
1 + =
2
La relation : PZ(v = n) < P;(Sn_1(9,¢e) < = log c) permet d'écrire qu'il

c,¢e

existe k; et bg strictement positifs, tels que pour tout n > N, »on ait

g . "b'2’n
— 1]
Pe(vc’¢e n) < k2 e

Cette derniére relation et la consistance exponentielle de la suite (en)neN

permettant de conclure qu'il existe k' et b' strictement positifs tels que

pour tout n > NC , on ait :

s
Ee(vc) < N+ k' I ne

c
n>N
c

-b'n

On trouve alors facilement la démonstration, comme par exemple au théoréme 3.2
de [3].

Le lemme 8 et ce dernier ré&sultat impliquent :

Théoréme 8

. s . . . . v . -
La procédure ¢c est asymptotiquement la plus économique parmi les procé-

dures de force au moins égale,; pour le test de 2 hypoth&ses simples.
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1.9. Exemple : Bandit 3 2 bras markovien
On dispose de 2 machines A et B ; les observations possibles aprds la mise
en marche de A ou B sont 0O et 1. Pour chaque machine, l'ensemble {0,1}

est une chaine markovienne. Pour l'une, 1(0,1) = o et 1(1,0) = a, ; pour

3
1'autre, T1(0,1) = B, et n(1,0) =,3] . Les a; et B; (pour i wvalant O
ou 1) sont connus, mais les machines ne sont pas identifides (les fiches tech-
niques sont mélangées ...) : on se pose le probléme de savoir 3 quelle machine
correspond le couple (ao, al) . Le probléme de test que l'on se pose est donc

un test de 2 hypothéses simples. L'espace des paramétres est un sous ensemble de

2 . ~ « .
R® (la premiére coordonnée correspondra a& la machine A) :

G = ((,8), @8} .

On note "A" |["B"| 1'action de mettre la machine A|B| en marche.

a) Les transitiomns @ Pour 1i,j wvalant 0 ou 1 |,

n((a,B), i, "A", J) si i# j

1}
°]

[
w0

n((a,B), i, "B", j) = si 1#]

On pose pour 1 valant O ou I

o l-ai

m = o Log N + (1 - ai) Log =8,
i i

= B. Lo Ei + (1 - B8,) L I-Bi

Pi i “°8 . i’ ~°8 I-a.

b) L'information

I1((«,B), (Bya), i, "A") = m, = I((B,a), (a,B), i, "B")

I((a,8), (B,a), i, "B") = p, = I((B,a), (a,8), i, "A™)
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¢) Les stratégies déterministes sont au nombre de 4 : On les note

* s sl(O) = sl(l) = "aA"
s, SZ(O) = sz(l) = "'B"
Sy s3(0) = "A", 33(1) = '"p"
5, s4(o) = "B", sa(l) = "A"

* On obtient pour les probabilités invariantes des chalnes I

8 o 8 B
Faom D T 0 e D T

|

s B s o
2 N\ _ _o 2 -9
Yo, TEE 0 eV T aa;
s o s B
3 _ o "3 - 0
Mo Ty 0 Yea (D T B
Sy Bo 54 %

P T B 0 M T s

# On note Ii 1'information I((a,B), (B,a), si) et Iz

formation “I((B,a), (o,B), Si) . On obtient :

o a, a, B]

I = m, + ———m et I ——p, + = m
| a +a] 1 ao+a] (o} 3 a9+61 1 ao+81 o]
* = i o et 1% = QQ ——m B] -

1 o+, P17 Q& +Q Po ' "3 o +B 1 a‘*B] Py
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VITESSES OPTIMALES DE CONVERGENCE

DES ESTIMATEURS

Lucien BIRGE

I - Introduction

Etant donné un probléme statistique défimi par un espace de paramétres O muni

d'une distance d et par des probabilités P6 sur un espgxiQIN, CL]N) , on peut

. . . ~ n N n . .
s'intéresser aux performances des estimateurs Bn de P8 ou Pe est la projection
n. . I1, . . . n . .
de Pe sur (R, ) . En particulier si les P6 se comportent bien en fonction

de n, (et si la distance choisie sur © correspond 3 une distance entre les Pe)
on peut espérer un résultat du genre d(o, Gn) ——erep ) Pe p-s. ou

n—>r+oo

E,(d(6_,8)) ——— O .
e n n-+oc

On‘peut alors se demander s'll existe une puissance o de n telle que
lEe[na d(§n,6)] reste bornée uniformément en n et 6 et quel est le meilleur
0. possible.

Le Cam dans [fl et [21 s'est intéressé a ce probléme en supposant que les Pg
el B

.8taient des mesures produilts et que la distance d &tait la distance de

Hellinger h entre les Pé . 11 a montré que,pourvu que l'espace O ne soit pas
trop gros (de dimension métrique finie et compact),on pouvait construire des esti-
mateurs tels que Hie[htlz(én,e)] soit borné et que cecl constituait la meilleure
vitesse possible. On va ici démontrer un résultat analogue, mais qui englobe cer-

tains cas de variables dépendantes et permet de retrouver ces ré&sultats de Le Cam

en affaiblissant les hypoth&ses de compacité.

IT - Les hypothéses

On suppose que 1'on observe un processus X = <Xl’ cees Xn’ e..) de loi P6
nq’ OJN) . On notera Pg

et on supposera que O est muni d'une pseudo-distance d , c'est—-ad-dire d'une appli-

sur (§ la loi jointe des n premidres coordonnées de X

. + P R o .
cation de O x © dans 1R qui vérifie les propriétés suivantes

D!1) d(s,t) = d(t,s)



D2) il existe M > 0 et B » 2 tels que pour d{(s,t) et d(t,u) <M, on
éit 1'inéga1ité triangulaire d(s,u) & %{d(s,t) + d(t,u)j .
De plus la topologie induite par d sur © doit &tre liée 3 la topologie

n . .
forte sur les Pe de la maniére suivante

D3) il existe n et A] positifs tels que si Vo d(s,t) < n, on ait

' vn d(s,t)

ot _ ph

D4) il existe une constante A2 telle que pour tous les couples s et t

on ait :

2
M(s,e™ = 1= of [P2-BD] | < A, e .
La notation [l est reprise de Le Cam et on peut remarquer (cf. Kraft [3])
que TII(P,Q) représente la somme des erreurs du meilleur test entre P et Q .

(D4) précise donc la vitesse de séparation des hypothéses PZ et P: en fonction

de n .

Définition : On appellera A-réseau %-discernable RX un ensemble de points

de © vérifiant les propriétés suivantes
a) Pour tout x de O , il existe y dans RA avec d(x,y) < A .

b) Pour tous x et y dans RA on a d(x,y) 2 A /2.

Le théoréme de Zorn permet de démontrer sur tout espace muni d'une pseudo-
distance l'existence de A-réseaux A-discernables et pour une suite- An décrois~-

sante l'existence de réseaux RA croissants
n

On fait sur O les hypothéses topologiques suivantes :

I1 existe des constantes positives o, & et A p > ! telles que 1l'on

4 ’
ait

a , on aura

IN

R1) pour tous 6O dans @ r et A tels que A 8§ et ri
Cardinal[Ry N B(2,e0)] < A, rP
R2) pour tout entier i = 2 et tout § dans @ on a

Cardinal [RQ NYE, in)] < e i

~ ]
ou 1l'on note 55 (x,r) 1la boule de centre X et rayon r. Quitte 3 changer la
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constante Q qui intervient dans (R2Z) on peut toujours remplacer « par une cons-

tante a' < a ce qui nous permefttra de supposer 3

(H a < — .

L'hypothése (R1) dit que O est localement de dimension métrique finie,
(R2) qu'il ne croilt pas trop vite & 1'infini . Lorsque 1l'hypothése (R2) n'est pas
vérifiée, on pourra toujours se limiter 3 une boule dans O .

Généralement, on pourra vérifier 1'hypoth&se(Rl)en comparant la distance d
a une autre distance d' sur © {(par exemple euclidienne lorsque O est une partie
de an) pour laquelle © est de dimension métrique finie. En particulier (RI)
sera vérifiée si l'on peut trouver des constantes a b et r g telles que

1'on ait 3
a[d'(s,t)]q.< d(s,t) & b[d'(s,t)]r

lorsque d(s,t) est assez petit . cf Eﬂ R

Une premiére conséquence de ces hypothé&ses est 1'existence du maximum de

vraisemblance sur un réseau.

Lemme |
Soit un réseau RA de pas A inférieur 3 o et n > ég , sous les hypothéses

précédentes 1l'estimateur du maximum de vraisemblance existe sur le

réseau RA PZ p.s. lorsque s est un point de 'RK .

Démonstration

-~

Si 1l'estimateur 6 du maximum de vraisemblance n'existe pas, pour toute boule
% (s,ka) on peut trouver un point t de RA extérieur 3 la boule tel que le test
de rapport de vraisemblance au seuil O de s contre t rejette s . On va majorer
cette probabilité par la somme des probabilités des erreurs des tesggde s contre
t pour tous les points t hors de la boule B (s,ka) . Pour cela, on découpe
1'espace en couronnes % (s,(k+D)a) N\ D (s,ka) . 81 t est dans la couronne,

2.2
-nk“q
d'aprés (D4) l'erreur du test de s contre t est au plus A, e et le nombre



de points t de la couronne est majoré par celui de la boule 2 (s,(k+1)x) c'est

2
a dire Aa(%)p eQ(k+1) . On obtient finalement
. +0o . 2 2.2
PZ[{w|6(w) n'existe pasl] < lim\ Z 4(%)p eQ(l+]) A, e nLoo
k . i:k AN -~

5
D'aprés l'hypothése ,pour i assez grand on aura Q(i+1)° < ni®a® et la série du

second membre converge, d'ol le résultat.

ITI - Vitesses maximales d'estimation

On obtient ici un résultat tout & fait analogue 3 ceux de Le Cam [1 ] de
majoration de la vitesse uniforme de convergence d'un estimateur, pourvu que l'espa-

ce © soit suffisamment riche, en particulier sanms point isolé.

Proposition 2

Supposons que pour un point s de O , il existe une suite s, de points de

© différents de s et tels que d(s,sn) tende vers 0O . Soit K un réel

n/\ATl 2
positif inférieur a Gjﬁ;——d alors, on a pour tout estimateur 8 et tout
réel r > 0 :
— n 2,3 -
lim sup Pt[ﬁ d=(t,8) > K] > 0
n teED(s,r)
Démonstration

-1

Soit K' tel que nA A] > K' > 2B ¥K . Par hypothdse, on pourra trouver

des entiers n arbitrairement grands tels qu'il existe un point t de O avec

K'
r >— > d(s,t) > 28 /K .
/o /n
K e s s
Supposons en outre que 5 est inférieur & M et considérons le test de s

contre t qui accepte s si d(s,en) < d(t,en) et t dans le cas contraire.

. 5 . 2 ~ K 2 -~ K 2 ~
D'aprés (D2) si. d (S’On) <5 alors d (t,en) > = > d“(s,en) puisque

,( K
d(S,t) > 2B o



~ 145 -

Donc la somme des erreurs de ce test sera inférieure 3

PZ[hdz(s,én) > Kj + PE[@dz(t,én) > Kj et on aura alors -:

H(PE’PE)’f sup Pt[pdz(t,gn) > Kj
t¢B(s,r)
Mais d'aprés (D3), on a H(PZ,P:) 1 - Al Yo d(s,t) > 1 - A]K* et donc
lim sup P?[ndz(t,§) b3 Kj > 1 = Alx' >0 .
n t€R(s,r)

Remarque $: Si on suppose que le point s est tel que pour tout r > 0 , on peut

trouver t avec d(s,t) =71 , le résultat précédent devient :

lim  sup PPlna’(c,) > K] > o .
n t€R(s,r)

Corollaire 3

Sous les hypoth&ses de la proposition 2, on a 3

Tim  sup lat[ndz(.t,'é)_] > 0 .
n  t€B(s,x)

IV - Estimateurs atteignant la vitesse optimale

1) Construction des estimateurs

Soit n le nombre de wariables observées. Alors, il existe b dans

[l,B[ et k, gq entiers tels que :

(2) Voo =b B* et 3 Blg /E% < pI*!

D'aprés (1) k <q .

On supposera en outre n assez grand pour que l'on ait k > 2 et

4 . -
na?>2QB ce qul entralne 3

(4) b2 B¢ 5 2 B* .
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Etant donné a tel que

(5) a < inf(2%, 2%, 1
on posera
a a B—3(i+l) b, = ll-Bi C = % I~
/n /n
Alors o = bk , 3" i% < bq < % et a; cC bi i
Etant donnée une suite croissante de réseaux Ri de pas a; (i=1, ..., q

~ -~

on construit une suite Si, des régions Bi’ un estimateur 9 et une variable T

comme suit

-~

8 est le maximum de vraisemblance sur Rq s'il existe, sinom on prend ©
arbitraire et T = 4 ,

On définit quand cela est possible Bq = P (éq’ bq) . Le processus se poursuit

~

en définissant par récurrence ei le maximum de vraisemblance sur Bi+l n Ri si

-~

cet ensemble est non vide et B, = Bi+1 n 43 (Qi,bi) (toujours non vide car ei

. . i . , i : 6 = 8, = i+l ., Si
est dans Bl+l) Si Bl+lr] Rl est vide , on posera © 61*1 et T i+l Si
on peut continuer le processus jusqu'au bout on posera § = 81 et T =1,
3 i £ 1 A. . . i
On a alors toujours si 7T £ 1 el € B1 Bl<: Bl+l et

et diamétre Bi < Bbi < M.

2) Préliminaires

Lemme 4
Pour tout s de Rq , Oon - a

=742 g2
n byp o(3q+k+3)p 8
(6) P [s ¢ Bq] <28, A, (D7 B e

Démonstration

Cette expression est majorée par la probabilité qu'il existe un point t avec
d(s,t) > bq tel que le test de s contre t rejette s . Pour évaluer cette

quantité on fait le méme découpage en couronnes que pour le lemme | et on majore
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le nombre de pointsde la couronne par le nombre de points de la boule, ce qui donne

le résultat :

2
_ +00 2% -n(b
P:[S ¢B] < (-----)p z B e

q q L=1+q~k

k+£-l)

, 0 22 -
(3q+k+3)p "'z éQB -b BZ(k'hf, ])

b\p
=AA (D" B
24 a g=1+q-k

7,2 2kr28~2
29 2 2(k+z—1) 252k=2,) 228 - =b" B
or QB -b°B o(Q-b7B )B <e 8
d'aprés (4)

Cette série converge trés rapidement et on peut la majorer par le double de son

premier terme d'ol le résultat.

Lemme 5
Pour tout s; de R, et q-l1 > 3j > 1i » ona
. n202]
(8,8, P BUAITIP BT 5L g Gk
n - s o
(7 Psi[si € (By, BN T < il € E b2 3]
(8,4, P BOIREDR 2T
Démonstration

PN

Pour tout point de cet ensemble, il existe un point ej de Rj , inclus dans

-~ L)

Bj+l (donc d(si,ej) <B bj+l) tel que le test de s; contre O, ac;epte ej et
d(si,éj) > bj . Donc la probabilité considérée est majorée par e ™ b5 fois le
nombre de points de la boule de centre s; et rayon Bbj+1 qui appartiennent au
réseau Rj . On a alors deux cas 3 considérer :
-si j+2¢&k on obtient la majoration :
bJ+2 b3 byp (4j+5)p _-b2B%]
Ayp (9P e = aa, P BIHTIP

-si j+2>k il vient :

2(j+2-k) *nbi

(— k)p QB e = A A

J

. 2k 2
b.p Bi+k+3)p QB* b]
Ay, (= APV # eP
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Comme la majoration obtenue ne dépend pas de i mais seulement de j , on

notera Hj le terme du second membre de (7) et Hq celui de (6)

Lemme 6

n A q
Psi[d(si,e) > Bbi] <

Si d(si,é) > Bbi , alors s; n'appartient pas 3 Bi et on peut donc majorer
a -
. > . :
Psi[d(sl,e) Bb1] par

q-1

[ I s B |

n _ . n-
Psi[Si € By BN T ] v Psi[Sie Byl

j=i

d'ol le résultat .

IV - Vitesse atteinte par l'estimateur

Théoréme 7
. B N . . » . .
Soit un nombre N >~Z[B+d]bq », et 0 1l'estimateur précédemment construit, il
existe une fonction K(M) ne dépendant pas de n , et bornée sur tout inter-

valle [g, +=[ telle que 1l'on ait :

E_ [nd(s,8) A M2]< K@ .

Démonstration

On peut écrire :

+00
1Es[n(d/\N)2] n[ P:[:(dAN)z > t] dt

0

N A
n I PIfd > uJ2u du o d = d(s,0)
o]

n(I] + I2 + I3

) avec

2 b2BY(B+0)°

B/2(B+C) 2, n g2 ).
I = f Ps[d, > u]Z-u du T(B+C) bl = S
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N .
- - i .
I, = IB_ | ‘PsLd(s,e) > a] 2u du
-é-LB«b-C:Ibq
q=1 (B/2(B+C)b. )
13 = i+l Ptsl[d(_s,-e) > u] 2u du
i=1 B
E(BfC)bi

Au point s assocloins une suite S: s i=1, ..., q telle que

d(s,si) < a; < Cbi pour tout i .

Par (D3) et (5) , on aura

Blaed > < ¥ fd > d e 4

1
et d'aprés (D2) :
n ~ B $p n ~
Psi[d(s,e) >-7(B+C)bi]‘§ Psi[&(si,e) > Bbi]

Ceci permet d'obtenir pour I, et I, les majorations

2 3
g o - Egmey? b)) (a, /i a s 0" [acs_,8) > B ])

2N 4 : q’ "1 aq Sq S'qs q
L Bmee? T 62 - b /e ¢ 6 [a(s;,8) > Bb.])
33 7% et £ TS A s S T i

On obtient donc finalenient, en utilisant les lenmies 4 et 6 ainsi que (3) ¢

.2 2 B+C,2 2.2 g=3Ca+D)
I, < [¥ - B ) 587 [4,a N *HJ
1 g Bwo? 2 O 212 - 2[4 a 530D, 5 H o+ H
3% 7 n P M@ B se1

Donc

I,+T, < N - 5 (B+C) % ]H ¢ [V - §—$§191+3: B q]A a g3a*D)

i q-! . g1 [
RS R L) HiJ
=] j:’ J

82 (8%-1) (B+C)° 2,2 [

* 4

1
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2 2 MZ(B+C)2'r B” b
<N Hq+ [N ol B b

4B -

- —g— - 23 _
B(B_l)(B+C)2 2[AaB3_Bq2 qulH_B 1]

* o I B=1 * By 1 g2 L
2 2 M (Bec)? B5_ 3 (B+1) (B+C) 22
<NTH + N ——~——JAa——] +Aa ,
4 4B M/n 4nB
2,2 q-l .
+ E_SEIEl____ ) %] H,
4n . 3
J=1
(2), (3) et (3') donnent une majoration de Hq par
7o _7nM
b.p 3 /~ M 3p Yo o p 8 B4 M a p 2p 8
2A4A2(—) B™( ( ) e < 2A LA B{
a b B
Le lemme 3 va nous donner
k-2 . k-2 . 12,2
r 8w o= aa,@P g p pf0EPHD ;B
. 3 274 a’ .
i=1 Jj=1
o=l . ° -1 . gt
T BZJ H. ='A2A4(E)p B[}p T BZJ(ZP_‘H) Bp(k'l-J) e 2
j=k-1 J j=k-1 |
q-—] . - .§E.J_
et donc r B u, <aa @shHP 'z gD 2
. J 274 .
3=l i=
1 _2j
+ B
Si on pose S = L 23 (2p+1) 2 < 4o,
j=1
B, p 3. 0 P
K1 = A2A4(7;) K2 = 2A4A2B [;;51 , On pourra écrire
_1n¥
q-1 . 8 _4
B H, <K S M2 H g K, MOPY2 2Pl B
=1 3 1 n q 2
_Ix
2p+1 8B4
Si K., est le maximum de la fonction x e on aura

3

n q>~> 2 3

pour tout n et tout M .

M H £K, K, MP H(n,M) ol H(®O,M) —> 0 si noul—> +0 et H,M < I
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6 2
On obtient finalement avec K, = E*Q%igl“
2 M,z K 6
2 N 2 g B
E [(ndAMT < K+ KKy = Hn,M) + (N7 - VA2 '
s 4 273 2 *P g8 VR~
+ A3 K, (Br1) BT + KK,S
12 %4 174
C.Q.F.D.

Remarques ¢ Si (D2) est vérifiée pour tout M positif, en posant N = 2% /Ka',
, "B
on voit pour la formule précédente que E:S[ﬁ(d(s,e)A N)ZJ admet une borne qui ne

dépend pas de N et donc que pour tout entier N , on pourra construire un estima-

teur é(N) qui vérifiera :

lEs[ﬁ(d(s,a(N))/\N)%l < K uniformément en- N et n .

P

- Tout ce qui précéde peut se transposer aisément en remplagant vn par n'

si on suppose que dans (D3) et (D4) les équations deviennent

-nszz(s,t)

%1|P2—P2|| < A n' d(s,t) mes™, e < A, e

le résultat devient alors 1ES[£hY(d(s,§)f‘N)]2] < K . Cependant ce résultat

reste vide faute d'exemples de processus vérifiant (D3) et (D4) dans le cas Y # % .

V - Applications
e ——

1) Cas des variables indépendantes

Dans ce cas Pg s'écrit -(Péﬁan . TConformément & Le Cam [ﬂ] , on posera :

p(P,Q) = f /dP 4Q W (2,Q) = H (AF - /D -

On a alors ®  n’@,Q <5 [P0l < vZneE,0

et @ o™, &) - St .



On posera d2 = - log (l—hz) = - log ¢ .

2 . .
Dans ce cas pour h™ < M' < % on pourra écrire h < d < Bh ce qul permet

avec (8) d'établir (D2) et (D3). (D4) se déduit de (9) et du fait que II est

inférieur 3 p .

2) Cas des chalne de Markov

On suppose donnée sur (3{, A.) une famille Ke(x,dy) de noyaux de
transition. On notera Kg(x,dy) le noyau itéré n fois de Ke(x,dy) . Pe est

alors la loi de la chaine de Markov associée de loi initiale v .

Proposition 8

Supposons qu'il existe une mesure U et des réels positifs 0 < a < A tels
que toutes les probabilités v et Ks(x,dy) soient dominé&es par | pour tous
les s et x , de densités g (y) et ps(x,y) respectivement et que l'on ait

pour tout s et tous x et x' dans )

P, (x,y) g ()

a g ——0—m <A et —e K A
S p (x'y) N P (x,y)

alors il existe sur O wune pseudo-distance vérifiant les hypothéses (DI)a(D4) .

Démonstration

On notera q, t(x,y) = /@S(x,y) pt(x,y) et on définira les noyaux itérés
L]

n - : .

p (x,y) = f ps(x,xl) ps(xl,xz) coe Pg(x_15Y) du(x)) ... dulx))

et de méme q:(x,y) .

n _n n
On aura alors p(PS, Pt) = f qs,t(x,y) v(dx) b (dy) .

On définit alors d par la relation :

(10) 4*(s,0) = - 3 log [oup [ a2 e wian]

s
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On va tout d'abord vérifier (D3)

‘qs’t(x,y) définit sur X un noyau sous-Markovien R défini par

R(x,A) = J qs’t(x,y) u(dy)

A

qu'on prolonge en un noyau Markovien sur ¥ y {A} en posant

R(x,{A}) 1. - R(x, ) si x est dans © et R(A,{A}) =1

On aura alors Rn(x,x) J qz t(x,,y) u(dy) , et d'aprés (10)

2
inf Rz(x,{A})» = 1 - o 3d7(sst)

X

Si on appelle B cette quantité, pour tout € positif on pourra trouver un X

tel que ¢

R2(x, (A}) = J R(x,dy) R(y,{A}) + R(x,{0}) < B + ¢
x

Soit alors un point x' quelconque de X on aura :

' : = ' R(x',dy)
Jae R(x',dy) R(y,{0]) Jx RGody) @ RELED 5y )
<A revan RoLh <G e o)

x

Comme € est arbitraire , il vient :

(1) sup J R(x,dy) R(y,{A}) < %?

* X
et par le méme raisonnement

(12) J R(y,{A}) v(dy) < %?
B3

n -
On peut alors calculer R (x, X ) par récurrence, pour tout X
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Rx, ¥) =1 - R0 > 1 -2 - re,iah)
si Ri(x, X)) > 1 - (-1 %?~— R(x,{A}) on aura

{l

R (x, 2) j R(x,dy) R:(y, %)
x

> R(X’ :{) - (i-l) "A"B— - J R(X’dY) R(Y9{A})
X

> 1 - R(x,{A}) ~ i = d'aprés (11)
I1 s'en suivra que l'on a

p(PT,PY) = f RY(x,%)v(dx) > 1 - 53:élé§ - J R(x, {A})v(dx)

- DA

2 par (12)

En utilisant la relation (8) et en remplagant B par sa valeur , on obtiendra

1 6A
3l 17e - 2l < \/ = d(s,t)

(D4) est immédait puisque l'on a

ainsi

e—3nd2(s,t)

2n .2 2 2 n
(P20 = f qs?t(x,y) v(dx) u(dy) g sup J 1, ¢ (%59 u(dy)J N

2n+1 2n+l)

comme p décroit avec n on 3 la méme inégalité pour p(Ps ,Pt et le

résultat s'ensuit puisque II est inférieur & o
Pour (D2) on utilise le fait que d est comparable 3 la distance de Hellinger.
En effet, on a

2
2 -
o820y 3 1 -2 [1 - ()

2
et o(#2,p2) ¢ o734 (5:0)



On: aura: donc @

2 2
-3 (80 HZ(Pi,Pg) < Z‘f— [1- e3¢ G007

< <

Ce qui montre que d et H sont équivalentes tant que H n'est pas trop

grand et donc que d vérifie bien (D2) pour M et B convenablement choisis.
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QUELQUES OCCURENCES DES GRANDS ECARTS DANS LA -LITTERATURE "ELECTRONIQUE"

Gabriel RUGET.

Sous le nom de "Chernoff bound", la majoration exponentielle de la probabilité
qu'une somme de n variables indépendantes dépasse un seuil na est aussi répan-
due dans les mathématiques de 1'électronique que le théor@me central limite ; pour
voir un exemple tré&s proche du centre de cet exposé, la transmission des données,

*
on pourra examiner [ 18] puis [22] .

Plus rares sont les utilisations (conscientes ou pas) de théorémes de grands
écarts d'apparence plus sophistiquée'quoique équivalents (lois empiriques, mar-
ches aléatoires). Mails ceux qui soupésent avec délicatesse la queue d'une queue
(cf. [10]), pourraient utiliser les théorémes de Borovkov (cf. exposé n° IV,
Deshayes - Picard) qui, non seulement peuvent prendre la place de 1l'identité de
Wald, mais permettent d'éviter le recours d [13]: une queue augmente d'une unité
selon un processus de renouvellement (loi G de transformée de Cramer [ ) et
diminue de méme (loi F de transformée de Cramer ¢, arrivées et départs indé-
pendants) ; l'espérance de F est inférieure 3 celle de G, de sorte qu'en

moyenne la queue se vide ; la probabilit& d'unme excursion, & partir de la taille

d'équilibre 0, jusqu'd la taille n est asymptotiquement exponentielle et 1l'on

* . . . . .
Une suite de donnédes (3 nombre de niveaux fini) passe dans un filtre linéai-

re (interférence intersymboles), puis est bruit@e ; suivant une idée de Forney,
on veut la rétablir en filtrant de fagon 3 réduire le nombre de symboles interfé-
rant, sans trop augmenter le bruit, puis en décodant séquentiellement (et on peut
alors se permettre de décoder au maximum de vraisemblance en utilisant 1'algorith-
me de Viterbi); la ligne de transmission (i.e. le premier filtre) n'étant pas sta-
tionnaire, le filtre & la réception est rendu adaptatif; il n'est donc jamais exac-
tement ce qu'on voudrait, et cela provoque un bruit d'interférence intersymboles

résiduel que 1l'on veut majorer pour évaluer les performances du décodeur.
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cherche 1'exposant. Heuristiquement : si Ci désignent les temps entre départs

successifs, P (C] ...+ Ck ~ kx) ~ e_kﬁ(x) donc

P (C, +...% C ) ~ oW (/)

oT = 3 la probabilité que, pendant un temps T,

il y ait o départs et 3 arrivées par unité de temps, vaut

exp - T (up (1/a) + 8L (1/8)) ; or le temps pour que, dans ces conditions, la

n
-

taille de la queue augmente de n, vaut 3 l'exposant cherché est donc

™

min gg; (@p (1/a) + BT (1/8))

=
A,

En dérivant, on trouve les conditions

9 (/) +T (1R = (- ' (1/a) = G- D T' (1/3)

<

Posant ¢' (1/a) = =-1"' (1/3) = p, au point solution, les conditions de-

viennent

p (/) - p

Q-

=-T A -p3

ce qui exprime que les tangentes en I/o 38 ¢ et en 1/3 & -1 sont confon-

dues, d'ol la condition déterminant p

F (p) G (-p) = 1

A »& J,é( :
Zﬁp , P
/

/

/¢
,,,,’6(4:('/4) .

A-570)-4,6Cr) , ‘ T
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- Un retour au graphe des transformées de Laplace montre qu'alors
ap (1/a) + 310 (1/8) = - 3log G (-p) - & log F (p)

D'oli 1'exposant 1log F (p).

Cette heuristique peut €tre transformée en analyse précise comme suit on
définit une nouvelle loi P pour le processus en décrétant que les temps de
service sont de loi dF = eP* dF(.)/E (p) et les temps entre arrivées de loi

dG = P dG(.)/a'(p), pour le p déterminé ci-dessus. On peut &valuer

P (£)/P (), oi L désigne 1'ensemble des trajectoires du processus issues de 0

(file vide) et atteignant la taille n sans se vider 3 aucun instant intermé-

diaire : on trouve

PE/TE@=2F @ -1 F (™

R

P (), qui tend vers une limite non nulle lorsque n -» @, peut &tre &valué

numériquement 3 peu de frais, ainsi que le temps moyen de retour A 1'état vide,

on dispose alors du temps moyen de premier passage & 1'état n .

Bien entendu, cette approche permet (sans aboutir 3 un résultat explicite
aussi simple) d'envisager le cas de plusieurs processus de renouvellement indépen-
dants rythmant chacun un processus d'accroissehents non plus déterministes, mais
i.i.d.

Mais le véritable avantage d'une approche consciente des situations de grands
écarts, ce sont les outils disponibles lorsque les accroissements ne sont pas
homogénes. Tel est le cas dans la modélisation du systéme ALOHA (transmission de
trains de données de longueur fixe, synchronisés, sur un canal - satellite, fibre
de verre ... - d'accés libre pour un grand nombre d'utilisateurs : ceux-ci, qui
écoutent en permanence le canal, savent aprés chaque intervalle de temps si -celui-
ci a été utilisé par zéro, un, ou plusieurs terminaux ; dans ce dernier cas, tous
les messages sont perdus, et doivent €tre réémis suivant une politique 3 déter-

miner . On désire calculer :
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1°) Pour les politiques les plus simples, qui ne stabilisent pas le canal, le
temps moyen avant déstabilisation (le processus N (t) suivi est celui du nombre
des messages 3 réémettre ; les politiques de réémission et la loi d'arrivée de
nouveaux messages sont choisis de fagon 3 le rendre markovien). Si

v (n) = E (N (t+1) - N (¢v) l N (t) =n) est2za >0 pour n ‘assez grand, la
chalne est transiente ("instabilité&") ; soit n, le plus petit n tel que

v (n) soit >0 pour n = n, o c'est le temps du premier passage & n, qu'on

appelle temps de déstabilisation.

2°) Pour les politiques plus sophistiquées [ 7] qui stabilisent le canal (chaine
positive récurrente), le bon critére de comparaison est, non pas le temps moyen
nécessaire pour faire passer un message,qui est faible, mais la probabilité que

le temps d'attente dépasse un seuil (correspondant 3 une taille de mémoire tampon).
On peut ramener ce probléme 3 l1'étude, pour une chalne de Markov sur N 3 "petits"
accroissements et petite probabilité d'extinction, de la probabilité de survie

d'une trajectoire pendant un temps > T (T grand).

Ces méthodes seront par exemple exposées dans [ 5] . Comme dans 1'exemple
précédent, une étude heuristique bas€e sur des thé&orémes asymptotiques grossiers,
fournit un bon changement de probabilité, aprés quoi on peut procéder & une simu-
lation (c'est une technique d" "importance sampling") ou & un calcul analytique

(approximation par une diffusion).

Terminons cet exposé par une revue rapide d'un rameau récent de la théorie
de Shannon : il s'agit de borner des probabilité&s d'erreur - exponentiellement
petites - lorsqu'on transmet sur un canal ou lorsqu'on code une source avec un
critére de distorsion, les codes &tant par blocs (ce qui tend vers 1'infini et
rend la probabilité d'erreur, resp. de dépasser un niveau de distorsion imposé,

petite, est la taille des blocs). Précisément :

1° Probléme : un canal bruité est caricaturd sous les traits d'une matrice

de probabilités de transition connue et fixe entre un alphabet d'entrée

fini J et un alphabet de sortie fini K (on ne prend pas en compte ici
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1'interférence intersymboles). Un code par blocs de longueur N ‘et de rendement
R est la donnée de M = eNR mots a, de longueur N dans 1'alphabet " J, et
d'une partition Y de 1'ensemble des mots de longueur N de 1'alphabet K,
indexée par le vocabulaire d'entrée retenu. Outre son rendement, le code est
apprécié en fonction de la probabilité d'erreur max P (la traduction de a ~par
a
le canal ne tombe pas dans Ym), ou d'une probabilf%é d'erreur moyenne, ‘ce qui
revient au méme vu le peu de précision de ce qu'on peut dire de ces probabilités.
On cherche une minoration de ces probabilités d'erreur, dont on démontre ensuite
1'acuité par des majorations aussi voisines que possible (obtenues en exhibant
des codes, méme irréalistes, parce que la quantité de calculs a effectuer pour
leur décodage serait prohibitive) ; le seul intérét de ce travail est d'apprécier
l'efficacité de codes utilisables. Au mieux, on obtient que la meilleure proba-
bilité d'erreur accessible a un logarithme équivalent i -NE (R) (lorsque N - w;
on précisera E (R)) ; la théorie, qui ne prend pas en compte les colits de calcul
et de transmission, ne dit pas si, pour atteindre une probabilité d'erreur donnée,
il vaut mieux cherche 3 se rapprocher de l'optimum & N modérément grand, ou
augmenter N, voire changer le canal (pour jouer sur E (R)) ; 1l est en effet
difficile d'évaluer le coiit en calcul sans vraiment particulariser les algorithmes,
et la pondération entre les colts de calcul et ceux de transmission dépend de la
technologie, donc est trés fluctuante ; il semble QU'actuellement, on puisse se
permettre beaucoup de calculs, et des N grands.

Résultats :

-

- ghannon s'é@tait d'abord borné a dire que, pour

Q 4.
R<C=sup X p. Q ,. log ——~&il~——— , on peut réduire autant qu'on veut la
e d k/3 Z p. Qk/'
P s j J J

probabilité d'erreur, et que c'est impossible pour R > C. Quelques articles (de
[21] & [15]) étendent la notion de capacité 3 des canaux stationnaires, mais
ayant une mémoire. Nous engageons plutdt le lecteur & consulter l'article de
revue [ 25],00 1'on décrit comment ce type de résultats a pu €tre étendu & des

situations de communication plus générales, par exemple un canal portant deux
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communications en sens contraire interférant, ou un codeur devant coder pour

plusieurs canaux simultanément.

- Ce sont les minorations exponentielles de probabilité d'erreur qui font ap-
pel aux grands &carts (pour les majorations, voir {8] ). Dans [ 2], on trouvera
une preuve (par réduction 3 un probléme de test) de ce qu'on peut minorer l'erreur

en prenant pour exposant

E (R) = max max [~ sR - log Z ( CZ pj Q;;;+S) 1+S] .

s=20 P k]

Malheureusement, cette minoration n'est optimale que pour les rendements tels
que le s maximisant les expressions ci-dessus soit s='1. Le seul autre résultat
dont on dispose est une minoration optimale aux rendements voisins de zéro [ 23]

E = mzx - ?k P; Py log ?./Qj,/i,_Qj/k
L'enveloppe de ces deux résultats
constitue presque

1'8tat actuel de la minoration (voir

tout de méme [ 4].

On trouvera dans [ 23] une minoration de la probabilité que le véritable mot
d'entrée ne figure pas dans une liste de longueur donnée des mots les plus vrai-
semblables au regard de la sortie, résultat utilisé dans [ 14] pour analyser la
principale faiblesse du décodage séquentiel (3 rapprocher du point 2° é&voqué
& propos d'ALOHA). Enfin, dans [13], on trouvera des minorations valables pour
tous les N, ce qui est peut—&tre ﬁlus intéressant dans d'autres domaines de la

statistique que le codage.

2° Probléme : Une source émet une suite infinie de lettres dans un alphabet fini
J, de fagon aléatoire, mais au moins stationnaire. On veut traduire cette source
dans un (peut-&tre) autre alphabet K, et la qualité de cette traduction est sanc-
tionnée par un critére de distorsion "context—free" d (j,k) . On additionne les

distorsions sur les paires de lettres homologues du mot original et du mot traduit.
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On fixe la vitesse R de la traduction : par exemple, si on code par blocs de
longueur N grande, et si le vocabulaire traduction est constitué de M mots
que les statistiques de la source conduisent & utiliser avec la méme fréquence,

R = %-1og M ; de fagon plus générale - quoique n'englobant pas le cas précédant,
si le procédé de traduction, et donc la traduction, sont stationnaires, c'est

1'entropie de la traduction que l'on fixe, 1lim %-H (Yn)’ ot Yn désigne le

n—
bloc de longueur n de la traduction - voir [gB] pour comprendre la significa-
tion de 1'entropie dans le cas ergodique ; en fait, si 1'oﬁ code par blocs conti-
gus (ou par bloc glissant) on fixe directement R = %-log M, car lorsqu'on voudra
optimiser la distorsion, 1'égalité des fréquences sera ipso facto vérifiée. On
veut alors connaitre ce qu'on peut faire de mieux comme probabilité qu'un mot

source ne puisse &tre traduit avec une distorsion inférieure 3 D (par lettre, en

moyenne) ; dans le cas du codage par blocs, on veut minimiser

P (x€ V| min lZd(xi,yi)>D) )

y € code

Comme pour le premier probléme, on trouve dans la littérature deux types de
résultats : ou bien la source S est seulement supposée ergodique, voire sta-
tionnaire, et on peut donner une distorsion limite pS (R) au-dessus de laquelle
la probabilité ci-dessus peut &tre rendue arbitrairement petite (en jouant sur
N, et sur le code ; voir [6], [ 9], [12]). Ou bien on &value asymptotiquement
cette probabilitéd, mais aprés s'@tre placé dans un cas particulier : celui d'une
source émettant des lettres i.i.d. (cf. [2], [19], [24]). Nous allons voir qu'il

ne doit pas &tre difficile de faire un peu mieux.

Le résultat sur DS (R), ou plutdt sur la fonction réciproque RS (D), est

. - . s . n n .
le suivant : n donné, on considére les lois M, sur J x K de marginale

ﬂj M, sur J% 1a loi de la source, et telles que la distorsion moyenne
qi %’ s d (xi, yi) soit inférieure 3 D. On regarde le minimum parmi ces lois
n
1 ' <
de o I an), od

I Qin) = H (ﬂJLJn) + H (UK}JH) - H QJn) .
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Soit Ri (D) ce minimum, alors RS (D) = 1lim Ri (D).

n-—- o

Les preuves de ce théoréme commencent en examinant le cas ol la source émet
. - . . S S S a1
des lettres i.i.d., cas ou on a en fait lim Rn (D) = R] (D), et ol l'on gagne
3 exprimer le probléme de minimisation sur des probabilités de transition Q de
J dans K plutdt que sur des lois jointes

0

R (D) = inf T p, Q log BL
0€Q jk “ Q.. p.
1€Q 3] i Yy Py
ol Q@ ={a| D@m= p0Q d(,k =D}

: ]
Ik
Démontrons (en nous inspirant de [ 24]) que RP (D) est inférieur & 1'expres-
sion proposée : cela nous donnera 1'idée de la formule pour une source markovienne,

voire n-markovienne (la minoration de RS (D) est claire, voir [12]).

Avec une probabilité aussi voisine de i que 1'on veut (en augmentant la taille
N des blocs sources codés), les proportions des lettres j dans les blocs
sources sont arbitrairement proches des pj. Nous allons recouvrir 1'ensemble des
blocs de longueur N ayant une telle "composition'" p par des boules de rayon
D (au sens de la distorsion) ; les centres de ces boules seront des mots tirés
au hasard (lettres i.i.d. de loi q & choisir ; motsvindépendants). Tout tient

alors dans le

Lemme : &tant donné un mot X de composition p, la probabilité que la boule
tirée comme indiqué ci-dessus contienne X est, pour le q 1le plus favorable,

"de 1'ordre de" exp - NP ).

Preuve : la loi de la distorsion est le mélange, dans les proportions pj, des
lois affectant &4 d (j,k) le poids q 3 son log Laplace est donc

Z p. log Z q) exp sd (j,k) ;3 d'ol la transformée de Cramer

j k

Q.
sup [sD-Z p. logZ q, exp sd (j,k)]= inf L p. Qe log ALY
s (< 0) 1 k D(Q/p)< D J Y

(pour comprendre cette derniére égalité&, penser : en tirant sous q, quelle est la

probabilité d'obtenir un "canal empirique" Q de distorsion < D ?). La minimi-
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sation en q donne alors le résultat énoncé.

On peut maintenant avancer sans difficulté une majoration pour RS (D) wvala-
ble dans un cas plus général, disons, pour ne pas alourdir les notations, celui
d'une source l-markovienme. Soit ¢ la loi jointe de deux lettres sources
consécutives. Nous nous proposons de tirer des mots de code avec une probabilité
de transition bien choisie. Appelons M® 1'ensemble des lois sur

J, x J, x K, x K

1 2 1 2 (avec J, =J, =J, K, =K, = K) de marginale c¢ sur

I 2 1 2

-~

J] X J2, et de méme marginale u sur Jl X KI et sur J2 x K, 3 appelons

la marginale de W sur K] x K "Pour M€ M© » posons

¢

-~

D (U.) = X “Jk d (j,k)

&1 (y/ 31adgs K

I W= Jdilog —
a1 (ky/k))
Alors
RS () = inf I @,
D (u) <D

et ‘1'8galité parait plausible (sur ce sujet, voir [1] et [11]).

Revenons aux sources i.i.d. Il résulte du lemme qu'il existe un code (N,R)
tel que le pourcentage des mots sources de composition p' codés avec une dis-
torsion = D soit

< (1 - exp N (- Rp' (D) - 0 (N))%¥P AR

t
< exp — exp NR exp N (- R (D) - 0 (W)

—exp (—exp N (R =R (D) - 0 (M) .

Toujours d'aprés [24], on minimise la probabilité de dépassement de la
distorsion D' & rendement R donné en mélangeant les codes obtenus ci-dessus
pour toutes les compositions p' telles que Rp' (D) < R (le nombre de p' a
envisaéer croit comme une puissance de N, ce qui est négligeable devant la taille

de chaque code, qui est exponentielle en N). La probabilité &tudiée est alors,
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a un terme négligeable prés, majorée par Z, Probabilité que un
p'|RP' (D) = R

N-mot de la source soit de composition p', quantité dont -1/N le logarithme, que

nous appellerons F (R,D), vaut

inf z ', 1lo —_—
P J & P.

t
P (D) =R ]
Deux remarques

1°) Nous n'avons guére &té soigneux parce que nous savons que F (R,D) dépend
continliment de R ; ceci tient 3@ la convexité& de F, qui ne se voit pas sur la

forme indiquée, mais sous une autre expression due 3 Blahut [ 3]

F (R,D) = sup inf I (p'"/p)
Q 1 (Q/p') =2 R
D (Q,p') =2 D

2°) 11 est clair que la suite des arguments peut s'étendre aux sources markovien-
nes, puisque avec 1'exposé n° VI , on sait calculer la probabilité qu'un N-mot

source ait une loi jointe vérifisant certaines contraintes.

Pour terminer, indiquons comment 1'on wvoit (d'aprds [ 20]) que exp - NF (R,D)
minore, pour tous les codes (N,R) imaginables, la probabilité de dépassement
de la distorsion D. On part du fait que, si q est une probabilité sur J,
et'gHL est 1'ensemble des mots distordus par un code (N;R); si R< rY (D),
alors q (JL) = Cste > 0. Utilisant toujours le méme argument, pour tout

t
p' tel que RP (D) >R, ona
p M) = p (JLIW composition ~ p')
2 p' (M N composition ~ p') exp (-~ N (I (p'/p) + 0 (W)

Puisque p' QKJ est minor8, le premier terme 1'est aussi, d'ol 1le résultat.
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