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INTRODUCTION 

D. DACUNHA-CASTELLE. 

I. LES FONDEMENTS PROBABILISTES DE LA THEORIE DES GRANDES DEVIATIONS. 

La théorie des grandes déviations (grands écarts) concerne la loi faible 

des grands nombres. Si x
1 

••• Xn est une suite de variables aléatoires indépen-

dantes, équidistribuées, d'espérance EX= 0, et si S = x1+ •.. +X , la loi fai-
n S n 

ble des grands nombres assure de la convergence vers Ode _.!!, (en probabilité). 
n 

Pour préciser cette convergence, on dispose d'abord du théorème de limite centrale 
Sn 

qui étudie la convergence de Jn . Soit a > O, on obtient : 

P (Sn> Jna a) ~ I - !I! (a) 

où \Pest la répartition de la loi normale 

Au lieu d'étudier le grossissement Jn de 
s n , on peut étudier 
n 

les grandes déviations sans grossissement, à savoir P (S > na). 
n 

déviations sont rares et le premier résultat sera que 

P (S >na)~ e-nh(a) 
n 

où h est une fonction convenable. 

De manière générale, on peut étudier P (S > B a). 
n n 

Ces grandes 

(1) 

donne le théorème de limite centrale et B = 0 (n) n 
les 

grandes déviations. Entre les deux Jrt = cf (Bn) et B = cf (n), 
n 

on trouve la 

théorie des moyennes déviations, qui conduit à des probabilités de l'ordre de 
na, 

pour des a, convenables, a.> 0, dans certains cas. 
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Bien entendu, l'ensemble de ces théorèmes ne valent que sur des hypothè

ses convenables sur la queue des distributions des X. Très grossièrement la loi 

des grands nombres demande E jxj < co , le théorème limite centrale E x2 < co 

et les résultats de grandes déviations E exp tX < co pour des t > O. Si les 

premiers résultats sur les grandes déviations sont dus à KHINCHINE [6]; puisavant

guerre par exemple à CRAMER [3] ils ont pris sous l'influence des statisticiens 

le nom générique de formules de Chernoff [2]. En fait, on trouve d'abord des 

majorations exponentielles du type P (S > na) .:§ e -nh(a) 
n qui dans les cas 

simples sont des applications directes d'une formule de Markov-Tchebychev. La 

minoration, même dans le cas élémentaire que nous venons d'introduire, a une dé-

monstration intéressante en soi. Elle est une conséquence directe de la loi 
s 

faible des grands nombres, appliquée à 
n 

n , non pour la probabilité initiale as-

sociée à la loi dF d·es X, mais pour une nouvelle probabilité p obtenue en 
dF tx a 

remplaçant dF dF a e où choisi par a' avec dF (x) = 
' ( t) 

t est tel que ' 
J X dF (x) = a, soit 

,, 
(t) = a si ' (t) = E tX a '(t) 

exp 

Ce recentrage de la probabilité permet d'appliquer un théorème ergodi

que, ici la loi faible ordinaire. Cette idée sera essentielle. 

Le chapitre I, élémentaire, souligne que pour qu'une suite Z de loi n 

p 
n satisfasse à la formule (1), il suffit que la transformée de Laplace ~ de 

n 

Pn existe sur un intervalle contenant O et qu'elle ait un comportement ergodi-

que du type .!_ log 2 (t) ➔ L (t). n · n Cette convergence assure la loi faible des 

grands nombres pour les 

limite centrale pour les 

que (1). 

dP obtenues par recentrage. n,a On a aussi le théorème 

P qui donne d'ailleurs un développement plus précis n,a 

La technique utilisée pour obtenir (1) est voisine de celle utilisée 

par exemple par LINNIK et FELLER [5] pour obtenir des formules de moyennes dévia

tions mais aussi des techniques utilisées pour obtenir des développements affi

nant le théorème de limite centrale, comme les techniques de point de selle. 

Intuitivement, si l'on interprète les x. 
1 

comme des variables à valeur 
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de Dirac) plutôt que comme des réels, on est amené à étudier, non 

F n = (ôX + ••• + ÔX ), répartition empirique. On sait que cette 
n 1 n 

répartition converge (loi faible) et qu'elle satisfait au théorème de GLIVENKO-

CANTELLI (convergence de . .;-n-sup qui est l'analogue du théorè-
X 

me de limite centrale. Il est donc raisonnable d'essayer d'obtenir des équiva-

lents pour P (F E B) où B est un ensemble exceptionnel ou très rare pour n 

F , B C 9 (R) ensemble des probabilités sur R . La fo.rmule ( I) équivaut à 
n 

-n h(a) 
P (Fn E B) ~ e 

B [ G E 'j)(R), J x dG > aj 

avec 

De manière générale, on cherchera des formules du type 

p (F 
n 

(B)) -n 
~e 

I(B) 
(2) 

mais de telles formules ne vont exister que pour des ensembles bien particuliers; 

par contre, ouverts et fermés conduiront à des inégalités. 

Les formules (2) ont un sens pour des variables à valeurs dans des es

paces très généraux. Le cadre agréable est celui des polonais, étendu pour les 

nécessités au cas souslinien. 

Les formules (1) ont un sens pour des variables à valeurs dans un espace 

vectoriel. Le cas étudié sera celui des Banach séparables. Dans tous les cas, 

ce qui est décisif c'est l'extension à R k des formules (1) et (2). (Pour les 

polonais on se ramènera à ce cas, en considérant des ensembles convexes, des 

techniques de séparation et de projection). 

Une notion apparait tout de suite connne centrale dans la théorie, c'est 

celle d'information~ de Kullback, avec ses différentes formulations. 

Rappelons que si P et Q sont deux probabilités, on définit I (P,Q) 

par 
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I (P, Q) = E log dP 
p dQ 

=J (log dP) 
dQ dP 

lorsque cette quantité a un sens, et+ 0) si elle n'en a pas. 

I a les propriétés fondamentales bien connues d'une information. En 

particulier elle diminue par image. De plus elle est convexe et s.c.i. par rap

port à l'argument P (et pour la convergence étroite). 

Dans la démonstration élémentaire de (I), on introduit la fonction h 

définie par 

sup 
t 

(ta - log" (t)) (3) 

Cette fonction dite transformée de Cramer de F (qu'elle permet de re

trouver), est donc la duale,au sens de Young-Orlicz de l'analyse convexe, de 

la fonction log" (t). Son lien avec l'information, connu depuis longtemps, 

se traduit par la formule 

hF (a) = .inf I (G, F) 
( G, Jx d G(x)=a} 

(4) 

Cette formule est un outil technique décisif. Elle permet d'abord d' uti

liser (4) pour définir l'exposant h (B) qui sera naturel pour les extensions (2) 

de (I), on posera 

inf 
G E B 

I (G, F) (5) 

hF (B) sera donc l'exposant mesurant la rareté de l'ensemble B par rapport à un 

échantillonnage Fn de F. (5) a donc un sens sur un espace abstrait quelconque. 

La formule d'analyse convexe (3) s'étend elle au cas d'un Banach séparable E, en 

supposant que "F (t) = EF exp t ;;x;; < ro • On peut poser alors 

hF (a) = sup * (< 0 ,a> - log EF exp < 0 ,X>) 
0 1.; E 

(6) permet d'étendre (4) au cas d'un Banach. 

(6) 
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Le chapitre III fait une étude détaillée des résultats concernant les 

cas Banach séparable et polonais (les principaux résultats sont dus à DONSKER et 

VARADHAN ) • On obtient essentiellement 

1 
s 

(7) lim sup - log PF ( 
n E B) n n 

s 
(8) lim sup log PF ( 

n E B) n n 

et (9) lim sup log PF (F E B) $ 

n n 

( 10) lim sup log PF (F E B) ~ 
n n 

=,; - inf hF (B) 

~ - inf hF (B) 

- inf I (À,F) 
À E B 

- inf I (À ,F) 
À E B 

si B est fermé 

si Best ouvert 

(cas Banach) 

B fermé de <y (E) 

B ouvert de p (E) , 

(cas polonais) • 

Dans la pratique statistique, il est intéressant de savoir si des en

sembles B particuliers sont de bons ensembles, à savoir qu'ils réalisent à la 

fois (9) et (10). Un cas utile pour l'étude des tests de Kolmogorov-Smirnov est 

celui où l'on a 

B = [G, T (G) > a} 

où T est une fonctionnelle uniformément continue sur 5> (R), munie de la dis-

tance de (G G') = llG-,.G'll , 1 l 
00 

Lorsque F est continue, ce type de résultats 

a été l'objet d'efforts importants. Le passage (élémentaire et direct) du cas 

polonais au cas soulinien donne ce type de résultat, en conclusion du chapitre 

III, sans effort notable. 

Le cadre probabiliste général est donc fixé par le chapitre III, avec 

trois notions essentielles: information de Kullback, transformée de Cramer et 

changement de probabilité privilégié recentrant le problème. 

Les développements probabilistes sont extrêmement nombreux et touchent 

tous les types de processus aléatoires sans exception (processus de Markov 

ponctuels, gaussiens, etc ... ). Dans ce séminaire ne sont traités que des problè

mes bien particuliers, portant sur des ensembles B très précis et choisis en 

vue d'applications statistiques. Cependant, les deux chapitres qui y sont consa

crés présentent les techniques essentielles. Pour le reste nous renvoyons à [O] 
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un cours de R. AZENCOTT sur des aspects probabilistes essentiels. 

Le chapitre IV, à partir d'idées de Borovkov, étudie les probabilités 

de certaines grandes déviations des marches aléatoires. Considérant la marche 

Sn= x1+ ... +Xn introduite plus haut, on définit une suite de processus à valeurs 

sur C (0,1) en posant 
0 

et 

linéaire. 

k Sk 
s (-) = 

n n n 

s (t) 
n 

étant obtenue à partir de s (~) 
n n 

s (0) = 0 
n 

par interpolation 

Les ensembles B auxquels on s'intéresse sont du type suivant. Soit 

g (t) une fonction sur (0,1), on étudié 

(S E B) 
n 

B=[fEC (0,1) 
0 

3t avec f (t) ~ g (t)} 

est donc l'événement : franchissement par la marche aléatoire S de la n 

barrière B. Une variante est le non-franchissement d'une barrière, soit: 

B = [f E C (0,1), Vt, f (t) < g (t)} 
0 

Bien entendu, il faut que g satisfasse des conditions particulières 

pour que B conduise à un événement exceptionnel. 

faut qu'il existe des 
Sk 

et que k ... EX • 

t tels que 
g (t) 

t 
> EX 

Pour le franchissement, il 
s 

. . s (t) ~ k n 
ceci puisque t r-r- nk 

Si f est presque partout dérivable, on définit W par 

1 
W (f) = J h (f' (t)) dt ( 11) 

0 

(quelquefois linée à la notion d'intégrale d'action). 

W joue pour ces problèmes de suite de marches le rôle de ia transformée 

de Cramer (dè l'information). Par passage à la limite, à partir de la suite des 

problèmes discrets associés à chaque n, on obtient des résultats du type sui

vant, si EX= 0, 
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0 

lim log PF (s E G) s - w (B) ( 12) n n 

lim log PF (s E G) :§ - w (B) (13) n n 
0 

si B est un borélien de C (0,1), d'intérieur G et de fermeture G, et 

W (B) = inf w (f) 
[fEG,f(O)=O)} 

LES démonstrations faites pour obtenir (12) et (13) valent pour les moyen

nes déviations, à condition de poser 

s (~) = 
n n 

x(n) -+ 0 
n 

et de remplacer dans (12) et (13), par 
n 2 

n 

x
2 

(n) 
la loi normale (c'est-à-dire à t h(t) = - ) 

2 

et 

x(n) 
-+ 00 

Jrï 
W par w 

0 
associée à 

Cette première partie du chapitre IV introduit donc une technique géné

rale de passage du discret au continu. La deuxième partie vise à calculer expli

citement W(B) lorsque B correspond à un franèhissement (ou à un non fran-

chissement de frontière). On trouve par exemple pour le franchissement : s'il 

existe t 
0 

g (t) 
0 tel que 

t 
0 

W (B) = 

< ess sup X 

inf u h ( ~) 
u u 

La remarque suivante semble avoir des incidences, qui ne sont pas encore 

suffisamment explorées, dans de nombreux problèmes tant mathématiques que direc-

tement appliqués : s'il existe un u 
0 

unique réalisant inf u h ( g(u) ) , alors 
u 

on obtient une information décisive sur la façon dont s'effectue le franchisse-

ment lorsque celui-ci a lieu. A savoir 
g(u) 

0 
de la frontière g, 

probable. 

la fonction 
u 

0 

conditionnellement au franchissement 

inf (t, u) est la trajectoire la plus 
0 

Dans certains problèmes, il y a donc une distribution conditionnelle 

très "pointue" sur l'ensemble des trajectoires franchissant une frontière (cet 

ensemble .étant de probabilité très petite). Des développements du même ordre 

peuvent être faits pour le même franchissement d'une frontière, ou le non échap

pement d'un tube. 
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Le chapitre VI abord l'extension des formules (1) et (2) au cas d'une 

chaîne de Markov, contrôlée ou non. Soit x1 ••• Xn, ••• une telle chaîne, d'es-

pace d'états (E, t ), polonais en général, et d'espace d'actions (A,</;). l,a 

chaîne est caractérisée par la transition sous contrôle TT (x,a,dy) et l'on dé

finit la fonction empirique des observations et des contrôles par 

F n 

n 
(B) = E 

j=l 

où A. est le jème contrôle. 
J 

Si À est une probabilité sur E A E, on appellera À sa première 
X X 

marginale sur E, sa marginale sur E A (s est donc une transition de 
X 

E dans A), et l'on s'intéressera à l'information de À par rapport à 

Àl ® s ®TT , qui mesurera bien l'écart en situations initiales Àl ,s de À à 

l:a chaîne. 

On pose donc 

et I {B) = inf I (À) 
ÀEB 

B étant un ensemble de probabilités sur E A E. 
X X 

Le premier résultat obtenu au chapitre VI concernant les chaînes contrô

lées est une majoration. On a 

lim .!. log 
n 

n 
sup 
x,ô 

Pô (F E K) :§ I (K) 
X n 

K compact, x valeur initiale de la chaîne et Pô probabilité associée à la 

stratégie de contrôle ô • Ce résultat uniforme par rapport à ô n'a rien de 

très surprenant, et vaut dans toutes les situations probabilistes connues. Mais 

il nécessite un certain travail technique. La situation est affinée dans le cas 

non contrôlé. On peut alors (plus facilement) obtenir une formule (2), en défi

nissant un changement de probabilité convenable pour rendre la chaîne récurrente 

(ce qui remplace le simple centrage dans le cas des marches aléatoires, qui est 

lui aussi l'opération nécessaire pour rendre la marche récurrente). Une fois la 

chaîne récurrente, on peut appliquer un théorème ergodique et obtenir (2) et des 
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variantes fortes de (1). La nouvelle probabilité est construite à partir de l'in

formation de la manière qui suit. 

Soit a. E §)(E) ensemble des probabilités sur E, À E 9)(E x E). On 

dira que À E ,P 2 
(a.) si les deux marginales de À valent a. . Posons alors 

= inf [ I (À) , À E (y 2 (a.)} 

avec I (À) = F (À, a.® TI). 

Si a. est TI-invariante, a. ~ TI E 5\ (a.) est donc I 1 (a.) = 0. Il 

est donc naturel d'étudier la mesure À qui réalise I 1 (a.), si elle existe. 

Moyennant de faibles hypothèses topologiques et sur TI (type transition felle

rienne), on montre qu'il existe une telle À, qui s'écrit donc À= a.®n, 

où TT est une transition de E dans E, telle que a.TT= a. (donc a. est une pro

babilité invariante pour la chaîne de transition TT). Mais surtout on montre 

que TT est récurrente (récurrente positive au sens de Harris). Et elle définit 

le changement de probabilité adéquat. Si les TT (x,.) sont toutes équivalentes 

on obtient les formules (9) et (10) pour une chaîne de Markov. Diverses varian

tes peuvent être développées, y compris en direction de la transformée de Cramer. 

L'étude du cas des chaînes de Markov permet de mieux comprendre encore les liens 

entre les notions fondamentales introduites plus haut. 
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II. QUELQUES APPLICATIONS DE LA THEORIE DES GRANDES DEVIATIONS. 

A) Applications à la statistique. 

La première application, qui conditionne toutes les autres, concerne les 

tests de vraisemblance et d'abord le test de Neyman-Pearson de deux hypothèses 

simples p 
0 

Considérons d'abord 

sons le test de F contre 
0 

les densités de F et FI 0 

L (X 1 , • • • , 

le 

FI 

par 

X ) 
n 

cas d'un échantillon 

(P = F ®n 
pl = 

0 0 
, 

rapport à une mesure 

n fi (X.) 
= I: log J 

j=I f (X.) 
0 J 

le logarithme du rapport de vraisemblance 
dP

1 Le dP 
0 

ordinaire xi ••• xn et fai-

F 1 ® n). Soit f et fi 0 

dominante, et soit 

test de Neyman-Pearson 

a une région de rejet de F du type (L > na), de niveau a. = p (L > na) 
0 n n 0 n 

et de probabilité de fausse alarme ~n = P1 (Ln~ na). Lorsque le seuil a est 

fixé, on voit d'après la formule (1), que l'on a sensiblement, pour a convena

ble, 

a. ~ n 
-nh(a) 

e 

h étant la transformée de Cramer duale de log, (t), où 

' (t) = E exp t log 
fi 

F r 
0 0 

=J é 1-t dv f 1 0 

'(t) est donc directement liée à la transformée d'Hellinger de F 
0 

et 

Les dérivées de , en t = 0 et t = 1 valent respectivement - I (F
0

, F1) et 

I (F 1, F
0

). En appliquant toujours (1), pour a fixé, on obtiendra des proba

bilités de fausse alarme ~ ~ e-np où ~ se calcule en fonction de h et a. 
n 

Les liens entre a.,p,a sont précisés au chapitre II, application directe du 

_çhapitre I. 

Le calcul est fait aussi pour le cas du test entre deux processus gaus

siens stationnaires (afin de justifier une formule utilisée en théorie du signal 

de manière approchée). L'extension naturelle de ces résultats concerne les 
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tests de vraisemblance traités par BROWN, puis BIRGE, résultats exposés au sémi

naire, mais rédigés par ailleurs et à paraître. 

Si a et 31 0 
sont les hypothèses à tester 8 u e 1 = a, ensemble des 

. 0 

paramètres, les tests de vraisemblance sont fondés sur une région de rejet du 

type (T > na) où 
n 

T = n 

sup u (XI .•• xn, 8) 
0 E a 1 

n 

sup u (XI .. . Xn, a) 
0 Ee 

n 
0 

L'optimalité, au sens de la théorie classique (par exemple de la théorie 

de la contiguïté) des tests de vraisemblance est difficile à obtenir (bien que 

récennnent on ait commencé à avoir des indications). Par contre la théorie des 

grandes déviations permet de démontrer cette optimalité, de manière naturelle, 

mais pour une suite de niveaux exponentiels (ou suivant le résultat de BAHADUR 

exposé plus loin). En dehors des études générales, signalées plus haut, de 

nombreux travaux récents ont été faits, y compris dans le cadre séquentiel, où 

le point de vue grandes déviations est le seul opérationnel à ce jour. Ces étu

des sont menées aux chapitres VII et VIII dans le cadre des chaînes de Markov. 

Les formules du type (2) permettent d'obtenir une règle d'arrêt asymptotiquement 

la plus économique (au sens de la moyenne).Les tests séquentiels utilisés ici 

sont des tests de vraisemblance et les temps d'arrêt sont construits à partir 

d'estimateurs du maximum de vraisemblance (ou du maximum de contraste). Les 

solutions asymptotiques obtenues rejoignent beaucoup de procédures empiriques 

utilisées dans la pratique. Notons que, des méthodes analogues peuvent être 

développées pour toute classe deproblèmes séquentiels portant sur des processus 

pour lesquels il existe une théorie de la vraisemblance (ce qui a été fait de

puis ce séminaire pour le cas de différents problèmes portant par exemple sur 

les processus ponctuels). 

Revenant aux comparaisons des tests, indiquons que nous n'avons pas 

développé ici le point de vue et le vocabulaire des travaux de BAHADUR [IJ,qui 
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est une forme un peu différente d'utilisation pour ces problèmes des grandes 

déviations. 

Si T est une suite de tests de 9 contre a 1, 
n o de répartition c

8 

sous Pa , alors le niveau observé est défini par 

R (T) = 
n inf [ Ge (T), 

0 
e E e } 

0 

et le test est d'autant meilleur que R (T) est petit. En particulier on peut 
n 

1 
étudier les situations où ÏÏ log [1-R (Tn)] ... - h (0) , h (0) est dit pente du 

test dans cette littérature. Un point de vue voisin également développé par cette 

même tendance est d'étudier et de comparer les tests pour lesquels il existe une 

suite k ... (X) et p ' O<p<l tel que Pa (T > k ) ... p, pour 0 E e 1, n n n 

et de qu'alors 1 - h (0) (indépendant de p, fausse alarme montrer - log a. ... 
n n 

-fixée). Des résultats en ce sens ont été obtenus pour des classes très larges 

de tests, y compris dans un cadre séquentiel. Plutôt que de comparer les tests 

par h (6), le chapitre V donne un exemple de comparaison suivant les probabilité.s 

de fausse alarme obtenues pour des niveaux exponentiels, ou suivant les seuils. 

Le problème est d'étudier les ruptures de moyenne (plus généralement des 

ruptures de régression). Le modèle de base est 

2 
1 X. ~N (0 • (J ) ~ 

1 

(0 
2 x. ~ N + d, <J ) r< 

1 

(où ~ veut dire suit la loi). 2 0,d,cr,r 

9
0 

correspond à d = 0, e1 à d; O. 

i :§ r 

i ::5 N 

sont des paramètres inconnus, 

Il existe des procédures classiques pour ces tests, fondées sur le com-

portement d'une marche aléatoire 

variables indépendantes, de loi 

r 
s = r; 
r k-1 

N (O, cr2), 

où les sont une suite de 

résidus récursifs construits d'après 

}:'observation. Sous 8, S est approxiMable par un mouvement brownien, en 
o r 

remplaçant s r par des mesures sur C (0,1) 
0 

comme au chapitre IV (voir l'ana~ 

lyse faite plus haut pour les marches aléatoires), alors que sous H1, S a une r 

dérive. Les tests ont pour région de rejet de H 
0 

la région de franchissement 
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d'une frontière (que l'on traverse en cas de dérive). Les calculs classiques 

sont rendus imprécis du fait de l'approximation marche aléatoire-mouvement 

brownien, qui est de l'ordre de , ordre sur lequel porte précisément les 
Jn 

comparaisons usuelles. A ces tests on peut opposer le test de vraisemblance. 

La comparaison et l'étude des différents tests est aussi rendue compliquée par 

la taille de l'alternative, le caractère discret du paramètre r. Il est donc 

raisonnable de commencer par comparer ces tests au sens des grandes déviations, 

ce qui évite d'abord les problèmes d'approximation discret-continu, permet de 

montrer l'optimalité du test de vraisemblance et donne donc une référence. De 

plus certaines procédures très simples sont introduites, dont les performances 

au sens des grandes déviations sont assez bonnes. On a donc intérêt à en faire 

des études empiriques pour voir leurs performances pour des échantillons plus 

courts. 

Une critique méthodologique est souvent faite à ces études de grandes 

déviations parce qu'elles portent sur des échantillons trop longs, mais surtout 

sur des probabilités totalement inaccesibles. Cette critique peut être fondée 

(sauf par exemple dans le domaine des communications, où la valeur de p est 

décisive). On peut y répondre cependant en doutant que les valeurs de mesure du. 

paramètre dans le cadre classique ait un sens toujours clair et surtout par un 

argument de mathématique heuristique: dans bien des cas, les classements obtenus 

par grande déviation et par des méthodes classiques (pour des niveaux constants 

et éventuellement des hypothèses contigues) sont les mêmes. Les grandes déviations 

ont l'avantage de répondre aux problèmes de classement des tests et de recherche 

de solutions optimales, là où (à ce jour) les méthodes classiques sont en difficul

té. La défense de ces techniques au niveau de la méthodologie nous semble donc 

possible. 

L'exposé du chapitre IX qui termine la partie statistique est marginal 

en regard des autres exposés (et beaucoup plus théorique). Il comporte essentiel

lement l'amélioration d'un.résultat connu de LE CAM sur l'estimation d'un paramètre 

à valeurs dans un espace métrique de dimension finie. Il met en évidence le lien 
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entre les majorations du type (l) et la théorie du maximum de vraisemblance sur 

une suite de réseaux. 

Tous les résultats statistiques présentés dans le séminaire sont origi-

naux. 

B) Les applications à la littérature électronique. 

Le dernier exposé est une revue des applications des grandes déviations 

au domaine du codage, de la transmission avec des développements sur des modèles 

du type ALOHA de communication par satellite. Cet exposé est un exemple de ce 

que peuvent apporter des idées mathématiques relativement simples à un domaine 

appliqué. Outre la construction de bornes et la simplification des méthodes pour 

les problèmes liés à la théorie de SHANNON, le changement de probabilité des 

grandes déviations est l'outil de la méthode de simulation dite "importance 

sampling". Le domaine offre de nombreuses voies de travail. 

La littérature électronique n'est bien entendu pas la seule application 

des grandes déviations. Signalons une démonstration simple et éclairante des lois 

de Zipf en linguistique [8]. 
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INTRODUCTION 

Les textes rassemblés ici correspondent à des exposés faits au Séminaire 

sur les Grandes Déviations d'Orsay, en 1977-78. Ils contiennent quelques exposés 

fondamentaux et pour l'essentiel des applications à la statistique. 

Les grandes déviations concernent l'étude de phénomènes probabilistes 

dans lesquels il existe un comportement moyen (quelquefois appelé déterministe) 

dont on s'écarte beaucoup avec une probabilité très faible, d'ordre exponentiel 

par rapport à un certain paramètre (en général le temps). Il s'agit alors de 

trajectoires dont le comportement qualitatif est différent de la trajectoire 

moyenne. La théorie des grandes déviations mesure donc ces ensembles exception~ 

nels de trajectoires. Le cadre élémentaire est celui de variables aléatoires 

indépendantes et équidistribuées, à valeurs dans R ou dans un Banach. Il est 

développé dans les premier et troisième exposés. Le caractère très général de ce 

dernier permet d'englober des cas de fonctions empiriques de résultats en 

général développés dans un autre cadre. Le deuxième exposé concernant l'appli

cation statistique la plus immédiate, là aussi traitée dans un cadre différent 

du cadre usuel, s'applique aux processus gaussiens stationnaires. Deux exposés 

concernant le cas de chaînes de Markov et des problèmes de contrôle, le second 

ne comportant que des résultats nouveaux. Les problèmes de marches aléatoires 

sont là, pour introduire l'étude statistique de la rupture de régression, les 

résultats de cet exposé étant aussi nouveaux. Enfin, on trouvera un exposé de 

synthèse sur l'application des grandes déviations dans le domaine de l'information 

et des communications. De toute. manière, les différentes notions d'information 

apparaissent comme un des éléments unificateurs de la théorie. Un exposé margi

nal traite de la vitesse d'estimation en statistique théorique. L'aspect proba

biliste, marqué par des travaux importants, notamment de·ventsel et Friedlin 

n'est pas développé ici, quoiqu'il ait été abordé au Séminaire. Nous renvoyons 

au cours de Robert Azencott (Séminaire St Flour, 1978, à paraître) qui en fait 

une synthèse. 

Nous remercions Madame Baillet pour le remarquable travail de prépara
.-:-..... tion et de frappe qu'elle a fourni. 

Orsay, février 1979 i\;~:;} 
Equipe de Recherche Associée au C.N.R.S. 532 

"Statistique Appliquée". 
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Formule de Chernoff pour une suite de variables réelles 

Didier DACUNHA-CASTELLE. 

I - Le problème 

Classiquement, on considère une suite 

dépendantes équidistribuées, telles que 

(X) de variables aléatoires in-n ne:N 

~(t) = E exp t X < m pour 

Ceci implique que EX existe, et que Sn= x
1 

+ •.• + Xn satisfait à 

s n 
n 

p. s. > EX • 

Si l'on étudie les grandes déviations 
s 

de 
s n par rapport à EX à n ' 

savoir la quantité P(; > a) , a> EX, (le cas a< EX étant trivial), on 

a une majoration évidente qui est 

s 
n P(- > a) 

n 

s 
n E exp t (0 - a) , t > 0 

ou encore 1 - log P(S > na) n n ~ inf (log $(t) - at) 
t>o 

à condition de convenir que <t>(t) = m, là où <t>(t) n'est pas définie. 

La formule de Chernoff consiste à obtenir une égalité à la place d'une ma

joration mais elle est simplement asymptotique. La fonction convexe 

h(a) = sup at - log $(t) dont nous étudierons ci-dessous les propriétés, s'appel
t>o 

le fonctionnelle de Cramer de (la loi de) X Moyennant une définition correcte, 

elle permet de retrouver la loi de X tout comme ~ . La passage de log~ à h 

est une dualité classique sur les fonctions convexes dont nous rappellerons quel

ques points. 

Enfin, il est essentiel de noter que la formule de Chernoff est conséquence 

de la seule existence des moments exponentiels et d'une certaine stationnarité. 

Pour cela, nous nous libérerons de l'hypothèse, S sorrnne de variables indépen
n 
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dantes et équidistribuées pour la remplacer par 

aléatoires (d'abord réelles), telle que 

Z est une suite de variables n 

()) ~ (t) = E exp t Z < oo 
n n 

pour 

et telle que 

soit 

(2) 
log~ (t) n 

n 

1/n 
~ (t)-+ ~xp L(t). 
n 

- L(t) , (n -+ 00) ' 

Cette dernière hypothèse ±mpliquant évidemment que 

..!_ E Z -- L'(O) n n 

(2) traduit la stationnarité minimale dans le problème et on cherchera à montrer 

que 

lim ¾ log P(Zn > na} = 
n 

inf (L (t) - at) 
t>o 

formule dite de Chernoff. Les étapes suivantes seront d'abord des études de cas 

particuliers et le passage à des variables à valeurs dans les espaces euclidiens 

ou fonctionnels, l'évènement (Z > na) étant généralisé en 
n 

ble. 

II - Dualité et fonctions convexes 

z 
(- e G) , G convena,n 

Soit f une fane tion convexe sur R à valeurs dans R U { + 00} • 

La duale f de f est définie par 

... 

f(t) = sup tx - f(x) 
xeR 

. f est évidemment convexe, à valeurs dans RU {+ 00 } • Dans le cas où f est 

dérivable, alors f est dérivable, et f' est la fonctio.n réciproque (f' )-! 

de f'. 

Les résultats de convergence suivants sont faciles (pour des fonctions de 
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variables réelles). On note Df = {x, f(x) < 00 } 

1) Soit f une suite de fonctions convexes à valeurs dans 
n 

RU{oo}, 

convergeant vers f en tout point sauf peut-être les points de (Df)*, frontière 

de Df. Supposons D0 f # ~. (D 0 f 

uniforme sur tout compact de D0 f 

intérieur de Df) . Alors la convergence est 

2) De plus 
A A 

f (x)-+- f(x) 
n 

(et de R - Df) (Df fermeture , 

sauf peut-être en A * 
X e: (Df) . 

3) Soit alors Z une variable aléatoire (non dégénérée). 

ct>(t) = E exp t Z 

de Df) . 

est convexe à valeurs dans RU {00
} ; log~ (t) est convexe (inégalité de 

Holder)• 

Il est ilDIIlédiat de vérifier que 

{t, log ct>(t) < 00 } = support Z 

et de manière plus précise si b = sup(x, x e: support Z}, on a 

log ct>(b) < 00 équivaut à P(Z = b) = 0. 

Soit h la duale de log v, • 

4) On a h(EZ) = 0, h' (EZ) = 0 h est croissante à droite de EZ. 

5) Enfin, l'équation (log ~)'(t)= et>; (t) = X 
0 

seulement si x
0 

e: S~pport 0 Z(ct> étant dérivable sur 

III - Formule de Chernoff 

Soit Z une suite de variables aléatoires. n 

a une solution x si et 

Support O Z} • 

On suppose que Z vérifie les trois hypothèses suivantes 
n 

H 1) pour 
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"'1 /n(t) - exp L(t) , pour t·out t ,.. ] M M [ ~n . ~ - I' 2 

La suite Z n'est asymptotiquement dégénérée au sens où si n 

D = 1/n n 

C
0 

'f "' et n ~ ' 

C n (homotéthique de C) , alors on suppose que n 

D = (lim D ) 0 
:/: cp • (Dans le cas des variables 

-- n n 
indépendantes, équidistribuées X. , H I et X. non identiquement nulle implique 

1 1 

H 3) • 

Soit 
t z e 

On désigne par Ia loi définie par dPn n dP s-i f "" et est t cp ( t) 
n 

mesurable, on note Si a e: D , ôn: sait cl' après 

le§ 2, qu'il existe .!. E Z = 
n tn n 

unique tel que a • 

et 

a 
En général, t~ f/. ]M1, M2[, cependant si a E B, pour n assez grand t~ E ]M1 ,M2[ 

H 2) implique que 

z n = n 

log cp (t) --+- L(t) 
n n 

et que toutes les dérivées de 

converge vers celles de L uniformément sur tout compact de 

Les duales h 
n 

de 1 
- log"' n ~n convergent pour a e: D , uniformément sur 

tout compact de D. 

Remarquons enfin que l'on déduit de la croissance stricte de 

1 cp~ n 

cp~ 
n cp 

n 
et de la convergence de vers L' que t -+ t 

n <Pu a a 

sur 

Si t > ta, pour un 

(t) > a-n 

n fixé , n > o assez petit, on a pour n assez 

- cp~ 
n cpn 

grand 

Théorème 

Si Z vérifie H 1- 2- 3 , on a pour a e: B , 
n 

lim .!_ log P(Z >na)= -h(a) , h duale de L. 
n n 
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P(Z > na) = n . 
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-tz 
n 

1 

e 

(Z >na) 
n 

z n -nt(- -a) 
n 

1 1 
- log P(Z >na)> -at + - log~ (t) n n n n 

+ .!. 
n 

z 
-nt(_!!_ -a) 

1 E e n 1 og t z 
n (- -a>e) 

n 

(pour tout e > 0) 

Comme 
z 

1
. n 
1m - > a 

n Pt p.s. puisque 

1 > -at + - log~ (t) 
n n 

1 z 
+Et+ n log pt (nn - a>€) • 

z 
P (_!!_ - a > e) > 1 

t n 2 

assez grand, d'où le théorème, puisque e est arbitraire. 

pour n 

Remarque Nous avons utilisé la loi des grand nombres, sous les mêmes hypo-

thèses en utilisant le théorème limite centrale, on obtient un peu plus. Reprenons 

en effet la démonstration en faisant t = tn 
a 

.!. log P(Z >na)> -a t
0 +.!.log~ (t 0

) n n a n n a 

(ou o! = Et (Y - a)
2 

# 0) 
a 

ou 

n 1 n 
> - at + - log~ (t) + a n n a 

Z -na 
Hn ]o,e[ = P{O < -

0
-- < €) 
a ra 

a 

etn o 
a a+¾ log H

1 
(Jo,e[) 

ru 



- 10 -

z - na 
log ( n ) log ~ 

n t (tn) at E exp t = (t + 
a ~ - log~ -

tn ma n a n a ruer a a a a 

t2 
<!.'._)' (tn) 

t3 
(~) Il (t +a t = + 

2n cr2 ~ a 6n3/2 a.3 i a rn cr a a a 

0 < a < 1 , 

or L"(t ) , a, a e: B 

et est uniformément bornée (pour n assez grand) 

par 2 sup IL"(t) 1 K compact de B incluant a_. 
te:K 

z - na 
Donc n -ma 

loi tl-Ormale sous p 
tn 

a 

et par suite Hn ] 0, e: [ > C ( e:) 

a 

pour n grand ou C(e:) =,½ P(O <G < e:) , ou G est normale, d'où la 

proposition.Sous les hypothèses du théorème, on a pour tout e: > 0 , 

2e: tn 
! log P(Z > na) > - h (tn) + a a2 n · n n a r- a 

vn 

+ C (e:) 
n 

en particulier dans le cas des_variables, indépendantes et équidistribuées 

! log P(Z > na) > -h(t ) n n a 

pour tout n grand. 

e:t 
a 

+ --
.;;;-

a2 + 2C(e:) 
a n 

) 

Remarque : Au cours du chapitre suivant, nous .aurons besoin du même théorème,, sous 

les hypothèses suivantes 

1 
(t) - L (t) tE[O,I] N·LN pour 

ZN 
et N converge en p probabilité. 

0 

Il est inunédiat de modifier les démonstrations que nous venons de faire 

pour les. appliquer à ce cas. 

Didier DACUNHA-CASTELLE 
Mathématiques -Bât. 425 
ERA CNRS 532 "Statistique Appliquée" 
Université Paris-Sud 
91405 ORSAY. 
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FORMULE DE CHERNOFF POUR DES RAPPORTS DE VRAISEMBLANCE 

D. DACUNHA-CASTELLE. 

I. GENERALITES. 

deux probabilités de densité f et 
0 

mesure v On suppose P
O 

~ P 1 et P
O 

équivalente à P
1 

• 

Soit i (t) = Ep exp t log T" 
0 0 

par rapport à une 

t E [0,1), t (t) est finie, 0 ~ t (t) ~ 1 d'après l'inégalité de Pour 

Holder. Si 
fi 

t ~ 0, i est en fait définie (et finie) sur [O,s[, s= ess sup log f' 

(s ~ 1). En s, i est finie si et seulement si 

p (log 
fi 

s) = 0. r = 
0 

0 

On pose h (a) = sup at - log i/, (t) 
t::2: 0 

(fonction de Cramer du coupe p , p 1)' et 
0 

f 
K (P' p 1) Ep log 0 

:S = 
~ 

CO 
0 

0 

f 
K (Pl' p ) = - E log 0 

~ 
o Pl ~ 

00 

"' 
est analytique sur JO, 1[ et 

lim t' (t) = - K (P
0

, P
1
) 

uo 

lim i' ( 1) = K (Pl , P 
0

) 

tt 1 

On a h (a) - 0 pour a - - K (P
0

, P 1), et on définit h partout dans 

R , en posant h (a) = 0 pour a ~ - K (P
O

, P 
1

) • 

h ainsi 

dans le cas où 

définie est convexe, strictement convexe et continue, sauf en s 
fi 

P
O 

(log f = s) > O. 
0 

0 
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fi 
Enfin Ep exp t log f = ~ (1-t) et ·donc si a:§· K (P

1
, P

0
) 

1 o 

- sup (- at - log~ (1-t)) = a-h (a) 
t > 0 

0 

....____ 

\<:1\. t-... G.. "----------....... , 
·--....____ 

l•) 

/j 

✓ 1 
/ l 

/ 1 

l . 11.v.,, 
O~- 1,-eXJ UlL, 

- K(C'
0 

f,) 0 K(f,,fo) 

Soit f une fonction convexe sut Il à valeurs tlans Il U [ + CD]. 

La duale f de f est définie par 

f (t) = sup tx - f (x) 
X E Il 

f est évidennnent convexe, à valeurs dans lR U ( + CD} • Dans le cas où f est 

.dérivable, alors f est dérivable, et f' est la fonction réciproque (f' )-l de 

f 1. 

Les résultats de convergence suivant sont faciles (pour des fonctions de 

variables réelles). On note Df = (x, f (x) < CD] • 

1) Soit f une suite de fonctions convexes à valeurs dans Il U (CD], n 
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convergeant vers f en tout point, sauf peut-être les points de * (Df) ,frontière 
Cl Cl 

de Df. Supposons Df # r/J (Df intérieur de Df). Alors la convergence est unifor-
a 

me sur tout compact de Df (et de R,... Df), (Df fermeture de Df). 

2) De plus f (x) ... 
n 

f (x) sauf peut-être en ,.. * XE (Df) 

3) Soit alors Z une variable aléatoire (non dégénérée). r/J (t) = E exp tZ 

est convexe à valeurs dans E. U [ oo}. log r/J (t) est convexe (inégalité de 

Helder). 

Il est i1ID11édiat de vérifier que 

( t, log r/J (t) < oo J = support Z 

et de manière plus précise 

si b = sup (x, x E support Z), on a 

log r/J (b) < oo équivaut à P (z = b) = 0 

Dans la suite interviendra de manière décisive la duale de log i • 

sur 

Soit (P P ) o,n' l,nnE:N une suite de couples de probabilités équivalentes 

E. n, n E :N On dira que cette sui te est de Chernoff si 

lim 
n .... oo 

r/Jl/n (t) = exp L (t), 
n t E [0,1] 

où L est une fonction convexe sur [ 0, l]. 

On a donc 

Si de plus 

n 
log i (t) = L (t). 

n 

1 - r/J' (O) converge, on appellera 
n n 

définie comme l'information de Kullback de P
1 

par rapport à P 
0 

Le lemme de 

de rejet de p , 
0 

vraisemblance au seuil na 

l f 1 N 
(N log r- > a) pour N 

o,N 

de P 
0 

fixé. 

contre a pour région 

Le théorème du chapitre précédent s'écrit ici sous la forme suivante 

Théorème Soit une suite (Po,n' P1,n) de Chernoff, supposons K (P
0

, P1), 

E (- K (P
O

, PI), K (Pl, P 
0

)) • Alors 
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lim 1 c..!. fi N 
> a) - log p log ' = - h (a) o,N -f-

N-t CD 
N N o,N 

où h est la duale de L, L (t) = lim 1 
~N (t) N log . 

N .... (X) 

Ce théorème permet de régler asymptotiquement le seuil du test à un niveau 

exp - NJ.. On devra avoir h (aN) =I=/= a, et l'on aura aN .... a tel que h (a)= a. 

Ce réglage étant fait, on peut calculer 

1 c..!. lim - log p 1,N log N N N .... (D 

1 1 
= lim N log Pl,N (N log 

N .... ro 

f 
~ :S a) f -

o,N 

f 
o,N > a) 

fl ,N = 

tel que a+ p = a, d'après une formule vue plus haut. Le test de Neyman-Pearson 

au niveau exp - ro. est donc tel que son erreur de 2ème espèce est exp - pn, 

avec lira 
N -+ oo 

~n = a - a avec a= h (a). (Voir dessin). 

Il est immédiat d'appliquer ce résultat à une suite de variables indépen-

dantes équidistribuées. Nous allons l'appliquer à un cas qui n'est pas traité 

complètement, dans la littérature, celui de deux processus gaussiens stationnai-

res. 

II. CAS DE DEUX PROCESSUS GAUSSIENS (d'après [9]). 

[O] se réfère au chapitre I. 

Les notations sont celles de [S]qui contient une bibliographie complète. 

F et G sont deux mesures gaussiennes centrées stationnaires sur R z, et XN désigne 

l'observation (X
1
, ... ,XN) du processus des coordonnées. On suppose que pour tout 

N assez grand, F et G ont des densités FN' GN par rapport à la mesure de 

Lebesgue sur E. N. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que F et G 

aient des densités spectrales f, g telles que 
1 

log f, log g EL (T) (s'il n'en 

est pas ainsi, le problème statistique étudié ici est trivial). 
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On pose 

avec t E [0,1] 

On désigne par (TNf) , (TNg) la suite des matrices de Toeplitz associées 

à f et g • 

log 
d~ 1 det 

-1 
g TN f 

1 tXN (T-1 -1 g) XN On a 
dFN 

= - log TN +- f - T 2 2 N N 

Connne la covariance de T-1/2 f 
N 

XN est IN (identité sur :RN)' on a en 

désignant par N les valeurs Tl/2 -1 Tl/2 
(µi) i=I ••• N propres de ¾= I - f TN f, N N g N 

t -] N 
N 

N LN (t) = 2 log det TN g TN f -2 E log (1 - µ. t) 
i=I l. 

(N fixé), on a 

N 
N 

(D tp 
E log (I - µ. t) = -E - Tr ~ 

i=I l. p=I p 

CD 

(-1 ).t 1 -1 g).t = -E - Tr (TN f TN ( _t_ /' + N log ( 1-t) 
.t= 1 

J, 1-t 

Soit z E œ. Comme TN f, TN g sont régulières on a,dans un voisinage 

ouvert de O, TN (zf + g) régulière, et donc [I], 

d'où 
N 
E 

i=I 

d -1 
dz log det TN (zf + g) = Tr TN f TN (zf + g) 

d 

dzf 
log det TN (zf + g)j = (-1.),e-l (t-1) 

z=O 
(T f TN-1 g)J, Tr N 

N log ( 1 - µ. t) 
l. 

(D 

= - E 
J,= 1 

!! log det T (zf + g'\1(.1,) ( t ),e + N log(l-t) 
h N 'lz=O · 1 -t 

De l'analycité au voisinage de Ode la fonction z - log det TN (zf + g), 

on tire 

N 
E 

i=I 

N t 
log (1 - µi t) = log det TN ( l-t f + g) - log det TN g + N log (1-t) 
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d'où 

t -1 
Ï log det TN g TN f 

1 t - 2 [ log det TN ( l-t f + g) - log det TN g + N log (l-t)] 

1 
N LN (t) = 2 [t log det TN f + (1-t) log det TN g- log det TN tf+(l-t)g] * 

Cette formule est valable au voisinage de O. 

Mais la fonttion z-+ log det (z TN f + (1-z) TN g) est analytique dans un 

C -voisinage de tout point de ]0,I[, car log(tf + (1-t) g) E L1 (par convexité) 

et donc TN(tf + (1-t) g)est régulière pour t E [0,1]. 

Par suite, par prolongement analytique, la formule est valable pour 

t E ]0,1[ et par continuité pour t E [0,1]. Appliquons maintenant le théorème 

élémentaire de Szegë : 

si 

et donc: 

Théorème: 

log f E L l , ! log det TN f -+ z TT J log f (a) d0 quand N -+ + ro , 
T 

Si log f, log g E L1 (T) et t E [0,1] 

LN (t)-+ L (t) (N-+ oo) avec 

1 TT 
L (t) = 

4 
TT J [ t log f (0) + (1-t) log g (0) - log (tf (0) + (I-t)g(0))Jd0 

-TT 

On en déduit,comme dans [O], la formule de Chernoff et les propriétés 

asymptotiques du lemme de Neyman-Pearson,moyennant la remarque faite en [O]sur le 

cas où M1=0 et la deuxième remarque ci-après. 

Remarque: I)Si f, g E B (voir [8]), avec fg > 0 on a 

Le même type de raisonnement que celui fait en [8] permet de calculer 

l'approximation quand f,g sont p-fois dérivables. 



- 17 -

2) Sous ces hypothèses la formule de Chernoff démontrée au chapitre précédent 

vaut encore H3) remplaçant le fait que ~N (t) est définie sur un intervalle 

contenant O en son intérieur (la modification de démonstration est immédiate). 

On obtient donc les propriétés asymptotiques du lemme de Neyman-Pearson comme 

indiqué au § I. 
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Formule de Chernoff pour les lois empiriques de variables à valeurs 

dans des espaces généraux 

Jean BRETAGNOLLE. 

Introduction 

On se propose dans cet exposé d'établir des évaluations asymptotiques de 

la Probabilité que la mesure empirique associée à un n-échantillon appartienne à 

un sous-ensemble A de l'ensemble des lois de probabilité sur un espace { ~ ,(2, }. 

Dans les cas raisonnables, cette évaluation se fait facilement pour un ensemble 

ouvert, ou fermé pour la topologie de la convergence étroire, c'est-à-dire celle 

de la dualité avec les fonctions continues bornées; on pourra jouer dans certai

nes limites sur la topologie de~ sans changer la validité du résultat (voir 

Lemme 1.1. et les exemples du§ 6), et l'objet du premier chapitre est de décrire 

pour quels espaces { )E ,<B } on aura cette possibilité. On aurait pu se conten

ter du cas Lusinien, mais le cas Polonais est plus clair pour le lecteur non ha

bitué. La démonstration des résultats principaux suit Donsker et Varadhan [ t], 

l'amélioration Lusinienne est dûe à P. Assouad. 
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§ 1. Rappels de Théorie de la mesure 

Dans la suite, { ~ .~} désigne un espace mesurable et si on le munit 

d'une topologie ~ , celle-ci a (i> pour a-algèbre Borélienne : Œ = a ('G). 

Les deux cas traités sont les suivants 

Le cas Polonais 

Le cas Lus.inien 

:)€ est métrisable, séparable, complet; il est alors 

homéomorphe à un G ~ d'un compact métrisable. 

{ ~ , œ } est isomorphe à un Borélien d'un compact mé

trisable (muni de la a-algèbre trace, et la (une) topo-

logie compatible est la topologie trace associée, donc 

métrisable séparable). 

Dans les deux cas, la a-algèbre de Baire {engendrée par les fonctions 

continues) coïncide avec la Borélienne. 

Les mesures positives bornées sont les fonctions d'ensemble a-additives, 

positives et finies, et, dans les deux cas, elles possèdent la propriété de régu

larité intérieure: 

V B e: ~ , m(B) = Sup{m(K) 1 K compact contenu dans B} • 

Ce sont également les formes linéaires I positives sùr f: b (~) , espace 

des fonctions numériques continues bornées, telles que 

si f -1- 0 n alors I(f)-+ 0 n 

La (une) topologie sur l'espace des mesures est celle de la convergence 

étroite, c'est-à-dire celle de la convergence simple sur les fonctions continues. 

bornées. 

P('.l) désigne 1 'ensemble des Probabilités sur {3€ ,Œ>} , dont on note 

À,µ, v ••• les éléments. C'est un fermé. On a 

(1.1) Pour qu'une partie A de P(~) soit relativement compacte, il 

suffit qu'elle soit équitendue, c'est-à-dire, qu'à tout e: > 0, on puisse associer 
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de )( tel que 

- 21 -

"' À E A ' < E 

(Cette condition est également nécessaire dans le cas Polonais). 

Soit alors 0 une fonction de lR+ dans + IR , telle que 0(x)/x tende 

vers +00 quand x tend vers +00 Soit A une famille de Probabilités absolu-

ment continues par rapport à une même µ. Alors 

(1.2) si Sup Eµ (~ (ddµÀ)) < - , A 1 . ~ - est re ativement compacte 
ÀEA 

(On emploiera systématiquement la notation EÀ(f) pour If dÀ quand À E P(J(.)). 

On utilisera le théorème de Hahn-Banach sous la forme suivante 

Soit J< un compact convexe de P(J!.), disjoint de ~ , fermé convexe de 

Il existe alors une f dans e b (~) , telle que 

< 

Notons enfin un résultat 

Lemme 1. J. -: Soit { )( ,''l:" ,CP.,} un espace Lusinien, f une suite de fonctions n 

mesurables bornées de {)E,C?.,} dans {1R,Cr.>1R} • On peut trouver une topo

logie ~' sur ){: engendrant la même a-algèbre Borélienne, telle que 

soit Lusinien, et que les f soient continues pour 
n 

Ce résultat permet donc de changer de topologie sur )l , donc de topologie 

étroite sur P(JE). 

Références On peut se reporter aux livres de Neveu, Meyer et Dellacherie, 

de Bourbaki (ch. 9 Topologie). 
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§ 2. Information de Kullback 

Soit U l'ensemble des fonctions continues, positives, bornées et d'inverse 

borné de )f dans IR . Si À et µ sont deux Probabilités, 1' information de 

Kullback de À par rapport à µ est définie par 

(2. 1) I(À,µ) = Sup {EÀ(Log u) - Log(Eµ(u))} . 
UE:U 

Elle est positive, finie si et seulement si À est absolument continue par 

rapport à µ et est fini, et vaut alors 

(2.2) 

(2.3) 

(2. 4) 

(2.5) 

I(À,µ) = E (dÀ • Log(ddµÀ)) 
µ dµ 

Elle est convexe et semi-continue inférieurement de son argument À. 

Si g est mesurable de X dans~; I(g À, g µ) ~ I(À,µ) 
0 0 

Pour tout a (> 0) , toute µ de P ( " ) , Jl = {À I I ( À , µ) ~ a} a 

est un convexe compact de P( JE). 

Démonstration 

Posons, à µ fixé, V(À,u) = EÀ(Log u) - Log(Eµu) , 1
1 

la première 

forme I 1(À) = Sup V(À,u), r2(À) la seconde, définie le cas échant par (2.2). 
u 

V étant linéaire et continue de À pour tout u de U, I 1 satisfait (2.3). Sa 

positivité provient de ce que EU. 

Si À-!µ , soit K un compact tel que À(K) > 0, µ(K) = 0 • On peut 

construire pour tout M une suite de u , 

lim V(À,u) ~ À(K)Log(M+I)), de sorte qu'alors I
1

(À) est infinie. 
n n 

Montrons maintenant que I 1(À) = r
2

(À) si 

tout couple 0 < E < M une suite u de 
n 

que u n 
converge en µ-Probabilité vers 

U, comprise entre 

P = V dÀ ,. ~1 
M E dµ ,, •. €, . 

On construit pour 

et M , telle 

On a alors 
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Passant à la limite en E: et M, il vient II().) ~ r 2 (À) 

Pour démontrer que 12 ? II supposons un instant dÀ 
E: u lie alors que dµ s l. on 

dÀ et u et V par u = v•- u dµ V appartiennent en même temps à u , donc 

V(À,u) 

d'après l'inégalité de Jensen appliqué à la fonction Log . Donc 1
1 
~ 1

2 
. 

Sinon, par une procédure de troncage similaire à la précédente, on construit une 

suite u de U telle que E (u Log u) n µ n n u tende vers 
n 

dÀ dans 1 LI(µ) et E (u) = I cette dernière condition par multiplication dµ µ n , 

par une constante. Si À est définie par dÀ = u •dµ , comme À tend vers n n n n 

À d'après (2.3), I 10.) ~ lim inf I 1 (Àn) . mais Il (Àn) = I2(Àn) qui tend vers , 
' 

I 2(À). 

(2.4) provient de la seconde forme (2.2), en remarquant que s1 ot... est la 

cr-algèbre de X engendrée par g, la Probabilité de densité a une 

information égale à I(g À, g µ) 
0 0 

(d'après le Théorème de transport) et moindre 

que I(À,µ) d'après Jensen appliquée à x - x Log x. 

(2.5) X.a est convexe fermé d'après (2.3), relativement compact d'après 

la remarque (1.2) appliquée à 0(x) = x Log x. 
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§ 3. Transformée de Cramer 

Dans ce chapitre , 'X. est un espace de Banach séparable, de dual '3E. * , la 

forme bilinéaire est notée * (6,a) (6 e: 3E , a e:)€ ). On s'intéresse particulière-

ment aux Probabilités µ satisfaisant (X désignant l'élément générique de JE,) 

(3. 1) Pour tout réel t, E ( exp ( t 1 1 X 1 1 )) µ est fini 

La transformée de Cramer de la Probabilité µ est alors définie par 

(3.2) h (à)= Sup{(6,a) - Log E exp(6,X)} 
µ e µ 

C'est une fonction positive et convexe, en tant qu'enveloppe supérieure de 

fonctions affines; remarquons que (6,a) - Log E exp(6,X) est concave de son 

argument e • Notons que 

(3. 3) 

(3. 4) 

h @n (na) = 
µ 

= h (a-b) , 
µ 

si 

- Première étude du cas unidimensionnel 

Proposition 3.1. (Cramer-Chernov) 

et que 

est la translatée par b de µ. 

( J€= IR) 

Soit S la somme den v.a.r. indépendantes de même loi µ satisfaisant 
n 

(3.1.). Alors 

.!. Log{P (S /n ~ a)} ~ n µ n 

Démonstration 

- Inf h (b) 
µ 

b~a 

C'est tout simplement l'optimisation de l'inégalité de Markov sur les moments 

exponentiels. D'après les remarques précédentes, on peut se ramener au cas n=l, 

a = 0 • Au lieu de e , écrivons t (réel) : h(b) = 

bt - Log E (etX) étant concave de t, de dérivée en 0 

Sup 
te: IR 

tX bt - Log E e • 

b - E(X) , on remar-

que que h(E(X)) = 0, donc que Inf h(b) = 0 si O ~ E(X), il n'y a. rien i 
b~O 
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démontrer alors. Sinon, pour tout b ),- O, le sup définissant h vaut le sup pour 

t dans IR+ t , e son minimum en b est clairement obtenu pour 

lité classique de Markov est P(x 0 ) E(e tX) ) { 

P(X? 0) < inf E(e tX) , c'est-à-dire le résultat. 
t)-0 

Remarque 

Notons que dans le cas réel , lim h(a) = 

!al~ !al 

(t) 0), donc 

+00 , et que 

b = 0. L'inéga-

h est croissante 

à l'infini du côté positif: en effet, h est croissante à droite de E(X) , et 

(pour tout t) 

Revenons maintenant au cas général Banachique 

Proposition 3.2. 

Soit µ satisfaisant (3.1). Il existe alors une fonction 

telle que 

(3.5) 

Démonstration 

(/) + + 
IR - IR , convexe, avec lim </J(x)/x = +00, 

x~ 

Pou.r tout t , E (exp(t (/) cl !xi!))) est fini . µ 

Remplaçons µ par la loi de Z = 1 !xi!, ce qui revient à la supposer portée 

par Si on pose H(z) = P(Z ~ z), on a : (Prop 1) h(z) ~ exp(-g(z)) où 

g = hvO, h transformée de Cramer de µ. Posons 1/J(z) == lz•g(z)•I/J(z)/z-+ 00 et 

1/J(z)/g(z) - 0 quand z - 00 , d'après la remarque plus haut. Soit alors (/) 

la plus grande fonction convexe sous 1/J (i.e. le sup des fonctions affines moin-

dres de 1/J) (/) possède encore ces deux propriétés. Maintenant , 

Eµexp(t</J( 1 !xi 1 )) < t I exp(t</J(z) - g(z)) </J' (z) dz , 

dont l'intégrant est majoré à l'infini par t•exp(-</J(z))•</J'(z) (puisque </J/g 

tend vers 0) et l'intégrale est donc convergente. 
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Proposition 3.3. 

Soit µ satisfaisant (3. 1), 0 une fonction satisfaisant (3.5) , 

J{. a le convexe compact {À!I(À,µ) ~ a} de (2.5) . 

Alors 

Démonstration 

Posons T = 0( 11 XI 1) 

E(Y) = 1 , nous avons à majorer 

Y=Q E=E 
dµ ' µ 

E(TY) en fonction de 

Sur les T, Y positives, 

E(eT) et a= E(Y Log Y). 

Les fonctions f(x) = ex - 1 - x et g(y) = (1 + t) Log (1 + y) - y sont en dua~ 

lité de Young, ce qui veut dire que f' et g' sont réciproques, et entraîne 

que xy < f(x) + g(y) , soit E(TY) ~ E(eT-1-T) + E((l+Y)Log(l+Y)-Y) ~ E(exp't)+-l+â. 

Corollaire 

Soit µ satisfaisant (3.1), a réel, 0 dans • )E • L'ensemble 

est convexe compact. Il en est de m-eme pour v = ("\ l(' pour "'- a,T 0eT a,0 ' 

toute partie T de ~•. 

Démonstration 

Il suffit de montrer que JC 8 est fermé, soit, que pour toute À de 
a, 

"¼a \~a,e , il existe une fonction de 

D'après la Prop. 3, une telle À intègre 

~b(.:,(,) séparant À 

0cl !xi 1), donc I lx! 1 

de J,f, 0 . a, 

, donc (0,X) 

Si fM(X) = {signe de (0,X)}•{l(0,X)I /\ M}, fM est dans /: b , et, sur Jla 

Uniformément sur 1C. a , le membre de gauche tend donc vers O quand M tend 

vers l'infini, puisque 0(x)/x tend vers O à l'infini. Pour U assez grand, 

fM répond donc à la question. 

Si maintenant les X. sont des v.a. à valeurs dans )€, (indépendantes et 
1 

de même loi), rappelons qu'on appelle mesure empirique associée au n-échantillon 
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Soit µ satisfaisant (3.1) , ~ une fonction satisfaisant (3.5). 

Pour tout réel a> 0, il existe un compact :J{(a) et un réel M tels 

que 

(3.6) P (µ i X<a>) 
µ n et 

Démonstration 

Soit ; {µ E A._}= { r ~<l jx.j 1) > nM} 
n --z1 i<n 1 

et, comme la v.a. réelle, 0(llxl 1) a une transformée de Laplace définie par

tout, on peut appliquer la majoration de la Prop. 1, soit 

n 
~a 

On va maintenant construire un ensemble A 
a 

pour M bien choisi 

tel que 

(3. 7) A 
a 

est relativement compact, et 

La démonstration sera alors terminée en posant J.C(a) = ~ n A
8 

n 
~ a 

Ab, d réels tels que O < b < d < 1 , associons un compact K de JE tel que 

C µ(K) ~ b . Si on pose 

binomiale (la somme des 

Y I Û
0

(Kc) i = X. E Kc ' 
1 

Y.) de paramètre p 
1 

s'interprète comme une variable 

moindre que b. La transformée de 

Cramer des y est minorée par 

où a = 

d'après la Prop. J. 

Choisissons d 
m 

tendant vers O, puis b 
m 

tels que 

leur K , et posons 
m 

A = {À I Pour tout 
a m ' d } 

m 

vers O, A est relativement compact 
a 

(d'après (1.2)) et 

P (µ i A)~ 
µ n a O: a )

0 

m m 
n 

< a 

r 
m 

soit 

a <a, associons 
m 

Puisque d 
m 

tend 
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§4. Calcul de la transformée de Cramer 

Théorème 1 

Soit 1E un Banaéh séparable, µ une Probabilité sur Je satisfaisant (3.1). 

Pour tout t, E ( exp ( t 1 1 X 1 1 ) ) µ 
est fini . Alors 

( 4. 1) 

Démonstration 

h (a) 
µ. 

= Inf l(À,µ) 
ÀIÀe:P(lE);EÀ(X)=a 

En vertu de (3.4), on peut supposer a= 0 

gauche, I le membre de droite de (4.1). 

appelons h le membre de 

A. Démontrons d'abord que h~I. 

1. Si Jt = 1 R , notons Y la dérivée de Radon-Nycodim de À (À-< µ) par 

rapport à µ Y ? 0 , E/Y) = 1 • X désignent l'application identique x + x, 

on doit montrer que pour tout t réel, tout Y comme plus haut, vérifiant de 

plus E (XY) = 0 
µ 

l'inégalité 

- Log E (exp tX) ~ l(À,µ} 
µ 

or 

(La seconde inégalité provenant de Jensen appliqué à - Log) . 

2. Dans le cas général, soit * 9 e: -X . Si EÀX = O, Soit 

g: X-+- (9,X) de )( dans IR; le résultat, vrai pour les mesures images par 

g d'après A.l, entraîne - Log E (9,X) ~ I(g À, g µ), 
µ 0 0 

pour toute 9 de )! *, 

toute À centrée. On applique alors (2.4) : I(g À, g µ) 
0 0 

B. Montrons maintenant que h;, I. On peut tout d'abord supposer h fini . 

1. Ramenons le cas général au cas de dimension finie: soit T une partie 

"\I" * , finie de ~ S(T) le sous-espace linéaire engendré, 0T l'application natu-

relle de* dans S(T)*, identifié dans la suite à un espace 
m IR , et posons 

hT = Sup 
9e:S(T) 

- Log E (exp(6,X)) 
µ 

( ~ h, donc finie). 
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Si le résultat est vrai en dimension finie, il existe une Probabilité QT sur 

!Rm, centrée, d'information hT par rapport à 0T o µ (voir remarque finale). 

Soit ÀT la Probabilité sur 
T 

'3' définie par dÀ (X) 
dµ 

du Corollaire de la Probabilité 3.3; forment donc une famille filtrante de compacts 

non vides, et toute mesure de leur intersection est centrée ; et d'information 

moindre que h. 

2. Montrons le résultat dans !Rm. Si e est une forme linéaire, notons 

+ He , He , He les images réciproques par e de {x < O}, {x = O}, {x > O}. 

Trois cas se séparent: 

a. Cas intérieur: pour toute e ~ 0, 

1 lei 1 = 1 , l'infimum en t de E (exp t(e ,X)) 
µ 

est atteint à distance finie, 

puisque, les deux demi-espaces étant chargés par µ , la transformée de Laplace 

tend vers +m quand t +±m. Le convexe {ejE exp(t(e;X)) ~ l} est donc borné 
µ 

dans toutes les directions, donc compact, autrement dit l'inf est atteint, et il 

existe une e 
0 

telle que h = -Log E exp(e ,X). La Probabilité de densité 
µ 0 

exp(h + (e ,X)) (par rapport à µ) a une transformée de Laplace qui atteint son 
0 

minimum en~ e = 0, elle est donc centrée. Son information vaut h et le résultat 

est donc démontré. 

b. Il existe e telle que µ(H-) = 1. Ce cas ne peut se produire si 
œ 

h est 

finie, car inf E exp(e,X) ~ lim E exp t(e
0

,X) = 0. 
e µ t+m µ 

c. Il existe e
0 

~ 0 telle que p =µ(He)> 0 et 
0 

+ µ(He)= 0. En chan-
o 

g eant de base, on peut supposer que He = {x m = O}, et on décompose µ en 
0 

µ + p•y 
' 

où µ est une sous-probabilité portée par {x < O} , y une Pro-
m 

habilité portée par {x = O} . On désigne par X' la projection de X sur m 

{x = O} , identifié à !Rm-l , on décompose de même les formes linéaires, soit 
m 

(e ,X) = (8',X') + tX. Alors 
m 

E exp(e,X) = E -exp((e',X')+tX )+p•E exp(e' ,X') . 
µ µ m Y 

Prenons d'abord l'infimum en t: il se réalise pour t = +00 , et vaut 

donc h = -Log p + h (0). Par ailleurs, toute mesure À1 portée par 
y 

p•E exp(8',X') 
y 

{x = O} 
m 
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et centrée en X' est centrée en X, et d'information I(;\',µ)=-Logp+I(;\',v). 

On est donc ramené en dimension inférieure, de sorte que le dernier cas à traiter 

est le cas c. en dimension 1. Mais alors la dernière v est a , les dernières 
0 

À 1 coïncident avec v, et ha (0) = 0 = l(;\',v) , de sorte que la résultat est 
0 

démontré. 

Remarque 

La fonction l(À,µ) étant s.c.i. de À atteint son infimum I (sur les 

mesures centrées) dès qu'il est fini. En effet, l'ensemble des Probabilités cen

trées et d'information moindre que 2Iest compact. 

La mesure QT introduite en B.l. existe donc. 

Corollaire de l'étude précédente (Cramer-Chernov "ouvert" en dimension finie) 

Soit µ une Probabilité sur IR satisfaisant (3.1), G un ouvert de lRm 

(4.2) Alors lim inf _!_ Log P (S /n € G);, - Inf h (a) 
n n µ n asG µ 

Démonstration 

On peut trouver un point b centre d'une boule ouverte contenue dans G, 

"intérieur'' au support de µ au sens B.2.a., et tel que h (b) soit voisin de 
µ 

inf h (a) si ce dernier est fini . 
asG 

µ 

Il existe alors une forme linéaire e réalisant le sup 
' 

soit 

On note Àb 

assez petit 

h (b) = (8,b) - Log E exp(e,x) . 
µ µ 

la Probabilité de densité exp(h (b) + 
µ 

P (S /n E G) ~ P ( ! 1 S /n - b ! 1 ~ r) µ n µ n 

(0,X-b)) . Pour r réel 

, soit , changeant de loi 

La loi ;\b étant centrée en b, P, (j js /n-b] 1 ~ r) 
/\b n 

tend vers 1 , et le terme 

exponentiel dans l'intégrale est supérieur à 

résultat. 

exp(-nh (b) - nrj jej j) , d'où le 
µ 
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§5. Les Théorèmes de Cramer-Chernov 

Théorème 2 

Soit )€ un espace Lusinien ou Polonais, µ une Probabilité sur~ , 

~un fermé de P()E) , OJ un ouvert de P('>f) . On a 

(S. 1) 

(5.2) 

Théorème 3 

lim sup 
n 

lim inf 
n 

< .. inf I(>..,µ) 
ÀE:~ 

inf I(À,µ) 

ÀE:~ 

Soit ')E un espace de Banach séparable, F un fermé, G un ouvert de ~ , 

µ une Probabilité sur )( satisfaisant 

(3. 1) Pour tout t réel E exp ( t 1 1 X 1 1 ) est fini . Alors 

l 
s 

(5.3) lim sup - Log p (..E. E: F) ~ - inf h (a) 
n n µ n aE:F 

µ 

inf .!_ Log 
s 

(5.4) lim p (..E. e: G) ~ inf h (a) 
n n µ n aE:G 

µ 

Démonstration 

On notera dans la suite I('lf), I(t,J) , h(F), h(G) les opposés des seconds 

membres de (5.1, 2, 3, 4) • 

Remarquons tout d'abord que pour une famille d'événements 

mais m varie dans un ensemble fini, on a 

A , où n e: IN , n,m 

(5.5) l 
lim sup n Log P( UA ) 

n m n,m 
1 Max lim sup - Log P (A ) n n,m 

m n 

1. Démonstration de (5.1) : 

Notons le membre de gauche. Si on pose Cjï = où 
a 

est l'ensemble relativement compact construit au cours de la démonstration de la 

Prop. 3.4. et décrit en (3.7) , on a l(d') ~ I(7a) , et d'après (5.5) 

L('ît) ~ Max(L(~) , Log a) 
a 

A 
a 
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autrement dit, si le second membre est fini, a étant arbitraire, on peut se ramener 

au cas -:Ji' compact. 

~ est donc maintenant un compact, disjoint pour a< I(~) du compact 

convexe J{ a de la formule (2. 5) . On peut donc recouvrir ~ par un nombre fini 

d'ouverts convexes relativement compacts t9f -ef J 
tels que 0. t\ 1( = (/) • En 

d J a 

appliquant encore (5.5), on est ramené au cas d'un °Ji" convexe compact d'informa

tion arbitrairement voisine. D'après Hahn-Banach, il existe f dans f: b ()E) 

telle que 

Sup EÀ (f) 
Àe: l( 

a 

< = b • 

Projetons la situation sur IR, dont l'élément générique sera noté x, et les 

Probabilités Q. On a 

où S est la somme de n v.a.r. indépendantes, de loi cormnune foµ. Cette loi 
n 

satisfait (3.1), puisque son support est borné. On a donc comme majorant pour (5.1), 

d'après le calcul effectué Prop.3.1. et celui du §4., 

Inf I(Q,foµ) . 
QIEQ(X))b 

Maintenant, toute Q d'information finie par rapport à foµ et telle que 

EQ(x)), b peut se relever en une À de même information sur )E, par exemple 

d>.. = d~;µ of• dµ • Cette À ne peut appartenir à }(. , puisque 
a 

et donc 

Inf I(Q, foµ) ~ a 
QIEQ(x)~b 

ce qui termine la démonstration 

2. Démonstration de (5.2) 

Pour tout e: > 0 , 1 'ouvert étroit ~ contient un ouvert ~ du type 

d<= {À !IE,f. - E LI< r. 
I\ J \) J J 

J = 1 , 2, ••• , m} 
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où les f. sont continues bornées, r. > 0, enfin 
J J 

I(v,11) <I(c~p + e: • 

Soit f l'application de jf 

X = (x.) l'élément générique 
J 

j = 1 ' 2, . . . ' m} . 

dans 

de 

!Rm définie par 

!Rm, G l'ouvert 
m 

f (X) 

{x 1 

= (f.(X)). Notons 
J 

lx.-E f-1 < r. 
J J J 

On a alors {µ e: ~} ::> {Ef - (x) 
n olln 

e: G } 
m Ef - (x) peut s'interpréter comme 

olln 
s la moyenne arithmétique - n de n n v.a. indépendantes, de loi commune f 0 11 , 

loi satisfaisant évidemment la condition (3.1) puisque les f. sont bornées. 
J 

Comme {Q j EQ(x) e: Gm} contient {foÀ j À e: ~} , que 

d'après (2.4), on conclut en utilisant la formule (4.2) . 

3. Démonstration de (5.3) : 

Soit p 1 ()! ) l'ensemble des Probabilités sur ~ intégrant 1 lxll , et 

1 'application de pl dans')€, définie par T(À) = EÀ (X) . 
A a > 0 , associons le compact J.{(a) et le nombre M de la Prop. (3. 4). 

Je dis que T est continue de '.K.(a) .dans ~ (topologie étroite sur K (a), 

topologie forte sur 

ment vers À dans 

~ ). Soit en effet 

J{(a). Comme P(X.) 

S ={(À) · À} où À tend étroite-n ' n 

est polonais, il suffit de montrer que 

pour toute telle suite S , 1 IEÀ(X) - EÀ (X) 11 tend vers O. Comme~ est polo
n 

nais, S est équitendue : à tout e: > 0, on peut associer un compact K de ')f 

tel que 

Alors 

(5.6) 

C v(K) ~ e: pour toute v de S . Soit 

1 IE\)(X) - E (X) 11 ~M. (R / 0(R)) + R. e: 
VK 

T 

pour v e: S, R réel positif , 0 étant la fonction satisfaisant (3.5), d'après 

(3.6). Le membre de gauche de (5.6) peut donc être rendu arbitrairement petit , en 

choisissant bien R et e: , puisque 0(x)/x tend vers l'infini à l'infini. 

Soit SK = {vKlv e: S} . K étant borné, T est continue de SK dans (topologie 

étroite, faible). Mais T(SK} est contenu dans l'enveloppe convexe de KU (0), qui 
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est un compact sur lequel topologie faible et forte coïncident. 

Terminons la démonstration de (5.3) : 

On applique donc (5.5), la majoration (3.6), enfin (5.1) au fermé 

°Ji'= T- 1(F) n Kea). Il vient 

1 Sn 
lim sup - Log P {- E F} ~ Max(Log a, -I(~)) . n µ n 

D'après la formule (4. 1), I(~)) h(F) , on termine en faisant tendre a vers O. 

4. Démonstration de (5.4) 

Si h(G) est fini, on choisit a dans G tel que h (a) 
JJ 

soit proche 

de h(G), puis, d'après la remarque suivant la démonstration du Théorème 1, À de 

moyenne a et d'information h (a), on l'approche par 
JJ 

a support borné, d'in-

formation proche, de moyenne proche, donc encore dans G. Si PR est l'ensemble 

des Probabilités dont le support est contenu dans I jxj I ~ R, la démonstration 

précédente montre que T est continue sur PR (il suffit de remplacer (5.6) par 

est donc ouvert dans PR' d'information moindre que celle de À 1
, on applique 

(5.2) en remarquant que 
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§6. Deux exemples 

Dans beaucoup d'applications, le problème est de montrer qu'une partie Q 

de P()t) est un bon ensemble pour la loi µ au sens suivant 

(6. 1) lim _!_ Log P {µ E Q} = -I (Q) 
n µ n µ 

où naturellement 

I (Q) = inf{I(À,µ) 1 À E Q} 
µ 

Le Théorème 2 donnera immédiatement le résultat si l'on trouve une topologie 
0 

Lusinienne sur )é telle que n et n étant la fermeture et 1' intérieur de 51 

pour la topologie étroite associée, on ait 

0 

(6. 2) I(n) = I(S1) = I(S1 ) 

Dans ce qui suit, JE =IR, mais tout est immédiatement généralisable à 

lRd. On identifie les mesures à leurs fonctions de répartition (f.r.) , notées, 

F, G, H, avec F (x) = µ{- 00 ,x]} 
µ 

F 

f. r. associée à la loi empirique µ • 
n 

des points de discontinuité de F. 

(x) vaut JJ { --oo, X[} , et 
A 

F est la 
n 

On note D(F) l'ensemble (denombrable) 

Soit maintenant ;/) un ensemble dénombrable dense de 1R • Dans la suite, 

lR est muni de la topologie (Lusinienne ! d'après le Lemme 1.1.) T = T(:/)) 

plus fine que l'usuelle et rendant continues les 
1--oo' dJ 

et les l _00 ,d [ poür 

tout d de fil; la topologie étroite sur P(IR) est la topologie associée. 

Soit maintenant â(F,G) = 1 jF-GI l
00 

= 1 jF- - G-1 l
00

• Notons que â est 

atteinte (soit par le couple F,G, soit par le couple F-, G-). Naturellement, 

sur P(IR), la â-topologie est plus fine que la topologie étroire usuelle (c'est

à-dire celle de la convergence en loi) mais : 

Lemme 6. 1. 

Si D(G) c. ~ , tout â-voisinage de G est un voisinage étroit de G. 

(autrement dit, H--+- â(G,H) est étroitement continue si D(G) est contenu 
dans J) ) . 
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Démonstration 

Fixons n soit x. = Sup{x I G(x) ~ _ni} , pour 
i, n 

Si x. E D(G) , on pose 
1. ,n 

x. i,n . Sinon 

IG(y. ) - G(x. )1 et 
1.,n 1.,n 

soient moindres que 
n 

Soit l'ouvert étroit 

< i < n 

est un point de tel que 

{ H j Max (!1~x j G-H 1 ( y . ) , 
i i,n 

MaxjG--H-j (y. )) < ..!..} (il est ouvert comme intersection finie d'ouverts élémentaires). 
i 1.,n n 

La monotonie de G et H assure que si 
00 

H E: 
3 ~(G,H) < , d'où le résultat. n 

On note dans la suite n le fi-intérieur de n. 

Corollafre 

Soit n un ensemble fi-fermé, 
00 

On suppose que IF(n) = IF(n). Alors n est un bon ensemble (satisfaisant 

(6.1)) pour F 

Démonstration 

On prend ;jJ = ~ V D(F). Si G adhère étroitement à Q , et si elle est 

d'information finie, elle est absolument continue par rapport à F, donc 

D(G) C D(F) c W ; et d'après le lemme, elle fi-adhère à n , donc elle est 

dans n. Autrement dit , I(n) = I(Q) . Si I(S"l) = °", il n'y a rien de plus à 
00 

démontrer. Si I(S"l) < 00 , toute G de n d'information finie est étroitement 
00 

intérieure à n , donc I( ST) = I(n) • (6.2) étant vérifiée, on peut appliquer 

le Théorème 2. 

Dans [3] , Stone donne une série de conditions sur Q qui assurent que n 

est un bon ensemble. Une lecture attentive de ces conditions portant sur les par

titions finies de Q, montre qu'elles assurent qu'en fait, pour une topologie 

étroite associée à l'infinité dénombrable de partitions effectivement utilisées, 

son ensemble contient un ouvert d'information arbitrairement voisine, et que 

I(Q) = I(S"l) , du moins si 'i( est Lusinien au départ. Notre propos est plutôt de 

démontrer directement l'application qu'il en donne, soit son Théorème 2: 



Théorème 

Soit sur IR, F continue T une fonctionnelle sur P(IR) uniformément 

continue pour la distance ~. On pose Qr = {G!T(G)-;, r} , I(r) = IF(r.r) 

Alors, si I(O) est finie, si I est continue à droite en O, 

bon ensemble pour F. 

Démonstration 
00 

Q est un 
0 

Clairement Q
0 

est ~-fermé, Q contient Q pour r > 0, donc 
o r 

00 

I( Q ) = I(Q ) . On applique le Corollaire . 
0 0 

Remarque 

Il me semble que je démontre le résultat sous des hypothèses plus générales 

(pas besoin de la continuité de F, de l'uniforme continuité de T, de la 

finitude de I(Q )) • 
0 

Dans [2] , Sethuraman étudie en particulier les grands écarts à Kolmogorov

Smirnov, et son résultat est la suivant 

Théorème 

Soit ~n = {G 1 ~(F,G) ~a}. Alors Q est un bon ensemble pour F. a a 

(De plus, il calcule explicitement IF(Qa)) • 

Démonstration 

Posons I(a) = IF(Qa) • On voudrait se ramener au résultat précédent en 

posant T(G) = 6(F,G) - a. Remarquons que la partie majoration est toujours 

valable, Q étant 6-fermé. Pour la minoration, effectuons une construction 
a 

préliminaire. Soit G 1 F b = 6(F,G) , G absolument continue par rapport à 

F : comme on l'a remarqué au début de ce chapitre, il existe un x de IR, 

tel que 

Plaçons nous dans le premier cas, ou nous poserons p = F(x) , q = 1 - p , 

P = G(x) = p + b, Q = 1- P avec p < P ~ 1 , (et e=;=~ car dG est absolument 



continue par rapport à dF) . Soit 'li' P,p = {HIH(x) = P} . 

Alors d'P,p est contenu dans Qb et son information I(P,p) vaut 

P Log~+ Q Log .9. 
p p 

atteinte par H P,p définie par 

dH = ~ dF 
p 

ou g_ dF 
q 

suivant que l'on est sur - 00 ,x} ou }x, +oo. 

(convexité de x--+- x Log x). I(P,p) est croissante et continue de P sur 

[p,I} . Montrons maintenant que pour toute G de Qa, et d'information finie✓ 

lim inf .!. Log PF·{F E Q} ~ -I(G,F). Conservant les notations précédentes, sup-n n a 

posons encore être dans le premier cas; posant P 1 = p+a ~ p+b ~ la monoto-

nie de I(P,p) entraîne que I(G,F) ~ I(P 1,p). Si maintenant P1 < 1 , on pourra 

trouver P' tel que P 1 < P' < 1 , avec I(P',p) arbitrairement proche de 

Alors HP' sera dans l'intérieur ,P 
(pour t,) de Q , et le raison

a 

nement du Corollaire montre alors que lim inf .!. Log 
n (en passant à la limite 

en P') est supérieur à I(G,F). Le cas restant est celui où P 1 = p+b = p+a = 1. 

Mais alors I(G,F) ~ I(l,p) = -Log p. L'événement {X.~ x pour 
l. 

entraîne alors {t,(F ,F) ~ a} et a une F-Probabilité égale à (F(x))n, soit 
n 

pn, minorée par exp(-n I(G,F)) • 

La démonstration est terminée en faisant une démonstration similaire dans 

chacun des trois autres cas. On voit aisément comment calculer I(a) , évidemment 

distribution free si dF est diffuse . 
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GRANDES EI' M)YENNES DEVIATIONS POUR LES 

MARCHES ALEA.'IDIRES. 

D. PICA."1'.ID - J. DESHAYES. 

On considère une suite de vecteurs aléatoires indépendants et 

équidistribués : s 1, ..• , sn de l'espace euclidien Rk (toutes les normes étant 

. i 
équivalentes, on pourra utiliser la norme : p(x) = Sup lx 1 

Es = 0 

Ess' = B avec dét B / O. 

On pose S = 0 
0 

+ ••• + j = l, 2, ... , n 

i=l, •. k 

On définit la ligne polygonale s (t), t E [o, 1] dans Rk construite 
n 

sur les points<{, !~n)) pour j = 0, l , ... , n 

nombres positifs telle que 
x(n) 

ln 
---+>oc et 
n ➔ oo 

où x(n) désigne une suite de 

x(n) = O(n). 

On s'intéressera au comportement asymptotique des (t) ; pour cela 
n 

on se place dans l'espace c>k[O, 1] des fonctions continues de [o, 1] dans Rk muni 

de la norme uniforme notée 11 • 11 ; et on étudiera P(sn (.) G) où G est un 

borélien de -ek [o, 1] • 

Dans la partie I, on introduit la fonctionnelle w qui Joue pour 

les marches aléatoires le rôle de la transformée de Cramer dans les théorèmes de 

grandes déviations. En première lecture, on pourra omettre les propriétés de w. 

Après avoir énoncé les théorèmes dans la partie II, des exemples d'applications 

sont mis en évidence dans la partie III. La partie IV est consacrée aux démonstra

tions et dans la partie V, on envisage le cas où la transformée de Laplace des 

existe seulement dans un voisinage de O. 

Cet exposé a été construit d'après des résultats de Borovkov [2] et 

Mogulskii [ 3]. 
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I. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS. 

On désigne par~/;(.) la transformée de Laplace de la variable aléa

toire i; et par hi;(.) sa transformée de Cramer 

À E Rk ~ qi /;(À) = Ee <\ ,!;> 

= Sup { <et,À.> 

À.E JR k 

On note~ l'ensemble des fonctions de t\[O, 1] partant de O en t=O 

et r l'ensemble des lignes polygonales (ayant un nombre fini de sonnnets) de -e, 
0 

ces deux ensembles étant munis de la topologie trace. 

Les propriétés asymptotiques seront énoncées à l'aide de la fonction

nelle wi; définie par: 

hi; (f'(t))dt 

Proposition. wi; est une fonctionnelle semi-continue inférieurement sur r. 

démon6bta.t.ion: soit fEf de sonnnets (ti, f(ti)), i = 0, 1, ••. , j. 

Pour un nombre e: positif, on notera B(f,E) l'ensemble des fonctions g de ½<[0,1] 

telles que I lg - fi 1 < E 

:i e:>o tel' que 

La fonction hi; 

gEB(f,e:)nr, hi; 

on en déduit que v n > o, 
f(t.) - f(t. 1) 

l. l. -

( t. - t. )- Tl 
i. i.-1 

pour i = 1, 2, ••• , j. Par intégration, on obtient 
'\, 

wi; (g) ~ wi;(f) - n, où 

'\, 
g désigne la ligne polygonale de sommets (t., g(t.)), i = 0, 1, ... , j. 

l. l. 

Jensen 

1 

~ 

La fonction 
t. 

J 1. 

t. 1 1.-

hi; étant convexe, on peut appliquer l'inégalité de 
g(t.) - g(t. 1) 

hc (g'(t) dt ~ h ( 1 
1.- ) ce qui donne 

c, i; t. - t. I 
1. l. -- _, 
-

' 
j - ,.. • l r - . i 

' 
l:~.1. l:.ï. 

La fonctionnelle w·,. étant s.c.i. sur l'ensemble r qui est dense dans 
è, 

e
0

, on la prolonge naturellement en une fonction s.c.i. sur~ en posant: 

f E~ ,.....,.._.,,, wi; .(f) = inf lim wi; (fn) 

{ fn} E r 

11 fn - f 11 -+ o 
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Remarque 1 : Si .:Pç;n'existe pas partout mais seulement dans un voisinage de 0, 

wf,(f) coïncide avecJ ~ hf, (f'(t)) dt pour toutes les fonctions f de~ telles 

que f' soit continue à valeurs à l'intérieur du domaine de définition de hf,. 

Remarque 2 : Si .:Pt,; existe partout, alors la fonction 1,elle Wf, coïncide 
avec vf, définie sur e0 par vF(f~ =J

O 
h(f'(t))dt pour f absolument 

continue 

v f, ( f) = + 00 sinon. 

Nous allons le montrer à l'aide des deux lemmes suivants: 

lemme 1 : '1 f E eo, wf,(f) ' v f,(f) 

dêmomtJr.ation: si vf,(f) = + 00
, c'est trivial. 

si f est absolument continue, elle admet un module de 
"\, 

continuité uniforme ô, Désignons par f la ligne polygonale de sommets n 

lemme 2 si cpç; existe partout, vf, est s.c.i. Alors on en déduit que pour fE e
0 

v f,(f) ~ inf lim v f, (fn) 

{fn }E'fo 

11 fn - t 11 -+ o 

~ inf lim vf, (fn) = wf,(f), 

{f } Er 
n 

lif - f 1 1 -+ 0 n 

ce qui prouve, avec le lemme 1, l'identité de wf, et vf,. 

dêmoru,tf!.ation: Pour montrer que vf, est s.c.i., on va prouver que pour 

tout K positif• les ensembles AK = {f Ee
0

, v f,(f) ~ 

suite de ~ telle l lfn - fi! 

1 

-+ 0; montrons que 
n -+ oo 

K} sont fermés. Soit f une n 

f E ~-

JO hf, (f'n(t))dt ~ K et lim = + 00 entrainent que la suite f' 
n p(x)-+oo 

est 

équiintégrable; donc elle est relativement compacte pour la topologie a(L 1, L
00

). 

Soient y 1 et y2 deux valeurs d'adhérence de la suite f'n pour a(L 1, L
00

), on a 
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alors : 
t 

f(t) = J
0 

' t 
yl(u)du = J o 

continue et 

y2 (u)du, ce qui implique que f est absolument 

Y
11

= Yz = f', Donc f'n ➔ f' pour a(L 1, LJ, En effet nour toute 

fonction n, J h~(n(t))dt ~ K 
0 

1 

J 
0 

< g ( t) , n ( t) > dt - J Log ~ ~ ( g ( t) ) dt 
0 

Montrons le sens non trivial : 
1 1 

Remarquons d'abord queJ < g, n > dt - f Log cpé,;(g(t))dt ~ 
J o o+ 

00 

00 

K , yg E L 

implique : J [ <g(t),n(t)> - Log ::p ~[g(t)] J dt ~ K, \7 gEL 
0 1 

et par suite J j<g(t),n(t)> -Log::p~(g(t))j+dt ~ K, yg 
0 

Prenons g(t) = eE (n(t)) avec eE défini par : 

<~, 0E(x) > - Log cp~ [0E:(x)] = {l -e:) h~(x) 

~J [ (1 -. E)h~ [n(t)]]+ ~ K 
o 1 

E arbitraire ~J h~ [n(t)] dt ~ K. 
0 

Proposition. sicp~ existe partout, l'ensemble~= { f E f>
0

, w~ (f) ~ K} est 

de plus compact dans~-

démori6.tJr..a..t,[on: il suffit de trouver un module d'équicontinuité. 

Ayant supposé l'existence de cp ~ partout, nous pouvons considérer sa restriction 

à toutes les "diagonales" de Rk • 

Pour u croissant de O à + 00 , Log cp ~ (u,ô) est une fonction 

croissante en u de O à+ 00 , où o désigne l'un des 2k vecteurs de Rk dont les 

composantes valent +1 ou -1 ; nous pouvons alors considérer la fonction tjJ0 (u) 

inverse de 
Log cp~ (~ ) 

elle est définie pour u E] 0, 00 [ croissante et 

tendant vers O en o.u 

Soit tjJ(u) = I tjJ0 (u) définie pour u > 0, croissante et tendant 
ô 

vers O en O. 

Considérons maintena°f une fonction g quelconque de')( 

p[g(x) - g(y)J ~ i : 
1 

1 gi(x) - i<y) 1 = <ô, g(x) - g(y)> pour 

l'un des o. 
l 

g(x) - g(y) = J 
0 

~p (g(x) - g(y)] ~ 
ij)(x-y) ._ 

g'(t) 1[ }(t) dt y,x 

<8, g(x) - g(y)>_ 
1/Jô(x - y) -

1 

I 
0 

<g'(t), 
o. 1 [y, x] ( t) > dt 

t/Jc5(x-y) 
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Comme hs et Log Cf) s sont en dua 1 i té de Young 

Va, VÀ, 
1 

donc J 
0 

X 

~ K + J 
y 

dt = K + 1 
X - y 

Nous obtenons p[g(x) g(y)} ~ (K + 1) ~ (x y), Vg E Ax_, ce qui montre que 

(K + 1) ~(.)est un module d'équicontinuité. 

Pour G borélien de ek[0,1], on pose Ws (G) = inf ws(g) si cnt;/0 
g:Gi1fo 

sinon. 

Des remarques et propositions précédentes, on déduit que 

i) si Gest ouvert, Ws(G) = Ws(GnI') 

ii) VfE~, Ws[B(f ,e:)} ,;,f ws(f) lorsque e: ~ O. 

iii) si cp existe partout, Ws[B(G,e:)] _,,;;f Ws(G) pour tous les boré

liens G vérifiant Ws(G) < 00 , G désignant l'adhérence de G dans~ [0,1] 

Lorsque s suit la loi normale :J/ê.o, B), sa transformée de Laplace existe 

partout et on obtient les formes particulières suivantes : 

1 -1 
h

0
(a) = 2 a' B a 

w
0

(f) =½J
1 

f'(u)'B- 1f'(u) du 
0 

W
0

(G) = inf w
0

(g) si Gn e
0 

# 0 et+ 00 sinon. 

gEGnt:, 

II. ENONCES DES THEOREMES. 

1. Grandes déviations. 

On suppose que les variables sont une transformée de Laplace 

k x(n) 
sur R. Soit x(n) une suite telle que -n- + 1, alors VG borélien de~ 

lim .!. Log P(s (.) E G) ~ 
n~ n n 

0 0 

G étant l'intérieur de G. 

0 

Finalement,pour les boréliens G vérifiant W=(G)= W=(G),on a 
1 ':> ':, 
;Log P (sn(.)EG) + - W (G). 

n + oo s 
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2. Moyennes déviations 

On suppose que les variables~ ont une transformée de Laplace 

dans un voisinage de O. Soit x(n) une suite telle que x~n) -+ 0 et rn ➔ 00 

Alors vG borélien de ~k, 

lim n 0 

Log P (s (. )EG) > - W (G) 
2 n ~ 0 

n,+<lO x(n) 

lim n Log P (sn(.)EG) < - w (G) si w (G) < 00 
2 ... 0 0 

tt+co 
x(n) 

0 

Finalement, pour les boréliens G vérifiant W (G) = W (G), on a 
0 0 

RemCVtquu : i) si les variables ne sont pas centrées mais E~ = a, il suffit 

de remplacer G par Ga dans les seconds membres des inégalités: 

Ga= {g(t) - a.t, g G} 

ii) si la suite x(n) est telle que x(n) ➔ 8 I 1, il suffit de 
n 

remplacer G par SG dans les seconds membres. 

iii) W(G) • 0 ~ G contient la fonction nulle. 

Les deux théorèmes seront démontrés parallèlement, il sera donc 

commode d'utiliser les notations h, w, W, pour désigner respectivement h~, 

w~, W~ dans les cas de grandes déviations et h
0

, w
0

, W
0 

dans les cas de moyennes 

déviations. 

III. EXEMPLES D.' APPLTCATION. 

J, Interprétation de w(f) 

lim n Si w(f) < oo, w(f) = lim 
E:'1110 - - 2 

Log P ( s (. )E B ( f, e:)) n x(n) n 

= lim lim 

e:"° n 

n 
-- 2 Log P (s

0
(.)EB(f,e:)). 

x(n) 

En effet, nous avons vu que Vf E ~• W (B(f,e:)) ?' w(f) quand e: ~ o et d'autre 

part, le théorème de grandes déviations permet d'écrire : 

lim n 
2 Log P (sn(.) E B(f,e:)) ~ - W(B(f,s)) 

x(n) 
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n -~ 2 Log P (sn(.)E B(f,E)) ~ - W (B(f, 2E)) 
x(n) 

lim 

et on fait tendre E vers 0 

RemMque: Commecp~ existe partout, W (B(f,E)) est une fonction continue en E 

(suffisamment petit) pour toutes les fonctions f satisfaisant à la condition 

f' continue à valeurs à l'intérieur du domaine de définition de h. 

et par suite 

et 

lim 
E\0 

Cela permet d'en déduire: W(B(f,E)) = W (B(f,E)) 

n 
2 x(n) 

lim 
n 

n 
2 x(n) 

Log P ( s ( . ) E B ( f , E ) ) -+ - W ( B ( f , E ) ) 
n 

Log P ( s ( • ) E B ( f , E ) ) = - w ( f) • n 

2. Franchissement de la barrière. (k = 1) 

On prend G • {fEe[o,1] telles que 3 tE[o,D, f(t) ~ g(t)}, 

où g une fonction continue sur [0,1] telle que g(t) > 0, Vt (le cas contraire 

serait trivial:! Log P (sn(.)E G)-+ 0). 

Etudions d'abord les grandes déviations. 

1 S• a(t) > c Yt er cas: i ~ ess sup ~, Ou S .: g(t) > c da 1 ca ' 
4 , ess §UP ~ ns e sou 

t 

P(~ = ess sup ~) = 0 , on a directement 

2e cas: si g~t) ~ ess sup ~, V t dans le cas où P(~ = ess sup ~) > 0 

et 3 t
0 

E] O, t] (le plus petit) tel que g(to) = ess sup ~- On obtient directement 
to 

P(sn(.) E G) = P(sn(t
0

) = t
0 

ess sup ~) 

= [P(~ = ess sup~)][lto} + 1 

~ ¼ Log P (sn(.)E G)-+ t
0

• Log P(~ = ess sup ~) = w~ (gt 0 ) = W~(G) 

Dans ce cas, la minoration donnée par le théorème serait sans 
0 

in.térêt W (G) = 00 



3e cas si; t E ro 17 g(to) 
0 L' ' lj, t 

0 
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< ess sup F,;. 

Pour fEG, posons u = inf {tE ~,Ù, f(t) = g(t)} . La fonction 

d~f· . ( ) g(u) g e 1n1e par g t = --u u u 
[inf (t,u)} appartient aussi à G et w(f) ~ w(g) u 

donc W(G) = inf w(g) = inf u.h [g(u)} 
u u u 

Gest évidemment fermé et de plus W(G) = W(G). En effet, V t g(t ) ,-t- < ess sup t;; 

donc la fonction~ est continue au point g~t) • 

VE> o,3n >Otel que hç; [(1 + n) g(~ )~ ~ 

la fonction g~ 
0 

= (1 + n) g 
t 

n o 
gt E G donc Wç;(G) ~ W(G) (1 + n), V n > o. 

( 1 + E) 

S'il existe u unique réalisant inf w (g ), alors on peut 
0 U 

interpréter 
u 

g comme la trajectoire la plus probable conditionnellement au 
Uo 

que 1 'on franchit la barrière (cf; [ 7 J ) . 

fait 

Pour les moyennes déviations, h
0 

est une fonction continue sur R 

pour toute fonction g continue sur [0,1], 

n 2. Log P (3t E[o,1], sn(t) ~ g(t)}-+ 
x(n) 

on aura alors 

- W (G) = -inf 
0 

t 

3. Non franchissement de barrières: k = 1. 

[,g(t5f 
2cr2 

t 

On prend G = {fE€[0,1] telle que f(t) < g(t), V t} où g 

de classe C 1 et telle qu'il existe t E ] O, 1] tel que g( t ) < 0 

cas ne sont pas intéressants : ..!. Log P (s (.) E G) -+ 0 ou - 00 ). 
n n 

(les autres 

1er cas : Si 3 t tel que g~t) < ess inf l; ou si 3 t tel que g~t) = ess inf ç; 

dans le cas où P(ç; = ess inf ç;) = 0 on a directement : 

2e cas: :it
0

E Jo,1] (le plus grand) tel que g(to) = ess inf t;; dans le cas 
to 

où P (; = ess inf ;) > O. Ce cas sera traité avec le suivant car ht;; est 

continue sur [ess inf l;, o] . 

3e cas : fil& > ess inf l;, v t. 
t 

Considérons d'abord la fonction 1, enveloppe convexe inférieure 

de {(O,O)} U {(t,y), y> g(t)} ; en vertu des propriétés g, 1 est continue sur 
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[o, 1] et g(O) = o. 

Considérons maintenant t 
0 

= inf {t, g(t) = 

'\, 

des propriétés de g, g(t 0 ) = g(t 0 ) < O. 

Notons g* la fonction: g*(t) 
'\, 

= g(t), t ~ t
0 

0 

= g ( t 0 ) , t ~ t 0 

inf g(u)}, en vertu 
uE[O, 1] 

Nous allons montrer que W(G) = w(g*). D'abord w(g*) < t
0

.h [~(O)] < 00 

d'après les propriétés de h et de g. La fonctionnelle w étant s.c.i., elle 

atteint son minimum sur le compact {fEGn~, w(f) ~ w(g*)} pour une fonction 

notée g: 
W(G) = w(g) 

Supposons que w(g) < w(g*). 

Si il existe t 1 tel que g(t
1

) < g*(t
1
), considérons une tangente 

X - x à g au point t 1 ; elle rencontre g en un point t 2 < t
1 

car g(O) = g (0) = 0 et 

X g est convexe. Deux cas se présentent : 

Ier cas: Cette tangente rencontre g en un point d'abscisse t 3 > t
1

, alors on 

" t~ ~ ~ 1. aurait w(g) < w(g), ce qui est impossible 
ô 

( g( t)' t ~ t 2 et t ~ t3 
( 

g(t) = ( 
( t3-t t-t 2 
( -- g(t2) + g(t3), t2 ~ t ~ t3 
( t3-t2 t3-t2 

2e cas: Cette tangente ne rencontre pas g pour t > t
1

, alors on aurait w(g) < 

w(g), ce qui est impossible: 

0 
' 

g(t) -
( g(t), t ~ t2 
( 
( 1-t 

~--- ..... ;~,,,. 
( 1-ti g(t2) + 

ce qui prouve que g ~ c/. 
Considérons maintenant l'énsemble 

A 
,. ..... +• 'à 

{ tE [o, 1], g(t) > 8*<t)} 

c'est un ouvert donc réunion au plus dénombrable d'intervalles: 

1 
' 1 

'i 

• Pour un intervalle du type J t 'n' t"n[ avec t"n < 1, on a 

x X - x g (t'n) • g (t' ) et g (t") = g(t") ; d'autre part g est linéaire sur n n n 

}t'n' t"n[ car elle est strictement inférieure à g donc à g sur cet intervalle. 



La convexité stricte de h impliquerait que 

ce qui contredit l'optimalité de g . 

t Il J n 

t' n 

* 1 t" 
h (g (t))dt < J n 

t 1 

n 

h(g'(t))dt, 

• Pour un intervalle du type lt', Il, nécessairement t' > t 0 et 
1 1 

on aurait O = J h (g*'(t)dt <J h (g'(t))dt. Ce qui prouve que g = g*. 
t' t' 

0 

() Gest évidemment fermé et de plus W(G) = W(G) si g(O) > 0, et si 
~ > ess inf $ Vt. o * 
Considérons la fonction de G définie à partir de g par: 

= 
g 

f. 

( = [l'(O) - e:]t sur [O,e:}, e; 
( 
( 

X petit de sorte que g '(O) - e:> ess 

( = 
( 

inf s 
g*(t) + g(e;) - g*(e) sur[e:,1]. 

€ ~s lh<g*' <t>> 
0 

h (g*' (O) - e:) lat 

E: ~s lh(g*'(t)) - h(g*'(O) lat +e:I h(g*'(O) -
0 

h(g*' (0) - e:) 1, 
arbitrairement petit car g*' continue en O eth 

est continue en g*'(O). 

Dans ces exemples, g* peut être interprétée comme la trajectoire 

la plus probable de G, au sens suivant : asymptotiquement la probabilité pour s (.) n 

d'appartenir à Gest "équivalente" à celle d'être au voisinage de g*. 

IV.DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 

Comme nous le verrons ces résultats sont obtenus par discrétisation 

et les outils essentiels sont les théorèmes sur les grandes et moyennes déviations 

sur Rk; de façon plus précise, nous utiliserons les deux théorèmes suivants : 

Théorème 1. Grandes déviations (cf [ 1]). 

Si les variables aléatoires~- ont une transformée de Laplace 
l. 

définie dans un voisinage de 0, alors pour tout borélien Z de Rk: 

lim 1 p (Sn Z) ;;.:; - inf h~ (z) - Log -E n n n 
zEZ 

lim 1 (Sn Z) :;;; - inf h~ (z), V e; > 0 - Log p -E 
rt n n 

ZE 1\:) (Z ,e;) 
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0 

où z désigne l'intérieur de Z dans Rk muni de la métrique pet B (Z,E) 
p 

désigne {y E Rk, :i z E Z tel que p (z-y) < d. 

Théorème 2. moyennes déviations. 

Si les variables aléatoires ~i ont une transformée de Laplace 

définie dans un voisinage de 0, alors pour tout borélien Z de Rk: 

lim 
n 

lim 
n 

n Sn · 
2 Log P (x(n) E Z) ~ 

x(n) 

n Sn 
2 Log p (x(n) E Z) ~ 

x(n) 

- inf h (z) 
0 0 

ZEZ 

- inf h
0 

(z), v E > o 

ZEBp(Z,E) 

Ce théorème découle directement du théorème de moyennes déviations sur R (cf[4]) 

que l'on étend à Rk, de façon analogue aux grandes déviations. 

En suivant la démarche de [3], nous ferons la démonstration en 3 étapes ; 

- nous montrons d'abord l'existence d'un €-précompact (voisinage 

d'ordre E d'un compact) dont la probabilité du complémentaire est négligeable 

pour le problème. 

- nous établissons ensuite les théorèmes dans le cas où Gest une 

boule centrée sur une ligne polygonale. 

- nous étendons enfin les résultats aux boréliens G, Gn e0 # 0. 

Lemme 1. 

Si les variables aléatoires ~i admettent une transformée de Laplace au voisinage 

de O (resp. partout) dans le cas de moyennes (resp. grandes) déviations, 

VC > O,VE > 0, il existe un nombre fini de lignes polygonales f
1

, 
d 

telles que lim 

n 

Vêmo nJ.dJr.a.üo n 

n 
2 

X (n) 
Log P (sn(.) i j ~ B(fj, E)) ~ - C 

Des nombres E > 0 et 1 N étant fixés, considérons l'ensemble 
1 

K(s,l) = 0 
i = 

i-l<t<i 
1 ' 1 

[ i - 1 ] P f( l ) - f(t) < s} 

r 

En prenant les lignes polygonales 
d 

fj à sormnets d'abscisses O, Î' 

U B(f. ,E), d = 2k. l 
J = 1 J 

2 
Î' ... , 1, il est clair que K (s,l) c 
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P(s (.) Î K(e:, 1) = 
n 

1 
p ( J 

i = 
{s (.), 

n 

< ... 

1 

t p [ Sup 
i - i 

i=l l :;:t~Î 

< L P ( sup 1 p [ Sn ( t) J 
0 ~ t ~ Î 

> e:) 

< 1.P ... ( Max ASil > e: x(n)) 
j s; !!. 

1 

i -
l 

sup 

De l'inégalité bien connue sur R (par exemple cf jSj) 

j~N 

On tire 
k 

~ 1 E 
i=l 

~ 2kl 

p 

Sup 

i 

(Max [s~J 
J 

> e: .x(n)) 

j~ 
n 
1 

p < [si 1 >e;.x(n) -
[y] 

Sa. 
]. 

~ 2kl P ( P [s J > e:1. x~n) - /z 
[r] 

~]) 

/î p(cr)) 

En appliquant les théorèmes de moyennes et grandes 
le rôle de x ([T] ) , on obtient : 

déviations sur Rk, où x(n)joue 
1 

lim 
2
° Log P (sn(.) i K (e:,l)) ~ - ..!.. inf h(z) 

ri X (n) l 
z i Bp (0, (1-1 )e:) 

La fonction h étant la transformée de Cramer d'une variable ayant une 

f ~ d L 1 d~f· . 11 ~ "f' h(z) ( fft}) trans ormee e ap ace e 1n1.e partout, e e ver1. 1.e : -- - 00 c L 
p(z) p(z)~ 

On en déduit donc le lemme: 

Ve:> 0, VC > 0, 31 tel que lim 
n 

n 
2 

X (n) 
Log P ( s ( . ) r/. K ( e: , 1 ) ·~ - C • n 

Nous allons maintenant montrer que les théorèmes sont vrais 

lorsque Gest une boule centrée sur une ligne polygonale f der. La démonstra

tion consiste à discrétiser le problème: au lieu de calculer P (p[s
0

(t) -f(t)] 

< e:, Vt), on va étudier le comportement asymptotique de l'expression: 

p ( n {p[sn(q) - f(q)] < e:}) 
qEQ 
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où Q est un ensemble discret (r étant fixé, on prendra Q = {O, 
r 

Il y aura donc deux parties : 

r, ... , 

- écrire un théorème de grandes ou moyennes déviations pour évaluer 

p ( n Q {p [s (q) - f(q)J < e:). 
qE r n 

r-1 
r ' I} ) 

- approcher P (sn(.)E B (f,e:)) par densité en faisant tendre r vers l'infini. Il 

sera commode d'utiliser les notations suivantes : 

pour 

L'application Fr de~ dans Rk.r consiste à mettre dans un vecteur de taille k.r 

les accroissements de g sur les segments [j-l , iJ et l'application F(n) approxime 
r r r 

Fr de sorte que les accroissements soient pris en des points d'abscisse!.. 
n 

Lermne 2. 

où H (z) r 
1 

= -r 

Vémo n.6.tlta..Üo n. 

Pour tout borélien Z de Rk.r 

lim 
n 

n 
2 

x(n) 

lim n 

n x(n)2 

r 
E 

i = 

Log P { F(n) (s ) E Z} > - inf Hr(z) 
r n .,, o 

zEZ 

~ -infHr(z),Ve:>O 

zEBp(Z,e:) 

C'est une application directe des théorèmes de moyennes et grandes 

k-r 
déviations dans R , en effet 

F; + 
[. E; 

(j-1 )[~]+ 
+ + E;_ n + ·c n J ... 

F(n) 1 
. . . 

l J[rJ (s) = ( 
x(n) :r. ' ... 

' ... ) r n x(n) 
X1 + Xz + ••• + X 

[%) 
= 

x(n) 
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où X.= (t;.,t;j +.[n]' ..• , t;. + (r-1) [n,) est 
J J r J r-l 

une 

admettant pour transformée de Cramer au point z : 

variable aléatoire de Rkr 
k 
}:; 

i = 
h(z.) 

l 

Uontrons d'abord la majoration dans le cas où Gest une boule: 

lim n 
2 

Log P ( s n ( • ) E B ( f, e:) ) ~ lim 
x(n) 

n 
2 x(n) 

Log P {F(n) (s ) E F(n) [B(f,€)]} 
r n r 

n n 

< - inf H (z) ' r Vô > O. 

zEBP[Fr(B(f,e:)), ~ 

Mais Bp[Fr(B(f,e:)),ô] = Fr 
r 

[B(f, e; + ô ] 
i i - 1) 

et Hr[Fr(g)] = ½ I: 
i = 1 

g(-) - g ( r 
h [ r l ] = w(gr) où gr est la ligne 

r 
i i 

polygonale de sommets (r' g(r)), i = 0, 1, 2, ••• r. 

Comme h est convexe, on a w(gr) ~ w(g) et connne w est s.c.i., lim w(gr) = w(g) 
t'400 

et on en déduit: lim inf w(g ) ~ inf r lim w(g) = inf w(g) r 
r+a> gEB(f, e:+ô) gEB(f, e;+ô) ~ gEB(f ,e:+ô) 

d'où la majoration: lim n Log P (s (.) E B(f,e;)) ~ - inf w(g), n 
x(n) 

2 gEB(f ,E+Ô) 

Pour la minoration, on peut écrire 

P (sn(.) E B(f, e;)) ~ p {F(n) (s
0

) E F(n) [B(f, I )] } r r 

-P {F(n) (sn) F(n) [B(f, 3")] n s (.) i B(f ,E)} r E r n 

Le deuxième terme est négligeable devant le Ier car dans cet ensemble 

nécessairement "agitée" entre les points 1., plus précisément r 

s n 

V·ô > 

est 

{F(n) (s )EF(n) IB(f, :.
3 

lln {s (,)i B(f,s)} n K(s;..
3

, r) = (/J pour r > R, 
r n r n 

où R défini à partir du module de continuité de f: 1/Jf <½> < I' 
Nous venons de montrer que: 

VE > 0, VC, 3 r 

B(f,e;)} ~ - C 

alors que d'autre part 

0 
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lim n Log P { F(n) ( s ) E F(n) [B(f, ~)7 --2 } n x( n) 
r n r 3 J 

= lim n { F (n) (s )E B [F(n) ~)1 > - H [F col n- x ( n ) 2 
Log P ( f , ~ -w(f) r n p r 3 J ~ r r ~ 

Il ne reste plus qu'à étendre l es théor êmes à des boréliens G quelconques. La 

minoration est immédiate : 

lim n 

n x(n)2 
Log P (sn(.)EG) ~ lim 

n 
n 

2 
x(n) 

0 
0 

>lim ., __ n 
--2 Log P(sn(.)EB(f, E:)),Vf f n G, E: étant choisi tel que B (f ,e) C G 

n 
x(n) 

0 

~- w(f), V f E !"'nG 
0 0 

donc lim n Log P(sn(.) G) ~ -W (f n G) = - W(G) 

n x(n/ 

Pour la majoration on a V E > 0, 

E: étant fixé, 1 est choisi suffisaunn ent grand pour que le 2e terme soit négligeable 

devant le Ier. 
~ d 

K(},l) Ci~ J B (fi, J)~ cr)K (j°, 1) c ~ B(fi, j) E tels que B (fi, 3) n G # 0 

lim n 
2 

x(n) 

soit finalement, lim 
n 

n 
2 

x(n) 

< - inf .. 
i 

V. RESULTATS DANS LE CAS OUcp~ N'EXISTE PAS PARTOUT 

W j B(f., 
l. j" + J) 1 , indices i 

On suppos e que;.p ~ existe dans un voisinage de O. Donc tous les 

résultats sur les moyennes déviations restent vrais . 

En ce qui concerne les grandes déviations, on est confronté avec 

deux types de problêmes : 

- les problêmes liés à la définition et aux propriétés de w~. 
C, 
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- les problèmes plus spécifiques à la convergence. 

1. Propriétés de w~: 
hi;(a) 

Les principaux ennuis viennent essentiellement du fait que p(a) 

ne tend plus vers l'infini dans toutes les directions. En particulier, les 

ensembles Ax = {fE~, w~(f) ~ K} ne sont plus compacts. De même, la convergence 

de W~(B(G,E)) vers W~(G), dans le cas où W~(G) < 00 , n'est plus assurée. 

exemple. soit ( une variable aléatoire réelle admettant la densité. 

C 
4 

-lxl • e sur R. 
+ X 

Elle admet clairement une transformée de Laplace sur [-1, + I] 
cp'ç;(l) 

Posons cp ((1) = a (< oo) 

Pour a(/. [-a, + a} , hç; est linéaire 

h~(a) = lal -a+ h;(a) 
h((a) __ _ 

donc -r::,-a > 1. 
11.11 (l ... ± 00 

0 

L'ensemble A1 = {fE~• w((f) ~ n'est pas compact car il contient la suite 

{f} suivante 
n 

n ~~hç;(a) n 

n + a - hç;(a) 
f (t) = inf [ , t (n + a - hç;(a))] n n 

1 
h( [n + hç;(a)] sin~ h~(a). w (f ) = - a - = ( n n 

Considérons l'ensemble G = {gn} ( n ~ sup 2, h~(a)) 
0 1. 

I'/\, 
-1. 

où g (t) = f (t) sur n n [o, ½J et est formée d'oscillations polygonales de pente ± a 

d'amplitude En~ 0 

0 

En revanche, yE > 0 pour n assez grand, En 

donc V E > 0 , W ~ ( B ( G, E) ) ~ 1 • 

~ E> ~ (G,E) ::::> B (G, E ) ') f . n n 
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2. Résultats de convergence. 

Les résultats restent vrais pour les boules centrées sur les lignes 

polygonales. 

Lennne. Soit f Er, telle que f' prenne ses valeurs dans l'intérieur du domaine 

de définition de h~. Pour expliciter cette contrainte, on rappelle que l'intérieur 

de ce domaine est l'intérieur de l'enveloppe convexe du support des (voir [6]). 

lim 

n 

1 Log P (s (.) 
- n n 

B(f,e:)) ~ - W~ [B(f, e:+ ô)J , 'Yô > O. 

lim Log P (sn(.) E B(f,e:)) ~ 
n n 

Vémo YIJ.)tJuttio 11. 

La 

majoration utilise seulement le théorème de grandes déviations sur Rk et donc seule

ment l'existence decp; au voisinage de O. 

Pour la minoration nous tronquons les variables aléatoires~ de sorte 

que leur transformée de Laplace existe partout et nous pouvons alors utiliser les 

résultats précédents. 

donc.!. Log P(s (.) E B(f,e:)) >.!_Log P (s (.) E B(f,e:) j p( f;.) ~ 11, .) + n n --n n 1. 1. 

Log P( p(~) ~ M). 

Si on note w~,M la fonctionnelle w correspondant à la variable 

aléatoires tronquée par p(~) ~ M, les résultats précédents donnent 

VM, lim 
n 

Lorsque M ~ 00 , ws,M(f) ~ w(f) (cf[6]) et P(p (f;) ~ M) ~ 1 ce qui permet 

d'en déduire innnédiatement le : 

Théorème. 

Si cps existe dans un voisinage de 0, on a : 
1 0 

yG borélien de"'ei0,1], lim O Log P(sn(.)EG) ~ -Ws(G) 

VG e-précompact, yô > e:, lim ! Log P (sn(.)f G) ~ - wc,;[B(G,ô)]. 
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Vémon-6.:tJr..a,t,i,on. 
0 

0 0 

€ déterminé de sorte que B(f,e) c G . 

• Si f est tel que f' prend ses valeurs dans l'intérieur domaine de définition 

de h~, alors d'après le lemme précédent lim .!. Log P (s (.) E G) > - wc-(f) --n n ,. ..,. 

• D'autre part si f' prend des valeurs sur la frontière du domaine de définition 

de h~, il suffit de remarquer qu'il existe n > 0 et f 1 polygonale telle que f' 1 

prend toutes ses valeurs à l'intérieur du domaine de h~ et B(f 1,n)c B(f,c:) 

et w~(f 1) ~ w~(f). (Convexité du domaine de définition dehg). 

Il semble par ailleurs, qu'on ne puisse limiter l'agitation de 

s (.) comme dans le paragraphe précédent, les queues de~ n'étant plus n 

suffisannnent petites. (C'est du moins, ce que donne à penser la non-compacité 

des ensembles~). 
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APPLICATION AUX TESTS DE RUPTURE DE REGRESSION 

Jean DESHAYES, Dominique PICARD. 

I - VITESSE EXPONENTIELLE DES TESTS utilisés pour déceler une rupture de 

régression. 

Nous reprenons brièvement l'exposé du problème et les tests proposés dans [1]. 

Soit le modèle 

k = 1, 2, ••• , n 

où désigne le vecteur sur lequel on régresse. 

Bk est le vecteur des paramètres de régression au temps k . 

est l'erreur les sont supposées indépendantes et de loi normale 

centrée de variance 

L'hypothèse à tester est qu'il n'y a pas de rupture 

et = a } n 

En fait, roœ n'envisagerons ici les propriétés des tests que dans le cas d'une 

contrehypothèse du type {8
1 

= 82 = et 

a
1 

= a
2 

= ••• =an} et du point de vue asymptotique; nous supposerons observer 

le processus sur [o, I] aux instants k 
~ (k = 1, 2, ••• , n) donc en des 

instants de plus en plus rapprochés. Sous l'alternative, nous supposons par con-

séquent qu'il existe 

k -n 

k 
n 

< 

t e: ]o, 1 ( tel que pour 
0 

t ' 0 Yk,n suit 

~ t yk n suit 
0 ' . ' 

Jf (x' k,n Ba ; a2) 

~ (x' BI 
. a2) 

k,n ' 

Aucun caractère d'optimalité ne se dégage de chacun des tests proposés, ceci 

étant dû, d'une part à l'innnensité de l'alternative, d'autre part au fait que 

est mal estimable, même si on restreint l'alternative comme ci-dessous. 

t 
0 

, .<?21;;;:-.,, 
,~ '-/,,._....,'\ 

Les tests proposés dans [1] sont construits à partir des résidus récursif{!'~;,.,,,. 
0

"''.\ 

'\ "'
4

.•ifti;u:- ""' è 

(ceux-ci sont obtenus à partir des résidus habituels par orthogonalisation) \~, 
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yk - xk bk-1. 
wk = 

/1 -1 
+ x'(~ Xk-1) xk k -1 

x' 
1 Y1 

x' Yz 
(~ ~)-1 ~ yk 

2 
avec bk = et ~ = yk = 

x' 
k yk 

Nous allons étudier du point de vue asymptotique, le test basé sur les sommes 

cumulées de résidus puis celui basé sur les sommes cumulées des carrés de résidus. 

Pour les deux tests, nous distinguerons les cas cr connu et cr inconnu et nous 

nous limiterons au cas unidimensionnel (rupture de moyenne). 

I - 1) Test construit sur les soIID11es cumulées de résidus 

I_-_J._:_ll_cr_connu 

Les variables 

une loi normale 

Sous on a 

sous H
1 

, on a 

suivent une loi normale N (m
1 
,cr2) 

t • 0 
0 

pour 

ou 

pour k ~ nt • 
0 

t .: ] 0, 1 [ et 
0 

m
1 

- m
2 

= d 1 0. 

-k-1 

pour 

Les résidus récursifs valent 
yk - y 

k=2, ... ,n où 

-k-1 
y = 

k-1 
I: 

i•l 

k-1 

y. 
1 

Le test basé sur les sommes cumulées de résidus consiste à rejeter l'hypothèse 

s'il existe t dans ]0,1[ tel que lsn_ 1(t)I > g(t) 

pour un a> 0. 

avec 
a 

g(t) = at + 2 

et 

H 
0 

sn_
1

(•) désigne la ligne polygonale partant de 
k 

0 et joignant les points 

( k-1 
n-1 

I: w. 
. 2 1 
1= ) n- l k = 2, 3, ••. , n • 
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Sous H
0

, les wk sont des variables aléatoires indépendantes 

leur transformée de Cramer est 
u2 

=--h(u) 
20 2 

D'après le chapitre n ° IV ( [6]) on a 

\J a> 0, n~l Log PH (3 t, lsn_ 1(t)I > at + f> - - inf 

a 
at + 2 a2 

t.h(-t-)= - 2 
a 0 t 

ce qui signifie en particulier que ce test a toujours un niveau expone~tiel. 

I.l.l._b1_Calcul_de_l'erre~r_de_2ème_esEèce 

Sous H1 , les Yk,n suivent une loi normale de variance o2 et de moyenne 

égale à m
1 

pour k < nt 
0 

et égale à m2 pour k ~ nt
0

• Alors les résidus ré-

cursifs sont indépendants et de loi 

E wk e: 0 pour k < nt 
0 

[nto] [nt
0

] 

t .d k-1 • (m2-ml) -- •d 
E wk 

n 0 
k ~ nt

0 
= = 'ù -k- pour . 

li 1 /k k 1 
+ k-1 - (---) n n n n 

D'après le chapitre n ° IV ( [6]) , l'erreur de 2ème espèce se calcule ainsi 

lim Log PH,(lsn-l(t)j 
a V t) < at +2, n 

n- 1 

lim Log PH ( sn-1 (t) 
a t !dl •Log_!_• 1 = < at + n 2 0 t n~ 0 

* utilisant les notations du chapitre = - w(g) en 

Pour avoir une décroissance exponentielle, il faut déjà que 

Inf g(t) soit négatif. En particulier 
t 

doit être négatif en t , ce qui nécessite 
0 

0 

n°IV 

Vt> , 
t),t 

0 

([6] ,§III.3°). 

o Si 
t I dl 

alors g' s'annule au point T
0 

= 0
a e: [t

0
,i] , 



- 62 -

ce qui donne inf g(t) = g(T) = a (t hl+..!. - t ill Log hl) 
t o o a 2 o a a 

o Si ,:, < t 0 , alors i~f g(t) = g(I) = a(i + t
0 

l~I Log t
0

) • Trois cas 

seront à distinguer pour le calcul explicite : 

0 0 

o Si ldl ~a, pas de décroissance exponentielle de l'erreur. 

o Si et a I a 
ÎdÎ • 2t + 1 + Log TciT ~ 0 , 

0 

pas de décroissance 

exponentielle de l'erreur. 

0 f!! __ il t a et a _I_ + 1 
a la deuxième o~Tciî< m· 2t + Log ÎdÎ < 0 , 

0 

inégalité peut s'écrire a 
µ(to) µ (t ) solution de _µ_ + 1 + Log µ=O. rar < avec 

0 2t 

Cette valeur µ(t
0

) est supérieure à t 
0 

si et seulement si t 
0 

0 

est inférieur 

à e- 3/z. -Par conséquent, le cas i) ne se produit pas si t 
0 

est supérieur à 

de l'équation è- 3/Z. Notons Tl 

g'(t) = g~t) ; TI 

la racine comprise entre t 
0 

et t hl 
o a 

est nécessairement inférieur à T dans ce cas puisque la 
0 

fonction g est convexe sur [t
0

, t] On obtient alors 

• w(g) 

o Si 

=f * h(g '(t))dt = 

2 
g(T 1) 

2 . 
g 1 (t) 2 
Joo<----'---'--- dt 

2cr
2 

0 

i 
= t - {e 

0 2 
Cf 

-(1 

Zcr TI 
a 

+ Zt jdj) 
0 

2 
a a 1 ~} 

+ W Log W + 2t • 2 
1u1 1u1 0 d 

et a l t I 
to ~ TciT ~ 3 o Log t 

0 

alors g(I) est positif 

et par conséquent, pas de décroissance exponentielle. 

o si ou bien si t 
-3/2 

~ e 
0 

on est amené à distinguer deux cas suivant que Tl est inférieur à ou non 
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le cas ii) correspond à , 1 ~ 1 , ce qui se produit si et 

a 1 TciT < 2t
0

(Log to - 1) , cette dernière borne étant plus petite que 
2 1 
3 to Log t 

0 

si t 
-3/2 

~ e 
0 

et plus grande que t dans le cas contraire. Le cas iii) correso 

pond à ,
1 

> 1 , ce qui se produit pour t 
0 

-1 
> e ou bien t 

0 

-1 
< e et 

a 1 rar > 2t
0 

(Log t - 1). 
0 

a 
et TciT < t

0 

-3/2 -1 a 1 1) ou e ~ t ~ e et m~ 2t (Log - -
0 0 t 

0 

2 t d2 -(}+ a 
g(,l) 

+f 
g' (t) 2 2 2t id i) • o a 1 o a t -t} alors w(g) = dt =-{-•-+ e +m• Log 

2a2 2a 2 2 d2 t 0 0 

'l 'I CJ 0 

o Cas iii) et a 2 1 TciT < 3 to Log to 

ou et 2 ( 1 ) a 2 L 1 t
0 

Log t - 1 < W < 3 t
0 

og -
0 1u1 to 

alors 

1 

@ 

0 
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La région de rejet est la même que la précédente si ce n'est que o2 est 

ici estimé par l'estimateur classique des moindres carrés 

(voir [1]) 

D = {j t e: [o, I] tel que 

Du point de vue fonctionnel, D peut s'écrire 

... 
0 

> bt + l} 
2 

lfCt>I 
D = {f telle que 1 t e: [o, 1] , b 

(f 
1 > bt + 2} . 

f'(t) 2 dt) 1/ 2 

0 

C'est un exemple d'ensemble fonctionnel où la théorie exposée au chapitre n°rv 

([6]) ne donne aucune précision: en effet, l'intérieur de D est vide et sa 

fermeture contient 0 
0 

de sorte que W(D) = +~ et W(D) = 0. 

o étant donné l'aspect homogène de la contrainte, il est évident que si D 

n'est pas vide, alors D contient la fonction identiquement nulle. 

- si 
li b < 2 , alors il existe 

+} alors toute fonction f 

compris entre 

linéaire sur 

0 et tel que 

et constante en-

suite appartient à D f(t) = C.t.1 + c .• 2 .Jt donc D ne sera pas vide . 
t<T 2 >T2 

- si 
fi 

b ➔ 2 , alors D 
effet 

est vide : il est clair e~u'il suffit de s'inté-

resser aux fonctions linéaires sur [o,. 2] car si une fonction f appartient à 

D, il existe T tel que f(T) 
> 

b bT + 2 , alors la fonction 

linéaire f(T) •t•l + f(T)•l est à fortiori dans D. D étant vide, 
T t~T t>T 

0 

D et D le sont aussi. 

.fi b < 2 , on constate immédiatement que 
0 

o Même dans le cas où D est vide 

car dans tout e:-tube construit autour de f, il existe des fonctions qui "oscil-

lent" trop pour appartenir à D. 
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Néanmoins, PH (D) décroît exponentiellement comme le montre l'encadrement 
0 

suivant dans le cas où 1 
b < -

or 

0 

¾ Log PH (3 t 
0 

lim ¾ Log PH (D) 
n o 

< 

li 

lsn-l(t)I b 
---- > bt + 2} - PH {Ô > a(l+e:)} 

a(l+e:) o 

1 lsn-t(t)I 
L P { l ---- (J )bt (l+e:)b} --+ - h2(1+e:)2 n og. H 'lt' a > +e: + 2 

0 

2 2 ¾ Log PH {Ô > o(l+e:)}--+ - (l+e:) -~-Log(l+e:) 
0 

sup 
e: 

2 2 (l+e:) -1-Log(l+e:) 

2(1+e:) 2 

2 2 

donc ] e:o > 0 tel que 
(l+e: 0 ) - - Log(l+e:o) 

2 

on en déduit que lim .!_ Log PH (D) --n 
2 2 

> - b (l+e:o) 
n o 

I.2. Test construit sur les sommes des carrés de résidus - a connu 

I.2. l)_Niveau 

La région de rejet s'écrit { 3 k e: {2,3, ••• ,n} tel que 

(n-l)a 2 

k 

i=2 

2 k-1 
E w. > -- + c} 

1. n-1 soit finalement : { 3 t e: [o,] tel que ss 
1 
(t) > t+c} 

n-

avec c > 0, où ssn_ 1(•) désigne la ligne polygonale.joignant l'origine O et 

les points 
k-1 1 

{n-1 ; (n-l)cr 2 

k 

i=2 

2 w.} 
l. 

pour k = 2, ..• , n. 
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On a vu dans le chapitre n° rv([6]) que 

où h 
0 

n 
Log PH ()t, ss 1(t) > t+c)--+- inf t.h (t+c) 

0 
n- t o t 

est la transformée de Cramer d'une variable suivant une loi 

h (x) 
0 

== 
x-1 - Log x 

2 
X > ) • 

soit 

Donc 1 \J c > 0 , 0 Log PH (] t, SS )(t) > t+c)--+ - C - Log(l+c) =- ~, (c). 
n- 2 ¾ 

0 

On remarque, c'est la même vitesse que pour le test admettant pour région de 

1 
n 2 rejet seulement { 

2 r w. > l+c} . 
(n-1 )a i=2 l. 

I.2.2)_Erreur_de_2ème_es~èce 

Sous H1, les variables wk sont indépendantes et suivant des lois normales 

de variance a2 et d'espérance 

E w = k 

t d 
0 

1 k)nt 
0 

k 
On a donc à évaluer ..!.. Log PH ('Vk , 1 

2 
2 k-1 

E wi ~ n-l + c) . Ce 
n 1 (n-l)a i=2 

problème n'a pas été traité explicitement dans le chapitre n° rv([6]), car la 

suite (wk) , k = 2, ••• , n n'est plus stationnaire. Toutefois, on a de même 

(cf. [2]) 

où D = {f 

et 

..!_ Log PH (v'k, l ~ w~ ~ ~=! + c)-+ - inf fi ht(f'(t))dt 
n 1 (n-l)a 2 i=2 1. fE:D o 

telle que V t e: [o, 1] , f(t) ~ t+c et f(O) = O} 

désigne la transformée de Cramer de la variable , soit ici 

= sup(xu + ½ Log(J-2u) 
u 

u 
1-2u 

O 1
t>t ) ,,. 0 

On est amené à résoudre le problème suivant 



Trouver 

f(O) = 0 et 

- 67 -

inf f1 
h 1(t, f'(t))dt sous la contrainte 

f 0 

f(t) --: C , V t e: [o, 1] si on note 

utilisera le fait que h
1 

est décroissante en t 

est équivalent au suivant 

et convexe en v. Ce problème 

1 y(t) 
"Trouver infJ J u ( t, v) dv 

g O g(t) 
sous la contrainte r g(t)dt ~ C 

0 

Vx e: [0,1] 

Remarque 1 

Pour 

l' infimum. 

Remarque 2 

Remarque 3 

, avec 

u(t,v) 

y(t) étant défini par u(t,y(t)) = 0 ~ y(t) = 
t d

2 
0 

22. 
0 t 

Il est évident que la décroissance de l'erreur ne sera pas exponen-

tielle si 

( y(t)dt 

0 

la fonction y(•) 

°' c soit si 

.é e:] 0 
d2 

, t (1-t ) - [ , on va exhiber la fonction 
0 0 2 

a 
g réalisant 

A t fixé, la convexité de h 1 par rapport à v implique que 

u(t,v) est une fonction décroissante de v et que les courbes 

de niveau gÀ(t) définies par v = gÀ(t) ~ u(t,v) =À> 0 

sont des fonctions décroissantes de t sur [t , 1] . On a 
0 

Il suffit de considérer les fonctions g inférieures à y car 

pour toute fonction g réalisant la contrainte, la fonction 

inf(g,y) réalise aussi la contrainte (car y~ 0) et donne une 

intégrale plus petite. 
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Nous serons amenés à distinguer deux cas selon que la courbe de niveau gÀ 

réalisant J1 
gÀ(t)dt = c vérifie 

0 

la courbe de niveau 

gÀ (t) > 0 pour t e: [t
0

,~ ou non 

que r gÀ (t)dt = c , vérifie gÀ ➔ 0 sur [to• 1]. 
0 

telle 

Alors mntrons que ; est meilleure que toute fonction g inférieure à y 

f
i 

et réalisant g(t)dt ~ c. 
0 

On est dans ce cas si 

ou si 

J
I Jy{t) À f 1 

➔ dt u(t,v)dv + 
o gvgÀ(t) o 

f 
I fy(t) 

= dt u(t,v)dv 
0 gÀ (t) 

t 
t ::-· 2 0 

1 et t < 2 0 

gÀ (t)"g 

f u(t,v)dv 
g{t) 

dt fg,..(t)Vg dv 

g(t) 

t ( 1-t ) d2 

on obtient r 1 A-1 ·<"~1)2} inf ht(f'(t))dt 
0 0 = -{Log A - --+ 

fe:D 
2 A 2 

0 (J 

avec 
li+ 4t (1-t) 

d2 
I + 2 (l+c) 

A= 1 + 2À 
0 0 

= (J 

2 ( l+c) 
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la courbe de niveau gÀ réalisant f gÀ (t)dt = C est telle que 
0 

'\, 

Nous allons montrer que la courbe réalisant 1' infirnurn est gÀ défi-

nie par 

f gÀ (t)dt = c 
0 

Si g est une fonction réalisant l'infimum, nécessairement g réalise l'égalité 

dans la contrainte : Jx g(t)dt ~ c pour tout x; posons alors 
0 

T = inf {,, J'g(t)dt = c} • 
g 0 

Nécessairement g est nulle pour t supérieur à T • En effet, sur [.g, 1] , g 

toute "arche de type g ➔ O" sera précédée d'une ou plusieurs "arches de type 

g ~ O" de surface au moins égale car rg g(t)dt = C et r g(t)dt ~ C pour 
0 0 

tout x • Ces deux arches sont alors séparées par une courbe de niveau gÀ, , À 1 >0; 

par un raisonnement analogue au cas i) , on obtient 

r dt 
T g 

f
y(t) 

u(t,v)dv 
g(t) 

r dt 
T 

g 
f

y(t) 
u(t, v)dv • 

0 

La fonction g étant optimale, elle est donc nulle sur [, , 1] . 
g 

o Un argument analogue permet d'affirmer que g est nécessairement positive 

0 Pour achever la démonstration, il suffit de faire la même démonstration que 

dans le cas i) 

J
I (Y(t) f l 
dt jn u(t,v)dv = dt 

0 g(t) 0 f
y(t) 

"'u(t,v)dv + 
gvgÀ 

f
y(t) 

"-' u(t,v)dv + 
gvgÀ 

'\, 

f
gvgÀ 

u(t,v)dv 
g 

ri "' f 1 ÀCJ gvgÀ(t)dt - g(t)dt) 
0 0 

= f dt r(:) u(t,v)dv + À(f g vgÀ (t)dt - f sÀ (t)dt) 
o gvgÀ o o 



D'où 

J
I Jy(t) 
dt u(t,v)dv 

0 g(t) 

On est dans ce cas si 

on obtient ainsi 

+ t hl. 

t 
0 

inf 
fe:D 

0 (1 
IA(A-1) 
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f dt 
0 

1 
< -2 et 

f
i 

h/f' (t))dt 
0 

/ 2 d2 
/1 + 4t - + 

0 2 
(J 

u(t,v)dv. 

1 
= z Log 

2 

2 

avec A~ 1 + 2À solution de [A2 ~ - \] 
2 

- 4 ~ A(A-1) = 0 • 
0 (J 

II - ETUDE D'UN AUTRE TEST POUR DECELER UNE RUPTURE DANS UN MODELE 

Nous avons supposé que les Yk,n, k = 1, ••• , n sont indépendantes et 

suivent une loi pour k < nt 
0 

et une loi pour k ~ nt • 
0 

Notre problème 

est toujour~ de déterminer s'il y a une rupture effective (t 1 0, 
0 

ou non. On a vu dans le paragraphe précédent qu'une des difficultés sous-jacentes 

était la mauvaise estimabilité de t pour de telles observations. On va essayer 
0 

de contourner cette difficulté en "randomisant" les instants d'observations. 

Au lieu d'observer le phénomène à des instants 

les instants d'observation, par exemple avec une loi 

te qu'on obtient un n-échantillon (X1, x2 , .•• , Xn) 

(U
1
, u

2
, ••• , Un) est un n-échantillon de la loi II 

y suivent la loi FI si u. < t et la loi F2 u.,n J 0 
J 

k fixes, on va tirer au sort 
n 

II ~n sur [o, l]n , de sor-

avec X.= Y11 où 
J j 

sur [o, 1] et les variables 

si U, ~ t 
J 

. 
0 

Si II est une 

loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur [o, 1] et si on 

note 1T = II(U < t) , alors (XI' x2, ••• 'Xri) est un n-échantillon de la loi 
0 0 

mélange '!l'o FI + ( 1 1ro)F2 dont les deux premiers moments sont 

( l-1r o)m2 (J2 + 2 
(on a noté (J2 1roml + et 1r (l-1r )d ml et les moments de F 1' 0 0 

m2 et a2 les moments de F2 et d = ml-m2) . 



- 71 -

Sous cette forme, l'hypothèse naturelle à tester est 

H = 
0 

2 {rr (1-rr )d = O} 
0 0 

et la méthode des moments amène à comparer l'estimateur classique de la variance 

à cr2 

On va étudier ce test d'un point de vue asymptotique dans le cas très simple 

où F 1 = N(m 1,cr2 ) et F2 = N(m 2 ,cr2 ) • Pour faciliter l'exposition, on conser

vera la randomisation, sous la forme Il(9n, des temps d'observation. En réalité, 

aussi bien au niveau théorique que pratique, on procédera un peu différemment 

(l'équivalence des deux procédures étant montrée en appendice) n étant fixé, 

nous supposons disposer de 

vations disposés sur [o, 1] 

N(n) (avec ---+- oo) 
n-i-oo temps possibles d'obser-

u1, u2 , ••• , UN et leurs observations associées 

YU, ... , YU avec YU. suit la loi FI si u.. < t et la loi Fz si 
1 0 

1 N 1 

u. > t . et on va effectuer un tirage uniforme et sans remise des n instants 
1 0 

, 

parmi lès N(n). L'arbitraire dans la loi Il se retrouvant ici dans le choix 

arbitraire des instants u 1, Uz, ... 'UN possibles. 

On verra que la loi Il peut être choisie de façon plus ou moins appropriée 

et qu'on aufa intérêt à utiliser l'éventuelle information à priori sur l'instant 

de rupture t • 
0 

11.1. Définition du test 

11.1.IL __ cr_connu 

La région de rejet sera du type 

c > O déterminé par le niveau a du test 

D = t 
n 

(X.-X) 2 
E > I+c} avec 

(n-1 )cr2 i=l 1 

PH (D) = a. 
0 

Dans ce cas, on conserve le même principe de test mais on remplace cr2 par 

une estimation faite à l'aide d'un deuxième échantillon de taille n 

v
1

, v
2

, •.. , Vn réalisé suivant la même procédure que x1, 

instants d'observation étant cette fois tiré selon une loi 

X 
n 

n' n 

mais les 

ayant 
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pour support avec a n suite décroissante vers O. Ce second échan-

tillon est supposé indépendant du premier et forme un n-échantillon de la loi 

n' F
1 

+ (1 -n' )F n,o n,o 2 
il est clair que pour t

0 
> 0, n' vaut n,o pour n 

assez grand. D'un point de vue plus pratique, si on présume que la rupture se 

produit après un instant ou avant un instant t
2

, on prend alors 

loi chargeant uniquement [o, t 
1
] ou [t 2 , 1] respectivement. 

TI' = TI' n 

On pourra donc tester l'hypothèse H 
0 

à l'aide de la région de rejet 

n 
- x)2 1: (X. 

i=J l. 
> I + C n 

(V. - v) 2 
1: 

i=l 
l. 

avec c > 0 déterminé par le niveau du test. 

II.2. Propriétés asymptotiques 

Soit maintenant un n-échantillon (X1,x2, .•. ,Xn) de loi F = FX, nous 

noterons 

<P ( t) 
n 

On suppose que 

= f ... f 
n -2 

t.I:
1
(x.-x) 

1= l. 
e 

1 n Log cpn{t) converge vers une fonction notée Log cp(t) 

en tout point sauf éventuellement à la frontière du domaine de définition de 

Log cp. On suppose de plus que O est un point intérieur à ce domaine. Si on note 

h(•) La duale de Young de Log H•) , d'après le chapitre n° r ([3]), on a : 

n -2 

lim 
1 

- Log n 

.~ 1 (X.-X) 
P(l.- i > l+c) = - h((l+c)cr 2 ), Ve> 0 

n-+<><> (n-1) cr2 

n -2 
1 .~

1 
(X.-X) 

lim - Log P(l- l. 
n 

< l+c) =-h((l+c)cr 2), '4c<O 
n-+<><> (n-1 )cr2 

II.2. 1) Application à des lois particulières 

a) F est la loi N(m cr2 ) -------------------2---
On a dans ce cas cp (t) 

n 
= (---)n-1 

1 - 2cr2 t 
, ce qui donne 
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n - 2 
1 -I

1 
(X.-X) 

lim - Log P(l.- l. > n (n-1 )a 2 n-+o:> 

avec H (c) C - Log(l+c) = 
0 2 

b) F __ est_la_loi_de_Bernouilli_de.J?_aramètre __ ir
0 

Cette loi F a l'intérêt de montrer que 
n 
E 

i=I 

C > 0 

ne se comporte pas 

forcément comme 
n 
E 

i=) 
elle introduira d'autre part plus facilement 

la loi mélange de deux gaussiennes. 

cj, (t) = 
n 

n 
E 

k=o 

Il est facile de montrer que tout 

et vaut 

t réel , la limite de 1 n Log <PF,n(t) 

,r )-,r 

Log cj,(t) 0 0 = a Log - + (1-a)Log -
1

- + t a(l-a) a -a 

existe 

avec a= a(t) égal à l'unique solution comprise entre O et I de l'équation 

1-a Log-
a 

,r 
0 • --+ )-,r -o 

t(l-2a) = 0 • 

Toutefois, plutot que de chercher la duale de Young de Log <j>F(•) , il est 

plus simple de calculer directement 

n - 2 
(n-l)a 2(1+c)) (-1 < C < 0) P( E (X.-X) < 

i=) l. 

P[x( 1-X) < 
n-1 • ,r (1-,r )(l+c)] = n 0 0 

Pour O < ,r (1-,r )(l+c) < -4
1 , notons u la plus petite racine de l'équation 

0 0 

u( 1-u) = ,r (l-,r )(l+c) 
0 0 

On obtient alors, par application simple des théorèmes de grandes déviations 

sur les loi de Bernouilli (cf. par exemple [s]) , en désignant par 

,r 
0 

= 
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p (X(l-x) < (1-u)) = p <i < u) + p ex > 1-u) 
1T Tr 1T 

0 0 0 

{ 2 P- ex < u) 
Tr 

0 

1 . 1 p 1.m - Log n 1T 
(X(I-X) < u(l-u))= lim .!.. Log P- (X< u) n 1T 

n-+<» 0 n-+«> o 

rr l-1T 
0 0 

= u Log u + (1-u)Log î=ü'""" 

Ce résultat appelle les deux remarques suivantes 

pour 

i) pour c > 0, 
n 
E (X. - X)

2 
> (n-l)cr 2 (I+c) n'est pas une queue exponentielle 

i= 1 
1 

ii) pour c < 0 

1 n 2 
lim - Log P ( E (X.-Tr) < n 1T (l-1T )(l+c)) 
n-+00 n 1To i=l ~ o o o 

= lim .!.. Log p_ (X < 'i" + 
n 1T o n-+00 o 

C ; ( 1-'i" ) 
0 0 ) 

l-2'i" 
0 

= ('i" 
0 

+ C 

1T (1-,r) 1T (1-"i" ) 
o o ) Log ----,- 1--=-- + ( 1-'i" -c o o ) Log -----
1 - 2n (l-1fo) o J-2n 

o l~--- o 
( l-2n ) 

0 

1-c Tr 
0 

1-21r 
0 

Les deux vitesses exponentielles sont strictement différentes pour 

n 
et E (X.-EX)2 dans le cas de variables de Bernouilli 

• 1 l. 1.= 

1 -2 c < 0 lim - Log p( E(X.-X) <(n-1),r (l-1T )(l+c)) 
, n 1. o o > 

n-+00 

n 
lim .!._ Log P( E (X.-rr) < (n-1)1T (l-1T )(l+c)) 
n-+00 n i=l l. o o o 

c) F __ est_le_mélange_de_deux_gaussiennes 

et avec probabilité (l-1r ) • 
0 
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n-1 k k 
- - 2- n k k k n. u ( t) . -( I - -) 

~ (t)= (I-2o 2t) E C rr (1-rr )n- e n n 
n k=o n o o 

On déduit du paragraphe précédent que pour tout t inférieur à 
2o2 

fonction converge vers Log ~ (t) définie par 

log ~(t) 

avec a = a(t) 

rr 1-rr 
= - .!. Log(t-2o 2 t) + a Log --2.. + (1-a)Log -

1 
° + u(t) a(l-a.) 

2 a ~ 

solution de 1-a Log -
a 

rr 
0 • --+ 

1-rr 
0 

u(t)(l-2a) = 0 • 

On peut écrire sa duale de Young 

et 

h(x) 
rr 1-rr 

= x T + ..!. Log(l-2cr 2T) - a Log --2.. - (1-a)Log -- 0 
- u(T) a(l-a) 

2 a 1-a 

avec T = -----,---------

a(T) solution de Log 

4x cr2 

rr 
0 - . 

a 
1-a --+ 1-rr 

0 

d2 
(l-2a) - • 

202 

2x-cr2 -/ cr2+4a ( 1 -a) d2x 

o2 +f cr4+4a( l-a)d 2x = 

II.3. Vitesse exponentielle des erreurs pour ce test 

II.2.1. __ o_connu 

On déduit des paragraphes précédents que pour 

1 lim - Log n n--+œ 
> 1 + c) = H (c) 

0 

d2 
0 < c < rr (1 -rr) 

o o cr2 

H (c) 
0 

= 
C - Log( l+c) 

2 

n -2 
1 .E 1(X.-X) 

1 . L p (1= 1 1 ) () 1m - og < + c = - H1 c 
n-+<x> 0 Hl (n-l)cr 2 

la 

0 • 

1 
[ 1 + A--+-4a-( 1-_-a_)_;-__ :_(_c +___..I ;j _ a 2 d 2 

avec H1 (c) = c; 1- --------· 
2(c+I) 2cr2 

r 2(c+I) ] L 2-- l + 

1 +/1 +4~ ( 1-a)!...( c+ 1) 
cr2 

1 1 + ii+4a(l-a)~(c+I) 1-rr 
-2 Log _______ cr, ___ - Log __ o 

2(c+I) l-a 



où a= a(c) est la solution de 

Log 
TI' 

0 - . 
a 

1-a 
-+ 1-11' 

0 
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d2 
(l-2a) -

2cr2 
. t 2(c+l) 

1 +/i +4a ( 1-a) d
2 

(c+ I) 
cr2 

On remarque que H1 dépend de la loi rr choisie pour échantillonner les 

instants d'observations seulement par l'intermédiaire œ TI' = IT(t < t) ; et il 
0 0 

est facile de montrer que 

pour toute valeur de TI' située entre TI' 
0 

1 et 2 et pour toute valeur de c posi-
d2 

tive et inférieure à 1T (1-11' )- On constate ainsi qu'on aura intérêt à choisir 
o o a2 

la loi n la plus simple possible mais en essayant de se rapprocher de la valeur 

1 
1T - -0 2 

dans la mesure où l'on peut pressentir l'instant de la rupture éven-

tuelle, il faudra faire autant d'observation avant qu'après. Un choix optimal mais 

théorique de n .serait une loi chargeant équitablement les intervalles n 

et [1-an,1] avec 

une plage [t 
1

, t
2
] 

an n-+<io 0. Plus pratiquement, une rupture présumée dans 

conduira à prendre une loi Il chargeant équitablement les 

intervalles [o,t
1
] et [t 2 , t]. Avec le meilleur échantillonnage, on obtiendrait 

t+À+ ~(c+l) d2 
H (c)(.!.)= _c+_l (I - a )- -

1 2 2 2(c+I) 8a2 

1 
t+A +~(c+I) 

+ 2 Log --- cr ---
2(c+I) 

( 2(c+I) 

t+li + dz (c+I) 
a2 

- 1) 

II.3.2. __ a_inconnu 

Par une simple application, dans R
2 cette fois, du chapitre n° I ( [31) , on 

montre que 

1 
lim 11 Log PH 
n-+<» o 

n -2 .z:
1

(X.-X) 
(1.= l. 

n 
Z: (V.-V) 2 

i= l 1. 

> c+l) = - inf (H
0

(x) + iî
0

(y>, 
(x,y)eR 2 

x~(c+l)y 

si C > 0 

où H (x) = H (x-1) = x-1 - Log x 
0 0 2 



où 

lim .!.. Log 
n n-+oo 

- 17 -

n 
r (x.-x) 2 

• 1 l. 
PH (-1.-:----< c+I) =-inf 

2 
1 E (V.-V)2 (x,y)ER 

i = ) l. X~ ( C + ) ) y 

1 
l+fi+4a(l-a)d~ y 

+ Ï Log ----- cr --
2y 

avec a(y) solution de 

TT 
1-a d2 [ 0 Log - . --+ ( l-2CL) -

(l 1-,r 
cr2 0 

2cr2 

l-1r 
L. 0 

- og--1-a 

2y 

li dz + 1+4a(l-CL)- y 
c,2 

Les calculs effectués donnent les résultats suivants 

1 
lim - Log n n-+oo 

1 
lim - Log n 

n -2 
.~

1 
(X.-X) 

p (l.- l. 
H n 

0 r (v.-v) 2 

i=l 1. 

l+~ 
> l+c) = - Log 2 

lt+c 

n -2 
.E1(X.-X) 

( 1.= l. PH _n ____ < l+c) = 
1 

E (V.-V) 2 

i= 1 1. 

TT 

C > 0 

si 

- 1] 

d2 

,12 
C<TT ( 1-TT ).:::_ 

0 0 2 
cr 

= 0 • 

0 Log(l-T) - 2ct Log - -
CL 

1-TT 2 T 
2( 1-a)Log -- 0 

- CL( 1-o) _cr __ 
1-o 1 - T 

+ Log( 1 + ( c+ 1) T ) } 

avec 

et a(T) solution de 
,ro 1-a d2 T 

Log - • -1- + (l-2CL) - [ 1_TJ = o 
CL -1rO 2cr2 

Remarque 1 Comme dans le cas où cr est connu, le résultat sera asymptotique-

ment meilleur si'on se rapproche de la proposition 

Remarque 2 Pour un seuil donné (l+c) , on peut améliorer le niveau asymptoti-

que du test en prenant un nombre différent d'observation au nujérateur et au déno-
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minateur. En faisant conune ci-dessus 2n observations au total, nous pouvons 

en faire 2n•9 pour la statistique du test et 2n(l-9) pour estimer la variance 

cr2 , e e] O, 1 [ • On obtient alors 

2n• 9 
1 . - 2 

l ei~l(Xi-X) 
lim -n-Log PH(--,,--,-.,---:----
n-+<x> o J Zn(I-e) - 2 

1-a 1: (V.-V) 
i= 1 1. 

> 1 +c) 

Le niveau le plus petit est atteint avec 

2n9(c) 

1: (X.-X/ 

= - inf 29• H
0

(x) + z(I-e) H
0

(y) 
x~( 1 +c)y 

e (c) = 1 - _.!_ 
Log(l+c) C 

, ce qui donne 

1 1-e(c) 
lim ÎÏ Log PH ( e(c) • 

i= 1 1. 
-,:,-..,...,...-....-:--e----- >- l+c) 2n ( t -e (c)) _ 

2 
= - {Log J+c _ 1 _ Log Log c+I } 

C C n-+<x> o 
1: (V.-V) 

i= J 1. 

Il faut d'autant mieux estimer la variance (8 petit) qu'on se fixe un seuil 

grand (8(c) 0) • 
c-+<x> 

III - COMPA:RAISON DES 2 METHODES DE TESTS 

III.J. Comparaison du test basé sur les sommes partielles des carrés de 

résidus avec le test global introduit par échantillonnage du temps (cr connu). 

La comparaison de ces deux tests se justifie à de nombreux points de vue: 

o d'abord dans leur conception même : le premier consiste en une investigation 

de toutes les sommes 
k 
1: 

i=2 
2 

w. = 
1. 

k -k 2 
1: (y. - y ) 

i= J l. 
k=2, ... ,n alors que le second 

est fondé uniquement sur la dernière sonnne 

O sous H , les variables 
0 

x. 
l. 

et Y. 
1. 

ont même loi et nous remarquons, que 

pour un seuil donné, les deux tests ont même niveau asymptotique. 

o sous H1, les variables X. et Y. n'ont plus même loi mais les erreurs de 
l. l. 

deuxième espèce asymptotiques ont des expression semblables 



- si 
1 

t
0 

? 2 ou si t 
0 

1 
< -

2 
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d2 
c < t ( 1-t )- , alors 

0 0 2 
0 

lim .!_ Log PH ( V'k 
n-+-<» n 1 (n-l)o 2 

avec 

et = 
1 +li+ 4t (1-t) dz (l+c) 

0 0 2 

2 ( l+c) 

d2 
- pour O < c < ff (l-1T) -

o o a2 

lim 
n-+co 

avec 

et 

n 
2: (X.-X) 2 

• 1 1 1• 
- Log PH ( ---
n 1 (n-l)a 2 

< 

A = 1 + .l4a(l-a);(l+c) 
a 2(1+c) 

a étant toujours la solution 

1To 1-a d2 1 
Log~• l-1T + (l-2a) (A- 1) = 0 

O 20 2 

Pour t (inconnu) et c fixés , parmi toutes les lois II possibles~ on peut 
0 

reearder ce qu'on obtient avec celles qui donnent a(c) = t 
0 

(cela revient à prendre 
to ) 

ff = 
o,c (I-Zt )( 2(c+l) _ I) 

o / d2 
1+✓1+4t (1-t )-(l+c) 

t + (1-t )e o o o2 
0 0 

a2 • - t (2t -1) - Log 
a2 o o 

)-7r 
. 0 ,c 

1-t 
0 



Or 0 

0 
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d2 
> 1 ~) C < t ( 1-t )-

0 O (12 

a était toujours compris entre 

toujours compris entre 'Ir o,c et 

de sorte que pour t 1 
> t donc > 2 , 'Ir 

0 o,c 0 

t 1 donc pour <i, 'Il' < t 
0 o,c 0 

'Il' 
0 

1 
2 

et 1 
2 , donc ici t 

0 

H
1

(c)(rr ) > h
1

(c) o,c 

Hl (c)(1r ) < h
1 

(c) , o,c 

sera 

il suffit dans ce dernier cas de prendre II de sorte que a(c) = 1 - t , cela 
0 

revient à prendre 1 - 'Il' au lieu de 'Il' o,c o,c 

At -1 

Hl(c)(J-7ro,c)-hl(c) = ½•-A-:
o 

d
2 'Il' 

• - • (1-t )(l-2t ) - Log~ 
a2 o o to 

donc H
1 
(c)( J-7r ) > h 1 (c) • o,c 

On déduit des inégalités précédentes et du fait que 

que pour toute loi II telle que 'Il' 
0 

soit compris entre 'Il' o,c et l-7r , le o,c 

test global est meilleur que celui basé sur la somne des carrés des résidus; 

c'est vrai en particulier pour la loi II uniforme sur [0,1] . On améliorera 

encore le résultat pourvu qu'on ait assez d'information à priori sur l'instant t 
0 

de rupture pour "dilater" ou "contracter" 1' intervalle [o,tJ pour se rapprocher 

de [o, ½J : situation optimale . Dans les autres cas, le test basé sur la somme 

des carrés des résidus est meilleur. 

Cette comparaison n'est valable que pour les grandes valeurs de c si 

en effet si 

0 < C < 
4t ( 1 - 2t ) 

0 0 

les expressions des erreurs de 2ème espèces rendent la comparaison difficilement 

praticable. 
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III. 2. Comparaison du test basé sur les sommes partielles de résidus avec 

le test glopal introduit par échantillonnage du temps (cr connu) 

Le test basé sur les sommes partielles de résidus a pour niveau 

lim .!. Log PH (3t e: [0,1] , lsn(t)I > at + Î) = 
n-+<» n o 

2 
a 

02 
a > 0 

Le test basé sur la variance empirique de l'échantillon a pour niveau 

n - 2 
E (X.-X) 

c - Log(l+c) 
1 

litn - Log P n H 

(i=l __ i __ 
> l+c) = - ------ C > 0 • 

n-+oo o (n-1 )o 2 2 

L'ajustement des niveaux se fera donc en prenant ~ . y _c_-_L_:_g_(_c_+_I_) 

La co.mparaison des expressions des erreurs de 2ème espèce asymptotiques 

s'avérant difficile,nous tirerons notre information de la comparaison des régions 

où la décroissance des erreurs de 2ème espèce est effectivement exponentielle. 

Pour le test basé sur les sommes partielles de résidus, il faut que 

o si 

o si 
-3/2 . 

t
0 

~ e , on ait 
a 2 I 

ÎdÎ < 3 to Log to 

2~ +I+Log µ = 0 
0 

Pour le test basé sur la variance empirique de l'échantillon, il faut que 

d2 
C < 1T ( 1-rr ) 

o o cr2 

Pour le premier test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen

tielle vérifient 

+ l t Log -
1
- • 1 3/2} 3 o t t >e-
o o' 

Pour le second test, les valeurs de a donnant une décroissance exponen

tielle vérifient 

o si 
d2 

TT (J-rr) - est petit 
o o cr2 

a 
~ cr 
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o si i 
1T ( 1-,r ) 

o o cr2 
est grand 

Afin de faciliter la comparaison, prenons une loi TI telle que 1T = t 
0 0 

par exemple la loi uniforme sur [o, 1] . Pour les petites valeurs de J.tl , on 
cr 

constante que la région de décroissance exponentielle de l'erreur de 2ème espèce 

est moins étendue pour le test basé sur la variance asymptotique que pour le test 

basé sur les sommes de résidus: ce dernier serait donc plus puissant. Pour les 

grandes valeurs de hl 
a , on obtient 

0 µ(t) 
0 

< 
t (1-t ) 

0 0 

2 

✓ l - t (====) __ o 
2t 

0 

Cette dernière inégalité est réalisée pour 

+ 2 + Log 
t ( 1-t ) 

0 0 

2 

> 0 

> 0 

t 
0 

inférieur à -3/2 
e 

fonction qui intervient est décroissante sur [o, ½J et est positive en 

car la 

l 
2· 

0 
~ t Log _t_ < 
3 0 t 

t ( 1-t ) 
0 . 0 

2 
0 

Cette dernière inégalité est réalisée pour t 
0 

supérieur à 

r 
> 0 

e 
-3/2 car la 

fonction qui intervient est décroissante sur [o, 1] et est nulle en 

En résumé pour les grande valeurs de hl 
(1 

, la région de décroissance 

exponentielle est plus étendue pour le test basé sur la variance empirique 

celui-ci serait donc plus puissant que le test basé sur les sommes de résidus. 
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Ai.t'ENDICE 

On va montrer qu'asymptotiquement, pour le problème qui nous concerne il est 

â•uivalent de faire un échantillonnage de type 

omise de n instants parmi N(n) possibles 

ou de faire un tirage sans 

La solution de ce problème clas-

âlque en échantillonnage repose sur la convergence de la loi hypergéométrique vers 

11 loi binomiale. 

Notons U 
1

, u2 , '• •• , UN les N(n) instants possibles sur [o, 1] et 

Yu, ... ' YU les observations associées, les variables YU. étant indépendantes 
1 N 1 

et de loi N(m
1

, a2) si u. < t et rf<m2 , a2) si u. ~ t . On fait un 
1 0 1 0 

tirage de n instants parmi les N(n) de façon uniforme et sans remise: on ob-

tient les observations ex,, ... , X ) = (Yu' ••• , YU ) . Il nous suffit alors de n 
1 n 

1 montrer que n Log 'n(t) converge vers ll même fonction limite qu'avec l'échan-

0n tillonnage de type n 

'D -2 
t 

.E
1

(X.-X) 
~ (t) • E e i= 

1 

n 

n 
• r 

k=o 

n 
• r A.. 

k=o -1< 

Pour n grand, _!,_Log~ (t) ~ _!,_ Log(Max A.)~_!,_ Log A 
n n n k -K n an 

a= a(t) solution de Log 
1T 

0 

a 

ce qui donne, en utilisant la formule de Stirling 

1-a --+ 
l-1r 

0 

nt dz k k 
·-(1 --) 
n n 

avec 

(1 - 2a) = 0 

7T l-1r t d2 
_!,_ Log $ (t) - - _!,_ Log(I - 2cr2 t) + a Log _Q_ + (1-a)Log 1_/ + cx(l-a) 
n n 2 a 1 -2cr2 t 
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Formule <le Chernoff pour des chaînes de Markov 

(d'apr~s Donskcr et Varadhan) 

Harie DUFLO. 

1 A - PRELIMINAIRES 

espace mesurable . 
ensemble des probabilités sur (E ' lj ) . 
ensemble des v.a. bornées sur (E ' (!) 

Pour u e: G'::> , on note 11 u 11 = sup I u(x) 1 • 
xe:E 

Pour a e: G:::> , on note 11 a 11 = sup I f u da 1 • 
ue: 6=> 

l lul kI 
'U.. est l'ensemble des v.a. positives u sur E, telles que u et 

soient bornées. 

u 

Dans presque tout l'exposé E sera supposé polonais; (métrique, complet, 

séparable) : alors ~ sera sa tribu borélienne , (? sera muni de la topologie 

de la convergence étroite et (? $era sa tribu borélienne pour cette topologie. 

La distance de E sera notée d . Enfin on notera fi> l'ensemble des fonctions 

continues bornées de E dans IR et 'l,l., l'ensemble 
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I - INFORMATION DE KULLBACK 

1 - Définition 

(E, (i) étant un espace mesurable quelconque, et a et B deux proba

bilités sur (E ,ë, )~ l'information de Kullback de a par rapport à B 

est 

= SUJ2 cf Log u da - Log f u dB] 
uE:1.L 

On retrouve la définition classique de l'information par le 

Théorème 

Alors 

est fiœ si et seulement si 

(a < < 8) et da 
Log dB 

= f da 
(Log dB)da 

est 

a est absolument continue par rapport 

a-intégrable. 

Démonstration 

a) Supposons 

Soit I = f Log a da 

a « B et da 
a = Log dB 

Soit u E: 1,l.. 

intégrable par rapport à a. 
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f Log u dd = f Log(~) da+ f Log a da 

~ Log r ~da+ I = Log I u d6 + I 
J a 

b) Supposons Is(a) finie. Pour tout b > 0, et tout As G 
(b+I) IA + !Ac est dans 'U,. Supposons S(A) nul. 

Ceci étant vrai pour tout b > 0, a(A) = O. Donc a<< 6. 
-

Si a est dans î.,l,: 

f Log a da - Log I a dB= I Log a da= I ~ 16(a) . 

la fonction 

Soit 

Sinon on obtient le théorème en approchant a par 
1 

(a V n) (\ n = an/ lorsque 

n tend vers 1' infini : 

lim J Log an da ~ la (a) + Log lim f a dB ~ Ia (a) 
n-+oo µ n-+oo n ,., 

La fonction x ,---►~ x(Log x) est bornée, donc sin tend vers 00 

croît vers f (Log a)- a da qui est finie. 

f . ( a)+ ( + En 1n Log = Log (a An)) 
n croît vers + (Log a) , si n tend vers 00 • 

Donc 
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Ce qui montre que Log a est a intégrable et que I < r6(a) ■ 

2 - Proposition 

Si E est polonais, 

Démonstration 

Soit I s 1R. el: 

sup [J Log u da - Log f u dS] 
us 1J. 

Jb = {u , u €. 'U, f Log u da - Log f u dS ,( I} 

On suppose que Jb contient 'l.L ; montrons qu'elle contient U. Si une sui te 

(f ) contenue dans Jt· croît, ou décroît vers une fonction f de 'U., , alors 
n 

f est dans ~ . 

Si (G ) est un recouvrement ouvert de E, à tout p ~ I , on peut n n.I •.. N 

associer 
fp = p[d(x,Gc) f\ .!.] , s n = 1 ••• N 
n n p 

strictement positifs. 

N 
I: 

n=I 

Donc 
N 
I 

n=I 

La suite 
N 
I 

n=l 

est dans dt 

a 
n 

Soit 

croît si p 

une suite de nombres 

tend vers 00 vers 

Soit (A) 
n Il= 1 ••• N 

un recouvrement mesurable de E. 

Pour tout entier p on peut trouver un ouvert cP contenant A 
n n 

tel que 

(n = 1 ••• N) 

I 
N N 

Log( I a 1]i:l~-Log I: a S(A) n n n n=I n n=I 
N 

N N 
I: a S(GP) 

~ f n=l n n 
Log( I: a 1 )t-Log I: a S(GP) + Log 

N n n=I n n n=I G n Z a S(A) 
n=I n n 

~ I + Log {I + } N 
p I a S(A) n=I n n 
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Ceci est vrai pour tout p E 1N , donc 
N 
E 

n=I 
est dans i7C . 

fonction de Û est limite croissante de telles fonctions donc Û = fi: 

Corollaire 

Toute 

Les fonctions a ,...__... 18 (a) et 8 ....___ 1
8 

(a) sont semi continues inférieu-

rement (s.c.i.) de G dans [0,00] • 

En effet pour tout u E t( , les fonctions 

a t----+ f Log u da - Log f u cl$ et 8 ~ f Log u da - Log f u cl$ 

sont continues 

3 - Il existe une fonction ~ à valeurs dans (o, ~ telle que 

et telle que : 

lim ~(.R,) = 0 
t+o 

(D'où le résultat classique 1$ (a) = 0 , si e't seulement si a = $) . 

Démonstration 

Soit 

Soit ~ (b) 
I 

= - + b 

pour 

a(A) Log(b+l) - Log(I + b $(A))~ r8(a) = I 

a(A) Log(b+l) - b 8(A) ~ I 

b [a.(A) - 8(A)] ~ I + a(A) [b - Log(b+l)] 

a(A) - 8(A) ~ inf 
b>o 

I + (b-Log(b+I)) = 
b 

-2<j) ( I) 

,,.. 
1 la - 811 = 2 sup(a(A) - 8(A)) ~ <j)(I) = 2{<j>(I) A 2} 

A 

<j)(O) = 0 • 

l .... Log(b+l) 
b 
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'1'' (b) 
I Log(b+l) 1 = - - + 

b2 b2 b(b+ 1) 

Si I > 0 
' 

le minimum est atteint pour la valeur b > 0 telle que 

Log(b + 1) = I + .... b 
b+I 

.... .... 
et "t' (b) = - -.... - = b 

=--
b+I b+I 

Il est facile de voir que si I tend vers 0 ' 
b tend vers 0 donc <P ( I) 

tend vers 0 
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B - MAJORATION DE CHER}WFF 

POUR DES CHAINES DE MARKOV CONTROLÉES 

On reproduit ici des résultats de N. MAIGRET [ 4]. 

On considère une chaîne de Markov contrôlée. Les espaces des états et des 

actions sont des espaces polonais munis de leurs tribus boréliennes (E , G ) et 

(A , J&) respectivement. On donne une probabilité de transition TT de 

(E x A , G ® JG ) dans (E , G ) 
(51,Q.) = (E x A , G @.fi;)IN si 

. L'espace des trajectoires est 

on note X (w) 
n = X n et 

A (w) = a n n Soit ~ =a(X, ••• ,X,A, ••• ,A 
1
).Unestratégie ê est \On o n o n-

une suite (ô) 
n n€ IN où ô est une probabilité de transition de (E , G )n n 

ième . est la loi de prob~bilité de la n action 

choisie, si les observations antérieures sont (x , ... , x 
1
) • On peut alors o n ... 

pour tout état initial 

sur (Q , (,l) telle que 

P0(x 
X 0 

et pour ·tout B € G et 

X et tol\te 

: 

= x) = 

C €Jt 

stratégie ô construire une probabilité p0 
X 

On notera f; , 'l...l, , ~ les ensembles des v.a. continues bornées, des v.a. con

tinues bornées ainsi que leurs inverses, des probabilités sur (ExAxE,'5(»~<8'G); 

(? est muni de la topologie de la convergence étroite. Les mêmes ensembles avec 

les indices I ou 2 sont définis sur E et Ex A respectivement. On note enfin 

nf(x,a) = J n(x,a,dy) f(y) pour 

= f TT(x,a,dy) f(x,a,y) pour f € & 

On suppose 1T fellérienne, c'est-à-dire que TT .f:: est continue dans & 
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Soit a. E (? 1 et s une transition de (E , ~ ) dans (A , Jf;) . 

Soient a.® s et les probabilités définies pour BEG @cit 

et par 

a.® s(B) = f a.(dx) s(x,da) IB(x,a) 

a® s ® TT(C) = f tl(dx) s(x,da) TT(x,a,dy) IC(x,a,y) • 

Si (X, A) 
n n 

a la loi a.@ s , alors (X, A, X+!) n n n a la loi a. ® s @ TT 

Pour décrire la chaîne controlée, il s'agit de décrire TT; c'est pourquoi 

on considère les fonctions de répartition empiriques r n . .._, définies en posant 

pour W E S6 et 

,n 
La fonction oe.. 

J n(w,B) = -n 

n-1 
E 

k=o 

est mesurable de (rl ' (1) dans (i:) muni de sa tribu borélienne. 

Pour toute probabilité À€<.?, on note À. 
1 

sa ie marginale 

(i = 1, 2, 3). Il existe une transition s de (E , G) dans (A , cJ't) telJ.e 

que ÀI (8) s soit la marginale de À sur (Ex A, G ©Jt) . Intuitivement, si 

rn 
d... est proche de À , elle a tendance à être proche de ÀI 0 s 0 TT , qui est 

l' 'ëcoulement naturel de marginale À 
1 

0 s" • L'information apportée par À sur TT 

est d'autant plus grand·e que À diffère de ÀI (8) s © TT , donc que 

noté I(À) , est grand. 

Etude de I(À) = 

a) I(À) = sup [f Log u dÀ - Log f u dÀ I @ s@ TT] 
uE'\l 

= sup cf Log 
u(x,a,y) 

dÀ (x,a,y)] 
u€'\.l 

TT u(x,a) 

I, - ,e, (À) , 
1\1'<:>'S\êf'iî 
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Démonstration 

La première expression est la définition de l(À) . 

La seconde notée J maJore l(À) d'après l'inégalité de Jensen. Soit 

1.J = {v v(x,a,y) Log u(x,a,y) 
TT u(x, a) 

Pour v E: ÎJ la première expression vaut 

f 
Log v d;\ = f Log u(x,a,y) dÀ(x a y) 

TT u(x,a) ' ' 

Comme 1Y est inclus dans êJ., , J majore l(À) . 

pour UË 1.L,}. 

b) La fonction I(.) , borne supérieure de fonctions continues sur (S) est 

semi continue inférieurement. 

Si r est un borélien de <? , on posera 

I(r) = inf I(À) 
ÀE:f 

(Si r est vide, on pose I(f) = +00 ) 

Si K est u.n compact de (? , il existe un À E K telle que I(À) = I(K). 

c) Pour toute v E ·?J' , tout x E: E et toute stratégie ô 

E.X
0

[u(X I 'A I 'x ) 1 (o 1J n- n- n n- } 

TTu(X 
1

,A 
1

) 
n- n-

0 n-2 u(~,~•~+I), 
=E-[IT -----J = = 

K=o TT u(XK' AK) 

Soit r un borélien <;le (i) Par l'inégalité de Tchebichev, on obtient 

exp [-n sup inf 
vE:1" ;\Ef 

f v dÀ] 
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Reste à obtenir une propriété de minimax pour trouver une majoration du type 

exp [-n I(f)] . C'est possible si r est un compact K de (? Soit i < I (K). 

La famille d'ouverts {\; f v dÀ > i} ,,.. recouvre K ; il existe une partie 

finie { V j' v2, 

d) Etude 

Soit 

Soit 

vs 

... , vN} de 1)' telle que 

N 

f K = u K. où K. = K n 0, 
j=l J J 

Po(Ln s K.) ~ 
-ni e • J 

Pô(Ln s K) ~ N P (Ln E K.) ~ N sup e 
Jl 

j J( J 

lim 
n-+oo n log sup P~ (Ln E K) ~ -I(K) 

•,o 

des marginales de Ln' Ln n 
1 

et L3. 

11 Il la norme uniforme sur ~ 

V, dÀ > i} 
J 

-n1. 

b. = {;\; Àl.= À3} et b. = {À ll>.1-\ 3 11 ~ ¾} n 

La fonction À\--+ ll\ 1->.311 de (? dans IR est s.c.i. donc b. n 

et b. sont fermés dans (P . Pour tout (x, o) , P0 (Ln E 6) est égale à 1 • 
X n 

Soit K un compact de (P . Si K () b. = (', (K () 6 ) est vide , il existe 
n n 

un n 
0 

rieur à 

tel que 

n 
0 

K f\ b. n 

Sinon 

soit vide, donc P (Ln s K) = 0, dès que n est supé
x 

I(K () 6) = lim t I(K U 6) . En effet pour chaque 
n 

n , il 
n 

existe Àn E K ()6n telle que I(À) = I(K n 6) . Soit À E K () 6 une valeur 
n n 

d'adhérence de 

et 

(À) . La fonction I étant s.c.i. 
n 

I(K f\ 6) I(À) ~ lim I(À) 
n 

= lim t I(K f'\ 6) 
n 

I (K () 6) -1} 1 im t I (K () 6 ) 
n 

est évident 
n-+oo 
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De plus, pour tout m E: IN 

lim .!_ Log sup P1\Ln E: K) = lim .!_ Log sup P (Ln E: Kf"lll ) < -I(K ('\ l'., ) 
n x n x m m n--+-00 x, ô n+:JO x, ô 

Théorème 

Si E et A sont polonais et TI fellerienne, pour tout compact 

K de (? 

lim _!_ Log sup P0 (Ln E: K) ~ -I(K (', ll) 
n X 

n-+oo X, Ô 
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C - MAJORATIONS DE CHERNOFF POUR 

DES CHAINES DE MARKOV NON CONTROLEES 

On supprime désormais actions, et stratégies (A est réduit à un point). 

Les notations restent les mêmes, mais lf U et (P sont définis sur 

EZ 0 tt'®2 
; à À e: <? , on associera ses deux marginales 

(Q,Cl) = (E, G ) IN ; {Q,a, (Px)x e: E , (Xn)nslN} est une chaine de Markov à valeurs 

dans (E,~), de transition TT. 

Puisque E est polonais, on peut le compactifier; soit E son compactifié 
A 

et ~l l'ensemble des v.a. continues sur E qui ont un prolongement continu à 

A 

E. Si E est localement compact à base dénombrable on le compactifie en ajoutant 
,-o 

un point à l'infini; si c.,
1 

est l'ensemble des fonctions continues sur E qui 
A 

tendent vers O à l'infini, une fonction de ~I est somme d'une fonction de 
A A 

et d'une constante. On suppose désormais TT~} inclus dans ~I • Alors 1T 

,. 
peut être prolongée à E par continuité pour la topologie étroite; 1T est alors 

fellérienne. L'information I(À) = IÀ @rr(À) 
1 

d'une probabilité , ne change 

pas si elle est considérée connne une probabilité 

Le théorème obtenu en B est donc encore valable. 

Projection de l'information sur E 

À de concentrée sur 

Soit a une probabilité sur (E ,tff). On note 4>2 l'ensemble des probabili
a 

tés sur (E
2

, ~(;) 
2 

) dont les deux marginales valent a. et 

Si r est un borélien de <?
1 

, on note 

Théorème 

Si E 

est 

est polonais et si TT G
1 

est inclus dans l;
1 

(en particulier s1 
0 

l.c.d, et si TT~
1 

0 

est inclu dans é;
1
) , alors pour toute a. e: C?1 

sup 
ue: 'U1 I Log ~ da. 

TTU 

E 
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Ce résultat est l'un des plus d~licats établit dans [1] . 

Démonstration 

a) Soit J le terme de droite. Pour u E 1.1,
1 

I 1(a) ~ f Log u(y) da(y) - f Log nu(x) da(x) 'l J 

b) Il suffit de montrer le résultat lorsque E est compact. 

-En effet on obtiendra alors le résultat sur le compactifié E et 

c) Supposons E métrique compact. 

u 
ïTU 

J 

Soit A = {.À ; 1c::ënr(À) ~ J} . Supposons I 1 (a.) > J . Alors A et ~; 

sont des compacts convexes disjoints de (P . D'après le théorème de séparation, 

il existe une v E l; telle que 

si 

f V dÀ ? 

À ~2 
E \l- a 

À E A 

Montrons que pour tout e: > 0, il existe deux fonctions f et g de &1 

telles que 

f(x) - g(y) + E 

g da 

Soit en effet H la fonction de (r x ~l x ~l dans R définie par 

H(À,f,g) = f v dÀ - (f f dÀ1- f f da)+ (f g dÀz - f g da) 

Pour À E <?2 
a ' H(À,f,g) ~ 0 . 
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Sinon, par exemple ÀI ~ a et il existe une f E ~ telle que 

f f dÀ 1 - f f da > o. 

inf H(À,f,g) ~ f v dÀ - snup[(f f dÀ1 - f f da)n] = -oo 
f,g 

Donc sup inf H(À,f,g) ~ 0. 
ÀE(? f,g 

Pour (f,g) fixé H est affine en À et pour À fixé H est affine en 

( f, g) • Donc d'après le théorème du minimax de Sion ( [7] , [s J ) 

inf sup H [À, f, gJ = 
f,g À 

sup inf H(À,f,g) ~ 
À f,g 

0 • 

sup H(À, f, g) 
À 

= sup [v(x,y) - f(x) + g(y) + f f da - I g da] 
x,y 

Pour E > 0, il existe (f,g) E ~~ tel que 

sup [v(x,y) - f (x) + g(y)] ~ 
x,y 

Soit [f = î - J f da +J; da. 

g = g 

f f f da = f g da 

lv(x,y) ~ f(x) - g(y) + E, 

Prenons E < 1 soit À E O ~ tel que f [f(x) - g(y)]À(dx,dy) soit nulle. 

Alors À n'est pas dans A et I ic:::t (À) > J • 
Ct-o Tr 

Soit w(x,y) = f(x) - g(y). La transformée de Cramer de la probabilité w(a@n) 

est 

À~ x 1T (a) = - inf Log f eu(w-a) da@n 
u 
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Donc À:0 1T(O) = - inf Log f e -u[f(x)-g(y)] a(dx)Tr(x,dy) ~ J . 
u 

Pour tout n > 0 il existe un u tel q·ue : 

f eu[f(x)-g(y)] a.(dx) Tr(x,dy) ~ 

Posons W(y) = e-ug(y) et V(x) = e 
-uf·(x) 

I rrw -J+n V da~ e 

-J+n 
e 

f Log ;w da = f Log rrw da - f Log V da.~ Log f Tr: ~ -J +n 

Mais f Log V da= -f u f da= -Ju g da= f Log W da 

- r 1 (a) ~ [ Log rrW da - f Log W da~ -J +n 

et 

Projection de la majoration sur E 

Théorème 

Si E est polonais et si 1T ~
1 

C ~I , pour tout compact K de <? 
1 

Démonstration: 

Posons 1Y.
1 

= {Log~ u e:: 'U..} . Grâce au. théorème pré·cédent, on établit comme 
TTU 

sur que 

- pour v E: 1Jî E [exp(n J v d J,
1

)] = 
X n 

- pour r borélien de 

La démonstration s'achève connne sur E
2

• 

sup inf 
ve::V-),sr 

J v dÀ) 
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Remarque 

L'ensemble (? 2 
est un compact (? : il est fermé et c'est une partie 

a 

tendue de <?. En effet, pour tout E > 0, il existe K compact de E tel que 

C a.(K ) ~ E: 

existe une 

pour 

À E: çp2 
a 

telle que 

D'autre part, a--~ r 1(a) est s.c.i. et pour tout compact K de\? 

il existe a E: K et À E: (r~ tels que r 1(K) = r 1(a.) = I(À). 

A1rn 1 icat ion au cas où E est un es2ace métrigue com2act 

Dans ce cas, soit f E: G . La fonction À_ J f dÀ est continue de~ 

dans IR . Soit F un fermé de IR 

[l. 
n-1 

lim Log sup p }: f(~, ~+!) E: F] ~ -Hf(F) n X n 
X k=o 

où Hf(F) = inf I(À) 
{À;f f dÀ E: F, ÀtÀ2} 

De même si f est s.c. i. de E dans IR , À..........,.+ J f dÀ est s.c.i. de CP 

dans IR et pour a E: IR 

1 [l. 
n-1 

lim - Log sup p E f(Xic,~+I) ~ a] ~ -Hf((-ooa]) . n X n k=o X X 

De même, soit g È ~l ' 
et F un fermé de IR 

1 [l. 
n-1 

lim - Log sup p r g(~) e: F] ~ -h (F) n X n g 
X k=o 

où h (F) = inf 1
1 

(a) 
g {a; J f da sr} 

La fonction g peut être prise s. c. i. , si F = (-oo,a] . 

Extensions Pour obtenir une majoration du type précédent pour les ensembles 

fermés de C? , Donsker et Varadhan font une hypothèse qui revient à peu près à 

{TI(x,•)}xsE est une famille tendue ..• ce qui en dehors du cas indépendant, et 

du cas où E est compact semble peu fréquent. 
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Conditions. gour que les bornes supérieures obtenues soient strictement négatives 

Proposition 

I (,\) = 0 si, et- seulement s.J. 

I (À)= 0 si et seulement s,i a= a TT 
1 (a esct une probabilité invari.ante 

de la chaine) 

Démonstration 

Pour a e: <P1 a TT est. la probabilité qui à A e: ~ associe 

a TT (A) = f a:(dx) TT{x,A) • 

La seconde marginale de a,Gl, 1T est a,rr-. 

I(À) = IÀ ~ (À) est null.e si et- seulement si À = .\ 10-rr • 
J '<:li' TT 

Il exis.te une 

Donc si I 
1 

(À) est nulle , À = a0:rr ; mais la seconde marginale de À est a , 

et O. TT = a. • 

Conséquence 

Soit K un compact de <?
1 

;. si K ne contient aucune probabilité 

invariante , I 
1 

(K) est strictement positif et pour tout. € > O , il 

existe n 
0 

tel que pour n ~ n 
0 

et pour tout x· E: El. 

Cas des chaines de rnarkov irréductibles 

Soit la ne itérée de.• 7T :. P (X e: •) = TT (x,.•). 
x· n.· n. 

Pour z e: ] O, 1 [ , on considère la. transition 

7îz{x,•) = (1-z) E 
n~I 

La chaine est dite irréductible si il existe une mesure :, telle que 

<P << 7Tz(x,•) pour tout x e;. E. Pour une t·e,lle chaine ou bien il n'existe pas de 

probabilité invariant:e (cas transi.ent ou. récurrent nul) ou bien il existe une pro,.. 
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tout x E E on ait 

lim 
n-+<x> 
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u unique telle que pour toute v.a. 

n 

n-1 
I: 

k=o 

f positive sur E2 

p 
X 

p.s. 

et 

Si E est compact, le seul cas possible est le cas récurrent positif [s]. 

Donc pour f 

b > 0 et un 

s.c. i. de E2 

n 
' 0 

tels que 

r.!. sup P L'. 
X n 

X 

dans 

n ~ n 

n-1 
l'. 

k=o 

IR et pour 

0 
implique 

a < f fd jJ (2) TT 

-nb 
e 

' 
il existe un 

Un théorème analogue a été établi par N. Haigret (exposé suivant) sans 

hypothèse topologique pour les chaines récurrentes au sens de DJeblin. Mais la 

chaine précédente est récurrente au sens de Doebl:indès que sa mesure invariante 

a un support non vide ( [2]) . 

On est donc dans un cadre très voisin de celui de N. Maigret. 
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D - MINORATIONS DE CHERNOFF POUR 

UNE CHAINE DE MARKOV IRREDUCTIBLE 

I - TRANSFORMATION DE LA CHAINE DE MARKOV 

À E: 

Soit a e:: <?
1 

<P2 telle que 
a 

telle que r
1 

(a) 

Il (a) = Ia~'IT(À) • 

soit finie. On a vu qu'il existe une 

Puisque ÀI = a et E est polonais, il 

existe une transition 1T de E dans E telle que À = a0TT (et a®Ti « a®n) . 

En outre a 7T = a a est invariante pour 1T • On cherche à montrer qu'on peut 

choisir 7T telle que la chaine associée à 1T soit récurrente Harris positive. 

La transformation ainsi obtenue permettra d'.obtenir des minorations comme la 

transformation des lois dans le cas indépendant. On suppose toujours E polonais 
..... ..... 

et n ~l C ~l • 

a) Considérons tout d'abord une suite (u ) C.. U telle que n ne::IN 

I(À) 

Soit À (dx, dy) a(dx) = n 

La probabilité a ®rr 
et 

= Il (a) = lim J ~ da 
1T u n-+-00 n 

u (y) 
n n(x,dy) 

7r u (x) n 

est absolument continue par rapport à a~rr 

= f Log dÀ À f d a 0 1T dÀ 
d a®n d + Log dÀn 

lim IÀ (;\) = 0. 
n-+-00 n 

D'après A.3, 1111. -ÀIJ=o n 

d;\ 
d a@,r (x, y) 

et 
u (y) 

n 
7T u (x) 

n 
converge dans 

donc à À 
n 

1 
L (aGTT) vers 



Suivant [10] , considérons 

t;.,. = {e ; e s 

pour 

fermé dans 1 
D. est L (a(8}1r) ; 

-existe (x' y') où 0(x' y') 

- 104 -

l 
L (a.0:1), 8(x,y)0(x' ,y')= e(x,y~)e(x',y) 

2 
(Cl.@ TI") presque tout 

S1 e est une version de 

ê(x,y) ê(x'y) 'F 0 = -

(x y x' y')} 
I I I 

e s ti non nulle 

S (x y') 
= a(x) 

0(x'y') b(y) 

Donc dÀ 
da@1r(x,y) a une version égale à 

a(x) 
b(y) où a est v.a. finie et 

v.a. strictement positive. 

La suite f 
u (y) 

n TI(x,dy) = 
TI U (x) 

n 
converge vers f :~;~ TI(x,dy) = 

, il 

b une 

pour tout x, sauf sur un ensemble N négligeable pour a., donc pour tout x 

en modifiant a sur l'ensemble N. 

et B 

Posons 
(

n(x,•) 

h(x,y) 

= a(x) TI(x •) 
b(y) ' 

a(x) 
= b(y) 

- -Alors 7T est une probabilité de transition et a. est invariante pour 7T • 

- Supposons qu'il existe une B € (? telle que pour tout x € E, n(x,•) 

soient équivalentes. 

On pose TT (x,dy) = TT (x,y) ~ (dy). Alors la chaîne associée à TI est 

a. irréductible. 

En effet a. = a. TT<< '?, Soit da 
p = di3 • Pour presque tout y 

p (y) 
I = b(y) J a. (dx) a (x) TI (x, y) 

donc a. (p > O) = a. (b < m) = 

Soit A Et tel que a (A)> O. 

- .~ 

TT (x, A) = a (x) j 
TI (xy) 
b (y) 

IA (y)~ (dy) > 0 . 
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La chaine de Markov associée à 1T est donc récurrente positive de probabi

lité invariante a. 

2 - MINORATION DE CHER...'-l'OFf LORSQUE LES PROBABILITES (1r(x, •) )xEE SONT TOU'l'ES 

EQUIVALENTES 

Soit a E ~ tel que I
1 

(a.) < 00 • On lui associe d 'ap-rès ce qui précède 

une transition 1T , d'une chaine de Markov récurrente positive de probabilité 

invariante a , et une v.a. h sur Ex E telle que pour tout x 

d n(x,•) = h(x,•) 
d ïT(x,•) 

Pour tout x 
' il 

A E.: t . . 

I 1 (a) "" Ia(S)ïT (a@i) = f Log h d a@n 

existe un ense~ble N , n(x,•) négligeable tel que pour 

ïT(x,A) = I 1 A (y) 
l rr(x,dy) + rr (x, A/"\ N) h(x,y) 

~ [ IA(y) 
l 

TT(x,dy) 
h(x,y) 

Considérons sur l'espace canonique (~, a,,) , la famille de probabilités 

(P) telles que 
x xE.:E 

t
p (X = :x;) = 

X 0 

Px[xn+l E.: A I Œ>n] = TT (X , A) n 

Soit BE.: o(X
1 

••• Xn) . On peut lui associer r E.: ôn tel que 

B = { (X
1 

.. • Xn) E r} . 

tout 
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h(X 
1
x )J 

n- n J 

Soit V un voisinage de a. Prenons B = {L~ EV} . 

La chaine (n , a.,,, P 
X 

a) p p. s. 
X 

b) p p.s. 
X n 

( X) ) êtant récurrente 
n nEIN 

converge en loi vers a donc lim Px[1; E vJ = 
n-+-00 

n-1 
I: 

k=o 
tend vers I 1 (a) = f Log h da0TI 

lim 
n-+-00 

n-1 

Px [¾ k:o Log h(~, ~+I) ~Il (a) - E] = 0 

lim 
n-+-00 

Supposons V ouvert , soit W un voisinage de a fermé inclus dans V. Il 

existe un n tel que { B ; sup 1 1 S-y 1 1 ~ ¾} 
yEW 

Alors {L; E W} C {L~ EV} et 

lim 
n"?<lO n 

soit inclus dans V. 
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Théorème 

Supposons E polonais et Y~. C~ 

Si les transitions {n(x.•)}xEE 

ouvert G de C? et pour tout 

sont toutes équivalentes, alors pour tout 

X 

lim 
n n-+m 

En effet la relation que l'on vient d'obtenir est évidente, si = 00 

(ce qui est en particulier le cas lorsque a n'est pas absolument continue par 

rapport à 6). 

3 - EXTENSION 

Soit Z E] 0, 1 [ Considérons la transition z 
ïî = ( 1-z) 

n-1 z ïî 
n 

On 

peut construire une chaine de Markov associée à 7Tz· de la manière suivante . Soit 

Sur (ni, "' 1
, P') une su1.'te (,,. ) 

H <.,<, 'n n~I de v.a. indépendantes telles que 

Soit 

Alors 

associée à 
z 

7T 

P 1 (T = 
n 

t:: = 0 

Tl 

si on pose 

Y (w,w 1
) 

n 

i) = 

+ ... 

(1 z) 
i-1 

(i ~ 1) - z 

T si 
n 

n ~t .. 

P 0 P'' r X , est une chaine de markov 
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Montrons que le théorème précédent est encore valable si les probabilités 

sont équivalentes à une mesure S . Ce sera en particulier le cas 

si la chaine est une chaine récurrente (positive ou nulle) de mesure invariante 

~ et si pour tout x, rr(x,•) << µ (car, sous les hypoyhèses de récurrence, 

Soit a E: G:> , teüe que a << S . Considérons V un vo1s1.nage ouvert de 

a et W un autre voisinage de a, tel que pour E: > 0, 

{ \) sup / 1 y - v 1 1 < 2 d C V 
YE:W 

Soit A E: t . Posons 

Supposons 
Tn--l - (n-1) 

n 

T 
-n L n-1 (A) L

1 
( A) ,::; 

1 

Mais parmi les T 
n-1 termes 

figurent pas dans donc 

n-1 
E 

k=o 

Pour tout A 

~ L~(A) +.f.. 
2 

qui figurent dans 

T 
Lln-l(A) ~ I7(A) + E: 

Donc IILn_-Ln/1 2 
1 1 ~ E: 

T 

T 
L n-l(A) 

1 

' Iz ( ) p' (-n ' 1 E:) ..,,- 1 a. - n-, +2 

où est l'information calculée à partir de z 
TT 

On cherche à passer à la limite si z tend vers 0 

( 1-z) 
n 
E 

i=I 

i-1 
z e 

(1. 
1. 

0 
1-z e 

au plus 

0 z e < 1 

( 1 ) a"T ( 1 ) ( 1 -z) nen0 ' ( ) e-n +E: 0E' te n) ~< e-n +E P T >,.n(l+E) ~ 1c- _ 

n (1-z e~)n 

nE: ne 
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1 cr 
- Log P' {T ) n:(!+2)) ~ - rn + Log(l-z)-Log(I-z e) 
n n 

lim 
z+o 

Il 

et ce.tte 1 imite .e·st a:ttei.nte unif ormémP.nt en n . 

D" autre ,par-t lim r;{a) = L
1 
{a) • En effet 

z+o 

z 

f 
u 

f 
u 

l,J (E) = sup Log -- da-~ sup Log da 
z '( :]-z)7"U 

UE 1T u UE 

~ 
1 

Il (a) 1-z 

lim r:(a) ~ I
1 

(a) 
z+o 

I
1 

(a) = sup f Log ~ dct ~ 
fi~PUI 

lim I Log ~du 
UE½. rru ...., .Z z+o 1T u 

lim f u 
lim I~(a) ~ sup Log -- du ~ . 

us'U-
1 

z z+o 1T u z+o 

Donc lim Px(L7 EV) ~ -I 1 fo) • 
n+co 

Théorème 
A A 

Supposons E polonais , 1T '°i c. :i:1 et la chaine associée à TT récurrente 

Harris positive de mesure invariante µ. Si TT(x,•) est absolument continue 

par rapport à µ 

et tout x E E, 

pour tout x de E, alors pour tout ouvert G 

lim Px(L7 E G) >, - I
1 

(G) 
n-+«> 

• 

Le théorème reste vrai si les probabilités 

équivalentes, sans hypothèse de récurrence 

Corollaire 

z 
( TT (x •)) sont toutes 

' Xi-:E 

Sous les mêmes hypothèses que le théorème, soit f continue de E dans lR 

et O ouvert de IR . Pour tout x 



lim 
n 
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n-1 
E 

k=o 
f(~) E o] > - inf I(a) 

fo;/ d~ ê. O} 

Si f est s.c.1. et O une demi droite J-co, a[ le théorème reste vrai. 

Corollaire 2 

Pour une chaine de Harkov fellerienne, définie sur un espace compact métri

que et récurrente de probabilité invariante µ telle que n(x,•) soit 

absolument continue par rapport à µ pour tout x, on a pour toute f 

continue de E dans 1R 

n-1 
lim ! Log Ex [exp E 
n-+oo i=o 

f(X.)] 
l. 

Cela résulte des majorations et minorations obtenues dans ce cas par une 

démonstration de Varadhan [9]. Inversement Gartner établit dans [3] des théorènes 

de grandes déviations en supposant que pour toute v.a. bornée la limite de la 
n-1 

..!. Lo E [exp( E n X 
suite 

i=o 
existe et est finie. 



VIL 1 

MAJORATIONS DE CHERNOFF ET STATISTIQUE SEQUENTIELLE POUR DES CHAINES DE MARKOV 

RECURRENTES AU SENS DE DOEBLIN. 

Nell y MAI GR ET. 

Résumé 

On établit un théorème de grandes déviations pour une chaîne de Markav 

récurrente Doeblin, semblable aux théorèmes de DONSKER et VARADHAN [SJ On cons-

truit (toujours pour une chaîne récurrente Doeblin) un test analogue à celui de 

Chernoff dans le cas indépendant [4] , [ 1] , [2], le théorème de grandes déviations 

obtenu permet de montrer que ce test est asymptotiquement le plus économique parmi 

les tests de force au moins égale. 

PREMIERE PARTIE MAJORATIONS DE CHERNOFF. 

X = Ç2, Q, (P ) E '\9 , (X ) -N) une chaîne de Markov sur un espace d'état x x :n. n ni::, 

mesurable ( ~, .~) où la tribu ~ est supposée à base dénombrable. On note = = 
TT le noyau de transition, et 

bu des événements antérieurs 

probabilités sur ( ~' 1!-). 

TT 
n 

la ième ·t~ ~ de n 1. eree 

à n : ;n = G°'(X , ••• X ) • Wn o n 

ïî 
0 

désigne la tri-

On note <y l'ensemble des 

Lorsque ( 1t, 1!,) est métrique, ~ est muni de la 

topologie de la convergence étroite. On note FÀ la distribution de la chaîne 

et E. l'espérance lorsque À de 3/ est la loi initiale. Pour simplifier, P 
A X 

et E 
X 

au point 

désigneront respectivement P
0 

et 
X 

E-
0 

X 

x. On notera de la même façon, par 

6 étant la mesure de Dirac 
X 

i! :: , la norme uni forme sur 9 et 

sur l'ensemble des variables aléatoires (v.a.) sur ix J. 
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La chaîne de Markov X est supposée récurrente Doeblin, apériodique, 

de probabilité invariante µ ,c'est-à-dire il existe c > 0, il existe fJ , 

tels que pour tout n, sup 
xéj 

Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront munis de leur 

tribu borélienne, et les espaces produit de la tribu produit associée. 

Enfin, pour tout n de N, on notera 

définie par 

µ® TT 
n 

la mesure sur t n+I 

(µ (8) TT ) (A) = j" IA (x , ... x ) q..L (x ) TT (x , dx 1) ••• TI (x I, dx ) n o n o o n- n 

Théorème 1 : 

Soit g une v.a. bornée sur 1x 1{ ,m, g et g définis respective-

ment par J g c\-l (&TT, µ ®TT - ess sup g, µ®TT ess inf g. On note h 

la transformée de Cramer de g(µ @TI) définie sur [ g,g] . Pour tout 

réel a strictement supérieur à m, on a: 

lim 
n 

n 
log 

n-1 
sup P ( ;::: 
xE't x p=O 

En particulier si a est élément de ]m,g[, le terme ci-dessus est 

majoré par le nombre négatif 

une constante dépendant de c, de g et de a. 

Démonstration 

Supposons que a est élément de ]m,g[ . 

Alors u = h'(a) est strictement positif et vérifie 
0 

e-h(a) = E 
µ 

(g(X ,X1)-a)u 
(e o o) 

Pour tout x de '<\t , pour tout k entier naturel, on a 
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u (g(y,z)-a) ,J. o l 1 e J(y,dz (1k(x,dy) -t,-l(dy)) 

u (g-a) .. 
}1k(x,.) - t,-l(.)11 :;; ,, 0 Il 

ile 

u (g-a), 
il C p 

k bpk 0 li = :;; ile 

c'est-à-dire, pour tout k entier naturel 

on a 

jorée par 

sup 
X 

u (g(Xk,xk 1 )-a) h( ) k 
E ( e O + ) :;; e - · a + b~ 

X 

Soient k et n des entiers naturels fixes quelconques. Pour tout a, 

E (e 
X 

= E e 
X 

u 
0 

= E (e 
X 

u 
0 

n-1 
·~ 

p=l 

n-1 
~ 

p= 1 

En appliquant la relation démontrée ci-dessus, cette expression est ma-

n-1 

sup E ( 
,.. -.V, X 

Xl;O\. 

Soit r entier naturel, J:,;r:;; k-1. Pour tout x, 
n n 

u ~ (g(Xpk+r'Xpk+r+l)-a) u ~ (g(~p'~p+l)-a) 
0 p=l 

0 p=l 
E (e = E (Ex (e )) 

X X 
r 

La dernière relation démontrée entraîne 

Puisque a est strictement supérieur à m, 

et on peut écrire 

u est strictement positif 
0 



VII.4 

nk-1 k-1 n-1 
p ( Z: (g(X ,X 1)-a}:::O:;:; Z: p ( L. (Xpk+r' Xk 1)-a):ao) 

X p=k p p+ r=O X P +r+ p=I 

sup P 
X 

X 

s;; 
k-1 
z: E (e 

r=O X 

n-1 
u z: (g(Xpk+r'Xpk+r+l)-a) 0 p=I 

D'autre part, pour tout e. strictement positif et pour tout a 

n 
Px ( Z: (g(Xp,Xp+l)-a) ~ ne) s;; 

p=O 

+ p 
X 

[f]k-1 

( Z: (g(X ,X I )-a) 
p=k p p+ 

k-1 
p ( z: 

X p=O 

où pour tout réel s, [s] désigne sa partie entière. 

g étant une v.a. bonrée sur ( ~ x d{), il existe 

Vn ~n , 
0 

sup 
X 

k-1 
P ( Z: (g(X ,X I )-a) ~ ~) = 0 

X p=O p p+ 

n 

œ (g(X ,X 1)-a) ~ -2 ) p p+ 

n (k,e), tel que 
0 

et sup 
X 

p ( z: 
X 

p = [~k 
k 

(g(X ,X 
1
)-a) :a œ

2
) = 0 

p p+ 

n 

) 

(cette dernière égalité étant vraie puisque z: 
[

n., comprend au plus k termes). 

De plus,sup P 
X 

X 

p = -Jk 
k [n.., 1 -J-

(g(X ,X 
1
)-a) :a O) s;; k (e-h(a) + b pk) k 

p p+ 

Par conséquent, il existe n (k,e), tel que pour tout 
0 

n ~ n 
0 

n-1 
sup 
xE~ 

P (Z (g(X,X 1)-a)zne) 
X p=O p p+ 

1 n Log sup 
xé~ 

n-1 Log k 1 rn.., -h(a) k 
P ( Z (g(X ,X 1)-a) ~ œ) s;; ~"--- + n (1..p-l) Log (e +b~ ) 

x p=O p p+ n 

ce qui entraîne 
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1 
lim - Log sup P 
n n x 

n-1 
( I: (g(X ,X 

1
)-a);::: rn;;) ~ t Log {e-h(a) + b,)k) 

p=O p p+ X 

Cette dernière relation étant vraie pour tout k, on en déduit 

__ 1 n-1 ( ) 
lim - Log sup P ( Z (g(X ,X 

1 
)-a) ;;:: ne) ~ inf <t Log (e -h a + brJk)) 

n n xE l(. x p=O p p+ kEN 

Soit maintenant E: > 0 tel que : a-e > m. (On a bien sûr a-e < g). 

Appliquons alors la dernière inégalité démontrée à a-e, en notant la 

constante b correspondant à un réel a, b . On obtient a 

-. J 
n-1 

1 (e -h(a-e;) lim - Log sup p ( z (g(X ,X 
1
)-a);;:: 0) ~ inf (k Log + b 

n 
xE°t 

X p=O 
p p+ 

kEN a-e n 

Faisons tendre E: vers O. 

h est une fonction convexe donc continue lim h(a-E:) = h(a). 
e-+O 

On a b 
,, h' (a-e) (g-a+E:) , 

a-E: = c ile • il 

h' est continue donc b = b 
a-E: a 

On en déduit que pour tout a, m <a< g 

-1 
lim - Log sup 

n n xE~ 

pk)) 

Cet inf est strictement négatif puisque h(a) étant strictement posi-

tif (a j m) et p 
k 

(e-h(a) + b ~ o) 
a 

strictement inférieur à 1, il existe 

soit strictement inférieur à 1. 

k 
0 

de N tel que 

Ceci termine la démonstration de la 4ème partie du théorème. Le résultat 

de la 1ère se déduit immédiatement puisque la fonction 

1 
n-1 

a ... lim - Log sup P ( Z (g(Xp,Xp+l)-a);;:: 0 est croissante. 
n n xE1t x p=O 

Remarque : 

constante 

Soit 

b = C 
a 

a E Jm,g[. 
u (g-a) 

' 1 O 11 
lie 

Si g et c vérifient 

est supérieure à I et 

est minorée par Log~- Donc en général cet inf ne sera pas - oo même si 

L'exemple suivant met en évidence cette minoration par Log~ . 
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Soit la chaîne markovienne à 2 états O et de probabilité de tran-

sition TI (O,O) = P, 'l ( 1, 1) = 1. Sa mesure invariante f-l. est ô 
1

• Supposons 

1 
P > 2, alors les constantes c et p sont respectivement 

La v.a. g définie par: g(I) = 0, g(O) = l est telle que g = O et 

on a 

DEUXIEME PARTIE 

n-1 
p ( I: 

0 
p=O 

1 
- Log P n o 

g(X ) ~ n) 
p 

n 
= p 

n-1 
( I: 
p=O 

g(X) ~ n) = Log p p 

STATISTIQUE. 

1 = - Log P n o 

n-1 
( I: 
p=O 

(g(X )-1) ~ 0). 
p 

Maintenant, le noyau TT dépend d'un paramètre. L'espace des paramètres 

(0 x e) est un espace topologique muni de sa tribu borélienne. La transition 

TI est une transition de $ xt dans i. Le processus des observations 

Xa = (~, <l.., (Pa ,x)xE ~, (Xn)nEN est une chaîne markovienne récurrente. Doeblin, 

apériodique, de probabilité invariante ~a . On se pose des problèmes d'estima

tion et de test d'un point de vue séquentiel. 

I. ESTIMATION 

1. Définitions. Exemples. 

Ce paragraphe reste valable si la chaîne x8 est seulement récurrente 

Harris positive (cadre 1). 

1 .1. Fonction de contraste la définition est celle de Gansler [6]. ---------------------
Une v.af. sure X t xt est une fonction de contraste si 

J 4i
8

(x) 1(J,x,dy) f(a,x,y) est fini et J 4\1(x) ](8,x,dy) (f(;:,,x,y)-f(o,x,y))~O 

l'égalité n'ayant lieu que lorsq11e ç= 9. 
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On notera h(ô,~,x,y) = f(~,x,y) - f(ô,x,y) 

et K(a ,-;:>) = J dµa (x) 1 (a ,x,dy) h(a ,::p,x,y) 

Exemple : On suppose qu'il existe une v.a. p sur e X t Xi , Strictement 

positive et une transition À de dÎ, dans f telles que pour x E 't et ~, E i 

On suppose aussi que si ;:p est différent de a , l'événement 

(x;TT (;:p,x, .) 'f TT (a ,x, .)} n'est pas négligeable pour j..l.a • 

Sous ces hypothèses, la v.a. f: f(;:p,x,y) = - Log p(;:p,x,y) est une fonc

tion de contraste dès que les propriétés d'intégrabilité sont vraies. En outre, 

p étant strictement positive, pour tout x de 'Jî, l'ensemble 

fo: (_:;:i,x; .)\EG est un ensemble de probabilités équivalentes. Aussi, si p est 

bornée, 

I(a ,-:p,x) = j Log p(a ,x,y) '.1 (a x·dy) = I ( ) (1 (a ,x; .) 
p(:p,x,y)· '' Jy,x,;. 

où I (v) est l'information de Kullback de v par rapport à µ . Pour simpli-
j..l. 

fier, on note 1
11

(cp,x;.)(1(a,x;.), I(a,y,x) , et on définit 1(0,-:,:i) par 

J I(ô,~,x) q.i.8 (x). Dès que cp est différent de 0, 1(6,y) est strictement po~ 

si tif. 

1.2. Estimateur du minimum de contraste ----------------------------------
A l'instant n, un estimateur de a est une fonction mesurable a de 

n 

(.Q, ~ n) dans 0 , c'est-à-dire que an = an (X], ••• Xn) pour une fonction me-

surable a t de ~ dans 0 . On confondra 6 et a 
n n 

Etant donnée f une fonction de contraste on po~e 

L (J.) 
n 

A l'instant n, 

n-1 
= r: 

k=O 

un estimateur ~ l'tl.. mesurable est un estimateur du "'n' IJ.Jn 

minimum de contraste s'il vérifie: 

L (û) = 
n 

inf 
a. é e 

L (J.) 
n 
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Dans l'exemple précédent cet estimateur est l'estimateur du maximum de 

vraisemblance. Le théorème de sélection de BROWN [3] assure l'existence d'une 

suite d'estimateurs du minimum de contraste si <Jf est polonais, si Q est un 

espace métrique compact, et si l'application a ➔ f(a,x,y) est semi continue 

inférieurement de () dans R pour tout x,y de i. 
On pose 

n-1 

Sn(~.~)= k~O (f(~,~'~+I) - f(~,~'~+I)) = 

2. Consistance exponentielle. 

n-1 
I: 

k=0 

Si À est la loi de probabilité initiale de la chaîne, une suite 
0 -

[ a} d'estimateurs du minimum de contraste est dite consistante si pour tout n nEN 

voisinage U(0) de 0, P ps, il existe e,À 0 
tel que pour tout 

a appartient à U(0). Dans [ 6] 
n 

on trouve des hypothèses sous lesquelles 

une suite d'estimateurs du minimum de contraste est consistante dans le cadre 1. 

Le but est d'établir ici, la consistance exponentielle de toute suite 

(a ) d'estimateurs du minimum de contraste lorsque 0 est fini, et la fonc-
n nEN 

tian de contraste bornée. 

On définit : Te= inf [n; "P ~ n, e = e} 
p 

Théorème 2 : Lorsque 0 est fini, et la fonction de contraste bornée, toute 

suite (0n)nEN d'estimateurs du minimum de contraste est exponentiel

lement consistante 

Démonstration 

lim ..!_ Log 
n 

n 

Pour tout x de 

sup Pe (T~ > n) < O. 
xEt ,x _, 

Soit :p différent de 8 . 

m-1 
Pa c s c a ,;:i) ~ o) ,x m 

= p ( I: 
8,x k==0 

Pa es ca .~) ~ o) 
,X m 
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Le théorème I .1. du paragraphe I, appliqué à la fonction bornéP 

- h(6,~,x,y) entraîne que pour tout e > 0, il existe k > 0 et b > 0, tels 

que pour tout m de N, 

sup 
X 

m-1 
p.'.:\ ( t 

o ,x k=O 
-bm 

e 

Pour e = K(0,~) > O, il existe k > 0 et b > 0, tels que pour tout 

m de 

ce qui 

N, 

m-1 
sup p ( t h(ô ,C+J •~ •~+ I) 0,x 

k=O X 

entraîne qu'il existe k' > 0 

sup P.'.:\ (Ta> n) :s; k' 
xE ~ v ,x 

-bn 
e 

et 

:s; 0) :s; k 

b > 0 

c'est-à-dire -1· .) 
im -n Log sup P~ (T.'.:l > n) < 0 

xE'dt o ,x o n 

II. TEST SEQUENTIEL DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE. 

O. Introduction 

-bm e 

tels que pour tout n de N, 

L'idée de ce paragraphe est inspirée du problème de test résolu par 

CHERNOFF dans le cas indépendant avec choix d'expériences. Ici, l'espace des 

paramètres 0 est fini (on notera q sont cardinal). Le processus des obser

vations x8 est une chaîne markovienne, récurrente Doeblin, apériodique, de 

probabilité invariante i-la , de loi initiale À. . On suppose qu'il existe une 
0 

v.a. sur ex~x'M. strictement positive p, bornée, et une transition À. 

il dans "àf,, telles que pour tout x de ~. pour tout i' de d{ 
-

On suppose aussi que dès que y est différent de a , l'événement 

[x,TT.(8,x,.) 1-n(.:y,x,.)} n'est pas négligeable. 

de 

C'est le cadre de l'exemple du paragraphe I, dont on reprend les nota 

tions Pour tout X de 1l , pour tout 6 et y de f} 
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p(a ,x,y) 
p(y ,x,y) TI (a ,x,dy) 

et I (0 ,y) = J 1(8 ,9,x) µd (dx) 

On définira de plus I(a) = inf I(ô,q:i). 
cpEa(0) 

Sous les hypothèses ci-dessus, f(0,.,.) = - Log p (8,.,.) est une fonc

tion de contraste bornée. On désigne dans la suite par (an)nEN une suite d'es

timateurs du minimum de contraste; d'après le théorème 2.1 précédent, elle est 

exponentiellement consistante 

le problème de test suivant 

1 
lim - Log sup Pa (Te> n) < O. On se pose 
n n x ,x 

( 0 I, 0 
2

) étant une partition de 0 , on veut 

savoir à quel élément de la partition appartient la vraie valeur du paramètre. 

c est le coût connnun à chaque expérience, 0 < c < 1, et r(.) la perte due 

à l'erreur de décision. 

On note : h(0) = 0. si. 0 appartient à 0. (i=l ou 2), et a(0)= 0-h(0). 
l. l. -

(ên)nEN désigne alors une suite d'estimateurs, telle que pour tout n, 

~ n mesurable et soit défini par : 

-n-1 
I: 

k=O 
Log p(ên'~'~+l) = sup 

a.Ea (8 ) 
n 

n-1 
I: 

k=O 

-
ên soit 

Les résultats obtenus ne dépendent pas de la loi initiale À
0 

on 

notera P .. À (respectivement 
i;I' 0 

La théorie développée ici est une théorie asymptotique, pour des va-

leurs de c petites. 

1. Etude d'un temps d'arrêt. 

Soit b positif, 0 et . y de 9 . On définit 

Çb = inf [n; S (8 ,J) > b; n n n 

et 

On a la relation 
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la suite (an)nEN étant exponentiellement consistante, il existe k > O et 

b > O, tels que pour tout n de -bn 
N, on ait : Pe (Ta > n) ;;;; ke , donc 

La chaîne étant récurrente Harris positive et 

intégrable, un théorème d'ergodicité implique 

L p(9,.,.) 
og p(-:p,., .) i--le c811e 

n 

n-1 
~ 

k=O 

Pa ps (<:I ) 
' j~ L p u ,x,y (9 d )· (d )- ('.:1 '') _n_î_ro-~' og p(;:i,x,y) TI ,x, y i--la X -1 0 ,y 

donc pour tout ~ différent de 0 puisque 1(0,~) est positif non nul, 

ps 
s (8 ,cf)) 
n > nt ro CD 

Finalement Pe (Cb = CD) = o. Le temps d'arrêt çb est fini Pe pres-

que sûrement. 

2. Définition d'un test ~c 

dent. 

On note V 
C 

le temps d'arrêt r défini dans le paragraphe précé-'.o_Log c 

De la même façon on note V le temps d'arrêt 
C ,:'.f) '-Log c,::p 

On définit le test de Chernoff, noté 

sa règle d'arrêt est \1 
C 

~ , ainsi : 
C 

si n = V , on arrêt et on décide que 9 est élément de h(9 ) 
C n 

si n < v , on continue, c'est-à-dire on refait une expérience et on 
C 

regarde à nouveau dans quelle situation on se trouve. 

Le test ~c est clos pour toute valeur c du coût. 

p (a) et R (0) désigneront respectivement la probabilité d'erreur et 
C C 

le risque associés au test de Chernoff 
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3. Propriétés du test. 

Le but est de montrer que le test ~c possède une propriété d'optimalité 

analogue à celle obtenue par Chernoff dans le cas indépendant avec contrôle. 

3.a. La_erobabilité_d'erreur 

Théorème 3.a : Pour tout 0 de 0, (card 0 = q), la probabilité d'erreur 

pc (0) associée au test ~c vérifie: p (8):;;; qc . 
C 

Démonstration Soit 0 de (}. 

Pour cp élément de a(0), on définit : on,cp = [ en = cp, v c = nJ 

CD 

Alors ;:: avec 
n=l 

n-1 
Pe c~ , ) = Pe c rr 

n,::p k=O 

p(8,~,~+1) 

p(::p ·~ ·~+!) 
:;i; C n V = n) 

Mais pour toute fonction g mesurable : 

c'est-à-dire 

D'où 

Ee (g(X
0 

- •• ,X t' = E (g(X , ••• ,X I) 
n- cp O n-

n-1 
Il 

i=O 

Pa (0 ) n,.::p 
= 

p(0 ,X. ,X. I) 
1 1+ 

P (cp , X. , X. I ) 
1 1+ 

p 
cp sur 

E [ 1 
p(0,~•~+I) .::p n-1 

[ TI 
k=O p (y , ~, ~ + 1 ) 

n-1 

~ c} 

n-1 
rr 

i=O 

l (V=n) 

p(8,~•~+l) 
P
0

(~'2 ) :;i; c P ( TI :;;; c, n V = 
n ,::p cp k·=o p(;:p,~•~+l) 

CD 

z 
n=I 

Pa (.. ) n,y 

Par conséquent 

:;i; C 

p (0) :;;; cq 
C 

n-1 
rr 

k=O 

n) 

p(0,~•~+I) 

P(T,~•¾+1)} 
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3.b. La_durée_moyenn~_du_test. 

Théor~me 3.b. 

Démonstration 

Pour tout 0 de G, -(l+çr(l) Log c 
I (0) 

Soit e > 0 et 8 un élément de 0. 

D'après le théorème 2.1, il existe b 1 > 0 et k 1 > 0 tels que pour 

tout n de N, pour tout 9 de a(0), on ait : 

n l (8) ) :,,; 

+ ~ 
2 

De la relation: P8 (vc,~=n) :s; P8 (Sn-l (0,~) :s; - Log c), on déduit qu'il 

existe k 1 > 0 et h 1 > 0, tels que pour tout cp de a(9), pour tout 

n ;:;:: 
-(1 + ~) Log c 

2 
1(9) 

, on ait 

P
8 

('v = n) 
C ,('.f) 

:,,; 

Ce résultat d'une part, la consistance exponentielle de la suite 

(8 ) d'autre part, et la relation: n nEN 

entraîne 

on ait 

L v = n} C [ Te > n} U [ u 
C cpEa (8) 

qu'il existe k>O et b > 0 tels que 

P
8 

(vc = n) :s; k e-bn 

€ -(1+ 2) Log c 
Soit alors 

E8 (\; c) 

N = 
C 

:,,; N 
C 

Ea(vc):,,; N 
C 

1(0) 

+ 
,..., 

n Pa (V L. 

n>N 
C 

+k Z -bn n e 
n>N 

C 

= n) 
C 

V 

Comme z -bn tend 0 quand n e = ~c vers 
n>N 

C 

C (,:;) tel C < C (e), ait ~ que pour on $c 0 0 

= n} 
C ,Cf) 

€ 

tout n;:;:: 
-(1+ 2) Log c 

pour 
1(9) 

C tend vers 0, il existe 

,:; Log C 

2k I (.,) 
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c (e), tel que pour tout 
0 

C < C (E:), 
0 

Corollaire Pour tout 0 de 0, R (a) ~ -(l+a(I) c Log c 
C I(d) 

Démonstration 

R (0) = c Ee (V ) + ;3 (0) r (8) 
C C C 

Les 2 théorèmes précédents permettent de conclure facilement. 

On note (T,ô) une procédure séquentielle de temps d'arrêt T et de 

règle de décision ô. e(0) sera la probabilité d'erreur de la procédure (T,6). 

Lermne 3.a Soit b, 0 < b < et 8 de 0 . Soit (T ,6) une procédure 

telle que pour tout r.p, e(;:p) soit un Cf (-b Log b). Pour tout r.p de a(6), 

pour tout €, 0 < € < 1, on a: 

Démonstration : Soit 0 de $ , r.p appartenant à a(8), et ~, 0<€'1 

On définit 

Alors 

où "h(6)" signifie : 

Comme p = 
r.p 

Qn = [ T=n, Sn (3 ,;:p) < -( 1-E:) Log b, ô accepte h(6)} 

CO 

e (r.p) :2: ~ p (.J ) 
;:p n n=I 

oo n-1 
:2: ~ P ([ TI 

n=l ;:p k=O 

la règle de décision 

n-1 p (r.p 'Xk ' ~ + 1 ) 
TI p(ô •~•~+l) Pa 

k=O 

décide h(6). 

sur Con , on a 
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P C,;:i 'xk 'xk + 1 ) 

p(a,~,xk+I)) 

e:-1 CX) 
b e (q:>) ~ r; 

co 
r: 

n=I 

n=l 

P Ç,: ) = O' (-be: Log b) 
0 n 

Comme 

On conclut 

CX) 

= Pa ( U 
n=I 

CX) 

:s; r: 
n=I 

(T=n,S .(8 ,q:i) < -(1--e)Log b)) n 

Lennne 3.b. min Sm(0,cp) ~ n(I(8) + e:)) ~ 0 
nt oo cp E a(6) 

Démonstration: Soient e: et ~ positifs non nuls. 

on a 

La chaîne étant récurrente Harris positive, d'après un théorème ergodique 

Il existe donc n tel que pour tout n ~ n 
0 0 

min 
cpEa (~) 

S (8 ,y1) ~ n(l(d) + e:)) :s; T) 
m 

Pour tout m, Sm (8 ,y) est fini. Il existe donc n 1 tel que pour tout 

min Sm(a,;:i) ~ n(I(o) + e:)) = 0 
;:iEa (ô) 
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D'où, il existe n2 tel que pour tout n supérieur à n
2 

min 
cpEa(8) 

S (6 ,.:p) ;;a:: n(I(8) + E:)) ::;;;; r1 
m 

Lennne 3.c. : Soit b, 0 < b < 1. Si (T,ô) est une procédure telle que pour 

tout cp , la probabilité d'erreur e(cp) soit un (J (-b Log b), elle vérifie : 

;;a:: -(1 +cr ( 1)) Log b 
1(6) 

Démonstration: Soit e > 0, 0 < b < l et soit (T,ô) une procédure vérifiant 

l'hypothèse du lennne. On définit les constantes e', e" et nb par : 

1(8) 
e ' = ----'-'-,--

1 +e + 1(8) 
et = -(1--e") Log b 

nb 1(8) +e' 

On a: 

+ Pa (il existe cp de a(8), ST(a ,.:p) < -(l-e")Log b) 

b[ b] [ 2ème] d h Notons K
1 

K
2 

le 1er terme du membre e gauc e. 

K~ ~ P
0 

( max min Sm(0,cp) ;;a:: nb (1(0) + e')) 
1~ m ~nb cp E a(8) 

D'après le lennne 3.b , K~ tend vers O quand nb tend vers l'infini, 

c'est-à-dire quand b tend vers O. 

Quant au lennne 3.a, il permet de conclure que 

b tend vers O. 

on a 

Par conséquent, il existe 

Connne 
00 

= z 
n=O 

b (E:), tel que pour tout 
0 

tend vers 0 quand 

b ~ b (e), on ait 
0 

pour tout b ~ b (e), 
0 
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2 -_(1_--E:_· ") Lo __ g b 
Ea ( T) ;.;: nb ( I --e ") ;.;: ---'-'-,-,..,.--......... =--

I ( d) + ,;;' 

;.;: -( 1--E: ' ) Log b 
1(0) + e' 

;.;: - ( I +ç; ) Log b 
1(6) 

Tous ces résultats permettent de montrer la propriété d'optimalité 

asymptotique suivante. 

Théorème 3.c. Le test ~c est asymptotiquement le plus économique parmi les 

tests de force au moins égale. 

Démonstration Soit (T,ô) une procédure telle que la probabilité d'erreur 

e(.:p) soit un ('J' (-c Log c) pour tout c:p • D'après le lemme 3.3.3, elle vé-

rifie 

-(l+cr(l) Log C 

1(6) 

Ce résultat, comparé aux résultats des théorèmes 1.a et 3.b précédents 

permet de conclure que ~c est asymptotiquement le plus économique parmi les 

tests de force au moins égale. 
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STATISTIQUE DES CHAINES 

CONTROLEES FELLERIENNES 

Nelly MAIGRET 

On se pose ici, pour des chaînes contrôlées felleriennes, des problèmes 

d'estimation et de tests séquentiels. En s'inspirant du test de Chernoff dans le 

cas indépendant [1] , on construit une procédure. Grâce à un théorème de grandes 

déviations établi dans [4] , on montre que cette procédure est asymptotiquement la 

plus économique parmi les procédures de force au moins égale, pour le test de deux 

hypothèses simples. 
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Axiomatique et hypothèses 

L ',espace mesurable (Q , a..) est l'espace des ép.reuves., 1 'espace mesurable 

(<lÎ., èÎ ) celui des observations e·t ( Ji, (ft..) est l'espace des actions. Pour 
= 

tou'te suite (u ) , on note 
n n~o 

(n) 
u = (u , ... , u ) . 

o n 

(A ) •est le ·.processus des actions (l'évolution du système est contrôlée 
n ne:N 

au temps n ., par une action A mesurable de 
n 

est le processus d.es ,0.bs,e.rvations 

n Xn est mesprable de (Q ,, '}?)n) dans 

des évènements observables jusqu'au temps 

dans 

e.st l'état d,e la chaîne au temps 

note i'tl.. 
J.J n la tribu 

., A(n-1)) . 

A cbaque ins·tant n , 

faites jusqu'au temp·s .n • 

on doit ·choisir l'action A au vu des observations 
n 

Une stratégie aléatoire o = (o ) e.st ·définie de 
n ne:N 

la façon suivante : ,pour tout n ,, ·ô 
n est une probabilité de transition de 

~n+l dans Jt. On note (x (n) ; ô) ô (x(n); 6) • Seules seront uti
n 

lisées les stratégies présentant certaines conditions de cohérence que l'on préci

sera plus loin. On notera J) l '.ens-emble des stratégies cohérentes.. ( 0 , fr) est 

l'espace des paramètres. On ,se donne u.ne probabilité de transi-tion rr de 

<0 X ~ X dt , e X ~X Jt ) dans .<1f. .·'dl) définie de la manière suivante: 

à l'instant n ' 
si X = X ,., A = a 

' 
alors X 1 est dans r de ~ avec 

n .n n+: 

la probabilité rr (8, x., a ; ·ô,). .Nous fais.on•s les hypothèses suivantes 

Hypothèse 

Pour toute stratégie ô = (ô ) , •. pour tout .x de · n ne::N • 
·~, pour toute valeur 

e , il existe une probabilité sur (Q , Cl) unique telle que pour tout 

n de N , pour tout .x de 'i\e ., pour tout r de i ., on ait -: 

Pô (X = x) 
e,x 0 

et pour B e: ~ , pour C e: Jt ' = 

Lè processus 

Markov contrôléell. 

P~ (X E B., A E C) = J TT (0 ,Xn,a,du) t
8

(u) :Jc(a) ô (X(n); da) 

Pô , (X. ) N ainsi construit e.st une llchaine de 
x n ne:· 
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Hypothèse 2 

A tout x de 1(., on associe un ensemble D(x) non vide tel que l'ensern

ble s = {(x,a) ; a e: D(x)} 

cohérente sera une stratégie 

soit dans t 
aléatoire 0 = 

@Jt. 
(on)ne:N 

Une stratégie aléatoire 

telle que pour tout n 

ô (X(n) D(X )) = 1 . n n 

Notations : 0 Pour toute v.a. u sur et xc:ft X 'J{ 
définit la v.a. nu sur (S, ~) par 

TT u(S,x,a) = f u(x,a,y) n(S,x,a,dy) 

si cette intégrale a un sens . 

0 Pour toute u sur ( cil, dl) , on définit la v.a. '!TU sur 

(S, S) par 
= 

TT u(S,x,a) = f u(y) rr (8,x,a dy) 

toujours si cette intégrale a un sens. 

on 

Une partie importante de ~ est le sous ensemble fa des stratégies aléa

toires markoviennes stationnaires cohérentes : si s est une probabilité de tran

sition de ~ dans Jt telle que pour tout x de i{, s(x, D(x)) = 1 , la stra-

tégie définie par ô (x(n) 
n ' 

Notations Pour tout s 

) = s (x , • ) 
n est élément de 

pour tout X de 'di , 

noté s • 

désignera la 

transition (6,x,C) - '1T(8,x,s(x) 

de Markov contrôlée par s. 

C) et on notera parfois par nf la chaîne 

Pour pour 

n(e,x,s(x) C) = f n(e,x,a C) s(x da) 

Pour toute a probabilité sur ~, désignera le 
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probabilité 

dy) = f .L 

Hypothèse 3 

~, Jl et 0 s.ont métriques compacts et S est fermé. 

s d(a x rr ) . 

Le noya.u 1r e.st fe.lleTien ,. c'est à dire que pour toute v. a. u bornée, 

continue sur 1T u est continue. 

Remarque Sauf précision contraire, les espaces topologiques seront toujours 

munis de leur tribu borélienne et les espaces produits de la tribu produit. 

On note ~ l'ensemble· des probabilités sur 'df. , f,) 
3 

celui des probabilités 

sur d'f. x c/t x 1t , concentrées sur S ; ils s.ont munis dce la topologie de la 

convergence étroite. Pour À de 5) 
3 

on désigne par Àl et À
3 

ses premières 

et troisièmes marginales . Pour tau,t n de N. •· L n 
est la fonction de répar-

tition empirique pour tout w de ü pour tout r de s X !?_ ' = 

n-1 
L (w,o) = r II'(~ ' Ak ' ~+l) (w) 

n n 
k=o 

I - Estimation 

1. Définitions - Exemples 

1.1. Fonction de contraste 

Une v.a. f sur f)xsx'dt est une fane tion de c.ontraste si pour tout 

(x,a) de S 

f f(B,x,a,y) n(B,x ►a dy) 

est fini et K(8,ij>,x,.a) = J (f(ij>,x,a,.y) - f(B,.x,.a.,,y)) n(B,x,a dy) 

est positif et nul si et seulement si qi vaut 8 . 
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Exemple 

On suppose qu'il existe une v.a. p continue sur e X s X~ strictement 

positive et une transition À de ~ dans 'j-\. , telles que pour tout r de d{., 

on ait 

rr(e,x,a r) = f p(6,x,a,y) >,.(x,dy) lr(y) . 

On suppose aussi que pour tout (x,a) de S , II(cf>,x,a • ) est différent 

de II(6,x,a •) dès que cf> est différent de e. 

Sous ces hypothèses, la v.a. f : f(a,x,a,y) = - Log p(a,x,a,y) est une 

fonction de contraste, dès que les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. De 

plus, la v.a. p étant strictement positive, pour tout (x,a) de S , l'ensemble 

{II(cf>,x,a; • )}~se 

est un ensemble de probabilités équivalentes. Aussi, si p est bornée, on a 

K(e,cp,x,a) f Log p(8,x,a,y) ( 
( . ) II e,x,a p cp,x,a,y 

= I 
IT(cf>,x,a •)(II(e,x,a . ) ) 

dy) 

où III(.¾. • )(II(6,x,a; • )) est l'information de Kullback de II(6,x,a; •) 
't' ,x,a ; 

par rapport à II(cf>,x,a; • ).On la note 1(6,cf>,x,a). Elle est strictement positive 

dès que cf> est différent de e. 

Exemple 2 

Soit g une v.a. sur ~ x ~ bornée. On définit 

m(a,x,a) = J g(x,y) IT(a,x,a dy) 

et on suppose que pour tout (x,a) de S, m(a,x,a) est différent de m(x' ,x,a) 

dès que a est différent de a'. La v.a. f définie par 

f(a.,x,a,y) = 

est une fonction de contraste. 

2 (g(x,y) - m(a,x,a)) 
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1. 2. Estimateur du m1n1mum de contrast.e 

Etant donnée f une fonction d.e contraste, on pose 

L (a) 
n 

n-l 
~ f (a, xk, Ak, ~+ I) . 

k=o 

-A l'instant n, un estimateur 0 est un estimateur du r:inimum de contraste si: n 

L (0) 
n. n 

= inf L (a) 
n 

aE:0 

Dans l'exemple 1, cet estimateur est l'estimateur du maximum de vraisemblance. 

Le théorème de séLe.ction de Brown as.sure l'existence d'une suite 

d'estimateurs du m1.n1.mum de contraste si 9 est un espa.ce métrique c:ompact, et 

si l'application 

de S x ~. 

a --+ f(a,x,a,y) est s.c.i de 0 dans R , pour tout (x,a,y) 

et 

On posera 

h (a, <I>, x ,.a , y) = f ( <j), x, a, y) - f (a, x, a, y) 

s (a,<j)) = 
n 

2. Consistance exponentielle 

n-1 

I. h (a' <j) , xk, Ak' ~+ I ) 
k=o 

n-1 
Z:: hk(a,4>) • 

k=o 

A 

Si À est la distribution initiale d.e la chaîne ,. une sui te (0 ) 
o n nE:N 

d'estimateurs de 0 est fortement consistante s1 pour tout voisinage U(0) de e, 

pour toute stratégie cohérente ô, la suite tend vers 0. p. s. 

Le but est d'établir ici la consitance exponentielle d.e tou-te suite 

d'estimateurs du minimum de contraste lorsque la fonction de contraste f est 

continue sur 0 x S x ~. (Le théorème de Brown as.sure l'existence d'une suite 

d'estimateurs du m1n1.mum de contraste lorsque f est continue. On améliore ainsi 

le résultat de Georgin [2] qui a montré sous les mêmes hypothèses, la consistance 

forte. 

Pour tout voisinage U(B) de 8 , on définit la v.a. 

r(U(8)) inf { n 
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Lorsque 9 sera fi.ni, on notera Te la v.a. T({:?}) . 

Théorème 1 

Lorsque la fonction de contraste f est continue sur G x S x dt tout:,:! 

-suite ( 8) d'estimateurs du m1n1mum de contraste est exponentiell2nent n ne:N 

consistante: pour tout U(8) voisinage ouvert de 8, en a 

Démonstration 

lim J_ Log 
n 

n 
sup 
xe:t 

< 0 

Soit U(6) un voisinage ouvert de a. L'ensemble {T(U(S)) > n} est ixlus 

dans 

et pour tout Xe: 'â{ 

U { inf 
m>n <f>e:Uc(e) 

et ô e: ~ ' 

m-1 
I: 

k=o 

Pôe (T(U(8)) > n) ,x 

r.i-1 
Pô ( inf E hk(e,~) ~ 0) 

B,x qisUc(S) k=o 

Soit r = {µ e: ~ 
3 

, inf f h(B,<t,,x,a,y) dµ(x,a,y) .~ O} . On a 
q,e:Uc (8) 

P
6
ô ( T(U ( e)) > n) :;; 

,x peô (L e: r) . ,x m 

Montrons que r est un fermé de '5> 
3 

• 

Soit µ de r . Il existe alors une suite (µn) ne:N de r converges.nt vers µ 

dans 9
3

. Pour tout À de ?
3

, l'application 

<P - f h(8,<f>,x,a,y) dÀ(x,a,y) 

est continue de 0 dans R. On définit alors par (4n)ns~ une suite de Uc(e) 

qui vérifie 

Pour tout n, µn(<Pn) est négatif. On considère maintenant (</i ) une sous 
nk ke:N 
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suite de (<Pn)ne:N, qui converge vers <1>
0 

de Uc(6). La sous suite 

h(6,<I> ,x,a,y) converge donc vers 
nk 

Puisque (µ ) tend vers dans 
nk ke:N 

h(e,ip ,x,a,y) uniformément sur 
0 

? 3 , (µnk (<f>
0

))kt:N tend vers 

$ X 

et 

(µ (<P )) tend aussi vers u(ô ) , ce qui permet de conclure que µ(ip
0

) est 
nk nk ke:N o 

négatif et µ appartient à r .. . ---.1. est un fermé de 1\ 
Puisque f est une fonction de contraste, 

f h(e,ip,x,a,y) TI(6,x,a 

est strictement positif pour toute À 
1 de t5=> et pour toute s d·e ,/:> , dès que 

<P est différent de e. Connue h est continue sur le compact e Xe X s X t ' 
l'application 

<1> ~ J h(6,<f>,x,a,y) TI(6,x,a 

est continue de 0 dans R • Aussi dès que <1> est différent de 6 , 

inf J h{6,<P,x,a,y) TI (6,x,a ; dy) dÀ
1 

(x) s(x,da) 
ipe:uc (0) 

est strictement positif ; c'est à dire que Àl Q9 s@ JI n'appartient pas à r , 

quelles que soient À 
1 

de 9 et s de fa 
Le théorème des grandes déviations [4] entraîne 

n 
Log sup 

X 

sup P!,x{T(U(6)) > n) ~ -I(r O t:,.) 
ô 

II - r est séquentiel du rapport de v.raisemblanc-e 

On se pose ici le même problème de test que dans [3] . 

< 0 • 

L'espace des paramètres est supposé fini (de cardinal q) , ( 0 I' 0 2) est 

une partition de 9 et on veut savoir à quel élément de la partition appartient 

la vraie valeur du paramètre. Dans ce cadre -contrôlé, il faudra en plus des règles 

d'arrêt et de décision, s' intéress,er au choix d'un bon contrôle. Chaque expérience 

a un coût c, 0 < c < 1, et on not.e r{c) la p:erte -dûe à l'erreur de décision. 



- 121 -

On se place dans le cadre de l'exemple 1, et on notera 

J(0,q,) = inf I(9,;p,x,a) J (9) = inf J(9,q,) > 0 
' (x, a) ES <j>Ea(e) 

1(0, q,) = sup I(0,qi,x,a) , L (0) = inf 1(9,<j>) . 
(x,a)ES q,rn(9) 

... 
( 0) désigne désormais une suite d'estimateurs du maximum de vraisemblan-

n ne:N 

ce, elle est exponentielle consistante. 

Connne dans la partie sans contrôle, on note h(0) = 0. 
1 

si 0 est élément 
... 

de 0. 
1 

(i = 1 ou 2) , et a(0) = 0- h(0), et on désigne par (0 ) une suite 
n ne:N 

d'estimateurs de 0 qui vérifient pour tout n 

Log sup Log 
aEa (ê ) 

n 

n-1 

rr p(~,xk, ~· ~+ 1) 
k=o 

Les résultats obtenus sont des résultats asymptotiques. 

Sans hypothèses supplémentaires, nous construisons un test séquentiel clos 

quelle que soit la stratégie; nous obtenons une majoration (asymptotique) du ris

que, indépendante de la stratégie. Aucune stratégie n'est particularisée. Avec 

une hypothèse supplémentaire de récurrence, pour le test de 2 hypothèses simples, 

nous construisons une procédure (règles d'arrêt et de décision, stratégie) possé

dant une bonne propriété d'optimalité. 

Lemme 

l. Etude d'un temps d'arrêt 

1.1. Préliminaires 

~ étant un espace métrique compact et q 

telle que l'application x---+ q(x,•) soit 

ensemble des probabilités sur~ muni de la 

uns transition 

continue de 1} 
topologie de la 

dans 

convergence 

étroite ; alors pour toute g v. a. sur 1 x ~ continue, l'application 

x - q g(x) = f g(x,y) q(x,dy) 

est continue de '4 dans "R., . 
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Démons·tration Facile 

Lemme 2 

Soit une suite de v.a. définies sur un espace (B, D, 1), inté-

grables adaptée à une famille croissante (cr) de sous tribus de 
n m:N 

vérifiant: il existe un entier positif tel que pour tout n, on ait 

E(Y .k/cr 1) ~ m > O. 
DA n- ' 

On définit pour b réel, la v.a. 

On a 
b+k 

E m 

v' par 
b 

inf{n 

Démonstration 

Il suffit de montrer le lemme pour des v.a. majorées par k. 

On définit 

Puisque y 
n 

E{M /cr 1) = M 1• n n- n-

V = YI + ... + y 
n n 

n 
A = I: E(Y:i/ 0 i-1) n i=l 

M = 0 et 
0 

M = V - A 

est intégrable, 

n n n 

V n et M n sont intégrables, et 

( M ) est donc une martingale ada.ptée à la famille (o ) n n~o n n~o· 

Pour tout n entier naturel, on :a d'après le théorème d'arrêt 

E(M 1 ) = O = 
"bA n 

E (V ) - E(A , ) \) , ".·n v n 
b" b/\ 

Comme 

et 

~ b l(n < vb) + (b+k) l(n ~ vb) E (b+k) 

On a E(vb An) ~ 
b+k 

m 

E(vi,) lim t E(vbA n) ,E 
:b+k 

= 
m n-+oo 
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1.2. Définition d'un temps d'arrêt. Propriété de finitude 

Soit b réel positif et et, de 0 . On définit 

0 

-
'b = inf{n S (â , ê ) > b} 

n n n 

Tb, et, = inf{n 

Une application directe du lennne 2 

S (6,ct,) > b} 
p 

( 1. 2) 

permet d'écrire 

Lemme 3 

Soit et, différent de e . S'il existe un entier narurel k 
0 

strictement positifs tels qu'on ait 

inf 1/Jk (6,ct,,x,a) = inf f inf (k
0

, Log p(e,x,a,y))rr(e,x,a 
(x,a)eS o (x,a)eS p(ct,,x,a,y) 

alors sup sup 
X~~ ÔE~ 

b+k 
0 

m 

Montrons que les hypothèses du lennne 3 sont vérifiées. 

Le théorème de convergence de Béppo-Lévi entraîne 

11.·m + ,1, (9 ~ ) ~p(e,x,a,y) rr(e "'k '"''x,a =Lo (~ ) ,x,a k p "',x,a,y 
dy) = I(S,ct,,x,a) 

et un réel m, 

dy) ~ m > 0 

Puisque p est continue et puisque le noyau Il est fellerien, le lemme 1, 

entraîne que I(S,ct,,•,•) et 1/Jk(e,ct,,•,•) sont continues sur le compact S. Ce 

qui permet de conclure, grâce au théorème de Dini que la suite 

converge uniformément vers 

de e , il existe un entier 

soit strictement positif. 

I(6,j,•,•) sur S. Donc, pour tout et, différent 

k , tel que pour tout 
0 

k ~ k
0 

, inf wk(e,ct,,x,a) 
(x,a)eS 

Grâce à la relation (1.2) et à la consitance exponentielle, on en déduit que 

les temps d'arrêt 

toute ô de 5) . 

sont Pô presque sûrement finis pour tout x e ,x 
et pour 
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:J. 3. Définition d'une procédure 

Dn .nü'te v le temps d' arrê:t t e·.t v le temps d'arrêt t . 
.c -Log c c,<p -Log c,~ 

Pour une stratégie ô de i} , on âé·signe par <pô la rrrocédure suivante . 
C 

- si n -= v , on an:,.êt,e et ,on décidé .h(6 ) 
•C •n 

- si n < v ., on <con:tinue ., .o•n .contrôle la chaîne a.v.ec la stratégie ô 
.c 

et on ·refai:t une .expér-1-ence. 

Les procédures (j>ô 
C 

sont -clos.es pour to.u:t,e valeur du ·coût C et :.toute 

ô 
stra:t:égie ô • 8 (6) 

.c 
et R.ô (6) 

C 

ô et 1.e risque de la procédure $ 
C 

dési,gneront re~pecti:v:ement l.a p,rc.rb.abilité d 'errrur 

lo·rs.que 6 ·e:s•.t le v.ra:i :paramètre. 

Toute autre procédure séquentielle ,de temp.s d'' arrêt T ., de r.ègle de décision 

D et de stratégie ô sera notée (T,D ., ô') • 

1. 4. Propriétés 

Théorème 2 

Pour tout 6 

Démonstration 

de 

sup 
ôe;d) 

e ' on a 

Elle est analogue à celle faite dans [~] (théo:rème 3 .. a) ., il suffit de 

remarquer que pour tout cS •â'e çf) , 

Pô 
n-1 p(6' 

= JI 
6 p'(<P' 

1=0 

Théorème 3 

Pour tout 6 de 0 , on sa 

~-·, 
1 

.J,. •. , 
1 

.x. J) 
1+ 

x .. , 
,1 A.' ·1 X:•;P .1+. 

- ( 1 +a (l ) ).Log c 
.J,(a.) 

" ô 
-~4> 



Démonstration 

Soit E: > 0 et N 
C 
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E: -( ) + 2) Log c 
= __ J_,(_a.,....) --

Il suffit de prouver qu'il existe k et b strictement positifs, tels que 

pour tout n > N , on ait 
C 

k e-bn 

Le reste de la démonstration est analogue à celle du théorème 3.b de [3] . 

La relation 

de N: 

{v 
C 

entraîne pour tout n 

La suite (ê) étant exponentiellement consistante pour toute stratégie, il 
n nE:N 

existe k
1 

et b
1 

strictement positifs tels que pour tout n de N, on ait 

-b n 
1 

e 

D'autre part, d'après le corollaire 1.3. du théorème des grandes déviations [4] , 

il existe -k2 et b2 strictement positifs, tels que pour tout ~ de 0, pour 

tout n de N, on ait 

c'est à dire 

dès que n 

Comme 

0 
sup P0 (S (0,~) ~ 
oe:cÎ) n 

o -b2n 
sup P0 (s (0,~) ~ -Log c) ~ k2 e 
oe:ci) n 

est supérieur à N 
C 

\) 

c,~ 
vaut inf{n; y p ~ n, S (0,~) > - Log c} , on a pour 

p 

toute 0 de@: 

c'est à dire, il existe 

de \9 , pour tout n > N n 

k' 
2 

et b' 
2 

on ait 

strictement positifs, tels que pour tout ~ 



Ce qui permet de conclure. 

Corollaire 1 

Pour tout 8 de 8 

sup 
ôe:@ 
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-b' n 
2 k' e 

2 

-(1 + o(l)) c Log c 
J(e) 

Les lenunes suivantes seront utilisés pour demander une propriété d'optimalité. 

Lemme 4 

Soit b, 0 < b < 1. Soit (T, D, ô) une procédure séquentielle, e(e) la 

probabilité d'erreur associée. Si pour to\,lt e, e(8) est un (:f (-b Log b) ; 

on a pour tout; e: E Jo, 1 [ et (e,~)€ e 2 

Démonstration 

En se rappelant que 

n-1 
Il 

k=o 

p(~, xk, ¾' xk+1> 

p(8, ~, Ak' ~+I) 
sur 'Bn 

la démonstration se fait de la même façon que celle du lemme 3.a de [3]. 

Lemme 5 

Pour tout e: > O , pour toute stratégie ô de 8) , 

Démonstration 

min 
•e:a(e) 

S (6 ,~) 
m 

n (L(e) + e:}) ---o 
n~oo 

Soit ô une stratégie cohérente , et e: strictement positif. 

Pour tout m de N, pour tout • 
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m-1 m..,.1 
S (8,q,) 

m = (S (8,ij)) - r 1(8,ij),Xk,Ak)) + r I(e.~.~.Ak) 
m ~o ~o 

Z 
1

(8,ij))+Z 2 (8,q,) 
m, m, 

Ce qui entraîne 

ô P8 ( max min 
1<m<n ij)Ea(6) 

s (8,q,) ~ n(L(e) + E)) 
m 

{Z 1(8,ij))} est une martingale adaptée aux tribus m, 

D'après l'inégalité de Doob, on a 

min 
ij)Ea(6) 

et on vérifie facilement que pour tout n EN, 

constante finie M. 

Lemme 6 

min 
ij)Ea(e) 

! é(z 2 ) 
n 8 n, 1 

Eô(Z2 ) 
6 n, 1 
2 2 

n e: 

est majorée par une 

Soit b, 0 < b < 1 • Soit (T, D, ô) une procédure séquentielle et e(6) 

la probabilité d I erreur associée lorsque 8 est le paramètre. On suppose que 

pour tout 6, e(6) est un ô"'(-b Log b) On a 

-(1 + a(1)) Log b 
7 1(6) 

Démonstration 

On suit la démonstration du lemme 3.c de [3] en utilisant les 2 lemmes 

ci-dessus. 
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Conséquence 

Une procédure (T, D, 8) telle que pour tout 8 , la probabilité d'erreur 

e(B) soit un ~ (-c Log c) , vérifie : pour tout 8, 

-(1 + cr(!)) Log c 
L(0) 

En se rappelant que l'erreur de est un cf'Cc) , on obtient 

Théorème 4 

Toute procédure de force au moins égale aux procédures dure 

en moyenne plus longtemps que -(l+cr(l))Log C 

L(0) qui est du même ordre de 

grandeur que -(1 + cr(l))Log c 
J (8) qui majore la durée moyenne des procédures 

III - Test de deux hypothèses simples pour des chaînes contrôlées "récurrentes" 

Ces résultats ne particularisent pas une stratégie ; va~bles pour toute 

stratégie, ils ne sont pas très précis. On n'obtient pas de stratégie meilleure 

que les autres. En ajoutant une hypothèse de récurrence, nous construi-sons une 

procédure ayant une bonne propriété d'obtimalité pour le test de 2 hypothèses 

simples : le temps d'arrêt et la règle de décision seront les mêmes que précédem

ment, mais nous particularisons une stratégie. 

1.5. Rappels de quelques résultats 

Soit s une stratégie markoviennes stationnaire, telle que la chaîne asso-

ciée à rrs 
8 

soit récurrente Doeblin, apériodique,de probabilité invariante 

L'information de Kullback de II(B,x,s(x) ; •) par rapport à IT(4>,x,s(x) ; •) 

est 

On définit 

( ) = f Log p(0,x,s(x) I 0,4>,x ( () s p 4>,x,s x 
y) II (8 ,x, s (x) ; dy) 
y) 



et I (0) 
s 

= min 
92a(0) 

I (8) est strictement positif. 
s 

Les théorème 3.a et 3.b l31 
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I (0,qi) 
s 

s'écrivent 1.c1. 

et 

La stratégie s semble d'autant meilleure qu'elle est d'information maximum. 

Nous exploitons cette idée pour le test de 2 hypothèses simples. Donc ici , 

cf= {e1, e
2

}, (on notera e la vraie valeur, ~e l'autre valeur) , et on 

fait les hypothèses suivantes 

(1) Toutes les stratégies markoviennes cohérentes stationnaires sont récur-

(2) 

rentes Doeblin, apériodiques. (Pour une telle 

probabilité invariante) • 

s , on note 

Il existe une stratégie markovienne stationnaire déterministe 
snce.~) 

permet d'obtenir le gain moyen lim ----, optimal., 
n n 

la 

e s qui 

(On dit 

que est optimale). On notera 1(0) = I 6 (0) = sup Is(6) . 
s se: 

(1) est vérifié par exemple, s'il existe une mesure positive non nulle sur "}L 
telle que inf 11(0,x,a ; •) > v(•) • Si en plus les espaces d'états ~ et 

(x,a)e:S 

d'actions cR; sont finis, alors (2) est vérifiée. (Ces résultats on été montrés 

lors de la recherche du gain optimal sous contraintes, dans [2] • 

On connait des critères plus fins sous lesquels la condition (2) est 

vérifiée ( [2]) . 

1. 6. Désormais e désigne telle stratégie optimale s une 

0 

1. 1 
ps ps 

Sn(0,~0) 
'3 I (6) im -n n nt 00 
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et 
ô P
8 

ps ~ pour toute stratégie cohérente 

De plus, on a 

8 
a Bs (8) ~ 2c - C 

8 
- (1 cr(I ))Lo~ c 

b Es (v ) 
+ 

8 C ~ 1(8) 

lim 
n 

n 

Nous allons montrer que 
e 

s possède une ''bonne'' propriété d'optimalité. 

Lemme 7 

Pour tout e: > 0 , pour toute ô de ,tf) , 

Démonstration 

P~( max Sm(e,q,
8
) ~ n(I(8) + e:)) 

l~m~n n+oo 

Soit ô une stratégie de J) , e: et n quelconques fixé.s strictement 

positifs. La relation 

un entier n 
0 

vérifiant 

1 
lim -

n n 

P0( max 
8 

n ~m<n 
·O ' 

ô 
~ I{e) P

0 
ps entraîne qu'il existe 

De plus il existe n
1 

t,el que pour tout n supérieur à n
1 

, ori ait 

' max Sm ( 8 _, q,_8 ) ~ n ( I (8) + e:) ) 
O<m<n 

' .... 0 

= :Q 

Ce qui implique qu'il existe n
2

(e:,n) , tel que .pour tout n supérieur à n2 , 

on ait 

Lemme 8 

Soit b , 0 < b < 1 , et soit (T, D, ô) une procédure telle que la 

probabilité d'erreur associée e(q,) soit un (Y"(...:b log b) pour tout q,. 

On a 

E8(T) ~ -(! + cr(])) Log b 
' 1(8) 
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Démonstration 

Elle découle du lemme précédent et du lemme 4. Elle est la même que celle 

du lemme 6. 

De ce dernier résultat, et en rappelant ceux de a) et b) , on conclut 

Théorème 5 

La procédure 

moins égale. 

est la plus économique parmi les procédures de force au 

Mais la stratégie e s n'est pas calculable puisqu'elle dépend du paramètre 

-a . On considère la suite (8) n ne:N consistante exponentiellement pour toute stra-

tégie. L'idée est alors de prendre la stratégie -s obtenues en remplaçant e 
a estimateur s = (sn) ne:N s par son où pour tout n ' 

on a 

-
s (x'n)) 

a 
= s 0 (X) 

n n 

Le but est de montrer que -s est aussi bonne sur s8 . Nous allons prouver que 

-(1 + cr(!)) Log c 
I (8) 

ce qui permettra de conclure, (puisqu'on a aussi $s(8) ~ 2c) . 

dans 

. ; 

Pour cela, nous introduisons la notion de stratégies "exponentiellement voisines". 

1.7. Stratégies exponentiellement voisines 

réduit à un point et on omet le paramètre, Les hypothèses On suppose ici Ô 

topologique sur ~, JG 

Définition 

Soient d et ô 

T(d,ô) 

et II sont inutiles. 

2 stratégies. On définit la v.a. 

= inf {n ;v m ~ n, d = ô } m m 

d et ô seront dites exponentiellement voisines si il existe k et b 
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,strictement positifs tels que pour tout n , 

et 
ô -bn P (T(d,ô) > n) .~ k e 

Exemple .Revenant au ca:dre général de cet article, pour toute stratégie da, 
A 

on note cl a 
d obtenue ~n .r:emplaçant a par son estimateur, c'est 

A 

à dire, d est définie par 

o.ù pour tout n ., â (X(n)) 
n 

,A 

La consistance exponentielle de la suite (0 ·) .pou:r tout.e stratégie 
n .m::N 

entraîne que d
8 .et .d sont exponentiellement voisines. 

Théorème 6 

Soit s une s.tratégie markovienne stationnaire récu·rrente Doeblin, apério.,. 

dique, de probabilité invariante s µ • Soit 'ô une stratégie de J) telle 

que ô et s soient exponentiellement voisines, e.t soit g une v.a. bornée 

sur S x i , non nulle. Pour ta.ut € > 0 , .on .a 

:---1. IL 
1.m n og .. sup 
n ,X€ 

Démonstration 

s étant récurrente l)oebl.in apéri,odique, il existe a > 0 et p, 0 < p < J, 

tels que pour tout n de N ., on .ait 

sup I lrr (x,s(x),•) - .µs(•) 11 >\D n . . 
XIS ô\, 

ô et s étant exponentiellement voisines de ·s , il existe b et k strictement 

positifs tels que pour tout .n de N, on ait 

s n) k 
-'-bn Pa (T(s_,ô) > ~ .e 

ô . ' ' n) 
-bn 

et P
8

(T(s,ô) > ~ k e 
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Dans la démonstration, on écrira T au lieu de T(s,8) et on notera e 
n 

l'opérateur de translation de 

= sup jP
8

(e + (A) n (T > n)) + P0
(e + (A) 11 (T ~ n) 

Af. O.. x n p x n p 

- Ps(e (A)n (T > n)) - Ps(e + (A)n (T < n))I x n+p x n p 

$ 2ke-bn + sup IEs~I - f Ils(X d )Ps(A)) - E0 (t f 
' X {T<n} p n'y y X {T<n} 

AE(l. 

~ 2ke-bn + sup jEs( f ITs(X ,dy)Ps(A)) 
AEQ.. x p n y 

-bn 
~ 3ke. + sup sup 

At.a. Zf. t 
X€~ 

~ 3ke-bn + 2app. 

On a donc montré que pour tout entier n et tout entier P, 

sup sup 
xf.'i At.0.. 

En particulier, pour tout p supérieur à n 

-bn p 3ke + 2ap 

-bn n 3ke + 2ap 

c'est à dire, il existe 2 constantes k 1 et b 1 strictement positives, telles 
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que 'pour tout p supérieu:r à n ., on ait 

sup sup I P
0 

( 0 (A)) - P
5 

( 0 (A) ) 1 
4 o .x .n+:p x n+p · 

xe: .d\. Adl.. 

En particulier 

pou:r 

pour p = ,:n+:L, 

·sup ·sup I P! ( e .. 
20

{A) - Px
5 (e2:

0
(A)) 1 

xe:df Ae:O.. 

D'où il existe k
2 

,et h
2 

2 constante ,strictement positives -telle que pour tout 

n de N, on ~it 

-b n 
sup sup I P

0
(e (A)) - P

5
(e (A)) 1 ~ k

2 
.e 

2 

xe:~ Ae:0.. x n x n 

Soit alors n un entier naturel. Pour ·tou·t ·m inférieur à n , pour tout x , 

on a 

l lgl lm 
.n 

En utilisant 1~ rësultat démontré ci.,.,dessus, on :obtient pour tout x, 

n-1 
L 

p=O 
g(X ,A ,X +I) p p .. p . 

J s gd µ X s X - E: + --- ) 
n 

J gd 
s 21 lgl lm 

µ ~ :S X - S + --
11

-- ) 

e: 
en particulier prenons m = inf (--- , l)n 

411 iil 1 
., on a 



Puisque la 

existe k3 

tout n de 

n-1 
E 

p=O 

chaîne 

et b3 

N , on 

n-1 
Ps( ..!_ E 

X n p=O 
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Jis est récurrente Doeblin, grâce au théorème I de [3] ' 
il 

strictement positifs tels que pour tout X de ~ et pour 

ait 

J gd 
S E 

µ X S X TI - 2) 

Ce qui permet de conclure qu'il existe k et b strictement positifs, tels que 

pour tout n, on ait 

ô 1 sup P ( -
...it X 0 

XE:d\. 

c'est à dire 

lim ..!. Log n n 

n-1 
E 

p=O 

sup 
xe:'aî 

n-1 
I: 

p=O 

J gd 

1.8. Optimalité de la stratégie s 

Théorème 7 

Pour tout 

Démonstration 

9, 
-(l+cr(l))Log c 

I (9) 

On suit celle du théorème 3.b de [3] . 

s µ X s X II - E) 

Soit e: strictement positif et N = 
C 

e: -(J + 2)Log c 

1(9) 

,.. 
s s 

1(v <N )) 
s 

1(v >N )) E9(vc) ,{ Ee(vc + Ee(vc 
C C C C 

,.. 
s s n) E9(vc) ~ N + E n p 9 (V C = 

C n>N 
C 

Montrons qu'il existe k' et b' strictement positifs tels que pour tout n > N , 
C 



on ait 

On a 
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-b'n 
k' e 

{ vc = n} c { r 0 > n} U { v = n} . 
C, q> 0 

e s est récurrente doeblin, apériodique, et "exponentiellement voisine" de s 

Le théorème 1.7. 1. appliqué à la v.a. 

g(e,x,a,y) 

entraîne qu'il existe 

N , on ait 

k' 
2 

et 

= 

b' 
2 

L P(9,x,a,y) og 
P(<t>

9
,x,a,y) 

strictement positifs tels que pour tout 

I(e) 
n--) 

1+~ 
2 

n de 

La relation permet dtécrire qu'il 

existe k" 
2 

et b" 
2 strictement positifs, tels que pour tout n >Ne, on ait 

s 
P

8 
(v ,1, = n) 

c,'!'e 

-b"n 
k" 2 

2 e 

Cette dernière relation et la consistance exponentielle de la su.i.te (0) 
n nE:N 

permettant de conclure qu'il existe k' et b' strictement positifs tels que 

pour tout n > N , on ait 
C 

N 
C 

+ k' I 
n>N 

C 

-b'n 
ne 

On trouve alors facilement la démonstration, comme par exemple au théorème 3.2 

de [3]. 

Le lemme 8 et ce dernier résultat impliquent 

Théorème 8 

La procédure est asymptotiquement la plus économique parmi les procé-

dures de force au moins égale, pour le test de 2 hypothèses simples. 
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1.9. Exemple Bandit â 2 bras markovien 

On dispose de 2 machines A et B les observations possibles après la mise 

en marche de A ou B sont O et 1. Pour chaque machine, l'ensemble {O,l} 

est une chaîne markovienne. Pour l'une, 

l'autre, IT(O, 1) = S
0 

et II(l ,O) = ~ I 

II(O,I) = a 
0 

et 

Les a. et 13. 
l l 

II(l,O)=a
1 

; pour 

(pour i valant 0 

ou 1) sont connus, mais les machines ne sont pas identifiées (les fiches tech

niques sont mélangées ... ) : on se pose le problème de savoir à quelle machine 

correspond le couple (a
0

, a
1
) • Le problème de test que l'on se pose est donc 

un test de 2 hypothèses simples. L'espace des paramètres est un sous ensemble de 

R
2 (la première coordonnée correspondra à la machine A) 

fJ = {(a,13), (a.8)} . 

On note "A" l "B11 1 l'action de mettre la machine AIBI en marche. 

a) Les transitions Pour i,j valant O ou 

IT((a,13), i, "A", 

II((a,8), i, "B", 

On pose pour i valant 0 ou 

a. 
l m. = a. Log -

l l a. 
l 

s. 
Log l 

P· = s. 
l l a. 

l 

b) L'information 

I((a,S), (13,a), 

j) = a. si i 1' j 
l 

= 1-a. si i = 
l 

j 

j) = a. 
l 

= 1-a. 
l 

(1 - a,) + 
l 

( 1 8,) + -
l 

i, "A") = 

si i 'f J 

si i = j 

1-a. 
l 

Log J-f3. 
l 

1-s. 
l 

Log-- 1-a. 
l 

m. 
l 

= I((B,a), (a,6), i, "B") 

i, 11B11
) =p.= I((S,a), (a,13), i, "A") 

l 
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ç) Les stratégies çléterministes sçmt au nombre de 4 On les note 

* s 1 s
1 

(0) = s I ( 1) = "A" 

s2 s
2

(o) = s
2 

( 1) ;::: . "B" 

s3 S3 (O) = Il A", s/1) = Il ij lt 

s4 s 4(0) = "B", s 4(1) = "A" 

s. 

* On obtient pour les probabilités invariantes des chaînes II 
J,. 

s l a si ao 0 
µ(a,$)(1) = 11<a,a)(l) = 

ao+e, a +al 
0 

sz . ao s2 a 
0 

µ(cx,S)(I) = 8o+f31 
µ(8,a)(l) = a +a o 1 

S3 ao 83 8 
0 

µ(a,S)(l) = µ(f3,a)(l) = 
uo+al 8 +a o · l 

S4 ao S4 <:lo 
µ(a,a/ 1> = µ(8,<X)(l) = 

8o+al ' +a ao 1 

On r. l'info:nnation I((g.,S), • note 
l. 

(13,a)' s.) * l'in-et r. 
l. l. 

formation 'I((S,a), (a, 8), s.) 
l. 

On obtient 

(l 
(l l a 81 

II 
0 

I 
Q = m + m et = 

ao+a/1 
+ ----m 

a +a 1 a +al 0 3 et
0

+8
1 

o 
0 1 0 . 

r* 
Ct al 

r* 
.a BI 0 .0 = pl + Po et = ~m+ 

Clo+Sl Po 1 a +et a *a 3 a +8 l . I 
Q 1 o · l p 
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VITESSES OPTIMALES DE CO'.'i'VERGE:,,lCE 

DES ESTI}1ATEURS 

Lucien BIRGÉ 

I - Introduction 

Etant donné un problème statistique défini par un espace de paramètres 0 muni 

d'une distance d et par des probabilités P 
0 

sur un esp~ti:~JN, Cl IN) , on peut 

s'intéresser aux perfonnances des estimateurs -0 de 
n 

pn où Pn est la projection e e 
de sur ut· , et. n) . En particulier si les se comportent bien en fonction 

de n, (et si la distance choisie sur 0 correspond à une distance entre les P
0

) 

on peut espérer un résultat du genre d(0, 0 ) 
n 

n++co 
o P 

0 
P. s. ou 

0 • 
n++oo 

On peut alors se demander s'il existe une puissance a de n telle que 

JE
0

[na d(ên,0)] reste bornée uniformément en n et 0 et quel est le meilleur 

a possible. 

Le Cam dans [1} et [2] 

étaient des mesures produits 

s'est intéressé à ce problème en supposant que les 

(P 1f'gh et que la distance d était la distance de e 
Hellinger h entre les 1 P

0 
• Il a montré que,pourvu que l'espace 0 ne soit pas 

trop gros (de dimension métrique finie et compact),on pouvait construire des esti

mateurs tels que rn0[n h
2

(ên,0)] soit borné et que ceci constituait la meilleure 

vitesse possible. On va ici démontrer un résultat analogue, mais qui englobe cer

tains cas de variables dépendantes et permet de retrouver ces résultats de Le Carn 

en affaiblissant les hypothèses de compacité. 

II - Les hypothèses 

On suppose que l'on observe un processus X= (X1, ..• , Xn' .•. ) de loi P0 

sur 
IN IN W , Cl.. ) • On notera la loi jointe des n premières coordonnées de X 

et on supposera que 0 est muni d'une pseudo-distance d , c'est-à-dire d'une appli

cation de 0 X 0 dans JR+ qui vérifie les propriétés suivantes 

Dl) d(s,t) = d(t,s) 
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DZ) il existe M > 0 et B > 2 tels que pour d(s,t) et d(t,u) ~ M, on 

ait l'inégalité triangulaire B, ] d(s,u) < 2 ._d(s,t) + d(t,u) . 

De plus la topologie induite par d sur 0 doit être liée à la topologie 

forte sur les P~ de la manière suivante 

D3) il existe n et A
1 

positifs tels que si /nd(s,t) ~ n, on ait 

D4) il existe une constante A2 telle que pour tous les couples set t 

on ait 

La notation TI est reprise de Le Cam et on peut remarquer (cf. Kraft [3]) 

que IT(P,Q) représente la somme des erreurs du meilleur test entre Pet Q. 

(D4) précise donc la vitesse de séparation des hypothèses en fonction 

de n • 

Définition On appellera À-réseau }- discernable RÀ un ensemble de points 

de 0 vérifiant les propriétés suivantes 

a) Pour tout x de 0, il existe y dans RÀ avec d(x,y) ~À. 

b) Pour tous x et y dans RÀ on a d(x,y) ~ À /2 . 

Le théorème de Zorn permet de démontrer sur tout espace muni d'une pseudo-

distance l'existence de À-réseaux À-discernables et pour une suite 

saute l'existence de réseaux RÀ croissants . 

À décrois
n 

ait 

n 
On fait sur 0 les hypothèses topologiques suivantes 

Il existe des constantes positives a, o et telles que l'on 

RI) pour tous 0 dans 0 r et À tels que À, 8 et r\, a , on aura 

Cardinal[RÀ n ,S(6,r;U] ~ A
4 

rp 

R2) pour tout entier i ~ 2 et tout a dans e on a 
q,2 

l. 
s; e 

où l'on note 
Cardinal [R O 2(a, ia.)] a. 

)6 (x,r) la boule de centre x et rayon r. Quitte à changer la 
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constante Q qui intervient dans (R2) on peut toujours remplacer a par une cons

tante a' < a ce qui nous permettra de supposer 

( 1) a < M 

B2 

L1 hypothèse (Rl) dit que 0 est localement de dimension métrique finie, 

(R2) qu'il ne croît pas trop vite à l'infini . Lorsque l'hypothèse (R2) n'est pas 

vérifiée, on pourra toujours se limiter à une boule dans 0. 

Généralement, on pourra vérifier l'hypothèse(Rl)en comparant la distance d 

à une autre distance d' sur 0 (par exemple euçlidienne lorsque 0 est une partie 

de IR n) pour laquelle 0 est de dimension métrique finie. En particulier (RI) 

sera vérifiée si l'on peut trouver des constantes 

l'on ait 

a E b et r ( q telles que 

lorsque d(s,t) est assez petit. cf [2] . 

Une première conséquence de ces hypothèses est 1 'existenc•e du maximum de 

vraisemblance sur un réseau. 

Lemme 1 

Soit un réseau de pas À inférieur 1 a et n > Q , sous l'es hypothèses 
a 

précédentes l'estimateur du maximum de vraisemblance existe sur le 

réseau p. s. lorsque s est un point de RÀ. 

Démonstration 

-Si l'estimateur e du maximum de vraisemblance n'existe pas, pour toute boule 

~ (s,ka) on peut trouver un point t de RÀ ext~rieur à la boule tel que le test 

de rapport de vraisemblance au seuil O de s contre t rejette s . On va majorer 

cette probabilité par la somme des probabilités des erreurs cies tests de s contre 

t pour tous les points t hors de la boule f> (s,ka) . Pour cela, on découpe 

l'espace en couronnes ~ (s,{k+l)a) '\. ~ (s,ka.) • Si t 

d'après (D4) l'erreur du test des contre test au plus 

est dans la couronne, 

-nk 2a 2 
A

2 
e et le nombre 
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de points t de la couronne est majoré par celui de la boule ~ (s,(k+l)~) c'est 

à dire On obtient finalement 

n ~ J +oo Cl. p O ( i + 1) 2 -ni 2 a 2 

P [{wle(w) n'existe pas} < lim~ [ A4(I) e · A2 e 
s k i=k 

? 
D'après l'hypothèse,pour i assez grand on aura Q(i+l)- < ni 2a 2 et la série du 

second membre converge, d'où le résultat. 

III - Vitesses maximales d'estimation 

On obtient ici un résultat tout à fait analogue à ceux de Le Cam [I] de 

majoration de la vitesse uniforme de convergence d'un estimateur, pourvu que l'espa

ce 0 soit suffisamment riche, en particulier sans point isolé. 

Proposition 2 

Supposons que pour un point s de 0, il existe une suite s de points de n 

0 différents de s 

positif inférieur à 

et tels que 
A-1 n /\ 1 2 

( 2B ) 

réel r > 0 

lim 

n 

n r: 2 A 

sup Ptln d (t,8) 

t E~(s, r) 

Démonstration 

d(s,s) tende vers O . Soit K un réel n 
A 

alors, on a pour tout estimateur 0 et tout 

> 0 

Soit K' tel que n /\ A~
1 

> K' > 2~ II<. Par hypothèse, on pourra trouver 

des entiers n arbitrairement grands tels qu'il existe un point t de 0 avec 

K' 2B /K 
r > - > d(s, t) > ---

v'n ln 

./KnK Supposons en outre que V n est inférieur à M et considérons le test de s 

contre t 

D'après 

d(s,t) > 2B 

A 

qui accepte s si d (s, 0 ) 
n 

? A K (D2) Sl d-(s,0) < n n 

~ 

d(t,ê) n et t dans le cas contraire. 

alors 
2 A K ? A 

d (t,0) > > d-(s,8) puisque 
n n n 
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Donc la somme des erreurs de ce test sera inférieure à 

et donc 

lim 
n 

sup 
tE~(s, r) 

ne 2 - J P nd (t,0) $ K 
t 

Remarque Si on suppose que le point s est tel qµe pour tout r > 0, on peut 

trouver t avec d(s,t) = r, le résultat précédent .devient 

lim sup P~(pd 2 (t, ê) > K] > 0 
n tE i<s, r) 

Corollaire 3 

Sous les hypothèses de la proposition 2, on a 

lim sup 1Et[nd 2(t,ê)] > 0 
n tE 'B(s, r) 

IV - Estimateurs atteignant la vitesse optimale 

1) Construction des estimateurs 

Soit n le nombr,e -de variables observées. Ators, il existe b dans 

[t,B[ et k q entiers tels que 

(2) 

D'après (I) k < q. 

(3) Bq < ,- ~ < Bq+ 1 
' v-n Bb 

On supposera en outre n assez grand p.our que l'on ait k ~ 2 

n a 2 ~ 2Q é ce qui entraîne 

(4) 

et 
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Etant donné a tel que 

(5) · . f(2 6 26ô 1) a < 1.n 17, , 

on posera 

a B-3(i+I) b. b Bi C a -7 a. = - = - ::;: - B 
l. ln l. ln b 

Alors bk (3 1) M < b M 
<_C b. i a. = 

' B2 ~ et a. q B l l. 

Etant donnée une suite croissante de réseaux R. de pas 
l 

a. (i = 1, •.. , q) 
l. 

- -on construit une suite e.' l. 
des régions B., un estimateur 9 et une variable T 

l. 

comme suit : 

-e 
q 

est le maximum de vraisemblance sur 

arbitraire et î = +00 • 

s'il existe, sinon on prend 

On définit quand cela est possible Bq = ~ (âq, bq) . Le processus se poursuit 

en définissant par récurrence 

cet ensemble est non vide et 

-e. 
l. 

le maximum de vraisemblance sur B. I n R. 
l. + l 

B. = B.+l (1 '°- (0. ,b.) 
1. 1 r.J 1 1 

(toujours non vide car 

si 

-e. 
l. 

est dans B. 1). 
l. + 

Si est vide, on posera et T = i+l • Si 

... -
on peut continuer le processus jusqu'au bout on posera e = e

1 
et î = 1. 

" On a alors toujours si î ~ i e. E B. 
l. l. 

et diamètre B.~ Bb. ~ M. 
l. l. 

2) Préliminaires 

Lemme 4 

Pour tout s de R , on a 
q 

( 6) 

Démonstration 

Cette expression est majorée par la probabilité qu'il existe un point t avec 

d(s,t) > b tel que le test de s contre t rejette s 
q 

Pour évaluer cette 

quantité on fait le même découpage en couronnes que pour le lemme I et on majore 
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le nombre de points de la couronne par le nombre de points de la boule, ce qui donne 

le résultat: 

+ 00 

E 
R.=l+q-k 

QBZJ, .2.2(k+.t-1) - -b B e 

or 
QB2t_b2B2(k+.t-1) (Q-b2B2k-2)BU, - i b 2 

e • e ~ e 

d'après (4) • 

Cette série converge très rapidement et on peut la majorer par le double de son 

premier terme d'où le résultat. 

Lemme 5 

Pour tout s . de R. et q-1 ? j ~ i 
l. l. 

on a 

(7) P~. [si E (Bj+I-Bj)n T ~ j 1 ~ 
. l. 

Démonstration 

-Pour tout point de cet ensemble, il existe un point e. 
J .... 

:sj + 1 (donc d(s.,0.) 
l. J ~ B bj+I) tel que le test de S, 

l. 
contre 

.... 
d(s. ,0.) ~ b .• Donc la probabilité considérée est majorée par 

l. J J 

nombre de points de la boule de centre s. et 
l. 

réseau R •• On a alors deux c.as à considérer : 
J 

- si J + 2 ~ k on obtient la majoration 

b2 •n . 
e J = 

- si j + 2 > k il vient 

rayon Bb. l J+ 

si j+2>k 

de R. , inclus dans J . 
.... .., 
e. accepte e. et 

J J 
-n b4 

e J fois le 

qui appartiennent au 
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Comme la majoration obtenue ne dépend pas de i mais seulement de J , on 

notera H. le terme du second membre de (7) et H celui de (6) . 
J q 

Lemme 6 

-

q-1 
~ I 

j=i 
H. + H 

J q 
s. E R. 

1 1 
i ~ q 

Si d(s.,0) > Bb. , alors s. n'appartient pas à B. et on peut donc majorer 
l. 1 l. 1 

Pn [d(s. ,ê) > Bb.] par 
S. 1 l. 

l. 

q-1 
I 

j=i 

d'où le résultat . 

Pn[s. E B. 
1
-B.)iî T ~ j] + Pn [s.E B} 

s. 1 J+ J s. 1 q 
l. l. 

IV - Vitesse atteinte par l'estimateur 

Théorème 7 
... 

Soit un nombre li ~ ¾[B+c] bq , et e l'estimateur précédemment construit, il 

existe une fonction K(M) ne dépendant pas de n, et bornée sur tout inter

valle [t::, +00 [ telle que l'on ait 

Démonstration 

On peut écrire 

IE [n(d/\N/] 
s 

= n t P~ [d > u] 2u du 
0 

où 
... 

d = d(s,0) 
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f
B/2(B+C)b. I 

1+ n "' 
P [d(s;0) > u] 2u du 

B s 

2(B+C) bi 

Au point s associons une suite 

d(s,s.) ~a.~ Ch. pour tout i • 
1. 1 1 

Par (D3) et (S) , on aura 

s. 
1 

i = 1, ..• , q telle que 

nr ... 
P Ld(s,0) > u] 

s ~ P:. [d(s,ê) > u] + Ai ✓n ai 
1. 

et d'après (D2) 

Ceci permet d'obtenir pour I
2 

et r
3 

les majorations 

On obtÎ~nt donc finalement, ert utilisa:rtt les lertunes 4 et 6 ains·i que (3) ! 

Donc 

B2(B2---l) (B+C)2b2 [q"I -i-3 
q--1 

B2i 
q-1 

Hj] + 
4n 

r A1a B + î E 
i=l i=I j=i 
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B2j H. 
J 

par donnent une majoration de H 
q 

7 n M2 

2A A (~)p B3(/n M)3p (/n a)p e- 8 ~< 
4 2 a Bb b ~ 

Le lemme 3 va nous donner 

et donc 

Si on pose 

k-2 
B2j r H. 

j=I J 

q-1 
r B2j H. 

j=k-1 

q-1 
E BZj H. 

j=l J 

+oo 

s = r 
j = 1 

J 

= A A (~)p B5p 
k-2 

B2j(2p+I) r 2 4 a j=I 

= A A (~)p 
q-1 

B2j (2p+ 1) B4P E 
2 4 a j=k-1 

B2j(2p+I) < +oo 

-b2B2j 
e 

Bp(k-1-j) 

K = 2A A B3 [ ~]p 
2 4 2 aB3 

on pourra écrire 

q-1 
r 

j=I 
7x 

2 - 8B4 
1 . d 1 f . p+ I est e maximum e a onction x e on aura 

b2 2· - ~ B J 
2 

e 

2 -p 
M H < Kz K3 U H(n,M) n q, où H(n,M)-+ 0 s1. n ou t1-+ +00 et H(n,l1) ~ 1 

pour tout net tout M 
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On obtient finalement avec 

C.Q.F.D. 

Remarques Si (D2) est vérifiée pour tout M positif, en posant 

on voit pour la fonnule précédente que admet une borne qui ne 

dépend pas de N et donc que pour tout entier N, on pourra construire un estima-
... 

teur 6(N) qui vérifiera 

uniformément en N et n 

J 

- Tout ce qui précède peut se transposer aisément en remplaçant ln par ny 

si on suppose que dans (D3) et (D4) les équations deviennent 

_!_11 Pn-Pnl 1 < A y d( ) 2 S t ) n ·S,t 

le résultat devient alors 

n n II (s , t ) < A
2 

2y 2 -n d (s,t) 
e 

reste vide faute d'exemples de processus v.érifiant (D3) et (D4) dans le cas y =r l 
2 

V,.. Applications 

1) Cas des variables indépendantes 

Dans ce cas 

p(P,Q) 

On a alors (8) 

et (9) 

s'écrit Conformément à Le Cam [1] , on posera 

= f ldP dQ 

h
2

<P,Q) ~ ½ 1 IP-QI 1 < rz h(P,Q) 

p(pn, f'n) = pn(P,Q) . 

1-p 

'11/t, 

~Af~mit . 
~--.,,.,., .. ,..-· 
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On posera d2 = - log (I-h 2) = - log ç . 

Dans ce cas pour h
2 

< M' < ½ on pourra écrire h < d < Bh ce qui permet 

avec (8) d'établir (D2) et (D3). (D4) se déduit de (9) et du fait que IT est 

inférieur à p • 

2) Cas des chaîne de Markov 

On suppose donnée sur ()::., a_) une famille K
0

(x,dy) de noyaux de 

transition. On notera le noyau itéré n fois de est 

alors la loi de· la chaîne de Markov associée de loi initiale v. 

Proposition 8 

Supposons qu'il existe une mesure µ et des réels positifs O <a< A tels 

que toutes les probabilités v et K (x,dy) 
s 

soient dominées par µ pour tous 

les s et x, de densités g (y) et p
5

(x,y) respectivement et que l'on ait 

pour tout s et tous x et x' dans X 

et 

alors il existe sur 0 une pseudo-distance vérifiant les hypothèses (Dl)à(D4). 

Démonstration 

On notera qs,t(x,y) = /ps(x,y) pt(x,y) et on définira les noyaux itérés 

= f p (x,x ) p (x
1 

,x
2

) ••• p (x 
1 

,y) dµ(x
1

) ••• dµ(x ) 
s J s s n- n 

et de même 

On aura alors (p n Pn) 
p ' s t v(dx) µ (dy) . 

On définit alors d par la relation 

( 10) d
2

(s,t) = ~ log [sup 
X 
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On va tout d'abord vérifier (D3) 

qs, t (x,y) définit sur ~ un noyau sous-Markovien R défini par 

R(x,A) = f q t(x,y) µ(dy) 
A s, 

qu'on prolonge en un noyau Markovien sur}: u {6} en posant 

R(x, {6}) = 

On aura alors n 
R (x, ~) = f 

- R(x, ) 

1 -

si x est dans~ et R(6,{6}) = 1 • 

2 -3d (s,t) 
e 

et d'après (JO) 

Si on appelle 13 cette quantité, pour tout e:: positif on pourra trouver un x 

tel que 

R2 (x,{6}) = f R(x,dy) R(y,{6}) + R(x,{6}) ~ 8 + E 

~ 

Soit alors un point x' quelconque de :X on aura 

I R(x',dy) R(y,{6}) = f R(x,dy) d R(x',dy) R(y,{6}) 
)S )::. R(x ,dy) 

~ ¾ f R(x,dy) R(y,{6}) ~ ¾ (8 + e::) • 
:X. 

ColllIDe E est arbitraire, il vient 

( 11 ) sup f R(x,dy) R(y, {!:,}) 
X X 

et par le même raisonnement 

(12) f R(y,{6}) v(dy) < AB 
1:. a 

On peut alors calculer 
n R (x, );..) par récurrence, pour tout x 
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AS { ----R(x,êd) 
a 

Si R1 (x, X,) ~ 1 - (i-1) A: - R(x,{6}) on aura 

Ri+l(x,.x.) = f R(x,dy) Ri(y,X) 
X 

> R ( 'Y' ) ( .; - 1 ) AB ;,,- x, ~ - ... 
a 

~ I - R(x,{6}) - i AB 
a 

Il s'~n suivra que l'on a 

par (12) 

- f R(x,dy) R(y,{6}) 
~ 

d'après (Il) . 

En utilisant la relation (8) et en remplaçant B par sa valeur, on obtiendra 

ainsi 

(D4) est immédait puisque l'on a 

comin.e p décroît avec n on a la même inégalité pour p(P;n+l ,P~n+l) 

résultat s'ensuit puisque IT est inférieur à p 

et le 

Pour (D2) on utilise le fait que d est comparable à la distance de Hellinger. 

En effet, on a 

2 2 _ 2A [I 
2 

-3d (s,t)] p(Ps,Pt) ➔ 1 - e a 

et 
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On aura donc 

2A [I _ 
a 

Ce qui montre que d et H sont équivalentes tant que H n'est pas trop 

grand et donc que d vérifie bien (D2) pour M et B convenablement choisis. 
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QUELQUES OCCURENCES DES GRANDS ECARTS DANS LA LITTERATURE "ELECTRONIQUE" 

Gabriel RUGET. 

Sous le nom de "Chernoff bound", la majoration exponentielle de la probabilité 

qu'une somme de n variables indépendantes dépasse un seuil na est aussi répan

due dans les mathématiques de l'électronique que le théorème central limite; pour 

voir un exemple très proche du centre de cet exposé, la transmission des données, 

* on pourra examiner (18] puis (22] . 

Plus rares sont les utilisations (conscientes ou pas) de théorèmes de grands 

écarts d'apparence plus sophistiquée quoique équivalents (lois empiriques, mar

ches aléatoires). Mais ceux qui soupèsent avec délicatesse la queue d'une queue 

(cf. (10]), pourraient utiliser les théorèmes de Borovkov (cf. exposé n° IV, 

Deshayes - Picard) qui, non seulement peuvent prendre la place de l'identité de 

Wald, mais permettent d'éviter le recours à [13]: une queue augmente d'une unité 

selon un processus de renouvellement (loi G de transformée de Cramer r) et 

diminue de même (loi F de transformée de Cramer ~. arrivées et départs indé

pendants) ; l'espérance de F est inférieure à celle de G, de sorte qu'en 

moyenne la queue se vide; la probabilité d'une excursion, à partir de la taille 

d'équilibre O, jusqu'à la taille n est asymptotiquement exponentielle et l'on 

* Une suite de données (à nombre de niveaux fini) passe dans un filtre linéai-

re (interférence intersymboles), puis est bruitée ; suivant une idée de Forney, 

on veut la rétablir en filtrant de façon à réduire le nombre de symboles interfé

rant, sans trop augmenter le bruit, puis en décodant séquentiellement (et on peut 

alors se permettre de décoder au maximum de vraisemblance en utilisant l'algorith

me de Viterbi); la ligne de transmission (i.e. le premier filtre) n'étant pas sta

tionnaire, le filtre à la réception est rendu adaptatif; il n'est donc jamais exac

tement ce qu'on voudrait, et cela provoque un bruit d'interférence intersymboles 

résiduel que l'on veut majorer pour évaluer les performances du décodeur. 
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cherche l'exposant. 

successifs, 

Heuristiquement : s1. C. 1. 

~ e 
-k~(x) 

désignent les temps entre départs 

donc 

la probabilité que., pendant un temps 

il y ait a. départs et ~ arrivées par unité de temps, vaut 

exp - T (o.,/) (1/a.) + p.f {t/.:3)) ; or le temps pour que, dans ces conditions, la 

taille de la queue augmente den, vaut n 
13-a. 

min 
a.,.p 

~ ca.<ti (1/a.) + sr (t/13)) ..,-a. 

En dérivant, on trouve les conditions 

l'exposant cherché est donc 

Posant qJ' (1 /a.) = - T' (1/p) - p, au point solution, les conditions de-

viennent 

y) < 1 10.> - p k = - r < 1 /'?,) - p ¼ 

T, 

ce qui exprime que les tangentes en 1 /a. à C/) et en 1 /~ à - r sont confon-

dues, d'où la condition déterminant p 

F (p) G (-p) = 1 

e~-G(~ ) 
r'l" ..; f3 
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Un retour au graphe des transformées de Laplace montre qu'alors 

a~ (1/a) + pî (!/~) = - plog G (-p) - a log F (p) 

D'oQ l'exposant log F (p). 

Cette heuristique peut être transformée en analyse précise comme suit on 

définit une nouvelle loi P pour le processus en décrétant que les temps de 

service sont de loi dF = eP• dF(.)/F (p) et les temps entre arrivées de loi 

dG = e-p. dG(.)/G (p), pour le p déterminé ci-dessus. On peut évaluer 

P (Z)ÎP (Z), oQ Z désigne l'ensemble des trajectoires du processus issues de O 

(file vide) et atteignant la taille n sans se vider à aucun instant intermé

diaire: on trouve 

P (Z) / P (Z) = 9:, (F (p) - I) F (p)-n 
p 

P (Z), qui tend vers une limite non nulle lorsque n -~ oo, peut être évalué 

numériquement à peu de frais, ainsi que le temps moyen de retour à l'état vide, 

on dispose alors du temps moyen de premier passage à l'état n. 

Bien entendu, cette approche permet (sans aboutir à un résultat explicite 

aussi simple) d'envisager le cas de plusieurs processus de renouvellement indépen

dants rythmant chacun un processus d'accroissements non plus déterministes, mais 

i.i.d. 

Mais le véritable avantage d'une approche consciente des situations de grands 

écarts, ce sont les outils disponibles lorsque les accroissements ne sont pas 

homogènes. Tel est le cas dans la modélisation du système ALOHA (transmission de 

trains de données de longueur fixe, synchronisés, sur un canal - satellite, fibre 

de verre ••• - d'accès libre pour un grand nombre d'utilisateurs ceux-ci, qui 

écoutent en permanence le canal, savent après chaque intervalle de temps si celui

ci a été utilisé par zéro, un, ou plusieurs terminaux; dans ce dernier cas, tous 

les messages sont perdus, et doivent être réémis suivant une politique à déter

miner. On désire calculer 
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1°) Pour les politiques les plus simples, qui ne stabilisent pas le canal, le 

temps moyen avant déstabilisation (le processus N (t) suivi est celui du nombre 

des messages à réémettre ; les politiques de réémission et la loi d'arrivée de 

nouveaux messages sont choisis de façon à le rendre markovien). Si 

v (n) = E (N (t+I) - N (t) l N (t) = n) est 2 a> 0 pour n assez grand, la 

chaîne est transiente ("instabilité") ; soit n 
C 

le plus petit .n 

v (n) soit > 0 pour c'est le temps du premier passage à 

appelle temps de déstabilisation. 

tel que 

n 
C 

qu'on 

2°) Pour les politiques plus sophistiquées [7} qui stabilisent le canal (chaîne 

positive récurrente), le bon critère de comparaison est, non pas le temps moyen 

nécessaire pour faire passer un message,qui est faible, mais la probabilité que 

le temps d'attente dépasse un seuil (correspondant à une taille de mémoire tampon). 

On peut ramener ce problème à 1 tétude, pour une chaîne de Markov sur N à "petits!' 

accroissements et petite probabilité d'extinction, de la probabilité de survie 

d'une trajectoire pendant un temps > T (T grand) •. 

Ces méthodes seront par exemple exposées dans [5] . Comme dans l'exemple 

précédent, ·une étude heuristique basée sur des théorèmes asymptotiques grossiers, 

fournit un bon changement de probabilité,. après quoi on peut procéder à une simu~ 

lation (c'est une technique d' "importance sampling") ou à un calcul analytique 

(approximation par une diffusion). 

Terminons cet exposé par une revue rapide d'un rameau récent de la théorie 

de Shannon : il s'agit de borner des probabilités d'erreur - exponentiellement 

petites - lorsqu'on transmet sur un canal ou lorsqu'on. code une source avec un 

critère de distorsion, les codes étant par blocs (ce qui tend vers l'infini et 

rend la probabilité d'erreur, resp. de dépasser un niv.eau de distorsion imposé, 

petite, est la taille des blocs). Précisément : 

1 ° Problème : un canal bruité est caricaturé sous· les traits d'une matrice 

Qk/j de probabilités de transition connue et fixe entre un alphabet d'entrée 

fini J et un alphabet de sortie fini K (on ne prend pas en compte ici 
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l'interférence intersymboles). Un code par blocs de longueur N et de rendement 

R est la donnée de mots a 
m 

de longueur N 

d'une partition Y de l'ensemble des mots de longueur 
m 

dans l'alphabet J, et 

N de l'alphabet K, 

indexée par le vocabulaire d'entrée retenu. Outre son rendement, le code est 

apprécié en fonction de,la probabilité d'erreur max P (la traduction de a 
m 

le canal ne tombe pas dans 
a 

Y ) , ou d'une probabi li1ï.é d'erreur moyenne, ce qui 
m 

par 

revient au même vu le peu de précision de ce qu'on peut dire de ces probabilités. 

On cherche une minoration de ces probabilités d'erreur, dont on démontre ensuite 

l'acuité par des majorations aussi voisines que possible (obtenues en exhibant 

des codes, même irréalistes, parce que la quantité de calculs à effectuer pour 

leur décodage serait prohibitive) ; le seul intérêt de ce travail est d'apprécier 

l'efficacité de codes utilisables. Au mieux, on obtient que la meilleure proba

bilité d'erreur accessible a un logarithme équivalent à -NE (R) (lorsque N ➔ en; 

on précisera E (R)) ; la théorie, qui ne prend pas en compte les coûts de calcul 

et de transmission, ne dit pas si, pour atteindre une probabilité d'erreur donnée, 

il vaut mieux cherch~à se rapprocher de l'optimum à N modérément grand, ou 

augmenter N, voire changer le canal (pour Jouer sur E (R)) ; il est en effet 

difficile d'évaluer le coût en calcul sans vraiment particulariser les algorithmes, 

et la pondération entre les coûts de calcul et ceux de transmission dépend de la 

technologie, donc est très fluctuante; il semble qu'actuellement, on puisse se 

permettre beaucoup de calculs, et des N grands. 

Résultats 

Shannon s'était d'abord borné à dire que, pour 

R < C = sup 
p 

p. 
J 

Qk/j 
~ p. Qk/' , 

on peut réduire autant qu'on veut la 
j ,k • J J 

J 
probabilité d'erreur, et que c'est impossible pour R > C. Quelques articles (de 

[21] à [15]) étendent la notion de capacité à des canaux stationnaires, mais 

ayant une mémoire. Nous engageons plutôt le lecteur à consulter l'article de 

revue [25],où l'on décrit comment ce type de résultats a pu être étendu à des 

situations de communication plus générales, par exemple un canal portant deux 
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connnunications en sens contraire interférant, ou un codeur devant coder pour 

plusieurs canaux simultanément. 

- Ce sont les minorations exponentielles de probabilité d'erreur qui font ap-

pel aux grands écarts (pour les majorations, voir [8] ). Dans [ 2], on trouvera 

une preuve (par réduction à un problème de test) de ce qu'on peut minorer l'erreur 

en prenant pour exposant 

E (R) = max 
s 2:: 0 

max [- sR - log ~ ( ~ 
p k j 

p. 
J 

QI /l+s) t+s] 
k/j 

Malheureusement, cette minoration n'est optimale que pour les rendements tels 

que le s maximisant les expressions ci-dessus soit ~ 1. Le seul autre résultat 

dont on dispose est une minoration optimale aux rendements voisins de zéro [ 23] 

E 

C 

E = max 
p 

L'enveloppe de ces deux résultats 

constitue presque 

l'état actuel de la minoration (voir 

tout de même [4]. 

On trouvera dans [ 23] une minoration de la probabilité que le véritable mot 

d'entrée ne figure pas dans une liste de longueur donnée des mots les plus vrai

semblables au regard de la sortie, résultat utilisé dans [ I 4] pour analyser la 

principale faiblesse du décodage séquentiel (à rapprocher du point 2° évoqué 

à propos d'ALOHA). Enfin, dans [ 13], on trouvera des minorations valables pour 

tous les N, ce qui est peut-être plus intéressant dans d'autres domaines de la 

statistique que le codage. 

2° Problème Une source émet une suite infinie de lettres dans un alphabet fini 

J, de façon aléatoire, mais au moins stationnaire. On veut traduire cette source 

dans un (peut-être) autre alphabet K, et la qualité de cette traduction est sanc

tionnée par un critère de distorsion "context-free" d (j,k) • On additionne les 

distorsions sur les paires de lettres homologues du .mot original et du mot traduit. 
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On fixe la vites se R de la tn~duction : par exemple, si on code par blocs de 

longueur N grande, et si le vocabulaire traduction est constitué de M mots 

que les statistiques de la source conduisent à utiliser avec la même fréquence, 

1 
R = N log M de façon plus générale - quoique n'englobant pas le cas précédant, 

si le procédé de traduction, et donc la traduction, sont stationnaires, c'est 

l'entropie de la traduction que l'on fixe, lim ..!.. H (Y), où Y désigne le 
n n n n .... oo 

bloc de longueur n de la traduction - voir [20] pour comprendre la significa-

tian de l'entropie dans le cas ergodique en fait, si l'on code par blocs conti-

gus (ou par bloc glissant) on fixe directement 1 R = N log M, car lorsqu'on voudra 

optimiser la distorsion, l'égalité des fréquences sera ipso facto vérifiée. On 

veut alors connaître ce qu'on peut faire de mieux connne probabilité qu'un mot 

source ne puisse être traduit avec une distorsion inférieure à D (par lettre, en 

moyenne) : dans le cas du codage par blocs, on veut minimiser 

P (x E JN l min 
y E code N 

d (x. , y.) > D) 
l. l. 

Connne pour le premier problème, on trouve dans la littérature deux types de 

résultats: ou bien la source S est seulement supposée ergodique, voire sta-

tionnaire, et on peut donner une distorsion limite s D (R) au-dessus de laquelle 

la probabilité ci-dessus peut être rendue arbitrairement petite (en jouant sur 

N, et sur le code; voir [6], [9], [ 12]). Ou bien on évalue asymptotiquement 

cette probabilité, mais après s'être placé dans un cas particulier: celui d'une 

source émettant des lettres i.i.d. (cf. [2], [19], [24]). Nous allons voir qu'il 

ne doit pas être difficile de faire un peu mieux. 

Le résultat sur DS (R), ou plutôt sur la fonction réciproque 
s R (D), est 

le suivant 

TT. µ 
J n 

sur 

E 
1 

µ n 

n donné, on considère les lois µ sur Jn x Kn de marginale 
n 

la loi de la source, et telles que la distorsion moyenne 

d (x., y.) 
l. l. 

soit inférieure à D. On regarde le minimum parmi ces lois 

n 1 
de n I (,.ln) , où 
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Soit R5 (D) ce minimum, alors R5 (D) = lim 
n é (D). 

n 

Les preuves de ce théorème connnencent en examinant le cas où la source émet 

des lettres i.i.d., cas où on a en fait lim R: (D) = R~ (D), et où l'on gagne 

à exprimer le problème de minimisation sur des probabilités de transition Q de 

J dans K plutôt que sur des lois jointes 

où 

Rp (D) = inf 
QEq 

z 
j,k 

p. Q.k 
J J 

Q = [ Q I D (Q/p) ,= Z 
j,k 

log 

Démontrons (en nous inspirant de [24]) que Rp (D) est inférieur à l'expres

sion proposée: cela nous donnera l'idée de la formule pour une source markovienne, 

voire n-markovienne (la minoration de R5 (D) est claire, voir [12]). 

Avec une probabilité aussi voisine del que l'on veut (en augmentant la taille 

N des blocs sources codés), les proportions des lettres j dans les blocs 

sources sont arbitrairement proches des p .. Nous allons recouvrir l'ensemble des 
J 

blocs de longueur N ayant une telle "composition" p par des boules de rayon 

D (au sens de la distorsion) ; les centres de ces boules seront des mots tirés 

au hasard (lettres i.i.d. de loi q à choisir; mots indépendants). Tout tient 

alors dans le 

Lemme: étant donné un mot X de composition p, la probabilité que la boule 

tirée comme indiqué ci-dessus contienne X est, pour le q le plus favorable, 

"de l'ordre de" exp - NRP (D). 

Preuve: la loi de la distorsion est le mélange, dans les proportions 

lois affectant à d (j,k) le poids qk; son log Laplace est donc 

z 
j 

p. log Z qk exp sd (j,k) 
J k 

d'où la transformée de Cramer 

p., des 
J 

O.k 
sup [sD - Z p. log Z qk exp sd (j,k)]= inf Z p. Q.k log__]_ 
s (:s;; O) J k D(Q/p):s;; D J J qk 

(pour comprendre cette dernière égalité, penser: en tirant sous q, quelle est la 

probabilité d'obtenir un "canal empirique" Q de distorsion :s;; D ?). La minirni-
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sation en q donne alors le résultat énoncé. 

On peut maintenant avancer sans difficulté une majoration pour RS (D) vala

ble dans un cas plus général, disons, pour ne pas alourdir les notations, celui 

d'une source ]-markovienne. Soit c la loi jointe de deux lettres sources 

consécutives. Nous nous proposons de tirer des mots de code avec une probabilité 

de transition bien choisie. Appelons Mc l'ensemble des lois sur 

JI X J2 X KI X K2 (avec JI = J 2 
= J, KI = K 2 = K) de marginale C sur 

JI X J2, et de même marginale µ sur JI X KI et sur J2 x K2 ; appelons µ 

la marginale de µ sur KI X K2 . Pour µ E Mc , posons 

D (µ) = 

I (µ) f q.i log 
c\l (k2/ jl,j2, kl) 

= 

4i° (kzlk1) 

Alors 

· RS (D) s: inf I (µ) 
D (µ) s: D 

et l'égalité parait plausible (sur ce sujet, voir [ I] et [ 11]) • 

Revenons aux sources i.i.d. Il résulte du lemme qu'il existe un code (N,R) 

tel que le pourcentage des mots sources de composition p' codés avec une dis

torsion ~ D soit 

s: (1 - exp N (- Rp' (D) - 0 (N))exp NR 

p' 
s: exp - exp NR exp N (- R (D) - 0 (N)) 

1 

= exp (- exp N (R - Rp (D) - 0 (N))) . 

Toujours d'après [24], on minimise la probabilité de dépassement de la 

distorsion D' à rendement R 

pour toutes les compositions p' 

donné en mélangeant les codes obtenus ci-dessus 

p' 
telles que R (D) < R (le nombre de p' à 

envisager croît connue une puissance de N, ce qui est négligeable devant la taille 

de chaque code, qui est exponentielle en N). La probabilité étudiée est alors, 
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à un terme négligeable près, majorée par E Probabilité que un 
p' 1 RP' (D) ;;:: R 

N-mot de la source soit de composition p', quantité dont -1/N le logarithme, que 

nous appellerons F (R,D), vaut 

inf E 
P

l 

R ('D) ;;:: R 

p'. 
J 

Deux remarques : 

log 
p'. 
_J 
p. 

J 

1°) Nous n'avons guère été soigneux parce que nous savons que F (R,D) dépend 

continûment de R; ceci tient à la convexité de F, qui ne se voit pas sur la 

forme indiquée, mais sous une autre expression due à Blahut [3] 

F (R,D) = sup 
Q 

inf I (p' /p) 
I (Q/p');;:: R 
D (Q,p') ;;:: D 

2°) Il est clair que la suite des arguments peut s'étendre aux sources markovien

nes, puisque avec 1' exposé n ° VI ·, on sait calculer la probabilité qu'un N-mot 

source ait une loi jointe vérifisant certaineis contraintes. 

Pour terminer, indiquons comment l'on voit (d'après [20]) que exp - NF (R,D) 

minore, pour tous les codes (N,R) imaginables, la probabilité de dépassement 

de la distorsion D. On part d.u fait que, si q e.st une probabilité sur J, 

et J(, est l'ensemble des mots distordus par un code (N,R), si R < Rq (D), 

alors q (Jl) ~ Cste > O. Utilisant toujours le même argument, pour tout 

p' tel que 
p' 

R (D) > R, on a 

p (J(,) 2:: p cJ.l n composition~ p') 

~ p' (Jl O composition~ p') exp (- N (I (p' /p) + 0 (N)) 

Puisque p' (Jl) est minoré, le premier terme l'est aussi, d'où le résultat. 
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