
UNIVERSITÉ PARIS . XI 
U. E. R. MATHÉMATIQUE 

91405 ORSA V FRANCE 

N° 183-76-53 

MESURABILITE ET M~NOTONIE 

HEDY ATTOUCH 

Publication Math ématique d'Orsay 



N° 183-76-53 

MESURABILITE ET MONOTONIE 

HEDY ATTOUCH 

Publication Mathématique d'Orsay 



MESURABILITÉ ET MONOTONIE 

H. ATTOUCE 

CHAPITRE 0 INTRODUCTION. 

CHAPITRE I TOPOLOGIE DE LA R-CONVERGENCE. 

1. Définition et propriétés de la topologie de la R-convereence , 

2. Topologie induite sur l'ensemble des sous-différentiels. 

Additif Ch. I. 

CHAPITRE II - FAMILLES MESURABLES D'OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES. 

1. Lien entre les différentes notions de mesurabilité pour une fa mü le 
d'opérateurs maximaux monotones. 

2. Familles mesurables de sous-différentiels et intégrandes convexas 
normales. 

3. Somme de familles mesurables. 

4. Prolongement mesurable de familles mesurables d'opérateur~ mcno t.r.ns:; , 

CHAPITRE III - APPLICATIOl'-1S. 

1. Equations d'évolution dans les Hilbert. 

2. Théorèmes de perturbation. 

3. Convergence des solutions de certaines inéauations variationnE:11 ,~s . 

Additif Ch.HI. 

BIBLIOGRAPHIE. 



- I -

CHAPITRE O - INTRODUCTION. 

1) A l'origine de ce travail, on trouve un certain nombre de problèmes 

soulevés par l'étude des solutions fortes d'équations d'évolution du type 

(I) :~(t) + A(t,u(t)) ::!1i f(t) • 

L'opérateur A( t, . ) , ( t e:. [o, T]) , est maximal monotone dans un espace de Hilbert 

u continue de [o,T] dans H , à dérivée distribution dans H; on cherche 
2 L (O,T;H) , 

Une méthode générale pour étudier (I) consiste à l'approcher par 

où AÀ(t,.) est l'approximation Yosida de A(t,.) ; l'opérateur AÀ(t,.) est 

lipschitzien, et pour résoudre (I)À par le théorème de Cauchy-Lipschitz, on est 

amené naturellement à faire une hypothèse de mesurabilité sur la famille 

(A ( t' . ) ) t e:: [ 0 'T] ' à savoir : 

(0 .1) V x e H, V À>O, t ~ AÀ (t,x) est mesurable. 

Mais dans la pratique, les (AÀ(t,.))te:.[O,T] ne sont pas des données du problème 

(I) . Le chapitre II est consacré à l'étude des différentes notions de mesurabilité 

portant sur des familles (A( t, • ) ) te:. [ 0 , T] d'opérateurs maximaux monotones dans 

un espace de Hilbert séparable H; on montre tout d'abord (Théorème 2.1) que la 

mesurabilité des résolvantes (0.1) est équivalente à la mesurabilité des graphes 

des opérateurs A( t,.) au sens de C. Castaing [14] ; on fait également le lien, 

en montrant l'équivalence dans le cas où la dimension de H est finie, avec la 

mesurabilité des sections minimales 0 
(A (t,.))te:.[O,T] (Théorème 2.2). 

Dans le cas où les (A(t,.))të.[O,T] sont des sous-différentiels de fonctions 

où ~(t,.) est convexe, semi-continue inférieurement, propre de 

H dans ]- 00 ,+ 00 ] , on montre (Théorème 2.3) l'équivalence entre la mesurabilité de 

la famille (clHt,.))të.[O,T] (au sens précédent), et la propriété d'intégrande 
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normale au sens de R.T. Rockafellar [27] de l'application (t,x) \-!>- <j>(t,x) • 

Dans de nombreux cas, il arrive que l'on ait à étudier non pas (I) mais un 

problème "perturbé" 

(II) 
du 
dt(t) + A(t,u(t)) + B(t,u(t)) :a f(t) • 

Si B(t,.) est maximal monotone, on approche (II) par 

(II) À 

que l'on résoud par un théorème de perturbation lipschitzien (cf. [8]), les 

hypothèses faites par ailleurs sur A et B permettant de passer à la limite 

lorsque À -i;.. 0 

On étend cette méthode au cas où B(t,.) est seulement monotone, en montrant 

(Théorème 2.5) que l'on peut prolonger une famille mesurable (au sens des graphes) 

d'opérateurs monotones, en une famille mesurable d'opérateurs maximaux monotones 

on en déduit un théorème de perturbation (Théorème 3.1) s'appliquant directement 

au problème de la chaleur non linéaire dans un domaine variable (cf. [3]). 

2) On est naturellement amené à considérer une famille mesurable d'opéra

teurs maximaux monotones (A(t,.))te.[o,T]' connne une application mesurable de 

[o,T] dans f"n?R , où rniR désigne l'ensemble des maximaux monotones muni de. la 

topologie de la convergence des résolvantes (cf. Définition 1.1) ; appliquant la 

propriété de Lusin, on se ramène à étudier (Ch.I) la convergence, au sens des 

résolvantes, des suites d'opérateurs maximaux monotones (notion introduite par 

H. Brézis [10]). On établit alors le lien entre la convergence des opérateurs et 

la convergence des sections minimales (ou de façon équivalente des semi-groupes 

associés, cf, [10]) dans le Théorème A.l (Additif Ch,I) ; dans le cas où les 

opérateurs (An)ne:IN sont des sous-différentiels (acpn)ne:tN , on montre (Théorème 

1.1) l'équivalence entre la convergence de cH\>n vers ().~ dans rrflR et la 

convergence de ~n vers t au sens de Mosco (Définition 1.2) ; ce Théorème met 

clairement en évidence, la continuité de la transformation de Young-Fenchel 
1 

(~ 1-+ ~*) , et le résultat parallèle concernant la stabilité de la notion 

d'intégrande normale par passage à la fonction conjuguée. 

Dans le Chapitre III, 3) on dégage un résultat abstrait (Théorème 3,2) 
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assurant, sous une condition du type Brezis-Crandall-Pazy (cf.[8]) uniforme en 

ne.IN 
' 

la convergence dans fll!R de An+ Bn vers A + B lorsque An converge 

vers A et Bn converge vers B . ce théorème et les corollaires que l'on peut 
' 

en déduire (Proposition 3,7) permettent de donner de nombreux exemples de ·suites 

convergentes d'opérateurs maximaux monotones (Exemples 1, 2, 3, 4 pages 68 à 81) 

utilisés conjointement avec le Théorème 1.1, ces résultats permettent de traiter 

si mplement de nombreux problèmes concernant la convergence des solutions d'inéqua

tions variationnelles stationnaires et d'évolution (cf. Corollaires 3,3, 3,5, 

Théorème 3,3, Corollaire 3,1, et fo]). 

-:-:-:-
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CHAPITRE I - TOPOLOGIE DE LA R-CONVERGENCE, 

1) Définition et propriétés de la topologie de la R-convergence. 

Soit X un espace de Banach; un opérateur mult ivoque A de X dans X 

est dit accrétif si V À>O (I+ ÀA)-l est une contraction de R(I+ ÀA) dans X; 

A est dit m-accrétif si en outre V À>O R(I+ÀA) = X • 

Si X est un Hilbert, ac crétif et monotone sont deux notions équivalentes. 

Tout d'abord établissons un lennne général qui connne corollaire donne un résultat 

dû à H. Brezis concernant le lien entre la convergence d îopérateur~ m-accrétifs 

au sens des graphes et la convergence des résolvantes. 

LEMME 1.1 . X espaae veatoriel topologique réel. 
n (A ) . IN' A opérateurs multivoques de X dans X • n e:-. 

Il y a équivalenae; 

( ,,' ) JJ ( ) A 3 ( n n) An n n " l1 X,y €: · , . X ,y e: : X _. X , y - y ; 

(ii ) Il À>O 
n 

y - y; 

(iii ) 3 À>O , 1/ (x,y ) e (IHA)-l , 3' (xn,yn ) € (I+Mn ) -l : :en 
n y ~ y. 

COROLLAIRE 1.1. X Banaah quelaonque. 
n 

(A ) ne:. /N'A opérateurs m-aaarétifs dans X • 

Il y a équivalenae; 

(i ) 

(ii ) 

(iii ) 

JI nn n n n (x,y ) €. A , J (x ,y ) €. A , X ~ X , y ~ 

Il À>O , fixe: X , (I+Mn)- 1x -+ (I+M J- 1x; 

] À>O , fi x 6 X , (I+Mn)-lx ~ (I+ÀA)-lx • 

Démonstration du Corollaire 1.1. ~--------~------------------
(ii) ~ iii) évident 

y ; 
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( ii i) ~ i) découle de 1 'implication iii) ~ i) du lemme 1.1 . 

i ) ~ ii) Soit À>Q , x e: X fixés ; d'après i) ~ ii) du lemme 1. 1 il existe 
n n n -1 n n -1 

(x ,y ) e:. (I+ ÀA ) tels que x ~ x et y ~ (I+ ÀA) x 

n 1 1 n - 1 n -1 1 n - 1 -1 1 
1 (l+ ÀA ) - x ... ( l+ ÀA) - . x 1 ~ 1 (I :+-ÀA ) x - ( I+ÀA ) xn 1 + . ( I +ÀA ) xn - (I H A) x 

Démonstration du Lemme 1.1. : --------------- --------
i ) ~ ii) Soi t -1 -1 (x,y) e (I+ÀA) i.e . y e: (I +ÀA) x 

X - y 
À e:. Ay • 

D'après (i) 3 n n n 
(y ,z ) e: A (i.e. n An n ) z €:.. y 

n tels que y ----+- y et 

n 
z x-y 

z = À 

P n ' n + n 1 n ( I+ ' An) n . yn = (I+ ÀAn)-lxn et yn __._. y , osons x = /\Z y a ors x e:. /\ y 1..e .. -=- --,.-

n 
X 

x-y 
À z +y= À( À )+ y= X• 

ii ) . ~ iii) évident 

iii ) -~ i) Soit (x,y) E:. A ; a l ors x e (I+ À A) -l(xt À y) ; (). donné pa r iii) ). 
0 0 · 0 

D'après (iii) 

On a n n n 
(x ,y ) s. A 

Remarque 1 . 1. Soit 

n n 
X ~ X et Z ~ X + À y • 

0 

z -x z -x 
n n n n n 

À e A xn . posons y n = À 
0 0 

xn ---+- x et yn -+- }- [xH
0

y-x] = y • 
0 

(An) A maximaux mono tones dans H, Hilbert. 
ne IN ' 

Al ors la convergence de 

des sec ti ons minimales : 

n 
A vers A s'exp r ime égalemen t à l ' aide de l a convergence 

( i ) <➔ (ii) <➔ (iii ) <=> (i v ) où 

(iv) sui t e extrai t e, V (x ) · , 
nk k.e: lN 
n w-H Ko 

~ x , sup 1 (A ) x 1 < 
kE: IN I\ . 

no o 
(A ) X · · --+ A x • 

n 
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cette condition exprimant la convergence des sections minimales et la convergence 

des domaines des opérateurs ; pour la démonstration de cette dernière équivalence 

cf. Additif n°1 page 17 (i). 



- 3 -

Définition de la topoloaie de.!.!. R~convergence. 

On notera ..fi; 1 iensemble des opérateurs m-accrétifs d'un espace de Banach X 

Définition lolo La topologie de la R-convergence sur Jt; est la topologie la moins 

fine rendant continues les applications (rÀ ) H de dt; dans X: ,x xe:: 
À)'O 

r, (A)"' (!+ÀA)-1x. tt,x 

On notera dl;R , dt muni de la topologie de la R-convergence et An -+ A désignera 

la convergence de la suite (A) vers A dans ,¾. n n E:. lN · """R 0 

Dans le cadre hilbertien (X "' H Hilbert) on notera ()Tl, (égal à Jt;) l'ensemble 

des maximaux monotones et 'lllR, cet ensemble muni de la topologie de la R-convergence 

PROPOSITION 1.1. On suppose X séparable. 

dtR est un espaae polonais (séparable., métrisable., aomptet poux>JA.ne métx>ique 

induisant la topologie). 

Démonstration Soit {x ) dense dans X et d nne:IN la dis tance sur _tl'l\ définie par 

00 

d(A,B) = E 
n=l 

• Montrons que la topologie de la R-convergence est associée à cette métrique par 

exemple; 

La topologie associée à d est la topologie la moins fine sur e:4; 
: A -+- (HA) -lx ; on a donc les applications (fl X) 

'nne:.lN n 

i ~ dèR -+ ( c:lt,d) continue 

rendant continues 

Montrons que i: (Jl.:;,d) --+- JèR est continue; il suffit de montrer que si 

d(An,A) --+ O alors V À>O , V XE:. X rÀ,x(A
11

) -- rÀ,x(A) (Le. An -- A) ; 

Soit donc (An)nE":. !N'A: V k elN (I+An)-l~ _,. (I+A)-l~; on en déduit immédia

tement que V x e X (I+An)- 1x -. (I+A)-lx et, tenant compte de l 1imp1ication 

iii) "~ ii) du corollaire Ll$ cela entraîne que \:/ i\>O , V x e:: X 

-1 
(I+i\A) X , i.e. n A ·~A. 

Soit j 
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L'application j est injective, car V ne:.IN (I+A)-lx = (I+B)~ 1x entraîne 
n n 

A = B j est une bijection de c7t; sur V xë X (I+A)- 1x = (I+B)- 1x et donc 

j(c:t) ; d'autre part, par définition de 

homéomorphisme de dt R sur j ( cJt) , où 

la topologie produit sur -/1 donc d;R 

la topologie de l a R-convergence, j est un 

j ( ot;) est muni de la to pologie induite par 

s'identifie donc à un sous ensemble de -/1 
muni de la topologie produi t ckR est donc séparable (X métrique séparable est 

à base dénombrable, donc -/1 est à base dénombr able, donc J;R est à base dénom

brable, donc J;R est séparable). 

Montrons que (di,d) est complet 

k Soit (A )ke:.IN une suite de Cauchy dans ( ü't,d) 

V ne: IN 1 (I+Ak) -lxn - (I+Ak 
1

) -lxnl ~ 0 quand k e t k v ~ +oo 

On en déduit la même propriété pour un x quel conque dans X, et X étant complet, 

V X€. X 

L.' application F . X ~ X est une ccmt raction partout défi nie de X dans X . . 
Posons A= F-l - I . alors (I+A)-1 = F et donc ( I+Ak) - l x ~ (I+A)-lx dans X ' k++oo 

B'après le lennne 1.1, V (x,y) ~ A 
' ] (~,yk) e: Ak ~ 

--,.. X et yk ~ y ; 

or l'accrétivité se conserve pour la cànvergence au sens des gra phes; l'opérateur A 

est donc m-accrétif et là suite Ak converge vers A dans · CL!t. 

. Remarque 1. 2. 1 ° ) Soit A = (;\ ) IN , À une sui t e de réels strictement positifs mm1S. m 

tendant vers zéro et (f O, ,) \ E: A une famille de con.trac tie ns partout définies de 

X dans X; il y a équivalence 

(i) 

(ii) 

On a alors 

3 Aedt ,VÀE..A f( À,.) = (I+ÀA) -l 

YÀ,µe;/1. VxG:.X f( À,x) = f( µ , r X+ ( 1 - f) f(À,X)) 

A= f-l - I · 
1 ' (un opérateur m-accrétif est dé t erminé par la donnée d'une 

de ses résolvantes). Pour des résul t ats détaillés concernant les opéra t eurs accré t ifs 

dans les Banach on p'ourra consulter P. Bénilan [6], et pour les problèmes concernant 

les opérateurs monotones dans les Hilber t , H. Brezis [8]. 

2°) Soit X un espace de Banach et An une suite d'opéra t eurs 

m-accrétifs dans X, il y a équivalence (en notant G(A) = {(x,y) e: X x X/ yg Ax }) 

entre 

. 
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Il suffit de mont rer que : (An ~ A dans -- n 
~R) ~ (G(A ) => lim G(A )) ; 

soi t n n n n n 
( x , y ) , (x , y ) e A • 

n s. 1N " (°k)ke:: ~ une suite extraite, X ~ X , 

I\ 
y ~ y ; montr ons que (x,y) e. A • 
1\ 

Soit (F;,n) e: A, À>O; on a ç, = (I+ ÀA)-l(ç,+ Àn) 

d'après l' accrétivité de An(k) 

Y À>0 , Y (F;,n) e:. A • 

L'opérateur AU (x.y) es t donc accrétif et tenant compte de la maximalité de A, 

y~Ax. Dans le cas X= H Hil bert, An maximaux monot ones on obtient un résultat 

un peu plus précis : 

Soit yn(k) ~ y dans (w-H ) alors 

(x,y) e: A ; en effet soit (ç;, n) €. A , il existe n n n (~ , n ) e: A , 

d'après la monotonie de An 1 

(Raisonnement encore valab l e pour des m-accrétifs dans un Banach uniformément convexe), 

convergence 

3 °) Pour tout opérateur A, m-accrétif dans un Banach X, on a la 

AÀ ~ A dans &R où AÀ = 1/ À (I- (I+ÀA) - l) est 1 ' approximation 
À-+o 

Yosida de l'opérateur A; (AÀ es t accr étif, lipschitz i en, part ou t défini, et donc 

m-accrétif). 

En effet --+ (A)l 
+o 

puisque 
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COR.OLLAIRE 1.2. Soit '=t' un espaae t opoZogique e t F : ~ ~ d:.R , iZ y a équivaZenae 

(i ) F aontinue 

(ii ) 

( iii ) 3 À >O • J ( ) ( ) d d X t U 
0 

~ xn n e. IN , ,x;n n e IN , ense , ans , e e que 

fnE:./N 

2) Topologie de la R.-convergence ~ l'ensemble des sous-différentiels . 

-lllans ce paragraphe H désigne un espace de Hilbert non nécessairement sépa r able. 

Etant donné cp : H ~ J--00,+00] convexe, s.c.i,, propre, s on s ous-différentiel 

est maximal monotone ; rappelons 

acp= {(u,f)eH x H Vve: H cp(v) ~ cp(u) +< f,v-u >} 

= {(u,f)'2H ><H cp(u) + cp*(f) - <f,u > = O} 

où cp* désigne la fonctionnelle conjuguée de cp 

cp*(f) = sup {<f,v > - cp(v)} • 
V6:H 

On définit la régularisée Yosida d'une fonction convexe s.c . i. propre cp par 

(cp) = 4>~ .!_ 1 ,12 soit 
µ 2µ (cp)µ(x) = Min {cp(y) + ~µ lx-y l

2
} • 

y<=-H 

LEMME 1.2. Soit À ( cp )À>o une fami i Ze de f onations aonvexes, s.a.i, propres; iZ y a 

équivaZenae entre 

(i) Tl exis t e cp a0nvexe, Boa. i . , propre t e Ue que : JI À>O l = (cp)À 

(ii ) 

On a alors 

Il À, µ > o 

cp = sup cpÀ 
À>O 
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Démonstration (i ) ~ (ii) 
1 2 x-

= ( cp V 2À 1 • l ) 

"""'.,,. + ~ l 12 
'f 2 0 . 

et donc 
À+µ -)t- * À 1 12 µ 

(cp ) = 4> + 2 ° + 2 

= (<l>À>* + Ï 1012 

= ((4>À)µt et donc 

(ii) ~ (i) par passage aux conjuguées 

/ ,1,À+µ)* -- ("-À)* + ~ 1 o·l2 d ("-À)it' - _À l, 12 -- ,1, o d,. .:1 d \ 'f 'f 2 et one 'f 2 'f est 1.n epen~ant e À • 

ée t te relation entraîne que $ est sci et propre; d 1autre part 
>.* 

1/J"" lim (cp ) 

donc $ est convexe; on a donc 
À À 2 * 

cf> = ($ + 2 1.1 ) ... (cj>)À avec 
À'+o 

cp = $ * • 

Notations. 

et 

On notera 'l'll. cf> 1 1 ensemble des s0us-différentiels de foncti ons cenvexes sci, 

propres de H dans J -,+oo] 'hlcp est un sous-cSne de 'lrl ensembl e des maximaux 

non0tones de H dans H. 

On désignera plus précisémen t par 11( <I> , le sous-ensemble de 'ni cf> formé par 
0 

les sous-différentiels de fonctions convexes, sci, positives,nulles en O . 

PROPOSITION 1. 2 . 

Démonstration Soit 
-------------

R, 
suite (xi) i=o x:e_ = x 0 

es t fermé da:ns 'rl/ pour Z.a t opoZ.0gie de ta R- con:ver-genaeo 

et 

acpn convergeant vers A dans 1Yf! R ; fixons-nous une 

R, 
(yi)i=l y . e Ax. ; d'après l a défini tio n de la 

l. l. 

convergence dans 'n}R' pour tout i, l ~i~ e on va pouvoir trouver une sui t e 

telle que 
n n n n n y , e:. A x . e t x . --;,. x . , y. ~ y , • 
1. l. l. l l l. 

· n L'opérateur A étant cycliquement monoto ne 

,e, 

L 
i=l 

e 
r: 
i=l 

n 
<x. l. . 

n n 
X , l'y . > ~ 0 . 1- l. 

<x , - x , 
1
,y. > ~ 0 

l. 1- l. 

et par passage à la li mite 

l'o pérateur A étan t cycliquement mènotone et 

étant maximal monotone, est donc un sous:--ciifférentiel , 
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Remarque 1.3. On peut montrer que 'Yt)cj, est fermé pour une 

1 R · l'f' An -- ~~n, 

convergence plus faible 
n 

A e.. 1'tl cj, , A e. 'nl, et que a -convergence; pour sirop i ier, prenons o~ 

An ---+ A au sens suivant : 

~ XE: H 
n 

cj> (0) = 0 • 
À 

(dans w-H) 

0 

et 

On en déduit n 
cpÀ(x) dt et par application du théorème de convergence 

dominée 

n -+ f(À,x) = J1 
<AÀ (,:x) ,x> d, et donc cp À (x) 

0 

n f (Hµ,x) r <AH (,:x) ,x> d'î = J1 
<(AÀ) (,:x),x> dt' cpHµ (x) ~ = 

0 µ 0 µ 

Or f(À,.) est Fréchet différentiable de différentielle AÀ (par passage à la 

limite immédiat). Donc (f(À,.)) est Fréchet-différentiable de différentielle 
µ 

(AÀ)µ (cf. [8]) ; d'où, remarquant que (f(À,.)µ(O) = O et notant que les 

fonctions f(À,.) sont convexes f(À+µ,.) = f(À,.) . . µ 

D'après le lemme 1.2, f(À, ,) = (<j>)À avec cj> = sup f(À, .) ce qui entraîne que 

Définitions 1.2, 

Soit X un espace topologique 

parties de X on définit 

étant donnée une suite n 
(A ) IN de n€ 

lim A = {x e. X 
-· n 

lim A = {x ~ X 
n 

il existe (x) 
n n e:.IN 

il existe 

n On dit que converge vers A , et on note A ~ A 

X --+ x} 
n 

si 
- n 
lim A c A c lill\ An 

Soit n 
(<j> )ne:IN ' <j> convexes, sci, propres, d'un Banach X dans J-00 ,+00] 

on note 

On dira que cpn converge vers cj, et .l'on notera cj,n --+ cp si 

Eoi cbn ~ Eoi cb dans X x lR et w - (X x !R) • 
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Cette convergence a été étudiée en détail par Mosco [21] , nous rappelons quelques 

résultats dont nous aurons besoin par la suite. 

Soient (An) 1N, Ane. X; notant s-lim et w-lim les limi t es associées respecti
nE. 

vement aux topologies fo rt es et faibles sur X on a les inc l usi ons évidentes : 

s-lim An c s-lim An c w-lim An 

. n . n -.- n s-l1m A c w-l1m A c w-l1m A • 

L'égalité entre ces quatre ensembles est donc équivalente à l'égali t é entre s-lim An 

e t w-lim An et donc 

On vérifie immédiatement que <pn ~ <P si et seulement si l es deux conditions 

suivantes sont vérifiées 

( s-sci) · -- n n 
<P(x) ~ li m <P (x) 

n 
LEMME 1.3. Soit ( <!> ) ne.IN, <I> convexes, sai., propres de X Banaah réflexif dans 

J-œ,+mJ teUes que <l>n ~ <P (au sens de Mosao) ; iZ ea:ist e al ors deux cons t ante s 

a, 6 posi t ives te U es que pour tout x de X , pour tout entier n , 

D§monstration: -~-.-----------
il existe x e. 

k 

Raisonnons par l'absurde; pour t out 

X tels que <l>n(k)(~) + k (l xkl+l) < 0 

k e: IN , il existe n(k) e: IN 

on peut évidemment supposer 

la suite n(k) croissante, car si pour n supérieur à n(k) et pour tout x de H 

cj>n(x) + (k+l)(lxl+l) ➔ 0 on pourra trouver deux nombres a 

ne:IN et tout xe: X cj>n(x) + alxi + $ :r O 

et s tels que pour t out 

Deux cas se présentent : a) l a suite (~)k~IN est bornée ; 

soit z une valeur d'adhérence faible de cette suite 

on notera encore ~ ~ z ; on a d'après la propriété (w-scs) 

d'où la contradiction . 
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b) la suite (~)ke:.IN est non bornée ; 

notons encore (~)kelN la suite telle que 

lxkl k-++oo +00
; soit s

0
E: D(~) , d'après la propriété (s-sci) il existe une suite 

(sk)ké: IN telle que !;k ~ 1;
0 

et ~n(k) ({k) ~ H1;
0

) • 

Posons zk = tk ~ + (1-tk)sk 

= sk + tk (~ ~k) 

et choisissons tk de telle sorte que zk 
1 

-----+ ~ , t = ---- par exemple 
0 

k fkl~-rk 1 

(Notons que O < tk < 1 pour k 

utilisant la convexité de ~n(k) 

suffisamment grand puisque l~-,kl ~ +00
) 

k➔+oo 
on obtient 

~ - tk .k[I ~ 1 +1] + (1-tk) ~n(k) (s ) 
k 

~ - v'k. 
l~I + 1 

l~-i;kl 
+ (1-tk) ~n(k)(s) 

k 

et donc utilisant à nouveau la propriété (w-scs) 

~(s) ~ -co d'où la contradiction. 
0 

Remarque 1.4. On utilise en fait dans cette démonstration la propriété (w-scs), et la 

propriété (s-sci) sous une forme beaucoup plus faible à savoir : 

n -- n n x __,_ x et +00 > lim ~ (x) 
0 

Pour terminer ces préliminaires montrons le résultat suivant 

LEMME 1.4. Soit (X,d) un espace métrique et 

te l le que 

a 
n,m (m++oo) 

( a ) une suite double n,m (n,m) '>( !Nx IN 

an et an ~ a . 

Il existe alors une application m ~ k(m) de IN dans IN croissante (non stricte-

ment croissante en général) telle que 

ak( •. ~ a. 
m) ,m m++oo 
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~~~Q~!!E~!i2n: On construit par récurrence deux suites d'entiers strictement 

croissantes (Np\e:IN et (Mp) pe: IN de la façon suivante : 

3 Nl: V n :r N1 1 a-a 1 ·~ 1/2 et 3 Ml : V m :r M1 1 ~ -aN 1 ~ 1/2 n 1 l 'm 

3 N2 > Nl Vn~ N2 1 a-a 1 -$ 1/ 2 et 3 M2 > Ml Y m >,:, M2 j aN -~ j ~ 1/ 2 n 2 2 2'm 2 

]N>N Vn~N p p-1 p 

Posons k(m) = N 
p si M l > m ~ M p+ p 

et èonc V m ?M 
p 

vers a • 

et j M > M V m 7 M 
p p-1 p 

on a a1ors si 

la suite (a ) converge donc 
i<(m) ,m me: IN 

. Remarquons que cette démonstration revient à montrer qu'une limite inférieure 

d'ensemble est fermée. 

Nous sommes à présent en mesure d'établir le lien, entre la convergence des sous

différentiels et la convergence au sens de Mosco, pour une suite de fonctions convexes 

s.c.i., propres. 

THEOREME 1. 1. Soient (<P n; n €.IN , cp aonvexes, sai, propres de H dans ] -oo, + oo J ; 
iZ y a équivalenae 

(i) cp n 
-- cp au sens de Moeao. 

(ii) f (u,f )e. acp 3 (un,r; e: a4> n n 
r ~ f , <l>n(u ) -+ <P (u) ., , u -+ u · , 

n 

et <Pn'lt(f) ~ cp*(f) . n 

(iii) n 
a <P -+ a cp et 

3 (u,f)e acp ] (un,/1')e. acpn n 
r - f, cp n (u ) <P (u) u - u , - . 

n 

Démonstration : (i) ~ (ii) Soit X fixé dans H . posons Yn = (I+êl<P n) -lx et 
' 

montrons que Yn ~ (I+acp) -ix ; par définition de Yn ' 
x-yn <:::: acpn(yn) et donc : 
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( 1) V z € H 
n · n 

<P (z) ?- <P (y)+ <x-y ,z-y > 
n n . n 

Soi t z fixé dans D(<P) 
0 

il existe 

(2) 
n n n 

4> (z ) ~ cl> (y ) + <x-y ,z -y > n n n n 

Or l a suite <Pn convergeant vers <P ~u sens de Mosco, d'après le lemme 1 .3, il 

exi s t e deux constantes a, S telles que pour tout s de H, pour tout n de rN 

d ' où l ' on déduit immédiatement que la suite (y) est bornée n ne:IN soit donc 

-a.. y notons n(k) = k, on a donc y ~ y 
k 

Et an t donné s dans 

t e ll e que sk -+ s 

H , d'après la propriété s-sci, il existe une suite (sk\e.lN 

et <P(s ) ? lim <Pk(sk) • Ecrivant (1) avec z • sk et passan t 

à la l imite inférieure : 

e t t enant compte de la propriété w-scs 

V s e; H et donc 
-1 

y = (I+â<f>) x • 

n -1 -1 
La suit e t oute entière converge donc faiblement e t y = (I+â<f>) x -l..y = (I+â<f>) x 

n 
Mont r ons que la suite conve r ge fortement : utilisant la condition (s-sci) il existe 

une sui t e (sn ) ne: IN , sn ~ y et <P(y) ~ lim <P n (!;n) ; d ' autre part 

n n n n n 1 12 <P (s) - <P (y) - <!; ,x-y > + <x,y > ~ y n n n d ' où 

(w-scs) • 
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1 YI 2 ~ lim I y 1 
2 

et donc y ~ y , n n 

On a don c montré que a$n ---+ a$; 

Soi t (f,u ) e:. a$ , il existe donc te l s que 
n n 

u ~u,f ~f 

D' apr è s la propriété (w-scs ) on a $(u ) ~ l im $n (un) ; 

Dnapr è s la pro prié t é ( s-s ci ) il exis t e ç;ne: D($n ) ç;n ~ u et Hu ) ;>,. lim $n (ç;n) • 

E • fn =- ...,,i.n(un ) cr 1.v an t que =- o't' ,1,n(i:-n) ,i.n( ) <f i:-n > 
't' ',, ;>,. 't' u + '" -u n n n 

et donc 

ce qui en t raîne qu e 

De l' égalité on dédui t que 

ii ) ~ iii) éviden t 

ii i ) i) 1/Jn(ç;) n n - <f ,ç;> 1jJ (ç,) = $( ç,+u)-Hu ) - <f, ç,> . > Poscms = $ (ç,+u ) - $ (u ) 
' n n n 

On a 1/Jn ~o et 1/Jn(O) = 0 ce qui en t raîne aijJn(O) 3 o e t donc 

Vne:.IN, Y À> O, n 
1/JÀ (0) = 0 ; 

1/J vérifie les mêmes relations. 

D'au tr e part et 1 'on vérifie innnédia t ement que aijJ n ...... aljJ • 

Sup pos ons que l 'o n a it mont ré que 1/Jn ~ 1/J ; alors 

(w-s c s ) soit ~ lim 141 1\ ( t; 1\-u ) + lim ~ 1\ ( u ) 
- 1\ 1\ 

+ lim < f , ç, -u > 
1\ 1\ 1\ 

➔ 1/J(ç,-u) + $(u ) + <f, ç,-u > = $ (ç,) • 

(s -s ci ) soit ç, e. H 
-- n n e t 1/J(ç,-u ) > lim 1jJ (v ) • 

Posant 
n n n ç; = v + u on a 

n On co nclut donc que $ ~ $ ; on se ramène donc au cas $n, $~0; $n(O) = $ (0) = 0~ 
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On a a l ors V À> 0 , V x e:. H 

---+ J 
1 

< ¾ (t x), :it> d-r = <Pf x) 
0 

d ' après le théorème de convergence dominée ; 

or 

n n n 
Donc (JÀ x,<j> (JÀ x)) (x ,<P (x)) lorsque 

-
X e: D(<j>) et d'après le lennne 1.4,il existe une suite À(n) (À (n) - 0) n+foo 

t elle 

n n n 
que J >,,(n)x --+ x e t <P (JÀ(n)x) -+-- <j>(x) ; la condition (s-sci) est donc vérifiée. 

Soit d'aut r e part une suite extrà.ite (n(k))ke:lN et (~)k~tN ~ --. x ; 

V À> O <Pn(k) (~) ~ <P~(k) (xk) 

Quand k ~ +oo , 

lim <Pn(k) (~) ~ sup <PÀ (x) = ◊ (x) ; la condition (w-scs) est donc vérifiée. 
À> O 

COROLLAIRE lo3, Soit <Pn,<P une suite de fonctions convexes, sci, propres de H 

dans ] --oo, +œ] • Tl y a équi va Zence 

(i ) 

(ii ) 

On a alors f x es. H , jl À>O 

D;;.mons trat1. · "'Il ( 1.· ) ç ~ (1.0 1.·) O ,1, n ,1, _::; _________ ::;:_ · n suppose 'f' -+ 'f' 

Soi t (f,u) e. a4>jt ; on a donc (u,f) e:: (a4>1'-)-l = a4>. 

D'ap rè s l'implication (i) ~ (ii) il existe 

fn ~ f, cj>n(u ) - <P (u) et cj>n* (f ) ~ 
nn n n~ n n n 

On a alors (f ,u ) e: a<j> , f - f , u 
n * * n * (<j> ) (un) = cj> (un) ~ q, (u) = ( cp""') (u) • 

n n (u ,f ) E.: 

4>*(f) . - u , 

on a 

a4>n tels 
n 

que u 

cj>n.it (f ) --+ <Pn.i.(f) 
n 

D'a près l'implication (ii) -=;> (i) cela entraine donc cj>ni' ~ cp..,, • 

~ 

et 

u ~· 
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Appliquant ce même argumen t à la suite n* cjl on obtient que 

(i) ~ (iii) P ~n ~ · our montrer que 'fÀ -+ 'fÀ i l suffit donc de 
n* * mont rer que cjlÀ --➔ cjlÀ • 

Or cjl~ = (cpn V !À 1 ,12) et donc 

On vérifie alors de façon imreédiate que la convergence de cpn* est équivalente à 
n• la convergence de (cjlA) • 

On remarque alors que 

fixé; il exis te une suite 

Yxe:H, 

X e: H 
n 

V À>O ' 

xn ~ x, 

~ lcpÀx-cjl~xnl + lx -x i sup IA~~I 
n 1 ~-xl~l 

(n suffisanment grand) 

~ l$Àx-cjl~xnl + cjxn-xl car 

la .suite étant convergente. 

COROLLAIRE 1.4, Soient K ,K une suite de convexes fermés non vides dans n H· , 
i Z y a équivaZence: 

(i ) Proj K x ~ Proj IfC 
n 

(ii) Y xe..K,3x e:.K, n n X ~ X n 

Démonstration ------------- On considère la suite cjln = IK cp = I 
K 

(fonction indicat r ice du 

convexe fermé non vide ~) ; <j>n est 

de cpn vers 

n 
donc ·convexe, sci, propre et (ii ) 

cp ; or V 11.>0 , 'if x e. H , val ent à l a convergence 
n -1 

(I+ Àacp) x = ProjK x et donc (i) est équivalent à la convergence des 
n 

acp ; remarquan t d'autre part que pour tout x dans Kn, ôIK (x) .3 0 
n 

à l' aide du Théorème 1.1. 

est équi-

vers 

on conclut 
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Remarque 1.5. On a obtenu le résultat (cf, Mosco [20]) concernant la continuité 

de la t ransformation de Young-Fenchel (<P __... <P*) pour le convergence au sens de 

Mosco connne un corollaire i mmédiat du Théorème 1.1 si l'on avait admis ce résultat 

on aur ai t pu donner une démons tr a ti on plus r apide de ( i) ~ (ii ) (du Théorème 1. 1) : 

Soi t f e:: acj) (u) ; on a donc <P (u) + cj>*(f) - <f ,u > = 0 • 

Puisque cj>n cj> 
n~ f ~ e t il exis te (un)nE-lN ' (f n)n elN --- ' cj> -+ u ~ u ' 

cpn*(f) 
n 

f ->- f , <Pn(un) ~ <P(u) et ~ <P"'(f) . n n 

On a donc n n* 0 ~ cj) (u ) + cj) (f ) - <;f ,u > ~ E • (e: -+ 0) , 
n n n n nJ n 

n++co 
D'après les propriétés du s ous-différen ti el à 

À>O, il ex i s t e vn,À , gn, À t els que gn, À e::. 
E 

ê-près (cf. 
n 

acp (v À) , n, 

Rockafellar ), pour to ut 

lv ,-uj ~ À, n, I\ n 

1 g - f 1 ~ ...E. • · n, À n À 

Prenant À~~ 
n 

on trouve n (v ,g ) E:. acp 
n n tels que lv -u 1 ~ ~ n n n lg - f 1 ~ ~ n n n 

g -+ f , ceci exprime bien que acj)n -+ acp • 
n 

On peut remarquer que cette démons tr ation se généralise directement au ca s où 

H est remplacé par un espace de Banach. 

Remarque 1.6. Soit H = t 2 (1N) e = (0,0, ••. 0 ,1, 0 •• • ) base canonique de t 2
()N) • 

n 

Al or s K 
n 

K =, {Àe + (1-À)e ; Àe:. IR} • 
n 1 n 

dans w-H • 

on a donc lim Kn '/,. w-lim Kn 

D'autre part soit xe H, x ~ (x ) n ne:.IN • 

Pr oj K X 

n 

l+x 1-xn l+x n-xl 
= ( 2 )el + ( 2 )en 

__,__ 

l+x 1 x . l+x -x 1 
IProj K x - -- e 1 = 1-...E. e + ( n ) enl 2 1 2 1 2 

~ 0 uniquemen t pour x 1 • 1 • 
n 

D'autr e par t on constate que 

1 11 d .1-n Donc a convergence es ~ 

ProjKn x .~ ProjRel x = x 1 e 1 uniquemen~ _pour x 1 

dans w-H n'entraîne pas en général la convergence ,. 
fai ble des résolvantes ; on voit égalemen t sur cet exemple que la convergence des 

~n dans H
11 

n'en tr aîne pas en général la convergence forte des résolvantes . 

COROLLAIRE 1.5 . La aonvergenae au sens de Mosoo SUI' 

oonvexe, soi, cj>(O) = O} est associée à une topologie, 

R-aonvePgenoe où l'on a identifié une fonationnelle de 

cl> = { <p : H ~ [o, +oo] , 
0 

à savoiP i a topologie de la 

4>
0 

et son sous-difféPentiel; 



- 17 -

aette topologie fait de ~o un espaae polonais lorsque H es t supposé séparable . 

Q~2~~;r!;i~~: La première partie découle dire ct ement du Théor ème 1.1 e t du fait 

que si <P e:. ~ , â<P{O) ~ 0 • 
0 

La deuxième partie découle de la Proposition 1. 1 et de la proposi-

tion 1.2. 

Remarque 1.7. 

a lor s <Pn , cp 

Soit (An) IN , A des sous-différent i els, An -+ A 
ne 

convexes sci, pr0pres de H dans J -œ,+«>] tels que 

A= âcp 

au sens de Mosco. 

il existe 

En effet soit An= â$n, A= 3$ et (u ,f ) E. 'à$ ; il ex,i,ste (un ,fn) e. ~Wn _tél 
0 0 0 9 

que n n u --+ u , f ~ f ; pos0ns 
0 0 0 0 

<Pn(x) = wn(x) - wn(un) + w(u) et 
0 0 

cp(x) a $(x) • Alors An= âcpn, A= ôcp et 

n fn f , ~n(un) u --+- u , ..... 'I' 
0 0 0 0 0 

n Théorème 1. 1, on a cp -+ <j> • 

--+ <P(u ) 
0 

n n n (u ,f )e:: ô<j>, ,(u ,f )e: ôcp , 
0 0 ,,.0 0 

et donc d'après (iii ) , ::>, (i) du 

Remarque 1.8. On pourrait penser (notant qu'une fonction convexe n'est déterminée 

par son sous-différentiel qu'à une constante additive près) remplacer la condition 

iii) du Théorème 1.1 par la condition plus faible suivante : 

( iii bis) a~n ~ a~ et il existe une suite (u ) u -+ u 
n ne:IN ' n ' 

Donnons un exemple où la condition iii)bis n'entraîne, ·q,as la convergence au sens de 
n 

Mosco de <P vers <P 

De façon générale, si l'on trouve e t u -,.. u 
n tels que 

cpn(u ) ~ Hu) + À (À,>O) , prenan t ln = <Pn et 1 "' <P + À , on aura bien trouvé n 
un tel exemple. 

Prenons H = 1
2 (n), n n ouvert borné de IR , de mesure égale à 1 (m(n) = 1), 

= ijf!I ex, 

L (Q) 
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n n 
On a <1> + ~ , (~ ) IN n€-

et convexes, sci, pr opres et 

Il suffit alors de prendre (étan t donné À>O), notant XE la fonction caractéris

tique d'un ensemble E , 

Additif Ch. I. 

avec m(E ) = 1/n 
n et u = 0 • 

Lien entre la R-convergence d'opérateurs maximaux monotones et la conve:rgence des 

sections minimales. 

Soit (An) 
ne.IN 

vers A dans fhl R 

une suite d'opérateurs maximaux monot ones, An convergeant 

(cf. Définition 1.1) ; on sait alors (cf. H. Brezis [ 10]) que 

les sections minimales des opérateurs An convergent vers la section minimale de A 

(que l'on not e A0
) au sens suivant: 

( 1) V Xe: D(A) X ~ X et n 
no o (A ) X _. A X • 

n 

Cet te convergence s 'exprime également à 1 'aide des réso 1 vantes ( [10}) . 

Lorsque l'une de ces deux conditions équiva l entes est satisfaite on dira que (An)o 

converge vers A0 et l'on notera (An) 0 ~ A O 
; (mais il faut remarquer que 

(An)o et A0 ne sont pas en général des maximaux monotones !) . On constate d'autre 

par t , prenant H = lR An .s O , A= ôI[o,lJ, que sur cet exemple (An)o - A
0 

, 

mais ne converge pas vers A dans fl1l R : pour remonter de la convergence des 

sections minimales à la R-convergence des opérateurs:il faut rajouter une condition 

de convergen ce des domaines. 

(3) Définition. 

Soit (An) une sui te d'opérateurs maximaux monotones 
ne: IN 

on pose 

{ x €. H / x = W - lim X 
nK 

nK o 
sup ! (A ) x ! < + oo} 
Ke:lN nK 

Nous allons à présent montrer le résultat suivant (annoncé dans la Remarque 1.1, 
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page 2) 

Théorème A. 1. Soit (A ) fN une suite d 'opérate'Uï:'s mœi:imau:c monotones dans un n ne. 
espaae de Hilbert H; il y a équivalenae 

(i) 

(ii) 

An -- A dans flr/ R 

Ao --- Ao et ùJ-11'{ Um sup D(A ) c D(A) , n n 

Démonstration: ------------- (i) 

point, A0 ~ A0 

n 

~ ii) Pour que l'exposé soit complet, montrons le premier 

(cf. [10]) : soit u E:. D(A) ; puisque An - A , il existe 

n (ç; ,n ) e A 
n n 

i: _____,.__ n __,__ A0 u • "'n -.,.. u ' n -----,,--

et la suite (A0 ç;) reste bornée; soit n n ne:IN 

Puisque ~°K ~ u , on en déduit ne: Au (Remarque 1.2 page 5); 

par passage à la limite sur IA0 ç; 1 ~ ln I on obtient n n n 

lnl ~ lim IA
0 

ç; I ·~ limln 1 = IA
0
u l · -- nn --n et donc 0 n =Au 

la suite A0 ç; 
n n 

w-H A0 u et de l'inégali t é limjA 0 ç; 1 ~ l imln 1 = jA0 ul on 
n n n 

déduit la convergence forte. 

Montrons à présent que si 

Soit (ç;,n) e A 

monotonie de An 

·x --'- X 
n 

et X n 

et 

0 0 <A x ,x >~<A x ,ç; >+ <x ,n > - <n , ç; > nn n nn n n n n n 

Or <A0 x ,x > ~ IA0 x l,lx 1 ~ C, C constante positive. nn n nn n 

alors x e D(A) , 

écrivons la 

Soit z un point limite de 0 (A x ) , passant à la limite on obtient n n ne:IN 

V (ç;,n) e: A .. 
Prenant ç; = JÀx et n = AÀx et multipliant 1;1ar À>O 

V À>O 
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Or (JÀ x) À>o reste borné et l'on obtient I x-J À xi ~ c1 • fi , d'où 1 1 appartenance 

de x à D(A) • 

montrons que 

l'opérateur 

(ii) 

u -n 

(I+A )-l 
n 

~ i) Soit f donné dans 

(I+A)-lf soit X ----+ X 
n 

étant une contraction 

H et 

et 
0 A X 
n n 

1 u -x 1 ~ 1 f .. x -A
0

x I et (u ) IN reste bornée. n n n n n n ne: 

u = (l+A )-lf . 
n n ' 

0 
fixés ~ A X 

Soit u 
nK 

w-H 
u ; puisque 1 A 

O 
u 1 -' 1 f-u I d'après 1 'hypothèse de 

~ nK ~ 

"convergence des domaines'', u e: D(A) • 

Soit ç; e D(A) et sn --s ' 
Ao ç; - A

0
s écrivons la monotonie de 

n n 

aux points u et sn 
~ K 

<f - u A
0 

s u - ç; > ~ o e t à la limite 
~ ~ ~' nK nK 

y S E:. D(A) 0 
<f - u - A s, u - s > ~ 0. 

A 
~ 

-- 0 
Tenant compte du fait que u appart ie nt à D(A) et que A est une section 

principale de A , on déduit f - u e: Au i.e. u = (I+A)-lf ; par conséquent 

u _._ (I+A)-lf et penant .·dans l'argument précédent ~ = (I+ A)-lf · (qui 
n 

appartient bien à 

-·-·-·... 

et donc 
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CHAPITRE II - MESURABILITE D'UNE FAMILLE D'OPERATEURS MONOTONES, 

1) Lien entre les différentes notions de mesurabilité pour~ famille 

d'opérateurs maximaux monotones. 

Dans toute cette partie H (resp. X), sauf spécification explicite, désigne 

un espace de Hilbert séparable (resp. Banach séparable), 111..R (resp. &R) 

l 1ensemble
0

des maximaux monotones (resp. des m-accrétifs) muni de la topologie de 

la R-convergence (cf. Définition1J). On désignera par (T, "C, µ) un espace mesuré, 

µ➔O , O'-finie, avec ~ µ-complète. 

THEOREME A. (Castaing [14], Théorème 30). 

Soi t (T, r;, µ) un espaae mesuré, µ~0 a-finie, CC µ-aomplète, X un espaae 

métrique séparable aomplet et r une rrrul tiappliaation à valeurs fermées non vides 

de T dans X; il y a équivalena e 

a) 

b} 

a) 

d) 

r- 1 {U)e °& pour 

r- 1 {F)e CC pOUY' 

r-l (B) ê. cC pour 

Le graphe de r 

t out ouvert 

t out fermé F 

tout borélien 

appartient à 

u de X 

de X 

B de X 

~Œ) (r,) où 63 désigne la tribu borélienne 

e) Pour tout x de X , l 'a:ppZiaation t -+ d{x, r (t)) est mesurable 

f ) La multia:ppliaation r possède une fami l le dénombrable de seations 

mesurables (a } m7 telles que pour tout t de T , r(t) = U {a (t) }. 
n nE:11v IN n ne 

de X 

Ce théorème est l'outil principal dont nous nous servirons dans les pre>blèmes 

de mesurabilité. Citons en outre les travaux Debreu, Ioffe ànd Levin, Rockafellar 

relatifs à ce théorème. 

THEOREME!_. (Théorème de projection), 

Soit (T, î':, µ ) , µ~0 , ce µ-aomplète et 

crppartient à et ®!3 (S) , sa pro;Jeation prT (G) 

S un espaae souslinien; si 

appart ient à '{; • 

G 
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Sous cette forme ce théorème est dû à M.F. Sainte Beuve [28] 

des énoncés précédents de Aumann, Valadier, Von Neumann. 

il généralise 

Définition 2.1. Soit (T,'t', µ) un espace mesuré, avec µ~O , cr-finie," µ-complè,te 

soit X un espace métrique séparable complet; nous dirons qu'une multiapplication 

à valeurs fermées de T 

appartient à "& e t si 

du Théorème A. 

dans X est mesurable si T ~ {tE::' T; f(t) ~ ~} 
0 

r restreint à T possède une des propriétés équivalentes 
0 

LEMME 2.1. Soit (T,'() un espaae mesurable, et A une appliaa t ion de T dans a 
i l y a équivalenae: 

(i ) t - A(t) mesurable de T dans QR • 

(ii ) JI À>O, f xe , H, t ---+- (I+M.(t))- 1x mesurable de T dans X . 
{iii) J À >O , /lxe.H, t -+ 

0 
(I+"A A {t) ) -lx 

0 
mesurable de T dans X • 

(iv) 3 J (xn ) nE;./N dense dans -1 
À >O , H , t ~ (I+À A (t) ) x mesurab l e de 

0 o n 
T dans X • 

Démonstration: ------------- I,.' appli cation t 

de l'application 

(i) . ~ (ii) 

t ---+- A(t) mesurable et de l ' application A -. 

est la composée 

(I+ ÀA)-lx 

continue de aR dans X; la composée est donc mesurable. 

(ii ) ~ (iii) ~ (iv) évident. 

Soit d la distance associée à À 
0 

et 

de l a R-c onvergence (cf. Proposition 2. 1) ; étant donné 

CO 

d(A(t),B) =r=l/ 2n 

n=l 

induisant la topologie 

B · élément de Q., on a 

e t donc pour tout B dans a, l'application t ~ d (A(t) ,B) est mesurable ; 

l 'espace ~ étant un polonais (en particulier tout ouvert es t réunion dénombrab l e 

de boules ouvertes) on en déduit immédiatement que l'application t -+ A(t) 

es t mesurable de T dans ~ • 
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THEOREME 2 .1. Soient (T, <(, µ) un espaae mesuré, µ~0 cr-finie, t: µ-corrrplèt:e ; 

soit A une application de T dans a; il y a équivaZenae 

(i } fi À>O , /1 x b H t - (I+M(t ) J- 1x est mesUPable de T dans X , 

(ii) t ~ G(A(t)) (graphe de A(t)) est multivoque mesurable de T dans 

X X X • 

Q~~~~~!r~!i~g: (i) ? (ii) Notant que la graphe de A(t) est fermé dans X x X, 

nous allons montrer, suivant le Théorème A, que la multiapplication t -+ G(A(t)) 

possède une famille dénombrable, dense, de sections mesurables. 

Soit (xn) ne. IN une sui te dense dans X ; posons cr n ( t) "" (J ~ xn, A~ xn) 

Compte tenu de la relation A1x e: A~(J~x) et de l'hypothèse i), cr (t) est une 
n 

section mesurable de la multiapplication t -+- G(A(t )) ; montrons que pour t 

fixé dans T, {cr (t)} IN est dense dans G(At) : n nE 

Soit t t (x,y) e:. A , on a x = J
1 

(x+y) 

Choi sissant ne: IN tel que lx+y-x 1 ~ E on obtient le résultat désiré. 
n 

(ii) ;> (i) La multiapplication t -+ G(A(t)) étant mesurable 

possède une famille dénombrable dense de sections mesurables, 

t ~ cr (t) = (x (t) ,y (t)) . L'application (x,y) -+ (x+y,x) étant un homéo-n n n 
morphisme de X x X sur 

(I+A)-l on déduit que, t 

X x X et transformant le graphe de A en le graphe de 

~ w (t) = (x (t) + y (t), x (t)) est une famille n n n n 
dénombrable dense de sections mesurables de l'application t ~ G((I+At)-l) ; 

l a multiapplication t ---+- G((I+At)- 1) est donc mesurable de T dans X x X 

(d 'après le Théorème A) ; montrons que cela ent r aîne que pour x fixé dans X 
t -1 

t -+ (I+A ) x mesurable 

Soit B e:. ~ (X) donné 

{te: T / (I+At)-lx n B :/= ~} = {t €. T / (I+At)-ln [x} x B 'F ~} • 

Or ce dernier ensemble appartient à Y: d'après 1 'équivalence f) { t? c) du 

Théorème A. 
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Remarque 2,1. On a montré en fait un résultat un peu plus général, à savoir 

Soit (T, C,:, µ) un espace mesuré avec µ;;:.O , a-finie, <G' }1,-complète et A 

une multiapplication mesurable à valeurs dans les parties fermées de X x X où 

X est un Fréchet séparable; on a les implications {i) ~ ~ (ii) ~ (iii) 

(i) t --+- G(A(t)) multivoque mesurable 

(ii) t ~ G((I+A(t)) -l) multivoque mesurable de '& dans X x X 

(iii) et 

te:. E ~ (I+A(t)) -lx mesurable. 
X 

Si 1 'on suppose en outre que V te: «e , (I+A(t)) -l est univoque continue partout 

définie, on a les équivalences (i) ~ (ii) ~ (iii) : en effet on voit alors 
-1 

que si (xn)n<::slN est une suite dense dans X , t ~ (xn' (I+A(t)) xn) forme 

une famille dénombrable dense de sections mesurables de la multiapplication 

t -+ G((I+A(t)) -l) . 

Nous sonnnes donc amenés à poser la définition suivante 

Définition 2.2. Soit (T, 'ë:, µ) un espace mesuré, avec µ~O, ~-finie, 

%'µ-complète et X un espace de Banach séparable; on dira qu'une famille 

(A(t))te T d'opérateurs m-accrétifs dans X est mesurable si 1•une des 

propriétés équivalentes du Théorème 2.1 est vérifiée. 

Jusqu'à présent nous nous sommes intéressés au lien entre la mesurabilité des 

résolvantes et la mesurabilité des graphes des opérateurs; le problème qui se. 

pose naturellement est de voir si ces notions sont équivalentes à la mesurabilité 

pour tout x de X de l'application t -,li,- A(t)x • 

PROPOSITION 2. 1. Soit (A (t)) t €. T une famiUe mesu:Pable d Popérateur,s maximaux 

monotones ; alors Z 'appUaation t ----!>- D(A(t)) est multivoque mes1.,/J!abZe et pour 

tout x de H , Z 'application t -+- A0 (tlx est 'mesu,rabZe. 

g,§~2~§.f!:~~~~m: Soit B un borélien de H; montrons que {tE T / D(A(t))/ÎB ,f,, ~} 

appartient à "t: • 

{te: T / D(A(t)) () B ,f,, (11}.., projT {G(d&) n ('(x B x H)} où 

G(Jt) = Î(t, x, y) e:. T )( H x H / (x,y) e:. A(t)) • 

Or G( et) e.: '( ® C8 (H x H) puisque par hypothèse t -+- A(t) est mesurable ; 

de même "' x B x H e: 'b. ®Œ (H x H) • 
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On conclut à l'aide du Théorème de projection; la multiapplication t -4-- D(A(t)) 

est donc mesurable (en ce sens) on en déduit immédiatement la mesurabilité de la 

multiapplication t __,. D(A(t)), puisque.si B désigne la boule ouverte de centre 

0 et de rayon r et xE:. H, 

{te T / d(x,D(A(t)) < r} = { te:. T / d(x,D(A(t))) < r} 

""{t...: T / D(A(t))n B(O,r) t, ~}e:'G d'après ce qui 

précède. 

Donc V x e: H, t -.l-- d(x,D(A(t)) 0 est mesurable et l'on conclut à l'aide du 

Théorème A. 

Soit à présent x fixé dans H ; prenant B ""{x} , d'après la mesurabilité 

de la multiapplication t -;. D(A(t)) , 

E = { te T / xe. D(A(t))} "" { te: T / D(A(t))() {x} t, \ll} 
X 

appartient à <(; • Or la famille (A(t))t€ T étant mesurable, Y À>O t ---+ ¾, (t,x) 

est mesurable de T , donc de E , dans H; tenant compte du fait que V te: E , 
X X 

lim AÀ (t,x) = A O (t,x) on conclut à la mesurabilité de l'application t ---+ A O (t,x). 
71:+0 

Remarque 2.2. Soit (A(t))te.T une famille mesurable d'opérateurs m-accrétifs 

dans un Banach séparable X; le raisonnement de la première partie de la 

Proposition 2.1 est valable dans ce cadre plus général, et l'on conclut à la 

mesurabilité de la multiapplication t --:,,- D(A(t)) . 

Notons toujours dans ce cadre que V x e X , t ~ A(t,x) est multivoque 

mesurable : en effet, t ~ A(t,x) est une multiapplication à valeurs fermées 

de E dans X et étant donné B borélien de X 
X 

{teT / A(t,x) {) B,. {l}} = {te T / G(A(t)) n {x} X B,, ~}. 

Or t ~ G(A(t)) est multivoque mesurable de T dans X x X par hypothèse
1

et 

[ x} x Be:. IPJ (X x X) • 

Si les opérateurs A(t) sont en outre B-accrétifs (cf, Benilan [6]), pour 

tout x de D(A(t)) , A(t)x est un convexe fermé et si l'on suppose X réflexif 

de norme strictement convexe, pour tout x de D(A(t)) , AÀ(t)x ~ A0 (t)x où 

A0 (t)x désigne l'unique élément de norme minimum du convexe fermé A(t)x ; sous 

ces hypothèses la Proposition 2,1 se généralise au cas accrétif. 
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PROPOSITION 2.1.(bis) • Soit (A( t )) te:T une famiUe mesurable d'opérateurs 

mazimaux monotones et t ~ x(t) une séleation mesurable de Za muZtiappZiaation 

t ~ D(A(t)) ; alors, la muZtiappZiaation t ,..._. A(t.,x (t )) es t mesurab l e ainsi 

que l'appliaation t ~ A0 ( t.,x(t )) • 

Posons r(t) = A(t,x(t)) on a l'équivalence 

(t,y) e G(r) ,<-=;:, (t,x(t) ,y) e; G(A) 

et donc G(r) = a- 1(G(A)) où a : (t,y) ~ (t,x(t),y ) est mesurable de 

(T x H,cr: ® û?>(H)) dans (T x H x H,~ @S(H) ~Œ,(H)) puisque x(,) est 

mesurable ; tenant compte du fait que G(A) appartient à CC® Œ>(H)@ ~(H) , 

on déduit que G(r) appartient à '1:@ @(H) , et donc que l a multiapplication r 
est mesurable ; 

d'autre part l'application t 1-'Jo- AÀ(t,x(t)) est mesurable, l'application 

(t,x) ~ AÀ(t,x) 

que l'application 

étant de Caratheodory ; par passage à la limite, on en déduit 
0 

t i--+ A (t,x(t)) est mesurable (H séparable). 

Remarque. La Proposition (2.1 bis) généralise la Proposition 2 ol en remarquant 

que si x(.) est une application mesurable, 

E = {te T / x(t) e D (A(t))} est mesurable ; x( ,) 

en effet cet ensemble est égal à projT [(G(x(,)) x H) n G(A)] 

la multiapplicatfon (resp, 1 'application t ~ A(t,x(t)) 

(resp, t i-+ A
0

(t,x(t))) est mesurable de Ex(.)dans H • 

dans ces conditions 

LEMME 2.2. Soit H un espaae de Hi lbert séparable et T loaalement aompaat 

muni d'une mesure de Radon positive m ; soit t i--+ r (t) une muZtiappZiaation 

mesurable de T dans H, à valeurs aonvexes, fermées non vides; 

Alors pour tou t 

K c K , m(K,K ) ~ e: 
e: e: 

séquentiellement fermé 

dans w-H , x ~ r ( t ) n n 

e:>0 et pour tout aompaat K c T , il existe K e: 
tel que l 'appliaation t --+ r(t ) soit de graphe 

dans K x w-H (i.e . si 
E: 

poiœ tout n €: IN , alors 

t --+tdans n 
X€ f (t)) • 

K , 
E: 

aompaat., 
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~~~~~~;E~Si2U: Puisque la multiapplicati on t _. r (t ) es t mesurable, 

pour tout x de H l'application t ..,._. d (x,r (t))) es t mesur able et 

1 1 application 

t 1-+- projr ( t )x = r(t) n B (x,d (x, r(t })) es t mesur able 

(cf, [14] pour le r ésu lta t concernan t l a mesur abi lit é de t -+ n r.(t ) ) ; 
i e.I l. 

étant donné (xn)ne~ dense dans H, par appli ca t i on de l a pro pri é t é de Lusin, 

pour chaque K compact de T e t chaque e:>O, on pour ra tro uver 

K c K , m(K,K ) ~ e: t el que 
e; e: 

V n €. 1N t i-+ pr oj r ( t )xn es t continue de 

Or V (n,m) e 1N x IN , V t 

K 
e: 

dan s H • 

lx - x 1 n m 

K 
e: 

compact , 

e t par 

conséquent l'appli cation t ~ pro jr(t )x es t con t i nue de Ke: Elans H pour 

t out x de H ; soit alors t ~ t dans K e t x _._ x , x e:: r( t ) ; 
n e: n n n 

pui sque x e r( t ) , V ç; e H 
n n 

par passage à la limite V !;; e: H 

prenant ~ = x on obtien t x = pr ojr(t )x so it x e: r (t) • 

Le problème qui se pose à présen t es t cel u~ de l a r éci pr oque à l a Pr oposi ti on 
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précédente: pour l'instant nous ne connaissons la réponse que dans le cas où les 

opérateurs sont de domaine d ' intérieur vide; pour montrer ce résultat nous 

aurons besoin de quelques lemnes préliminaires. 

LEMME 2.3. A maximal monotone, D dense dans D(A) . 

f' x ·€.Int D{A) -- 0 
Ax = Conv { w-Um y ; y . = Ax , x n n n n 

X e:. D} , 
n 

Démonstration: De façon générale V x e: D (A) 

En effet 

Conv {w-lim yn ; yn e: Axn ; xn 

A est demi fermé et , y, x e D (A) Ax 

X ; x e:. D} c Ax • 
n 

est un convexe fermé. 

Supposons Xe: Int D(A) . alors Ax est borné et donc Ax ' 
un convexe faiblement compact dans H ; 

raisonnons par l'absurde : 

soit y ef.. Bx {w-lim y 
0 

D} ys Ax = Conv ; y = Ax . X -+ X X E: 
' ' n n n n n 

D'après le Théorème de Hahn-Banach, on va pouvoir séparer strictement y du 

convexe faiblement compact Bx: 

J z e:. H <z,y > > sup <z ,l;> 
l; E=:,.·BX 

Y l; e:. Bx 

Construisons une sui t e x e: D 
n 

x ~ x telle que 
n 

X -x 
n 

lx -xi n 

.... z 

. 

Soit 1 zn = x + n z, pour n suffisamment grand, x é t ant dans l'intérieur de 

D(A)~ on pourra trouver un X e: 
n D n B(zn, ~) ; on vérifie 

n 
immédiatement qu'une 

telle suite (x) satisfait n ne: IN 
à la . condition précéden t e. 

La suite x pour n 
n suffisannnent grand sera dans l'intérieur de 

donc 1A0 x} est borné ·, soit t n ne.IN u • 

D(A) 

D'après la monotonie de A divisant par 

(# 0) et faisant t endre k vers l'infini on obtient 

<z,y-u > ~ 0 pour un u e Bx d ' où la con tr adiction avec (*) • 

et 

est 
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LEMME 2.4. A ma.ximal monotone, Int D(A) j,; 

D dense dans D(A); alors 

A = { (x,y ) e: D(A) x H 0 ; <y-A i;,x- 1;> 7 O 

~~~2~~!r~~i2~: L'une des inclusions étant évidente, il s'agit de montrer que 

((x,y)e: D(A) x H et <y-A0 1;,x- l;> ~ 0 'v l;e:D) ~ ye. Ax; d'après le Lemme2.3 

on se ramène à montrer que A= M où 

M = { (x, y) E: · ·o (A) x H <y-A0 t;,,x- 1;> ~ 0 Y l;, €. Int D(A)} ~ 

a) A c M évident. 

b) M est monotone tenant compt e de la maximale monot onie de A, il s ' en 

suivra bien l ' égalité A= M. 

Soit notant X = on a 

V t; e In t D (A) • 

Tout revient à montrer que lim 0 <A l;, ,x- l;,> ~ 0 : 
l;, E:. !n t D (A) 

i;, -,. X 

Soit l;, e Int D(A) = In t D(A) 
0 

si xe:. Int D(A) = Int D(A) c'est terminé;sinon 

V o < t ~ 1 X + t (/; -x ) = (1-t)x + t ç; e:. Int D (A) 
o, 0 

Pr enons sn = X + t (l;, -x) t i 0 on a bien l;n --X . n o n 

<Aol;, - A of,, /; - i; > ? 0 soit n n+l' n n+l 

( t -t 1) [<A o /; , /; -x > - <A o /; l '/; -x >] ~ 0 • n n+ n o n+ o . 
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0 <A I; ,I; -x> 
n o est une suite décroissante. 

Supposons -- 0 lim <A I; ,x-1; > = a. < 0 
n n 

on aura alors 

<A0
~ ,-t (~ -x) > ~ a.2 pour n suffisamment grand 

n n o 

o a. (n <A ~n'~o -x> ~ 2t 
n-

suffisamment grand) 

et donc 0 <A~ , ~ -x> ~ +00 ce qui est contradictoire avec la 
n o 

décroissance de cette suite. 

Nous sonnnes en mesure à présent de démontrer le t héorème suivant 

THEOREME 2.2. H Hilbert séparable, T localement compact muni d'une mesure de 

Radon positive m . Boit (A (t)) te. T une famiUe mesur able d 'opéPateurs maximaux 

monotones tels 4.ue fte:. T Int D(A(t)J j, ; il y a équivalence 

(i) 

(ii) 

La famille (A( t))t m est mesuPable. 
e:. './. 

[ 
t -+ D(A( t)) est mesurable 

f x e H ., t -+ A0 (t,x) mesurable. 

Démonstration i) - -} ii) résulte de la proposition précédente. -------------
ii) -=9 i) Remarquons tout d'abord que t ~ D(A(t)) 

mesurable, entraîne~ d'après le Lemme 2 :2 ·que ·cette àpplicati0n est "Lusin de graphe 

séqùent:.iellement fermé" dans T x w-H. 

Soit 

de~.1se dans 

(x) dense dans D = n ne. IN 

Int D(At) et donc dans 

D(At);alors Vte:T,(x) IN . n nE: 
puisque D (At) = _I_n_t_D_(_A-t) . 

sera 

Puisque t .~ A0 (t,x ) est mesurable, 
n 

E = {te.. T • x te D(At)} est mesurable et 
n ' n 

te::. E 
n 

C 
~ A (t,x ) est mesurable. 

n 

Con.; trui sons la suite (Xn) nE: IN X n 

X sur E n n 

xl sur E "-E 1 n 

X'J sur E2,(E 1 U En) 
X (t) = 

,. 
n 

~ sur Ek'-. (El U E2 

T -+- H 

u ... u Ek-1 U 
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Alors X est mesurable de T dans n H, et est bien définie puisque T = U Ek. 
k e: l'N 

V n€.lN t ~ A
0 (t,X (t)) es t mesurable : en effet 

n 

t e: Ek, (El U .•. U Ek-l U E ) 
k;&n .n 

A
0 (t,X (t)) = n 0 

A (t,x ) n te: E n 

• V te [o,T] 

Int D(At) . 

Afors V k e 1N 

{X (t);nE: IN} dense dans D(At) 
n soit (x ) dense dans n(k) kë IN 

t E. En(k) et Xn(k)(t) = xn(k) par définition. 

Soit e:>O et K compact dans T par application de la propriété de Lusin 

on pourra trouver K compact, K C K ' m(K'K) ~ e: tel que : e: e: e: 

t ~ D(A t) soit de graphe séquentiellemen t fermé dans K x w-H• 
e: ' 

Vne:IN t ---+ X (t) soit continue sur K· . 
' 

Vne.!N 

Soit X e:. H 
0 

t 

n 

-+ A0 (t,X (t)) soit n 

fixé; montrons que si 
t -1 

y = (I+A n) X 
n o 

Notons z (t) = X (t) + A0 (t,X (t)) 
n n n 

0 0 0 

Zn et X sont bornés sur K n e: 
0 0 

X (t) = (I+At)-1 'Z (t) e t donc n n 
0 0 

e: 

continue sur K e: 

t 
n 
~ t dans 

~ lx - z Ct)I o n rC 
et la suite reste donc bornée, 

0 

Soit yn(k) ~ y dans w-H 

L'application t ~ D(At) étant de graphe faiblement fermé sur 
·· ···· ~ 
y€ D(A) . D'autre part écrivant la monot onie de 

tn 
A en Yn 

< x - y - A 
O 

( t ,Xk ( t ) ) , y - Xk ( t ) > ~ 0 o n n n n n 

Passant à la limite (n ;-+ +00 ) ?;:, 

et 

Ké, on aura 

xk (tn) 
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avec 
--t 

y e D(A ) 

Donc d'après le Lemme 2.4, tenant compte de la densité des (Xk(t))ke:.JN dans 

-1 
t D(A) , cela entraîne que t -1 

y = (I+A ) x 
0 

donc 
t -1 

(I+A n) X -- (I+At) x 
0 0 

Montrons que yn converge fortement vers y: de la relation(*) on tire 

D'après le Lemme 2.3 cela entraîne que 

Or d'après le Lemme 2.4 lim t <A0 (t,~),~-y > ~ 0. 
~ e Int D (A ) 

f+y 

Donc et y -+- y • n 

= y 

2) Familles mesurables de sous-différentiels~ intégrandes convexes normales. 

Nous supposons à présent A(t) = acpt où <pt est convexe, sci, propre de H 

dans ]- 00 ,+ 00] ; 

THEOREME C (Rockafellar [27]). 

Soit H un espace de Hilbert séparable et (T, CC, µ) un espace mesuré, 

u p, 0 a-finie, '0 µ-c omplète ; soit <p : T x H ----.l-- ]- 00 ~ +00J teZZe que pour tout t 

de T, l'application x ~ </i(t ,x) est convexe, sci, propre; il y a équivalence 

(i ) </i est r: ® B mesurable (B tribu borélienne de H) 

(ii ) La muZtia:ppZication t ___.,. Epi </i(t,.) est mesurable 

(où Epi <p(t ,.) = Ux,,.\ ) e: H xJR / À ~ </i(t,x)} ) 

On dira que <p est une intégrande convexe normale si l'une des propriétés 

équivalentes ci-dessus est vérifiée ; on désigne toujours par '111.</i 

sous-différen t iels de fonctions convexes, sci, propres de H dans 

le cône des 

J-oo' +oo] et 

par '111 </i 
0 

le sous-cône de formé par les fonctions positives nulles à l'origine. 
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THEOREME 2 .3. Soit (T, CC, µ) un espace mesuPé, µ..,.Q a-finie., <( µ-aomplète et 

o/ J te T une fanrlUe de fonationneUes convexes sai., pPopres de H dans J-oo, +00
] ; 

i l y a équivalence 

(i) 

(ii) 

(t,x) e: T x H 

/1 x e H 

--+ <P(t,x) est une intégrande convexe normale 

t -+ (I+Àaq,t)- 1x mesurable 

et il existe t --X (t) et t ·-+ yo ( t) mesurables, telles que 
0 

y ( t) E. 'aq, (t,x (t)) µ-p.p. t et t ~ <P (t,x{t)) mesurable. 
0 0 0 

(iii) JI À>O (t,x) ~ <PÀ (t,x ) est une intégrande convexe normale. 

pémonstration du Théorème ~.8. i) ~ ii) Le graphe de la multiapplication 

t --+, 3<P t est égal à 

G(3<j>) = { (t,x,y) e::. T x H x H <P(t,x) + <P*(t,y) - <x,y> = o} . 

Or <P étant une intégrande normale, ~ 
<P l'est également: 

la démonstration de ce résultat repose sur la remarque suivante : soit 

t ~ (r (t),cr (t) une famille dénombrable dense de sections mesurables de 
n n 

1 1 application t -+ Epi H t) alors 

'* <P (t,x) :o sup 
ne: 1N 

{<x,cr (t)> - r (t)} 
n n 

et est une intégrande normale 

l'application (t,x,y) ~ <P(t,x) + <P*(t,y) - <x,y> est donc "G.@ B(H x H) 

mesurable, (tenant compte de l'égalité B(H) ® B(H) = B(H x H) car H est 

séparable). 

L'application t -+ aq,t étant de graphe mesurable, est donc mesurable. 

D'après le Théorème 2.1, les résolvantes dépendent mesurablement de te; T 

de plus posant X (t) = Jtl X et y (t) = At X on a bien t - X (t) ' 
0 0 0 1 0 0 

y (t) 
0 

mesurables, pour tout t de T y
0

(t) E: a<P(t,x
0

(t)), et 

t -+ <P(t,x (t)) 
0 

est mesurable comme composée d'applications mesurables. 

ii) ·-·;, i) Posons 

l/J(t,x) = q,(t,x) - <jl(t,x (t)) - <y (t),x-x (t)> 
0 0 0 

OÙ X (,) 
0 

et y(.) sont donnés 
0 

dans la formulation de ii) ; pour tout t de T , l/l(t,.) est une fonctionnelle 

convexe, sci, propre et ~(t,x (t)) = 0 
0 

À>O et tout t de T, ~À(t,x
0

(t)) = 0 

fonction T -+ ~À(t,,x + (1- , ) x
0

(t)) 

est égale à l'intégrale de sa dérivée : 

aw(t,x (t)) 3 0 ; par conséquent,pour tout 
0 

; pour t fixé dans T considérons la 

de [o, 1] dans [R , et écrivons qu'elle 
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où 
ljJ 

est la différentielle Fréchet de l/JÀ(t,.) hypothèse acp t AÀ ( t,.) . or par t ~ ' 
mesurable, d'autre part t t est 31/J = acp - y (t) 

0 
et donc t - 'èll/Jt est mesurable 

ce qui d'après le Théorème 2•1entraîne la mesurabilité de t --ljJ 
AÀ(t,x) pour tout 

x de H; écrivant que l'intégrale ci--cl.essus est limite de somme de Riemann on 

conclut à la mesurabilité pour tout À>© et tout x de H de l'application 

t ~ l/JÀ (t,x) ; compte tenu de la continuité de 1 'application x -► l/JÀ (t,x) 

pour tout t de T, l'application (t,x) _. l/JÀ(t,x) est de Caratheodory; 

elle est donc mesurable de T x H muni de la tribu 'C x ~ clans JR ; (cf. par 

exemple, Castaing et Valadier [14]). Or lim l/JÀ (t,x) = l/J(t,x) et donc 
À-+o 

(t,x) -~ l/J(t,x) est une intégrande normale 

<P et l/J on obtient le résultat désiré. 

compte tenu de la relation qui lie 

i) <: ? iii) Compte tenu de la relation 

-1 1 12 ** cpÀ = (<P V 2À ' ) 

on conclut que si <p est une intégrande normale, <Pli l'est également. 

D'autre part <P = sup <P.
1 ner.N Yn 

si 

l'est donc également. 

Remarque 2.3. On a iii ~ ~ iii)bis 

normale. En effet on aura alors 
À 

est une intégrande normale pour tout À , q> 

--,. cp (t,x) 
"-o 

intégrande 

,1. * = ,1. " 
0 

1 • J 2 et donc 't' 't' À -· 2 sera une intégrande convexe 
0 

normale. 

Dans le ca s T compact muni d'une mesure de Radon positive m, on aurait pu 

: o:r~~ K (i) C: lp:c~:i) m(:,~•~i;esd~ :::o:::e ~-1~ p::~ :o~t _: ~t -~~r,ex~st~ y(t) ' 
E E E 

t _. q>(t,x(t)) soient continues de KE dans respectivement '11\.R, H et IR ; 

d'après le Théorème 1.1 si t ~ t dans K , c/> (t , . ) converge vers c/> ( t,.) 

au sens de Mosco ; 1 'applicati:n t --+ Epi cp (~) est ~one mult it o~ue sci de 

dans H x J-oo~+ooJ ; on en déduit que t 

est une inté grande normale. 

Epi <P(t) 

K 
E 

est mesurable et donc que <P 
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Remarque 2.4, Soit t -+ At une application mesurable de T dans llltq, il. 

existe une famille (<Pt)teT de fonctionnelles convexes, sci, propres telles que 

At~ aq,t et vérifiant la propriété suivante : (t,x) ~ <P(t,x) est une 

intégrande normale. 

En effet, soit At= a~t et t ~ (x (t),y (t)) une section mesurable de 
0 0 

Ht,x) = ~(t,x) - ~(t,x (t)) ; alors él<P(t) = at11(t) ,. 
0 

t - A(t) ; posons 

cl<P{t,x (t)) 3 y (t) , et 
0 0 

t - q,(t,x (t)) = 0 et d'après l'implication 
0 

ii) 9 i) du Théorème 2.3, (t,x) ~ Ht,x) est une intégrande convexe 

normale. 

COROLLAIRE 2.0. Soit H un espaae de Hilbert séparab l e et (!, IJt~T une famille 

de normes hilbertiennes sur H, unif ormément équivalentes; on suppose 

( i ) /! XE: H t -,,.. lxl t est mesurable 

(ii) (t,x) ~ q,(t,x) est une intégrande convexe normale. 

Soit At= aq,t le sous différen t iel de <Pt pour Ze produit saaZaire <.,.>t; 

al.ors 

~~~2~~~E~~!2~ Elle calque la démonstration de (i) ~ (ii) en remarquant que 

1 'application (t,x,y) --+ <x,y>t est de Caratheodory donc '?; ® œ, (H x H) 

mesurable. 

Ce Corollaire trouve son intérêt dans certains problèmes d'évolution 

d. H. Attouch [1]. 

COROLLAIRE 2.1. Soit (T,CC, µ) un espaae mesuré, µ ~ 0 

soit <P une intégrande aonvexe positive nuZZe à l 'origine 

Il t €: T) • 

a-finie, cC µ-aorrrpZète ; 

(i.e. Ht,O ) = 0 

I l y a équivalenae entre: 
,;; 

(i) <P est une intégrande normal e. 

(ii ) L 'appZiaatiôn t -+ <P(t) 

de la partie I). 

est mesurable de T dans ~ 
0 

fof. nota t ions 

Ce résultat déaoule direatement de l'équivalenae (i ) ~> (ii) du Théorème 2o3 

(où zron prend x (t) = y (t) = 0) et de Za définiti on de Za topologie de ~ 
0 

(af. Corollaire 1.5). 
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COROLLAIRE 2. 2. Soi t (t ,x) €. T x H - rtP (t ,x) une suite d 'intégrand.es convexes 

normales et (cj>(t ,.)) t eT une fami Zl e de f oncti ons convexes, soi, pr opres; on 

suppose 
n 

<I> (t ,. ) ~ <l>(t,. ) au sens de Mosco . 

Alors (t,x ) -+- cj>(t,x) es t une in t égrande convexe normal e. 

Démonstration : On se ramène tout d 1 abord au cas n n 
<I> (t, . ) ~ 0, <I> (t,O) = 0, ----------=---

V n e: IN ~ V t €. T ; on pose 

et x fixés • 
0 

1/l(t,x) = cj>(t,x+J,(t,x )) - <l>(t,J, (t,x )) - <x,A,(t,x ) > 
,, 0 I\ 0 /\ 0 

Ona Vne:.!N, Vt€.T, 

D'autre part on a 

et tenant compte du fait que 

n 
AÀ(t,x

0
) -+ AA(t,x

0
) on déduit que n 

o1J> (t, .) et donc 

n 
1/1 (t,,) ~ 1/J(t,.) (puisque 

intégrande normale ; donc ij;n 

ljJn, 1jJ e:. ~) • Or par hypothèse cj>n est une 
0 n l'est également ce qui signifie que t -+- 1jJ (t, .) 

est mesurable de· T dans ~ ; par conséquent l'application t - ij;(t,.) connne 
0 

limite simple d'applications mesurables est mesurable, ce qui signifie que 

(t,x) -+ ij;(t,x) est mesurable tenant compte de la mesurabilité des applications 
t 

t -+ J ;\.x0 , t - AÀ(t,x
0

) , t - Ht,J Îl(t,x
0

)). (puisque 
n n · n ÎI n 2 À 2 

cj> (t,J À (t,x
0

)) = cj>À (t,x
0

) - 2 IAÀ (t,x
0

) 1 -+ <l>À (t,x
0

) - 2 IAÀ (t,x
0

) 1 (cf. 

Corollaire L3) on en déduit que (t,x) _. cp(t,x) est mesurable. 

En fait on pourrait montrer ce Corollaire plus rapidement en passant par 

1 1 intermédiaire des <l>~(t,.) , mais cette démonstration dans le cas où (qin) ne: IN e:: ~ 
0 

est plus naturelle et immédiate, 

COROLLAIRE 2o3, Soit T compaat, µ mesure de Radon posi t ive sur T et <I> une 

in t égrande convexe sur T x H , il y a équiva lence 
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{i) <j> intégra:nde normaZe 

(i i ) V e:>0 , ]K e: aompaat, K"' c T , µ {T,K ) ..s ë et 
._ . E 

{t ~ t dans K X -- :c) ~ n. 
, n 

(<j>(t ,x ) ~ U m <P(t ,x )) o 
-- n n 

Démonstration: (i) ~ (ii) soit 

w(t,x) = <j>(t,x+JÀ(t,x
0

)) - <l>(t,JÀ(t,x
0

)) - <x,AÀ(t,x
0

) > 
. . 

On a évidennnent, (t ,x) --+ 1/i(t,x) est une intégrande normale , puisque 

t --+ J Àtx est mesurable. D'autre part V t E:. T , w(t,.)e:. i ; d'après le 
, 0 0 

Corollair e 2.1 l 1 application t -+- w(t,.) est mesurable et d 'a près la proprié t é 

e:>0, il existe Ke: de Lusin, pour tout 

l' application t - $(t,.) soit continue de dans ~ ; l'application 
(:) 

t ~ w<t,.) possèdera donc la pr opri été w-s cs sur ce qui entraîne (ii), 

(ii) ~ (i) éviden t. 

COROLLAIRE 2 . 40 Soi t (T, c;;, µ) µ posi tive , cr-fini e ,~ µ-aompZète et (r (t )) t ET 

une famiUe de acmvexes fermés non vides dans -un Hi Zber>t sépa:rabZë' H ; iZ y a 

équivaZenae: 

(i) t - r(t) es t rro,(lt i voque mesurab l e. 

{ii) f xE::H t -+- Pr>o-j r(t} {x} est mesurab Ze de T dans H o 

Démonstration: (i) ~ (ii) Pos ons <l>(t,x) = I r(t)(x) (Ir(t) 
. fonctian . -------------

r(t)) . nota nt que Epi <Pt :, [o,+ œ[ xr(t) dire que t , 
' indicatrice de 

est mesurable, est équivalent à dire que t - 0 q, t Ep1. est mesurable, 

(t,x) -+ <j>(t,x) intégrande normale ; or d'après le Théorème 2 .3 cela 
t -1 

que les résolvantes t - (I+ Àacp) x = proj r(t) x sont mesurables • 

. (ii) · :> (i) On utilise le Théor ème 2 . 3 ( (ii) ;:;, i)) 
t - 1 

remarquant que (I+ Àacp) x = proj f(t)x et que, étant donné 

x
0

(t) = projr(t)xo 'et y
0

(t) = 0 , on a, x(,) , y(.) et 

et y(t)eacpt(x(t)) pour to ut t de T 
0 0 

x dans 
0 

<j>(.,x (.) ) 
0 

- f(t) 

soit 

en traîne 

en 

H, posant 

mesurables 

Des Corollaires 2.3 et 2,4 on déduit alors le résultat démontr é de façon 

directe dans le Lemme 2.2 , 
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3) Somme de familles mesurables. 

IDans ce paragraphe on étudie le problème suivant : étant données deux familles 

mesurables t ~ A(t) et t -+ B(t ) d'opérateurs maximaux menotones dans un 

Hilbert séparable H, l'application t ---+ A(t) + B(t ) est-elle encore mesurable? 

Pour r ester dans l e cadre où nous nous sommes pla cés, nous ferons l'hypothèse 

A(t) + B(t) maximal monotone. 

Dans le cas 0ù A(t) ::o:o4>t et 
t B(t) .. ô\11 sont des sous-différentiels de 

foncti0ns convexes sci , la conditi on A(t) + B(t) maxi mal monotone se traduit par 

1 ' égalité d~ t + -aw't = "èl(<tit + \)1 t) • D'après le Théorè me 2.3, Remar que 2 .4 on peut 

supposer que ~ et ~ sont des intégrandes normales ; il s'ensui t que ~ + ~ est 

une intég r ande normale et toujours d'après le même Théorè me que l a famille 
t t 

( d~ + ê>"1 ) ., t E:: T., es t mesurab le . 

Dégageons tout d 'a bord le lemme sui van t 

~ 2 .• s . S0ient A, B, A + B des opé'l'at eu'l's mmm a:ux monotone s . AZ.ors 

A+B - A + B dans 
À 

Démonstration On sait déjà que où y est 

donné dans X on a denc x Â + Ax). + B >-x) 3 y ; or d'ap r ès le Théor ème de Brezis-

Crandal l -Pazy , l a condit i on A + B 

s0l ution de x + Ax + Bx 3 y , soit 

maximal monot one entraîn e que 
- 1 

x ""' ( I+A+B) y. 

tend vers x 

THEOREME 2.4. Soi t (T, ~, p. ) un espaae mesui>é, µ~O ~-finie et % µ - aompZète et 

soi t (A(t ) ) t €.T et (B(t ) ) t E:.T deux fami l:les mesw a:bZes d' opéra tews maximaux 

monotone s te lles que pou!' t out t de T, A(t ) + B(t) soi t enao'l'e maximal 'fr/0notone ; 

aZo'l's l,a fami lle (A(t ) +B(t )) t
6 

T est meswa b'le. 

ll§.m2.~~E.E~ti.2~ : Soit ?l > 0 fixé ; montro ns que la fami ll e (A(t) +B>-(t))t € T est 

mesurable : soit 

de l'application 
(a-n(t))nelN 

t - A(t) , 

une famille dénombr ab le dense de secti ons mesurables 

~ (t ) = (x (t) ,y (t)) ; on vérifie que n n n 
(x (.),y(.)+ BÀ(.,x (,)) IN est une fami ll e dénombr ab le dense de se ctions n n n ne: 
mesurables de 1 1 application t ~ A(t) + BÀ (t) ; en effe t soit (x,y ) e: A(t)+ BÀ (t ) 

alors y - BÀ(t)xe: A(t)x et l'on_peut trouver un indice n t el que 

1 x-x (t) 1 ~ e , 1 y-B" (t)x-y ( t) [" E n A n 
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1 
< e:(l + X°) 

Toujours d'ap~ès le Théorè me A, on en dédui t la mesurabilité de l a famille 
.. ': 

d'opérateurs , maximaux monoto nes (A(t )+BÀ(t))t €T, c' es t -à-di r e la mesurabili té de 

l'a pplica t ion t _. A(t) + BÀ(t) de T dans 'l'T'tR; et donc d'après le Lemme 205, 

l'ap pli cation t -+ A(t) + B(t) comme li mite simple d'applications mesura bl es, 

est mesurable de T dans 1'\ R • 

Nous dégageons de la démonstra ti on du Théor ème 2 ,4 , un le mme généra l dont nous 

nous servi r ons par la suite 

On An __.._ A suppose que -----..--

Démonstrati on Soi t (x,y) e: il existe donc (xn n . A+ BÀ y - BÀxe: Ax 'z ) e: . ' n n B X X - X z ~ y - . ' À 
n Bn (An+ n a d'une n et d'autre Posens Yn = z + X e:. B )x . on part X - X part À n À n ' 

et donc 

An 

Remarque 2 .5. 1) La démonstration du Théor ème 2.4 ne se généralise pas dire ct ement 

au cas accrétif car la première par t ie utilise le Théorème de Brezis-Crandall-Pazy 

qui sous sa version accrétive (cf, Béni lan [6] ) ne per met pas de conclure ici ; 

2) Le rés ult a t du Théorème 2.4 se généralise tr ivia l ement en pr enan t · 

une suite de familles mesurables d' opéra te ur s maximaux monoto nes 

une suite de réels~ 0; a l or s la famil le 
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n 

L d.. A. ( t) es t encore mesuralDle (sous réserve que sé ien t 
i =l i i 

encore dans ~l tout es 

l es sonnnes par t iel l es), 

4) Prolongement mesurable de fami l les mesurab l es d'opérateurs monotones . 

Dans cette partie, on s'atta che au problème suivant: étant donnée une famille 
t 

(B ) te. T d ' opérateurs manot anes, dépendan t mesurablemen t de t , en un sens à 

pré ciser, peut-on la prolonger en une famille mesurable (Bt) te T d'opéra t eurs 

maximaux monot ones ; c'est l 'objet du Théorème 2,5, à l'élaboration duquel ont 

activement participé P. Bénilan et A. Damlamian. 

Défini t ion 2 . 3. 1) Soit (T,t) un espace mesurable et r une multiapplication 

à valeurs non vides de T dans un espace topologique X on dira que r es t 

mesurable si 

V el ouvert de X ' {te T / r ( t) () G' ,f, ~} e: ce O 

2) Une famille de multiapplication (r(t))te:T de X.. dans X 

es t dite mesurable si la multiapplication t ~ G(A(t)) est mesurable de T dans 

X x X ; (G(A(t)) • { (x,y) e X x X ; y e: A(t)x}) • 

Remarquons que cette définitien est campatible avec la définition 2.2. 

Remarque 2. 6. Sei t (T, ~ , µ) un espace mesuré, µ positive a-finie, et µ-Complèt e 

et t ~ r(t) une multiapplicatian mesurable de T dans X espace métrique 

séparalDle complet; alors t ~ r(t) est mesurable (et satisfait à toutes les 

conditions équivalentes du Théorème A). 

En effet, soit ,r. €. X fixé, d(x,r(t)) = d(x,r(t)) donc 

{te T / d(x,r(t)) < r} • {te: T / d(x,r(t) < r } 

• {te: T / r (t) Îl B(x,r ) ~ 9H e: % 

ce qui signifie t -+ d(x,r(t)) mesurable e t donc t -+- r (t) mesurable 

(Théorème A) . 

LEMME 2. 7. Soit (T, 4', µ ) . un espaae mesiœé, µ pos iti ve a-finie, ce µ-aompZèt e et 

(X,d) espaae métr ique séparab Ze aompZet . On se donne une famiZZe d'app Ziaat io ns 

aonti nues 
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(F(t)) t e T , F(t) : Dt -+ X , Dt fermé dans X • On a Zes i mpZiaations 

( i) La famiUe (F(t ) ) te T est mesurabZe . 

(ii) L'appZiaa ti on t - D(t) est meszœabZe et pour toute appliaation h 

univ oque mesurabZe de T dans H teZZe que pour presque tout t , h (t) e: Dt , 

7, 'appUaa t ion t --. F(t,h (t) ) est mesurabZe. 

(iii) L'application t -+ D(t) est mesurab le et pour tout :x; de X , 

7, 'app Uaation F('t,:x;) es t mesurable (ioe, t t __,.. Ex :::: it~T/xe.D1 est 

mesurable et t ---+ F(t ,x ) est mesurable de E:ic dans X) . 
(i ) (: l> (ii) . '> (iii ) • 

Démonstration : (i) ~ (ii) 
_..,.._ __________ _ 

t F est de graphe fermé dans 

Noto ns tout d'ab or d ·que, Dt fermé, entraîne que 

H x H ;. soit · d borélien de X ; 

l te T / Dt Î\ Cf:/: r/J} = projT [G(F) f\ T x _Cf x Xl et d'après le théorème de projection 

cet ensemble appartient à CC, ce qui exprime la mesurabili t é de l a multiapp lic a t i on 

t -+ Dt · (d'après le Théorème A) • 

La famille (F(t ))t e:T étant mesurable, il ' é'xiste une famille dénombrab le 

t --+ (x (t),y (t))~ JN. d'applica ti ons mesurables de T dans X x X telles que n · n ne: 

pour t out t de T 

G(F(t)) = U 
n e: IN 

(x (t) ,y (t)) n n 

Soit h une sélection mesufable de la multiapplica tio n 

pour tout ne 1N posons 

. t 
t t-+ D = dom F( t) 

On a T = U A. n ,· par un procédé standard, on fabrique à partir des (A. ) 
-K. -"k,n kelN ' 

k e . IN ' 
une partition mesurable (ck,n)k e:IN de T , avec 

V t e:. ck ,n 

Posons zn ( t) . = ~ ( t) 

Alor s V t e: , T-

si te: ck • ,n 

1 d(h (t) ,z (t)) ~ - et par conséquent n n 
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V te: T z (t) - h (t ) dans 
n 

d'autre part pour t ou t t on a 

et F ( t ) é t an t co ntinue sur 

F (t ,h (t)) = l im F (t ,z ( t )) o 
n++«> n 

La fonction t 1-+- F( t ,h( t)) , comme l imi t e simple de fon ct i ons mesurab l es, es t 

donc mesurab l e o 

( ii ) ;> (i) 
t 

La mul t iappli ca tio n t ~ D étan t mesur able à 

va l eurs fermées, il ex i s t e (x ) ru fami ll e dénombra b l e d ' applica tio ns me~ura bl es 
n ne:u, ___ ! 

de T dans X t elles que V t e:. T., • Dt "" U xn (t) ; les app li cations 

t -+ F(t,x (t )) sont mesurab l es pa r hypothèse e t t -+- h ( t ) = (x ( t ) ,F(t,x (t) ) 
n n n n 

es t mesurable de T dans X x X ; t enan t compte du fa it que G(Ft ) '"' \J h ( t ) , n 
on dédui t l a mesurab il ité de l a fam ill e (F (t)\ 1:::T 

( ii ) ,- ( iii ) Pa r défi n i tio n E .. fte::. T / Dt () lx} 'f {l>l1 
X J 

e t donc (Théorème A), E appartien t à ~ ; s oit d'au t re pa r t t --+- h( t ) i une 
X ' 

se c tion mesurable de t ~ Dt ; l a fonc tio n gx qu i va u t h ( t) sur (Ex e t x 

sur E , es t donc mesurable de T dans X e t g (t) appa r tient à< Dt pour 
X X 

tout t de T ; la fonction t ~ F( t ,g (t )) e s t don c mesurab l e ; sa re s t r ictio n 
X 

à E soi t t ~ F( t ,x ) , es t donc mesur ab le . 
X 

Remarque 2.7. 1) Dans le cas où V t e T In t Dt~ ~, où dans le cas t 
D ""D 

i ndépendant de t on a ( i ) <= ~ (i i ) <~ ( i i i) ; i l suffi t de rep r end r e l e débu t 

de la démonstration du Thé orè me 2 o2 : on met en évidence une famille (x ·c )) n ° ne: IN 
d ' applica t ions mesurab l es de T dans H t e ll es que 

1/ne.lN, 

Dt = U {xn ( t )} e t 
n E: JN 

t ' ~ F( t ,x (t )) mesur able o . n 

On en dédui t la mesurabilité de l a famille (F (t)) t e:. T o 

2) Dans l e cas où l ès (F ( t ) \ e:. T son t continues parto u t 

définies, on a (i) ~ ( ii ) <'"™) V xe.X, t ~ F (t ,x ) mesur able. 

3) L'imp l i ca tio n (iii) ~ (i i ) es t fausse en généra l 
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prenons X = IR , et F(t) la fonction constante égale à Dl. (t) sur un domaine 

réduit à deux points [ t, t+ll , avec t """" oc ( t) non mesurable • 

L'application t -+ dom F(t) = lt,t+lJ est bien mesurable ; pour tout x de lR 

l'application t -+ F(t,x) est définie sur un ensemble réduit à deux points 

{x,x-1} et est donc continue; prenant h(t) = t~ h est bien une section 

mesurable de t · -,... dom F (t) et pourtant t --+ F (t,h(t)) = cit(t) n'est pas 

mesurable. 

PROPOSITION 2.2. Soit (T, 'G, µ) ·µ positive a-finie, ~ µ-aomplète, H un 

espaae de Hilbert séparable et sQit (F(t))teT une famiZZe mesurable de aontraa

tions (non part0Ut définies) de H dans H • IZ existe aZors une famiUe 

(F(t)) tE:. T , me~urabZe, de éontraations partout •définies teUe que pour tout t ~ . . 
de T, F(t) soit un prolongement de . F(t) . 

~§1.!!Q.!!S!.!:~t!,Q.ll : Tout d I abord pour x e D(F(t)) = Dt 

F(t)(x) = lim F(t)x qui est bi~n définie ; 
. t 

yen 
y+x 

on pose 

On a G(F(t)) = G(F(t)) et d'après la remarque 2.6 la famille 

une famille m~surabl~ de contractions, prolongeant la famille 

ramène donc au éas où F(t) · est de graphe fermé. 

(F(t)) te: T est 

(F(t))te:T ; on se 

Soit (xn) ne:. IN gense d.ans 

à (x) de. telli ·. sorte que 
n ne!N 

H ; il suffit de prolonger la famille (F(t))te:T 

V, ne:. IN , t · -+ F(t,x ) soit mesurable ; 
n 

on se donne donc un x fité dans X. -o 

Nécessairement la val~ur prise en 

appartenir à l'ensemble 

X 
0 

par un prolongement de 

D'après le Théorème Valentine-Kinzbraun [17] , l'ensemble 

F(t) doit 

est non vide 

notre problème consiste à montrer l'existence d'une section mesurable à la 

multiapplication t .,..-+ Ut( .x
0

) , ce qui revient à montrer, remarquant que 

Ut(x
0

) est un fermé, ·que la multiapplication t --+ Ut(x
0

) est mesurable 

(Théorème A). Or la famille (F(t))te:.T étant mesurable, et F(t) étant de graphe 

fermé pour tot,1.t t , il existe une famille (xn(.))ne:1N d'applications mesurables 

telles que les applièations t --:-+-F(t,xn(t)) soient mesurables, et telles que 
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G(F(t)) = U tx (t) ,F(t,x (t))! n n 
pour tout t de T par conséquent 

Ut(x ) = tz e:. H / d(z,F(t,x (t)) ~ d(x ,x (t)) V ne: IN}. 
o n o n 

et donc 

= n B(F(t,x (t) ) , d(x ,x ( t))) 
ne:.IN n o n 

G(Ux ) = t (t,x)e: T " H 
0 

G(Uxn) = {(t,x) e: T " H Xe: B(F(t,x (t)) ,d(x ,x (t)))] 
o n o n 

~i l'on montre que 
n 

G(Ux ) e ~@ ~ 
' 0 

il en sera de même du graph~ , de Ux
0 

d'après le Théorème A la multiapplication t ~ utx . sera mesurable ; or .. 0 

la mesurabilité de l'application t ~ B(h (t) ,r (t)) , où h 
n n n (resp. r ) 

n 
+ est une application mesurable de T dans H (resp. [R) , est innnédiate en 

remarquant que son graphe {(t,z) e T x H / d(z,h (t)) - r (t) ~ QJ est n n 
mesurable : en effet l'application (t,z) -+ d(z,h (t)) est ~ ® G> mesurable 

~ n 
(cf. Castaing-Valadier [14] ·-'tenme 14) (cet argument est encore va.labie en prenant 

au lieu de H un espace métrique séparable). 

Soit donc t _.,.. ~ (t) une section mesurable de on pose 
,V 

F (t,x ) = 1 (t) • 
0 · 0 0 

La famille de centraction (F
0

(t))teT est encore mesurable puisque la 

famille (x (.),F(.,x (.)) IN augmentée de (x ,~(.)) forme une famille n n ne: o 

dénombrable dense de sections mesurables ; on peut donc reprendre le même 

raisonnement et prolonger cette famille (F
0

(t))t€T en une famille 

~ de contractions mesurables avec D(F
1

(t)) ~ {x 1) ; par récurrence on construit une 

~ sui te (F n ( t ) ) te T ; on p0se V t e:. T 

~ 
F(t) = U .Fn(t) ; et l'on vérifie 

n e: IN 
immédiatement que la famille (F(t))teT est solution du problème posé. 

Remarque 2.8. On aurait pu énencer la Proposition 2.2 dans un cadre plus 

général : on ne se sert de l'hypothèse H Hilbert et T(t) contraction que 

pour avoir la propriété de prolongement on pourrait prendre une f ·amille 
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mesurable (T(t))te;T d'applications ~-holdériennes d'un espace métrique 

séparable tomplet X dans un espace métrique séparable complet Y, pour 

lesquels on ait la propriété de prolongement (cf. référence communiquée par 

c. Castaing: L. Williams, J.H. Wells et J.L. Hayden [29]). 

THEOREME 2.5. (H. Attouch, P. Benilan, A, Damlamian). 

Soit (T, 'C, µ) un espace mesuré, µ positi ve cr-finie, '?: µ-aompl,ète et H 

un Hilbert séparable. Soit (Bt) t ET une famiUe mesurable d'opérateurs 
~ t monotones (dans H) ; il, exis te al-ors une famille (B )t e:.T mesurable, 

. -::t 
d'opérateurs maximaux monotones (dans H) , teU e que pour to ut t de T, B 

soi t un prol ongement de Et. 

~~~~~~~E!~i2~: On se ramène tout d'abord au cas Bt fermé, en prenant sa 

fermeture, opération qui conserve la monotonie et la mesurabilité de la famille 

Bt (Remarque 2.6) ; on utilise alors la méthode de Minty ,(utilisant la 

transformation de Cayley ) : on pose 

Ft = { (x+y,x-y) / (x,y ) e: Bt } 

On vérifie aisément que Ft est, pour tout t, une contrac ti on de graphe fermé 

définie sur R(I + Bt) • La famille (Ft)te:.T est mesurable: soit 

(xn(,),yn(.) ) ne.lN une famille dénombrable d'applications mesurables de T · dans 

H x H telle que 't/ te:. T B t = U { (x ( t), y ( t ) ) } ne:-lN n n posons 

z (.) = (x (,)+y (.), :x (.) -"""y (.).Hes applications z (.) , sont mesur.ables et 
n n n n -• n'I' n 

Vte:. T F t = U { z ( t) } • 
ne lN n 

D'après la Proposition 2.2, il existe une famille 

contractions par to ut définies telle que pour tout 

~t 
(F ) te: T mesurable de 

~t t de T, F prolonge 

On pose 

On vérifie que Bt est un opérateur monotone et que pour tou j' t de T , • 
.?"-',f: 

(I+Bt)-l = ½ (I+Ft) . D'ap r ès le Théorème 2.1, la famille '\t 
' ~ 0 . • 0 "-' t mesurable d operateur$ maximaux monotones ; enfin B prolonge 

.. t t 
(x,y) e: B ~ (x+y,x-y) e: F 

~ t 
~ (x+y,x-y) e:. F 

~ t > (x,y) e. B • 

est une famille 

Bt puisque 



- 43 -

CHAPITRE III - APPLICATIONS. 

1. Equations d'évolution dans l es Hilbert. 

Soi t H un espace de Hilbert, (A(t)\E [o,T] une famille d'opérateurs 

maximaux monotones ; l 1une des motivations de ce travail est l'étude de 

l ' équation d'évolution 

(I) du + A(t) u( t) ~ f(t) dt u(O) = u 
0 

Une des façons d'étudier (I) consis te à l'approcher par 

où AÀ(t) désigne l'approximation Yosida de A(t) . 

Afin de résoudre ( I )À , par le t héorème de Cauchy-Lipschi tz , on est 

naturellement amené à supposer que : V À > 0 , V x e H , t _.,.. A:/t)x es t 

mesurable de [o,T] dans H; il ét ai t donc important de chercher le lien ent r e 

cette condition de mesurabilité et l es autres condi t ions de mesurabilité que 

l'on pouvait définir directement sur les opéra teur s A(t) (mesurabilité des 
t . t t . 

graphes, des sections minimales, des cf> lors que A = ôcf>) ; 

Donnons un exemple tiré de la théorie des équat io ns. d'év olutio n (cf. Kenmochi 

[17]) . 

Soi t t une fami ZZe de fona t ions aonvexes, sai, PROPOSITION 3.1. (cp ) tE [O,T] 
propres de H, HiZbert sépa:rabZe dans J-œ,+oo] , vérifiant: pour tout r;,O , 

iZ existe ar et b r mesurables de [o,TJ dans (R te U es que 

Y O ~ s ~ t ~ T, /1 z e:. D(ct,(s,. )) , lzl < r, J z e:. D( cp(t,.) ) : 

lz-zl ~ la rtJ -a rsJI r r et cp(t,z ) ~ cp(.s,z ) + lb (t ) -b (s) [:z+IHs,z) IJ • 
r r . 

AZors (t, x) - cp(t ,x ) est une intégrande aonvexe normaZe et par aonséquent 

pour tout ')..>0 et t out :if e:. H, 7,'appUaation t ~ (I+Àôq>t)-1x est mesurable. 
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Démonstration Soit e:>O; d 'après la pro prié té de Lusin app li quée aux 

fonctions ar e t br , i l exis te Ke: compact, Ke: c [o,T] tel que ar et br 

soien t continues de K dans IR . Mont rons t out d'abord que pour toute suite 
e: tn 

( t ) cr oissan t e, t e:. K · t t t e t t ou t e suite (x ) (x = D(,1,. ) ) 
n ne IN n e: ' n n ne:. IN n = 't' ' 

x -+- x on a n 

<P(t ,x) ~ li m inf <P(t ,x) . n n 

Prenons r suffisammen t grand de façon que 

il ex ist e alors x c D (<j, t) t e l que : 
n 

V n e: IN , 1 x -x 1 ~ 1 a ( t) -a ( t ) 1 e t n n r r n 

x e:: B(O,r ) 
n 

pou r tout n E: IN 

H t ,x ) ~ <P(t ,x ) + lb Ct) -b et ) 1 [1+!q,Ct ,x ) IJ • n hn r r n nn 

Not ons a = a 
r et b = b · on a donc . x ~ x e t r ' n 

{ 

(l+(b (t) -b ( t ))) <P(t ,x ) + lb (t) -b (t ) 1 
n n n n 

(1-(b(t)-b (t ))) H t ,x ) + jb (t) -b (t ) 1 n n n n 

si <j, ( t ,x ) r 0 n n 

s i <P(t ,x ) ~ 0 • 
n n 

On en déduit lim Ht,x) ~ lim Ht ,x ) e t l a fonction <j,(t, .) étant conve .xe, 
-- n -- n n 

sci, on a 

Montrons a lor s que la fon ctio n (t ,x) ---+- <P(t,x) es t . bor élienne de Ke; x H 

dans J- 00 ,+ ~ ; cet t e proprié t é é tant vr aie que l que soi t e:>O , il s'en suivra 

que (t,x) ---+- <P(t,x) est une int égrande norma l e sur T x H • 

Soit À e. IR e t E = { (t ,x) e: K x H / Ht,x) > Ü il s 'a git de montrer que e: 
E est un borélien. L'espa ce H étan t séparab le es t à base dénombrable 

d ' ouver t s: soi t (B ) une tell e base . . n nE; 1N 

DI après la propriété <~) 

et donc V ( t , x ) € E , J E ( t ,x ) > 0 , 3 n ( t , x ) e:. IN 
0 0 J O O O 0 

E :, cJ t _ - & , t 1 n K ) )( B 3 < t , x > o o- i::: n o o 
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On a donc 

= ( u ] t - e( t 'X ) ' t ] X Bn ( t 'X ) ) (\ (~ X H) 
(t ,x )e: E o o o o o o 

0 0 

= ( U ( u ] t 
O 

-E: ( t 
O

, X 
O

) , t J ) x B ) (î (K X H) 
n~!N { n(t ,x )=n} . n e 

0 0 

On conc l ut à l'aide du lenme suivant 

LEMME 3.1. Dans 1H., une réuni on quelaonque d'intervalles non rédui t s à un point, 

es t un borélien. 

Démonstration : Soit I = À~A ¾ , IÀ intervalle de IR de longueur strictement 

positive. Chacune des composantes connexes de I es t d'intérieur non vide, 

puisque contient un IÀ ; or R étant séparable, les composantes connexes de I, 

é t ant d'in t érieur non vide, vont former une partition dénombrable de I; le s 

composantes conmexes de I sont des connexes de lR, I est une réunion 

dénombrable d'intervalles et I est donèun borélien. 

Nous a llo ns à présent montrer quelques résultats géné rau x concernant les 

problèmes d'év olution . 

PROPOSITION 3 . 2. Soit (T , 'C , µ) un espaae mesu:r>é, µ➔0 , c5-finie et ce 
Il - eomp lè te ; soit ( A ( t )) t e. T une f ami U e d 'opé:r>at eurs maximaux monot ones dans H 

Hilbert ; il y a ~quiva te nae 

(i ) La fami Ue (A (t )) t e-. T est mesurab le , et il e:x:is te un aouple 

2 2 (xo<. J,y
0

( . )) dans (L (T;µ;H)) tel que : µ p.p.t e: T y
0

( t ) e: A(t) x
0

(t ) • 

(ii ) L'opéra t eiœ Jt = { (x ( . ) ,y ( . )) e:.(L2(T;µ;H)J4; p.p. t ES:- T, y ( t ) E: A(t ) x (t)} 

es t maximal monotone dans Jt = L2(T;µ;H) • 

p.p. t e:. T • 

Soi t À>O et y €. 'Je donné. L'opérateur A(t) 

étant maximal monotone il existe pour tout t e. T , un él ément x (t) dans H 

tel que 

x(t) + ÀA(t ) x(t ) E> y(t) • 

On a x(t) ~ (I+AA(t) ) -l y (t) e t d'après l ' hypo t hèse de mesurabilité sur la 
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famille (A(t))te T l'application t - x(t) est mesurable (remarquer que 

l'on n'a pas besoin de H séparable) ; d'autre part 

x (t) = (I+ÀA(t))- 1 (x (t)+À y (t)) et donc 
Q O 0 

lx(t) - x (t)I ~ !y(t) - (x (t) + À y (t)) l 
0 0 0 

On en déduit que x(,) appartient à X , et donc x(.) + ÀJèx(.) 3 y(.) dans .·Jl 
L'opérateur (I+ÀJè)-l est partout défini et 

(I+ ÀJt)-l x(t) = (I+ ÀA(t))-l x(t) p.p.t ~ T ; par conséquent (I+ À(/t)-l est 

une contraction pàrtout définie, pour tout . À>© , et di; est maximal monotone 

dans 'Je • 

ii) ~ i) Prenons x(.) = x, x fixé dans H on a alors 

et donc les résolvantes des opérateurs A(t) , dépendent mesurablement de T; 

la famille (A(t)\e.T est donc mesurable d'autre part il suffit de prendre 

pour (x ,y) un élément quelconque de et, qui est non vide, puisque maximal. 
0 0 

• Nous allons préciser ce résultat dans le cas importan t où A(t) = a<jl(t) ; 

PROPOSITION 3 .3. Soit (T , CC, µ ) un espaae mesuré, µ positive c;~fini~ !) cr: 
µ-aomplète, H un espaae de Hilbert séparable et <P une intégrande aonvexe 

normale sur T x H; on note ~ l~ fonationnelle aonvexe sur 1-t = L2(T;dµ;H) 

définie par 

{(u) = ! 
f <P (t.,u (t }) dµ (tJ 
Jp 

+ 00 aiUeurs 

Il y a équivalenae 

si 1 <P( • .,u( . ))t: L (T.,dµ) 

(i) 

(ii) 

I est convexe., soi, propre sur J'( . 

/1 À>O (resp. )À
0

) , f u e:: L
2 (T.,dµ;H)J t ~ J /t ,u (t)) e: L

2 (T,dµj/{) 

et t ~ t 1 
<P(t,J À u(t)) e: L (T,dµ ) • 

] a>O., 13 Et L
1

(T,dµ ) : p.p . t e T 'P (t.,x) +, a.lx12 
+ S(t) :?:-0, 

fxe:.H . 
(iii) [: 

1 t - <P(t.,b(t ) ) E. L (T,dµ ) • 
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iv) J À >O, la >O, f3À e:-L
1

(T,dµ ) :p.p.t€T 
• 0 - 0 

0 

~ À (t,x) + a
0

lxl 2 + SÀ ( t ) ~ 0 f X(E;. H et 
0 0 

f XE H 
1 t ~ 4> ,,_ ( t,:c ) € L (T,dp). 

0 

On a afors en outre: 

a) 

b) 

monotone) 

a) 

~!2!.1:~ll!E.i2!! ~~ !.~ ~rQ~Q~i~!.2.!!: i) =} ii) Nous sommes dans les conditfons 

d'application du Théorème de dualité de Rockafellar ([25], Th.2) ; on a donc, 

pour tout f dans 1
2

(T,dµ;H)., !*(f) = JT ~*(t,f(t)) dµ(t) • D'autre part, le 

sous-différentiel de la fonction et> est maximal monotone (don c non vide) et 

f e: a~(u) <= ~ î(u) + i*(f) = <f,u > 

<-~ J T {~(t,u(t)) + ~*(t,f( t) ) - <f ( t ) ,u(t )> } dµ(t) = O. 

La mesure µ étant positive et l' intégrande étan t positive 

f e: 3Hu) dans X ~ Ht,u(t) ) + f-"' (t ,f ( t ) ) - <f(t) ,u(t) > = 0 µ p .p. t 

et donc f e. af(u) 4 '> f(t) e: 3Ht,u(t) ) µ p.p.t . 

D'autre part l'opérateur (I+i\r>~)-l est partout défini sur ~ et 

Donc pour tout 

cet élément de 

domaine de t 

DI autre part 

~ p . p.t 

<~ p.p . t 

f(t) + r..dcJi (t,f (t)) 3 u(t) 

f(t) = (r+ral ) -l u ( t) 

2 t 
u dans L (T,d}l;H) , t -- JÀ u(t) appartient à 

Je , appartenant d 'autre part au domaine de o i , 

et, t _--+ <t>(t,J~ u(t)) appartient à L
1

(T,dµ) • 

1 l 12 * -* À I 12 <t>À = et> V 2À , =9 l À = 'k + 2 • et donc 

L~(T,dµ;H); 

appartient aù 
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i~ (f) = J ~*(t,f(t)) + ½ lf(t)l 2 dµ(t) 
T 

= f ~;(t,f(t)) dµ(t) 
T 

et appliquant à nouveau le théorème de dualité i À(f) = J ~À(t,f(t)) dµ(t) • 
T · 

ii) ~ iii) Il y a seulement à montrer la 

première partie de iii) ; soit x e: H fixé, 
0 

Ecrivant que A, (t,x ) E: A(t,J , (t,x )) 
/\ 0 I\ (!) 

0 0 

<I> (t,x) ~ q> (t,Jt x ) + <X - J (t,x ) ,A (t,x )> d'où 
)-0 i\ 0 i\ 0 

0 0 0 

~(t,x) + lxl
2 

+ IAÀ (t,x
0
)!2 

+ <AÀ (t,x
0

),JÀ (t,x
0

)> - ~(t,Jfx
0

) ~ 0 
0 0 0 0 

et l'on conclut en prenant a= 1 et 

S(t) = IA11 (t,x 0
) 1

2 
+ <AÀ (t,x

0
) ,J À (t,x

0
) > - c/>(t,J~x

0
). 

0 0 0 <> 

iii) ~ i) La première condition entraîne que 

~ est sci sur ~ par application du lemme de Fatou, et la seconde condition 

exprime que I est propre. 

ii) => iv) 
t 1 1 t 12 ~À (t,x) = ~(t,J 11 x) + Ir"" x - J À x et . donc Vxe:H,t 1 

~ ~ À (t,x)e:.L (T;dµ). 
0 0 0 0 0 

D'autre part .~
11 

(t,x) 
0 

et tenant compte de iii) -<~ ii) 

~ - a. jJ~ xj
2 

- S(t ) , 
(!) 

Or jJ~ xi .::: IJ~ x
0

l + lx-x
0

I et par co:nséquent 
0 0 

~À (t,x) + 2ajx-x
0

j2 
+ 2alJ~ x

0
1
2 

+ S(t) ~ 0 et 
0 0 

iv) ='9 i) Considérons la fonctionnelle 

ijl(u) = f ~À (t,u(t)) dµ(t) sur Je • 
T o 
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Elle est convexe, sci, propre sur ~ ; d'après l'implicati on i) 9 ii) pour tout 
-1 u dans dG et tout À>O , l 'applicatfon t ~ (l+ÀAÀ (t, ,)) u(t) appartient 

0 

2 -1 
à L (T;dµ;H) et l'application t ~ </>À (t,(I+ ÀAÀ (t,.)) u(t)) appartient à 

0 0 

1 
L (T;dµ) • Or 

-1 
(l+ ÀAÀ (t,,)) x = et u t ilisant l'implication ii) --!> i) 

0 

on conclut. 

Remarque 3.1. a) Les résultats de ce tt e proposition se généralisen t au cas où 

A(t) = â<f>t est le sous-différen t ie l de </>t pour un produit scalaire <., > , 
t 

sous la seule hypothèse supp l émentaire que les normes 1 .jt 

équivalentes et que pour tout x dans H, l'app l ication 

mesurable ; cf. H. Attouch [1] (Remarque 1). 

sont uniformément 

est 

b) IndépendaI!llilent des hypothèses faites par ailleurs sur la 

famille (cl>(t)) te: T , on remarque par application dire cte du Théorème 2 ,3 que la 

condition ii) ou la condition iv) en t raînent que </> es t une in t égrande normale; 

ii) et iv) sont donc équivalents à iii ) bis,où iii) bis es t l a condi t ion iii) où 

l'on exige en plus la normalité de l'intégrande </> ; on peut d'au tr e part se 

demander si la condition i) n'entraîne pas la normalité de </> • 

n Nous allons à présent étudier le lien entre la convergence des (</> (t,.)) IN 
ne 

dans H et la convergence des ~n = J <t>n(t , , ) dµ( t ) dans ~ = L2 (T;H,dµ) ; c'est 

l'objet des deux propositions suivan t es où (T,'G',µ) es t un espace mesuré, µ~O 
2 a-finie, '-t' µ-complète et Je désigne 1 1espace L (T;H,d µ) • 

PROPOSITION 3.4. Soit 

t eUes que 

n 
( <f> }n e.IN , </> une sui t e d'i n tégrandes aonvexes normàZes 

1) µ p.p. t 
n </> ( t,. } - </>(t,. } au sens de Mosao . 

2) IZ existe ( i,Ç,_}n€.IN , (f,.,,,Jn€/N, 

fn -+ f dans L
2 

(T,H;aµ) et µ p.p. t f~ ( t} E: 

J trt,u ( t}) dµ ( t } --. J <t>(t ,u ( t }) dµ (t } • 
T n T 

â<f>n( t,u ( t)} , f(t} e:: a</>(t,u(t } } 
n 

Alors in = J <fin dµ ---+- i = I </> dµ au sens de Moseo dans Z 'espaae L
2 

(T, Jf:;.dp..,) 

~~~2!!.ê.;E.~fi.2!!: On remarque tout d'abord que l'hypothèse 2) ~ntraîne que les 

fonctionnelles fn , i sont convexes, sci, propres sur ~ = L 2 (T ,H;dµ) ; on peut 

donc appliquer les résultats de la Proposition 3.3. L'hypo t hèse (1) entraîne 

et 
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µ - p.p.t atn(t) -+ at(t) soit de façon équivalente 

(I+À8tn(t))- 1x -+ (I+À8'Ht) ) - 1x . 

Montrons que acpn ~ 81P · ; le résultat s'en suivra immédiatement par application 

du Théorème 1. 1 puisque, d'après (2) f e:. 81Pn(u ) , f e: 8Hu) et u -+ u , 
n n n 

f
11 

-+ f et 'Pn(u ) ----+ cp (u). Soit donc u € 'Jl et considérons la suite 
n 

n -1 -1 n -1 
v = (I+a~) u et v = (r+aJ) u; on a µ-p .p.t v (t) = (r+at (t,.)) u(t) 
·n n 

et v(t) = (l+ ÀôHt ,.))-l u(t) ; d'après ce qui précède on a donc v (t) ---+- v(t) 
n 

µ-p.p.t ; d'autre part,posant w = f + u 
n n n 

on a µ-p.p.t 

u (t) = 
n 

(r+atn(t, .))- 1
(w (t)) et donc lv (t)-u (t) 1 ~ lu(t ) -w (t) 1 n n n n soit 

µ-p.p.t lv (t)I ~ 2lu (t)l + lu(t)I + If (t)I , n n n 

D'après le Théorème de Vitali, on conclut que 

ce qui termine donc cette démonstration, 

v ~ v dans ~ 
n 

2 = L (T;H,dµ) 

Dans la proposition suivante, nous allons montrer que l' ensemble des 

fonctionnelles sur L2(T,H;dµ) qui s'écrivent sous la forme jt(t,.) dµ est fermé 

pour la convergence au sens de Mosco sur L
2

(T,H;dµ) 1 ceci expri:me · la -conser\tàti on 

d'un certain caractère local de ces fonctionnelles pour cette convergence. 

PROPOSITION 3.5. Soit (tn)n €/N une suite d'intégrandes oonvexes normcûes sur 

les fonctionnelles efl = J~n (t ,. ) dµ sont sai, propres 

conver ge au sens de Mosco vers une fonctionnelle cp 

T x H ; on suppose que 

L2(T;H,dµ) et que j1-
2 convexe, soi 3 propre sur L (T;H,dµ)_; 

Il ex i ste alors une i ntégrande oonvexe normale t sur T x H telle que 

1P :::: f H t,.J dµ(t) 

Démonstration Soit X e:. H fixé ; not ons 
---------- . ... ½ 0 

X (t) n -1 
y (t) - xn(t) = (l+dt (t,,)) X = X 

n 0 n 0 

X (t) = ((r+a~) -lx ) (t) y (t) = X - X (t) 
0 - 0 0 0 0 

sur 

Alors puisque cpn -+ cp 
' on a (Théorème 1.1) ain -ai et donc tenant compte 

de la Proposition 3.3 X ( •) ~ xo(.) dans %, y<•) ~ y(.) dans ·JG ' et 
n n 

l'ex (.)) n 
~ 'P(x(.)) (puisque cpÀ (xo) - cpÀ(xo)) ; posant 

L 
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'l'(u) = ~(u+x (.)) - ~(x (, ) ) - <u,y (. )> 
0 0 0 

on a 'l'n -+ 'l' au sens de Mosco et V te:. T 1/P(t, .) ~ 0 ijP (t ,O) = 0 e t donc 

Vne:lN 'l'n~o, 'l'n(O)=O;demême 'l'~ O e t 'l'(O)-=O. 

On a donc ô'l'n """'" ô'l' soit 

et d'après la proposition 3,3 

n -1 -1 
(I+cllji (t,.)) u( . ) - (I+cl'l') u dans ~. 

Prenant u(.) = x, x élément de H on pourra extraire une sous-suite 

(dépendant de x) convergean t µ-p.p.t ; considérant une suite dense (xp\e;:lN 

dans H, on va pouvoir par un argument classique tr ouver une sui t e 

(n (k )) kelN telle que 

µ-p.p.t Vpe:IN 
-1 

(I+cll¼') X 
p 

(et dans :Je) 

Or on sait que 'l'llcp est fermé dans 'l1}. et il exis t e don c une famille unique 
0 

(lji(t ,.) ) T de fonctionnelles convexes s ci propres de H dans [o,+ 00] 
te: 

V t € T lji(t,O) = 0 telles que 

-µ-p.p . t 

(t,x) -+ lji(t ,x) est une intégrande normale ; on a donc 

µ-p.p . t Vxe:.H 

et te nant compte du fait que, µ-p.p.t V k 1/Jn(k) Ct,O) = o ijJn(k ) (t, .-) ~ o 

lji(t,.) ;,,. 0 lji(t,O) = 0 on conclut d'après le Théorème 1.1 que µ-p.p.t 

ljin(k)(t,.) -,.. lji(t,O) .au sens de Mosco. 



Appliquant alors la Proposition 3.4 avec un~ fn = 0 V n€. ~ on conclut que 

'l'n(k) l'V 

---+ '!' au sens de Mosco où ~(u) = J T ~(t,u(t)) dµ(t) 

rv 
On conclut donc que 'l'n(k) ~ '!' au sens de Mosco avec '!' = '!' on a donc 

'l'(u) = 4>(u+x (.)) - 4>(x (.)) - <u,y (.) > = J Ht,u(t)) dµ (t) soit 
0 0 0 

4>(u) = f {~(t,u(t)-x (t)) + <u(t)-x (t),y (t) > +4>(x_(.»0-(t)}dµ = J <l>(t,u(t)) dµ(t ) 
T o o o o T 

en posant <l>(t,x) = ~(t,x-x (t)) + <x-x (t),y (t) > +q>(x (.))a(t)(où 
0 0 0 O 

a( .) est telle 

que Ja(t) dµ(t) = 1) ; remarquant que ~ est une intégrande normale convexe cela 

termine la première partie . 

Remarque 3.2. Supposons un peu plus à savoir 

n 
~ (. ,u (,)) 

n 
~ f dans 1 L (T,dµ) 

- u 0 
et 

C'est le cas en partiuclier si les ~n(t,.) ~ 0 e t ~n( t,O) = 0; on déduit alors 

aisément de la démonstration précédente qu'il existe une intégrande nor mal e ~ 

J n(k) 
t elle que 4> = Ht, ,) dµ et une sous-sui t e (~(t) )ke.lN convergeant vers (<l>(t)) 

au sens de Mosco, µ-p.p.t. 

2. Théorèmes de perturbation. 

Définition 3. 1. Soit une famille d'opérateurs maximaux monotones ; 

on dira que u 

et u e:. H si 
0 

du 1 est solution forte de dt + A(t)u a, f u(O) = u 0 où f e:: L (O, T;H) 

ue:ce;(ro,T];H)(\ w1
1

'
1

(]0,T[;H) 'u(O) = u et p.p.te]O,T[ ~ oc 0 

:~(t) + A(t) u(t) 3 f(t) • Le graphe de l'o pérateur solu ti on fa i ble est défini 

connne étant la fermeture du graphe de l'opérateur solution forte dans 

f: ([ O,T] ;H) )( 11 ([0,T] ;H) . 
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Nous utiliserons l'estimation suivante (cf, Brezis l8] Lemme 3.1). 

du dv Soient u et v solutions faibles de dt+ A(t)u~ f - + A(t)v ~ g dt on a 

lu(t)-v(t)I ~ lu(s)-v(s) 1 + J tlf( -r)-g( i:) 1 di: V O ~ s ~ t ~ T • 
s 

On établit cette estimation pour des solutions fortes, et ensuite on passe 

trivialement à la limite. Nous allons tout d'abord énoncer un résultat concernant 

les perturbations lipschitziennes, qui sera utile pour la suite. 

PROPOSITION 3. 6. Soit ( A ( t )) t € [o, T] une famil l e d 'opérateUl's mazimaux monot ones 

dans H, espace de Hilbert réel et u donné dans H tels que 
0 

H 
1
J JI f e:.. L1 

( [O',T] ;B) , il existe u unique solution forte (resp. faible) de 

du dt + A(t)u 3 f ; u (O) = u • 
0 

Soit d'autre part (B(t)) t Ê [o,T] une famiUe d 'appZiaations de H dans H teUes 

que 

H2) Pour presque tout t E. [o,T] , D(B(t )) = D(A(t) ) , et il existe k € L1 (O,T) te U e 

que IB(t)x - B(t)yj ~ k (t ) lx-yl p.p.t E: ]o,T[ , f x,y~ D(A(t)) • 

H
3

) L'application t --+- B(t) est mesurable. 

w(t ) e:: D(A {t )) 1 p.p. t , et t -+ B(t,w (t) ) e:: L (O,T;H ) ~ 

Alors /1 fe:: L1 (0,T;H) , il exis t e u unique soZutio nfoP t e (resp. faible ) de 

(I) du dt + A(t )u + B(t )u => f ; u (O) = u 
0 

Remarque 3.3. On a supposé D(B(t)) = D(A(t ) ) et t ~ B(t) mesurable ; on 

aurait pu supposer, ce qui paraît plus naturel H2) B(t ) est lipschitzien de 

rapport k(t) sur un domaine D(B(t)) con t enan t D(A(t)) et l'application 

t ~ B(t) est mesurable; mais cette hypothèse se ramène en général à 

l'hypothèse H2) puisque (I) est équivalent à 

du ~ J dt+ A(t)u + B(t)/ __ u 3f et que le graphe dans LO,T x (H x H) 
D(At) 

de B(t)/__ est la trace du graphe de B(t) sur le graphe de t ---+ D(At) x H 
D(At) 

dans [o,TJ x H x H . 
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Donc lorsque t ~ D (At) est mesurable (ce qui est le cas lorsque t -+- A(t) est 

mesurable) l'hypothèse H;), H3) se ramène à l 1hypothèse _ ~2), H
3

). 

Remarquons enfin, compte tenu du Letmne 2 .7, que . H
3

) équivaut à 

Vx : [o,T] --+ H mesurable univoque, telle que p.p.t €]0,T[ 

x(t) E: ·o(A(t)) , l'application t ~ B(t,x(t)) est mesurable. 

Dans le cas 0ù D(A(t)) :,, D est fixe, H
3

) est équivalent à 

V x e. D t ~ B(t ,x) est mesurable, et donc la Proposition 3. 6 

apparaît comme une généralisation partielle de la Proposition 1.12 P. Bénilan [5], 
et du Théorème 1.20 A. Damlamian -[ 15] . 

~~~O!!!~E~~!~!! de la ProP.osition 3.6. On utilise une méthode de point fixe dans 

l'espace E = {uE:: ce([o,T};H)/p.p.t e:. [o,T], u(t ) .:: D(A(t))} muni de la métrique 

de la convergence uniforme ; soit S l'application de E dans E qui à u 

associe la solution forte (resp. faible) de 

dv dt + A(t)v 3 - B(t) u(t) 

(on remarque que l'on peut se ramener au cas 

u(O) = u 
0 

f = 0) ; cette équation a bien une 

solution puisque t ~ B(t) u(t) est mesurable (d'après H3 et le Lemme 2.7) et 

est majoré par : 

jB(t) u(t)I ~ jB(t,w( t))j + k(t ) \u(t)-w(t)I • 

Il s'agit de montrer que l'application S admet un point fixe unique 

Soient u1, u2 e: E , on a 

ls u1(t) - S u2(t)I ~ ftl B(T,u 1( T)) - B(T,u 2(r ))j 
0 

~ ft k( T)lu 1( T) - u
2

(T) 1 dT et donc par un argument 
0 

llkll~1 
classique lsn u1(t) - Sn u2(t)l~ n ! /ju1-u 2 11 ""V te. [o,T] • 

L 

Il existe donc ne: IN tel que Sn soit lipschitzienne de rapport strictement 

inférieur à _un ,de l'espace métrique complet E dans lui-même ; d'où la conclusion. 
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THEOREME 3. 1. Soit H un espace de Hilbert réel, et (A(t ) ) t c;;;:. [o,T] . une famiUe 

d 'opérateurs maximaux monotones dans H , te is que : 

H
1
) Il, existe une mesure dm = p dt , p majorée et minorée par des constantes . 

strictement positives, et w aontinue teUes que : 

fg-=- L
2

([0,T];H ) , fu e D(A(O) ), il, existe iP-' unique, solution forte de 
0 

dv dt + A(t,v(t)) 3 g (t ) ; v (O) = u avea en outre 
0 

On se donne d'autre part une famiUe (B(t ) ) te. [o,T] d 'opéra t eur-s vérifiant : 

H.,} Pour presque t out t de [o,T], B(t) est un opérateur hémiaontinu, de 

domaine convexe et il, existe k éL 2 (0,T;!Il ) teUe que : 

p.p.t E:. [o,T] , fçc,y e:: D(Bt ) <B(t )x - B(t ) y,x-y > + k (t) lx-y1 2 :;,,, O o 

H3) L 'appUaation t ~ B(t ) est mesurable. 

H4) On suppose enfin B( t ) dominé par A(t ) : 

1 2 + Il, existe a < 2 , c s:: L (0,T;!R ) et d numérique aroissan t e teUes que 

Conclusion: 1°) 

solution de 

2 Pour tout fe:. L (O,T;H) et u e D(A(O)) , il existe u unique, 
0 

( I ) 
} :~ + A(t) u(t) 

l u(O) = u 
0 

+ B(t) u(t) ::;, f(t) 

du . 2 
De plus dt e: L (O,T;H) • 

2° ) Supposons en outre que pour le problème non perturbé, il y a 

effet régularisant i.e. : 

H') 
1 

Il existe une mesure dm
1 

= p
1 

dt, avec p1 positive bornée, minorée 

sur tout [o,T] , ô>O telle que 

V g e: 1 
2 

( o, T ; H) , V v 
O 

e: n (A ( o)) , 3 v E <-€ < [o , r] ; H) 

dv 1 ] [ telle que v(O) = v
0

, (dt e:: L10c( O,T ;H)) 
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::(t) + A(t) v ( t ) .~ g(t) p.p.t-. [0,T] et 

~ lsl 2 
H) L ( [o 'T] ; dml 

Alors pour tout feL 2 (o,T;H ) 

du 2 
( I) avec dt e: L (dm1) . 

et u € D (A ( 0) ) 
0 

+ w1 (lv 1) (~ 1 con ti nue 
H) 0 

il exis t e u uniq ue solu t ion de 

Démonstration 

sous la forme 

On se ramène tou t d ' abord au cas B(t ) monot one on écri t ( I ) 

:~ + A(t ) u(t ) + B(t ) u( t) + k ( t) u(t ) :::, f( t) + k (t) u ( t ) 

et notant B
1 

(t)x = B(t)x + k(t)x , appliquant la Prop<i>sit i on 3.6, on se ramène à 

étudier 

du dt + A(t) u(t) + B
1 

(t,u(t) ) .3 f ( t) , 

La famille d'opérateur (B1(t))te;[O,TJ es t une fami ll e d'opé r a t eurs mono t enes 

vérifiant enc<i>re H2), H4) ; mont rons que H3) est encore satisfai t e: <i>n no t e · 

t out d'abord que B1(t) = B(t ) + k(t)I. 

En effe f (x,y) s. B1 (t) <!-=> 3 (xn,yn ) e:. B1 (t ) xn ~ x , 

Yn ~ y ~ 3 (x ,z > e B(t ) x -. x , n n n 
z ~ y - k(t ) x , < :> (x,y-k(t ) x) e B( t ) < ~ (x,y ) e B(t ) + k ( t ) I • 
n 

D'autre part l'applica t ion t ~ B( t ) + k( t )I es t mesurable (puisq \,le si 

(x (,),y(,)) IN est une famille dén0mbrable dense de sections mesur ab l es de 
n n ne 

l'application t -+ B(t), la famille (x (. ) ,y( . )+ k(.) x (.)) ·IN forme 
n n . n ne 

encore une famille dénombrable dense de se ct ions mesurables de l'app lic at i on 

t -+ B(t) + k(t) I) • 

. 0n suppose donc B(t ) monot one ; 1 1 application t ~ B(t) 

étant mesurable, on peu t d'après le Théorème 2.5 la prolonger en une fami l le 
l'V 

mesurable B(t ) , d'opérateurs maximaux monotones. 

<1> 

~ • On va étudier le pr oblème ( I ) 

~ 
:~ + A(t) u(t) + B (t) 

u (O) = u 
0 

u( t) .:;;, f(t ) 
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e t montrer l'existence et l'unicité d'une solution u à (I) ; on vérifiera 

ensuite que u est bien solution de (I) nous allons tout d'abord montrer la 

partie (1) de la conclusion. (On a dm= p dt avec O < c
1 
~ p(t) ~ c

2 
V t €: [O,TJ) 

u est fixé dans 
0 

;;Je = L 
2 

( [ 0, T] ; H) 

D(A(O)). A cet effet nous allons nous placer dans l'espace 
"" le problème (I) s'écrit 

c:tu + ~u ::, f où les opérateurs dt· et <i?, de ~ sont définis par 

a) .i. 1 2 (u,g)e:: cJ!i <~ u e:. W ' (O,T;H) 

b) (u,g)e: ~ <$ ~ p.p,t e: [O,'fj ~ 

:~(t) + A(t) u(t) ~ g(t) 

u(O) = u 
0 

g(t) e: B(t) u(t) , 

p.p.t ; 

L'unicité est évidente d'après la monotonie des opérateurs A(t), B(t) ; il s'agit 

de montrer que l'opérateur â + u?, est surjectif dans Je ; à cet effet, nous 

allons montrer que cet opérateur est maximal monotone, d'inverse localement borné 

d'après H. Brezis ([8], Théorème 2 . 3) on concluera à la surjectivité de cet 

opérateur. 

JI:, est maximal monotone : soient (u.,f.)E:Jt; (i = 1,2) 
1. 1. 

f T<f
2
-f

1
, 'u

2
-u 1 dt ~ JT< :t(u

2
-u

1
), u

2
-u 1 dt d'après la monotonie de A(t) 

0 0 

et dG est monotone. 

Soit feJe on cherche u e:. Je , u + du ~ f , soit u + du + A(t)u 3 f dt 
u(O) = u • 

0 

On écrit :~ + A(t)u 3 f(t) - u que l'on résoud par point fixe toujours d I après 

la Proposition 3.6. 

2° ) ~ est maximal monotone. 

CE, est évidemment monotone ; soit f e: X , on cherche u G. Je , u + (& u = f 

soit 

p.p.t e: [o,T] ~ u(t) + B(t,u(t ) ) 3 f(t) • 

Nécessairement u(t) = (I + B(t,,))-l f(t) et u(t) est mesurable ; pour 

vérifier que u € Je il suffit en fait de montrer que ~ est non vide, puisque 
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v + Œ> v 3 g + v i.e . ( I+ ~ ) - l ( g +v ) ,.. v 1 • on aura 
0 0 0 0 00 0 

s i g
0 

e: fPJ v 
0 

p.p .t E- [o,T] lu(t ) -v
0

(t)I ~ !f(t ) - ( g
0

(t) +v
0

(t))I et don c u sera dans dG. 

Or d'ap r ès H
1

) il existe be:. w1
'
2

( o,T;H ) e t he: 1
2

(0,T;H ) t els que p . p.t e [o,T] 

h (t) e:. A(t ) b (t). Il suffit de pren dr e h = - :~ où :~ + A(t) b 3 0 ; d'après 

H
4

) on aura 

ls0
( t,b( t ) )! ~ IB(t ,b(t) )Î 

~ a IA(t)
0 b( t)I + c ( t) d(jb l

00
) 

~ a lh(t) I + c (t ) d(jbl~> • 

Or t -+- B0
( t, b (t)) est mesurab le (c onnne li mi te lorsque À ~ 0 de 

t -+- BÀ (t, b (t))) • 

3 e ) J/zi + <B est maximal monoto ne ( Œ> est domi né par c.,-1;-). 

On ne peut pas mont r er dire ct ement que <& est dominé par JI; dans 
2 

~ = L ( 0, T; H) , 

ce c i à cau se de la géné r a lité des hyp ot hèses H
1 

e t H
4

) : si l'on suppose dm= d t 

e t d li pschitz ie nne, é ta n t donné f e: Jtu , on aura : 

Tout d 'a b or d on no t e que ( Œi
0

u )(t ) = ~
0

(t) u ( t ) p .p .t e [o,T] et don c 

1~0
u(t )I ~ !B(t) u(t )I ~ jB(t) u(t)I puisque 

u ( t) e:: D (A ( t) ) c. D ( B ( t ) ) 

~ alA0
( t) u(t)I + c(t) d ( !u( t) I ) d ' après H

4
) 

~ cxjf(t) - !~l + c (t) d (j u (t)!) • 

On obt i en t al or s en intégrant et t enan t comp te de H
1

) : 

l!Bou l ~ . ae 

l!ô0 ul~ 

2alfl + d1(lul) 
lf. lJ( 

V f e:: Au e t donc 

Sin on, da n s le ca s gé néra l on mont re que ( Œ> u ) re s t e bo rn é dans Je où 
À ). À.>O 
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p.p.t e: Jo,T[, fB';_ (t,u À (t)) 1 ~ !B°(t,u./t)) 1 

~ jB(t,uÀ (t)) 1 (puisque uÀ (t)e D(A(t))c D(B(t)) p.p.t) 

· ~ a IA
0

(t,u À(t)I + c(t) d ( lu À(t ) j) 

du 
~ a jf(t)-BÀ(t,u À(t))- d/(t)-u À(t)I + é(t) d(l\lÂ(t)j) 

du 
IBÀ(t,uÀ(t))j, 1~ [lf(t)I + lu À(t)I + ld/1] + 1:_a c(t) d(luÀ(t)I) , 

et d'après H
1

), (w réel fixé) 
0 

+ w ] 
0 

1 . 
+ l-2a le(,) d( ju À (,) 1)1 2 • 

L (dm) 

Reste à montrer que {uil.(t)}te[O,T] reste borné notant toujours, be.W
1

'
2

, 

À>O 

1 

:: + A(t) b 3 0 
. , on a 

b(O) = u 
0 

d'où utilisant la monotonie de 
,V 

A(t) et BÀ (t) 

notant 
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4° ) ( Jl;+O?,)-l est localement borné . 

Soi t donc J;u + <&u 3 f ; il s'agit d ' obtenir une es t imation sur lul;re 

ne faisant intervenir que If 1 ~ : il suffit de reprendre l e calcul précédent 

du · ~ 

{ 

dt + A(t,u( t )) + B( t, u( t) ) .3 f(t) 

db 
d t + A( t ,b (t ) ) a 0 

u(O ) 

b (O) 

"" u 
0 

"" u 
0 

1 d ju(t ) -b( t ) 1
2 

+ <A( t,u(t))-A(t,b(t )) ,u( t) -b ( t ) > + <B (t ,u(t )) -B (t ,b(t )) ,u(t)-b(t► 
2 dt 

~ lu(t ) - b ( t ) 1 [lf ( t ) l+ IB( t ,b(t) )l ] • 

On conclut donc que e,,t + ~ est surje c tif dans 3e = L
2

( [o,TJ ;H) et pou r tout f 

dans L
2

([0,T] ;H) , on trouve donc u E:. w1 12 (o,T;H ) , u(O ) = u , unique so l u t i on 
0 

de 
du "-' 
dt+ A(t,u (t)) + B(t ,u (t ) ) 3 f ( t ) • 

5 °) On revien t au problème in i tial e t l'on conc l u t à l 'aide du lemme suivan t 

LEMME 3.2. Seit A maximal monotene et . B monoto ne hémiaonti nu de domaine 
,"\., 

aonvexe, D(B) -=> D(A) . Alors pour to ut prol ongement monoto ne B de B on a 

A+B=A+B. 

Démonstration: On a A+ B,:) A+ B ; montrons l ' in cl usion i nverse soit xe. D(A) 

D'après la monotonie de B Y ç; '==-D (B) 

Posons ç; = x + t( ç;
1

-x) où ç;
1 

e:: D(B) ; remplaçant I'; pa r sa valeur et divisant 

par t >O , 
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<y2 - B(x+t(t; 1-x)),x-c;
1
> ~ 0 Vc;1 e:. D(B) et faisant tendre t vers zéro 

<y 
2 

- Bx, x - E;
1
> 9 0 V s

1 
e:. D (B) ; d'autre part, d'après la monotonie de A 

V (s
1

,n
1

) e:. D(A); ajoutant ces. deux inégalités, 

d'après la maximalité de A, y e: Ax + Bx. 

Remarques 3.4. a) 1 2 0n trouve u E W' (O,T;H) telle que p .p. t e:. [o, T] 
du dt+ A(t,u(t)) + B(t,u(t)) 3 f(t) . Mais a priori on ne sait rien sur l'application 

t -+ B(t,u(t)) ; il y a cependant un cas où l'on peut affirmer que cette 
2 application est dans L (O,T;H) : si l'on suppose que presque pour tout t, 

,V 

B(t) · est de domaine dense dans H alors p.p.t B(t,u(t)) = B(t,u(t)). 

d'après le calcul précédent En effet soit XE: D(B(t)) et 

<y-B(t)x,x-E;> ~ 0 pour tout 

y= B(t)x. 

y e. B(t)x 

se: D(B(t)) , si D(B(t)) est dense cela entraîne 

Sinon dans le cas général si l'on veut que l'application t ~ B(t,u(t)) 

soit dans t 2(0,T;H) il faut faire l'hypothèse supplémentaire 

H') Vue: w1
'
2 (0,T;H) , telle que presque pour tout t de [o,T] 

.3 
u(t) € D(A(t)) , l'application t ~ B(t,u(t)) est mesurable. 

En effet,ori a en plus l .'ëstirilàtion jB(t,u(t))j ~ ajA0
(t,u(t))j + cO:) d(j~I~) 

~ a[I f(t) 1 + jB(t,u(t)) 1 + l!~I] 

~ l~a [lf(t) 1 + 1:~I] · 

b) L'hypothèse H
4

) est assez ~aèile à vérifier dans la pratique 

il suffit de montrer l'existence d'une famille dénombrable dense de sections 

mesurables à l'application t --+ B(t) ; dans la pratique (cf. [3] ~ Attouch

Damlamian; problème de la chaleur non linéaire) on prendra souvent H = L2
(n) et 

des applications constantes à valeurs dans D(Q) • 

6°) On fait donc en plus l'hypothèse H1) 
Soit u e D(A(O)) 

0 

solution de 

et 

du 

-- u 0 
dans 

_.!! + A(t) u (t) + B(t) u (t) 3 f(t) 
dt n n 

u (0) = u n on 

H soit u n la 



- 62 -

Utilisant la monotonie des opérateurs A(t) et B(t) on obtient 

ru -u 1 ~ lu -u 1 n m 00 on om 

et donc 

D'autre part 

u n 
--,.. u dans ~([O,T] ;H) • 

u (O) = u n on 

Reprenant le calcul du 3 °), notant 

on obtient 

du 
d'eù 1 dt n 1 

2 
~ C et d one 

L · (dm
1
) 

d = sup d{ lu (t)I ) n nelN 
t€[0,T] 

et w1 = su_p (1)1 (1u 1) on nEN 

et 

d +- l-2a. 

On termine alors de façon classique en utilisant la demi-fermeture de l'opérateur 

prolongement à L
2

([ô,T];H) de la famille de maximaux monotones (A(t;)+B(t))te:[o,TJ 

Remarque 3,5, C0mme dans la Propositfon 3.6, on au.rait pu faire l'hypothèse 

H') 
3 

t ~ B(t) / --t mesurable ; la démonstration aurait été en tout : point 
D(A) 

identique ; on remarque encore que Hj) est conséquence de H
3

) lersque 

est mesurable. 

3, Application! la convergence des solutions de certaines inéquations 

variationnelles. 

.- .-t 
t "°"" D(A ) 

THEOREME g. Soient (An)nE-lv, ('[/1-) ne.lN deux suites aonvergentes d'opérateUPs 

mawlmdUx monotones An 

On suppose qu'il existe 

l'élément 

n 
lJ.) : fR ~ IR aroissante, teUe que uÀ désignant 
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on ait 

Alors An+ Bn es t ma:x:imal monotone pour tout n , A+ B es t ma:cimal monoton e et 

Remar que 3.6 . La condition j B~ u~I ~ wn(l f l) es t nécessai r e d'après Brézis

Crandall-Pazy [8] pour que An+ Bn soit maximal monotone ; on suppose donc dans ce 

résul t a t , ce t te condi t ion vérifiée unif ormément en n e:.IN . 

Démonstration du Théorème 3 . 2. --------------- --------
a) Soit f fixé dans H e t n n n n n 

UÀ + A UÀ + BÀ UÀ 3 f 

uÀ + A uÀ + BÀ u À 3 f , 

D' après le Lemme 2. 4, et donc d'autre par t 

1 n · 
~ À I UÀ - UÀ 1 + 1 B~ UÀ _- BÀ UÀ 1 

et donc B~ u~ -+ BÀ uÀ or [B~ u~I ~ w( lf !) ce qui entraîne [BÀ uÀI ~ w( l f!) 

et donc,d'~pr~s B.-:-C. -P. cités ci-dessus, A + B est maximal monot one . 

b) Soit 

Est imons soit À, µ > 0 et 

D'après la monotoni e de An 

Montr ons que u ~ u.. 
n 

n n n 
UÀ + A UÀ 

un + An un 
µ µ 

n n 
+ BÀ UÀ 3 f 

+ Bn un 3 f 
µ µ 

et d ' après l a monot oni e de Bn 
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Or quand µ ~ 0 , et donc 

On a donc 

lu~ - uni ~ ~ w(lfl) , 

lun~ul ~ rn w<lfl) + lu~-u ÀI + luÀ-ul 

lim I un -u 1 ~ · /v. w ( 1 f 1 ) + 1 uÀ -u 1 
n-++œ 

le second membre pouvan t être rendu ar bi tr ai rement pe ti t avec À donc 

un~ u. 

• . Nous allons à présent donner quelques exemples d'applications de ce résu lt at 

Remarque 3,7. Soient An= a~n, $n ~ ~ Mosco, et Bn maximal monotone 

Bn ~ B. 

On suppose qu'il existe une constante c~O telle que 

Dém0nstration de la Pr o~osition 3,7, 

par définition de An = a$n 

Montrons que (u~)ne:IN reste bornée : 
À>O 

Soit , n n n n n 
z s. D (~) , z e: :0 (~ ) , z __.. z , $ (z ) -- Hz) 

n n-1 . posons ç; = (I+B;) z11• 
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0 

{ 

IB~ t;nl ~ IBn t;nl ~ IB~ zn l ~ IB~ z l + lzn-z l ~ c ' 

.n( E;n) = •ne ( I+Bn ) -lz ) ~ .n ( z ) + c' c' e t E;n 
n n 

Or ~ne~n) >. ~ne n) <f- n_Bn n ~n n> ~ ~ 1/ ~ UÀ + UÀ À UÀ, ~ -U ~ 

-1 
er+B) z • 

. ~n . ~ · 1 . a + et puisque ~ _. ~ , i existe a , µ e: 1R tels que pour t ou t nE:.N 

•n e . > + al , I + a ;-,-o; 

en utilisant la monot<i>nie de B~ -; on ~n dédui t l' es ti mat i on che rc hée sur I u~I 

Remarque 3. 7. On vérifie que V À>O , V x e: H H (I+ ÀB) - l x ) ~ Hx) + cÀ 

S . ' H ' l . n ~n( n) oit Xe: ' i . existe X ~ X ~ X 
1 ~1 

Or er+ ÀBn) - X --+ (I+ ÀB) X et donc 
n 

""""'" •<x) • 

PROPOSITION 3 . 8. Soien t An, Bn maximaux monoton es ; An --+ A et Bn - B • 

On suppose qu'il, exis t e k, 0 < k < 1 et w( . ) aro issa nte t e Zs que 

JI n E: IN , f x E:. D (An) 

A Zors An + Bn _. A + B . dans ~ 

0 0 
IBn xi ~ k jAn xi + w(lxl) • 

n n n n n 
12~!2!!!!!:~!!2!! : . Soit f E: H et UÀ + A UÀ + BÀ UÀ 3 f • 

Mont rons tout d'abo r d que (u~) nE:. IN r este bornée ; soi t E;n - E; , 

0 n n o 
A E; --+ A E; et nG>tons 

0 
n ~n An 

Y À = ~ + 

Or 0 0 0 0 

IY~l ~ !~ni + IAn ~ni + jBn °5nl ~ !~ni + !An "Snl + k!An ~ni _+ wel~n!) ~ c ' 

et donc 

Est i mons jB~ u~r · : f - u~ - B~ u~e: An u~ -e t dônc 
,, 



- 66 -

0 0 

!An u~I ~ l f i + lu~I + 1 B~ u~I -:5 !f i + lu~l + IBn u~I 
0 

~ 1 f 1 + lu~I + k lAn u~I + 6l(lurl) 
0 

d'où (1- k) IAn u~ 1 ~ 1 f 1 + 1 u~ 1 + w( 1 u~ I) 

0 0 

et IB~u~I ~ IBn u~l ~ k jAn u~ 1 + w ( 1 u~ 1 ) ~ c"'<lfl) . 
0 

Remar que 3.8 . Soi t x e: D(A) ; il exis t e xn e: D(An) n n o x ~ x,A x ~ A x. n 

et donc 

L' hypot hèse de domination de l a Propos itio n 3,8 es t donc conse rv ée par passage à la 

limit e ~ 

COROLLAIRE 3,l o Soi t .
1 

An maximal monot one., An ~ A • 

B monotone h.émiaontinu de domaine aonvexe., f n e IN 
D(B) =:, D(An) ; on suppose : 

T l existe O < k < 1 et w ar0i ss ant e ; //n e: IN f x e::. D( An) 
. 0 

jBxj ~ klAn xi + w( jx j ) • 

Al ors A + B 
·.. n 

es t maximal monotone et A + B ~ A + B • 

Démonstr at ion 
,V 

Soit B un pr ol ongement maxi mal monotone de B . 
0 . 

l~ I ~ IBxl ~ k jAn x j + w(lxl) • 
n : ~ '""' n '"'"' "-" D'après la Proposi tio n 3 . 8, A + B -+ .A + B ; or A + B et A + B sont 

égaux respectivemen t à An+ B e t A + B d'après le Lemme 3.2. 

PROPOSITION 3 , 9. Soit A mazimaZ monot one et (Bn) une suite de maximaux ne:. IN 
monoton es., n 

B ~ B. 

On suppose qu 'il exis t e une suite 

x e: Int D(A) 
0 

n Alors A + B -+ A + B dans 11/ • 

xn --+ x
0 

., t e ZZe que ; 
n-++oo 

0 

et sup IBn .xnl < +oo • 
nE:/N 
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Démonstration: ------------- Il existe p>Q et M>O tels que D(A):) B(x ,P) et !ni ~ M, 
0 

V (s,n) Ê. A avec l s-x 1 ~ P • 
0 

Soit (u,v) e: A , [s,n] e: A avec 1 s-x 1 ~ P • 
0 

On a 

<v-n,u-s > ~o soit <v-n,u-xo+xô-s >, è t::.~ . et donc P lvl ~ <v,u-xo > 

n n n nn nn n 
Prenant U = UÀ où UÀ + A UÀ + BÀ UÀ 3 f i et V= f - BÀ UÀ - UÀ 

pjf n n 
- ·u~l .<f n n n n 

+ M(!u~ x i + P) - BÀ uÀ ~ - BÀ UÀ - u À, UÀ - X > -
0 0 

+ Mdu-x !+P) • 
0 

on a 

~ <f n n n n 
- X > + M(lu~ - X 1 + P) - BÀ u À - UÀ' UÀ - X + X 

n n 0 0 

et par monotonie de 
n 

BÀ 

d'où prenant n suffisannnen t grand de telle sorte que 1 X -x 1 ~ p/2 -n o 

0 

p/2( j f l+lu ~ I) + (lu ~ l+ lxn l Hl fl + IBn xn l+ lu~I) 

Reste à estimer 
n 

(uÀ) ne:.IN 
À>O 

On a lxn-x
0

j~ p/2 et donc 

n n n n 
D'autre part f E: uÀ + Au À + BÀ uÀ 

et utilisant la monotonie de A et Bn 
i\ 

0 

lxn-u~I ~ ly~-fj et lu~I ~ 2 lxn l + M + !Bn xn l + If l . 

On a donc finalement • il existe N
0 

tel que V n ~ N
0 

V À>O IB; u~ 1 ~ w d f 1) • 

COROLLAIRE 3.2. A ma:x:imal monotone, D(A) = H , 

n n 
B ~ B dans rrt[ ; alors A + B _. A + B • 
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La démonstration est évidente : il suffit de prendre 

une suite telle que X ~ X 
n o 

et -
x e:. D (B) 

0 

B
0 x 

0 

il existe 

PROPOSITION 3.10, Soit An - A dans 'l'rl et dans 11! où Bn, B 

indépendante de sont des opérateurs monotones Upsahitziens de aonstante et> 0 
n n n <:./N ; alors A + B -+- A + B dans "'l o 

Démonstration : Soit y e::. (A+B)x ; alors y - Bx e:. Ax et puisque An _. A 

il existe (xn,zn) e An tels que : 

n 
X --+- X et n 

z ~ y - Bx , 
n++oo n++oo 

n 
Posons y_ = alors et 

et donc 

Remarque 3.9. Ce résultat contient le Lemme 2.5, puisque Bn ~ B entraîne 
n n · 1 

B À ___, B:,. et les B À sont lipschitziens de rapport r indépendant de n ~ !N • 

Une question qui se pose naturellemen _t est la suivante : soit (Bn)nelN une 

suite d '0pérateurs mcmotones lipschitziens convergeant vers B mono'tone 

lipschitzien; la convergence a-t-elle lieu uniformément sur les bornés? 

Nous allons à présent, grâce aux résultats précédents, donner quelques 

exemples de suites convergentes d'opérateurs maximaux monotones et en déduire la 

convergence des solutions des inéquations variationnelles associées à ces 

opérateurs. 

Exemple.!.• H=L
2 (Q). 

On se donne une suite 

!3n __.. !3 , !3n(O) .:i O , 

Soit 
n n 

A = - ti + S 

A = - ti + !3 

D (A) ·= { u e:. H2 (Q) () Hl (Q) 
0 

( 0. n) d h ' µ e grap es maximaux monotones, 
ne: IN 

n v(x) e:. S (u(x)) p.p.x e Q} • 

Jv e:. L
2

(n) v(x) e:. S(u(x)) p.p.x Q} • 
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Alors 
n 

A -+- A dans 'YI\ • 

Démonstration: On a 
..,...,. _________ _ 

maximal monoto ne dans 
" .n _ an OJ - 1-' • 

An= B + Cn où B, B = - A 

L 2 (S1) et en = a4>n , 4>n(u) 

(D(B) = H2 n H1) 

• fa jn(u(x)) d: 
, est 

et 

.n . 
Prenant J

0 

n 
telle que j (0) = 0 , j telle que j (0) = © , J ~ J au sens n 

de Mosco, d'après la Proposition 3.4, 4>n - 4> au sens de Mosco 

(où 4> (u) = J j (u(x)) dx) et donc en = a4>n ._ C = aip • 

2 n n n n 2 
Soit f e:. L (Q) et uÀ + BuÀ + CÀ u~ a f dans L (Q) soi t 

Multipliant par 
n n 

SÀ UÀ et intégran t sur Q 

Or H. Brez!s [10], on a - JAu~.e~ u~ dx ~ 0 (formellement égal à 

D'après le Théorème 3.2, on a donc 
n 

A ~A. 

COROLLAIRE 3.3. 

on désigne par> 

Avea Zes m~mes notations, fn aonvergeant vers f dans L2
( n) 

u et u les solu ti ons respea t ives de n 

n n n - l:i.u + $ (u ) 3 r n - l:i.u + e(u) a f 

n () u/ - O u Ir = r -

AZors u ---+- u n dans Hl (Q) (et dans w-H 2( Q)) 0 

Démonstration Tout d'abord notons d'après H. Brezis [10] , les solutions 

et u existent et sont uniques ; on a donc f e:. Au et pu i sque An -- A 
n n n n n 

existe (v ,g ) e. A tels que v -. u et g - f , 

an n fn 
1-' u .3 

d 'o ù tenant compte de la monotonie de 

u n 
il 
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- A ( u -v ) • u -v d x .$. f -g , u -v dx J nn nn Jnnnn 

1 n n 12 J I n n 12 1 fn-gn 1 1 n n 1 a, u -v 2 ~ gr ad ( u -v ) dx ~ 12 • u -v 2 • L (Q) L 

1 un-vnl ~ !. 1 fn-gnj 
L2(Q) ~ L2(Q) 

et u --+- u dans H = 12
(n) • n 

Or toujours d'après [10] on a I Aunl 
2 

~ 1 fnl 
2 

~ C • 
L (Q) L (Q) 

Remarquons qu'on aurait pu directement montrer ce résultat, en écrivant que 

Jnjn(v) dx 9 Jnjn(vn) dx + Jn f + Aun.v-un dx , 

en vérifiant comme précédemment que (Aun) IN reste bornée dans 12 (n) , et 
ne: 

utilisant le fait que <l>n -+ <I> au sens de Mosco dans L 2 
(Q) , passer à la 

limite sur cette inégalité, 

Exemple!• 
-1 

H = H (n) • 

On se donne toujours une suite (l3n)ne:IN de graphes maximaux monotones, 
n · n 

13 -+-- 13 avec en outre R(l3 ) = R(l3) = lR • 

Soit 

A = - l\.~ 

D(A) w(x) e:. l3(u(x)) p.p. x e.n} 

Alors An -+ A dans 'l'lt . 

Démonstration: Pour montrer que An - A il suffit de montrer que 
· n -1 -1 

(I+A ) f -+ (I+A) f pour tout f dans un sous-ensemble dense de H . on va 
' 

prendre ici f dans 12
(n) qui est bien dense dans H-l(Q) . soit d,mc f fixé ' 2 n n dans L (n) et u - AS u a f n 

u - At3u 3 f 
' 
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ve:. B(u) p.p.x tels que 

n 
V e: 
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p.p.x, il existe 1 
V(ë;.H @) 

0 

u - A V = f où sous une forme équivalente en 

posant 

n n -1 -1 n n n 
y = (f3 ) , y = (B) y (v ) - Av ~ f , y(v) - l:i.v :2!> f . 

Or puisque f est dans 

à l'exemple précédent 

1
2

(n) , on a en fait v e: H
2 n H

1
(n) et l'on est ramené n o 

dans H
1

(n) et dans 
0 

un ~ u dans H- 1(n) 

• On ___.___ D n .l puisque µ -----,,.- µ on a y - y et \:!.One v --+- v n 

H2(1"\) un = f + Avn w- u ; or u u = f + A v et donc 

n n 
COROLLAIRE 3.4. Soit $ ~ $ au sens de Mosao; on suppose D($ ) = D($) =IR 

Soit v e:: s!(n) tel, que Jn $ (v (x)) dx < +œ; il, existe alors une suite hP ) n€./N 

u n 1 J n n 1 teUe que, ,- ne: IN v e: H/rl J , $ (v (x) ) d:t < œ, vn - v dans H
0

(n ) e t 

J/n (vn(::c)) d::c ~ J/ (v (x)) d:J: • 

Démonstration : ------------n 
Tout d'abord on se ramène par un argument classique au cas où 

* $n(O) = ~ (0) . = 0 • Posons j = $n , 8 = aj ; avec les notations ~ ' . $. ~o ; n n n . 
précédentes on a 

n -1 1 .n · l 
j (u(x)) dx u €: H n L , J (u(.)) €.L 

+co ailleurs. 

* P . "'n "' .n "'n __.__ J. __ "-* u1.sque "' ~ "' , on a J = "' --,,- "' et donc Sn -+ 8 ; d'après ce 

qui précède, on a donc An -+ A et remarquant que 

on concl~t que In -+-- I (Théorème 1.1) • Or d'après 

est définie sur H;(n) par 

+ 00 ailleurs. 

n n 
A O = AQ = ! 0 = jO = 0 

[2] la fonctionnelle in* 

* Et d I après le Corollaire 1. 3, ~n ~ ~ ~ au sens de Mosco ; remarquant que la 

* seule condition imposée sur $n = jn est d'être partout définie on conclut en 
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exprimant la convergence s-scs de n* i vers {~ dans 

Exemple 3, H = L2
(n) (Q ouvert régulier borrié ) , 

n , 
(6 )nt::lN une suite de gr aphes maximaux monotones, 

Au = - Âu 

au n } 
- - e. B (u) an 

' 2 
D(A) = {ue. H (Q) • - au e f3 (u)} , an ' -

Alors n A ~ A dans 'Ylt. 

Q!~~n!;E~E.!2n : D'après H. Brezis [9] , on sait que An, A sont maximaux 

monotones dans 12(Q) . 

Soit f e:. 1
2

(0) fixé et 

u -Au =f n n 
(I) 

n au 
n n 

- - €. 6 (u) an n 
r 

Il s'agit , de montrer que u -+ u dans n 

(I) 

u - Au = f 

au 
- - e S(u) an r 

On transforme le problème: soit u 
0 

tel que u - Au = f 
0 0 

Posons 
,V 

u = u - u et 
n n o 

û' - Âu = o n n 
(II) 

n aû' 

,V 

u = u - u 
0 

(II) 

n n ~ - · + f3 (un) => g an r 

u = 0 
o/r 

u - Âu = o 

au "-' 
- + B(u) .;3 g an r 

où l'on a posé la convergence de u dans 

est évidemment équivalente a la convergence de 

espace. 

,V 

u vers n• u dans ce même 

On va alors se ramener à un problème dans H1 .. L 2 (r) 

Soit &- l'opérateur D(&) = {v e:. Hl/2(r) av e L 2(r) où V - ÂV = 0 QJ 0 ' an 
v/r = V 

av 0 

&v = an • 0 
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Alors 
/\, 

u solu t ion de (II) 
n n 

(resp. ~ solution de (II) ) N 
est équivalent à - uni -

r 
(resp. u/ r) solution de 

(III) . 
n 

(resp,) (III) ,Q,(v ) + $ (v ) 3 g 
0 0 

dans 2 
L . (f) ' 

Il s'agit donc de montrer que la sol ut ion de (III)n converge vers la solution 

de (III) dans L 2 
(r) l or sque n ~ +"° ; nous allons à cet effet al'>pliquer le · 

Théorème 3. 2; pui sque an ~ $ , son prolongemen t à L 2 
( f ) es t aussi convergen t ; 

montronjf à présen t que 1 1 opérateur & es t maximal mono.t one dans L
2

(r) : 

a) (1, monot one 

Puisque ŒL es t linéa ir e soi t à montr er que 

Soit - f:>.v + v = 0 ; mult ipliant par v , J -flv,v + J lv l
2 

= 0 et puisqt,\e 
g g . 

v/ f = V 0 

v es t dans H1
(Q) 

jglgrad v l
2 

dx + Jn lv l
2 

dx = Jr 
D'où < &v ,v > = 1Jvf 1 ~ œlv 1

2
2 o o H (C) o L (f) 

b) & est maximal, 

av J an , V dx = (O. V , V dx , r o o 

Soit ge::. 12
(r) , on cher che Ve:. 1

2
(r) v +(1.v = g à ëet é:ffet ·dn: 
l introd uit la fonctionne ll e suivan t e sur H (C) 

Cette fonc t ionnelle est strictemen t convexe, sc i, coercive sur H1
(n) et at t eint 

donc son minimum en un uni que poin t u qui cotmne on l e vérifie de façon ~mmédiat e 

est solution de 

- !lu+ u = 0 sur Q au sens des dis tr ibutions 

et 
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où Jr :~ v-u est pris au sens de la dualité <H-l/ 2(r),H 1/ 2(r) > 

On en déduit J _ (u - g + au). w da(x) = O V we: H112 (r) et donc r an 

u - g + :: = O, ce qui entraîne :~ e::.L
2

(r) 

On a de.me - ~u + u = 0 

au 
u +an= g ce qui signifie u/r solution de v++ llv o-.., g 

u e:. H
112

(r), :: e:.L
2

(r). 

c) Soit vn + &(vn) + 
À À 

est donnée dans L 
2 

(r) ; multipliant 

cette égalité par ~~(v~) il vient (ori suppose pour simplifier 
n 

,awÀ ---an 

où 
n = ·v 

ce qui entraîne j Q - Aw~ .Br w~ dx ~ 0 soi t en 

À 

intégrant par parties 

J 
n' n I ni 2 O ~ r/3 !) (i.,(À) grad wÀ 

· n 
(on opère d'abord pour 8À 

régulier, puis on passe à la limite facilement) on en déduit finalement 

d) D'après le Théorème 3,2, on a donc (!l,+ f3n -+ Cl+ e . 

Il existe donc V --+ u/ n r 

D'où 

dans g -+ g dans n 

- V '> n 

tels que 
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D'autre part 

et donc 2 dans L (f) • 

et tenant compte de < Q(û' / ),8n(ù' / )> ~ 0 (que l' on montre en régularisant Sn 
n r n r 

et en passant à la limite) on obtient 

, N ,v 1 , , A ("" ~) A./ A., 0 On a alors revenant a u et u, en mu t1pl1ant - ou -u + u - u = par -!J,(u -u) n n n n 

, u/ r - u / ~ C j û' / ..fu/ r 1 2 ~ 0 • 
n r n r L (r) 

Donc Û: ~ û' dans H1 
(Q) 

n on peut énoncer ce 

résultat un peu plus précis 

COROLLAIRE 3,5 . S 't 0 n ~ 0 dans Z u bZ d h ' t o~ µ ~ µ ensem e es grap es maa;~maux mono ones 

de IR et soient u, u les solutions respectives de 

Exemple !!._. 

segment, 

Soit 

n 

u-!J,u = O n 
n n u - tJ,u = O n 

dans H1
(Q) 

n n ouvert borné de lR , possédant l a propriété du 

J(grad u) dx 

+ œ ai ll eurs 

où J est convexe de ~n dans [o,+00 [, J(O) = 0 et coercive ; d'après 

H. Att ouch et A. Damlamian [2], ~ est convex~, sci, propre sur H = 12
(n) et 

son sous-différentiel est défini par 

11 2 2 1 N AJ = 3<I>J = {(u,f) ; ue. W
0

' (Q) n L (Q) , f e:. L (Q) tels qu'il existe we:(L (Q)) 

we âJ(grad u) p.p. n 
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f = = div w et J./u.f + w.grad u} dx ~ o} • 

D'autre part é t ant donné v e::. 12 (n) 

4>* (v) = Min J J*(y) dx • 
1 N Q 

{
ye~L (Q)) 

- div y = v 

On se propose d'étudier la continui t é de l'application J -+ AJ. 

Nous aurons besoin du r ésultat suiv ant 

PROPOSITION 3. 11. Q ouvert borné de !RN . 

Soit 4>n , <P convexes, sai, pr opres de lRN dans ] ...co,+co] , t eUes que 

q>n ➔ 4> • Alors les f onotion neZZes 

n (J'? ( u ) = 

(J'? (u ) -

+ 0:, 

J 4> (u ) dx 
Q 

+ 0:, 

1 N n 1 
u e: (L (Q)) :, <P (u ) e:. L (Q) 

aiUeurs 

aiUeurs 

Démon stra tio n : Les fonctionnel l es (J'?n , (J'? s~nt c0nvexes, sci, propres sur 

(~r(;))Ï~-~-:: vérifie d'autre part que l'on peut se ramener au cas <f>n )- 0, 

tj>n(O) = 0 ; enf in , d'après la Proposition 3 . 4 (J'? ~ ~ dans (L 2 (~-)) N ; 
n 

a) Condition (w-SCS) 

Soit ~ f dans il s' agi t de montrer que . 

soit , une fami lle de fonctions dans D (Q) , 0 ~ 

partout quand e: ~ 0 , 

l , et a. e: 

Soi t (p ) une suite régularisan t e de noyaux de co nvolution e:' e:'>o 
(i. e. 

-+ 1 
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\R 
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Supp p , c B ( O, e: ') ) • 
E: 

Pos ons fk t = (fk. a ) * P , ,. , e:,e: E: E: 
on a év i dennnent fk , e:. (D (Q) l e t V e: > 0 , · , e:, e: 

vg e (t"'<m/ ' 

d'autre pa r t 

V E>O , V E: I >O 

V x e Q -+ ( f. a ) * p , (x ) 
E: E: 

d'après le l emme sui van t 

LEMME 3,3. 

dans /RN. 
Soi t hn _,_ h dans (,J-L1 

(IJI' ) et soit p un noyau de aonvoiut i on 

Alors h * p n 

Démons tr ation : __________ ,_, __ Soi t "' N gsL(fR ) 

JI
. N 

et x e:: fR h * p ( x) n 

donné, 

J (hn* p)( x) g (x) dx = J . g (x ) <J hn (y) p (x-y ) dy ) dx . 

\R~ \RN \RH 

On vérif i e que l'on es t dans l es co ndi t ions d ' app lic a ti on du Thé orème de Fub i ni e t 

donc 

1 (hn* p) (x ) g(x ) dx = J hn (y) (J g (x ) op(x -y ) dx) dy = J hn (y) 9 (y ) dy 
IR.tJ \RN !RN IR N 

où G(y ) =J g(xty ) p (x ) d)v es t dans t"'(IR:r,I) puisque IG(y)l~ llgt Vye.lR,J 

!RN 

Donc puisque hn _.. h dans t
1

(fR4t) , Jhn( y) G(y) dy ~ jh (; ) G(y ) ,dy, ce 

qui exprime la convergence de h * p vers h * p dans w-L 
1 

(IRN) 
n 

D' au tr e pa rt h * p( x) = J h (y ) . p( x-y ) dy 
n N n 

IR 

l' appli ca t ion y -+ p(x-y ) es t dans 1°" (lRtil) 

no t ons fk = f , k, e:, e: et f = f ; on a 
E: ' E: 1 

~ J h(y ) p( x-y ) dy 
· t,l 
lR 

puisque 
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1 N V fk ~ f dans w-(L (Q)) et x e;:. n 

Notons tout d'abord V À>o , ,i,k 
, ou 'l'À est la 

régularisée Yosida de 

cf>~x k'-<PÀ x , ~t dQnc 
que f (x) k:;::t~ f(x) • 

cpk; on sait, corollaire 1. 3, que pour tout x de !RN_ 
k 

cl>).x k++oo cf>Àx uniformément pour x borné; soit xe:Q 

On a jcp~(fk(x)) - cf>À(f(x))I ~ lct>~(fk(x)) - cf>À(fk(x))I + 

et donc 

~sup let>~(~) - cf>À(~)I + lct>À(fk(x)) - cf>À(f(x))I 

{ 1 ~ k sup. 1 fk (x) 1 } 
kdN 

p .p.xe:n • 

D'après le lemme de Fatou, 

et puisque ct,Àtcp lorsque À -,.. 0, d'après Beppo-Lévy 

J/(f(x)) dx ~ lim J Q cpk(fk(x)) dx • 

Donc J cf>((f.a) * p ,)dx ~ lim J l«fk,a ) * p ,) dx • 
Q e: e: -Q e: e: 

Or 

et puisque cpk(O) = 0, k 
cp .9 0 ' 

par conséquent 

Faisant tendre 

d'après Fatou 

Faisant tendre 

' . e: \ vers zéro, 

e: . ~ 0 , notant que 

d'après le même argument 

dans 

f .a ~ f dans 
E: 

1 N (L (Q)) , on conclut 

tel 
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b) Condition s-SCl. 

Soit u ~ D(cp) ; on cherche 
n . 

(u ) 1N , u e::. D ( cp ) , u ~ u 
n ne. n n 

--+ p (u) · ' ; avec les nota tio ns pré cédentes, u = (u. Cl ) * P ---+- u dans 
E E E 

quand e:. ~ 0 ; or u · E:- (D (n) ) N c:: (L 2 (n) ) N et sa chant (Proposition 
E . . . 

n . 
3,4) que cp ~ cp dans (L2 (n)) N, pou r .tout e:>O, il existe une sui t e 

dans (L2 (n))N telleque 
\ ' 2 N 

u -,.. u e:• d.ans · (L (n) et 
n' e: 

Or ue: -+ u dans 

D'au t re part, d'après le Lemme de Fatou, puisque 

J/(u) dx ~ lim J/<ue ) dx • 

Donc .. }/<uE)dx -4- J/ <u) dx • 

u - u e: 

Appliquant alors le Lennne 1.4, on en déduit l'existence d'une suite u e:() telle 
. nl - n 

que 

l N 

f 

u ( ) --- u dans (L (n)) e t n, e: n 

J cpn(u ( ))dx ~ J cj>(u)dx . n n, E. n n 

PR0POSITION 3 .12. Soient J" : /Rn -- [o, +00 
[ aonvexes., aontinues, J" (0) =. 0 ; 

..n 7i-11-
on suppose que les familles (r.1 ) ne:./N et ( e1 ) n e.IN sont aoeraives, uniformément 

par rapport à n e IN ; a lors A j1- ~ A J 

(i.e. -1 -1 2 
(I+A ) f ~ (I+AJ) f dans L ( ri) ) . 

j1-

Démonstration ------------- Posons u = (I+A )-lf, 
n Jn 

t 2
(Q)) • On a alors u +A . u 3 f , so i t 

n Jn n . 

f 
00 00 

fixé dans L (n) ((L (n) dense dans 

n Il* 
~ (u ) + ~ ( f-u ) = <u ,f-u > 

n n n n 
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n n* 1 12 ~ (u) + ~ (f-u) + u = <f,u > n n n n 

D'où l'on tire lul
2 ~c, n 

~n(u) C ~n*(f ) "' ~ , -., -u ~ C , avec 
n n C 

positive indépendante de ne; IN • 

n J n n / ~ (un)= QJ (grad u )dx _,ét ~ (f-u) = J (w )dx n* J ni1-
n Q n 

- div w = f - u ; tenant compte de la coerctvité uniforme des 
n n 

constan te 

ave c 

n* J , 

les suites (grad un)ne.tN et (wn)ne.lN sont relativement compactes dans (L
1

(Q)) N 

(cf. [2]) ; tenant compte d'autre part de l'injection compacte de w1 ' 1
(Q) dans 

L 
1 

(Q) , il existe une sous-suite (un \€.IN telle que 
k 

u ~ u dans L 
1 

(Q) et dans w-L 2 (Q) 
nk 

grad u ~ grad u dans w-L 
1 

(Q) 
~ 

w ~ w dans 
nk 

1 w-L (Q) . 

D'après la Proposition précédente, utilisant la condition ses, on aura passan t. à 

la limite sur (~) 

e t puisque - div w 
~ 

= f - u 
~ 

, à la limite 

~(u) + ~~(f-u) = <u,f-u> soit 

Donc toute la suite converge, et 

tü-L 
2 (Q) • 

- div w = f - u tenant compte du 

D'autre part tenant compte de l'estimation Il (I+A ) -lfll 
00 

~ Il f Il , on conclut 
Jn L (Q) 1= 

à l à convergence des résolvantes dans 12
(n) , puisque u ---+ u p . p . x € Q e t 

~ 
les u restent dominées par une constante (intégrable puisque Q est bor né ) 

~ 
cette estimation supplémentaire résulte du résultat suivant : 
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LEMME (P. Bénilan)~ L'opérateur A J = ap J vérifie un prinaipe du maximum : 

soit u + 3lcf .;;;. v ; alors, v ~ k p.p.x e:. n ~ u ~ k p .p.x e:. n • 

Démonstration: Remarquons tout d'abord (en posant <P 
1 

(r) = <P (-r) et changeant k 

en -k) que ce principe du maximum entraîne : 

p.p.x e:.Q .:::::;>lui~ k p.p.xe:. n 

et donc 

Il suffit de montrer que J (u-k)(v-u) dx ~ 0 
u>k 

J (u-k) (v7"u)dx = f (u-Tku) (v-u) dx 
u>k n 

où 

= J n (u-Tku) 3}iu) dx 

or 

quantité qui est bien positive. 

Nous allons terminer ce paragraphe par quelques résultats concernant la 

convergence des solutions d'inéquations variationnelles paraboliques 

n 
PROPOSITION 3 . 13. Soient <P, (<P )ne.IN une suite de fonationneUes aonvexes, sai, 

p-ropres de H dans J -oo, +œ J où H est un Hilbert ; on suppos e 

(i) <Pn 

(ii) fn 

(iii) u 
0 n 

On désigne par un 

(resp.) 

Alors u -,. u n 

--qi· 

f dans 
2 

--+ L (O,T;H) 

n ) --+ u avec sup <P (u < + 00 • 

0 ne/N °n 

(resp. u) la solut i on de 

du 
dtn + acpn(un)::, fn ; un(O) 

du u(O) dt + a<P(uJ .s, f ; 

du 
dans ce'( [O,T];H) n et a-t 

__.,_ 

=u 

=u 
0 

du 
dt" 

0 n 

dans 2 w-L (0, T;H) . 

De plus An=~ + ~~n 
sur Je= L2 (O,T;H) , 

d 
-+ A = dt + acp dans l'ensemble des maximaux monoto nes 
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Démonstration: On se place dans ~ = 1
2

(O,T;H) et l'on pose 

i . . ) 

(resp. cp = ... ) 

Montrons que l'on est dans les conditions d'application de la Proposition3,.7. 

L' opérateur Bn est maximal monotone et Bn ~ B : cela découle directement du 

calcul explicite de ses résolvantes ; soit Ve:. ae 

v~(t) = (l+ÀBn)- 1v(t) = e-t/À u
0 

+ 1/À Jt el/À(s-t)v(s) ds • 
n o 

D'autre part cpn est convexe, sci, propre sur ~ et l'on obtient la majoration 

(cf. H. Brezis [8]) 

Puisque cpn converge vers cp au sens de Mosco (d'après la Proposition : t.4) on 

déduit (Proposition 3:. 7,) que 

(soit formellement 

On a f E; (:t + 3<P)u. i.e. f e: Au ; il existe donc (An _. A) une suite 

ce qui entraîne 

D'autre part 

Enfin 

dans Je avec 

u 
0 n 

2 L (O,T;H) . 

entraine 

du 
n du 

di:-'(,) - dt(t)> dt • 
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llu (t)-u(t) 1
2 ~ llu -u 1

2 
+ zclu -ul 2 2 n 2 n

0 
o n 

1 

ce qui en t raîne u -+ u dans ~(O,T;H) n 
et du 

dt 
dans 2 w-L (O,T;H). 

Exemples : Il suffit de reprendre les exemples traités 

10) Soient Sn ~ s ' f ~ f dans t 2(0,T;L 2
(n)) et u ~ · u dans n 0 0 

L2(Q) avec <l>n(u ) ~ C (où <l>n(u) 1 J 2 J n = 2 njgrad ul dx + njn(u) dx) ' et soient 
0 n 

u ' u le solutions respectives 
n 

Alors 

n .· 
u / [ 0 , T] " r = O 

n 
u (O,o) = 

u n 
-+- u 

u 
0 n 

solutions respectives de 

n 
u (0,.) = u 

0 n 

de 

avec 

du 
dt - tsu + S(u)a f 

u (0, • ) 

du 
n 

et dt 
du - dans dt 

2 2 w-L (O,T;L (Q)) . __,,_ 

et soient u, u 
n 

du 
- - t-Su = f 
dt 

u(O,.) = u 
0 

les 

'(;([O,T] ;H- 1(n)) 
du 

du 2 -1 n dans Alors u -+ u dans et dt ---dt w-L (O,T;H (Q)) 
n 

3 0) Soient Sn ~ s . f , n ~ f dans L2(0,T;L 2(n)) 
' 

u ~ u dans 
0 0 n 

L2(Q) avec cpn(u ) ~ C (où cpn(u) = ½ J lgrad ul 2 dx + J jn(u) dx) et soient 
0 

n n r 
un' u les solutions respectives de 

. 
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Q X [o,T] 

n 
âu Qn( n) ---e:.p u 
()U 

r x [o, T} 

n u (0,.) = 

u 
n 

u 
0 n 

2 dans ~(O,T;L (Q)) et 

du 
dt 

ôu 
- - e ~(u) ou 

du 
n 

dt 

u(O,.) = u 
0 

__._ du 
dt dans 

Q X [o,T] 

r x [o,T] 

2 2 
w-L (O,T;L (Q)) . 

Remarque 3 .10. 
n 

On pourra it dans les résulta t s précédents supp r imer la condition 

~ (u ) ~ C ; mais la convergence de 
0 

n 
u n vers u ne serait pas aussi forte. 

Nous allons à présent montrer le résultat suivant, qui comme corollaire 

donnera (en particulier) des renseignements sur la convergence des solutions 

fortes d'inéquations variationnelles pa r aboliques du type 

du 
__!!. + 
dt 

n a~ (t,u (t)) 3 f (t) . 
n n 

THEOREME 3 • 3 • Soi t A monotone de (f'L'aphe f aib "lemen t f er mé et (Bn) ·t une sui. e 
n~!N 

conv er gen te d'opérateu r s maximaux monotones, 

dans H ; on suppos e qu 'i"l exi ste pour tout n e:!N,u n 

et te"ls que 

dans nr, ; soit 

so"lution de 

A"lors, toute valeur d 'adhérence faib"le u de "la sui t e (un)neJN vérifie 

Au + Bu 3 f • 

Démonstration: Notons u dans w-H et 
n 

-'l e:.Bu 

- f 

avec u 
n 

n E: Au 
n n 

. f 
n n n 

en outre n __,._ n dans w-H; puisq ue A est de graphe faiblement fermé, on a 
n 

ne: Au . 

Soi t (F;, y ) e B et 
n 

( s ,y ) e B , 
n n 

monotonie de Bn aux points u et 
n 

s -► s n 
et écrivan t la 
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<f - Y, u - s> + <n, ç;> 9 lim <n u > • 
n' n 

Or <n - nu - u> ~ 0 d'après la monotonie de n ' n A ; par conséquent 

lim<nn,un> ~ <n,u> et reportant dans l'inégalité précédente, on obtient 

V ( s 'Y) E: B <(f-n) - Y,u - s> ;;i.. 0 et tenant compte de la maximale 

monotonie .de B, f - ~ e:. Bu; u est donc solution de Au+ Bu 3 f. 

Si on a en outre unicité pour cette dernière équation, on obtient que toute la 

suite (un)ne!N converge dans w-H , la limite étant solution de cette équation. 

COROLLAIRE 3.1. Soient (~n)nE:/N, 41 une suite d'intégrandes aonvexes normales 

sur H, et (~n)n€.!N, qi les fonationneUes assoaiées sur Je :;: L2
(0,T;H) ; 

(i.e. fn(u) = JT d,>n(t,u{t))dt , Hu) = JT ~(t,u(t))dt) ; on suppose 
0 0 

) ~ n , T t . '1.? et .._ .:f, n -:., ;'f, d 'id a :r ~ son sai- propres sur t:tr: ,n: ~ Cl :r ans cl(J ·• 

b) Pour tout n e: IN , il existe 

du 

u solution de n 

d/(t) + 'èi~n(t,un(t)) 3 fn{t) ; u (0) = u n o 

(où fn et u
0 

sont donnés, f ~ f dans Jf,) n avea en outre 

du 
sup Il d/ )/.,D < + w; 

nœ:IN "" 

alors un converge faiblement dans w1'2 (0,T;H) et sa limite u est solution 

forte de du(t} + êip (t,u(t)) -=t f(t) ; 
dt 

~§~2~~EE~E!2~: On applique le Théorème 3.3 en se plaçant dans l'espace 

2 Je = L ( 0, T; H) On prend d'autre part d 
A = dt avec 

1 2 
D (A) = lu e:. W ' ( 0, T ; H) 

u(O) = u J et Bn = 1in 
0 

compte tenu de la Proposition 3.3 l'équation 

du 
_.E. + a~n(t,u(t):;, f (t) 
dt n 

u (O) = u s'écrit 
n o 

Au + Bn u ~ f dans ~ . 
n n n 

Notant que et que l'équation 



- 86 -

du!~)+ 3~(t,u(t)) s, f(t) ; u(O) = u
0 

admet au plus une solution, on conclut à la 

convergence de u vers la solution u de cette équation (et donc à l'existence n 
de la solution du problème limite!). 

Exemples 1°) La condition 3in ~ 3J est vérifiée si (cf. Proposition 3.4) 

a) p.p.t n 
~ (t, .) - Ht, .) (au sens de Mosco dans H) . 

b) il existe (un) ne. IN (vn)nelN ' 
~ ~ 

' u - u ' V V ' n n 

V ( t) E:. 
n 

a~n ( t,u (t)) 
n p.p.t , v(t) E: 3Ht,u(t)) p.p.t. 

2°) Cette même condition est vérifiée si in et i sont propres et 

a) p .p. t 
n 

~ (t,.) converge en croissant vers ~(t,.) . 

J 1 + b) 3 a > 0 , J 8 e:. L ( 0, T ;IR ) , V n € lN 

p.p.t €. ]o,T[ . 

Il suffit de re marquer que sous l'h ypothèse b) les fonctionnelles <l>n et <1> sont 

sci sur :Je. (Proposition 3,3) ; d'après Beppo-Lévi, on obtient que <l>n(u) croît 

vers <1> (u) pour tout u dans ~ , et donc, que 4>_n converge vers 4> au sens de 

Mosco dans 'Je (ce qui entraîne que 34> ~ 34> d'après le Théorème 1.1). 
n 

ADDITIF CH. III 

2 Opérateurs maximaux monotones, locaux, dans 4' = L (0, T ; H) • 

(H désigne un espace de Hilbert réel séparable). 

Définition. Soit cJt un opérateur maximal monotone de 'Je ; on di ra que ût est 

local si pour tout ouvert (J de J O,T [, pour tout u
1 

et u
2 

de Je, , on a 

p.p. & ) p.p.{ J' ) 

PROPOSITION. Soi t cf; un opérateur maximal monoton e dans Je. o?; est local si 

et se ulement s i il exis te une f arrr;lle (A(t))t € [o, T} d'opérateurs maximau:x: 

monot ones dans H tel s que: 

Jr; = [ (u .,v )e ;Je/ p. p . t e: ]o,T[ v(t) E A( t, u(t) )} . 

Démonstration Soi t (x) une suite den se dans 
n ne: lN 

H posons 
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Tenant compte du caractère local de JI:; , pour tout intervalle I de ] 0, T] , 

on aura 

J <u (.) -u (.),x -x > dt:::-J lu(.) -u (,)j
2 

dt 
1 

n m n m 
1 

n m . 

et donc 

<u (t) - u (t),x - x >~lu (t) - u (t)l
2 

n m n m n m p.p.t G: ]o,T[ • 

Il existe donc E c [o,T] négligeable tel que 

V te:. [o,T}-E, V m,ne IN <u (t) - u (t),x - x >~lu (t) - u (t)j 2 . 
n m n m n m 

Pour t E: [o,T},E , t fixé, l'application x i-+ u (t) est une contraction 
n n 

définie sur un sous-ensemble dense de H: elle se prolonge en une contraction 

J(t) de H dans H, vérifiant en outre 

V te [o,T},E , V x_,y e: H <J(t)x - J(t)y,x - y> 9 IJ(t)x - J(t)yj 2 • 

La contraction J(t) (t p [o,T}-E) est donc ferme (cf. tlO]) et l'opérateur 

A(t) = (J(t))-l - I est maximal monotone. 

Posons alors œ, = {(u,v)e; ~ / p.p.t e: Jo,T[ v(t) e: A(t,u(t))} • 

Si l'on montre l'inclusion dt c al., , tenant compte de la monotonie de l'opérateur 

Œi et de la maximale monotonie de l'opérateur ,il:, dans ae , on en déduira 

1 'égalité · dl:, = Œ> ; posons 

15.={ue~/u à valeurs dans · (x ) IN} • 
n ne: 

Tenant compte du caractère local de v1 et de l a définition des (A(t))t ~ [9,T] 

VUE:: /5. 

Soit (u,f)e: J;. et v = u + f 

existe (vn)nelN telle que 

Vne:IN V e: 15. et 
n 

tenant compte de la densité de /5. dans Je , il 

V ~ V dans -:1e· 
n n++oo 

VnE:IN (I+Jt) -lv -1 ,V 

On a = (I+~) V = u 
n n n 
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"""" t:) ~ ,V 

U + Il:> U 3 V et U n n n n avec 
-1 ( I+dl;) v = u dans ~ ; par conséquent, 

(n ++"") 

p.p.t e: ]o,T[ A(t,Ù (t)) av (t) - u (t) 
n n n 

et par passage à la limite, tenant 

compte de la fermeture de l'opérateur A(t) , 

p.p.t ~ ]o,T[ 
(u,f) e:: CJ!) 

A(t,u(t)) a v(t) - u(t) = f(t) , c'est-à-dire que 

L'autre implication est immédiate : soit JI; un opérateur maximal monotone défini 

à partir d'une famille (A(t))t~ [o,T] d'opérateurs maximaux monotones dans H, 
on a 

et dt; est donc local. 

-1 
(I+A(,)) u(.) 

COROLLAIRE. Soit et un opérat eur Zoeal (ma.ximal monotone) dans ;;( ; étant donné &-" 

ouvert de ] o,T[ et ui, u2 dans Je 

a) (ul = u 2 p.p. (t) ) ( f' À>O ciCÀul = d Àu2 
p.p,(/) 

b) (ul et u2 e:. DM) et ul = u2 P·P· 6) ~ (r.,--4; ou1 = ,iou2 P·P· fi' )• 

On remarque en outre qu'un opérateur est Zoeal si e t seulement si son inverse l'est 

aus si. 

PROPOSITION. Soit di un sous-différ entie l dans ~ ; 

0t est loeaZ si et seulement s i i l exi ste une in tégrande aonvexe normale ~ sur 

[o,T] x H , telle que, désignant par Hu ) = J! cp(t,u(t))dt la fonet ionn eUe 

ass ociée sur 'Jf. , on ai t c/4 = cl<t> dans :Jt. _; on a de pl us 

Jt = {(u,V)€ 'Jt / p.p.t v(t) € acp(t,u (t ))} 

Démonstration Soit 0t un maximal monotone local dans 'Je, 

Jt { (u, V) € ~ / p • p • t v(t) e A(t,u(t)) } ; on se ramène à montrer que si 

vi est en outre un sous-différentiel dans 'Jf.. , il en est de même pour les 

(A(t,.))t e [o,T] dans H, presque pour tout t. 

Soit (x) une suite dense dans H ,· étant donnés 
n nE:: lN ç, ' ç,l' ••. , F;. l' ç, = ç, 

0 . p- p 0 

un cycle d'éléments pris dans cette suite, et tenant compte de la cyclique monotonie 
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Vrc]o,T[ 1 
m - s, 1 ,A

1
(t,s , )> dt~ O 

1. - 1. 

et donc p.p.t E::.]0,T[ - s . 1 ,A1(t,s . )>? O • 
1. - 1. 

Prenant t point de Lebesgue commun aux fonctions t ~ A
1 

(t,xn) , ne:: IN , 

on en déduit l'existence d'un ensemble E négligeable tel que : 

t < s . - s . -1 ,A
1 

( t, s,) > ? 0 • 
1. 1.- 1. 

i=l 

Par densité, on obtient la même propriété pour toute suite cyclique dans H , 

et pour tout t dans [o,T],E; l'opérateur A1(t,.) est maximal monotone et 

cycliquement monotone; c'est donc un sous différentiel, 

On termine en remarquant qu'un opérateur maximal monotone 

est un sous-différentiel, est lui-même un sous-différentiel 

si A = 3</> l alors 

A tel que 

COROLLAIRE. L'ensemble des opérateur>s mcw:imau:x: Zoaau:x: est fermé dans l'ensemb l e 

des ma.:cimauz monotones . de ;Je pour la topologie de. la aonvergenae des résolvantes . 

La famille des sous-différentiels Zoaau~ est fermée pour> la même topologie. 

Démonstration: La propriété d'être local pour un maximal monotone est évidemment 

stable pour la R-convergence ; la famille des sous-différentiels locaux apparaît 

alors comme l'intersection de deux fermés, et est donc fermée ; (on retrouve ainsi 

le résultat de la Proposition 3.5). 
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