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CHAPTITRE O -~ INTRODUCTION.

1) A l'origine de ce travail, on trouve un certain nombre de problémes

soulevés par 1'étude des solutions fortes d'équations d'évolution du type
du
(D) ey + alt,ult)) > £(8) .

L'opérateur A(t,.) , (t e;[Q,Tl) , est maximal monotone dans un espace de Hilbert
H ; on cherche u continue de [0,T] dans H , & dérivée distribution dans
L2(O,T;H) .

Une méthode générale pour étudier (I) consiste 3 l'approcher par

dux
(D, () + A, (t,u,(6)) = £(8)

ol Ax(t,.) est l'approximation Yosida de A(t,.) ; l'opérateur Ak(t,.) est
lipschitzien, et pour résoudre (I)A par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on est

amené naturellement 3 faire une hypothése de mesurabilité sur la famille

(A(t"))te[O,T]’ i savoir :
(0.1) V xeH, V }>0 . t Ax(t,x) est mesurable.

Mais dans la pratique, les (Ak(t"))te;[O,T] ne sont pas des données du probléme

(I) . Le chapitre II est consacré 3 1'étude des différentes notions de mesurabilité

portant sur des familles (A(t">)te:[0 T] d'opérateurs maximaux monotones dans
b

un espace de Hilbert séparable H ; on montre tout d'abord (Théoréme 2.1) que la
mesurabilité des résolvantes (0.1) est équivalente 3 la mesurabilité des graphes
des opérateurs A(t,.) au sens de C. Castaing [14] ; on fait &galement le lien,
en montrant l'équivalence dans le cas ol la dimension de H est finie, avec la

P ; . o P .
mesurabilité des sections minimales (A (t"))te;[O,Tj (Théoréme 2.2).
Dans le cas ol les (A(t,.)) sont des sous—différentiels de fonctioms
te[0,T]

(¢(t"))te:[0 T] , oi ¢(t,.) est convexe, semi-continue inférieurement, propre de
3

H dans |-»,+w] , on montre (Théor&me 2.3) 1'équivalence entre la mesurabilité de

la famille (8¢(t’°))te;[0 T] (au sens précédeht), et la propriété d'intégrande
Vo
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normale au sens de R.T. Rockafellar !?7] de l'application (t,x) +> o¢(t,x) .

~

Dans de nombreux cas, il arrive que l'on ait 3 &tudier non pas (I) mais un

probléme "perturbé"
(1) Lty + Alt,u(e) + B(t,u(e) > £(6) .

Si B(t,.) est maximal monotone, on approche (II) par

du
(1, T(E) + ACE,u,(6) * B(E,u,(6) > £(8)

que 1l'on résoud par un théoréme de perturbation lipschitzien (cf.[?]), les
hypothéses faites par ailleurs sur A et B permettant de passer 4 la limite

lorsque A — 0 .

On étend cette méthode au cas oii B(t,.) est seulement monotone, en montrant
(Théoréme 2.5) que l'on peut prolonger une famille mesurable (au sens des graphes)
d'opérateurs monotones, en une famille mesurable d'opérateurs maximaux monotones ;
on en déduit un théoréme de perturbation (Théoréme 3.1) s'appliquant directement

au probléme de la chaleur non linéaire dans un domaine variable (cf. [3]).

2) On est naturellement amené i considérer une famille mesurable d'opéra-

teurs maximaux monotones (A(t">)tez[b T]’ comme une application mesurable de
2

[O,T] dans ”QR , ol Mg désigne l'ensemble des maximaux monotones muni de. la
topologie de la convergence des résolvantes (cf. Dé&finition 1.1) ; appliquant la
propriété de Lusin, on se raméne a étudier (Ch.I) la convergence, au sens des
résolvantes, des suites d'opérateurs maximaux monotones (notion introduite par
H. Brézis [lO]). On établit alors le lien entre la convergence des opérateurs et
la convergence des sections minimales (ou de fagon équivalente des semi-groupes
associés, cf. [10}) dans le Théoréme A.l (Additif Ch.I) ; dans le cas ol les
opérateurs (An)ne:rN sont des sous—différentiels (a¢n)nelN , on montre (Théorém;
1.1) 1'équivalence entre la convergence de 26" vers 24 dans WQR et la
convergence de @n vers ¢ au sens de Mosco (Définition 1.2) ; ce Théor&me met
clairement en évidence, la continuité de la transforpation de Young-Fenchel

(¢ +— ¥*) , et le résultat paralléle concernant la stabilité de la notion

d'intégrande normale par passage & la fonction conjuguée.

Dans le Chapitre III, 3) on dégage un résultat abstrait (Théoréme 3.2)
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assurant, sous une condition du type Brezis-Crandall-Pazy (cf,[B]) uniforme en

nelN , la convergence dans VWR de A" +B" vers A+ B lorsque A" converge

n P .

vers A et B converge vers B ; ce théoréme et les corollaires que l'on peut
en déduire (Proposition 3.7) permettent de donner de nombreux exemples de suites
convergentes d'opérateurs maximaux monotones (Exemples 1, 2, 3, 4 pages 68 a 81)

utilisés conjointement avec le Théoréme 1.1, ces résultats permettent de traiter

we

simplement de nombreux problémes concernant la convergence des solutions d'inéqua-

tions variationnelles stationnaires et d'évolution (cf. Corollaires 3.3, 3.5,
Théoréme 3.3, Corollaire 3.1, et [0]).



CHAPITRE I - TOPOLOGIE DE LA R-CONVERGENCE.

1) Définition et propriétés de la topologie de la R-convergence.

Soit X wun espace de Banach ; un opérateur multivoque A de X dans X
est dit accrétif si Y A>0 (I+>\A)_1 est une contraction de R(I+AA) dans X;
A est dit m-acerétif si en outre Y A>0 R(I+M\A) =X ,

Si X est un Hilbert, accrétif et monotone sont deux notions équivalentes.
Tout d'abord &tablissons un lemme général qui comme corollaire donne un résultat
di 2 H. Brezis concernant le lien entre la convergence d'opérateurs m-accrétifs

au sens des graphes et la convergence des résolvantes.

LEMME 1.1. X espace vectoriel topologique réel.

(An)n_e w4 opérateurs miltivoques de X dans X .
Il y a équivalence ;

(1) Vigsye 4, 76 ye 4" : &' — 2, 8 — y ;

(i) Va0 , HFlaye (toa)™l, 76" e 0™ i b — x,

n .
y — Y
(2ii) 7 20 , Ylzyle (I, 76 e (madh - &,

n
y —> Y.

COROLLAIRE 1.1. X Banach quelconque.

(An)n < I’ A opérateurs m-accrétifs dans X .

Il y a équivalence ;
(Z) Flzyye A, 7' ye b, & — o,y — y;
(<) Vo, Veex, (Iid e — (o) e ;

(i) 20, FaeXx, (It — (raa) .

Démonstration du Corollaire 1.1. :

(ii) => iii) évident



{(iii) == 1) découle de l'implication iii) == i) du lemme 1.1.

i) = 1ii) Soit A>0 , x e X fixés ; d'aprés i) = ii) du lemme 1.1 il existe
- -1

(xn,yn) e (I+>\An) 1 tels que x5 — x et yn —> (I+)A) x .

§(I+A,A“)"lx - (I+AA)’1xl < ](IﬂA“)'lx - (1+AA“)"1xn| + I(I+>\An)"1xn = (.I+>\A)_1x|‘
< lx - X I + ] - (I+>\A)-1x|
¥ n In

et donc (I+>\An)-lx — (I+)\A)-1x .

Démonstration du Lemme 1.1. :

1) = ii) Soit (x,y) e (AT i.e. ye (I+24) Ik

x_;\-_z_ e Ay .
D'aprés (i) ](yn,zn)eAn (i.e. z'e A" Y.n) tels que yn — y et

Ly ~ 2

Posons x = Az" + yn alors x° e (I+>\An)yn i.e. yne (I+>\An)—1xn et yn -y,

x> Az+y=)\(x—zz)+y=x.

ii) == 1iii) é&vident

iii) == 1) Soit (x,y)= A ; alors x & (I+}\°A)_1(x+7\°y) : (ko donné par 1ii)).

D'aprés (iii) , j(zn,xn)e; (]:-i‘-)\oAn)"1 i X0 —> x et z© — x + )\oy .
n, -1 “n T *n n n T *n
X < (I+7\°A ) z, = —Tc,——e.A x  posons y = X

n n n 1 = =
Ona (x ,y)e A ; X — X et Y —»KLX+XOy-x_|=y.

Remarque 1.1. Soit (An)ne; N A maximaux monotones dans H , Hilbert.

-~

n . " s
Alors la convergence de A vers A s'exprime &galement 3 l'aide de la convergence

des sections minimales :

(i) & (@{i) <= (({ii) <= (iv) ol

V-'xe-: D(A) , _:j X e D(An) » X, —> X et (An)oxn- — A% .

(iv) : V(nk>ke_ N suite extraite, Y (xn ) .
XK kelN

n.
x. TR, sup|a 9% | < +) = (xe @A)
nk ke N Ty



-2 -

cette condition exprimant la convergence des sections minimales et la convergence
des domaines des opérateurs ; pour la démonstration de cette derniére équivalence
cf. Additif n°l page 17 (i).



Définition de la togologie de la R-convergence.

On notera & 1'ensemble des opérateurs m-accrétifs d'un espace de Banach X

Définition 1.1. La topologie de la R-comvergence sur ¢b est la topologie la moins

fine rendant continues les applications (T, _) de Jk dans X :
A, x"xeH

AP0
- -1
Ty <@ = (198 7x

On notera cﬁsR , & muni de la topologie de la R-convergence et A, —> A désignera

la convergence de la suite (A ) vers A dans dtR .

n‘ne N
Dans le cadre hilbertien (X = H Hilbert) onm notera M. (égal 3 J5) 1'ensemble

des maximaux monctones et ‘mR s cet ensemble muni de la topologie de la R-convergence

PROPOSITION 1.1. On suppose X séparable.

A R est un espace polonais (séparable, métrisable, complet pour une mém”iqﬁe
induisant la topologiel.

Démonstration : Soit (ann@:iN dense dans X et d la distance sur /M définie par

d(A,B) = Z i—f" inf(}.,{(:-»A)”lxn < (1*3)‘1%1) .
n=l

e

. Montrons que la topologie de la R-convergence est associée & cette métrique par

exemple ;
La topologie associge 3 d est la topologie la moins fine sur b rendant continues
les applications (1”1 % ) P A - (IfA)_lxn ; on a done

nne N

i ;cﬁR — (rﬁ‘;,d) continue

Montrons que i : (&,d) —> cﬁ?R est continue ; il suffit de montrer que si
d(aA™,8) -> 0 alors Y20, ¥ xex I, (&M — T, (A (.. AR - A
s 3

o -1 -1 R T
Soit done {An)ng IN’A :Vkenw (I*An) X, {I+A) X, 5 onen déduit immédia=-

tement que Y xe X (,I-%-An)*lx e (3;+A)“1x et, tenant compte de 1l'implication

iii) ==» ii) du corellaire 1.1, cela entraine que Y a»0 , YxeXx

n. =1
%

(@A™ s aa) x , iie. A® — A .

Soir j:J&—-a»XN

j@ = ()



L'application j est injective, car \V’nc—:.lN (I+A)_1xn = (I+B)“lxn entraine

Yxex (I+A)—1x = (I+B)_1x et donc A =B ; j est une bijection de & sur
j(&) ; d'autre part, par définition de la topologie de la R-convergence, j est un

homéomorphisme de th sur j(dt) , o j() est muni de la topologie induite par

la topologie produit sur }gN ; donc b s'identifie donc 3 un sous ensemble de X'N

R
muni de la topologie preduit ; U%'R est donc séparable (X métrique séparable est
3 base dénombrable, donc XIN est 3 base dénombrable, donc df‘aR est 3 base dénom—

brable, donc d?IR est séparable).

Montrons que (cb,d) est complet :
5 k 5
Soit (A )ke N une suite de Cauchy dans (db,d)
= o
VneN [(I+Ak) lxn - (I+Ak) 1xnl — 0 quand k et k' — +o ,
On en déduit la méme propriété pour un x quelconque dans X, et X &tant complet,
Vxex (I+Ak)-1x —> F(x) lorsque k —> +=

L'application F : X —> X est une contraction partout définie de X dans X .

Posons A = F-1 - 1 ; alors (I+A)_1 = F et donc (I+Ak)-1x —_— (I+A)-lx dans X .
koo

D'aprés le lemme 1.1, V(x,y)e A, El(xk,yk)e Ak X —> x et y —>7y;

or 1l'accrétivité se conserve pour la convergence au sens des graphes ; l'opérateur A

est donc m—accrétif et la suite Ak converge vers A dans: Cl/R ‘

() ° - o - ° o, o
Remarque 1.2, 1°) Soit A (Am)mc-; N Am une suite de réels strictement positifs

tendant vers zéro et (£()\,.)) une famille de contractions partout définies de

re A
X dans X ; il y a équivalence
(1) Jaed ,¥reh £(r,.) = (I+AA) L

(i) Y rued ,¥Yxex £0,x)

£, Tx+ (1 =D £(0,%) .

On a alors A = fIl - 1 ; (un opérateur m—accrétif est déterminé par la donnée d'une

de ses résolvantes). Pour des résultats détaillés ceoncernant les opérateurs accrétifs
dans les Banach on pourra consulter P. Bénilan [6] , et pour les problémes concernant

les opérateurs monotones dans les Hilbert, H. Brezis [8]

2°) Seit X wun espace de Banach et A" une suite d'opérateurs
m-accrétifs dans X , il y a équivalence (en notant G(A) = {(x,y) € X x X/y € Ax})

entre



(1) A" — A dans &R

(ii) lim G(A™) < G(A) < lim G(A™) .
I1 suffit de montrer que : (An — A dans (LR) => (G(A) > lim G(An)) s
soit (xn,yn)nem " (xn,yn) e A" 3 (nk)ke N une suite extraite, x — X ,

y_ —> y ; montroms que (x,y)e A .

N

Seit (E,n)e A, X0 ; ona & = (I+3A)

n

1,, .. k.-1
(E+in) et x_ = (I+XA ™) “(x_ +Ay_ ) ;
N e Py

d'aprés 1'accrétivité de An(k)

g - xn(k)i < |g+an - (xn(k)*"%yn(k))l et & la limite
[g - xl < !F;ﬂ-}\n - (X+Xy)ﬁ Y as0 , YE,ne A.

L'opérateur AU (x,y) est donc accrétif et tenant compte de la maximalité de A ,

; n . 3 .
ye Ax . Dans le cas X = H Hilbert, A maximaux monotones on cbtient un résultat
un peu plus précis :

)eAn(k) — X, Yoqy — 7 dans (w-H) alors

Sott B Yacw) *n (k)

(x,y) € A ; en effet soit (E,n) e A , il existe (gn,qn) e A" 3 gn —_— nn — N3

3 " _L,n
d'aprés la monotonie de A" ,

n(k) _ _ \ -
= xn(k>’nn(k) yn(k)> >0 et 3 la limite

< - x, n=y> 2 0 V(«‘;,n)eA et denec ¥y < Ax .
(Raisonnement encore valable pour des m-accrétifs dans un Banach uniformément convexe).

3°) Pour tout opérateur A , m-accrétif dans un Banach X , on a la

convergence

A)\ —> A dans (Q.R ol A)g = I/A(I-(I-i-}\A)—l) est 1l'approximation
, Ao
Yosida de l'opérateur A ; (AA est accrétif, lipschitzien, partout défini, et denc

m-accrétif).
En effet (Ax)l = A1 —_ (A)l puisque

= S



-1 - = - vos
Al+kx ol (x J1+Ax) et Jlx J1+A((l+x)x XJlx) d'ol

/A

AMx - 3x| 552 0.

|9749% = Iyl s

COROLLAIRE 1.2. Soit % un espace topologique et F : € —> 47?55, s tl y a équivalence

(Z) F  continue
(i) ¥ a0, Fa eX, t — (I+AF(1;))“Z.70 eontinue de T dans X
(iii) 7 AO>O s 7 (xn)

(2:)

nem?® Flnem dense dans X , telle que

J nel t — I+ F( t))-zmn continu de G dans X .

2) Topologie de la R-convergence sur l'ensemble des sous—~différentiels.

-Dans ce paragraphe H désigne un espace de Hilbert non nécessairement séparable.
Etant donné ¢ : H —> ]-oo,-e-eo:[ convexe, s.c.i, propre, son sous-différentiel

est maximal monotone ; rappelens

¢ {(u,f)e Hx H ; Vvesn d(v) > ¢(u) +< £f,v-u>}

{(u,f) e Hx H; o¢u) + ¢¥(f) - <f,u> = 0}

~

oi ¢* désigne la fonctionnelle conjuguée de ¢ :

o™ (f) = sup {<£,v> = ¢(v)} .
veH

On définit la régularisée Yosida d'une fonction convexe s.c.i. propre ¢ par

(¢>Ll = ¢V ;'—u 0!2 soit (d))u(x) = Min {¢(y) + %}I EX'Y!Z} .

yeH
LEMME 1.2. Sotit (¢A)X>o une famille de fonctions convexes, s.c.t, propres ; il y a
équivalence entre
(z) Il existe ¢ convexe, 8.c.1l., propre telle que : /x50 ¢A = (¢)1
.. +
(i1) Faws>o =0 .
On a alors
A
¢ = sup ¢

AS0



. . . . A n* 1 2. %
Démonstration : (i) => (ii) = (9)y, = ¢ O £ 1%
A
= ¢" + 7 Ie]z
et donc *
AU % A 2 u 2
G = ez %5 |
*
=Y 5 1.0°
A x A Ao
= ((6M) et donc o' = oY) = 6",
(i1) = (i) par passage aux conjuguées
* * * :
(4"““) - (¢>\) ‘= HZ et donc (¢>\) "-;i llz = | est indépendant de XA .

2
Cette relation entraine que Y est sci et propre ; d'autre part V¥ = lim (¢ ) et

A N g * Ao
donc Y est convexe ; on a donc ¢ = (Y +-2- ll ) = (¢>k avec ¢ = ¥* .,

Notations.
On notera "mq5 1'ensemble des sous-différentiels de fonctions convexes sci,
propres de H dans ]-m,+°°] 3 'mq; est un sous-cOne de M ensemble des maximaux

nonotones de H dans H .
. On désignera plus précisément par ’Yr(¢ » le sous—ensemble de ’nu formé par
)

les sous-différentiels de fonctions convexes, sci, positives,nulles emn O .

PROPOSITION 1.2. 7 p est fermé dans T pour la topologie de la R-convergence.

Démonstration : Soit A" 8¢n convergeant vers A dans ‘YY(R ; fixons—-nous une
. 3 ~ 3 e e .
suite (xi)i=o Xy = X et (yi) i=1 Y1 € Axi ; d'aprés la définition de la

convergence dans ’mR, pour tout 1 , 1€is¢ on va pouvoir trouver une suite

n n n nn n n
X,V telle que g Ax., et x, — X. e => Vo
( 1’y1)nelN q Vi € i i i 7 Y

- n . ;
L'opérateur A~ é&tant cycliquement monotone

n n n & o s
<X T X, 1,y],,_>’ > O et par passage & la limite

e

i=1
¢

E : <X, - xi~1,yi> >0 3 1l'opérateur A é&tant cycliquement ménotone et
i=1

étant maximal monotone, est donc un sous—~différentiel.



Remarque 1.3. On peut montrer que ,mda est fermé pour une convergence plus faible

que la R-convergence ; pour simplifier, prenons A" = 8¢n s A"e "]Tld) sy AemM et
o

n .
A — A au sens suivant :

Vo, Yxern @A™ % — (1+28) " x (dans w-H) ; om a 36™(0) > 0 et
Y x>0 ¢§(0) =0 .

: 1
On en déduit ¢;(x) = j <A;(1tx),x> dt et par application du théoréme de convergence
o ,
dominée
1

¢§:(x) - £(1,x) =j <A>\(TX) ,X> d1 et donc
o

1 1 ,
n .
¢}\+u(:<) — £(A+u,x) = J(o <A}\*H(TX) »x> dT = L <(Ax)u(ﬁrx},_x> dr
Or f(A,.) est Fréchet différentiable de différentielle AA (par passage 3 la
limite immé&diat). Donc (f()‘,,.))u est Fréchet-différentiable de différentielle

(Ak>u (cf. [8]) ; d'oll, remarquant que (f(l,.)u(o) =0 et notant que les

- fonctions f(}\,.)_ sont convexes f£(A+u,.) = f‘(}.,.)p, .

D'aprés le lemme 1.2, £(A,.) = (¢)>; avec ¢ = sup £(i,.) ce qui entraine que
A = a[(‘?)x] = [3¢], et donc 4 =124 .

Définitions 1.2,

1°) Soit X un espace topologique ; &tant donnée une suite (An)ne{N de

parties de X on définit

{xe X ; il existe (x_) =3 An" x, - x}

lim A X
210 A, n’nelN * “n

lim A {x?: X ; il existe (Xn(k))kelN s Xp (k) € An(k) s X0 (k) k—-;m x} .

On dit que A" converge vers A , et on note A" — A si TimAt<c Ac lig An

2°) Seit (¢n)nslN , & convexes, sci, propres, d'un Banach X dans |-w,+x| ;
on note

Epi ¢" = {(x,A) & X xR / A" (x)}

. n n .
On dira que ¢ converge vers ¢ et l'on notera ¢ —> ¢ si

Epi ¢° —> Epi ¢ dans X xR et w - (X x R)



Cette convergence a été étudiée en détail par Mosce [21] » nous rappelons quelques

résultats dont nous aurons besoin par la suite.

. n n . . b i "
Soient (A )neIN » A'c X ; notant s-lim et w-lim les limites associées respecti-

vement aux topologies fortes et faibles sur X on a les inclusions évidentes :
5 3} — T —
s=-lim A ¢ s-lim A < w-lim A
. n . n -— N
s-lim A c w-lim A < w~lim A .

L'égalité entre ces quatre ensembles est donc équivalente & 1'égalité entre s-lim A"

et w-lim A" et donc

cbn —> ¢ < w=-lim Epi ¢>nc Epi $ « s-lim Epi ¢n .

B gmd o A 4 B n . o o, o
On vérifie immédiatement que ¢ —> ¢ si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

(s-sci) Y x e D(4) H(Xn)ne:iN , x0e D™ : x° — x et ¢(x) > 1im ¢°(xD)

(w-scs) V(n(k))kelN , .suite extraite, V (xk)kelN X, —x = ¢ (x)< };i_gqbn(k)(:ic)e

LEMME 1.3. Soit (¢ nem * b convexes, sct, propres de X Banach réflexif dans
1=, +m:] telles que o7 —> ¢ (au sens de Mosco) ; il existe alovs deux constantes

o, B positives telles que pour tout & de X , pour tout entier n ,
n
¢ (x) +oalz| +B 0.

Démonstration : Raisonnons par l'absurde ; pour tout ke IN , il existe n(k)e IN

il existe X < X tels que ¢n(k) (xk) + k(ixklﬂ) < 0 ; on peut évidemment supposer
la suite n(k) croissante, car si pour n supérieur & n(k) et pour tout x de H
¢n(x) + (k+1)(]x|+1) > O on pourra trouver deux nombres o et R tels que pour tout

nelN et tout xe X ¢n(x)+oalxi + 8 30 ;

Deux cas se présentent : a) la suite (x'k)kelN est bornée ;
soit 2z une valeur d'adhérence faible de cette suite ;

on notera emcore X — 2z ; on a d'aprés la propriété (w-scs)
¢(z) € lim ¢n(k) (xk) < lim [—k[xkﬁ-—k] = —o

d'oli la contradiction.
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b) 1la suite (xk)keﬂN est non bornée ;

notons encore (xk)keﬂN la suite telle que

]xkl o s soit 5065 D(¢) , d'apré@s la propriété (s-sci) il existe une suite
n(k) :
(gk)ke:m telle que €k — Eo et ¢ (Zk) — ¢(€o) .
Posons 2z = tk X, + (1—tk)§k

B

«‘;k + tk(xk-gk)
1
o’ tk -
\[T(\xk-zk'

(Notons que O < t < 1 pour k suffisamment grand puisque !xknékl —_— = )

¢n(k) on obtient e

et choisissons t, de telle sorte que 2z — %

Kk K par exemple

utilisant la convexité de
" (2 < 1 @) + -t " ® e

¢ = ekl 4]+ g @ )

!xk! + 1
!xk—gkl

et donc utilisant & nouveau la propriété (w-scs)

+ (1t ")

¢(€o) <€ —~ d'ol la contradiction.

Remarque l.4. On utilise en fait dans cette démonstration la propriété (w-scs), et la

propriété (s—sci) sous une forme beaucoup plus faible 3 savoir :

jxoe D(¢) 7 (xn)neIN x" e D) : ¥ — X et 4= > Tim ¢"(x™)

Pour terminer ces préliminaires montrons le résultat suivant :

., e .
LEMME 1.4, Soit (X,d) wun espace métrique et (an,m)(n,m)xEVxMJ une sutte double
telle que

ﬁ'n eV a —_— aq et a — a .
Mol fste) P n
Il existe alors une application m —» k{m) de I dans N croissante (non stricte-

ment croissante en général) telle que

a,, — a.
k(m’),m -
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Démonstration : On construit par récurrence deux suites d'entiers strictement

croissantes (Np)pelN et (Mp)pe.IN de la fagon suivante :

< 1/2

] N, : Yo N ) IaNl—aNl’mI <

1 |a-anl\< 1/2 et ] Ml : Ym>M

| N, > Ny Vn>/N2 |a-ani < 1/22 et ] M, > M, Vm>/M2 ]aNz—aNz’mls 1,

2

3 NP > Np__1 Vo> ]a-anl s 1/ et 7 Mp > Mp-l ¥m > Mp !aNP—aNp’m] <1/

P 2P 2P

Posons k(m) = Np si M > m> Mp ; on a alors si Mp\< m <Mp.'_1

oty ol = amay ol < oy | Loy oy

s 1/ _+ 1/

b - . ‘194
et donc Vm /Mp [a ak(m) ,mi < 1/2p__1 : la suite (ak(m) ,m)meIN converge donc

vers a .

Remarquons que cette démonstration revient & montrer qu'une limite inférieure

d'ensemble est fermée.

Nous sommes 3 présent en mesure d'établir le lien, entre la convergence des sous—
différentiels et la convergence au sens de Mosco, pour une suite de fonctions convexes

s.c.i., propres.

THEOREME 1.l. SoiZent (¢n)n€w s ¢ convexes, seci, propres de H dans :]-oo,+oo] 3
1l y a équivalence

() $" — ¢ au sens de Mosco.

(1) Vpress , 1677 es” ,d — u, 71— F, ¢"w) — ¢
et ¢'”*(fn) — $F) .

(iiz) 3¢ —> 3¢ et

] (u,fle 3¢ ](un,f”)e 56" W - u, £ F, ¢n(un) — ¢ (u) .

Démonstration : (i) = (ii) Soit x fixé dans H ; posons ¥ *® (I+3¢n)—1x et

montrons que y_ —* (I+8¢)‘1x ; par définition de Yy s XV € 3¢n(yn) et donc :
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1 Yzer ¢%2) > 07(y) + <x-y_,z-y> .

n

Soit 2, fixé dans D(¢) ; il existe (zn) z° —» z et ¢n(zn) — ‘T’(Zo);

nelN 2

(2) o™ (2™ > ¢n(yn) +<X7y 52 7y >

5 n 5 .
Or la suite ¢ convergeant vers ¢ au sens de Mosco, d'aprés le lemme 1.3, il

existe deux constantes o, B telles que pour tout & de H , pour tout n de IN
o (E) + alg| + B > 0 jreportant dans (2)
n, n
¢ (z) > -aly | -8+ <x-y ,z -y >

d'oll 1'on déduit immédiatement que la suite (yn)ne[N est bornée ; soit donc

yn(k) — y ; notons n(k) =k , on a donc Vi -y

Etant donné E dans H , d'aprés la proprlete s-sci, il existe une suite (F’k)kelN
telle que E — £ et ¢(&) » lim d> (E ) . Ecrivant (1) avec 2z = Ek et passant

3 la limite inférieure :
Lim 65 > lim [0°(y) + <€y, x>
g k
0(€) » lim ¢ (y, ) +<€-y,x-y>
et tenant compte de la propriété w-scs

0(E) > ¢(y) + <E-y,x-y> Y e H et donc y = (I+3<p)

; - s n, -1 -1
La suite toute entiére converge donc faiblement et (I+3¢ ) "x —>y = (I+3¢) "x
Montrons que la suite converge fortement : utilisant la condition (s-sci) il existe

une suite (& )nelN " E — y et ¢(y) > lim ¢n(£n) 3 d'autre part
0" E™ - 0"y > <€y xmy >
oM™ - o7y ) - <€y ¢ <x,y > > |y | d'od

Tim ¢™(™ + Tim [-0"™] - <y,x-y> + <x,y> » Tly |?

or Tm [-o"(yM] = - lim ¢"(y ) < = ¢(y)  (w-scs) .
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Dol !ylzamlynlz et donc Yy, —> ¥ -

On a donc montré que 3¢° — 3¢
Soit (f,u) & 9¢ , il existe donc (un,fn)e 367 tels que = 5 ' — f

D'"aprés la propriété (w-scs) on a ¢(u) € lim ¢n(un) 3

D'aprés la propriété (s-sci) il existe &£%e D™ E" — u et ¢(u) > 1im ¢"(E™) .

Ecrivant que fle 3¢"(u™ o (2 ¢n(un) + <fn,€n—un> et donc
$(u) > Tim ¢¢E™ > Tim ¢“(un)
ce qui entraine que ¢n(un) — ¢(u) .

pe ['Epuliet WP (E) wAE > = $%0 ) oo dfieit gue ¢ (B3 = §°0E)
; n n’ n n n *

i1) = 1ii) évident
iii) = i) Posoms Y"(E) = ¢"(E+u ) = 67 (u ) = <E_,E> , V(E) = d(E+u)~d(u)=<f,E>.

ona y" 20 et lbn(O) = 0 ce qui entralne aw“(o) > 0 et donc

Vaoew, Ya>o0, @™ H0) =0 et () =0 ;
Y vérifie les mémes relations.
D'autre part = 84>n(.,+un) - fn et 1'on vérifie immédiatement que Wl By,

Supposons que lfon ait montré que Pty 3 alors

07E) =¥ ) + 67 (u ) +<£_F-u>
" ek "

) » limv (%3 T-u )+1im¢;(unk)

+ lim<f ,& =—u_ >
. " Pk
> V(E-u) + ¢(u) + <£,6-u> = ¢(&) .

{w-scs) soit £ 7 — &, lim ¢

(s-sci) soit £e H E] vie H 5 v? — E-u et Y(E-u) > 'ﬁEwn(v“) "

Posant E2 =vD +u” ona £% — £ et Y(€E=-u) > lim an(E;n—un) , d'oll

Tim o"(e™ = Tim [¥7E u )+ @ )+<f 48 ~u>] € ¥(Emu) + $(u) + <£,E-u> = 6(E).

- n n '
On conclut donc que ¢n —> ¢ ; on se raméne donc au cas ¢ , ¢20 ;3 ¢ (0) = ¢(0) = O,
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On a alors Y2>0, Yxe H
1
¢;(X) =j <A;\1(TX),X> dr — J <A>\(1:x),x> dr = ¢>gx)
o o

d'aprés le théoréme de convergence dominée ;
n,.n, _ .0 21 .o m2 A S - 2 _
or ¢ (J}x) = ¢, (x) Y | x JAX] — ¢, (x) 5 [ x J}\xl =¢(3,x) .
Donc (J;:x,q)n(J;x)) — (3,x%,0(3,x)) ; or (3,x,0(3,x)) —> (x,6(x)) lorsque
x € D(p) et d'aprés le lemme 1.4,i1 existe une suite A(n) (A (n) rr_:*-? 0) telle
que J;(n)x -3 x et cbn(J;(n)x) —> ¢ (x) ; la condition (s-sci) est donc vérifiée.

Soit d'autre part une suite extraite (n(k))kem et (xk)kem X = X;

¥ x>0 6™ () 3 o2 ()

> cb;(k) (x) + <A§(k)x,xk-x> .

n(k)

An(k)x —_— AAx T - 0, et ¢)\ X —> ¢}\x donc

Quand k —> 4 N

¥ A0 1im 0" ® x) > 0, @) et
lim ¢n(k) (xk) > sup ¢A(x) = ¢(x) ; la condition (w-scs) est donc vérifiée.

A>0

COROLLAIRE 1.3. Soit ¢n,¢ une suite de fonctions convexes, sct, propres de H

dans [—w,+e]| . Il y a équivalence
(i) ¢ — ¢

(2%) q)n* — 4)*

(i) # A>0 (resp. ] A ,>0) ¢; — ¢,
n ,
on a alors Fx<H , 7 x>0 O, T oE 0T
” i ; ;s ) n n, -1 nx
Démonstration : (i) < (11) On suppose ¢ —> ¢ ; ona (3¢ ) =3(¢ )

Soit (f,u)e 9¢" ; on a donec (u,f) e (8¢*)—1 = 3¢.
D'aprés l'implication (i) = (ii) il existe (un,fn)e 3¢n tels que ut} - u ¥
£ — £, ") — ¢ et ¢ (F) — 7(F) .
n” n n¥* n 8 n n* n*
On a alors (f ,u) e 3¢ s £ — £, u — u, ¢ (fn)—e»q; (£) et

@Y @) = Pw) — @ = 6 @ .

¥*
D'aprés l'implication (ii) == (i) cela entraine donc ¢n —_ 0" .
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*
Appliquant ce méme argument 3 la suite ¢ on obtient que
n»*%* n *
(7)) =" — (%) =4 .

(i) & (iii) Pour montrer que ¢; — ¢)\ il suffit donc de
montrer que ¢§\1* e ¢; o
1 12

Or ¢; = (6% V 3% |-

»* »*
) et donc (tbg) = ¢" "'%TI-IZ'

G @ 5 adiab n* S & <

On vérifie alors de fagon immédiate que la convergence de ¢ est équivalente a
0n.*

la convergence de (cb;\) .

On remarque alors que Yxen 5 V a0 5 d)Ex — ¢>\x ; en effet soit x< H

fixé ; il existe une suite x € H X > X, ¢;xn — ¢)\x
n n n n
|$yx=0yx] < [432-03x | + [4yx ~¢)x]
< |¢ x=0 % | + |x_-x| sup IAnEI (n suffisamment grand)
A A"n’ n A

E-x|<1

<€ chlx-cb;\lxnl + Clxn-x! car

[A;:E] <€ lA;\lxl +% Ii—xl B3 ]A;:'x[ * -}\-s C 1la suite A;x étant convergente,

COROLLAIRE 1l.4. Sotent K, K une sutte de convexes fermés mon vides dans H ;
11 y a équivalence :

(<) FxzeH, Proj, x — Proju
"
(12) 'VaceK,]xneKn, € >

4 (n(k))kew suite extraite, ﬁ(wk)kelzv s Z € Kn(k)"

(), — ) = (x<X) .

. 5 5. i n ; i g :
Démonstration : On considére la suite ¢ = IK y O = IK (fonction indicatrice du
n

n : g ¢o P
est donc convexe, sci, propre et (ii) est équi-

convexge fermé non vide Kn) ;s 9

valent 3 la convergence de ¢n vers ¢ ; or Y a0 5 Yxen 5

(I+J\a¢n)~1x = ProjK x et donc (i) est équivalent & la convergence des B¢n vers
n

3¢ ; remarquant d'autre part que pour tout x dans Kn ’ BIK (x) > 0 on conclut

n
4 1'aide du Théoréme 1.1.
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Remarque 1.5. On a obtenu le résultat (cf. Mosco [20]) concernant la continuité
de la transformation de Young-Fenchel (¢ — ¢*) pour le convergence au sens de
Mosco comme un corollaire immédiat du Théoréme 1.1 ; si l'on avait admis ce résultat

on aurait pu donner une démonstration plus rapide de (i) == (ii) (du Théoréme 1.1):

Soit fe 9¢(u) ; on a donc ¢(u) + ¢*(f) - <f,u> =0 .
a n n* * ; ;
Puisque ¢ — ¢ , ¢ — ¢~ et 11 existe (un)nelN 5 (fn)nefN u = u,

*
£ £, 07w — 0@ et $T(E) — ¢7(E) .
n n*
On a done O0< ¢ (un) + ¢ (fn) <fn,un> < € (gn n: 0) .
D'aprés les propriétés du sous—-différentiel & &-prés (ecf. Rockafellar), pour tout

~e

n

) y : B <
A>0 , il existe Vn,l 3 gn,)\ tels que gn,le 0¢ (vn’}\) s [\rl_l’>‘-11n A

n
Egn,,}c-fnl b al

n Vo
= 7 & . < -
Prenant XA = Ye_ on trouve (v_,g.) 99~ tels que lv_-u | <« Ve lg £

| € Ve~
n

et v, = u, g — f, ceci exprime bien que 96" — 3¢ .

On peut remarquer que cette démonstration se généralise directement au cas ol

H est remplacé par un espace de Banach .

Remarque l.6. Seoit H = ZZ(IN) - (0,0,...0,1,0...) Dbase canonique de 22([N) o
K, = {)\el + (1-)\)en ;i ‘e R} .
Alors Kn — IRel dans w-H .
K —> {e,} dans H; on a donc limK ;: w-lim K_ .
n 1 n n

D'autre part soit xe H , x = (x_)

n‘nelN
1+xl-xn 1+xn--xl 1+x1
Brajp = = b8 ¢ g, — gy
1+x X 1+xn-x1
[Proanx - el] = |— 7 e * (———2——-) enl —> 0 uniquement pour X, = 1.

D'autre part on constate que Proj’K X — }E’rojRe X =x) e uniquement pour X = 1.
n 1 . >
Donc 1a"convergence des ¢>n dans @w-H n'entraine pas en général la convergence

2 5 i - ]
faible des résolvantes ; on voit également sur cet exemple que la convergence des

n " - P =
¢ dans H n'entraine pas en général la convergence forte des résolvantes.,

COROLLAIRE 1.5. La convergence au sens de Moscc sur <I>O ={¢ ¢« H — [0, +oe] "
convexe, sct, $(0) = 0} est associée d une topologie, d savoir la topologie de la

R-convergence ol l'on a identifié une fonectionnelle de °, et son sous-différentiel;
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cette topologie fait de ¢, un espace polonais lorsque H est supposé séparable.

Démonstration : La premiére partie découle directement du Théoréme 1.1 et du fait
que si ¢ e <I>° , 3¢(0) = 0 .

La deuxiéme partie découle de la Proposition 1.l et de la préposi-

tion 1.2.

; n R : n . .
Remarguen1.7. Soit (A )neIN , A des sous-différentiels, A~ —> A ; il existe
alors ¢ , ¢ convexes sci, propres de H dans ]-90,+w] tels que

n

T =3¢ A= 3¢

Y nem A

n
¢ =—> ¢ au sens de Mosco.

En effet soit An = Bwn , A

oY et (uo,fo)e oY 3 il existe (uz,f:;)e'awn tel
que “2 = U fg — £ ; posons oM (x) = Y(x) - wn(uz) *Y(u) et

6(x) = ¥(x) . Alors A" = 39" , A =236 et (u,f)e 30, (u,f)< 3",

n n n, n v AV anrie FEEY s (3
ug U f° —3 fo s (uo) — ¢(u°) et donc d'aprés (iii) = (i) du

Théoréme 1.1, on a ¢n - ¢ .

Remarque 1.8. On pourrait penser (notant qu'une fonction convexe n'est déterminée
par son sous~différentiel qu'3d une constante additive prés) remplacer la condition

iii) du Théoréme 1.1 par la condition plus faible suivante :

(iii bis) 306" —> 30 et il existe une suite (u.)

u — u
n‘nelN ’° n 4

@“(un) — ®(u) .

Donnons un exemple ol la condition iii)bis n'entrafne-pas la convergence au sens de

Mosco de ¢n vers ¢ :

De fagon générale, si l'on trouve o™ g ¢ et u —u tels que

¢n(un) — ¢(u) + A (A>0) , prenant 3" = ¢"

un tel exemple.

et $ =¢ + A , on aura bien trouvé

Prenons H = LZ(Q)’ Q ouvert borné de R" , de mesure égale da 1 (m(2) =1) ,

o) = el ., o) =gl
L(Q) L ()
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ona ¢"4 ¢, (¢n>n<;m et ¢ convexes, sci, propres et o™ .9 ¢ .

11 suffit alors de prendre (étant donné A>Q), notant X, la fonction caractéris-—

E
tique d'un ensemble E ,

u = A.xEn avec m(En) =1/n et u=0.

Additif Ch.I.

Lien entre la R-convergence d'opérateurs maximaux monotones et la convergence des

sections minimales.

5 n 3 = 3 n
Soit (A )nxaN une suite d'opérateurs maximaux monotones, A convergeant

vers A dans ﬁnR (cf. Définition 1.1) ; on sait alors (cf. H. Brezis [10]) que

; 5 5 n : g
les sections minimales des opérateurs A~ convergent vers la section minimale de A

o .
(que 1'on note A") au sens suivant :

(1) V x € D(A) Ej(xn>neIN x, —> x et (An)oxn — A% .

Cette convergence s'exprime également 3 1'aide des résolvantes ([10])

(1) <= 2) Y20, Vxed@ , @A™ x — (1+a8) 'k .

i i & 5 ; p n,o
Lorsque 1l'une de ces deux conditions équivalentes est satisfaite on dira que (A")
o n,o o o .
converge vers A et l'on notera (A")  ~» A" ; (mais il faut remarquer que
0 0 Pl - 3
(An) et A  ne sont pas en général des maximaux monotones!). On constate d'autre

part, prenant H =R An =0, A= 81[0 1], que sur cet exemple: (An)o e B »
| ]

: n
mais A ne converge pas vers A dans mlR : pour remonter de la convergence des
sections minimales & la R-convergence des opérateurs,il faut rajouter une condition

de convergence des domaines.

(3) Définition.
Soit CAn>neﬂN une suite d'opérateurs maximaux monotones ; on pose
L n n, o
w-MM1limD(A) ={xeH/ x=w - 1lim X 5 sup [a™ X, ! < + »}
: K KelN K

Nous allons & présent montrer le résultat suivant (annoncé dans la Remarque 1.1,
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page 2) :

Théoréme A.l. Sott (An)ne g we suite d'opérateurs maximoux monotones dans un
espace de Hilbert H ; il y a équivalence

(4. A, — A dans M,
(22) AZ — 4% et w-Mlim sup D(An)c D(4) .

Démonstration : (i) == 1ii) Pour que l'exposé soit complet, montrons le premier

point, AZ — A°  (cf. [10]) : soit u e D(A) ; puisque A" — A s, 11 existe

(&n,nn)e:An &n — u, n — A% .

n
) . : o y :
Or IAn Enl < lnnl et la suite (An gn)nelN reste bornée ; soit
A: £n — n . Puisque 4 —> u , on en déduit ne Au (Remarque 1.2 page 5);
K K
par passage & la limite sur lAfl Enl < ]nn[ on obtient
In] < lim IA:)1 £nl < 1imlnnl = IAoul et donc n = A% :

la suite A; & . A%y et de 1'inégalité limIA: En] < 1im|nn| = IAoul on

déduit la convergence forte.

S ; o =y
Montrons & présent que si X, -~ x et suplAn xn] < +2 alors x e D(A) .
neiN

Soit (&,m)e A et (En,nn)e An 5 En — £ et n, — n ; &crivons la

. n ¢ n o 2
monotonie de A aux points & et x :<n_ -A x,E& -x>2>0 d'ol
n n n n’ °n n

o
<A"xX_,x >
nn

o
> <A'x >4 <x N > = < 2 @
n ~ “n n’gn n’ 'n nn’gn

o o -y
Or <A X ,Xx > < IA X ]Ix | £ C, C constante positive.
nn n nn n

. . . . o - . . .
Soit 2z wun point limite de (Anxn)neRN , passant 3 la limite on obtient

YEmnea _C > <2z,8> + <n,x-&> .

Prenant & = Jxx et n = Axx et multipliant par A>0

¥ x>0 A[c+lz].lJAxl] > lx-JAxlz ;
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Or (J)\x)}&o reste borné et l'on obtient lx—Jxx] < Cl.fX , d'oll 1'appartenance
de x d D(A)

(ii) == 1) Soit f donné dans H et u, = (I'+An)-1f;
montrons que u — (I+A)“1f ; soit x, = X et Az X '— A% fixés 3

” e R ,
1'opérateur (I+An) étant une contraction

lun—-xn] < lf—-xn-Azxnl et <un>n<-:!N reste bornée.

’ w-H . o o« <
Soit u ———~ u ; puisque lA u | ¢ [f~u_ | d'aprés 1'hypothése de
e Ol e

"convergence des domaines", u « D(A)

Soit £ e D(A) et &n — &, Ai En — AOF; ; €crivons la monotonie de A

aux points u et £ 8
"k

<f ~u - -~ & >>0 et d la limite

Ao E , u
B B B B Ty
YV tenpn <f-u-A%,u-8320.

-~

Tenant compte du fait que u appartient & D(A) et que A° est une section
principale de A , on déduit f ~ue Au i.e. u = (I+A)—1f ; par conséquent

u, = (I+A)"1f et penant dans 1'argument précédent %€ = (I+A)_1f' (qui

appartient bien 3 ‘D(A)) on obtient 1:".m[un!2 < i(I-ﬁ-A)_lflz et donc

(I+An)'1f — (1+A)'1f "
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CHAPITRE II -~ MESURABILITE D'UNE FAMILLE D'OPERATEURS MONOTONES.

1) Lien entre les différentes notions de mesurabilité pour une famille

d'opérateurs maximaux monotones.

Dans toute cette partie H (resp. X), sauf spécification explicite, désigne
un espace de Hilbert séparable (resp. Banach séparable), "mR (resp. &R)
1'ensemble des maximaux monotones (resp. des m-accrétifs) muni de la topologie de
la R-convergence (cf, Définitionil). On désignera par (T, T, u) un espace mesuré,

20 , o-finie, avec "@u—compléteg

THEOREME A. (Castaing [14], Théor&me 30).
Soit (T,%, u) un espace mesuré, uz0 o-finie, C u-compléte, X un espace
métrique séparable complet et T wune multiapplication d valeurs fermées non vides

de T dans X ; il y a équivalence
a) T e T pour tout owvert U de X
b) I‘_Z (F)e & pour tout fermé F de X
el ! (Ble € pour tout borélien B de X

d) Le graphe de T appartient @ T® B ou B désigne la tribu borélienne de X

5

e) Pour tout « de X , l'application t - d(z,T(t)) est mesurable

f) La multiapplication T posséde une famille dénombrable de sections

telles que pour tout t de T , T(t) = (/ {o‘n(t)}.

mesurables (o )
nnel
nely

N
Ce théoréme est l'outil principal dont nous nous servirons dans les problémes
de mesurabilité. Citons en outre les travaux Debreu, Ioffe and Levin, Rockafellar

relatifs 3@ ce théoréme.

THEOREME B. (Théoréme de projection).
Soit (T, €, w) , uz0 , C u—compléte et S un espace souslinien ; si G
appartient & T @B(S) , sa projection prT(G) appartient & € .
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Sous cette forme ce théoréme est di a M.F. Sainte Beuve [28] ; il généralise

des énoncés précédents de Aumann, Valadier, Von Neumann.

Définition 2.1. Soit (T,¥, ) un espace mesuré, avec p>0 , o-finie, T nu-compléte
soit X un espace métrique séparable complet ; nous dirons qu'une multiapplication

3 valeurs fermées de- T dans X est mesurable si To ={te T ; T(t) # ¢}

-~

appartient 3 € et si T restreint i To posséde une des propriétés équivalentes
du Théoréme A.

LEMME 2.1. Soit (T,%¥) un espace mesurable, et A une application de T dans a4
il y a équivalence :

(%) t — A(t) mesurable de T dans dR .
(1) f 20, VFeeH, t — (I+>u4(1:))_1x mesurable de T dans X .
(iii) 7 XO>0 s YaeH,t — (I+10 A(t))—lx mesurable de T dans X .

(tv) 7 X0>0 4 J(xn)neﬂv dense dans H , t — (I+>"o A(t))-lxn mesurable de
T dans X .

Démonstration : (i) = (ii) L'application t —> (I+>\A(t))-1x est la composée
de l'application t -—> A(t) mesurable et de l'application A -— (I+)\A)—1x

continue de (lR dans X ; la composée est donc mesurable.
(ii) == (iii) ==> (iv) évident.

Soit d 1la distance associée a }\0 et an>neJN » induisant la topologie

de la R~convergence (cf. Proposition 2.1) ; étant donné B "élément de Q@ on a

co

d(A(t),B) = Z 1/,n inf(L, [ (I+2 A(t;))_lxn - (1+>\OB)'1xn|)
n=1

et donc pour tout B dans (L, 1'application t > d(A(t),B) est mesurable ;

1'espace aR &tant un polonais (en particulier tout ouvert est réunion dénombrable
de boules ouvertes) on en déduit immédiatement que l'application t —> A(t)
est mesurable de T dans aR .
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THEOREME 2.l. Sotent (T, ¥, u) un espace mesuré, uz0 o-finte, T u~compléte ;

soitt A une application de T dans Q ; <l y a équivalence
{z) ¥ 20 , VoclH t — (I+?\A(t))—1x est mesurable de T dans X .

(27) t —> G(A(t)) (graphe de A(t)) est multivoque mesurable de T dans
Xx X .

Démonstration : (i) == (ii) Notant que la graphe de A(t) est fermé dans X x X,

nous allons montrer, suivant le Théoréme A, que la multiapplication t -—> G(A(t))

posséde une famille dénombrable, dense, de sections mesurables.

n 4 t t
Soit (xn)ne[N une suite dense dans X ; posons On(t) (Jl X s Al xn)

Compte tenu de la relation A§x e AF(J;X) et de 1l'hypothése 1), On(t) est une
section mesurable de la multiapplication t —> G(A(t)) ; montrons que pour t

fixé dans T , {dn(t)}n€ est dense dans G(At)

N
Soit (x,y) e At ,ona x = Ji(x+y) y = A:tl:(x-ﬁy) d'ol
t t t
|2 -y = b= [37Gey) = Ipx | [Geey) - x|
t t t
ly - A1 xnl = IAl(x-i-y) - Alxnl < | (x+y) - xn] .

Choisissant ne N tel que lx+y—xn[ § € on obtient le résultat désiré.

(ii) = (i) La multiapplication t -—> G(A(t)) étant mesurable
posséde une famille dénombrable dense de sections mesurables,
t = cn(t) = (xn(t),yn(t)) . L'application (x,y) -~ (x+y,x) &tant un homéo-
morphisme de X x X sur X x X et transformant le graphe de A en le graphe de
(I-i“A)"1 on déduit que, t - wn(t) = (xn(t) + yn(t), xn(t)) est une familie
dénombrable dense de sections mesurables de 1l'application t - G((I-i-At)_l) H
la multiapplication t -—~ G((I-G-At)—l) est donc mesurable de T dans X x X
(d'aprés le Théoréme A) ; montrons que cela entralne que pour x fixé dans X ,

£ —> (I+At)-1x mesurable. :
Soit Be B (X) donné ;
ftet/ @S k0B #0} = {teT1/ @SN fx}x B # 0} .

Or ce dernier ensemble appartient 3 T d'aprés 1'équivalence £) &) c¢) du

Théoréme A.
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Remarque 2.1. On a montré en fait un résultat un peu plus général, & savoir :

Soit (T,%, u) un espace mesuré avec u»0 , o-finie, % w-compléte et A
une multiapplication mesurable 3 valeurs dans les parties fermées de X x X ol

X est un Fréchet géparable ; on a les implications (i) <z (i1) == (iii)
{1) t => G(A(t)) multivoque mesurable
(ii) £ G((I«bA(t))*i) multivoque mesurable de € dans X x X
(ii1) VxeH E ={t/xe DU(I+A(t) DleT et
te B —> (I+A(t)) 'x mesurable.

Si 1'on suppose en outre que YteT , (I+A(t))“l est univoque continue partout
définie, on a les &quivalences (1) <= (ii) &= (iii) : en effet on voit alors

que si (xn) est une suite dense dans X , ¢ - (xn, (I*A(t})_lxn) forme

nelN
une famille dénombrable dense de sections mesurables de la multiapplication

£ — GU(I+A(E) L) .

Nous sommes donc amends 3 poser la dé&finition suivante :

Définition 2.2. Soit (T, €, u) un espace mesuré, avee uz0 , s—finie,

% p-compléte et X un espace de Banach séparable ; on dira qu'une famille
(A o g

propriétés équivalentes du Théoréme 2.1 est vérifiée.

d'opérateurs m~accrétifs dans X est mesurable si 1'une des

" Jusqu'a présent nous nous sommes int&ressds au lien entre la mesurabilité des
résolvantes et la mesurabilité des graphes des opérateurs ; le probléme qui se
pose naturellement est de voir si ces notions sont &quivalentes & la mesurabilité

pour tout x de X de l'application t —> A(t)x .

) 3 s 4
PROPOSITION 2.1. Soit “A(w‘fté—:ﬁ’

menotones ; alors l'application t —> D(A(t)) est multiveque mesurable et pour

une famille mesurable d'opérateurs mawimaux

tout x de H , Llapplication t —» Lrt)x est mesurable.

Démonstration : Soit B un borélien de H ; montrons que {te T / D(A(t))NB # ¢}

-~

appartient 4 © .
{te T / DA(E)) N B # 8} = proj, {6(&) N (¥ x B x H}} od
G(Rh) = f(t, x, Ve Tx Hx H/ (x,9) = A(E)} .

or G(h)e ©® B (H x H) puisque par hypothse t - A(t) est mesurable ;
de méme G x Bx He GCRE(H x H)



- 22 -

-~

On conclut & 1'aide du Théoréme de projection ; la multiapplicatien t —> D(A(t))
est donc mesurable (en ce sens) ; on en déduit immédiatement la mesurabilité de la
mltiapplication t — D(A(t)), puisque,si B désigne la boule ouverte de centre

O et de rayon r et xe H ,

{te T/ d,DA(t)) < r} ={te T / d(x,D(A(L))) < 1}

={te T/ D(A(t))N B(0,xr) # 0} G d'aprés ce qui
précéde.
Done Y x e H s £ —> d(x,D(A(t)): est mesurable et l'on conclut 3 l'aide du

Théoréme A.

Soit 3 présent x fixé dans H ; prenant B = {x} , d'aprés la mesurabilité

de la multiapplication t -> D(A(t)) ,
E,={teT/xeD@A()} ={te T/ DA)NNI{x ¢ ¢

appartient 3 € . Or la famille (A(t))teT étant mesurable, Yo t — Ak(t,x)
est mesurable de T , donc de Ex , dans H ; tenant compte du fait que Vee Ex s

lim Ak(t;,x) = Ao(t,x) on conclut 3 la mesurabilité de 1'application t — Ao(t,x).
A+0O :

Remarque 2.2, Soit (A(t>>teT une famille mesurable d'opérateurs m-accrétifs
dans un Banach séparable X ; le raisonnement de la premiére partie de la
Proposition 2.1 est valable dans ce cadre plus général, et 1l'on conclut & la

mesurabilité de la multiapplication t —> D{A(t)) .

Notons toujours dans ce cadre que YVxe X , t — A(t,x) est multivoque

mesurable : en effet, t —* A(t,x) est une multiapplication & valeurs fermées

de Ex dans X et étant donné B borélien de X
{te T/ Ale,x) NB# 0} ={te T/ GA())N{x}x B# P .

Or t - G(A(t)) est multivoque mesurable de T dans X x X par hypothése et
{x} x Be B(X x X) .

Si les opérateurs A(t) sont en outre B-accrétifs (e¢f. Benilan [6]), pour
tout x de D(A(t)) , A(t)x est un convexe fermé et si l'on suppose X réflexif
de norme strictement convexe, pour tout x de D(A(t)) , A/\(t)x —_ AO(t)x ol
Ao(t)x désigne 1l'unique &lément de norme minimum du convexe fermé A(t)x ; sous

ces hypothéses la Propositioen 24 se généralise au cas accrétif.
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PROPOSITION 2.1.(bis) . Sotit (A(t))tsT

maximaux monotones et t > x(t) une sélection mesurable de la multiapplication

une famille mesurable d'opérateurs

t +> D(A(t)) ; alors, la multiapplication t +~> A(t,x(t)) est mesurable ainsi
que l'application t — Ao(t,x(t)) .

Démonstration : Posons T (t) = A(t,x(t)) ; on a 1'équivalence

(t,y) & G(I') «—=> (t,x(t),y) = G(A)

et donc G(T) =a—l(G(A)) oi o : (t,y) > (t,x(t),y) est mesurable de

(T x H, € @ B(H)) dans (T x Hx H, ¢ ®BMH) ®B(H)) puisque x(.) est
mesurable ; tenant compte du fait que G(A) appartient 3 T ® BH)® @H) ,
on déduit que G(T') appartient 3 T® ®B(H) , et donc que la multiapplication T
est mesurable ; '
d'autre part 1'application t > Ax(t,x(t)) est mesurable, 1l'application
(t,x) —> AA(t:,x) étant de Caratheodory ; par passage a4 la limite, on en déduit

que l'application t — Ao(t,x(t)) est mesurable (H séparable).

Remarque. La Proposition (2.1 bis) généralise la Proposition 2.1 en remarquant
que si x(.) est une application mesurable,

Ex( ) = {te T / x(t) e D(A(t))} est mesurable ;
en effet cet ensemble est égal i projT [(G(x(.)) x H) N G(A)] ; dans ces conditions
la multiapplication (resp. l'application t —> A(t,x(t))
(resp. t > Ao(t,x(t))) est mesurable de Ex”dans H .
LEMME 2.2. Soitt H wun espace de Hilbert séparable et T Llocalement compact

munt d'une mesure de Radon positive m ; soit t + T(t) une multiapplication

mesurable de T dans H , & valeurs convexes, fermées non vides ;

Alors pour tout e>0 et pour tout compact Kc T , il existe K_ compact,
K <K, mKK) s e tel que L'application t — T(t) soit de graphe
séquentiellement fermé dans K x wd (Z.e. sz &, > t dans K, © — x

n
dans w-H , % < l"(tn) pour tout ne N , alors xe T'(t)) .
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Démonstration : Puisque la multiapplication t —> TI'(t) est mesurable,

pour tout x de H 1l'application t ~> d(x,T(t))) est mesurable et

1'application
£t — projr(t)x =T(t)N B (x,d(x,I(t))) est mesurable
(cf. [14] pour le résultat concernant la mesurabilitéd de t — [\ T.(t)) ;
iel
étant donné (xn)nelN dense dans H , par application de la propriété de Lusin,

pour chaque K compact de T et chaque €>0 , on pourra trouver Ks compact,

Kec K, m(K\Ka) € & tel que :
VneIN t — progP(t)xn est continue de Ke dans H .

or Y(ameNxN, Yt, ]projr(t)xn - proj’r(t)xm_ﬂ X3 lxn - xm! et par

conséquent l'applicatien t > proj x est continue de K_dans H pour
r(t) £

tout x de H ; soit alors t. — t dans K et x — x, x e I'(t)) ;
n 3 n n n

puisque X € I'(tn) , VYeeHn

\4
o

<€ = projpqe yEs Proir(y yE < Xy

par passage a la limite Yeen

-s

< = progr(t)g, pro;r(t)g -x> 20
prenant % = x on obtient x = projr(t)x solt x e I'(t) .

-

. Le probléme qui se pose 3 présent est celui de la réciproque a la Proposition
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précédente : pour l'instant nous ne connaissons la réponse que dans le cas ol les
opérateurs sont de domaine d'intérieur vide ; pour montrer ce résultat nous

aurons besoin de quelques lemmes préliminaires.

LEMME 2.3. A maximal monotone, D dense dans D(A) .

— . o
F % < Int D(A) Ax = Conv {w-1im Yy 5 Y= Axn NN D} «

Démonstration : De fagon générale VYxe D(A)

Conv {w-1im Y, 5 Y, S AX 5 x — x ;X < D} < Ax .
En effet A est demi fermé et Vx e D(A) Ax est un convexe fermé.

. Supposons x « Int D(A) ; alors Ax est borné et donc Ax est
un convexe faiblement compact dans H ;

raisonnons par l'absurde :

soit ye Ax , y & Bx = Conv {w-lim Yo 3 V= z-‘?xn X > X % & D} .

D'aprés le Théoréme de Hahn-Banach, on va pouvoir séparer strictement y du
convexe faiblement compact Bx : A
] zen <z,yo> sup <z,&>
Ee Bx
soit <z,y-£> > 0O YeeBx () .

X =X
. . n
Construisons une suite x € D, X, —> X telle que ————— — 2z :
%, x|
n

s 1 ; . B B
Soit z =x + o % s pour n suffisamment grand, x é&tant dans l'intérieur de
1 s pe 2 aao
D(A), on pourra trouver un x < DN B(zn, 7) ; on vérifie immédiatement qu'une
’ n
telle suite (xn)nelN satisfait 3 la condition précédente.

La suite X pour n suffisamment grand sera dans l'intérieur de D(A) et

done {A° x} est borné ; soit A°x  — u .
n nelN n,

. ; o -
D'aprés la monotonie de A : <A x -y, x_ = x> 3» 0 ; divisant par

e Oy

x_ =x| (# 0) et faisant tendre k vers 1'infini on obtient

Y

<z,yru> < 0 pour un ueBx d'ol la contradiction avec (*) .
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LEMME 2.4. A maximal monotone, Int D(A) # 0 ;

D dense dans D(A) ; alors
A= {(x,y) e DIA) x B ; <y-A°C,2t> >0 feeDt .

Démonstration : L'une des inclusions &tant évidente, il s'agit de montrer que

((x,y)= D(A) x H et <y-A°F,,x-€> >0 VeeD) = y< Ax ; d'aprés le Lemme 23

on se raméne 3 montrer que A =M ol
M={(x,y) = D(A) x H ; <y-A%E,x-£> > 0 V£ e Int D(A)}

a) Ac M évident.

b) M est monotone ; tenant compte de la maximale monotonie de A , il s'en

suivra bien 1'égalité A =M .

xl+x X)X,
Soit (xl,yl) " (xz,yz)e M ; notant x = 5 ona x =X + 5 et
. g — el
2 2 ’
o
<Y1_A g’xl—g> >/ 0
<y2—A°E,x2-F;> > 0 d'ol en ajoutant
<y.+y —ZAOg X=£> + <y,-y -:il-—f—zo > 0
172 ’ 172 2 =
Loy vy x x> 3 <y 4y, x> + 2<4% ,x-E> Y& < Int D(A)
2 vl 79T g T hL v .
Tout revient d montrer que lim <A°£,x-€> >0 :
£<=Int D(A)
E =X

Soit F,oe Int D(A) = Int D(A) ; si xe Int D(A) = Int D(A) c'est terminé ;sinon
Yo<tsg1l x+ (€ %) = (1-)x + t {_e Int D(A)

Prenons En =X + tn(go—x) 3 tn .L 0 , on a bien F;n —> X .

o o} ;
<A gn - A €n+l’€n E,n+1> > 0 soit

(et ) [<a% .6 = - <a’ ;.6 =] >0,
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o] . _ .
Donc <A &n,go-x> est une suite décroissante.

Supposons lim <A°£n,x-£n> =0 < 0 on aura alors
o a .
< - -xX)> & —
A gn, tn(go X)> < 7 Ppour n suffisamment grand

o a .
<A En,Eo—x> > - ?E; (n suffisamment grand)

o . . .
et donc <A gn,go—x> —> +x ce qui est contradictoire avec la
décroissance de cette suite.

Nous sommes en mesure & présent de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2.2. H Hilbert séparable, T Llocalement compact muni d'une mesure de
Radon positive m . Soit (A(t))teT
monotones tels que Fte T IntDIA(t)) #0 ; il y a équivalence

une famille mesurable d'opérateurs maximaux

() La famille (A('!;))teT est mesurable.
(17) t - D(A(t)) est mesurable

VT , T = Ao(t,ac) mesurable.

Démonstration : i) ==» 11) résulte de la proposition précédente.

ii) == i) Remarquons tout d'abord que t —> D(A(t))
mesurable, entraTne, d'aprés le Lemme 2.2 que ‘cette application est "Lusin de graphe

séquentiellement fermé" dans T x w-H .
Soit (xn) dense dans D = (_J D(At) ; alors Yte T, (xn)neIN sera
teT :

dense dans Int D(At) et donc dans D(AY) puisque D(At) = Int D(At) .

nelN

Puisque t .—> Ao(t,xn) est mesurable, En ={te T ; x < D(At)} est mesurable et
te En i, A (t,xn) est mesurable.

on.;truison uite
C sons la sui (Xn)nelN > X

 x sur &

Xl sur El\En

X sur EN(E,U E.)
Xn(t) - 2 1 n

X, sur Ek\(E1UE v ... UE U
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Alors X = est mesurable de T dans H , et est bien définie puisque T = U E
kelN
V ne N t —> Ao(t,Xn(t)) est mesurable : en effet

o, ° :
A (t,xk) t e Ek\(Elu. --UE U E)

VCGT, k#n

X (£)eDAS) et A%(e,X_(1)) = .

t i
. ¥Yte [:O,T] {Xn(t),ne: N} dense dans D(A") ; soit (xn(k))kelN dense dans

Int D(AT) .
Alors ¥ keN te En(k) et Xn(k) (t) = Xn(k) par définition.

. Soit €>0 et K compact dans T ; par application de la propriété de Lusin

on pourra trouver K_ compact, K < K, m(K\Ka) < € tel que :

t —> D(At) soit de graphe séquentiellement fermé dans Kax w-H;
V ne N t — Xn(t) solt continue sur K&‘: s

Yne N t —> Ao(t,xn(t)) soit continue sur Ks: 3

. Soit X, e H fixé ; montrons que si L, — ¢t dans Ke 5
t -1
n ts =1
= — + %
Vo = (I+A 7) =, (I+A7) “x,

o
Notons Zno(t) = Xno(t) + A (t,xno(t)) s

Z et X sont bornés sur K_;
n, n, €

X (t) = (1+a%y "L 2_ (t) et done
(e} o]

]yn . Xno(tn)l < lxo - zno(tie[ et la suite (yn)nelN reste donc bornée.

Soit yn(k) — y dans w-H .

——p <
ye D(A”) . D'autre part écrivant la monotonie de A % en y, et Xk(tn)

<X - ¥, = Ao(tn,Xk(tn)) s ¥

5 - Xk(tn)> >0 () .

n

~

Passant 3 la limite (n — +4») =
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Vrew <x -y -Aa%(,X ()5 - X (£)> >0 avec ye DA%y .

Donc d'aprés le Lemme 2., tenant compte de la densité& des (Xk(t))kelN dans
B S | =1

D(At) , cela entralne que vy = (I+At)—]'x0 s done (I+A n) X, = (I+At) X, =y
Montrons que y, converge fortement vers vy : de la relation (*) on tire

e 2 o] o]

lim lynl S <x - A (t,Xk(tD),y> + <Xk(t),—x0+y+A (t,Xk(t))>
D'aprés le Lemme 2.3 cela entraine que

'1‘i'm'"iynlz < <x - A°(t,E),y> + <€,y—x°+A°(t,€)> Yee e pa®)

$ B,y 4 <x,yeE> + <A0(6,8),8y> .

Or d'aprés le Lemme 2.k lim . <Ao(t,€),€—y> £ 0.,
Eelnt D(AT)
Ery
Done 1im|ynlzls lylz et y, —> 7y .

2) Familles mesurables de sous-différentiels et intégrandes convexes normales.

2 g . t 2. t 5
Nous supposons & présent A(t) = 3¢ ol ¢ est convexe, sci, propre de H

dans _J-w,+°°] H

THEOREME C (Rockafellar [27]).
Soit H wun espace de Hilbert séparable et (I,%, W) un espace mesuré,
U » 0 o-finie, € u-compléte ; soit ¢ : T x H —> |-, +o| telle que pour tout t

de T , l'application « — ¢(t,x) est convexe, sci, propre ; il y a équivalence
(Z) ¢ est T ®B mesurable (B tribu borélienne de H)

(1) La multiapplication t -—= Epil ¢(t,.) est mesurable
(o Ept ¢(t,.) = {{zA)e HxR / A » ¢(t,x)})

On dira que ¢ est une intégrande convexe normale si l'une des propriétés
équivalentes ci-dessus est vérifiée ; on désigne toujours par ‘TVLd) le cOne des
sous—~différentiels de fonctions convexes, sci, propres de H dans ]W,M{l et

paxr ’qu) le sous-cdne de "T\¢ formé par les fonctions positives nulles & l'origine.
o
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THEOREME 2.3. Soit (T, %, w) un espace mesurd, u»0 o-finie, € u-compléte et

{ ¢t) e Une famille de fonctionnelles comvexes sci, propres de H dans |==,+%] ;
1l y a équivalence
{Z) (tyx) e T x H — ¢(t,x) est une intégrande convexe normale

(2] /f"k>0 /feeH t — (I+A8¢t)—1x mesurable
et 11 existe t — xo(z‘;) et t —> yo(t) mesurables, telles que

yo(t)e 3«1)(1;,.700(25)) u-p.p.t et t —> ¢(t,xo(t)) mesurable.

(iit) Frs0  (t,x) —> ¢,(t,x) est une intégrande convexe normale.

Démonstration du Théoréme 2.8.1) == ii) Le graphe de la multiapplication

£t - 8¢t est égal 3

G(3¢) = {(t,x,y) e T x Hx H ; ¢(t,x) + ¢*(t,y) - <x,y> = 0} .

Or ¢ @&tant une intégrande normale, ¢ 1'est également :
la démonstration de ce résultat repose sur la remarque suivante : soit
£t —> (rn(t),on(t) une famille dénombrable dense de sections mesurables de

i1'application t - Epi ¢(t) ; alors

$" (t,x) = sup {<x,dn(t)> - rn(t)} et ¢~ est une intégrande normale ;
nelN

1'application (t,x,y) > ¢(t,x) + ¢¥(t,y) - <x,y> est donc C.® B(H x H)
mesurable, (tenant compte de 1'égalité B(H) B(H) = B(H x H) car H est

séparable).
L'application t -—> 8¢t étant de graphe mesurable, est donc mesurable.

D'aprés le Théoréme 2.1, les résolvantes dépendent mesurablement de te T ;
. . LB _ .t :

de plus posant xo(t) = Jl X et yo(t) A1 x ona bien t — xo(t) .

£ —> yb(t) mesurables, pour tout t de T yo(t)e: 8¢(t,xo(t)), et

tr — ¢(t,xo(t)) est mesurable comme composée d'applications mesurables.

ii) ==, i) Posons
plt,x) = ¢(t,x) - ¢(t,xo(t)) - <yo(t),x—xo(t)> ol Xo(°) et yo(.) sont donnés
dans la formulation de ii) ; pour tout t de T , Y(t,.) est une fonctionnelle
convexe, sci, propre et w(t,xo(t)) =0, Sw(t,xo(t)) > 0 ; par conséquent,pour tout
23>0 et tout t de T , wx(t,xo(t)) = 0 ; pour t fixé dans T considérons la
fonction 1T =~ wl(t,tx + (1-71) xo(t)) de [O,l] dans R , et &crivons qu'elle

est égale 3 1l'intégrale de sa dérivée :



1 .
by (£,%) = [ <Ai (t,Tx+(1—I)xo(t)), x-xo(t)> dt

o

ol A?(t,.) est la différentielle Fréchet de V,(t,.) ; or par hypothése t —> 3"
est mesurable, d'autre part au® = a9% - yo(t) et donc t — 3% est mesurable

ce qui d'aprés le Théoréme 2lentralne la mesurabilité de t — Ai(t,x) pour tout
x de H ; écrivant que l'intégrale ci-dessus est limite de somme de Riemann on
conclut 3 la mesurabilité pour tout A>0 et tout x de H de l'application

t — wk(t,x) ; compte tenu de la continuité de l'application x - ¢A(t,x)

pour tout t de T , l'application (t,x) —- wk(t,x) est de Caratheodory ;

elle est donc mesurable de T X H muni de la tribu € *x B dans R ; (ef., par

exemple, Castaing et .Valadier [14]). Or 1lim wl(t,x) = P(t,x) et donc
Ao

(t,x) - Y(t,x) est une intégrande normale ; compte tenu de la relation qui lie

¢ et Y on obtient le résultat désiré.

i) <=> 1iii) Compte tenu de la relation

l 2**
= (¢ V ix'lol )

-
>
|

% A 2.7
(" g 1.1%)
on conclut que si ¢ est une intégrande normale, ¢A 1l'est &galement,

D'autre part ¢ = sup ¢1 3 si ¢A est une intégrande normale pour tout A , ¢
nelN n ‘

1'est donc &galement.

Remarque 2.3, On a 1ii <> 1iii)bis ¢ 3 Ao,(t,x) - ¢x (t,x) intégrande
' 0
normale., En effet on aura alors
A A *

% = ¢; = §g-l.]2 et donc ¢ = (¢; # 52 I.[z) sera une intégrande convexe

normale.
. Dans le cas T compact muni d'une mesure de Radon positive m , on aurait pu

il existe

x(t) , t — y(t)
t —> ¢(t,x(t)) soient continues de Ke dans reépectivement WKR, H et R ;

montrer (i) <= (ii) & 1l'aide du Théoréme 1.1 : pour tout e>0

Ksc: T, K€ compact, m(T\KE) < e, tel que t — 8¢t , £ =

d'aprés le Théoréme 1.1 si t, —> ¢t dans K€ . ¢(tn,.) converge vers o(t,.)
au sens de Mosco ; l'application t -—> Epi ¢(t) est donc multfﬁoque sci de K8
dans H X ]~w,+@] ; on en déduit que t =~> Epi ¢(t) est mesurable et donc que ¢

est une intégrande normale.
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Remarque 2.4, Soit t —» A" une application mesurable de T dans fnqq) 3 11

. s t o .
existe une famille (¢°) de fonctionnelles convexes, sci, propres telles que

teT
t B et 5 s i

At = 3¢ et vérifiant la propriété suivante : (t,x) -—» ¢(t,x) est une

intégrande normale.

En effet, soit At = Bwt’ et t — (xo(t),yo(t)) une section mesurable de

t —> A(t) ; posons ¢(t,x) = P(t,x) = lp(t,xo(t)) ; alors 23¢(t) = AY(t) ,-
aq:(t,,xo(t)) > yo(t) , et £t — ¢(t,xo(t)) =0 et d'aprés l'implication
ii) = 1) du Théoréme 2.3, (t,x) —> ¢(t,x) est une intégrande convexe

normale.

COROLLAIRE 2.0. Soit H un espace de Hilbert séparable et (|.|) te T

de normes hilbertiennes sur H , uniformément équivalentes ; on suppose

une famille

(i) ¥V xekH t — let est mesurable
(12} (t,x) — ¢(t,x) est une intégrande convexe normale.
Soit A% = acbt le sous différentiel de <bt pour le produit scalaire Sese>y 3
alors
faesH /r>0,t — (I+}\a¢t)—1x est mesurable.
Démonstration : Elle calque la démonstration de (i) == (ii) en remarquant que

1'application (t,x,y) —> <x,y>t est de Caratheodory donc C® B (H x H)

mesurable.

Ce Corollaire trouve son intéré@t dans certains problémes d'évelution :
cf. H. Attouch [1].

COROLLAIRE 2.1. Soit (T,%, w un espace mesuré, u » 0 o-finie, € u-compléte ;
soit ¢ une intégrande convexe positive nulle & l'origine (Z.e. ¢(t,0) = O
VteT) .

Il y a équivalence entre :
&

(i) ¢ est une intégrande normale.
(t2) L'application t —> ¢(t) est mesurable de T dans e, (ef. notations
de la partie I).

Ce résultat découle directement de 1'équivalence (1) & (ii) du Théoréme 2.3
(ol 1'on prend xz(t) = y(t) = 0) et de la définition de la topologie de e,
{ef. Corollaire 1.5).
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COROLLAIRE 2.2. Soit (tyx/e T x H —- "¢ t,x) une suitte d'intégrandes convexes

normales et (¢(t,.)) te T une famille de fonctioms convexes, sct, propres ; on

suppose

fterT ¢"(t,.) — 6(t,.) au sens de Mosco .

Alors (t,x) — ¢(t,x) eést une intégrande convexe normale.

P ; 5 n
Démonstration : On se raméne tout d'abord au cas Cbn(t,.) >0, ¢ (£,0) =0,

e o e Gra e S v S I e e

VnelN; fter 3 on pose

=
~
T
“w
4
S~
8

o n n n n " -
) (t,X*J}\(t,XQ)) - ¢ (t,JA(t,xe)) = <x,AA(t,xo)> , & et X, fixés .

n

Y(t,x) ¢(t’X+Jl(t’XO>> - ¢<t’Jx(tsxO>> - <XQAA(tsx©)>

On a VnelN, Yte T, lbn(t,o)>0, \Jin(t,o)%O;demémepour Yo

D'autre part on a

W (E,x) = 397 (£, 1405 (8,x ) = AT(E,X)

]

alb (t,x) acb(t,x*"]}\\(t’xo)) - AA(t’x())

et tenant compte du fait que 8¢n(t,a) —> 30(t,.) , J;i(t,xo) — J)\(t,xo) 5
A;(t,xo) — Ax(t,xo) on déduit que Bwn(t,o) -~ 3Y(t,.) etdonc YteT

qﬂn(t,a) — Y(t,.) (puisque xpn , Ve <I>O) . Or par hypothése ¢n est une

G n 4 s e woam n
intégrande normale ; donc ¥ 1l'est également ce qui signifie que t — U (t,.)

est mesurable de- T dans <I>O ; par conséquent l'application t — ¥(t,.) comme

limite simple d'applications mesurables est mesurable, ce qui signifie que
p PP ’

(g,x) - Y(t,x) est mesurable ; tenant compte de la mesurabilité des applications

t o
[ J)\on, t — AA(t,xo) , £t —> ¢(t,J>&(t,xo))v (puisque
n, .n 4y o LD Aoy, 2 _ X 2
o (6,05 (6% 3) = 0, (t,x ) - 5 |4 (6,x )T — o, (t,x) -5 |4 (t,x )% (ef.
Corollaire 1.3) on en déduit que (t,x) —> ¢(t,x) est mesurable.

En fait on pourrait montrer ce Corollaire plus rapidement en passant par

; o b G n . . . - n
1'intermédiaire des ¢X(_t_:,.) , mais cette démonstration dans le cas ol (¢ )nelNe o

est plus naturelle et immédiate.

COROLLAIRE 2.3. Soit T compact, u mesure de Radon positive sur T et ¢ une

intégrande convexe sur T x H , 11 y a équivalence

0
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() ¢ intégrande normale
(22) Y es0, ]Ke compact, K < T, WN\K J)se et

(t, — t dans K , @, x) = (¢(t,x) < gim_q%tn,xn))o

Démonstration : (i) = (ii) soit

Y(t,x) = ¢(tsX+J)\(t’x°)) e ¢(t,J;\(t,XO)) - <X’A>\(t’x0>> °

On a évidemment, (t,x) — Y(t,x) est une intégrande normale, puisque

t — J;fxo est mesurable. D'autre part Vte T, y(t,.)= §e ; d'aprés le
Corollaire 2.1 1'application t — Y(t,.) est mesurable et d'aprés la propriété
de Lusin, pour tout £>0 , il existe K compact, M(T\Kg) € € , telle que
1'application t - ¥(t,.) soit centinue de K. dans <I>° ; l'application

t — Y(t,.) possédera donc la propriété w-scs sur 'Ke ce qui entraine (ii).

(ii) = (1) évident.

COROLLAIRE 2.4. Soit (T,%, w) v positive, o-finite, © u-compléte et (I’(t:))te
une famille de convexes fermés non vides dans un Hilbert séparable H ; il y a

T

équivalence :
(2) t — T(t) est multivoque mesurable.

(i) fxeH t — Projr(t){x} est mesurable de T dans H .

Démonstratioen : (i) => (ii) Posons ¢(t,x) = II‘(t)(x) (IF(t) : fonction
indicatrice de TI(t)) ; notant que Epi ¢t = [O,+w[ xI'(t) , dire que t =—~ TI(t)

- P o - ° 0 t 0
est mesurable, est &quivalent & dire que t —> Epi ¢ est mesurable, soit
(t,x) — ¢(t,x) intégrande normale ; or d'aprés le Théoréme 2.3 cela entraine

ue les résolvantes t — (I+13¢t)-1x = proj X sont mesurables.
1 T(t)

.(ii) => (i) On utilise le Théoréme 2.3((ii) ==> 1)) en
remarquant que (I+}\8¢t)-1x = projf(t)x et que, étant donné X dans H , posant
xo(;) = projr(t)xo et yo(t) g0, ona, x(.), y(.) et d»(.,xo(»)) mesurables
et yo(t)e: 8¢t(xo(t)) pour tout t de T

Des Corollaires 2.3 et 2.4 on déduit alors le ré&sultat démontré de fagon

directe dans le Lemme 2.2.
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3) Somme de familles mesurables.

Dans ce paragraphe on étudie le probléme suivant : étant données deux familles
mesurables t —» A(t) et t -—> B(t) d'opérateurs maximaux monotones dans un
Hilbert séparable H , l'application t == A(t) + B(t) est-elle encore mesurable ?
Pour rester dans le cadre oll nous nous sommes placés, nous ferons 1l'hypothése

A(t) + B(t) maximal menotone.

Dans le cas ol A(t) = 3¢t et B(t) = wt sont des sous-différentiels de
fonctions convexes sci, la condition A(t) + B(t) maximal monotone se traduit par
1'8galité 3¢F +0t = 2(¢t + \Vt) . D'aprés le Théoréme 2.3, Remarque 2.4 on peut
supposer que ¢ et ¢ sont des intégrandes normales ; il s'ensuit que ¢ + ¢ est
‘une intégrande normale et toujours d'aprés le méme Théoréme que la famille

(Bcbt + wt), te T, est mesurable.

Dégageons tout d'abord le lemme suivant :

LEMME 2.5. Soient A, B,A + B des opérateurs maximaux monctones. Alors

o
m—

A+B7\ — A + B dans 7723

Démonstration : On sait déjid que B). —> B ; soit X, = (I+A+BA)-ly ol vy est

donné dans X ; on a denc X, + Ax, + B, x 5y ;or d'aprés le Théoréme de Brezis-—

2

Crandall-Pazy, la condition A + B maximal monotone entraine que X, tend vers X

solution de x + Ax + Bx > y ,s0it x = (I+A+B)-1y 8

THEOREME 2.4. Soit (T, %, n) un espace mesuré, u;0 OC-finie et G u-compléte et
soit (A(t))teT et (B(t))teT
monotones telles que pour tout tde T, A(t) + B(t) soit encore maximal monotone ;
alors la famille (A(t)+B(t))

deux familles mesurables d'opérateurs maximaus

teT est mesurable.

Démonstration : Seit A>0 fixé ; montrons que la famille (A(t)+BA(t)>te T est

mesurable : soit (u‘n(t))nem une famille dénombrable dense de sections mesurables

de l'application t —- A(t) , c'n(t;) = (xn(t),yn(t)) s on vérifie que
(Xn(e),yn(e) + Bl("xn('))nelN
mesurables de 1'application t — A(t) + Bk(t> ; en effet soit (x,y) e A(t}*BA(t)

est une famille dénombrable dense de sections

alors y - B)‘(t)xe A(t)x et 1l'on peut trouver un indice n tel que
[x-x ()]s € , |y-B(t)xy (B)fs e .
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Par conséquent

7=y, (8) = B, (e,x (] < [y-y (&) = B (e,) )+ [B, (£,x, (£))-B, (£,%) |
S e + %} ]x—xn(t)l
< e(l + %)

Toujours d'aprés le Théoréme A, on en déduit la mesurabilité de la famille
d'opérateursrﬁaximaux monotones (A(t>+3k(t)>te:T , c'est~d~dire la mesurabilité de
1'application t - A(t) + Bk(t) de T dans ’mR ; et donc d'aprés le Lemme 2.5,
1l'application t - A(t) + B(t) comme limite simple d'applications mesurables,

est mesurable de T dans M, .

Nous dégageons de la démonstration du Théoréme 2.4, un lemme général dont nous

nous servirons par la suite :

. n n n " oo
LEMME 2.6. Soient (A )neﬂV 5 (B )neﬂv » A7 4 B mmaccrétif,

On suppose que A" — 4 et B" — B dans QR s alors § 20 A"+ B;.f — A+ Bx.

A0 Xxe Ax ; il existe done (xn,zn)e: A"

Démonstration : Soit (x,y)e A+ B
n n
X — X, z —>y- BAX o

y -8B

A

n

Posens Yo = z" + B}\

:ﬁxe.(An + B;\l)xn ; on a d'une part X' — x et d'autre part

n n

ly -yl = |z + By x_ -]
3 lzn - (y-BAx)l + !le - ngﬂ * RB;X = B; xn]
< |2 - (5B x| + |Bx - 8% + T |x x|
et donc - Ty —> ¥ -

Remarque 2.5. 1) La démonstration du Théoréme 2.4 ne se généralise pas directement

au cas accrétif car la premiére partie utilise le Théoréme de Brezis-Crandall-Pazy

3

qui sous sa version accrétive (cf. Bénilan [6]) ne permet pas de conclure ici ;

2) Le résultat du Théoréme 2.4 se généralise trivialement en prenant
(B (0

X.).
et ( 1)1=l,..c,n

-n une suite de familles mesurables d'opérateurs maximaux monotones
LRURLEY )

une suite de réels » 0 ; alors la famille



n

E oki Ai(t) est encore mesurable (sous réserve que séient = encore dans M toutes
i=1

les sommes partielles).

4) Prolongement mesurable de familles mesurables d'opérateurs monotones.

Dans cette partie, on s'attache au probléme suivant : &tant donnée une famille

t
Bier b
préciser, peut-on la prolonger en une famille mesurable (B )teT d'opérateurs

d 'opérateurs monotones, dépendant mesurablement de t , en un sens 3

maximaux monotones ; c'est 1'objet du Théoréme 2.5, 3 1'élaboration duquel ont
J

activement participé P, Bénilan et A. Damlamian.

Définition 2.3. 1) Seit (T,%) un espace mesurable et I une multiapplication

d valeurs non vides de T dans un espace topologique X ; on dira que T est

mesurable si

YO ouvert de X, {teT/T(t)NUO#pret.

2) Une famille de multiapplication (r(t))teT de X dans X

est dite mesurable si la multiapplication t —> G(A(t)) est mesurable de T dans
XxX; (6G(A(t)) = {(x,y) e X x X ; ye A(t)x]}) .

Remarquons que cette définition est compatible avec la définition 2.2,

Remarque 2.6. Soit (T,<€, u) un espace mesuré, u positive o-finie, € u-compléte

et t =—» T(t) une multiapplication mesurable de T dans X espace métrique
séparable complet ; alors t —> Fz-t:-) est mesurable (et satisfait & toutes les

conditions €quivalentes du Théoréme A).

En effet, soit xe X £fixé, d(x,IT(_E)) = d(x,I'(t)) donc

{te T/ d(x,T(t)) < r} ={te T/ d(x,I(t) < r}

={te T /T(t)N B(x,x) # 0}l e T

ce qui signifie t -~ d(x,I'(t)) mesurable et donc t —> I'(t) mesurable
(Théoréme A).

LEMME 2.7, Soit (T,€,u ) un espace mesuré, u positive o-finte, € p-compléte et

(X,d) espace métrique séparable complet. On se donne une famille d'applications

eontinues
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(F(t)) u

() La famille (F(t)) est mesurable.

tel

el ? F(t) ¢: D7 — X, Dt fermé dans X . On a les implications

(27) L'application t -— D(t) est mesurable et pour toute application h
univoque mesurable de T dans H telle que pour presque tout t , hit)e p* R

L'application t —~ F(t,h(t)) est mesurable.

(227) L'application t —> D(t) est mesurable et pour tout x de X ,
l'application t — F(t,x) est mesurable (i.e. Ey = {te T /xe Dtl est

mesurable et t - F(t,x) est mesurable de E, dans X)

(2) & (i) = (i) .

Démonstration : (i) == (ii) Notons tout d'abord que, Dt

®

L

Ft est de graphe fermé dans H x H ; soit & borélien de X ;

ermé, entraine que

fte T / pt NO#P}= prej,r {G(F) N Tx O x X} et d'aprés le théoréme de projection

cet ensemble appartient & € , ce qui exprime la mesurabilité de la multiapplication

t — Dt (d'aprés le Théoréme A).

La famille (F(t))teT étant mesurable, il’ eéxiste une famille dénombrable

t — (xn(t),yn(t))v d'applicationé mesurables de T dans X x X telles que

ne N

pour tout t de T

GE() = U (x (£),y (1))

nelN

Soit h une sé@lection mesurable de la multiapplication t r—> D% = dom F(t) ;

pour tout ne N posons

b o= (Ee T/ dM®,x ()< § .

Ona T-= U Ak n 5 par un procédé standard, on fabrique
ke N ’

une partition mesurable (Ck,n)kelN de T , avec
Ytec d(h(t) ,x (£) < —=
k,n Xy n '

Posons zn(t). = xk(t) si te ck,n "

Alors Yte T d(h(t) ,zn(t)) &

=R Lo

et par conséquent

-~

ap

artir des (Ak,n>kem ,
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Veer zn(t) —~ h(t) dans X ; d'autre part pour tout t on a

t 2 v
zn(t)e D™ et F(t) &tant continue sur pt .

F(t,h(t)) = 1lim F(t,z_(t)) .
N+ B
La fonction t +~> F(t,h(t)) , comme limite simple de fonctions mesurables, est

donc mesurable.

(i1) => (i) La multiapplication t -—> Dt étant mesurable &

valeurs fermées, il existe (xn)n famille dénombrable d'applications mesurables

eN
de T dans X telles que ¥ te T):Dt = xn(t) ; les applications

£t — F(t,xn(t:)) sont mesurables par hypothése et t - hn(t) = (xn(t),F(t,xn(t))

est mesurable de T dans X x X ; tenant compte du fait que G(Ft) = U hn(t> s
on déduit la mesurabilité de la famille (F(tntsl‘

(ii) == (iii) Par définition E = fte T/ Dtﬂ {x} # 0}
et donc (Théoréme A), Ex appartient 3 T ; soit d'autre part t —>. h(t)f une
section mesurable de t -— Dt s la fonetion gy qui vaut - h(t) sur [:Ex et x
sur Ex , est donc mesurable de T dans X et gx(t) appartient & D't pour

tout t de T ; la fonction t —> F(t,gx(t)) est donc mesurable ; sa restriction

a Ex , soit t - F(t,x) , est donc mesurable.

Remarque 2.7. 1) Dans le cas o Y te T Int Dt # @ , ol dans le cas pt =D

indépendant de t on a (i) & (i1) &> (iii) ; il suffit de reprendre le début

de la démonstration du Théoréme 2.2 : on met en évidence une famille (xn(°))nem

d'applications mesurables de T dans H telles que

t

Yeer, D U (x () et

neN

\V nelN, t — F(t,xn(t)) mesurable.

On en déduit la mesurabilité de la famille (F(t))

°

teT

2) Dans le cas ol les (F(t))teT sont continues partout

définies, on a (i) < (ii) <= §{ xe X, t —> F(t,x) mesurable.

3) L'implication (iii) ==> (ii) est fausse en général :
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prenons X =R , et F(t) 1la fonction constante égale & «(t) sur un domaine

réduit 3 deux points {t,t+l} , avec t - o (t) non mesurable .

L'application t -— dom F(t) = {t,t+l} est bien mesurable ; pour tout x de R
l'application t — F(t,x) est définie sur un ensemble réduit & deux points
{x,x-1} et est donc continue ; prenant h(t) = t, h est bien une section
mesurable de t ~> dom F(t) et pourtant t —> F(t,h(t)) = a&(t) n'est pas

mesurable.

PROPOSITION 2.2. Soit (T,%, w u positive o-finte, € u-compléte, H un
espace de Hilbert séparable et soit (F(t))te:T

tions (non partout définies) de H dans H . Il existe alors une famille

une famille mesurable de contrac-—

(F(t)) tel ? mesurable, de contractions partout définies telle que pour tout t
de T, _;Fv( t) soit un prolongement de F(t) .

Démonstration : Tout d'abord pour x e D(F(t)) = Dt on pose

F(t) (x_) = lim F(t)x qui est bien définie ;
yeD®
X
On a G(m)) = G(F(t)) et d'aprés la r‘emarque 2.6 la famille (F(t)) est

: : : teT
une famille mesurable de contractions, prolongeant la famille (F(t))teT ; on se

raméne donc au cas ol F(t) est de graphe fermé.
Soit (xn)nelN c;lens‘e dans H ; il suffit de prolonger la famille (F(t))teT
a (xn)nc-:lN de telle sorte que fnenNn, t — F(t,xn) soit mesurable ;

on se donne donc un e fixé dans X .

Nécessairement la valeur prise en X par un prolongement de F(t) doit

appartenir 3 l'ensemble
t t
U'(x,) = {z<H/ d(z,F(t,8)) s d(x,8) YEe D} .

D'aprés le Théoréme Valentine-Kinzbraun [17] , 1'ensemble Ut(xo) est non vide ;
notre probléme consiste 3 montrer l'existence d'une section mesurable 3 la
multiapplication t —- Ut(xo) » ce qui revient i montrer, remarquant que

Ut(xo) est un fermé, que la multiapplication t — Ut(xo) est mesurable
(Théoréme A). Or 1a faﬁille (F(t))teT étant mesurable, et F(t) &tant de graphe
fermé pour tout t , il existe une famille (xn('))nc-:!N d'applications_ mesurables

telles que les applications t — F(t,xn(t)) soient mesurables, et telles que
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G(F(r)) = U {xn(t),F(t,xn(t))} pour tout t de T ; par conséquent

Ut(xo) (ze B/ d(z,F(t,x_(£)) = d(x_,x () VneWN}

N BE(E,x (1), dx ,x (£)))

ne N

et donec

G(Ux)) = {(t,x)e Tx H ; xe Utxo} = nQIN G(ng) ol

GUR) = ((t,W e Tx H; xe BE(E,x (£),d(x,,% (£)))]

Si 1'on montre que G(ng)e: C® W il en sera de méme du graphe de Ux et
d'aprés le Théoréme A la multiapplication t —- Ut‘zxo .sera mesurable ; or
la mesurabilité de 1'application t —> —B-(hn(t) ,x (£)) , ol h  (resp. r)

est une application mesurable de T dans H (resp. [R+) , est immédiate en
remarquant que son graphe {(t,z)e Tx H/ d(z,hn(t)) = rn(t)s 0} est
mesurable : en effet 1'app]:ication (t,z) —> d(z,hn(t)) est € ® ® mesurable
(cf. Castaing-Valadier [14] Lemme 14) (cet argument est encore valable en prenant

au lieu de H un espace métrique séparable).

Soit denc t —> % (t) une section mesurable de t — Utxo ; on pose
F_(t,x) =% (1) .

La famille de contraction (F~0(t)) est encore mesurable puisque la

teT

famille (xn(.),F(.,xn(.)) augmentée de (xo,‘g(.)) forme une famille

nelN
dénombrable dense de sections mesurables ; on peut donc reprendre le méme

raisonnement et prolonger cette famille (Fo(t))teT en une famille -(Fl(t))te:T

de contractions mesurables avec D(Fl(t)) > {xl} ; par récurrence on construit une
. A . ~ - ~ . 5 T

suite (Fn(t))teT ; onpose Yte T F(t) U 'Fn(t) ; et 1l'on vérifie

ne N
immédiatement que la famille (F(t))te’l‘ est solution du probléme posé.

Remarque 2.8. On aurait pu énoncer la Proposition 2.2 dans un cadre plus

général : on ne se sert de l'hypothése H Hilbert et vT(t) contraction que

pour avoir la propriété de prolongement ; on pourrait prendre une famille
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mesurable (T(t))teT d'applications «x~holdériennes d'un espace métrique
séparable ®omplet X dans un espace métrique séparable complet Y , pour
lesquels on ait la propriété de prolongement (cf. référence communiquée par
C. Castaing : L. Williams, J.H. Wells et J.L. Hayden [29]).

THEOREME 2.5. (H. Attouch, P. Benilan, A. Damlamian).

Soit (T,€, u) un espace mesuré, u positive Oo-finie, T u-compléte et H
un Hilbert séparable. Scit (Bt) e WNe famille mesurable d'opérateurs

monotones (dans H) ; il existe alors une famille (Aét) mesurable,

tel
d'opérateurs maximaux monotones (dans H), telle que pour tout t de T , B

soit un prolongement de B .

s o . t "
Démonstration : On se raméne tout d'abord au cas B~ fermé, en prenant sa

fermeture, opération qui conserve la monotonie et la mesurabilité de la famille
t . P - o va e
B (Remarque 2.6) ; on utilise alors la méthode de Minty ,(utlllsant la

transformation de Cayley): on pose
t t
F~ = {(x+y,x-y) / (x,y) € B}

On vérifie aisément que Pt est, pour tout t , une contraction de graphe fermé
o G t 5 .
définie sur R(I + B) . La famille (Ft>teT est mesurable : soit

(x,€)57,())

t s
Hx H telleque Yte T B = ngtN {(xn(t),yn(t))} ; posons

nenN une famille dénombrable d'applications mesurablesde T _dans

zn(.) = (xn(.)+yn(.),‘xn(,“),-yn(,))les applications zn(e) . -sont mesurables et

Veer Fb= ngIN {z (O)} .

D'aprés la Proposition 2.2, il existe une famille (Ft)teT mesurable de

contractions partout définies telle que pour tout t de T , Af‘t prolonge F
On pose Bt = {(1/2(u+§tu),1/2(u—§tu)) s ue H} .
On vérifie que 8t est un opérateur monotone et que pour t:ou.};" t de T,

(I+’ﬁt’) 1. %— (I+¥‘t) . D'aprés le Théoréme 2.1, la famille A}/Bt est une famille
mesurable d'opérateurs maximaux monotones ; enfin BF prolonge * puisque
(x,9) = B" = (xty,x-y) « F"
= (xty,x-y) e F*
= (x,y) B .
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CHAPITRE III - APPLICATIONS.

1. Equations d'évolution dans les Hilbert.

Soit H wun espace de Hilbert, (A(t>)te [0 T] une famille d'opérateurs
b
maximaux monotones ; l'une des motivations de ce travail est 1'étude de

1'équation d'évolution

(1) %«v A(t) u(e) 2 £(t) ;3 u(o) = u
Une des fagons d'étudier (I) consiste a 1'approcher par
dux
(1,) T Ax(t) ua(t) =f£(t) ;3 u,(0) = u,

ol Ak(t) désigne 1'approximation Yosida de A(t)

Afin de résoudre (I)A s par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on est
naturellement amené 3 supposer que Y >0, YxeH , £ - A%(t)x est
mesurable de [O,T] dans H ; il était donc important de chercher le lien entre
cette condition de mesurabilité et les autres conditions de mesurabilité que
1'on pouvait définir directement sur les opérateurs A(t) (mesurabilité des

graphés, des sections minimales, des ¢t lorsque At = a¢t) 3

Donnons un exemple tiré de la théerie des équations d'évolution (cf. Kenmochi

[7h

PROPOSITION 3.1. Soit ( ¢t) te [0,7] une famille de fonctions convewxes, sct,
9

propres de H , Hilbert séparable dans |-w,+x| , vérifiant : pour tout >0 ,
il existe a, et b, mesurables de [0,T] dans R telles que

Fosest<T,Vzebdlls,.)), |z| <r,3 Fedlo(t,.)) :
|2-%| < la,(t)-a (s)| et ¢(t,%) < ¢(s,2) + |b,(t)-D,(s) [2+|¢(s,2)|] -

Alors (t,ax) — ¢(t,x) est une intégrande convexe normale et par conséquent
pour tout A>0 et tout @< H , L'opplication t —> (1+236%) "l est mesurable.
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Démonstration : Soit £>0 ; d'aprés la propriété de Lusin appliquée aux

fonctions a et br , 11 existe K compact, Kgc[O,T] tel que a et br

solent continues de Ke dans R . Montrons tout d‘'abord que pour toute suite

tn
) nemw (x, e DG ™) ,
Xn —> X on a

; < " x
croissante, t K, £, t t et toute suite (xn)ne.lN

¢{t,x) < 1lim inf ¢>(t:n,xn)

Prenons r suffisamment grand de fagon que X e B(O,r) pour tout ne N ;

il existe alors %Vna D(¢t) tel que :

N

YnelN, !xn-?fni ]ar(t)—ar(tn)l et

s

¢o(t,x )

N

#e ,x )+ [b (£)=b (e ) [ [i+[oce ,x )] .

Notons a=ar et b=br;onadonc»?€n —> x et

(1+(b(t)-b(t D)) ¢(e ,x ) + |b(e)-b(t )| si ¢(t,x) >0
¢(t,§,n> <

(1=(b()-b(£ ))) ¢t ,x) + [b(E)-b(e )| si o(r,x) <0 .

On en déduit lim ¢(t’£n) < lim ¢(tn,xn) et la fonction ¢(t,.) &tant convexe,
sci, on a

¢(t’x) < }i-ﬂ‘b (tn9xn> (=) .

Montrons alors que la fonction (t,x) — ¢(t,x) est borélienne de K.x H
dans ]—m,+°°] ; cette propriété étant vraie quel que soit £>0 , il s'en suivra

que (t,x) —> ¢(t,x) est une intégrande normale sur T x H .

Soit Ae R et E = {(t,x) e K, x H/ ¢(t,x) > A} ; i1 s'agit de montrer que
E est un borélien. L'espace H é&tant séparable est 3 base dénombrable

[} . o ]
d’ouverts : soit (Bn>nelN une telle base.

D'aprés la propriété (=)
V(t@,xo) e E , ] s:(to,xo) > 0 E > (Jto-e,to] 0 Ka) X B(xo,e)
et donc Y (to,xo) € E , ] s(to,xo) >0, ]n(to,xo) elN :

E'D (Jege,t ] N K) xB > (t,x)
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On a donc E

O (e et x )t ] NK) x B

(to,xo)e:E n(to’xo>

¢ ) Jemete,x),e ] « Bate ) D& X B

(to,xo)e E

(U ( Jt =(t ,x),e 1) x B) () (K % H)
nel {n<c},3<’}o>=n} 0 (%)) x B 0 (%

On conclut 3 1'aide du lemme suivant :

LEMME 3.1. Dans R , une réunion quelconque d'intervalles non réduits & un point,
est un borélien.

Démonstration : Soit I = A:fk IA s IA intervalle de R de longueur strictement
positive. Chacune des composantes connexes de I est d'intérieur non vide,
puisque contient un IA ; or R étant séparable, les composantes connexes de I ,
étant d'intérieur non vide, vont former une partition dénombrable de I ; les
composantes conmnexes de I sont des connexes de R , I est une réunion

dénombrable d'intervalles et I est donc un borélien,

Nous alleons 3 présent montrer quelques résultats généraux concernant les

problémes d'évolutien.

PROPOSITION 3.2. Soit (T , €, u) un espace mesuré, w20 , 0-finite et <

u-compléte ; soit (A(t)) teq Une famille d'opérateurs maximaux monotones dans H
Hilbert ; il y a équivalence

(z) La famille (A (t))te Ti est mesurable, et 1l existe un couple
(a,(.),y,(-)) dans (12105802 tel que : w ppte T y ()€ Alt) & (t) .

(11) Llopérateur £ = {(x(.),y(.)) e (L2(Tsu;80% pop.te T, y(t) « Alt) a(t)}
est maximal monotone dans J = LZ(T;p,'H) .

on a alors VueX (df}\u)(t) = A)\’(t) ult) p.p.te T .

Démonstration : i) == 1ii) Soit A1>0 et ye # donné. L'opérateur A(t)

étant maximal monotone il existe pour tout te T , un élément x(t) dans H

tel que

x(t) + AA(t) x(£) = y(£) .

on a x(t) = (I+XA(t))_1 y(t) et d'aprés 1'hypothése de mesurabilité sur la
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famille (A(t))
1'on n'a pas besoin de H séparable) ; d'autre part
x (£) = (THA(E) H(x (£ y_(£)) et done

te T 1l'application t - x(t) est mesurable (remarquer que

[x(t) ==z ()] < |y(e) = (x (&) + A y_())]

On en déduit que x(.) appartient & I , et donc x(.) + Kdtx(.) > y(.) dans H
L'opérateur (I+ldh)‘l est partout défini et A

@ad) T x(t) = (TAE)) ™Y x(t) p.p.t T ; par consSquent (I &) L est

une contraction partout définie, pour tout A>0 , et & est maximal monotone

dans %# .

1) == 1) Prenons x(.) =x , x fixé dans H ; on a alors
-1 -1
(I+adb) © x(.)(t) = (I+3A(E)) “x

et donc les résolvantes des opérateurs A(t) , dépendent mesurablement de T ;
la famille (A(t))tEET est donc mesurable ; d'autre part il suffit de prendre
pour (xo,yo) un élément quelconque de ot , qui est non vide, puisque maximal.

. Nous allons préciser ce résultat dans le cas important oG A(t) = 3¢(t) ;

PROPOSITION 3.3. Sott (T ,%, u) un espace mesuré, u positive o-finie , ©

u-compléte, H un espace de Hzlbert séparable et ¢ une intégrande convexe
normale sur T x H ; on note @ la fonctionnelle comvexe sur K = L (T;dusH)

définie par . 7
{ o(t,ul(t)) dul(t) st of(.,ul.))e L°(T,du)
d(u) = T

+ @ atlleurs
Il y a équivalence
(2) ¢ est comvexe, éci, propre sur HK .
(i1) ¥ x>0 (resp. 1), Fue L2(T,du ), ¢ —= I, (t,u(t)) e LP(T,duilp
et t —= (6,00 u(t)) < L (T,dn) .

(i42) . J @0, 8eLNT,dy) : pp.te T olt.a) +alz|? + B0t 50
ﬁ’x«s H

. Ibe 11,4l tel que t — o(t,b(t)) < L (T,du) .



w) .7 2,70 5 7 ao>0 s By eLl(T,du) : pp.te T
"o

o, (tsa) + aolx[2 +8, (t)>0 foe H et
o (e}

fecE b 4, (ho)e tH(Tdy).

On a alors en outre :
a) f fe B, aum §F) :J 0¥ (£, £(£)) dult)
' T
, 2
b) 98 = {luf) (LT, dusHlp.p.t  £(t) < 30(t,u(t))} (38 est mavimal
monotone)

e) ¥ ro &, (w) = | o, (t,ult)) dult) .

f
Jr
Démonstration de la Proposition : i) = ii) Nous sommes dans les conditions
d'application du Théoréme de dualité de Rockafellar ([25], Th.2) ; on a denc,

pour tout £ dans LZ(T,du5H), ¥ (£) =f 6*(t,£(t)) du(t) . D'autre part, le
T
sous-différentiel de la fonction ¢ est maximal monotone {(donc non vide) et

fe 3(u) <= F(u) + §'(f) = <f,u>

= j {oCt,u(t)) + o™ (t,£(t)) = <£(t),u(t)>} du(t) =0 .
T

La mesure yu @&tant positive et l'intégrande &tant positive
fe 3f(u) dans A = o(t,u(t)) + ¢"(t,£(t)) = <£(t),u(t)> =0 u p.p.t

et donc fe 3F(u) & £f(t) € 3¢(t,u(t)) u p.p.t .

D'autre part 1l'opérateur (I+>.a§)—1 est partout défini sur X et

£ = (1+138) lu = £ +228(E) > u
&= p.p.t E(t) + A4 (t,£(t)) > u(t)

P
< p.p.t £(t) = (I+22¢7) ~ u(t)
. N 2
Donc pour tout u dans LZ(T,d}l;,,H),t — J; u(t) appartient & L (T,dp__;}();
cet élément de 3 , appartenant d'autre part au domaine de 3% , appartient au
domaine de § et, t — 4>(t,J; u(t)) appartient & LI(T,dp) .
12

1 2 * —% , A
1] == —_— = -~ ©
D'autre part @}\ v R [l s §>\ 3"+ 5 ] et donc
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g, (£) = J $*(6E(0) + 5 [£(0)]% au(o)
T

f 93 (£,£(8)) du(e)
T

-~

et appliquant 3 nouveau le théor@me de dualité i)\(f) = J ¢A(t,f(t)) du(t) .
ii) => 1ii) Il y a seulement & montrer la
premiére partie de iii) ; soit X, <€ H fixé,

Ecrivant que A)\o(t,xo) e A(t,J)‘o(t,xo))

t Y
P(t,x) > ¢(t,JA°xo) KX - J/\o(t,xo) ’A/\O(t’XO» d'ol

2 2 £
¢ (ex) + [x|7 leo(t»xo>l b <k (Exgddy (B> - 4(6,0x) 30

et 1l'on conclut en prenant o =1 et

B(e) = 4, (£,x)|% + <a) (£,x),3, (£,5)> - 6(5,3%% ).,
(o] e} (c] . (2]

iii) == i) La premiére condition entrailne que
® est sci sur 3 par application du lemme de Fatou, et la seconde condition

exprime que & est propre.

ii) = iv)
t 1 t 2 1
cb}\ (t,x) = ¢(t,J)\ x) * 5 lx - J)\ x| et donc V xelH, t — ¢>\ (t,x) e L™ (T3du),
o o o o o

D'autre part ._¢>\ (t,x) 2 ¢(t,J; X) et tenant compte de 1ii) <&=) 1ii)
0 o

> -a |35 x|? - 80 .
o
Or IJ;’oxl < IJ;:'oxol + |x-xol et par conséquent

‘ t 2
¢Ao(t,x) + 20|xx | + 2a|Jkoxol +B8(t) >0 et

- ¢)\o(t,x) + 4alxl2 + (4alx§l2+2a]J§o:%]2+B(t)) >0 .

iv) == i) Considérons la fonctionnelle

Y(u) = [ N (t,u(t)) du(t) sur & .
o]

T
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Elle est convexe, sci, propre sur J¢ ; d'aprés l'implication i) == ii) pour tout

u dans 3 et tout A>0 , l'applicatioﬁ t — (I+AAA (t:,.)).1 u(t) appartient
o)

-

a LZ(T;du;H) et l'application t -—> ¢A (t,(IﬂA}\ (t:,.))—1 u(t)) appartient 3
o o

Ll(T;du) . Or (I+>\A}\ (t,.))-lx = J}\ +K(x) et utilisant 1'implication ii) == 1)
o o
on conclut.

Remarque 3.1. a) Les résultats de cette proposition se généralisent au cas ol

A(t) = qut est le sous—-différentiel de qbt pour un produit scalaire <., >t 5
sous la seule hypothése supplémentaire que les normes l'lt sont uniformément
équivalentes et que pour tout x dans H , 1l'application t - Ix]t est

mesurable ; c¢f. H. Attouch [1:] (Remarque 1).

b) Indépendamment des hypothéses faites par ailleurs sur la
famille (d:(t))te,r , on remarque par application directe du Théoréme 2.3 que la
condition ii) ou la condition iv) entralnent que ¢ est une intégrande normale ;
ii) et iv) sont donc équivalents & 1ii) bis,ol iii) bis est la condition iii) ol
1'on exige en plus la normalité de l'intégrande ¢ ; on peut d'autre part se

demander si la condition i) n'entraine pas la normalité de ¢ .
P

. S . n
Nous allons & présent étudier le lien entre la convergence des (¢ (t’°))neIN

dans H et la convergence des o = jcpn(t,o) du(t) dans 36 = LZ(T;H,du) ; c'est
1'objet des deux propositions suivantes od (T,G,u) est un espace mesuré, uz0
o-finie, G u-compléte et J6 désigne l'espace LZ(T;H,du)

PROPOSITION 3.4. Soit (¢
telles que

nell ¢ une suite d'intégrandes convexes normales

1) u p.p.t ¢n(t,.) — ¢(t,.) au sens de Mosco.
¢ - : 2 .
2) Il existe (”‘n)neﬁv 3 (fn)ne:[l\f s Wy, > U dans L°(T,H;du}
£, = f dans 2T, Hsa) et wp.pet  £,(t)e 20" (t,u (8)) , ft)< d0(t,ult)) et

j ¢n(t,un(t)) du(t) —-»j d(t,ult)) dul(t) .
T T

Alors én = jcpn du — & = ﬁp dy au sens de Mosco dans 1'espace L2(T, Hsdp)

Démonstration : On remarque tout d'abord que 1'hypothése 2) entraine que les
fonctionnelles TQFn , § sont convexes, sci, propres sur J6 = LZ(T,H;du) $ on peut
donc appliquer les résultats de la Proposition 3.3. L'hypothése (1) entralne
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d'autre part que u - p.p.t 8¢n(t) —> 0¢(t) soit de fagon Equivalente
Va0, ¥xer  (@aoe™e)x — (1#00(e) 'k .

n s . o s y .
Montrons que 0¢° -—> 03¢ ; le résultat s'en suivra immédiatement par application

du Théoréme 1.1 puisque, d'aprés (2) f = aén(un) , fe 3f(u) et un - u ,
AL
£, — £ et @n(un) -~ ®(u). Soit donc ue I et considérons la suite
n, -1 -1 n -1
Yy © (I+3¢) "u et v = (I+33) u ; on a u-p.p.t vn(t) = (I+9¢ (t,.)) u(t)
et v(t) = (I+>\3¢(t,.))—1 u(t) ; d'aprés ce qui précéde on a donc vn(t) — v(t)
L=-p.p.t ; d'autre‘part,posant w, o= fn *u ona u-p.p.t
u (£) = (T+96™(t, ) LW (1)) et dome |v_()=u_(t)| € Ju(e)=v_(t)| soit
n n n n n
U=-p.p.t lvn(t)l < 21un(t)l + Ju(e)| + lfn(t)l .
D'aprés le Théoréme de Vitali, on conclut que v, >V dans 96 = LZ(T;H,du)

ce qui termine donc cette démonstration.

Dans la proposition suivante, nous allons montrer que l'ensemble des
: 2 " S P ,
fonctionnelles sur L“(T,H;dn) qui s'écrivent sous la forme J¢(t:,.) du est fermé
2 \ ,
pour la convergence au sens de Mosco sur L"(T,H;dp); ceci exprime la conservation

d'un certain caract@re local de ces fonctionnelles pour cette convergence.

PROPOSITION 3.5. Soit (¢7) ney U sutte d'intégrandes convexes normales sur

T x H ; on suppose que les fonctionnelles g = j o (t,.) du eont set, propres sur
LZ(.’Z’;H,du) et que g’ converge au sens de Mosco vers une fonctionnelle @
convexe, sct, propre sur L2( TsHydu) s

Il existe alors une intégrande convexe normale ¢ sur T x H telle que :

® = Jq)(t,.) dult) .
Démonstration : Soit x e H fixé ; notons
x_(t) = (I+3¢"(t ))-1x y (t) =x = x_(t)
n > o n (0 o]

-1
x () = (D) Tx () y () == - x (6) .
Alors puisque " > o , on a (Théoréme 1.1) 3§n —> 9§ et donc tenant compte
de la Proposition 3.3 xn(.) — x,(.) dans ¥, yn(o) — y(.) dans ¥ , et
@n(xr(.)} ~= &(x(.)) (puisque @?(xo) —_— @A(xo)) 3 posant
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¥ (w) =J{Tf¢n<t'“<t>*xn(t>> = 07 (t,x (£)) = <u(t),y (£)>}du(t) = jT VR (t,u(e)) du()

¥(u) = <I>(u+xo(-)) - <I>(xo(-)) - <u,y°(-)>

ona Y% — V¥ au sens de Moscoet VY te T P(t,.) » 0, V*(t,0) = 0 et donc

V neN v"y 0, ¥"(0) =0 ; demfme ¥ >0 et ¥(0) =0 .

On a donc 8¥" — 3Y¥ soit
Vued  (@ov®Hlu — (1+0%) 'y dans X
et d'aprés la proposition 3.3
(+v™(e, ) L u() — (+v) "y dans % .

Prenant u(.) = x , x é&lément de H on pourra extraire une sous-suite

(dépendant de x) convergeant u-p.p.t ; considérant une suite dense (

X
p)pelN
dans H , on va pouvoir par un argument classique trouver une suite

{n(k) )k eIN telle que

n-p.p.t YpelN (I+8wn(k)(t,.))_1 xp — (I+8‘1’)m1 xp (et dans %)

et donc  u-p.p.t VxeH (I+Sxpn(k)(t,,))-1x —_ (I+8‘P)—lx :

Or on sait que (mcb est fermé dans M et il existe donc une famille unique
(t};(t,.))teT de fogctionnelles convexes sci propres de H dans [0,+°°] s
YeteT v(t,0) =0 telles que

HePaPal (I+8‘P)—lx = (I+8‘Pt)—lx ; d'autre part d'aprés le Théoféme 2.3,

(tyx) — Y(t,x) est une intégrande normale ; on a donc
pepepet (I8 (e, 0l = (Iropce,. ) i Vxen

et tenant compte du fait que, u-p.p.t Vk wn(k) (t,0) =0 wn(k) (t,s) 20

p(t,.) > 0 yY(t,0) = 0 on conclut d'aprés le Théoréme 1.1 que u-p.p.t
k
O e,

.) —= yY(t,0) au sens de Mosco.



Appliquant alors la Proposition 3.4 avec w'=£f"=0 VneN on conclut que

Wn(k) — E' au sens de Mosco ol @ku) = j Y(t,u(t)) du(t)
T

n(k)

"o
On conclut donc que ¥ —> Y au sens de Mosco avec ¥ =Y ; on a donc

¥(u) = <I>(u+xo(-)) - <1>(xo(.)> = <u,yo(-)> = j Y(t,u(t)) du(t) soit

¢(u) = J {w(t,u(t)-xo(t)) + <u(t)-x_(t),y (t)> +<I>(‘xo(»))&(t)}du = j ¢ (t,u(t)) du(t)
T

T

en posant ¢(t,x) = w(t,x—xo(t)) + <x—x0(t),yo(t)> +¢/xo(.»a(t)(oﬁ a{.) est telle

que [u(t) du(t) = 1) ; remarquant que ¢ est une intégrande normale convexe cela

J
termine la premiére partie.

Remarque 3.2. Supposons un peu plus 3 savoir :

. 93¢ —> 239
n

J@™ M e 30, (u,f)e 30, gl u s I £ et

¢n(.,un(.)) — f dans Ll(T,du) avec Jf = @(uo) .

C'est le cas en partiuclier si les ¢n(t,.) > 0 et ¢n(t,0) = 0 ; on déduit alors

aisément de la démonstration précédente qu'il existe une intégrande normale ¢

(k)

telle que @ = J¢(t,.) du et une sous-suite (¢?t) convergeant vers (¢(€))

)keN
au sens de Mosco, u-p.p.t.

2. Théorémes de perturbation.

Définition 3.1. Soit (A(t>)te;[0 T] une famille d'opérateurs maximaux monotones ;
H

on dira que u est solution forte de %% + A(t)u> £ ; u(0) =uy of fe Ll(O,T;H)

et u < H si ue<([0,T];H)N wiéi(]ox[;n) , u(0) =u_ et p.p.t =7o,T[

%%(t) + A(t) u(t) ® £(t) . Le graphe de l'opérateur solution faible est défini

comme étant la fermeture du graphe de 1l'opérateur solution forte dans

€ ([0,T];H) x Ll([o,T] sH)
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Nous utiliserons l'estimation suivante (cf. Brezis |8] Lemme 3.1).

+ A(t)ua £ , %%-I-A(t)va g ; ona

du

Soient u et v solutions faibles de it

t
lu(e)=v(t)| < |u(s)-v(s)| +f l£¢r)-g(r)| dr ¥ 0<s< t<T.
s

On établit cette estimation pour des solutions fortes, et ensuite on passe

trivialement & la limite. Nous allons tout d'abord énoncer un résultat concernant

les perturbations lipschitziennes, qui sera utile pour la suite.

PROPOSITION 3.6. Soit (A(t))
t<[0,T]
dans H , espace de Hilbert réel et U, donné dans H tels que

une famille d'opérateurs maximaux monotones

HJ) /f'e LZ([O',T];'H) > Ll extste u unique solution forte (resp. faible) de

du

d—t-ﬁA(t)usf; u(O):uo .

Soit d'autre part (B(t)), [o,7] “e famille d'applications de H dans H telles

que

Pour presque tout t < [O,T] s D(B(t)) = D(A(t)) , et ©l existe k< LI(O,T) telle
que |B(t)z - B(t)y| < k(t)|z—y| p.p.te ]O,7[ , Fax,ye DIA(E]) .

Hg) L'application t — B(t) est mesurable.

i)  Jue 0,11 , w(t)< DIA(E)) pup.t, et t — Bltu(t)) e L'(0,T;8),

Alors ffe LZ(O,T;H) s Tl existe u unique solution forte (resp. faible) de

(1) By at)u+Bltus F 5 ul0) =u .

Remarque 3.3. On a supposé D(B(t)) = b(A(t}) et t —>= B(t) mesurable ; on

aurait pu supposer, ce qui paralt plus naturel : Hé) B(t) est lipschitzien de

rapport k(t) sur un domaine D(B(t)) contenant D(A(t)) et l'application
t —> B(t) est mesurable ; mais cette hypothése se raméne en général 3
1'hypothése H2) puisque (I) est &quivalent 3

ad + A(t)u + B(t)/ u>f et que le graphe dans [O,T] x (H x H)

dt D(At)
de B(t)/ est la trace du graphe de B(t) sur le graphe de t -— D(At) x H
D(Ab)

dans [0,T] x H x H .
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Donc lorsque t —> 'D(At) est mesurable (ce qui est le cas lorsque t - A(t)est

mesurable) l'hypothése Hé), H3) se raméne 3 1'hypothése. HZ)’ 1-13).

Remarquons enfin, compte tenu du Lemme 2.7, que H3) équivaut 3 :

Vx : I:O,TJ —> H mesurable univoque, telle que p.p.t e]O,T[
x(t) € D(A(Y)) , 1'app1ication t -—> B(t,x(t)) est mesurable.

Dans le cas o D(A(t)) = D est fixe, H3) est équivalent 3 :

YxeD t —= B(t,x) est mesurable, et donc la Proposition 3.§
apparait comme une généralisation partielle de la Propositien 1.12 P. Bénilan [5],

et du Théoréme 1.20. A. Damlamian »[15] .

Démonstration de la ?_EQE§§iEiQE 3:6. On utilise une méthode de point fixe dans
l'espace E = {ueC@([O,T];H)/p.p.t = [O,T] , u(t) « D(A(t))} muni de la métrique

de la convergence uniforme ; soit S 1'application de E dans E qui &3 u

associe la solution forte (resp. faible) de

%% + AV 3 = B(t) u(t) 5 u(0) = u

(on remarque que l'on peut se ramener au cas f = 0) ; cette &quation a bien une

solution puisque t —> B(t) u(t) est mesurable (d'aprés H, et le Lemme 2.7) et

3
est majoré par :

[B(t) u(t)| < |B(t,u(t))| + k(t)lule)-w(t)] .

I1 s"agit de montrer que l'application S admet un point fixe unique :

Soient Uy Uy € E, ona

2
t
Is u () - s uz(t)[ < jolB(T,ul(T)) - B(T,uz(T))]

t
S j k(t) ]ul(r) - uz(-r)l dr et donc par un argument
o

Dl
classique lSn ul(t) - g" uz(t)ls —5-,,—1-‘— Hul—u2 uL‘” Vete [O,T:] .

° n ° 0 o ° e
Il existe donc ne N tel que S  soit lipschitzienne de rapport strictement

inférieur 4 un ,de l'espace métrique complet E dans lui-méme ; d'oli la conclusion.



- 55 =

THEOREME 3.1. Soit H wun espace de Hilbert réel et (A(t))te[o 7] une famille
3
d'opérateurs maximaux monotones dans H , tels que :

31) Il existe une mesure dm = p dt , p majorée et minorée par des constantes
strictement positives, et w continue telles que :

Fge L2([0,T];H) ¥ /’uoe D(A(0)) , il ex<ste ¥ unique, solution forte de

v + A(t,v(t)) > g(t) ; v(0) = u_ avec en outre
dt o)

%l +allu |, a0 |) .

< lg
£ (dm;a) 2 (dms )
On se domne d'autre part une famille (B(t)) te [0,T] d'opérateurs vérifiant :

H,) Pour presque tout t de [0,T], B(t) est un opérateur hémicontinu, de
domaine convexe et 1l existe K e LZ( 0,T;R+) telle que :

p.p.t < [0,T] , Fu,ye D(BY) <B(t)x - Bltiy,avy> + k(t)|ay|® >0 .

Hs) L'application t —> B(t) est mesurable.

H 4) On suppose enfin B(t) dominé par A(t) :

Il existe o < —;— s cEe LZ(O,T;B+) et d numérique croissante telles que
pp.te [0,7] , Yeena?) |Btix| < ola(t)| + o(t) dl|e])

Conclusion : 1°) Pour tout f& LZ(O,T;H) et u e D(A(0)) , il existe u unique,
solution de

{ g% + A(t) u(r) + B(t) u(t) » £(t)
(1) |

u(0) = u

du

L2
3t = L"(0,T;H) .

De plus
2°) Supposons en outre que pour le probléme non perturbé, il ya
effet régularisant i.e.

[T I1 existe une mesure dml =P dt , avec 12 positive bornée, minorée
sur tout [G,T] » 6>0 telle que :

1) fge 1,1 , ¥ v e DGAO) , 1 ve €([o,1];8)

d 1
telle que v(0) = Voo (-d%e Lloc(]o’T[;H))




-5 =

g—‘:;_—(t) + A(t) v(t) > g(t) p.p.t & [O,T] et

dv

= < lel
4t 2¢[0,1] ; dm, ; H)

+aw (v ]) (@ continue
20,1 5dm ;) T ° 1

fixée) "

Alors pour tout fe= LZ(O,T;H) et u € D(A(0)) 1il existe u unique solution de

du 2
(I) avec T el (dml) .
Démonstration : . On se raméne tout d'abord au cas B(t) monotone : on écrit (I)

sous la forme

gl;. + A(t) u(t) + B(t) u(t) + k(t) u(t) » £(t) + k(t) u(t)
et notant Bl(.t)x = B(t)x + k(t)x , appliquant la Proposition 3.6, on se raméne 3
étudier '

%—‘E"- + A(t) u(t) + Bl(t,u(t))s £(t) .

. 1] - ° 1] -
La famille d'opérateur (Bl(t))ts [O,T] est une famille d'opérateurs monotones
vérifiant encore HZ)’ H4) ; montrons que H3) est encore satisfaite : on note

tout d'abord que Bl(t) = B(t) + k(£)I .

En effet (x,y) e Bi(t) &= I(x,,y ) e B () x —> x,
y, —> ¥ & 3(xn,zn)e: B(t) x, — x,

z =y -k(x, &= (xyk(O)x) e B() <= (x,y) « B(E) + k(DI .

D'autre part l'application t —> B(t) + k(t)I est mesurable (puisque si
(xn(’)’ yn('))nelN
' . . S 78 o
l'application t -—> B(t) , la famille (xn(.), yn(.) + k(.) xn(’»nelN forme
encore une famille dénombrable dense de sections mesurables de 1'application
t —> B(t) + k(t)I) .

est une famille dénombrable dense de sections mesurables de

On suppose donc B(t) monotone ; l'application t -~ B(t)
étant mesurable, on peut d'aprés le Théoréme 2.5 la prolonger en une famille

N I3
mesurable B(t) , d'opérateurs maximaux monotones.
- o -~ ~
« On va étudier le probléme (I)

g_: + A(t) u(t) + B(t) u(t) > £(r)

u(0) = U



et montrer l'existence et l'unicité d'une solution u a (I) ; on vérifiera

ensuite que u est bien solution de (I) ; nous allons tout d'abord montrer la
partie (1) de la conclusion. (On a dm = p dt avec O < ¢ € p(t) < ¢, Yte [O,'I‘])
u est fixé dans D(A(0)). A cet effet nous allons nous placer dans l'espace

H = LZ([O,T];H) 3 le probléme (/f) s'écrit

du +Bu > £ ol les opérateurs 0t et B de ¥ sont définis par
d
Fe(E) + A(E) u(e) = g(t)  p.p.t ;

a) (nged = ue wr20,1;H)
u(0) = U

b) (wgle B < p.p.t <0, glt) e Ble) ulr) .

L'unicité est évidente d'aprés la monotonie des opérateurs A(t), B(t) ; il s'agit
de montrer que 1l'opérateur H+ B est surjectif dans ¥ ; & cet effet,nous
allons montrer que cet opérateur est maximal monotone, d'inverse localement borné ;
d'aprés H. Brezis ([8] , Théoréme 2.3) on concluera 3 la surjectivité de cet

opérateur.

%3 b est maximal monotene : soient (u.,f.)e (i =1,2)
i¥4

T T
. d
< - > > | <o - - ¥ e 1
jo fz fl’ U,y dt > Jo dt(u2 ul), u, u1> dt d'aprés la monotonie de A(t)

> %,uz(T{) - ul(T)]2

et d% est monotone.

Soit fe ¥ ; on cherche ue ,u+dtu=f,soit u+%%+A(t)u3f;
u(0) = u
On écrit g—% + A(t)u > £f(t)-u que 1'on résoud par point fixe toujours d'aprés

la Proposition 3.6.
2°) (B est maximal monotone.
. B est évidemment monotone ; soit f < ¥ , on cherche ue ¥} , u+ Qu=f

soi;
p.-p.t [O,T] u(t) + fﬁ’(t,u(t)) > f(t) .

Nécessairement u(t) = (I + tﬁ/(t,.))—1 f(t) et u(t) est mesurable ; pour

vérifier que ue d il suffit en fait de montrer que B est non vide; puisque
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. ' . -1 - .
si g e (bvo s Vo * @vos g, + v, i.e. (1+8) (go+v0) v, o 1'on aura
p.p-t e [0,T] Iu(t)-vo(t)! < |£(e) - (go(t>+vo<c>)’g et donc u sera dans ¥ .

Or d'aprés Hl) il existe be Wl’z(O,T;H) et he LZ(O,T;H) tels que p.p.t & [O,T:]

db 5 4b + A(t)b> 0 ; d'aprés

h(t) e A(t) b(t). Il suffit de prendre h = - T % I

H4) on aura
lgo(t,b(t))! < |B(t,b(t))]
< o [A®)%(e)| + e(e) a(lb],)

< o |n(t)| + c(t) a(lbl) .

Or t —> fﬁo(t,b(t)) est mesurable (comme limite lorsque A —> 0 de

£ — B (£,b(t))) .

3°) & + B  est maximal monotone (B est dominé par &),
On ne peut pas montrer directement que ® est dominé par & dans 3% = LZ(O,T;H),
ceci 3 cause de la généralité des hypothéses Hl et HA) : si 1'on suppose dm = dt

et d 1lipschitzienne, étant donné fe Au , on aura :

Tout d'abord on note que (ﬁou) (t) = ’(Eo(t) u(t) p.p.te [O,T:I et donc

B(t) u(t)] < [B(t) u(t)| puisque
u(t) € D(A(t)) = D(B(t))
onIAo(t) u(t)| + c(t) d(Ju(t)|) d'aprés H4)

pP.-p.t € [O,TJ . l%ou(t)[

A

al£(e) = S + c(r) dCjue)]) .

/A

On obtient alors en intégrant et tenant compte de Hl) §

I(E'Qulgg < Zoz,lfjm%» dl(lul,i)( VY £ Au et donec

i

!(Boul% < 20L]A°u:3t+ dl(luﬂ%c ;

Sinon, dans le cas général on montre que (@)7\ u1)7\>o reste borné dans 3 ol

uk+dtu)*®>\ u,®f .
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p.p.t 10,1, [B) (£,u, ()] < [B(t,u,(0))]

n

|B(t,u, (£))| (puisque u, (£)eD(A(E))c D(B(L)) p.p.t)

A

o [4%(t,u, ()] + e(®) d(lu (®)])

du '
o [£(0)F, (£, ()= 720, (0] + e(e) d(fu ()]

n

By Ceauy (0] < 125 [lEo)] + o] + 2] « = e(0) d(luy, (] .

du ~
or 2+ ACE,u, () 2 £(8) = u,(8) = B, (6,0,(6)) et d'aprds H), (4, réel £ixs) :

du

- s £ -u =% (u )] + o
dt Lz(dm) A A A Lz(dm) o
lB (t,u, ()] < 2|f| + 2]u, | + |B, (tyu, (£))] +w ]
A e B 1= | 1% (du) 212 (am) AR e O
1
+ = |c(.) d(lu, (D)
1-0 A Lz(dm)
Soit ¢ l’ﬁ/ (t,u, ()] < [Zlfl + 2|u, | + w |
3 Fy Rty % e 12 camy Ni2gm O
leC) aclu, (DI,
1 2a A L tdu)
Reste 3 montrer qué {u;\(t)}te [o,r] Teste borné : notant toujours, be wh? ;
A>0
db
EE + A(t) =0
, on a
b(0) = LR

7 Tl (b % + <ale,u) (£)-ACE,5(E)) 0, ()-b(8)> + <B) (£,u, (£)) 4, ()0, (£)-b(ED
< |£0) [lu, (£)-b(t) |
d'ol utilisant la monotonie de A(t) et ’ﬁ/)‘(t)

—|u (1:)--1:(::)]2 € Ju, (0)-b(e) [ [1£¢e) | + ]%’A(t,b(c)l + |b(t)|] et 1'on conclut en

a1n.

L
2

notant
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|8, (e,b(e)) | < |B%¢e,b(e)) |
¢ o |8+ e(e) adlbly) .

4°) (Ut-*-@)_l est localement borné.

Soit donc ebu +Bu = f ; 11 s'agit d'obtenir une estimation sur lu

e

ne faisant intervenir que lfl% : il suffit de reprendre le calcul précédent
L4 ACtu(e) + B(eu(®) = £(8) u(©) = u
db 4 ACe,b(t))> 0 b(0) = u
dt 2 o

%%‘E la(e)=b(t) |2 + <A(t,u(t))-A(t,b(t)),u(t)=b(t)> + <B(t,u(t))=B(t,b(t)),ult)-b(t)
< lue) - vee)| [1£¢e) [+[BCt,b(e)) ]

lu)b(e) % < Jue)-v(e)| [lee)] +al$R] + c(r) a(fp] )] -

Q-Iﬂ-

Soit —;—

2, db
D'od lal, < [bl, + [£]; + olggl + adbl) el .
On.conclut donc que A+ B est surjectif dans ¥ = LZ([O,T] ;H) et pour tout £
dans Lz([O,T];H) , on trouve donc u< W1’2(0,T;H) , u(0) = U, s unique solution

de
du

¢ + Alt,u(e)) + B(t,u(t)) > £(¢) .

5°) On revient au probléme initial et 1l'on conclut & l'aide du lemme suivant :

LEMME 3.2. Soitt A maximal monotone et B monotone hémicontinu de domaine

comvexe, D(B) > D(4) . Alors pour tout prolongement monctone B de B ona
A+B=4+B.

~r

Démonstration : Ona A+ B oA + B ; montrons 1'inclusion inverse ; soit x< D(A)

et ye Ax + Bx ; alors Y=Y, Yy V€ Ax, ¥y € Bx .
D'aprés la monotonie de B <y2-B€,x-€> >0 YeeD(B) .

Posons & = x + t(&l-x) ol E;lc-: D(B) ; remplagant & par sa valeur et divisant

par t>0 ,
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<y2 - B(x+t(§l—x)), x—€1> >0 Vale D(B) et faisant tendre t vers zéro

<y, Bx, X - £1> >0 V51€ D(B) ; d'autre part, d'aprés la monotonie de A

<y1 =Ny x"€1> >0 V(El,nl) € D(A) ; ajoutant ces deux inégalités,

d'aprés la maximalité de A , y € Ax + Bx .,

Remarques 3.4. a) On trouve ue W1’2(0,T;H) telle que p.p.t = [O,T]

?1% + A(t,u(t)) + B(t,u(t)) > £(t) . Mais a priori on ne sait rien sur 1l'application

t — B(t,u(t)) ; il y a cependant un cas ol l'on peut affirmer que cette
application est dans L2(O,T;H) : si 1'on suppose que presque pour tout ¢t ,
B(t) est de domaine dense dans H alors p.p.t B(t,u(t)) = ’ﬁ/(t,u(t)).

En effet soit x < D(B(t)) et ye ’ﬁ'(t)x : d'aprés le calcul précédent
<y-B(t)x,x-£> > 0 pour tout & < D(B(t)) , si D(B(t)) est dense cela entralne
y = B(t)x .

Sinon dans le cas général si l'on veut que l'application t - B(t,u(t))
soit dans L2(O,T;H) il faut faire 1'hypoth&se supplémentaire :

Hé) Yue Wl’2

u(t) €« D(A(t)) , l'application t -— B(t,u(t)) est mesurable.
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