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CARACTERISATION DES ANNEAUX SUR LESQUELS
LES ANNEAUX DE MATRICES SONT DES ANNEAUX DE BAER ,

par Annie PAGE-CATLLEAU.
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Les anneaux considérés sont supposés wnitaires. Pour un anneau. A ,

les A-modules & droite (resp, é gauche) seront notés- MA’ PA’ LA’
AM’ AP, AL) ; en particulier A muni de sa structure naturelle de A-modulée
b droite (resp. & gauche) sera noté A, (resp.

e e (respo

R d Ve 0 )
AA) Z(MA) ésignera le

sous-module singulier d'un module M on sait que si . Z(AA) = 0 l'enveloppe

T
injective de AA est un anneau régulier auto-injectif & droite [6], lorsque
nous serons dans. cette hypotheése cet anneau sera désigné par i,

Un anneau A est un anneau de Baer si l'annulateur & droite (ou;é

gauche, c'est équivalent) de tout sous-ensemble non vide de A est engendré

par un idempotent, Dans le § {1 , nous caractérisons les anneaux A tels que,
pour tout entier = > o , l'anneau Mn(A) des matrices n x n & coefficients
dans - A soit un anneau de Baer : ce sont les anneaux A tels que pour tout
ensemble I leb sous-modules de type fini de Ai soient projectifs (théordme
1e4.). Dans le § 2, nous étudierons les anneaux A vérifiant Z(AA) =0 et

sur lesquels les modules MA de type fini tels que Z(MA) = 0 sont projectifs,
Sur de tels anneaux, les anneaux de matrices sont des ammeaux de Baer ; de plus
cette propriété les caractérise (théoréme 2.5.) lorsqu'ils vérifient la condition

suivante : (P) AA est un sous-A-module & gauche essentiel dans i,
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Le § 3 est consacré & 1'étude du cas commutatif : les anneaux commutatifs A
sur lesquels les anneaux .de matrices sont des anneaux de Baer, sont les anneaux:
commutatifs semi-héréditaires dont 1'anneau total de fractions est auto-injectif
(théoréme 3.7.). En outre, dire que Mn(A) est un anneau de Baer pour tout

entier n > o , équivaut a dire que Mé(A) est un anneau de Baer.

§ 1. CAS GENERAL.

<

Le résultat suivant est dfi & Stephenson et Tsukerman [9] o

THEOREME 1.1, ¢ Pour un anneau A les assertions suivantes sont

équivalentes 3

(i) pour. Tout ensemble I  tout sous-module du module Ai eat

projectif.,

(i1)  pour tout module projectif P, , End P, _est un anneau de Baer,

(iii) pour tout module libre L, , End L,  est un anneau de Baer.

~(iv) A est un anneau semi-primaire héréditaire.

(v) pour tout module libre L , End AL est un annéau de Baer.
(vi) pour tout module projectif AP , End AP est un anneau de Baer.
(vii) pour tout ensemble I , tout sous-module du module Al est

A !
projectif,
Nous allons montrer gue 1l!'équivalence entre 1lés assertioms (i), (ii), @ii),
(iv), (v), (vi), (vii) subsiste si 1l'on ne considdre que des modules de type
fini. Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 1.2, ¢ Pour un module LA géhérateur»de la catégorie des,A~mo&ules

4. droite les assertions suivantes sont équivalentes,

(i) pour tout sous-ensemble non vide <f de_ 53 = End Lg le sous~module

N(ker £; £ ¢ A ) est facteur direct de L -

(ii) _53 est un anneau de Baer,

(i) => (ii) L'annulateur & droite d'un sous-ensemble non vide 4 de 33

est de la forme -pﬁB ou p ;estkun‘projecteur de L, sur Nker f ;3 T €’62) s

A
. D'ou le résultat .
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(ii) => (i) soit 4 un sous-ensemble non vide de JB ; il existe un
projecteur p de LA tel que p(B soit 1l'annulateur & droite de 4 . Posons
K=Imnp,M=N(Ker £ ; f ¢ 4 ) et montrons que M =K . On a pour tout
£ 6‘5 , fp= 0 d'oh Impcker £, et il en résulte que K est un sous~
module de M ., Soit par ailleurs x ¢ M tel que XAN K= 0 ; pour tout
g € Hom(LA, xdA) on a ISg =0 d'oh Img K , Ceci entrafne Hom (LA,XA) =0
soit xA = 0 puisque LA est générateur, ’

En particulier si L, est un module libre, les assertions (1) et (ii)

du lemme 1.2, sont équivalentes. Ce résultat est exprimé d'une autre fagon

par Wolfson [10, théordme 9] .

Un module MA (respa AM) de type_fini est dit sans torsion s'il existe
un ensemble I tel que MA (resp. AM) so0it un sous-module. du module
Al (res AI)
A, po A °

PROPOSITION 1.3, ¢ soit A un anneau et n un entier, n > 0 ., Les ..

assertions suilvantes sont équivalentes.

(1) tout module My engendré par n éléments, sans torsion, est

projectif,

(ii) Mn(A) est un anneau de Baer,

n
Nous poserons LA = AA .
(i) == (ii) Nous allons montrer que 8 = End LA. vérifie la condition
(i) du lemme 1,2, Si /5 est un sous-ensemble non vide de & , on construit

un homomorphisme g de L dans Lﬁ en posant g(x) = (f(x))

N .g(LA) est

fed
comme LA , un module engendré par n éléments, dlautre part il est plongé dans

Ai et c'est donc un module de type fini sans torsion. D'aprées 1'hypothése,
g(LA) est projectif et par suite ker g = (1(ker fi3fe¢ £ ) est facteur

direct de LA .

(ii) => (i) sSoit M, un module engendré par n éléments sans torsion ;

MA est quotient de LA ., et 11 est plongé dans un module de la forme Ai . Nous

désignerons par g un homomorphisme surjectif de LA sur MA , par h un plon-

gement de MA dans Ai , et pour tout i ¢ I par pi la projection canonigue
de Aﬁ sur sa composante d'indice 1 . On peut appliquer LA dans ‘AA p@u'

moyen des homomorphismes fi = P ohog qui, par hypothése, sont tels que
N (ker fi s 1€ I) soit facteur direct de Ly (lemme 1.2.). Or ker g

coincident avec M (ker £o5 ¢ I) , 1

A est bien un moduwle projectif,
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- LEMME 2.3, ¢ Soient -A un anneau, MA un module tel gque Z(MA) = 0,

E 1l'enveloppe injective de MA . On suppose que ®R' = FEnd MA est un sous- K-

module & droite, essentiel dans 83 = End E , Alors les assertions suivantes sont

équivalentes

(1) Dans M tout sous~module complément admet un supplémentaire.,

(ii) Dans & tout iddal & droite complément est engendré par un

idempotent,

(i) = (4i) Les idéaux & droite complément dans B sont de la forme
;3553\ & o p est un projecteur de E,p(E) f\MA = P est un facteur direct de

M, et si p' est un projecteur de M, sur P, on a PBAAR = p B,

(ii) ==> (i) Soit X wun sous-module complément dans M, 3 il ost de
la forme fE‘f\N%‘ ol F est un sous-module injectif de E ., Désignons par p up
projecteur de E d'image F , p® N &' est un idéal & droite complément dans

8 , on peut donc le mettre sous la forme p' B' o p' est un projecteur
de M , Nous allons montrer que K=Imp' . 0na Imp'cImp FIMA =K . Soit
dfautre part X wun sous-module complément dans K ; le raisonnement précédent
montre gque l'on peut trouver un projecteur non nul ¢ de M , que 1l'on peut
supposer appartenir & ;pﬁ%f\ﬂﬁ’ = p* R, tel que L'on ait Im g c X ; ceci
entrafne Im p* X #'O . Comme Im p' rencontre tout sous-module complément

dans K ona Imp' =K.,
(iii) ==> (iv) Evident.
. (dv) ===> (i*) ZEvident d'aprés le lemme 2,3,

©Soit A un anneau tel que Z(AA) = 0 , Considérons la propriété
suivante

(p) AA est un sous A-module 3 gauche essentiel dans A ,

LEMME 2.4, : [V.C. Cateforis et F.L. Sendomierski, 3, théordme 1.1.].

Soit - A un anneau tel que Zd<A) = 0 ; alors si A satisfait & (P) +tout module

MA de type fini tel que Z(MA) = 0 e8t sans torsion.
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THECREME 1.4. ¢ Pour un anneau A., les asseriions suivantes sont

éguivalentes,
(1) tout module MA de type fini sans torsion est projectif.
(ii) pour tout module projectif de type fini P, , End PA est un

anneau de Baer,

(iii) pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Baer,
n

P, End AP est

(iv) pour tout module projectif de type fini

A
un anneau de Baer,

(v)  tout module AM de type fini sans torsion est projectif.

Soit ﬁ l'anneau opposé & A ;3 l'assertion (iii) équivaut & dire que
pour tout entier n > 0, Mn(i) est un anneau de Baer, il nous suffit donc
d'établir 1'équivalence entre les assertions (i), (ii), (iii), I1 est évident
que (ii) entrafne (iii) puisque Mh(A) = Fnd Ai . Réciproguement un module
projectif de type fini P, est facteur direct d'un module libre de type fini

A
A, on peut écrire End P, = p Mﬁ(A)p ou p est un idempotent de Mn(A) ,

ei si Mn(A) est un anneai de Baer, il en est de méme de End P [8] ; d'ou
(iii) => (ii) . Enfin 1'équivalence (i) <=> (iii) résulte de la
proposition 1.3,

Si un anneau A vérifie les conditions du théoreme 1.4., Aﬁ est un
module plat pour tout ensemble I puisqu'il est limite inductive de ses
sous-modules de type fini tous projectifs, A est alors [SGU. Chase, [4} ,
théordme 4.1.] wun anneau semi~héréditaire & gauche et donc, par symétrie,
semi-héréditaire, Oﬁ peut retrouver cette propriété au moyen du lemme 1.5.

ci-dessous, qui nous servira par la suite. Rappelons gu'un anneau A est un

anneau de Rickert & droite (resp. & gauche) si 1l'annulateur & droite (resp,

& gauche) de tout élément de A est engendré par un idempotent.

LEMME 1.5, ¢ s0it A un anneau et p uwn entier, p > 0, Les asser=-

tions suivantes sont équivalentes.

(i) Mp<A) est un anneéu de Rickart & droite,

(ii) tout idéal & droite de A engendré par p éléments est projectif.

(iii) tout sous—module MA engendré par p éléments d'un module

projectif Eh , est projectif.

(i) == (ii) Soit I wun idéal & droite de A engendré par p éléments.
Hom(AP, I) s'identifie & un idéal & droite monogdne de MP(A) , et comme MP(A)
est un anneaw de Rickart & droite, cet idéal est projectif, (r le foncteur
Hom(AP , .) étant un fomcteunbd'équivalencé entre les catégories &e modules &
droite sur A et MP<A) respectivement, il en résulte que I est un iddal &

droite projectif,
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THECREME 2.5, 3 Soit A un anneau tel que Z(AA> = 0 et satisfaisant

a

a (P) s les assertions suivantes sont équivalentes

oe

1

(i) Tout module M, de type fini tel que Z(MA)

A 0 est projectif,

(i1) a) A est semi-héréditaire,

b) E est un A-module & droite plat,

c) Le A-module & droite i @Aﬁi est & sous-module singulier

nul ,

(iii) Pour tout emtier n > 0 9~Mn<ﬂ> est un anneau de Baer et tout

idéal & droite complément dans Mn(A) est engendré par un

idempotent,

(iv) Pour tout entier n > 0 , tout idéal & droite complément dans

Mn(A) est engendré par un idempotent,

(v) Pour tout entier n > 0, Mn(A) gst un anneau de Baer,

(i) ¢<=> (ii) <==> (dii) ¢=> (iv) . D'aprés le théordme 2,2.
(iii) => (v) Evident.
(v) => (i) D'aprés le théordme 1.4, et le lemme 2.4,

Remarque : On peut montrer 1'équivalence entre les assertions (1) et
(v) du théoreme 2.5, sans utiliser le théordéme 1,2, et le lemme 2,4, En effet,
la condition (i) signifie que tout sous=module complément dans An est facteur

A
direct de A" . Or on peut montrer que si un module M, & sous-module singulier

nul sur un aineau A guelconque, est tel que tout souimmodule complément dans
M, soit facteur direct de M, alors End(MA) est un anneau de Baer. On a donc
1'implication (1) => (v) (valable sans supposer que A satisfait a (P)),
D'autre part si A est tel que Z(AA) = 0 et vérifie (¥) , Mn(A> est & idéal
singulier & droite nul et il vérifie également (P), Si, de plus Mn(A) est un
anneau de Baer, on voit facilement que ceci entrafne que tout idéal & droite
complément dans Mﬁ(A) est engendré par wn idempotent, et le lemme 2,3,

(i1) == {)) permet de conclure.
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PROPOSITION 2.6, : Soit A un anneau régulier satisfaisant & (P) ;

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ~Pour tout entier n > 0, Mn(A) est un anneau.de Baer,

(i) - Mg(A) est un anneau de Baer,

(iii) A est auto-injectif & droite,

(1) =3 (ii) Evident.
(ii) ==> (iii) D'aprés la proposition 1.3. et le lemme 2.4., tout

‘module MA engendré par deux éléments tel que Z(MA) = 0 est projectif, il

résulte alors du théordme 2.1. que A est auto-injectif & droite).

(iii) => (i) Evident,

§ 3. EITDE DU CAS COMMUTATIF,

. C. Yohe [11] ~a montré que pour un anneau commutatif @A satisfaisaht
& la condition de chaine descendante sur les annulabeurs, »Mn(A) est un anneau
de Baer pour tout entier =n > 0 si, et seulement si, .MQ(A) est un anneau de’
Baer. Nous - allons montrer que cette propriété est vraie pour tout anneau

commutatif,

- LEMME . 3,31, ¢ soit A un anneau commutatif d'anneau total de fractions

Q 5 alors si MZ(A) est un anneau de Baer, Mg(Q). est un anneau de Baer.

Soit T ¢ Mg(Q) » 11 existe un élément régulier é .de A tel que
st e-MZ(A) et les amnulateurs de T et de sT. dans MZ(A) sont égaux. Si
maintenant £ est un sous-ensemble non vide de -MZ(Q) , d'aprés ce qui précdde
son annulateur dans‘ Mz(A) est de la forme ~M2(A)é o e -est un idempotent de
MZ(A),,ZL‘annulateur'de 4 dans MZ(Q) s'écrit alors Mz(Q)e , ce qui établit
le résultat,

LEMME 3,2, : Soit A un_anneau commutatif d'énneau to£a1 de fractions

Q 3 alors si A est un anneau de Rickart, Q est un anneau régulisr.

Soient =® € A et e 1l'idempotent engendrantil‘annulateur de x il
est facile de voir que la somme xA4el est‘directe, essentielle dans A , et
égale & (x+e)h . x+e est donc un élément régulier et il en résulte que

(X+e)‘Q‘= XQ+eQ=xQ@PeQ=Q .
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(i) => (ii) FEvident.

(ii) ==> (ii1i) Doit & un élément de l'enveloppe injective A de A, ;

A
par hypothése le module MA = A + aA est projectif, 4 sous-module de type fini
de MA , admet un supplémentaire dans MA , et comme MA est un sous-A-module de

A on doit avoir A = MA d'ol a € A,
(iii) => (i) Evident.

Rappelons gue si - A est un anneau jun sous-module M, d'un module W

A A
est dit complément dans MA s8'il n'admet pas dlextension essentielle propre dans
MA o Un idéal & droite de A est complément dans A , si c'est un sous-module
complément dans A '

A )

THEOREME 2,2, ¢ Pour un anneau A tel gue Z(AAQ = 0, les assertions

suivantes sont équivalentes,

(i) Tout module de type fini MA tel que Z(MA) = 0 est projectif,

(i) a) A est semi-héréditaire i droite,

b) A est un A-module & droite plat.

¢) le A-module & droite A(QALK est & sous-module singulier
nul o

(iii) Pour tout entier =n > 0, Mn(A) est un anneau de Basr et tout

idéal & droite complément dans Mn(A) est engendré par un

idempotent,

(iv)  Pour tout entier n > 0, tout idéal & droite complément dans

'Mh(A) est engendré par un idempotent.

(1) &> (ii) C'est un résultat de V.C. Cateforis [2, théordme 2,%.].

L'assertion (i) est manifestement équivalente & 1'assertion (i%).

(i*) Pour tout entier n > 0 , tout sous-module complément dans Aﬁ

admet un supplémentaire dans &X o

(i) = (i1). Soit n wun entier, n > 0 . Comme z(AA) = 0 , un module
MA de type fini sans torsion est tel que Z(MA) = 0, et le théoréme | .4. montre
que Mn(A) est un anneau de Baer. D'autre part posons L, = AX s BE= A0 est
l'enveloppe injective de LA . Les isomorphismes 8 = End LA = Mh(A) s
®B = End B 3~Mh(ﬁ), et le fait que Mn(A) soit un sous—Mn(A)—module 3 droite
essentiel dans ‘Mn(ﬁ)’ montrent facilement que RNt est un  sous-R'-module
3 droite essentiel dans & . Le lemme suivant montrera alors gue tout idéal &

droite complément dans ,Mﬁ(A) est engendré par un idempotent.
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(ii) = (iii) T1 suffit de repréndre une démonstration de H, Cartan

et S. Eilenberg ([1], propositions 6.1, €t 6.2.),

(iii) => (i) Soit f un endomorphisme de L, = Ai o £(1,) est
engendré par p éléments et c'est un sous-module du module libre LA , 11 est

donc projectif et par suite ker f est facteur direct de Aﬁ .

Une démonstration analogue & celle du lemme 1,2, (i) ==> (ii) montre

gue llannulateur & droite de f est engendré par un idempotent,

COROLLATRE 1.6, ¢ Soit A un anneau tel que Mn(A) soit un anneau

de Baer pour tout entier n > 0 ; alors A est semi~héréditaire.

; ; |
En effet Mh(A) et Mn(A) sont des anneaux de Rickart & droite pour

A\,

o]
tout m> 03 et A et A sont donc semi-héréditaires i droite (lemme beBey
(L) => (i1)).

La réciproque n'est pas vraie ; un anneau de Baer semi-~-héréditaire ne
véréfie pas nécessairement les conditions équivalentes du théoréme 1.4, Nous
verrons en effet (théordme 2,:1.) dqu'un anneau de Baer commutatif régulier, ne
vérifie ces conditions éue 8'1i1 est auto~-injectif, On peut alors se demander
sous quelles conditions un anneau de Baer, semi~héréditaire A , est tel que

Mn(A) soit un anneau de Baer pour tout entier n > 0 ., On a le résultat suivant :

PROPOSITION 1.7. : Soit A un anneau tél que A, soit de dimension

finie ; les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A& est un anneau semi-héréditaire & droite,

(ii) Pour tout entier =n > O, MH(A) est un amneau de Baer,

(iii) Pour tout entier n > 0 , MH(A) est un anneau de Rickart & droite,

(iv) A est un anneau de Baer, semi-héréditaire,

‘ (i) == (ii) P,L. sandomierski [8, théorme 2.6.] a montré que si
A est un anneau semi-héréditaire & droite tel que AA soit de dimension finie,
les A-modules & droite de type fini sans torsion sont projectifs. D'olt le

résultat, compte-tenu du théordme 1.4,
(i) ==> (iii) Evident.

(ii1) == (i) C'est une conséquence du lemme 1.5,
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Comme pour tout x ¢ A, xQ est facteur direct de Q , la propriété

est vraie pour tout x € Q@ et .Q est bien un anneau régulier,

PROPOSITION 3.3. : Soit A  un anneau commutatif d'anneau total de

fractions Q ; alors si Mé(A) est un anneau de Baer, Q est l'enveloppe

injective de A .

Mz(Q)‘ est un anneau de Baer (lemme 3.1, ) }'et comme @ est un anneau
régulier (lemme 3,2,), satisfaisant & (P) puisqu'il est commutatif, il est auto-
injectif (préposition 2.6.), A étant un sous-A-module essentiel dans Q , Q est
blien l'enveloppe injective de A o

Soit A un anneau tel que ~M2(A) soit un anneau de Baer, MZ(A) est
en particulier un anneau de Rickart & droite et (lemme 1.5,) tout idéal & droite
engendré de A  par deux éléments est projectif. Nous allons montrer que si, de
plus, A est commutatif, cette dernidre propriété entrafne qu'il est semi-

héréditaire.

LEMME 3.4, ¢ Soit A un anneau commutatif tel gque tout idéal engendré

par deux éléments solt projectif ; alors si S est une partie multiplicativement

stable de A , dans . S-TA tout idéal engendré par déux éléments est projectif,

1

Un idéal de § 'A engendré par deux éléments s'écrit 8-11 ouw I est

un idéal de A engendré par deux éléments., Comme I est projectif, S—1I est

projectif,

LEMME 3.5, : Soit A wun anneau local commutatif tel que tout idéal

engendré par deux éléments soit projectif ; alors A est un anneau de valuation,

L'hypothése entrafne que A est un anneau de Rickart, or il est immé-
diat qu'un annesu de Rickart local est intégre. Dfautre part, un idéal I engen-
dré par deux éléments étant projectif, il est libre et comme A est integre,

I est principal. Ceci prouve que A est semi-héréditaire, c'est donc bien un

anneau de valuation, -

PROPOSITION 3.6, ¢ Pour un anneau commutatif A les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) A est semi-héréditaire,

(ii)  Tout idéal de A engendré par deux éléments est projectif,

(iii) Tout sous-module engendré par deux éléments d'un module Pro—

Jectif est projectif,
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(1) => (dii)  Evident,
(ii) = (i) L'anneau total de fractions de A est un anneau régulier,

(lemme 3,2,) et +tout localisé de A par rapport & un idéal maximal est
un anneau de valuation (lemme %,4.,, et lemme 3,5.); d'aprés un théordme d'Endo [5,

théordme 2] . ceci suffit pour conclure,

(ii) <¢=> (iii) Dlaprés le lemme 1.5.

THEORFEME 3.7, ¢ Pour un anneau commubtatif A lesg assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) Pour tout entier n > 0 ,uMh(A) est un anneau de Baer,

(i1) MQ(A) est un anneau de Baer,

(iii) A est un anneau semi-héréditaire, et 1'anneau total de frac-

tions de A est auto~injectif,
(i) = (ii) Evident,
(i1) == (iii) D'aprés la proposition 3.3. et la proposition 3.6,

(i3i) == (1) L“enﬁeloppe-injeotive L de A est l'amneau total de.
fractions de A , clest donc un A-module plat et z(ﬁwgyA ) = 0. Le théordme

2.5, permet de copclure,

Dans le cas ol A est un anneau commutatif intdégre, la condition (111)
devient ; A est un anneau semi-héréditaire, c¢'est-a~dire un anneau de Priffer

et on retrouve ainsi le résultat de Yohe [11] .
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(ii) = (iv) D'aprés le corollaire 1,6,
(iv) => (i) Evident.

n retrouve ainsi un résultat dd & 7F,L. Sandomierski [8].

Si A est un anneau semi-héréditaire & droite tel que A.A soit de

dimension finie, A est un anneau semi-héréditaire,

Soit A un anneau principal & droite AA est de dimension finie,
et pour que A soit semi-héréditaire & droite (ctest-a—~dire en fait héréditaire
4 droite) il est nécessaire et suffisant que A soit un anneau de Rickart &

droite, D'ou le résultat :

COROLLATRE 1,8, ¢ Pour un anneau A principal & droite, les asser—

tions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau de Rickart & droite,

(ii) Pour tout entier n > 0, Mh(A) est un anneau de Baer,

COROLLAIRE 1,9, : [Wolfson, 10]., Sur un anneau A intégre principal

4 droite 1l'anneau des endomorphismes de tout module libre de type fini LA est

N
un anneau de Baer,

§ 2. ANNEAUX SUR LESQUELS LES MODULES DE TYPE FINI A SQUS-MODULE
SINGULTER NUL SONT PROJECTIFS,

V.C. Cateforis [2] a étudié les anneaux A vérifiant 'Z(MA> =0 et
sur lesquels les modules MA de type fini tels que Z(MA) = 0 sont projectifs.
En particulier les anneaux réguliers satisfaisant & cette condition sont les
anneaux réguliers auto-injectifs & droite [2, théoréeme 2.1.]. Nous allons donner

une autre démonstration de cette propriété due & Rangaswany K.M. et Vanaja N. [7]o

THECREME 2.1, : Pour un anneau régulier A les assertions suivantes

sont équivalentes

(1) Tout module MA de type fini tel que Z(MA) = 0 est projectif,

(ii) Tout module MA engendré par deux éléments tels que Z(MA> =0

est projectif,

(iii) A est auto-injectif & droite.




[2]

[3]

[4]

5]

[6]

[7]

[&]

[9]

[10]
1]
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LA TORSION ASSOCIEE A UN IDEAL PREMIER.
D'UN ANNEAU NOETHERIEN A GAUCHE par

L.LESIEUR, d'aprés J. LAMBEK et G.MICHLER [#]1.

§ 1. IDEAL A GAUCHE PREMIER,

R est un anneau unitaire qui sera supposé dans toute la suite noethérien

4 gauche,

DEFINITION 1. A est un idéal & gauche premier si 1l'on a :

(1) _ aRbc A => b ¢ A ou ac¢ A,

Cette notion coincide avec celle d'idéal & gauche premier & droite définie dand

[11] 5 pe 47 , vpar :

(2) sBRbc A, bf A=>aRcCA.

En effet : (2) => (1). Inversement (1) et 1'hypothése de (2) impliquent
a\Rbc aRb c A , d'oll a\ € A et aRc A,

Il en résulte que, si A est un idéal & gauche premier,
P=A"R={x ¢ R|xR € A} est un idéal bilatdre premier contenu dans A4 ,

associé & A , et qui est 1'idéal bilatére maximum contenu dans A

o

La propriété suivante, entre autres, montre 1l'intérét des idéaux & gauche

premiers,

PROPRIETE 1, Pour gue R soit quasi-=-simple, il faut et il suffit que

tout idéal & gauche soit premier,

Soit R quasi-simple, et aRbc A, af A . On adonc a # o et
(a) = A , soit ey =1, d'ou b= Shayb € A .

[*]1 : Article & paraftre,
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Réciproquement soit R - tel que tout idéal & gauche est premier, Bn -
particulier (0) est premier et l'anneau R est noethérien & gauche premier. Si
A est un idéal & gauche on a pour tout a ¢ A , ada g;A? , d'ol a ¢ A2 puisque
2% est premier, et par suite A = 4% . Soit alors a # 0 ; 1l'idéal bilatdre (a)
est non nul, essentiel dans R , et il contient un élément régulier - ¢ . Comme
Rc = (Rc)2 ,onas: c=nxmecpc dlou 1 ='Zxcu4 et (a) = A . L'anneau est
quasi=-gimple,
§ 2. IDEAUX (-IRRFEDUCTIBLES ASSOCIES.

Tout R-module injectif indécomposable est isomorphe & I = E(R%K) , ol
A est un idéal & gauche irréductible, et I L'enveloppe injective du R-module

R/A . Dans cette expression, A n'est déterminé qu'i une relation d‘'équivalence

prés, qu'on peut préciser,

DEFINITION 2, Les idéaux & gauche irréductibles A et B . sont liés s'il

existe s f A et t ¢ B tels que :
A, s =B"'%

A-.s désigne 1'idéal & gauche annulateur de s € R/A=, c'est-a~dire 1'ensemble

{x ¢ RIXS € A} .

PROPRIETE 2. (Dlab, [2]) Pour gue A et B soient 1ids, il faut et il
i : . = B(R, o
suffit gue E(R/A) E(R/B)

En effet, si A et B sont liés, on a :
E(R/A) = E(Rs) = E(R/Aml §) = E(R/A.‘S)
et, de méme : E(R/B) = E(R/B':t) , d'ol l'isomorphisme.,
Réciproquement, si 1l'on a E(R/A) = E(R/B) , par. l'isomorphfsme ¢ ,
il vient : A = Ann 1 = Amnn c(T) . On a donc : 0O %‘%.: sc(T)<= 5(5) € R/B , et ¢
don T = Bt = Amn(se(T)) = A°.s .

La propriété 2 montre que la relation de liaison de la définition 2 est une

relation d'équivalence,

§ 3. IDEAL A GAUCHE CRITIQUE,
Dans le cas commutatif, il y a équivalence entre les propriétés

sulvantes s
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A est premier (=> A est irréductible et maximum dans la classe des

idéaux irréductibles qui. lui. sont liés,

Dans le cas non commutatif, on obtiendra donc une autre généralisation
de la notion d'idéal a gauche premier en considérant un idéal & gauche ayant la

propriété (1) de la proposition suivante :

PROPOSITION 3, Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A est ud idéal h gauche irréductible maximel dans la classe des

idéaux 3 gauche irréductibles liés,

2

(2) A est idéal & gauche meximal parmi lés annulateurs & gauche des-

éléments non nuls d'un injectif indécomposables

(3) A est irréductible et, pour tout idéal & gauche B D.A ,
Hom(R/B ,fE(R/A)) =0 .

(4) Ysfda, uga, teR, Ar ¢ R tel que :
vt € A + Rs ; ru f A,
Brewve : (1) => (2). Posons I=E(R,) . 0na A= am T,o0h T est.
non nul dans 1l'injectif indécomposable I ., Si B = Ann j2 A, o # j‘érl gv on .
as¢s I = E(R;) & E(R/B) :‘E(R/A) , de sorte que: A et B sont liés d”é;més la

propriété 2 de Dlab, et B=A,

(2) => (3), Comme. A=Ammg , of#g¢l,onas
I==8(Rg) = E(R/A) et on peut prendre I = E(RA) . Considérons

f ¢ Hom(R/ E(R/A)) .51 £(7) =3 QkE(R/A) , la relation B1 =0 entraine

/

B ?

Bj=o0 et Ann JDBDA ., Cela n'est possible que pour J = o et par suite

(%) => (1), Car si RDA et lui est 1ié, B # A , B irré-

E(R/AD £o .

ductible, on a VE(R/B) = E(R/A), et Hom(S/B ,

(3) =% (4). Prenons B = MBRs ?’A.e Supposons que
rt € A+Rs => ru € A . On en déduirait dans R/B‘ et K/A : vt =0 =>ru=o0,

d'oll un homomorphisme non nul de RET - dans Ru qui pourrait &tre étendu a un

homomorphismeynon nul de R/B dans E(R/A)‘a
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(4) => (3). A est irréductible (prendre % = u) , Soit
BI? 4. 8 Hom(R/ E<R/A)) £o0,oma £f(1)=j#0,d'oh ofgtj=uc R/A

B’
et £(T) = £(t.7) =tf(7) =0 . En prenant se¢B, sfA, ufdd, teR,
la condition rt € A+Rs entrafne rt = o , d'ol rti=0 et ra€ A,

DEFINITION 3. Un idéal_é gauche satisfaisant les prppriétés équivalentes
de la proposition 3 est dit critigue. |

Remarque : La propriété (2) de la proposition 3 équivaut & la suivante,

qui fait appel & la notion de coeur d'un module ([*]2, p. 376) :

Un idéal. a gauche A est critigue, si et seulement si il .est llannula~

teur d'un élément non nul du coeur d'un 1r1ect1f :z.nd.ecomposable°

§ 4.

INJECTTFS INDFECOMPOSABLES BT IDEAUX A GAUCHE CRITIQUES FPREMIERS,
De méme que, dans le cas commutatif, un injectif indécomposable est
isomorgphe & E(R/ , O P est un idéal premier , on.peut obteniw:

~ tout 1n3ect1f 1ndecomposable dans le cas non commutatif pagy le théordme su;vant

THEOREME 4.1, ¢ Si I est un injectif indécomposable, 1l¢eX1ste‘un idéal

& gauche critique et premier . A el que I = E(R/A) , qui est déterminé

4 la relation de liaison pres, .

En effet, soit I = E(R /Q) , ob Q est irréductible, Scit P 1'idéal

premiei bilatére associé & Q . On a en vertu de la théorie des idéaux tertiaires
[11] : Q.- P?Q', et, si s€Q P, sf£Q, Qs estun idéal b gauche
irréductible P-premier. En effet,: sRb < Q'.s , b ¢ Q=> sRbscQ , bsfQ,
d'oh a ¢ P et aRs ¢ Psc Q , c'est-a~-dire aR — Q:.s . De plus, pour que Q- s
soit critique il suffit, d'aprés la remarque qui suit la définition 3, de choisir.

pour s un élément du coeur de R/Q . On préndre donc o £ s € [(Q.*P)/Q] f}C(R/Q)

( ‘
ce qui est possible puisqu'on sait que le coeur n'est pas nul, L%idéal irréductible
A= Q'.s est alors premier et critique et il est 1ié & Q , d'oh :
ER & E(R .
(R/) = 5(R )
Le ‘théoréme est démontré cer on vérifie aisément qu'un idéal irréductible 1ié &

un idéal irrédductible premier et critique est lui-méme premier et critigue.

[*]2 L,LESIEUR et R. CROISOL, Coeur d‘pn.module, Journ. Math., 1963,
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§ 5. IDEAUX A GAUCHE P-CRITIQUES.
Soit P wun idéal bilatdre de l'anneau R . On appelle ¢(P) 1le systime
multiplicatif des éléments de R réguliers modulo P .

Le théoréme suivant fournit un exemple important d“ldeal & gauche cri=

tique, sous diverses formes.

THECOREME 5.1, ¢ A étant un idéal & gauche propre, les propriétés sui=

vantes sont équivalentes :

(1) A est maximel pour la propriété A M C(P) = p .
(2) A est irréductible, contient P, et A NC(P) = £,
(3) A est critigue, premier, admet P comme associé, et .

ino®) =p.

(4) AyP et % est wn idéal & gaucho complétement maxinsl dens R p..

Les démonstrations sont données en détail dans [ ]j Flles peuvent.

N

aussi se rattacher la théorie des idéaux fermés de l“anneau noetherlen .gauche

premier R/P donnée dans [“*15 des 1959, en notant que 1'idéal A .qui vérifie

les propriétés du théoreme 1.5, est un idéal contenant P et qui est fermé

maximal dans R/P . Il en résulte qu'il vérifie 3
¢cx- €A, c¢c¢ C(P) ==> X € A ([*]39 th°.8§ p,ﬁ???).

Mentionnons seulement les points suivantas g

Si . A vérifie {1) , il contient P . En effet i
AN C(P) = p=> (MP) O C(P) = p
d'olh A+P = A2 P puisque A est maximal,

Si }QE P est fermé maximal, i1 est critigue, En effet, soit un idéal

a4 gauche B A‘; 1ié 3 A, n adonc B essentiel dans R,. et B Nnc(p) £ 5.
? /P -

L'hypothése Bt =A'.s (t £ B, s ¢ A) entrafnerait l'existence de c¢ ¢ C(P)

tel que ¢t ¢ B, d'ou cs € A, ce qui est impossible aveb 8 K A .

Si_ A vérifie (3) il contient P . En effet, A est premier et admet P

gomme idéal premier associé d'ob P =A'".R et PR =PcCA ..

Si A vérifie (4) , il figure dans une décomposition ¢ P _‘Ar\ﬁ. n ooonA

de P en intersection dfidéaux & gauche 1rreduct1bles non superflus; et récipro-~
gquement,

[*]3 ¢ L.LESIETR et R, CROISOT, Anneaux noethériens & gauche premiers,
‘Annales de 1'ENS, 1959.:
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DEFINITION 5,1, ¢ Un idéal & gauche A vérifiant les propriétés équi-

valentes du théordme 1.5. est appelé idéal & gauche P-critique,

Avant dfutiliser les idéaux P=critiques dans la théorie de la P-torsion.

on donne une application aux anneaux artiniens & gauche,

THECREME 5.2, : Dans un anneau noethérien & gauche R ,1leS‘propriétésk

guivantes sont équivalentes :

(1) Tout idéal i .gauche irréductible premier est maximal,

(2) Tout idéal & gauche critique premier est maximal.

(3) L'anneau R. est artinien & gauche,

(1) => (2). puisque tout idéal critique est irréductible (proposition 3).
(2) => (3) . Soit P un idéal premier quelcongue. Démontrons que %/P‘

est artinien simple, Spit P=A N A2 o TR f\An une décomposition de P en

1
idéaux irréductibles non superflus, Alors A1 est complément maximal dans R/P ’
donc P-critique (th. 1.5.) et par suite meximal., On & donc P = 4,0 B, avec

B = A2 [ I fiAn £ P, d'oh B minimal contenant P puisque #1 est maximal,

I1 en résulte que le socle de l'anneau noethérien & gauche R/P n'est pas nul,.

et par suite que R/P est artinien simple. Dé&s lors, tout élément régulier:
modulo P est inversible modulo P , ce qui es8t une condition suffisante pour

que. R soit artinien ([11], Po 35).

v (3) => (1)° Soit A,firréductible et premier. Son idéal bilatére premier
associé est donc P = A*.R et il est contenu dans A , Om a donc Pc AR,

Si A est artinien, R/P est artinien simple et A est donc l'intersection.

d'idéaux & gauche maximaux. Comme A est irréductible, il est lui-méme maximal.

§ 6, FILTRE FP et P-TORSION.

Soit FP le filtre des idéaux & gauche D . tels que 3
Vrer  (D-.z)nc(p)£4 .
I1 vérifie les propriétés suivantes, considérées par Gabriel :.

(1) DeF D'DD =>D" ¢ F

P’ P’

s, D" e F_=>DND'¢F_,

(2) D¢ Fy b P
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(3) De¢Fy, , T¢R=>Dur¢l,.

Soit M wun R-module, Alors :

TP(M) = {m € M[Ann m= O0*m € FP}

est un sous-module de M . qu'on appelle le sous-module de P—trosiqn de M ,

M est.dit gans P—tqrsion si TP(M) =0 .

REMARQUE 6.1. ¢ S D2 P ona: D¢ F,<=> D MNC(P) # P . En effet,

la condition D M C(P) # f est nécessaire pour que D ¢ F,, d'aprés la propriété

30, en faisant r = 1 . Elle est également suffisante, car la condition de Ore

mod. P, appliquée & c ¢ DNC(P) et d T ¢ R , donne § c'r=tcep € D, d'ol 3
et ¢ (Dr.r)nc(p) .

Donnons quelques lemmes supplémentaires sur les idéaux P-critiques,

dont 1l'un fait intervenir la P-torsion,

LEMME . 6.1. ;_§; A est P=critique et 5 £.A3, A+.s est P—critique,
En effet, il suffit de démontrer, d'aprds le théordme 5.1., que (A'.s) Nnc(p) =p.
Or, supposons cs € A . L'idéal A+Rs comtient & ¢ ¢(P) (th. 5.1.). On a donc
d = atrs ¢ C(P) . La condition de Ore dans R/P~ donne alors c'r = tec+p , ¢! ¢ c(P).
On en déduit ¢'d = ca+tes+ps ¢ A, ce gui est contraire. & la propriété

Anc(P) =g

LEMME 6.2. : Deux idéaux & gauche P-critigues sont 1iés, En effet, on

sait que P est‘un idéal isotypique ([11}, . 111), c'est-a-dire que 3
E(R/P) =1, @...01I
ou les Ij sont des injectifs indécomposables isomorphes, et n. la dimension
de Goldie de R/P + Mais, alors, si. A est DP-critique, on a dlapréds le th. 5.1, 3

P=4NnAN... OA
2 n

comme intersection d'idéaux irréductibles non superflus, d'ol
‘E(R/P) = E(R/A) ® ® E(R/An)

ce qui prouve que E(R,,) = I, . Pour un autre idéal P-critique B , on a de
/A : .

1.

Bme &~ T 'ou . & . B i & taprs
méme E(R/B>. IT , alou E(R/A) E(R/B) et A et sont 11e§ dlapres la
proppiété 2 de Dlab.
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LEMME 6.3, ¢ Soit A irréductible D P . Alors :

A est P-critigue <= E(R/A)» est sans P-torsion,
Supposons A P-critique. Soit 6. #£ & eE(R/A): I,et £¢ TP(I) . Il existe
done A €R tel que o £ AN =58 € R/A , avec S € TP(M) , d'oll 0.8 = A'.s ¢ Py
et - (Af.s} N c(p) % ﬁ,, 8 ﬁ~A » ce qui est contraire au lemme 6. On a donc
TP(‘E(R/A)) =0, ' |
Réciproquement, si. A est‘irréductible, 2P , et E(R/A)‘ est sans
P-torsion, on a : A= 0-1 K»FP<° I1 en résulte ANC(P) = d'aprés la

remarque 6.1., puis A P-critique d'apres le théoreme 5.1. .

§ 7. P-INJECTIFS INDECOMPOSABLES SANS P-TORSION,

Nous arrivons au théoréme fondamental.

THEQREME _7.1. : Pour tout idéal premier bilatdre P de 1l'smneau R

noethérien i gaﬁche, il existe un injectif indécomposable "IP , d'idéal

premier associé - P , sans P-ftorsion, IP est défini & un isomorphisme

pres, De plus E(R/P) = 11; , ol n est la dimension de Goldie de Rp -

Démonstration : D'aprés le théordme 5,1.,, il existe un idéal & gauche
o Moapres. ‘ s :

premier, critique, d'idéal premier associé P , tel que AAC(P) =f . I = E(R/A)
est injectif indécomposable, d'idéal premier associé P , et sans P-torsion
d“aprés le Lemme 6,3, .

; Soit J un autre injectif indécomposable sans P-torsion, d'idéal premier:
associé P ., D'aprds le théordme 4.1., on a. J = E(R/B) pour un idéal & gauche
critique premier 3B , L'idéal premier P . est l'associé de B ; on adonc., B
étant premier, P=B'.RcB . Comme J est sans P-torsion, B est P-critique

(lemme 6.3.), et J = I (lemme 6,2.).
La propriété E(R/P) = 18 &6 vue dansla démonstration du lemme 6,2,
(n a-donc une application biunivogque :

P ——> IP

entre les idéaux premiers bilatéres de R et les classes d'isomorphisme. des

injectifs indécomposables I tels que P = Ass I et gui sont sans P-torsion.
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COROLLAIRE 7.2, ¢ L“application I —»>Ass I =P entre les classes d'iso-~

morphisme des injectifs indécomposables et les idéaux premiers de R est

" biunivoque si et seulement si tout injectif indécomposable T est sans

- P-torsion (P = Ass I).

Cette propriété est vérifiée si on a la condition suivante :

Condition de Krause : tout idéal i gauche essentiel de R/P contient un idéal .

bilatére non nul,

En effet, soit I = E(R A) fn injectif indécomposable ; .on peut supposer
4 drréductible premier (the 4,1.,) , ol P=Ass I = A~Rc A . Si I n'était
pas sans P-torsion,: A ne serait pas DP-critique (lemme 6030) et par suite
AN c(P) £ p (th. 5.1.) . Alors A/P serait essentiel dans R/Pv et il contien-
drait K/P‘ non nul, bilateére, d'ou - P g:K < A . Cela est impossible puisque

P=A""R est le plus grand idéal bilatére contenu dans A .,

Lambek et Michler démontrent donc que la condition de Krause est suffi-
sante pour que la correspondance P IP soit biunivoque. Krause a démontré
qu'elle est également nécessaire, (Voir 1'exposé ultérieur de G. Renault dans

ce Séminaire)., Elle entrafne que tout idéal & gauche tertiaire est isotypique,

Elle est vérifiée en particulier lorsqu'on a la condition (H) de Babriel

([3], po 422) ou si R/P satisfait une identité polynomiale (th. de Amitsur),

Rappelons la condition (H) :

Si. A est un idéal & gauche de R , on & s

n
A.~R=jq (A‘.Xl) °

La condition de Krause en résulte car si P A, et si A est essentiel
mod, P , il en est de méme de A, X donc de A°. R =K qui est par suite un

idéal. bilateére K tel gue :
P %:Kig;.A .
Un autre cofollaire concerne l'identité des théories de torsion que l'on
peut définir & partir d'un idéal premier ([10])°
(1) La théorie de torsion T1_ déterminée par l'injectif ER(R/P) o
(2) La théorie de torsion T2 déterminée par le filtre FP_o

(3) La théorie de torsion T3 déterminée par les injectifs indécompos-

sables ayant P pour idéal premier associé et qui sont sans P-torsion,
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§ 8. ANNEAU DE QUOTIENTS R

P -]
Idéal TP(R) : Le sous-module de P-torsion de R est un idéal bilatere,
puisque 3

Orem € F_=> (0.m) cOvo\ € F

P P°

o a : TP(R) C P . En effet, soit t ¢ TP(R) . I1 existe donc - D € F. tel que :

P
Dt =0, et par suite ¢ € DM C(P) tel que ¢t =0 ¢ P . Comme c est régulier

mod, P, onaz teP,

On pose dans la suite : R = R/T (R) ° Mors P = Py est un idéal:

TP(R)

premier de R .
LEMME 8.1. ¢
a) c(®) = (c(p) + 1,(R))/T,(R)

b) Le filtre F;  est constitué par les D , D ¢ Fyp o

c) Tﬁ(ﬁ) =0 (R est sans T-torsion),
d) Tout R—modulé sané P-torsion est un Remodule,

e) R satisfait la condition de Ore vis-a-vis de C(P) 81 et seulement

si R la satisfait pour C(P)

a) b) ¢) &) sont faciles, Démontrons e)., Il est clair que la condition
de Ore dans R pour C(P) entrafne la condition analogue modulo TP(R) dans R .
Réciproguement, soit ¢ ¢ G(P) , r ¢ R . On a donc dans R : c'r = T'c , d'ol
c'r =ric =t ¢ TP(R) . Il existe donc D ¢ F_ tel que Dt =0, d'or 4 ¢ ¢(P)

p
tel que d(e'r-r'c) = 0 . avec dc' ¢ C(P)

Anneau de guotients RP ¢ La définition de Lambek d'un anneau de guotients

s'applique & une théorie de torsion quelcongue ([10]) . Elle donne, ici, pour

la P-torsion :

Rp={a € E(R)[R". qa € F )},
qui est un R-module que l'on peut munir d'une structure d'anneau, contenant R .
Rappelons un procede de construction.

LEMNE “8.2. RP 14 ¢ E. H(R)[R q € 7

peut 8tre muni d'une structure d'anneau contenant R R
L addition se définit comme dans ER(R) , et la multlpllcatloh g.q' comme

suit. : si R- LA = A€ FP et si R.q=0D ¢ FP on a A-. q € FP . En effet, on
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montre (A . q) . A= (a-. kq)lq c(Pp) # ﬁ , car solt c\g = ueR (possible
avec ¢ ¢ D' A3 c e C(P)). On prend ensuite. c' ¢ C(P) tel que c'u € A, on

a alors c'u==c'chg € A dfou c'c € A*. AQ -

' I1 en résulte Atvg=1Ic¢ FP (5i A est dense et q € Q, A-.q est dense)

On a alors un R-homomorphisme de I dans. R de la fagon suivante : -
f:i-dig=8¢Ar—8a €X.

f peut &tre réalisé par un homomorphisme unique (garce que ER(ﬁ) est sans

torsion) de multiplication ig" , q" € ER(ﬁ) s On pose |ag" =qq* {. C'est i

produit d'homomorphismes d'ou l'associativité et finalement une structure d'anneau.

n a R ¢ R car g€ R = E‘. g=R € F_

P P et la multiplication est

celle de R .

$ 9. CONDITION DE QRE DANS R _POUR_C(P) .

Je me propose surtout de relever dans la suite les cbnditions d'existence
de l'anneau de fractions classique: pour C(P) . c”est—é—dire de la condition de
Ore dans R pour  C(P) . On a déja yu au lemme 8,1, gqu'elle équivaut & lé méme
condition pour R . Or l'amneau R suffit pour étudier 1‘'anneau de quotients RP s
d'apres le théoreme suivant :

THECREME 9.1, : L'anneau de guotient BP coincide avec llanneau de

tients R= ' = 1'idéal : = .
guotients RP de ltanneau R = /TP(R) pour ideal premier P Q/TP(R)

Je renvole & la page 36 du mémoire.[ *]1 pour la démonstration,

Le théordme suivent donne une réponse au probléume posé, en supposant que
l'anneau R . est sans DP-torsion, ce qul est légitime d'aprés le th, 941. et

le lemme 8,1.

THEOREME G,2, ¢ R satisfait la condition de Ore pour C(P) gi et

seulement si les éléments de C(P) sont des unités dans l'anneau de
quotients R. . | |
uotients R?

supposons ¢ € CO(P) inversible dans Ry . Soit. r € R . On a donc

q = ro'1 € R Comme R:*. q € FP d'aprés la définition de l'anneau de quotients,

P e
il existe c' ¢ C(P) tel que c¢'q =r' ¢R , d'ok ¢ c'r=1r'c , ce qui est la
condition de Ore. Supposons maintenant la condition de Ore vérifide dans R . pour

c(P) . Nous allons d'abord en déduire que les éléments de C(P) sont réguliers
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dans R .,

10— cr=0=>r=02: so0it s ¢R ,d'ol c's =s'c et par suite

(Re*. s)Nc(P) #0, et Rc e F

P d'oll T ¢ TP(R) = 0 .

20 = ro = 0 ==> T = 0 5 prenons ¢ ¢ C(P) tel que © ¢, ¢ soit maximal., La

. L N 2
condition de Ore appliquée. & r et ¢ donne ric=c'r , d'ol r'c =0 et

2 . .
r* ¢ o*, ¢ ,donc r'c=0=c'r , ce qui implique r = o dfaprés 1° ,

Démontrons maintenant que c¢ est inversible dans RP-G n a déja vu que

b o L'application xrc — r est une injection de D.¢ FP

8tre réalisée par une multiplication par un élément unigue g €‘RP , qui. vérifie

Re ¢ F dans R , qui‘peut'

donc 3 req=1r , d'ou, avec T =1 , cq = 1 , I1 faut encore vérifier que‘§.

gc = 1 , ce qui a lieu si c¢ est régulier & gauche dans RP . De fait, soit’

eq' =0, avec  q' # o . Comme RP est extension essentielle de. R , il existe.

d ¢ R tel que o # dg' ¢ R'. En . appliquant la condition de Ore, il vient :
c'd

i

tc , d'ol .c'dg' =0 , ce qui est impbssible,

Citons encore le théoréme suivant, qui nécessite une hypothese sur-

1'idéal bilatdre engendré par R

o

P

THEOREME. 9.3, : (n suppose que_Mtb:RéﬁRP est le radical de Jacobson

de RP . Alors les. conditions suivantes sont équivalentes 3

(1) ™ ~RP? et RP/M est artinien simple.

(2) m

I

RpP et Ry & Qoz(R/P) .
(3)» Tout Rfrmodule H est sans P=ftorsion et P-divisible en tant

gue R-module (E(H)/H est sans P-torsion..
(4) R satisfait la condition de Ore pour C(P) .

Noter que (3) a d'intéressantes conséyuences, en particulier R - RP~

est un épimorphisme dans la catégorie des anneaux, R_ est plat en tant que

P
R-module, RP est noethérien & gauche (Silver [17], walker and X;J‘a;l_]s:er)‘a

/ °

§ 10, EXENPLE. -

Soit D - un anneau local noethérien intégre commutatif, dont le radical
de Jacobson M est principal, par exemple D = {% € le K 22} s M= 2D ,
Soit K = D/M le corps résiduel, et F le corps des quotients de D . On prend'

ltanneau de matrices 3
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D D M D
R = et 1'idéal bilatére P = .
M D M D
P est premier, et méme complétement premier,
c(P) est le complémentaire de P dans R ,
Le filtre FP ne contient que deux idéaux :-
D
R et T= o
M M

TP(R) =0, R est sans P-torsion,

@
®

L'annecan de quotients est

D)
D D

Cet exemple appelle les remarques suivantes

10‘==

°
o

La condition de Ore n'est pas satisfaite pour C(P) o

o 1

Fn effet, on a ¢ x €

0 0

0
> € C(P) avec oCx-

P et ¢ = 0 4, Ce

§

0

qui est en contradiction avec le théoregme 9.2, qui affirme la régularité des

éléments de C(P) .

Notons que des exemples d'anneaux ne vérifiant pas la condition de Ore

pour C(P) ont été donnés ailleurs :

Connel [12] , Lesieur {Séminaire Dubreil,

1970, et Proceedings of the Colloguium, Keszthely, Hﬂngary)n

20 -—
b
P . eme
H désigne la puissance n
n :

Et pourtant 1l°anneau RP est "local™

symbolique de P . Ici on a ﬂ B

o
Dans sa théorie de la localisation‘[,4] , Goldie suppose /ﬁ‘Hn =0, ou

o D=

2

= P P =P

car
n=1
son radical de Jacobson

°
°

au sens de Goldie

[ee)
J est 1'idéal bilatére maximal unique ; RP/J est artinien simple, (‘)Jn =0 ,

et R.T =R

30 - 5

(¥ ¢ Fy
P-divisible est un RP-module)° Al ors

n a RPR = RP P

9.3, mais pas la condition de Ore, Lihypothese que

R

Jacébson de P

est en défput. De fait :

n=1

o Alors la condition de Walker est vérifiée

on a pr = RP) et cela entrafne que tout module sans P-torsion et

R satisfait la condition (3) du théordme

PPR

M' =R est le radical de

p
PR_= R, »

—_ ¢
RP=DP et WM pRp P

P

s

®
°
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FONCTEUR D' ENVELOPPE INJECTIVE
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INTRCODUCTION,.

L'objet de ce mémoire a été, au début, de résoudre une question posée
par P, Hilton dans un cours & l'Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich, pendant

1thiver de 1966~-67, cours qui a été rédigé et polycopié par M.-A, Knus,

0n sait, d'apres les travaux qui ont suivi 1l'article de R, Baer "Abelian
groups that are direct summends of every containing abelian group",‘publié en
1940,‘qﬁe chague module peut étre plongé dans un module injectif, et gqu'il existe
une éxtension injective minimale (enveloppe injective) qui est déterminée & des

Lsomor phismes prés,

Un probléme ouvert a été posé par Hilton sous la forme suivante :

"Est-ce qu'un homomorphisme g : 131'-*> B2 induvit un homomorphisme

canonique y @ E1-» E2 des extensions essentielles minimales 9"

On va prouver gue la réponse est affirmative si on construit les

enveloppes injectives canoniquement,
TLa définition du foncteur, qu'on a appelé : d'enveloppe injective,

résoud le probléme,

CHAPITRE 1,

1. Définitions et notations :

Sauf mention contraire, ici, tous les anneaux seront toujours uni-

N

taires, et non nécessairement commutatifs, Tous les modules seront & gauche, et

unitaires, Tous les idéaux considérés sont & gauche.
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MR sera la catégorie des R-modules & gauche sur l'anneau R .

Un morphisme h est un monomorphisme si hf = hg entrafne f =g . La

notion duale est la notion d'épimorphisme. On notera par +—> et —+> . les mono-
- *

morphismes et épimorphismes respectivement. La catégorie MR étant équilibrée( ),

la notation +—+> est compatible avec les notations antérieures pour désigner

les isomorphismes,

Un R-module L est injectif si toute suite exacte O-é M' - M= M" > O

est transformée dans une autre Suite exacte
0 ¢<— H(M',L) ¢<— H(M,L) <— H(M",L) <— 0

au moyen du foncteur de représentation covariante hL : = HomR(—,L) , C'est-d-dire

si ,hL est exact.
Cette condition est évidemment équivalente & 3

I est injectif si, et seulement si, pour chaque monomorphisme

J s M = M, tout morphisme f' : M'—> L peut &tre étendu & un morphisme
f:M—>L
MY s M
f! f
L

I monomorphisme L +—> L1 est un effacement injectif [7] si tout.
diagramme
M' > M
f’l

L +—> L,
i

s

peut étre complété & un disgramme commutatif, avec un morphisme f ¢ M —> L, .

Un monomorphisme L —> L1 est une sous—enveloppe injective si tout

diagramme

I +=—> R

S

L -0-----—--)"L,1

(*) ctest-d-dire une catégorie dans laguelle une fldche est un isogorphimme si,
et seulement si, elle est un monomorphisme et un épimorphisme. ("Balanced™
dans [10], D. 6)%
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peut étre complété & un diagramme commutatif avec un morphisme f ¢ R —> L , I

étant idéal de R , et tous les morphismes, bien entendu, de R~modules.

Une extension N < M est essentielle (et on écrira Nc®M ou N «—S> )
gi chaque sous-module non nul H de M rencontre N suivant un sous-module

non nul,

On dira gqu'une extension J ¢ N +——> M est triviale s'il existe un module

P tel qgue M =N@®P et que p,j= 1N , Ol p1 est la projection du produit

1
Nx P sur N .
On appelle enveloppe injective de N une extension essentielle N de K

gqui est aussi un module injectif,

e

.2, Quelques propriétés :

12,1, Un module L est injectif si, et seulement si, toute exten-

sion J 3 L &> M est triviale,

1s2.2, Un produit direct de modules est injectif si, et seuvlement si,

chaque facteur est injectif [2] .

Dans MR les sommes directes finies coincident avec les produits directs

finis ; on a donc ¢
1.2.3, Une somme directe finle de modules est injective si, et

seulement si, chaque facteur est injectif [2] .

N

1.2.4. R est no&thérienne & gauche si, ‘et seulement si, toute somme
directe de modules injectifs est injective (Faith, C. et Walker, B,A., Direct sums

representations of injective modules. Th, 0cl.).

1.3, QCritere de Baer :

1.3.1. Un R-module L est injectif si, et seulement si, pour
chaque idéal & gauche I de R et £ ¢ 2(I,L) donné, il existe un élément

v € L tel que f(\) =y pour tout A ¢ I [2].
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CHAPITRE 2,

2.1, Rappel sur les extensions essentielles :

La définition d'une extension essentielle peut se faire avec le

langage des catégories :

N r—£—> M est une extension essentielle si, et seulement si,

N +—£—> M——E—-> L , fej. monomerphisme ==» { monomorphisme.

Une autre définition équivalente pour les modules est @

Nc M est une extension essentielle si, pour tout x €M, (x # O), il
existe un A € R tel que Ax % 0, aNx ¢ XN,

Cette condition peut étre exprimée par :
e

NeMc=> ¥Yxec M, x#0, |:O:X];é|:1\T:X](*)o

201.1. P pmmy T e W (==> P oy I

2.1.2, N +—=> U = N AP > NP

2.1a%. Nty M, Pé—ey M¢=> NAP—>M, NAPZO
2ulody P> PN = N =0,

Ces propriétés sont des conséquences immédiates des définitions. Elles
peuvent toutes étre prouvées avec le langage des catégories, Par exemple, pour

prouver P + e > N « < > M > P« < > M on peut le faire dans les catégories

abéliennes avec la définition donnée ci-dessus pour les catégories, en utilisant
la propriété du "pushout" ([5], Théorémeu2°5°4o*, P. 53) : k monomorphisme = k'

monomorphisme,

(x) [N:X] est, comme d'habitude, 1'idéal & gauche formé par tous les A € R

tels que ax € N .
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. Fmem—— . —————3
foj f 7
. —> -
En effet, f o J monomorphisme ==y f' monomorphisme parce que ko jg

est essentielle, et on a f' o k =k'o f monomorphisme, d'oi f est monomor-

rhisme,

e e e - .
2&’]05:‘ N)I "-’—"-> M1 ) N2 4_"'—"'_> M2 —-—> N1 G‘) N2 "___> 1\]:[1 @ M2

([6], lemme 2,, P. 358).

2e16s N/P 4> M/P =5 P +—3 N > M .,

2217 Si {Ni} est une chafne ou un systéme filtrant vis-b~vis
de la relation d'inclusion, on a :

P +—9-> Ni R Vi=3P rg——-> LiNi .
i

2.2, IExtensions essentielles maximales :

2.2.1s Si P est un sous-module de M , il y a des sous-modules de
M qui sont une extension essentielle maximale ( parmi les sous-modules de M)
de P,
I1 suffit de considérer 1l'ensemble des sous-modules de M , qui sont une
extension essentielle de P ., Un tel ensemble n'est pas vide et, d'apres 2.1.7.,

et le lemme de Zorn, la propriété en résulte.

2.2.,2, Un module L est injectif si, et seulement si, il n'admet pas

d'extensions essentielles propres.

2e203, Si L 4> M est une extension non triviale, il existe une
extension essentielle propre L +—S—> Lt

Cela est une conséquence de 1,2.1., et 2.2.2.

20264 P+——> M , M injectif => EM(P) (extension essentielle

maximale de P dans M) est injectif.

Il suffit de prouver que EM(P) n'admet pas .d'extensions essentielles

propres. Soit EM(P) —> E' ,



En
A
e /3 T
e 'kw
P +—————-——>EM(P) e emmncnaes % [

M injectif == 3Jf , fo j=k et f monomorphisme => f{E') = EW(P) .
. i .

CHAPITRE 3,

%,1. Enveloppe injective :

Felolo i est enveloppe injective de N si, et seulement si, ﬁ
est une extension essentielle maximale de N .
Zalelo N est enveloppe injective de N si, et seulement si, i

est une extension injective minimale de N .
 mout cela est une conséquence de 2,2.2, et 2.2.4.
%,1.3. Toute extension essentielle M de N - peut é&tre plongéedans
une enveloppe injective N de N . k
3.1.4. L'enveloppe injective est déterminée & dés isomorphismes prés;

Hn

3.1.5., N—> M =5 =1 .

301o6o N1 ‘.—...-.—) N2 x> N,I = N2 ®

Z.1.7. Un isomorphisme de modules admet une prolongation & leurs
enveloppes injectives qui est sussi un isomorphisme.
3.1.8. Llenveloppe injective d'un module peut étre plongde dans une

extension injective quelcongue du méme module.

e =] e
50109 1\]1 > 1V£1 ’ N2 —> M2 = 1\T1 (—BN2 s> M1 @ M2

([6], Lemme 2., p. 358).
5.1.10. N=N1‘®NZ®M,@NT = N:NT@I\E@,N@B& .
Cela est une conséquence de ce gue la somme directe finie de modules
injectifs est injective ([2], p. 8), et de 3.1.9.).

3.2, [Exigtence @
L'existence de l'enveloppe injective est une conséquence de 2,2.4.
et du théoréme 3 .

"Tout R-module est un sous-module d'un R-module injectif.
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R, Baer [1] utilise la terminologie de groupeé abélien qui admet un annesu
d'opérateurs et qui est summand direct de tout groupe abélien qui le contient
(groupe complet) et démontre, essentiellement, le critdre de Baer (10%010)
(Théoreme 1 du travail de Baer) et le théordme antérieur. A peu de chose pres,
les deux théoremes se trouvent dans le livre de Cartan et Eilenberg (théordmes
3.2, et 3,3, du méme livre),

Dans la démonstration que Baer a faite de llexistence d'une extension
injective pour chague module, on construit la sous-—enveloppe injective (po 2,
Chap. 1) par induction dans les idéaux de 1'anneau. '

Dans [2]on obtient la sous-enveloppe injective en une seule fois comme
module facteur de la somme directe A@ F , ou A est le module et F 1le
module libre engendré par 1l'ensemble des couples (I,f) des idéaux de 1'anneau
et les morphismes de ces idéaux dans le module. Or, dans la construction de
fartan, la sous-enveloppe injectiverqu'on obtient n'est pas une extension essen—
tielle de A , tandis que dans le travail de Baer la condition \“Qiii”) entralne
l'essentialité (propriété (E) dans le travail de Baer),

La construction du module injectif se termine de la méme fagon dans les
deux cas, par induction transfinie sur les sous~enveloppes, la chafne étant limi=
tée pour le cardinal de l'anneau. Dans [1] on obtient l'enveloppe injective, mais
non canoniquement car on fait usage de l'axiome du choix pour construire la
sous~-enveloppe injective.

Dans [3] on prouve lfexistence dlextensions injectives dans les R-modules
avec le mémé théoréme dans les groupes abéliens, et il ne faut pas empl oyer
dilinduction transfinie, |

Cette démonstration, & peu de choses prés, on peut la ftrouver aussi dans
[4] et elle consiste & plonger le module <L dans un groupe abélien divisible L°.
HomZ(R,L”) a une structure de R-module, et est injective et contient I comme
sous-module.

De toutes les méthodes antérieures, la plus proche de la solution du pro-
_bléme posé par Hilton [8](p° 1 de ce mémoire),’est la méthode de Baer, car elle
construit directement 1l'enveloppe injective, mais cette construction n'a pas uﬁ
caractdre canonique parce qu'elle suppose un arrangement transfini des idéaux,

arrangement qui nécessite 1l'axiome du choix.
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La construction qu'on va faire du foncteur d'enveloppe injective se fera
en utilisant une méthode analogue & celle de Cartan et Eilenberg, mais la sous-
enveloppe sera une extension essentielle, et alors plus petite que ce quton

obtient par la méthode classique. On fait usage aussi d'induction transfinie,

%.5, Foncteur d'enveloppe injective :

%.%.1., 31 R est un anneau avec 1 et A un RB-module étgauChe Uni-
taire, A est isomorphe & HomR(R,A) guand, avec l'application bijective qui
fait correspondre & uwn élément a ¢ R 1'homomorphisme a : R - A tel que
a(pn) = Aa , on transporte au groupe abélien HOmR(RgA) la structure de R-module

b gauche de A ([10], BEx. 12, p, 77).
Pour r¢R et ac A, r.a= ;E‘, dtou :
(r.a)n =ara o
3.3.2, I ¢&tant un idéal & gauche de R et ¢ R, on utilise la
notation [I:y] pour 1'idéal & gauche défini par :

AE[Isp] <= apel (voir remarque page 6) .

3.3 A € [Tivp] <=> av € [Tep] <= A € I <=> ) ¢ [[Iip]:v]
[T2v] A [I:p] e [T:(vrp)] -

ZoBods Soit A un R-module & gauche et Id(R) 1%ensemble de tous

les idéaux & gauche de R ., Soit &, 1a réunion des ensembles dhomomorphismes

A
de R-module des idéaux & gauche de R dans 4 :

= ‘Hom (I.,4) .
®A Iiz\i’d}<R) % i

Soit E@ le R-module libre & gauche sur @A . Un élément de E@ a une

A A
expression unique comme combinaison lindaire des éléments fi de &

X = ;{:: kifi (1)
162y

oh chaque £, n'apparait qu'une fols dans la somme ; cependant x peut

A

s'exprimer de diverses formes comme combinaison linéaire s
X = I 2
z Mty | ( )

si on décompose un, ou plusieurs, p; comme une somme d'éléments de 1l'anneaun, et
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alors il peut y avoir des fi égaux., On va appeler (1) expression canonigue
de x

Soit MA l'ensemble des éléments x ¢ F qui admettent une expression

X =73 “ifi (non nécessairement canonique) telle éue, pour chaque § € (W[Ii;pi]
on a ¢ fi(hpi) = 0 , (cette dernidre expression a un sens car X“i appartient

au domaine de fi)c
Z.3.5. M, est un sous-module de F o
- A @A

En effet, s1i a,b ¢ MA , 1ls admettent des expressions 3

a=73 pifi’ b=y Vifi telles que pour tout ) ¢ f\[Iigpi]
et pour tout A' ¢ f\[Ii:vi] ona ¥ fi(xpi) =0 et g fi(x“vi) =0, 0Or,
une des expressions possibles de a+b est
at+b = 3 p.ifi + I vf,
et, si ne (N[ DO0N [T ])
on a : £ (pg) + 58, () =0

Sioace¢ MA et A €R , on a pour a une expréésion a = 3 “ifi telle

que_V?\, € m[Il;p'l] s X fl(hl.l.i> = 0, Or e = Z }‘ulfl et si {38 6 n[ll;}\,ul]

alors y\ € ﬂ[lizpi] , et, de a ¢ M, on tire :

Vli € n[Ii:MJi] s I fi(Mpi) =0

%.%3.,6, On appellera premidre sous—enveloppe injective p(a) ou

DT(A) d'un module A une extension essentielle de 4 qui soit une sous-

enveloppe injective minimale de A ,

La définition d'une sous-enveloppe injective peut &tre donnée en termes

analogues & ceux que l'on emploie dans le critére de Baer,

Ze3.70 L ﬁi-> L1 est une sous—enveloppe injective si, et seulement
si, pour chaque idéal I de R et chaque f' ¢ HomR(I,L) il existe un élément

y €L, tel que i, f7(n) = Ay pour tout ) ¢ I

ey 1

ol

Ao v
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3.%.8, Soit A un R-module et hild 4> HomR(R,A) lt'isomorphisme

décrit dans 3.3.1. On a HomR(R,A) co, . Soit j:HomR(R,A) > @, 1'inclusion

) F@ l’application qui définit

(application d'ensembles), et soit j@ )

A A
le R-module libre F ; soit @iF — F /M. 1'épimorphisme canonique de
‘ e, e, 3, A
noyau M, . On écrira i=g o Jp o dom, et p(4a) = B /MA .
A , A
J
n 3 2y
A A S HomR(R,A) ey o, S F@ —24> D(A)
A
aJM----)E AA >§.' >5/' >]5.I

On utilisera la méme notation pour les éléments de HomR(R,A) et pour

leurs imsges dans g, et F@ . |a| désigne la classe de a moduloc M, . De

méme, f désignera un élément de @, ou son image dans 3@ .
A
= > D(A) est une premieére sous-enveloppe injective,

33,9, A
On va prouver cela en plusieurs étapes.,
i

1) A > D(A) est un monomorphisme de modules.

En effet, soit a,b ¢ A, h(a) =a , n(v) =%, &(a+tb) = aro .
a+b — a = b ¢ M, car le domaine de a+b , a, b est l'anneau tﬁut entier, et
pour chaque A € R([R:1] = [R:(~1)] =R) on a:
a+b(n) - alx) - B(A) = 0 .
Si p€eR et a¢ A, ;é - ué ¢ M, , car pour chague A ¢ [R:1] N[R:p] =R
on a pa(r) - alap) = alya) = (Apla =0 .
Tout cela équivaut & dire i(a+b) = i(a) + i(b) et i(ya) = pi(a) .

Soit a¢Keri . Ona ac¢l

s et alors a admet une expression

n n
§= ¥ s @ avec ¥ py = 1
=1 i=1

n
telle que Wa ¢ ﬂ[R:p,i] =R, ona:
1=

[

Z(hpy) = 0

i=1
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n
M) = 2 alipg) = 0 pour tout A € R ;
1=

n
dtoh aa=alr) =a( z
= 1

1=1

R unitaire => a = 0 .

2) A +—E——> D(A) est une sous-enveloppe injective :

Soit I wun idéal & gauche de R et f : I —> A un R~homomorphisme,
D'aprés 3,3.7., on doit prouver qu'il existe un élément y ¢ D(A) tel que
i o f(\) =)y pour tout A € I .

I +—L— R 1

IR

A+—-50D(a) vy

Oor, f(\) ¢ A pour chaque ) € I , et ona i o £f(3) = rffx5| ¢ D(4) ;
encore Yy ¢ R on a f(xi(v) = vf(h) , et alors Af-T(n) ¢ M , car pour

chaque vy € [I:A] N [Ri(=1)] =R, £(W)-TWJ(v) = vE(A)-vE(X) = 0 . D'on,
va e I Alf[-ITRXT] = [Af-T(N) ]

M| = [T

et il suffit de prendre y = Ifl .

0, ouce gui est la méie chose :

i Of(K) ’

3) L'extension A +—£——> D(A) est essentielle :

D'apreés 2,1, il suffira de prouver que pour O % y ¢ D(a) , 11 existe
um a ¢ A, a # 0, tel que yuy = i(a) pour un y € R . Mais y admet une
expression y = ¥ “ilfil car {]fi[} est un systéme de générateurs de D(A) .
De ¥y % 0 on peut assurer que pour toute expression de y comme ci-dessus, il
existe un ¢ R tel que ¢ r\[I;ui] et que ¢ fi;(““i) # 0 . 5i on prend
a=y fil““i) chA,ona a#0, et également :

2=z pf, e,
car  ¥a e [R:1] Nn(N [1, :“Mi]) = r\[Ii:““i] on obtient :
a(a)-2 £, Oy ) = nen 2 £, (pp) = 0.

AMors

i(a) = 2] =z uuilfil =W
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4) A +3——> D(4) est we sous—enveloppe injective minimale :

»

Pour prouver cette minimalité on va démontrer auparavant le lemme
%.3:10, S1 £ ¢ ,HcmR(I,«A:) soona AME| s [T , pour tout A € I.
En effet ¢ |
AMEL = [FR)] = Af-FA) € M, <=> ¥v ¢ [Ia] N[R:1] = R
F{yn)=vE(n) = 0, ce qui se vérifie trivialement,
Pour démontrer 4) én va regarder {lfil} comme un systéme de générateurs

de D(A) , Pour un }fi! on va prouver qu'il appartient & une sous-enveloppe

injective quelconque de A qui soit sous-module de D(4) .

Soit alors B une sous-enveloppe injective de A qui est aussi un
sous-module de D(A) , et soit ]fil un élément du systeme de générateurs consi-
dérés, Il existe un élément, (3.3.7.), ¥y = & “jlfji £ B tel que WY\ ¢ Ii ,
iof, (M) =y .

; ?

£ l : ,
3

- v v

A et o S o1 y

On peut écrire cette dernidre condition sous la forme :
YA€ I ]fiﬁhS[ =3 xujlfj] ou, ce qui est 14 méme.chose :

M € Ii .. fiiki - ¥ kpS fj € MA , et, avec le lemme 3,%.10., on

obtient :

Vae I n(N[T: ), TW0-2 T 0w e, =
(i monomorphisme) fi(h>”2 fj(hpj) =0,
Cette condition assure que :
f.1 = L. B .
5] = 2 ule] ¢

Mors, B contient le sysitéme de générateurs {]fi]} de D(A) , et ainsi

B =D(4) .

%.4, Construction simplifiéde :

Bodolo Si 11 et 12 sont des idéaux de R , I1 cI

f1 € HomR(I1,A) , T, € HomR(IZ,A) , et si le diagramme

2 ’
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est commutatif, on a |f1[ = |f2| .

Fn effet, f1—f2 € M, , car si W\ € [11:1] r\[12;1] = Iq/\ 12 = 11 ,

on a f1(x)-f2(x) =0 .

3.4,2, Comme conséquence de 3.4.1., 81 A € I , et &i fh est la

restriction de f:I - A & RNcI, ona [f]= ]fxl . Les éléments {!fhl}
forment ainsi un systéme de générateurs de D(4) .

Les morphismes fx : R—> A sont déterminés par le couple (x,a) ,

a=f}\(x)€A,oh‘w\,=O => ya =0,

Réciproguement, tout couple (n,a) , A € R , détermine un morphisme

Rk - A, phsaad 2, lorsque Ann A < Ann a (HX.’= 0 => pa = 0) .

On fera usage de la notation (A,a) pour désigner aussi 1'élément
correspondant de E@ ; en particulier (1,a) = a , et 1'élément correspondant de

D(A) éera‘désigné pér [1,a] -

3.4.3, Tout élément [x| ¢ D(4) peut stécrire :
n
R, A
i=1

n
x= 3 pn,2)eF .
o A T § @A

La condition pour que ]XI s0lt nul est, alors qu'il existe une
décomposition de chague TR

n.
1

Wi T T g o
1=1

telle que , Vv ¢ f)[in:Mik] ou, ce qui est la méme chose, si y € B est tel

gqu'il existe avec ¢

\)lk 9
VR = vik}\'i , Ll'équation

s e 2 N ny
X Viai = 0 est vérifiée, cu v, = 51 Vi °
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Tout cela est une conséquence de la définition de MA ; la propriété !
a ¢ MA {==> existe une expression a = ¢ “ifi tel que WA ¢ r)[Ii:“i] on a

)y fi(xpi) = 0, prend la forme :
a ¢ M, <= Vv, ovpy = vy o 20,2 )0 ) = 05

ou 3

It

Z(}\,i 9ai)<\)pik) Z(Xis?ai)(vik}\,i) H

et

a o

Aprés tout ce qui a été établi dans les paragraphes antérieurs pour la
construction de la premidre sous-enveloppe injective, on peut prendre, au lieu
de l'ensemble @A , L'ensemble @X (sous—ensemble de @A) des homomorphismes

des idéaux principaux & gauche, dans A ,

@X = U HOH]R(R}\,gA)o
A

On obtient ainsi la construction simplifiée de la sous—enveloppe.

3.5, Le foncteur D1 :

n a construit, pour chaque R-module & gauche A , une extension
essentielle D(4) , premidre sous-enveloppe, qui est caractérisée (i des iso-

morphismes prés) par la condition df8tre une sous-enveloppe injective minimale,

La construction effectuée est canonique (ne dépend pas d'isomorphismes)

et on peut lui donner un caractére fonctoriel.

3.5.1, Soit ¢ ¢ A—- B un homomorphisme de R-modules, et
iA : A > D(A) , iB t B - D(B) , les premigres sous-enveloppes. Il existe,
alors, un homomorphisme canonique D<¢) : D(A)-e D(B) , tel que le diagramme

i,
A 45 D(A)

e

est commutatif,
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Du morphisme ¢ 3 A- B , par application du foncteur hI (I idéal de

" R) on obtient hz@ : HomR(I,A)_> HomR(I,B)

I
fl \\\\\Ef o f =1 g(f)
A

._.._52....,.>B

La réunion des hI@ , quand I parcourt l'ensemble des idéaux de R ,

définit une application ¢ : @A-e @B

o = g|Hom (I,4) .
L'application § induit canoniquement un R-homomorphisme F(@) entre

les modules libres engendrés pour 2, et Tp

J
)
A
@A B i

2y

7 | F(g)
JQB
., > F

B @B

Ltimage de M, , sous-module de F s 30%.4sy est un sous-module de MB .
A @A

En effet, pour a ¢ M, , 1l est possible d'écrire a =3 “ifi de telle

fagon que % fi(hui) = 0 pour toutes les valeurs de ) pour lesquelles le premier

membre de 1'égalité a un sens, c'est-i~dire pour tout ) ¢ (\[Ii:gi] .
On a alors
(2F)(e) = (FENE W) = £ o @@, = 1 lefy)
et comme W) ¢ n[Ii:"‘i] , ona
Z(QOfl)(}\p,l) = CP[Z fl(Kui>] = CP(O> = O ©
On en déduit que :
(5(3))(e) = £, (g£,)
est un élément de ME o

Alors, il existe un morphisme canonique D(@):D(A)-é'D(B) , unique, qui

rend commutatif le diagramme



5.16.

Pa
F. > D(A)
2y
1369 D(g)
Py
F > D(B)
o ?

Les rectangles partiels du diasgramme :

By Iy s, 7
A A HomR(R9A) > @, A= F_ ey D(A)
D)

A @
n . A
h ' J o5 ) v

B B
B et HomR(R,B) — > @y + > F ———> D(B)

sont commutatifs, donc le rectangle total :
i

A +mmu§;_~> D(4)

P

B 4> D(B)

sera aussl commutatif,

35,2, D _est un foncteur,
§i ¢ est une identité, @=1, , de la construction de D(p) on déduit

trivialement D(¢) = 1D(A) .

Pour A n2m~> B ~—9—> C , on obtient :
Dlyg) [x] = Dlog)(z uy|£5]) = 2w faof;|
D) (D) x]) = D)z uylgts ) = 2 uglaets]
et alors, )
D(gp) = D(g)Dlgp) -

3.,5.3, D est un monofoncteur,

Si ¢'€ HomR (AgB) est un monomorphisne, D(w) € HomR(D(A),D(B))

est un monomoryhisme.

0 monomor phisme ==> iB,¢ monomorphisme ==» D(¢) monomor phisme:, car
iA est essentielle,
Z.5.4. D est un foncteur additif,
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En effet, tout élément |x| de D(A) admet une expression

x| = > wles] .

fee,
Soit ¢ ¢ HomR(A,B) ; D(p) est défini par 3.5.1.,
(D(@))]Xl = I Ui]§(fi>! =1z ﬂi]@;O fi! H

et alors, ,

Dlg,+9,) x| :fZ T LU LN

€2, ,
Ltadditivité du foncteur vient de :

[Coyo,) o 25| = fo, 0 £5] = |9, o £] =0,
ce gqui est vérifié:gvcar

VA € Iy ({4, )T 00) - (g, = £0(0) = (g, . £ =

(9,05, (0)) = 0, (£,()) = g,(£,(0)) = 0,

et alors,

D(@q+@2) :'D(@i) + D(¢2) .

5.5.5. D(0) = 0.

3.5,6, D(A,i @4,)=0(s)® p(a,) -
Ce sont des conséquences de 1'additivité de D

3.6, Construction du foncteur dlenveloppe injective :

%.6.,1, Soit A un R~module et @ un nombre ordinal., Il existe
une extension essentielle iQ : DQ(A) S DQ(B) , construite de fagon canonique.
Pour chagque R-homomorphisme ¢ : A—>B, on peut définir I)Q(cp).:DQ(A)-—-> p%(B)
de facgon canonique, tel gque le diagramme

.G
:LA Q
A s, D¥(A)

o
B i D%(B)

soit commutatif.,
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on définit DR
% =D(DP) 5 si ¢ est ordinal limite : D¥(A) = U pP(a) = Er_n)DB(A) , (limite

Bla

inductive vis-a-vis de la relation d'inclusion et de la relation d'ordre des

par induction transfinie : pour ¢ ¢ Q , Si a=8+ 1,

nombres ordinaux), Da(¢) = £3E>DB(¢) . Il faut préciser que iz ¢ A D“(A)

est monomorphisme pour chague ¢ . Par induction ¢ pour ¢ = g+1 , c'est immédiat;
pour ¢ ordinal limite c'est '"presque trivial" (1a preuve, dans les catégories

de Grothendieck, est le théoréme 6.23. du Livre de Freyd [5]) .

Ay D) ————s . o e ———y DP(a) ———»

O
1ﬁA
Dﬁ(w)
e e ——————s DP(B) ———>
o4
lBB

Le morphisme DQ(Q) est la limite inductive du systeme inductif DB(¢)

de morphisnes de (08(a), if,) dens (08(3), i) -

3.6.2, Les applications A ey DQ(A), o A—D> Dg(p) , définissent
un foncteur DY .
On utilise le fait gque 1le produit de foncteurs est un foncteur et les

propriétés fonctorielles de 11m>9

%.,0.,%, L'inclusion iQ définit une transformation naturelle entre

le foncteur identité 1, et le foncteur D .

1 ¥
3y ]
R
3,604, DQ est un monofoncteur,

Dlapres 3.5.3., s1 ¢ est un ordinal limite, X1,X2 ¢ Da<A) s

x, # x, il existe wn B < o tel que :
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= igA(X'1)’ X2 = iGA(x'z), (x'1 # x'2 car igA est un monomorphisme)

X1 B

et alors @

%)z, = (0%(p)(agy x') = (15,)(0P(e)x" ) £ (15)(0(g)x" )
= (0% (a5, x',) = (0%(g))x,
3.6.4, D° est additif.

Cela est une conséquence de 3.5.4. et 3.5.5., et du fait que lim> est,
dans les catégories de modules, un foncteur additif exact. Plus généralement lim

est un foncteur additif exact dans les catégories de Grothendieck ([7], Prop. 1.8.

p. 133).

2, A DQ(A) est essentielle.

3,605 Lﬁmﬂmﬁm.iA.

Cela edt une conséquence de 2.1.1. et 2.1.7.

Q

3.6.6. La chaine de foncteurs D™ s'arréte.

Soit @ le plus petit ordinal dont le cardinal est plus grand que le
cardinal de R, DQ(A) est injectif, car l'image d'un homomorphisme f : I — DQ(A)
est dans quelque DB(A) ,ou B< @ (card I ¢ card R ¢ card Q) . On peut

construire le diagramme :

I +—————> R

N

pf(4) >DT1(A)
\ DQ(A)

car DB+1(A) est sous-enveloppe injective de DP(4) et, apres  1.%.1. D(4)
est injectif. On a, done, VA ¢ i, , D%'(a) = p(0%(4)) = p%(a) .

2,6,7. Le foncteur DQ (g 1le plus petit ordinal dont le cardinal
est plus grand que le cardinal de R) est le foncteur d'enveloppe injective,

En effet, dlaprées 3.6.5. et 3.6.6., DQ(A) est lfenveloppe injective de R,

3.6.8., Pour chague anneau R on peut définir un nombre ordinal ¢ < Q
"ordinal injectif & gauche de R", le premier nombre ordinal pour lequel la chafne

de foncteurs DQ

glarréte .
B < a= P # 0%

oy = % # LA
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Le contenu de ces deux exposés est en grande partie emprunté & deux

articles, le premier di & 0, Goldman ([2]) dont nous reprenons la terminologie,

le second &tant dd & N. Popescu ([51).

L'exposé comprend guatre parties. La premidre est consacrée a la défini-
tion de la notion de localisation ; cette notion est bien connue et nous nous
sommes contentés de brefs rappels sans démonstrations, celles—ci pouvant &tre
trouvées dans [1], [2], [7]. La seconde introduit les notions de module de
définition et de module porteur d'une localisation, notion$‘fondamentales pour
1'étude des premiers & gauche que nous entreprenons dans la troisidme partie,
Cette troisiéme partie traite aussi des rapports existant entre les premiers &
gauche et les idéaux que, pour reprendre la terminologie de [4], nous appellerons
idéaux critiques et qui semblent avoir été introduits plus ou moins indépendamment
en [5], [4], [8]. Enfin, la dernidére partie est consacrée a des compléments et
exemples ; on y trouvera en particulier au § 7, un contre-exemple & un théordme
de [5].

Dans tout oe‘qui suit, on se fixe un anneau unitaire R [ Sauf mention
expresse du contraire les modules (resp, les idéaux) sont des R-modules & gauche

unitaires (resp., des idéaux & gauche de R), et le terme homomorphisme désigne

un homomorphisme de  R-modules & gauche.
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On notera R Mod la catégorie des R-modules & gauche unitaires. Enfin,
si M est un module, on note E(M) son enveloppe injective (en tant gue R-module

4 gauche),

I. RAPPELS SUR LA THECRIE DE LA LOCALTISATION,

1. Parmi les diverses manidres de définir ce gque nous appellerons une

localisation (& gauche) sur R , nous en retiendrons quatre qui sont utiles car

leurs énoncés domnent en fait les propriétés fondamentales d'une localisation,

propriétés quil nous serviront en permanence par la sulte,

1.1, Nous appellerons localisation sur R la donnée d'un foncteur noyau

(idempotent) sur R (ou "radical exact & gauche" suivant la terminologie de [T]),

clest-a~dire (selon [2]) un foncteur ¢ ¢ R Mod - R Mod tTel que :

a) pour tout module M , on a olM) c M et pour tout homomorphisme

f:M->M ona of)= flo(M) (et donc f(e(M)) = (1)),
b) si Mc M, alors o(M) = o(M')NN,
c) pour tout module M , on a ¢o(M/e(M)) =0 .

Tous les foncteurs noyau considérés ici étant "idempotents", nous omet-
trons ce terme qui caractérise en fait les "foncteurs noyaux" qui vérifient la
propridété c),

Si g(M) = M, on dira que le module M est de g-torsion, Si o(lM) = 0O,

*
on dira que M est g—libre( ) . Le module O est le seul module qul soit & la

fois de g=torsion et o-libre,

1.2, Un foncteur noyau ¢ ¢©étant donné, on peut considérer la sous=
catégorie pleine T de R Mod dont les objets sont exactement les modules
o] -

de g-torsion. Cette sous-catégorie possdde les propriétés suivantes :

a) si O0-M > N->N" >0
est une sulte exacte de modules,alors :

Me 0b(T ) ¢==> e ob(Z) et ' Ob(T )

(*) Traduction,.. libre de l'expression "g-torsion-free" ([2], [7])o
"Sans—-g-torsion" est vraiment impronongable,
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b) toute somme directe @ Mi de modules qui sont des objets de
iel
T est encore un objet de T .
c (o)

Une sous-catégorie pleine T de R Mod qui vérifie les propriétés a)

et b) ci-dessus sera dite une catégorie localisante sur R ([1]) (ou "théorie

de torsion héréditaire" [7]).

Réciproquement, la donnée d'une catégorie locelisante T définit une .
localisation. En effet, si pour tout module M on note o(M) 1le plus grand
sous-module de M qui est un objet de T ; on vérifie que ia collection des G(M)

définit un foncteur noyau ¢ .

1.3, 80it ¢ un foncteur noyau. Au lieu de considérer la catégorie des
modules de g-torsion, on peut considérer la sous-catégorie pleine L de R Mod
(e} I
dont les objets sont les modules ¢g-libres., La catégorie 1  posstde les pro—
- ‘ , g

priétés suvivantes :

a) si M € Ong ) , tout sous-module de ‘M et toulte extension
o
essentielle de M (et en particulier son enveloppe injective E(M)) appartient

encore & ‘L .
e

b) tout produit d'objets de L et toute extension d'un objet de
3

L  par un autre objet de L  appartient encore & L .
(o} o} o

¢c) un module N est un objet de. L,. si et seulement si

Hom(M,N) = 0 pour tout M ¢ Ob@_g) .
d) un module M est un objet de T si et seulement si
[+
Hom(M,N) = O pour tout N ¢ Ob(_l_,_c) .

Inversement, & toute sous—catégorie pleine L vérifiant les propriétés

a) et b) ci~dessus, on associe un foncteur noyau défini par 2
olM) = fmeM/¥VNeObL, ¥f: U>N, £(n) = 0}

pour tout module M , Par ailleurs, la correspondance entre les catégories I
: (o]

et T est explicitée par les propriétés c) et d) ci-dessus.
- ;

1.4, La quatriéme manidre .de définir une localisation sur R est de se

donner un_systéme topologisant (idempotent) d'idésux de R , c'est-a-dire une

famille F d'idéaux (& gauche) vérifiant les conditions suivantes :
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a) Re¢ P .
b) si Ue¢?F etsi VDU, alors V¢ F.
¢) 8i UePF etsi VeF, alors UAV ¢ F .

d) si Ueg?F et si x¢R, alors (U:x) = {r ¢ R/rx ¢ U}

appartient encore & F .
e) si Ue¢F et si V est un idéal tel que Vx ¢ U, (Vix) ¢ F
alors V¢ F .

Il est facile de montrer que les propriétés b) et c¢c) découlent, en fait
de d) et e) , Par ailleurs, 1l résulte de c) et e) que 81 U et V appartiennent

N

4 F, 11 en est de méme de U ,

Nous ommetrons le terme "idempotent", bien gque, selon 1'usage (E1]) , On
appelle systéme topologisant une famille F d'idéaux qui forme un systéme fon-
damental de voisinages de O pour une topologie d'anneau sur R, c'est-&-dire

une famille F d'idéaux vérifiant a) b) c) d) mais pas e) .

L'équivalence entre foncteur noyau et systeme topologisant est définie de

la manieére suivante :

- au foncteur noyau ¢ on associe la famille, notée F(g) , des idéaux
U tels que R/U est de’ g-torsion (i.e. appartient & la catégorie localisante T ).
c

On vérifie que F(g) est bien un systéme topologisant.

- inversement, si F est un systéme topologisant, pour tout module WM
on pose
o(M) = {m ¢ M/Ann(n) ¢ F} ,

et on voit facilement que la collection des G(M) définit un foncteur noyau.

Notons gqu'il découle de ces équivalences qu'une catégorie localisante est
entidrement déterminée d&s que l'on connait les modules principaux qui y appar-
tiennent, Dans le méme ordre d'idée, nous verrons plus loin (II.1.5°) gu'une
sous-catégorie pleine L vérifiant les conditions a) et b) de 1,3, est entid-
rement déterminée par un seul de ses objets convenablement choisi (% savoir un

cogénérateur injectif de L).
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2. Foncteur module des quotients et résultats fondamentaux :

2.1. Les raisons qui ont conduit & l'introduction de la notion de
localisation apparaissent dans la derniére définition, fondée sur la donnée d4'un
systéme topologisant F : on veut construire un anneau Q et un homomor phi sme

d'anneaux ¢ : R—> Q tel que l'on ait la propriété
(T) pour tout Ue¢ F, on a Q.(U) =

c est-a-dire que l'on veut généraliser la construction bien connu dans le cas
commutatlf de "1' anneau de fractions" (ou a une partle multlpllcatlve S cR on

associe le systdme topologisant formé des idéaux U qui rencontrent S).

Si ¢ est un foncteur noyau, on construira au § 2.3. un foncteur

Q ¢ RMod » R Mod muni d'un homomorphisme ¢ : Id - Qc dont on montre ([2])
c - - k

qu'il possdde les propriétés suivantes :
- QG(R) est un anneau et g R~ Qéﬁ)est un homomorphismé d 'anneaux
(et pas seulement de ,R-modules & gauche).

- pour tout module M , (M) est muni d'une unique structure de
Q (R)-module & gauche prolongeant sa structure de R-module, et tout R~homomor=-
phlsme QG(M)A» Qc(M') est en fait un homomorphisme de QG(R)-modules.

- si U est un idéal qui n'appertient pes 2 F(g) , on a

Q_(R).4p(0) £ Q (R) .

Qc(M) sera dit module des guotients (4 gauche) de M relativement &
la localisation c (R) sera appelé l'anneau des gquotients ga gauché} rela-

tivement h c et il sera simplement noté Q lorsqu'aucune confusion né sera &

craindre.

Mélheureusement, l'anneau des quotients ainsi obtenu ne vérifie pas en
générel la propridété (T) (méme dens le cas commutatif et noethérien, on peut
construire des contre-exemples), Par ailleurs, dans le cas oi cette proﬁriété (m)
se trouve vérifiée, l'anneau Q0<R) ne possdde pas en général la propriédté
universelle qui était vérifiée dans le cas commutetif (on voit facilement, en
s'appuyent sur les résultats qui sulvent, qu'une condition suffisante péur que
le couple (QG(R), ¢R) soit universel est que pour tout morphisme 4" anrieau
¢ ¢t R~ X vérifiant la propriété (T) on ait un isomorphisme de R-modules &
gauche X@pQ (R) =0 (R)@.X) .
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Il n'y a pas de caractérisation "interne'" des localisations qui véri=-
fient la propriété (T) , mais notons que, d'aprds ce qui est dit plus haut, si
U est un idéal tel que QG(R)Q¢R(U) = Qc(R) , on a nécessairement U ¢ Flg) ,

de sorte gqu'une condition nécessaire pour que ¢ vérifie (T) est que

(P.F.) Pour tout Ue Flg) , il existe Ve U, Ve Flg) , et V est de type
fini,

Un systédme F vérifiant cette propriété sera dit localement de type
fini, On peut donner des ceractérisations "externes" des localisations qui
vérifient la propriété (T) , et, bien que nous ne nous en servions pas, nous
allons énoncer ces résultats car il s'egit des résultats fondamenteux de la

théorie de la localisation.

2.2, Epimorphismes plats et localisations &

Soit ¢ ¢ R=» S un épimorphisme d'anneaux tel que le R-module_&
droite S soit plat., On lui associe alors un foncteur noyau ¢ défini pour

tout module M par :
o(M) = ker(gp M : U~ ®RM) .

On montre alors ([1], [6]) que le foncteur Qc est tel que pour
tout M , l'homomorphisme

: M
4y M-'Qa( )
s'identifie cenoniquement & :

CP@RM H M"’S@RMn
En particulier, S s'identifie en tant qu'anneau & Qc(R)’= Q , et
Qc(M) ol .
De plus, le systdme topologisant F(g) est exactement 1'ensemble des

idéaux U tels que S.p(U) = 8 : la localisation ¢ vérifie donc la propriété(T),

Les locelisations vérifient (T) eppersissent donc comme une générali-
sation de la notion d'épimorphisme plat & droite, Inversement on a le théordme

suivant :
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THECREME 1, (Gabriel—Silver)o_Soit ¢ une localisation a gauche

sur R et soit Q 1le foncteur module des quotients qui lul est
c

associé, Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) by R - QG(R) = Q fait de Q wun R-module & droite plat,

ibis) : R>Q est un épimorphisme d'anneaux et Q est plat a
b

droite sur R .

ii)  Pour tout Ue Flo) _on a Qugp(U) = Q.

iii) Pour tout module M on a Q (M) = Q,@hM o
. G

iv) Le foncteur Q est exact et commute aux sommes directes,
- ©

v) Tout Q=module & géuche est g-libre,

vi) Tout Q=module & gauche est fid&lement g-injectif,

Nous dirons avec Goldman qu'une telle localisation vérifie la pro—
priété (T), On dit aussi que c'est une localisation exacte ([1]) ou
parfaite ([7])0

L'assertion vi) du théoreéme introduit une terminologie que nous

allons définir immédiatement

2.3, Construction du module des quotients ¢

On se donne un foncteur noyau ¢ et . on pose F = F(c) o

DEFINITION : On dit gqu'un R-module E est G-injeétif si les condi~-

tions équivalentes ([2]) suivantes sont vérifides :

i) pour toute injection M'C— M  telle que M/M' est de g-torsion,

tout isomorphisme £ : M' - E se prolonge & M .

ii) pour tout Ue¢ F et tout f : H-> 8 , il existe e ¢ E tel que
f(u) =ue Vue U,

Un module injectif au sens classique est évidemment g-injectif., Toutes
les propriétés de la notion de g-injectivité s'appuient directement sur cette

définition et le lemme (facile) suivant :
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LEMME ¢ Soit O - M' - M- 1M" - O une suite exacte de modules ;

On a les propriétés suivantes :

a) Si M est g-injectif et si M" est g-libre, alors M'

est g-injectif,

b) Si W' est c»injectif“ét~si M" ‘est de g-torsion, alors
meuw @u (et o) 2 o(u)@n) .
c) Si M' est g~injectif et si M est g~libre, alors WM"

est g=libre,

DEFINITION : On dit qu'un R-module E est fiddlement g-injectif ([2])

ou g-fermé ([1] et [5]) si les conditions équivalentes suivantes

sont vérifiées :

i) E est g-libre et g-injectif,

ii) ' Pour toute injection MN' <= M telle que M/M' est de g-torsion
tout homomorphisme f : M' ~» E admet un et un seul prolongement

a M.,

iii)  Pour tout homomorphisme g 3 M' - M tel que ker(g) et co ker(g)

sont de g-torsion, l'application @

HomR(ggE) : HomR(M,E) - HomRQM'sE) (f »fog )

est un isomorphisme,

THECOREME 2., s Soient ¢ wun foncteur noyau et M un module,

a) il existe & isomorphisme unique prds au plus un seul homo=

morphisme ¢ ¢ M- F tel que
1) F est fiddlement g-injectif,

(%)

2) ker(y) _et co ker(y) _sont des modules de g-torsion” ‘.,

b) Posant N = M/g(M) , soit E(M) 1'enveloppe injective (clas~
sique) de N ;, et soit F , Nc Fc EB(M) le R-module défini par
B/ = o(B(T)/E) .

(%) 1I1 découle de 1) et 2) (F est g-libre et ker(y) est de g-torsion) que

1ton a exactement ker(y) = o(M) .
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Alors 1'homemorphisme naturel ¢ 3 M- M/g(M) = N&» F vérifie les

conditions 1) et 2) ci-dessus,

Par définition, pour tout module M , le module des quotients QG(M)

et 1'homomorphisme by : M- Q (M) seront le module et 1'homomorphisme défi-
o}

nis en b)o

On voit d'aprés ce qui précdde que QG(M) est 1'ensemble des x ¢ E(M)
tels que (M:x) = {r ¢ R/rx ¢ H} ¢ F(g) . Cette construction est donc bien celle
de Lambek ([3], [4])-

On peut montrer que § (M} est canbniquement isomorphe & :
o]

lim S HomR(U9 M/ o(M)) ,

UeF
la limite inductive étant prise suivant le filtre des idéaux appartenant & F,
Nous n'utilisercns pas cette descripbion explicite, bien que cela soit celle

qui permette en général le mieux de "calculer" @ (M) .
o

Remargue : Il est intéressant de considérer la sous-catégorie pleine
g}c de R Mod dont les objets sont les modules fidelement g-injectifs.
C'est une catégorie abélienne qui possdde de nombreuses belles propriétés et en
particulier est équivalente & la "catégorie quotient" construite par Gabriel ([1]) o
Notens'simglement gue tout objet‘de éﬁc , ¢lest-a-dire tout module
fidélement g-injectif est canoniquement muni d'une structure de Q (R)mmodule 3
gauche et gue tout homomorphisme de modules fidelement cuinjectifsgest aussi un
Q {R)~homomorphisme, de sorte que oD apparait comme sous-catégorie pleine de
Rﬁﬂgi et aussi de QO(Rlﬂgg . L”assegtion vi) du théordme 1 exprime simplement

que ¢ vérifie la propriété (T) si et seulement si _&QU = QG(R)MOd .

IT. MCDULES DE DEFINITTION ET MODULE PORTEUR,

Nous allons introduire deux notions qui sont plus ou moins classiques

et qui seront essentielles par la suite,

1. Foncteur novau associé & un module et module de définition s

1.1, Considérées sous l'aspect des systémes topologisants
d'idéaux, on voit que l'on peut parler de l'ensemble des localisations sur R,
Cet ensemble est muni d'une relation d'ordre 3 si g et ¢' sont deux localisa~

tions, on dira que g o' si l'on a l'une des propriétés dquivalentes
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G(M) C:c”(M) pour tout module M ,
Mg) « Flg') (en tant que parties de %(R)) ,

- T <T , (en tant que sous-catégories de R Mod) ,
c o =

-L DL, (en tant que sous—catégories de R Mod) .
(o) (o}

Toute famille {ci}i€l de localisations, posséde alors une borne
inférieure notée M o et définie paf s
iecl
(N ci)(M) = f«) ci(M) pour tout module W
iel iel

ou par
F(M oi> = () F(ci> o
ie¢l iel
1.2, Eftant donné un module D , on peut rechercher s'il existe
uw foncteur noyau ¢ qui est maximum pour la propriété (D) = 0 . L'enveloppe
injective E(D) de D étant une extension essentielle de ce dernier, on voit
immédiatement (I.1.%.a) que (D) = 0 équivaut & g(E(D)) = 0 , de sorte que

ce maximum, s'il existe, sera le méme pour D et E(D) .

Pour tout module M , on est conduit & définir un sous~module mD(MXiM

en posant s

@D(M) ={me¢ W/ VM- ED) , f(m) = 0} = () ker(f) .
£ M-E(D)

On a alors la proposition sulvante :

PROPOSITION 1 ([2]) =

a) la collection des TD(M) définit vn foncteur noyau =, .

b) si ¢ est un foncteur noyau, alors (D) = 0 équivaut

a ocC Ty o
¢) ¥zy) = {V < R/Hom (R/U,E(D)) = 0} = {U ¢ k/VYx ¢ E(D)

ona Ué ann(x)} .

a) = 1p(D) et si {D;};,; est wne femille de modules,

on a g = 1 o
S5 Ton, O,
i
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On dira que est le foncteur noyau associé & D (ou la localisation

D

associde 3 D). Si un foncteur noyau ¢ est égal & . pour un certain module D,

D
on dit que D est un module de définition de ¢ .

On peut montrer gue tout foncteur noyau ¢ admet un module de définition
(3 savoir le module somme directe de tous les R/V qui sont g-libres ([2]))° Tn
foneteur noyau admet en général de nombreux modules de définition (D, EB(D) - et

les sommes directes de ceux-ci, par exemple).

1.3, Interprétons la notion de module de définition en termes

des catégories éb et &P
o

On voit facilement sur la définition de . gque E(D) est en fait un

: D

*
cogénérateur injectif (*) de L%Do Inversement, si ¢ est un foncteur noyau et
si D est un cogénérateur injectif de Lb yoma g=q; ¢ en effet, on a alors

L <ol (car D est cogénérateur injectif donc ¢ ™ Ty et on a aussi g < g
c T
D
(dtapres la propriété de maximalité de mD>~°

En fait, le raisonnementAque 1'on vient de faire avec la catégorie 'Lc
peut se reprendre de fagon identique avec la catégorie §Q_ des objets fiddlement
o-injectifs : si D est un module de définition de ¢ , afors E(D) est un
cogénérateur injectif de oD . Inversement, tout cogénérateur injectif de D
est un module de définition ge G - °

1.4, Dans le cas particulier o D = R/I , I 1déel de R , on .
notera Ty au lieu de xR/I et F(I) au lieu de F(xR/I), bien que ces notations

peuvent en principe pré&ter a confusion, Le systéme F(I) est bien connu :

PROPOSITION 2, {[5]} : soit I <R un idéal., Les conditions suivantes

sont équivalentes s

(¥*) on dit qu'un objet E d'une catégorie abélienne ( est un cogénérateur de

C =i pour tout objet X de C ona [ ) (ker(f))= 0 . Si 1'on suppose de plus
f:X-FE
que E est un objet injectif de £ , 1l suffit que pour tout objet X on ait

HomC(X;E) % 0 pour que E solt un cogénérateur,
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i) ve ®I) .

ii) HomR(R/UQE(R/I)) =

iii) Vx ¢ B(R/1), U ¢ amn(x) .
iv) ¥z, ¢ R, Vx, ¢ R-I , Ay ¢ R MYXQKI et yx €U

Les équivalences i) <==> ii) ¢==> iii) sont une reprise de la propo-

sition 1 et sont d'ailleurs triviales.

Supposons gu'il existe un homomorphisme non nul f : R/U-» E(R/I) . ;
E(R/I) $tant une extenmsion essentielle de R/I , on a alors F(R/U) NR/I £ 0 ;

il existe done X, € R-U et %, € R-I tels que f(il) = Ez (x désigne la

classe de x modulo I ou U). Alors si yx, € U, ona :f(yi_i%) = 0 = y§2 et
done yx2 ¢ I .

Inversement, supposons la propriété iv) non vérifiée, c'est-a-dire
gque l'on peut trouver X1 ¢ R et A,Xg € R~I tels que yx1 ¢ U dimplique

vx, € I, i,e, tels que (Uix ) = (ng ) . On a alors un homomorphisme non nul

1 Rr/(Usx,) By R/(I x,) E=—> R/I &> E(R/I)
1 G -

- -
— =
-
—

qui se prolonge en un homomorphisme évidemment non nul f£:R/U ——> E(R/I) o
COROLLAIRE :Si R est commutatif et si I est un idéal de R ,
MI)={UcR/kcl=>xc¢I},
En particulier, si ¥ c R est un idéal premier, F(p) = {U C‘R/U & B}

Soit Ue ¥F(I) et x = x, € R-I . Prenant x,= 1, il existe y ¢ R
tel que yx g’ I et y.1 ¢ U et donec Wk gé I, Notons que .cet argument est
valable sans hypothese de commutativité et exprime simplement que 'gI(R/I) =

ie., ¥Wx £ 1, (I:x) £ ®1) .

Inversement, si U ¢ #(1) , on peu%‘trouver X, € R et x, € R~I tels

. 1
que (st,‘) o (szz) . Mais R étant comimrssd::i_f3 on a aussi U (U(‘;X'})

done Ux2 I, blen que x, n'appartienne pas a I .
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2, Module porteur :

2.1. Soit ¢ un foncteur noyau. On dit qu'un module P est

porteur de ¢ si

a) P;fj‘o’
b) olP) =0,
c) YMcP,M#0, B/M est de g-torsion,

Un foncteur noyau n'admet pas en général de module porteur, Cependant,
nous verrons que si ¢ vérifie la propriété (T), alors ¢ admet un module
porteur, et cela est encore vrai si F(g) est localement de type fini (ef, IV.2).

Par ailleurs, s'il existe un module porteur, il en existe plusieurs,

PROPOSITION %, : Soient ¢ un foncteur et P un module porteur de g .

Alors

1) P est extension essentielle de tous ses sous-modules non

nuls (cela équivaut au fait que E(P) est un injectif indécomposable),

2) Tout sous-module non nul de P est encore un module porteur

de g .

3) Si P' contient P et est tel que o(P') = 0 et

c(P“/P) = P'/P , alors P' est encore un module porteur de ¢ .

4) P est aussi un module portéur de

Tp o
La démonstration s'appuie sur le lemme suivant :
LEMME : Soit ¢ wun foncteur noyau et P wun module g-libre, 81 M est

un sous-module de P tel que P/M est de g-torsion, alors P est

extension essentielle de M .,

Soit M' <« P tel que MMM = 0 ., Alors le morphisme composé naturel

M Gy P 5> B/M

est injectif, et P/M étant de torsion, il en est de méme de son "sous-module"
M' , Mais M' étant un sous-module de P , est gussi g-libre et donc on a

nécessairement M' = 0 ,

L'assertion 1) de la proposition 3 découle directement du lemne.
L'assertion 2) est immédiate, Montrons 3) : d'aprés le lemme, P' est une

extension essentielle de P et donc P' est g-libre (sinon G(P) = @(P“)I3P%O)g
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Soit M' wun sous-module non nul de P' , et posons M= M'MN P, Alors M

est non nul et on a la sulite exacte :

0 > P/M > P'/M > P'/P > 0.

Les deux termes extrémes étant de g-ftorsion, il en est de méme du terme central
(I.1.2.2.), et on en déduit que PQ/M' , qul est quotient de P“/M , est aussi

de g=torsion,
Enfin, 1'assertion 4) résulte trivialement de ce que TPID G (prop°1)o

COROLLAIRE ¢ Si P est un module porteur de ¢ , il en est de méme
de Q (P) .
o}

D'aprés la définition de Q (P) , 1'assertion 3) s'applique & Q (P)
c o

(qui contient P),

PROPOSITION 4. s Soient P un module porteur d'un foncteur noyau ¢ ,

E un module ¢g-libre et f:P - E un homomorphisme, Alors f est soit

nul, soit injectif, En particulier, EndR(P) est un anneau intégre,

Le module P/ker(f)9 se plongeant dans E , est g-libre, On a done

nécessairement ker(f) = 0 ou ker(f) = P .

2.2, Interprétons la notion de module porteur en termes de la

catégorie &  des modules fidelement g-injectifs,
o

(n a vu que si P est module porteur de g , il en est de mdme de
Q (P) gul est un objet de D, Or, rapprochant la définition d'un module
pgrteur de 1'assertion 10203003)9 on voit que Q (P) ne contient pas d'autre
sous-module g=injectif que O et lui-méme, En d?autres termes, QG(P) est un

objet simple dans la catégorie <D .
o

Inversement, soit P un objet simple de oD . P est non nul et il
est évidemment g=libre, Pour prouver que P est un mgdule porteur de ¢ , 1l
reste & montrer que si M c P est non nul, alors P/M est de g-torsion. Soit
N, McNc P le sous-module tel gue N/M = o(P/M) ; on a o(B/N) =(p/M)(W/M)
= (P/M)/G(R/M) = O:, et il découle alors de I.2.3.a.) que N est g-injectif,
Comme N est évidemment g-=libre, N appartient donc a ;QG et est un sous-

objet non nul (car Mc N) de 1l'objet simple P ; on en déduit que N =P,
clest-d-dire g(P/M) = P/M .
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2.3, On voit donc qu'une condition nécessaire et suffisante pour
que ¢ posseéde un module porteur est que &  contienne au moins un objet simple.
Cette dernidre condition est satisfaite en pagtiaulier si ¢ vérifie la propriété
(7) car ;gc est alors équivalente & la catégorie des QG(R)-modules (c.f.

remarque & la fin du § I.2.3.).

ITT. FPREMIFRS A GAUCHE ET IDEAUX CRITIQUES,

1. PREMIERS A GAUCHE, '
DEFINITION ([2]) : (n dit qu'un foncteur noyau (ou une localisation

(34 gauche))  est un premier (& cauche) de R s'il existe un module
il [

D qui est & la fols un module de définition de g et un module

porteur de g .

Exemples :
1) 81 P est un module porteur d'un foncteur noyau ¢ , alors
Tp est un premier (II.2.1.4.).
2) Si M est un module simple, Ty est un premier. Un tel

premier est appelé premier meximal de R,

On voit sur ce dernier exemple que tout anneau R posséde des premiers,
Ay chapitre précédent, (II, 1.3, et II, 2.2,), nous avons donné une interprétation
des notions de module de définition et de module porteur en termes de la catégorie
B . On voit immédiatement que l'on a le résultat suivant, qui est d'ailleurs

o
la définition de premier selon Popescu ([5]) :

PROPOSTITION 5, s80it o un foncteur novau, Les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) ¢ est un premier.

ii) La catégorie D _des modules fideélement g-injectifs
~o

posséde un objet simple D dont l'enveloppe injective

E(D) est un cogénérateur de &P
[

I1 découle de cette dernidre propriété que oD  possdéde un seul type
dtobjet simple, En effet, si P est un autre objet simplg de &P , il existe
un homomoryphisme non nul de P dans E(D) , car E(D) est un coggnérateur
injectif, P étant simple, un tel homomorphisme est nécessairement injectif et

identifie donc P & un sous-module de E(D) . Alors DM P £0 et DNP=7P ,
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Cette démonstration s'appuyant sur des résultats non démontrés
(1'abélianité de & et le fait que le plongement P - R Mod commute aux
c c
limites projectives) nous allons en donner une autre démonstration directe, qui

s'interprete comme suit :

THEQREME %, ¢ Soit g wun premier de R , Alors, & isomorphisme pres,

(non unique), n  posséde un seul module porteur qui soit aussi

q~injectif,

Soit D wun module & la fois porteur et de définition de g . On sait
que Q (D) est alors un module porteur g-injectif de g5 . Soit P un autre
modulenporteur p-injectif de g . Par définition de g = Tpy o il existe un
homomorphisme non nul de P dans E(D) s et un tel homomorphisme est néces-
sairement injectif (prop. 4), de sorte que 1'on peut identifier P & un sous-
module de E(D) , Soient alors M= PN D et i:M &> P, j:ll &> D les
plongements canonigques., Comme P/M (resp° D/M est de gq-torsion car P (resp, D)
est porteur, il existe un homomorphisme j':P - D qui prolonge J (resp, i':D - P

qgui prolonge i) car D (respo P) est . g=injectif,

’ <Q> 5(0)

n a alors i'j'i =i et j'i'j=J , mais D et P étant fidélement p-injectifs,
il y a unicité du prolongement et donc i'j = Id, j'i' = Id .,

S

(n notera X ce module porteur et g~injectif défini & isomorphisme
b

COROLLATRE 1. ¢ Si g est un premier, les modules porteurs de g sont

exactement les modules isomorphes & un sous-module non nul de K
: i

COROLLAIRE 2, ¢ Si g est premier, tout module porteur de g est aussi

un module de définition de g ,

Puisque K est extension essentielle de tous ses sous~modules non nuls
b

(prop. 3)9 pour tout Pc X non nul, on a Tp = Qr, parml ces sous-modules

Ty ©
il en est un quil vérifie Tp =W oo
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CORCLLAIRE 3, ¢ (On a une application naturelle de 1'ensemble des premiers

de R dans les types d'injectifs indécomposables de R Mod, qui & g4

associe E(P) , P étant un module porteur de g .

Nous reviendrons au § 3 sur cette question,

2., IDEAUX CRITIQUES,

On reprend ici la ferminologie de [4] qui semble plus adéquate,

DEFINITION, :0n dit gqu'un idéal I — R est un idéal (& gauche) critique

Qou "idéal super-premier” ([5]) ou encore "idéal premier de Goldman"

([8])) si R/I est un module porteur pour un certain foncteur noyau,

Alors R/I' est un porteur de T (prop, 3) et est donc premier,

T
» I
Si R/I est module porteur d'un premier g , on dira que I est n-critique,

PROPOSITION 6. ¢ Soit I — R wn iddal, Les assertions suivantes sont

#

éguivalentes s

i) I est critique,

ii) Pour tout idéal DO I , U¢ ®MI) .

iii) Vx €R9VX29x ¢ R=I , 3y ¢ R tel que yi, € I et

1
£ I+Rx

3

yX

1 3 °

iv) I est irréductible et est maximal parmi les idéaux irréducti-

(%)

bles qui luil sont liés R

v) I est maximal parmi les annulateurs des éléments d'un module

injectif (quelconque),

vi) Il existe une localisation ¢ telle que 1 est maximal parmi

les idéaux qui n'appartiennent pas & Flg) .

i) => ii) : Comme R/I est porteur et de définition du premier =
pour tout Uii I, R/U = (R/I)/(U/I) est de gI-torsions clest-a=dire
Ue F(I).

I 7

(*) on rappelle (cf, [4]) gue 1lfon dit que J est 1ié & 1'idéal irréductible I.si
J est égal & Ann(x) pour un XA ggpartenant & llinjectif (indécomposable)
’ non nul
E(R/I) .
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ii) ¢==> iii) : il suffit d'appliquer la proposition 2.

ii) = iv) : toujours d'aprds la proposition 2, si UD I , pour tout
x ¢ (R/I) , ona U¢& Ann(x) ; c'est précisdment dire que I est meximal parmi

les annulateurs des x ¢ E(R/I) . Par ailleurs, si UDI et VDI, clest-h-dire

appartiennent & P(I) , alors UMNV ¢ F(I) et n'est donc pas contenu dans I

T est irréductible.

iv) => v) . ,
v) ==> vi) : soit E un injectif tel que I soit meximal parmi les
annulateurs des x ¢ E , et soit F = F(:;E) . On a évidemment I ¢ F car R/I

se plonge dans E ., 8i UD I, dlaprds l'hypothése de maximalité, on a

#

U’¢:Ann(x) Yx ¢ B, et d'aprés la proposition 1, il en résulte que U ¢ F ..

vi) => i) : nous allons montrer que R/I est porteur de ¢ . Soit

UDI; onaalors Ug Flg) et done R/U = (BR/1)/(U/I) est de g-torsion. Cr

tous les sous-modules non nuls de R/I sont de cette forme TU/I . Montrons que
R/I est ¢g-libre : puisque I £ F(g) , R/I n'est pas de g-torsion, i.e. g(R/I)
# R/1 ; mais (R/I)/6(R/I) est g-libre et il résulte de ce qui précdde gue cela
n'est possible que si G(R/I) = 0 , cqfd,
Remargue ¢ (n a vu que si deux idéaux U et V appartiennent & un
systéme topologique F , alors UV € F . Si I est critique, on en déduit que
si UDI et VO2I, alors U & I . La réciprogue est fausse, méme dans le

cas o I est wn idésl bilatére :

COROLLAIRE ¢ Un idéal bilatére I est critigue si et seulement si

R/I‘ est un domaine de Qre & gauche.

Comme R/I est porteur, End(R/I) est intégre (prop. 4) ; mais I
étant bilatdre, R/I s'identifie & 1l'anneau opposé de End(R/I) . (11 est évidem~-

ment aussi possible de vérifier directement que I est compldtement premier),

Montrons que R/I est un domaine de (re. D'aprés la caractérisation iii),

si x, ¢ R et xg € R=T , on peut (faisant =x_ = 1) trouver y ¢ R-I tel que

1 2

yx, € I+Rx i.e. yx =zx_ ¢ I pour un cerfain z ¢ R .

1 37 1773
Inversement, supposons que R/I est un domaine de (re, et solent

x, £ R, X2,X3 € R-I ., D'apres la condition de Ore, on peut trouver y ¢ R~I

1
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6t 2z ¢ B tels que yx1—zx € I , et donec yx, ¢ I+Rx_, , De plus on & alors aussil

3 1 3
yx, £ I car I est supposé complétement premier. Le critére iii) est donc
vérifié, '

3, CCORRESPONDANCES ENTRE PREMIFRS, IDEAUX CRITIQUES ET MODULES INJECTIFS,

PROPOSITION 7. ¢ Soit g un premier, et soit X  1l'unique porteur
b3

p-injectif de g . Alors :

1) pour tout x € K , Ann(x) est pcritique.
B — T
2) tout idéal gecritigue est 1'annulateur d‘un élément x de X
i
3) si Ann{x), x ¢ B(X }) est critique, Amn(x) est pg~critique .
— s

Cela résulte directement du corollaire 1 au théoreéme 3 et pour
l'assertion 3 de la démonstration v) ==> vi) == i) de la proposition 6, remar-
guant que g = 1(E(K )) = g(R/Ann(x)) car E(K ) est extension essentielle de

i k3

ses sous-modules non nuls,

(%)

COROLLATRE 1, ¢ Si ¢ est premier, K n'est autre gque le coeur
T

de 1‘injectif indécomposable E(X ).
™

COROLLAIRE 2. : Soient I wun idéal pcritique et I' wun idéal

ni=critique, lLes assertions suivantes sont équivalentes 3

i) =7 .

ii) I et I' sont des idéaux irréductibles lids,

iii) B(R/I) et E(R/I') sont isomorghes,

Enfin, nous avons besoin du résultat suivant :

LEMME, ¢ Soit E wun injectif indécomposable, Le foncteur Tp est

premier si et seulement si le coeur C(E) de E est non nul,

si C(E) =0, soit x ¢ C(B), x # 0 ., D'aprés la proposition 6,

inn(x) est un idéal critique, Comme E est une extension essentielle de

R/Ann(x) (car E est indécomposable)9 on a Tp = %Ann(x) et donc Ty est

un prewmier,

(*) On appelle coeur d'un module A_M, et on note C(M) 1'ens des éléments
injectlf indeécomposable> réunion de og.et

non nuls de M dont lfannulateur est meximal parmi 1'ensemble de tous les Ann(x),

% € M, x# 0. 8'il n'existe pas d'élément meximal, on pose C(M) = 0, On montre
que le coeur C(M) de M est un sous-module de M et gue si R est noethérien & gauche,

M# 0 impligque C(M) # 0.
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Inversement, supposons - T premier, et soit I un idéal TE—oritiqueo
Comme R/I est porteur, il résulte de la proposition 4 que R/I se plonge dans
E , de sorte que E 2 E(R/I) (car E est indécomposable) et le coeur de E
s'identifie & K # 0 . '
g

Rassemblons tous ces résultats @

THEQREME 4, ¢ Soit R un anneau, Alors

1) Les correspondances g +—> E(Kﬂ)‘ 2t E > Tg entre premiers

et injectifs indécomposables,dont le coeur est non nul sont inverses

1'une de l'autre, , !

i

i
2) L'ensemble des classes d'équivalence d'idéaux critiques (pour la

relation dféquivalence I~I' si I et I sont 1iés) est isomorphe &

1l'ensemble des premiers & gauche de R,

IV, APPLICATIONS ET EXFEMPLES.

1. QCAS QU R _EST COMMUTATIF,
Il résulte du corocllaire & la proposition 6 qu'un idéal I est alors

critique si et seulement si I est un idéal premier. Per ailleurs, il est aisé
de vérifier que deux idéaux critiques (premiers) sont elors liés si et seulement

si ils sont égaux., Il y a donc correspondance bijective entre les premiers
glocaliSations) et les idésux premiers de R, Cette correspondance peut s'écerire

comme sult
= A 1'idéal premier I on associe le premier 1. . F(I) est alors
formé des idéaux U qui ne sont pas contenus dens I (corolleire de la prop., 2).
- Au premisr 5 on associe 1l'idéal premier Ann(Kn) (qui est égal &

Ann(x) pour tout x ¢ Kn) .

On peut, & titre d'exercice, vérifier que Kn g'identifie au corps
des fractions rationnelles de R/I (pour g = 11) : nous reviendrons lh-dessus

au § 5.

Notons enfin que la relation d'ordre définie par l'inclusion des idéaux
premiers de R est la relation inverse de celle qui est induite sur les premiers

par la relation d'ordre sur les localisations,

A ce détail prés, on pourra vérifier gque, dans les développements et

constructions des § qui suivent, on retrouve, si R est supposé commutaiif,
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des propriétés bien connues (et élémentaires) des idéaux premiers,

2. FAMILLE TOPOLOGISANTE ET PREMIERS,
Soit ¢ wun foncteur noyau. On note Q(g) 1'ensemble des idéaux I

qui sont maximeux pour la propriété de ne pas appartenir i Flg) .

si I¢oleg), onavu (prop, 6, implication vi) => i)) que R/I est
alors un module porteur de g , de sorte que I est critique et que de plus

GC’SE o

Par ailleurs, si P est un module porteur de ¢ et si O£x¢ P,
alors Ann(x) ¢ Q(g) . Bn effet R/Ann(x) , se plongeant dans P , est aussi
module porteur de ¢ , et si UTz Ann(x) ona Ug F(g) car R/U , qui s'iden~

tifie & un quotient de R/Ann(x) par un sous-module non nul, est de g-torsion,

si Fg) est localement de type fini {cf, I.2.1.), et si V ¢ ¥(o) ,
alors 1l'ensemble des idéaux I qﬁi n'appartiennent pas & Flg) et qui contiennent
v est inductif non vide, de sorte gqu'il existe d'aprés Zorn un idéal I ¢ ole)
et qui contient V ,

Montrons gu'il en résulte que 1l'on a o) D fﬁ\ (1) : si V Z F(g) .

iea(o)
il existe I ¢ Q(g) avec I DOV et done V K F(I) (sinon R/I serait de

torsion !), Par ailleurs, l'inclusion inverse est aussi vérifide puisque l'on a

vu plus haut que si 1 ¢ g(a) , alors o) C:F(I) » On a donc 1'énoncé suivant 3

PROPOSITION 8, : Scient ¢ un fonecteur novau et Q(c) comme ci-dessus,

1) olg) est égal & 1'ensemble des annulateurs des éléments des modules

porteurs de ¢ . Bt donc Q(c) % p équivaut & dire que ¢ admet

un module porteur,

).

2) Si Teg Q(g) , alors I est critique et F(c) c:F(I) (ioeo cC

I

3) si F(g) est localement de type fini (et en particulier si ¢

vérifie la propriété (7)), pour tout V £ Flg) , il existe
IGS}(G) QI:DVD

De plus, on a alors :

o) = () 1) .,

Teo(o)

En particulier, ¢ est l'intersection des premiers qui le contiennent.
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[I1 faut faire une mention spéciale du cas ou 0 ¢ ¥lg) ,
i.e. Flg) est formée de tous les idéaux ; alors 3) est

encore vrai, avec @(o) = f] -

%, TPREMIERS MAXTMAUX,

(n rappelle qu'un premier g est dit maximal s'il posséde un module

porteur qui est un module simple,

Ta proposition gui suit généralise une propriété bien connue dans le
cas commutatif : si M est un module, alors l'intersection des noyaux des

localisations M - Mﬁ , bour tous les idéaux maximaux m de R , est nulle,

‘EROPOSITION 9, ([2]) : Li'intersection de tous les premiers maximaux

de R est égale au foncteur noyau O (défini par O(M) = 0 pour

tout M),

Cela résulte directement de la proposition 8, car F(0) est formé

du seul "idéal" R et est donc évidemment localement de type fini,

LEMME, ¢ Soient ¢ un premier et P un module porteur de g . 31

M est un module simple, M est p-libre si et seulement si M se

plonge dans P .

n en déduit que si (M) £ M, ona g = Ty maximal, et que, si g

n'est pas meximal, tout idéal (3 gauche) maximal appartient 3 ) »

. En effet, si (M) # M (i.e. n{M) = 0 ) , il existe un f:M - E(P)
don nul (car g = TP) , donc injectif., (n a alors f(M) N P# 0 et donc
M2f(M) = (F(na P cpr,

FROPOSITION 10. ([2]) :

1) Les premiers maximaux sont en correspondance biljective avec

les types de R-modules simples,

2) Le foncteur noyau 0 est premier si et seulement si tous

les modules simples sont isomorrphes (et 0 est slors le seul premier

maximal)o

Notons que si 0 est premier, alors R posseéde un seul idéal primitif,
et n'a donc gu'un seul idéal bilatére maximal. La réciproque est vraie dans le cas

commutatif ¢ si R est local et commutatif, alors 0 est un foncteur premier.
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1) L'application M p—> ¢ étent par définition une surjection des

M
types de modules simples sur les premiers maximaux, il reste & montrer que si

M et M' sont deux modules simples tels que alors M et M' sont

Tor = Tyt
isomorphes, D'aprés le lemme on a WM < M (carM TM*?M) = 0) et donc M = M',
2) D'aprés la proposition 9, il suffit de prouver que si 0 est
premier, tous les modules simples .sont isomorphes. Soit P un module porteur
de O (on peut d'ailleurs voir directement qu'un tel module porteur est néces-
sairement éimple)o D'aprés le lemme, tout module simple se plonge dans P .
Comme P est extension essentielle de tous ses sous-modules on en déduit le

résultat,

4, LE SPECTRE A GAUCHE,

Suivant [5], on appelle spectre & gauche de R , et on note Spee(R),

1'ensemble des premiers (& gauche) de R.
- Pour tout idéal UcR , on pose :
v(U) = {n ¢ spea(R)/U ¢ F(1)}

On vérifie immédiatement que V(0) = f , V(R) = Speg(R) , v(u) n v(U') = v(UuaTU?) ,

de sorte que les V(U) forment une base d'ouverts pour une topologie sur Speg(R)°

Dire que g5 appartient & l'adhérence de ' ©équivaut & dire que
Flpg) o P(g') , clest-d~dire.. g — ' (notons que la relation d'ordre est 1'opposée
de celle que 1l'on a l'habitude de considérer dans le cas commutatif)., Il en

découle gque Speg(R) est un espace de Kolmogoroff,

Cette notion de spectre posséde malheureusement un mauvais comportement
fongetoriel en R : si f:R - S est un homomorphisme d'anneaux, Jje ne sals pas en
général (mais je n'ai peut-8tre pas assez bien regardé) définir d'application

(continue) Speg(s)_> Speg(R) o

Cela est cependant vrai si f est un épimorphisme plat : si f fait
de § wmn ER-module plat & droite, et si ¢ est une localisation sur S, alors

la collection des

fu

o' (1) = ker{M > S U —> 5@ Wels@mi},

pour tous les R-modules M , définit une localisation ' sur R . Si de plus
f est un épimorphisme d'anneaux, on montre alors que ¢ pPremier implique g°

premier et que 1l'on a le résultat sulvant @
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PROPOSITION ﬁie([S]) : Soit f:R - § wun épimorphisme plat & droite

et soit ¢ 1la localisation (qui vérifie (T)) qui lui est assccide

(cf, I.2.2.). Alors on a une application Speg(S) - Speg(R) qui &

n associe le premier ' défini par

n' (M) = ker{N B soun—> 5@ Walse m}

pour tout M ¢ R Mod .

Cette application est un homéomorphisme de Speg(s) sur la partie
localement fermée de Speg(R) qui est formée des premiers de R

qui contiennent ¢

De plus, dans cette bijection, les premiers maximaux de S corres—
pondent exactement aux premiers de R gqui sont définis par un idéal

critique I ¢ Qlg) o

5. LE CORPS RESIDUEL,

Soit g un premier de R et soit X  le porteur g-injectif de g .
i
On sait bien, E(K ) étant un injectif indécomposable, que EndR(E(K )) est
n . b1
un anneau local dont 1°'idéal maximal est formé des endomorphismes £ dont le

noyau ker(f) est non nul,

PROPOSITION 12, ¢ Soit 5 un premier, L'anneau k = BEnd(K ) des
¥ T

endomorphismes de XK  est un corps canoniguement isomorphe au corps

résiduel de 1l'anneau local End(E(K )) . Pour tout module porteur P
T

®

de g , End(P) est un anneau intégre qui se plonge dans le corps k
— T

On appellera corps résiduel en g5 le corps opposé (pour des ralsons

qui apparaftront plus loin) & k .,
ki

si f e End(E(K )) , onka f(K ) cX car K est le coeur de E(K ) ,
;) i m bt b1

On définit donc un homomorphisme d'anneauxs

p s End(E(X )) > k = End(K )
i1 n n

en prenant pour p(f) 1la restrictionde f & K ., Cet homomorphisme est

surjectif car E(K ) est un module injectif, Il geSte donc & prouver que le
noyau de p contignt 1'idéal meximal de End(E(X )) . 8i ker(f) #0, ona
aussi ker(f)M K # 0 et on en déduit que ker(f?:j Kn (i.e. plf) =0 car,
KTB étant porteur, End(Kn) ne contient que des morphismes injectifs ou nuls

(prop. 4).
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Soit maintenant P un module porteur de g . End(P) est un anneau
intégre (prop. 4). De plus, P s'identifie & un sous-module non nul de XK
b1

(cor, 1 du Th. 3). Notons i:P €w—> K un plongement de P dans K 3 si
T n

fe End(P)g i f admet un unique prolongement a K car K /P est de p-torsion
s o

T
et K est fiddlement p-injectif. On définit ainsi un homomorphisme d'anneaux
b9

qui est injectif. Cet homomorphisme dépend du choix de 1 ,

A

Remarque : Contrairement & ce qu'affirme Popescu ([5]), kn n'est en
général pas le corps des fractions & droite (ni & gauche) de End(P) lorsque
P est un module porteur de g . Nous consiruirons au § 7 un contre-exemple ol
End(P) est un corps commutatif mais ol End(Kn) = km est une extension (commu~

tative) transcendante pure de End(P),

Par contre, il est possible (conjecture) que End(P) soit toujours un

domaine de Cre & droite.
On a cependant le résultat suivant :

PROPOSITION 13. 351 ¢ est un premier qui posseéde un idéal gq-crifique

vilatdére I (et slors I est le seul idéal g-critique), alors End(R/I)

- qui s'identifie & 1'anneau oppesé de R/I - est un domaine de Ore &

droite, et k s'identifie au corps des fractions & droite de End(R/I,)o

n
De plus, K = Q (R/I) est muni d'une unique structure d'anneau pour
—_—t g T

laquelle le plongement canonigue q,zR/I-—> Q (R/I) soit un homomorphisme
T
d'anneaux, et K = Q (R/I) s'identifie alors & 1'opposé de k (de
™ T T
sorte que ¢:R/I —» Q (R/I) identifie ce dernier au corps des fractioms
— T

3 gauche de R/I).

i I est un idéal g=critique bilatére, il est facile de voir que I
est alors le seul idéal p-critigque (prop0 7) et que 1l'homomorphisme f f(I)

identifie BEnd(®/I) & (R/I)° , 1l'anneau opposé & R/I .

Par ailleurs, de facon générale si g est premier, l'opération
(fQX) - f(x) fait de X un k -module & gauche, Un k =sous-module de dimen~
sion I de K  est formg de l“egsemble des x tels quen Ann(x) est égal & un
idéal ﬁmcritigue donné (auquel il faut ajouter 1'élément x = 0), En effet, on
a Ann(x) = Ann(f(x)) pour tout x ¢ K et tout f#0, f ¢k , car K est
égal & son coeur. Réciproguement, si Agn(x) = Ann(y) , on constguit immédiatement

un ¢ Fnd(B(XK )) tel que f(x) =1y .
7
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Si g posséde un idéal critique bilatere I , on déduit de ce qui
précede gue K est un k ~m$dule de dimension 1 (la réciprogue étant d‘lailleurs
vraie) et que? si l'on noge G:R/I - QR(R/I) = Kn le plongement canonique,
l'applicetion k = End(K ) =K qui & f associe f(¢(1)) est une bijection.
Considérant K TEoomme l“gnneaunopposé ) kn’ ¢3R/I - Kn est alors un homo-

£
morpvhisme d'anneaux dont on peut vérifier qu'il posséde les propriétés désirées,

Nous retiendrons de tout ceci que K = (k )O est un corps qui est
7 i

extension essentielle de R/I .

Mais R/I est un domaine de Ore & gauche (cor, de la prop. 6) et,
notant Qg le corps des fractions & gauche de R/I , on a une factorisation

(dans la catégorie des anneaux)

R/I R Qg
T
K;

gui, faisant de XK un Qg~module (nécessairement libre), implique que Q
b

ite

K
™

car X est une extension essentielle de R/I, ‘
1T C“oqofodo

6, EXEMPLE,

. o .
Soient A wun anneau, 7 son centre, A scn anneau opposé, On

RN 0 . . .
considere alors l'anneau R = A.@%A‘ . A est canoniquement muni d'une structure

N

de R-module & gauche (i.e., de A-module bilatdre) gréce & 1'opération

((a@a'), b) +—> aba® ., On a un homomorphisme naturel de R-modules & gauche
PR - A , @éfini par pla @ a’) = aa' , qui identifie A & R/C ou C est 1'idéal
4 gauche de R qui est engendré par les éléments a @1 ~1@a ,ac¢ s, Il

est souvent agréable de considérer un R-module & gauche comme un A=-module bila-

tere, nous utiliserons parfolis cette facilité,

Nous allons nous intéresser aux premiers g de R qui possédent un

idéal p-critique gui contient ¢ .
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PROPOSITION 14, ¢+ Si I <R est un idéal & gauche contenant C et

tel que 1'idéal bilatére 'F = I/C c A est premier (au sens habituel ),

alors I est critique, De plus, si B est un idéal bilatére de A

(i,e, un sous-R-module de A) , A/B est de TI—torsion,(ioeo

pﬁ1(B) € F(I)) 81 et seulement si B ¢:F = I/C o

Ce résultat, qui est & rapprocher du corollaire de la proposition 2,

découle de cette méme propesition 2 appligude avec soin,

COROLLAIRE 2 Si ¢ est un premier pour lequel il existe un idéal

bilatére premier # <A tel que p°1(?ﬁ) soit g-critique, alors

p_1(n) est le seul idéal p—critique contenant C.

n a une application injective (cf., prop. 7) de l'ensemble des iddaux
premiers bilatdres de A dans l'ensemble des premiers & gauche de R = A.@&AO R
Malheureusement, il existe des idéaux critiques I — R contenant (¢ et tels
gue I/C ne soit pas premier. Par exemple, on peut vérifier que si A est
1'anneau des matrices triangulaires de rang 2 sur un corps commutatif, l'idéal

C est critique bien gue O« A ne soit pas premier.

Si I est un idéal critique contenant C , alors End(R/I) est un
anneau intégre et commutatif : inteégre car R/I est%porteur? commutatif car
R/I s‘'identifiant & l'amneau A/(I/C), on vérifie que EndR(A/(I/C)) s'iden-

$ifie aun cenire de cet anneau,

Je ne sais pas si 1'on peubt en déduire de manidre générale que le
corps résiduel k@I sst commutatif. Nous verrons gue cela est vrai dans le

cas particulier ou I = pﬁ1(1ﬁ) ’ 'F c A premier,

Si M est un R-module & gauche, on désigne par ZA(M) l'ensemble des
me¢ M tels que Ann{m) ®C , i.e, am =ma Ya ¢ & , Un homomorphisme f:M - N
envoie ZA(M) dans ZA(M’) o

Les considérations faites lors de la démonstration de la propoéition 1%
montraient que si g est un premier, k = End(K ) s'identifiait & 1'ensemble
des x ¢ Kn tels que Ann(x) est un idgal nmcrigique donné., Joint au corollaire

de la proposition 14, cela donne 1‘'énoncé suivant :

PROPOSITION 15, : Soient ‘F c A un idéal bilatdre premier et

(k) .

T =3 le premier associé, Alors k  s'identifie B ZA
. T

() K

De plus, k est un corps commutatif,
— 1
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La seule chose que nous n'avons pas démontrée est la commutativité de
k , On pourra d'ailleurs sé passer de cette démonstration directe (qui est assex
tgohnique, bien que naturelle) puiscue nous allons donner une description expli-
cite de k dans ce cas particulier, la commutativité de k  ressortant immé-
diatement ge celle~ci. Donnons quelques indications sur la mgniére d'établir
cette description,

(m note A' = A/ et on se donne un plongement de A' dans K# .
i f ¢ XK , soit B' ¢ A' 1'idéal bilatere de A? (SOus»Rmmodule & gauche de
Av) défigi par B' = A'M fﬂ(A")»c B' est non nul. L'homomorphisme I induit

par restriction un homomorphisme de R-module & gauche

£ ; B' > A',

Inversement, si B' est un idéal non nul de A' et si f£f' est un
R-homomorphisme comme ci~dessus, f?' se prolonge de maniere unique en un

endomorphisme de K :

g
B! €3 A" G—> K avec Kn/B2 de g-torsion,
. §
fe  f
v |
Af > K avec K  fiddlement g-injectif,

T

On vérifie que deux homomorphismes f% et fé comme ci-dessus

définissent le méme élément de K si et seulement si il existe B’
b1

0 #£ B (B‘% N 3"2) tel que f! et T eaient méme restriction & B' .

9

Considérant alors en particulier les ''germes" d‘homomorphismes sur des idéaux

bilateres principaux de A' , on obtient alors 1l'énoncé suivant :

PROPOSITION 16, 2 Soient A un anneau, /F un idéal premier de A

et g = le premier associé, Alors le corps résiduel k

’U_,l -
p ()

s'identifie au corps commutatif L construit comme suit :

Posons A' = A/F , et soit E « A'xA' 1'ensemble des couples

(2,b) tels que b # 0 et axb = bxa pour tout x ¢ A! ,

On définit une relation d'équivalences sur E en posant

(a,b) ~ (aﬂgbﬂ) si et seulement si on a 1'une des propriétés (équi-

valentes) suivantes :

VYx ¢ A" , axb' = bxa' ou Vx ¢ A' , a'xb = b'xa .
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Soit I le guotient de E par cette relation d'équivalence,
et soit a/b la classe de (a,b) dans L . Sur L on définit une multiplice-

tion et une addition ayant les propriétés suivantes

axbf+bxa? a'x'b+bixta

¥ | S— —
a/bra’/v! = bxb? - bixib ’

¢ ey L axal  a'x'a
(a/p)(at/1) = 57 = 575s

ob x et x' sont des éléments quelconques de A' - tels que bxb' et b'x’b

soient non nuls,

Liisomorphisme L — k  associe & 1'6é1ément a/b 1'unique prolon-
T

gement & K de l'homomorphisme
T

£1 5 (b) > A = AP Eoms K,
7T

o (b) désigne 1'idéal bilatere engendré par b dans A' , et o f! est
défini par f(b) = a (cet homomorphisme bilatdre est bien défini si et seulement

si axb = bxa Vx ¢ A'),

7. UN _CONTRE-EXEMPLE.

Comme nous 1l'avons annoncé,; nous allons doﬁner un contre~exemple é‘
l'assertion de Popescu. Nous allons construire ce contre-~exemple dans un cas
ol la proposition 16 s'applique : la description explicite que 1l'on y donne
renforce en effet liimpression que k  est le corps des fractions de
Emd(A/ﬁ ) , et cette proposition sera?t vide s'il en était bien ainsi,

Soit h un corps commutatif quelcongue, Nous allons construire un
anneau A possedant les propriétés sulvantes :

-~ A est une h-algebre de centre h.

- A est integre,

-8l q= T désigne le ypremier & gauche de R = A.&%Ap associé

& l'idéal premier O« A , alors k  est un corps commutatif
extension transcendante non trivialg du corps h = EndR(A) des

endomorphismes du module porteur A ,
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7.1, Construction :

Nous allons, de fagon & atteindre notre but sans utiliser la propo-
sition 16, construire non pas un meis deux anneaux A et B .

Soit G un sous-groupe additif de 8 , pour lequel nous suppcserons
gu'il contient Z: ZcGcR .

Soient F o B c NxlixG les ensemble définis comme suit :

B

It

{(tn,g), t e, neglN, Ogngt,gecd}

F

Il

a(n n{ 2t=n+1
{(tal’lag),tEN,HG‘N, O\<l’l\<t,g€G, (2+1)\<g$< > )} o

On munit E d’uns structure de monoide unitaire en posant
(t,n,g).(t',n%,g?) = (t+t8,n4n' ,g+rg ' +tn')

et on vérifie alors que F est un sous-monoide uwnitaire de E .
On munit B d'une relation d'ordre totallcompatible avec sa structure
de monoide en posant
soit t ¢ !
(t,n,g) ¢ (t',n',8") <=> soit t=t' et mn!
soit t=t', n=n' et ggg' .

Pour e, e', e" ¢ E on a alors les équivalences
1 n J— 1 L1 P — ¥ 1"
e' { e (=> e.e' g e.e=> e'.e( e"e

Si nh est un corps commutatif, soit A = h[F] (respe B = h[E] la

h=algébre du monoide . F (resp° E), c'est-a~dire 1l'ensemble des sommes finies

x=3xx.e, e¢F (resp. E), x, €h, x_ =0 sauf pour un nombre
e
fini dlentre eux,

Si x ¢ A (resp., x € B) est non nul, on appelle degré de x 1'élément

de T (resp. E) qui est maximal pour la propriété X £ 0,

7.2, FEtude des anncaux A et B :

A et B sont des anneaux intdgres, En effet, si x # 0 et y # 0
appartiennent & A (resp, B), leur produit xy est non nul de degré égal i

deg(x),deg(y) (pour la loi de composition de E).

Si x ¢ B commute avec les deux éléments (1,0,0) et (1,1,1) (ces
deux éléments sont des monlmes de Ag%?) , alors son degré est nécessairement

de la forme  (0,0,8) , ce qui implique que x ¢ h[G] (qui se plonge dans B

(%) dens le cas o G = Z—R , on peut vérifier que ces deux éléments
engendrent la h-algebre A .
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grice & l'injection naturelle G c E), Inversement, si x ¢ h[G] < B, on

vérifie que x est alors dans le centre de B ,

, Si 1'on considére 1‘homomorphisme A G=> B défini par le plongement
FcE, et si 1'on pose .ZA(B) = {xX ¢ B/xa=ax Va ¢ A} , on a donc démontré que
ZA(B) est égal au centre de B , ce centre étant h[G]° Le centre de A n'est
alors autre que ZA(A> = ZA(B)fW‘A=h[G](\A =h .

Montrons que ~ZA(B) engendre B tout entier en tant que A-module &
gauche (ou, ce qui revient au méme§ en tant que R-module & gauche), Pour tout

mondme (t,n,g) de B on peut en effet écrire :

(t,n,g) = (t,n,n<r21”>)o(o,ogg;1.}%_*"_.12)

o le premier monlme appartient & A et le second appartient & h[G] = ZA<B) .

Montrons enfin que B est une R-extension essentielle de A , Les
mondmes (t,1,1) et (t,1,t) appartiennent & A pour tout entier t # 0, et

si (t’,h',g‘) est un mondme quelcongue de B, on vérifie gue
(t,1,1).(¢1,n,81).(£,1,%)

appartient & A si t est supdrieur & un entier qui ne dépende que de t' ,
n' et g' . On en déduit que, si x ¢ B est un polynbme guelconque, on peut

trouver un entier +t suffisamment grand pour que
(tﬂﬂ)axo(t”at)

appartienne & A, Ce dernier étant non nul si x # 0 car B est intégre, on

en conclut que B est une extension essentielle de A en tant que R-module, =

7.3, Conclusion 3
Les notations étant toujours celles du § 6, 1'idéal prenmier AO de A
définit un premier g pour lequel R/C = A est un module porteur,
Comme B est une extension R-essentielle de A , ona B c:ER(A) N
Comme C est critique et que, par définition, AﬂnR(X) D¢ pour tout x € ZA(B)’
on en déduit que ZA(B) est contenu dans le coeur Kn de E(A) . Comme le
R-module engendré par ZA(B> est B tout entier, on en conclut que B est

contenu dans K et est donc, comme A , un module porteur de g .
T
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o a EndR(A) =h = centre de A , EndR(B) =nf6] = ZA(B) . I1 est
clair que les endomorphimes de A 1ne sont autres que les multiplications par un
scalaire, et donc que ceux~cl se prolongent en des endomorphismes de B , de

sorte que l'on a les inelusioﬂs naturelles
End(4) = h €——> End(B) = h[G¢] &—> End(X) =k .
T

k contient donc nécessairement le corps des fractions de h[G] o
Par exemple? si G est un sous-groupe libre de rang o de R (et il existe
de tels sous-groupes pour tout cardinal ¢ inférieur & la puissance du
continu), le corps des fractions de h[G] est une extension transcendante
pure de degré ¢ de h . 81 G est quelconque, ce corps des fractions est
une extension transcendante gquelconque de h .

(n pourra vérifier, en s'appuyant sur la proposition 16, que kn est

exactement le corps des fractioms de h[G] .

Notons gu'lavec de tels exemples formels (i.e. ne faisant pas intervenir
la nature du corps h) on n'a aucune chance de trouver de contre-exemple ol k
T

soit une extension algébrique (non triviale) de h , La chasse & de tels contre-

exemnples reste ouverte,
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I. UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX NORTHERIENS A GAUCHE ESSENTIELLEMENT
BORNES A RFAUCHE,

LEMME 1, Soit A un anneau dont tous les idéaux premiers sont des

idéaux & gauche de type fini,

a) tout idéal I de A contient un produit fini d'idéaux

premiers contenant I .

b) les idéaux premiers de A vérifient la condition maximale.

a) Sinon, considérons 1l'ensemble E des idéaux ne possédant pas cette
propridté, B qui est un ensemble inductif (car les idéaux premiers sont de
type fini) admet un élément maximal I . I contient un produit de deux idéaux

I1 et I2 . IQI? I ; 121? I ; done I £ B , d'ou la contradiction.

b) Soient (P ) une suite croissante d'idéaux premiers de ‘A |

i‘iel
P = Pi ; dlaprés a) , il existe des idéaux premiers Qi y 1§ 1§ p conte-
icl ‘
nant P tels que S =11 Qi soit ineclus dans P . Il existe n tel que l'on
i

ait S crEh : 11 en résulte facilement Pn =P .

DEFINITION 2., On dit gu'un anneau A est esgentiellement borné &

gauche s'il vérifie la condition suivante :
Pour P ¢ Spec(A) , tout idéal & gauche essentiel dans 1'anneau

A/P contient un idéal bilatdre non nul.
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PROPOSITION 3, Un anneau A gul vérifie les conditions suivantes 3

a) tout idéal premier est un idéal & gauche de type fini,

b) A est essentiellement borné & gauche

by

est un anneau noethérien & gauche,

Dlapres le lemme 1, i1l existe des idéaux premiers Pi s 11 g

tels que (0) = P, 0. P . La considération de la suite :

‘ 1
(0)

P ooo'P CODOCPQ P.
1 i 1

OOOP CP. OOOP Ct}ea C&
1 n i+ n

+1 1
ol les modules facteurs sont de type finil, permet de se limiter au cas ol A
est premier, D'aprés le lemme 1 , il exists un idéal premier P, maximal pour
la propriété : A/P n'est pas noethérien i gauche. Dans l'anneau B = A/P , si
J est idéal & gauche essentiel, il est facile de montrer que A/J est un
-module noethérien et B est noethérien & gauche ce qui contredit 1'hypothdse

faite sur P .

II. IDEAUX PREMIERS BT INJECTIFS INDECOMPOSABLES.,

DEFINITION 4. On dit qu'un enneau A est un anneau de (Goldie &

gauche s'il vérifie les conditions suivantes @
a) AS est de dimension de Goldie finieﬁ*>
b) les annulateurs des sous-ensembles de A vérifient la

condition maximale,

On rappelle que si A est un anneau de Goldie & gauche semi=-premier,
A admet un anneau total de fractions semi-simple  Q qui est ltenveloppe

injective de AS 3 s1 A est premier Q@ est un A-module injectif isotypique.
Soit A un anneau j; on considére la condition suivante :

(*)_§£ B1 et E2 sont deux injectifs indécomposables non isomorphes,

alors Ass(Eq) # &ss(Ez) .

LEMME 5, Soit I un idéal d'un anneau A qui vérifie (%) . Alors

l'amneau B = A/I vérifie (*) .

1 2

les A-enveloppes injectives (indé@omposableS)brespectivés de F1 et F2'o

Soient F, , P deux B-modules injectifs'indécomposables, E1 s E2

(%) AS désigne ltanneau A considéré comme A-module & gauche sur lui-méme,



{x ¢ E

1

={X€E2‘

?

Ix = 0}

Ix = O}

ASS<E1> = Ass(F1) H ASS(E2) = Ass(Fz) la conclusion résulte trivias-

lement de ce qui précdde,

PROPOSITION 6,

Soit A un anneau satisfaisant les conditions suivantes

a) Les idéaux premiers sont des idéaux & gauche de type fini,

b) A/P est un anneau de Goldie & gauche, pour P ¢ Spec(4) .

¢) A vérifie (¥),

Alors A est un anneau noethérien & gauche, essentiellement borné a

gauche,

I1 suffit (propo %) de montrer que A

.\,

est essentiellement borné &

gauche et de supposer A premier (lemme 5), Soit I wun idéal & gauche essen-

tiel de A qui ne contient pas d'idéal bilatere # 0 (donc qui ne contient pas

un produit fini d'idéaux premiers), maximal pour cette propridété., Alors I est

M\ -irréductible et 1'on a z(AS/I) = 0 , de plus pour tout idéal & gauche J

vérifiant ,A.:>Ji? I on a:

[2(ay/3) N 2(3/1)1° < 2(8/1) = 0 .

Comme A est premier, la relation z(AS/J) # 0 implique £(J/1) = (0).

Ce gui prouve gque Ass E1 = (O) ol E1 = E(AS/I) s E1 est donc isomorphe & un

facteur direct indécomposable de 1l'eunveloppe ingecﬁive E(4A) , qui est & sous-

module singulier nul, ce gui contredit 1“hypothése 1 essentiel,

THEOREME 7. Soit A un anneau noethérien a gauche, Les conditions

sulvantes sont équivalentes,

a

b

a) ==> b) Soient E, » B

)
)

A

est essentiellement borné

By

a gauche,

L'application E — Ass(E)

est une bijection de 1'ensemble

des classes d'isomorphismes des modules injectifs et indé-

composables sur Spec A,

Ass E1 = Ass E2

F

F

1

2

1

1l

{x ¢ E1/PX

{x ¢ B/By

il

il

2
{2} .
0}

o} .

On pose

deux injectifs indécomposables tels que

®
®

»
°
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»Fy et F2 sont deux A/P-modules injectifs et indécomposables tels que
Ass'F1 = Ass F, = (0). I1 suffit donc de considérer le cas P = (0) .

‘Pour tout x € B, (resp. EZ) , X #0, £(x) n'est pas un idéal &
gauche essentiel, car g(Ax) = (0) ; on en déduit que E1 (resp. EZ) est un

module & sous-module singulier nul, E et E2 sont donc ilsomorphes & des

_ 1
facteurs directs indécomposables de 1l'enveloppe injective E(A) , comme E(ﬁ)

est isotyplque E1 et E2 sont isomorphes,

b) ==> a), Cela résulte de la proposition 6, Nous allons en donner

me démonstration plus directe. Rappelons le résultat suivant :

TROPOSITION 8. Soit M un module de type fini M # O , sur un anneau

noethérien & gauche A ., Il existe une suite de composition

()M, CoeeC . CH, . C oo CM =M,
A n

1 1

telle que

1) Mi+1/Mi est monogene pour 1 = 1, cooy Nl

2) Il existe un idésl premier Sbi guwi. est l'annulateur de tout

sous-module # 0 de Mi+§/mi .

Soit J wun idéal & gauche essentiel d'un anneau premier noethérien

% gauche A qui vérifie la propriété D).

On pose M= AS/J,.et on désigne par (M. ) une suite de compositionk
de As/f dderite par la proposition 8, Quel que soit x ¢ Mipq/ My , Ann x  est
uyn idéal & gauche essentiel et la propriété b) implique alors Pi #£ 0 3 1idéal

b =T P estun idéal 4ifférent de O (car A est premier) qui est inclus
5 .
dans J . C.QoF.Do

PROPOSITION 9, Soit A un anneau noethérien & gauche & idéal

singulier & gauche nul,

a) si J est un idéal 3 gauche essentiel et (J=irréductible,

alors Ass(2/J) = {P} , ob P est un idéal 3 gauche

essentiel,

b) tout idéal 3 gauche essentiel I , contient un idéal

bilatére différent de zéro,
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a) si P n'est pas essentiel, il existe un idéal & gauche X £»O de
A, tel que ¢ PNX = (0) ; ass(X) = {P} ;P1=lmn(X)°CMendéhﬁt PSP .
La relation P1X = 0 dimplique P1 cP,ou X< P . Comme J est essentiel,

ona P# P1 (théoréme 7) et par suite on @ X <P , d'oi X = (0) contradiction,

b) C'est une conséquence immédiate de la proposition 8 appliquée en

A-module A/I (on a I P, c I) et de la propriété a) ,
i
DEFINITION 10, On appelle anneau de Matlis un anneau noethérien 3

gauche, tel que tout injectif indécomposable # O soit de la forme E(A/P) ol

P est un idéal premier de A ,

COROLLAIRE : Pour un anneau noethérien a gauche, les conditions sui-

vantes sont équivalentes ¢

a) A est un anneau de Matlis,

b) Pour P ¢ Spec A tout idéal & gauche. % 0 de A/P

contient un idéal bilatére # (O) o

Exemples 3 (Po Gabriel) A est un anneau noethérien & gauche essentiel=
lement borné sous les hypotheses suivantes 3
pour tout idéal & gauche I de A , il existe n éléments

X po00 sk, de A/I tels que
n
trn(4/1) = () fon(x,) .

Cette condition est vérifiée pour un anneau A tel que 3
a) 1le centre Z(A) est noethérien,

b) A est un Z(A)-module de type fini.

ZDroblemes ¢

1) Soit A un anneau tel que les idéaux premiers solent des idéaux
4 gauche de type fini, Les idéaux bilatéres de A vérifient-ils la condition
maximale ¢

2) Soit A[G] un anneau de groupe noethérien & gauche. Sous quelles

hypotheses A[G] est=1il essentiellement borné ?

o e a ° ° ®
o § o § e o § omo § e 3

G, KRAUSE : On fully left bounded left noetherian rings, J.Algebra

(3 paraftre).
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