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CARACTERISATION DES ANNEAUX SUR LESQUELS 

LES ANNEAUX DE MATRICES SONT DES ANNEAUX DE BAER 

par Annie PAGE-CAILLEAU. 

Les anneaux considérés sont supposés unitaires. Pour un anneau A, 

les A-modules à droite (resp. à gauche) seront notê's- MA' PA, LA, ••• (resp. 

AM' AP, AL) ; en particulier A muni de sa structure naturelle de A-modul~ 

ii. droite (resp. à gauche) sera noté AA (resp. AA). Z(MA) désignera le 

sous-module singulier d'un module MA ; on sait q_ue si Z(AA) = 0 l'enveloppe 

injective de AA est un anneau régulier auto-injectif à droite [6], lorsque 

nous serons dans cette hypothèse cet anneau sera désigné par .Â. 

Un anneau A est un anneau de Baer si l'annulateur à droite (ou à 

gauche, c'est équivalent) de tout sous-ensemble non vide de A est engendré 

par un idempotent. Dans le§ 1 , nous caractérisons les anneaux A tels que, 

pour tout entier m > o , l'anneau M (A) 
n 

des matrices n x n à coefficients 

dans A soit un anneau de Baer: ce sont les anneaux A tels que pour tout 

ensemble I le~ sous-modules de type fini de AI soient projectifs (théorème 
A 

1.4.). Dans le§ 2, nous étudierons les anneaux A vérifiant z(AA) = 0 et 

sur lesquels les modules MA de type fini tels que z(MA) = 0 sont projectifs. 

Sur de tels ,;lP.Ileaux, les anneaux de matrices sont des anneaux de Baer; de plu~ 

cette propriété les caractérise (théorème 2.5.) lorsqu'ils vJrifient la condition 

suivante: (P) AA est un sous-A-module à gauche essentiel dans Â. 



Le § 3 est consacré à l'étude du cas commutatif : les anneaux commutatifs A 

sur lesquels les anneaux de matrices sont des anneaux de Baer, sont les anneaux 

commutatifs semi-héréditaires dont 1 1 anneau total de fractions est auto-injectif 

(théorème 3.7.). En outre, dire que 

entier n > o P équivaut à dire que 

est un anneau de Baer pour tout 

est un anneau de Baero 

§ 1. CAS GENER.AL. 

Le résultat suivant est dûà Stephenson et Tsukerman [9] . 
THEOREME 1.1. : Pour un anneau A les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) pour tout ensemble I tout sous-module du module 

projectif. 

(ii) pour tout module projectif PA, End PA est un anneau de Baer. 

(iii) pour tout module libre LA , End LA , est un anneau de Baer. 

(iv) A est un anneau semi-primaire héréditaire. 

(V) 

(vi) 

(vii) 

pour tout module libre AL , End AL est un anneau de Baer. 

pour tout module projectif, Ap, End Ap est un anneau de Baer. 

pour tout ensemble 

projectif • 

I, tout sous-module du module est 

. Nous allons montrer que 1 1 équivalence entre lès assertions (i), (ii) 9 (iii), 

(iv) 1 (v), (vi), (vii) subsiste si l'on ne considère que des modules de type 

fini. Nous aurons besoin du lemme suivant. 

LEMME 1.2. : Pour un module LA générateur de la catégorie des A-modules 

à droite les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) pour tout sous-ensemble non vide <f de œ = End LA le sous-module 

(') (ker f ; f € /c5 ) est facteur direct de LA • 

(ii) [2 est un anneau de Baer. 

(i) => (ii) L'annulat.eur à droit~ d'un sous-ensemble non vide 4 de. 53 
est de la .forme p !a où p est un projecteur de LA sur f) (ker f ; f € 4 ) . 

D'où le résultat. 



( ii) => ( i) Soit .Ô un sous-ensemble non vide de ~ ; il existe un 

projecteur p de LA tel que p 53 soit l 'annulateur à droite de 4 . Posons 

K = Im p , M = f"I (Ker f ; f € {5 ) et montrons que M = K • On a pour tout 

f € ,S ' fp = 0 d I où Im p C ker f et il en résulte que K est un sous-

module de M. Soit par ailleurs x € M tel que xA() K = O; pour tout 

g € Hom(L A, xA) on a ,-;S g = 0 d'où Im g c K Ceci entraîne Hom (LA ,xA) = 0 

soit xA = 0 puisque LA est générateur. 

En particulier si LA est un module libre, les assertions (i) et (ii) 

du lemme 1.2. sont équivalentes. Ce résultat est exprimé d'une autre façon 

par Wolfson [10, théorème 9] . 

Un module MA (resp. AM) de type fini est dit sans torsion s'il existe 

un ensemble I tel que MA (resp. AM) soit un sous-module du module 

A! (resp. AAI) • 

PROPOSITION 1.3. : soit A un anneau et n un entier, n > 0 • Les ,, 

assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) tout module MA engendré par n éléments, sans torsion, est 

projectif. 

(ii) M (A) 
n 

est un anneau de Baer. 

n 
Nous poserons LA= AA. 

(i) -> (ii) Nous allons montrer que 3'3 = End LA vérifie la condition 

(i) du lemme 1.2. Si .,1 est un sous-ensemble non vide de $ , on construit 

un homomorphisme g de LA dans 1! en posant g(x) = (f(x))fE-o .g(LA) est 

comme LA, un module engendré par n éléments, d 1 autre part il est plongé dans 

An et c'est donc un module de type fini sans torsion. D'après l'hypothèse, 
A 

g(LA) est projectif et par suite ker g = n (ker f ; f E 1 ) est facteur 

direct de LA. 

(ii) => (i) Soit MA un module engendré par n éléments sans torsion; 

est quotient de LA, et il est plongé dans un module de la forme I 
AA. Nous 

désignerons par g un homomorphisme surjectif de 

AI t t t l° C I 
sur MA , par h un plon-

gement de MA dans 
I 

A , e pour ou " par la projection canonique 

de AA sur sa composante d'indice i • 

moyen des homomorphismes f. = p. oh o g 
l l 

On peut appliquer LA dans 

qui, par hypothèse, sont tels que 

/) (ker fi ; i € I) soit facteur direct de LA (lemme 1. 2.). Or ker g 

corncidQ:nt avec f'\ (ker fi; i € I) , MA est bien un module projectif. 



1 .8. 

LEMME 2.3. : Soient A un anneau, MA un module tel que Z(MA) = O, 

E 1 1 enveloppe injective de MA • On suppose que ~, = End MA est un sous- œ,r_ 
module à droite, essentiel dans 53 = End E • .Alors les assertions suivantes sont 

équivalentes: 

(i) Dans M tout sous-module complément admet u.~ supplémentaire. 

(ii) Dans $3 tout idéal à droite complément est engendré par un 

idempotent. 

(i) > (ii) Les idéaux à droite complément dans œ sont de la forme 

p ~" 531 où p est un projecteur de E.p(E) (') MA = P est un facteur direct de 

MA 
.j.. • pO est un projecteur de MA sur P , on a pœn~'=p 1 œ, e" Sl. . 

(ii) -> (i) Soit K un sous-module complément dans MA ; il est de 

la forme Flî MA où F est un sous-module injectif de E. Désignons par p un 

projecteur de E d I image F , p ~ fi ~n est un idéal à droite complément dans 

f5b 1 , on peut donc le mettre sous la forme p 1 ~ 1 où p 1 est un projecteur 

de M. Nous allons montrer que K = Im p 1 • On a Im p 1 c Im p f) MA= K. Soit 

d'autre part X un sous-module complément dans K; le raisonnement précédent 

montre que 1 1 on peut trouver un projecteur non nul q de M , que l'on peut 

supposer appartenir à p ~ri~' = pi 5'3 n , tel que l'on ait Im q c X ; ceci 

entraîne Im p 1 t1 X~ O. Comme Im p 1 rencontre tout sous-module complément 

dans K on a Im p 1 =K. 

(iii) > (iv) Evident. 

(iv) ==> (i*) Evident d'après le lemme 2.3. 

Soit A un anneau tel que z(AA) = 0. Considérons la propriété 

suivante 

(p) AA est un sous A-module à gauche essentiel dans 
A 

A • 

LEMME 2.4. : [v.c. Cateforis et F.L. Sandomierski, 3, théorème 1._1.]. 

Soit A un anneau tel que zd(A) = 0; alors si A satisfait à (f) tout module 

MA de type fini tel que Z(MA) = 0 est sans torsion. 



THEOREME 1.4.: Pour un anneau A, les assertions suivantes sont 

équivalentes. 

(i) tout module MA de type fini sans torsion est projectif. 

(ii) pour tout module projectif de type fini PA, End PA est un 

anneau de Baer. 

(iii) pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Baer. 
n 

(iv) pour tout module projectif de type fini Ap, End Ap est 

un anneau de Baer. 

(V) tout module AM de type fini sans torsion est projectif. 

0 
Soit A l'anneau opposé à A; l'assertion (iii) équivaut à dire que 

0 
pour tout entier n > O, M (A) est un anneau de Baer, il nous suffit donc 

n 
d'établir l'équivalence entre les assertions (i), (ii), (iii). Il est évident 

que (ii) entraîne (iii) puisque Mn(A) = End A~. Réciproquement un module 

projectif de type fini PA est facteur direct d'un module libre de type fini 

A1, on peut écrire End PA~ p Mn(A)p où p est un idempotent de M (A) , 
n 

et si M (A) 
n 

est un anneau de Baer, il en est de même de End PA [8] ; d'où 

(iii) => (ii) • Enfin l'équivalence (i) <=> (iii) résulte de la 

propbsi tion 1 • 3~ 

Si un anneau A vérifie les conditions du théorème 1.4., Af est un 

module plat pour tout ensemble I puisqu'il est limite inductive de ses 

sous-modules de type fini tous projectifs~ A est alors [S.U. Chase, [4] , 
théorème 4.1.] un anneau semi-héréditaire à gauche et donc, par symétrie, 

semi-héréditaire. On peut retrouver cette propriété au moyen du lemme 1.5. 

ci-dessous, qui nous servira par la suite. Rappelons qu'un anneau A est un 

anneau de Rickart à droite (resp. à gauche) si l'annulateur à droite (resp. 

à gauche) de tout élément de A est engendré par un idempotent. 

LEMME 1.5. : soit A un anneau et p un entier, p > 0. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes. 

(i) Mp(A) est un anneau de Rickart à droite. 

(ii) tout idéal à droite de A engendré par p éléments est projectif. 

(iii) tout sous-module MA engendré par p éléments d'un module 

projectif PA , est projectif. 

(i) => (ii) Soit I un idéal à droite de A engendré par p éléments. 

s'identifie à un idéal à droite monogène de M (A) , et comme M (A) 
p p 

est un anneau de Rickart à droite, cet idéal est projectif. Or le foncteur 

Hom(.Af , . ) étant un foncteUJ1e,d' équivalence entre les catégories de modules à 

droite sur A et M (A) respectivement, il en résulte que I est un idéal à 
p 

droite projectif. 



THEOREME 2.5. : Soit A un anneau tel que Z(AA) = 0 et satisfaisant 

à (p) ; les assertions suivantes sont équivalentes: 

(i) Tout module MA de type fini tel que Z(MA) = 0 est projectif. 

(ii) a) A est semi-héréditaire. 

(iii) 

(iv) 

(V) 

b) Â est un A-module à droite plat. 

c) Le A-module à droite .Â © A Â est à sous-module singulier 

nul. 

KOur tout entier n > 0 ~ M (A) n 
idéal à droite complément dans 

idempotent. 

est un anneau de Baer et tout 

M (A) 
n 

est engendré par un 

Pour tout entier n > 0, tout idéal à droite complément dans 

M (A) est engendré par un idempotent. 
n 

Pour tout entier n > 0 9 Mn (A) ,,est un anneau de Baer. 

(i) <=> (ii) <--::-> (iii) <=> (iv) • D'après le théorème 2.26 

(iii) => (v) Evident. 

(v) > (i) D1 après le théorème î.4. et le lemme 2.4. 

Remarque : On peut montrer P équivalence entre les assertions (i) et 

(v) du théorème 2.5. sans utiliser le théorème 1.2. et le lemme 2.4. En effet, 

la condition (i) signifie que tout sous-module complément dans An est facteur 
A 

n 
direct de AA. Or on peut montrer que si un module MA à sous-module singulier 

nul sur un anneau A quelconque 1 est tel que tout sous-module complément dans 

MA soit facteur direct de 

l 1 implication (i) => (v) 

MA alors End(MA) est un anneau de Baer. On a donc 

(valable sans supposer que A satisfait à (p)). 

D1 autre part si A est tei que z(AA) ~ O et vérifie (r) , Mn(A) est à idéal 

singulier à droite nul et il vérifie également(~). Si, de plus M (A) est un 
n 

anneau de Baer, on voit facilement que ceci entraîne que tout idéal à droite 

complément dans M (A) 
n 

est engendré par un idempotent, et le lemme 2.3. 

((ii) ::::=Q, (i)) permet de conclure. 



1 • 1 o. 

PROPOSITION2.6.: Soit A un anneau régulier satisfaisant à (P) 

les assertions suivantes sont équivalentes: 

(i) Pour tout entier n > O, M (A) est un anneau de Baer. 
n 

(ii) M
2

(A) est un anneau de Baer. 

(iii) A est auto-injectif à droite. 

(i) => (ii) Evident. 

(ii) => (iii) D'après la proposition 1. 3 •. et le lemme 2.4., tout 

module MA engendré par deux éléments tel que Z(MA) = 0 est projectif, il 

résulte alors du théorème 2 .• 1. que A est auto-injectif à droite). 

(iii) => (i) Evident. 

§ 3. ETUDE.DU CAS COMMUTATIF • 

. C. Yohe [11] a montré que pour un anneau commutatif A satisfaisant 

à la candi tion de cha:tne descendante sur les annulateurs, M (A) est un anneau 
n 

de Baer pour tout entier n > 0 si, et seulement si, M
2

(A) est un anneau de 

Baer. Nous allons montrer que cette propriété est vraie pour tout anneau 

commutatif. 

LEMME 3. l. : soit A un anneau commutatif d I anneau total de fra,ctions 

Q alors si JVI
2

(A) est un anneau de Baer, M
2

(Q) est un anneau de Baer. 

Soit T € M
2

(Q) , il existe un élément régulier s de A tel que 

st € M
2

(A) et les annulateurs de T et de sT dans M
2

(A) sont égaux. Si 

maintenant /4 est un sous-ensemble non vide de M
2

(Q) , d'après ce qui précède 

son annulateur dans M/A) est de la forme M/A)e où e - est un. idémpotent de 

M/A) .".L'annulateur de /4 dans M/Q) s'écrit alors M
2

(Q)e , ce qui établit 

le résultat. 

LEMME 3.2. : Soit A. un anneau commutatif d'ânneau total de fractions 

Q alors si A est un anneau de Rickart, Q est un .anneau régulier. 

Soient x € A et e l'idempotent engendrant 1 1annulateur de x; il 

est facile de voir que la somme xA+eA est directe, essentielle dans A et 

égale à (x+e)A. x+e est donc un élément régulier et il en résulte que 

(x+e)Q = xQ+ eQ = xQ~ eQ = Q. 



1.7. 

(i) => (ii) Evident. 

" 
(ii) => (iii) Doit à un élément de l'enveloppe injective A de AA; 

par hypothèse le ~odule MA= A+ aA est projectif. A sous-module de type fini 

de 

A 

MA? admet un supplémentaire dans MA? et comme 

on doit avoir A= MA d'où a E A. 

(iii) => (i) Evident. 

est un sous-A-module de 

Rappelons que si A est un anneau ,un sous-module MA d'un module MA 

est dit complément dans MA s'il n'admet pas d'extension essentielle propre dans 

MA. Un idéal à droite de A est complément dans A, si c 1 est un sous-module 

complément dans AA. 

THEOREME 2.2. : Pour un anneau A tel que z(AAJ = 0, les assertions 

suivantes sont équivalentes. 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

Tout module de type fini MA tel que Z(MA) = 0 est projectif. 

a) A est semi-héréditaire à droite. 

b) 
A 

A est un A-module à droite plat. 

c) 
À " le A-module à droite A (±)A A est à sous-module singulier 

Pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Baer et tout 
n 

Îdéal à droite complément dans 

idempotent. 

M (A) 
n 

est engendré par un 

Pour tout entier n > 0, tout idéal à droite complément dans 

M (A) est engendré par un idempotent. 
n 

(i) { > (ii) C'est un résultat de V.C. Cateforis [2, théorème 2.3.]. 

L'assertion (i) est manifestement équivalente à l'assertion (i*). 

(i*) Pour tout entier n > 0, tout sous-module complément dans A~ 

admet un supplémentaire dans 

(i) => (ii). Soit n un entier, n > 0. Comme Z(AA) = 0, un module 

MA de type fini sans torsion est tel que Z(MA) = 0 , et le théorème 1 .4. montre 

( ) n "Il que M A est un anneau dè Baer. D1autre part posons L = A ; E = A est 
n A A 

l'enveloppe injective de LA. Les isomorphismes !E 1 = End LA~ Mn(A) , 

~=End E ~ M (Â), et le fait que M (A) soit un sous-M (A)-module à droite n n n 
essentiel dans M (Â), montrent facilement que 5?>1 est un sous-.$ 1-module 

n 
à droite essentiel dans ~ • Le lemme suivant montrera alors que tout idéal à 

droite complément dans M (A) 
n 

est engendré par un idempotent. 



(ii) > (iii) Il suffit de reprèndre une démonstration de H. Cartan 

et s. Eilenberg ([1], propositions 6.io et 6.2.). 

(iii) > (i) Soit f un endomorphisme de est 

engendré par p éléments et c'est un sous-module du module 

dbnc projectif et par suite ker f est facteur direct de 

libre LA, il est 
p 

AA • 

Une démonstration analogue à celle du lemme 1.2. (i) => (ii) montre 

que l 1annulateur à droite de f est engendré par un idempotent. 

tout 

COR OLLAIRE 1 • 6. : 

En effet M (A) 
n o 

n > 0 ; et A et A 

Soit A un anneau tel que M (A) soit un anneau 
n 

A est semi-héréditaireo 

0 

et M (A) sont des anneaux de Rickart à droite po'U.I' 
n 

sont donc semi-héréditaires à droite (lemme L 5-, 

(i) => (ii)). 

La réciproque n'est pas vraie un anneau de Baer semi-héréditaire ne 

véréfie pas nécessairement les conditions équivalentes du théorème t.4. Nous 

verrons en effet ( théorème 2. :t.) qu 1un anneau de Baer commutatif régulier, ne 

vérifie ces conditions que s 1il est auto-injectif. On peut alors se demander 

sous quelles conditions un anneau de Baer, semi-héréditaire A, est tel que 

M (A) soit un anneau de Baer pour tout entier n >O. On a le résultat suivant 
n 

PROPOSITION 1. 7. ~ A un anneau tèl gue AA soit de dimension 

finie les assertions suivantes sont équivalentes: 

(i) A est un anneau semi-héréditaire à droite. 

(ii) Pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Baero 
n 

(iii) Pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Rickart à droite. 
n 

(iv) A est un anneau de Baer, semi-héréditaire. 

(i) => (ii) F.L. Sandomierski [8, théorème 2.6.] a montré que si 

A est un anneau semi-héréditaire à droite tel que AA soit de dimension finie, 

les A-modules à droite de type fini sans torsion sont projectifs. D'où le 

résultat, compte-tenu du théorème 1.4. 

(ii) => (iii) Evident. 

(iii) => (i) C'est une conséquence du lemme 1 .5. 



Comme pour tout x €A, ~Q est facteur direct de Q, la propriété 

est vraie pour tout x € Q et Q est bien un anneau régulier. 

PROPOSITION 3o3o : Soit A un anneau commutatif d'anneau total de 

fractions Q ; alors si M
2

(A) est un anneau de Baer 2 Q est l'enveloppe 

injective de A • 

M
2
(Q) est un anneau de Baer (lemme 3.1.) , et comme Q est un anneau 

régulier (lemme 3. 2.) 1 satisfaisant à (P) puisqu'il est commutatif, il est auto­

injectif (proposition 2.6.) 1 A étant un sous-A-module essentiel dans Q, Q est 

bien l 1 enveloppe injective de A. 

Soit A un anneau tel que M
2

(A) soit un anneau de Baer, M
2

(A) est 

en particulier un anneau de Rickart à droite et (lemme 1.5.) tout idéal à droite 

engendré de A par deux éléments est projectif. Nous allons montrer que si, de 

plus, A est commutatif 1 cette dernière propriété entraîne qu'il est semi­

héréditaire. 

LEMME 3.4. ~ Soit A un anneau commutatif tel que tout idéal engendré 

par deux éléments soit projectif; alors si S est une partie multiplicativement 

stable de A , dans . s- 1 A tout idéal engendré par deux éléments est projectif. 

Un idéal de s-1A engendré par deux éléments s'écrit s-1I où I est 

u.,.~ idéal de A engendré par deux éléments. Comme I est projectif, s-1I est 

projectif. 

LEMME 3.5. ~ Soit A un anneau local commutatif .tel que tout idéal 

engendré par deux éléments soit projectif. ; alors A est un anneau de valuation. 

L'hypothèse entraîne que A est un anneau de Rickart, or il est immé­

diat qu'un annec1.u de Rickart local est intègre. D'autre part, un idéal I engen­

dré par deux éléments étant projectif, il est libre et comme A est intègre, 

I est principal. Ceci prouve que A est semi-héréditaire, c'est donc bien un 

anneau de valuationo 

PROPOSITION 3.6. Pour un anneau commutatif A les assertions 

suivantes sont équivalentes 

(i) A est semi-héréditaire. 

(ii) Tout idéal de A engendré par deux éléments est projectif., 

(iii) Tout sous-module engendré par de~ éléments d'un module pro­

jectif est projectif. 



1. 12. 

(i) > (ii) . Evident. 

(ii) => (i) L'anneau total. de fractions de A est un anneau régulier. 

(lemme 3.2.) et tout localisé de A par rapport à un idéal max:imal est 

un anneau de valuation (lemme 3.4., e.t lemme 3.5.); d'après un théorème d'Endo [5, 

théorème 2] ceci suffit pour conclure. 

(ii) <==> (iii) D'après le lemme L5. 

THEOREME 3.7. ~ Pour un anneau commutatif Â les assertions suivantes 

sont équivalentes g 

(i) Pour tout entier n > 0, M (A) est un anneau de Baer. 
n 

(ii) M
2

(A) est un anneau de Baer. 

(iii) A est un anneau semi-héréditaire, et lianneau total de frac­

tions de A est auto-injectif. 

(i) => {ii) Evident. 

(ii) => (iii) D'après la proposition 3.3. et la proposition 3.6. 

(iii) => (i) L'enveloppe injective Â de A est l'anneau total de;., 

fractions de A ~ c'est donc un A-module plat et z(Â (59 A Â) = O . Le théorème 

2~5. permet de coµclureQ 

Dans le cas où A est un anneau commutatif intègre, la condition (iii) 

devient ; A est un anneau semi-héréditaire, è 1est-à-dire un anneau de Prüffer 

et on retrouve ainsi le résultat de Yohe [ 11] • 



1.6. 

(ii) -> (iv) D'après le corollaire t.6. 

(iv) => (i) Evident. 

On retrouve ainsi un résultat dû~ F.L. Sandomierski [8]. 

Si A est un anneau semi-héréditaire à droite tel que AA soit de 

dimension finief A est un anneau semi-héréditaire. 

Soit A un anneau principal à droite; AA est de dimension finie, 

et pour que A soit semi-héréditaire à droite (c'est-à-dire en fait héréditaire 

à droite) il est nécessaire et suffisant que A soit un anneau de Rickart à 

droite. D'où le résultat: 

COROLLAIRE 1.8. : Pour un anneau A. principal à droite, les asser­

tions suivantes sont équivalentes~ 

(i) A est un anneau de Rickart à droite. 

(ii) Pour tout entier n > 0 9 M (A) est un anneau de Baer. 
n 

COROLLAIRE 1.9. : [Wolfson~ 10]. Sur un anneau A intègre principal 

à dr9ite 1uanneau des endomorphismes de tout module libre de type fini LA est 

un anneau de Baer.' 

§ 2. ANNEAUX SUR LESQUELS LES MODULES DE TYPE FINI A SOUS-MODULE 

SINGULIER NUL SONT PROJECTIFS. 

v.c. cateforis [2] a étudié les anneaux A vérifiant z(MA) = 0 et 

sur lesquels les modules MA de type fini tels que Z(MA) = 0 sont projectifs. 

En particulier les anneaux réguliers satisfaisant à cette condition sont les 

anneaux réguliers auto-injectifs à droite [2, théorème 2.1.]. Nous allons donner 

une autre démonstration de cette propriété due à Rangaswany K.M. et Vanaja N. [7]. 

THEOREME 2.1. : Pour un anneau régulier A les assertions suivantes 

sont équivalentes: 

(i) 

(ii) 

Tout module MA de type fini tel que Z(MA) = 0 est projectif. 

Tout module MA engendré par deux éléments tels que Z(MA) = 0 

est projectif. 

(iii) A est auto-injectif à droite. 
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. 

§ 1. IDEAL A GAUCHE PREMIER. 

R est un anneau unitaire qui sera supposé dans toute la suite noethérien 

à gauche. 

DEFINITION 1. A est un idéal à gauche premier si 1 von a 

(1) aRb SA=> b E A ou a E A. 

Cette notion coïncide avec celle d 1 idéal à gauche premier à droite définie dan~ 

[11] 9 p. 47 par~ 

(2) aRb SA, b i A=> aR SA. 

En effet ~ (2) => ( 1). Inversement ( 1) et 1 1hypothèse. de (2) impliquent 

aÀ.Rb S aRb SA, dioù aÀ. E A et aR SA. 

Il en résulte que, si A est un idéal à gauche premier, 

P = A•. R = {x E RlxR s A} est un idéal bilatère premier contenu dans A, 

associé à A, et qui est l 1 idéal bilatère maximum contenu dans A. 

La propriété suivante, entre autres, montre l'intérêt des idéaux à gauche 

premiers. 

PROPRIETE 1. Pour gue R soit guasi-simple. il faut et il suffit gue 

tout idéal à gauche soit premiero 
i 
i 

Soit R quasi-simple, et aRb s A ai A. On a donc a! o et 

(a)= A , soit lÀaµ = 1 , d'où b = 2'.À.aµb E A • 



Réciproquement soit R tel que tout idéal à gauche est premier• En 

particulier ( o) est premier et l'anneau R est noethérien à gauche premier. Si 

A est un idéal à gauche on a pour tout a E A 2 , d I où a E A
2 puisque 

' 
aAa s;; A 

A2 est premier 9 et par suite A = A2 . Soit alors a I= o ; 1 1 idéal bilatère (a) 

est non nul, essentiel dans R et il contient un élément régulier c • Comme 

Re= (Rc)
2 

, on a: c = ~cµc d'où 1 = EX.cµ et (a)= A • L'anneau est 

quasi-simple. 

§ 2. IDEAUX. Q-IRREDUCTIBLES ASSOCIES •. 

Tout R-module injectif indécomposable est isomorphe à I = E(Rf:A) , où 

A est un idéal à gauche irréductible, et I l'enveloppe injective du R-module 

R/A. Dans cette expression, A n'est déterminé qu'à une relation d'équivalence 

prèsP qu'on peut préciser. 

DEFINITION 2,. Les idéaux à gauche irréductibles A et B . sont ~ s'il 

existe si A et t i B tels que 

A·. s = B •. t 

-A •. s désigne 1 1 idéal à gauche annulateur de s E R/A , c O est-à-dire 1 1 ensemble 

lx E RI xs E A} • 

PROPRIETE 2. (Dlab, [ 2]) Pour gue A et B soient liés, il faut et il 

suffit gue E(R/A) ~ E(R/B_) • 

En effet, si A et B sont liés, on a: 

d'où l'isomorphisme. 

RéciproquementP si l'on a E(R/A) ~ E(R/B) , par l'isomorphtsme a, 

il vient: A= .Ann 1 = Ann aC"î) On a donc: 0 I= t = sa(T) = a(s) E R/B et 

Ann t = B·.t = Ann(so(1)) = A·. s • 

La propriété .2-montre que la relation de liaison de la définition 2 est une 

relation d'équivalence. 

§ 3. IDEAL A GAUCHE CRITIQUE. 

Dans le cas commutatif, il y a équivalence entre les propriétés 

suivantes g 



A est premier <=> A est irréductible et maximum dans la classe des 

idéaux irréductibles qui lui sont liés. 

Dans le cas non commutatif, on obtiendra donc une autre généralisation 

de la notion d 1idéal à gauche premier en considérant un idéal à gauche ayant la 

propriété (1) de la proposition suivante; 

PROPOSITION 32 Les proJXr:fété~f sûivantes sont équivalentes : 

(1) A est uri idéal à gauche irréductible maximal dans la classe des 

idéaux à gauche irréductibles liés. 

(2) ,A est idéal à gauche maximal ,parmi les annulateurs à gauche des 

éléments non nuls d'un injectif indécomposable.,, 

(3) A est irréductible et 2 pour tout idéal. à gauche B -:::),A , 

i-
Hom(R/B , E(R;A)) = 0 0 

( 4) Vs /. A , . u l A ' t € R ]r € R tel que 

rt €A+ Rs , ru/. A. 

Preuve t ( 1) => (2). Posons I = E(R/A) • On a A= Ann 1 , où 1 est 

non nul dans l'injectif indécomposable I. Si B = Ann j 2 A, o ~ j € I , on 

a; I = E(Rj) ~ E(R/B) ~ E(R/A) , de sorte que A et B sont liés d 1 ap:rès la 

propriété 2 de Dlab~ et B =A. 

(2) => (3). Comme A= Ann ~ , o ~ ~ € I, on a: 

I = E(R~) ~ E(R/A) et on peut prendre I = E(RA) • Considérons 

f É Hom(R/B, E(R/A)). Si fCÏ) =j € E(R/A), la relation B1 = o entraîne 

Bj = o et Ann j 2 B :::, A • Cela n'est possible que pour j = o et par suite 

f = 0 0 

Car si R ::::> A et lui est lié, B/.A 9 B 
. , irre-

Prenons B = A+Rs f A. Supposons que 

rt € A+Rs ->ru€ A. On en déduirait dans R/B et K/A: rt = o => rü = o 

d 1 où un homomorphisme non nul de Rt dans Ru qui pourrait être étendu à un 

homomorphismal.non nul de R/B dans E(R/ A) • 



(4) => (3). A est irréductible (prendre t = u) • Soit 

B f A • Si Hom(R/B , E(R/A.)) /= o on a f(".i) = j /= o , d'où o /= tj = Ü ER/A· 

et f(t) = f( t.1) = tf(T) = Ü ~ En prenant s € B· , s 1, :A , u I. A , t E R , 

-la condition rt E A+Rs entraîne rt = o, d'où ru = o et ru E A. 

DEFINITION 2• Un idéal à gauche satisfaisant les propriétés équivalentes 

de la proposition 3 est dit critique. 

Remarque ; La propriété (2) de la proposition 3. équivaut à la suivante, 

qui fait appel à la notio,n de coeur d'un module ([*]
2

, p. 376): 

Un idéal·. à gauche A est cri tique,. si et seulement si il est 1 1 annula­, 
teur d 1un élément non nul du coeur d 1un injectif indécomposable. 

§ 4. INJECTIFS INDECOMPOSABLES ET IDEAUX A GAUCHE 'CRITIQUES PREMIERS, 

De même que, dans le cas commutatif, un injectif indécomposable est 

isomorphe à E(R/P), où P est un idéal premier,. o.ri;: p@ut obt~nii; 

tout injectif indécomposable dans le cas non colfimutatif ~ le théorème suivant : 

THEOREME 4-1 • : Si I est un injectif indécomposable, il, existe un idéal 

à gauche cri tique et premier . A tel que I = E(R / A) , qui est. déterminé 

à la relation de liaison près. 

En effet, soit I = E(~/Q) , où Q est irréductible. Soit P l'idéal 

premie:r;- bilatère. associé à Q • On a en vertu de la théorie des idéaux tertiaires 

[ 11] : Q. • P J Q ·, et, si s € Q. · P , s i Q , Q •, s est un idéal à gauche 

irréductible P-premier. En effet,: aRb c Q·.s , b i Q => aRbs Q, bs i Q, 

Ps Q, c'est-à-dire aR c Q·.s. De plus, pour que Q·. s 

soit critique il suffit, d'après la remarque qui suit la définition 3, de choisir. 

pour s un élément du coeur de R/Q • On prèndra donc o /= s E [(Q.· P)/Q] n C(R/Q) 

1 
ce qui est possible puisqu I on .sait que le coeur n I est pas nul,; L 1'idéal irréductible 

A = Q·. s est alors premier et critique et il est lié à Q , d I où : 

Le théorème est démontré car. on vérifie aisément qu'un idéal irréductible lié à 

un idéal irréductible premier et critique est 1 ui-même premier et cri tique. 

[ *] 2 L.LESIEUR et R •. CROISGr, Coeur d 'µn module, Journ. Math~, 19630 



§ 5. IDEAUX A GAUCHE P-CRITIQUES. 

Soit P un idéal bilatère de Panneau R • On appelle C(P) le système 

multiplicatif des éléments de R réguliers modulo P. 

Le théorème suivant fournit un exemple important d O idéal à. gauche cri-

tique, sous diverses formes. 

THEOREME 5. 1. ~ A étant un idéal à gauche propre P les propriétés sui~ 

vantes sont équivalentes 

(1) A est maximal pour l.a propriété A (1 C( P) = j) • 

(2) A est.irréductible, .contient P, et A '1 C(P) = /J. 

( 3) A est cri tique, premier, admet P comme associé, et 

.A/) C(P) = /) 0 

(4) A~P et. A/P est un idéal à gauche complètement maximal dans R/P~. 

Les démonstrations sont données en détail dans [ *] j o Elles peuvent 

aussi se rattacher à la théorie des idéaux fermés de l 9annea,u noethérien à gauche 

premier R/P donnée dans [ * 1
3 

dès 1959@ en notant que 1°idéal A qui vérifie 

les propriétés du théorème 1.5. est un idéal contenant P et gui est. fermé 

maximal. dans R/P. Il en résulte qu'il vérifie: 

ex € A ~ c € C(P) => x € A ([*]
3 

» th •. 8, p. 177). 

Mentionnons seul·ement les points suivants g 

Si A vérifie ( 1 ) 2 il contient P • En effet g 

An c(P) = j) => (A+P) n C(P) = j) 

d I où A+P = A 2 P puisque A est maximal. 

Si f\32 P 

à gauche B 'j A P 

est fermé maximal 2 .il est cri tigue. En effet, soit un idéal 

lié à A. On a donc B essentiel dans B n C(P) /: /)~. 

L'hypothèse B ·.t. = A·.s (t /. B , s /. A) entraînerait 1 1 existence de c € C(P) 

tel que et € B , d I où es € A r ce qui est impossible avec s /. A • 

Si A vérifie (3) il contient P. En effet, A est premier et admet P 

G'OIIl1tle idéal premier associé d n où P = A'. R et PR = P s A • 

Si A vérifie (4) 2 il figure dans une décomposition : P = An A f't •• • OA . 
2 n 

de P en intersectiond 1 idéaux à gauche irréductibles non superflus, et récipx:o­

guement. 

[*]
3

; L .• LESIEUR et R. CROISOT, .Anneaux noèthériens à gauche premiers, 
.Annales de l'ENS 9 19590 



DEFINITION 5o1o : Un idéal à gauche A vérifiant les propriétés équi­

valentes du théorème 1. 5 o est appe_lé idéal à gauche P-cri tique. 

Avant d I utiliser les idéaux P-cri tiques dans la théorie de la P-t orsio:ri? . 

on donne une application aux anneaux artiniens à gauche. 

THEOREME 5o2. : Dans un anneau noethérien à gauche R , · 1es propriétés 

.euivantes sont équivalentes : 

( 1) Tout idéal à gauche irréductible. premier est maximal o 

(2) Tout idéal à gauche critique premier est maximal. 

(3) L 1 anneau R. est artinien à gaucheo 

(1) => (2),, puisque tout idéal critique est irréductible (proposition 3). 

(2) > (3) • Soit P un idéal premier quelconque. Démontrons que A/P 

est artinien simple. S9it P = A
1 

f'"\ A
2 

f'\ ... "An une décomposition de P en 

idéaux irréductibles non superflus. Alors A
1 

est complément maximal dans R/P , 

donc P-critique (th. 1.5.) et par suite maximal. On a donc P = A
1
n B, avec 

B = A
2 

{') ••• n An /: P , d I où B minimal contenant P puisque i
1 

est maximal. 

Il en résulte que le socle de l 1 anneau noethérien à gauche R/P n'est pas nul, 

et par suite que R/P est artinien simple. Dès lors, tout élément régulier 

modulo P est inversible modulo P, ce ~ui est une condition suffisante pour 

que R soit artinien ([11], p. 35). 

(3) => (1). Soit A irréductible et premier. Son idéal bilatère prel)lier 

associé est donc P = A·.R et il est contenu dans A. On a donc P c Ac R. 

Si A est artinieq, 9 R/P est artinien simple et A est donc l 1 intersection 

d I idéaux à gauche maximaux. Comme A est irréductible, il est 1 ui-même maximal,, 

§ 6. FILTRE Fp et P-TORSION. 

Soit Fp le filtre des idéaux à gauche D tels que : 

't/r € R (D · . r) () c( P) f. /J • 

Il vérifie les propriétés suivantes, considérées par Gabriel . . ' 
(1) D € Fp , D' 2 D > D 1 € Fp • 

(2) D t Fp , D' t F => Dr'\ D' p t Fp o 



Soit M un R-module. Alors: 

est un sous-module de M . qu'on appelle le sous-module de P-trosion de M • 

M est dit sans P-torsion si T/M) = 0 • 

REMARQUE 6.1.: Si D 2 P on a: DE Fp <=> D.f"\C(P) /.: f). En effet,· 

la condition D f'\ C(P) /.: p est nécessaire pour que DE Fp d'après la propriété 

3° 9 en faisant r = 1 • Elle est également suffisante, car la condition de Ore 

mod. P, appliquée à c E Df"lC(P) et à r ER, donne; c'r = tc+p E: D, d'où 

c I E: (D •. r) /"\ C(P) • 

Donnons quelques lemmes supplémentaires sur les idéaux P-critiqu.es, 

dont l'un fait intervenir la P-torsion. 

LEMME. 6.1. : Si A est P-critigue et si A, A•.s est P-critigue. 

En effet, il suffit de démontrer, d'après le théorème 5.1., .que (A•.s) n C(P) = p . 
Or, supposons es €A. L'idéal A+Rs contient d € C(P) (th. 5.1.). On a donc 

d = a+rs E: C(P) • La condition de Ore dans R/P donne alors c'r = tc+p , c 1 € C(P). 

On en déduit c'd = ca+tcs+ps €A, ce qui est contraire à la propriété 

Anc(P) =p. 

LEMME 6.2. : Deux idéaux à gauche P-critigues sont liés. En effet 9 on 

sait que P est un idéal isotypique ( [ 11], p. 111), c I est-à-dire que : 

où les I. sont des injectifs indécomposables isomorphes, et n. la dimension 
J 

âe Goldie de R/P. Mais, alors, si A est P-cri tique, on a d'après le th. 5 .1. : 

comme intersection d'idéaux irréductibles non superflus, d_'où 

E(R/P) = E(R/A) ® ••• ® E(R/A ) 
. n 

ce qui prouve que E(R/ A) ::::. I 
1 

• Pour un autre idéal P-cri tique B , on a de 

même E(:R./B)::::. r
1 

, d'où E(R/A):::. E(R/B) et A et B sont liés d'~près la 

pro:r;w4été 2 de Dlab. 



LEMJVIE 6.3. _: Soit A irréductible 2 P • Alors : 

A est P-cri tique <-> E(R/ A) est sans P-torsion. 

Supposons A P-critique. Soit ô /= ~ € E(R/A) = I , et ~ € TP(I) • Il existe 

donc À 6 R tel que o /= Àç. = s € R/A , avec s € Tp(M) , d'où o•.s = A•.s € Fp 

si A, ce qui est contraire au lemme 6. On a donc et (A·.s} n C(P) /= p 
T / E ( R/ A) ) = 0 • 

Réciproquement, si A est irréductible 2 P, et E(R/A) est sans 

P-torsion, on a: A=O·."î lFp·• Il en résulte A-f1C(P) =P d'après la 

remarque 6 .1., puis A P-critique d I après le théorème 5 .1. • 

§ 7. P-INJECTIFS INDECOMPOSABLES SANS P-TORSION. 

Nous arrivons au théorème fondamental .• 

THEOREME. 7. 1. : Pour tout idéal premier bilatère P de 1 1 anneau R 

noethérien à gauche, il existe un injectif indécomposable Ip, d'idéal 

premier associé P, sans P-torsion. Ip est défini à un isomorphisme 

près. De plus est la dimension de Goldie de 

Démonstration : D'après le théorème 5. 1 • , il existe un idéal à gauche 

premier, critique, d'idéal premier associé P, tel que An C(P) = p ·• I = E(R/A) 

est injectif indécomposable 9 d I idéal premier associé P , et sans P-torsion_ 

d I après le Lemme 6.J •• 

Soit J un autre. injectif indécomposable sans P-torsion, d'idéal. premier 

associé P. D'après le théorème 4.1., on a J = E(R/B) pour un idéal à gauche 

critique premier_ B • L'idéal premier p est 1-1 associé de B , on a donc , B 

étant 

(lemme 

premier, P=B·.RcB . Comme J est Sf2US P-torsion, B est P-critique 

6.3.), et J:::. I (lemme 6.2.). 

La propriété E(R/P) :; Ina été vue dansla démonstrati_on du lemme 6.2. 

On a donc une application biunivoque: 

p 1--) 

entre les idéaux premiers bilatères de R et les classes d'isomorphisme. des 

injectifs indécomposables I tels que P =.Ass I et qui sont sans P~torsion. 



COROLLAIRE 7 02. : L I application I - Ass I = P entre les classes d 'iso­

morphisme des injectifs indécomposables et les idéaux premiers de R est 

biunivoque si et seulement si tout injectif indécomposable I est sans 

P-torsion (P = Ass I). 

Cette propriété est vérifiée si on a la condition suivante : 

Condition de Krause ~ tout idéal à gauche essentiel de 

bilatère non nul0 

contient un idéal. 

En effet 9 soit I = E(R/A) un injectif indécomposable; on peut supposer 

A irréductible premier (th0 401.) 9 d°où P=Ass I =A·.RcA. Si I n'était 

pas sans P-torsion 9 A ne serait pas P-critique (lemme 6.30) et par suite 

Af"l C(P) f. fJ (th0 5o1.) o Alors A/P serait essentiel dans R/P et il contien­

drait K/P non nul 9 bilatère 9 d'où P ~ K s; A. Cela est impossible puisque 

P = A·. R est le plus grand idéal bilatère contenu dans A 0 

Lambek et Michler démontrent donc que la condition de Krause est suffi­

sante pour que la correspondance P r-+ Ip soit biunivoque. Krause a démontré 

qu'elle est également nécessaire. (Voir l'exposé ultérieur de G. Renault dans 

ce Séminaire). Elle entraîne que tout idéal à gauche tertiaire est isotypi4ue. 

Elle est vérifiée en particulier lorsqu'on a la condition (H) de ~abriel 

( [ 3 ] , p. 422) ou si R/P satisfait une identité polynomiale ( th. de Ami tsur). 

Rappelons la condition (H) 

Si A est un idéal à gauche de R on à 

n 
A•. R = ('\ (A ·. x.) o 

i=1 l 

La condition de Krause en résulte car si P s; A, et si A est essentiel 

mod. PP il en est de même de 

idéal bilatère K tel que 

A'. x. 9 donc de 
l 

A·. R = K qui est par suite un 

Un autre corollaire concerne l'identité des théories de torsion que l'on 

peut définir à partir d'un idéal premier ([10])0 

( 1) La théorie de torsion T1 déterminée par l'injectif ER (R/P) . 
(2) La théor.ie de torsion T2 déterminée par le filtre Fp 0 

( 3) La théorie de torsion T3 déterminée par les injectifs indécompos-

sables ayant p pour idéal premier associé et qui sont sans P-torsion. 
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§ 8. ANNEAU DE QUürIENTS Rp • 

Idéal T /R) : Le sous-module d,e P-torsion de R est un idéal. bilatère 1 

puisque 

On a Tp(R) .s; P. En effet 9 soit t € Tp(R) • Il existe donc D € Fp tel que: 

Dt= 0 9 et par suite d € DriC(P) tel que et= 0 €P. Comme c est régulier 

mod. P 9 on a : t € P • 

On pose dans la suite 

premier de R • 

R = Alors 

LEMME 8. L 

a) c(Î') = (c(P) + T/R) )/T/R) 0 

b) Le filtre li':-'P 
est constitué par les D , D € Fp • 

c) TP(R) = 0 (R est sans P-torsion). 

d) Tout R-module sans P-torsion est un R-module. 

est un idéal 

e) R satisfait la condition de Ore vis-à-vis de C(P) si et seulement 

si R la satisfait pour C(P) • 

a) b) c) d) sont faciles. Démontrons e)" Il est clair que la condition 

de Ore dans R pour C(P) entra:tne la condition analogue modulo Tp(R) dans R " 

Réciproquement 9 soit C € C(P) 
' 

r € R On a donc dans R .. ë 1r = r 1ë d'où 

c'r - r 1 c = t € TiR) 0 Il existe donc D € Fp tel que Dt = 0 , d'où d € C(P) 

tel que d(cur-r'c) = 0 avec de' € C(P) 0 

.Anneau de quotients Rp ~ La définition de Lambek d'un anneau de quotients 

s'applique à une théorie de torsion quelconque ([10]) • Elle donne, ici, pour 

la P-torsion : 

qui est un R-module que l'on peut munir d'une structure d'anneau, contenant R. 
Rappelons un procédé de construction •. 

LEMME ;8,~2 •. 'RF~ :tci f ER(R)JR ·. q t Fp;} 

peut être muni d'une structure d'anneau contenant R. 
L'1addition se définit comme dans ~(R) , et la multiplicatio:h q,q' comme 

suit ~i .R·.q' = /::;;€ Fp et si R·.q = D € Fp on a Z·.q € Fp. En effet, on 



montre ('Z ·• q_) ·• ;\, = (Z •. ;\,q_) () C(P) /=-/J , car soit CM. = u € R (possible 

avec c € D•, ;\,; c € C(P))o On prend ensuite c' € C(P) tel q_ue c'u € t:,., on 

a alors c'u = c 1 c;\,q_ € A d'où c 1c € A•. ;\,q_ • 

Il en résulte t:,. •• q_ = I € F p ( Si /J. est dense et q_ € Q , b. •. q est dense) 

On a alors un R-homomorphisme de I dans R de la façon suivante 

f : i __., iq = o E 'Z __., oq I E R • 

f peut être réalisé par un homomorphisme unique (parce q_ue ~(R) est sans 

torsion) de multiplication ig/ 1 
, q" E ER (R) • On pose j q_" = q_q I I · C '.est Un 

produit d'homomorphismes d'où l'associativité et finalement une structure d'anneau. 

On a R C.- Rp car q E R => R •. q_ = R E F p et la multiplication est 

celle de R. 

§ 9. CONDITION DE QRE DANS R PODR C(P) • 

Je me propose surtout de relever dans la sui te les conditions d I existence 

de l'anneau de fractions classique; pour C(P) , c 1 est-à-dire de la condition de 

Ore dans R pour C(P) • On a déjà Y,u au lemme 8.1. qu'elle équivaut à la même 

condition pour R. Or l'anneau R suffit pour étudier l'anneau de quotients Rp, 

d'après le théorème suivant: 

THEOREME 9.1. : L1 anneau de quotient Rp coïncide avec l'anneau de 

pour l'idéal premier P = 0/T (R) o 
p 

Je renvoie à la page 36 du mémoire [ *] 1 pour la démonstration. 

Le théorème suivant donne une réponse au problème posé, en suppo:sant que 

l'anneau R est sans P-torsion, ce qui est légitime d 1 ?,près le th. %'1. et 

le lemme 8.1. 

THEOREME 9.2. : R satisfait la condition de Ore pour C(P) si et 

seulement si les éléments de C(P) sont des unités dans l'anneau de 

9,uotients Rp • 

Supposons c € C(P) inversible dans r € R. On a donc 
-1 q = rc E Rp. Comme R ·. q €. Fp d'après la définition de.l'anneau de quotients, 

tel que c'q = r' € R 9 d'où; c 1r = r'c 9 ce qui est la il existe c 1 E C(P) 

condition de Ore. Supposons maintenant la condition de Ore vérifiée dans R pour 

C(P) • Nous allons d'abord en déduire que les éléments de C(P) sont réguliers 



dans R • 

1°- cr= o => r = o . soit s E: R , d I où c 1 s = s'c et par suite . 
(Re ·• s)nc(P) /, /) t et Re € Fp 9 d'où r € Tp<R) = 0 . 
20 - rc = o => r = o : prenons C € C(P) tel que 6 . • C soit maximal. La 

condition de Ore appliqu,ée .. à r etc donne r 1c = c 1r, d 1 où r 0 c2 = o et 
2 rr € o •• c , donc r 1 c = o = c 1r 9 ce qui implique r = o d 1 ç1près 1° • 

Démontrons maintenant que C est inversible dans Rp . On a déjà vu 

Fp 0 L1 application rc. - r est une injection de D € Fp dans R p qui 

que 

peut Re€ 

être 

donc 

réalisée par une multiplication par un élément unique q € Rp 9 qui vérifie 

rcq = r d O où, avec r = 1 9 cq = 1 • Il faut encore vérifier que t . 
qc = 9 ce qui a lieu si c est régulier à gauche dans Rp. De fait, soit 

cq' = 0 
' 

avec q' -:fa 0 Comme Rp est extension essentielle de R 
' 

il existe 

d € R tel que o -:fa dq 0 € R 0 En appliquant la condition de Ore 9 il vient . . 
c 0d = te p d'où c 0dq 1 = 0 ~ ce qui est imppssi bl e. 

Citons encore le théorème suivantP qui nécessite une hypothèse sur 

l'idéal bilatère engendré par Rp. 

THEOREME 99 3. : On suppose que M = RPPRP est ,le radical de Jacobson 

de Rp • Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) M = RPP et Rp/M est artinien simple. 

(2) M = RPP et RP/M ~ Qc,/R/P) 

(3) Tout RF-module H est sans P-torsion et P-divisible en tant 

que R-module (E(H)/H est sans P-torsion. 

(4) R satisfait la condition de Ore pour C(P) • 

Noter que (3) a d'intéressantes conséquences~ en particulier 

est un épimorphisme dans la catégorie des anneaux 9 Rp est plat en tant que 

R-module, Rp est noethérien à gauche (Silver (17]~ Walker and Walker). 

§ 1 O. EXEMPLE ... 

Soit D u..~ anneau local noethérien intègre commutatif, dont le radical 

de Jacobson M est principal 9 par exemple D = {~ € Qlb / 2Z} 9 M = 2D • 

Soit K = D/ le corps résiduel, et F le corps des quotients de D G On prend 
M 

l 1 anneau de matrices: 
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R = (DM DD\ p =. (MM DD) } et 1 'idéal bilatère 

P est premier 9 et m~me complètement premiero 

C(P) est le complémentaire de P dans R o 

Le filtre Fp ne contient que deux idéaux o. 

R et h C :) 
Tp(R) = 0 o R est sans P-torsiono 

L'anneau de quotients est 

Cet exemple appelle les remarques suivantes g 

1 0 - La condition de Ore n 1 est pas satisfaite pour C(P) • 

m effet , on a ex = (: ; ) (P et c = C :) € C ( P) avec ex = o , ce 

qui est en contradiction avec le théorème 9.20 qui affirme la régularité des 

éléments de C(P) o 

Notons que des exemples d'anneaux ne vérifiant pas la condition de Ore 

pour C(P) ont été donnés ailleurs : Connel [12] w Lesieur (Séminaire Dubreil, 

1970, et Proceedings of the Colloquium 9 Keszthely 9 Hunga.ry) o 

H 
n 

00 

Dans sa théorie de la localisation [. 4] , Goldie suppose n H = 0 
n 

00 n=1 
d ' · 1 · ème b 1 · d P I . r,.. H P _esigne a puissance n sym o ique e • ci on a I I n = car 

n=1 

où 

2 p =P • 

Et pourtant l'anneau est "local II au sens de Goldie son radical de Jacobson 

J est l'idéal bilatère maximal unique est ,~rtinien simple 9 n 11 = o 0 

n=1 

3° - On a R~ = Rp et RPT = Rp O Alors la condition de Walker est vérifiée 

(VD € Fp on a Rj' = Rp) et cela entraîne que tout module san.s P-torsion et 

P-divisible est un Rp-module)o Alors R satisfait la condition (3) du théorème 

9. 30 mais pas la condition de Ore. 1 \hypothèse que M° = RPPRP est le radical de 

Jacobson de Rp est en déff1ut o De fait : RPP = P et M1 = RPPRP = Rp o 
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FONCTEUR D' ENVELOPPE INJECTIVE 

par Emilio VILLANUEVA NOVOA. 

INTRODUCTION, 

L'objet de ce mémoire a été, au début, de résoudre une question posée 

par P. Hilton dans un cours à l'Ecole Polytechnique Fédérale de Zurich, pendant 

l'hiver de 1966-67, cours qui a été rédigé et polycopié par M.-A. K:nus. 

On sait, d'après les travaux qui ont suivi 1 'article de R. Baer "Abelian 

groups that are direct summands of every containing abelian group", publié en 

1940, que chaque module peut être plongé dans un module injectif, et qu'il existe 

une extension injective minimale (enveloppe injective) qui est déterminée à des 

l.somorphismes près. 

Un problème ouvert a été posé par Hiltoù sous la forme suivante: 

"Est-ce qu'un homomorphisme ~: B
1 
➔ B

2 
induit un homomorphisme 

canonique y : E
1 
➔ E

2 
des extensions essentielles minimales ?" 

On va prouver que la réponse est affirmative si on construit les 

enveloppes injectives canoniquement. 

La définition du foncteur, qu'on a appelé 

résoud le problème. 

CHAPITRE l, 
,1. Définitions et notations: 

d'enveloppe injective, 

Sauf mention contraire, ici, tous les anneaux seront toujours uni­

taires, et non nécessairement commutatifs. Tous les modules seront à gauche, et 

unitaires. Tous les idéaux considérés sont à gauche. 



5.2. 

~ sera la catégorie des R-modules à gauche sur l'anneau R • 

Un morphisme h est un monomorphisme si hf = hg entraîne f = g La 

notion duale est la notion d'épimorphisme. On notera part--) et--+> , les mono­

morphismes et épimorphismes respectivement. La catégorie ~ étant équilibrée(*), 

la notation +-+> est compatible avec les notations antérieures pour désigner 

les isomorphismes. 

Un R-module L est injectif si toute sui te exacte O - M' - M-:-> M" - 0 

est transformée dans une autre suite e~acte: 

0 <- H(M' ,L) <- H(M,L) <- H(M" ,L) <- 0 

au moyen du foncteur de représentation covariante h
1

: = Ho~(-,L) , c'est-à-dire 

si h1 est exact. 

Cette condition est évidemment équivalente à: 

L est injectif si, et seulement si, pour chaque monomorphisme 

j M' t--) M , tout morphisme f 1 : M' --> L peut être étendu à un morphisme 

f M -> L 

j ---> M 

rj/ 
L 

Un monomorphisme L -t--) 1
1 

est un effacement injectif [7] si tout 

diagramme 

M' +--) M 

f'l 
L +---> L 

peut être complété à un diagramme commutatif, avec un morphisme f: M -> 1
1 

• 

Un monomorphisme L --> 1
1 

est une sous-enveloppe injective si tout 

diagramme 

I +---> R 

f•l 
( *) c I est-à-dire une catégorie dans laquelle une flèche est un i:So:ig~pb:ie:Le si, 

et seulement si_. elle est un monomorphisme et un épimorphisme.,. ( "Balanced 11 · 

dans [10], p.--6)·. 



peut être complété à un diagramme commutatif avec un morphisme f: R -> L, I 

étant idéal de R , et tous les morphismes, bien entendu, de R-modules. 

Une extension N c M est essentielle (et on écrira N c eM ou N ~> M) 

si chaque sous-module non nul H de M rencontre N suivant un sous-module 

non nul. 

On dira qu'une extension j: N -t-) M est triviale s'il existe un module 

P tel que M = NEE> P et que p
1
j = 1N , où p

1 
est la projection du produit 

N x P sur N • 

On appelle enveloppe injective de N une extension essentielle N de N 

qui est aussi un module injectif • 

• 2. Quelques propriétés 

1.2. 1. Un module L est injectif si, et seulement si, toute exten­

sion j : L t--> M est triviale. 

1.2.20 Un produit direct de modules est injectif si, et seulement si, 

chaque facteur est injectif [2] • 

finis 

Dans J\1t les sommes directes finies coïncident avec les produits directs 

on a donc : 

1.2.30 Une somme directe finie de modules est injective si, et 

seulement si, chaque facteur est injectif [2] • 

1.2.40 R est noè·thérienne à gauche si, ·et seulement si, toute somme 

directe de modules injectifs est injective (Faith, c. et Walker, B.A., Direct sums 

representations of injective modules. Th. 0.1.). 

1.3. Critère de Baer ~ 

1.3o1. Un R-module 1 

chaque idéal à gauche I de R et 

y E 1 tel que f(À) = ÀY pour tout 

est injectif si, et seulement si, pour 

f E H(I,L) donné, il existe un élément 

À E I [2] • 



CHAPITRE 2. 

2.1. Rappel sur les extensions essentielles: 

La définition d'une extension essentielle peut se faire avec le 

langage des catégories 

N ~> M est une extension essentielle si, et seulement si, 

N t-L> M-f-> L 9 f9j. monomorphisme=> f monomorphisme. 

Une autre définition équivalente pour les modules est: 

N c M est une extension essentielle si, pour tout x € M, (x-/= o), il 

existe un À. € R tel que 1',X -/= 0 w À.x € N • 

Cette condition peut être exprimée par 
e 

N c M <=> Vx € M x-/= 0, [0: x]-/= [N 

e e e 
P t---) N +---) M <=> P +--> M 

e 
N +--> M 

e => N n P +--> M n P 

e e e 
N +---> M , P +--> M <=> N n P r--) M , 

2. 1 .4. 
e 

P -1-) P Œ) N => N = 0 • 

Ces propriétés sont des conséquences immédiates des définitions. Elles 

peuvent toutes être prouvées avec le langage des catégories. Par exemple, pour 

e e e 
prouver P +---> N +--> M ==9 P 1---> M on peut le faire dans les catégories 

abéliennes avec la défini ti.on donnée ci-dessus pour les catégories, en utilisant 

la propriété du "pushout" ([5], Théorème 2.5.4.*, p. 53) ~ k monomorphisme => k' 

monomorphisme. 

(*) [N:x] est, comme d'habitude, 1 1 idéal à gauche formé par tous les À.€ R 

tels que À,X € N. 



k ----> 0 

f O j 

----> . k' 

En effet, f o j monomorphisme -> f I monomorphisme parce que k o j ♦ 

est essentielle, et on a f I o k = k I o f monomorphisme, d I où f est monomor­

phisme. 

e e e 
N1 -t--> M1 ' N2 +---> M2 => N1 © N2 +--> M1 © M2 

([6], lemme 2., p. 358). 

N/P ~> M/P => P +--7 N ~> M 

2 o 1. 7. Si {Ni} est une chaîne ou un système filtrant vis-à-vis 

de la relation d'inclusion, on a: 

p ~> N. ' Vi => p ~> UN .• 
1 . 1 

J. 

2.2. Ex:tensions essentielles maximales : 

2.2.1. Si P est un sous-module de M, il y a des sous-modules de 

M qui sont une extension essentielle maximale (parmi les sous-modules de M) 
de P • 

Il suffit de considérer l'ensemble des sous-modules de M, qui sont une 

extension essentielle de P • Un tel ensemble n'est pas vide et, d'après 2 .1. 7., 

et le lemme de Zorn, la propriété en résulte. 

2.2.2. Un module L est injectif si 9 et seulement si, il n'admet pas 

d'extensions essentielles propres. 

2.2.3. Si L +--> M est une extension non triviale, il existe une 
e extension essentielle propre L +---> L' • 

Cela est une conséquence de 1.2.1. et 2.2.2. 

2.2.4. P +--> IVI , M injectif => EM(P) (extension essentielle 

maximale de P dans M) est injectif. 

Il suffit de prouver que EM(P) n'admet pas ,.d'extensions essentielles 

propres. Soit EM(P) ~> E' • 



El 

p e 

./2~ 
E (P)/ -k M 

> M > 

M injectif -> ]f f o j = k et f monomorphisme => f(E') = EM(P) • 

CHAPITRE 3. 
3.1. Enveloppe injective : 

3.101. N est enveloppe injective de N si, et seulement si, 

est une extension essentielle maximale de N. 

A 

N 

3.1.2. N est enveloppe injective de N si, et seulement si, N 
est une extension injective minimale de N. 

Tout cela est une conséquence de 2.2.2. et 2.2.4. 

3.1.3. Toute extension essentielle M de N peut être plongéedans 

une enveloppe injective N de N. 

L'enveloppe injective est déterminée à des isomorphismes près. 
e ,-. A 

N t--> M => N = JVl • 

A A 

3.1.6. N
1 

f--> N
2 

=> N
1 

c N
2 

• 

3.1. 7. Un isomorphisme de modules admet une prolongation à leurs 

enveloppes injectives qui est qussi un isomorphisme. 

3.1.8. L'enveloppe injective d'un module peut être plongée dans une 

extension injective quelconque du même module. 

e e 
N1 1--> M1 N2 +--> M2 => N1 Et) N2 

([6], Lemme 2., p. 358). 

3. 1 • 1 0. N = N 
1 

03 N 2 03 • • . ffi Nr => N = N 
1 

@ i\ 03 

Cela est une conséquence de ce que la somme directe finie de modules 

injectifs est injective ([2], p. 8), et de 3.1.9.). 

3.2. Existence 

L'existence de l'enveloppe injective est une conséquence de 2.2.4. 

et du théorème : 
11Tout R-module est un sous-module d'un R-module injectif 11

• 



5.7. 

R. Baer [1] utilise la terminologie de groupé abélien qui admet un anneau 

d'opérateurs et qui est su.mmand direct de tout groupe abélien qui le contient 

(groupe complet) et démontre, essentiellement, le critère de Baer (1.3.1.) 

(Théorème 1 du travail de Baer) et le théorème antérieur. A peu de chose près, 

les deux théorèmes se trouvent dans le livre de Cartan et Eilenberg ( théorèmes 

3.2. et 3.3. du même livre). 

Dans la démonstration que Baer a faite de 1 1 existence d'une extension 

ect:i::ve pour chaque module, on construit la sous-enveloppe injective (p. 2, 

Chap. 1) par induction dans les idéaux de l 1 anneau. 

Dar,i.s [2]on obtient la sous-enveloppe injective en une seule fois comme 

module facteur de la somme directe AEE) F, où A est le module et F le 

module libre engendré par 1°ensemble des couples (I,f) des idéaux de l 1 anneau 

et les.morphismes de ces idéaux dans le module. Or, dans la construction de 

Cartan, la sous-enveloppe injective qu'on obtient n°est pas une extension essen­

tielle de A , tandis que dans le travail de Baer la condition , (jiii 11
) entraîne 

l'essentialité (propriété (E) dans le travail de Baer). 

La construction du module injectif se termine de la même façon dans les 

deux cas, par induction transfinie sur les sous-enveloppes, la chaîne étant limi~ 

e pour le cardinal. de 1 1 anneau. Dans [ 1] on obtient l'enveloppe injective, mais 

non canoniquement car on fait usage de l'axiome du choix pour construire la 

sous-enveloppe injective. 

Dans [ 3] on prouve 1 1 existence d O extensions injectives dans les R-modules 

avec le même théorème dans les groupes abéliens, et il ne faut pas employer 

d 1 induction transfinie. 

Cette démonstration, à peu de choses près, on peut la trouver aussi dans 

[4] et elle consiste à plonger le module L dans un groupe abélien divisible L'. 

Hom
2

(R,L 0 ) a une structure de R-module, et est injective et contient L comme 

sous-module. 

De toutes les méthodes antérieures, la plus proche de la solution du pro­

blème posé par Hilton [8](p. 1 de ce mémoireL est la méthode de Baer, car elle 

construit directement 1 1 enveloppe injective, mais cette construction n'a pas un 

caractère canonique parce qu'elle suppose un arrangement transfini des idéaux, 

arrangement qui nécessite l'axiome du choixo 



La construction qu'on va faire du foncteur d 9 enveloppe injective se fera 

en utilisant une méthode analogue à celle de Cartan et Eilenberg, mais la sous­

enveloppe sera une extension essentielle 9 et alors plus petite que ce qu 1 on 

obtient par la méthode classiqueo On fait usage aussi d'induction transfinieè 

3.30 Foncteur d. 1 enveloppe injective : 

3o3o 1 o Si R est un anneau avec et A un R-module à gauche uni-

taire 9 A est isomorphe à Ho~(R,A) quand, avec l'application bijective qui 

fait correspondre à un élément a € R l '1:wmomorphisme â : R ➔ A tel que 

â(À) = Àa 1 on transporte au groupe abélien Ho~(R,A) la structure de R-module 

à gauche de A ([10], Ex:. 12 9 Po 77)◊ 

Pour -r € R et a€ A, r.a ra, d 1 où: 

3o3.2. I étant un idéal à gauche de R et µ € R 9 on utilise la 

notation [I: µ] pour l'idéal à gauche défini par 

(voir remarque page 6) • 

3o3o3o À~ [I:vµ] <=> ÀV € [I~µ] <=> Àvµ € I <=>À€ [[I:µ]:v] 

:v] () [I:µ] C [I:(v+µ)] 0 

3o3.4. Soit A un R-module à gauche et Id(R} l'ensemble de tous 

les idéaux à gauche de R. Soit ~A la réunion des ensembles dhomomorphismes 

de R-module des idéaux à gauche de R dans A 

Soit F le R-module libre à gauche sur ~A. Un élément de 
g;,A 

expression unique comme combinaison linéaire des éléments f. 
J. 

de 

X= L 
fi €4i A 

À,. f. 
J. J. 

F a une 
g;, A 

où chaque f. 
l 

n'apparaît qu'une fois dans la somme; cependant x peut 

s'exprimer de diverses formes comme combinaison linéaire: 

X= E µ.f. (2) 
J. J. 

si on décompose un, ou plusieurs, µi comme une somme d 1 éléments de l'anneau, et 



alors il peut y avoir des 

de X • 

f. égauxo On va appeler 
J. 

(1) expression canonique 

MA l 1 ensemble des éléments x E F qui admettent une expression 
éI? A 

Soit 

x = E µifi (non nécessairement canonique) telle que, pour chaque À E {î[Ii:µi] 

on a E f. (J..,µ. ) = 0 
J. l 

au domaine de f.). 
l 

• (cette dernière expression a un sens car 

MA est un sous-module de 

En effet, si a,b E MA ils admettent des expressions 

a= E µifi 1 b = E vifi telles que pour tout J.., € fl[Ii~µi] 

appartient 

on a E f. (J..,µ. ) = 0 et E f. (J.., 1 v.) = 0 • 
l J. J. J. 

une des expressions possibles de a+b est: 

et 9 si 

on a : 

À E ( n [ g µi J ) n ( n [ \; v i J ) 

E f.(J..,µ.) + ï: f.(À,v.) = O o 
J. J. l J. 

Si a€ MA et 

'V/1,En[I.:µ.] 

À€ R, on a pour a une expression a= E µ.f. 
J. J. 

telle 

J. 1, 
que E f. (J..,µ.) = 0 • 

J. J. 
Or et si 

alors on tire: 

3.3,6. On appellera première sous-enveloppe injective D(A) ou 

n1(A) d'un module A une extension essentielle de A qui soit une sous­

enveloppe injective minimale de A o 

La définition d'une sous-enveloppe injective peut être donnée en termes 

analogues à ceux que l 1 on emploie dans le critère de Baer. 

3o3,7o 
i 

L t--> 11 est une sous-enveloppe injective si, et seulement 

si, pour chaque idéal I de R et chaque f' € HomR(I,L} il existe un élément 

y € 11 tel que Lf 1 (1',) == À.Y pour tout À € I 



5. 1 o. 

3.3.8. Soit A un R-module et h:A +--+> Ho~(R,A) l'isomorphisme 

décrit dans 3.3.1. On a Ho~(R,A) ci'J2A. Soit j:Ho~(R,A) f--) i'J2A l'inclusion 

(application d'ensembles), et soit ji'J2, 
. 

i'J2A +--> F l'application qui définit . 
i'J2 A A 

le R-module libre F soit cp: F --+> F /1\ l'épimorphisme canonique de 
i'J2A i'J2A i'J2A 

noyau JV[A . On écrira i = cp 0 j 0 j o h et D(A) = Ei'J2 /MA . 
r:J? A A 

M---> â---> â A~·--> lâl 
On utilisera la même notation pour les éléments de Ho~(R,A) et pour 

-leurs images dans é:J? A et désigne la classe de a modulo MA. De 

même, f désignera un élément de i'f2A ou son image dans 

i 
A--> D(A) est une première sous-enveloppe injective, 

On va prouver cela en plusieurs étapes. 

1) A _i_>_D(A) __ est_un_monomorphisme_~~-~~~~~~-

En effet, soit a,b €A, h(a) a, h(b) = b , g(a+b) = a+b 
â+b - a - b E MA car le domaine de a+b , a, b est 1 1anneau tout entier, et 

pour chaque À E: R([R: 1] = [R:(-1)] = R) on a 

a+b(l\) - â(l\) - b(l\) = 0 

Si µ E R et a E A, µa - µa € MA , car pour chaque À E: [R: 1] (') [R: µ] = R 

on a µa(]\) - â(Àµ) = l\(µa) - (l\µ)a = 0. 

Tout cela équivaut à d.ire i(a+b) = i(a) + i(b) et i(µa) = µi(a) • 

Soit a E Ker i • On a a E: 1\ , et alors a admet une .expression 

telle que 

n 
a = I: 

i=1 

n 

-
µia 

n 
avec I: µi = 1 

i=1 

on a 

1: a(l\µi) = o, 
i=1 
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n n 
À.a= a(À.) = a( ~À.µ,)= 

. 1 
1=1 

~ a(À.µ-) = 
. 1 
1=1 

0 pour tout X. € R 

R unitaire=> a= 0. 

2) A +2---->_D(A) __ est_une_sous-enveloppe_injective 

Soit I un idéal à gauche de R et f: I -> A un R-homomorphisme. 

D'après 3.3.7., on doit prouver qu'il existe un élément y€ D(A) tel que 

i o f(À.) = À.Y pour tout À.€ I. 
j 

I ------> R 

f 1 1 
i 

A---> D(A) 

1 

l 
y 

Or, f(À.) € A pour chaque x_ € I et on a i O f(À.) = l'f(î}I € D(A) 

encore '<ifv € R on a :f'GJ'(v) = vf(À.) , et alors À.f-r°GJ €MA, car pour 

chaque v € [I:À.] ri [R:(-1)] = R , f(vÀ.)-TTD(v) = vf(À.)-vf(À.) = 0. D'où, 

VÀ. € I À.lfl-lîGJI = IÀ.f-r°GJI = 0 ou ce qui est la même chose : 

À.If! = ITTDI = i o f(À.) , 

et il suffit de prendre y= lfl . 

3) L'extension __ A_~>_D(A) __ ~~!-::~~e~!~::~~::: 

D'après 2.1. il suffira de prouver que pour O /:-y€ D(A) , il existe 

un a€ A, a~ O, tel que 

expression y=~ µilfil car 

µY = i(a) pour un µ € R • Mais y admet une 

{!fil} est un système de générateurs de D(A) 

De y/:- 0 on peut assurer que pour toute expression de y comme ci-dessus, il 

existe un µ € R tel que µ € n [I: µi] et que ~ fi. (µµi) /:- O • Si on prend 

a = ~ fi 1 µµi) € A , on a a /:- 0 et également 

a - ~ µµifo €MA' 

car on obtient 

Alors 



i A +-->_D(A) __ ~~!-~~ sous-enveloppe_injective minimale: 

Pour prouver cette minimalité on va démontrer auparavant le lemme : 

303 0 10. Si f ,€ ,Holl\(I,.A:) .,; on a À,,!fl, =, !.f(X,)I , "pour tout. À E I. 

En effet 

"-lfl = l'R'DI <=> x_f-îGJ E: MA<=> Vv E: [I:1'.] n [R: 1] = R 

f(vx.)-vf(x_) = 0, ce qui se vérâ.fie trivialement. 

Pour démontrer 4) on va regarder {!fil} comme un système de générateurs 

de D(A) • Pour un !fil on va prouver qu'il appartient à une sous-enveloppe 

injective quelconque de A qui soit sous-module de D(A) • 

Soit alors B une sous-enveloppe injective de A qui est aussi un 

sous-module de D(A) , et soit jfi! un élément du système de générateurs consi­

dérés. Il existe un éléme~t, (3.3.7.), y= E µ)fjj E: B tel que \;/X. E: Ii, 

i O f.(x.) = ÀY o 
J.. 

I. > J.. 
R 1 

1 f. l 1 
1 1 ]. 1 

"" 
'IV 

A 
i > B y 

On peut écrire cette dernière condition sous la forme: 

obtient: 

(i monomorphisme) 

I. , 
]. 

f.(1',)~Ex.µ. 
J. J 

fj E: MA, et, avec le lemme 3.3.10., on 

n ( n [I .:µ.]) ' ~-E f .(x.µ.) E: MA ' => 
J J ]. J J 

Cette condition assure que: 

!fil= L µjlfjl E B • 

.Alors, B contient le système de générateurs { 1 fi 1 } de D(A) , et ainsi 

B = D(A) . 

3.4. Construction simplifiée: 

3.4. 1o 

f 
1 

E: Ho~ ( I 
1 

, A) , 

Si r
1 

et r
2 

sont des idéaux de R , r
1 

c r
2 

, 

f
2 

E Ho~(I
2

,A) , et si le diagramme 



En effet, f -f € MA , car si 
1 2 

3.4o2o Comme conséquence de 3.4o1o, si À€ I , et si 

restriction de f.: I -'> A · à R?\, c I , on a • Les éléments 

forment ainsi un système de générateurs de D(A) o 

Les morphismes fX: R - A sont déterminés par le couple (\,a) , 

a = fÀ (\) € A , où ' µX = 0 => µa = 0 ~ 

R _,. A 
À. 

Réciproquement, tout couple (x,a) , À ( R , détermine un morphisme 

~.,c.a , lorsque Ann À s;;; Ann a (µX = O => µa= o) • 

On fera usage de la notation (x,a) pour désigner aussi l'élément 

correspondant de F en particulier ( 1,a) =a, et l 1 élément correspondant de 
çt; A 

D(A) seradésignépar 11,al o 

3.4o3o Tout élément lx! € D(A) peut sfécrire 

n RA 
!xi= }:; µ.1x.,a.1, µl., À,l. c R, al. c (xl.) , . 

1 
l l l 

l= 

n 
X = L 

i=1 

La condition pour que !xi soit nul est, alors qu'il existe une 

décomposition de chaque µi : 

n. 
l 

µ . = 
l I. µi.k ~ 

i=1 

telle que , V v € n [RXi: µik] ou, ce qui est la même chose, si v € R est tel 

qu'il existe vik 9 avec! 

I; V• a. 
l l 

= 0 est vérifiée, où 

1 1 équation 

ni 
~ vik o 

k=1 



Tout cela est une conséquence de la définition de 

a ( 1\ <=> existe une expression 

E fi(Àµi) = 0 9 prend la forme~ 

a= E µ.f. 
l l 

a ( M.A <=> Vv ' vµik = vikÀ.i 

ou 

et 

tel que 

M.A ; la propriété : 

Vx., t n [\:µi] on a 

.Après tout ce qui a été établi dans les paragraphes antérieurs pour la 

construction de la première sous-enveloppe injective, on peut prendre, au lieu 

de l'ensemble ~.A~ l'ensemble ~* .A 
(sous-ensemble de 

des i.déaux principaux à gauche, dans .A . 

~A = LJ Ho~ (R>.., ~.A) o 

À. 

des homomorphismes 

On obtient ainsi la construction simplifiée de la sous-enveloppeo 

3o5o Le foncteur n1 ~ 
On a construit~ pour chaque R-module à gauche .A, une extension 

essentielle D(.A) , première sous-enveloppe, qui est caractérisée (à des iso­

morphismes près) par la condition d 0 être une sous-enveloppe injective minimale. 

La construction effectuée est canonique (ne dépend pas d'isomorphismes) 

et on peut lui donner un caractère fonctorielo 

3o5o1o Soit ~~.A - B un homomorphisme de R-modules, et 

iA .A - D(.A) , iB: B _.. D(B) , les premières sous-enveloppeso Il existe, 

al ors~ un h omomor phi sme canonique D(~) : D(.A) _.. D(B) , tel que le diagramme 

.A 
i .A 

D(.A) > 

~1 
iB 

l D(~) 

B :> D(B) 

est commutatif o 



Du morphisme cp ~ A - B, par application du foncteur h1 (I idéal de 

R) on obtient h 1cp HomR(I,A) - Ho~(I,B) 

La réunion d.es h
1
cp , quand I parcourt 1 1 ensemble des idéaux de R , 

définit une application ~ : <l? A - <I?B 

L9 application ~ induit canoniquement un R-homomorphisme F(~) entre 

les modules libres engendrés pour <l?A et @B , 

jib 
A > F çpA 

<l?A 

q5 1 FÜp) 
j<I? 

B 
F <l?B > 
<l?B 

L'image de MA, sous-module de est un sous-module de 

En effet 9 pour a€ MA, il est possible d'écrire a= L µifi de telle 

façon que L f.(Àµ.) = 0 pour toutes les valeurs de À pour lesquelles le premier 
]. ]. 

membre de l'égalité a un sens, c'est-à-dire pour tout X€ n[Ii:µi] o 

On a alors : 

(F(ëp) )(a) = (F(qï) )( t µ/i) = E µi (F(ëp) )( ) = t µi (cpfi) 

et comme VÀ € () [Ii: µi] , on a ; 

t(cpfi)(Àµ) = cp[E (:\µi)] = cp(O) = 0. 

On en déduit que~ 

est un élément de 

.Alors 9 il existe un morphisme canonique D(cp):D(A) - D(B) , unique, qui 

rend commutatif le diagramme: 



F 
Cf!A > D(A) 

q;; A 

ln(~) F(ip)l 
Cf!:3 

F > D(B) 
q;;B 

Les rectangles partiels du diagramme . 
0 

hA jA 
jq;; 

Cf!A 
A Ho~(RpA) 

A 

> tÀ D(A) > >p > 

~1 1~1 D( <I>) 
Ft<p) 

hB jB 
jç!? 

cpB V/ 

B Ho~(R,B) 
B F > D(B) 1 I> > çl)B > çl)B 

sont commutatifs, donc le recta.11gle total . 0 

sera aussi commutatifo 

3o5o2, D est un foncteuro 

Si 'P est une identité, cp=,1A , de la construction de D(cp) on déduit 

trivialement D(cp) = 1D(A) o 

Pour A~> B --lL> C , on obtient~ 

D(~cp)!xl = D(~cp)(E µilfil) = E µil~cpfil 

D CiJ ( D ( rp) 1 X 1 ) = D ( ~) ( E µi I qif i 1) = E µi 1 ~cpf i 1 , 

et alors, 

3o5o3, D est un monofoncteuro 

Si cp € Ho~ (A9 B) est un monomorphisme, D(cp) € Ho~(D(A),D(B)) 

est un monomorphismeo 

cp monomorphisme=> 

iA est essentielle, 

o<j) monomorphisme => D(rp) monomorphisme, car 

3,504, D est un foncteur additifo 



5, 17. 

En effet, tout élément jxl de D(A) admet une expression 

jxj = L µi·I 
fié@A 

Soit cp € Ho~(A,B) ; D(cp) est défini pa:r 3.5.1., 

(D(qi))jxj = z µij~(fi)I = z µijcp o fil , 

et alors, 

L'additivité du foncteur vient de: 

ce qui est vérifié 9 car 

et alors, 

"r{)I. € 1i' ((rpî+rp2)f)(;J - (cp1 - fi)(À) - (cp2 .. fi)(À) = 

(cp1+cp2)(fi(À)) - cp1(fi(À)) - <Jl2(fi(À)) = 0' 

D(cp1+cp2) = D(qi1) + D(cp2) • 

3.5.5. D(O) = 0. 

Ce sont des conséquences de l'additivité de D. 

3.6. Construction du foncteur d'enveloppe injective: 

3. 6. 1. Soit A un R-module et Q un nombre ordinàl. Il existe 

une extension essentielle iQ: n°(A) +--> n°(B) , construite de façon canonique. 

Pour chaque R-homomorphisme cp: A-<> B, on peut définir n°(cp):DQ(A)..,,. DQ(B) 

de façon canonique, tel que le diagramme 

soit commutatif. 
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On définit DQ par induction transfinie 

Da= D(n!3) ; si a est ordinal limite: Da(A) = 

: pour a , Q , si o: = !3 + 1 , 

U n!3(A) = lim n!3(A) , (limite 
!3<a -> 

inductive vis-à-vis de la relation d'inclusion et de la relation d'ordre des 

nombres ordinaux), Da(T) = lim>D!3(<Jl) • Il faut préciser que i~ A - Da(A) 

est monomorphisme pour chaque a. Par induction: pour a= 13+1 , c'est immédiat; 

pour a ordinal limite c I est "presque trivial 11 (la preuve, dans les catégories 

de Grothendieck, est le théorème 6.23. du Livre de Freyd [5]) • 

---> . . . ---> n!3(A) ---> 

~ 
Da(A) 

<p n\p)~p) n!3(<Jl) 

B > D1(B) > > n!3(B) > 

~-a J.1B 

::!\ J 
Da(B) 

Le morphisme Do:(<p) est la limite inductive du système inductif n!3(<p) 

de morphismes de (D!3(A), i~A) dans (D!3(B), i~B) • 

3.6.2. Les applications A"--> DQ(A), <p l\r--) DQ(<p) , définissent 

un foncteur DQ. 

On utilise le fait que le produit de foncteurs est un foncteur et les 

propriétés fonctorielles de lim. -> 
3.6.3. L'inclusion iQ définit une transformation naturelle entre 

le foncteur identité 1, et le foncteur D. 

3,6.4. DQ est un monofoncteur. 

D'après 3.5.3., si a est un ordinal limite, x
1 

,x
2 

E Do:(A) , 

x
1 

f x2 , il existe un !3 < o: tel que: 



x
1 

= i~A(x 1

1
), x2 = ia (x 1 

) (x' ~ x' car 
~ ~A 2' 1 2 

est un monomorphisme) 

et alors : 

(Da(~))x
1 

= (Da(~)(i;A x 1

1
) = (i;A)(D~(~)x' 

1
) f (i;A)(D~(~)x 1

2) 

= (Da(~))(i;A x'2) = (Da(~))x2 • 

3.6.4. DQ est additif. 

Cela est une conséquence de 3.5.4. et 3.5.5., et du fait que lim est, 
-> 

dans les catégories de modules, un foncteur additif exact. Plus généralement lim 
-> 

est un foncteur additif exact dans les catégories de Grothendieck ([7], FTop. 1.8. 
p. 133). 

3.6.5. L'inclusion i~: At-" DQ(A) est essentielle. 

Cela est une conséquence de 2.1.1. et 2.1.7. 

3.6.6. La chaîne de foncteurs DQ s'arrête. 

Soit Q le plus petit ordinal dont le cardinal est plus grand que le 

cardinal de R. DQ(A) est injectif, car l'image d'un homomorphisme f I _,. DQ(A) 

est dans quelque D~(A) où ~ < Q (card I ~ card R ~ card g) . On peut 

construire le diagramme: 

car D~+1(A) est sous-enveloppe injective de D~(A) , et, après 1.3.1. DQ(A) 

est injectif. On a, donc, VA E \_ , DQ+1 (A) = D(DQ(A)) = DQ(A) • 

3.6.7. Le foncteur DQ (g le plus petit ordinal dont le cardinal 

est plus grand que le cardinal de R) est le foncteur d'enveloppe injective. 

En effet, d'après 3.6.5. et 3.6.6., DQ(A) est l'enveloppe injective de R. 

3.6.8. Pour chaque anneau R on peut définir un nombre ordinal a< Q 

11ordinal injectif à gauche de R", le premier nombre ordinal pour lequel la cha:tne 

de foncteurs DQ s'arrête • 

~<a > D~ f Da 

a< y=> Da f nY • 
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LOCALISATIONS ET PREMIERS A GAUCHE 

(d 1 après o. Goldrnan et N. Popescu) 

par J.P. DELALE 

Le contenu de ces deux exposés est en grande partie emprunté à deux 

articles, le premier dû à O. Goldman ([2]) dont nous reprenons la terminologie, 

le second étant dû à N. Popescu ( [5]). 

1' exposé comprend quatre parties. La première est consacrée à la défini­

tion de la notion de localisation; cette notion est bien connue et nous nous 

sommes contentés de brefs rappels sans démonstrations, celles-ci pouvant être 

trouvées dans [1], [2], [7]. La seconde introduit les notions de module de 

définition et de module porteur d'une localisation, notions fondamentales pour 

l'étude des premiers à gauche que nous entreprenons dans la troisième partie. 

Cette troisième partie traite aussi des rapports existant entre les premiers à 

gauche et les idéaux q_ue, pour reprendre la terminologie de [4], nous appellerons 

idéaux critiques et qui semblent avoir été introduits plus ou moins indépendamment 

en [5], [ 4], (8]. Enfin, la dernière partie est consacrée à des compléments et 

exemples; on y trouvera en particulier au§ 7, un contre-exemple à un théorème 

de [5]. 

Dans tout ce qui suit, on se fixe un anneau unitaire R. Sauf mention 

expresse du contraire les !,110dules (resp. les idéaux) sont des R-modules à gauche 

unitaires (resp. des idéaux à gauche de R), et le terme homomorphisme désigne 

un homomorphisme de R-modules à gauche. 



On notera R Mod la catégorie des R-modules à gauche unitaires. Enfin~ 

si M est un module, on note E(M) son enveloppe injective (en tant que R-module 

à gauche). 

I. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA LOCALISATION. 

1. Parmi les diverses manières de définir ce que nous appellerons une 

localisation (à gauche) sur R, nous en retiendrons quatre qui sont utiles car 

leurs énoncés donnent en fait les propriétés fondamentales d 2une localisation 9 

propriétés qui nous serviront en permanence par la suite. 

1. 1. Nous appellerons localisation sur R la donnée d 0un foncteur noyau 

(idempotent) sur R ( ou "radical exact à gauche" suivant la terminologie de [7]), 

c'est-à-dire (selon [2]) un foncteur O : R Mod ➔ R Mod tel que 

a) pour tout module M, on a 0 (M) c M et pour tout homomorphisme 

f: M ➔ M1 on a cr(f) = flo(M) (et donc f(cr(M)) c cr(M0
)). 

b) si Mc M' alors o(M) = a(M') n M • 

c) pour tout module M, on a o(M/o(M)) = 0. 

Tous les foncteurs noyau considérés ici étant "idempotentstl, nous omet­

trons ce terme qui caractérise en fait les "foncteurs noyaux" qui vérifient la 

propriété c). 

Si 

on dira que 

o(M) = M 9 on dira que le module 

M est a-libre(*) • Le module 

fois de a-torsion et a-libre. 

M est de a-torsion. Si 0 (M) = O, 

0 est le s~ul module qui soit à la 

1.2. Un foncteur noyau o étant donné, on peut considérer la sous­

catégorie pleine T de R JVIod dont les objets sont exactement les modules 
-a 

de a-torsion. Cette sous-catégorie possède les propriétés suivantes ~ 

a) si 

est une sui te exacte de modules ,alors : 

ME Ob(T ) < => -a 
et M" E 

(*) Traduction ••• libre de l 1 expression "a-torsion-free" ([2], [7]). 
"Sans-a-torsion" est vraiment imprononçable. 



b) toute somme directe Et) M. de modules qui sont des objets de 
iEI l 

est encore un objet de 

Une sous-câtégorie pleine 1. de R Mod q_ui vérifie les propriétés a) 

et b) ci-•dessus sera di te une catégorie 1 ocalisante .sur. R ( [ 1]) ( ou "théorie 

de torsi.Qn héréditaire" [7]). 

Réciproquement, la donnée d'une catégorie localisante .1 définit une 

localisation. En effet, si pour tout module M on note o(M) le plus grand 

sous-mod12le de M qui est un objet de 1. , on vérifie q_ue la collection des o(M) 

définit un foncteur noyau a. 

1 o 3. Soit O un foncteur noyau. Au lieu de considérer la catégorie des 

modules de a-torsion, on peut considérer la sous-catégorie pleine L de R Mod 
-a 

dont les objets sont les modules cr-libres. La catégorie L possède les pro­
-a 

priétés suivantes: 

a) 

essentielle de 

encore à L 
-a 

si M E Ob(L ) , tout sous-module de M et toute extension -a 
M (et en particulier son enveloppe injective E(M)) appartient 

b) tout produit d'objets de L et toute extension d'un objet de 
-a 

L par un autre objet de L appartient encore à L -a -a -a 

c) un module N est un objet de 1 si et seulement si -o· 
Hom(M,N) = 0 pour tout 

un module M est un objet de T -a si et se1üement si d) 

Hom(M,N) == 0 pour tout N E Ob(L ) • -a 

Inversement, à toute sous-catégorie pleine 1. vérifiant les propriétés 

a) et b) ci-dessus, on associe un foncteur noyau défini par : 

0 (JVI) = {m € M/VN € Ob 1., 'If: M-N, f(m) = ü} 

pour tout module M. Par ailleurs, la correspondance entre les catégories 

et T est explicitée par les propriétés c) et d) ci-dessus" 
-a 

1 .4. La quatrième manière ,de .définir une localisation sur R est de se 

donner .1:ill système topologisant (idempotent) d'idéaux de R , c 1 est-à-dire une 

famHle F d'idéaux (à gauche) vérifiant les conditions suivantes : 



a) R € F . 

b) si u € F et si V -=i U , alors V f F • 

c) si u € F et si V € F alors Uf'\Vf F • 

d) si u € F et si X f R alors (U:x) = {r f R/rx f U} 

appartient encore à F • 

e) si u € F et si V est un idéal tel que '1J X f U , (V:x) f F 

alors V € F • 

Il est facile de montrer que les propriétés b) etc) découlent, en fait 

de d) et e) Par ailleurs, il résulte de c) et e) que si U et V appartiennent 

à F, il en est de même de UV • 

Nous ommetrons le terme "idempotent", bien que, selon l'usage ([1]) , on 

appelle système topologisant une famille F d'idéaux qui forme un système fon-

damental de voisinages de O pour une topologie d'anneau sur R 

une famille F d'idéaux vérifiant a) b) c) d) mais pas e) 

c'est-à-dire 

L'équivalence entre foncteur noyau et système topologisant est définie de 

la manière suivante: 

- au foncteur noyau O on associe la famille, notée F( 0 ) , des idéaux 

U tels que R/U est de/ a-torsion (i.e. appartient à la catégorie localisante 

On vérifie que F( 0 ) est bien un système topologisant. 

- inversement, si F est un système topologisant, pour tout module M 

on pose : 

o(M) = {m f M/.Ann(m) f F} , 

e~ on voit facilement que la collection des o(M) définit un foncteur noyau. 

Notons qu'il découle de ces équivalences qu'une catégorie localisante est 

entièrement déterminée dès que l'on connait les modules principaux qui y appar­

tiennent. Dans le même ordre d'idée, nous verrons plus loin (II.1.3.) qu'une 

sou~-catégorie pleine 1. vérifiant les conditions a) et b) de 1.3. est entiè­

rement déterminée par un seul de ses objets convenablement choisi (à savoir un 

cogénérateur injectif de 1_). 



6.5. 

2~ Foncteur module des quotients et résultats fonda.mentaux: 

2.1. Les raisons qui ont conduit à l'introduction de la notion de 

localisation apparaissent dans la dernière définition, fondée sur la donnée d'un 

système topologisant F: on veut construire un anneau Q et un homomorphisme 

d'anneaux ~: R ➔ Q tel que l'on ait la propriété 

(T) pour tout U t F , on a Q~t!J(U) = Q , 

c'est-à-dire que l'on veut généraliser la construction bien connu dans ~e cas 
' commutatif de 111 1 anneau de fractions" ( où à une partie multiplicative S c: R on 

associe le système topologisant formé des idéaux U qui rencontrent s). 

Si o est un foncteur noyau, on construira au§ 2.3. un foncteur 

Q
0 

R Mod ➔ R Mod muni d'un homomorphisme ~: Id ➔ Q
0 

dont on montre ([2]) 

qu'il possède les propriétés suivantes 

- Q (R) 
a 

est un anneau et R ➔ Q
0
(a.),est un homomorphismè d'anneaux 

(et pas seulement d.e ;R-modules à gauche). 

- pour tout module M, Q (M) est muni d'une unique structure de 
a 

Q (R)-module à gauche prolongeant sa structure de R-module, et tout R-homomor­
o 

phisme f: Q (M) ➔ Q (M') est en fait un homomorphisme de 
a a 

Q (R)-modules. 
a 

- si U est un idéal qui n'appartient pas à F(o) , on a 

Q (R) .11,_(U) ~ Q (R) • 
0 T_tt 0 

Q (M) 
p 

la localisation 

sera dit module des quotients (à gauche) de M relativement à 

a; Q (R) sera appelé l'anneau des quotients (à gauch~) rela­
a 

tivement k a et il sera simplement noté Q lorsqu'aucune confusion nè sera à 

craindre. 

Malheureusement, l'anneau des quotients ainsi obtenu ne vérifie pas en 

général la propriété (T) (m,me dans le cas commutatif et noethérien, on peut 

construire des contre-exemples). Par 

se trouve vérifiée, l'anneau Q (R) 
a 

universelle qui était vérifiée dans 

ailleurs, dans le cas où cette propriété (T) 

ne possède pas en général la propriété 

le cas commutatif ( on voit facilement, en 

s'appuyant sur les résultats qui suivent, qu'une condition suffisante pour que 

le couple (Q
0
(R), ~) soit universel est que pour tout morphisme d'anneau 

cp : R ➔ X vérifiant la propriété (T) on ait un isomorphisme de R-modules à 

gauche X ~R Q/R) = Q
0

(R) ~R X) • 



6.6. 

Il n 1y a pas de caractérisation "interne" des localisations qui véri­

fient la propriété (T) , mais notons que, d'après ce qui est dit plus haut, si 

U est un idéal tel que Q (R).~R(U) = Q (R) P on a nécessairement 
a a 

U € F(a) , 

de sorte qu'une condition nécessaire pour que a vérifie (T) est que 

(T.F.) Pour tout U € F(a) P il existe V c;: U, V€ F(a) , et V est de type 

finio 

Un système F vérifiant cette propriété sera dit localement de type 

fini 2 On peut donner des caractérisations "externes" deS localisations qui 

vérifient la propriété (T) P etp bien que nous ne nous en servions pas, nous 

allons énoncer ces résultats car il s'agit des résultats fondamentaux de la 

théorie de la localisation. 

2 •2 • ~E!~~~E~!~~!~_E!~!!_!!_!~~~!!!~!!~~!: 
Soit ~: R ➔ S un épimorphisme d'anneaux tel que le R-module_,!, 

droite S soit plat. On lui associe alors un foncteur noyau a défini pour 

tout module M par: 

a(M) = ker(~ ~M : M ➔ S ~M) • 

On montre alors ([1], [6]) que le foncteur 

tout M, l'homomorphisme 

s I id.entifie canoniquement à : 

~ ~M : M ➔ S ~M. 

Q est tel que pour 
a 

En particulier, 

Q
0
(M) ,;;; Q ~M • 

S s 1identifie en tant qu1anneau à Q (R) = Q, et 
a 

De plus, le système topologisant F(a) est exactement l'ensemble des 

idéaux U tels que s.~(U) = S: la localisation a vérifie donc la propriété(T). 

Les localisations vérifiant (T) apparaissent donc comme une générali­

sation de la notion d'épimorphisme plat à droite. Inversement on a le théorème 

suivant : 



THEOREME 1 o ; (Gabriel-Sil ver) o Soit a une localisation à gauche 

sur R et soit Q le foncteur module des quotients qui lui est 
a 

associéo Les assertions suivantes sont équivalentes~ 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

v) 

vi) 

R - Q (R) = Q fait de Q un R-module à droite plato 
a 

R - Q est un épimorphisme d'anneaux et Q est plat à 

droite sur R 0 

Pour tout U € F( a) on a Qo~R ( U) = Q o 

Pour tout module M on a Q
0

(M) = Q~M o 

Le foncteur Q est exact et commute aux sommes directeso 
a 

Tout Q-module à gauche est a-libreo 

Tout Q-module à gauche est fidèlement a-injectif. 

Nous dirons avec Goldman qu'une telle localisation vérifie la pro­

priété (T) 0 On dit aussi que c'est une localisation exacte ([1]) ou 

parfaite ([7])o 

L0 assertion vi) du théorème introduit une terminologie que nous 

allons définir immédiatement; 

2o3o Construction du module des quotients~ 

On se donne un foncteur noyau a et.on pose F = F(a) o 

DEFINITION: On dit qu 0un R-module E est a-injectif si les condi­

tions équivalentes ([2]) suivantes sont vérifiées : 

i) pour toute injection M' c.- M telle que M/M1 est de a-torsion, 

tout isomorphisme f : w -E se prolonge à M o 

ii) pour tout u € F et tout f : U-E 1 il existe e € E tel que 

f(u) = ue Vu€ u . 

Un module injectif au sens classique est évidemment a-injectifo Toutes 

les propriétés de la notion de a-injectivité s'appuient directement sur cette 

définition et le lemme (facile) suivant: 



LEMME : Soit O ➔ W ➔ M ➔ M" ➔ 0 une sui te exacte de modules 

On a les propriétés suivantes: 

a) Si M est a-injectif et si M11 est o-li bre, al ors J\'19 

est a-injectif. 

b) Si M' est a-injectif et si M" est de a-:-torsion, alors 

M :!:! M1 $ M" (et a(M) Ë: a(M') $ M") • 

c) Si M° est a-injectif et si M est a-libre 1 alors M" 

est a-libre. 

DEFINITION g On dit qu 1un R-module E est fidèlement q::injectif ([2]) 
ou q-fermé ([1] et [5]) si les conditions équivalentes suivantes 

sont vérifiées 

i) E est a-libre et a-injectif. 

ii) · Pour toute injection M' c-. M telle que M/M' est de a-torsion 

tout homomorphisme f g M0 ➔ E admet un et un seul prolongement 

à M • 

iii) Pour tout homomorphisme g ·~ M1 ➔ M tel que ker(g) et co ker(g) 

sont de a-torsion 9 l'application~ 

(f 1-+ fo g ) 

est un isomorphisme. 

THEOREME 2 9 : Soient a un foncteur noyau et M un module. 

a) il existe à isomorphisme unique,près au plus un seul homo­

morphisme q, : M -+ F tel que 

b) 

1) F est fidèlement a-injectif 9 

2) ker(q,) _&_ co ker(qi) sont des modules de a-torsion ( *). 

Posant M = M/a(M) , soit E(M) l'enveloppe injective (clas­

sique) de M 9 et soit F, Mc F c E(M) le R-module défini par 

F/M = a(E(M)/M) • 

(*) Il découle de 1) et 2) (F est a-libre et ker(q,) est de a-torsion) que 

l'on a exactement ker(qi) = a(M) • 



Alors l'homomorphisme naturel <!> 

conditions 1) et 2) ci-dessuso 

M ..... M/ a(JVI) = Mc- F vérifie les 

Par définition, pour tout module M 9 le module des quotients Q (M) 
a 

et l 1homomorphisme <!>M : M ..... Q
0 

(M) seront le module et l'homomorphisme défi-

nis en b) o 

On voit d'après ce qui précède que Q (M) est l'ensemble des x € E(M) 
O' 

tels que (M:x) = {r € R/rx € M} € F( 0 ) o Cette construction est donc bien celle 

de Lambek ([3], [4])o 

On peut montrer que Q (M) est canoniquement isomorphe à: 
a 

la limite inductive étant prise suivant le filtre des idéaux appartenant à F. 

Nous n'utiliserons pas cette description expliciteP bien que cela soit celle 

qui permette en général le mieux de 11calculer" Q (M) o 
O' 

Remarque~ Il est intéressant de .considérer la sous-catégorie pleine 

9) de R Mod dont les objets sont les modules fidèlement o-injectifso 
O' 

CI est une catégorie abélienne qui possède de nombreuses belles propriétés et en 

particulier est équivalente à la "catégorie quotient" construite par Gabriel ( [ 1]) o 

~ t c'est-à=dire tout module 
O' 

Notons simplement que tout objet de 

fidèlement a-injectif est canoniquement muni d'une structure de Q (R)-module à 
O' 

gauche et que tout homomorphisme de modules fidèlement a-injectifs est aussi un 

Q (R)~homomorphisme, de sorte que tJJ apparait comme sous-catégorie pleine de 
a a 

R Mod et aussi de Q (R)Mod o L'assertion vi) du théorème î exprime simplement 
O' -

que a vérifie la propriété (T) si et seulement si J/J.. = Q (R)Mod o 
O' O' --

II. MODULES DE DEFINITION ET MODULE PORTEURo 

Nous allons introduire deux notions qui sont plus ou moins classiques 

et qui seront essentielles par la suiteo 

10 Foncteur noyau associé à un module et module de définition g 

1o1. Considérées sous l'aspect des systèmes topologisants 

d'idéaux, on voit que l'on peut parler de l'ensemble des localisations sur R. 

Cet ensemble est muni d 1une relation d'ordre~ si o et o' sont deux localisa­

tions, on dira que ac a' si l'on a l!une des propriétés équivalentes g 



6. 1 o. 

- a(M) c a'(M) pour tout module M, 

- F(a) C F(a') (en tant que parties de ~(R)) 
' 

- T cT 
a' 

(en tant que sous-catégories de R Mod) 
a 

- L :::::> L 
a' 

(en tant que sous-catégories de R Mod) 0 

a 

Toute famille 1 a } de localisations, possède alors une borne 
l i :i0 

inférieure notée n ai et définie par : 
iO 

pour tout module M 

ou par 

1.2. Etant donné un module D , on peut rechercher s'il existe 

un foncteur noyau a qui est maximum pour la propriété a(D) = 0. L'enveloppe 

injective E(D) de D étant une extension essentielle de ce dernier, on voit 

immédiatement (I.1.3.a) que a(D) = 0 équivaut à a(E(D)) = 0 ~ de sorte que 

ce ma.ximum9 s'il existe, sera le même pour D et E(D) • 

Pour tout module M , on est conduit à définir un sous-module ,:D (M)cM 

en posant ~ 

On a alors la proposition suivante 

PROPOSITION 1 ([2]) ~ 

n ker(f) 
ù M--,E(D) 

a) la collection des ~D(M) définit un foncteur noyau ~D. 

b) si a est un foncteur noyau, alors a(D) = 0 équivaut 

c) F(~D) = {U c R/Ho~(R/U,E(D)) = O} = {U ( R/Vx € E(D) 

lfil......ê:.. Ur/:. l\nn(x)} " 

on a 



6. 1 Î 0 

On dira que 'tD est le foncteur noyau associé à D (ou la localisation 

associée à D) o Si un foncteur noyau a est égal à 

on dit que D est un module de définition de O • 

pour un certain module D, 

On peut montrer que tout foncteur noyau o admet un module de définition 

(à savoir le module somme directe de tous les R/V qui sont a-libres ([2])). Un 

foncteur noyau admet en général de nombreux modules de définition (D, E(D) et 

les sommes directes de ceux-ci, par exemple). 

1.3 0 Interprétons la notion de module de définition en termes 

des catégories et 

On voit facilement sur la définition de ,:D que E(D) est en fait un 

cogénérateur injectif ( *) de L, • Inversement j si a est un foncteur noyau et 
---,;D 

si D est un cogénérateur injectif de L , on a a= 'tD t en effet, on a alors -a 
L c L -o -,: 

D 
(car D est cogénérateur injectif donc o ::i 'tD et on a aussi oc ,:D 

(d'après la propriété de maximalité de 

En fait 9 le raisonnement que 1 1 on vient de faire avec la catégorie L 
-a 

peut se reprendre de façon identique avec la catégorie @ des objets fidèlement 
a 

a-injectifs~ si D est un module de définition de a, alors E(D) est un 

cogénérateur injectif de J) . Inversement 9 tout cogénérateur injectif de .fil -a a 
est un module de définition de a. 

1.4. Dans le cas particulier où D = R/I 9 I idéal de R , on 

notera ,:1 au lieu de 'tR/I et F(I) au lieu de F(,:R/I), bien que ces notations 

peuvent en principe prêter à confusion. Le système F(I) est bien connu g 

PROPOSITION 2. ([5]) 

sont équivalentes g 

soit I c R un idéal. Les conditions suivantes 

(*) On dit qu'un objet E d'une catégorie abélienne .Q. est un cogénérateur de 

.Q. si pour tout objet X de .Q. on a n (ker(f))= 0. Si l'on suppose de plus 
f:X➔E 

que E est un objet injectif de .Q., il suffit que pour tout objet X on ait 

Hom
0

(x,E) ,/: 0 pour que E soit un cogéhérateur. 



i) U E :H'( I) • 

ii) Hol\(R/UrE(R/I)) = 0. 

iii) Vx € E(R/I)$ U rf_ Ann(x) • 

iv) Vx
1 

E R , Vx
2 

E R-I 9 ]y E R tel que yx
2 

i I ~ yx
1 

E U. 

Les équivalences i) <=> ii) <=> iii) sont une reprise de la :propo­

sition 1 et sont d 1 ailleurs triviales. 

Supposons qu I H existe un homomorphisme non nul f ~ R/U - E(R/I) • 

E(R/I) étant une extension essentielle de R/I , on a alors F(R/U) () R/I f 0 

il existe donc x
1 

E R-U et x
2 

E R-I tels que f(x
1

) = x
2 

(x désigne la 

classe de x modulo I ou U). Alors si yx
1 

E U 1 on a f(yx ) = 0 = yx et 
1 2 

donc yx
2 

E I o 

Inversement, supposons la propriété iv) non vérifiée 9 c'est-à~dire 

que l 1 on peut trouver x
1 

ER et. x
2 

E R-I tels que yx
1 

EU implique 

yx
2 

E I 9 i.eo tels. que (U:x
1

) c (Igx
2

) • On a alors un homomorphisme non nul 

1 R/(u~x
1
) p ➔> R/(ra 2) 

I r (Ï 

- - - - -
X, R/U ______ 

f 1 

qui se prolonge en un pomomorphisme évidemment non nul f;R/U -> E(R/I) • 

COROLLAIRE tSi R est commutatif et si I est un idéal de R 9 

F( I) = { U ç: R/ Ux c I => x € I } • 

En particulier, si ,=i c R est un idéal premier 9 F(f1) = { U c R/U r/:. Ji} 

Soit U E F(I) et x = x
2 

E R-I. Prenant x
1 

= 1 9 il existe y ER 

tel que yx i I et y. 1 E U et donc Ux r/:. I • Notons que cet argument est 

valable sans hypothèse de commutativité et exprime simplement que ~
1

(R/I) = 0, 

i.e o V x /. I ~ ( I ~ x) i F( I) • 

Inversement 9 si U i F(I) , on peut trouver x
1 

ER et x
2 

€ R-I tels 

que ( U:x.
1

) c ( ra
2

) ., JVIais R étant commutatif, on a aussi U c ( ua
1

) , et 

donc Ux
2 

c I , bien que x
2 

n ° appartienne pas à I • 



6.12.(bis) 

2~ Module porteur 

2.1. Soit O un foncteur noyau. On dit qu 1un module P est 

porteur de O si 

a) P f O , 

b) a( P) = 0 , 

c) V Mc P, M f O, P/M est de a-torsion. 

Un foncteur noyau n 1 admet pas en général de module porteur. Cependant 1 

nous verrons que si a vérifie la propriété (T), alors a admet un module 

porteur 9 et cela est encore vrai si F(a) est localement de type fini (cf. IV.2)o 

Par ailleurs, s'il existe un module porteur, il en existe plusieurs. 

PROPOSITION 3. 
Alors 

Soient a un foncteur et P un module porteur de q. 

î) P est extension essentielle de tous ses sous-modules non 

nuls (cela équivaut au fait que E(P) est un injectif indécomposable). 

2) Tout sous-module non nul de P est encore un module porteux 

de a . 

3) pu contient P et est tel que 0 (P') = 0 et 

a(P 1/P) = P'/P, alors P' est encore un module porteur de a" 

4) P est aussi un module porteur de ~p. 

La démonstration s'appuie sur le lemme suivant: 

LEMME~ Soit o un foncteur noyau et P un module a-libre. Si M est 

un sous-module de P tel que P/M est de a-torsion, alors P est 

extension essentielle de M. 

Soit M' c P tel que M ("\Mu= O. Alors le morphisme composé naturel 

est injectif, et P/M étant de torsion, il en est de même de son "sous-module" 

M' "Mais M1 étant un sous-module de P, est aussi 0 -libre et donc on a 

nécessairement M1 =O. 

L'assertion 1) de la proposition 3 découle directement du lemme. 

L'assertion 2) est immédiate. Montrons 3) : d'après le lemme, P' est une 

extension essentielle de P et donc P' est a-libre (sinon 0 (P) = 0 (P 0 )nP;bû). 



Soit M0 un sous-module non nul de P1 
, et posons M = M0 î'I P o Alors M 

est non nul et on a la suite exacte 

0 --> P/M --> P0/M --> P0/P --> 0 o 

Les deux termes extrêmes étant de a-torsion, il en est de même du terme central 

(I 0 1o2 0 ao), et on en déduit que pi/M' 9 qui est quotient de P0/M, est aussi 

de a-torsiono 

Enfin, 1 ° assertion 4) résulte trivialement de ce que 'tp :::::> a ( propo 1 )a 

COROLLAIRE: Si P est un module porteur de a 9 il en est de même 

de Q ( P) o 

a 

D'après la d.éfinition de Q (P) 9 l'assertion 3) s 0 applique à Q (P) 
a a 

(qui contient P)o 

PROPOSITION 4o g Soient P un module porteur d 0un foncteur noyau a 9 

E un module a-libre et f;P - E un homomorphismeo Alors f est soit 

nul, soit injectifo En particulier 9 EndR(P) est un anneau intègreo 

Le module P/ker(f) 9 se plongeant dans E 9 est a-li ore o On a donc 

nécessairement ker(f) = 0 ou ker(f) =Po 

catégorie :» -a 

202 0 Interprétons la notion de module porteur en termes de la 

des modules fidèlement a-injectifso 

On a vu que si P est module porteur de a 9 il en est de même de 

Q (P) qui est un objet de .fD Or, rapprochant la définition d 0un module 
(J -(J 

porteur de l 1 assertion L2o3oCo), on voit que Q (P) ne contient pas d'autre 
a 

sous-module a-injectif que O et lui-mêmeo En d'autres termesj Q (P) est un 
a 

objet simple dans la catégorie :J) 
-a 

Inversement, soit P un objet simple de j) P est non nul et il 
a 

est évidemment a-libreo Pour prouver que P est un module porteur de a, il 

reste à montrer que si Mc P est non nul 9 alors P/M est de a-torsiono Soit 

N9 Mc N c P le sous-module tel que N/M = a(P/M) ; on a a(P/N) ~(P/M)(N/M) 

~ (P/M)/a(P/M) = 0, et il découle alors de L2o3oao) que N est a-injectiL 

Comme N est évidemment a-libre, N appartient donc à JJ et est un sous-
a 

objet non nul (car Mc N) de l'objet simple p ; on en déduit que N = p 
' 

c 0 est-à-dire a( P/M) = P/M o 
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2.30 On voit donc qu'une condition nécessaire et suffisante pour 

que a possède un module porteur est que .:71. contienne au moins un objet simpleo 
a 

Cette dernière condition est satisfaite en particulier si O vérifie la propriété 

Q (R)-modules (cofo 
a 

(T) ;!) 
-a 

car est alors équivalente à la catégorie des 

remarque à la fin du§ L2o3o)o 

IIL PREMIERS A GAUCHE ET IDEAUX CRITIQUES" 

1. PREMIERS A.GAUCHE" 

DEFINITION ([2]) ~ On dit quiun foncteur noyau (ou une localisation 

(à gauche)) n: est un premier (à gauche) de R s 1 il existe un module 

D qui est à la fois un module de définition de n et un module 

porteur de TC • 

Exemples : 

1) Si P est un module porteur d 1un foncteur noyau O ~ alors 

~p est un premier (II.2.1o4o)o 

2) Si M est un module simple, ~M est un premier. Un tel 

premier est appelé premier maximal de R. 

On voit sur ce dernier exemple que tout anneau R possède des premiers. 

Au chapitre précédent 9 (Ir. L3. et IL 2o2oL nous avons donné une int.erprétation 

des notions de module de définition et de module porteur en termes de la catégorie 

:tJ o On voit immédiatement que 1 1 on a le résultat suivant 9 qui est d I ailleurs --u 
la définition de premier selon Popescu ([5]) : 

PROPOSITION 5. :Soit q un foncteur noyauo Les assertions suivantes 

sont équivalentes g 

i) a est un premiero 

ii) La catégorie C:Oa-. dE>S modules fidèlement 0 -injectifs 

possède un objet simple D dont l'enveloppe injective 

E(D) est un cogénérateur de .:J)__ 0 
tï 

Il découle de cette dernière propriété que 3> possède un seul type -a 
d'objet simple" En effet 1 si 

un homomorphisme non nul de 

p est un autre objet simple de :IJ , il existe -a 
P dans E(D) , car E(D) est un cogénérateur 

ectif o P étant simple 1 un tel homomorphisme est nécessairement injectif et 

identifie donc P à un sous-module de E(D) " Alors D n P /:, O et Df"IP = P , 



D ri P = D car P et D sont simpleso 
é 

Cette démonstration scappuyant sur des résultats non démontrés 

(1 1 abélianité de ~ et le fait que le plongement ~ -> R Mod commute aux 
-cr cr --

limites projectives) nous allons en donner une autre démonstration directe, qui 

suinterprète comme suit 

THEOREME 3o ~ Soit n un premier de R. Alors 9 à isomorphisme près 1 

(non unique), n possède un seul module porteur qui soit aussi 

winjectifo 

Soit D un module à la fois porteur et de définition de n • On sait 

que Q (D) est al.ors un module porteur 
n 

wirijectif de n 0 Soit P un autre 

module porteur winjectif de n • Par définition de n = ~D, il existe un 

homomorphisme non nul de P d.ans E(D) 9 et un tel homomorphisme est néces­

sairement injectif (propo 4), de sorte que 1uon peut identifier P à un sous­

module de E(D) o Soient alors M = Pn D et i;M c.....-> P , j~M e,...._..> D les 

plongements canoniqueso Comme P/M (resp. D/M est de n-torsion car P (resp. D) 

est porteur, il existe un homomorphisme ju:p-> D qui prolonge j (respo iu;D _,,. P 

qui prolonge i) car D (respo P) est n-injectif. 

On a alors i 1 j 1 i = i et j 1 i 1 j = j , mais D et P étant fidèlement n-injectif~ 9 

il y a unicité du prolongement et donc i u j = Id, j u i 8 = Id 0 

prèso 

On notera K ce module porteur et winjectif défini à isomorphisme 
n 

COROLLAIRE 1. ; Si n est un premier, les modules porteurs de n sont 

exactement les modules isomorphes à un sous-module non nul de K 
n 

COR OLLAIRE 2., ~ _S_i_"""n.____e_s_t_p_r_e_m_i_e_r_.,_t_o_u_t_m_o_d_u_l_e---=p_o_r_t_e_ur __ d_e_""'n.___e_s_t_a_u_.s_s_i 

un module de définition de 1t Q 

Puisque K est extension essentielle de tous ses sous-modules non nuls 
n 

(prop. 3)~ pour tout P c K non nul 9 on a ~p =~Ko Or 9 parmi ces sous-modules 

il en est un qui vérifie ~p =no 



COROLLAIRE 3c : On a une application naturelle de 1vensemble des premiers 

de R dans les types d 'in,jectifs indécomposables de R Mod, qui à 'Tt 

associe E(P) 9 P étant un module porteur de 'Tt C 

Nous reviendrons ~u § 3 sur cette question. 

2. IDEAUX. CRITIQUES., 

On reprend ici la terminologie de [ 4] qui semble plus adéquate. 

DEFINITION. ~On dit quiun idéal I c R est un idéal (à gauche) critique 

( ou "idéal super-premier" ( [5]) ou encore "idéal premier de Goldman 11 

( [8])) si R/I est un module :porteur pour un certain foncteur noyau. 

Alors R/I est un porteur de ~I (prop. 3) et ~I est donc premier. 

Si R/I est module porteur d 0 un. premier n 9 on dira que I est rcritigue. 

ffiOPOSITION 6. g Soit I c R un idéal. Les assertions suivantes sont 

équivalentes ; I= 

i) I est critique. 

ii) Pour tout idéal 1J ::::J I 9 U € F(I) • 

I= 
iii) V x

1 
€ R 9 \:J x 29x

3 
E R-I 1 3 y € R tel que yx

2 
€ I et 

yx
1 

€ I+Rx
3 

• 

iv) I est irréductible et est maximal parmi les idéaux irréducti-

v) 

vi) 

* bles qui lui sont liés 

I est maximal parmi les annulateurs des éléments d Run module 

injectif (quelconque). 

Il existe u.De localisation a telle que I est maximal parmi 

les idéaux qui n°appartiennent pas à F(a). 

i) => ii) Con1me R/I est porteur et de définition du premier .,-;I f 
pour tout U I, R/U ~ (R/I)/(u/r) est de 't'

1
-torsion 9 c 1est-à-dire 

U € F(I),, 

(*) On rappelle (c:L [4]) que l'on dit que J est lié à l 1 idéal irréductible I si 

J est égal à .Ann(x), 

E(R/I) • 
pour ~artenant à 1°injectif (indécomposable) 

no.,k lllli 



ii) <=> iii): il suffit d'appliquer la proposition 2. 

ii) => iv) ~ toujours d'après la proposition 2, si 

x € (R/I) , on a U i, .Ann(x) ; c'est précisèment dire que I 

les annulateurs des x E E(R/I) • Par ailleurs~ si U I et 

U J I , pour tout 

est maximal parmi 

V::) I , c 1est-à-dire 
(= 

appartiennent à P(I) 
' 

alors Uf"\V € F(I) et n'est donc pas contenu dans I : 

I est irréductible. 

iv) => V) . 
v) => vi) s.oit E un injectif tel que I soit maximal parmi les 

annulateurs des x € E, et soit F = F(~E) • On a évidemment I i F càr R/I 

se plonge dans E o Si U ~ I , d'après l'hypothèse de ma:x:imalité, on a 

U i, &'ln(x) V x € E ., et d I après la proposition 1 9 il en résulte que U € F • 

vi) => i) : nous allons montrer que R/I est porteur de o. Soit 

R/U ~ (R/I)/(u/r) est de 0 -torsion. Or U /:, I ; on a alors U € F(o) et donc 

tous les sous-modules non nuls de R/I sont de cette forme u/r. Montrons que 

R/I est a-libre: puisque I i F( 0 ) , R/I n est pas de a-torsion, i.e. o(R/I) 

~ R/I; mais (R/I)/o(R/I) est a-libre et il résulte de ce qui précède que cela 

n'est possible que si cr(R/I) = 0 • cqfd. 

Remarque On a vu que si deux idéaux U et V appartiennent à un 

système topologique F 9 alors UV€ F. Si I est critique 9 on en déduit que 

si U :::) I et V :::) I , alors mr i:, I La réciproque est fausse, m&me dans le 

' :f I . f. d ' l b . 1 t' cas ou est uni ea i a ere 

COROLLAIRE: Un idéal bilatère I est critique si et seulement si 

R/I est 1m domaine. de Ore à gauche. 

Comme R/I est porteu.r 9 End(R/I) est intègre (prop. 4) ; mais I 

étant bilatère 9 R/I s'identifie à l 1 anneau opposé de End(R/I) • (Il est évidem­

ment aussi possible de vérifier directement que I est complètement premier). 

Montrons que R/I est un domaine de Ore. D'après la caractérisation iii) 1 

si x
1 

€ R et x
3 

€ R-I , on peut (faisant x
2 

= 1) trouver y€ R-I tel que 

yx
1 

€ I+Rx
3

, i.e. yx
1
-zx

3 
€ I pour un certain z € R 0 

Inversement, supposons que R/I est un domaine de Ore, et soient 

x
1 

€ R , x
2

,x
3 

€ R-I. D'après la condition de Ore, on peut trouver y€ R-I 



et z € R tels que yx
1
-zx

3 
€ I , et donc yx

1 
€ I+Rx

3 
o De plus on a alors aussi 

yx
2 

i I car I est supposé complètement premier. Le critère iii) est donc 

vérifié. 

3. CORRESPONDANCES ENTRE PREMIERS. IDEAUX CRITIQUES ET MODULES INJECTIFS. 

PROPOSITION 7. i Soit n un premier, et soit K l'unique porteur 
n: 

winjectif de n. Alors 

Î ) pour tout X € K ' 
.Ann(x) est n-critique. 

1t 

2) tout idéal rcritique est l'annulateur d'un élément x de K . 
'it 

3) si Ann(xL X t E(K ), est critique, Ann(x) est rcritique 0 

n 

Cela résulte directement du corollaire 1 au théorème 3 et pour 

l'assertion 3 de la démonstration v) => vi) > i) de la proposition 6 9 remar­

quant que n = ,:(E(K )) = ,:(R/Ann(x)) car E(K) est extension essentielle de 
1t 1t 

ses sous-modules non nuls. 

Ann(x) 

R/ .Ann(x) 

COROLLAIRE î. ; Si n est premier~ K n'est autre que le coeur(*) 
n: 

de l'injectif indécomposable E(K ) • 
n 

COROIJ,AIRE 2. g Soient I un idéal n-critique et 1 1 un idéal 

n'-critique. Les assertions suivantes sont équivalentes g 

ii) I et I' sont des idéaux irréductibles liés. 

iii) E(R/I) et E(R/I 9 ) sont isomorphes. 

Enfin 1 nous avons besoin du résultat suivant~ 

LEMME.~ Soit E un injectif indécomposable. Le foncteur ,:E est 

premier si et seulement si le coeur C(E) de E est non nul. 

Si C(E) = 0, soit X € C(E) 1 X ~ 0 o D'après la proposition 6 9 

est un idéal critique. Comme E est une extension essentielle de 

(car E est indécomposable)~ on a ,;E = ._ Ann(x) et donc ,:E est 

un premier. 

(*) On appelle coeur d'un moduleA M. et on note C(M) l'ensembl8J\des éléments 
1 injectif indécomposable' < réunion de t of et ' 

non nuls de M dont 1 1 annulateur est maximal parmi l'ensemble de tous ~es Ann(x), 

x € M, x ~ 0. S'il n'existe pas d'élément maximal, on pose O(M) = O. On montre 

que le coeur C(M) de M est un sous-module de Met que si Rest noethérien à gauche, 

M :} 0 implique C(M) /, 0 o 



Inversementp supposons ,;E premier, et soit I un idéal ,;E-critique. 

Commé R/I est porteur 1 il résulte de la proposition 4 que R/I se plonge dans 

E , de sorte que E ~ E(R/I) ( car E est indécomposable) et le coeur de E 

s I identifie à K -/: O • 
,;E 

Rassemblons tous ces résultats : 

THEOREME 49 g Soit R un anneau • .Alors 

1) Les correspondances n 1--> E(Kït) et E 1--> ,;E entre premiers 

et injectifs indécomposables,dont le coeur est non nul sont inverses 

l'une de 1 1 autre. 
i 
1 

2) L'ensemble des classes d'équivalence d 0idéaux critiques (pour la 

relation d'équivalence I .,;·p si I et I 1 sont liés) est isomorphe .à 

1 1 ensemble des premiers à gauche de R. 

IV. APPLICATIONS ET EXEMPLES. 

1. CAS OU R EST COMMUTATIF, 

Il résulte du corollaire à la proposition 6 qu'un idéal I est alors 

critique si et seulement si I est un idéal premier. Par ailleurs, il est aisé 

de vérifier que deux idéaux critiques (premiers) sont alors liés si et seulement 

si ils sont égaux. Il y a donc correspondance bijective entre les premiers 

(localisations) et les idéaux premiers de R, Cette correspondance peut su écrire 

comme suit: 

- A 1 1 idéal premier I on associe le premier ,;
1 

• F( I) est alors 

formé des idéaux U qui ne sont pas contenus dans I (corollaire de la prop. 2). 

- Au premier 1t on associe l'idéal premier Ann(K) (qui est égal à 

Ann(x) pour tout X € K ) • 
1t 

1t 

On peut, à titre d 1exercicep vérifier que K s'identifie au corps 
'TC 

des fractions rationnelles de R/I ( pour 1t = ,;
1

) : nous reviendrons là-dessus 

au§ 5. 

Notons enfin que la relation d'ordre définie par l'inclusion des idéaux 

premiers de R est la relation inverse de celle qui est induite sur les premiers 

par la relation d 1 ordre sur les localisations. 

A ce détail près, on pourra vérifier que, dans les développements et 

constructions des§ qui suivent, on retrouve, si R est supposé commutatifp 
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des propriétés bien connues (et élémentaires) des idéaux premiers. 

2. FAMILLE TOPOLCGIS.ANTE ET PREMIERS. 

Soit a un foncteur noyauo On note Q(a) l 1 ensemble des idéaux I 

qui sont maximaux pour la propriété de ne pas appartenir à F(a) • 

Si I € Q(a) , on a vu (prop. 6, implication vi) => i)) que R/I est 

alors un module porteur de a , de sorte que I est cri tique et que de plus 

a c ,;
1 

o 

Par aille1;œs, si P est un module porteur de a et si O -/= x € P P 

alors Ann(x) € g( 0 ) • En effet R/Ann(x) , se plongeant dans P ~ est aussi 

module porteur de a~ et si U:::> .Ann(x) 
I= 

on a car R/U qui s'iden= 

tifie à un quotient de R/Ann(x) par un sous-module non nul, est de a-torsion. 

Si F(o) est localement de type fini (cf. r.2.1.L et si V/. F(o) ? 

alors l 1 ensemble des idéaux I qui n'appartiennent pas à F(a) et qui contiennent 

V est inductif non vide 9 de sorte qu'il existe d'après Zorn un idéal I € Q(a) 
et qui contient V. 

Montrons qu'il en résulte que l'on a F(a) :::> n F(I) ~ si V/. F(a) 9 

irn( a) 
il existe I E Q(a) avec I :::> V et donc V i F(I) (sinon R/I serait de 

torsion!). Par ailleurs 9 1"1nclusion inverse est aussi vérifiée puisque l'on a 

vu plus haut que si I E g( 0 ) , alors F(o) c F(I) • On a donc l'énoncé suivant 

PROPOSITION 8. ~ Soient a un foncteur noyau et Q(a) comme ci-dessus. 

î) Q(a) est égal à l'ensemble des annulateurs des éléments des modules 

porteurs de a o Et donc Q(a)-/= p équivaut à dire que a admet 

un module porteur o 

2) Si I € Q(o) ~ alors I est critique et F(a) cF(I) (Le. ac,;
1

)o 

3) Si F(o) est localement de type fini (et en particulier si o 

vérifie la pro:priété (T)) 9 pour tout V i F(a) , il existe 

I E Q(o) , I:) V o 

De plus, on a alors ~ 

F(a) = {) F(I) • 
rrn(a) 

En particulier 1 o est l'intersection des premiers qui le contiennento 
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[Il faut faire une mention spéciale du cas où O E F(a) , 

i.e. F(a) est formée de tous les idéaux; alors 3) est 

encore vrai, avec Q(a) = P] " 

3. PREMIERS MAXIMAUX:. 

On rappelle qu 1un premier n; est dit maximal s'il possède un module 

porteur qui est un module simple. 

La proposition qui suit généralise une propriété bien connue dans le 

cas commutatif: si M est un module 9 alors l'intersection des noyaux des 

localisations M-> M 9 pour tous les idéaux maximaux m de R v est nulle. 
m 

PROPOSITION 9. ([2]): L'intersection de tous les premiers maximaux 

de R est égale au foncteur noyau O (défini par O(M) = 0 pour 

tout M). 

Cela résulte directement de la proposition 8 1 car F(O) est formé 

du seul "idéal II R et est donc évidemment localement de type fini. 

LEMME. : Soient n; un premier et P un module porteur de n;. Si 

M est un module simple, M est n-libre si et seulement si M se 

plonge dans P • 

On en déduit que si n;(M) t M, on a n; = ~M maximal, et que 9 si n; 

n'est pas maximal, tout idéal (à gauche) maximal appartient à F(n;). 

En effet~ si n;(M) p M (i.e. n;(M) = 0) , il existe un f~M...,. E(P) 

:rion nul (car n; = ~P) , donc injectif. On a alors f(M) n P-/= 0 et donc 

M ~ f(M) = (f(M) () P) c P • 

PROPOSITION 10. ([2]) 

1) Les premiers maximaux sont en correspondance bijective avec 

les types de R-modules simples. 

2) Le foncteur noyau O est premier si et seulement si tous 

les modules simples sont isomorphes (et O est alors le seul premier 

maximal). 

Notons que si O est premier, alors R possède un seul idéal primitif, 

et n'a donc qu 1un seul idéal bilatère maximal. La réciproque est vraie dans le cas 

commutatif: si R est local et commutatif, alors O est un foncteur premiero 



1) L'application M r--> ~M étant par définition une surjection des 

types de modules simples sur les premiers maximaux, il reste à montrer que si 

Jv1 et M' sont deux modules simples tels que 'l:M = "M' alors M et M0 sont 

isomorphes. D'après le lemme on a Mc M' (car 'l:M1 (M) = 0) et donc M; M' • 

2) D'après la proposition 9, il suffit de prouver que si O est 

premier, tous les modules simples ,sont isomorphes. Soit P un module porteur 

de O (on peut d 8 ailleurs voir directement qu'un tel module porteur est néces­

sairement simple). D'après le lemme9 tout module simple se plonge dans P. 

Comme P est extension essentielle de tous ses sous-modules on en déduit le 

résultat. 

4. LE SPECTRE A GAUCHE. 

Suivant [5 J, on appelle spectre à gauche de R ~ et on note Speg(R) ~ 

l'ensemble des premiers (à gauche) de R. 

Pour tout idéal U c R , on pose 

On vérifie immédiatement que V( 0) = /J , V(R) = Speg(R) 9 V( U) () V( U1
) = V( U t"\U0

) , 

de sorte que les V(U) forment une base d'ouverts pour une topologie sur Speg(R). 

Dire que n appartient à l'adhérence de n' équivaut à dire que 

F(n) c F(,1t1 ) , c'est-à-dire_ 'Ttc n' (notons que la relation d 0 ordre est l'opposée 

de celle que 1 1 on a 1 'habitude de considérer dans le cas commutatif). Il en 

découle que Speg(R) est un espace de Kolmogoroff. 

Cette notion de spectre possède malheureusement un mauvais comportement 

fonctoriel en Ri si f~R - S est un homomorphisme duanneaux, je ne sais pas en 

général (mais je n I ai peut-être pas assez bien regardé) définir d I application 

(continue) Speg(S)...,, Speg(R) • 

Cela est cependant vrai si f est un épimorphisme plat~ si f fait 

de S un R-module plat à droite, et si cr est une localisation sur S, alors 

la collection des 

cr'(M) = ker{M f QÔ M > S 0 M -> S (9 M/cr(S 0 M)} 9 

pour tous les R-modules M, définit une localisation cr' sur R" Si de plus 

f est un épimorphisme d 1 anneaux, on montre alors que cr premier implique cr1 

premier et que l'on a le résultat suivant~ 



PROPOSITION 11. ( [8]) : Soit f~R - S un épimorphisme plat à droite 

et soit a la localisation (qui vérifie (T)) qui lui est associée 

(cf. I.2.2.). Alors on a une application Speg(S) ~ Speg(R) qui à 

n associe le premier n' défini par 

n 1 (M) = ker{ M f&I > S Gg M -> S Gg M/ n(S Gg M)} 

pour tout M € R Mod • 

Cette application est un homéomorphisme de Speg(S) sur la partie 

localement fermée de Speg(R) qui est formée des premiers de R 

qui contiennent a. 

De plus, dans cette bijectionp les premiers maximaux de S corres­

pondent exactement aux premiers de R qui so.nt définis par un idéal 

critique I E Q(o) . 

5. LE CORPS RESID1JEL. 

Soit n un premier de R et soit K le porteur n-injectif den. 
1t 

On sait bien, E(Kn) étant un injectif indécomposable, que EndR(E(Kn)) est 

un anneau local dont l'idéal maximal est formé des endomorphismes f dont le 

noyau ker(f) est non nul. 

PROPOSITION 12. : Soit n un premiero L'anneau k = End(K) des 
1t 1t 

endomorphismes de K est un corps canoniquement isomorphe au cOrps 
1t 

résiduel de l'anneau local End(E(K )) o Pour tout module porteur P 
TC 

de n, End(P) est un anneau intègre qui se plonge dans le corps k 
1t 

On appellera corps résiduel en n le corps opposé (pour des raisons 

qui apparaîtront plus loin) à k 
1t 

Si f E End(E(K )) , on a f(K) c K car K est le coeur de E(K) • 
1t 1t TC 1t 1t 

On définit donc un homomorphisme d'anneaux; 

p ~ End(E(K ) ) --> k = End(K) 

en prenant pour 

surjectif car E(K) 
1t 

1C 1t 1t 

la restriction de f à K O Cet homomorphisme est 
1t 

est un module injectifo Il reste donc à prouver que le 

noyau de p contient 1 1 idéal maximal de End(E(K )) • Si ker(f) f O ton a 
1t 

aussi ker(f) fi K ,J. 0 et on en déduit que ker(f).::) K (i.eo p(f) = O car~ 
1t 

étant porteur~ End(K) ne contient que des morphismes injectifs ou nuls 
n; 



Soit maintenant P un module porteur de n. End(P) est un anneau 

intègre (propo 4). De plus, P s'identifie à un sous-module non nul de K 

(cor. 1 du Th. 3). Notons itP '--> K un plongement de 
1t 

P dans K si 
1t 

f E End(P)P if admet un unique prolongement à K car 
1t 

K /P est den-torsion 
1t 

et K est fidèlement n-injectif, On définit ainsi un homomorphisme d I anneaux 
1t 

qui est injectif. Cet homomorphisme dépend du choix de i • 

Remarque~ Contrairement à ce qu'affirme Popescu ([5])? k n'est en 
1t 

général pas le corps des fractions à droite (ni à gauche) de End(P) lorsque 

P est un module porteur de n. Nous construirons au§ 7 un contre-exemple où 

End(P) est un corps commutatif mais où End(K) = k est une extension (commu-
n 1t 

tati ve) transcendante pure de End ( P). 

Par contre 9 il est possible (conjecture) que End(P) soit toujours un 

domaine de Ore à droite. 

est alors 

identifie 

On a cependant le résultat suivant~ 

PROPOSITION 13. ~Si n est un premier qui possède un idéal wcritique 

bilatère I (et alors I est le seul idéal wcritique) 9 alors End(R/I) 

- qui s'identifie à l'anneau opposé de R/I - est un domaine de Ore à 

droite 9 et k s'identifie au corps des fractions à droite de End(R/I). 
1t 

De plus 9 K = Q (R/I) 
1t 1t 

est muni d'une unique structure d'anneau pour 

laquelle le plongement canonique ~~R/I __,, Q (R/I) soit un homomorphisme 
1t 

d'anneaux. et K = Q (R/I) 
1t 1t 

s 1 identifie alors à l'opposé de k (de 
1t --

sorte que ~:R/I - Q (R/I) 
1t 

identifie ce dernier au corps des fractions 

à gauche de R/I). 

Si I est un idéal n-critique bilatère 9 il est facile de voir que I 

le seul idéal n-critique (prop, 7) et que l 1homomorphisme f t- f(I) 

End(R/I) à (R/I)
0 

, 1 'anneau opposé à R/I ' 

Par ailleu:rs 9 de façon générale si n est premier 1 l'opération 

(f 9x) ~ f(x) fait de K un k -module à gauche. Un k -sous-module de dimen-
n n n 

sion I de K est formé de l'ensemble des x tels que .Ann(x) est égal à un 
1t 

idéal wcritique donné (auquel il faut ajouter l'élément x = o). En effet, on 

a Ann(x) = Ann(f(x)) pour tout x E K et tout f ~ 0 ~ f E k 9 car K est 
n n n 

égal à son coeur. Réciproquement~ si Ann(x) = Ann(y) , on construit immédiatement 

un f E End(E(K ) ) tel que f(x) = y • 
1t 
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Si n: possède un idéal critique bilatère I , on déduit de ce qui 

précède que K est un k -module de dimension (la réciproque étant d'ailleurs 
n: 'Tt 

vraie) et que, si 1 1 on note (jJ:R/I -,, Q (R/I) = K le plongement canonique, 
n: n: 

l 1 application k = End(K)-,, K qui à f associe f(~(î)) est une bijection. 
n: TC TI 

Considérant K comme 1 1 anneau opposé à k, ~~R/I-,, K est alors un homo-
n 1t TC 

morphisme d'anneaux dont on peut vérifier qu'il possède les propriétés désirées. 

Nous retiendrons de tout ceci que K ~ (k ) 0 est un corps qui est 
îC TI 

extension essentielle de R/I. 

Mais R/I est un domaine de Ore à gauche (cor. de la prop. 6) et 9 

notant Q le corps des fractions à gauche de R/I , on a une factorisation 
g 

(dans la catégorie d.es anneaux) 

R/I G > Q 

~t 
K 

qui 9 faisant de K un Q -module (nécessairement libre), implique que Q ~ K 
n: g g n: 

car K est une extension essentielle de R/I. 
n: c,q.f,d. 

6. EXEMPLE. 

Soient A un anneau, Z son centre, A O son anneau opposé. On 
0 considère alors 1 1 anneau R = A<-ii>zA • A est canoniquement muni d'une structure 

de R-module à gauche (i.e. de A=module bilatère) grâce à 1 opération 

((aQ a'), b) 1---> aba 1 • On a un homomorphisme naturel de R-modules à gauche 

pgR-,, A 9 défini par p(aQ a 1
) = aa' ~ qui identifie A à R/C où C est l'idéal 

à gauche de R qui est engendré par les éléments a Q 1 - 1 ~ a , a E A. Il 

est souvent agréable de considérer un R-module à gauche comme un A=module bila­

tère1 nous utiliserons parfois cette facilité. 

Nous allons nous intéresser aux premiers n de R qui possèdent un 

idéal n-critique qui contient Co 



PROPOSITION 14. I c R est un idéal à gauche contenant C et 

tel que l I idéal bilatère f' = I/ C c A est premier ( au sens habituel) 2 

alors I est critique. De plus 9 si B est un idéal bilatère de A 

(i.e. un sous-R-module de A) , A/B 

p- 1(B) € F(I)) si et seulement si 

est de ~
1
-torsion (i.e. 

B if = I/C • 

Ce résultat, qui est à rapprocher du corollaire de la prop.osi tion 2 v 

découle de cette même proposition 2 appliquée avec soin. 

COROLLAIRE g Si 1& est un pre1üer pour lequel il existe un idéal 

bilatère premier -p cA tel que p-1(-p) soit 7rcritique, alors 

p-1(TC) est le seul idéal w-critique contenant c. 

On a une application injective (cf. prop. 7) de l'ensemble des idéaux 

premiers bilatères de A dans l'ensemble des premiers à gauche de R = A &,
2
A

0 

Malheureusement~ il exi.ste des idéaux cri tiques I c R contenant C et tels 

que I/C ne soit pas premier. Par exemple, on peut vérifier que si A est 

1 u anneau des matrices triangulaires de rang 2 sur un corps commutatif, 1 1 idéal 

C est cri tique bien que O c A ne soit pas premier. 

Si I est un Idéal cri tique contenant C 9 alors End(R/I) est un 

anneau intègre et commutatif ~ intègre car R/I est porteur, commutatif car 

R/I s'identifiant à l'anneau A/(r/c), on vérifie que EndR(A/(r/c)) sniden­

tifie au centre de cet anneau. 

Je ne sais pas si 1 on peut en déduire de ma.nière générale que le 

corps résiduel k1:
1 

est commutatif. Nous verrons que cela est vrai dans le 

cas particulier où I = p-i (Tl ) 9 f' c A premier o 

Si M est un R-module à gauchej on dé 

m € M tels que Ann(m) :'.) C 9 Le. am == ma 'Il a € A o Un homomorphisme f:M - M' 

envoie z_/M) dans ZA (M') • 

Les considérations faites lors de la démonstration de la proposition 13 

montraient que si TC est un premier 9 k = End(K ) s'identifiait à l'ensemble 

des X 

de la 

1t 1t 

€ K tels que Ann(x) est un idéal TC-critique donnéo Joint au corollaire 
TC 

proposition 14 9 cela donne 1 1 énoncé suivant . . 
PROPOSITION 15. ~ Soient ,P c A un idéal bilatère premier et 

'.lt = ,; i 
p- (-p) 

De plus, k 
1C 

le premier associé. Alors k su id.entifie à 
TC 

est un corps commutatif. 
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La seule chose que nous n'avons pas démontrée est la commutativité de 

k O On pourra d'ailleurs sé passer de cette démonstration directe (qui est assez 
'1t 

technique 1 bien que naturelle) puisque nous allons donner une description expli-

cite de k dans ce cas particulier~ la commutativité de k ressortant immé-
'1t '1t 

diatement d.e celle-ci O Donnons quelques indications sur la manière d I établir 

cette descriptiono 

On note A' = A/'f' et on se donne un plongement d_e A' dans K 
'1t 

Si f E K soit Bi CA' l'idéal bilatère de A' (sous-R-mod.ule à gauche de 
n; 

f- 1(A 1 ) A') défini par B' =A'r'I 0 B' est non nul, L'homomorphisme f induit 

par restriction un homomorphisme de R-module à gauche 

Inversement, si B1 est un idéal non nul de A' et si f' est un 

R-homomorphisme comme ci-dessus~ f 1 se prolonge de manière unique en un 

endomorphisme de K 
'1t 

B' c.._> A' C-> K avec K /B 1 de n-torsion, 

fil 
1 TC :f 
1 

'-1/ 
A' > K avec K fidèlement rc-injectif, 

TC 

On vérifie que deux homomorphismes f~ et f 2 comme ci-dessus 

définissent le même élément de K si et seulement si il existe B' P 

'1t 
Op B' c (B1 n B') tel que fi et fi aient même restriction à B' o 

1 2 1 2 
Considérant alors en particulier les "germes" d'homomorphismes sur des idéaux 

bilatères principaux de A 1 , on obtient alors l'énoncé suivant~ 

PROPOSITION 160 g Soient A un anneau. 1 un idéal premier de 

TC=~ le premier associéo Alors le corps résiduel 
p-1(r1) 

s'identifie au corps commutatif L construit comme suit g 

A 

k 
'1t 

Posons A'= A/p 
tels que b -/= 0 

, et soit E c A'xA' l'ensemble des couples 

(a,b) 
-

et axb = bxa pour tout x f A' o 

On définit u...ne relation d'équivalences sur E en posant 

(a,b) ~ (a 1 ,b 2
) si et seulement si on a l 1une des propriétés (équi­

valentes) suivantes 

V x f A0 
9 axb' = bxa 1 ou Vx € A' ~ a'xb == b'xa 
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Soit L le quotient de E par cette relation d 1 équivalence? 

et soit a/b la classe de (a,b) dans Lo Sur L on définit une multiplica­

tion et une addition ayant les propriétés suivantes i 

a/b+a 1/b' = axb'+bxa' 
bxb 1 

axa 1 

(a/b)(a 1/b 1
) = -bxb' 

= 
a 1x'b+b 1x'a 

b 1x'b 

a'x'a 
b'x'b ' 

où x et x' sont des éléments quelconques de A' tels que bxb 1 et b'x'b 

soient non nulsc 

L1isomorphisme L - k associe à l'élément a/b l'unique prolon­
n 

gement à K de l'homomorphisme 
1t 

f' ~ (b) --> A' = A/-f -c--> K 
1t 

où (b) désigne l'idéal bilatère engendré par b dans A1 
9 et où f 1 est 

défini par f(b) = a (cet homomorphisme bilatère est bien défini si et seulement 

si axb = bxa V x € A 1 ). 

7. UN CONTRE-EXEMPLE. 

Comme nous l 1 avons annoncé 9 nous allons donner un contre-exemple à 

l'assertion de Popescuo Nous allons construire ce contre-exemple dans un cas 

où la proposition 16 si applique ~ la description explicite que 1 1 on y donne 

i:enforce en effet l'impression que k est le corps des fractions de 
n 

End(A/f) t et cette proposition serait vide s'il en était bien ainsio 

Soit h un corps commutatif quelconque 9 Nous allons construire un 

anneau A possèdant les propri,étés suivantes ~ 

- A est une h~algèbre de centre ho 

- A est intègre. 

Si n = ~C désigne le premier à gauche de R = A~A
0 

associé 

à l'idéal premier Oc A , alors k est un corps commutatif 
'TC 

extension transcendante non triviale du corps h = EndR(A) des 

endomorphismes du module porteur A • 
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7.1. Construction: 

Nous allons, de façon à atteindre notre but sans utiliser la propo­

sition 16, construire non pas un mais deux anneaux A et B. 

Soit G un sous-groupe additif de R , pour lequel nous supposerons 

qu'il contient Z: Z c G c R. 

Soient F c E c NxNxG les ensemble définis comme suit 

E = { ( t 9n ,g), t E N, n € l'if, 0 .$, n .$, t, g E G} 

{( ) G n(n+1) n(2t-n+1)} F = t ,n ,g , t € IN, n € IN, 0 ~ n $, t , g € , 2 ~g~ 2 ° 

On munit E d'uns structure de monoïde unitaire en posant 

et on vérifie alors que F est un sous-monoïde unitaire de E, 

On munit E d'une relation d 1 ordre total compatible avec sa structure 

de monoide en posant 

soit t < t' 

(t,n,g) ~ (t' ,n 1 ,g 1
) <=> soit t=t' et n<n' 

soit t=t 1 
, n=n I et g.$g' • 

Pour e, e', e" € E on a alors les équivalences 

e' .$. e" <=> e' e < e" e . ' . 
Si h est un c.orps commutatif, soit A = h[F] (resp• B = h[E] la 

h-algèbre du monofde F (resp. E), c'est-à-dire l'ensemble des sommes finies 

x =Ex .e, e E F (resp. E), x € h, x = 0 sauf pour un nombre 
e e e 

e 
fini d'entre eux. 

Si x E A (resp. x € B) est non nul, on appelle degré de X l'élément 

de F (resp. E) qui est maximal pour la propriété X /: Ü • e 

7.2. Etude des anneaux A et B : 

A et B sont des anneaux intègres. En effet, si X I= Ü et y -1= 0 

appartiennent~ A (resp. B), leur produit xy est non nul de degré égal à 

deg(x).deg(y) (pour la loi de composition.de E). 

Si x € B commute avec les deux éléments (1,0,0) et (1,1,1) (ces 

deux éléments sont des monômes de A~*!) , alors son degré est nécessairement 

de la forme (ü,O,g) , ce qui implique que x € h[G] (qui se plonge dans B 

(*) dans le cas où G = Z c R, on peut vérifier que ces deux éléments 
engendrent la h-algèbre A. 



grâce à l'injection naturelle G c E). Inversement, si x E h[GJ c B, on 

vérifie que x est alors dans le centre de B. 

Si l'on considère l'homomorphisme A(:.._> B défini par le plongement 

F c E, et si l'on pose ZA(B) = {x € B/xa=ax \;/a€ Al , on a donc démontré que 

ZA(B) est égal au centre de B, ce centre étant h(G]. Le centre de A n 1 est 

alors autre que ZA (A) ZA (B) n A=h[G] ()A = h • 

Montrons que ZA(B) engendre B tout entier en tant que A-module à 

gauche (ou, ce qui revient au même, en tant que R-module à gauche). Pour tout 

monôme (t,n,g) de B on peut en effet écrire 

(t ) _ (t n(n+1)) (o O . n(n+1)) ,n ,g - ,n, 2 • , sg- 2 

où le premier monôme appartient à A et le second appartient à h[G] = zA(B) 

Montrons enfin que B est une R-extension essentielle de A. Les 

monômes (t,1,1) et (t,1,t) appartiennent à A pour tout entier t fo O, et 

si (t 1 ,n 1 ,g•) est un monôme quelconque de B, on vérifie que 

appartient à A si t est supérieur à un entier qui ne dépende que de t' 

n 1 et g' • On en déduit que, si x E B est un polynôme quelconque, on peut 

trouver un entier t suffisamment grand pour que 

( t ' 1 ' 1 ) .x O ( t , Î ) 

appartienne à A. Ce dernier étant non nul si x ! 0 car B est intègre, on 

en conclut que B est une extension essentielle de A en tant que R-module. 

7.3. Conclusion~ 

Les notations étant toujours celles du§ 6, l'idéal premier O de A 

définit un premier rc pour lequel R/C = A est un module porteur. 

Comme B est une extension R-essentielle de A, on a B c ER(A) • 

Comme C est critique et que, par définition, An~(x) => C pour tout x € zA(13), 

on en déduit que ZA(B) est contenu dans le coeur Kn de E(A) • Comme le 

R-module engendré par ZA(B) est B tout entier, on en conclut que B est 

contenu dans K 
TI 

et est donc~ comme A, un module porteur de n. 
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On a EndR(A) = h = centre de A, EndR(B) = h[G] = ZA(B) • Il est 

clair que les endomorphimes de A ne sont autres que les multiplications par un 

scalaire 1 et donc que ceux-ci se prolongent en des endomorphismes de B, de 

sorte que l'on a les inclusions naturelles 

End(A) = h c..-> End(B) = h[G] <:--> End(K) = k 
ît 

k contient donc nécessairement le corps des fractions de 
n: 

Par exemple 9 si G est un sous-groupe libre de rang a de R ( et il existe 

de tels sous-groupes pour tout cardinal a inférieur à la puissance du 

continu) 1 le corps des fractions de h[G] est une extension transcendante 

pure de degré a de ho Si G est quelconque, ce corps des fractions est 

une extension transcendante quelconque de h. 

On pourra véri.fier, en s I appuyant sur la proposition 16, que k est 
1t 

exactement le corps des fractions de h[GJ • 

Notons qu'avec de tels exemples formels (i.e. ne faisant pas intervenir 

la nature du corps h) on n'a aucune chance de trouver de contre-exemple où k 
ît 

soit une extension algébrique (non triviale) de h. La chasse à de tels contre-

exemples reste ouverte. 

[2] 

[3] 

[ 4] 

[5] 

[ 6] 

[7] 
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I. UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX NOETHERIENS A GAUCHE ESSENTIELLÈMENT 

BORNES A ~AUCHE. 

LEMME 1. Soit A un anneau dont tous les idéaux. premiers sont des 

idéaux. à gauche de type fini. 

a) tout idéal I de A contient un produit fini d'idéaux 

premiers contenant I 0 

b) les idéaux premiers de A vérifient la condition maximale. 

a) Sinon 9 considérons l O ensemble E des idéaux. ne possédant pas cette 

propriété. E qui est un ensemble inductif ( car les idéaux. premiers sont de 

type fini) admet un élément maximal I o I contient un produit de deux. idéaux 

I, r
2 
f l 9 donc I i E 1 d'où la contradiction. 

b) Soient (Pi)i€1N une suite croissante d'idéaux premiers de A 9 

P = U P. ; d I après 
' 11\T 1 

a) 9 il existe des idéàux premiers Q, 
1 

1€ .. , 
nant P tels que S = il Q. soit inclus dans 

' l. 

ait 
l. 

Sc P • il en résulte facilement n ' = p 

P o Il existe 

i ,< i ~. p conte­

n tel que 1 ° on 

DEFINITION 2. On dit qu 0un anneau A est essentiellement borné à 

gauche s 1il vérifie la condition suivante: 

Pour P € Spec{A) 9 tout idéal à gauche essentiel dans 1 ° anneau 

A/P contient un idéal bilatère non nul. 



tels que 

PROPOSITION 3. Un anneau A qui vérifie les conditions suivantes 

a) tout idéal premier est un idéal à gauche de type fini. 

b) A est essentiellement borné à gauche 

est un anneau noethérien à gauche. 

D'après le lemme 19 il existe des idéaux premiers 

ooo P • La considération de la suite: 
n 

• 0 0 p C O O O C P. P. 1 0 0 0 p C P. 1 
n 1 J.+ n 1+ 

000 p C 000 CA n 

où les modules facteurs sont de type fini 9 permet de se limiter au cas où A 

est premier. DI après le lemme 9 il existe un idéal premier P 9 maximal pour 

la propriété A/P n 1 est pas noethérien à gauche. Dans l'anneau B = A/P si 

J est idéal à. gauche essentiel 9 il est facile de montrer que A/ J est un 

module noethérien et B est noethérien à gauche ce qui contredit 1 'hypothèse 

faite sur P • 

IL ~AUX PRE}UERS ET INJECTIFS INDECOMPOSABLES. 

DEFINITION 4. On dit qu'un anneau A est un anneau de Goldie à 

gauche s'il vérifie les conditions suivantes . 
0 

a) AS est de dimension de Goldie finie .(-x-) 

b) les annulateurs des sous-ensembles de A vérifient la 

condition maximale. 

On rappelle que si A est un anneau de Goldie à gauche semi-premierj 

A admet un anneau total de fractions semi-simple Q qui est 1 1 enveloppe 

injective de AS; si A est premier Q est un A-module injectif isotypique. 

Soit A un anneau; on considère la condition suivante 

(*) Si E et E
2 

sont deux: injectifs indécomposables non isomorphes, 
·1-

alors Ass(E
1

) ~ Ass(E
2

) o 

LEJVIME 5o Soit I un idéal d'un anneau A qui vérifie(*) o Alors 

l'anneau B = A/I vérifie(*) • 

les 

Soient F
1 

F
2 

deux B-modules injectifs indécomposables, 

A-enveloppes injectives (indécomposables) respectives de F
1 

et 

(*) AS désigne l'anneau A considéré comme A-module à gauche sur lui-même 0 



On a Ix = o} 

F
2 

= {x € E
2 

lx = üt 
Ass(E

1
) = Ass(F

1
) ; Ass(E

2
) = Ass(F

2
) la conclusion résulte trivia­

lement de ce qui précède. 

PROPOSITION 60 A un anneau satisfaisant les conditions suivantes 

a) Les idéaux premiers sont des idéaux à gauche de type fini. 

b) A/P est un anneau de Goldie à gauche. pour P € Spec(A) • 

c) A vérifie (*)o 

Alors A est un anneau noethérien à gauche 2 essentiellement borné à 

gauche o 

Il suffit (prop 0 3) de montrer que A est essentiellement borné à 

gauche et de supposer A premier (lemme 5)o Soit I un idéal à gauche essen­

tiel de A qui ne contient pas d'idéal bilatère /: 0 (donc qui ne contient pas 

un produit fini duidéaux premie~s), maximal pour cette pro:priétéo Alors I est 

r\-irréductible et 1°on a t(AS/I) = 0 ~ de plus pour tout idéal à gauche J 

vérifiant A:::) J f l on ai 

[t(Asf J) ru(J/I)] 2 .s; t(A/I) = 0 • 

Comme A est premie~ 9 la relation t(A
3
/J) ~ 0 implique t(J/I) = (0). 

Ce qui prouve que Ass E
1 

(o) où E
1 

= E(A
3
/r) ~ E

1 
est donc isomorphe à un 

facteur direct indécomposable de l 8 enveloppe injective E(A) ~ qui est à sous­

module singulier nul, ce qui contredit Phypothèse I essentiel. 

THEOREME 7o A un anneau noethérien à gauche. Les conditions 

suivantes sont équivalenteso 

a) A est essentiellement borné à gauche. 

b) L'application E _,, Ass(E) est une bijection de 1uensemble 

des classes d 0 isomorphismes des modules injectifs et indé­

composables sur Spec Ao 

a)-> b) Soient E
1 9 E

2 
deux injectifs indécomposables tels que 

Ass E
1 

= Ass E
2 = l P} On pose : 

F1 :::: {x E: E/Px = o} 

F2 = {x E: E/Py = o} 



F 
1 

.. et F 
2 

sont deux A/P-modules injectifs et indécomposables tels que 

Ass F
1 

= Ass F
2 

= (o). Il suffit donc de considérer le cas P = (o) 

Pour tout X E (resp. E2) 9 X /.: Ü , f (x) n 1est pas un idéal 

gauche essentiel 9 car ,e(Ax) = (o) on en déduit que E1 (resp. E2) est 

module à sous-module singulier nul 9 E1 et E2 sont donc isomorphes à des 

facteurs directs indécomposables de 1 1 enveloppe injective E(A) , cormne 

est isotypique E
1 

et sont isomorphes. 

à 

un 

E(A) 

b) => a) 0 Cela résulte de la proposition 6. Nous allons en donner 

une démonstration plus directe. Rappelons le résultat suivant i 

PROPOSITION 80 Soit M un module de type fini M f O, sur un anneau 

noethérien à gauche A • existe une sui te d.e composition --------------=-----
( 0) c Mi C o •• C M. C M. 

1 
C •• o C M = M n 

J. 1.+ n , 

telle que 

2) Il existe un idéal premier qui est lu annulateur de tout 

sous-module ./= 0 de 

Soit J un idéal à gauche essentiel d 1un anneau premier noethérien 

à gauche A qui vérifie la prcpriété b). 

On pose M = A
8
/J et on désigne par (Mi) une suite de composition 

' M· 1/'fff· de As/J décrite par la proposition 80 Quel que soit :x: € i+ • ·-:i , Ann x est 

un idéal à gauche essentiel et la propriété b) implique alors P. :/=. 0 ; l 1idéal 
l. 

b = II P. est un idéal différent de O (car A est premier) qui est inclus 
i J. 

dans J • C oQoF oD o 

PROPOSITION 9. Soit A un anneau noethérien à gauche à idéal 

singulier à gauche nul o 

a) si J est un idéal à, gauche essentiel et /)=irréductible, 

alors Ass(A/J) = {P} , ~ P est un idéal à gauche 

essentiel o 

b) tout idéal à gauche essentiel I , contient un idéal 

bilatère différent de zéroo 



a) si P n'est pas essentiel 9 il existe un idéal à gauche X f O de 

A 9 tel que P n X = ( 0) ; Ass(X) = { P
1

} ; P
1 

= Ann (X) • On en déduit PcP 
- 1 

La relation P
1
x = 0 implique P

1 
s P 9 où X s P. Comme J est essentiel 9 

on a P f P
1 

(théorème 7) et par suite on a X s P 9 d 0 où X= (o) contradiction. 

b) C0 est une conséquence immédiate de la proposition 8 appliquée en 

A-module A/I ( on a TI P. c I) 
. 1. 

et de la propriété a) • 
1. 

DEFINITION 1 O. On appelle anneau de JVIatlis un anneau noethérien à 

gauche, tel que tout injectif indécomposable f O soit de la forme E(A/P) où 

P est un idéal premier de A o 

COROLLAIRE~ Pour un anneau noethérien à gauche 9 les conditions sui­

vantes sont équivalentes~ 

a) A est un anneau de JVIatlis. 

b) Pour P E Spec A tout idéal à gauche f O de A/P 

contient un idéal bilatère -/=, ( 0) • 

Exemples~ (P. Gabriel) A est un anneau noethérien à gauche essentiel­

lement borné sous les hypothèses sui.vantes 

X 
1 9 o o o 9X 

n 

pour tout id.éal à gauche I de A 9 il existe n éléments 

de A/I tels que 

n 
Arrn(A/I) = (') Ann(x.) o 

1. 

Cette condition est vérifiée pour un anneau A tel que 

a) le centre z(A) est noethérien. 

b) A est un z(A)-module de type fini. 

Problèmes ~ 

1) Soit A un anneau tel que les idéaux premiers soient des idéaux 

à gauche de type fini. Les idéaux bilatères de A vérifient-ils la condition 

maximale ? 

2) Soit A[G] un anneau de groupe noethérien à gauche. Sous quelles 

hypothèses A[G] est~il essentiellement borné ? 

G0 KRAUSE ~ On fully left bounded left noetherian ringso J 0 A1gebra 

(à paraître). 
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