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SUITES D'INTERPOLATION HARMONIQUES

INTRODUCTION.
Soit RTH le demi-espace, RT+1 = {z = (x,y) € Rm+1, yVER, y> O} ;a
. m+1 . . 1 £-x
chaque point z = (x,y) de R, on associe le noyau de Poisson Pz(g) =5 P(—y—) ,

c y
o P(g)=—2_ [1].

m+1

( | £’ 21 )T
P 14 . . m+1
On appelle kG 1'espace des fonctions harmoniques dans R+ et dont les valeurs
au bord appartiennent a P (A), 1<ps<+eo, ol A estlamesure de Lebesgue sur R™.

‘-f_:,p est aussi 1'espace des intégrales de Poisson de fonctions de LP().

Soit ¢ = {Zn , neN} une suite de points de RTH ; ondit que ¢ est d'interpo-

lation _ LP  si 1'opérateur Tp, 1< ps+o, défini sur EP par:
m

Y u €‘ép, Tpu = {u(zn) yﬁ R n€N} est surjectif sur £P) ; on dit que o est

fortement d'interpolation, si de plus, Tp est continu de’ &P ~ dans ePmN)

on dit que o possede la propriété d'extension linéaire bornée de oP (N) dans ‘ép si

il existe un opérateur borné Up de Bp (N) dans ‘ép tel que TpUp = identité sur

pP@).



2.

Dans [2] , L. Carleson et J. Garnett montrent qu'il y a deux conditions nécessaires
pour que ¢ soit d'interpolation L°°,

a) La suite o doit étre séparée, c'est-a-dire :
(S) Tc>0, VKON, VELEN, k¢l = lzk-zela-cyg ;

b) o doit &tre une suite de Carleson, c'est-a-dire qu'il existe C > 0 tel que
pour tout cube € ayant une face sur 1'hyperplan {y = O} et de c6tés paralleles aux
axes et d'aréte s(Q) ona:

(C) b2 ylr? < C s(Q)™.
Zn€Q

Réciproquement, ils montrent [2] :

THEOREME [_1 Carleson et J. Gar‘nett] . Les conditions (S) et (C) sont vérifiées

si et seulement si la suite o est 1'union d'un nombre fini de suites oy i=1, ..., n,

telles que o U 0 soit d'interpolation L”.

Utilisant d'une part les techniques introduites dans |:2_‘ et d'autre part les techniques

de fonctions maximales B J, , on montre le

THEOREME 1. Soit ¢ une suite vérifiant (S) et (C) ; alors, pour 1< p < +%,

i

¢ est 1'union d'un nombre fini de suites s i=1, ..., n, telles que in Gj est

fortement d'interpolation 1P ; de plus, in oj possede la propriété d'extension

lindaire bornée de  @P(N) dans &P.

Réciproquement, on a



THEOREME 2. Sila suite o esttelle que, pourun p, 1<p<+4e0, 0o est

1'union finie de suites O i=1, ..., n, telles que inch. est fortement d'interpola-

tion LP alors o vérifie les conditions (S) et (C).

J. Garnett (communication privée) a montré le théoréme suivant, meilleur que notre

théoréme 2, avec des arguments analogues a ceux de |__2] .

THEOREME EI GARNETT] . Silasuite ¢ esttelleque, pourun p, 1<p=<+ox,

o est 1'union finie de suites 0 i=1, ..., n, telles que 0 U oj est d'interpolation

1P, alors o vérifie les conditions (S) et (C).

Les théoremes 1 et 2 se généralisent dans le cadre abstrait défini par L. Hormander
I_B_] et pour une classe de noyaux plus généraux que les noyaux de Poisson et qui vont étre

définis maintenant.

1. NOTATIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

O. g sera l'exposant conjugué de p, = 1.

Ray e

1

— +

P
LQ(x,p)

1. On note, vxeERM et Vp (>’b,‘|le cube de R™ de centre x, de cOtés

paralleles aux axes, et de cdté s(Q) = p ; a chaque point z = (x,y) de Rm+1 et a
chaque o> O on associe le cube B(z,a) =Q(x , ay). On peut alors définir la fonction
maximale ainsi b] :

vieL (), VzeRm”, ¥V a> 0, onpose

v (2) < f £ lan
«” Q(x',p)DBz x) Q(X ,P) l Qkx',p)

ousi E est mesurable dans Rm, IE I désigne sa mesure de Lebesgue.



2. S0it o = {Zn R neN} une suite de points de RT+1 . Il est facile de voir que

la condition de Carleson est équivalente a la condition suivante, encore notée (C) El] :

JC>0 t.q. pour toute suite finie J de N, ona:

©) > Bz ,nl<cl U BE,nl.
ned n’ nej "
On en déduit trivialement des que o«=1: Z ‘B(z , Q) ’ <cad®|u B(z_,«) l .
ned n ne n

De plus, si (C) est vrai on a le théoréme de Carleson-Hormander [—3_| :

p m_.p|llP
Vp, 1<p<ow, VEeLF(A), ngNlB(zn,a)l(Maf)p(zn)SCoc Bp ”pr

la constante Bp ne dépendant que de m etde p; lecas p =+ donne alors

rslg;;\l (M )z ) =< Hfl ‘oo.

On aura besoin de la variante suivante du théoreme de Carleson-HOrmander, variante
qui s'en déduit de suite : si C1 et C2 sont deux constantes et si, Vx> O, ona

C,a< oc(zn)sC VneEN, alors

1 2@

m_-m _m
C

P P P
(1.1) Vp, 1<p<+w, VIELF(X), T ‘B(zn,oc(zn)*Ma(zn)f)p(zn) <CC,Cl Bp ”pr .

n

3. Soit {kz , zeRfH} une famille de fonctions normalisées dans L1(A) ; nous
supposerons que les éléments de cette famille vérifient la condition suivante :

Vz:(x,y)eR‘f”, Va1, VEER®

K (¢)] <A o —] )+ T A 1 (
L 2 * TBlz,%) XB(Z’“)€)+1=1 " lok,e)) XQ(x’pi)g)

ou Xg est la fonction indicatrice de 1'ensemble E c Rm, A est une constante ne

dépendant que de m, les Ai’ iEN, ne dépendantquede m et « et vérifiant

[e0]
(_21 Ai)->0 quand « > +%, etenfin ViEN, Q(x,pi)DB(z,on).
1=



5.

oo
Posons A'=A+ _]r'ﬁ z Ai’ on voit que A' est borné indépendamment de «

«  i=1
et on a Vf€L1(/\), Va=z1, VzEg,

]k lan <A o™ — [y — t]
ij R T J:3<z,oo o oo, j@(x,pg

donc, par définition de Mogf’
(1.2) j'fl sz lax < A «"(M_£)(2).

si BSz,q) = RM\ B(z,x), on voit que (N) entraine :

vn>0, 3a=1, t.q. VzE€o, z=(x,y), V&R,

o A
Ik l (£)< E——ﬁ r -1 ! ( ],
Z(ﬁ) XBC(Z,oc) £)<n B(z.9) XB(Z,a)(£)+i=1 7 r—_\Q(x,pi) XQ(x’pi) £)

© A,
avec X —77—151, d'oli :

i=1
(1.3) Vi€ L1(A) U» . sz‘ < 2n(Maf)(z).

B™(z,«)
4. La relation (N) prouve, puisque k, est borné dans LT(/\) que :
1 1 m

: | qQ AP, P .
(1.4) sz.lp <AT ATy Py

on fait 1'hypothese supplémentaire suivante :

38,20, Ta,>1, 3650 t.q. VZ€RT+1, VZ‘€R_T+1 avec

lz-2' |2 cy, Vaz= Oy Vo' 2 oy VB< Bo et quels que soient les ensembles
mesurables F_c B(z,q), F,c B(z',«') vérifiant ‘FZ 1 <3 81/2 lB(z,oc) I ,

iiFZ, @s 331/2 ‘B(z',o&’)‘ on a, posant

Ez’z, = (B(z,a)\Fz)U (B(z‘,oc')\FZ,):
. m m m m L 1
(1.5) | Oyt k, w0y Tk )@Y K+ ay'P TEZ.)' > 5( APy [x [PP( ] %y [ |90
E



ou A, X', u, u' sontdes nombres complexeset 1<p<+e; si

=0, (1.5) se réduit a

;\U=“l
j ™ ik 1226 @ £
z,0)\F é’/mg &

(1.6)

5. On suppose encore (uniquement dans le but de montrer le théoréeme 2) que
ml o vwe RTH t. gq. B(z,a) 2 B(w,a) alors

Ay>0, Vaz1, VzER]

(1.7) \j Bz a)

6. On appelle ‘ép R

29y ™ (z = (x,y)

1'espace des intégrales de fonctions de LP())

1< p=x 4%,
m+1

ue‘ze,p siil existe fe€ LP(1) telle que, Vz€R

contre la famille de noyaux kz

u(z) = Jf k .
gy m-+1
Compte tenu des propriétés de {kz s z€R+ } on peut montrer, par une methode

standard [1J que u possede des limites non tangentielles presque partout et que ces

presque partout.

limites sont égales a f
Si o est une suite dans R_{_+1 on définit enfin 1'opérateur T _, 1<p< o,
m p
ainsi: Vue€<$EP, Tpu:{yp u(z), zeo}.
; pour

7. Exemples. Soit k (£) une fonction radiale dans L (A)NL (1)

k(g%) ; alors cette famille de noyaux vérifie

1
posons kZ( £)= =

2= (x,y) € R
y

toutes nos hypotheses.
“m

Le cas le plus intéressant est celui ot k(£) = T car alors les intégra-

14| 5} 2)T

m-+1

les contre ce noyau ne sont autres que les fonctions harmoniques dans R



~J

2. DUALITE ET INTERPOLATION STRICTE.
m

Soit o = {zn R n€N} une suite dans RTH on note E(p) = {quz R zeo}
cette suite de noyaux presque normalisés et ‘f‘,g le sous espace fermé dans LP())

engendré par E(p).

On rappelle que E(p ) est une base de ‘ég équivalente a la base canonique de
Qp (N) sion ala relation :

m

2.0 2050, va={anen} e, Bl < I5a, 33k, || < ol
l’l

On peut alors énoncer le lemme de dualité suivant.

LEMME 2.1, La suite o est fortement d'interpolation 1P y 1<p=s+o, si

E(Q)

et seulement si est une base de ‘&g équivalente a la base canonique de  BI(N).

Preuve. Supposons que ¢ soit fortement d'interpolation 1P et soit
m

p .
z C k, (¢), ona:
n n

a= {an , n€NjL c Py, #(¢)

Hf!l SupHgH IZ a yglJTk gl

geLP(),

. |
N—— Ha;.q sl < ol )

Réciproquement, puisque Tp est surjectif et continu, il existe g€ LP(A) tel

que Tpg = {an \an |q—29 neN} et Hg”p =D, HaHg'1, D, provenant du théoreme

de 1'application ouverte et étant indépendante de a.

On a donc :

2wl = kl, o], < o, li- Il

d'ol Hf“q = > a1 oy <a , Tpg)l la‘I
q



Supposons maintenant que £?  soit une base de ‘ég équivalente a la base

canonique de Bq(N), etsoit g dans LP(\); ona:

- P -
HTngp—aSé%q(N) |r‘? a, ¥y, jg kzn d/\‘ -asgiepq lj’fgd)\‘

bl 1

oul'onaposé f=2Z a yﬁ k, , mais par hypothése on a Hf”q < DHqu donc
n

b gl < ol

*
Pour montrer que Tp est surjectif, il suffit de montrer que Tp, 1'adjoint de

’Lp’ vérifie une inégalité HT: a”q p-_ [1) Hqu ; Mmais pour a= {an,nQN} €gQ(N) on a

« o m * '
(Tb a) = n=21 a yﬁ kzn et par hypothése, on a bien HTp a”q = I-)Hqu'

On dira que ¢ est stirictement d'interpolation 1P si o estfortement

d'interpolation 1P et si, de plus, le dual de ‘ég est isomorphe a ‘ég ; on a alors

LEMME 2.2, Si o0 est strictement d'interpolation Lp, 1<p<+40, alors

o possede la propriété d'extension lindaire bornée de £ P(N) dans e P,

Preuve. Puisque o est fortement d'interpolation 1P alors ZI9 est une base
de ‘ég équivalente i la base canonique de 8 (N) grace au lemme 2.1, puisque
‘ég est isomorphe au dual de ‘z%g, il existe une base, duale de Eq, dans & g,

c'est-a-dire une famille Z'P = {pn , neN} c‘ég telle que

(2.2) V n,n'€N, (pn,

S

: kzn'> =6, v etilexiste D,>0 t.q.

vb={b, neN} € 8P@)

(2.3) 1—31—2 Hb”p < “r‘z: b anp < DZHpr.



Soit encore b = {bm n€N} clP@N) on pose Up(b) =Z by P grice a
n

(2.2) HUp(b)Hp < DZHpr et griace a (2.2) on a bien Tp Up(b) =

3. LE THEOREME 2.

On va montrer le théoréme suivant.

m+1

THEOREME. Soit ¢ une suite dans R telle que pour 1<p<+00, ¢

soit 1'union de suites Oy i=1, ..., n vérifiant o4 U O'j est fortement d'!interpola-

tion LP, alors o véritie (S)et (C).

Que o vérifie (S) est immédiat. Montrons que ¢ vérifie (C) ; il suffit de

monirer que 0o, vérifie (C).

Or, puisque Tp est continu, on a, pour z ¢ RTH

HTp kZHg <HT Hp sz”%; mais gréce a (1.4)on a

m
(3.1) i‘«‘ ]yrﬁjkz Ezn[p < HTpHp c? y avec C, =A% AP

mais ‘jl{ k 12 ljp k_k 1- |J§ k k l et utilisant
zZ 2 B(z,a) % “n BS(z,a) % “n

(N) ona | Kk | <32 A, 1 J
BS(z,q) Z Zn 1 T QP5) dpCe smal

Z
x,p;)  n

mais Q(x9pi)2 B(z,x) donc lQ(x,pi)IZym désque o=1 etona:

o0
| ok <y [l (za) sy™anz a
c zZ Z . i
B (z,«) n Zn =T i=1
o0
prenons « X &  pour que ( ZA. ) % et utilisons (1.7), il vient

i=1



10.

- Y _-m
(3.2) JJkZ k, | 22y
n
reportant dans (3.1)

(%/)p y_mp ot qE yﬁ’ < HTDHD Cﬁ) y—m(p-l) d'olt
, ta

B(z,,®) € B(z,a)

> Bz, s HTpHp ch B(z,0) .

z t.q. B( 0‘)C:B(z,on)

z
n,

m+1

. » onen déduit

Le a, ne dépendant pas de z, et 2z étant quelconque dans R

aisément le théoreme 2.

4. REDUCTION DU PROBLEME.

m+1

Soit 0 = {Zn , n€N} une suite de R+

qui vérifie (S) et (C) et soit

fc1P(A); ona ”Tpf“S:er) yl: ‘Jf l—{zn‘p donc, grace a (1.2)

HTprg <A'Z IB(zn, 1) '(M1f)p(zn) donc par (1.1), puisque o est de Carleson,
n

1/p ~1/p
(4.1) HTprpSA' c BprHp
et 1'opérateur Tp est bien continu de IP(A) dans €P(N).

On va maintenant réduire le probleme. Reprenant le découpage de [2] , on constitue

1

m+ ‘ . ‘ .
dans R+ un réseau et puisque ¢ est separée, on a :

il existe deux constantes C, et C2 positives telles que, pour tout «= 1, on peut
diviser ¢ en une union finie ¢ 17 o0 O telle que
o

Vi€|:1, ...,no:],Vzecri, I «(z) avec C1aSo&(z)SC2<x et Vz'€c,, ona:



11.

ou bien B(z,x(z))N B(z',«z")) =0
(4.2) {soit B(z,x(z)) c B(z',x(z"))
ou bien

soit B(z',x(z')) c B(z,«(z)).
Le nombre n o e dépend que de la constante de (S) et du nombre «.
On va maintenant raisonner sur 0,
Construisons les générations au sens de Carleson-Garnett : V z y € oi, on pose

G1(Zv) = {2“6 oL B(z“)c B(Zu) et B(ZM) maximal}

G2(zv)= {UG1(Z#) , zue G1(Zv)}’ etc...

ol 1'on note en abrégé : B(z) = B(z,«(z)).

Puisque, a fortiori, o, est une suite de Carleson, (C) entraine

z lB(zv) I <C Cg’ o ‘ U B(zu) ‘ , ol J estune sous-suite finie de N ; posant
ved veld
alors, comme dans [2] , t = z |B(z ) I , il vient

N 2 ec (z) K

- g n Yy

z t <C Cgl o ‘B(ZV) | ; pourtout B >0, ilvientdonc q €N avec
n=1
(4.3) z t <B‘B(z )1

n v
naqo

de plus cette relation est uniforme par rapport a z, € rp

On peut donc partager o, enune union finie o4 i’ i=1, ..., n, telle que
9
2]
A . . ’
ajsi z, € Gq(zu), q< Ay alors Z, et z, sont dans des oi,j différents
b) Pour z, c Gi , <¢chaque Gi 3 contient au plus un point 2z tel que

1 29 K

Blz,,az, )) " Blz,,uz )} =0 et

/2 Blz,,a(z,) | 2

(4.4) < < B
|B(zy ,oc(zu) B



12.

Posons s = o, U 0 it onaalors V z“ € s il existe au plus un Z#' dans
,it

s tel que B(Zﬂ) N B(ZN ) # @ et (4.4) vrai ; posons alors Gi(zu) la premiére

énération de z relativementa o. . si z €o¢0. . oua o., ., sSi 5
g M i, p %4, i, (7PN
£ A
z €0., ., cClest-a-diresi z €o0. .: o g
K i3 M 1,] Z, /
///,
\_/

Ga(zu):'{zveoi,j t. q. B(zu)c B(zy) et B(Zv) maximal}

de méme si z € o,

u ir,j pour la

On définit G'{(zu) la premiere génération de z,

suite ol il n'est pas, en excluant zu '

si z, €0, ., GlYz )={Zv€01'

1 i3’ 12y Zvi’ézun B(ZV)OB(Z#')#@ et

’J'l ’
B(z,) N Blz,) maximal}

P~11 " —
5i zueqi',j" G1(zu)"{zv€01,j’ zv;éz#,, B(zv)ﬂB(zu);é(ZS et

B(zv) N B(ZM) maximal} .
On pose encore F(z )= U B(Zv) ;
ZU€Gi(z“ UG'{(ZM)
grace a (4.3)et (4.4), ona
(4.5) Pz, | < £ Bz, | <3 8" |B(z,) .
zveGi(zﬂ) U G‘1‘(z“)

De 1la méme maniére, on définit G!(z

1 ), G‘{(zu,) et F(zu,) etona:

# !

(4.6) Pz, )| < > 8z,) | =382 l8(2, )|
ZueGi(zu)UG'{(Zu)

5. LE THEOREME PRINCIPAL.

On va montrer que, pour 1< p <+, on peut choisir convenablement les constantes

pour que s soit d'interpolation stricte 1P,



13.

11 suffit de montrer qu'il existe K > O telle que si {ak , KEN } est une suite
m

de BYN), alors il existe {bk , keN} € BP@) telle que, posant f = E by yg K
m

%
et g=§?ae yg kzg on ait :
m m ,
(5.1) ‘{f,gﬂ = lu,).“,, a, BV yﬁ y?, J.kzu szi > KHqu Hpr ;
en effet, on sait déja, en utilisant Holder et la relation (4.1) que :
1 1 1 1
(5.2) Hpr < Adcd BquHp et Hqu <A'PCP BpHqu
m
et donc (5. 1) prouve alors que {yg k . 9€N} est une base de ‘ég équivalente
Y

3 la base canonique de @9(N) et prouve aussi que le dual de ‘62 est ‘&g .
Soitdonc z €s, etsiilexiste z ,€s telque B(zu) N B(z,,) £Q et(4.4)

vrai, on pose

(5.3) E, = (B(z,)\ F(z,)U (B(z, )\ Flz,,).

Si Z n'existe pas, on pose
(5.4) E,= B(z )\ F(z ).
Comme dans [2] , les Eu sont disjoints sauf si Eu = Ev auquel cas, ona u=v
ou u'=v,

Soit {EV , VEN } une indexation sans répétitions des Eu ; on a alors, posant

av,=bv,=0 si Z,, n'existe pas :
m m
- p p F
I(f,g)‘- | EJ(aV v, K, +a, v, kK, ')f
VY v 7
v m m
+EI (@ y° k. +a ,yP k )f'
pyJdpc vV Tz, v' Ju! Z,
v
soit |<f,g> ‘ > 111|- |12|.



14.
m

: m
Voyons  I,. 12=2Jc (au ys k. +av,y5,kz ) E
B —— v Ey v v'
et ES = (Blz,\ Flz,)° N (Blz, )\ F(z,,,)F
m m
donc ,I .SE X ,a lyp ‘k Hf|+2j Ja ‘yp,l Hf\
2 7 dmere)E Y e, v, o T

mais (B(z, )\ F(z,))" =B°(z)UF(z,) et (B(z, )\F(z,,))" =B (z,,)UFl(z,,)

cela induit une décomposition de ‘12 | :

\IZI SIB+I4+IS+I6'

m
Voyons 13. 13=5 XBﬁ ‘av {ys ‘kzv‘ ‘f'
~1/p
N m
Par Holder, on a |13| < H{au}llq |};‘ yV( JBi ‘kzu Hf th

grace a (1.3), il vient alors

1/p
1,1 = 1{a, } i, 2n Ex_m 2|B(,) l(Maf)p(z,,)ﬂ et

utilisant (1.1)

1
(5.5) 113‘ <2ncP BpH{aV}’,!q Hpr.
m
Voyons 14. I4=z3 JBCV, Iay.'yg. 'kzy'uf‘.

Le méme raisonnement que pour 13 vaut et on a

(5.6) \14 | <on /P BpH{av,}Hq Hpr.

m
Voyons 15. 15=55F ‘avlyg lkZVHfI
v



15.

1/p
par Holder, on a : |15| < H{au}Hq [%‘ y?}( JFV lkZV ' ’f l)p]
d'olu

50 Iyl s e o lets,) |<j Hmp]

mais, a cause de la définition de F,, ona:

J Ikz e < z I lkz £ ]
F 2y 2,€G1(z,)UGH(z,) IB(z,) “v

v [

el < 2 M agm ] ],
J.F Zy zy€G1‘(zV)UG'1'(zv) 2 B(z,) B(zu)

4

1 .
Posons U, (f)= z j 'f } , il vient, en remarquant que :
v 2,€G}(z,)U Gi(z,) |B(z,) 9B(z,)

1 8z, )1/;) (ls(z“)l )Vq :
Bz, | (IB(Z,,H B(z,,) B(z,)

et en utilisant Holder :

() { [B (z ).} { \B Z )| (J’ lfl
U (B =
v z, €G‘UG" B(z,) z, €G'UG" B(z | B(zp)

IB(Z“ ‘ 1/2
mais (4.5) implique z = <38
zueG;UG‘{ B(Zv)

! j’ tl <M fz,) d
t @—l B(ZL’) (XZ,U onc

1 1

Bz, )]
(f)<3q Bﬁ{ y

M P(z,,)
2, eG'UG" IB(z ) " }

reportant dans (5.7) il vient :
1
1 \SBCIJAC“‘C—‘L;l Z_q cme{a }H {a‘mE\B(z )| z lB(Z )I(M f)p(z f
> 21 V.4 v v Z, €G'(z UG"(z)
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S = Gz, )U Gz, ) estune suite de points distincts

On remarque alors que
v

de s etdoncque S estde Carleson de constante C ; (1.1) implique alors :

. =k d® oo, Lkl

olt K est une constante numérique.
m
Voyons 1,. I=2J 'a.‘y,‘k ||f|
—0C 0 YR, VY

Comme pour 15, on obtient
1

(5.9) | =k 879 ™l{a, Hlg Tl

De (5.5), (5.6), (5.8) et (5.9) on tire

5| = ], fonc® 5 (o, 1. + s, 1 ok 5 (la, Hl +Hay

Soit
1
1/p % m]
5.10 1, <l Lol 20 /7 8 i g% o).
m m
. ~ P
Voyons maintenant 1. I, _zj(avyﬁkz +a,, ¥k, ')f
Ve, v v
m m m m
ona I ==2j @ Yk +a .,y .k Yo vk +b , vy % )
1VE vy Tz, V! v'zv, vz, v'uzu,
m m m m
+Z EJ‘ (a ypk + a yp k Xb yq k +b yq )
v utv vvzv v'!'vp! Zv' [T u [TRERTA z“,
woit 11, I I |- Ix .
Voyons 18
m m

m m
I,=2 Z}j‘ (a Yk +a ypk )(b vd & +byqi? )
8 v utvJE vvzv ! v'z u Mz

on majore 18 par les valeurs absolues dans les intégrales et on pose



m m
P
g E'a y k +a vy, Kk ;
v v' ! z,
remarquant que E CEZ pour K #V ona
m
q
.Igl_EJ ‘buy“kzu+b#,k“”g’

u
Cette série se traite alors exactement comme 12 enéchangeant a et b et p et q;

il vient donc par (5. 10)

1
5.1 ] = [l bl fenc/s + s am].

Voyons enfin 17 .

m
_ p
L _ZS(aV v, K, +ta,,y
v E v
'
gréce a (1.5) on sait qu'il existe b = {bu, ueN} € bP(N) tel que

m
— q —-—
k, +b, vy, k, )

p! v v

Soig
< .oig

'k, Mo,y

5.1 1> ol bl

On a finalement : l(f,g) 1 > ‘17‘— ‘IZJ - '18'
remarquant que Hg”q < K! Ha“q grice a (5.2) de méme Hf“p < K"Hb“p, on choisit

d'abord o assez grand pour que

1/p 6
' S
(5.13) 2nK' C/PB < g
et pour que

(5.14) ankn c /9 By < g

ce qui est possible gréce a (1.3) ; ensuite on choisit B8 assez petit pour que
(5.15) KK" o

5
g
(5.16) KK" B°P oM < g .
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Ce qui est possible grace a (4.3) ; de (5.10), (5.11) et (5.12) on tire alors
[
[<t,e3l = [l Tbll,

ce qui prouve (5. 1) et achéve la preuve du théoréme.

REMARQUE. Les inégalités (5.15) et (5. 16) ne peuvent étre vraies simultanément
que si :-’ et (1] sont strictement positifs donc si 1< p < +» ; toutefois, si p =+,
on montre, en prenant g dans @ , que: ,g21 = silall ligil . ; on retrouve

t t d L (x) ¢<t,e> 2 8 H1H H<=° t
ainsi le résultat de L.. Carleson et J. Garnett, mais comme on n'a pu choisir g dans

(°°) . . . . ]
ﬁs on ne peut plus affirmer que s est strictement d'interpolation L et donc que

s a la propriété d'extension linéaire bornée de e®mN) dans LZ()).
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