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II.0 INTRCDUCTION AU DEUXIEME FASCICULE
part

P. BRAFFCRT

On trouvera dans ce fascicule, un certain nombre d'exemples de ce qu'on

peut grouper sous le terme général de ‘“systéme LIMA",
Il s'agit donc de systemes de marnipulation de symboles spécialisés
ce aul les distingue, notamment, des systémes AUTCHATH.

L'avantage esf évidemmernt que l'on peut choisir, pour les objets formels

que l'on manipule, une représentatior interne  soigneusenent étudiéde pour

améliorer les performances des "manipulateurs",

L'inconvénient est, bien entendu, le manqae de souplésse qui rend tres
difficile toute extension du grsteéeme.

Nous présentons ici deux aprlications caractéristiques des systémes
LIMA :

LIMA A, systdme de marnipulation algébriques

LIMA 0, systéme de manipulaticn des limites,
ainsi que deux applications plus orientédes vers les problémgs linguistiques

de 1'informatique :
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- le systéme de vérification de la correction des programmes développé
3 1'Université de Entschede.
—~ le systéme d'analyse syntaxique et sémantique développé a 1'Université

de Florence,

Tous les systémes présentés dans ce chapitre souffrent évidemment des
limitations lides & la nature méme d'APL , qui est leur commun langage

d'implémentation,

I1 n'y a pas trop lieu de s'en préoccuper tant qu'on demeure au niveau

de 1'expérimentation,

Mais dans la mesure ou l'on se propose de construire des systémes
destinés & une large utilisationy il convient de revoir de trés pres le
langage de programmgtion lui-méme tant en ce qui concerne la structure des

donnééds qu'en ce quil concerne les technigues de compilatidn et dtinterprétation.,

Ces points sont abordés dans le troisiéme fascicule,
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I.Introduction,

Dans le cadre du projet LI Zénéral (construction d'un langage inté-
ractif pour les mathématicgues algorithmiques), la phase NO' eét consacrée
4 la réalisation de LIMA particuliers, destinés & déterminer avec préci-
sion les bescins varids des utilisateurs, et & vérifier sur des cas particu—
liers 1' adéguation des opticns principales du projet LIMA (choix du lan~

gage APL et de sa syntaxe, symbolique tres développée, etCo..) aux

probldmes courants du mathématicien [1] .

LIMA A est ainsi un -largage destiné & manipuler des "expressions
algébriques", qui a été concgu dans le but de pouvoir'aisément exprimer et
résoudre cef%ains probléemes de manipulation de'polynﬁmes, dont le prototype -
donﬁé par un mathématicien dﬁ groﬁpe ECSTASM; était le suivant : on
considére, dans 28 , les 256 vecteurs n'ayant que des O gﬁ des 1 pour
coordonnées, que l'on note : X, (ms ig 256) (dans un certain ordre). On
veut, suf 1'ensemble des polyndmes & 256 @ indétermindes sur % , considérer

les 256 relations d'équivalenée (R.) : X?‘; 5 < x. ,x.>X.
i i j<i 1703 J

(oh' <a,b> est le produit scalaire dans Z8) , et le problémevconsiste

4 trouver les polyndémes réduits équivalents & des polyndmes tels que

3 5

X2 X34 par exemple,

(L'origine de ce probléme, une conjecture tres abstraite en géomdirie
algébrique, est un bon exemple des demdndes inattendues de calculs simples

mais trés pénibles, que peut &tre amené & formuler le mathématicien pur).

A partir de ce probliéme précis, une version “initiale"™ de LIMA
a été réalisée, puis élargie enfonction des premiéres critiques des utilisa{
teurs. Toutefeois, la version qui va étre décrite est encore loin de satis—

faire tous les besoins du. mathématicien en matitre de manipulations algé-
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brigues (ni méme la plupart d'entre eux) la Section-algébrique du
systéme LIMA définitif, méme si elle conserve la plupart des idées de
LIMA A, devra par exemple y adjoindre un systeme de résolution d'équa-—

tions (& coefficients littéraux).

Les problémes principaux résolus par LIMA- A sont essentiellement
<3

linguistiques : comment comnuniguer sous une forme compacte la liste des

relations d'équivalence donrée. plus haut, par exemple <%

I1 est formé, d'une part, de prcogrammes de calcul dans un anneau de
polynomes arbitraire (c'est-d-dire que 1'anneau des constantes, noté A ’
peut é&tre quelconque, sous réserve que les calculs y soient déja soumis &

des algorithmes), ayant un.nombre quelconque d'indétermindes. Cet anneau -

sera noté B dans la suite. D'autre part, un analyseur assez complexe

manipule un langage qul permet, comme on le verra auw §4,'d'exprimer aiséuent

les "longues" expressions citées plus haut,
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veeey X ] @

t ok '
II. L'algebre A[X, , X, "

Structure

L'algebre des polyndmes & n indéterminées sur A~ est définie formell
meht comnie 1'ensemble des suites d'éléments de A indéxées par i dont
tous les éléments sauf un nombre fini sont nuls. On la munit dés lois
d'addition comme module sur A ((ai) + (bi) = (aii+ bi)) et de la multi-

plication définie par la formule :

. . = . b ~Y 2 ). - ~ (s . . .
1’12 9es0y ln) z al X j Pour (l) + (J) \11712’ 11‘

(ag) x o)y

Pour ces deux lois, on voit aisément que l'on a bien une structure
_d'algdbre sur A ; elle satisfait, si la multiplication de A est comuuta-
tive, & une X "prépriété universelle™ qu'on peut décrire en introduisant
les indéterminées Xi ‘(1 1 RS n) ¢ ce sont les suites nulles pour tous

les. indices sauf (0,0,...,0,1,0,...) ol 1e 1 se trouve & la i eme place.

Mars, si on donne des valeurs indétermindes, elles se prolongent d'une

maniére et d'une seule & des valeurs des pélynémés ([2]).

Si A est un anneau commutatif unitaire, l'addition, la multiplicatior
et les substitutions se comportent donc de fagon régulidre, Sinon, les
formules données plus haut conservent un sens (si l'addition est associativ%

et commitative) ; mais la structure résultante n'a que peu d'intérét 3

on s'est efforcé dans LIMA A de donner aux programmes effectuant ces opé-
rations la plus grande généralité possible, mais cependant l'utilisateur gu
Qoudrait travailler avec une multiplicatioé dans A non distributive gur |
1'addition par exemple aurait intérét a vérifier les détails du programme

PHULT !
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ETxponentiation.
LIMA A n'utilise que trés peu de résultats théoriques, mais le calcul
des exponentielles de polyndmes a été simplifié par les remarques sui-
vantes : Si P=T, + T + oo + T, P" est 1a somme de tous les termes

1 2 k

de la forme :

; n
T, 1xT 2x ... xT k avec 1, +n_ + ee. + n =n

Cette formule permet déja une simplification importante, mais si A
‘est intdgre et si m est.la caractéristique de A, c'est-a-dire le plus
petit a pour lequel a Xy =0 pour tout y de 4 , on a

m

i m i . : .
P = T1 + T2 + eee + Tk (CQ gu'on démontire en remarguant gue m (qul est

alors premier) divise tous les coefficients multinomiaux saut ceux <égaux

Ce cas est gsuffisamment iuportant pour &tre testé séparément, et

1'utilisateur a donc intérét & fournir la caractéristique de A quand il

la connait,

Représentation canonigue.

On sait gque tout éliment de A[X1 s X seces Xn] s'exprime comme scmue de

2.
prdduits dtindétérmindes et d:dléuwents de A , termes appeléds monimes.

Le programme travaille naturellement dans cette base, ol les algorithme de

calcul vont &tre donnés au ¥ suivant,

Dérivation.
Tne notion de dérivée formwlle existe pour les anncaux de polyndmes, en

1'absence méue de ﬁoute structure topolosique sur A . L'une de ses
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définitions possibles consiste & plonger B dans B[Y] , et a définir
la dérivée Jdu polyndme P par rapport a4 l'indeterminée X comme le

coefficient de Y (dans B[Y] )du polyndme P(5; X, + Y5...) - P(53 Xi Seee

/

LIMA A pourrait appliquer directewent cette définition, mais il est

plus commede d'utiliser la lindarité de la dérivation, et le fait que
————— = nX (En n'oubliant pas d'annuler les termes pour lesquels n

est multiple de la caractéristique de 1l'anneau A). »va

Plus généralement, une théorie de la différentiation est possible, et

certains utilisateuré de LIMA A auvraient aimé pouvoir manipuler la
. différentielle totale DP ; définie par :

VDP=Z~(P‘ ) DX,

RS SR

ol les DXi sont de ﬁduvelles indétermindes (en fait, cela veut dire que
1'on comﬁénce‘par plonger B dans un nouvel anneau de polyndmes C , ajant
deux fols plus de variables que le précédent). Mais outre que cela elt posé
de ditficiles probiémes de notafion, et que ltadjonction de nouvelles va-
riables, sans &tre impossible, est assez pénible en LIMA A , la répétition
de ce processus pour atteindre les différentielles d'ordre supérieur
pqraissait presque incomvpatible avec les options déid prises. On y a donc
pro&isoirement renonné, se réservant d'y revenir lorsqu'un systéme plus
élabéré peraetira de meilleurss manipulations (internes) des objets et des

noms,
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III. Techniques de calcul.

Représentation interne.

Un polyndme est représenté par une matrice T et un tenseur H

H est la "pile des coefficienté" : on suppose que tous les coefficients
de A sont représentés en APL par des tenseurs de némes dimensions
(figées par 1'utilisateur en début dd session) et H a une direction de
plus, dans laquelle les coefficients du polyhéme s'empilenf.‘ T est formée
des cades des mondmes, qui sont des vecteufs, et 3 la méme longueur 4'empi-
lement que H . Les termes nuls n'apparaissent pas, et le polyndme nul est

codé par une matrice et un tenseur de l'ongueur O .

Le code des mondmes est une option essentielle de LIMA A . Si le
nombre des indéterminées n'est pas trop grand, le codage se fait en modile :
chaque mondme est codé par le vecteur des exposants de toutes les indéter—

minées. Sinon, on passera en mode 2 , ou le code fait précéder chaque expo-

sant de 1l'indice de 1'indéterminée correspondante.

D'autre part, si les entfiers (indices et exposants) de ce codage ne sont
pas trop grands,on peut obtenir un chage“sgpplémentairé (et un énorme
.géin de place en mémoire) en passant en mode 3 et 4 reSpeétivement s les
vecteurs sont alors considérés comme des entiers écrits envbasebassez grande,

chaque mondme est représenté par l'entier obtenu.

Dans ces modes, l'utilisateur doit étre fertain qu'exposants et indices
ne dépasseront pas la Aﬁmite gu'il fixe en passant en mode 3 ou 4 , car

sinon les erreurs commises ne sont pas toutes diagnostiquées par le systiime, |

Dans tous les cas, les algorithmes que 1l'on va décrire ndcessitent que

les temmes des polyndmes soient classds. On utilise donc un ordre lexico—



ITr. 1.8

graphique, (qui se ramene en modes 3 et 4 & la simple comparaison de
deux entiers), et qui sous entend que les variables sont classées par

ordre d'indices. Ainsi,

x> ()%, > () )% (1)t

L'algorithme de tri.
Une fois effectudée une opérétion sur des polynémes, le résultat n'est en
général plus classé ; or pour regrouper les termes identiques, il faut a
peu prs autant d'opérati&ns que pour tout reclassér c'est pourquci on
s'est arrété A cette deuxieme solution; beaucoup plus aisé dans les
manipulations qu'elle permet. Mais pour classer un ensemble de n données,
il faut & premidre vue (en employant la méthode évidente consistant &
rajouter un terme & chagque fois). ﬁ2/4 opérations ; la technique sophisti-
quéé gue nous allons décrire, n'en prend gque kn logn (oh k  est une
constante) ; toutefois, il est plus rapide d'employer la méthode naive X

si . n est tres petit.

Tout d'abord, on remarque que la réunion de deux listes déia classdes
se classe aisément en comparant les deux plus petits termes : on wet le
plus petit eomme premier élément de la liste réunion, et on recommence avec

ce qui reste. Ainsi, chaque X-élément n'est testé qu'une fois.

On procede alors dans le cas général .par dichotomie : on comuence par
classer les é1éments deux par deux, puison réunit les listes deux par
deux (obtenant des ensembles classés de 4 éléments) et on recommence, pour

avoir des ensembles classés de 8, 16,... éléments,

Au cours de cet algorithme, on peut méme regrouper les terme semblables

qui apparaissent, & condition de garder trace des débuts et fins des sous-—

listes déja classés.
J
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Addition

L'addition n'est u'une réunion de deux polyndmes, il suffit donc d'effec;
tuer les additions dans A au fur et & mesure qu'elles se prdésentent (et

d'éliminer les terites dont le coefficient devient nul).

Multiplication

Elle se fait en deux phases : d'abord, on calcule l'ensemble des produits
des termes deux & deux, puis on appliquéul'algorithme de tri (1égtrement
modifié, car des suites partielles déja c;asséesassezllongues résultent

de la multiplication d'un termé‘du premier polyﬁéme par le second).

Exponentiation

En dehors du cas trivial o P n'a qu‘un terme, et du cas ou 1l'éxposant
est la caractéristique de A‘(ou un de ses multiples), on applique directemer
la formule multinomiale, qui de plus donne un résultat déja classé si P

n'a que deux termes. Sinon, on termine par 1'algorithme de tri.

Substitution

11 nevs'agit que des substitutions de la forme : P remplace

n n n : n n n

(X, ! . X.2 oo X.k ) dans Q . La recherche du mondme X,1, X 2... X‘2 )
i 1 i 2 3

5 i
dans les termes de(1<pas si facile en wode 2 et 4) vne fois faite, il faut
calculer Pn éh n est le nombre de fois ok le mondme apparait dans un
terme ; et substituer; le calcul de PnA n'est fait qu'une fois pour les pe-
tits exposants (n é 4) et 1é résultat est stockd ; une foié ies subsiitu-

tions faites, on trie le résultat.

Dérivation

On dérive " terme & terme" la recherche de l'exposant de Xj eat trés

aisée, et le polyndme reste classé aprés la dérivation.
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IV Le langage de LIMA A.

Les trois niveaux du langage.
LIMA A est essentiellement un langage-conversationnel. Le mode fondamern—
tal est donc, comme en APL ', le mode exécution, ol chagque instruction
‘est -X immédiatement aﬁalysée, et le résultat igprimé; Mais d'autres

e

commandes réclament une exécution différée : ce sont d'une part les sous—
programmes, pour lesquels les conventions sont analogues & celle d'APL,

’ o o "1‘.v R
de l'autre les régles de "simplifitations'", gui ont une syntaxe spéciale
et qui ne sont analysées qu'au fur et & mesure des besoins. Enfin,

1'ensemble des commandes-systemes est plus développé que dans les LIMA

précédents, et possede un aspect intéractif qui n'existe pas en APL.

Le wode exécution.
&) Alphabet.

Les caractéres du mode exécution sont : les lettres et les
chiffres ; les symboles qpératoires + , = 3 X 5K !) les opérateurs
vectortels v, o et, ; les “"opérateurs " ',/, § e% p 3. .les
relations = , £ : les Séparateprs (,)‘;'[,] ;< ,‘> s A € le
symbole fonctionnel ¢§ , l'affectation « et le "quad" © , la

“substituation® -

b) Vocabulaire

On wrra, dans le paragraghe consacré aux commandes--systéme,

couwment sont affectées les lettres respectivement aux com: tantes de
l'anmmeau A auvx indéterminées des polynbmes, et aux polyndmes eux-méumes,

Dans tous les cas, un nom se compose d'une lettre non soulignde, ol

de 1l'une des trois lottres P, ou R, suivie éventuellement soit

~
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d'un entier explicité (sans blanc séparaaeur) (par exemple 4 ;
X2 3 Q457) ; soit d'une expression entre crochets (Par exemple £

A[1]) ;s B[w+ 2] 5 x[3; M 8]).

Les seuls noms de fonctions permis sont de laforme & suivi
d'un entier explicité, ou d'une expression entre crochets.

(ie 3 ; o[1 + 4]) .

Le systeme ne distingue pas entre polynlmes et entiers ou
veclteurs d'entiers au niveau des noms ; les deux types sont obtenus par
degs affectations et des messages d'erreur ne sont produits que si les

opérations demandées n'ont pas de sens pour le type d'un des arguments.

c) Syntaxe
Corme le veut le projet LIMA dans son ensembie, la syntaxe

adoptée est la syntaxe APL : pas de priorité entre les opérateurs,

analyse allant de la droite ﬁers la gauche. Mais la relative complexité
de LIMA A a amené & ajoute& d'autres conventions. Tout d‘abord; priorit
est donnée aux separateurs < , > : ils enferment une constante de
1' anneau A , écrite dans un langage séparé du reste de LIMA A ,
que l'utilisateur doit éventuellement'(daﬁs un des modes USER) pérmettre

de déchiffrer.

Ainsi, dans le mode COMPLEX, une telle expression est de la
forme {(A)_i_(B)A*} (A et B pouvant &itre nuls et donc omis)v;
ltoption CCMPLEX étant fournie avec . LIMA A , uvn petit analyseur se

charge de ces expressions,
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Entre les séparatgurs < et > , n'iwporte quel caractere
APL  (méme ceux ne faisant pas partie de l'alphabet de LINA A) est
admis, & l'exception des sépafateurs' (), [,] , < et > . (Ce, pour
ne pas compliquer & l'excds fla tiche de l'analyéeur, et ne pas risquer

d'ambigiiités).

De méme, les crochets d'indexation (c'est~a-dire ceux pré-

cddés par une lettre indexable (constante de l'anmeau A ou indéter-
minde) ou par @) sont évalués prioritairement, et 1'index (ou les

indexes) obtenus, le numéro de la variable est calculé & l'aide des.

indications fournies par les commandes—systémes

Les crochets suivant unfpom de polynbme annoncent une substitution : si
les trois>indéterminées de ltalgeébre B sont X,Y et ZL (dans cet
ordre) la notation P [3; (Y 4) + 1,2] désigne le résultat de la
substitution de 3 B X , puis de Y  + 1 & Y dans P (une substitutio
simdtanée serait possible, mais necéssiterait une complication du pro-
gramwe de substitution gui n'a pas été jugée indispenéable ; les in-
convénients résultant de ce fait sont palliés dans la mesure du possible
par ‘la possibilité de permuter les variables & l'aide de 1'opérateur Q)
Si le nonbre d‘indé?erminées de B dépasse de beaucoup celui des
variables de P (comme c'est souvent le cas dans 1'exemple de 1l'intro-
duction), cette notation risque de @é;enirAmalcomque, on est alors

autorisé & ne faire figurer qu'un nombre de substitutions égal & celui des

variables de P (Ce qui nécessite de connaitre celles—ci)

Pour des substitutions plus complexes, la nctation [M-—> Ql /7

o M doit &tre un mondme, est employéc ; la justification de cé type
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de substitution (C'est-i-dire les problimes posés par le passage & un
anneau gquotient de 1'algébre B) sera donnée dans le y consacré aux

régles de "simplification,

A partir de ces deux exemples, une réflection théorique sur le rbéle
des crochets en LIMA A (et en APL) s‘imposait;; de méme " que les
parenfhéses enveloppent des expressions ordinaires du langage, qui doivel
simplement éfre évaluées prioritairgmént dans 1tanalyse, et que les
séparateurs < et > enferment des expressions analogues, -mais écrites
dans-un codé'spééial, i” les crochets enfrement des fragments, ctest-a-
dire des suites sans - signification par elles-mémes (dans le LIMA
considéré);.mais susceétibles de jouer le r8le de 1'opérateurs pour
les objets du langage. (e facon formalisée, on yegt dire que les objets |
(1inguistiques) d'un LIMA forment une algdbre, dont les opérationsv
infernes sont celles du domaine mathématique considéré, ainsi que cer-
taines opérations "linguistiques" (affectation, modification de structured
internes;q..), et sur lesquels les fragments entre crochets opérent exté-
rieurement). Ainsi, en APL , les crochets enferment des listes de
tableaux, structures "interdites" en APL proprement dit et dont
l'introduction (par exemple dans le systéme proposé par Ghandour et Mezel
[3])“rend 1'indexation d'APL inutile (ils lui substituent X l'opérateJ
"slice"), Les fragments considérés ainsi par LIMA  A. .sont plus hétéro-
genés, ceux que nous venons de volr sont des listes d'ordres, Il serait
sans doute possible de les remplacer par des listes de polyndmes, mais
il resterait encore & définir un opérateur ternaire de substitution, qui
masquerait d'ailleumss mal le fait que les mondmes exigés plus haut ne sont
pas en rdalité tant des cas particuliers de polyndmes que des listes de =z

noms d'indetermindes,
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En tout cas, une fois cette interpritation admise, rien ne s'opposailt
’ ’ Pr

plus & d'autres utilisations analogués des crochets ; LIMA A en

connait une troisiéme, c'est la iiste des noms de variables. Ainsi,

1'expression [X 3 Y ; Y ; z]'P désigne le polyndme derivée quatridme :

Pllll

X,y,y,z

effectuer les permutations de variables : 253 7;x]Y9 P

et 1'opérateur de transosition § a été utilisé paur

, avec

P=X2tY+22~17 est: X+ 3%+ 22

La mulfiplication ! été élidéev;'(g'est—éudire'que;l;oubli de X
ne provogue paé de confusions) ; il s'agiesait'lé d'une expérience de
manipulation de l'anakyseur synatxique, Qui_ne saurait de toute fagon.
présenter beaucoup d'in%érét‘dans le cadre d'un LIMA général (en fait,
elle n'en a méme pas en ’APL), mals qui est néanmoins agréable pour
alleger l'écriture d'un 1éﬁgage_oh la multiplication est privilégiée
(théorie‘des groupes, manipulationé algébriques) et ou les noms d'une
lettre sont la majorité. On pgurrait conserver une telle option sous

contrble dtutilisateurs avertis.

Nous avons volontairement passé sous &ilence l'opérateur p ; sa

syntaxe et sa sémantique tres particuliéres se verront réserver un

paragraphe séparé.

d) Sémantique

On n'a pas Jjuger utile de séparef~i'addition des constantes de celles
des polyndmes, par exemple s en effet, tous les domaines d'opdratours
considérés . (poclynbmes, entiers, constantes de 1' anneau A) sont plonzds
"canoniyuement" les uns dans les autres (si du moins. l'anneau A .est
unitaire) et seuls les ﬁecteurs d'entiers sont provisoirement exclus de

la plupart des opérations, en attendant qu'un LIMA A plus général
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manipule les tableaux de polyndmes. Une preuwieére version de LIMA A
connaissait la "multiplication extérieure" des polyndues par les constante:
de 4 (en effet celle~ci correspond & un programme spécial, car la répré-
sentation interne facilite beaucoup de cas particulier) ; mais il ‘est

clair en fait qu' il est plus rentable de faire tester ce cas par la machir

=
3

que de demander & l'utilisateur de le spécifier. Ainsi; seuls l'opérateur
(exponentiation) doit avoir son argument de droite entier ; et 1'opérateur
! , calculant les coefficients binomiaux, est réserv€ dux entiers. ,, et,
ont leurs mignifications vectorielles usuelles (en APL) et 0 a la

signification‘de- Q en APL (prise en LIMA A_ pour les noms de fonctions

Le M"guad" et 1'affectation ont la méme syntaxe et la méme sémantique qu'en
APL

On a vu la syntaxe (et 1arsémantique) spéciale des opérateﬁrs /, ' et
précédés de crochets au § précédent, mais ils peuvent avoir aussi un
arguient gauche ordinaire (qui doit alors &tre un vecteur_d'entiers) ; dau
ce cas, pour les opérateurs ' et b\ s, ce vecteur egt forné des numéros]
des variables (l'ordre de Cellés—ci étant connu de l'utilisateur, ce
n'est pas un inconvénient trop grand) : pour 1l'opdrateur / , Ce vecteur

est celui des numéros des régles de substitutions, lesquelles sont alors

appliqudes (dans cet ordre) & X 1'argument de droite.

Concernant ce dernier poinz, dn peut se demander si une syntaxe plus
"fonctionnelle", par exemple VRP , oW R serait 1é nom d'un "vrogramme"
de régles, n'aurait pas €té plus simpie. IEn réalité, on verra dans les
applications que le numéro d'une régle y joue le rdle d'un argument
scalaire, et que (comme en APL) il est souvent possible de 1'étendre & un

argument vectoriel, mais pas toujours ; on peut penser que la résolution de

ce dernier probléme n'est pas lide & des simples questions de syntaxe ou

de structure des objets da 1angage, mais plutdt & la notion de precessus
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paralleéle (puisqu'un argument vectoriel revient & la demande de n
exdcutions paralléles pour n arguments scalaires) ; i1 devient clair
alors qu'une compila.ion efficace d'une telle demande ne sera Jamais

possible que dans des cas trés particuliers.

e) 1ltopérateur o

L'un des principaux moyens qu'a le mathématicien pour définir de "grands"
objets (au sené combinatoire) munis d'une strﬁoturé*réguliére consiste en
des définition "récursives" dont les plus simplés ont été codifides par
l'utilisation des symboles X »et I ; la syntaxe ternaire (ou pire) et
1'écriture bi-dimersionnelle- de tels symboles les rend impropre 2 un
traitement automatiquef aisé. te»probléme est résolu partiellement par

la plupart:des langages de proéfaﬁmation de facon ”dynamique"‘: boucles dq
du X Fortran ou de 1'Algol par exe;mpleo AFL, en.accord avec son caractéré
"statique," préfére utiliser la réduction vectorielle ; les boucles ne soni
plus qu'un cas parficulier de bfancheménfs et tests dans -les programmes,.
Les vecteurs de polyndmes n'existant pas en LIMA, il était néanmoins
nécessaire de ftrouver une notation commode. La premiéré idée venant a
1'esprit était de faire comme s'iIS‘existaient,' et si V désigne une
expression "interprétable" comme ﬁn vecteur de polyndmes, +/V. ‘serait

la somre de ces polyndmes. Restgit & définir un systéme de notation pour
v . Lfopéréteur o (dyadique) employé en APL pour structurer (reshape)
paraissait s'imboser ,mais la structure da'APL (n g P pour le vecteur

P,P,...,P) était trop restrictive. .

Aprés divers tatonuements, la syntaxe adoptée finalement fut :

+

ou / (11 € exp1) A (12 € eXPZ) Ao A (In € expn) ¢ exp poly

X
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Tout d'abord, un p doit donc &tre pr.cédé d'une réduction : + / .ou
'x / (en fait, d'autres opérateurs peuvant &tre employés, mais la non
bcommutativité rend le résultat assez aléatoire ...) La signification d'une
telle expression est la suivante : la premiére expression & gauche (de la
forme I € exp) est évalude, et exp doit &tre %un vecteur ; alors
I . prend pour valeur le premier élément de ce vecteur, et la deuxicéme
expression est a soﬁ tour évaluée, etc... Quand on artive au p ,
1'exypression &poiynémiale) a sa dfoite est évalude, ajoutée (ou multipiide.
asu résultat provisoire, puis on recule d'un cran, la derniére variable

"de contrdle" prend pour valeur le deuxieme élément du vecteur qui 1lui

correspond, et ainsi de suite.

Cette description assez embrouillée correspond au fond & une série de
boucles do (au sens de l'Algol) embolitées ; voici'quelques exemples
(rappelons que 1N désigne "(en APL et en LIMA A) le vecteur 1 2

weoe N (ou le vedteur vide si N = 0)

e
e
Ty
Il
-—
w
4
—
-t
4

x/(Ie10)pP =1 .

La souplesse de cette notation ne doit pas dissiiuler son caraciteére hé—
térodoxe par rapport au reste de LIMA A, ni les risgues d'ambiguité syn-

taxique gu'elle provogue. Concernant, ce dernier point, le prix & payer est
l'obligation de toutes les parenthéses "séparant" les A (qui deviennent
|

gl

aingl inutiles., mais restent {ypogra.hiqguement comumode !), el une analysc

syntaxique ass.z sophistiquée (en particulier la rdduction et le p Ttonc-



II. 1418

tionnant comme une paire de "parenthéses" séparant deux (et non plus un)
fragment, 1l'analyse comuence bar la recherche du p le plus & gauche

et extérieur & toute parenthéses). L'aspect “hétérodox;“ vient surtout de
1'apparition, dans un langage "immédiatement interprétable", d'expreésions

contenant des variables n'ayant pas encore de valeur : les i1 ’ 12 con

2

sont des variables proviéoires (perdant d'ailleuré'leur valeur a la sortie
de l'évaluation du -p , tout comme la variable de controle d'une baucle doﬂ
au fond, une instructi;n de ce type‘gstAdéjé un souswprogramie a elle

seule, et il s'agit 1a d'un mélange (3 manipuler avec précaution) des

deux modes principaux 4d'AFL ,

Le mode définitiom.

On désigne ainsi, en LIMA A comme APL, un mode ol l'utilisateur entre
des textes qui ne seront utilisés’qu'ultérieurement : textes de fbnctions
et SOUS~Programmes eh APL, mais aussi listes de régles de rédugtion en

LiMA A,

La définition des sous—programmes en LIMA A se fait comwe en AFL, mais
les "noms" de fonctions sont limités & la forme &n ; et les arguments
(i1 s'agi? ici des afguments "formels") doivent obligatoirement &tre P,Q
ou R ; clest 1a un des nombreux inconvénients de la difficulté de manipuler
des noms en APL (difficulté qﬁi disparaltra quand l'dpérateur exécute sera
commercialisd), et auquel on aurait pu.remédier dans une versidn non expéri-

mentale de LIMA A . Toutefois, la récursivité a été maintenue 3 il suffit

en effet de se servir de celle d'APL ! (Un autre probléme 1ié & 1'absence
de noms est l'imeossibilité d'utiliser des dtiguettes : le " . go to". - est

donc purement numérique).
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Les reéglces de substitution sont introduites par le signe A (l’entrée

dans le mode définition des forctions se faisant par V )h Dans le cas
le plus simple, une regle est de la forme [n] M->P (ob n estun

entier explicité, et M un mohdme) ; mais on peut aussi introduire une lis

> (ou n1 et n2 sont des

entiers explicités et I wun nom de variable polyndmiale non utilisé par

de régles par une déclaration n {Ign

ailleurs (sinon son contenu sera ddtruit lors de l‘tapplication de la

regle),

Cette déclaration doit &tre suivie par une ligne de syntaxe [I] MoP

°

Une fois une regle éntrée, le systime ne l'analyse pas immédiatement,
wais se contente . de mettre & jour le tableau des numéros des regles ;
lors d'un aprel ultérieur, si besoin en est, la letire de contrdle se

verra affectde, et la rdgle sera analysée, puis la substitution effectude,

c'est & ce stade seulement que les erreurs éventuelles .seront diagnostiguées

Un systdme de correction similaire & celui d'APL (meis plus fruste)

existe tant pour les fonctions que pour les regles.

"Voici donc comment les regles de l'introduction pourraient &itre rentries

dans le systeme @ A 1<I<256
£I1 XLI1#*2 ++/(Je1I~-1)p<ALI],ALJ]>XLJ]

A

(Ceci supposant que la syntaxe interne des < , > correspende & celle

de LIVA A ; on pourralt aussi employer.

[I] XLI1%2 > +/(Jerl-1)p(ALT] &4 ALIT)X[J]

et définir par ailleurs le preduit scalaire & 4).
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La conception de la notion de regle en LIMA A est en fait une tentative
de rérondre rapidement & des besoins pratiques, mais masqgue un probléne

thdorique : que veut dire "simplifier" par la régle M —-F 2

Si les variables figurant dans ¥ ne figure pas dans P , ou y figurent
avec un degré plus petit, alors, on arrivera t6t ol tard & un polyndme
"péduit"”, repfésentant'"canonique"'du polyndne initial_dans la structure
.quatient (mais ce n'est déja plus vrai s'il y a pluﬁ%eurs régles, par

x
exemple X — Y2 et ¥ ﬁ'Xz 1), Mais que faire d'une régle comme X =X 2

Force est de reconnaltre qu'il y a une différence entre relation d!'équi-
valence engendrée par une équation et ordre de simplification ou de

substitution..

Une partie du probldme sera abordée dans wn LIMA ultérieur (LINMA &),
mais on sait [4] [5] que lé problémg général est récursivement insoluble
dans la plupart des cas pratiques intéressants. Des soluticns pragmatiques
du genre de celle due nous proposons devront donc étre adoptées : en LIMA
A , la solution retenue esf de laisser le mathématicien faire lui-méme
presque toutes les “simplifications" ; en LIMA @ , le travail automatigue
de 1'ordirateur sera interrompu périodiguement pour réclamer des indications

de méthode & 1'utilisateur.

Les commandes—systéme.

Tout d'abord, des commandes analogues & celles d'APL se contentent de
réclamer des informations sur 1'état du systéme : ce sont ) VARS,)FNS; et
) RULES produisant respectivement la liste des variables (polynﬁmiales),

des fonctions et des numéros de régles).



I11.1.22

JVNAMES, donnant la liste des lettres perm’ses comre noms de variables,

Comme en APL , d'autres commandes changent 1'état du systéme, mais les
informations gue nécessite LIMA A pour ce faire donneﬁt alors.naissance
3 un dialogue : )MODE n (n = 1,2,3 ou 4) fait passer tout lec systinme dans
le mode correspondant, et réclame, pour les modes 2 et 4 , 1'infermation
WIDTH ¢ (nombre maximum d'indéterminées par monémef; pour.les modes 3 et
4  1tinformation CODE 7 b(valeur maximum cue peuvent prendre expos.nts et
indices), Il est possible de spécifier apréé la commgnde MODE une liste
de variables ; ne seront converties gque celles-l13 (et dans 1le dialogue, la
demande DROP ? effacera 1eé autres ou les maintiendra). Aprés‘le dialogue,

le systéme renvcie WAS MODE nt,

(Bn fait, 1'effet de ées commandes est invisible pour 1'utilisateur,
mais il coﬁstatcra en géﬁérél dl'importants gains d'espace (en modes 3 e% 4)
ou de temps (en mode'1) 5 parfois, le systéme n'acéeptera de fonctionner
que dans certains modeé ipar exeméle, si le nombre de variables est trés
grand, seulement en mode 2)).

Le type des constantes (c'eét—§~dire 1'anneau A) est donné rar la
commande) TYPE ; sont actuellement admis ) TYPE ﬁEAL, COMPLEX , Z/n

(oW n est un entier explicité) et naturellement USER n ...

L'entrée dans les modes TUSER s'accompagne d'un dialogue réclamant
guelques informations sur le format interne des constantes ; en général, i
ce stade l'utilisateur devra sortir de LIMA A , et aller denner, en APL %

des détails sur les calculs dans .A ; pour se faire, la commande - APL fro

vogue une interruption ; le retour en LIMA A se fait (en APL !) par —LINA!
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Par contre, les erreurs (syntaxiques et autres) ne font.pas sortir de

LIMA ; pour conclure une séance, on utilise la commande )OFF R

‘L'initiation des différents paramétres du systeéme se fait gréce a la
comnande) CLEAR ; ce sera en général le moment choisi par 1'utilisateur
pour spécifier l;S noms des indéterminées et des constartes. Les commandes
)CNAMES et ) INAMES  respectivement impriment la 1iste des constantes (de A
ét des indéterminées. Puis le systime impr;me MORE 2+ et:les noms fournis
pat l'utilisateur & ce stade correspondent aux déclarations de tableaux
T T2 553

lesquelles viennent (du point de vue de 1l'ordre

du Fortran : Y(2 ; %) annonce les six indéterminées

Y ;

; Y
,Y2,1 ’T2,2 2,3

lexicographique) apres les indétermindes précédemment introduites.

Bien que la praticue mathémetique usuelle tolére liutilisation simultanéde.

de X etde X, , elle a ét¢ interdite en ITHA A .

¥, CONCLUSIONS.

Comme on 1l'a dit dans l'introduction, le but essentiel de LIMA A
était un ce:tain nombre d'expériences linguistiques 3+ dans un systiéme plus
général, beaucoup de ces essaié (substitutions, vecteurs de‘noms yoo.) de—
vront &tre remplacés par des traitemenis plus systematiques, scumis a uné»
syntaxe uniforme. Le rdle de 1’opérateg£ (sous sa forme.actuelle devra

naturellement &trec repensé ; toutefois, il semble qu'il y ait beaucoup

d'avenir & des notations opératoires tres pulssantes de ce type.

Du point de vue algébriqﬁe proprement dit, LIMA A nlest gu'un début. ;

par contre, les besoins courants de manipulations polyndmiales scmbles
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satisfaits ; & titre  d'exemple, nous nous proposons d'écrire em LIHA A
~des programmes de calcul des polyndmes de Matijesevic [6] corresyondant
a des relations/récursives données ; en dépit du ralentissement df

au passage dans deux interpréteurs, les temps de calcul restent meilleurs

qu'a la main,

Toutefois, & ce sujet, il devient clair qu'intéresser le mathématicien
34 ce genre de recherches nécessites gu'on lul fournigse un outil opérationne

le passage & 1l'écriture en langage-machine au moins des sections les

plus usitées de LIMA A devient donc nécessaire,.
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Tnitislisation du Systinme,

LIMAA
YCLEAR

On définit 5 indétermindes : X s ¥, Z

YINAMES

MORE?

X Y Z2(3)

Le~gd I

1:2:3

Le mode de représentation interne est fixé,

YHMODE 1

HAS MODE 1

Les constantes seront des nombres complexes

YFYPE COMPLEX

WAS 7/3

(x 2iT)(x-4Y) = X° 'Y

(X+<1$Y)X—<1>Y

2 2

3

tilisation du cun ) i ) —
Utilisation du symbole p ). Z; (noté /(1 ¢ L9>F)Z[I}) .

A:=f

Le-resultat est affectd 3 1a variable P

{elet /(Fe3)pul I

4 + 7 + 7.
1 2 3

y et montrd grice au

quad 3.

N1 -4



6 VL.
- i
Calcul de nx .
i=4

x/(Ter6)pX*]

21
X

5 3
calecul de P~ = (Z1+~Z24-Z3) .

D+Q+P*3

3 2 2 2 _ 2 3 2 2 3
72 + 32 Z + 32 %2 + 372 2Z +62 2 2 + 3Z %2 + 2% + 322 + 32 2% + 12
1 12 13 12 12 3 1 3 2 2 3 2 3 3

2.3

3 3°(p”)

calcul de (p7)n = .

.z1,z2 c3z1az2

"[2{1];2{2]]'Q

82 + 672 + 672
1 2 3

Substitution simple : X remplace Z1 et 23 remplace 22 dans P..

PLX;2031;2L31]

X + 22
3

G entre la liste de régles : Z_ - 7 s 70— 22 (é ce stade, 7 n'est
n 3 1 o} _ ? Yo

pas défini).

f ENTREE D'UNE LISTE DFE REGLES DE SIMPLIFICATION
A1=T<3

(r3z013»20I-13%2
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7  est défini comme nouvelle indéterminée.
o .

YINAMES
X Y Z0I7(1<I<3)

MORE?

zlol

2 tentatives de simplification : les régles sont appliquées dans 1'ordre (3,2,1)

(qui donne le meilleur résultat), puis 1,2,3.

3 2 1/P
8 L 2
Z +Z + 27
0 0 0
12 3/P
2 2 2
A + 2 + Z
0 1 2
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A0
- . . . . . 7 s A
i lff} W (e Z . (/} L(j TR Y N jg e olR 4(_,\“ i g‘i ¢ ‘11 Fe
i
ﬂ Apopendice 2
Superviseur
PLITA
A

Vv
Pens)

Entrée d'une lig
LIN

Le premier

- caractére de la ligne est-il

BV AV

Analyse d'une ligne

ANAL

*
.

wterruption PIINA
Retour & APL

lise & jour de la liste
des noms-de fonctions

Mise & Jour de la liste
8

des numéros de reégle

Détermination de la commande systéme
mmande

Exécution de la co
Eventuellement amorce du dialogue




Analyse d'une llgne
UQAL

\arait—ll dan s 1o ligne? oul
non . _
ARGI := { ( Apvel de SIRO >
I ¢= C©
@>- P
I ¢= I+1

Ie I dmer caractére & droite est-1il?

@7?7\3/\>/5g>
)

(l Appel récursif ATAT

. L 5

Appel du traitement de 1l'indexation
DDEXING

Appel de l'anslyseur auxiliaire des constantes
INCCNS

L

Recherche du bloc dtinstructions correspondant
Arrel de ANAL pour chague ligne d'instruction
Affectation des wvariables locales




wrrafb euy

dyadique? on
oui
CP = 2 ' Appel de IKFOP

T

}
{
Stockage de l'opdérateur

-

Un nom de varisble ou dt'indétermins

[

ARG regoit cette variable ou cette indéterminde

non

b
o3
R
P

[®]

ARG1

.0
11

ARG

Exéeuticn du dernier oplrateur dyadijue

ontre ARGl et.ARG2 (F¥FOT)




[13

[2]
(3]

{u]

[5]

[6]

[7]

83

sl

[10]
{111
{121
{133
(143
[15]
[16]
[17]
18]
[19]
[20]
[21]
221
23]
{243
[25]
[26]
[27]
(28]
[29]
[30]
[31]
{323
[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
{39]
fu0]
{411
[42]
[43]
Cun]
fus]
[46]
[473
(58]
fugl
£503
[s1]
[523
[53]
[su]
[551]
[56]
{57]
[s5e]
{593
[60]
{613
[62]
L6631
feul
651
f68]
(e7]

fe8l "

{693
(703
£711
{721
{733
L7u]
£75]
{761
{773
[781]
{79]
{g0]

i Lew 2 9
- ' i N .
: }Eew AR 5 [ret g ia {2 2, §V Ghm £

i

YPLIMAL{I]V
v PLIMA
IN:ERR+0
V1ERR«10
IHsLIN«LIGN«INPUT
T (LINC13=")RAV>")Y/SYS,IN,RUL ,PHOI, APL
TRES+Q '
NHIER<HIER LIN
ANAL LIN
~(ERR=1)/TPR2
ERR+0
+((pV1ERR)=0)/LO
~ V1ERR
V1ERR+1 0
LO:LIGN
((OTCCAR-1)p? 7Y, "4t
>((pV2FERR)Y=0)/IN
V2ERR
>IN, V2ERR«10
TPR2:»(LAF=1)/IN
+(CRES= 0 1 2 3)/POL,ENT,VENT,CONS
POL:T0<«TRES
HO<HRES
PPRINT
Sea
ENT:0UTT FRES
>IN
VEIT:T+1J«0
BO:»((J+«J+1)>pTRES)/FT
I«I,(0UTT TRES[J]),' !
+B0
FI:T
>IN
CONS:0UTPUT TRES
+IN
RUL:::
FON<~LIK«1+CBL LIN
VF«< 0 0 0
TSY:»(LIF[1)="RQ$ ) /ERD,NEDY ,NEMD
ERROR :'SYNTAX ERROR'
TN
ERT:»(LIE{21='«")/ERROR
VF{1]+1
LIN«24LIN
+{LI¥[13='R*')/ERROR
>I8Y
NEDY :»(LIN[21='¢"')/ERROR
LIN«14LIF
VEL21+1
NENMO:»(LINLpLIK]='P") /PMON
LIn«1+ " 14LIY
VF[33«1
>PUHON+1
PHMON :LIU«13LIN
Fli«IN2PUT LIN
~(ZRBR=1)/ERROR
>(Aa/VPL2 31= 1 0)/ERROR
SYNT+«SYNT,VF
VEF<«VEF,FY
LPHI+LPEI ,PHI<pHABVEC
NARSTOCK
Il
APL:»((pLIJ)=4)/ERSY
S(A/LIN='"+APL')/AD
ERSY:'SYNTAX ERROR!
>IN

AP:YAFTER THE ''INTERRUPDT'' MNESSAGE,YOU WILL BE IN APL INTFRRUPT MODE,REDPURY IS BY +LIMA?

SYS:K«LIN ' !
CVPA+14(¥-1)ALIN
LIN«KSLIW
>(LITCA,=LLACVPA) /0, 0YPAC, CLEC,VARC,FNISC
'IIICORRECT COMMARD!
»>Ty
TYPAC:Z«((LIl=* ')IVLIN='/V)11
COPA+(X-1)+LIN
SPA+FVLID
S(LTEAN 2L A T S frm g e e e oA
YUXREOWN TYPE!
-}1'[]
RZAC:0PT
>IN, 0PTION+TYPE«1

I



PLimA (&Jﬁz)

FUSC:H+1I+0
BF >((I«I+1)>pVHr)/IF

’x\! L171"-1 'rv:v"v])’

a7
FPLe>I7, pled
COAC:0PT

Il ,OPTION«TYPE«2
ZHAC:NI1«INTPUT SPA

1)/USAC+L

+4N,ODmI0d+2+ YPE+1
USAC:0PTIC+3+IUTPUT SPA
+~(ERR=0)/5U8
V1ERR
LI
4ot 1, r4t
~Il
CLEC:VHAL+«29p0
HABVEC< '
] VvLITH+,0

[101] VV:«LPFI«xo

] S¥YNT« 3 0 pO

£1031 =In
[108]15U5:0PT

[105
{108

1 I
JVARC: VVV<VIIAL/ALPH

L1071 ((2%pVVV)p o 1)\VVV

{108

1 »I¥
v
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[1]
[2]

[s]
{51
{61
(7]
[8]
{9l
{101
[11]
[12]
£131
L1s]
153
[16]
[17]
[183]
193]
[20]
{21]
[221
23]
[24]
[25]
[26]
{27]
[28]
[298]
{301
£313
[32]
23]

Lau]

{353
[36]
[37]
[38]
[39]
[uo0]
[u1]
fu23
[u3]
fuy]
Lus]
fus]
Lu73
[u8]
491
[50]
511
{521
{531
[s54]
[551
(561
[571]
[s8]
59]
[601
f61]
[62]
[63]
feul
{653
[66]
[671]
[68]
[69]
[70]
[711
£721
£73]
[743
{781
[76]
{773
783
{791
(801

vARALLOlV

+(EBR=1) /LAF+0
Y, ¥
+((p¥)=0)/SU
TRES+10
CRES<«HRES<«2
+0
SU:DECAL+TRES
H<pV :
*(~"p'eV)/12+CODE«]
SHRO ¥
+(LRR=1)/0
>(H=0)/FIN
DER:~»LARELLPERM YL 2]]
ERR1:V1ERR«<'SYLTAX ERROR:!
ERR
+0
LETTRE ;BIT+1
CAR<YL¥]
INDEXING
DFOP
+BOUCLE
CHIFFRE:VRUM<} NSEGMCH ¥
H<UTR
>(yLgl=r-¢r)y /10, FONCT
+(YCH1eCALP , VALP) /IND
TVAL2«VIUM
C2<HVAL2+«1
DFOP
+BOUCLE
MIN:TVAL2+-VEUM
“MIN-3
IBD :>(1=DIM{F«(CALP,VALPY 1 Y[ F11) /ERR1
~(VEUM>VDIMLBVL¥11)/ERR?2
INDEXING
+BOUCLE
FORCT :»(~(K11«VHUMYeVFI) /ERRS
+(SYNTLIF«VEF1232]=1) /FMN
+BOUCLE, pCODE+«8
FSEP:[I<(K«ll) OSEP ¥
TVAL2«INCONS HI(K-1)4V
+(E22=1)/0
C2+HVAL2+3
DFOP
+BOUCLE
MONADIC:HFOP YIH]
+~(ZRE=1)/0
+ROUCLE
FPARERT: [« (K<ll) OPAR ¥
TRES+E+DECAL
AUAL H+(K-1)4Y
~(LRR=1)/0
TVAL2+TRES
EVAL2+KRES
C2+CRES
DFOP
+30UCLE
IRy D
"TRES<«H+DECAL
ANAL 0§
+FPAREET+2
+FQUCLE
DYADIC:CODRE<ZODEVK12«Y[ 7
+~(K12€' /R 1Y/EVC
BOUCLE :+(0=L«}-1) /PIN
»(Z2R=1)/0
~DER
OUTQU:STEC
CODE«1+LAF«1
+BOUCLE
AFFECT:+([=1)/ERR
~(YLi-13=10" )Y 74FQU
H(YLy~-11=21')/15D
+(CXL1+ALPH 2+« VIE-11)=30)/ERR
+(~KeEALP) /ERS
TO«TVAL1
HO+HVALL
TSAL K11
LAF+1
nepl-1
CODE«Q

ANAL ViN3CODE K K113 0VALLTVAL2 3 PVALL1 3 PVAL2;

C13C23DECAL T
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N

[\A/ﬂL (SQ(Kﬂ)

[81] -+BOUCLE

{82) ERR:LRR

(83) Vi1ERR«'AFFECTATION ERROR'

(gl -0 i

[85] =

[86) FIN:>(CODE>3)/ERS

[871 TRES«TVAL1

{881 HRES<HVAL1

[89] =0,CRES+(C1

[90] ERS:ERR

[91] V1ERR«'SYNTAX ERROR'

[92] =0

93] AFQU:f<ll-1

[sul -ourqUu

£95] IUD:« (K<) OPCR ¥

[96] +(~YL[U)eEALP)/ERRAF

{973 INDEXING

[98] ~+(C2=1)/ENT

[991 -~(C2=3)/ERRDOH

[100] TVAL2 AFIND KN

[101] -BOUCLE

[1021ENT: (SHAPE TVAL2) AFIND KN

[1031 ~»3oUvCLE

{1041ERRAF:?

[1051ERRDOM : EBR

£106] V1ERR<«'DOMAIN ERROR!

[107] =0

[1081CRO:BIT<«0

(1091 INDEXING

[110] DFOP

[111] -»BOUCLE

[1223EVC:»(¥[E~-11='3") /BOUCLE

[113] »(X12='/8''"")Y/SUBS,CALVEC,CALVEC

[114]SUBS : i« (k«l-1) OPCR ¥

[115] Well4(¥-1)4V

[116] >(~'+'¢¥)/ERRSUR

[217] Wi<(K«W 1"+t )W

{118) W2« (F-1)+W

[1191 TRES«N+DECAL

[120] ANAL W2

121) +(ERR=1)/0

{1221 >TESTHONOME

[1231M0110: TRES<[j+DPECAL+K

[12u] ANAL W1

[125] »(ZER=1)/0

{1261 ~(CRES=#0)/KNIPOL

[1273INBEX:BEX<« 1 0 0 0O

[128] P1<TRES

£1233 K1+«HRES

[130] 75+«TVAL1

[131] Hs+nvaL1

{1323 SuBST Vs

[133] TVAL1+Ts

[134] NVAL1<H6

[135] CODE<«2

{136] +BOUCLE

[137]NBPOL:+»(CRES= 1 2 3)/EE,ERRDOM,CCC

[1381EE:FRIS<«SIAPE TRES

01391 TRES«(I/IDTP, 1700

{10l -ruprx

[141]CCC:HRES«TRES

{1421 -FEE+1

L14312PRH:LRR

[144] ViERR«'MUST BE A MONOMIAL'

[145] =0

[1463CALVEC: ::

[147]ERRSUB: 2R

{148] V1ERR<«'SYNTAX ERROR!
v



{13
£21
£3]
[4]
{5]
[6]
{731
[8]
L39]
[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
153
[16]
[173
{18]
[19]
[20]
{213
[22]
[23]
[24]
{251
{261
[27]
{281
{291
[30]
[31]
[32]
[33]
[34]
£3s]
‘L36]
[37)
[38]
[39]
[y0]
(u1]
(423
[53]
[uy3
Cus]
tuel
[47]
fus]
{za]
[50]
{513
{523
(533
{54]
{551
[56]
[57]
s8]
[591]
[60]
[61]
{621
{83]
N1
{651
IS
[67]
{68]
[691]
{701
(713
{723

v

YDFoPLO]vV
DFOP
+~(CODE#1)/SUT1+LAF«0
TVAL1+«TVAL2
RVAL1<HVAL?2
C1+«C2
~FIl
SUI1:+(CODEeSPEOP)/SUI2
TYPE«TY[C1+1;C2+1]
»>CONVIC1+1;02+1]
CE1:1'VAL1«SHAPE TVAL1
TVALL1<(WIDTH,1)p0
+>SUI2
CE2:RVAL2«SHAPE TVAL?
PVAL2+(VIDTH,1)p0
+SUI2 .
CC1:HVAL1+(TYPE,1)pTVAL1
TVAL1+(JIIDTH,1)p0
+>5UI2
CC2 :HVAL2«(TYPE,1)pTVAL2
TVAL2«(WIDTN,1)p0
+SUI2
CCE2 :TVAL1«SHAPE TVAL1
+SUI2
CCE1:TVAL2«SHAPE TVAL?2
+>SUI2
ERRC:ERR
V1ERR+'DOMAIN ERROR'
+0
SUI2:+DFADL CODE]
MULT :»~MULLTYPE]
POL1:GFR "7 2 "8 1
PHULT
GTR "3 7
=PIV, 010
ENT1:TVAL1<TVAL2xTVALL
RET : C1<HVAL1«HVAL2TVAL1
>FIN
CONS1:TVAL1«TVAL2 FOIS TVALL
»FIlN,C1+3
ADD :>ADADL 2YRE]
POL2:GTR ~7 2 ~8 1
PADD
TS 7
+FPIN,C1<0
ENT2 :TVAL1+TVAL2+TVALY
>RET

CONS2:TVAL1«TVAL2 PLUS TVAL1 "

+PIN,C1+3
FXP1:+(C1=1)/PV
+LXPADLC2+1]
POL3:GTR "8 3

SF 1

EXP TVAL1

GPR "3 7

»FIN,C1+0
PV:-»((C221)vC1=#2) /ERR
ERT3:TVAL1«TVAL2*TVAL1
+RET .
CONS3:TVALI«TVALL FEXP TVAL2
Cl+HVAL1+HVAL?2
»FIN,C1<3
REGL:»(v/C2% 1 2)/ERRS
+(C1=2)/ERRS
+(L1=0)/FIN

YR+, TVAL2

I-0
BO:+((I«I+1)pV)/FI¥
REXEC VR[I]

GTR "7 5

SUBST YRUL

GTR "6 7

*R0O

FIN:»0,CODE+2
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VSHRO[O1vV B
"V SHRO ViIsW3W13V13V23CC K310 NEXPNAL yWK 3 PATPR ;CODE ;CDE
(1] I+0
[2) BO:»>((I+I+1)>pV)/0
{3} >((VII3=2'p " )WNHIERTUI+DECALY#NHIERCDECAL+1])/BO
4] Fi«I 4V ’ ’
5] HeI
(6] = ViedV2<+(I-1)+V
£71 ZOOK:N«Viyrt'/!
el >(H>pV1)/ERR1
[s] H(V/{CCeVI[N+1])="1+x")/0UT
110] VieFsV2
{111 -LOOK -
[123 OUI:E«(pV1)-W
[13] V2<«(Z+1)+V2
{481 +((pV2)=0)/ERR2
0153 DEC+-1+(pV2)+I«0
(161 MO<o0
£217] BO2:+((I«I+1)>pV2)/FI2
0181 ~((V2[Il='A')VNHIER{I+DECI=NHIERLDEC])/BO?2
L1491 wMO<NO,I
[20] =302
[21] FI2:M0<¥0,I
£221 NEXP«" 14010
[23] wey2z'(
[24] HAL<\I+0
[25] BO3:»((I«I+1)>NEXP)/FI3
[26] WKE<MOLI1eW _
0271 PA<MOLII+WWA1
[28) +(~V2LPAleEALP)Y/ER2
(291 -BO3,NAL<«NAL,ALPE\V2[PA]
{301 ER2:ERR
[311 V1ERR<«'NOT A VARIABLE!
32} =0
[33] FI3:->INIT
[34]) IPIT:>(CC="+"')/ADD
[35])] C1+TVAL1+«HVAL1+ 1+CDE<2
{361 -sU
[37] ADD:CDE«2+C1<«HVAL1«1+TVAL1+0
{381 SU:TPR<NEXPpI«0
£39] RECANAL:~((I«I+1)>JEXP)/CALC
(40l F<+MOLIIV(HMOLI+13-1)4V2
E413  Ph<«(W='(')11
[42] W«((PA-1)+W),,(PA+1)+¥W
[43] TPRES«MOLI]+DECAL
Lunl ARAL W
451 ~(ERE=1)/0
{u6] ->((CRES=1)VCRES=2)/0UJ
{47} ERR1:ERR
[48) Vi1ERR«'DOMAIN ERROR!'
fu9l =0
(501 OUJ:T0+,TRES
£51) ZTPRIII«~VFALLNALLIY]
[52] Ho<10
53] +GDOWN+1
[54] GDOWN:TRAL nALLI]
[551 -((H0-10)2pT0)/DOW
[56] FHO<FO+1 :
[571 7SAL nMALLI)
[58] ~RECAZAL
{59 DOV :VEALIIALLI)I«TPRLT]
[601 ((I«I-1)=0)/FIN
[61]) s¢DowN :
[62) CALC:TRES<E+DECAL
(631 ANAL W1
“[e4l =(EZRR=1)/0
[65). 7VAL2«TRES
[66] EAVAL2«[RE
[67) (2+CRES
{681 <CODE«CDE
[63] prop
[70]
[71]

72}
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PLIMA

[53 a [};3: Traitement des ligrnes en mode éxéeution, inpressioi
éventuelle des diagnosties d'erreur([9) 2 @?)) et
du résultat( (18] a (33)). ,

(34} a [60]: Traitement de A et ¥V ; les lignes (373 a {50) amalysent
la strusture du "headex"( de type P -« Q ?n,g ).

[6ﬂ ¢ Interruption(—2APL):Aprés eelle-ei, la eomwande —» LIMA
(en APL) ramdne 3 (1} dems PLINA .

[7@) : Le produit imterae A.= eompare la comnande-systéae
aralysée aux lignes de LITC,formée des eommandes peraises.

ANAL
(}5) X Aiguillage dépendant du 1°"°® earactere; LABEL eontient
les adresses des différemtes étiquettes.
[}é)/ INDEXING est ur programae teehrique traitamt les
expressiorns enitre srochets.
&B): OPAR <repére la paremthiése ouverte eorrespondart & eelle
(fermde) qui viemt d'8tre amalysée.
(703 a Eﬂ ¢ Traitexent de la fleéeehe d'affectation,

(214)a L48} Traitement des substitutions; les lignes (128)a(134)
' sanipulent les registres iantermes diseutés dans DFOP.

DFOP '
Opération dyadique entre les deux arguments ARGl et ARG2(placés

dars les qyatre "regisitres" TVALL1,HVALl, et TVAL2,HVAL2).
(g)als) :11 'y a pas dtopévateur: tramsfers de ARG2 & ARGL.

LG)&(?4):COnversiqn de type en eas d'ineompatibilité emtme ARGl et AuG2.

] v
@8} s Aiguillage, dépendant dé l'opérateunx.
(29) a (38) f: Multiplieation.

(}Q) # Premidre apparitfion de GTR: em fait, les opérations somt
effestuées dars 8 regigtres intermes;GTR effeetue des tramsfexrdy
erntre eecs regisires( aimsi que les programmes ST et TS).

[39) & (47) :1daision,
[487) 2;&603 :BExponentiation.
[61) a (72]/ Substitutions.
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Analyse deg lignes etntenant le symbole Q

tj} : NHIER 1xrepére les miveaux de paremthésage de la ligne analysée,

~le but de [j)eat l'extraetion du prembex (3 gauehe) non
Pareanthésé,

o>
P
—
g)l
=
N

Reeherehe du / eorrespondans( préedédé par + ou x).
Déeoapogition entre /

forme (I c )
l?4) 5(74: Caleul effeetif de 1l'expression.

o
=
o
(TN
X2
[

et e de la ligre en éliments de la
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1. The assertionmethod of Floyd

1.1 _Example (from Manna)

Consider the following problems
Find the largest integer z such that zgyX -

The following program P could be a solutions

Ps start .
e I(x)s=x 20
(aybyc)s=(0,0,1) ‘ _initia.l asgertion
b ssb+c _

| domsoenpeeae S A(xr8,b)¢)

1——‘—— b x?—-L-l inductive assertion

as=a+1 z$=a : ' 2 2
C3=C+2 é-f--------—----F(x, z)s=2gx< (z+1)
halt final assertion

Prove P to be correct with respect to I.,(J'c) and F(x,2).

Proofs P is correct with respect to I amd F iff there exists
an inductive assertion A(x,a,b,c) such that the following
verification conditions (vc's) hold for all x,a,b and cs
(1) I(x)>A(x,0,1,1) and
(2) (A(x’atbtc)h(bsx)):A(x!a"’1vb+¢+21°+2) and
(3) (A(x,a,b,c)A(b>x))DF(x,a)

There is an A(x,a,b,c) such that (1),(2), and (3) are trues
A(x,a,b,c)s=(a2$x)l\(b=(a+1‘)2)/\(c=2a+1).

1.2 Propagation and verification conditions (ve's)

The ve's (1),(2) and (3) are obtained by propagation of one
assertion bottom to top (against execution direction) to another
through one of the paths of the program.

Examples A(x,a,b,c) propagated through bi=b+c givess
A(x,a,b+c,c), which propagated through (a,b,c)s=(0,0,1)
givess A(x,0,1,1).

As one can see sgubstitution is ah important primitive action.

After propagation to a point where two assertions meet each other
the vc is composed by writing
(1) I(x) 2 A(x,0,1,1)

This vc (and the same for the other two) has to be proved true for

all x,“once an appropriate A has been established.
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With ISVAP one can interactivly propagate assertions through the
pathscof .an. APL poogram, .and .compose.vc's.
The vc's are not proved by ISVAP. -

In the remaining part I will go a bit more into details of ISVAP
in order to find out to what extent symbol processing has been used.

This will finally result in some concluzipns .about the use of APL.

123 Conclusions about the method of Floyd

Before going to ISVAP I will at first make some remarks about the

assertion method of Floyd itself,
i. ISVAP expects inductive assertions to be specified before the
. propagation has started. It is my experience that this is not
always an easy Job,when an existing program has to be proved:

How can one formulate A(x,a,b,c) if- the ve's (1),(2) and (3)

are not yet formulated! ‘
Manna gave some heuristic methods to find A by considéring the
assignments in the loop and constructing invariants from recursive
oquatlons. I believe one should never atcempt to make a program without knowing
2¢ With Floyd one proves “part1a1 correctness" (Manna)s. A(x,a,b,0).
One proves a program to be correctlgg it stops, but one does
not prove it to stops One has'to show this separately, and this
can easily be done in the example.
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20 1SVAP- An Interactive System for Verification of Apl Programs .
2:1 Programs of ISVAP

~ ISVAY consists of a couple of programs, which can best be
"introduced by the following examples

a) Initiaslization and Input

INITIALIZE ~initialization of internal data

LOAD '¢program P> ~input of programstring P

ANALIZE -find places for inductive assertions
" FINDPATHS {places selebted)- -find paths for places selected
I4e-INASS ‘ ~type in Initial assertion

A e-INASS -type in inductive assertion
Fe~INASS ~type in Final agsertion

Assertions are prédicate calculus formulas given in APL.
b) Propagation
Alg=A PRUPAGATE {linenrs, of path in reversed order >

)
~after each step the propagated
.assertion is printed and the user

can make changes withs

ASe-CHANGEASS AS . -editing or substitution by user
¢) Composition of ve

VCie=1 IMPLIES A1 (1) I(x)24a(x,0,1,1), with A filled in,
d) Verification of vc

OUTASS VC1 -lists the vec VC1

VC1¢=- CHANGEASS VC1 -editing or substitution of VC1 in

order to prove it true

2o

2 Storage capacity and speed

Storase capacity

28.8 Kbytes are used by ISVAP programs, without interface variables
and space for execution.

Workspacesize should be 72K or three of 32Ks

one for initialization,loading and analizings

- one for propagation and '

one for verification.,

The intérface variables are grouped in VAR

Speed 7
The program is rather slows about 2 minutes terminal time per

propdgation step.
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3, Automatic propagation

3,1 ASSIGN ‘Ae~B or X[v]e3B

cuq1tAéB
Substitute B for A in ASS (the assertion to be propagated)
case 25 X[V]eB ¥V is a vector
If ASS contains X[V] with the same index V then
substitute B for X[V] in ASS, and if B contains X then first
replace X by X'e |
The (remaining) occurences of X (not X') are replaced by
(x[v?] ,B)[4v',v] witn V'sa(~(tpx)eV)/ApX.(all indices not in V).
Finaly X' is replaced by X again..

case 3s X[M]e=3B ~ B is a matrix, is also implemented.
3.2 TEST -*(¢)/L

In the following program scheme : .

(i1 =(c)/3

[i+1] ---

0 -

there are two pathss Propagatad assertionss
path 13 ceeegdsdyece - CDASS '

path 23 Cl..,i’i"‘?’... (~C)9ASS

If j=i+1s ' ASS -

3,3 FUNCTION Cé=A FU B

A function CFeAF FU BF is expected to have already been proved
correct with respect to an initial- (Ix) and a final- (Fx)
assertion, Further Ix, Fx and the-beaderlCFé-AF FU BF should have
been put into ISVAP.

At first in Ix and Fx the formal parameters CF,AP and BF are

substituted by their corresponding actual parameters C,A and B,
Now Fx is searched for so called explicit terms of the kind C=f(A,B).
For these terms C is gubstituted by f(A,B) in ASS asing ASSIGN.

Let ASSx be the regult of these substitutions, If Fx contains explicit
terms only, the result is ASSx, otherwise the result is given

symbolicly by Fx o ASSx, and ISVAP is giving no more help.
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JF# 0 ASSx means that substitutions in ASSx still have to be made

by the user, with respect to the remaining implicit terms of Fx,
using CHANGEASS. (And we hope he can do it!).
Body repiacement.

I belf%e that it is mostly easier to reconstruct a as simplified

88 posgible body of the function FU out of Ix and Fx. When replacing

the.functioncall by thié body one need no longer propagate through
fungtioncall statements.

Research still has to be made into this subject.



4. Symbol processing in ISVAP

From the previous chapter it became clear that substitution of names
and expressions in assertions is an important primitive operation
in ISVAP.

4.1 Substitution of names

In ASSIGN and FUNCTION names in assertions sometimes must be renamed
temporaly to avoid multiple subsfitutions afterwards.

This is done by a function STRINGeB SUB C which substitutes in
STRING the string C for the name B, by compression and expansion,
ox%pt in protected parts of STRING.

Exampless 1) rename X by X' (see 3.1)

2) replace formal- by actual parameters (see 3.3)

4.2 Substitution of APL expressions

In ASSIGN and for any explicit term in FUNCTION the left hahd side
must be substituted by the right hand aidevih the assertion. .
This is done by a function STRINGeB ESUB C which substitutes in
STRING the APL expression C.for the APL expression Be If necessary
¢ is surrounded by parentheses.
Exampless 1) substitute b by b+c (see 1.2)

2) substitute C by £(A,B) (see 3.3)

4.3 Substitution and editing by the user

CHANGEASS allows the user to change. assertions or vc's. He can

do this by substitutions or editing:‘when-substituting he implicitly
uses ESUB. When editing the assertion is printed, followed By a blanc
line on which he can indicate with § and § respectively where to
introduce or drop symbols.,

IT.2.7



4,4 Pointers in the program string

The program siring is placed in a variable PR.

In order to have a fast reference to individual statements of the

program and their constituent parts like LHS and RHS of an assign-

ment, three tables have been introduced.

1) AS, As[i] contains address and length of LHS and RHS in PR
of i~th assignment of-the program.

2) T8, TS[j) contains address and length of testcondition in PR

' 0f j-th test of the program.
3) Fs, FS[k] contains address and length of functionname and each
: _ actual parameter in PR of k-th functioncall in the

program. '

4 fourth table TV relatea the linenumber of the program to the

indices i,J and k of the above tables.

I1.2.8



5. The use of APL ,
.1 as designlanguage (DL)

Restrictions are necessary rather than extentions.
Restrictions are: '
1) No compound statements, like L,PPeApQeB

2) Only assign AeB or X[V]eB or x[M]eB
branch <9l
test +(C)/L

function Cea FU B (all 6 forms).

Extentionss no other than those proposed by other APL programmers.

5.2 as_assertionlanguage (AL)

An AL should have at least the same power of expression as the DL.
This means that it should have at least the operators of the DL,
Tnere are two problems (at the moment) when usinéAAPL as the ALs
1) APL has no quantors V¥ and 3. '
In:some cases 1 can be used to describe the domain:
(Wi)((ietn)oa[il=0) can be replaced by A/Afin]=0.
(91)((i61n)AAfi]=0) can be replaced by v/A[an]-=0.
But this is not possible f.i. ins
(vi)((ietn)aafi+0 1]=0) because A/A[(xn)+0 1]=0.
This will have to be studied further,
2) Not every mathematical notation can be expressed in APL,
f.i. greatest common devisor (GCD). A named operator GCD can
be infroduced;.Thé axioms of this operator have to be é&%idered
when the vc is proved true.
3) APL has no imlication operator.

sc&n be used for it.

He3 as the descriptionlénguage of ISVAP

There were no difficulties in performing substitutions in the
essertionstrings according to the easy addressable parts of the
programstring in PR: Only the lack of enquote and dequote operators
was felt, f.i. in genefating unique nam?s Ti with each time a new
"value" iei+1 for the character 1i.

Furthermore the programstring should be eésily obtainable from the

program and vise versae.

IL.2.9
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5.4 Conclusions about symbol processing aspects of APL in APL

‘program verification with Floyds assertion method.

Realizing that:

1) Substitution, renaming and enquoting and dequoting are almost
the only basic symbol processing operations used in program
verification by means of assertionpropagation, énd

2) Substitution in a string can be easily done by means of
compression (deletion of the old entities), followed by
expansion (filling in the new entities), and

3) Enquote and Dequote are already under consideration,

it is my feeling that no extentions to APL are necessary.

Theorem proving aspects have not quite well been considered, and
gquantors still have to be studied. May be they will ask for

extentions of the language.

There is however one thing that should have been extended from the
very beginnings

namely a very carefull definition of all the operators ofAAPL,
especialy unusual situations like empty vectors, because without

these axioms it is impossible to prove any ve.

11.2.10°,
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I Tntroduction et buts

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en général suf des systemes de mathé4
matiques pures, Celui-ci est un peu en margé, sbn application principale étant 1'ob—
tention de résultats numériques. Nous avons cependant pensé qu'un tel systéme devait
étre réalisé, ou son utilité générale,

LIMA O traite donc des fonctions réelles d'une variable réelle, Il calcule limites,
et développements limités pér rapport 2 une derﬁaine ééhelle, que nous définirons
au § 11. Nous verroné dans le dernier § que les projets d'ex%ension comprennent 1'in-

troduction de paramdires, puis le passage aux fonctions de plusieurs variables,
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T Introduction et buts

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en génédral sur des systémes de mathé
ratiques pures. Celui-ci est un peu en marge, son application principale étant 1'ob-
tention de résultats numérigques., Nous avons cependant pgnsé qu'un tel systeme devait
étre réalisé, ou son utilité générale,

LIMA O traite donc des fonctions réelles dtune variable réelle, Il calcule limites,
et développements limités par rapport & une certaine échelle, que nous définirons
au § IT. ﬁous verrons dans le dernier § que les projets d'extension comprennent 1'in1

troduction de paramdtres, puis le passage aﬁx»fonctions de plusieurs variables,
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I Introduction et buts

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en général sur des systémes de mathé-
matiques pures. Celui-ci est un peu en marge, son application principale étant 1'ob-
tention de résultats numériques. Nous avons cependant pensé qu'un tel systime devait
Etre réalisé? ou son utilité générale,

LIMA O traite donc des fonctions réelles d'ure variable réelle, Il calcule limites,
et développements limités par rapport & une certaine échelle, gque nous définirons
au § I1. Nous verrons dans le dernier § que les projets d'extension comprennent 1'in-

troduction de paramdtres, ﬁuis le passage aux fonctions de plusieurs variables,
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11 Support Mathématique

Nous nous limiterons aux passages & la limite au "voisir_lage" de 1tinfini (4eo
plus précisément), tous les autres cas pc;uvant s'y Tamener par un changenent de va-
riable, C'est‘d'ailleurs. nous le verrons la technique utilisée par le programme,

L'espace de base dont nous aurons besqin est le suivant :

B(R,) = '{(f,a) |a € R -et £ est une fonction continue sur [a,+f} .

Définissons sur cet espace une relation d'équivalence :

(f,a)&(g,b)(:; Jc ;, cya,cddb, et‘sur [c,4[ 1les fonctions f et g

coincident.

(Cette relation peut &tre définie sur toutes les fonctions, méme non continues),
soit & 1tespace quotient %/(R , sur lequel se p:c;olo;lgent toutes les opérations

usuelles sur les fonctions, En pax;t.:lculier, ﬁne classe de  est dérivable stil

existe un représentant de cette classe (f;a) tel que f soit dérivable sur

[a,+] . 8i cette dérivée est continue, la classe de (f',a) est dans' .

A partir ‘de Iﬁaintenan‘c, par abué c_1e langage, nous difons souvent "fonction" au
lieu de "classe", parlant. dé deux "fonctions" égéles, ou d'une ';fonction“ identique~
pment nulle,

Nous allons maintenant introduire sur § deux relations dlordre

f ¢ g&== 3Ih bornée “¥xya f£(x) elx)xnlx)
ath .

f& ge=> 3Ih tendant vers 0 } vxya f£(x) ¢ glx)xn(x)
athi

Ies notations sont celles de Bourbaki, Historiquement les plus célébres sont celles
de Dedekind : 0 et o qui ont d:onné son nom au projet qui nous occupe.
équivalence : £ ~gé=> (f-g) €« £ .

On définit d'autres notions utiles :
-~ et g sont comparables &= £ << g ou f >> g ou f.g (7\ 75 0)

- si g est une fonction positive ayant pour limite O ou 4o , f est dlordre

loglt] .

P Tog g



On démontre aisément un lemme trés utile : 11.3.6

lemme A, Si £ et g sont deux fonctions positives strictes, f et g sont compa-
rables &= VYt > 0 sauf une valeur au plus f-tg garde un signe constant {au sens

strict).

Introduisons maintenant la notion fondamentale pour les développements limités :

~ On appelle échelle de comparaison tout sous ensemble § de § totalement ordorné

par << .

~ On dit que f € & admet une partie principale par rapport & une échelle de compa—

raison §, stil existe a € R et ¢ € § tels que f ~agp .

- Un développement limité dtune fonction f par rapport & une échelle § est la

donnée de p couples (aif@i) (i ¢ [1fp]) tels que a; €R ¢, €} 5.4 << 9,

t a. o
Y B4 Pip

est la partie principale de £ ~-(a1q;1 - >a2¢2) par rapport & & .
On peut opérer dtune certaine maniére, sur les développements limités, les opé-

rations usuelles sur les fonctions : somme produit quotient composition,

—~ On appelle corps de Hardy un sous—corps X de & tel que

Vf €X f est dérivable, et f' € ¥ .
Exemple : corps des fractions ratibnnelles.

Si a et b sont deux fonctions d'un corps de Hardy X et y une fonction
satisfaisant ¥y' =ay+b , on peu% définir une extension x{y] du corps X de la
fa¢on suivante :
¥[y] = {fractions rationnelles en y , & coefficient dans ¥ } .

On démontre sans trop de difficultés qﬁe ¥[y] est encore un corps de Hardy,
En particulier, si y € ¥ , on peut définir les extensions }L[eyJ , K{log]yt] .

Al 1s1%] .

On démontre le lemme suivant
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ILemme B, Deux fonctions appartenant & un méme corps de Hardy sont comparables d'ordre

NEYITNCY

quelconque (Vn sont comparables),

Soit 2{_0 un corps de Hardy, nous pouvons démontrer l'existence d'un sur—corps
particulier : il existe un corps de Hardy o ‘J{,o tel que

VEe X o €% ot loglt] € %.

Ta construction de ce corps est la suivante : £ est dans H si 3 3{1...‘5(.n

corps de Hardy, u1..-un fonctions telles que :
£ ed
= u .
Jii Mi—-1[ i—-1]
. 1 :
et u, =e ou 1oglzi_1] 2y 4 € Jg’,i Z5 £0.

Nous, pouvons enfin définir le corps des fonctions (H) comme le résultat de

cette construction appliquée au corps de Hardy des fractions rationnelles.

Définissons maintenant une échelle de comparaison particulidre dans (H).

. Tout d'abord ’em représentera le logarithme itéré m Tfois (zo(x) = x)

o @
g, = {1 (,zm(x)) m‘(am) famille nulle presque partout} .
% m=o

80 est évidemment une échelle de comparaison,
Définissons gn par récurrence 3

]
Ya f

B o= {1}Ufe™ * Mpyo, 1 ez

n » £

n—-1

o1 >>fk>>1’_ak7£°} .

On voit que En—1 <8, .
Soit T=U% .
Lon

Alors ¥ est une échelle de comparaison dans (H) vérifiant :

Sif€3,3€§,fxg€f
Si fe€¥,per, t¥ € §
Si £ € §, logf est une combinaison linéaire de fonctions de ¥

si fedest £ 41, ef est équivalente & une fonction de 2.
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Cette échelle est celle utilisée pour tous les développements limités usuels.

Cependant il existe des fonctions (H) qui n'ont pas de partie principale par rap-
port & g,
En effet si f ~ ag g € ¢
log £ ~ loglag) = log g + log a

et dtapreds une propriété de ¢

logf~zaigi g. €8
clest-a~dire

(log £ -zag)-0.

Of il existe des fonctions ne possédant pas de développement limité & reste

tendant vers 0, par exemple :

1
x x x
X X, e e

1 X ' n
(eX‘-l-i) nx

et la fonction e n'a pas de partie pfincipale par rapport & % .

Ceci est une premiére source de difficultés pour le programme,

Une autre est que 1'espace de fonctions autqrisées re sera paé (H) mais l'espace
que l'on obtiendrait si, dans la construction de (H), on était pafti non pés des
fractions fationnelles, mais du corps engendré par les fractions rationnelles et les
fonctions cos(F(x)) P étant une fraction rationnelle,

Une fonction comme cos(%) ntapporterait pas grand chose de nouveau, car elle méme
admet un développement limité par rapport & § ; mais il n'en est pas de ménme de

cos(x) 1
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IIT Dpéfinition du langage

1) Alphabet et lexigue

Lettres et chiffres (point décimal compris) sont utilisées, les lettres ne sont
pas soulignées,., Seules apparaissent : L, 1D, ou LG, ayant un sens primitif,
Certains assemblages de lettres ont égalémentrun sens primitif

COs SIN EXP LOG +INF -~INF . ies signes

e voa ()

ole

Dans le cas. d'une version comparant un mode définition d'autres signes devraient

bien sfir 8tre introduits, Enfin d'autres symboles sont imprimables par le systime

LD
2) syntaxe
Les chiffres et le point décimal se combinent pour représenter les réels comme

en APL . Les noms se composent d'une seule lettre a l'exception des lettres F , G

et H qui peuvent‘étre suivies d'un entier explicite, I1 ¥y avune notion de type :
"muet" [T.....Z]
"fonction" [F ¢ H] (+ COS SIN EXP 1L0G)
"constante" : le reste
<— 7Treprésente l'affectation APL

+ , X, =, » sont des opérateurs dyadiques
L, I, G, - est dyadique ou monadique,
La syntaxe pour les opérateurs et parenthises est la syntaxe AP avec l'exception
suivante :
si "NOM" est un nom de fonction, alors il doit étre suivi d'une parenthése et re
s'applique qu'a son contenu, Ainéi cos(x) +Y signifie (cos(X))+Y

et non cos(x+Y)

v est un opérateur "d'sbstraction fonctionnelie“ il fonctionne de la fagon suivantd
[1 lettre de tyype muet] v une expression LIMA O qui ﬁ'est'pas une fonction,
BExenple : g z +YCOS(2)

Yy Exp(y+1)



Son emplol est 1égal si l'expression suivant < ne contient pas d'autre lettre de
type "muet" que celle précédent w . (Une expression qul n'est pas précédée par )
ne doit contenir aucune lettre de type "muet"),
Le sens de cet assemblage est clair :
si F e X v Exp(X)

7(2) = Exp(3)

F(0) = ExP(1) ete...
Attention ceci ntest pas‘réellement uﬁe fonction APL.
Enfin A a un rble particulier,
I1 doit &tre précédé d'une expression ayant une valeur entitre, et suivie d'une
fonction, mais son résultat n'est pas une valeur LIMAjO et ne fgut &tre qu'imprimé

immédiatement,

3) Sémantique

L'utilisation des chiffres lettres et ( ) 4+ = X+ ¥ — vpermet de définir des
expressions algébriques (et plus avec COS , SiN ; EXP,‘LOG) soit ayant une valeur
.réelle, soit contenant une 1ettfe de type "muet", Dans ce dernier cas l'application
de v permet de définir des fohctions.‘Nousﬂavons vu dans le § II quelies sont ces
fonctions, Elles peuvent & nouveau &ire combinées & 1ltaide des opérateurs algébriqus
et composées.
L 1D et 1G représentent les opéraﬁeurs limites sur ces fonctions,

Ils peuvent &tre utilisés comme dyadiques, avec lé point limite en 1er argu—
ment, ou monadiqueé, le point limite étant précisé par ailleurs (?oir plus loin),

'A est 1'opérateur développement 1imité, Le premier argument est le nombre de

termes désirés (termes non nuls). Le point limite est précisé par ailleurs,

+INF et —INF sont recevables comme valeurs réelles, avec leur signification
évidente, Dans le cas d'une limite, le systéme peut répondre un réel APL , +INF
~INF ou UND (pas de iimite mais.bornée) ou IND (ni limite ni bornesj.

L - suppose que limite_droité et limite gauche sont égales, Si ce n'est pas le

cas, l'analyse de la ligne est interrompue, un diagnostic d'erreur est envoyé, et
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les valeurs de ID et LG sont imprimées,

Pour A le résultat est imprimé comme une fonction, avec la convention que
LOG[n] représentc un logarithme itéré.

Pourquoi le résultat de A n'esé—il pas une valeur de~LINA.O ?

C'est une décision arbitraire, I1 me déplaisait de le considérer comme une
fonction, bien que ce fiit tout a fait possible, et les vecteurs n'existent pas dans
LIVA O . Mais une modification minimum, indispensablie pour toute extension de LIMA O
et extrémement aisée & implémenter , serait dtavoir un opéréteur monadique o fai-

sant correspondre & une fonction, sa partie principale,
H

4) Pragmatique

Nous avons des "COMMAND SYSTEMS" analogues & ceux d'APL : )CLEAR )ERASE )FNS
)VARS mais surtout un nouveau venu : )SET LIM VAL T0 suivi d'une valeur
(réelle ou +INF ou -INF); Cette commande a pour effet de fixer le point limite

(voir section 3)). Le systdme répond WAS suivi de la valeur précédente,
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w Organisation du programne et aspect des algorithnes

Comme dans tous les LIMA le centre du programme est un analyseur qui "remonte"
lavligne caractére par caractire et appelle les SOUS—Programies nécessaires
storage de valeurs, appel de valeurs, exécution dtopérateur monadique ou dyadigue.
Mais en égard au céractére particulier de LIMA deux sous—progremmes occupent la moi~
tié du programme RILIM et RIAL programmeé récursifs calculant les limites et les
développements limités, Ils sont d'ailleurs étroitement imbriqués, chacup d'éux ap~-
pelant fréquemment 1'autre, Il est d'ailleurs nécessaire d'avoir des repéres pour
éviter de passer de maniere répétée sur les mémes branches., Etudions de plus prés
la représentation interne :

Les fonctions sont représentées par un tableau & six colonnes, une ligne par
‘fonction,

La premiére'colonne indique le type de la fonction
0 : fonction constante {la 4e colonne contient alors 1a valeur)

1 : fonction obtenue par application d'une fonction primitive

alors la 2e colonne indique laquelle 3 = LOG
2 = BXP
3 = C0S
4 = SIN
5 = SIN

la 3e colonne indique la ligne de la fonction & laquelle cette primitive est
appliquée

2 : fonction obtenue en composant deux fonctions ou une fonction et une constante
avec un opérateur dyadique,

Ia 2e colonne indique lequel

ofe

1t =4+2=x 3= 4=x

en fait x n'est utilisé que pour le cas £
gxlogf

fg est traduit e

(f~g est traduit f4{-g))
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des doubles (3@—4e colonne) et (5e~6e colonne) sont utilisés pour les argurxents de

cet opérateur, soit : (1igne de la fonction, 0) ou (O; valeur de la constante),

Quand un calcul asymptotique est-demandé, un autre tableau est engendré paral;
1&lement au tableau des forctions, Il contienf bien siir des pointeurs wmenant & 1'in-
formation calculée mais aussi des indications sur la quantité d'information déji
calculée,

On peut tout d'abord en voir une application immédiate :

G’<"‘ (o'nE'.qo) + ('nanoo)

1 2

Dans un calcul sur G , un calcul sur F sera effectué lors du traitement de

la parentheése 1, il ne sera pas réeffectué lors du traitement de la parenthese 2.
Un gain beaucoup plus inportant peut intervenir dans le cas de formes indéterminées

F e F{-F2

Ie systeme regoit maintenant l'ordre de calculer p termes du développement
limité de P . Il suppose & priori qu'il lui faut p termes pour F1 et ¥2 , et
léé calcule, A ce moment par simplifiéations Bt -72 donne moins de p termes, I1
faut-donc revenir en arridre et calculer des termes supplémentaires de F1 et F2
(2 priori autant qu'illmanque de termes & F1¥-F2); A ce moment 13, il faut éviter
de calculer tout le développement de F1 et F2 . L'intérét est d'autant plus grand
que F1 est complexe, Si F1 = C0S 1'intérét est~piesQue nal, Si F1 .est obtenu
par composition de deux fonctions le gain peut &tre trés grand.

(Rerargue : le probléme de la simplification étant vraiment tres éloigné des intéréts
du projet, aucun gros effort n'a été fait en ce sens, Il est donc poésiblé de trou—~
ver un cas ol la procédure précédente ne converge pas, a'est-a~-dire, ol on n'obtienﬁ
ne jamais p termes pour F{-F2 , clest & dire ol 1e'nombre de ter@es calculés soif

stationnaire, Alors le: programme engendre la fonction F{ — F2~termes déja caiculés,

et teste empiriguement si elle est identiquement nulle, en la calculant pour quel-—

ques valeurs aléatoires),
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Un autre cas ou il faut peut &tre recalculer des termes est le cas
F < EXP(G) et @ —+I0F

Ie cas limite étant celui vu au § IT o F n'admet pas de développement limité par

rapport & 9§, et ol le programme doit répondre par F , aveu d'impuissance,
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Une session

Voici le listing commenti d'une session réalisde sur IBM 360 (Pise

FPévrier 1974).

Les questions les plus difficiles ont recu une réponse en 30 secondes

de temps réel, la plupart des autres en quelques secondes,

Tout d'abord, quelques exemples de développements limités de fonctions

simples : exponentielle, -cosinus, et sinus hyperbolique.

TEST

YSE LI VAL 70 0
O PAS +IRF

P<XVYELP(X)

oA P |
14+X40,5x(X#%2)+0.16666G6%x(X*3)+0.0u1666x(Xxl)

TL€XVC0S(X)

DUATFLC _

T T AT o X (Xx2)Y+0 . 041666 X (L)

G<ZV(EXP(2)-EXP(-2))+2

B ey
T X+0.166666%x(X*3)+0.008333x(X¥*5)
FERS T T
TFFL G
JCLEAR

Développement limité de fonction composde s

P<XVC(X+EXP(X))

3.. A F P . N N

T A2 %xIF0 .5 (X *2)+0.1C66606x{(X%x3)
P<XVLOG(I(X))

A A

XX+T1.5%x(X*2)+1.833333x(X¥%3)



&
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Un exemple de limite de forme indéterminée : O I1.3.16

Ha

PeXV(X-STHCLY)2X%3
L7 o

0.1066666

Peuxitme exemple de forme indéterminée 3 1 * oo

)SET LI VAL 70 +ILF
- WAS 0
GeAV(1+13Ey =L
A<LOG(+INF L @)

A
0.9899899

Troisieme exemple de forme indéterminée : o = o

PZV X (14+X%2)%x152) ~K%2
L £

0.5

Fonctions mélant puissances de X , exponentielle, et logarishmes itérés :

CXVLOG(LY+X+L0C(LOG(X) ) *2
3.4
X+ (LOGCEY)+(LOCL2T(X)*2)
HeXVEXP(G(X))
1A ’
BXP(X+(LOCL2](X)*2))xX
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Exemples de limites & droite et limites a gauche :

YoRrT LIM VAL 70O
ITAS +I0F

FeXvity
Teltit
T LC: -TEF LD: +IPF
DOIIATD EPRROR
Lr '
A
La r
~IIF
P<XVEXP(1:X)
LT
LG: 0 ° LD +INF
DOAII' ERROR
o7
G<XVEXP(-127%2)
L ¢
0

Exenples de fonctions n'ayaﬁt pas de limite ¢

ysp® LIH VAL 70 +INF

FAS O
F«XVCOS(X
e

vip
CeXTxxC08(X)
LG

InD

Pour finir, un exemple de développement limité au voisinage d'une valeur

finie non nulle,

yope LIl VAL 70 1
A8 +INT
FP<XCLOG(Y)
2 AT _
(X-1)+70.5x((X-1)+2)
yorr
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VI Conclusions

1) Remarques sur APL comme support

. . ) v 9.7 / s .
Certaines faiblesses 4d'APL ont considérablement augmente l'aspect pénible de
de tableaux

1t'implémentation 3 l!absence de tableauﬁ%ﬂﬁggﬁgggétion est un vecteur, un développe-
ment 1limité est un vecteur de fonctions, on s'intéresse & un tableau de développsment
limités,,. Il a souvent été nécessaire de définir trois tableaux la ol un aurait dd
suffire ; et de compliquer la programmation en conséquence,

Dlautre part une forme de recursivité parait assez utile :

Prenons un exemple plus simple que le calcul asymptotique : la suite

u,n+2>='un+1 +u. Blle correspond en APIL au programme suivant :
YR FN
Re 1
— (W < 2)/0

R (F I-2)+F N1 @

Pour calculer u, ce programme calcule u1’ et u .

pour calculer u_ ce programme calcule 2 fois u1 et 11fois uo .

3
Pour calculer . u4 ce programme calcule 3 fois u1 et 2 fois uo (ét en cours de
calcul 2 fois u2).-
Dans le calcgl de w, i le programme calcule 2 fois -uhrz rees uhéz f01s.u2 cee
fois u, .
Y1 1

11 serait utile d'engendrer, au début du calcul un tableau & 2 colonnes, avec
T[N;1] dindiquent si PN a déjh été calculé, et si oui, son résultat dans T[N;2].
Bien sfir ceci n'est pas le cas dans tous les programmes yécursifs que 1l'on veut

écrire ; il faudrait avoir cette possibilité en option,

2) Amélioration des algorithmes

On m'a suggéré qu'il devait étre possible, par exemple dans le cas des formes
indétermindes, de prévoir avec peu ou pas de calculs, le nombre de termes & calculer

pour les fonctions intermédiaires, Toute suggestion concrete et efficace sera exa-
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» rd - ’, N ) -
minée avec intérét et reconnaissance !

3) Extensions vpossibles

Tout d'abord, précisons que LIMA O n'étant qutun épisode dans un projet général,
ces extensions ne seront probablement pas implementées.

La premidre idée est d'introduire des paramétres, c'est-a~dire des constantes a
valeur non précisée, Les réponses du systtme & un ordre de passage aux limites,
Seraif le cas échéant un arbre,

Puis dans une fonction avec parametres, on pourrait échanger le rdle de la va-
- riable avec celui d'un des paramétres, ce qﬁi serait le premier pas vers le traitfe-
ment des fonctions & plusieurs variables,

Une extension différente et facilement réalisable, serait ltintroduction d'un
mode définition,

Admettons 1l'opérateur o mentionné en IIT 3).

Voici deux exemples de probleémes ol un mode définition serait agréable :

a) Tout d'abord 1'équation Y LOG(Y) = (X) qui se transforme en

106(¥) + 106(106(¥)) = 106(X) ou U + L0G U = LOG X avec U =1I0G Y d'oh

U ~1L0G X.

on peut calculer le terme suivant : U = LOG X + u1 u1 + roa(roe x + u1) =0

—LOG(LOG(X)). Au stade suivant cela donne

=}
¢

=]
i

roa(roa(x)) - roa(rog x - rog(roz X)+u2)

1.o6(roa(x)) 2_\
oa(x)  * Toe(y)

_ Loc(roa(x))
2 L0G(X)  °

£
I

. —106(1 -

ce célcul correspond & la boucle
I& 1

F1 «— F2 « X v~ 1oc(roe(x))

— (N=1)/rIN

’_INIT PI e I+41

F1 ¢« 0 « LOG(10G +F2) + F2
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F2 ¢ F2 +T1

~—> INIT

b) Considérons 1'égquation X = tgx et appelons w la solution comprise entre

-(—2—1—12:1—21:. et -gg%ﬁ-)-n . Nous cherchons un développement de w par rapport & n ,

_ (en+1)
> T

Visiblement un

w(n) = ng + = = u, {(n)

nvlg

avec

Il

on T
tb(nn+-2-fu1(n)) nw + 3 u1(n)‘

tg(u, (n)) = 1 =
n'n:+-é-— u1 n

1
n &
u, (n)
ce qui donne lieu & une boucle comme la précédente, en admettant quton ait déja réso-

lu le probléme d'Arctg,
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1. Abstract syntax and semantics of A-calculus.

' Following Landin’ D],.the'semantics of A-calculuscan be
given in an interpretative way by means of the concept of "state

transformation®.

The semantics of a\-expression is so defined by showing
“the successive‘transformations of a particular object called
"state". A state is a composite object whose components are
relevant in order to exactly define the meaning of a A\-expres-
~sion. Such components are: a control part whose content is the
}F—expression whose meaning is to be defined, a §j§g§ part which
is used in order to store evaluated argument of expressions; an

environment part which contains symbols and associated values to

be used in the computation of the expression present in the
control part, a dump part which contains a copy of the preceding
state, i.e. the state saved whenever ¢« new level of expression

-sevaluation is entered.

A state transformation is performed by a particular func-
tion whose argumentvis a stafe and whose output is still.a state.
‘Such é function, called transform precisely defined by Landin,
opératesAthese state transformations starting from an initial
state X, which has his control part containing the k—expreséion
to be évaluated and all other components emptyf+%hus giving a

until a final state

new state x. and recursively from Xy X

. 1 i+ ,
Xe is reached. It is just this finite set of states which gives
_the semantics of the particular \—expression present in the

state X, This function may be also called an "abstract machine"

performing the above mentioned transformations; Landin called

(+) with thg exception’ of the environment part which may contain
t@e variable-value pairs,for the free variables of the A-expres-
sion in the control part.
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his macline the "SECD machine" because it operates on a Stack,

an Environment, a_Controi and a Dump part.

1.1 - Syntax

In order to precisely define this function we need a |
syntactic specification of the involved objects. Such a specifica-
tion can be also useful in the definition of the function itself.
In this section we give these specificationé‘in a complete abstract
way, also givihg the function transform operating on the abstréct
objects defined by the abstract syntax; In the following sections
it will be also shown how concrete representations can be derived
from the abstract notation. For the moment,however, we'should like
to show the "intuitive" abstract syntax of the objects involved in
the specification of the SECD machine. We use here a pseudo-coatext-—
~free notation for the defihition"of 6bjects in the sense that thé
symbol "::=" is réplaced by the symbol ﬁ:" and itslmeaning is

"is composed by", the symbol " "(blank)iS‘used in order to separate

the names of objects possibly occurring as components in the right
member of each production, and'thebsymbol "l" is used as the aisual
-alternative "or". In this wgy.a production like:

machine = stack env control dump
reads as follows: |

the object machine is composed by a stack part and by an env part

- and by a control part and by a dump part (we use here the term
- machine in the same sense of the term state we used above)and,

‘analogously, a production like:
env = {2 | envelement env

reads as follows:

the object env is composed by the @ (null) object or by an

envelement part and by an env part.
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We can give now our intuitive abstract syntax of the objects

involved in the SECD machine épecification:

(IAS1) machine = stack env control dump
(IaS2) stack =@ | stackelement stack
(IAé}) staékelement = closure | expression
“(IAS4) env =Q | envelement env

(IAS5) envelement = var value

(IAS6) control =Q | contrelement control
{IAS7) contrelement = expression 'ap
(IAs8)  dump =Q | machine

(IAS9) closure = env var}expressibn
(IAS10) expression = var]')éxpri combination
(IAS11) Xexpr = boundvar' body

(IAS12) Dbourdvar = var

(IAS13) comtination = rator rand

(IAS14) ratcr = expression

(IAS15) ranc = expression

(IAS16) valie = closure] expression

(IAS17) body = expression

in this defirition & stands for the null object
ap for an elementary object not € var

var for a set of elementary 6bjects.

From IAS10 to IAS17 we can sée that an expression is an elementary

‘object var or a composité object 7\expr~qr a composite object

-combination. A Aexpr is an object in which we may distinguish a

‘boundvar part (i.e. an object which is, on its  turn from IAS12,

& var) and a body part; a body is still an expression (see IAS17).
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A .combination ia an object composed by a rator and a rand which

are both expressions.

This kind of definition is what Landin calls a "structure defini-
tion" of the objects we are interested in. No committements are
made about any kind of concrete representation of such objects.
Following rules IAS? to IAS17itisa quite natural job to derive

a formal definiticn of these objects in tefms of Vienna Defini-
tion Language (VDL) [2], i.e. defining each composite object by’
means of é predicate which is satisfied only by>those objects

~ constructed in the way illustrated in the definition of the
predicate itself by means of other (possibly composite) objects,
particular selectors andvother predicates.

We give here a tough explanation of this definition method in
order to show the complété-abstraét'syntax of 6ur objects which
may be called from noﬁ on "abstraqt trees".

‘We recall here thaf‘we are dealing now with two data object
classes, namély the Qlass EO of'elemenfary objects (i.e. atomic
objects or terminal nodéSIOf trees) and the class CO of composite

~objects which may be built up-from elementary ones by construciion

operators (see below); composite objects have components each ¢f
which may be selected by one and only one selector choosen from a
class S of selectors.

From IAS2 we can derive the following definition:

is-stack = is-empty v ( { s-stackelement: is-stackelement >,

¢s-stack: is-stack) )

that is the predicate "is—stack? (derived from the name stack with

the prefix "is") is satisfied (this is the meaning of the sign "=")
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by the null object & , which satisfies the is-empty predicate,

or is satisfied by those objects which have just two components

labelled s-stackelement and s-stack and satisfying the is-stack-
element (see below) and is-stack predicafe respectivelyﬂ

The second alternative used in this definition parallels the way
in which composite objects may be constructed using the construc-
tion operator}g of VDL. The operator u : (sx(EDw €0))™ = 'co,

maps an n-tuple of couples of type (s ,O ) where s,€ 8 (selector)

and Oi € (EOu_CO) into a composite obaect O'GCO,_Wlth the condi-

‘tion that for every i and j with i # j and i,jgn # S5

Couples of the type (s ,O ) will be denoted by sy .O R

In this way the appllcatlon of}u.0 to the follow1ng n-tuple of
gouples:

<8,30,> , <5,:0,> yeves L8 20 > (with s; # s for i # j

and i,j< )

builds up the composite object whose immediate components are
labelled S1,82,...,S and select the objects 01, 02,...,On'
respectlvely.

‘Graphically we have:

o =}%(<sﬁop,”.,<%f%?) =
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Coming back to the is-stack predicate definition, given an oblject
‘ cr1 satisfying the is-stackelement predicate and an object Gé
satisfying the is-stack predicate, an object X satisfying the

is;stack predicate is the null object or the object graphically

represented by;

s—-stackelement s-stack

‘We are now in a position to give the complete abstract syntax
derived from IAS1T - IAS17'byAmeans of predicates, selectors and
$he underlyir.g concept of the Fo constructor operator.
Selectors will be freely used in each rule without previously
defining a set S of selectors; this set S results in this way

‘a posteriori defined as the union of all the used selectors.
(as1) is-wrachine = (<s-stack:is-stack)>,{s-env:is-env),
¢s-control:is-control) ,<s-dump:is-dump))

(As2) is-stack = is-empty Vv (¢{s-stackelement; is-stackelement> ,
 <s-stack: is-stack) )

£4S3) is-stackelement = is-closure v is-expression

(AS4) is-env = is-empty v ({s-envelement: is—envelement >,

{s-env* is-env) )

(As5) is-'-venvelément = (¢s~-var: is-var >, <s-value: is-value > )
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(AS6) is-control = (<s-¢ontrelement: is—contrelement>,

¢s~contrel: is-controld )v is-empty

(AS7) is-contrelement = is-expression V is-ap
(As8) is-dump = is-machine v is-empty
(AS9) is~-closure = ({s-env: is-env), ¢ s-var: is-var),

{s-expression: is-expression> )
(AS10) is~expression = is—vér vV is- Aexpr V is-combination
(AS11)  is- Aexpr = (¢s-boundvar: is-var), <s-body: is-expression))

(AS12)  is~combination = (<s-rator: is-expression), (s-rand:

is-expression) )
(AS13) isévalue = isfclosure v.is—expression
(AS14) isvar = {a.set of elementéry objects}
-(AS15) isiép = an elementary object ¢ is<var

note that is=var and is~ap are the sets defined by the

predicates is-var and is-ap réspectively.

Assuming, for example, is®var = {x,y,z,f,g,h} an object A .

satisfying the is- Aexpr predicate may be so represented:

A

s-boundvar s—body

'i;:i;or s-rand

X

X .

s-rator s-rand

/

y z
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Selectors may be thought . of as operators which whenever applied
to objects belonging fo OB = EOu CO, give as result the object
. € OB which is attached to the branch labelled with the selector
itself (if it exists) or the null object ofherwise. So we have,

for example,

s-boundvar (A ) = x

s-rator (s-body (A)) = x

s-rator (s-rand (s-body (A))) =y
s-stack (A) = Q

1.2 — Semantics

In order to give the definiticn of the transform function,
‘'we need some more formalism and conventions. In the sequel the
éo called generalized assignment operitor B = OBxSx0B - COu & y
will be used.
This operator is introduced in order 3o be able to update and
manipulate objects, and is a generali:ation of the operator R, [2].

'Givén an object t, a selector s and :in object t', performing
p (t; <s:8'> )

we have as result-the object t' assigned to the s-component of ¢
if t has an s-component, or the addition of a new s-component '
to t if t does not have an s-component; or the deletion of s(t)
i—ft.-—-ﬂo

‘Thus, for example, let t = P (‘<s1:x1>, s, x,> , <8y ki) )

performing

'F‘(t; <s2: Po (<s5: X%y <36: x4> )>) =t
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we have

i.e. we have the assignment of a new value to the s -component.

2
A function operating on objects € OB may be defined by

meens of a sort of conditional expression language, using the
«predicates and selectors yet introduced in the syntax definition
-and the logic operators.

The usual ‘keywords if and then are not used here and only the
predicéte following the if, i.e. the "if clause", is written;

the keyword then  is replaced by an arrow " —» ". The only
primitive in this Ianguage is the substitution of‘objects by
other objects into a predefined object (i.e. the object on which
the function operates). A substitution is indicated by writing
down as 1l.h.m. the selector giving the object te be substituted,
then an assignment arrow "?"" and, as right hand member,the actual
object which replaces the o0ld one.

Thus, for example, operating on the object m satisfying the is-

~machine predicate an alternative may be so represented in our
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conditional expression language

is-empty (s-control (m)) =

s-stack e—pb({s—stackelement: s-stackelement (s~stack (m))>,

<s-stack: s~-stack (s-dump (m))> )

is-var (s-contrelement (s-control (m)) = ..........

which means that if the'predicate igs-empty applied to the control
part of the machine m is true then substitute the s-stack-component
of m with the object des¢ribed in the right hand side of the sub-
stitution rule, else if is-var (s-cbntrelement (s=control (m)) is
true then etc. Obviously all these transformations could be de-
scribed using the n operator only, but we prefer to give here a
less formal_descriptibn of our transform functién.

S0 we can define our transform algorithm, usiﬁg this language.

This algorithm operates_én a state or machine m satisfying the

AS1 predicate.

For shortness purposes we put

S = s-stack (m)

E = s-env (m)

C = s=-control (m)

D = s—dump (m)

P = ﬁs—closure (s-stackelement (S))
S' = s-stack (s-dump (m))

E' = s-env (s-dump (m))

C!' = s—confrol‘(s—dump (m))

D' = s-dump (s-dump (m))

We assume as primitive the following function

val: (isZenv x isZvar) -+ is>value
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which for every variable gives the value associated to it in the

environment part of the machiﬁe (see IASS and' ASS).

Finally we can give

t1)

t2)

t3)

t4)

transform (m)

is-empty (C) =

t

s-stack <« po(<s—-stacke1emént; s-stackelement (S)>,<s~-stack: S*'>)
gs—-env « E! |
s-control < C!'

s-dump < D'

is-var (s-contrelement (c)) =

s-stack < R, (¢ s~stackelement: val (E, s—contrelement (C))> ,
<s-stack: S> )
s-control e~ s—-control (C) |
is- Aexpr (s-controlement(C)) ->

s-stack < pu_ (¢<s-stackelement: P (<s-env: E>,<s-var: s-bouhdvai‘
(s-contrelement (C))>,<{s-expression: s-bcdy
(s~contrelement (C))>)>,{s-stack: S>)

s~control « s-control (C)

is-ap (s~contrelement (C))AP -

s~-stack « &2
S—-env <« po(<s—envelemént°: }10(<s-—var: s-var (s-stackelement (S))>,
¢s-value: s-stackelement (s-stack (S))>)>,
<s—-env: s—-env (s-stackelement (S))>)
s—controlep (cs—contrelement: s—-‘éxpréssion (sf-sta.ckélem_ent (S) >
’ . ° : <s-control:Sy)
s—-dump «}).0(<s-stack: s-stack (s-stack (S))>,
¢s-env: E>, < s-control: s-control (C)> ,

{s-dump: D> )
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t5)  is-ap (s-contrelement (C)))\AJP_~>

s-stack'«-pb(<s—stackelement: Pb(<s—rator: s~-stackelement (S))>,
¢s~rand: s-stackelement (s-stack (8))>)>,
<s-stack: s-stack (s-stack (S))>)

s-control <« s-control (C)

t6) is~combination (s-contrelement (C)) —>

s-control.é-P§(<s-contrelement: s-rand (s-contrélement (c))>,
<s~oontrol:‘po(<s-contrelement:s-rator
(s-contrelement (C)) >, <s-control:
pb(<s—contrelement: is-ap >, < s-control:
s—control (C)>)>)>)

This function accomplishes the above mentioned task in the sense
that for évery state Xy gives as result a new state xi+1 whose
components may be a modification with respect to those of Xy .

Let us illustrate some of transformations with a simple example ;
Example: let xo'be the following object (ncte that the initial
state contains the expression to be evaluated as its control part
_and a ceftain environment part which provides a "value" for each
variable thﬁ1is free, i.e.‘ngver selected by an s-boundvar

selector, in the expression):
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0
s—env s-control
s-envelement s-— env o s;contrelement
—envelement
s-=var s—value . s-rator s-rand
-u : -var s-value Y
v v s-rator s— rand
1'1
s~boundvar s-body

/

-boundvar —body

Note that x,:,u,v € isZvar.

Applying the transform function we see that only predicate t6 is
satisfied; i% tests for a combination; this is, in fact, the
structure of our expression. The effect of the application of
t6 is the transformatiqn of the control part of'xo'in the
following way: put as contrelement part of the control part of
x, the rand part of the original expression, then instal a
control part which is composed by a contrelement part consisting
of the rator part of the expression and a control part which
is, on its turﬁ, composed by a confrelement part yelding an "ap"
symbol (supposing this symbol satisfies the iséap predicate) and

a control part consisting in the control part of C which is, in
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this case, empty thus obtaining

s-contrelement s—control
v
's—contrelement s—-control

s-rator s-rand . s—-contrelement

u - ap

s-boundvar- s—body

s-boundvar. s-body

7N\

y X

where s-env (xo) means_the s-env component of x  since this
component is unchanged.

The stfategy of evaluation of combinations consists first in the
evaluation of its (ope)-rand pért and then 1in the evaluation of
the (ope)-rator part. This is of course one of the possible

strategies, but we do not discuss here the problem, which has
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been carefully étudied.(see e.g. L71 ). We have so obtained a
state Xy to which we apply again our transform function; we see
that the t1 predicate is satisfied thus obtaining the transforma-
tion of the stack part of Xy and the deletion of the contrélement
part of C in x

. The resulting state x, is the following:

1 2
U
x
s—-stack s—env s-control .
s—eny(xo) s—control(s—control(xl))

s—-stackelement

The evaluated rand part is pushed down as stackelement of the
stack part o X, We have in fact val (E,v) = v, i.e. in the
environment ‘the value v is associated to the variable v.

Now the alternative t6 becomes applicabte, since we have a

contrelement part which is a combination, thus obtaining:

X
——""" o
s-stack .S—env s-control
s—-sta -
ck(xz) s env(xo)

s—contrelement s-control

u

s—contrelement s-control

s~boundvar s-body s-contrelement s-control .
X ap
s-boundvar s-body : s-contrelement

y X ap
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As we can see another ap symbol appears as last element of the
control part. | _ '
Alternative t2 is applicable, and recalling that val (E,u) = u

we obtain:

/}T(\
s—stack s<env s—-Control
s-env(xo) 's—control(s-control(x3))

s-stackelement  s-stack

"s—-stackelement

-The first applicable alternative is n>w t3, which tells us that
the contrelement part is a A-expr stricture. In the stack part
- is so pushed the object called "closure", built up by means of E,

the boundvar part of the N\-expr and tie body of the A-expr itself.

The resulting Xg state is:
*s
‘s-stack s—-env s—control
 s—env(x
| (x5
s-stackelement s-stack s—contrelement s-control
s—stack(xa)' ap
s-en¥ s-var s-expression s-contrelement
s-env(xa) X ap

s—boundvar s-body

y X
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At this point alternative t4 is satisfied. We have in fact an ap
symbol.as contrelement part of C and a closure (see AS9) as
stackelement part of S. This alternative produces the deletion
of the stack, the installation of the environment part of the
closure, updated by inserting the new variable-value couple
formed by the variable part of the closure and the stackelement
part of the actualvstack part of S, the insertion of the expres-
sion part of the closure as new contrelement of the cdqtrol and

finally -the storing of the state x_ in the dump part, noting that

v 5
the stack part is stack (stack (S)). This means that a new level

of evaluation is entered. We thus obtain:
‘s—env s—-control s—dump

s—envelement s- env s-contrelement s-stack s—env s-control

/< s—env(xly\ s—élv(xs)

_var s—value -boundvar s-—body 5= stackelement s—contr&iment

x x v ap
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Alternative t3 is now satisfied thus obtaining the insertion as
stackelement.of the stack the new- closure, and an empty control

part; state x., is:

1
X
s~stack s-env s—dump
s—env(xe) s-dump(x6)
s—stackelement
s—env s-var s—-expression
s—env(x,) y x

Since alternative t1 is'satisfied, th2 various components of the
dump are popped up; however, the stactelement part of the stack

in x7 is still the stackelement part >f the stack in the new

state.

X

8

s—stack s—env s—-control
's-env(xs)
s—stackelement -g~stack s-contrelement
ap
s~env s=var s—expression g—stackelement

| AN

STenv(x6) y X- v
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Alternative t4 is satisfied again:
X

9

‘s—env s—control s—-dump

s-envelement s~énv  s-contrelement s-env

s—gnv(x6) X s—gnv(xs)

s-var s-—-value

[\

y v

Alternative t2 implies the updating of the stack with a stack-
element part yielding the value of the variable x and the inser-

l s
tion of a null control part, thus obtaining:

*10

s-stack s-env s=dump
s—env(xg) s—dump(xg)

s—stackelement

At this point alternative t1 is satisfied and we get a null
control part , a null dump part ‘and a stackelement part of the

stack yielding the final value of our original expression:
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s—stack s-env
s~env{x

s-stackelement.

/

u

We can say that the expression e
s~boundvar  s-body

s-boundvar s=body

which is the rator part of the rator part of our original exXpres-

sion, chooses the first of the two arguments to which it is applied.

Now, let us look at the alternative (t2);jthé function
val may be easily given in terms of the primitives we have in the
system, possibly using also the predicate "eq": OB x OB —> {E,F}
which applied to a pair of arguments gives as a result, the truth
value true (T) if the two objects are equal and false (F) other-
wise. The result of the function val (E, var) is the value presJ

ently associated in the environment E to the variable var.
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We could easily avoid the use of the function val if we define
the environment, i.e. the predicate is-env, in a slightly different
way.

Let us consider, in fact, the following predicate definition scheme:
p=({<s:p> || p,()})

where p is the name of the predicate being defined, and P, and
p1 are known predicates. This form allows the definition of
objects sets having a variable but finite number of immediate
components (instead of only two, for example, like in the is-envi-
ronment predicate, AS4) of the form <s;:x;> , where s, must
belong to the set of selectors satisfying the predicate p1 and‘
x4 satisfies the predicate Py v

This kind of predicate construction form is very useful in the
definition 6f the is-env predicate, if we have in mind a repre-—
senatation of the environment as a table, so that val becomes a
look-up into the table itself.

Rule AS4 may be substituted by:

(AS4') is-env = ( { <s: is-value> || is-var (s)} )

thus obtaining for the environment the following structure:

where x,y,...Z €S are selectors satisfying the is-var predicate and

VisVoree sV satisfy the is-value predicate.
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-Adopting (AS4') we simply have:
val (E, var) = var (E)

i.e. every variable var is used as a selector for the object E,
and it just selects its associated value. As we shall see later
this style of table looking is also adopted in our concrete

representation of the syntax and semantics of the SECD machine.

Alternative t2 may be so rewritten:

t2')  is-var (s-contrelement (C)) ->

s—stackne»Pb(<s—stackelement: s-contrelement (C) (E)>,
<s-stack: S> )
s—-control < SANE as t2,

and consequently alternative t4 for what concerns the s-env

transformation should be so modified:

s-env ﬁP’/“(E;«(s—var (s-stackelément (S)):

s-stackelement (s-stack (S))> )
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2 - Concrete representation of the syntax and semantics of the

SECD machine.

2.1 - Once the abstract syntax is given, for example, by means
of IAS1 — IAS17 or AS1 — AS15 we should like to explain how some
concrete representation may be giveh. |

-Then we have to solve the following problem: to choose some
concrete data structuré and to define suitable sets on this

data structure according to the intuitive abstract syntéx which
characterize the object we are dealing with. The original
formulation of the SECD machine given by ILandin deals with list

structures as a basis for object definition.

2.1.1 - Representation via list structures. A list can

be characterized by the following definition (see[1]): a list
is either null (i.e. it is the empty object) or it has a hggg
(h), which may be an atomic Object or a list, and a tail (t),
which is a list . The basic operations among list structure d:i.ta
we ‘shall use in our definition are the following (see [3]):

i- &4 -dyadic function, written in infix notation which constructs
the list of its_argumehts; it corresponds to the cong: functicn
.of LISP, that is a:b = cons'[a; cons [b: NiL]];

h (short for head ) gives the first element of a list, that is
it corresponds to the car function of LISP;

t (short for tail) gives the list of all but the first

element of a given list; it corresponds to the cdr function

of LISP;

null is a predicate which is true iff its argument is the

empty or null list, denoted by "( )";

eq is a dyadic_pfedicéfe which is true iff its arguments

are equal.

The definition of the objects needed for the definition
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of the SECD machine may be so given in a pseudo context
free notation in which the usual,conéatenatioh operator is
substituted by -the list constructor operator ":"; it will
be seen that some classes will be, for convenience, defined
as a n-tuple even though their definitioné could be given

by means of list structures.
So we have:

(CL1) machine ::= [ stack, env, control, dump]+
(CL2) stack ::= () [ stackelement : stack
(CL3) stackelement ::= closure, expression
(CL4) env :: = ( )' envelement : env

(CL5) envelement :: = [var, valué]

(CL6) contrcl :: = (_)I contrelement : control
(CL7) contreiement ::-é expression] ap

(CL8) dump : = machine | ()

(CLS) closure :: = env : var : expression

(CL10) expression :: = Varf Xexpr_[ combination

(CL11) Nexpr :: = A: boundvar: body
(CL12) boundvar :: = var

(CL13) combination :: = rator: rand
(CL14) rator :: = expression

(CL15) rand :: = expression

(CL16) wvalue :: = closure [expression

(CL17) body :: = expréssion

As before var is a set of atomic objects, e.9. identifiers.

. v
~ This is a 4-tuple
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For example the list env may be so visualized:

T e

|
sl
[var,valuel

l BN
v
Lvar,valuel <:f

or an expression, for its combination alternative, may be

SO represented

7,{ T, Mim

rator rand
Following CL1-CL17, each language may be associated with

a predicate which is true if and only if its argument is

an element of that language, that is if it is a list

which can be generated in a like cont:xt free way according
to the CL1-CL17 productions, starting with tﬁe name of the
language itself. For example the predicate is->\éxpn is
true if and only if its argument is a list, the first element
of which is the symbol X, the second element is a boundvar
i.e. a variable, the third and last element is an expression,
that is it satisfies the predicate is—-expression. On its
turn, the predicate is-expression is true if and only if

its argument is a variable, or (recursively) satisfies

the predicate is-qAexpr , or satisfies the predicate is-combi-

nation; and so on.

Moreover, let us.consider any definition containing
in its right part the operator:, for example:

(CL13) combination :: = rator : rand;

‘to any argument of the operator : is associated a function,
i.e. a selector, which selects that part of its argument
which corresponds to the argument of: By CL13, there are

defined two concrete selectors, s-rand and s-rator, the
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argument of which must be a list satisfying the predicate is-
combination. In practice the selector s-rator is simply

the function h, while s-rand is ht (that is the head of the
tail of the argument). Thus, for evéry class name Occurring

in the right hand members of CL1-CL17 one can construct

the corresponding concrete selector acting on appropiate

list structurés. On the other hand.to each language considered
in the syntax definition there may correspond a function

which builds the elements of that language. Thus,to the
language closure there corresponds the function k-closure
(construct-closure) the arguments of which are an environment,
a variable and an exéression, and the result is the corresponding

closure.

Analogously, there may exist functions k- Aexp, k-com-
bination etc. which may be defined by means of the primitive

functions fo:r list structure data.

For examnple, the notation A:var:expression can be

used instead of the equivalent k - %expr { N\ ,var, expression).

We rema:k that the important fact about the preceding
predicates, selectors and constructors is that they are
-automatically defired as soon as the syntax definition is

given.

2.1.2 - For what concerns the definition of semantics we
may use explicitely these predicates,_Selectors and constructors

and, obviously, the primitive functions on lists.

We shall use the function val [x;y] where x is an
-environment and y a variable and the result is the value
associated in x to y; according to‘CL1—CL17 we may define

this function in LISP terms like:

val [x;y] = [null [x] —+  ERROR;



eq [ y; s-var [ h [x]]] = s-value [h[x]]
T~ val [ t[x]; v]]
Now we éan give the definition of tﬁe_function transform

operating on a 4~tuple (machine) according to CL1-CL17,

using a conditional expressions-like language:

transformv(machine) =
~if null (C) then [hs:s',e',c',p']
ElES if is-var (hC) then
[vai(e,nc): s,E,tc,D]
else if is~ A expr (hC) then
[k—closure (E,s—bogndvar (hC), s-body (hC)): S,E,tC,D]
§1§g if eq(hC,ap)A is-closure (hS) then
[(), (s-boundvar (hS), htS):s-env(hS), s-body (hS),
| [tts,E,tC,0}]
else ;g eq (hC,ap) A ~ is-closure (hS) then
[hS(htS):tts;E,tc,D]
else if is-combination (hC) then

[s.,E,s-rand (hC) :s~rator (hC) : ap,tC,D]

where s,E,C,D,S',E',C',D' are defined as in 1.2..

2.2 - Representation via string structures

2.2.1. Syntax definition in BNF.

It is well known that.the only available primitive
operation in defining striné structures by means of a context
free grammar is.the conéatenation»operator, denotéd by writing
down.contiguously its arguments. So, given a string x and
‘a stiing y the concatenation operator, applied to the pair

X,y is denoted by "xy".

In this way a BNF definition of the concrete syntax
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following AS1-AS17 may be written as:

(CS1) <machine> :: = ( £stack?vdenv)y U {controlyu Ldumpd)
(CS2) gstacky :1: =% l # & stackel»<stack)

(CS3) <stackely :: = <closure>[<expr,>

(CS4) <env> g = 2‘_’];‘. {envel><lenvy

(CS5) <envely :: = Lvar» ,Lvalue>

(CSG) {control>» :: = ~ l~<contrelem)<control>

(CS7) (contrelemj):: = <expr>l A

(Cs8) Ldump> s o= :l<machine>

(CS9) <Lclosure» :: = K [ <Lenvpadvarpndexpry)

(CS10) Lexpr>» | tr o= .(_var») , ZAexpr> l < combination>

(cs11)¢Aexpr > :: = <L boundvar)<body>

(Cs12)<boundvar):: = {vard>
(CS13)¢combinationy:: = ({rator> .Lrand))
(CS14)Lrator > :1: = {expr?

(CS15) Lrand> :: = {exprd>
(CS16)¢value> :: ==(closure>‘<expr>
(CS17)¢bodyy  :: = Lexpr>

As before the class{varymay be defined as any {identifier).
In this case a péssible ,expre“ssion may be a{fexpry (i.e. a &_
expr) like:

X A (x..x) where the body is a <combination} of
the form ({vary .<{var>} and so on. Consider for example
the £env) (CS4) class; the empty environment is represen{:ed

by T, otherwise we have, for example,
T v, x A (x.x) T

when the enviromﬁgnt contains onlya £{envely> where the

{vary part is y and the <valuep part 1is an {expression) i.e.
a <Aexpr>. Thus we have a string of ?airs separated by
the symbol T; an analogous structure is given by (CS2) for

the class¢stack) . A <dump) is instead a string of e.g.



17.4.30

~ the | following kind (remember that the null £<dumpr is represented
by ":"):

(#¥5#x%UTy , x & (X.x)TU~A~U:)

-where the «stack)> part is composed by two «stackel>, 5 and X
respectively; the <«env) part is the yet shown element,_thé
<control> part in an A and the <«dump) part is empty, i.e.

represented by ":".

In the appendix it will be shown a concrete example
using a syntax definition following CS1-CS17 slightly modified
in order to have a total precedence syntactic recongizer
“(see 8] ). In the actual syntax of the gurmming example the |
primitive objects playing the role of 1 variable are distinct
as it follows:

X1¥Y|2z2!l FlGlH (i.e. >ly 6 elements)

CVARY :: =

LOP > :: = ¥l -1 x1/ (i.e. the four elementary
» ‘aritmatic operatiohs)

£ CONST»:: = "any signed or " unsigned iﬁteger"

The case where an operator in a combination is an
elementary arithmetic operator will be treated separately
in the sense thaf the four elementary operations are directly
available into the system by which a  A-expression is

interpreted (APS algorithm, see ‘leOW),

2.2.2 - Semantics definition by means of APS

Once a formal definition of the concrete syntax is
given, in order to describe the transform function we need

a tool for easily manipulate concrete: string structures.

In a precedent paper: [4] we defined an Algorithmic
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Programming system (APS) primarly, in order to easily
describe every string manipulation algorithm . After this
theoretical foundation, APS has been implemented, using the
APL language, on the IBM 360/67 computer. Tﬁe basic ideag

of the implementation of APS were given in[5] and an extensive
account of the problem of "pattern matching“ (see Beiow), the

most relevant characteristic of the system, was given in [6].

APS consists in some generalizations of the concept
of a Markov Algorithm: transformation rules are used to
describe algorithms and a set of transformation rules
constitute an APS algorithm, The,execution-of an APS algorithm
causes the changing of one or several object strings which

match specified patterns.

~A"pattern" is also called a "structure" and depends
on the concrete syntax defined in the system by the user.
Thus. the "semantics" is specified by means of an APS algorithm

whose scheme of application is the Markov one.

APS is a system which can be used for all the problems
involving some "pattern matching", i.e. every problem which
implies, in its solution, questions like: if the actual
configuration of a certain string matchs a given pattern
then transform this string in a given way else look for
the applicability of the next rule. Tipically APS can be
used as a Translator Writing System (see [9]) but it is
also applicable to other problems. In APS a pattern is
called a structure which is simply a word on the alvhabet

AUB', where:

A is the alphabet of terminal symbols

B is 3 set of metasymbols, i.e. names of languages
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B! = B x N, N being the set of non-negative integers.,

In APS a language is called a class and is defined
in Backus Normal Form as we have just seen is section
2.2.1; not every context-free language can be treated by the
present version of APS which deals only with regular and
precedence languages (see £8]) ; it will be seen, in fact,
that the actual syntax for the. SECD machiﬁe used in our
running.example results slightly modified with respect

to C51-CS17.

If ¢name) is the name of a class, i.e. ¢name>»£B, then

the corresponding elements of B! are noted:

£name » for (<names, 0)

<name.1> for (Zname>, 1)

£ name.2% for (<¢name>, 2)
"and so on.

If w is a string on A and t = t1t2... tk is a structure

(ti belongs to AUB', for every i=1,2,...,k), we say that w
contains a substring of structure t iff there exists a

decomposition w = v, W, eeeeW W such that

1 k k+1'

s1) ti = tj 1mp;1es W= wj
S2) t.e A implies w,= t,
; i 1 1

S3) ti = (L,n) & B', implies ti is in the class whosé

name is L.
A string w can contain seVeral substrings of structure
t and each substring can be subdivided in several ways -in
order to satisfy properties S$1,52,53; thus we define an order
in the set of all the possible decompositiongw=w w,...w W

o1 k k+1

precedes w=wéw%...w£wi+1 iff there exists a substript jJ

such that



I1.4.33

for every i« j : w, = w!
and |w,] < |w!
gl < L

Now the canonical t- decomposition of w is the first
decomposition'of w satisfying $1,52,83 in the specified

order.

Strings may be modified by means of transformation

rules (t.r.). A t.r. consists of a left haﬁd member and a

right hand member; the left hand member specifies structures

for some strings (on which the algorithm operates); if the
specified strings contain substrings of the relative structure
then these substringé are substituted by other strings obtained
from the right hand side of the t.r., using information derived
from the previous operation of "pattern matching”.The application
of an APS algorithm follows the Marko’ scheme (see [10]);

however, the use of Eointérs (seet4]) greatly reduces the

number of trials, speeding up the whole algorithm without
changing the theoretical impact of the scheme. For more

details sée‘[4], [51,[6],[9]) referenc:s ;these few remarks

intend only to give an introduction'to.APS through the SECD machine

example.

A t.r. acting on three object strings, say S,E,C, may

be of'the form:
C: E<VARYOCEXPR> v = £
s: [ > [k (<ENV>A<VAR> IKEXPR>)
E: [ckENV>] — —* ‘

it reads as follows:

if string € (control) contains a symbol € (pointer)
followed by an element belonging to «VAR » followed by the
terminal symbol A followed by an expression belonging
to <EXPR> followed by the terminal"~ " and if the string
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S (stack) contains the symbol.&[f'ggg if the string

E (evironment) contains the " [ " symbol followed by an element
belonging to ¢ENV> followed by thé """ symbol then delete all
the matched characters after the symbolég¢ in the string C;in
the string S, after the symbol "[" write down the sequence
'"* § (" followed by the element found in the string E matching
the ¢ENV> part followed by the symbol " " and the element,

of the string C,matching the <« VAR> part followed by "n " and
the éxpression found in the string C matching the <K EXPR>
part and finally the symbol "}"; the arrow in the right

hand ‘part of E means that this string remains unchanged.

So, for example, if the actual strings were the
following ones:

C: gFA({+.(F.3)).(F.4))nAw~

S: D¢k (TAIXN((x.X) .X))%]

E: E'I:j
i.e. a control containing a A-expression whose bound variable
is F and whoiie body is the combination ((+.(F.3f).(F.4))
followed by vA~ and a stack containiﬁgfthe closure #k(TAXA((x.X) .X) )*
and an émpty environment, after the applitication of the |
above t.r. we get:

C: gAw

S: [*K(TAFA((+. (F.3) . (F.4)) )%k (Taxa((x.X) .X))¥]

E: [T] |

Note that this transformation rule is the exact equivalent
of the point t3) of the transform function of section 1.2
and, obviously, of the third alternative of the transform

function in section 2.1.2.

In the actual implementation of APS, in the right hand

sides of the t.r'.s, functions can be used: these funcﬁions
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may be those predefined into the system (in practice the
four elementary operations, the six relations and the

three basic logical operations} or they can be defined by
the user; in this case the definition of these functions on
LISP-like format can be introduced into the system during

the "input phase".
A function can be defined in the following way:
A:<FACT>:1

means that a new function is added (2A) into the system;

its name is FACT And it has only a parameter.

The actual definition of the function is given by

means of successive conditions; the system (recall that it

is a conversational one) asks for the first condition and

the user introduces it: »

[1] (first condition asked by the system)

<= |l¢1>l05~» 1 (typed by the user)

this condition is read:

If the first l{and in this case the only) parameter, inddcated
by ¢1», equals the string "0", then the result of the function
call «FACT| 0> is the string "1". We remark that we always

handle strings. Then the system asks for the second condition:

[21 (second condition asked by the system)

1= <x{<1> [<FACT [<- 141> [ 1>>> . (typed by the user)
that is read:

since the condition is always true (the "1" before the arfow
means "T") then the result of,e. d.,the function call ¢ FACT|2>
is <x|2]<FACT< -[2}1>>> .
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In this case we have a recursive definition of the
factorial function with the obvious: meaning of x (times)

and - (substraction) (which are predefined functions).

Then the -system asks for a third condition and the
user answers with a blank line, indicating that the function
definition is complete.In the above case we would have the

following computation:

<l211> =1 so

<x|2l¢racTic -1 211> = ¢x| 2]¢<FacT]1>>,

CFACT [1> = <x|1{<FacT|<-]111>>> and since
<)1}1>=0 and

{FACT}]Od=1 we get

<x]2l¢x| 1} 1> = <xl2f1> = 2.

2 -.A sketch of the APL implementation of APS.

Presently (fig. 1)the APL implementation of APS dccupies
two workspaces called EDITOR and EXECUTOR respectively; lirkage
between the two workspaces is achieved by means of a set

of shared veriables, whichare collectively called VG (group

name) .
'EDITOR EXECUTOR
SYNTAX CLASSES EDITOR APS
SEMANTICS|FUNCTION EDITOR - INTERPRETER
DEF. TRANS. RULES ED.
VG

fig. 1
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The EDITOR contains all the editing programs i.e. that
part of the system which allows the input orf the syntax and
semantics definitions for an actual problem, that is the
classes,.the functionsA(as above shown) and the APS algorithm

(t,r;s);the EXECUTOR contains the universal APS  algorithm,

i.e. a'prograﬁ that interprets every APS algorithm.
The definition of the syntax of APS algorithms is _accomplished

by means of an edit function for syntactic classes which
allows the user, in a first moment, to introduce the classes
into the system, then to correct them, that is modifying

them or adding other classes or deleting the existing onés.

The user has at his disposal some predefined classes;
Fesently only five classes are predefined into the system;
they are commonly used languages like <«letter)>, <digity,

Lidentifier> and so on.

When thé input of the syntax is completel the system
begins to elaborate the definitions in order to:
- get as much information as possible about classes and
pass it to the APS interpreter (in EXECUTOR);

- build the syntactic'recognizer for each class.

At this point the user can introduce the functions,

as just said,and then the transformation rules constituting
the body of the algorithm. The user has at his diéposal
an editor which allows him to add, meodify and display one
or several rules, and also only part of them, . Any t.r.
may act on one or several strings; for each string involved
in the t.r. the user must introduce:
- the name of  the string followed by a separator;
- the left hand member, containing the structure to be

looked for in the string;

- the transformation arrow
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-~ the right hand member, that is what has to be substituted

to the substring which matched the structure in the l.h.m..

7 Once we have introduced the whble algorithm and possibly
displayed and corrected it, we exit the t.r.s. editor.At this
point, the t.r.s. are analyzed, and possibly conﬁextual
errors are signalled; if everything is all right the system
renumbers all the t.r.s. in order to give to each of them an

integer .number as reference.

Now, we can show our APS transform algorithm which
operates. on the four strings S{stack),E(environment), C(control)

and D (dump) whose Structure is the one givén'by Cs1-Cs17.
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(13

C: p » e<>~]

{21

C: e~ » ¢

{331

C: e! =

(41

C: el > p

D: [:] » =

S: [<STACK>] - [*]

Ee [<ERV>1 -+ [T]

(51 ,

C: €0 » e<CONTROL>0

Sy [%<STACKREL><STACK.1>1 - [%<S ”ACKEL><STACK 2>1]

E: [<ENV.1>] » [<ENV.2>]

D: [ (<CONTROL>u<STACK.2>u<LNV. 2>U<DUMP  1>)<PUMP.2>] - [<DUN
P.1>1]

[61]

C: e¢<VAR>~ » ¢

S: [ » [*x<VALUE>

E: T<VAR> ,<VALUE>T » =

£71 R

C: €<CONST>~ = ¢

S: [ » [x<CONST>

sl

C: e€<0P>~ > ¢

S: [ =» [*<0P>

[al.

C: €<VAR>A<LCXPR>~ <+ ¢

S: [ » [*K(<ENV>n<VAR>n<EXPR>)

E: [<ERvV>] » ~»

{101

C: ed~4~ - €

S: [*<0P>+<STACKEL. 1>*<STACKFL 2>% -+ [*<<0P>I<STACKEL 1>]<8T
ACKEL .2>>%

111

C: €A<CONTROL>[] » e<EXPR>~[]
[*K(<ENV.1>0<VAR>n<EXPR>)*<STACKEL><STACK>] =+ [=x]
[<Env.2>1 + [T<VAR> ,<STACKEL><ENV.1>]

[<DUMP>] » [: (<COHTROL>U<STACF>U<EHV 2>u<pULEP>): ]

A~ + €
<STACKEL .1>%<STACKEL.2>% -+ [« (<STACKEL .1>.<STACKEL.2>)*

5
E
D
L
c
S
L . _
c (<OP> <LXPR>)~ -+ e<EXPR>~<0OP>~4~
L

¢

121]
T €
¢ [=
131
T €
14]
.« €

(<EXPR.1>.<EXPH.2>)~ > €<EXPR.2>~<EXPR.1>~A~
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Explanation of the APS transform algorithm:

111 this rule asks for a new expression to be introduced
(and thenevaluated) into the gontrol string; in the
r.h.m we have in fact the symbols «» whichimeanu ®input"®
from the keyboard. The symbol p in the l.h.m is created
into the string C, whenever a previous expression has
been yet evaluated and it is also automatically put

in by the system at the beginning of the session.

[2] causes the deleting of the stbol ~s in the control string

whenever it is encountered by the pointer €.

[3] The symbol! causes the complete stop of the algorithm
deleting the poihter £ in the control string. The syﬁbol !
has been possibly typed in by the user whenever an input

.iS'requested by means of rule [1]. It causes the

end of the session.

[4] Since the evaluation of an expression has been completed
(i.e. the scanning symbol g has reached the end [I of the |
control string )} the pointerf>(see rulé[?]) is created in the
control string, if the dump is empty7it remains unchanged and
the stack and environnment strings become empty ( [x]

and [T] respectively).

[5] If the control is empty (as in [4]) but the dump is not
empty, then put into the control string the control pért
of tﬁe dump, transform the stack string in such a way
that the first elemént of S remains the first one but
the other part be-the stack part of the dump; and the
environment becomes the environment part of the dump

(this rule is the equivalent of t1 of transform

function).

[61'It is the equivalent of t 2; the control contains a
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variable , then its value, found in the environment,

is set as first element of the stack.

[7] This rule treats separately the éase in which an expreséion
is a constant (in thiscase a numeric one i.e. the
case in which we have an expression which is a variable
wlose value is the variable itself (e.g. 5,7, and so on);
We note that}this case would be avoided if we think

at an environment initially containing: such ccuples).

{8] The case that the expression in the cohtrof.isan operator
belonging to<op> (i.e. is one of the 4 elementary
arithmetic operations directly available into the system)
is.treated_éeparately from the general case of rule [6]; |
so rules [7]‘and [8] are particular cases of t2. As in rules [6]
and [7] the <op> found in the control is put as first

‘element of the stack.

[9] This rule refers to the case when in the control
string there is a <Aexpr > (see, t3).‘A closure, in
which are the actual environment, the boundvar and
the body of the <ldexpr> are visualized, is put as
first element of the stack, and the environment is

unchanged.

[1@]'This rule is peculiar of our APS algorithm in the sense
that it‘carries out the evaluation of the 4 dyadic
elementary operations applied to thenex't pair of arguments
in the stack- As ,fyét noted,the corresponding operators,
belonging to the class ¢op>, have been previously put
into the stack by means of rule [8]1, and hence the result

of the evaluétion of the function call
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<<op>-1<stackel.1> < stackel.2>> substitutes, into

the stack, the triple<:op#<spackel,1>%<stackd.2>%.

The presence, into the control string of the pair AmA~
ensures that the operator ig a dyadic one (see also

in the appendix the ilineSgutrace (8" ana "trace [10]™)

[11] This rule is equivalent to t4 , i.e. in the control
there is an A symbol, while the top element of the-
stack is a closure; then the actual control, environment,
dump and all the stack part, after its second element,
.are the new components of the dump;the expression appearing
in the closure becomes the new control'expression, and
the environment is now constituted by the cauple«var>,
< stackel) (where {var> is the one coccurihg in the
closure and<stackel> is the element following the
closure in the stack ) and the enrironment part of the

closure.

[12] Is the eguivalent of t5, i.e. in :he control there. is
A symbol +, while the top elemen: of the staék is not
a closure; then we haveaSJﬁWJtop element of the stack
‘the functional application of the first element of the
stack to the second one (This is, in a certain sénse,

the application of every monadic' function to its argument).

[1i}This rule is a particular case of tb, i.e. £he case
where the conﬁrol string contains a combination whose
operator part is a dyadic- arithmetic operator belonging
to < op>; then we ha&e as new first céntrol element the
operand part (in order to evaiuate it before the functional
application of the operator; the transform function
in fact is a call by value machine ),and as second element

the operator part.

[14}This is the equivalent of t6; it treats the general
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case of a combination whose operator and operand part

are any expression.

In the appendix, a running session is reported. We are
in the EXECUTOR WS and the APS program is called; in this
case the "transform" algorithm is yét stored under APS.

The system asks for the initial contents of the strings
Cc,S,E, and D; the1mer>types the contents he wants; in this
case we have an empty control string (a blank line) an empty
stack, environment and dump ([ %1, [T]) and |

[:] respectively). In the control string the initial pointer
"f "-is put in by the system. After these opérations have
been completed, the system asks whether a complete trace

of the flow of the algorithm execution is desired. Typing

N (for No) we have, as in this case, the trace of only

the applied rules (this is visualise«. with the lines like
'TRACE{1], TRACE [14] and so on); the line [1]:C: means

that the rule [ 1]asks for an input ruferring to the string
C. In this case the A expressioﬁttyped in is the one given
by Wwegner in 7). At the end of the evaluation of the given
expression we have a new request of input ([ 11: C3)

for the eontrol string and, in this case,the unevaluable
expression (alsQ given in Wegner [7]) is typéd in; as it
can be seen we have an infinite loop,rules j4,6,6,11,which

indicates that the expression has no normal form.
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APS

INPUT THE INITIAL CONTENTS OF STRINGS

D0 YOU WISH THE FLOW OF THE ALGORITHI?
n

COMPUTATION BEGINS

[11:C:
(FA{(+.(F.3)).(F.u)) . Xa({x.X). X))

TRACE [13]
C: e(FAC(+.(F.3))Y. (FP.u)).Xa((x.X).x))~O

TRACE [1u] '
O eXA((x. XY X)~FAC(+ (F.3)) . (F.4) )~ 1~

TRACE [9]

C: eFPA((+.(F.3)).(F.u4))~4~0
S: [#E(TnXn((x.X).X))*]

“E: [7]

-TRACE [9]

C: e4~0 _ .
S: [«K(TtnFPn((+.(F.3)) (F.W)))*X(TnXn((x.X).X))*]
E: [1] ‘

TRACE [11]
C: e((+.(F.3)).(F.u4))~0
Sz [#] : '

E: [TF,K(TaXxa((x.X).X))T]
D: [:(~uxuTu:):1]
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TRACE [14]
C: e(F.u)y~(+.(F.3))~4~0

TRACE [1u4]
C: elb~Frop~(+.(F.3))~4~0

TRACE [ 7]
C: eF~A~(+.(F.3))~4~0
S: [wlx]

TRACE [6]

C: eA~(+.(F.3))~4~[T

St [#E(tnXn((x.X).X))xlx]
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T1]

TRACE [111

C: e((x.X).0)~[]
S: [*]

E: [1x,u47]

Dy [i(~(+.07.3))~4A~u*uTF, K(ToXn({x.X). X))Tuz(~u*suTu:):):]

TRACE [1u]
C: eX~(x.X)~4~0

TRACE [s6]

C: e(x.X)~A~0
- S: [*ux]

E: [TX,u47]

TRACE [13]
-C: eXmx~Ag~a~0

TRACE [6]
C: ex~A~4~0
S [=hsux]
E: [TX,u71]
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TRACE [81]
C: ed~A~0)
S [xxxbslin]

TRACE [10]
C: €l
S: [x16%]

TRACE [51]

C: e~(+.(F.3))~4~0

S: [x16%]

E: [TF,K(TnXn((x.X).X))7]
D: [s(~uxuTUu:):]

TRACE [2]
C: e(+.(F.3))~4A~0

TRACE [131]
C: e(F.3)~+~4~4~00

TRACE [1u]
C: e3n~FrA~+~4~4~0

TRACE [71
C: eF~A~+~A~A~0
S:.[*S*ls*l

TRACE [6]

C: eA~+~A~A~]]

'S [#X(TnXn((x.X).X))*3%x16%]
E: [TF,K(tnXn((x.X).X))T]

TRACE [11]

C: e((x.X).X)~0
S: [=]

E: [1X,37]

D: [;(~+~4~g~u*16*UTF,K(Tan((X.X).X))Tu:(~u*u7u:):):]

IT.4.46
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TRACE [14]
C: eX~(x ,X)~4~[]

TRACE [6]

C: e(x.X)~4A~[]
S [%3%]

E: [1X,371]

TRACE [12]
C: eX~x~4~A~T]

TRACE [8]
C: ex~4A~A~0
St [*#3%3%]
E: [1X,37]

TRACE [8]
C: ed~4A~0
-8t [#x%3%3=%]

TRACE [101]
C: €0
S [%9%x]

TRACE [5]

C: e~+~A~A~T

S: [#9%16%]

E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T]
D: [:(~uxuTu:):]

TRACE [21]
C: er~A~4~0

TRACE [8]
C: eA~4~0
St [x+x9x16x]
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TRACE [10]
C: el
S [#25%]

TRACE [51]
C: e~0
Se [%25%]
E: [7]
D: [:1]

TRACE [21
C: ell

TRACE [u]
C: p

S: =]

E: [7]

De [2]

(1]:C+
(XA(X.X). . Xa(X. X))

TRACE [1 v
C: e(XA(X.X).Xa(X.X))~0O

TRACE [1u]
C: eXA(X.X)~XA(X.X)~4~0

TRACE [58]

C: eXO(X.X)~4A~0

S: [*K(TnXn(X.X))*]
E: [7]

TRACE [9]

C: edA~[

S: [#X(mnXn(X. XYY *xK(TnXn(X.X))*]
E: 7]
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TRACE [11]

C: e(X.Xx)~0

S: [*]

Ese [TX,E(TtnXn(X.X))T]
D: [:(~u*xuTU:):]

TRACE [14]
C: ex~¥~A~0

TRACE [61 "
C: eX~A~{] :
S: [#E(ToXn(X.X) )]

By [TXK(TnXn(X.X))T])

TRACE [6]

C: eA~0

St [#E(raXn(X.X))*X(TnXn(X.X))*]
E: [TX,K(TnXn(X.X))T]

"TRACE [11]]

C: e(X.X)~0

St [x] :

"B [TX,K(TnXn(X.X))T]

D: [:(~uxuTX,K(TnXa(X.X))Tus(~u*xuTuUuz):):]

TRACE [14]
C: eX~X~A~[]

TRACE [6]

S Cs eX~A~0

S: [#xX(TaXn(X.X))=]
By [TX,E(TnXn(X.X))T]

TRACE [6]

C: ed~[ _

S: [«E(tnXn(X.X))*E(TnXn(X.X))*]
E: [TX,K(TnXn(X.X))T]
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TRACE [11]

C: e(X.X)y~0

S: [=]

E: [1X,K(TnXn(X.X))T1]

D: [:e(~uruTX, K(TnXn(X . X))Tu:s (~uxuTX , K(TnXn(X.X))TUu:s(~uxuTu:):):):]
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