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LE SYMPOSIUM APLASM J 3 

Les 20 et 21 décembre 1973, le Dépa.rtement de Mathématiques de l'Université 

Paris-Sud ( Laboratoire Al Khowa.rizmi) organisait à Orsay un Symposiwn Inter­

national consacré aux problèmes de la manipulation des symboles en mathématique 

pure et à l'utilisation du système APL. 

Plus de cinquante participants venus de huit pays différents furent acceuillis 

par G. POITOU et pa.rticipèrent aux sessions présidées par M. DEMAZURE, l', HAEGI, 

G. MARTIN, J. DELBREIL. 

Une introduction générale au projet LIMA et aux problèmes généraux abordés au 

cours du Symposium est publiée séparement (note ECSTASM N°1). 

Nous publions, avec le concours de l'IRIA (*) les corronunications présentées 

pendant ces deux journées en les regroupant en trois volumes qui correspondent 

aux trois pôles d'intérêts pricnipaux. 

Certaines communications n'étaient pas disponibles pour publications,par contre nous 

avons ajouté plusieurs textes correspondant à des travaux effectués postérieurement 

au Symposium et qui permettent de parfaire l'homogénéité de l'ensemble. 

P.B, M.D. 

(x) Contrat SESORI 73 021 
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IIoO INTRODUCTION AU DEUXIEME FASCICULE 

par 

Po BRAFFORT 

On trouvera dans ce fascicule, un certain nombre d'exemples de ce qu'on 

peut grouper sous le terme général de "système LIMA". 

Il s'agit donc de systèmes de manipulation de symboles spéc~alisés 

ce qui les distingue, notamment, des systèmes ATJTOMATH. 

L'avantage esg évidemment que l'on peut choisir, pour les objets forn:3ls 

que l 1 on manipule, une représentation interne soigneuse:œ.ent étudiée pour 

améliorer les performances des "manipulateurs 11
• 

L'inconvénient est, bien entendu, le manque de souplesse qui rend très 

difficile toute extension du::ystème. 

Nous présentons ici deux ar;r1ications caractéristiques des systèmes 

LIMA 

LIMA A, système de manipulation algébriques 

LIMA 0, système de manipulaticn des limites. 

ainsi que deux applications plus orientées ,ers les problèmes linguistiques 

de ,l'informa tique. : 
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- le système de vérification de la correction des programmes développé 

à l'Université de Entschede. 

- le système d'analyse syntaxique et sémantique développé à l'Univer:tité 

de Florenceo 

Tous les systèmes présentés dans ce chapitre souffrent évidemrc.ent des 

limitations liées à la nature même d'APL, qui est leur coilllLun langage 

d'im2lémentation. 

Il n'y a pas trop lieu de s'en préoccuper tant qu'on demeure au niveau 

de l'expérimentation. 

Mais dans la mesure ou l'on se propose de construire des systèmes 

destinés à une large utilisa Hont il convient de revoir de très près le 

langgge de prog:r.ammation lui-même tant en ce qui concerne la structure des 

donnéès qu'en ce qui concerne les tecbni1ues de compilation et d'interprétation. 

Ces points sont abordés dans le troisième fascicule. 
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I. Introductio~. 

Dans le cadre du projet Lli1A général (construction d'un langage inté­

ractif po-:_;.r les mathémn.tic;_ues algorithmiques), la phase O est consacrée 

à la réalisation de LULI\. particuliers, destinés à déte:rminér avec préci-

sion .les besoins variés des utilisateurs, et à vérifier sur des cas particu-

liers l'. adéquation des opticns .Principales du projet LIJ:IIA (choix du lan-

gage Af'L et de sa syntaxe, symbolique très dével?ppée, etcoo•) aux 

problèmes courants du mathématicien [1] o 

LIMA A est ainsi.un• lar.gage destiné à manipuler des "expressions 

algèbriques", qui a été conçu dans le but de pouvoir aisément exp:d.mer et 

résoudre certains problèmes de ma.1ipulation de polynômes, dont le prototype 

donné par un mathématicie_n du gro1~pe ECSTASM, était le suivant : on 

considère, dans z8 , les 256 vecteurs n'ayant que des O ou des 1 pour 

coordonnées, que l'on note x. (~< i ~ 256) (dans un certain ordre). On 
J. ' 

veut, sur l'ensemble des polynômes à 256 · indéterminées sur z, considérer 

les 256 relations d'équivalence (R.) 2 . X.= E < X. X . > X. . 
' J. l 

j<i 
J. •\ J J 

(où <a,b> est le produit scalaire dans zs) , et le ::;œoblème consiste 

à trouver :}-es polynômes réduits équivalents à des polynômes tels que 

(L'origine de ce problème, une conjecture très abstraite en géométrie 

algébrique, est un bon exemple des demàndes inattendues de calculs simples 

mais très pénibles, que peut être amené.à forn:uler le mathématicien pur) .. 

A partir de ce probl~me préc"is, une ver,üon "initiale" de LIMA 

a été réalisée, puis élargie enifonctior1 des premières cri tiques des utilüa1 

teurs. Toutefois, la version qui va être décrite est encore loin de satis-

faire tous les besoins du mathomaticien en matière de 111anipulations algé-
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briques (ni même la plupart d'entre eux) la section -algèbrique du 

système LIMA. définitif, même si elle conserve la plupart des idées de 

LIMA A, devra par exemple y adjoindre un système de résolution d'équa­

tions (à coefficients littéraux). 

Les problèmes principaux résolus par LIMA.· A sont essentiellement 

~-
linguistiques : comment com1,_uniquer sous une forme compacte la liste des 

relations d'équivalence donnée. plus taut, par exemple ? 

Il est formé, d'une part, de programmes de calcul dans un anneau de 

polynomes arbitraire (c'est-à-dire que l'anneau des constantes, noté A, 

peut être quelconque, sous réserve que les calculs y soient déjà soumis à 

des algorithmes), ayant un,nombre quelconque d'indéterminées. Cet anneau· 

sera noté B dans la sui te. D'autre part, u..11. analyseur assez complexe 

manipule un langage qui _permet, comme on le verra au §4, d'exprimer aisér.r;ent 

les "longues 11 expressions citées plus haut. 
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Structure 

L'al<Sèbre des polynômes à n indéterminées S"'J.r A· est définie formell 

ment comme l'ensemble des suites d'éléments de A indéxées par Nn dont 

tous les éléments sauf un nombre fini sont nuls. On la munit dê.s lois 

d'addition comme module sur A ((a. ) + (b. ) = (a. ~+ b. ) ) 
J. J. J. J.· 

et de la mul ti-

plication définie par la formule : 

= i ) 
n 

~a. xb. 
J. J 

Pour ces deux lois, on voit aisément que l'on a bien une structure 

d'algèbre sur A; elle satisfait, si la mv.ltiplication de A est combuta-

tive, à une X "propriété universelle" qu'on peut décrire en introdui.sa...ri.t 

les indéterminées X. '(1 ~- i < n) : ce sont les suites nulles pour tous 
J. ' 

les. indices sauf (o,o, ... ,0,1,0, ••• ) où le 1 se trouve à lai ème place. 

Almrs, si on donne des valeurs indéterminées, elles se prolongent d'unE 

-
manière et d'une seule à des valeurs des pôlynômes ([2]). 

Si A est un anneau commutatif unitaire, Paddition, la multiplicatior 

et les substitutions se comportent donc de façon régulière 9 Sinon, les 

formules données _plus haut cônservent un sens (si l'addition est associativJ 

et commutative) ; mais la structure résultante n'a que peu d'intérêt; 

on s'est efforcé dans LINA A de donner aux programmes effectuant ces opé­

rations la plus grande généralité possible, Jllçl.is cependant l'utilisateur ~u 

voudrait travailler avec une multiplication dans A non distributive qur 

l I addition par exemple aurait intérêt à vérifier les détails du prograrr,me 

PNULT ! 



Exponentiation. 

Lil'f..A A n'utilise que très peu de résultats théoriques, mais le calcul 

des exponentielles de polynômes a été simplifié par les remarques sui-

vantes : Si P T
1 

+ T
2 

+ ••• + Tk, Pm est la somme de tous les termes 

de la forme 

. n 1J1 n 
T 1 1 x -'-2 2 X••• X 

n 
T k 

k 
avec 

multipliés par les coefficientG mul tb.o:;ninaux 

n + n 
1 2 

n n , . re-ï. 1 2 . ooo k 

C;ette form~le permet déjà une simplification importante, ruais si A 

est intègre et si m est.la caractlristique de A, c'est-à-dire le plus 

petit a pour lequel a X y = 0 pour tout y de A , on a 

+ ~: ( C~ q_u' on démontre en remarquant que m ( qui est 

alors premier) divise tous les coefficients ffiultinorr.;.iaux saut ceux ogaUJC 

Ce cas est su.ffisâ.I!ll!le1it iIJportan t pour être tes té séparément, et 

l'utilisateur a donc intérêt à fournir la ca.r<1ctéristique de A quand il 

la connait. 

Reprisentation canoniL1ue. 

On sait q_ue tout éliment de A[X
1 

, x2 , ••• , Xn] s'exprime comme scmwe de 

prddui ts d I indétérminées et d' Jlérnents ·çle A , termes aP})elés monêmes. 

Le programme travaille naturellem'::rnt dDns cette base, où les algorithme de 

calcul vont être donnés au ·iJ suivant. 

Dériva tian. 

Une notion de dérivée fo::.·211:'lle. existe pour les anneaux de polynômes, en 

l'absence mêrne de toute structure topolo;;ique sur A • L'une de ses 
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définitions 1Jossibles consiste à p:j.onger B dans B[Y] , et à définir 

la dérivée ju polynôme P par rayport à l'indeterminée X comme le 

coefficient de Y (dans B[Yl )du polynôme P(;; X.+ Y·; ••. ) - P(;; X. 
1 l 

LIMA A pourrait appliquer-directement cette définition, mais il est 

plus commede d'utiliser la linéarité de la dérivat~on, et le fait que 

-d_(X __ n_) = nXn- 1 (E ' bl" t d' ul 1 t 1 1 n n ou ian pas ann er es - ermes pour esq_ue s n 
dX 

est multiple de la caractéristiq_ue de l'anneau A) • ... t .. 

Plus généralement, ur,e théorie de la différentiation est possible, et 

certains utilisateurs de LIMA A auraient aimé 2ouvoir !Il8.nipuler la 

différentielle totale DP, définie par 

DP = ~-(P1 ) DX. 
i . Xi l 

où les DX. sont de nouvelles indéterminées (en fait, cela veut dire q_ue 
l 

l'on com~ence par plonger B dans un nouvel anneau de polynômes C • ayant 

deux fois plus de variables que le précédent). Mais outre que cela eût posé 

de difficiles problèmes de notation, et que l'adjonction de nouvelles va­

riables, sans être impossible, est assez pénible en LIMA A, la répétition 

de ce processus i)Our atteindre les différentielles d'ordre supt'irieur 

pa.:raissait presque incompatible avec les options dé:ià prises. On y a donc 

provisoirement renonné, se réservant d'y revenir lorsqu'un système plus 

élaboré permettra de meilleures manipulations (internes) des objets et des 

noms. 
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III. Techniques de calcul. 

Représentation interne. 

Un polynôme est représenté par une matrice T et un tenseur H 

H est la "pile des coefficients" : on suppose que tous les coefficients 

de A sont représentés en APL par des tenseurs de mêmes dimensions 

(fixées par l'utilisateur en début dà session) et 1I a une direction de 

plus, dans laquelle les coefficients du polyhôme s'empilent. T ~st formée 

des codes des monômes, qui sont des vec~eurs, et à 1~ ~ême iongueur d'empi­

lement que Ho Les termes nuls n'apparaissent pas~ et le polynôme nul est 

,codé par une matrice et un tenseur de l' ongueur O • 

Le code des mgnômes est une option essentielle 'âe LIMA A. Si le 

nombre des indéterminées n'est pas trop grand, le codage se fait en modèle 

chaque monôme est codé :par le. vecteur des exposants de toutes les indéter­

mintes. Sinon, on passera en mode 2, où le code fait précéder chaque expo­

sant de l'indice de l'indéterminée correspondante. 

D'autre part, si les entiers (indices et exposants) de ce codage ne sont 

pas trop grands,on peut obtenir un codage. s~pplémentaire (et un énorme 

.gain de place en mémoire) en passant en mode 3 et 4 respectivement: les 

vecteurs sont alors considérés comme des entiers écrits en base assez grande, 

chaque monôme es~ représenté par l'entier obtenu~ 

Dans ces modes, l'utilisateur doit êt:ce êertain qu'exposants et indices 

ne dépasseront pas la /imite qu'il fixe en passant en mode 3 'ou 4, car 

sinon les erreurs commises ne sont pas toutes djagnostiquées par le système. 

Dans tous les cas, les _a;l,,6ori thmes que l'on va décrii·e nécessitent que 

les te)1Ulles des polynômes soient classJs. On utilise donc un ordre lexico-
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graphique, (qui se ramène en modes 3 et 4 à la simple comparaison de 

deux entiers), et qui sous entend que les variables sont classées par 

ordre d'indices. Ainsi, 

L'algorithme da tri. 

Une fois effectuée une opération sur des polynômes, le résultat n'est en 

général plus classé; or pour regrouper les termes identiques, il faut à 

peu pr8s autant d'opérations que pour tout reclassér c'est pourque;i on 

s'est arrété à cette deuxième solution, beaucoup plus aisé dans les 

manipulations qu'elle permet. Mais pour classer un ensemble de n données~ 

il faut à p;çemière vue (en employant la méthode évidente consistant à 

rajouter un terme à chaque fois) n2/4 opérations; la technique sophisti­

quée que nous allons décrire, n'en prend q_ue k n log n (où k est une 

constante); toutefois, il est plus rapide d'employer la méthode naîve X 

si n est très petit. 

Tout d'abord, on remarque que la réunion de deux listes déjà class~es 

se classe aiséme~t en comparant les deux plus petits termes : on met le 

plus petit aomme premier élément de la liste réunion, et on recomr.:.ence avec 

ce qui reste. Ainsi, chaque f ·ôliment n'est.testé qu'une fois. 

On procède alors dans le cas général .par dichotomie : on com1<,e11ce par 
':"~ 

classer les él8ments deux par deux, puis'.on réunit les listes deux i)ar 

deux (obtenant des ensembles classés de 4 éléments) et on recommence, pour 

avoir des ensembles classés de 8, 16, •.• éléments. 

Au cours de cet algorithme, on peut mêŒe regrouper les terme semblables 

qui apparaissent, à condition de garder trace des débuts et fins des sous-

listes d6jà class6s. 
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Addition 

L'addition n'est <.iu'une réunion de deux polynômes, il suffit donc d'effec; 

tuer les additions dans A au fur et à ruesure qu'elles se présentent (et 

d'éliminer les teriD.es dont le coefficient devient nul). 

Multiplication 

Elle se fait en deux l)hases : d'abord, on calcule l'ensemble des produits 

des termes deux à deux, puis on applique l'algorithme de tri (légèrement 

modifié, car des suites partielles déjà classéesassez longues résultent 

de la multiplication d'un terme du premier polynôme par le second). 

Exponentiation 

En dehors du cas trivial où P n'a qu'un terme, et du cas où l'éxposant 

est la caractéristique de A (ou un de ses multiples), on applique directemer 

la formule multinomiale, qui de plus donne un résultat dé,ià classé si P 

n'a que deux termes. Sinon, on termine par l'algorithme de tri. 

Substitution 

Il ne s'agit 
n 

X. 2 
J.2 

que 

nk 
X. 

J. 

des substitutions de la forme : P remplace 
n 

) dans Q. La recherche du monôme (x
1

1
, 

n 
X. 2 ) 

J_ 

dans les termes de Q (pas si facile en 1:.i.Ode 2 et 4) une fois faite. il faut 

calculer Pn où n est le no:r1bre de fois où le monôme apparait dans un 

terme ; et substituer; le calcul de Pn n'est îait qu'une fois pour les pe­

tits exposants (n ( 4) et le résultat est stocké; une fois les substitu-
'-

tions faites, on trie le résultato 

Dérivation 

On dérive" terme à terme" la recherche de 1rexposant de 

aisée, et le polynôme reste classé après la d0rivation. 

X. 
J. 
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IV Le langaee de LIMA A. 

Les trois niveaux dü langage. 

LI~i.A A est essenti~llement un langage convsrsationnel. Le mode fondamen­

tal est donc, coIDTie en APL·, le mode exécution, où chaque instruction 

est X immédiatement analysée, et le résultat i~primé. Mais d'autres 

commandes réclament une exécution différée: ce sont d'une part les sous-

programmes, pour lesquels les conventions sont analogues à celle d'APL, 
. .:t- ·~, . 

de l'autre les règles de "sim_Jlifiëations", qui ont une syntaxe spéciale 

et qui ne sont analysées q_u I au fur e.t à mesure des besoins. Enfin, 

l'ensemble des commandes-systèmes èst plus développé que dans les LIMA 

précédents, et :possède un aspect intéractif qui n'existe pas en APL. 

Le mode exécution. 

a) Alphabet. 

Les caractères du mode exécution sont: les lettres et les 

chiffres les symboles opératoires + , - , x , '1(. , ! ) les opérateurs 

vectoriels iv, o et, ; les "opérateurs " 1 ,/, ~ et p ; .les 

relations=, fo : les séparateurs (,); [,]; < , >; A; ( le 

symboJ_e fonctionnel ~ , l I affectation ~ et le "quad" 0 , la 

11substituation" - 0 

b) Vocabulaire 

On '\erra, dans le paragrai;he cor;sacré aux commandes--système, 

co1,11t_ent sont affectées les lettres respectivement aux coœ tantes de 

l'anneau A aux indéterminées des polynômes, et aux polynômes eux-mêmes. 

Dans tous les cas, un nom se compose d'une lettre non souljgnée, où 

de l'une des trois lettres P ,Q ou. R, suivie éventuellement soit 
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d'un entier explicité (sans blanc sspa.raceur) (par exemple A; 

X2; Q457); soit d'une exrression entre crocr..ets (Par exemple f. 

A[1] B[N + 21 ; X[3; M; 8]) • 

Les seuls noms de fonctions permis sont de laforEe ~ suivi 

d'un entier explicité, ou d'une expression entre crochets. 

(ie ~3; œ[I + 4]). 

Le·· système ne distingue pas entre polynômes et entiers ou 

vecteurs d'entiers au niveau des noms; les deux types sont obtenus par 

des affectations et des messages d'erreur ne sont produits que si les 

opérativns demandées n'ont pas de sens pour le type d'un des arguments. 

c) Syntaxe 

Corcme le veut le projet LIMA dans son ensemble, la syntaxe 

adoptée est la syntaxe APL: pas de priorité entre les opérateurs, 

analyse allant de ia droite vers la gauche. Mais la relative complexité 

de LIIVLA. A a amené à ajouter d'autres conventions. Tout d'abord, priorii 

est donnée aux S'.3:0!arateurs < , > : ils enferment une constante de 

l' gnneau A, écrite dans un langage séparé du reste de LIMA A, 

que l'utilisateur doit éventuellement (dans un des modes USER) permettre 

de déchiffrer. 

Ainsi, dans le mode COMPLEX, une telle expression est de la 

forme <(A) + (B)f\l > (A et B pouvant être mils et donc omis) ; 

l'option COJ.1PLEX étar.t fournie avec LIMA A , un petit analyseur se 

charge de ces expressionso 
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Entre les séparateurs < et > , n' ih,porte quel caractère 

APL (même ceux ne faisant pas iiartie de l'alphabet de LIMA A) est 

admis, à l'exception des séparateurs (,) , [,] , < et >. (Ce, pour 

ne pas compliquer à l'excès la tâche de l'analyseur, et ne pas risquer 

d'ambigüités). 

De même, les crochets d'indexation (c'est-à-dire ceux pré-

cédés par une lettre indexable (constante de l'aP.neau A ou indéter­

minée) ou par ~) sont évalués prioritairement, et l'index (ou les 

indexes) obtenus, le numéro de la variable est calculé à l'aide des 

indications fournies par les commandes-système~ 

Les crochets suivant un nom de polynôme annoncent une substitution: si 

:).es trois indéterminées de l'algèbre B sont X,Y et Z (dans cet 

ordre) la notation P [3; (y 4) + 1,Z] désigne le résultat de la 

substitution de 3 à X, puis de Y4 + 1 à Y dans P (une substitubo 

simultanée serait possible, mais necéssiterait une complication du pro­

gramme de substitution q_ui n I a pas été jugée indisr,ensable ; les in­

convénients résultant· de ce fait sont palliés dans la mesure du possible 

par·la possibilité de perm~ter les variables à l'aide de l'opérateur ~) 

Si le nombre d'indéterminées de B dépasse de beaucoup celui des 

variables de P (comme c'est souvent le cas dans l'exemple de l'intro•­

duction), cette notation risque de devenir malcommode, on est alors 

autorisé à ne faire figurer qu'un nombre de substitutions égal à celui de:: 

variables de P (ce qui nécessite de connaitre celles-ci) 

Pour des substitutions plus complexes, 1a nctation [M -> Ql /r 

oà M doit être un monôme, e:3t em:p1oyée ; la justificatiun de cd type 
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de substitution (C'est-à-dire les problèmes posés par le passage à un 

anneau quotient de l'algèbre B) sera donnée dans le j consacré aux 

règles de 11simplifica tion 11
• 

A partir de ces deux exemples, une réflection théorique sur le rôle 

des crochet8 en LIMA. A (et en APL) s I imposait· ; de même que les 
!'.. 

parenthèses enveloppent des expressions ordinaires du langagè, qui doive1 

simplement être évaluées prioritair0ment d&ns l'analyse, et que les 

séparateurs < et > enferment des expressions analogues, •. mais écrites 

dans-un code· spiêial, 1 les crochets enfrement des fragments, ctest-à-

dire des suites sans signification par elles-mêmes (dans le LIMA 

considéré); mais susceptibles de jouer le rôle de l'opérateurs pour 

les objets du langage. (De façon formalisée, on ~eut dire que les objets 

(linguistiques) d'un LIIl'i.A. fo:cment une algèbre, dont les opérations 

internes sont celles du domaine mathématiqüe considéré, ainsi que cer­

taines opérations 11linguistiques 11 (affectation, modification de structure~ 

internes,p.), et sur lesquels les fragments entre croch.ets opèrent exté-1 

rieurernent). Ainsi, en APL, les crochets enferment des listes de 

tableaux, structures "interdites" en APL proprement dit et dont 

l'introduction (par eEemple dans J.e système proposé par Ghandour et î\Iezel 

(3)) rend l'indexation d'.A.PL inutile (ils lui substituent X l'opérateJ 

11slice")o Les fragments considérés ainsi par LIMA .A .. sont plus hétéro-

gènes, ceux que nous venons de voir ·E\ont des listes d'ordres. Il serait 

sans doute possible de les remplacer par des listes de polynômes, mais 

il resterait encore à définir un opérateur ternaire de substitution, q1ü 

masquerait d I aillems mal le fait que les monômes exigés plus haut ne sont 

pas en réalité tant des cas particuliers de polynômes que des listes de xz1 

noms d'indeterminéeso 
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En tout cas, une fois cette interprcJtation ad.mise, rien ne s'opposait 

plus à d'autres utilisations analogues des crochets; LIHA A en 

connaît une troisième, c'est la liste des noms de variables. Ainsi, 

l'expression [X ; Y ; Y ; z] 'P désigne le pol~;nôme dc;rivée quatrième 

P' 111 

x,y,y,z 
et l'opérateur de trans~vsition ~ a été utilisé pour 

effectuer les permutations de variables Y; x] 'Q P, avec 

p = x2 
+Y+ 2Z - T est 

La multiplication a été élidée; (c'est-à-dire q_ue_,i'oubli de X 

ne provoque pas de confusions); il s'agissait là d'une expérience de 

manipulation de l'anaiyseu:r synatxique, qui ne saurait de toute façon 

présenter beaucoup d'intérêt dans le cadre d'un LIMA général (en fait, 

elle n'en a même pas en APL), mais qui est néanm.oins agréable pour 

allèger l 1 écriture d'un langage où la multiplication est privilégiée 

(théorie des groupes,_ manipulations algèbriques) et où les noms d'une 

lettre sont la majorité. On pourrait conserver une tell~ option sous 

contrôle d 1 utilisateurs avertis. 

Nous avons volontairement passé sous IBilence l'opérateur p; sa 

syntaxe et sa sémantique très part:Lculières se verront réserver un 

paragraphe séparé. 

d) Sémantique 

On n'a pas juger utile de separer Ï'addition des constantes de celles 

des polynôme.;;, par exemple; en effet, tous les domaines d'opérat-::urs 

considérés (polynômes, en tiers, cons tan tes de l' 3,nneau A) sont plongé si 

"canoni,;_uement 11 les uns d.ans lefl autres (si du moins. l t anneau A est 

unitaire) et seuls les vecteurs d'entiers 2ont provisoirûment exclus de 

la plupart des opérations, en attendant qu'un LINA A plus général 
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manipule les tableaux de polynômes. Une première version de LJ!llA A 

connaissait la "multiplication extérieure 11 des polynômes par les constante: 

de A (en effet celle-ci correspond à un programme spécial, car la repré­

sentation interne facilite beaucoup de cas particulier) ; mais il est 

clair en fait q_u I il est plus rentable de faire tester ce cas par la machir 

que de demander à l'utilisateur de le spécifier. Ainsi~ seuls l'opérateur 

(exponentiation) doit avoir son arg 1-1.IDent de droite entier ; et l I opérateur 

calculant les coefficients binomiaux, est réserve a:u:is:: entiers. N et, 

ont leurs significations vectorielles usuelles (en APL) et O a .la 

signification de ~ en APL (prise en LIMA A pour les noms de fonctions 

Le 11quad 11 ·et l'affectati.on ont la même syntaxe et la même sémantiQue qu'en 

APL. 

On a vu la syntaxe (et la sémantique) spéciale des opérateurs /, 1 et 

précédés de crochets au § précédent, mais ils peuvent avoir aussi un 

argument gauche ordinaire (qui doit alors être un vecteur d'entiers) ; dan: 

ce cas, pour les opérateurs , ce vecteur est formé des numéros 

des variables (l'ordre ie celles-ci étant connu de l'utilisateur, ce 

n'est pas un inconvénient trop grand) ; pour l'opérateur / , ce vecteur 

est celui des numéros des règles de su_bsti tutions, lesquelles sont alors 

appli-1uées (dans cet ordre) à X l'argument de droite~ 

Concernant ce dernier po j_~1~;, on peut se dewander si une syntaxe pl us 

"fonctionnelle", par exemple VRP , ou' R serait le nom d'un 11:prograJllli:'en 

de règles, n'aurait pas été plus simple. En réalité, on verra dans 1es 

applications que le nurtLéro d'une règle y joue le rôle d' lm argument 

scalaire, et ½_Ue (conm1e en APL) il est souvent possible de l'étendre à uri 

argument vectoriel, mais .pas toujours ; on peut penser qt:.e la résol,;.tion de 

ce dernier problème n'est pas liée à a.es ,ürnples c1uestions de syntaxe ou 

de structure des objetf3 du langae;e, ma::_::; plutôt à la notion de processus 
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parallèle (puisqu'un argument vectoriel revient à la demande de n 

exécutions çarallèles pour n ai-guments scalaires) ; il devient clair 

alors qu'une co~pila"ion efficace d'une telle demande ne sera jamais 

possible que dans des cas très particuliers. 

e) l'opérateur p 

L'un des principaux moyens qu'a le mathématicien pour définir de ngrands 11 

objets (au sens combinatoire) munis d'une structurEtrêgulière consiste en 

des définition "récursives" dont les plus simples ont été codifiées par 

l'utilisation des symboles I: et II ; la syntaxe ternaire (ou pire) et 

l'écriture bi-dimer.sionnelle· de tels symboles les rend improprè à un 

traitement automatique,i aisé. Le problème est résolu partiellement par 

la plupart des langages de programmation de façon "dynamique": boucles d9 

1 

du X Fortran ou de l'Algol par exemple. APL, en.accord avec son caractèrE1 

"statique," préfère utiliser la réduction vectorielle; les boucles ne son1 

plus qu'un. cas particulier de branchements et tests dans -les progyam.mes. 

Les vecteurs de polynômes n '.existant pas en LIMA, il était néanmoins 

nécessaire de trouver une notation commode. La première idée venant à 

l'esprit était de faire comme s'ils existaient, et si V désigne une 

expression "inter:.orétable" comme un vecteur de polynômes, +/V ·serait 

la somme de ces polynômes. Restait à définir un système de notation pour 

V .. L'opérateur p (dyadique) employé en APL pour structurer (reshape) 

paraissait s'imposer ,mais la structure d 1APL (n p P pour le vecteur 

était trop restrictive •. 

Après divers tatonnements, la syntaxe adoptée finalement fut 

+ 

ou / (I 
1 

( 

X 

A •.• A (I ( 
n 

exp ) p exp poly 
n 
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Tout d'abord, un p doit c].onc être pr;cédé d'une réduction:+/ ou 

x / (en fait, d'autres opérateurs peuvnnt être employés, mais la non 

commutativité rend le résultat assez aléatoire ••• ) La signification d'u..~e· 

telle expression est la suivante : la première expression à gau~he (de la 

forme I E exp) est évaluée, et exp doit être =b.n vecteur; alors 

I r..rend pour valeur le. premier élément de ce vecteur, et la deuxième 

expression est à son tour évaluée, etco•• Quand on ar±ive au p , 

l'expression ,polynômiale) à sa droite est évaluée, ajoutée (ou multipliée. 

aau résultat provisoire, puis on ~ecule d'un cran, la dernière variable 

"de contrôle" prend pour valeur le deuxième élément du vecteur qui lui 

correspond, et ainsi de suiteo 

Cette description assez embrouillée correspond au fond à une série de 

boucles do (au sens de l'Algol) emboitées voici quelques exemples 

(rappelons que i N désigne (en APL e-t en LiîflA A) le vecteur 1 2 

••• N (ou le vedteur vide si N = o) 

x/(IE iO)pP = 1 

4 
= }: 

i=1 

4 · 2 3 
X +X +X.+X 

La souple~se de cette nota~ion ne doit pas dissiL~ler son caract~re hé-

térodoxe par rapport au reste dq LHlA A, ni les risq_ues d' amb:i;__~v':i:té syn-

taxique qu'elle provoque. Concernant, ce deruier point, le prj_x à _payer est 

l'obligation de toutes l'es parenthèses 11séparant 11 les A (qui deviennent 

ainE:i inutiles., ma:Ls restent ty_pogra3:iqueme:nt corru;1ode ! ) , et une analyse 

syntaxique ass,;z ::,ophistiquée (en particulj.cr J.a rôduction et le p for:c-
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tionnant comme une paire de "parenthèses" séparant deux .(et non plus un) 

fragment, l 'a.TJ.alyse commence par la recherche du p le plus à gauche 

et extérieur à toute parenthèses). L'aspect "hétérodoxen vient surtout de 

l'apparition, dans un lan,gage "immédiatement interprétable", d'expressions 

contenant des variables n'ayant pas encore de valeur les I 
1 

, r
2 

••• 

" sont des variables provisoires (perdant d'ailleur;·leur valeur à la sortie 

de l'évaluation du p, tout comme la variable de controle d'une bmucle do)I 

au fond, une instruction de ce type est déjà un sous~programme à elle 

seule, et il s'agit là d'un mélange (à manipuler avec précaution) des 

deux modes principaux d'APL o 

Le mode définition •. 

On désigne ainsi, en LINA A comme APL, u11 mode où l'utilisateur entre 

des textes qui ne seront utilisés qu'ultérieurement: textes de fonctions 

et sous-programmes en A.FL, mais aussi listes de règles de réduction en 

LIMA A • 

La définition d.es sous-programmes en LIMA A se fait comme en AFL, mais 

les "noms" de fon.ctions sont limités à la forme <I>n; et les arguments 

(il s'agit ici des arguments "formels") doivent obligatoirement être P,Q 

ou R; c'est là un des norabreux inconvénients de la dffficulté de manipuler 

des noms en APL (difficulté qui disparaîtra quand l'opérateur exécute sera 

commercialisé), et auquel on aurait fu.reroédier dans une ver::;ion non expéri­

mentale àe LINA A • Toutefois, la récv.rsivi té a été maintenue ;. il suffit 

en effet de se servir de celle J. 'APL ! (Un autre problèrae lié à l 'absencEi 

de nous est l' im1;ossibili té d'utiliser des étic;_uettea 

donc pœement numérique)o 

le "-go to". - est 
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Les règles d.e substitution sont introfü:..i tes 1-ar le signe .IJ.. (1 1 entrée 

dans le mode définition dES fonctions se faisant r,ar V )., Dans le cas 

le pll:.S simrlc, une règle est de la forne [n] flI _.. I' (où n est un 

entier explicité, et M un mo:h8tne) ; mais on peut aussi introduire une lis 

de règles par une déclaration n
1 

~ I ~ n
2 

et n 
2 

sont des 

entiers ex~licités et I un nom de variable polynômiale non utilisé par 

ailleurs (sinon son contenu sera détruit lors de l'application de la 

règle)o 

Cette déclaration doit être suivie par une ligne de syntaxe [I] 

Une fois une règle entrée, le système ne l'analyse pas immédiatement, 

mai~ se contente de mettre à jour le tableau. des nwnéros des règles; 

lors d'un appel ultérieur, si besoin en est, la lettre de contrôle se 

verra affectée, et la règle sera analysée, puis la substitution effectuée, 

c'est à ce stade seulement g_ue les erreurs éventuelles seront diagnostiquée~ 

Un système de correction similaire à celui d'APL (mais plü.s fruste) 

existe tant pour les fonctions que pour les règles. 

Voici donc comment les règles de l'introduction pourraient être rentrées 

dans le système : Il 1::::I:5:256 

[I] X[I]*2 ++J(JE1I-1)p<A[I],A[J]>X[J] 

Il 

(Ceci suprosant que la syntaxe interne des < 7 > corresponde à celle 

de LIKA A ; on pourrait aussi employer. 

[I] X[I]*2 + +/(JE\I-1)p(A[I] ~4 A[J])X[J] 

et dôfinir par ailleurs le produit scalaj_re çp 4). 
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La conception de la notion de règle en LUI.A A est en fait une tentative 

de répondre rapidement à des·besoins pratiques, mais mas~ue un problème 

théorique que --,eut d.ire "simplifier" par la règle M ...... P ? 

Si las variables figurant dans M ne figure pas dans P, où y figurent 

avec un degré plus petit, alors, on arrivera tôt at tard à un polynôme 

"réduit", représentant "canonique" du polynôme initial dans la structure 

quatient (mais ce n'est déjà plus vrai s'il y a plus~eurs règles, par 
_;: 

exemple 2 2 3 X - Y et Y ...... X ! )o Mais· que faire d'une règle comme X-~ X ? 

Force est de :reconnaître qu'il y a une différence entre relation d'équi­

valence engendrée par une éq_uatio:p. et ordre de simplification ou de 

substitutiono 

Une partie du problème sera abordée .dans un LIMA ultérieur (LIMA ç;-), 

mais on sait [4] [5] que le problème général es:. récursivement insoluble 

dans la plupart des cas pratiques intéressants. Des solutions pragmatiques 

du genre de celle que nous proposons devront donc être adoptées: en LIYlA 

A, la solution retenue est de laisser le mathématicien faire lui-même 

presque toutes les "simplifications" ; en LUTA ·ç)? , ·1e travail automatiq_ue 

de l'ordinateur sera interrompu périodiq_uen,ent pour réclamer des indications 

de méthode à l'utilisateur. 

Les coru.mandes-système. 

Tout d'abo;rd, des commandes analogues à celles d'APL se contentent de 

réclamer des informations sur l'état du système : ce sont ) VARS,)FNSt et 

) ROLES produisant respectivement la liste des variables (polynô:üiales), 

des fonctions et des nurnéyos de règles)o 
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)VNAMES, d.onnant la liste de::: lettres perm:::.ses co;rur_e noms de variables. 

Com.'l:e en APL , d'autres comwar.des changent l 1 6tat du système, mais les 

informations que nécessite LHlA A pour ce faire dor..r.ent alors naissance 

à un dialogue : )MODE n (n = 1,2,3 ou 4) fait passer tout le système dans 

le mode correspondant, et réclame, pour les modes 2 et 4, l'information 

4 

WIDTH? (nombre maxim-i;.m d'indéterminées par monôme), pour les modes 3 et 

4 l'information CODE? (valeur maximum ç_ue })e"Ll.vent prendre expos-..:.nts et 

indices)o Il est possible- de spécifier après la corrJL.a..:p.d~ MODE une liste 

de variables; ne seront converties que celles-là (et dans le dialogue, la 

demande DROP? effacera les autres ou les maintiendra)o Après le dialogue, 

le système renvoie WAS MODE n'o 

(En fait, l'effet de ces commandes est invisible pour l 1utilisateur, 

mais il constatera en général d'importants gains d'espace (en modes 3 et 4) 

ou de temps (en mode. 1); parfois, le système n'&cceptera defonctionner 

que d&ns certains mode~ (par exemple, si le nombre de variables est très 

grand, seulement en modè 2))0 

Le type des constantes (c'est-à-dire l 1 annèau A) est donné par la 

·commande) TYPE ; sont actuellement admis ) r_rypE REAL, COMPLEX , Z/n 

(où n est un entier explicité) et na.turellen:ent USER n • ., 

L'entrée dans les modes USER s'accompagne d'un dialogue réclamant 

quelques informations sur le forrr:at interne des constantes; en général, à 

ce stade l'~tilisateur devra sortir de LIHA A, et aller donner, en. APL 1 

1 

des détails sur les calculs dans -A pour se faire, la commande ..... APL :r:ro1 

voque une interruption; le retour en LHlA A s& fait (en APL ! ) par -..1 n;A ! 1 
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Par contre, les erreurs (syntaxiques et autres) ne font.paa sortir de 

LJHA; pour conclure une séance, on utilise la. commande )OFF c 

L'initiation des différents paramètres du système se fait grâce à là 

com;uande) CLE.AR ; ce sera en général le moment choisi par l'utilisateur 

pour spécifier les noms des indéterminfes et des constantes. Les comrr.andes 

)CNAHES et ) INA1Y:ZS · respectivement impriment la liste des constantes (de A 

et des indéterminées. Puis le système imprime NORE ?-t et.les noms fournis 

pa± l'utilisateur à ce stade correspondent aux déclarations de tableaux 

du Fortran Y(2 3) annonce les six indéterminées y ; Y1,2 
. 

y1 ,3 1 , 1 ' 
(du point de 

.. 

Y2, 1 ; Y2,2 Y2,3 lesquelles viennent vue de l'ordre 

lexicographique) après les indéterminées précédernmènt introduites. 

Bien que la pratique mathématiqùe usuelle tolère l 1u.tilisation simultanée 

de X et de x
1 

, elle a été interdite en Liî-¼ A. 

Yo CONCLUSIONS. 

Comme on l'a dit dans l'introduction, le but essentiel de LIMA A 

était un certain nombre d'expériences linguisti,:;_ues ; d.e.ns un système plus 

général, beaucoup de ces essais (substitutions, vecteurs de nomn ,., •• ) de-

vront être remplacés :;::,ar des traitements plus systèmatig_ues, sC:umis à une 

s.rnt,:1xe uniforme. Le rôle de 1 1 opéra te~ (sous sa forme actuelle devra 

naturellement être repensé ; toutefois, il seml)le qu'il y ait beaucoup 

d'avenir à des notations opératoires très puissantes de ce type. 

Du 1;oint de vue algèbriq~e proprenwnt dit, LIMA A n'est qu'un d{bu1·.; 

par contre, les besoins courants de manipulations polynômiales 5ombles 
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satisfaits; à titre d'exeIILple, nous nous proposons d'écrire en LIHA A 

des progran;mes de calcul des :Polynômes de ;l!atijesevic [6] cor:,.-es;:ondant 

à des relations récursives don.nées; en dépit du ralentissement dû 

au passage dans deux interpréteurs, les temps de calcul restent meilleurs 

qu I à la main. 

Toutefois, à ce sujet, il devient clair qu'intéresser le mathfmaticiBn 
' 

à ce genre de recherches ·nécessi·tes q_u' on lui fourni<;1se .. un outil opérationnel 
• .r ·' . 

le passage à l'écriture en langage-machine au œ.oins des sechons les 

plus usitées de LINA A devient do~c nécessaireo 
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Lif.!AA 
}CLE'JiR 

On définit 5 indéterminées 

)IJJA/.JES 

NORE? 

X Y Z(3) 

Le mode de représentation interne est fixé. 

)lJODE 1 

flAS NODE 1 

Les co::-istantes seront des nombres complexes 

):l'YPE CO/.JPLEX 

FIAS Z/3 

(x + iY)(x- iY) = x2 
+ y2 • 

(X+<t>Y)X-<t>Y 

2 2 
X + y 

3 
Utilisation du syIEbole p : L Zi (noté +/(I € L3 ) p z[r]) . 

i::::î 

Lü :cé:-;uJ tèit est affecté à la variable l) , et rnontré &râco au quad □ . 

[ i+P,-+ / ( I ié., ·3) n ,; [ I] 

z + z + :,;. 

1 2 a 
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X 

Calcul de 

O+Q+P*3 

3 2 

6 
i 

II X • 
i=1 

2 2 
Z + 3Z Z + 3Z Z + 3Z Z 

1 1 2 

Calcul de 

[Z[1];Z[2]]'Q 

6Z 
1 

+ 6Z + 6Z 
2 

1 3 1 2 

3 

2 3 
+6Z Z Z + 3Z Z + Z 

1· 2 3 1 3 2 

2 
+ 3Z Z 

2 3 

2 
+ 3Z Z 

2 3 

substitution simple X remplace z
1 

et z
3 

remplace z
2 

dans P. 

P[X;Z[3];Z[3]] 

X+ 2Z 
3 

/ IL. '-

3 
+ z 

3 

G entre la liste de règles 
n z1 - z; (à ce stade, z

0 
n'est 

pas défini). 

A ENTREE D'UNE LISTV DE REGLES Dg SIMPLIFICATJOll 

ll1:SI:S3 



z est défini cor:une nouvelle indéterminée. 
0 

)INANES 

X 

MORE? 

Z[O] 

y Z[I]( 1!>J:$3) 

2 tentatives de simplification: les règles sont appliq_uées dans l'ordre (3,2,1) 

(qui donne le meilleur résultat), puis 1,2,3. 

3 2 1/P 

8 4, 2 
z + z + z 

0 0 0 

1 2 3/P 

2 2 2 
z + z + z 

0 1 2 

)OFF 
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11tèrrurrtion P:'.:T.:A 
Retour à APL 

Superviseur 
I'LZ':A 

Entrée d'une ligr:e 
LTIJ 

Le prem 
caractère de la ligne est-il : 

(. th p1 

Analyse cl' u;.,e 1 ig'j_'le 
ANAL 

Eise à jour de la liste 
des noms de f'onctions 

:r.:ise à jour de la liste 
des numéros de règles 

Stock?.c;e ,, es lic:1es sui v2,ntes 
jusqu'au prochain 4 ou V 

Déteroinr-i.tion cle la comr.ande système 
Ex:écution de la comna.nde 

Eventuellement amorce dudialogue 



Analyse d'une ligne 
ANAL 

i..RGI : = 

I := 0 

I :== I+l 

oui 

Aprel (le SIIRO 

Appel du tr1:dtement de l'indexation 
D-ID:3..1:DJQ 

Appel de 1 1 analyseur au.,-xiliaire des constantes 
INCONS 

Recherche du bloc d 1 instructions cor·respondant 
Appel de Ai."'JAL pour chaque ligne d I instruction 
Affectation des variables locnles 



p 
non 

OP:;= 2 Aprel de t:FOP 

Stockaee de l'orrrRteur 

de vario,blc 

.ARG reçoit cette. VA-ri~ble ou cette indéterr:iinée 

non 

ARO'e :==ARG ARGl := ARG 

Ez:écut::.0:1 (:.U cleriüer or5rateur d.yeiLi::ue 
0:;_i-tre ARGl et~·cATIG'.? (rFOI') 

o:P • - 1 

A 
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[ 15] 
[16] 
[17] 
[18] 
[19] 
[20] 
[ 21] 
[ 22] 
l23] 
[24] 
[25] 
[26] 
[ 27] 
[ 28] 
[29] 
[ 30] 
[31] 
[ 32] 
[ 3 3] 
[34) 
(35] 
[35] 
[ 37] 
[ 38] 
[ 39] 
(40] 
[ 41] 
[42] 
(43] 
(44] 
(4 5) 
(46] 
(4 7] 
(48] 
[49] 
[50] 
(51] 
[52] 
[53] 
[54] 
[55] 
(56] 
(57] 
[58] 
[-s g J 
[60] 
[61) 
[62] 
[63] 
[64) 
[65] 
[66] 
[67) 
(68] 
[69) 
(70] 
[71) 
[72) 
[73) 
[74] 
[75] 
[ 76] 
[ 77) 
(78) 
[ 79] 
[80) 

17PLI!fA[i]]17 
17 PLI:fA 

IN:[3'.]+0 
V1E?.R+\O 

IN:Lill+LIGY+INPUT 
. +(LI,'1[1]=' )AbV-> 1 )/SYS,IN,RUL,Pnon,,.1Z'L 

TRI:S+O 
lll!IER+HIER LIN 
Al/AL LIii 
->( Ellfl "'1) /TPR2 
[Rft+O 
+( ( p V1ERR) = 0) / LO 
V1ERR 
V1F.RR+t 0 

LO:LIGN 
((orçcAR-1)p' •),'t' 
->( {p V2ERR)=O) /Ill 
1'2ERR 
-+I!!,V2ERR+t0 

TPR2 :-+( LAP=1) /Il! 
+(CRES= 0 1 2 3)/POL,ENT,VENT,COllS 

POL:TO+TRES 
HO+f!RES 
PPRillT 
+Il! 

EllT:OUTT TRES 
+Ill 

VEl'lT:~+tJ+O 
BO:+((J+J+1)>pTRES)/FI 

I+I, (OUTT TRES[,T]), 1 

-+BO 
PI:I 

->Ill 
cons: OUTPUT TRES 

+IN 
RUL::: 

FO!l+LIN+HCBL LIN 
VF+ 0 O O 

TSY :-+( LI!i[ 1 J = 'fü2<1>') /ERT ,llEDY, llE/10 
E!IROR: 1 SYUTAX ERROR' 

-+Ill 
ERT:-+(LI!i[2];e'+' )/ERROR 

VF[ 1)+1 
Lil/+2 + LI!! 
-+(LIN[l]='[r')/ERROR 
-+::!SY 

NEDY:-+(LIN[2];e•~•)/ERROR 
Lil/+1 +LI!! 
VF[2]+1 

liE!!O: -+( LIN[ r LIN]"'' P' ) /PMO!J 
LIH+1+-1+Lill -
VF[ 3]+1 
➔P!,fOH+1 

Pl!O!.': Lii/+1 +LIN 
F!J+IN'.:'PV'I' LIN 
-+(;;'3'.;i=1 )/ERROR 
->(A/VP[2 3]= 1 0)/.ôRROR 
SYNT+SYNT,VF 
VNF+ Vl!F, F,'.' 
LP!!I+LPI!I ,PIII+pi!ABVEC 
l!ABS':OCK 
-+Ill 

APL:-+((pLI:J),:4)/ERSY 
~(A/LIN='-+APL')/AP 

ERSY: 'SYliTAX ERROR' 
➔Il! 

AP: 'AFTER THE ''Il!':'ERRUPT'' ,'/f:SSAGE,YOU ilILL BE Ill APL IllTF..T:/RUPT :'fODE,RE'J'URii IS BY -►!,I:!/..' . 
SYS:K+LI!lt' ' 

Cl'PA+H (l'.-1) tLill 
Lill+K+Lil! 
➔( LITCt... :!,L +CVPA) /0, ':'YPAC, CLEC, l'ARC ,Fl!SC 
'Il/CORRECT COlfMAl!D' 
➔IN 

TYPAC:J'+((LI!l=' ')vl,I!!='/')ll 
(.()PA+(K-1) tLil! 
SP!l+Xi'I.,J_:n 

' ... ..,. .. 
' 'll/ 1}:/lôt-Jll TYPE' 

REAC:OPT 
➔II.', ()PTIO!/+TYPF.+1 

.. A 
.L 



[81] FiiSC:fl+1I+O 
[82] BB:+((I+I+1)>pVll?)/T? 

[ 8 5 J PI': +Ii,', p[:+:/ 
[86] COAC:OPT 
[ 87] +Ill, OPTIO!!+TYPE+2 
[88] Zl/AC:[.:J.1-<-Ifi':'PUT SPA 
[89] +(E1il=1)/USAC+1 
[90] OPT · 
[91] ->I:l,é!PTI0l/+2+TYPE+1 
[92] USAC:OPTIC+3+IllTPU':' SPA 
[93] +(E'?R=0)/SUS 
[94] VlËRR 
(95] Lill 
[96] 14p' 1 , 1 +1 

[97] ->Ill 
[98] CLEC:VNAL•29p0 
[99] NABVEC+'' 
[100] VLI'l'tl+, O 
[101] VDF+LPEI+-10 
[102] SYllT+ 3 0 pO 
[103] +IN 
[101.\]SUS:OPT 
[105] ->Ill 
[ 106] VARC: VVV+VllAL/ ALPH 
[107] ((2xpVVV)p O Ï)\VVV 
[108] +IN 

V 

4] - 2 



VA!!AL[ □ ]V 
V Al!AL J!.;[l;CODI:;K;K11 ;TVALl; TVAL2 ;T'VAL1 ;l'VAL2; ~1 ;C2 ;DECAT,;J 

[1] +([BE=l)/LAF+O 
[ 2] V+ V 
[3] ~((;f)•O)/SU 
[4] TRES+10 
[5] CRES+HRES+2 
[6] +O 

l7J SU:IJECAL+TRES 
[8] 
[9] 
[10] 
[11] 
[12] 
[13] 
[ 14] 
[15] 

ll+p V 
;(~Tp 1 EV)/12+CODE+1 
S!!RO E -
+(lŒ1=1)/o 
+(l!=O)/I'Ifl 

fi ER 7 +!t.ARËL[ E.ER,~!i J!.[ []] 
ERRl: V1ERR+ 'SY!.'TAX ERROR' 

[B.!? 
[ 16) +O 
[ 1 7] 
[18] 
[ 19] 
[ 20] 
[21] 
[22] 
[23] 
[24] 
[ 2 5] 
[ 26) 
[ 27] 
[ 28] 
[29] 
[ 30] 
[ 31] 
[32] 
[ 33] 
[34] 
[35] 
[ 36] 
[ 37] 
[ 38] 
[39] 
[40] 
[41] 
[42] 
[43] 
[44] 
[45] 
[46] 
[47] 
[48] 
[49] 
[50] 
[51] 
[52] 
(53) 
[ 54] 
[55] 

LETTRE:l?IT+l 
CAR+:[:'.[ /1] 
I!!DEXIllG 
DFOP 
+BOUCLE 

CHIFFRE: V!!Utf+!J. 
N+UTR 

flSEGUCll .!::'. 

;(}'.Ti,:]='-<!>') /t-:Ill ,FO:ICT 
+( J!.[ t{] E CALP, VALP) / Ill D 
TVAL2+ V!JU!! 
C2+!ll' AL 2+1 
DFOP 
+BOUCLE 

MIN: TVAL2+-VNU,'f 
+JII!l-3 

IND:+( 1-'DI!f[J'.+( CALP, VAz;P) 1J!.[[:'.]] )/ER.'?1 
•►( VIJU.'f> VDIM[ B V[ Y.]] ) / ERR 2 
I!lDEXI!!G 
+BOUCLE 

FON CT: + ( ~( Kl 1 + VllU!,f) E VI'l.') / ERR 3 
+(SYNT[IF+VIJF1Z;2]=1)/FMR 
+BOUCLE, pCODE+8 

FSEP:ll+(K+{1) OSEP J!. 
TVAL2+IliCOllS !i+<K-1) tf 
+( E.'{f.=1) /0 
C2+!/VAL2+3 
DFOP 
+BOUCLE 

MOllADIC:,'IFOP f[ll] 
+( ;;:.5'.E, = 1 ) / 0 
+BOUCLE 

FPAREllT:[l+(K+ll) OPAR E 
::'RES+f:+DECAL 
At!AL llHK-1)tf 
+([[W,=1)/0 
TVAL2+TRES 
HV1,.L2+HRES 
C2+CRES 
DFOP 

[56) +BOUCLE 
[ 5 7] 
[58] 
[59) 
[60] 
[61] 
[62] 
[ 6 3] 
[64] 
[ 6 5) 
(66] 
[67] 
[68] 
[69] 
[70] 
[.71] 
[72] 
[ 73] 
[74] 
(75) 
[76] 

Ill(!U: '0: • 
'::'RES+!J.+DECAL 
ANAL [!) 
-+-:.'"':IPARE!iT+2 
+:'OVCLF: 

DY ,WIC: COIJF+(.ZOl'F: 11'.12+-f.[ CI.: 
+(K12E'/~' '')/EVC 

BOUCLE:~(0=[+[-1)/[IN 
+([;llt=1)/0 
+DEil 

OUTQU:STEC 
CODI:'+1+LAF+1 
~BOUCLE 

AFFECT:+( 11=1) /ERR 
+([[il-1]~•~•)/AFQU 
+(f[U-1]='1')/IllD 
•(rK11+ALPH1X+V[ll-1])=30)/ERR 
+(~KEEAÎP)/ERS- -
TO+TVAL1 
l/O+l!VALl 

[77] TSAL K11 
[78] LAF◄-1 
(79] {1 ◄·!:l-1 
(80] CODF.+O 



[81] -+BOUCLE 
[82) EP.R:E.JJ.R 
[83] V1ERR+'AFFECTATION ERROR' 
[84) -+0 
[ B 5) -+ 

[86) FIN:->(CODE>3)/ERS 
[87] -TRES+TVAL1 
[88] l/RES+!!VAL1 
[89] -+O,CRES+C1 
[ 9 O] ERS : E.flR 
[91] V1ERR+'SYllTAX ERROR' 
[92] -► 0 
[93) AFQU:!J.+l!.-1 
[94] -+OUTQU 
[95] Ill[J:!l+(K+/1) OPCR V 
[96] -+(~É[[L].:ÊALP)/ERRAP 
[97] IHDEXING 
[98] -+(C2=1)/ENT 
[99] -+(C2~3)/ERRDO/.f 
[100] TVAL2 AFIND KN 
[101] -+BOUCLE 
[102]El/T: (Sl!APE TVAL2) AFI!TD KN 
[ 103] -+BOUCLE 
[104]ERRAF:? 
[105]ERRDOM:fl.']_R 
[106] V1ERR+'DOMAIN EI/ROR' 
[107] -+0 
[108]CRO:BIT+O 
[109] IllDEXIllG 
[11b] DFOP 
[111] ->BOUCLE 
[112]EVC:-+(f[!J.-1]~•]')/BOUCLE 

[113] ->(K12='/Q''')/SUBS,CALVEC,CALVEC 
[114]SUBS:[+(K+f-1) OPCR f 
(115] W+ll+IK-1)tf 
(116] ->(~'-> 1 éW)/ERRSUB 
[117] F1+-(K+1✓ 1 ,_,., )+11 
[118] f/2+(J'.-1)tW 
[119] TRES+ll+DECAL 
[120] A!TAL f/2 
[121] -+(fl.'1'1.=1)/0 
[ 12 2] -+TEST!fO !!O!!E 
[123]M0l/0:TRES+[j_+DECAL+K 
(124] Al!AL }11 
[125] -+(E?R=1)/0 
[126] -+(ëRF:S~O)/NllPOL 
[121]IllBEX:BEX+ 1 O O O 
[128] P1+TRES 
[129] Kl+l!RES 
[ 130] T5+TVAL1 
[131] !J5+IIVAL1 
[132] SUBST VS 
[133] TVAL1+T6 
[134] l!VALl+l/6 
[135] CODE+-2 
(136] -+BOUCLE 
[137]lll/POL:-+(CP.ES= 1 2 3)/EE,ERRDOH,CCC 
[138]EE:ERJ:S+SI!APE TRES 
[139] TR!:S+(f!IDTP.,l°)pO 
[140] -+T!.'REX 
[ 141] CCC: l!PES+TR ES 
[142] -+EE+1 
[ 14 3] ERR!!: [l[ZR 
[144] 1'1ERR+'!fUST BE A !-fOllO/.fIAL' 
[ 145] -+0 
[146]CALVEC::: 
[147]F:RRSU!1:[2].R 
[148] l'lERR+'SYRTAX ERROR' 

'fi 



[ 1] 
[2] 
[ 3) 
[ 4) 
[S] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 
[ 10] 
[11) 
[ 12] 
[ 13] 
[14] 
[15] 
[ 16] 
[17] 
(18) 
[ 19] 
[20] 
[21) 
[ 22] 
[23) 
[ 24) 
[25) 
(26] 
[27) 
(28) 
[ 29] 
[ 30) 
[31) 
[ 32) 
[33] 
[34) 
[35) 
[ 36] 
[ 37) 
[ 38) 
[ 39] 
[4 O] 
[41] 
( 42] 
[43] 
[44] 
(45] 
t"4oJ 
[47] 
[ 48) 
(49] 
[ 50] 
[51) 
[52) 
[53) 
[54) 
[55) 
[56] 
[ 57] 
[58] 
[59) 
[60] 
[61) 
( 6 2] 
[63) 
[64] 
( 6 5] 
[66) 
[67) 
[6 8] 
[69) 
[ 70] 
[71] 
[72) 

VDFOP[ □ ]V 
V DFOP 

+( CODE:<1) /SUI1+LAF+O 
TVAL1+TVAL2 
RVAL1+!JVAL2 
Cl+C2 
..,FI!! 

SUI1:..,(CODE€SPEOP)/SUI2 
fYPE+TY[C1+1;C2+1] 
➔CO!lV[C1+1 ;C2+1] 

CE1 :I!VAL1+SllAPE TVAL1 
TVAL1+0!IDT!I, 1) p 0 
➔suI2 

CE2:l!VAL2+SH/!PF TVAL2 
Tl'AL2+UiIDTH, 1 )pO 
--•-BUI2 

CC1 :!!VALl+(TYPE, 1 )pTVAL1 
TVAL 1 + WI D TH, 1 ) p O 
->-SUI2 

CC2 :Hl'AL2+( TYPE, 1 )pTVAL2 
TVAL2+(/JID'lfl, 1 )pO 
..,SUI2 

CCE2 :TVAL1+Sl!APE TVAL1 
➔suI2 

CCE1:TVAL2+Sl!APE TVAL2 
-->SUI2 

ERRC:!5.!]J? 
V1ERR+ 'DOM AI li ERR OR' 
-+-0 

SUI2: -,.DFAD[ CODE] 
/.!ULT :..,!!UL[ XYPE] 
POL1:GTR -7 2 -8 1 

PNULT 
GTR -3 7 
➔'!!Ill,Cl+-0 

EllT1:TVAL1+TVAL2xTVAL1 
RET: C1+l!VAL1+flVAL2 U!VAL1 

+FIN 
C{)flS1 :TVAL1+TVAL2 FOIS TVAL1 

-->-Fill,C1+3 
ADD: -,.JDAD[ TYI'.E] 
POL2:GTR -7 2 -8 1 

PADD 
TS 7 
-->-Fill, C1+0 

EllT2 :TVAL1+TVAL2+TVAl1 
..... 'ŒT 

CO?TS2 :i'TTAL1'<-TVAL2 PLUS TVAL1 . 
..,FI!l,C1+3 

EXP1 :-->-( Cl.:1 )/PV 
-->-E'XPAD[C2+1] 

POL3:GTR -8 3 
ST 1 
EXP TVAL1 
GTR -3 7 
..,FIN,Cl+-0 

PV:..,((C2.:1)vC1•2)/ERRC 
ENT3: TVAL1+TVAI,2 *'.Z'l' AL1 

..,RE'T 
CO!!S3: TVAL1 <'TVAL1 PF:XP 

C1+RVI.L1+f!VAL2 
-->-FIN ,C1+3 

REGL:-,.(v/C2" 1 
+(C1=2)/ERRS 
➔(C1,.0)/Fill 

fi?.+, 'lVAL2 
I--► O 

2)/ERRS 

BO:-,.((I+I+1)pV)/FIN 
REXEC .[J'.[JJ 
GTR -7 5 
SUBST ZRUL 
GTR -6 7 
+[10 

Flll:-->O,CODE+2 
V 

TVAL2 



VS!IRO[ □ ]V 

[1) 
[2) 
[3) 
[4] 
[5) 
[6) 
(7] 
[8] 
[9) 

[ 10] 
[11] 
[12) 
[ 13] 
[ 14) 
[15] 

V Sl!RO V;I ;W;i/1; Vl; V2 ;CC;Ji.;IIO;l/EXP;l!AL ;1/f!;I'A ;TPR ;CODE;CDE 
J+O 

. [ 16) 
[17) 
[18) 
(19] 
[ 20) 
[ 21) 
[22) 
[ 2 3] 
[ 24] 
[25) 
[26] 
c27r 
[ 28) 
[29] 
[30) 
[ 31] 
[32] 
[ 33) 
[ 34] 
[ 35) 
[36) 
[ 37) 
[38] 
[ 39) 
(40] 
[41] 
[ 4.2 J 
(43) 
[44) 
[45) 
[46] 
[ 47] 
[48) 
[49] 
[50] 
[ 51) 
[52] 
[53] 
[54) 
[ 55] 
[S6] 
[57] 
[ 58) 
[59] 
[60] 
[61) 
[6 2) 
[6 3) 
[64] 
[65] 
[66) 
[67] 
[G8] 
[69] 
[70] 
[71) 
[72] 

V 

BO:->( ( J+J+1) >p V) /0 
-+( ( V[J]:t 1 p 1 )vHl/IER[I+DECAL]>'lll/IF:R[DECAL+1]) /BO 
f/1+I+V . 
N+I 
V1+<j,Il2+(I-1 )+V 

LOOK:N+V11'!' 
-+( ll>p V1) /ERR! 
-►{ v / ( CC+V1(N+1]) = '. +x 1 ) /OUI 
V1+ll+V1 
-+LOOK 

OUI:E_+-(pV1)-ll 
V2+(}'+1 )+V2 
-+((pV2)=0)/ERR2 
DEC+[L-1+ ( p !'2) +I+O 
:10+0 

B02:-+((I+I+1)>pV2)/FI2 
-,.( ( V2[ I] :t I A') v NHIER[I +DEC] :tllHIER[ DEC] ) / B02 
MO+UO,I 
-+B02 

FI2:t!O+MO,I 
llEXP+-1+pNO 
W+V2:t'(' 
llAL+ 1 I +O 

B03:-+((I+I+1)>NEXP)/FI3 
f/f/+NO[IJ +W 
.PA+!JO[I] +ml~ 1 

-+(~V2[PA]cEALP)/ER2 
-+B03,NAI,+NAL,t,.LPH1 V2[PA] 

ER2: [!])? 
VlERR+ 'llOT A VARIABLE' 
-+0 

FI3 :-+IllIT 
Il/IT:->(CC='+')!ADD 

Cl+TVAL1+HVAL1+-1+CDE+2 
-+SU 

ADD:CDE+2+C1+llVAL1•1+TVAL1+0 
SU:TP!l+llEXPpl+O 
RECAl/AL :-,.( ( I+I + 1) >!!EXP)/ CALC 

fl+!-fO[ I] + (f.!O [I + 1] -1 ) + V2 
PA+Ol-''(')11 
fi+( ( PA-1) Hl)., (PA+ 1) +W 
PRES+NO[I] +DEC AL 
ANAL ff 
-+(E.EE.=1 )/0 
-+((CRES=1)vCRES=2)/0UJ 

ERR1 :f.!J.R 
V1ERR+'D0.'1AI!.' ERROR' 
-+0 

OUJ:TO+,TRES 
TPR[I]+Vl.'AL[NAL[I]] 
l/0+10 
-+C DO flll + 1 

CDO'»'ll: TRI.L llAL[I] 
-+((llO-lO)~pTO)/DOW 
HO+H0+1 
TSAL 1/AL[I] 
-,.RECA!:AL 

DOfl: VNAL[l'AL[I] ]+TPR[I] 
->((I+I-1)=0)/FJ;?l 
+cvorm 

CALC:TRES+U+DECAL 
Al/AL ;11 
➔ (rn:I=l)/0 
Tî'AL2+7RES 
PVAL2+f!RES 
C2+CRES 
CODE+CDE 
DFOP 
->DM.'+1 

-·· .. : ., ... ;:-1 
":ODË<-2 



PLIMA 

[5:\ à L~}): T:raiteaellt des liglles en. node éxéeutioll, i•:pressio• 
éven.tuell e .des di agn.o s ti es d I e:r:reur( [9] Èl. [11) ) e'i 
cJ.u. :rosul tat( (1a) à B3J). . 

{_;4J à (60): Traiteaellt de~ et 'v les lig11.es (37) à {50J a1uü;rse1tt 

la s t:inaetlilre du "header" ( de ty-:p e f ~ .9, <ph. ,!! ) • 

[6~: I1:i.terruption(_,.APL):Aprés celle-ci, la ao1utalflde -+ LIMA 

(ell APL) ra•èae à (D dans PLIMA. 

(10) Le produit i1tterAe /\.= œo•:pare la coJt~aY1.de-s;y,1tè11.e 1 

alla.lysée aux lignes de LITC,for•ée des eo1u1.alldes :per•ises. 

ANAL 

DFOP 

Aiguillage dépeaàrutt du IciMe caractère; fABEL co~tie•t 
les adresses des différelltes étiquettes. 

IllDEXIHG est 1ut p~og:raiue teehB.ique 11:raitall'\ les 
expressions e•t~e •~ochets. 

[4.a): OPAR repère la pareathèse ouveYte correspoidait à celle 

vie•t d 1~tre a•alysée. 

Traite•ellt de la flèche d'affectatioll.. 

Traiteaellt des mu.bstitutio:iis; les lig:ites (12e]à[134J 
•Uipule~t les registres iAte~~es discutés da•s DFOP. 

Op_éra tioll dy~di que en tll'e 1 es deux argua e• ts ARGl et ARG2 (:placés 

da:a.s les q~at:re "~egiotres" TVALl,HVALl, et TVAL2,HVAL2). 

l~à(5) :Il 1 17 a pas d 1opérateu~: transfert de A~G2 à ARGl. 

l6)à l24): Co:.ive:rsic;>11. cie :type e:a. eas d 1 i:iuot:patibilité e11.t•e ARGl e·, A1tG2 • .. 
{?a) : Aiguillage, d.ép e1uia:m. t tè r•o:p éra t eu.:r. 

f29) à &s1 f: Mul ti:pli •a.tian.. 

(,30) , PFeaière apparit~oa de GTR: e~ fait, les opé:ratio:a.s soxt 
e!fectuées dais 8 :registres i.1o.te::r1es;GTR effeet11.e des trallsfe:rij 

entre •es registres( aiisi que les progxaa•es ST et TS~. 

à ~7J : Addi tio:a.. 

à ~o) :Expone~tiatio•. 

à (12],i Substitutions. 



SHRO 
A:ra.alyse des liglleS o<il:ailellaltt le syabole e t,1 : NHIER xepè~e les 1iveaux de parenthésage 
le but de [3) est l'extraotio~ d~ jre•»e~ 
pa:reJ1. thés é. 

de la ligl'le a1tal;rsée, e (à gaaehe) AOll 

(11 à ~1) 
(17) à (, 3) : 

Reohe:rehe d~ / sorres~o•àaRt( Jr~oédé par+ ou x). 

Déooit:positio• elQ.tl!e / et e 4e la liglle eJl. éliaen.ts 
f o rtt e ( I € . . . . ) 

de la 



APL SYMBOL PROCESSING ÎN APL PROGRAM VERIFICATION 

W. VERVOORT 

1. The assertion method. of FLOYD 

2. ISVAP - An interactive system for verification of APL programs 

3. Automatic prOF',gation in ISVAP 

4. Symbol processing in ISVAP 

5. The use of APL 

* TechnicaJ. University 
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1. fhe assertionmethod of Floyd 

1.1 hlxample (from Manna) 

Consider the following problems 

Find the largest integer z such that z,..Jx 

The following program P could be a solutions 

start 

II.2.2 

T---------------------I(x) Sax ~o 
(a,b,c)•=(0,0,1) initial assertion 

b , .. b+c 

f 
&---------------.--------A(x, a, b, c) 

b;, x? l indu~tive assertion 

ZS=a 2 2 ¼---------------F( x, z) s =Z iS x ~ ( z+ 1) 
J;uill final assertion 

Prove P to be correct with respect to l{x) and F(x,z). 

Proofs Pis correct with respect to I and F iff there exista 

an inductive assertion A(x,a,b,c) such that the following 

verification conditions (vc's) hold for all x,a,b and es 

( 1 ) I ( x) :., A ( x, 0 , 1 , 1 ) and 

(2) 

(3) 

(A(x,a, b, c)A(b, x)):, A(x,a+ 1, b+c+2, c+2) 

(A(x,a,b,c)l\(b>x)):::,F(x,a) 

There is an A(x,a,b,c) such that (1),(2), and (3) are trues 

A( x, a, b, c), = (a 2~ x) /\ ( b= (a+ 1 )2) I\ ( c=2a+ 1). 

1.2 Propauation and verification conditions (vc's) 
. . 

The vc•s t1),(2) and (3) are obtained by oropagation of one 

assertion bottom to top (against execution direction) to another 

through one of the paths of the program. 

Example; A(x,a,b,c) propagated through bi-=b+c giveas 

A{x,a,b+c,c), which propagated through (a.,b,c)s .. (0,0,1) 

gives, A(x,0,1,1). 
As one can see aubsti tu tion i s an important primitive action. 

After propagation to a point where two assertions meet each other 

the vc is composed by writing 

(1) l(x)::>A(x,0,1,1) 

This vc (and the same for the other two) has to be proved true for 

all x,·once an appropriate A haa been established. 



With ISVAP one can interactivly propagate assertions through the 

paths..,of :.an .. AEL; ·PDQgra141, .,and. compose .. vc.•.a. 

'l'he vc I s are not proved by ISVAP. 

In the remaining part I will go a bit more into details of ISVAP 

in order to find out to what extent aymbôl processing has been used. 

This will finally result in some concluaions .&bout the use of APL. 

11 3 Conclusiona 1t9ut the method of Floyd 

Before going to ISVAP I will at first make some remarks about the 

assertion method of Floyd itself. 

1. ISVAP expects inductive assertions to be specified before the 

. propagation has started. -It is my experience that thia is not 

always an easy job ,,when an .existing program has to be proved: 

How can one formulate A(x,a,b,c) if the vc's (1),(2) and (3) 

are not yet formulatedl 

Manna gave some heuriatic methods to find A by considering the 

assignmenta in the loop and constructing invariante from recursive 

equations. I .believe one should never att;empt t:o make a program without knowing 
2. 'Wi th Floyd one proves "pa.rtial correctness" (Man'na.), A(x,a,b ,c) • 

One proves a program to be correct il it stops, but one does 

not prove it to stop. One has to show this separately, and this 

can easily be done in the example. 



II.2.4 

,iL,lSVt,,P- An lnt3ractive System for Verifica.tion of Apl Progra.ma. 

2.1 Programs of ISVAP 

ISVA.P consista of a couple of programs, "Which can beat be 

· introduced bi the following example, 

a) lnitialization and Input 

INITIALIZE 

LUAD 1(progra.m P>' 
ANALIZ~ 
FINDPATHS (places selected) 

I+-INASS 

A+-INASS 

F~INASS 

-initialization of internal data 

-input of programstring P 

-find places for inductive assertions 

-find paths for places selected 

-type in Initial assertion 

-type in inductive assertion 

-type in Final assertion 

Assertions are predlcate caloulus formulas given in APL. 
b) Propagation 

A 14-A PRüPAGA'rE (linenrs. of path in reversed order > 

AS..,CHAN°GEASS AS 

c} Composition of_yc 

VC14-I IMPLIES A1 
d) Verification of vc 

OUTASS VC1 

vc1 .. CHAHGEASS VC1 

2.2 Stornge capacity and apeed 

Stora~e càpacity 

1 

-after each step the propagated 

assertion is printed and the user 

can make changes withs 

-editing or substitution by user 

-(1) I(x):,A(x,0,1,1), vith A filled in. 

-lista the vc VC1 

-editing or substitution of VC1 in 

order to prove it true 

28.8 Kbytes are used by ISVAP programs, without interface variables 

and space for execution. 

Workspacesize should be 72K or three of 32Ks 

one for initialization,loading and analizing; 

one for propagation and 

one for verification. 

The interface variables are grouped in VAR 

Speed 

The program ia rather slow, about 2 minutes terminal time per 

propagation step. 



,3. Automatic propagation 

3.1 ASSIGN 

case 1 • A4'-B 

II. 2. 5 

'A.,_B or X[VJ4-B 

Substitute B for A in ASS (the assertion to be propagated) 

case 2• X(V]4-B Vis a vactor 

If ASS co:n tains X (vJ wi th the same index V then 

substitute B for X(V] in ASS, and if B contains X then first 

replR_il X bJ X'• 
The (remaining) occurences of X (not X') are replaced by 

(x(v•J ,B)[+v•,vJ with v•s•("'(,px)ev)/,px.(all indices not in V). 
Finaly X' ia replaced by X again •. 

case 3• xrMJ+-B Bis a matrix, is also implemanted. 

3e2 TEST -+(C)/L 
In the following program scheme: 

[i] .. (c)/j 

[i+1) ---

• 
• 

(JJ ---
there are two pathss 

path 1a •••• ,i,j, ••• 

path 2s •••• ,i,i+1, ••• 

If jui+1 a 

3.3 FUNCTIQ!! 

Propagated assertions, 

C:, ASS 

(--,C)::, ASS 

ASS 

C4-A FU B 

A function CF,_.U, FU BF is expected to have already been proved 

correct with respect to an initial- (IK) and a final- (FA) 

assertion. Further I*, F* and the header CF+-AF FU BF should have 

been put into ISVAP. 

~t first in I• and FK the formal parameters CF,AF and BF are 

eubatituted by their corresponding aotual parameters C,A and B. 

Nov F• is aearched for eo called explicit terms of the kind C=f(A,B). 

For these terms C is subatituted by f(~,B) in ASS using ASSIGW. 

Let ASS• be the result of these substitutions. If FK containa explicit 

terma only, the resul t is ASSM, otherwise the resul t is gi ven 

symbolicly by FM o ASSK, and l~VAP is giving no more help. 



,Ftt o A::iSK me ans tha t subs ti tu tions ïn ASSH sti 11 have to be made 

by the user, with respect to the remaining implicit terms of FH, 

using CHANGbASS. (And we hope he ca.n doit!). 

Bodl replacement. 

I beli8ve that it is mostly eas~er to reconstruct a as simplified 

II.2.6 

as posoible body of the function FU out of lM and F•• When replacing 

the functioncall by this body one need no longer propagate through 

funçtioncall statements. 

ftesearch still has to be made into this eubject. 



• 
4• Symbol procesaing in ISVAP 

from the previous chapter it became clear that substitution of na.mes 

and expressions in assertions is an important primitive operation 

in ISVAP. 

4.1 Substitution of na.mes 

In ASSIGN and FUNCTION na.mes in assertions sometimes must be renamed· 

temporaly to avoid multiple substitutions afterwards. 

This is done by a function STRING,-B SUB C which substitutes in 

STijING the strin~ C for the name B, by compression and expansion, 

ex\pt i~ protected parts of STRING. 
Exampless 1) rename X by X' (see ;.1) 

2) replace formal- by actual para.matera (see ;.;) 

4.2 Substitution of APL expressions 

In ASSIGN and for any _explicit term in FUNCTION the ·1ert hahd aide 

must be substituted.by the right band aide in the assertion. 

This is done by a function STRING+-.B ESUB C which substitutes in 

STRING the APL expression C for the APL expression B. If necessary 

C is surrounded by parentheses. 

Exampless 1) substitute b by b+c (see 1.2) 

2) substitute C by f(A,B) (see ;.3) 

4.3 Substitution and editing by the user 

CHANGEASS a.llows the user to change.assertions or vc•a. He can 

do this by substitutions or editing. 'When substituting he implicitly 

uses ESUB. ~hen editing the assertion is pr.inted, followed by a blanc 

line on which no can indice.te w,ith t and• respectively vhere to 

introduce or drop symbole. 

II.2.7 



4,4 Pointers in the program string 

The program string is placed in a variable PR. 

ln order to have a fast rcference to individual atatements of the 

program and their constituent parts like LHS and RHS of an assign-

ment, .three tables have been introduced. 

1) AS., AS fi] con tains addresa and length of LHS and RHS in PR 

of i-th assignment of the program. 

2) TS., TSfjJ contains address and length of testcondition in PR 

of j-th test of the program. 

}) FS., FS[kJ contains addreas and length of functionname and each 

aatual parameter in PR of k-th functioncall in the 

program. 

A fourth table TV relates the linenumber of the program to the 

indi-0es i,j and k of the above tables. 

II.2.8 



~• The use of APL 

$.1 as designlanguage (DL) 

Restrictions are necessary rather than extentions. 

Restrictions ard, 

1) No compound statements, like ~L,P~ApQ~B 

2) Only assign A►B or x[vJ~B or X(MJ .. B 
branch 

test 

function (all 6 forma). 

Extentionss no other than those proposed by other APL progra.mmers. 

5.2 as assertionlanguage (AL) 

An AL should have at least the same power of expression as the DL. 
This means that it should have at least the operators of the DL. 

Tnere are two problems (at the moment) when using APL as the ALs. 
1) APL has no quantors V and 3. 

In some cases~ can be used to describe the domain; 

(Vi)((i•\n)~A(i)=O) 
(Bi)( (i6\n)AA (i] =0) 

can be replaced by A/A(\n]=O• 

can be replaced by V/At\n]=O. 

But this is no~ possible f.i. ins 

(Vi)((i•\n)!)A(i+O 1) ... 0) b·ecause A/A[(1.n)+O 1]=0. 

This will have to be studied further. 

2) Not every mathematical notation can be expressed in APL, 

f.i. greatest common devisor (GCD). A named operator GCD can 

be introduced •• The axioms of this operator have to be cJ'sidered 

when ·the vc is proved true. 

}) APL has no imlication operator. 

( can be used for i t. 

5.3 as the descriptionlanguage of ISVAP 

There were no difficulties in performing substitutions in the 

aesertionstrings according to the easy addressable parts of the 

programstring in PR. Only the lack of enquote and dequote operators 

was felt, f,i. in generating unique names Ti with each time a new 

"value" i+i+1 for the character i. 

Furthermore tne programstring should be eaaily obtainable from the 

program and vise versa. 

rr.2.9 



TECHNISCHE HOGESCHOOL TWENTE 
ONOERAFDEUNG DER TOEGEPASTE WISKUNDE 

5.4 Conclusions about symbol processing aspects of APL in APL 
program. verification with Floyds assertion method. 

Realizing thati 

1) Substitution, renaming and enquoting and dequoting are almost 

the only basic symbol processing operations used in program 

verification by means of assertionpropagation, and 

2) Substitution in a string can be easily done by means of 

compression (deletion of the old entities), followed by 

expansion (filling in the new entities), and 

3) Enquote and Dequote are already under consideration, 

it is my feeling that no extentions to APL are necessary. 

Thecrem proving aspects have not quite well been considered, and 

quantors still have to be studied. May be they will ask for 

extentions of the language. 

There is however one thing that should have been extended from the 

very beginningJ 

namely a very carefull definition of all the operators of APL, 

especialy unusual situations like empty vectors, because without 

these axiome it is impossible to prove any vc. 

II.2.10' • 
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LIF./1. O 

I Introduction tl buts 

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en général sur des systèmes de mathé-1 

n::atiques pures. Celui-ci est un peu en marge, son application principale étar1t l'ob­

tention de résultats numériques. Nous avons cPpendant pensé qutun tel système devait 

être réalisé, ou son utilité générale. 

LIEA. O traite donc des fonctions réelles d'une variable réelle. Il calcule limites, 

et développements limités par rapport à une certaine échelle, que nous définirons 

au§ II. Nous verrons dans le dernier§ que les projets d'extension comprennent l'in­

troduction de paramètres, puis le passage aux fonctions de plusieurs variables. 



II.3.3 

I Introduction tl buts 

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en général sur des systèmes de math~ 

matiques pures. Celui-ci est un peu en marge, son application principale étant l'ob­

tention de résultats numériques. Nous avons cependant pensé qu'un tel système devait 

être réalisé, ou son utilité générale. 

LIE.A O traite donc des fonctions réelles d'une variable réelle. Il calcule limites, 

et développements limités par rapport à une certaine échelle, que ~ous définirons 

au§ II. Nous verrons dans le dernier§ que les projets d'extension comprennent l 1 ini 
traduction de paramètres, puis le passage aux fonctions de plusieurs variables. 



LIMA O. II.3.4 

I Introduction et buts 

Les projets LIMA (voir [1] et [2]) portent en général sur des systèmes de mathé­

matiques pures. Celui-ci est un peu en marge, son application principale étant l'ob­

tention de résultats numériques. Nous avons cependant pensé qu'un tel système devait 

être réalisé, ou son utilité générale. 

LIVJA O traite donc des fonctions réelles d'ure variable réelle. Il calcule limites, 

et développements limités par rapport à une certaine échelle, que nous définirons 

au§ II. Nous verrons dans le dernier§ que les projets d'extension comprennent l'in­

troduction de paramètres, puis le passage aux fonctions de plusieurs variables. 



II Support Nathématigue 

Nous nous limiterons aux passages à la limite au "voisinage" de l'imini (+= 

plus précisément), tous les autres cas pouvant s'y ramener par un changement de va­

riable. C'est d'ailleurs nous le verrons la technique utilisée par le programme. 

L'espace de base dont nous aurons besoin est le suivant : 

'€(1R,oo) = {(f,a) la€ IR et f est une fonction coni;inue sur [a,-t=[}. 

Définissons sur cet espace une relation d'équivalence : 

(f ,a) (R (g, b) ~ 3c ; c ~ a , c ) b , et sur [ c,-t=[ les fonctions f et g 

coïncident. 

(cette relation peut être définie sur toutes les fonctions, même non continues). 

Soit Cf l'espace quotient 't;/~, sur lequel se prolongent toutes les opérationE 

usuelles sur les fonctions. En particulier, une classe de f est dérivable s'il 

existe un représentant de cette classe (f,a) tel que f soit dérivable sur 

[a,+'{ • Si cette dérivée est continue, la classe de (f',a) est dans If'. 

A partir de maintenant, par abus de langage, nous dirons souvent "fonction" au 

lieu de 11classet1, parlaµ:j; .. de deux 11fonctions 11 égales, ou d'une 11fonction 11 identique-

ment nulle. 
. 

Nous allons maintenant introduire sur (f deux relations d'ordre 

f ~ g ~ 3h bornée 
a€ 1R 

f « g<==} 3h tendant vers O } V x ~ a 
a€ 1R 

f(x) < g(x) xh(x) 

f(x) ~ g(x) xh(x) 

Les notations sont celles de Bourbaki •. Historiquement les plus célèbres sont celles 

de Dedekind: O et o qui ont donné son nom au projet qui nous occupe. 

équivalence : . f - g { > (f-g) « f • 

On définit d'autres notions utiles 

~ f et g sont comnarables ~ f << g ou f >> g ou f -À.g (À =) o) 

si g est une fonction positive· ayant pour limite O ou +=, f est d'ordre 

loglfl 
p {===} log g - p 



On démontre aisément un lemme très .utile :· 

Lemme A. Si f et g sont deux fonctions positives strictes, f et g sont compa­

rables<:==> Vt > 0 sauf une valeur au plus f-tg garde un signe constant (au sens 

strict). 

In~roduisons maintenant- la notion fondamentale pour les développements limités : 

- On appelle échelle de comparaison tout sous ensemble G de '(" totalement ordonné 

par « . 

- On dit que f € <F' admet une partie principale par rapport à une échelle de compa­

raison G , s t il existe a € IR et cp € G tels que f - acp • 

- Un développement limité d'une fonction f par rapport à une échelle 6 est la 

donnée de 

et 

p couples (i € [1,p]) tels que 

est la partie principale de f - (a cp 
1 1 

cp. € 6 cp. 1 << cp2 
1 1+ 

par rapport à G. 

On peut opérer d'une certaine manière, sur les développements limités, les opé­

rations usuelles sur les fonctions : somme produit quotient composition. 

- On appelle corps de Hardy un sous-corps ,C de ~ tel que 

\/f € J{ f est dérivable, et f' ( J(. • 

Exemple : corps des fractions rationnelles. 

Si a et b sont deux fonctions d'un corps de Hardy J(. et y une fonction 

satisfaisant 'y' == ay + b , on peut définir une extension Je[y] du corps è{ de la 

façon suivante: 

.f[y] == {fractions rationnelles en y, à coefficient dans ;,t} • 

On démontre sans trop de diffi-cul tés que J( [y] est encore un corps de Hardy. 

En particulier, si y ( ~ , on peut définir les extensions X[ey] , K[log!y!] , 

On démontre le lemme suivant 
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Lemme B. Deux fonctions appartenant à un même corps de Hardy sont comparables d'ordre 

quelconque (\Jn et 
(n) 

g sont comparables). 

Soit M. un corps de Hardy, nous pouvons démontrer l'existence d'un sur-corps 
0 

particulier: il existe un corps de Hardy tel que 

\Jf E 3{ 

La construction de ce corps est la suivante : f est dans ,t si 3 ~
1 
•• ~ Jtn 

corps de Hardy, fonctions telles que : 

et 
z. 

J.-1 
u. = e 

J. 

f E ol n 

Jf.. = à{._ [u. J 
i J.-1 J.-1 

ou log I z . 1 , z . E i1{,. 
J.-i J.-1 · J. z. -1= 0 0 J.-1 

Nous pouvons enfin définir le corps des fonctions (H) comme le résultat de 

cette construction appliquée~ corps de Hardy des fractions rationnelles. 

Définissons maintenant une échelle de comparaison particulière dans (H). 

Tout d'abord .e représentera le logarithme itéré m fois (_e (x) = X ) m 0 

00 a 
6 = { II (,e (x)) ml (o: ) famille nulle presque partout}. 

q m m 
fil=() 

G
O 

est évidemment une échelle de comparaison. 

Définissons 'g par récurrence : 
n 

p. 
E a f 

Gn.= {1} U {ek=
1 

k klP > O, fk E Gn_
1 

, fk_
1 

>> fk >> 1 , ak /= o} • 

On voit que 6 c i . 
n-1 n 

Si 

Si 

Si 

Si 

Soit 1 = U 0 • 
n n 

Alors i est une échelle de comparaison dans (H) vérifiant : 

f E G , g E i; , f xg E G 

f E i , µ E IR , fµ E G 

f E i ' log f est une combinaison linéaire de fonctions de t 

f E '6 est f /= 1 
f 

est équivalente à une fonction de '[;'. , e 
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Cette échelle est celle utilisée pour tous les dév_eloppements lirai tés usuels. 

Cependant il existe des fonct:i.ons (H) qui n'ont pas- de partie principale par rap­

port à '&'. 

En effet si f - ag g E '1; 

log f N log(ag) = log g + log a 

et d'après une propriété de G 

c ' est-à-dire 

log f N l: a.g. 
J. J. 

g. E G 
J. 

(log f - l: a .g.) - 0 • 
J. J. 

Or il existe des fonctions ne possédant pas de développement limité à reste 

tendant vers O_, par exemple : 

et la fonction e 

e 

1 
X+­

X 
X X 

x. e e 
Ne+-+--

X I n n.x 

n'a pas de partie principale par rapport à 6'. 

Ceci est une première source de difficultés pour le programme. 

Une autre est que l'espace de fonctions autorisées r..e sera pas (H) mais Pespace 

que l'on obtiendrait si, dans la construction de (H), on était parti non pas d8s 

fractipns rationnelles, mais du corps engendré par les fractions rationnelles et les 

fonctions cos(F(x)) F étant une fraction rationnelle. 

Une fonction comme cos(1) n'apporterait pas grand chose de nouveau, car elle même 
X 

admet un développement limité par rapport à G; mais il n'en est pas de même de 

cos(x) ! 
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III Définition du langage 

1 ) Alphabet tl lexique 

Lettres et chiffres (point décimal compris) sont utilisées, les lettres ne sont 

pas soulignées. Seules apparaissent : L, LD, ou LG, ayant un sens primitif. 

Certains assemblages de lettres ont également un sens primitif : 

COS SIN EXP LOG +INF -INF. Les signes 

Dans le cas d'une version coTiparant un mode définition d'autres signes devraient 

bien sûr être introduits. Enfin d'autres symboles sont imprimables par le système 
1 ]). 

2) Syntaxe 

Les chiffres et le point décimal se combinent pour représenter les réels comme 

en APL. Les noms se composent d'~ seule lettre à l'exception des lettres F, G 

et H qui peuvent être suivies d'un entier explicite. Il y a une notion de type : 

"muet" [T ..... z] 
11fonction 11 [F G H] C+ COS SIN EXP LOG) 

11constante 11 
: le reste 

~ représente l'affectation APL 

+, x, ~, * sont des opérateurs dyadiques 

est dyadique ou monadique6 

La syntaxe pour les opérateurs et parenthèses est la syntaxe APL avec l'exception 

suivante : 

si 11NOW1 est un nom de fonction, alors il doit être suivi d'une parenthèse et ne 

s'applique qu'à son contenu. Ainsi cos(x)+Y signifie (cos(x))+Y 

et non cos(x+Y) 

V est un opérateur "d'abstraction fonct:i..onnelle" il fonctionne de la façon suivant9 

[ 1 lettre de type muet] "'v une expression LIHA O qui n'est pa;3 une fonction. 

Exempl~ : X"'v 3 + COS(2) 
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Son er.1ploi est légal si l'expression suivant v ne cor.tient pas d'autre lettre de 

type "muet" que celle précédent 'v' • ( Une expression qui n'est pas précédée par 'Q') 

ne doit contenir aucune lettre de type "muet"). 

Le sens de cet assemblage est clair: 

si F ~XV EXP(X+1) 

F(2) = EXP(3) 

F(O) = EXP( 1) etc ••• 

Attention ceci n'est pas réellement une fonction APL. 

Enfin b a un rôle particulier. 

Il doit être précédé d'une expression ayant une valeur entière, et suivie d'une 

Îonction, mais son résultat n'est pas une valeur LIMA. O et ne peut être qu'imprimé 

immédiatement. 

3) sémantique 

L'utilisation des chiffres lettres et ( ) + - x ~ * - permet de définir des 

expressions algébriques (et plus avec COS , SIN , EXP, LOG) soit ayant 1u1e valeur 

. _réelle, soit contenant une le~tre de type "muet". Dans ce dernier cas 1 1 application 

de v permet de définir des fonctions. Nous avons vu dans le§ II quelles sont ces 

fonctions. Elles peuvent à nouveau être combinées à l'aide des opérateurs algébriquE 

et composées. 

L LD et LG représentent les opérateurs lir.1ites sur ces fonctions. 

Ils peuvent être utilisés comme dyadiques, avec le point limite en 1er argu­

ment, ou monadiques,- le point limite étant précisé par ailleurs (voir plus loin). 

Â est l'opérateur développement limité. Le premier argument est le nombre de 

termes désirés ( termes ~nuls). Le point limite est précisé par ailleurs. 

+INF et -INF sont recevables comme valeurs réelles, avec leur signification 

évidente. Dans le cas d'une limite, le SY.stème peut répondre un réel APL, +IlifF 

-INF ou UND (pas de limite mais bornée) ou IND (ni limite ni bornes). 

L · suppose que limite droite' et limite gauche sont égales. Si ce n'est pas le -· 
cas, l'analyse de la ligne est interrompue, un diagnostic d'erreur est envoyé, et 



II. 3. 11 
les valeurs de LD et LG sont imprimées. 

Pour b. le résultat est imprimé comme une fonction, avec la convention que 

LOG[n] représente un logarithme itéré. 

Pourquoi le résultat de b. n'est-il pas une valeur de LINA O? 

C'est une décision arbitraire. Il me déplaisait de le considérer comme une 

fonction, bien que ce fût tout à fait possible, et les vecteurs n'existent pas dans 

LHIA. O. Nais une modification minimum, indispensable pour toute extension de LIHA O 

et extrèmement aisée à implémenter, serait d'avoir un opérateur monadique o fai­

sant correspondre à une fonction, sa partie principale. 

4) Pragmatique 

Nous avons des "COMr,IA.Jfü SYSTEI1S" analogues à ceux d I APL : )CLEAR )ERASE )FNS 

)VARS mais surtout un nouveau venu: )SET LIN VAL TO suivi d'une valeur 

(réelle ou +INF ou -INF). Cette commande a pour effet de fixer le point limite 

(voir section 3) ). Le système répond WAS suivi de la valeur précédenteo 



II. 3. 12 

IV Organisation~ programme tl aspect ~ algorithmes 

Comme dans tous les LTMA le centre du programme est un analyseur qui "remontc 11 

la ligne caractère par caractère et appelle les sous-prograWi,es nécessaires : 

1 

storage de valeurs, appel de valeurs, exécution d 1 opérateur. monéldique ou dyadique. 

Mais en égard au caractère particulier de LH'.iA. deux sous-progré.mrr_es occupent la moi­

tié du programme RILIIl et Rit.L programmes récursifs calculant les limites et les 

développements limités. Ils sont d'ailleurs étroitement imbriqués, chacun d'eux ap­

pelant fréquerrJnent l'autre. Il est d'ailleurs nécessaire d'avoir des ·repères pour 

éviter de passer de manière répétée sur les mêmes branches. Etudions de plus près 

la représentation interne: 

Les fonctions sont représentées par un tableau à six colonnes, une ligne par 

fonction. 

La première colonne indique le type de la fonction 

O : fonction constante (la 4e colonne contient alors la valeur) 

1 : fonction obtenue par application d'une fonction primitive 

alors la 2e colonne indique laquelle : 1 = LOG 

2 = EXP 

3 = cos 

4 = SIN 

5 = $IN 

la 3e colonne indique la ligne de la fonction à laquelle cette primitive est 

appliquée 

2 : fonction obtenue en composant deux fonctions ou une fonction et une constante 

avec un opérateur dyadique. 

Là 2e colonne indique lequel 

1 = + 2 =X 3 =7 4=* 

en fait * n'est utilisé que pour le cas fn 

fg est traduit e g xlogf 

(f-g est traduit f+(-g)) 
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des doub1es (3e-4e colùlme) et (5e-6e colonne) sont utilisés pour les argu;wnts de 

cet opéra.tour, soit : (ligne de la fonction, o) ou (o~ va1eur de la constante). 

Quancl un calcul asymptotique est· demandé, un autre tableau est engendré paral­

lèlement au tableau des fonctions. Il contient bien sûr des pointeurs 1r,enant à 1 1 in-

formation calculée mais aussi des indications sur la quantité d'information déjà 

calculée .. 

On peut tout d'abord en voir une application immédiate : 

_____, 
1 2 

Dans un calcul sur G, un calcul sur F sera effectué lors du traitement de 

la parenthèse 1, il ne sera pas réeffectué lors du traitement de la parenthèse 2. 

Un gain beaucoup plus inporta..~t peut intervenir dans le cas de formes indéterminées 

F~ FJ-F2 

Le système reçoit maintenant l'ordre de calculer p termes du développement 

limité de F. Il suppose à priori qu'il lui faut p termes pour F1 et F2 , et 

les calcule. A ce moment par simplifications F1 - F2 donne moins de p termes. Il 

faut-donc revenir en arrière et calculer des termes supplémentaires de F1 et F2 

(à priori autant qu'il manque de termes à F1 - F2). A ce mor . .1ent là, il faut éviter 

de calculer tout le développement de F1 et F2 • L.1 intérêt est d I autant plus granà 

que F1 est complexe. Si F1 = COS l'intérêt est presque nul. Si F1 est obtenu 

par composition de deux fonctions le gain peut être très grand. 

(Rerrargue : le problème de la simplification étant vraiment très éloigné des intérêt~ 

du projet, aucun gros effort n'a été fait en ce sens. Il est donc possible de trou­

ver un cas où la procédure précédente ne converge pas, o'est-à-dire, où on n'obtien""'. 
1 

ne jamais p termes pour F1 - F2 , c'est à dire où le nombre de termes calculés soi 1 
stationnaire. Alors le programme engendre la fonction F1 -F2-termes déjà calculés 

et teste empiriquement si elle est identiquement nulle, en la calcula..~t pour quel­

ques valeurs aléatoires) 0 
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Un autre cas Oll il faut peut être recalculer des termes est le cas 

F ~ EXP(G) et G ~ +INF 

Le cas limite étant celui vu au§ II où F n'admet pas de développement limité par 

rapport à i, et où le programme doit répondre par F, aveu d'impuissance. 
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V Une session 

Voici le listing conunenti d'une session réalisée sur IBM 360 (Pise 

Février 197 4)o 

Les questions, les plus difficiles ont reçu une réponse en 30 secondes 

de temps réel, la plupart des autres en quelques secondes~ 

Tout d'abord, quelques exemples de développements limités de fonctions, 

simples : ex.p~mentielle, cosinus, et sinus hyperbolique. 

)ST:'!' LI!f VAL TO O 
ïlAS +Il!F 

ii, ll F 
1+X+0.5x(X*2)f0.16666Gx(X*3)+0.0416GGx(X* 1L) 

Pl~~XVCOS(X) 
-2 - A- Fl -

1 +- o ~-5-x (X* 2) +o : o 11-1G66 x ( X *t}) 
G+ZV(EXP(Z)-EXP(-Z))f2 
3----A --c -------------------------·---------· 

X+0.16GG66x(X*3)+0.008333x(X*5) 
)PIJS 

- I' F1 G 
)CLEilR 

Développement limité de fonction composée i 

F+-XV(X+DXP(X)) 
3-li I' 

- 1+2xX+O.Sx(X*2)+0.1CGGCGx(X*3) 
F-<-X'i!I,OG(F(X)) 

- -3 ê,, 
,.. 

[ 

2xX+-1.5x(X*2)t1.833333x(X*1) 



Un exeruple de limite de forme indétermiliée : 0 + 0 

F+XV(X-Sill(X))¼X*3 
l.t. i? 

0.1GGG66 

Deuxième exemple de forme indéterminée: 1 * co 

-)S2T LI;J VAI, ?O +n:r 
f//l :3 o"-

c;+ X V ( 1+1-'!.ZY-;:1 
li.-<-LOG( +I::P L_ G) 
A 

0.999999 

Troisième exemple de forme indéterminée: oo - 00-

P-<-X,,; ( ;{ x ( 1 + X x 2 ) * 1 ❖ 2 ) - X * 2 
L F. 

b. s 
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Foncticims mêlant puissances de X, exponentielle, et logarishmes itérés : 

G+XVLOG(X)+X+LOC(LOC(X))*2 
3 _·1:-;· a-

Xi(LOG(X) )+(Loc[2J Cx)*2) 
ll+J(V EJ:IJ CG (X)") 
1 · /';. l! 

EXP(X+(LOC[2](X)*2))xX 



Exemples de limites à droite et limites à gauche: 

)SE~ LIH VAL TO 0 
f.l/1.S +Ilff 

II. I' 
E.C: -I!7I' 1]2: +II.TI' 
D()/fAIF ERP.OR 
L_P 
/\ 

l!.Q I' 
-Il.'F 

Jj_ p 
LQ: O fQ: +IllF 
DOZ!AII! EP.ROR 
[1.P 
/\ 

G+-.ZVFXP ( -1 +Z-:< 2) 
L G 

0 

Exemples de fonctions n'ayant pas de limite: 

)SL':I' Liil VliL 'lO +IIJI' 
T!AS 0 

F+XVCOS(X) 
L. r . 

UI!D 
G+XvJ:xCOS(X) 
l:!. G 

Il!D 

Pour finir, un exemple de développement limité au voisinage d'une valeur 

finie non nulle 0 

P~-xvLOG(X) 
2 !::, I' 

(X-1)+-o.sx((X-1)*2) 
)

()T'T.' 
,._, L..:.. 
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VI conclusions 

1) Rernar0iues ~aE. APL comme support 

Certaines faiblesses d'APL ont considérablement augmenté l'aspect pénible de 
de tableaux, 

l'implémentation~ l 1 a"'osence de table~'/ Une fonction est un vecteur, un développe-

ment limité est un vecteur de fonctions, on s'intéresse à un tableau de développemen~ 

limités. 0 • Il a souvent été nécessaire de définir trois tableaux là où un aurait dû 

suffire; et de compliquer la programmation en conséquence. 

D'autre part une forme de recursivité parait assez utile : 

Prenons lL~ exemple plus simple que le calcul asymptotique : la suite 

u = u 
1 

+ u • Elle correspond en APL au programme suivant : 
n+2 n+ n 

Pour calculer 

Pour calculer 

Pour calculer 

calcul 2 fois 

R~1 

~ (N < 2)/0 

R <f- (F N-2) +F N-1 'v 

ce programme calcule et 

u
3 

ce programme calcule 2 fois 

u
4 

ce_ programme calcule 3 fois 

u2). 

u 
0 

et 1îfois 

et 2 fois 

u 
0 

u 
0 

(et en cours de 

Dans le calcul de un, le programme calcule 2 fois un-
2 

, ••• u
11

_
2 

fois u
2 

••• 

un_
1 

fois u
1 

• 

Il serait utile d'engendrer, au d'lfout du calcul un tableau à 2 colonnes, avec 

T[N;1] indiquant si FN a déjà été calculé, et si oui, son résultat dans T[N;2]. 

Bien sûr ceci n'est pas le cas dans tous les programmes récursifs que l'on veut 

écrire; il faudrait avoir cette possibilité en option. 

2) Amélioration des algorithmes 

On m'a suggéré qu'il devait être possible, par exemple dans le cas des forrr.es 

indéterminées-, de prévoir avec peu ou pas de calculs, le nombre de termes à calculer 

pour les fonctions intermédiaires. Toute suggestion concrète et efficace sera exa-
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minée œrnc intérêt et reconnaissance 

3) Extensions ·oosnibJ.e~-; 

Tout d'abord, précisons que Lirl'A O n'étant qu'un épisode dans un projet général, 

ces extensions ne seront probablement pas implementées. 

La première idée est d'introduire des paramètres, c'est-à-dire des constantes à 

valeur non précisée. Les réponses du système à un ordre de passage aux limites, 

serait le cas échéant un arbre. 

Pu.is dans 1L~e fonction avec paramètres, on pourrait échanger le rôle de la va­

Tiable avec celui d'un des paramètres, ce qui serait le premier pas vers le traite­

ment des fonctions à plusieurs variables. 

Une extension différente et facilement réalisable, serait l'introduction d'un 

mode définition. 

Admettons l'opérateur o mentionné en III 3). 

Voici deux exemples de problèmes où un mode définition serait agréable : 

a) Tout d'abord l'équation Y LOG(Y) = (x) qui se transforme en 

LOG(Y) + LOG(LOG(Y)) = LOG(X) ou U + LOG U = LOG X avec U = LOG Y d'où 

U ""LOG X • 

On peut calculer le terme suivant: U = LOG X+ u
1 

u
1 

- -LOG(LOG(x)). Au stade suiva..~t cela doIL~e 

u2 = LOG(LOG(x)) - LOG(LOG X~ LOG(LOG x)+u2) 

..: -LOG( 1 _ LOG(LOG(X)) u2 ) 
u2 - LOG(X) + LOG(Y) 

LOG(LOG(X)) 
u2 ,. . LOG(x) 

Ce calcul correspond à la boucle 

I +- 1 

F1 ~ F2 ~ X 'v - LOG(LüG(X)) 

-> (N ==I) /FIN 

INIT : I <- I + 1 

}"'1 <- ô .... LOG(LOG + F2) + F2 



F2 ~ F2 +F1 

-+ INIT 

b) Considérons l'équation x = tgx et appelons un la solution comprise entre 

(2n-1 ) . t (2n+1) T 

2 
TC. e 

2 
1t • lious cherchons un développement de un par rapport à n • 

(2n+1) 
Visiblement u ,., --- TC n 2 

u:{n) = n1t + :!: - u (n) 
2 1 

avec 

tg(n11: + !: - u·: (n)) = n11: + :!: - u (n) 
2 . 1 2 1 · 

tg(u
1

(n)) = --- 1
--

n11: + ?- u/n) 

u
1 
(n) ,., ~ 

ce qui donne lieu à une boucle comme la précédente, en admettant qu'on ait déjà réso­

lu le problème d'Arctg. 
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1· Abstract syntax and semantics of ~-calculus. 

Following Landin· [1] , the semantics of À-calcul us can be 

given in an interpretative way by means of the concept of·"state 

transformation". 

The semantics of a À-expression is so defined by showing 

the successive transformations of a particular object called 

"state". Astate is a composite object whose components are 

relevant in order to exactly define the meaning of a Â-expres­

sion. Such components are: a control part whose content is the 

~-expression whose meaning is to be defined, a stack part which 

is used in order to store evalùated argument of expressions, an 

environment part which contains symbols and associated values to 

be used in the computation of the expression present in the 

coritrol part, a dump part which conta:.ns a copy of the preceding 

state, i.e. the state saved whenever H new level of expression 

,evaluation is entered. 

Astate transformation is performed by a particular func­

tion whose argument is astate and whose output is still astate. 

·such a function, called transform precisely defined by Landin, 

opera tes these state transformations fitarting from an initial 

state x which has his control part containing the À-expression 
0 . (+) 

to be ·evaluated and all other components empty, thus giving a 

new state x 1. and recursively from x. x. 1 until a final state 
. 1 1+ · 

xx is reàched. It is just this finite·set of states which gives 

the semantics of the particular À-expression present in the 

state x. This functiç,n may be also called an "abstraet machine" 
0 

perfortning the above mentioned transformations; Landin called 

(+) with the exception·of the environrnent part which rnay contain 
the variable-value pairs,for the free variables of the À-expres­
sion in the control part. 
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his machine the "SECD machine" because it operates on a Stack, 

an Environment, a Control and a Dump part. 

1.1 - Syntax 

In order to precisely define this function we need a. 

syntactic specification of the involved objects. Such a specifica­

tion can be also useful in the definition of the function itself. 

In this section we give these specifications ·in a complete abstract 

way, also giving the function transform operating on the abstract 

objects defined by the abstract syntax. In the following sections 

it will be also shown ·how concrete representations can be derived 

from the abstract notation. For the moment,however, we should like 

to show the "intuitive" abstract syntax of the objects involved in 

the specification of the SECD machine. We use here a pseudo-co1text­

-free notation for the definition .. of objects in the sense that the 

symbol ": :=" is replaced by the symbol "=" and i ts meaning is· 

"is composed by", the symbol Il " (blank) is used in order to sep 1rate 

the names of objects possibly occurring as components in the right 

member of each production, and the symbol 11 111 is used as the .1sual 

. .alternative "or". In this way a production like: --
machine= stack env control dump 

reads .as follows: 

the object machine is composed by a stack part and by an env ~ar~ 

and by a control part and by a dump part (we use here the term 

machine in the same sense of the term state we used above)and, 

analogously,a production like: 

env = Q J envelement env 

reads as follows: 

the object env is composed by the Q (null) object or by an 

envelement part and by an env part. 



We can give now our intuitive abstract_ syntax of the objects 

involved in the SECD machine specification: 

(IAS1) 

(IAS2) 

(IAS3) 

. {IAS4) 

(IAS5) 

(IAS6) 

(IAS7) 

(IAS8) 

(IAS9) 

(IAS10) 

·(IAS11) 

(IAS12) 

(IAS13) 

(IAS14) 

(IAS15) 

(IAS16) 

(IAS17) 

machine= stack env contro~ dump 

stack =Q r stackelement stack 

stackelement = closure I expression 

env = Q I envelement · env 

envelement = var value 

control = Q J contrelement control 

contrelement = expression J ap 

dump = Q l machine 

closure = env var expression 

expression = var l Àexpr I combination 

Àexpr = boundyar body 

bour dvar = var 

comlination = rater rand 

rater= expression 

ranê = expression 

valt.e = closure I expression 

bod;y = expression 

in this defiri tien Q stands for the null abject 

ap for an elementary abject not € var 

var for a set of elementary abjects. 

From IAS10 to IAS17· we can s~e that an expression is an elementary 

object ~ or a composite object À expr or a composite abject 

combination. A /\ expr is an object in which we may distinguish a 

boundvar part (i.e. an object which is, on its turn from IAS12, 

a~) and a body·part; a body is still an expression (see IAS17). 
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A.combination ia an object composed by a rator and a rand whiclj. 

are both expressions. 

This kind of definition is what Landin calls a "structure defini­

tion" of the objects _we are interested in. No committements are 

made about any kind of concrete representation of such objects. 

Following rules IAS1 to IAS17itisaquite natural job to derive 

a formal definition ofthese objects in terms of Vienna Defini­

tion Language (VDL) [2], i.e. defining each composite object by 

means rif a predicate which is satisfied only by those objects 

constructed in the way illustrated in the definition· of the 

predicate ~tself by means of other (possibly composite) objects, 

particular selectors and other predicates. 

We give here a tough explanation of this definition method in 

order to show the complete abstract syntax of our objects which 

may be called from now on "abstract trees". 

·We recall here that we are dealing now with two data object 

clàsses, namely the class EO of elementary. objects (i.e. atomic 

objects or terminal nodes of trees) and the c1ass CO of composjte 

objects which may be built up-from elementary ~ones by construciion 

operators (see below); composite objects have components each cf 

which may be selected by one and only one selector choosen frot1 a 

class S of selectors. 

From IAS2 we can derive the following definition: 

is-stack = is-empty v ( < s-stackelement: is-stackelement > , 
<s-stack: is-stack > ) 

that is the predicate "is-stack? (derived from the name stack with 

the prefix "is") is satisfied (thd.s is the meaning of the sign "=") 
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by the null abject Q, which satisfies the is-empty predicate, 

or is satisfied by those abject~ which have just two camponents 

labelled s-stackelement and s~stack and satisfying the is-stack­

element (see below) and is-stack predicate respectively. 

The second alternative used in this definition parallels the way 

in which composite objects may be constructed using the construc­

tion operatar u of VDL. The operator u: (Sx(EOvCO))n ➔ ·co, 
. ,-~ ,-~ . 

maPs an n-tuple of couples of type ( s. , 0.) where s. E S ( selector) 
1 1 1 

and O i E (EO v CO) into a composite obj ect O' f CO, wi th the condi-

tion that for every i and j with i -/ j and i, j ~n s. -/ s .• 
1 J 

Couples of the type (s.,O.) will be denoted by <s.:0.> • 
· 1 1 1 1 

In this way the application of p
0 

to the follawing n-tuple of 

peuples: 

(s 1 :0 1> , <s 2 :o2 > , ... , ~sn:On> . (with si / sj for i / j 

and i, j ~n) 

builds up the composite object whose immediate components are 

labelled s 1 , s2 , ••• , sn and select the objects o1 , o2 , ••• , On . 

respectively. 

Graphically we have: 

0 

•1~•· /1/ . n~ 
01 02 •••••• · ••••••••• on 
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Coming back to the is-stack predicate definition, given an object 

o-
1 

satisfying the is-stactelement predicate and an object cr
2 

satisfying the is-stack predicate, an object ~ satisfying the 

is-stack predicate is the null object or the object graphically 

represented by; 

r 

~ 
s-stackelement s-stack 

cr~ ~2 

We are now in a position to give the complete abstract syntax 

derived from IAS1 - IAS17 by_means of predicates, selectors and 

,the underlyi?.g concept of the p
0 

constructor operator. 

-Selectors wi::'.l be _freely used in each rule wi thout previously 

defining a se·t S of selectors; this set S resul ts in this way 

a posteriori defined as the union of all the used selectors. 

(AS1) 

(AS2) 

{AS3) 

(AS4) 

(AS5) 

is-rrachine = (<s-stack:is-stack),(s-env:is-env), 

<s-control:is-control),<s-dump:is-dump)) 

is-stack = is-empty V (<s-stackelement; is-stackelement > , 
. ,<s-stack: is-stack) ) 

is-stackelement = is-closure v is-expression 

is-env = is-empty v (<s~envelement: is-envelement >, 
<s-env • is-env > ) 

. 
is-envelement = ( (s-var: is.:..var >, < s-value: is-value > ) 



(AS6) 

(AS?) 

(AS8) 

(AS9) 

(AS10) 

(AS11) 

(AS12) 

(AS13) 

(AS14) 

(AS15) 

. II.4.8 

is-control = (<s-contrelement: is-contrelement), 

(s-control: is-control> )v ms-empty 

is-contrelement = is-expression V is-ap 

is-dwnp = is-machine v is-empty 

is-closure = (<s-env: is-env>, < s-var: is-var }, 

<s-expression: is-expression > ) 

is-•expression = is-var v is- Àexpr V is-combination 

is- t\ expr = k s-boundvar: is-var>, < s-body: is-expression>) 

is-combination = (<s-rator: is-expression), <s-rand: 

is-expression> ) 

is-~alue = is-closure Vis-expression 

is~var = {a set of elementary objecta} 

is~ap = an elementary object / is~var 

note that is~var and is~ap are the sets defined by the 

predicates is-var and is-ap respectively. 

Assuming, for example, is~var = {x,y,z,f,g,h} an object .A, 

satisfying the is-Âexpr predicate may be so represented: 
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Selectors may be thought. of as operators which whenever applied 

to objects belonging to OB = EO v CO, give as resul t the object 

e OB which is attached to the branch labelled with the selector 

itself (if it exists) or the null object otherwise. So we have, 

for example, 

s-boundvar (A) = x 

s-rator (s-body (A))= x 

s-rator (s-rand (s-body (A)))= y 

s...:stack· (A) = Q 

1.2 - Semantics 

In order to give the ~efiniticn of the transform function,. 

·we need some more formalism and conventions. In the sequel the 

so called generalized assignment oper;1.tor p = OBxSxOB ➔ CO u Q , 

will be used. 
-

This operat~r is introduced ·in order ;o be able to update and 

manipùlate objects, and is a generali~ation of the operator p-
0 

[2]. 

Given an object t, a selector s and an object t ', performing 

p. (t; <s:t'> ) 

we have as resul t .· the object t' assigned to the s-component of t 

if t has an s-component, or the addition of a new s-component t' 

to tif t does not have an s-component; or the deletion of s(t) 
-

if t' = Q . 

Thus, for example, let t = p
0 

( ·<s 1 :x 1), .(s?: x?> , <s~: x~) ) 

performing 
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we have 

i.e. we have the assignment of a new value to the s
2

-component. 

A function operating on objects € OB may be defined by 

means of a sort of conditional expression language, using the 

'.predicates and selectors yet introduced in the syntax defini ti ,n 

·and the logic operators. 

The usual ·keywords if and then are not used here and only the 

predicate following the if, i.e. the "if clause", is written; 

the keyword then · is replaced by an arrow " _. ". The only 

primitive in this language is the substitution of objects by 

other objects into a predefined object (i.e. the object on whi,~h 

the function·operates). A substitution is indicated by writing · 

down as l.h.m. the selector giving the object to be substituted, 

theri an assignment arrow " ..- " and as right hand memberJ the actual . ' 
object which replaces the old one. 

Thus, for example, operating on the abject m satisfying the is­

-machine predicate an alternative may be so represented in our 
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conditional expression language 

is-empty (s-control (m))-,.. 

s-stack ~p
0

(<s-stackelement: s-stackelement (s-stack (m))>, 

<s-stack: s-stack (s-dump (m)) > ) 

is-var ( s-contrelement .C s-control (m)) ➔ •••••••••• 

which means that if the predicate is-empty applied to the control 

part of the machine mis true then substitute the s-stack-component 

of m with the abject desçribed in the right hand side of the sub­

stitution ru.le, else if is-var (s-contrelement (s-control (m)) is 

true then etc. Obviously all these transformations could be de­

scribed using the p. operator only, but we prefer to give here a 

less formal description of our transform f,unction. 

So we can define our transform algorithm, using this language. 

This algorithm operates on astate or machine m satisfying thé 

AS1 predicate. 

For shortness purposes we put 

s = s-stack (m) 

E = s-env (m) 

C = s-control (m) 

D· = s-dump (m) 

p = is-closure (s-stackelement (S)) 

S' = s-stack (s-dump (m)) 

E' = s-env (s-dump (m)) 

C' = s-control (s-dump (m)) 

D' = S'"'."dump ( s-dump (m)) 

We assume as primitive the following function 

val: (is~env x is~var)-+ is~value 
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which f~ every variable gives the value associated toit in the 

environment part of the machine (see IAS5 and AS5). 

Finally we can give 

transform (m) 

t1) is-empty (C) ➔ 

s~stack~p
0

(<s-stackelement: s-stackelement (S)>,<s-stack: S'>) 

s-env ~ E' 

s-control 4-- C' 

s-dump <E-D' 

t2) is-var ( s-contrelement ( C)) ➔ 

s-stack +-- p.
0

(<s-stackelement: val (E, s-contrelement (C)) >, 

~s-stack: S>) 
s-control +- s-control (C) 

t3) is- Àexpr (s-controlement (C)) ➔ 

s-stack ~ p.
0

(.c::'.'s-stackelement: p-
0

(<s-env: E>,<s-var: s-bO'.tndvar 

(s-contrelement (C))>,<s-expression: s-bcdy 

(s-contrelement (C) )> )>,<s-stack: S >) 

s-control4- s-control (C) 

t4) is-ap (s·-contrelement (C))AP ➔ 

s-stack <E- Q 

s-env ~ Jlo (<s-envelement·: p
0 

(<s-var: s-var (s-stackelement (S) )>, 
<s-value: s-stackèlement (s-stack (S)) > )> , 

(s-env: s-env (s-stackelement (S))>) 

s-control ~ p. (<s-contrèle:rn~nt: s-~xpr~ssion ( s-sta.ckelement ( S) )>, 
0 

. <s-control :.52.>) 
s-dump +- Jl.o (<s-stack: s-stack (s~stack (S)) > , 

(s-env: E >, < s-control: s-control (C)> , 

<s-dum.p: D > ) 
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t5) i•s-ap (s-contrelement (C)) A"' P ➔ 

s-stack+-- p.
0

(<s-stackelement: p
0

(<s-rator; s-stackelement (S)>, 

<:s-rand: s-stackelement (s-stack (S)) >) > , 
<s-stack: s-stack .(s-stack (S)) >) 

s-control ~ s-control (C) 

t6) is-combination (s-contrelement (C)) ~ 

s-control <=-f 
O 

(< s-contrelement: s-rand ( s-contrelemen t ( C)) > • 

<s-control: u (<s-contrelement: s-rator 
· I 0 

( s-contrelement ( C )) >, <s-control: 

p.
0 

(<s-contrelement: is-ap >, < s-control: 

s-control (C) >) >) >) 

This function accomplishes the above mentioned task in the sense 

that for every state x. gives as result a new state x. 
1 

whose 
l. 1+ 

components may be a modification with respect to those of x .• 
1 

Let us illustra te some of transformations wi th a simple exarripl·e; 

Example: let x be the following object (note that the initial 
0 

state contains the expression to be evaluated as its control pa~t 

and a certain environment part which provides a "value"· for eac:1 

variable which is free, i.e. never selected by an s-boundvar 

selector, in the expression): 



xo . 

~ s-env s-control 

s-envelement s-env j . s-eilement 

•7r ·-rue. \ 
· u u s-var s-value 

/ \ 
V V 

Note that x,:',u,v € is~var. 

~ 
s-contrelement 

s0rat>.\and 
Â \ 

s-rator s-rand 

/ \ 
s-b7var s:\ 

s-boundvar s-body 

/ \ 
y X 

Applying the transform function we see that only predicate t6 is 

-satisfied; i ·:; tests for a combi:q.ation; this is, in fact, the 

structure of our expression. The effect of the application of 

t6 is the transformation of the control part of x in the 
0 

following way: put as contrelement part of the control part of 

x1 the rand part of the original expression, then instal a 

control part which i~ composed by a contrelement part consist~ng 

of the ra tor part of the expression and a central part which 

is, on its turn, composed by a contrelement part yelding an "ap" 

symbol (supposing this symbol satisfies the is-ap predicate) and 

a control part consisting in the control part of C which is, in 



this case, empty· thus obtaining 

.A 
s-env s-contr,1 

s-e~ 0) À 
s-contrelement s-control 

/ À 
s-contrelement s-control 

;( ~ 
~tor s-r\ s-contr\:nt 

s-boundvar• s-body 

1
s-boundv~ody 

/ \ 
y .X 
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where s-env (x) means the s~env compone~t of x since this 
0 · O. 

component is unchanged. 

The strategy of evaluation of combinatfuns consists f±rst in the 

evaluation of its (ope)-rand part and then in the evaluation of 

the (ope)-rator part. This is of course one of the possible 

strategies, but we do not discuss here the problem, which has 
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been carefully studied .(see e.g. [7] ). We have so obtained a 

state x1 , to which we apply again our transform function; we see 

that the t1 predicate is satisfied thus obtaining the transforma­

tion of the stack part of x1 and the d~letion of the contrelement 

part of C in x
1

• The resul t:.ng state x
2 

is th,~ following: 

~ s-stack s-env s-control . 

/ s-en!(x 0) ~rol(s-control(x
1

)) 

s-stackelement 

I 
V 

The evaluated rand part is pushed·· down as stackelement of the 

stack part o:~ x
2

• We have in fact val (E,v) = v, i~e. in the 

environment 1;he value v is associated to the var_iable v. 

Now the altei~ative t6 becomes applicable, sine~ we have a 

contrelement part which is a combination, thus obtaining: 

---~ s-
1
s tack s-env s-control 

j "'- . 
s-stack(x 2) s-env(x 0 ) ~ 

?relement s-c~ 

/lement s-c~ 

s-boundvar s-body s-contrelement s-control. 

/s-boundAbo:: s-c~ement 
/ \ \ 

y X ap 
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As we can see another ap symbol appears as last element of the 

control part. 

Alternative t2 is applicable, and recalling that val (E,u) = u 

we obtain: 

s-stack 

A •:7element s-s\ 

s-.1nv 

s-env(x
0

) 

s-control 

~ 
·s-control(s-control(x

3
)) 

s-stackelement 

"' V 

The first applicable alternative is n)w t3, which tells us that 

the contrelement partis a ~-expr str1cture. In the stack part 

is so pushed the object called "closu::-e'', buil t u p by means of E, 

the ·1::x::mndvar part of the 'X-expr and t .1e body of the Â-~xpr, ,i tself. 

The resulting x
5 

state is: 

0 

;;;•ck s-::!::ol s-c~ 

s-stackelement s-stack s-contrelement s-control 

,Â_ s-~ck(x 4) · a~ "'-. 

s-env s-var s-expression s-con~ement 

s-el(x4) ! À \ 
s-boundvar s-body 
/ '\ 

y X 
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At this point alternative t4 is satisfied. We have in fact an ap 

symbol.as contrelement part of O and a .closure (see AS9) as 

stackelement part of S. This alternative produces the deletion 

of the stack, the installation of the environment part of the 

clo~ure, updated by inserting the new variable-value couple 

formed by the variable part of the closure and the stackelement 

part of the actual stack part of S, the insertion of the expres­

sion part of the closure as new contrelement of the control and 

finally-the storing of the state x
5 

in the dump part, noting that 

the stack partis stack (stack (S)). This means that a new level 

of evaluation is entered. We thus obtain: 

s-env s_;control 

A t 
~-envelement s-env s-contrelement s-stack s-env s-control 

s\nv(x1/\ 
s-boundvar s-body 

I \ 
J 

s-var s-value 

/ \ 

( .1v(x5) ~ 
s-~1•ckelement s-contr~ent 

X U y X V . ap 
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Alternative t3 is now satisfied thus obtaining the insertion as 

stackelement. of the stack the new, closure, and an empty control 

part; state x
7 

is: 

~ 
s-stack s-env s-dump 

/ s-e!v(x 6) ~ump(x 6) 

./ 
s-stackelement 

s-var s-expression 

l ~ y X 

Since alternative t1 is satisfied, th~ various components of the 

dump are popped up; however, the ·stac {element part of the stack 

in x
7 

is still the stackelement part )f the stack in the new 

state. 

x8 

------r----__ :<ack . ,_::r::sl s-co\ . 
s-stackelement;s-stack s-contrelement 

. ~ \ 
s-expression s-stackelement 

~ ~~ 
s-var 

1 
y X· V 
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Alternative .t4 is satisfied again: 

7nv s-\ 
s-envele~~nv s-contrelement s-env 

;( s-i(x6) l siv(x
8

) 

s-var s-value 

J \ 
y V 

Alternative t2 implies the updating of the stack with a stack­

element partyielding the value of the variable x and the inser­

tion of a null control P,art, 
1
thus obtainiJ?.g: 

xlO 

~ s-stack s-env s-dump 

/ s-elv(x 9) s~mp(x 9) 

s-stackelement 

/ 
u 

At this point alternative t1 is satisfied and we get a null 

control part, a null dump part ·and a stackelement part of the 

stack yielding the final value of our original expression: 
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xll 

A 
s-stack s-env 

/ ~v(x 8) 

s-stackelement . 

. / 
u 

We can say that the expression e 

€ 

/\ s-boïvar s\ 
s-boundvar s-body 

I \ 
y X 

which is the rata~ part of the rator part of our oiiginal exfres­

sion, ch~es the first of the two arguments to which it is applied. 

Now, let us look at the alternative (t2); ·the function 

val may be easily given in terms of the primitives we have in the 

system, possibly using also the predicate "eq": OB x OB~ t T, F} 

which applied to a pair of arguments gives as a result, the truth 

value true (T) if the two abjects are equal and false (F) other­

wise. The result of the function val (E, var)·is the value pres­

ently associated in the environment E to the variable var. 
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We could easily avoid the use of tha function val if we define 

the environment, i.e. the predïcate is-env, in a slightly different 

way. 

Let us consider, in fact, the fbllowing predicate definition scheme: 

where pis the na.me of the predicate being defined, and p and 
0 

p
1 

are known predicates. This form allows the definition of 

objects sets having a variable but finite number of immediate 

components ( instead of only two, for example ,. like in the is-envi­

ronrnent predicate, AS4) of the form <s.:x.> , where s. must 
l. l. l. 

belong to the set of selectors satisfying the predicate p
1 

and 

x. satisfies the predicate p. 
l. . 0 

This kind ofpredicate construction fo~m is very useful in the 
.. 

definition of the is-env predicate, if we have in mind a repre-

senatation of the environrnent as a table, ·so tha.t val becomes a 

look-up into the table itself. 

Rule AS4 ma.y be substituted by: 

(AS4') is-env = ( t < s: is-value> Il is-var Cs)} ) 

thus obtaining for the environment the following structure: 

where x,y, ••• z ~ S are selectors satisfying the is-var predicate and 

v
1

,v
2

, ••• vn satisfy the is-value predicate. 



-Adopting (AS4') we simply have: 

val (E, var)_ var (E) 

i.e. every variable var is used as a selector for the obj'ect E, 

and it just selects its associated value. As we shall see later 

this style of table looking is also adopted in our concrete 

representation of the syntax and semantics of the SECD machine. 

Alternative t2 may be so rewritten: 

t2') is-var (s-contrelement (C)) ➔ 

s-stack ~ p.
0 

( <s-stackelement: s-contrelement ( C) (E) > , 
<s-stack: S> ) 

s-control ~ SAME as t2, 

and consequently alternative t4 for what concerne the s-env 

transformation should be so modified: 

s-env -c!-- JA(E; < s-var (s~stackelément (S)): 

s-stackelement (s-stack (S))>-) 



2 - Concrete representation of the syntax and semantics of the 

SECD machine. 
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2.1 - Once the abstract syntax is given, for example, by means 

of IAS1 - IAS17 or AS1 - AS15 we should like to explain how some 

concrete representation may be given. 

Then we have to solve the following problem: to choos e some 

concrete data structure and to define suitable sets on this 

data structur~ according to the intuitive abstract syntax which 

characterize the object we are dealing with. The original 

formulation of the SECD machine given by Landin deals with list 

structures as a basis·for object definition. 

2.1.1 - Representation via l~st structures. A list can 

be characterized by the following definition (see[1]): a list 

is either null (i.e. it _is the empty object) or it has a head 

{h), which may be an atomic Object or a list, and a tail (t) 1 

which is a list • The basic operations among list structure d,.ta 

we shall use in our definition are the following (see [3]): 

:- â~dyadic function, written in infix notation which constructf 

the list of its arguments; it corresponds to the~ functicn 

of LISP, that is a:b = cons [a; cons [b: NIL]]; 

h {short for heaù) gives the first element of a list, that is 

i t corresponds to the ~ f unction of LISP; 

t (short for tail) gives the list of all but the first 

element of a given list; it corresponds to the cdr function 

of LISP; 

null is a predicate which is true iff its argument is the 

empty or null list, denoted by " ( ·) "; 

eq is a dyadic predicâte which is true iff its arguments 

are equal. 

The definition of the objects needed for the definition 



of the SECD machine may be so given in a pseudo context 

free notation in which the usual_ concatenation operator is 

substituted by-the list constructor operator ":"; it will 

be seen that some classes will be, for convenience, defined 

as a n-t1:,lple even though their definitions could be given 

by means of list structures. 

So we have: 

(CL1) machine::= + [ stack, env, control, dumpJ 
-

(CL2) stack : := ( ) f stackelement: stack 

(CL3) stackelement ::= closure I expression 

(CL4) env . . = ( ) f envelement . env . •· . 
{CLS) envelement . . = [var, value] .. 
(CL6) contrc,l . . = < - > r contrelement : 

(CL 7) contreJ.ement : : = expression j ~ 
{CL8) dump : = machine ( ( ) 

control 

(CL9) closur1? : : = env : var expression . 

{CL10) exprension :: = varf ~expr I combination 

{CL11) Àexpr : : = À : boundVar: body 

(CL12) bound\'ar ;: = var 

(CL13) combi11ation : : = rator: rand 

(CL14) rater::= expression 

(CL15) rand~== expression 

(CL16) value : : = cl·osure f expression 

(CL17) body::= expression 
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As before var is a set of atomic objects, e.g.identifiers. 

+ This is a 4-tup1e 



For example the list env may be so visualized: 

1 

[var,value] 

[var,valueJ 

or an expression, for it 9 combination alternative, may be 

so represented 

Following CL1-CL17, each language may be associated with 

a predicate which is true if and only if its argument is 

an element of that language,-that is if it is a list 

which can be generated in a like cont•:xt free way according 

to the CL1-CL17 productions, starting with the name of the 

language itself. For example the predlcate is-ÀexpL is 

true if and only if its argument is a list, the first element 

of which is the symbol X, the second element is a boundvar 

i.e. a variable, the third and last elèment is an expression, 

that is it satisfies the predicate is-expression. On its 

turn:, the predicate is-expression is -crue if and only if 

its argument is a variable, or (recursively) satisfies 
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the predicate is-" expr , or satisfies the predicate is-combi­

nation; and so on. 

Moreover, let us .consider any definition containing 

in its right part the operator:, for example: 

(CL13) combina.tion : : = rater. : rand; 

to any argument of the operator: is associated a function, 

i.e. a selector, which selects that part of its argument 

which corresponds to the argument of: By CL13, there are 

defined two concrete selectors, s-rand and s-rator, the 



argument of which must be a list satisfying the predicateis­

combination. In practice the selector s-rator is simply 

the function h, while s-rand is ht {that is the head of the 

tail of the argument}. Thus, for every class name occurring 

in the right hand members of CL1-CL17 one can construct 

the corresponding concrete selector acting on appropiate 

list structures. On the other hand to each language considered 

in the syntax definition there may correspond a function 

which builds the elements of that language. Thus,to the 

language closure there corresponds the function k-closure 

(~onstruct-closure} the arguments of which are an environment, 
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a variable and an expression, and the result is the corresponding 

closure. 

Analogous ly, there may exist functions k- À exp, k-com­

bination etc. which may be defined by means of the primitive 

.functions fo:~ list structure data. 

For exanple, the notation À:var:expression can be 

used instead of the equivalent k - iexpr {} ,var, expression}. 

We rema:~k that the important fact about the preceding 

predic~tes, selectors and constructors is that they are 

-automatically defimd as soon as the syntax definition is 

given •. 

2.1.2 - For what c6ncerns the d~finition of semantics we 

may use explicitely these predicates, selectors and constructors 

and, obviously, the primitive functions on lists. 

We shall use the function val [x;y] where xis an 

environment and y a variable and the result is the value 

associated in x to y; according to CL1-CL17 we rnay define 

this function in LISP terms like: 

val [ x;y] = [ null [x1 _.,. ·ERROR; 



eq ( y; s-var [ h [x ]]] ~ s-value [h [x]} 

T -+ val [ t [ x] ; y J] 
Now we can give the definition of the function transform 

operating on a 4-tuple (machine) according to CL1-CL17, 

using a condi t_ional expressions-like language: 

transform (machine) = 

if null (C) then [hS:S',E',C' ,D'] 

~ if is-var(hC) then 

[val (E,hC): S,E,tc,D] 

else if is- À expr (hC) then 

[k-closure (E,s-bo~ndvar (hC), s-body (hC)): S,E,tc,D] 

else if eq(hC,ap)A is-closure (hS) then 

[<>, (s-boundvar (hS), htS) :s-env(hS), s-body(hS), 

[ttS ,E, tC ,D]] 

~ if eq (hC,ap)A ~ is-closure (hS) then 

[hs (htS) : ttS ,E 'te ,D] 

~ if is-combination (hC) then 

[s,E,s-rand(hC) :s-rator(hC) : ap,tc,n] 

where S,E,C,D,S',E',C',D' are defined as in 1.2 •• 

2.2 - ~epresentation via string structures 

2.2.1. Syntax definition in BNF. 

It is well known that the only civailable primitive 

-operation in defining string structures by means of a context 

free grammar is the concatenation operator, d~noted by writing 

down contiguously its arguments. So, given a string x and 

·a string y the cancatenation operator, applied to the pair 

x,y is denoted by 11xy 11
• 

In this way a BNF definition of the concrete syntax 
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following AS1-AS17 may be written as: 

(CS1) <machine> .. = ( <stack>v(env)' u (control '> u ~dump)) .. 
(CS2) <(stack > .. = * \ * ~ stackel > < stack> . . 
(CS3) <stackel> .. = ~ closure> 1 (expr> . . 
(CS4) <env> . . = :r.l.:r. <envel>(env> .. 
(CS5) <envel;> . . . . = .(var> ,<value;> 

(CS6) <control > : : = - l "'<contrelem)<control"> 

(CS7) <contrelem):: = <expr> \ A 

(CSS) <'<lump> : : = :f <machine> 

(CS9) <closure> : : = K ( .(env>n<var)n<expr)) 

(CS1 0) <expr.> 

(CS11) < Llexpr > 
: : = ,lvar> l ..(i6expr> l <,combination;> 

: : = .t(.. boundvar;:,<body> 

(CS12)<boundvar):: = <var> 

(CS13)(combi:nation>:: = <<rat.or> • .(rand)) 

(CS14)<,rator.> : : = (expr> 

(CS15) <:rand) .• = (expr> 

(CS16 )(value·> 

(CS17) (body) 

:: =(closure>\<expr) 

: : = <expr> 
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As before the class (var) rnay be def ined as any (identifier). 

In this case a possible expression may be a< /j,expr > (i.e. a· À 

expr) like: 

x A (x.x) where the body is a <combination) of 

the form ((var> • è(var)) and so on. Consider for example 

the <env~ (CS4) class; thé empty environment is represented 

by ~' otherwise we have, for example, 

.!. y, x~ (x.x) 1'.. 

when the environrr,ent contains onlya (envel> where the 

.(var)' part is y and the < value> part is an (expression) i.e. 

a <.Â expr > . Thus we have a string of pairs separated by 

the syrnbol :-f.; an analogous structure is given by (CS2) for 

the class (stack> • A (durnp) is instead a string of e.g. 
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the j following kind (rernember · that tlie null .(dump)' is represented 

by Il : Il) : 

""Where the 4's tack> part is composed by two <stackel>, 5 and x 

respectively; the <env> partis the yet shown element, the 

<control> part in an A and the < dump.> part is empty, i.e. 

represented by ":". 

In the appendix it will be shown a concr.ete example 

using a syntax definition following CS1-CS17 slightly modified 

in order to have a total precedence syntactic recongizer 

-(see (8] ) . In the actual syntax of the. running example the 

primitive obj ects playing the role of .1 variable are distinct 

as it follows: 

<VAR> : : = X f Y ( Z 1 ·p I G I H (i.e. :mly '6 elements) 

4'0P > : : = + 1 -1 x 1 / (i.e. ::he four elementary 

aritm•:tic operations) 

<CONST):: = "any signed or ~unsigned .Lnteger" 

The case where an operator in a combination is an 

elementary arithmetic operator will be treated separately 

in the· sense that the four elementary operations are directly 

available into the system by which a À-expression is 

interpreted (APS algori thm, see · be.low) • 

2.2.2 - Semantics definition by means of APS 

Once a formal definition of the concrete syntax is 

given, in order to describe the transform function we need 

a tool for easily manipula te concrete string structures. 

In a precedent paper [4] we defined an Algorithmic 



Programming system (APS) primarly, in order to easi~y 

describe every string manipulation algorithm. After this 

theoretical foundation, APS has been implemented, using the 

APL language, ·on the IBM 360/67 computer. The basic ideas 

of the iniplementation of APS were given in [5] and an extensive 

account of the problem of "pattern matching" (see below), the 

most relevant characteristic of the system, was given in [6]. 

APS consists in some generalizations of the concept 

of a Markov Algorithm: transformation rules are used to 

describe algorithms and a set of transformation rules 

constitute an APS algorithm. The_execution of an APS algorithm 

causes the changing of one or several object strings which 

match specified patterns. 

:A"pattern" is also called a "structure" and depends 

on the concrete syntax defined in the system by the user. 

Thus the "semantics 0 is specified by means of an APS algorithm 

whose scheme of application is the Markov one. 

APS is a system which can be used for all the problems 

involving some "pattern matching", i.e. every problem which 

implies, in its solution, questions like: if the actual 

configuration of a certain string matchs a given pattern 

then transform this string in a given way else look for 

the applicability of the next rule. Tipically APS can be 

used as a Translator Writing System (see [9]) but it is 

also applicable to other problems. In APS a pattern is 

called a structure which is simply a word on the alohabet 

AUB', where: 

Ais the alphabet of terminal symbols 

Bis a set of metasymbols, i.e. names of languages 
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B' = B x N, N being the set of non-negative integers. 

' In APS a language is called a class and is defined 

in Backus Normal Formas we have just seen is section 

2.2.1; not every context-free lang~age can be treated by the 

present version of APS which deals only with regular and 

precedence languages (see [8]) ; it will be seen, in fact, 

that the actual syntax for the- SECD machine used in our 

running example results slightly modified with respect 

to CS1-CS17. 

If (narne) is the narne of a class, i.e. <name>éB, then 

the corresponding elements of B' are noted: 

.(name > for (<narne>, 0) 

<name.1> for 

,.e narne. 2> for 

and so on. 

(<name>, 1) 

(<name>, 2) 

If w is a string on A and t = t 1t
2 

••• tk is a structure 

{t. belongs to AUB', for every i=1,2, ••• ,k), we say that w 
l. 

contains a substring of structure t iff there exists a 

decomposition w = w
0 

w
1 

•••• wkwk+
1

' such that 

S1) t
1 

= 
S2) t. € 

l. 

S3) t = 
i 

t. implies w
1

= w. 
J J 

A implies w.= t. 
l. l. 

(L,n} é B', implies t
1 

is in the class whose 

name is L. 

A string w can contain several substrings of structure 

t and each substring can be subdivided in several ways -in 

order to satisfy properties S1,S2,S3; thus we define an order 

·in the set of all" the possible decomposi tions;w=w 
O 

w 1 ••• wk wk+i 

precedes w=w~w 1 ... w~wk+ 1 iff there exists a substript j 

such that 



for every i <. j w = w' 
i i 

and I w . 1 < 1 w ~ f 
J J 

Now the canonical t- decomposition of w is the first 

decomposition of w satisfying S1,S2,S3 in the specified 

order. 

Strings may be modified by means of transformation 

rules (t.r.). A t.r. consists of a left hand member and a 
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right hand member; the left hand member specifies structures 

for some strings (on which the algorithm operates); if the 

specified sttings contain substrings of the relative structure 

then these substrings are substituted by other strings obtained 

from the right hand side of the t.r., using information derived 

from the previous operation of "pattern matchingu.The application 

of an APS algori thm follows the Marke·, scheme (see [1 o]) ; 
however, the use of pointers (see[4]) greatly reduces the 

number of trials, speeding up the whole algorithm without 

changing the theoretical impact of the scheme. For more 

details see·[4], [5]; [6],[9] referencë!s ;these few remarks 

intend only to give an introduction t0 APS through the SECD machine 

example. 

A t.r. acting on three object strings, say S,E,C, may 

be of the form: 

C: E~VAR>Ô<EXPR > ,v ~ 1::.. 

S: [ --4>&~(<.ENV>O<VAR:;,t).ŒXPR>) 

E : [<:ENV>] _. _. 

it reads as follows: 

if string C (control) contains a symbole (pointer) 

followed by an element belonging to ,::VAR> followed by the 

terminal symbol A followed by an expression belonging 

to <.EXPR> followed by the .terminal"rv" and if the string 
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S (stac:k) contains the symbol 11 
[ " and if the string 

E (evironment) contains the II C II symbol followed by an element 

belonging to eENV> follôwed by the "]" syrn:!;)91 then · deletè all 

the rnatched characters after the symbole in the string c;in 

the string S, after the syrnbol 11
[" write down the sequence 

"~ k ( 11 followed by the element found in the string E matching 

the -'ENV->· part followed by the symbol "O " and the element, 

of the string c, matching the 4'. VAR> part followed by "n II and 

the expression found in the string C matching the < EXPR> 

part and finally the symbol ")"; the arrow in the right 

hand-part of E means that this string remains unchanged. 

So, for example, if the actual strings were the 

following ones: 

C: EFtl( (+. (F.3)). (F.4) )rvAN 

S : [¾-k ( 'I "I X 1) ( ( x . X) • X ) ) ,t,J 
E: [ T] 

i.e. a control containing a À-expression whose bound variable 

is F and who; ;e body is the combina tion ( { +. (F. 3) ) • (F. 4) ) 

followed by vA,.., and a stack containing--the closure --k(TOXO( (x.X) .X));; 

and an empty environment, _after the appiitication of the 

ab ove t. r. w.c.~ get: 

C: EAN 

S: [*k(TOFO((+. (F.3). (F.4)))*k(TliXn((x.X) .X))~] 

E: [ T] 

Note that this transformation rule is the exact equivalent 

of the point t3) of the transform function of section 1.2 

and, obviously, o~ the third alternative of the transform 

function in section 2.1.2. 

In the actual implementation of APS, in the right hand 

sides of the t.r'.s, functions can be used: these functions 



may be those predefined into the system (in practice the 

four elementary operations, the six relations and the 
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three basic logical operations) or they can be defined by 

the user; in this case the definition of these functions on 

LISP-like format can be int.r:oduced into the system during 

the II input phase". 

A function can be defined in the following way: 

A: <:FACT>: 1 

means that a new function is added (A) into the system; 

its name is FACT ànd it has only a parameter. 

The actual definition of the function is given by 

means of successive conditions; the system (recall that it 

is a conversational one) asks for the first condition and 

the user introduces it: 

[1] (first condition asked by the-system) 

<= (<:1>10)....,. 1 (typed by the user) 

this condition is read: 

If the first tand in this case the only) parameter, indœcated 

by < 1>, equals the string 110", then the result of the function 

call ~FACTI O.> is the string 11 1 ". We remark that we always 

handle· strings. Then the system asks for the second condition: 

[2] (second condition asked by the system) 

(typed by the user) 

that is read: 

since the conditipn is always true (the "1 11 before the arrow 

means 11T 11
) then the resul t of I e. 'J. , the function call < PACT l 2 > 

is <xl2f<FACT<-1211>>> • 



In this case we have a recursive definition of the 

factorial function with the obvious~ meaning of x (times) 

and - (substraction) (which are predefined functions). 

Then the -system asks for a third condition and the 

user answers with a blank line, indicating thnt the function 

definition is complete.In the above case we would hava the 

following computation: 

<-1 2 11 > :== 1 so 

(X j 21 <FACTI< -12 l 1>>> =<xi 2)< PACT j 1>>, 
<FACTl1> = <xl1l<FACTJ<-l1 l1>>> and since 

<-J 111 > = O and 

(FACT}O}= 1 we get 

(x 1 2 k x 11 l 1 >> = < x) 2 l 1 > = 2. 

3- A sketch of t.he APL implementation of APS. 
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Presen~J.y (fig. 1)the APL implementation of APS occupies 

two workspaCE!S called EDITOR and EXECUTOR respectively; lirkage 

between the two workspaces is achieved by means of a set 

of shared veriables, whichare collectively called VG (group 

name). 

SYNTAX 

SEMANTICS 

DEF. 

EDITOR 

CLASSES EDITOR 

FUNCTION EDITOR 

TRANS. RULES EDo 

VG 

fig. 1 

EXECUTOR 

APS 

·INTERPRETER 
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The EDITOR contains all the editing programs i.e. that 

part of the system which allows the input or the syntax and 

semantics definitions for an actual problem, that is the 

classes, the functions (as above shown) and the APS algorithm 

(t.r.s)j the EX~CUTOR contains the universal APS algorithm, 

i.e. a program that interprets every APS algorithm. 
The definition of the syntax of APS algorithm> is,accomplished 

by means of an edit function for syntactic classes which 

allows the user, in a first moment, to introduce the classes 

into the system, then to correct them, that is modifying 

thei"TI or adding other classes or deleting the existing onés. 

The user has at his disposa! some predefined classes; 

p:-esently only five classes are predefined into the system; 

they are commonly used languages like <letter>, <digit>, 

<identifier> and so on. 

When the input of the syntax is completErl. the system 

begins to elaborate the definitions in order to: 

- get as much information as possible about classes and 

pass it to the APS interpreter (in EXECUTOR); 

- build the syntactic recognizer for each class. 

At this_ point the user can introduce the functions, 

as just said/and then the transformation rules constituting 

the body of the algorithm. The user has at his disposal 

an editor which allows him to add, modify and display one 

or several rules, and also only part of thern. Any t.r. 

may act on one or several strings; for each string involved 

in the t.r. the user must introduce: 

- the name of the. string followed by a separator; 

- the left hand member, containing the structure to be 

looked for in the string; 

- the transformation arrow 



- the right hand member, that is what.has to be substituted 

to the substring which matched the structure in the l.h.m •• 

Once we have introduced the whole algorithm and possibly 
.. 

displayed and corrected it, we exit the t.r.s. editor.At this 

point, the t.r.s. are analyzed, and possibly contextual 

errors are signalled; if everything is all right the system 

renumbers all the t.r.s. in order to give to each of them an 

integer . nuJ11 ber as reference. 

Now, we can show our APS transforrn algorithm which 
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opera tes. on the four strings S {stack) ,E (environment) , C (control) 

and D(dump) whose structure ·is the one given by CS1-CS17. 



ALGORITl!N 

[1] 
C: p -+ È: < >~O 
(2] 
C: E~ ➔ € 

[3] 
C: E! -+ 
[4] 
C: ED + p 
D: [:] ➔ + 

S: [<STACK>]-+ [*) 
E: [<ENV>]+ [T] 
[5 J 
C: ED+ E<COllTROL> □ 
S: [*<STACKEL><STACK.1>] + [*<STACKEL><STACK.2>] 
E: [<ENV.1>] + [<ENV.2>] 
D: [:(<CONTROL>u<STACK.2>u<ENV.2>u<DUMP.1>)<DUMP.2>] + [<DUM 

p .1>] 
[6] 
C: c<VAR>"' + E 

S: [+[*<VALUE> 
E: T<VAR>,<VALUE>T-+-> 
[7] 
C: E<CONST>~ + E 

S: [ -+ [*<CONST> 
[8] 
C: €<OP>~-+ E 

S: [ -+ [*<OP> 
(9) 
C: E<VAR>~<EXPR>~ + E 

S: [ -+ [*K(<EllV>n<VAR>n<EXPR>) 
E: [<ENV>] -+ -+ 

(10] 
C: E&~d~ ➔ € 

S: [*<OP>*<STACKEL.1>*<STACKEL.2>*-+ [*<<OP>l<STACKEL.1>l<ST 
ACKEL.2>>* 

(11] 
C: E~<CONTROL> □ -> E<EXPR>~□ 
S: [*K(<ERV.1>n<VAR>n<EXPR>)*<STACKEL><STACK>]-+ [*] 
E: [<ËNV.2>] + [T<VAR>,<STACKEL><EllV.1>] 
D: [<DUMP>] + [:(~COllTROL>u<STACK>u<ENV.2>u<DUMP>):] 
(12] 
C: EB_~-+ E 

S: [•<STACKEL.1>•<STACKEL.2>* + [•(<STACKEL.1>.<STACKEL.2>)* 
[13) 
C: E(<OP>.<EXPR;)~ + E<EXPR>~<OP>~k.., 
(14] -

C: E(<EXPR.1>.<EXPR.2>)~-+ E<EXPR.2>~<EXPR.1>~B_~ 
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Explanation of the APS transform algorithrn: 

11] this rule àsks for a new expression to be introduced 

_(and thenevaluated) into the control string; in the 

r.h.m we have in fact the symbols <> which mean "input 11 

from the keyboard. The symbol f in the l.h.m is created 

into the string C, whenever r1 previous expression has 

been yet evaluated and it is also automatically put 

in by the system at the beginning of the session. 

[2] Causes the deleting of the symbol rv in the control string 

whenever i t is encountered l:y the pointer €. 

[3] The symbol! causes the complete stop of the algorithm 

deleting the pointer E in the control string. The symbol ! 

has been possibly typed ~n by the user whenever an input 

is requested by means of rule [1] .. It causes the 

end of the session. 

[ 4] Since the evaluation of an expres::don has been completed 

(i.e. the scanning symbol f.. has reached the end D of the 

control string ) the pointer f (sei~ _rule [1]) is created in the 

control string, if the dump .is empty;it remains unchanged. and 

the stack and environnme.nt stringf, become empty ( [~] 

and [T] respectively). 

[s] If the control is empty (as in (4]) but the dump is not 

empty, then put into the control string the control part 

of the dump, transform the stack st:d.. ng in such a way 

that the first element of S remains the first one but 

the other part be·the stack part of the dump; and the 

envirorunent becomes the environment part of the dump 

(this rule is·the equivalent of t1 of 

function). 

transform 

[6] It is the equivalent of t 2 ; the control contains a 



variable, then its value, found in the environment, 

is set as first element of the ~tack. 

[7] This rule trea~ separately the case in which an expression 

is a constant (in this case a numeric one i.e. the 

case in which we have an expression which is a variable 

wros e value is the variable itself (e.9. 5, 7, and so on); 

Wè note tha t this case would be avoided if we think 

at an environment ini tially containing , such ccu.ples) • 

[8] The case that the'_expression in the control is an operator 

belonging to < op> (i.e. is one of the 4 elementary 

arithmetic operations directly available into the system) 

is treated separately from the general case of rule (6]; 
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so rules [7] and [8]. are particular cases of t2. As in rules [6] 

and [ 7J the < op> fomd in the control is put as f irst 

-element of the stack~ 

[9] This rule refers to the case when in the control 

string there is a ,e_b..expr > (see, t3). A closure, in 

which are the actual environment, the boundvar and 

the body of the <Aexpr> are visualized, is· put as 

first element of the stack, and the environment is 

unchanged. 

~O] This rule is peculiar of our APS algorithm in the sense 

that it carries out the eva1uation of the 4 dyadic 

elementary operations applied to thenex·t pair of arguments 

in the stack, As . 'yet noted, the corresponding opera tors, 

belonging to the class <OP>, have been previously put 

into the stack by means of rule [81, and hence the result 

of the evaluation of the function call 



<<:op> l < stackel. 1 > 1 < stackel. 2 >> substi tu tes, into 

the stack, the triple <-op>lf<S~ackel.1 >~< stac};Ql. 2>* • 

The presence, into the control string of the pair ANA...,, 

ensures that the operator is a dyadic one (see also 
u ij 

in the appendix the lines: trace [ 8] and "trace [1 O] ") 

D1]This rule i~ equivalent to t4 , i.e. in the control 

there is an A syrnbol, \·1hile the top element of the­

stack is a closure; then the actual control, environment, 

dump and all the stack part, after its second element, 

_are the new components of the dump;the expression appearing 

in the closure becomes the new control expression, and 

the environment is now constituted by the coupleevar>, 

< stackel> (where <var> is the one coccuring in the 

closure and<stackel> is the element following the 

closure in the stack) and the en-rironment part of the 

closure. 

[12] Is the equivalent of t5, i.e. in ·:he control there is 

A sym'pol , while the top elemen·: of the stack is not 

a closure; then we haveas._new top tüement of the stack 

the functional application of the first element of the 

stack to the second one (This is, in a certain rense , 

the application of every monadic· function toits argument). 

[1~This rule is a particular case of t6, i.e •. the case 

where the control string contains a combination whose 

operator part is a dyadic- arithmetic operator belonging 

to < op); then we have as new first control element the 
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operand part (in order to evaluate it before the functional 

application of the operator; the transform function 

in fact is a call by value machine) ,and as second element 

the operator part. 

[141This is the equivalent of t6; it treats the general 



case of a combination whose operator and operand part 

are any expression. 

In the appendix, a runn ing session is reported. We are 

in the EXECDTOR WS and the APS program is called; in this 

case the "transform" algorithm is yet stored under APS. 

The system asks for the initial contents of the strings 
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C, S ,E, and D; the user types the contents he wants; in this 

case we have an empty control string (a blank line) an empty 

stack, environment and dump ( [ *), [T]) and 

[:J respectively). In the control string the initial pointer 

"f" is put in by the system. After these operations have 

been completed, the system asks whether a complete trace 

of the flow of the algorithm execution is desired. Typing 

N (for No) we have, as in this case, the trace of only 

the applied rules (this is visualisec. with the lines like 

TRACE[1], TRJ\..CE [14] and so on); the line.[1] :c: means 

that the rule [ 1] asks for an input. rc:f-erring to the string 

C. In this case th~ ~- expressiontty11ed in is the one given 

by ·N egner in [7]. At the end of the evaluation of the given 

expression we have a new request of input ( [ 1 J: C;) 

for the eontrol string and, in this case,the unevaluable 

expression (also given in Wegner [7]) is typed in; as it 

can be seen we have an infini te loop, ru les _14, 6, 6,11 1 which 

indicates that the expression has no normal form. 



,APPENDIX 

APS 

IllPUT THE INITIAL CONTENTS OF STRINGS 

C: 

D: 
[ : ] 

DO YOU ~!ISJI THE FLmf OF THE ALGORIT!IM? 
N 

COMPUTATION BEGillS 

[1]:C: 
(Fâ((+.(F.3)).(F.4)).Xâ((x.X).X)) 

TRACE [1j 
C: E(Fâ((+.(F.3)).(F.4)).Xâ((x.X).X))~□ 

TRACE [14] 
C: EXâ((x.X).X)~Fâ((+.(F.3)).(F.4))~!~0 

TRACE [9] 
C: EFâ((+.(P.3)).(F.4))~~~0 
S: [*K(TnXn((x.X).X))*] 
E: [T] 

-TRACE [9] 
C: E&~□ 
S: [*K(TnFn((+.(F.3)).(F.4)))*K(TnXn((x.X).X))*] 
E: [T] . 

TRACE [11] 
C: E((+.(F.3)).(F.4))~0 
S: [*] . 
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T] 
D: [:("'U*UTU:):] 
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TRACE [14] 
C: € ( F. Lf) ~ ( + • ( F. 3) ) ~d_ ~□ 

TRACE [14] 
C: E4~F~d~(+.(F.3))~d~□ 

TRACE [7] 
C: EF~t~(+.(F.3))~d.~0 
S: [*4*] 

TRACE [6] 
C: El1~(+.(F.3))~d~ □ 
S: [*K(TnXn((x.X).X))*4*] 
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T] 

TRACE [ 11 J 
c: d ( x • x > • O ~□ 
S: [ * J 
E: [TX 0 4T] 
D: [ : ( ~ ( + • C 7 • 3 ) ) ~ d. ~ u * u TF. K ( T nx n ( ( x • X) • X) ) Tu : ( ~ u * u Tu : ) : ) : J 

TRACE [14] 
C: EX~(x.X)--6_~0 

TRACE [6] 
C: E(x.x)-d"'□ 
S: [*4*] 
E: [TX. 4T] 

TRACE [13] 
. C: E::X~x~d_~d_~O 

TRACE [6] 
C: E;:X~A~A~□ 
B: [*4;4;} 
E: [TX,4T] 
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TRACE [8] 
C: E:1,~:1,~O 
S: [*X*4*4*] 

TRACE [10] 
C: ED 
S: [*16*] 

TRACE [5] 
C: E~(+.(F.3))~:1,~0 
S: [*16*] 
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T] 
lJ: [:("."U*UTU:):] 

TRACE [2] 
C: d+.(F.3))~:1_~0 

TRACE [13] 
C: €(F~3)~+~:1,~d~0 

TRACE [14] 
C: €3~F~:1,~+~:1,~:1_~0 

TRACE [7] 
C: EF~A~+~A~:1.~□ 
S: [*3*16*] 

TRACE [6] 
C: . €A~+~A~AN□ 
S: [;K(T~Xn((x.X}.X))*3*16*] 
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))T] 

TRACE [11] 
C: € ( ( X • X) • X)~□ 
S: [ *] 
E: [TX,3T] 
D: [:(~+~4~:1,~u•16*UTF,K(TnXn((x.X).X))Tu:(~u*uTu:):):] 
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TRACE [14] 
C: e::X~(x.X)~cl_~O 

TRACE [6] 
C: €(x.X)~t1~□ 
S: [*3*] 
E: [TX,3T] 

TRACE [13] 
C_: €X~x~d~d~□ 

TRACE [ 6] 
C: €X~:1~d"'□ 
S: [*3*3*] 
E: [TX,3T} 

TRACE [8] 
C:. Ed_~cl_~O 
S: [*X*3*3*] 

TRACE [101 
C: €0 
s~ [*9*1 

TRACE [5] 
C; €~+~d~d_~O 
S: [*9*"16*] 
E: [TF,K(TnXn((x.X).X))î] 
D: [:(~U*UTU:):l 

TRACE [2] 
C: € +~t1~s.~□ 

TRACE [8] 
C: EA~A~□ 
S: (;+;9*16*} 
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TRACE [1 O J 
C: ED 
S: [*25*] 

TRACE [5] 
C: c~[] 
S: [*25*] 
E: [T] 
D: [:] 

TRACE [2] 
C: . ED 

TRACE [4] 
C:_ P 

S: L * J 
E: [ T] 
D:. [:] 

(1]:C! 

(Xâ(X.X).Xl(X.X)) 

TRACE [12 
C: E(Xl(X.X).Xû(X.X))~□ 

TRACE [14] 
C: EXl(X.X)~X~(X.X)~A~□ 

TRACE. [9] 
-c: EXMX.X)~,1~□ 
S: [*K(TnXn(X.X)}•J 
E: [T] 

TRACE [9] 
C: E,1~0 
St [•K(TnXn(X.X))*K(TnXn(X.X))*) 
E: [ T] 



TRACE [11] 
C: c(XoX),....,[J 
s: [ * J 
E: [TX,K(TnY.n(X.X))T] 
D: [:(~u*UTU:):] 

TRACE [14] 
C: €X~X~d. ~□ 

TRACE [6] · 
C: EX~J~□ 
S: [*K(TnXn(X.X))*] 
E: [TX,K(TnXn(X.X))T] 

TRACE [6] 
C: E6_~0 
S: [*K(TnXn(X.X))*K(TnXn(X.X))*J 
E: [TX,K(TnXn(X.X))T] 

TRACE [11 J 
C: E (X .X),y□ 
s: [ * J 
E: (TX,K(TnXn(X.X))T] 
D: [:(~u*UTX.K(TnXn(X.X))Tu:(~u*uTu:):):J 

TRACE [14] 
C: EX~X~J.~ □ 

TRACE [6] 
C: EX~d~□ 
S: [*K(TnXn(X.X))*] 
E: [TX,K(TnXn(X.X))T] 

TRACE [6] 
C:. EA~□ 
S: C•K(TnXn(X.X))*K(TnXn(X.X))*] 
E: [TX,K(TnXn(X.X))T] 
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TRACE [11] 
C: dX .X)---0 
S: [ * J 
E: [TX,K(TnXn(X.X))T] 

n. 4. 50 

D: [:(~u*UTX,K(TnXn(X.X))Tu:(~u*UTX,K(TnXn(X.X))Tu:(~u*UTu:):):):] 
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