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INTRODUGTI ON. 

La plupart des espaces fonctionnels de l'analyse classique sont, dans 

le cas métrisable, des espaces séparables.L~ plus souvent, les espaces 

fonctionnels métriques séparables possèdent une suite dense ayant d.e 

nbo-nnes propriétés': en particulier des propriétés constructives. C'est 

ce qui permet de construire, en analyse constructive, des analogues cons

tructifs de ces espaces fonctionnels. La méthode consiste à construire 

un espace métrique à partir de la suite dense du "prototype" classique 

de l'espace considéré, puis à le compléter par un procédé qui, formellement, 

rappelle le procédé classique de complétion d'un espace métrique par les 

suites de Cauchy. C'est ce complété cons~ructif qu'on interprète comme 

l'analogue constructif de l'espace fonctionnel envisagé et qu'on utilise 

pour étudier les propriétés constructives de l'espace. Il importe de 

souligner que cette méthode ne cqnstitue pas en fait un simple décalque de 

la situation classique. Dans presque tous les cas concrets, un même espace 

classique peut-être défini de diverses manières dont on établit classique

ment l'équivalence. Constructivement, ces diverses approches peuvent être, 

et sont le plus souvent, non-équivalentes. Il s'ouvre ainsi un éventail de 

possibilités qui va en s'éla:r~ssant au fur et à mesure que les notions 

mises en oeuvre deviennent plus complexes..,Trouver un "chemin intéressant" 

dans le dédale des constructions possibles n'est pas chose aisée. 

Les espaces métriques constructifs séparables ont des propriétés parti

culières sans équivalent dans l'analyse classique. Ainsi, tous ces espaces 

possèdent la propriété que tout opérateur du complété de l 1 espace dans un 

espace métrique est continu en chaque point où il est défini (voir [35] , 

[20] , (28] ). Cette propriété, appelée propriété de continuité, est 

elle-même liée à des propriétés constructives de séparation d'ensembles 



disjoints. 

La situation, dans le cas des ~spaces topologiques constructifs non

séparables est beaucoup plus complexe que dans le cas des espaces séparables 

et bien moins connue. La technique mise en oeuvre dans ce travail di.ms le 

cas d'espaces non-séparables particuliers, les espaces de fonctions presque 

périodiques, permet de donner quelques résultats SUI' le cas "non-séparable" 

dont on reparlera plus loin. 

~nd 
Les espaces de fonctions presque périodiques jouent un_1ro~e en analyse 

classique et ils constituent un exemple in;portant d'espaces fonctionnels 

métriques non-séparables. On ne trouve jusqu'ici, aucune trace, dans la 

littérature d'une tentative de "constru.ctivisation" de ces espaces. 

Dans ce travail se trouve esquissée une approche d'une théorie constructive 

des espaces de fonctions presque-périodiques. A partir de propriétés cons

tructives déjà connues concernant la presque périodicité des polynômes 

trigonométriques (voir [11]) on obtient une démonstration simplifiée dt une 

version constructive cornue d•un théorème du type de Kronecker au sens de 

(14] (voir le paragraphe 4o2 du chapitre I)o Un renforcement, en un cer

tain sens de ce théorème du type de Kronecker (dans sa version constructive) 

permet de construire, par un procédé de complétion, proche dans sa forme 

du procédé traditionnel, des analogues constructifs des divers espaces de 

fonctions presque-périodiques généralis·ées de l'analyse classique : espace 

des fonctions uniformes presque-périodiques, espaces de Stépanhoff, de 

Weyl, de Bésicovi tch. ( voir [ 1], [3], [9]) (ce procédé de complétion ainsi que 

les constructions préalables quil.e justifient font l'objet du chapitre III). 

Le cas des fonctions analytiques de la variable complexe n'est pas examiné 

dans ce travailo 



Dans l'étude des propriétés des espaces constructifs ainsi obtenus 

l'accent ést porté essentiellement sur les propriétés topologiques. Cea 

espaces sont non-séparables. Ils ·constituent des exemples d'une classe 

d•espaces topologiques constructifs, plus large que la classe des espaces 

métriques complets séparables, classe introduite dans ce travail avec la 

notion de séparabilité vafi:Ue locale. (voir le paragraphe 1 du chapitre II). 

Une des propriétés les plus marquantes des espaces topologiques localement 

vaguement séparables réside dans la yropriété de continuité d'une large 

classe d•opérateurs de ces espaèes dans certains espaces topologiques, en 

particulier des fonctions numériques définies sur ces espaces (paragraphe 1 

du chapitre II)o L'existence des analog]leS constructifs des espaces de 

fonctions presque-périodiques construits ici montre que la classe des espaces 

topologiques localement vagueiuent séparables contient des espaces .dont 

certaines propriétés topologiques sont contradictoireso Ainsi, pour les 

analogues constructifs des espaces de Weyl et des espaces de :Bésicovitch, 

la propriété de continuité se réduit à une propriété de constance des 

fonctions numériques définies sur l'espace (voir le paragraphe 3 du chapitre . 

. IV)o Pour les analogues des autres espaces, l'ensemble àes fonctions numé

riques est au contraire assez riche pour permettre d'établir une propriété 

de séparàtion constructive d'un point d'une boule fermée (voir le paragraphe 

4 du chapitre IV)o 

Les propriétés établies dans le travail présent conduisent à un 

certain nombre de remarques tant au sujet des espaces constructifs de 

fonctions presque-pér~odiques qu 1 au sujet des espaces non-séparables.· Sur 

le premier-point, les propriétés établies permettent d'expliquer les pro

priétés déjà connues au sujet des polynômes trigonométriques: l'impossibilitE' 

de définir les coefficients de Fourier et l'impossibilité de définir la 

norme constructivement. Elles mettent également en lumière le fait que les 



généralisations successives de la notion de fonction presque périodique, 

généralisation de stépanhoff, puis de Weyl, puis de Bésicovitch n'ont pas 

la même signification du point de vue constructif que du point de vue 

classique et, malgré le théorèipe de constance des fonctions numériques 

sur les an{:l.logues constructifs des espaces de Weyl et de Bésicovitch, il 

doit être possible de développer une théorie proprement constructive des 

fonctions presque-périodiques contenant au moins la généralisation de 

Stépanhoff. Sur le second point concerna.nt les espaces constructifs non.

séparables, l'étude faite présentement fait apparaître quelques particulari

tés de cette situation comme par exemple le rapport entre non-séparabilité 

et non-métrisabilité (voir le paragraphe 2 du chapitre II) et donne une 

technique permettant d'étudier certaines propriétés topologique~ d'une classe 

d'espaces no:a-séparables, pour la première fois semble..;t-il,. Un résultat 

important r,éside dans le fait que la prorriété de continuité n I est pas une 

conséquence de la séparabilité de l'espace de départ. 

Ge travail se place du point de vue de.l'école constructivistè de Léningrad 

dont les particularités sont brièvement indiquées au début du premier cha

pitre. L'école de Léningrad se situe dans le prolongement des travaux de 

AoA6 Markov dont elle se sépare au niveal;l de l'interprétation sémantique 

de l'implication (voir [27] et [6)) .. Le,lecteur familiarisé avèc un point 

de vue consiructif établi à partir des fonctions récursives ou des machines, 

retrouvera ~e principe de ce constructiYisme dans celui de AoAo Markov 

(l'intuïtio1;1nisme introduisant certaines notions plus larges de èonstruction)., 

Ce travail prolonge et approfondit notablement l'étude exposéë dans [24] 

réalisée, en partie; au cours d'un stage que j'ai effectué à l'Institut 

stéklov de Léningrad dans l'équipe du professeur Chanine 0 
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GHÀPITRE 1. 

PRELIMINAIRESo 

1. La mathématique constructive selon l'école de Léningrad., 

Les théories mathématiques développées par 1•école constructiviste de 

Léningrad sont caractérisées par les traits suivants (cf. [4], [7], [27], 

[17] ),: 

1. Les seuls objets d'études sont les objets constructifs auxquels on 

peut appliquer l'abstraction de là réalisabilité potentielle et elle seule: 

l'abstraction de la réalisabilité potentielle consiste à ne considérer que 

l'application de processus finis aux objets constructifs en ignorant les 

limit~tions dans le temps et l'espace qu~ comporte la réalisation pratique 

d'un tel processuso Ainsi l'infini n'apparaît en mathématique constructive 

que S(l)US la forme d'infini potentielo 

2 .. La notion intuitive d2 "effectivité" est identifiée, dans la théorie, 

à une notion précise d'algorithme, en 1 i occurence, la notion d' al12:0:ri thme 

normal de Ao.Ao Markov, ou toute autre notion équivalente .. 

3o Une interprétatiùn particulière des assertions mathématique~ ainsi 

qu'une logique particulière sont mises en oeuvre pour reste:r dans lè cadre 

des objets constructifs et de l'abstraction de la réalisabilité potentielle., 



7o 

La 'notionu'objet constructif constitue une notion primitive. Ces objets 

se co'nstruisent selon des règles définies à partir d I objets élémentaires qui 

ne sont pas modifiés par le processus de constructiono Dans les théories 

mathématiques développées dans cet esprit, les objets constructifs se 
' 

présentent comme des mots dans un certain alphabet (toujours fini)o 

La notioi précise d'algorithme prise ibi n'est pas pertinente. Ce qui 

est pertineht, c'est de prendre une notion de procédé constructif, que ce 

soit belle de fonction récursive, àe machine de Turing, de calcul de Post, 

etc... qui toutes, comme on sait, sont équivalentes (voir [8], [16],' [15], 

[37] ).·Le principe général d'équivalence de tous les procédés constructifs 

est énoncé dans la thèse de Churcho Pour la classe des algorithmes normaux, 

il s'agit du principe de normalisation de AoAo Markov. Dans ce travail, 

' techniquement parlant, on utilise la notion d'algorithme normal donnée dans , 

[25]o Le lecteur qui n 1 est pas familiarisé avec cette notion peut considé

rer, d'après ce qu'on vient de dire, que les algorithmes utilisés sont des 

machines de"Turing (ou donnés par des fonctions semi-récursives), ce qui lui 

permettra de saisir les raisonnements fondés sur les mécanismes de l'éxécu

tion du travail d'un algorithmeo 

Pour la mise en oeuvre de l'interprétation constructive des énoncés et leur 

traitement par la logique constructive, qn utilise un langage formel, 

adapté à la théorie développéeo Le point ide départ est constitué par ùn 

1 

alphabet fini (qui dépend de la th~orie mathématique traitée) sJr leqù.el 

on définit les mots (assemblages q\ielconques de lettres) 0 On définit les 

variables, les termes, les formules élémentaires du langage (dans 

lesquelles entrent les aspects mathématiques de la théorie considérée),, 

puis les formules, qui sont les mots "bien formés 11 d'une sorte d'alphabet 



élargi. On donne enfin des axiomes• (logiques et mathématiques) ét les 

règles de déduction permettant de formulèr, de proche en proche; les théo

rèmes de la théorie. 

Les axiomes logiques utilisés soht ceux du calcul propositionr,.el et du 

calcu~ des prédicats intuitionnistes (cf~ par exemple [12]) avec le :prin

cipe de .Markov exposé plus loin. Les règles de déduction sont c,11es que 

l'on trouve par exemple dans (10] o 

L'interprétation constructive deé énonèés (cfo [4]) se carartérise 

p~r une intèrprétation radicalement differente de l'interprétation tr~di

tionnelle dé ce±tains symboles logiques, par exemple le symbole, de 

disjonction V et le quantificate'ti:r existentiel 3 (pour d'autres auteurs, 

l'implication ::, , la négation Î J etco~o)o Sur la base d'une f.ormalisation 

éompl~te des énoncés ,(dont on peut en fait se passer dans la plupart ides 

cas), cette interprétation conduit à une;réduction des formules :du langage 

en deùx classes: la classe des formules normales qui, par définition ne 

contiénnent pas les symboles V ou 3 et la classe des formules complète

ment régulières qui, par définition, sdnt de la forme J S /A, où !A 

est une formule normale et S une suite'de variables. Les formules qui se 

réduisent à une formule complètemerlt régulière posent ce qu'on appellè un 

problème constructif. Démontrer la formule initiale revient à démontrér 

sa réduction qui est de la frome jSA, ce qui consiste à construire un 

objet S pour lequel la relation /A est satisfaite et à démontrer que s 

vérifie Il. o 

En ce qui concerne la disjonction, une démonstration de A V B do:i,t 

donner soit une démonstration de A , soit une démonstration de B. Ainsi 

une démonstration constructive de Av B doit indiquer laquelle de des 

deux assertions est vraie. De la m~me façon, jx A signifie q~'on d~spose 



d'une iconstruction d'un objet x vérifiant la propriété A et d'une 

démonstration de ce faito 

On peut iÙustrer cette interprétation sur la formule \/:x: }y A(x,y) 

où A est une formule normale; x: et f des variables pour rèprésenter 

les mots d'up. alphauet donné. L 1 intèrprétation constructive réduit cette 

formul~ à la'. formule où f est une variabie pou~ 

représimter les algorithmes sur 1 1 alphabet de x et A
1 
(x,f(x)) la fQrmu.Le 

!f(x) tf A(x,f(x)) , où !f(x) sign~fie que 1 1.algori thme f est 

applicàble au mot x , c:'est-à-dire que le processus d I éxécution du travail 

de l'aigorithme s'achève quand on awpliqui l'algorithme à x. Cette inter

prétation s' ~xplique par le fait que le rEJjet de 1 1 infini actuel ,empêc4e 

de considérer toutes les valeurs possible~ de x pour démontrer jYA(x,y) o 

De telle sorte que la seule possibilité est de trouver un procédé général, 

ne dép~ndant pas des valeurs concrètjes de x: qui permette de construire, 

à partir d'un :x: quelconque un y; tel que A(x,y) soit vraiert 
! . 

Dans la sui te. il apparaitra des formulais d'un type plus complexe que, 

celui qui vient d * être décrit. En effet, l_es variables que 1 1 on rencontrera 

ne seroht· pas toujours des variables de base, c I est-à-dire représentant tous 

les mots (ou algorithmes) dans un alphabet\. On aura affaire à des(variables 

restreintes, c'est-à-dire assujettie~ à nei prendre pour valeurs que les: 

éléments d'un; certain ensemble de mots. En logique constructive, µn ensemble 

est la donnée' d'une formule à un par~ètre, c'est-à-dire une variable l~bre, 

les él•éments étant les valeurs possibles du paramètre. Donc une formule 

et y sont des variables restreintes est une 

abréviaition de la formule Yx (E 1 (x) => jY (E Jy) &, A(x,y))) où x et 

y sont les variables de base associées à i et y respectivement, B
1 

définissant le dom.aine des variables -X et y • 



Pratiquement, on sera en définitive coriâùit à n'interpr~Her des forni·.ü.es 

que du type donné dà.ns le tableau di-dessous (cf. [17]) : 

Formule 

l 

(1) Y,x ]y A(x,y) 

(2) \{x(A,(x) ::> jY A/x;y)) 

(3) :Yx( ]yA
1
(x,y) ::> jz A2(x,z)) 

i -
(4) '.Vx(A/x) ,y A/x)) 

(5) Vx(A1(x) ::> (A2(x) { A/x))'.) 

(6) \fx( 3Y; A
1 
(x,y) ::> (A2 (x) V A:}x))) 

Réduction 

(1) 3f Vx(!f(x) ~ A(x,f(x))) 

(2) 3f Vx(A/x) ::> ~ f(x)~ A/x,f(x)) ),,, 

(3) :}f yzy(A
1 

(x,y) ::> !f(x-¾y)& A/x,f(x-J!y))) 

(4) ]f }'x('. f(x)k (f(x) r A::> : A/x)) ~ (f(x) i A.; ~ (x))) 

(5) jf \fx(A
1
(x;) ::> !f(x)k (f(x),;'; A=>: A/x))&,(r(x) ,& A::> A/x))) 

(6) jf Vxy(A/x.y) ::> ! f (x. * y)~ (f (oc-J!y) ";' A ::> A2 (x)) ;a., 

sont 
Dans ce tableau, les formules A, A1, A2 et A

3 
_/ supposées normales, x,y 

et z des variables da ·base et f désigne les. algorithmes sur 1 1 alphabet de 

x (on peut suppos~r que x,y et z représentent les mots d'un même alphabet. 

,. . ..... 
Il ressort de ce tableau que si x est une variable restreinte, l' intèrpré ... 

tation d'une formule \li lv A(i,y) et tfx(AÎ(x) V A2(i)) est la m~me 



que l.' interirrétation des formules 

avec x variable de base quand x prend ses valeurs dans un ensemble 

défini par une formule normaleo 

On remarque que la définition de la notion constructive d'ensemble 

permet de considérer un ensemble comme u.ii objet constructif et de le 

traiter comme telo 

Les notations adoptées suivent, dans l;ensemble, les notations des 

travaux cités et sont explicitées à ohaque fois. On suppose admises 1~ no-

tion constructive de nombre réel exposée par exemple dans [5] 

notion de fonction de la variable réelle (cf. (5] ou [26]). 

et la 



2. Le principe de Markova 

Soit et un algorithme sur un alphabet A, et P un mot dans A • Le 

principe de Markov s 1 énonce: 

( 1) Pour tout mot P dans A '1 Î ! U;(P) :::> 1 Ct(P) o 

' Intuitivement, si le processus d' applica~on de 1' algorithme cl au mot P 

ne peut se prolonger indéfiniment, ce propessus s'arrêtera effectivement 

et le résultat de l'application de l'algorithme a, au mot P s 19btient 

en effectuant pas à pas le processu13 jusqu'à son achèvement .. 

Le princi:r; 1e de Markov est éq_uivalbnt à ia formule : 

(2) 0(Vn (F(n) y lF(n)) :::> (71 :Jn F(n) :::> ]n F(n))) 

où F est une formule contenant une occùrence libre de la variable n 

représentant les entiers naturelso 

Le p;rincipe de Markov est indépendant dès axiomes du calcul dei::i prédicats 

intuitionniste (voir (12]) comme cela est établi dans [18]., En même 

temps, il est compatible avec ces ~iomes (voir (19]) au sens défini dans 

[34] 0 

La formule 1 (2) est quelque fois appelée principe du choix constructif 0 

Par la-suite on appellera principe de-Markov l'une ou l'autre des 

assertions expriméès par (1) et (2)o 

un corollaire immédiat du principe de Markov est: 

(3). "Soit et, un algorithme sur 1 1 alphabet des entiers maturels .. On a i 

17 ,3n ! ( Q (n)\ :::> j n ! CL(n) " 

Un autre corollaire est donné par; 

(4) "Soit f une fonction réelle de la variable réelle x et A un pré

dicat à une place de paramètre x , vérifiant les propriétés suivantes: 



(ii) Yxqi( (Yn lA(qi(n)) ,A--x lim qi( n)) ::, î A(x)) 

(iii) on peut construire un algorithme R sur l*alphabet des nombres 

i \ 
réels tel que l/x(A(x) = ! H(x))o 

Alàrs 77 -3x A(f (x)) ::, ~]x A(f (x)) 11 ~ 

La propriété (4) est un corollaire de! (3). de la continuité des fonctions 

réelles de la variable réelle sur leur domaine de définition èt de ia 

densité des' rationnels dans les réels. Dans la suite, on appellera .:'J2Fincipe 

du choix cohstructif" l'une ou l'autre des propriétés (3) et (4)0 

Un porollaire important du principe de'.Ma:rkov est l'énoncé suivant 

(cf. [ 17]) : 

(5) 11lsoitlt un ensemble énumérable de mots dans un alphabet A. dont 

le complémentaire Jl(, n'est pas énumérable. Soit.1l~
1 

un ensemble énUillérable 

de mots dans A contenant Jl o Alors on; peut construire un mot'. P dit.na 
j 

A appartenant à ~ et à JG 
1 

"o 

En effet, ){,nJl. 
. :: 1 est énumérable. On sait qu'on peut construire u.:n 

algorithme q> énumérant ::t<in x1 et tel que \in(!qi(n+1)::, !cp(n)) 

t35]) 
.,... 

(cf\ 0 Si 7!q,(O) , J(, n:Jli est vide et donc, )(,1 =X· .. Or .. J:(.} 

n'est, pas énumérable. Donc 77 ! q,(O), c'est-à-dire 

du principe de Markov o ~ 

! qi(O) en vertu 

Dans la sui te, on appellera la pro i>riété (5) "principe de prise" o 

On donnera plus loin d'.autres formùlations de ce principe dans 1e cadre 

de certains espaces topologiques constructifso 
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3. Quelques' notions de topologie cénstruttiveo 

On rappelle qu'un ensemble de mots est/la donnée d'un prédicat à un 1 

paramètre, la variable correspondante étant une variable représentant les 

1 
mots dans l'alphabet où on les écrit. Dans certains cas., il peut être· plus 

simpl'e de définir un ensemble à 1' aide d'un schéma indue tif. CI est ce .. qui 

sera :alors fait. On dira souvent "ensembie 11 au 1 ieu d 1 "ensemble de mots" o 

1 l 

Une relation d'égalité sur un ensemble est une relation binaire, réflexive, 
' 1 

symétrique et transitive. On appepera espace tout couple com,ti tué: par 

un ensembl.e et une relation d'égaHté sur cet ensemble. La relation d!égalité 

sera notée= si aucune ambiguité n!est p9ssible dans le contexte où e+le 

se trouve. 1 1ensemble sur lequel e:;:it déf}nie la relation d'égalité es'!; aussi 

appel~ suppbrt de l'espaceo Les él(f-mentsidu support sont encore appelés 

points de l'espaceo 

' Soient E
1 

et 

de 

deux espaces, c'est-à-dire et 
t 

désignent, respectivement le suppott 

E2 ., Soit il> $1 alg~ri th1ne sur 1 'alphabet de 
' 

E
1

, o On 
l 

dit que il> est une application dej E
1 

dans E2 si: 

' 

où ~r représente les éléments de F
1 

o 

Le plus souvent, les définitions topologiques constructives consist~nt 
1 

en une certaine t~aduction des définitions classiques. On procède de la 

façon suivante : on écrit la défini t'ion classique considérée dans un langage 

formel, ce qui conduit à. une formule F. On remplace tous les termes\de Œ' 



par des analogues constructifs des objets classiques représentési par (;.es 

termeso On peut traduire la formule F
1 

!ainsi obtenue de deux façons. Une 

première traduction consiste à appliquer à la formule F
1 

1 1 interprétdtion 

constructive décrite au paragraphe 1 du qhapitre I (p.11) .. Une autre 

traduction consiëte à appliquer cette mênle interprétation à la formule F
1 

en considérant les variables de Œ'i liéâs par un quantificateur univ~rsel 

comme des variables de base. Lorsqa,e cesivariables sont restreintes à un 

ensemble défini par une formule noll'male ( voir paragraphe 1 du ,chapitre I), 

ces deux interprétations coïncident. On :i;-emarque ainsi qu'à une même défini• 

tion classique peuvent correspondre plusieurs interprétations cunstructives, 

Dans la suite; on explicitera dans chaque cas la traduction adoptée .. 

2.1. Espaces métriques constructifso 

Soit J{; 1 

un ensemble de mots dans un âlphabet 
1 

A .. On appell~ métrique 

sur c-ll un algorithme p transformant tout couple d'éléments et y 

de vtb. en réel non négatif tel qu$ : 

( i ) Vx p (x o x) = o 

(ii) \fnz p(X n z) $ p(Xo z) +p(Y o z) 

où X,Y,Z sont des variables représentbt les éléments de vll1 ~ 

Le couple <t4 ,p > est appelé' espace métri9,ue constructif · ou, simple-

ment, espace métrique (voir [5] , et [21] , (28] )o Conformément à :1a 

convention utilisée ici, il convient de ;donner un sens au môt "éspace". 

On définit une relation d'égalité = surd{ par: 

X ,; y 
tMt 

p(X ti Y) == 0 0 

On vérifie sans peine qu'il s'agit bien:d'une relation d'égalité surJ(. .. 
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Lorsqh'on parlera des points de l'espace métrique, il s'agira donc des 

pain ts de 1 'espace < J-l, = > • On définit, comme dans l'analyse cl~ssique; 
1Yl 

les notions de boule ouverte et de boule' fermée, de densité, d~ convergence, 

de complétude. Ces notions doivent ;être interprétées constructivement.,. 

Ainsi la boule de centre X et de.rayon 2 
-n 

boule fermée correspondante le mot X ** n ; 

la boule X* n (resp. X*~) si on a 

est le mot X * n , la 

un point Y appartient à 
_ (resp.p(X Y)~2-~) 

~ 2 o/. Une suite de points 
1 i 

de ~ ID , (c'est-à-dire un ensemble énumérable de points de rl(J est 
! 

dense dans rJ.L, si on peut construire un algorithme f qui transforme 

toute boule X* n en un point Y appartenant à la suite et à la boule 

X* n. Dana le cas où J.Cest déf~ni par une formule normale, qeci est 
i i 

équivàlent à la formule : Yxr1 31m(çp(m)l € X * n) o Une sui te ID de 

points de J,L converge vers le poiht Xi deJL si tous les points de la 

suite se trouvent, à partir d'un cEtttain rang, dans une boule centrée :en 

X doqnée arbitrairement. C'est-à-d'ire au'on peut construire un algori'.thme 

w; trànsforniant toute boule X * n , en un entier naturel m tel 1 que pour 

tout entier k , si k >,, m , alors 'l'(k) ·€ X * n 0 

Une 'suite ~ de points de Jl est appelée suite de Cauchy si, à paDtir 

d'un qertain rang~ la distance mutuelle e·ntre deux points de la 
1
suite :est 

inférieure à une valeur donnée arbitrairJment, c'est-à-dire si on peut. 

construire un alg~ri thme 'l' , appe;l~ régulateur de convergence de la sui te 

ID , transfdrmant tout entier n en· un entier m tel que pour· ,tout p 

et q on ait: p,q ~ m::, p(~(p)a~(qj) < 2-n. Une suite de Cauchy est dite 

convergente si on peut construire un point X de){ vers lequel 1~ suite 

converge. Un espace métrique est dit complet si on peut construire un 

algorithme, appelé algorithme de passage à la limite, qui transforme tout 

couple où ID .1 est une· suite de Cauchy de points de l'espace et 



V un régulateur de convergence de la suite ~ en un point X de 

l'espace vers lequel la suite w convergeo 

17 

Dans le cadre d'un espace métrique complet on peut formuler le principe 

de prise de la façon suivante: 

de 

" Soit < ,ll, p > un espace métrique complet et f une applicatioI;} tll 

dans l'espace réduit à un point. Soit X un point du domaine de définition 

de f et ~ une suite de points de ~{qui converge vers X o On peut 

alors construire un entier n tel que ~(n) appartienne au domaine de 

définition de f II 
o 

En effet, onJrocède de la façon suivante: soit'Xi un ensemble énumérable 

d'entiers do'.tlt le complémentaire ne soit pas énumérable, défini par la 

formule n € µ___, ~ ! ·u' (n * n) où U est un algorithme universel 3.sso

cié à un codage fixé des schèmes des algorithmes dans l'extension standard 

de l'alphabet A (où est défini tfl) par des entiers naturelso On 

construit un algorithme W tel que W(n * m) soit le mot vide si le 

t · 1 d 1 ' l . t 1 . , ' * t , ' 1 ième , ravai e a gori hme U app ique a n n es acheve a am etape 

ou avant, et soit un mot différent ÀU vide dans le cas contraire~ On pose 

alors : 

Vj (1 <·j < k:::, w(n * j) 1 A) ' ' ~ 
h{n,k) 

où ~ est l'algorithme associé à ~ par la définition de la convergènce 

de ~ vers X et T est défini par T(n) ~ µ j(W(n * j) ~ A) a Soit lL 

un algorithme de passage à la limite dans Jf..q Si h , désigné la fonction 
n 

rJ 
qui à k associe h(n,k) • on pose: g(n) ~ f(~(pr

1
(hn))) où pr

1
(hn){k) = 

pr 1 (h(n,k)) est la première composante du mot A
1 

* B
1 

défini" par h(n,k),. -Alors si n € 3<, , pour tout k h(n,k) = X * k 
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et, comme f est une application, on a donc !g(n). Par conséquent -
Dom g :::)_}<., 0 D'après le princi:pe de prise, Dom g contient un élément ie -- A.I 

ïJ( soit n • Mais alors t(pr
1

(h )) = @(~(T(n ))) et donc, si 
0 ~ ~ 0 

m = ~(T(n )) , on a !f(@(m )) , ce qu'il fallait démontrer o • 
0 0 0 

3.2. Espaces topologiques constructifs. 

Soit 1Yl, un espace · et I un ensemble. Soit B une partie iiu produit 

direct de I x '1ft o Par la sui te, on utilisera la lettre X , éventuellement 

indexée, en qualité de variable des éléments de 171, et la lettre i, éven

tuellement indéxée, en qualité da variable des éléments de I. Si i € I, 

on note (B). 1 'ensemble des X de 1YL tels que < i ,X > € B • Pour tout 
'l. 

i de I, (B). est une partie fidèle de il)1\__ , c'est-à-dire 
l 

définie sur le support de l)rl_ • On dit alors que < I ,B > est une famille de 

1:arties fidèles de/f\. ou encore, une famille de parties de. ~-. 

Soit < I,B > une famille de parties fidèles de '11L • On définit, pour 

X € 1fL ·fixé, Ix comme l'ensemble des i de I pour lesquels 

X € (B) .• On dit que la famille < I,B > est une base de topologie sur 
]. 

si la famil1e < I ,B > vérifie les propriétés suivantes : 

(i) Vi JX (x € (B)i) 

(ii·) Vx ]i (x € (B).) 
l. 

(iii) Vx
1
1

1
1

2
(1

1 
E lxS.. 1

2 
E 

1 
lx ::) 3 . (i 3 E lx S?-Vx~ (x" c {B) . :;:) 

1 ].3 Î L L l.3 

. :::, (x
2
· E (B) . i, x

2 
E (B) . ) ) ) ) • 

1
1 

1
2 

On dit alors qu'un ensemble E de points de IIYl, est ouvert si 
\ 

Vx(x € ::) ]i(i € lx,& (B \ c E) ). Si X·€ (B\ , (B )
1 

est appelé voisinage 

de base d'indice i du point X ou enclore, voisinage de X. Cette 

définition d'un espace topologique ne diffère de celle de [30] que par 



la présentation. 

On dit qù 1 une sui te éJ? de points de fYYl converge vers le point X . de 

'YYl,. si on peut construire un algorithme 'l' transformant tout voisinage (B). • 
J. 

de X (c'est-à-dire tout indice i tel que X E (B).) en un entier n 
J. 

tel que pour tout entier m , si m >.,,n ; alors éJ?(m) € (B)i • On notera 

<I?(n) ➔ X dans I\T'\., ou encore X lim I B éJ?(n) • 
. < ' > n-i,-00 

On dit qu'un sous -ensemble 1î1 
1 

de points de /lî'l est dense 
qui 

dans .. trr\.. 
si on .t1eut construire un algorithme iIJ} transforme tout mot Xo i 

lequel X € (B). 
l. 

en un elément w(X o i) tel que Q?(Xoi) E (B). 
l. 

pour 

et 

Un espace topologique est séparable si on peut y construire une suite 
) 

dense d'éléments. On dit qu'un espace topologique <'ffl, < I,B » est 

T-séparé si. 

pose xi= x2 
<I,B:> 

Vx1x2i(X 1 E(B)i = X
2 

€ (~)i):::, X
1 

= X2 ) et qu'il est 

Vx?
2 
(x1 -/: x

2 
::i J!, (x1 E (B \ &-1{x2 E (B \ ))) • Si on 

quand \{i(X
1 

E (B)i??: X? E (B)i) , alors l'espace èst 

T'-séparé si et seulement si la relation == 
<I,B> 

coïncide avec=, la 
' 

relation d'égalité définie sur le support de 11\_" 

Soie:p.t < !lY\..1 , < r1 ,B1 » et < ~ , <I2,B2 » deux espaces 

topologiques, et f une application de '11\..
1 

dans 7ll
2 

• On dit que f 

est continue au point x1 1/i
2

(f(X
1

) € (B ) i ::::> 
2 2 

où f est définie si 

l i /x 1 
E (B 1 )i & \lx~ ( (x~ E (B 1) i 

· 1 ' 1 
~ !f(X~)):::, f(X~) € (B

2
~

2 
))) 

où x1 
représente les points de n1î • On dit que f admet une disconti-

nuité constructive au point x1 
où f est définie si on peut construire 

un voisinage (B
2

). de f(X
1

) et une suite w de points de 
J.2 

telle 



que (\ln(! f(<J? ) 
n 

b" , (f(<J?n) E (B
2

)i
2

)) ,y X 
1 lim 

n-'400 
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@ ). On dit q_ue 
n 

f est non discontinue au point x1 où elle est définie si elle n I aclmet 

pas de discontinuité constructive en ce point. 

deux bases de topologies 

sur 'n'\_ • On dit que la topologie <I 
1 

,B 
1 
> est :Rl us fine q_ue la topolo-

si l'application identique sur IT,t considérée comme 

application de < IYY\,,., <I 
1

,B 
1 

» dans < 1Yl'l,<I
2

,B
2 

est continue en 

Chaq_uè point, ce qu'on notera < th\._ <I
1 

,B
1 

» ~ < lff\.• <I
2

,B
2
» les· 

topolo 6ies < I
1

,B
1 

et <I
2

,B
2

> 

< q, <I1 ,Bt» C....,.. < 'YYl_ ,I2,B2 » 

sont toutes deux vraies. 

sont dites équivalentes si 

l 

Un exemple important d'espaces topologiijues est fourni par les espaces 

uniformes. On appelle espace uniforme con~tructif tout couple de la forme 

où /l'i\. est un espace et 
,trois 

S un ~rédicat a places défini sur 

une partie de :?/ x l\i\._ x 1Yl_ tels que 

(i) YmX s(m,x,x) 

(ii) Vx? 2x
3
x

4
m(x1 = x

3 
&_. x

2 
= x

4 
Jk:, s(m,x

1 
,x

2
) => s(m,x

3
,x

4
)) 

(iif) V'X{2 m(S(m,X
1 

,X):::> S(m,X
2

, x
1
)) 

(iv) Vx?
2
m(s(m + 1, x

1 
,x

2
) => s(m, x

1 
.x

2
)) 

(v) vx1x2x3m(s(m + 1, x1 , x2) ~ s.(m + 1, x2,x3) :::> s(m, x1 , x3)) • 

Comme cela est établi dans [33] , on montre aisément ~ue la définition 

"classique" d'un espace uniforme constructif (cf. [29]) peut se ramener 

à celle-ci. En posant I égal à l'ensemble des couples <X,m> où m E z 

et X E !l1'L et B 1' ensemble du :produit I x 1i'/L défini par 

«X1',m 1>, X,t€:B=S(m
1

, x
1

, x
2 

), on remarque que <l)'l1_, <I,B » est 

un espace topologique: c'est de cet espace qu'il s'agit lorsqu'on étudie 



les propriétés topologiques d'un espace uniforme. 

Un espace uniforme est métrisable si (cf. [291) on peut construire 

une application p de 'YYl x 1'fl dans l'espace des réels non négatifs 

qui soit une métrique sur t1tl... et telle que 1 1 on ait : 

-m 
(vi) Vm13m;:,Vxl

2
(s(m

2
, xt'x

2
)=> p(X

1
Q x

2
) < 2 

1
) 

-m 
(vii) tjm

1 
,]m

2 
Vx

1
x

2
(p(X

1 
Q X

2
) < 2 2 => S(m1, X

1
,x

2
)) • 

On définit la complétude d 1un espace uniforme comme on l'a fait pour 

un espace· métrique. 

3.3. Espaces topologiques gerbés. 

Soit '1rl un espace et <I ,B> une famille de parties fidèles de 1't2, • 

Comme précédemment, on utilisera: la lettre X, éventuellement indexée, 

en qua:+ité de variable des points de IYY\.. et la lettre i , en qùalité 

de variable des éléments de I. 

Une relation binaire cr sur I est appelée relation de succession .indi-

ciaire si elle est transitive et si 

Soit cr une relation de succession indiciaire. Une suite a d'éléments de 

I est appelée Q'::!Suite. si Vn(o:(n+1)cr o:(n))o La suite a est dite 

a-fondamentale pour le point X si a: est une o-suite et si 

Vn(X € (B) ( ))~ Vi(X € (B). ::> 3n(o:(n)oi)) .. On dit que la suite a: a: n 1 

est cr-fondamentale si on peut construire un point X de "1l pour leq}lel 

elle soit cr-fondamentale. 

On désigne par 0 l I ensemble des o-sui tes. La lettre e , éventuelle

ment indexée, représente la variable des élénents de 8 .. On définit sur 8 

deux relations binaires 

et 

La relation 

cr et = 
a 

par: e
1
ëi e

2 
si et seulement si 

si et seulement si 
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-û est transitive et la relation = une relation d'égalité sur . 0 • On 

note 8- l'espace < e, - > , r 
Cf 

r~ l'espace < r, = > • 
Cf 

liensemble des suites a-fondamentaies e-t 

Définition.- On appelle espace topcilogiqi~e gerbé un 6-uplet de la. forme 

< l'Ml J I B ()- û) > ou' NYI "lS t un espace, · • • 1..,·, , , Cf, J...i . I' l 
/ 

<I,B> une famille de par1ies 

fidèles de !)y\_,, a une relation de succession indiciaire, ·c.9--une appli-

cation de IYY'l dans r = partout définie, ;l une application de r = 

dans 'YY\,.· partout définie, telles que pour tout X, 6}- (X) soit une sui te 

a - fondamentale pour X et ,i ( (--{x)) = X (pour la relation d' égali ~é de 

'Y!l,) Il• 

L'espace ·1YL est appelé le fondement deil'espace topologique gerbé. 

On observe que la famille <I,B> e$t la base d'une topologie de l'esp~ce 

topologique gerbé, et qu'une suite a-fondamentale pour X converge.vers 

lie point X • Lorsqu'on parlera de la topologie de l'espace cm'l.. I,B,a, ~.:l>, 
on aura en vue l I espace topologique < 'h'\, , < I ,B>> • Le triplet 

est appelé structure gerbée de l'espace. 

On remarque que la classe des espaces métriques complets entre dans 

la classe des espaces topologiques gerbés. Dans cette classe entre également 

la classe des espaces uniformes complets (cf. [29]), et, en particulier, 

celle des espaces vectoriels topologiques constructifs localement conv~xes 

(cf. [31] ). 

On appelle partie d'appui de ·:1YL le domaine de définition d I urie appli

cation de ,IYfl dans l'ensemble réduit à un élément (cf. [ 32 l) . 

Dans le cadre des espaces topologiques gerbés on a aussi un principe dJ!.. 

~rise analogue à ce ~ui a été enoncé pour les espaces métriques compl~ts: 



"Soit < lî\,,, I,B,a, 0-,/;G> un espace topologique gerbé et '-June 

partie d I appui de 1'YY\.. Soit X € :J-et 4l une sui te de point$ de 01'L 
convergeant vers X. Alors on peu~ construire un entier n tel que 

La démonstration est identique à'celle que l'on a donné dans le cas des 

espaces métriques complets. Il suffit de'remplacer X* k et w('I'(T(n)))*k 

respectivement par Cl-(x)(k) et 8-'(çfJ(y(~(n))))(k) dans la définitiqn dé 

h(n,kJ et [, par Ji qui joue un rôle.d'un algorithme de pas~age à la 

limite. 

Un sous-ensemble E du support cte Arl. est dit non vide si 

11 jX(X € E) et habité si }X(X € E). 

Soit A tlne partie fidèle de 'rrt et <K, .f/J' > une famille de parties 

fidèles de «f\.. • On dit que A esii; ~ K,D > -traçable si, quel que soit 

x dans K 1, si est non vide, alors est 

habité. 

Soit maintenant <'.'Yl, T > un espace topologique. On dit que ~et es'?ace 

est M-régulier si, quel que soit le point Y de 1l, et l'i- un voislima.ge 

de bas,e de Y , . on peut construire des parties d I appui E
1 

et 1\ de 11,__ 

telles que 1\.,. \ E
2 

c i,'+- et E
1 

sépare Y de E
2 

, c' est-:-à-dire 

Y € E
1 

et i E
1 

(\ E
2 

= ~ ~ Un exelllple important d'espace topologique 

M-régulier est constitué par la classe des espaces métriques. 

Ori dit qu'un espace topologique < 4\..,, T> a sa topologie M-majorée, si 

Y.Uelque soit le point Y de 1\.. et lt"un voisinage de base du point Y ,on 

peut construire une partie d'appui E de 'î\_ telle que (YEE g,.. (E dV--) ) .. 

Le principe de prise est à la base de la démonstration des théorèmes 



suivarltts 

Théorème 1.- (Tchernov (cf.[32])) .usoit 

espace topologique gerbé dont tout'?s les parties d'appui sont <I,B>

traçables. Soit · < 1\.., T> un espace topologique M-régulier. Alors toute 

application de YY\_ dans 1l, est continue en chaque point où elle est définie. 

Théorème 2.- (Tchernov (cf. [32])). 11Soit < 11.,I,B,cr, Cf", ;:C>' un es·pace 

topol~gique gerbé et <IJl,T > un 'espace· topologique dont la topologi'e est 

M-majorée. Alors toute application de-1tl,dans 1l_est non discontinue en 

' ' chaque point ou elle est définie"., 
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4. Préliminaires sur les polynômes trigonométriques. 

4.1. L'espace des polynômes trigonométriques (cf. (24]). 

Définition.- On appelle polynôme trigonométrigu.2., toute suite finie de la 
1 

forme a 1~À1* ... ~ aq~Àq 

(constructifs); et .x
1 

, ••• , 

des sjmboles de séparation. 

où sont des.nombres complexes 

des nombres réels (constructifs) et ~,* 

On désigne par E0 l'ensemble des polynômes trigonométriques. On utilise

ra les lettres P et Il , éventuellement indexées, pour représenter Jes 

variables des élfments de p s''écri t 1 • 
, qu'on 

écrira encore sont appelés coefficie,1ts du 

' pqlynôme tr:iigonométrique P (on di;ra "du polynôme P" si. aucune confusion 

n'est à craindre) et ~ ~ "'1 , ••• , "q ses fréquences. 

On d,éfini t une reiation d'égalité sur i E
0 de la façon suivante : au 

polynôme trigonométrique P, on associe ~a fonction 

réells x par la formule <Pp(x) = L1'. ~eiÀk?' où 

<Pp de la variable 

sont 

les cdefficients du polynôme P et À
1 

,'o •• , À.q ses fréquences. 

On .LJOSera Pt - . P 
2 

si et seulement si; 
E 

' On désigne par E l'espace 0 < E , == > • 
E 

la 
On définit des opérations sur E ,d<:.J façon suivante: 

représente le mot P
1 

* P
2 

et µ est un nombre complexe, alors µP 

est le mot 

Si et * A ~µ ,· p P2, Pg S . 1 



q s 
I 

est le mot X 
k=1j=1 

On vérifie aisèment que ces opérations sont stables par rapport à 

l'égalité dans E qui devient ainsi un espace vectoriel. 

On sera aminé à distinguer, par la, suitè, quelques classes particulières 

de polynômes trigonométriques. 

On dît que ses fréquences sont localisées si 

qu 1 elles sont séparées si 

On dit que le polynôme P est rationnel 

0 

si ses fréquences, ainsi que 
i 

les parties réelles et imaginaires de ses cioefficients spnt des nombres 

rationnels., 

Un po:iynôme rationnel a ses fréquences localisées ainsi qu'un po,lynômè 

à fréquences séparées. On dira qu'un polynôme est propre si c'est le 

polynôme O ,; O ou;. si ses fréquences sont séparées et les coefficients 

correspondant$ non nuls. On établit sans difficulté que deux polynômes 

:propres sont égaux (au sens de =) si et seulement si leurs coefficients 
E 

et leur~ fréquences.correspondantes sont égaux. !lest clair qu'il n'existe 

pas d'algorithme transformant tout polynôme en un polynôme pr.8pre: qui lui 

smit égal. En effet, à l'aide d'un tel algorithme on construirait un 

algorithme permettant de distinguer, parmi les nombres réels, ceux qui ne 

sont pas nuls. Cependant, pour chaque polynôme trigçmométrique P il n'est 

pas vrai qu'il n'existe pas. llè polynôme propre qui :t.ui soit égal. 
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L'ensemble des polynômes rationnels, qui ·est évidemment ènuméràble, 

est désigné par la lettre Ci,0 • on utilisera la lettre Q, éventueliement 

indexée. en 4ualité de variable des polynqmes rationnelso 

4.2. Propriétés de presque-périodicité des polynômes trigon.2,.métri.9.u~s.,11.., 
\ ' 1-

Soit f une fonction à valeurs complex~s de la variable réelle. x • 

Soit E un réel positif. Suivant la terminologie de l'analyse classique 

fur. [17],(18] et [19]) on dit que le réel C est une E-,Eresaue-

périod~ de ff si Vx(lf(x + d ~ f(x)h < 1::) • On dit qu'un ensemble: 

S de tjombres réels est relativement dense si on peut construire un ré~l 
1 

:posi ti~ L , ap}Jelé intervalle d I inclusio~, tel que 1 'intersection de S 

avec tout intervalle de longueur L soit habitée. 

On di!t que :J.a fonction f est l)re13SJ,ue Pfriodique si 4.).0ur tout , e 

positif, l'ensemble de ses g-presque-périodes est relativement éj.ense .. 

Ce qui peut encore s'éêrire: 

l/x Je (x < C· < X + L ~ 

Par abus de langage, on dira 4u'un polynômé trigonométrique P est 

presque ... pèriodigue si la fonction çpp 1 1 est. 

Lemme 1.- (cf.(11]) • 11 Soit f une.fonction complexe de la variable réelle 

x. On suppose f uniformément OJDntinue sur la droite réelle et presque 

périodique. s+ on pose an = sup j'r(x) j , 
lxl~n 

la suite .des (1 
n 

est une 

suite dè Cauchy et, par conséquent, converge vers un nombre a qui est 

la borné supérieure des lr(x)j pour ·x parcourant la droite réellen ol 



Démonstration. (cf.[11]) Soit e un rée!!. positif. Soit L un intervalle 
' ' 

d I inclusion lassocié à f et E/2 . au moyen de ( 1) o On peut construire 

un entier N , tel que N >, L et un réel, y tel que !YI < n <!>ù n > N ' . , 

et j f'(y) - an! < e/2 par définition de . an • On peut alors c<;mstruli.re 

un réeJ. ç avec I Ç - yj < ; tel que, ep vertu de C\) on ait 

l/x
1
(!ri(x

1 
+ ç)- f(x

1 
)1 < e/2) .. Si x =.:Y- i;, alors !xi 

jf(y) ~ f(x)I < e/2 "En particuliyr jr(x)j > jf(y)l - e/2 

et 

, et donc 

< d.,' où 0 N' _cr. n 

Lemme 2o- (cf .. [1]) 11
., Soit f une fonctiôn complexe de la varial:>le réelle x. 

On suppose f ·uniformfment continue sur +a droite réelle et f ·presque 

pério#que. Si on pose /lît i,(f) = .! i J \ ( t) dt pour J, réèl pdsi tif; on 
,\, .t 0 

peut cçmstruire un rÔèl À tel que À iim .li'îl (f) qui est ~ppelé moyenne 
~GO ,J, 

de la fonction f sur la droite réelle et qu'on note 

Démonstration.(cf.[1]). Soit e fix~ .. D'a~rès le lemme 1, oh peu~ construire 

un réel M tel que Yx (jf(x)! ~ ~) o Sqit L un intervalle d'lnclu~ion 

pour f 

On a 

g 
et SM 

1 
m,t 

0 

, c'est-à-dire 

m-1 
f( t)dt = .J. I: 

m k=1 
où ./, > 0 est fixé. 0 . 



i (k+1) .e · 

Or, J. 
0 

f(t)dt = ~ provient de (2) 

k.t 
0 

On peut écrite 
t 

0 1 

r
1 

= J f{ t)dt , 
0 

, on a 

Par ailleurs., O - (kt - C' ) = ç: - k,e · < L et ;, ;.. . ( (k + 1 ) i, - Cid = 
o k k o. o o · 

ç - k,e < L •. Donc 
k .o 

1 r
3

1 ~ M1 et II 
4

1 ~ ML • En vertu de 

tire : 

Soit 

mt 
0 

(k+ 1) .t J, . 

If 0

r(t) -JO 

f!(t)dtl ~ :~ + 2 ML 

kt o i 

0 

f( t)dt - _j_ 
.to 

16ML . (. ) . 
J, = ---- et J, > ,e • De 3 on tire 

0 € :,, 0 

1 ·smt . ' 1 J J, € l -- f(t)dt - - f{t)dt! < - • 
, m,t t ' 4 

0 · 0 

d'où 1 • on 

Soit .z
1 1 un réel positif. On peut alors construire un entier: m

1 
tel) que 



Alors, 

J, 
' 1 

1 j 1 
1-- · f(t)dt - ---;, m t 

1 o . 1 

Donc s~ on ptend ;,1, ;,
2 
~ t

0 

et ,e
0 

par (5) 

m1 ,e 

J f( t)dtl $ 1 

0 

(6) f(t)ùt - 1_ 
j,';) 

'2 J f( t)dt j 
0 

De la relation (6) on tire la concl,ision dµ lemme fili., 

Dans [ 111] Gilson donne une condi tioµ nécessaire et suffisante pour 

qu I un polynôlll,'e trigonométrique à fréquence:3 séparées soit presque..;.périodi

que. Il: faut et il suffit pour cela que l'~n ait la propriété suirante ~ si 

À.
1 

, .... , "-q désignent les fréquences du ~olynfüae P , on doit avoir 

sont des ri.ombres rationnels. 

En modifiant légèrement légèremènt la 1 termino1ogie de [11] , on 

dira que la suite finie des À.
1 

, ••• , "-q est rationnellement discrète.si 

~m1 , ••• , m (m:
1
x1 + ••• + m À. = o V m

1
x + ••• + m x f. o) , 

q qq 1 qq ' 

· où m
1 

, ••• , m
4 

désignent des entiers relatifs •• 
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On va dom1er une autre démonstration· que dans [ î 1] de la su.f fisljlnCe 

et la discrétude rationnelle pour la presque périodicité des polynômes 
1 

trigonométriques, démonstration qui sera reprise plus tard pour ~tablir 

d'autres propriétéso 

Suivant, [11], on dira que lesmombr~s réels Îl.1 , •• ., "'q sont 

en phase si , , pour tout i:: positif, çn peut construire un réel ·poni tif 

L app!3lé intervalle d'inclusion t~l que l'intersection avec tout int1r-

valle ouvert de longueur L de l'ensemble des Ç · pour lesquels :on :p3ut 
f 

construire des entiers relatifs tels que 

pour k = 1, ••• , q soit habitée, q'est-~-dire si : 

" Soit L un in ter.valle d' incL1sion relatif aux 
~Jkt 1 tel que · · 

et de:> O)o So~V\:+1 = 61''1 +o ... + SkÎl,k OjÙ 

v, s 
1 

, .: •• , sk sont des en tiers relatifs, 

intervalle d'inclusion relatif aux nombres 

v > 0. Alors vL est un 

À.1 fo.•t ~+1 

Démonstration. (cf. [11])0 Si Ç € Jx, x + L[ et vérifie 

pour 

et 

j = 1 , o •• ,k , alors I VÀ.. Ç - 2n:vp. j < EV ...,< c. C 
k J J 

j v_1 fl.k+ 1 f., - 2TI Z . s . p . J < c. C .• 
j=1 J J 

pour 

et OÎil i 

1 ''j -· 2IT_ejl < e 

j=1~ ••• ,1 

En modifiant légèrement la démonstration d'un théorème du type de 

Kronecker qui figure .dans [14] (Appendice V, ~1) on peut énoncer: 



Lemme 4.-"Soient À , ••• , À des nombres' réels non nuls et N un entier 
1 q 

positif. On suppoôe que pour tous e11tiers mî , ••• ,mq avec lmjr ~ N + 1 

( J ) pour j = 1, ••• ,q 'on a m1À,1 + o•• + mq_Àq = 0::, m1 = ... 0 = mq;,: 0 0 

On peut alors construire un réel positif 11 tel que pour tout x on puisse 

constnhre un réel ç et des entiers p
1 

, •• -. pq tels que 

Démonstra tioù., Soient a:
1 

, o o °' o:
4 

des nombres complexes non nuls. On va tout 

d'abord établir què l'on peut construire un réel L tel que pour tout 
! 

•interva,lle I de la forme [x,x+L] on ailt 
1 

(e) Sl\P 11 + 1>-'i'\(t)j > ( 1-N) (1 +: la,l tt- ou+ la: 1) 
tE 1 J,' q 

q 

où p = ri- °k~\: " 
k=1 

Sdit alors 1 N • 
= 1 + 2 (1 -N+

1
) cbs t + .,.,, + 2(1 -N+1)èos Nti et 

où cp j provient • de 
i<pj . 

o:J. = la.le ( a. f o). On 
J J . . 

remarque que * et que les fréquences de R (t) sont de la 

avec I m.:I < N pour j = t ,<).. , 4o D~ après, 
J ' 

1 1hypoihèse, ·on ne ·rencontre qu'une fois les nombres 

ces rraquences .. Si,: f est une fonction uniiormément continue sur 

[:ic,x + :1) = I , on pose ~- (f) = i Ir f(t)dto Alors: 

rl 

( 31~:!:12~ 1 
= 1-0

0 
)+(1----Hlo:I + .... +k;) 

2Lh N+1 1 q_ 

( 1 - e g (N:f:!2~) 
1 2Lh 



lm.[ $. N + 1 et mj non tous nuls. et jec), je
1
! 0 1 o Donc, oh peut 

_J · . 2(N+r)q (. 1) ( 1) 
fixer L assez grand pour que ( 1 - -------) 1 - --- > t- - o Dans Ces 

· 21 h N+1 N 

2(N 1 )q 1 t 1 ( 2(N+1)q) 
conditions, 1 - .__;t_ + ( 1 - ---) ( 1 a j 1+ •• • + a 1 ) ·1 - ----~-- < , 21h N+ i . 1 q 2Lh , ' 

• Par ailleurs, ·Jrl 
1 

(R*) = . 

Il en, tésul te que (8) est vraie pour L assez grand, L ne dépendan·t que . 
i 

de N,:1h et ja
1
l + .... + laql o 

,..,ixons 
.c a1 = ••• = a = 1 .. Si P dé:signe le polynôu1e hr..

1 
* ••• *11:r.. , 

q ' i Q 

la formule (a) devient: 
1 

sup l1+Q?_(t)I >(1-i)(q+1)., 
t € :r p 

Df;après le principe du choix constructif, en parcourant les :rationnels 

de ]x, x + L [ on peut calculer un ç tel que x < ç < x + L <Y 

J 1 + Q?j(ç)j > ( 1 - i)(q +· 1 ). Alors 1 + 4i'P(ç) = eiY(q + 1 - 'l')) ·où 

o ~ ri ~ 1;1 
• D1 où j 1 + <ï>./d} = ei'Yo + u: + e1Yq où y

0 
= - y et. 

ce qui est impossible. Donc 



On peut dune construire des entiers p~ ,o••, P'q tels que 

o Alors si p = p~ - p' 
j J 0 

(j = 1, ••• ,q) on a 

l À. ç - 2.1tP .1 < 4 
J J 

0 f] 

En reprenant l'idée générale de.la démonstration faite dans :[11] et 

en s'appuyant sur les leL1Illes 3 et 4 on obtient; 
1 

I,em..'1le 5o - "Une condition suffisante pour que les nombres réels i\1 , •• ~, 

soient ien phase est qu'ils soient rationnellement discretstto 

À q 

Démons-üration. Si les nombres À.
1 

, ••• , N sont rationnellement discrets 
' ;q 

ils sont en particulier localisés oti locallisés aussi par rapport à O. 

On 1eut donc supposer qu'ils ne sont 1 pas nulR. On définit un algo;ri thme dnnt 

le travail est fractionné en étapes 'du type suivant: 

- à l'étape k , on iispose d'un nombre ck_
1 

et de la suite 

de nombres réels rationnellement discrète ; l ''algor:tthme 

construit un entier N tel que 4 ~ < ck_ 1 ; puiG l 'algciri thme cher-

che _parmi les avec 

m. nbn tous nuls si une de. ces combinaüwns est nulleo 
J / 

~ si aucune de ces combinaisons n'est nulle, l'algorithme calcu:h3un L 

donné par le 1 lemme 4 et donne le schéma de calcul de et des p. 
J 

tels 

q_ue I p.j Ç : 21tp j j < ck_
1 

, et il ,terrninie son travail à cette étape 

si une des combinaisons est nulle,: il prend la 

contre qui s'écrira, par exemple, vµ. = ~ s.µ. 
Jo :j,Sj J J 

0 
relatifs vérifiant 

première qu'il ren-
v:,, O ét-

ave~ v, s . en t:i:ers 
J 



v,js.j ~ N+ 1 
J 

l'algorithme passe1alors a l'étape k + 1 avec,le nombre 

et la sui te obtenue à part1.r de la sui te µ1., •• • ' µ k · 1 
1 q- + 

à la~uelle on aura retranché 

Il est clair que le travail de ~'algorithme s'arrête à une étape k 

avec sur une application du lemme 4 à la suite 

µ µ 
' 

car le lemme 4 s' J.ppliq-de e'vj.demment au cas d'un nombre 1 '•. •' q..;k+î 

µ1 • 

LaÎrechetche d'un intervalle d'i_nclusfon relatii à À.
1

, ••• ~ Àq et 

e., e > 0 dormé s'effectue comme suit : à ia première étape , on applique 

l'algorithme dôcrit ci-dessus avec c = e et la suite 
0 À.11••·,i\, q 

puis on :attend que l'algorithme achève so:rl travail. On obtient alors une 

sous-sui:te des que l'on peut, après une éventuelle rénumé;ro:t;a-

tion des À. noter À 1 '0 •• , À k' un~ suit~ de no~bres c , ... ' C. 
J 

f (j1) : (j1) <31) J 

(avec k + j ~ q + 1) et d'entiers V , f31 to••t S:\s:. de telle 

k 
sij)~ 

. . k+1 (;j-1 )J1 
etè ••• · et. sorte que v/k+1 == h~1 ' vd-1~+2 = h:1 sh "11 ' 

' 
que 

Cj1"."'1 

= -t3~}----t3~J--------13~}ï-0 On applique alors le lemme 3 

v + 1s1 1+ ••• +jsk. ! o 

J1 

successivement aux suites À.
1 

, ••• , ~+
1 

, À.
1 

, ••• , À'k~, etc••• jusqu'à 

retrouver la suite À.
1 

, oo., À.q ., La relation entre les permet de; 
l 

! 
trouver, à partir de l'intervalle d'inclusion associé à À.

1 
,. •• , "k et 

c:. , un intervalle d'inclusion associé à À.
1 

, ••• , x
4 J -

lemme o. 

et e • D'où lei 

Il :résulte très facilement de là qu'un polynôme trigonométriqûe dont 

la sui te. des fréquences est rationnellement discrète est presque-périodiciueo 



Soient des nombres réel 9. L'ensemble des en tiers re '..o. tif,;; 

tels que + m À. = 0 
q q 

est un groupe qu'on ap 1.,,~·~1era 

groupe engendré par les • Si les sont le.si 

fréquences du polynôme P , on appellera aussi ce groupe, groupe ienger:,~r:(: .. 

J?ar les fréquences du polynôme P. 

Soient at. ( 1 < s < q) 
s ' ' 

des élércents du groupe r enger.dré 

par les On dira que les o-{..~ , ••• , ot. forli.lent une base de 
~ s 
/ 

Î si pour tout éltiment g de î , on pev.t trouver des er.tiers relatifs 

tels que ... + g oL s s 
et si 

= 0 o Chacun des 01,. 
" J 

peut s'écrire 

a. , ••• a. , o::,o••, 0 
J 1' ; Jq. 

avec a. / 0. On 
Jqj 

dira que les éTL
1 

, ••• 11 ol 
S· -------~,J.,__..,,,-------

q nombres 

forment une base régulière de 1 s'ils forment une base ,e.t si 

Lemme ·60- '~Si on peut construire ~e bas~ régulière du groupe engendré 

< q 0 
s 

par les nombres i-..
1 

,o••, "'q , la suite de ces nombres est rationnell~ment 

discr~te". 

Démonstrationo Si g C r où r est lie groupe engendré par les 

de, base régulière ol
1 

, ••• , vL , alors an doit trouveir 
' s 

des tels que 

- =a a O 0 vv j j1 , ••• , jq. , ,o .. , 
J J "'--------.::...,,,--------

q nombres 

Donc ~i g = y 
1 

et . Yq +1 = 0 •• = Yq = 0 0 Alors 
s 

.... + g:;:i °½;•• Or, si on écr.it 

avec 

g - g 07..,.I s se s trouve dans le SOUG--

grou:pe de r engendré par 01, 
1 ' ... ' n 1 s-

puisque tTl.. 1 ' ... , ül s-1 



est ume base. Donc gs 

par les 

est le quotient commun des 

a sq 
s 

o En tecommençant avec O't-~ , ••• ,<ft_ 1 
s-

on constate le caractère décidable de 1 'appartenance d'un él,iment 

m 
q 

à 

Du fait que , Vx(x = 0 v x f- 0) , il est clair qu'on ne peut pas 

consttuire d'algorithme trru1sformant une suite finie de nombres réels en 

une base régulière du groupe qu'elle engendre .. Cependant on a: 

j 

Lemme îo- 11Soit une suite finie de nombres réels. Il1n 1 est 

pas vrai q_u' on ne 1puisse pas constrtlire uhe base régulière du greupe ehgen-

dré par les '\ '\ Il '''1 ' ••• , "'q 0 

l 
Démons·tra tion. On suit la démonstration ~lassique (cf .. , par exeiµple, 

(22]) 1• On introdu_i t pour cela les groupes rh obtenus à partir! du grtmpe 

r en prenant les éléments de r dori!t les 

composantes d'indice supérieur à h sont nulles• Ainsi r
0 

= {O.} et: 

r = r ... q 

Considérons, 'pour h fixé, h ,< q - 1 , J l'ensemble des entiers 

relatifs a pour lesquels on puisse construire des entiers m
1 

'° •• , D\i. 

tels que t...m1 , u., Ilh ,a,o, ... .,o € r 
~-----\,..-------✓ 

ou encore, 

q nombres 

J est un sous-groupe de Z, l'ensemble des entiers relatifs. Si 
( 

J = {o l '· 
rh+ 1 = rh • On suppose J /=. {o l , c'est-à-dire J, { 0} non vide. Cela 

équivaut à î1 -3 a(a € J ~ a t, 0) (a est une variable parcourant les en

tiers relatifs): On suppose J\_{O} habité, c•est-à-dire ]a(a E J& ·a/= o). 



On peut supposer a > 0 • Considérdns lei:! entiers 1,oo. ,j, ••• a io On d 

l 

77 (j E J -/ j /_ J), et donc 7 7 

a 

,'.a 
~ ( j E J v .j /. J) o Si on 
j=1 

suppose ~î (j € J V j / J) on obtient que le plus petit enti.er positif 
J== 

qui ai;1Jartient à J ( etqui donc est plus petit ou égal à· a) d~vise ,tout . 
élément de J. On a donc; 

(9) 71: 3a (a >, O ,k Va
1 
€ J =al a

1
)) où ~! a1 signifie a di-vise af', 

Le cas J =={O} correspond à a =0 • On suppose mw.ntenant 

)a (a'? o.~ Va/a
1 
€ J = aj a 1)) " Si a i O, J = {o} et donc r;h+t== ~h • 

Sinon/on peut conl':1truire des entieris relatifs m1, ••• , mh tels: 

que 0 

, alcrs • Donc ml. = ad 
lh+1 

• Si m1,•••,mh+1E :rlh+1 

aved d entier naturel. 

0 0 
Alors m

1 
- n\

1
d , o .. , ~ - ~d € rh 1

o On suppose que rh admet une base 

réguli~re m;,1'" .. , ~ • On pose alors ol
8
+

1 
= m~ , •• ., I\_,a ~ .Alors 

est une base régulière de rh+ 1 : 1TI. 1 , • • • , m.. s+ 1 
est 

générâfaur d'après ce qui 1:récède. Si g11 ut. 1 + O • 0 + ~s+1 lfL, s+1 
= b , 

gs+1 = ·o puisque a~ 0 . 

d'où 

On se retrouye alors avec g 1 ~ 1 + •·• + gs 'fls=O 

( o-L
1 

, " •• , <fL_ ; est une base de rh,) " 
îS 

Il résulte donc de (9) qué si on peut construire une base régulière 

de rn ,. on ne peut pas ne pas cunstrùire une base régulière de r~
1 

• 

Donc, comme (A :::, B) :::, ('71 A :::, 77B), si on ne peut pas ne pas c:ons truire 

une base régulière g.e rh , on ne peut/ ;pas ,ne pas construire une base régulière 

, on obtient par récurrence que r = r ne peut Pf1S Comme r = {O} 
0 q 

ne pas avoir de base régulière .1lJ. 

Corollaireo- ·"Soit P un polynôme trigonofnétrique. Alors on a : 

(10) 11 Vde: > 0 ::> jL (L > 0 & Vx 3i:(x < C < x + I, 8 

v Vx !<I> (x + 1-') .,- <l>.,..(x
1

· )j < e:))))" o 
"" 1 'P 1 ..,, r 
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CHAPITRE II. 

ESPACES, LOCALEMENT VAGUEMENT SEPARA.BLESo 

1. Définition et propriété de la séparabilité vague locale. 

solt tn\.° un ensemble, =et=' 
1 2 

, , .;.r10, des,relations d'egalite sur •:~ 

T
1 

et T
2 

dès bases de topologies associées, respectivement, au~ espaces 

< 'll'l0 , 'f et. <ml O
, 2> o On utilisera la lettre X , éventuelle;ment in

dexée, pour réprésenter les éléments de Mq. Soient A
1 

et A
2 

deux 

•
M'I 0 sous-ensembles de r11\.. &vec 

absorbe·vaguement la topologie 

A
1 

c ~
2 

o 0~ dira que la topologie T
1 

T
2 

(ou que la topologie T
2 

est vaguement 

absorbéé par la topologie T
1

) dans A
2 

;par rapport à A
1 

si on a: 

où <J? désigne les suites d'éléments de~ .. 

Soit )t . == < tt(l, I ,B, a , fr,'/., >. un esjpace topologique gerbé et i E I • 

On dira que ,:. : est vazuement separablei dansl (B). si on peut cons~ruire 
J. 

un espace topoJ.ogiqu1e gerbé '.l:
1 

et une aPt.Plication 'P' ,de x 
1 

tels que 

dans (B). 
J. 

':l'( '-k.
1

) soit dense dans (B) i 

(ii) on puisse construire un ensemble énumérable 'g de points de ):.. 1 

tel que la topologie induite sur ~1 par l 1 application 'l' absorbe va-

guement la topologie de ~1 dans le fondement de ;{.
1 rar rapport à t 0 

On dit qu'un es~ace topologique iperbé est localement,vaguement s8pafable 
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s'il eist vaguement séparable dans chaque élément de la base de la topo1ogieo 

(cf. r 24 l) 0 

On rernarque qu 1un espace topologique gerbé séparable dont les éléments 

de la base de la topologie sont des parties d'appui, ce qui est le cas:d 1,LL 

espace métrfque complet séparable, est un espace localement vaguelllent 3épa

rable. De même, si _pour tout élément de la base de la topologie de 1 1 espace 

topologi~ue gerbé X.. on peut constrùire un espace topologique geibé séparable 

X::
1 

et une application de 

logie le :k:. tels ~ue l 1 image de 

aans cet eiement de la base de la topo-

par çette application soit dense <tans 
1 

cet él~ment de la base de la topologie, aiors ~ est un espace locàlement 

vaguement séparable. 

Dans la.suite· on s'appuiera sun le théorème suivant: 

Théorème 3o-1 lcf.,'L24J) .. "Soit 'k '; ' t , : 

un èsp~ce localement vaguement. separable· 

et un espace topologique · M-régulier. Alors foute appl;icatidn de_À::. 
! 

dam "\_ est continue en chaque point où elle est définie" .. 

Démonstration (cf.[24])o soit ~ '? .. <-'11l_;I, B,a, cr-, :t, > • D'après le 'théo

rème 1 , il suffit de montrer que toute partie d'appui de t/7l - est 

< I,B> - traçable., 

Soit <lj'une pârtie d'apyui de 4'1L et i € i . On suppose qu!e l'on a 
> 

où X; é_ventuellenJent indexée, est utilisée en qualité de variable des 

points de t1i\....., 

Soit et • 'Y l'espace topqlogique gerbé et l'application· provenant 

de la définition de' la séparabilité vilgue locale. 
;! 
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Soit e une. ~uite de points de )::-
1 

telle que 'l:' o e conv$rge vvrs 

le point X o D'après le principe d~ pris~, on peut construire~ entier 

n 
0 

te~ que ;'Yoe(n~) € 1 o Donc de: (2) pn tire : 

où Y est une variable pour les points de -}:.
1 

o 

Ori sup_pose qu'on peut construir1e un noint Y 
1 

et une suite <P de
1 

points de ~ telle que : 

(i.) 'I:'(Y1) = 'l'\Y) (égalité par lrappo~t à ia relation induite:par kt) 

(ii) Y 
1
; lim ~ <i?(k) 
. k-+-«!, 1 

Comme l'l:' est une ai; pli cation de :;x: 
1 

' -1 ( ) 
d 

1 
appui de ~ 1 o Comme Y 1 € 'l:' '• 

dans 

e½. que Y 1 lim l':- q,(k), on déduit 
k-t-00 1 

.du prirlcipe de prise qu'on peut construire: un entier k tel que. 
0 

ïf:'(q,(k
0
p € ~ (\ (B)i o Donq, si on peut _construire î

1 
et q, vérifiant 

(i) et (ii) on a: 

où Z est une variable pour les éléments de l'ensemble ~ ,. La formule 

(4) é~uivaut à la formule 

où di est l'algorithme ·définissant. · cPj . Comme ;)f- es~ vn espace loca

lement vaguement séparablct il résulte donc des hypothèses faites que 

(6) 71 1z(z € i & ! <Go w(z)) o 
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.Mais lv formule Z E ';s& ! tG-o 'Jf(Z) · est équivalente à une formul~ du 

type !IK(Z) pour un certain algorithme 1K • Il résulte donc du principe, '1u 

choix éonstructif que les formules (5) et (6) sont équivalentes_. 

Ol'} a vu i:lus haut que (6) est une consé,:1.uence de ( 1 )., Donc. de 

l'hypothèse , n (B)i /: ~ découle: la formule (6). Comme (5) et (6). 

sont équivalentes, on a: 

ce qui ~tablit la 

partie id I appuii. f;3 

<I,B> - traçabilité de l'ensemble 1 qui est une 
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2. Quel sues remaryues sur la non.:.séparabilïté et la non-métrisabili té. 

On a vu au paragraphe I. 2. la définition d'un espace topologique 

séparé $t celle d'un espace uniforme. 

On dira \.~u' un espace to pologiquE <·'11l, < I,B >> est non-séparabl~ 

si pour toute suite ~ de points de m1_ où peut construire un point X de 

i de I tel que 

Uniespace uniforme est dit suffisamment non-séparable si on pl3ut cons-

truire 1.fne famille 

telle q_tle : 

On a: 

de points de IJ7l. paramétrée par les nombres ·réels 

Lemme 80- •un espace uniforme suffisamment hou-séparable n'est pas:métri.:.. 

sableo 

Démonstration. Supposons qu'il existe Ûne métrique p sur •11'L définissant 

une topqlogie équivalènte à celle de S o En vertu de la 'relation (1.2(vii)) 

on peut construire un entier m 
1 

n provient de la définition de ~a non-sépaabilité 

suffL-ante., 

On définit alor.~ une fonction 'l'; .de la variable réelle i\ à.valeurs 

réelles par 'l'(i\) ::. p(XÀ. o ~-À.). 'l' est bien une fonc:ton, car 

i\1 = À.2 ::, 'Jf(i\1) == 'l'(X2) " Il est par ailleurs bien clair que pour. À. = o ., 

'l'(X) = 0 et que si ) À. t O À f- - i\ et donc, on a 7 $(n,Xi\,x_
1
.) , · 

d'où w(x) ~ 2-m • ta fonction 'Y admet donc unediscontinui té C<mstruptive 

en O , ce qui est ilnpossible (cr.(26})0- • 
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On sait d'après [33] qu'un efpace uniforme complet peut être dolé 

d'une structure topologique gerbée ne modifiant pas sa topologie (à équiva

lence :près)o 

On a:. 

Lemme 9 .. - "Soit 7€:= <!Yil,I,B,cr, (>,--', ?/.; > un espace topologique gerbé 
' 

tel que <I,B> dé;finisse une structure uniforme sur/11\(c'est-à-dire I 

de la formE l x ,1iL et B défini :par << m,X >, x
1 

> € B '= s(m,x,x1 J 

où S définit une structure uniforme sur /IYL )., On suppose qu'on PlifUt 

constrùire une suite <p d'éléments de I telle que,(B\(n)'= (B\(n+t) et 

~ 
lnl_= U (B) q>(n) ., On sup_pose également que pour chat1ue n , 01n peut 

constrùire un espace topologiq_ue gerbé séparable 3:. 
1 

, une application 'l' 

de )::. 
1 dans (B\(n) et un ensemble ~numérable 't de points de ?k.A-, 

dense dans ~ 
1 

, tels que 'J'( 1::: 1) soit dense dans (B\,(n) et que 

la topologie 1induite- sur -~ par 'Y aoi t métrisable. AJ.ors, si l'espace 

;-(:_ est suffisamment non-séparable, 13a topologie n'est pas M-majorée; 

si la topologie de :-X est M.-majorée, à.lors ~ est séparable". 

Démonstration 0 bn suppose tout d'abord .i:, suffisamment non séparable. 

Soient x
1 

et À
2 

deux nombres réels. On peut construire un entier k 

tel r1ue XÀi € (B \(k) pour 

la défibition de la famille 

que Vxx' (x t X' ::::, .., s(n 
. 0 

i = 1,2 puisque 

{XÀ} , on peut construire un entier n
0 

tèl 

, XÀ, XÀ1 )). Comme la topologie induite par 

'If' sur t est métAsable, on a donc ti.ne application métrique p telle que 
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Vn ]m V z
1
z/p(z

1 
çi z) < 2-m ::> s(n,':1' (z

1
), ,f(z

2
))), où z avec ou sam; 

indice est utilisée en qualité de variable des éléments de ~ • D'après 

l'interpréta~ion constructive des formules, on peut construire deux algo-

rithmes f et g tels que 

( 1) Vn z1z2 (s(f(n), ':l'(Z1), ':l'(Z2)) ::> p(Z1 n z2) < 2-n) • 

(2) Yn z
1
~

2
(p(z

1
o z

2
) < 2-g(n) ::> s(n,':l'(Z

1
), ':l'(Z

2
))) o 

On note tt,--: le voisinage de X (B) X > où n = f(g(n +1)+1)~1 • 
J. À. <m , o o 

1 . 0 À. 
1 

On observe que si ,._
1 

= i\
2 

, llY 
1 

et~ représentent le même ensemble de 

points de '"lo Soit E. une partie d'appui de IYYl, telle que X E E.:,,c,,, 
1 t,..' l ' 

J. ' 

9 ... E. c tr:; 
~ 1 1 

• On sait que si la topologie dell7Lest M-majorée, on peut 
1 

construire de tels Ei • Comme ':l'(?t!1) est dense dans (B\(k) , on peut 

construire un point Y. 
l. 

de prise. Or, ':1'-
1(E.) 

J. 

de :lt. 
1 

tel que 'l'(Y.) E E. en vertu dù principe 
J. J. 

est une partie d'appui de :;c-
1 

o Gomme Y. € ':l'-\E.) 
J. J. 

et que ~ est dense dans .?t:
1 

, on peut donc construire un élément Zi de 

~ te~ que ':l'(Zi) € E1 , toujours en ver¼u du principe de prise. 

Etudions alors et ddnc, 

comme on a s(m, X ,y(z
1

)) puisque Zi € Ei , on a 
0 "'1 

s(f(g(n
0
+1),:y(z

1
), 'l'(Z

2
)) d'où l'on tire p(z

1
o z

2
) < a-(g(no+ 1)+ 1] 

d' aprè,3 ( 1). , 

Si i\
1 

! i\
2

, alors X f X • GoillIJle on peut supposer f et g 
i\1 À.2 

strictement croissantes et f(n) > ~ et g(n) > n pour tout n, on a donc 

· ( ) -g(n 0+1) , d'où l'on tire p z
1 
oz

2
. ~ 2 d'apres 

e:t donc -(g(n +1)+1]. . \:, . 
2 o • Donc, on a construit un1ntier 
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Donc,. pour tout entier n on a construit une métric_'ue o sur fi t'n · n 1 

un entier l? et un algorithme K tels que: n n 

/k À2 € (B) qi(n) ::, (!Œ:JÀ1) & !K.}i_À2)& KJ\À1 )€ %n &J~À2)t: ~ n }y (A1 = À.2 ::, 

-p -p 
::, p(oc(x

1
) ti K(À

2
)) < 2 n)~ (À

1 
fo A

2 
=> p(Œ(J,_

1
)o I<JÀ

2
)) > 2 n))) o 

Il en résulte qu'on peut construire un algorithme /A tel que: 

ce qui est impossible d'après [36]o 

On suppose maintenant que l'espace¼. 'a sa topologie M-majorée. La 

constrqction :précédente montre que dans chacun des (B)<p(n) , l'ensembl~ des 

'f(Z) où Z parcourt Î; , qui est énuméra:ble, est dense dans (B) ( ) ,. 
. qin 

Comme rlne réunion (constructive, ce qliti es1t le cas ici) d'ensembles énupiéra-

bles e~t énumérable , on a le résultat cherché • .. 
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CHAPITRE 3o 

CONSTRUCTIONS. 

1. Suite de polynômes rationnels associés à un polynôme trigonométri@e. 

1.1. Soit F une suite de fonctions presque-périodiques, c'est-à-dire 1un 

algorithme transformant tout couple n * x où n est un entier naturel et 

x un hombre réel en un nombre complexe, tel que pour chaque n , l.' algorithme 

F soit une fonction de la variable réelle x qui soit presque périodiqueo 
n 

On dit que la suite F est également e-presque-~riodique si on peut 

construire un nombre réel positif L apIX?lé intervalle d'inclusion commun 

aux 

On dit que la suite F de fonctions presque périodiques est relative

ment é~alement presque périodique si pour tout e > 0 on peut construire un. 

entier m 
0 

tel que la suite des m 4 m 
0 

soit égalemer. t 

e-presque périodique. On a: 

Lemme 10.- "Soit F une suite relativemeht également presque périodique 

de fonctions presque-périodiques uniformément continues. On pose 

cr = sup n,m jF (x)I m . 

réel positif. On a: 

et . f J, 1 ' 11l, (F ) = - ' F ( t )dt où J, est un nombre 
:t m ,t o m 
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Yr(e: > 0 =:i JNm Vnm (n > N & m > h; =:i I cr - <:JN 1 < e:)) 
J o ,,, ' o n,m ,m 

( 3) V r ( E > 0 =:i j;; 
0 
m 

O 
Y tm ( .e >, J, 

0 
~ m ~ m 

O 
=:i I JYr{. _/Fm) - A7'l ,e (Fm) 1 < e)) no 

0 

Démonstrationo On considère d'abord la première assertiono 

sdi t e: fixé, e: > O o On peut construire un entier m tel qu'on 
0 

puisse construire un intervalle d'inclusion L 

m >,m et pour e/2 , c'est-à-dire : 
0 

commun aux F pour 
m 

Si on ;remplace L par 1
1 

avec 1
1 

>,. 1 dans (4), la formule reste valable. 

On peut donc y remplacer L par N avec N ;; L et N entier, un tel en

tier étant réalisable. D'après la d~monst~ation du lemme 1, pour. chaque m 

avec m \ m
0 

, pour n >,, N I a -: cr 1, < e: car N est un intervapa N,m ; n,m i 

d'inclusion,pour Fm et e/2 o D'où lâ formule (2)0 

Pour la seconde assertion: soit E fixé, e > 0. On tire de (2) 

qu I ont peut èonstruire un réel positif M
1 

tel que 'ç'mx(j Fm (x)I~ M
1

) ;. il. 

suffit pour cela de passer à la limite svivant n dans (2) et de fixer 

.et comme on le fait pour montrer qu'une suite de Cauchy est ~ornéeo 

Dans la démonstration du lemme 2, on remarque que la formule (I;4;3) reste 

1 

vraiè si on y remplace M par M
1 

et si on prend pour L un intervalle 

d 1inclusior:\ commun aux 

~6M1L ;; =----,,la formule 
0 € ' 

F pour in >/ m m o 
€ et pour ---

8M1 
o Donc, 1 si oru prend 

(I ; 4 ; : 3) est vraie pour chaque F avec 
m 

m > m ; il en est de même de la formule (I; 4; 4) et des suivantes. 
I 0 

On a vu au paragraphe 4 du chapitre I la définition de la notion 



d'intervalle d'inclusion relatif à des nombres À.1 ,o•o, À.q et e 

avec i:; > 0 .. 

On dit que la suite ~ de q-uplets de nowbres réels est e-éqiiphasée, 

où e > 0 est fixé, si on peut construire un intervalle d' inclus1ion L .. avec 

I, > 0 tel q_ue 

On.dit que la suite fJ de q-uplets d!e nombres réels est relativement 

équiphasée si, pour tout e; > 0, on peut cionstruire un entier .m tel que 
0 

la suit~ des l\\m pour m >, m
0 

soit e-éqJiphaséeo 

On relnarque que si les nombres x
1 

, .. •:•, ;'\q sont en phaset tout poly

nôme est presque~périodique. car 

De cette remarque on déduit; 

Lemme 11~- "Soit lii une suite de q_-uplets de nombres réels relativement 

équiphasée. Soit Il une suite de polynômes trigonométriques telle que A)m 

soit la sùite des fréquences·du polynôme nm et telle qu'on puisse construi-

re un réel M > 0 

polynôme. 1'\\ . ln on ait 

pour lequel, si 

1 i (m) 1 
k=1 °le 

(m) 
, ••• , a q sont les coefficients du 

~M. Alors la suite des fonctionJ preqque-

périodiques uniformément continues w
O 

est relativement également presque
m 

périodique",, 
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On a: 

Lemme 12.,- "Soient · 11.
1 

, o •• , "'q des! nombres réels pour les(1uels on puisse 

construire une base rigulière du groupe qu'ils engendrent. On peut alors 

construire une suite li) de q-uplets de no~bres réels relativement équi

phasée telle que: 

où (l désigne 1 1 ensemble des nombres rationnels et telle que: : 

Vk{ 1 ~ k ~ q :::> Àk lim prlc li)n) 
IJ:->i()O 

0 

1!fmonstration .. :De la démonstration du lemme 4, il résulte que l'intervalle 

d 1 inclusion L associée aux 
l 

et 41 N ne dépend pas des 

11.
1 

,o•o, "'q dans la mesure où reste vérifiée l'hypothèse 

=t m = o) 
'q 

Soit une base régulière du groupe engendré par lès 

nombres "'1 ,~ ... , "'q 

entiers relatifs, 

o On a 
- (j) (j) , 

(JI,- - b1 '""°' b . ,o ,O,ooe,O J --= - qJ _____ ,, 
-----;;.._---.r-

·avec 

q nombres 

-/= 0 et q
1 

< •• • < q
8 

,, Les nombres 11.· q , .... , 11. q 
l s 

dépendent linéai-

rement sur les rationnels des autres nombres de À.1 ,o oo·, À.q • En renuméro

tant au besoin ces nombres, on peut supposer que :À.q1 = À.1. 

et on obtient i = 1,., ... ,s avec C .. 
J.J 

rationnels., 

On pose alors: 



t(n~ 
>-

·- (;>-.,s+j\ jl:::: 1,olit•J q-s 
(5) s+J 

/n) 
q-s 

= i: C • • t . i = 1,ooo ,s " 1 
j=1 

J.J S+J 

On a alors:. 

(6) " .. o) ). , 

car d'après (5) ct.
1 

, .. n, ots appartiennent, pour chaque n, au groupe 

(n) 
engendré par les nombres t

1 
,oo•, 

(n) 
f, • 0 
q 

On définit la suite cherchée pa.r: 

et 0 

D'après (5), il est clair que 

( 7 ) \lk ( 1 ~ 
1
k f q :::> À . 1 im 

kn-+= 

Il reste à montrer que la suite A est relativement équiphasée. 

DI él,près le lemme 6, pour chaque n , ·1a sui te des nombres /ùn est 

rationnellement discrète., Examinons 1 11application de l'algorithme décrit dans 

la démonstration du lemme 5 à la suite ., Soit B fixé et 

soit k le numéro de l'étape à laquelle le travail de l'algorithme s'achève 

par une application du lemme 4 à la suite µ1 poo~, ~ qui est une sous-

suite de À.t , o .. , À.q · obtenue par k extractions successives d'un des 

restant à chaque fois. Considérons les nombres n,(n) o,(n) 
,i,1 ' 00

• 1 hh définis 



52., 

par: si µ. eat de la forrr,e \. avec 1 < h. ' q , alors 
J 

J 
' J 

J,'. (n) ~ /n) 
0 On a construit un entier N tel que {i:tl < G 

J h. N k-1 
J. 

(cf. démonstration du lemme 5). Gomme le lemme 4 s'applique à la suite 

µ
1 

, ••• , 11:ii avec N on a 

=> m
1 

= ••• = ~ = d) 

Un intèrvalle d'inclusion L assoc~é aux µ
1 

, ••• , 11:ii et à ck~
1 

est 

alors défini par 

( 1 - ( N± 1 ) q ) ( 1 - _!_) > 1 1 
Lh N+1 - N •· ,, 

0 

D'aprè~ (7) on peut construire un entier n tel que pour n >,n on 
0 0 

ait m'.i-n{lm1An) + ... +ll\i.ilh(n)j;,jm1!"<N +i jg, •• ,2, l~l ,< N +,i&fm1l+ ~• 

•• + 1'11 f. o} > h
0

• 

Donc le lemme 4 s'applique également à la suite ln) in) et à 
"'t , • •• , "' h 

ck_
1 

pour ,n >,., n
0 

, avec le même N. Dpnc on a un intervalle d'inclusion 

, , (n) 
commun a i, 

1 
, ••• , ~

1 
, ••• , ~ relatif 

à ck..:.
1 

• On a vu, dans la démonstration .du lemme 5 qu'on "remonte" à la 

suite A
1 

, ••• , A par application itérée du lemme 3. En vertu de (6), q . 

le le$me (3) s'applique aux mêmes combinaisons linéaires sur les rationnels 

quand: on "remonte" de la sui te à la suite 

Donc jl.es intervalles d I inclusions o btenuf à chaque a:p;plica tion du lemme 3 
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restent des intervalles d'inclusion pour 1~ suite correspondante .quand 

n ), n O Il en résulte que ln sui te des 1û pour n >, 2n est e-équ.:ii-., o n · o 

phasée. Donc la sui te $> est relativement ~quiphasée 1 .. 

Corollaire 1.- u, Soit P :a: o:
1
-i;À.

1 
*'uo * o:q'tÀ.q un polynôme trigonométrique 

pour lèquel on puisse construire une base régulière du groupe engendré par 

ses fréquences., On peut alors construire '$18 sui te J;; de polynômes rationnels 

ayant tous: exactement q fréquences et q coefficients telle que si F 

est la sui te de fonctions définies par l~i:i conditions F 
2
n = <:P rP et 

n. 
F = \'l? , la suite F soit une ,suite ;relativement également presque-

2n+1 -p 

périodique de fonctions presque-péri,odiques uniformément continues. De plus t 

si on écrit 

"'-a(n) (n) .,.. 't .e . on a 
q q 

Vk( 1 ~ k ~ q ::::> ak lim 
n-..= 

~ 1im 
n->-f(X) 

i, (n)) 
k 

lt 
0 

Démons ira tion. A ~a sui te À.
1 

, ••• ,! Àq kles fréquences· du polynôme P , 

on associe 1~ èui te, A construite a:u, lemme. 12 .. Si z est un nombre complex, 

À, . ' . 

avec 3 =X+. iy '::nn pose Zn= b ('~ (n+r) + ~ (S (n+1 )) où 

~ (n) ~ max('x(n), 'y(n) • On pose alors -~n) = (~) n o Si 

q ' ' 
M = ( };: ~<\::, j ) + 1 , il est clair qu'on peut supposer 

k=1 

On pose .. o _ (n) i,(n) * * (n) (n) 
C(i\ - a

1 
,; 

1 
"o., . a ,;,t n q q où * ..• * 

1 ' 

Le corollaire résiù.te du· lemme 11 et du lemme 12 ~ " 

On dit qu'une ;SU.i te F de fonctions presquè périodiques iilniformémt:)nt 

continues converge étroitement vers ia fonction presque périodique unifor-

mément continue f' sj 



(i) . t F( î) la; sui e définie par F( 1) = f; et F( 1 )
1 

= F est relati"'{ement 
2n 2n+ n 

égalemept presque périodiqueo 

(ii) sur chaque intervalle (-n,+n], la suite F converge uniformément vers 

' la fonction f o 

On note la co~vergence étroite f e-lim F-; n .. 
:trl'f(lO 

soït f une fonction uniformément continue. On appelle module de 

continuité uniforrr.e de f tout algorithme w transformant tout réel 
E en un réel positif~ 

·positif. tel que Vx1x2(jx 1 - x2l < ,;i => jf(x 1) - f(x 2)J < e) .. Si w 

est un module de continuité uniforme de f on notera cette relation 
' 

CU(w,f) o - ' 

Soit f une fonction presque périoditj_ue. On appelle module de presque

périodiCi té dè · f tout algorithme ~ trànsformant tout réel positif ~n un 

réel po$itif et tout couple x * y où x 1est un réel et ' y un r~el p0;si tif 

~ \lx
1
( f(x

1 
+ q>(x ~ e)) -f(x 1) j < e)))o Dans cette formule, corresporldant 

à (I ; 4 ; 2 ; ( 1 )) , les deux algorithmes provena,nt de l'interprétation 

constructive de (I; 4; 2; (1)) orit été condensés en un seul. Si q> est 

un module de presque périodicité de J, on ·note cette relation Pj(q,,f) .. 

On appeile chiffre complet de /onction rresque-périodigue un'ifor:m~:inent 

continuè en abrégé chiffre complet de fonction u.p.po, tout triplet d~ la 
t 

forme < f ,w,cp > où f ,est une fonction presque-périodique. uniformément 

continue, w un module de continuité uniforme de f et q> un module_ de 

presque périodicité 'de f o On dit que le chiffre <f,w,<p. > est un chiffre 
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complet de la fonction f o 

Soit a, un. algorithme transformant tout chiffre complet de fonction 

u. p. p. en un nombre réelo On dit qu_e Q; est étroitement s-continu en. 

;5.,_f,w,q, >, chiffre complets de fonctions u.p.p.si, pour toute suite~ 

de chiffres complets de fonctions u. p. p. où la sui te, pr 
1 
o ~·converge 

étroit~ment vers f on a Cl,(<f ,w,qi>) limCL(Î ) o 
n--t,oo Il 

Oia remarque sans difficulté qu'on p~ut construire un algorithme trans

formant toute paire d'un polynôme trigonométrique P dont les fré:1uences sont 

relativement discrètes et d'un algorithme déterminant la discrétude rat~onnell, 

de ces fréquences en un chiffre complet de la fonction ~ • En particulier, p . 

on peut consyruire un algorithme 0: tram/formant tout polynôme rationn~l 

Q en un chiffre complet de la fonction ~Q ~ 

Du lemme 12 et de son corollaire 1 on tire: 

Coroll<1tire 2.,.- "Soit <A,. un algorithme transformant tout chiffre comple,t de 

fonctidm u. p. p. en nombre réel, étroi te~ent s-continu en chaque _chiiffre 

complet de fonction u.p.p. Alors on a: 

où w désig1i1e les sui tes de polynômes rationnels 11o 

Démonstration. Supposons qu'on puisse co~struire une base régulière du gro~pe 

engendté par les fréquenëes du polynôme P fixé. P. étant un polynôm~ tri

gonométrique, on construit aisément un module de continuité uniforme de 

A partir de la base régulière du groupe engendré par les fréquences de 

on peut, en vertu des lemmes 5 et 6 construire un module de presque•pério-

dicité'. de ~ o Soient 
~ 

w et ~ d~ tels modules. Alors si 



x = Q ( < <J? ,w, <p >) et e,Ç) est la sui te du corollaire 1 du lemme 12, 
"P 

on a ~ e-lim ~ et x lim Cv ( Q)~)Jo En effet, la première asse:rtion 
n......«> n n-i,oo 

résul te de ce que, en vertu du corollaire ~ du lem.me 12, la convergence· u.ni-

forme des <I><ffe m vers <I> sur (-n,.+n) p 

ak lim ~m) Z.. ~ _ lim 
n-i-= n......«> 

découle de la condition 

(m) ) " (m) 
~ ou °1c'8k sont les 

l 

coefficients respectivement de -P et ef,/ . m 
èt À_ic, ~m) respectivement, ·1es 

fréquen;0es cdrrespondanteso D'après +'hypothèse de continuité de a.,, la 

seconde• assertion est bien claire. Pàr définition de la conve:rgmice étrôite 

et de l'.8, s-continuité, les relations obtenues ne dépendent pas de w e~ <p 

îJOurvu que l'on ait: CU(w, <1? ) et PP(m, (l'? ) îio 
p - T p 

Soit l'ensemble des entiers naturels de 

partie de !Nq le mot vide ou tout mqt H le la forme 

1 à q o On appelle 

a* 
1 

0 O 0 
,J(Î a où 

r 

1 ~ r ~ q , a. € iN et a 1 < ., o o < a o 
~ ' J 'q ' 'l.' 

de INq n définit H
1 
n H

2 
et H

1 
0 H

2 

Si H
1 

et H
2 

. sont l!es parties 

çomme des pa.rt~es de tN ., Si 
q 

H
1 
n H

2 
est ie mot .. vide, on écrit Rf'"î R

2 
= ~ ., On définit de même 

H
1 

cR 2 " Si H est une partie non vide,: c•est-à-dire :différente du Dtot 

vide, on note H -/= fJ o 

Sott H une partie non vide de , IN .. On peut écrire 
q 

n-a* *a il - 1 ' 000 0 
>i, 

On pose alors .M12. H = a
1 

., Il est clair qu '1on peut construire un algorithme 

transformant en dé'fi H toute partie 'lnon vide de IN 
q 

,par , ) 
des entiers oti zérc n I est pas not!/ ~-A mot vi cîA _ 

(on prend un~ notation 

On appelle partition de IN tout mot P de la forme H ** .o '° ** H - q . Î s 

où les H. sont des parties de N v~rifiant les conditions: 
J q 

(i) 1 < s < q 
' ' 



(ii) ù 
j 9 1 

H. = 1 * 
J 

0. 0 * q_ 

(iv) déb H
1 

< o o O < déb H 
' - - s 

On pose s = dao· 
b 

Q et H. = pr. u en convenant que pour 
J J 

0 pr .<l 7 A • 
J 

' 5D j >,deg 
1

, 

Soient s:; et ~ deux parti tians de IN q o On dit que ~ ·. est 

plus fine que {])
2 

, et on note ~ >,, 5)2 si V j ]k(pr j fP{=· prk 8-)2 ) o 

On obtient ainsi un ordre sur les partitions de tN
4 

o 

Soient À
1 

, ••• , Àq des nombres;réelsidonnés dans cet ordreo Soit S 

un algorithme tel que 

~ est un régulaterir de convergence commun ux nombres ~ et I Aj - ~I o 

Si (; désignJ un des nombres 11.
1

, o o o:, Àq , n pose Zn = .JS~(n + 1)) ~ 

On peut construire un algorithme W , ·tel que si ~
1 

et (;
2 

_ désig_nent 

deux nombres parmi les À
1

,.oo 1 Àq, on ait; 

D'après la définition de d on a: 



On définit sur IN une relation d'éqJivalence par: 
q 

si a,b €il\ a(;)b=] a1 ••• ap(2'~ p,q& a 1=akap=b&--yj 

(1~ j f p--1::> IW(À o À n n) iA )). 
aj aj+ 1 

Ii est clair q_ue la relation est rén;exive et symétrique. Montrons1 qu' el;le 

est tra..11sitiv~,. On appelle n-chaîne allant de a à b une suite ,a
1
, .... ,ap 

d'éléments de 1 IN tels que a= n e1t a = b et IW(À o À o: n) f.. ti. q 1 p' a. aj+t J 

pour j = 1 '0 •• , p - \,pétant qualconqu~. 8upposons que a. = a. 
J. J 

avec 

i < j. Alors la suite est encore une n-chaîne 

d.J.lant de a à b o Donc si on peut joindre a à b par une n-chaine, on 
1 

peut les joindre par une n-chaîne dont les éléments sont deux à deux dis-

tincts ~t q_ui ,a dond au plus q éléments. Ce qui démontre que la :r;-elation 

Cette reliation d'équivalence est 1 d.écid!:1.ble et définit ainsi une parti

tion de· (Nq_ que l'on représentera par [f){n; À.
1

, ••• , Àq) ou simplement 

if si aucune confusi_on n I est à craindre. On peut construire un algori t:hme 
n 

<ll tel ~~le t7'nk(k € pr<l>(kon)[-f)n). On a: 

( 10) 

11 suf fi 1t de mon tre:d : 

(11) \t'abn(a:,b € (Ng_ ::> (a (~
1

) b.::> a (n) b)) 

En effet, si la formule (11) est vraie, la classe d'équivalence de a de 

rang n .+ 1 est contenue dans pr ;jJ où k = <I>(a Cl n), ce: qui établit k n 

( 10) o Ori établit ( 11) comme suit : si:; a "' b , on peut construire 
(n+1) 
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a
1 

, ••• ,. a 
1 p avec,: 2 ,< p ~ q 

d'où a "' l:: • 
(n) 

On construit une sui te )3 de qfupleti3 de nombres rationnels! par 

1-1 ( Q ( •'\ * * ) 0 (n) * * /n)) , v n /J n,"' 1 , • • • , "'q = ,4, 1 o "° , Nq ou 

'l'•r(J· on) = déb :pr (. ) [P où 
.-K- - 4)J0Il Il 

<;fJ =I fP(n ; À. 
n 1 

, ) V ( . (n).) 
\ 12 k 1 ,$. îk ~ q :::, \: lim ~ , o 

fr-0400 

f O • • ' 
À.) • On a : 

q 

En effet, comme k(;) '}'(kan) on peut: donc construire une ri--chaîn~ 

a 
1 

, ••• , ap allant de k à 'J (k on); avec 2 ~ p ~ q o Donc 

,......,, ___, 

1 (~k)n - [X'l'(k on) ]ni + 

Soit P un polynôme trigonométrique, avec P = a
1 

'tÀ.
1 

* . •. * a:
4 

,;À.q o 

On définit une sui te Q, 1> de polynômes rationnels, appelée suite adjointe 

du polynôme . P , te],,,le que Q\ 'P o a(n),; /n) * ... * a (n\in) avec 
. n 1 1 q q 

a~n) = °k(~(n+q+1)) pou!' k = 1,.- •• ,q et 
l..-.../ 

(n) * * n (n) - v ( " * *" )' Il t 1 · t 1 o. o Nq - --0 n ; "'
1 

• • • "'q • es c air q_ue lim a(n) ·et 
~ k 

n~ 
i 

(n) 
\: lim .tk 

fr-0400 

PO'tµ' k = 1 , ... ,q. On notera .t~n)* uo * .t~n) ·o ,,8 (ni; P) 0 



600 

On (appellera vecteur complexe tout mot de la forme * * z z 1 0. 0 . p 

où les z. sont dés nombres complexes et I p un entier naturel non nulQ 
J 

On utilisera la lettre [z] pour représenter les vecteurs complexeso On 

définit la longueur d'un vecteur [ zl = z
1 

* ... *zp par 

et ses composaJntes par 

entendu que si: j >, p , 

pr.(z
1
*.,o* z) = z. 

J . p J 
pour 

, ( 

j = 1, ••• ,p, etant 

Pr.(z
1
* .... * z) J . p = * .. On dit que deux vecteurs 

complexes [z]
1 

et [z]
2 

i 
sont égaux fi 

On 'appelle foncition numérique sur.les -\recteurs complexes tout algorithme 

r transiformant chaque vecteur complexe auq~el il est applicable en nombre 

complexe: et tel que 

On dit que f • est partout définie si; 1 V[z] (!f((z])) o 

Soit f une fonction numérique sùr. le~ vecteurs complexes partout 

défi~ie .. Soit P un polynôme trigonométrique. On pose [z](n,P) = 
. ! 

= a.~n) *ooo* a(:) .où a~n),o.o, a~n) son~ les coefficients du polynôme 

Q 'P o On: note encore 
n 

J'(n; P) la partition sur IN définie par q . 

sont~ dans cet ordre, les f]\'équen~es 

du polynôme p • Si [z] est un vect~ur de longueur q et~ une:partition 

de N , on pose 2;Y(z] = l'.::1*000 *Ç avi,)c p = deg jJ et q p 

On ai 
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. , 

Lemme 130 - "Soit f une fonction m.$érique su.:r les vecteurs complexes 'par-

tout définieo On a: 

Démonstrationo Soit P = a
1 

'tÀ.
1 
* o o o: * a

4 
i;::\

4 
un polynôme trigonométri4ua 

fixé. Supposons que ses fréquences so;nt loc!ali·sées. On définit une rarti tion 

W* sur IN par la relation : q 

=> (j §J k :;; ;\j 
1
= ~) ~ , où j 3)" k i signifie que j et k appartiennent 

à. une même pa;tie de {Nq définie par= ~*. Soit [a] 
. 'J") 

pose x ~ f( [~]). 

Soient 

o Soit 

Markov on peut construire l'entier n. k o Soit alors 
.IC1 2 

On a: 

où frn s,
1 

fJJ(n ; P) • En effet, si J·\ ~ J. , alors 
1' 5>1', 2 

_et donc Vn(j
1 

N j
2

). Supposons 
, (n) 

n >, N o On peut construire des entiers a1,•••, a E IN tels que p q 

2 $. p~ q , j1 =a 
.1 ' j = a 

2 p 
et· pour s = 1 , o • o· , p - 1 p 

W(;\ t:J À, 0 n) i A Par définition de If. 1 (k
1 

,.. 
k2) :J 

a1i a 0 

g* s+1· 
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a ,..._, a , et par conséquent 
s g:>~ s+1 

J. - J. . D'ou' J. '·"-' J. = J. ,___, J.j pour n' No Donc .Çy}(n ·, P) = ~ 
1 'î1* 2 ° 1 (n) 2 ·- 1 ~ f " u 

(7,) . 
~ (n · P ) @* 1 

pour n) N,, :d'où , n ~ N => f( ! [z](n,P)) = f( [z](n,P))<t Il 

est clair que,' par e;onstruction de Q'P, Y/~/gJ[o:] lim prj(:[z)(n,P))).,. 
l'J.-'400 -

Si on pose et si on considère la fonction f restreinte aux 

vecteurl:i complexes de longueur p, on a aihsi une fonction numérique sur 

l'espace métrique complet séparable œP des vecteurs complexes de'longu~ur 

p et donc, en vertu du théorème de TseÏtin~ (cfo[35]), la fonction f est 

continue sur cP d'où l'on .tire 
.(iy-·· 

f(J [z](n,P))~ D'où le 
n-.,oo 

lemme puisque ~es f*équences d'un polynôme ne peuvent pas ne pas être loca-

liséesoll 



2. Topologies sur l I espace des J?Olynômes trigonométrio+ueso 

2.1. Soit P un polynôme trigonométrique On peut écrire 

P = a
1
-~À * ooo * a ~À o On pose, par analogie avec les vecteurs complexes, 

' 1 q q ' 
. e, ( 1) (2) l~(P) = q et pour, J = 1, 000,)f\\P), pr. ,P = a. et pr. P = À. o On 

J J J J 

peut construire des. algorithmes trarn;iformant tout polynôme P en, respec-

tivement, ,x~(P), pr~ 1)P, pr~2\ avec la convention pr~l)p = p;~ 2)P = * 
i J ' . J . ' J ,J 

pour j > i~ (p)., On définit une rela tian d'égalité sur Eo par 

-{(!() 00() ·(·(1) (1) (2) (2) 
pfe p2 = ~" p1 =ÂI'\ p2 'S., \i'J prj P1= prj p2~ prj pt= prj 

l'égalité dans le membre de droite de la conjonction étai1t l'égalité SUI! les 

réels pour pr (
2

) , sur les complexes pour pr ( 1) quand 1 ~ j ~ Jg (p 
1
,) et 

1 1 identité graphiquê pour j >iR (P 
1

) o On désigne par E* l'espace 

< E0 , e> • On définit la différence da..11s E* de deux polynômes · P 
1 

et P
2 

de même longueur, c'est-à-dire avec J~(P
1

) =JA(P
2

) , notée P
1
V P

2 
par: 

-t1g (Pt) (;1:) ( ) ( .) ( ) 
P 1VP 2 = *.! (pr.~ P 1 - prJ.

1 
P2 -çl pr. 21 P 1 - pr.

2 
P )o A tput 

J=t ;), J J ,2 

polynôme trigonomét:füque P on associe le nombre 

_,Wi(p) (1) 2 (2) '2 ½ li p Il R = ( ·~1 (! pr. I' Pl + 1 pr. Pl ) ) . 0 On peut construire des algori trmes 
. J- J J \ 

tra.>isformant tout polynôme P en le nombre Il P IIR et tout couple de poly-

nômes P 
1 
O P 

2 
en le polynôme P 

1 
'v P 

2 
• On considère donc, dans E* les 

polynômes comme des ~ecteurs complexes~dont certaines composantes sont 

~éelles et on leur a;ssocie leur normé euclidienne dans un espace Rp adé

quat., 

On· désigne, par IR l'ensemble des couples < P ,m > où P est un 

polynôme trigonométr:i.que et m un ent\er relatif., On définit une partie 

R de IR x E* par .: 
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< < P 
1 

, m > , P 
2 

> € R s ( ,eh ( P 
1 

). 

Il est èlair que pour tout < P m > € I ; (R) est une part_ie ' . R, <P,m> 

fidèle de E*. On définit une relatfon de succession indiciaire ,.., sur 
'"'R 

-ra 

Il p 1 V p 2 li R + 2 1 < 2 

-m 
2 ) 0 

On définit un algori.thme (J tel que v (P)(n) = < P,n > pour tou's P et 

11 (n entier naturel). Soit .a une oR-suite. Si on pos 1 Pn = pr 
1
a(n) , 

en a Vn(,eh(P) = ,eh(P )) " Soit q = ,eh(P,) ·" Si m > n, a(m)oR a;(n) et n , o . o , 

donc l!Pm V Pn IIR+ 2-m < 2-n, c'est-à-dire !!Pmv'Pn Il< 2-n - 2-m ~ 2-;(n+ 1)0 

est la distance ~ucli4ienne entre les vecteurs P et 
mi 

P de 1R3q, il enlrésulte que la suite des P est une suite de Cauchy 
n n · 

dans l'espace iR3q qui, muni de la distance euclidienne est métrique 

complet," Soi\ riq un algorithme de passage à la limite dans cet éspace. 

Soit I' ll:$q(pr
1
o a)o Alors la suite a est °a-fondamentale pow;- le point 

P o On :pose t (a); =~h(pr 
10 

a;(o)) (p:r:1 o a) o Alors:!, est une application 

de l'espace des sui\es oR-fondamentales sur IR (doté de la relation_,~ ) 
. R 

dans E* telle que l;/P(~( & (p)) = P) o ;/, est bien une application en 
e 

vertu de l'unicité,, à égalité près, de la limite dans R3q o On a donc 

établi : 

Proposition 3a-(cf.{16])" .. Le 6-uplet <E*, IR, R, oR, &, -~> est un 

espace topologique gerbé séparable" o 
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La séparabilité découle de la densité dé 1; 0 dans l'espace 4insi 

constr~it et du caractère énuméra'ble de ~c ., 

Dans la suite, on·désignera 1 1 es,pace qui vient d'être construit par 

2.2. Dans toute la suite p désigne un nombre réel avec p ~ 1 ét f, :un 

nombre téel positif. 

Soit P uh polynôme trignnométrique, Q, p sa sui te adjointe., On définit · 
,, 

des fonctions numériques f et 
p 

f sux les vecteurs complexes~ partout 
F 

d.éfinies, par : 

:r ( [ z J) 
p 

f ([z]) 
00 

= max IPr.(z] 1 o 

1~ j ~ th[z] J 

On pose = s~p 1~ (x)j ' 
xf<n P 

' 

[j) (n; p) 
f (n,P) = f ( [z](n,P)) 

p p 

Dans la 9uite, la lettre G désignera un des prédicats suivants: 

u(t,P) = 11 3x (x lim a (P).3.' x < r) 
n 'r 

n--o.+<x> 

s~(r,P) = 1, Jx (xp lim w (n,P)«x < r) 
n-->+oo ,e, p ' 

W (r,P) p ::: 11 JX (xp lim lim w (n,P)4-
f->+ocn----+<x> ji, ' p 

X ( r) 
..,; 

T 

Bp(r,P) ?::. 1? }x (xp lim 
2~-I-T ~1> ( t ) l p dt g, X ( r) ... n-i-oo 



} (n,P)S't x < r) p ... 

N \r,P) = "'tî jX (x lim f (n,P) 81 x < r) 
00 00 ' n--o.+= 

où r désigne un nombre rationnel po~itif~· 

On remarque que G est de la forme 

où G
1 

~st défini à.partir des formules données ci-dessuao 

On ii t que le nombre réel À. est une G-norme du :(gl;znôme p si OF a 

G
1

(Ï\.,P) On remarqua que si ~ï est G-norme du polynôme p: et "• 
0 une SJ. 

À.2 est légal è. À1 , alors À.2 est une G+-norme du polynôme p .. Si À.1 
i 

et À.2 sont des r-normes du polynôme P 1alors À1=À2 • /, 

On remarque que si G est un de~ prédicats U' Sp W B , ou . , on 
i, p p 

peut définir G(r,PJ dans le cas où on remplace P par une fonction unifor

mément ~ontinue f. La notion de G-norme d'une fonction uniforœ.émènt continue 

se défiriit de la r:iême manière que celle de' G-norme d'un polynôme trig,onomé

triq_ue. On peut énoncer: 

Lemme 14.,.- Soit G un des prédic.a ts ou B o On peut construire 
p 

un alcori thrno a, G applicable h tout chiffre complet do fonc Lion 

et transformant chaque chiffre complet ,de fonction u.p.p. <f,w,~> en un 

nombre réel À qui soit une G-norme de la fonction presque périodique uni-

formément continue f, et tel que ctG soit étroitement 

chiffre complet de fonction 
l 
Ît u.l).po O 

1 ; 

s-continu en dhaque 
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Démor.stration .. On examine les différen'ts cas; 

1<> Cas des prédicats U et S~" Le ;Lemme 1 montre qu'on peutconstruir\3 

u11 algoz:i thme Cl,U applicable à tout chiffre complet < f ,w,qi > de 

fonction presque périodique uniformément continue qu'il transforme en UJ1 

réel -;... tel que G
1 
(-;...,f) • Soit d?. une sui te de chiffres complets de fane-

tions u. p. p. telle que la sui te 
id • . 

pr {':J: converge étrci tement vers f : On 

pose. F n ::::: pr
1 
~ (n) " Si F ( 

1
) désigne 1.a sui te associée à F dans la 

définition de ;i.a convergence étroite,;on pe~t appliquer le lemme 10 à la 

sui te F ( 
1 

) .. Donc , s;i a = sup j t ( 1 ) (x) ! , on a 
n,m I xi ~n im ' 

V€ jNID \/ritn (n ~ N tY m >,, m :::> j a 1 
- a 1 < ~) o o n.m N ,m 

On a Cl,U: ( d:. m) lim 
n---t= 

<J 
2 1 

.. Donc Vm(m >, m :::> 1 a., u ( j?. )-o:N•. 
2 1

l<d .. 
n, m+ · o m :, m+ , 

Or, sur l'intervalle [ -N, + N], la su.:Ï te Fj converge uniformément' vers , f. 

d'après la définition de la convergence· étro~te• Par ailleurs, si 

O' = sup jf(x)I 1 d'après la constru,c,tion 4e F( 1) 
n !xi$ n 

on a 

wu (<f ,ui,q, >) , lim an 
:n.-t,o:) 

car Ym ( a = a ) et donc on a 
n1 n,2m 

(i1) la.,v (<f,w,<p >) - (JN'· < € 0 Donc, comme Fn converge uniformément vers 

f, on en 
1
~o~clut que :O...u(< f ,w,<p ;) lim Clv( 11n) o 

n-+oo , 

Dans le cas du prédicat 
p . . 

Si, on rèmarque que si f ~st une fonction 

presque périodique uniformément continue, on peut construite un réel M >iO 

tel que Vx (j~(x)! ~ M) et 
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On pose 1 J x+t 
w (x,f) = - !f(t)!P dt o La fonction 

,e,p j, X 
WJ, (. ,f) 

,P 
ist une 

fonction presque périodique uniformément coti.tinue puisqu'on tire dê (2) : 

. X +.i 

i>-1 1 J 1 
V.x1x2(!w (x1,f) - w (x2,f) 1 ~ pM, - jf(t)-f(t+x 1-x)!dt)o 

. ,e,p t,P J, X . 

1 

Donc, si <f ,w,<p> est un chiffre comj:ilet d~ la fonction f, on construit 

aisément un chiffre complet de la fon0tion 

déduit de (3) qu'à partir d'une suite -:f 

w (o,f) • Par conséquent, on ,e,p 

de chiffres complets de.fonctions 

u. p. p. telle que pr 10 :; converge étroitement vers f, on constrùi t aisé':'" 

ment une• suite Q ..e, p 
de chiffres co'mplets de fonctions u.p.po telle 1ue 

convergé étroitement vers GL désigne un .e, p 

algorithme transformant cf:. en 

complet~ de fonctions u.p.p. 

Q (c'est-à-dire tout~ suite de chiff~es .e, p 

f en1une suite de chiffres complats des 
n 

est un algorit:fu.me 

' 
répondant aux ;exigences du lemme dans 1e cas des prédicats 

2o Cas âü prédicat B o La fornule (2) montre qu'en utilisant l'assertion 
p 

(3) du :lemme 10 et le fait qu'on peut con,struire un algorithme transfor-

mant un 1chiffre complet d'une fonction Uo p_o Po f en un chiffre complet de 

la fonction jfjp 4ui reste une fonction presque périodique uniformémen~ 

continue, on peut cdnstruire un algorïthme tQ_B répondant aux cohditions 
p 

du lemme pour ile ca$ du prédicat B ! .. pi 

3o Cas du prédicat W .. On sait qu'on peu~ construire un réel positif ~ p 
- (1) C1) 

tel c~ue. Ymx: (1 Fm (x) 1 ~ M) où F . est associée à F .. On a clone 



\;fmx (jFi 1 ~(x)j p f MP) o Les majbrations effectuées au lemme 2 montrent 

que s:i:. L est un intervalle d'inclus ion commun aux F ~ 1) pour m >,. m 
0 

et -~E--1 , grâcè à la formule (2), la fpfmule (I; 4; (3)) devien~, 
8 Mp-

p 

en remplaçant l'intervalle [o,,e] 11ar (x,x + 1,] : 
'. 0 0 

Donc si 

(5} 

et /, >,. ,e 
0 

oni troùve 
l 

Comme la formule (5) est vraie pour: tout x, on a: 

D'après le point 1 :on sait que les nombres 

, 
ont une limite (con~tructivement) quarid n tend vers i' infini. On no tel 
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Gomme on le fait ad lemme 2 , on en d~dui t ~ par l'intermédiaire dé. la 

formule (I; 4; (5)): 

(s) ]im \I .€1,f,2 (m >,m 3,--J,1 > J, iJ<J,2 >,, J, ::> p o m o o o 

On remarque que pou±-chaque m, F( 1) est une fonction presque périodÎqua m · , ' : 

uniformément èontinuea Donc on peut ~onstr~ira, pour m fixé, un inter~ 

(1) 
valle df inclusion r~latif à F 

m 

1 
et -E--- de sorte que la formule (8) 

spr 1 

est vraie aussi pour chaque m, mais alors le 1,
0 

de la nouvelle! form~a 

dépend de 

w (Fq )) 
,e,p m 

m o Ceci permet de montrer que pour chaque m , la li:ni te des 

lorsque J, tend vers 1 1infini :peut être construite. On vient 

donc de ,montrer qu'on peut construire, 1Wl al\gori thme d.-W , âpplica.ble à_ 
p 

tout chiffre complet de fonction UoPoPq <f,W,~>, transformant <f,W,~) 

en un réel À qui soit une W:P-norme; de f; .. Si on, fait tendre ,e
1 

vers 

l'infini dans (s) on obtient I QW (;~) - w J, (F~!~1) 1 , e et 
p . 2,p 

où F( 1) = f et 
2m <f,w,f > est un 

chiffre :complet de .f .. Comme au point,1, la convergence uniforme des 

vers f permet de c'onclv.re que CL W (<f ,w,rp>) lim Clw (1f m) ., Ce qui 
p ~ p 

achève la démonstration du lemme 0 

Corollaire 1 o ~ "Pour chacun des prédicats G on. a l/P 11 :JxG
1 

(x,P) ri~ 

Démonstration .. Pour'les prédicats U, ~S~ , W et :B cela résulte du ~emme 
1, h P P 

14 _et du corollaire du lemme 1~ Pour les prédicats 

résulte du lemme 13 et fte la définition de ces prédicats•• 

N , cela 
ôO 
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Corollaire 2.,- npour chacu.n des prédiçats G , on peut construire 1un 

algori i,hme o._) applicable à tout polynôme rationnel et transformant les p 
polynômes rationnels en nombres réels ;tels que \f Q G 

1 
( Cl~ { Q), Q) ". 

La démonstration résulte de ce qu'on peut construire un algorithme 

transformant tout polynôme rationnel Q en unchiffre complet de la fonction 

çt,Q (voir paragraphe J) .. 

On dé~init des topologd.es sur 1•espace des polyhômes trigonom~triquès 

à l'aide des prédicl:l-ts G de la façon,suiv~nte 

On désigne par I l'ensemble des; couples de la forme < P,r > où P 

est un P,Olynôme trigonométrique et r un rationnel rositif. On définit une 

1iartie G" de I x E par « P
0

,r
0 

> € G* = G(r
0

, P
1
- P

0
) .. Il est clair 

que pour tout < P,r > € I , 
·1 

est une partié fidèle de E • 

On conviendra de noter (G•) les voi.sinages de l'origine (G•) · r <0,r> 0 

Les voisinages, de l ',origine vérifient les a:iciomes d'une base de topologie 

d'un espace ve!Ctorie,1 tcrpologique. con~1truct~f localement convexe (cf. [3n) 

(i) \I~ P?iP1= 1?2 (G") :::, i (G• ) ) ~ p1 € P2_ € 
E 

r: r 

(ii) Yt1r2 :lr3 \t'P(P E (a• )r 
3 

::, p € (G~) 2J< p € (G .. ) ) 
:r 1 r2 

(iii) 

(iv) Y r . P 3x (x > o l xP € (G
0 \1 
• 1 



L'~iome (iv},appelé axiome d 1 absorp~ion est éq~:.ivalent à la formule 

\t'P11 1x (G/x,P)), o Il est donc vérifié e.n vertu du corollaire 1 du 

lemme 14. La vérifjcation des axiomes (ii), (iii) et (v) en décolle 

aussitôt. L'axiome (i) n'est autre qhose que la fidèlité des ·voisinageso 

Comme 

1 < E, < I 1 G >> est un espace topolog'.ique a'U sens défini ph;.s haut, On notera 

cet espace E i ., On; remarque sans dif;ficill t'.é que cet espace topologique 
G 

étant un espace vectoriel t9pologiquei localement convexe, il est ég{llement 

un espaqe uniforme constructif~ 



10 Espaces constructifs de fonctions presgue-périodiq_ues : les es1,a~es 

' On établit sans difficulté qu'aucun de~ espaces EG n'est comlplet a:u 

sens du paragraphe 3 du chapitre I. Considérons en effet la suite des 
N 

polynômes 1 
P = ---- ~ n. On pose 
n 1+n2 

n_: = i: P • Pour chacun des prédicats 
"-:N Il::O Il 

G, on a 1 G(----, p) 2 · n 
t+n 

et donc la suite II n 
est une suite de Cauchy 

de pointJ de l 'espacè uniforme EG o Soit alors P( 1) un polynôme propre: et 

soient À.
1
,., •• , À.q ses fréquences. Soit X un nombre réel tel què 

q 

~ 1 (i\. = À.j V À f. À.j) .. • Alors la sui te dês nombres '1fL_/<1?1,;-À. <l?-p( 1 )) converge 

vers un nombre ~oté /YYL(<1?1~-À. <f?p(1) )r (cfr paragraphe 4 du chap~tre ·I)., 

Il est cl;ür que l)Yl(IP1~À. IPP ( 1) ) /: 0 = J. j ( 1$ j ~ q 8(- À. = À.j) " 

. est alors clair que si P est un polyn&me propre, limite dans E
0 

de la 

1 
sui te II , on a Yr ('YYl. lip <P ) = ---- D. Or un polynôme n'a qu •un 

n 1~n p 1+n2 

Il 

nombre fihi de fréquehces. Comme tout pdlynôme ne peut pas ne pas avoir de 

polynôme propre qui lui soit égal dans, ~ , il en résulte que là sui te 

n'~ pas de limite dan~ E0 o 

Par ailleurs on a: 

Lemme 15.- fJ Pour ch?,cun des prédicats G , 1 1 espa!Be to:p,,)liogique EG 

est T'-séparé n. 

Démonstration., D'apr~s les remaitques fajtes au paragraphe 3 du chapitre I, 

il suffit de montrer 
.i 

1 

à droite est évidentè. Supposons y'r(P € (o·•) ) • Soit II un polynôme propre 
r 

égal à P dans E pour lequel on puisse construire une base régulière 



<iu grou}?e engendré .par ses fréquences 1~ On peut donc, G étant fixé, cons

tr~ire une G-norme À. du polynôme Po D'après l'hypothèse on a donc 

G.r (o,P) o Pour les prédicats N et 
00 

N , il en résulte que 
p 

Il = 0,:0 

et donc que P = O o Pour le prédicat U, on retombe sur la définition de 
E 

=. Donc, pour le prédicat 
E 

SP, 1·1 'ult 1 f t· J, re's e que a one ion w
0 

(~,P) 
"''p 

:est 

identiquement nulle~ Si on suppose 7 (P = o) , en vertu du principe d'n 
1 

E 

choix constru~tif, on peut construir~ un r~el X 
0 

tel que 

Toujours en v~rtu du principe du choix constructif, du fait que la pro

priété x > 0 est algorithmiquement 
1
vérifiable sur les nombres réels 

ê 
(cf. [3~]), on peut construire un rée1 pos:iltif/tel que 

1
j<P (x )[ ) e 0 p 0 

Gomme n est presque périodique, on peut construire un intervalle d'inclu-

sion L relatif à <.P et 
TI 

, et an p~ut supposer L > jx
0
j • Donc 

pour to~t entier relatif k oµ peut ,const~uire une f; 

2 - presque P:ériode 

de ¼: , tell_e que (3 k+1) L ~ çk < (3k +2)1 o Si on pose 

y =X + r.. , on a 
k o 7 k 3k1 < yk < 3(k+1)L e~ l~n(yk)I f; > 2 o Par ~ille-qrs, 

~II est unifofmémerit continueo On peut donq construire un réel a> O tel 

q_ue 

a•où 
1 

Sp , or\. 
J, 

déduit,:comme· II ne peut pas ne pas ~tre c;:onstruit, 
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Or, le ~rédicat s~: est défini par urlle formule équivalefi.te à. sa double 

négation, d'où 1(p:::; o)::::, 7 lf.c (p, E ül") )., Donc comme P = O 
Y '.f, r 

E E 

est défini par une formule normale (équivalente à sa double néga±ion), on 

a établit le lemme dans ce cas. Dans ~e cas'. des prédicats W p 

( ) 3m-2 
si on prend lm =3~ ; on remarque que w3m[,,p x,P >,.. - 3iiit 

p 
c I est-à-dire iw-z L : (x,P) >,, ~f- > 0 ~' De La même façon 

. fa ,P 2o4p 

et B , 
p p 

2 
E;. (X __ , , 

llp 

G = WP ou Bp o Donc, comme TI ne peut pas ne pas être construit, 

"1 (P = O) :::> ·7 7 -3r ½ (P E ( G0
) ) o Comme dans le cas de 1

'sP , le prédicat 
E r .f, 

G est défini par une formule normale~ ntoù le résultat ~ \7'r(P E ~G ) r:::, 

On çiésign'.era p~r E; le FR - complétë de l'espace E
0 

, con~trui t' 

comme dans [ 14] " Q:r.. u:tilisera la lettre K , éventuellement indexée, pour 

représenlter les points de 1 'espace Ei}'i. On rappelle que iles points de E; 
sont les: FR- constrpi ts> de E

0 
, c' e~t-à-dire que K est un mot de la: 

forme : t- Q.
1 

'3 ◊ €. a._
2 

3 où a..
1 

est une sui te de polyn8mes trigonomé

trique e,t Q
2 

une sui te d. 1 entiers tels que : 

Suivant les no:tation's de 

par Î ;l 'algori thmEf Q 
2 

[5) , on désignera par K 1 1 algorithme., Cl , 
'\.--/ :: 1 . 

, /\.. r"\ 

et on posera 1 ,K ~ K (K (n + 1)) '.~ La relation dt' égan '\,,.J 

lité sur EG est définie par: 



On pose Gêr,K) = jK:,-m (K1 G K S y'k~k >,m: ::::> G(r~~(k)))) o On 

définit comme précédemment «K
1

, r > , K2 :> € G*• = G*(r,K
2 

- K1) :en 

~ranant çette fois comme ensemble dtitldices l'ensemble des couples < K,r >. 

On vérifie aisément que les voisinages de ziro dans (G*•) . r vérif:i.ent 

les propriétés (i) - (v) énoncées au paragraphe 2 pour les ensembles 
. : ,A. 

(G~) • On remarque d'autre part, que YKr(G*(r,K) =1/nG(r +2-n, K )) o r n 

En effet~ par définition de K, on à V ri.In G(2-n-t, K - K ) d 'îoù, par 
n m 

définition de G* ) 
1-1 ( -n-1 .,,.. ) 
y n G* 2 , Kn - T{ o On vérifie sans peine ~ue 

;.. 

a: G*(r,K) ::::> \in G (r + 2-n, K) , 
1
pu'isqtie (cf.[14]) le prédicat G* n . 

est équivalent'à G 'sur EG o On suppdse maintenant \;'nG(r + 2-n ,Kn) ~ 

r ,,.. r'\. . 

Soit alors K1 défini :par ,K1~n) = ---:; Kn et K 1(n) = ~ + D où D e1t 
- r+2 

un entiet défini par 2D > E;l O Alors K1E E~. On vér~fie aisément que 
r 

ï" 
et K' (n) ~ n o Qomme K• = K , K = K': et àn 

G . 1 G 

outre Vn G(r,!i,(n)) o D'ou 

en particulierlque G* est équivalent~ à sa double négation• On utilisera 

par la suite ces remarques sans référe:dpeo 

D'après [31] ~n sait que l'espace topologique EG est un èspace 

j . ' 
vectoriel topologique localement convex,e T'-séparé, qui,,en tant qu'éspir,ce 

uniforme$.est comple~o EG est dense dahs E0 et pour t~us P et .r on a 

G*(r,P) =G(r,P) (cfo ci-dessus)., On sait d'après [33] qu'on .peut dotrr 

E* d'une structure"d'espace tcppologique gerbé définissant une topologiè 
G-
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équivalente à la topologie initialeo 

Prenons pour I .l'ensemble des:couplès < P,r > (p polynôme trigo

nométrique, r nombre rationnel pos:itif)o·on pose: 

! 
\tk j( 1 ~ j ~ ~ - 1 ::, G(r ,K. 1 (k) ... K. (k))} ) .. 

~ ~. 

1 

On définit une relation de succession indiciaire aG par 
1 ' ' 

< P . .r1 .. > crG < P2 , r > = jTI ooo Il r•1;ooo r•,.. 1• (n1= 1?t &"II = P2 g_.. 
r 2 1 n '. n. E nE 

On pose 

On peut construire un algorithme trans::formapt toute a - suite. o:,en gj o 
G o: 

On pose i(od:. {: P: 10 a ~ 4 f:.g/ o On a alors, si ~-G désigne 1 l' esp&ce 

des FR-construits ~e· EG doté de la relation =: 
G 

Proposi±:.on 2o II Le 6-uplet <J{, G , 1I, G_, , aG , 0-, ~ > est un 

espace tppolog~que ~~rbé dont la topologie est équivalente à celle de l'espace 

E* 11, G O' 

Démonstrationo (cf. (24])0 La seule chose à démontrer est que X est ùlle 

applicaticn de l'esphce des suites aG~fondamentales dans :k.,G telle q~e 

V)t Cf, ( (f (K)) = K) o On remarque tout d I abord que si · o: est une sui te 
G ~ 

aG - fondamentale, la. suite pr 2 o o: .converge vers 0. Si o: est une. (J -G 



suite telle que pr2 o a converge vers O, alors l'algorithme g est 
a, 

applicable à tout entier n et est un régup.ateur de convergence de la s~.üte 

pr
1 

o a. Alors a est bien une suit~ crG-: fondamentale ponr le point 

i.., (a) • Par définition, tJ-(K) est une sui te aG - fondamentale:pour le 
; 1 

point K et èt--(K) est aussi une sui;te a0~fondamentale ·pour ;l(rf'CK)) . 
' 

Comme (:pr1o ;(l--) (K} converge verslie potl.nt K et que, 

T•-séparé, il y a unicité de la limite, à égalité près, dans 

J; (<Y (i)) = K • D1 où le résultat annoncé" '- o 

G 

E* 
G 

étant 

E* on a donc G ' 

Dans la. suite, "on désignera par f>
0 

l'.espace topologique gerbé 
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CHAPITRE.IVo 

PROPRIETES DES ESPACES CONSTRUCTIF$ DE FONCTIONS. 

PRESQUE-PERIODIQUES. 

1. Comparaison entr:e les topologies des espaces f G • 
j 

On établit tout d'abord un lemme de coiliparaison entre les topologies 

œs espaces EG: 

Lemme 16~- "Pour t.ous réels ;, et '· p ' ~ > 0 
\ 

et on a. : 

t./pr (N
1 

(r,P)::, U(r,P)::, sP(r,P) b W (i',P)::, B (r,P)::, N (r,P). ). 
V • i ' p p = 

Pour tous réels avec 

Démonstration. SoiJnt r un rationnel positif et P un polynôme\ trigono

métrique. Comme G est équivalente à sa double négation, on peut supposer 

que l'on peut construire une base réguiière du groupe engendré par' les 



Soit est propre; 
1 

M est une N
1
- norme de P o Donc Vpr(N

1 
(r,P) :::::> u(r,P)) o Soit À. 

une U-norme de P, que l'on peut construire d'après le lemme 1. Pour 

et p ffxés, ;, > O. et p >!' 1 • On a 

Vpr(u(r:P) :::::> s~(r,P)) 0 Si À.' est une sP - norme de 
, j, 

p on ai 

x+(k+1)t X:+nJ, 1 

\fm(w (m,P) < À 1 p). Mais 
ni, 

f : j éJ? ( t) ! p dt = 1 n; 1 J 1 <X? ( t )IP dt .. 
,e ,P ' x .P nk=o :ic+k] i . 

Donc f 
x+nJ, 

1 · ! <I? Çt;) 1 p dt < w (m +nn , P) 
ni, p , ,e,p o 

X 

si 

w (m,P).< w (m +.nn ,P,) < Î\.1 p. Donc si on fait nJ,,.p ., ,e,p o , 

Juis n 
tendre m et n vers 1' infini, d'abord m; on trouve ,fue si µ est une 

W - norme de P , µ'P < À.,P a Donc, .W....:r (sPtr,P):::::, W (r,F)) • On a ,par 
p ' Y:l:' ,e p 

ailleurs JT jg/(t)Pdt < wT (n,P) quel.que soient n et T • 'none $i 
2T -T -p -, , p . 

est une Wp-norme de P, par passagé·à la limite sur T on obtient que si 

µ 
1 

est une B -nornie de P 
p 

D'où les q_uatre premières inclusions de (1) o La formule (2) résulte de ce 

que si 

µ 
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Vz 1 • • • z < ( i 
q ,k=1 
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complexes, quel que soit q o On termipe la démonstration de ( 1) en 
séJjlarées 

montrant VPr (B1(r,P) =>N
00

(r,P)) o Comme P a ses fréquencesJ 1onla pour 

tout T >1 0 
1 f1' . 1 JT -}X . t 

-T- j 14) ( t) j dt = 2T , j e ::i 4) ( t) j dt où L 
2 -T :P -T 1' J 

est 

une des fjréquences dê P o Soit donc : µ unè B 
1
- norme de P ,.. On a donc 

car k /: j => 'JI. -f 
k 

' sin C11.k -11. .)T 
11.. o Comme O lim. ___ ...J._ 
~ T-+ oq (~-X .)T 

pour k -/,, j , · on a 

J, 

donc µ >, lo:) o D'où 

tion du lemme O o 

V pr (B /r, p) => :a;}r, p)) " Ce qui achève la démonst'ra
~ 

Considérons G 
1 

et l deux prédicats G tel que 

1 '. 2 
VPr(G (r,P) => G (r,P)) o 

Soi:t K € f 1 o Î e?t un régulateur de convergence de .Kr,. par rapp_ort au 
G . ,,___., 

prédicat G
1 

; mais aussi par rapport au.prédicat G
2 

d'après (3)oDon~ 

K É {) 
2 

o Donc le support de .){,. 
1 eiit contenu dans celui de 

G G 

Par ailleurs, de (3) on tire également ~1 

,1, ::c K => K = 
G1 2 1 l 

d'où il 
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résulte que l'identité est une application d~ ~1 dans X2 0 D'après 
G G 

(3) e,'est une applièation continue dE f G1 
dans f 

G2 
0 :))e ce fait, on 

a / G 
1 

c.,,~
2 

., On remarque que cette relation est transitive, ce qui, en 

vertu du lemme 16, permet d'énoncer; 

Proposition 3.,- "On a les relations su;vantes: 

Paria suite, on.utilisera également le:lemrr.e suivant: 

:'1 

· Lemme 17 o- "On peut construire une sui t'e C de nombres réels positifs 

tels que l'on ait; pour tout polynôme trigonométrique P dont les fréquences 

sont, avec le nombre 1 linéairement indlpendantes sur les rationnels, si 

Démonstrationo D'après l'hypothèse faite sur les fréquences du polynôme P, 

il est clair que l'on peut construire des nombres x
0 

, x
1 

, x
2 

qui soient, 



m étant un entier naturel positif. Soit P;* a 1~ À.
1
*o•o* aq ~ À.q o 

i(À.k-À. .)t 
e J o On pose Alors 

Désignons par s un· q\q-11-uplet d'entiers naturels s = s2 ,
1 

*s3,; *s 3,2* 

* *s que ~·· q,q-1' 

varient entre 1 

l'on notera s = Jj s}b 

l 
e~\ q • On posera :iis[ =k~j 

étant ent~ndu que k et 

s~J_,s! = TI· s ! ~t 
k:fj kj 

avèc la convention sk . :: 0 ::, \lz(/ lg=1i) où z 
J ' 

j 

designe un nombre coinplexeo On désign~ par v un q-uplet d'entiers naturels 

v-v* · *v - Î .. • • q 

lvl = I: iv , v 
k k 

où 

où 

(6) 

qu~ 1 1 on notera v 1= * Vik avec k = t,,.,. .. ,q .. On posera 
1, 'k . 

\ 

V 2Vk = TI vk! et a = Il 1 ~! · o On notera 
k k 

m! 

À.=*· À. • On a alors k .. k 

0 

la fonction 
v 

Si f est une fonction presque périodiciue. soit t:) définie par 

çi'x(f (x) =f ~x)) .. n est presque-périodique. On écrira f "" x (modltl'L) 

cr,.aque fois que x = 11\., (f +f) (cf,. leI!l)Jle 2), ce qui équiyaut à 

·T 
x lim 

2
~ J f( t) dt 9 Il est clair que si f 

1 
et f 

2 
sont presque-pé:riodi-. 

t-i-oo -T 

ques ainsi que f +:f. et si f. N x.(modtrrl) (j =1,2), alors 
1 , 2 J .11 
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r
1
+r

2 
N x +x (mod •ïlt)o En raison des hypothèses faites toute somme 

1 2 

partielle des termes de la somme (6) est presque périodiqueo En effet, 

(s,µ) =(w,7'.) où w =; wk o La discrétude rationnelle des r..
1

,o••, 7'.q 

implique donc celle des fréquences de toute somme partielle de (6)0 Comme 

les "'k sont linéairement indépendants sur les rationnels et non nuls, 

(s,µ) = 0 = 1/k(1~ k ~ q=> wk =0) o Soit xs un réel tel que 

ei(s,µ)t N x (mod /l1l_) (un tel nombre est réalisable). Alors 
s 

(xs =1~(s, µ) =O) ~ (xs =0 ;;(s, µ) ,/-0)., En vertu d~ (6) on a donc : 

(7) 

On remarque que si 
i 

m, 

iiï1m=ïï, 1 

w = 1 (mod 2) 
k 

(mod -11L) • 

pour un des indices alors 

(w,7'.) f. 0 , c'ést...:à-dire (s,µ) f. 0 , et donc x =0 o Donc, dans (7,) on ne 
s 

tiendra compte que des termes s pour lesquels Yk(wk = O (mod 2)), qu'on 

appellera multi-entiers pairs. On remarque aussi, que 

(1) - (mod 2) 1=- 1 (mod 2). Comme on suppose pair, que wk = wk car s on 

peut écrire w(1)= 2v(s) où 
(s) 

est un en±ier naturel. D'où k; k 'it 
(s) 

(s) * (s) 1~ si 
V 

=a pour. s pair, et Comme par définition de 1 
V = . vk 0 

k 



(8) 
m! 

iîftm:iïJT 

On remarque·que 

z 
!s!=m-h 
s pair 

. (s) 
V 

a 

0 

850 

D'où jv(s\ = 1 si . o On considère maintenant v fixé avec jvj = m - h,v 

étant un q;...uplet d'entiers naturels. On cherche un majorant du nombre 
l 

de multi-entiers s tels que v(s) = v. Soient non 

i1uls de s • Soit ;j 
1

, o. c , ju la réunion d~s indices figurant dans les k j 

pour chacun des cr .1 
• Soit s' 

J 
un autre multi-entier, 

j; . ' définis comme pour S'.: Si l,' ensemble j1,·••1 ju , ... ,. J u' 
: (s) 

de 1 1 ensemble ; . , , . l alors 
y 

contient un ,~ 1 que J1t•·••OJ Ju• ' 
a, 

(s') 
V, 

Par ailleurs, m - h üécompose, à l'ordre près des pas a . se 

fixé, par exemple, par la condition n
1 
~ ln

2 
~ • • • , en au plus 

(m-h ) (I!l-h-1 ) 

et 

diffè;re 

he contient 

termes 

--2-~----
2 sommes de m-h entiers naturels qu'on appellera décomposi-

tions canoniques,, S,oi t s tel que v (s) = v • Aux entiers cr
1

, ... , ; crp 

,correspond une seule décomposition c~nonique. défi~issent 

l'ensemble d'indices 

' ' j 

d' indic.es doubles dont la réunion des indices soit,., 

J 1, ••• , Ju. J:'our un tel ensemble d'indices doubles k
1

j
1 

o•o k j 
' p :p 

des • Comme 

il Y:.· a au plus p! permutations possibles 

p < m - h , on a,'. donc au plus, 
\ 
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mul ti:..en tiers 
(s) 

s pairs tels que v = v, où v 

est un q-upiet d'entiers naturels donnés.; Par ailleurs, pour tous s et v 
[ 

avec js! = [vl = m - h, on a ~}~ (m- h)! o D'où 

(m-h) 1 ( ) (m-h) 1 ( ) _____ .:. < m - h ,t ---- · o De 8 
s! · , v! · 

m! 
hïtiii:ii)T 

Comme : Z 
lvl=m-h 

Or ~ = x2(èf.[16]) et 

2 
m 

(2ml )2 2 

on tire donc 

avec 

on obtient 
2m m x, ~ ;( z 

h=o 

m 
est nn majorant de X: 

0 0 1 , M h=o 

V 
a = 

d 
h,m 

• D'où en 

prenant par èxemple 
2in , 4 

d 'ùne su,i te de réels C =((2m)!) 2., 1 la construction m 1 

2m iw.t 
= x

1 
+ Z c • e J, J . 

avec . w. /: 0 , j parcourant un nombre fini d'indices. 
J 

1 
Il vient Ï 

x+l,e 

IX z 
J 

c.e 
iw.x 

J 

J 

:i;w.t, 
e 

'• J 

------- f iw,,t 
J 

.~x~+1 z!c.j)g,;..Î oLes lcjl: sontbornésetles lwjj bornés 
\ f, j; J wj 

inférieurement par une constante positive. Donc pour chaque n 

. . 2m 1 2j c jl 
wt, 2m(n,PJ f x 1 + '] ~ r:~r . Comme x2 est une w2m-norme de P, 

J 

qui eslt réalisable,: en vertu des hypotitèses faites sur P , par passage à la 

limite sur n, pui,·s sur t, on trouve x2m 2m 2 ❖ x, 0 D'après le 



lemme 16, D'où , ce qui achève la démonstration 

du lemme i1 
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2., Propriétés communes des espaces (> G o 

Théorème 4.- "Pour chacun des prédicats G , l'espace fG est non-séparable 

et.suffisamment non séparable 11
0 

Démons'tration.,-D'après le lemme 16, puur èhacun des prédicats G on a; 

v"Pr(G(r,P) :::i N (r,P)). 
00 

Soit ~ une sui te d'éléments de fG • On peut construire un réel X , tel 
1 

que X soit distinct de toutes les fréquences de chacun des polynômes 

S{,n(k) (cf•(5])o On pose K =hÀ. o Soit 2<'n)k) = o:11: Xtou*o:
4

1:Xq o Alors 

~A(k) - K = a 11:À.1*~•o *aq'tÀ.q *- 1,:X o A est distinct de chacun des .Xj • 
~ . 

Si P est un polynôme à fréquenes séparé~s égal à~ (k) dans E, ses 
'--'n 

fréquences figurer,.._t parmi les À. •• Il en résiù te ·7 N (.!. ,,; (k)-K) d I où, 
J 00 2 n 

d'après ( 1) , \fnk 7 G(-
2
1 ,3{, (k) - K)., Si on fixe n et si on fait tendre 

' ~ \-ln 

k ver~ l'infini on en déduit 7 G*(¾ ,Jln - K)., D'où la première assertion. 

Si on qonsidère maintenant la famille KÀ définie pàr KÀ • 11:A 1 comme on a 

Ï N (! 
00 2 ' 

si , ,d ';i.prè,s ( 1) , on a donc . ' 

:::i 7 a(! , K - K ) ., D'où le théorème a ., 
2 . Àj À.2 

Corollaire 1., A Pour chacun des prédicats G, l'espace n'est pas 

métrisable"., 

Ce corollaire·'découle immédiatement du lemme 8 0 

Corollai:r·e 2.,- 11 Pour chacun des préd,icats G , la topologie de 1 1 espade 

fG n'est ni M-m~jorée, ni M-réguLière "• ·, 



Démonstrationo Soit K un point de un voisinage de base 

de K • Supposons la topologie de ~ J.VI-majoréeo On peut alors construire 

une partie d I appui ' de ~ , te He que K ( 1 ~ VK t (K 1 u-7 ::, 
::, K

1
€ (G 0 \P,r> )., D'après le p:rinipe de prise, on peut construire un 

entier n 
1 t\ , .• 

tel que Kn E f" Donc on peut éonstruire un polynôme p ' iel 

remarque sans difficulté que 

Donc 

de prise (ER 

est une partie fidèl~ ;de \. o Donc, en yertu du principe 

i 
est un espace topologique ge~bé d'après la prorJ.Jsition 1) 1 

' ' 

on peut construire tm polynôme ratiort~el tel que o Donc 

que 

t> . 
est den~e dans ü G o Ce qui contredit le théorème 4., D'où le cor9llaire ~ o 

On peut obtenir ce corollaire coihme conséquence du ienute 9 et du {héo-

rème suîvant : 

Théorème 5o -. 
., 

"Pour chacun des pré4:i.cats'. G, l'espace 
/J' 

\ est un oG 

espace localement v:aguemant séparabl$ 1]'o 

Démonstration:.. D'après la définition, il suffit de se placer dan:=;i un 

élément• 
0 

(G) <P,r> où p est unf;polynôme trigonomé,;trique et 

ra tion~el positif" Désignons par J{ î ,.1 'ensemble 
h 

D'après (2) et le .lemme 15 on a: 

VP1P2 (P1 = 
e: 

r up 

Donc est une partie fidèle de nE*., On notera '17l1 l'espace < r,i( 
1
~ > .. 



Qn désigne par 1f, l'espace topologique gerbé dont la structure topologique 
1. 

gerbé est induite par celle de EtR, puisqu'on obtient un espace topologique 

gerbé en prenant unè partie fidèle de cet espace (cfo[32])o On désigne far 

É. l I ensemble des mô.ts de la forme p * Q où Q € t 0 tels q_ue 

p * Q € (Go \P,r> ~ Il est clair que €.. est l'ensemble des mots ·de la 

forme P*Q av~c a..~(Q) " r (cf~ le corollaire 2 du lemrr.è 14 pour 

la défin~ tion de Ct ~ ) 0 Comme t..0 esi ém.un;rable, é. 1 1 est aussi. 1 On désigne 

par 'l' liidentité sur f G ., D'après (3) c'est une application de x-
1 

dans (G O 
) ., Comme les polynômes trigonométriques sont denses dans 

· <P,r> 

est dense dans ( G0
) :. Il reste à montrer que la topo-
<l':,r> 

logie de * est vaguement absarbée, idà.ns son fondement, par la tojologi,e 
1 

de f G , relativemei1t à E. ., En effetj,, soi i; F 
1 

E .:f:-
1 

• D'après la définition 

de G0
, on peùt construire r

1 
avec 

Si on suppose <lu•on peut construire une, base: régulière du groupe engendré: par 
' ' ' 

les fréquences de P - P , on peut cons 1truir1e une sui te # ' ,. ' 

de polynome~ 
1 

rationneis tels que la sui te cH converge vers P 
1
- P : dans EIR et 

telle qua pour tuut réel À qui soit Ulle G-norme de _P
1
- P, on ait 

À lim q ! (~ n) ., Une telle sui te est donnée par la sui te c/r construite 
n-.= 

au corollaire 1 du leJJUile 12. dans le c~s des prédicats 

B p 
d'après ce coro~laire, la sui te ~ converge vers 

w 
p 

dans 

et vérifie une pertaipe propriété d'égale presque-périodicité relative"' 

et 

Or, comme la convergence de cf.) vers P - P dans 
1 

ER implique. la convergence 

de ~ vers uniformément 1~ur tout intervalle [-m,+m.] la 
n 

sui te des fonctions Uo P• p. .<I/ ,Al 
n 

conv:erge étroitement ve,rs la fonction 

<I/p - p 
1 

• Il résulte du cor 161laire 2 du lemme 12 que 



11. lim Q., ~(J< n) 
n-;-oo 

. p -P 
la sui te 1 Q; 1 

o Dans le cas des prédicats N et 
p 

N 
00 

910 

, on utilise 

et la démnnstration du lenur,e 13 moI'-tre que 

11. limQ~Cpn). On a donc 
n-i-oo 

donc À < r • Donc, on peut construh·e 

un entier tel que Donc, si on pBut 

construire une base régulière du groune engendré par les fréquences1 de P
1
- P, 

on peut construire uhe suite il? d'éléments de E... , les mots pour 

telle que ! w(n) dans converge vers P + (P1- P) 

P dans E , donc dans ·'¾ . Comme on ne: peut pas 

ne pas construire une base régulière dü groupe engendré par les fréHuence's 
i 

d,~ P 
1
- P , on ne peut ne pas construire .. ia sui te <I> , d 1 où le théorème •1. 

Corollaire.- "Pour phacun des prédica;-\is G on a : toute application de ¾ 
dans un espace\ topologique M-régulieI est cpntinue en chi!i.que poin( où elle 

est définie". 

On ~tabli*a, au paragraphe 4, comme corollaire d'une propriété du pré

dicat N
1 

et du lemrn~ 16 que tous les espaces EG sont~ T-séparés 0 

On à également, 

P1:;oposi tion 4.- (cf~ [24]) 11 
• On peut :ponstruire une forme linéaire f sur 

E. qui admette une discontinuité constructive en O pourichaque espace 

E G 
Il 

0 

Démonstration. L1 exemple de la fonctio~ donnée ci-dessous est dfi à 

Y.P. Tch~rnov Soit .. On pose 

est une applicl;).tion sur E et c'est une forme 



linéaire. En effet, YP($(P) = ~p(o)) o Soit ~ la suite de polynômes 

trigonométriques 

â-norme. de ~ et, par ailleurs, 
n 

Pour tout 1 
G, -n+1 

est une 

Corollaire.- ~ Pour chaque espace. ~G otj peut construire une fo~ction nu-

mérique qui n'admet pas de prolongem~t à fa "., 
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3. Propriétés des espaces 

Dans tout ce paragraphe G désigne un des prédicats suivani;s : 

w 
p (p 1-1 ) ' • 

30 1. De'nsi té des :parties d I appui non vides I dans ~ G ., 

On a en effet le théorème suivant: 

Théorème 60- "Toute partie d'appui rl.on vi4e de .J:>G ; pour 

W (p ·~ 1) 
p 

N (p' > 1 ), N , est dense dans cf,, " p oo , G o 

Démonstration~ Si on considère G1 
et G

2 
deux prédicats G pdur les 

1 

valeurs de G admises dans ce paragraphe avec 
1 2' · YPr(G (r,P):::, G (r,P)), 

d'après la proposition 3 on a f î q. {~ .. Supposons que toute, partie 
G G 

d'appui non vide 

vraie ai1ssi pour 

soit dense dans 

o Soit en er'fet 

f 
1 

o Alors cette propriété est 
G 

' une partie d'appui non vide 

de • D'après le principe de prise E n ' est n:on vide. Comme 

llictentité sur /J
1 

est une application de 
G 

dans j{ 
2

. · et que 
G 

pou'.r tout est une partie cf'.' appui non vide: de 

/>_ 1 .. Soit 
G 

n tel que n € 

G o Comme on a 

.. On peut trouver un polynôme trigonométrique 

(G2n) 
<P,r> 

puisque E est dense dans '/ G , quel que soit 
,1 

1 

DG ~ iG , on peut construire <P 1' r1> tel que 
1 2 

soit, contenu dans v 1 {\ (a20
) · 

J\.. G: <P,r> avec 



Comme 

,. .f 
X€Lt.{ .. n, 1 l G 

est dense dans //
1 

ton peut construire un 
G 

On remarque également qu'il suffit de montrer que toute partie d'appui 

non vide de EG est danse dans E
0 

puisque, d'après le princip~ de prise. 

si ltJ est une partie d'appui nnn Vide de ¾ , éRj fi E est non vide. 

Dé~ontrons l'aasertion pour le prédicat N (p > 1 ). 
p 

Soit doric Ltf une 

aussi un;e partie 

partie d'appui de EG (donc de E); .Cif non vide• cet,. est 
4u principe d~ prise et 

d 1 Jppui de E*(cf.(2;\2)) '.). En vertujdu principe du chbix 

constructif appliqué aux _ polynômes rationnèls, CP.j est hàbi té., Soit donc 

P
1
€, et P2 4, polynôme trigonométriqueo On pose P == P◄- P.

2
• 

' On pe1n; écri·re · : p ;:= 0:11:À.1 * .. o 

n fois 

*a ,:il • On pose alors 
q lq 

0: 

J. 'CÀ n q 

------------1 
n fois 

puisque ' est une ipartie d'appui. On1 peut construire une sui te 13n,u de 

polynômes trigonométriques définie par; 

(2) * . 000 



où 
ni+j 

1t 
__ ...., ____ _ 

..---..__, 

(~ni+j) 
u 

Alors, pour tout u, si (i,j)-/= (k,h.) , 

950 

,L(h) • Donc A 
··k, u 1-'z;i,u 

a ses fr~quences séparées, àe telle so~te qu'on peut calculer une 

N - norme de 13 o En l 1 occurence :
1 

p n,u 

En particulier;; 

Vun (n >; 1 ( 
ql 

1 
E 

k=1 
1
.2~ 1/2 

k ~ , 

Pour n ;fixé , 1 n >. 't on considère la suite den 13n u 0 Il est clair, , 
' 

d'après (~) que 13n u converge vers 11 dans E et donc p2 + 13n ·u , ' n ~ ,. 
1 

converge wers P2 + ~ dans Ea o Comme œJ est une partie fidèle de Ef, 

en vertu du principe de prise, on peut construire un entier u tel que n 

D'après V~) on a do:QP Vnp ln 9 1 k 

Il en résulte que la foui te 

D'où ilie théorème dans le cas 

P +·s 
2 n 

N p 

converge vers 

(p > 1,) 
r: 

et N 
00 

P
2 

dans E . G o 

0 

Soit G un des prédicats Bp ou Wp avec p >~1 o On remarque 

que. si P est un polynôme à fréquences séparées avec 
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q 
' ( }; 

- k=1 
est une B2 -norme de p 0 

' 

Soit donc (Pl 

J 
une parüe d'appui non vide d13 E et p 

1 
€ c1 (cf..!. préc~-

demmen t )1• S6i t p2 € Eo et p et: p 1- p2 avec p = d1-i;X1*o•• *a-i; q \1 0 On 

définit Il et ~nu comme ci-dessus. De (2) on déduit que pour tout 
n .,, . 

n et U.:_ les fré~uences A t-'n,u sont, avec le nombre 1 , linéairement 

indépendantes sur les ratiom1elso Soit p fixé et m un entier positif 

tel que 

w p 

polyr1ôme 

p~ 2m o Si C désigne la lettre 1B ou W, suivant que 

respectivement, on peut construire une c
2

m - norme 

S • D'aprè·s le lemme n et d'après (4), 1a suite. 
n 

converge verG P~ 
"'-

dans E ., D'où'le théorème 
0

2m 
0 fZI 

G=B p 

X du 
n 



On déduit de ce théorème des corollai wes importants : 

Théorème. 7 .. - npour G = B·, 
p 

91. 

N on a 
00 

la propriété nuivante : toute application n9n constante de l'espace EG 

dans ùn espace topologique T-séparé .et M-régulier admet une discontinuité 

constructive en chaque point où elle est définie"~ 

]émons tra tiona Pour là eimplici té de 1 'exposé, on se placera dans ;le cas · 

d I une application n~érique f définie sur :m
0

. • Il est clair ':l,Ue si f 

n'est paq3 constante,~on domaine de définition n'est pas video Donc,, en veirtu 

dü principe de prise et du principe du choi:l{. constructif appliqué aux poly-

nômes ra tiom1els, on déduit que le do.naine de définition de f 
~ , 

est habite .. 

S9i t donc! P 
1 

tel qüe ! f (P 
1

) o Comme f n "est pà.s constante, er1 vertu du 

principe de pr~se et,du principe du choix constructif, on peut constrùire, un 

polynôme P
2 

tel que !f(P) et tel què i'(P
1

) /= f(P
2

) o (on utilise qµe 

l'espace d'arrivée eslt T.;.séparé). Soit ûl. 'un algorithme transforr.r,a.nt tout 

rationnel en le nombre 1 et OC un algqri thme tel que 

d'un tel :algorithme. 'On peut construire ,un rationnel positif r tel que 

puisque 

g est une application numérique définie ûans EG o On peut donc .èonstruite 

' 
une sui te @ de points de EG. telle que Vn(! g(wn)&,, P

1 
,lim Gw

11
) , 

ll"""f-00 



c' est-à-dire une .:mite de points qJ 
n 

qui converge vers 

tinui té cons truc ti ve; au point P 1., • 

Corollaire 1. - "Poux G = B (p >,. 1), 
p ' 

la propriété sµivant;e : toute application de l 1espace 

topologiQue '11-séparé et M-régulier $st constante"o 

N: (p > 
p 

r. 
G 

98,. 

et 

N. on a 
00 

dans . un esp13.ce · 

:ùémons:tr@-tion. Coillliie toute applica tio:n f à.e fG da...."ls un espace 

M-réguliBr est contfnue(corollaire du théorême 5), sa restriction à EG 

1 1 est aussi. D'après le théorème 7} f ne peut pas ne pas être non oonstanteo 

Donc lfP/
2

(!f(P
1

) :k !f(P
2

):, ;f(P
1

): f(P}) 0 Donc f est constante sur 

.:-f par continui tt Ill 
G 

On remarque que ce eorollaire se déduit également des théorèmes· 7 et 2: 

en eft'e~, si f est une application non constante de ,f)G dans un espkce 

~pologique T-séparé et M-régulier, ~n vertu du principe de prise, la 

r.es tric't;ion de f ~ EG est également non co11stanteo Donc, eri vertu du 

théorè.me 7, elle ad:\!let une discontinuité. constructive en ,;un point~ Donc f 

admet la même discontinuité constructive au même point, ce qui contredit 
;, 

le théorème 2~ 

N (p > 1), N on a la 
p . 00 

propriété: les app[l.ications non constantes de EG dans un espace uniforme 
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T-séparé et MLréguJ,ier ne pe11vent être prolongées en dàs applications 

de ;t : dans le complété de cet espace uniforme"o 
I.T 
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4. Proyriétés des espaces 

Soit < fYYl, <I ,B » un espace topologique construc±if. On dira que 

l'espace < 'Î'Îl , <I ,B » est fortement séparé par rapport à <I ,B> si on 

peut construire un algorithme .n., tel que VXi ( 7 (x E (B). ) = ! h. (x o i) ) .. 
J. 

On dit q~e l'espace <111_, <I,B >> est fortement séparé si' on peut 
1 

co1;is truire une base. de topologie <I 
1
\:i3

1 
>. équivalente à <I ,B> telle que 

<m\_,<I1,,B1» soit fortement séparé par rapport à <I,B> 0 

Prop~sitïon 5 .. - nsoi t G un des prédicat~ U ou S~ · (.t > O et p >,., 1 

· fixés )o On peut construire un algorithme ~G transformant tout couple 

x o K dù :i,c est un réel et K un ~léme:nit de '('G en ~n nombre réel n!on 

négatif tel que 

Démonst~ationo- . So~t P E EG et x un nombre réel. 0:r).. peut construire 

un algorithme ~G transformant x DG en un réel )J.on négatif par: 
.l 

Comme S2 est un régulateur de convergence de ~ on a : 

d~Îinit alors tG ';Par 

:ï -n-1) 2 , 

f G (x O K) lim 

n4 

car 

est défini 
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conune un algorithme 1puisy_u' il y a un algorithme de passage à là limite · dàns 

l'ensemble des nombres réels 0 L'assertion (i) en découle aussitôt .. 

On remarque tout d'abord que 

supposon~ que P est presque périodique: 10n peut construire un réel X 

qui soit une G-norme de P. 

s~ on potie q,G (x ~ P) , on a et 

puisque 1 1 inégalité sur les réels est équiyalent,e 

à sa double négation. En vertu du principe du choix constructif 
' 

7G(r,P);=:, îx(q,G(x r.:lP) > r)o Mais E ne peut pas ne pas être pre13que-

périodiq1fe• Comme G eGt équivalente à sa double négation, on a la formule (1 ). 

" c-0mme 

f G{x l1 Ki lim 

1t~ 

le principe') du choix construct,if montre· que 

j~(,G(x () K ) > r + J-n) o On·· a ·donc 
n d'où 

'.! 

puisqu'on a G*(2-n~ Kn - K) 0 Si on a 7 G*(r,K), on a alors, en xevenant 
f 

,...:, -n ,,.._ 
à la définition de K > 7 l -3n 'ï G(r + 2 ,K ) 0 D'après ( 1), en utilisant 

::n n 

le. princ'.Î;-pe du choix constructif on a donc 1n Î G(r +. 2-h; K )o Donc, 
.. n 

fG{x .o K) on a f(/x:o K) > r o D'où la proposition ~ " 
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Théorème 8.,··· 11Les espaces f G pour G = N
1

, U , S~ (p f 1 , i,: > 0) . sont 

' ' 

forteJ1ent séparés 11 
.. 

, . . . p 
Demons tra tion .. Pour G = U, S ,e , cela résulte de la proposition 5 et du 

princlpe du choix c,onstructif et du faj_ t que la· .topologie de f G est 

équivalente .à celle·de EG. Reste à examiner le cas du prédicat, N1 • 

On rappelle que -/\ (n,P) = fi (0 (n; p)(z](n,P)) (cf .. paragraphe 2 du 
' ' 

chapitre III)., On rkmarque tout d 1 abord que1 si q est un entier positif 

fixé ... ei: fP représ~te les parti tiona de 

~2 
~ f/ [z]) )., 

! 

' 

puisque pour tous 'z
1

, z
2 

on a I z?z
2
j ~ 1z

1
1 +j z

2 
f; l ., Si on considère 

f;lp la sui te adjoihte de P ; il résulte de (2) que 

V,nm[ z](.lh[ z], = q ::, f 1 ( ~+m[;]) >✓_ f / \i\z])) , où q = .lh(P) 

= a(n) * 
. 1 000 

Il en r!ésulte 
l 

*a (n) 
q ' 

Par cons truc±ion 'de : Q P, si [ z J(n, P) ;cr; 

on a -n-f- 11 2 l':t 
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. Q_ 0 - ( n+ 1 ) . 
(3) Vnm( y 1 (n +m,P) - ~ (n,P) > 2 )o 

Si on a ïN
1 

(r;P) et si on peut construire une N1 - norme X de p 
' 

pë.ut construire un entier tel j\(n,P) 
-n 

r + 2 o corr,me X > r ' 
on n que > 

Donc 1 N
1 

(r,P) ::> 

choix constructif. 

77 jn( J\ (n,P) ) r +2°'.'"n)o En vertu du principe du 

7 N
1
(r,P) ::> 3n()

1
(n,P) > r +2-n)o Si on suppose 

Jn(y\(n,P) > r + 2:n) d'après (3) on a 

> r +2 -(n+ 1 ) ) • Donc toute x de P, si on peut en construire 

une, vérifie x > r o D'où ·1 N
1 

(r,P) et : 

En suivant la démonstration de la proposition 5 on obtient, par applications 
1 • 

successiyes du principe du choix const:i:-uctif : 

Le :théorème résulte de l'application dl?-principe du choix constructif 

à la formule (5)0 e ,,. 

les espaces sont 
, 1 , 

.T-sepàres",. 

., 1 
Démorwtr1.1 tion 0 Désignons par C. un alirori thme tel quk 1 lr,. t:, 

1 

(6) Vtcr(7G*(r,K)- h.G(Kor))o 

La formule G:* est 1équivalente à sa double. négation (cf., paragrapt,1e :> dµ 

chapitre III)oi L'espace fG est :T'-séparé, donc 7 (K = o) = îl ]rlG*(r,K), 
G. 
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D'après la formule (6), il en résu::..te î(K == 0) =1 1 ir!5-\.G(K Q r) -
G 

en vertu du principe du choix constructif., i! .. 

Corollaire 2.- npour G-N - 1 

numérique;s non constantes sur 

triviales". 

, U on peut construire. des fonctions 

et: des formes linéaires sur ¾ non-

Démnnstra·tion. Pour les fonctions numériques, on peut prendre fG(x, .. ) 

dans le cas de U et, de sP .. Comme 
i, 

fN G f U , il est clair q_ue pour 
1 

chaque x, fu{:x:, .. ) ,: est une fonction numérique non constante sur.~. 
l 

.. 

Pour les formes 1linéaires, posons 4Ju(x r::i P) = .<JJ/x), et 

iX-hJ: 
<J, P (x à P) = 1Jx @./t)dt., Il est clair que. jq,U(x o P1) ... q,/x n P2)1..._< 

si 

~our tous polynômes , P 11 P 
2 

et que 

l (j., (x o P1) 
Sp 

i, 

1 

De la proposi tior.. 5 et à l'aide d I un algorithme da passage {Il la limite sur 

leo nombres com1plexes1~ on voit que 
,,,... 

lim q,G(xb Kn) 
IJ:-"i-00 

gG cette limiteo Comme précédemment, 

linéaire non triviale. pour G =U 

définie sur 

est défini., on 1notera 

est un Jxemple dè forme 

, g. est 
U. 

.. 

Un corollaire de "cette proposition est constltué par l'énoncé. suivant ; 
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Pr01?oci tion 60- 11Pour G = N 
1

, U , S~ on a la propriété ; on peut construire 

une application f d~ ~ dans lui-même, de domaine de définition non vide . 
et admettant une discontinuité constr~ctive en chaque point où elle est dé-

finie". 

Démonotration.ï On 1,posera, pour simplifier 11' écriture : 
1 ' 

le cas de ,u et de N
1

, comme la fonc ~ion 

g:/• ,K) est unif or:nément continue coriuue limite uniforme :de foncti-on.s 

urdformé~ent continues, on peut définit la fonction de K: '] gU( t,K) dt IJ?Ur 

On posera 
J, f' 1f it dt= ]j ~(t,K)r.dt. Soit ,efixé, f, > o (9n prendra 

J, 0 0 

f, = 1 pour s;i.mplifier les notations). On pose 

si z == x +iy /, Rez = x: • Il est clair que ! f 

dans 1 ui-même, · partout définie. Soit 'K € -~ 

: f (K)"- h Re t~ dt où 

est une applica tiori, de 0a. . 
et ~ la suite de points.de 

.f> 1' 1 r, : <I> = K +-:ç O o On a - -~ O = <I> î K • Comme 
G n n n G n 

11 1 1 
YnN (---, --- c o) 

1 n+1 n+l 

o:p. a , d;' a.près le l~e 16 ·v ( 1 ll 1 ! ) n G ---, --- ;i; 0 
n+1 .. n+1 · 

et donc V G*(_l_,qi .:. K) 0 

n "n+1 n+1 

Donc la sui te êJ.? n converge vers K . dans i fG • D'autre part, 

Vn * 7N 
w 

1 

(J. r(v) - r(~ 1)';. ' . • , A '\If 11 ', ~n résulte 
c. ' n+ 

n.• où l I éhoncé : G . ... 

On a par ailletrs: 
'• 

! 

D'où 
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Proposition 7..,- "Eour tous les prédicats G l'espace EG est T-sépaJ:"é,.o 

Démonstration., ,D'apI'.ès le lemme 16, il suff~t d'établir pour l'espace EN ,. 
00 

On sait par ailleurs, yu.e qu:;lque soit le pIÎédicat G 

t7'P
1
P,.(P

1 
= P = P

1 
= P ) 

~ E 2 G 2 
en vertu dÙ lemme 15 ., Soit donc 

1(P ~ o)., Alors 
N 

ï(P = o)., En vertu du principe du choix coristructif, 
E 

00 

3:x:(I <'.P./x) 1 > 0)., En appliquant encore une f◊;is ce principe, on peut! construire 

u:. rationnel positif r tel y_Ue 1 ~'P(x) 1 !> r .., On a alors 7 u(;~ P) d'où; 

d 1après le lé~e 16/ 7 N
1 

(~ ,P) o Soit q ~ .th(P) ., Soit Il un polynôme 

propre, égal à P dans E • .Alors th (n) i= q
1 
~ q , puis=i_ue les fréquenëes 

de Il ftgu.rent parmi celles de P. 0~ peut, écrire 

41 
!~i est' 10',kli -Donc I:. une N 

1
-rnorme de Il , donc de p et max une 

k=1 1$t'4 1 q1 

N - norme de n 0 Or I: l~l ~ qf :i max il ~I 0 Comme 41~ q il, en 
00 

k=1 1 1.~k,ç_q1 
. . ~ h 

résulte :· t/Pr(N
00 

(r~P):::, N/r .th(P),P)) " On remarquera qu1 on a là 

la meilleure majoration possible. Donc'ae 

7N (---~--- ,P). Comme pour tout prédicat G 
00 

2.eh(P) 

la propodi tion est dJmontrée., 
' 

• < 

\iPr( N
00

(r,P):::, 1G(ri,P)), 



5. Goncliusiono 

On :peut résumer les résultat3 obtenus par le schéma suivant., 

N 
p 

o densité des 
parties d'appui 
non-vides. 

.. sépara tfon 

.. séparation forte 

o fonctions numériques non 
constantes 

et formes linéaires nvu 
triviales. 

' • constance des fonctions 
numériques .. 

Dans ce schéma, ün trait ol>lique jo'îgnant G
1 

ÈJ. G
2 

•sig:nifie que 

la relatidn ~P ~ qG .....,,. 
1 

a lieu où . G
1 

est à 1 1 extré~i té supérieure 

du ~trait .. 

Remarque : Leo rela tiens; f..G c; {:G 
1 2 

pas permuta"tlles,i zaui pour les relations 

indiquées .sur ce schéma ne sont 

~ où la question 
p 
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f *) 
reste ouverte 1 ° 

Pou.~ les autres rela~ions, la classification selon les propri~tés · 

topologiques permet de restreindre. l'étude aux cas suivan~s . • 

(1) fi c; fu (ii) f c,1/1_ (iii) ·~~. 
c; I_, 

N1 U sP .oo B:1 
1, 

(iv) fN q. tN· pour 1~ P1< p2 
. (v) t; q,. f . 

B 
p 00 p' .P 1 2 

{vi) ; q. fw. (vii) I q, tp (viii) / -~ w P2 
P2 p~ s· Cf i N t &Ji, 

pi 

(ix) :poï.J.r 1< p ~ 12 I G f'B (xi) pour p >,. 2 ~ q. -fN .... 
Np p' p p 

1: N 
. P2 

.. 

Auc-qne de ces relations n'est permutable sauf, pour p = 2 , (ix) et (x)o 

Pour (i~) et (x) cela résulta de la n~n permutabilité des relations (v) 

et (viii) o 

La démonstratio4 est triviale pouj:>1 (viii) et 
1: 

(iv ) .. Pour les 

autres rèlations, on:transposera en ana*yse ;constructive d,~s démonstrations 

' de l'ana~yse classiq~e; 

Pour (i) , on trouve dans [ 13] , les contre-exemple du type 

si.rL.nx 
qui s:ont constructivement valides .. 

nlogn 

(*' 
, )La réponse êi. cette~ question est pos~ ~ive: :. voir la démohstration· en 

appendicao 
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Poqr (iii), les noyaux de Dirichlet pe:1'mettent de construire un contre-

exemple en considérant une série de la forme où DN , est le 

noyaux de Dirichlet d'ordre N et la.suite d'entiers choisie de telle 

sorte ~ue la norme 1
1 

de puisque :b,. est 
tN 

périodique,soi:t de 1 1 ordre de log N ~ Constructivement cette démovstration 

est valide .• 

Pow les :relations restantes, on :i:,eut ~rocéder comme suit: pétant 

fixé, soli t p' > p ~. On sait que si , f est üne fonctiqn ,e-périodique, 1 ) 

J 
x+,t 

/f/l(f) :::i J . f(t}dt 
X 

quel que soit 1 x • Il en résulte que si À
1

, À
2

, 

son~ respectivement des B -, W - , ,sP -normes de f ; on a 
p - p i, 

' 
o :on peut supposer f; 2tc-pério;dique. :; 

on utilise les notations classiques 0 So!:i. t f € 1P(,r) et f. / 1P' (r_r) , 

par exemple f (x) = "Il-a sur ]0,2 1t (1 1 . . 1 
- - <a:(:- --

p " p' 
., O:n cohsidère 

f*¾ où ~ est lè noyau de Féjer d' ord)e N .. f *K/est un polynôme! 

trigonom~trique et !li *KNII p.$ llfll p , pou'r tout 
L . Iî 

1 1 interv<i11e Im = [ ni;T' 2rc] (m 1-o), 

vers f o Il en résulte que li f * KN li pj 
L 

et 

ï N .. Par ailleurs, sur 

converge uniformément 

ne so:n.t pas 

bornées. ·on peut donc. trouver une sui te d I en tiers N telle que 
n 

n > 2 (resp. 
n fOO. n 

> 2) o La série È 2- ~ * ~ 
n=1 · n 

es~ alOrs, convergente~ dans 1P et diveI".gente dans 1P' (resp., dans u)., 
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On peut adapter ce raisonnement constructivement: on peut, en analyse 

constructive, définir l'intégrale d'~e fonction uniformément conti[lue sur un 

intervalle fer~é borné. On peut définir l'intégrale sur [0,2n] d'iune fonction 

définie sur ]0,2n}, qui est uniformément continue sur tout intervalle 

[a,2n] (o <a< 2n), pourvu que la sui 1te J 
2n 

f(t)dt converge., 
1 

·n 

I 
2:it 

On écrira alors f(t)dt cette limi~e. Sï f(x) 0: 
=X avec 

et 

0 

( -· ( ) 1 J 2n ( -int p ~ 1), c'est le cas., On po8!8 f n = 2; f t)e dt 
0 

int 
e • En utilisant la.formule d~ Htllder, 

1 

on peut établi~ comme dans [2] que 

car 

N 
où IC ( t) = E C1-lNnJ )e int ., Pour établir la con--~ n=-N · +t1 

vergence uniforme de J.a suite f * ~ vers f sur I , on peut calquer 
m 

la démonstra tiop. clas'sique en utilisant l'artifice suivant pour "prolonger" 

f par périodicti.té ho'!rs de [0,2n]o ob. considère des fonctions constructives 

définies ;:;ur 
' 

]-2n ,o[ , 

par translation~ Comme 

-m 

ceci per~et d'établir fn(x < t:) n, ; 

déduites les unes des autres 

tend vers l'infini constructivement, 

où G
1 

(x , P ) 
1 

avec 
n n 



G = sp' ou U 
J, 

et ~ = f * K • Dohc 
pn n 

111 o 

Ve , 7 jn(x > c) • D'après 1~ 
n 

principe du choix cqnstructif, on obtÎent, comme les x sont réàlisables, 
n 

Ve 3n(x > c). ~ prenant pour e I les nombres 2j , on termine la 
.n 

démonstration suggérée comme on le fait en analyse classique. 

Ce ,même argument permet de construire un élément de f1W qui:ne soit 
1 

pas dans f1
1 

• E~ effet, on a 
S1 

. 1 ·,Jè \7'K(W1(r,K) ::, S/(C,K)L qu encQre 

,e 

Ve 77 3K(w~(l1,K)k 7 s:*(c,K)) püsque G* est équivalente à sa 

dc'.~ble nfgation. Le ;théorème 8 et la. propriété de séparabilité vague 10<1:alE 

montrent., qu'en se restreignant à des polynômes rationnels, on peut ôter lé 

double n~gation dans la dernière formule. Ceci permet de reproduire dans ce 

das le ràisonnement fvoqué plus haut., 
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APPENDIC:$0 

Comme cela est indiqué en note au paragraphe 5 -du chapitre IV (po ), 

on peut établir 1 1 inclusion topologique o; ¾ . On a : 
p 

Proposition 8.,- "Quel que soit le réel p , p >., 1 , on a : 

YPr ·· (B (r,P) = W (r,P) )., " 
p - p 

Démonstration., On sait que (voir [24])., 

(1..;x)\I=~ ( ... 1l(!)xk 

p uniformément sur [0 1 1] pour V) 0 o p >,. 1 étant fixé,' on pose V =. 2 o 

P est un polynôme trigonométrique fixé dont on suppose les fréquences 

rationnellement discrèteso On écrit P = a
1

~À *ooo *a~ À o Soit 
1 q q 

q 
M = ( b l.<\:I) ,+ 1 0 On a Vx(lil>/x}j ~ M); .. On pose 1 -

g = 1 - - pp où 
k=O p ~ 

avec si', z = x + iy , - . Z = X "" J.Y 0 

0~ a: V,x((lw,/x)jp= MP(1 - wg (x))v) &- (o.$ il>g (x) $ 1 ))., On tire de 
'P 1? . 

(1) que pour tout e: > 0 on peut construire un entier 'R tel que 

1 
(2) Vx (! (1 - ~ (x))v 

~I· 

Il en résulte que pour tout T et t positifs et pour tout x ' on a: 
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r 

Soient ~ et xW respectivement une B ~norme et une W -norme de P 
p p 

(qui peuvent être construites puisque! <P est presque périodique)., Soit p 

un réel 1 imite, 'lors(lue T tend vers 1 1 infini 1 de O'N ci 

N, k· k Mp J T k . 
E (-1) '. { v ) 2T : <J?g ( t)dt. On p~ut cor;istruire un tel nombre,. En passant 
k=O -T p 

à la limite dans (3
1
) on tire :. 

'k 
On remarque que les fréquences du poly~ôme g sont des combinaisons 

p 

linéaires ratiqnnelles des fréquences de Po Donc 

avec w~k) ~O., On sait qu'alors 

N k k p k s iµ.t 
<J?~ (t) "'~ (modo"n'\.) ,;• Comme on a E (-1) (v )M <P (t} =crN + i:: c.e J 

1' k=o ~ j=1 J 

où' s est un entier positif 

.t> 0 et tout x on a 

x+.e 

et µ. ,f:. 0 , 
J 

1; J j<Pll<t)l p dt - ~I ~ 
X 

x+.e 

(5J l~J j@./t)!Pdt - crN 1 ~ e MP + ~ 
X 

on tire de 

où · C > 0 · est une co.nstante que ne dépend que de N o Comme 

que pour tout 

1 
d'où: 
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J
i+.t 

sup l · 1~ (t)!P dt 
X l!X '.P 

est calculable constructivement (~ est presque
p 

périodique) si x
1 

est un nombre égal à ce supremum on tire de (5) que 

1 x f,- oNI ~ e MP + ] o Comme ~ est la. limite quand J, tend vers .1 1 infini 

des 

(6) 

x on en déduit 
f, 

De (4) ~t (6)' il résulte que ~ = ~ o Comme les fréquences du polyhôme: P 

,h:• peuvent ne pas être rationnellement discrètes, on a bien 1 'énbncJ cherché,..111 

Corollaire 0 - "Les espaces ~ 
p 

et /; sont. identiques pour tous 
p 

P, p >,. 1 ",. 

Ainsi, le schéma indiqué. au pa.ragr~phe 5 du chapitre IV doi tl être 

remplacé pax là schéma suivant: 

.. densité des parties d'appui non 
vides, 

• constànce des fonctions numériques 

• séparation 

~ séparation forte 

• fonctions numéfiques nort constantes 

et formes linéâires non·triviales • 
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On notera q_ue ce résultat est vrai en analyse classique au sens suivant: 

(i) la nor.me .Bp :et la norme Wp c.o,încident q_ur les polynômes tfigonofétri-

ques 

(ii) les espaces de fonctions B p 
w 

p 
sont deux représentations 

fonctionnelles distinctes de la complétion ~étrique de l'espace des polynômes 

1 

trigonométriques doté de la norme Bp o En effet, les espaces B 
p 

et 

s.ont dis1tincts en tant qu'espaces de fonctions : on peut construirë des 

fonctions null'es au. ,sens B p 
' qui ne le sont pas au sens 

exemple signal~ par To-Po Kahane; o Le 1calcu1 

montre que !If llw = -l et llf IIB = 0 0 Par ailleurs on sait que pour 
i p 

toute fonction f 

(ii} r'ësul te de (:i.Ù 

p 

llfl!B $, llf Il~ 0 

p p 

du fait que les.,espaces B 
p 

et w, 
p sont complets 

1 
p9ur leurs normes reppectives. La compiétu.de de l'espace B a étœ établie 

p 

par Marcinkiewicz dans· (23] o Une moqification adéquate: de cette démonstra-

t ,, , ·1 i d J .J.. ion permet d·ëtabli!r la completude de,1 1 espace W o La ensité des pol..rnômes 
p 

trigonom,étriqu~s est un des résul tarta · importants établis par Bésicowttch 

dans ( Ù0 
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