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CHAPITRE I

 REPRESENTATIONS D!'UNE ALGEBRE COMMUTATIVE

D'OPERATEURS SUR UN ESPACE DE HILBERT.

0. RESUME.

Soit H un espace de Hilbert et soit A une sous-algebre commutative unitaire
de 1' algebre JB(H) des opérateurs sur H.

Dans ce chapitre, on montre 1'existence de

1) un espace de Hilbert 6

2). une famille {HIJLIGJ de sous-espaces de ¥ ou J estl'ensemble des
idéaﬁx fermés de A. |

3) une sous-algebre < de SZS(H) isométriquement isomorphe a A
tels que

a) Pourtout IE€J, H, estinvariant par les opérateurs de Cl.

I

b) Le quotient de A par unidéal I€J est isométriquement isomorphe a

1'algebre GIH des opérateurs de Q. restreintsa H
I ,

c) A est complétement réductible sur son spédre

I

i. e.

Si Mb=SpA=Sp Q, pourtout mEM, il existe un sous-espace Hm de



tel que :
VTeQ v heHm T(h) = T(m)h
ol T(m) désigne la transformée de Gelfand de T au point m.

C'est le résultat ¢) qui est essentiel dans les questions d'interpolation.

1. NOTATIONS.

a) B eét une C*. algébre unitaire (on peut éventuellement rajouter une unité)
i. e. une algebre de Banach involutive telle que si f€B, “f” désigne la norme de
f dans B, f* 1'élément adjoint de £, alors Hff*” = ”f”z

b) A désigne une sous-algébre commutative unitaire et fermée de B.

c) m; est le spectre de Gelfand de 1'algébre A, A étant unitaire, 7ML est
compact.

d) é&(B) estl'ensemble des états de 1'algébre B, c'est-a-dire 1'ensemble
convexe des formes linéaires £, continues sur B et yérifiant

. HBH =8(M=1 o N estl'élément unité de B.

B étant une C*-algébre, $(B) s'identifie au convexe des formes lindaires positives

surr B et de masse 1.

Remarque :

- tout état de B se restreint en un état de A
- tout état de A se prolonge, d'apres le théoreme de Hahn-Banach en un état de

B, donc en une forme linéaire positive sur B.



2. ESPACE DE HILBERT ASSOCIE A UN ETAT.
a) Soit €€ é(B).
Considérons sur B la forme sesquilinéaire :
feB , geB , (& | grp = B(g¥t).
(11 s'agit de la consiruction de Gelfand-Naimark -Segal [1:' ).
S‘oit Lz(e) 1'espace de Hilbert complété de B pour le produit scalaire associé.
A s'identifie a un sous-espace de Lz(e).
Soit HZ(B) 1'adhérence de A dans L2( £).
R désigne la représentation réguliére gauche de B associéea € définie par :
VicB VheL%(8) R(f)h = th

R(f) est un opérateur sur L2( ) etona

IRl < el

ol ”R(f)”op est la norme d'opérateur de R(f).

b) On va considérer maintenant une représentation anti-linéaire de A dans HZ(Q)
qui est 1'analogue de la représentation dé HP(D) par les opérateurs de Toeplitz
co-analytiques dans le cas de 1'algeébre du disque A(D). (voir [2] ).

Soit P le projecteur orthogonal de LZ(Q) sur HZ( £). On appelle encore R
la représentation définie en a) restreinte & A et pour f€EA soit R*(f) 1'adjointe
de. R(f) dans o‘:@(Lz( 2)).

Pour tout f€A, - posons

7(f) = P R*(f).

On a immédiatement : 7 (f) = PR*(f) = PR(f*¥). w(f) est1'analogue d'un opérateur de



Toeplitz co-analytique ( [2:[ ).

LEMME. 7 est une représentation anti-lindaire contractante de A dans

LH(2)).

Démonstration.
'n esi clairement anti-linéaire.
lecoll, = loreoll, < Irenll, < =l = il
7 est multiplicative :
Soient f€A, gEA et heA, keA
(m(tg)h ik>e = (P(f*g*h) lk>e
= (f*g*h lk)e
— ¢[k*g*e*h
= (f*h |gk>e
= (P(*h) | giedy
= (P(g*) Pt*h |k>9
= {m(g) 7{f) hlk)e
%

A étant commutative et dense dans H7(€) ona

m(fg) = w(£) 7(g).

c) Soit I unidéal fermé de A. He(I) désigne 1'orthogonal de I dans Hz(?,).

PROPOSITION.

1 . e
i. Pour toute f€A, H(I) est invariant par w(f).

ii. La restrictionde 7 a HB(I) est une représentation de 1'algébre quotient

A/,



5.
. Cette proposition est inspirée d'un lemme dii a Cole [3:] , ala différence que = 7
est 1'adjointe de la représentation réguliere utilisée pér‘ Cole.

Démonstration.

i. Soient k€I, heHg(I), fEA

(’n(f)hlk)e <(h !fk>9

]

0 puisque fk€Il
b e

donc: VYheH() 7()heH(T).

ii. Soient f€I, heHQ(I), k€A

{m(f} h lk>e = ¢(h Ifk>e

= 0 puisque k€Il

donc: Yhe He(I) 7(fh=0
et les restrictions de #(f) a HQ(I) s'annulent sur I et constituent une représen~

tationde A/I dans B((1).

3. DECOMPOSITION POLAIRE DES F ORMES LINEAIRES SUR B.

On va définir une décomposition polaire des formes linéaires sur B anaiogue a
celle des mesures sur un espace mesurable. |

Soient B' ledualde B et B" son bidual.

B‘; désigne la boule unité de B",

Soit feB', ”9” =1 ; 0 atteint sa norme en un point a€B‘1' (B‘1‘ est compacte
pour la topologie o(B",B')) tel que Ha”B,, =1= HQH = 0(a).
On sait que la multiplication d'Arens fait de B" une C*-algebre dans laquelle

B se plonge isomorphiquement et isométriquement ( [4] ).

a* étant 1'adjoint de a dans B", a*B" estunidéal & droite de B".



Soit k la forme linéaire définie sur a*B" par:
k(a*x) = 8(x).

Clairement ”k” <1.

D'apres Hahn-Banach, k possede une extension dans B" qu'on note encore
k, de norme Hk” < 1.

On va montrer que k est un état de 3".

D'apres la définitionde k etde a:

k(a*a) = B(a) = 1 d'ou - HkH: 1.

B" étant une (C¥*-algebre, pour montrer que k est une forme positive', il suffit
de vérifier que : |

k(M) = 1.

Cette démonstration est classique.

Soit b=a*a; b*=b, doncla C*-algebre [b, 1]:' engendrée par b et 1
est commutative.

Si Q est son spectre, on sait que

1) © est compact.

2) [b, Tl] est isométriquement isomorphe & l'espace  6(S) des fonctions continues
sur .

La restriction de k 2 fb, Tl] définit une forme linéaire sur §(Q), donc une
meéure L sur .

« A

Si b est la transformée de Gelfand de b, il vient :

~

1 = k(b) = k(a*a) = jﬂ b(w) dp () = [l 1.



Or 1) b=a*a==bz0

o) loll < alP < 1 [l < 1.
1) et 2) entrathent que 1'on a

gL=0 et Igl=1 pp{p)

A

i.e. b=1 pp(k)
par suite p() = lkell=1,
donc (1) = k(1) =1.
Donc k est bien un état de B". Sarestrictiona B est également un état

etona:

PROPOSITION. Pour toute £ de B' denorme 1, pour tout a€B" de

norme 1 telque £€(a)=1, ilexiste unétat k€ &(B) tel que

Yxe€B , £(x)=k(a*x).

4, REPRESENTATION ISOMETRIQUE DES QUOTIENTS DE A.
On va montrer la proposition suivante également inspirée par le travail de B. Cole
[5].

On reprend les notations du § 2 et on notera n‘e

1 la représentation de A/I

dans :8(149(1)) restriction de 7, associée a31'état £ de B.

PROPOSITION. Soit I unidéalferméde A. Pourtout f€A tel que

Hf”A/I =.1, il existe un éiat Lc¥é(B) tel que

kol = Tl ;= 1.
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Démonstration. Soit f 1la classe de f dans A/1. f atteint sa norme sur un

élément de la boule unité (faiblement compacte) du dual (A/I)! de A/I.

(A/1)" s'identifie & 1'ensemble des éléments du dual A' de A qlii s'annulent
sur I, leur norme étant la norme induite par celle de A'.

Soit donc E€A', 0(I)=0, HBHA, =1 telle que 0(@)= B(f)=1.

On considere (fn)n c A telle que

€N

fn = f et anHA el

(cette suite existe puisque Hf” N 1).

Soit a un point faiblement adhérent a la suite (fn)n€N dans A" pour la

topdlogie ag(A",A),
Alors ”a” n < 1.
Comme A'"c B", on peut appliquer la décomposition polaire définie au  § 3.

Il existe k€ &(B") tel que :

VvxenB |, 8 (x) = k(a*x)
k définit un produit scalaire sur B".
Ici Lz(k) sera la fermeture de B" pour ce produit scalaire, 7 la représen-

tation associée.

Hz(k) est la fermeture de A dans Lz(k), Hk(I) 1'orthogonal de 1 dans

2(k) et 7. laresiriction de la représentation 7 2 Hk(I).

H I

On vérifie que :
1) aeHY.

La suite est bornée dans A et admet un point adhérent b dans Hz(k)

Enen



pour la topologie faible de Lz(k).

b est tel que Hb“ 5 <1
L°(k)

et <fn!a>k ——W<b{a>k

D'autre part, a étant o(A",A') adhérent a (fn)neN’
(fnp)p on  telle que
(f |a> =k(a*t_ )= C8(f )=1
J np k np np
N .
1et k(a fn )W k(a*a) = {a la)k‘
P
S
L%(k)
b, <1 .
L (k)
(alb>k = 1
2
donc a € H (k).
Si x€I (x la)k = k(@*x) = 8(x) =0

d'oll a est ofthogonal a I.

2)  feH).
*) (e al D, =l = kitra) = K@D = 0O = 1
et nw(f)ae€ Hk(I) puisque Hk(I) est invariant par 7{f).

D'autre part,

S 1 R Y

d'ol
(**) “’n(f)a” e S 1
H(I)

De (¥) et (**) on déduit que w(f)la= 1 donc T€E Hk(I).

il existe une sous-suite
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De 1) et 2)-on peut déduire

1= ”ﬂl(f)H = lwI(f)a l n>l =1
==>Hfr1(f)H = 1.
On en déduit la représentation isométrique :
Pour tout état €€ '&(B), soit H‘Z 1'espace de Hilbert construit au § 2 et
. e ;. . .. e 2
soit 7 la représentation associde (H~ = H"(0)).

Soit HB(I) le sous-espace orthogonal a 1'idéal I dains He.

Soit J@ = He 1'espace de Hilbert somme hilbertienne des espaces
0 ecé(B) '
()
eeé(B)
1= @ b
Leé(B)

Pour tout idéal I fermé de A on définit de méme

- @ 5t
eeé(B)

.= ® b,

I pet®) !

Alors on a
1) J6(1) est un sous-espace de Hilbert de # et b= #H({0})

2) 7. est une représentation anti-lindaire isométrique de A/I.

1
En particulier, A est isoméiriquement isomorphe & (L= 7(A) (anti-linéairement).
- Remarque 1. Pour obtenir des représentations linéaires, on considere 1'algebre

A* adjointe de 1'algebre ‘A.

Remarque 2. A. Bernard [:5] a montré un résultat analogue. Si A est une sous-
‘algebre fermée de 5(H), I unidéal bilatere de A, alors A/I est encore une

algebre d'opérateurs.



1.
5. VECTEURS PROPRES ET.VALEURS PROPRES DE 1 (f).
Les résultats précédents sont essentiellement analogues a ceux obtenus par Cole
et 1'intérét de considérer la représentation adjointe de celle de Cole ne va apparaftre

que maintenant.

4

Soit 2€¢é(B) etsoit 7° lareprésentation associde de A dans éz?(He)

introduite au § 2.
Soit T =SpA.
Si mEM, et f(m) Ilatransformée de Gelfand de f au point m, on définit
1= {tea, fm)=0}.
I est un idéal fermé de A.
4 e
Appelons H'(m) 1'orthogonal de I dans H.
) 4
Alors, ou bien H (m)= {O},
ou bien Hg(m) est un sous-espace de dimension 1 de He.
En effet, si hEHB(m), pour tout f€A,
¢h lf-f.(m) 1,=0
(hledy =fm) <nlm
et A estdense dans He.
, . P e . e
Notation. Si H (m) n'est pas nul, on pose e, le vecteur unitaire de H (m)

tel que <1 leg]> est positif.

Si He(m) est nul, on pose eg =0.

Remarque. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) He(m) est nul.



12.
2) T appartient a la fermeture de I, dans He.
3) 1 q ©stdense dans H'.

~ A

Soit f€A ; f-f(m)1€ I, donc (f—f(m)ﬂ]ei>€ =0 ; d'oula formule

A

*) YmemM,; (f le&)e = f(m) <11ie£’1>e )

A~

e
Si (1 |er9;l >8 est non nul, on pourra définir f(m) pour tout f€H parla
formule (¥).

L'état Pcé(B) é&tant fixé, on omettra 1'indice £ dans la suiie du paragraphe.

PROPOSITION. Pour tout €A, e est vecteur propre de 7(f) pour la valeu

propre f(m) .

Démonstration.
Si e - 0, iln'ya rien a démontrer.
Si e £0, (1 !em> est positif strictement.
Soieﬁt k€A, (€A,
(r@e, o = e lno
=T(m) ¢ep, [0 par ()

- Fm) ) Ce, [ 1>

d'oll (rit) ey ey =Fm) <e 1100 par (4)
(x*)y YmeE M; ‘rr(f)em=?(m)em.

_ N
On rote pe (m) = (ﬂlem>.
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DEFINITIONS . On appellera enveloppe spectrale de 1'état £€&(B) relativement

N

a A l'ensemble .
e )
m" = {me'ﬂb, pe(m) > 0}.

e

On appellera support spectral de 1'état | £ ' 1a fermeture ’m,e de My~ pourla

topologie de Gelfand du spectre .

PROPOSITION. Soit Dg¢ = {me m)e ; p(m) = 8} oli & est un nombre stricte-

ment positif.

e

Si feH , f est continue sur DS'

Démonstration.

Soit une suite dans A convergeant vers f{ dans He, c'est-a-dire

(fn)nEN
oyl g —o.

D'apres (¥), il vient :

sup . ]g(m)—g(m)]= sﬁp ! ! (f-f le >'
meDg ne mEDg plm) 0 m

< -1'” -1 ” p-
® H
Les fn étant continues sur DS , I estcontinue.

Conclusion. Si A est une sous-algebre commutative unitaire de 1'algebre des
opérateurs continu  d'un espace de Hilbert H, ona montré que A estisométrique-.
ment isomorphe & QL= 7(A) incluse dans 1'algebre d'opérateurs B (-}6) et completement
réduite, i. e. :

Pour tout m € Sp A, il existe un sous-espace de Hilbert H(m) de 56 tel que :

YheHm), VYTeo, T()=Tmh



Y

ot T(m) estla transformée de Gelfand de T au point m.

On appellera CL= m(A) la représentation spectrale isométrique de A.



CHAPITRE I

ENSEMBLES D'INTERPOLATION,

1. ENSEMBLES D'INTERPOLATION.
Si ML est le spectire de 1'algébre A, on considére une partie finie ¢ de
m :o €-be; card o < 4o,
On dira que o est un ensemble d'interpolation pour A si
Ywe %), ElfeA, Von ' g(rﬁ):w(m)
o étant fini, il existe une conétante positive C telle que

Voet®o), dter, Vmeo im=om ; ¢l <clll.

On considere maintenant un sous-ensemble ¢ de T de cardinal quelconque.

DEFINITION. Soit 0 c T ; ondiraque o estunensemble d'interpolation de
type I(c) si pour toute partie finie & de o , o estd'interpolation de constante

C.

Remarque. Si Card o = +w, on interpole un élément de £*(0) en général dans:

le bidual A" de A etnondans A.



16.
Soit cc M, o de type I(c) et soit w€ %)
V& co, cardo < 4o, HfGGA:
a) Vmeo gg(m) = w(m)

ligll<cllell < clell
2 e

Soit JOF(G) 1'ensemble des parties finies de o ordonné par 1'inclusion.

{f Fe SP est une familie filtrante dans la boule de rayon c:”a.v”oo de A
donc de A" (on plonge isométriquement A dans A").

Cette boule est faiblement compacte et il existe un point £ € A" faiblement
adhérent a {fg}&, . Si on considere 1'élément @ évaluation au point m du
spectre, dudual’ A' de A ona:

a) ¢ (f=) = f~(m) = w(m)

o el = el

on en déduit gom(f) = f(m) = w(m).

2..CONDITIONS NECESSAIRES ET. SUFFISANTES D'INTERPOLATION.
Soit ¢ < M, on définit
= {feA Vmeo , E(m) = O}.
I, estun idéal fermé de A.

e
I

Si L€ ¥é(B) estunétatde B, on note 'ng_ la représentation specirale
v 1

associée d [ etd I (chapitrel, § 4).
Soit {em}mec 1'ensemble des vecteurs propres associés.

e

(b désigne 1'algebre des opérateurs de HQ(I 0) qui "diagonalisent" dans le



17.
- gysteme JLem}meo c'est-a-dire

ag = {Te‘&/’(He(IU)); Vmeo ; 3 %(@ea: ; Tle,)= :F(m) em}-
0

a

0 est une algébre fermée pour la topologie faible des opérateurs.

Clairement, on a ﬂg(A) c ag .

On dira que Otoei est d'interpolation I(c) si

Il < cllell,

Ywe %) ; 3Tea(f :

Vmeo T(m) = w(m).

LEMME 1. Si o est un ensemble d'interpolation de type I(c),

pour tout &état

ee4(B), ag

est d'interpolation I(c).

Démonstration. Soit w € £7(c)

Y6 co , card& < 4o jfaaeA,
1) Vmeo fa(m)=w(m)

2) llgs Ml <cllell,.

e
Posons Tg = ”G(fa')‘

Ilvient: 1) Vm€EG Ta(em) = w(m) e

d'oi VmeGT); (em;éo)==>’1/‘;(m)=w(m)

2 = clll..

Soit Eor 1'adhérence dans HB(I 0) des combinaisons lindaires finies des

vecteurs {e } .
m.) mEo

ECE est un sous-espace de Hilbert de HB(I ).

_ e
Montrons que {TG 6’63’F(0) converge fortement sur E(r :
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Soit P le projecteur orthogonal sur 'Eg on va montrer que {TGP} & converge
fortement. Soit donc h € E8 .et soit h_= Zk: A.e tel que ”h - H ”< €
' c e = i~ m, > )
k
. - — ~ 1ot - ~
Ona: TGP(hs) = Tﬁ'(he) = g Ai T (mi) emi d'ol {TO_P(hE)}G converge
puisque constant dés que & contient {m] g eees mk} .
1 L A ’ ~l -
Dautre part || TgP(n) - Tz P < [l |l | non |

< cllel_ .

Donc le filtre {T&'P}G’ converge fortement sur HE(IO) vers un opérateur T.

: e
Mais . P € Ct,0
eneffet, Ymeo Ple )=e,
£
Ty € 0L

. 0 g
donc le produit TgP € CLO et TEC O’c

de plus T interpole w.

Remarque 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes

@  w)=-e!

(ii) P =1

(iii) ¢h lem >8 =0 sietseulement si h appartient a la fermeture de I 5 dans
H ).

Remarque 2. He(I o) peut étre différent de Eg comme on le montrera dans le

cas particulier des algébres uniformes.

LEMME 2. (réciproque). Soit o < M, tel que pour tout £ € &(B), a(f soit

[

d'interpolation I(c) (¢ indépendantde £). Alors o estun ensemble d'interpolation

de type I(c) dans A.



19.

Démonstration. Soit ¢ c o, cardd < +o. Soit w€ e°°(8’).

. oA

o étant fini, il existe f~ €A telque Vmeo, faz(m) = w(m).

Pour tout €€4(B), ilexiste TE€E ag tel que si eﬁl £0 T(m) = o(m)
Iell < cllell

mais TI ‘

E{')v: ﬂg(f.&) d'ol
o
lr el = [l ggdbk.
G

On sait qu'il existe 0€&(B) tel que
HngA/Iaf = H"T%:(fér)”
Choisissant cet état particulier, il vient
Tyl = cll,.
La définition de la norme quotient permet de déduire le lemme 2.

On peut résumer les lemmes 1 et 2 dans la

PROPOSITION. Pour que o < TIL soit d'interpolation I{c) dans A, il faut

et il suffit que pour tout €€ é(B), ag soit d‘interpolation I(c).

Remarque. Dans la proposition on peut supprimer partout I(c). -

On va étudier les algebres ag .

3. INTERPOLATION DANS UN ESPACE DE HILBERT.
Soit H un espacé de Hilbert et soit {em}m cg une famille de vecteurs unitaires

de H.

DEFINITION. On dira que {em}me . est un ensemble d'interpolation dans H

si 1'application R définie par
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H —s 02(0)
pLI {¢nle >}
m’ Jmeo
est une surjection continue de H sur 22(0), c'est-a~-dire que
1) il existe une constante C >0 telle que

VheH Z:|<hkmﬂ25cwﬂﬁ
meco

2) ¥aet2(o) ; IneH ; VYmeo \aﬁem>=xm
on sait qu'alors il existe une constante K telle qu'il existe h€H vérifiant de plus
hi” < . apiro e elds 7. appellent ces ensembles des ensembles
Il <k 5= [x_[2. snapiro et Shields [7] appettent bles d bl
meag .
de Riesz-Fischer.

Sur ces questions, on peut voir aussi Nina Bari [8] .

Soit Eo 1'adhérence dans H des combinaisons linéaires finies d'éléments de
e .
{ m} meo

PROPOSITION. Pour que {em}mec soit un ensemble d'interpolation dans H,

de ‘Ec et un opérateur

. . . . .
il faut et il suffit quiil existe une base orthonormale {s m}me p

bicontinu Q de ,%(EU) tels que

Ymeo , e =Q¢

Démonstration. 11 est clair qu'on peut supposer H = E,.

a) Supposons 1'existence de 1'opérateur Q tel que :

' -1
Qeaﬁ%) , Q eiﬁ%) y e, =Qe .
Si h€E

Vmeo , ¢h Ie;n> = (thém> = (Q*hlem>



et

d'ou

5 l<nle 12 = [lo™nlP

meco

5 fnle ol < Tl Il

- meo

2) Soit X = {}‘m}mec un élément de 22.(0).

Si k=) S X_€., k estunélémentde E_.
meo

. *-1
Soit h=Q k.

Alors h€E

Vmeo (hlem> = (Q*’1k|em>
= (k‘lQ°1em>
= (k l £m> =X

De plus ”hHZ < |1Q‘1Hz”k”2.

b) Réciproque. Supposons que {em}me o soit d'interpolation dans H.

R est une bijection biconﬁnue de E_ sur 1’,2(0){
11 suffit de vérifier que R est injective.
Soit h€ E(J tel que Rh =0,
Rh=0 &> Ymeo <h]em> =0
&3 h orthogonal a Eo
<> h=0.

I1 s'ensuit que

wer, t Il 55 Lol P = IR E e

meo

Soit {em}me 5 une base orthogonale de Eo .

l par :

_On définit Q sur le sous-espace engendré par {Sm Jm€o

21,
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Ymeo , Qe =e
L'opérateur Q est, a priori, & domaine dense dans E,. Soit Gdco, cardd < +o
et soifc hQEGJ, le sous—espéce engendré par {em}rr;e?f’
Des inégalités
HE}‘TF P < 5= I<a*nle 3% < [RIP [P

meo

on peut déduire

11 5 IR < llonlP < [RIP W[,

llr"TTP

QF  est bicontinue sur E&' et donc Q également.

Pour expliciter les ensembles d‘inter*polatioh, on introduit une définition.

DEFINITION. On dira que {e } et {p } forment un systeme biorthonorma
n mJ)mco _
dans H si

(P ‘em,> = Smm' (ou 3 estle symbole de Kronecker).

On dit que le systeme est complet si

VheH h=3 <h|em>pm
meo

=Y «h l pm>em

meo

les séries du second membre convergeant dans 1'espace de Hilbert H.
cf. Nina Bari [8:1 ; Riesz-Nagy [9] .

. ~ 1 2 al ~
On pose tOUJours Ec 1'espace engendre par {em}me 5

PROPOSITION. {em}mec est un ensemble d'interpolation dans H si et seule-

ment si ¢

1) il est topologiquement libre
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2) il existe une constante C > 0 telle que pour toute partie g co et pour tout

vecteur h € E&— on ait

a) Y l<nle 3% = c? [P

meo

b) 7= l<nlo®d? < c? [l
meo :

ol { 8:} dési ne la famille associde a { U} pour former un systeme
p m)meEo g - p m/mesd X y

biorthonormal dans Eg .

Démonstration.

(i) Supposons que {e m}me g Soitun ensemble d'intérpolation dans H.

Alors il existe une base orthonormale {em}meo et. un opérateur Q€=£(EG) tel que

Q_1€;£(EO)
Vméo » Qg =e.
Posons pm=Q*-1em : il vient
(o led =@ e loe,
= (smlem,>
= S -

Donc {pm}meo }et» {em}meo forment un systeme biorthonormal daps Eo' .

Siop

8

.est la projection de P, Sur Eg, 11- est clair que {pm}meﬁ' et
{em}m'e'c? forment un systeme biorthonormal de Eg.

De.plus pour fo&t heE&f
a) Z,., | ¢h !em>l2 =) | ¢h lQem> 2
meo ‘ meo

<lllPlnlk.
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b) > l<h|pi |2 =§:~l<hipm>|2

meo meao

=) | <@ rsm>!2

et P

(ii) Réciproque. Soit 0 c o, cardd < +, {em}meﬁ' étant une famille libre, on
rd 3 R ' 6 g
peut definir les vecteurs {pm}mec}' de Eav par (em, !pm> = Smm‘ .
SR 5o
Soit {Em}mec une base orthonormale dg EG et Q 1'opérateur de £(EE)

: o~ o, 0
telque: Ymeo , Q (am)=em.

Alors par hypothése, on a les relations (&) suivantes pour tout h € EB‘"

(5= Ienle o123 1@ nl )l

meo meo
o n P < Il

o.\|2 -1, | 0+\|2
l<h|p§l>i =I[n‘:€j,€|<95h|sm>1

— S

'~

m€or

ozt n P < c? P

Les relations (&) entrafnent

1%l < c
lo5-"l < c.

La famille {em}mec étant topologiquement libre et engendrant E o? il existe
une base {Em}meo orthonormale dans Ecr .
Soit Q 1'opérateur a domaine dense dans ’E0 tel que :
¥Ymeo , Qeg_=e_.

Les relations (®R,) permettent de montrer que
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QexE,), Qe

loll < c

o< c.

~

En effet, pour toute partie G finiede o, il existe un opérateur U%  unitaire tel que

Vmeo e =U"(g ).
On peut alors calculer la norme de Q et Q—1 sur le sous-ensemble dense des
combinaisons linéaires de {Em}mecr y {em}m&r respectivement.

On prolonge alors @ par 1'identité sur 1'orthogonal de El0 et on obtient la

proposition.

COROLLAIRE 1. {em}meo est un ensemble d'interpolation dans H siet

seulement s'il existe un ensemble { pm}mec formant avec {em}m co un systeme

orthonormal complet dans Eo .

Démonstration : par le théoreme du graphe fermé.

Posons, pour tout meco,

e! =
m :
Pm

COROLLAiRE 2. Pour que {em}m co soit un ensemble d'interpolation dans H

il faut

1. les idempotents élémentaires (i. e. p meEo) soient uniformément bornés

m’

dans E

g*

2. il existe une constante C > (_) telle que pour tout heEO
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a) Y7 l¢nle 2 <c? [nlP

meo

b)) 3 I<nler 312 < c? [P,

meo

Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition.

4. INTERPOLATION POUR LES ALGEBRES DE TYPE (10, .

Soit H un espace de Hilbert et soit {em}

meo une famille de vecteurs unitaires

de H, topologiquement indépendants.

On appelle C(,G. 1'algebre définie par :

A N
a, = {Te;z(ﬂ), Vmeoe  IT(m)ecC, T.e

m '}‘(m) elﬁ} .

On va faire le lien entre 1'interpolation dans un espace de Hilbert et une algebre

d'opérateurs et on montre la proposition

PROPOSITION. Pour que (10 soit une algebre d'interpolation, il faut et il

3 ’ 3 : ‘ . - 4
suffit que {em}me . s01t‘un ensemble d'interpolation dans H.

Rappel. Dire que O‘c est d'interpolation signifie :

A

Vec @) 3ITEa, , Vmeo , T(m)=wm).

Alors, il existe une constante C> 0 tel qu'ilexiste T € ao - vérifiant :

Vme o T(m) = w(m)

el < el

Démonstration.

a) Supposons {e m}me o d'interpolation dans H. Alors il existe {em}xﬁEG
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une base orthonormale de 1'espace EO engendré par - JLemJLm & et un opérateur
QGto’(EO) tels que :

1) Q7 €B(E)
2)¥mea, Qe =ep.
Soit Pm le projecteur orthogonal sur e
si w €™ (o), soit S =% w(m P_.
m
Alors : S Ge@(Eo)
ISl = el -
Posons T=QoSoQ ™.
Alors: 1) T Gslf(EG)
2) 1Tl =1l 1™ ol

3) Tem=QoSz.; w(m) Qe

m

w(m) e

Si P est le projecteur orthogonal de H sur E0 alors ToP E&,O et ToP
interpole wé€ Qoo(o).

b) réciproque ; supposons que QO soit d'inter‘polatic;n de type I(C).

Soit o une partie finie de o ; QO laisse Eo invariant et on a
Voel ), It,ca, ;

1) Vm €o, ’}w (m) = w (m)

2) IIT I< Clill,.

Soit he€ Eg, h peut s'écrire

h = 2 hmem hm €C.

D'apres 1'hypothése 2)
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1T, hil? = n;j h_w(me_|I2
< 2 iy
d'ou

CZHZ: h e I = sup 1y w(m) hmemll2

~ M m

meéeas ol =1 med
c2imy® =z 7 In_|? ()
mes -

Cette derniére inégalité (*) se démontre par récurrence sur cardd .

Supposons la vérifiée pour card§ < n et soit alors card & = n+1

n+1 n n
“:‘”k k“ "“Z—T K kek“ +l‘”m+1 n+1‘ t2Rew i b <en+1l§_;1wkhkek>

Soit u, = kE=1 wkhke

n
N\ . . « 2 > 2
Par hypothese on peut choisir Wey Wy wre O tels que HuwH = 21 lhk\ .

ko

On choisit o telque | Jw_ .| =1

n+1 n4+-1

>
2Remr1+1hn+1 'n+11u > 0

2 n+1

=5 lhklz.

7
Si wel (o) esttelque, Vmed, |wm)| =1 il vient

Tor .
d'ou Hum+wn+1 hr1+1 .en+1H

2 2 2. .2 2
HTw LT hil™ = [Ihll™ = CTlulg lle hl|

i = Aane 1T T ny e

lw(m)\ 1 m&
< 1 In |2 (%),
meg

Cette derniére indgalité (3¢ ) se démontre de maniére analogue 2 1'indgalité t) par

7 : s : <
recurrence, et en chm&ssar;t @ tel que 2 Rewn+1 hn+1 . €1 l% <0,

Les indgalitds (%) et (3%) montrent que si h € Ey

..12 I 12 < 2 = c? T \hm\2 (3t334) |

C“ m€d mes

Soit alors { € m}m co une base orthonormale de Ec et Q 1'opérateur défini
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par :
\7/m€c, Qem =€,

Les indgalités (¥¥%) impliquent que les opérateurs Q et Q"1 sont bornés et que

‘ ' . .
{em} me o est un ensemble d 1nt§rpolat10n pour H.

5. ENSEMBLES D'INTERPOLATION POUR\L'ALGEBRE A.

On veut démontrer un théoréme sur 1'union de deux ensembles d'interpolation
pour A.

Pour cela on a besoin de la proposition suivante qui se déduit aisément des deux

derniers paragraphes_ :

PROPOSITION. o © M est d'interpolation pour A si et seulement si :

JCcyo;t.q.Vle&(B) on ait :
i) {em meg  Vérifie la condition notée (C) :
g, a2 ~20.02
(©  Vnenl: 7o Khlehyikc?imy
ii) les idempotents élémentaires existent et soient uniformément bornés i.e. :
Vmeo ;lil=c
s} m
iii) les idempotents élémentaires normalisdés vérifient (C) !
L ' N 12 2 ~2 2
Vhen'; T iknlehh 12 =c? .

On aura aussi besoin du lemme :

LEMME. Les idempotents élémentaires sont vecteurs propres de la représentation

adjointe de rl dans J@(HCE).

Si Rg désigne cette représentation on a :
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\{f €A ;Vm €0 ; Rg(f).prg:f(m).pn% .

?

En effet, appelons Pg’ la projection orthogonale de H2 sur H0 ,

et RE .1a repré-
sentation régulidre associde & 1, alors : Rg = Pg Rr? et il ne reste plus qu'a faire
la vérification.
Comme dans le cas des algeébres uniformes, appelons distance de Gleason de deux ‘
points m et m' du spectre de A le nombre :
'dG(m,.m') =sup{lﬁ‘(m)| s TEA; T(m)=0; |T] =1},

On va alors établir le théoréme suivant :

THEOREME. Soient 01 et 02 deux ensembles d'interpolation pour A tels

gue la distance de Gleason de 2 points distincté de o,U0, soit uniformément minorée,

2

1

Alors 01U o, est d'interpolation.

Ce théoréme est un cas particulier d'un théoréme de N. Varopoulos [10 ]
dans le cadre des algebres uniformes,

Démonstration du théoreme. I1 faut vérifier les conditions de proposition pour

IV . —
1'ensemble : 0 = 01u02 .

En fait, il suffit de les vérifier pour 6 co ; Card ¢ { + *, et les constantes
ne dépendant que de 94 et Ty

. . 2 £ . pe R : 2 .

i) il faut que {em}méé vérifient .(C) or : \7/h €H”

7 Khnied 2= 50 Knl el Y1243 [Knlek »)?
mes m€c1 méc:2

2 2 2
=(C7+C)) [n]”.
1
iii) Si on note {egﬁ }m & les idempotents élémentaires normalisés associés a

2 apri . ) ,
{em}m e d'apres le lemme ceux~ci sont vecteurs propres de Rg(f) donc :
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Ll — 1 a S 2/' ~
posons @ E81 =-{l'espace engendré par {e } meg nci }

N Y LN
ot .Ola,i..{Teai(hgi),Tem—T(m) e pour mé€aono; =G, }

puisque o5 est dlinterpolation Ci’ et que | Rg(f) Yt € A, appartient manifestement

Y

. . . . 2
]
a 0481 , il est clair que O,gi est d'interpolation, donc les {e }

& aussi et donc
i

gj} s .
ifient (C) comme .
{emmég vérifient (C) en i)
ii) Reste & montrer que les idempotents élémentaires sont uniformément bornés.

Pour cela il suffit de considérer le cas oll o, est réduit a un point, en effet :

2

notons o laborne inférieure des distances de Gleason ; 6 ) 0 par hypothdse.

Soit: m €¢, et notons Xm l'idempotent associé i.e. :

On a alors : me = K(CP 6).

o, étant d'interpolation I(C2) soit

o, ta: o (m) =1
et ¢, () =0 Yp€o,\{m},
On a: Hcpm\lscz.

11 reste alors a poser : P = Xy Py

pour avoir : f[\)m(m) =1; $m(p) =0 Vp €00, - {m}

et nzpm I <C, K(C1, 8).
Il reste donc & montrer le théoréme dans le cas ot o, est réduit a un point et ol %
est fini. Soit donc : Cardo, =n, o, ={m1, ceny mn}, 0, = {m}
1 =
€& (A) o =00,

et 7 § la représentation associée.
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On notera e le vecteur er%xi i=1,...n
le vecteur el .
et e le e m

Soit Ou= {T €B(E_) ; Tei = T ei i=1,. n+1}
i.e = TT{Z(A)

.e. LA,

Puisque o©

est d'interpolation C, pour A, il est facile de voir que {1,...n} est

1 1

d'interpolation C1 pour Gy .
Dans un premiér temps on va supposer que :
(=9 {e1 yooos en} forment un systeme orthonormal dans E0 .

Soit anr‘s {éi}?=+11 une base orthonormale de Eo telle que ¢

€ =9 i=1,...n, ) '
: n
Alors : “n+1 =)\D: 1 V [ [ €t
avec 0= al=1 et Z \0.\

Traduisons alors les deux hypotheses :

(1) {1,...n} estd'interpolation Cyriiens
I1= {T€w; Tn+1) =0} alors Q'/In+1 est d'interpolation C,.
(2) do(m;m) =650 m €0, =>d(n+1, 1) 2650 Viel1,2,...,n].

(1 Si P; désigne 1'opérateur de (O tel que :

Piejzéijej i=1,2,...,n4f1; i=1, 2,..., n+1.
Ona: Ulgrelfq: HP1 +eot Pt @ P | < C, Vk<n.
k
Posons : Tk(w) =;/_':_,'; Pi+ wPp .4 -
a k.
Il vient alors : T (u)).e =—==w=-_-s S S Yoo
k \/1_1A|2 n+1 \/"1_"“' D i il

n

. A
Soit ¢ u)) € (o~ b OL € tweE 1 -
8 73 VT e TnE Bat e e
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Mais : T, ()l 2 1T, (). €4l donc :
.k

T (I \/—%—T [ o= 1/2 - % ol 1 oyl T ol
On en déduit

i w2> >‘2 i w = wz - .2
Jnt. 1T ()il _——J—L—\/__P wnéfq:“ 112 Z:]ozll + ] i=:kH o 177

Soit : inf T (2= —RALZ o, |2
we@ K VRNE \'f;\ 1“ 1. [2: lall
Donc (1) implique finalement :
2
Viesn: — [Elalzl[ZZ =c? .

\/__lMZ i=1

Voyons (2) ¢

Soit Ri €G tq:

Ri ®ne1 = Sy

Riejzvcijej avec ¢y =0 , cijédl jfi
i=€1, 2,-0-’ nj
j=[1’ 2,..., njo

n
A Z: 1—c)+€

. 2 2 _ lxl
Mais ¢ [IR;lI“ = IR, € (I = 5 zlal 1= ¢4

Alors : Ri € n+1

12+1.

L'hypoth&se (2) implique alors :

it |R;i? < 572

c,.cC
ij

c,.=0
ij

.‘2
aroti: Vi=n: 20 o |2 < 572 r2'].
2 1
-2 ]
De [1'] et [2'] on tire alors :

- si sup |OLll2 > -21- = __L_ <2 6 [2"]
~-si  sup [al|2 -21- , on choisit k tel que :
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1< - | ‘2 <3 [1'] implique alors;—‘llz— <16 C2 [
Z~]F—‘2l OL.I. - Z 4 piq ,. 1—‘X\2 = 1 °
D'ol 1'on déduit 3
1t
1-]a]?

les projecteurs élémentaires de G/ In+1 ,ona:

P, Ii% = < K(5,C,).

(n)

Si on désigne par Pi
p. = BN (1-R.) ; 1<i<n.
i i i

Mais G/In+1 est I(C1) donc : ||P(n) l<C, et HRiHS 5-1 d'ou :

i 1.
IPll< c,(1+6")  i<i=<n,
Tout est donc bien montré avec 1'hypotheése (s),
Ne supposons plus (3¢).
On s'y ramene ainsi :
sur : E(7 = {e1 se0e € q }, 1'espace engendré pér les e . Considérons le nouveau

produit scalaire : k, h € Ecr s'écrivent :

h = h1 + h2 avec h'1 € EG

k=k1+k2

: = {e1,.~.° en}

et h, lE de méme pour k. (i=1, 2).
2 04 1
On pose alors :
<<h|k >>= <h, ]k1'>> +<h, lk2 >
N ' n : .
ou << h1 [k1 >> est tel que les {ei}i— 1 forment une base orthonormale pour ce produit
scalaire,
Puisque G/Im_1 est d'interpolation C1, {e1', oee en} est aussi d'interpolation
C1 et 1'on a, si on note par mhm la nouvelle norme de h:
1 2 2 2 2
— [hl* < Infl® < cT lnl® - G
C
On peut alors appliquer ce qui précede avec ce produit scalaire car alors () est vrai.

2

1 pour achever la démons-

A cause de (s %) il suffit de multiplier les constantes par C

tration du théoreme,



CHAPITRE 11

SPECTRE D'UNE ALGEBRE UNIFORME.

UNE STRUCTURE PSEUDO-METRIQUE SUR LE SPECTRE.
Soit A une algebre uniforme i.e,
1) A est une algébre de Banach commutative unitaire
2) Viea 2= .
C'est un cas particulier de la classe d'algebres étudiées précédemment.
Soient M le specire de A, ) une mesure de probabilité sur M

A Jradhérence de A dans L2(>\) et montré 1'existence -

Nous avons noté H
d'un sous~ensemble Y\\>‘ de M tel que:

1) Vmene\ ’ ;lemEH>L ’ Hem”HX= 1, p(m)=<”em> >0..

N Viea, Ymemt <tle_>= plm) i(m)

3) Viea, Y m ETY_% ﬂ(f)em=f(m)em

ol 7 est la représentation spectrale associde a ) .
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1. NOYAU DE POISSON ET STRUCTURE PSEUDO-METRIQUE ASSOCIEE.

Posons pour tout m € W |2 .

P = ‘em

On définit ainsi une famille de f;onctiohs positives ayant les propriétés suivantes
1) P_€ L) et Pl 1=1
) Viea, Ymewt f(m)= Jf P_d\.
Ce noyau de Poisson va nous permettrg de définir une ébauche de .théorie du po-
tentiel analytique. On prolonge de facon naturelle les fonctions de H>‘ sur ’ﬂ\li
Si hEH>t on pose s
Vmem, h(m)= 5(157 <hle_>.

Ce prolongement a un sens gréice au lemme suivant :

LEMME. Si ™m0 Supp x#P (A p.s.), les 2 définitions des fonctions de 10

coincident p.p. ) sur cette intersection.

Preuve, On utilise le fait qu'il existe une suite (fk) de A qui converge
dans L2 et p.p. » vers e
On prolonge aussi le noyau de Poisson |
Vmewd, Ym' em P (m') =.lém(m')12 .

On donne alors, comme dans le cas classique les définitions suivantes :

DEFINITIONS. On appelle Ycellule" de centre m et d'ouverture t >0 1'en-

semble Cm défini par :

ot

-1

C = {m' € mk, pz(m) Pm(m') >t }.

m,t

On appeile "boule" de centre m et d'ouverture t
B =Cm’tﬂ supp .

m,t

On appelle pseudo-distance au bord

d(m) = p2(m),
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2. APPLICATION A L'INTERPOLATION.

Soit un ensemble o < M tel que UA - oN m’\ soit d'interpolation hilbertienne

v ap o
i.e. {em}m EO'A forme une famille d'interpolation,
On sait qu'il existe une constante C telle que : [Chap. I § 3]
" Vhew*, 3 |<hle )>1?<c? n?
m A
meg H
r 2 2
dtol; Yh EH", > pz(m)lh(m)l <c? lihll (3).
megqg H
Posons p=y p2(m) .
méox
ol 6m est la masse de Dirac au point m,
A 2 2
() s'ecrit: [ |h]"qus<CPni, .
L°(\)
Soit m_¢€ “m>‘ et C la cellule associée., En prenant h=e il vient :
(o3 mg,t m,
2 2 ~ 2 A 2
iV Fm) 8 mP= T p2(m) |8, (m)]°.
még Mo mé&g NC ©
by A mo,t
"Sim Ecmo’t
- 2_ -1 -2
‘em (m)l =t p (mo)
donc : c? > ) p(m)2 p’_z(mo) g1 .
mEO'kﬂ Cmoyt
. 2 -1 =2
Soit C” >t p (m,, M[Cmo,t]

clest-a-dire

2

n 2
(56 %%) N[(’mo,t] <C%tp(m,) .

Si 1'on suppose de plus que {Pm , ME .m)\} est uniformémeht troncable par la
2 .
famille p(m)® [11 i.e.
(B P, =1- oft)

m,t :
oli ¢(t) ne dépend que de t et tend vers 0 quand t tend vers +o, alors’

2 -
prme) <t X[By ¢ ]
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c'est-a-dire

AYS 2 —2 y
(3#365¢) u\—cmo,t] =sC't A [Bmo,tJ

On retrouve ainsi la condition classique de Carleson [11], [1%, [13], ce qui
justifie le choix des boules et cellules et p2 (m) comme structure pseudo-métrique
associéea A et ).

On a ainsi montré le théoréme suivant

THEOREME. Une condition nécessaire pour que ¢ soit d'interpolation est que,

pour toute mesure de probabilité X sur W , la mesure p associée soit une mesure

de Carleson par rapport a ).

Si 1'on note Hm(x) ]Tadhérence faible étoile de A dans Loo(x), il serait
intéressant de savoir s'il existe un théoréme de Fatou analytique i.e. : la base
{Bm t}mé n ; dérive-t-elle les fonctions de Hm(x) sous la seule hypothése d'uniforme
b

troncabilité ?



CHAPITRE IV

RESULTATS NOUVEAUX ET ANCIENS POUR L'ALGEBRE DU DISQUE,

On construit une représentation du groupe conforme de la boule unité de ! 3
dans le cas ou n =1, elle va nous permettpe d'étudier les quotients semi-simples
de 1'algébre du disque :

d'une part les quotients semi-simples de A(D) sont isométr‘iquemént isomorphes
a leur représentation spectrale. En utilisant les caractérisations des suites d'inter-
polation on retrouve alors le théoreme de Carleson.

d'autre part on détermine 1la sphere unité des quotients.,

1. NQTATIONS .

Soit B_ = {z ea, |z)|° = lzml2 R [z(“).lz <1}, A(B,) est 1'a1gébré
des fonctions cgntinues sur By analytiques dans B n°

X est la mesure de Lebesgue normalisée sur Sn ol

.Sn=6B,n= {zGCIZn |zy=1}.
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Le spectre de A(B) est I—B_n. ‘

Si z €B_, e, défini par . n
‘ (6] n o) 2 2-
(1"' lzo,l )

€S , e, ()=
C n ZOC (1—<C,Zo>)n

est orthogonal dans LZ(Sn,k) a 1'idéal des fonctions de A(Bn) nulles en z 0"

En effet e, n'est autre que ie noyau de Cauchyjy Szegbd normalisé.
O .

On appelle, comme d'habitude, HZ(Bn)\ la fermeture de A(Bn) dans LZ(Sn,)L).

2. UNE REPRESENTATION DU GROUPE CONFORME DE Bn
Soit G le groupe des transformations conformes de Bn . On sait qu'il est

isomorphe & U(n, 1) [14] olt U(n, 1) est le groupe des isoméiries pour la forme

cre o n+1
sesquilinéaire de T

KZ, WS =Z W, +eeetZ W_~-2Z W .
? 171 nn n+1 " n+1

n+1

Soit T € U(n, 1) ; dans la base canonique de C sa matrice [T] s'écrit

par blocs :
(A B
[T]=( c D) ot A estune matrice (n,n)
B - (n, 1)
c  (1,n)
D (1,1).

La transformation conforme ¢ de Bn qui lui correspond est définie par

_AZ+B s . . -
olz) = 7o p O Z est la matrice (n,1) des (z;) i=1...n.

On calcule le produit scalaire dans HZ(Bn) :

2,5 2.3
_ (-lo(z)[%) _(j-lco(w)\ )
(1-oz) . w))?

<e¢(Z), e(D(W) >

[Az).ow) est le produit scalaire des vecteurs {z) et o(w) dans a"]
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} AZ +B AW +B
1-0(z) dw) = 1 - == , e
#z) CZ2+D " CTW+D

B 1
B (CZ + D)(CW + D)

[(CZ +D)(CW +D) - (AZ +B)(AW + B) J.

T laisse invariante la forme sesquilinéaire <« > donc si (X,t) et (Y,v) sont deux

&léments de @t

(xemf‘, tec, Ye€", veq) si:
o=TX,t) ; B=T(Y,V)

< o, B>> = (AX + Bt) - (AY + Bv) - (CX + DE)(CY + Dv)
= X.Y - t7 .

4
<l

D'oli en coordonnées inhomogeénes si z =73, w =

(AZ +B).(AW +B) - (CZ+D).(CW+D) =Z .W - 1.

On en déduit

- 1

1-(z) . plw) =

B (CZ +D)(CW +D)

[1-z.W].

n v §
<e 4, e > _ €z +D) (CW +D) ce, e
oz) “elw) " ez p " T jcwep® 2V

D'ol >,

Les combinaisons linéaires des vecteurs e, étant denses dans Hz(Bn) , on définit
sur HZ(Bn) 1'opérateur U(p) par :

U((p)eZ = nlp,2) € (z)

)=(€ZIBW
icz +D|"
CZ+D

|CZ +D|

avec e,z = olpyz

ofp,2) =

U(p) est donc unitaire sur 1 (B,).

Montrons que c¢'est de plus une représentation de G. On montre que pour tout z :

n(§b°@9 z) = TI(Z,b: (P(Z))~T)((Dy z)

_AZ+B AW +B!
ol odz)=z77p o W =zZgmH -
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Preuve :
a(@, z) = CZ+D
|CZ +D]
a(w ’ w) = M
|C'W +D' |
d'ol !
ol ole) | = —SHAZ+B)+D1(CZ +D)
| |C'(AZ +B) + D'(CZ +D)|
A'(AZ +B)+B'(CZ +D)
boolz) = EAZ TRITBTCZ D)
dtolt ! ooy 2) = C'(AZ +B)+ D'(CZ +D)
| |C'(AZ +B)+D'(CZ+D)|
d'olr oldpog, z) = alyy ¢z)) ale, 2) .

On en déduit que

77(4)0(,07 z) = ﬂ(lb ’ (P(Z))-"'l((P: z)

et : Upoo) = U(p) Ule).

THEOREME. U est une représentation unitaire de G dans Hz(Bn).
3. CAS DU DISQUE
Onnotera: D= B1 .
o= {Zi’”" zn} n points distincts de D.
I= {{€AD), Yz co, i(z,)=0}

7 la représentation specirale associée a la mesure )\

Eor le sous-espace de Hilbert de Hz(x) engendre par {e, , z; €0}
i

Z.*

Pour z. €g onnote e, =e¢e
i i i

On va démontrer le théoréme suivant ¢



THEOREME. 7 est une représentation antilinéaire isométrique de A(D) /

dans Z(E ).
dans S

On sait que [Chap.1; §2]:

VieaD)y  Im@ige ) Sy, -
o o

1l faut démontrer 1'inégalité inverse.

LEMME. Si n=card ¢ =2 alors | (Z)HQ?(E y=1.
. o

n
Démonstration. Soit h CE_; h= —Z hse,

||71(zh|l Zz z. h, h, <ey |e >

17313

e \/1 \zllz\[—\z] |2
J

<e
1

1=-Z.2Z.
i

v \/ 2\ 1,12
Donc ||1r(z)h112= -th 1-‘21‘ ! | -

ij] 1) Z.

Posons o (h) =E h, \1- \z -h(O).
1

1 vient r@ni? = i - lo 012,

On en déduit que 7(z) est isométrique sur le noyau de 1'évaluation en O,

d'ol le lemme,

Démonstration du théoreme. Elle se fait par récurrence sur n=cardo .

Pour n= 1 le théoréme ést évident,
Supposons le vrai pour cardo! =n.

Soit alors ¢ = {21 cee Zpy

On fait deux hypothéses supplémentaires auxquelles on pourra se ramener

(s2) =0
(5¢32) £(0) =0

Soit g €A(D) telle que

z .4} et f eA(D). .

Iy
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. 1
Vitoon,  elz)=2 1) .
1 .
Clairement ”fHA{ < HgHA/ o ¢! = {z1 zn} car zg appartient ala
. It |
classe de f dans A/I .
T

Ona m(zg) = a(f) = 7(z) #le).

Calculons la norme de 7(f) :

lir_ O
llm (£} = hsg% I
(8
_ lin(g) m(z)h|l
h€E il

La borne supérieure n'étant pas atteinte sur un h tel que g(z}h= O, ona

H"To(f)l\=sup lIn(g) w(z)h)  |In(z)h) .

h€E_ llm(z)hl] Hhll

Mais on sait que w(z) est une isométrie sur ker o et 4 cause de (3¢ 7(z) envoie

isométriquement kero sur E_, d'olien posant k = n(z)h, h €kero

lim(e) kil |
Im Ol = sup  —T= =i, ()l .
k€E Ikl ' L (Eg1)
O"

La restrictionde 7 a Eo" est la représentation spectrale de ¢'. Donc en utilisant

1"hypothese de récurrence

I ®llg e )= 111 @llggr )= lellyyy =My, c.q.f.d,

On se débarasse alors des hypotheses () (%),
a) (3¢%), Soit f€A(D) telle que mm/ =1, Soit a=1£(0); |a] <1 (& moins
IG . .
que f ne soit constante auquel cas il n'y a rien & démontrer).

Soit ¢ la représentation conforme du disque D telle que oa) = 0.

Si HfHA<—\1;l » ot €A(D) et ¢ étant continue, H(pofHA/I <1.
. o



Montrons qu'on a exactement H(pofHA/ =1,
IO‘
Soit g = @of.
. . - -1

Si Hg”A/IG <1, soit g tel que HgHA <1, alors {lo o gHA <1 et
i3 = llg~To <1, ce qui est contraire a 1'hypothese.
l ”A/I(, llo g”A/Io q yp

©vof vérifie les hypothéses (:¢) et (sx) donc

Imgloomll = llootlly/y = 1.

On montre alors que H'JTG((Dof) U,é(EU) = Hwo(f)llzf(Eo) o etantlune représentation

antilinéaire,
= -=1
1T0_(<_Dof) = (1.70(1?) -a) [1 —a'rrc(f)_l
= Y(r_(£))
oll ¢ est la transformation conforme : ¥(z) = TZ—_:% . Tro(f) est une contraction sur

1'espace de Hilbert Ec d'oh, d'apres un théoréme de Von Neuman [15] il vient
Hz,b(nq(f))\l < H‘rro_(f)ll |
(D1 = 118 owr (O < gl O < lim (0

d'ou 1'égalité H‘ZTo_(f)H = llqrc(q)of)]l.
b) (s%) Supposons Z £0

o= {z1 v Zs Zn+1}'

Soient ¢ 1'élément du groupe conforme tel que (z =0

n+1)
’q, = {(0(21),--' ‘D(Zn): 0}

feA(D).
1

On définit g =fop ', g€A(D). Ona:

@) Il = lellay
o-l

(ii) f(z) = g(z;) ol z! = olz;).

45.
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Puisque "¢'" vérifie () il vient :

llr_, (1] = |igl| .
o ot(Eo.l) A/Io' |

On doit montrer que: || _, (el x(E )= {l g(f)l[g(E ) - Pour cela on applique
o

O-I

le théoréme du § 2 ; en utilisant les mémes notations, onapour i=1... n+1

U™ ) e, 1= e 1
i o (z])

m (6) U(™) epr =l 2) 1(z;) oy

Ul 7,6 Ulg D e, =nle s 2) nlo,z) ta,
: 1

1 Z.
1
= 770.1 (g) eZ.’
1
dtol 1o (@) = Ule) 7_(8) Ul ).
Comme U est unitaire:
llno,(g)lleg(EG') = ch(f)ng(EU) c.q.t.d.

4. CARACTERISATION DE LA SPHERE UNITE DE A(D)/I

Soit o= {z1 yoen zh} et posons

S=eAD)/ s ltliay =1
L |

On a alors

THEOREME. La spheére unité S de A/I est constituée des classes des pro-
)

duits de Blaschke de (n-1) zéros au plus (distincté ou confondus, multiplicités incluses).

Démonstration. Soit ¢ une transformation conforme ,

(@) = Ulg™ ) n(z) Ulo).
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7(z) est une isométrie sur Kera  [lemme du § 3].
m(¢) sera donc une isométrie sur U((p-1) [Ker ao].

-1 _ . ,‘ . . , -1
(Ul ") [Ker on] est le noyau de 1'évaluation au zéro de ¢ ).

7 e . _ -‘1 ' - . .
On définit 'J(p =Ulp ') [Ker o, ln E0 . d(D est un hyperplan de EOr .
Soit B un produit de Blaschke de (n-1) zéros au plus, B = Opr Gyreee O 1o

k <n, ol @ est une transformation conforme.
1(B) = mlo)) mle,) ... wlo _)=7(g_)... 7o)
Supposons d'abord que : Viz T .00 k=1, Vj =1...n
‘%(Zj) £0

alors 170(@i) est inversible dans £(E0) pour tout i. Posons

E,= {1@1
=1
E2 = 770,(@1) ’3@2
-1 -1
Eiq=7le) «oomlg ) 5({)}(_1 .

Alors E = E)1 N E2 e N Ek—1 ‘est un sous-espace de Ecr de dimension au moins
dgale a (n-k+1), donc au moins égale & 1. Clairement nU(B) est isométrique sur E
donc -« llﬂc(B)H = 1.
Si B a des points de ¢ comme zéros, on peut faire la remarque suivante :

dans la base {e1 ees en} 1'opérateur 1T0_(B) est représenté par la matrice

diagonale .

0 'B(Zn)

Cet opérateur‘ et sa norne sont des fonctions continues de B(Zi)’ donc des zéros de B.
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On aura donc encore
1Bllay = I Bllgg y= 1.
o (o)
Réciproque,
On va montrer que si B a n zéros alors:
B = |z (B <1.
Bllay, = lingl e s )
La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de o,
. ctest vrai pour cardo = 1.
Supposons le vrai pour cardg' =n
et soit o = {ZT e Zs zn+1}.
Supposons de plus que :
(%) z ,=0
(3e32) B(0) = 0.
D'apres (#%) B(z) =2zC(z) oll C est un produit de Blaschke ayant n zéros.
i | B
Si o —{21...zn} on a
IBlly, < ICl
/IO‘ A/Io-l
car zC est dans la classe de B modulo Ic .
Le théoréme d'isoméirie des quotients § 3 et 1'hypothése de récurrence donne
alors :
i _(BII =1Bllg/ <lr_(Cllpm y=lIClIar <L
o EE ) /1, = e e ) /g1 |
On se débarasse des hypothéses (%) et (3¢%) comme dans la preuve du théoréme
1§ 3,.en utilisant:1. la représentation du groupe conforme (§ 2).
2. en remarquant que la composition a droite et a gauche d'un produit .

de Blaschke ayant p zéros par des transformations conformes est encore un produit
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de Blaschke a p zéros,

COROLLAIRE. Soit wé ! (o) ol card g = n. Il existe une fonction unique qui

interpole (y sur ¢ et de norme minimum : c'est le produit d'une constante par un pro-

duit de Blaschke ayant au plus (n-1) zéros.,

5. CARACTERISATION DES SUITES D'INTERPOLATION POUR H™(D).

Soit o une suite dans D.

Une conséquence du théoreme 1 d'isomorphisme est que ¢ est une suite d'inter-
" polation pour H°°(D) si et seulement si ¢ est _d'interpolation pour HZ(D) i.e. la

famille des vecteurs {ezi est d'interpolation hilbertienne dans H2(D).

| ZiEO'
En utilisant ces techniques on va donner une autre démonstration du théoréme de

Carleson [16].

THEOREME 3 (Carleson)., ¢ est d'interpoiation si et seulement si le produit

des distances de Gleason est uniformément minoré.

Preuve. On étudie d'abord un sous-ensemble fini ¢ de o,
n
= Z L 2N 2 Z L 3
G = { 1 n}
Une condition nécessaire pour que ¢ soit d'interpolation est que les vecteurs conjugués

a la famille {e, i=1...n} soient uniformément bornés dans H2(D)°
i - .

LEMME. Les conjugués {pi i=1...n} de la famille {eZi i=1...n} sont

B.(z) v :
définis par pi(z) = E‘l(?) ez_(z) ol B; est le produit de Blaschke s'annulant sur
il 1

En effet : 1
1) <pi[ezk>=B—iE?- <Biezilezk>

1 .
= K
= &
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2) 05 EEG

2
-1z % (z-z,) ... (z—2, ~Z. v (z-2 )
en ettt p,(z) - -\zll z-2 (z-2;_4) (z-2; , (z-z_ .

Bi(zi)(T—Ziz)(1-z—12) .00(1—2;_12)(1—-2_{”2)0..(T—EHZ)

Par décomposition en éléments simples on obtient :
nooa
p.(Z) = Z = donc P €EE~N .
1 =i 1 zkz 1 @

Calculons la norme de p, dans Hz(Bn) :

2 1 —~ 2dp
ol =<p. | p; = ————s B.B.|e, |© =
i 2 UL T lB-(Z-HZ j’[‘ i71' LY 2w
ivi
= 1
- 2
| B, (z,) |
donc : HPill2 <K? se traduit par

il I_:ﬁ:_z_lf.‘ >
k?é]_ T—Zizk k

La condition de Carleson est bien nécessaire Réciproguement , on suppose que

Z.~Z

inf %_ k | > 5.
bokA 1247y
Introduisons les vecteurs conjugués normalisés
[o
el=—=-=B.e_ .
Yol T
e o
' rd e . . — '
LEMME 2, L'opérateur A défini sur Ey par A(i; X, €) =) x; el est
anti-unitaire,
" En effet, on calcule 3
<e.’\e!>=§ B. B, e, e, 39
i'7] i7j 1727
T
En intégrant par la méthode des résidus on obtient
<e!lel> = <e, |e.,>
1] 1]
d'oir: (Yh €E_, Yk €Ey) <Ah|Ak>=<hk> c.q.f.d.

Pour démontrer le théoreme 3 il faut prouver :

M Vi=t..n  lpli=k.
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@) VheEU );\ <he,) >|? <K ||

A

@) VYheE Ll<he)>® < kini,
oll la constante K ne dépend que de ¢ (et pas de %) [chapitrel, § 3].

(1) est prouvé puisque le produit des dista‘nces de Gleason est uniformément
minoré.

(2) On utilise le théoréme de Carleson suivant [17] :

THEOREME, Si u est une mesure positive dans D felle que, avec les nota~

tions du chapitre I

V2 €D, p(cz,t) < aA(Bz,t) ()

alors il existe une constante bp telle que ¢
h p < p 99. .
Vheam) [In@IP auz)<by § iP5
Si le produit des distances de Gleason est uniformément minoré la condition ()
est satisfaite quand p est la mesure associde a X et ¢ [chapitre I ]; [1 g.
Donc (:) implique (2) en prenant p =2 dans le théoréme de Carleson,

(3) 1e lemme 2 prouve que (2) implique (3).

Remarque. Cette démonstration est proche dans 1'esprit de celle de Shapiro

et Shields [7] méme si, ici, on considere la meilleure interpolation dans HZ(D)o
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