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O. RESUME. 

CHAPITRE I 

REPRESENTATIONS D'UNE ALGEBRE COMMUTATIVE 

D'OPERATEURS SUR UN ESPACE DE HILBERT. 

Soit H un espace de Hilbert et soit A une sous-algèbre commutative unitaire 

del' algèbre ~(H) des opérateurs sur H. 

Dans ce chapitre, on montre l'existence de 

1) un espace de Hilbert d6 

2) une famille { H1} IC1 de sous-espaces de % où j est l'ensemble des 

idéaux fermés de A. 

3) une sous-algèbre a de ~(H) isométriquement isomorphe à A 

tels que 

a) Pour tout IE: :!, H
1 

est invariant par les opérateurs de Q. 

b) Le quotient de A par un idéal IE:J est isométriquement isomorphe à 

l I algèbre al H des opérateurs de a, restreints à Hr 
I 

c) a, est complètement réductible sur son spectre 

i. e. 

Si 1Tb = Sp A = Sp a, pour tout mE:m,, il existe un sous-espace Hm de 1e 



2. 

tel que : 

A 

VTE:a. T(h) = T(m)h 

A 

où T(m) désigne la transformée de Gelfand de T au point m. 

C I est le résultat c) qui est essentiel dans les questions d I interpolation. 

1. NOTATIONS. 

a) B est une C* algèbre uµitaire ( on peut éventuellement rajouter une unité) 

i. e. une algèbre de Banach involutive telle que si f E:B, l !t 11 désigne la norme de 

f . dans B, f* l' élément adjoint de f, alors l ltt* 11 = l lt 11
2 

. 

b) A désigïle une sous-algèbre commutative unitaire et fermée de B. 

c) 1Tl, est le spectre de Gelfand de 11 algèbre A, A étant unitaire, îlo est 

compact. 

d} '&(B) est l'ensemble des états de 11 algèbre B, c'est-à-dire l'ensemble 

convexe des formes linéaires e , continues sur B et vérifiant 

11 e 11 = e ( 11) = 1 où 11 est 1 l élément unité de B . 

B étant une C* -algèbre, t, (B) s 1 identifie au convexe des formes linéaires positives 

sur B et de masse 1 . 

- tout état de B se restreint en un état de A 

- tout état de A se prolonge, d'après le théorème de Hahn-Banach en un état de 

B, donc en une forme linéaire positive sur B. 
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2. ESPACE DE HILBERT ASSOCIE A UN ETAT. 

a) Soit e € 'l(B). 

Considérons sur B la forme sesquilinéaire : 

tE:B , gE:B , (f I g>e = e (g*f) . 

. (Il s'agit de la construction de Gelfand-Naimark -Segal [ 1] }. 

Soit L2(e) l'espace de Hilbert complété de B pour le produit scalaire associé. 

A s'identifie à un sous-espace de L 2 ( e). 

R désigne la l'eprésentation régulière gauche de B associée à e définie par : 

\lf€B R(f)h = fh 

R(f) est un opérateur sur L 
2

( e) et on a 

l!R(f)ll
0

P ~ llt!l8 

où l!R(f)II est la norme d'opérateur de R(f). op 

b) On va considérer maintenant une représentation anti-linéaire de A dans H2( e) 

qui est l'analogue de la représentation de H
00

(D) par les opérateurs de Toeplitz 

co-analytiques dans le cas de l'algèbre du disque A(D). (voir [2] ). 

Soit P le projecteur orthogonal de L 2 ( e ) 2 sur H ( e). On appelle encore R 

la représ~ntation définie en a) restreinte à A et pour fE:A soit R*(f) l'adjointe 

Po4r tout f€A, posons 

1r(f) = P R*(f). 

On a immédiatement : 7T (f) = PR*(f) = PR(f*). 7T (f) est 11 analogue d I un opérateur de 



Toeplitz co-analytique ( [2] ). 

LEMME. TT est une représentation anti-linéaire contractante de A dans 

Démonstration. 

1T est clairement anti-li.néaire. 

TT est multiplicative : 

Soient fE:A, gE:A et hE:A, kE:A 

< 1T (fg) h I k)e = < P(f*g*h) 1 k)e 

= (f*g*h I k)e 

= e [k*g*f*h] 

= (f*h I gk)e 

= ( P(f7(-h) 1 gk >e 

= (P(g*) Pf*h lk>e 

= ( TT(g) TT(f) h I k)e 

A étant commutative et dense dans H2 
( e ) on a 

1T (fg) = 1T (f) 7T (g). 

4. 

c) Soit I un idéal fermé de A. He(I) désigne l'orthogonal de I dans H2 (e). 

PROPOSITION. 

i. Pour toute fE:A, He (I) est invariant par TT (f). 

il. La restriction de TT à He(I) est une représentation del' algèbre quotient 

A/I: 
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Cette proposition est inspirée d'un lemme dû à Cole [3], à la différence que 1T 

est 11 adjointe de la représentation régulière utilisée par Cole. 

Démonstration. 

i. Soient kE:I, h€He(I), f€A 

<1r(t)h ik>e = (h ltk>e 

= 0 puisque fk€I 

donc: 

li. Soient fE:I, h€He(I), k€A 

('IT(t) h lk>e = (h ltk>e 

= 0 puisque fk E: I 

donc : V h € He(I} 7T {f)h = 0 

et les restrictions de 7T (f) à He(I) s'annulent sur I et constituent une représen­

tation de A/I dans ~(He(I)). 

3. DECOMPOSITION POLAIRE DES FORMES LINEAIRES SUR B. 

On va définir une décomposition polaire des formes linéaires sur B analogue à 

celle des mesures sur un espace mesurable. 

Soient B' 1e dual de B et B11 son bidual. 

B1 désigne la boule unité de :811• 

Soit e atteint sa norme en un point a€B" 1 

pour la topologie a (B11
, B')) tel que 1lall811 = 1 = Ile Il = e(a). 

(B 1 est compacte 

On sait. que la multiplication d' Arens fait de B" une C*-algèbre dans laquelle 

B se plonge isomorphiquement et isométriquement ( [4] ) . 

a* étant l'adjoint de a dans B11, a*B" est un idéal à droite de B". 
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Soit k la forme linéaire définie sur a*B" par : 

k(a*x) = e(x). 

Clairement JJkJ\ ~ 1. 

D'après Hahn-Banach, k possède une extension dans B" qu'on note encore 

k, de norme \\kil ~ 1. 

On va montrer que k est un état de B 11 
• 

D'après la définition de k et de a : 

k(a*a) = e(a) == 1 d'où 

B" étant une C* -algèbre, pour montrer que k est une forme positive, il suffit 

de vérifier que : 

k( 11) = 1. 

Cette démonstration est classique . 

Soit b = a*a ; b* = b, donc la C* -algèbre [b, 11] engendrée par b et 11 

est commutative. 

Si n est son spectre, on sait que 

1) 0 est compact. 

2) Lb, 11] est isométriquement isomorphe à 11 espace '6 (O) des fonctions continues 

sur O. 

La restriction de k à Lb, 11] définit une forme linéaire sur 6'(n), donc une 

mesure µ sur n. 
1 A 

Si b est la transformée de Gelfand de b, il vient : 



Or 1) b = a*a == b ~ 0 

2) lbll = llall2 
= 1 == 11;11 = 1. 

00 

1) et 2) entraînent que 11 on a 

µ ~ O et 

" 
i.e. b=1 

pp(µ) 

pp(µ) 

par suite µ ( 1 ) = l lµ Il = 1 . 

. µ ( 1) = k( 11) = 1. donc 

Donc k est bien un état de B 11 • Sa restriction à B est également un état 

et on a : 

PROPOSITION. Pour toute e de B' de norme 1, pour tout aE:B11 de 

norme 1 tel que e(a) = 1, il existe un état kE: '&(B) tel que 

Vx E: B e(x) = k(a*x). 

4. REPRESENTATION ISOMETRIQUE DES QUOTIENTS DE A. 

On va montrer la proposition suivante également inspirée par le travail de B. Cole 

On reprend les notations du § 2 et on notera 1T ~ la représentation de A/I 

dans ~(He(I)) restriction de . TT, associée à 11 état e de B. 

PROPOSITION. Soit I un idéal fermé de A. Pour tout fE:A tel que 

llfllA/I = ,1, il existe un état e E:t(B) tel que 

llrr~(f)I! = l!t!IA/I = 1. 



8. 

Démonstration. Soit f la classe de f dans A/I. f atteint sa norme sur un 

élément de la boule unité (faiblement compacte) du dual (A/I)' de A/I. 

(A/I)' s'identifie à l'ensemble des éléments du dual A I de A qui s I annulent 

sur I, leur norme étant la norme induite par celle de A' . 

Soit donc e€A 1 , e(r) = o, llellA 1 ::::; 1 telle que e(i}::::; e(f)::::; 1. 

On considère (f ) r-11\.T c A telle que n nc...n 

f ::::; f et 
n 

(cette suite existe puisque l\flJA/I::::: 1). 

Soit a un point faiblement adhérent à la suite (fn)n€N dans A li pour la 

topologie a (A 11 , A 1 ) • 

Alors JlallA" ~ 1. 

Comme A"c B", on peut appliquer la décomposition polaire définie au § 3. 

Il existe k€ '6(Bll) tel que : 

Vx € B e (x) = k(a*x) 

k définit un produit scalaire sur B li • 

Ici L 2(k} sera la fermeture de B" pour ce produit scalaire, 1T la représen-

tation associée. 

H2(k) est la fermeture de A dans L2(k), Hk(I} l'orthogonal de I dans 

H
2 

(k) et rr I la restriction de la représentation rr à d<:(I). 

On ,vérifie que : 

La suite (fn}n€N est bornée dans A et admet un point adhérent b dans H
2

(k) 
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pour la topologie faible de L 2 (k). 

b est tel que llbll 
2 

:s; 1 
L (k) 

et ( f n I a) k n~ ( b I a) k. 

D'autre part, a étant a(A 11,A 1
) adhérent à (fn)nE:N' il existe une sous-suite 

(f ) telle que 
n pE:N p 

D'où 

donc 

l la Il 2 :s; 1 
L (k) 

llbll 2 :s; 1 
L (k) 

(alb>k = 1 

2 
a E: H (k). 

Si xE:I (xla>k=k(a*x)= e(x)=O 

d' où a est orthogonal à I. 

2) 11 E: Hk(I). 

(*) (1r(f) al 11>k = (a !t>k = k(f*a) = k(a*f} = ëU) = 1 

et 1T (f )a E: Hk{I) puisque Hk(I) est invariant par 1T (f). 

d'où 

(**) 

D'autre part, 

et 

ll1r (f)all k 5 1. 
H (I) 

De (*)et(-**) on déduit que 1r(f)a = TI donc k 11E:H (I). 



De 1 ) et 2) ·on peut déduire 

1 ~ ll1r i<f)ll ~ l 1r 1(f)a l 11>! = 1 

=* ll1r I(oil = 1. 

On en déduit la représentation isométrique : 

10. 

Pour tout état € E: 't1 (B), soit H e l'espace de Hilbert construit au ~ 2 et 

., e 1 , t t· · , s01L 7T a represen a 10n assoc1ee e 2 (H = B (e)). 

Soit He(I) le sous-espace orthogonal à l'idéal I dans He. 

;Je = (+) He 11 espace de Hilbert somme hilbertienne des espaces 
ect;fs) 

Soit 

1T = Q 1Te. 

eE:'t(B) 

Pour tout idéal I fermé de A on définit de même 

Alors on a 

1) 36(I} est un sous-espace de Hilbert de ;fe et 3& = JG(l O}) 

2) 1T I est une représentation anti-linéaire isométrique de A/I. 

En particulier, A est isométriquement isomorphe à a= 1r(A) (anti-linéairement). 

· Remarque 1 . Pour obtenir des représentations linéaires, on considère 11 algèbre 

A* adjointe de l' algèbre A. 

Remarque 2 . A. Bernard [5] a montré un résultat analogue. Si A est une sous-

algèbre fermée de ~(H), I un idéal bilatère de A, alors A/I est encore une 

algèbre d'opérateurs. 
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5. VECTEURS PROPRES ET VALEURS PROPRES DE 1T (f). 

Les résultats précédents sont essentiellement analogues à ceux obtenus par Cole 

et 11 intérêt de considérer la représentation adjointe de celle de Cole ne va apparaître 

que maintenant. 

Soit e € t(B) et soit 1T e la représentation associée de A dans ;t (He) 

introduite au § 2 . 

Soit 1Tt, = Sp A. 

A 

Si mE: m, et f(m) la transformée de Gelfand de f au point m, on définit 

lm est un idéal fermé de A. 

e e 
Appelons H (m) 11 orthogonal de lm dans H . 

Alors, ou bien He(m) = { 0}, 

ou bien 
e 

H (m) est un sous-espace de dimension 

En effet, si hE:He(m), pour tout fE:A, 

(h lr-f(m) 11>e= o 

(h lr>e = f(m) (hl 1t> 

et A est dense dans He_ 

e 
1 de H . 

Notation. Si He(m) n'est pas nul, on pose ee le vecteur unitaire de H
8
(m) 

m 

tel que < 11 I e!) est positif. 

Si He(m) est nul, on pose ee = O. 
m 

Remarque. Les propriétés suivantes sont équivalentes 

e 
1) H (m) est nul. 



(*) 

2) 11 appartient à la fermeture de 

e 
3) I est dense dans H . . m 

I dans He. 
m 

A A 1 ~ 
Soit f€A ; f - f(m) 11 € lm donc < f-f(m) 11 em >e = 0 ; d'où la formule 

'v'mE:TIL; (f I e!>e = f(m) < 111 e~>e, . 

12. 

A e 
est non nul, on pourra définir f(m) pour tout f€H par la 

formule ( *) . 

L I état e € t(B) étant fixé, on omettra 11 indice e dans la suite du paragraphe. 

PROPOSITION. Pour tout f€A, e est vecteur propre de TT (f) pour la valern 
m 

propre f(m) . 

d'où 

(**) 

Démonstration. 

Si e = 0, il n' y a rien à démontrer. 
m 

< 11 I e ) est positif strictement. 
m 

Soient k€A, f€A, 

= ~(m) (em l 11> par (*) 

= f(m) k(m) < e l 11> m 

< TT(f) e I k) = f(m) (e I k) par (*) m m 

..,.. 
Vm€1fu; 1T (f)e = f(m) e . m m 
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DEFINITIONS. On appellera enveloppe spectrale del' état eE: '6(8) relativement 

à A l'ensemble 

lYLe = { mE:11b; P/m) > ü}. 
On appellera support spectral de 11 état e · la fermeture m,e de Tf'L~ pour la 

topologie de Gelfand du spectre 1Tb. 

PROPOSITION. Soit D S = { mE: Trbe, ; p (m) 2:: 8} où S est un nombre stricte­

ment positif. 

Sl. rr--H e r t t· D c...~ , es con mue sur O • 

Démonstration. 

Soit (fn)n€N une suite dans e 
A convergeant vers f dans H , c'est-à-dire 

I Ir -f 11 e __.. 0 . 
n H 

D'après (*), il vient : 

l~(f-f le >I p,m, n m 

Les f
11 

étant continues sur D0 , f est continue . 

Conclusion. Si A est une sous-algèbre commutative unitaire de 11 algèbre des 

opérateurs continu d' un espace de Hilbert H, on a montré que A est isométrique-

ment isomorphe à Q = 1T (A) incluse dans l'algèbre d' opérateurs ~ (JéS) et complètement 

réduite, 'i . e . : 

Pour tout m E: Sp A, il existe un sous-espace de Hilbert H(m) de d6 tel que : 

,. 
Vh E: H(m), T(h) = T(m) h 
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où T (m) est la transformée de Gelfand de T au point m. 

On appellera U= rr(A) la représentation spectrale isométrique de A. 



CHAPITRE II 

ENSEMBLES D'INTERPOLATION. 

1 . ENSEMBLES D'INTERPOLATION. 

Si 111> est le spectre de l'algèbre A, on considère une partie finie a de 

m : o € TI1.i ; card a < +oo. 

On dira que a est un ensemble d 1 interpolation pour A si 

A 

Vm€a f(m) == w(m) 

a étant fini, il existe une constante positive C telle que 

On considère maintenant un sous-ensemble a de TIL de cardinal quelconque. 

DEFINITION. Soi! o- c 1ll> ; on dira que_ a est un ensemble d 1 interpolation de 

type I(c) si pour toute partie finie ~ (J de o-, ~ o- est d I interpolation de constante 

c. 

Remarque. Si Card a == +-co, on interpole un élément de e 00 
( a ) en général dans 

le bidual A" de A et non dans A. 
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Soit ac m,, a de type I(c) et soit ~ € e 00
(a) 

Va Ca, card éi < +oo, 

A 

a) Vm € a f~(m) = w(m) a 

b) 

Soit @F( a) l'ensemble des parties finies de a ordonné par 11 inclusion. 

{ f0 } 0€~ (a) est une famille filtrante. dans la boule de rayon cllwlL de A 
F 

donc de A" (on plonge isométriquement A dans A"). 

Cette boule est faiblement compacte et il existe un point f € A II faiblement 

Si on considère l' élément 

spectre, du dual· A' de A on a : 

A 

a) <pm(fcr) = fo(m) = w(m) 

b) Il f IIA" ~ cllwlL 
A 

on en déduit <p (f) = f(m) = w(m). 
m 

évaluation au point m du 

2 .,.CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D I INTERPOLATION. 

Soit a c 11b, on défir..it 

la est un idéal fermé de A . 

Si e € 'G(B) est un état de B · , on note la représentation spectrale 

associée à t et à I
0 

(chapitre I, § 4). 

Soit {e } l'ensemble des vecteurs propres associés. m m€a 

a; désigne l'algèbre àes opérateurs de He(I
0

) qui "diagonalisent" dans le 



système { eJ mE:a c'est-à-dire 

ae est une algèbre fermée pour la topologie faible des opérateurs. 
a 

Clairement, on a 'TT; (A) c a; . 
On dira que est d'interpolation .r( c) si VwE: e00

(cr) 

A 

Vm E: a T(m) = w(m). 

17. 

LEMME 1 . Si a est un ensemble d'interpolation de type I( c) , pour tout état 

e E: t, (B), Q e est d I interpolation I( c). a 

Démonstration. Soit w € e00
(a) 

Va Ca card êf < +oo 3 f E: A , a , 

1) VmE:a 
A 

f ..... (m) = w(m) a 

Il vient : 1 ) V m E: a T~(e ) = wfm) e a m ' m 
A 

d'où (Vm E: a) ; (em f 0) ==>Tô-'(m) = w(m) 

2) 

Soit l'adhérence dans He(I
0

) des combinaisons linéaires finies des 

vecteurs {e } m mE:a • 

E; est un sous-espace de Hilbert de H e(I
0 

) • 

Montrons que 
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Soit P le projecteur orthogonal sur E; on va montrer que { T0 P lr converge 

k 
fortement. Soit donc h € E e et soit h = L .À. e tel que llh - H Il< E. a E . 

1 
1 m. E 

l= 1 
k 

On a: T~P(h ) = T~(h ) = L À. T~(m.) e . d 1où {T~P(h )}~ converge . a E a e: . 1 1 a . 1 m. a E a 
l= . 1 

puisque constant dès que a contient { m1, ... , mk}. 

D'autre part Il TcrP(h) - Ta P(hE)II :::; IITâ' li li h-h)I 

:::; cllwlloo E. 

Donc le filtre { T0 P }0 converge fortement sur He(I
0

) vers un opérateur T. 

Mais. P € a; 
en effet, Vm € a 

T~ E: ae 
a a 

P(e ) = e m m 

donc le produit T~P € a,e et T € ae a a a 

de plus T interpole w. 

Remarque 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) 

(ii) p = I 

si et seulement si h appartient à la fermeture de I a 

Remarque 2. He(I
0

) peut être différent de E! comme on le montrera dans le 

cas particulier des algèbres uniformes . 

LEMME 2. {réciproque). Soit a c m., tel que pour tout soit 

dans 

d 1 interpolation I ( c) ( c indépendant de e). Alors a est un ensemble d'interpolation 

de type I(c) dans A. 



Démonstration. Soit Ô c a, carda< +oo. Soit w € e00 (cr}. 

â étant fini, il existe f ~ € A tel que Ir;/ m € a, 
(J 

A 

f ,._,(m) = w(m). a 

Pour tout il existe tel que si e~ /= 0 

mais 

On sait qu l il existe e € ~ (B) tel que 

llt)lA/I~ = 117T~(f5)ll. 
a 

Choisissant cet état particulier, il vient 

llt0 IIA/I~ ~ dlw!L. 
a 

La définition de la norme quotient permet de déduire le lemme 2. 

On peut résumer les lemmes 1 et 2 dans la 

19. 

,... 

T(m) = w(m) 

PROPOSITION. Pour que a c 11l, soit d'interpolation I(c) dans A, il faut 

et il suffit que pour tout soit d'interpolation I( c). 

Remarque. Dans la proposition on peut supprimer partout I(c). 

On va étudier les algèbres 

3. INTERPOLATION DANS UN ESPACE DE HILBERT. 

Soit H un espace de Hilbert et soit {em} m€o- une famille de vecteurs unitaires 

de H. 

DEFINITION On dira que {e } est un ensemble d I interpolation dans H · · m m€a 

si 11 application R définie par 
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est une surjection continue de H sur 
2 

1, (o-), c'est-à-dire que 

1) il existe une constante C > 0 telle que 

'v'h € H 

on sait qu' alors il existe une constante K telle qu'il existe h€H vérifiant de plus 

llhll2 ::; K
2 L I Àm 12 . Shapiro et Shields [7 J appellent ces ensembles des ensembles 

m€a 

de Riesz-Fischer. 

Sur ces questions, on peut voir aussi Nina Bari [s] . 

Soit Eu l'adhérence dans H des combinaisons linéaires finies d'éléments de 

{em}m€o-· 

PROPOSITION. Pour que { em} m€a soit un ensemble d'interpolation dans H, 

il faut et il suffit qu I il existe une base orthonormale { E } de E et un opérateur 
m mE:a - a 

bicontinu Q de ,.;l(E a ) tels que 

Vm € a 

Démonstration. Il est claîr qu I on peut supposer H = E . a 

a) Supposons 1; existence de l'opérateur Q tel que : 

' 

Vm€a 



et L 1 (h lem>l
2 = lla*hll

2 

mE:a 

d'où L \<h lem>l
2 ~ llal\

2 
l\hl1

2
. 

mE:a 

2) Soit À= { >..m} mE:cr un élément de· .e~(cr). 

Si k = L À E , k est un élément de E o-• 
mE:cr m m 

. *-1 
S01t h = Q k. 

Alors hE:E 
(J" 

Vm E: cr (h le ) = (Q*- 1k le ) m m 

= (k la-1em) 

= (k I E ) = À • m m 

b) Réciproque. Supposons que {e } soit d'interpolation dans H. m mE:cr 

R est une bijection bicontinue de E 
0 

2 
sur .e (a). 

Il suffit de vérifier que R est injective. 

Soit h E: Eo- tel que Rh= O. 

Rh= O ~=} VmE:o- (h lem)= 0 

4:~ h orthogonal à E 
0 

Il s'ensuit que 

Soit { Em} mE:a une base orthogonale de E . 
cr 

On définit Q sur le sous-espace engendré par { cm} mE:cr par : 

21. 



Vm E: a 

L' opérat1::ur Q est, a priori, à domaine dense dans E a· 

et soit hE:Eâ', le sous-espace engendré par { em} ~E:a. 

Des inégalités 

on peut déduire 

Q* est bicontinue sur et donc Q également. 

22. 

Soit ~ ac a, carda< +oo 

Pour expliciter les ensembles d'interpolation, on introduit une définition. 

DEFINITION. On dira que {e } et {P } forment un système biorthonorma: m m mE:a 

dans H si 

< Pm lem,)= omm' (où o est le symbole de Kronecker). 

On dit que le système est complet si 

'vhE:H -

les séries du second membre convergeant dans 11 espace de Hilbert H. 

cf. Nina Bari [s] ; Riesz-Nagy [9]. 

On pose toujours 

PROPOSITION. 

ment si : 

E~ l'espace engendré par a 

{e } est un ensemble d'interpolation dans H si et seule-m mE:a 

1) il est topologiquement libre 
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2) il existe une constante C > 0 telle que pour toute partie a c a et pour tout 

vecteur h € E~ a on ait 

où {Pa-} r"" désigne la famille associée à m mca ' { p a} ~ pour former un système 
m m€a 

biorthonormal dans E0 . 

Démonstration. 

(i) Supposons que {e } soit un ensemble d'interpolation dans H. 
m m€a 

Alors il existe une base orthonormale { E } et un opérateur Q€.L(E
0

) tel que m m€a 

';/m€a 

Posons il vient 

<Pm lem,)= <a*-
1
Em la Em') 

= (Em I Em') 

Donc { p } et {e } m m€a m m€a forment un système biorthonormal dans E a . 

Si .est la projection de 

forment un système biorthonormal de 

De, plus pour tout h€E 0 

:5 11 Q 11
2 

11 h 11
2 

• 

il est clair que 

E~. a 

{P!} mE:â' et 



= L,_,, 1 (Q-
1
h I Em>l2 

mE:a 

$ lla-1 ll2 li h ll2 . 

(ü) Réciproque. Soit a CO'' carda< +oo. 

peut définir les vecteurs { p 0} c~ de E~ par m mc.-0- O' 

Soit { E~} mE:cr une base orthonormale de 

tel que : V m E: o ~ ~ 
O' ( O' , Q E )=e . m m 

24. 

{ em} mE:a étant une famille libre, on 

( em' 1 p ~ > = o mm' . 

11 opérateur de -.1!, (E~) 
O' 

Alors par hypothèse, on a les relations ( ffi.) suivantes pour tout h E: Err. 

Les relations ( ffi..) entraînent 

110°11 $ c 

11 aa-, Il $ c. 

La famille {e } étant topologiquement libre et engendrant Ea , il existe m mE:cr 

une base { E } orthonormale dans E . m mE:a a 

Soit Q 11 opérateur à domaine dense dans · E 
(J 

Les relations ( ffi,) permettent de montrer que 

tel que : 



J
Q€~(Eo-), 

Il Q Il ~ C 

l11 Q-l Il:;'. C. 

~ ~ 
En effet, pour toute partie a finie de (j' il existe un opérateur u0 

,.., ~ 
Vm€ a Ea = u0 

(E ). m m 

25. 

unitaire tel que 

On peut alors calculer la norme de Q 

combinaisons linéaires de {. E } 

et Q- 1 sur le sous-ensemble dense des 

m m€o-' {e } respectivement. m m€a 

On prolonge alors Q par 1' identité sur 1' orthogonal de E a et on obtient la 

proposition. 

COROLLAIRE 1 . {e } est un ensemble d I interpolation· dans H si et m m€a 

seulement s I il existe un ensemble { p } m m€rr formant avec {e } un système m m€a 

orthonormal complet dans E 
O 

• 

Démonstration, : par le théorème du graphe fermé. 

Posons, pour tout m€a , 

COROLLAIRE 2 . Pour que {e } soit un ensemble d I interpolation dans H m m€rr 

il faut 

1 . les idempotents élémentaires (i. e. P m€a) soient uniformément bornés m' 

dans E~. 

2 . il existe une constante C > 0 telle que pour tout h€E a 



26. 

Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition. 

4. INTERPOLATION POUR LES ALGEBRES DE TYPE Q
0 

• 

Soit H un espace de Hilbert et soit {e } une famille de vecteurs unitaires 
m mûr 

de H, topologiquement indépendants. 

On appelle aa 1' algèbre définie par : 

On va faire le lien entre l'interpolation dans un espace de Hilbert et une algèbre 

d'opérateurs et on montre la proposition 

PROPOSITION. Pour que aa soit une algèbre d'interpolation, il faut et il 

suffit que { em} mE:a soit un ensemble d'interpolation dans H. 

Rappel. Dire que a.a est d'interpolation signifie : 

A 

'vm E: a T(m) = w(m). 

Alors, il existe une constante C > 0 tel qu'il existe T E: aa vérifiant : 

A 

Vm E: a T(m) = w(m) 

Démonstration. 

a) Supposons {e } d I interpolation dans H. Alors il existe { Em} ~E:a 
m mE:a 
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une base orthonormale de 11 espace E0 engendré par l emJ m Ecr et un opérateur 

QEti{E
0

) tels que : 

1) Q-l E ~(E
0

) 

Soit Pm le projecteur orthogonal sur em. 

Si w E i°\cr), soit S =~ w(m) Pm· 

Alors : S E~(E ) cr 

11s11 ::c: Il w 1100 • 

-1 Posons T = Q o S o Q • 

Alors : 1) T E ci(Ecr) 

2) IITII::,: IIQII 110-111 llwlloo 

3) Te = Q o Se = w(m) Qe: m m m 

= w(m) e .• 
m 

Si P est le projecteur orthogonal de H 

interpole w E Î OC) (cr) • 

sur E alors ToP E Cl et To P cr cr 

b) réciproque ; supposons que Qcr soit d'interpolation de type I( C) • 

Soit cr une partie finie de cr 

,. 
1) VmEcr, T (m) =w(m) 

OJ 

Soit h E E"', h peut s I écrire cr 

h = >.h e ni'©' mm 

D'après 11 hypothèse 2) 

Qcr laisse Ecr invariant et on a 



d 1où 

C
211C h e 11

2 

mEâ' mm 

Cette dernière inégalité ( ~) se démontre .par récurrence sur card o-• 

Supposons la vérifiée pour card a s n et soit alors card cr = n+ 1 

28. 

n 
+ 2Rew 1 h 1 (e 1\[:; wkhkek) n+ n+ n+ Ir ., 

Par hypothèse on peut choisir 

On choisit w 1 tel que { \w 1 1 = 1 n+ n+ 

2 Re wn+1 hn+1 (en+1 

2 n+1 2 
d'où lluw + w n+1 hn+1 en+111 è:: L I hk\ . 

1 

Si wEl\CY) est tel que, 'vmEcr, \w(m)I = 1 

1 u ) è:: 0 
w 

il vient 

2 - · 2 
C inf 11 L w ( ) h e 11 
\w(m)\=1 mEâ' m m m 

s c2 L \h 1
2 

mEcr m 

l\;::I 

Cette dernière inégalité (-l'* ) se démontre de manière analogue à 11 inégalité ~.) par 

récurrence, et en choisissant wn+1 tel que 2 Rewn+1 hn+1 ( en+1 l tt.i ) s O • 

Les inégalités (~) et (~) montrent que si h E E.., 
(Y 

..l. L \h 1
2 s llhll

2 s c 2 L \h 1
2 

C2 EN m E~ m m a m CY 

Soit alors { em} m E 
O 

une base orthonormale de E
0 

et Q 11 opérateur défini 



par; 

VmEcr,Qe =e. m m 

29. 

Les inégalités (*~h;, impliquent que les opérateurs Q et Q- 1 sont bornés et que 

{ em} m E cr est un ensemble d I interpolation pour H. 

5. ENSEMBLES D'INTERPOLATION POUR L'ALGEBRE A. 

On veut démontrer un théorème sur 11 union de deux ensembles d I interpolation 

pour A. 

Pour cela on a besoin de la proposition suivante qui se déduit aisément des deux 

derniers paragraphes : 

PROPOSITION. cr c 1Tt, est d I interpolation pour A si et seulement si : 

3 C ) 0 ; t.q. V~Ei(B) on ait: 

i) {ei} vérifie la condition notée (C) : m mEcr 

(C) 't/ h EH;,: L 1< hle!'i> 1
2s C2 

lihll
2 

ii) les idempotents élémentaires existent et soient uniformément bornés i . e. 

V m E cr ; li,:/ Il s C m 

iii) les idempotents élémentaires normalisés vérifient ( C) : 

On aura aussi besoin du lemme : 

LEMME . Les idempotents élémentaires sont vecteurs propres de la représentation 

adjointe de 1T e dans cl(H f) . 
-- (J 

Si R,e désigne cette représentation on a : 
(J 
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En effet, appelons P Q,, la projection orthogonale de H2. sur H"~ , et RQ, la repré-
0 0 

sentation régulière associée à Î , alors : R1 = pt Re et il ne reste plus qu'à faire 
0 0 

la vérification . 

Comme dans le cas des algèbres uniformes, appelons distance de Gleason de deux 

points m et m I du spectre de A le nombre : 

" " dG(m,m') = sup{ IT(m) 1 ; T E A ; T(m 1 ) = 0 \\T 1\ = 1}. 

On va alors établir le théorème suivant : 

THEOREME. Soient 0
1 

et 0
2 

deux ensembles d'interpolation pour A tels 

que la distance de Gleason de 2 points distincts de 0
1
u a 

2 
soit uniformément minorée. 

Alors 0 
1

u0
2 

est d I interpolation. 

Ce théorème est un cas particulier d'un théorème de N. Varopoulos [ 10 J 

dans le cadre des algèbres uniformes. 

Démonstration du théorème. Il faut vérifier les conditions de proposition pour 

En fait, il suffit de les vérifier pour êf c 0 ; Card êf < + 00 , et les constantes 

ne dépendant que de 0 
1 

et 0 
2 

, 

i) il faut que {e~} mEa vérifient (C) or : V li E Hl : 

L \(hle 1 )\ 2 s L \(h\ ei )\
2 +I: \(h\e 1 )\ 2 

r/4' m c~ m L,.. m mcu mQ.11 mcu2 

s {c~ + c;) \lh \12 • 

iii) Si on note {el'} m63' les idempotents élémentaires normalisés associés à 

{e Î l E."' , d'après le lemme ceux-ci sont vecteurs propres de R~(f) donc : mJm cr 0 
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posons : E,.., = · {11 espace engendré par {et 
1 

} m E o n cr. } cr. m m 1 
1 

l' A i' /'V N} O.,,_, = { T E ct(E~) ; Te = T(m) e pou.r m E crna. = o. . cr. cr. m m 1 1 
l 1 

et 

puisque a. est d'interpolation C. , et que · R! (f) 
l l 0 

V f E A, appartient manifestement 

à O.,"' , il est clair que 
(J. 

O.,ér. est d'interpolation, donc les {e~}mEà. aussi et donc 
1 1 1 

{e~}mEü vérifient (C) comme en i). 

ii) Reste à montrer que les idempotents élémentaires sont uniformément bornés. 

Pour cela il suffit de considérer le cas où o 
2 

est rédu.i.t à un point, en effet : 

notons ô la borne inférieure des distances de Gleason ; ô ) 0 par hypothèse. 

Soit : m E o 
2 

et notons Xm 11 idempotent associé i.e. : 

Xm(m) = 1 

xm(p) = o 

cr 
2 

étant d I interpolation I( c
2

) soit 

et 

On a: 

Il reste alors à poser : 1/>m = Xm •<'Pm 

et 

Il reste donc à montrer le théorème dans le cas oi'i a 2 est réduit à un point et oü a 
1 

est fini. Soit donc : Card cr 
1 

= n, o 
1 

= {m
1

, ... 1 mn}, cr 2 = {m} 

et 'TT l la représentation associée. 
(J 



On notera e. 
1 

le vecteur et. i=1, ... n 
m1 

et en+ 1 le vecteur e~ . 

,. 
Soit Cv= { T E .t (E ) ; Tei = T(i) ei i = 1 , . n+ 1 } 

(J 

i.e. = rre(A). 
(J 
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Puisque a 
1 

est d I interpolation C 
1 

pour A, il est facile de voir que { 1 , • • • n} est 

d' interpolation C 
1 

pour (1 • 

Dans un premier temps on va supposer que : 

( ➔~) { e 
1 

, • • • en} forment un système orthonormal dans E a • 

· }n+1 Soit alors {t- . 1 une base orthonormale de E telle que : 
1 l= CJ 

Alors : 

avec 

e;. = e. 
1 1 

i=1, ••• n. 

n 
e 1 = À [ L a. e- } + \J 1- 1 >. 12 n+ . 

1 
1 1 

l= n 
0 ::; 1 À \ ~ 1 et L \ a. 1

2 = 1 • 
i=1 1 

. 

Traduisons alors les deux hypothèses : 

(1) { 1 , • • • n } est d' interpolation C 
1 

, i.e • 

,. . . 

In+ 1 = { T E û., ; T(n+ 1) = 0 j alors Q/In+ 1 est d'interpolation C 1 • 

(2) V i E [1, 2, ••• , n]. 

( 1) : Si Pi désigne 11 opérateur de C1 tel que : 

P.e. = ô .. e. 
1 J lJ J 

i = 1 , 2 , • • • , n+ 1 ; j = 1 , 2 , • • • , n+ 1 • 

Ona: inf \IP1 + ... +Pk+w P 1 11 ~ c 1 wEQ: n+ -
k 

Posons : Tk(w) = L P. + w P 1 • . 
1 

1 n+ 
l= 



donc: 

k 2 2 n 2 2 C la.l + lwl L l°i_l ]+ lwl • 
i=1 

1 
i=k+ 1 

On en déduit : 

~ IÀ 12 
V1-l>.12 

1À12 Soit : inf IIT k(~)ll 2 ~ 
wE<C v1-1À12 

Donc ( 1) implique finalement : 

LI lÀ 12 k 2 n 2 2 
vk::=:;n: -~----::::::.=-[[: !ail ] [C l°il J ::=:; C 1 

V1-1À12 i=1 k+1 

Voyons (2) : 

Soit R. E G tq : 
1 

R. e 1 = e 1 1 n+ n+ 

R. e. = c .. e. 
1 J IJ J 

avec 

L'hypothèse (2) implique alors : 

d'où: 

De [1' J et [2' J on tire alors : 

- si -~up l°i 12 

i::=:;n 

> 1- -- 2 --,,-

c .. = 0 
il 

c .. E a:: 
lJ 

[2' ]. 

- si ~up 1~12 

i::=:;n 

< J , on choisit k tel que : 

[1' J • 

i=[1,2, ••• ,nJ 

j=(1,2, ••• ,n]. 

[2" J 

33. 
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~::;t \Œ_ï_\
2 ::; 3 , [1'] implique alors: \Àl

2 
::; 16 C~ [1"]. 

l= 1 
4 · 1- \ À \ 

2 

D'où 11 on déduit : 

2 1 . 
11Pn+111 = 2 s K(6,C 1). 

1-\À \ 

Si on désigne par P~n) les projecteurs élémentaires de G./I 
1 

, on a : 
. 1 n+ 

Pi = r:J.t) ( 1-Ri) ; 1 ::; i ::; n • 

Mais a/In+ 1 est I(C 1) donc: 1\Pi°) Il::; c 1 et I\Rill::; o-1 d'où: 

IIPill::; c 1(1 + 6-
1
) 1::; i::; n • 

Tout est donc bien montré avec l'hypothèse (~f). 

Ne supposons plus (~(-). 

On s 'y ramène ainsi : 

sur : E = { e 
1
, • • • e 

1 
} , l'espace engendré par les e. • Considérons le nouveau a n+ 1 

produit scalaire : k, h E E s'écrivent : a 

h = h 1 + h2 

k = k 1 + k2 

avec h
1 

E E = {e
1

, ••• e } 
a 1 . n 

de même pour k. (i = 1, 2). 
1 

On pose alors : 

n 
où << h1 \ k 1 >> est tel que les {e.}. 

1 
forment une base orthonormale pour ce produit 

1 l= 

scalaire. 

Puisque a/In+ 1 est d'interpolation c 11 {e1, ••• en} est aussi d'interpolation 

C 1 et l' on a, si on note par \l\ h \Il la nouvelle norme de h : 

~ 2 \lh l\2 
::; \llh \l\

1

2 
::; c~ l\h \1

2 

On peut alors appliquer ce qui précède avec ce produit scalaire car alors (-:(-) est vrai. 

A cause de (~t ~t) il suffit de multiplier ies constantes par c2 pour achever.la démons-
1 

tration du théorème. 



CHAPITRE III 

SPECTRE D'UNE ALGEBRE UNIFORME. 

UNE STRUCTURE PSEUDO-METRIQUE SUR LE SPECTRE. 

Soit A une algèbre uniforme i.e. 

1) A est une algèbre de Banach commutative unitaire 

2) V f EA 

C'est un cas particulier de la classe d'algèbres étudiées précédemment. 

Soient m le spectre de A, À une mesure de probabilité sur m . 

Nous avons noté HÀ l'adhérence de A élans L2 (À) et montré 1' existence 

d'un sous-ensemble m À de m. tel que : 

1) V m E 1lt , j em EHÀ , lie li , = 1, p(m} = < 1 le > 
m H"- m 

>O. 

2) V f E A , V m E 11\À <f lem> = p(m) f (m} 

où 1T est la représentation spectrale associée à À • 
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1. NOYAU DE POISSON ET STRUCTURE PSEUDO-METRIQUE ASSOCIEE. 

Posons pour tout m E 'Yn..À 

On définit ainsi une famille de fonctions positives ayant les propriétés suivantes 

1) Pm EL 
1 (À) et IIP mllL 1 = 1 

2) 'v' f E A, V m E Tit f(m) = J f Pm dÀ. 

Ce noyau de Poisson va nous permettre de définir une ébauche de théorie du po­

tentiel analytique. On prolonge de façon naturelle les fonctions de HÀ sur 11\, À: 

Si h EH~-on pose ; 

V À A 1 
mE îl1, h(m) = -:-r.:::r <hie >. 

p\m 1 m 

Ce prolongement a un sens grâce au lemme suivant : 

LEMME. Si ·n/n Supp À -:fa 0 (À p.s .), les 2 définitions des fonctions de HÀ 

coïncident p. p. À sur cette intersection. 

Preuve. On utilise le fait qu'il existe une suite (fk) de A qui converge 

2 dans L et p.p. À vers em. 

On prolonge aussi le noyau de Poisson : 

Vm E 'Yll.\ V m I E mÀ t 

On donne alors, comme dans le cas classique les définitions suivantes : 

DEFINITIONS • On appelle "cellule" de centre m et d'ouverture t > 0 l'en-

semble C défini par : 
m,t ------

On appelle "boule" de centre m et d'ouverture t ~ 

B t = C t n supp À • m, m, 

On appelle pseudo-distance au bord 

d(m) = p2-(m). 
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2. APPLICATION A L'INTERPOLATION. 

Soit un ensemble cr c m tel que cr À = a n îf\.À soit d I interpolation hilbertienne 

i.e. { em} m Ecr forme une famille d'interpolation. 
À 

On sait qu'il existe une constante C telle que : [ Chap. II § 3 J 

Vh EHÀ, L \<h{em)>\
2 

$ c
2 

llhll
2 

À 

mEcrÀ H 
\.J À. 2 A 2 2 2 

d'où: v h EH , L p (m) \h(m) 1 $' C llhll À 

mEqÀ H 

Posons µ = C /(m) om 
mEcrÀ 

où & est la masse de Dirac au point m . 
m 

(~E-) s'écrit : J 
A 2 2 2 

\hl clµ $C 11h11 2 • 
L (À) 

Soit m E il\À et C t la cellule associée. En prenant h = e il vient : 
0 ~' ~ 

c
2 ~ L i(m) \ê (m) \

2 ~ C p
2

(m) \êm (m) \
2

• 
mEaÀ mo mEa Àncmo, t o 

. Si m E Cm t 
o' 

donc: 

Soit c2 > c1 -2(m ) - p 0 

c I est-à-dire 

Sil 'on suppose de plus que {Pm' m E Th>..} ~st uniformément troncable par la 

famille p(m)2 [ 1 ~ i.e • 

. ~ Pm ~ 1 - <,e(t) 
m, t 

où <,e(t) ne dépend que de t et tend vers O quand t tend vers +00 , alors·, 
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c'est-à-dire 

r J 2 -2 • µ 1 Cm t ::; C t À [Bm tJ . 
0 1 0 1 

On retrouve ainsi la condition classique de Carleson [11], [ 1~, [nj, ce qui 

justifie le choix des boules et cellules et p2 (m) comme structure pseudo-métrique 

associée à A et À. 

On a ainsi montré le théorème suivant 

THEOREME. Une condition nécessaire pour que a soit d'interpolation est que, 

pour toute mesure de probabilité À sur îll , la mesure µ associée soit une mesure 

de Carleson par rapport à À • 

Si 11 on note H
00 

().__) 11 adhérence faible étoile de A dans L 
00 (>J, il serait 

intéressant de savoir s I il existe un théorème de Fatou analyti.que i.e. : la base 

{Bm,t}mEnY'-; dérive-t-elle les fonctions de H
00

(À) sous la seule hypothèse d'uniforme 

troncabilité ? 



CHAPITRE IV 

RESULTATS NOUVEAUX ET ANCIENS POUR L'ALGEBRE DU DISQUE, 

On construit une représentation du groupe conforme de la boule unité de a!1 ; 

dans le cas où n = 1, elle va nous permettre d I étudier les quotients semi-simples 

de 11 algèbre du disque : 

d'une part les quotients semi-simples de A(D) sont isométriquement isomorphes 

à leur représentation spectrale. En utilisant les caractérisations des suites d I inter-

polation on retrouve alors le théorème de Carleson. 

d'autre part on détermine la sphère unité des quotients. 

1. NOTATIONS. 

. n 1 12 (1) 2 (n). 2 
S01t Bn = {z E<r , z = lz 1 + ••• + lz 1 < 1}, A(B

0
) 

des fonctions continues sur Bn analytiques dans Bn. 

À est la mesure de Lebesgue normalisée sur Sn où 

n 
S = ô B = {z E <r I z 1 = 1 } • n n 

est 11 algèbre 



est B • n 

Si z EB , ez o n 0 
défini par : n 

22 
( 1- 1 Z 0 \ ) 

ez (() = -----
0 ( 1 - <(, z >)° 

0 

est orthogonal dans L 2(sn,À) à 11 idéal des fonctions de A(Bn) nulles en z
0 

• 

En effet ez 
0 

n'est autre que le noyau de Cauchy,- Szego normalisé. 

On appelle, comme d'habitude, H
2(Bn) • la fermeture de A(Bn) dans 

2. UNE REPRESENTATION DU GROUPE CONFORME DE Bn 

Soit G le groupe des transformations conformes de B . On sait qu'il est 
n 

isomorphe à U(n, 1) [14] où U(n, 1) est le groupe des isométries pour la forme 

··1• , . d t'T'n+1 sesqm rneaire e -i.- : 

<< z' w >> = z 1 w 1 + •.. + z n w n - z n+ 1 w n+ 1 . 

40. 

Soit TE U(n, 1) ; dans la base canonique de a:n+ 1 sa matrice [T J s'écrit 

par blocs : 

[Tj =(~ ~) ' A est une matrice (n, n) ou 

B (n, 1) 

C ( 1,-n) 

D (1, 1). 

La transformation conforme <O de B qui lui correspond est définie par 
n 

_,.1 ) = AZ + B 
f./.J\.Z CZ + D où Z est la matrice (n, 1) des (zi) i = 1 ••• n. 

On calcule le produit scalaire dans H2 (B ) : 
n n 2 ~ 

< e , e >= (1-l<O(z) 1
2

)2 (1- \cc(w) \ ) 
crf_z) <-d,w) (1-w{z).CD(w))n 

[c,c(z).cc(w) est le produit scalaire des vecteurs cd.z) et crf....w) dans O::n] 



1-cp(z) cp(w)= 1-~ +B. AW +B 
CL, +D cw + D 

1 =------
(CZ + o)(cw + D) 

[(CZ +D)(CW + D) - (AZ +B)(AW + B) j. 

41. 

T laisse invariante la forme sesquilinéaire << >> donc si (X, t) et (Y, v) sont deux 

éléments de a::n+1 (XEŒn, tEŒ, YE<I'.n, vE<r:) si; 

œ= T(X,t) ; {3= T(Y,v) 

<< œ, /3>> = (AX + Bt) - (AY + Bv) - (CX + Dt)(CY + Dv) 

=X.Y - tv • 

D' où en coordonnées inhomogènes si z = f, w = i : 
(AZ+B).(AW+B)- (CZ+D).(CW+D) =Z.W- 1. 

On en déduit 

1 - cp(z) • <t)( w) = 1 __ [ 1 - Z • W j • 
(CZ +D)(CW +D) 

D'où 
--n 

(CW +D) > • ---- <e , e • 
ICW+D\n z w 

Les combinaisons linéaires des vecteurs ez étant denses dans H2(Bn), on définit 

avec 

U(cp)ez = 77(cp,z) e<t)(z) 

(CZ +D)n --n 
r,(cp,z) = ------- = œ(cp,z) où 

lCZ+D\n 

CZ+D 
a(cp,z) = ---

\CZ+D\ 

U(cp) est donc unitaire sur H2 (Bn). 

où 

Montrons que c' est de plus une représentation de G • On montre que pour tout z : 

_ _r) AZ+B 
({J\z = CZ +D et A'W+B' 

w(w) = C 1W +0 1 



Preuve: 

d ' ' , ou. 

) CZ+D 
a(cp,z =---

\CZ+DI 

( ) C 1W+D 1 

aip,w =----
\C'W +D' l 

a(w , cp(z) \ = C' (AZ + B) + D' ( CZ + D) 

. \ C ' (AZ + B) + D' ( CZ + D) 1 

) A' (AZ + B) + B 1 ( CZ + Ô) 
1P O cp(z = C 1 (AZ + B) + D 1 ( CZ + D J 

d1où ; a(ip 
O 

co, z) = C 1 (AZ + B) + D' ( CZ + D) 

d'où~ 

et · 
' 

. IC' (AZ +B) +D' (CZ+D) \ 

On en déduit que : 

r,(1/Jocp, z) = r,(ip, cp(z)).r,(cp, z) 

U(ip o cp) = U(ip) U( cp). 

THEOREME. U est une représentation unitaire de G dans H2(B ) • n 

3 • CAS DU DISQUE 

On notera : D = B 1 • 

a = {z 1, •••• zn} n points distincts de D. 

I = {f EA(D), V z. Ea, cr 1 
f(z.) = O} 

1 

rr la représentation spectrale associée à la mesure À 

42. 

E le sous-espace de Hilbert de H2(11.) engendré par {ez., z
1
. Ea}o 

a 1 

Pour z. Eo on note e. = ez • 
1 1 i 

On va démontrer le théorème suivant : 



THEOREME. 11 est une représentation antilinéaire isométrique de A(D) / I 
(J 

dans ;t;(E ) • 
. (J 

On sait que [Chap. I ; § 2 J : 

Il faut démontrer l'inégalité inverse. 

LEMME. Si n =carda 2:: 2 alors !111 (z)llct(E ) = 1 • 
(J 

n 
Démonstration. Soit h EE ; h = L h.e. 

(J • 1 1 1 
1= 

() 2 \"' -1111 z hl! = L z. z. h. h. <e. \e. > 
jj lJlJ lJ 

1 
V1-l zi 1

2 ✓1 - lz; 1
2 

< e. e. > = ________ .........__ 
1 J -1-z. z. 

1 J 

Posons 

Il vient 

On en déduit que 11(z) est isométrique sur le noyau de 11 évaluation en o·, 

d'où le lemme. 

Démonstration du théorème. Elle se fait par récurrence sur n = card a • 

Pour n = 1 le théorème est évident. 

Soit 

Supposons le vrai pour carda' = n. 

Soit alors a= {z1 ••• z , z 1} et f EA(D). n n+ 

On fait deux hypothèses supplémentaires auxquelles on pourra se ramener 

<-~~) z 1=0 n+ 

(.~E-~-) f(0) = O. 

g EA(D) telle que 

43. 



44. 

'v i = 1 •• o n, g(z.)= ...!. f(z.) • 
1 z. 1 

1 

Clairement llfl\Ai ~ \!g!IA/1cr, où a' = {z 1 ••• zn} car zg appartient à la 
(J 

classe de f dans Afr • 
a 

On a 77(zg) = rr(f) = 11(z) 77(g). 

Calculons la norme de 11(f) : 

\\77 (f)II = sup 
a hEE 

(J 

= sup 
hEE a 

1177 (f)hll a 
llhll 

Il 77(g) 77(z) hl! 

llhll 

La borne supérieure n'étant pas atteinte sur un h tel que 77(z) h = o, on a 

1177 (f) Il= sup 
a hEE 

a 

1!1r(g) rr(z)hl\ 

l\1r(z)h Il 
l\1r(z)h!'. 

\lh\l 

Mais on sait que 77(z) est tme isométrie sur kera et à cause de (*) 11(z) envoie 
0 

isométriquement kera sur E , d'où en posant k = 77(z)h, h Ekera
0 o a 

ll1r{g) kllE ' 
____ a_ = 1177 ,(g)I\ • 

a ~(Ear) 
1177 (f) Il = sup 

a kEE 
a' 

La restriction de '1T à E , est la représentation spectrale de a' • Donc en utilisant 
(J 

11 hypothèse de récurrence 

On se débarasse alors des hypothèses (-ir) (-iHr). 

a) (-lr*)o Soit f EA(D) telle que llf\lA/ = 1 .• Soit a= f(O) ; \a\< 1 (à moins 
la . 

que f ne soit constante auquel cas il n I y a rien à démontrer). 

Si 

Soit cp la représentation conforme du disque D telle que c,c(a) = 0. 

l\fllA < \: I , cp0 f EA(D) et cp étant continue, llcpofflA/ra ~ 1. 



Montrons qu'on-a exactement ll<Pof IIA/ = 1. 
Ia 

Soit g = <Po f. 

Si llgl\A/ Io-< 1, soit g tel que l!g l!A < 1, alors ll<P-
1 

o g IIA < 1 et 

l\fllA/ = ll<P-1 og\lA/ < 1, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Ia Ia 

coof vérifie les hypothèses (~~) et (~H~) donc 

11110'(<Pof)ll = ll<PofllA/r = 1. 
O' 

On montre alors que \111
0

(<Pof) IJ.t(E ) = 1111
0

(f) llt{E ) : 
a a 

antilinéaire, 

11a(<Dot) = (1ra(r) - a) [1-a11
0

(t) T 1 

= tb(110"(f)) 

-

11 étant une représentation 
a . 

où if> est la transformation conforme : ip(z) = ~::
2 

• 1ra(f) est une contraction sur 

l'espace de Hilbert E d'où, d'après un théorème de Von Neuman [157 il vient a ~ 

llip(rr
0

(f)) Il::::; llrr
0

(f)JI 

1111 (f)II = 111/J-1 owfo (f))I\::::; lliµ(77 (f))II::::; l\11 (f)II a a a a 

b) (·Y<-) Supposons z 
1 

/: 0 
n+ 

a={z
1 

••• z,z 
1

}. 
n n+ 

Soient <P 11 élément du groupe conforme tel que <Ç/._z 1) = 0 
n+ 

f EA(D). 

On définit g = fo<P-1, g EA(D). On a: 

(i) 

(ii) 

45. 



Puisque ·a' vérifie (~(-) i1 vient : 

On doit montrer que: 111Ta' (g)!l,t(Ea,) = ll11
0

(f)lk;(Ea) • Pour cela on applique 

le théorème du § 2 ; en utilisant les mêmes notations, on a pour i = 1 ••• n+ 1 

d'où 

= 77(<,o-1' z.') ez 
1 i 

11 (f) U(co-1) ez, = 77(cp 1, z !) f(z
1
.) e

2 ü i 1 i 

U(cp)11 (f)U(c,o-1)e ,=rJ(cp-1, z.')n(co,z.)f(z.) e, 
a zi - 1 · 1 1 zi 

= 11
0

,(g) e
2

_, 

1 

1T 1 (g) = U(co) 7T (f) U(a,- 1). 
(J . (J 'r' 

Comme U est unitaire : 

c.q.f.d. 

4. CARACTERISATION DE LA SPHERE UNITE DE A(D)jI 
(l 

Soit a = {z 1 , ••• zn} et posons 

On a alors 

46. 

THEOREME. La sphère unité S de A/I est constituée des classes des pro-
a . 

duits de Blaschke de (n -1) _zéros au plus ( distincts ou confondus, multiplicités 'incluses) • 

Démonstration. Soit cp une transformation conforme , 



11(z) est "une isométrie sur Kera
0 

[lemme du § 3 j. 

11(cp) sera donc une isométrie sur U(<P-1) [Kera
0

]. 

(U(<P - 1) [Ker a
0

] est le noyau de 1 1 évaluation au zéro de <P-1). 

On définit ~ = U(<0-1) [Ker a j n E • 1 est un hyperplan de E • 
({) 0 (J <P (J 

47. 

Soit B un produit de Blaschke de (n-1) zéros au plus, B = ({)1 , '12, ••• ~- 1 , 

k ~ n, où <D_j_ est une transformation conformE;. 

Supposons d I abord que : V i = 1 ••• k-1 , V j = 1 ••• n 

<P-;(Z.) f 0 
1 J . 

alors 11 CI (<D_j_) est inversible dans et> (E (J) pour tout i. Posons 

Alors E = E 1 n E2 ••• n Ek_ 1 est un sous-espace de E
0 

de dimension au moins 

égale à (n-k+ 1), donc au moins égale à 1. Clairement 1T (B) est isométrique sur E 
(J 

donc ~ 

Si B à des points de a comme zéros, on peut faire la remarque suivante : 

dans la base { e 1 • • • e } 11 opérateur 1T (B) est représenté par la matrice 
n CI 

diagonale: 

Cet opérateur et sa norrœ sont des fonctions continues de B(z.), donc des zéros de B. 
1 



On aura donc encore 

Réciproque. 

On va montrer que si B a n zéros alors :, 

La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal de a, 

• c'est vrai pour carda= 1 • 

• Supposons le vrai pour card a' = n 

et soit a = {z 
1 

• • • z , z 
1 

} • n n+ 

Supposons de plus que : 

z 1 = 0 n+ 

8(0)=0. 

D'après (➔H~) B(z) = zC(z) où C est un produit de Blaschke ayant n zéros. 

Si a' = {z 1 
on a 

car zC est dans la classe de B modulo I • 
a 

48. 

Le théorème d'isométrie des quotients § 3 et 11 hypothèse de récurrence donne 

alors : 

1!1r0 (B)llt;(Ecr) = l\B\IA/1a::; ll1ra' (C)ll1(Ea') = IICI\A/Ia, <l. 

On se débarasse des hypothèses (-r--) et (-Y--x-) comme dans la preuve du théorème 

1 § J,, en utilisant!1. la représentation du groupe conforme(§ 2). 

2. en remarquant que la composition à droite et à gauche d'un produit . 

de Blaschke ayant p zéros par des transformations conformes est encore un produit 



49. 

de Blaschke à p zéros • 

COROLLAIRE. Soit wE f' 0

(cr) où card a = n. Il existe une fonction unique qui 

interpole w sur a et de nonne minimum : c I est le produit d'une constante par un pro-

duit de Blaschke ayant au plus (n-1) zéros. 

5. CARACTERISATION DES SUITES D'INTERPOLATION POUR H
00

(D). 

Soit a une suite dans D. 

Une conséquence du théorème 1 d'isomorphisme est que a est une suite d 1 inter­

polation pour H
00

(D) si et seulement si a est d'interpolation pour H2(D) Le. la 

famille des vecteurs { ez. } E est d'interpolation hilbertienne dans H2 (D) • 
1 z. 0 

1 

En utilisant ces techniques on va donner une autre démonstration du théorème de 

Carleson [16 J • 

THEOREME 3 ( Carleson). a est d'interpolation si et seulement si le produit 

des distances de Gleason est uniformément minoré. 

Preuve. On étudie d'abord un sous-ensemble fini a de ai 

Une condition nécessaire pour que a soit d'interpolation est que les vecteurs conjugués 

à la famille {ez. i = 1 ••• n} soient uniformément bornés dans H2 (D) o 

1 ' 

LEMME. Les conjugués {Pi i = 1 ••• n} de la famille {ezi i = 1. o o n}. sont 

B.(z) 
définis par p.(z) = B 1( ) e

2
_(z) où B. est le produit de Blaschke s'annulant sur 

1 . z. l 1 
1 1 

â' - {z.}. 
1 

En effet : 
1 

1) <pi [ezk > = Bi(zi) < BieZi I ezk> 

= Bïlzï) Bi (z k) <ezi I ezk> 
- ._l<: 
- VI 



2) p. EE 
1 (J 

en effet: 
· ~ (z-z 1) ••• (z-z. 1) (z-z. 1) ••• (z-z ) 

( ) Y 1 
- l 

2 i 1 1- 1 + n 
P. z =--------------------. 1 . 

B.(z.)(1-z.z)(1-z
1
z) ••• (1-z. 1z)(1-Z:-

1
z) ••• (1-z z) 

1 1 1 1- 1+ n 

Par décomposition en éléments simples on obtient : 

n ak 
p.(z) = L ~- donc p. EEN • 

1 k= 1 1-zkz 1. a 

Calculons la norme de p. dans H2 (B ) : 
1 n 

2 1 
IIP-11 = <p. 1 P· >= 2 

1 1 1 jB.(z.) \ 
1 1 

- 2 d0 
J B.B. !e. \ 2-T 1 1 1 1T 

1 =--- - 2 
\B.(z.) 1 

1 1 

donc: Il pi 112 ~ K2 se traduit par : 

2 i- 2 k > 1 
k~ l 1-zi2k i - k • 

50. 

La condition de Carleson est bien nécessaire~ciproguement, on suppose que 

z.-zk 
ïrit rr 1: l>ô. 

1 kfi 1-zizk 

Introduisons les vecteurs conjugués normalisés : 

p. 
e! = -

1
- = B. e • 

1 IIP-11 1 
zi 

1 n 
LEMME 2. L'opérateur A défini sur E"' par A([: x. e.) =}: x. e! est 

a i=1 1 1 . 1 1 

anti-unitaire. 

En effet, on calcule ~ 

J 
- -de 

<e! 1 e!>= B. B. e. e. 2- • 
1 J 7TlJlJ1T 

En intégrant par la méthode des résidus on obtient : 

<e! \e!> = <e. le.> 
1 J 1 J 

d'où: (Vh EE , Vk EE"') <Ah I Ak>= <h,k> 
(] (J 

c.q.f.d. 

Pour démontrer le théorème 3 il faut prouver : 

( 1) •••. n 



(2) 

(3) 

où la constante K ne dépend que de a (et pas de êr') [ chapitre II, § 3] o 

( 1) est prouvé puisque le produit des distances de Gleason est uniformément 

minoré. 

(2) On utilise le théorème de Carleson suivant [17j : 

51. 

THEOREME o Si µ est une mesure positive dans D telle que, avec les _nota-

tions du chapitre III 

alors il existe une constante bp telle que : 

t/h E A(D) J \h(z) j p dµ(z) ~ bp j7T \h \ p i: • 
Si le produit des distances de Gleason est uniformément minoré la condition (➔~) 

est satisfaite quand µ est la mesure associée à À et a [ chapitre III J ; [18] o 

Donc (%) implique (2) en prenant p = 2 dans ie théorème de Carleson. 

(3) le lemme 2 prouve que (2) implique (3). 

Remarque. Cette démonstration est proche dans 11 esprit de celle de Shapiro 

et Shields [ 7 J m~me si, ici, on considère la meilleure interpolation dans H2 (D) o 
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