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REGULARITE DE CERTAINES MOYENNES

par Jacques Peyriere

1. ENONCES DES RESULTATS.

On désigne par o la mesure de Radon, positive, de masse 1, invariante

n-1

par rotation, portée par Sn - sphére unité de 1'espace euclidien R" (la norme

-1?

n c ! l
sur R~ sera notée ).

Si B estun nombre réel et f une fonction localement intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue de Rn, on pose

_ B
FB,X(t)_ ltl f(x + ty) don_1(y),

(1'intégrale converge pour tout x de Rn, pour presque tout 1 de §<J.

L'objet de ce travail est d'étudier pour B et x fixés la régularité de la
fonction F .

B,x

Nous rappelons plus loin la définition et quelques propriétés des espaces Al; »d
étudiés par M. H. Taibleson [1]

Si f estune fonctioﬁ définie sur R" et & valeurs complexes, on pose

£(x) = £(-x).

Voici les résultats obtenus.



THEOREME. Soient n un entier supérieura 2, « et 8 deux nhombres
7’ St . N\ . ] n"2 [ . . »
réels positifs. On suppose que S appartient a 1'intervalle -1, — L il existe
alors un nombre strictement positif C tel que pour toute fonction continue a support
compact f définie sur R" on ait
I ”2 Yoy | | | 2B | [20
alEg Ao, axsc e 1) x| (14 1% | %% ax.
R ! Aa’ (R) R

COROLLAIRE 1. Soient n un.entier supérieura 2, p et q deux

nombres réels tels que 1'onait 1<p<q<2. Si f appartientd LP®R™MN LYRY)

etsi o et B sont deux nombres réels tels que -1 < B < inf(%g , n(l - l) - -2-) et

1.

0< a< B+ 5 .n(gl - %) alors, pour presque tout x de R, lafonction F

appartient a 1'espace Ai’Z(R).

COROLLAIRE 2. Soient n un entier supérieur 2 3, q unnombre de
1'intervalle ] r—l{_-l—},Z] et f une fonction appartenant localement Lq(Rn).. Alors,

pour presque tout x de R, la fonction Fx(t): f f(x+ty) don_i(y) coincide

Sn-l

presque partout sur ]O , +oo [ avéc une fonction appartenant localement a

Aa(JO,oo [) pour tout « strictement inférieur a n(1 - é) - 1.

2. RAPPELS SUR LES ESPACES = AP/,
Soit g une fonction appartenant a 1P (R) ; notons u son intégrale de
Poisson. Soient "«  un nombre réel strictement positif et k un entier strictement

supérieur a «. La fonction g appartient a .Al;’q(R) si 1'expression



. k- > 1/p79 4 5
”g”Lp(R)+{ le:y O‘(JR_Iby (x,5) 1P dx) PJ y} \‘{ ;

est finie ; cette quantité est une norme sur Al; ’q(R). Deux k différents donnent

deux normes équivalentes. Lorsque p ou q est infini, il faut interpréter la formule

précédente de la maniere hatibuelle.

Lorsque « n'est pas un nombre entier A:’OO(R) est 1'espace de

Lipchitz habituel Acx(]R)'

. 1 1 -
Les relations p}.s Pyy 4y = 4y, oy - 1-3_1- =0, - 55 entrainent
Pys9, P54y 2,2 oo, 00
A (R)c A (R). On a, en particulier, K'I(RYc A7 (R).
o %, o5 o

L'espace Ai’z est 1'espace de Sobolev H .

3. DES LEMMES.,

Soit uo(x,y) = % —2—¥—2 le noyau de Poisson du demi-plan. On pose

X +y

bk

u (x,y) = — u (x,y).
kV? byk o

La fonction u,, est homogeéne de degré -(2k+1) par rapport aux deux
variables et impaire par rapport a la seconde, il existé donc un nombre e tel que
1'on ait

y
_lqu(X’Y)IS'Ckm pour x€R et yE€R.

LEMME 1. Ona uk(.,y)*'uk(.,y)=u2k(.,2y).

" Démonstration. La transformée de Fourier de uo(. ,y) est e ]_E’y, celle

de uk(. ,y) estdonc (- Igl)k e I-£ly par suite celle de uk(-_’Y) * uk(. ,y) est
el e e2lely

d'ou le résultat.

Notons x la fonction indicatrice de 1'ensemble



4.

{(X,y,Z)QJRB; HXI— lyll < Izl < IXI +|y|}. Posons, lorsque x(x,y,z) vaut

1, Alx,y,z)= % \/(_—(x+y)2 - 22] [22-(x—y)2] , C'estl'aire des triangles dont les
longueurs des c6tés sont lx | , ly l y |z ! 3

Enfin désignons par Sy 1'aire de Sn'

LEMME 2. Soient n unentier supérieura 1 et r et s deux nombres

réels non nuls. Appelons By la mesure image de 0. X0, par 1'application,

n+1

(y,z) va»r‘y+sz,- de S xS dans R . Ona
| -2 — n-2
Ao (x) = 2n—1 l_A.(!XI,I‘,S)] : x(lxl,r,s)dx.
n | s, v(!rsl.lxl.)n"‘

Démonstration. On peut supposer que 1'ona 0<pr<s, Soit t unnombre

positif. Calculons = «(t) = u({x ; !X 1st}). On a

w(t) = an< anﬂ{y; leyssz Ist}dcn(yD do (z) ;

1'intégrale interne ne dépendant manifestement pas de z nous obtenons

w(t) ) jsnﬂ{y;

ol z estun point quelconque de Sn'

‘t}dcrn(y) |

r'y+SZ IS

Clairement w(t) estnulsi t estinférieura s-r etvaut 1 si t est

supérieur a s+r. Sil'ona s-r<t< str on désigne par @, le nombre compris

entre 0 et 7 tel que t2 = r2 + s2 - 2rs cos @ o On a alors

S . 0 _
wlt)= 5= | © (s o) do
n Jo

(on intégre d'abord & (y,z> constant)et

rs sin @ _ = 24(r,s,t).



On a donc
n-2
ne2 Spoq b [ar,s,1]

srl (rs )n— 1

Pour conclure il suffit de remarquer que la mesure /.Ln est invariante par rotation

w'(t) =2 x(r,s,t).

LEMME 3. Soient v et w deux nombres réelstelsque v<O0, w>~1

et 2(v+w)< -1. Posons
e}

(1:2—52)‘7(t2—1)W dt lorsque ls!<1

"

(52--’£2)V(l—’c2)W dt lorsque ls |> 1.

JO

On a, lorsque s tendvers 1,

( O(1) lorsque v+ w > -1
X(s) = < O[log(1/|1~s])] lorsque V+ W= -1
o( I 1-s |V+W+1) lorsque v+ w < -1,
\

Démonstration. Etudions d'abord le cas oli s tend vers 1 par valeurs

]
supérieures. On a, lorsque s estinférieura 2, A(s)< CJ (s-t)Y (1-t)¥ dt,
: o
d'ou
1 2
A(s) = CJ (s—1+t)7 1V dt = C (s=1)7+WH] JS” (1+t) V £V at
o o

et 1'on conclut facilement.
Etudions maintenant le cas ot s tend vers 1 par valeurs inférieures.

On a A(s)é jz

(t2=s2)V (121 at +J %=1 gt drob
1

2
1

(t-s) (t-1)V at) < C(1 + J (1-s+t)¥ t" dt) et 1'on conclut comme
0

2
A(s)=< c(1 +J
o 1

précédemment.



4. DEMONSTRATIONS.
Dans ce qui suit C désigne une fonction strictement positive de «, 8,

deux occurences différentes de C pouvant désigner deux fonctions distinctes.

P

Calculons d'abord JRn”FB N L2(R)dx. On a
F, 012 [t]2F ﬂ x+tyl) Ay, do,_|(y,) o, (y,),
d'ol
JonlPp 012 @ = ]2 | oty ) do, () a0, ()

n-1 n-1

Utilisons maintenant le lemme 2, nous obtenons,

3
J IFBX(t)Ide=CItIZBJn * 1(x) (x|, e,00™ x(lx|,t,1) ax

R 2] l n-2
d'ol
-3
o 2(B-n+2) n-2
f n“FBFXHZZ dx:CJ nf*;‘.{(x) U’XI t—--——-————(4t2— |x|2) 2 dt [dx
R" B X L2R) R - x|
w0 n-3
e B (28142 (g2 )72 dt}D o Fo) | 2B x
1/2 rR"
La premiére intégrale converge carona fg < n__zg

Evaluons maintenant 1'expression

JR“ b: hz(k_“)'1(JR Ju, (. ) Fg i) 12 at) dh:[dx

ol k  est le plus petit entier strictement supérieur a «. On a

Fﬁ,x *u (. ,h)(1) = JJRXS |t] B f(x + ty) uk(T--t , h) dt dcn—l(y)’
-1
d'olu i
' 8 " * U ( ,h)(7) 12 J;UJ lt1t2 l’sf(x+t1y1) f(x'*“tzyzj X

RXS

Ul Tt ) w7ty h) dtydty doy(yg) doy s (y,)



d'olr, compte tenu du lemme 1,

jR B‘,X k( h)(T JJJJR XS ltt I fx+t y1)fx+t2y2

F

w, (&, i2,2h) at,dt,do _(y,)do__ (y,).

Si nous posons

A(B,h) = JR R *uk(.,h)('r)l'zdxdf
X . ’

ot o) = £ * £(x)

nous obtenons

A(B,h) JJHR 2, n 1lt t | go(t1y1~t2y2)u2k(t1-t2,2h)dt]-dt2do (3 )do (y2)

Utilisons a nouveau le lemme 2, il vient,

w(lxl,wz

(lt,t, B lx:)“f,.-—f =T
1) ]dt‘ dt,.

Utilisant les propriétés d'homogénéité, nous obtenons

A(R,h) = C JJRZ [t 1 [ Puy b, -t,,20) BRH o(x)

A(g,h) = C J o) [x PR T - 2y gy
R X

olil'on a posé
B-n+2 n-3
K(1) = JJ itt ] 2k(t1-t2,1')(A(1,t1,t2)) x(1t t2) dt, dt,.

Admettons provisoirement que 1'on a

‘!K'('r) ! <Cc/(1+ 72k+1).

Alors

| | - * 2(k-a)-1
J:hz(k—oc)—1A(3,h) dh < CJRH lsa(x) | x lz(B‘k)ﬂnH B) }Wd“]d"
X

sclf ] ot e e

o l+7



La premiere intégrale converge, collectant les deux estimations qui précedent,

nous avons

JRh||FB,xI¥22,2 dx < CJRn It % 1) || |2('3'°‘)"”+1(1 + 1x 1?%ax

Reste a démontrer la majoration de IK(7} l . Par changement de variables

nous obtenons

K(r) = fj{s t€R t—1)(1 -s >O} !t B'n+2 S’ I(t -1)(1-s I—ds dt.

Posons

n-3
[ (1-52) J(tz P22y 2 g s lsl<
L(s) = « 2_3
2o1) ? j (2P0 Pat s sl
\ o
ces intégrales convergent carona B < n_2_2_ et nx2.

La fonction L est indéfiniment dérivable sur 1'intervalle 1-1 , 1 [,

lemme 3 montre qu'elle est iniégrable au voisinage de -1 et 1 lorsque l'ona

( 2B-n+1

B>-1 depluslorsque - s tendvers 4o ona L(s)=0O(s ) ce qui montre

que L est intégrable. On a

0o
K(t)=C j u2k(s, T)L(s) ds
—00
Lorsque 7T tendvers O, K(7) tend, aun coefficient pres, vers la dérivée d'ordre

2k de L al'origine. De plus

00

i l<c | W |L(s)las

| -2k- 1) lorsque T tendvers +«. Ceci

ce qui montre que IK('r) I est O(|T
acheve la démonstration du théoréme.

Démontrons maintenant le premier corollaire. Observons que 1'hypothese



9,

v
fe LPRM N LUR™) implique que £xf appartientd LR NLYRY) ob r et
s sont les nombres définis par les égalités % = g -1,

= g - 1. Plus précisément

o ”H%HP < ”f!l?) et ”f*\f/HsS ”f”?l

Appelons r' et s' les exposants conjuguésde r et s. Ona

) 2 J (2B-n+1)r' . \1/p!
I L U ™
04
+C”f”2(J | | (28-2a-nt1)s! g y1/s"
< lx ]<vl ‘
la premiére intégrale converge si B < n(g - %) - %, la seconde si

x< B+ % - n(% - %). On obtient donc un résultat si 1'on a

. -2
1< p <t -3 - )

1 1 1
et 0<(X<[3+§—n(a—2—).

Démontrons le second corollaire. Soit f un élément de Lq(Rn), multiplions

cette fonction par la fonction indicatrice d'une boule et appliquons lecorollaire précédent

enprenant p=1:si « appartient al'intervalle ]l , —nij -~ n((l1 - %—) [ on peut

choisir un B convenable. On conclut en utilisant 1'inclusion Ai’Z(R) < AOO’O;’(R).
: o
2

[1] TAIBLESON, M. H. On the theory of Lipschitz spaces of distributions of
Euclidean n-space, I. J. Math. Mech. 13 (1964), 407-480.
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