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1.- Séries,_numériguea. 

o.- Quelques exe~plesw 

Exemple l. i soit la suite I g
0 

= 1 

I.)~ 

-do 'If~ ~ l 1 l 
g2-.= l + - + 4 = ~ + 4 Yi 2 

-1 "3/'6 • 
:}-4 -1~ • +!+ l 1 1 

gn = 1 ••• + -+ = g + -2 n-1 2n n-1 2n 2 

Il est ola.ir, que la suite (gn) a uné limite g = 2. 

En effet g = 2 - .!.n, la suite 
n 2 

terni vers o quand n tend vers "°• 

Plus généralement soit u E: c, la suite 1 

- 2 g2::: .L + u + u 

. 
g =l+u+ n 

n 
f • O + U 

vérifie la relation t 

n 
::: g + u n-l 

( ) n+l l-ug =l-u n 

et par suite tend f vers 

\vers 

la limite g = 

+ "° lorsque 

Lorsque u = l g = n tend vers + "° n 

l lorsque 

Lorsque u € ]- "°' - 1 [ g ne tend. vers auoune limite~ 
n 

.! ..• 
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Il en est de m~me lorsque I u l > l et axg u -j 2,t ,, 

Exercice lv Calculer à l'aide d'une table de logarithmes g63 lorsque 

• • • 

Exemple 2. Soit maintenant la suite a 

0 

+ 1 _ 8 + l 
n(n+l) - n-1 n(n+l) 

On remarque que 1 l = - -~ n n+l par suite, que 

l 1 1 1 
s := l - - + - - - = l - -2 2 2 3 3 

l l l 1 1 1 
s = l - - + - - - + - - - = l - - et par récurrence sur n que 3 2 2 3 3 ~ ~ 

l. 1 1 1 l l +-------t:l~-+-- ........ =l_,____.. 
n n+l n n n+l n+l 

La suite (s ) tend donc vers la limite s = lv 
)1 

1 

./ . .,. 
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Exemple 3. t Considérons maintenant la suite 

• l 1 
h =l+-+-+ 
~ 2 3 ••• 

1 l 1 
+ - + - = h + -n-1 n n_1 . n 

Gette suite tend-elle vers une limite finie ? 

La réponse est négative. 

1ère Méthode. Pour le voir, on va remplacer la suite (hn) par une suite 

(h' ) telle que h 1 ~ h pour tout n ~ 1 et on va montrer que h 1 ~ ~ 
n n n n 

aveo n. Pour cela, remarquons que log(l + x) ~ x pour tout x € ]- 1, + oo[. 

Et par conséquent 

posona 

p=l 

n 

log(l + ;) 
p 

= L log(p + 1) - log p 

p=l 

= log( n + l) ~ h 
n 

If/ 

-41.----,..----------) 
/ 0 .:'.è..-

/ 

; 

qui tend dono vers l'infini avec log(n + 1). 

./ ..... 



2ème Méthode. On peut également oons tl9\lire une sui te 

suivantei, Considérons le tableau 1 

l 
l 1 ,l l l l 
2 3 4 3 .... s 9 

l l l l l l 

...... 

l ... 
4 

_, g .... g Îb • •• 2 4-

l 2 4 8 
"j;er ter- termes termes 
me mes 

l 1 
Ïb Ï7 

1 
n; 

l l 
• •• 

l l J. 
••• - ... - . "'. p-, 2I>-1 2P 

2P-1 
termes 

(h" ) 
n 

de la façon 

l 

2P 

Les nombres de la 2ème ligne sont ~ à oeux de la 1ère ligne et par sui te la 

somme des n premiers termes de la. 2ène ligne, que nous appellerons h" 
n' 

est 

inférieure ou égale à la sonuœ des n premiers termes de la 1ère ligne qui vaut 

h par définition,, La somme de ohaoun des paquets de termes de la 2ème ligne vaut n 

½• En d'autres termes on a 1 

et par suite htt = l + ;e
2 

qui tend vers l'infini aveo P• On vient de trouver 
2P 

une aous-auite de la suite croissante (h" ) n qui tend vers l'infini .. Et par suite 

(h"n) tend. vers l':lnfini., Comme on a hn > h"n pour tout n, la suite (h) n 

tend elle aussi vers l 1infinio 

./ ... 



3ème Méthode.,·Plus généraJ.ement on peut remarquer que 

h ... hl;: l +_J:.._+ 
2n n n + •:l n + 2 ••• 

l 
+ 2n 

l l . l 
;.2n+2n+ .... +2n , ___ ,,,,,.,._ 

.ça • n .i. ~J.S 

n 1 = 2n = 2 pour tout n rt l 

.... 5 -

S;i. la suite (hn) tendait vers une limite finie alers ce serait une suite de 

Ca119hy, c 9 est-à-dire· une sui te telle que s 

Pour tout e > o il existe un entier n ~ l tels que quels que soient 

P, q ~ n on ait lh - h 1 < e., p q 

On vient de montrer que la suite (h) n'est pas une suite de Cauchyt c 1est-àn 

dire qu'il existe & > o tel que pgur tout n il existe p et q ~ n tels 

que lh - h 1 ~ Eo Il suffit, en effet, ~e prendre p q 
l e = 2 et poux-tout; 

n ~ l p = 2n, q = llo 

4ème Méthode. Introi.uisons la fonction u(x) définie sur 1tintervalle 

(l, "°[ par v.(x) = ~ lersque :x: E: [n, n+l[ quel que soit l 1entiex- n > l. n . 

On note parfois u(x) = E[~J w E[x] =: ~~ p s'appelle la partie entière cle :x:. 

ctest une fonction en escalier et 

l 
n+i 

1 
u(x)a.x est ltaire comprise 

entre la oourbe, l 1a:x:e clef x, et 

lea pa;r~èles à l 9 a.xe des y~ 84 R's n,; 
pasaant en x • l et x • n+l. ,. 

"' ., "' 
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C test dono la aonnne à.es aires des rectangles a a A' A valant 
P p+l P p 

respectivement ;. On voit dono que 
p 

Le problème· consiste à montrer que cette aire tenà. vers 11 infini avec n. 

POUX"' cela oonsiiérgns la fenctiob f(x) = ~ définie sur .(1, ~c. Gomme f(x) 
X 

est ~écroissa.:nte (puisque r•(x) = - ~ < o) on a1 pour tout x, f(x) = u(~)• 
x2 

Et par conséquent on a oomme dans la 1ère 'nétheie 

q~i teni. vers l'infini. 

Exe:r:yice 2, 

Montrer à ltaide des fonctions auxiliaires 

f (x) ~ ~ et t (x) . 1 q1.1e les suites = -. t x2 2 x:s 

(an) iéfinie par •l et + 
l et a a :.:z a 

1 n+1 .n (n+l) 2 

(bn) définie par b "l et b l • b + 
1 

i n+ n (n+l) 3 

tendent respeotivemeut; vers des limites finies a et b et que l'on a ;pour 

tout n Js 2 
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(1) a• a ~ - = f1(x)dx, a - a , f(x)dx • - 1 
l f co f co 1 

n n n-1 n-
n n-1 

et 

( remarquer que r1 et f 2 sont décroissantes et opérer comme da.na 1 t exemple 3 

( 4e méthode) • } 

Exemple 4. Etudions maintenant la suite 

y = o et pour tout n _. l r. = h - log( n+l) • h - hi _. o o n n n n 

(of• exemple 3. 1ère et 4èmé méthodes) 

! 
n+l n 

On a Yn • 
1 

· {u(x) - f(x}lx = L YP - Yp-l 

p=l 

J 
p+l 

où yp - yp-l • ( u(x) - f(x) )dx .- o 

p 

(puisque f(x) est décroissante). Ceci montre que la suite 

Le nombre y - y 1 est l'aire de la région p p-

-<l>p délimitée par 1•aro de courbe A A 
P p+l 

et les segments A At et A A' 
p p p+l p on a: 

A l At A Att -. 
p+ p p p 

fi'' f 

(v) est croissante, •n 

./ ... 
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Translatons les ~p dans le oarré 

o, x ~ l, o, y, l comme ~~~~..,.-:--,--,-.,......,.-,-__,...,.._,.0~ 

indiqué sur la figuré., 1 ' 

Geoi donne une traduction graphique 

11, ~:,r:ri....:;:::;::::J::::#=?.~~;..;;i.J..I flf.; 
en termes d'inégalités d!aires de 1/1., Fi'\ 

1/S R"-.5 

l'inégalité suivante qui s'obtient --------------------7 O aG 

par sommation sur p €: [1, n] de l'inégaJ.ité (3) t 

• s • n 

où (an) est la suite de 1 texemple 2., En 1~uu,ant à la limite sur n il vient l 

y < a :a: l aire du carré" 

D'autre part oomme 
. 2 

f est convexe (puisque f"(x) = "'"J > o), 
X 

on voit éga1ement 

l 
que yp - yp-l > 2p(p+l) aire du triangle Ap A1p Ap+l et par suite que 

B l y~-=-2 2 

Le nombre y s'appelle la constante d'Euler" 
; 

Exemple 5., Evaluation de la aonuœ des inverses des n :preJ.lliers entiers 

pour de grandes· valeurs de n, On vient de voir que 

n-l 
h l • \. ! • log n + y ., < log n + y et que 1 'on a 
n- L_i p n-. 

p=l 
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On peut dono éo:bire 

où 

(où 

' ,I_ t -Le nombre tp est l a.ire de la ru~on tp oompriae entre l a.ro AP Ap+l et 

./ ... 



En comparant oes inégalités au:x: inégalités (2) de 1•e:x:eroioe 2, on aboutit 

au .sohéma. suivant t 

et par suite si 1•on pose l 

l 

12n2 

l t 
e,.. = --';1 ... s on peut affirmer que 

"'4 l2n .. n 

(noter qu1on ignore le signe de 

On en déduit t 

ls1 1 n 

h • h · + ! = log n + ·v + l,. __ _!,_ + st 
n n-l n 2n 12n2 · n 

Applioat:1.on. Galoul de h. 'l{ avec une ex-reur < 10- 9 
10.., 

nana la formule précédente on a pour n • 1000 1 st 1 = lst1000 1 .; ~ 10-lO 

dans les tables on trouve 

y,:; 0,57 721 56 649 01132 

atautre part 

... ·10 ... 
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(of. Fletoher An9 Index of Mathematioal tables ( 2ème Edition Blaok:well Oxford 

1962 vol. l P• 136 et 133)). 

On a dont> l 

h10' = t· + 't + 5J<lO ... " - hio-6 + et 

i = 6, 90 775 52 790 + 3 e
1 

avec 

y= o, 57 721 56 649 + 

-4-5.10 = o, 00 05 00 000 

e 
2 

1 -6 - u3-o • - 0, 00 000 00 833 + &
3 

d'où une erreur totaJ.e e telle que 

En effectuant les .caJ.ouls il vient 

h = 7 • 48 54-7 08 606 
::i.o=' 

En forçant l t avant dernière décimale on a doœ h = 7, 48 54-7 0861,. 
101 

Cette opération introduit une erreur supplémentaire ~lo-9 : : où le résultat 

cherché avec la précision demandée. 

Exemple 71 Considérons maintenant la suite i 

l = log l = o 
1 

1 = log l + log 2 = log 2 = l + iog 2 
2 f 

" 
0 

0 



Gette suite tend vers.+ oo 

puisque log n---)+ ~• 

La fonction g(x) = log x étant 

conoave 

a 
1 

(puisQue g"(x) u - ~ < o), 
X ..,,1t 

On voit oomme précédemment que -i-----

( n+l l 
t'n = Jn log x dx - 2(log n + log (n+l)) ~ o 

(~uiaque ½(log n + log (n+l)) est 1taire du trapèze 

-12 -

B' Bi 13 'B n :n+l n+l n. 

~ 

Le nom.bx-e t•n ~st ltaire de la région w'n comprise entre l'aro Bn Bn+l 

et la ,oo);"à.e Bn B~+l • En outre la oonoavi té de log :x: entraîne que la pente 

de la tangente à son graphe en B est inf'érieure ou égale à la pente de la n 

corde l3 "I B ( poux-le momtrer passer à la limite sur la oond.i tion ii) du n-.i. n 

Problème ll) • -1,-1 

.. ; ... 



- 12 -
-Biô 

Ceci permet de translater les t'n à l'intérieur du tria~le rectangle de 

aommèts (o,o)) (O,l), (l,1) aans. qu*elles empiètent lel:S uneà sur les autres. 

considéré ·l 
Comme l'a.ire du triangle'v'vaût 2, on voit que la suite 

vers une limite k € (o, }1. D'autre pa.:rt 

(puisq-qe ·f \0g ( t)dt = x log x - x + 1) on a s l . 

n n-1 
~-l • /

1 
log x dx;.., E ½<log p + log (p+l)) 

p::l 
• n log n.., n + l +½log n .... ln d9où 

tend vers zéro qua.nd n~ to• 

On Ter.t'a à.ans la. suite du coui-s (of. Lemme du § 6 b) que 

n 

(k ) = \ ,i,t tend. 
n L,. P 

p=l 

1 l / p+l l - l2 g11 (p-1-l) • . 2 • g(x)dx - 2(log p + log(p+l)) • k - k -l 
l2(p+l) ~ p P 

~ tt '~ • - l~ gtt(p). 
p l2p · 

En sommant sur p i [n, q] l 1inégalité précédente et en p:i.ssant à. la limite 

quand q~w on a (aveo ~es notations de l'exero:i,ce 2) a 

./ ... 



En oomp9.rant ces inégalités aux inégalités (1) de l'exercice 2 on aboutit au 

schéma suivant t 

À2( a. - an-l) - ...L.2 
J.-' 12n 

1 
Ï2iÏ 

k-k n-l 

Et pa.r suite si 1ton pose k - kn-l = 1;n + 11.n on peut affirmer 

l "-12n2 

Exemple 8._ Formule de Stirlinge 

T,a formule de '11aylox-à 1 tordre l, aveo reste de Lagrange, donne 

:x: x2 8x 
e = l + x + 2 (e ) où 8 E: Jo, l[ et pa.r suite (t>uisque la fonction 

e:x: est oroissante)9 lorsque X t ro,1], on a 

Puisque, pour tout entier n ;,. l, on a. 

On en déduit que 
l + 

l k - k ï2ji 1\,. l 1 2 
l + Ï2n + T\i ~ e n-1 ~ e ~ 1 + 11n + l2n + ~(Ï2ÏÎ + T\-i) 

.I .•. 



En utilise.nt les inégalités 

3 ·et l ( l) e ~ 1 2 ._ n pour n il 
n 

et en posant 

on peut affirmer que 

1 1 l ( l :3 ( l 1 2 · 5 l "n < 2 i2 + 2 i2 +· n) ) = ~ < 2 
n 24,n 4n 

d'où, en exponentiant (li-) il vient l 

1 

) 
1-k n + 2 -n 1 

(.5 n 1 = e n e (l + ï2ii + 

1-k [~r::- ] e = K € ~e, e 9 

- 14 -

Exemple 9. CaJ.cul de K = el-k (Intégrale de Wallis) 

.,/2 
Posoœ I • f sinn x dx :c'est une suite décroissante éLe nombres réels et· 

n o 

positifs., On a I
0 

= ~• ~ = l ·et par intégration par parties 

.,/2 
In• J

0 

(n-1) sinn- 2 
:x; oos2 :x: dx • (n-l) In_2 - (n-1) In• 

soit nI = (n-1) I 2 et paJ:" récurrence n n-

t 
I t1 n ~ 

2n+l = ~3""",.5'!""".-, ... .,., ... ("""2n_+..,.1""')-

.,/ ... 
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Ce qui montre que le_2e membre de cette inégalité tend vers i quand n~~. 

d'où en remplaça.nt les factorielles pax-leurs expre~sione tirées ~e (5) on a 

(j,4 
'Jt tend vers 2 et oonnœ + tend vers l quand n tend. vers· ~ 

cx2n 

on en déduit K = -f27r. 

et par suite 

avec 

o 'est la formule de Stirling tt 

,~ 1 n 
1 

~ 2 
4n 

Exercice 3. Avec quelle incertitude peut-on oaJ.culer (1000) t à ltaide 

de la formule de Stirling e·a utilisant une table de log. à 5 décimales. 

E:x:e;i::oioe 4• La suite 
ln 

/.ln * 1{ ..Jii7 oonverge-t-elle., si oui oalouler 



ensemble E11 

lUi aussi un espace vectoriel pour la loi d'addition 

et pou:- 11homothétie 1 

E c a ou c, 

poun-a touJours oonvem.zt' quo u
0 

• Ui • , ,, • un -4• o 11; l'aisonner comme si 
0 

Quel que soit i € N, d(h1ignons pa.r ~ la suite dont tous lu termes sorrb 

nuls à l'exception a.u i•:Lème qui Va\1,t l • 

./ ... 
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Le système (e.) 
-i 

eat libre da.na ij mais il n'engendre pas .s. En effet, une 

combinaison linéaire des e. est de la forme 
-i 

u.e. 
i-i 

( où les ui € JR ou C 

sont tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux), Pour qu'une suite l! soit 

engendrée par les !tj_, il fa.ut et il suffit que tous ses termes soient nu1s à 

partir d'un certain rang, Une telle suite sera dite une suite finie. 

Sur 1 1espaoe vectoriel Sr des suites finies considérons la forme linéaire ï 
définie par ï (_2i) = l pour tout i € Ni, 

Poux- une sui te finie (un) 1 la form~ ï vaut 8 

00 

ï<uo-2o + '½.~l + u,) = u0 + '½. + vo = ï u1 
J.=O 

expression qui a un sens puisqu'il n'y a qu'un nombre fini atui-/:: o. 

Si 1 1on cherche à étendre ï à S tout entier on se heurte au fait qu'il 

iX) 

est impossible da définir algébriquement : ui p0ur une inf'iniM d'ui /, o, 

Néanmoins par des procédés de passage à la limite, on peut donner, dans certains 

ca.s 1 un sens à l'expression précédente. 

C'est ltobjet de la théorie des séries, 

.; ... 
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Le sujet du présent cours est l'étude d'un de ces procédés s la méthode des 

sommes partielles. 

2.- Rappel de guelgu~s définitions. 

L'expression " à. partir d • un certain rang " ••• signifiera 1 

"il existe n € N tel que pour tout n i1: n on ait Il 

0 0 ••• 

Exemple 1. 2 suites (un) et (v) sont dites égales n 

certain rang 1 

il existe n 
0 

si l'on a la 

tel que 

relation l 

U = V n n 

o'est-à.-dira si la suite (u - v ) est une suite finie. 
n n 

à partir d'un 

Exercice 5. Montrer que cette rel~tion est une relation dîéquivalence 

sur s. Montrer que la relation "à partir d'un certain rang u 'i v " est n n 

une relation d'ordre sur s. 

Exemple 2, Dire qu'une suite (un) tend vers une limite u revient à 

dire que quelque soit e > o, la suite < lu n à partir d 1un certain 

rang, Rappelons que lorsque les suites (un) et (vn) tendent respectivement 

vers u et v, la suite (u + v) 
n n tend vers u + v et que la sui te 

tend vers ÀU• Ce qui exprime que 1 1 ensemble s 
C 

des suites convergentes est 

un sous-espaoe vectoriel da S et que l'opération de passage à la limite pour 

./ ... 



une suite convergente (u) 
n est une forme linéaire sur 

Remarque importante. Lorsque les suites de nombres réels 

s • 
0 

( u ) et (v ) n n 

- 19 -

tendent respectivement vers des limites u et V: si, à partir dtun certain 

rang, on a. U :( V 
n n on peut en conclure que u ~ v J mais si, à partir d'un 

certain rang, l'on a un< vn, on ne peut en déduire que u < v. 

Relations de comparaison. 

a) on dit que la suite (un) est dominée par la suite (v) et l'on note l n 

a 'il. existe k € R+ et n
0 

€ N tels que pour tout 

lu 1 ~ k lv 111 n n 

n~n -on ait 
0 

Lorsque V ,/: 0 n quel que soit n, cela revient à dire qu'à partir d'un 

certain r.<mi; 

u 
lv n l ~ l: 

n 

ou encore ~u'il existe k' € R~ tel que 

u 
l...!l.. j ~ k' 1 't € N ~ que que soi n p 

Vll 

b) on dit que la suite (un) est négligeabl~ devEµlt la suite (vn) ~t 1tcn note 

u = o(v) n n 

si pour tcut il existe n
0 

€ N tel que, quel qt!e soit n > n 
0 

on ait 



lorsque vn ./: o pour tout 
u 

n n, · oela revient à dire que le rapport - ~o, 
vn 

o) on dit que la sui te '\i est équivalente à la. sui te v n et 11 on note 

u ~ 'V" si l •on a la relation u - v = o( v ) n n n n n 

lorsque vn ~ o pour tout 
u 

n, cela revient à dire que -~~lo 
vn 

- 20 -

Exercice 6. Montrer que la rel~tion u = O(v) est réflexive et tran-
n n 

si ti ve, mais qu'elle nt est ni symétrique ni a.ntisymétrique o 

Motttrer que la relation flu = O(v) et v = O(u )~ est une relation 
n n n n 

d'équivalence sur Sv 

Montrer que si u == O(v) et u'n = o(vn), alœ:-s u + ut = u,v) n n n n n 

et que, pour tout À € K (K c R ou t) ÀU = 0( v ) et par conséquent que n n 

1•ensemble des suites (un) dominées :,;ar (vn) est un sous-espace veotorlel 

de s. 

Exemples. (1) i•ensemble des suites (un) 

l'ensemble 

(2) 1 9ensemble Sb des suites 

telles que u = O(o) ·· est 
n 

(u) n telles que u = 0(1) n 

est l'ensemble des suites dont tous les termes sont majorés en valeur absolue 

par une constante (suite bornée) • 

./ ... 
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(3) l.'ensemble s1 des suites (un) pour lesquelles il existe 

k € N tel que un • O(nk) ·s'appelle l'ensemble des suites -à croissance lente" 

Vérifier que o1est encore un sous-espace vectoriel de s. 

(4) l iensemble des suites (un) telles que pour tout k € N 

on ait u = o(~) s'appelle l~ensem'ble S des suites à déoro*ssanoè rapide • . n .~ r . n . 

Montrer que o •est enoore un sous-esi:e,oe -reotoriel cle S, 

Montrer :que les relations 

MQntrer : que les relations 

Montrer .que la relation 

un= o(v.n) est transitive mais qu'elle n'est pas :ré:f'lexive. 

Montrer que l'ensemble de• 1uitea (un) n4gligeablea devant une suite 

l'ensemble des suites qui tendent vers zéro. 
' ' 



E;eroice, 8. Montrer que la solution u - v = o( v ) entraine n n n 

u ... v = o(u ) 
n n n 

Utiliser oette propriété pour montrer que \i ""1"f'n est une relation 

symétrique et tra.naitivee 

En déduire que o•est une relation d9équivaJ.enoeo 

Montrer que si u "" v alors on a u · = o( v ) et v = 0( u ) • n n n n n n 

Exemple• L'I ensemble S des sui tes convergentes est la réunion de 
~ . 0 

l'ensemble S Ot de l 1 e:X:emble précédent et de l iensemblé des sui tes ( un) 

tel que . un ,.., k constante ,/: o. .. 

Diagramme réoapi tulatif des mus-espa.oes vectoriels . S èonaid.érés 

E:x:a;:oio e 9 '$' 

œ) Mont:z-er que les relatiom 

u = o(v ) et ui • o(w ) entx-ainent la relation u u1 = O(v w ) n n n n n n nn 

Montrer que les relations 

Montl'er que les relations 

u. ""'T · ,t ut ,., w: ent~ent la relation, u u 9 1v v w n · n n n n n n n 

- 22 -
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13) Montrer que si (n ) est une suite d'entiers striotemen:I; croissante p 

la relation un • o(,-n) · entraine la.relation un· • O(vn ) , (et œ m&i.e en 
p p 

remplaçant O par o) et que 1\i..., Tn entraine unp "'Tnp 11 

1?5etçioe 10. 

-tK'. 
cc) Montrer que si vn > ôVTn➔ • et que si ~ • o(vn) alortf 

u ... 
en::: o(e n)" 

entraine la relation log~ -log Tn~ 

et u ""';T entrainent respectivement les relations uœ = O(v œ)pu~ ~ 0fv a) n n · n n 1 u. 

Que deviennent oes relations lorsque œ < Oo 

3.- Sonuœs partielles d'une sui te 2 oonve;menoe d'une série o 

a) Sommes ' partielle a,. 

A toute suite (un)€ S on aasooie la suite (sn) € S des sommes 

n 

pazj;ielle@ de •(un) définie par sn • u
0 

+ '1i + .,.. + un = L u1 • 

~ i~ 
Si ~(vn}, S et· si _tn ~ L, v1 est la suite des sommes partielles de 

i=o 

(v ), la suite des sommes partielles de (u + v) est la suite (a + t ). 
n n n n n 

(4uel que · soit /~. € K la sui te des son=es parlielles de ( Â.11 ) est la sui te n 

.; . .,,. 



En dtautres termes lîopération qui à toute suite associe la. suite de ses 

sommes partielles est une application linéaire de · S dans lui-m~me,. Cette 

applioation est bijective et ad.met pour inverse l 9applioation définie oomme suit: 

Soit (s· ) une suite arbit:roa.irement donnée on lui associe la suite n 

et u ~ a - 5 1 n n n- pota> ohaque n i,11 l (suite des différences), 

.1,?ang u
0 

on! la prolonge par zâro pou;r tquf~ n € [o, n
0 

- l]. La suite de ses 

sommes ~arlïielles vaut a.lors sn • o lorsque o ~ n ~ n0 - l et 

n 

an -=L ui 

i~ .o 

b) Notion de oonvergenoeQ 

Déf;initions,, 

des sommes partielles d'une suite (u) ~ S s'appelle n 

la série de Derme généraJ. un• 
n 

2) lorsque Sn = L u1 tend. vers une limite tinie s, on dit que la 

i=o 

série converge et que s est sa somma. On note: 

3) lorsque la. suite (sn) ne tend vers aucune limite finie s on dit 

,/ ..... 
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C)C) 

que la s.érie di verge" Alors li expre~sion L u1 n 1 a aucun sens,, 

i-o 

4) oepe:hda.nt lorsque K • m. on exprime le fait que &n➔ + • par la 
CIO 

notation L u1 • + eoo Aveo oette convention une série de terme général 

i=o 

~;. o est une suite oroissa:nte a&netta.nt toujours une somme finie ou 

inf:1.nieq 

5) on dit que deUllC séries aom; de m3me nature si elles sont simultanément 

convergentes ou divergentesw 

6) lorsque u est le terme général a. 'Wlè série convergente de somma s 1 n 
n-1 

la s~te ;rn;= rs - sn-l (où lion a. posé sn-l • L u1) s'appelle la. ,3u\te 

a.es restes de la série de terme général 

zéro et qu'elle déo:-oit lorsque toua les 

i=o 

u III Noter que cette suite tend vers n 

u ~ o, n 

1 n 
&,emPles,. La suite des sommes pa:t'tielles de la suite un • u est la 

suite ~, de l 9exemple l § Oo On liappelle la série géométrique,. On e. w 

qutellé oonverge pour fui< 1, 

qu'elle diverge pour lui;. l, 

et que 1 sa somme est + eo qua.na. u ;. l, 
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La suite ei = l - 1
1 . admet pour suite de& àif:férenoes la suite n n+ . 

un u n(;+l) (ofg exemple 2 § o)~ 

On a. Tl?-(§ O exemple 3) que. la série de terme général ~ diverge et que 

CO L ~-= + ,o 1 (ciest la périe ~onigue),_ 

n=l 

Remarguest11 

l.) si lea séries de terme général '\i et vn sont convergentes, de sommes 

respectives s et· tll la série de terme général ~ est oonvergen.te e+. dt;1 
l'], 

sontne ÂS., En d 1a.utres termes lYenaemble des suites (un) dont la série 

a.ssooiée ooriverge est un sous-espaoe vectoriel de S noté 80", 

La sui w des restes de la série ù dépend linéàirement de la aui t·.r-, n 

2) si deux suites sont égales à partir d'un oertain rang les séries aasooiées 

sont ~e mtme nature~ 

:tfu effet, soit (sn) et (tn) ,les suites des sommes partielles des suites 

données J la suite (tn ... sn) est constante à partir d'un certain rang., 

.11 quel que soit p € Z la sé>;~e de terme général un et la série de 

[ 

o si n+p ~ o 
tex,ne généra1 v n • · 

u+ si; n +P ~ o n P 

(obtenue en déoalant les indices) sont de m3me nature., 
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o) la théorie des Séries se prowse les buts suivant!• 

i) déterminer si une série donnée est convergente ou non11 

il) lorsque la série est divergente oalouler (de façon exacte ou approohée) 

les termes a;in de la. suite de ses sommes partielles, ét'Udier le oomportenent de 

là. suite (an) quand n➔..., (au moyen de développement limité). 

Exemple a caloul exaot i lorsq~e u 211· pour n jiJ 1 1 on a. s = n, n n 

lorsque 

et pl~ généralement lorsque 
k 

u =C ona n n 
irtk+l k+l 

8 =v ,...:0. n n+l 

lo:nsque on a 

on a donné au dêbut de 1 •année des formules de réourrenoe permet-!:ant c1e -~, ')u:l..er 

k 
sn lorsque un = n (k entier ;. l) et par sui te lorsque un = P(n) est 

un po:L;yn8me en n. 

oaloul approohé l (of.§ 0 exemples 5 à 7)e 

iii) lorsque la série est convergente calculer sa somme 11 

Lorsque le oaloul exao.t est impessible donner une majoration du reste rn 

(définition 6) en vue d'une estimation de dans tous les 

oa.s étudier le oom.po:rtement d.e la suite (rn) quand D---+• a.u moyen d.e 

développement limité (rapidité de la. convergence). 
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Exemple & la série géométrique oonve~e plus rapidement que la série du 

§ o exemplè 2. Les exemples· 4-à. 6 (§ o/) étudient le comportement <lu reste 

a) Premier résultat~ 

Théorème 1., Pour qu 9une série sQit convergente il faut que son teX'll!B 

général u · tende vers zéro9 En d 1 autres termes on· a · S · C 8 "' n o- o 

En effet: si la. sui te (s ) des ·soilll!leS partielles tend ver,J une limite 
Il 

finie s, alors o~est une suite de Cauchy et par conséquent pour touf; s > o, 

oe q~ exprime que '1n tend vers zéro,; 

de la série htp;-monique d.orrl; le terme général est 6 (of q exemple 3 § oh 
n 

e) Convergence absoluev 

A toute suite (u ) on p-•t aasocier la sui te de ses valeurs absolues • . n Q~ ~ 

CO 

Théopèœ 2o Si L 11\i l < 001 ~ors la sérié du terme général '1n est 

oonve,tgente., 

(la. récip~u~ est fa.us se OODllllê on le verra. plus loin)~ 



- 29 -

n 
En e:f'f'et la Sui te s t n a:i L lu~ 1 est une sui te de Cauob;r puisqu g on e. 

~=Q. 

supposé qu'elle tend vers une limite finie.., n éJl est de m3me de la truite 

n 

sn t:i L uj · • oar quels que soient Pa q t N on a 

j;::o 
' 

~finition. Une série de tel'llle gén4ral '\i tel que 

di~e absolument oon'Vernentpa 

Exe,;:oioe. 11. Montrer que l 'enseinble 8
8 

des suites dont les séries sont 

absolumem; oonvergentes est un BO\Ut""'eSpaoe vectoriel de S 9 Les théol'émea 

l et 2 montrent que 1 ion a la suite d Vespaoes vectoriels eli'boités suiva.11te t 

Le· théor~me 2 suggère de at:1.ntéresser en 1er lieu à la convergence deS 

séries èiont le terme général '\i est positif. 

4~ Théprèmeside oomparaison pour leg séries à terme$ positifp. 

a) Critère da 1ère espèce. 

a)s1 (sn) et (tn) désignent les suites des somme& partielles de 

.; ..... 



- 30 w 

13) la. 'OOitV'ergenoe de la sér.1.e de te).'me général Yn entl'aine la COltV'e,:,'genoe 

absolue de la série de terme gt3néral. un~ Cela revient à dire que si 

QI() 

âl.œ:-~ L . .,.:n • C(>q 

n=o 

En outre si (rn) et {pn) sont les suites des restes des sérieEi as 

te):me généraJ. un et Y n on a t !i:'n • 0( pn) v 

DépJ,_onstration11 

œ) pa:t" lzy-pothèse il existe un · entier n tel que v j. o et un o n 
0 

entiœ' n..i_ ( que l 1on peut supposer ;,· »-o) · tel que pour un nombr& réel k ~ o 

on ait 1~ ! tif kvn pour tout n ~ · 111 et par sui te tel. que 

,~ • ~ 1 " k(t ... t ) 
n ».l- . n. -~ 

d11m ,ls111 ~ hsllil·+ lsn..., sll;J.I < fsDil.+·k(tn ... tll:i.) 

< .k1t + k* ( t w t ) s: kt-t; 
n..i_ n lli n 

B 

où l'on a p9sé k• w sup (k,11 ~) 

n ~ 

,13) posons s t n • L lu1 l q Qol1Dll8 on a fun 1 • o( Y n) 

i=o 

on déduit de œ) qu~il existe k'' ;€ n• -et n,. € N tels que pour tout )1 i!r ~ 

La suite (kntn) étant 'bomée par hypothèse il en est de ~me de la suite 

oro:îasa.ute {i!i' n) qui es~ dono •onvex-gente• Avec les notations dé «) pour tout 



n > n et tout p ;. n on a s 
t 
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et en désigna.nt par s et t les limites respectives dea suites (sn) et ( tn) 

on a en passa.nt à la limite sur p,. 

Exemple : on a pour tou.t nomb-re réel œ ~ 2 

L ~ ~' < 1 terme général d •une série convergente (cr. exemple 2 
Ci 2 n n n(n ... l) 

§ 0/) et par conséquent 

Pour tout nombre réel œ, l on a a l 1 1) ·- -, - > log ( l + -a n ·n n 
terme général. d îune 

série divergente (of. exemple 3 1ère méthode § o/) et par c:ons équent 

Conséqu.ence, avec les notations de lf..exeroioe 6 (exemple) et de i•exercice ll 

On verra au § 5/ quelle est la nature dtJ la série de terme généràl 1 
a n 

lorsque a€ ]l, 2[. 

Go~•llaire 1, Si (u
11

) et (v~) sont deux suites à termes positifs 

telles que un 11:s O(v
11

) et vn • O(u
11

) alors les séries de terme général un 



et v .aout de mSme nature. n 

06rolla:Lre f.-• Si (:uJ et ( v ) sont; deux suites à termes positifB ..... :n 

et si il e:tistè k > o tel que un""' 'k v
11 

aJ.ors les séries assooiéei sont 

de m~me m. ture • 

T:raiter liexeroice 12 ~i-dessous~ 

b) Critère de seconde espèce.-. 

Tli.éorèma 4~ Soient (u ) et (v ) •dss suites à termes strictement 
n n . 

positifs tellesi que, à partir .d~ certain rang on ait g 

(l) 

Alors u ~ O(v) (et l 1on peut âpp1iquer le théorème 3)o n n 

Démonatra.tion,, Soit n l'entier à. partir duquel (l) est vérifiée 
0 

u 
n 

et par réour.reooe sur i•entier P >lu -.--2v · n+J? v ·n+p 
0 · n o 

0 

d'où le théorème .. 

Remargue. 

ll serait faux de o:roire que 1t1zypethèse u = O(v) implique 
n n 

... 3-2 ... 

l 1hypothèse du théorème 4 oomme le mont;i;-e 1texemple des suites (un) et (vn) 



u 
En effet, on' e. 'bien u a: O(v ) mais le rappox-t 2P + 2 = ½ (22)P tend vers 

. n n . u2p + l 

l
f .! __ _,._. _j 

;J,.Il.l.;i.D,I, aveo 
V l l 

p1 tanclis que le rapport ~ reste ot>nstamment égal à - ., 
vn ~ 

11:0 

oomme on a · .l < l l 1 exemple l du § o/ montre que \ u -< ~~ le théorème 3 
~ - Li n . 

oo n-o 

permet d~ en déduire que · ï un < .-1 · tandis que le théorème q. œ pel:'met pas 

de oon~.:ure 11 

tout; n € N et u ==· o ( v ) n n 
• CO 

a) ai L Tn < oo _. alors la série de te);'me général un est abaolumia t · 

n=o 

suii;ea cl.es reatea dea aé;ries de terme général respectif un et 
/r)O 

'3) ai I vn • ·_, et si··- (sn) et · ( tn) désignent les sui tea des 

:w=o 

somiœs p~iélles de (u ) et (vn.) nspeotivement alors on a. s w 4J (t ) •. •n n n . 
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série de te~ général un __ ast abaolument oonTergente. 

DI autre part, pour tout e > o,. · il existe n
0 

tel que I quel que soit 

~) oomme par hypothès.é pour tout; e ~ o, il existe Di tel que, quel 

que soit p > ~ on ai-b lup i " i Tp on, en déduit pour tout n > Di par 

sommation i;&u:r l Ventiar p € [~ + 1, n] que 

n 

lan - sll:1.1 ~. L lupl .; i (tn - tD:!.) ~ ~ tn• 
p=n..i_+l 

Di:r;-e que la série de terme général v est divergente signifie., en pàrtiotù.ierj n -

que pour tout; s > Op il existe n2 tel que J quel que soit n ~ h 2 ® ait 

Corollaire., Soient (un) et ('Y'n) des suites de nombx-ea réels et 

C),) 00 

c,) si L 'V'n < • alors L ~ < • et l'on a aTeo les notations du 

,,/,,,. 



CX) 

13) ai L Yn 11::: ~ alors aveo les notations du théorème 

n:::o 

s ,,., t • n n 

En effet par définition lu - v 1 • o( v ) et a, a.près le théorème, aans 
n n n 

n 

le oaa 13) on a la - t 1 .1$ \ lu - 'V' r • () ( t ) 
n n ~ p p n 

de m#me dans le oas a) r 
p 

Ir - r• 1 < lim [lu -T l··='o (r 11 
). ,n n q q n 

P➔oo 
q=n 

ReffiBFgue ., La théorèmé S permet, loraqu ton oonnai t un développement 
1 

limité de la suite (un) da oalouler un développement limité de la suite (an) 

de ses sommes partiellea ou de la suite (r) de ses restes (suivant les cas) n 

du type de ceux donnés au § 0/ êxemp1es4-à 7~ Cela est possible nota.m.ruent 

loraquîà partir aiun certain rang . un = B.(n) (où ·R est une f'raotion :mtion,... 

~ = log(l + « log(l + ~)) 

ll suffit, en effet, pour oela de connaître un développement limité des suites 
n 

~ (k) - L l 
p=l 

(k € Z fixé). On a vu au§ 3/ o) oouunent.le faire lorsque k ~ o 

./ ... 



it.exemple 6 ~ o/ d.onne un développem!tnt limité de ~(1) 1 (of,.. aussi§ 6 o) 

exwoioe II 5). 

Application sui te de Césaro. 

mwaition lo Soit (un) une suite définie pour n il: l tendant Vera 

une l:l.mi te u ( finie ou infinie)· et s'oit 

s 

(s ) la suite de ses sommes n 

part:i.eUes J alors la suite (;r) tend. vers u., 

En; eff etr, lorsque u ,j,, '° la su;\. te ( u · w u~ y en d w autres termes n 

s.-nu s 
que n n 

----- ... •-.,. U-JC n n quand n~ooo 

LOït"Sque u = + oo on a · l = o ( u ) et par sui ta (di après le thé'"'~"~··" 5 n 

qui s Y aippliqu,e encore puisque '\i. ~o à partir d 'tm certain rang) n = Q ( ".) 

s 
ou encore 1 t,,: o (1)v Comme à partir dvUlil certain rang on a. sn > o cela 

s n e:x:prll:ne qœ ~~ + .,. , n , 

Lorsque u = - IW)• on applique le raisonnement précédent à la suite (-.- \\i,)c 

(n.b,.) la puite un x: (• l)n (définie JlOUX' n > 1) na tend vers auo'lltt:I lind:l;e 

-
~n = [ ... : . si · n est impa.il-

ta.nais que la suite tena 'fers zéroo 
n 't o si n es ~ 

oe qui .w.c1.ntre que la réciproque est :f'ausse4 

✓--· 
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Exercioe.12. 

l 
t1J montrer que si la série de terme général u ;, o converge, alors pour n 

tout. Cl > .l 'la série de terme général un« est convergente, :Montrer que si 

la série de terme gênéral un > o est· divergente, aJ.ora pour tout et Ili l 

la sé;-:te dé terme général u a est divergente (on traitera à part le oas n . . 

où tous lès u~ ne sont pas plus petits que l à partir d9un certain rang)r1 

13) utiliser la convexité de la. i'onotion ex ·et·l'identité 

général respectif un ;, o et vn ;, o som; convergentes alors pour tout 

œ € [o»ll l~ série de terme général; u œ v l-œ · est convergente., 
n n 

r) en d~duire qua si la. série @ terme général . un ;;i o est oonverc:J.~3, 

· alo:t"S il en est d~ m~me de la série de terme général vu
11 

un+l" 

!>~ montrer, à 1 1 aide d 1 un oontrie-exe~p1e I que la réciproque est fausse, 

Exer.oioe 13. soit (u ), une sui te définie pour n -' l de nomb;,;-et.t n . 

> o et (sn) la suite de ses SOJlDœS partielles. 

cr) écrire en fonction de u la sui te ( t ) des sommes part:i.èlles de n n 

la auite (an) et montrer que 

.; ... 



t CO 

lilll f •-\ un• Eorire en f'onotion !des "1n la sui te 
n;p ~ 

n=l 
Oil) 

(n+l)s -t 
n n V=------n n 

et déduire de oe qui précède que• si E un < °'' alors Vn---:) o quand n~co"' 

CO CG n=l · 

fi) montrer que E ::1 " Elin .(,;e...,.quer pour cela que 

,n=l n=l 
v 1 l 
..E...-ft ((n+l)# - t ) (- - -) et exprimer en f'onotion da sn la :oième 
n+l n n n n+l 

T. 
somne pa;rtielle de la. série de terme généra1 2L)w 

n+l 

y) montter, pg.r réourrenoe sur ;L 'enti,er n ~ 2 que si t est une fonotion 

(on ~emarque que li:J.négalité est vraie pour n = 2 pa.rdéf'inition èl.e;.., 

lj_ +x2 + • • ,+xn-l 
on a x .,, . . ~ [x.. , :x: " J J on applique ensui te la définition des 

n- l J. n-. 

f'onotiqœ oorivexes aux po~t& x, -xn et 

~ +x2 + • ' ,,+xn n .,. l l. · 
y ts -----= - x + - x _ € {x, x] et l'hypothèse de réourrenoe n n n n n, 

au p.oin.t .x)-i 

&) utiliser la. oonrexité de la fonction ex et l t inégalité prêoédenté 

pow:;w monti-er que ai t 11 t 2 , · • ,, , , tn e: lR +, alors on a 

l/n l 
(t..i_ t2 UV tll) t!Î n<\ + 'i;2 +, OW -0-' tll)li' 
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?iion~:r que si les t:I. ne sont pas tous éga:ux; alors on peut remplaçer ~ par < 

da.na ltinéga.lité préoédente9 

bo 

e) décïuire de a) êt &) que si L un < • àJ.ors 

n=l 
et utiliser la. formule de Stirling pour m.ontre1;9 

l/n 
lim (n 1 '½. u2 ,.,, un) = o 

l/n 
qua !,! n( '½. u2 .... un) 

~ utiliser 13) pour montrer que 

CO 

Montrer que s:i. L on peut t-emp1aoer ~par< dans l*inégalité 

n=l 
précédente• Utiliser la formule de Stirling pour en déduire. que lea séries 

:f!ixe,:oice 14-. Montrer , en s'inspirant de la 3e méthode ( exemple 3 '- /), 

que, ai la sui te {u-) n de nombres réels ·strictement positifs est décroissante 

·et 1:Jti .. 1. existe k € N tel qu1 à. partir d 1un certain rang on ait k '1:Jm p11 un 6 

alors la série de terme général un a une s omne infinie 11 

----" ---
.Exe;:oioe 15. Montrer que pour tout k > 2 si ( un) est une sui.te 

déo;rois sante p de nomb;ree; réels et positifs 11 définie pour n ~ l e·l; 

u' ~ kn u · aJ.œ-s les séries de te:r:,ne général respeo-lïife u et v · sord; de 
n 'JI" n n 

m&ie ~ tUX'&,. 

---· --·--- ·-
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5.- Gritères classiques de convergence absolue, 

a) êOm.mation par paguets. 

flemargue 1 soit (u) 
n 

une aui te de nombres réels J lorsque la sui te 

de ses sommes partielles ad.met une limite finie ou infinie I toute sous suite 

(s ) de · (s ) ad.met la m~me limite.,, n n p 

Eorivons la suite 
n 

0 

il vient 1 vo = L u 
n 

n=o 

(v) 
·P 

des différences 

u 1> n 
n= n. 1+1 

p-

(of.§ 3/ a)) de la suite 

La. remarq1.1e précédente montre que l 1 on ne change :i;as la somme d'une série 

lorsque cette somme existe en calculant cette somme par paquets._ loi les 

paquets d 1indioea considérés sont les intervaJ.lea d 1entiera 

On trowe une :illuatration de ce procédé dans l'exemple 3, 2ème méthode, 

§ o/ où la sui te croissante d I entiers (n) utilisée est la suite (2P)~ 
p 

En partioulier on peut dono énoncer t 

Propoaition l• Avec les notations précédentes si on a 

aériea de terme général u n sont de mtme nature• 

U ;;,i 0 
n 

(n .. b.).Il serait :f'au:x: de croire que cette ;i:-ègle est vraie en généralo 

alorn les 

kt.nsi la suite (an) dea sommes partielles de la suite (<~ l)n) ne tend 

,,/,. .. 



vers aucune limite et pourtant les sui tes (a 2p) et .(a2p+1) sont oo:natantea 

et vaJ.ent l et o respectivement. 

Scholie lw La propriété de sommabilité par paquets est 1 1extension aux 

séries convergentes de la propriété d'asaocialivité dont jouissent les sommes 

finies., Les séries absolument convergentes vérifient, en outre 1 une propriété 

de commutativité, fausse pour les séries convergentes en généraJ., qu 1on :ne peut 

énoncer ioi car elle ne peut s'exp1içiter en termes de somme partielle (notion 

de séries sommables). 

b) Gritère de condensation., 

Théorème 6. Soit (u) · une suite ·décroissante de nombres réels n 

définie pour n ~ ·1 et soit (u •) la. sui te défin:i.e pour n ~ o par 

,JOSitifs 

ut i;; 2?' u J alors les série a de terme généra1 respectif un et u tn aor.d; n 
2
n 

de m~me nature., 

(figures à îa page 4l. bis), 
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La démonstration de ce théorème génér'aliae le px-ooédé du§ o/ exemple 3w 

2e Méthode, 

Désignons par '. la sui te des somme a partielles de (u) 
n 

et posons 

v
0 
~ '½.:::: 5i et pour tout n ;i: l v = a - s · .1 d 1après la proposition 2. n n n- · 2 2 

tout ;i;-evient à montrer que les suites vn et u':n sont de mtme nature. Or,11 

n-1 n oomme (un) est d.éo;ro1asante. on. a lorsque 2 . < p ~ 2 , u "' ~ u ): u 
' 2n-"" · P 2n 

et en somma.ut cette inégalité sur l 'entier p e [2n~l + 1,2n J il; vient i 

2n 

u 1 = 2 . u 1 :) v '$1: · u :) 2 un$:: -2 u• n-l E n ... l l 
:n-1 

2
n- n ·· p 

2 
n 

n-1 
p:::2 +l 

oe qui .exprime que u 1 
:i:: o(v ) et v = o( ut ) 

n n n n 

on oonclut en appliquant le corollaire l du théorème 3. 

Gopollaire. Si le terme général u ~ o d'une série oonvergente est - - n 

En effet, lorsque on a 

vers z ér.o quand p--;)oo (dt après le théorème 1) comme terme gén éra1 d. 1u.:ue a érie 

convergente,, Puisque, quel que soit e > o, à partir d'un certain :r-ang p
0 

, t . -.....1. . p 0 on a up ~ s on en dedui que nun ~ s a pè1.1.· 11:i.r du rang 2' • 



Remarguey Le théorème 6 et aon corollaire sont faux si on ne précise 

paa que ( u ) est décroissante., Posons, en ef':f'et u = 1 
2 lorsque 

n . n (logry 

n est de la forme 2P et u = o d.s.:n.a le cas contraire la sommation par n 

paqueta sur la suite d'indices (2P) moîltre que la série de terme généra1 

u est de m~me nature que la série de t~rme général n 
1 

· 2 2 
(1og2) n . 

qui 

oon:verge (of., exemple .du théorème 3)~ Or 
1 2P 

ut· = --- 2 x 2 ~Il() puisque 
ll (log2) p 

()() 

Ceoi J110ntre que L uin = co- et. q-ue la suite (n un), 

W:::O 

vaut u 1 lorsque n est de la forme 2P) 1 ne tend !Jél.S vers zéro,. p 

~) Echellè des séries testa,;, 

(qui 

On oonaidère la suite de fonctions loé&x) = x log 1 (x) = log x et 

[ k-1 e , CQ[,. On a i 

2:: ¾:-,1(x) > o 

sur 1 t intervaJ.le J k-2 [ e ,oo, ce qui montre que les fonctions 

\:(x) ao:ah positives et décroissantes su;r 



r k-l [ A ~e I i;,o t de memes les f'onotiona 
\-1 (:x:) 

sont décroissantes sur 

k-l . 
[e I eo[ po'UJ;" a > o. En restreignant les fonctions 

\_1(x) 

(logk(x))a 
à. 
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l'ensemble des entiers, on définit donc des suites 
~l(n). 

positivel:f et 

décroissantes à partir d'un certain entier ~ lorsque a~ o• Avec ces 

notations on a les résultats suivants J 

. 1 
(-1) la série de terme général u = -

-l :o. an 

divergente peur a ~ l ( a > o) 

est convergente pour a> l et 

(o) la aé:t'ie de terme généraJ. 1 u = a est convergente pour a> 1 et 
:0 ll :O. 

divergente pour a~ l (a~ R). C'est évident lorsque a~ o. Lorsque a> o, 

avec le.e. notations du théorème 6, la a érie de terme général 

est de mime mtux-e que la série de terme généraJ. u o 

o n 

œ-1 l Or 2 ~ . lorsque et 2a-l ~ 1 lorsque 

ramené a.u os.a (-1)" 

a ~ 11 on est dono 

À (n) 
(1) la série de terme général u = 1 

ln n(logn/ 1 ------
(lo~(n))a 

est convergente 

po'UJ;" a ~ l et divergente pour a ~ l ( a € R),, G test évident pour a ~ • 

Lorsque a> o la série de terme général 
1 l l u.=-.-.-«-a-• (u) 

l n (log2) n (log2) a o n· 
est 

de m3me m ture que la sé,:tie de terme 



généraJ. 1u " On est dono ramené au cas ( o),, n . 
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est 

convergente pour a > l et divergente pour a < l ( a € m.). C'est évident 

pour a ~ o d 1après (1), Lorsq\lè a > o la série de terme géné:i:-aJ. 

u.t ;:: l 
2 n nlog2(log(nlog2))a 

est de m3me naturé que .la séri~ de terne 

½ < log 2 < 1., La f'onotion 1 étant décroissante on en tire le a. 
x(logx)c.t 

deux oonaéquenoea suivantes l 

D'après la pr:-oposition 2 1 la série de terme général v étant de mtme 
p . 

nature que la. série a'..e terme généraJ. 2u' n' le théorème 3 montre que la 

série de terme généra1 2un est de m~me nature que la série de teX'lIB 

général t un• On est dono ramené au os.& (1). 



est oonvergente pour a > l et divergente· pour a-~ l ( a € ll:l)" 

C1est évidant lorsque œ ~ o atap;c-ès (k-l) • Lorsque a > o la série 

de te:i;-me général est de m3me nature que la 

sé;cie de terme général kun' Comparons les suites (ku 1n) et (k-l'\i). 

La :ron-0tion 
\:-2'x) 

étant déoroisa·ante, les inégalités 

1 
2 < log 2 < l permettent de tirer les deux consaquenoea suivantes. •l 

o'eat-à-d.ire· 

D•aut;r-e part 

et pal' auite 

Dlaprès la proposition 2, la-série'de terme général. vp étant.d~ m&i.e 

nature que la série de terme ·général ku r n.' · 1e théorème 3 montre- que la. 

série de te·rme général ku..~ · est de mtme nature que la. l'f.érie de terme général 

On est donc ramené au cas (k-1)., 

.; .... 



.Sohéma de la. démonstration, 

) fq u'., 

Sohéma de 11 échelle étudiée~ 

0 

00 

Si on pose 

) 

0 

~~ 
on a u · = o( u (œ')) 

k n kt n 

lorsque le point (k,a) est situé à gauohe du point (k 1 ,ai) dans· le tableau 

préoédent., 

a u = o(v) ou y = O(u ), 
ll n n n 

Sohol:i.e 2. 

et) le théorème 3 implique que ai une sui te 

t sont oompa.rablea B- 1 on 

(u) est dominée par une 
n 

suite ('V'n) de 1•éohelle dont la série associée converge, alors la série 

de te:,;,me général u ·est abs.olument oor.tV"ergentef Si 1 en revanche I la •Suite n 

( u ) · àamine une sui te ( V ) de l 1 échelle dont la. série associée diverge .. 
ll n ' 

00 

alors le théorème 3 implique que ï lun 1 = èO• 

n:::o 

.,/ .... 
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On va, maintenant, donner des o~nd.itions sur les termes un d'une 

suite permettant dta.f:f'irmer que oette suite est obmpa.rable à l'une des suites 

de 1 1échelle et par oonséquent de décider ai elle est convergente ou non; 

~) l'existence d'une échelle du type précédent permet de se poser 

la. question suivante J peut-on construire une éohelle de suites à termes 

posit.:i.f's dont les séries.associées soient de naturé connue telle que$ quelle 

1 1échelle dont la série converge)~ ou w = o(u) (pour une suite (wn) n n 

de 1 1 échelle ·dont la sé;cie diverge)., 

L I e:x:eroioe 17 montre que cela est imposa ible car, à toute série 

oonve;l;'gente de terme général u ;:, o., il permet dtassooier une série 1
') n 

terme général 'V ;i, o. oonvergen-œ. telle que . u = o ( v ) J en outre, à 
n n n 

toute·auite de séries oor:tV'ergentes de termes généraux kun ~ o tels que 

kun = o (k+lun) il permet d'associer une série oonvergente de terme général 

v si o telle que ku = o· (v ) pour tout k ê N- Dans ·1e cas de la d.iVel;"genoe n n n 

on a une situation analogue décrite dans l 'exeroioe 18. 

Î"l-M l"Vi.. L.,, ~ ,{ (, / ,{ t ~ " ~ . 
E;i;erçice 16. Mont~er que si une s1.iite (un) de nombres réels il: o 

n'est pas identiquement nulle à partir a.t:un oertàin rang; alors il existe 

tt!" •• 



une aui te ( <lh) de nombre·s réais ,i: .o telle que pour tout a > o la 

suite ( unwr/1.) ne, aoit pas bornée. Montrer que la suite t 

àl = - n [ 

l 1 si u • o et 

n n eUn si un /t o 

répond à la question. 

Exercice i7. (Du Bois-Reymond). Soit (u) une suite de nombres n 

réels·~ o et soit (à) la suite de sea sommes partielles. n 
CO 

cc) montre:i:-que si· L un= a < oo, alors il existe une suite (wn) 

CO 

de. nombre~ réels ;,; ·l ; tend.a.nt vers . + eo telle que L 1\iCJ>n < co (mont;i;-cr 

pa;i;-réourrenoe que si 

[ 

l pour tout 
(A) ~ 

n 'ip pour tout 

(u ) ; o a.lors la. suite 
n 

n tel que 

n tel que 

répond à la question _(p·;:,: 2 entier)), 

n=o 

Cette propriété reste-t-elle·vraie, si on ne suppose plus U ç; 0 ? n 

~) déduire dè a) -qu1il existe une suite double (up,n) telle que 

u .• u } o,n n 
~quelque soit 1tentier p ~ o 

u ~ u p 1n p+l.,n 



y) montrer que si la suite (up;n) jouit des propriétés ~), alors 

il existe une suite (vn) de nombres réels positifs tels que 

00 

up;n ~ o (vn) pour toul; p € N et I vn· < .~ 

n=O 

( on pourra montrer que pour tout n €- N · on· a t 

<eo 

et q'1.8 la suite (vn) ainsi oonatruite répond à la question). 

- . - . - . _ .. _ 
Exeroioe 18. (Du Bois-Reymond)~ Soit (u) une suite de nombres n 

rée:J.s. poaiti:f'.s et soit- (s ) la suite de ses sommes partiellesv n 
~ 

~) montrer que si I un •• , il éxiate une suite (w ) n 

réels ~ o et < l tendant vers zéro tels que. u tô = CX). n n 

par exemple que la suite w
0 

;:f 1 et (lœ-sque n -sJ .l) <,,)- .: ~ si n p 

p • l < ~n-l < p répond à la question)~ 

de nombres 

~) t~uve:r- une condition néoeaaaire et suffisante sur (u) qui n 

pe,;,nette d.*exige;i:-, en outre, que (wn) soit oonvergente (la condition est 



que °')l soit non bornée. Montrer alors qu'il existe une soua~suite (un(p)) 

telle que . un(p) $l' p3 • Prendre aJ.ors oon = o si n fl. n( p) . et quel que 

soit P· w •~ai n ~.n (p)9 n p-z. 

y) · déduire de ex) • qu 1 il exi·ste une sui te double ( u ) telle que p,n 

quel que soit l'entier p ~ o 

u ill u p1n p+l;n 

up+l n = o (up n) 1 . , 
U .,l:::009 

p,n. 

n=o 

6) montrer qüe si la suite double (u ) 
p,n jouit des propriétés y), 

alors il existe une sui te . ( 'V' n) de nombres réels positifs telk>-que 
00 

v i:: o (u ) Tl{\ur tout p· € N et·\ v = 00• (soit (n) la suite n p 1n. K- ~- n q 

n=o 
oonstruite par récurrence· sur q de façon à vérifier les : · ;priétés. 

n -l 
q 

n ~ o . et 
0 

j=n 1+1 q- js:::n 1+1 q .... 

On pose p(o) = ci et p(:ti) = q si n
4
_1 < n ~ nq 

Montrer que la àuite v = u ( ). répond à la question~ n p n ,n 

d) Critères de première espèce~ 

( ct
1

) Cherohep s I il existe et r> o tel que la. sui te ( u ) soit comp3.rable n 

à la suite (
1
n) revient à oheroher s 1il existe. et> o tel que, à partir 

a 
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d'un certain rang, la sui te ( cP l un 1) soit minorée ou majorée par une 

constante k > o ou enoore (puisque ~~l quand. n~00) à. chercher s•il 

existe cc> o tel que, à partir d'un certain rang, la suite (~'!uni) soit 

plus petite ou plus grande que la oonsta.ute t. Le théorème 3 donne alors 
(X 

leà ;résultats suivants• 

Critère de Gauchy. 

~) stil existe cc> l tel que la suite (ccnluùl) soit majorée par un 

nomb;re k"' o alors la suite de terme général ~ est absolument convergente. 

Si à parlir d 1un certain rang la sui te < lu l) n est minorée par un nombre 

00 

k > o alor$ L lunl = •00 ou encore , 

n=o 
13) atil existe a=~€ ]o,l[ tel qutà partir d'un certain rang 

~r:-:-:-:- . 
Y junl .~ a alors.la série de terme général un est absolument convergente. 

(noter qu 1on ne peut oonolure lorsqu'on a seulement ~Junl < l). 
00 

Si à partir d. t un oe~ain rang ~ 1 un l il: l -alors L I un 1 = 00,-. 

n:=o 

On en déduit l 

y) lorsque la suite (~ lunl) tend vara une limita· a < 1 1 alors la, 
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série de terme général ~ est absolument convergente. Lorsque la sui te 

00 ( 'J I un 1) tend vers wie ;Limite a > l alœ' s. I I un 1 = co• . Il en est de 

n 
mtme lorsqùe · 1a · sui i;e. ( ~ )➔l par valeurs > l 11 

Application, 

Proposition 2,. (Lemme d'Abel)• Soit ( a ) · wie sui te pour laquelle il n 

·(a Rn) e:x:iate un nombx-e R > o i:el qua la sui te o no 
soit bornée · en valeur 

absolue; alQt's pour ttru.t r € [o,R [· les séries de terme général 
0 

a . 
n • n :n-l - 1 r et na X' som absolument oonvergentes,. n+ n 

En eff'et, paJ:" lzypothèse il exisiïe un: nombre.. · LL > o tel que 

la l:an ~ M quel que soit 1ientier n. Par suite ona. a n o 

e:x:p;r.-esàion qui tend vers :...: qUà.nd. n~co• 
Ro 

De ni~e on à t 

n ,...,--=---- 'il ,------

V lanl· n+1 r. 
n+l X' , = -

Ro 

e:x:preslldon qlcl. tend vers ...::,. < l quand.:. n~oo"' 
R 

0 

n a r , . n 



Enfin on a t 

n n-1 r n n -n ·r 11
~ 

Vnla Ir :.:: -- -la lit -< - - M11 n R rno R r 
0 0 

exprel;l.aion g_ui tend vers E... quand. n➔co• 
R 

0 

Dana les trois oas oonime E... < l par hypothèse y) stapplique. 
R 

0 
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Exeroi~2.l:.2.• Montrer que la proposition 3 reste vraie si on suppose 

seulement que la suite (anRn) est à croissance lente (of. exeroioe 6 exemple). 

la auite (n~' 'X/ revient à chercher atil ex:i.ate a> o, tel que, à part:i.;1: 

a.tun oe:t>tain rang, la sui te (n <tlunlJsoi t minorée ou majorée par 
'; 

oonatante k > o ou encore (puisque k n ~o quand. n ~co) 
log 

s•u e:x:iate a> o tel quià partir dgun certain rang la suite 
loglu 1. 

( n ) 
n log 

soit. plus grande ou plus petite que la. constante - a• Le théorème 3 donna 

aJ.ox-s lea résuJ.:tats .suivants g 

Q:d tè;re logarl thptlgue, d f oràre J Oe 

) f 1 (n. alu 1) œ s il e:x:iste et > tel qua la sui te n soit majorée par 

un nombre k ;,i. o alors la série de terme général ~ est absolUI11.ent 

oonverge:utao 
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Si à partir d 1un certain rang la suite (nlunl)est minorée par un 

CO 

nombre k > o · alo;r:'S L lun 1 = co1 ou encore 

n=o 

j3) a 1il existe a > l tel qu'à partir d 1un certain rang 
logju 1 n ---<-ex 
logn 

alora la série de terme général un est absolument convergente. 

loglu 1 
( Noter qu ton ne peut oonolure si 1' on a s·eulement n < - l) " 

logo 

logjunl 
Si à partir d r un oertain rang 

log11 

CO 

~ ... l alors L lun l fa; co., 

n=o 
On en déduit, 

y) lorsque la suite 
loglu 1 

( n ) tend vers une limite a= - ~ < - l 
logn 

alors la série de terme général un est absolument ooIIV'ergente. 

logju 1 
·Lorsque la suite ( n) tend vers une limite a> - l alo~~ 

log"n 
CO L !uni·= co" 

n:=o 

D. en est de m$me lorsque la sui te 
logju 1 

( n )~ - l par valeur ;.. - l., 
logit 

(Ck) lies mames considérations appliquées à la suite (un) et à. la suite 

tes.t 
n log n ••• (logkn)" 

l permettent d1énonoer. 

Critère logarithmique d'ordre k ou Ctj.tère de Bertrand., 

majo~ée par un nombre· k .- of alors la série-de terme général un est 
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ab$olument convergente. 

Si à partir d'un oerlain rang la suite (n.log n ., •• logknlunl) es-t. 

00 

minorée par un nombre k > o a1ors L I un 1 · • -co - . ou· encore ( puisque 

n=o 
___ k __ . ~o quand n~oo). 
logk+l(n) 

13) a 1il existe et > l tel qu'à partir d tun certain rang 

alors la série de terme génér~ un est absolument convergente. 

(Noter qu 1on ne peut oonolure si l'on a seulement vn < - l)fl 

Si à partir d'un certain rang v ~ - 1,,. alors n 

on en déduit 

00 

L 
n=o 

y) aveo les notations de ~) lorsque la imite (vn) tend vers une 

limite a. = - a: < - 1 1 . aJ.ors la série de terme général un est absolument 

convergente., 

Lorsque la suite (vn) tertd vers une limite a > - l alors 

n = o 

Il en est de m~me lorsque la suite ( v )~ -1 par valeur ~ - l 11 n 

a) Critères de seconde espèce. On. suppose ioi un~ o pour tout 

./ ... 



né:N et on cherche à savoir s'il existe une suite de 1' échelle 

telle que à pa.l'tit· d 1un certain rang la sui te soit de 

signe constant. S'il en est ainsi le théorème 4 permet dîen déduire que les 

suites (un) et (vn) sont comparablesii 

Si à partir d'un certain rang 
!un+ll 

!uni 
et si la série de 

terme général v:n est convergente, alors la série de terme général un est 

absolu.ment oon~ergente. 

~ 0 

terme général vn est divergente, alors I lunl = oo• 

n=o 

et si la série a.e 

En exprimant oea oond.itions pour ohaoun des types de suites (v) 
n 

l'éohelle, on obtient les critères suivants. 

1 
Sr il existe un nombre positif a = - < l tel que, à partir a I un oerlaiu a: 

rang, 

oonvergentel'I 

~ a aJ.ors la série de tene général u n 

(Noter'qu•on ne peut oonolu.re lorsqu•on: a seulement 

est absolument; 

.,/ .. 
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(0 

Si à partir d'un certain rang ~ l alors L lunl = co,. On en 

n=o 

déduit que si tend vers une limite a < l a.lors. la série de .terme 

général '\i est absolument oonvergente9 

jun+ll _ 
tend vers une limite a,. > l. ou tend. vers l par ~a.leur 

[uni 
Si 

(lO 

~ l alors L lun 1 = co, 

n=o 

Exemple,. La série _de- terne généra;}. un= ch. 1n 
n 

e 
est convergente,. 

En effet, on a eh. ,/n 
•n 
e 

( G t ) Gri tère de Duhamel 1r 
0 

.stu existe a> l tel quYà partir d1u::u certain rang 

Gteat-à-dire -sYil existe cc• > 1 tel qu'à partir awun certain rang 

lun+lf at 

lunJ ~ i - n' 

n(l - ,lun+l j) ;a, 
lunj 

ou encore si à. partir d•un certain rang 

œv> l a.lors la série de terme général un èst absolument 

convergente.- (Noter qu'on ne peut oonolurelorsqu'on a seulement 



> l) • 

Si à partir d'un certain rang l 
n 

ou encore si 

CIO 

n(l - ~ l alors 

S'il existe a> l tel qu'à partir dtun certai.~ rang 

~ l 1 1 ------n n log n 

aJ.ora la série de terme généraJ. 

1 
n log n ••• 

u est absolument convergente. 
n 

Si à partir d'un certain rang 

;11: l ... ; _ 1 _ ""• __ ......., ______ l_..,.-_..,(_) , 
n n log n n log n •• w logk n 

CO 

a 

alors L lunl = CIO 

n:=o 

(on démontrera ce critère à titre d'exercice). 

Traiter les ·exercices 20 et 2l. 



Exeroioe 20. Série hypergéométrique, 

et) Soient et, ~, y € R et œ, ~, y f - n quel que aoit n € N. 

Montrer que la suite 

u ~ et( ct+l) •• • ( ct+n-1) ê ( f?rl) ... ( !3+n-l) 
n 1~2 ... n y( y+l) • •• ("'4n-l) 

est f o et de signe oonstant à partir d'un certain rang. Utiliser le 

critère de Duhamel pour montrer.que la série de terme généraJ. u est n 

absolument convergente pour a + 13 < y et a une somme infinie pour 
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a+~> Y• Montrer.à l'aide du critère de Raabe que oette somme est encore 

infinie lorsque (Ondonnera de 

limité à. l'ordre 2. 

u n+l 
un 

1 un développement en 
n 

a) ·utiliser les méthodes des exemples 7 et 8 du§ o/ pour montrer 

que si « vérifie les hypothèses précédentes, il existe une co1J.;,tr~':,"c.~ 

telle quel 

(On étudiera à part le oas et< o). 

y) En déduire qu'il existe un nombre a p o tel que 

et appliquer ( C ) pour retrouver les résul tata du et ) • 
0 

-·---·-·-·,_... 

a+P.-..,,....1 
u ~an 1-"• 

n 

Exeroioe 21, Soit ( un) une suite croissante de nombres striotcrrDc.i.t 

positifa tendant vers + ~. 
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u 
cc) utiliser le corollaire du théorème 5 pour montrer que si J:1 ~ 1 

u .. 

quand. n~ co, 
n u 

ï 
... u 

:12-l alors on a E N log 
u p 

p=l 

o: ~ - l 

n 

L 1 o:+1 
(u - U ) N --u 

p p-1 ct+l n 

p=l 

sans f~e d •hypothèse sur le comportement de 

n-J. 

u n 
et que pour tout 

u 
Il ~, 

n-1 
montrer que la 

série de terme général a toujours une somme infinie (on traitera 

à part le cas où 
u 

n 
u n-l 

y) pour tout et> o, 

ne tend pas vers 

comparer les suites 
(

u - u ) (2- - l) et n n-1 
a o: ( a ) u l u u u l n- n n n-

. un - un-1 
en vue de montrer que la série de terme général 

et 
est con-, ,,rr;ente., 

Exercice 22. 

,U U l n n-

o:) quand. 1 
x ---)oo donner un développement en i limité à 1 1 orô.re 1 

de f(x) • x log (l + !) et à. 1•ordre 2 de f'(x) en vue de montrer qu'il 
-X 

existe tel qm~ est décroissante lorsque X;,, X 
0 

et 

que lim g(x) = e, 
:l4co 

i,) soit (u) une suite à termes positifs. Montrer que s 1i1 existe n 

1 iJ < ë tel qu• à partir d'un oertain rang ~ ~ alors la série de teo:'llito 

./".,.. 



général un est convergente (pour le voir choisir œ te1 que 

en vue de comparer, à 1•aiae, du théorème 4, (un) et -~)· 

y) montrer que si à partil- a•un certain rang on a 
u 

n+l ~ t 
~ e' 

n 

la série de terme général u a une somme infinie (utiliser a) pour n 

comparer, à ltaide du théorème 4, les suites (un) et f¼)). 

6.- Comparaison des séries et des intégrales. 

a) Critère de condensation pour les intégrales. 
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ThéorèmLl• (Cauchy_, Mao - Laurin). Soit f une fonction continue, 

positive et décroissante sur [o, oo[, alors la série de terme général f(n) 

et 1•1ntégrale f
0

00

f(x) dx sont de mgme nature. 

En effet, posons · f(x) :i:c f(E [x]) (of• exemple 31 4e méthode, § o/) 1 

.Alors 1 comme f(:x:) est décroissante, quel que soit x € JR+ on a 

ce qui montre que les ~tégrales /
0

èo f(x) dx et J
0

00 

f(x) dx sont de 

m~me nature., Le théorème se déduit alors du fait que 1 1on a 

n+l n f 
O 

t(x) dx u I f(p). 

pt::0 
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Rem.argue., Le théorème reste vra.i si 1•on suppose que f(x) ne décrott qu'à 

partir d 1une oertaihe valeur x · de la variable, ce qui permet notamment de 
. 0 

l • appliquer .lorsque f est définie seulement sur ]x i oo[ ( X > o) , Il 
0 0 

reste évidemment vrai ai f(x) est croissantes la série et l'intégrale 

sont alors divergentes., 

Application., La fonction f_ 1(x). est monotone, et admet pour primitive 

--X 

F_1(x) .~ - ~og(a); elle est dono convergente pour a> 1, divergente 

pour a € ]o, 1)., 

La fonction f (x) 
0 

est monotone et adm:lt pour primitive 

.;.-a 
F (x) ~ -1. lorsque a ,t l et F (x) == logx lorsque a = 1 J -.:lle o -a o 

est donc convergente pour a > 1, divergente pour a < 1. 

(log x)-ct 
La fonction r1(x) :· x . est monotone pour x assez grand et 

( )l-a 
admet pour primitive: F1 (x) =i 0! .~ lorsque ·. a l l et F1 (x) == log log x 

lorsque a: l 1 elle est d.ono convergente pour a> l, divergente pour a~ 1. 

Plus généralement (aveo les notations du~ 5/ o/) la fonotion 

Fk(x) ;:; logk+l (x) lorsque a = 1 j elle est dono convergente pour a > l, 



divergente pour œ " i. 

Le théorème 7, appliqué aux fonotions fk(x) et aux suites (fk(n)), 

redonne les résultats du § 5/ o/, 

b) Méthode des ~rapèzes. 

Proppsition 4-. 

«) soit f une fonction positive, continué; monotone sur [o, oo[ J 

alo;i;-s on a 
n I f(p) • /

0

n f(x) dx - ½(f(n} - f(o)) + n
0
(o, n) 

p:c::O 

av~ IR
0 

(o, n) l ~ ½ lr(n) ... f(_o) 1 en outre-si f est convexe on a 

R
0
(.e.., n) i:I o 1 , si f est oonoave on a 

13) soit f une fonction positive, continue, décroissante sur [o., oo( 

telle que /
0

wt(x) dx ~ ~, alors quel que soit l'entier n on a 

rn ~ lim t' f( q) ·~ J eof(:x:) d:x: + ½r(n) + R
0 

(n, «>) p~L n 
qic:n 

aveo /R
0 

(n, co)f ~ ½ lr(n) 1, 



Détnonstration. tt). 

for lzypothèse le nombre o "'J 
0

" f(x) <lx est compris entre 

n-J. n 

a= I f'(p) et b lt: I f(p) ét par suite 

p:=o pi::l 

1 
a+bl o--2 < 

c.. <V 

En ◊utre, 

n n 
a~b= I :r(:iz::~) + f(p). • J o g(x) a.x, 

p:::l 

où g(:x:) est la fonction obtenue en 

iute;i;-polant linéairerrent f entre les valeurs entières de la variable. La 

deuxième partie de œ résulte alors de la définition de la convexité. 

Démonstration de ~ ) t p ~ • 

On a par hypothèse r· - r(n) ~J co f'(:x:) dx (i r n n . n . 

et par suite. lrn - ½ f(n) -I 00

f(x) a.xi, i!i ½ f'(n)" 

n 
CO 

En out;l;'e; rn ... ½ f(n).= I f'(p) +2f(p+l)= f 00

g(x) dx où g(x) est 

n 
p==n 

définie oomme -en a). La deuxième partie de ~) résulte alora de la 

définition de la oonve:x:i té, 

Onva maintenant améliorer lea résultats de·la p;ropoaition ~~ 



P;ç:opo!ji tion .5 • ( formule des àcoroia sementa finis généralisés )w. 

Soient f et g des fonctions continues sur un inte;t'Valle [a, b] C: lR. 

et dérivables S'lll' ]a, b[. Si 1 1on suppose g(b) ~ g(a), alors il eY.iste 

e ~ ]a; b[ tel que f(b) - f(a) = f 1 (c) 
g(b) - g(a) g 1(o) 

En effet, la fonction <p (x) = (r(b) -.'f(a) g(x) - (g(b) - g(a)) f(x) est 

continue Slll" [a, b] et dér:i.. vable sur ]a, b C et 1 ton a 

q> (a)• <p (b) i= f'(b) g(a) • g(b) f(a),· 

D1aprèa le ·théorème de Rolle il existe d.ono e € ]a, b[ tel quo 

oe qu.;1. dém011tre la proposition. 

Lemme., Soit f une fonction de classe c1 admettant une dérbrée 

seconde sur un intervaJ.:le ]a - s 1 b + e[ C lR. ( a < b et e > o) j alors 

il e:riate c € ]a, b [ tel que 

J..b f(x} d:x - (b - a} r(a)/ r(b) • - (b Ï2 a}3 f"(o) • 

En effet, la fonction <p ·(x) = !ax f(t) dt - (x - a.) f(a:)
2 
+ f(x} 

est de classe c1 et deux fois dérivable, sur ·· ]a - e, b + e[ et 1 ton a 

./ •• If 



En appliquant la proposition 

on 

voit qu'il e:xiste 4-€ ]a, b[ 

tel que cp(b) · = <e' ( d) 
(b--a) 3 3(d-a) 2 

a. 

En appliqua.nt la proposition 4 aux fonctions 

[a, d] on voit qu1il existe c € ]a, d[ C ]a, b[ tel que 

.îhl... = <e"(o) 
(b-a) 3 6(0-a) 

comme 

le lemme est démontré. 

.. :f'"(x) q>"(x) = - (x-a) 2 , 
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~ 

sur 

Le lemme précédent permet de préciser les résultats de la proposi t:i o. · 4 

lorsque f est de classe c2 et de trouver notamment oomme cas particuliers 

les formules des exemples 6 et 7 du§ o/. Il fournit en outre une méthode pour 

le oaloul approché d 1une intégrale définie. 

Ppoposition 6,. (Simpson). 

Sous les hypothèses et aveo les notations de la proposition 5 lo;rsque 

f' est de·. classe C2 sur un intervalle J- e1 co[ ( & > o), 

.,/ ... 



~) on a jR
0

(o., n) 1 < ~ sup lf'"(:x) I •· 
;iGo· 

En outre, lorsque f'" est monotone, 

:B.
0
(o, n)::: f2(f'(n) .... rt(o)) + R:i_(o, n) 

aven l~ (o, n) 1 ~ fr}r 0 (n) ... f"(o) l 
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~) lorsque f' et f*' tendent vers zéI'o et que rtr est positive et 

déoroissante alors on a 

l R
0
(n, oo) = Ï2ft (n) + ~(n, ~) 

ave(J l¾·(n, oo) I_ ~ hr" (n)" 

Démonstration de o/._ 

l)•après le lemme on a 

n 

R
0
(o 1 n)_ i: f2 ï f*' (p-l+ep) 

p=l 

aveo o < 8 <l .. La 1ère inégalité en résulte immédiatement. D'autre parti 
p -

lorsque f*' est monotorte., les nombres 

l f n 1 Î2. - rn(:z:) ch: :c Ï2(r1(n) - f''(o~ 
0 n-1 

R (o., n) et 
0 

n 

sont tous deux compris er1tre t- \ f't ( p) _ êt 
12. G ~ \ f"(p) 12 6 , 

p=O p=l 
2ème ihée;a.1.ité. 

d'où la 

./ ... 



.Los nombres R (n, oo) 
0 

et 1 
12 f

1 (n) sont tmrn 

fll(q) l ~-, 
fit( q) et lim \ 

12 /_; 
(ces limites existent 

I400 
q_:;.:ri 

f' tend vers zéro)~ 

Proposition 7 .. ( Calcul approché des intégrales d.éf'i:~-.ies) • 

Soit f une for~ction de cla.sze c2 sur u;.-1 intervalle 

]- B; 1 + s[ ( e > o), .3J..ors on a 

., . ..,. 
I 

J 0 

n 
1 f(x) à.x .,.. 
n L 

ÎR(n) l -

En outre,. 

- ,. 
12nt:. 

sup f"(x) ~ 
o~x:Q. 

est monotone 

R(u) ::; ~(f 1 (1) - f'·(o)) + Rî(n) 
12n 

aveo 

.{.> ... est de classE.: 

on a 

:n.en:'cales du calcul numérique qu 1 on pourra établir ?t "~i-c::·C: c... ·. · ...• ~, "· 

T~aiter 1 1exercice 23. 



- 69 -

o ,,- Formule d'Euler Mac Lr:1:, r:: : 1 • 

Exercice 2d,, 

r.- Préliminaires. 

a) !:_olyn8mes de BerUoulli,, On considère la suite des polynômes à une 

indéterminée (Bn (x)) définie par les conditions 

(1) 
B (x) = 1 et 

0 

dB (x) 
d n = n B I(x) pour n ~ 1 

X n• 

(1t) B 1(x+l) M B 1(x) = (n+l)xn p9ur tout n ~ 1. n+ n+ 

(2) 

Pour tout n ~ o on pose b = B (o) n n 

1/ Calculer lea Bn pour n ~ 5. Montrer g_ue : 

1
B1. (o) = - B1(1) et à l'aide de· (1 1 ) g_ue pour tout 

B (1) = B (o). n n 

2/ Montrer, par récurrence sur n ~ o, à 1' aide de 

et déduire de (2) que 

n-1 
\ Gp b = o. 
/__i .n :P 

p=o 

n ;:: 2 

(1) g_ue 1 1on a z 
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.~ i) Montrer, par récurrence sur .n ~ o, que 

P (x) ::: B (x) - (-l)n B (-:x:) + n:x:n-l ::: B (x+l) - (-1t B (-x) = O. 
n n n n n 

~orsque n ~ l, on montrera que 

1r1zypothèse de récurrence entraîne alors que P est constant« Lorsque 
n 

n =:: 2:P, vérifier que P (o) = o; Lorsque rt = 2p+l, remarquer que la n 

constante 

En déduire que pour tout k ~ 1 

En déduire également que Bn (½ + x) est pair ou impair selon que n est 

pai;i: ou impair et par suite que B2k+l (½) = o pour tout k ~ o. 

ii) Montrer que, pour tout n ~ o, les polynômes 

Q (x) = B (x + ~2) + B (x) •. --1:._1 B (2x) n n n 
2
n- n 

ont m~me parité que n et que 

(n+l) Q (x). 
n 

Montrer que Q
0 

= o et que pour tout k ~ o, 



;J 
y 

0 

(que l'on.vérifiera)pour en déduire qutalors Q2k+2 = o. 

En cènclure que Q = o pour tout n ~ o. 
n 

UtilieAr le fait que Q2k(o) = o pour montrer que 

- 7l . 

.--~~~+---------~ = 
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· 1/ Montrer qu 1on a B
2

(o) > o et que B
2

(x) n'a qu'une racine 

sur [o, ½J, Montrer, à l'aide du 3, que, si B
2
k(x) n'a qu'une racine 

Montrer qutaJ.ors B2k+2(x) n 1a qu 1une ràoine sur [o, !J et qua 

Déduire de la récurrence précédente que pour tout k ~ 1 t 2k est de 

s/ Montrer que pour tout ,n ~ 1, J 
0

1 
Bn(t) dt = o et que, pour 

1/2 
tout k ~ 1, f B2k(t) dt ~·o. 

0 1 

Utiliser la formule (3) pour montrer que, quel que soit k ~ 1, 

2k+2 
et que B2v 2 = sup ]B2k· 2(x) 1 

J.\.+ o~-x.~-1 + 

~) Formule de ~a moyenne généralisée. 

l) Soient f et g des fonctions continues sur [a, b] clil ; on 

suppose g ~ ·o pour tout. x € [a, b] e·t l 1on désigne par G(x) une 

primitive de g.,, Montrer, à 1 1aide de la formule de la moyenne et d.u 

Changement de variable u = G(x), qu'il existe G € ]a, b[ tel que 
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b b 
la f(x) g(x) c1.x = f(o) la g(x) a.x. 

2) On supp6se maintenant qu'il existe d € ]a, b[ tel que g(x) ~ o, 

pour tout x € [a, d], g(x) < o pour tout x € [d, b] et 

d. b la g(:x:.) c1.x == - f d g(x) c1.x 

Utilise~ le le) pour montrer que, si f est décroissante, on a 

3) A l'aide du ~) 5°), déduire du ~) 1°) que, si f est une fonction 

continue aur [o, 1], alors 

Déduire du ~) 2°) que, si f est une fonction continue, décroissante 

sur [o, l], alors 

et que l'on a 

/ 

l b2k 2 
1 

0 

f(x) B2k+l Cx) dx 1 ~ (f(o) - f(l.) ) j2k+; 1 .. 

y) Intégration par parties itérée. 

Soient a, b € .m. (a < b). Montrer, par récurrence sur Il entier p en 

utilisant l'intégration par parties, que, si f et g sont des fonctions ùc 



classe cP+l sur un intervalle ]a - e, b + e[ (e > o), aJ.ors 

J 
b-a (p+l) .. f b-a(p+l) 

(li-) 
0 

f (a+t) g(b-t) a.t :: 
0 

f (b-t) g(a+t) dt 

fr (q) (p-q) (q) (p-q) -, f b-a (p+l) 
= L.,Lf (b) g: (a) - f (a) g (b)j+ 

0 

f(a+t) g (b-t) dt 

Que devient éette formule lorsque 
(x-a) f' 

g(x) = --
p t 

ô) Applicati~• Dans (4) on suppose b = a + 1 et 1 1on pose 

Utiliser (1) et (2) pour montrer que 1 1on a, 

lorsque p = 2k, 

- 74 -

f 
a+l ( ) , kLb~r (2q-1) (2q-l)) , 

f(a) = f(t)dt - 2 f(a+l) - f(a) + - . f (a+l) - f' (a) - \;(n) 
a (2g.) ! 

q=l 

1 f l (2k+2) 
où 1\(a) ;: -- B (t) f (a+l-t) dt,. 

( 2k+l) i o 2k+l 

Utiliser le ~ 3°) pour montrer que 

~ f a+l (2k+l) 
l) l¾(a)I ~ 2k+l jf (t) 1 dt 

(2k+1) l a 

où 1ton a posé ~ ~ sup IB (x)j. 

(2k+l) 
2) si f' (:x:) 

2k+l o:0ctl 2k+l 

est de signe constant sur [a, _a+l], 

~ (2k) . (2k) 
al~$ j:a (a)I tï; 

2k+l If (a+l) - f (a)I 
k ('2k+l)t 

2k+2 
3) si f est de olasse G , alors 
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compte tenu du fait que t 

l f l (2k+2) . b2k 2 ( (2k+l) (2k+l)) 
R (a) = --- f (a+l-t) B ( t)a.t - + f (a+l) - f (a) 

k (2k+2) ! o · 2k+2 (2k+2)i 

2k+l 
4-) ai f est de classe O et si sa dérivée 2k + 1 ième est monotone 

sur [a 1 a+l], alors 

b 2k+2 ( (2k+l) _ (2k+l)) 
· ~(a) a le m~me signe que - . f (a+l) - f' (a) 

(2k+2)~ 

et fR (a)I ~-1 k+ f (a+l) - f (a) f~ b 2 2 ( (2k+l) (2k+1)) 

k (2k+2)! 

II.- Formule sommatoire d'Euler Mac Laurin. 

2k+l 
œ) On suppose f de classe· 0 dans un intervalle ]1 - s, n + B[ 

pou~ u:o. entier n donné (e > o), En remplaçant dans (5) a par p (entier 

compris entre 1 .et n-1) et en sommant pour 1 ~ p ~ n-1 1 1ll0ntrer que 1 1on a 

n-1 k ( ) ( ) 

(6) s _1 .= \ f(p) ::-J ~(t)dt - ~(n) - f(1)) + \~ (r (~51- f 
2(Î)) ... p (1,n) 

n ~ 1 · ~(2q)! k 
p=l q=l 

. i J n (2k+1) 
ave.q p (l,n) i:: . B (t) f' (n-{;) dt 

k (2k+1H l 2k+l 

' J.f , t ..!. ou on a pose, pour ou~ X € JR, 

B, (x) ~ B (x - E[x]) (où E[x] désigne la partie entière de x)q 
2k+l . 2k+l 
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Utiliser le ~) 3°) pour montrer que 

1) aveo les notations du y 1), on a 

~ n (2k+1) 
IP (1,n) 1 :li;· 2

k+l f If' (t) l dt 
k (2k+l)l 1 · 

(2k+1) 
2) s,i f (x) est de signe oo:ria-tan-t sur [J.,u] alors 

·r3 , (2k) ( 2k) 
le <1.,n)l ~ 2~+1 · · lf' Cn) - f <1)! 

k (2k+l)l 

2k+2 
3) si f est de classe C alors 

lb 1 [ (2k+l) (2k+l) . n (2k+2) J 
I? (lJn) 1 <. 2

k+
2 Ir (n; - f' (l) l + f l:r (t) 1 dt 

k (2k+2)~ · 1 _ 

Compte tenu du fait que 

J 
n (2k+2) b ( (2k+l) (2k+lh 

p. (l.,n) !!: l B (t) f (n-t) a.t - 2k+2 · f (n) - f' (1))\ 
k (2k+2)! l 2k+2 (2k+2)t 

ave~ B (x) = B (x - E[ x )) 
2k-i-2 2k+2 

2k+1 
4-) si f est de classe C et si sa dérivée 2k+1 lème est monotone 

a le m~me signe que 
b 2k+2 ( (2k+l) (2k+l)) 

- -- f (n) - f' .(1) 
(2k+2)t 

b 2k 2 ( (2k+l) (2k+1)) 
et lp (1.,n)I ~ l + f (n) - f' · (1) 1. 

k (2k+2)t . 
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2k+l 
13) On suppose maintenant que f est de cla.aae. C aur 

]l ... s 1 oo[, que fi 00

f(t) dt est convergente., que f(:x:)~o quand :x:~oo, 

(2q-1) 
que f (:x:) ~o quand x~oo pour l ~ ·q ~ k., et que 

f 
oo (2k+l) 
'.B (-t) .f (t) a.t est oonvergente4! Montrer que 

l 2k+l 

mL l oo l kL b2 (2q-1) 
(7) rn = J.im f'(p) == · f( t) dt + 2f'(n) - ~f' (n) - p (n, oo) 

n-1«> n (2q)i k 
p~ q~ 

l / oo (2k+1) , 
où p (n., oo) = --- . B (-t) f (t) dt 

k (2k+l)t n 2k+l 

, . l ! m ( 2k+l) _ 
(pour le voir developper p (n., m) = · f (m-t) B (t) dt 

k (2k+lH n 2k+l 

(pour m ~ n) à l'aide de (6) et passer à la limite quand m~oo)• 

Utiliser· (3) 3°) pour montrer que 

. h 00 ( 2k+l) 
l) ai Ir (t) '4 dt<=, a1_ors avec les notations du "( 1°) on a 

. n 

(3 li oo (2k+1) 
j13(n1 oo)J~ 2k+l. jf (t)ja.t 

k (2k+l)! n 

(2k+1) 
2) ai f · (x) est de signe oonstant sur [n,. oo], aJ.ors 

2k+2 J co (2k+2) 
3) si f est de classt!1 C et si n j:r ( t) 1 dt < oo, alors 
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lp (l 1n) 1 ~ 2k+2 lt (n) 1 + l:r ( t) la.t . lb 1 [ (2k+l) J 00 (2k+2) J 
k (2k+2)1 n 

compte tenu du fait que 

l . l 00 (2k+2) b2 2 (2k+l) 
p (n, oo) ::. -- · B (-t) f (t) dt + k+ f (n) 
k (2k+2)l n 2k+2 (2k+2)l 

2k+l 
4) ai f est de classe G et ai sa dérivée 2kfl ième est monotone 

sur. [n, coJ aJ.ora. 

p (n1 oo) 
k 

a le·m~me signe que 
b 2k+2 (2k+l) 

... -- f (n) 
(2k+2)l 

b (2k+l) 
et l,p (nt oo) 1 < j 2k+2 

f (n) 1 
k (2k+2)1 

y) On suppose maintenant qu'il existe un èntier l(o ~ L< k) tel que· 

J 
CO (21+1) 
B (-t) f (t) dt est·oonvergente 

l 2t+l 

que 
(2q-l) 

f (:x:) tend vers zéro quand 

f 
oo (2k+l) 

et que 
1

jf (t)jdt < oo, Montrer, en développa.nt p (1,n) à l'aide de 6 
:t . 

• / (> •• 
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l / oo (2f+l) 
où l'on a posé K = p. (1 100) = --- · B (-t) f' (t) dt 

t (2t+1)t. 1 2t+1 

qui est finie par hypothèse., Montrer que le·s majorations de p (n,oo) données 
k 

en 13) sont encore vaJ.ables • 

6) Utiliser la formule (8) pour donner des développements limités en 

1 - d Y ordre arbitrairement grand de·· h , i , y - y , k - k 
n n n n-l n-l 

(exemples 6, 7 et 8 du§ o/)q _ 

et a 
l1 

Utiliser les formuJ.es 6 et 7 pour donner des développements limités en 

l q (q € Z) des sommes ~(k) définies dans la remarque du théorème 51 et 
.n 

calouler les développements limités des exemples proposés dans cettr remarque • 

. e) Par \lll changement de variable dans (5), montrer que si f est de 

2k+l 
olasse G. sur un intervalle ]- e, 1 + e:[ aJ.ors on a 

kI:b2 l ( (2q-l) (2q-1)) 
-: ~ - f (1) - f (o) + p' (n) 
! (2q)ln 24 ·k_ 

q=l 

~ lo (2k+l) aveo lpt (n)I ~ 2k+l 1
2k+l Ir (t)I dt9 

k (2k+l) Z n o 

./" p 9 
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7 ,,- Produit de convolution des séries absolument convergentes. 

Remarque. On sait que 6 si les suites (u ) et 
n 

(v) 
n 

tendent 

respectivement vers des limites u et v, aJ.ors le produit terme à terme 

(u v ). de ces suites tend vers uv. Ce serait une erreur de croire que, nn 

si les séries de terme général u n sont convergentes et de sommes 

respectives a et t, aJ.ora la série de terme général UV nn a pour somme st. 

On va définir, sùr l'espace S des suites, une nouvelle notion de 

produit possédant cette propriété que 1 w_on appellera produit de convolution 

pol.U" le distinguer du produit terme à terme e 

Définition. Soient ~ = ( 1\i) et v = (v) 
- n 

des suites de noml,- 1"6ela 

ou complexes,, On appelle produit de convolution de ~ et de y et l 1 on 

note li * X la suite w=-(w) 
- n 

définie par 

n 

w •UV +u..v 
1

+ ••• +u 
1
v1 +uv::: \uv. ::\uv. n on J.n- · · n- no l_i pn-p /_i pq 

· p=o p+q=n 

En revenant aux notations du§ 1), oé produit est entièrement détermi.né 

par· la table de mul tiplioation e.1 * e. =i e. . pour tous i. j € N., 
- -J -i+J , 

./ ... 
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v .J 
0 n 

' Propriétés fond.amentaJ.es. ' 
" 

" 
Quels que soient .'!:!, ~., y, !_!.. E: S " '-

"' ' on montrera à titre d'exeroice que i V ,t '-'1 "~ V " " 0 ~ ~ 1 
' 

1 IJ ,J v1 " ua 4 ' 0 1 ·1 
' 

1! * J: = J: * .!! (commutativité) 0 
u ,J u ~ u J l "'n "o 1 () 0 i 0 a o 

0 it. 

v' 
* -

(associativité)-

u * e = e * u = u (existence d'un: élément neutre) •. - -o ~o - - . 

(.'!:! + :g:,.) * y ::: ·1! * ! + ~ * y ( distributivité à gauche par rapport à 1 t addition) 

~ * (y+~) ::: ~ * y + 1! * Y.: (distributivité à droite par rapport à 

l'addition), 

Ces propriétés e:iq:a:-iment que 1 1 eapaoe vootoriol S muni de oot L,,; 

opération est un anneau. 

En outre; quel que soit )\. E: K on a 

(ÀU) *y~~* (Ày) =· À(1! * _y) (compatibilité avec l'homothétie). 

(un groupe abélien muni à la fois de structures d'anneau et d'espace vectoriel 

compatibles au sens précédent siappelle une aJ.gèbre g oreet le cas par exemple 

de l'anneau des polyn08mes à une ou plusieurs indéterminées sur un corps 

OOJIDllUtatif K.)• 

,,/ ... 
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prod.uitff Si les séries d.e terme général U ·et V n n sont absolument oonver-

gentes et de sommes respectives s et· t, alors la série dé térme général 

W est absolument convergente et de somme st9 n 

Démonstration., 

i) notationv Quel que soit n € N on pose 

w ·=Lu V n . . . P q W'n·= L lu 1 p lv l q 

p+q=n p+q=n 

n n 

fJ. :::: n L up . sin= L lupl 

p=o p=o 

n n 

t ,:; L vp tt • L lv 1 n n p 

p::::o p=o 

n n 

z = L wp ~= L UV (*) z' = L w• =L n p q n p 

p=o p+q~ 

s: • lim a 
lH,,o 

n 

t ;,: lim t 
n 

ll-Jco 

si 

p=o 

= lim s' '.11 n~ 

n 

(<*) Noter qu'on n 1a pas z'n • L lwpl} 

p::::o 

p+q~n 

lu 1 p lv 1 q 

ii) convergence absolue. Poùr montrer que la série de terme général 

est absolument convergente, il suffit d.e vérifier que 

n=o 

.,,I, . • 
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oar pour tout n € N on a lw 1 , W' • 
n n 

En d1autres tex-mes, il suffit de montrer que la suite oroissa.nte (z'n) 

est bornéew Or on a 

lupl lvq 1. ~ [ 
o~p~n 

et o~q~n 

iii) Calcul de la somme• Montrer que la série de terme général W a . n 

pow;- somme a•t. revient, puisque (s t )~st, à montrer que la suite nn 

és t - z )~o quand n~co• Or on a n n n 

lat - z j 1; I\ u v 1 ~ \ 
nn n G pq /__; 

p+q>n 
p~n et q~ 

l u 1· .jv l i::: a' t 1 - z i 
p q n n n 9 

Il suffit dono de montrer que la sui te 

Si k ~ E [~] ( n n-1 oYest-à-dire si k = 2 ou k = 2 - selon que n est pg.ir 

ou impa.i;r;-)1 alors les inégalités p ~ k et q ~ k entra!nent p + q ~ n 

On en déduit que 
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puisque les suites et (t'n) sont, cro:i,.ssantes et_ bornées par a" et t 1
, 

Comme. les suites· (s1n) et ( t' n): tendent respectivement vers s t et tt i.t,., 

puisque k-,Ho avec n, on voit que le dernier membre de 1 îinégalité 

précédente tend vers zéro quand · n~_ co1 ce qui achève la démonstration,. 

IV.- Représentation schématique des enSembles de couples d'indices sur lesquels 

ont été effectuées les sommations. utilisées dans la démonstration,. 

(o,o) (o,, 
1 1 

(~,o) 
/!JJ:,_t/q ~'J-n 

(o,•J ____ [n,n) 

(a;o) · (n,o) 
11; I II / I 

'10 _o-Jn ~-s,.l:n-~~•t."' 

Le théorème 8 a pour principale application la proposition suivante,: 

essentielle pour la suite 9 
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Pro;posi tion 8 • Soient (a ) 
n 

et (b ) n des suites pour lesquelles il 

e:x:isi.e un nombre R > o tel que 
0 

et soient bornées en 

vaJ.eU;r:' absolue, alors pour tout r € Co, R [ la série de terme généra1 0 . . 

n 

o =\·ab ) 
n L__; p n-p 

est absolument oollV'ergente• 

p=o 

En effet, si l'on pose u · = ( a rn) et v · 'l::: (b rn) 1 alors -r n -r n 

On sait, par la proposition 3, que les séries assooiées u -r et V -r 

sont absolument oonvergentes, o e qui permet de leur appliquer le théox-ème 8, 

a.~ Comrergence des séries non absolument convergentes. 

a) Transformation d'Abel, ll est impossible de donner des conêiitfr ,.:J 

sur le terme généraJ. u d'une série qui permettent de décider dans tous les n 

cas ai la série donnée est convergente ou non. Cependant, il existe des 

procédés permettant d'étudier des séries de types partiouliersv Le plus 

courant d 1entre eux, eeyt l'anaJ.ogue pour les séries de l'intégration'pa~ 

parties et fait l 1objet du lemme suivant. 

Lemme, (Transformation d 1Abel) Soient (u) et (v ) 
n 

deux sui tes et 
n 

soient (an) la suite des sommes pàrtielles de la suite (u) n et (t ) .n 

-1 ••• 
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la suite des sommes partielles 

n-1 

de la ·suite ( u v ) , alors on peut éorire a nn 

\1 ;: anvn -- L sp (vp+l - vp) 

p=o 

m-1 
t -t i:::sv ... sv - \ 
m n .. m m n n+l . !_, 

p=n+l 

et lorsque m > n 

s (v +l - v ) , p p . p 

En effet, en écrivant que, (un) est la suite des différences (§ 3/ a)) 

(l) 

on peut mettre t sous la formel n 

Il Il 

t = \. U V = 8 V + \ (s - S 1) V n !_, p q_ o o L, p p- . p 

p=o p=l 

n-1 

=L s (v - v 1) + s v pp p- nn 

p=o 

Proposition 9. Soient (un) une suite de nombres réels et (vn) une 

sui te déoroisaante de nombres. positifs, On désigne par ( s ) la suite des n 

sommes partielles de la suite (u) et l'on suppose qu'il existe 
n 

À,µ € il tels que, quel que soit n € N on ait 

Sous oes hypothèses si (t) ·désigne la suite des sommes partielles n 

de la suite ( u v ) , alors pour tout n € N on a. nn 

(3) 

/ •r • •,. 
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Démonstx-ation• Connne pax- hypothèse pour toua_les entiers p, n ~o. on a 

on dédu.:i;t; de ·(2) les inégalités 

En sommant les inégalités (4) pour o ~ p ~ n - l et en ajoutant (5), 
' 

oompte tenu de (1) on obtient (3), oe qui _démontre la proposition" 

Théorème 2• 

Soient (zn) une suite de nombres complexes et ( en) une sui te 

déoroisija:nte de nombres positifs tendant vers zéro,. Si la suite (s) 
n 

dea 

sommes partielles de (z ) est bo;rmée en valeur absolue par une constante n 

µ ,i, -0) alo;cs la série de tex-me général z s est convergente, Soit t sa nn 

somme f en posant • 

n-l 
l' := t """ \ Z S J Uil a 

n l__i PP 

p=o 

Démonstration. Soit (t ) la suite des sommes partielles de (z s ) n nn 
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quels que 13oient les entiers q et, p;,: -ô on a 

En -0-utr-e, p.our tout n i!! 1 1 on a 

Dàn.S oea oonai tions en appliquant la. transformation d'Abel quels que 

soient les entiers n et p (n < p) il vient, en sommant la 1ère inégalité 

pour ·n,: fit q lit· p - l et en ajoutant la seconde et la .3ème 

ltp - tn_1 1 ~ Ï lsq J (eq - s4+1 ) + !spi 

q=n 

expression qui tend. vers zéro par hypothèse, ce qui montre que la su1.h: (t) 
n 

est une suite de Cauchy et par conséquent qu1elle tend vers une limite t E: C. 

Da.na l'inégalité précédente en faisant tendre p vers l'infini n 

re.sta:o:b fixe, on obtient ( 6), oe qui aohève la démonstration, 

Corollaire, Soit (an) une suite de.nombres positifs et soit z #. 1 

un nombre o.omple:x:e tel que I z 1 = l. J on pose 8.:arg z. Pour que la sé:C'ie 

de terme généraJ. .a zn soit convergente il suffit que (a) soit 
n n 

déoroisaante et tencle 'Vers zéro quand. n➔(X)• Lorsqu'il en est ainsi, soit 

t la somme d.e la série ; aJ.ors on a 



n-1 

lrnl;:: Jt - L 
p=O 

En effet, posons 

n+l p l - .z 
z = ----

1 " Z 

1 

\ 

(puisque (l - z) ,1. o 

on a Il .... z 1 = 2 1 sin ~ 1 

/ () 

/ 

par hypothèse) 

- 89 -

le théorème 9 montre alors que la .série est convergente et donne la majoration 

Remarque• Le théorème 9 et son corollaire a.eviennent faux si on ne .rnppose 

paa ( s ) et ( a ) 
n n 

décroissantes. 

b) Gas particulier 1 Série a1 ternée., 

Définition.,. Une série de nombres réels est dits alternée si son terme 

général est de la forme 

Proposition 10., Pour qu'une série alternée soit convergente, il suffit 

que la valeur absolue de son terme général soit décroissante et tende 

vers zéro. Lorsqu'il en est ainsi, le reste rn de la série est majoré en 



valeur a.bnolue par lu 1 n 
et a. le Eigne de u • n 
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Pour le voir on applique le corollaire précédènt avec e ~ 'iC 1 ce qui 

donne µ tt 1, .AJ.ors il rèste seulement à déterminer le signe et la va.leur 

absolue de rn lorsque la série est oonvergente. ll suffit pour cela ce 

remarquer què, quel que soit l'entier p ~ o, on a 

et 

Ori. en déduit que les sous-suites de la s·.rl. t3 

des sommes partielles de (u ) 
n 

sont respectivement croissantes ev 

déo;r:oiasalltes et tendent toutes deux vers la sonure s de la sérle. 

On voit alors que 

, \ 
's \ r/ 

s - a = u - r , n n n 
qui a m~me sign0 que u n 

puisque Ir 1 ~ lü 1 n n 

Exercice 24. Soit 

1 1 Il j i 11 f Ill j Il I i 1 1 

(u) une suite de nombres réels, non nuls, n 

tendant vers zéro. On suppose qu'il- existe un nombre réel r(o < r < 1) 
··~ 

et un entie~ n ~ o, 
0 

tels que, lorsque n>n 
0 

Oll al 

a) Montrer que la suite ( Jun l) est déoroissante (au sen.e la.,,y~e~. 
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f3) On désigne par ét l'ensemble des enti era n>n 
0 

pour lesquels 

on a. > 0 

Lorsque J est fini, utiliser la proposition 10 et <:t) pour montrer 

que la série de terme général u est oonvergente. n 

y) On suppose désormais que d est infini et on ordonne ces éléments 

en une soue-J:JUi te (n ) (p ~ l) de façon à avoir n < n < n < ... 
]? 0 i 2 

En. nota.nt (s ) la auite dea sommes partielles de la suite (u ) 1 n n 

montrer qu 1on a 

Soi-li (v ) 
p 

'V' ~ a 
o n 

0 

et 

la suite obtenue en posant 

V :.: S 
p n 

p 
- s n p-l 

lorsque p ~ 1 

Déduire de (1) que la série de terme général 'V' est absolument p 

convergente.- On désigne sa somme par s,, 

s) Montrer que, pour tout nombre réel s > o et tout entier 

log((l-r)~) 
}? ~------ on a et 

1og,. 

A l'aide de (l) en oonolure que·la série de terme général u est 
n 

convergente" 

? .. / •• 
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Exercice 25,. Utiliser les caJ.culs de l'exemple~9 § o/ pour montrer que 

CO 

n (1 - l ) ?t 

(2n+l) 2 = 4 • 
n:=l 

(Ecrire ?tn e:b constater que 1 1 on sait déjà que 2?tn ~ ? ) . 

Exercice 26, 

a) Montrer, par récurrence que, lorsque 0 ~ X ~ 
?t aur n, 2' on a 

n 
Sin X 

2nn 
X 

= cos - • 
sin(~) 2P 

2n p=l 
00 

13) ·En déduire que Sin X n X -= 008 -. X 2n 
:o.=l 

y) Trouver, à 1raide de expression de 
2 forme de 13, une SQUS 
?t 

produit infini (on utilisera la. relation cos ~ = ~ 1 + r->s x) .• 

-·-·-·-·-·-·-
9.- Notion de produit infini. 

Définition,. Soit (u) une suite de nombres réels ou complexes j - 1. n 

On appelle produit infini de terme général l + u la limite, lo::c,,;i.l 1 0.i.lc, 
n 

n 

existe, dé la suite ?tn = n (1 + u
4

) • 

q=o 

Conformément à la c,mvention faite au § 1, lorsque le terme généraJ. du 

produi~ n'est défini qu'à partir d 1un certain rang n en conviendra que les 
0 

termes non définis sont égaux à l,. C'est-à-dire que les un non définis 

seront supposés nuls. 

./ ... 
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cc) Une oondition néoessaire et suffisante, pour que le produit infini 

de terme général l + u axis te, est que la série de terme géné~ n 

log(l + u) soit convergente. n 

r,) Pour que le produit infini de term,e général l + u existe il n 

suf':f'it que la série de terme général un soit absolument convergente,, 

Démonstration. 

u) résulte de oe que l 1applioation log (i + x) est continue et 

striotement monotone sur ] ... 1 1 co[, 

En e:f':f'et, pour que la. suite ( ?t ) tende vers une limite il faut et :1.l n 
n 

autfit que la sui te sn • I log(l + up) = log( ?\i) tende vers une limite .. 

p=o 

P'oui' montrer 13) on applique la formule de Taylor à l w ordre 1 à la 

fonoti.on log(l + :x:). Il vient log(l + u ) = u + v .· avec vn = o( un) n n n 

.ou encore T • O(u ) • Comma la série de terme général un est absolument n n 

ooirrei-gente, le théorème 3 montre qué la séne de terme général vn oonve:rge 

et par suite aussi la série de terme général un+ 'V'n• On peut al.on, 

appliquai- <h 

tnib,,) L'hypothèse un€ lR. n'est paa nécessaire lorsqu'on dispose du loga
rithme d 1un nombre complexe. 

/ . ., ... 



ll.- Séries de Fonctions, 

1°)11: Notion de convergence simple, 

a) limite simple d'une suite de fonctions. Soit E un ensembleo 

L'ensemble t' des applications de E dans K =fil ou ~ est un espace 

vectoriel sur K, pour la loi d'addition 

(f + g) (:x:) = f(:x:) + g(x) 

quels que soient f, g € -1!!5, pour tout 

(l f) (:x:) = À f(:x:) 
x € E et pour tout À. E; K. 

Ou vérifiera, à titre atexercioe, que les axiomes des espaces vectoriels 

sont vérifiés par ces deux lois • 

Une suite J:! (:x:) =(un(x)) de fonotions définies dans E à vaJ.eura 

dans K est une application de N (ou plus généra.le ment· de 1 1 ensemble des 

entd. e;ra n fi! n € Z donné) dans -J!!5 ; o ' est aussi, si 1' on veut 3 une 
0 

fonotion u(n.., :x:) définie âUX' N. x E à valeurs d.a.na K., L'ensemble des 

suites de fonctions E~ est dono lui aussi un eap:1.oe vectoriel. 

[1oraqutune suite 1i (:x:):::: (un(x)) da fonctions n'est définie qu'à. parl.ir 

d'un entie;i;- n ~ 0-, on pourra toujours oenvenir que 
0 

u (:x:). u (:x:) Il( 
0 " 

• u 1(:x:) = o quel que soit n
o 

:x: € E 
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et raisonner oomme si .:i1(:x:) était définie sur N tout entier]. 

Pour tout :x: € E, la sui te ( u (x)) 
n 

est une application de N dans K. 

c•est donc une suite numérique à laquelle les constructions et les résultat.a 

du -Qhapitre précédent sont applicables. 

Définition. Limite simple. On dit qu'une suite ( u (x)) 
n 

de fonctioœ 

définies dans E à valeurs dan.a K tend· (ou, lorsqu f on a besoin de préciser, 

tend aimplement) vers une limite u(x) t E--)K si pour tout x € E la suit~ 

numérique (u (x)) n tend vers une limite u(x) ci 

Plus généralement, soit D C E l'ensemble des x tels que 

lim u (:x:) = u(:x:) existe et soit· finie, ôn dit ( un(x)) ~, sur .n, vers 
ll· 

ll-J()O 

la fonotion u(x) l D~K, 

Exemple. La suite u (x) ::: xn est une suite de fonctions définies clans n 

R tout entier et dont la limite u(x) est définie sur ]- 1, + 1]. On a 

{

o lorsque 

u(x)~ 

l lorsque 

:x: € J ... l, + l[ 

x::l 

Remarque, Comme on 'Va le vo~ dans les exemples suivants, les propriétés 

(8tre dérivable, continue ou bornée, eto ••• ) vérifiées par chacune des 

fonctions un d'une suite, qui admet une limite simple u, ne se conserverrl:; 
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pas en général lorsqu'on passe à la limite, On étudiera plus loin une notion 

de oomergenoe plus striote (la convergence uniforme) permettant d'affirmer 

que u est bornée ou continue quand les u sont bornées ou continues. n 

(1) Lorsque les fonctions u (x) sont pornées et lorsque la suite (u ) ,, est 
n n 

simplement oonvergenteJ 'on ne peut en déduire que la limite u(x) de oette 

suite est bo~e. 

... 
Exemple~ Sur E =m., les fonctions 

1 

x lorsque 

u(x)~ -x+2n lorsque n ~ x ~ 2n 

o lorsque 2n ~ x -""'- ____ ...._ ____ 4-''--·-) 

o n t;r, ,k.. 

soni; bornées et pourtant la suite (u (x)) 
n admet pour limite u(x) i: X qui 

nteat pas bornée, 

( 2) • Lorsque les :f'onotions u (x) sont continues et lorsque la sui te ( u ) 
n n 

est sinl.plement convergente, on ne peut en déduire que la limite u(x) de 

oette suite est continue• 
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Exemple., Su;L" E z:: [o, l] les fonotions 

u (:x:) • xn sont oontinues et pourtant la n 

ï 

1 - - - --.1 

suite ('\i(x)) tend vers la limite 

{

o lorsque :x: € [o, l] 
u(x) ~ 

l lorsque x ~ l 

qui nt est pas oontinue ., 

() 

(3) Lorsque la suite u (x) tend vers une limite u(x) la suite 
ll 

munérique 

ne tend paa néoessairement vers zéro• 

Exemple. La suite de f'onotions 

lorsque 

u (x) i:: -nx+2 n lorsque l/n , x ~ 2/n . 

o lorsque 2/n ~ x 

end vers zéro et cependant supt lu (x) 1 = l .. 
X€ R n 

La suite da f'onotiona 

2 n x lorsque o, x, 1/n 

o lorsque 2/n l!ii x 

tend. vers. zéro et cependant sup+ · jun (x) j : n 
X€ R 



(,4.) Lox-sque lea fonotions u (x); définies sur un intervaJ.le n 
b . . 

[a, ô] i::m.; sont telles que !a un(;x:) dx soit définie quel qua soit 

né N ~t lorsque la.suite (un) tend vers une limite u(x), on ne peut 

en déd.uire qua f b u(x)dx • lim f b un (x)a.x. 
a n-+co a 

Exemple., La sui te de fonotiona 

o lorsque 2/n ~ x ~ l 

tend vers zéro et cependant 

La suite de fonctions 

l 

f u (x)dx = l pour- tout n € N. 
o n 

n3x lorsque o , x -' 1/n 

o lorsque 2/n, x ~ l 

l 
tend vers zéro et oepend.ant f un(x)dx = n~~• 

0 . 

b) C.onvergenoe simple ·a 'un série de :f' onctions• 

A p~ir atune suite de fonctions (un(x)) on peut fornBr la suite (sn(x)) 
n 

de 4es~sommes pa)t"tielles en posant, pour tout n € N1 sn (!X)= I up(x). 

./ ..... 
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De m~me, à partir d 1une suite (sn(x)), on peut :rormèr la suite (un(x)) 

de ses diff'érenoes en posant 

u (x) = s (x) et pour tout; n ilt l u (x) = s (:x.) - s· 1(x) o o n n n-

Définitions 

1) La suite (sn(x)) des sommes partielles d'unt suite (un(x)) 

stappelle la_aérie de terme général uuhl• 

2) Lorsque, quel que soit x € E, la suite ( s (x)) tend vers ùne n 

limite finie· s(x), on dit que la série converge (ou, si l'on a besoin de 

préciser converge simplement) et que la. :f'onotion s(x) est sa. somm1:3i, On note 
, 

n on 

s(x) ~ lim \ u (x) = \ u (x). 
ll-i'O /_,, p L., p 

pi=o p=o 

3) Lorsque la suite (s (x)) ne tend vers une limite finie s(x) que sur n 

un sous-ensemble D CE (éventuellement vide), alors lîexpression 

03 L un(x) rep:résente·1•application u(x) t D~K. 

u=o 

4-) Lorsque u (x) est le terme génJral d.'une série simplement convergente - n 

sur un sous-ensemble D de E de somme s(x), la sui te 

rn(x) • s(x) ~ s,...1(x) (où l 1on a poaé •n~l(x) = r up(x)) 

p=o 

,/ ... 
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est définie sur D et s~appelle la suite des restes de la série de terme 

général '\i(x), Noter que cette suite tend simplement vers zéro sur D. 

Remarque• ColIDJle plus haut, on peut constater sur des exemples que ·1a 

sonnne a(:x:) d'une. aérie de térme général u (x) ne possède pas néoéssairement n 

les p);'Opriétés des fonctions u u Néanmoins, lorsquion oonna~t déjà une fonction n 

s(x) il est souvent intéressa.nt de pouvoir démontrer qu fil existe un sous-

ensemble D de E sur lequel elle peut se mettre sous la forme d1une sé;cle 

Onva maintenant étudier une illustration importante de cette remarque. 

~) Séries de Taylorw 

Soit f(:x:) une fonction da classe rl'0 sur un intervaJ.le ouvex-t I C lR. 

contenant l t origine• La formule de Teylor permet d. 'écrire, quel que soit 

l'entie~ n ~ l f(:x:) ~ s 1(:x:) + r (x) (pour touli x € I) n- n 

où1 pou,: un certain nombre 8 € ]o,- 1( 1 

quand :x: terni vers zéro I et où l ton a pos.é 
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Rcmargu0 111 Rappelons que, si par atautres méthoà.es, on parvient ù. 0cri:r-n 

f sous la forme 

et où P 7 (x) 
n- ... 

est un polynâme en x de degré ~ n - 1 1 

alors on a néoéssairement P 1 = s 1 et p = r. n- n- n n 

En effet, par s.oustraction il vient 

ce qui utest possible que si le polyn8me P 1 - s 1 = o (unicité du déve-n- n-

loppeme...~t limité). 

En partioulier, soient f et g des fonctions de classe C
00 

sur I et 

f(x) = s 1(x) + r (x) n- n 

leur développement de Taylor à 1 1 ordre nr-1. .Alors 

est le développement de Taylo;i;- à 1 1ordre n-1 de (f+g) (x) ; 

si À est un nombre réel, 
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enfin, pour tout entier p positif 

et :z:Ps ~(x) + xPr (x) est le développement à l 1odre p + n-1 de xPf(x). :u-.1. n 

Définition., S.oit f une fonction de classe C 
00 

dans un voi::d.nage de 

o E: W.., La série de terme général 
. /n)(o) u (x) = __ ,..,,.. xns I appelle la sc§:cie de 

n t n. 

Taylor de f., 

Rema:r·aue 2~ Dfaprès la remarque 1,- si, en un point x E: IR, les séries de 
0 

Taylor de f et g convergent respectivement vers f(x ) 
0 

et les séries 

de Taylor des fonctions f + g, 'M:, f(ÀX) r(:s?) et xpf(x) tend.eni; renpec-

tivement en x vers les limites f(x )+g(x ), 'M:(x
0

), f(r.:x:
0
- ), f(x

0
p) et 

0 0 · 0 

u (x) 
n 

que 

li,emargue 2 • 

= f(n)(o)xn 

nt 

Quel que soit x € I, pour que la série de terme général 

soit convergente et de ~omme f(x); il faut et il suffit 

r (x) tende vers zéro quand n~oo• n 

Il en est toujôurs ainsi pour x = o •. Mais on ne peut rien conclure à 

priori, lorsque x n 1est pas nul, comme le montre l'exemple suivnrJ.t,, On va 

donc étudier le reste r (x) du développement taylorien des fonctions usuelles, 
n 

a.:'i4 ie s~7oir s 1il existe un voisinase de 1 1origine sur lequel ces fonctions 
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s 1identi;f'ient à la somme de leur série de Taylor. 

i) la fonction f(x) = e-l/x
2 

est définie et de classe C~ sur R*. 

Quel que soit n € N, on a 

Pn(x) -l/:z:2 
~ ---- e 

Qn(x) 

où P et Qn sont des polynômes déterminées par les formules de récu.r--.cence n 

P = lj Q = l et pour tout n ~ l 
0 0 

(l) 

Lo;i;,sque x -) o on sait que; pour toute_ fraction rationnelle R(x), on 

e -1/:x:2 = o(R(x)) 

En particulier, quel que soit n € N, 

lim f(n)(x) = lim f(n)(x) 
X➔ 0 X-¾O X 

PolU;' tout n € N, posons f (x) = f(n)(x) quel que soit x fa o et 
n 

(1) montrent que les fonctions f (x) sont continues sur fil n 

tout entier et que f'n(x) = fn+l (x) quel que soit x € R. 

On en conclut que la fonction 

o lorv;que x = o 
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est de classe C00 sur 1R et que, pour tout n € N, f(n)(o) = o. 

La formule de Taylor donne alors 

et par suite 

f (x) !!:! r (x) pour tout n € n. o n 

Con:u:r.e f (x) J o lorsque x J o, la suite (r (x)) ne tend vers zéro en 
o n 

aucun point x p o. (Dans le mtme ordre d'idée on consultera le problème n° 8. 1), 

qui donne un exemple de .•fonction de m~me type)• 

:i.i) Puisque la fonction 

pour tout n € N, f(n)(o) = 1, 

n-1 

L 
_p 

f(x) = x + r (x) 
n pS 

f(x) 
X 

== e 

on a 

où pour un certain nombre 0 € ]o, l[ 

aveo Quel que soit 

est de classe C
00 

sur lR, et comme, 

1rexpression X 
--;1,0 
n 

et 1ton 

voit (directement ou en utilisant la formule de Stirling) que le produit infi.:ii 

<Y.> 

j] est nul ce qui exprime que 
ri. 



_ Jxn 1 
11;.n ... ~ o quand n ~oo,. 

n; 
La remarque 3 permet alors de conclure que 

X Loo xn 
e = - sur lR tout entier. 

nl 
n=o 

Dtaprès la remarque 

00 2 
-x L (-l)n n X e ;::: . X , e = 

ni 
l:);;.:Q 

00 2n X -:i;: 

=L ch e +e X x:::: 
2 (2n)t 

n:=o 

2 on en déduit g_ue 

00 2n 

L X 

ni 
n=o 

X -x 
et sh- x e -e 

:::: 

2 

00 

=I 
n=o 
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2n+l 
X 

• 
(2n+1H 

iii) On sait que la fonction f(x) = cos x est de classe 0
00 

D ., 1R 

et que pour tout k € N on a 

On a donc 

00$ X= I 
o~2k~n-l 

(-i ,k 2k ( ) 
~ X + r X 

2kt n 

où lrn(x)/ ~ Û. 
n! 

Gomme plus haut on peut donc écrire 

00 

cos X:::: L {-l)n 2 xn 

2nt 
sur lR tout entier. 

n=o 

./ •• Q 



aveo 

De m~me, sin x = L 
o~2k:!::n-2 

r 7 )k \- ..... 

(2k+1) ! 
:x:2k+l + r (x) 

n 

on peut donc affirmer que 

sin :x: 

n=o 
(2n+l) t 

2n+l 
:X: 

On retrouve sur ces formules le fait que oos (-:x:) = cos x et 
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sin (-x) = - sin x. En divisant par x 1.e développement de Taylor de sin x 

il vient i 

Sin X L (-l)k:x:2k 
+ p (x) - == 

X (2k+l)t n 

o~2k~-1 

' p (:x:) o(:x:n-1) est tel que le/x) l ou = n 

On en oonolut que la fonction f(x) = 

~. 
Jxn 1, 

(n+l) ~ 

sin x , 
X 

• 

définie sur JR.':<, se 

prolonge à 1 1origine par continuité en posant f(o) ~ l et que l'on a 

CO 

f(x) = L (-1)n 2n 
----• X 
(2n+l) t 

sur la. . tout entier. 

Remarquer que rien ne nous permet encore a.taffirmer que cette fonction 

est de olas.se C
00 

au voisinage de O e't que son développement soit llli 

développement de Taylor. 

iv) On sait que la fonction f(x) = log(l-x) est de classe C00 sur 

]- oo, 1( et que quel que soit 1rentier n ~ 1 on a f(n\o) = - (n-1) ! . 



On a dono 

+ r l(:x:) • n+ 
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Corrnne ~(n+l)(x) = - nt l'expression du reste souq forme intégrale donne 
(i-xt 

Po$OllS =-:x:-t • 
• comme on voit que pour lx! < l 

1-t 

la fonction <p ( t) est décroissante sur ]o, x[ (lorsque x > o) ou 1mr 

Jx, o[ (lorsque x < o) et qu'elle ~'annule pour t = x. 

Dans tous les oaa on a: 

sur l'intervalle d'intégration et le théorème de la moyenne permet Q'écrire, 

lorsque Jxl < l 

l ( ) 1 lxln+l. r 
1 

:x: :;. qui tend vers zéro quand. n ~oo. n+ 

On peut donc écrire: 

00 

log(l-x) = - L x: sur 1- 1, + l[. 

n=l 

Pour tout + a€ lR la remarque 1 permet d'écrire 

log(a-x) = log a+ log(l - ~)=log 
a 

n=l 

n na 
sur ]- a, + a[. 



On a également 

00 

log(l + :x:) = L 
ri=l 

et encore 

n 

00 

2 
log(l - :x:) = - \ 

G n 

2n 
:X: -. 

. n=l 
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v) On sait que, pour tout 
a 

la fonction f(:x:) = (1 + :x:) est de 

classe C00 sur ]- l, oo[ et que, quel que soit l'entier n ~ l on a 

n-1 
f(n)(o) ~ a (a - l) ••• (a - n+l) ~n (a - p). 

p=o 
On a dono 

n 

( 1 + x)a = l + \' a(a-1) •w• (a - p+l) xP + rn+l(x). 
~ P l 
p=l 

Il 

.1. "" 1 expression du reste ao.us forme Comme .p(n+l)(x) =TT ('"'-p) (l+x)a-n-1 t 

intégraJ.e donne 1 

en utilisa.nt les notations du iv) comme on a lq:>(t) ln ~ lxnl 

lorsque · l:x:I < 1. Dtaprèa le théorème de la moyenne, en posant 

K = ju_p (1-t)a-l_ on a 
lt -~ lx! 



!a(a-1) ••• (cc-n)j K lxln+l. 
n t 

or, la série numérique de terme général 

V 
cc(a-1) .... (a-n) K lxln+l == n n i 

est absolument convergente lorsque lx!< l, car 

ce qui permet dtappliquer le critère Qe drAlembert. 

D1après le théorème l la suite (v) 
n 

tend donc vers 

on peut écrire 1 

00 

(l+x)a = 1 + \ a~a-1) •·~ (a - n+l) xn 
L n t 
n=l 

sur l'intervaJ.le ]- 1, + 1[. 
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0 et en conséquence 

Lorsque a E: N on retrouve, comme cas particulier, la formule du binôme, 

n-1 

car le développement s'arrête dès q_ue le coef:f'icient n (a-p) contient un 

p=o 
facteur nul. 

Pour tout a. E: 1R* la remarque 2 pern:-et d récrire, 

00 

(a+x)a = ao:(1+3)œ = 0: L a( o:-1) .... (cx-n) n 
a + X sur a n-a n i a 

}- lal, laJ [,. En 

n=l 

particulier, lorsque a= 1 et a= - 1 on a 



CX) 

l ::; \ xn sur ]- 1, + 1[ 
1-x L 

n==o 

(on retrouve ·1es résultats de l 1exemple l § o/). 
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Toujoura d'après la remarque 2 on peut aussi identifier les fonctions 

lorsque k € N. 

11) Notion de convergence uniforme. 

a) limite uniforme d 1une suite de fonctions. 

.Définitionp On dit qu'une suite ( u (x)) de· fonction_s définies dans un 
n 

ensemble E à valeurs dans K::: IR ou V tend uniformément vers une fonction 

ù(x) ; E~ K si, pour tout e > o, il existe n € N tel que, quel que soit 
0 

o:n _ait sup lu(x) - un(x)I 
XE: E 

La fonction u s'appelle la limite uniforme de la suite (u ). n 

[ Noter que la définition a un sens, car -s.ur K on a une notion de valeur 

absolue; cela signifie que K est muni dtune application 

(l'application v(x) = !xi) telle que v(x) = o ~ x = o 

v(xy)= v(x)v(y) 

v(x+y) ~ v(x) + v(y) 

quels que soient 

x, y€ K. 
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La définition a un intérêt du fait qu'il existo x € K (x j o) tel que 

v(x) ~ 1. Un corps muni d'une telle application s'appelle un corps valué non 

discret.] 

Remaraue. Il est clair que la convergence unif-0rme entraine la convergence 

simple., En revanche~ tous les exemples du § 10/ a) montrent que la convergence 

simple ntimplique pas la convergence uniforme. 

Exemples. La suite u (x) n 
sin x 

=- tend uniformément vers zéro dans 

La suite u (x) 
n 

2 
X 

= -
n 

X 

tend uniformément vers zéro sur un intervalle 

[a, b J C 18. mais ne tend pas uniformément vers zéro dans JI • 

1R. 

La suite tend uniformément vers 11: 

2 
dans -luut 

intervalle [a, b] C lR ; la suite un(x) = .flvrc~(x + n) tend uniformément 

vers 1f dans tout intervalle [a, b} C IR ; mais ces suites ne tendent pas 
2 

uniformément vers leur limite dans R tout entier. 

Théorème 10. Soit E un sous-ensemble de lR ou t. Soit (un) une 

suite de fonctions E~K continues St!.r E, qui tend uniformément vers une 

limite u • .Alors la fonction u: E~K est continue sur E. 

[ Plu.a généralement, on peut prendre pour E un ensemble sur lequel on èi.ispose 
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d'un voisinage pour chacun de s es points x, ce qui permet de parler ae 

fonctions continues. C'est le cas notamment lorsque E C m,I.l • 
' 

un voisinage 

d'un point :X:~ (x, x, 
1 2 

• 'w, X ) € E 
n 

est, pour un T) > o donné, 1rensemble 

V (x) 
T) 

••• ,y) 
n € E tels que 

max jy. - :x:. le < ri ( vo:i 5 inages cubiques) , 
l~i$1 

1 1 

On aurait pu prendre aussi, pour voisinage de 

n 

x, les ensembles 

définis par y € v' (x) 
il 

lorsque L 2 (Y--- x.) 
. J. J. 

< il (voisinages sphériques). 

i::::l 

Une fonction f : E ~ K sera a.i ~ continue au point x € E, si pour ·tout 

e > o, il existe ri tel que, quel que soit y€ V (x) 
ri 

ait lt(y) --f(:x:)l ~ e. 

( ou y € v' (x))., 
T1 

on 

La démonstration suivante s'étend à de tels ensembles, qui seront étudiés 

dans la sui te ctu cours•] 

Démonstration. Comme la suite 

(u) eat uniformément convergente, n 

quel que soit e > o, il e:x:iste n € N 
0 

tel que si n ~ n, alors 
0 
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Choisissons un tel n J alors, puisque la fonction u est continue, n 

pour tout :x: f: E 1 il exiate 11 > o tel que jy - x 1, ~ 'l'l entraine 

On e:n déduit que, quel que soit y tel que IY - xi~ 'l"l op. a 

ce qui montre que la fonotion u est continue. 

Gopollaire. Soient u (x) dea fonctions continues sur IR ou G telles n 

que po~ tout r € R+ la suite (u) soit uniformément convergente Slll"' n 

l'ensemble Dr des x tels que Jxl ~ r • .Alors la limite u(x) de la 

suite (u (x)) est continue sur R (ou C) tout entierw n 

Remargue 1 .. Lorsque (un(x)) est une suite de fonctions dérivables dans R., 

ad.mettant une limite uniforme u(x), on ne peut en déduire que u(x) soit 

dérivable ni 
' 

1-oraque u r (x) exiate, que lim u' (x) n 
n-400 

existe et soit égale 

·Exemple. La suite u (x) = t ain n x tend uniformément vers zéro, n n 

tandis que la suite u'n(x) = cos nx ne tend vers aucune limite. 

Remargue 2. Lorsque les u (x) sont des fonctions continues sur IR n 



- 114 -

tellea que 1 +w un (x) dx ·soit définie et lorsque la sui te 
-IX' 

(u) n tend 

uniformément vera une limite u(x); on ne ;peut en déduire que 

1 +oo 1 +oo 
u(x)d:x: ~ lim un(x)d:x: 

- 00 ll---)co - oo 

ni m~me que 1 t intégrale du 1er membre soit définie • 

-~emples ; La sui te de fonctions 

o lorsque x ~ - n 

u (x) n 
l/n 2 x + 1/n lorsque - n ~-x ~ o 

- l/n 2 x + 1/n 

(définie pour n ~ 1) 1 ~ 
tend uniformément vers· zéro, mais on a 

u (x) 
n 

pour tout n ~ 1., 

La sui te de fonctio:t:1.8 

2 o lorsque x ~ - n 

1 . l - 3 x + - lorsque 
n: n 

1 . l - - x + - lwsque 
n3 n 

2 o lorsque n ~ x 

-n 

tend uniformément vers zéro, mais on a J_:00

un(x)dx = n., 

0 \\ 



11n(x) 

La suite de fonctions 

2 2 o lorsque x , - 4 n -rr · 

sin~· 22 22 
1 
/TT lorsque - 4 n 1'I' ~ x ~ 4 n îf' 

v1xl 
2 2 o lorsque ~~ ~ n 1r y 

tend u:n.:ü'o;i;-mément vers sinV}xI 
u(x) = ~. • 
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+ + 
Or J-r;o 

00 

un (x) dx ~st définie quel que soit n tandis que f _
00 

b'Ju(x) dx 

ntest pas définie. (Gomme on le voit au moyen du changement de variable 

u !: vr;J ... ) En revanche, on a le résultat suivant• 

~héo6ème llA Soit (u (x)) une suite de fonctions continues sur n 

[a, b] C IR.1 admettant une limite uniforme u(x). lüors on a. 

lim '\i(x)dx = r u(x)ax. f
b b 

ll➔oo a J a 

(le théorème est faux ai on remplace [a 1 b] par Ja, b[). 

Démcnstration. Par hypothèse, pour tout s > o, il existe n E: N tel que 
0 
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quel que soit n P n on ait 
0 

!u(x) - u (x)I ~ ~. n 

D•aprèa le théorème de la moyenne, lorsque 

ce qui achève la démonstration. 

b-a 

n~n ona 
0 

CG;i:-o11aire.- Soit I C iR. un intervaJ.le ouvert et soit a€ I. · 

Soient u (:x:) des fonctions continues sur I telles que pour tout :x: € I, n 

la suite (un) converge uniformément sur tout intervalle [b., o] CI vers une 

fonction u(x) r I..--) K. .AJ.ors la suite de fonctions 

sur tout intervaJ.le [b I o] C I., 

En effet, quel que soit 

n ~ n on ait 
0 

e > o1 il existe n € N tel que, pour tout 
0 

lorsque :x: € [b, o]. On conclut alors comme dans la démonstration du théorème. 

b) Convergence uniforme d1une série de fonctions. 

Définition. Soit (u (x)) une suite de fonctions définies dans E à n 

valeurs da.na On dit que la série de terme généraJ. u converge uniformément n 

da.na E ai la suite des sommes partielles de la suite ( u (x)) n tend 
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uniformément vers la somme a(:x:) de la série. 

Pour qu 1il en soit ainsi, il ·faut et il suffit que la suite (rn(x)) des 

restes de la série soit définie sur E tout entier et que 

u.nif ormément vers z érO. 

Exemple • Leif séries de Taylor dea fono tiens X e , sin x 

(~. (x)) 
n 

tende 

et cos :x: sont 

uniformément convergentes sur tout intervalle de la fôrme [-a,+ a] oar, 

n n 
lorsq-ae lxl ~ · a on a Ir (x) 1 ~ K ~ ou n n. lr(x)!ti; n n. 

suivant les cas. 

Les séries de T~ylor des fonctions log(l+x) et (l+x)rx sont uniformément 

convergentes sur [-a,+ a] dès que a< 1, car., lorsque lx! ~ a, on a 

[r (x) l ~ n 
n 

a ou 

Ir (x)I ~ ja(a-1} ••• (a - n+l)l Kan 
n (:n - 1) 1 

suiva...'J.t les oaa. 

De m~me_., toutes lea séries étudiées au § 10/ c) ii) ., ... v) sont uniformément 

convergentes sut, tout interva1J.e fermé borné contenu dans l'intervalle où elles 

convergent., 

(N.B.) Le théorème 10 permet d'affirmer que la sormile s(x) d'une série 

uniformément convergente dont le terme général u (x) èst une fonction continue n 

sur un aoua-ensemble E de tR. ou C, est continue• 
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Son corollaire montre qu1il suffit en fait que la série converge uniforméme:rrb 

sur E f'\ D ( où D est 1 1 ensemble des x tel que lx 1 · ~ r.) 
r r 

00 

Le théorème 11 permet d'affirmer que si L un(x) est une série 

n=o 

uniformément convergente de fonctiona continues sur un intervall~ [a, b] Ç R, 

« b b 00 

alors~ L la un(x) · dx = J~ L un(x)dx. 

n:::o 

Il 

Cette formule est fausse si l'on remplace [a, b] par ]a, b[ ou uniformément 

·convergente" par "simplement convergente"• (intégration terme à terme). 

00 

Le corollaire du théorème 11 permet dtaffirmer que si ·L un(x) est une 

n=o 

série uniformément convergente sur tout intervalle [b1 c] contenu dans un 

intervaJ.le ouvert I ( où les u (x) s I~K sont continues) 
n . 

00 

alors, en posant 

V (x) ~ J xu ( t)dt ( (a, :x:) € I) 1 la série n n . a 
L un (x)dx est uniformément 

n=o 

convergente sur (b, o 1 et quel que soit x € I on a 

00 x00 L Vn(x) ~ la L un(t)dt. 
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A,pplioation. · 

Lorsque lxl < 1 on a 1 

{y Arctg:x: ::: f :x: dt 2 ::: f x~ (-l)nt2ndt = ~ (-1t f :x: t2ndt • 
o l+t o /_i /_i o 

n=o 
00L (-l)n 2n+1 . x3 x5 

:X: = X - - + - - •••• 
, 2n+l 3 5 

n=o 

@ .Argtb:x: ~ f :x: dt2 = ~ ...L_ :x:2n+l = :x: + i+ 2 + 
o 1-t - l_i 2n+l 3 5 

••• 

n:::o 

1.3.5 ••• (2n-l) x2n+l = x + -2=..:x:3 + 3 x5 
nt(2n+l)2n 2.3 2.4.5. 

n=l 

+ _ 3.5 :x:7 + 3.5.7. x9 + ••• 
2.4.6.7 2.4.6.B.9 

@ Argabx i:: f X d.t . 
o V1+t

2 

= :x: + ~-. (-1t3.5 .... (2n-1)1fn+l = x _ x
3 

+ __L_x5 _ 3.5. x7 + ••• 
Li ni {2n+1)2n · 2.3 2.4.5 2.4.6.7 
n=l 



00 

Q Arccosx :; r _ f :x: dt = r _ \ 3.5 ••• (2n~l) Jt2n+l 
o v;::;?- ~ nt(2n+1)2 

n:::l 

Lorsque ab , l ( a, b € 01), on aai t que 

( a + b, .Arctg a + .Arctg b = .Arotg 1 _ ab • 

Ou en déduit que 2 .Arotg 3 ::: .Arctg ~2 et que 

..... 

l 240 . l 4 .Arotg 5 = .Arctg 238 = .Arotg l + .Arotg 239 et par aui te que 
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-rr '- tl · l 4- 4- 4 1 1 
7:; = <+ .Arc g 5 - .Arctg 239 = 5 .... 37Ç, + 15 625 - • • • ... 239 + 3 •••• 

~ " 3.(239) 

En utilisant ce développement en série et en appliquant la formule 

sommatoire d'Euler Mac Laurin (exercice 23 II)J on peut, moyennant un peu 

de courage, trouver que • 

1t'= 3 , 1 4- l 5 9 2 6 5 3 .5 
Que j t aime à faire apprendre un nombre uti1e aux sages 1 

8 9 7 9 

Innnortel .Archimède, artiste, i~énieur 1 

3 2 
Qu;i. de 

1+ 

3 8 ' ~ 6 2 6 
ton jugement peut briser la valeur i 

3 3 8 3 2 7 9 
Pour moi ton problème eut de pareils avantages. 

50288 

Leij amateurs de moyens mnémotechniques apprendront avec plaisir que la phrase, 

11Les trois journées de 1830 sont un 89 renversé" permet de retenir que 
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12. No·tion de convergence normeJ.e .-

a) Espaces vectoriels normés, 

Définition 1. Soit E un e~pace vectoriel sur R ou C (ou plus généraLemcmt 

sur .un corps valué, cf § 11/ a) définition). Une norme sur E est U,.,.e application 

de E ;i~~,., IR+, note'e .,,.__,_ N(-) ( 1· ... l l 1 1 ' , ·-"' • • ua.i..11:) .,,_-----,, .,._ ou p us courammem, x -~ x 1 1 ) , veru ia.rrc 

les propriétés suivantes: 

i) l l:x:l l i::: 0 ~ X= 0 

pour tout /1. E. K et quels que soient x, y S E. 

iii) l l :x:+y 11 ~ l l x 1 1 + l I Y l l 

Un espace vectoriel E muni dtune norme s'appelle un. espace ve.::;toTie1 .-- . ,+ .. , . .......,,_, 
....... '-~. : ._1.,- O 

Définition 2. Un sous-ensemble K d 1un espace vectoriel E( s~~ R ' \ 
O"L~ ~) 

est dit convexe, si pour tous :x:, y E: K, le segment [x, y] (ensemble des poin"~,:; 

de la forme 4 + (l -/1.)y, quel que soit À E. [o,l] est inclus dans K. 

Proposition n• Soit E un espace vectoriel norné. L I ensemble B .· dea poi:r ... ts 

x tels que J l:x:J j ::i · 1 est un ensemble ~01wexe. En outre, pour tout y E: 3, 

y fi o, l'interaection .avec B de la droite joignant y à l'origine est 

1' ensemble des points de la forme Ày, avec 

1 -. 
l !Yl l 
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Eu effet, si llxll ~ l, l!Yll ~ l et À € [o,l] alors on a 

,· 

l JÀ.X + (1-i.)yj l ·~ 1! lx! 1 + (1-À) ) jyj 1 ~ À+ l - À= l,. 

Dtautre part, pour tout y fa o, la droite joignant y à l'origir.e ept 

l 1 ensemble des points de la forme }.;y et une condition nécessaire e~ sufiiaante 

pour g_ue . 1 ["A;y I J ~ l est g_ue l 

JJyJ l 

Exemples dtespaces vectoriels normés~ 

(y i) Sur If-, l'application 

n 

L (où l 1on a posé X= (x 1 X, 
1 2 

i=l 

Dans m.3 1 t ensemble B 

point.a (x , X , X ) 
1 a 3 

tels g_ue 

lx J + lx l + Jx 1 ~ 1, est 
1 2 3 

1tensemble des points situés à 

des 

l'intérieur ou sur 1 1ootaèdre régulier 

définie par 

" ... , X)), est une norme,. 
n 

~------)>. 
! 

de sommets (;t 1, o,o), (o,:t 1,o) et (o,o;! 1). 

(noté aussi l ) 
1 

des sui tes dont J.a série est 

00 

(où lron a posé u = (u, u, 
- 0 1 

• •,. uJ), 
" 

est une norme,. 
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vectoriel 
·H-1) 3,,.,,.. itespac~ w( [.., b]) des fonctions continues aur un intervaJJ.e .......... ....... l, ...,, 

fermé borné [a, b] C IR., l'application f -t N (r) = J Ir! J, définie par 
1 

1 Ir 11 = j )r<x) lax, est une norme, 

La seule difficulté consiste à montrer que si f /, 0 l Ir 11 f- 0 : il 

existe alor~ x ~ [à, b] tel que lr(x) j .) e > o et, puisque f est continue, 

il e:x:i.ste ri~ .o tel que jr(y) j ~-î, lorsque y€ [x - 11, x + 11] (\ [a, b] d 1où, 

en vertu,. du théorème de la moyenne 1 l l f J l ~ D 2 e > o • 

® On 1;ruppose que p est un nombre réel ~ 1. 

i) · Sur K0 ~ 1 1 application x ➔ I\(:li:) = J lxl 1, définie par 

( où l' on a _posé EV3t une norme., 

La seule difficulté consiste à montrer que si x, x., •••, x, 
1 2 n 

y ,. y , ... ., , y € K., on a 
1 2 n 

(1) 
p r p lx. + y. jP ~ 

1 1 

i;;;l 

(inégaJ.ité de Minkowski)., Cette inégalité résulte de la proposition suiva:J.te)~ 
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Prouosition 12. Soient p, q, r dea nombres réels > o :tels que 

1 l 1 
- + - ~ -. 
P q r ·.Alors, pour tous a I a. , 

1 2 
• " .. J a , b I b , • • ., 1 b E: K.,. on a 

n 1. a n 

(inégalité de Holder). 

~) ~ ~aibil~. ~ ( ~)( ~ 
En effet, c'est évident si tous les a1 ou tous les bi sont simulta.nénent 

nuls, Da.na le cas contraire, posons: 
p ,------, 

a~ \ f Ja1JP , 

i=l 

Il est aJ.ors équivaJ.ent de montrer que 

r r l=-+-=r p q 

n n 
lors que L 1 ai LP = L 1131 j 4 = 1 • Il suffit pour cela de montrer g_ue, quel q_ue 

i=l i=::1 
soit 1tentiet i E: [1, n] on a 

1 aij3i 1 
r 

icii 1: l13
i 1 ~ 1:Î + , 

r p q 

ou encore 

(3} 
r r 

!ail l~l ~ 
r !a. [P r 11311 q .. - +-p J. . q 
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O;i;-1 oornme la· fonction ex est convexe, quels que soient :x:, y E: lR et 

t € [o,l] 1 on a 

L1inégalité (3) aten déduit en posant 

On~ dono démontré (2). 

Démonstration de 1 1inégalité de Minkowski. 

En élevant le 1er.membre de (1) à la puissance p il vient s 
n· n 

\ l:ii: •. + y. JP = Li J. J. 
\}x. +y.J. Li J. J. 

i=l i:;;;l 

Appliquon,s (2) à chacun des termes de la somme du deX'llier membre, en posa;:1t 

l l 
- :i: l - - (o • est-à-dire· r ;:: 1) et 
q p 

• l?-1 
bi::; (xi+ Y:,..) 1 

C
'. 

ai= ~ selon les oaa. 
J. 

Il vient 



n i~n=---------L jyijt' J L (xi + yi)q(p-l) 

i=l i=l 

n l 
En d.iviaa.u.t-les deux membres par [ Ll:x:1 + Y1 1p]q, 

o•eat l 1inégaJ.ité (1), 

G~ pa.rtioulie;i;-, Lorsque 

Da.na IR;s 1 l t ensemble , B 

i=l 

p = 2, la norme N .. a t appelle norme eucliè;i.enne " 
p 

des points :x: = (x, x, x )~ tela que 
1 2 l 

\ / ;x: 
2 + :x: 2 + x 2 1 ~ l, est l'ensemble des points si tués à l 1intfrio;n• V 1 2 · , 

ou sui' la sphère de centre o et de rayon l et s t appelle la boule de ra··on l 

OQ 

ii) Lfensemble lp des suites (un), telles que L lunlp < oo, est un 

n;i:o 

sous-espace vecto;ciel de S· , en effet, oomme la fonction xp est oonvu.ice lorsque 

p ;i: l, 011 a. 

oe qui mont~e que 

et Pal' ,euite que lp est stable pour l'addition. 



" 

- 127 -

SU'J:" l t espace vectoriel l , l'application }! ~Np(~) ;: l ll!l l, définie 
R ~ P 

par ( où l ton a posé u ;:: ( u I u 1 .,., •)) ,- est une norme• 
- () 1 

On :I.e voit, en généraJ.isant la démonstraüou de la proposi tian 12 à dea 

suites (a)€ l et (b) € 1 et en établissant, comiœ ci-dessus, l 1inégalité 
ll p n q · 

de l~w~k:i. pour des suites 11de puissance p . ième sommable n ,. 

<O \> CO p ro L lu + v lp ~ L !un!P + LjvnjP ll n 

n=o n=o U.-0 

iii) Sur ltespace vectoriel f ((a,b]) desfonctious continues sur un 

intervalle fermé borné [a·, b J C 18.1 l'application f~~ (f) ;:: l lr J l éiéfinie par ,p 

fi b 
1 J:r J { :a:r la jr(x) jP dx, est une norme. 

On vérifie, comme plua haut, que f ,j o =;\ l l f J l ~ o, 

La démonstration de ltinégaJ.ité dfHolder pour les fonctions fait l'objet du 

Problème l4- I. On en déduit, par la m~me procédé que oi-dessua, 1 1inégaJ.ité de 



[Note~ que lfapplication Np n'est une norme, dans aucun des trois cas 

préoédenta, lorsque p < 1]. 

G l'application X---tN (x) ;: 1 !xl l, 
00 

définie par 
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(où l 1on a posé X .::: (:x: , X , :X:)), est une nome. 
1 2 n 

Da.us m? t 1 1 ensemble B des pointa (:x: 1 X 1 X ) 
1 2 l 

tels que 

max ( lx l t lx l, lx 1) 
i 2 :3 

~ l, est 1tenaemble des points situés à l'intérieur ou 

sur le oube centré en O dont l'ar~te est de longueur 2 et dont les faces sont 

parallèles au:x: plans de coordonnées;. 

i:i.) Su;il l'espace $,b (noté a~si 1
00

) des suites bornées, 1 1 ipplioation 

1 JE; l l , déf in:i.e par J Ju 11 ;;: supJu ! (où l'on a posé -n n n~o 

est une no;nœ ~ 

iii) Soit E un sous-ensemble de IR.. ou & , ( ou de Rn, en utilisant las 

conventiona indiquées au théorème 10). Sur l'espace vectoriel ¾(E) des fonotio~~ 

continues et bornées da.na E, 1 r application f---¾N (f) = l J:r 11, . .., 

l l.t l l = aup l f (x) 1, est une norme • 
:x: E: E 

défiru.e par 

Si E est un femé, borné d.ana IR, C ou IRn., l 1eapace ~(E) atidentifie 
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à l 1 espaoe vectoriel f(E) dea fonctions .continues sur E 1 on 11a démontré 

loraq_u.e E est un inte;i:-valle fermé bornA de IR. 

Exepcice 21w Montrer que aur R' les applicationa 

N (x) fi 2 ;;: · lx t + x t + x lat$ 
1 i ' 2 3 

0 

N (x) J 1 
2 2 ~ (x t + x t + x) dt, et, 

2 1 2 3 
Q 

N (x) ~ sup lx t 2 + x t + x ! , 
w Q ~xliil 1 2 3 

(où 1 1on a posé x ~ (x, x, x )) sont des normes~ 
'1 2 ;i 

Trouve;i;- la forme dea en.sembles B , B et B dea. poin\tJ x tels que 
1 2 ClO 

-·-· - ·-· -·-

b) Suiteê à valeurs dans un espace vectoriel normé. 

Défig.i.t:Lonw On dit qu1une auite (an), dont lea termes an sont des 

élément$ atun espace vectoriel normé E, tend vers une limite -
quel que soit e > o, il existe n E: N tel que._ pour tout n ;ïl n , on ait 

0 0 
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Proposition lj_,. Soit (sn) une suite à. va1eui's da.na un espace vecto;r:i.el 

normé E qui tend. vers une limite a €. E ; aJ.ora la suite (an) est une sui te de 

Cauohz, ~test-à-dire une suite telle que, quel que soit 

En effet; pour tous n, p ;;: n ,. on a 
0 

! la - a IL ~ n p ! la - al l + 
n 

s > o,. il existe n 
t 

On aait que la réciproque de la propoai t.ion 13 est vraie lorsque E = R ou C 1 

. en prenant pour norme la va1eur absolue. 

Cette réoip;roque est vraie aussi lorsque E = i:1; po~r 1 1une quelconque des 

N ( p €. p En effet, se donner une suite d 1 éléments de r1, 

équivaut à se donner lea m .suites numériques 

i-èmea ooordonnées des points de la suite initia1e) ; si (a ) est une J.mi,te de n 

Cauçhy, pour l'une quelconque de.a normes étudiées plus haut, on voit immédiatement 

(ai) t ' sont aussi des sui es de Caucl:zy", quel que soit l entier 
n 

J elles tendent dono respectivement vers des nombres 

de la suite (a). 
n 

i 
s €. K ; 

(A titre d 1exercioe on pourra préciser les détails de cette démoœtrationh, 

ai 
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La réo:qn.•oque de la proposition 13 est eueore v:raie lorsque E est 1 run des 

iiapaoe~ lp étudié5. da.na les exemples d'esps.ces vectoriels normés, mais la 

démoœtra.tion d.e ce fait est assez délicate .. 

normé 
(N.B,) Il serait faux de croire qu.e,i, da;r:J.S un espace vector:LeÎYE queloo:uque, 

une aui.t3 de Ga.uohy. (s ) tende néoeasairement vers une limite s € El'I . n 

;EJ,;x:emJJle ~ Dans l 1espaoe vectoriel te [o,l]) des fonctions continues sur 

[o,1]» muni de la norme 

J j_t 1 L ;-.: J: [f(x) la.:z:, ia suite de f.onctie>:n,s 

f ::; [ \Jiï lorsque 

n l l/\J':i lorsque 1/n ~ x ~ l 

est une suite de Gauob,y, qui ne tend. pas 
1 

/Î\ 
r 

, f 

' 
-- - -4-- - - - - - -- - - -

0 

1 
l 
1 

1 

Cette suite tend, au se:os de la oonver.gence simple, sur Jo.,_J.J, vers la li.mi·te 

Etudions maintenant un cas très important où la réciproque de la proposition 

13 est V,,t>aie l" 

Théorème 12 ~ Soit E un sous-enB0mble de R ou t ( ou encore de IR n, avec 

les oonventiona du théorème 10) ~ Sur 1 1 espace vectoi"iel \fb (E) dea fonctions 

continues et borné es sur EJ.1 on considère la no;t'ro[; 
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1 lr I. l = sup I f(:x:) 1, pour toute f ono tion f continue et bornée dana E 
:x:€E 

(,Bg_rme de la convepgence uniforme)., Soit (f
0

) une suite d 1élémenta de ~(E),, 

.Alora lea conditions suivantes sont équivalente$ i 

a) La. a-u.ite (f ) tend vers une limite f dans 't'.b(E) • n , 

(3) La suite (f ) est UlJe suite de Cauchy. 
n 

Démo.n,':$t;i:-ation. a entraina ~ d 1après la proposition 13. Montrons que 

(3 ent;i;-aine a. Pour tout :x: € E, la sui te numérique (:f' (:x:)) est lllle sui te de 
n 

Cauolzy-, qm. tend donc d.a.:os K vers une limite f(:x:) • Cela exprime que la sui te 

de fonotioœ (:f') tend ~plement vers la fonction f, MOJi.trons qu 1elle tend 
n 

uniformément vers f 1 par hypothèse; quel que soit 

que pour tous n, p.~ n et tout x € E, 
0 

s > o, 

n et en fa.ia'ant tendre p vers 1 rwini, on en déduit que 

(l) sup lt(:x:) - f (x) l ~ Si, 

:x:€E n 

il e:x:iate n 
Q 

tel 

Le théorème 10 montre alors que f est continue w D1autre part, f est bornée, 

oar il existe a. ~ m.+ tel que aup !:r ·(:x:) 1 ~ a, d.toù sup jr(x) 1 ~ a + s., En 
:x:€E n 

d I aut;r.-ea i;e;t'Illes on a f € ~ (E) et (l) exprime que 1 lt - r l l ~ s , 
n 
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Définition. Un espace vectoriel normé, qui satisfait à la condition de 

Gauoby1 c 1est-à-dire qui vérifie la réciproque de la proposition l3 a 1appelle 

un espace vectoriel normé complet. 

Les espaces vectoriels :rf' et _lp sont complets pour toutes lea normes 

NP de 1 1 exemple du a). Le théorème 12 affirme que 1respace '&b(E) est complet 

pour la. norme de la convergence uniforme • 

◊) Convergence normaJ.e dtune séri~,, 

Définition. Soit (un) une suite à vaJ.eurs dans un espace vectoriel normé 

E,, On dit que la série de terme général 

des sommes partielles de la suite (u) 
n 

u n est convergente, si la sui·l;e 

t 
tend vers une limite s € E~ 

Définition, Soit (un) une suite à valeurs a.a11a un espace vectoriel 

(s) 
n 

normé E., On dit que la série de terme général u n est normaJ.ement convergente, 

00 

ai l'on a L J !uni 1 < QO • 

J:1-;0 

~margue 1- La notion de convergence normaJ.e n 1a pas de sens pour les suites., 

!emarque 2 • Lorsqu'une série de terme général un est normalement convergente, 

la nuite (s ) de ses sommas partielles est une suite de Gauchy, ce gui permet 
n 

d'affirmer que la série est toujours convergente lorsque E est complet (mais 
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seulement da.na ce cas),. Nous allons énoncer ce résultat dans le oas 

particulier dea fonctions continues et bornées, qui seul nous servira dans la suite. 

Théorj,mé 13., Soit E un sous-ensemble de JR ou (C ( ou encore de 18.n, . avec 

les oonventiona·du théorème 10), Soit (u) une suite de fonctions oontinuea n 

et borné es da.na E"' Si, pour la norme 

I lf 11 :; aup lr(:x:) l 
:x: € E 

de la convergence uniforme, la série de terme généraJ. u n 
est normalement 

oonvergente, ala:t"B la série de terme générai u .. est u.nif ormément convergente 
n 

sur E,.. 

Eu effet, la suite des sommes partielles de la suite (u) 
n 

une suite de Cauchy pour la norme considérée, car, quels que soient 

ll,11 p € N (n ~ P) et :x: € E on a. 

p <f la (x) - a (:x:) 1 ~z lu C:x:) 1 llu
4
!l. 

)? ;u q . 

q=n+l q=n+l 

On applique alors le théorème 12., 

Remargue. Lorsque (un) est une suite de fonêtiona bornées telle que 

CO 

L u n soit uniformément convergente; on ne peut en déduire que 
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En effet, la série de terme général u (x);; (-l)n sin x (défini poUl" :u :l 1) n· :u 

est uniformément convergente ( oomme on le voit en utilisant le théorème 10)., maia 

00 

on a ( exemple 3. § o/),. 

El:emple de ,séries normalement corrvergentes"' 

On appàl.le diata:uce d tun point x E: iR à un ensemble E C R et l 1on note 

D(:x:., E) le nombre réel positif inf IY • :x:I (cette expression étant égale 
y E: E 

~ + ro seulement lorsque E ~ ~). 

Quel que .soit ex E: 18.+., on désigne par a.E. le sous-en.semble de R der.1 

nomb:res réels de la forme cy a.veo y E: Ew 

A-veo c e13 conve,.,tions., la série de terme généraJ. (où 7, est 

1ter.i.;3emble des entiers rationnels) est normalement convergente., oa.r 

n=o 

Le problème 8 III se proposait de démontrer g_ue la somme s(x) (g_ui est 

oontinue d 1aprèa le théorème 10) de la série de terme généraJ. 

vable en auoun des ses points,. t 

u , n 
nt est déri-
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13. Séries entières. 

a) Position du problème. 

Au paragraphe 10/ c), on a considéré une fonction f de classe C
00 

dans 

un voiainage de l 1 origine dans R et l ton a oherch~ à savoir sr il e:tis tait un 

voisinage de O aur lequel f était égale à la somme de sa série de Taylor 
CO 

L 
Inversement, on peut partir d'une série de terme général u (x) ~ a xn n n 

(où la suite (an), des ooe:f':f'ioientst est donnée arbitrairement) et so dernrulCler 

quelles oondi tions doivent vérifier lea an pour qu til existe un voin'.. 1:·;;0 de 

CQ 

l'o;t'igine sur lequel la fonction :f'(:x:) = L n ax n 
soit définie .. Lorsq_u 1 ;il en 

est a.insi 1 on peut se demander si :f'(x) est continu~, dérivable, de classe 000
, 

si ses dé;t'ivéea successives ou l'une quelconque de ses primitives peuvent 

atexprimer (atU' un vois~ag~ de l'origine) comme sommes de sé;i:-ies de la forme 
CO 

\ b~n Li n " 

C'est le point de vue auquel on va se placer maintenant t ce faisa...~t, ou 

ne pe;rd. tien en supposant que les coe:f'fioienta: an et la variable :x: de la séria 

étudiée sont des nombres complexes. 
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Au 9ontraire, on va voir qutil est beaucoup plus naturel de ne pas se rea-

treindre à R pour développer cette théorie" 

L'utilisation systématique des nombres oomplexea permettra enfin de définir, 

sur t tout entier, des fonction.a (telles que ex) qui n'ont été encore définies, 

en prinoipe 1 que sur R,. 

b) Séries formelles. 

On sait qutun polyn$me formel à ooeffioients complexes est une expression 

00 

de J.a forme P(X) = L a r n (où les a € n 
sont tous nuJ.s sauf un nombre 

fim atentre eux) ; on appelle degré du polyn$me P(X) (supposé non nul) 

1tentier SU,P n. 
a f. o 
n 

L1ensemble G[XJ des polynSmes est muni de structures d'espace vectoriel 

et dt a.un.eau, qui en font une aJ.gè bre 

Définition. On appelle série fo: ~ à coefficients complexes une 

expression de la forme 

00 

L (où les ne sont plus astreints à ttre tous nuls 

n=:o 

sauf un nombre fini d'entre eux)., 

Une série formelle est donc entierement déterminée p~ la suite (a ) 
ll 

de 

ses. coefficients" 
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!:X:emple., Tout polyuSme peut ~tre considéré comme. une série formelle,_ maia 
00 

la .série formelle L x:i· nt est pas un polynSrœ. 

n:.o· 

Ltensemble {txJJ des séries formelles à coefficients oomple:x:es est un 

espace veoto~iel pour l'addition 
, 

(.0 

S(X) + T(X) = L (an + bn) t' (où (an) et (bn) aout les coeffioienta de 

n=:o 

S et T ·respectivement), et lthomothétie 

CC> 

À (S(X)) 21; L À anx:1, ~ € · Ç · 

n=o 

(on vérifiera qu'il en est.bien ainsi). 

En outre, ctest un anneau pour l'addition qu'on vi::O.t de définir ei; pour 

:la multiplication 
00 

L 
p+q=n 

ab pour tout n € N),. 
p q 

On vérifiera l'associativité et la commutativité de cette multiplication 

ainsi que sa distributivité par rapport à l'addition., 

Noter que la. suite· ( on) dea coefficients de la série produit est le 

prodl.ti.t de convolution ( § 7) des suites (a ) et (b ) n n (ooeffioients des 

séries faoteura) et que1 si S et T sont des polyuSmes1 le prod:u:i.t ST1 qu'on 

vient de définir, n'est autre que le produit de polynômes déjà étudié antérieurement, 
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CO 

L'élément neutre pour l'addition est la série [o.:x:11 que 1•on note O ; 

lll=O 
CO 

l 1 éJ,ément neutre pour la multiplication est la série 1 + L o.,:x:11 notée lw 

n=l 

n nty a pas, pour les série a foriœlles, de notionde degré, En revanche 

on a la définition suivante, 

Définition. On appelle oJ:'dre d'une série formelle 

«i L anx~ S /: 0 le plus petit entier 

Jl;i:;O 

w(S) = inf n tel que a /: O• 

a /:o 31 
n 

S~ p est 1iordre de s, a.lors o~ peut écrire 

CO 

s(x) ~ xP \ a t1,, L n+p 

lll=O 

Ceoi. permet de vérifier que l'ordre <A> ( S; + T) do 1 a a omme de deux séries 

S et T est il min (w (S) 1 w (T)) et que 1tordre de w (S.T) de leur 

produit= w (S) + ro (T)., 

llO 

Exemple l Posons S(X) = 0 + L z:1" ; l'ordre de cette série est égal à 

l. On a 



Plus généralement, on voit par récurrence sur p (en éorivant que 

(S(X) )P • (S(X) l-l S(X) et en appliq_uant · la formule 

n 
\ 0p-2 0p-1 ) 
l__i p+q-2 = n+p-1 

q::.o 

o•est une série d'ordre P• 

que 

00 

(s(x))P = xP \ cP-l r1' 1 . l__i n+p-l 

n:=o 

Le cal9uJ. peut se sohématiqer comme suit 
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Remarque,. Soit S (X)·= p 'Ulle suite de séries formelle.a telles que 

l tordre CA>( S ) de chacune des séries ltende vers 1 t infini ave o p • .Alors on p 
00 00 

peut ef:t'eotuer la sanme infinie S(X) = ··: S/X) en posant S(X) 1:; ï an-:fl 

00 

àù.a=\a. 
l1 Li p,n' 

p=o 

p=o 

quel que soit n € N, 
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CO 

.a . est. en fait une aomme finie, car, par hypothèse, quel p,n 

p=o 

que soit .n € N, il eriate p € N tel que, pour tout p.~· p
0
· ou ait 

O. 

(&) (s ) ~ n + l et par suite 
p 

Exemple• Posons 

C>C> 

sé;r:ie L (n+l):x:11" 

:a.z=o 

S (X) i: 
p 

a p,n i:: o. 

0'.J 

L r., La somme 

n:=p ' 

Le oaloul peut se schématiser oomme suit t 

s (X) ~ l +X+ x2 + x3 + •• ., 
0 

S (X) = X+ X.2 + x.3 + 1'l!f 
't 

S (X) ;; x2 + :x:3 + ••• 2 

S (X) ;:: x3 + ••• :l 

"""' + •• " 

(X) 

S(X) = L S (X) 
p 

p:::o 

CO 

e,st la 

Cette remarque permet de justifier la notation L a. J?n adoptée pour 

lel;l séries formelles, qui se trouvent ainsi exprimées ·ooll!ile SOIIlfil3S infinies 

de mSnomes., 

La multiplicatioh est encore distributive par rapport aux sommes infinies 

de aé:ciea., oe qui signifie que, si S i:: S + S + S + , • , est dé:r.i.nie, aJ.or s 
0 i 2 

on a ST~ S .,T + S .T + S .,T + ••• 
0 1 2 



Séries formelles inversibles. 

Propopition 14. Pour qu1une série formelle S soit inversible, 0 1est-à-dire, 

;pour qutil existe une série formelle T telle que 

S(X) T(X) = 1., 

il faut et il suffit que ro (S) = o .. 

La condition est nécessaire, car, si a et b désignent les ooeffioienta 
0 0 

initiaux de S e~ T respectivement, on doit avoii' 

Pourvoir qutelle est suffisante poao:oa s = a.~ - u) 
0 

ab =l 
0 0 

et montrons que la série 

formelle l - U est inversible, (Cela suffit, car, ai T' est inverse de 1 - U, 

T • 1- Tt est inverse de s). 
a 

0 

Par oonatruction, la série U est d 1ordre ~ 1, et if1 d 1ordre ~ n 1 

on peut effeotuer la somma 

2 n l+U+U +,. •• +U + .,..,,, 

C t el;lt la a érie Tt oherohée, oar 

(J,, - u) (l + U + u2 + n .) = l ... U + U - u2
· + u2 - Hll = 1 .. 

L 1inverse T delasérie S dont .on vient de montrer l 1exiatenoe et que 1ton 

note s-l ou ~ est unique, car si T' est une série telle que S.,T' = 1 

on doit avait T,..S.Tt = T; 

or par hypothèse TS = l atoù Tf = T~ 
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Exemple11 Soit P(X) un polyname de terme constant non nul. Les ooeff:ioients 

de la aérie ~ s 1 obtiennent en effeotuant la diviaiob. de l par p, auiva.ut p 

le~ puiaaa.uoea croissantea de Xw 
QO 

Sttbatitutiou nes séries. Soit S une série formelle et T(.X) ~ I bn.t1 

l];,::i 

Ulla série formelle d'ordre ~ l • .Alora, pour tout n € N, la série formelle 

(T(X))n est a•ordre Si (a·) 
n 

est la suite des coefficients de s, on 

peut effectuer la somme, sur n, des séries an(T(X))n. La série 

"° I an(T(X))n ainsi trouvëe se note S(T(X)) ou encore SoT et s'appelle la 

n;::;o 

sétie obtenue en aubstij;uant T à X dans s. 

Quels que 13oient s, S 1 E: C [[xJJ on a 

(S + St) o ~::: S o T + St o T 

et 

QO 

E:z:~mple.,, Si da.na . s(x) ;:: I an.t1 on substitue à X la a erie nulle on 

ll=O 

t;rouve =a +o=a S(o) 
0 Il 

(terme constant de s). 

Iiorsque Qe terme cons tant est j o ~ la série s-1( X) s'obtient en 

substitua.ut ~ - 2:.. S(X) 
a. 

0 

da.n/3 la s érie 

JJ;::O 



Sé;jea. formelles réciproguea 11 

0:, 

Proposition l,2., Soit S(X) ic .L a t' uœ série fbrmàle • Pou:r qil1 il existe n 

UJlè aérie formelle 

<X) 

T(X) = L bnt' telle que S(T(X)) = X,. 

n=l 

il faut et il auffit qœ 1ton ait a. := 0 et a. 
0 1 

La .condition eat nécessaire, car on doit avoir 

d'où a = o et 
0 

-/; o. 

S(T(X)) ~ a.b X + x2 U (où U est-UDe série formelle)., ce qui. implique 
'l 1 

Pour montrer qu'ellé est suffisante, il suffit de cônstater quten éc;rivanl; 

S o T (X) :;;; X on peut exprimer les bn de :proohe en proche en f_onotion des 

Or on a. b 
'l 

l -a 
1 

et l'on voit en explicitant lea calouls que 

a • n 

P (a I a, •-•,a; b , b, •••, b 1 ) 
b "' P. ,2 3 n 1 2 n- 1 (où P est un polyn8ma en les 

n a. n 
1 

oal(}uléa)) • 

Lea QaJ.oula faits montrent que là. série T, réciprog_ue de la séJ;,ie s, eat 

unique puiaqu 1 elle satisfait aux conditions de la proposition, T a&net une série 

réoip:roque S et l'on a S • S ~ 
1 i 



Sérj.e formelle dérivéew 

OC) 

Définitiono Soit S(X) •= L ant' · 'Ull8 série f.' ormelle,. On appelle 

ll=;O 

sér;i.e dér;vée de S la série 

eo 

¼f S(X) • s•(x) :;.[ n anx:1-
1

• 

n:=l 

Si S et T som; des séries formelles on a. 

~ (S+T) = ~ S + ~ T 

et 

¼x(SwT) =i (J S)T + s(¼x T), 

Eu dérivant p fois il vient, 

~ S(X) " sCPl(x) = t, n(n-l) ••• (n-p+l) :l'-P 

n=p 

et l)a;t' suite, 

ce qu;i. permet d'écrire 

(f<i>rmule de Taylor pour les séries formelles)w 
«> 

En.fin la série formelle T(X) =\an xn+l l.J n+l 

-145 -



vér:î,;f'ie la :relation 

~ (T(x)) = s(x). 

Elle mérite dono le nom de primitive formelle de s. 

Application. La notion de série formelle dérivée permet dt éc;ci~e dea 

équations différentielles dans Ç [[x]J et de les résoudre. coeffioients par 

ooe:f'ti.oients" 

!z;emple .• Les ooeffï oient s des séries S vérifiant 

S(X) + (l - X2
) ¾.x (S(X)) si: o 

doivent satisfaire aux relatioœ 

a + a 
0 1 = 0 

à -i-2a =o 
1 2 

pour tou:b n ~ 2 a + (n + l)a +l - (n - l)a 1 = o. n • n n-

o) Séries entièrèsw 

i) Définition. Une série entière est une série de fonctions définies dans 

G à valeurs da.na G, dont le terme génét- al u ( z) . n est de la f oxme 

an€ V est une eonsta.:o.te). 

Au b) on a étudié les diverses opérations qu'on peut effectuer à pa.rtir 

d'une .ou plusieurs séries entières. On .va maintenant ae dematde r sil existe un 



00 

voiai:oage de o, sur lequel une série e~tière z 
n=o 

n a z 
n 

converg-e, 
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Lorsque 

ç'est le cas, la série définit une fonotion, de la m~me façon qu1 un polynSme 

formel définit la fonction polynSme qui lu;i. est attachée• Mais, à. la diff' érence 

de~ polyn8mea, on ne peut toujours associer à.une série entière, une fonotion 

définie en dehors de l'origine, ni a.ffirmer que la fonction représentative soit 

· définie daJ;is le plan tout ent'10 r, 

ii) Rayon de convergence., 

Théorème l4i, Si 
ooz. :o. 

a z n 

n:.o 
répondant 

est une série entière, alors il existe 

aux oondi t:io ns sui vantes t 

a) Quel que soit z €: C tel que lz l > R, la série numérique de terme 

général n a z n est divergente .. 
00 

i,) Quel que soit r €: [O,RI., la série de fonctions z ani
1 

est norma-

lemeùt convergente sur l'ensemble D r des points z 

lzl ~ r (disque fermé de rayoµ ~), 

n=o 

tels que 

En effet, désignons par Â 1tensemble des nombres réels positifs r pour 

let;1quels il e:tis te un nombre oomple:ice z de valeur absolue égale à r, tel que 

la aérie numérique de terme général 



Cet e:oserible est non vide, car la série converge lorsque z ;:: o. Montrons 

9.ue la borne supérieure R = aup r de l 1 ensemble Â répond aux ooncli tions du 
r € a 

théorème"' 

Lorsque lz 1 > R., la série de terme généraJ. n a z est divergente, car n 

autrement on aurait lz J €. 6.1 ce qui oontredirait la définition de R. 

Choisissons maintenant r € Io,R[ t par définition de R il existe 

R € Jr,R[ et z €. &, avec fz ! = R 
Q O O 0 

tel que la série de terme généraJ. 

La suite terrlcb:l o vers zéro · ( théorème l) et par sui. te, toua 

-sea termes sont majorés par une cona:bante M € R+. Le cnitè;re de Cauçhy 

(p;r:-opoaition 3) montre alors que la série de terme généraJ. 

; 

n a r est n 

abàolu.ment convergente et par sui te que la série de f'onotions de terme général 

u (z) = n 
n 

a z n est absolument convergente sur D" r 

Définition. Le nombre R (fini ou infini) que le théorème 14 associe 

à toute série entière 

Lorsque B.,> o., 

C)Q 

L n a z n sr appelle le rayon de convergence de la série. 

n=o 
CQ 

on dit que la série entière L 
n=o 

n a z n est convergente~ 



Remarque. Le nombre R est la borne supérieure des r € R+ tels que 

(notêr qu'on n'a pas nécessairement a, = 0 (~n)). 
n R 

Le critère de Cauchy permet donc d'écrire (formule d'Hadamard) 

i = lim (aup ~). 
~~ ~p. 

, 

CO 

Exemples • La série L 1 n a un rayon de converge:roe nul. n • z 

n=o 
Chacune d.ea séries 

00 CO GO CO CO (1() 00 

i n n J.. 2n n .. 211 n L L~ L L (-l)nzn, L L L 2 z , z , - z , z , z I n z , n n 
:o,,;l ~ n=l n=o n=o n=o n=o 

00 CO 

Ln et n et l+ L cx(ct-l) • #" (ct-n+l) n (quel que soit z z 
n' 

ij 
. , 

lJ.1'=0 n=o 

a un rayon de convergence égal à 111 

De m~me les séries du § ll/ b) Applicat:ion ont Ul}rayon de convergence, 

égal à 1. 

CO CO CO 

Chacune çles aé~es L J. n L l n et L ex( cc-1) .. ,, " ,( ct-µ+1) - z , - z 
nan n n 

a. a. n t 
lla=l n=o n=l 

(poU:t' tout a€ C*) a un rayon de convergence égal à lal• 
GO 

Flua généralement, si L n a z n a un rayon de convergence égal à J.., 

n z 

alors 



quel que soit le nombre complexe a /. o la série 

de convergence égal~ lai, 

00 00 

Ghaoune des , .. L l n L<:it 2n serJ.es Z I . z , 
nt (2nl) 

n=o n=o 

ClO 

\ __ 1 ___ '""" z2n+l 

Li (2n+l)& 
a un rayon de conve;r,gencé infini., 

f 
~o 

a n n -z n 
a, 

(-l)n , 

(2n+l)t 
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a un rayon 

2n+l z , 

Plus gé;néralement si (an) est une suite de nombres complexes bornée en 

iOO 

Val8'\U" absolue, la série \ ~ zn a un rayon de con.vergence inf:iniiv 
~ nl 

Corollaire,. Soit 

ni=o 

n=o 

n a z n une série entière et soit R son rayon de 

comre;rgenoe. .Alors la somme de cette série est une fonction continue sur 

0 

11' ensemble DR des z E: C tels que 1 z l ~ R (disque ouvert de reyon R) ,, · 

Ctest une ooœéquenoe immédiate du corollaire du théorème 10., 

0 

Définition,, L•ensemble D;a, défini da.na le corollaire, s 1appelle le 

d.:i.@gue de çonve;rgenoe de la série.., L t ensemble .rR des points z € C tels que 

Jzl ~ R s•appelle le cercle critique,. .Lorsque R ~ o, le disque de oouvergenoe 

est vide et le cerole crit'ique est réduit à 
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ili) §.omme .§..:une série entièr~ sur le cercle critique 

Le théorème 14 n I affirme rien sur le comportement de la sétie numé:dqu.e 

de terme géneral n, l a z oreque n 
il<) 

Dtaprès le, théorème lJ1 pour que la série L a~zn converge en un point 

pGUZ" que la a érie n a z 
n 

n::::;:o 

soit no1·malement convergente aur le diaque fe;rmé Dl?.J' 

il faut et il suffit que la série de terme général a B.n ,soit absolument 
n 

.o.ouve;r;-gent.,e i,, Le corg;,lJ.aire du. théo;i:-ème 9 montre que JI ai (a ) 
n 

eat une suite de 

n.omb;i:ea positifs teJ.le que la suite (anRn) soit décroissante et tende vers zéro JI 

alor.s la série converge en tout point z Ë rB. sa.ut peut-Eltre pour 

n==o 

çO 

!2,cemple.s 'li La série L ~n ntest définie en aucun point de 

n=o 
CO 

La. sér.ie L l n 
·2 z 
11 

est normalement oonvergente (et par oonaéqueut aontinue) 

l1l=l 

S'IJ.Z"' D • 
'l 
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CC) 

La série ! zn est définie sur D n 1 

N.B. Lorsqu tune série entière est définie sur un sous-ensemble E de son 

o.erQle oritique r;a, on ne peut en déduire que sa somme est une fonotion 

0 
QOntinue sur l r ensemble DR V E 

1
• Néanmoins on peut a.:f'firxœr 

CC) 

Ppoposi tion 66 • (Abel), Soient 

n=o 

une série entière et z 
0 

llônibre oomplexe tel que la série numérique de terme général 
n 

a z 
no soit 

un 

o~nvergente • .Alors la série ·de fonctions de terme généraJ. u (r) :;:: (a z
11

) ./1-n no 

est uniformément convergente sur [o,l]. (Noter qu'onnaffirme pas ioi que la 

oonvergenoe est normale), 

Démonstration• Posons et remplaçons a 
0 

par a - w 
0 0 

de 

n=o 
CO 

façon à avoir 

Moyenna.nt cette modification, la suite (an) des sommes partielles de la 

:mite tend vers o. 
CO 

n suffit de montrer que la suite dé fonctions s (r) = \"" a z¾-q 
n ~ q o 

q=o 

e~ une suite de Cauohy pour la norme de la oonvergenoe uniforme (théorème 12) 

sur [o,1], · La tra.n.eformation d 1Abel (§ 8/) permet d'écrire, pou:t" t.o~ 
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P-l 
(a - s 

1
)r 4 = s rp - a rn+l + \ s (rq - rq+l) 

q q- p n Li q 

q=n+l q::n+l 

p-l 
= a rP - s rn+l + (1-r) \ s r 4 

p n Li 4 • 

. q::n+l 

O;r: quel que soit e > o, il e:x:iste n € N tel q~ pour tout n ~ n on ait 
0 . 0 

l.$q l ~ 3 . Par su;i.te pour tous n, p ~ n
0 

(p > u) ou a quel que soit 

q=n+l 

Lorsque r = 1 1 on a encore 

!a (1) - s (1) 1 = ls - a 1 ~· 23
8 < e p . n p n 

~e qui aohève la démonstration. 

La proposition 16 permet dt affirmer que, si. z
0 

~·l':a! et si la aomme 

.eo tQ 

\ a, Zn D ll 0 
est définie, a.lors elle est égale à la limite f(z) = L anzll 

n=o 

quand z ~ z en resta.ut sur le segment (o,z [. 
. 0 0 

Application. 

log2 " t !wlrl l l .1 ... -+ ... -
2 3 

,. . .,, 
n=l 

:: f (-1)~ 
Li2n+1 

l l =l---+ ..... 
3 5 



IV. - Opérations sur les séries oonvere;entes • 

P:roposi tion 17., Soient 

a.es aé;des entières de ra;yo:os 

Alo~~ les séries entières 

OQ 

U(z) ;,; L (an + bn) i 1 
et 

n.=o 

CO 

n 
" z n (où 

OQ 

S(z) =L n 
a-Z n 

n=o 

de convergence 

p+q=n 

ab ) 
p q 

00 

et T(z) ... i b z 
n 

n 

n=o 

respectifs R et R '1' 
1 2 

ont des rayons de convergence supérieurs ou égaux à R :::: min (R , R ) .,. 
1 2 

0 
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Lorsque R ,{. o, les fonctions U( z) et V( z) ( définies sur D.,J sont 
-'-" 

re$peotivement égaJ.es aux fonctions S(z) + T(z) et S(z) .T(z) (qui sont 

0 

déf'Wes sur DR par hypothèse)., 

1En effet, quel que soit r < R1 

R , 
0 

les séries 

entraine que les suites 

00 

n a z 
n o 

et 

il e:x:is te R ê ]r ,R[ tel g_ue 1 
0 

si 

soient convergentes, oe qui 

sont bornées en valeur absolue~ 

Comme la suite ((a + b )Rn) est, elle aussi, bornée en valeur absolue, n n o 
,CO 

la proposition 3 montre que \---_(a + b )zn est normalement comergente sur 
~ n n 

n.=o 

D . et que sur cet ensemble sa somme vaut S(z) + T(z)., Enfin la proJ:)osition 8 r 



moutrè que la série est normaJ.ement convergente sur 
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1k 

D et que aur r 

oet ensemble sa somme vaut S(z) ,.T(z)"' On montrerait de façon analogue les 

proposi tiona sui vantes,. 

:Proposition 18,, Soient S(X) a. -:f1' et T(X) n 

des séries formelles telles que b = o; posons 
0 

CO 

s(~(x)) ;; u(x) • [ r,nJ!l. 

br n 

Si lea séries entiè~s S(z) et ~(z) sont convergentes de rayona R et R 
i 2 

respectivement, aJ.ora la sél;'ie U(z) 

de oonvergenoe on a 

est convergente; si R 
;s 

U(z) = S(T(z)), lorsque lzl < min (R, R) et {X(z)I < R + 
2 3 i 

00 

désigne son rayon 

Corollai;rell' Soit S(X) = L anx:1 une série formelle telle que a fa o 
0 

CO 

et soit T(X) = L bnx11 la série inverse (proposition 14-) de la série S(X), 

n=o 

Si la ~érie entière S(z) a un rayon de convergence R
1 

> a, aJ.ora la série 

T(z) a un rey-on de convergence R > o et 1ton a. 
2 

1 
?(z) ;.; mzJ" lorsque Jzl ~ min (R, R ). 

1 2 

CO 

ProJ2osition 19.. Soit s(x) • u.ne a érie formelle telle que - a = o 
Q 
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et a -;t. l et soit 
1 

T(X) b t' la série réoiproque (proposition 15) de n 

la série S(X), Si la série entière S(z) a un rayon de oonvergenoe R > o, 
f 

aJ.o;r:-a la série T(z) a un rayon de oonvergenoe R >Q et l'on a. 
2 ' 

S(T(z)) .... z, lorsque lz 1 <R et }T(z)l <R 
2 1 

et 
T(S(z)) = z, lorsque lzl <R et ls(z) ! < R • 

1 2 

VwM Dérivation des séries oonvergentea. 

Théo;t-ème 12 • 
CO 

~) Soit ï anzn une série ent;i.ère et soit R son rayon de oonve:rgenoe • 

n=o 
CO 

.Alora. le ;reyon de co:rwergence de la. série Ln anzn-l est égaJ. à R. 

n=l 
'3) Lorsque R > o, soiem S(z) et S1 (z) les fonctions respeotivement 

4lQ QO 

L a.;_zn et Ln an.zn•"l daua 
0 
DR., .Alors:, quel que soit 

n,::1 

on a ~(z+h) - S(z) 
h • S'(z) ;: lim 

]hj < R-lzl, 
h~.o 

D,é[Ppm tration,. 

œ) .Dtaprèa le théorème 141 pour tout r € [o,R[ et pour tout R g ]r,R[, 
0 

là. série de terme généraJ. a Rn est. convergente, d'où l'on déduit que la suite 
n o 
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(a Rn) est bornée en vaJ.eur absolue par un nombre M ;ii o,. La proposition 3 
ll o 

montre alol;'s que la série de terme généraJ. n--l n a. r n 
est absolument convergente 

CO 

et par .eui te que L n-1 na z n est normalement convergente sur D , r ce qui 

n=l 

prouve que le reyon de convergence R1 de cette série est supérieur ou égaJ. 

à R.- Ou montre de façon tout à fait analogue que R P R r , oe qui permet de 

ooncllU'e que R • R',. 

(3) La condition !hl < B. - lz I entraine ltinégalité lz+hl < R, 

oe qui montre que S(z+h) est dé.finie. 

Pou;r z fixé, on a. 

n=o 

où les fonctions u (h) ~ ~z~h)n - z~ • a 
n an h. n 

p p-l n-p C h: z 
n 

définies pour h-/. o se prolongent p8.ll .continuité, en posant u (o) :; o 
0 

u (o) •na zn-l lorsque n ~ l, 
n n 

et 

MQntrons que la série de terme généraJ. u (h) n est normalement c onve rgente 

En effet, lorsque h ,' o, on a 
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poU;r;'VU que lh} ~ s J cette inéga1i té reate vraie lorsque h i:; o et par 

auite llull =a. 11 11 

ao11t oonverge11tes, car lzl +~<B. et Jz 1 -< R ; 011 en déduit que 

()0 

La somrœ de la série L u
11 

(h) est clono une fonction continue au point 

()0 00 

L u (o) • 
11 

il 

GorQllaire 1. La restriction à R de la somme S(z) d•une série entière 

()0 

et leur L a
11

z
11

, dont le rayon de co:nvergence B. est non nuJ.1 est une 

w:o 

:f'onotion à vaJ.eurs complexes de cl?,Sse C'° sur J-R:, + B.[. 

Eu effet, en appliquant le théorème 15 aux séries 

CIO 

S (z) z; \ n(n-1) •• ., (n-p+l)a zn-p, on voit,. par réourreme sur p, que 
p Li n 

n,;:p 

lea fonotiona Sp(x) sont définies et oontinues sur J-:a., +B.[ et que 

S (x) ~ aP S(x). 
p a.xP 

Corollaire 2. Si les sommes S(z) et T(z) de deux séries entières 
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CO 

oonve;r;-gentes L coïncident sur un voiainage de l 1origine 

da.na G ( ou mtme seulement dans 18:) 1 alo;r;-s ou a a ;; b ·quel que soit n €. N. 
n n 

En effet, d!après le corollaire l, 

QÙ S(x) et T(x) sont les reatriotions de S(z) et T(z) à Il, 

a) ~pplioations • 

:i.) Développement en aérie entière d'une fraction rationnelt.e. sans. p~le 

à l t orj.gine • La fonction l 
z-a 

0 

admet sur 1~ disque ouvert Dlal 
CO 

développement en série ..,..__.= ... - -z l 1·L'l n 
z-a a n 

a 

le 

et par auite (proposition 17) pour tout k ~ N la fonotion 1 admet sur 
(z-a)k 

0 

D j à l le développement 

CO 

(n+k-1) ! n z • 
t n .. a. 

Soient P(z) et Q(z) des polynômes premiers entre eu:x:. On suppose qua 

les racines a. , a , ••• , ar 
'I 2 

de Q(z) sont toutes différentes de zéro. 

.Al~s la décomposition en élêments simples permet d.'éorire 



E.W., ;: R(z) 
Q(z) 

(où R(z) est un polynê>me et k. la multiplicité de-la racine a.),. 
~ ~ 

La proposition 17 permet alors d'écrire que 

0 
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aur DR (où R = min Ja. 1) 
lQ~r J. 

et de caJ.ouler les ~n en fonction 

on a 

dea b .. et dea coefi'ioients de R(z) .. 
~,J 

Dtautre part, si l 1on pose 

Q(s) " t ~n•n (où Po ;Ô o) 

ll=O 

CO 

Q(z). !itl = \ a zn = P(z), 
Q(z) ~ n 

:w=o 

où les ctn = · L 13i o j 

i.+j=n 

sont les ooeffici0nts 

de P(z) et par auite sont·nuJ.s pour n assez grand. Ceci fournit un autre 

moyen de caJ.ouler leà èn (division du polynôme P(z) ·par le polynôme Q(z) 

sûivant les puissances croissantes de z), 

Inversement, soit (oll) une suite numérique pour laquai.le il existe des 

nombres oomplexes A. A ., .,,, A tels .t'lU-e A. /: o et que la suite ~o' ~1' ~q ~ ~o 

d.éfinie par an= L i3ic.j, soit nulle à partir d 1un certain rang p+l. Al.ors 

i+j=n 
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f>:> 

la série entière \' L cnzn est oonvergente et représe:a!;e sur oon disque de 

n=o 

convergence la fraction rationnelle 

t 
ii) La fonction e z 

"" 
La série L 1_· .,.n .. est convergente sur V 

nt 
tout entier • On a vu 

(§ 10,, o) ii)) que la restriction de sa somme à R est égale à la fonction X 
e • 

Ceoi suggère de noter z e la somme de cette série, quel que soit 

Soient z, z' € C; les séries numériques de terme général 

zn z ,n 
et - sont absolument convergentes de sommes respeotives 

nl n1 

Par sui te ( théorème 8) la série de terme général 

\ zP z 14 a: (z+z')n 

L, p! qt nt 
p+q=n 

est absolument convergente et sa sanme 
z+zt 

-0 est égale au produit 

z € 

z z r e e ., 

QueJa que soient z , z t € t , on a dono 
z+z t z z t 

e = e e · et en particulier 

D1 après le théorème 15 on a, po'UJ;' tout :x: € R., 

oe qui permet de retrouver toutes les propr:l.étés déjà connues de la fonction ex 
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et en partioulier qœ c •est une fbnction croissante de fR. sur R: ( utiliae,:, 

pour cela le fait que X e · > o quel que soit x ,s o et en déduire que l ton 

-x a aussi e > o) ., 

et 

Fonctions trigonométriques. 

Si z désigna le conjugué de z on a 

- -z z 
e = e • 

En particulier., lorsque z est de la fome iy (avec · y € R), on a 

et par suite (comme eiye-iy = 1) 

Poaoœ et oe qui revient à écrire 
2 2i 

eiy', = cos y + i sin y ( avec oos y, sin y € IR.)• 

De la f ormu1e on tire 

ooa (y+y 1 ) =cosy oos y 1 

~ (y+y') = ain y oos y' + 

sin y sin y t l quels 

cos y sin y 1 
que soient y, yt ~ R. 

Le aéveloppement en série de eiy permet d'écrire 
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~ 

{-1ti2n 
90.S Y:; ï (2n) ·1 

et 
n,=:g 

pour tout y E: R,. 
.CQ 

~-1ti2n+l 
.ain. y :; ï (2n+l) t . • -n::o 

Dt autre part 

"îL_., 8 que d iy . iy 
;ipw. ày8 :=:i.e, on a 

~(oos. y)= - sin y. 

et pour tout y E: R. 

~(ain y)= cos Y• 

De oes formules on déduit que les fonctions -sin y et cos y sont bornées, 

que oos o = l et sin o ~ o. 

Comme oos 2 1 
- ••• < - 3 < o, 

l'ensemble des zéros de 1a fonction continue cos y restreinte à [o,2] est 

un ensemble fermé non vide; on note f le plus petit élément de cet ensemble 

"Jt fermé bwné ; on a 2 > o, 
."Jt 
1-

0n a e 2 = i et, pour tout y E: Ja, 

dfoù sin(y + i) ::; cos y et cos(y + ~) = - ain y~ 

E f.. 2i?t .. 4 l u :i.n on a e = 1 = 

et 1ton voit que 2"Jt est le plus petit y > o tel que eiy = l j on en déduii; 
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iy 
e , 

ce qui montre que les fonctions ooa y et sin y sont périodiques, de période 

2?t. Ges résultats permettent de retrouver toutes les propriétés déjà connues 

des fonc"tions trigonométriques et en particulier que sin y et cos y 

appliquent R sur [- l, + l]. On en déduit que quel que soit u € t (avec 

lul ;;; J.) il existe e € JR tel que 

Description de la fonction z 
e .. 

ctest une application de C sur. C*,. Posons z = x + iy. On a 

Z X( . . ) e ;::: e cos y + J.SJ.Jl y • 

La fonction exponentielle applique les paraJJ.èles à 11 a.:x:e réel sur des 

d.emi-d:r:oites issues de o. Deux parall.èles distantes de ?t sont appliquées sur 

des demi ... droites opposées. Deux parallèles distantes de 21t sont appliquées 

sur la mtme demi...a.roite. 

Les. segmenta de longuew;- 2?t parallèles à. l'axe im'3.ginaire sont 

appliquées aur des cercles de centre o. 

L•image réciproque atun point w fo ·o par 1tapplication ez est 1tensemble 

des points de la forme log lw j + i( e + 2k?i:) pour tout k E: Z où le nombre réel 

8 (défini à 2kJt près) s 1 appelle 1targument de W et se note a.rg W,, 



Exe;;;oioe 28 !.-

a) Montrer ~ue la fonction f(x) = x log x définie sur ]o;l] se prolonge 

par continuité à l'origine en posant f(o) ~ o et qœ la courbe rep~ésenl;ative 

de cette fonction admet une tangente verticale 

loraque x ;a; o. Montrer que 

f(x) ~ o1 quel que soit 

x € [o,l], est_oonvexe, que 

f 1(1) ~ l et que 

inf f(x) = - ! est atteint pour 
Oll:iX~ e 

J 
0 

) 

J! 
X=-• e 

~) Soit P(x) un pplynSme de degré n à coeffioi~ta réels ou complexes 

et soit a;€ R ou C. Montrer, par récurrence sur' n, que 

n 

~ ertt [ L (~)P p(P)(x)J 

p=o 

est une primitive de ea:x: P(:x:)• En déduire, à ltaide du ohangemeot de variable 

u = - log x, que 

y) Montrer que la aérie de terme général un(x) = (f(x))n (où f est la 

fonction définie en a)) est normalement convergente sur [o,l]. En déduire que 

J.':l' dx • t (-~rl et que 
"° 

1
1 -, -x l 
ox <lx= L Ji · 

n,:l ll=l 



Exercice 29,-

a) Montrer que, quel que soit k €. ]o,l], lea inégalités 

lz-z 1 
l ~, g 

lzJ-iz 1 
~ ! (où z, z €. c, z /4 t) aont équivalentes aux inégalités 
~ k o o 

Q 

z - z 
- .Aro cos k ~ arg - 0

-- ~ Arc cos k• z 
0 

~) Reprendre la démonstration de la proposition 16 en vue de montrer que, 

ai z 
0 

eat un nombre complexe tel que la série numérique de terme généraJ. 

aoit oorrvergente, alors., pour tout k €. ]o,l], la série entière 

CO 

n a z 
Il 

est uniformément convergente sur 1rensemble ~ des nombres 

complexes z, tels que 

z. z) .ou 
0 

]l - t!j ~ l z 
0 

et 
lz - z 1 

---'o ___ ~ l . 

Jz I_ - lz) k 

-·------

E:icercice 30.-

n a z 
n o 

Da.na l'exercice 23 .. I a), ou a étudié la suite (bn) de nomb;i:-ea rationnels 

définie par les relations de réou;rrenoe b = l et pour tout n ~ 1, 
0 

n-1 

bn ~ - n!l I C~+l bp. Déduire de cette formule que 

p:::o 
co b 

(ez - 1) \ ~ zn = z. 
/_, n, 



<:O 

Montrer que la série 

n=o 

b 
n n -z 

!l, 
z z e tl = ..,, - + - X ------..

Z 2 2 e -J. 

Ret:rouve;c-, sur la formule précédente, le fait que 

b2k+l = o, lorsque k ~ l. Montrer que 

et que 
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est oonvergente. 

et que 

2n 
z • Utiliser cette formule et la démonstration de 

la p;c-oposition 14 pour oaJ.ouler les ooeffioients du développement en série de 

tgz en fonction des b2n• 

Exeroioe 31 .. -

a) Quel gµe soit a€ [o.,~J, on désigne par Q(a..) J.fensemble des oouples 

2 
(x,y) € R tels que o~~l, o~~ et x+y ~ 2(1-a). CaJ.ouler l'aire q(ct) 

de l 1enaemble Q(a). 

Quel que aoit a€ Jo,~] on pose 

Mont~er que I(a) est une fonction décroissante sur 

{3) A 1 1 aide des changements de variable x = u - v, y = u + v et 

u ~sine. Montrer que 1•on a: 
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½ J;(a) 1 '• V du 2-Arctg 6 + I ,-a 6 Arctg 1--u 
0 l-u 1-u ½ l-u Vi-u

2 

En déduire que l(o:) est continue aur ]o,½J et que, lorsque o: tend 

2 
Vera zéro, cette fonction tend vera 1¼; (qué 1ton notera I(o)). 

Galouler u (o) 
l1 

en fonction d.e n• Montrer nue les fonctions u (a) 
'::I. ~ ll 

sont 

décroissantes et que la série de terme généraJ. u ( o:) eat normaJ.emeïxi:; convergente 
n 

Eu déduire que la somme s(o:) de cette suite est une fonction continue 

QQ 

l · \ 1 
f/.Ul' [o, 2l et que a(o) = l..J n2 " 

n=l 
ô) Soit :f'(:x:,y) une fonction oontinµe sur Q(o:). Pour y fixé on pose 

Montrer (ou admettre) que q>(y) dépend continuement ête y,, En déduire 

que f(:z:,y) est bornée et atteint aon maximum en un point de Q( o:) • Utiliser 



le théorème de la moyenne pour montrer que 

lff f(x,y)d:x: ey-l ~ q(a) aup lt(x,y)l 
Q(a) (x,y) € Q(a) 

(où q(~) est le nombre défini en a)~ 
CO 

e) Montrer qua quel que soit· n € N la série L xP y2 a pour somme 

p=n 

une fonction Rn(x,y) oontinue sur Q(a). Montrer que 

(X) 

aup R ( x,y) ~ \ ¾ ., 
(x,y) € Q(a) n L n 

p=n+l 
CIO 

Utiliser l 1 identité 1:t =· L tn (vaJ.able pour ltl < 1) et ô) pour 

n=o 

montrer que, quel que soit a~ ]o,½], 

n-1 

l(a) • \ u (a) = ff R (x,y) dxey L P Q(a) n 
p:::o 

tend vara. zéro quand n tend vers l 1infini., En déduire que 

l \-. l 2 
I(a)~a.(a) sur ]o, 2] etque L~=~~ 

~o 
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