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Le but de ce cours est de présenter le théorème de Stallings sur la structure 

des groupes à une infinité de bouts, et quelques autres choses qui s'y rattachent. 

Pour rédiger ces notes je me suis largement servi du petit bouquin.: 

J. Stallings : "Group theory and three - dimensional manifolds, Yale Univ. Press 1971" 

( qui est un texte mathématique où la profondeur et 1' élégance sont mélangées d I une ma­

nière qu'on rencontre très rarement). 

A part ce bouquin et les différents textes qui sont cités dans la bibliographie 

qui s'y trouve, j'ai utilisé aussi : 

(1) J .-P. Serre : "Groupes discrets'(cours au Collège de France, 1968-1969) • 

(2) J .-L. Koszul ., : "Séminaire Bourbaki 356 (Fév. 1969)11• 

(3) H. Cartan: 11 "Séminaire 1950-1951 (Cohomologie des groupes)". 

(4) M. Atiyah - Mac Donald : "Introduction to commutative algebra". 

(5) C. Godbillon: "Cohomologie à l'infinir·· ••.. ,11 C.R. 

(6) W. Massey : 11Algebraic Topology, an introduction". 

( 7) N . Bourbaki : "Topologie générale 11 • 

Je tiens à rémercier A. Gramain, F. Laudenbach et J.-P. Serre pour les 

· conversations utiles que j 1 ai eues avec eux, ou pour les pré-bouts de texte qu'ils 

m I ont gracieusement fourni. 

Les deux premiers chapitres ont un caractère introductif. Le chapitre l.L, 

notamment est assez inutile pour la structure logique du théorème fondamental de 

Stallings; mais il contient des motivations heuristiques ou géométriques pour la théorie 

des bouts des groupes . 

Je voudrais dédier ces notes à la mémoire de mon ami Tudor Ganea. 



CHAPITRE I. 

PRELIMINAIRES DE THEORIE DES GROUPES , e.a.d.s. 

1) Sommes amalgamées ( de groupes) : [ Les premiers deux paragraphes de ce chapitre 

sont complètement "supersedés" par le chapitre III, mais peuvent aider à le corn-

prendre]. 

On supposera connues les notions de présentation d'un groupe (par générateurs 

et relations : { x, r = 1}) , groupes de type fini (= à nombre fini de générateurs), 

groupes de présentation finie. 

Supposons qu'on se donne trois groupes A, G1 , G2 et deux morphismes: 

A 

Théorème 1.- 1111 existe (dans la catégorie des groupes), un objet unique G1 * G2 , 

A 
muni de flèches h 1 , h2 formant un carré commutatif : 
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A 

et qui résoud le problème universel suivant : 

Chaque fois qu'on se donne un diagramme commutatif : 

il existe un h(unigue) tel que : 

soit, aussi , commutatif'~ 
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Démonstration : a) Existence : On peut partir de présentations de G 1 , G2 

G
1 

: { x. , r. = 1} il J \i. 
générateurs relations 

et d'un système de générateurs de A = { ai}. On obtient une présentation de 

G1 * G2 en considérant: 
A 

~' 
, , ,t 

generateurs 

(rj == 1 , fj = 1 , f,{ai) fia 1)-
1 = 1) } 

~ 
relations. 

( En particulier, on remarque que G1 * G2 sera engendré par 
A 

b) Unicité: (Comme d'habitude dans les problèmes universels) Soient 

deux "solutions du problème universel" considéré. 

On peut faire jouer à (h 11 , h 2) le rôle de (h1 , h2) , ce qui nous donne 

H---'3> 
îi 

H' . Par symétrie, on obtient une flèche H' --->➔ H • 
h' 
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h/G1~ 
H -----=h;....._. __ _,➔ 

~-------- H 

~h' /4 

Les quatre triangles du diagramme précédent étant co mmutatifs, on a le diagramme 

commutatif : 

H H 

L'unicité de la flèche h ( dans 1' énoncé du giroblème universel), fait que 

. h I oh = id(H) • D'une manière analogue hoh' = id(H 1 ) , e. a. d. s . O 
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Exemples: 

1) Z/pZ * Z/qZ = {1} , si (p,q) = 1 . 
z 

(Donc : une somme amalgammée peut être {1 } , sans que les deux facteurs le soient). 

2) Théorème de Van Kampen: Soit X un espace topologique, et u
1 

, u
2 

deux 

sous-espaces (raisonnables) tels que u
1 

, u
2 

et u
1 

n u
2 

soient connexes (par arcs). 

On suppose que X ==U
1 

U u2 ., 

On a des homomorphismes d'inclusion: 

qui donnent lieu à : 

? 

1r1(x,x) = 1r1(u
1 

,x) * 111(u 2 ,x) • 

~ 
11
1
(u

1 
n u

2
,x) 

( voir Bourbaki, à paraftre, pour une forme générale de ce théorème) . 

J) Si A= {1} : 

* G2 ,,; G1 * G2 = "le produit libre des groupes G1 et G2 
11 

{1} 

(abus de langage). 
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4) On a une notion plus générale : on se donne une famille de groupes { G. }. 
1 

, 
lH 

et pour tout couple i, j E I , un ensemble F ij ( qui peut être s6) , d I homomorphismes : 

fEF .. lJ 

Par définition, la limite inductive de la famille, est un groupe H = lim G. , 
--)> 1 

muni de flèches h. : G. ~ H qui rendent commutatif le triangle : 
1 l 

G. h. l 
l 

f E F.; 
lJ H 

G. 
hj 

J 

et qui est la solution du problème univc:J.•::iel suivant : Chaque fois qu'on se donne un 

G et des flèches g. : G.--"7 G , telles que : 
1 1 

G. 
1 

~ G f E F .. 
lJ 

~ 
Gj 

il existe une flèche (unique) : 

h: H ---;;o-G 
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qui rend commutatif le triangle : 

G ------H 

h 

On démontre, comme avant, 1' existence-unicité de H • 

Comme cas particulier (de limite inductive), on a la somme amalgammée de 

plusieurs facteurs : 

A 

Cette opération est associative. 

5) Z * Z * . . . . . . . . . . . . * Z = F .....__ ______ ----,-_____ ./ p (le groupe libre d' ordre p) . D ' après 

p fois 

Van Kampen: 

F p = 1r/S 1 V •••••••••••••••••• V S l) . 

bouquet (wedge) de p cercles. 
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2) Le théorème de structure de Van der Waerden: On considère deux homomorphismes 

injectifs : 

donnant lieu, comme ci-dessus, à : 

Pour i = 1 , 2, soit Si un ensemble de représentants des classes à droite de 

Gi mod A , tel que 1 E S 
1 

(Donc, 11 application : 

AxS. -------G. 
l l 

(a,s) 1------- 7 as 

est une bijection ; elle applique A x (S. - 1) sur G. - A) • Toute la théorie peut être 
l l 

faite pour des classes à gauche. 
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Une famille : 

m = (a ; s 1 , ••• , s n) , ' ou: 

a€A, s. € S. , s. =f. 1 , s'appelle mot réduit de type À. (Si A= {1}, c'est un 
J l. J 

J 
"mot" écrit avec des lettres de G; 1 , G

2
-1 , successivement ••• ). 

Théorème 2. - "Si g E G 
1 

* G
2 

, g =f. 1 , il existe un À comme ci-dessus, et un 
A 

mot réduit de type À , m = (a ; s 1 , ••• , s n) , tel que : 

g = f(a) f. (5 1
) • • • f. (5 ) (produit d'éléments de G1 * G

2
). 

11 ln n A 

g détermine (À,m) univoquement". 0 

Démonstration: L'existence est immédiate: vu que G
1 

U G
2 

engendre G1 * G
2 

, 
A 

il existe un À tel que : 

g = f. (g
1
) ••• f. (g ) avec g. E G. 

11 1n n J 1j 

On a: 

f. (g
1
) ••• f. (g ) = f. (g

1
) ••• f. (g 

1
)f. (a s ) = 

11 1 n 11 1 
1 

n- 1 n n n ~ n 

= f
1
. (g

1
) ••• f. (. g l ) 

1 1 n-n-1 
f(a) f. (s) = f. (g

1
) ••. f. (g 

1 
a )f. (s) = •... e.a.d.s. 

n 1 n 11 1 1 n- n 1 · n n n- n 
\....... ---- -.1 

. 
~ 

= a\. s 
n-1 n-1 

Pour 11 unicité, on procède comme suit : On considère X = 1' ensemble de tous 



les mots réduits .• 

Si G = G1 
* G2 , on peut définir une action de groupe (à gauche) : 
A 

G x X ------,·~- X ' 

comme suit : Fixons . i E {1 , 2} ; On a une décomposition disjointe D(i) : 

X = { mots réduits de la forme 

••.•. • s n 

... ' 

Soit g E G. • On définit (à partir de D(i)) : 
l 

= a's.' 
1 

= a"s!' 
1 

[Pour que cette définition ait un sens, il faut bien que A s '_injecte dans Gi . Autre­

ment, par exemple, il n'y a pas un a' univoquement déterminé, tel que: ga = a'si 

(où g, a sont donnés à 1' avance) J 

Ceci c'est bien une action (à gauche) G. x X ~ X , c'est-à-dire que : 
l 

g' (g" . ( .•. )) = (g' g" . ( ... )) • 
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Pour à E A on a , à priori deux manières de définir â • ( .•• ) , en utilisant 

G 
1 

x X -?'" X ou G
2 

x X~ X , mais dans les deux cas le résultat est le même : 

On a donc défini une action (obtenue par la propr·. universelle) 

G x x~x . 

Il existe une application canonique 

{J: X-;lt'G, 

définie par : 

/J(as
1 

... s ) = f(a) f. (s
1
) . . . f. (s )) (produit dans G). 

n 1 1 1
0 

n 

Je dis que: 

[ En effet: 

f(a) f. (s
1
) ••• f. (s )~ 1 = f(a) •.. f. (s 

1
) • s _ = 

11 1
0 

n 1
0

_ 1 n- n 

= (f( a) • • • f. (s . 
2

) . (f. (s 
1
) • s

0
) = ••• ]. 

ln-2 n- ln-1 n-
......_ ____ -.r ___ _.; 

= ·s 
1
s n- n 

Ceci implique que {3 est injectif , donc que la décomposition de x = g en mot réduit 

est unique. o 
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Une autre formulation du même théorème : 

Théorème 2-bis : "Soit Gl_ = Gi - A 

Pour À fixé considérons 

n-1 A opère là-dessus par : 

Soit G(À) le quotient de G.1 x ••• x G.' 
11 ln 

n-1 mod A • On a un diagramme commuta-

tif canonique : 

X ••• X G.' --------:;> G = G1 * G2 1 
A 

Soit A U U G(À) la somme disjointe de A et de tous les G(À) • 
(À) 

Dans ces conditions, 

l'application 

G 
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est une bijection . " Cl 

Démonstration : Vu le théorème 2, il suffit de montrer que chaque élément de 

X ••• X G. admet un représentant et un seul de la forme : 
ln 

[ Si 1' on désigne par ~ la relation d'équivalence mod An- l on remarque que : 

(gl x ••• x g ) = (gl x ••• x g l x a s ) ~ (gl x ••• x g la x s ) = n· n- n n n- n n 

= (g1 x ... x gn_2 x an-l sn-l x sn) e. a. d. s. , cè qui :montre 11 existance du 

représentant. 

S uooosons d'autre part que : 

-On a: a 1s = s ~ a 1 = 1 , n- n n n-

a s n-2 n-2 

e.a.d.s. J 

Remarque : Quand on reprend·la même théorie pour les classes (actions) à droite, 

n-1 A opère par: 
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Au chapitre III on donnera une généralisation de ce résultat, due à J. stallings. 

La lecture préalable du théorème 2) - 2-bis), aidera à le comprendre. 

La théorie précédante s'étend mot-à-mot quand on considère une injection de A 

dans plusieurs Gi (pas nécéssairement deux). 

Corollaires.- g E G1 * G2 ~À= (i1 , ... , in) . 
A 

On a : ·x = $6 ...,<---➔ g E A . Par définition : 

n = long(g) . 

Si long(g) >,. 2 , À = (i 1 , ••. , in) , i 1 -/= in on dit que g est cycliquement réduit. 

Corollaire 1.- "g E G1 * G2 est conjugué à un élément cycliquement réduit, ou 
A 

a un élément de l'un des G. " . D 
1 

Démonstration : récurrence sur long(g). Si long(g) >,. 2 on écrit 

g = g1 ..• gn ·, gj E Gi. . Disons que i 1 = in • 
J 

Corollaire 2. - "Tout élément cycliquement réduit est d 1 ordre co . 11 □ 
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Corollaire 3 .- "Tout élément de G1 X G2 d'ordre < oo est conjugué à un élé-

ment del 'un des Gi . 

Si Tor Gi = s6 ~ Tor G l * G2 = s6 Il • C) 
A 

Corollaire 4 .- "Soient Hi c Gt des sous-groupes tels que B = A n H1 = A n H2 . 

L'homomorphisme naturel : 

est injectif." 

·G * G2 1 A 

Démonstration: On peut étendre tout système de représentants H. mod B à un système 
1 

Gi mod A , ce qui fait qu'une décomposition réduite dans H1 est automati-

quement une décomposition réduite dans G1 

3) Graphes associés aux groupes théorème de Nielsen-Schreier (sous-groupes des 

groupes libres) : 

Par définition, un graphe est un C. \V-complexe de dim ::;. 1 . Un arbre est un 

graphe connexe et simplement connexe. Pour un graphe X , on définit la caractéristi-

que eulerienne : 

X (X) = (le nombre des arêtes de X) - (le nombre des sommets de X) == 
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Ce nombre ne dépend pas de la structure cellulaire de X . Dans tout graphe connexe 

X il existe un arbre maximal Y c X tel que 

{ sommets Y} = {sommets X} . 

[ Si Y' c X est un arbre tel que sommets Y 1 . =f. sommets X , la connexité de X 

implique 1' existance d'un sommet a E X - Y' qui peut être joint à Y' par une 

arête ... J 

X/Y est un graphe ayant le même type d'homotopie que X et ne possèdant 

qu'un seul sommet. 

Si X est connexe: 

(donc 1r1 (X) est le groupe libre à X (X) + 1 générateurs). On a, aussi : 

rV 
X= K(1r1x, 1). (Car le revêtement universel X de X , est un arbre, et.!2.ill,_ 

arbre est contractible. (Hurewicz: 
r,J rJ 

1T.X = H.X = O)) Ceci peut se voir, aussi, 
1 1 

directement en montrant 11 existance - unicité des _géodésiques sur un arbre). 

Si X' -;:!" X est un revêtement et X est un graphe =:J> X' est un graphe 

et toute structure cellulaire dé X induit une structure cellulaire de X' • Si le re-

vêtement possède n feuillets (n < ro ) , on a : 

x(X') = n. x(x) • 
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Théorème 3 .- {Nielsen-Schreier) : "Tout sous-groupe H d'un groupe libre F est, 

aussi, libre" . t:l 

Démonstration : F est le groupe fondamental du graphe X obtenu en faisant un bou­

quet de p cercles, où p = ordre F • A tout sous-groupe H C--? F s'associe un 

revêtement X 1 --? X , tel que, 1T 
1
x' ~ 1r1x soit H ~ F . Donc 

111x' = H mais X' est un graphe et 111 (d'un graphe) est libre. 

Par le même argument on a le: 

Théorème 4 . - (Schreier) 11 Si F est libre ( d I ordre fini, rF) et si H c F est 

d' 1indice fini n , on a : 

{rH- 1) = n(rF - 1) ". o 

(Donc plus H est "petit" (d'indice plus grand), plus son ordre s'accroît). 

Soit T c: G une partie du groupe G • On définit le graphe r = r ( G, T) 

de la manière suivante : 

sommets r = { G} = 11 ensemble G 

arêtes r = { [g, gt j , g E G , t E T} • 

Le graphe r = r ( G, T) possède une orientàt.!2!!.:, naturelle. [ une orientation 

consiste à donner 2 fonctions 
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somm r 
~~7 

arr r ____-

~ 
v

2 
somm r 

qui précisent la II première" et la II seconde" extrémité d'une arête a E arr • r . 

11 Abstraitement" le graphe orienté r ( G, T) est défini comme suit : 

somm r = G 

arr f= G x T 

V 1(t,g) = g 

vit,g) = gt . 

[ Le lecteur remarquera que notre notation fait correspondre à la paire 

(g,t) EG x T Je segment [g,gt] c r J. 

Exemples : 1) G = Z • T = {1} . r est la droite infinie : 

-2 -1 0 1 2 - -
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(nA,mB) 

(lA,o) 

(o,o) (o, 1
8

· 

Théorème 5 .- "Soient T c G , r = r(G, T) . 

a) r connexe <::::-----> T engendre G • 

b) r contient un lacet (arête avec les extrémités identifiées) ~ 1 E T • 

c) r (avec sa structure cellulaire canonique) est un complexe simplicial 

-1 ,/. TnT =)(/• 

d) r localement fini ( <·--➔ localement compact) ~ T fini. 

e) r fini (compact) < ➔ G fini. 

f) r est un arbre ~ G est le groupe ~ engendré par des t E T'! Cl 

Démonstration : a) -e) sont immédiates. f) s e voit comme suit : 
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( ) ' d n T-1 -- -'-~. D' apres a,b,c : 1 ,- T, T "" , T engendre G • 

Si G n'est pas le groupe libre engendré par les ti E T , il existe un monôme 

non-trivial : 

= 1 E G • 

E i ~ 0 j . On peut supposer que 

est minimal, ce qui fait que les éléments : 

sont 2- à 2 différents . On a : g I: 1 t. . 1 = 1 • 
1 

Les points: 

ri,€ 1 
i 

sont les sommets d'un cycle non-trivial de r . donc r n'est pas un arbre, e. a . d. s . 

( < ) Soit G = le groupe libre engendré par T • Pour tout mot (réduit) 

E1 En 
t. ... t

1
. = g on appelle t \ t \ le poids: 1r(g) = t IL 1 • (1r(1) = o). Pour 

11 n 1 

chaque 1 ~ g E G il existe un mot g' E G unique tel que:~) 11(g') = 11(g) - 1, b) g et 

g I sont joints par une arête (unique) dans r : (g 1 , tf 1 ) = [g 1 , g J • Soit r n = { le sous 
1 

graphe formé par tous les g E G , 1T (g) :s n , et toutes les arêtes [ g' g J } . 
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rn sont des compacts croissants qui remplissent r; r"' = 1 (un point) ; 

r 1 ~ r ( collapsing) , .•• n+ n 

Exemple: 

X 

1 
- _ ... 1 
y 

-1 
X 

[ Règle de construction pour les arêtes de r : 

-1 gy g 

gx 

f 
g 

On va considérer des actions (à gauche) 

g 

GxX ---~x 

yxy -1 

y 

> 
gy 

yx 

-1 
yx 

yxy 

2 
y 

g -

L, j • 

gx 
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où G est un groupe, X un graphe (muni d'une structure cellulaire donnée) et O! 

une action qui respecte la structure cellulaire. On va considérer des actions libres, 

où aucun G 3 g f. 1 ne possède des arêtes ou des sommets fixes. X/G est un 

graphe (muni d'une structure cellulaire canonique), et X~ X/G un revêtement 

{galoisien, de fibre G = 1r/X/G) / 111x) • 

Si r = r(G, T) on a une action naturelle : G x ··r 

définie par : 

-->~ r , 
O! 

(Donc G opère à gauche sur r ; en modifiant un peu la définition de r , on peut 

aussi bien considérer l'action naturelle à droite , de G sur r ) . 

Si G0 est le groupe opposé de G (droite ~ gauche) alors notre 

' r (pour G) = le r à droite pour G0 
• 

-1 x ~ x est un isomorphisme G ~ G0 , ••• 

Sur le o-squelette de r , G opère â g.:.iuche et à droite z d'une manière 

compatible • . • • Cette action est libre . [ En effet, c ' est clair qu'il n 'y a pas des 

sommets fixes. Mais c'est clair, aussi, pour les arêtes, car si l'on pense à la défini-

tion "abstraite" de r , on a : : arr r = G x T et : 

. {g1 't) = {gg1 't) 
~~ 

E G E arr r = G X T J 
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Remarque : Si une arête [ g 
1 

, g 1 t J est telle que (pour un certain g ~ 1) : 

alors 2 t = 1 ~ 

est la transformation antipodique : 

et 

g t 1 

UNE AUTRE VERSION DU THEOREME DE NIELSEN-SCHREIER (Caractérisation 

des groupes libres) . 

Théorème 6 . - " a) Pour chaque groupe libre G , il existe un arbre X , sur lequel 

G opère librement. 

b) Tout groupe · qui opère librement sur un arbre est libre " . 

Démonstration : a) résulte de 11 action libre de G sur 1' arbre r = r ( G, T) . 
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b) Si G opère librement sur l'arbre X , x-;;.. X/G s'identifie au revête­

ment universel du graphe X/G et rr1(X/G) = G . Mais 'IT1 d'un graphe est 

libre . . . . 

'[ Donc , un sous-groupe H d'un groupe libre G , opère sur un arbre 

~ donc H est libre ! J 

Exercice : Soit V 3 une variété orientable fermée présentée comme 

p #= (S 1 x D2) + (p anses d I indice 2) + une anse d I indice 3 • Soit 

T = à (p =# (S 1 x D 2)) - (les courbes d' attachement des anses d'indice 2) c p # · 

a) Si V 
3 

est irréductible on peut s' arranger pour que 

(Donc si la nature des choses était telle que o ➔ G ➔ F ~ rgG .~ p il n'y p 

aurait que très peu de, variétés de dim 3 ! ) . 

b) Etudier le cas Indice [ 'il T · F ] < oo 1 . p 

[ Cet exercice utilise, aussi, le dernier chapitre] • 

4) Rappels sur la cohomologie des groupes : Pour un groupe 11 on considère l' anneau 

du groupe Z [ '1T J et des Z [ '1T J -modules à gauche (à droite). L'homomorphisme 

canonique Z [ 1T }--~ Z fait que tout Z-module hérite une structure (triviale) 

de Z [ '1T ]-module. 
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Un Z [ 11 j -module P est projectif si chaque diagramme : 

peut être complété par une flèche u . Un module ~ est projectif. 

Un Z [ 11 J -module J est injectif, si chaque diagramme 

., V 
/ 

/ 

J 

A-----B 

peut être complété par une flèche v . 

~--o 

Un Z [ 1T ] -complexe connexe C 
iltE 

est une suite de Z [ 1T] -modules et ho-

momorphismes : 
E. 

o<E:c<--z ~c 
0 

< ... 

où la composition de deux flèches consécutives est nulle. Si les C. sont projectifs, 
1 

on dit que C* est erojectif . Si la suite est exacte, on dit que C* est acyclique. 

[ Une suite exacte 

O~A 
d 

0 

où les Li sont libres (une résolution libre de A) peut être construite très 

facilement~ puisque L
O 

représente des générateurs de A , L 1 des générateurs 
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des "relations" entre les générateurs L
O 

, e. a . d . s . ] . 

Lemme 7 ("Modèles acycliques").- "Soient C* , C~ deux Z [ 11 ] -complexes 

( connexes ) , tels que C * soit projectif et C~ acyclique. Il existe un homomorphisme 

unique , à homotopie près, f • C :;il C' Il tl . * * 
. 

Démonstration : On construit les f. 
l 

€ d 1 d2 
0 < z < C < c, < 

l 
.... 

0 

id l j f 1 f1 0 

d' d' € < 1 < 2 0 z C' C' C' .... 
0 1 2 

de proche en proche, comme suit : (f ,f 1 , ... f. 1) étant construit, on considère : 
0 1-

d. l o d. = o 
1- 1 

f. 2 1-

C. 2 1-

C.' 2 1-

~ 

d. 1 1-

d.' 1 1-

f. 1 1-

C. 1 1-

C! 1 1-

d. 
l C. 

l 

f. 
1
o d. 

1- 1 

«:------· C.' 
l 

Image (f. l o d.) c Ker d! 1 = Im d.1 • 
1- 1 1- l 

On applique 11 hypothèse que C. est projectif, à : 
l 

0 

f. l o d. 
1- l 

Ker d.1 
1 1-

___ d_!_. Ci 
1 



pour construire fi . 

Pour l'unicité, on considère 

f 

g 
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C' 
* 

et on veut construire k·C---> C' . * * de degré +l tel que: 

f - g = d I k + kd • 

Sµpposons les ki construits jsuqu' au cran (n - 1) 

f(dx) - g(dx) = d'kn_ 1(ctx) + kn_2 ct
2x ......_____, 

=Û 

Ceci se lit : 

t .q. : 

d'(f(x) - g(x) - k 
1
ctx) = 0 • n-

Puisque C' est acyclique, 3 k x E C ' * · n n+l 

f(x) - g(x) - k. l dx = d'k x • q.e.d. 
n- n 

et x E C • On a: n 

Si A est un Z [ 1T }module à droite (à gauche), et C* est un complexe, on 

lui associe le complexe de cochafnes Hom {C , A) : 
1T * 

rlom (C ,A)----
1T 0 

Le lemme 6 , implique que si C* , C~ sont deux complexes (connexes), projec-

tifs, acycliques, il existe un isomorphisme canonique : 
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* ( ( . \ H Hom C ,AJ, 
1T * 

(La compositL'"'n 1es deux l.')momorphismes 

> H* .( HomJ c~ , A)) 

C ~ C' 
* * 

C' ~ C , * * est homotope 

à id(C ) ••• ) • L 0 ~.·emple dE::..s K(1r, 1), donné plus lo..:.'1, montre que des Z [1r}résolutions 
* 

(acycliques) libres de Li existel't toujours (On a donné d' c::.-illeurs, ci-dessus un pro-

cédé pour construire une réso~'ttion l.:bre d'un A quelconque). Ceci nous permet de dé-

finir les groupes (abélienc) rlo rnh, ,n. ---1'"'2: " ri-: - , :;_ ~:,.::..~ ..... .i.~m S A , en ~: ~mant 

une résolution projective de Z : C~ et en po.mnt : 

Si l'on change de coefficients , par un Z [ 1T ] - homomorphisme cp: A -:li' B , 

on a un homomorphisme induit, œnonique cp*: H* (11 ,A) ~ H* (11 ,B) et une suite 

exacte de coefficients O ➔ A' ~ A -;;,- A" -;,, 0 donne lieu à un opérateur 

cobord: 

et à une suite exacte de cohomologie. cp* est fonctoriel et compatible avec 8 . 

H0 (1r ,A) = A 11 = { le Z-inodule des éléments invariants de A } ._ 

[ En effet, la suite exacte 

d é. z ~o 

donne 1lieu à une suite ex.acte : 

---Hom (C ,A) ..,.<--Hom (Z,A) ~O 
1T O 1T 

d 1où: 
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1T • 
= Hom (Z ,A) R:1 A ] • 

T.~~ 
Si A est injectif, et q >O : Hq(TT ,A) = 0 • 

[Soit cp: C -?"> A q un cocycle (cpdq:t 1 =. 0). : 

dg+l dg Cq+l __ __._ ___ ?➔ C __ ...___--;;I"> C 
q q-1 

cp 

A 

cp se factorise par une flèche 

C ,,11.m d l q q+ 

A 

~ ~ C /ker d ~ lm dq , q q 

donc, par 11 injectivité de A s'étend à C 1.] . 
q-

Exemples: 

(]) Soit 1T = Z/nZ et x le générateur.· Si Z [ x J est l'anneau des poly-

nômes à coefficients entiers et à indéterminée x , on a : 
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Z [1r] ~ Z (x ]/(xn- 1) . 

Soient: 

u(x) = x - 1 

( ) n-1 n-2 vx =X +x + ... +x+l 

éléments de Z [x J (Z [ 1\\ ]) , et 

On considère la résolution libre de Z : 

(c*):o--s--z <~ z[1r]...,,_--z[1r]< 

u(x)x v.(x)x 

où il est entendu que 11 on continue périodiquement. 

z [1r]-<-­
u(x)x 

[L'acyclicité résulte du fait que si P(x) E Z [ x J , on a : 

(x - 1) P(x) = 0 (mod(x0 
- 1)) ~<--➔ P(x) = 0 (modv(x)) 

v(x)P(x) = 0 (mod(xn - 1)) -<--> P(x) = 0 (mod(x - 1)). J 

Considérons A= Z (action triviale de 7Q. 

On a: 

(<p(l) E Z , cp(x) = cp(l) E Z). 

Il s 'ensuit que 3 q est : 
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z = c2n ----:>'.JI" c2n+ i = z 

°d2n = o 

z = c2n-1 ----? c2n = z 

H2q(Z/nZ ,Z) = Z/nZ (q > o) 

HZq+1(z/nZ,Z) = 0 • 

G) Espaces K(11, 1) : 

N 

Soit X un C. W-complexe, 7T = 11
1
x et X le revêtement universel de X 

(avec sa structure naturelle de CW-complexe). 111X opère à gauche sur X , 

[ Pour fixer les idées, je rappelle qu I à partir d I un choix de points base x 
0 

fi) 

xi 
O 

E X on a une action naturelle ijauche de 111 X sur X ·: 

N 

EX, 

. x - relèvement du chemin gx 

(\) 

X 

X 

x' 
0 
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Sur la fibre p-\x ) on a aussi une action à droite : 
0 

x. g = relèvement du lacet xg 

Sur p - l (x ) les deux actions sont compatibles. La restriction (à p -1(x ) ) 
0 0 

de l'action à gauche = les morphismes de la 111 (X) - structure à droite .•. ] 

fÙ "' r-/ 
Si C*(X) désigne le complexe des chafues cellulaires de X , C*(X) 

est un Z [ 111 X J -complexe libre, à gauche. 

On a: 

nJ 

Hom2 [ 
111

x) (C*(X) ,A)= le complexe des cochaines à coefficients locaux A , 

sur X 
1\) 

(en particulier HomZ[nlxJ (C,/X) ,A)= Hom2 (C,/X),A) si 111 opère tri-

vialement sur A) . La même chose est vraie pour les chafhes, en particulier : 

= C (X) • 
* 
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Soit 1T un groupe abstrait (donné par générateurs et relations). Par défini­

tion, un espace K(1r, 1) (espace d'Eilenberg-Mac Lane) est un C. \V-complexe (connexe); 

Y , tel que 1r
1 
Y = 11' , 1r.Y=o 

l 
(i > 1). De tels espaces peuvent être construits 

comme suit : On associe un cercle à chaque générateur de 11 et on fait le wedge (bou-

quet) de ces cercles (ceci nous donne un C. \V-complexe Y 
1 

de dimension 1, avec 

un seul sommet (Y
0 

=pt.)). On construit Y
2 

::> Y 
1 

en ajoutant à Y 
1 

une 

2 -cellule pour chaque relation de 1T • On construit Y 
3 

::> Y
2 

en ajoutant de 

3-cellules qui tuent 1T 2 Y 2 , e. a. d. s. Si on est parti d 1 une présentation finie, 

chaque Y est compact . ( C • W. complexe fini) . On a : n 

7T1 Yn = 1T ' 1T 2Y = ••. = 1T 1Y = o , 7T Y = ? n n- n · n n 

Un espace avec ces propriétés ( et qui n 1 est nullement unique) sera, par définition 

"un K(11 , 1) tronqué 11 (à la hauteur" n). On voit, en particulier, que t.2!:!,t groupe 1T 

de présentation finie, est groupe fondamental d I un ( C . W} compact. 

On peut prendre 

Une application immédiate de la théorie des obstructions nous dit que K(11, 1) 

est unique à homotopie près, et que, pour un C . W.· complexe (connexe, pointé) : 
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,r ~ 
K(1T , 1) est contractile ce qui fait que C * (K(1T, 1)) est une résolution (acyclique) 

~ ( en Z [11} modules à gauche ) de Z . 

Donc: 

H*(1T ,A) = H* (K(7T , 1) ,A) 

'-----v---' 
cohomologie à coefficients locaux A • 

(A définit un faisceau localement constant ~sur K(1T, 1), dont le module des sections 

globales s'identifie justement à notre Arr • H* (K(11, 1),A) = la cohomologie de 

K(1J', 1) à coefficients dans le faisceau A). 

Pour des espaces ( et des actions) raisonnables on a, alors le : 

Théorème de P.A. Smith.- "Soit X un espace (C.W. complexe, variété, .•. ) 

de dimension ~ et 1T un groupe fini (/ 1) , opérant sur X • Cette action ne 

peut pas être sans point fixe 

( 3 x E X , 1 f o E 11 , ox = x)" • □ 

En effet, autrement on a un revêtement (universel) X ➔ X/1r et 

X/1t=- K(1r, 1). Un résultat analogue serait vrai pour chaque sous groupe cyclique 

G c 11' • Mais K( G, 1) ne peut- pas être de dimension finie, "puisque G = groupe cyclique 

fini possède des groupes de cohomologie non-triviaux de dimension arbitrairement 

grande. 
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Corollaire.- 11Si X est un C.W. complexe asphérique (c'est-à-dire tel que 

1T.X = o si i > 1) de dimension finie, 
l 

Tor 1T 1 X = (/J 11 • CJ 

UNE REMARQUE SUR LE GRAPHE r(11, T). 

Soit T = (t 1 , ... , tn) un système de générateurs de 1T et r= r (1r, T) le 

graphe associé. Yi est construit comme ci-dessus, à partir d'un bouquet de cercles 

correspondant aux t. . (Si t. = 1 , il est entendu que, pour passer à Y2 on 
l J 

ajoute, entre autres, une cellule qui tue le cercle . t .) . 
J 

Si l'on èasigne par Y = Y = K(11, 1) on remarque que pour i :>; 2 , le 
00 

(V 

squelette 1-dimensionnel du revêtement universel : (Yi) 1 (ne pas confondre avec 

I\) 

Y 1) est indépendant de i (puisque 1T 1 Yi= 1T (i >,. 2)). 

Lemme 8.- (i ~ 2) (homéomorphisme canonique)". 

(V 

Démonstration : Une fois qu'on a choisi un point-base x , de Yi , au-dessus de Y 
O 

, 

N 

il y a une identification canonique (Yi) 
0 

= 1T = 11 • x . (où on se réfère à l'action à gauche 

N N 
de 1T sur Y.) . A chaque 1-cellule t

1
. de Y 1 et à chaque sommet g = g x E (Y.) 

l . 10 

rv 
correspond une 1-cellule de (Yi) 1 définie comme suit : 

ti correspond à une application ti : [ o, 1 J ➔ Y 1 cy i qu'on relève en un 
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(V 

chemin i. : [ 0, 1 J 
l 

rJ rJ 

➔ (Yi) 1 c Yi commençant au point t. ( 0) = X == 1 . X et 
l 

aboutissant en t .. x . On peut considérer la cellule 
l 

N N 

gt. définie par g . t. ( t) • 
l l 

Elle relie g.x à gt.x . Pour t. E .T , g E 11 on obtient ainsi tout le 
1 1 

rJ 
1-squelette de Y. • 

l 

On voit que 11 action (à gauche) de 11 sur r , qu'on a défini avant, est la même 

que celle qui provient de 11 action de 1T (comme groupe de transformations du revêtement), 

(V 
sur Y. 

l 

GROUPE FONDAMENTAL DE SURFACE FERMEE • 

Soit T une surface connexe, fermée, ( a:' est-à-dire compacte à bord == çi) , 

et T son revêtement universel. 

Par des moyens élémentaires, on voit que : 

- si T == s
2 

, P 
2 

➔ 

- si .T f- S 
2 

, P 
2 

Donc, si T -/:-s
2 

, P 2 ➔ T ~ K(1r 
1 
T, 1) • 

D I autre part, pour le groupe libre F p 

K(F p, 1) = un bouquet de p cercles. 

Donc (i > 1). Puisque H
2

(T ,Z/2Z) == Z/2Z , 

il en résulte que, si T f: S 
2 

,_rr_1 T n I est jamais libre. 

Pour une surface pas fermée, au contraire, 111 est toujours libre. 
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VARIETES DE DIM.J. 

(\) 

Lemme. - "Soit V 3 une variété de dim .3 telle que 11 
1 
V 

3 
= infini, 1T 

2 
V 

3 
= 0 . 

Alors 

( 
(li (V ~ 

En effet, pour le revêtement uni vers el V 
3 

on a, .de toute façon '11
1 
V 

3 
= 1T 

2 
V 

3 
= 0 • 1r

1 
rJ rv 

infini ~ v3 non compact ➔ H3(v3 ,z) = 0 -'7 11
3
v

3 
= 0 • D'aurre parr, 

,V 

H3 .(v3) = 0 ~ 113 . = 0 ....:,, v
3 

est contractile, e.a .d.s .) . 
+l · +l 

Théorème de décomposition pour les variétés de dimension 3 fermées, orientables ~orientées) 

{Kneser, Milnor, ... ) "V 
3 

se décompose (d'une manière unique) en som~e connexe 

de facteurs indécomposables. Les facteurs indécomposables, W 
3 

, sont de trois 

sortes : 

'V 
0) 11 

2 
W 

3 
= 0 , 111 W 

3 
= fini { tt W 

3 
= sphère d'homotopie) . 

1) 1T 2w
3 

= 0 , 1r1w3 
= infini . (Ceux-là sont tous des K(7T, 1)). (Donc 

Tor 1r1 ~ 3 = ~ } • 

(Du point de vue de la théorie des bouts, les facteurs de type i sont caractérisés par 

b11 1 = i et les variétés décomposables par brr1 = w). 

Problèmes : 1) Quels sont les groupes 11 tels que K(TT, 1) ~ (variété fermée} ? 

2) Les facteurs indécomposables du type 1 sont-ils caractérisés ( t o pologique-
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ment) par leur type d'homotopie (donc par TT 
1

) ?; Dans les mêmes conditions ? 

3) Les facteurs indécomposables du type O sont-ils caractérisés par leur 

f\J 

type d'homotopie simple 'i' (ce qui impliquerait w3 = s
3

) . 

.N 

4) Modulo les problèmes 2-3, les actions de 11
1 

sur w
3 

sont-elles conjuguées 

à des actions linéaires ? 

,V 

Remarque : Dans le problème 2) , pour montrer que W 
3 

= R
3 

il suffirait de montrer 

I\) 

que W 3 est simplement connexe à 1' infini. 

forte 

De toute façon, la conjecture W 
3 

= R3 est impliquée par la conjecture e,Ius 

que w
3 

possède un revêtement fini qui est 11 suffisamment grand" (Waldhau-

sen .•..•. ) . 

5) Rappels sur les algèbres de Bcale : 

Une algèbY-e de Boole est une lattice (L , n ,U ) , telle que: 

1) U et n sont distributives . 

2) 3 des éléments extrêmes, 0, 1 E L . 

J) V a E L l i "le complément" a' E L , t.q. a Ua'=1, 

' = 0 . 
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Un anneau de Boole est un anneau L(avec O, 1) , tel que Vx EL: 2 
X = X 

6n suppose L commutatif ; On remarque que V x : 2x = 0 

On a une bijection canonique : 

{ algèbres de Boole à isom. près } { anneaux de Boole à isom. près} 

A ( I,,, U n) correspond l'anneau de Boole (L, + , . ) . où : 

~· a+ b = a U b - a n b = (a Ub) n (a n b)' = (a 

l a.b = an b . 

nb') U (b na') 

A ( L, .+·, ·.) correspond l'algèbre de Boole (L,U, n ) où a< b ...... ~ a = ab , et : 

aUb=a+b+a.b 

a n b = a.b 

a' = 1- a 

Je rappelle que pour un anneau A , Spec A désigne l'ensemble des idéaux premiers 

de A , muni de la topglQgie_ de Zc1ri§ki _ définie comme suit : si f E A on désigne 

par V(f) = {l'ensemble des p E Spec A, tels que f E p } ("les' points II où la 

c;~ peu.· 

"fonction" f "s I annule")}, Xf = Spec A - V(f) . Les Xf forment une base d'ouverts 

pour la topologie de Zariski. 

Lemme.- "Si A est un anneau de Boole, chaque idéal premier p c A est maximal 

et A/p. = le corps à 2 éléments (Z/2Z)" . 
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Démonstration : Si p est premier chaque élément'. x du corps de fractions de 11 anneau 

sans diviseurs de O , A/p satisfait à l'équation x2 
- x ::= 0 ,e.a.d.s. 

On peut faire les remarq~es suivantes sur Spec A (A::= anneau de Boole). 

En effet je rappelle que pour tout anneau B et tout idéal J c::: B on définit 

rad J ::= n p = { x E B , t. q. - n 1 n, x E J } • 

,-A-----
Jc p ESpec B 

C I est un exercice facile de voir que : 

Xf = xg ~é=-===:>) rad(f) = rad(g) . 

Donc, puisque fn = f, gn = g , çà signifie : 

(3) Spec A est quasi-compact. 

En effet soit E c: A t. q. 

Spec A = U xf 

f E E 

Donc jf E E t.q . f , p 

.?(E) = (11 idéal engendré par E) = A 
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, •• ~, f n E E (n fini) , t.q. 

(g. E A) 
l 

Spec A = xf U. . . U xf 
1 n 

(donc de tout recouvrement ouvert de Spec A on peut extraire un recouvrement fini). 

0 Chaque Xf est ouvert et fermé , à la fois • 

En effet : 

.f. c1-f) = o 1 
f +(1-f) = 1 J 

@ Spec A est Hausdorff. (donc compact). 

X = (/J 
0 

x
1 

= Spec A 

En effet, si p /:. q,, p,q E Spec A , j f Ep , f /4 q 

, p E X1-f , •.• 

(2) Si f E A n , on a: 

xf U · • · u xf = xf u u f 
1 • • • n 1 n 

En effet : 

p. E Xf ~<:--➔> f .. ~ p. -<--)r- 1 - f. E p. • 
l . l l l l 

l 

Donc p ESpec A est élément de uxf.< 
1 
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(ici on applique le fait que p est premier). 

Mais 

@) Tout ensemble Y c S pec A qui est à la fois ouvert et fermé 

la forme Xf • 

En effet Y étant ouvert 

Y = u xg. 
gEE 

Y · étant fermé, il est compact, donc 

{j) Spec A est totalement discontinu. 

f E E n t .q. 

En effet, soient p,q E Spec A , p ":f q et p,q E Z c Spec A • 

Donc ] f E A: 

, q E x1_f 

Z n'est pas connexe. 

est de 

A partir de ces remarques on déduit tout de suite le théorème suivant, dont la moralité 

est qu'une algèbre de Boole est un objet si simple, que son S pec, en tant qu' espace 
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annelé n' est rien d' autre qu'une très ordinaire structure topologique : 

Théorème DE REPRESENTATION DE STONE.- 111) Sur l'ensemble compact, tota-

lement discontinu S pec A , considérons 

é ( Spec A, Z/2Z) ={11 ensemble des fonctions continues 

Spec A ~ Z/2Z} =Ü' ensemble des parties ouvertes.;.fermées de Spec A}. 

Considérons la flèche : 

A ____ ( z/ 2Z) Spec _A 

qui attache à chaque f la fonction : 

p 1---- la classe f E A/p = Z/2Z 

Cette application établit une bijection canonique. 

~(Spec A , Z/2Z). 

2) Le point précédant établit une bijection (canonique et fonctorielle)entre 

{ les algèbres de Boole, à isomorphisme près } 

et { les espaces compacts totalement discontinus, à homéomorphisme près} 11 

Exercices : 1) Déduire le théorème de Stone du théorème de représentation de 

Gelfand. 

[ On associe à A 11 algèbre de Banach obtenue en complétant 1' algèbre normée 

n 
B= {L 

1 

11 t À .f.11 = sup I À -1 l l l 

À .f. 
l l 

J . 

où À E C 
l 

f. E A 
l 

l: f. = 1 , f.f. = 0 } , 
l l J 

2) Quels sont les anneaux de Boole où tout idéal est principal ? 



CHAPITRE II 

LA Tfft~ORIE DES BOUTS 

Dans ce chapitre on parlera d'espaces localement compacts, connexes, et 

localement connexes. Quand on parlera de cohomologie l'espace sera (en principe), 

aussi, para-compact. 

1) Topologie générale: On commence par des sorites. 

A) Un ouvert connexe est une composante connexe du complémentaire de sa 

frontière. 

B) Si X est localement compact, F c X un fermé, U une composante 

connexe de X-F, alors la frontière àU c F. 

C) X localement compact, K c X compact=> les composantes non relati­

ve·ment compactes de X-K sont en nombre fini. 

[En effet, soient U. (i E J) les composêllltes (connexes) de X-K, 
l 

et 

L :::::> K un voisinage compact de 

touche qu'à un nombre fini de 

K. àL (qui est compact, contenu dans U U.) ne 
. l 
l 

Ui: u
1

, ••• ,Un. 'rous les autres Ui, (étant connexes, 

et ayant àU. c K), 
J. 

sont contenus dans 1 ... J. 

D) Dans la situation de c), soit K* = K u (les composantes relativement 

compactes de X-K). 

K* est compact, et les composantes non relativement compactes de X-K* 

sont les compo_santes non relativement compactes de X-K. Si K = K* on dira que 

K est plein. 

[En effet, K* est un fermé, contenu dans L, ••• J. 

Si U c X, est un ouvert, on désignera par n( u) = l'ensemble des compo­

santes connexes de U muni de la topologie discrète. Si U c V on a une application 

Si K c X est compact, la famille {X-K} (K E comp. de X) est filtrante 

(vour l'inclusion) (Pour deux compacts K
1

,K
2 

c X, 
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par définition 1 1 ensemble des bouts de X est la limite pro,jective 

B(x) = lim -n;(X-K) 
<-

On va désigner par ~K l 1 application canonique 

~K:B(X)-> -n;(X-K). 

Si U c X est ouvert, on désignera par n'(u) c -n;(U), l'ensemble des 

composantes connexes 12.2Q. relativement compactes. On a: ~~,U:n'(u)-> n'(V), si 

U CV. 

Je dis que: 

[En effet, la famille des X-K, où K € compacts pleins, est cofinale dans 

{x-K}, donc 

Proposition 

B(X) = lim n(X-K), 
<-
K=K* 

e.a.d.s.].. 

1.- "a) Si X est compact B(X) = /J. 

b), Si X n'est pas compact B(X) /= j). 

c) Si X n'est~ compact, et UcX un ouvert connexe non 

relativement compact, de frontière OU compacte, il existe b € B(X) tel que 

[a) est trivial, et b), c) résultent de A) ci-dessus et du fait que 

n'(X-K) est fini et L cH => ~i-L,X-H:n'(X-H)-➔ n'(X-L) est sur,jective. 

D'une manière plus précise, on applique le théorème (Bourbaki: Topologie 

générale) qui dit qu'une limite projective de compacts 

~ ( lim X ) = 1) cp (X ) • 
a<- a ~~a a,~ ~ 

X /= p est non vide et que: 
a 

(Le lecteur pensera à lim X c II X ,, au théorème de. Tichonoy. e.a.d.s •••• )J. 
~ a a a 
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En tant que limHe projective d'ensembles finis ( et discrets), B(X) 

possède une topologie naturelle d'espace compact (séparé + q_uasi compact) totalement 

discontinu. (Bourbaki: Tcpologie générale). 

b(X) € [ O, 1, 2, ••• ,= J désignera la cw:dinali té de B(X) (le nombre des 

bouts de X). 

A 

Soit X=XUB(X). On met sur X la ·topologie suivante : Sur X c X 

la topologie induite est la (vraie) topologie de X •. Pour b € B(X) et tout 

compact K c X on considère l'ouvert ~K(b) c X. Les ~K(b) V ~~
1
~K(b) seront, 

par définition, une base de voisinages (ouverts) de b € X. 

b € B(X) 

vois. de b 



II.4. 

On remarque que les ouverts de la topologie induite sur B(X) c X sont de 

la forme U cp~1cpK(b). Donc, sur B(x) la topologie induite est la même que celle 
bE:E 

de lim, introduite ci-dessus. 
<-

P.coposi tion 2 .- "X est compact et connexe 

part out dense 11
• 

B(X) est '--'Il fermé et X un ouvert 

Démonstration laissée en exercice au lecteur. 

P.coposi tion 3.- (décomposition "canonique 11
). 

11 Soit X comme ci-dessus, avec 

b(X) = n < oo. Il existe un compact plein K = K*, tel qu'on ait une bijection 

B(X) 

le compact K = K* 

La décomposition 11canonique" de X. 

La démonstration est un exercice laissé au lecteur 
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Exercices: 

1° Si X est réunion dénombrable de compacts, on peut édifier une théorie 

équivalente à la précédente, comme suit : 

où 

Un prébout de X est, par définition, une suite 

X:::::>F :::::>F :::-:) 
1 2 

F. est fermé, 
l 

0 

F. /= /). 
l 

a) 

b) 

c) 

àF = F -F est compact. 
n n n 

F est connexe. 
n 

d) n F = /). 
n n 

Sur l'ensemble des prébouts de X on a une relation d'ordre partiel 

Une classe d'équivalence est un bout 

2° Mettre la théorie des bouts sous forme de solution d'un problème uni-

ver sel. 

3° Si X,Y' sont localement compacts, non-compacts (connexes, •.• ) 

b(X X Y)= 1. 

Si Y est compact 

b(X x Y) = b(X). 

4° Si Y est localement compact, tout homéomorphisme ~:Y - Y se pro-

longe (univoquement, à un homéomorphisme ~*:Y - Y. Soit X un compact, X son 

revêtement universel, f:X - X un homéomorphisme induisant l'identité sur n
1
X 

et f:X - X l'homéomorphisme induit. Alors r;IB(X) = identité. 

5 ° Si V est une variété comiexe, fermée, de dimension ~ 2 telle que 

V~ K(nv,1) alors bV = 1. 
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2) Topologie alp;ébrigue.: Soit A un anneéiu commutatif et H* la théorie de coho-

mologie de Cech-Alexander-Spanier à coefficients A. W = cohomologie à supports 
f 

compacts. 

On définit la cohomologie à l'infini 

H*(x) = lim H*(F) 
00 --;> 

où F c X, F fermé de complémentaire relativement compact. Soit {FJ l 1 ensemble 

des F. 

Ici se place un _petit ennui d 1 ordre technique. Pour un C.W. complexe quel­

conque (localement fini) il n 1y a pas assez de (co)-chaînes cellulaires pour cal-

culer H* 
f 

ou H-l<-. 
00 

(Exemple : s v S v s
3 

v ... 
· 1 2 

appropriée). On dira qu 1 un C.W. complexe : X => •• • 

avec une C. W .-structure 

est 

11pas trop méchant" si sa structure cellulaire est faite comme suit : Pour chaque 

(n+1)-cellule D ~ disque de dim
0 

(n+1fa àD possède une sous-division cellulaire 

polyhédrale ; l'application d 1 attachement 

i-cellule (ouverte) de àD déins X .• 
]_ 

X n 
envoie in,jectivement cha<J.ue 

Pour les C. W. complexes pas trop méchants, les choses suivantes sont. vraies. 

1) Si le complexe est localement fini l 1 opérateur d 1homotopie passant des 

chaînes singuiières aux chaînes cellulaires est propre; on peut donc calculer 

Hf, H! par des co-chaînes cellulaires. 

2) Piil' sous-division un tel C. W. complexe peut être transformé en complexe 

simplicial. 

3) On peut construire nos 

précédent), en ne se servant que de C.W. complexes pas tr-op méchants. (Y
0 

= p~~:.) 

DANS CE COURS ON NE CONSIDERE QUE DES C. W. COI•IPLEXES PAS TROP MECHANTS. 

[Une autre modalité pl us élément air~ pour éviter le problème technique qu I on 

vient de mentionner, et de travailler avec des complexes simpliciaux un tout petit 

pl us modifiés, comme suit : on accepte comme 11cellules 11 des simplexes standard 
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soumis à des relations d'équivalence du type suivant : certains sommets sont iden­

tifiés entre eux, et certaines arêtes sont contractées. Ce genre de complexes 

sera aussi agréable pour * * Hf ou H= que les complexes simpliciaux, et suffisamment 

général pour permettre toutes les constructions géométriques dont on a besoin dans 

ce cours]. 

P.roposi tion 4~ "On a une sui te exacte ~ 

(cp, résulte de 1 1 inclusion : ( co-chaînes finies) c (co-chaînes quelconques) et 

) " <Ji de F c X . . • • 

[En effet pour tout F E: { F} : 

{les compacts de X-F} = {les fermés de X, contenus dans X-F}, et 

On a donc une sui te exacte : 

On passe ensuite à la limite inductive, en remarquant que 

Proposition 5.- "Soit 'é5(B(X),A) l 1 A-moduie des applications continues 

B(x) __, A. Alors : 

/ t;( B(x) ,A) = ~ (x) (à coeffi. A)/ 

(iso. d 'A-modules). 11 

Démonstration : Si FE: {F}, 
A A 

1 1 adhérence F de F dans X est Fu B(xL 

Puisqu'il s'agit de cohomologie de 
v . 
Cech-Alexander-Spanier 

Une application continue F--> A se prolonge univoquement en une application 

A 

continue F--> A, donc: 
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{H0 (F) l ~ {H0 (F) l (isomorphisme de systèmes inductifs de groupes 

abéliens). Donc: 

JVIais nF = B(X) ( { Fl est une famille projective de compacts). La cohomologie de 

.., 
Cech étant continue: 

= Ho (lim F) 
~ 

= nF=B(x) ... ] 

Remarque : Le lecteur se rappellera que si 1' on inter prête les co-chaînes 

d '.Alexander-Spanier comme des fonctions, le cup- produit s'obtient justement par 

multiplication. Dorénavant on prend muni de+ 

et du CUJ?::produi t, qu'on va noter • , est un anneuu de Boole et 1' isomorphisme précé­
dant s'étend aux structures multiplicatives respectives. 

Corollaire 6.- uon a une identification canoniqu_e : 

En termes 11numériques 11 
: 

(dimension d'espace-vectoriel sur z/2 z). Si b(X) < oo, cette dernière égalité 

est tra.nsparente dans la décomposition canonique). 

Corollaire 7 .- "Si X est un C.W. complexe dei-ème squelette 

B(X) = B(X ) 11
• 

1 

X, 
l 

(On ne travaille qu'avec des C. W. complexes pas trop méchants ••• ). 

corollaire 8~- "Si X n'est pas compact, et H1(x, z/2 z) = O on a 

b(X) = 1+dim / Hf1cx, z/2 z) 11
• Z 2 Z 

Démonstration : On a la sui te exacte 
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Nos hypothèses sont : Hf(x) = H 
1 (x) = O, •· •• 

Remarque: l'A-module H0 (X ,A) est libre En effet soit 
00 

F = BX l'espace des bouts de X. On peut toujours plonger F c s
2

, F c s
3 

(et 

de telle manière que s
3
-F soit la suspension de s

2
-F). On a la sui te exacte de 

cohomologie : 

0-> H0 (s3F,A) -> H;,(s3-F,A) --,. nJ(s3-F,A) --,. o. 
'--y-----' 

A 

(H 1(s
3
-F) = o). On remarque que 

B(S -F)=B(S -F) = F = BX, 
2 3 

donc : 

Si l'on ·montre que H 1 est libre, cette sui te splitte, et on a fini. Mais 
f 

Mais 

nJ(s3-F,A) = H2(s3-F,A) = H1(s2-F,A). 
~ 

dualité de Poincaré J'.sJmomorphisme 
de suspension. 

S -F a le type d'homotopie d'un complexe de dimension 1, et le 
2 

complexe de dimension 1, quelconque, x
1

, est toujours libre, puisque 

~1 (x1 )' = z/x1) 
~ 
et ceci 

est libre. 

d'un 

3) Algèbre homologique : Pour la simplicité, on va désigner dorénavant z/2z = z
2

• 

Pour le moment on considère des GROUPES DE PRESENTA'rION FINIE. Pour un tel groupe 

on peut toujours trouver un complexe sim~licial fini K, tel que n
1
K = G. 

Théorème g .- (Hopf) : "Soit K un complexe sü,plicia.l fini, K --,. K un revêtement 

galoisien de groupe Aut(K/K) = G, tel que Alors 

H 1 (K Z ) = H 1 (G Z G) " 
f ' 2 ' 2 
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(Ici z
2

G est l'algèbre du groupe (à coef. z
2

), considérée comme ZG-module à 

gauche).[ Exercice : faire la dém. en utilisant la suite spectr. du revêt.]. 

corollaire.-: Dans les mêmes conditions que ci-dessus b(K) ne dépend que du 

groupe G. on va le désigner par b(G) et l'appeler le nombre de bouts du groupe 

Sk_ On a ainsi défini (pour le moment), b(G) pour tout groupe de présentation 

finie et: 

b(G) = 0 <-> G est fini, et si G est infini (<E-> K non compact): 

b(G) = i+dim H\G,Z
2

G). 
z2 

Démonstration (}_U théorème de Hopf Soit A(G) = Homz(ZG,Z2) le 

des fonctions G....,, Z · où 1 1 opération de 
2 G est définie par : 

(g~)(y) = ~(g-1y). 

A(G) s 1 identifie à l. 1 ensemble des parties de G, avec 1 1 addition mod 2 

l'opération de G à gauche. on a une inclusion canonique 

qui identifie z
2
G aux sous--ensembles finis. 

Par définition, E(G) est le ZG-module A(G)/z
2

G. 

Lemme a).- "Si M est un ZG-module (à gauche) 

[En effet: on obtient une flèche....,, en attachant à gm....,, z ( Z 
2 

ZG-module 

et 

l'élément 

(g-1 ....,, z). Le fait qu'on obtient une bijection résulte de l'identité bien 

connue : 

Hom ( N (2, M, A) 
r r A AA r 

= Hom (M,Hom (N,A)). 
A r 

Le lecteur remarquera qu'on s'est EtIThllgé pour obtenir Hom
2
G(M,A(G)) avec 

sa structure de ZG-module à gauche. D'une manière explicite, soit q; ( Hom
2

(M,z
2

). 

En fixant m ( M et laissant g ( G variable q) définit une application 
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q;(gm) = ~m(g) € z2. 

On peut calculer q;(gg'm) de deux manières 

q;(gg'm) = => ~ ' (g) = ~m(gg'). g fil 

Si l'on attache à m € M 1 1 application q; :G - z définie par 
m 2 

IV! ;, m t-> q; € A(G) est un ZG-morphisme : 
m 

4Jgr/Y) = ~gm(y-1) = ~m(y-1g) = q;m(g-1y) 

=>q; =gq;J. gm m 

Lemme b) .- "Soient (c*), (c') -* deux ZG-complexes projectifs (à gauche) 

<_L_ d' 
0 <E- z C' <E--0- C'<--0 1 

o~- z <-E:- Co 
do 

C <--<E--
1 

où a) (c*) est une résolution acyclique de z. 

.Alors 3 un morphisme h·C' - C . * * tel que pour tout ZG-module M (à gauche) 

[Il suffit de montrer qu'on peut élargir C' en changeant : C! => C!+P. * l l l 

(i ~ 2, P. projectif) de telle façon qu'on obtienne un complexe acyclique. Soit 
l 

P
2 

un mod~ùe libre tel que d':P - C' 
1 2 1 

par: 

Ainsi on a tué 

Lemme c).- 11soit (c~) un ZG-comr,lexe projectif, tel que: 
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On a 

On a 
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a) H/,' -= Z. 

b) H1(Eo,è;::c~,z2)) = O. 

[D I après le lemme a) et la condition b) ci-dessus 

On considère le h:C~ - C* du lemme b) et la suite exacte de coefficients 

H1(G,A(G)) = H
1(HomZG(c*,A(G))) 

= H
1(Hom

2
(c*,z

2
)) = 0 

(puisque C-l(_ est acyclique). on applique le 11lemme des 5 11 
••• ]. 

[Remarque: pour que tout ceci marche bien on devra vérifier que les dia­

gra1mnes du type : 

Hom
2

(c ,z) 
n 2 

___ à_> Hom (c ,z ) 
Z n+1 2 

~ isomorphisme 
~ caYJ.onique T 
~ 

T ~ 
VI 

Hom ( C , A( G)) 
ZG n 

__ à_> Hom (c ,A(G)) 
ZG n+1 

sont bien commutatifs. En effet, soit 

cp, cp' par 

q; € Hom (c ,z ), x € C. On définit 
Z n 2 n n 

(ô q;) (gx ) -
n+1 cp' 

X 
n+1 

(g) 
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(donc·: cp' (g) = (ji(ô(gx )) = (ji(gôx ) = cpôx (g)). 
x n+1 n+1 

n+1 - n+1 

On a : Hom
2

G(Cn,A(G)) ) T(ji, T(ji(xn) = {g - cpx (g-1) 
n 

E z2 l' donc 

D I autre part : 

Le théorème de Hopf résulte des lemmes précédents et de l'isomorphisme 

de Specker. 

"Si K - K est un revêtement galoisien de groupe G (K complexe simplicial 

fini), on a un isomorphisme: 

(c*(K) va jouer le rôle de c: ... ). 

[ü~ choisit un point base dans K, au-dessus du point base de K (l'isomor-

phisrne de S. dépendra, bien entendu, de ce choix). C (K) est un ZG-module libre 
n 

engendré par des relèvements (choisis une fois pour toutes) o- E: C (i() des 
n 

n-simplexes de K. L I isomorphisme de Specker résulte de; 1 1 isomorphisme (lemme a) 

en remarquant,. que, pour 

D'une manière r,lus explicite 

est défini par : 

I: z.g. 
1. 1. 

( où g. E: G, 
1. 

zi E: z
2 

,et un nombre fini seulement de z. 
1. 

sont /= o). Puisqu'il 
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s'agit d'un ZG-homomorphisme : 

(jJ(go) = r z. (gg.) •.• 
l l 

n(~ ) On fait correspondre à (j., la co-chaîne finie Tq.i E: Cf K, z
2 

Comme av·ant, le diagramme suivarlt est commutatif : 

Hom
2
G(cn(K), z

2
G) 

+ 
c~ _ (R,z

2
) 

Exercice: PoDI un G 

Si G est fini: 

à 
Hom2/cn+ 100, > 

+ à n+1c ) > Cf K,z
2 

]. 

infini quelconque 

+ dimz H1
(G,Z

2
Gj. 

2 

zl> 

Exemules.- (Ici K sera toujows le revêtement universel, ri;
1
K = G). 

( Î) G = Z ; 

(2) G = Z ·* 2 

(3) G = Z+Z 

~ K= s 1 ' K::::: R => 

z2 (groupe dihédral 

K = p V p 
2 2 

bZ = 2. 

infini) 

D'une manière analogue, si G = A+B ou A,B sont des gr"émpes infinis 

b(A+B) = 1 

et si B est fini 

b(A+B) = b(A). 
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( 4) Supposons que card A > 2, card B );. 2 et soient n;
1
K A = A, rclB = B. 

G = A -l(- B, alors 

Les revêtements univers,els de KA , K_s seront 

x' 

A=K 
A 

0 

x" 
0 

XIJ 
0 

Donc le revêtement universel K 

~ 

sera infiniment n,mifié à 1 1 infini 

b(K v K ) = oo => b(A * B) A B 

B 

= 00 

0 

Théorème 10.- (second théorème de Hopf) : nsoit G un groupe (de présentation 

finie). Les seules valeurs possibles pour b(G) sont : 

b( G) = o, 1 , 2, co • c, 

Démonstration : On va montrer que b(G) 1' 3 => 

c.w. complexe fini ( connexe) tel que n;1X = G. Cn peut 

b(G) = co. 

supposer 

donc G ofere transitivement sur (x) 00 On sup1Jose donc, que CO 

Soit X un 

que X = pt' 
0 

> b.X = b(x) 
1 

= n ~ 3 
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et on va trouver une contradiction. 

On considère la "décomposition canonique!I de (x) 
1

. où K est compact et 

F. est un ouvert connexe, ôF. cK, F. ~ b. E B((:x)) (i = 1, ••• ,n). 
i i i i 1 

•b 
1 

11décomposi tion canoniq_ue 11 

• b 
2 

On peut supposer (lue K est un sous-complexe (comuact). Vu (lue G agit 

transitivement sur (X) 
0 

( et G agit sur (x) 
1

), ] g € G, tel que gK c F 
1

• 

Sans perte de généralité gK est très loin de K (gK "' K = /)). On a donc UL.e 

autre image de (x)
1

: 
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où le bout b 
1 

se casse au moins en deux bouts distincts. Donc b:X > n, d'où la 

contradiction ! 

Proposi tien 11 .- 11Dans les mGmes condition, que ci-dessous BX est parfait (donc 

c 1 est un ensemble de Cantor) 11
• 

(Même démonstration que ci-dessus: ·;u presque). 

4) Groupes de tyue fini. Soit G un groupe de type fini et Tc G uiJ. ensemble 

fini g_ui engendre G. On va considc§rer le graphe r(G 0 ,T) qu'on va appeler (par 

abus de langage r). Sur r, GO agit à gauche (donc G à: droite) ( <-> action 
J 

de Go à gauche sur k(G0 ,1)) mais on a, aussi, une action (compatible, et natu-

relle) à droite (donc G à gauche) de G0 sur G = somm r (~--> action de G0 

j 

à droite, sur le fibre, à l'origine du· revêtement 'K(G0 ,1) _,. K(G0 ,1)). 

Donc somm r = G. 

G x T = arr r = l[g' tg]} 

~ 
11 second som::net 11

-
/ 

11premier sommet" 
v 

1 
[g, tg] vi g, tg] 

G agit à droite sur r et à droite et à gauche suT G = somm r. 

[La raison de ce changement d I orientation par rapport au chapitre précédent 

est que de cette façon des bouts (de G) restent interprétés au terme de co1:ornologie 

de ZG-modules (à gauche) ; à part cela, vu que G : G0 (donc 

(i ,<. oo) on n I a pas vraiment changé grax1d I chose ••• J. 

On remarque que, si G est de présentat:ion finie, (ernçendré par T), 

d.1 après le chapitre précédent et le paragraphe 3) ci-dess1.1.s bG = br. (r = (-Y)
1

). 

On va montrer maintenant que, si G est se·ùlement de type fini, br (en 

fait même Br ! ) dépend seulement de G ( et pas de T), ce qui va nous permettre 

de définir (poUT G de type fini} : 
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bG = br (B(G) = B(r)). 

Soit C*(r) = c 0 (r)+c 1(r) l'ensemble des co-chaînes cellulaires (simpliciale~), 

mod 2 (à coefficients z
2

) sur r. 

On va désigner par @( •.• ) l'ensemble des p':irties de ( ... ) q_ui est r2.a-
" 

turellement une algèbre (anneau) de Boole (a+b = a u b - a n b (somme modulo 2), 

anb=anb, •.• ). 

Donc notre 

A(G) = <;9'(G) = ~(somm r) 

se trouve naturellement être une algèbre de Boole où G ofère à gauche (la mul ti­

plication par g étant un isomorphisme d I algèbre). Le complémentaire de A € A(G) 

sera désigné par A* = 1+A. z
2
G q_u' on va désigner maintenant par F(G) est 11 idéal 

des parties finies, 

'[ Attention : z
2

G et F(G) sont la même chose en tant q_u'ensembles, et 

structures additives, les multiplications ne sont pas les mêmes. Sur on a la 

multiplication (non-commutative) de G, sur F(G) l'intersection des sous-ensembles]. 

E(G) = A(G)/F(G) se trouve automatiquement munie d'une structure analogue 

(d I algèbre de Boole). 

Sur Ci(r) on a une addition+ (mod 2) et le fait que pour chaq_ue 

a € arr r on a défini v ( ) v ( ,..,) c somm r ( ses extrémités) fait q_ue sur 1()'.' 2V, \:, 

C*(r) on a un cu_r)-produit (q_u'on va désigner provisoirement pm· v). Puisqu'on 

travaille mod-2 une co-chaîn.e s'identifie à son support, donc, au moins du point de 

vue ensembliste 

C0 (r) = 

c1(r) = 

c;r(somm r) = A(G) 

@( arr r) = ~( T x G) • 

Ces identifications sont compatibles avec le + (addition de co-,chaînes <-> somme 

booléenne (mod. 2)). 

Pour C 0 (r), v s'identifie à la mul tipli.cation booléenne (a, b € A(G) => 
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a v b = a. b = a () b ; -

q_uelq_uefoj_s, q_uand il n'y aura pas risq_ue de confusion avec l'action 

G x A(G) - A(G) ceci sera écrit, simplement ab). 

Si a E C0 (r) = A(G) = {G - z
2
l = ?(G) et a E C 1er) -· 'S'(arr r) on 

définit av a, av a E c1(r). par: 

a "" a = {x € a tel q_ue v· (x) € a} 
1 

ava= {x € a tel q_ue v/x) € a}. 

Si l'on considère E(G) comme ZG-algèbre (de Boole) à gauche, la cohomo-

logie (à coefficients locaux) H0 (G,E(G)), munie de l'addition(+) et du cup-produit 

est une algèbre de Boole (qui dépend seulement de G). 

Théorème 1~ B(r) = Spec n°(G,E(G)). 

Démonstration: Il suffit de montrer q_ue 

La démonstration contient plusieurs ingrédients qui seront constamment utilisés 

dans les chapitres IV, V. 

Pour A € A(G), g € G on définit 

1 v gA = A + gA € A(G) 1 . 

A gA 

A+gA 
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Lemme o;.- "On a les identités suivéllltes : 

V ( A+B) = v A + 'v B • 
g g g 

'7 (AB) = ( '1 A)B + gA. V B. g g g 

v. 1 = V o = o. 
g g 

a-5) "v (hA) = h V' , A. 
g h- 1gh 

a-6) -1 
V 

1
A = g v A. 

g- . g 

'\/ghA = VgA + g v' hA. 

a-8) V g => A = 0 ou A = 1 ( 1 = G) 11
• 

[Par exemple, pour voir a-2) ·: 

"V (AB) = AB+gA.gB = AB+-gA.B+gA.B+gA.gB = (A+gA)B;..gA(B;..gB) = •.• ] • g 

Lem.me 6•- "Soit Q(G) c A(G) définie par : 

Q(G) = {A tel que 

Q(G) est une sous-algèbre, fermée pour les actions (à droite et à gauch0 de G), 

Contenant 1 1 i·de'al F(G). 0 . b. ''al 'b n a un isomor:p ,.isme Œ ge res : 

Ceci est immédiat. On va introduire la notation 

(algèbre de Boole) 

't(G) hérite d'actions à droite et à gauche de G. Mais l'action à gauche est 

triviale (puisqu'il s'agit d'éléments invariants ·(à gauche)). 

Lemme Y.- "A E Q(G) <=> Vt E T, vtA E F'(G) où T est n'importe quel syGtème 

fini de génératm .. rrs de G". 

[Ceci résulte de a-6, a-7 qui impliquent que pour g E G, quelconque 
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'v A = ( une somme finie de translalés d I éléments de la forme 
g 

VA, U€T)]. 
u 

Lemme o.- "Considérons le cobord 

alors 
.....----------------~ li 

IOA = { ( t ,g) tel que g ( 'y't_1A} 1 

Démom3tration Puisqu'on travaille mod. 2, une arête ( t ,g) € ôA <-> elle 

a une extrémité dans A et 1 1 autre dans A* 

A(Acx-) 
.v1 ( t ,g) E à A v2 

A*(A) 

A(Acx-) 
.v1 ( t ,g) i àA v2 

A(A*) 

Donc : 

A et 

( t ,g) E oA < > 

A* et 

donc 

( -1 -1 ) -1 = A.t A* +A*.t A = A+t A. 

Exemple: Soit G = z, u = le générateur, T = (u} (ug = g+1). Soit 

A={x(Z, x~n}. 

< 
-1 

u A 

n-1 

car 

àA = [n,1.m], 
-1 {nl = A+u A 

Démonstration ciu théorème 12: Donc, puisque T est fini: 

Q(G) = {l'ensemble des co~chaînes de A(G) = c 0 (r) dont le co-bord (à) est une 

co-chaîne finie}. 
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't(G) . 

(de t., 

Exercice : G -> B(G) est un foncteur covariant de la catégorie des groupes 

fini) dans la catégorie dont les objets ont les espaces topologiques 

homéoinorphes (resp.) à /J, {ptj, {pt,pt}, {Cantor} et les morphismes les 

app.;. continus • 

.[Le passage à n-:s- renverse les flèches mais le passage à Spec les 

re-renverse]. 

Problème Si bG = = étudier l'homomorphisme: 

,hll_t G _ê_> Homéomorphj_smes de BG ::: Aut (Cantor). 

Existe-t 'il des mesures invariantes ? [Pas toujours]. Peut-on réaliser Je "shift-

,, 
automorphism ? Quelles sont les relations entre les propriétés de h E Aut G et 

les propriétés métrico-topologiques de ~(h) ? 

5) Retour aux variétés de dimension '3 et énoncé des théorèmes de Stallings : 

Théorc?me dé S'oecke:r : ''Soit une va:ciété de dim. 3, fermée, connexe. bn:.V 
1 3 

détermine complètement rc V (en tant que gr::mpe abélien). D'une manière précise 
2 3 

bn; V = 0 > rc2V3 = 0 
1 3 

b-n; V = > rc2 V 3 = 0 
1 3 .. 

brc V == 2 > n2V3 = z 
1 3 

b-n; V :::::: = 
1 3 > n2V3 = -rc2(s3-(un ensemble de Cmltor) = =11 z . 

Démonstration: Si 1c V
7 

est fini ( <-> bn V = o) => V est une sphère 
1 :J 1 3 3 

~ 
d'homotopie=> n

2
V

3
= O=> n

2
V

3
== O. 

n v est infini, on a: 1. 3 

bn: V = bV = dim H0 (V ,z) = dim H0 (V ,z). 
13 3 = 3 2 .= 3 

Comme dans le corollaire 8 on a une suite exacte (à,coefficients z) (qui 

splitte) : 



0 

Gn a donc 

H~(V 
3

) = 

Hi( V 
3

) -

z 

b(n V) 
z 1 3 

bV 
z 3 

b(n V )-1 
z 1 3 

11.23. 

[Remarque : Si alors 

H0 (v ,z) = 
00 3 

b-n; V 

= Z X Z +•••X Z X•••= Z 
1 3 

une infinité dénombrable de fois, 

0 

= un ·cant or. 

puisque dans le cas où BX est infini b X = oo( et pas la "vraie cardinali té 11 

de BX)]. 

Hais 

1 ~ ~ 
Hf (V} = H/ 3 = n2 V 3 = n2 V 3 

q.e.çl. 

~ 

dualité de Poincaré 

Je rappelle .le théorème de la sphère (de PapaE:yriaKopoulos, Whitehead, 

Epstein). 

Sphere theorem : "Soit w
3 

une variété de dim. 3, connexe g_uelcongue, 

telle que Il existe un .1?1__o:Qgement 

où X = S ou P (le plan projectif), telle que l'image du générateur de 
2 2 . 2 

n
2
x

2 
soit non-homotope à 0 dans w

3 
1' 

(Exercice : Considérons la factorisation ·des variétés (orientables, fermées) 
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de dim. 3, du chapitre I. Hontrer q_ue : 

b n V = oo <-> V est d(~composable. 
1 3 3 

n
1
v

3 
est un facteur du type i) (i = 0,1,2) 

<-> bn/ 
3 

= i). 

CONSTRUC'l'IONS DE GROUPESo Soit (X,A) une paire d I espaces topologiq_ues 

raisonnables (par ex. une paire de C.W. comple-xes), connexes, tel q_ue 3 un 

ouvert A x (-1 , 1 ) ! 

A=Ax Oc.Ax (-1,1) ex. 

(On dira q_ue A est un sous-ensemble bicoloré de A). 

On peut faire éclater A : 

X _n __ > X 

( n surjectif, 
V -1 -1 

TI!X - TI A -~-> X-A, TI A consiste de deux exemple.ires de 
~ 

On a deux cas 
v v 
X est connexe, ou X a exactement 2 composantes connexes 

ON VA SE PLACER DANS L'HYPOTHESE QUE LES INCLUSIOlfS 

UN MONOMORPHISME POUR 

A. c X 
J_ 

INDUISENT 

~ l19E:_ connexe 

(A sépare) 



V 
X connexe 

(.A ne sépare pas). 

Dans le cas X connexe on considère p € .A, {p
1

,p
2

} = n- 1(p). On unit 

p
1

,p
2 

avec un chemin (raison_~able = polygonal) simple r c X (à homotopie près 

X est gros •••• ). 

Du· point de vue homotopique 
V 

X et x/r (où 

sont de m&me objet 

r est réduit à un point 

x/r 
(dans X/r : 

A n A = p 
1 2 • 

On a un homéomorphisme 

p) 

Céillonique w : A -> A tel 
1 2 

que~ (p) = p). 



Proposition,- (van Kampen) : 

11a) Si 

b) Si 

V 

X est ~ connexe • 

TIX=TIX * nX 1 11. 12· 

" X 

TI X= 
1 

n/ 
est com 0.exe : 

II.26. 

(où w*:TI
1
A

1 
~> n

1
A

2 
c n

1
x). Iyi, si G::) H sont groupe est sous-groupe, et 

~:H - G un monomorphisme 

G ===G * 1 ,.----A---,. 

H,rp 

désigne le groupe présenté comme suit: 

générateurs G = {gén. G} u { un nouveau générateur t} 
1 

rel 1 } 1 -1 ( ) G 
1 

= l rel G U l h = t rp h t, 

[a) est évidente; b) se voit comme suit : pour passer de 
v 
X=> X on doit 

unir chaque paire de points q
1

,q
2 

par un segment On peut supposer que 

le o-squelette A = p. En termes de x/r on commence par faire 
0 

x/r UI = (X/r) V S
1 

(donc le TI 1 est TI? * z (t gén. de z)). Ensuite, 
P,P 

pour chaque 1-cellule acA on colle à 
1 

x/r ur une 2-cellule comme 
P,P 

ci-dessus: 

t(I ) (la relation est 
P,P 

-1 ( )-1 ) at cl? a t = 1 

~·(a) ex 

t(I ) 
P,P 

Après cela on a obtenu le désiré, et ensuite on ne colle que des cellules de 
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dimension ~ 3 ••• J. 

Proposition ( 11réciproq_ue 11
) : "Supposons q_u' on se donne 

G 

G1 * G2 (avec 
v1 

) 
H~ 

ou 

H il 
G2 

G * 
r-1'-,.. 

{avec H ~> G, q> mono) 

H,q> 

et considérons des inclusions: 

K(H,1) c K(G
1
,1) 

K(H,1) c K(G
2

,1) 

K(H,1) cK(G,1) 

correspondant à i, i 1 , i 11 (par exemple en partant d'une version de K(G ,1), K' 
1 1 

-------

K 
~ 

K(G,1) = M(i*)). 

Alors : 

a) K ( G 
1 1 1 ) U ( K( H , 1 ) x [ 0, 1 ] ) U K ( G 

2 
, 1 ) 

,----A-- ~ 
K(H,1) X O K(H,1) X 1 

= K(G
1 

* G
2

) 

H 
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K(H,1) K(H,1) 

~ f ~~·'1--1 "i·:~_ 
------­~ 

K(G1,1) 

b) On considère M.(cp*) ,., K(G, 1) 

K(H,1)
0

, K(H,1)
1 

c K(G,1) 

ce qui- nous donne deux inclusions 

-~ 

~ 

K (G,1)"' M(i:) 

~ 
M(cp*) "'K(G~1) 

Alors : 

K(G,1) U(K(H,1) x [ü,1])= K(G * ,1). 
~ ~~-----~, 

(K(H, 1 )xo) U (K(H, 1 )x1) H, cp 
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[a) et b) se démontrent de la même façon. Soit, par exemple X le membpe 

gauche de a). Clairement n X= G * G2 • 
1 1 H 

Il faut seulement montrer que le revête-

~ ment universel X est contractile. Vu que i est 

r:--' 
K(H,1) dans K(G ,·1) est un nombre d'exemplaires 

1 

in4ectif l'image réciproque de 

~ ~ 
disjoints de K(H,1)~ K(H,1)

1
, ••• 

et chaque exemplaire est contractile. (Je rappelle que si A c X, 0 - n A - n X, 1 1 

alors, dans le revêtement universel ~ p:X _.. X, p- 1A = une réunion disjointe de 

X est la figure arborescente ( puisque n,X = o), ci-dessus, où on colle 

des ensembles contractiles suivant des sous-ensembles contractiles: 
! :, 
' 

\ 
' \ 

' 

Le lecteur remarquera que le même raisonnement montre, par voie géométrique, 

que les inclusions 

H --> (G
1 

* ) 
~H 'cp 

sont injectives. On a trouvé ou on retrouvera, le même résuJ.tat, algè briquement J. 

COROLAIRE ALGEBRIQUE DU SPHERE THEOREJ\'I : .Soit une variété de dimension 

3 connexe, fermée, telle que b-n; V = oo·. 
1 3 

Alcrs 
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II.30 

G1 * G2 
H 

1t/ 3 = ou 

G * ~"' 'rp 

H = { 1} ou z/2z et où la situation est monomorphe, dans le sens q_ue 

Le lecteur remarquera q_ue: 

G * = G -l<- z]. 

1~ 
[ On remarque, à.Ùssi, q_ue si dans le sphere theorem X = p ' 2 

sépare pas (puisq_ue r
2 

n'est jamais cobordant à o), et q_ue dans 

ne 

(à~ = P' uP") le générateur de n
1
P

2
1 n'est pas tué, car on pourrait le réaliser 

3 2 2 

comme le bord d'un immergé dans v
3 

(transversal à ce q_ui· contredirait 

la non trivialité du voisinage tubulaire de ce générateur, dans à\\J. 

Ce corollaire est l'origine heuristique du: 

GRAND THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A UNE INFINITE DE BOUTS. 

"Soit G un groupe (de type fini). bG =oo si et seulement si G possède 

l'une des deux descr.iptions q_ui suivent : 

où H est fini (sous-groupe propre des G.) 
l 

et 

b) 

phisme 11
• 

max(Index [H:G ], Index [H:G ]) 
1 2 

G = G * où 
1 

r-:H~ 
'rp 

H est un sous-groupe fini propre et 

Corollaire.- 11 Si G est de type fini, avec Tor G = j) : 

bG = oo <--> G est un produit libre non-trivialn. 

On a aussi ; 

rp un monomor-
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U~ THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A-DEUX BOUTS : 11Soi t G un groupe de type 

fini, bG = 2 si et seulement si G possède m1 sous-groupe invariant, fini 

KcG tel q_ue G/N = z ou z/2z * z/2z: 

Corollaire.- 11 Si G est de type fini, avec Tor G = /J 

bG == 2 <-> G = Z11
• ( stallings-Wall) 

Exercice : En utilisant 1 1 argument géométrique de la 11prcposi tion récipro­
du type décrit dans les 

q_ue11 ci-dessus, montrer que pour un groupe G (de présentation finieydeux théorèmes 

de Stallings (G, * G
2 

max(Index[H:Gi]) ~ 3, •.• ) possède, effectivement le bG 
IH 

q_u' il faut. 

6) Applications algébriques des théorèmes de stall i nr.;s : 

On va démontrer plus ta.rd les deux faits suivants 

I. Soit r = le nombre minimum de générateurs de 
G 

r 
G1*G2 

_( . • Grùshk;o. ) s 

II. Si G ::) H, Index[H:G] < co 

=> oG == bH. 

On considère ci-dessous des groupes de type fini. 

Théorème.- 11Soit (-n;) une propriété(des groupes) telle q_ue 

(i) Si G = G
1 

* G
2 

(Gi ~ { 1}) 

G E: ( n) => G i E ( n). 

(ii) GE: (n) => bG > 1. 

Alors si Tor G == p, G E: ( n:) => G est libre •11 

G. _ .Alors : 
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Démonstratiœ:1 : Soit G comme ci-dessus (Tor G = p, G E CnJ ) • D one 

bG = 2, oo. D'après J.es corollaires aux cleux théorèmes de Stallings 

et 

G = Z on a fini) 

ou 

G=G
1 

·Y-G
2 

G. E (n), Tor G. = p. 
l l 

(Gi f. { 1}) 

(I) nous permet une récuTrence •.... 

Corollaire i 0 2 - ("Conjecture de Serre") : 

Si Tor G = p et_ 3 H c G avec H libre, Index [H:G] < oo -> G est 

libre. 

Démonstration : Soit ( n) la propriété de posséder un sous-groupe libre 

d'indic8 fini. 

( n) est clairement héréditaire (i), car si H' c G, H' n H est libre et 

d'indice fini dans H'. D'après (II), et le fait que b(groupe libre)~ 2 on a 

que (n) satisfait (ii), e.a.d.s. 

Corollaire 20.- ( 11conjecture df:Ei_lenberg:-Ganea. 11) :"Soit G un groupe tel que pom~ 

tout G-module H : 

( un tel groupe s'appelle de dimension cohomologique $. t). 

Alors G est libre 11
• 

Démonstration 

a) (Lemme de 11 Syzygy 11
). Si dim. cohomologique G ,< 1 => il existe un 

G-complexe projectif, acyclique 

0 <- Z <- C <- c
1 

<- 0 <·- 0 <- ... 
ë. o d 

0 

D'une manière plus :précise, soit 

ZG _f_> Z. 
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1 1 augmentation canoniq_ue. Alors P == Ker e: est 12ro,jectif. Si G est de type _fini, 

il est de type fini. 

[De toute façon, on peut construire une résolution projective 

d
0 

d 

0 <- Z <·-···-·• ZG <- c
1 

<- 1 c
2 

<- ... 

et si G est de type fini C peut être pris libre de type fini. (Penser au 
1 

,--._,/ 

complexe de chaînes cellulaires de K(G,1), où K(G,1)
0 

= pt, K(G,1)
1 

= des 

cellules correspondant aux générateurs de G). 

Soit M le ZG-module 

M = Ker d = Im d. 
0 1 

Notre hypothèse impliq_ue H2(G,M) = O. Soit a E Hom
2
G(c

2
,I"l) la 2-co-chaîne : 

d 

c
2 

-
1-> lm di • 

d o d = 0 => à a = 0 ( a est un cocycle). 
1 2 

Donc a est co-frontière (puisg_ue H2(G,M) = o); 

C'est 

On a 

tel q_ue a= ~ o d 
1 

-----> C = ZG 
0 

clair que ~ est une retraction (~ 0 i = id 111). 

Soit y E Hom ( C , C ) défini par 
ZG 1 1 

,.Y(x) = X - ~(x) 

2 
y = y car ·: 

y(y(x)) = y(x-~(x)) = X - ~(x) - ~(x~~(x)) 
'---y-----' 

= 0 

(~2 

. 

= ~). 
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Donc Im y c c
1 

est un factew direct, donc un module projectif. 

DI autre part : 

Im y --~---> Ker E - Im d 0 = P, 

car et M == Ker d 00 

(ce qui justifie notre terminologie 

dim. coh. ❖ 1. ) 

b) Si H c G (G quelconque), une G-résolution projective (acyclique) 

de Z est automatiquement une H-résolution projective (acyclique) de z. 

[Il suffit de remarquer que si 1, h
1

, _. ••. est un système de générateurs 

de H'-..G, 1,h
1

, est une ZH-basede ZG(considérécomme ZH-module).Donc 

ZG est ZR-libre. Donc tout ZG-module projectif est ZR-projectif en tant que 

facteur direct d'un ZH-module libre ••• ]. 

c) Si dim. cohomologique G ,< 1 => Tor G = j) ( conséquence immédiate de 

a), b) car si on avait R c G, R cyclique fini, R ne pourrait supporter une 

résolution de Z à nombre fini de crans). 

d) La propriété dirn. cohomologique,< 1 s'hérite pour tous les sous-groupes 

(conséquence de a), b)). 

On a 

e) dim. cohomologique G ~ 1 => bG > 1. 

[soit G tel que bG == 1 

R1(G, z
2
G) = O, et, puisque 

et dim. cohomologique. G < 1. 
' 

G est infini et donc r ne possède E~s des 

O-co-chaînes finies, invariantes par tr·anslation à gauche, on a, aussi 

Maintenant on ouvre une parenthèse 
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Si M est ZG- à gauche (droite), on définit 

M* = Hom (M,ZG) 
ZG 

considèré comme ZG-à droite (gauche) par cp.g(a) = cp(a)g . . • On a une applicaU 

naturelle M - M**• 

Si M est libre de base (finie) 

x , ••• ,x ,on définit une base (duale) 
1 · n 

x*, ••• ,x* de M* : 
1 n 

x
1
~- (I; À, .X.) = À,. 

J J. J. 

et on voit que M ~ M**• La même chose est vraie pour un module projectif de 

type fini P. En effet, P est facteur direct d'un M comme ci-dessus et on a 

un diagramme commutatif : 

p > pH 

~ 
~ i**/j id M 

> f::~ id 
~ 

a 

p P**. 

En particulier on a un triangle commutatif 

p --------> P** 

id 
foct'. o icl<··X- = cp 

p 

et un autre triangle commutatif 

. id 

k: 

p 
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=) p ::: p-H. 

Si P,Q sont projectifs de type fini et ~:P-> Q est tel que 

* P* <~ Q* => ~ est isomorphe. 

[ Car on. a un diagramme commutatif 

P------ > P** 

+** ~ ~ Q------ > Q**]. 

Toute la théorie marche pour un anneau (non commutatif, unitaire), A, 

en particulier pour A= Z?G. En particulier, on a le: 

Lemme.- 11 Soit : 

à o -> P -> Q -> z7 -> o 

où P,Q sont z
2

G-projectifs de type fini => à* n I est ..12.ê:.ê. un isomorphisme". 

Revenons à notre avec dim. coh. G ,$. 1, bG = 1. On a une résolu-

tion (avec P projectif de type fini) 

( L 
O 

) 0 4 P -> ZG -> Z _, 0. 

En tant que suite exacte de groupes abéliens cette suite splitte (on définit 

ZG _ê_> P par Donc la suite suivanté est 

exacte : 

(L
1

) o -> P '9 z
2 

~> ZG 0 z
2 

-> z '9 z
2 

-> o 
z z z 

1..----y---"' '--v---' ~ 

= p
2 

(déf) = z
2
G = z

2 

En plus, p
2 

est z
2

G-projectif de type fini. D'autre part la cohomologie 

H*(G,Z
2
G) se calcule en appliquant Hom

2
G( •.• ,z

2
G) à (E

0
). Je dis que ça 

revient à appliquer Hom ( ry G)· (c'est-à-dire la dualisation * 
Z G ••• '/'.2 .. 

2 .. 
par rapport 
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à z
2
G) à (E

1
). Il suffit de remarquer que pour tout Q, module ZG-projectif 

de type fini, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel 

[ On vérifie d'abord pour Q libre ••• ] • 

Mais dire que H*(G,Z2G) se calcule en appliquant M - M* à (E
1

) et 

en calculant la cohomologie de ce complexe., revient à dire que 

On a vu que si bG = 1, les termes extrêmes sont nuls=> à* iso., ce qui est 

incompatible avec la suite exacte (~) "'1 0 



CHAPITRE III. 

PRE-GROUPES ET STRUCTURES BIPOLAIRES • 

1) Pré-groupes : 

Définition.- Un PRE-GROUPE est un ensemlbe P , muni de: 

a) un ,élément 1 E P. 

b) une application P ➔ P , -1 
X ➔ X • 

q une m1 u~ c;=omposru.on_ non pan:om-9-eu~ c • esr-a-mre : 

P x P ? D ➔ P : (x,y) ➔ xy • ((x,y) E D ~ 11xy est défini"). 

t .q. les 5 axiomes sui.vants soient vérifiés : 

Axiome 1° • 

Axiome ,_2°. 

Axiome 4° • 

\f x.E P 

Vx E P 

on a : ( 1 ,x) , (x, 1) E D et lx= xl = x 

( -1 ) ( -1) -1 -1 on a : x , x , x, x E D et xx == x x = 1 

( ) ( - 1 -1) - 1 -1 ( )- l x,y E D ➔ y ,x E D et y x = xy 

(
11Associa.tivité 11

, là où çà 2. un sens) . Soient (x,y), (y ,z) E D 

alors : (x,y;,.) E D ~ (xy,z) E D & 

x{yz) = (xy)z 

Axiome 5°. Si (w,x), (x,y), (y,z) E D 

D conti.ent au moins l'un des deux objets: (w,xy) , (xy,z) • 
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Exemples: 

I) (trivial) P = G == groupej D = G x G , ... 

II) On se donne 

P = G
1 

U G2 • 

D = {(x,y) t.q. 

:l 
.Y 
~ 

Gl 

(' . ' ) 1,1 = mono • 

G2 

ou x,y E G
2 

} 

On vérifie Ax. 5° comme suit : sans perte de généralité il suffit de considérer : 

(w ,x) (x,y) (y ,z) 
'f .t,, 

@ H H 

® G-H 1 ' G1 -H 

Dans la situation (D , si w E H (ou y E H) on a fini,autrement on peut faire 

la discussion suivante : 

G -H 1 H 

(*) 

(y ,z) 

t\ 
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Dans la situation (ii) , w ,Y E G1 et on ·a fini. 

Le but de ce paragraphe est d' attacher à un prégroupe P, quelconque, son 

"g_roupe universel 11 U (P) à peu près de la même manière qu'on passe du prégroupe 

de 11 exemple II à G1 * G2 
H 

et de donner pour U(P) un théorème de structure des 

mots réduits, analogue un théorème de van der Waerden, donné au prenùer chapitre. 

Soit P un prégroupe. 

(x. , x. 
1
) E D 

l l+ 

x. E P , x > 1 
l 

le mot est réductible 

s' appelle un mot de longueur _ n • 

et 

(x 1 , ... , X. l , X.X. l , X. 2 , • • • X ) 
1- l H l+ Il 

Si 

en est une réduction . Si (x., x. 1) ~ D ( Vi) le mot est réduit. (Si long== 1 le 
l l+ 

mot est automatiquement réduit). 

Quand ça a un sens. 1 on définit : 

Lemme 1.- ( -1)-1 
X =X • 

' a 1) == n-

X ) 
n 

[ , -1( -1,=1 On considere · .. xx x J qui est bien défini, ... J . 

Lemme2.- "Si ax estdéfini, a- 1(ax) estdéfiniet a-\ax)=x. Demême,si xa 

est défini, (xa)a - l est défini et égal à x" . 

[ 
-1 · Puisque a a et ax sont définis et de même (a -l a)x = 1.x , a -\ax) 
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est défini ; puis on applique l'associativité .•. J • 

L J S . - l t d 'fi . emme • - 1 xa, a y son e ms : 

xy défini ~► ( xa) (a - ly) défini, et, si c'est le cas : xy = (xa) (a -ly) 11 

[D'après. Ax.4°: 

((x,y) E D) ~ (x,(a.a-~y)) .,,E D ~ ((x,a),(a- 1y)) E D J 

=Y 

Lemme 4.- -1 "Si xa, a y sont définis 

(x,y ,z) réduit~<----+) (xa,a- 1y ,z) réduit, et 

(z,x,y) réduit <f:--~>-i (z,xa, a- 1y) réduit: 

Dém : Supposons (a -ly, z) E D • 

D 

~ (x,a , a- y,z) > 
'--.,--; 

D 

x(a.a- 1y)_= xy défini 

ou 

( -l ) d 'fi . a. a y z == yz e · m 

~ (x,y,z) pas rédtlit e.a.d.s. 

(Exercice : (Axiomes 1°-4°) & lemme 4 ~ Ax. 5°). 

Lemme5.- "Si (x,y) est réduit ('6.--::)> (x,y) % D) etsi xa, a- 1y sont définis 

[ Donc: (x,y) (j D défini - ! J • 
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Démonstration : (x ,Y) réduit ➔ (xa, a - 1 
y) f= D . 

Si ( -1 xa, a y ,b) réduit 

=}- (x,y ,b) réduit ~ (y ,b) r:/ D . 

Lemme 6 . - 11 Si X est réduit et X * A est défini =::) X * A réduit. 

D'une manière plus précise, si 

définis => ( a:-1
1. x.) a. qéfinis & X * A réduit". 

1- l l 

, . ( -1 ) -1 Demonstratlon : a. 
1 

x. a. = a. 
1 1- l l 1-

x.a. est défini à cause du lemme 5 , appliqué à 
l l 

(x. 1 , x.) '/:. D 
1- l 

-1 , x. 
1
a. 

1 
, a. 

1 
x. , x.a. . 

1- 1- . 1- 1 l l 

Ensuite on applique le lemme 4 , plusieurs fois, à des suites de trois lettres 

consécutives de X (la propriété d'être "réduit" est "locale t1 J : 

Définition. -

X ) réd. n 

n n 
P = 11 ensemble des mots de longueur n et· P :, R = l'ensemble des n 

mots réduits de longueur n . 
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Lemme 7 .- "Si X E R n et X * A ,(X * A)¼ B sont définis 

=} AB défini, et : 

(X * A) * B = X * AB 11 

Démonstration : Pour que AB soit défini il suffit de montrer que si : 

(xy) t D , -1 ( ) -1( -1 ) · , xa , a y , xa b , b a y sont definis :;:::::;> ab défini. 

[ (x,y) i D ~ ((xa)b, b- 1(a- 1y))rf:. D. Ensuite: 

D 

( -1 ~ -1( -1 ) x , xa, b , b a y) :: = :.. ,,. 

~ ~ 
D D 

{ce qui est impossible). 

ou 

(x- 1 , (xa)b) E D 

D 

cr"--t -1 ] {x , xa,b) , (x ,(xa)h) ED > 
L-v----1 

D 

forollair~~..:- Sur Rn on définit la relation : 

] A t.q. Y= X * A • 

Il ~ Il est une relation d I équivalence. 



III-7 

[ On a vu la transitivité, et clairemènt X= X * I où : I = (1, 1, .•• , 1). 

Si 

-1 
, ••• ' a 1 n-

) 

on a : Y = X * A #'-<--➔ X = Y * A - l 

Définition . - R= UR n n 

e.a.d.s. J . 

Définition. Pour a E P , X E R (X= x 1, x2 , ••• )) on définit le mot 

À (X) comme suit : 
a 

(2) Si ax
1 

est défini, mais (ax 1, x
2

) f. D : 

~.mme 9 ~ - X réduit -+ À (X) réduit. 
a 

En d'autres termes, pour définir (dans le cas X réduit) À (X) on commence 
a 

le processus exprimé par ( 1), (2) , . . • et on s' arrête dès qu I on trouve un mot réduit. 
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Ça arrive au plus tard après trois étapes ! 

[ Dans (3) il faut montrer : 

----------....---.,1 

( contradiction) . J 

Len1me 10. "X réduit, (a,b) E D =.> 

Démonstration : 

est réduü ( donc il n'existe pas d I étape ( 4) 

((ab)x 1 ,x 2) (/ D • 

dans la définition de À ( ••• ) ) == 
a 

Àa(>..b(X))=Àa(b,x
1
x

2 
••. )=((ab)x 1 ,x 2 , •.• )=Àab(X) • 
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Ças 2). À b (X) = (bx1 , x2 , ... ) (mot réduit). 

2-2) (a,bx 1) E D (Donc pui.sque ab, bx 1 sont définis ~ (ab,x
1
) E D 

2-2-1) 

' x2 ' •• · •••••••• ) = 
---v----------

réduit 

= ~abx 1)x2 , x3 ~-=À ab(X) • 

for.cément réduit car on a employé 3 étapes pour y arriver 

Je dis que, toujours, on aura (a,bx 1) E D . 

[ Si (a,bx 1) jt Dona: (ab,x 1)(/ D. Donc: 

À ab(X) = (ab,x 1 , .•• ) -;:::; (a,bx 1 , x2 ~ ... ) 
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À ab(X) = (((ab)x
1
) x2 , x

3 
•.. ) = (a((bx 1)x2} , ... ) 

l~--- ____ __,. 
---......---

réduit, forcément, car on a employé trois étapes pour y arriver. 

N N 
Lemme Fondamental : "Si R = R(P) désigne 11 ensemble des classes d'équivalence 

àe R = R(P) mod ~ • alors. \1a E P • la fonction 

À : R(P) --¼ R(P) 
a 

induit une fonction 

'I) N 

À a : R(P) --> R(P) 

t .q. ' = id, À - À À Il 1\1 ab- a· b. 

Démonstration : la seule chose à montrer est que t si Y == X * B , alors 

À (X)?(; À {Y) 
a a 

Soit: 
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(a,x
1
) ff/. D • Donc 

À a(X) = (a,x 1 ,x 2 , .•• ) 

D I autre part : 

~ =9 (a 1 x1b 1 ,b~
1
x2) réduit > ((a,x 1b1) ~ D -► Àa(Y) = 

réduit. 

~ (a,x 1 ,x2) réd. l'> (a,x 1) f. D J . 

Donc (ax
1
b1 ,b~ 1x

2
b

2 
, b21 x

3
b

3 
, . ; . ) a un sens. Comme c'est ~ à 

À (X) c'est réduit. 
a 

Donc: 

réduit. 

Cas .Jl. 

défi.ni. ---· 
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Àa{X) = ((ax 1)x
2 

,x
3 

, .•• ) ¾ 

~ 
réduit (3 pas ) 

Ceci a donc un sens et est réduit. 

D'autre part on a vu (cas 2) ci-dessus) que 

(a,x
1
) E D ) (ax

1
)b

1 
est défini. 

Donc: (ax
1 

,x 2b2) ED ➔ (ax 1b
1 

,b~
1
x2b2) E D 

et (ax 1)(x2b2) = (ax 1b1) (b~ 1x2b2) {lemme J} . 

Donc: 

LE GROUPE UNIVERSEL U(P) • 

Si P, Q sont des prégroupes, t: P...,.. Q est un morphisme, si 

(x,y} E D =;p. (tx, py) E D et 

Exercice. Ceci implique ~( 1) = 1 , q; (x - 1) = ·~ (x)- 1 • 
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Théorè-::me 1 • -__ ,.,.. ..,.,_ "Si P est un prégroupe H existe un groupe U(P) et un morphisme 

i: P~U(P) - qui sont la solution du problème universel 

suivant. Pour tout morphisme cp: P ~ G = groupe 3 i morphisme 

1/> : U(P) ---} G J t.q. 

i P --------¾ U(P) 

cp 

G. 

(U(P},i) sont uniques (à iso. près)". 

Démonstration : Existance ·: U(P) est défini par générateurs et relations comme 

suit : P engendre U(P) . Chaque fois que {x ,y) E D , xy = z E P , 

xy z ~ 1 = 1 est une relation de U(P) . 

L I unicité se démontre par le même procédé que 11 on utilise toujours ctans les 

problèmes uni ver sels . 

Si l 1on considère (exemple II ci-dessus) : 

~ 
G1 

H p = G1 u G2 ' ' 
~\ 

G2 



alors : U(P) = G1 * 
H 
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, e.a.d.s. 

Théorème 2 . - 11 Soit P un prégroupe et U( P) son groupe uni vers el. Pour cha que 

g E U(P) , 3 un mot réduit (x
1 

, x?, •.. ) (de Pn) .t.q. ·: ( i(x) sera désigné 

par X E U(P)) 

g = x 1x
2 

• • • (produit dans U{P)) . 

((x
1 

,x 2 , •.• ) "représente" g). Deux mots réduits X' , X" représentent le même 

g ~<-->X' ~ X 11 
• i est un monomorphisme. 11 

Démonstration (à la van der Waerden) : 

rJ 
Soit l: le groupe des permutations de R(P) . Le lemme fondamental F'.)US 

fournit un morphisme U(P) ~ }:; • On va utiliser la mêrrJe notation qu I avant : 

À (g) = À 
g 

Puisque P engendre U{P), chaque g se représehte par un mot X E Pn 

Les réductions successives n'affectent pas la II v aleur 11 g l' donc g peut se représen-

X E R(P) . C I est évident, aussi , que si X, Y E R , 

dans U(P) , X et Y représentent le 122.§~El.*~ltjpr~TJ!: 
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({xi} E R(P) (mot rédui.t de longueur 1} . 

Puisque Lest réduit : 

À t(1)) == À \À ·t. .. {Àxn(( 1)) ••• ) = {x 1 , ••• ,xn) = X • 
g 1..-.y-.J X 1 X 2 

le mot réduit de lon-

gueur 1 corres-

pondant à 1 E P • 

(V 

Sil' on désigne par [ J la classe d I équivalence (R -:;,- R) on a donc : 

Donc [ X J est complétement déterminé par g . 

Comme pour les mots (forcément réduits) de longueur 1 : 

( X ] == f Y ] ~ X = y , On VOit que i est rn.ono. -------

D I AUTRES EXEMPLES : 

III) G :) H (groupe, sous groupe) r O ➔ H ➔ G 
4 

Consi.dérons un 11symbofo 11 x, et 

(une autre inclusion). 



(réunion disjointe) ( si x0 est 'au début" ile st x _, 1 s I il est à "la fin" il est x + 1 = x) • 

P=P'/{hEH h = x- 1 
g'/ (h)x} • (quotient) • 

On commence par mettre dans D : 

( -1 ) ( -1 ) ( -1 -1 ) ~ , Gx,x Gx , x Gx , x G 

-1 
XX = 1, ... 

( -1 ) ( -1 -1 ) [ x G,Gx , x Gx 1 x Gx • Le produit D __,, P est défini d'une manière · 

évidente, pour ces cas ] . 

Mais pour définir P , 0:1 a introduit, aussi, la relation : 

Par rapport à ce qu I on a déjà mis dans D , il nous reste "les mauvais cas" : 

(x t:.. g) (x -1 g, x1'') et 
,.-->---... 
E==o,-1 

Par définition, on met encore dans D 

- (*), E, = o , g == h E H 
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1) = o , g' == h E H 

. t E. 
(x gx .h = X g~ (h) X ) 

E. = -1 

L'objet qu'on vient de définir est un prégroupe {P ,D), et: 

U(P) = G * 
~ 

H , 4> 

'E Les axiomes (4°), 5° , se vérilient cas par cas : 

Si a,b,c,d EP, (a,b}, (b,c), (c,d) ED et si be est défini à cause du premier 

paquet qu'on a mis dans D(un +1 -1 
••• X , X qui disparaît !) et ab, (ou cd) 

de même, on a fi.ni • Supposons alors que be: est d6fini à cause de : 

( ••• x • x-
1 •.• = •.• ) et que ab non. On a les cas suivants : 

a b C d 

h -1 -1 
X' g'x X 

x- 14i (h)x 
-1 x- 1 ~ (h 1)x X g 

~-/ ~/ 

h h' 
e.al>d"s. 
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On laisse au lecteur le soin de continuer cette discusion cas par cas . . . 

D'autre part, on obtient bien le groupe qu I on veut, car le premier paquet 

qu'on a mis dans D signifie qu I on a introduit (exactement) : 

(les relations de G) U -1 ) (xx = 1 . Le second paquet, introduit, exactement, 

les relations : h = x - l t (h) x J . 

Corollaire.- Si H c G est un sous groupe et ~: H .-,._ G un monomorphisme, 

:3 un groupe G' => G et un automorphisme !!!!_érieur h : G' ~ G 1 , t. q. 

IV) H c: G 

(x,y) E D 4;:--~> au moins l'un des x,y, xy E H . 

V) Une autre structure de prégroupe attachée à 

P = { bab t ; b,b' E B , a E A } . 

(x,y} ED~<--> xy E P 

A * 
C 

B 

En utilisant le thl'Orèrne de van der Waerden (ch.I) ceci est un prégroupe 

(et U(P) = A * B)· [(bab', b
1
a
1

bp ED ~ a E C , ou a
1 

E C , 
C 

Considérons (ax 5°) 



Si a1 E C 

(de même, si a2 E C 
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est défini. 

est défini. 

- supposons b •1 b2 E C : on vérifie que le produit des premiers J facteurs 

est défini. 

(i) 

(ii) 

En effet, on a : 

bab' 
l • 

' 1 

' 1 

' 1 

~1a1~a2b2 

b 1

1
b

2 
E C 

c' 
~ 

b 1b E C ,1 

et dans les deux ,.:as 

est défini .... 

Enfin U(P) est bien A * 
C 

B , car toutes les (relations de A) U (rela-

tions de B) sont contenues dans notre D et on n'a ajouté aucune relation qui soit 

contradictoire avec la structure de A * B J 
r 
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Exercise: -- comparer la structure des mots réduits dans les deux prégroupes attachés 

à A * B • 
C 

2) . Structure§ bipolaires. Une structure bipolaire sur le groupe G est une 

partition disjoint~ de G sous-ensembles désignés : 

satisfaisant aux axiomes 1° - 8° ci-dessous. 

Convention i11!Jl~rtan!~ ~E, les notations : 

C'est seulement les mots de 2 lettres 

X,Y,Z , • • • E { E ,E* } 

qui auront un sens, mais pas les lettres E, E* toutes seules. On définit : 

x* = lEE* 
o si 

si 

Donc X~ = X 

Axiome 1 ° . 1 E F(f ~ ) et F est u.n sous groUI?f:.· 

Axiome 2°. F U S est un sous-groupe, et Index [ F : F U S J ~ 2. { On a donc une 

suite exacte : 

0 

Axiome 3°. f E F , g E XY } gf E XY 
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Axiome 4°. g E XY 
' 

s E s _ _:) gs e xy* -~ 

Axiome 5°. € XY ~ 
-1 

E YX g g . 

Axiome 6°. g E XY , h ~,,.. .. E y*z => g E XZ . 

Axiq_fil~ .1°. Vg e G , 3 N(g) 
' 

t.q. si 

{X
0 

, ••• , X } E {E,E*} g
1
. EX~ 

1 
X . . n ' 1- l 

~ n ~ N(g) • [ G est engendré par des II éléments irréductibles" J . 

Pour g E G on va désigner par N(g) (abus de notation) le plus petit des 

N(g) satisfaisant l'axiome 7° . Si g E F U S , par définition N(g) = 1 . 

Axiome 8°. EE* :/: s6 • 

EXEMPLES: 

On a la structure bipolaire sui vante : 

F = { 1} , S = s6 , et pour les éléments de G - { 1} écrits sous forme réduite : 

EE == {g 1

1 ••••••••• g"} 
,1 

E * E = { g2 • • • . • • • • .. • g 1 } 
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Un exemple légèrement plus général : 

On aura S == s6 et pour G - F on applique le théorème de van der Waerden 

(dans la version bis) 

(où ij E { 1 , 2} , ij- l I= i} . Alors, comme ci-dessus : 

L'axiome 7° est vérifié, car, toujours d I après van der Waerden 

N(g) = m ~ n • 

II') G = G1 * Z 

F = { 1 } , S = s6 • On choissit un générateur u E Z , et on demande que 

G - 1 = EE . * , u E EE 

Pour 1 /= g = g 1 . . . gn (écriture réduite) 
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* E <=-.-,g =U 
n 

III') On part de F C-7Gl ) de 

G = {F US } * G1 F 

( On pense à la situati.on géométrique K(F, 1) c K(G191) 

K(F, 1) c K(F U S, 1) = { Mappi.ng cylinder du revêtenyent ~~: 

Le cas 

K(F, 1) 

K(G, 1) = K(G
1

, 1) 

➔ K{F U S, 1)} , et 

u 
K(F, 1) 

K(F U S, 1) 

S -/= y> représente une structure plus spéciale, et pas 11plus générale 11 
••• ) • 

D ' après la première forme de van der Waerden, tout g E G s'exprime : 

- f t S 'Il •11 g - ••••• sg t g1 sgl s ••••• 

On impose : G
1 

- F c: EE , après : 

g' E EE 1 
l.._.,,J 

EE 

, e.a.d.s. 
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agréable 9 ce graphe dans le plan non-euclidien. Calculer les longueurs non-euclidiennes 

(de P ar~te) avec lesquelle,c' est possible J 

-1 
xy 

X 

2 
yx 

~ [1,x. 1 J = 

= [1,x J 

2 
y xy 

yxy 

---+------+----------+--------------- .. ,··--
I\_ -1 

y 

-1 -1 
X y 

1' 
[ 1 ,Y, 1 ] 

'\ 
y 

-1 
X y 

2 
y 



----~ 
E*E 

1 

EE 
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'" @ EE"" 

/ 

* EE.------
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SoH G muni d'tme structure bipola;re. g E G est dit IRF?EDUCTIBL.E 

g E FUS ou g E X Y et H n I existe pa:3 c\e décornpnsitirn1 

g:::: 111 

,--À---. 

xz 

h2 

~ 
z*y 

[ D'onc g IRREDUCTIBLE ""--> N(g) == 1 (ax. 7°}. ] 

-1 
On remarque que g IRR =9 g IRR. 

Si g 
1 

[ En effet : si g f.. Irr ::=} 

n r est pas ü 0 r•éductible. 

g1 = g1 g1 

~~ 
xww*v 

(et de même g
2

). 

D' apt'ès l 1 axiome 7 ceci ne peut pas contirmer indéfi.rümE!nt J • On définit : 

G1 = F u { éléments irréductibles de EE} 

G2 = F u { éléments irréductibles de E*E*} . 

On va prouver (plus tard) que G 
1 

, c
2 

sont des sous-groupes de G • 



muni. d'une stn1eture b.ipolai.re, corn.me ci-~desm.Œ. 

G = {F US } * 
F 

G
1 

, et F c: c
1 

est propre. 
' 

'.,¼ 

et EEn, ne contient pas d î é1éme:mts irréductibles : 

et 

F 

F c G. 
l 

est propre . 

J0 • Si et 3 t E irré.duchble et s.i li on crnicüdère : 
'""""""~,..,""''-".C .. ,,._.,,,_.._.,_.~,,.-"' 

défini par: 

En plus, 

li 

0 

Le reste du paragraphe 1 démontre ce théorè::me. 

LEMME 1.- Si g E XY , p E YZ , p • irr. -,-==> gp E 1:.' U S ou 

gp E XW • ( On va écr.ire ça : l Fu 
s 

g p E ou ) . 
~ 

rJ---.. xw XY YZ 

irr. 



Démonstrati.on : gp E 

Si 

-•1 p::::g 

p 
~ 

ZY 
irr 

p 
~ 

XY 

i:rr. 

pq EF US 

gp 

,...->---... 

xi>:\v 

g 
,->--­

YX 

i:rr. 

alors : 

pq E S ~---,.X = z* . 

ce qui contr•edit p Eirr. 

€ (F U S U XZ} n Irr. 

Démonstr,ation : On sait déjà que pq E F U S U XZ • 

Supposons que pq f;. lr'r. 



11 
-1 p -· g . q 

"J...,..... r--1..--.. .,....>-----. ,__.,..___ 
XY XV v*z z ~{ 

f iI':r'. 

D I afJrè.-;s le. lem.me 1 r et le fait que p E XY : 

-1 Si hq E F : 

-1 q 
~ 

ZY 

\

v*y 

F U S . 

-1 1 Si hq E S : p ""' g (hq - ) 

.:1 -1( -1) q == h •hq 

Donc: 

Si pq 

pq E Irr . 
E F . -1 . q == p 

A A 
YZ YX 

Si .pq E S : 

q 
~ 
YZ 

-1 = p 
,.....~ 

YX 

(pq) 

~ 

F 

I:rr. 

et : 

( contradiction) • 

et 

,. ( contradicüon ) . 

==-> Z == X 



q E FU S 

pq - g. h ~~----~)? 
,..._.,L ... ,,......L... ,-'--·-;. 

XY XV v~"-y 

p:::: g 
/"->·-, 

p Jt, Irr. e.a.cLs. J 
XV 

Coronaü.'.'e 

Soit P = Irr. = { g E P g E Irr.} . 

D c: P X E Irr o} • 

Dénmnstrahon 

sont évidentes, puisqu I on est déjà dans un groupe. 

a be ou bcd E Irr. 

Dé•;ionstration : Je dis que 

abc E 

U ,S 



IIJ-- 1 

[ b (,'. 

a 
r·· l, .:"-.:;.. 

iI·r6 

h E t ,,.._J... • .,.,, 

XY 

FU S 

ou 

{ C E L"' u s [.· 

E (/; 
)'-'-

c:ornine be Ir.11~ lb :.;:.:::} C r' Y-'V =~ 
C EYV 

C 

ZY FUS 1 ou YV 

frr t:r.r. 

S:i. b E F U S bcd E Irir (puisque cd ~ Irt") . 

Lernrn(~ 6 ~ a-.. 
~~ ;-,;.-.-.•.•·-->·-···".,,...,, 

Si n > 1 1 le mot 

3 

* p. E X. 
1 

X. 
1 1= l 

Soient (p 1 ' •• < ' 

E G 

p 
1 

• . . q 
n 

Lq. 

f u·'···ri,- G-) \ u __ :.) " 



m = 1 

(q 
1 

(q 
1 

P1 . . 

p. 
1 

. 

• , .• • p 1 = q~I n-
.,.--A-----. 

wu* 

pli = 
,-À-·•, 
UY 

f _F· U 

qî qm ... g E XY 
r--.'1- .... 

VY 

est ~m mot réch.li.t 

V 
-"-· 

l 
g' 

.,---A~-·~·.' .,..---, __ ;.._____ .. -~ 

"' 
4t e .,. \/-;,;,:· \/U f ÎL\t"'I • 

FUS 

n=m et f FU 

Lq, 



De 

Si g E 

g E sG. (! 
1 

Donc 

(et 

On 

U(P) ,es: { f' U S } ,11: G
1 F 



J\Iors 

---> 

F' 

E G.) 
l" 

U(P) '°" G = G 1 {~ F = G1 :::: EE U F 
' F' 

1 
tf t=' 

,---A-" 
" 

~--,rro•-,., 
w w i::r~:.~< E""R ,_, 

iJ:11~ Ü'r' 

G c: F'- U EE 
1 

{ F' 
~ ou 

1~11 r-

que, 

et 



. =•t 
I 

,c--,._,À~."-.., 

E 

L'JS 

Donc: 

~ p 



gEF 

[" 

L 

ir.· 

E fi Ler. 

est 1 

n Irr. 



t· 
Ji ( 

.,.,,., 
<i> ~- •• ,) ~-. 



CHAPITI~E J\/. 

CALCUL DE L I ALGEBHE 

STALL,Il'"-l·:::.:S. SUH LC.S GI~CUPES A DEUX BOUTS. 

pas l'hyp0Ll12sc que G est de type fini). 

ê:(G/N) 

Démonstration : On considère : 
<.P 

G--·------·--"> G/N 

li 

-1 fonctionne à. tous les nj_vea.ux : F ,Q ') ê.; car si A c A (G/N) : 

'1/ (rG A) = m 'v . A g'i y <Jig 

[' g <Ji -
1 A = <P - î ( ip (g)A) et ensuite on appHque le fait que î - 1 est un homo. pour toutes 

les structures booléennes : U , n , cmnplémentai.re, + J 



Ceci 

A 1 Q,F ... '@._ ,, 
.,.,. . .,,~A',,ooV ·w.., •• •• • • _f • • ,, -~-· s-S>' 

s(A+B)cc.::{11 EH r"::!G/N ~ t.q. hEA, .. B ou hEB,=A}=s(/',)+::i(B),e.a.d,5. 

n faut vér1iüer enccœe:'o , que : 

\!o· • V i:;,. v B E I_;'(G) 
O' 
e, 

Pour B E A(G) 

\ .A, E c/1\,.r il u. . .x i' i on a 

sott 

. v h( Q rp n .__r)) E 1~'(c·,;r:-r) 'j - \ _. 1. ,. .t '\ . .l, G 



1,. \. 

u 
1 

k 
(A+ B) c:: (AU ( l.:J 

l3 
1 

l 

( U (A + B.) = tous les cSlémenü3 de 
l 

A U B ~ UB
2 

U • • • sauf ceux qui ont 
. 1 ,J 

été exclus dans tous lc:s A + B. 1 cLJJic 
ceux cp..'L E A & E 13. V\ .) 1 

1 . 

D I autre part, vu que 1 E N : 

/\lor::3 : 
B r + B =, SP _, 1 qiB 

n {xB} C B . 
xEN 

= U { xB} - B c U { xB}, f"'î { xB} =:: l) { B+xB} --
xEN xEN xEN · xEN-~1 

= U v B = finj ~ puisque N er,t fini et 8 E Q • 
X 

xEN 

t\il,,intcnant, si 

B =B I C Q(G) 

on a: 

V11 ( G/N : v h ÇJ (B I n II) =--= v h s(B 1
) E F( G/N) . 

alors : 



/\(G/N) A 

icl 

n H)). 

id 

et 

pondant à N c G • On a un di.agramme comrnutatif de rcvêternentt, galoisiens ; 

Le th6orèrne 1 implique que 
M 

bX = bXN . (mais en génr.Sral c I est fr1l!,x, que pour un 

P---.. :>Q, bP = bQ) . 

r'•>e' 

Exer:cice : Démontrer géornéiriquement que bX = bXN . Donner un contPe• exemple pour 

11 assc)rtion ci-dessu::3. 

Théorème 2 .·· 

l)é1T1or1str'!at ion 

H c G , Index: [ H G J <- CD 

(;' ) 
bk/ 
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un système de représentants de G mod H . 

On définit les applications : 

A( G)---f---,;,,,.A(H) 

\J.) '-J..J 

A------A n-H 

(celle-ci est clairement un homomorphisme et opère à tous les niveaux A,Q,F, c ) . 

A(G)---s--A(H) 

' k \J.J !{ 

U g.B=[: g.B-----~s • 
1 1 . 1 1 

s a les propriétés sui vantes : 

s f ( 1) B----- sB ---- fsB = B ceci résulte de g 1 = 1) . 

2) B E Q(H) =~ s8 E Q(G) 

(On a: 
s F(H) c F(G) . 

D I autre part, s est un homomorphisme, car : 

s(B 1 + B") = }:; g.(B 1 + B") = 
1 

= I (g.B 1 + g.B 11) = I: g.B 1 + L g.B 11 = s(B 1 ) + s(B") 
1 1 1 1 

s(B 1 n B11) = Lg.(B 1 n B11) = I: g.8 1 n g.B 11 = 
1 1 1 

(vu que g.B n g. B = p) = (L g.B 1 ) n (I: g.B") = s(B 1 ) n s(B"). 
1 J 1 1 
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Donc, s opère au ni veau 'é : 

~(G)"5ia---s __ t(H)) . 

Démonstration : Vu que H est invariant, si g E G , 3 T = permutation des 

( 1 , ... , k) , h. EH 
l 

t.q. : 

gg. = g (·) h. 
l T l l 

( T est la permutation des classes G mod H induite par multiplication à gauche avec 

g). On a : 

k k 
L (g.B + gg.B) = L {g.B + g (·) h.B) == 
1 l l 1 l Tl l 

k k 

= ~(gT(i) B + gT(i) hiB) == ~ gT(i) v'hi B 

3) Si Â E Q(G) =~ sfA + A E F(G) 

(donc, au ni veau ë , s est 11 inverse de f) • 

sfA + A == s(A n H) + A = ' 

n n 
= L g. (A n H) + A n L g. H = 

1 l 1 l 

n 

~ 
A 

== L (g. (A n H) + A n g.H) == 
1 l l 



n 
= ~ (A+ g.A) n g.H = 

1 1 1 

n 
= I: ( 'v A) 

1 gi 
"-y-' 

fini 

n g.H. 
1 

IV-7 

Ceci prouve le théorème sous l'hypothèse que H est invariant. 

Si H est quelconque, soit 

K = n 
gE G 

-1 gHg 

K est clairement invariant, (donc, aussi., invariant dans H :.) K) mais aussi d'indice 

fini. [ On prend g
1 

Vg = g.h ). Alors : 
1 

, .•. , gk E G t. q. c I est un système G modH (à gauche <ë--> 

k -1 
K = n g.Hg. 

1 1 1 

On prend les classes' mod g
1
Hg~1 ; il y en a [H : G J . On divise chacune mod 

g2Hg; 1 ( [g 2Hg; 1 : G J = [H: G]). Chacune se divise en au plus [H: G J 
nouvelles classes ... Après k pas on a trouvé les classes de G mod K J . 

On peut donc appliquer le cas précédant à : 

K c H , K c: G , e.a.d.s. 
~ '-----.r-' 

invariant invariant 
d I indice fini d I indice fini 

Remarque: X est compact, 7T 
1
x = G , XH = compact, et on a deux revêtements 



universels 
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X <- - - - - - -- ·- · X 
H 

[G: H] 

,-.J 

On a : b(X) = b(G) = b(H) .( démonstration topologique du théorème 2, pour les groupes 

de prés • finie) • 

Théorème 3 .- G => H, H invariant de type fini, · I9dex [ G : H]= co ~ ~(G) = z
2 

(bG = 1) . 

Démonstration: Pour que ~ (G) =l'algèbre de Boole à 2 éléments (0, 1) <~ 

\f A E Q(G) soit équivalent à G = 1 ou a O = i6 : 

A+ GE F(G) ~ A* fini. 

A + 0 E F( G) ~ A fini. 

Soit { h 
1 

, ••• , h } un système de générateurs _de H et S c G un système de géné­
rateurs représe?itants de G/H(N S). 
Pour s E S , A E Q(G) on définit. 

3 S 1• CS 
1 

As = A n Hs . ( {As} est une partition ( disjoint~). de A). 

v. A= U h. 
~ s ES 
fini 

vh. (As) ==> ~___., 
dans Hs 

S - S '· = fini , t . q . , si s ' E S 1• : 
1 1 



n 
Si r = n s 1. C s ' on a : 

1 1 

a) S - }:; = fini . 

IV-9 

b)vh_(AJ=?·, \(hi, \/oEt. 
1 

Puisque V (Ah) = (v A) h : 
g g 

V h (A a -1) = ~ . a 
1~ 

dans H 

V . ( -1 -' ==> h E H : v h A
0 

a ) = ~ 

donc· A - Ha . a-

\ia ( E I: ) 

A = HCJ ou A = s6' . 
(j (j 

Soient s
0

, s
1 

E S . Disons que As = ~, , A =infini. Alors : 
o s1 

(A + s 
1 
s - 1 A) n (s 

1
H) = A = infini ~ ( contradiction avec A E Q( G)) 

o ----..,/ s 1 



Donc : ou bien V a E I: : A = p a 

ou bien \./ a E I: : A = H y O' 

=?§> Si 

A = fini si s E S - i: ==t>, A = fini 
s 

IV-10 

et 

=~ Si A = Ho- on fait le même raisonnement avec A* qui sera fini. 
(] 

Exercice : Considérons 11 injection naturelle : 

e t 

a) z 
CD n 

Z =lim Z 
nCD ~ np 

n I est pas de type fini . 

b) bZ CD= CD (Spec c'.(z CD) est infini). 
n n 

c) Z CD n'entre pas dans les deux formes indiquées pour les grands 
n 

théorèmes de S tallings pour un groupe ( de type fini) à une CD de bouts . 

2. Un lemme important ; groupes à 2 bouts . 

Lemme fondamental 4 ." Soit G de type fini, A E ë(G) non trivial (A (= 0, 1) t.q. 

3 une infinité de g E G t .q. Ag = A =~ bG = 2 • 11 
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Démonstration : Donc A E Q ( G) , A et A* sont infinis, et pour une infinité de g: 

A+ Ag= fini. 

Donc : 0 A cr est un sous-graphe fini (C I est ici que le fait que G est de type fini 

est utilisé) .On peut trouver un sous-graphe fini et connexe A : 

Soit : r A = le graphe qui consiste de 6. , A, et toutes les arrêtes dont les sommets 

sont dans· li U A. 

a) r A est connexe. [ A lui-même ( ou un sous-complexe de dim. 0 ) est dit 

connexe si\! p, q E A peuvent être joints par un chemin de 1- simplexes ayant tous leurs 

sommets dans A • A = UA. ( composantes connexes ) • Toutes les A. , avec a Ad q 
1 1 1 

sont connectées par ll. ( car d A = U ~ A. = ~ ë)A. ) • Donc r A non-connexe ~ 
1 1 

;) A. = p ( mais puisque Ir est connexe =s> A. = G ou p ) J • 
1 1 

0 0 

b) Il n'y a qu'une nombre fini de g E G, t.q. 

( à comparer au fait que dans un revêtement ( galoisien ) X ➔ X, un compact K c X ne 

coupe qu'un nombre fini de ses translatés ••. ) • 

[ G agit librement sur r. Soit m le nombre de sommets de ll.. Soit N ~ m( m+1) et 

g
1

, •••• , gNEG (g.-/= g.) t.q. 
1 J 

Le 1mot11 

apparait 

G 3 X. E 6 A ll.g. :# p . 
1 1 

( x 1 , ..•• , xm ( m + 1 ) ) est écrit avec seulement m lettres ~ au moins une 

( m + 1) fois : x. = • • • • = x. = x • On a : 
1
1 . 

1
m + 1 

X= gi. yj • 
J 

Le mot ( y 1, •••• , y m + 1 ) est écrit avec m lettres .Donc 11 une au moins apparait 2 

fois : y 1 = y 2 ( disons ) 
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g y = g. y
1 

ce qui contredit 11 action libre de G sur r J. 
i1 1 12 

3 g E G t.q. 

c-i ) A + Ag = fini 

c-ii ) 6. n 6. g = ~ • 

d) Dans les conditions de c) 

A - Ag = S:) ou Ag - A = S:) • 

[ Puisque A , A* it1ûms , et A + Ag = fini 

==§> A n Ag et A* n A*g sont infinis ( donc=/ p ) 

00 

Ag 

l * . A n6.g 

q' ~--:y.---

( Dans ce dessin b g n t, =/ ~ et " géométriquement " on ne peut pas faire 

autrement si A n Ag -/= ~ -/= A* n A* g et A - Ag -/= ~ -/= Ag - A ; ceci est la raison 
• 

" heuristique" de notre ·affirmation ) • 

Si p E A - Ag -/= ~ , on peut joindre p avec q E An Ag par un chemin y der A • 

Puisque p ~ Ag , q EAg , 

3 un 1...; simplexe de 'Y: (fc y t .q. 

a E a Ag c 6.g • 



.,__--,---. Ag 
(J 
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Comme d I autre part : les sommets de o· sont dans A U 6. et 6. n 6 g = p 

==~ les sommets de a sont dans A n6 g ( qui est donc -/:-~ ) 

Si Ag - A t-p , on aurait p I E Ag - A = A* nAg avec q I E A* n A~ par 

un chemin Y dans rA* = le sousgraphe 6.UA* U tous les 1-simplexes avec les 

sommets dans 6 U A* o 

Le même raisonnement que tout-à-1 v heure montre que A* n 6 g -/:-p o 

( en fait : A* n d Ag I= p) o 

Puisque 6 g est connexe : 

et 

peuvent être unis par un chemin y II dans 6 g. 

Il existe un 1-simplexe a 
1 

c: y" ayant une extrémité dans A , 11 autre dans A* 

==~ a 
1 

E a A c:t:, ===~ a 
1 

E 6. n 6 g /= ~ ( contradiction! ) ] • 

On a , en fait , démontré la : 

PROPOSITION : Soit A E Q ( G) tel que A, A* soient infinis , 

/J. c r un sous graphe connexe et fini , t. q. ~ A c: 6. • 

Si g E G est tel que 

=~ l'un au moins des ensembles 

A n A A* n A Ag n A*, A*g n A* g ' g ' 

est vide • 
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A*nAg 

A ôg 

[ On commence par supposer A n Ag -f=. rp f. A* n A~ , 

et puis on procède comme ci-dessus pour montrer que 

A n A\ = A - Ag = ~ , ou 

A* n Ag = Ag - A = ~ ) • 

e) 3 g E G t. q o: 

e _ i ) r A c Ag 1 

e-ii) b.nb.g=p 

e ~ iii ) Ag - A = fini • 

Ag 

[ Si A - Ag = ~ on a fini ; si Ag - !:.. = ~ , g - 1 peut jouer le rôle de g ]. 

f) Soit B = Ag - A = Ag + A ( puisque Ag + A = ( Ag - A) U ( A - Ag ) ) , et 
L-y-----J 

~ 

C = U Bgn E A ( G ) • 
- 00 

Alors : i ) Bgr n Bgs = ~ (r f. s) ( ==~donc g est d'ordre 00 ) 

[ i) A C Ag ==:}-A+ Ag C Ag ( donc B C Ag) 
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n 
==~ Ag C Ag 

==~ Ag n ( A + Ag ) gn = <p 

( n > o) 

( n > o) 

(n>o), 

( n, m > o) 

ii) B ,/= <p ( car oA n dAg = p ~A -/= Ag) === C -/= <p • 

D I autre part ; 

oo n 
dC = d ( L ( A + Ag ) g ) = 0 

- 00 

( puisque chaque dAgm est fini, ôAgr n JAgs = <p 
m 

et chaque JAg 

apparait exactement deux fois dans L ••••••• ) 

Puisque rest connexe ( H0 ( r) = z
2

) 

B est la région comprise 

entre le disque g A et 
Ac gA. 

dB = èJA + oAg 

[ En fait, puisque oAn àAg c 1::,. n l::,.,g = <p --'► oB = oA U dAg.] 

00 

Heuristiquement G = U Bgn est un " cylindre infini à 2 bouts" • 

SOIT 
N 

AgN + 1 -N 
CN = L Bgn = + Ag 

-N 

donc: dCN -N = dAg + ';;AgN + 1 
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[ Exercice : Montrer que ~Ag-N n 

( Indication : si a c -aAg -N (î_ dAgN + 1 il aura des extrémités p E Ag -N, q E A *gN + 1 • 

On aura: -N -( N + 1 )-q, p E Bg U Bg , q; p E 

( ci = Ag -N + A *gN + 1 = Ag -N U A *gN + 1 ) • 

Soit : D E Q ( G ) , ( D E F ( G ) ) ==~ 

==~ 3 N < 00 t.q. 

somm an c CN • 

Puisque I'::, est fini , 3 M,L >o, t.q. 

-L -N ( =~ r Ag 
-L n "D 

rAg somm C Ag 

somm rA* g 
M 

C A*gN ( =~ rA* g 
M n an 

[ En effet : 3 N > 0 t.q. 
0 

N N 0 

somml'::, C CN =L: Bgn C Ag 0 . 
0 

-N 
0 N 

===~ rA A u I'::, C Ag 0 
e.a.d.s. somm = somm 

Dorénavant on écrit r A au lieu de somm r A • 

Puisque 

= ~ ) 

= ~) 

J • 
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-L 
Ag 

-l\; 
fini ==~ r Ag-. __ , + = ( r -L A fin1· ) ==9- Ag + = 

r A* g 
M A*g N fini + = 

Je dis que la situation suivante est impossible : 

[ En effet p et q peuvent être joints par un chemin 

y => a = 1-simplexe de aD J . 

-L 
y dans rAg et 

Pour la même raison, c I est impossible que : 

-1= i6 -1= r ~M n D* • 
A 

==-;> D est nécéssairement dans 11 une des 4 situations suivantes : 

D = fini, D* = fini, A +0 D = fini, A* + D = fini, q.e.d. 

CORROLLAIRE ( Théorème de Hopf ) : 

Soit G de type fini . Alors : 
bG > 2 ==> bG = oo • 

[ G agit sur ë( G ) ( à droite ) • Si bG > 2 , et A E t( G ) = Q ( G ) / F ( G ) 

est non trivial ( A, A* infini) alors le sousgroupe d'isotropie de A: 

G => I (A) = { g E G , t.q. A + Ag = fini } 

est fini •. Donc, l'orbite : 

A. G Rj G / I (A) est infinie ] . 

Théorème 5 : ( THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A DEUX BOUTS). 

" Soit G de type fini . 

bG = 2 4===~ G possède un sousgroupe invariant fini N c G t.q: 
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Il 

Démonstration ~== résulte parce que, d' après le thm. 1 : 

Puisque 

Soit: 

Soit 

b G = 2 , 

bG = b ( G/N ) • 

A E Q ( G) nontrivial . 

\i g E G 

G :J H = { g E G , t . q. A + Ag = fi.ni } • 

* ou Ag + A est fini • 

a) H est un sousgroupe. ( car g E H 4=-~ au niveau ê, Ag =A, e.a.d.s.). 

b) Index [ H : G ] s 2 . 

[ Soient g, h E G - H ==~ 

Donc, au ni veau de 'ê : 

* ±1 A = Ag , 
* ±1 

A = Ah 

Donc, toujours au niveau de 'ê: 

( A 

Agh - 1 = ( Ag ) h - 1 = A~ - l = A 

~ gh-l E H ] . 

* ±1 
=Ag, ••• ) 

c) Soit f : G ~ Z. la fonction caractéristique de A c: G . Si h E H 

on considère fh = la fonction caractêristique de Ah • On définit : 

Z 3 ~ ( h ) = card ( Ah - A ) - card ( A - Ah ) = 

= J ( fh - f ) ( 11 intégrale d I une fonction à support compact ( h E H ) 

par rapport à la mesur de Haar " canonique " de G ( µ(g) = 1)). 

~: H~Z est un homomorphisme. 
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~ ( fh - f ) - ! ( f ( xh - l) - f (x ) ) 

x E G 

gi ( gh ) = \. ( f gh - f ) = ~ ( f ( xh - 1 g - 1 ) - f ( x ) ) = 
j x E G · 

= ( f ( xh - 1 g- 1 } - f ( xh - 1) ) + ( ~ f ( xh - 1 ) . - f ( x ) ) = 

= ~ ( f ( Xg -
1 

) - f ( X ) 

= \li(g) + \li(h).j 

d) Ker \li = N = fini • Donc Image <Îl .. est infinie ( c'est donc un sousgroupe 

cyclique infini de Z ) . Dorénavant on pense : 

[ Soit : l:i. c r un complexe fini, connexe qui contient tous les sommets de 

a A . On construit rA comme avant • Toujours comme avant, pour tous les g E G, 

· sauf un nombre fini : 

lig n li = P • ( donc A = Ag n'arrive que pour un 

nombre fini de g ) • 

Toujours comme avant, si li g n li = ~ les quatres ensembles : 

ne sont pas tous -/:- ~ o ( voir la PROPOSITION énoncée au cours du LEMME 

FONDAMENTAL ) • 
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Si g_ E H > A n A*, g et A* n Ag finis et A n Ag et A* n A *g 

infinis ( donc ! ~ ) o 

Donc, si g E H, sauf pour un nombre fini de cas, l'un des An A*g ou A* n Ag 

est ~ (~A f Ag ou Ag i A ) > g ~ N. .. • ] • 

e) Si Index [ H : G ] = 1 ( H = G ) , on a fini . 

f) Si Index [ H : G ] = 2 : 

Lemme : Soit E un ensemble ( pas nécessairement fini) et_ 

A, B, A' , B 1 , : E ---+Z /2Z = { 0, 1 } ( ou Z ) • 

En supposant que les 4 intégrales écrites dans la formule ci-dessus sont toutes 

convergentes, on a : 

J ( A ( x ) - B (x ) ) - f ( A' ( x ) - B ' ( x ) ) = 

~ J(A(x) -A' (x))-J(B(x) -B' (x)). 

[ \ix E E: (A(x) -B(x))-(A 1 (x)-B 1 (x)) = 

== ( A ( x ) - Ai ( x ) ) - ( B ( x ) - B' ( x ) ) et notre hypothèse est que pour presque 

tous les x E E les quatres termes écrits sont nuls, ...•... J • 

Soit a E G - H ( <€ > 

'l'(a) = J<1-f(x))- f(xa- 1) < oo). 

On remarque que a E G-H > a- l E ç.:.H et 

'l:' ( a -
1 

) == J ( 1 - f ( x ) ) - f ( xa ) = S ( 1 - f ( xa- 1 ) ) - f ( xa - 1 a ) = 'l:' ( a ) • 

Je dis que a E G - H :> J ~ 2 . E N / • 



IV - 21 

[ ~ ( a2 ) = J f ( xa -
2 

) - f ( x ) = ) f ( xa -
1 

) - f ( xa ) = 

~ j f ( xa - l) - f ( xa ) - j [( 1 - f ( x )) - ( 1 - f ( x )) ] ~ 

= j ( 1 - f ( x ) - f ( xa ) ) - J ( 1 - f ( x ) - f ( xa -
1 

) ) = 

= 'l'(a) - 'l'(a- 1 ) = O ]. 

Je dis ,aussi , que : 

( où . a E G - H , h E H ) • 

[ ~ ( ~ h a - 1 ) - ~ ( h- 1 ) = ~ ( f ( xah -·la - 1 ) - f ( x ) ) - I ( f ( xh ) - f ( x ) ) = 

= s( f ( xa - 1) - f ( xha - l ) ) - s ( f ( xh ) - f ( x ) ) = 

~ J ( 1 - f ( xha- 1 » - ( 1 - f ( xa - l )) - j ( f ( xh ) - f ( x )) ~ 

= j ( 1 - f ( xha - l) - f ( xh ) ) - 1 ( 1 - f ( xa - 1 ) - f ( x ) ) = 

= 'l'(a- 1 ) -'l:'(a- 1 ) =0 ]. 

===::;;::,, N c G est un sousgroupe invariant ! 

=-.:;:.. On a une suite exacte : ( H/N = Z ) 

o~z--?'G/N~ z2--~ o 

t .q.; si u est le générateur de Z, a E G/N - Z : 

a2 = u0 = 1 ( Z écrit multiplicativement ) 

-1 -1 r ( au a = u z2* z2 est défini par ces deux relations abstraites) 

===~ On peut construire un homomorphisme : 

:::;/N-<:----...,.-z2 * z2 
L.,,----1 ~ 
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par: u = 1/J ( €1 ~) 

a = ?/J ( E2 ) 

( If> - l ( Z ) = { les mots de longueur paire } ) 

( ou d' importe quel mot de longueur impaire ) ) . 

est une bijection • 

[ parce que , si 11 on pense à z2 * z2 comme : 

?jJ est une bijection entre les deux Z et une correspondance l»iunivoque 

les classes 

z 2 * z2 - z , G/N - Z , ..... ] 

Exercice : Les seules extensions : 

o~ z ~ x __,,.z~ 

sont 

3) o~z_,.~ * z2~z~o. 

entre 

z
2
* z

2
(="le groupe dihédral infini") possède une repr. 1-dim. affine , fidèle. 

3 • Bouts et structures bipolaires : POUR TOUTES LES STRUCTURES BIPOLAIRES 

CONSIDEREES DORENAVANT : 

F EST UN GROUPE FINI . 

Proposition 6 " Si G admet une·structure bipolaire: 

bG ~ 2 11 

~monstration : Si a E EE* ( /= ~) on voit que a2 , a3 , • • • • E EE* • 

( Donc, en particulier : an f. 1 ) • 



IV- 23 

===3> EE* est infini . 
==~ E*E est infini . 

==>- Si 11 on considère 

1 A = EE u E*E l E A ( G > 

A et A* = G - A sont infinis • 

Je dis que A E Q ( G ) 1 , d I où la proposition . 

[ Puisque G est engendré par les éléments irréductibles, il suffit de 

montrer que pour chaque g E Irr ==~ !:. AE F(G). g 

Si : g E F U S =='71'" g A c A , et puisque la même chose est 

vraie pour -1 g gA = A. 

Si: ( ) ( -1 g E Irr - F U S ==~ g E Irr -(FUS)): 

gA c AU FU S 

-1 g .. .'Ac A U F U S ( =~ A c gA U gF U gS ) 

( car g ( .élément de A) = élé.ment gui finit en E, ou élément de F U S, •.•. ) . 

A - gA c gF U gS 

gA -A c F U S 

==~ !::,. A c F U S U gF U gS E F ( G ) • g 

Je rappelle, maintenant, qu'on introduit les sous graphes : 

G 
1 

= F U ( Irr n EE ) 

q.e.d. 
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Je remarque, en passant, que ou bien Gi ::) F avec F propre pour i = 1 et 2 , 

ou bien G
1 

= G
2 

= F. 

[ En effet, dans les cas S /= ~, S = Irr n EE* = ~) 

le théorème fondamental des structures bipolaires nous dit déjà que F c G. est 
l 

propre ( comme conséquence de EE* /= p ) • 

Si S = p , t E Irr n EE* , on a 

-1 G
2 

= t c
1 

t . 

Si G 
1 

= F , on a aussi p( F ) = t F t- 1 = F ~ 

G2 = C 1F t = c 1 (t F c 1 ) t = F. 

Si c2 = F on a 
-1 c 1 = t F t = ~( F) 

~card c
1 

=· card F et puisque F c c
1 

--;,.. F = c
1 

. J 

Proposition 7 : 11 Si G admet une structure bipolaire et : 

Index [ F : G 
2 

] ~ 3 

alo:is : bG = oo tf . 
Démonstration : On remarque que : 

bG = 00 ~=~ 3trois éléments distincts non-triviaux dans ë( G) • 

Index 2:: 3 =~ 3 x, y E G 2 - F , t. q . 
1 . 

xy- ~ F 

. 
Je dis que An Ax=s6. 

[ En effet : si g E A on a : 

E XE* J 
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Pour les mêmes raisons : 

AnAy=p, 

Ax n Ay = ( Axy"" 1 n A ) y = p . 

Donc A, Ax , Ay, E Q ( G) sont 3 éléments distincts et(non-triviaux:k].e ~( G), ~ .• 

Proposition 8 : " Si G admet une structure bipolaire , t.q. : 

( donc F est propre dans G. ) 
1 

bG = 00 • Il 

Démonstration : 

E Irr n ( EE*) 

( puisque S = p ) . 
'-

Je dis que ; At-1 n A* = p . 

[ En effet : g ~ A et : 

Pour la même raison : 

On a, aussi: 

E XE c A • ] 

-1 -1 * Aa t n A - p • 

-1 -1 Aa t n At- 1 = ( Aa - 1 n A ) t- 1 = p • 
'---y--' 

p 
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On a donc trouvé 3 éléments distincts et non-triviaux dans -e( G ) • 

THEOREME 9: 

Soit G un groupe tel que 1 v une des conditions suivantes soient vérifiées : 

( i ) G = G * 
1 F 

F fini, F propre, Index [ F 

F fini, F 'propre 

==~ bG = 00 Il 

Démonstration : Dans le cas ( i ) on construit de la manière canonique une structure 

bipolaire satisfaisant à la proposition 7 • 

Dans le cas ( ii ) , on construit une structure bipolaire comme suit : On reconstruit 

à partir de G la structure bipolaire du point 3° ( THM. FONDAMENTAL SUR LES 

STRUCTURES BIPOLAIRES} • 

D I une manière explicite : on considère le prégroupe P ( U (: P ) = G ) : 

P = ( G 
1 

U tG 
1 

U. G l t- l U tG l t - l ) / ( f ~ t cp ( f )t- 1 ) 

et 1 r on commence par mettre : 

1 G1 - F c EE , t E E*E 

( Ceci nous oblige à mettre : ( puisqu'on veut que t, G 
1 

c Irr) 

tc
1 

c E*E 

G C 1 c EE* 
1 
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t ( G - \P ( F ) ) t- l c E*E* ) • 
1 

On remarque ensuite que les mots de la forme 

X 

A 
XV 

y 

~ 
VY 

ne sont jamais irréductibles, ce qui fait qu I on n v aura aucun problème de caser dans 

les XY les mots de U ( P ) •...•.•. 



CHAPITRE V. 

LE THEOREJVJE DE STALLINGS SUR LES GROUPES 

A UNE INFINITE DE BOUTS. 

1) Géométrie des cochaînes mod-2 sur un graphe 

localement fini). On a déjà introduit: 

C*(r) = c0 (r)+c1(r), 
'---v--' '-v--' 

F(r) c Q(r) c A(r) c(r) 

et le cup-produit : 

A(r) v c(r) - c(r) 

c(r) v A(r) - c(r) 

A(r) "A(r) - A(r). 

Soit r un graphe connexe (orienté 

Puisque en dimension O, v = l'intersection () qu'on n'écrit plus, on va quelque­

fois omettre le v , dorénavant (au moins en dim. o). 

Soient 

r = 1 ou r
1 

= 1). 0 . 

les éléments totaux de A(r), c(r). (an écrit quelquefois 

Je rappelle, pour le co-bord 

à ~= A(r) - c(r) 

les règles suivantes: 

(Pour la première : 

ôA = Ar1+r1A 

ô(A+B) = ôA+èB 

ô(AvB) = ôAvB+AvôB 

ôA* = ôA. 

Ar
1 

= les 1~simplexes ayant le premier sommet dans A 

r
1
A = les 1-simplexes ayant le dernier sommet dans A. 
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Donc: Ar
1
+r

1
A = les 1-simplexes ayant le premier ou le dernier sommet dans A, 

mais pas 1 es deux ••• ) 

Je rappelle la 

Définition: Soit A€ A(r) ; on dira que A est~~ si 

A = B+C, BC := /J, B /= fJ -/= C 

-=> à B {) à C /= /). 

Lemme 1,- A connexe <.:.;._> 3 un sous-graphe r' c r, connexe (dans le sens topo-

logique), tel que ~9mmr1 =A. 

[ <- : ] arrête a cr' ayant une extrémité dans B et 1 1 autre 

dans c. 

-> : Soit yA = le sous-graphe de r formé par toutes les arrêtes ayant leurs 

-extrémités dans A( u (A)). Soit yA = y
1
A Uy

2
A une décomposition en 2 parties 

(ouverte et fermée) B := (y 
1
A) ('\ A, C = (y

2
A) () A. Si àB () àC /= p - ] 

a € Arr r ayant une extrémité dans B, 1 1 autre dans C -+ a c yA ➔ a unit 

Lemme 2,- A,B € A(r), 0 f- Ac B, àA c àB, B connexe -> A= B. 

[On considère la décomposition disjointe (non triviale si /J /=A/= B) 

B = A+(A+B) 

Vu que àA C àB > àÀ n (àA+àB) = (ôA n (àB-àA) = /) 

=>A= B (puisque, B connexe]. 

Pour A€ Q(r) on définit: 

Je rappelle qu'on dit que A€ Q(r) est non-trivial si A et A* sont infinis, et 

que l'existence d'éléments non-triviaux équivaut à br~ 2 (car 
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DORENAVANT, DANS CE PARAGRAPHE, ON SUPPOSERA QUE r EST CONNEXE, ET 

B 
Lemme 2.- Soit A€ Q(r). A non trivial<-> àA /. àF(r). 

[A€ Q(r) <-> àA = fini. 

D'autre part: àA € àF(r) <-> 3 B € F(r), tel q_ue àB = àA <-> _3B € F(r) 

tel q_ue à(A+B) = O. 

Mais puisq_ue r est connexe: 

fini 

fini 

e.a.d.s.]. 

Définition: On définit la taille de r: 

1 ri = min jàAj, pour A € Q(r), non-trivial (-, àA -f,. j)). 

Dqnc : = > 1 ri > O. 

Exemples 

<- ----------------------t--------- -> 

lrl = 

Exercice: Si r est un arbre: 

lrl = 1. 

La réciproque est-elle vraie ? 

<- -> 

lrl = 2. 

Définition: A€ Q(r), non-trivial, est dit étroit si làAI = lrl. 

Lemme 4,- A étroit => A connexe. 
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[Si A= BtC, àB nàc = /J, B n C = j) =>{B,C € Q(r)) 

=> B(ou c) i àF(r) => àC = 0 (car, autrement A ne serait pas étroit)=> C = 0 

ou 1 , ••• ] • 

Lemme 5.- (condition de la chaîne descendante): 

"Soit A => A ::::, A. étroit. 1 2 ••• , 1 

B = () A -/= O => J N, tel que, si n > N n 

Démonstration: On peut supposer àB-/= ~ (car autrement Ai= r
0 

= 1, ••• ) 

un sommet de s appartient à V A. 
1 

s €- àB <---> l'autre sommet de s n'appartient pas 

pour presque tous les i • 

> J n(s). tel que, si n ~ n(s) 
'a}' 

s € àA n 

à A. 
1 

_ > card àB ~ lrl (car si card àB ~ lrl + 1 

card JàAi 1 > 1 ri) 

je pourrais trouver un A. avec 
1 

> card àB < =, donc, ]n = sup n(s) (pour s € àB) tel que 

à B c à A -> B = A • 
n n 

COROLLAIRE1 - soît V € somm r. Il existe A€ A(r), étroit, tel que 

V € 

(i) V € A 

(ii) A est minimal, dans le sens que, si B est étroit et 

B c A > B = A. 

[On choisit v € A
1

, A
1 

étroit. Si A
1 

n'est pas minimal 

]v € A
2 

cA
1 

(A
2 

étroitL 

-1= 

On peut continuer indéfiniment 

. . 
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A = minimal. 
n 

Mais ( *) ne peut pas exister •••• ]. 

Exercice: Soit r un graphe localement fini, et r
1

::::) r
2

::::) ••• une suite de 

sous-graphes connexes, infinis, tels que 

n ri est infini. 

]x(sommr, X € n r .• Alors 
J.. 

Lemme 6.- "Soit v € somm r, A€ A(r) étroit tel que v € A, A minimal (donc 

A satisfait aux conditions (i), (ii) ci-dessus). 

Soit B € A(r) étroit (quelconque). 

Il existe 

X€ {AB, A*B, AB*, A*B*} 

tel que àX € àF(r). (Donc l'un au moins des 4 éléments est trivial). 

Démonstration: Vu que àA = àA*: 

. à (AB) = A V à B + à A V B 

à (A*B) = A* "àB + àA " B 

à (AB*) = A v à B + à A v B* 

à (A* B*) = A* " à B + à A " B* 

=> là(AB)I + là(A*B)I + là(AB*)I + là(A*B*)I 

.$. 2(1A.àBI + IA*.àBI + IB.àAI + IB*àAI) 

= 2( là Al + là BI) = 41 ri. 

Si tous les X sont non-triviaux 

> !xi>,, !ri (V x) et,• puisque 

I:!xl ,< 4lrl 

=> !xi = !ri ( '-lx) 

=> les 4 éléments X sont étroits. 

Mais AB, AB* sont strictement plus petits que A (puisque tous les 

X/=/)( X non-trivial) et l'un des AB, AB*· contient le point v. 
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=> Il existe un élément étroit AB ( ou AB-*), plus petit q_ue A, conte-

nant v. 

(contradiction!). 

(coROLLAIRE 7,-1 Si br~ 2 (donc s'il 3 des éléments non-triviaux), il ] A 

étroit, tel q_ue \;/ B étroits, il existe : 

X € { AB, A*B, AB*, A*B-l<-} 

tel q_ue 

[On choisit v € somm, r, v € A, A étroit, minimal. Si B est étroit, 

on sait, d'après le lemme 6, q_u1il existe XE { ••. } tel q_ue: 

à X = à F, F E F( r). 

Disons q_ue, X= AB. Donc: 

{~: => 
ABtF = 

ceci est impossible vu q_ue A* est oo. 

=>AB= F (fini !)]. 

Lemme 8.- A,B étroits, tels q_ue AB, A*B* infinis 

=> AB et A U B sont étroits. Cl 

[(AB)*= A* U B* :::::> A*B* = infini 

=>AB€ A(r) est non-trivial 

D'autre part AU B = (A*B;)*, et pour la même raison 

lo(A*B*)I = lo(A uB)I ~ lrl. 

Mais : 

lo(AB)I + lo(A*B*)I 

= !oA v BtA v oBl+loA v B*+A* v oBI 

~ 1 o A v B 1 + 1 A " o B 1 + 1 o A v B* 1 + 1 A* " a B 1 

= !oAl+loBI = 2lrl 



V.1 

=> jà(AB)I = jà(A*B*)I = lrl ] 
~ 

= 1 à (A U B) ,. 

DEFINITION Fixons a,{3 ( t'(r) = Q(r)/F(r) 

0;6ac13/1. 

On définit 

tel que 

représentable par C € Q(r) étroit}. 

L(a,f3) est une lattice distributive. 

et y est 

(Si y,y' ( L(a,f3) => yy', yu y' ( L(a,{3), d'après le lemme 8. 

t(r) = algèbre de Boole, donc a fortiori lattice distributive=> L(a,f3) en tant 

que sous-lattice est forcément distributive. 

L(a,f3) n'est~ une sous-algèbre de Boole de 

pas fermée pour A- A*, donc pas pour +]. 

t(r) car elle n'est 

Lemme 9.- La lattice L(a,f3) c t(r) satisfait aux conditions des chaînes des..;. 

cendantes et ascendantes: 

f3::::>y1=>y2::::> ••• =>a 

-> 3 N, tel que Yn = yN' si n >,,N. 

2) 

Démonstration : 

f3::::> •• ~ ::::>y2::::>y~ :::>a 

-> J N1 , tel' que 

1) Soit C. ( Q(r) 
J. 

est encore étroit, et_ représente : 

YI - YI 
n - N'' si n >,, N'. 

{étroit} un représentant de Yi 

On a obtenu ainsi un système de représentru1ts étroits (=> connexes) 
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D ::::> D ~ • ·• • ~ D. ~ ••• 
1 2 1. -

Soit S = somm à.A (où .A représente o:) 

Remarque: Il ne résulte pas de tout ce qu'on vient de vire, que 

Puisque à.A = fini => S = fini. 

Je dis que D. ri S /:- /). 
1. 

[ On a, au niveau l : 
y . 0: = 0: I= 0 I= y . o:* 

1. ~ 

< > 'Yi f- 0:. 

Donc, au niveau .A(r) : 

p ( D.A i OF D.A* 3 q • 
.. 1. 1. 

Comme D. 
1. 

connexe=> p,q peuvent être joints par un arc dans 

simplexe a • 

a E ôA 

D . .A* 
1. 

] . 

.Ac D .• 
1. 

D. -> ] un 
1. 

Puisque S fini => ] un élément de S qui appartient à une infini­

té de D. => () D. /:- /). On applique _le lemme 5 (condition de la chaîne descendante 
.1. 1. 

au niveau A(r) ••• 

2) <=> 1) pour L(~*,o:*). 

_ COROLLAIRE 1 O.- (Jordan-HUlder ••• ) : "Pour chaque 

Co:,~ E G (r)) 
il existe N = N(o:,~), tel que pour toute chaîne non-triviale dans L(o:,~) : 

Démonstration: D'après le lemme précédent, il existe pour chaque L(o:,~) 

une chaine non-triviale maximale(~--> qui ne peut pas être élargie): 
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Pour ac~ soit N(a,~) = le plus petit des N ci-dessus. 

P.roposi tien N : n ~ N. 

[Exercice : Tous les N (pour a,~ donnés) sont égaux].· 

Démonstration par induction sur N Si N = Q c I est évident. Disons que ce soit 

déjà prouvé pour tous les L(a' ,~•) tel que N(a' ,~'.) ,$-N-1. 

La max:imali té de ( *) fait que : 

Soit i ~ n l'indice le plus grand, tel que yi c ôN. On a: 

car, autrement y. 2 = y. 3~ •• "]. J.+ J.+ . 

On a ainsi, construit une cha:îne non-triviale de longueur ~ n-1 de 

2).Groupes à une infinité de bouts: 

Soit G un groupe de type fini, engendré par T, et r = r(G,T). On 

va supposer : 

En particulier bG ~ 2 et le paragraphe précédent s I applique à r. Il 

existe donc un élément: 

A€ Q(r) = Q(G). 
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(Dorénavant 

tel que: 

t(r) = 

a) 

é(G), A(r) = A(G), ••• ), 

A est non-trivial, 

b) A est étroit, 

c) V B (non-trivial) étroit 

l'un des 

X E {An B, A* n B, A n B*' A* n B*} 

est. fini. A sera fixé dorénavant. 

Lemme 1,- V g E G, il existe au moins un parmi les quatre ensembles suivants qui 

soit fini: 

A n .Ag ' A* n .Ag ' A ri A *g ' A* n A *g • 

[Il suffit de remarquer que .Ag est non-trivial et que jà.Agl = làAI, 

donc .Ag est étroit] • 

. DEFINITION : On va définir 2 applications 

E 

--~ A(r) 
E* 

par: E(A) = A, E*(A) = A*. 

On va désigner par : 

X,Y, ••• E {E,E*}. 

on considère l'involution*: 

On va définir : F,S c G (H = F us) . par g 

F= {g E GIA= .Ag, dans '&(G)} 

= {g E GI.Ag n A*= fini, A*g n A= fini} 

S = {g €GIA*= .Ag, dans ~(G)} 

= {g E GIA*n A*g = fini, .Ag() A= fini}. 

Lemme 2,- Si g E G-H il existe un mot unique XY (X,Y E {E,E*}) 
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tel que: 

X(.Ag) n YA = fini. 

[L'existence est immédiate. Dans H on a mis tous les cas où 

X(.Ag) n YA et X*(.Ag) n Y*A 

étaient finis, à la fois. 

Si X(.Ag) nYA et X*(.Ag) nYA sont tous les deux finis, il en résulte. 

que 

X(.Ag) n YA + X*(.Ag) n YA = YA 

est fini, ce qui est impossible, car A · est non-trivial ••• ] • 

DEFINITION: G ::> XY = {g € G-H, tel que X(.Ag) () YA = fini} • 

..:__> une décomposition disjointe 

G = F U S u EE u E*E \J EE* u E*E*. 

[Exercice :Si l'on fait toutes les sommes de deux termes distincts 

€ {X.Ag n YA} on obtient : A,A*, J..g, A*g et A ngA+A* n g.A*, A ngA*+A* n gA. 

On a, aussi: 

èl (A n gA*. +A* n .Ag.) = à (A n .Ag+A* n A*g) 

= èl (A+.Ag )] • 

Lemme 3,- F est un sous-groupe fini. 

[F est clairement un sous-groupe. C'est en fait, au niveau t. , le sous-groupe 

qui laisse invariant A= non~trivial. Si ce groupe était infini, on aurait, d'après 

le lemme fondamental: bG = 2]. 

Lemme 4,- FUS= H est un sous-groupe et 

Index[F:H = F US] ·~ 2. 

ON VA MONTRER QUE LA DECOMPOSITION CI-DESSUS EST UNS STRUCTURE BIPOLAIRE. 
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[Ceci, vu les théorèmes sur les structures bipolaires, montrera que 

bG = oo => G = G' * G" (avec F sous-groupe propre) 

On sait que 

F 

ou 

Index[F:G'] = Index[F:G"] = 2 

ou 

F = G" 

impliquent bG = 2. On retrouve donc bien que bG = oo => l'une des deux formes 

indiquées par le théorème de Stallings]. 

On a déjà vérifié les axiomes 1 ° et 2° des structures bipolaires (avec 

Lemme 5.- (.Axiome 30) 

g € XY, f € F => g.f€ XY. 

[g € XY <=> {g € G-H!X(.Ag) n YA = fini} 

<=> {g € 

<=> {g €-

G!X(.Ag) C Y*(A) 

I= 
G!Y(A) c X*(.Ag) 

I= 

dans 

dans 'f> l -~C:> j• 

(les inclusions sont strictes car les cas X.Ag= YA (dans 

seulement si g € F us). 

On fait dans ~ , le calçul suivant : 

X.Ag c Y*A 

I= 
=> X.Agf c Y*Af = Y*A ••• ]. 

I= 

Lemme 6,- (.Axiome 4°). 

g € XY, s € S => gs € XY*. 

i(G)) sont ré:ùisées 

[Même raisonnement qu'avant, en remarquant que dans t:, 



Y*As = Y*A* = YA]. 

Lemme 7 .-- (.Axiome 5 °) : 

g €XX=> g- 1 € YX 

[X.Ag c Y*A 

-1= 

=> X.Agg-1 = XA c Y*.Ag - 1 

-1= 

> Y.Ag-1 cX*A ••• ]. 
:fa 

Lemme 8.- (.Axiome 6°): 

v.13 

g € XY, h € Y*Z => gh € XZ 

[On a : . X.Ag c Y*A (=> X.Agh c Y*Ah) 

f f 
et Y*Ah c Z*A, e.a.d.s •••• ]. 

/: 
Lemme g , - ( Ax.i ome 70) : Soit : 

g = g 1 • • • gn 

g. € XfX. 
1 J. 1 1+ 

> 3 N == N(g) , tel que n ,$. N. 

[g. € XfX. 
1 

<=> Xf.Ag. c Xf 
1
A 

J. J. 1+ J. J.; i+ 

> Xf .Ag. g°. • • • g c Xf .Ag . 
1 

• • • gn. 
i i i+ 1 n -/= i+ 1 1+ 

Puisque tous ces éléments sont clairement étroits, on a donc une chaîne non-tri-

Viale. (dans L(X1.Ag, x~+1A)) : 

X*
1
.Ag c X

2
*.Ag

2 
••• g c ••• c'X*.Ag c X* 

1
A. 

/: n f- f n n :fa n+ 

Lemme 10.- (.Axiome 8°): 

IEE*-/='51 

Démonstration Soit 6. c r un sous-graphe fini, connexe, tel que 
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oA c !),. 

Soit A(G) :::i L = somm !).. 

Comme A et A* sont infinis, oA = fini, .3 des infinités de x,y € G-H, tel que 

Lx c A, Ly c A*. 

On peut demander en même temps : 

/SA.,-., !). = /J = !iY nt:,. (Lx f"'\ L = /J = Ly n L) 

( voire la démonstration du LEMME PONDAIVIENTAL 4, Ch. IV). 

D'après la PROPOSITION énoncée au cours de la démonstration du lemme 

fondamental 4, ch. IV, l'un au moins des 4- ensembles 

.Ax ()A*, A*x n A, .Ax n A, A*x n A* 

est /J (et de même pour y). 

J 

A 

ôA 

p € L () AJ 
<-

q € Ln A* 

=> px € .Ax n A 

qx € A*x nA 

A* 

L :::i somm , oA 

> A:x. () A -/: /; f. A*x f'I A 

=> 

De même : 

ou 

.Ax n A* = /; --> x € EE*. 

py € .Ax n A* 

qy € A*x n A* 
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-> A:! f'I A = fJ --> y € EE 

ou 

Ary n A = fJ --> y € E*E --> y-
1 

€ EE*. 

Donc, si x,y- 1 i EE* => 

y :x: € EE* 
.-"--, ,---"--\ 

EE E*E* 

=> EE* j fJ q.e.d. 



CHAPITRE VI. 

VARIETES DE DIMENSION J : 

THEOREME DE KNESER-GRUSHKO-STALLINGS, LES TROIS THEOREMES 

DE PAPAKYRIAKOPOULOS, APPLICATIONS. 

1) Le lemme de Dehn : Soit M
3 

une variété (différentiable, ou P • L.) de dimension J, 

et 4M3 son bord ( àM3 n'est pas supposé fermé et on peut avoir : dàM3 -/: s6 -/: à)JM 3). 

Lemme de Dehn-loop. thm.: "Soit B
2 

c aM
3 

une sous variété connexe de dimension 2, 

et 

un sous groupe invariant tel que : 

Alors il existe un plongement lisse 1/): D
2 

c M
3 

t.q. lt>D
2 

n dM
3 

= ,PaD2 c: B
2 

, 

transversal à M
3 

, (un tel plongement sera dit propre) , avec 

Corollaire 1.- "Si Ker ( 111B2 ~ 11/M
3

))-/: 0 il existe un disque plongé proprement 

D
2 

c M
3 

, avec : 

( C ' est le cas où N = { o } • 



VI-2 

Corollaire 2 .- (Le Loop theorem de Papakyriakopoulos). 

"Soit B2 c d M
3 

telle que 

Alors, il existe un plongement ( c00
) 

homotope à O dans M
3 

mais pas dans B 2
11 • 

Corollaire 3 .- (Le lemme de Dehn (de Papakyriakopoulos)). 

"Soit f{) : S 1 ----,>,M;;>M
3 

un plongement (c00
) , homotope à O (dans M

3
) 

Alors, 'P s' étand à un plongement propre ép : D 2 ~ M3 
" • 

Exercice : Soit F : D 2 -:) M
3 

une application ( c00
, PL), · telle que, pour un voisi-

nage U de s2 = oD 2 on ait: 

Alors il existe un plongement (c 00 ,PL) 

Exercice : Peut-on imposer que les germes des F, G, le long de a D 
2 

soient les 

mêmes ? 

[Le lemme de Dehn-loop thm. réunit donc deux théorèmes de Papakyr:iakopoulos : le 

lemme de Dehn et le "loop theorem" ; la présentation donnée içi est due à J. Stallings ]. 
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La démonstration sera formée de plusieurs étapes : 

Lemme 1 . - Soit 

On note par [ ex J la classe de conjugaison de o: . 

U existe une application Cm : 

t.q. cp - 1 ( à M
3

) = o D 2 , cp transversale à ôM
3 

, 

[ cp 1 ~D2 J = [ex) , avec la propriété suivante 

i) Pour une certaine triangulation de D 2 , cp est simpliciale. 

il) Il existe un voisinage compact de cp(D2) , sous-variété de M3 : V 
3 

c M
3 

t.q. v
3 

soit un voisinage régulier de cp(D2) (Donc v
3 

collapse sur cp(D2)) ." 

[D'après Whitney (H. Whitney : Singularities of a smooth n-manifold in 

(2n - 1) space, Ann. of Math.45 (1944), pp. 247-253 ; voir aussi: L. Batucte: 

Les singularités génériques des applications différentiables de la 2-sphère dans une 

J-variété différentiable. Application à la dém. du thm. de la sphère Ann. de Fourier 

XXI (1971) pp.155-172), on peut s'arranger pour que 

cp soit une immersion générique, sauf dans un nombre fini de points (intérieurs à D 2) 

où cp est la forme : 

(points fronce) . A partir de là , cp se triangule à la main, e. a. d. s. J . 

Lemme 2.- "Soit w3 une variété de dim.J compacte, t.q. H\w 3 ,z/2Z) = O 

n'admet pas de revêtement à 2 feuillets}. 
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Alors, chaque composante connexe de oW
3 

est une 2-sphère". 

[ Puisque les coefficients sont dans un corps : 

DI après la dualité de Poincaré : 

La suite exacte d'homologie de (w
3 

, ôW
3

) nous dit que: H1( ow
3

, Z/2Z) = 0 , 

e.a.d.s. J 

Lemme 3 • - Si 11 on ajoute (à 1' énoncé du lemme de Dehn-Loop théoren)., 1' hypothèse 

(H) M est compacte et n'admet pas de revêtement à 2feuillets 11 , 

alors le lemme de Dehn-loop th eorem est vrai". 

[D'après le lemme 2, ~MJ est une collection de sphères. Donc chaque cercle plongé : 

et comme · 1r1B2 est engendré par des cercles plongés, il en existe au moins un dans 

,r1B2 - N]. 

Lemme 4.- (LA TOUR) "Soit X un complexe simplicial fini, connexe, avec 771X = 0 • 

On sè donne une application simpliciale 
f
0

: X~L
0 

et son image: 

On considère un revêtement : 
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un relèvement de f
0 

, f1 : x~ L 1 et son image f1 (X) = K1 c L
1 

On considère un revêtement p
2 

: L
2

_--,>K
1 

, un relèvement de f
1 

t
2

: X~L 2 , son image fiX) = K
2 

c L2 , e.a.d.s. 

id 

id 

On construit ainsi le diagramme suivant : (LA TOUR) : 

X K/' Li+l 
l f. 1 1+ Pi+l 

X K. C: L. 
f .. 1 1 
1 

1--f-1---~K/,~1 
X---------K c:: L 

f 
0 

0 0 

Il existe un n t.q., pour i > n , pi soit un homéomorphisme . (Donc la tour 

ne peut pas être continuée indéfiniment). 

[ En effet, on peut trianguler tous les K. , L. , f. à la fois. On définit la 
1 1 l 

complexité de fi : 

y(fi) = (le nombre de simplexes de X) -

- (le nombre de simplexes de K.) ~ 0 
l 

Si -y(f.) = y(f. 
1
) , le diagramme 

l l+ 
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nous dit que pi+ 1 1 Ki+ 1 = identité 

=~> le revêtement p. 1 : L. 1 1+ 1+ Ki admet une section ~ le revêtement 

est trivial. 

Donc, tant qu'on ne rencontre pas de p. trivial, on a : 
1 

Lemme 5 .- (LA DESCENTE)" Soit w3 une variété de dimension J compacte, 

B
2 

c dW
3 

, p: w•3 ~ w
3 

un revêtement à 2 feuillets , B 2 c ~w3 t.q. 

p(B 2) C B
2 

et 

( -1 un sous-groupe invariant "=9 N' = p* N c 1T1 s2 est un sous-groupe invariant). 

t .q. : 

Alors, il existe un plongement propre 
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t.q. : Il 

[Sans perte de généralité, p o 1/J 1 : D 2~w 
3 

est une immersion générique, 

propre, sans points triples . Pour les pts doubles de p o lf;' il y a quatre sortes de 

composantes connexes, comme ci-dessous,( dessins à la source. ) 

I) 

II) 

couronne circulaire A . 

- .. ____ _ 

III) 

IV) 

s u 

Dans chaque cas, on peut éliminer la composante respective ("procédé de coupure") 

sans détruire la propriété : 

Dans le cas I) on fait 1' opération représentée schématiquement ci-dessous et qui 

ne touche pas au bord : (dessin au but) 

a'=a m ~ I \ 
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Cette opération diminue strictement les points cbubles si lP disque Y est minim:1~. 

(ne contient pas de points d.oubles dans son intérieur). 

Dans le cas II) , si Y est minimal, 

où P 2 est le plan projectif ; en plus P 2 c W 
3 

admet un fibré normal trivial 

P 2 x ( -1 , + 1 J c:: W 3 • Pour le cercle r, on a : 

r c ~(P2 x [-1, 1]) (voir la figure II) et r borde un 2-disque ~2 c ô(P 2 x [-1, 1]): 

I 
( 

1 
1 

~2\ 
' 

r 
,, 

,, 

·-- - - - -

ruban de M~bius: p~'(A) 

, p~·• (abc a b c) 
~__,_\---

' 1 
1 
1 

~/ 
I 

I 
I 

I 

p = p,,., (y) 
2 'I' . 

On change p 1/; ' en remplaçant p 1/J ' (A + Y) par S 2 ( ce qui ne touche pas au bord) . 

Si Y est minimal, cette opération, aussi, décroit le nombre des points doubles . 

Donc en appliquant les 2 procédés ci-dessus, successivement aux cercles 

minimaux on élimine toutes les composantes I, II. 

Dans les cas III, IV on peut faire disparaftre (au but) le segment ab, par une 

coupure, de deux manières différentes : 

) 
~ou 
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Dans le cas III, en utilisant les 2 manières de couper, on obtient deux disques singuliers 

propres strictement plus simples que p lt,"(D2) , ayant, comme classes d'homotopie du 

( ) [ Su- 1 ] [ J ( bord dans 1r1 s2 : et svut produit de chemins ; chaque fois qu'on 

mettra un produit de chemins entre crochets [ ... J , il s'entend que le chemin respectü 

est fermé, et qu'on prend sa classe d'homotopie). 

u 

V 

On a: 

[ -1] [ ][ ] -1 -1] [ -1 -1][ -1]-1 [ ] = su . ut svut [ t u · . v u su sv 

pt. base (tous les [su - l J , 
[ut] , . • . sonf'basés", içi) 

~ si [su- 1), [svut] EN alors il en résulterait que: (pl/>'( ôD
2
J JE N 

(c'est içi qu'on utilise le fait que N est invariant) ... e.a.d.s. 

Dans le cas IV) on a, comme ci-dessus deux disques ayant comme bords, 

respectivement [su] et [sC 1uv- 1J 
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On a: [stuv]= [su]. [u-
1
tu]~sC

1
u~

1
)~

1 
• (su) J [u-

1
C

1
u J 

vu- 1ts- 1 

e.a.d.s.]. 

Démonstration du lemme de DEHN-LOOP THM.: On peut construire une TOUR comme 

dans le lemme 4 , avec les conditions suivantes : 

X = D 
2 

, L
0 

=V~= V 
3 

= voisinage régulier (C00
) de q>(D2) c: M

3 
, 

f
0 

= cp , (K
0 

=== cp (D2)) , chaque pi: étant un. revêtement à deux feuillets. ( cp est 

fourni par le lemme 1) . 

D'après le lemme 4 cette tour, unique, s I arrête après n pas, c I est-à-dire que 

K rie possède pas de revêtement à 2 feuillets. 
n 

Cette tour, une fois construite, peut être lissée de la manière suivante: 

On a une inclusion-équivalence-d'homotopie 

inclusion - équivalence d'homotopie : 

/,L1 C :) w 1 
A., 3 

1 / p 
K r-.., yo 0 

3 

, qui se relève en une 

1 



VI - 11 

On considère un voisinage régulier ( Cco) de K 1 c W j : 
K c ➔V1 c: wl 

1 rv J J e.a.d.s. La tour 11lissée 11 est donc: 

D2------­
fi+l 

Ki+1 = fi+1 °2 c 
)yi+l C ~+1 

rv 3 J 

id Pi+1 

K.= f.D2 
C ➔vi C Wi 

l l rv J J 

on suppose constamment que v; c Wj est construite de telle façon que : 

Soit B0 
c <)V~ un voisinage régulier (C00

) ,de f
0

( ~D2) = cp( ô D2) c ~V~ 

(sans perte de généralité, cp l ~D2 est une imm. générique). s0 est une 2-variété 

connexe et compacte. Soit i: s0 ~s 2 1 'inclusion naturelle et N° c 111B0 le 

sous groupe invariant : 
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Puisque 

9- 111B0 
- N° I= 0 (en fait[ f

0
{ à D2) J E 771B0 

- N°). 

Soit B 1 c:: oV 1 un voisinage régulier de t 1( à o2) c av 1 . Sans perte de 

' ' lit ' B l - 1 (B0
) r., "V 1 g enera e : c p 1 , 1 o 

3 
. 

On définit le sous groupe invariant : 

De la même façon, on définit inductivement les 2-variétés compactes Bi et des 

sous-groupes invariants Ni : 

t/ o 02) C Bi ~vi '( )-1 Ni-1 = Ni i 
C 

1 pi* C 1T 1B 3 
1 
1 
1 (pi)* (pi)* p. 1 

l 
1 
l 
1 
( 

( ) i-1 fi_ 1 oD2 c: B C èVi-1 
J 

Ni-1 c: 8 i-1 
1T1 

(Sans perte de généralité : 

v; n ow1 = Bi , et on pensera à tout ceci comme étant un diagramme : 

). 
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Puisque v; rv Kn ( équivalence d'homotopie) !18 possède pas de revêtement 

à 2 feuillets, on peut appliquer le lemme J , au cran n, ce qui nous fournit un plonge­

ment propre : 

''' (D -... D ) -----(VnJ , Bn) ~n: 2' 0 2 

t.q. [ lJl n ( à D 2) ] E '11'1 Bn - Nn . 

Le lemme de descente (lemme 5) nous permet de construire successivement, pour 

n - 1 , n - 2, ... , 1 , 0 des plongements 1/; n- l , ... , 1/) 
0 

analogues . 

l/; est le 1/; cherché ! 
0 

2). Théorèmes de Kneser-Grushko-Stallings : 

Théorème de Kneser-Grushko-Stallings (J. Stallings) : 

"Soit M
3 

une variété de dimension 3 (c 00
, PL, ... ) fermée, connexe, A,B 

deux groupes et t un morphisme surjectif : 

On suppose que la condition suivante est satisfaite : 

xxx ( r) Si T 
2 

c:: M est une sous variété (fermée, connexe) de dimension 2, à 
3 

fibré normal trivial, telle que : r 1) O ➔ 111 T 2 ~ 1Tl~ .. 1
3 

est exacte. 

Alors, il existe une décomposition en somme connexe : 

telle que 

~111Mj = A 

t111M; = B 

et 

11 
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Corollaire 1 .- ("Conjecture de Kneser") 

"Soit M
3 

comme ci-dessus et t un isomorphisme : 

Alors, il existe une décomposition en somme connexe M3 = M 1 /: M~ telle que: 

---- A ~o . 

0 M2 B -"Ü. Il ~ 171 3 ---- ,,. 

[En effet, puisque Ker t = {1} , la condition r) est trivialement satisfaitel 

Corollaire 2. - (Théorème de Grushko). 

nsoit F P le groupe libre de rang p, A1 , A2 , ... , An des groupes qu~lcon­

ques, et t un morphisme surjectif : 

Alors , il existe une décomposition en produit libre : 

* . . . * ( l: pi = p) , telle que : 
i 

t F. = A. 
~ 1 

* A --l;.Ü • n 

[ Par induction , on se ramène d'abord au cas n = 2 . On remarque que 

Si T 2 c: p # (S 1 x S 2) est une sous-variété fermée ( de dim. 2) dont le 

1r1 s'injecte dans 1T 1(p #:(S 1 x s2)), ~ 111 T2 = libre ~ T
2 

= s 2 . Donc la 

côn dition ( 1 · J est satisfaite j J . 
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Corollaires du théorème de Grushko . 

A) Soit rg G le nombre minimum de générateurs du groupe G • Alors : 

n 
rg(A 1 * ... * A ) = I: rg A. • 

n . l l l= 

B) Si F, G sont libres du même rang : rgF = rg G = n < ro et si 

cp: F ~G est un épimorphisme, cp est un isomorphisme. 

C) Si F est libre de rang n et a
1 

, ••• , an E · F engendrent F, 

(a
1 

, ••• , an) forment une base libre de F . 

3). (Rappels sur la) Chirurgie plongée : Soit W n- l une variété c00 fermée de W n un 

cobordisme élémentaire d'indice À • 

Wn == (Wn_1·x (0, 1 ]) + (une anse d'indice À) tel que: 

d W == W 1 x O + W" 
n ~ n-1 

W' n-1 

(Il existe donc une fonction c00 
: 

telle que -1( t o)=W' 1 , n- , ayant un seul point critique, non dégénéré, 

au voisinage duquel t s I écrit : 

1 2 2 
- - X - X 2 1 2 

2 2 2 
- xÀ + x À+ 1 + • • • + xn ) · 

Si W est une sous-variété de V , on dira qu'on passe de la sous-variété 
n n 

W' c:: V à la sous-variété W" 
1 

c V par une opération de. chirurgie élémentaire 
~1 n ~ n 

(ou modification sphérique) d I indice À • Du point de vue pratique toute la situation est 

déterminée par la donnée de la sous variété à fibré normal trivial W' 1 c:: V et par n-
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11 âme de l' anse, c' est;,.à-dire d I un plongement propre : 

(DÀ- o DÀ c V - W 1 

n n-1 et D À est transversal à W ~- l) 

w 
n 

( Cette figure est plongée 
dans Vn) 

Soit {X ,A) une paire d'espaces topologiques connexes, telle que A soit 

bicoloré {on a donc un ouvert A x {-1, 1) c X avec A =A x 0). 

V 
Soit X 11 éclatement de X le long de A et A1 , A2 c X les deux relèvements 

de A dans X . 

V ' X est connexe, ou possede exactement deux composantes connexes 
V V V x1 :::> A1 , x2 :::> A2 . On écrira n:i (X ,A) = o au lieu de 11lX ,A

1
) = 11/X ,A2) = O 

{dans le cas connexe) ou 11/X
1 

,A 1) = 71(x2 ,A2) = 0 (dans le cas non-connexe). 

Une application f: V ~x est dite transversale sur A , si n 

V n :::> C 1{A x {-1, 1)) ----f--~A x (-1, 1)----+(-1, 1) 

ouvert (donc variété c00
) 

est de classe c00 et admet O comme valeur régulière. 
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Si c'est le cas, C \A) c V est une sous-variété (fermée) de codimension 1 , 
n 

munie d'un voisinage tubulaire trivial , compatible avec le bicolorage A x (-1 , 1) . 

Enfin, si g : V n ~X , quelconque, est donnée, on peut toujours par une petite 

homotopie le rendre transversale sur A (approximation c00 et théorème de Sard). 

Lemmel .- (Lemme de la chirurgie plongée). 

"Soit W c:: V n n ôW = W' + W" un cobordisme élémentaire d'indice À , 
n n n 

et (X ,A) une paire comme ci-dessus, avec 

Soit, aussi, 

telle que 

une. application continue, transversale sur A , 

-1 f A= W' · n-1 

Il existe, alors, une application continue g : V --> X n 
-1 transversale sur A , et telle que g A = W" 

n-1 
Il 

, homotope à f, 

Démonstration : Je rappelle qu'une paire d' espaces topologiques (K, L) est une 

cofibration , si chaque application continue 

K X [ 0, 1 ] :::> (K X 0) U (L X r O, 1 ] ) --f/>-.-T 

se prolonge à K x [O, 1 J ~ (exemple classique : K = complexe simplicial, L = sous 

complexe). 

Si 11 on considère le plongement (*) (DÀ , è DÀ) '---) (V W' ) qui 
n, n-1 

définit le cobordisme élémentaire W n c V n , alors la paire 

est une cofibration. (exercice facile : on construit des voisinages tubulaires, e. a. d. s.). 
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,_o 
. -1 ' \ ( ) ri, Pwsque f A = W n- l , f p À n A = 'f' , donc f I D). se relève dans X : 

{Si X n'est pas connexe, f(D~ c Xi pour un i = 1,2). 

V 

X 

Vn ::> DÀ 

V 

Il existe une homotopie f½ : DÀ ~ X , rel ';)DÀ , telle que g1 (D,_} c: A x(-1, 1) • 

Puisqu'on travaille dans X, on peut imposer que gt(I\) n A = (/; et que le germe 

de gt le long de o D À reste tout le temps le même. 

Xl î 

l~-:-:--r---:--,-,' r, ~ 
~ 1 • ' 

------ -~---'--.<-

A Ax(-1,1) 

De la propriété de cofibration de (V , W' 1 U D,) on déduit l' existance d'une homoto-
n n- I\ 

pie 
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telle que : a) f 
O 

= f et ft est transversale à A . 

et dans un petit voisinage de W ~- l , ft est indépendant 

de t 

On est donc ramené à la situation 

et par un changement de notation, sans perte de généralité cette propriété est déjà 

satisfaite pour notre f initial. 

Soit vn ::> u = l'ouvert C 1cA x (-1 , 1)) • 
n 

On a: 

1" "' 
>A 

Ax(-1,1)< w C: u n n f 

➔(-1,l) 

cp 

Toute homotopie de cp qui reste égale à cp au voisinage de -1 , + 1 engendre une 

homotopie de f : V n--x . 

En choisissant deux valeurs régulières de cp : c1 , c2 (proches de -1, 1), on 

réduit notre lemme de chirurgie à la proposition suivante : 

Proposition. - "Soit (U , U' .1 , U" 1 ) urt cobordisme et 
n n- n-

une application Cm , telle que : 
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) - 1 ( ) - U, lA -
1 ( ) - U" t t d 1 ' li' a cp c 1 - n-1, .,. c2 - n-t c 1 , c2 · son es va eurs regu eres. 

b) o est valeur régulière et 

-1( ) . cp o == W~f rnt un 

On se donne un cobordisme plongé : 

{W , W' 1 ,W' , l) 4 Int U •• n n- n- ... n 

Il existe une homotopie cp t ( cp 
O 

== cp) telle que cq I J Un = cp , 0 est valeur régulière 

de Cll et cp -1<0) == W11 • 
'I 1 n-1 

La proposition .s:e démontre comme suü ; 

On choisit une fonction ( de Morse, si 11 on veut ) 

ce qui nous permet de plonger "canoniquement" 

(W ~ f Un x O , W'~-f Un x 1) . Ce plongement est transversal à 

U x o , U x 1 c: ~ (Un: x [ 0, 1 J) èf possède un fibré normal trivial : n n 

l- E , E ] x W c: U x [ 0, 1 ] • : n n 

En fait Wn sépare Un x '[O, 1] . Sur (Un x 0) U (ë)Un x [O, 1 )) U( [-€, ê ]x Wn) 

on définit une application 1/>, :à valeur~ dans [ c 1, c2 J, par : lJ) 1 Un x O == cp , 

1J>{U~x [o,1])=c 1 , lJ)(U'~x [0,1])=c 2 , et: 

[-f,é] x W --[-&,E] c: [c
1

,c 2 ] 
~ 1' 

1P 

Ensuite on applique Tietze aux deux morceaux de Un x [o, 1]-(-e:,e:)x~n) 
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Ceci finit la démonstration du lemme de la chirurgie plongée. 

VARIANTE DU LEMME DE CHIRURGIE PLONGEE : 

"soit f:V -+ X transversale à A, f- 1A = W' et un cobordisme élément'aire 
n ~1 

(dans V ) , donné par : 
n 

(D ,àD'I.) C-) ( V , W' 
1 

) .• 
À ~ n n-

Supposons que l'application: 

est homotope à 0 (dans 

Alors, il existe g:v -+ X, homotope à f, transversale à A, et telle 
n 

g-1A = wu 1• 
Il 

que 
n-

On va étudier de plus près le cas n = 3, À = 2. Donc nos W' n-1 ' ••• seront 

des surfaces fermées, pas nécessairement connexes T c V 
3
., à fibré normal trivial. 

Quand on va considérer: 

T sera, forcément orientable le long de àD
2

• 

Soit T = UT. la décomposition en composantes connexes et x(T.) la carac-
~ 1 

téristique eulérienne 

X( T.) = 
1 

Par définition: 

p(T) 

est la complexité de T(p(T) mesure la différence entre T et une collection de 

sphères). 

Considérons la modification sphérique d'indice 2, de T, définie par(*). Si 
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(àD
2 

pas homotope à O dans T), on dira que la modification sphérique respective 

est une réduction. 

Lemme 2,- "Si T -> T' est une réduction, alors : 

p(T') < p(T) ." 

Démonstration: La modification sphérique remplace un anneau (s
2
xr) par 

deux disques. En regardant la figure ci-dessous, on voit que l'on perd une arrête 

et l'on gagne une 2-cellule). 

T' 

Cas 1°: Le nombre de composantes connexes reste inchangé (donc, sans perte 

de généralité, on peut supposer que T,T' sont connexes). Si X,X' sont les ca­

ractéristiques eulériennes respectives, on a: 

0 ,< 2-X = 2+a -a -a 
1 o 2 

o ~ 2-x' = 2-i=~a(,.1 )~a 0-~a 2~1) = (2-x)-2 < 2-x 

a' a' 
1 2 

Donc .: (2-x 1
)
2 < (2-x) 2 , e.a.d.s. 

Cas 2°: àD
2 

disconnecte T~ • Sans perte de généralité, on a deux variétés 

(fermées) connexes T1,T2 , et: 

T = T' # T' (somme connexe) 
1 2 

T1 = T' UT' (somme disjointe). 
1 . 2 

Donc : 
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x = x(T) = x(T;-pt) + x(T2-pt) - x(s 1) = (x~-1) + (x2-1) 
'---y---' '---y--/ "-v-"' 

èx~-1) (x2-1) 0 

2-X 1, 2-X2 > 0 

=> (2-x)2 > (2-x1)
2 + (2-x2)

2, e.a.d.s. 

Une sous-variété Tc v
3 

(fermée, à fibré normal trivial) qui ne possède pas 

de réduction est dite IRREDUCTIBLE. 

Lemme 3.- ("Le lemme de Kneser"): "Soit Tc v
3 

une sous-variété fermée (pas 

nécessairement connexe), à fibré normal trivial. 

a) Si T n'est pas irréductible, on peut la rendre telle par une suite finie 

de réductions. 

b) T est irréductible< > \/T., 
l 

composante connexe de T, la suite 

est exacte". 

Démonstration: a) résulte automatiquement du lemme précédent. 

b) <= est évidente. Supposons donc que T est irréductible, mais qu'il 

existe une application 

f:(D
2

,on
2

) - (v
3

,Ti) . 
telle que (T.) • 

l 
On va montrer que ceci impliquerait l'existence d'une 

réduction. (contradiction )
0 

Sans perte de généralité f est transversale à T (en particulier le germe 

de f le long de àD
2 

est transversal à T. ·, Ceci résulte du fait que l . 

un fibré normal trivial.) 

On a donc : 

T possède 
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f- 1(T) = àD
2 

+ (des composantes connexes qui sont des cercles plongés dans 

D
2

, 2-à-2 disjoints). Soit Cc f- 1(T) une composante connexe minimale. (ce qui 

veut dire que le disque 6
2 

cD
2

, 

de f- 1T). Disons que: 

de bord C ne contient pas d'autres composantes 

fC c T. c T. 
J 

Deux choses peuvent arriver: 

b-1) [fc] ~ o (dans T.). 
J 

Dans ce cas, en remplaçant par le disque 

(singulier) bordé par fC dans T., et en poussant un peu du bon côté pour détacher 
J 

ce disque de T. (ici on utilise la trivialité du fibré normal), on obtient une au­
J 

tre 

et 

application g:D - V, telle que glàD
2 

= flàD
2

, 
. 2 3 

1 
moms 

g- T avec ..J de composantes connexes que f. 

b-2) [fC] ,f O (dans 

f6 C fD 
2 2 

T. => 
J 

On peut faire éclater 

g transversale à T, 

v
3 

le long de T. 
J 

T. 
J 

se relève en deux exemplaires , " àv T. ,T. c v
3 

•. Disons que 
J J 

T'. est 
J 

celui qui correspond au côté de T. 
J 

touché par 
' 

fait que fl6
2 

se relève aussi dans v
3

: 

v • 

La minimalité de àt,. = C 
2 

(g'à6
2 

c Tj). Le lemme de Dehn-loop thm, nous dit qu'il existe un plongement 
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tel que [gô6
2

] / o(Tj). Ce plongement pourrait être utilisé dans v
3

, pour 

réduire T. (donc T). Donc, puisque T est supposée irréductible, la situation 
J 

b-2) ne peut pas arriver. 

Mais si c'est seulement la situation b-1) qui arrive, on peut changer f 

en f
1 

(sans toucher à son bord) de telle manière que 

Puisque [ f ôD ] = [fôD ] 
1 2 2 

est supposé ~ o( T) ceci nous ramène, de nouveau 

à un cas comme b-2), donc impossible. 

-> ~
1
T s'inJ·ecte dans ~ V ,. ··1 3· 

Lemme 4.- "Soit (X,A) une paire d'espaces topologiques connexes, avec A bico-

loré, telle que 

rc/X,A) = O. 

Soit f:v
3

-+ X une application quelconque. 

i) 3 g:v
3

-+ X, g homotope à f, g transversale à A, et telle que 

g- 1A soit irréductible. 

ii) Soit -1 
g A= T = UT .• 

]_ 

Supposons aussi que: 

=> ---> rc,A est exacte~ 
1 

est exacte. 

Démonstration: 1) On commence par rendre f transverse à A. La première 

partie du lemme de Kneser nous dit qu'il existe une suite d'opérations de réduction 

dans V 
3 

qui rendent f- 1A irréductible. Le lemme de la chirurgie plongée nous 

dit que ces réductions (qui existent, a priori, dans v
3

, seulement) sont géométri-
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quement réalisables en homotopant v
3 

-> X. 
f 

2) On a un diagramme commutatif 

a 

y 

Par hypothèse a= f ~ g est irtJ·ective. La seconde partie du lemme de 
* * 

Kneser nous dit que ~ est injective => y est injective aussi. 

4) Démonstration du théorème de Kneser-Grushko-Stallings (J.Stallings). On peut 

réaliser l'espace 

K(A * B,1) = K(A,1) v K(B,1) 

en joignant les points base de K(A,1), K(B,1) par un intervalle [-1,1] ~ O. Si 

l'on considère la paire (X,Y) (K(A * B,1), {o}), le sous-ensemble {O} est, 

naturellement, bicoloré. D'autre part: 

nÀ. (X, Y) = 0 si X. > 1 • 

La théorie des obstructions nous dit que: 

Hom(n
1
M

3
, A* B) = [M

3
,K(A * B,1)]. 

(classes d'homotopie pointée·). 

-1 0 +1 

K(A * B,1) = K(A,1) v K(B,1). 

Il existe donc un 
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tel que f* = qi (On choisit O comme point base de K(A,1) v K(B,1)). 

Le théorème de Kneser-Grushko-Stallings résulte du théorème suivant (en fait 

est équivalent au théorème suivant). 

THEOREME DE "SPLITTING" : Dans les conditions du théorème de Kneser-Grushko-

Stallings il existe une application: 

g:M3 - K(A,1) v K(B,1), 

homotope à (par une homotopie respectant les points-bases), telle que: 

1) g est transversale à {ü}. 

2) g- 1{o} = une sphère s
2 

qui induit une décomposition en somme connexe: 

M3 =M;#~ 

( ~ = g = f ) 11
0 * * l 

Démonstration: Sans aucun:e hypothèse sur 4> = f*' f est homotope ( rel
0 

le point base) à une application f
1
:M

3 
- K(A,1) v K(B,1), transversale à {o}, 

-1 ( telle que g {ü} soit irréductible. [En effet, par une première homotopie rel
0 

le point-base) on rend f transversale. Ensuite on réduit f- 1{ül (qui contient 

le point base de M
3

), par des 2-disques (comme dans la première partie du lemme de 

Kneser, en prenant la précaution que ces 2-disques ne touchent~ au point-base). 

Le lemme de la chirurgie plongée nous permet de réaliser ces réductions par une 

homotopie basique]. 

Soit donc : 

D'après la seconde partie du lemme de Kneser 

clairement 11: 1 Ti c Ker q; = Kerf * = Ke:rg * , 

Grushko-Stallings nous dit que 

la condition 

et comme 

(r) du théorème de Kneser-

Si T était connexe la démonstration serait terminée. (Puisque {o} sépare 

K(A,1) v K(B,1), g- 1{o} = T = s
2 

est obligée de séparer M
3

, en 



g- 1K(A,1), g- 1 K(B,1), donc 

-1 
M = g 

3 

e. a.d. s.). 

K(A, 1) U g- 1 K(B, 1) 
s2 
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Le cas T non-connexe se traite par 1 1 astuce du "binding tie", (dûe à 

S:tallings), que voici. 

Soient T
1

,T
2 

deux composantes connexes distinctes de T (Disons que 

xo € T1). 

(ce cdessin· est à la source, M
3

). 

On peut les joindre par un chemin À de M
3

, partant de x
0 

€ T
1

• g(À) 

est un lacet de K(A, 1) v K(B, 1). 

Puisque ~ = g* est surjectif, il existe un lacet Y de M
3

, 

x , tel que : 
0 

basé en 

On peut donc joindre T
1 

et T
2 

par le chemin µ = y- 1
À ~de M

3
) tel que le lacet 

g(µ) (de K(A,1) v K(B,1)), possède la propriété 

Sans perte de généralité µ est transversale à T, on peut ddnc l'écrire: 

comme : 
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où chaque µi ne touche T que :par. ·ses." extrémités. Donc : 

ou 

=> gµi est un lacet de K(A,1) (ou de K(B,1)j. 

Disons que µi commence dans la composante Ti et finit dans la composante Ti+ 1 

(T--1 k+1 ) = T
1

, T = T
2

• 

i-1 
T 

(ce dessin est à la source, M
3

). 

Supposons que µi soit tel que: 

a) Ti = Ti+1 • 

i-1 
T 

y. 
J. 

1 

1 
1 

1 

;fi ___ . __ , I 

Ti+1 

La simplification de µ. 
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Alors, on peut remplacer dans par le morceau 

Y. N (dessiné en pointillé dans la figure ci-dessus) ·, de cette façon on 
1 µi-1µi+1 

n'a pas changé les extrémités de µ, ni la classe d'homotopie [gµ] = 1 €A* B, 

mais on a réduit le nombre des intersections avec T. 

On peut donc supposer, sans perdre la généralité, que chaque µi tel que 

Ti= Ti+ 1 possède la propriété 

D'autre part, si tous les [gµ. J -f 1 € A(B) alors : 
1 

[gµ1][gµ2] ••• [gµk] €A* B 

serait une écriture réduite de 1 = [gµ] (car [gµi] € A(B)~-. > [gµi+
1
J € B(A)). 

Comme ceci serait en contradiction avec le théorème de structure de rvan der 

Waerden, on en déduit l'existence d'un µi tel que 

€ A( B). 

D'après ce que l'on vient de dire µi joint deux composantes différentes 

Ti -f Ti+ 1, de T. 

On peut prendre pour µi un plongement, et si l'on considère le cobordisme 

élémentaire (d I indice 1) défini par : 

ce cobordisme définit la modification sphé~ique: 

=> 

Donc T 1 sera aussi une réunion de sphères avec une sphère de moins que T. 

Vu que [gµi] = 1, la variante du lemme de chirurgie plongée permet de réa­

liser cette modification par une homotopie de g. 

Après un nombre fini de pas on arrive ainsi à un g ~ f tel que 
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5) Le "sphere theorem" de Papakyriakopoulos par la méthode de Stallings. (En 

utilisant la structure des groupes G avec bG ~ 2). 

THEOREME DE LA SPHERE (FORME SPECIALE) : "Soit V 
3 

une variété de dimension 

3 (quelconque), telle que: 

n2V 3 /= O. 

Il existe un plongement C
00 

f:T - V tel que 
3 

1) T = s
2 

ou P
2 

(le plan projectif). 

2) fT est une sous-variété à fibré normal trivial. 

Si est le générateur, 

FORME GENERALE DU THEOREME DE LA SPHERE : Soit N c 1t
2 
V 

3 
un 1t

1 
V 

3
-module 

tel que 1t
2
V 

3
-N /= p. Alors, il existe un plongement 

f:T c.-> v
3

, 

00 
C , comme ci-dessus: 

Corollaire.- "Dans les mêmes conditions que ci-dessus, si en plus v
3 

table, on peut prendre T = s
2

11
• 

est orien-

[On.remarque, aussi, qu'un T = avec 1-2-3 implique que 

1t
1
v

3 
=A* B (A/= {1} /= B), ou 1t

1
v

3 
= z. En particulier, pour v

3 
= s

1 
x P

2 
on 

ne peut~ avoir de T = s2 (car 1t
1
v

3 
= z+(z/2z), étant commutatif n'est~ 

produit libre non trivial). Donc, dans le cas non orientable le corollaire se 

trouve être faux]. 

Démonstration : 

Si ov
3 

contient une composante qui est cette composante 

peut jouer le rôle de T. [1-a) Si ov
3 

= s2+w2 et s2 ~ o(v
3

), on arrive à une 

contradiction, comme suit en regardant la suite exacte d'homologie mod 2: 

que 
z/2z ou O suivant 
V est compacte ou non 

3 
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on voit d'abord que v
3 

est compact (autrement i[s
2
J f o), ensuite que le seul 

élément non trivial du noyau de i est [s
2
J + [w

2
J => w

2 
= p. 

Le même raisonnement dans v
3 

(revêtement universel) où s.e relève dans 

~ 
(avec montre que àV = S => n V = 0 => V 3 2 1 3 3 

est contractile. 

utilise ici le fait standard qu'une variété compac~e, connexe, simplement connexe, 

v
3

, avec àv
3 

f p est contractile). 

1-b) Si àV 
3 

= P
2
+w

2 
et u ~ o( V 

3
) ( où u engendre 

on arrive à une contradiction, comme suit au-dessus de 

il y a une composante de àv
3

, X. 

X ne peut pas être P
2

, car le bord d'une variété orientable est toujours 

orientable. 

Si X= S , 
2 

on a donc est contractile 

(2) ON VA INTRODUIRE MAINTENANT L'HYPOTHESE (provisoire) SUPPLEMENTAIRE 

QUE v
3 

EST COMPACTE. 

Soit àv
3 

= T
1 

u T
2 

u ... u Tk (composantes connexes.)Je dis qu'il suÏfit de 

considérer le cas où: 

o:) Ti f s2~, P2( V i). 

~) 0 - n
1
Ti - n/

3 
est exacte. (T "incompressible"). 

[Si Ker(n
1
Ti - n

1
v

3
) f O, le lemme de Dehn-loop thm nous fournit un disque 

plongé. 

tel que [àD
2

] ,f o(T). Si l'on fait éclater ce disque on a un plongement naturel: 

V V ( ) V c V = V + une anse d'indice 1 • 
3 3 3 

Onvoitque o-n/r
3

-n_/
3

, n/r
3

fo, et 

petit que Ker(n
1
àv

3 
- n

1
v

3
) (en fait, on a réduit 

chirurgie). 

dans le sens de la 
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Après un nombre fini de pas, on -tomb,e: ou bien sur le cas 1), déjà traité, 

ou bien le cas a)-~)]. 

a)-~)=> n 1v 3 
n'est~ fini=> H~(v

3
) = O. 

=> n1àv3 = nlV 3 = Hlv 3 = O. 

=> 0--+ H2V3 ~ H/\\,à\\)-+ o. 

Par Hurewicz et la dualité de Poincaré 

Donc : 

n?3 = H}'.3 = H2(v.3,ov3) = Hj(V3). 

1~ J_ 
HfV3 r O. 

Je dis que : 1 bn 1 V 3 >,,. 2 • 

[En effet: 
bn

1
v

3 
H

0v = z ' = 3 

et la suite exacte: 

0 z -/= 0 0 

( 1 ~ ) où Hfv
3 
~ Z, nous dit, justement que 

(3) Si bn V = =, 
1 3 

puisque n
1
v

3 
est de type fini (v

3 
compact), on sait, 

d'après stallings, l].ue : 

ou 

avec F fini, F c,__> G., e.a.d.s. 
J. 

On a vu au Chapitre II que ceci nous permet de construire K(G,1) comme suit: 
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K(G
1
,1) U (K(F,1) x [0,1]) u K(G2,1) 
~ ~ 

K(F,1)xo K(F,1)x1 

ou 

K(G
1
,1) U(K(F,1) x [0,1]) . 

K(i•,1) u {0,1} 

Dans les deux cas la paire connexe 

(K(G,1), K(F,1) xi)= (X,A) 

possède la pro~riété que K(F,1) xi est(canoniquement) bicoloré, et que 

1t (X, A) = 0 si À > 1 • 
À 

La théorie de la chirurgie (lemme 4 ci-dessus), nous permet de construire 

une application continue f:v
3 

_,, X, 

1) f induit un isomorphisme 

telle que : 
f .. 
* 

n1V 3 ::: > nl· 

2) f est transversale sur AJ- 1A = u(u.) 
1 

est une sous-variété propre à 

fibré normal trivial, transversale à àv
3 

(pour cette dernière propriété on prend 

la précaution de rendre, aussi, flàv
3 

transversale à A). 

iii) F 0 _,, n1 ui _,, • 

=> (puisque F est un groupe fini). 

D2 
ou 

u. ,:: s2 1 

ou 
p2 

Si puisque 

Donc, il existe un 2-disque i 
1:,

2 
c àv

3 
tel que Soit 

comme ci-dessus, avec 
i 

1:,
2 

minimal 
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1- - - - - - - - - - • - ....... 

I 

I 

I 

Ui = D2 ' 

En utilisant le fait que 

1 
1 
1 

--------

[1:,~] € n2(x,A) = O, 

' 
' i 

\ 
/:,2 1 

i 
s2 

on peut homotoper f (dans le voisinage de t:,!) de telle façon qu'on puisse rem-

placer U. (dans l'image inverse de A), 
J. 

par la 2-sphère 

On peut donc se réduire au cas où tous les T. 
J. 

sont ou 

Si Ti= s
2 

~ o(v
3

), s
2 

sépare v
3 

et l'une des deux régions est contrac-

tile. Ceci nous permet d'homotoper f de telle façon que ce 

[En effet, soit K
3 

la région respective. 

f:(K
3

,Ti) - (x,A) 

T.-là disparaisse. 
J. 

représente un élément de n
3
(x,A) = O. Par une homotopie de f (à· support dans un 

voisinage de K
3

, on peut donc rendre d'abord f!K
3 

constante, 

ensuite la séparer de A (localement). 

A 

K - pt € A, 
3 

.] 

Si Ti= P
2 

et u est le générateur de n
2

P
2

, on a obligatoirement 

et 

[Autrement, en passant au revêtement à 2 feuillets qui rend v
3 

orientable 
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/\ s
2 

sépare v
3 

en deux morceaux, dont l'un, appelons-

serait contractile, Soit T l'involution canonique de v
3
• La restriction 

de . T à s2 x [ -1, 1] -> V est 
3 

(l'application antipodique de S) x (l'identité de 
2 

[-1,1]. 

Donc Mais T n • a pas de points fixes, ce qui est .incompatible avec la 

contractibilité de K
3 

(par Lefschetz; ou, plus géométriquement : d'après le thm: 

de h~cobordisme, ou la théorie des voisinages réguliers de J.H.C. WhitEhead 

on a : 

K
3 

x Dp = DP+
3 

(p grand) 

ensuite on peut appliquer le théorème de point fixe de Brower à 
au cas où 

T x (id D ))]. On 
p 

peut se ramener do~haque Ti= s2 ,P 2 
est non triviale, (et de toute façon 

f* = isomorphisme). 

(4) Si bn
1
v

3 
= 2 on sait (d'après le théorème de Stallings sur les groupes 

à 2 bouts) qu'il existe une surjection 

bn
1
v

3 

avec Ker~= fini. Dans les deux cas: 

(X,A) = (K(G,1), pt base) 

possède la propriété que A est bicoloré (et contractile) 

A 

0 
K(Z,1) 
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Aussi. TC (x) = TC (x,A) = o (si x > 1). 
À À 

On réalise q'?1 par un 

comme ci-dessus. 

f:V -+ K(G,1) = X 
3 

Après avoir réduit -1 
f A==T=UT. 

}. 
on a 

TC T. = fini. A pa:"tir de là on procède 
1 }. 

Ceci finit la démonstration de la forme spéciale, quand v
3 

= compact. 

On déduit de là la forme générale, quand v
3 

= compact, orientable, comme 

suit 

On se donne rc
1
v

3
-module. D'après la forme spéciale, il existe 

Si [ cps
2

] i N on a fini. Si [ cps
2

] E: N, on fait une modification sphérique de 

suivant cpS2 

1 v
3 

=> v
3 

= v
3
-cps

2 
x [-1,1] 

+ 2 disques de bords cpS
2 

x {-1,1} 

( V 1 pourrait avoir, 2 composantes connexes). 
3 

Soit 

(sans perte de généralité 

.,,. V 1-module cles f: S -+ V 1 

'"1 3 . 2 3 

fS
2 

n D~ = /J •.• ) • 

dont l'image est dans N. 

[En effet, soit <Ji: S -> V , 
2 3 

transversal à 

-1 
de s

2
-<Ji cps

2 

cps
2

, représentant un élément de rc
2
v

3
-N. 

engendrent des éléments de rc// rc
2 
V;), 

~ dans N ( N 1 ) ] • 

Pour une variété compacte, définissons: 

Les composantes connexes 

dont l'un au moins n'est 
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À(v
3

) = rg (n
1
v

3
) + card n;

0
àv

3
• 

Si v1 est connexe on a 
3 

(car le passage V ==> v1 détruit un facteur libre 
3 3 

( * z) de n V ) • 
1 3 

Si 

(car, si 

v1 
3 

a deux composantes connexes • · v11 v1 2 : • 3 ' 3 

Ceci montre que si l'on continue le processus ci-dessus avec (v 1 N
1

) 
7 ' ' ••• ' 

on doit forcément s'arrêter après un nombre fini de pas. On trouve donc un 

f: S....,, V, avec 
2 3 

:) 

Si v
3 

= compact, ~-orientable, et N c n
2
v

3
, on prend le revêtement à 

A p A A 

2 feuillets qui oriente v
3

: v
3
-~ v

3
. Dans v

3
'. il y a un~: s

2 
~ v

3
'. 

[~s
2

] E: n
2 
v

3
-N. On peut supposer que - p O ~ : s

2 
....,, v

3 
est une immersion générique, 

avec des pts-doubles, au plus. p o ~ induit une involution ( sans pts fixes) sur 

l'ensemble des pts-doubles ( de p o ~ ) • Soit v(p o ~) = v le nombre des compo­

santes connexes de l'ensemble des pts-doubles, qui sont invariantes par rapport à 

l'involution. Si C est une composante connexe, mi~imale, pas invariante, on peut 

S' = f'S 
2 2 

===> 

l'utiliser pour fabriquer deux autres applications génériques f 1 ,f 11
: S _;V, plus 

2 3 

simples que p O ~(s ), dont l'une au moins ne sera~ dans. N.(Le 
2 

v ne s'accroit 
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~ pendant cette opération). 

Si C est une composante connexe, minimale, invariante, bordant le disque 

(avec fibré normal trivial). 
,. 

S = 6 v 6' _,, V et le disque 
2 3 

rencontre transversalement, le 

long de èo' c cps
2

• (Puisque p O cp(s
2

) se coupe transversalement le long de c). 

Sans perte de généràl,ité, p o cp(s
2
-o) upo' et p o cp(o) v pé' sont deux immer­

sions génériques s
2 

_,, v
3 

ayant des pts-doubles au plus, avec un v strictement 

plus petit que celui de p O cp(S), et telle que l'une au moins ne soit ~ dans N. 

(Si c'est p o cp(o)u po', qui n'estpas dans N, le p o cp(o) = P
2 

c v
3 

est le 

T = P
2 

qu'on cherche). 

Ùn processus d'induction, qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter, 

permet de finir, maintenant, ~a démonstration de la forme générale, dans le cas 

compact, non-orientable. 

Pour la forme générale, V = non-compact 
3 

( ce qui implique la forme 

spéciale du thm. de la sphère, dans le cas non-compact ), on considère 

et 

le 

vi = compact, 
3 

i i 
N c rc2v3 ~ la trace de N c n:2V3' (en particulier 

cas de la forme spéciale ! ) . Puisque 

i i 
No F rc2V3o • 

i 

N f n:2V3: 

On, .. applique le cas compact (à V O ),e.a.d.s. 
3 

il 

Ni = Ker(rc,?~ 

existe un i o' -

6) Quelques applications à la théorie des noeuds. 

Par définition un noeud sera l'image d'un plongement 
00 

C : 

Un link sera une collection finie de noeuds 2-à-2 disjoints. 

- n V ) 
2 3 

tel que 

Un noeud est trivial (=non-noué) s'il est le bord d'un plongement C 

dans 

00 
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D C.......-> s • un link est trivial(= non-noué ~t non-enlacé) s'il est le bord d'une 
2 3 

collection de plongements C00
, 2-à-2 disjoints : D

2 
c._ __ > s

3
• 

Théorème 1 .- ("Hauptsatz der Knotentheorie" -[ Pa;pakyriapoulos])." Un noeud 

est trivial si et seulement si 

rc (s -fS) = z ( <==> n (s -fs) 
1 3 1 1 3 1 

est abélien)". 

Démonstration Considérons le voisinage tubulaire de fS
1 

c s
3

, et les 

flèches canoniques 

q.,=rcls X àD 
1 2 

X ÔD2Cs21 :2 F s3 

s1 

Soit C = q.,-1 (x) c S x S (x 
1 1 

) . Si 

rc
1 

(s
3
-fs

1
) ~~ H

1 
(s

3
-fs

1
), 

donc ( en choisissant un pt base convenablement) 1 , rc (s F(S x D
0 

)) - rc (s fS) 1 3- . 1 . 2 - 1 3- 1 

est engendré par [F(C)]. 

On voit nue si~-~ - S x S est une section de ,1. et n un entier 
'1 ' 1""'1 1 1 'I' 

quelconque, il existe toujours une autre section ~:s
1 

x s
1

, telle que 

[ris
1

] - [~s
1

] = n[c] ( dans rc
1

(s
1 

x s
1

) = H
1
(s

1 
x s

1
)). 

En faisant donc une éventuelle correction par un multiple de C, je peux 

trouver une section ~:s
1 

- s
1 

[ F O is 1] = O ( dans 

x S , •telle que 
1 

rc
1
(s

3
-fs

1
)) • 

l F O i:s 1 ~c-➔, à(s
3 

- F(s
1 

x ~
2

)) on peut appliquer le lemme de Dehn, 

qui nous dit qu'il existe un plongement propre : 
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(D
2

,ôn) c__> (s
3

-F(s
1 
x:r\), ô(s

3
- F(s

1 
xD

2
))), 

F( S 
1 

X S 
1

) 

dont le bord soit justement ~(s
1
). A partir de là, la démonstration est triviale. 

Théorème 2.- (
11Asphéricité des noeuds" [Papakyriakopoulos]). 

fermé connexe (en particulier si X est un noeud), alors: 

a) S -X est un espace K(n,1) 
3 

(avec, bien entendu 

b) Le groupe n/s
3
-x) n'a pas de torsion"o 

"Si est un 

Démonstration: S -X étant une variété de dim. 3 ouverte, elle est un 
3 

K( n, 1) si et seulement si n
2 

( s
3
-x) = O. Mais si n

2 
( s

3
-x) :J. O, le sphere theorem 

nous dit qu'il existe un plongement 
00 

C ' 

cp: S c.__> S -X 
2 3 

pas homotope à (dans s
3
-x). D'après le théorème classique d'Alexander qui dit que 

00 , ( tout plongement C :s
2 

C--> s
3 

s'etend à D
3 

voir J. Cerf: r
4 

= O, Sp1·inger 

Lecture notes) ~(s
2

) c s
3 

divise s
3 

en deux disques, dont l'un doit contenir X 

(puisque X est connexe). Donc ~ ne peut pas être non trivial. 

i) => b) d'après le théorème de P.A. Smith (ch. I). 

Lemme 3.- ( Specker) : 11 Soit v
3 

une variété de dimension 3, compacte, à bord non 

vide, telle que chaque composante de ôV
3 

soit un tore (s
1 

x s
1

). 

Si b I= Il • n V = oo => n V O. 
1 3 2 _3 

Démonstration: Soit T
2 

c ôV
3 

une composante connexe. Si 

Ker(n T - n V) j O, le lemme de Dehn-loop thm nous dit qu'il existe un plongement 
1 2 1 3 

propre 

tel que ôD c.,__> T 
2 2 

soit non-homotope à o. 



VL42 

[Exercice : Montrer par des moyens élémentaires que 

est O ou un groupe cyclique engendré par un élément non-divisible de Z+Z 

(un générateur)]. 

Soit N c v
3 

un voisinage régulier c= de 

àN == S et que 
2 

Puisque bn V == =," on a, ainsi, 
1 3 

àN = s
2 

est un élément non-trivial de rc
2
v

3
• 

CI est clair que 

donc 

Il nous reste donc seulement à étudier le cas où pour tous les T
2 

c ov
3 

on a une suite exacte: 

o-rc?2 -rc/ 3 • 

Dans ce cas, chaque composante connexe de ôV3 (v3 = revêtement universel) est un 

plan R. par hypothèse bV = =. 
2 3 

Pour savoir que rc
2
v

3 
= rc

2
v

3 
f O, il suffirait de montrer que 

b(int v3) = b(V3-àv3) = =· (car alors, on pourrait raisonner comme dans le thm. 

de Specker habituel: 

Le fait que b(int ,v
3

) = oo résulte du ~emme 3 ..,.bis ci-dessous 0 

Exercice: Si ov
3 

contient des composantes f (s
1 

x s
1

), le lemme 3 

est faux [regarder v
3 

= p # (s
1 

x n
2

). Ceci donne aussi un contre-exemple pour 

le lemme 3bis, ci-dessous]. 

Lemme 3bis .- 11 Soit V une variété 
n 

bout. 

a) 

b) 

bV == =. n 

Chaque composante de àV 
n 

Alors b(V _è)y) = b(int V) 
n n n 

Il 
== 000 

tel que : 

est non-compacte et possède un seul 
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Démonstration : On considère des voisinages tubulaires disjoints 

Y
7
• X [ 0, 1 ] C V ( Y . X O == Y . ) • n J. J. 

Puisque bV = oo pour tout entier 
n > O, N~ il existe un compact KcV n 

tel que n'(V -K) = {l'ensemble des composantes connexes _ll.2Q relativement compactes 
n 

de V -K1 
n J, possède au moins 

b( Y. x 1) = 1, donc 
J 

N éléments. D'autre part, 

n'(Y.x1-(Y.x1) nK) = n'(Y.x[o,1]-(Y.x[ü,t]) n K) = 1. 
J J J J 

Soit K = K - U Y .x[ O, 1 J + U (la réunion des composantes relativement 
1 j J j 

compactes de (Y.x1) - (Y.x1) n K). 
J J 

Comme K ne touche qu'à un nombre fini de 

Y.x[ü,1], et comme K* est toujours un compact (chapitre II, par. 1), on voit 
J 

que K 
1 

est compact. Comme l'unique élément de n' (y .x1-(Y .x1) '1 K) ne peut tou-
J J 

cher qu'à un seul élément de n'(V -K), n'(int V -K ), (n 1 (Y.x[o,1]-(Y.x[o,1]}nK)), 
n n 1 J J 

on voit que n' (int V -K ) 
n 1 

possède au moins N éléments, donc b(int V ) = oo. 
n 

Théorème 4.- (Papakyriakopoulos) 11Soit 

un noeud. 

a) 

b) 

bn (s -fS) = ou 2. 
1 3 . 1 

b-n; ( S -fS ) = 2 <-> le noeud est trivial 11
• 

2 3 1 

Démonstration: a) résulte du lemme 3 et de l'aspéricité des noeuds. 

donc, si 

Toujours d'après le thm. 2 (?,spéricité des noeuds.)~ Tor n
1
(s

3
-fs

1
) = O, 

bn (s -fS) = 2 => n (s -fS) = Z (Thm. de stallings sur les groupes 
1 3 2 1 3 1 

(de type fini) à 2 bouts). Ceci finit la démonstration. 

Exercice: Si v
2 

c-> w
3 

est une sous-variété, on dit que v
2 

inco~pressible (dans w
3

) si la suite 

est exacte. 

est 
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Si f: s c.,__> s 
1 3 

est un noeud, et T
3 

C--.) s
3 

un voisinage tubulaire 
CO 

C ' 

compact, de fS , alors 
1 

0 0 
àT = à (s -'11 

) c...._> S -T est incompressible <=> le 
3 3 3 3 3 

noeud fs
1 

-=--> s
3 

est non-trivial. 

Si f 1 
, f 11 

, ( T 1 
, T 11 

) 

(où les deux exemplaires sont recolés suivant un difféomorphisme àT 3 __,. àT 3, possède 

les propriétés suivantes: 

a) 

b) X ne possède pas des décompositions en sommes connexes, non-triviales. 
3 

est "suffisamment large", dans le sens de Waldhausen ; en particulier, 

son type topologique est caractérisé par n?
3
J. 

Un link L c s
3 

est dit 11géométriquement scindé 11
, s'il existe deux links 

/J f L
I 

C s3, /J f. 1 11 
C s3 

tels que (s
3

,1) = (s
3

,1 1
) # (s

3
,1'1). 

'I'héorème 5 .- ( Papakyriakopoulos). 11Soi t L c s
3 

un link. Les conditions suivantes 

sont équivalentes: 

a) (s
3

,1) est géométriquement scindé. 

. b) 

c) 

d) 

rc/s
3
-1) /= /) • 

bn:
1
(s

3
-1) ==. 

rc (s -1) =A* B (produit libre~-trivial) 11
• 

1 3 

Démonstration: D'après le s~here theorem on a 

b) => a). a)=> b) est triviale puisque a) produit un plongement 

s
2 

c s
3
-1 qui sépare L en deux morceaux. 

a)=> d) => c). (car H
2

(s
3
-1) = z+ ••• +z donc il est impossible que 

rc1(s
3
-1) = z/2 * z/2, qui est le seul produit libre avec < co de bouts). 

c) => b) d'après Specker. 
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En combinant les théorèmes 5 et 1 on a le 

Corollaire 6.- 11un link L c s
3 

est trivial si et seulement si le groupe 

,, 
est libre. 

Théorème 7.- (Papakyriakopoulos). "Soit v
3 

une variété de dimension 3 telle que 

Tor n
1
v

3 
= /J et U c v

3 
un ouvert connexe, orientable. 

.Alors Tor TI U = 011 
• 

1 

[Remarque: la condition d'orientabilité est inutile, (voir le thm~ 9 

de la fin du paragraphe)]. 

Démonstration: Supposons qu'il existe un f:S -> U 
1 

tel que 

borde un disque singul~er avec p > 1' minimal. Soit 

sinage compact de FD variété de dimension 3, connexe. 
2 

un voi-

àw
3 

possède des composantes connexes qui ne sont~ des s
2 

(autrement, 

puisque Tor n
1
w

3 
/= O on déduirait, d'après Van Kampen, que Tor n

1
v

3 
/= o). 

Donc 

En faisant des modifications sphériques de (v
3

,u,w
3

) le long de 

( 1 1 1) 1 1 _1 passe à v
3

, u , w
3 

où Tor n/
3 

= o, Tor TI w
3 

r O, 

àW 
1 = à W 

1 = à W f /J 3 1 3 1 3 . 

Puisque ài.v; -1-/J et Tor n
1 
w; /= O on a n

2
w; /= O (autrement w; 

à W on 
0 3 

serait 

un K(n,1), on appliquerait Smith, e.a.d.s), donc d'après le sphere theorem (u 1 

orientable) il existe un plongement cp: s
2 

C--> w; tel que cps
2 

,f O (dans w;). 
En faisant une modification sphérique suivant cps

2 
on trouve des 

( 2 2 2) V 
3

, U , w
3 

avec Tor 

plici te, si sépare 

= o, Tor TI W
2 f O, à w2 

1 3 3 
= à w2 /= /J. D'une manière ex-

1 3 



on a 

(Ici on utilise àW 1 
3 

1i 
n:1 w3 ' disons 11 

n:1 w3 

Je dis que 

à w11 
1 3 

àW11..1.,1, 
1 3 r JJ• 

w1 = w11 
3 3 

= à W 1). Donc 
1 3 

possède de la 
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# w12 ~ 
3 

1i 
rg rc

1
w

3 
< rg 

torsion. Soit 

= àw 1 nw 11 =àw 11 - cpS2. 1 3 3 3 

1 
n:1 w"" et au moins l'un des 

En effet, autrement rc
1
w; 1 serait un facteur libre de 

C'est W 11 + (un disque D3 résultant de la chirurgie) qui 2 sera w3. 3 

Si cpS2 ne sépare pas 1 
w3, on détruit un facteur libre *z de 1 

rc1W3. 

De toute façon, donc: 

Donc ce processus ne pourrait pas continuer indéfiniment. Ce qui finit la 

démonstration. 

Théorème 8.- ('J~-. H.C. Whitehead). 11Soit v
3 

une variété compacte, orientable, 

connexe de dimension 3. Il existe une 

plongées, 2-à-2 dis'jointes 11
• 

n V -base de 
1 3 

Démonstration laissée en exercice. 

n
2
v

3 
formée par des sphères 

Théorème 9.-(\J ·. H.C. Whitehead). ''Soit X un espace séparé et v
3 

c X telle que 

V -àV soit un ouvert (de x). On va supposer que l'une des conditions suivantès 3 .· 3 

est satisfaite 

a) X est une 3-variété. 

b) v
3 

est orientable. 

Alors : 

Tor Ker(n V 
1 "5 



VI.47 

[En particulier : Tor n
1
X = O => Tor n V = O, 

1 3 

Tor TC X = 0 => Tor TC V c Ker i*] 11
• 

1 1 3 

car si 

Démonstration : Si on est dans la situation b) on procède comme dans le 

théorème 7. 

Si on est dans la situation a), X non-orientable, on considère le revê-

A 

t ➔ x -1 E.......> tement q_ui oriente p . .v3 = P v3 v3 est le revêtement q_ui oriente V. . 
3 

Soit tel 
m 

on veut montrer q_ue i*a I= on peut a E 
TC? 3' q_ue a = 1 ; 1 ' 

A 

donc supposer q_ue P*n
1
X c n

1
X. Donc un lacet q_ui représente a se relève 

dans un lacet de donc a E (p*IV)n
1
v

3 
c n

1
V3" On est donc ramené à la 

situation orientable. 

7) Appendice: Le "sphere theorem 11 d'après Papakyrj_akopoulos (et J.H.C.UhHehead)~ 

Comme la démonstration originale du thm de la sphère a joué un rôle heuris­

tique i~portant pour la théorie des groupes exposée dans les chapitres précédents, 

on a pensé utile d'en donner une esquisse ici. 

On part donc d'une variété orientable d'une application continue 

f· s ---> • 2 V 
3 

telle q_ue 

cpS
2 
~ O. 

fS ,f 0 
2 

et on veut construire un .12.longement 

tel q_ue 

Etape 1 °. Lemme 1.- "Les immersions (génériques) s
2 
➔ v

3 
engendrent 

TC V -module) 11 

1 3 ° 

[En effet, si l'on par.t d'un f: S _. V , 
2 3 

sans modifier sa classe d'homotopie 

on peut la rendre génériq_ue: donc f sera une immersion génériq_ue excepté des 

points fronces (branch points Jo 

En poussru1t des points-triples au-delà des points fronces, on peut supposer 

que sur les lignes doubles qui partent d'un point fronce (et aboutissant à un autre 

point fronce), il n'y a plus de points triples. Par un procédé de coupures 

( Umschal tung), 
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on peut fabriquer deux applications f' f 11
: S __,, V ayant moins de points fronces 

' 2 3 

que f, et telles gye [f] 

[ f"]]. 

se trouve dans le 1c V -module, engendré par 
1 3 

[f'] et 

Donc, dorénavant f sera une immersion générique. Mi (f) c s
2 

seront ses 

points-i-toüples. M (f) 
2 

est une 1-sous-variété de s
2

, sauf aux points triples 

On peut désingulariser M
2

(f) comme suit : dans s
2
xs

2
"':'(la diagonale) on 

considère l'ensemble 1vr2(f) == {(x,y), x,} y, fx == fy}, qui est une vraie variété 

de dimension (f == immersion générique => fxf 1 ( S xS )-(la diagonale de S ) est 
2 2 2 

transversale à la diagonale. de V ) 3 • 

Soit 

sur.jection 

n:s
2
xs

2 
__,, s

2 
la projection sur le premier facteur. Elle induit une 

n = M2(f) __,, M (f) qui fait éclater, exactement, les points de 
2 

M/f) c M/f). 

fixes) 

L'application M
2

(f) -n-> M
2

(f) c s
2 

est une immersion générique. 

Sur on a l'involution fondamentale 

J 

(J(x,y) == (y,x)). 

M2 (f) est invariante pour J, donc J induit une involution (sans points 

Le fait suivant est trivial 

Lemme 2.- 11V orientable => aucune composante connexe de r;f (f) n'est invariante 
3 

pour J ,, 

Donc, sur l'ensemble des composantes connexes 
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1[ ri(f) = {c ,c
2

, ••• ,c l, 
o 1 n 

J induit une involution sans points fixes: 

NOTATION 

q;. :C. - C! 
J. l l 

L'IDENTITE FOJ\IDAMENTALE: Soit r f M/f) et f- 1f(r) == {r,r' ,r"l c s
2

• 

Chaque point triple étant un croisement de lignes doubles, on a C. 'C . 'ck E 1[ ri( f) ' 
l J 0 

tels que, dans le germe de 

tal suivant 

autour de {r r' r"l ' ' ' 
on trouve le dessin fondamen-

---.., ____ _ 
avec 

qi . d,, tp. ( r) 
J T.k l 

(ici on a commis un abus de notation en omettant des -1) 
1t,n • 

On remarque qu I à partir de la donnée 

on peut reconstruire complètement l'espace fs
2

• 

Par définition 

r" 

1tC' k 
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Etape 2 °. (LA TOUR ELEMENTAIRE). On considère un voisinage régulier C
00 

un revêtement (connexe, pas nécessairement non trivial), V* --> N(fs
2

), 
3 p* 

relèvement de f dans 

s2 

id 

~ 

s2 

V* 
3 

f* 

f 

> 

> 

f*s 2 

t· 
fS 

2 

-----> V* 
3 

Sorites: a) Il existe une inclusion canonique 

(compatible avec J) et donnant lieu à des diagrammes commutatifs: 

b) Soit 

(C et) M2f_ M2f* i , i E rc 
O 

1·1 n: 
0 

1·1, • 

2 
rc M f.,, 0 -A-

V* --> N le revêtement universel et 
3 p* 

Il existe alors un isomorphisme (Deckbewegung) unique •· V* _, V-'1--. 3 3 

tel. que 

et un 

Réciproquement, chaque 11intersection 11 de f_*s
2 

avec un .(f*s
2

) provient d'une 

telle paire (c.,c!). 
l l 

[En effet, 

"domaine fondamental 11 
: 

fS 'lest un 
2 
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, en bas ( dans fS) 
2 

provient, ou bien d'une 

[Autrement, d'après la dernière remarque de l'étape 1°, on aurait un isomorphisme 

d) On considère toujours le cas où est le revêtement 

universel. Si H N est infini, il existe 
1 

tel que 

[ On considère : 

Notre hypothèse est que H
1
N-Tor H

1
N t /J. 

On a : 

* (rs) = 
2 -i;'f*S2 + u 

-i;"E:-n
1
N-x- 1(Tor H

1
N) 

Puisque * (fS ) est connexe, on trouve des -i;', -i;" comme ci-dessus tels que 
2 

1i 
I f S r-. ,,. "f S _L /.. * 2 i, • * 2 F ?• 

On a 

Etape-clef 3°. (Etude du c_as où n
1
v3 = O (v3 universel), H

1
N est infini, 

et d(f) = o). 



VI.52 

Lemme 3-=- 11Si n
1
v3 = O, H

1
N = infini, d(f) = O, il existe lme paire 

(c. ,c!) E: 11 ri(f), tè;lleque : 
]. ]. 0 

o:) ci, C! sont distinctes. 
]. 

~) C. et C! sont simples. 
]. ]. 

y) c. et C! sont dis.jointes 11. 
]. ]. 

Démonstration: o:) résulte (pour toute paire (c. ,C! )) du lemme 2. On a 
]. ]. 

d(f*) = o, donc f* est un J?._longement s
2 

G....-:...-> (fs
2

)*, et M
2

f* = ~- D'après 

la sorite b), (ci, ci) provient d'une intersection s
2 

n -i;S
2
= f *s

2 
n -i;f *s

2
• D'une 

manière plus précise, d'après la même sorite b), il existe un 

-i; = -i;(C. ,C!) E: n N = (automorphismes de revêtement) unique tel que : 
]. ]. 1 

* 
C! > s2 = f*S 2 c (fs

2
) 

]. 

î4i î, 
C. -> s = f*S 2 c (fs

2
)~ 

]. TI: 2 

soit commutatif 

( Bien entendu Ceci rend~) évident, pour toute paire 

(c.,c!) .• 
]. ]. 

Pour montrer y) on commence par la remarque suivante : Dans le dessin fonda­

mental, les q;., q;., ,1" seront induites par des automorphismes du revêtement ]. J 't'_k 

(Deckbewegungen). 



.(c. ,c!) = l l 

.(c.,c'.) = 
J J 

.(ck,ck) = 

"i 

•· J 

"k 

-•· l 

= 

= 

= 

C! 
l 

't . 
J 

(/li 

<Ji. 
J 

~ 

Aut( V*) 
3 

VI .53 

(ou plutôt "ijci = t/1· ) 
l 

Ck C. C' 
J k 

' ... :k 
. ' 

' ..... 
~ / 

/ 

--- - - - - - -✓-

et 1 1 j_dentité fonda.mentale devient une relation 

D'après la sorite d) il existe un 1;
1 

( n;
1
N, d'ordre oo et une paire 

(c
1
,c1) telle que 

Si r € c n c' 
1 1 

provient d'un point triple, et, au voisinage 

de f- 1fr on a le dessin fondamental, avec i = j = 

C' 
1 

C' 
1 

~ 

L'identité fondamentale devient 

-i; - -.-
2 (déills n;

1
N). 

2 - 1 

(et, disons k = 2) 

C' 
2 
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on peut continuer (indéfiniment, à moins de tomber sur une paire 

C n C 1 = /J, auquel cas on a fini J.a démonstration), et chaque fois le -i; respec-
m m 

tif est une puissance de 

nombre fini de paires (c.,c!), 
l l 

Ces puissances sont distinctes. Puisqu'on n'a qu'un 

on aura forcément : 

(c ,C') 
p p 

(c ,c 1
) => -i;(c ,c•) = -i;(c ,c') => 

q q p p q q 

donc serait d'ordre fini, ce qui est absurde. 

REMA.RQ UE : Quand on a un f:S _,, V 
2 3 

et avec les proprié-

tés a), ~), y) du lemme 3, on peut remplacer f par une autre immersion générique 

non homotope à O, plus simple (moins de lignes doubles et de points triples). En 

effet, considérons s/4i = l'espace quotient de où chaque X E C. 
l 

est identi-

fié avec <JiiX E Ci. f: s
2 

_,, V 
3 

se factorise par s/ 4i et à partir de s
2
/ 4i on 

fabrique deux sphères singulières plus simples, dont l'une au moins ne sera pas ~ O. 

=> 

Etape 4° (La tour complète). 

Lemme 4.- Soit M
3 

une variété compacte, à bord /= /J, avec fini. Alors 

àM
3 

est une collection de sphères qui engendrent le n I~ -module, 
1 3 

(ceci est un exercice facile. Pour pouvoir faire une démonstration du 

sphere theorem par une tour à 2 feuillets il faudrait pouvoir affaiblir les condi­

tions de ce lemme). 

=> Si n
1
N(fs

2
) = fini on a terminé la démonstration, car au moins, l'une 

des composantes de àN(fS) sera Â, O (dans V) 2 y- 3. 
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Si 1t N(fs ) = infini on construit un PREMIER ETAGE DE LA TOUR (c'est 
1 2 

111 1 étage de J.H.C. Whitehead 11
), comme suit. On commence par fabriquer la tour élé-

mentaire universelle 

donc un 

Il y aura sûrement un -i; E n
1
N tel que 

-i;f*s2 I'"\ f*S 2 f ~' 

(c. ,c!) ( rc rvr2f-n rvr2f tel que : 
1 1 0 0 * 

Soit le sous-groupe cyclique engendré par -i;, V 1 --> N le revêtement 
3 p1 

correspondant, et la tour élémentaire (qui pourrait être triviale mais dans ce cas, 

on saurait, a priori, que 

la fin de la démonstration)~ 

Lemme 5.-

f=f 
0 

( .,,.V1=.,,.) ,. 1 3 ,. • 

M f f ~ (c'est-à-dire qu~ f 
2 1 , 1 

infini....,, H N 
1 

= vo 
3 

est singulière). 

infini) , voir 

[En effet, le couple (c. ,C!) continue à exister dans rlf
1
J. 

J.. J.. 

A partir de ce premier étage, on construit des étagés universels: 

f. 
J..+1 

f. 
1 

( i+1 ) avec 1t
1 

.V 
3 

= O • 

> fi+1s2 c N(fi+1s2) 

1 l 
> fi s2 c N(:fi s 2) 

On s'arrête dès que 

c..___> i+1 
v3 

pi+1 

> 
i 

v3, 
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ce q_ui doit arriver après un nombre fini de pas (d décroît ••• ) • 

[Donc, pour résumer: 

n v1 = groupe abélien, p 0 
1 3 

1t N = fini 
1 n 

1t N. = infini (si i < n)J. 
1 J. 

Maintenant, il y a deux cas: si f 
n 

(k > 1) 

est singulier, 

et chacun des si on le descend au niveau O est plus simple q_ue f (démons-

tration laissée au lecteur). L'un au moins est ,f O (dans V~), d'après le lemme 4, 

e.a.d.s. 

Le cas difficile est cèlui où f est non-singulier. On est sûrs, alors 
n 

(lemme 5) q_ue n > 1, donc n-1 > 0 ce q_1...i fait q_ue : 

v1 
3 

= ou est abélien. 

De même est la tour élémentaire universelle. 

Sous-cas H
1
Nn_

1 
=infini: On peut appliq_uer l'étape-clef 3° et simplifier 

f (donc en descendant au niveau Q, simplifier f). 
n-1 

Sous-cas H N = fini 
1 n-1 

H N = fini => ô Nn_.
1 

= union de sphères 
1 n-1 

( ) n-1 => Van K8Jllpen O - n/n-i - n 1 V 
3 

exacte 

=> rc
1
Nn_

1 
= fini -> la tour s'arrête déjà au niveau n-1 et le niveau 
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n n'existe pas (contradiction, Œonc H N = infini). 
1 n-1 

[Notre raisonnement tourne autour du diagramme suivant, qui représente le 

dernier étage de la tour 

1t = fini 
1 

1C = ? 
1 

N > V n
1 

= 0 n n 

/revêtement universel 

N '-----> V n
1 

= abélien]. 
n-1 n-1 

Ceci finit la démonstration. 

COMMENTAIRES t 

1) Si l'on compare cette démonstration avec celle du lemme de Dehn-loop thm, 

on a dans les deux cas une tour (à 2 feuillets seulement dans le cas du lemme de D.), 

une analyse du dernier étage (qui nous produit là-bas quelque chose du genre qu'on 
àla situation 

veut), et une descente. ,Contrairement/du lemme de Dehn où 1 1 analyse du dernier étage 

est une trivialité, elle est ici très délicate. 

2) La technique de la démonstration consiste essentiellement dans la consi-

dération de revêtements universels (galoisiens) E-;:-- E, d'ensembles 11minimaux 11 

(genre dom,aines fondamentaux) Y c E* et de 1 1 analyse des intersections Y n ,;Y 

où 't est u..n.e Deckbewegung ( on II promène Y dans E*"). 

Cette technique est apparentée à celle qui consiste à analyser XA n -i;YA 

où A est un cocycle étroit, non trivial, pour démontrer le thm sur les groupes 

à une infinité de bouts. 


	Chapitre I - Préliminaires de théorie des groupes, e.a.d.s.
	Chapitre II - La théorie des bouts
	Chapitre III - Pré-groupes et structures bipolaires
	Chapitre IV - Calcul de l'algèbre... ; le théorème de stallings sur les groupes à deux bouts
	Chapitre V - Le théorème de stallings sur les groupes à une infinité de bouts
	Chapitre VI - Variétés de dimension 3 : théorème de kneser-grushko-stallings, les trois théorèmes de papakyriakopoulos, applications

