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Le but de ce cours est de présenter le théoreme de Stallings sur la structure
des groupes a une infinité de bouts, et quelques autres choses qui s'y rattachent.
Pour rédiger ces notes je me suis largement servi du petit bouquin.:

J. Stallings : " Group theory and three - dimensional manifolds, Yale Univ. Press 1971"
(qui est un texte mathématique ol la profondeur et 17élégance sont mélangées d'une ma-
niére qu'on rencontre trés rarement). |
A part ce bouquin et les différents textes qui sont cités dans la bibliographie
qui s'y trouve, j'ai utilisé aussi :
(1) J.-P. Serre : "Groupes discretd'(cours au Collége de France, 1968-1969)-.
(2) J.-L.. Koszul ' . : "Séminaire Bourbaki 356 (Fév. 1969)".
(3) H. Cartan : ""Séminaire 1950-1951 (Cohomologie des groupes)".
(4) M. Atiyah - Mac Donald : "Introduction to commutative algebra".
(5) C. Godbillon : "Cohomologie & 1'infini,..,. .1 C.R.
(6) W. Massey : "Algebraic Topology, an introduction",

(7) N. Bourbaki : "Topologie générale" .

‘ Je tiens a remercier A. Gramain, F. Laudenbach et J.-P. Serre pour les
‘conversations utiles que j'ai eues avec eux, ou pour les pré-bouts de texte qu'ils

m'ont gracieusement fourni.

Les deux premiers chapitres ont un caractere introductif. Le chapitre 1.,
notamment est assez inutile pour la structure logique du théoréeme fondamental de
Stallings; mais il contient des motivations heuristiques ou géométriques pour la théorie

des bouts des groupes.

Je voudrais dédier ces notes A la mémoire de mon ami Tudor Ganea.



CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES DE THEORIE DES GROUPES , e.a.d.s.

1) Sommes amalgamées (de groupes) : [Les premiers deux paragraphes de ce chapitre

sont completement "supersedés" par le chapitre I, mais peuvent aider a le com-

prendre] .

On supposera connues les notions de présentation d'un groupe (par générateurs
et relations : {x, r= 1}) , groupes de type fini (= & nombre fini de générateurs),

groupes de préséntation finie.

Supposons qu'on se donne trois groupes A, G1 , G2 et deux morphismes :

A
AN
2 .
G2
Théoréme 1.~ "Il existe (dans la catégorie des groupes), un objet unique G1 %* G2 ,

A

h., formant un carré commutatif :

muni de fléches h1 » by
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G
f v ! h
/ \\ 1
A ; = G,l R G2
A
f\ h2
G2

et qui résoud le probléme universel suivant :

Chaque fois qu'on se donne un diagramme commutatif :

G
1
f1 \g.‘
A > G,
g
~ 8
f2 i 2
2
il existe un h(uhigue} tel que :
G
£ | h
1 1
/ &

soit, aussi, commutatif"
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Démonstration : a) Existence : On peut partir de présentations de G1 , GZ :

G, : {x. r.=1}
1 ’ :
VAR

générateurs  relations

et d'un systeme de générateurs de A = { a; }. On obtient une présentation de

G en considérant :

G 2

*
‘1A

Gyoy) » =1, =1, @) 5E)™ =1)

générateurs relations.

(En particulier, on remarque que G,1 ¥ G2 sera engendré par
A

Image hy U Image h2) .

b) Unicité : (Comme d'habitude dans les problémes universels) Soient

deux "solutions du probléme universel" considéré.

On peut faire jouer & (h Yo h'z) le rdle de (h] , h2) , ce qui nous donne

H ——> H' . Par symétrie, on obtient une fléeche H'—> H .
h h'
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1
hy
H ———h > H
"
fy hY)
Gy

Les quatre triangles du diagramme précédent étant co mmutatifs, on a le diagramme

commutatif :

Gy
i‘/ "
' -
H —22 > H
\ h2
G,

‘L'unicité de la fleche h (dans 1'énoncé duprobléme universel), fait que

.h'oﬁ =1id(H) . D'une maniére analogue hoh' =id(H'), e.a.d.s.id



Exemples :

1) Z/pZ x Z/qZ = {1}, si (p,q)=1.
Z .

(Donc : une somme amalgammée peut &tre {1}, sans que les deux facteurs le soient).

2) Théoréme de Van Kampen : Soit X un espace topologique, et U1 , U2 deux

sous-espaces (x‘aisonnables) tels que U

10Uy et U N U, soient connexes (par arcs).

On suppose que X '=U1 U U-2 o

On a des homomorphismes d!inclusion:

/"1(U1 ’X) \
771(U.l N U2 ;X) > ﬂi(ny) y
74(U,,x) /

qui donnent lieu a :
nl(X,x) = 1r1(U1 ,X) % nl(Uz,x) .

P N

(voir Bourbaki, i paraftre, pour une forme générale de ce théoréme).

3)Si A={1}:

— . N 3 3 H
C.1 X G2 = G1 * G2 = "le produit libre des groupes G1 et G2
{1}

(abus de langage).
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4) On a une notion plus générale : on se donne une famille de groupes {Gi }i €] ?

et pour tout couple i,jeI , un ensemble Fij (qui peut 8tre @), d'homomorphismes :

G. > Q.
1 J
feFiJ.

Par définition, la limite inductive de la famille, est un groupe H = lim Gi ’
—

muni de fléches hi : Gig/ H qui rendent commutatif le triangle :

“<
=

et qui est la solution du probleme univessel suivant ¢+ Chaque fois qu'on se donne un

G et des fleches g:G—~>G , telles que :

il existe une fléche (unique) :
h: H —G



qui rend commutatif le triangle :

On démontre, comme avant, 1'existence-unicité de H .

Comme cas particulier (de limite inductive), on a la somme amalgammée de

plusieurs facteurs :

1 2 k
Cette opération est associative.
5) Z % Z ¥ ciieireenens x Z=F_ (le groupe libre d'ordre p). D'aprés
\ T T——
p fois
Van Kampen :
Fp— 11r1(S1 Voeeeenennns Ceeeenen v Sl)

N
bouquet (wedge) de p cercles.
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2) Le théoréme de structure de Van der Waerden : On considére deux homomorphismes

injectifs :

donnant lieu, comme ci-dessus, a :

-
A

Pour i=1,2, soit S, unensemble de représentants des classes a droite de

G; modA, telque 1¢S, (Donc, 1'application :

AXS, > @G,
i i

(a,s) > as

est une bijection ; elle applique A X (S - 1) sur G; - A) . Toute la théorie peut &tre

faite pour des classes 3 gauche.

Soit. A= (i .,in) (nzo , ij.e {1,2) , tel que

R
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Une famille

m=(a;s1 7"°’Sn) ’ ol :

acA , S5 €S, , sj;é1 , s'appelle mot réduit de type A . (Si A= {1}, c'estun
J

"mot" écrit avec des lettres de G1—1 R G2—1 , Successivement...).

Théoreme 2.- "Si g € G1 * G2 , g4 1 ,ilexisteun A comme ci-dessus, et un
A
mot réduit de type A, m=(a ; Sq1ee01S n) , tel que ¢

- . ' V' rd
g = f(a) fi1(s 1) . fin(s n) (produit d'éléments de G, /ali Gz).

g détermine (A\,m) univoquement".

Démonstration : L'existence est immédiate : vu que G1 U GZ engendre Gu1 * G2 ,
A

il existe un A tel que :

g=£f (g.)...5 (g) avec g. € G, .
1, 1 i ~n ] i

Ona:

-f11 (g) ... fin(gn) = fil(gl) f'n-t(g"”)fin(a“s“) =

= fi1(g1) eoo L. _1(‘gn-1) f(an) fin(sn) = fi1(g1). .. fi (gn_1 an)fin-(sn) =....e,a.d.s.

Y n-1

—N —

= 851 Sp-1

Pour 1'unicité, on procéde comme suit : On considere X = 1'ensemble de tous
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les mots réduits ..

Si G= G1 * G2 , on peut définir une action de groupe (a gauche) :
A

G x X > X

?

comme suit : Fixons i€ {1,2} . On a une décomposition disjointe D(i) :
X = {mots réduits de la forme
as S, «v....S  OU §, € S; -(1) , i, #41} U

U {as,s2 ceey §‘I € Si -(D}.

Soit g €G, . On détinit (2 partir de D(i)) :

[Pour que cette définition ait un sens, il faut bien que A s'_injecte dans Gi . Autre-

ment, par exemple, il n'y a pas un a' univoquement déterminé, tel que: ga = a's

i

(ol g,a sont donnés i 1'avance) |

Ceci c'est bien une action (2 gauche) Gi X X —>X , clest-a-dire que :

g'(g".(..) =(g'g".(...) .
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Pour a € A ona, apriori deux maniéres de définir & .(...) , en utilisant

G1 x X —=> X ou G2 x X—=> X , mais dans les deux cas le résultat est le méme :

'é.(as1s ...... ) = (3a)s

2 182 ceese

On a donc défini une action (obtenue par la propr. universelle)

G x X—>X

I1 existe une application canonique
B: X—=>G ,
définie par :
)',’»(as1 - sn) = f(a) t11(51) v £ (sn)) (produit dans G).

n

Je dis que :

B(x), 1=x

[ En effet :

f(a) fil(s1) - fi (Sn)‘ 1=£a) ... (sn_1 .S
n

-1

= (f(a) ... £ X
Ne

(5. - (5 (). s)=...)

Ceci implique que B est injectif , donc que la décomposition de x = g en mot réduit

est unique. O
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Une autre formulation du méme théoréme :

Théoréme 2-bis : "Soit Gi' = Gi -A

Pour X fixé considérons

G!' x...x Q!
14 I

A1 opere la-dessus par :

(a1 gevey an_1) (g1 9000y gn) =

.—.(ga'1 a, g, 4, ,ag.ay a  .g)
1 *7t1®27°2 *"2°373 *°"°7 "n-1°n" °

Soit G(x) le quotient de Gi" X eae X Gi' mod An-1 . On a un diagramme commuta-

1 n

tif canonique :

G)! x...x Q! > G=G, % G

. d’ L3 > .
(qui définit f(K))

soit A YU G(A). la somme disjointe de A et de tous les G()\)
(™)

Dans ces conditions,

1'application

fUU £ tAUU Gy ——> G
VERG & o
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est une bijection." 1

Démonstration : Vu le théoreme 2, il suffit de montrer que chaque élément de

Gi X oo X (}i admet un représentant et un seul de la forme :
1 n.

as, X S, X ...X S .

[Si 1'on désigne par ~ la relation d'équivalence mod An.'I on remarque que :

(g1 X v ><gn)=(g1 X oooXg 4 X ansn) ~ (g1 X.oooX g qa X sn) =
= (g1 X.oeoXg 5 X @ 48 o X sn) e. a. d. s. , ce qui ‘montre 1'existance du
représentant.
Supposons d'autre part que :
(a1 yeoes an-l) . (as1 X vas xsn) =(as1 X e xsn) .
Ona: anf-lsn:Sn =>an_1=1 ’
a .s .a V. =a s =3 == 3
n-2 °n-22n-1 = %n-2 n-2 T “p-2 n-2 =1

e.a.d.s. |

Remarque : Quand on reprend-la méme théorie pour les classes (actions) a droite,

n-

A opére par :

1

(@ ,.covap ey, g)= (g3, a7 gy8,,...).
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Au chapitre III on donnera une généralisation de ce résultat, due a J. Stallings.

La lecture préalable du théoréme 2) - 2-bis), aidera a le comprendre.

La théorie précédante s'étend mot-a-mot quand on considere une injection de A

dans plusieurs G; (pas nécéssairement deux).

Corollaires.- g € G, ¥ G, «me~——>A=(y ,...,1).
—— 1A 2 1 n

Ona: A=¢ <—> g € A ., Par définition :

n = long(g) .

Silong(g) =22, X= (i1 yeeey in) , 1 # i ondit que g est cycliquement réduit.

Corollaire 1.- "g € G1 * G2 est conjugué a un élément cycliquement réduit, ou
A
a un élément de 1'un des Gi LA |

Démonstration : récurrence sur long(g). Si long(g) = 2 on écrit

E=8y -+ 8y 1 B € Gij . Disons que i=1 .

-1 _
g eg=gy ... (g8
N~

€ G,
i

1

=> long (g'{1 ggl) <n-1 ,e.a.d.s.

Corollaire 2.~ "Tout élément cycliquement réduit est d'ordre o " Tl
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Corollaire 3.- "Tout élément de G

1

/ati G2 d'ordre < o est conjugué a un élé~

ment de 1'un des Gi

1 —_ PO g — 1]
Si TorG;=¢ = Tor G, ji G,=¢" .

Corollaire 4.~ "Soient Hi c Gi_ des sous-groupes telsque B=A NH, = A N H

L'homomorphisme naturel :

est injectif."

Démonstration : On peut étendre tout systeme de représentants H, mod B & un systeme

Gi mod A , ce qui fait qu'une décomposition réduite dans H1 ¥ H2 est automati-
B
quement une décomposition réduite dans G1 * G2
A

3) Graphes associés aux groupes ; thdoréme de Nielsen-Schreier (sous-groupes des

groupes libres) :

Par définition, un graphe est un C.W-complexe de dim < 1 . Un arbre est un
graphe connexe et simplement connexe. Pour un graphe X , on définit la caractéristi-
que eulerienne :

X(X) = (1e nombre des arétes de X) - (le nombre des sommets de X) =

= v1(X) - uo(X) .
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Ce nombre ne dépend pas de la structure cellulaire de X . Dans tout graphe connexe

X il existe un arbre maximal Y < X tel que

{sommets Y} = {sommets X} .
[Si Y' ©€ X estun arbre tel que sommets Y' # sommets X , la connexité de X
implique 1'existance d'un sommet a € X - Y' qui peut &tre jointa Y' par une

aréte... J

X/Y est un graphe ayant le méme type d'homotopie que X et ne possédant

qu'un seul sommet.

Si X est connexe :

1(X) = Fy(x)e1

(donc m (X) estlegroupe libred X (X) + 1 générateurs). On a, aussi :
w
X = K(‘IT,IX, 1). (Car le revétement universel X de X , est un arbre, et tout

W v
arbre est contractible. (Hurewicz : ﬂiX =HX = 0)) Ceci peut se voir, ausci,

directement en montrant 1'existance ~ unicité des géodésiques sur un arbre).

Si X' —> X estunrevétement et X estun graphe => X' estun graphe
et toute structure cellulaire dé X induit une structure cellulaire de X' . Si le re-

vétement posséde n feuillets (n <o), ona:

x(X")=n. xX) .
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Théoréme 3.- (Nielsen-Schreier) : "Tout sous-groupe H d'un groupe libre F est,

aussi, libre" .01

Démonstration : F est le groupe fondamental du graphe X obtenu en faisant un bou-
quet de p cercles, ou p=ordre F . A tout sous-groupe H~> F s'associe un

Xt —>» 7.X soit H <> F ., Donc

revétement X' —> X , tel que, L ]

7, X' = H mais X' est un graphe et m (d'un graphe) est libre.

Par le méme argument on a le :

Théoréme 4.~ (Schreier) "Si F est libre (d'ordre fini, rF) etsi HcF est

d'dndicefini n ,ona:
- - - T
(rH 1) n(r*F N, DO
(Donc plus H est "petit" (d'indice plus grand), plus son ordre s'accroit).

Soit T € G une partie du groupe G . On définit le graphe I'= I'(G,T)
de la maniere suivante :
sommets I' = { G}=1'ensemble G

arétes I'= {[g,ot), g€G , t €T}.

Le graphe TI'= I'(G,T) posséde une orientation: naturelle. [ une orientation

consiste a donner 2 fonctions
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somm T

/ 7
arr T

v somm I

qui précisent la "premiére" et la "seconde" extrémité d'une aréte o € arr.T.

"Abstraitement” le grapheorienté T(G,T) est défini comme suit :

somm' I'=G
arrI'= G x T
vitie)=¢

5&Q=g

[ Le lecteur remarquera que notre notation fait correspondre a la paire

(g,t) €G x T le segment [g,gtjcT].

Exemples: 1) G=Z , T={1}. T estla droite infinie :

-2 -1 0 1 2 = - =

2) G=AxB, Z=A=B, T={1,,15}.
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(0, )

(0,0) (0,1)

Théoreme 5.- "Soient T< G , T = I'(G,T) .
a) I connexe <——> T engendre G .
b) T contient un lacet (aréte avec les extrémités identifides) <=> 1 € T .

¢) T (avec sa structure cellulaire canonique) est un complexe simplicial

<> TﬂT":yf

d) T'localement fini (<> localement compact) <—> T fini.

e) T fini (compact) <—> G fini.

f) T estunarbre <—> G est le groupe libre erigendré pardes t € T O

Démonstration : a) -e) sont immédiates. f) se voit comme suit :
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(—>)D'aprés a,b,c: 1 ¢ T,T ﬂT-1=¢ , T engendre G .

Si G n'est pas le groupe libre engendré par les ti € T , il existe un mondme

non~trivial :
t. ... t =1€ G .

€ # O | . On peut supposer que I|¢ |

[ Non-trivial : i # R ¥ 41 1

j+1

est minimal, ce qui fait que les éléments :

!
g = i1 £ [
b1 Y1 1t
£-1
] i E . . i el | i
avec lt fl s £ s J = flv-' |€1| + lt fi S z ‘Ell

sont 2- a 2 différents. On a: gy ¢ |=1 .
i

Les points :

sont les sommets d'un cycle non~trivial de I , donc T n'est pas un arbre, e.a.d.s.

( =—) Soit G = le groupe libre engendré par T . Pour tout mot (réduit)

£ )
ti1 tin =g onappelle X |¢ | lepoids: n(g)= & lEil . (7 (1) = o). Pour
1 n

chaque 1#g € G il existe un mot g' € G unique tel que : a) 1(g') =n(g) - 1, b) g et

+

g' sont joints par une aréte (unique)dans T': (g’ ,t{ﬁ )=[g',e7 . Soit I, = { le sous

graphe formé par tous les g € G , 7 (g)= n, et toutes les arétes [g'g]} -
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I‘n sont des compacts croissants qui remplissent I'; T =1 (un point) ;

e N Ty (collapsing),... .

Exemple : T= {x,¥}, G=F2

X
yX
-1
yxy yxy
2
1 y y
Y |
y
-1
yX
-1
X
[ Régle de construction pour les arétes de T :
gx g .
-1 J .
gy g g . g
J\ rd
-1
g gx

On va considérer des actions (& gauche)

G x X —> X
o
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ol G estun groupe, X un graphe (muni d'une structure cellulaire donnée) et «

une action qui respecte la structure cellulaire. On va considérer des actions libres,

oli aucun G 2 g # 1 ne posséde des arétes ou des sommets fixes. X/G estun
graphe (muni d'une structure cellulaire canonique), et X —> X/G un revétement

(galoisien, de fibre G = "I(X/G) / 1r1X) .

Si I = I'(G,T)on aune action naturelle : G x "I —> T |
o

définie par :
alg,g,) = egq »

ol g,[g,,et]) = [eg, , eeyt.

(Donc G opére a gauche sur T ; en modifiant un peu la définitionde I , on peut

aussi bien considérer 1'action naturelle a droite , de G sur T).

Si G° estle groupe opposé de G (droite <=—> gauche ) alors notre

1
I' (pour G)=1le T addroitepour G° . x —> x"1 est un isomorphisme G ~ G°,...

Sur le o-squelette de I' , G opeére a gauche et a droite, d'une maniere

compatible.... Cette action est libre. [ En effet, c'est clair qu'il n'y a pas des

sommets fixes. Mais c'est clair, aussi, pour les arétes, car si 1'on pense a la défini-

tion "abstraite® de I ,ona: : arr '= G X T et:

‘(%lﬁf (eg,,t)
N
€G éarrI‘=GxT]
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Remarque : Si une aréte [g1 - t] est telle que (pour un certain g# 1) :
gy = gyt geqt = g4
-1

alors t2=1 = t=t €T et

glleg,etlU [et, g)

est la transformation-antipodique :

(g, 1)

UNE AUTRE VERSION DU THEOREME DE NIELSEN-SCHREIER (Caracférisation
des groupes libres).

Théoréme 6.- " a) Pour chaque groupe libre G , il existe un arbre X , sur lequel
G opere librement.

b) Tout groupe ' qui opére librement sur un arbre est libre ",

Démonstration : a) résulte de 1'action libre de G sur l'arbre I = TI'(G,T) .
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b) Si G opere librement sur ltarbre X , X—> X/G s'identifie au revéte-
. T _ . '
ment universel du graphe X/G et | 1(X/G) G . Mais 1r1 d'un graphe est

libre ...

[ Donc , un sous-groupe H d'un groupe libre G , opére sur un arbre
=> donc H estlibre ! ]
Exercice : Soit V3 .une variété orientable fermée présentée comme
p # (S'I X Dz)_ + (p anses d'indice 2) + une anse d'indice 3 . Soit
T =3(p =£ (S‘l X D2)) - (les courbes d'attachement des anses d'indice 2) © p #

| (S, x D)) .

a) Si V3 est irréductible on peut s'arranger pour que
_>’ =
o mT —>F mp # (S, xDy))

(Donc si la nature des choses était telle que o —> G ->Fp =3 rgG <p iln'y

aurait que trés peu de variétés de dim3 !) .

b) Etudier le cas Indice [7 T : Fp] <

[Cet exercice utilise, aussi, le dernier chapitre] .

4) Rappels sur la cohomologie des groupes : Pour un groupe ¥ on considére 1'anneau

du groupe Z [m ] etdes Z [# ] -modules a gauche (a droite). L'homomorphisme
canonique Z ['n ]~—> Z fait que tout Z-module hérite une structure (triviale)

de Z[r7 ]-module.
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Un Z [ 7] -module P est projectif si chaque diagramme :

P
/
u ,
u’/
A > B > 0

peut étre complété par une fleche u . Un module libre est projectif.

Un Z [17_] -module J est injectif, si chaque diagramme

peut étre complété par une fleche v

Un Z [# J-complexe connexe C, estunesuitede Z [ 7]-modules et ho-

momorphismes :

oll la composition de deux fléches consécutives est nulle. Si les Ci sont projectifs,
on dit que Cx est projectif . Si la suite est exacte, on dit que Cx est acyclique.

[ Une suite exacte

ou les Li sont libres  (une résolution libre de A) peut 8tre construite trés

facilement, puisque L0 représente des générateurs de A , L? des générateurs
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des "relations" entre les générateurs Lo , e.a.d.s.] .

Lemme 7 ("Modeéles acycliques").- "Soient Cx , C;E deux Z [fr] -complexes

(connexes), tels que C_  soit projectif et C; acyclique. Il existe un homomorphisme
unique . d homotopie preés, f: C% —_— C ;& noA

Démonstration : On construit les fi :

€ d d

, 1 2
O €«—— Z < CO\ ij C2<————~....
1dJ/ fo f.‘ 1
€ d% dé
O Z Ct <«——(C! <« C!
o) 1 2

de proche en proche, comme suit : (fo,f1 yoo 'fi-T) étant construit, on considere :

d
i1
Ci—2
L2 fiq
d!
t 1-1
Ci2
= fey : ! = !
d_;o0 d =o > Image (fi-1 o di) < Kerd! ; =Imd!

On applique 1'hypotheése que Ci est projectif, a:

1 .
O €«———Ker di-l <——-———a—1,——— Ci'
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pour construire fi

Pour 1'unicité, on considére

C : C!
¥ —> ¥
g
et on veut construire k: C¥-———> C;:< de degré +1 tel que:

f-g=d'k + kd

Supposons les ki construits jsuqu'aucran (n-1) et x € C, -Ona:

Hdx) - g(dx) = d'k__ (ax) + k &%

N s
=0

Ceci se lit :

ar(f(x) - eglx) - kn_ldx)zo .

3 1 1 t
Puisque Cx est acyclique, 3 knx € le ’
t.q.:

- - = d!
f(x) - g(x) kn._1dx d'k x . q.e.d.

Si A estun Z[7 }module & droite (& gauche), et C, estun complexe, on

lui associe le complexe de cochafnes Hom ﬂ,(C A):

¥ ?

Hom_(C_,A)————> Hom_(C,,A) ———> ...

30 31

Le lemme 6 , implique que si C* ’ C;K sont deux complexes (connexes), projec-

tifs, acycliques, il existe un isomorphisme canonique :
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% - *
H (Homn(C¥ JA) —g——e» H .(Homﬂ(C;K,A))

(La composition des deux r.omomorphismes Ca'G —> C;E y C)'K —_— Cxe est homotope

b

a id(Cx), ...) . L 2-emple des K(m,1), donné plus loin, montre que des Z [ résolutions
(acycliques) libres de z existei't toujours (On a donné d'willeurs, ci-dessus un pro-
cédé pour construire une réso.ition L'bre dtun A quelconque). Ceci nous permet de __c_l_ef:_-_-‘

finir les groupes (abdlienc) Aa rahanAlar ~ dAs = 2 Coliliaiemts A, en rrenant
anir g . c ’ ’

une résolution projective de Z : C, et en posant :

H¥# ,A) = H® (Hom ((C, , A.)T{

Si 1'on change de coefficients, par un Z [7 ]- homomorphisme ¢: A —> B ,
on a un homomorphisme induit, canonique ¢ : H* (n LAY —> H* (n ,B) et une suite
exacte de coefficients O > A' —> A —> A" —> O donne lieu a un opérateur
cobord :

s§: 1@, Ay —— n%m, A1),
et a une suite exacte de cohomologie. Q. est fonctoriel et compatible avec §.
Ho(w,A) = AT {le Z-module des éléments invariants de A } -
[ En effet, la suite exacte
d £

C > C Z —>0
1 o

donne lieu 4 une suite exacte :
Hom_ (C.,A) <—— Hom_(C ,A) <—Hom (Z,A) <— O
T 1 > T 0 )

d'ou :
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Ho(m,A) = Ker = Hom (Z,A) ~ AT .

Si A est injectif, et q>0:H¥r,A)= O .

[Soit ¢: Cq —> A un cocycle ((pdqzﬂ = Q)

d

q
C
q g-1
[<p
A

C /fAmd N C /kerd ~ Imd,.
q/L g+1 q/ q ?

dq+1 >

Cq+1

¢ se factorise par une fléche

donc, par 1'injectivité de A s'étend & Cq—l'] .

Exemples :
® Soit m=2/nZ et x legénérateur. Si Z [x] est1'anneau des poly-

ndmes & coefficients entiers et a indéterminée x , on a:
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z[r] ~z[x]/&"=1)

Soient :

u(x) =x -1
v(x):xm1 +x2 cee X+ 1
éléments de Z [x ] (Z[«]), et

m

E(amx +...+a0)= zaiez .

On considere la résolution libre de Z :

C): 0 <=2z <g—z[r]<——2Z[1] «<— Z[n1]é——
ux)x vix)x ulx)x

ol il est entendu que 1'on continue périodiquement.

[ L'acyclicité résulte du fait que si P(x) € Z[x], ona:
(x = 1) P(x) = O (mod(x" = 1)) <—> P(x) =0 (modv(x))

v(x)P(x) = O (mod(x" - 1)) =<—> P(x) =0 (mod(x - 1)). ]

Considérons A =Z (action triviale de 7).
Ona:

cl- Hom (2 [ ],2) =2
(e(1) €2 , ox)=9(1) € 2Z).

1 s'ensuit que aq est :
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7 - C2n _______>C2n+1 - 7
BZn =0
7 = C»2r1--1________% C2n -7
: a2n-1=n><
- 1129 -
H“Yz/nZ,Z) = Z/nZ (g > o)

1z /mz,z)=0 .

(@ Espaces K(m1) :

Y
Soit X un C.W-complexe, 7= 111X et X le revétement universel de X

(avec sa structure naturelle de CW-complexe). ’ITIX opeére a gauche sur X,

~
[ Pour fixer les idées, je rappelle qu'a partir d'un choix de points base X, €exX

. . v
x'o € X on a une action naturelle a gauche de 7T1X sur X -

relévement du chemin gx

ok
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Sur la fibre p"’}(xo) on a aussi une action a droite :

X.g = relevement du lacet xg

(0

lp
gx
g
Sur p“‘(xo) les deux actions sont compatibles. La restriction (& p"(xo))

de 1'action & gauche = les morphismes de la 171_ (X) - structure & droite ... ]

Y o~ ~
Si C*(X) désigne le complexe des chafhes cellulaires de X , C;K(X)

estun Z [1;1X]-comp1exe libre, & gauche.

-Ona:

nJ
Hom,, (n 1X} (C*(X),A) = le complexe des cochaines a coefficients locaux A ,

V)
sur X (en particulier Homz[,ﬂrx]_ (C *(X) JA) = HomZ(C%(X),A) si m, opere tri-

vialement sur A). La méme chose est vraie pour les chafhes, en particulier :

¢, ® z-cx .

Z[m, X]
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Soit m un groupe abstrait (donné par générateurs et relations). Par défini-
tion, un espace K(m,1) (espace d'Eilenberg-Mac Lane) est un C.W-complexe (connexe);

Y , tel que TTTY =7 , niY =0 (i > 1). De tels espaces peuvent &tre construits

comme suit : On associe un cercle a chaque géndrateur de 7 et on fait le wedge (bou-

de dimension 1, avec

quet) de ces cercles (ceci nous donne un C.W-complexe Y1

un seul sommet (Y0 =pt.)). On construit Y, ©Y. enajoutant 3 Y, une

2 1 1

2 -cellule pour chaque relationde 7 . On construit Y3 o) Y2 en ajoutant de

3-cellules qui tuent 112Y2 , €e.a.d.s. Si on est parti d'une présentation finie,

chaque Yn est compact . (C.W. complexe fini). Ona:

N1Y=ﬂ, TY =...= Y

= Y =7
2°'n n-1n°""

nn

Un espace avec ces propriétés (et qui n'est nullement unique) sera, par définition

"un K(m,1) tronqué " (i la hauteur" n). On voit, en particulier, que tout groupe m

de présentation finie, est groupe fondamental d'un (C.W) compact.
Oh peut prendbe
Y=K(1r,1)=l_1‘_g Y, .
Une application immédiate de la théorie des obstructions nous dit que K(m, 1)
est unique a homotopie pres, e?: que, pour un C.W. complexe (connexe, pointé) :

[X,K(w ,1)1) = Hom (1:1X,7r).
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K(w,1) est contractile ce qui fait que C « (K(m , 1)) est une résolution (acyclique)

libre (en Z [} modules a gauche) de Z .

Donc :
H¥7 ,A) = H® (K(r,1),A)
\_____\'/_\/

cohomologie a coefficients locaux A .

(A définit un faisceau localement constant Asur K(r,1) , dont le module des sections
globales s'identifie justement a notre AT . H* (K(m, 1),A) = 1a cohomologie de

K(m, 1) & coefficients dans le faisceau A).
Pour des espaces (et des actions) raisonnables on a, alors le :

Théoréme de P.A. Smith.- "Soit X un espace (C.W. complexe, variété,...)

de dimension finie et 7 un groupe fini (# 1) , opérant sur X . Cette action ne

peut pas étre sans point fixe
(Ix€X, 140 €m, ox=x . o

En effet, autrement on a un revétement (universel) X -+ X/n et
X/m= K(m,1). Un résultat analogue serait vrai pour chaque sous groupe cyclique
G ©r . Mais K(G,1) ne peut pas é&tre de dimension finie, puisque G = groupe cyclique
fini possede des groixpes de cohomologie non-triviaux de dimension arbitrairement

grande.
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Corollaire.- "Si X est un C.W. complexe asphérique (c'est-a-dire tel que

1riX =0 si i> 1) de dimension finie,
Tor 7, X = g ", o

UNE REMARQUE SUR LE GRAPHE TI'(n,T).

Soit T = (’c1 yeees tn) un systéme de générateurs de 7 et I'= T'(7w,T) le
graphe associé. Yi est construit comme ci-dessus‘, a partir d'un bouquet de cercles
correspondant aux ti . (si tj =1 , il est entendu que, pour passer a Y2 on

ajoute, entre autres, une cellule qui tue le cercle. tj) .

Si 1'on ddsigne par "Yoo = Y =K(m, 1) on remarque que pour i>2 , le

w~
squelette t-dimensionnel du revétement universel : (Yi)T (ne pas confondre avec

LY]
Y1) est indépendant de i (puisque 7 Y= i=2)).

,\J
Lemme 8.~  "I'(w,T) = (Yi)l (i = 2) (homéomorphisme canonique)”.

n
Démonstration : Une fois qu'on a choisi un point-base x , de Y., au-dessusde Y _,
! i 0

N
il y a une identification canonique (Yi) o=T=T.X (ol1 on se réfere a 1'action a gauche
s -
de 7 sur Yi) . A chaque 1-cellule ti de Y1 et a chaque sommet g=gx € (Yi)o

W
correspond une l1-cellule de (Yi)l définie comme suit :

’ti correspond a une application ti : [o,1 ]~ Y1 C:Yi qu'on releve en un
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N i N @ ~
chemin t, : [O0,1] =~ (Yi)1 < Y, commengant au point ti(o) =x=1.x et

. n od
aboutissant en ti.x . On peut considérer la cellule gti définie par g.ti(t)
Elle relie g.x a gtx . Pour t. € T , g € m onobtient ainsi tout le
N
1-squelette de Yi .
On voit que 1'action (4 gauche)de # sur T , qu'on a défini avant, est la méme
que celle qui provient de 1'action de 7 (comme groupe de transformations du revétement),

™~
sur Yi

GROUPE FONDAMENTAI, DE SURFACE FERMEE
Soit T une surface connexe, fermée, (c'est-a-dire compacte a bord= @) ,
et T son revétement universel.

Par des moyens élémentaires, on voit que :

A
- si T=S2 ,P2 -+ T—_-S2

-si T#S,, P, » T=R,

Donc, si T # S,,P + T~ K('HTTJ)

2
D'autre part, pour le groupe libre Fp
K(Fp-,T) ‘= un bouquet de p cercles.

Donc H1(Fp,Z) = zP | Hl(Fp,A) =0 (i >1). Puisque HZ(T,Z/ZZ)=Z/ZZ ,

il en résulte que, si T#£ S I.T n'estjamais libre.

2 s,

Pour une surface pas fermée, au contraire, 7 1 est toujours libre.
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VARIETES DE DIM.3.

N
Lemme.- "Soit V3 une variété de dim.3 telle que 7 1V3 = infini, 172V3 =0
1]
Alors V3N K(nm 1\/3,1)
A~ L3 N N [
(En effet, pour le revétement universel V3 on a, de toute facon ”IVB = 172\/3 =0 . o

™ ' n ~
infini V3 non compact ~» HB(VB"Z) =0 > 113\/3 = O . D'aurre part,

~
H3+i(v3) =0 = 73,=0 —>V3  est contractile, e.a.d.s.).

Théoréme de décomposition pour les variétés de dimension 3 fermées, orientables {orientdes)

(Xneser, Milnor, ...) "V3 se décompose (d'une maniére unique) en somme connexe

de facteurs indécomposables. Les facteurs indécomposables, W3 , sont de trois
sortes :
W, =0 W, =fini ( ere  d° i
= . = & =
O) n W3 MWy ni W3 sphére d'homotopie).

1) n =0 , mW, = infini . (Ceux -12 sont tous des K(m,1)). (Donc

2V3
Tor "IWB = ¢).

- o o7on
2) 'rIZW3 £0 . Dans ce cas W3_ 82 X S1 , 111W3 = Z

(Du point de vue de la théorie des bouts, les facteurs de type i sont caractérisés par

br. =1 etles variétés décomposables par bw1 = ).

1

Probleémes : 1) Quels sont les groupes 7 tels que K(m,1) ~ (variété fermée) ?

2) Les facteurs indécomposables du type 1 sont-ils caractérisés { t opologique-
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ment) par leur type d'homotopie (donc par 7 1) ?; Dans les mémes conditions %3 = RB ?

3) Les facteurs indécomposables du type O sont-ils caractérisés par leur

N
type d'homotopie simple 7 (ce qui impliquerait W3 = SB) .
nN
4) Modulo les problémes 2-3, les actions de M sur W3 sont-elles conjuguées

a des actions linéaires ?

Remarque : Dans le probléeme 2) , pour montrer que G:’B = R3 il suffirait de montrer

4V
que W3 est simplement connexe a 1'infini.

De toute facon, la cbnjecture W3 = R3 est impliquée par la conjecture plus
forte que W3 posséde un revétement fini qui est " suffisamment grand" (Waldhay -

Sen vv.v..).

5) Rappels sur les algébres de Bcale @

Une algebre de Boole est unelattice (L , N,U), telle que:

1) U e (N sontdistributives.

2) § des éléments extrémes, O, 1€ L .

3) YaeL , T "ecomplément" a' €L, t.q. aUa"=1,

' =0
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Un anneau de Boole est un anneau L{avec O,1), telque V¥x € L: x2 =X

On suppose L commutatif ; On remarque que V x:2x=0

On a une bijection canonique :
{ algébfes de Boole & isom, prés} T———2 { anneaux de Boole a isom. pres}
A (1,4, N) correspond1'anneau de Boole (L, +,.) ou :
"a+b=aUb -aNb=(@uUb) N (aNb)=( Nb') U Na')

a.b = anb

A (L, +,.) correspond 1'algébre de Boole (L,U,MN ) oli a< b «> a=ab ,et:

alUb =a +b + a.b
a b = a.b
a' =1-2a

Je rappelle que pour un anneau A , Spec A désigne 1'ensemble des idéaux premiers

de A , muni de la topologie de Zariski définie comme suit: si £ € A on désigne

par V(f) = {1'ensemble des p € Spec A, telsque f € p} ("led points" ol la

<L opar

"fonction" f "s'annule")f, X, =SpecA - V(f) . Les X, forment une base d'ouverts

pour la topologie de Zariski.

Lemme.- "Si A est un anneau de Boole, chaque idéal premier p ¢ A est maximal

et A/p =1lecorps a 2 éléments (Z/2Z)" .
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Démonstration : Si p est premier chaque élément x du corps de fractions de 1'anneau

sans diviseurs de O , A/p satisfait & 1'équation x2 -x=0 ,e.a.d.s.

On peut faire les remarques suivantes sur Spec A (A = anneau de Boole).
@ Xf = Xg «——f=g
En effet je rappelle que pour tout anneau B et tout idéal J & B on définit

radJ = p= {x €B , t.q. in,anJ}.

A

JC p €SpecB

C'est un exercice facile de voir que :

Xf-—-Xg &= rad(f) = rad(g) .

Donc, puisque i = f, gn =g , ca signifie:

f = ug =—> f<g

g =VvlE e>g &1

@ Spec A est quasi-compact.
Eneffetsoit E € A t.q.

Spec A = X
feE

f

Donc VpeA . At €E t.q. f €p

== J(E) = (1'idéal engendré par E) = A
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= e f1 ooy fn €E (n fini), t.q.

1= f1g1 +... +f g

n-n (gi € A)

= Spec A=X. U... U X
f.1, fn

(donc de tout recouvrement ouvert de Spec A on peut extraire un recouvrement fini).

3@ Chaque X; est ouvert et fermé , ala fois.
En effet :
f.(1-f)=0 X; N X(I-f) =X =@

£ +(1-f) = 1 | Xg UX(pgy = X;=SpecA .

@ Spec A est Hausdorff. (donc compact).

En effet, si p#4q, p,q€ SpecA , Jf €p , ffq

..._...;>qEXf R peX‘[;f 3 eae

En effet :

p; € )xfiQ—————é fijf p «—> 1-f €p, .

Donc p €Spec A est élément de UXfe——-——}\
i,
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35 , 1—‘fj € p (1 -»f.1) e (1 -fn) €p
(ici on applique le fait que p est premier).

Mais

(1-f1)... (1-fn) = 1-(f1U... Ufn) ,

donc p € Uxfi&_”'(flu'”ufn) €Ep «——>p € Xftu‘“ Ut

@ Tout ensemble Y € Spec A qui est a la fois ouvert et fermé
la forme Xf .

Eneffet Y étanf ouvert

Y = X .
v g
geE
Y étant fermé, il est compact, donc 3 £, ... £, € E , t.q.

Y=X, U... UX = Y=X .
f1 f'n f1U... Ufn

@ Spec A est totalement discontinu,

En effet, soient p,q € Spec A , p# q et p,q€Z © Spec A

Donc J f €A:

p €X ,q€X1_f

= Z0X, # G # 2 NX,

=) Z n'est pas connexe.

est de

A partir de ces remarques on déduit tout de suite le théoreme suivant, dont la moralité

est qu'une algébre de Boole est un objet si simple, que son .Spec, en tant qu'espace
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annelé n'est rien d'autre qu'une tres ordinaire structure topologique :

Théoréme DE REPRESENTATION DE STONE.- "1) Sur 1'ensemble compact, tota-

lement discontinu Spec A , considérons
€ ( Spec .A, Z/2Z) ={1'ensemble des fonctions continues ,
Spec A —> Z/2Z }={1'ensemble des parties ouvertes-fermées de Spec A}.
Considérons la fléche :
A ———(2/27) Spec A
qui attache a chaque £ la fonction :

p+———laclasse f € A/p=2/2Z

Cette application établit une bijection canonique.

A~ &(Spec A, Z/2Z).

2) Le point précédant établit une bijection {canonique et fonctorielle) entre
{ les algebres de Boole, a isomorphisme pres }

et {les espacesvcompacts totalement discontinus, a homéomorphisme prés} " .

Exercices : 1) Déduire le théoreme de Stone du théoréme de représentation de
Gelfand.

[On associe & A 1'algdbre de Banach obtenue en complétant 1'algébre normée

n
B:{Z 4 oh X €C , f €A , Zf=1, fifj=0},
1

| = Aifili = sup | A il ]

2) Quels sont les anneaux de Boole ol tout idéal est principal ?



CHAPITRE IT

LA THEORTIE DES BQUTS.

Dans ce chapitre on parlera d'espaces localement compacts, connexes, et
localement connexes, Quand on parlera de cohomologie 1'espace sera (en principe),
aussi, para-compact,

1) Topologie générale : (n commence par des sorites,

A) Un ouvert connexe est une composante connexe du complémentaire de sa
frontiérer

B) Si X est localement compact, Fc X un fermé, U une composante

connexe de X~F, alors la frontiere 00U < F.

¢) X localement compact, K < X compact =) les composantes non relati-
vement compactes de X-K sont en nombre fini,

[En effet, soient A (i ¢ J) les composantes (connexes) de X-K, et
LD>K un voisinage compact de K., OL (qui est compact, contenu dans \J Ui) ne

i
touche qu'd un nombre fini de Ui = U ,...,Uh. Tous les auires Ui , (étant connexes,

1
et ayant éqchj, sont contenus dans L ...].

D) Dans la situation de C), soit K* =-K U (les composantes relativement
compactes de X-K).

K* est’compact, et les composantes non relativement compactes de X-K¥
sont les composantes non relativement compactes de X-K, S1 K = K¥ on dira que
K est plein,

| [En effet, K* est un fermé, contenu dans 1L,...].

Si Uc X est un ouvert, on désignera par n(U) = 1l'ensemble des Compo—

santes connexes de U muni de la topologie discreéte, Si Uc V on a une application

Py Uﬁit(U)_> (V).
’
Si K cX est compact, la famille {X—K} (K ¢ comp. de X) est filtrante

(pour 1'inclusion) (Pour deux compacts K1,Ké < X, :3 un compact K D K1,K2,...).
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Par définition l'ensemble des bouts de X est la limite projective :

B(X) = lim n(x~K)
<—___.

(n va désigner par P ltapplication canonique :

CPK: B(X) - ‘n;(X—K) .

Si UcX est ouvert, on désignera par n'(U) c:n(U), l'ensemble des

comnposantes connexes non relativement compactes, (n a : :n’(U)-a n'(V), si

1
%v,u
vcvV.

Je dis que :

B(x) = lim ' (X-K)
<_..__._.

[En effet, la famille des X-K, ou K ¢ compacts pleins, est cofinale dans
{X-K}, donc
B(X) = lim n(X-K), e.a.d.s.].

<-—_—_
K=K *

Proposition 1,- "a) Si X est compact B(X) = ﬁ.‘

b) Si X n'est pas compact B(X) £ f.
c) Si X n'est pas compact, et U c X un ouvert connexe non
relativement compact, de frontiere 00U compacte, 11 existe b ¢ B(X) tel que

(p) = U .»

%U
[a) est triviel, et b), c) résultent de A) ci-dessus et du fait que

n'(X—K) est fini et L ¢ H = @i_L,X_H:n‘(X—H)-a n'(X—L) est surjective.

D'une manidre plus précise, on applique le théordme (Bourbaki : Topologie
générale) qui dit qu'une limite projective de compacts X % ﬁ est non vide et que:
: : o

lin = X ).
¢“(<*if Xa) é;l @a’s( B)

(Le lecteur pensera & 1lim X < @I X , au théordme de., Tichonoy ue.a.d.S....>].
' & a a
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En tant que limite projective d'ensembles finis (et discrets), B(X)
posséde une topologie naturelle d'espace compact (séparé + quasi compact) totalement

discontinu, (Bourbaki : Tcpologie générale),

b(x) ¢ [O,1,2,,_,§n] désignera la cardinalité de B(X) (le nombre des

bouts de X).

Soit i =X LJB(X). n met sur X la-topologie suivante : Sur X <X
la topologie induite est la (vraie) topologie de X. .Pour b ¢ B(X) et tout
. s -1
compact K < X on considere l'ouvert @K(b) < X. Les @K(b) L/QK @K(b) seront,

par définition, une base de voisinages (ouverts) de b ¢ X,

b ¢ B(X) \

\\\\\\\\\\\\\\\ @K(b) >vois° de b
’ 2
v X
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(n remerque que les ouverts-de la topologie induite sur B(X) c:i sont de

la forme J @£1¢K(b). Donc, sur B(X) la topélogie induite est la méme que celle
beE

de lim, introduvite ci-dessus,
<...._.

Proposition 2,- "X est compact et connexe ; B(X) est vn fermé et X un ouvert

partout dense",

Démonstration laissée en exercice au lecteur.

Proposition 3.~ (décomposition "canonique"). "Soit X comme ci-dessus, avec

b(X) = n ¢ . Tl existe un compact plein K = K¥*, tel qu'on ait une bijection :

B(t) —5 s (xek) % 2 (£-K)".

b, € B(X)

le compact K = K¥

@K(?é) ¢K<b2)

La décomposition "canonique" de X,

La démonstration est un exercice laissé au lecteur
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Exercices :

19 81 X est réunion dénombrable de compaots, on peut édifier une théorie
équivalente & la précédente, comme suit :

Un prébout de X est, par définition, une suite :

XDF DF D ,..DF D
1 2 ' n

ol a) F, est fermé, F, £ p.

(o)
b) OF = F -F  est compact,

c) Fn est connexe.
i) Nr = p.
np B

Sur 1'ensemble des prébouts de X on a une relation d'ordre partiel :

(P} ¢ {6} <—> Vn, duln), tel que
FN(n) (e Gn.

Lemme,— "¢ est une relation d'équivalence", (Donc {Fi} < {Gi} — {Gi} < {Fi}).

Une classe d'équivalence est un bout ...

20 Mettre la théorie des bouts sous forme de solution d'un probléme uni-
versel,
%0 81 X,Y sont localement compacts, non-compacts (connexes,...) :

(X x Y) = 1.

Si Y est compact :

b(X x Y) = b(x).

4° Si Y est localement compact, tout homéomorphisme ¢:Y » Y se pro-
longe (univoquement, 4 un homéomorphisme Q*:§ - %. Soit X un compact, X son
revétement uﬁiversel, f:X - X un homéomorphisme induisant 1'identité sur n1X
et I:¥ - X 1thoméomorphisme induit. Alors f*WB(i) = identité,

5¢ Si V est une variété connexe, fermée, de dimension » 2 telle que

V ~ K(nV,1) alors BV = 1.
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2) Topologie algébrique.: Soit A un anneau commutatif et H* la théorie de coho-
mologie de 5ech-Alexander—Spanier & coefficients A, Hﬁf= cohomologie & supports

compacts,

On définit la cohomologie & 1l'infini :

1*(x) = 1im m*(F)
o =

ou FcX, F fermé de complémentaire relativement compact. Soit {F} 1l'ensemble

des P,
Ici se place un petit ennui d'ordre technique., Pour un C.W. complexe qguel-
conque (localement fini) il n'y a pas assez de (co)—chaines cellulaires pour cal-

culer H% ou H¥*, (Exemple : 81\/ 82~« S3 Voeeo avec une C,W.-structure
o X .

appropriée). On dira qu'un ¢.VW, complexe : X D ,,, D Xn+1 DXn D ... DXO- est

"pas trop méchant" si sa structure cellulaire est faite comme suit : Pour chaque

(n41)-cellule D = disque de dim, (n+1} 0D possede une sous-division cellulaire

polyhédrale ; 1l'application d'attachement széD - Xn envoie injectivement chaque

i-cellule (ouverte) de 0D dans Xi'
Pour les C.W. complexes pas trop méchants, les choses suivantes sont vraies,
1) Si le complexe est localement fini l'opérateur d'homotopie passant des
chafnes singulieres aux chafnes cellulaires est Aro re ; on peut donc calculer
HX, %; par des co-chaines cellulaires,
2) Par sous-division un tel C.W. complexe peut 8tre transformé en complexe
simplicial,
3) On peut construire nos K(n,1) = xwij cee D Yn+1 :)Yh e B (du chapitre
gmécédent), en ne se servant que de C.W. complexés pas tr-op méchants, (YO = pﬁ,)
DANS CE COURS ON NE CONSIDERE QUE DES C.W. COMPLEXES PAS TROP MECHANTS.
[Une autre modalité plus élémentaire pour éviter le probleme technique qu'on

vient de mentionner, et de travailler avec des complexes simpliciaux un tout petit

plus modifiés, comme suit : on accepte comme "cellules" des simplexes standard
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soumis & des relations d'équivalence du type suivent : certains sommets sont iden-

tifiés entre eux, et certuines arétes sont contractées, Ce genre de complexes

. . * * : . .
sera aussil agreéable pour Hf ou H que les complexes simpliciaux,et suffisamment
(e 0]

général pour permettre toutes les constructions géométriques dont on a besoin dans

ce cours]°

Proposition 4.~ "On a une suite exacte :

e H(X) —> H?+1(X) —s 1 (x) — () —s ...

(?« résulte de 1l'inclusion : (co—chaines finies) c:(co—chaines quelconques) et
¢ de FcX ...).

[En effet pour tout F ¢ {F} :
{les compacts de X~F} = {les fermés de X, contenus dans X-F}, et

’H*(X‘mod F) = B (x-F).

(n a donc une suite exacte :

—> B(F) = H?+1(X*F) — %) — FNE) — ...

On passe ensuite a la limite inductive, en remarquant que

- n+1 A
Lin 5. (x-F) = €' (x)].

Proposition 5.- "Soit T?(B(X),A) 1'A-module des applications continues

B(X)-—> A, Alors :

B(B(x),4) = Ho (x) (3 coeffi. 4)

(iso. d‘A—modules)."

Démonstration :8i F ¢ {F}, 1'adhérence Fde P dans X est F u B(x).

Puisgu'il s‘égit de cohomologie de 5ech—Alexander—spanier :
Ho(F) = G(F,4).
Une application continue F - A se prolonge uniﬁoquement en une application

A
continue P — A, donc :
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{HO(F)} X {Ho(ﬁ)} (isomorphisme de systémes inductifs de groupes
abéliens), Donc

Ho(x) = Lim 1o(F) = Lim Bo(F),

Mals (\ﬁ = B(X) ({F} est une famille projective de compacts). La cohomologie de
éeoh étant continue :

l. OA—_—-_Ol' 2

im Ho(F) = H ((_1_1_11 F)

u_..\/,\._l
= NF=B(X)...]

Remarque : Le lecteur se rappellera que si 1l'on interpréte les co-chaines

d'Alexander-Spanier comme des fonctions, le cup- produit s'obtient justement par

multiplication. Dorénevent on prend |4 = 2/2 3|. Ho(x) = Ho(X, z/2 2) muni de +
o0 [ee]

et du cup-produit, qu'on va noter ., est un aznnesu de Boole et l'isomorphisme précé-
dant s'étend aux structures multiplicatives respectives,

Corollaire 6,~ "On a une identification canonique :

B(X) = spec Ho(X, 7/2 7).

En termes "numériques! :

b(x) = dim y

22 1o(x, 7/2 7)

(dimension d'espace-vectoriel sur 2/2 7). Si b(X) < «, -cette dernidre égalité

est trensparente dans la décomposition canonique).

Corollaire 7.- "si X est un (,W. complexe de i-éme squelette Xi :
B(X) = B(X1>”.

(on ne travaille gu'avec des C.W. complexes pas trop méchants,..).

Corollaire 8.— "Si X n'est pas compact, et H1(X, z/2 7Z) =0 ona:

b(%X) = 1+dim H;(x, z/2 7).

z/2 1z

Démonstration : (n a la suite exacte ;

Hg(x) - Ho(x) — Ho(x) ~ H1(X) - 1 (x).



IT.9.

Nos hypotheéses sont : Hg(X) = H1(X) = Oy4's

bX).

Remarque : l'A-module E;(X,A) est libre (HO(X,A) = A n effet soit
- o<

F = BX l'espace des bouts de X, On peut toujours plonger Fc< S., Fc S (et

2 - 3
de telle maniére gue SB—F s0it la suspension de S2—F). 0n a la suite exacte de

cohomologie :

0- Ho(S ~F,A) - Ho(S
3 oo
\_ﬂ_—._..__./

A

1 .
5 F,A) Hf(s3 F,A) - O.

(H1(83-F) = 0). On remarque que :

Bks2-E0==B(SB-F)

it

F=BX’

donc :

i

Hog(XyA> HO(SB—F:A) = g(F,A‘).

(o]

Si 1'on montre que H} est libre, cette suite splitte, et on a fini, Mais :

1 _ _ - -
Hf(83~F,A) = H2(s3 F,A) = H1(S2 F,A).

\ \ J
VT N

dualité de Poincaré Isomomor phisme
de suspension,

Mais 82—F a le type d'homotopie d'un complexe de dimension 1, et le H1 d'un
complexe de dimension 1, quelcongque, X1, est toujours libre, puisque :

5(x) =2 (x)

et cecl
- est libre,

3) Algébre homologique : Pour la simplicité, on va désigner dorénavant 2/27 = 7

2
Pour le moment on considére des GROUPES DE PRESENTATION FINIE., Pour un tel groupe

on peut toujours trouver un complexe simplicial fini K, tel que g XK = G,

Théoreme 9,— (Hopf) : "Soit K un complexe siwplicial fini, K - K un revétement

galoisien de groupe Aut(%/K) = G, tel que H1(£;ZZ) = 0. Alors

t

/o . o
Hf(K,zz> = H (e,z2G) .
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(Ici Z2G est 1l'algdbre du groupe (& coef, 22), considérée comme JG-module &
gauohe).[ Exercice : faire la dém, en utilisant la suite spectr, du revét,].

Corollaire,— : Dans les mémes conditions que ci-dessus b(¥) ne dépend que du

groupe G. n va le désigner par b(G) et l'appeler le nombre de bouts du groupe

G. On a ainsi défini (pour le moment), b(G) pour tout groupe de présentation

finie et :

~

0 K—> ¢ est fini, et si G est infini (é——) K non compact):

o(a)

v(G)

il

i+din, 1 (a,z.0).

5 2

Démonstration du théoréme de Hopf : Soit 4(g) = HomZ(ZG,Z2) le Zg-module
des fonctions ¢ - 22 "ol l'opération de ¢ est définie par :
(g(,o)(Y) = cp(g—1Y). .
A(G) s'identifie & 1'ensemble des parties de ¢, avec 1l'sddition mod 2 et
1'opéra£ion de G & gauche, (n a une inclusion canonigue

2,6 &> Ale)

ui identifie 7 ¢ aux sous-ensembles finis,

2
Par définition, E(g) est le zG-module A(G)/ZZG.

Lemme &).— ¢ "Si M est un Z@g-module (é gauche) :

)

. ~ 11
‘2:Hom, (,2,) & Hom . (1,4(¢))".

[En effet : on obtient une fléche — en attachant & gm — z ¢ 22 1'élément
m — (g—1 - z). Le fait qu'on obtient une bijection résulte de l'identité bien
connue

HomF(PNA'il M, PA) = HomA(M,HomF(N?A)).

Le lecteur remarquera qu'on s'est arrangé pour obtenir HomZG(M,A(G)) avec

sa structure de ZG~module 3 gauche, D'une maniére explicite, soit ¢ ¢ Hom (M’ZZ)°

Z

En fixent m ¢ M et laissant g é G variable définit une applicafion

@m:G - 22 par :
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Wlem) = g, (e) € 2,

o peut calculer ¢(gg'm) de deux manidres :
@g,m(g)
’)".: == = !
¢(e€ m) > @g,m(g) @m(gg )»
o (eg")
s ) N . -1
Si 1l'on attache a m € M l‘appllcdthn ¢m.G‘a Z2 définie par ¢m(Y) = @m(Y ),

M>meE—> ¢m € A(G) est un ZG~-morphisme :

galD) = 550" = u(r78) = g (&)

=> gy = &g, ]

Lemme b}.—_ "Soient (C*), (C;) deux ZG-complexes projectifs (é gauche) :

!

[ C] dO

O\ Z\ O\ C%(
. d
06— Z <—=5— ¢, ¢—— C< .ee
1
ou : a) (C*) est une résolution acyclique de 7,

b) H(Cl) =2 (¢=> Ker ¢ = Im d!).

Aors 3 wn morphisme h:C; - C, tel que pour tout ZG-module K (a2 gauche) :

n*:go(e,u) —> Ho(c,M) (bijection)™,

[Il suffit de montrer qu'on peut élargir Cy en changeant : Ci == Ci+Pi
(1 > 2, Pi projectif) de telle fagon qu'on obtienne un complexe acyclique, Soit

P, un module libre tel que P, - H1(C;)-» 0 . On définit a}:p, -~ c% par :

2\\\ at
\\\ 1

~

0 " (c!) é?ﬁ al < g

Ansi on a tué Ho e.a,d.s.].

Lemme cj.— "Soit (C;) un  Z@g~-complexe projectif, tel que :
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a) Hoiﬁif = Z.
b) H1(Hon£io;,22)) = 0.
AMors
1 . "
1 {fom, (), 3)) = B (¢,2,0)".
[D'aprés le lemme a) et la condition b) ci-dessus :

1'(ct,a)) = H1(HomZG(c;,A(G)) = 0.

(n considere le h:C, —» C, du lemne b) et la suite exacte de coefficients :

0= 2,6~ aa) - la) - o.

m a :
go(e,a(e)) - Ho(e,E(e)) - H’(G,ZZG)-» n'(a,ale))
~|n, ~(h, A, h,
v \
Ho(cy,a(e)) - 5oy, 5(e)) — ' (0},2,6) - 1'(0f,a(e)).
on a @

i'(e,4(e) = B' (o, (0,,4(¢)))
= ' (#om, (c,,2,)) = 0

(puisque Cy est aoyclique), On applique le "lemme des 5".,.].

[Remargue : pour que tout ceci marche bien on devra vérifier que les dia~

grammes du type :

HomZ(Cn’Zg) i > Homz(0n+1,22)
| isomorphisme 7 |-
“lcanonique T -
\/ vV

> HomZG(Cn+1,A<G))

HomZG(Cn,A(G))

Sgnt bien commutatife. En effet, soit ¢ ¢ HomZ(Cn,Z2), X € Cn' On définit
g9 par

olex ) = ¢ (&), (6¢)(gxn+1) =9l ()
n n+ o o
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(done = ¢! (g) = ¢(d(gxn+1)) = ¢(g6xn+1) =gy, (&)
n+1 - N+ 1

-1
on a HomZG(Cn,A(G)) > g, Telx) = {g - ¢Xn(g ) €7 donc

2}’
or(x, ) = ACE R 1(g~1)}.

n+
del,
D'autre part :
-1 -1\,
T(@¢)(Xn+1) = {g > ¢y (g7') = Py (& ")}...].
n+1 n+1

Le théoreme de Hopf résulte des lemmes précédents et de 1'isomorphisme

de Specker :
"si ﬁ-» K est un revétement galoisien de groupe G (K complexe simplicial
fini), on a un isomorphisme :
7 ~ (T T 1
Hong(c*(K), 2,6) = cx(K,2,)".

(C*(ﬁ) ve jouer le réle de C} eer)e

~

[On choisit un point base dans K, au-dessus du point base de K (1'isomor~
phisme de S, dépendra, bien entendu, de ce choix). Cn(i) est un ZG-module libre
engendré par des relevements (choisis une fois pour toutes) o € Cn(ﬁ) des
n—~simplexes de X, L'isomorphisme de Specker résulie de; 1l'isomorphisme (lemme a)

T

~
~

Bom, (0, (X), ale)) > Hom (c, (), z,) = c*(K)

en remarguant, que,qpour
nom,.(0,(K), 2,6) < Hom  (c,(K), alc)),
1'image T(HomZG(C%(K), Z2G) = C;(ﬁ) C:C*(K).
D'une maniere plus explicite
¢ € HomZG(Cn(K), 22)
est défini par :

¢(0) = Z 2.8

(oh gi € G, 2 € 22 ,et un nombre fini seulement de z; sont # 0). Puisqu'il



IT.14.

stagit d'un ZG~homomorphisme :
slgo) = 5 2, (s8,) ...
On fait correspondré &. ¢ la co-chaine finie T¢ € C?(ﬁ,z2)
T¢(gf1c) =z,
i i
Comme avent, le diagramme suivant est commutatif :

o d r
Hong(cn(K), z2G) —_——— HomZG(Cn+1(K)f ZZG)

2T S|t
1 ~ ~

Exercice : Pour wn (¢ infini quelcongue

dim_ mo(,m(e)) = 1 + dim_ H(G,2.0).
- . z, 2

Si ¢ est fini :
no(e,E(q)) = H1(G,Z2G) = 0.
Exemples,— (Ioi ﬁ sera toujours le revétement universel, n1K = G).
(1) @
(2) @

Z; K=58, K=R=>0bz=2.

Il

li

Z,% 2, (groupe dihédral infini)

2
K=P2VP2
E=uu v sé VS, v S, v . = b(22 * 22) = 2.
(3) ¢ =2v2 ;

S xs., B=r => vlz+z) = 1.

K 1 2 2

il

D'une maniére analogue, si G = A+B ou A,B sont des groupes infinis :
b(A+B) = 1
et si B est fini

b(A+B) = b(4).
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(4) Supposons que card A > 2, card B » 2 et soient n1K =4, x KB = B.

G=4x B, alors K = KA ~v K

B

‘n;K=A*B.

Les revétements universels de KA ,'KB seront

x?!
o) x1 )
0
%"
0 <M .
o]
X
0

Donc le revétement universel K sera infiniment remifié & 1'infini :

o ——

Théortme 10.~ (Second théoréme de Hopf) : "Soit ¢ wun groupe (de présentation

finie). Les seules valeurs possibles pour b(G) sont :

v(a) =0, 1, 2, o ."

Démonstration :0n va montrer que b(G) y 3 => b(G) =o, Scoit X un

C.W. complexe fini (connexe) tel que n1X = G. (n peut supposer que Xo = pt,

donc ¢ opere transitivement sur (X)Oq On suppose donc, que o > b¥ = b(i)1 =n3y 3
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et on va trouver une contradiction,
(n considere la "décompesition canonique" de (£)1,, o X est compact et
E& est un ouvert connexe, éFi c K, Fi ~ bi € B((§)1> (i = Tyeeaslt),

&
b1

b "décomposition canonique"

(de (§)1).

On peut supposer gue K est un sous-complexe (comnact). Vu que G agit

it mre bt

transitivement sur (i)o (et @ agit sur (§)1), :}g € G, tel gue gK CZF1.
Sans perte de généralité gK est trés loin de X (gK A K = ﬁ). (n a donc une

autre image de (§)1 :
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ou le boutb b1 se casse au moins en deux bouts distincts., Donc bX > n, d'ou la

contradiction !

Proposition - "Dans les némes conditions gue ci-~dessous BX est parfait (donc
p Py M,

ctest un ensemble de Cantor)”.

{Méme démonstration que ci-dessus, su presque).
s P 1

p

4) Croupes de type fini, Soit G un groupe de type fini et T c G un ensemble

i;gi gqui engendre G. (n va considérer le graphe F(GO,T) gqu'on va appcler (paf
abus de langage T). Su£ I, G° agit & gauche (donc ¢ ¥ droite) ( <—> action
de G° & gauche sur E(G0;1)) mais on a, aussi, une action (compatible, et natu-
relle) & droite (donc G 5 gauche) de G° sur G = somm T (¢&—> action de @o©
& droite, sur le fibre, & l'origine du revétement xK(go,1) - x(@°,1)).

Donc‘ somm - P = G.

GxT=arr T = {[g, tg]}

"premier sommet" “second sommet"
v‘f1[g, 2] (8, tg]

¢ agit & droite sur 1 et & droite et & gauche sur G = somm T,

[La raison de ce changement d'orientation par rapport au chapitre précédent
est que de cette fagon des boutls (de ¢) restent interprétés au terme de cokhomologie
de ZG-modules (é gauche) ; & part cela, vu que G X G° (donc (K(G,1))i % (K(G°,1bi

(i & w) on n'a pas vraiment changé grand'chose ...].

On remarque que, si G est de présentation finie, (engzendré par T),

d'aprés le chapitre précédent et le parsgravhe 3) ci-dessus be = bp. (1 ='(Y.) ).

n va montrer maintenant que, si G est seulement de type fini, br (en
fait méme Bp !) dépend seulement de @ (et ras de T), ce qui va nous permetire.

de définir (pour G de type fini) :
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b = br (B(¢) = B(r)).
Soit C*(r) = C°(r)+c1(r) 1'ensemble des co~chafnes cellulaires (Simplicialeé),
mod 2 (& coefficients ZZ) sur T.
on va désigner par SP(...) l'ensemble des parties de (...))qui est na-
turellement une algebre (anneau) de Boole (a+b =aUb-anb (somme modulo 2),
anb=anb, ...).
Donc notre
aMe) = ®@) = S(somm 1)
se trouve naturellement &tre une algébre de Boole o (¢ opere & gauche (la multi-

plication par g étant un isomorphisme d'algdbre)., Le complémentaire de A ¢ ala)

sera désigné par A¥ = 1+A, ZZG gqu'on va désignér maintenant par F(G)estfidéal
des parties finies,

;[Attention : ZgG et ®(g) sont la méme chose en tant qu'ensenmbles, et
structures additives, les multiplications ne sont pas les mémes, Sur Z2G on a la
multiplication (non—commutative) de G, sur F(G) l'intersection des sous—ensembles].

E(G) = A(G)/F(G) se trouve automatiquement munie d'une structure analogue
(d'algébre de Boole).

Sur Ci(r) on a unevaddition + (mod 2).et le fait que pour chaque
@ €err T omna défini v&(a), Vé(a) ¢ somm D (ses extrémités) fait que sur
C*(P) on a un cuv-produit (qu'on>va désigner provisoirement par V). Puisqu'on
travaille mod-2 une co-chafne s'identifie & son support, donc, au moins du point de
vue ensembliste :

co(r)

»ci(r)

®(somm 1) = alg)

®arr 1) = (T x ).

i

Ces identifications sont compatibles avec le + (addition de co-chafnes ¢(—> somnf
booléenne (mod, 2)).

- Pour Co(r), v stidentifie & la multiplication booléenne : (a,b € A(G) ==
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awvb=ab=anb,; -
quelquefois, quand il n'y aura pas risque de confusion avec l'action
¢ x AMc) » a(g) ceci sera écrit, simplement ab),

sioaccolr)=alc)={c-2}= ®) et «cc(r) - ®(arr 1) on

o)

définit a va, awvac 01(f) _par :

©
<
Q
i

{x € a tel que V1(X) ¢ a}

=

<

o
il

{x € a tel que v2(x) ¢ al.
Si 1'on considére E(G) comme Zg-slgebre (de Boole) & gauche, la cohomo~
logie (é coefficients locaux) HO(G,E(G)), munie de 1l'addition (+) et du cup-produit

est une algbbre de Boole (qui dépend seulement de @).

Théoreme 12,~ B(r) = Spec Ho(e,B(q)).

Démonstration : Il suffit de montrer que :
no(e,8(¢)) = no(r,z,).
oo 2
La démonstration contient plusieurs ingrédients gui serocnt constamment utilisés
dans les chapitres IV, V,

Pour A ¢ A{G), g ¢ G on définit :

VgA = A +ghc Aag) | .

A gh

AgA* A*gA
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Lemme g.- "On a les identités suivantes :
a=1) ﬁg(kﬂﬂ = VgA-+ VéB.
o-2) 2, (a8) = (VY _4)B + g v 5.

a3) 1 = vgo = O.

it

‘4 vg(Ah) (ng)h.

a-5) 7 (ha) =h 7 A,
& v 'gh

«6) < _A=g VA
a-T7) vghA = VgA + g VhA.
0:--8) ng = 0 Vg =) A= 0 ou A = 1 (1 — G)".

[Par exemple, pour voir a=2)

Vg(AB) = AB+gA.8B = AB+gA.B+gA.Brgh.gB = (A+gA)BigA(B+gB) = ...].

Lemme g,- "Soit Q@) < A(g) définie par :
ale) = {4 tel aue Ve ¢ o v (a) ¢ 7(c)}.
Q(e) est une sous-algdbre, fermée pour les actions (& droite et & gauche de G,

contenant 1t!'idéal F(G), On a un isomorphisme d'algtbres :

’ o A
ale)/®(e) = B(e)” = mo(e,E(e)).

Ceci est immédiat, On va introduire la notation
E(a) = qle)/F(e) (elgdbre de Boole)

fKG) hérite d'actions & droite et & gauche de G, Meis l'action & gauche =st

triviale (puisqu'il s'agit d'éléments invariants (& gauche)).

Lemme Y.— "A ¢ Q(G) (=> ¥t ¢ T, <7tA € F(G) ow T est n'importe quel systéme

fini de générateurs de @".

[Ceci résulte de -6, o~7 qui impliquent que pour g ¢ &, quelcongue
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VgA = {une somme finie de translalés d'éléments de la forme

V’uA, u € T}].

Lemme § .~ "Considérons le cobord :
1
d:co(r) - ¢'(r) ;

alors :

ap |

0A = {(t,g) tel que g ¢ <7_4
t .

Démonstration :'Puisqu’on travaille mod, 2, une aréte (t,g) € 0A (—> elle

rémité dans A et l'autre dans A¥*

M) (t.8) € 04 5, A()
1 2
4(a) W (te) fOE v, 4(4%)
Donc :
g ¢ A et tge A¥ (e=> g ¢t a%)
(t,g) € 0A <K== Jou
g ¢ A% et tg g h(<—> g€t 'A)
donc : (t,g) ¢ OAA<==> g € A.t*1A*vaA*.t“1A =
(= aut™Tax sax t7T8) = at”la,
Exemple S;it G =2, u=le générateur, T = {u} (vg = g+1). Soit

b= 1{x ¢ Z, x(nj.

) A
AY “\
= e ¥ ;
n-1 n n4 j=un
£ ~
~ ~
u ‘A 0A = [n,un],

car {n} = A+u—1A

Démonstration du théoréme 12 : Donc, puisque T est fini :

a{a) :'{l'ensemble des co-chafnes de A(G) = co(r) dont le co-bord (O) est une

co-chafne finie}.
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= q(¢)/#a) = @g(r,z2) => B(G) = spec  fa) .

ercice : G — B(G) est un foncteur covariant de la catégorie des groupes

(de t, fini) dans la catégorie dont les objets ont les espaces topologiques
homéomorphes - (resp.) & f, {pt}, {pt,pt}, {Cantor} et les morphismes les
apfk. continus, -

[Le passage & H* renverse les fléches mais le passage & Spec les
re-renverse].

Probléme : Si bG = co étudier 1l'homomorphisme :

mt G —Ji—> Homéomorphismes de BG =~ Aut (Cantor).

Existe~-t'il des mesures invariantes ? [Pas toujours]. Peut-cn réaliser le "shift-
i '

automorphism ? Quelles sont les relations entre les propriétés de h ¢ Aut G et

les propriétds métrico~topologiques de B(h) ?

5) Retour aux variétés de dimension 3 et énoncé des théordmes de Stallings :

Théoreme dé Specker : “Sopit .VB une variété de dim, 3, fermée, counexe, bx,V
]

3

détermine complétement n2V3 (en tant que groupe absdlien) D'une manidre précise 3

bRV, = 0 meeee——> V= 0

13 23
bl = > T = 0
Bn1v3 =2 V= 2
bn1V3 - o S Tt2V3 = ﬁ2(35~(un ensemble de Cantor) = 7 .

Démonstration : Si ﬁiv est fini (<—«> bK1V7 = o) =D %3 est une sphere
5

W

d'homotopie == V. =
homotoplie > ngVB

Si n1V est infini, on a :

=S 5+ V = .
0 = moV g 0

bg V_ = b'\ﬁi = dim Ho(ﬁ
3 3 w0

1 12,) = dim~§£(§3,z).

3

Comme dans le corollaire 8 on a une suite exacte (é,coeffioients Z) (qui

splitte) :
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v e v — 7 —— 1 . Tro
(V) —> Ho(Vy) —> 1e(T,) —=> 5{T) —> 1w () .

. o, |

0 z Z 0

(n a donc

b(n, V)
go(Vv) =2 |7
3
b v, )~1
1 _ 13
Hf(VB) = 7 .
[ Remarque : Si bn1V3 = o0, alors Bn1V3 = un cantor,
gg(vE,z) = ‘ﬁ(Bn1v3,z)

by, V

= L X D4 eee XD X oee =1 t3

\ N

une infinité dénombrable de fois,
puisque dans le cas ol BX est infini b X = olet pas la "vraie cardinalité"
de Bx)].
Mais

.\7 = .V qg.e.d

WW)Yy=ug% =
Hf(VB) = B0, =yl = Vg

dualité de Poincaré

Je rappelle le théoréme de la sphére (de_PapaKyrlaKopoulos, whitéhead,

Epstein).

Sphere theorem : "Soit WB une variété de dim, 3, connexe quelconque,

telle que n2W3 % 0. Il existe un plongement

X,2X,x 0= X, x [~1,1] < ¥y

ol X2 = 32 ou P2 (le plan projectif), telle que 1'image du génirateur de

soit non-homotope & © dans N
n2X2 P W3

(EXercice : Considérons la factorisation des varidtés (orientables, fermées)
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de dim, %, du chapitre I. Montrer que :

b V. = —> V_ est décomposable,
"3 3 P

n1V3 est un facteur du type i) (i = 0,1,.2)

<—> bg vV, =1).
13

CONSTRUCTIONS DE GROUPES, Soit (X,A) une paire d'espaces topologiques
rvaisonnables (par ex, une paire de (.W. comple-xes), conneices, tel que 3 un
ouvert A x (—1,1) :

A= Ax 0cix (=1,1) X
(on dira que A est un sous-ensemble bicoloré de 4),
On peut faire éclater A :

v
X K

> X

(g sur jectif, n:B/( - n-1A —> X-A, 1;“1A consiste de deux exempleires de

A; A17A2).

v - v
(n a deux cas : X est connexe, ou X a exactement 2 composantes connexes

o DA .
X‘l A1, X2 A2

ON VA SE PLACER DANS L'HYPOTHESE QUE LES INCLUSIONS Ai c X INDUISENT

UN MONOMORPHISHE POUR ¢ 1°

% non connexe

of 2 (o sépare)




¥
X connexe

(A ne sépare pas).

Dans le cas i connexe on cousidére p € A, {p1,p2} = n—1(p). n unit
p1,p2 avec un chemin (raisonnable = polygonal) simple T c:i (3 homotopie pres

X est gros ....).
Du point de vue homotopique ¥ et i/r (ot T est réduit & un point p)

sont de méme objet

¥/r
(dans X/r :

A MA_ = D,
g 18 = P
(n a un homéomorphisme

canonique @ 2A1-a A2 tel

-

que @ (p) = p).
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Proposition,~ (van Kampen) :

. %
"a) 9i X est non connexe i

m it =X,

I
G
>
*
&
5d

v
b) Si X est coniexe :

ok rox

(oh Q*:R1A —_— g A c:n1i). I¢ci, si G ® H sont groupe est sous-groupe, et

1 12

o:H - ¢ un monomorphisme

Hyp
désigne le groupe présenté comme suit ¢

générateurs G1 = {gén. G} L){un nouveau générateur t}
rel G = {rel ¢} U{n =t lg(n)t, Vi e m}".

[a) est évidente; b) se voit comme suit : pour passer de ¥ => X on doit
unir chaque paire de points q1,q2 par un segnment Iq Q. (n peut supposer que
1772

le o-squelette AO = p, En termes de X/r on commence par faire

a2

i/r L}Ip o = (§/P)'v S1 (donc le T est n1X x 7 (% gén, de 7)). Ensuite,
?
pour chaque 1-cellule g C:A1 on colle a i/r L}Ip o une 2-cellule comme
. ?

ci~dessus :

t(Ip P) (la relation est :
// ; @t 5 ()7t = 1)
@(a)/ijjjjj//// o
| t(IP,P)

Apres cela on a obtenu le m, désiré, et ensuite on ne colle gue des cellules de
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dimension 3 3...].

Propositioﬁ ("réci;moqueﬁ : "Supposons qu'on se donne

G

. 1
7
GT * G2 (avec H Q\\s ) ou
H i?

G2
G *x (aveo H C—;;—) Gs @ mdno)
A ’
H,op

et considérons des inclusions :
K(H,1) c;K(G1,1)
k(#,1) c .K(G2,1)

k(H,1) < X(¢,1)

correspondant & i, it, i" (par exemple en partant d'une version de K(G1,1), K1

on a i*:K(H,1) - K1, et on prend :

K(G1,1) = mapping cylinder de i* :
\
_\

o / K(H:1)

X,
k(e,1) = u(i,)).
Albrs :
a) k(e,,1) uk(E,1) x [0,1]) uk(e,,1)
P §
K(H,1) x 0 K(H,1) x 1

=K
(G1 * G2)
H
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K(i,1) K(H,1)

Y -

: —

e m—

/ \

k""\,’%/

k(e »1) —~—
K(G2,1)

b) On consideére M(¢*) ~ K(G,1) ce qui nous donne deux inclusions

K(H,1),, K(H,1), ck(e,1)

& (e,1)~ u(1y )
—

M(p, ) ~ x(G,;1)

K (#,1 )x [0,1]

/

Mors :

k(c,1) u(HE,1) x [0,1])=  x(@ %« ,1).

(K1, 1)x0) U (x(H,1)xD (;;;;\
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[a) et b) se démontrent de la méme fagon, Soit, par exemple X le membre

gauche de a). Clairement n1X = G1 * G2.
' H

Tl faubt seulement montrer gue le revéte—

ment universel X est contractile, Vu que i _est injectif l'image réciproque de

/ ) . . s
K(H,1) dans K(G1,1) est un nombre d'exemplaires disjoints de K(H,1)t K(H,1)1,...

et chaque exemplaire est contractile, (Je rappelle que si A cX, 0= n1A-e n1X,

1

il

‘ ) A . ~s - 7 . 3 . 3
alors, dans le revétement universel pi:X - X, D une réunion disjointe de

Index [n1A:n1X] exemplaires de K),

i est la figure arborescente (puisque n1i = O), ci-dessus, ol on colle

des ensembles contractiles suivant des sous—ensembles contractiles :
T

* .
|
f

Le lecteur remarquera que le méme raisonnement montre, par voie gédométrigue,

que les inclusions

H ——> '(G * G )
1y 2
H >(G1*)
g

sont injectives, On a trouvé ou on retrouvera, le méme résultat, algebriquement],

COROLAIRE ALGEBRIQUE DU SPHERE THEOREM : Soit V3 une variété de dimension

3 connexe, fermée, telle que by V_ =, Alcrs :

13
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&

(oW H= {1} ou 2/27 et ol la situation est monomorphe, dans le sens que

H e—> G1,...).

Le lecteur remarquera que @
G % =G x Z].
(_—/\—\
{1}

[On remarqué, gussi-, que si dans le sphere theorem X = P2, P2 C:V3 ne

sépare pas ( puisque P2 n'est jamais cobordant a O), et gue dans %3,

\
—_— H
(ev3 = P}

comme le bord d'un D2 immergé dans VB (transversal & éVB), ce gquis contredirait

\JPE) le générateur de n1Pé n'est pas tué, car on pourrait le réaliser

la non trivialité du voisinage tubulaire de ce générateur, dans 6%3].

Ce corcllaire est 1l'origine heuristigue du :

GRAND THEOREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A UNE INFINITE DE BOUTS,

"Soit G um groupe (de type fini)., DG =c si et seulement si @ possede
lt'une des deux descriptions qui suivent :

a) G =G x@
(I

oW H est fini (sous—groupe propre des Gi) et

max (Index [H:G1], Index [H:Gz]) > 3.

b) G = G1 * ol H est un sous~groupe fini propre et ¢ Un monomor-
F |
P

phisme",

Corollaire,~ "Si G est de type fini, avec Tor ¢ = f :

b3 =0 (—> G est un produit libre non-trivial".

On a gussi @
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LE THEQREME DE STALLINGS SUR LES GROUPES A DEUX BOUPS : "Soit G  un groupe de type

fini, bG = 2 si et seulement si G posséde un sous-groupe invariant, fini

NcG tel que : G/N=2 ou 2/272 x 2/27 :

7
0->N- G- ou - O,
(fini)
Z2 * Z2

gorollaire,— "Si G est de type fini, avec Tor G = p :

bG = 2 <—> G = 7", (Stallings-yall)

Exercice : En utilisant 1'argument géométrique de la "prcposition récipro-
du type décrit dans les
que" ci-dessus, montrer que pour un groupe G (de présentation fini?}/aeux théoremes

de stallings (¢, % @
|

max(Index[H:Gi]) > 35...) posstde, effectivement le bG -
H

2
gu'il faut,

6) Applications algébrigques des théoremes de Stallings :

On va démontrer plus tard les deux faits suivants :

I. Soit rG = le nombre minimum de générateurs de . Alors :

r =T 4T (:Grushko. ),
172 1 2

II. si G DH, Index[H:G] < oo

== bG = bH.

On considére ci-dessous des groupes de type fini,

Théordme .~ "Soit (g) une propriété(des groupes) telle que :

(i) s ¢ = G, * G, (6, # {1})

¢ e (n) = ¢, e (n)
(11) ¢ e () => G > 1.

Mors si Tor G = ﬁ, G € (n) ==> ¢ est libre M
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Démonstration s Soit G - comme ci-dessus : (Tor G = @, G € (n)). Donc

t

bG = 2, . D'aprés les corollaires aux deux théordmes de Stallings :

¢ =2 "+t on a fini)

¢ =0, %0, (¢, # {1})

et Gi é (n), Tor Gi = ﬁo (I) nous permet une récurrence,....

Corollaire 40 —~ ("Conjecture de Serre") :

Si Tor ¢ = ﬁ et 3 Hc G avec H libre, Index [H:G] oo == G est
1ibre,

Démonstration : Soit (5) 1la propriété de posséder un sous-groupe libre

d'indice fini,
() est clairement héréditaire (i), car si H' <G, H' NH est libre et
d'indice fini dans H', D'aprds (II), et le fait que b{groupe libre) » 2 on a

que () satisfait (ii), e.a.d.s.

Corollaire 20 - ("Conjecture<1Eileﬁberg—Ganeaﬂ) :"Soit G un groupe tel que pour

tout G-module M :
7°(e,1) = 0

(un tel groupe s'appelle de dimension cohomologique ( 1).

Mors G est libre",

Démonstration :

a) (Lemme de "Syzygy"). Si dim, cohomologique G ¢ 1 == il existe un

G-complexe projectif, acycligue :

C, < 0 O <— ...

0 ¢— 7 {(— C, <=
< o o < C

D'une maniére plus mwécise, soit :

76 === 7
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1lavgmentation canonique, Alors P = Ker & est rrojectif, 81 G est de type fini,
il est de type fini,
[De toute fagon, on peut construire une résolution projective :

a, 3
0 < Z &= 4G <— €, < C, <— ...

et si G est de type fini C1 peut étre pris libre de type fini; (PenSerrau
complexe de chafnes cellulaires de K(G,1), ou K(G,1)o = pt, K(G,1)1 = des
cellules correspondant aux géndérateurs de G).

Soit M e ZG—-module

M=Xerd = Imd,
g o 1

Notre hypothése implique HZ(G,M) = 0. Soit ¢ ¢ HomZG(Cg,M) la 2-co-chaine :

d
1

Im d .
¢, —> In

1
d, od,_ =0=>0a=0 (¢ est un cocycle),
N . 2
Donc o est co~frontiere (pulsque H (G,M) = O):

JBE HQmZG(C1,M) tel que aq =8 o d1

il
Il

C'est clair gue { est une retraction (5 o 1 id M). (32

B).

Soit vy ¢ Hong(c1,c1)v défini par :

Y(x) =x-glx) | .

0n a 72 =7y car :

Y(¥(x)) = y(x~p(x)) = x - glx) - plx~p{x)) .
\.——N——-—-J
=0
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Donc Im Yy C:C1 est un facteur direct, donc un module projectif,

D'autre part

e

d

0

In Yy > Ker ¢ = Tmd = P,

~
~

car C1 = MP et M=Ker d

Corollaire.,— YM, H(G,M) = 0 => ¥u, w(c,m)=0(iy2),

(ce qui justifie notre terminologie

dim, coh. ¢ 1. )

b) Si HcoG (G quelconque), une G-résolution projective (acyclique)
de 7 est automatiquement une H-résolution projective (acyclique) de Z,

[Il suffit de remarquer que si 1, h1,‘..., est un systéme de générateurs
de H~ G, 1, h1, ese est une ZH-base de 4@ (Considéré comme ZH—module).Donc
7G est ZHB-libre. Donc tout ZG-module projectif est ZH-projectif en tant que

facteur direct d'un ZH-module libre ...].

c) Si  dim, cohomologique G K 1 ==> Tor G = b (conséquence immédiate de
a), b) car si on avait Hc G, H cyclique fini, H he pourrait supporter une

résolution de Z & nombre fini de crans).

d) La propriété dim,. cohomologique & 1 s'hérite pour tous les sous-groupes

(conséquence de a), b)).

e) dim. cohomologigue @ L1 => bG > 1.

[Soit G tel que bG = 1 et dim. cohomologique. G < 1.
On a H1(G, ZgG) = 0, et, puisque G est infini et donc o ne possede pas des
O-co-chafnes finies, invariantes par translation & gauche, on a, aussi :
H°(G,Z2G) = 0.

Maintenant on ouwre une parenthése :
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Si M est 2G-a gauche (droite), on définit

* =
M HomZG(M,ZG)

considérd comme Z(0~-a droite (gauche) par ¢.g(a) = ¢la)g ... On a une applicatic

naturelle M — M**;

Si M est libre de base (finie)

1

X?,..,,X;’ d-e M* :

x¥ (z xjxi) =2y

X yeeeX p0m définit une base (duale)

et on voit que M ® M**, La méme chose est vrale pour un module projectif de

type fini P. Bn effet, P est facteur direct d'un

un diegramme commutatif :

r
N
o
Hy
*
7

Bn particulier on a un triangle commutatif

P > P¥¥
id
foaf 0 i¥x¥ = )
v K
P

et un autre ftriangle commubatif

pxx

i«
P > Pp**

M comme ci-dessus et on a .



==> P X P¥¥,
Si P,Q sont projectifs de type fini et p: P~ Q est tel que

N .
P* (e Q¥ == ¢ est isomorphe.
[Car on 2 un diagramme commutatif

o~

P ———y PR%
¢ |

Toute la théorie marche pour un anneau (non commutatif, unitaire), A,
en particulier pour A = Z.G. Bn particulier, on a le :
Lemme,~ " Soit ¢
)
O+—>P—> Q —> ZQ —> 0

oh P,Q sont Z2G—projectifs de type fini =) 0% n'est pas un isomorphisme",

Revenons a notre G, avec dim, coh. G 1, bG =1. (m a une résolu~-

tion (avec P projectif de type fini)

(z,) 0=P-120-12~0.

En tant que suite exacte de groupes abéliens cette suite sylitte (on définit

ZG-——§—> P par 5(2 zigi) =3 zigi - (2 Zi).1). Donc la suite suivante est

exacte :
0
() 0—>PR2Z —> 6QZ. —> 2@ 7. —> 0
1 2 % Rl > %2
| L VRS ) | S
o= d,f —1 =
P, (aéf) 2,6 Z,

En plus, P? ‘est ZZG—projectif de type fini, D'autre part la cohomologie

G(...,Z @) & (ZO). Je dis que ¢a

Z

H*(G’ZZG) se calcule en appliquant Hom 5

revient a appliquer HomZ,G(...,ZZG)> (c'est-é—dire la dualisation % par rapport
5 .
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a ZgG) ) (21). I1 suffit de remarquer que pour tout Q, module 7G~-projectif

de type fini, on & un isomorphisme canonigue, fonctoriel :

Hom, (Q,2,6) = Homzzc;m% Zyy 2,6).

[On vérifie d'abord pour @ 1libre .,.].

Mais dire que H*(G,ZéG) se calcule en appliquant M - M* & (21} et
en calculant la cohomologie de ce complexe , revient & dire que

HO(G’ZZG) = Ker 0%, H1(G,Z2G) = Coker 0%, donc qu'on a une suite exacte :

*
0 —> HO(G,ZgG) _ (ng)* N (PZ)* —_ H1(G,ZZG) —3> 0.

On a vu que si DbG = 1, les termes extrémes sont nuls ==y 0* iso., ce qui est

incompatible avec la suite exacte (21)°



CHAPITRE III.

PRE~-GROUPES ET STRUCTURES BIPOLAIRES.

1) Pré-groupes :

Définition .- Un PRE=-GROUPE est un ensemlbe P , muni de:
a) un élément 1€ P,
-1

b) une application P - P , X *X

Cj une 101 e COMmYOsSITIon noll  partour dennlie, C'esi-a=-are ¢

PxP 2D+ P :(x,y) » xy . ({x,y) € D <>""xy est défini").

t.q. les 5 axiomes suivants soient vérifies :

Axiome 1°. VxePpP ona : (1,x), (x,1) €D et 1Ix=x1=x
, -1 -1 -1 ~1
Axiome 20, Vx € P ona: (x ,x),(x,x") €D et xx =x x =1
. -1 =1 -1 -1 -1
Axiome  3°. (x,y) €D =+ (y ,x ) €D et y x  =(xy)
Axiome 4°. ("Associativité", 12 ol ¢& 2 un sens) . Soient (x,y), (y,z) € D
alors : (x,yz) €D &= (xy,z) € D &

x(yz) = (xy)z

Axiome 5°. Si (w,x), (x,¥y), (y,2) € D —=>

D contient au moins 1'un des deux objets :  (w,xy) , (xy,z)
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Exemples :

I) (trivial) P=G=groupe, D=G x G ,...

II) On se donne

at (i,i' = mono).

P=GT U G2 .
D= {(x,y) t.q. X,y €G, ou x,y €G,}

On vérifie Ax.5° comme suit : sans perte de généralité il suffit de considérer :

(w,x) (,y) (y,2)
¥ Y
G H H

G-H G, -H
Dans la situation , si w€H (ou y € H) ona fini,autrement on peut faire

la discussion suivante @

()

— T T,
(iv ; X) (x,yz (v,2)
' ¥ Vv
G,-H H H.{"i"H(%) l \
GZ-H(%') G,~-H G, e.a.d.s.

(')
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Dans la situation (ii) , w,y € G, eton a fini.
Le but de ce paragraphe est d'attacher a un prégroupe P, quelconque, son

"oroupe universel U (P) i peu prés de la méme maniére qu'on passe du prégroupe

de l'exemple II & G1 '3 G2 et de donner pour U(P) un théoréme de structure des
H

mots réduits, analogue un théoréme de van der Waerden, donné au premier chapitre.

Soit P un prégroupe.

(x1 "”’Xn) X; €EP , x> 1 s'appelleun mot de longueur n . Si

(x.

- xi+'l) € D 1le mot est réductible et

KXo goocey X. X. X, X. vee X
(1’ P =T i T T2 7 n)

en est une réduction . Si (Xi’ xi+1) £ D (Vi) 1le mot est réduit. (Si long=1 le

mot . est autométiqueme_nt réduit).

Quand ca a un sens, on définit :

(XT""’xn) ¥ (ai,...,an_1) =

-1 -1 -1
= (x]a1 )81 XgBy 5 8y X3y 4., A xn) .
Lemme 1.- (x"‘l)“1 =X

el

[ On considére xx“l(xq} qui est bien défini, ...] .

Lemme 2.~ "Si ax est défini, am1(ax) est défini et a"1(ax)=x . De m&me, si xa

est défini, (xaz)a"1 est défini et égal & x".

[ Puisque a la et ax sont définis et de méme (ada)x =1.x , a'1(ax)
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est défini ; puis on applique 1'associativité ... ].
Lemme 3.~ Si xa, a-Ty sont définis :

xy défini & ( xa) (a"iy) défini, et, si c'est le cas : xy = (xa) (a“‘y) ",

[D'aprés. Ax.4°:

() €D) er (@aly) €D <= (xa),Ey) D]

=Y

Lemme 4.~ "Si xa, _a'}y sont définis

(x,y,2) réduite— 5 (xa,a"'y,z) réduit, et
(z,x,y) réduite— 5 (z,xa, a_Ty) réduit :

Dém : Supposons (a‘iy,z) €D .

D -1 X .
~— x(a.a” 'y) = xy défini
(x,a » a-’ y,z) =—“'°> ou
N

<% *1 2o .
D D Qﬂxiom. b°) (a.a” 'y)z=yz défini
=3 (x,y,z) pas réduit e.a.d.s.

(Exercice : (Axiomes 19-4°) & lemme 4 == AXx.5°).

Lemme 5.- "Si  (x,y) est réduit (¢— (x,y) £ D) etsi xa, a—Ty sont définis

ot @ 'y,b) £D = (y,b) £D.

[ Donc: (x,y) ¢ D et xa, a-1y , yb définis = (anly)b défini ! J.
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Démonstration : (x,y} réduit - (xa, a-Ty) ¢ D.

Si (a”ly,b) £ D = (xa, a'iy,b) réduit

== (x,y,b) préduit = (y,b) ¢ D .

Lemme 6.~ "Si X estréduitet X ¥ A estdéfini => X x A réduit,
D'une maniére plus précise, si
X =(x? yeoosy xn)’ réduit,

A.-“—:(a,l gecey anm])
xa ,al, X, définis = (al', x) a définis & X x A réduit",

-1

Démonstration : (a7 ! im1

i1 %3 =2

X2 est défini a cause du lemme 5 , appliqué a

-1
o X) £ D 0 % 43 0 35 %0 %

Ensuite on applique le lemme 4 , plusieurs fois, a des suites de trois lettres
consécutives de X (la propriété d'étre "réduit" est "locale" ) :

4 . -1 e
(x1,..., xn) réduit =» (xTa1 y A X5y X3 eus xn) réd.

-1 -1 P
= (x1a1 » 81 Xp3y 5 3y Xy, x4,...xn) réduit = .......

Définition.- P" = 1 ensemble des mots de longueur n et- P" o Rn = 1'ensemble des

mots réduits de longueur n,
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=1 ot X % A (X % A)% B sont définis

Lemme 7 .- "Si X € Rn , A,B €P
=5 AB défini, et:

(X % A)x B =X % AB .

Démonstration : Pour que AB soit défini il suffit de montrer que si :

(xy) D , =xa, a"Ty , (xa)b , b-T(a-ly) sont définis => ab défini.

[ (x,5) € D = ((xa)b , b Ya~'y)) £ D . Ensuite :

D
W
¥—v-/ Ax.5°
D D

((xa)b , b"T(aﬂy)) €D (ce qui est impossible).

ou
(x"1, (xa)b) € D >
Ax.4°
D
S -1
(x~ , xa, b) , (X~ ,(xa)p) €D] =>
s~

]

(" '(xa),b) = (a,b) €D 1.

Corollaire.8,- Sur Rn on définit la relation :

XY 6e——s 7 A t.q. Y=X % A .

"o M est une relation d'équivalence.,
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[ On a vu la transitivité, et clairement X =X % I ol: I=(1,1,...,1).

Si

~1 -1 -1

A :(31 ’ °”an-‘i )
ona : Y=X % A e——> X=Y % N e.a.d.s. | .
Définition .- R= UR

n
n

Définition. Pour a € P , X €R (X:xi, X, ,...)) on définit le mot

>‘a (X) comme suit :

(1) si (a,x,) £ D :

Xa(X) = (a,x1,x2 yeos)

(2) Si ax, est défini, mais (axT, xz) ¢ D:

1
Aa(X) =(ax1 » X, gous)
(En particulier si X = (x1) , (a,x.l) €D :

X 00 = (az,).)

(3) si ax, et (ax1)x2 sont définis :

ka(x) = ((axi)xz) ’ x3 g ~)

Lemme 9.- X réduit — XA (X) réduit.
En d'autres termes, pour définir (dans le cas X réduit) ka (X) on commence

le processus exprimé par (1), (2),... et on s'arréte dés qu'on trouve un mot réduit,
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Ca arrive au plus tard apres frois étapes !

[Dans (3) il faut montrer :

((ax)x, , x3) ¢ D

Or: ((ax.‘)xzyxg) €ED =

/’-‘T&—/\Jﬂ

a , (axy)x, , x3) == (par Ax. 5°)
(X‘E , x2) €D

= ou (contradiction). ]

-1
(XI S

(xz,X_}) €D

Lemme 10. "X réduit, (a,b) € D ==

xab(x) Y xa(xb(X)) M

Démonstration :

Cas 1) . Ab(X) = (’.i:e,x1 » Xy g .'.) (mot_réduit)

1-1) (ab,x1) g D

Aa(kb(x)) = (.at),){I,:s:2 R Aab(X)

1-2) (ab,xi} €D . Alors, (b,x1 Xy
est réduit (donc il n'existe pas d'étape (4) dans la définition de }La(. o)) ==

((ab)x,,x,) ¢ D

xa(xb(x)) a0, ) = () Xy ) = 2y ()

...) estréduit => .Xa(b,xl,xi,...,
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Cas 2). )Lb(X) = (bx1 » Xy pen .} (mot réduit).
2-1) (a,bx;) £ D (= (ab,x;)f D)
ka(kb(X)) = (a,bx1 » X, yoes)

A () =(ab, X,y x,.) o (@71, bxy,x,.. )= A (X)) .

2-2) (a,bx1) € D (Donc puisque ab, bx, sont définis == (ab,x.t) €D

1

et a(bxi) = (ab)xj) .

2-2-1) (abx1 , XZ) ¢ D

Ka()&b(X)) = (abxi, Xy 00 J= Aab(X)

2-2-2) (abxvxz) €D
A (;b(x))= >La(bxT Xy peananeeenn ) =
-—
réduit

= ((abx )x, , X3 cae) = Aab(X) .

forcément réduit car on a employé 3 étapes pour y arviver

Cas 3). A (X)=(lox)x,, x5,...) (réduit).

Je dis que, toujours, on aura (a,bx;) € D
[ si (a,bxl) ¢ D ona: (ab,x1)§{ D . Donc:

A ab(X) = (ab,xT yooo) = (a,bx1 ) X, yous)

=ty (bxi,xz) ¢ D] . Donc (aﬁbx*}) €D = (ab,xi) €D ,...
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3-1) (abxE ,xz) £ D (= (a,(be)XZ) ¢ D).

)\a( kb{X)) = )aa((bx,l)xz R

= (a,(bx;)xz,x3 yees) e (a(bxi), Xy e = | ((ab)x1 Xy e )= Aab(X)
-
acdui. ’

3-2) (abx1 . x2) ED ( => (a(bxi),xz) €D == (a,(bxi)xz) € D).

Aab(X) = 5((ab)x,g) Xp 5 X3 ee .Lz (a((bxi)xz}b seed)

—_——
réduit, forcément, car on a employé trois étapes pour y arriver.

Py a@;b(x)) = )\a{(bx.i)xz o) = (a{(bxi)xz) ,...) (puisque ce mot est réduit !)

N n~
Lemme Fondamental : "Si R =R{P) désigne 1'ensenmble des classes d'équivalence

de R=R(P) mod % . alors. Va € P . la fonction
Aa:R(P) — R(P)
induit une fonction
nJ Al
X, :R(P) — R(P)
=id, A - W
t.q. A , SRR A A .

a" b

Démonstration : 1a seule chose a montrer est que, si Y=X x B , alors

AR ()

Soit

1 -
b, b7 %)

(X % B)=(x i by

ib‘&’b



I-11
Cas 1). (a,xi) & D . Donc
)\a(X) = (a,,x1 1Xo g )
Dtautre part :

(a,xvxa) =3 {(a, x]b,i,b xz) réduit ==> ((a,x_,ib'l) £ D ==> }La(Y)r-
réduit .

= (a,x,b b=! x. b

17171 )"A(X)x(‘ib'l’z"')%}\a(x)

2

Cas 2). (a,xx) €D, et ((axT),xz) ¢ D. Denc

)\a(X) = (ax,E b Xo 5e..)  (réduit)

2

Je dis que (axi,b,‘) €D

[Sinon:(a,x‘bx) ¢ D= (a,x?,bx,b;? XZ} réduit
= (a,xvxz)réd. => V(a,xi) £ D]

;TX b, b x.b,, ... ) a un sens. Comme ctest =~

Donc (axib? by X0, , b, X303 5

by a(X) clest réduit.
Donc

- -1 Y 2%e
)\a(Y) = (axibf » by x5b, oo fv)ta(A)

réduit .

Cas 3). (a,xi) €D 3 (axi,xz) . Donc ¢

(ax1 , x2,x3) pas réduit ===p (axi,xzb 1 b 3) pas réduit.

oy 593 € ‘ - ot . Afis
wemmm=== {puisque (XZ,}\B) £ D) (a}:}}xzbz défini.
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Aa(X) = ((ax1)x2 1%y yeeo) N
- -

réduit (3 pas )

-1
= ((ax}x.b,,b, X.b; ,....
Nl i ic R

Ceci a doric un sens et est réduit.

D'autre part on a vu (cas 2) ci~dessus) que

(a,xi) ED => (axl)b,i est défini,
. -1
Donc : (ax,i,xzbz) €D %.(axibx,b} xzbz) €D
-1
et (axi)(xzbz) = (ax,ibi) (b1 xzbz) (lemme 3) .
Donc

(ax )0, b?biB N

-1 -1
= ((ax‘ib‘l)(bi xzbz) » b, &BbB y cee) =

=T
=Ka(x1b1 » by xzbz U = ka(Y) . q.e.d.

LE GROUFE UNIVERSEL U(P)
Si P,Q sont des prégroupes, $: P— Q estun morphisme, si

(x,y) € D = (&x,8y)€D et o (xy) = 8 (x) &y}

Exercice. Ceciimpligue &1)=1 , @(x”) =8 (x)"1
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Théoréme 1.-  "Si P est un prégroupe il existe un groupe U(P) et un morphisme
i:P—UP) . qui sont la solution du probléme universel

suivant. Pour tout morphisme ¢: P-—G = groupe 31 morphisme

¢ : UP)— G , t.q.

1 y U(P)

(U(P),i) sont uniques (& iso. prés)".

Démonstration : Existance : U(P) est défini par générateurs et relations comme
suit : P engendre U(P) . Chaque fois que (x,y) € D , xy=2 €P ,

Xy z =1 estune relation de U(P)

L'unicité se démontre par le méme procédé que 1'on utilise toujours dans les
problémes universels.

Exemple : Si il'on considére (exemple II ci~dessus) :

H , P=G, U G, ,
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alors: U(P)= G ¥ G , e.a.d.s.

Théoréme 2.~ "Soit P un prégroupe et U(P) son groupe universel. Pour cha gue
g € UP), 3 unmotréduit (x,,x,,...) (de PY .t.q.:( i(x) sera désigné

par x € U{P))

g = XX (produit dans U(P)) .

2

((x1 1Xo g .)"représente" g). Deux mots réduits X' , X" représentent le méme

g «e——X' g X" [ i estun monomorphisme."

Démonstration (& la van der Waerden) :

n
Soit £ le groupe des permutations de R(P) . Le lemme fondamental rous

fournit un morphisme U(F) —-—L~> ¥ . On va utiliser la méme notation qu'avant :

rg)= X
g

, oo SN
Puisque P engendre U(P), chaque g se représeite parunmot X € P
Les réductions successives n'affectent pas la "valeur" g, donc g peut se représen-
ter par un mot réduit X € R(P) . C'est dvident,aussi, que si X,Y €R ,

XY = dans U(P) , X et Y représentent le méme élément:
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R ¢
n

(x1 ,...,xn): X € R{P)

((Xi) € R(P) (mot réduit de longueur 1) .

Puisque X est réduit :

Agﬁwz Axl(kxz’(... ()\xn((“l)) cedd = g, eenx )= X

le mot réduit de lon-~
gueur 1 corres—

pondant a 1 €P

. )
Sil'on désigne par | | 1a classe d*équivalence (R — R) ona donc:

WEDENEY

Donc [X] est complétement déterminé par g
Comme pour les mots (forcément réduits) de longueur 13

[xl=[y ] e>x=y , onvoit que 1 est wono

o
I

D' AUTRES EXEMPLES :

I} G oH (groupe, sous groupe} , O-+H-»G (une autre inclusion).
o

Considérons un "symbole" x, et
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Pt = G U {x'6) UG UK ax)

(réunion disjointe) (si x" est 'au début" ilest x"1 sl est & Va fin" il est x7 = x) .

P=P'/{h€eH ; hex #(n)x} . (quotient) .

On commence par mettre dans D :
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