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Introduction 

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques résultats relatifs 

au tore qui nous seront utiles par la suite. 

Nous identifierons le tore soit au cercle unité ( t z G èt' tels 

que I z 1 =1}) soit à 1 w intervalle { O, 2·,r) G Nous prendrons comme 

mesure sur le tore do-(x) = ~ où dx est une mesure. de Lebesgue 2•"1f 
sur [o ,2,.,r] o 

Une fonction f sur le tore notée f{eix) est une fonction 

périodique sur tR ( x GR) et on note son intégrale sur le tore : 

Il n'est pas nécessaire de préciser les bornes puisque le champ 

d'intégration est donné par la mesure da sauf quand il s'agit 

d'une intégrale partielleo 

L'(0 5 21r) ou L' (cercle unité) ou Li(T) désigneront l'espace 

des fortctions mesurables définies sur le tore T et telles que : 

La norme de L 9 (T) est précisément ce nombre-là. 

Pour une fonction fet@ (T) on définit les coefficients de Fourier 

par 

avec ( ix) ix o o ,,. • x e = e • et on lui associe la serie formelle 



a n 
inx 

e 

qu'on appelle la série de Fourier de fy quwon note 

+N 

a n 
inx 

e 

2 

Remarques : 

(1) Si = ï inx a e n alors inx a e n , en effet 9 

-N 

soient (b ) les coefficients de Fourier de f 9 on a 
m m~N 

b 
m 

( 2) Pour tout f es L 1 on a. 

a. n 

(car do est normalisé) 

(3) Pour tout n fixé a = a (f) 
n n 

dépend linéairement de 

donc 

f ....,._a (r) 
n 

est une fonctionnelle linéaire continue sur Li(T) 6 

( 4) Pour n fixé l'ensemble des f telles que a ( f) 
n 

un sous-ensemble fermé de L ~ (T) (sous~espace vectoriel)~ 

Pour p tel que l~p<oo on définit 1wespace Lp 0 • 0 

mesurables sur T telles que 

Pour p = +œ on définit de même 
00 

L 

00 

L : {f mesurables et bornées sur T } 

= 0 

f 

est 

la norme dans L
00 

est \1 f li.., = M si lr(eix) 1~ M presque partout, 

M étant le plus petit des majora.ntso 

Si p 9 >p on a Lp ~ é:. Lp 
0 Cela provient du fait que pour f fixée, 

Il r llP est croissante quand p croît. En effet soit P P ft 

f e. L () L ( qui 
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est non. v:idé°) e Nous devons _montrer que i 

L'in,galit, de H5lder pour deux fonctions g et h appartenant 

respectivement à Ln et à Lm (l + l = 1) est ~ n m 

Posons alors lflp = g ei h = lT (fonction ,gale à l PtPâ sut T), 

n = p'/p e On a donc 

• 

Espaces L2 ~ 
L2 est un.espace de Hilbert on le produit scalaire est d'fini 

par 

(f,g) = frtg da pour f et g dans L2 
e 

Ce produit scal~ire est lin,aire par rapport à f et antilin,aire 

par rapport à g ((f,).g) = i(f 9 g)) e l/
2 

L2 est un espace complet pour la norme Il :rl)2 = (f,f) o 

Pour p # 2 , les espaces LP ne sont pas des espaces de HilbertQ 

Dans L2 on a l'in,galit, de Schwartz 

Le produit scalaire est continu par rapport aux deux variablesi En 

effet si 

alors 

2 
f e:.L n 

et 
2 

g e. L n 

(f 9 g ) ~ (f,g) • car on a n n 

et la limite est en norme 

dans L
2 



~ Jlf Il ~!lg -gll + tlr-f 11 llgll < E 
n 2 n 2 n 2 2 

pour n assez grand, car !lfnl\ est borné si fn convergeo 
2 

Définition g 

4 

On dit quvune fonètion F définie sur l'espace LP est une 

fonctionnelle linéaire si : 

F(f+g) = F(f) + F(g) V f et 

F(af) = aF(f) 

et F continue. 

On note (LP)* l~ensemble des fonctionnelles F sur Lp 
0 Si p 

sont tels 1 1 1 si 1 (p et sont q que - + - = @ ou q : CO p = q p qq Lp exposants conjugués} est alors le dual de 0 L en ce sens 0 

Théorème g 

et 

dits 

Pour - l~p< 00 i toute fonctionnelle linéaire sur s 'I exprim,e 
1
par 

la formule 

F(f) = Jf g der pour et 1 + 1 = 1 
p q 

De plus l~p< 00 la norme de F définie par 

l'i Fil = Sup I F ( f) 1 

fELp ; JI f 1/~l p 

est exactement tl g llq o 

Dans la démonstration du théorème on se sert de li inégalité de Helder 

1 Jf o q der 1 ~ Il f Il 0 li g Il p q 

(Nous ne donnerons pas la démonstration du théorème ici)@ 

Remarque 
' 

1) Etant donné un espace de Banach on peut avoir plusieurs identi

fications de son duale Exemple ~ 
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Peur toute fe. LP on définit 

le dual de 

~EL q (où 
X 

f -
F~(f} = Jr ~ dO 

1P est donc l'ensemble des fonctions g telles que 

xe.]0,2TI]) o 

Lija:vantage. de prendre L4 comme identification du dual de 1P est 

que les fonctions.de L4 donnent une expression particulièrement 

simple des fonctionnelleso 
CO 

2) Si q = +co le théorème est inexact car le dual de L con-
CO 

tient strictement L' (L est un espace trop "vaste")o 

3) Lp est réflexif pour l<p<co ((LP)** = (L 4 )* = LP) Lu n 8 est 

pas réflexif o 

Egalité de Parseval 
2 

Soit fe.L f~ (a) N 
- n n~ 

. f( ix ) 1.. e. e 
+co 
1 a xn o Alors 

n 

On a facilement un résultat plus faible 

Preuve 

+N 
<f - î 

-N 

<fi f > + 

a n 

<fi 

inx 
e 

+N 
I 
-N 

a 
n 

+c6 2 

I I a 1 2 ~ li f Il 

li f -· 

+N 
I 

-N 

inx > e "" 

2 

n 

a n 

a n 

+N 
< î: 
-N 

+N 

2 

• 2 
e inx 11 

2 

inx 
a e 

n 9 

.., CO 

G 

Inégalité de Bessel 

+N 
inx 

+1 
f > + <l a ~ 9 I a 

-w n -N 

einx > ~ 
n 

la 12 !Ir li I ~ 0 VN d'où ... la limite • a 
2 n=-N 

n 

+co 2 
I la 12 

~ li r 11 
_co n 2 

Démonstration du théorème de Parseval (Egalité)o 

La démonstration de ce théorème se fait en deux étapes 
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1) Théorème de RieszmFischer i {sans démonstration) 

Pour toute suite (a) telle que n ne:N 

l la 12 < co 
n 

Il existe au moins une fonction ~.,;. L 
2 telle que 

C Soit alors P.T l~ensemble des polyn6mes.trigonométriques qui est 

un sous-espace de L2 (T) et soit F . f- (an)nG:N . 
La restriction de F ' a ce sous-espace est une isométrie, en effet 

+N inx Il P Il~ 
+N 

la 1
2 soit PN = I a e on a = I • 

-N 
n 

-N n 

Et si nous montrons que P~T = L2 alors F se prolonge en une iso

métrie sur L2 et le théorème est démontré. 

2) PoT =L 2 

Supposons.le contraire, il existerait alors.une.fonction f 

dans L2 qui.n'appartiendrait pas à la fermeture de liensemble des 

polynômes trigonométriquest Comme L2 est un espace de Hilbert, il 
2 revient au même de dire qu'il existe f e L • f :;. 0 et f orthogo-

nale à P.T. i.e : 

On peut choisir cette fonction telle qu'elle soit continue 

Soit en effet g définie par ~ 

g(eit) = Jt f(eix) d~(x) 
0 

cette fonction est évidemment continue et l'on a 

(1) J g xn = O pour tout n ,# O 

ou encore en posant a= j g x0 

(ce résultat est obtenu par intégration par partie)~ 
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Comme g-a est continue sur le cercle, d'après le théorème de 

Weirstrass I g-a peut être approchée uniformément par une suite de 

polynômes et d'après (1) on a : 

et à la limite : 

JI g-al 2 da = 

Par conséquent 

P da n = 0 

Il s-all 2 = o 
L 

(ls-a[ = 

g-a = 0 presque partout. 

Com~e g est continue 

g = a partout. 

lim P ) 0 n 
n-+00 

De plus f = g' = 0 partout. d'où la contradiction et 

T P = L2 li 

Remarques : 

1) On peut montrer le même résultat par une autre méthodeo 
2 Pour toute fonction g e L • il existe une suite ( f ) de polynômes n 

telle que : 

g = lim f (la limite est prise en norme dans 1 2 ) 
n 

n-+00 

Les f étant définis par : 
n 

et les p 
n sont des polynômes trigonométriques caractérisés par le 

fait qu'ils tendent vers 0 très vite en dehors d'un petit inter-

valle. On reviéndra à cette méthode. 

2) L'égalité de Parseval équivaut a l'unicité des coefficients 

de Fourier d'une fonction dans L2 (T) i.e, 



f E L 2 et a ( f) = O 
n Vn 9 f=O 

8 

3) La même démonstration de 1 9 égalité de Parseval donne un 

énoncé plus général 

si l fGL (T) 

Définition : 

et a (f) = 0 pour tout n n alors f=O 

Pour tout p tel que l<p< 00 , on définit les espaces HP par 

00 

HP { f s Lp ; f /V I an e inx } 
0 

Ce sont des sous-espaces de Lp 

Théorème : 

Pour toute fonction 2 
fe H ~ f 1f O • f ,:P O ;12resque, 12artout 

Preuve : 

H
2 étant un sous-espace fermé de L2 

espace de Hilbert e (H
2 = n Ker a ( f)) 

n<o n 

, c'est donc un sous-

Il est clair que si f est dans H2 n 2 x f e, H pour tout n>O G 

ia valeur moyenne de 

.-n 
pour f • fx 
l'on ait 

00 

f"' I 
0 

n 
a X n 

avec 

avec 

f 

n 

est nulle, i.,e. 
00 

f~l a xn , on prendra 
1 n 

convenablement choisi de telle sorte que 

a :# O 
0 

On définit un sous-espace M de H2 par : 

M 

f fixée, et pour toutesles suites 

Si 

M est un sous-espace convexe fermé de H2 • Dans M, il existe un 

élément g minimal en norme et unique d'après les propriétés des 

espaces de Hilbert. 

Ceci étanti et d'après la définition de M~ g+AXng appartient 

aussi à M pour n>O $ Comme la norme de g est minimale on a g 



fig+ ÀXngl
2 

do= flgl
2 

do+ À
2 

flgl
2 

+ 2 Re À fgx-ng do 

= (l+IÀl
2

) Jlgl
2 

do+ 2 Re À rx-nlgl
2 

do 

~ flgl
2 

da • 

9 

Or on peut trouver des À très petits en module telle que cette 

inégalité ne soit vérifiée que si l'on.a.: 

et par passage au conjugué pour n=-1,-2, ••• 

Ainsi : 

donc d'après le théorème d'unicité 

= a 
0 

presque partout. 

Comme g e M , elle peut être approchée par des fonctions du type 

f(l+a
1 

+,e0+anxn) 

et en passant à l'intégrale 

2 comme f ~ H on a 

Si f ~tait nulle sur 

g = f(l+a 1 x+•œ•+anxn) 

semble. Or lg] = cte 

un ensemble de mesure positive, 

serait nulle presque partout sur le même en

~ 0 presque partout• d'où la contradictione 
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Définition 

Soit M un sous-espace fermé de L2 ayant la propriété 

suivante : 

M est dit alors sous-espace complètement invariant. 

L v ensemble des suit es fan ( f) J :: pour toute f G:. M, est invariant 

par translation dans t 2 
• 

Théorème dit de Wiener 

Si M 

ensemble E 

est un sous-espace complètement invariant; il existe un 

mesurable sur le cercle tel que M = ME ~ ME : 

{f<:: L
2 

: f = 0 en dehors de E presque partout} 

Remarque 

Pour chaque E mesurable sur le tore ME est un sous-espace de 

ayant la proprié~é de Me 

Démonstration du Théorème 
2 Soit g.;;:L et g orthogonale à M Lee 

Donc 

Comme f et g 

j gf do= 0 

sont dans - 1 fg E. L et a ( fg) = 0 
n 

pour tout 

En appliquant le théorème d'unicité gf = 0 presque partout. 

Par conséquent pour toute g dans M~ et pour toute f dans M 

on a 

gf = 0 

n. 

Soient maintenant la fonction lT = X
0 

= 1 presque partout sur 

le tore et f ,sa projection sur M (dans un espace de Hilbert• pour 

tout sous-espace fermé, il existe un opérateur autoadjoint qui réalise 

la projection d'un élément quelconque sur ce sous-espace). 
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On a dQJ;l,,C 

J (1-f)rx-n do = 0 V n 

d'où 
(1-:f)f = 0 P•P• 

ce qui ~.ntraîne que 

:f = 1 ri 2 ieeo :f~O f = f2 

Mais ce.la n'est vrai que si 

f = 0 ou f = 1 • 

Soit alors E l'ensemble où f = 1. Si g est dans Mi .on a 

g = O p. p, dans E ( gf = o ,p. p.). 

Pour ~out h dans M on a~ 

h est donc nulle presque partout sur l'ensemble où est portée l•:f 1 

donc 

Mais comme M (±) MJ. = t2 

h E ME et h .L M • on à. 

ce qui prouverait que 

Définition 

h 

h 

on en 

= 0 

= 0 

déduit que M = ME (en effet si 

sur LE P•Pt et h = 0 sur E P•Pet 

p. p. ) • 

Soit M un sous-espace fermé.de t 2 ayant la propriété suivante 



Un tel sous-earnace est dit simplement invariant• 
00 

Exemple: l'espace 

riant. En effet 

H
2 

: { f É L 
2 

; f ,v L 
0 

00 

ei(n+l)x.,I inx 
X f,v}: a. b e n n 

0 0 

de plus si a , 0 ! 
0 

00 

ei(n-l)x 
+èo 

inx •l 
f""}: a I X = C e . n n 

0 -1 

-l f n'appartient donc à H2 X pas • 
Théor~mé (de Beurling) : 

inx} a. e n 

(b = a. n-l} n 

(c_l = a 
0 

12 

est simplement inva-

, 0) 

Le! sous~eçi~ees simplement invariants s~nt de la forme 

.2i! E est une fÔnction sur le cercle telle que 

IE(eix)I = l presque par~aut, 

Preuve : 
Tout ensemble 

est dans H
2 on a 

est simplement invariante En effet si 

X • E g =EX g et 

d'autre part 

et pour un choix convenable de g {a.o{g) rp 0) ; 

-l 2 
~ X · E g ~E H 

Les ensembles inva.ri~nts sont les ensembles E H2 
o 

Posons M n 
inclusion pour 

n = ï\'., M e Les M 

n tendant vers 
n sont strict~ment décroissants par 

+ 00 puisque M est simplement inva.-

riant. 

Soit alors 

telle que 

M1 = X M * M • On peut trouver une fonction E 

Il E Il = 1 e Comme M c M • pour n>l , • E est dans n 

dans MG M 

M .L pour 
n 
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soit 

et en prenant la conjugu$e de l'intégrale 

fl.El2 x-n --0 2 pour n=~l,- 1 -3,•t~ 

La fonction IEl2 a tous ses coefficients de Fourier nuls sauf celui 

qui correspond à n=O on en conclut que 0 • 0 

IEI = cte presque partout 

comme !IEll = l 

!El = 1 presque partout• 

E étant dans M n 
lt X E est aussi dans M ainsi que 

E(a
0 

+ a 1 x + 

tiens du type 

{E(a.
0 

+ a 1 X+ 

Par conséquent 

ooe + a. xn) G Comme 
n 

la fermeture de l w ensemble des fo·nc-

(a
0 

+ a.1 X+ ooê + n) 2 an X est H • la. fermeture'de 

E H
2 

i ooo + a xn)} est 
n 

E H2
c. M (puisque M est fermé) o 

D'autre part g 

-1 X E <SM 8 M -1 

Comme 

Cela implique que g 

et de même 

mais comme 2 EH c M, cela n'est possible que si 

M = E H
2 

o 

-n 
X E J. M 



Corollaire 

Si M e~t un sous-espace invariant et si les~so•s-espaces 

sont pas tous identiques, on a 

n M = {o} n n 

14 

(1) 

( 2 ) 

En effet comme 

U M . n 
n 2 

M = E.H 

(pour n + -co) est partout dense dans 

et que l'application 

g + E g 

est injective, on a 

n " n 2 E • n xn H2 = M = n J X EoH = 11 P n n n n 
d'autre part 

M n ne 

V 
n 
n+-oo 

M n = = E. U xn H
2

::, E~ {l'ensemble de tous les polynômes 
trigonométriques} 

Or les polynômes trigonométriques sont partout denses dans 

conclusion de (2)e 

Application du Théorème de Beurling ~ 

Deuxième démonstration de la proposition 

si - 2 
f E- H et f $ 0 - alor.s f # 0 

Supposons le contraire 9 iee~ f=O sur un ensemble s 
Mf le plus petit sous-espace invariant de 

de mesure 

L
2 

conte-positive. Soit 

nant f (c'est 

fe {a
0 

+ a
1 

:x.1 + 

la fermeture de l'ensemble des fonctions du type 

Mf étant simplement invariant, il 

s'écrit 

En particulier E est dans Mf et E est non nulle presque partouto 

Or toute fonction de Mf est nulle sur ë, d'où la contradiction~ 



Définition du produit de convolution ~ 

Le produit de convolution de deux fonctions appartenant à Lij(T) 

est la fonction définie par i 

h (X) = f * g (X) = f f ( x-y) g (y) do (y) a 

Les fonctions f(x-y) et g(y) considérées comme fonctions de deux 

variables sont mesurables ; il en est de même de leur produit f{x-y) 

g(y) © Pour presque tout 

V (T) ( comme fonction de 

y , la. fonction 

X ) o 

a.ppart ient à 

En utilisant le théorème de Fubini on a i 

Jrf lf(x-y) g(y)I dcr(y)] dcr(x) = J dcr(y)nJlf(x-y) g(y) 1 do(x) 

= JI g(y) 1 dcr(y) (JI f(x-y) 1 dcr(x) 

= Il g Il,, 11 f Il. < «-

Par suite f !f(x-y) g(y)I dcr(y) est finie presque partout, iieo la. 

fonction f * g est définie pour presque tout x Q 

D'autre part l'inégalité 

f1ff(x-y) g(y)J der{y) d (x) ~ JJ1f(x-y) g(y)I du(x) do-(y) = llftl • .,Jlgll. 

montre que f * g est dans L'(T) ~ 

Propriétés du produit de convolution 

(1) Pour f et g appartenant à L'(T) on a 

En effet 

a (f * g) J.f~ g(x) -inx do(x) = e n I cf f ( x-y) g(y) dcr(y)) -inx dcr (X) = e 

= Iffcx-y) e-in(x-y) g{y) -iny dcr (X) dcr (y) e 

= Jr(x-y) e-in(x-y) dcr(x) Js(y) 
-iny dcr (y) e 

= a. (f) a. (g) n n 
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2 - Pour f et g dans 

a. (feg) = a (f) * a (g) 
n n n 

* est un produit de convolution que l'on préciserao 

En effet soit f et g dans L
2

(T) • leur produit fog appar

tient à V (T) et 

a (feg) f r,s -inx da(x) = e n 

f et g étant dans L2 (T) on a 

+N inx +N i:mx f = lim I a e et g = lim 1 b e 
N-+00 -N n N-+"" -N m 

(la limite est prise par rapport à la norme de L
2

(T)) 0 

Die.près la continuité du produit scalaire on a: 

= lim < 1 ar,_m b ) pour lml~ N • lr.m t ~ M m N-+00 m 
+00 +00 

= 1 a b = 1 a ( :f') a ( g) 
r-m m r .... m m m=-00 m=-00 

en posant a = a (f) r-m r-m et b = a (g} Q On convient d 0 écrire m m 

m=-00 
a (f) a (g) = a (f) r-m m r :} a. ( g) • on a donc 

r 

a (feg) = a (f) * a (g) Q 

r r r 

Remarque ~ 

Ce résultat a un sens car la série a b 
r-m m 

convergente ; en effet 

+N 
l 

+N 
( 1ar-m12 1 b 1

2 ) I lar-,,ml lb 1 ~ 2 1 + 
m=-N m -N m 

1 
+00 

la 12 + 
+00 

1 b 1
2

) ~ 2 ( l 1 n m ,.00 _00 

est absolument 
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d'où en passant i la limite et en utilisant 1winégalité de Bessel 

lb 1 m 

( 2) le même résultat se généralise au cas où f€ 1P(T) et 

( -1 -1 ) . . . l<p~~ et p + q = 1 en utilisant le fait que 

tend vers f en norme dans quand (il en 

est de même pour g dans L 4 (T)) • d'après un théorème de Mo RieszG 

En effet dans ce cas on a de même 

J +N 
+N 

a (f0g) lim < 1 n) ( \' b xn) -r dcr (X) = a X r n X l., n N+co -N -N 

= lim < 1 a b • 1ml ~ N • I r-m 1 ~ N) 
N+oo r.:..m m 

et la 
,,. . I b est convergente quand N .,... CO serie a $ r-m m 

Définition g 

On appelle u~ité approchée dans L1 (T} un système de fonctions 

K1 , K2 ,H~a Kn• tel que: 

K * f n pour 

Au lieu dwun système on peut avoir une famille de fonctions 

telles que 
(K ) [ r.re.0 1 1[ 

V fe,L'(T) pour z t l (en croissant) 

Cette famille est aussi appelée unité approchée. 

L'idée d'approcher 1tunité (en tant qu 9 opérateur) provient du 

fait que o ~ f = f 9 o étant la mesure de Diraco Mais o n°est pas 

une fonction dans Li(T) é 

Théor~mè de Fejér: 

Soit un système de fonctions (K,) N vérifiant n.nG 

(1) K ~ 0 li V n n 
(2) fKn dcr = l ® V n 

( 3 ) f ,-€ K dcr -,1,l (n +à:>) 
-€ n 

Alors ( Kn) nE:N est 't,,. h,,. unie a~~roc ee. 
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On donnera deux démonstrations, la première pour L'(T) , la secondet 

be4ucoup plus générale, dans 1P(T) (p~l) 

/IK ~ f - rl!1 = J!fKn(x) f(y-x) da(x) - f(y) 1 do(y) 

d~après (2) f(y) = JKn(x) f(y) do(x) • donc 

\IK * f - rl!1 ~ JfKn(x) lr(y-x) - f(y)I do(x) do(y) 

Posons p(x) = f lr(y-x) - f(y)I do(y) e 

En utilisant le théorème de Fubini 5 on a: 

ou encore 

(1) llKn ~ f - rl11 ~ J:: Kn(x) p(x) do(x) + I:: Kn(x) p(x) do(x) 

+ f,r K (x) p(x) do(x) o 

-e n 

p(x) tend vers O quand x tend vers O (c'est la continuité de 

la translation de la norme liée i la mesure d~ Lebesgue) 

Donc pour e donné positif 

f
+,r 

-'Ir 

De plus les égalités ~ 

K ( x) do ( x) = l 
n et 

impliquent que, pour n assez grand 9 

sont très petitse 

Dijautre part 9 on a 

et K (x) do(x) 
n 

p(x)~21lrll
1 

et f+e Kn(x) do~ 1 
-e 
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Ainsi 9 les trois intégrales du deuxième membre de 1 9 inégalité peuvent 

être majorées et on a g 

Il Kn * f - f 111 ~ z Il f 111 \ + n + 2 Il f 111 € 2 ~ ë 

2) Cas général (LP(T) • p<+oo) 

Théorème 

,il p<+= et sous les mêmes hlpothèses sur les 

on a 

K 
n que ci-dessus, 

et n "= 
Si f est continue 9 alors 

-
K * f '-' f uniformément. n 

La démonstration se basera sur le fait que· C(T) est dense dans LP 

(Théorie de la mesure) et sur le principe général suivant 

.ê..2i1 T1 , T2 , o••• Tn• une suite de transformations continues 

dans un espace de Banach E telle que 

li T, il ~ K < 00 pour chaque j ( K indépendant de j) ; 
J 

ll Tj converge pour chaque fonction f • f ~ e:
0 

sous-ensemble 

dense dans e: Q Alors il existe un opérateur linéaire T borné dans 

e: tel que T. ( f) 
J 

tend vers T { f) f dans - e: 1 

Indication de la démonstration du principe g 

L'opérateur T est défini pour f e: e: 
0 

comme limite des T.(f) $ 

J 
Le champ de convergence des T, étant linéaire (espace 

J 
peut supposer que e: est linéaire (espace vectoriel)t 

0 

Pour tout f <=: e: et pour tout j g 
0 

vectoriel)• on 

puisque les T. 
J 

sont continues et globalement bornées par K G 

nwoù en passant à la limite ~ 

Donc T admet un prolongement unique T à 1vespace tout entier et 
"'v 

T aura les mêmes propriétés que T (de linéarité et de borne K ) o 

Reste à montrer que pour tout f ,s € 

,V 

lim T.(f) = T(f) œ 
j +oo J 



Soient f ~ e: et f <E e: • f approchant f 1 
0 0 0 

T ( r) - T. ( f) = (Tr Tr ) + (Tf - T. f ) + (T.f - T. f) 
J 0 0 J 0 J 0 J 

JIT( r) - T.(f) 1\ ~ K llr - r 1\ + Il T f - T. r Il + K llr - rll 
J 0 0 J O 0 

Pour j assez grand et f suffisamment voisin de f on a 
0 
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En démontrant le théorème de Fejér dans le cas de C(T) • le théo

rème général s'en déduit immédiatement par l'application du principe 

précédentê 

Proposition : (théorème de Fejér dans C(T) ) 

Pour toute fe C(T) K ~ f ~ f uniformément n 

Preuve : 

Puisque f est continue sur un compact 9 l'expression 

p
00

(x) = sup I f(y-x) - f(y) 1 

y 
tend uniformément vers O quand x ... O, 

Considérons 1 11 express ion 11 Kn * f - f llco 

)IKn * f - rt = sup I fKn(x) [r(y-x) - f(y)J da(x) 1 
y 

,< JK (x) p (x) da(x) • n CO 

La majoration de l'intégrale du deuxième mem0,r-e, se fà.it dwune 

manière analogue à la majoration dans le cas de L1 • Et comme f (x) ~ O 
00 

quand x-+- 0, on en déduit que 

Pour achever la démonstration du théorème de Fejér, il suffit de remar

quer que g 

- C(T) est sous-espace dense dans Lp 

- fG.C(T) K ¾ f n 
- les opérateurs 

-+- f pour n + 00 

K * (.) sont bornés par n 1 • en effet 
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donc 

Il K * f 1) ~ Il f Il ~ li Kn ( • ) Il -!$ 1 , V n n p p 

Le principe général nous permet de conclure que pour toute f€ 1P on a: 

K ~ f ~ f en norme dans 1P , pour n -+ 00 
n 

Définition des noyaux classiques 

1 - Noyau de Dirichlet 

DN est un polynôme 

+N 
1 

-N 

inx 
e 

trigonométrique 

Pour toute fE:L'(T) (f(eix) ~ !00 a einx) 

Remarque 

Si 

toute 

n 
-00 

f(eix) 
+N inx 

DN * rv I a e 
-N 

n 

DN était unité approchée, on aurait 
1 f <=: L 5 ce qui équivaudrait à 

+N 
lim I 
N-+-00 -N 

a n 
einx = f (en norme dans 

f pour 

Or• ceci est inexact 9 comme on le montre par des contre-exemples clas-

siques. 

Expressions analytiques de DN 

N inx 
= 1 + 2 Re I e 

1 

-iNx 
2N inx 1 e e = e 
0 

= 

= 1 + 2 

-iNx 1 -

N 

I 
1 

e 

1 

cos n X 

1(2N+l)x 

- e 

.x 
J.-

2 

ix 

- e 

sin (2N+l)~ 

, X 
sin 2 
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Propriétés de DN 

l) J DN do = l 9 V n 

2) DN a plusieurs oscillations et au voisinage de O • DN tend 

vers 2N+l et f IDNI do> l à cause des aires négatives 

3) JinNI do /V K Log N 9 pour une constante K quand N est 

assez grand. 

2 - Noyau de Pejér 

Son expression est donnée par: 

. +N l~I inx 
KN(eix) = l (l - ..1.!:..1.) e 

-N N 

Pour obtenir l'expression analytique de KN • on pourrait dériver DN. 

Mais ici on procède autrement : 

Posons z = eix et considérons l'identité suivante 

(l+z+ooe n 2 n n+l + z ) = 1 + 2z + ,., + (n+l) z + n z + 

en multipliant par -n z 

-n( n)2 -n z l+z+ •• o+Z = z 

d'où 
2 

(n+l) Kn+l (z ) 

et l'on a finalement 

(n+l)+nz +.,,+ zn = (n+l) Kn+l(eix) 

n+l 2 

= z-n(l - z ) 
1 - z 

-n n+2 
2 2 

= (sin~n+l)x) 
sin x 

= (z - z ) 
2 

1 - z 

2 

1 
sin N ,! 

= i ( 2) 

sin X 

2 
Propriétés du noyau de Fejér 

1) IKN do= 1 (à cause de sa forme primitive) 

2) KN(eix) tend vers O uniformémeht sur (-w 9 -e) et (e 9 w) 

quand N .._.., G En effet pour I x 1 ~ e > 0 les DN sont bornés• 

Les noyaux de Fejér sont donc unité-approchée. 
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A l'aide des propriétés du noyau de Fejér, nous allons donner une 

nouvelle démonstration des théorèmes de Parseval et de Weirstrass. 

Théorèmes de Parseval et de Weirstrasso 

Remarque 

Pour les polynômes trigonométriques l'égalité de Parseval est 

une conséquence d'un calcul direct et élémentaire, Nous reprenons le 

sujet ; pour ce but il sera légitime d'utiliser l'égalité de Parseval 

pour les polynômes trigonométriques ; et le lemme ("principe général") 

sur les suites d'opérateurs dont les normes sont bornées, s'applique, 

D'abord il est question du fait que Ttf + f, pour t ~ 0 1 dans Lp. 

Cela est vrai et élément aire dans C ( T) " -Pour f e: C ( T) , il est a 

fortiori vrai que Ttf ~ f dans Lp 9 l~P<= e Donc si on sait que 

C (T) est dense dans Lp , on a Tt f • f pour chaque f -s Lp o 

( 1~ p <+c:r;,) é 

La densité de C(T) dans Lp est triviale si on définit Lp 

comme le complété de .;c(T) · pour le. norme II Ill? dans C(T) • 

Si on construit les iP pàr un autre procédé, il sera alors 

nécessaire de démontrer ce fait dàns la théorie~ 

Nouvelle démonstration du théorème de Parseval. 

Avant de donner la démonstration nous allons prouver un lemmee 

Lemme : 

Si - 1 f E. L • K un polynôme trigonométrique, alors 

la relation. K* f rvl a (K) a (f) einx est immédiate, 
n n 

Mais l'égalité se démontre par un càlcul évident : il suffit de consi-

dérer K = xn , et le résultat s'en déduit à cause de la linéarité de 

la. transformation de Fourier: 

n * f(ei:x:) Jxn(ei(x-y)) f(eiy) dcr(y) X = 9 

= J xn(ei:x:) xn(eiy) f ( e iy) do(y) • 
= xn(eix:) Jxn(eiy) f(eiy) dcr(y) • 

a ( f) n = X n c~Q.F.De 



24 

Soit K KN Fejér dwordre N et 2 = le noyau de f .s L • on a 

+N hl) in:x; 
KN ~ f = I (1 - a { f) e e 

-N N n 

KN étant unité approchée 

Lim KN * f = f (la limite est prise dans L2 ) 
N+oo 

En d'autres termes les polynômes trigonométriques sont partout denses 

dans L2 • 

De plus la relation élémentaire 

ayant pour limite , pour 9 implique 

+oo 

I 2 
1 a 1 • n 

Ce qui établit le théorème de Parsevale 

Théorème de Weirstrass : (nouvelle démonstration) 

Les polynômes trigonométriques forment un sous-espace :partout 

dense dans C(T) (fonctions continues sur le cercle) : 

Preuve 

Nous l'avons déjà établie en montrant que : 

KN .)f f --:J... f (uniformément) pour f continue. 

On peut déduire l'énoncé plus usuel: 

Toute fonction continue sur [o,1J est limite uniforme de 

polyn8mes ordinairese 

Soit f continue sur [0.1] • on peut la prolonger en une 

fonction périodique continue sur [o 9 2,r] • elle peut alors être 

considérée comme fonction continue sur le cercleê D'après le théorème 

précédent, il existe une suite 

telle que i 

{P} 
n de polynômes trigonométriques* 

l[r - Pnlloo < e: 1 pour n assez grand. 
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, inx Comme chaque exponentielle de P =La e peut être approchée 

[ J n n inx __ ~ (inx)k 
sur _0 9 1 par une somme.partielle du développement e t - k'- , 

C • 

on peut trouver une suite de polyn6mes P' de x telle que : n 

3 - Noyau dë Poisson 

Le noyau de Poisson est défini par 

(O<r<l) e 

{P} est unité approchée. En effet si on pose z = r eix. on a r o<r<l • 
00 

= 1 + 2 Rel zn 
1 

= l + 2 Re (.2....) = 1 
1-z 

P est donc positif pour tout r: O<r<l • r 

= l - lzl 2 

( 1-1 z 1 ) 
2 

D'autre part, d'après son développement en série de Fourier, 

f Pz da= l 

ix ixl P (e ) tend vers O uniformément pour r t 1 et pour Il .. e ~e:>O r 
On notera que p 

z 

Remarques : 

8 i 
4f .a. r In I e inx 
_.., n 

une fonction harmonique 

ô 2 F c}F 
signifie que - + -

ë)x2 ë)y2 

Posons F(r eix) = 

Soit 

nwest pas un polynôme trigonométriquee 

converge pour O<r<l • la somme est alors 

dans le disque (si F est cette somme, cela 

= 0) t 

+00 

I a n 
inx pour O<r<l 

Pour chaque p fixé on a 
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En effet 1 soient s et r deux nombres positifs tels que s<l et 

r<l : 

p 
r s = Pr 

et 

d'où 

* p s 
[ a "( p ) 

n rs 

F = P )E- F rs r s 

11 F 11 ~ t1 p 111 • li F n ~ 11 F 11 r s p r s p s p 

a (P * P )} n r s 

(r rs <s) 

Une fonction F à valeurs complexes est dite harmonique dans le 

disque unité si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont. On 

sait de plus que toute fonction F qui est analytique dans D est 

en même temps harmonique. 

Coefficients de Fourier-Stielges d'une mesure 

Définit ion 

Soit 

pour tout 

de [ 0 • 2 ir] 
par 

Remarque : 

µ une mesure complexe sur [o,21r] bornée (lµ(E)j<µ<~ 

E c[0,2ir]) et définie au moins pour les ensembles boréliens 

; les coefficients de Fourier-Stielges de µ sont définis 

Il existe une correspondance biunivoque entre certaines mesures 

complexes (absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue 

dcr(x) et les fonctions de L'(T) 
Pour f ~ L' {T) on fait correspondre 

dµ(x) = f dcr(x) 

qui définit bien une mesure sur les fonctions complexes, ce qu'on 

vérifie en posant pour <f> e C ( T) ~ 

f <1> dµ = J<I> f da 

Réciproquement, on montre qu'à toute mesure absolument continue par 

rapport à la mesure de Lebesgue, on fait correspondre une fonction 

dans L
1

" 



Pour de telles mesures, nous avons 

an(µ)= fx-n dµ(x) = Jx-n f dcr(x) = a { f) 
n 
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Les coefficients de Fourier-Stielges d'une mesure absolument continue 

f d~ sont exactement les coefficients de Fourier de la fonction f. 

Pour les mesures absolument continues, on a: 

a(µ) -4-0 
n n +00 

(car a ( f) --. O 
n 

d'après le théorème de Mercer) 

Mais ceci est inexact pour une mesure quelconque. ~ourle voir il 
1Xo 

suffit de prendre la mesure de Dirac à un point e arbitraire 

-inx 
0 

e fx
-n = dµ = 

donc V n et ne tend pas vers 

Pour finir, nous donnons sans démonstration le théorème de repré

sentation de F, Rietze 

Théorème i 

Toute fonctionnelle f sur C s'exprime sous la form~ 

f ( <!>) = f <!> dµ 

~ µ mesure complexe finies 

Remarque 

<!> E.. C 

Ce théorème très important établit l'équivalence entre la théorie 

de la mesure où la mesure est considérée comme fonction d'ensemble 

complètement additive (cr-additive) et la théorie de la mesure faite 

en considérant la mesure comme·fonctionneili bornée•sur l'espace 

vectoriel'des fonctions. continues. 

On a défini les coefficients de Fourier-Stieltgés dijune mesure 

par~ 

Ces coefficients ne tendent pas vers O en général. Mais si la mesure 

est absolument continue ioe• 

On a 

1 dµ = f dcr 9 f <E L 

a (µ) = a (fJ 
n n 



et le théorème suivant nous donne une réponse positive 

Théorème de Mercer: 

fil f est dans L' 5 alors an ( f) + 0 pour ln 1 ..;.. + 00 

Preuve 

Pour f dans L1 et pour n fixé 1wapplica.tion 

F f -,.. a. (f) 
n n 

est une fonctionnelle sur L1 

Pour tout n fixé F a les propriétés suivantes : n 

1 - Elle est bornée en norme par 1. (la.n(f)l~flfl!) 
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2 - Pour tout polynôme trigonométrique 

(a. (f) - 0 1 V n>d 0 (f)) e 

f , a. ( f) -+-O • n + 00 n 

n 
Donc les restrictions des F à l'espace des polynômes trigonométriques n 
tendent vers la. fonctionnelle O • 

Appliquant le principe général, on déduit que pour tout f dans 

En d'autres termes 

F ( f) ~ 0 ( f) = 0 pour n + 00 

n 

a ( f) -+- O n 
C.Q.FeD• 

Ce résultat est d'ailleurs une conséquence très simple du fait que 

L
2 

( où on a: a + 0 d'une manière évidente) est dense dans L1 • 
n 

Théorème d'unicité pour les mesures : 

Si an(µ)= O pour tout n ta.lors µ est identiquement nulle. 

Preuve i 

Il revient au même de montrer que la. fonctionnelle linéaire sur 

C(T) associée à µ est identiquement nulle (Théorème de Riesz). On 

continuera à noter cette fonctidnnelle par µ • 

L'hypothèse a (µ) = 0 pour tout 
n 

n est équivalente à µ(xn) = 0 

pour tout n • Par linéarité µ swannule sur tout polynôme trigonomé

trique. Comme P.T = C{T) , µ s'annule sur toute fonction continue. 

µ est donc identiquement nulleo 
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Théorème de Fo Riesz et de Fejér :-

.ê.i Pé P,T et si P(eix) ~ 0 sur le cercle, alors il existe Q,:;: P0T 

tel que 

La réciproque est vraie et imm~diate 

Si Q s P • T ; 1 Q 1
2 

e P 1> T et I Q 1 
2 ~ 0 ~ 

Le théorème sera corollaire de résultats plus généraux qu'on démon

trera plus tard$ 

Théorème de Herglotz 

Soit Ca) une suite finie de nombres complexes telle que pour 
- n -

toute suite (ak) finie (ak €. a:, V k) on ait : 

N 

l a j ak a j-k ?:, 0 , 
j,k=l 

Il existe alors une mesure ~~O telle que 

R
,,. • 
ec iproque : 

Pour toute mesure µ~0 9 la suite 

théorème pour toute suite (ak) finieG 

Démonstration de la réciproque g 

a ( µ) 
n 

Posons 
a =a(µ)= fe-inx dµ(x) 

n n 

on a 

vérifie la relation du 

I a . ak a. k = I Ot • ak f e-i(j-k)x dµ(x) 
J J- J 

= I a . ak f e-i(j-k)x dµ(x) 
j,k J 
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La dernière expression est bien positive puisque µ est positiveo 

Preuve du théorème direct : 

Définissons une fonctionnelle linéaire sur les polynômes trigono

métriques par : 

+N 
= I 

-N 
C n a 

-n 

Cette expression a un sens puisque la somme est finie.· Montrons que 

pour tout polynôme trigonométrique P , F( IPl 2 ) ~ 0 0 

Soit 

IPl
2 

+N 
= n: 

-N 

ou en posant 

d'où 

+N 
p = 1 

-N 
C 

n 

einx) C 
n 

n-m = r 

IPl
2 = 

cela s'écrit encore 

inx 
e 

N n: C 
-N 1ll 

e-imx) 

I 1 C C e m+r m r m 

F( IP!2) = I I 
r m 

i(n-m)x = I C C e 
n m n,m 

irx 

C C a m+r m -r 

C C a 
r m m-r 

qui est positive par hypothèse {en substituant C. par C. pour 
J J 

chaque j)t Comme tout polynôme Q~O peut se mettre sous la forme 

Q = IPl
2 

• F est alors positive sur tout polynôme trigonométrique~ o. 
On a plus généralement ~ 

F(P) ~ F(Q) si P ~ Q 

F est bornée 

Il suffit de montrer que F est bornée pour tout P réel et 

)Pl~l • car tout polynôme Q ~ valeurs complexes s'écrit 

Q = Ql + i Q2 

Q1 et Q2 sont réels et !Q11~1, jQ2 j~l si IQl~l G 



Supposons 

F(P) ~ F(l) = 

F{-P) ~ F(l) = 

a 
0 

a 
0 

t ou 
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F(P) 

Donc F(P) est borné pour IPl~l • et F est bornée comme fonction

nelle sur l'ensemble P.T $ Comme P.T = C(T) , F est prolongeable en 

une fonctionnelle sur tout C(T) • Il existe alors (théorème de Riesz) 

une mesure 

Comme 

particulier 

µ qui la représente et ~qui sera nécessairement positive. 

F($) = J $ dµ pour toute $ continue sur T , on a en 
-n pour $ = x 

= J 

On a vu qu'à toute fonction f dans 

nie par 

avec a 
n 

ine 
e 

-n 
X dµ = a (µ) • 

n 

C.Q.F.D$ 

1 1 on associait F (ei 6 ) 
r 

a n 
r ln 1 ine 

e 

défi-

Inversement, on se propose de chercher une fonction définie sur la 

frontière à partir d'une fonction donnée définie dans le disque et 

telle que l'on ait la même relation que celle de ci-dessus. 

Nouvelle définition de HP 

Soit une fonction F définie dans le disque unité D par 
00 

( 1) F(z) I n z E. D = a z • n 
ix n=o 

Posons z = r e ; on a . . 
eix) F ( e ix) 

00 

ix F(z) F(r I n = = = a r e • r n n=o 

HP sera défini comme un ensemble de fonctions analytiques dans le 

disque unité et non plus comme un ensemble de fonctions définies sur 

la frontièree Ces fonctions analytiques doivent de plus satisfaire à 

la condition suivante : 

(1) 

pour tout r<l • 

On va démontrer qu'à toute fonction de HP ainsi définie, 
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correspond d'une manière univoque une fonction de HP (définie comme 

ensemble de fonctions frontières)o 

Mais le théorème qui donne cette correspondance établit le même 

fait dans un cas plus général, à savoir celui des fonctions harmoniques 

dont les normes son~ born,es dans le même sens que (1) e On a le 

théorème suivant 

Théorème 

Soit p tel que l<p~"" et soit donnée une fonction F harmonique 

et définie dans le disque unité . . 
ex, 

ln 1 inx F(Z) = }: a r e n 
-"" 

et telle que 

li Fr llp ~ M pour O<r<l • 

Alors, il existe f dans Lp(T) telle que 

P * f = F po'\tr O <r<l • r r 

Preuve : +N 
Soit g = }: inx b e e Définissons une fonctionnelle linéaire de 

-N 
n 

la façon suivante 

( 1) g ~ (g,Fr) = J Fr g do = I a bl\ 
1ml Je(n-m)ix da(x) r m 

..,;N 
rlnl = }: a b avec O<r<l • 

n=-N n n 

Comme les F sont dans Lp , d'après un théorème énoncé précédemment, r 
elles peuvent être identifiées à des fonctionnelles sur Lq(l + l = 1) • 

p q 
et leurs normes en tant que fonctionnelles sont bornées 

(li F li = li F Il ~ M 9 0 < r < l ) • 
r p r (L q)* 

Sur PeT sous-e•pace de Lq elles s'expriment par (l)Q 

De plus pour tout polynôme trigonométrique g on a : 

+N 
ln 1 

N 
lim (g•Fr) = J.,im I a b r = I a b 0 

r~l ~l -N 
n n -N n n 

Donc les F tendent: r vers une fonctionnelle bornée sur P<)T pour 



r +- l ( en croissant) qui est définie par 

f : g 

- q 
Comme P.T = L • la fonctionnelle f se prolonge à tout 

restant bornée et pour tout g c::Lq on a : 

lim (g 9 Fr) = f(g) 
rtl 

(Principe général). 
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Donc d'après le même théorème mentionné ci-dessus 9 f est un élément 

de Lp avec 

Donc 

d'où 

ou encore 

Remarque : 

f(g) = fr g do• 

a ( f) = a n n 

a (f) , 
n 

F =P *f• r r 

C.Q.F.D. 

Pour le cas p = l la conclusion est inexacte. En effet il se 

peut que f !Frl do soit bornée sans que Fr tende vers une fonction, 

On a toutefois le théorème suivant, avec les mêmes notations qu'au 

théorème précédent : 

Théorème 

il li Fr 11
1 

~ M pour O<r<l , il existe alors une mesure com.plexe 

µ telle que 

a (µ) = a , 
n n 

ou en d'autres termes: 

P * dµ = F r r 

où Pr~ dµ(x) = f Pr(x-y) dµ(y) • 
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Preuve ~ 

Les F peuvent être identifiés à des fonctionnelles sur C(T) 

par la form:le fFr ~ da et elles sont bornées par M. (En effet L
1 

est isométrique à un sous ... espace de [c(T)]* = M(T) et !IFrl[l ~ M ). 

Diaprès le même raisonnement que précédemment, il existe une 

fonctionnelle F sur C(T) telle que : 

F(~) = lim Fr(~) • 
rt1 

Il lui correspond donc une mesure complexe 

pour ~ .s C ( T) , 

En prenant ~ = X 
-n 

Du premier théorème on déduit pour p>l la correspondance entre 

les espaces 
CO 

}: 
n=o 

a n 
inx e } (1ère définition) 

a n 
pour rtl} (2ème définition) 

En effet à chaque f on associe F =Pr* f. 

La conclusion reste vraie dans le cas où p=l d'après le théorème 

suivant i 

Théorème de F et M, Riesz ~ 

Si - µ est une mesure complexe telle que 

a(µ)= O • V n<O n 

alors µ est absolument continue (ite• l 
µ = f da• f '=- H ) • 

Remarque 

A tout l 
FE."H (2ème définition) il correspond donc l 

f e. L • 

a (f) =a(µ)= 0 pour n~O 9 f étant la fonction poids de la mesure 
n n 

µ • La correspondance dans le cas p=l est donc établie. 

Nous allons faire une série de remarques d'où découlera une 

démonstration du théorème. Mais il y a des démonstrations plus directes4 
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Soit n inx ix 
a r e = P * µ(e ) n r • Alors 

1 - Supposons que F(z) # 0 pour tout z tel que lzl<l • 
Définissons alors la fonction 

G ( z) = IF ( z) 

(il y a deux manières de définir G(z) ; mais après le choix de G(O)• 

il n'y a qu'une seule façon de la prolonger à tout le cercle). 

On a~ 

JI G 112 = f I G 1 
2 

d cr = J I F 1 d cr ~ M • r 2 r r 2 
Donc 

2 
G G H D Q ' • ..- 'd H ~ apres ce qui prece e G ---.. g pour 

2 r . 
rfl , et g est 

sa fonction frontière. Posons f = g , dire que : 

l 
F l.L+. f 

r pour 
2 

G .!!....+-g • Comme r F r n'est qu'un changement de notation du fait que 

converge faiblement vers dµ • on a dµ = f da 

continuee 

et µ est absolument 

2 - F(z) a des zéros dans le disque. 

Supposons que F(z) est de la forme F = B F1 avec 

BeH
00 

et Fl(z) ,t.·o V ZGD e 

F peut ~ncore s'écrire 

F = B ✓F l IF 

et la démonstration se fait comme auparavant. Il s'agit donc de trouver 

B et F , l e 

3 - ~ F ~ H
2 

9 la décomposition s'obtient facilement. (Mais 

ceci ne démontre pas 9 bien entendu, le théorème de F et M. Riesz). 

Soit f la fonction frontière de F et Mf le sous-espace 

simplement invariant engendré par f dans H2 
& D'après le théorème 

Beurling Mf est de la forme 

M = f B H2 

où B est une fonction sur le 
00 

cercle dans H • telle que 

lB(eix)I = 1 P•P• 

de 
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(Il lui correspond une fonction B(z) analytique dans le disque avec 

IB(z) l~l et IB(eix) 1 = 1 PePo)o 

Il existe donc g dans H2 telle que : 

f = B g 9 et g(z) # 0 partout (car g est extérieure). 

- Pour le cas où F. est dans H
1 

• la décomposition est encore possi

ble et repose sur 1uutilisation des produits de Blaschke ; mais la 

démonstration est plus difficile, Auparavant, on va faire quelques 

rappels de topologie0 

Topologie faible dans le dual d'un espace de Banach$ 

Soit B un espace de Banach et B* son dual (ensembles des 

formes linéaires continues sur B). 

On définit la norme dans B* par 

= Sup 
x#o 

1 F ( x) 1 

llxll 

Muni de cette norme B* est un espace de Banach (même si B n'est 

pas complet) o 

On dira que 

par la norme si 

X e. B n converge vers X pour la topologie induite 

pour n '° + oo 

Topologie faible 

Il y a deux types de topologie faible 

(1) Topologie faible dans B 

XÀ -+ X faiblement dans B si 

F(XÀ) -+- F{X) 

Théorème de Banach g 

Si X ..;.-X faiblement dans B alors 
n 

Ce résultat n~est pas vrai pour les suites généraliséese 

Comme espace de Banach B* a sa topologie faible à savoir 

FÀ ---1-- F faiblement dans B~ si 



( 2) Topologie * ~ B ~ 

On dit que : 

F pour la topologie* 

F(x) V xeB 
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si 

Il est plus facile d'avoir la convergende pour la topologie* que la 

convergence faible dans B * , parceque parmi les éléments de B,,..* se 

trouvent certains tels que : 

(x fixé dans B) • 

On a des résultats non triviaux sur B*. 

Théorème 

La boule unité de B)( est compacte pour la topologi·e ~ 

On dit qu'un espace de Banach B est réflexif si 

Dans ce cas la topologie faible et la topologie faible * se confon

dent dans B et dans B * • 

Décomposition de F : 
+oo 

I 
0 

a n 

Nous allons obtenir la décomposition de F sous la forme : 

F = BeG 

où B est une fonction analytique dans le disque dont la fonction 

frontière notée encore B est dans H
2 avec : 

et où G est définie et analytique sur le disque telle que 

et 

G(z) ~ 0 pour lzl<l 

Remarque ~ 

Il y a une voie classique pour enlever les zéros d'une fonction 

analytique F en partant des expres$ions de la forme 



z - z 
0 

1 - z z 
0 

où z
0 

est un zéro de F • 

Cette expression est analytique sauf pour 

,: - z OJ = l pour 
- z 

0 

En effet . . 
2 z 1· 

1: - :

0

zl 

z - z - z - z z 
0 0 0 = • = - 1 - z z 1 - z z 

1 0 0 0 - z z 
0 

Si zl est encore un zéro de F 
' 

on forrne 

dernier, 
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et 

1 z 1 = 1 • 

+ lz 1
2 - z z 

0 0 
1 = 

+ 1 z 12 - z oz 0 

la rnêrne expression avec 

Un produit de plusieurs facteurs de ce type est dit produit de 

Blaschkee 

~~and F a une infinité de zéros 1 on aura alors un produit 

infini du mêrne type dont les prdduits partiels convergent vers la 

fonction B telle que 

Dans cet exposé on procédera autrement pour avoir la décomposition. 

Mais on utilisera toujours les produits partiels sans toutefois se 

servir de leur convergence. 

Soient les •éros de F ~ on notera que 

1 zn 1 -+- 1 quand n + +oo 

(Puisque dans tout compact contenu d~ns le disque il n'existe qu'un 

nombre fini de zéros de F ). 

ce 

Soit E le produit de Blaschke partiel formé avec les zéros de n 
F 

Posons 

E n 

G = F/E n n 

G est une fonction analytique dans le disquèt n 



A partir d'un n
0 

dépendant z • 

G (z) :/: 0 
n 

et cela pour tout z 

n~n 
0 

(i.e. : à tout z 

) 0 
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il existe n tel que 
0 

Gn ( z) :/: 0 pour 

On notera que 1 G ( z) 1 n 
s'accroît pour tout z fixé. Donc si G est 

limite des G il est certain que G(z) :/: 0 pour tout z dans le 
n 

disque. On va trouver cette limite. 

1) !En(z) 1 ~ 1 et IEn(z) 1 décroît pour z fixé donc 

G = F/E a les propriétés suivantes : n n 

- 1 G ( z) 1 est croissant pour z fixé n 

- G ( z) :/: 0 pour tout n~n (n dépendant n 0 0 

2) G appartient à Hl pour tout n n 

en effet : 

f IF(rei~) I do(n) pour 
E (re 1 x) 

n 

de z ) 

est une expression croissante mais en même temps diffère très peu de 

pour r près de 1 

continûment) 

3) Comme r.;,. 1 

identifié au dual de 

note : 

J!F(reix) do(n) 

(par ce que les E -1 
n 

sont continus et, convergent 

{G } tendent dans l'ensemble des mesures n 9 r les 

CV(T) 9 vers une mesure limite unique "n et on 

G = p * v n,r ~ n 

<C ( T) étant un espace séparable, il existe { n.} e: N telle que 
J 

et 

v -+- " faiblement n. 
J 

= lim P n. :r 
J 

* \1 n. 
J 
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implique 

G(z) = lim G ( z} n. 
y-+00 J 

pour chaque z, ! r 1 <l • 

4) Donc 

! G ( z) 1 n ~ ! F ( z) 1 • G(z) 'F 0 et G ,s H 1 

De plus F = B G avec IB 1 ~ 1 il 

On peut prendre B telle que 

JB(eix) 1 = 1 

En effet si 

B telle que 

IB 1 ~ 1 9 il existe B • bornée ayant les mêmes zéros que 

et telle que 

B = B f 
1 

avec f analytique bornée sans zéro, On a alors 

·'> 

F = B1 G1 avec Gl = f G • 

Pour achever la preuve du théorème des Riesz, on remarquera que F 

peut s'écrire : 

F = (B fG) (lG) 

1G appartient à H
2 

• et à ce moment-là le reste de la démonstration 

est facile. 

Processus stochastique. 

Soit 

une suite d'éléments dans un espace de Hilbert H. Elle est dite alors 

processus stochastique$ 

On dit qu'elle est stationnaire si le produit scalaire 

(X• X)= p(m,n) m n 
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ne dépend que de (m-n) , On notera encore la valeur de ce produit 

scalaire p(m~n} e 

En d'autres termes, 

Le fait essentiel· est que 

En effet 

{X X ) ne dépend pas de p m+p • n+p • 
p est une fonction définie positive• 

les sommes sur j et k étant indépendantes• on a fihalement 

l c. ck p(j-k) = Ill c.x.!1
2 ~o. 

J J J 

D'après le théorème de Herglotz, il existe une mesure µ positive 

sur le cercle telle que 

µ est dite mesure spectrale du processus. Si de plus µ est absolument 

continue 9 µ ~ f do 9 f est dite alors la fonction spectrale du pro

cessusœ 

Soit L2
(µ) 1 9 espace de Hilbert des fonctibns de carré µ-inté

grables, le produit· scalaire étant défini par: 

Remarque ~ 

1) Il est préférable de définir. t 2 (µ) com~e complété de l'en

semble des polynômes trigonométriquesè 

2) D'autre part les éléments de L2 {µ) sont des fonctions définies 

presque partout par rapport à la mesure µ • 
L2

(µ) étant tin espace de Hilbert, on va remplacer l'espace de 

Hilbert H ci-dessus par L2
(µ) et on va trouv~r dans L2

(µ) un 

processus stationnaire équivalent dans un certain sens du processus de 

H o Soit i 

(X.) féfini ainsi est un processus stochastique qui est stationnaire, 
J 

en effet ~ 

= p(j-k) • 



De plus ~ 

X. 
J 

et Xk dans H. 

Autrement dit les deux processus sont équivalents en tout ce qui 

concerne les produits scalaires de leurs éléments. Donc pour l'analyse 

du processus de H , il convient d'étudier le processus de L2 (µ) 1 

Définitions g 

La prévision (au sens de Kolmogoroff) est l'étude de l'approxi

mation, par les polyn8mes trigonométriques dans 1 2 (µ) (approximation 

pondérée par µ )o 

Le passé du processus est le sous-e~pace de H engendré par les 

éléments x_1 , x_2 , ••• 

Le futur est le sous-espace engendré par x
1

, x2 , ••• 

Notions de Probabilité g 

Soit X un nombre qui doit être déterminé par des expériences$ 

Ce nombre ne peut pas être connu exactement. Puisqu'il n'existe pas 

de nombre exact définissant X 9 on remplace X par la famille de 

ses va.leurs et on appelle alors X "variable aléatoire". 

Dqune manière plus abstraite· on pose Q comme étant l'ensemble 

de toutes les possibilités ou épreuves (w dénotant une épreuve)o 

Cet ensemble Q est muni dwune structure d'espace mesuréo La 

mesure µ sur Q (liée· à sa structure) donne la probabilité pour 

que X jouisse d'une certaine propriété• c'est-à-dire la mesure du 

sous-ensemble de Q constitué par les épreuves w telles que X(w) 

(variable aléatoire) jouisse de la propriété donnée, 

µ est une mesure positive et de masse l <J dµ = 1) une variable 

aléatoire devient alors une fonction mesurable sur ne 

Exemples : 

l) La probabilité de l'événement i "lxl~6" est la. mesure de 

{w • we:,Q tel que~ IX(w)I ~ 6} 

2) Sur Q on peut considérer plusieurs variables aléatoires 

X1 , x2 ,ooe; et on pourra parler de 

et ceci voudra dire 

mes {w , w edl 

p 
\1 

tel que 

1 
= -rr 

1 
= -rr 
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Définition ~ 

On dit que deux variables aléatoires X et Y définies sur le même 

espace n sont indépendantes si ~ 

e: et e:' étant deux ensembles mesurables de nombres complexes• les 

deux ensembles g 

e:X = {w ; X(w) ~ e: } 

e:y = { w , Y ( w) e e:' } 

jouissent de la propriété 

µ(e:x()e:y) = µ(e:x> }l{e:y) 

Définissons L
2

(µ) comme l'ensemble des fonctions µ-mesurables 

définies sur n de carré intégrable. Il est donc licite de dire 

qu'une variable aléatoire appartient à L2 (µ) e 

Soit 

dite espérance 

est la variance 

On appelle 

La corrélation 

si X :f: y 0 Si 

a= fx dµ , 

de X 0 X - a est dite variable centrée et \lX - al!: 

de X " 
corrélat ion de X et Y l'expression 

est 1 

X et 

1 
llxn;nvtt; 

si X = 
y sont 

IX y dµ 

Y P•Po , et de module inférieur à 1 

indépendantes, leur corrélation est O • 

La réciproque niest pas vraiee 

La corrélation nulle est différente de l'indépendance car 1windé

pendance dépend des valeurs de X et Y en chaque point, alors que 

la corrélation ne swexpri~e que par le produit scalaire, dqnc ctest une 

propriété liée à la structure dvespace de Hilberto Les corrélations 

sont donc conservées par l'isomorphisme entre H = L2 (n) et L2 (µ) 

défini précédemment, ce qui n'est pas le cas pour les relations d'in

dépendanceso 
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Introduction 

Soient X 19 X 2 ,ooc 9 X 
- - -n 

lisêesa Le problème ·statistique consiste .. l donner ia meilleure yaleur 

possible à X connaissant ces résultats •. En termes mathématiques, ceci 
0 

s'exprime par le choix d'une variable aléatoire X (w) , étant données 
0 

les variables x_1 (w), x_2 (w) •~• 

Définition g 

La fonction de répartition d'une variable réelle X= X(w) est la 

fonction de lR dans [0,1] , 

ayant les propriétés suivantes 

1) F est une fohction croissante de À 

Si cf> est une "bonne fonction" (continue sur IR et s'annulant en 

dehors diun compact) alors g 

J Q cf> ( X ((Il)) d µ ( w) = I:: cf> {À) dF (À) 

La première intégrlle est prise au sens de Lebesgue 9 tandis que la 

seconde est prise au sens de Riemann-Stielgès, 

Certaines propriétés importantes s'expriment par des conditions sur 

la fonction de répartition 1 par exemple le fait qu'une variable est 

gaussienned Mais de telles propriétés ne peuvent être exprimées en 

général dans la strùcture de L2 qui est un espace de Hilbert 9 c'est-
µ 

à-dire par le produit scalaire, 

On va aborder une théorie qui utilise seulement les produits sca

laires0 On n'aura donc pas besoin des propriétés plus fines qui sont 

liées à la nature de la fonction de répartition (ou d'autres propriétés) 

et qui ne sont pas induites par la. structuré à,~espace de Hilbert. 

Prévision dwun processus (X) 
n 

On suppose le processus .stationnaire dans ce sens 

Premier problème 



Ce problème consiste à définir une variable al,atoire Y 

y = 1 
j<o 

a.. X. 
J J 

(somme finie) 

telle que X 
0 

- y soit petit dans un certain sens (dans le sens de 

Il ou li Il 1 ou Il ~
2 

etc, •• ). Mais en général on considère le 

sens qui correspond à 

cherchera dans quelle 

Il 112 • ce qu'on fera. ici 9 c'est-à-dire qu 9 on 

condition l'expression 

11x - r 0 • 
J<O 

(1) 

est petiteo 

La borne inférieure de (1) donne la variance de la meilleure appro-

ximation de X 
0 

par les éléments du passée On obtient alors l'erreur 

sur la prévision de X œ 
0 

Le cas dégénéré est quand la prévision est parfaite, car alors 

on peut approcher 

c8té ce cas, 

X 
0 

d'aussi près que l'on veut. Nous laisserons de 

D 0 après 1°équiva.lence établie entre les processus stationnaires 

d'un espace de Hilbert (ici L2 ) et L2 
(v étant la mesure associée µ V 

à la fonction définie positive p(j-k) 1 on a 

donc g 

inf!lx 
0 

r1x -0 

inf 
a.1•a-2,oé~ 

où n est variableo 

= 

a 
·-n 

- a -n 
dv(X) 

En passant au complexe conjugué ( c'e qui ne change pas la valeur, 

de l'intégrale) on a à i!'valuer 

t(v) = inf f 11 + a 1X + a 2x2 
+ eoœ 

a.1 • a.2 , o o s an 

Cette quantité dépend uniquement de v o 

2 
a Xn I dv (X) o 

n 



Remarques g 

1) si dv = da (da g mesure de Haar) alors 

T(V) = _l 

En effet dwaprès l'inégalité de Bessel on a: 
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et pour a 1 = a 2 = ee• an= 0 l'in~ est atteint et vaut le 

(l) 

Il nijest pas vrai en général que la borne inf. soit atteinte même pour 

une infinité des an o 

2) ,(v) est évidemment une fonction monotone de v e 

Donc E!J dv),:, e: da avec e>O (où w~e I w. partie absolument continue 

de v) on a g 

Il niest pas vrai que l'inf0 est atteint pour les 

il est certainement positifQ 

a. tous nuls mais 
J. 

3) Supposons dv absolument continuée c'est-à-dire 

d\l = w da 

1 avec W<!;;L il w~O PoPo et supposons de plus 

On va alors trouver une évaluation de ,(v) 
un sous-espace s implemènt invariant ~f o 

Diaprès le théorème de Beurling i 

avec E analytique et 

'1't. = E~H2 
f 

Définition 
2 

ge:H est dite extérieure si 

E est dite intérieure si E e H 
00 

w = 1f12 
, f e H

2 
e 

2 
o Comme f e H • f 

Puisque '.:>11:.f = E H
2 

, il existe 

et 
2 geH tel que 

f = Eog 

engendre 

On a vu ·dans ce cas que '.)l'c,,g = H2 donc g est extérieure~ Puisque 

1 E 1 = l pop o , on a. 



ou 

donc 

Puisque 2 
g G" H on. a 

+oo 
g-=b+}: 

1 

= inf 

= inf 

f 11 + alx +, •• +· 

JI (l+P)sl
2 

do 

Il {l+P)gf 2 0 

L 

b Xn • et n , Jg do= br/: 0 , 

puisque g est e~tlrieureo 

b - g 

= b + albx + O•e 

2 = -b 1x - b 2x oee 

n 
+ a X g n 

2 <=H 
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On peut choisir le polynôme P analytique et de valeur moyenne 

= O t~l que· Pg soit ·très proche de b - g : 

Mais d'a.près·l.'inégalité"de Bessel~ 

donc 

d'où 

·dv) =·infll(l+P)gl/2 2 = lbl
2 

• 
L 

Finalement le problème consiste à chercher les fonctions w qui 

s'écrivent 

avec 
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dont on déterminera la fonction extérieure correspondan~ec 

Théorème de SzegO ~ 

Soit weL
1 ; w~O; - et ·s·oit 

'n = inrf 11 (n fixé) 

alors 

,r( w) lim Jtog w do si f1og w> ..,co = T = e 
n-++co· n 

= 0 si f1og w = -co e 

Remarique g 

1) Si w = 0 sur un ensemble de mesure positive alors 

est divergente et ,(w) = 0 

f1og w 

2) Même si w>O Log w peut être assez petit pour que l'intégrale 

divergeo 

Av~nt de démontrer le théorème de Szegë, on démontre le théorème 

suivant : 

Théorème de Kolmogoroff g 

Soit µ une -m·e-sure· non ·absolument continue -
dµ = w do+ dµ ' s 

alors 

Ce théorème montre donc que la 
,. 0 0 

prevision d'un processus dans un 

de Hilbert L2 (ou µ est arbitraire) est la même que dans un 
L2 

µ 
{ou w est la partie absolument continue de µ ) C Or dans 

w 

es~ace 

espace 

de tels 

espaces le théorème de Szegë va nous donner directement le résultat e 

Preuve g 

type 

(P 

Supposons ,(µ) > 0 

Soit S la fêrmeture dans 
µ 

t 2 de liensemble des polyn8mes du µ 

N 
l+P où P = I an xn 9 N variable, 

,. 0 ,. 1. l A t O ,.t 0 

designera desormais un po yn·ome rigonome rique de ce type). 

Lwensemble {l+P} est convexe, donc sa fermeture S 1@est aussi. 
µ 

D0 après les propriétés des espaces de Hilbert 9 il existe un élément 
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dans S~ dont la norme est minimaleo Soit l+H cet élément (H est 

défini comme la différence de liélément minimal et del). 

On a g 

l+H - P e S , pour chaque P et par conséquent : µ 

(À complexe arbitraire) 

donc 

l+H est orthogonale à chaque P. 

En part'iculier 

ment de S , pour 
µ 

l+H est orthogonal à xn(l+H} 1 qui est un élé-

n=l 9 2;oea 

On en d~uit g 

(1) Ji1+Hl
2 

x-n dµ = o 

et en passant au complexe conjugué : 

De m~me l+H étant orthogonal à xn pour n=l 1 2•o6•t on a 

(3) J(l+H) X-n dµ = 0 n=l 9 2 1 oeo 

On remarquera qu'en général l+H n'est pas une série de Fourier. 

Diaprès 1iunicité des transformées de Fourier-Stielgés on déduit 

de• l) et :2) que ~ 

K est constante et telle que K = t(µ) , donc positive par hypothèseo 

On a de plus g 

jl+Hl 2 dµ = jl+HI~ w do+ jl+Hj 2 dµ = K do 
s 

Ce qui implique que ll+Hl 2 dµ est absolument continue$ Comme dµ s s 
est une mesure singulière cela n'est possible que si 

ll+Hi
2 = 0 P~Po par rapport à dµ o 

s 
rv 

On désigne par l+H 1• fonc~ion dans qui est égale p~po (par 

r~pport do) à l+H o 

On a g 

De 3) 

n=l 9 2 9 .ot 
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,V 

En passant au complexe conjugué on déduit que (l+H)w est analytique. 
:;,;, 1 -;;:; 2 2 

On notera que (l+H)w e.Lw puisque 1 (l+H) 1 G L {en effet 
w ;;:; 1 

;:;; 1 
(l+H)weL 

w 
et on applique l'inégalité de Schwartz). Donc (l+H)w ëH e 

K - ~ l+H 

' K 1 K 2 Dijautre part, comme K :!, O • w = 2 eL et --:::-eL 
(l+H) l+H 

;;:; 1 
= (l+H) w E- H 9 donc 

K 2 
- e.H • ~ l+H 

C · ; ·. L2 1 bl S ons1derons maintenant, dans I e sous-ensem e w w 

• mais 

obtenu 

par fermeture de liensemble des polynômes du type l+P (la fermeture 

est prise dans la topologie de 2 ) ; ; s L • Comme precedemment 1 est w w 
un convexe fermé. Il existe donc un élément l+H' minimal pour la 

norme de L2 satisfaisant aux mêmes relations d'orthogonalité que 
w2 

l+H dans L m µ 

Proposition 

Preuve i 

car 

,V 

puisque Hw = lim P , li= 
n 

remarquant que liintégrale 

= 111+Îil1
2 

2 
L 

w 

lim P~ , (l+H) 1 xn V n 

est la même par rapport à 

dans L2 et en µ t 

dµ • l+H' est 

1 8 élément minimal de 1 2 
µ 

• Le minimum de l'expression ci-dessus est 

atteint pour À=l par définition 

D 8 où, d'une manière évident~ 

li H-H 11
2 

2 = 0 
1· 

w 

de H' • mais également pour À=Q • 

~ donc Hv = H dans L2 
w 

• En d'autres termes H' = li sauf sur des 

ensembles sur lesquels w=O et les ensembles de mesure de Lebesgue 

nulle. 

Donc -r{w) = f jl+Hw 1
2 

w dcr = J11+H!
2

·w dcr = ,(µ) • 

Ce qui démontre le théorème de Kolmogoroff. 

La même suite (l+P ) 
n. 2 

que l'on se place dans L 
w 

donne à la limite 

ou dans L2 • µ 

l+H' ou l+H suivant 
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Lemme le 

Si 2 
f e H est telle que f est extérieure 

Preuve 

On a 

avec 

Il suffit de montrer que E = cte. Il existe un élément 

f = E g 

on a 

donc 
-1 g f = E 

Comme 2 -1 2 - 1 
gsH I f <2.H ~ E<::H o 

Comme aussi EeH 
00 

Lemme 2. 

on a te 
E = C 0 

Si f et g sont extérieurs et 
î'ë 

a = C • 

Preuve 

Puisque 1 ri = 1 g 1 

f = ag o 

g extérieure ~ 

Donc 

a.P g = 
n 

p g 
n 

p f 
n 

1 ri = 1 gl 

2 
geH tel que 

Comme P f 6 H
2 

n 
2 et lim P f = aeH 0 D'autre part en utilisant n 

le fàit que f est extérieure et 

g = a r 

le même argument montre que ëi" e H
2 

, Donc 

te a = C , 
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3ème Problème de la prévision 

Faisons tout d'abord quelques rappels sur les fonctions conjuguées. 

Soit 

a 
n 

inx 
e (série quelconque) 

On lui associe la série conjuguée définie par : 

+oo 
S ~ 1 -i sign(n) 

où 

sign(n) - { ~ 
- -1 

si n>O 

si n=O 

si n<O 

~ s + i s est de type analytique• 
,V 

Si s et s sont des séries 

de Fourier d'une fonction de Hl • 
Lp ~ Si s est de classe • s 

l<p<oo (Théorème de M, Riesz). 

Pour le èas p=2 le résultat est 
11 ~ Si s est de classe t, s 

1P pour chaque p<l • (En général 

n'a. pas de série de Fourier). 

'-'-' 
de Fourier, s + i s 

est aussi de classe 

immédiat. 

peut être définie et 

une fonction de 1P 

est 

1P 

sera. 

pour 

En fait pour des polynômes trigonométriques réels, on a. 

JlslPdcr~Kp f 1s1 do (p<l) 1\ 

une série 

pour 

de classe 

p<l 

De cette inégalité on déduit que si s est une suite de polyn6mes 
n 

trigonométriques réels et si 

s ~ f dans n 

a.lors 

converge dans 
N 

lim S n 

Lemme : 

,.., 
sert à définir f. 

Soit 

= K = inf J11+pl2 
dµ ; 

p 

N 
p = 1 

1 

11 • 

n 
a. X n 

(p<l) , et 



Si K>O alors f = 

Preuve : 

K 

l+H 
est extérieure, 

Etant donné w>O , on a vu que 

53 

w = K {dµ = W da + d JJ ) • 
s 

Comme 

(si 

donc 

1 K 2 
WE.L , l+He:L e 

K=O , K = J l l+H 1
2 

dµ = 0 <-,,. 
D'autre part on a établi que 

( l+H) w e n2 

K 
ï+1i = (l+H)w <S:H2 

1 . ù -1 Ll I suffit de montrer dans le cas o w e 

(l+H)K- 1
e. H2 • Si par exemple nous supposons 

implique 

(l+P ) ~ (l+H) dans L2
µ n 

(l+P) -+- (l+H) dans L2 
n 

2 2 comme (l+P ) e H , (l+H) e; H , n 

que l'inverse 

w~&>O , alors 

Mais en général la convergence dans L2~ n'entraîne pas la convergence 

dans L
2 

, On procède alors autrement pour démontrer que i!n est 

extérieuret 

Considérons l'égalité 

(l+P )f = (l+P )(l+H)w ~ 
n n 

On sait que (l+P )lw -+-- (l+H)/w dans L2 • n 
~a convergence n'est pas changée dans L2 quand on remplace w par 

une fonction de même module. Or ; 

donc 

.Ltl = 1w 
1K 



ou 

comme 

( l+P ).L ....:i,
n r'K 

(l+H).L 
1K 

(l+P )f -+- (l+H)f 
n 

(l+H)f = K , 

dans L2 

il existe une constante ~ 0 

En d ' au t r es t e rm e s • J'IGf = H 
2 

dans la fermeture des {(l+P )f} • n 
et f est extérieure • donc sa valeur 

moyenne 

De plus, 

cr est nécessairement~ 0 • 
0 

comme on a ~ w = jrj 2 
• 

inf Ji1+Pl
2 

jfj
2 

da= la
0
12 

> 0 e 

(calcul déjà fait) 

On a donc établi le résultat suivant 

où 2 f e H et pouvant être prise extérieure. 

Si f est extérieure de valeur moyenne ~o • alors 

Démonstration du théorème de SzegO 

Soit w 

On définit 

donné. On suppose que Log w '= L1 , Soit 

Log 

+co 

1 
1 

n 
a X n 

n 
a X n 

quand cette expression a un sens (par exemple si Log w appartient à 
L2) 

On aura. ainsi 

g + g = 2 Re g = Log w 

(Log w étant réel, on a an = a ) • -n 
Comme Log WE:L1 , Log w.aLP • pour tout p<l et on a 



Donc 

dans 

g est dans 

L2 o 

l( .-.. ) 
~ Log w + 1 Log w • 

( ) les12 p<l ; de plus = 
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w • donc est 

Le point essentiel du théorème de Szegë est de montrer que eg est 

analytique extérieure, et que 

!Jeg do!
2 a 

0 = e 

En effet, dans ce cas on aura 

e 

= e 
a 

0 /log w dcr 
= e ' 

Cela achèvera la démonstration, sauf pour le cas facile où log w 

n'est pas sommableo 

La démonstration se fait en plusieurs étapes suivant la nature de g e 

1°) On suppose g = (u + iv) bornée (par exemple si 

est un polynôme trigonométrique)o 

l u = - Log w 2 

On a 

où 
n CO 

g e H pour tout n • 

n 
L 
n! 

La série est uniformément convergente. car l'ensemble des valeurs g 

Hco ~ eg est une partie compacte du plant Comme est ferme est analy-

tiqueG 

Le même argument s w applique à e-g • on a donc e±ge:. H= , eg est 

donc extérieureo 

On a de plus 

f eg do= efg do 

qui s'obtient facilement du développement de l'exponentielle. 

2°) On suppose llult
0 

< co 

borné)e 

I'-' 

(v = u ntest pas nécessairement 

Soit une suite (un) définie par 

où K est le noyau de Féjer d'ordre n • 
n 

u sont des polynômes trig·onométriq.ues· qui app,:roch·ent-· u n 
et vérîfient : 

dans 



Il existe donc une sous-suite u tendant vers u n. 
1 

en restant uniformément bornée •. (Il est connu que 

mais nous arrivons sans ce résultat raffiné,) 

Remarquons que li un H
00 
~ li u Il.» pour tout n • 

Comme 

V 
n 

= K 
n 

"'-' * V = (K ~ v) n 
~ U = V 

presque partout 

il existe également une sous-suite de la sous-suite sur laquelle V n 
tend vers r PoP1 Donc pour une certaine sous-suite d'entiers on a : 

e 

Comme 

u n. 
J 

+ iv 

u 
le n 

n. 
J u+iv 

e 

u 
e 

le théorème de la convergence dominée donne 

l) e 

et 
u 

2) f e 
u +iv 

n n 00 

Mais e e: H 

u + iv n. n. 
J J 

+ iv n. n . 
J J 

(diaprès 

u+iv 
e dans 

do ~ f eu+iv do 

1 0) • donc eg <S 

• 

Hl • et enfin eg Ê 

De plus, la propriété de la moyenne est encore vérifiéet En effet 

d'après le 1°) et la 2ème assertion du théorème de la convergence 

dominée on a g 

J 
u+iv d e cr= lim 

U • ,+CO 

J 

u +v n. n. 
1 1 

J(u +v ) do n. n. 
do =lime J J 

= e J(u+iv) do 

00 

H 

Les mêmes arguments, appliqués à -g , montrent que e-g E H
00 

d'où 

eg est extérieure. 

3°) Cas où u est non bornée. 

On définit une suite u' de la manière suivante n 

u' = n 

si 

si 

si 

u > n 

u < -n 

• 



Soit 

On pose 

u' do Q n 

u = n 
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u' + a 0 n n 

1 u = 2 Log w est sommable et u• ~ u dans L1 
e Sans restreindre n 

la généralité, on peut supposer 

fu 
1 

0 = - Log w = • 2 

ceci implique que a -+- 0 et u ....-
n n 

u 

On peut extraire une sous-suite d'entiers n. 
J 

telle que 

Comme 

on a 

Appliquant 

Comme u 
n. 

J 

u + iv n. n. 
e J J 

u U+!l u+l n 
~ 

n 
~ n~n e e e pour 

0 

u + iv 2 n. n. 2(u+l) 
les - e J JI ~ 4 e pour 

le théorème de la convergence dominée, on 

jleg - e 

u +iv 2 n. n. 
J JI do ~ 0 pour 

est borné pour tout n. , d'après 2°. on 
J 

u +iv 

e 
n. n. 

2 J Je H 

n~n 
0 

a . . 
n. • 00 

J 

a g 

• 

Ce qui implique que eg ë H
2 

o 

La formule de la moyenne /g do 
e est encore vérifiée• 

car u +iv n. n. 
2 eg =lime J J dans L • 

Reste à montrer que eg est extérieur, où encore que la fonction 

constante 1 peut être approchée dans H2 par des fonctions 

eg(b + b 1x+~oQ+ b xn)c Par un calcul analogue à celui qui vient d'être o n 
fait, on trouve que 

(u+iv)-i(u +iv) 
e n n ~ 1 dans L 2 



-i(u +iv) 
n n 

quand n +eo I au moins sur la sous-suite n. • Or e 
m J 

appartient à H • et sera la limite (pour n fixé) d'une suite de 

PoTQ analytique Qk • la convergence ayant lieu presque partout tandis 

que les Q. restent uniformément bornés. Donc 
J. 

dans 

et par conséquent, la fermeture des fonctions comprend 

e 
(u+iv)-i(u +iv) 

n n pour chaque n ' donc aussi là i'onct ion 1 o 

La. démonstration du. théor~me de Szegë est complète, en ce qui 
1 eQn.e.e--rne l:es w t e:l.l.es que Log w e L ,, 

9 pour e>O an & d'après ce qui précède 

e/Log(w+e) do= i;f J11+Pl2 (w+e) do 

(~ar J 1 Log{w+e) do> -m }o 
Comme Log{w+e) -,ii.. Log·w ·~en décro-issaJit, pour e +- 0 le théorème 

d-e ia eonire-r-genc-e ·monotone do.nn-1! ~ 

Donc 

Or 

On en déduit 

e/Log{w+E) do __,... e/Log w do = 0 • 

Lim 
e+o 

Mais comme - T(w) :J!l. 0, on a finalem-e--nt 

T(w) -= 0 , 

le résultat qu'on cherchaito 
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- Voici des corollaires du thêor~me de Szegëo 

Théorème 

Si 1 
f <=- H et alors 

Remarque 

ll contient comme cas particu~ier le théorème dé•ontré au début 

Il f É H2 et f i 0 ➔ f 'f 0 P&Po fi 

En·effet si f.s H2 et si f=O ·sur E de mesure de 

tive 11 aiors <, f Log If~- da -=· _,oo • 0 

Preuve· du ·t·héorème g 

On peut toujours supposer da =·a 
0 

'f 0 quitte 

par une puissance convenable de x o 

J11+Pl
2 1t1 da= Ji(l+2P+P

2 )tl da avec 

2 · 1 ( 1+2P+P · )f e: H o Donc 

Le théorème de Szegë donne 

qui implique 

Théorème ~ 

1 a 1 
0 

> 0 

la 1 >o. 
0 

Lebesgue posi-

à diviser f 

Tout 

sont d~ns 

pettt s v êcri.r.e· sous la forme f = gh où g et h -
Preuve g 

Posons 

,O.ri a donc _g 

lgf·=·jhl PoP• 

w = 1 f I qui est >0 p. p. d'après le théorème précédent o 

.et d' .. a.près ce qui précède 



On définit h par 

f = Soh t Donc lsl = lhl P•P• ; 

reste à montrer que hé H2 • 

Il suffit de montrer que h €- H1 puisque 

lh 1 = 1w et 
1 we: L 
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Comme g est extérieure, il existe une suite Qn de polynômes tri

gonométriques telle que 

On a 

Mais 

Q g. h -+ h dans L 1 • n 

(Q g)h = Q (goh) n n 
l =Q fe:H 1 n 

Comme H1 est fermé, h € H1 • 

Remarque g 

L'analogue de ce théorème pour deux variables est essentiellement 

faux. 

On va maintenant donner une démonstration plus simple du théorème 

de F. et M. Riesz, 

Théorème de F,.. et M~Riesz . . 
+co 

inx 
Si dµ /V 1 a e n alors dµ est absolument continue. -

Preuve ~ 

Soit g 

0 

dµ = f do+ du 
s 

Montrons d'abord que f e H1 , 

on définit g 

une mesure positive qui vérifie 

dv = <P du avec 

et 1 <1> 1 = l PœPe/JJ 

avec l 
f e. L • 

<P E:. 
L2 

µ 
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d'après l'hypothèse on a . . 
Jxn ~ dv = 0 pour n=l,2,, • • • 

Jxn 
N 

(l+P)~ dv = 0 (P = 1 a xn) n=1•2•••• • 
1 n 

comme 

l+H = lim (l+P) dans L2 
n µ t 

on a 

pour n=l,2,, •• • 

Donc 

(l+H)~ dv = (l+H) dµ 

est analytiqueo 

Mais l+H = O P•P• par rapport à 

implique : 

dµ 
s 

(théorème de Kolmogoroff) 

On va montrer que 

En effet 

(l+H)f E H1 
• 

1 
f <=- H • 

et 

Donc 

Mais 

ll+Hl
2w = K > O où w = 1:rl 

l1+HI lfl = I_LI e L
2 

l+H 

(l+H)f E. H2 

(résultat général), donc 

Cela prouve que f da est analytique. Comme dµ est analytique par 

hypothèse l'est aussi. 

Pour terminer il suffit de montrer le ~as particulier suivant du 

théorème 

Si dµ est singulière et analytique, elle est nulle, 
s 

En effet : 



lim J(l+Pn) dµ = s n 

Or 

Jxn dµs = 0 

par hypothèse, donc . . 
f 1 dµ = s 

comme 

x- 1 (l+H) = 0 

0 ~ Jx-1 dµ + lim 
s 

J(l+H) dµs = 0 • 

pour 

a = O 
0 

n=1,2,,."• 

• 

p,p,/dµ , on a 
s 

I -1 X P dµ • n s 
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Le second terme de droite est nul d'après l'hy~othèse et le fait que 

a
0 

= O ; d'où 

a = 0 
1 

et d'après le même procédé on aura 

a = 2 

Donc dµs = O d'après l'unicité des transformées de Fourier-Stieljes. 

Théorème de Beurling. 

Pour que f dans H2 soit extérieure il faut et il suffit que 

f 1ogjfl 

Posons 

fonction eg 

w = lf\
2 

e si f est extérieure 1 elle coïncide avec la 

de la démonstration du théorème de Szegë, d'où le résul-

tat. Réciproquement, si f vérifie ces conditions alors on obtient, 

par le théorème de Szegë• dans la notation usuelle, 

inf Ji (1+P)fl
2 

dcr = où 

d'où on déduit que 

est extérieure. 

Théorème de Fejér•Riesze 

contient des constantes non nulles, donc 

fil P est un polynôme trigonométrique tel que 

alors 

f 



ll Q est un polynôme trigonométrique, 

On a 

Preuve 

Soit 

+N 
p = I 

-N 

n 
a X n 

et 

et 
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Par des réflexions élémentaires, ou encore par le théorème général 

dans H2 
• 

donc 

'-ou 

1 Log P é: L • 

Appliquant le théorème de Szegë, on a 

est extérieure et de la forme 

Q = 1/K 
l+H = (l+H) P/ /K • 

La démonstration du théorème sera achevée si on montre que les coef

ficients de Fourier de ~ d'ordre supérieur à N sont nuls, 

Pour cela, soit : 

r.;K I -N-1 J ( -) -N-1 . t~ Q X dcr = l+H PX dcr 

I( -1 -n) -N-1 = lim.de quantité de la forme l+a 1x +,.+anx Px dcr 

Il en est de même si nous remplaçons -N-1 par -N-2, -N-3, et ainsi 

de suite, 

Donc 

-n X dcr = 0 pour n>N t 

et Q est un polynômea 
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Deuxième problème de la prévision 

On se propose de chercher le minimum de la norme de l+P dans 

L
2 

• mais ici P parcourra l'ensemble des polynômes de la forme : µ 

+N 
p = 1 

-N 

n 
a X n 

(N variable) 1 avec 

Soit 

On a alors : 

Théorème de Kolmogoroff. 

p(µ) = 1 où dµ = w da+dµ 

et 

p ( µ ) = 0 ~ ~ J ¾ da = -co , 

Lemme : 

Soit w ~ 0 et 1 
w <& L • Alors 

-1 1 
w e L • 

Preuve : 

Supposons w- 1 
E 1

1 • Soit f G L
2 

" On a w 

l1rllL1 = f lrl dcr = J!r ✓wl ~ dcr 

s 

~ llrl/ 2 oll Ln 2 (inégalité de Schwartz) 
L v'W L 

Donc 

w 1/ 
~ flrllL2 (Jw-1 dcr) 2 < +co • 

w 

Supposons maintenant L 
2 

C L 1 
1 

w 

a = 0 o 
0 

On a nécessairement w>O 

1 2 • alors k 2w = h parcourt w • 

PoPo Soit k l'élément générique de 

L1 tout entier, ou encore fiï est 

l'élément générique de L
2 

• 



Par hypothèse 

donc 

ce qui implique 

ou encore 

1 

rw 

1 
e. L a 

-1 1 
W E 1 

Preuve du théorèmee 

Soit 

l+H 

On suppose p(µ) > O • 

l+H = lim(l+P) dans 
n 

est orthogonal à tout 

1~ • l'élément minimal de (l+Pn} • 

P dans 1 2 (démonstration analogue à n µ 
celle du premier problème). 

En particulier (l+H) _L xn V n :fi. 0 

J (l+H)xn dµ = 0 Vn;. o, 

D'après l'unicité des transformées de Fourier-Stieljes, on a 

(l+H) dµ = K da • K > 0 • 

Or dµ = w da+ dµ , ce qui implique 
s 

et 

Alors 

p{µ) = I(l+H)
2 

Donc -1 
W 6 11 et 

Puisque 

il s'ensuit que 

et donc 

(l+H) = 0 P•P• pour dµ 
s 

dµ 

12 
w 

= 
C 

l+H = K > 0 
w 

= K w da< oo • 2 J -1 

l+H = lim(l+P) dans 1 2 
n w 

l+H = lim(l+P) dans L1 
n 



Or 

K J(l+H) do= K lim J1+Pn do= 
n 

p(µ) = K
2 Jw-1 

do. 

En rapprochant ces deux expressions• 

p(µ) = K = f 
w- 1 do 

1 
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K • 

Reste à montrer la deuxième assertion du théorème. On a déjà montré 

que : 

p(µ) > 0 

Inversement on va prouver 

En effet 

et 

posant 

Donc 

Finalement on a 

ce qui équivaut à 

-1 
1

1 w € 

p(µ) ?- ô > 0 , 

-1 1 
w E L • 

(en appliquant le lemme et en 

Cela achève la démonstration du théorème. 
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Troisième problème de la Prévision g 

Angles de deux sous-espaces vectoriels fermés dans un espace de 

Hilbert. 

Soient M et N ces deux sous-espaces. On s'intéresse à la 

quantité : 

p(M,N) = Sup l(f,g)I 

pour f ~ M • g EN ; Il f Il ~l • il g n ~ 1 0 

Supposons g 

M(lN :/: {O} 

Par normalisation, l'élément commun peut-être pris de norme égale 

à L. Dans ce cas 

p ( M , N ) = 1 ( f= g et U f Il= 1 ) $ 

Dans le cas général on a 

Sup 1 ( f • g) 1 ~ Sup ( Il f Il, Il g Il) ~ 1 

Définition g 

On dit que M et N font un angle positif si 

p(M 9 N) < 1 

Le problème est de savoir si dans 1 2 le passé et le futur font un 
JJ 

angle positife 

Pour cela on définit deux sous-espaces de et s:' m par 

'JI = fermeture de {jfn a{'j} n 

Cj' = fermeture de [ .l af'j} m 
J ~m 

Dans ce qui suit• on s'intéressera aux sous-espaces q
0 

et '3i'1 et 

on étudiera le comportement de p = p(~
0

,1:F
1

) • 

On définit l'opérateur T par 

Théorème g 

T( l 
finie 

n 
a X n 

Pour que p<l il faut et il suffit que T soit bornée dans 



Remarque ~ 

En fait, ce n'est pas seulement un théorème sur 

eapace de Hilbert ~out à fait général, 

Preuve i 

On raisonnera par lijabsurde i 

68 

L2 mais sur un 
µ 

Si p=l alors T est non bornéeo p=l implique l'existence de f 

dans ~o et de g dans ~l telles que 

li f Il = Il g Il = l 

et l(r,s)I très près de lé 

On peut d'ailleurs les prendre comme polynômes trigpnométriques 

de norme= l o De plus, on peut prendre (f,g) rêel 1 quitte à le mul

tiplier par une constante complexe convenable. 

Posons ~ 

h = f-g i 

c'est un polynôme trigonomét~iqueo 

~ 2E (puisque (f 9 g) réel très près de 1). 

Mais 

g = - Th • Il gll = li Th li = 1 et tl h Il < ê: V 

implique que T est non bornéeo 

Si T non bornée alors p=l • 
Soit h un polynôme trigonométrique tel que 

\lhil ~ E et li Th li = 1 

On peut poser 

h = f-g . f E ff et g G ~l ' 0 • 
alors 

g = - Th o 

Comme 

et fig il = 1 , 

on a 

1 - € ~ l(r H ~ 1 + E 

t
2 

;i, lihll2 
= llrll2 

+ llgll2 
- 2Re (f 9 g) ~ o 



comme 

l(f,g)I > Re(f,g) • on a 

l(r.g)l > 1 - E; 

D,' autre part, 

Il f Il ~ 1 + E entraîne 

le...!.. s>I >1-ô(E) avec ô{€)-+O nf~ 1 
E+O 

Donc 
p = 1 

Théorème i 

Pour que p <l il faut et il suffit que 

< 00 

n 
li Tm ,n Il ~ M 

Tm,n (fi!ie ak k) = }: 
m 

Supposons p<l • 

avec -

D'après le théorème précédent, T est bornéee On définit les 

opérateurs T et 
m 

u 
n 

par 

Tm n: akxk) = 

Un n: akxk) = 

comme les multiplications par xp sont des isométries dans l'espace de 

Hilbert• on a i 

Il Tm Il = !I T li 
et par passage au conjugué, on a également 

Or 

T = U T m,n n m • 

donc 
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Il T Il ~ Il u 11 Il T Il = li T 112 < 00 
• m1 n n m 

Si les T sont uniformément bornés pour tout m~n ; alors p<l, m,n 
Prenons m=l i 

Il Tl sn Il est alors uniformément bornée quand n -+- + 00 t 

Pour tout polynôme f, 

T
1 

f--:;.- Tf 
•n 

car à partir d'un certain rang les deux termes sont égaux. 

En utilisant le principe général, T est un opérateur borné et 

T
1 

f + Tf 
•n 

Vfe.L
2

• µ 
Donc 

p < 1 • 

Corollaire i 

Pour que p<l il faut et il suffit qu'à tout 

puisse associer une série ô = l anxn telle que 

T S ~ f 
m,n dans 

f dans -

m et n - tendant vers l'infini indépendamment, 

Remarque 

on -

Nous retrouvons le résultat classique sur la convergence d'une 

série de Fourier dans L
2 

o En effet ici 1 

do = dµ et p=O (~ J.t:Y) 
o 1 

Preuve g 

Soit p<l. Les T m9 n définies d'abord pour les polynômes trigo-

nométriques sont uniformément bornées d'après ce qui précède. Cela per-

met de définir une "série de Fourier" pour chaque fonction de L2 
µ • 

pour tout f polynôme trigonométrique• et par De plus T f + f 
m,n 

application du principe général, cela est vrai pour tout f dans L2 
µ G 

Inversement supposons que f possède une série de Fourier dans 

• 

pour ,m + - 00 et n + +00 indépendamment. Donc 
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Dwaprès le principe de Banach-Steinhaus ; 

IIT Il ~ K ; m,n 
donc 

p < 1 

Théorème 

Si p<l 9 µ est absolument continue, -
On donnera ici une démonstration qui est une conséquence facile du 

théorème des Riesz. 

Soit dµ = w do+ dµ ~ Il stagit de montrer que p=l • en 
s 

supposant que 

Soit f 

dµ :f: 0 ~ 
s 

telle que ~ 

f = 
pour do 

P•P~ pour dµ • 
s 

Alors f e '5<' 
0 

• En effet d'après les .propriétés des espaces de Hilbert 

il suffit de montrer que 

f .L <I> Y<t> <I> .L ~ 
0 

Si <P J. tJ, • on a 
0 

J ~xn dµ = 0 pour n=l 1 2 9 ,,i 

(puisque xn engendre ~o ) 

<f> dµ est donc une mesure analytique& D'après le théorème des Riesz, 

î dµ est absolument continue, En d'autres termes <f> = 0 PoPi pour 

dµ • Comme f=O p.p, pour do~ 
s 

Donc 

fG@ 
m 

Comme 

Donc 

f e. ~ ê Pour 
0 

9 fe~ ) ~ n 
par hypothèse 

Théorème g 

f rl dµ = o ~ 
des raisons analogues 

dµ :f: 0 , f ~ 0 et 
s 

p = 1 

(et en général 

~ C l'opérateur défini sur les polynômes trigonométrique~ par 
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C( }: a X.n) }: -i sign(n) n 
= a X • 

finie n n 

Alors 

p<l ~ C borné dans 12 
µ 

Preuve ~ 

Supposons p<l 

C peut être obtenu comme combinaison linéaire de Tm et 

donc C est borné {puisque T et U le sont). m n 

u • n 

Inversement, supposons C bornée 

L'opérateur c2 est aussi borné et on a 

ou encore 

2 
C (f) = -f + a 

0 

(I + c2 )(f) = a e 
0 

Donc I + c2 est un opérateur borné, Or 

a
0 

+ f + iC = 2a
0 

+ }: 
n~l 

n 
2a X 1 n 

dohc T
0 

est bornéê Il en est de même de T1 = T et p<l 

C,Q.F.D. 

Théorème : 

Pour qué p<l il faut et il suffit que dµ = w do et -
"-' u+v 

w = e 
1T 

où u V sont des fonctions réelles bornées avec li V lt., < -2 --
(; ia ronction conjuguée de v) • 

Preuve ~ 

Supposons p<l ~ Soient : 

f I n 
( f € ~1) = a X , • n;,!'l n 

I n (g E. ~ ) g = a X ,, • 
n~o n 0 

Posons 

I = J fg w do • 

où f et g sont des polynômes trigonométriques tels que 

f 1r12 
w do~ 1 Jisl 2 

w do~ 1 



L'hypothèse p<l implique que Log w est sommable et 

h est une fonction extérieure dans H2 
4 On a: 

I f f. g 
-2i(j> .... i<J> = h.h e do ou .. h ... . lhl e 0 

comme g est analytique, on,· peut ,,. . 
ecrire 

I = f f.g X h2 e -2i(j> da 

où f et g sont des P.T. normêsdans ~ • 0 

Finalement on obtient 0 . 
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w = où 

I = i ( f G h) ( g. h) x e -
2 i <I> da 

avec f I f.,h 12 
da .,i:;; l ; JI g.h 12 

da~ l .. p est la borne supérieure 

de !ri sous ces conditions. 

Comme h est extérieure, l'espace engendré par les fonctions fh 

où f parcourt l'ensemble des polynômes trigonométriques analytiques 

tels que Il fh 112 ~ 1 est partout dense dans la boule unité de H
2 • 

Il en est de même des fonctipns du type gh. Comme toute fonction de 

H1 se décompose en un produit de deux fonctions de H
2 

de même module, 

il s'ensuit que l'ensemble des produits (fh){gh) • qui est contenu 
. . ,,. 1 

dans la boule un1te de H en tout cas. est dense dans cette boule. 

D'où l'expression de p ~ 

.... ou fEa: Hl • li tlll ~ 1 0 p apparaît donc comme la norme de -2i(j> 
X e 

.... identifiée a une fonctionnelle linéaire sur Hl • 

Comme 

Soit A 

-2i(j> 
X e 

00 

dans L tel que . . 
Jh A da= O pour tout h dans H1 , 

est la même fonctionnelle sur H1 que 

dont la norme est majorée par la norme dans 
CXI 

L 9 on a 

(~ Rf,! est la norme d'une fonctionnelle linéaire sur 

Cette inégalité est vraie pour tous les éléments A de 

nulent sur H
1 

• donc 

Hl.) 
00 

L qui s'an-



Comme H1 est un sous-espace vectoriel de 
. X e-2i. de Hl gement de la fonctionnelle 
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L1 , il existe un prolon

à 1
1 

1 qui réalise 

l'égalité des normes {théorème de Hahn-Banach), et cette fonctionnelle 

correspond à une fonction de L
00 

de la forme x e- 2 i•-A, 

On a donc : 

D'autre part il est évident que 

f Ah do= O pour tout h dans H
1 

si et seulement si A appartient à 
00 

X H 

p = inf00 llx e-2i·-AII 00. 
AeXH L 

et en remplaçant A par x A ce qui ne change pas la norme, on a 

cette expression sera transformée encore par le lemme suivant. 

Lemme 

Pour que p<l il faut et il suffit quwil existe 

tels que 

1Arg(Ah 2 )j < ½ - € (mod 2~) • 

€>0 ~ A e. H 
00 

(Bien entendu ces condît~ons portent sur les valeurs de A et de Ah2 

à la frontière.) 

Soit d'abord p<l o 

00 
Il existe donc un élément A de H tel que 

)11 - A e
2 i•II 

00 
< 1 c 

L 

Cette inégalité implique que !Al > € p,p, pour un certain €>0 • 

car sinon, A peut ~tre aussi voisin de O que l'on veut et Il - A ~ 2 i•1 



est arbitrairement voisin de 1 • 

Donc l'inégalité 

montre que 2ic/> A e est dans le cercle de centre 

Ce cercle est contenu dans le domaine d'équation 

1T 1T 

- 2 2 - e:; 

comme 

2 2. c/> 
Arg(Ah) = Arg{A e 1 

) 

Il s'ensuit que 

Inversement• supposons que 

IAI > e > 0 

1T 
< - - € 0 2 

et 

t 
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1 et de rayon 1-e • 

A peut être de module très grand mais on peut trouver un nombre positif 

À assez petit tel que le domaine des valeurs de ÀA soit contenu dans 

un cercle de centre 1 et de rayon 1-e' • vu que A est borné et 

1 A 1 > e • e' sera alors pris tel que 

donc 

par conséquent p<l 

- On reprend la démonstration du théorème en posant 

p<l implique 

Soit 

,_, 

2 v - ~ = Arg{Ah) (mod 2,r) 

(Lemme). 

~+i~ est analytiquee Il en est de même de l'exponentielle. De plus 

est sommable puisque 1T 
< - - € 2 

(théorème dans Zygmund). Donc 
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f est dans H1 , Comme ~ est réelle, Ah
2 

f ~ 0 à la frontière. De 

plus comme f e.. H
1 

et Ah
2 

e. H2 
9 Ah

2 
f e H112 d'après un théorème 

qu'on va démontrer plus loin, Ah
2 

f est analytique sur la frontière. 

On peut donc la prolonger en une fonction analytique dans le plan 

entier• y compris le point infini, par le procédé de réflexion. Elle 

est donc constante : 

Ah 
2 

f = K • 

On peut alors 
,,. . 
ecr1re : 

Posons 
u 

e où u est bornée inférieurement et supérieurement ; 

on obtient ainsi l'expression cherchée de w en rappelant que v 

définie comme le conjugué de v • Jlvl)
00 

< -rr/2 , 

- Inversement 

Si w = e 

alors p<l ~ 

où 

w peut s'écrire 

où on a remplacé "" 'li), par 

w 

réelles 1 

~ -19-
= q e 

,_., 
- 19- • 

u bornée et . [lv-11 
00 

L 

Tr 
< 2 • 

était 

Saiént : f 
-•?-+it9' 

et A = e fonction extérieure bornée telle que 

IAI = q; et soit h telle que 
,..,, 

_'t,, 

= w = q e • 

Comme f et q sont dans H1 et extérieures, /f&/q est dans H2 

et extérieure;,. 

implique 

Or deux fonctions extérieures de même module sont égales à une cons

tante multiplicative près. Donc 

Par conséquent 

2 h = a. Af ' ou 

li Arg f Il 
00 

L 

la.l = 1 f 

Tr 
< -2 

par hypothèse ; et 
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Les conditions du lemme sont donc satisfaites et par conséquent p<l • 

Cela achève la démonstration du théorème. 

On définit l'espace pour O<p<l comme l'ensemble des fonctions 

définies sur le cercle et mesurables qui vérifient : 

f !flp da.:,;; M. 

En posant 

Il f llp = f I f I p da , 

On munit l'espace Lp d'une distance. En effet : 

Soient a et b deux nombres positifs. Posons 

alors : 

donc 

ou 

Ar+ Br~ (A+B}r 

(Ar+Br)l/r ~A+ B 

(a+b)P ~ aP + bp 

l p = - où r>l • r 

Si a et b sont deux nombres complexes, on a 

1 ( a+b) 1 P ~ ( 1 a 1 + 1 b 1 ) P < 1 a I p + 1 b I P 

donc 

li f+g llp = JI f+g I P da ~ f ( 1 f I p + 1 g I P) do -- li f llp + Il g IIP 

ce qui prouve l'inégalité triangulaire, 

Pour cette distance, Lp est un espace métrique complet et pour 

toute suite f convergente dans LP 9 il existe une sous-suite qui n 
converge presque partout. 

On définit l'espace HP pour O<p<l comme l'ensemble des fonc

tions analytiques dans le disque et vérifiant ~ 

/lrllp = f lf(reix) Il? da~ M pour O<r<l e 

Ainsi défini, HP est un espace métrique complet ; on verra que HP 

peut être identifié à un sous-espace de Lp e 

Certaines propriétés des espaces HP pour p>l sont encore vraies 

Théorème : 

Toute fonction f de HP • où O<P<l 9 s'écrit 

f 
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où B est une fonction analytique bornée avec JB(eix) 1 = l P•P• et 

r 1 est dans HP avec r 1 (z) ~ 0 pour lzl<l • 

Preuve : 

Il suffira de trouver B' bornée analytique et 

sans zéros telles que f = B f 2 ; car B' = B g où 

JB(eix)I= l P•P•• et g bornée extérieure, Alors 

est la décomposition cherchée, 

Soit n entier tel que np~2 , Alors 

r
2 

dans HP 

B est analytique ; 

f = B' f = B(g f ) 2 2 

I 
. · 2/n 

1 f ( re ix) 1 do ~ M < 00 • O<r<l • 

Désignons par K r la fonction extérieure de pour laquelle on a 

K (O)>O , 
r 

Sa famille {K} est bornée dans H2 • Donc il existe un point-limite r 
K de {K} pour la topologie étoile de H2 ; et H2 étant séparable, r 
K possède cette propriété : pour une suite 

chaque g de H2 
9 

r. t 1 
J 

fixée, et pour 

lim JK (eix) g(eix) dcr(x) = JK(eix) g{eix) dcr(x) , 
. r, 
J -+oo J 

Or par un choix convenable de g (rappelons la formule de Cauchy !) 

cette relation implique 

lim K ( z ) = K(z ) 
j-+oo 

r. 0 0 
J 

pour chaque z fixé, lz J<l • 0 0 

Remarquons que K(O) ~ 0 • En effet K étant extérieure on a r 

logJKr(o)Jn = J1og!Kr(eix)ln dcr(x) = f1og!f(reix) I dcr(x) 

~ los!f(O) 1 • O<r<l • 

Donc la limite log!K(O)I est finie 9 si f(O) ~ 0 e Mais l'argument 

s'applique à x-Pr si f a un zéro d'ordre p à l'origine. 

Donc K n'est pas identiquement zéro. Mais l'argument 9 formulé 

plus largement, implique que !K(r) 1 ~ lf(r)l 112 pour lrl<l • En 

effet K (z)n est extérieure bornée dans le cercle, au même module à r 
la frontière que f(rz) • Donc 

1 f(rz) 1 ~ IK (z) ln r ( lzl<l) • 
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Quand r. + 1 
J 

on a à la limite 

On pourrait démontrer que K(r) 1 O pour lrl<l (comme déjà 

K e.. H
2 

• 

P•P• • et 

fait pour 

K = C f 
23 

f 3 e H • 

mais cela n'est pas nécessaire, Comme 

est analytique bornée, 

1 0 pour lrl<l, Donc 

f(r) 

où B' • définie comme f/Kn , est ana.lytique (puisque bor,née pour 

lrl<l)c 

Il reste à montrer que fn 
3 

np~2 , nous avons 

La démonstration 

démontré ce 

Corollaire 

f Hnp 
3 e. • ce 

du théorème est 

est dans HP. Comme f ~ H2 n Lnp • 
P

3 
. ,, . t ' fn H qui equivau a 

3 
E e 

donc achevée, et de plus nous avons 

Si f E HP et si sa fonction frontière est dans r L • r>p I a.lors -
f e. Hr • 

Pour une fonction F appa.rt~nant à HP , on a obtenu la décomposition 

suivante 

F = B G 

où B 6 H~ 1 IB(eix)I = 1 P•P• ; G = G~ • G1 G H
2 

, Ceci étant il 

s'agit de rattacher à F définie dans le disque une fonction frontière 

f • Cette fonction sera par définition 

G1 sont respectivement les fonctions frontière,de B(z) 

dans le disque. Le produit de ces deux fonctions à la fron

tière ne dépend pas de la décomposition ; en effet il est évident que 

f est la limite dans Lp de Fr quand r ♦'l • 

On a donc associ~ à tou-we tfonct ion F de HP pour O<p<J. • 

une fonction f de 1P. L'espace HP apparaît donc comme un sous

esapce de 1P, 

Ainsi, certains résultats obtenus pour les espaces HP • p>l 

restent encore vrais pour O<p<l • Mais il y a des exceptions. Par 

exemple 



Bo 

Toute fonction de HP (p~l) s'écrit comme l'intégrale de Poisson de 

sa fonction frontière (pour le cas p=l grâce au théorème de F. et M. 

Riesz), 

Cette représentation n'est plus vraie pour le cas où O<p<l • 

En effet 

à L
1 

• 

F = P * f n'a pas de sens général si r 

On illustre ce fait par un exemple : 

f n'appartient pas 

Soit µ une mesure arbitraire réelle non A.c. et soit 

F est harmonique et F r 

F = P * d)A. r 

dans 

G(z) sera la fonction conjuguée de 

trigonométrique conjuguée de F (eix) r 

Il Gr l)p ~ Apll Fr ll1 ~ M ; 

F(z) si 

; alors 

O<p<l • 

G (eix) est 
r 

G vérifie r 

la série 

La fonction F + i G est analytique et appartient à HP• On peut lui 

associer une fonction frontière (théorème précédent). Mais F + i G ne 

peut pas être représentée par une intégrale de Poisson à partir d'une 

fonction frontière, parce que sa partie réelle P ¾ d)-L n'est produite r 
par aucune fonction frontière. Soit par exemple µ la masse ponctuelle 

unité au point 1 sur le cercle 

Pr*dµ = Pr(eix) • 

Pr+ i Pr est analytique et appartient à HP pour O<p<l • Soit 

K = i(P + i P) • r r 

K est dans HP• Comme P
1

(eix) = 0 partout sauf au point 1 • la 

partie imaginaire de K est nulle presque partout à la frontière. 

Do.ne 

duire 

p * K r 
K(r) 

Théorème 

sera réelle, si elle est définie, et ne peut pas repro

pour Ir 1 <l • 

Si F appartient à H1 et si elle est réelle presque partout 

sur un segment (a,B) de la frontière• alors F est analytique sur 

ce segment. 

Remarque : 

Ce théorème n'est plus vrai pour f dans HP I O<p<l • En effet 

il suffit de considérer la fonction définie ci-dessus qui a pour 

expression 



- i K(z) = 1 + 2 z 1-z 
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Elle est réelle presque partout sur la frontière mais n'est analytique 

sur aucun arc qui contient 1 • 

Preuve du théorème : 

Soit F dans H1 • Posons 

On a alors une définition de F pour l~l>l • qui est analytique et 

dont les valeurs frontières vérifient 

La prolongée de F est analytique pour lzl>l et pour lzl<l • On va 

montrer 4u'elle l'est aussi sur (a,8) 
ix

1 
ix 2 Soient e et e deux points de (a,8) (distincts de a 

et de 8) tels que 

J
l ix 1 

0 

IF( re ) 1 dcr < 00 ; 

De tels points existent et on peut les choisir aussi près de ~ et 8 

que l'on veut, En effet posons 

I
l . 

p (x) = 
0 

IF(re 1 x) 1 dr 

alors : 

I: J2'1T Jl . r: p(x) do = IF(re 1 x) 1 dcr dr = 
0 0 

= Jl 
0 

Donc d'après le théorème de Fubini p(x) 

Soit 

G(z) = l J F(z;) dz; 
2i'IT y z;-z 

J2'1T IF(reix)I dr do 
0 

Il Fr Il 1 d cr < 00 

existe presque partout. 

où y est un chemin fermé, qui est le contour d'un secteur du disque 

de centre O et de rayon p>.l. 
ix 1 ix 2 Ce contour passe par e et e • 
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G(z) ainsi définie est analytique à l'intérieur de y • car la 

dérivation sous le signe d'intégration est légitime. 

D'autre part si z est un point du secteur• et si 1 r 1 <l • 
peut remplacer le chemin y de cette intégrale par y' Q.'Ç, i est 

1X 
contour du secteur de 1 qui également l et rayon • passe par e 

on 

le 

Cette construction de y est justifiée par l'hYl?Othèse que F ,sHl 

ix 2 e 

• 
combinée à la définition de F à l'extérieur du cercle par réflexion, 

Mais il est évident que l'intégrale suivant y' donne la valeur F(r), 

donc F(r) = G(r) pour les points à l'intérieur de y' • De même 

F(r) = G(r) pour les points à l'intérieur de y situés en dehors du 

cercle. Donc G définit un prolongement analytique de F sur le 

segment (a, 8) • ce que l'on cherchait• 

Théorème 

Et a.nt donné F .... Hl/2 0 appartenant a ~ F?- sur un segment 

a,e) du cercle, alors F est analytique sur (a,e) • 

Preuve : 

F étant dans H112 on peut l'écfi~e 

F = G K 

où G et K appartiennent .... a Hl et IGI = !KI P•P• 
Comme F(eix) ?-- 0 on a . • . 

G = K sur (a,e) • 
Donc G + K est réellee 

Comme de 

précédent 

sonnement 

Donc G 

que F = 

plus 

que 

pour 

et K 

G K 

G + K appartient à H1 
1 on déduit d'après le théorème 

G + K est analytique sur (a 1 8) • En répétant le rai

i(G-K) • on déduit qu'elle est analytique sur (a,8) • 

sont séparément analytiques sur (a,8) , Il en résulte 

est analytique sur (a,e) 

Ceci achève le troisième problème de la prévision. 

Pour une application au quatrième problème, remarquons que la conclu-

sien 

dans 

comme 

subsiste si F 

H1 est d'un 

(z-kG)K où 

présente un pôle à l'origine. La démonstration 

caractère local ; pour H112 il suffit d'écrire 

G,K appartiennent à H1 • 

F 



Quatrième problème de la prévision 

Position du problème : 

Quelles sont les conditions pour que 

p (CS • '1 ) -+- o o n 

On rappelle que 

et 

p ( 0 , ry ) = s up 1 ( f , g ) 
2 

1 
o n L 

Il f Il 2 ~ 1 
L 

µ 

• Il g Il 2 ~ 1 • 
L 

µ 

pour n _.. 00? 

f e. g, 
0 

et 
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Une condition nécessaire pour que ceci ait lieu est que µ soit abso

lument continue et Log w e L1 , avec 

En effet, si 

µ = w do • 

dµ # O , chaque 
s 

f de L2 telle que f=O 
µ 

et à ';li' , donc p=l. Si n 

P•P• pour 

logw1L 1
, do appartient à la fois à 

~ et ~ coïncident avec o n entier, et p=l cette fois aussi, 

Posons 

P n = P ( ~ 
0

, grn) = s up I J f g w do 1 • 

En changeant les notations, cela revient à écrire 

pn = supljf g xn w do 

..._ 
f, g 6 5' 11 f 11 2 ~ 1 et Il g Il 2 ~ 

ou • 0 
L L 

1 • 

Ll 
µ µ 

Comme Log w on a 1h1
2 .... 

IS w = 
' 

ou h est une fonction extérieure 

de H2 • En posant h = lh I ei<P 
' 

on a 

Pn = s up I f ( fh ) • ( gh ) 

avec f I fh 12 do~ 1 
' J1ghl2 do ~ 1 • 

Utilisant le même argument que dans le troisième problème s'écrit 

If f n -2i<P 
do 1 

.... f .r.2 H1 
et Jifl do~ 1 P n = sup X e 

' 
ou • 

f 

apparaît donc la de n -2i4 considérée fonc-P n comme norme X e • comme 

tionnelle linéaire sur Hl • On a donc 

où 
00 

A e: H 



(même argument que dans le troisième problème). 

Ce qui peut encore s'écrire 

Il s'ensuit que 

Lemme 1 

1-n 
X A IL., • A EH 

La condition nécessaire et suffisante pour que 

quand n tend vers 00 est que 

Où & est la fermeture uniforme de 

Propriétés de a 

u -n 00 

X H 
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00 

tende vers 

Comme u -n 00 

X H est une algèbre (pour la multiplication ponc-

tuelle), il en est de même de sa fermeture uniforme 

0 

Tout polynôme trigonométrique est dans LJ x-n H
00

, donc a 
contient l'ensemble des fonctions continues sur le tore. De plus, d'une 

manière évidente, 

Proposition 

CL = tt(T) + H 
00 

La démonstration n'est pas immédiate, mais elle ne sera pas donnée 

parce que nous n'utiliserons pas le résultat. Il est bien évident que 

~(T) + H
00 

est dense dans (!l, ; le fait à démontrer, qui surprend, c'est 

que cet ensemble est fermé. 

Définition 1 : 

W: {w, fonction poids telle que pn + 0 dans 12 pour n 
w 

On sait que si 

extérieure dans H
2 

w E: W alors Log w s 11 

h = !hl ei~ , ce qui 

et w = 1h12 avec 

et 

Définition 2 : 

w 
0 

l'ensemble des fonctions poids 

on ait une représentation. 

,V 

Log w = r + s + t 

définit ~ à 2kir 

w telles qu' à chaque 

où r, s et t sont des fonctions réelles et telles que : 

... 00} 

h 
près. 

e: >O 

• t polynôme trigonométrique, 

rv 
et s est la fonction conjuguée de s • 

• 



Propriétés de w 
0 
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Si w E W , il en est de même de wn pour n=+1, +2, ••• 
0 

En effet l'existence de telles représentations pour Log w est une 

propriété additive et homogène de Log w ; il reste à montrer que wn 

est sommable. Cela revient à démontrer que eln,sl e L1 
1 ce qui est 

vrai dès que -Si w s W il en est de même de eLog w. 
0 

Comme toute fonction continue peut être approchée par un polyn8me 

trigonométrique, i.e. f = u + t 

et Il u Il < e: , l'ensemble Log W 
CO 0 

où t est un polyn8me trigonométrique 

= {r + s + t} contient les fonctions 

continues réelles. 

Si w est continue et w~é>O alors w E w • 
0 

En effet ces conditions impliquent que Log w 

ce qui précède 

est continue et d'après 

d'où w e: W o 
0 

Log w e Log W 
0 

- Avec ces mêmes conditions, w e W • En effet, w s'écrit dans ce cas 

comme : 

w = 1h12 

où h est une fonction extérieure. En posant h = lhl ei$ 

D'autre part comme 

Donc 

h 

h 2 -2i$ 
w = e e 

est extérieure, bornée, on a 

-2i<P -2 e = h w 

est le produit d'une fonction de 
CO 

H et d'une fonction de 

élément de ~, Cela implique que w ~W. 

on a 

C(T), donc 

Avant d'énoncer et de démontrer le théorème qui donne la solution 

du quatrième problème, nous allons établir quelques lemmes préliminaires 

temme 2 : 

inrl/1 - xl-n A ei$ l/
00 

-+- O pour n + 00 , si et seulement si à tout 

e:>O , on peut trouver un entier n 
CO 

et A EH tels que 

1 1 ( 2 -n) -e: < Log A < e: et -e: < Arg Ah X < e: (mod 2,r) 
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La démonstration est facile. Il suffit d'utiliser la même technique 

dans le lemme analogue du troisième problème, 

Lemme 3 

Toute fonction réelle continue sur le cercle peut être approchée 

uniformément par les fonctions du type 

où - a• ' • • • o. n 
variable. 

Cte + Arg xn TI j [
n 1 - o. X] 
l X - aj 

sont des .Points dans le disque {lzl<l} et n est - -
Il revient au même de prouver que toute fonction réelle continue de 

valeur moyenne nulle est approchée par des fonctions du type : 

in 1 - ex. xl 
TI J 
1 X - CL . J -

ce qui s'écrit encore 

n 1 - o. • X n .n 
Arg TI J = 2 Arg TI (1 - o. • x) = 2 Arg TI (1 -o.. z) 

l 1 ... o.. X 1 J 1 J 
J 

(z = X ) • 

Ces produits sont des polynômes en 

à l'extérieur du cercle unité et où 

z dont les zéros L se trouvent 
0(. 

J 
P(O) = 1 • Inversement chacun de 

ces polynômes s'obtient de cette manière, 

Soit f polynôme trigonométrique réel tel que Jr do= O ; 

f +if est un polynôme analytique et on a 

e 
i(f+if) 

0 

Chaque somme partielle PN de cette série est un polyn8me analytique, 

et nous avons 

PN ( 0) = 1 , 

i(f+if) 
e uniformément pour 

Donc PN(r) ~ O pour tout r , lr!,1 , i partir d'un certain N , et 

les PN sont bien des polynômes du type considéré plus haut, 

De plus 

2 Arg PN ~ 2f (mod 2'1T) • 
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Comme f était polynôme trigonométrique arbitraire à valeur moyenne 

égale à O • le lemme se trouve démontré. 

Nous avons vu que w continue et vérifiant w~E>O appartient à 

W et à W, Mais généralement on a 
0 

Lemme 4 : 

w C. w • 
0 

Soit 

rieure de 

w dans 

H2 • g = 

W • Ecrivons w = lhl 2 = legl 2 

01 
2 (Log w + i Logw) • On pose 

où h est exté

h = lhlei~ ; alors 

~ 

2~ = Log w, 

Pour E donnê 1 soit 

Log w = r + s + t 

où llrllo
0 

< E 9 llslloo < e • t un P,T. Cette relation implique 

~ 2~ = r + s + t 1 

où encore li r l\cc < Et llsllcc < E t tl un PoT• (conjugué de t à une 

constante près). 

Approchons tl par une fonction de la forme 

n 1 - a, X 
Arg B Cte + Arg n II J ( la. l<l). = X 

1 X - a. J 
J 

En assimilant t 1 -B .... 
a s on doit supposer que 

2~ ~ Arg B = r + s + 

•"-' -s+is où toujours Il r lice Il s 1100 Posons A r+ir f < E < E • = e t = e • • 
Alors 

2 Arg h = Arg ( A f B) • 

(mod 2'1f) • 

Comme A
-1 ex, 

e:. H 

1Arg(h 2 

, ILoglA- 1
11 < E , la condition du lemme 2 est vérifiée 

(sauf dans les notations) , donc w est dans w • 
Théorème . . 

w est l'ensemble de toutes les fonctions IPIG .... p est w = w ou 
0 - -un polynôme et w 

0 
appartient à w ' 0 
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Soit w c W et 
0 0 

un P,T, Alors w
0 

est dans W d'après 

t d n W IPl
2 

=o est le lemme 4o Si encore es Qns • on saura que " 

dans W • En effet, d!après le lemme l• la propriété d'appartenir à W 

pour une fonction-poids sommable est déterminée par l'appartenance d'un 

argument e- 2 i~ à 0.. o Comme 0. est une algèbre, le produit de deux 

fonctions de W sera dans W dès que ce produit est sommable. 

Mais en effet IPl 2 est dans W ; il suffit de rappeler la 

définition de pN pour voir que cette quantité est O à partir d'un 

certain N , 

Donc chaque produit lp. 12 •• ' ' ~ 
w appartient a W ; reste a demontrer 

0 

que chaque w de W est de cette forme, 

D'âprès le lemme 2. pour 0<€<n/2 choisissons un entier n et 
00 

une A dans H , tels que 

(mod 2'1T) 

où, comme d'habitude, w = 1h
2

1 avec h extérieur et h = lhlei~ • 

Soit u la fonction réelle I Il u 11
00 

< € , telle que 

'V • 

et posons f u-iu 
= e • 

(mod 2n) 

Alors par définition la fonction 

Q = A h 2 f x-n 

sera à la frontière du cercle. De plus xnQ est dans H112 • 

On sait qu'une telle fonction analytique admet un prolongement à 

travers la frontière dans le plan entier. Elle aura un pôle à l'infini 

du même ordre qu'à l'origine, 

Donc Q est un polynôme 
n 

Q = }: 
-n 

k 
z 

réel et positif à la frontière dont l'ordre ne dépasse pas n • Pour 

achever la démonstration nous avons à tirer les conséquences de ce fait. 

Les deux termes de l'égalité 

X. n Q = A h 2 f 

sont analytiques, et de plus h
2

(r) f(r) ~ 0 pour lrl<l. Donc A 

n'a qu'un nombre fini de zéros à l'intérieur du cercle, qui sont les 

mêmes que les zéros d'un polynôme Q1 , En écrivant A= Q1 A1 nous 

obtenons 



Xn Q Q-1 A h2 f 
1 = 1 " 

Le polynôme à gauche est différent de O pour lrl<l ; un tel poly-

nôme 

Comme 
-1 

est forcément extérieur. Il s'ensuit que A1 
A-l est borné pour lrl=l , on conclut que 

1 

est extérieur. 

A-l e: H
00 

• Enfin 
l 

f est analytique. 

Donc 

h2 = Ail f-1 (~n Q Qil) 

est une représentation de h 2 comme produit de facteurs analytiques 

et extérieurs. 

Rappelons que Q(eix) ~ 0 , donc Q est le module carré d'un 

autre polynôme. Cela montre que la multiplicité de chaque zéro de Q 

de module 1 est pair, ce qui sera encore vrai pour le polynôme 
-1 n -1 2 2 

Q Q1 • Posons X Q Q1 = P P1 , où P contient les zéros de Q Q-1 
1 

se trouv nt à la frontière du cercle, et P1 ceux à l'extérieur: 

h2 = A-1 p f-1 p2 • 
1 1 

Cela implique que h 2 /P 2 est dans H1 
9 ou que h/P est dans H2 et 

est extérieur. 

D'autre part si R est un polynôme qui s'annule à la frontière 

du cercle, et si on pose 

alors 
-2 

R 

2 -2 -2 -1 -1 -2 h P R = A1 P1 f R = k • 

k n'est plus sommable~ En effet si k ~ L1 , on aurait 
-1 1/2 1 1 = k A1 P 
1 

f E= L , donc R- '=- L • ce qui est faux, 

Définissons w
0 

= lh 2 P- 2
1 9 h

0 
= h P-l • En suivant tout l'argu-

ment avec w au lieu de w on arrive à un autre polynôme Q. Si 
0 

Q avait des zéros à la frontière• on pourrait encore diviser h 
0 

par un polynôme 

possible. 

R qui s'annule à la frontière, ce qui n'est pas 

Le nouveau polynôme P sera donc une constante, A1 =A• et 

avec de nouvelles fonctions A, P1 , f • Mais cette relation donne 
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qui est une représentation du type qui définit W • Donc w est 
0 0 

dans W • w =1Pi2 w , et le théorème se trouve démontré, 
0 0 
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