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Présentation du Séminaire.

Le projet initial était de faire le point sur la théorie de la robustesse a partir d'une
étude de la littérature existant sur ce sujet. En fait nous nous sommes limités pour
1'essentiel aux deux problémes les plus étudiés (et de loin) : 1'estimation d'un para-
meétre de position et la théorie des tests. Les autres problémes abordés dans le cadre
de la théorie de la robustesse (modéle linéaire et régression par éxemple) ne seront
pas, sauf exception, mentionnés ici. Les idées, liées a la théorie de la robustesse
concernant ces sujets, sont, en effet, identiques, a celles introduites & propos de deux
problémes cités. Cependant, ces problémes ont amené, dans la pratique, des techni-
ques assez fines et utiles {2 ], [49] . Concu pour faire le point sur une théorie,
1'exposé ne prétendait pas apborter des idées originales. Cependant, nous nous som-
mes attachés a donner des démonstrations de nombreux théorémes, souvent énoncés,
et non démontrés a notre connaissance, ainsi qu;a‘l rectifier certaines démonstrations

erronées. De ce point de vue, nous espérons fournir un outil aux statisticiens.
Le plan du travail est le suivant :

Les chapitres I, II, III sont une introduction a la robustesse et donnent les défini-

tions et notations. utilisées.

Les chapitres IV a VI traitent des classes usuelles d'estimateurs de parameétres de
position (classes M, R, L). L'essentiel consiste dans les études de normalité asympto-

tique, certaines démonstrations (notamment L-estimateurs) améliorent les méthodes



déja utilisées.
Les chapitres VII et VIII traitent de la théorie des tests. On trouvera en pérticulier‘

une généralisation et une rectification des résultats connus de HUBER et STRASSEN.

Les exposés IV a XII, traitent de 1'estimation robuste d'un parametre de position.

Les démonstrations sont, a notre connaissance les premiéres a étre publiées.

Les exposés XIV et XV, traitent des aspects numériques et descriptifs a partir du

livre de ANDREWS et Co [2].

Enfin, nous avons conclu par 1'exposé XVI sur les méthodes adaptatives qui nous

semblent s'intégrer comme une suite logique a certains des problémes abordés.

[Certains exposés, a caractére essentiellement pédagogique , touchant notamment

la contiguité, n'ont pas été publiés ici] .



CHAPITRE I
MODELES ET ROBUSTESSE
par

Didier DACUNHA-CASTELLE

Dans tout probléme statistique se pose (ou devrait se poser) le choix d'un modéle,

Par modele statistique nous entendons un ensemble E de valeurs observables, une
g-algébre ®, et un ensemble ¥ de probabilités sur (E, ). L'analyse, avant 1'expé-
rience, du phénomene aléatoire étudié, conduit au choix de ¥ dans 1'ensemble des lois
de probabilité sur (E, ). Une distinction classique (métamathématique) entre modeles
est celle de modele paramétrique et non paramétrique. La physique par exemple con-
duit le plus souvent a des situations ol H est un ensemble naturellement indexé (terme
non défini mathématiquement) par un paramétre 8 € Rk. A une certaine valeur du pa-
rametre correspond la probabilité qui régit le phénomene étudié. A 1'opposé, la biolo-
gie, la psychologie, et d'autres situations sur 1'analyse théorique préexpérimentale
et encore peu mathématisée , aménent au choix d'un ensemble ¥ tres vaste, sans
paramétrage naturel. Cependant cette distinction, historiquement importante, tend a
s'estomper. 11 reste pour éviter une confusion fréquente, a.dire que la théorie non

paramétrique, n'est pas la théorie de la robustesse.

Cette derniere est née de probleémes trés concrets posés a partir de la statistique
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paramétrique et pour 1'essentiel a partir de 1'utilisation de modeles gaussiend( [ 3 ],

(22], [80]).

Il y a toujours distorsion entre un phénoméne, sa modélisation (ici mathématique)
avant 1'expérience et le modéle (ici statistique) qui sert a exploiter les résultats de
1'expérience. Examinons ce dernier point plus en détail. L 'expérimentateur sait, a
priori, que dans les mesures interviennent des erreurs d'expérimentation dues a la
sensibilité intrinséque du matériel, mais aussi des erreurs de type numérique (cumul
d'erreurs d'arrondis  lorsque 1'on travaille a une certaine échelle sur ordinateur),
erreurs grossieres de plusieurs types (mesures aberrantes, erreurs de transcription,
etc...) dont 1'importance est grande dans beaucoup de domaines méme voisins de la
physique expérimentale . On sait qu'il y a différents types qualitatifs de mesures al-
lant de mesures trés précises de la physique (qui sont employées sans inconvénient
dans le modele initial) jusqu'a des mesures trés imprécises ou a des simples classe-
ments des observations. Il est donc des cas ou il y a contradiction entre un modéle
gaussien préexpérimental et le résultat des expériences. En agronomie c'est le cas
assez fréquent d'une parcelle donnant un rendement aberrant, c'est-a-dire dont 1'é-
cart a une moyenne estimée est tres (terme de la pratique) supérieur a 1'écart estimé
dans le modele gaussien d'analyse de la variance. Une pratique fréquente est de se
fixer une régle "trés souple" [ 3 ] pour définir ces données aberrantes, d'examiner
de nouveau apres 1'expérience les conditions propres a la parcelle en question, d'écar-
ter dans une premier temps cette parcelle, puis d'y revenir pour voir si 1'effet aber-
rant ne résultait pas en fait d'un phénomene autre que celui étudié. Un exemple tres
différent est celui de 1'économie et de la sociologie. Supposons avoir a étudier des
séries chronologiques tres irrégulieres, par exemple celles des prix de matieres pre-
miéres ou celles des conflits du travail par secteur. La seule maniere opérationnelle
de modéliser ces séries est d'utiliser un processus a variance finie (ce qui est proba-
blement trés injustifié). La réduction de la variance et 1a recherche d'un modéle

d'analyse conduira presque toujours a exclure les années de crise et d'effondrement

des prix pour les premiers cas, les années de grands conflits type mai 68 pour le



deuxiéme. Cette exclusion est évidemment des plus arbitraire. Elle consiste a considé-
rer le phénoméne comme représentant tantdt le phénoméne régulier modélisable et tan-
tdt un phénoméne aberrant. La méme remarque vaut en économie pour calculer un
coefficient saisonnier, les mois trop irréguliers sont écartés, mais la pratique justifie

amplement ces procédures.

En résumé, il existe une série de pratiques consistant a rejeter, au moins dans un
premier temps, les données qui rendraient le modéle trop "invraisemblable'. La regle
de rejet est heuristique ; dans les meilleurs cés,les'données rejetées sont examinées
soigneusement (puisqu'en fait 1'examen soigneux des données aberrantes par rapport
au modele préexpérimental est 1a source de tout progres scientifique). Cet examen
est nécessaire dans tous les cas (qui nous intéressent essentiellement ici) ou 1'origine

possible des aberrations est mal déterminée.

La situation économique est typique du cas ordinaire ol le modele de fonctionnement
"normal" est occulté par un modele parasitaire, représentant ici les crises exception-
nelles. Des situations analogues peuvent se trouver en biologie ou en médecine par
suite du mélange de population ou de symptOmes, et dans certains cas, on ne peut attri-
buer une origine aux données aberrantes, erreurs grossieres ou expérience parasitée.

Et la distinction peut souvent &re d'un intérét secondaire.

Dans la démarche purement statistique (test, estimation), la coutume est de se ras-
surer,en vérifiant si le traitement mathématique que 1'on fait sur des données provenant
d'un modéle que 1'on soupconne assez différent de celui que 1'on a posé, reste vala-
ble . Ceci bien siir n'est pas propre a la statistique, mais a ici une dimension spéciale.
Si 1a réponse est positive, on dit avoir affaire a une procédure robuste. Ces études de
robustesse sont classiques en analyse de la variance (hypothése d'égalité des variances

des traitements, hypothése d'indépendance des observations, etc... [80] ).

Comme nous 1'avons souligné, les erreurs grossieres, les &rreurs d'arrondis, les
phénomeénes parasites se mélangent dans 1'expérience de manieres si diverses qu'elles

excluent une théorie générale du probléme de la robustesse qui les examinerait une a




une. Aussi la théorie de la robustesse que nous allons étudier est une théorie mathé-
matique qui integre d'emblée tous ces éléments en une notion de déviation entre le mo-
dele préexpérimental et le modele qui sert a exploiter 1'expérience. Cette déviation
est quantifiée, en remplacant le modele initial ¥ , par un modele étendu X', H' o H,
de maniére a ce que si la probabilité P représentant le phénomeéne avant expérience

est dans ¥ , la probabilité P' décrivant le phénoméne sous expérience est dans ¥' .

Insistons donc sur le fait que le choix d'un modéle étendu (modéle conduisant a des

procédures statistiques robustes) se fait sur deux types de connaissances a priori :

1) celle du modele "théorique” (loi en physique) ¥ du phénoméne étudié,

2) celles des conditions expérimentales plausibles qui conduisent a étendre le modele
de ¥ a H'.
(On ne cachera pas qu'il y aurait une optique bayésienne des deux connaissances que

nous n'étudierons presque pas).

La théorie de la robustesse devrait donc (et c'est le cas souvent) aboutir a des
conclusions justifiant les pratiques usuelles . L'essentiel étant de remarquer que
les procédures habituelles (optimales ou non) utilisées sur des problémes paramétri-

ques sont instables des que 1'on s'éloigne du modele. Il ressort de cette analyse que

1'on aura besoin de définir sur les modeles quelque chose ressemblant a une topologie,

de maniére a rechercher des procédures stables au voisinage des modeles préexpéri-

mentaux, le voisinage étant justement le modele d'exploitation de 1'expérience.

Un bilan autre que mathématique de 1a théorie de la robustesse est difficile a faire.
Il semble qu'elle ait eu, ces dernieres années le mérite essentiel de faire s'interroger
un nombre important de gens sur la validité de la méthodologie scientifique qu'ils uti-
lisaient. II ne semble pas pour autant qu'elle ait conduit a un grand perfectionnement
des méthodes utilisables. Cependant le champ d'application de la théorie s'élargit.
Partie des problémes propres au modele gaussien, elle aborde maintenant ceux de la

statistique non paramétrique (en regardant par exemple 1'hypothése d'indépendance



des observations, de la statistique descriptive (en regardant les problémes de stabilité

des analyses de données),de la statistique des processus.

Elle est donc une partie vivante de la statistique mathématique.

Didier DACUNHA-CASTELLE

Mathématiques
Université Paris-Sud
91405 - ORSAY
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CHAPITRE 11
EXEMPLES D'INSTABILITé ET VOISINAGES D'UN MODELE
par

Catherine HUBER

Dans la premiere partie, nous verrons quelques exemples illustrant le mauvais
comportement des procédures usuelles en statistique paramétrique des qu'on s'écarte
. un peu du modele. Ce modele sera le plus souvent gaussien, et les déviations par
rapport au modéle du type contamination (2 a), ce qui permet un calcul explicite

1
i

I d'évaluation et de comparaison de performances.

Dans la deuxieme partie, nous verrons quelques types de modéles étendus permét-

!
[ tant le mieux de tenir compte des déviations attendues par rapport au modele initial.

Ce sont, en général, des voisinages du modele initial pour des distances convenable~

. ment choisies sur 1'ensemble des probabilités.

' 1 = EXEMPLES D'INSTABILITE.

| 1a  Tests : Considérons le prableme de test le plus simple :

PO et P] étant deux probabilités complétement spécifides de densités respec-
tives po et p] par rapport a une mesure ¢ finie 4 et (.\’], .o .,Xn) étant un
(F=P,).

| 1
Le lemme de Nevman et Pearson donne alors les tests les plus puissants de leur nivouu

n-échantillon d'une loi F, il s'agit de tester HO (F = Po) contre H
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~
qui sont fondés sur la statistique

n D](,\’i)
T=1 SINT ¢
i=1 pO \1)

Il est bien clair que T est extrémement sensible a la présence de valeurs aberrantes
qui peuvent introduire un facteur tres voisin de 0 ou de + dans le produit qui
définit T. Dans la pratique, depuis longtemps, on a couramment "éliminé" par des

procédures souples et souvent non justifiées mathématiquement, les valeurs obser- ;
p ?

vées qui donnaient lieu a des valeurs extrémes et apparemment aberrantes de p—1 ,
. . N . p] (o]
ce qui revient a tronquer le rapport de vraisemblance o -
o

Si maintenant on sait, a priori, que la conduite de 1'expérience est telle qu'en

réalité on teste H“) (Fe )ié) contre H; (Fe ﬂ]) ou Hy (respectivement li]) est

un ensemble de probabilités englobant Po (respectivement P1) et toutes les dévia-
tions auxquelles peut donner lieu l'expérience, le critére d'optimalité peut 8tre de
type minimax :

pour un niveau donné sur Ho, maximiser le minimum de la puissance sur }i] .

Il se trouve que pour certains types de modéles étendus (Ho, H1), il existe dans
lio X u] un couple "minimal" (Qo’Ql) (vo, 45, 46] qui ala propriété suivante

les tests optimaux de Qo contre Q1 (donnés par le lemme de Neyman et Pearson)
&[s)ont minimax pour tester Ho contre H1 . Et :—; est une version tronquée du rapport
|

i

D
o
Aprés ces remarques générales concernant 1'utilisation pratique du lemme de
Neyman et Pearson, considérons un exemple particulier qui illustre la grande varia-
bilité des performances d'un test paramétrique trés courant (le test de Student)

comparées a celles d'un test non paramétrique d'utilisation trés simple (le test de

‘Wilcoxon) :

’ le probléme est de tester, a partir d'un n-échantillon Xyreeaa Xy 1" hypothese H

(8 =0) contre H, (8 >0) sur le modele {F(x-8),8€R, F€ .}, Si .. est réduit aux seule- lois

t

2] + . . . .
. N(0,07), 02 €R, , on sait que le test de Student est uniformement le plus puis=ant dans

L. R
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dans la classe des tests sans biais ; sa région critique est du tyvpe

n 2
R={X >Cs_} oll 52=Z(‘{-T\')
n n n i=1 i Tn
et C est une constante positive.

Si A est l'ensemble dés lois continues et symétriques par rapport a 0, on peut

utiliser le test de Wilcoxon [37], fondé sur la statistique W_= T R., ou R,
{i,xi>0}

est le rang de lXi | dans la suite des lXJ. ly 3= 1,...,n, ordonnés par ordre crois-

sant, et de région critique du type 5
R= {Wn >C'}, C' constante positive,

On peut calculer 1'efficacité asymptotique relative des deux tests [62] et on

2.0 2 2
obtient ey p = 1207\ f (x)dx ]
R

ol 02 est la variance de la loi F et f sa densité par rapport a la mesure de

‘Lebesgue.

Cette efficacité varie entre 0,864, sa valeur minimum, obtenue lorsque F est
a support compact {(un morceau de parabole : f(x) = b(az-x2)1 "_a _aq(x), a=y/5,

= —3-\/- ), et +, cette derniére valeur étant obtenue dans de nombreux cas usuels
20V5

i (pas de moment d'ordre deux pour F, S fz(x)dx non convergente).
R

Pour la loi normale, /T vaut 0,955, c'est-a-dire qu'il faudra en gros 5 %

d'observations supplémentaires pour obtenir, avec le test de \Wilcoxon, la m&me puis-

. sance qu'avec le test de Student. Ce résultat a l'inconvénient d'étre asymptotique,

mais des études de Monte Carlo [39,61,63] ont montré qu'il était valable pour de tres
petits échantillons : par exemple, pour 5<n< 10 et le niveau « voisin de 0,05,
Or le test de Wilcoxon n'est pas parmi les tests non paramétriques, celui qui a

la meilleure performance lorsque’le modele est normal [31] ; cependant la grande

"stabilité de ses performances comparées a celles du test de Student permettent de

‘penser qu'il est avantageux, en la présence de déviations par rapport au modéle

gaussien, de 1'employer plutdt que celui de Student, Dans le cas ou le modele dtendu

'par rapport au modele gaussien est suffisamment "petit", on peut développer une

i




- 12 -

,rpr‘océdure adéquate, dite robuste, dont nous verrons des exemples. Les tests non

|
| paramétriques correspondent & des modeles étendus trés vastes.

1b Estimateurs :

1b1. Estimation d'un parametre de position :

. o - . o — -, ", T " . s . . S L o 7247 — S o . S

Il est tentant, quoique pas toujours justifié, de modéliser les erreurs grossieres

par une loi de grande variance, notamment dans le cas gaussien. Par exemple, si

2

1'on veut estimer la moyenne 6 d'une loi N(G.,crz), ¢~ connu, on peut, pour tenir

compte des mesures aberrantes, choisir le modele suivant dit normal contaminé

2

(1.1) ¥= {(T-Q)N(O,O’Z) + eN(e,koz), k>1, ¢>0, ¢° >0 constantes fixées, 5R?.

Ce modele est utilisable aussi pour un mélange de populations dont 1'une est suppcosée |

assez rare (dans Y, ¢ est toujours supposé petit) et de grande variabilité. Il est
difficile de déceler, méme sur un assez grand échantillon, une telle contamination,
comme le montrent les indications suivantes :

Considérons un échantillon de 1000 observations de X, dont la loi est du type
précédent (1. 1) avec un coefficient de contamination ¢ =0,01, Ce coefficient, bien

i que trés faible, est suffisant (voir le tableau ci-dessous) pour modifier sensiblement

1' efficacité de la moyenne empirique. Il y aura en moyenne 10 observations provenant
i de la loi contaminante, plus étalée, mais, parmi ces observations, seules donneront
1'éveil celles qui,se situent en dehors de la zone [-2,50¢, 2,50 ol les fonctions de
' répartition des lois contamindes et non contaminées coincident pratiquement, Or il y

en aura en moyenne 40 % : si X alaloi N(0,9 o?) et si ¢ désigne la fonction de

répartition de la loi N(0,1), P(,X,>2,50)=2¢(-0,83) # 0,4, c'est-a-dire que

i
¢

I
1'on peut.s'attendre a avoir, en moyenne, deux observations a droite et deux autres

'a gauche de l'intervalle [-2,50¢, 2,50] et provenant de la loi contaminante, Mais ik
| y aura aussi, hors de cet intervalle, en moyenne, 6 observations a gauche et 6 autres

a droite provenant du constituant principal, puisque, si X a la loi .\'(0,02),

P(iX. »2,50) = 12,1073,

- Donc, a moins qu'une (ou plusieurs) des 4 valeurs provenant de .\'(0,02) ne soit
| , .
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trés grande, il ne sera guere possible de détecter que le modele gaussien ne convient
pas.

Si cela arrive, on a en géndral tendance a éliminer la (ou les) valeurs aberrantes
et 4 considérer que le reste est gaussien, procédure dont la 1égitimité dépend évi-
demment du contexte (erreurs grossiéres ou mélange de populations) mais qui est
souvent mauvaise et mal justifide par des tests peu efficaces [3], [30. |

Pour aller plus loin, supposons que la loi de 1'expérience soit |
(1-e)N(8,1) +eN(8,9). La moyenge empirique

xn" n

est un estimateur sans biais de 8, son efficacité asymptotique est la limite, quand n °
1-8¢ |
tend vers 1'infini, de _(_ST\TT_} ol V (:) = Var(x ) = —== — et In(g,e) est

1'information de Fisher. Un calcul numérique donne les résultats suivants
Fraction ¢ de contamination 0,00 0,02 0,05 0,10

Efficacité asymptotique de la moyenne empirique 1,00 0,9 0,80 0,70,

Si 1'on sait que le modele est contaminé, et si 1'on connaft le degré de contamina-
tion (ce qui est évidemment une situation concrete trés particuliére), on peut trouver
un estimateur de 8 asymptotiquement efficace, soit en utilisant la méthode du maxi-
mum de vraisemblance (mais pour la loi contaminde (1-¢) N(3,1) + ¢ N(9,9), cela
donne lieu a des calculs compliqués), soit en prenant la combinaison lindaire optimale

des statistiques d'ordre [VI, paragraphe 4],

Une modification trés simple de la moyenne empirique consiste a la remplacer par

1d e ‘ '
une moyenne @ tronquee : si a est dans ]0,5[, on appelle moyenne a-tronquée

. de 1'échantillon (X1, .. .,X ) de statistiques d'ordre (X(]), .. .,X( )) la statistique

. X = X 1 ¥ X g Teg teeet X -
| @ n—ZEna C na_~+ Mo J+2 n- naL]

‘ol Ena: désigne la partie entiere de na. C'est la moyenne des observations obtenues

|

en éliminant les [na_ plus petites et les [na] plus grandes.




et 1la médiane est un cas limite obtenu lorsque a tend vers

fonction du degré e de contamination.

2

L . La figure suivante

illustre le comportement de l'efficacité asymptotique des moyennes tronquées en

100%

90%

80%

ASYMPTOTIC EFFICIENCY

70%

s~ 6%-TR,NzeTED

I%N-TRAUNCITED

i% - TRUNCATED

“THE MEAN®
«Q%-TRUNCATED

“THE MEDIAN"® 50% -TRUNCATED

On a méme un résultat plus fort : tout est.imateur optimal pour une quelconque valeur

i
i

.00 0l

02 .05

FRACTION OF CONTAMINATICN, ¥

contamination., (Tukey, [93]-.

cacité pour le modéle strictement-normal (0,4 %),un gain qui peut dépasser 12

Efficacité asymptotique des moyennes tronquées en fonction du degré ¢ de

c/

/S

——

Les moyennes « tronquées contiennent la moyenne empirique, obtenue pour a=0,

On voit sur la figure précédente que 1'efficacité asymptotique de X décroit tres vite,

alors qu'il suffit de tronquer a 1 % pour obtenir, au prix d'une perte minime d'effi-

.de ¢ comprise entre 0,01 et 0,10 a une efficacité asymptotique supérieure a 0,96

pour toute la zone de contamination ¢€ [0;0,10_. L'un quelconque de ces estimateurs

1

‘est donc préférable 3 X qui voit son efficacité décroitre régulierement de 12 0,7
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dans cette méme zone (tableau et Fig.),

¥n

. . 2 . .y .
Pour le modele gaussien (N(0,07))7, considérons les deux estimateurs sans

biais de ¢ fondés sur les statistiques
n n

2 o
iZy Xi ot gt _ =1 X1
n n- n ?

Comme Eo(sn) et EO(SZ’) sont proportionnelles a. g, ces estimateurs peuvent s'é-

oS oSn

E(S,)

la classe des estimateurs sans biais pour le modele normal considéré, et si on calcule

. . _"7n * . . )
crire respectivement T n -E—c(gr? et T n= On sait que Tn est optimal dans

1'efficacité relative asymptotique de T:‘l9 par rapport a Tn’ on trouve qu'elle vaut

0,87.
Cependant, si on considére le modele contaminé (1-¢) N(O ,0'2) + eI\’(O,902), et si
. o Varg(T,)
on calcule pour ce modele la limite quand n tend vers l'infini de -~ , c'est
Var (T
o 'n

a dire l'efficacité asymptotique relative de T:'_:' par rapport a Tn’ on trouve une

fonction de ¢ qui, au voisinage de 0, est croissante et vaut 1 dés que ¢= 2. 10_3.

La performance (asymptotique) de T est sensiblement meilleure que celle de
T:;~ pour le modele normal, mais il suffit d'une contamination trés faible (indécelable)
! pour que T:: se comporte aussi bien que Tn .

Cet exemple indique simplement la fragilité du caractere optimal face a une petite
altération du modele, mais le nouvel estimateur n'est trés bon que pour un type bien
particulier de perturbation et ne répond pas, a priori, au probléme de la recherche
| d'estimateurs résistant a une large classe de perturbations. On entend par la des

perturbations de natures tres diverses, toutes restant cependant petites dans un cer-

'tain sens ce qui conduit a considérer des voisinages du modele initial pour des dis-

tances convenablement choisies sur 1'espace des probabilités.

, 1b 3. Erreurs d'arrondi :

——— o ——— - — g e -

L L'effet des erreurs d'arrondi a fait 1'objet de moins d'études que celui des errours




grossieres, Kempthorne 61 a cependant montré (la justification n'étant malheureu-

sement pas parfaitement rigoureuse), que, si 1'on tient compte des erreurs d'arrondi,
1'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6 d'une loi uniforme sur
[O ’ 62, se converge pas aussi rapidement que ce que 1l'on prévoit sans en tenir com-

1 . 1
pte (- au lieu de r-l—z-).
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2 - VOISINAGES.,

Le seul type de modele étendu que nous ayons vu jusqu'a présent n'est justement
pas un voisinage du modéle initial : son seul intérét dans le cadre de la robustesse
est de permettre souvent des calculs explicites et de mettre en lumiere 1'impact

sur les performances des estimateurs d'une infime altération du modele initial

(1.b2 par exemple).
Le modéle initial sera toujours noté (Fe)égg 'a.Aux paragraphes a, b, c, d, le
modele étendu sera du type G®n, G € 3. Au paragraphe e, des perturbations de

1'indépendance sont envisagées.

2a Modele contaminé,

Si ¥ est une classe de lois assez vaste et ¢ unréel de 0 ,%[, qui sera généra-

lement assez voisin de 0, on définit le modele contaminé comme 1'ensemble des lois

Ce modele a été étudié dans Huber [44, 46 et apparaitra aux Chapitres VII et XIV,

:2b Modeéle a variation totale.

Si ¢ est un réel positif inférieur a 1, le modele a variation totale est la réunion,
quand 8 varie dans 2, des boules de centre FG et rayon < pour la distance en |
variation totale K. Si P et Q sont deux probabilités sur le méme espace (Q,C)"
on définit K(P,Q) = :gg |P(A)-Q(A)| et par suite le modele a variation totale est

1'ensemble de lois

SK(:) = {G|36¢€9: K(G,Fe) <el.

Le modele a variation totale peut étre considéré comme une extension du modele

contaminé. En effet, si G = (1-¢)JF+<H, K(F,G)<¢ et, réciproquement, si

' K(F,G) = ¢, il existe un réel positif e-::-’ deux mesures positives H] et H2 (qui ne

sont pas, en général, des probabilités) tels que (1-e*)F+ e%H1 = (1—e*)G+ .:*HZ. Il

suffit de prendre H, = 1[F-FaGl, H,=1[G-FAG], ¢ = «(1=)7!, et alors

‘G=F‘--:H1+ st.
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2c Modele de Prokhorov.

Soit d la métrique de R. Si B est unboréliende R etsi ¢ estun rdel
positif, on note B® le ¢ voisinage de B, soit B®= {x€R|3b€ B :d(x,b) <<c}.
On définit la distance de Prokhorov # de deux probabilités F et G sur R,®)

T(F,G):inf{ezv Be€® F(B)<GB%) +c). |
Cette définition semble ne pas étre symétrique en F et G, mais l'inégalité qui
figure dans le membre de droite implique 1'inégalité obtenue en intervertissant les
rdles de F et de G, comme on peut le voir en considérant les complémentaires et
%)°

en remarquant que B =(B°

;

Des deux ¢ qui figurent dans la définition de #, celui qui est relatif a la métrique;
de R et qui apparaft dans B® peut &tre envisagé comme une diffusion locale de la |
probabilité due aux erreurs d'arrondi et celui qui est relatif a la probabilité sur | ;
(R,®) peut représenter la possibilité d'erreurs grossiéres : une petite fraction ¢
des observations peut se situer n'importe ol dans R.

On choisira 1'échelle de mesure de la variable observée de telle sorte que la
taille relative de ces deux types d'erreurs soit respectée quand on les exprime par
un méme nombre positif ¢.

Le modéle de Prokhorov

g ()= (G| 36€0:7(F ,G) <=}

admet pour cas limite le modele a variation totale : en effet, quand on change d'échelle
en prenant une unité de plus en plus petite et tendant vers 0, B®, pour B fixé, re-

présente un voisinage de B de plus en plus petit et qui tend vers B.

Le modeéle a variation totale permet de tenir compte des erreurs grossiéres mais

non des erreurs d'arrondi.
i
% Comme d'autre part la convergence pour la distance de Prokhorov est équivalente

‘A la convergence faible, le modele fﬁ est celui qui est le plus indiqué puisqu'il per-

,met d'inclure le plus grand nombre de types habituels de déviations.
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2d Voisinages pour d'autres distances.

On peut choisir d'autres distances comme par exemple, si on est sur R muni
de la tribu ® de ses boréliens la distance de Lévy X :
si F et G sont les fonctions de répartition de deux lois sur R,

AF,G) = inf{e|V t€ R, G(t) <F(t+¢) + ¢}.

Ou encore la distance &(F,G) = sup |F(t)-G(t)|. :
t€R f

2e Perturbations de |'indépendance.

Si 1'on envisage maintenant des déviations par rapport a 1'hypothése d'indépen-
dance et d'équidistribution des observations, on est amené a choisir une classe de \
modeles utilisant la distance de Prokhorov sur R". En fait, si E est un espace mé-
trique complet, muni de sa tribu borélienne ®, si d est la distance, B€ ®, ¢>0,

B® défini comme en (2c) et P et Q deux probabilités sur (E,®)
7(P,Q) = inf{c|VBe® P(B)=Q[B®) +c}. ;
En particulier si E=R" , on considére le modele étendu
5(e,n) = Q! 30€0:1(Q,ET ") < ¢}

Bien entendu, cela n'est qu'un type de modeles, D'autres possibilités intéres-

’ santes existent, en particulier celles faisant intervenir des types de dépendance :
| particuliers dus au phénomene lui-méme (statistique des processus) ou a 1'expérience |

(introduction de dépendances markoviennes par 1'expérimentateur),

Catherine HUBER
Département de Mathématique
Université de Paris-Nord
Avenue J.B. Clément

93430 VILLETANEUSE

L.
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CHAPITRE III

DEFINITIONS ET RAPPELS

1- NOTATIONS ET DEFINITIONS UTILISEES.

1.a. Lois de probabilité sur R et fonctions de répartition.

On notera par des lettres X, Y ... des variables aléatoires réelles (1'espace de
probabilité (Q, 7, P) n'étant pas en général mentionné)., La loi de X est1'image de '

P par X. La fonction de répartition de 1a variable aléatoire réelle X est la fonction

R - [0,1] définie par x » P (X = x). On notera indifféremment par la méme lettre

F, G ..., laloi et sa fonction de répartition. F n'étant pas continue en général, on

définit sa fonction réciproque Fol par la formule F | (t) =inf {x, F (x) = t} , !
|

t € 0,1 ; on a alors F~1 est croissante , continue a gauche, (F‘_1 (t) = x) équivaut a

t=F (x) pourtout tc J0,1] , x€R, et F! (F (x) =x, F p.s. (en effet, il existe: Xg

tel que E, = {x, F (x) =t} = [xt, o, carsi x € E,,y=x€E etsi E, était ouvert,

. z
sa borne inférieure X, serait telle que F (Xt) <t et F (x) =t pour tout x = X, ce qui

contredit la continuité a droite de' F, les assertions ci~dessus sont alors évidentes). 7
Remarquons que si F-1 (F (x) ) < x alors x estdans un palier de F, si

F (F_1 (t) ) >t, testun sautde 1
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Parmi les mesures sur R , nous distinguerons 1'ensemble noté T, des lois d'é~

chantillonnage, c¢'est-a-dire 1'ensemble des probabilités de la forme

l(6 +...+06_), ou 6_ estlamasse de DIRAC en x, et x
n Uxg X, X

R, distincts ou non.

1700 X des points de

Notant dx la mesure de LEBESGUE sur R, on appelle densité d'une loi absolu-
ment continue par rapport @ dx , sa dérivée de RADON-NYKODYM. Si F a pour

densité £ on appelle information de F, la quantité I (F) définie par

1 |
I(F) = S (ff—(%z)2 f (x) dx = « si cette quantité existe, c'est-a~dire si f est par-
) 1
tout dérivable, -ff—(x) étant par convention 0 si f(x) =0 . Si F n'admet pas une

densité dérivable, on pose I (F) = .

1.b. Echantillon parametre de position et d!'échelle.

Sauf mention explicite, par n-échantillon d'une loi F, on entend n variables

X Xn indépendantes, de loi F. La loi sur Rn, de vecteur X = (X1 yooey Xn)

1...

. {;n
sera notée F

Si F a une densité {, 1a fonction de vraisemblance est

f (X1) ... £(X ), on travaillera sur son logarithme noté L (X1 e Xn), soit
L (x1 . xn) =log f (x,) + ... +1logf (xn). Si 8 €ER, F (x-0) désigne 1'image de
F par la translation 8. Sil'on considére une famille du type {F (x - 8), 8 €R}, 6

est appelé paramétre de position, de maniére plus générale, pour une famille de type
X -0
(o)

d'échelle.

{F( ), 8ER, o€ R+} , 0 est appelé paramétre de position et ¢ parametre

1.c. Estimateurs.

-

Suivant 1'abus de notation traditionnel en statistique, si (Gn)n €N est une suite de '

‘variables aldatoires considérdes comme des estimateurs de 6 a partir d'un n-échan-

‘tillon, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, on parlera simplement de 1'estima-
!teur' Bn et de ses propriétés asymptotiques et 1'on écrira Gn au lieu de (Gn)n e

: )
'Soit a estimer le paramétre 8 d'une famille {F (x, 8), 8 € R} . Soit G,, un groupe

de transformations sur Rn , G un groupe de transformations sur R . Gn sera dit
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]

invariant (pour le groupe Gn) si pour tout g € G ,ona

A A

6, (g (X1 cen Xn)) =0 (X1 . Xn) . 8 sera dit équivariant (pour le groupe G) si pour

~

tout g € G, Gn (g (X1) e g (Xn) =g (8 (X1 - Xn)) . Les groupes utilisés seront cew{

des translations et des homothéties positives sur R" . |
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2 - EFFICACITE ET EFFICACITE RELATIVE ASYMPTOTIQUE (E.R.A.).

2.a. Efficacités des estimateurs.

Soit Gn un estimateur sans biais équivariant de @ parametre de translation. On a

g i . - 1 . .
1'inégalité classique de CRAMER-RAO , Var Gn = StOK I (F) information

"~ A 1

de F. Gn est dit efficace si Var 6 n= AIE - Pour les estimateurs équivariants,

on a le résultat classique suivant, dii 3 PITTMAN .
Théoréme :

Soit {F (x - 8), 8 €R} , F donné , alors 1'estimateur gn défini par la formule

ci-dessous est de variance minimum dans la classe des estimateurs sans biais équiva-

riants par translation. ’OVn = U- EOY U, ol U est un estimateur quelconque de la

classe considérée, et Y est le vecteur aléatoire a (n - 1) dimensions

Y = (X, - Xqpeees X - Xl)’ On peut en particulier choisir U=X ou U = Xy -
(En général 1'estimateur de PITTMAN n'est pas efficace).

"

L 'efficacité asymptotique d'un estimateur Gn est donnée, lorsqu'elle existe par

. < 1
e, = lim e+ , ou e~ =

n- oo Gn Bn nI(F)Var‘arl

"

Si e = 1, 6 n est dit asymptotiquement efficace.

On peut alors définir, 1'efficacité relative asymptotique (E.R.A.) de deux estima-

teurs Bn , 81! En général, on prend comme mesure de 1'E.R.A. la limite, lors-

n-
qu'elle existe, du rapport des variances des deux estimateurs Gn et 6 ‘n . En parti-
culier, lorsque /@ (86 . 6) et /(6 . 8) sont asymptotiquement normaux,

1'E.R.A, existe,

H

|

H

L 'estimateur de PITTMAN est asymptotiquement d'"E.R.A. = 1 par rapport a tout {

autre estimateur sous des conditions tres larges. Il est asymptotiquement efficace

sous ces mémes conditions
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2.b. E.R.A, des tests,

Cette notion est le plus souvent introduite de maniere imprécise ; elle est surtout
intéressante comme élément indicatif du comportement asymptotique des tests, dans deé

i
conditions de régularité convenables.

L'E.R.A. de deux tests de méme niveau « , tests unilateres ou bilatéres sur R,
peut étre alors interprété comme le rapport des écarts Gn - 90 et 6 'n - 60 entre

hypothése nulle et alternative conduisant a une méme puissance 8 fixée a 1'avance,

Soit a tester 8 - 90 contre 8 >8,, ou 90 est un paramétre réel et (FB)B cR

une famille de lois sur R . On ne s'intéresse qu'a la situation suivante réalisant les :

hypothéses notées de () a (sews) |

(39 La région critique de test ¢ est définie a partir d'une statistique T et d'un point

| critique k par ¢=1 si T>k.

¢=0si T <k, leniveau «a étant fixé dans toute la suite, on désigne par ¥ le

nombre € (0, 1) tel que Y Py (T=k)+Pe (T>kK) = a .
o o

Dans la suite on s'intéressera a des suites (¢n), (Tn) de tels tests, n étant la
taille de 1'échantillon.

(ss¢) On suppose Ee T 2<<>° pour tout 6 , tout n . On pose K (6) = 6 ’
TN C) '

o, 9) = Eg (T - by (6)) et on suppose 11m P6 ( ——jg)—<x) = ¢ (x), pour
x € R, ol ¢ estla répartition nor'male.

(s=¢t) On pose Gn =0 o +-% , pour 7 >0 et § >0 fixés. On suppose u dérivable

n
sur (90, 61) , 91 >60 , que W' (60) >0 et u' monotone sur (60, 61). On suppose

de plus :
%n (6 ) li “'n (‘en) 1 % M'n (60)
llmm ;m W— ’ v'lmgé-—o——(g—)=ﬁ>0
n o

n n
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-k ®) T
(s==#¢) On suppose de plus que lim Pg __T_T_ <x)=¢(x) pourtoutx €R ,
n o, .
Ces conditions sont a la fois treés Pestr‘elgnantes et pratiquement les seules a &tre

utiles en pratique. Il n'y a pas de conditions générales tres agréables pour développef'

la théorie qui suit. |

Etudions la fonction puissance du test T au point 6 » et montrons qu'elle tend

vers une limite. Posons 8 6 )= Pg (T >k )+ Yn PO (T = n) )
- b, (e " ' kp - by 6)
Comme llrrln PB ( _—T_T— <Xx) = @ (x) , sil'on pose >s W , ona

lim A =X, = ' (1 - a). On peut écrire :

IR T -4, @)
8, 6,) =Pg_ (‘c—(e—r—”‘)” Po (o3 =k

o,60) m,6)-p ©)

Posons h_ =X + L
n "n o, (en) oL ©)

Comme Tn est sous P9 asymptotiquement gaussienne, l'amplitude de son plus

n -4, 6)
grand saut tend vers zéro et donc I;m B, (6 )_hrrxn Pe (—Tﬁj_ >k)
Sih - ¢ (1 -73), alors 'Bn (Gn) » B8 (avec 3>a).
o, (6.)
- l
Or hn—ln—o——(—)‘ n(nnen), O<nn<1.

De (5#) et (ss#¢) on déduit que h a méme comportement asymptotique que
TN
T

-3 —E—Te—-)- qui tend vers A - TZ .

On a donc A-r£=¢ (1--3) si h = ¢ (1 -3) cl'est-a-dire si 3n(en)-> B. |

On peut alors passer a la notion d'efficacité relative asymptotique (E.R.A.)de?2

'tests Tﬁ1’ Tn2 ‘de méme niveau o .

‘Définition :
Soit un couple fixé, a, B ; 0<a<B <1. Soit deux tests B:s i=1, 2 associés
iaux statistiques T]. et aux constantes Gi,f&i telles que les hypothéses (%) a (3a=er)

soient vérifiées. On appelle alors E.R.A. de ¢, par rapport a %, la quan}ité
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T 2
1im 1
n-o n

51 T
L 'efficacité peut étre comprise entre 0 et + o ,
Si 61 < 62 , 1'efficacité est infinie,

Si 6, =9,, elle vaut 1'1/72 (soit 24 / /&1) )

Si 52 > 62, elle vaut O,

Remarquons que 1'E.R.A. est fonction du couple (e, 83 ), ce qui est assez génant.

Cependant il est fréquent d'obtenir une E.R.A. indépendante de ce couple.
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CHAPITRE IV

M-ESTIMATEURS
(Maximum de vraisemblance modifié)
par

Claude DENIAU - Georges OPPENHEIM - Claude VIANO

1 - INTRODUCTION,

Etant donné un échantillon (x],...,xn), de taille n, delaloi F, = F(x-go), le
0
probleme auquel nous sommes confrontés est 1'estimation du parameétre go de posi-

tion (la variance étant connue), compliqué par le fait que nous supposons F approxi-

mativement connue ; "approximativement connue" signifiant :

i)laloi F estla ¢ contaminde, F = (1-¢)G+¢F, d'une loi G connue

ou
ii) la loi F appartient a un voisinage % d'une loi G connue.

S'inspirant des techniques usuelles d'estimation : moindres carrés, maximum

de vraisemblance, P.J. HUBER [44] définit une classe d'estimateurs (les M-estima- |

teurs) tous équivariants par translation. Un tel estimateur Tn(x], cee ,xn) est solution

de (1)
n
Int{ ¢ p(xi-T)} (1)
T i=1
oll p est une fonction convexe telle que lim p(x) = + .

pjso0
Sous certaines conditions et lorsque la loi F est connue l'estimateur du maxi-

mum de vraisemblance (solution de (1) avec p = Log f, oli f est la densité de F) est
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asymptotiquement efficace. Cependant d&s que F n'est "qu'approximativement connue"
i

cet estimateur est peu robuste en ce sens que lim var {\/-5 [Tn— g o]} n'est pas borndg
en général, dans le domaine ¥ . On peut penser:c:xe la non robustesse des estimateursz
usuels provient de la croissance trop rapide de la fonction p lorsque |x| tend vers |
1'infini.

Restreignant notre étude aux lois symétriques, parmi les solutions de (1) nous

chercherons des conditions suffisantes sur p (ou sur (x) = c?n p(x) lorsqu'elle

existe“) ) pour obtenir des estimateurs, convergeants, asymptotiquement normaux

(C.A.N.).

(1) Entout x€R, p(x+0) et y(x-0) existent ; on pose alors u(x) = O(X;O);U('\.'O)
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2 - DEFINITION DES M-ESTIMATELRS.

Soit ¢ une application de R dans R monotone non décroissante prenant des

valeurs positives et négatives, et F une loi de probabilité sur (R,3(R)). Pour
E€R posons : )\F(g) = Sw(x—g)F‘(dx) ; si F est la fonction de répartition d'un

1 n

n-échantillon, alors, Ap (g) = : zp(xi—g).
n

njc
Lemme 1,

S'il existe 3 OER tel que XF(f;‘o) <, alors ’\F est définie partout, monotone
non croissante, prenant des valeurs positives et négatives.

(Pour une preuve, voir P.J. HUBER [44]).

On peut remarquer que si  est bornée, cette condition est réalisée quelle que
soit F.

Définition 1.

Soient (XI’XZ’ cas ,xn) un échantillon de taille n et F‘n la fonction de réparti-

tion empirique de cet échantillon. Posons :

T:f(Fn) = sup {£ | Apn(é) >0}
T, (F ) =int {g g (<0}

E).

3
Alors T n(Fn) <T

On appelle M-estimateur d'un paramétre de position une application mesurable Tn;
de F dans R définie par :

3t 309t * ﬁ
1)si T (F)=T, (Fn), on pose Tn(Fn) = Tn(Fn),

sy . ol o . 3 3o -

ii) si Tn(F‘n);éTn (F n), on*choxsn TQ(Fn) dans [T n(1—“ n), T, (Fn)_. ; |
TO(F,) + TN (F,)

en pratique on pose Tn(F n) = ) . Un cas intéressant est celui étudié

par P.J. HUBER [45] : Tn(F‘n) est randomisé et prend la valeur T::(Fn) avec la

probabilité 7 et T '(F ) avec la probabilité (1-m).

Plus généralement on pourra considérer T, comme la restriction a g, d'une

i

l
fonctionnelle T : 5 — R définie en remplacant >‘F par )\F (F <3 dans le lemme 2.
n
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Propriétds de Tn :

< . Y . . n
i) L'estimateur Tn peut &tre considéré comme une application mesurable de R

dans R, invariante par le groupe G’n des permutations de {1,2,...,n}

ii) L'estimateur Tn est équivariant par translation i.e.
X: (Xl,...,xn)ERn ; 2: (a’-n',a)ERn

T (x+a) = T_(x)+a.

Remarque 1.

La propriété ii) permet d'écrire :-

de Tn(x+_g) est indépendante de 6. Nous utiliserons ce résultat dans la démonstra-

tion de la normalité asymptotique de Tn en posant 8=0,

Exemple 1 : Moyenne.

Soit (x1 yese ,xn) ¢R" un échantillon de taille n. La moyenne empirique de

n
L X, estl'unique nombre réel tel que :

1'échantillon : Tn(x) _1 i

n j

Mg =

(072 £ (4-T (07  (@2.0)

Quel que soit 8€R : i
1=1

i=1

n
ou : % (xi—Tn(x)) =0 (2.2)
i=1
Dans (2. 1) intervient la fonction p:X — x2 (strictement convexe et continQiment
différentiable) ; dans (2.2) intervient la fonction Y= g—f .

Exemple 2 : Moyenne Huber k-winzorizde.

Considérons la fonction convexe, continliment différentiable p, Suivante :
AR — R +
t%, ti<k

pk:t —
k;t]- /2 itl>k

Quel que soit 6€ ®: ’I‘n(x+_6) = Tn(x)+ 8 ; donc si les x; ont pour loi FO , laloi
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. _d
Notons Y = o Py
t tI<k
bt —
ksignt |t| >k
1o (0) Glt)
Kl ---
_-.-.K?ZZ;/////, /"
N X : :
-k Jo k t ) o k t
. ]
Lok
Fig. 1 Fig. 2

de solutions de 1'équation

n
T Y (x.-6)=0
i=1 k''i

Posons : [1}= (i€ [1,n]; [xi-Tn(x)}s
[21= (i€ [1,n]; X, - T ()| >k}.

Alors, T n satisfait a 1'équation :

2

s (xi - Tn(x)) + 1%] k sign(xi-Tn'(x)) =0

Tn(x) C_aFCT-TJ : X. +m /__tz swn(x =T (X))

Ecrivons Tn(x) de deux maniéres :

. [x si i€[1]
i) T (x 1/n 2 y; avec y
i=1 Tn(x)+k 51gn(xi-Tn(x)) si i€ [2]
(les observations sont équipondérées).

1 si i€ [1]

3

ii) Tn(x) = 51 o X; avec o« y si ic 2"
Ixi“Tn(x)i -

Les propriétés de py entrafnent 1'existence d'un intervalle fermé [T::(x),Tj;qix): :
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(les observations ne sont plus équipondérées).

La détermination de Tn(x) et des valeurs extrémes ramenées 4 * k .est prati-

quement obtenue par itérations ; pour plus de détails on peut se reporter a la thése

de D.A. RELLES [78.
On remarquera que :

Lim Tn(x) = médiane de 1'échantillon
k-o ’

lim T (x) = moyenne de 1'échantillon,
k-4 n

On choisira donc des valeurs de k, permettant de prendre en compte les propriétés

de robustesse de la médiane et d'efficacité de la moyenne,
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3 - CONVERGENCE ET NORMALITE ASYMPTOTIQUE DES M-ESTIMATEURS.

Condition suffisante de convergence d'une suite (Tn)nEI\' .

Dans tout ce paragraphe F € 3 est donnée et § est une application de R dans
R, non décroissante prenant des valeurs positives et négatives.

Soit (T n) une suite de fonctions T : R" — R, mesurables satisfaisant i la

définition 1.

Théoréme 1.
Supposons que 1'application £ — XF(g) soit définie (lemme 1) et qu'il existe
g 06 R tel que:
pour tout E€ J-eo, go[ : xp(g) >0
pour tout E€ ]go, +oo[: AF(g) <0,
. Alors (Tn) converge F-presque surement vers §o .
(La démonstration est immédiate en utilisant la monotonie de ¥, la définition de

g, et la loi forte des grands nombres ; P.J. HUBER [44].

Théoréme 2.
i) Supposons que
a) g, ER est tel que AF(QO) =0
b) AF strictement décroissante et continue dans un voisinage de §o.
c) S&;‘;z(x-g) F(dx) <= et continueen €= & *

Alors : 2(/n xF(Tn—go))—-—» n(o,cﬁ) ol a‘f =S¢2(x-§0) F(dx).

n-—ee

ii) Supposons A\p différentiahle en g, et Af (§o) £ 0.

2

o
Alors :. £(Vn(T_-£)) 7(0, cr ) ol 02 = —— 1
N0 e F,o~ D(E)z

Preuve : Pour alléger les notations posbns go =0.
i) Il existe une suite (k n) de nombres réels telle que

% lim kn=0

n- oo
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tel que pour tout n>N: %
n

Démontrons que :

n-oe

n-oeo

i=1

équidistribuées 2 y

n,i*
i=1

LOEVE [70] p. 295).

Soit a montrer que :

Ve>0: lim

n-+oo n,1

n

TI"M:

L S y2 . F(dx) = 0
oh 1vE

iou ce qui est équivalent : V¥e¢ >0 lim (

n+oc YE
n

lim P{Vn X(T ) >a} = (- —-)

?

On est ramené a étudier : lim P{x [T (x) <k, }.

Or {x|T(x)<k}c{xl£ ¢(x-k)<o»
i=1

{x | Z p(x;-k ) <0} e {x | T (x) =k}

. S VO
€V ; onpose alors k=X (a/\‘,n)

ol 3§ est la fonction de répartition de la loi de Gauss 7(0,1).

s Pour tout n>N :\n AF(kn) =a ol a est une constante arbitraire.

Remarquons d'abord que : {x|\/n A(T (x)) >a}l= {x ]Tn(x) >k }.

pt $ est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue donc :

En effet, XF‘ est bijective dans un voisinage V de zéro, donc il existe N€IN

lim P{xT (x) <k} =lim P{le qb(x - )<0}
n+ee n-+co i=1
= lim P{x Z Fzy(x -k ) Aok ) <-a
n-oo I Vﬁ F - }
=lm P{x | — z <-a}
noo 1 \/-l-:l j= ]y 1
en posant y (x -k ) AF(k n). La premiere partie sera démontrée si 1'on peut

Nous sommes ramenés a vérifier des conditions de Lindeberg (voir par exemple

En={xi 1yn,i‘>€ﬁ}
ol
2_ N 2 T2
g = T Fldx)=n & y:
n i=1,,\yn,l (dx) i=1y1,n
yf,iF(dx)=o 3.1

appliquer un théoréme central limite a la somme de variables aléatoires indépendantes
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|

Par le théoréme de la convergence dominée et la continuité de AF au voisinage

de € =0, on déduit que (3.1) est vérifide si :

lim ] $Pxk JF(d) =0 ol E!= {x| lplx-k)i>c Vi } (3.2)
n-+ovE!
n

Enfin: V §>0, 3n €N, Vnzn,: lkn!< 8. Posons ‘

u(x;) = Max { lw(x;=8) | 19(x;+8) | }.
Alors pour tout nzn_: lw(xi-kn)} < u(xi). Posons
E! = {x |u(xi)>\/n_£} ; etpour nzn_, E! cEl.

Donc pour n=n_: wz(xi-kn) F(dx) SS uz(xi) F(dx). Et de la continuité en
1

n En

£=0 de Sy’;z(x-g) F(dx) on déduit :

lim u2(x.) Fdx) = 0
nwe VEr

ce qui acheve la démonstration.
ii) L'application >‘F étant différentiable en 50 = 0, on peut écrire :

AF(Tn) = Tn,\f:(o) + |Tnl O(Tn)

VA AR(T,) o(T,)
————— 1 “+
Vn Tn)\}',(O) xl'_,(o)

Or (T n) converge F-presque slirement vers 0, dorc le second membre de (3.3)

(3.3)

converge vers 1 en probabilité

Lim A/ AL(T,)) = 7(0,0%)

n-—+ce

donc : 2
lim 2T T)=7(0,02 ) ot 62 = —1_
n-+oo ﬂb ¥ I-X’(O);'Z

(Pour ce résultat classique,voir par exemple H. CRAMER [21_ p. 254),

|

Remarque 2,

i) Si ¢ est suffisamment réguliére (voir les Huber k-winzorisés , oll des exem-

ples dans ANDREWS et Al [2]): >‘I'=‘(O) existe quelle que soit F.
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ii) Si F est telle que son information de Fisher I(F) soit finie, alors quelle

que soit § monotone : Al':,(o) = S ¢(x) £'(x)dx (ob f est la densité de F par rapport

'
a la mesure de Lebesgue) et 02 L= L , avec égalité si et seulement si =k-f— a
F,0= IF v I |

(on ne demande plus la monotonie de wv). La suite (Tn) de M-estimateurs associés
a zpv est une suite d'estimateurs du maximum de vraisemblance et ces estimateurs

sont asymptotiquement efficaces.

Claude DENIAU
Georges OPPENHEIM
Claude VIANO

U.E.R. Mathématiques
Université Paris V
12, Rue Cujas

75005 PARIS




- 37 -

CHAPITRE V
ESTIMATION D'UN PARAMETRE DE TRANSLATION A PARTIR DE TESTS DE RANG
par

Robert AZENCOTT.

1 - MODELE PROBABILISTE.,

On observe n variables aléatoires X, e Xn définies sur un espace de proba-
bilité (@, 2, PO) ou PG est une probabilité sur  dépendant du paramétre‘réel ]
que 1'on cherche a estimer. On suppose que sous Pe , les Xi sont indépendantes et

de méme loi Fg définie par
Fe(x)=P6(XiSX)=F(x-59) né€R

ou F est la fonction de répartition d'une probabilité fixe sur R.

On suppose que la loi F est symétrique par rapport a 0, c'est-a-dire

F (x) +F (- x) =1, et fixée - mais pas nécessairement connue a priori - dans le plus
grande partie de cet exposé. Les résultats obtenus ainsi seront ensuite appliqués au

cas ou F se trouve dans un certain "voisinage" de Fo, ol F‘O est connue.

Les estimateurs de 8 que nous présentons ici sont construits a partir de tests de

rang et ont été proposés par HODGES et LEHMANN [41 ], puis étudiés par HODGES

(38 ], BICKEL et HODGES [ 7 ], et JAECKEL [58] .
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2 - CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS A MEDIANE NON BIAISEE .

Soit h : R™ » R une fonction mesurable servant a tester {6 =0} contre {6 >0}

de la fagon suivante : on rejette 6 =0 sih (X1 cen Xn) >C.

Pour simplifier 1'écriture nous noterons

h(X)=h(X1,---,Xn) h(X+a)=h(X1+a,...,Xn+a)

Introduisons 1'hypothése,

(2.1) | - h (X +a) est croissante au sens large en a, pour tout X fixé&.
- Sous 8 =0, h (X) a une loi symétrique par rapport a zéro, quelle |
que soit F,
Posons € =P {h(X) =0} .
Pour a € R, considérons le test Ta de{8 = a} contre {6 > g qui rejette{d = a} si
h(X-a)= 0. Les T, sont de méme niveau a = %+ -;rl: P (h(X-a)=0].

Considérons les intervalles de confiance S (X) associés, cf. [68], définis par

S (X) ={a | T_ accepte & =a siX est observé} .

: 1 n
Onaalors Py {OES(X)} 21-a=75- 5
Posons
2.2) a® = inf {a | h (X - a) <0}

Onobtient S (X) < [a* , +9 et donc

W
N -

€
¥ n
-P9 (@a” < 9) -5

En considérant les tests T'a de {6 = a} contre {8 < a} qui rejettent {8 = a} si
h(X-a) <0 onestde méme amend a poser

(2.3) a™ =sup {a | h(X-a) > 0}

ce qui donne
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€
36 1 n
On a a*x' < a* et 1'estimateur
(2.4) 6 = % (aiﬁx‘ + a’)\‘)
vérifie
P € A €
1 n 1 n
(2.5) Pg6 26) 25 - = Po6 <6) 2 5- =

A tout test h de {8 =0} contre{8 >0} vérifiant (2.1) nous associons 1'estimateur

8 de 6 défini par (2.2) , (2.3), (2.4). Dans les exemples ci-dessous on a

lim € =0 de sorte que 6 est "presque'" la médiane de 8 pour n grand. Sous
n= 40 A
hypothéses supplémentaires faibles (la normalité asymptotique de 6 suffit amplement !)

A

la médiane de 8 converge en probabilité vers 6.
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3 - TRANSFERT DES PROPRIETES D'OPTIMALITE DE h A 6

3.1. Lemme : (cf. [41]).

Si h vérifie (2.1), si F est continue, les fonctions de répartition de a" et a

sous P6 sont continues.

Preuve :

Posons W1 = X1 ’ Wi = Xi - X1 i= 2. La fonction

f(z)=h(z, z+W,,..., 2 +Wn) est croissante en z. Soit

2’

AW, ... Wn) =sup {z | £ (z) <0} , ce qui entratne a%=W1 - (W2 Wn)' Pour

2
c€R onadonc Py (a'“':c):P6 {w, =>\(w2 wn)+c} ]

Laloi n de X1 sous Pe ne charge pas les points, d'ou

Pg {W =X (W, ... W)+c[W, cee Wh=n[X Wy .. W) +c]=0

ce qui implique P (a* =c) =0. M&me argument pour 0 ’
8

3.2, Lemme (cf. [41]).
Si h vérifie (2.1), si F est continueonapourtout u€¢ R, 6 €R
Pg {h (X = u) <0} <Py {6 <u}$P9 {h (X =-u) <0}
Preuve :
D'apres (2.4), (2.3), (2.2) ona
{8 <u}c {a7\%<u} c{h(X ~-u)<0}
{h(X=-u)<0}c {a*s u}
D'aprés le lemme 3.1, on a, ades ensembles Pe—négligeables pres

3¢

{a" € u} =b{a*<u}‘ c {5<u}
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3.3. Lemme (cf. [41]).
|
Soit h_ = R" >R une suite de tests vérifiant (2.1). Supposons F continue. Sup-

i
posons que pour tout u € R il existe des suites [ (W) ER et o, > 0, avec [T (0)=0

. 1 : ’ .
telles que la loi de a—;— [hn = by (w] sous P, / /T tende faiblement vers N (0, 1).
p (W)
Supposons que lim  (+ 5
n- 4+ n
ciés aux hrl sont alors asymptotiquement normaux et

) =uA pourtout u€R, avec A £0. Les Gn asso-

(3.4) lim Pe{fh'(en-e)<u}=<b(+uA) , UER
n-+oo :
Preuve :

Par construction, on a pour tout borélien BcR ,

Pg {(6n -0) €B) = P {en € B}. On peut donc supposer 8 =0. La définition des

Pedonne
P, {hn(X'--l-l-r-l-)SO}=P- g th, X)=<0}
/n - )
1 bn - U
=P, {z M ®-p 0] s-T—)

Jn

Les hypothéses sur h entrafthent donc

lim P_{h (X- —%)<0} =¢ (+uA)
n = 400 o n f—ﬁ

et ce résultat subsiste si on remplace <0 par <0. En tenant compte de 1'encadre-

ment de P_ Wary Gn < u) fourni par le lemme 3.2, on obtient (3.4).

Q.E.D.

3.5. Proposition (cf. [41]).
Considérons deux suites (hn), (h'n) de tests vérifiant les hypothéses du lemme
3.3 ; supposons que les constantes A, A' assocides soient de m8me signe. L 'efficacité

asymptotique relative ("A.R.E." cf. Chap, n°3) de (hn) par rapport a (h'n) est
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égale a 1'efficacitéd relative des suites d'estimateurs associés (Gn) et (8 'n)"

Preuve :
7 ’
Remarquons que dans les exemples IJ (U) estl esperarce de h sous P / o o

et donc d'aprés (2.1) ona A, A’ >0,

Soient p'_, o' Al les quantités assccides a (h! rl) par les hypothéses de 3.3.

Les variances asymptotiques de v/ n Bn et /1 6'n sont resp. -1—2 et —-1-? d'apres
“ a A Al
(3.4) ; 1'efficacité relative de (Gn) par rapport a (8 ',]) est donc A2/ A2,

Soit k,_, le (1-& )=quantile de N (0, 1) et soit C,=0,ky_,- Le test T de
{9 =0} contre {8 = —=—} qui rejette {§ =0}si h_(X)= C_ est de niveau
S n n
- ' Ay 3 — » . -
a =PJ {hrl X) = c) d oun il-rir_lm o =o . La puissance limite de T_ est

B =1lim = lim P {h. X)=2C })=06(Au+k
n-¢+ooB N=+0 ot n -

g

!
qui rejette 8 =0si h' , (X) zo' , k,

Letest T' ,def =0 contre 6 =
n = -

est de niveau asymptotique & et de puissance asymptotique ¢ (Aru' + LN ). Claire-
5

ment, Tn et T'n, auront m&me puissance asymptotique et méme niveau asymptotique

2
1 1 ]
contre les mémes alternatives si =—— = —— of Au = A'lu', donc si r‘? -A 5 ce
/' n / n! Al
qui par définition indique que l'efficacité asymptotique relative de (hn) par rap-
2
N A
' SE——
port & (h n) est ek
Q . E - D L]

~

Les "bons" tests (hn) fourniront donc de "bons" estimateurs 6 _ .
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4 - LES TESTS DE RANG <

4.1. Untest h (X) de® =@ contre{§ £ est un test de rang si (cf. [31]) on peut écri-

r*eh(X1 Xn)=H(R1,... R, signX 51ann) ol R; est le rang de \Xil

e
dans 1'échantillon ordonné associé a lXil e lanl‘ , etol sign X; vaut 1,0, -1

resp. lorsque Xi>0’ X5 =0, X; <0,

Les vertus de ces tests sont lucidement décrites dans [ 31] dont nous extrayons

les deux résultats suivants

4.2. Théoréme [ 31]:

Supposons que F ait une densité f (par rapport a la mesure de LEBESGUE) que
f soit absolument continue, et que S | £' (x) | dx <+ . Pour F donnée et n fixé,
il existe un test de rang hn localement plus puissant que tous les tests de rang ;

hn est de type
h (X) = 2 a (R ) sign X,
n 1-1
!
avec a, @) =E[ - -L ( 5+3 lu 1) )] ol U“) U(n) sont les statistiques

d'ordre d'un échantillon de taﬂle n extrait d'une population de loi uniforme sur [01 jp

Remarquons que si -;f- o] F"1 est dans L [O, 1] clest-a-dire si 1'information

| ]
(fi-)2 dF est finie, le test h ci=dessus est asymptotiquement
équivalent a h'_ défini comme h_ a partir des scores a' (i) = -i— g (-;- +% }ﬁ )

(ct. [31)).

de FISHER I (F) =S

i

4.3. Théoréme [31 :

Supbosons I (F) <+ . Soit 8 n une suite d'alternatives telles que
t . . . -
|6n| < 9—-:3-1 . Pour tout « € [0, 1], il existe une suite h_ de tests de rang de
{6 =0 contre § = en} ,de niveau asymptotique o , qui sont asymptotiquement plus puis-
sants que n'importe quelle suite de tests (h'n) de méme niveau asymptotique (les h'_

ne sont pas restreints a &tre des tests de rang).
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Les théorémes 4.2 et 4.3 montrent 1'intérét des tests de rang du type

n
Xn) =i-§1 b, (Ri) sign X,

(4.4) h (X1

Remarquons que sous PO un tel test est de loi symétrique par rapport a 0, quel
que soit F ; en effet, la loi de X sous PO est invariante par la symétrie autour de O
dans Rn, qui tranéfor*me hn (X) en h (-X) =- hn (X). Par contre hn (X +u) n'est
pas croissante en u siles scores bn (i) sont quelconques ; une vérification longue,'
mais élémentaire, montre que, pour n fixé, hﬁ (X +u) est croissante en u si la fonc-

tioni-b_ (i) est croissante et positive {au sens large).

.Y

Dans ces conditions hn vérifie (2. 1) et 1'estimateur Gn de 6 associé a hn est

appelé un R-estimateur de 8 .

Il existe une autre présentation des tests hn de type 4.4, par analogie avec le

"probléme de deux échantillons" (cf. [58]):

4.5, Lemme :

Soit Si le rang de Xi dans 1'échantillon de taille 2n obtenu en ordonnant

{xX X=X . - Xn}. Etant donnés des nombres b (i), i =1 ... n, définis-

10.' 1’ LI
sons J(k), k=1...2n par

~Jn+1-1)=J(n+1i) =b (i) i=1...n
n n |
Si F<<LEBESGUE,ona ¥ b (Ri) signX; = = J (Si) s Pg-p.s. quel que
i=1 i=1
soit 6 .
Preuve @
Soit IXi (k)‘ le k-éme terme de 1'échantillon ordonné associé a \X1 | ... X, 1
les X, ... X - Xyoee = Xn:: sont distincts avec Pe—probabﬂlte 1. SiX; ) >0 on

‘asi(k)zRi(k)*"n;SlXi(k)<O' onaSi(k)=n+1-Ri(k). Commer;éO

P, - p.s., onobtient :

8




d'oll le résultat puisque k =i (k) est une permutationde 1 ... n.
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5 - CALCUL DES R-ESTIMATEURS - EXEMPLES. r

5.1. Lemme (cf. [58]).

|
Etant donnés des scores b (i) , i=1... n posons di=b(i)-b(i- 1),i=2... n

et d, = b (1). Soit Yoo, Y 1'échantillon ordonné associé aux X;. Si

F <LEBESGUE, on a Pe - p.s.

n .
T bR) =% b3 d

1 1<k <j

X; >0 j= >0}

14—k I{Y;i +Y

—

k

Preuve :

SiYJ.<0, onan+Y <0 pourtout k<j et donc

k

¥ d, ., 1 =0, Si Y.>0 et k=<j, les conditions
1<K<] 1+j-k {Yj+Yk>0} j

(YJ. + Yk>0} et { lYJ.\ > lYk\} sont équivalentes Pg - P.s. et donc équivalent a

1+j=-k<r ou r estlerangde IYJ.I dans 1'échantillon ordonné associé a

X1 .e. x| . Sionnote Y =X, ;>0 ona r=R, etdonc
5 d, . I = z -
1<sk<j WK VY >00 g ks R; (5 4ok =P[Ry
On obtient bien le résultat annoncé car j @i (j) est une permutationde 1 ... n.

5.2. Proposition (cf. [58]).

Supposons les scores b (i) 20, croissants au sens large et F << LEBESGUE.

n A i

Les di sont comme en 5.1, etonnote ¢= % b (i). Soit 8 le R-estimateur défini ,

n i=1 !

parh(X)=g b (Ri) sign X; . Soit Y., 1si<n les statistiques d'ordre de |
i=1

(X1 cee Xn). Pour chaque n-tuple X, ... X_ définissons une probabilitd
Ve X sur R par
1 n
;0
v == 3 z d, .
Xpeoo X € 3 1<k<j K %(YJ. +Y)
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~ '
!

ou GX = masse unité en x. Alors 8 (X1 e Xn) est 1a médiane du VX1‘ LX)
Preuve :
Posons h! = % b(Ri), de sorte que h = 2h'! - ¢. Le lemme 5.1 entraine
Xi>0
h! (X-a):ch % (Ja+<[). D'apres (2.2) on a alors
g0 Xg
at=inf{a |h' (X -a)<S} =inf{a]|v (la +°°[)<1}
2 X1 Xn ’ 2
et de méme a'H=sup {alv (Ja, +f >l} . Donc#8 =l(a"€%+a')5
X1 Xn 2 2
est médiane de UX X
1 n
Q.E.D.

5.3. Estimateur de HODGES-LEHMANN (cf. [41], [38]) :

Considérons le test de rang associé par 4.4 aux scores b (i) = i (et donc aux
scores J(n +i) == J (n‘+ 1 - i) =i dans la présentation 4.5). Alors

h=2( % Ri) - P_L%_‘F_ll, est 1'analogue du test de WILCOXON ; ce test est opti-
X.>0
i
mal parmi les tests de rang, et donc asymptotiquement optimal si F (x) = (1 + e™% -1

~

est la distribution logistique (cf. [31] et 3.5, 4.2, 4.3). L'estimateur 8 associé

est 1a médiane de 1'ensemble des nombres M., =

ik (Y'+Yk) oi 1<k<j<n (nota-

J

[ 1PN

tions de 5.2) ; nous le noterons H-L.

5.4. Estimateur de BICKEL-HODGES [7 ], [38]:

C'est une version simplifiée de H-L, définie comme la médiane des Mi nit-i ?

i=1 ... n {(notations de 5.3). I ne peut pas s ‘obtenir & partir d'un test de rang de

type 4.4 par la méthode ci~-dessus, mais c'est bien 1'estimateur a "médiane non biai-

sée" associé au test de GALTON [37] h = cardinal {i | M; neiei ™ OF
?

5.5. Estimateur "de VAN DER WAERDEN" :

Considérons le test de rang optimal lorsque F est normal, donné par (cf. [31] et
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3.5, 4.2, 4.3) les scores b @) =E{ ivl(l) 1 ol IVI(I) est le i~eme statistique d'or-
dre de 1'échantillon |V1 ... \an , les Vv, étant indépendants de loi N (0, 1. Pour‘f

!
n grand, les b(i) peuvent sans perte de puissance asymptotique (cf. 4.2) &tre rempla- :

. a ;
cés par B'n (i) = & 1 (% +% %1-). Les estimateurs 6 associés n'ont pas de forme plus
simple que celle donnée en 5.2, et, on le verra plus bas, sont efficaces quand

F =N (0, 1).

5.6. Médiane :

Considérons le test "de signes", optimal lorsque -?TE (%) =% exp (- |x|), corres-.

pondant aux scores b (i) = 1; onah =card {i | Xi >0} et l'estimateur associé 8

est 1a médiane des Xi 1<i<n.
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6 - NORMALITE ASYMPTOTIQUE.

U PR

A

On a vu que la normalité asymptotique de Gn sous P6 peut se déduire de celle
- . ) ’ ' Id N\ - H

de hn sous Pu / /T Celle~-ci est dans de nombreux cas conséquence d'un théore
me profond de LE CAM-HAJEK-SIDAK basé sur les lemmes classiques de LE CAM
concernant les hypotheses contigues. Pour la démonstration de 6.1 nous préférons

renvoyer a [64] [31].

6.1. Théoréme [64] [31] :

Supposons que I (F) <+, Soit ((pn) une suite de fonctions en escalier sur
[01], avec ¢ constante sur { % , —1-:—1 . Supposons que ¢_=¢ dans L, fo, 1].

Soit h_ le test de type 4.4 associé aux scores b, i) = e, (i/n). Alors sous

Pu I hn est asymptotiquement normal,

~ f! -1,1 1 . dF
Posonsf(t):-f-oF (§-+§t) t € [01] ol f=g; et notons || |l,, <.,.>

la norme et le produit scalaire de L2 [01]. Onapourtout a€R, u€R

111T+°° Pu/Jn'{Ei-l [hn'“n (wWl<a} = &(a)
avec

(6.2) o, =/ ligl, bW =u/f< o, >

6.3. Corollaire (hypoth&ses, notations, de 6.1) : |

|
Supposons de plus @, croissante au sens large pour chaque n. Les R-estimateurs

a A i

8  associds aux tests h_ vérifient lim P, {/TW(@®_-8)<u}=&(2) pour tout
" dl, neve 000000 ’ |
¢ - |
u € R avec c=-——3-:- , pourvuque <¢, £> £0 . |
<o, £>

Preuve :

Appliquer 3.4 et 6.1.




- 50 -

6.4. Remarque :

De 6.2 ontire ¢ = ~1 = 1 73 etona o=1I (F)-‘/2 si et seulement si
IE I(F) - |
~ ~ 2 ~ 1 r‘-(1+1)/n ~
¢ =f. Comme f €L, (0, 1], les scores b, (i) = = \ f (t) dt vérifient les

4/n
hypotheses de 6.1, avec ¢ =T . Mais en général, ils ne croissent pas avec i et ne |
sont pas positifs. Cependant si Log f est concave et atteint son maximum au point O,

les B‘n (i) vérifient les hypothéses de 6.2, et les estimateurs 8 n associés sont

(d'apres 1'inégalité de CRAMER~-RAO) de variance asymptotique minimale.

6.5. Remarque :

Sous les hypothéses des théorémes 6.1, 6.2 considérons les scores Y (k) ,
k=1...2n associés aw b, (i) par Y (n+1i) ==~ Y4 n+1-1) = b, (i), c'est-a-dire
'é—ﬁliﬂ)’ ol Jn est une
[ et olidans

relatifs a 1'échantillon symétrisé (ct. 4.5), Onay N k) = Jg (

k+1
n+1

fonction en escalier sur [01], constante sup [2 l; =713

L, [01], 1lim J, =J avec

n-="«

~0G-30=0G+30 = o) pour telo1]

~

(pour t =0 on pose J (0) =0). La variance asymptotique o des estimateurs en asso-

T4 2’ 0 7 i d . rd
ciés aux scores "symétrisés" J_ ( / 2n+ 1), est donnée par 6.2 et on a aisément

7 £ , n
g = == ou gu) === oF ' (u). Le Joptimal (si Log f est concave) est J =g.'
<J,g> f - ,

Sip¢€ L2 [01] est de plus croissante, dérivable sur [01[ et vérifie ¢ (0) =0,

on vérifie que

<p,P>=<d, 5> = S JUoF (0 (0% dx

(intégrer par parties si ¢ est de support compact, approcher ¢ par e ol

lim 7, =1, 7 est a support compact In' e = cte). On obtient donc pour la

k =+
~

variance asymptotique de 6 la formule (ct. [41] [58)),
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(6.6) o = >
SJ'OF(X)J‘.(X) dx i

Sous cette forme le résultat ne suppose plus autant de régularité sur F que 6.1,

A

6.3 ; on peut espérer obtenir des théoremes de normalité asymptotique de Gn avec

des hypothéses fortes sur J = 1lim Iy (ou ¢ = 1lim (on) et faibles sur F. Ctest

n-=o n =

1'apport du théoréme de CHERNOFF et SAVAGE [17] dans le cas de deux échantil-

lons indépendants. 11 est tentant "d'appliquer” ce théoréme au cas des "deux" échan-

tillons - X1 e = Xn et X1 ces Xrl , et clest ce que font HODGES et LEHMANN

[41] . Mais nous avons ici stricte dépendance des échantillons ! La structure des

démonstrations de CHERNOFF-SAVAGE reste valable, mais dans le détail technique,

la majoration de certains termes "d'erreur" du second ordre sans 1'aide de 1'indépen-

dance n'est pas évidente pour nous, (bien que plausible), Comme les auteurs de [ 2 ]

[41] [58] utilisent 6.6 sans préciser les hypothéses nécessaires, nous présentons |

1
i

une version "minimale" du théoreme de CHERNOFF-SAVAGE adaptée au cas étudié

ici, avec hypotheses "maximales" sur J.

6.7. Théoréme (d'aprés [17]):

On suppose seulement F continue et symétrique. Soit J une fonction deux fois

dérivables sur J01[ ; on suppose J" (et donc J', J) bornées, J croissante, et
n S.

JW+J(1-u)=0 pourué€ [01] . Alors le test de rang hn= Y J (m—
i=1
tions de 4.5 - est asymptotiquement normal sous Pu Yy pour tout u€ R, Ona

2n+1)'n°ta'7

];liril'-mo Pu/fﬁ,{'cjr-l[hn—“n(u):]sa)=¢(a) u, a€R
avec
(6.8) un(u)~n§J[2F(X)+ F (x + u)]cll'*‘(X)

(
( .
{ oy =V 1l
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Preuve : , i
Fixons u € R. Posons Kn(x)=F‘(x-u/f-r-l). Sous Pu//"r'i’ Xy +.. X sont
de méme loi K, . Soit ’kn (x) 1a proportion d'observations X, dans ] o, x] (distri-

bution empirique). La distribution empirique Ln (x) de - X1 oo =X n vérifie

f,n (x)=1- T{n (- x) + € (x) avec ¢ n=0 ou 1 /n. La distribution empirique de

rd : 7 3 Ve 1
] - - = -
1téchantillon symétrisé Xi oo =X X1 vee Xn est Hn 5 ( Krl + Ln). Pour n

grand, ﬁn est proche de H_ (x) =% { K, (x)+1-K n (-x)] . On a clairement

n’

~ ~ 1 n Si
1 = S Jof aR, =3 = J( ==
et donc | /T In - hn | < Cte . Les hypotheses sur J donnent
Jn e

JE) =0 )+ @ -H) I @) 46 B -1 |2

ou Par suite In s 'écrit

—_ - - 1
_SJoHndKn+SJoHnd(kn Kn)+8(ﬁn H)J'oH_ dK_+R_

ol le "reste" Ry est donné par i

(6.9) R, ={ (1 -H) I om a® -xk)+{ 6 B -1 12k

n

Avec les notations 6.8, on a % Y,un (u) = S Jo Hn dKn. On montrera plus bas que

pour tout € >0, il existe B >0 tel que

(6.10) Py//i {\Rnlss/n} Z1-¢
Pour suite (/T I_ - " B (u) ) et donc ! [hn- B (u)] ont méme loi limite
nomon Ve »
que
=frT[§JoHnd(ﬁn- S(ﬁ DIV OH dK ]
X

Posons I‘ (x) = 5 J'o H dK ; en intégrant par parties on obtient
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(@ - ' = =€ -
\ (H -H)J oH dK_ \ T, d H -H)
mais puisque
1 r oy

H, (0 -H, (=5 [ 6)-K (0]-3[R x0-K 0]+Fe ®

on voit alors que D_ a méme loi limite que

D'n=ng z d® -K)

N - Ll 1
ol Zn(x)—JoHn(x)-2 1"n(x)-2 I‘n(—x)
Par définition de 1'2“ , K ona
1 n
1 —_ -
D' = z [z,(x)-E{Z (X)}]

nomoist
ou E est 1'espérance sous Pu Ve Comme IZn (x)| = cte pour tout x € R, tout n,
les n variables aléatoires indépendantes Y, =2, (Xi) -E [Zn (Xi)] sont unifor-
’
mément bornées et le théoréme limite central montre que D 'n est asymptotiquement

normal N (0, o) avec 0% = lim [varZ_ (X.,)] .
> 4 o0 n i

Le théoréme de convergence dominée implique

lim E[Z.%(X,)]= lim gz“dx =gz°‘dF, a> 0
o 4 o0 n T T n °n

4 ). On vérifie immédiatement que Z (x) =J o F (x)

o Z (x) = lim z (x +
n-+o / n
ce qui donne

o= ( Wor? ar- (Jorar={ ' @ au
) o

o

%

tend faiblement vers N (0, 1). 1 reste a prouver (6. 10).

Avec les notations de (6.8) on voit que la loi de [hn T (u)] sous Py aw

‘Soit (U une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un

i ~ i) i=1
!espace de probabilité (E, 7, P), de loi uniforme sur fo, 1]. Soit Gn la distribution
L
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—

empirique de U, ... U . Onsait que si 4 (x)=v1m {Gn (x) - x], les variables aléa-
!

toires [|A Il =O sup : I«An (x)| ont une loi limite (théoréme de KOLMOGOROV [107).
<X <
En particulier pour tout ¢ >0 il existe B tel que

P {liall, = B} 2 1-¢  quel que soit n.

Pour u et n fixés, la loi jointe des variables T,,..., T ol T, = an

o Ui est
la meme que celle de X’ oo Xn sous Pu Vel En particulier les lois de
[ K (x) - K, (x)] v et A 0K (x) sous Pu/,/_rT et P resp. sont les mémes. De

(6.11) on tire donc

Pyl s K 6 -K () |2

}=P {ll.AnHmsB}21 -€
X €ER Jn

Mais sur l'ensemble &' = {w| sup | I’zn (x) - K x) | < B } on a trivialement

Xx€R J

lﬁn—Hn‘ < 2B+1 , et par suite, d'aprés (6.9)
v/
Cte Cte 2
IRnl < ==— B(@B+1)+ == (2B+1)

ce qui prouve (6.10).

6.12, Corollaire : (notations et hypothéses du théoréme 6.7) :

Supposons J croissante, J (u) +J (1 - uj =0, J', J" borndes F continue et symé-

trique. Supposons que

L= lim ng[%F(x)+%F(x+2a)]dF(x)
«+0 ¢
a n Sl
existe, Alors les estimateurs en-associés aux tests de rang hn =35 J( S )

i=1
sont asymptotiquement normaux et

lim Pel{ f_n'(e -9); <u} = cIS(H') pour tout u € R
n ¢
. n-= 4+ .
11J1]
avec g = ~—=; voir (6.13) pour le calcul de £ ,
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6.13. Remarque :
Ce corollaire se déduit directement de théoreme 6.7 et proposition 3.3. De plus,

commeSJoF dF =0 ona

+ 2 a)- F(x)
2w

I(a) = -;-‘ SJ[%F(X)+%F(X+20¢)] dF (x):Sng J'oCa(x)dF‘(x)

ou F (x) <_Ca (x) <F (x +2a). D'aprés le lemme de FATOU on a

(6.14) lim inf I(a) = S J'oF (x) 2 (x) dx
* a0 R

si F admet la densité f par rapport a la mesure de LEBESGUE.

Dans les "bons" cas, on a bien entendu - voir 6.6 -
(6.15) ¢=1im 1@ = JoF( £
a0 R
Par exemple (6.15) est vraie, sif (x) = F' (x) existe pour tout x et si

f(x+h) < f (x') pour tout x, tout h € [0, €] avec f €L, (R, dF).

Si on a seulement F << LEBESGUE, de densité f, il semble possible de déduire (?

de (6.14) 6.7 que

I,
lim sup S, = 5
n- 4o SJ'OF‘(x)f (x) dx

A ~

ou sn2 =nvar (8 n) , que Gn soit asymptotiquement normal ou pas, pourvu que J soit

comme en 6.7 (cf. [40]) .

Notons enfin que tous les estimateurs introduits dans la section 5 - sauf 1'estima-
teur de BICKEL-HODGES - correspondent a des scores vérifiant les hypothéses des |
théorémes 6.1 et 6.2. Les scores de 1'estimateur de HODGE S-LEHMANN vérifient
en outre les hypothéses des théorémes 6.7, 6.12. Quant a 1'estimateur de BICKEL-

'HODGES il n'est pas asymptotiquement normal. (cf. [71).
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7 - APPLICATION A L'ESTIMATEUR DE HODGES-L.EHMANN,

i .
— 1) - relatifs

Les Gn de HODGE S-LEHMANN correspondent aux scores J ( 3
a 1'échantillon symétrisé -ou J (x) =2x -1 x € [0, 1] . D'apreés la section 6, si

F est assez réguliere (cf. 6.2 et 6.13) /n (Gn - 8) est asymptotiquement normal
1

2@8 £ (x) dx

lim sup var v/ (6 n- 8) quelle que soit F << LEBESGUE (cf. [40]). Soit
n- 4o '

N (0, 02) ol o= . En fait 02 est sans doute (?) un majorant de

X1+"'+Xn - 2
B'n = — . SiF est de variance finie s“, onavar [/n (@ -6)]=s

et donc 1'efficacité asymptotique de Gn par rapport a §n est

2 £ (x) dx ]2
-2 [52 x) dx]
o Sxf(x)dx

En particulier on peut montrer (cf. [40]) que e =0,834 quelle que soit F de
variance finie et de densité appartenant a L2 (R). Lorsque F est normale on trouve

e =-13? (comme dans le cas de deux échantillons, cf. [40] [38] ).
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8 - RELATION AVEC LES COMBINAISONS LINEAIRES DE STATISTIQUE D'ORDRE.

Soit X, ... X 1'échantillon observé, Y1 ce Yn 1'échantillon ordonné associé.
Il n'est pas possible en général, si G'n est un estimateur du type construit plus haut, !
d'écrire 5n sous la forme i_% a (i, n) Y, oltles « (i, n) sont des poids fixés. Par
exemple, pour l'estimateur_H-L, ceci est vrai des que n =2 4. Cependant 3n semble

-

réaliser une telle combinaison linéaire mais avec des poids "dépendant des observa-
tions". L'interprétation heuristique qui "justifie" cette assertion est due a HODGES

[38] pour 1'estimateur H-L..

Soientb (i) i=1 ... ndes scores croissants définissant un test de rang

n
h=% b (Ri) sign Xi . On définit les di =D (i) - b (i-1), i=2, d1 =b (1). Soient
i=1 '

Ug ... Un des variables indépendantes, de loi uniforme sur [01], et soit V1 o V

1 n

1'échantillon ordonné associé. Les X, étant de loi F (de densité f) on peut supposer

-1 ! ~ L ~ I
que X, =F (Ui) etdonc Y, =F (Vi)__F (n+1)carVi_E(Vi)—n+1.

On a alors
o eymr ()il by K FT iy k!
i+k i- n+1 n+1’=n dt ‘n+1 —nf(Yi),‘
i
. . 1 |
Par suite, si Mi’j—E(Yi+YJ.) on a
M ~ M - + K
n+1-i+k,i+k - "n+1-1,1i nt(y,

1

. . ' o ) s 3
Soit k (i) 1'entier k tel que Mi Kk, n+1-1i+k soit le plus proche possible de

A

N
1'estimateur 8 associé ah. On a alors M ~ 8§ d'ol

n+1=-i+k(@),i+k({-

(8.1) k() ~ nf(Yh [5-Mn+1_i,i]

N

Rappelons que 8 est la médiane de v ou v charge seulement les Mj K k=i,
’

!

viM, [T=d
iavec [ i k-

|

1+j=-Kk




Sik (i) >0, les nombres M 0<k<k (i "sont" inférieurs

n+1~i+k,i+k’
a0 et la masse de cet ensemble de points pour v est

1
c

A

Y . . . ~ sos \
& (i) d, (N+1=21) |k (i)| . Sik (i) <0 ces nombres sont supérieurs a 8

2

"

+
pour k (i) <k <0, et la masse de cet ersemble pour v est encore § (i). Comme 6

est 1a médiane de v on doit donc avoir ¥ 6§ ~ £  6(i) etparsuite
k(i)>0 k (i) <0
3 ~ 3 ' N
: <i§ n d . o_ 2 k (i) ~ 0. On obtient donc d'apres (8. 1)
: . YitYni1-i
(8.2) 6~ X o > avec
1515%
1
;=3 dhyoo2i ) et a= = ni2-2i L)
. _n
1<is 5

En particulier pour 1'estimateur de HODGE S~-LLEHMANN les poids & "sont"
proportionnels a f (Yi) ce qui fait pressentir une certaine adaptativité de cet estima-

teur,
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9 -RESULTATS NUMERIQUES POUR n PETIT. !

Les résultats expérimentaux du séminaire ANDREWS ~ BICKEL ... [2 ] per-
mettent une comparaison des performances des estimateurs (I—I—L)n (HODGE S-
LEHMANN) et (M)n (moyenne des observations) pour n observations (n = 10, 20, 40).
Ce point est repris en détail plus bas dans 1'exposé XV ; donnons cependant les

principales conclusions :
(i) 1a convergence pour n - +~ de nvar (H—L)n vers sa limite est "rapide".

ii) la convergence de la loi de (H- vers la loi normale & est "rapide" siF .
(ii) 1 de 1a loi d (HL)n la loi ale & est" ide" siF

est voisine de &, et "plus lente mais raisonnable" si F quelconque.

(iii) les performances de (H{--L)n sont remarquablement meilleures que celles de
(M)n dans toutes les situations autres que celle ol F est extr@mement proche de & , et |

|
pratiquement identiques a celles de (M)n dans ces derniers cas.

Remarquons cependant que dans 1%étude [ 2 ] , (H-L) est le seul R-estimateur

dtudié ce qui explique le choix fait ici ; en particulier (H~L) nta pas été isolé de la

famille des R-estimateurs a 1'aide d'une propriété dioptimzalité particuliere.
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10 - ALGORITHME DE CALCUL.,

ri
Ftant donnéd untest derang h= 3y J (Si) (les S; sont les rangs des X; dans
i1
1'échantillon syméirisé) nous décrivons d'aprés JAECKEL [58 ] un mode de calcul

de 1'estimateur associé § . Remarqusons d'abord qu'il est toujours possible d tordon-
ner un échantillon de taille n en un "temps" (= nombre d'opérations) O(n log n).
Ceci se voit par récurrence en coupant 1'échantillon en deux, en ordonnant séparé-

ment chaque partie, et en regroupant méthodiquement les deux moitids déja ordonnées. !
|
!

Posons

hrzh(x - T, .”Xnmr) , TER ;

1

Une fois ordonné 1'échantillon ¢ = {- Xpooo =X 0 Xy 00 Xn} » le calcul de h,

pour 1 donné nécessite seulement un temps 0(n), En effei, comme & est déja ordonné,
i
i est facile de voir que Zn comparaisons suffisent a ordsnner g

31 =={~(X1 1) ... (Xn-r) , (X1 -t .., (Xn—r)} et on calcule alors hpépavtir;

des rangs S 'i des (Xi -~ 1) dans 4!,

Le calcul de € se fait par itération ; on part de 8§, < 8,, tels que §, <0 < 6, fo~

|

ciles a obtenir une fois 8 ordonné {par exemple 61 = inf X]. 92 = sup X,, mais on %
i i i B |

peut souvent faire mieux. <f, exposé XI j. On calcule ;
g, +86 ‘

1 2 |

E I T

i

Sih, <0 (resp. >0) on remplace [91, 92] par [81 , I‘1] (resp. [r,‘, 82]) puisque !
1 : L

hr est cdcroissante en r. Apres log n itérations de ce type, on obtient un intervalle
8, -9 |

2 1 ;

contenant § et de taille -~ —=-=- . Chaque itération nécessite un temps 0(n) ; donc

en un temps 0(n log n) on a obtenu une approximation de Gn a Q.;E;?;. pres, ce qui est
i
;?plus que suffisant puisque la précision de Gn est de 1'ordre de " .

/n

{
!
; Dans 1'étude [ 2 ] le temps de machine a calculer nécessaire pour obtenir H-L.

H

i
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(avec n = 40) était de 1,510_3 seconde tandis que le temps de calcul de la moyenne

était de 10-'4 seconde.

Robert AZENCOTT

Mathématiques
Université Paris VoI

2, Place Jussieu

75221 PARIS CEDEX 05.




CHAPITRE VI
L-ESTIMATEURS
{Combinaisons linéaires des statistiques d'ordre)
par

Catherine HUBER

1 - INTRODUCTION.

X“) < X(2) <... s_.x( n) désignent les statistiques d'ordre d'un nféchantillon
d'une loi sur R de fonction de répartition Fg=F (,~8) et F la fonction de ré-
partition empirique associée a 1'échantillon. Il s'agit d'estimer le paramétre 8 de
translation, F étant supposée connue, en utilisant un estimateur Tn qui soit une
combinaison lindaire a coefficients réels i i=1,2,...,n des X(i)

n
(1.1) T =i=21 Cni X(i)

Sous certaines conditions sur F et sur la suite (c nlree s Cnn)n €N des coeffi-

cients, Tn est asymptotiquement normal.

Diverses démonstrations de cette normalité asymptotique ont été donndes (SCHO-
RACK (82], HUBER [46], CHERNOFF et al. [16], BICKEL [ 6 ] , MOORE [72))
sous des conditions varides sur les coefficients, d'autant plus fortes qu'on est moins
exigeant pour F, Dans le cadre de notre étude, il sera naturel de ne pas demander a

F de vérifier des conditions trop fortes. Les démonstrations les plus intéressantes
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|
sont fondées sur la convergence faible de la suite des processus empiriques des quan-

tiles vers un processus gaussien (SHORACK [82] , HUBER [46] , BICKEL [ 6 ]).

C'est une démonstration de ce type qui est donnée ici : le principe en est décrit au

paragraphe 2 et la démonstration proprement dite est faite au paragraphe 3. Le para-

graphe 4 concerne la détermination d'un estimateur asymptotiquement efficace dans la

classe (1.1) quand F est connue.

|
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2 - REPRESENTATION DE Tn COMME FONCTIONNELLE D'UN PROCESSUS

EMPIRIQUE..

On sait que si (Ui) i=1,..., n est un n-échantillon de la loi uniforme sur [01],
|

X(i) et F! (U(i)) ont la méme loi. De plus, si I désigne la fonction de réparti- '
i
tion empirique associée au n-échantillon uniforme et obtenue par interpolation linéaire

entre les points (U(i) ’ H-l-n- ,i=0,1, ..., n, n+1, avec la convention que

U(o) =0 et U(n +1) = 1, on sait que 1a suite (Vn) des processus empiriques

neEN

des quantiles
(2.1) v,0=vE @, O-0  telor]

converge faiblement vers le pont brownien (BILLINGSLEY [9 ]) dans 0[01 ) en-
semble des fonctions continues sur [01], muni de 1a norme uniforme ; le pont brow-
nien, qu'on notera Vo , est un processus gaussien centré défini sur [01] et tel que

E [VO (s) v, ()] =sAt=st.

La convergence de V,vers V_ a méme lieu dans un sens plus fort (PYKE et

SHORAK [77]) : Si 6 est un réel fixé strictement compris entre O et -;-
6 (1= t)é, on désigne par 66[01] le sous-

et q la
fonction définie sur [01] par q () =t
espace de 3[01 ] des fonctions x telles que sup -J-)-(%%l soit fini, et on munit

5 t€[01]
2 [01] de la norme Ps

(2.2) Ps (x) =inf {M | [x(t)lSMq(t) te (017} xeaé[m]

Pour tout § strictement inférieur a % » V, est presque slirement a trajectoires |

dans -3‘5[01] . De plus, on peut construire (SKOROHOD [84 ], PYKE et SHORAK

1
i

[77] sur un méme espace probabilisé (Q , 7, P) une suite (V'n) e deprocessus |

%et un pont brownien V'o tels que, pour tout n, V! n ait 1a m&me loi que Vi et V'rl |
i .

%converge presque slirement vers V! o dans 36[:01] ; pourtout 6 de ]O %[ .

Notons (Vp)y ¢ i 1a suite des mesures
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n : 1
i -1 1
v=3x c 6= , T =0 F({t+-=v' (1) (1)
n- 7, ni n+1 nooo, & N n
et supposons que (vn)rl €N admette une limite v au sens de la convergence vague des

mesures sur [01] muni de la tribu de ses boréliens.

1

1
Alors, si mh=B0 Fl@a () m=g Fl () dv () etsi 4 estla

o/

fonctionnelle définie (formellement pour 1'instant) sur 66[ 01] Par
1 A
(2.2) zn (x)=m-§ [F-1 (t+ﬂl)-F-1 (t)]an (t) X€@6[01]
“0 v n .

laloide vy (Tn ~-m) estla méme que celle de /(T - m) = f'ﬁ'(mn ~m) + L (V'r):‘

Laissant dorénavant tomber les "primes", on écrira
(2.3) ./_rT(Tn-m)=f?(mn—m)+lzn (Vn)

Pour démontrer la normalité asymptotique de 1a suite de variables aléatoires

(VT (T, - m)), ¢ o On utilisera le théoréme suivant dfi &8 PROKHOROV [76] :

Théoréme 2.1 :

Soient 01 et 822 deux espaces méiriques munis de leurs tribus respectives des
boréliens ®, et &, , (‘un)n ¢ Une suite de mesures sur (01, (B.i) convergeant fai-
blement vers~ Hy (.Qn)n €N une suite d'applications continues de 01 dans 02 con-

vergeant vers une application £ .

Alors, sila convergence de /&n vers £ a lieu uniformément sur les compacts de

., la suite des mesures images de y  par £, soit ¢ (,un) converge faiblement

1’
vers £ (4), mesure image de 4 par £ .

Sous certaines conditions de régularité de F et de (vn)rl ¢ oy qui seront explicitées
au paragraphe suivant, la suite réelle Vn (mrl - m))n ¢y tend vers 0, les fonctionnel-
les fzn définies en (2.2) sont continues et convergent uniformément sur les compacts

de 65[01], vers une fonctionnelle £ telle que £ (VO) soit gaussienne,




oy
{

La normalité asymptctique do /T (Tn -~ m) résulte alors du théoréme (2.1) ol

01 est C‘;é [01] muni de la norme Ps nz est R muni de sa tribu des boréliens,
. & s . e s 6 .
[ est laloi sur ¢ io‘] induite par \/n, 4 la loi induite sur ¢ [01] par e pont

brownien vV, et la fonctionnelle définie en {2.2).
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3 - NORMALITE ASYMPTOTIQUE.

On suppose qu'il existe une fonction mesurable h défirie sur [01], k points uJ. ,
j=1,2,..., k, fixés dans ]0,1[ et k rdels fixés dj s j=1,2,..., ktels qhe Vh

s'écrive

1n i _ k .
(3.1) U=H.Z h(ﬁ";‘i)é i + = d, 6[“‘}]]'*"‘

n+1 J

n+ 1

ot [u]l désigne, comme dans la suite, la partie entidre de u. Si A désigne la me~

sure de LEBESGUE sur . [01], 1a suite des mesures (un) converge vaguement

nenN
vers v

k
(3.2) v=h>x+:z dj 8,

J=1 J

Onfait sur h et F les hypotheses suivantes qu'on appellera globalement (H) :
(H1) F~1 est continliment dérivable aux points Uy, Uy,..., u

(Hz) 1 existe un corﬁpact [AB] de Joi[ tel que
(i) sur [AB], hest a variation bornée et h et F~! sont sans discontinuité com-
murne.
(i) Sur le complémentaire de [AB] dans ]01[ , 1'une oul'autre des deux condi-
tions suivantes est réalisce ;
(ii1) h est nulle,
(ii2) -1 et h sont dérivables et il existe des réels positifs C, C! et

des réels b, B, avec 8 +b <l , tels que

2
-
dr7! (1) C
(3.3) = <7% (101
jdn() ) o __c!

3.4 @t T (1P

Remarquons que 1'hypothese (H) a les conséquences suivantes :
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a) Les majorations (3.3) et (3.4) entrafnent 1'existence de deux constantes D et

D' telles que, pour tout t de J01[ , on ait \F" )] < —2
b b
t° (1-t) |
1
lh ()] < ?Sg(__)-ﬁ— . Dans le cas ot b est strictement positif, 1a condition (3.3)
1=t .
entrathe donc 1'existence, pour la loi F, des moments d'ordre a strictement infé-
1 1
. s 1 a -1 a a dt .
R S— - <
rieur & +—5 , car E (1x]%) So |F™" (t)|“dt<D So ) (1_t)a(b-1) qui

converge dés que a(b~1) est strictement inférieur a 1.

b) Si on pose
‘ k
(3.5) KO =h®dFE®+d] £ & E N @s ]
=1 Y

on définit une mesure signée sur J01[ , bornée sur tout compact de J01{. De plus,
1'expression (3.5) définit sur J01[ une fonction K(t), & une constante additive pres,

qui a les propriétés suivantes :

1 1

S IK(t)| dt <o , S K2 (t)dt<w , t(1-)K () —> 0, t(1-t)K2(t) —> O.

o 0 =0 t-0
t1 to1

En effet, |K (t)| est, au voisinage de t = 0 majoré par une fonction de 1'ordre de

t"(b +8) et b+3 aété supposé strictement inférieur a % . De méme, au voisinage

de t=1, |K(t)| est majoré par une fonction de 1'ordre de (1 - t)"(b""e) .

On notera dans la suite

1

1 .
(3.6) o = S K2 (t)at -.(S K (t) dt)?
(o)

“0

qui existe et est fini d'apres les remarques précédentes.

¢) La fonctionnelle

1

(3.7 e = § xwak x € oy
o

1

existe pour tout 6§ de b +3 -;- [ . C'est clair en ce qui concerne la partie disconti-

nue de la mesure K. Supposons donc que d1 = d2 = L., = clk =0,




1 ~ 1 :
- 5 6 1
Alors ( |x(®|dk®) = L \O £ (1-1) T dt

.JO

ment supérieur a b +3 .

On notera S 1la variable suivante

S =4 (vOS

(3.8)

Théoreme 3. 1:

1

aléatoire gaussienne cenirée de variance ¢° = g
o)

Démonstration :

o8

el

La variable aidatoire /1 (Tn ~ m)

allons d'abord montrer que le premier tend vers O

Etude de /'H(mn - m)

pour une constante positive L et 1'intégrale de droite converge pour tout § stricte-

Sous 1'hypothése (H), / 'ﬁ'("{‘n -~ m) converge enloivers S =4 (V’O), variable
1
K% (1) - (S K () dt)® .
o

t 1a somme de deux termes (2.3} dont nous

n . . 1
1 i ~1 iy -1,
/_n(mn—m)sf—n'|ni§1 h (s=r) 7 (g ) So P h () dt]
k InuJ+1
T LR RN Ll IR
+ n JE“ ‘d]l IF ( 7+ ,g J S \U:}) i
“m T T2

Comme F~ ' a été supposée cortinliment dérivable en chaque point u., j=1,2,...,k

(H.'), le deuxieme terme ’ynz tend vers O ,

Pour démontrer que Y tend vers zéro, considércens séparément ce qui se passe

sur le compact [AB] et sur JOA[ (le traitement de IB1[ serait analogue & celui de

J0AL) en notant h'*) (©) =n D1pap] @ et h® () =n ) 1 1oaf © -
. . .
D) p ()= T o n @

1
n .
0

i 1 -/ | -
Soit y' .=/ ‘n

Sl
-
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o
n tend vers O lorsque h(1) est positive croissante

(1)

11 suffit de démontrer que ¥!

et bornée sur [AB] puisque Y'q est lindaire en h'’ et h est a variation bornée |

)

sur [AB] ; supposons donc h(‘i positive croissante et bornée :

) F () < /T

/o T n+i /_—1 =1 e

nf—'l‘l n+1

SR L i @ et @ - nl ) rt ()]

n

M @) F @) -0 @) Fl(a).

Donc |/ 1 {m_~-m)|, qui est majoré par
n

e

tend vers 0 quand n tend vers 1'infini,

En ce qui concerne 1'extérieur du compact [AB], soit ¥",q le terme correspon-

dant & ]OA[

n 1
m=Tla G - (o P wa
O
1 i
Ch e [mAl-r 7m0 4 1
</ "IFT'W) n()] at+ x /oy |FTt) h(t)-F~ G-—)h( 1)‘
0 i=1 ‘1 e
n
r\A . 1
+/1 0\ [F™" (t) h (t)]at
- [nAJ+1
n

=/n &) + /o g (n) + /g (n)

D'une part, £(n) =o ( ) car l'hypothese (H entr;iune 1'existence d'un §'

v/ n - + o!
strictement positif tel que S F @) ht)dt=o/u® ), et £ (n) est

évidemment un o (%) .

D'autre part, F~'h &tant dérivable sur JOA[ , on peut majorer, pour

)| par

i=1,..., [nA] +1, la diftérence |F~1 () h () - F~' (=—=) h (

n+ 1 n+1

L ( ;:11 )'(b 8) pour une constante positive L ( (3.3), (3.4), remarque a) ). Par
A

suite £' (n) ale m@me comportement asymptotique que 1'intégrale : _t%:? qui
“1 t7°
n

est un o ( ! ).

Jn
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Donc y"m tend vers 0 quand n croit, et comme on a vu que y'm tend aussi

]
|
vers 0, cela achéve de démontrer que /n (mn - m) tend versO quand n croit. |

Etude de £ (Vn) .

Il s'agit de démontrer que les fonctionnelles zn sont continues et que la suite de

fonctionnelles (zn) (2.2) converge vers £ (3.7) uniformément sur les compacts

ne€N
de 05[01] si 6 est strictement compris entre b + 3 et % .
Dans la définition de v, (3.1), on peut, sans restreindre la généralité de la dé-

monstration, supposer,.pour simpiifier 1'écriture, que k=1 et noter d1 =d et

{=u-

. 7 » . 6
Commencons par demoritrer gue les fonctionnelles zn sont continues sur ¢ (o1 ]

Soit donc n fixé dans N et x un point fixé dans @6 [01] Si y est un autre point

6
de ¢ [01]
n . X (—-im . y (....L
10 -2 ) =t 5 [F e L Pt ey ) Th ()
/1 i=1 VA v n
+f‘er[F°1(‘*IT;U;'"1+ n-+ 1 |
z v/"ﬁ‘
nuTI + 1)
—F“([“;jﬂ?;“ N n-+ 1 )7
+ Ve

=€1(y) +€2(.Y)

n+1

x ()
+

A . 3 rd K l
Dans le cas ol aucun des n points {fixés) ‘
n+ 1 ‘/-ﬁ—-

n'est G point de discontinuité de ! , il est clair que {51 (y)| tend vers ¢ quand

Ps (x, y} tend vers O .

Soit En 1'ensemble des points x de 05[01} tels que F—1 soit discontinue en

i
X (=)
' au moins 1'un des n points rT ot N+ 1 , 1=1,2,..., n, Cet ensemble est

A

de mesure nulle pour les luis u,, et g induites respectivement par Vn et par Vo

’i=1’2,000’ n’

|
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——

sur 36[01] . Par suite U En est lui aussi négligeable pour la mesure u. i
neEnN :
En ce qui concerne ¢, (y), on peut faire le m&me raisonnement : Sauf pour un en~

semble p-négligeable E'n de cé[oﬂ , égal al'ensemble des x de 66[01] tels

-
que F~! soit discontinue au point [oul -1 R (JLnu~'*l =1 e, o)
n+1 Yau n+1 72 |

tend vers 0 quand pj (x , y) tend vers O,

Les fonctionnelles JLn sont donc presque stirement continues. sur @6[01] » pour
la mesure induite par V.. Les compacts de aé[ 0'1] sont constitués par les sous—%
ensembles bornés et équicontinus de 66[01] , c'gst-é-—dir*e que si K est un tel com-
pact, d'une part, il existe M dans R" tel que, pour tout t de [01],
|x (t)] <M £ (1- t)6 pour tout x de K, d'autre part, pour tout € positif, il exis—

te n positif tel que |t' -t] < n entrathe |x (t) - x (t')| < € pour tout x de K.

i
10 X -1 i i
0= = = I () - R ) Tn ()

(nu+1

-1, Joul+1 ¥ T -1, nul +1
# /AP T ) - F ehpull);

= z'n(x) + z"n (%)

Comme I—'~"'1 a été supposée continliment dérivable en u, z"n (x), qui vaut

) x x (u+0O( )) converge vers (_F_‘)' (u) x (u) uniformément

Jyno Jyno

F D u+0

sur K.

Considérons maintenant 4! n
Soit ¢ >0 fixé. On peut toujours trouver un découpage fini

,t ,t . =1)de [01] vérifiant les conditions suivantes

(t, =0, t o

LA m+1

(1) Les t;i sont des peints de continuité de Fl :

(2) Les extrémités ‘c1 et t du découpage sont choisies de telle sorte que

t 1
o -(1+b+3) g e ¢ et O -9 (T+b+3) 4 < ¢

3 ! )

0

m



]
L 'hypothése (H) entrafne que sur tout compact de J01[ et donc en particulicr sur'?

le segment [t1 tm], les fonctions 1, hgq et hx , pour tout x de /‘36[017 , sont inté-n:
’ - ) i
grables au sens de RIEMANN par rapport a dF ?. D'autre part, h étant, par hypo- !

N

N by s Y , r
these, a variation bornée sur Lt'i tm] peut eire considérée comine la différence de

l

X

deux fonctions positives croissantes el borndas sur Ltl t"n]’ soit h {t) = hy (t) - h, (t),

1€ rt i On notera b r=1, 2 ces foncticrs.
b T ? ?

Les points intermédiaires t?, ceny im 1 du découpage seront choisis de telle sorte

que certames sommes de RIEMANN apprechent les intégraies correspendantes, sur
[ty t.] ¢

(3) Pour tout x du compact K de ® [01] etpour r=1, 2

m-1

lS h (1) x (t) dF T-s n w)x) F @

-1
-F(t)]i<
o1 T 31 i< «

la possibilité « avoir 1'uniformité en K résulte de ce que les éidments de K sont
q

uniformém:nt équicontinus.

t -1 nt-1 R 1
@ 1§ ™ r 0@ O- 5 6 ) P00 -FT 1< 6
J
1
pour r =1, 2
' (5) Notant q. = Sup g {t) , lespoints i), i=2,..., m-1 sont choisis de
J ¢ € J J
J H?
tel e sorte qu'on ait a la fois
trr ‘ m-1
6910 ™ a@an®- 5 (he )-n()lel <
‘1, j=1
ni=1 '-(i .
" Lh (. (t. F~ t.} 1o, <
(5" ‘131 L (J )][ J+1 (3).; 331 13

& est possibic d'¢Mterir, par un découpage convenable, 1'indgalité (5') parce que

|q, quiest con = -, est intédgrable par rapport & dh sur [t tr.n] . etltindgal 4 (5")
| y
{

i parce que le membre de droite est la valeur adsolue de la différence de deux sommes

de RIEMANN qui coitvergent toutes les deux vers




t
m

_ 1
{ nwowar o
,t1 .
On demande enfin a (t1 yeray tm) d'aveir la propriété suivante
(6) Pourtout j=1,2,..., m-%, ona '}t_;,? - tj'l <1 , si n estuirdel positif te]l !
que, pour tout {t, t') de [01]2 vérifiant |t ~t'| <n, onait |x () - x ()] <.

Dans la suite, le découpage, fonction de ¢ , sera supposé fixéd et on fera tendre n.

vers 1'infini,

Notons
1 , i
ai(n) - Vs x n+1)
. 1 .
8; () = oy [/ ()]
i
I (n} {ieN it = e < tj-!-?}
- rp= ‘ vy
A; (m) hﬁgigILF (357 +8, ) -F (559)]
B, (n) = n(t) -1 \ -1, i .
j (0 (J)igl“[F‘ (s vay @) -F " (g s ()
J
Cim = = [l - b )IIFT (o vy ) - F7 52y
i ier n+1 n+1 i | n+ 1"
J :
1 -1 (i P
D) = == % JIF (g v () -5 = )
i€l UI n+1 n+1 n+!
o~ 'm »
Avec ces notations £ 'n (x) peut s'écrire
1 m-1
(3.9) ' ()= — % \A (n)+B (n)+C (n) ) +D (n)
Ja o j=1
On étudiera successivement les comportements de D (n), AJ. (n),  (n) et C‘j (n).
' J

Etude de D (n) ¢

11 suffit de regarder ce qui se passe pour i variant dans I o? 1'auvtre terme ayant

un comportement analogue. On omettra les signes "par fie entidre® I T chaque ois

que cela ne peut pas créer de corifusion.
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Il existe une constante positive L. et un réel strictement positif 6! tels que

(n+1) t
5 ' )[F v, (n))-F 1 (= )1
ST i;‘l : '1+1 +1 i t n+17-
(nﬂ)t1 ‘
L, i 6 = (1abw

== 2 (=)™ ‘3)(1+0(é, ) )

i=1 : _ n

{n—s»?‘)t,!

Comme, lorsque n tend vers 1'infini, la somme 1 N (=2 ~— )6 ~(1+b+3)
_ Lt ) no n+
converge vers 1'intégrale B ! tﬁm(1+b+3 dt qui, d'apres la propriéid (2) du décou~
c
page, est inférieure 2 € , D (n) peut &ire rendu arbitrairement proche de ¢ pour n

asscz grand, soit D (n) <2 € dds que n est supérieur a NO

Etude de Aj (n) :

| Les terr s centraux  s'annulent deux a deux et il ne reste que csux qui sont pro- |

ches dc tj et de t‘i"?’ en noimbre de 1'ordre de /'R ¢
g

i "*1' i il
Am~h(t) [ = FT -~--)- 5 F™ (=) ]!
Ay i _1“_ + 0 < 3 (1) ri+1
tj+1s =3 ,3() ju+<t + 3.(n)

Par définition, (n + ),3 =0/ x (i' )] =/ 7x (t) S (1) . Donc, sur

le compact K, ,Sj (n) = (-« =) et comme F =1 et continue en chaque point t],,
i :
j=1, 2,..., m (propriété (1) du déc ipage) A, {r) converge, quand n croft,
n

vers h (tj} [F"1 (t].H) wp! (tj)] X (tj}. D'aprés 1a propridtd (3) dn découpag 2, la

m-1 .
somme - ¥ A.(n) peut dunc &tre rendue proche, a moins de 2 ¢ , de 1lintégrale

t Jyn j=1
S ™ h (t) x (1) aF™] (t), d&s que 1 est supdrieur a N,. Comme la propriété (2) du
t .

1
découpage entr‘ai‘ne qu'il existe une cnistante L telle que, pc.r tout x de K

-1 tm -1
M" h (9 x (t) aF™' (&) - S h(t)x () dF~ 1 (1)] <L «
4
il s'ensuit que, pour tout n supérieur a N1
1 m-1 3 -1
A.(n)—g h(t)x (1) dF™ ' (1)] <e(L +2)
VI =1 o :

Luniformément-sur-le-compact--% ;
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Etude de BJ. (n) : 1
!
La fonction h est a variation bornée sur le compact [t1 tm] et Bj (n) est linéai—f

}
| !
re en h, on peut donc supposer h croissante positive et bornée pour étudier la limite
de Bj (n), c'est-a-dire remplacer h par h, r=1,2 dans Bj (n)

h (t) =h, (£) - h, (t), te€ [t1 tm] .

D 'aprés la propriété (6) du découpage, pour tout j=1, 2,..., m=1:

L)+ 9 s g5 (0 2 )+ 9 T+ 1) =, ()

o, (n) =
N S v Jn

Comme hr est positive et comme ‘F"1 est ¢croissanie

B, @] =n, () = [F (e )= F (g +8; ()]

iel
J
i} -1 i -
=h, (tj) [ z i F (n+1 - z €'n_ﬂ)}
1 +Bj(n) '<"r'1:'1"<tj+1 + yj(n) t +8. (n) < e 1<tJ+y (n)

Or, les t ] sont des points de continuité de Fl et 'yj (n) et ,BJ. (n) sont des
O (—-1—- ) uniformément sur le compact K. En remarquant que le nombre
(n+ 1-)n()/j (n) - ‘3j (n)) des termes de chacune des sommes entre crochets est majoré
par L/T € , pour une constante positive L., il vient

1 m-1 m=-1

-1 —
75351 By () = (3:21 h (&) (F70 (t;,) - F7 @)1 L «

m-1
D'aprés la propriété (4) du découpage, 5 h (t ) [F 1) -1 (tJ.)] est
i=1
. i 3
proche & ¢ de 1'intégrale S T h) aF! (t) =J, nombre fini.
t
1

Par suite, il existe N2 tel que, pour tout n supérieur a ’Nz

o
1 3 Bj (] = (] +e)L e
Jnooj=t

Etude de Cj (n) :

m-1
) Cj (n) tend, quand n croff vers un O (¢) en sup-

vn j=1

On va démontrer que
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posant, comme lars de 1'étude de Bj (n), que h est remplacée par hI1 positive crois-

sante et bornée sur le compact [t1 tm] . Posons |

i

([ n”Mq 1+

i
Aj(n)=n+1 : /—n—-

Alors, on a
-1 i -1 i
lc, m\_ulaﬁp hF%DiEI[F (G o ) -F ' 9]
J
’ . ' -1,
= (hy, (5, ) - b, () zi - F G
1 ST SHpatgyn)
=1, i .
- 23. F §r1-4—1)J
tj smdj + ,:gj(n)

1

D 'une part, il existe une constant: MY telle que (n + 1) A (n) <M*®/n a4 » pour

tout j=1, 2,..., m~1, [:Tautre part, 3i on note

Rin, ¢ = max  (F™ (G +8 @) -F ¢, ) ,

j=1 yroo M 3
comme € et (tl’ cers tm} sont fixés, R (n, €) =———3 O, Par suite
) o
m-1 m-1 -1 -1
o lg@l =Mooz a0 - @TIFT (6, ) - F7 () +R (0,0)]q
VA = j=1 J

—

<Mt ¢ + M! (‘*J‘il + € R (n, €

t

si on désigne par J, 1'intégrale q M q@®)d h, (t), et d'aprés les propriétés (51)
A

et (3") ~1 découpage. L
1 m~1
On a donc demontre que lorsque n tend vers l'infini —— ¥ (B (n) + C (n))+D(n)
q m- Jn j=
converge vers un O (¢) et que —— 3 A. in) converge vers ]
{ x@n@war™ () auno (o) prés. |
70 . !

En faisant tendre maintenant € vers O, on obtient le résultat cherché

L n(x) ey 4, ()

n-=oo




- 78 -

uniformément sur les compa cts de C’; [01]

Pour achever la démonstration du théoreme, il reste a prouver que la variable
S =4 {Vo) définie en (3.7) et (3.8) est gaussienne centrée de variance

1 1 |
g2 =S K2 () dt - ( S K (1) d)% . Rappelons que K est défini en (3.5).
0 (8]

Le fait que S est gaussienne et centrée résulte de ce que 4 est une foncticnnelle

linéaire d'un processus gaussien centré, le pont brownien V0

Calculons maintenant 1a variance de S :
1 1

VarS=E[S g vo<s)vo(t).dK(s)dK(t)]
[ I ¢

= g (; (s At - si)dK () dK (i)

! puisque cette derniere intégrale est absolument convergente d'aprés 1'hypothése (H)

(remarque b)). On peut donc écrire

v t ’
Vor (8) = 1im 24 (g‘ s (1~1t) dK (s)) dK () = 2 lim I (u, v}
u=0 “u  “u
v~1

La remarque b) qui suit 1'hypothése (H) justifie le calcul suivant de 1 (u, v) par in=

tégrations par parties successives :

v t
I(u,v):S {tK(t)«»uK(u)-—S K (s) ds} (1 - 1) dK (£)
u u .

=320 - g —-—Q"d (t(1-1)) Qv(&v(ut‘dh()  (s) ds |
Yu G
+0 (U
e Voa v v ,
="§S KE({t) (1-2t) dt--g {{K(v) (1-v) - K(s) (1"5)]'+S K(t) dt} K(s) ds
u u S

+0 (u) +o (i-v)
v v v v

L KA0 (-2t at + § k%) (1-9) ds - (T K(t) a) K(s) ds

u ~u “u s

+ 0 (u) + o (1-v)
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t
Si on note H (t) = g K (s) ds, a réel quelconque de J01[ , une primitive de K,
a

on a finalement

v

- 2 2
I, V=0 @W+o (-v)+3 § K20 dt-H V) M) - HW) + B0 E

u

o @)+ o000 +3 § k20 dt- 1 (W) - H@w)?
“u

<

1 i .
1 2, 1 2
'—l-j—_;—o—) 3 So K°(t) dt - 5 ( So K(t) dt)

Remargue :

On a scuvent besoin de considérer une fonction de poids h qui varie avec n, soit

h = hIn et dj = d.n ,J=1,2,..., k; par exemple, pour la moyenne ¢ tronquée,

J

{ I

hn (1) = ecm—nm——— M tons
n-2 [naj

(3.10) T* 213 o (=ix ‘s X

. n T n 2 Tnin+d (i) jz1 dn [nuj]]+1

On appellera (H*) i'hypoth‘ese suivante ¢

(H1*) Pour tout n, le couple (hn’ F) vérifie 1'hypothése (H) pour un compact

[AB] de ]01[ et des constantes, C, C', b, 8.

'(HZ*) 1 existe une fonction h définie sur ]01[ et telle que, d'une part le
couple (h, F) vérifie 1'hypothése (H) pour le compact [AB] et les mé-
mes constantes et, d'autre part hn tende vers h de telle sorte que sur |

tout compact D de J01{

sup \hn.(t)-h(t)l=°( )
t-ED Jn

(HB*) Il existe des réels d1 yeoes dk tels que vV n (djn - dj) tende vers 0 quel

que soit j=1, 2,..., k.

1

Le théoréme (3.1) admet le corollaire suivant oli m vaut g gl (t)dv (t) et v
70

et K sont définis en (3.2) et (3.5).
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Corollaire 3.1:

Sous 1'hypothése (Hﬁ, la suite de variables aléatoires /n (Tn* - m) converge en

loi vers une variable gaussienne centrée de variance égale a
2_¢ 12 ' 2
o?={ K’wat-({ k@ ap
o

o]

Démonstration :

Ce corollaire sera une conséquence immédiate du théoréme (3. 1) si on démontre que

Jn (Tn* - Tn) tend vers O en probabilité,
ST o)== 7 (h (=) - b (=) X +/—k(d - d) X
n N i n+1 (i) jn [nu, ]] +1

n+1

= £, () + ¢, ()

- 1 N 3 N
Comme X[[n ujIJ L1=F (uj) + Op ( - ), l'hypothése (H3 e) entraine que £, (n)

tend vers 0 quand n croit.

Le premier terme 51 (n) se décompose en la somme d'un terme g'1 (n) relatif a

[AB] et d'un terme g'}'1 (n) relatif au complémentaire de [AB]dans J01[ .

Les X(i) correspondant a des valeurs de i telles que n—i-]- soit compris entre A et

B sont majorés, en valeur absolue, par max (IF"'1 Al , IF'1 (B)| +0 D (—1-) .
/n
Donc |§'1 (n)] <nL © (l) +0 (—J—--) d'apreés 1'hypothése (H *), pour une cons-
n P fn_ 2
tante L. Donc £', (n) tend vers 0 quand n croit .

D'autre part g"1 (n) se compose de deux termes analogues, 1'un relatif a JOA[ eti

1'autre relatif & ]B1[ . Considérons le pt‘emier : son comportement asymptotique peut

8tre obtenu en majorant |h_(t) - h (t)| par 2 et en considérant que
n t5 (1-t)5

~ A
(——). On peut donc majorer ", (n)] par L ./—5 ?H)dt

-1 i

o= —— (@)
X(1) F (n+1)+ P
n+1

pour une constante L. Comme b + 8 <% , il en résulte que £, (n) — 0
. o
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4 - ESTIMATEUR ASYMPTOTIQUEMENT EFFICACE.

Soit X TRERY Xn un n-échantillon d'une loi sur R de fonction de répartition

FG =F (. -6), ou F est connue, symétrique (F (-x) =1 - F (x), x €R) , admet une
densité f et vérifie 1'hypothése (H!') :

(H'1) f est trois fois continliment différentiable et strictement positive sur
son support.

(H') 1'information de £, I (f) = S “ (X )2 £ (x) dx est finie

(H'B) : (-Log )" o F~ (t) est a vamatlon bornée sur les compacts de J01[ e’cl

il ‘existe un compac: [AB] de J01[ en delors duguel

(-Log )" o F‘,"1 (t) est soit nul, soit dérivable et de dérivée majorde,

oL
en valeur abeolue par 1+13L 33 ouC' et 3 sont deux constanizs
(1-t)

réelles,

H' 4) 1l existe deux constantes, C positive quelconque et btelle que b+ 3 <% ,
telles que, hors du compaci [AB], on ait
1 | < =<
£ (F-1 (t)) t1+b (1-t)1+b

Toutes ces hypoineses sur F sont destinées a assurer la réalisation de 1'hypotheése:

(H) pour le couple (F, h = I‘%f)’ (~ogf)" o F_1) car nous allcns voir que

h = N;JET (~Logf)" o F-1 est la fonction de poids optimale correspondant a F :
4

Théoreme 4.1 :

Si (X1 ’ }{2, couy Xn) est un n-échantilion d'une 1oi ~ur R de fonction de répartition |

F (. -8) ol F estsymétrique, connue et vérifie i hypothése (H'), la suite de statis~-

tiques
A 1 n
en(x1’“"xn)=ﬁ %:1 (n+1)X(1)
ol h(t) = "IJCT (~Log )" o a (¥) t € 1o1[

est une suite dfestimateurs de & , asympintiquement efficace,
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Démonstration :

On cherche, parmi les estimateurs sans biais de 6 qui sont de la forme
T = 1 v h( --1—) X /.y un estimateur qui soit de variance minimale.
n-n - 1 (1)

I faut donc trouver parmi les fonctions h de’finies sur JO1[ qui vérifient 1'hypo- ;

thése (H) et qui reahsent , pour tout 8 rdéel, S h ( 6-1 (t) dt =6 , une fonction qui

minimise g% S K2(t) dt - (g K(t) dt)2 . Rappelons que dK (t) = h (1) dF~ 1 (1) .

On cherchera h parmi les fonctions définies sur ]01[ qui vérifient les conditions

suivantes :

1
(i) S h (t) dt = 1
“0
1
(ii) g K ({)dt=0
0
L
(i) g K2 (t) dt minimum .
()
En remarquant que . h (t) = K t) et que aF ! (t) = S R dt, on peut écrire;

a1 (1) £ (F1 @)

(i) sous la forme

1 R
) £[F™ ()] dK (1) = [f[F”(t)JKt)J S K(t)Hdt

o

—Q t——Q-—dt-1

‘0 £ (F1 (1)
1
L 'indgalité de SCHWARTZ donne un minorant de g K2 (t) at
o
1 1
{ K wa § (_._(Till) dt > (SK(t) ——L—(-ndt) =1
Y0 0 (t)
Donc 1 2 1
S K2 (t) dt = - T
S M) dt
o f(F (t))
ce qui prouve que 0'2 =g K2 (t) dt ne peut atteindre son minimum ﬂ%- que si
e ET (@ .
K(t) = ol L est une constante réelle.




- 83 -

(i)

(i)

1'hypothése (H) lorsque F vérifie (H'), le théoréme en résulte.

Exemple :

la fonction h (t) = '1713_ (-Log f)"o ol (t) =1 pourtout t de [01], et on retrouve la
n
moyenne empirique X = % z X(i) comme estimateur asymptotiquement efficace de :

8.

Il reste a vérifier les conditions (i)' et (ii) :

_1 -
LS (F gE_O) dt=-LB+°°f' (x) dx =0
f(F (t)) N

1
-0k '—_1'de IO KW= 5 =1
©0 f(F (1)) 0 T
Donc L = _ilm et la fonction cherchée vaut h(t) = i_(% (- Log f)" o Fl (t).

Comme il est facile de voir que le couple (F, h) ol h = ﬂ‘f)c(Log f)" o F! vérifie

Si F est la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée N (0, oz) sur R,

i=1
L 'hypothése (H') est clairement vérifiée par F.

Catherine HUBER

Département Mathématiques
Université Paris-Nord
Avenue J.B. Clément
93430 VILLETANEUSE
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CHAPITRE VII

TESTS MINIMAX ROBUSTES
par

Lucien BIRGE .

0 - INTRODUCTION.

On veut étudier les tests de deux hypothéses Ho et H,, 1'hypothese Hi (i=0,1) étant
que la loi des variables aléatoires Xn’ que 1'on observe, est Pi' Un probleme se pose
lorsque la loi réelle des v.a. Xn n'est pas exactement P0 ou P1 , mais une loi voisine,
en raison par exemple des erreurs de mesure. Dans ce cas on est amené a rechercher

des tests "robustes", c'est-a-dire peu sensibles a ces variations.

L'exposé ci-aprés est fondé sur les travaux de P.J. HUBER, [45], [46], [51],
qui adopte le point de vue du minimax consistant a optimiser les pires performances
des procédures de test. On reprend pour 1'essentiel 1'article de P.J. HUBER et
V. STRASSEN [ 51], en ajoutant une application a certains voisinages classiques d'une
probabilité, sur un espace non compact, ce qui permet d'étendre le résultat principal
a des voisinages de PROHOROV éur r" par exemple. On montre aussi que le pro-
bléme se raméne a la recherche d'expériences "minimales" au sens de la théorie de
BLACKWELL et LE CAM. Un contre-exemple prouve que le résultat obtenu ne peut

s'étendre a des problemes de décision comportant plus de deux hypotheses.
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Soient un espace mesuré (E, 7 ) et # 1'ensemble des mesures de probabilité sur E.
Pour tester les hypothéses Ho et H1 , on observe des v.a. X1 g ey Xrl d'un espace

3 dans E.

L 'hypothese Hi i= 0,1) est que les lois de ces variables appartiennent toutes a un
méme sous-ensemble 91 de 7 . On suppose que 90 et 01 sont disjoints. Le plus
souvent, ce sont des voisinages, pour une certaine topologie sur ¥ , de lois de pro-

babilité Po et P1 respectivement.

On notera O?n (i =0,1) 1'ensemble des lois P des variables (X1 y eeey Xn)’ c'est-
a-dire :

&

n . .
¢ ={P=T,®T ...®Tn|TJ.eei,J=1,...n} i=0,1

1 2

DEFINITIONS (0.1) :

Un test randomisé d'ordre n de H, contre H, est une fonction ¢ : E" - (o, 17 ;

o (xqy 00y X n) représente la probabilité de rejeter H_ sion a observé (x1 yoeesX n) .
Le risque obtenu pour la procédure ¢ lorsque la loi de (X1 gy caey X n) est P s'é-
crit ¢
. ® n
E Ep (0 si Pee,
R (P’ (D) = (
E Ep(l...q) si pee®h
pll...o) si 1

Le niveau « du test, et sa puissance 8 s'écrivent :
a = sup R (P, ¢)
dn
P e 90

B = 1-sup R (P, o)

®
P €9, n

On recherche des procédures ¢ optimales dans chacun des cas suivants :
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a) Minimiser sup sup R (Pi’ 0)
i=0,1 P € ¢>"

b) Minimiser sup R (P1 , ©) sous la contrainte
dn
F’1 € 91
sup R(PO, o) <o a€ [0, 1]
N
Po € 90
sup AR(P_, @) +(1 -0 R (P, ¢ x€[o, 1]

c) Minimiser
®&n
Po € 90

dn
P1€91

Ces trois problémes ont les mémes familles de solutions, (a) et (c) se ramenant a

(b) pour un choix convenable de « . les solutions ¢ du probleéme (b) relatives au
nombre a seront dites "tests minimax de niveau ¢".

On sait résoudre ce probleme si Qo et 91 sont réduits chacun a un seul élément P o

et P, respectivement. D'aprés le lemme de NEYMAN-PEARSON [68], 1a solution est

alors un test de 1a forme suivante :

n dpP
. 1

qo(x1,...,xn)=1 si 351 5-15:) (xj) >C
n dP1

(p(X1,..., Xn)=k si J=I§ E‘ﬁ; (XJ) = C

n
. 1
<p(x1,...,xn)=0 si 1 —c-l—}-)—o- (xj) < C

avec C =0, A€ [0, 1] telsque E o0 (0) = . Un tel test est dit "test de rapport

P
)

de vraisemblance de P o conire P1" .

Si1'on peut trouver un couple(Qo, Q1) dans 90 X 01 tel que pour tout test ¢ de rap-
port de vraisemblance de Q_ conire Q,, R (Qi®n, o) maximise R (P;, ¢) pour p; dans

9‘®n (i =0, 1), les tests de rapport de vraisemblance de Qo contre Q, seront des tests

minimax de H0 conire H1 .
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DEFINITION (0.2) :
Un couple (Qo, QT) € 90 X 91 sera dit "minimal" s'il vérifie les conditions suivantes:

Pour tout test ¢ de rapport de vraisemblance entre QO et Q1 ona:
vP eo™ R(P, 0 =ROQ™,0 i=0,1

PROPOSITION (0.3) :

Si (Qo, Ql) est un couple minimal, les tests de rapport de vraisemblance de Q

contre Q1 sont des tests minimax de Ho contfe H1 .

Remarque : Les définitions de 00®n et 91®n autorisent les variables indépendantes

Xi a avoir des lois distinctes.
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1 - DISTRIBUTIONS MINIMALES.

Donnons une condition suffisante pour que le couple (QO, Q1) soit minimal.

PROPOSITION (1.1) :

dQ
Soit ¥ une version du rapport de vraisemblance @-1 . Si pour tout Pi € Qi
~o
(i =0, 1) et tout réel t, on a les inégalités
(1) P, ly>t] = o [y>t] <, [y>t]< P, [y>t]

le couple (Qo , Q1) est minimal.
Preuve : Ceci est une conséquence du théoréme suivant.

THEOREME (1.2)
Si le couple (Q o’ Q1) vérifie les inégalités (1), pour tout entier n et tout réel

a€ [0, 1], le test de rapport de vraisemblance de niveau « entre Q,, et Q; défini par

les équations :

(p(x1, ...xn)=1 si T 'y(xJ.)>C
_ j=1
n

<p(x1, ...'xn)-:x si I Y(XJ.):C
j=1
n

<p(x1, xn)=0 si jE1 ;v(xj)<C

ol )\ et C sont choisis de maniére que E ®n (0) = a est un test minimax de Hd contre
Q
H1 de niveau «, ayant la méme puissance (?ue le test de QO contre Q1 .

Preuve : L'existence de A et C est assurée par le lemme de NEYMAN-PEARSON [68].

On va se contenter de montrer que 1'on a :
vPe e R(P, 0 <RQ™ 0=0

Un calcul analogue prouverait que 1'on a aussi :
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®
VPe o " R(P, ¢ < R(Q1®",<p)

Si P est un élément de 90®n’ il s'écrit

P=T ®...8T T;€6, j=1,...n
et d'apres (1) FJ. (t)=T:i {(y>t} < Q {y>t} =G (t) j=1, ...n
n, » n, M
R(P, )= Ep (@ =P{xeE | I y&)>CH+AP{x€E | 1 ¥(x)=C}
j=1 j=1
D'apres [ 68], il existe des fonctions croissantes au sens large g, fj G=1,...,n),

une variable aléatoire V de R dans R et une probabilité S sur R telles que 1'on ait ¢

fJ.(v)Sg(v) ji=1, ...n
S{fj(v)>t}=Fj(t) S{g(V)>t} =G (t)

Soient VJ. G=1,... n)des répliques indépendantes équidistribuées de V. -On peut

alors écrire :

R(P, ¢) =S g £ (Vv)>C] + As® [ ;11 £ (V) =C]
i =1 303

j=1

s

=As®"[ E £.(V)=Cl+(1=2) s®“[ ;Tl f.(v.)>c]’
T 3=1 J ] J ]

j=1

958'1['_3 g(Vj)ZC]+(1—)\)S®n[?I g (v)>C]

o

j=1 J

=E oo @=RQ. ", o =a C.Q.F.D.
Q- -
o
On observe une suite de v.a. Xj_ 6 » E , indépendantes, dont les lois appartien-

nent toutes a , (hypothese Ho) ol a 2 (hypothese H1). Un test séquentiel ¢ de HJ

contre H,; est une fonction ¢ de EN - [0, 1] associée & un temps d'arrét N (w) de

Q- N, C'est-a-dire qu'il existe une fonction M de el N telle que 1'on ait :

N (@) =M (X, @), .00 X @), .. )
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o — —— - —

et pour tout n 1l'ensemble {x € eN | M (x) <n} ne dépend que des coordonnédes
(x1, cen xr) de x. ¢ est alors la probabilité de rejeter HO lorsque 1'on a observé

g 3 . z rd " ’
(x1 Xy eee Xy x)) . On définit le risque comme précédemment :

| . 3n

EEP(@) siP € ¢

R(P, 0 =
. 2n ;

(EP(1-<,0) siP € @&, |

D'apres [68] si ¢ et &, sont chacun réduits a un élément, les tests optimaux |

sont des tests de rapport de vraisemblance de la forme suivante :

in n
ME) =inf{n| T y(x) <K' ou T ¥(x,) =K"} 0 <K' <K"
=1 J =1
N (w) !
On choisit H | (@=0)si 0 v (X:i (w)) =K', H, (0 = 1) dans 1'autre cas, K!' et’
i=1 i

K" étant tels que E

p. (M) soit finie (i =0, 1).
i

THEOREME (1.3) :
a) Si le couple (Qo, Q1) vérifie (1), les tests séquentiels de rapport de vraisem-
blance, de niveau « et puissance 3 , de Qo contre Q1 somnt des tests minimax de Ho |

contre I—I1 au niveau o et de méme puissance 3 .

dQ
b) Si le logarithme du rapport de vraisemblance y = 3 Ql est borné et siona
, 0 !
E M<+o vPE22M002" alors |
P o 1 i
i
Ep (M)
Tim i< vp eo®Y -0, 1 |
iy . . 1= !
K' >0 E@ M) i i ’ '
K" 2 4o !
— [ B
avec Qi, = Q@ Qi , la limite étant prise en faisant tendre K' vers O et K" vers 1'infi-
j=0 o
1 .
. ni de maniere que le rapport | %io)g_% | reste compris entre deux nombres stricte-

' ment positifs.

‘ Preuve :

a) Soit ¢ un test séquentiel de rapport de vraisemblance de Qo contre Q1 défini

[ —
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par K' <K", On a en reprenant les notations du théoreme (1.2) et en posant :

o oo}
P=® T, T.€Q Y j S=-@® S
j=1 J b0 j=1
N M)
E_(@=E_[x€E" | 1 ¥ (x;) =2K"]
P P j=1 J
N P i
=EP[XEE 3, m y(&x) =2K" et T y(x,) >K' Vi<p ]
=1 =1
- p i
=S {3p, 1 £ (V) =2K" et m £ (V) >K!' Vi<p}
i J 0 1 3]
j=1 j=1
- p i
<S{ 3p, I g(v) =K" et I g(V) >K' Vi<p}
=t ! =1

N M(x) > Kn
=E-Q—O [x €E lj& y () =K" ]

Donc R (P, ¢) SR(Q_O, ©) et de méme R (P, o) SR(Q—1, ©) siP€91®n.

b) Par hypothése |Log y| <A . On pose:

p p
L X.) = Z. Z.=Y =L Ty (X,
gy X)=2; T Z;=Y, og[ 1 v(X)]
J=1 i=1
o t Tim Ep (M) 1 ipep®N
n va montrer que im — < si
K' =0 EQ [M o
K" 2 o

Avec les hypothéses le\ <A et Ep [M] <+, on ad'aprés un résultat classi-

que [68] utilisant la formule de FUBINI

E Ep [Zj 1(M2j)] =j=z1 Ep [ZJ.] P M=j)

Ep[Yyl= J

j=1

puisque 1 (M 2 5) est indépendant de Zj’ et aussi

o0
=
J:

Q, M=j) = By [Z,] E5 [M]

EQ— [YM] = EQO [21] 1 o o

(¢

; D!lapres (1) ETj [.zj] < lEQo [zj] Y j
q
et IEQO [Zj] = IEQO [Log vy (XJ.)] <Log lEQO B% (XJ.)] =Log ' To dQ, <0

o
RS
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-]
Donc EP[YM] < T Eq [Zj] PM = j)= EQO [21] E(M] =

j=1 o
} &, (M] EQ [z,] Ep [M] _ Ep (Y] E— [v.] <0
= — T~ car - <
Eé-;[M] Q Z JlE [M] IEG(-)- LYyl Q, "M

Ep [Yyl = Ep Yy 1(YMSLog ki + Ep [Yy 1(YMzLog k)] |

sur Y,,<Log K" Y ~ Log K
sur Y,, 2Log K" Y ~ Log K"
M M KH - o0
puisque |Log y| est borné par A.

GB[YM SLogK']=1-6;[YM 2LogK"] =+ 1

K" =

Q, [YM =Log K"]

d'aprés 1'indgalité (voir [68]) K" <

o [Yy =Log K"]

La partie (a) implique P [YM 2 LogK"] < 6:) [Y,, = LogK"].

Donc P [YM =2 LogK"] » 0 e P([Y,, < LogK'] - 1
K" ) M K" - 00
Log K' . g
Comme le rapport | =28 Tog K7 | reste compris entre deux nombres positifs,
E [Y,,] ~ Log K' , quel que soit P dans & N .
P""M-., o
K'-0
K'"= +
. €, [M] Ep [y,
On a donc im P < lim M
Kra0 Bg M g, Yu
K" -4 °
On montrerait de fagon analogue que 1'on a
Ep [M]
—_— P 2N
lim ; <1 vYPc &
K'! =0 ‘Eé— [1 J 1

Kll L ] 1 . C.Q.F.D.
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2 - INTRODUCTION ET PROPRIETES DES CAPACITES.

a) Motivations :

Dans toute la suite E sera un espace séparable, métrique, complet, & la tribu |

de ses boréliens, * 1'ensemble des probabilités sur (E, 7). ¢ et @, sont deux

sous-ensembles disjoints de ¥ .

Pour étudier les tests de 90 contre 6’1 , de région de rejet A € 7 , on est ame-:

né a calculer

vy (A) = sup P (A) niveau du test
%
u, (A) = inf P (A) puissance du test.
@
1

DEFINITION (2.1) :

Si @ est une partie de , on appellera enveloppe supérieure (respectivement
inférieure) de @ la fonction de 7 dans [0, 1] ainsi définie :
v(A) = sup P (A) (respectivement u (A) = inf P (A) )
& &

u et v sont 1iés par la relation u (A) +v (AS) = 1.

On constate que vy et u, possedent des propriétés de monotonie et continuité qui |
en font des capacités au sens de CHOQUET (voir (18] ), pourvu que é’o et 91 soient
suffisamment réguliers. Ceci explique 1'introduction des capacités pour résoudre ce

probleme.

b) Capacités de CHOQUET :

DEFINITIONS (2.2) :

Soit v une fonction de 7 dans [0, 1], on dira que c'est une capacité de CHO-

QUET si elle vérifie les quatre propriétés :
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(a) v(p) =0 v (E) =1
(b) AcB > v (A) <v (B)
(c) Pour toute suite croissante d'éléments An de @ tendant

vers A, v (An) tend vers v (A).

(d) Pour toute suite décroissante de fermés Fn tendant vefs
F, v (Fn) tend vers v (F). i
Si de plus, v vérifie la propriété (e) elle est dite
bi-alternative, |

(e) v(AuB)+v(ANB) <v(A)+v(B) VA,Be€a.
Si v est une capacité bi-alternative, la fonction u de @
dans [0, 1] définie par u (A) = 1 - v (A®) est dite capa-

cité bi-monotone conjuguée de v.

Une capacité bi-monotone n'est pas une capacité au sens de (a - b - ¢ - d) mais

elle posséde les propriétés (a) (b) ainsi que les suivantes :

(c") Pour toute suite décroissante d'éléments A de 7 ten-
dant vers A, u (An) tend vers u (A). E

(@) Pour toute suite croissante d'ouverts Gn tendant vers G,L
u (Gn) tend vers u (G). E

(e") u(AnB)+u(AuB) 2u(A)+u(B) VA, Bea,

Remarques :

- v est une probabilité si et seulement si on a égalité dans (e) pour tous les en-
sembles A, B.

- 1'inégalité (e) appliquée 4 B = A montre que u (A) < v (A).

- on voit immédiatement que les enveloppes supérieures de parties de * vérifient

(a-b-c).
' DEFINITION (2.3) : voir [14] - [18] - [19] - [23] - [71]

__Un élément A de & est dit v-capacitable s'il vérifie: . .. ... ..
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v(A) = sup v(K)= inf v (G) K compact, G ouvert
KcA G DA

THEOREME (2.4) : [14] - [18]
Toute partie borélienne de E est v-capacitable pour toute capacité v sur & .

c) Fonctionnelles associées :

i
i

Soit ¢ une fonction monotone, positive , bornée sur « telle que ¥ (3) =0. Pour

toute fonction £ positive, mesurable, bornée sur E on définit 1'intégrale de f par |

[>-] -]

FO-0 vxlt@>na=-{ ypixltzna

|
o o %
{

$ est une fonctionnelle monotove, positive et positivement homogene. Si et désigne
i
‘

1'espace des fonctions continues, positives, bornées sur E, muni de la topologie de la
convergence uniforme, ?ﬁ est continue sur ¢t . i
~ ~y ~ !
D'apres [14] - [15] § est sous-additive (J (f + g) <V (f) + ¢ (g) ) si et seulement

i

si ¢ est bi-alternative (propriété (e) ). En particulier, si ¥ est une mesure, 3 est ]

additive et 1'on a P (f) = Sf dy d'apres le théoréme de FUBINI.
LEMME (2.5) :

Si y posséde la propriété (d) de continuité sur les suites décroissantes de fer-

més et si tout borélien de E vérifie la propriété de capacitabilité :

$ (A) = sup P (K) K compact
KcA - |

les valeurs de P sur 7 sont déterminées dés que 1'on connailt celles de ¢ sur at .

Si de plus ¢ est une autre fonctionnelle ayant ces propriétés : (

<73 entraine o (A) < ¢ (A) VAE7 ,

. Preuve :

Y est déterminée par ses valeurs sur les compacts et vérifie

v = § wix 1y =t a=T 0y
; Il O R e o
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Soi_t alors (fn) une suite de fonctions de a+ décroissant vers 1K' Par exemple :

fn(x)=1—nd(x,K) sid(x, K) <

Sl S{-

=0 sid(x, K) >
ol d est une distance sur E,

Les fermés Fn = {fn 2t} décroissent vers {1K =t} . Donc ¥ (Fn) tend vers

¥ ({ 1K >1t}) et on a par convergence monotone

] o

P it =t}dt = S P {1 2t} dt = §(K)

lim § (£) = lim S
n (o]

n o
La deuxiéme assertion s'en déduit immédiatement.

C.Q.F.D.
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3 - LIEN ENTRE LES CAPACITES ET LES PROBABILITES QU'ELLES MAJORENT."

Soit v une capacité sur 1'espace (E, 7) (séparable, métrisable, complet). On
note Ov ={P€x | P<v} et sup@ l'enveloppe supérieure de #c % . On veut étudier

les rapports qui existent entre v et OV ,Petsup?.

LEMME (3.1) :

Si v est une capacité, 1'égalité B (f) = Sf dP définit une bijection entre les
probabilités P majorées par v et les fonctionnelles lindaires positives P sur ¢ qui

vérifient P(1) =1 et P(®) <T@ v ech.

Preuve :
Dans un sens 1e résultat est évident. 1 suffit donc de montrer que P induit une
|probabilité qui sera automatiquement majorée par‘v d'apres le lemme (2.5). D'apreés
un théoréme de DANIELL [73], il suffit de vérifier que si la suite (fn) tend‘ vers 0

en décroissant, P (fn) tend vers O,

Comme {fn 2t} est fermé et tend vers ¢, v { f =t} tend vers O d'aprés (d)

et par convergence monotone :

.
B) s7@) = go v{f =t} dt + 0
C.Q.F.D.

LEMME (3.2) :

Si v est une capacité, 1'ensemble Ov ={P €dt | P<v} est convexe et faible-

ment compact.

IPreuve :

On dit qu'un sous~ensemble € de ¥ est tendu si pour tout € positif on peut trou~

ver un compact K tel que

P (K% <e VPE &.




..'98 -

D'apres [ 9], si QV est faiblement fermé et tendu il est faiblement compact.

- Montrons que Ov est tendu,
Soit d une distance sur E. D'aprés [ 9], E est tendu si et seulement si pour :
tout € , on peut trouver § >0 et S réunion finie de sphéres de rayon & tels que

P(SC)SG,VPGG’V.

Si (xn) est une suite dense dans E on définit 1a suite (g n) de " de facon que
g,(x)=0 si dx,x) sg g, () =1 si dx,x)=6

(par exemple g (x) = -g- [d (xn, X) -% ] pour -g- <d (xn, x) < 6)

On pose fn=inf{gm|mSn} Sn={x|fn(x)<1}

S, c {x | 3x, ,m<n et dx_,x) <6}

Sn est donc inclus dans une réunion finie de spheres de rayon 6 .

oo

P(Snc) < v(Sh(?) = v{fn21} < S v{fn:t} at = v (fn)
(o]

Comme (xn) est une suite dense, fn tend vers 0 en décroissant et donc v (fn)

tend vers O,

- Par la bijection du Lemme (3.1), la convergence faible de P équivaut & la convergen-

~e

ce simple de P surch et OV est en bijection avec {f" | P < V} qui est fermé pour
la convergence simple, il est donc faiblement fermé.

.].a convexité est claire.

LEMME (3.3) :

Si v=supé etsi ¢ est compact, alors (d) est vérifiée et v est une capacité.

Preuve :

Si (d) n'était pas vraie, on pourrait trouver une suite F de fermés décroissant

vers F et un nombre « tels que 1'on ait ¢
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Vv n v(Fn)>a>v(F‘)
et donc on peut trouver des éléments Pn de € tels que
V n P (Fn) > o
Si P est un point de @ adhérent a la suite (Pn) et (P_ ) une sous-suite tendant

vers P, ona:

P ( Fn) > h_km' Pnk (Fn) car F, est fermé (voir [9 ])
donc P(F )=2Tm P (F.)2a Vn
n K n o0

On aurait alors P (F) 2 a et v (F) <&, ce qui est contradictoire.

PROPOSITION (3.4) :

Si v est une capacité bi-alternative et h une fonction semi~continue supérieu-
rement (s.c.s.) sur E, il existe une probabilité Q dans &, telle que pour tout t on

ait Q{(h>t} =v{h>t} et Q{h=t} =v{(h=t}, En particulier Qv est non vide.

Preuve :
On peut toujours supposer que h est >0 et bornée, quitte a la remplacer par

h' =2 + Arc tg h, les familles d'ensembles {h>t} ,t €ERet (h'>t'} , t' €R étant

identiques.

Sihests.c.s., elle est limite décroissante d'une suite de fonctions g, de ¢t
[13] . Comme les ensembles {gn >t} sont fermds, V (g n) tend vers v (h). On consi-

dére alors les ensembles

U={tec|V(lth <Vm} Vv={gec’|g=h)

U est un ouvert convexe d'apres (‘e-), 'V est un fermé convexe et leur intersection est
vide. D'apres le théoreme de HAHN-BANACH, il existe une fonctionnelle lindaire
continue Q qui vérifie Q(f) <Q(g) pourtout f dans U et tout g dans V. § étant

lindaire prend sur U des valeurs a la fois positives et négatives, donc inf Q (g) est _
gEV :
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i s . . ~ . .
‘positif, ce qui permet de normaliser Q afin d'avoir :
. ’ q

~ -~

v(g=v(h) e Q) <Q(g VEEU, geV

Si § n'tait pas positive, on pourrait trouver f=0 tel que O (£) soit négatif.

GQ -
m
<
1]

' existerait alors X >0, tel que

} Q@ +M)=Q@ +2Q () <0 et g+ =h

ce qui serait une contradiction.
Si f estdans U, ona v (|f]) <V (h) et Q(f) <V (h).

|
|
’ Si Q (f) était supdrieur 4 v (|£]), on pourrait trouver un réel c¢ positif véri- ‘

fiant : vV (lct]) <« V(h) < § (cf), ce qui entratnerait que cf est dans U et la deuxie—
{ .

| ~~ ~
me indgalité serait contradictoire, OnadoncsurU Q (f) v (|f|) . Par linéarité

‘cette relation s'étend a ¢’ tout entier.
|
4

D'apres le théoreme de représentation de RIESZ, Q est induite par une mesure

%
| . ~ ~
|Q <v d'aprés le Lemme (2.5). Q (h) =v (h) carona:

~ r . . angd ~ I3
Vin=z \n dQ:llrrln g gndQ=11nm g @) 2% M (g, € V)
! - (& ] [+ ~]
T Qm>t)dt= S v (h>1) dt
Yo o

_ Onadonc Q (h>t) =v (h>t) p.s. et le résultat est vrai pour tout t par conver-
gence monotone croissante,
D'ou Q(E) =Q{h>0}=V(E)=1.

On a aussi @

v{h=>=t} < lim v{h>t—-:-1}=lim Q{h>t--1r;}=Q{h2t}

n-=o0 n=os

ce qui démontre 1'égalité vih=t} = Q{h=t}
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LEMME (3.5) :

Si v est une capacité bi-alternative, pour tout A dans & , il existe une pro-
babilité dans € telle que Q (A) égale v (A). v est donc 1'enveloppe supérieure de

Qv L]

Preuve :
Soit une suite croissante (Kn) de compacts inclus dans A tels que

v (A) = sup v (K rl). Posons :

n
h=1 _\sixEK.'
h=1/n six€K -K ., Vn>1
h=0 six £U K,
: n
h estune fonction s.c.s. telle que K n= {h = % }. D'apres la proposition (3.4), on

peut trouver Q dans . vérifiant Q (K rl) =v (K n)’ ¥ n. Onadonc:

Q(A) =z sup Q (K )= sup v(K)=v(A)
n n
C.Q.F.D.
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4 - EXEMPLES [51] .

i) Siv=sup &, é’v peut étre strictement plus grand que 1'enveloppe convexe

fermée de ¢ :
.. S A (4.1 .1
E={19273} P "“{'2'75’0} PI_{E’E;E} V=SUD(PO,P1)

ona v(1)=3% v()=1 v@ =7 v(;2)=1 v(2;3)=-21-

v3;1=2
v est alors bi-alternative et é’v = {36+t ;3_£—S ; -;-} avec0<s,t<1,

Mais la fermeture convexe de (Po, P1) est obtenue pours =t.

Iy

ii) v n'est pas nécessairement bi-alternative :

(1.2 .12. ¢ 2. 2,2 1 ¢ 6 1 1. 2
E—{1’2,3;4} PO—{ 10’ 70’ 70 ° 10} p1—{"167 'ﬁ)" '1_0""1_0"
siv=sup(Po,P1) A=(1;2) B=(;3) ona

-2 .6 _15 77 14

V(AUB)+V(AOB)_1O+1O_10>V(A)+V(B)—Ta+15=1—o-

iii) On suppose ici que 1'espace E est compact et que Po €M, ¢, 6>0.

On définit les fonctions suivantes :

vy A) = (1-e)Po(A)+e SiA# ¢ v (¢) =0
v, (A)=inf(Po(A)+e, 1) SiA#¢ v, (¢) =0
vy (A) =int (P, (&%) + ¢, 1) SiAZg v, (5) =0

ol A6 est le voisinage de A = {x | d (x, A) < &} .

Ces fonctions sont des capacités, bi-alternatives, la propriété (d) étant assuréde

1par la compacité de E.

|
i

i
|___Les ensembles ¢ _correspondants sont :




—
0V1={P=(1—€)PO+€HIH€ o}
9v2={PEw|15P-PO!;<e}
o ={peu|P@A)sp A)+e¢ vAaeq)
V3 ¢} 2

Le premier correspond a un modele de contamination , les autres a des voisina-
ges de PO pour les métriques de la variation totale et de PROHOROV (topologie de la |
convergence faible) respectivement. Ces trois types d'ensembles sont compacts si ;
E 1l'est. On trouvera quelqhes résultats explicites concernant é’v et QV dans

, 1 2
1e Chapitre VIII du séminaire et [45] ,

iv) Cas particulier d'un espace E localement compact :

Dans ce cas, la propriété (d) n'est plus vérifiée par les fonctions définies en

i

iii) car il existe des suites décroissantes de fermés non vides tendant vers 1'ensemble |
i
vide. j

Pour pouvoir appliquer les résultats qui vont suivre , i1 faut compactifier l'espace:
E. SoitE'=E U {6} le compactifié¢ d'ALEXANDROFF de E. On munit E' d'une

métrique d' compatible avec sa topologie. E!'! est alors complet.

Soient Po une probabilité sur E' qui ne charge que E (Po {6}) =0) et ' 1'en-

semble des probabilités sur E', On définit comme en iii)

v1(A)=(1-€)PO(A)+€ siA# ¢ v1(¢)=0
v, (A) = inf (PO (A) +¢€, 1) siA#¢ v, (3) =0
v, (a) = int (P A% +¢, 1) SiA#o v, (9) =0

‘A’ = {x€E'|d'(x, A) < &)}

!.._,_
}
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Qvl = {P:(l-e)PO+€H' | HY €1 1)
9V2 = {P e H\PO—PH < ¢)
9V3 ={Pex |P(A) < PO(A6)+€}

Les fonctions Vi sont bien des capacités mais les ensembles @V sont mainte-
i
nant des voisinages de Po dans E' et contiennent des mesures qui chargent le point

a 1'infini et sont sous-stochastiques sur E.




- 105 -

—
5 - LE LEMME DE NEYMAN-PEARSON POUR DES CAPACITES.

Soient Vo Yy deux capacités bi-alternatives, ug s Uy leurs conjuguées. On

posera Ovo =90 et 0V1 =6’1 .

maximales d'erreurs sont respectivement :

v_(A) = sup P (A) si on rejette a tort &
o o
Pc 90

v, (A = 1-u (A)= 1- infP(A)  sionrejette &, & tort,

1
PEG’1

a) Le probleme Bayésien :

On cherche des régions de rejet optimales pour le cas Bayésien, c'est-a-dire

une famille d'ensemble At qui minimisent le risque Bayésien maximal:

. t 1
A, minimise —— vo(A)+ T3 (1—u1 (A)) 0<t<ow
At s'obtient en minimisant la fonction
th(A)stvo(A)-u1 (A) 0<t<w W (A):VO(A)

| bi-alternative et posséde la propriété de semi~-continuité inférieure suivante :

Si (Bn) est une suite monotome d'ensembles qui converge vers B, on a d'apres

les propriétés (c) de v, et (c?) de u,

; (£) W, (B) < lim W, (Br?
' n

'PROPOSITION (5.1) :

Pour tout t dans [0, + %], on peut trouver A, € & tel que :

t

|

Soit un test de é’o contre 6’1 qui rejette 90 si x estdans A ; les probabilités

Remarque : Wy n'est pas une capacité puisque elle n'est pas monotone. Mais elle est |



Preuve :

Soient t fixé et (An) une suite d' ensembles tels que w, (An) < ¢+ € avec
en >0 VYn et rE1 €n <4 On montre alors (voir détail des calculs dans
[51]) queTim A et lim A minimisent w.

LEMME (5.2) :
Les ensembles A " peuvent étre choisis de facon a former une famille décrois-

sante continue a droite ¢'est-a-dire ‘

A = U Al si tef0, +[ A_= n A

Preuve :

Pour0<t<s <+, Wy - W, = (t-s) vy est une fonction décroissante sur & .

On a donc
w, (AuB)-w_(AUB) = w (A)-w_(A)
< Z
WS(AUB)+WS (AnB) _WS(A)+WS(B)
‘soit W, (AuB)+ W (AnB) < W, (A) + W (B)
Soit (A? t)t € R+ une famille telle que A' t minimise wt. On aura donc

C + =W, (A't U A's) + W (-A't n A‘S) < w, (A't) + W (A'S)=cs+ct'

qui prouve que A't U A‘S minimise Wi

Soit alors (t_) une suite dense dans [0, + %[ , si N=n, U A'; minimise
| n t =t m
m <N
aussi Wy et par semi-continuité de w A”t = U A't minimise aussi Wy
n n tm = tl’l m n

Pour t € [0, +[ , on construit une famille décroissante (A,) en posant

A, = U A't . Ona At = U AS . De plus si (tn ) est une sous-suite
t>t n s>t 7 Tk kEN

LI e e et i e 2 i
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décroissant vers t, t_ Zt, Vk et A" ¢ tendvers A .
k n
k
c, S W, (At) < lim wy (A”t )< lim [wt (A"t ) + (tn - t)] =1im ¢,
tn"t l’lk tn-’t nk nk k t »t n
K k My K
car w, £ w, + (trl - t) Vo
n k
k i
Comme |wt -wtl st -t |ct —ctl <t -tetc estune fonction;
n k n k
k k
continue de t, ce qui entraine W, (At) =¢;. On pose alors Ag= N N At' Comme

teER
W (At) s w, () =0, ona v, (At) S% soit vy (A,) =0 ce qui prouve que A, mini-

mise Woo =V.

b) Dérivée de RADON-NIKODYM de v, par rapport a v, |

On a obtenu une famﬂle» (At) de régions de rejet optimales. Pour que celles~ci
correspondent a des tests de rapport de vraisemblance, il faut que la fonction de vrai-

semblance ¥y vérifie At_—.{y >t} . Ceci est réalisé si on choisit
y(x) =inf {t | x £ A} }

iqui sera dite dérivée de RADON-NIKODYM de vy par rapport a vy - En effet si
! |

§t<s et AtDBDAS, ona:
Wy (B) = Wy (At) = t [vo (B) - vy (At)] =z u, (B) - Uy (At)
W (B) = L (AS) = s [vo (B) - v (AS)] 2 u, (B) - u, (As)

Si les quotients ont un sens, on obtient les relations

uy (B) - uy (A

'(2) VO (B) _ Vo (As)

u, (At)- u, (B)

A -V, ® © s
v_{A)-v_(B) —
ot o

VRSV, R

<s; (3 t; (4) ts<

Ces inégalités correspondent aux propriétés de la dérivée de RADON-NIKODYM :

Supposons que v_ et v, soient des probabilités, alors Ug =vy, Vg (A) =0 et
u, (Ao) = 1 donc



[ e e e e e - e e e -

(
= § comme ¥y
(

De plus les relations (2), (3), (4) impliquént que v, est absolument continue par

dv

N 1

- < <s V

pport a v, sur At AS avec t < g =8 Y p.s. etsur At

ra
dv1 o}
>
=2t V0 p.s.

o,

v
o
dv

dv
o)

qui est contradictoire avec 1'inégalité précédente. On a donc

(x) <t <y (x), x estdans A, ce
dv
TT-Z 7 Vv, P.s.

dv1 © dv

o est inférieur a t - V. P.s. eton montre de méme que To=7
0 o

S'il existe un nombre t tel que 1'on ait

Sur Atc,
v, p.s.
dv

dv
0

Onadonc vy = v, p.s. ce qui justifie sa dénomination. Le résultat

était prévisible puisque (A,) forme une famille de régions de rejet optima-

i dv ;

les pour les tests de vy contre vy et doivent donc &tre de la forme { 3 v1 >t} d'apres
0

le lemme de NEYMAN-PEARSON. Ce qui précede en constitue donc une nouvelle dé-

H

monstration.

Remargue : En vue d'utiliser le théoréme (1.3) sur les tests séquentiels, on peut

P

ichercher des conditions suffisantes pour que Log ¥ soit borné :

-si v (A) = €, >0 pour A #¢, ona vy (At) < -tl et donc A, est vide des que
| - .1 .y 1
t est superieure a PR Dans ce cas y est majore par o

o) 0

-si v, (A) >¢ si AZE et

1
W, (E) =t -1.

>0 pour A# ¢, ona aussi u, (A)<1-c¢

1 1

Donc W, (At} =tv, (At) - u, (At) < t-1, soitu, (At) 2 1-t.

Si t est inférieur a € Ay = E et y est minoré par €

Si donc ces deux conditions sont remplies, comme par exemple dans (4-iii), Log vy

t
‘sera borné.
|
]

- —— S |
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c) Un couple minimal :

Puisque on souhaite que les rdégions de rejet {y >t} correspondent a celles de

tests de rapport de vraisemblance, on va chercher un couple (QO, Q]) qui vérifie :

(@9

4
QO

=y (Q,+Q,) p.s. Q= v Q= v,

o

Pour cela on va construire QO de facon que 1'on ait % u, < Qo < v, en défi-

' nissant -:; u, par des méthodes semblables a celles des intégrales de STIELTJES

ou les intervalles [t, s[ seraient remplacés par A - A, .

THEOREME (5.3) :
Soient (E, 4 ) un espace séparable, métrique, complet, muni de la tribu de ses
boréliens, v, et vy deux capacités bi-alternatives sur E, ¥ la dérivée de RADON-

NIKODYM de v et Q1 <v

1 par rapport a Vo Il existe deux probabilités QO = v, 1°

telles que pour tout t on ait : :
Q, ly>th=v {y>t} Qu={y>t} =u, {y>t}

dQ :

y = 1 @ +q,) p.s i

dQ (o} 1 cT ;

o]

Les tests de QO contre Q1 constituent donc des tests minimax de OV contre é’v .
o} 1

:Preuve : Pourt<s et Bdans g on pose :

G(t,s;B) =v ((BNAJUA)-v_ (A)

i Pour C compact :

(5) F(t,S;C)=u1((CﬂAt)UAS)-u1(AS)
et F(t,s;B)=sup F(t, s; C) C compact inclus dans B.
C

G est monotone et bi-alternative, F monotome et bi-continue, F vérifie (d') parce

‘qu'un compact inclus dans une réunion croissante d'ouverts est inclus dans 1'un d'eux.
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D'apres [18] uy vérifie la propriété :
K, © A 1<i<n = u(ﬂAi)—u(ﬂKi)Siz[u(Ai)-—u(Ki)]

Ceci permet de voir que F posséde également la propriété (c'). De plus d'aprés

(2)ona:

i

(6) F(t,s;B)SsG(t,s;B)

En appliquant (e) aux ensembles (B N At) et AS on montre : g

(7) G(t,s;B)Svo(BﬂAt)-Vo(BnAS)SVO(B)
De plus pour t1 <t2 <t3 on a d'apres (e) et (e') ‘v
!
(8) G(t1,t2;B)+G(t2, t3;B) SG(t1,t3;B) ,
(9) F(t1,t2;B)+F(t2,t3;B)2F(t1,t3;B)

- Onmontre que siB=A_, ou B=CnA_ ouC est compact, 1'égalité (5) demeure

t
vraie. i
!
H
i

Si B=Chn Ap t<r<s et K estun compact inclus dans Ar

F(t,s;B)= slu<p Uy (CnNnKu AS) - u (As) = iup uy ((Cu AS) N Ky AS) )—u1(AS)

Zu, ((c UAS) n AP) - u, (AS) =uy ((c nAr)uAs) - u, (AS)

puisque les boréliens sont ul—capacitables.

Comine par définition F (t, s ; B) < u, ((Cn Ar') U AS) - u, (As), 1'égalité (5) est

vérifiée. Les autres cas sont analogues.

-5 J= {to, t1 R ¢ n} est une famille finie de réels positifs, on pose

n
- L :
uj (B)-izz1 3 F(ti_1,ti,B)
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Ceci va permettre de définir une fonction u” sur @ , telle que si U, est une

du 1

du1 0%

: probabilité, on ait
D'apreés (6), (8) et (7) on a
n -

uJ(B) 5151 G(ti_1,ti;B) < G(to, ts o

et si J' est une subdivision plus fine que J (J' o J) on a |

uj, B) = u; (B) par (9)

Ceci permet de définir u (B) = sup u 5 (B) < vy (B) , u, commeF, est posi-:
J

tive, monotone et bi-monotone. Calculons u (At) :

G (t1, t,; At) = v (At1) A (At2) sit<t,
=V, (At) -V, (Atz) si t1 <t< t2 |
i
-0 st 2t, !

F vérifie des formules analogues avec u, a la place de v, ce qui implique d'apres

(4) :

!

(10) F (t1, tZ ; At) 2 t1 G (t1, t2 ; At)

t, |
Choisissons alors une partition J assez fine pour que 1t_1 = « pourtout i et °

i

t= t, pour uncertain i ; on obtient (51] |
! o !

t

u (A) zelv (A)-v (A )] avec v (A ) =<{
n n n

Si on fait tendre « vers 1 et tn vers 1'infini en augmentant le nombre des points

de subdivision, on conclut que u (At) z v (At) d'ol 1'égalité
u(A) = v (At) pour O<t<+o

Par monotonie :

lr_..__‘._h,.,
i
i
!
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ufA) = 1im u(A) = v_(A)
o) t20 t o o
et

0 =ufa) < u(An)=vO (An) <

ST

ce qui montre que 1'dgalité demeure vraie pourt = 0 ou + o,
. = t . = =
Comme F (t, s ; E)=F (t, s ; Ao) ona uf(E)=u (AO) v, (AO) .

Si o (Ao) est plus petit que 1, on normalise u en le remplacant par

ue u+ Q‘ . ol Q est une probabilité majorde par v, telle que Q (Ao) =V, (AO)
A
)

(cf. Lemme (3.5)). On aalors u® E)=1.

U*(B)___u(BnAo)+Q(BDAOC)=u(BﬂAO)+Q(BUAO)—Q(AO)

v, Bn AO) + Vg BuU AO) -V (AO) < v, (B)
u* est majorée par v, comme u.
- Construisons Qo :
On considere les én"sembles disjoints
U={g€-’$l?fo(lgl)<1} ouvert
V ={f¢€ ~F l o f) = 1} fermé
Ce sont deux ensembles convexes car f\\fo est sous-additive et T sur-additive,

On applique aux convexes U et V le théoreme de HAHN-BANACH et la démonstra-

tion de la proposition (3.4). On en déduit 1'existence d'une probabilité QO vérifiant

~at

u (f) < 60 (f) < '\70 (£) pour f dans 2% |

~y

Onaaussi Q = TfJ sur ¢t . Puisque u; posséde comme F les propriétés (d)
et de capacitabilité, on peut lui appliquer le lemme (2.5) , qui implique que Qo =>u -
On a donc :

LR AR

e e Y e

Lo
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Par passage a la limite, il vient Qo (At) 2 v, (At) et donc Q (At) =V, (At)‘

En particulier QO (Aw) =0.
~ On définit alors Q1 comme suit :

Soit Q dans &, telle que Q (A ) = Uy (A_), onposeQ de sorte que

11a, %A
L 99
sur A_ on ait d—Q—;-=+°<>=7/((.)1 +Q,) p.s.

Sur AooC on choisit Q] de maniere a avoir dQ 157 on . 11 reste a vérifier

que Q, est une probabilité minorée par u,, telle que Q, (At) = u, (At) pour tout t.

Soient C un‘compact, a<1,J¥{to, ...tn} avec tk—-g:—t—o >a sik>1.
On a alors([51]) “
b~ b
Q, (ano)-Q1 (CnA) Z1.<_Zi<k5n TF(tk-vtk;C”Ak)
= 5 E—:ﬁ F(t t ; C)
1si<k=n f k=17 k7

puisque 1'égalité (5) est vérifide.
= a [u1 (Cn A, )-u1 Cna )]
1 n
En utilisant (e') et (2) on a aussi
u (CnA)-u (CnAa)<u (ICNAJUAY -u, (A) <t [v,(CnA)uA)

-V, (At)] <t

iqui implique la continuité de Uy (Cn At) lorsque t tend vers O. Alors, si on fait ten-

dre o vers 1, to et t1 vers O et tn vers 1'infini, on obtient a la limite

Q1 (COAO)-Q1 (CﬂAw) = u, (anO)-u1 (anw)

Comme 12y, (Cu AO) z u, (AO) =1 on peut écrire

}
!

uy (Cr‘rAO)-t—u1 (CUAO) z u, (C)-l—u1 (Ao)=1 +uy (©)

i
i
U — -
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[ o e e o e

ce qui implique u, (Cn AO) = u, (C)
Ceci permet d'écrire :

Q, (C)ZQ1 (CmAO)Zu1 (C)+Q1 (CmAm)-u1 (CﬂAx)2u1 (C)

puisque sur A_on a pris Q, =Q=u, . z

Par capacitabilité, cette inégalité est vraie pour tous les ensembles Bde 7 .

Si t1 est inférieur a t2, on a

Q) -0 A) = 510, (A ) -5 (A )T =1t [vg (A ) - v, (A ]

- 'apre
< t2/1:1 [u1 (At1) u, (Atz)] d'apres (3).
En choisissant une famille {ti} telle que 1'on ait :

t.

3 i
O<t_to<’c1<...<trl avec ti-1 et a>1,

on peut écrire

Q, (a) - () = @ [uy (A - uy (A )]

Par passage a la limite si a tend vers 1 et tn vers 1'infini

Comme Q, (Aoo) = U, (Aoo ), il en résulte que Q1 (At) =u, (At)’ pour t nonnul. |

‘Et comme ug (At) > 1 -1t tend vers U (AO) si t tend vers 0, le résultat demeure Vraij

'si t est nul par continuité,

| ) . )
Onadonc Qu(A)=1 et 0 (A~ ( 1 700 e =0
¢

puisque ¥y =0 sur AOC .

Ceci montre que Q1 est bien une probabilité.

C.Q.F.D.
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SRR

d) Cas particulier d'un compactifié d'AL EXANDROFF :

On se place dans le cadre des exemples du (4-iv). L'espace E' =E u {6} consi-
déré est le compactifié d' ALEXANDROFF d'un espace E et les capacités A et vy

vérifient les propriétés suivantes
(s) \ri({é}):ei >0 vi(AU{é})zvi(A) siAfts 1=0, 1.

Ces propriétés sont celles des capacités Vis Voo V3 considérées en (4- iv),
c'est-a-dire celles des enveloppes supérieures de voisinages d'une probabilité P qui

ne charge pas le point a 1'infini. Dans ce cas on a le résultat :

1
i
i
‘;

COROLLAIRE (5.4) :

Sous les hypothéses (+¥) précédentes, le couple (QO, Q1) minimal du théoréme (5. 3)

est tel que ni Qo’ ni Q1 ne chargent 6 ; leur support est inclus dans E.

Remarque :

Ce corollaire permet d'appliquer les résultats généraux aux espaces R" : méme
si 1'on considere des voisinages dans le compactifié, si leurs centres sont des proba-

-bilités sur Rn, le couple minimal est un couple de probabilités sur R".

Preuve :

On a u, (E)=1-€1 et u, (AU{G}):U1 (A) siA#E

en particulier u, ({6}) = u, () =0.

|
!
: ~ Comme v (A,) estnul, si 6 estdans A, c'est que €, estnul. v_ ne charge

ipas o, QO non plus et on a

Q, (A -96) = u, (A_-98) = uy (Am)=Q1 (A_) donc Q, ({6)) =0 .

(S

- Si vy (6) est nul, & appartient a AOC. Comme v, (AOC) =0, €, est nul et Q, ne

charge pas o
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Q, (3, U (8}) S v, (A U 8] = vy (A) =9 (A)  domcQ (6D -0 |

- On étudie le cas général 0 <y (§) <+ .

S'il existeun t tel que & € A, et At;éE' ona
Q, (At -0) = Uy (At -9) = u, (At) =Q, (A)
et donc 0=0, () =0, () y(6) d'ob @, (6)=q, () =o.

Dans le cas contraire, tout A, contenant §est égal a E' et donc pour t < y (5)

A =E"'.

t
Ay 6) ne contient pas § . Supposons qu'il soit vide, on aura Cp = t- 1 pour
t<y () , ¢, =O0pour tzy (6) . Comme c, est continu ceci implique que ¥ (6) = 1 et

donc A, =E' sit<1, Ay=¢ sit21 soity(x) =1 pour tout x dans E' ; comme
A, estvide, on peut dans la démonstration du théoréme (5. 3) prendre Q1 égale a QO.
Mais alors les erisembles 0v et OV ne sont plus disjoints ce qui est contraire aux

o) 1
hypotheses.

A_y (6) n'étant pas vide, on peut écrire :
QO (Ay (5) u {6}) < v (Ay (6) u {6}) = Y5 (A.), (5)) = Qo (A'y (5))

et Q1 6) =y (6) Q, ©®) . Ni Qo, niQ1 ne chargent § .
' C.Q.r.D.

e) Unicité de y :

On reprend les hypothéses du thdoreéme (5.3) .

PROPOSITION (5.5) :

Soient deux familles d'ensembles At ={y>1t} et A't = {y' »t} qui minimisent
dv
Wt’ v et y' étant deux versions de El ; ona :
o

v, {(y>t} = v {y'>t} et u, {y >t} = uy {y'> t} vVt
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!
De plus si Qo (respectivement Q'o) est la probabilité construite dans le théor*émef

i

(5.3) a partir de ¥ (respectivement y'), ona:
— ? ]
Y =Y .(Q0+Qo) p.s.

Preuve :
D'apres 1'inégalité
1]
W, (At UA t) + Wy (At n A't) < w, (At) + Wy (A't)
les familles At U A! t et At nAt " minimisent également W, Elles sont assocides a

sup (v, ¥') et inf .(y, ¥') respectivement puisque 1'on a :

A U Ay ={sup (v, v') >t} A NA'Y ={inf (y, y') >t}
dv
Donc sup (y, ¥') etinf (y, ¥') sont deux autres versions de o €€ qui permet
o

de supposer que l'ona y<svy!'.

Supposons qu'il existe t dans ]O, +oo[ tel que Vo {y >t} <v0 {y'>1t} et donc

1 : - _ - .
uy {y>t} <u, {y' >t} puisquet A (At) u (At) =tv, (A't) u (A't). Si
D=A" - A, on aura :

u (A -u (A) Q' (AT -1 (A) ?DY' Q,
TV AP B C O AP TR 2T ar
D

puisqueona Q',2u,, Q' < v , Q' (A')=u, (A") , Q' (A) =v_ (A1)

Q' (D) =Q" (A't)-Q'o (A = v (A') -v,_ (A)>0.

De plus sur D, ¥!' est éupérieur a t, donc le rapport de ces deux intégrales doit

tre plus grand que t, ce qui est impossible. Les égalités sont vraies pour t =0 ou

t = + o par continuité,

Si 1'on considére la construction du théoréme (5. 3) utilisant ¥ ! et la famille A" £
on a défini

F'(t, s ; B) =sup uy (Kn A't) U A'S) -'u1 (A'S) K compact,
KcB
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On va montrer que l'on a F!' (t, s ; A'r) = F'(t, s; Ar) pour tout r. AL

étant inclus dans A'r’ une inégalité est évidente. On considére 3 cas :
-t<s<r onaalors
Ar' c A'r c A'S c A't et 1'égalité se réduit a
F'(t,s;Ar) =0 = F'(t,s;A'p)
-t<r<s
u, ( (A't n K)u A'S) =u, (Ku A'S) si K est inclus dans A ouA'

et par u1-capacitabilité des boréliens il vient

u, (A)=sup u,(K)< sup u, (KUuA')< sup‘ u, K'uA' )< (A' _UA')
1%7r KCAP1 KCAF1 S K'CA'P1 S r S

- 1

=u, (A r')
L 'égalité des termes extrémes entraine 1'égalité cherchée.
-rst<s

On a alors A'tc A'r , AtCAr et donc

su u A' NK')UA')=<u, (A'
s u (A IKDU A Sy (1)
r
sup u, ((A', nK)uA'")=sup u, (A", nK)=u, (A)
KcA 1 t ] KcA 1 t 1Y
r ot
Comme | 91 (A't)=u1 (At) , ona F'(t,s;Ar)=F'\(t,s;A'P)

Ceci permet de voir que 1'on a également

u'*(A't) =u™ (Aa,) vit.

On peut alors vérifier que y= y! (Qo + Q‘o) p.S. puisque on a
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vo{y>t} = {y>t} = Q_ {y'>t} < v, {y' >t}

u{y >t =l (¥ >t ZQ {y>t) zu (y >t)
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6 - LIEN AVEC LA THEORIE DES EXPERIENCES.

Les résultats précédents peuvent se traduire dans le langage de la théorie des

expériences de BLACKWELL [11] et LE CAM [65], [67].

a) Rappels et définitions :

Une expérience 3 est la donnée d'un espace mesuré (E, @), d'un espace de para-
métres ® , qu'on supposera fini égala {0 ; 1 ; ... n} et d'une famille (PG)G cn de

probabilités sur E. Si ® ={0; 1} 1'expdrience est dite binaire.

L'espace D des décisions est un sous-ensemble borné de R® . sid = (dO y oo dn)
est une décision, di représente la perte lorsque 1'on prend la décision d et que la

véritable distribution est Pi .

Une procédure de décision est une application £ de E dans D

f(x) .= (fo x), ... f (x))eD
et on a un vecteur de perte
v =(0 ¢ ar 6, ... (1 0ap )€ R°

L 'enveloppe convexe fermée de 1'ensemble des v (f) est appelée 1'enveloppe des
risque R (8, D). L'expérience § sera dite meilleure que 1'expérience 3 (8>3 ),si

R(@;D) DR(&,D)

'BLACKWELL a montré le résultat suivant [11] .

THEOREME (6.1) :

Soient deux expériences & = (E, @ ; Py eeey Pn) et3=(F, ®; Qqr v Qn)‘
n n _ |
Considérons les mesures M=y P, et N= % Q, etle simplexe S de (o, TJn” :

i=0 ! i=0

S={(p) | p,+Py+.ec. +p =1}
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8 > 3 si et seulement si pour toute fonction g continue convexe sur S, ona:

dP dP1 dP_ dg, dQ, 4Q.

Sg(dM, 5 e ) M 2 Sg T T e o) M

b) Expériences binaires minimales :

La relation > définit sur 1'ensemble des expériences un ordre partiel. Nous al~-
lons voir que si 1'on considére 1'ensemble des expériences binaires sur (E, @) for-
mées par des couples (Po, Pl)’ ol P € Qvo » Py € 0v1 » Vg et v étant des capacités
bi-alternatives, 1'expérience 4 =(E, @ ; Q,» QI)’ oll (Qo’ Q1) est le couple minimal
du théoréme (5.3) est minimale pour la relation dordre > , ce qui s'écrit :

Pour obtenir ce résultat, on va démontrer la condition suffisante du théoréme (6.1).
Dans le cas d'expériences binaires, on posera g (x, 1-x) = ®(x). & est une fonction

continue, convexe sur [0 1]. On pourra supposer que & est de classe 02 puisque

2 est dense dans ° pour la topologie de la convergence uniforme. De plus, quitte a

jui ajouter une fonction linaire f (x) = ax + b, ce qui revient & ajouter une méme cons-
fante S [a = 2, b] dM =a + 2 b & toutes les intégrales, on peut supposer que 1'on
h & (0) =4 (0 ) =0, ce qui implique que & et &' sont positifs sur [0, 1], & étant

convexe.

THEOREME (6.2) :

Soit & une fonction convexe, positive, croissante, de classe 62 sur [0, 1],
elle que ® (0) = @' (0) =0. Sous les hypothéses du théoreéme (5.3), le couple (Q0 , Q1)

ronstruit dans ce théoréme minimise la fonction

dP

H(Po, P1) = S d (mﬁ)d(Po+P1)

.Jsur' 1'ensemble Ovo X 0v1
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Remarque :
L 'idée de la démonstration est celle de HUBER et STRASSEN dans [51], mais

leuf preuve est incompléte parce qu'ils ne considérent que le cas oul Qo + Q1 domine

P+ P,. La réciproque qu'ils obtiennent ainsi doit 8tre remplacée par le théoréme

(6.3).

Preuve :

Soit (P0 R P1) un couple quelconque dans €, x& . Onvad'abord construire
o] 1
un couple (Q'0 , Q'1) tel que H (QO, QI) et H (Q'0 ,-Q'1) soient trés proches et que

(Q'o +Q']) domine (P0 + P1).

dQ
- Soit ¥ la version de a—-dl considérée dans le théoréme (5.3). On a
o

A, = {y==} et Q (A))=0.

Posons y = Po + F’1 +Qo +Q,1 et soit 8 une mesure telle que df = IA c dy .

=54
Sur AOQC » Y est fini et il existe une fonction f sur E, avec

12f~(x)>0. VXEE et Yy(x)f(x)d6<+oo.

®

On note (1 - )* = sup {(1-9), 0} (1-9)" =-inf {(1-19), 0},
a=§(1-y)+fde 3:&(1-7)‘“19
=S £ do y#S £ do
{y <1} ' {rz1)}

net 3 sont strictement positifs, ainsi que x et y.

On considere alors une mesure T o ayant pour densité par rapport a 8 la fonction

[a 1{y<1)+b 1{y21}]f, de sorte que 1'on a
T, (E) =ax+by T (A )=0

Soit € positif, on construit T1 comme suit :
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T1 est une mesure égale a ¥ To sur Acoc et équivalente a y sur A avec

T, (A_)= €,. Onaalors:

1 V! = &
T, () -a ytdg+b y£do =ax +by - a (1-) £ a9
{r <1} {y=1} {y <1}
-bg (1-y) £ do
{rz21}

=a(x-a)+by+3)
On va choisir €s 2 et b positifs de facon que To et T1 soient deux probabilités.

I suffit de prendre

o-X €,
q = BtEy b = —0 1
ay+x-8 oy +Xx83

qui seront positifs pourvu que €, soit assez petit.

Q.

T

On a construit ainsi deux probabilités To et T1 vérifiant "l T1 =Y 4 P.S.,
o
(T0 + T1 ) étant une mesure équivalente a y .
Soit alors € positif arbitrairement petit, on posera
| - - | -
Q_o—(1 e)Qo+eTo Q1_(1 e)Q1+sT1

(Q'o + Q'1) est une mesure équivalente a y et domine donc (P ot Pl)'
dQ'1
On a do - Y 4 p.s. et
0

H @y @) -H@, 01 |=1§ a()a (@ +@, - -Q') I <aclal

dPo dP.] dQ'o dQ'1
— cm—— P ———. | I = me—
On pose Po— du pl_ du qo"" dp _q'1— dg
| dR,; )
ot
Rot=(1-t)Q'o+tP0 Pot'—'_d'u—— ;
) vte[o, 1]

dR1t ;

Ry =(1-1) Q' +tP, R Y
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r
- = —ot ‘
I(t) = HR, ,R,) = S ® ( T Ty ) (rgy + 1) du

si t est égal a1, le dénominateur devient P, + Py et peut &tre nul, on prend alors

r‘ot

Tot ¥ 11t

1'expression & ( )(r'ot +1’*1t) dgale a0,
Sur [0, 1, r;+ry estnonnul p p.s. puisquel'on a (q'o+q'1);éO i p.s.

I (t) est de classe 2 sur [0, 1[ , continue en 1, et on obtient par dérivation

sous le signe d'intégration les formules pour t € [0, 1[ .

: r r p.a',-q' py
t o' 1 7 ol
I' (t) = (—-——)(p+p -q' -q' )dp+ " ) ) dy |
S Tot + T4t ! S Tot * Tt Tot + Ty
2
r (p.q'y-pP,4q')
I"(t)—gdi' ot o 1 1 9 4qu>o0
t ¥ Tt (r_ +r )3 ‘
ot 1it

La fonction I est donc convexe,
On considére les fonctions définies sur [0, 1] :

0(z) =z 8" (z) - &(z) () =(1-2) 3" (z2) +2(2)

o' (z)=zd" (z) et P! (z) =(1=2z) &" (z) sont positives.

Comme ¢ (0) =9 (0) =0, ¢ety sont deux fonctions positives, croissantes et bor-
nées sur [0, 1] . On a les égalités

q’ : - - q! p,a'y,-p, q'
o At At 1 ¢ (o] o7 151 1o
——-——q.°+q.1) (b, +Py-a'y -4 1)du+S<I> 5 0+q'1)v——q'0+q'1 ) du

' (0) = | &

S(D( +q| ('1-P1)d#+g4’(——-—_lT1) (p,-a') du

(o (755) @'y - py a',) du

a'y
puisque oL =y M p.S.
o
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En posant ¢ ( T{_i) = ¢ (2) P (

1
1+2z

tions positives, décroissantes bornées sur [0, + ] avec

1' 0) = \ @y @) @'y -p) du+ 4y 0)pg-ary)
soit

I (0) =SQ'1 {<p1 oy=>t} d’c-SP1 {<p1 oy=t} d’c+gPo{:,b1 oy=t}dt
-SQ'0{¢1 oy =t} dt.
Si M est un majorant commun a ®4 et ¢p1, on peut écrire :
(11) 1'(0) 2891 {p 072t} dt-SP1 {p 0y 2t} dt+SPo {0y 2t} dt
-SQo{ap1oy2t} dt-4¢M
Comme d'apres le théoréme (5.3) on a

Q, {y>t} s P, {y>t} et Q, {r>t} = P, {y>t}

pt que ®, et zp1 sont monotones, on obtient les inégalités

Ceci montre que I'(0) est supérieur @ - 4 ¢ M et donc
I'(t) =-4¢M vte[o, 1],

I(1)=10)-4¢€¢M soit

Comme ¢ est arbitraire, le résultat s'ensuit.

g dR

) = lb1 (z) on obtient deux fonc—

(12) Q, {oy0r=2t} =2 P, {oy0v=t} Q, (¥, oyzt}<P_{¥ 0y=t}

H(P,, P)ZH(Q', Q") -4eM=H(Q_, Q) -4eM-4¢l9|

C.Q.F.D.

D'apres le théoreme de BLACKWELL., tout couple (Po, P1) qui minimiserait

0 : 2 . o
o>} ”
& ( TR, 1, )‘d (Ro + RI) pour toutes les fonctions % de classe 2° constituerait |
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dgalement une expérience minimale et serait donc équivalent (au sens de 1'ordre sur
les expériences) au couple de HUBER et STRASSEN. On va donner une condition ,
suffisante beaucoup plus faible :

THEOREME (6.3) :

Sous les hypothéses du théoréme (5.3), s'il existe une fonction & de classe az

et strictement convexe, telle que (Po, P1) minimise la fonction

dR
H(Ro, R1) = S & (ﬂﬁ%‘R—]y)’d(Ro+R1)

sur 9v X @v , ce couple minimise toute fonction
o 1

dR
o]
K (RO, R1) = S \4 (d_-(-R:TR_J) d (RO+R1)
lolt ¥ est convexe de classe 62. L 'expérience constitude par (E, 7; P o P1) est donc
minimale.

Preuve :
Quitte a ajouter des constantes a toutes les intégrales, ce qui ne change rien aux

indgalités, on peut faire sur ® et ¥ les mémes hypothéses que pour le théoréme (6.2).

On reprend les notations de ce dernier théoreme, ainsi que la construction de

(Q'o, Q'1) a partir du couple (QO, Q1) du théoréme (5.3).

Par hypothéseona I(1) =H (Po, PI) =H (Qo, Q.1) <H (Q'O, Q'1) =1(0) ce qui

jmplique que I' (0) est négatif, I étant convexe.

Les indgalités (11) et (12) entrainent alors que 1'on a

0s (@, -P)lojorzthat+{ (P -Q) 4 oy=thdt=<10) +4eM=s4eM

Comme € est arbitraire et que ces intégrales sont positives par (12) on aura pour

presque tout t
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lf>1'{(p]oy2t}=Q1 {pyjor=zt} Po{¢1072t}=Qo{¢’1072t}‘ %
|

$ étant strictement convexe, 0, et :p1 sont strictement décroissantes ce qui entraine !

aussi pour presque tout t
(13) Pi{y>t}=Q,{y>t} et P {y>t}=Q_ {y>t}

Il reste a voir que 1'ona K (Qo, Q1) =K (Po, P1).
On notera

L(t)=K[(1—t)Q'0+tPO, (1-1)Q', +tP,]

1
0@ = 557 ¥ =)
“’z(z)=T—ZF'{ ‘I"(1+z )+ql(1+z )

Py et apz ont les mémes propriétés que ¢, et P, etona

L @=(@,-P)lgorztta+{ (P -Q') (v,0r=t) at

bt donc d'apres (13)
L' (0) < S(Q1 - P,) {0, 0¥ >t} dt+g(Po-Qo) {gpoyzthdt+4eMI <4 eM

ol M! est un majorant commun a o, et §,.
2
(1-t)q' +tp, (pya'y-a'ypy)
L") = S\If ¢ ) dy
(1-t) (a' +q )+t(po‘+p1 @ T(q' +q") +t(p, +py)]3

<D (t) ("l
2
. - qg!
(b, a'y-a'y Py
3
- 1 ?
| [(1-D @' +a*y) +t(p, +py)]
¢ ¢étant strictement convexe, & " admet un minimum § >0 sur [0, 1] et on peut donc

|
|
|

$i on pose. D () = S dy

écrire :

I"(t) = 6D (t)

Dtautre part on a vu que I' (0) est supérieur 5- 4 ¢ M. Donc pour t dans [0, 1
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on peut écrire :

t t ‘
I(t)=1(0)+tI" (0)+§ I" (W) (t-u) du=1(0)+tI" (o)+5§ D (u) (t - u) du
: Yo ’ o
t ' I(t)-I(0) +4eMt
drol { D (W (t-uv)du <I1(®)-1(0)-t1' (0)= b4
o
et
t t
L({t)=L©)+tL"(0) +S L"(u(t-u)du<L (0) +4 et M' + || T" Q D (u)(t-u) du
o “0
L@E<L(©)+4ctM +-U—%’—"-ll [I@)-1(00)+4eMt]
Par continuité de L et I pour t = 1 on obtient
L(1)SL(0)+4eM'+-U%—"-|l [I1(1)-1(0)+4e¢eM]
CommeI(1) =H (Po, PI) est inférieur a I (0) = H (Q'o, Q'1) on obtient facilement '
K(P,P)=L(1)<KQ',Q')+4eM +4¢M Ll
o' "1 o) 1 [
Deplusona K (Q' , Q")) <K (Q,, Q;) + 4 ¢ ¥l
¢ dtant arbitraire, ceci montre que (P o P1) minimise K comme le couple
@, 9.

C.Q.F.D.

c) Cas des expériences ternaires :

On peut se demander si le résultat qui précéde s'étend au cas d'expériences com-
portant plus de deux paramdtres. Plus précisément, étant données (n + 1) capacités

bi-alternatives vo, P les ensembles associés é’v s oo G’v et les expdriences
o n
de la forme 8 ={E, @ ; PO, ... P n} ol Pi est un élément de OV , existe-t-il une
i

expérience minimale au sens de 1'ordre sur les expériences ?

Le contre-exemple qui suit montre que ce résultat est faux dans le cas de trois

capacités.
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H

Contre-exemple :

L'espace E est 1'ensemble {0 ; 1} muni de la topologie discréte. Une capacité

v sur E est définie par :

v ({0}) =« v({1}) =8 v(g)=0 v(E) =1
aet 3 étant compris entre O et 1,
Elle est bi-alternative dés que v (E) <v ({0}) + v ({1}) c'est-a~dire =1 - 3.,

A une telle capacité est associé un ensemble 9‘} formé des probabilités P sur E
vérifiant 1 -3 <P ({0}) < «. €, s'identifie donc a un intervalle [1 -3, «] com-

pact de [0, 1].

Pouri =0, 1, 2 on définit des capacités v et les ensembles G’v correspondants:
i
G’Vi ={x5 +(1-%) 6,} =xe [ai , biJ 0<a,<b <a, <b, <a, <b, <1

6, étant la masse de DIRAC en t.

t
S'il existe une ex*périencé 8§ =(E, a ; Po’ P1, Pz) minimale, d'apres le théo-

réme (6. 1) de BLACKWELL, le triplet (Po, P1 , P2) minimise 1'intégrale :

S 5 ( d Po d P1 d P2

H ? i

| d(P0+P1 +P2) ﬂPO+P1+P2T d(P°\+P1 +P2)

e’

+P

)d (P +P,

2
pour toute fonction & continue convexe sur le simplexe
S={x,y,z=20|x+y+z=1}

Pour 1la fonction & (x, y, z) = x2, on obtient un minimum unique avec le triplet

P, ({0)) =b, P, ({0)) =2, P, ({0}) = a,

Pour 1a fonction ¥ (x,y, z) = 2% on obtient également un minimum unique au point
. i
{

P, ({0)) =b, P, ({0}) =b, P, ({0}) = a,

différent du précédent. Ceci prouve qu'il ne peut exister dans ce cas d'expérience
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minimale. Pour plus de précisions sur les expériences binaires et ternaires on pour-

ra voir [91] .

Lucien BIRGE

Mathématiques
Université Paris VII

2, Place Jussieu

75221 PARIS CEDEX 05,
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CHAPITRE VIII

EXEMPLES DE TESTS MINIMAX-ROBUSTES
INTERVALLES DE CONFIANCE ROBUSTES

par

Claude DENIAU, Georges OPPENHEIM, Claude VIANO

Nous aborderons en premiere partie quelques cas particuliers du probléme abordé
au Chapitre VII de la construction de tests robustes. En deuxiéme partie les résultats

seront utilisés pour la construction d'intervalles de confiance robustes.
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PREMIERE PARTIE : EXEMPLES DE TESTS MINIMAX DE DEUX HYPOTHESES

SIMPLES.

1. Modéles probabilistes et hypothéses.

Sur 1'espace mesuré R, ®, u), P0 et P1 sont deux mesures de probabilité
p, (x)
t. ~ . a4 7 _
absolument continues par rapport a g . Le rapport W des densités sera suppo
sé (4 p.s.) monotone non décroissant. Nous reviendrons en 4 sur cette hypothése.

Le probleme est de trouver un test minimax de PO contre P1 , les déviations autour de

Po et P1 étant formalisées par deux domaines .Do et 1..41 disjoints de lois de proba-

bilité sur (R, 3) .

Le modgle de base est R", ok

| y Pin) : les observations sont indépendantes et
équidistribuées selon P, ou P,.
s £ n ®n ,9n \ . . \
Le modéle étenduest (R, & °, 5 ) : ce modéle qui contient le modeéle de base

exclut toute dépendance entre les observations mais permet qu'elles ne soient pas

équidistribuées.” Les domaines 5, et by seront les suivants :

bo(eo, 60)={Q]Q{x<t}2(1-€0) Po{x<t}-6o vt}

5, (e,, 61)={Q |Q{x<t}s(1—e1) P, {x <t} +e, +6, Vi)

p .
(On notera que si I_)l est monotone ‘Bo et .81 sont disjoints dés que

o

Py
+ P -P Y = —_— i 1
€ +2¢,+96 61 < (a) 1 (a)'- ol a=sup {t ! (t) =1} puisqu'alors pour

1

o
t<a, (1- eo) P, (t) - 5,> (1- el) P, (t) + €+ 61). Ces domaines ont été introduits
| pour deux raisons, la premiere est que leur dissymétrie permettra le passage a la

construction des intervalles de confiance, la deuxiéme est qu'ils perméttent 1'applica-

tion des résultats a diverses perturbations classiques. En effet on a les inclusions

suivantes

a) Voisinage de P, pour la distance de KOLMOGOROV :

K, (6;) = {Q ] sl.lp |Q{x=st}-P {x=<t} |<6}c 5 (0, 6)
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b) Voisinage pour la distance en variation totale :

v, (6) ={Q lBs%pBl Q®B)-P;(B) [= 6} c 5(0,8)

c) Modéle de contamination :

Oi(ei)={Q|Q=(1-ei)Pi+eiH, HEDn}cBi(ei,O) .

2. Solution du probléme du minimax.

Théoréme 1 (HUBER (48 bis] .

Sous les hypothéses du paragraphe 1, soient les deux fonctions q, et q, défi-

nies par :
- P 1-¢
Si —(-Tpo X <K0 ) qO(x) =V—1+—“-,(—)—K;- [V1p0 (X) + WO p1 (X)] et
(1-€) K
Q1(X) ="-’-1—+W——K-— [V1po (x) +Wo p1(x)]
o0

p,(x) |
(1) SiK <=ty <Koy ) =(1- ) p(0) et qux) =(1-¢) py(x)
o

P, (x) 1-c¢
i 1 "————2——
Si ——mo = > Ky qo(x) =W, K, [w1 po(x) Vg p1(x)] ot

(1-¢)K,
q,&) KT en [wypg () + v py(x)]

avec v, =(€:i +GJ.)/(1 - ej) >0 W, =6j/(1 - ej) <1 (G=o0,1) ,

Ko et K1 étant solutions de
| Py P, K
—'<KO}—P1{-p_.<K0}—V1 w, K

(K, P, {
© 0 Py o

(
@ b 1ok} K
(P1{b:>K1}'K1Po{b;>, 1P =V Ky twy

a) qo(x) et q1(x) sont les densités de deux lois de probabilité

Qo € .Do et Q1 € B1




- ¥134 -

tre P1 avec les perturbations 80 et 5

Considérons -

Py P
CPO{E; <c}—P1{-[%-<c}

f(c) =
V1+woc

1 .

et glc) =

dQ?

P
=<

P
1{p1

%}—CP

b) le couple Q, Q, est minimal (Chapitre VII, définition 0.2) pour le test de P, con- |

¢) pour tout autre couple minimal Q' Q'. le rapport ! est (P_+P, p.s.)égal
o~ 1 dQ! o 1
d Q1 o}
a
d QO
Preuve :

a) On montre d'abord 1'existence et 1'unicité de Ko et K1 ainsi que KO < K

O p1

1 .

po 1
{—=< E}

V C+W
o

1

Des calculs assez simples montrent que £ et g sont continues. f est nulle si

p
Cc <ess inf f)l . Elle est strictement croissante des qu'elle est non nulle et tend vers

o p
W lorsque c tend vers 1'infini, gestnulle si ¢ = ess sup — Elle est stric-
o o
tement décroissante sinon et tend vers w— lorsque c tend vers zéro. Donc KO et
1
K1 existent et sont uniques. Enfin £(1) >1 et g(1) > 1 et donc K, < 1< K1 dés que .
Py Py
Vi+W SP {f?_ <1} - P, { o <1} (#0)
o o
w Py Py
et Vot ¥y <Py {]-3-1- <1}-Po{51- <1} (£0)
En ce qui concerne les fonctions de répartition on a par exemple
_ Py(x) N 5 < - (
si W < K, (1~ eo) Po(x)- o"Qo(X)—“ -eo) P X)
. Py (%)
O) st K, <pTy <Ky QW =(1-¢) Pl -0,
' py(x) - - (
si e = K, (1- eo) Po(x) -8, +eo_Qo(x)_( - eo) Py X) + €

ce qui pfouve que Q€ 5 {(on montre aisément que q, estune densité)

b) pour prouver que le couple Qo Q1 est minimal il suffit de montrer (Chapitre VII,

B, et pour tout a

proposition 1. 1) que quelles que soient Q € ’Bo et Q' € 1
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q,(x) q,(x) 9 (x)
(4) Q{—(—5<a}ZQo{q—(j<a} Q, q—(—5<a}>Q {m<a}
0 q‘(x) t proportionnel rt t P10 ¥4
R
'r q—o&T est proportionnel au rapport tronqué [_(T] : il s'ensuit que
pour tout a o

q,(x) q4(x) q,(x)
Q {W <a}2(1- EO) PO {W <a} -50=Q0 {W <a}

(trivialement si a £ [Ko, K1] et comme conséquence de (3) sinon) . La derniére iné-

galité se prouve de la méme maniére,

dQ
c) 1'unicité du rapport I Q1 découle des théoremes 5.3 et 5.5 du Chapitre VII .

Remarques concernant le couple minimal :

p,(x)
R, : Posons k_ = inf {x | —(—) 2 K} et k —sup{x|m< K,)

14, est obtenue en enlevant a la densité sous stochastique (1 - € 0) P, la masse 6 o a

gauche de ko et en lui ajoutant 1la masse 60 + € a droite de k1 » la fonction de ré-
partition Qo étant a la frontieére de .&0 entre k, et k1 . Le phénomene est analogue
pour Q1 , 1la masse transportée étant enlevée a droite de k, : 1a fonction de réparti-

tion Q, étant égale a (1 - 61) Py+e+ 51 entre k_ et k, .

R, : le couple Q o Q1 n'est pas unique ; il est clair que 1'on pourrait par exemple

2
conserver q_ et g, surle segment (k o Ky ], et 1_?5 modifier a 1'extérieur a condi-
q,(x)
tion d'y conserver la masse totale et le rapport .
y PPt .

. rt ité = i
R3 le rapport des densités qo(x) T ¢ [p &) ]Ko est proportionnel au rapport
tronqué des densités des lois P o et P,.

Il résulte de ce qui précéde que, pour tout test du rapport de vraisemblance entre

Q, et Q,, sa pire performance sur £ o® N et ﬁ1® N est atteinte en Qon, Q
Théoreme 2 :

La famille des tests du rapport de vraisemblance entre QO et Q1
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P, (x;) |
P loy ]| >K e 0@ et Do xe iy, s n))
° |
(x;)
2[p1§ ]1<K=(p(x)—
i Po¥% KO

constitue une famille de tests minimax pour tester P0 contre P1 avec les perturba-
tions Do et .81 .

(La démonstration a été faite au Chapitre VII, théoréme 1.2).

3. Application a quelques exemples classiques de moddles étendus.

En appliquant les résultats précédents au domaines 5 (0, 61) et 5, (ei, 0) on
obtient une famille de tests minimax de Po contre P1 lorsque les perturbations sont
des boules pour la distance en variation totale ou lorsqu'elles sont de type "contami-
‘| nation",

Théoréme 3 :
Sous les hypothéses des théorémes 1 et 2, pour le test de P contre F'1 , les

perturbations autour de P; (i=0, 1) étant
v;(6) = {Qlsup |Q(B)-P;(B) |6}
Bea®
a) un couple minimal est donné par

p;(x) 8, po(x) +8_ pyx) 8, Po(x) +8_ p,(x)
P, ) EKy 1 apx) = S, + 5 K et q,(x) == +50K1

P1X
(5) K, <3;(;5-<K1 : q,(x) =p (x) et qq(x) =p,(x)
p,(x) | 6, p (x)+6_p,(x) 6, p (x) +6_ p.(x)
1 >K,: q.(x) =K 1 %o o1 et q,(x) =K 1o o1
poixi 1 (o] o 61 ‘+ 60 Ko 1 1 51 + 60 K1
(6) (KP{-pl<K} (L <K}=6,+46 K
avec( ©'o "p, o Py - o o
( P, P, |
(P1{E- >K1}"K1P {D—>K1} = 60K1+51
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b) La famille des tests du rapport de vraisemblance tronqué

[——(—Tp‘(xi)JK‘ >K = o) =1 [ob x=( )]

> = X) = ou X=(Xgy co., X |

i P Tk ? 1 n |
py(x) _ K, |

Pl T, <X 2ol =0

constitue une famille minimax.

Preuve :

I suffit d'utiliser 1'inclusion V; (bi) c B (0, Bi) et de montrer que les lois Q_
et Q1 appartiennent bien aux domaines Vo et 2K ainsi

VAEB: Q (A)-P (A)=(Q -P)(An{t<K o1

O - P, =Q, - P, n p_0< 0})+(QO-P0)(A0{B;>K1})=
le premier terme est négatif et supérieur a - 60 et le second positif et inférieur a 50
o
d'aprés (3), donc Q, €V, (50) .

Théoreme 3! :

Pour le test de P, contre Py les perturbations étant
Gi(ei)={Q=(1 —ei) P, +¢H, He¢x i=0,1)

La famille des tests du rapport de vraisemblance tronqué en K o et K1 est mini~-

max, le couple minimal étant donné par :

Py(x)
q,(x) = (1 -¢)) p (x) §1m <K,
(1-¢) P ()
q,(%) "TK, p,(x) si 5 >K,
(7) | . p1(x)
qq(x). = (1 - €)) K p,(x) 5153)-5 < K,
Py
q1(x) =(1- €1) p1(x), SIEO-(E > KO
Pq Py
avee Kopo{'5;<Ko}_P1{§;<K0}=€1/1-€1
P p € K
P, {3:;>K1} - K, P, {é»{]} =-T‘l_-eio
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Preuve : |

Etant donnée 1'inclusion ¢, ((i) <8 (ei, 0) il suffit de remarquer que Q et Q1!

appartiennent bien a co et 61 ¢ ainsi Qo est obtenue a partir de Po en la contami-
, 1-¢  p,(x

nant par laloi H de support [k1, +oof et de densité - S 1K -p c)(x) ).
1

4. Cas ol le rapport des densités n'est pas monotone,

Les résultats qui suivent peuvent se démontrer directement (HUBER [45]). Nous
4

les faisons apparaitre ici comme conséquence des théorémes valides lorsque le rapport

des densités est monotone.

Sur(Q,a,u), P0 et P1 sont deux lois de probabilité de densités Py et Py

par rapport a u .

Théoreme 4 :
Le couple (Qo’Q1) dont les densités ont été données en (5) est minimal pour tester
P, contre P, lorsque les domaines de perturbation sont v, (6) et vy (6), boules de mé&-

me rayon pour la distance ou variation totale,

Preuve :
Notons d'abord (la démonstration faite au théoréme 3 reste valable) que Q € \A 6).
11 reste alors a montrer que :

a) les équations (6) ont une solution unique Ko < K1

b) Q, et Q, satisfont aux trois inégalités (4).

P, (@)
Pour cela, posant T (w) = _-(_7 on transporte (1, 7, u) en R", &, N)

On notera TP o et TP1 les images de P et P1, V0 et V1 les boules de rayon

§ autour de TP_et 'P . |

. TPo et TP1 soxzt )absolument continues par rapport a p et, si g, et g 1 sont |
g,(x

leurs densités, =00 "% ( u p.s.). En effet : (en convenant que

g, O
-go=p0=0=>§l=T et en constatant que, u p.s., g0=0 ® p0=0)
o _
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§ (g, (1)) - T(w) g, (1) 4 () = py(w) i (dw)
g4 >T g, g4 >T g,

-S T(w) p, (w) p (dw) =0
g4 >T go

entraine {g1 >T go} =0 et de méme y {g1 <T go} =0,
&4 oo (T . 3
. Le rapport z (x) =x étant ("4 p.s.) monotone croissant, les résultats du paragra-
0
phe 3 s'appliquent au test de TP0 contre TP1 ,» les domaines étant Vo* (6) et

V1* (6) : On remarque immédiatement que le couple minimal fourni par le théoreme 1
est (TQO , TQI) . Ceci prouve que :
i) les équations (6) ont une solution unique K, < K, si 6 est suffisamment petit

puisque

P (lek}=Th (x<k } et P, {<ky=Tp {x <K_}
o P, o o o 1 P, (o} 1 (o}

i) vo¥ev * @), va*ev ¥ @),

K ’ K K K
o*([x] 1za)< TQ0 {x] '=a) STQ1 {[x] 'za)=@™([x] 'za)
Ko Ko Ko Ko
Et on termine la démonstration de b) en remarquant que

QEV, (6)= 1Q {T(w) <t} - P_{T(w) <t} | <6, Vi o TQevo*(¢5)

et Q'ev, )= TQ' € V1* (8) , ce qui entrafne

py K ' K K p; K

Q{lzt] Tzar=Ta(lx] Tzay=Tg {(x] 'zab-q ([1] '=a) pour
Po 'k K K Py K

O . O (o]

toute loi Q de v, 6) .

Théoréme 4! :

Le couple (Q o’Q1) dont les densités ont été donndes en (7) est minimal pour tester

P, contre P, lorsque les domaines de perturbation sont S (eo) et ¢ (51), ‘

La preuve, semblable & la précédente, ne sera pas répétée : elle est basée sur le

fait que le couple (TQ ’ TQ? est minimal pour tester TP0 contre TP1 avec les domai-

o

hes GA-)(' et 31* et que, pour toute loi Q de_&t_(it),sontimagerzg;(l_;i)zpﬁﬁ_.?};,,_._,__,_

appartient a ¢*
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DEUXIEME PARTIE : INTERVALLES DE CONFIANCE MINIMAX-ROBUSTE.

Les résultats précédents vont étre utilisés pour construire une famille d'interval-{
: : i
les de confiance d'un paramétre de translation (HUBER([ 48 bis]).Cette famille aura des

propriétés de minimax-robustesse analogues a celles des tests dont elle est issue.

1. Le modéle probabiliste, les hypothéses et les notations.

Soit, sur R, 8 muni de 1la mesure de LEBESGUE A une fonction de répartition
F telle que :
. F est absolument continue par rapport a A .

. Sa densité f est continue et - log f est strictement convexe,

On considérera la famille F‘9 (x) =F (x - 8) paraméirée par 6 (68 €R). Le pro-
’ bléme est de batir un intervalle de confiance pour 6 en tenant compte d'un domaine 5

de perturbation autour de F :
Le modale de base est {R", & n Fen | 6 €R} .

Le modeéle étendu est {R", & n (.Be)n | 6 €R})

ot P est le domaine translaté de B : H - (G| G4 € 8} .

Par la suite on désignera par Pe 1a loi du domaine ,Be Correspondant alaloi

P de £.
~ Dans R" on appellera translation et on notera x »x + k la transformation
(x1, Xy eees xn) > (x‘1 +k, X, +K, iy xn+k) .

Enfin (Pe)n sera notée Pe lorsqu'il n'en résultera pas d'ambiguité.
2. Le minimax.

a est un nombre positif fixé. A tout estimateur T, application @ n mesurable de

R" dans R, on attache la quantité

S (T) = sup {Max (P® {T <g-a},P? {T>6 +a}) |6€R, P}

ou p=5 (e o‘—do)L‘QT _(51 ,_«61L+domaine&déﬁnis_en.pmnﬂ‘enepar¢ic.
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Définition : T® sera dit minimax robuste si il minimise S (T) :
VT : s(T% =< s(T)

Quel que soit n, 1l'intervalle bilatéral de longueur fixe [To - a, T + a] aura
un coefficient de confiance supérieur 3 1 -2 S (T°) et les deux intervalles unilaté—

raux [T®-a, +of et ]~ o, T® +a] un coefficient de confiance supérieur a 1-$ (T°).

3. Construction de T°

D'apres les hypotheses faites sur F, la famille FO est a rapport de densités

strictement croissant. Il en résulte, par application du Théoréme 2 que le test

h(x) <K o ¢ (x) =
f(x - a) K,
h(x)>K  p(x)=1 ol h(X)-Elog[—(m]

0
h(x)= K« o(x) =

est minimax pour tester F__ contre F_ pour les domaines .Bo—a (eo, 60) et
§1a (61, 61) entourant ces lois. K et x seront choisis pour que ¢ minimise

sup {Max (EQ (0 , EQ, (1-¢) | Qe .Bo_a , Q'€ .31a} . On pose alors :

a Q1a) étant le couple minimal fourni par le:

a='EQ a@=E (-9, @Q

o Q‘1
théoréme 1.

Alors ¢ (x - 8) fournit un test de Fe—a contre F6+a ayant les mémes propriétés.
]
que le précédent pour les domaines translatés. Le passage aux intervalles de confiance

s'effectue alors de la fagon habituelle en posant :

*(x) =inf {6 | h(x - 6) = K}

T**(x) =sup {9 {h(x-e) 2K}

(1™ et T sont finis et T* < T

puisque h (x - 8) est décroissante en 9 , qu'elle
tend vers n Log Ko et nlog K1 lorsque 6 tend vers 1'infini et que

n Log K0<K <n Log K1 car 0<a<%
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Notons T° (x) 1'estimateur randomisé prenant les valeurs T (x) et T (x)

avec les probabilitds 1 - x et x

T° ales propriétés suivantes :

* e, .
. Dest, comme T et T~ , équivariant par translation.

. Quel que soit @ et pour toute loi P il vérifie les indgalités

(8) P{T°<6} =B (1-0(x-0) et P{T°>6) <E_ (o(x-6))
L 'égalité étant atteinte dés que P {T¥ =06} = P {T"" -9} = 0
En éffet,

P{T° <0} =(1-%x) P{T¥<6) +xP {T" <0}
<(-x)P{T¥<8) +xP (T™<g)

=(1=-x)P{h(x-08)<K}+x P {h(x-8)<K} =E, (1-¢(x-0)) .

1l reste & examiner la robustesse de T° :

{Théoréme 5 :

To est minimax-robuste,

On montrera successivement que S (T°) = a et que S (T) = « pour tout T. Le

résultat suivant sera nécessaire :

On note ¢ 1'ensemble des estimateurs presque équivariants par translation pour

la famille de lois & :
TEC » VKER VPEF VxER? P{TEx+K AT (X +k} =0

Lemme 1:

Si F est stable par translation, P {T (x) =k} =0 quel que soit k, pour tout T de
C ettouteloi P de 3. En effet, quels que soient a, b<a et ¢¢ 1o, a-b[ on peut
gcrire

P{b<T(x)<a}+P{asT() <a+€ =P{b<T(X)<b+¢€}+P {b + € < T(x)<a+e}
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or P{b+€<T(x)<a+€}=P_€{b+€<T(x+€)<a+€}

et, si Pezx et TeEC , P-e{b+e<T(x+€)<a+€}=P"€ {b<T (x) <a)

11 s'ensuit que

P {b<T(x) <a} +P {a<T(x) <at+e} =P {b <T(x) <b+e} + P~ {b<T(x) <a}
Puis, en faisant tendre € vers zéro: P {T (x) =a} =0 .

Ce lemme sera utilisé par la suite avec la famille des translatées des deux &14-

ments du couple minimal : ¥ = {Qg | 6 €R} U {019 |6 eR} .

i) Montrons maintenant que S (TO) = a . D'apres les propriétés du couple mini-

mal et la définition de « :

vPeEy : P2 ¢ bo-a , P2 €5, , cequi entrafne

Max (B _ (0®), E ,(1-p®@)] = Max [E_ (), E__(1-0)]-a
P P Q Q
(o} 1

Puis, en utilisant la propriété (8) et 1'équivariance de T°

vPes ,ve: Max [P? (T°<6 - a}, PP {T°>6 +a}]
sMax[E  (1-0(),E _ (0())]=«

< %

ceci prouve que S T <a. L'égalité vient par application du lemme 1 a la proprié-

té (8)
5 a0 &) -8 (1°>0 +a)
o
E , (1-0() =02 {1° <6 -a)
soit s (1°) =Max Q% {T°<6 -2}, @ ? (1°>0 +a}) = «

ii)Montrons ensuite que, pour tout estimateur presque équivariant par translation 1
?

pour la famille 3 , S(T)= a :

Par application du lemme 1, P {T =0} =0 pour tout élément P de & . On uti- :

lise alors {T <0} pour tester F_, contre F_ . Par définition du couple minimal s
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Max [Qo‘a {T>0}, Qﬁl {T <0}]2 a ce qui implique S (T) = a.
iii) I reste a prouver que S (T) = & pour un estimateur quelconque. Ceci se

fait en utilisant le théoreme de HUNT et STEIN que nous rappelons ici sous forme de

Lemme :

Lemme 2 : (Théoréme de HUNT et STEIN)
Sur (Rn, ®") une famille @ = {F’.9 » 0 €8} de distributions de probabilités, un
groupe G de transformations sur R" et G une g-algébre de parties de G, D 1'en-

semble des estimateurs et R (8 , d) une fonction de risque. Si

a) @ est équivalente a une mesure y o-finie

b) il existe une suite v, de distributions de probabilités sur (G,§) telle que

Vg€G, VcéEG , lim lvn(cg)-vn(c) | =0 .
n=ee
Alors la classe des estimateurs presques équivariants pour G et &€ est essen-
tiellement compléte (ZACKS [101).
On applique ce lemme a la famille ¥ (la condition i) est vérifiée puisque % est

éliminée par la mesure de LEBESGUE. Pour la vérification de ii) on peut se reporter

par exemple a LEHMANN [68] ) et on prend comme risque
e C] ) )
R(T,Q)) = Q) {T>6+a} , R(T,Q,) = Q, {T<6-a} .
Quel que soit T il existe donc T!' € tel que

Qoe {T>6 +a} = Qoe {T'>06 +a}
Ve
Q1e {T<6-a}) = Q19 {T!' <9 - a}

ce qui implique S (T) = a par confrontation avec les résultats de b). Le théoréme
est démontré.

4. Remarques et cas particulier de la loi de GAUSS.

a) Si F est une distribution symétrique et avec 61 =0, € = 0, on peut prendre
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0 et % comme valeurs de K et y, et - K1 = K0 =-k. Tret T sont alors les

extrémités de 1'intervalle des solutions de 1'équation
n f (x -a-t) K

2 log [ s b= ©

et T® est 1'estimateur randomisé prenant la valeur T* avec la probabilité -;— .

i=

b) En particulier si F = & (loi de GAUSS) 1'équation devient

n ( -2ak six<-k
z \Ir(xi-t)=0 avec \I/(x)=E 2 ax si-k<x<k
1=1 ( 2 six>k

k, aet § étant reliés par la relation

-ak &(a~-k)- 2 o (~a-k)= & (eak+e-ak)
T*+ T**
c) Remarquons que — est le M estimateur associé a la fonction

b (x) =log [ﬁ—i,’:—}i;—]‘_‘k

. o (s N 3¢
Il s'ensuit que, si les conditions de convergence presque siire de T™ et T sont

réalisées (voir Chapitre IV ), ° converge en probabilité vers leur limite commune.

" Clest le cas en particulier pour la fonction § donnée en b) pour toute loi G sy-
métrique telle que EG (¥ (x - t)) ne s'annule que pour t=0: 0 converge alors en

probabilité vers la médiane 6 de GO

d) La conséquence est que, dans les cas les plus réguliers, on est en présence

°, a] d'intervalles de confiance qui ont 1'avantage d'étre

. o
d'une suite [Tn ~a, T

minimax-robustes quel que soit n, mais le double inconvénient

. d'avoir un coefficient de confiance rarement calculable pour n fini,

. d'avoir une amplitude a fixée alors qu'ils sont basés sur un estimateur convergent :

de 6.
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L'idée vient alors immédiatement de considérer la suite Tn1 d'estimateurs obte-

nus en faisant décroftre a lorsque n croit . Voir a ce sujet le travail de

C. HUBER-CAROL [54] qui a obtenu en faisant décroftre a comme

et avec

/1

des hypotheses supplémentaires sur F, une minoration asymptotique du niveau de la

suite des intervalles de confiance basés sur Tn1

Claude DENIAU
Georges OPPENHEIM
Claude VIANO

UER de Mathématiques
Université Paris V
12, rue Cujas,

75005 PARIS.
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CHAPITRE IX
ROBUSTESSE : m-ROBUSTESSE ET MINIMAX-ROBUSTESSE
par

Claude DENIAU - Georges OPPENHEIM - Claude VIANO,

Plusieurs criteres de robustesse d'estimateurs ont été développés dans la prati-
que statistique. .Nous abordons dans ce texte deux approches basées sur 1'idée selon

laquelle un estimateur est robuste si :

"ses performances sont peu modifiées par de faibles modifications de 1a loi modele
des observations"., Pour rendre précise la proposition précédente il reste a dé-

finir deux points au moins :

- les performances étudiées,
- le type d'écart au modéle de base que 1'on retient pour 1'étude. Nous appelons dans

ce qui suit contre-modele le modele spécifiant les écarts retenus.

Dans la définition 1 de la robustesse, celle de la minimax-robustesse,on utilise
comme mesure de la performance les variances asymptotiques des estimateurs qui sont
(1e plus souvent) convergents en moyenne quadratique et asymptotiquement gaussiens

lorsque centrés réduits.
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Dans la définition 2, celle de la m-robustesse la performance est la valeur de la
distance de PROHOROV entre les lois de 1'estimateur calculées sous le modéle de ba-

se et sous le contre-modeéle.

Considérant que la définition minimax posséde un support intuitif traditionnel pour
les statisticiens, nous consacrons la majeure partie de ce texte a la présentation des

bases théoriques de la définition 2.
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1 - MINIMAX - ROBUSTESSE.

Sur (R, B) soit une famille 8 de lois de probabilité. Pour tout F € 5 et tout &

dans R on construit .&G = {FO

|Fes on FOx)=F (x-0) . Soit T=(T) une
suite d'estimateurs du parametre de position ® équivariants par translation, définis
sur (Rn, B% ™ . la suite T est elle-m&me élément d'une famille 7 . On note encore
8 = ()90)8 n, 8= b® N o par exemple £ {P1><. - X P | P, € 8} . Parmiles

nombreuses mesures des performances de T sur 60 deux seront étudiées dans les

divers chapitres de cette monographie.

A n fixé, une mesure de la plus mauvaise performance liée a 1'intervalle de con-:

fiance est :
(1) $(8, T )= Sup { Max (PP (T ©-a} , FP(T >0+a}] |FPeqy) .

Puisque Tn est équivariant par translation, S (¢, Tn) ne dépend pas de & .
Pour tout PG de 60 1'intervalle de confiance bilatéral de longueur fixe 2a,
[T n= @ Tn + a] aura un niveau inférieur 42 S (¢, Tn) et les deux intervalles uni-

latéraux [Tn -a+w [et] -, T + a] un niveau inférieur & S (¢ , Tn) .

Définition 1 :
Une suite d'estimateurs T° sera dite minimax-robuste parmi la famille 7 si et

seulement si S (8, Tno) <s (s, Tn) pour tout T = appartenant a J (la valeur du

paramétre a est fixée).

Dans les études asymptotiques (en particulier pour les suites d'estimateurs con-

vergents asymptotiquement normaux) on utilise (lorsque ces expressions ont un sens)

02 (d"', T) = Sup { lim Var fﬁ(Tn-G) | P° e 80}

n=«

Remarquons que 02 ne dépend pas de ¢ puisque Trl est équivariant par transla-

tion.
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Définition 2 :
. o) p .. con . '
Une suite T~ sera appelée minimax-robuste pour le critere de la variance asymp-

totique si et seulement si :
2 2 ’
6" (6, T) < o" (8, T) pourtout T € 7

Remarques :

1 - Dans les deux cas,asymptotique et non asymptotique,la pire des performances
d'une statistique minimax-robuste (sur & pour la famille J ) est meilleure que la pi-|
re performance de toute autre statistique de 7 . Les statistiques minimax-robustes
sont optimales sur 7 en ce sens qu'elles minimisent un critere spécifié. Si le domai=
ne & est réduit & un point, la statistique minimax-robuste est la statistique optimale

de la famille 7 .

2 - Conflit robustesse~efficacité (HAMPEL [ 34] ) .

Une statistique T° minimax-robuste pour optimale qu'elle soit dans la famille J

sur 8 , peut avoir des performances mauvaises sous le modele de base (en général in-
clus dans 4 ). L'étude des propriétés de T° sous le modele de base et 1a confr‘onta-i
tion avec la statistique optimale usuelle sous ce modele, permettent d'éclairer le conflit

robustesse-efficacité . Cette étude est menée dans le Chapitre IV .

3 - Le choix de 1'ensemble de lois J c'est-a-dire celui de # est précisé dans
chaque étude. La détermination des estimateurs robustes pour la définition 1 est faite

dans le Chapitre VIIl et pour la définition 2 dans le Chapitre IV .
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2 ~ 7~-ROBUSTESSE : DISTANCE DE PROHOROV ET PROPRIETES.

Dans les paragraphes qui suivent le contre-modele est constitué de 1'ensemble des
lois d'une boule pour la distance de PROHOROV, centrée au modele de base. Les a-
vantages de cette modélisation mérient attention et discussion et sont partiellement

développés en fin de Chapitre Il ou est aussi définie 1a distance de PROHOROV.

Le calcul effectif de cette distance entre deux lois données présente des difficul-
tés certaines. Son utilisation dans les démonstrations de ce texte repose sur un théo-

réme dii 8 STRASSEN [ 90] que nous rappelons sous forme de lemme :

Lemme 1: Soit dans 02 la bande diagonale de largeur 6 :

Bande® (089 ={ (w, ") |d(w, w") <6} .

P et Q étant deux lois de probabilités sur (§}, 7 ) une condition nécessaire et suf- I
fisante pour que 7 (P, Q) <6 est qu'il existe une loi de probabilité S sur (02, 22 Z)f

de marginales P et Q et telle que S (Bande6 (02)) =1-6.

Dans tout ce qui suit on posera Qi = Rn.La distance d choisie dans cette étude

est celle du Sup des valeurs absolues des différences des coordonnées.

Lemme 2: Soient w et w! deux échantillons éléments de Rn,?& et @' les fonctions :

de répartition associées :

d{w, w'") <6 > Tr(m, wh) <6

Preuve : Ce résultat se démontre en considérant sur( Rz, (B® 2) la loi uniforme dont le:

support est composé des n couples (w i? wi') construits a partir de w= (w reee wn) 5
— ] 1

et w'—(w I’ooown).

Soit G le groupe des permutations des coordonnées de R" H Rn/q 1'espace des

orbites de G dans R".

R™ = (R" / G) est mis en bijection avec 3, ensemble des lois discretes sur R dont
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les masses sont proportionnelles a 1/n .
L 'application mesurable h de R" dans R" définie par :
h(w)=w={g) |legecq?
transporte la loi de probabilité P sur (R", 7) en une loi P définie par

B(X)=Ph (X))

Lemme 3: Soient P et Q deux lois sur (Rn, 8% m , P et Q les lois symétrisées
sur (R" ,&J@n) .
Ona: 1(P,Q < (P, Q)

Preuve : Soient Bc R" et B c R" o B ={beR" |BeB}.

On a B)¢={a |acRrR", d(a,§)$e}=§é.

En effet si a € (B)¢ alors il existe b € B tel que d(a, b) < ¢ implique
nGG,D < €.

Si beB alors a €B¢ sietseulement si a € B .

Soit 7 (P, Q) =6 . Alors S(B)=P(®SQ((1§)6)+6

donc n(F,Q) <6 .

Proposition 1: Soient F et G deux lois de probabilité sur (R, ®)

7(F,G) <6 = n(F*, G") < /7

Preuve : Soit B = Bande® (Rz) et X la variable indicatrice du complémentaire de B.

D'aprés le lemme 1 , 7 (F, G) <6 entraftne 1'existence d'une loi S sur

(Rz, 8® 2) telleque S {X=1}<6 et admettant F et G pour lois marginales.




Soient n couples aléatoires (ai, bi) € R2 indépendants équidistribués selon la

loi S etsoit X; =X (ai, bi) .

D'apres 1'inégalité de MARKOV

I & ~ EX 5
(3) S = </T} 21 — 21-==1-/F .
T X, /S /8
1

Or (+ </T) = 11(231 ,Bz)s o, %1 et 232 étant les fonctions de

¥
| répartition marginales du n-échantillon de couples (ai, bi) .

(3) implique :  s" {n (531 , 52) </8} =21-/T soit s" (Bzinde”/.-s-(?in X 3n)) >1-/5

~ ’ ~ ~

Les marginales de sh (en fait de Sn) étant F" et G" , on a toujours d'apres

le lemme 1 ,1r(l=‘rl ’ Gn)s,/E .
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3 - 7-ROBUSTESSE : DEFINITIONS DE LA 7-ROBUSTESSE ET REMARQUES
ME THODOLOGIQUES. '

Soient ( T, (X1 y oo Xn) ) une suite de statistiques invariantes par permutation ,
P_un modele de base et Q pn une loi du contre-modele (Pn et Q, sont des lois jointes
de (X1 y cony Xn)) . En un sens encore intuitif on considérera que la suite Tn est ro-
buste en Prl s'il est possible de diminuer la distance entre les lois de Tn sous Pn

et Qn en diminuant la distance de PROHOROV entre Pn et Qn .

Dans ce qui suit onnote L, laloide T  lorsque L (X1 ) oee Xn) =K. De plus

remarquons que Trl étant invariant par permutation : LK = Lﬁ

Deux définitions de robustesse (7-robustesse et robustesse) ont été posées par

HAMPEL ; elles sont présentées dans le tableau suivant :

Modéle de base Contre-modele
Py : | Q
F? sur R" Q sur R" (Tn) est m-robuste en F" ssi :
tel que (V ¢e>0 3 6§>0 telque Vn
n(ﬁn,6)<6 ﬂ(ﬁn,6)<6=>1r(L s, L )<e
~n
(4) , F Q
F? sur R" G" sur R" (Tn) est robuste en F" ssi ¢
tel que V €¢>0 3 6>0 telque Vn
m(F, G)<d m(F,G<bam(L_ _,L_)<e¢
e
Remarques :

1. Le modle de base est celui de V.A. indépendantes équidistribuées.

2. La forme du cbntre-modéle est plus générale dans la fr-robustésse (partie supé-
rieur du tableau) que dans la mbusteSse (partie inférieure) : les V.A. Xi peuvent
8tre non équidistribuées ou non'inde;pendantes.

3. Une suite de statistiques m-robuste est robuste.

En effet d'apres la proposition 1 :
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20, Q) <625 n(F", G <6y ,Ly)s o

YV €¢>0 3 & n’
F G

Par contre la robustesse n'implique par la m-robustesse comme le montre un

exemple de HAMPEL([35] , P. 1893).

Utilisations possibles de la propriété de n-robustesse.

Soit (Tn) une suite de statistiques m-robuste en Fn.

Si la loi de Tn est connue sous le modele de base, alors en notant
K (x) =F" {Tn <x} , d'apres (4) et pour tout 1ément Q du contre-modéle :
r(F",0)<62K(x-¢)-e<L_ {T sx}sKx+e+e,
Q
ce qui fournit un encadrement utilisable de la fonction de répartition de Tn sous toute

loi du contre-modele. On en déduit aussi un encadrement des quantiles de L

Q
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4 - DEUX CONDITIONS SUFFISANTES DE m-ROBUSTESSE.

Condition suffisante 1 (HAMPEL [35 ] condition B).

Soit (Tn) une suite d'estimateurs. Pour que (Tn) soit m-robuste en F il suffit que:

Pour tout € >0 il existe (6 (¢ , F) =6 et une suite (En) yE © 3-n) tels que :

(Vn: ;"(En)>1-<) et(@€E)et(r@, @< 8))s|T -1 @G"]<e.

Remarque 1 : Cette condition porte sur la différence entre les valeurs de la statistique

Tn en des points wet W' proches.

Remarque 2 : La condition suivante entraine elle aussi la 7-robustesse de Tn :

V ¢>0 36>0 : 7(w,a") <5=>|Tn(25)-Tn(E')|<€ .

Cette condition est cependant plus forte que la condition suffisante 1 qui ne pose 1'im-

R ~
plication ci-dessus que pour certains w : ceux des ensembles En .

Démonstration de 1la condition suffisante 1.

Notons P = F' . 11 faut montrer que pour tout € > 0 il existe 61 tel que pour touf

n: 11('15,5)<61=> n(L_,L]))< €
P Q

1. D'apreés le lemme 1 :

T (5 ’ 5)3 61 e il existe une loi S sur Enx 3n dont les marginales sont P et
Q ettelleque S { (@, @) ln(?’o,'&:')551}z1—61 .

2. Soit ¢ = . / 2; définis par les hypothéses de la condition suffisante 1 et assocides

[V 24

¢, existent 6 (¢, F) =6 et E ¢ & . Soit 6§, =inf (¢ , 6).

Soient les événements Aet B :

A={(w,a"N ]| we E, } . D'apres les hypothéses dela conditjon suffisante 1,

s(A)=$(En)z1-e.

B={(§,Z')|w(%,?¢')s&}.Comme 6156: |

s@=s{(w,w)|r(w;w) <6,}=1-6,.
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Puisque (w, w') €EANB= lTn(m)-Tn(ﬁ')|<e=> lTn(Z)-Tn(?'o')|<e1 ,
ona:

s{lTn(Tu)-Tn(ﬁ')l<e1}zs(AnB)zs(B)-s(C A)=S(B)-'f5(CA)>1-61-e

>1-€1|

3. LarelationS {|T_(w)-T (w')|<e,}=1-¢, exprimquen(L_,L )<e,:
n n 1 1 B 6 1

Soit en effet wn(%,a')=(Tn('¢3), Tn(Za')) etS' laloide W . S'estune

loi sur R? dont les marginales sont L et L _ et telle que
P Q

€ .2 -1 € .2 ~
S' (Bande ' (R%) =5 (W =" (Bande ' (R)) =S {(&, wh|T (E:)-Tn (Z,')|<e1}
>1= _61.

Condition suffisante 2 de 7-robustesse.

Définition 2 : Une définition préalable est nécessaire.

Une fonctionnelle T : 3 * R est continue en P € 3 si et seulement si

vV ¢>0 36(c,P)=6telleque 7(P, Q)< = [ T(P)-T(Q)]| <¢

La continuité de T entrafne une propriété asymptotique intéressante de la statis-
tique T n associée,

Soit T une fonctionnelle et Tn sa restriction a &, -

Si T est continue en P, la suite de variables aléatoires Tn converge en proba-
bilité vers T (P) lorsque n tend vers 1'infini, Pour une démonstration il est possible

de se reporter 3 HAMPEL [35] .

Condition suffisante 2 :

Soit T une fonctionnelle continue en P € & .

Sipourtout n, T n (restrictionde T a 3n) considérée comme application de

R" dans R est continue, alors (Tn) est m-robuste en P.
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Preuve

La démonstration du théoreme consiste a prouver que 1'on peut construire la sui-
te (En)n ¢ : pour n assez grand on utilise la continuité de la fonctionnelle T, pour

les autres valeurs de n on utilise la continuité de Tn comme fonction de points ,

1. Soit un € >0, T éiant continue en P il existe 60 >0 tel que

(mQ, P) <26 = |[T@-T®E) | <$) .

De plus, la convergence p.s. de W n vers P entraine qu 'il existe N o € N tel que

~

n ~
¥Vn>N_ P {1r(wn, P)<60} >1-¢

On choisit pour n>N_ : E_= { Zn | w(%n, P) < 60} . Pour cette suite on a :

PUE)>1-¢ et
((;nGEn) et '1;(2':“, a')<‘50) o (w(%n, P)<6° et n (mn,?u')<60)
o~ (w(wn, P)<(30 et 7(w?’, P)<260)

=(\Tn($n)-'rn($')]s]Tn(%n)-'r(P)‘ +iTn('5.'>')’—T(P)]<e) .

2, Etudions les valeurs den < No .
Puisque T est continue : V w erR" 3 6, (w)>0 :
lw-w'] < 6 (W) = |Tn(w)—Tn(w')|<e .

On va construire 6n et E'n (n< No) tels que pour tout n , P (E 'n) >1-¢ et

: » 1 -
telsquesi w €E' , |- w |<5n=> lTn(w) Tn(w'”<€'

Soit U (w) la boule ouverte de centre w et de rayon 6 (w)/2 . Soit (« i)i €N

une suite décroissante vers zéro de réels strictement positifs. Si

B. . Il existe

n
Ai={w16n(w)>ai} et Bb=uU Ul(w) alors R" = U A, = i

U
wEe Ai N N

i - i
j tel que P™ (U (Bi)>1-€. Posons E' = U B, . Alors
1 A— —i
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—
. - g -4 _ " - n .
Vv w'€E' : lw™= w"| < 3= =6, = |Tn(w ) Tn(w ) <e. On peut toujours

choisir les @, de sorte que 6 < 1/N0 .
— B
Pour tout ns No posons En = E n’

Soit 3 €E_, b €3 telsque (3, b) <6  alors il existe acR" et be R"

tels que
n@,Dd) < 6, = la=b]| <6 (en effet 5 < 1/No)

Ceci entrafne que |Tn @ - T, ®)| = |Trl (a) - T, (b)| <e

3. Enposant § = Inf {60 , (6 n)rl <N } qui est strictement positif on satisfait a la
o

condition suffisante 1.

Avant de passer a 1'étude d'exemples donnons quelques propriétés complémentaire
liant continuité et robustesse. Pour les démonstrations ont peut se reporter 4 HAMPE]

(35].

1. Si (Tn) est robuste en F et converge en probabilité en tout G d'un voisinage
de F vers U (G), alors la fonctionnelle U ainsi définie est continue en F,

2. Soit T une fonctionnelleet T n S@ restrictiona J - Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

# T estcontinueentout F &€ J.

# T est robuste et la suite T p converge en probabilité vers T (F) en tout F.

0N
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5. POINT DE RUPTURE (HAMPEL (35]) . (Pour des valeurs numériques on peut;!

reporter au tableau 2 du Chapitre XIV ),

Soit (Tn) une suite d'estimateurs. On appelle point de rupture de (Tn) en une loi

de probabilité F € 3 le scalaire ¥ défini par : 6% = Sup {6 <1 | il existe un com-'

pact K (6) sous-ensemble propre de 1'espace des parametres tel que :

7(F, G) <6 = G" {T €K} » 1} . Cette définition est
n->ow

1égérement différente de celle donnée dans HAMPEL [34] . Cette notion fournit en par
ticulier une mesure de 1'éloignement maximal que 1'on peut admettre pour laloi G

tout en maintenant Tn asymptotiquement presque siirement borné.




- 161 -

6. EXEMPLES.

respondants.

Exemples 1:

Condition

Continuité de 1a

Nous fournissons ici des résultats concernant la 7-robustesse des estimateurs

étudiés dans cette monographie. Les démonstrations figurent dans les chapitres cor-

f-robustesse

fonctionnelle
Moyenne nulle part nulle part
Médiane T (F) unique | en F mais pas |en F mais pas
dans un voisi- | dans un voisina=-
nage de F ge
Moyenne - a tronquée partout partout
Moyenne Huber-Winzorisée T (F) unique enF en F

robusteen F .

est ﬂ-rbbuste enF.

Exemple 2 : R-estimateurs (Chapitre XI)

Exemple 3 : L-estimateurs (Chapitre XII)

Ces résultats sont déduits des propriétés générales qui suivent,

n .
Considérons les R-estimateurs Tn associés aux tests hrl = ¥ @ (—n—l) sg Xi .
i=1
Supposons ¢ croissante, intégrable et strictement positive sur Jo,1{. Supposons

F dérivable, de dérivée f continue, strictement positive sur R. Alors T est7-

Soit F une loi sur R ayant une densité f continue et strictement positive. Soit

4 une mesure signée sur [0, 1] concentrée sur [a, 8] pour0 <a<g <1 et telle

1 ,,
que S |du| <= . Soit T (F) = SO F1 () du (t). Soit T, =T | M,. Alors(T)
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Exemple 4 :M-estimateurs (Chapitre X)

Les définitions étant celles du chapitre IV , soit une fonction § monotone non
décroissante ne gardant pas un signe constant et soit F une loi de support R. Si

)\F t) = S p (x - t) F (dt) est définie, on pose

1
T(F)=5 [Sup{t| g (1)>0} +Inf{t A (t)<0}]
Les propositions i) et ii) sont alors équivalentes :
iy T n est m-robuste en F
ii) y est bornée et >‘F (t) =0 admet une solution unique .

Le théoreme s'applique en particulier a la moyenne (nulle part robuste), a la mé-

diane, a la moyenne Huber-Winzorisée,

Claude DENIAU
Georges OPPENHEIM
Claude VIANO

UER de Mathématique
Université Paris V
12, rue Cujas

75005 PARIS
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CHAPITRE X
ROBUSTESSE DES M-ESTIMATEURS
par

Claude DENIAU, Georges OPPENHEIM, Claude VIANO

0 - INTRODUCTION.

L 'objet de ce chapitre est de démontrer :
I) Une cordition nécessaire et suffisante sur § (définie au Chapitre IV ) pour obtenir

des estimateurs m-robustes (Chapitre IX ) donc robustes.

II) Des conditions suffisantes sur ¥ pour obtenir des estimateurs robustes, en ce sens

quesiF €% , alors sup var{/'ﬁ[Tn—eo]}< o .
7

On démontrera le résultat suivant : lorsqu'il existe, le M-estimateur le plus robus-
te sur % est 1'estimateur du maximqm de vraisemblance pour une loi Fo dtinformation
de FISHER, I(F o) minimum sur % (Maximum likelihood type estimators (P.J.HUBER
[49]) .

Certains problémes ne seront-pas abordés dans ce texte, nous les citons et don-

nons quelques références :

# le cas multidimensionel et le cas ot ¢ est inconnu : P.J. HUBER [ 44], ANDREWS

etal. [2 ]; RELLES [78] .
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# la régression robuste : P.J. HUBER [50] .

# les tests et intervalles de confiances minimax robustes : P.J. HUBER [45] et [48

bis] , HUBER-CAROL [54] ainsi que les Chapitres VII et VIII du présent volume.
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1 -LA 7-ROBUSTESSE DES M-ESTIMATEURS.

A toute application § de R dans R, non décroissante, prenant des valeurs positi-
ves et négatives, on peut associer une suite (Tn) de M-estimateurs (voir le chapitre
V).

On se donne une loi de probabilité F dont le support est R, et on se propose
d'étudier la m-robustesse de (Tn) enF .
Théoreme 1 :
Si § et F vérifient les conditions qui précédent, les propositions i) et ii) sont
équivalentes :
i) Tn est 7 robuste en F

ii) § est bornée et A (t) =0 a une solution unique.

Notons que 1'unicité de la solution de >‘F (t) = 0 signifie que le segment
[T* F), T (F)] se réduit a un point ; on peut, en effet, toujours modifier § de fa-

¢on a annuler XF en ce point sans que cela modifie la valeur de T n-

Démonstration de ii =» i . On utilise la condition suffisante 2 du Chapitre IX :

a) T est faiblement continue en F car, a étant fixé, on ne peut avoir en méme temps

T (F)-T(G)|>a et 7 (F, G) < n si n est suffisamment petit.

En effet # (F, G) <n entrafne 1'existence sur R2 d'une loi Q telle que

Q{|x-y|<n} =1-n etdont les marginales sont F et G . On a alors par défini-

tionde T (F) et T (G)

vk>0 Sk = { 2(w(x-T(F))-;b(y-T(c)+k)]dQ(x, y) <0
R

Ors =85, +S, avec S1=S [0 &x-TE) -y -T(G) +k]dQ (x, y)
Ix=y |=n

S;=0 &-TEN-96-T G +K]d k)
|x-y [>n

Supposons T (G) =T (F) + aet prenons n<a et k<a-7:
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x-yl<n= tb(X-T(F))-:b(y-T(G)+k)22b(x-T(F))—¢(X+a-T(G))2;]E

ce qui entrafne

S;2 (4 x-T(F)) - $ (x+a~T(G))] dQ = S [ x-T(F)) - % (x+a-T(G))] dQ
|x-y [<n R2

- [4 (-T(F)) - § (x+a-T(G))] dQ
|x=y |>n

La premiére intégrale du membre de droite est strictement positive si, )\F (t) =0
n'a qu'une solution et la valeur absolue de la deuxiéme est inférieure a 7 sup lp] .
Il s'ensuit donc que dés que 7 est suffisamment petit S (k) est strictement positive

pour O <k <a-7n ce quiest impossible,

La mé&me démarche permet de constater 1'incompatibilité de T (G) < T (F) - a avec
S! (h)=S ) (WE-TFE)-p6G-TG-hHldk,y)=0 Vvh>o0,
R

La faible continuité de T en F est donc démontrée.
b) I reste a montrer que T N (x1 yeeoy X n) est continue en tant que fonction de
X = (x_I,..., x ) c'est-a-dire que d (x, y) = sup Ixi -yil 0= lTn (x) - T, )| =0.

v i
Posant d (x, y) =d on a quels que soient iet 6 .
(1.1) x;-6-dsy, -6=<x,-0+d
. Supposons que T (x) = ¥ (x) =T n (x) . En faisant dans (1. 1) successivement
6= Tn (x) +h puis 6 = Tn (x) - h onobtient sid<h
TPl -T -h < 5b(k-T, +d-h)<0
et ng(yi-'rn+h)a z:ap-(xi-'rn+d+h)>o

doncd <h= lTn x) - T, ()| <h ce qui prouve 1a continuité en x de T, .

. Supposons maintenant T (x) £ % x) : =¥ (xi - 0) s'annule en tout point de 1'in-
3 * *
T x) - T (%)

[

. pour tout t de 1'intervalle

tervalle JT¥ (x), T (x)[ . Dés que d <
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It¥ 4+ q, . d[ 1'application de (1.1) & 8 donne
0=zzp(xi—d-t)s¢)(yi—t)sz¢(xi+d—t)=0

ce qui implique que T™ (y) T () +d <T™ (x) - A< T* (x) - a < T (y)

3 3¢
11 s'ensuit par symétrie que si d < T (y)z- T ) on a

T sT* (@) +d< T (y) -d < T (x) . Soit en rassemblant les résultats

< - T ) >d< ™ (x)z- T () o4 g < I (x2) = T*(y)a T, ()

d y

- T, 6] <d

ce qui prouve la continuité de Tn enx.

Démonstrationde i = ii .

a) Si ¥ n'est pas bornée, Tn n'est pas robuste en F. Nous utilisons pour le
prouver le comportement asymptotique de Tn sous la loi F et sous une contaminée
convenablement choisie.

Comportement de T n Sous laloi F:

Quel que soit € , F" {T_(X)ST™" (F) + €} + 1 lorsque n=w . En effet

2¢(XI-T*-X-" ‘)
n ‘

F" { -AF(THH)S-XF(T**H)}=F"{zap(xi-'r*"‘*-e)s0}

<" {Tn X) = ¥, €}

et 1e premier terme tend vers 1 par application de 1a loi des grands nombres et parce

que - A, (T')He + €) >0 quel que soit €>0 .

Posons Gof-(1-n)F‘+17 Gx et supposons que X = +% 23§ (x) * +oo:
o

Quels que soient 7 et K on peut trouver x ° tel que Gon {Tn(X) > T** +K} -1

lorsque n » «= , en effet
L p =TV -K)
Go {z n

Ly n iy :
+K)>-)\G (T""+K)} <Go {Tn(X)>T +K};

0

Ly

-Ag (T
o

ol A (1) =(1-m A (t) + 7% (x; - 1) . Dexiste alors x_ tel que A (T* +K) >0

U
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et pour cet X, le premier terme de 1'inégalité tend vers 1 lorsque n-=ee .,

On termine en remarquant que les lois images £ (Tn) et . (Tn) ont alors une
o
distance de PROHOROV qui tend vers 1 lorsque n =< sion choisit . suffisamment

grand alors que 7 (F, GO) =1 peut &tre rendue aussi petite que possible .

b) Il reste a montrer que si T (F) £ T ), T n'est pas robuste en F.

SiG =(1-mF+n 6 . Quel quesoit ¢ <T™ - T",

o
>‘G (T** -€)=nY (xo B €) et puisque P (xo T €) >0 pour X, convena-

o
blement choisi, quel que soit n il existe x_ tel que A, (t) ne s'annule qu'au~-des-

o
sus de ™™ ¢ quel que soit € . Donc, sous Go, lim Tn =y = ¥ (en probabilité),’
Cixid 3%
4 différe de T (F) de plus de T__E-_-_'_I‘__ #0 et la démonstration se termine comme en

a).
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2 - MINIMAX - ROBUSTESSE.

1. Soit x = (x1 Yooy xn) ¢ R™ un échantillon de taille n. Nous définirons le modéle !

&

de base par R" , ® ®R™, ™ ol G est une mesure de probabilité et un voisinage

du modéle de base par (R", & (R"), (I:‘® n)F ¢ m) ol ! est un voisinage de G dans %

en un sens qui va étre précisé.

A toute application $ de R dans R non décroissante, prenant des valeurs posi-
tives et négatives on peut associer une suite (Tn) de M-estimateur (voir définition des

M-estimateurs).

2, Efficacité asymptotique d'un M -estimateur,

Cas particulier :

a) Sous le modéle base G, on caractérisera la performance d'une suite (Tn) de

M-estimateurs d'un parametre 6 par la variance asymptotique (si elle existe) de

/T (T_ - 6) notée aZG, .-

Soient (Tn1) et (Tnz) deux suites de M-estimateurs (associées respectivement a

qb1 eta abz). On dira que (Tn1) est plus performant que (Tnz) sous le modele de base G

2

si °'2G " <0 G, ¥ La meilleure performance que 1'on puisse attendre d'une
' r 2

. . 2 1 . ¢
suite (Tn) de M-estimateurs est ¢ G, ¢ = TG (avec I (G) <= ce qui n'est pas réa-
lisé pour tout G, mais on peut supposer, comme HAMPEL [34], que G posséde

cette propriété).

b) Dans un vbisinage du modele de base : nous chercherons a déterminer d’o (donc

une suite de M-estimateurs) dont la pire des performances sur ¥ (obtenue en FO) est
meilleure que celle de tout autre @ , i.e. tel que :
2
OF b = Inf sup o (2.1)
o’%o b F,¥

La suite (Tn) de M-estimateurs associés a z,bo ,» sera appelée suite d'estimateurs A

robustes sur 1 .




- 170 -

Exemple : P.J. HUBER [44] .

]
H

Posons M={F|F=(1~-¢ G+¢H} o1 0<e<1, et G une mesure de probabi- |
lité¢, G fixée a support convexe, avec une densité absolument continue g telle que

-Log g est convexe sur le support de G.

fl
Dans ce cas 1a il existe (FO, zpo) vérifiant (2.1) ol zpo ==~ ——, avec
k(t-to) °
2(1—e)g(t0)e t<t
LO= (-9 t st<t,
( -k(t—t1)
((1-deft)e t2t,

ol k €R_ est donné, [to, t1] ={t; lg' )/ g®t)] sk} et

t t t
(1_€)_1 ) &1 g (b) dt + 3(0)23(1)

0

. o s 2 Y . . . . .
La suite (Tn ) associée a :po est une suite d'estimateurs de maximum de vraisem-

blance sous le modéle F o

Cas général :

[0 4 0F @
(¥ 0 F @

Lorsque F est symétrique et § suffisamment réguliere, K (F, ¥) est 1'inverse de

Posons K (F, §) = (lorsque le second membre existe).

1a variance asymptotique o*zF p Sous F, de la suite (Tn). C'est une mesure de 1'effi-
H
cacité asymptotique. Nous donnons au paragraphe 5 de ce chapitre quelques exemples
dans lesquels ozF v = K (F, ¥) ]-1 ainsi que des exemples de solutions du probléme!
H
minimax.
Soit ¥ 1l'ensemble des fonctions ¢ de R dans R monotones non décroissantes

prenant des valeurs positives et négatives et telles que K (F, 9) soit définie quel que

Soit F &€ I .

L'introduction de cette fonction K est essentiellement motivée par le lemme suivanf

¢
{
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Lemme 1:

La fonction K (F, .) est convexe :
K[(1-a) F,+aF,, J=(1-a)K (F1, ) +aK (Fz, .) ol F,etF, e
et a€f0, 1]
Définition 1 :
Par analogie avec ce qui précede on dira qu'une suite (Tn1) est plus robuste
qu'une suite (Tnz) sous le modéle F € ¢ si
Inf K (F, $,) = Inf K (F, .)
1 2
n n
ou (Tn1) et (Tnz) sont deux suites de  M-estimateurs respectivement associées a ¢1
et ¥ 2 dlémentsde ¥
Définition 2 :

» o . (34 h Y . .
Une suite (Tr»1 ) de M-estimateurs associée a zpo € ¥ sera minimax robuste sur

nx ¥ , s'il existe Fo € X telle que :
K (FO’ 4’0) = Inf sup K (F, ) (2.2)
T oY

3. Généralisation de 1'information de FISHER et propriétés.

Nous commengons par plonger ¥ dans 1'ensemble € des mesures positives de
masses inférieures ou égales a un, sur (R, 8 (R) ; nous supposons que ¢ est muni de
1a topologie vague (On rappelle que (Fn) converge vers I au sens de la topologie vague

si quel que soit p € X (R) , lim g o (x) F_ (dx) = S o (x) F (dx) .)

noo .

Lemme 2 :

Soit GE @ et M ={F€®|sup |[F({t)-G(t)|<e} ; 1'ensemble ¥ est vague-
t

ment compact dans € .

Preuve : Par exemple dans DIEUDONNE [25] . L'ensemble ¥ ne serait pas vague-
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ment compact dans ¥ , c'est pourquoi € a été introduit.

Remarque 1 :

Dans la suite,le voisinage % du modele de base G, pour la topologie vague,sera

supposé vaguement compact, Le lemme 1 nous fournit un exemple de tel voisinage."

Nous allons donner une définition de 1'information qui prolonge 1'information de

FISHER a 1'ensemble € de toutes les mesures de ¢ (P.J. HUBER [44] et [52] ).
Définition 3 :
Soit I une application de ¢ dans R définie par:

[ (o' 6 F (@]
(3.1) Pour tout F € ¢: I (F) = sup 5
® S«p (x) F (dx)

wéﬁ(1 (R)
et
g o (%) F (dx) >0

ou

On appelle information de 1a mesure F € ¢ , le scalaire I (F) défini en (3.1).

Remarque 2 :
Soit H 1'application (lindaire) de 7(1 (R) dans R définie par

Hip » (o' () F (@)

(F)

Alors 1 (F) = ||H|2 ”
L

Théoréme 2 :
L 'information I (F) est finie,si et_ seulement si F € 91 ou 91 est 1'ensemble des

éléments F € ¢ possédant une densité absolument continue telle que §f_!_ €12 (F).

La restrictionde I a 91 est 1'information de FISHER, définie sur 1'ensemble des

mesures de masse inférieure ou égale a un .

Preuve :

a) Condition suffisante : On suppose que F posséde une densité absolument continue

fl

telle que 7 € L2 (F), alors quel que soit ¢ € 9(1 R)

(o 0 F@)=-( ot ax (3.2)
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L'inégalité de SCHWARZ permet d'écrire :

[Sw(X)f(X)%;(?de < g @? (%) F (dx) x g( ff')((x )? F (dx)

La relation (3.2) entrathe :

(e 0F @

sg f' X) 2 (dx)
{ o® ) F (a0
soit : 1(F) < S [—ff—é%? 12 F (d0) (3.3)
dont : I(F)<w ,

b) Condition nécessaire : Considérons 1'application H définie dans la remarque

(3.2).

Alors sous 1'hypothése I (F) <, c'est une forme lindaire continue sur ’(1 (R).

On peut prolonger (HAHN - BANACH) H en une forme lindaire continue H sur
L2 (7).

or He [L2 (F)]* si et seulement si il existe h € 1.2 (F) telle que:

veel? ®:H = {o6hEF (@

Posons: Vx€R" f(x):-gxh(y)F(dy)

Montrons que f définie ci-dessus est la densité (absolument continue) de F et que

h=-=. Orh € L2 (F) ce qui achévera la premiére partie de la démonstration.

Soit ¢ € %' (R), .alors :

(o't ax=-( ¢ 6 n6)Flay)ax
y <x
= S o (y) h (y) F (dy) (Théoréme de FUBINI)
=§ o' &) F (@) ex' (R)

donc sous 1'hypothése I (F) <« , la mesure F admet une densité absolument continue f,

f! 2 iy . £1 (x -
telle que +=- h € L° (F) et 1'information de FISHER \ ( T ) F (dx) est finie,
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Théoréme 3 :

Soit 7 un sous-ensemble vaguement compact de € . Il existe Fo € M telle que
pour tout F €7 I(FO)SI (F) .
Preuve :

Soit ¢ € 9(1 (R) (o #0) détinissons une application K(p de ¥ dans R par
2
[ {0 &) F (ax)]

F-»> K (F)=
¢ (¢ W F (@)
Elle est vaguement continue, *
L'application I est 1'enveloppe supérieure de la famille (Kw) 1 d'applica-
o€x (R)

v 0#£0
tions vaguement continues, elles est vaguement semi~continue inférieurement et atteint

“|donc sa borne inférieure sur tout vaguement compact. Ce qui acheéve la démonstration.
Théoreme 4 :

Soit ¥ un sous-ensemble vaguement compact de ¢ et Ay = {(Fem|1(F)<w}

alors ¥, est vaguement dense dans ¥ . La preuve de ce théoréme est basée sur les

1
deux lemmes classiques suivants :

Lemme 2 :

Soient G et F deux élémentisde @ et I (F) <w

f*G(y):Sf(x-y)G(dx)

est la densité d'une loi L € @ telle que I (L) < « . (La preuve immédiate de ce lemme

se trouve par,exemple, dans HAJEK-SIDAK [31], p. 17-18).

Lemme 3 (Régularisation)

Soit (fn) une suite de fonctions intégrables par rapport a la mesure de LEBESGUE,

a supports tous contenus dans un compact K, telles que :

i) 1a suite ( S lfn (x)| dx) soit bornée ,
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ii) lim g £ (x)dx =1

n->ee

iii) Pour tout complémentaire V d'un voisinage de 1'origine : lim g t (x) dx=0,
n-e vV

Alors pour toute mesure G, la fonction L = fn # G est la densité par rapport a la

mesure de LEBESGUE d'une mesure Ln’ telle que la suite (Ln) converge vaguement

vers G.

(Pour une preuve voir J. DIEUDONNE [25], p. 263-64).

Preuve du théoréme 4 :

Elle est une application immédiate des lemmes ci-dessus, sachant que ¥ est vague-

ment compact.

Quelques résultats utiles :

i) L'application I de @ dans R est convexe ; c'est une conséquence du résul-

tat suivant :
Soit v, et v, des élémentsde R_ et a € [0, 1], alors:

2 2
+(1-a) 2

'

2
[au1+(1—a)u2] j u,
v
ozv1+(1-oz)v2 1 2

(3.4)

ii) L'ensemble i, = {F € | I(F) <o} estconvexe.

iii) Une mesure sous stochastique F telle que I (Fo) =Inf I(F), ou ¥ estva-
Fex

guement compact, est un élément de Ay .

Caractérisation de F_ telle que I (F o) = 1Dr;lf I(F)

L'application I étant convexe la détermination de F  se ramenera a celle d'un

minimum local pour I .

Posons F€=(1-€)FO+GF1 oh € € [0,1] et Fi€x, .
Une C.N.S. pour que I soit minimum en Fo € fm1 est que

d . .
[FI(Fg) ]e=0 = 0 quel que soit F, € ¥, .
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(Dans ce qui suit f' ¢ (x), f'1 (x), £ (x) sont des dérivées par rapport 2 x)‘.

d . 1
(e IFJ)],_p =lim < [I(F)-1(F)]
de €-e=0 c>0 € o
gr 2 £1 2
=tm 1 ([0 2] ax
€0 ‘ € e}
L'inégalité (3.4) permet d'écrire :
2 2 2 2
1 ] 1 1
os%tf{—(x)- ff° (0] < ff‘ (x) - f‘; (x)
€ (o] 1 o

Par application du théoréme de la convergence dominée

4 | f,(2 f;oz
( IFJI o = lm ( 3 (x)-—fo—(x)] dx

Quel que soit F‘1 € m1 :

d f'o ' ' f'o 2
[ e LF] o= [2 T 6 -, W) = () () () W) - £, () ax=20 (3.5]

£
fo est absolument continue 1'expression (3.5 ) s'écrit :
o

f! £t (x).
[ 1(F)1, _, = g(-z<70—°(x»' - 6 W - 1 ()

Enfin si

Quel que soit F1 € m1 :
3 1/2),, (f 1/2

2I1F), _, =.S 4 -?07—2— () (£,(x) - £ (x)) dx = S (1 (Fo)+4—:775(x)]f1(x) dx <0
(o) (o]

(3.6)

(On montre de 1a m&me manidre que 1a fonction I (F e) est dérivable quel que soit

ecfo,1]).

I

. Unicité de Fo .

héoreme 5 :

I
i

Si Fo' est telle que I (Fo) = inf I (F) et sila densité f, de F_ est stricte-

Fex

s . 1
nent positive, alors F o est unique,
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Preuve :

Supposons qu'il existe FO et F1 € STZ1 telles que

I(F)=I(F,) = inf I(F)
o 1
b
1

Alors 1a convexité de I (F) implique que pour tout € € [0, 1] : 1 (F)=1(F) ;

on peut aussi supposer que Fo et F1 sont mutuellement absolument continues (s'il

e Lo N .
n'en était pas ainsi on pourrait prendre F1 /4 et F3 / 4).

Cl2
Ona — I(F€)=0
de (
2 fr )2
d € 2
or —=(—/—— ) =<5 (', £ -f' £))
dez fs fe3 10 o1
donc £, -1 =0 (F1, Fo) presque partout
f! f'1
o
-fo— = 3 (F1 , Fo) presque partout
Logf1=LogCt0 CER+
f.l = Cfo

Mais 1'hypothése I (Fo) =1 (F1) implique que C =1 ce qui achéve la démonstra-
tion.

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour résoudre notre probléme.
Théoréme 6 :

a) Soit ¥ un sous-ensemble vaguement compact de ¢ , M 1 1 'ensemble des

éléments de ¥ qui ont une information finie e F, € 1 telle que

fl
I(F)=inf I(F)<w et =-=—2.
° Fex ° b
fl
Si ¢0=--f:°-€\11, alors (FO’ wo) est minimax i.e. :

KF, ¥ =K(F,y) =1F) <K(F,y)

(On rappelle que ¥ est défini en (X.2) ).




- 178 -

b) Si (Fo, zbo) est minimax et si ¥ contient un multiple non nul de
- f'o/fo , alors I (Fo) =Finf I(F) et ¢0.= - f'o/to (Fo p.p.)
s
Preuve :
a) L'inégalité de SCHWARZ permet d'écrire : K (F, a,bo) s K(F o zbo) . Pour
’ . 3 i : -i
démontrer que K (Fo’ abo) <K (F, l[)o) il suffit de montrer que [de I (Fe)]e _0 20

ce qui vient d'étre démontré.

b) Si (Fo, apo) est minimax et si ¥ contient un multiple non nul de f'o/ £ ¢

IF)=KF_, ' /t) s K(F_,$)sK(F,y)=<K(F,/f) SI(F)se
ce qui acheve la démonstration.

Le théoreme 6 nous donne la solution du probléme du minimax dans 3?11 Cc . Nous
allons maintenant énoncer des conditions suffisantes d'existence du minimax sur

tout entier.

Théoréme 7 :
Si % et e sont définis comme dans le théoréme 5. Soit F o €My telle qué
fl
I (F 0) =inf I(F) ; si F o est telle que ¥ =- _f__9 € ¥, absolument continue, telle
b 4

o
gque P! & est, soit continue, soit non négative semi-continue supérieurement et telle

que  lim ' (x) =0, alors (Fo, z/)o) est minimax sur M x ¥ .
x| =» o

Preuve :
Montrons que pour tout F € % : K (F, wo) =1 (Fo). Soit F € ; il existe une
suite F 4 d'éléments de 311 telle que lim Fn =F au sens de la topologie vague (wzi

n-ow
bst vaguement dense dans ) ) .

a) st ¢ € ¢ (R), alors 1im § p' () F @)= »10 0 F (@)

n-o

(car K (R) est dense dans ¢° R) ) .

b) Si z[)'o est s.c.s., non négative et telle que im ' (x) =0, alors :

lx‘ - o0
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S P (x) Fldx) = ing Sh(x) F(dx) = ing limnsupg h(x) F_(dx) lim sup S ¥' () F_(dx)

ot1 1es fonctions h €¢° (R) et sont telles que h= zp'o .

De méme

2 o o
S apo (x) F(dx) = sgp Sp(x) F(dx) = s;p 11[1:‘ inf S p(x) Fn(dx) < 11mn1nf S :,boz(x) F(dx)

bl les fonctions p € ¢° (R) sont telles que :0<p=< :,boz .

De ce qui précede, on conclut par :
K (F, abo) 2 limnsup K (F n? apo)

21 (Fo) ce qui achéve la démonstration.

5' . Exemples .

- Minimax pour K (F, ¥) et pour o?, , (HUBER [44]) .
H

Les théorémes 6 et 7 fournissent une solution du probléme du minimax pour K (F, ¢)s

br les résultats intéressants sbnt ceux qui portent sur la variance asymptotique

32F, v de /(T -6).

Le théoréme 2 du Chapitre IV donne des conditions suffisantes d'existence de 1a

yariance asymptotique de /' n Tn (6 =0) ; par exemple si :

i) a,bo bornée monotone croissante, continue, non nécessairement continument
différentiable.
ii) Ap (0) =0 (par exemple %, impaire, F symétrique).

iii) )L'(F) (0) existe et est non nulle.

Dans quels cas °2F " (K (F, zb)]_1 ?
’ .

Enongons quelques conditions suffisantes (dont les preuves sont immédiates) a ajou-

ter aux conditions i), ii), iii).

1) Quel que soit F e, =[X'F (0)]2_=[S AN (t)F(dt)]? , et XF(O)=0; alor‘s%
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. 2 — 1 h . - ya
pour tout F € DT!1 P 0 F,$ " KE 9 et le probleme du minimax est résolu pour
2
c F, ¢sur'3?l1><\lf .
2) # Quel que soit F €1 : Ag 0) =0

#3 :,b'o est uniformément continu ;
Alors le probleme du minimax pour °2F ¥ est résolu sur ¥ x ¥.
H

3) Une condition plus faible que 2) et qui permet de résoudre le probléme sur

mx ¥ estla suivante :
# Quel que soit F €%: Ay ©0)=0

#¥* Quel que soit F € ¥ il existe une suite (Fn) n d'éléments de 3!1 telle

que :

# lim F_=F pour la topologie vague
n+<oo n

s 1im S PO F (@) < -x1,0) .
Exemple 1 (proposé par P.J. HUBER [44] ) .

n

;=B (¢, €) ={F |sup|F 1) -0 (t)] < €, syme’tridues, I(F)<w} .
t

P.J. HUBER, détermine dans ce cas F , dont la densité (symétrique) est définie

par : .
( o (a) (cos % ca)"2 Ccos % (ct)2 O0st<a
F () =( oft) | a<t<b (5.1)
( o) DD t=b
ou o(t) = L e'tz/ 2 , ¢ (ty= St ¢ (x) dx et a, b, ¢, trois constantes,
T o

fonctions de €, telles que:

ctg%§=a(05ca5n) (1)

a a o 40
SO fo(t)dt=go eMd-¢ (2 Sb‘fo(t)dt=gb o [t)dt +¢ 3)
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Principe de la construction de fo :

Otee——r———-

o
o)
x\!

0

- fo symétrique

f'

- ¥, =- __f_o croissante , bornée
o}

- queues alourdies

-F_ surla frontidtre de ® (¢ , €)

La résolution des équations (1), (2), (3) permettant de déterminer a, b, c, n'est

valable que pour 0 <e¢ < €, avec € de 1'ordre de 0.03.

fl
Notons encore (Tn) la suite des M-estimateurs assocides a apo == Tg ;s alors
o
nous nous trouvons dans des conditions ot °2F 0= (K, 9] :
H
-2 (nT) - 71(0,02 ) quel que soit F €@ (g, €) .
n F, ¥
n-ow o

2 ‘1 ) i . s
- op, ¢0= KT, 3, quel que soit F € ® (¢, €) donc _(Fo’ ¢>o) est minimax pour

o .
F, ¥

Exemple 2 : Amélioration du résultat de 1'exemple 1. (D. IVILSAKER ; J. SACKS [99]

I s'agit d'obtenir une solution valable pour €>€_ (e 0 0.03) .

L'idée consiste a utiliser la caractérisation de Fo , d'information minimum don-

née en (3.6).

Plus précisément notons #, ={F |I(F) <e , F (x) +F (-x) =1} .

La mesure F_ € ¥, est d'information minimum si et seulement si
A4 LS
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view, :,Suo(t)f(t)dt <0

(f 1/2)11
(o]
u (t) =I(Fo) +4 -—7—fo1 3 (t) (5.2)

Fixons une fonction symétriques u, (t). Alors F o minimise 1'information sur
(F e i, | S u (t) £ (t) dt < O} . En résolvant 1'équation différentielle (5.2) on déter-

mine (F0 ’ zpo), donc 1'estimateur robuste cherché.
Précisons le moddle et posons

A
:ﬂA’P:{Fe:rz1 l S_A f(t)dt = p}

(asi|t]>A
il existe a>0 et 3<0 tels que u ® = (
(Bsilt|>A
et x, p={Fem, |Su0 (t) £ (t) dt<0) .

On détermine alors f o Solution de (5.2) , en posant 3 (¢) = atang &

2 T:%%%Coszax si|x|=<1
£, () = g | (5.3)
g —1-_;%9%-) Cos® o &2 e-2,3|x| si|x|>1
t P o
et § =-5—.
a

Considérons @ (¢ , €) définie dans 1'exemple 1 précédent, alors on peut énoncer

les résultats suivants :
i) Quel que soit ¢ € [0, 1] il existe A et p tels que

®(g, €c ﬂrlA,P

ii) Soit FO, ¢ Mmesure d'information minimum dans ’lA,P ; alors FO, ¢ €a® (¢, e).;

iii) Pour €>¢_ (¢, ~0.03) fo,e est définie comme £ en (5.3).
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Remarque : Pour e<e¢_,f _ estdonnée par la formule de HUBER (5.1).

b4

+€

A 2

|
i
|
|
2
0 A

¢ est la densité de 7 (0, 1)

Claude DENIAU
Georges OPPENHEIM
Claude VIANO

UER de Mathématiques
Université Paris V
12, rue Cujas

75005 PARIS.
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CHAPITRE XI
ROBUSTESSE DES R-ESTIMATEURS
par

Robert AZENCOTT.

Notations : Nous reprenons les notations et définitions du Chapitre V (R-estimateurs),

1 - TOLERANCE DES VALEURS EXTREMES.

“ A

Soit 8 n une suite d'estimateurs du parametre 8 ; pour chaque n, 6 n est une
fonction des observations X,, ..., X . HODGES a proposé dans [38] d'évaluer
quantitativement la sensibilité de la suite 8n a d'éventuelles erreurs grossiéres, en
calculant la proportion maximum de valeurs extrémes de 1'échantillon X1 cos Xn qui

peuvent subir des perturbations arbitrairement grandes sans affecter trop brutalement

-

6, -

1.1. Définition :
Pourx:(x1,..., xn) EIRn, appelons y (x) =(y1 (x), ..., Yy (x) ) le point de R"

dont les coordonnées se déduisent de celle de x par permutation et tel que

y1Sy2S....<_yn .
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Soit U une partie quelconque de R" et soit £ : U~ R une fonction arbitraire.

Nous dirons que f est de tolérance 7 =0 s'il existe un entier k € [0, -g- -1

vérifiant 7 =% et ayant les propriétés suivantes :
(1) Yice1 k) = fx) < Y-k (x) pour tout x € U

(ii) quels que soient les nombres, bk+2 <...= bn-k-‘i , les conditions yJ. (x) = bj

pourk+2<j<n-k-1, x€U, et yn_k(x)-»+oo 11*esg:e’£yk+1 (x) 2 =)

impliquent f (x) = +o (resp: f (x) »- ),

X1+... -i-Xr1

n ?

Par exemple, pour U =R™ et f (x) = la tolérance de f est

égale 40, Sig (x) est 1a médiane de y (x), et si U = R" 1a tolérance de g est égale

2
H ’

pour n= 4,

DNojs

a

1.2. Définitions (d'aprés HODGES [38] ) :

~

Soit 8 un estimateur du parametre 6 , de la forme 6 =f (X1 y ey Xn) oll

X Xn sont les observations et £ est une fonction mesurable définie sur Rn.

IREE >

Nous dirons que 8 est de tolérance T =20, sipour chaque @, il existe une partie

'borélienne UG de Rn, vérifiant Pe {(X1, ceny Xn) € Ue} =1 telleque f: Ue R
' soit de tolérance T =0 (définition 1.1).

Si Gn = fn (X1 yeooy Xn) est une suite d'estimateurs de 6 , telle que la tolérance

T n'de Gn existe pour n assez grand, on appelle tolérance asymptotique 7 de la suite

A
6, lenombre 7 =1lim inf 7_ .
n n=+ce

La moyenne est donc de tolérance asymptotique O et la médiane de tolérance
asymptotique % . Nous allons étendre aux R-estimateurs le calcul de tolérance
asymptotique fait pour 1'estimateur de HODGES-LEHMANN dans [ 38] . Les hypothé-

ses et notations sont celles du Chapitre V (R-estimateurs).
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1.3. Proposition : _
~ n R
Soit Gn la suite de R-estimateurs associés aux tests hn =35 o --—) sign X
i=1

Supposons ¢ croissante, continue positive, intégrable sur J01[ . Alors la tolérance
asymptotique de (9 ) est 2a ol € ]O, 3 ] est défini par
1-¢
1
i) o (x)dx =5 S ¢ (x) dx.
Preuve :

Reprenons les notations de V-1-5.2 . Soit k € [1, n]. L'ensemble des MJ. 2 tels
b4

quen=2j24 =k est de mesure m, pour V=VX1.” Xn ou
Trnz'cl'[E z 4 yj-s]
n k<js<n k<1<j J
n
=o(i/n)-o{(i-1/n] si iz2 d;=¢(/n) c, = T oli/n)
i=1
ce qui donne T = c_1 [ = ¢ (z/n)]

n 1<z<n+t=k

Comme j 2k, £ 2k forcent M,, 2M,. onvoit que v {[M,, , +o[} = L . Prenons:
_ j4 kk 1-8 kk
k=,3n,,3€]0,-1-].0naalor's lim 1rn=g ¢ (x)dx =7 (3), en supposant
n-=+o o
1
(ce qui n'est pas une restriction) g ¢ (x) dx = 1, Soit @ 1'unique racine de
Jo _

T () = % . Pour 8<a, onapour n grand, v([Mkk, +°°[)>-21- et donc

My, =Y, < 8 . Unargument analogue montre que v ]- o, Mn-k,n-k] >3

kk~ "k et

en = Yn—k pour n grand. On obtient ™ 28 pour n grand et donc T 23, ce qui

donne quand 8o, T2a.
Q.E.D,

1.4.Commentaires :

a)Si8 =H.L, o(x) =x, dlol 721- ==~ 0,29 ; en fait dés que n= 4,
/2
Th >0,25.
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b) Comme « donné par 1.3 est>0, si ¢>0 sur J01], on voit qu'il existe

alors To >0 tel que Th 2 T, pour tout n.

c) On vérifie aisément que T = a- Cle pour tout n si ¢ est de classe 2 sur

(01].
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12 -ROBUSTESSE DES R-ESTIMATEURS.

2.1. Nous renvoyons au Chapitre IX pour les définitions de la robustesse et de la
m-robustesse d'une suite d'estimateurs. Le fait que les R-estimateurs soient 7-ro-
bustes est affirmé dans la littérature, mais, a notre connaissance sans démonstration
génédrale, et d'ailleurs sans précisions sur les conditions qui garantissent cette

m-robustesse. Nous en fournissons ici une preuve, laborieuse mais compléte.

Le mod&le de base (suite de variables aléatoires indépendantes Xn’ nz1,,
ayant pour loi continue la translatée d'une loi symétrique F par un paramétre 6 € R)

est décrit en détail dansle Chapitre V |, Notons que la 7-robustesse d'une suite 8 n

d'estimateurs de 6 traduit une résistance uniforme en n 3 des perturbations de petite

"taille" mais de type trés général, qui peuvent fort bien rendre les Xrl dépendants,
non équidistribués, et de lois non symétriques. Le reste du paragraphe fractionne en

plusieurs lemmes la preuve du résultat principal suivant,

2.2. Théoréme : (hypothéses et notations du Chapitre V) |

Soit ¢ une fonction croissante, continue, strictement positive sur ]0, 1 , et
intégrable sur J0, 1{ . Soit 6, s n211la suite de R-estimateurs associés aux tests
N . . ‘
h =% o ( —r'il—) sign (Xi)' Supposons la fonction de répartition F dérivable, de
i=1 A
dérivée F'!continue strictement positive sur R." Alors la suite Gn est 7-robuste en F,
2.3. Nous allons utiliser la condition suffisante de m-robustesse due 3 HAMPEL (cf.

Chapitre IX ). Soit M (R) 1'espace des probabilités discrétes sur R, dont les atomes

sont de masses multiples entiers de -:; . Soit d 1la distance de PROKHOROV sur

M (R). Soit F , la distribution empirique d'un n-échantillon Xy ... X sous P
(1les X, sont alors indépendants, de m&me loi F). Alors F_ est une variable aléatoire
a valeurs dans Mn (R). Pour tout ¢ >0, nous allons construire un nombre 6 >0, et

une suite §_ de parties de M (R) vérifiant P, (F n € a?n) =1 - € pour tout n, et tels
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que pour tout n les relations K € M, (R), F €é8_ et d (Fn' K) < 6 impliquent

IBn (Fn) -0 n (K)] = €. Ceci prouvera la m-robustesse de la suite 8 ne

2.4. Soit K€ M (R) et soit (551 ) eeey )fn') un point de R" tel que K soit 1a distribu-
tion empirique associée a "1 'échantﬂion" )Z1 yeos, )_('n . D'apres le théoreme de
STRASSEN (ct. [90]) 1a relation d (Fn’ K) < 6 signifie que 1'on peut passer de
1'échantillon Xg,..., X 2 )?1 yeuns fn comme suit : il existe une partition J! y J"
de {1,..., n} , avec cardinal (J") < &n telle que {Xi - ii | <6 pourtouti€ Jt.
Nous noterons Y1 yeeos Y n et f1 yeeoy Yn les échantillons ordonnés associés resp.
aXgy...y X et 5('1,..., X

17 n°

2.5. Lemme :

Pour tout ¢ >0, et pour tout g.ﬁxé, il existe une partie é‘n de Mn (R) vérifiant
P, (Fn € 5n) =z 1-¢, etunnombre §>0 tels que les relations K € M_ R), F €8,

et d (Fn, K) <6 impliquent |6 n (Fn) -6 K)|<e.

Preuve :

L 'absolue continuité de F entrafne pour n=2, P_( inf (Y, 1 Y.) >0)=1
1<isnt1 M0 1
Etant donnés n et € >0 il existe donc a >0 tel que

P_( inf (Y, ,~Y.)>a)=1-¢.
1<isn-1. i+ !

Soit & N 1'ensemble des points de Mﬁ R) tels que "I’échantillon" ordonné

associé Yq oo+ ¥ vérifie inf (y, - yi) = a. Soit K €M, (R) et supposons

1<i<n-1

que d (Fn’ K)<6, et F €3, . Alors (notations de 2.4), par & <% on a cardinal

i+1

(J)<6n<1 etdonc J"=¢ ,d'ou |X;-X;| <6 pourtouti€[1,n]. Si$é <§
toute relation du type X; > X:i implique donc ii > ij puisque IXi - le 2a. Onen
déduit que rang (Xi) = rang ()?i) pour 1 <i<n et par suite lYi - ?il <6 pour

1<i<n,

(Y-:i + Y-i) vérifient

[\N] P

- _1 a1 -
En particulier les nombres Mji =3 (Yj + Yi) et Mji =
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|MJ.i - Mji‘ <6 pour tout i, j € [1, n]. Posons (cf. Chapitre V)

di = ( lﬁ) - 1 ;1 ! ) et soient v (resp. v) les probabilités sur R définies par

S N 5
n =1 k=1 1 FI-K My
- 1 0 J
A S R GMjk
n .
oic = % co(-lﬁ)

i=1
On sait que (cf. Chapitre V) Gn (Fn) et Gn (K) sont respectivement les média-

nesde v et v . La relation lei - Mjil <6 pour tout i, j € [1, n] entrafne im-
médiatement |en (Fn) -6, (K)| < 6 ce qui prouve le lemme & condition de prendre

1 a
—HA-B-A €.

2.6. Notations @

Donnons-nous né€N, O<a< 5, 6§>0, C>0. Appelons 8, (@, 8, C)1llen-

N -

semble des points de M (R) dont "1'échantillon" ordonné associé Yq -+ ¥, estior-

mé de n nombres distincts, et vérifie

i
pour asﬁs

2.7. Lemme :

Pour tout 0 <a <% , il existe un nombre C (x ) >0 ayant la propriété suivante ::

quels que soient « € O, % [, 6§6>0, €>0, il existe N tel que n=N implique

P {F €8 (@,5,C))} = 1-¢.

Preuve : }
Soient V1, ceny Vrl les statistiques d'ordre d'un échantillon de n variables indé-

-pendant_eﬁ_AiTH,dﬂdgmwgmgﬂ&jwiﬂs__wsspacgg@
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probabilité (€, P). Les variables aléatoires X, = auk (Ui) sont indépendantes et de
méme loi F, L 'échantillon ordonné associé est alors donné par Y; = F (Vi)‘ La :
|

relative compacité de la suite des lois des variables sup /T |Vi - -15 | (cf. [10])
1<i<n

montre que € >0 étant donné qu'il existe B>0 tel que

P{ sup IV.-%]S£}21-€

1<i<n ! yn )
Pour tout w € § vérifiant |Vi (w) - 13 | < /B_ , 1<i<n laformule des
accroissements finis et la relation Yi = F"1 (Vi) entr:i‘nent
B .k, dF"| 2B _k, dF]
==+ 37) 5@ =Y, () -Y, (@) s+ == +3) =5~ (2

n n

ol z est un nombre dépendant de i, k, w, mais appartenant a 1'intervalle [V1’ Vi+k

donc afortiori a [+ - 2, 12K . B 7 otou 1<i<itksn.
/n /n -1
Soit « € ]O [ fixé ; d'aprés la continuité et la stricte positivité de dI;x sur

1 dF ) <

]0 1, i.lexisteC(a)>0 tel que =1y < 5y C (a) pour

2 <y<t- -2- . En particulier si 6 >0 est donné, choisissons N tel que

1 2B B o i i+k
[C(a)+m] -'—F—N__<_5 et ——1;1-5-2- . Pour n2N et aSHS-—n-—.<_1-Ot

le nombre z ci-dessus appartient a [ % s 1= g ] et donc

1 k
-6+ =1aT HE Y, W)=Y, (w=C () +6 pour tout « vérifiant

i B
sup v w)- 51 = —
1<i<n /o
i i+k

Onenconclutquepour ZN, as ES a <l-a ona

k Y -
P {6 +C—('OT) ﬁ sYi+k-Y156 +5C (x)} =Z1-¢ c'est-a-dire

Po{Fn€£n(a,6,c(a))}21_€

2.8, Lemme :

Soient X X, et X X ,, deux points de R"™. Supposons que les dis-
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' tributions empiriques associées notées F etK vérifient d (F 0 K) <6 . Supposons

que F_ €3 (a, 8, C)(ct. 2.6). Alors si %SC et 6§ (17C +2) <a les échan-
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tillons ordonnés associés Y,,..., Y et Y1 yeees Y'n vérifient

lv,-7,| <26(6Cc?+C+1) pour2as t<ti-20a.

Preuve : (notations de 2.4).
Soit r entier tel que E €e(B,1-3 ] avec 8>« . Soit s en entier tel que
s2r et Ys - Yr <208 . Sionavait ;5’1- 2 1-a, il existerait t entier tel que

r<t<s et t=partie entidrede [n (1 - a)] . Par suite, on aurait

r t . .
Y, -Y SY_ -Y <26 avec -, ¢ €Ela,1-a] ; pmsquanéé'n(a,G,C)cecr
imposerait (voir 2.6) -6 +é t ; I' <26 ; confrontant avec 1'inégalité

t-1r
n

2B -a- % , on concluerait que

S

B-a = +3C¥d

Imposons donc % <C0 et choisissons 3=a+5C 6 . On conclut du raisonne-
ment ci-dessus que les relations ﬁ- €E[B,1-8],s=r et YS - Yr < 2 6 forcent
-f-; € (e, 1 -a]. Dans les mémes conditions, on vérifie que s <r et Y, -Y =< 296

forcent Fsl-é[a, 1-a].

Alors , d'apres (2.6), sis € [1, n] vérifie |Ys - le <26, onest certain que

lC JLHSJ--asza , dioll |[r-s|=<3Cén

Ainsi le nombre des Y _, s € [1, n] tels que ‘Yr - Ysl < 2 6 est majoré par
6Cb6n.

Supposons toujours ﬁ € [ B,1-8 ] ; supposons de plus que Yr = Xi avec

ieJr. sijeJ, X; - Xy et ii - )'(-J. ne peuvent &tre de signes distincts que si

|Xi - le <26 puisque IXi - )?il <6 et IXJ. - )TJ.I <6 . Mais on vient de voir dans
une autre terminologie que le nombre des j € [1, n] tels que IXi - XJ.I <26 est
majoré par 6 C 6 n ., Le cardinal de 1'ensemble des j € [1, n] tels que X; - Xj et

)-('i - Xj soient de signes distincts est donc majoré par [6 C 6 n + card (J")] donc par

6C+1)6n. On en conclut que pour Y  =X,, i €J' et EE[B ,1-8],1erangr
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de)zivérifie Ir-r|<(@6C+1)6n.

Soit y>0 et soit s un entier tel que % €(3+2y, 1-(3+29%)]. Puisque les
X; sont distincts et card ("M <6 n<yn, il existe dés que (y - 6)n =1 dans 1'inter-
valle [s -2 yn, s - yn] aumoins un entier r tel que r = rang de Xi avecie€J'.

On a alors % €[3, 1-3]; donc le rang Fde}fivériﬁe lr-r|<(6C+1)6n.
Imposons y2(6 C +1) 8. Alorsona

r<r+(6C+1)6n<s-yn+(6C+1)bén<s

et donc 5('1 =Y = fs . Comme i € J', on sait que IXi - )fil <6 , ce qui entrafne
- |

= . = . r S
Xi -6=< YS , Ou encore puisque Xi =Y Yr -6< YS . Puisque 0 et 5 appar-

r ’

tiennent 3 [a, 1-a], et puisque F €8, (0,6, C), 2.6 etle choixde r prou-

vent que

Y -Y <c &L

s r = +0 < 2Cvy+6

Par suite on obtient Y‘ser- =Y -2Cy-25.

Un argument analogue "a droite de s" permet de prouver que Y_S < YS +2Cy+206 ¢
de sorte que finalement Ifs -~ YS| <2Cy+26.

1
n

En particulier nous pouvons choisir § =a¢+5C6 , y=(6C+1)6,~-<C?5b

pour obtenir le résultat : quel que soit s entier tel que
Sela+(17C+2)6,1-a-(17C+2)86] on a
o 2
IYs-YS|_<_26(6C +C+1)

2.9. Lemme : (notations de 2.4)

Soit 4 T > 0 1a tolérance asymptotique de la suite d'estimateurs Qn (cf. 1.2, 1.3,

1.4). Pour tout € >0 il existe 6 , 8, ¥ (nombres >0) et N tels que sin=>=N, les

relations F_ € 8_ [r,6,C(r)] et h?i - Yil <vy pour 8<i/n<1-3 impliquent




- 194 ~

P_ p.s. larelation l@n (Fn) -8, K)l=se.

Preuve :

Reprenons les notations de la preuve 2.5 pour définir v, v, d,

i’ Sn M;

ij ’

Supposons que F_ €4 [r,6,C] etque ]Y_i-fi‘s'y pour' 'lr-xe B, 1-3].
Y] i ] -
Alors IMji—Mji|Sy pour =, - €[8,1-8].
Si A est une partie de {(j, i) : 1<i<j<n} posons
G, i) € A} et E‘A={Mji,(j, i) € A} .

E, = {M;,

Donnons-nous un entier k, et p € J0, 7[ . Posons
.. s 1 i
h={G, D:psg=sL<1-p),

A_=1G, 0 E-pslclc k)

+
Posons un=v[R—EA]=v[R-EA]
o o
v, =V (E A+) =y (E A+) (vn ne dépend pas de k).

Enfin soient Gn (Fn) =a_ 9rl (K) = a,

"~

M-.. .

ij

D'apres les propriétés de la tolérance asymptotique 4 7 de On, il existe N tel que

n2N entrafne P_ - p.s. larelation a_¢€ l:Y[3 rn]’ Y[(1 ~37)n] ] . Pour chaque

n, choisissons donc 1'entier (aléatoire) k ci-dessus tel que l;(‘- e{27,1-27] et

Y, ,<a <Y ,. Larelation F €4 (r , 6, C) implique alors

EA+c]an, an+Cp+C5] .

Comme a_ est médiane de v, ona v]-o, an]z -;- d'ol
1 1 o
vV ]=o, an+Cp+C6:|2§-+u(EA )"2+Vn' Par suite

+
1
v{]=~e, an+C(p+5)]ﬂEAo}2 5+V =u

Or pour M, € E, on a par hypothése [M., - Mjil <y , ainsi que
i i

(o]
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v (Mji) =y (Mji) . La relation Mji €]-c, a +C(p+ 6)]nE A force donc

M-jie J-o, a +C (o +6) +y] et par suite

]-w,a +C(p+6)+‘y]>v{]-oo,a +C(p+6)]nE }> Z V-

Doncsiv -u >0 ,etsiC (o +8) +y<¢€, onobtient v ]- «, an+e]> %

‘| Alors 1a médianeE de v vérifie En <a +¢€. Le méme argument, utilisant A_ au

lieu de A " montre que dans les mémes cond1t1ons a za -¢€, et par suite

la -3, | <

Calculons donc v, et u, . Par définitionde v, on a

1-u = — % o(L)
" % 1sisni-2[gn] n

1 i

Yn= ¢ 2 <p(;)

1<i<14+[pn]

En supposant S ¢ (x) dx = 1, ce qui n'est pas une restriction évidemment, on
voit tout de suite que
P .
lim v, = S o (x) dx = v (p) et que
n-+e o
. 1 .

lim un=g o) dx=u(@)

n-+o ' -23
Etant donné ¢ >0, fixons donc d'abord p>0 telque p<rt et p C (1') < — .

Le nombre v (p) >0 est alors fixé, choisissons 8 >0 telqueu (3)<sv (o) . Alors

lim vn-un;v(p)-u(B)ziv(p)>O et il existe N, telquenzN1 implique
n-=+oo

v, - U, >0. Enfin choisissons § et y'tels que C(r)é< % et ¥y < % .

Alorspourn>NVN1,1esre1at1onsF €8 (r,6,C(r))et \Y Y. <y pour

-6 (3, 1-8], impliquent bien |6 (F ) 9 (K)| | Enl < €.
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2.10. Preuve du théoréme 2.2 :

Donnons-nous € >0, ¢ et F vérifiant les hypothéses de 2.2. Soit (4 1) 1a tolé-
rance asymptotique des 6n~ . D'apres le lemme 2.9, il existe 6 , 8, ¥ , N tels que les
relations F_ €6 _[r,6,C ()] et |¥,-Y,|<y pourg< & <1-8 impliquent

P_-p.s. la relation 2 (F)-6 (K)|<e.

Prenons o= 8 et 6

5 1 tel que

2 o
261A[6C.(a)+C(a)+1]s)' R TACIEY

1 \ : —_
D'apres le lemme 2.8, les relations d (Fn’ K) < 61 ’ nz]/c (@) 51 =N, et

- = i
F €8 (a,6,,C(a)) entrainent \Yi‘-Yil <ypurfs<-<1-8.
D'apres le lemme 2.7, il existe N" tel que n = N" entratne

i € €

Po{Fnesn(T’ 6, C(T))}Z1"2 et Po{Fnéan(a: 61’ C(a))}?-1'§ .
Posons 3 =6_ (r,6,C (T))msn (a, §,, C ()) . Alors

P0 {Fn € gn} =1-¢ pourn2N", Finalement pour n2NV N'!V N"=N" les rela-

tions F_ €3 et d(Fn, K) 561 entrafnent \en (Fn) - en, (K)| <€ . D'autre part ona

Po (Fn63n)21 - €.
Combinons ce résultat avec le lemme 2.5 appliqué a chacun des entiers

1, 2,..., N"', pour obtenir la condition suffisante de m-robustesse énoncée en 2.3.

Ainsi la suite 8 ., est m-robuste enF.

2.11, Remaggue»:

"

Notons que 1é_s e n auxquels la propriété de m-robustesse s'applique sont les

R-estimateurs calculés par la formule de la proposition 5.2, Chapitre V , (médiane

de vy X ). Nous n'avons pas vérifié 1'équivalence de cette formule et de lé
1 % R ‘
définition initiale de 9‘n ("solution"” de h (X1 -u,..., X - u) =0) pour des lois sous-
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!
jacentes non absolument continues (cf. hypothéses de 5.2, Chapitre V ) ce qui devrait’
|

&tre fait pour appliquer le théoréme 2.2 aux n calculés par 1'algorithme de JAECKEL

(voir paragraphe 10, Chapitre V),

Robert AZENCOTT

Mathématiques
Université Paris VII

2, Place Jussieu

75221 PARIS CEDEX 05,
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CHAPITRE XII
ROBUSTESSE DES L-ESTIMATEURS
par

Catherine HUBER

Soit (X1 yoos ,Xn) un n-échantillon d'une loi sur R de fonction de répartition

. D », epe s e .’ - 1 n
F, F, la fonct;on de répartition empirique associée, F rl(x) == ii:l 1]-°°,x}(x'i)’

x€ R, et v une mesure signée, définie sur ]0,1[ muni de la tribu de ses boréliers,

1

et bornée sur les compacts de 0,1 [« La mesure p définit, sur un sous-ensemble !

:iv de 1'ensemble & de toutes les fonctions de répartition sur R, une fonctionnelle
T avaleurs dans R

LI
(1.1) T(G) = So G~ (u) du(u) Geg .

>

En particulier, pour toute mesure v du type précédent, ::'V contient 1'ensemble 3,
des fonctions de répartition empiriques d'ordre n.

Considérons la suite des statistiques

(1.2) T, = T(Fn) n€ N,

Sous certaines conditions de régularité sur le couple (F,v), la suite (Tn)nEIN est
une suite d'estimateurs de T(F) convergente et robuste en F,

Plus précisément, on a le théoréme
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Théoreme,
Soit F une fonction de répartition sur R et v une mesure signée bornée a
support compact dans Jo,1 [. Si v ne charge pas les points-de discontinuité de

. 1 .
F"T, la suite T = S F;1(u) dv(u) n€ N est une suite d'estimateurs de T(F)
0

convergente et robuste en F.

Remarquons que nous ne nous placons pas nécessairement dans le cadre de 1'es-
timation d'un parametre de translation mais qu'il suffit, pour y revenir, de supposer
qu'il existe une fonction de répartition G, symétrique (G(-x) = 1-G(x), x€ R telle
que F(x) = G(x-8), x€ R, pour un réel 8, et de considérer des mesures v sur
]J0,1[ telles que, si on note Ge(x) = G(x-0), x€R, 0€R, on ait pour tout 6 rdel

1

T(G 9) = @, ce qui a lieu si v est symétrique par rapport a 5 -

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin du lemme ci-dessous :

Lemme.

Soit v une mesure signée bornée sur [0, 1] et F une fonction de répartition

sur R telles que v.ne charge aucun point de discontinuité de F"'1 .
Alors, pour tout ¢>0; et tout ¢' >0, il existe n>0 tel que, pour toute
fonction de répartition G vérifiant #(F,G) <m, on ait, en notant |v! =v* +1”

vlue 0,10 FTw - 67w > el <

Démonstration du lemme.

La distance de Prokhorov étant toujours supérieure a la distance de Lévy, si

7(F,G)<n,ona

F(x-n) - n < G(x) <F(x+n) + n Xx€R.
Par symétrie par rapport a la prem_ié.'re bissectrice des axes, il en résulte en notant, |
 pour 77 >0 fL\'é; F](x) =F(x-n)-n, xX€ER et Fz(x) =F(x+n)+n, x€ R, que
Fy ' =G " <F W) uelo,l,

Or F;1(u) = inf{x IF1(x) >u} = inf{x |[F(x-n) 2u+n} = n+ inf{x' [F(x')2u+n} =

=n+ F-](u+17). De méme, F2-1(u) = F71(u?n)-n. Par suite
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(1.3) F- lu-n) -n <= 67N = F lusn)+n u€lo,1f
et si Dn(a) = {u€ 0,1[| IF_l(u)-G_1(u)’i >oa} et
E, (@) = {ue 10,1[| [F™(wn) -F~'(u-m)+ 20| >a), D, (e <E (o).
Quand n décroit vers 0, la suite des ensembles En(a), pour a >0 fixé, décroit

vers l'ensemble des points de discontinuité de F~1 ol le saut est supérieur a « ;
notons E(a) cet ensemble.

Pour tout >0 et tout >0, |v| (En(a)) existe puisque |v| est bornde
sur [0,1], et lorsque « restant fixé, n décroft vers 0, |v| (En(a)) décroft

vers |v| (E(a)) qui est nulle par hypothése, ce qui démontre le lemme.

Démonstration du théoreme,

D'aprés le théoreme (IX,par. 4), il suffit de démontrer que

a) la fonctionnelle T est continue en F,

b) la fonction qui a tout point (xl goee ,xn) de R" fait correspondre T(Fn)’
ol F‘n est la fonction de répartition empirique associde a (x 12 ,xn), est conti-

nue sur R" muni de la distance p

p(&]“"’xl'l).'(y]"“"yn)) = sup lxi-yii.
i=1,..y0

La propriété a) résulte du lemme précédent et du fait que v est a support compact :

soit [a,B. un segment inclus dans ]0,1[ et contenant le support de v, et
notons |v| =v +v” la somme des parties positive et négative de la mesure signée

v et llv++v-u la masse totale de |v |, qui, par hypothése, est finie, Notons aussi

Ar=F o) =a=-Flo<B=F '@ < =F (g).
Soit ¢>0 quelﬁonque.
Il résulte de la démonstration du lemme qu'on peut choisir n assez petit pour
que #(F,G) <n entraine due G_1(a) >A'-¢ et G'1(B) <B'+¢ (indgalité (1.3)) ;

soit = n', ce nombre,
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! ul €0, | IF ' w-6"1w)| > e} <e.
Choisissons n <inf(n',n"). Alors, pour tout G tel que 7(F,G)<n, ona !
(TF)-T(G)]| = 18 Fw-6""w) du(u)lsg IF- Y -c"w)| djv)(u)
=(Fw-cWlaplw + §IFTw-cTw idlvi)
{ue(eBl] IF-1()-G-1(u) |se}  {u€ o8] |IF~Tw)-G~ YW [>¢)

<l +v I+ ¢ 2[max(|AT ], |B']) + ¢]

qui est un 0(s), ce qui prouve que T est continue en F. En ce qui concerne b),
remarquons que si deux points de R, x = (5(1, cee ,xn) et y= (y], cee ,yn) sont tels
que p(x,y) <¢, les points x' et y' de Rn, obtenué en ordonnant respectivement
les coordonnées de x et celles de y par ordre croissant et notés x'= (x(1 ) ...,x(n)),
y'= (y(1), ...,y(n)), ont la méme propriété, c'est a dire que p(x',y') <e: en effet,

si inf Ix(i_”) -x(i)l >2 ¢, la correspondance entre les coordonnédes de x'
i= 1, ..o’n—l )
et celles de y', est la méme que celle qu'il y a entre les coordonnées de x et celles

f

de y. Sinon, les interversions ne peuvent avoir lieu que poup des (x(i), x(i+1))
proches a moins de .2 ¢ et on aencore dans ce cas p(x',y') <e.

Comme T _ s'écrit T = 121'1 X(i) v(]i—-nl, :'1]) si X(1)r - ..,X(n) sont les sta-
tistiques d'otfdre du n-échantillon (X], cee ,Xn), il résulte de la remarque ci-dessus |
et du fait que [v] est bornée que, pour tout n, Tn’ considérée comme fonction sur |
R" muni de la distance [ est continue.

Le théoréme est donc démontré. Il admet le corollaire suivant

Corollaire.

Soif v une mesure signée bornée a support compact dans 10, 1[ et absolument i
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R}. Alors vy définit sur 1'ensem- |
ble F de toutes les fonctions de répar_‘tition sur R une fonction
T(F) = S; F-1(t),dv(t)b,b F €3, etsi F_ est la fonction de répartition empirique

associée a un n-échantillon de la loi de fonction de répartition F, la suite
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1 .
T, = S F;1(t)dv(t), n€ IN, est une suite d'estimateurs de T(F) convergente et
O .

robuste en F, pour tout F de 7.

Ce corollaire est utile par exemple dans un cadre non paramétrique, lorsqu'on
a besoin d'un estimateur préliminaire, non nécessairement efficace mais ayant de
bonnes propriétés de stabilité (autrement dit, de robustesse) et un comportement asym-
ptotique raisonable, de fagon a ce qu'on puisse fonder sur lui, par une modification

adaptative appropriée [87] , une suite d'estimateurs asymptotiquement efficaces.

Catherine HUBER
Département de Mathématique
Université de Paris-Nord
Avenue J.B. Clément

93430 VILLETANEUSE
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CHAPITRE XIII
COMPARAISON DES R-L-M ESTIMATEURS
par

Valentine COSTA, Jean DESHAYES.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons de comparer d'aprés la thése de L.A. JAEKEL [ 58] les
estimateurs définis dans les chapitres v, v , VI . Nous disposons toujdur*s d'un
n~échantillon Xqs.++ X, d'une loi ayant pour fonction de répartition Fe(.) =F (. -8)

ou F est supposée symétrique : F (x) + F (- x) =1 pour tout x € R ,

Nous préciserons les hypotheses assurant aux trois types d'estimateurs la norma-
1ité asymptotique en nous appuyant sur des théorémes démontrés dans les chapitres

IV, V, et VI, afin de conserver le méme critere de comparaison, c'est-a-dire la
variance asymptotique.
Nous montrerons, en par*ticulier,b qu'il existe une correspondance entre les R, L

et M estimateurs, pour F donnée, qui conserve la variance asymptotique et que le ré-

sultat de minimax d'HUBER (ct. Chapitre X "Robustesse des M-estimateurs"),

S 'applique aux trois familles, mais seulement pour des voisinages de contamination

symétrique.
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I - ETUDE COMPARATIVE POUR F DONNEE.

Les hypothéses choisies sur F sont les suivantes, et dans la suite, on supposera

toujours que F les vérifie sauf spécification contraire :

H (F) : F est symétrique, a une densité f absolument continue, strictement positive

sur R tout entier et I (F) = S (%}%‘2)2 F(x)dx <+co ,

Alors, F: ]~ , +o = Jo, 1[ et 1, 1o, 1[ » ]-, +«[ sont deux bijec-
tions inverses, continues. Et F t) == F! (1 - t) pour tout € J0, 1 . Remarquons
que tous les estimateurs définisen IV, V y VI sont équivariants par translation,

aussi étudiohs-nous leur comportement en 8 =0,

I.1. Définition des trois familles :

I.1.1, M-estimateurs :
Soit § une fonction réelle telle que
400 +00
{ be-0ar 0= »earw=0.
= -0 . w0

Désignons par M N le M-estimateurs de 6 défini par y , c'est-a-dire solution de

n
1'équation § ¢ (Xi -M n) =0 .
i=1

Nous faisons sur ¥ les hypotheéses suivantes :

- ° . . . r,_ s . [] Y -
H ™) = U M, F) Y est impaire, croissante, dérivable ; P! est a support com

400 .
pact et a variation bornée et S P! (x) dF (x) £0.

- 00

Pour toute fonction ¢ vérifiant ces propriétés, nous écrirons § € ¥ M) * Ces
hypothéses sont suffisantes pour assurer la normalité asymptotique de /' n M, (ct.

chapitre IV ; "M-estimateurs"). En effet, reprenant les notations du chapitre IV,

_ 400
1'application £ - X (§) = S b (x = ¢&) dF, (x) est telle que :

-0
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)
. A(@)=0; AT ()= - S $' (x) dF (x) existe et A' (8) <O . Ceci implique que
-0
1'application A\ est strictement décroissante au voisinage de O ;

Comme { est dérivable et ' a support compact, § est continue et bornée et donc
+00

A est continue. Ainsi, 1'application £ = S b (x - 5)2 dF9 (x) est définie et conti-

-0

nue en 8.

4c0
i g ¥' (x) dF (x) £ 0.

™ - -]
Nous pouvons conclure que : si § € ¥ ™) ’ Jn Mrl converge en loi vers

N (0, OMZ (F) ) avec
§ #6260 ax
2 R
oy (F) = .
(§ 00160 ax)?
R

I.1.2. L-~estimateurs ;

L

Soit h: [0, 1] R une fonction de poids fixé. Le L-estimateur correspondant es

n
1 . % i
L =3 if h(1*) X(i) avec 1= ——

-—b

Nous faisons sur h les hypothéses suivantes :

1
u(L):h(t)=h(1-t) pour tout t € [0, 1] ; S h(t)dt=1 ; h esta support
‘0

compact inclus dans ]0, 1[ , et & variation bornée.

Ces hypothéses et les conditions imposées a F assurent 1a normalité asymptotique
de /L (cf.Chapitre VI : L-estimateurs et HUBER [46]) .
1

En effet, il suffit de vérifier que h et F~ ' n'ont aucune discontinuité commune

sur 0, 1[ ce qui est réalisé puisque F"1 est continue.

On peut écrire /1 (L n- @) converge en loi vers N (0, °L2 (F)) avec

1 1
u=g ht) F) (t)dt:S h(t) (F~' (t) +6] dt =96
(o] 6 O
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0 ? (F) = g‘

1
K2 (t) dt - (g (K@) dt)? ot dK (t)=h(t)dF"' (t) . Sil'on prend
(o] ~0

t 1
K(t):S Ll g, g K (t) dt =0

21/2  fo gl (w) 0
onenconclut que si h €3 (L), /1 L converge en loi vers N(o, 0'L2 (F)) avec
1 t
o 2 (F) = S K2 (1) dt et K (t) = g —M‘-‘%— du .
fo) : , 1/ 2 foF '(u)

1.1.3. R-estimateurs :

Nous considérons comme dans le chapitre V , les R-estimateurs définis 3 1'aide
d'une statistique de la forme

n si
Wn(X1,...Xn;I")=i:Z1 J(m) ou
s; estle rang de X; - r dans 1'ensemble {X -r, XyTyeuu, X -1, - (X1-r), .es ,-(Xn—r
Désignons par R, le R-estimateur défini a 1'aide de Wn, c'est-a-dire solution de

1'équation W n (X1 goos Xn ; Rn) =0. Nous faisons sur J les hypothéses suivantes :

H(R)=¥([R, F): J : [0, 1]>R est croissante ; J(t) +J(1-1) =0
pour tout t € [0, 1] ; J est dérivable sur 0, 1[ et J' est & support

1 est a variation bornée et

‘compact dans ]0, 1[ ; J'. foF~
1
&) JU@) . £ F1 () dt£o.

Ces hypotheses assurent d'apres le chapitre V , la normalité asymptotique de

/_rl.Rn.
A _ e+l n+1-i ‘o .
En effet, en posant b (i) —J(2n+ 1)--J( ST ), on vérifie (cf. chapi-
tre V ) que
n
W (X1,... Xn;r) =i=21 b(pi) signe (Xi-r) R -p.s.

oll p; estle rang de |Xi-r‘l dans 1'ensemble {.IX1 -rl, ..., IXn-rl}
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1-1 <t<zL i-1,2,...n

Posons Jn (t) =

T e
I
N

i i-1 i .
J.(2n+1) > <t52n 1=n+1’n+2,.“,2n

(
(
(
( o
(
(
(
(

J , est une fonction en escalier sur [0, 1] telle que Jy ) + 3, (1 - t) =0 pour

tout t€ [0, 1], etJ , converge vers J dans L2 (fo, 1]) lorsque n=+% ., Posons

_ n+i ., n+1-i
(1) J (2n+1)_ Jn( 2n+1)alors
W, (Xy,... X 51) = z J (m) T b, (o) Signe (X, - 1) P_-p.s.

i=1 i=1

Les scores b n (i) ainsi définis pouri=1, 2,... n sont croissants et la fonction en

i-n i .
’ 'ﬁ]vl=192;

escalier ¢_: [0, 1] R définie par 0, t) = b, (i) pourt € ]
i=1,2,...,net o (0) =0 est croissante , et converge vers ¢ :

¢(t)=J(%+%t)=-J(%-%t) pour t € [0, 1],dansL2 (fo, 1]). On conclut donc :

Si JE ¥ (R) , vn R, converge enloi vers N (o, %R 2 (F) ) avec:

S’ J2 (t) dt

(£ g0 F @ £ (0 ax)?

‘?Rz (F) =

1
Remarque : L 'hypothése S J (t) . fo Fo (t) dt £0 implique que
o

1
S = JWOF (x) f (x)2dx #0 puisque S J' (t) foF~! () at =S+°°J'o F (x) £ (x)2. dx

o =00
Remarque: 11 y aurait deux points de vue pour choisir des hypothéses suffisantes assu-
rant la normalité asymptotique : d'une part, imposer de "fortes" restrictions a la loi F
des observations et des restrictions "faibles" sur les fonctions ¢ , h, J. D'autre part,
imposér‘ de "faibles restrictions a F et des hypothéses fortes sur ¢ , h et J. Les deux
points de vue ont été développés dans les chapitres IV, V, VI et HUBER [ 46] .

Mais, c'est le second que nous avons choisi car il permet d'établir des correspondan-

res bijectives simples entre les 3 familles et définir des ensembles de fonctions dont les
i
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propriétés dépendent peu de la fonction de répartition F sous-jacente, en particulier

¥ (L) n'en dépend pas du tout,

1.1.4. 7 - robusiesse de ces estimateurs:

Les hypothéses choisies sont suffisantes pour que la suite (Mn)n €N des m-esti-
mateurs et la suite (Ln) n ¢ y des L-estimateurs soient 7-robustes en F (chapitres
et XI). En effet, la fonction  définit une suite (Mn)n EN
lement si ¢ est bornée et la solution de 1'équation \(£) =0 est unique. Conditions

m-robuste en F si et seu~-

oo
réalisées si ¥ € H(M) car ¥ est bornée et g ' (x) dF (x) >0
.. . }

Comme £ (x) >0 pour tout x € R , la suite (Ln)n €N définie par une fonction

h € ¥ (L) est m-robuste en F.

Si on suppose de plus que J >0 sur 1'intervalle ] 1 , 1 [ , alors (cf, chapitre XI),

la suite (Rn)n €N de R-estimateurs définie par J € ¥ (R) est w-robuste en F.

1.2. Comparaison pour F € ¥(F) donnée.

1.2.1. Définition des applications entre les 3 familles d'estimateurs.

_1 ’
I.2.1.a. Soit $ € ¥ (M), posons h (t) = “’;O(F () pour t € [0, 1]

§ ¥ e ax

h est a support compact incius dans J0, 1[ puisque ' est & support compact dans
Reth(t)=h(1-1t)pourtout t € [0, 1] puisque ' est paire et F symétrique.
S 1 h(t)dt=1et ' 0'1:"'1 est a variation bornde puisque ' est a variation bornée
e? F~! continue croissante, donc h est a variation bornée. Ainsi (l) h définit
une application de ¥ (M) dans ¥ (L). Soith e ® (L), posons {(x) = S}x hoF (y) dy
pour x € R . Comme h est a variation bornée, h o F est intégrable au sens de RIE~
MANN et § est impaire, croissante, dérivable. Sa dérivée ¥' (x) =ho F (x) esta

support compact. ' est bornée et a variation bornée car h est a variation bornée et

F croissante., Enfin
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+o0 At 1
S B () £ (x) dx = \ hoF () f()dx={ h®at=1
-0 -00 o)

()
Donc € ¥ (M) et h - § définit une application de ¥ (L) dans ¥(M). Vérifions

que (1) et (2) définissent des "bijections" inverses 1'une de 1'autre.

1 -1
RSN NOE $oF (1
§ vrerea

-peu(M)—>n
(1)

W= hoF() e 1R
h, — s x o -( h oF@)dy et *o(x) £ (x) dx =1
n 2 ) X dxh‘p X So ‘bo y e S_w whd’x X

#p 6) = hoF () = — 2
4 S P! (x) £ (x) dx

Donc b, = -w? b et §  définissent donc le méme

vl v ¥

~ a0
M-estimateur.

X
-he n(L :x 2% (x) =\ hoF(y)dy
L X T | hoF®)w

(¢

-1

4"h0F (t)

- h +t »h (t) =
¥ @ M

o0
& (e er0) ax
¥ FT () =hoFoF ' (®)=h () tefo, 1]
1

e 01 d h () dt = 1 t hehb
! f = = 01 =
-S_,,-"bhx» x) dx So | S ‘bh

1.2.1.b, Soit $ €% (M), posonsJ (t) = $(F"' (t)) pour t€[0, 1]. F" ' n'est pas

définie aux bornes de 1'intervalle 0, 1[ , mais en posant pl 0)=-o, ol (1) = + oo,

la définition de J a un sens car yest bornée et P (-») = Inf P (x) =lim ¢ (x),
X €ER X = -
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p (+) = sup Y (x) = lim Y x) ==y (~),

XxXER X 40

-1

Pour tout t € (0, 1], J({t) +J(1~t) =0 ; Jest croissante car P et F_ ' le sont;

-1
]
J'(t) = proF _(t) est & support compact inclus dans 0, 1[ .

foF ' (1)
Enfin J' () . foF ' (t) =¢' o F~! () est & variation bornée et
1 -1 1 -1 400
S J' (@) .foF (t)dt=g PO F (t)dt:S ' () E()dx £ O .
O 0O =00

Ainsi y - J est une application de ¥ (M) dans ¥ (R).
(3

Soit J€ H(R), posons P (x) =JoF (x) pour x €R.

La fonction ¢ ainsi définie est impaire et croissante car J et F le sont,

P' (x) =J' o F (x) . f (x) est & support compact car J' est A support compact dans

-1

10, 1{ . ' est a variation bornée car J' . £ o F™' 1lest et F est croissante. Enfin

400 1 .
{ vwiwa=( 5o .0 ©ato .
00 o

Donc J = ¢ définit une application de ¥ (R) dans ¥ (M) .
(4)

Vérifions que (3) et (4) sont deux bijections réciproques.

- . - = -1
-peEH(M (3) Jw.t Jl,b(t) poF " (t)

Iy (4) th $x wa(X) = J¢0F() = 9 (x)
Donc ¢J$=¢>

-JeH(R) .(Z) by x @ §;(x)=JoF (x)

b %yt 3y © - b 0F () = J ()
Soit J, = J.

1.2.1.c. On en déduit les applications suivantes :
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t
-h s g it o+ g ) = S L ) R

1/2 fo F ! (u)

H (I_.)‘ » ¥(R)

Cy o I @) . foF (1)

-J +hg:t hy (t) = : 0 =

S J'(@M) . foF ) (t) dt
(o]

¥(R) » H(L)

Dans la suite, nous ne spécifierons plus les indices et nous noterons simplement ¥,

h et J les fonctions qui se correspondent par ces applications.

I.2.2. Propriétés de ces applications :

Théoréme : Les applications conservent la variance asymptotique ; c'est-a-dire,

pour des estimateurs images 1'un de 1'autre par les applications définies ci-dessus :
2 .2 _ .2
UM (F ) = QR (F ) = OL (F )

Démonstration : (cf. JAECKEL [58] )

&02 (x) £ (x) dx

2
(F) =R
M § v ere )

R t
SR ' (x) £ (x) dx 1/2

1 t

) SR b (%) £ (x) dx S1/2

o' F~1 @) aF ! (u)

1 “1nt = (1)
= (v (F™ (w)]
SR $' (x) £ (x) dx V2 SRw'(x)f(x) dx
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2 (®)

1 |
, CE omPa  § 860% 00 a
or 2 () ={ K@ at-= R

2 = =
° (SR PUx) £x) dx)? ( SR o' () £ (x) dx)2 ™M

§1 J ()2 at

IO =pET W) » 02 F) = =3
PEO = T T e P a2

1
{ BEToFP
2 =0 2@ .

(v @we® M

]

Conséquence : Pour F donnée, les trois familles sont équivalentes du point de vue
asymptotique ; en particulier, sil'une des familles contient un estimateur asymptoti~
quement efficdce pour F, alors les estimateurs correspondant des autres familles le

sont aussi.

Cas particulier : Considérons le M-estimateur d'"HUBER, défini pour k>0, par

(-k x<-k
¥ (x) =2 X -k=< x| <k
( k x>k

11 définit une moyenne k-Winsorizée (voir P.J. BICKEL [ 9] et Chapitre IV, M-

estimateurs). Le L-estimateur correspondant est défini par :

1

-1
EM))
n () =2 T-2F K

: g siF (-k)<t<F (k)
§ 00 £00) axq
(
(

1]

0 sit<F (k) et t=F (k).

C'est une moyenne o - tronquée avec & =F (- k) .

L 'estimateur d'"HUBER qui apparait, a priori, comme une moyenne Winzorizée est
en fait trés proche d'une moyenne tronquée. Nous allons en effet montrer que, non

seulement les M-estimateurs et L-estimateurs qui se correspondent ont méme loi asymp~

totique, mais de plus, ils sont "treés proches en probabilité asymptotiquement" .
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1.2.3. Proximité des L et M-estimateurs correspondants, pour F € ¥ (F) :

1
f0>0 et0 <eo<ao<- tels que

QT o
Lemme : S'il existe des nombres fo’ € et a o ? 3

s __ope - - . -1 .
f (x) 2f  pour tout x vérifiant a -€=<F x)=<1 -a +€,, alors X(i) -F (1*)

est O (

- ) en probabilité (O_ ( LN ) Juniformément eni €I (& ) .
Jn o P o

I() = {[en]+1,[an]+2,...,n-[an]}
Remarque : Si f est continue, les hypothéses du lemme sont satisfaites,

Démonstration du lemme : (cf. JAEKEL [58])

D'apres un théoréme de KOLMOGOROV, la statistique D_ = sup IFn x) - F (x)|
X ER

est telle que

+ 2
Hm PO <—2—)=1-2 3 (1)f1e K7
n- 4o / n k=1

F, désigne la fonction de répartition empirique de 1'échantillon Xqseens X, sOit
i _

R A )

i

X=X(1) : i=0, 1, 2,...n

en posant X(O) = - 0 X(n+1)'= +oo .

Donc, pour tout réel 6 >0, il existe D et un entier N () tel que :

P(/m D, < D) = 1-6, pourtoutn =N (6) .

Soit An={fn Dn<D} . Sur An’ nous avons

D .
IF (x)-F ()] 57%° |1*-F(X(i))| < —

pourtout i=1, 2,..., n.

N : V3¢ . *
Or lim ([« on] +0"=a et lm (n- [an])"=1-a
n-+o0 n-= 4

o]

Donc on peut trouver un entier N1 , tel que, pour tout n> N1 , on ait :
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€ € -
(o) L% o] .
@ -3 <i"<l-a +—5 , Viel(le) ,
€
et un entier NZ’ tel que pour tout n=N,, on ait D < 20

A
Alors a - € < F(X(i)) <l-a_+ ¢ »ViEI(ao), ~VnZSup{N1,N2).

On a (théoréme des accroissement finis) ¢

-1 . -1 .3 1
Fl-F'(F Xy = 1= F (X7 - Py e
avec 17‘ G[aofeo,l- ao+eo]
| -1, D 1 .
Donc IF (1*)-x(i)| s — x £ viel(a )

Pour tout n= Sup {N,, N2, N (8)} =N, cette inégalité est vraie pour une proba-

bilité supérieure ou égale 3 1= 6 .

Soit v6>0, 3D, IN telsque Yn= N:
P{Ix(i)-F"(i*)\ s 22—, vi€l{e)}=1-6. C.Q.F.D,
' n.ft
(o]

'Théoreme :
. . : 1

. S'il existe des nombres fo s €51 O, fo>0 et 0< €, <a <§ , tels que
£ (x) 2f pour tout x vérifiant o - € <F x)=s1- a +¢€, , sifestbornée.

. Si peH(M), sideplusle supportde y' est inclus dans 1'intervalle
[F‘-1 (o o) , p! (1- ao)] , ¥ est continue sur son support et y" existe et est
bornée sauf en un nombre fini de points, alors v/ n (Mrl - Ln) converge vers O en pro-
babilité.

On démontrera en fait que : M, -L, est O % ) en probabilité.

Démonstration ;: On notera M et L, au lieu de Mn et Ln au cours de la démonstration.

En appliquant 1a formule de TAYLOR a la fonction % , nous obtenons :

b0 =M =9 FT1 @ + (X -M-FT @] 7 @] oy
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n n .
T ¥ (X(i) -M=3 ¥ (Xi - M) =0 par définition de M.
i=1 i=1

n A
-1 ,. -1 . -1 /. -1 ..
s $ETEN=0 car $ETO- = pFTE) = -pETEY)
i=t '
En sommant de i=13ai=n, lapremiere égalité, on obtient :
n n
0=0+ 5 Ky-F (- E @+ 35 r
_ i=1 i=1
)

D'ol , en divisant par : S P' (x) f (x) dx = ¢

-0

n -1, . 1 0
o= 151 (X(i)—F (1*)-M) h(l*)+ < i=z1 ry

n n
or s h (i Xg=nL et 3 FlaMna™ = o
i=1 i=1

a cause des propriétds de symétrie de Fleth .

n .
Enfin, ¥ h (i'x) =n +0 (1). En effet, puisque le support de h est inclus dans
i=1
l'intervalle [a o 1-a 0] , que h est dérivable (y" existe) sauf en un nombre fini

de points et que h est bornée, il existe un nombre positif k tel que

1 n
18 hyat -1 2 n@H|s £,
o i=1

n

En reportant, on obtient O =nL. -nM - O (O M+ % £ TI;; comme /M conver-
i=1 n

ge en loi vers N (0, O'MZ (F)) , M est bornée en probabilité, Si ¥ r; est borné en
| i=1

probabilité, on obtiendra |n (L - M)| < B constante, en probabilité, ce qui achdvera

1a démonstration.

n
Il reste donc a prouver que § ry est borné en probabilité.
i=1

(1) ;=X -}F—1(i*) -M] [ (F! @+t Xy - M- gl @ - ¥ (F'1(i*))]

sii*<a o et X(is'M <F! (ozo), ‘alors r; =0 car yest constante pour

-1
x <F (ao) .
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" -1 v
< - .
Sii" = & o et X(i) M>F (ao) , on peut supposer :
i*<o et F_1 @ )<Xx -M<F‘-1 (1-a ) car, pour tout i tel que
= "o o i)~ o » P

.3 N . . 3
< - - i
i = ozo y X(i) M= X(.) M og J est le plus petit entiertel que j' 2 « o"

D
/n f

Etona |X(J.) -p! (j*) | < en probabilité.

D'autre part [M| < <constantd en probabilité,
/N

Pori*sa et F ' (x) < X - M<F'(1-a ), ona:

b Xy =M= 9 F @)+ [Xg -M-F @ )] s ¢ (@)
+ % [X(i) -M-F" (ao)]z " (n)

Et b (X - M) = ¥ F ™) +0 4+,

i

|ponc r, = 3 [Xg-M-F"@)1? ¢ ()

Bt Irgls 3 (g -M-F (@ ) sup [97] < § () -M=F! (@ )% sup [y

Vi Sao
or X =-M-F @ )=X-F 1+ -Fl@)-M
h)) Y k) o
-1 .3
N - t .
X(J) F (Je)es Op( n)
-1 ;.9 -1 K3 1 1
F Y -F @)l = lif-a, | & = o
: , o o
Mest O_( - L ).
P/
Finalement »-Pi est Op (-:-1-) uniformément en i tel que i® < « o - De méme r;

pst Op (%) uniformément en i tel que i*e1- a, .

1

1 -1 2 v Iy
et M est Op ( ) . Donc [X(i)- M-F (i*)] est Op (——n ) uniformément
. n
. Y _
en1.telque1€]ao,1 o:o[ .

) uniformément en i

3 , -1 ,.%
Pour a <i <1~ aj les X(i) F " (i") sont Op(
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Ltk oMo F YR e (F G _M-F1
Or r, = z[X(i) M-F (1')()] LY {F (i*) +t(X(i) M-F (%))
1 . ‘ . R
Donc les ry sont Op (H) umfor*memgnt enltel que i € ]ao y 1= ao[ .

Ainsi, si " existe en tout point et est bornée, les ry sont Op ( %) uniformé-
n

menteni=1,2,...x. Donc T r; est Op (1), c'est-a~dire borné en probabilité.
i=1

Reste a étudier le cas ol ¥" existe sauf en un nombre fini de points. 11 suffit de
faire 1a démonstration pour un seul "mauvais" point a . Comme ¥" n'existe pas au
point a, un développement de TAYLOR a 1'ordre 2 n'est plus valable pour tous les i
tels que a € [F‘-‘l i , X(i) -M] ou ac€ [X(i) -M, 1 (i*)] selon le cas. En
utilisant la relation (1) et en effectuant une démonstration analogue a celle que nous
avons faite ci-dessus, nous saurons seulement que les r; sont Op ( —1—-) uniformé-

/n

menteni=1,2, ...n.

Déterminons donc le nombre N (a) de points i tels que a € [X(i) - M, Fl (i*)]

n - n
N(@=735 1 1
@ i1 (Xg) -M<as ) 1 F 1™ =<as Xy - M)

N 1
@=z ) F @ Xg-Msal T T F @ X -M=al
N (a) = 1 ) 1 o
@ G rF@ %O<atM i@ Xg2atM
N(@)=¢ M 1
i> (n+1) F (a) [ = Fy (a+M)] i<(n+1) F (a) <5 =2F, (a+M)]

car F (X(1)) n+1

N (a) = [1<(n+1)p (a+M)]™ ) i 2(n+1) F (a+M)]

i > (n+1) F (a) i< (n+1) F (a

N(@=|[F, (a+M-F@]|0O+1)

Or /'Tl'an(a+M)-F(a) |s/‘rTan(‘a+M) F (a+M) l+/—|F(a+M)- a)| |
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a |1=‘n (@+M)-F(a+M)]| est op (1) d'apres le théoréme de KOLMOGOROV

cité au début. Et /HIF (a+M)-F (a)| < /BM Sup f(x) estaussi O (1). On
n&R

peut remarquer ici qu'il n'est pas nécessaire de supposer que f est bornée sur R,

mais seulement au voisinage des points ol " a une discontinuité,

n
Donc N (a) est Op (/T). La contribution dans ¥ r; deces N (a) restes est
n i=1
donc N (a) . Op( ! )=0p (1). Donc g r; est encore Op (1).

/n i=1
Remarque : Proximité des R et L estimateurs correspondants.
En ce qui concerne les R-estimateurs, HODGES a seulement établi heuristique-

ment que (voir Chapitre V, R-estimateurs) :

P
frT(Rn - Ln) > 0

1.2.4. Comparaison d'estimateurs asymptotiquement efficaces sous F.

Pour F donné, et sous des hypothéses qui ont été détaillées dans les Chapitres IV
et X , le M-estimateur asymptotiquement efficace est défini par la fonction

J)t == jf__ ; les L et R estimateurs correspondants qui sont donc aussi asymptotique-

ment efficaces sous F, sont définis par :

h, (t) = - —I-(’ﬁ)- (Fror tefo, 1]
ot Jo (t) = - ff- oF (1) tefo, 1]

Nous supposons pour cela que F vérifie les hypothéses suivantes : F € ¥ (F) ,
]
f est continliment différentiable sur R , =" Ef__ a une dérivée continue sauf en un
nombre fini de points, ¥; € ¥ (M, F) .

Remarquons que ces conditions excluent le cas ou F est normale ce qui justifie le

paragraphe I.2.5.

€H(L) » J. € ¥ (R, F)

Y € H(M,F)cahf .

Notons M (F), L (F), R (F) les estimateurs définis par qbf , hy et J; respectivement
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| Iis sont donc asymptotiquement efficaces sous F, c'est-a-dire de variance asymptoti-
que minimum égale a 1—1(-137- et asymptotiquement normaux sous G pourvu que |
GeEH(G) - G symétrique, de densité g‘> 0 sur R et d'information finie - et que
g soit continue. En effet, il nous faut vérifier qué

+ 00 1
S bg' (x) dG (x) £ 0 et que S J'e () . goG V() dt4 o

—o0 o
Il n'est pas nécessaire ici de vérifier que J! §- 80 G est a variation bornée car
cette hypothése n'est pas nécessaire pour avoir la normalité asymptotique sous G du

R-~estimateur défini par J; . Nous 1'avons introduite dans ¥ (R, G) pour pouvoir défi-

nir des correspondances bijectives entre les 3 ensembles de fonctions . Par hypo-
these, P! f est positive, non identiquement nulle, a support compact et continue sauf
en un nombre fini de points. On peut donc trouver un intervalle [a, 8 ] sur lequel
&'f soit continue et strictement positive .
B
+0> S 'y (x) dG (x) = S b (x) dG (x) > 0 puisque G a pour support
R o
R tout entier.
1 1 1 -1 -1
Dautre part, = { J'. (0. g0G™' @) dt=§ W0 F™)1 (t). go G (1) at
“0 “0
. -1
J'.(t).go G (t) = P! oF" ! (t) _gq_GJQ, J'..go GV est positive, non
f f -1 f
foF (i)
identiquement nulle, continue sauf en un nombre fini de points et a support compact

inclus dans J0, 1{ . M enrésulteque 0< ¢ < +w . On peut donc écrire les va-

riances asymptotiques sous G des 3 estimateurs :
1

SRd’fz (x) g (x) dx , S (wf oF~] (t) )2 dt

oc M (F)) = 0> R (F)) =—2

(§ VY ax)? [SR(IbeF—‘)'oG(x)gz(x)dx]z

1
et o.fL@®))="( K2(t)at AK () = =L 41 o g1 -1
oG So (t) avec dK (t) TE s olf‘ (t) 4G~ (t) |
1
et g K({t)dt=0.
“0
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I.2.4.a. Comparaison des R et L estimateurs,

Théoréme :
Si F vérifie les conditions énoncées ci-dessus, (R (F) < o (L (F)) pour
toutes les distributions de probabilité G, de densité g> 0 sur R, continue, symétri-

que, et d'information finie.

Démonstration : (cf. F.W. SCHOLZ [81])

e )% £ (x) dx

OGZ(R(F))= R — ) 1(F) =
o o X h oG
(§ —t— P (1§ 1ol e
R toF oG foF 110G (x)

= °c:2 R(F) =1 (1F.)

£ b oG e ) ax)?
foF oG (x)
Or x *h.0G (x) . g (x) est une densité de probabilité puisque h.20 et
1
( n.e®em@ax= { na=1, —E-—
“R o foF oG

est strictement positive par hypothese on peut donc appliquer 1'inégalité de JENSEN

a la fonction convexe ¢ : ¢ (x) = ;1(- pour x> O,

. 1 1
Soit - < h, oG (x) g (x) dx
. f
S g h,0 G (x) g (x) dx SR g(-x1)

fOF—1OG(X) f foF OG(X)

SR foF'1oG(g)hfoG(x)dx
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S foF‘-1oG(x) hfoG(x)dx=[(S thoG(y)dy)foF-1oG(x)]+:
R 0
£10F 106G (x)

= g (x) dx

_ Sz(gox he 0 G () dy) .

foF "0G (x)

lim foF oG (x) = lim f(x)=0 puisque (- ff—')' est a support
X+ 00 X = 40
X
compact. De méme lim fo Flog (x) =0 . Comme S h.o G (y) dy est bor-
X d= o o I

née puisque hf est a support compact, on en déduit que

[S hoG(y dy . foF_1oG(x)]f:=0

b G (x) 1
Posons S h (G () dy = K, (G (x)) = 81/2 h, ) dG™' ()
(o]

o -1
Ona: ! SC K. 0 G(x) (- i °F1 OG'(x)) (x) dx
S.;.oo o (x) b oG (9 dx 4 oo foF "0G (%)
Jiw foF oG f :
=S K, () . 40 F1 (1) at
o]

1
Dlolt 02 R(F)) = 4y (( K, ® ,0F" (1) at)?
Yo

1 1
< 'I'J(ﬁT g K, )2 at So (¥ 0 F1 )2 at =0G2 L (F))

o
C.Q.F.D.

1.2.4.b) Comparaison des R et M estimateurs.

Il n'est pas possible de démontrer que 1'un des estimateurs est uniformément meil-

leur que 1'autre.

!
Soit G une loi symétrique, fortement unimodale, de densité g positive sur R et

t

deux fois continliment dérivable ; (- Log g) est convexe et (- Log g)" est a variation

|bornée sur les compacts. Soit € fixé dans 10, 1] .
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Désignons par F la loi de densité :

((1-¢gk si lxleo
£, (x) =2
((-eelx) e'k(lxl_' %) si|x| 2 x
" (x )
g' ) _ 8
gl gl< k sur ]-x_, x [, )= ¥
ou k et x, sont déterminés par : ( o
(V £ (®adt = 1
(SR °
£ ,
Alors § =- —= = max (- k, min (- gg_ , k) ) définit un M-estimateur efficace
[o]

enF , et par suite J_ = § [Fo_1 ] définit aussi un R-estimateur efficace en F

(voir 1.2.1).

Nous allons comparer les variances asymptotiques de ces deux estimateurs sous

| deux lois F qui admettent une densité continue sauf en deux points ; nous pourrions
modifier 1égérement ces densités pour les rendre continues, ce qui permettrait d'avoir
b € (M, F) et S € ¥ (R, F) mais ce n'est pas nécessaire : les formules de vé-

riances asymptotiques s'appliquent en utilisant les conditions du Chapitre V : R-

estimateurs. N
2k2F(-x ) + go zpz(x)f(x)dx
) g 8.2 (0 1 (x) dx o Iy O
o (4’0, F) = . 5 = X
1 (o]
(§ o @t@ar® 0% b, 601 60 an?
LI 1 “1 42
S J 2 () at S o, (F.7 77 at
(0] o

2
(J ’ F)=
7 o @ P IFTTFEE], 2

= < (x) dx )
- £ [FO (F (x))]

<g-_°° 5y F] @ W) ¢ §

X .
2 k2 Fo (- xo) + S_XZ wo% (%) fo (x) dx

X

0 2
{ S_X Vo (L FTNE (x))] dx )
6) :




- 223 -

Exemple 1 :

((1-¢gk si |x] =«
Soit f (x) =g
(
(

1-2(1-€¢)G(-a)
2

si |x] <a

1-2(1-¢€¢)G{-a) >

& est choisi suffisamment petit pour que o

(1-€)g (o) de

sorte quef € C .

Comparons d'abord les numérateurs des variances asymptotiques :
X X

/\xo ' 0 o
S ll’oz (%) £ (x) dx ———> S 1b02 .31 - € gx) dx=§
=X )y

-+ 0 Ym
« o] X0

:boz (x) fo (x) dx

car ¥ (0) =0 .
_ _ _ S_ . . ’ 3 .
DeF (- xo) =F ( xo) 5 , nous tirons immédiatement :

SR :poz(x)f(x)dx _— SR ¢02 () f () dx-e. K2

Comparons maintenant les dénominateurs :

X,  FVR o)
-1 ' -1
( w0 t[FF, )]ax = Py (0. (1-0).g [F7 (F, (x))]dx
X "%
-1
F,  [F(a)]
+ ° ap'o(x) L2 %(‘;O‘)“_Q .dx

FO'1 [F (- a)]

xo . -1
+§ ¥ @ (1-9 . g [F7 (F, (x)]dx

Fo ' [F @]

La somme du ler terme et du 3éme terme tend vers
X .
zb*o x)(1-¢€g [F-1 (F‘0 (x))] dx quand a tend vers O.
-X

o

Le 2&me terme vaut :
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1-2G(-a)(1-¢ L2y [Fo—1 (F (o ))] qui est équivalent &

2
£(0).y'_ (o) 2 ¥'_ (o)
2_€a_-.2[‘b0(0)+a' fo(&o ]’ soit €2a .(1-0€)g(5) donc
X
o |
S o'y (x) . ¢ [F" (F0 (x))]dx ———
-X a -0
X
[ w0 tea=t h (0. (- g acs (% y (0, 12EEa00
~x, o -x, o o © 2a
xo xo
+{ . (1) g dx—— {91 () (1-6) g (9 ax
o a->0 X5
xO
+' ©)[1-2G () (1-¢€)]=(1-¢) Q 'y (x).g(x)dx +¢ . p! (o)
‘=X
(o]

En conclusion, 0‘2 (Jo, F) ——— 0 alors que o2 (4:0, F) tend vers une limite
a-0
non nulle. Ce qui montre que pour « suffisamment petit : 02 (Jo , F) < 0'2 (wo, F).

Exemple 2 :
1-(1- e)G(-xo)

i) Si 5% > (1 - ¢) g (0), nous pouvons choisir 1'é1ément de C
, o
suivant : ((1-¢)g si |x| = X,
f (X) = (
(1-(1-€)G(—Xo) )
( 7% si |x]| < X,

Pour tout x compris entre - x et0, ona: F (x) > F (x) et par suite :

-x <x < pl (Fo (x))< 0 donc f(x)=t¢ [F‘-1 (F‘o (x))]

sur 1'intervalle ] - Xy xo[ par symétrie : les dénominateurs des variances asymptoti-"
z

ques sont égaux. -
1—(1-€)G(-xo)

2xO

i) si < (1-¢)g(0), ilexiste x, tel que f (x) défini par
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)

) soit une densité. ;

qou leZxO)

((1-€)g(x1) siXISlxl < x

((1-9¢g ) si |x|<x
[x1 est 1'unique solution de : §+ (1-¢[G (xo) -G (x1)] = (xo - x1) (1-¢g (x1)] .
Pour tout x compris entre - x_et0, ona: F (x) 2 F (x) donc F! (F0 (x)=x.

avec de plus F (F‘0 (x)) = x pour tout x compris entre - x,et0. Onen déduit :

-x <x< ! (F, (x) = g (Fy (-x)) =-x,

ce qui permet d'avoir encore f (x) = f [F‘"1 (Fo (x))] pour tout x compris entre - X

et Xy et donc 1'égalité des dénominateurs des variances asymptotiques.

Comparons les numérateurs dans les deux cas i) et ii) :

X X

0 (o]
218 F (-x ) + S 8,2 () £ () dx =262 [F_ (x ) - £] + S 8,2 () [£(x) - £ (x)] dx
o %
Yo 2 2 Yo 2
+ S_xowo (x) £, (%) dx = 2k°.F (-x ) + S_x 9.2 (0.1 () dx
(o]
%o
—e ke 2. 1 0]
-X
0
Par hypothése, on a |¢,bo x)] =1~ g—'é)& | < k pour tout x compris entre - x_

et Xy - Ce qui permet de conclure :

oo
J

X
z/)oz x) [f (x) - t, ()] dx <§ ° K2 [f (x) - £ (x)] dx = K. €
-X -X

o] (o]
® (4, F)< & (4, F) .

1.2.5. Comparaison d'estimateurs asymptotiquement efficaces pour la loi normale.

Soit ¢ la fonction de répartition de la loi normale 7 (0, 1) et ¢ sa densité.

¢(X)=-%'z%)— =X

h(t)=y'o¢ ' () =1 pour tout t
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JM =vos t(®)=¢"

Ces trois fonctions ne vérifient pas les hypothéses que nous avons imposées.
Cependant, le M-estimateur défini par { (x) = x et le L-estimateur défini par h (t) = 1
sont égaux a )—('n = -:; (X1 + X2 + ...+ Xn)‘ Dongc, si G est une distribution de proba-
bilité symétrique, de densité g, admettant un moment d'ordre 2, on sait que /. )—('n
converge en loi vers 7 {0, O'GZ) ol °G2 = SR x2 g (x) dx = ( SR x g (x) dx)2 . Ainsi:
'GGZ X) = °G2 .

D'autre part, le R-estimateur R défini par J (t) = ¢>"1 (t) est le R-estimateur
construit a partir du test de rang dit "de Van Der Waerden" (cf. Chapitre V ) défini
par les scores b_ (i) = qé-1 (% + ?i'fr'l' ) , test de méme puissance asymptotique sous ¢
que le test de rang dit "de Fisher-Yates" défini par les scores b (i) =E (v \(i)) ,
lVl(i) étant la i€ statistique d'ordre de 1'échantillon (1V1 l, ooy [V D oliles v,

sont indépendantes et de loi 77 (0, 1) .

On sait que si G est d'information finie I (G) <+, alors /n Rn converge en

loi vers N (0, °G2 (R) ) avec

1
(o 0%
2 ) A
°G ®) = +o0 B I 2
[§ ™) oc@lwa® ¢
AN, ey 2
avec ILg= g_oo A_(g) )' 0 G (x) g° (x) dx; pourvu que La £ 0

(ct. Chapitre V - Théoréme de convergence en loi vers normale avec faibles hypo-

théses sur J).

Si on impose en plus & g d'étre continue comme dans le paragraphe précédent,

ceci est réalisé.

Notons EC t (G), 1'efficacité relative asymptotique sous G, du test < de Fisher-

1 4
Yates, par rapport au test t de Student. D'apres [17] , E_ ,(G) = I1G2 . cGz .
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EC t (G) = 1 pour toute loi G, admettant une densité et un moment d'ordre 2, et
1 ’

EC ¢ (G) = 1 si et seulement si G est normale. Comme
‘l ?
2 —
0. (X))

E
2
oc (Rn) .

Cys t
on peut conclure :

Propriété : Si G est symétrique, d'information finie, de densité g continue et admet-

tant un moment d'ordre 2, alors :
2 2 =
o R)= o (X))

1'égalité n'ayant lieu que si G est normale.
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II - UN PROBLEME DE MINIMAX.

SoitC ,C=C 1'ensemble des distributions de probabilité F de la forme

€, G)
F=(1-¢G+eH ou € estfixé dans )0, 1[ , G est fixée, symétrique et fortement .

unimodale et H est une loi symétrique quelconque.

On suppose que G a une densité g, g > 0 sur R, deux fois continiiment dériva-

ble, telle que (- Log g) est convexe et (- Log g)" a variation bornée sur les compacts.
Rappelons ici un résultat d'"HUBER (cf. aussi Chapitre X ) :
Dexiste F_ €C et y € ¥ (M, G) tels que

sup o‘2 = 0'2 = Inf 0‘2
Fec Wor B "l F) yeym, ) @5 F)

olt cz(w F) désigne la variance asymptotique du M-estimateur défini par § lorsque F
4

est la distribution sous-jacente.

Remarquons que si § € ¥ (M, G), alors pourtout FE€C, $ € ¥(M, F) . Laloi

! 1a plus défavorable pour 1'estimateur minimax abo a pour densité fo :
((1-e)g(t)e'k”t"t°) si |t]=t
1) = N °

((1-€¢ gt si ltl<to

; f!

2 1
b, =- " (4, F,) =
o fo v o’ o I (Fo)

k et t0 sont déterminés par :
&,‘_ - 14 EEP Y4 . ) -
(1) | > | <k sur [ t +to] , 1'égalité ayant lieuen +t_et -t

+ 00

) Q £ (t) dt =1
A\ A t
(t)
(soit 11_€ = Q_ot g (t) dt +2 gko )




( -k XS -t
b= - Ixl<t
( k xzto

Et les hypothéses sur G entrathent que abo EHM,GQG).

Théoreme :
Soient C 1'ensemble des distributions F € C admettant une densité f (f est

nécessairement strictement positive) et C 1'ensemble des distributions F € C d'in-

formation finie, de densité f continue.

: s -1 -1
— 1 —
Les estimateurs définis par h0 t)= ¢ ° (Fo t)) et SN t) = zpo [Fo (t)’g
sont solutions du probléme de minimax pour F € C et hed (L), etpourF € C et

JE (R, Fo).

Démonstration : On vérifie immédiatement que £, (x)> 0 pourtout x € R et que

I (Fo) <+o. D'autre part, y_ vérifie les hypothéses ¥ (M, Fo), donc .ho et J_

définissent respectivement un L et un R-estimateur (L(h ) et R( 3 )) ayant méme va~-
o o

riance asymptotique sous F‘o :

&2 - R 2
Wy F) = 7 Wy F) = 7 (b, F)

Comme M( $) est asymptotiquement efficace en Fo, L(h ) et R( Jo) le sont aus-

o 0
si. Ainsi:
oz(J F) = Inf o J, Fo)
o’ o JE¥ (R, Fo)
et Oz(h F ) = Inf 0'2 (h, FO)
Mo’ "o h € ¥ (L)
Il reste donc a montrer que oz(h F) < 0'2 (ho, FO) VFeC et
. O,
et o < * (U, F) VFEeC

(Jo, F) = o’ o

aprés avoir vérifié que L (h) est asymptotiquement normal sous F, F € C de va-

o .
-~ et que R,J ) est asymptotiquement normal sous F,
3 A t

. . 2
riance asymptotique ¢
\ll
(o}

o’
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F ¢ C, de variance asymptotique 0'2 (Jo, F) .
~ 1 -1 -1
Lemme: VFE€ C , Vté[é-,Fo(to)] f(F (t))_>.fo(Fo ‘(t))

Démonstration : Soit F € C , Flo=F (o) = % puisque les distributions sont

symétriques . i
F=(1-¢)G+¢H
F0=(1-€)G+€Ho.
Pour 0 < xst0 fo x=(1-¢gkx) < f(x) . Donc F (x) <F ().
Pour 4 St < F_(t) SF(t), 0sF ' (@®st »F [F'®]sF[F'®}

N -1 -1
D'ou F " (t) < F (t) < F (1=‘0 (to)) < to

-1 -1
st.<_Fo(to)= 0 <F (t)sr*‘0 (t)sto.

[V P

Finalement,

Comme g est supposée unimodale, elle est décroissante sur [0, to]; fo llest
donc aussi, ce qui implique f (F—1 t)) = £ (F"'1 t)) = fo (Fo'1 (t)) pour tout

1
tels,F )],

Démonstration du théoréme (suite) :

- hg (t) = 'y [Fo_1 (t)] = 0 vérifie les hypothéses ¥ (L) puisque $o €W (FO)
et Fo €H (Fo) . Comme g est de classe C2, h0 est continue. Donc, d'apreés un
théoréme de HUBER @ [46] s L (ho) est asymptotiquement nor-
mal, sans conditions sur F, donc en particulier pour F € ol , de variance asymptoti-

que o2 (ho, F).

1 h_ (u) h ()
Pour 3 <usF (to), on a d'aprés le lemme = < =
EET@ f (R @)
D'ol, en intégrant, 1 St<Fj (to)
t h_(u)du t h_ (u) du !

KM =( 2o <K (t)=S
O= ), Tty 12t
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Si uzF_ (to) » hy (u) = ap'o (F‘o_1 (u)) =0. Donc, pourt > F (to), on a aussi :
K ()< K_ (t) . Soit pour tout t ¢ (.11, ok @<= K_ (t). Comme
K(1-t)=-K(t) et K_(1-1)=-K_ (), onobtient K* (1) < K_? (t) pour tout

té[0,1]. D'our, o'z(h F) SGZ('h F) si FeC.
o’ o’ o

-PourFé C ,I(F) <+, on sait alors (Cf. Chapitre V ) que le R-estima-

teur défini par J_ (t) = Yo [F0-1 (t)] est asymptotiquement normal sous F, de variance
asymptotique o‘2 8] o F) pourvu que B (J0 oF)'(x) . f(x).dx #0, ce qui est réalis«—l:
R

puisque f continue (cf. paragraphe 1.2.4) .
(Va2 at
‘0

0‘2 (JO’ F) =
2
[ S (3, F 6] £ (x) dx]

a0

1 2
Jo (t) at
o)

et @ Uys F) =
400
[ [0y Fy 6N £, (0 ax)?

11 suffit de comparer les dénominateurs .

- T2 +co
Soient 1={ (I [F (D' t()ax et 10=§ (I, [F_ (] £ (x) dx

- )

Iet Io sont positifs.

1=S 1 JU WEE V() dt=2 \ 1 JU @) . £ () dat
Jo 0-'1 ~1/2 0 )
o FT

£ (F, 71 (®)

Or J '0 t) = est nulle pour t = F (to)

F _(t
DoncI=2 (:;)(o) J' (t) ..f(F"1 (t) dt. De méme
1/2
F_(t)
I =2§1/‘; NI CE (Fo’1 (t) dt

vield,F ()] I 0. 1@ @) =0 01 F 1)
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2

seulement continue sauf en un nombre fini de points,

Valentine COSTA

Université de Paris-Sud
Mathématiques
91405 - ORSAY

] . S X . <
puisque J 02 0. Donc I= In . Soit, enfin, ¢ (Jo’F) < c_(J , Fo)

2

Remarque : 1l n'est pas nécessaire de supposer f continue sur R, tout entier, mais

Jean DESHAYES

Université de Paris VII
Mathématiques

2, Place Jussieu

75221 PARIS CEDEX 05.

siFe C.

—
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CHAPITRE XIV
COURBE D'INFLUENCE ET SENSIBILITE
par

Claude DENIAU - Georges OPPENHEIM - Claude VIANO

Un article de TUKEY [92] porte le titre suivant : "Which part of the sample con-
tains the information". Dans la pratique statistique cette question est courante bien

que les notions utiles pour y répondre fassent encore cruellement défaut.
On dispose cependant de quelques outils d'appréciation :

. de ce que 1'on peut appeler 1'influence d'une observation sur la valeur d'une statis-
tique (effet par exemple de 1'ajout d'une observation a un échantillon) ;
. de 1'accroissement de la valeur d'une fonctionnelle dii a 1a contamination d'une loi !

par une autre .

Les notions centrales de ce chapitre sont les courbes de sensibilité et d'influence.
Cette derniére est étroitement liée a la dérivée au sens de VOLTERRA ou de Von MISES
d'une tonctionnelle. Ces outils sont a mettre en relation avec 1'étude de la robustesse

au sens de HAMPEL, développée au Chapitre IX

Comme on le verra, seuls certains des problémes soulevés sont résolus et dans

tous les cas nous avons gardé en vue 1'étude des techniques d'estimation de parametres

unidimensionnels de position.
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1 - SENSIBILITE D'UNE STATISTIQUE A UNE MODIFICATION DE L 'éCHA.\'TILL-ON.

Soit (Tn) une suite de statistiques et w = (x1 yeun Xn) €R™ un échantillon de tail-

le n.

L 'influence de 1'adjonction d'une observation x € R se définit et s'étudie par la;

courbe de sensibilité :
'pl'l (X, w) = Tn+1 (Xy w) - Tn (w)

ou 1'on note (x, w) = (x, Xqs Xpp oo xn) .

Dans les trois exemples suivants on suppose que Tn (w) =0

(x, w) .

an (Xy w) =T

n+1

Exemple 1 : Moyenne wy
n
w)=x+ % x)/(+1) =x/(n+1) —»

Thep & @) = g i ( = ‘ /‘ >

Exemple 2 : Médiane (on note x( ) le quantile d'ordre p) . n =2m + 1.

Tn (w)=0=x(m+1) . 4

( X( /2 six< X(m) x(l;n) ~ Ex(mLz)%(

(x, w) -é x/2 si X(m) <x s.x(

P )
3
+
-
S

n+1 m+2)

( X(m+2)/2 si X(m+2) <Xx.
Exemple 3 : Moyenne 1/n - tronquée (& - tronquée avec & = 1/n) Twn
n-1 X i
T, @=0=3 x4/ @2) . 51) .

i=2

i W
(" 21 x( )/(n-l) = x“)/(n—ﬂ six< X(1) lx

n+1

(
(
(x, w) = % (x + 2 (x( ))/(n—l) =x / (n-1) si x(1)<x<x( )
(
(

X )/(n--) six(n)s X .
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o mrng

Commentaires sur ces fonctions.

Com. 1: Alors que, pour la moyenne, la courbe de sensibilité n'est pas bornée, elle
1'est pour les autres exemples envisagés :

L 'adjonction d'une observation s'écartant d'une quantité x de la moyenne fait

croitre celle-ci de x/(n+1), quantité pouvant étre grande. Par contre, la moyenne

1/n-tronquée ne peut &tre modifide de plus de Ix(n) - X(q) |/(n-1) quelle que soit la

valeur de 1'observation supplémentaire.

La quantité Sup I;pn (x, w)| est appelée sensibilité de T pour 1'échantillon w.
X
(Les valeurs de la sensibilité sont présentées dans le tableau 1).

Com. 2 : La forme de §_ fait apparaitre le rdle particulier de certaines quantiles

(ici, ceux qui correspondent aux discontinuités de tb'n) :

pour la médiane F X(m) et X(ms2) (n =2m+1)

pour la moyenne 1-tronquée : X(1) et X(n)

Com. 3 : Déplacement d'une observation.

La différence §_ (x, w) - ¥ n (v, w) compare les effets de 1'adjonction d'une ob-
servationen x eten y . Plutdt que cette fonction de x, y, w on utilise ;

1) e Sup l, (x, w) - ¥, b, w)|=sulD IT g O @) =T & =)l
XAy o x-yl XAy Ix - yi

Ces quantités peuvent servir d'indice pour 1'étude de 1'effet du déplacement d'une

observation de x en y : pour la médiane par exemple, la modification est la plus

grande lorsqu'on déplace 1'observation sur 1'intervalle ]x(m) » X(m+ 2)[

Statistique Sensibilité u
Moyenne ) 1
Médiane (n =2m + 1) (X(m+2) - x(m)) /2 1/2
Moyenne 1-tronquée (X(n) - X(q) / (n-1) 1/(n-1)

{ __Tableau 1.: Sensibilité des statistiques et quantité -u-définie par (1), —-—--—-- =
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En résumé, on a introduit plusieurs indices descriptifs de 1'effet sur la statisti- |
que Tn de modifications simples de 1'échantillon (ajout, déplacement ou suppression

d'une observation).
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i
:

2 - INFLUENCE SUR UNE FONCTIONNELLE D'UNE CONTAMINATION DE LA LOI.

Les indices introduits dans le paragraphe précédent dépendent souvent des va-

leurs des observations, de 1'échantillon w et de n . Pour les études asymp’cotiquesi
' |

et pour les statistiques restrictions de fonctionnelle, il s'avere intéressant de géné-

raliser ces indices en introduisant, apres quelques définitions, la courbe d'influence.:

Différentielle directionnelle,

Un domaine B € F est étoilé en F € # si et seulement si pour tout G € § le

segment[F, G]= {F+¢(G-F) |0<e< 1, ¢€R} estcontenudans % .

On montre que tout convexe C de ¥ est étoilé en tout point de C et que par con-

séquent une boule pour la métrique de PROHOROV est étoilée, par exemple, en son

centre.
Soit 9 un domaine étoilé en F et G un pointde & .

Une fonction T : ¥ »R mesurable, est dite différentiable en F € & dans la di-
rectionde G € B dans la directionde G € 5 si et si et seulement il existe

u(F, G) €R tel que :

lim
e_lO

[‘T(F+E(G-F))-T(F)_

. u(F, G)]=0.

;Courbe d'influence .

Soit & le domaine étoilé en F engendré par la famille des segments [F, éx} ,

éx étant 1a mesure de DIRAC en x,

Si T est dérivable en F dans la direction éx la dérivée est appelée courbe

d'influence de T en F et notée :

TF+e(6, -F))-T(F)
o €

T!' (F, x) = lim
€4 0

L 'écriture

!
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d T(F+e@, -F))
de )<=o = g T! (F, x) (5X—F)(dx)

liant T' dla dérivéeen € =0 de T (F + ¢ (Gx - F) ) permet de relier la dérivée di-
|

rectionnelle introduite a la famille des dérivées usuelles en analyse fonctionnelle (dé-
|

rivée de VOLTERRA, de Von MISES) et indique aussi que 1'étude de la robustesse a ’

venir sera dans une large mesure celle des propriétés de dérivabilité et continuité

des fonctionnelles.

Exemples : Nous étudions quelques fonctionnelles dont les restrictions a 3, sont des.
estimateurs fréquemment rencontrés. ANDREWS [ 2 ] fournit les courbes d'influence

|
d'un grand nombre de fonctionnelles, On supposera ici que F est absolument continue

par rapport a la mesure de LEBESGUE et on notera f sa densité.

!

Pour les exemples suivants on peut se reporter 8 ANDREWS ([2], p.34-35 et 49) ‘

Seul le calcul concernant les M-estimateurs (exemple 7) est pre’senté ici, Dans les

autres cas les résultats sont fournis.

Exemple 4 : Espérance

T(F)=S xF(x), siT(F) <. T'(F, x) =x - T (F).

Exemple 5 : Espérance & ~tronquée (0 <o <-;- )

1-o
TE) = s Sa 1 (1) at

oll F'1 est 1a fonction inverse de F.

Si 1'information de FISHER I (F) est finie, f symétrique et unimodale, notons

a=F!(a) b=F ' (1-a)

( a/(1~20) six<a
T! (F,x):% x/(1 = 2«) sias<x<b
( b/(1-20) sib=<x
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Exemple 6 : Espérance o -Winzorisée (0 <a < % )

1-« -1
T(F)=a(a+b)+g F1 () at
o

SiI(F) est finie, f symétrique et unimodale

(a-{(a/f(@) six<a
T' (F, x) = gx sia<x<b
(b+(/f(b)) sib<x

Exemple 7 : R-estimateurs

Avec les définitions du Chapitre IV , siI (F) est finie, si f est symétrique ,
unimodale et admet R pour support. Posons
X

' (x) =J' (F (%)) £ (%) et u = w ey

Alors T' (F, x)=[u(x)-g u (%) £ (%) dx]/g u' (x) £ (x) dx

Pour 1'estimateur de HODGES-LEHMAN associé a J (t) =t - % on obtient :

TE, N =F - 3)/ (£

Exemple 8 : L~estimateurs

Avec les définitions du Chapitre V , silI (F) est finie et, si :

1 1 1
S J@)dt=1 alors T (F) =S J F 1@ at
? 1 t-6 (F 1@ )o
et T! (F, x) = S J (&) — dt
o £(F " (t))

Exemple 9: M-estimateurs

~Avec les définitions du Chapitre III on obtient les résultats suivants :

' T (F) est Volterra~-dérivable a 1'ordre 1 en F sur le domaine étoilé # engendré par

les lois G et
|
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1

(4 (- T(F) G (@)
AMp (T (F))

(dT (F + ¢ (G—F‘)))
de €=0

I
20

des que ¢ et F vérifient les conditions a et b et pour les lois G vérifiant 1a
condition ¢ ¢

a) ¥ est continue et F intégrable. I (F) est finie.

b) Mg (a) = S Y (x - a) dF (x) est définie et 1'équation Ap (a) =0 admet une so-

lution unique T (F). A (a) est dérivable au voisinage de T (F) et M (TF) £0.

F
c) ¢ est G intégrable. )\G (a) est continue au voisinage de T (F) et tG (€) est

continuen ¢ =0,

Preuve : Posons F = (1-¢)F +¢G. Les conditions a et ¢ entrafnent que dans

un voisinage de ¢ =0 1'équation )LF (a) =0 admet une solution. Donc dans ce voi-
€

sinage AFe (T(F))=0=(1-¢ M (T(F)) +e€ A; (T (F)) . La dérivabilité de

)\F (a) permet d'écrire :

AN TFE)) =1 (TE))+(TEFE)-TEF)) N (TEF))+O(T(F)-TF)].

oy g O-TE A (T F))
oi ==
¢ (1-6) [\ (T (F)) +O (tg () - T (F))

d'ou le résultat annoncé en faisant tendre ¢ vers zéro et en utilisant 1a continuité de

A (a) et celle de tg (¢) . E

. Courbe d'influence : Onpose G = Gx et on suppose que y et F vérifient les con- 2

ditions a, b et ¢ (notons qu'alors la continuité de § entraine celle de X (a) ) alors:
X ‘

-T (F f

!

jRemax‘gue : Les conditions a, b et ¢ ne sont pas nécessaires. Le résultat reste va-

ilable par exemple sous les conditions ¢

|
|




- 241 -

. I (F) finie, ¥ est continue monotone croissante de signe non constant.
. >‘F (a) =0 a une solution unique T (F). Elle est dérivable au point T (F) et sa |

dérivée y est non nulle,

Remarquons encore que le résultat est valable pour la médiane alors que la fonc-

tion ¥ correspondante n'est pas continue .

Exemple 10 : La médiane

T@E) =F' () -

N —

Sil (F) est finie et si f est symétrique et unimodale :

( -1/2£(0) six <0
T' (F, x) = é 0 six=0
( 1/21£(0) six>0

On pourra comparer les résultats des exemples 1 et 4, 2 et 10, 3 et 5.
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3 - UTILISATION DE LA COURBE D'INFLUENCE,

L 'existence de la dérivée de VOLTERRA ou de Von MISES d'une fonctionnelle T |

permet d'écrire des développements a 1'ordre 1 du type :

|
|
3
H

T(F+€(G-F))-T(F)=e§ T'(F,x)(G-F)(dx)+0(e)

!

ou T(F+e(, -F‘))-T(F):eg TV (F, %) (6, = F) () +0 (¢)
o (o]

(2) =¢T!'(F, xo)+0(e) .

(a). Une premiére utilisation possible de ces expressions repose sur la propriété
suivante :

Si T est une fonctionnelle faiblement continue en F et si pour tout n
Tn =T \ Mn est la restrictionde T a 3n alors Tn converge en probabilité vers
T (F) lorsque n= o,

En conséquence si T est faiblement continue dans un domaine 4 étoild en F
contenant les Dirac, si en F la courbe d'influence existe et si T (F) =8 (paramétre a
estimer) :

T converge vers T((1=-€¢ F+e 6x) en probabilité pour la loi

((1-e)F+e6x)

la quantité eT‘(F,xd) apparaissant dans (2) fournitlorsque "¢ est assez pe-
tit" une valeur approchée du biais asymptotique de 1'estimateur Tnzla limite;
(souslaloi F €) de ET étant T (F €) le biais T (Fs) - T (F) est équiva- |
lent &3 €T! (F, xo). Si T' comme fonction de x est bornd, le biais

asymptotiquement céusé par une contamination de F' par une masse ¢ est |

borné.

'(b). On peut aussi considérer la continuité, les points de discontinuités et les hau-
‘teurs des sauts, les points d'annulation de T' (si T! (F, xo) =0,

T({(1-€¢ F+c¢ éx )-T (F) =0 (¢)) (voir HAMPEL [36] , p. 386).

(o
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(c). On définit en particulier comme on 1'a fait dans le paragraphe 1 :
. La sensibilité globale 'y* en F de la fonctionnelle T *
3
Yy (F)=Sup | T' (F, x)| .
X

. La sensibilité A* au déplacement local d'une masse donnée :

A = sup | T! (F, );()_-;" (F, Y)‘

X£y
indice utile pour évaluer les effets locaux d'arrondi ou de regroupement (HAMPEL

(36] , p. 389).

Pour terminer et avant de fournir un tableau de valeurs numériques, voici deux
commentaires :
1. un grand nombre de problemes concernant la courbe d'influence restent non réso- :
lus. Par exemple on ne dispose pas de conditions tres générales d'existence de 1a
courbe d'influence : a tel point que ANDREWS [ 2 ] considérant sans doute que le
nombre de cas barticuliers a envisager serait trop important, fournit les expressions
des courbes d'influence de plus de 50 estimateurs sans expliciter les conditions

d'existence.

2. Quant a 1'utilité de la courbe d'influence, HUBER({ 49] p. 1052 pense que :
...""Hampel's influence function is the most important single heuristic tool for cons-
tructing robust estimates with speci_fied properties. One will strive for influence
functions which are bounded (to limit the influence of any single "bad" observations),
which are reasonably continuous in x (to achieve insensitivity against roundoff and
grouping effects) and which are reasonably continuous as a function of F (to stabilize

'the asymptotic variance of the estimate under small changes of F)..." .
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4. VALEURS NUMERIQUES.
Nous donnons ci~-dessous, un tableau de valeurs numériques extrait de HAMPEL
([36] , page 392).
Some Numerical Robustness Properties at the Standard Normal Distribution
Estimateur qr 0'2 y* 5% )\* supGEM
M moyenne - 1.000 oo 0.00 1.00 o
R n.sc + 1.000 o 0.24 1.00 1.48 i
R H/L + 1.047 1,77 0.29 1.41 1.29 |
M & (M-type) + 1.047 1.77 0.50 1.41 1.28
L & (L-type) - 1.047 1.77 0.00 1.41 %0
L mediane + 1.571 1.25 0.50 oo 1.74
L 5 % Wins + 1.014 2,13 0.05 oo 1.46
L 5% trim + 1.026 1.83  0.05 1.1 1.30 |
L 10 % trim + 1.060 1.60 0.10 1.25 1.26
L 6,68 % trim + 1.037 1.73  0.07  1.15 1.271
MH (1,5) + 1.037 1.73 0.26 1.15 1.264
MA (1,5) + 1.037 1.73  0.50 1.15 1.262
M H, (1,5) + 1.037 1.73 0.50 1.15 1.258
M A (1.686) + 1.024 1.86 0.50 1.10 1.28
MH "sk" 2,71 + 1.066 2.89  0.50 " s
MA (2.71) + 1.001 2.73 0.50 1.01 1.52
'Note : Les colonnes fournissent : qr = robustesse qualitative (et continuité faible qui
habituellement coincide avec elle) ; + =oui, = =nhon ; 0'2 = variance asymptotique (sous

‘1a loi normale ¢ centrée réduite) ; 'y* = sensibilité a la contamination ; 6% = point de
;Erupture ; 2 = sensibilité au déplacement local ; supGEM = suprémum de la va-
?riance asymptotique dans le modeéle de HUBER de(contamination symétrique a 5 9 qui
iest 1'ensemble des F (x) =0,95 ¢ (x) +0,05 H (x) ol H est une distribution symétri-

% que quelconque,
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que; n.sc = estimateur des scores normaux (R-estimateur déduit du test des scores
de toutes les moyennes des paires d'observations = R estimateur déduit du test de

de répartition de la normale centrée réduite) et le facteur d'échelle est :
(0,6745)_1 x (médiane des écarts absolus a la médiane) ; ¢ (L-type) = L-estimateur

dquivalent au ¢ (M-type) qui a une courbe d'influence proportionnelle a ¢ (x) - 1/2

tique ; médiane ; 5 % wins = moyenne 5 % winsorisée ; «a % trim = moyenne « % tron-

quée ; H (k) = proposition (2) de HUBER [44] la valeur du paramétre étant k ;

A (k) = "HUBER robust scale" = estimateur de HUBER utilisant comme estimateur du

paramétre d'échelle(médiane lxi - 50 %))/ 0,6745 (ANDREWS [ 2 ] p. 12) et comme

parametre k ; H1 (k) = estimateurs de HUBER pour une variance connue égale a 1 ;

H "sk" k = Moyenne de type "HUBER-skipped" (moyenne avec régle de rejet) définie
n-@o

comme la solution la plus proche de 1la médiane de S ) (—S—-) F (dx) =0 ou

s = (0,6745)_1 x (médiane des écarts absolus a la médiane) et  (x) =x pour |x| <k

ietzp(x)=0 pour |x| > k.

Les résultats de ce tableau sont basés sur des tables de HAMPEL et des travaux

|

icertains cas,

On pourra se reporter au Chapitre IX pour les définitions de 6% et q.r.

Remarque 1: Pour des compléments concernant les aspects numériques de ces pro-

blemes on pourra se reporter au Chapitre XV

i
!

e e

Les lignes fournissent les différents estimateurs : moyenne = moyenne arithméti- |
normaux pour deux échantillons) ; H/L. = estimateur de HODGES~LEHMANN (= médiane

WILCOXON) ; ¢ (M-type) = M=estimateur avec ¥ (x) = ¢ (x) - 1/2 (¢ étant 1a fonction

et se comporte tres semblablement au L-estimateur optimal pour la distribution logis- :

‘non publiés de HAMPEL ; quelques une des entrées telles que H"sk" 2,71 ont nécessi~

té des travaux particuliers ; la derniére décimale peut-&tre 1égérement inadéquate dans




- 246 -

JRS— _ ———

o e e

Remarque 2 : Compte-tenu du nombre de criteres : il ne semble pas possible de choi- ,
sir un estimateur qui soit supérieur a tous les autres. On peut, pour faire un choix,
remarquer qu'un estimateur possédant la propriété de robustesse qualitative (qr = +)

est d'autant meilleur que 02 est voisin de 1, ‘y* (sensibilité globale), A* (sensibilité
!
' locale), supGEM, dif GEM sont petits et 5% (point de rupture) grand.

Remarque 3 : Pour HAMPEL [34], le conflit principal concerne 02 et y* ; on peut

vérifier dans le tableau précédent que y et y* varient (presque) en sens contraire.

Claude DENIEAU
Georges OPPENHEIM ‘
Claude VIANO

UER de Mathématique
Université Paris V
12, rue Cujas

75005 PARIS
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CHAPITRE XV |
ESTIMATEURS D'UN PARAMETRE DE POSITION : ASPECTS NUMERIQUES
par

Philippe JOLIVALDT - Philippe TRECOURT

0 - INTRODUCTION.

A la suite des exposés sur les différents types d'estimateurs d'un paramétre de

position proposés pour leur robustesse a des perturbations de nature quelconque, on

présente ici quelques résultats relatifs aux trois familles M. L. R.

Les travaux sur la robustesse des estimateurs se sont intéressés essentiellement
a déterminer des estimateurs satisfaisant a des critéres d'optimalité asymptotique (et
minimax). Le comportement de ces estimateurs pour des échantillons de taille finie,
qui est essentiel pour le praticien, n'a jusqu'a présent, guere recu d'éléments de

réponse d'ou 1'intérét de 1'étude faite dans le séminaire de Princeton en 1971 [2] .

De par la nature symétrique des distributions, de par 1'équivariance des estima-

teurs considérés, on est conduit a étudier principalement la variance de ces estima-

teurs face a des distributions mettant en relief leurs qualités et, (ou) leurs défauts.

Les comparaisons faites dans le cadre de famille d'estimateurs sont extraites

en partie du séminaire de Princeton. Ces résultats ont tous été obtenus par des mé-
!
thodes de Monté Carlo. Nous avons essayé d'apporter quelques éléments complémen-

g |
taires pour les L-estimateurs et pour des familles de distributions se prétant a des
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‘calculs exacts.

Devant la grande variété des estimateurs que l'utilisateur peut rencontrer et
afin de préciser des choix parmi les différentes familles d'estimateurs on essaye de
dégager des sous-ensembles assez cohérents de distributions dans lesquels un utili-
sateur accepterait de se placer. L'exposé se présente comme suit :

- Trois attitudes possibles sont décrites,

- les définitions des estimateurs sont rappelées,

- on expose la méthode de calcul,

- les résultats simulés et ceux calculés de fagons exactes sont donnés,

- quelques éléments de comparaison sont présentés,

Notations :

N(o, 1) signifie distribution normale centrée réduite
kN signifie distribution normale centrée d'écart type k
- Ix|

D.EX signifie distribution double exponentielle de densité f(x) = 5
t3 signifie distribution de Student & 3 degrés de liberté de densité

R 1 1

tlx) = \3B T 2 2
22 (1+=)
3

C signifie distribution de Cauchy de densité f(x) = L

1r(1+x2)




- 249 -

1 - LES ATTITUDES POSSIBLES.

possible,

Utilisant la méthode de comparaison

la plus "possible”.

Les comparaisons se font pour deux
Trois attitudes sont suggérées

Modele de base

A distance finie, il n'existe pas, a notre connaissance, d'estimateur optimal

amené a envisager des sous-ensembles de lois dans lesquels la comparaison semble

estimateurs face a deux distributions. Le choix des sous-ensembles de lois desquels

on extrait ces distributions est appelé une attitude.
Une attitude, c'est donc choisir deux sous-ensembles de lois.,

Le premier dit "Modele de base" représente une famille de lois considérée comme .

Le deuxieéme dit "perturbé'" représente une famille en dehors de laquelle on ne

saurait se placer. Ce modele contient, le plus souvent, le "modeéle de base",

d'un parameétre de centralité pour toutes les distributions symétriques. On est donc !

du séminaire de Princeton, on compare les

distributions extraites des familles choisies.

Modele "perturbé" ‘ |

A Loi normale

lModele de contammatlon Normale par \ormale
(1-9N(0, 1)+eN(0,0 ) tel que 1'écart type de

la loi contaminée soit inférieur a deux. |

A Loi normale

Méme type de voisinage qu'en AI mais fort |
pourcentage de contamination d'écart type

plus important.

A3 étant fixé un pourcentage
a % (modéré) et un estimateur T o On

semble des distributions g-contaminées

(ot B<a)de (0,1), la contaminante é-
tant quelconque. On choisit dans ce sous

ensemble la distribution pour laquelle la.

variance de T, est la plus élevée (on
{L' appelle "la pire des o %").

Méme type de voisinage qu'en A1 mais fort

pourcentage de contamination d'écart type

considére un sous-ensemble ﬁm de l'en- plus important.
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Si 1'on cherche & formaliser la notion de voisinage introduite on est amené
considérer des métriques utilisées en robustesse.

Ainsi au voisinage d'une loi normale, on trouve des lois aussi diverses que celle
de Cauchy. D' ailleurs en prenant un intervalle de confiance 4 70 % mé&me pour une
taille d'échantillon n = 40 le test de Kolmogoroff ne permet pas de rejeter une dis-
tribution type Cauchy au voisinage d'une distribution normale. (Cf. figure 1).

Intervalle de confiance a 70 %
Les traits pleins sont les

N(o.2)

1+ / : A
: / ’/ fonctions de répartition
/
/ / d'une N(0,1) et d'une
/ -
/ /, Couc hy Cauchy.
Q/ , . | . . 7 .
”‘\7 VQ, _ - _.===" Les pointillés sont les bor-
7 -~
c/ <& /”’ __. nes d'un intervalle de con-
/ ,I //’ - - by ‘
;51 / / o P fiance a 70 % du Test de
- b / } y. . / ‘ A
/ / ,/ P 7 Kolmogoroff~-Smirnov pour
/ /
’/ ,,’ // une hypothese de normalité
f /
Fav4 N(0, 1) et deux tailles
!/
/ / d'échantillon.
/
/
r/
/
05- Ly / — + 4
-5 1 15 2. 2.5
Figure 1

De telles métriques ne semblent pas assez discriminantes. On tente alors de caracté-

riser par-les choix suivants de distributions les attitudes envisagées.

Attitude A, : Dans le modle de base on prend la distribution N(0,1) et dans le
modele perturbé la double exponentielle.

‘Attitude A Dans le modéle de base on prend la distribution N(0,1) et dans le

2°

modele perturbé la distribution de Student & 3 degrés de liberté t3.
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Attitude A Dans le modele de base on prend une loi N(0,1) contaminée par 3 %

3:

—_—
|
i
i
i

de distribution quelconque. (En fait les méthodes de calculs de simu-
lation ne prennent en considération pour des résultats comparables, !
5% 3N et 5% 10N). Le modéle perturbé est constitué de la distri-

bution t, .

3
Enfin on adjoint une étude "Pire de 5 %" contre Cauchy. Certes rares semblent
8tre les situations réelles ol une distribution de Cauchy intervient, Cependant dans
une vue plus théorique, cela peut permettre de compléter 1'information sur le compor-~
tement des estimateurs étudiés dans des cas extrémes (avec des queues trés impor-

tantes).
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5 - LES ESTIMATEURS ETUDIES. |

Tous les estimateurs envisagés sont équivariants sous le groupe Homothetie-
translation, c'est-a-dire :
T(aX+b) = aT(X)+b.
Ils ne sont appliqués qu'a des échantillons dont les distributions sont symétriques.

Nous ne faisons ici que de les définir rapidement avec leur notation renvoyant aux

exposés pour L, pour M, pour R, pour leurs propriétés.

1) L-estimateurs :

Soit X“), X(Z)’ cee ’X(n) le n-échantillon ordonné. Un L-estimateur est une

n n
combinaison lindaire de statistiques d'ordre T(X) = iZ 1 aiX(i) avec ,21 o = 1.
= 1=

Les moyennes tronquées s'écrivent :
[n(1-a) ]
T (X) = =1
o n(1-20) T

[nai+2

X(i)+ [1-ne:+ [mj](x([na]+1)+x([n(1—a):+1))

et sont notées "a%" en fonction du pourcentage de troncature. La médiane est

notée Med.,

2) M-estimateur :

Par généraliSation de ce que 1'on fait pour rechercher les estimateurs par la

méthode du maximum de vraisemblance, d'un couple (moyenne, écart-type) pour des

lois normales, Huber [44] propose d'étudier un couple (T,S) d'estimateurs solution %
i
d'un systéme du type suivant :

n  X-T
1}5 . 'Y(—-—S—-) =0 ol Y estune fonction impaire
n X.-T

i§1 x(—%——) =0 ol x estune fonction paire.

11 faut noter que les propriétés d'un tel couple sont encore tres mal connues et que
les propriétés asymptotiques ne sont démontrées que dans le cas ol la premiére équa-

tion est considérée, S étant remplacé par une estimation,
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Deux exemples de tels estimateurs sont étudiés,

a) Type Huber (proposal 2 Huber [44.).

On résoud itérativement le systéme en partant pour To = Med
F-'6/4) - F7(1/4)

So = oll Fn désigne la fonction de répartition empirique,
1‘35
-k x < -k s
avec Yk(x)= x -k < x s+k keER”
+k x < k +
%, (%) = ‘f‘?((x) - S ¥(x) olx) dx o densité N(0,1).

Ils sont notés HO07 k=0,7
H 12 k=1,2

H20 k=2

b) Type Hampel.

On ne résoud que la premiére équation en estimant directement S=Med( lXi-Med )

et en prenant pour fonction impaire :

(x| x| <a
a a < |x|<b
“ae™) = Stank) (C“cl'.)?(b"‘)a b < x| <c
0 x| >c
Notation : a b C
HMD 2 2 5,5
25A 2,5 4,5 9,5
21A 2,1 4 8,2
17A 1’7 3,4 8,5
12A 1,2 3,5 8
3) R-estimateurs : _
Lo X.+X.

H.L. = Hodges Lehman = Med {—1—2—1}, 1<i<j<k

X(i)+X(n+ 1-i)
2

B.H. = Bickel Hodges = Med { }, i<n/2.

t
}
i
t
|
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3 - METHODE DE CALCUL.

Afin de faciliter les calculs numériqués, d'améliorer la précision des méthodes
de simulation et de profiter du fait que l'or_l veut comparer tout un ensemble d'esti-

mateurs entre eux, on s'appuie sur deux points de méthode.

a) L'utilisation de variables aléatoires quotients de 2 variables aléatoires

indépendantes, ceci revenant alors a travailler sur des lois gaussiennes.

b) L'utilisation de 1'équivariance des estimateurs qui permet de diminuer la

variabilité des quantités a calculer, i.e. T(ax+b) = aT(x) +b.

1) Utilisation des variables aléatoires quotients.

Soit X = (X],Xz, . ..,Xn) un n-8chantillon de loi F de densité f. Les Xi

N

sont formés comme quotients Xi = oll le couple (Z iv’Yi) est indépendant pour tout
i etol ’Zi suit une loi N(0,1).

a) Ainsi, suivant la loi de Y, laloi de X =Z/Y est donné par le tableau suivant :

Loide Y Loi de X=2Z/Y
Y = |¥| ot ¥ suit une loi N(0,1) + Loi de Cauchy
Y de densité f(y)=y Jexp(-y>/2) + Loi D.EX.
P(Y=1)=1-« Loi gaussienne contaminée (modeéle de

-

P(Y=1/0)=a Tuckey) par a% d'une oN

Y ponctuelle tellé que {

b) Conditionnellement au (yi)1 <j<p? 12 loi de X = (X1 yoos ,Xn) est une loi

2y s _ 1
N(O,vi) olt v, = A .
De plus, conditionnellement a v= (v] geee ,vn) les statistiques

Xj
z ——
X = ; qui suit une loi N(0, —T-)
PN = 2—2-
V. V.
1 a 1
X;-X
b 2
82 i ui suit 1a loi d'un <n=!
= o g un n=1
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sont indépendantes et exhaustives.

2) Utilisation de 1'équivariance.

Tous les estimateurs étudiés sont équivariants ; on utilise au lieu de 1'échan-

tillon aléatoire primitif, la variable aléatoire vectorielle notée C = X’fﬁ‘q ol
. AR z

1=(1,1,...,1) qui résume toute 1'information et la normalisation de cette variable

améliore la précision des résultats simulés.
Pour tout estimateur équivariant T, on a
A

T(X) = (T(l‘:é’fﬂ» 5+%X=TCS+X E).

Le calcul de la variance d'un estimateur T et plus généralement de la covarian-
ce de deux estimateurs T, U se fera en deux étapes :

- une espérance conditionnellement aux variables V; et C,

- une seconde espérance calculée celle-ci par simulation et éliminant le condi-

tionnement puisque :
Cov(T(X), U(X)) = E(Cov(T(X),U(X)|V,C) + Var(E(T(X)U(X)) |V,C)
= E(Cov(T(X),U(X)|V,C) +0 car T et U centrés,

On a alors en utilisant la propriété d'équivariance (E)
Cov(T(X),U(X) |V, C) = E{(T(C)5+X) (U(C)S+X) {V,C)

2

E {(T(C)U(C)S2H(T(C)+U(C))SX+X A;v,c).

Par linéarité de l'espérance conditionnelle il faut considérer les trois termes

suivants :

o4

ety

E(T(C)UC)52|V,C) = TEUCEB2V,C) = TEU(C)

E((T(C)+U(C)SX |V,C) () (T(C)+U(C)ES | V,C)E(X V,C)=0
E&?v,C) = —-
z —
v2
1

{(3¢), (s=¢) et (:a=¢) sont justifiées car conditionnellement & ¢ les variables X, S
| X

!et C sont indépendantes.
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—
i

L'espérance de

7 est en général facile a calculer analytiquement, et avec |
I— !
2 2

V:
i

une treés bonne précision a partir des lois des Yi‘ La simulation n'intervient donc

que pour estimer 1'espérance de T(C)U(C).
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4 - RESULTATS. i

Parmi les divers éléments de comparaison on retiendra la convergence vers la
normalité largement développée dans ce séminaire, la facilité des calculs précieuse

pour le praticien et 1'élément essentiel : le graphe de défaut d'efficacité.

1) La convergence vers la normalité a été démontrée pour tous les estimateurs.

Il faudrait en fait mieux connaitre le comportement du "Huber proposal 2" qui consiste

a travailler sur les deux équations de fagcon simultanée.

Un "indice de normalité" est défini pour chaque estimateur et chaque probabilité :

v 10,01) , v 1(0,25)

-1

I. N. (T,F)=
¢ 10,01) ¢ 1(0,25)

ol Y désigne la fonction de distribution de 1'estimateur T sous laloi F, et ¢ celle

de la loi normale.’
Cet indice est tres proche de 1 pour nos estimateurs. Il ne s'en éloigne que pour

des distributions a grandes queues et méme dans ce cas pour n =20 il ne différencie

guére les estimateurs.

2) Le fait que les calculs soient plus ou moins aisés importe sans doute a un uti-

lisateur. Si un calcul doit étre mené a la main il semble hors de propos de calculer

des "Huber" ou des "Hampel". On préférera les moyennes tronquées ou le Bickel-

Hodges. Le premier pas d'itération pour le calcul des M-estimateurs semble aussi

bien s'effectuer. Si on utilise un calculateur le temps de calcul n'est pas un probleme

important. Tout au plus peut-on émettre 1'hypothese que dans le cadre de problémes

blus complexes comme la régression, les M-estimateurs prendraient un temps notable.

3) Graphe de défaut d'efficacité.

Les résultats tirés du livre et prétant a comparaison concernent des échantillons

de taille n = 20. Pour comparer dans chacune des attitudes types les estimateurs on
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peut utiliser non pas la variance mais une grandeur relative et variant dans le méme

sens que la variance : le défaut d'efficacité d'un estimateur T,

Variance en F du "Meilleur" estimateur

D.E. (T,F)=1- VaPF T

La notion de variance du "Meilleur" estimateur se définit de la maniere suivante :
On se donne un ensemble d'estimateurs. Dans le cadre de cette étude il s'agit
- des moyennes « tronquées avec a=5%, 10%, 15%, 25%, 50%
- des M-estimateurs type "Huber" H 07, H 10, H 12, H 15, H 17, H 20
type "Hampel" 12 A, 17 A, 21 A, 25A

- des estimateurs déduits des tests de rang HL et BH.

On appelle pour chaque distribution F étudide, "Meilleur" estimateur (en F)
celui qui dans l'ensemble ci-dessus précisé, a la plus petite variance pour la loi F

et c'est cette variance qui est appelée : variance du "Meilleur" estimateur.

Sur les graphiques 1'abscisse d'un estimateur est le D.E. dans la situation
de base, 1'ordonnée le D.E. dans 1'alternative.
La précision des résultats liée a la méthode de simulation ne permet pas de dis-

tinguer deux points situés dans un carré de cbté 1%.

Les graphes des D.E. pour les familles d'estimateurs a 1 paramétre sont conti-
nus et mé&me dérivables par morceaux. On peut interpoler entre deux points pour

localiser la position d'autres estimateurs, cf. figures 2, 3, 4, 5.

"Ou est 1'infini ?"

Le tableau suivant donne pour les tailles d'échantillon n = 10, 20 ,» 40 ainsi
que n =, les variances de trois types de troncatures 10 %, 25 %, Med
les comparaisons s'établissent pour quatre distributions N(0,1), 5 % 2N, 20 % 4N,

«.D‘QEXC

(Ce tableau se trouve apres les 4 graphiques).

B

|
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Figure 2
At3

H20
15%

H13?
10%
5%+
174

S —
Y4
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Figure 3
H1?

N=20
D.EX. |

207;;.

1574

10%4

skt

1% &

1%
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Figure 4

15%+

| 1074
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Co uc}l)'

4o+
H12

30t

b 25A

Sp— — — —

Figure 5

N=20

—— o Gmmman PSS e o S— —— — —— — c—

2074
ol1A
1074 |
' 50%
29 &
12A
I — 2 ' -
A% 5% 107, 15

la pire des 5%
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./ n Variances des moyennes tronquées

On a calculé et inclus dans ce tableau la meilleure combinaison linéaire des

statistiques d'ordre notée BL, et la meilleure moyenne tronquée notée BT (avec

entre parentheses le degré de troncature).

n=10 20 40 o
10 % 1,0535 1,0553 1,0573 1,0605
N(O,1) 25% | 1,1643 1,1856 1, 1896 1,1952
: Med 1,3833 1,4687 1,5176 1,5708
10% |[1,1388 1,1343 1,1334 1,1339
5%2N 25% | 1,2391 1,2568 1,2590 1,2633
Med 1,4638 1,5492 1,5983 1,6524
BL 1,1228 1,1143 1, 1089 ?
BT 1, 1229 (6 %) 1,1148 (6 %) 1,1093 (4 %) | 1,1044 (3 %)
10% |2,3885 2,1126 1,9513 1,7960
20%4N 25 % | 1,9078 1,7927 1,7583 1,7338
Med 2,0504 2,0905 2,1275 2,1741
BL 1,8579 1,7218 1,6524 ?
BT 1,8999 (28 %) 1,7888 (21 %) | 1,7435 (20 %) | 1,7058 (18 %)
10% |1,6166 1,5565 1,5253 1,494 1
D.EX 25% | 1,4239 1,3278 1,2776 1,2274
Med 1,4522 1,3324 1,2413 1
BL 1,3991 11,2740 1,1893 1
BT 1,4030 (34 %) 1,2766 37 %) | 1,1912 (39 %) | 1 (Med)

En fonction de la taille de 1'échantillon on peut faire ressortir les points suivants

a- Il est certain que pour n= 10 on ne peut utiliser les résultats asymptotiques

pour les variances ;

:‘b- Pour n =20 on peut utiliser de tels résultats que si la distribution est trés pro--

= o/

che de la normale et pour des troncatures inférieures a 25 % ;

c- Pour les distributions envisagées, en dehors de la médiane les valeurs asympto-

|
1
|
j

!
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7

tiques sont quasiment atteintes pour n = 40, ]

i

Il faut remarquer que pour la D, EX, la médiane asymptotiquement optimale est encore
loin de la valeur a 1'infini pour n = 40. De plus une moyenne tronquée a 35 %, pour

n = 40, possede une variance de 1,2014 donc plus faible.

Nous devons cependant ajouter en ce qui concerne la médiane qu'en réalité on
ne calcule jamais, sauf dans le cas asymptotique, une médiane mais toujours une

moyenne tronquée de pourcentage proche de 50 %. Ainsi pour n = 40,

X(20)'X(2 1)

Med = 5

=47,5% .

la variance d'une moyenne tronquée sera proche de sa valeur asymptotique

dés que 1'on conservera plus d'une dizaine de données (au moins dans les limites de

cette étude).
i
La figure 6 présente pour trois tailles d'échantillons n = 10, 20, 40 et pour 6 dis-

tributions les variances multiplides par /n des moyennes tronquées a « % .
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i
Figure 6 - .[n variance des a % moyennes tronquées. 3

i
4
H
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5 - CONCLUSION. !

A - Quelques éléments de conclusion du séminaire de Princeton.

1

Les participants sont convaincus de 1'intérét d'étudier des familles d'estimateurs'
a (au moins) un parameétre réel et | |

a) de s'efforcer de choisir "au mieux" la valeur du paramétre dans chaque
famille,

b) de comparer ces familles entre elles.,

De plus ces comparaisons sont plus efficaces si elles se font dans le cadre de

deux situations simultanées ce qui conduit au graphe de défaut d'efficacité.

Persuadés qu'aucun estimateur n'est valable quelle que soit la distribution de

départ (ce qui est vérifié pour les tailles considérées) ils ont cherché a classer ces

estimateurs en fonction de différentes attitudes envisageables.
Il leur semble possible d'utiliser les résultats asymptotiques des que la taille

de 1'échantillon dépasse 20 (sauf pour des distributions a grosses queues type Cauchy)..

Par ailleurs, les estimateurs les plus intéressants semblent 8tre a leur avis : :
§
i
les "Hampel"

les "Huber",

Une promesse "du c6té des adaptatifs" ; les "Hampel" et les "Huber" paraissent
d'ailleurs intéressants dés que l'on s'en tient au 1°¥ pas de 1'itération nécessaire

a leur calcul.

B - Quelgues remarques complémentaires que nous apportons.

Les calculs sur les L-estimateurs n'ont pu &tre fait que dans le modele de
contamination normale-normale et quelques lois pour lesquelles on pouvait faire
les calculs. Ce modele de contamination ne cherche absolument pas a recouvrir

toute la réalité mais néanmoins permet de mieux comprendre certains problémes lids
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a la robustesse.

Le fait de comparer des estimateurs dans le cadre de famille et face a deux
distributions simultandes semble fructueux. Il nous est cependant apparu néces-
saire ior‘s de 1'étude un peu plus détaillée des moyennes tronquées de préciser les
limites d'un probléme de robustesse. Les qualités d'un estimateur sont intéressan-

tes si 1'on se place a proximité d'une distribution.
Qu'entend-on par proximité ?

1) La contamination n'est pas trop importante. Considérer des distributions
ol la contamination est de 50 % peut certes &tre rendu obligatoire par le probléme

posé mais ne releve plus de la robustesse,

Dans un tel cas il faut développer une connaissance plus approfondie des donndes

recueillies et des méthodes susceptibles de les traiter.

2) La distribution contaminante n'a pas de queues trop importantes. Sinon une
étude des données aberrantes permet de ramener 1'échantillon dans des bornes plus
raisonnables.

Il nous semble préférable de chercher les données aberrantes et leurs causes

plutdt que d'intégrer dans 1'estimateur une procédure de rejet.

- Les résultats asymptotiques auront d'autant plus de valeurs que des études
précises sur la vitesse de convergence permettront de comparer les estimateurs sur

des familles de lois les plus larges possibles.

Face a ces positions, on considere dans les calculs faits des contaminations
d'au plus 20 % par des distributions d'écart type modéré < 4. Parmi les estimateurs

étudiés les moyennes tronquées sont préférédes pour les raisons suivantes :
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- dans 1'ensemble des L-estimateurs, elles sont proches de 1'optimum et des
troncatures entre 15 et 25 % sont assez stables pour les distributions envisagées.

Dans 1'ensemble M, L, R elles sont les plus aisées et les plus rapides a calculer.,

Philippe JOLIVALDT Philippe TRECOURT
Département de Statistique _ Chalre de Mathématiques et
Université Paris I Informatique

Place du Panthéon Institut National Agronomique
75231 PARIS Paris-Grignon

16, rue Claude Bernard
75005 PARIS
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CHAPITRE XVI
ESTIMATEURS ADAPTATIFS DANS UN MODELE DE REGRESSION
par

Dominique PICARD

1 - EXPOSE DU PROBLEME,

On considére le modéle de régression :

Yij + Gi + aXiJ. = Eij Jvamantde1ani

ivariantde 1ak.

Les E.. sont les variables observées (indépendantes 2 a 2) . Les ij sont des

variables aléatoires de lois Fi inconnues, supposées symétriques autour de 1'origine,

n =(x, 9 ERERY Ok) est 1le vecteur des parametres inconnus que 1'on cherche a

estimer. Les Xij sont des facteurs constants.

L 'objet du probleme est de trouver un estimateur @ , de ® non randomisé, équi-

variant par translation et homothétie , asymptotiquement efficace.

Nous étudierons les cas ou les lois F, admettent une densité f. par rapport ala’

mesure de LEBESGUE, et d'information de FISHER finie.
On est en situation non paramétrique.

On va adopter un point de vue adaptatif c'est-a-dire se servir de 1'échantillon
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pour estimer les distributions Fi (aprés une estimation grossiére de @ ) puis dans le

modele estimé, on traitera le probleme de 1'estimation de ® , de fagon paramétbique.

Nous allons reprendre les méthodes de STONE exposées dans (87] sur 1'estimation

d'un parametre de position et les étendre au modele de régression.
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2 - EXPOSE DE LA METHODE .

On va d'abord estimer 9 al'aide d'un estimateur Ejn = (a, 51 yeees §k) équiva-
riant par translation et homothétie, asymptotiquement normal (i.e.

n1/2 (@n-ﬁa) -> 7 (0, 02) quand n- +%),

(Des exemples de tels estimateurs peuvent &tre trouvés dans 1'article de YOHAI

[100]).

On peut ensuite estimer Fi (en supposant que Eij - 5'1 - Xij suit approximative—

ment la loi Fi)’

"

L 'estimation la plus courante de F‘i est Fn la répartition empirique :
i

n,
a 1 i
F (x) = =— 7 1 - -
ny i {(Eij -9, - axij) < x}

Dans la mesure ou 1'on est intéressé par des propriétés de régularité de fi, on
est amené a prendre comme estimateur de £, le convolué de F_ avec un noyau régu-
i 2
. : . ¢ 1 X
larisant (par exemple un noyau gaussien noté ¢ (x, r) = (—2_;772—11 exp - ; p2 )
Enfin pour garder les propriétés dues a la symétrie de fi , on prend le symétrisé de

1'estimateur obtenu :

n,
PN 1
1 1 -— -—
f x, F.)==[— ¢ oKx-E.+0.+a X..;r )]
n n, 2 n, =1 ij i ij n,
n,
L 5 o(-x-E,+8,+a X, ;1))
+=— 5 @(-x-E.+0,+a X..;
N j=1 U oon

Nous allons ensuite construire, dans un modéle paramétrique (c'est-a-dire les
~ 3 . .
Fi étant supposées connues), un estimateur ®n equivariant par translation et homo-
thétie, non randomisé, asymptotiquement efficace (ceci quelles que soient les distribu-

tions F, de départ).

Enfin on s'assure que le modele estimé est, du moins pour le probléme qui nous

: rd I3 . L] 3 \ r'd hY . . ~
intéresse, suffisamment voisin du modele réel, c'est-a-dire que les estimateurs 9

@bmm&dahgmuhéopiq%emsmmmﬂesﬁ—eeﬁmes%mmem-m‘mmlagam—i

|dans ] F; par son estimation) sont asymptotiquement proches.
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3 - PARTIE NON ADAPTATIVE : CONSTRUCTION D'UN ESTIMATEUR,

Supposons les densités fi connues. L'estimateur du maximum de vraisemblance

est défini comme racine du systéme d'équations :

n. .
1
L. (E..-0 -aX.)=0
g J.E=1 1( ijTvic ¢ 13)
gk 0 pouri=1,..., k
1
X..L [E.-0. -aX..] =0
§fi1 ji1 1 it ij =% o 13]
' () n
(ol Li (x) = —f-i—(;r) peut etre approché par @:(g ’ 21,..., _9_k) ou
I'li ni
{
- 51 Lij J§1 XIJL 1]
8; =8+~ -l -a n
1 1
r L'. v LT..
=1 M =1 M
k ["i Ny ny ] ]
¥y (g X.L.-(g X..L")(y L., =—)
i=1 j=t NN o BN U
T L',
- PR
o=+ - I
= nj ' 2
kN E(ﬁ, Xig L'y ]
¥y ¥ X.CfL'.-% =
i=1 j=1 4 Ui 1
s L.
=t

~ ' V' n . 3 - ~ - hond
ou Lij et L ij sont des abréviations respectivement de Li (E:ij Gi a Xij) et

L'i(Eij- 91 -« xij) .

On est amené a imposer les conditions suivantes aux facteurs contrdlés Xi' :
i
# T X;=0V i  (travailler sur des facteurs centrés)
=1 "
nj
¥* 51- z Xi'2
i j=1 M
1 M
# — £ |X..
D =1 U
Ny
* o 1 quand n = o pour tout i

» b, <+ quand n, o, vie{1, ..., k}

|3 > @ <+ quand n, >, vie€({1, oo k}




- 273 -

1-0
s Sup IXijl <Mn 4 avec 0 <6 <1
i,j
(Ces conditions sont en particulier vérifiées, lorsque le domaine de variation des

Xij est borné, ce qui est un cas fréquent).

On a alors :
1n.
1 ! 2 , P )
— v X.°L'.. 5 -b. It
n, j=1 ij ij i1
In.
1 i ps
= 5 X L' -0
i =1 YU
n.
1 1 ps
—_ 1 - 1 -
n, 351 L' - -1I(f) (E L i (x) =-1())

En remplacant dans le précédent estimateur ces estimateurs par leurs limites on

obtient K ni
X..L. (E.. - 8. ~a X..
_ 121 j}i1 ij 1( ij i~ @ 13)
& = - K
(£.)
S n. b. I{f.
i=1 1 1 1
n.
1 —-— —
T L (Eij-ei-a xij)
g. = g, - =1
J J niI(fi)

Pour régulariser fi remplacons 1a par Fi o (., rn) ol ¢ est le noyau régula-

risant défini plus haut. On obtient ainsi un nouvel estimateur en remplacant Li (x) par
£ o(., 1)
) = i n

b4
fi * (., rn)

L, (., nr f, par £, (., r‘n) = ol(., rn).

n
Cette convolution revient a remplacer 1'échantillon Ei;i par 1'échantillon Eij +Wij
ou les W].J. sont des variables aléatoires indépendantes des Eij et deux a deux suivant

. . 2
des lois normales de moyennes 0, de variance r (on fera tendre r vers 0).

De plus, on tronque ces densités au moyen d'une fonction g a support (- 1, + 1),clel

classe C2, comprise entre 0 et 1, i

Ainsi, on peut approcher I (fi) par
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A, (r

i (T, (x, rn) dx

e =( L, r e )

(1a densité est tronquée sur |- Cpp + cn] ; on fera évidemment tendre c = vers 1'infini).

@ est remplacé par :

n — -—
k i E..-06. -a X..
X..L.(E..=0.-a X.. 1 ij
= i§1iz=1 ]‘]1(13 % - U’rﬂ)g( c, )
g:a- K
n 12—1 ni bi Ai (Pn’ cn) _
i o ij-ei—ale
E j§1 Li(E].J.-Oi—oz X0 r)e( e )
B, = 0. ==
- ! n; A {ry cp)

On centre approximativement cet estimateur en lui ajoutant les constantes de centra-

ges obtenues au point 9=0:

Ca=0
C. = = 1 QL(r c) g(Z) f (x, r)dx
9i Ai-Zrn, Cns Jd i*n’ 'n <y i 'n

(On remarquera que Cg = 0 si g est choisie symétrique autour de 1'origine).
i

Enfin, pour obtenir un estimateur non randomisé (éliminer les Wij) et diminuer la

variance, on en prend 1'espérance conditionnelle par rapport aux Eij soit 3

( k M €. E.- 0 -a X..
ij - ij~ Vi i

E o 12_1_?51 XijE' L, (Bij 9, -a Xij ,_rn)g( . )

( x =0 ~ k

E . ;21 n, b, Ay (rn, Cn)

(.

( b (E.) E..-0. -a X,

( s E Y L (B.-8.-aX,.,r)g(——2 1)

( . ivij i ij? 'n C

( §J= 5-" J=1 : n. A (r‘ C) . 1 +Ce

( t i ivn’ n i

D'ol la forme finale de 1'estimateur non adaptatif

]

6 =(a, §,..., 8)

On notera o (x) pour o (x, rn) quand il n'y a pas d'ambiguité.
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k Nox.

zon (L6 r)e(E) s o G-B 4 cax)dy
- = n_ j=1 i J

N k
Z P Ay ()
n,

SL()’,I‘)%('L [2 -—cp(y E +6+aX)—f(y,r')]dy

8 -7 - n =1 M
i i Ai(rn,cn)

Considérons les propriétés de cet estimateur :

1) Equivariance :

L'estimateur 5 est évidemment équivariant par translation ; pour obtenir 1'équi-
variance par changement d'échelle, prenons pour (rn) et (cn) les suites (tn Sn) et
(drl Sn) ol (sn) est suite de variables aléatoires, ne dépendant que de 1'échantillon

: Ei' , équivariantes par changement d'échelle et tendant en probabilité vers une valeur:

s
S (n1/ 2 (?n- -1)= 0p (1) quand n2x) ; tn et dn sont des suites numériques tendant .
respectivement vers O et 1'infini,

Des inégalités du type :

s2/sn2
s s
-s;f(x’tns)Sf(x’tnsn)s(s_n-) f(x,tns)

et ( (3), annexe 1) permettent d'éliminer le probléme de 1'aléat.

2) Efficacité asymptotique :

c
Sous la condition : il existe ¢>1-§ tel que -—1-:—?——6- = Op (1), alors
’ n o
£ - n

n'/2(§ - @) » NGO, T

\,

ou

O--=----0
o
/
/
r/vvvvvvvv
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Démonstration :

Proposition 1+ lim A (r,c )k=I(f..) .
r >0 i“'n’"n i

C > 400
Ce résultat est demontre par STONE dans 87].

Proposition 2 :

81-91=K—(—'—C—)SL (y,f‘)g("y‘)[f (y,r) f(Y:I‘)]d}’+° (1) n~ /2

iV'n
K "1 x
x niSLi(y,rn)g(-Cy-)[;: Lol -y r)ldy
o - a=—= - n__J=T +0, (1) n""/2
¥y nb A . (r,c)
ni o1 i7i°ivn? n
. 1
oh £ (,r) == % ob-y;,Tr).
ni n ni J1 1J

Démonstration: Ona:

ALEE v ] gLicy, Pn>g<a§>{(fni<% r)-f @y, r)

n,
G- ) J;; ot =y v+ 6-8) (0, 6, 7)1 (5, 1)
N
+@;-9) (', 0, ) +3 G, - 8)° z A o G+t 68 41, @)Xy
n.
+-1-(a-oz)2 21 1 x 2 O y-y..+t, 6. -6.)+t, ([@=-a)X..)
2 j=1 n. i ij 1t 7vi i 2 ij
X,

+(a- m)('-e)JZ_1 T ¢ O -yt @ - 0) vty @- 0 Xy Hy

éh 0<t1<1 th 0<t2<1

Les 2 premiers termes se traitent comme dans 1'article de STONE [87] .

S LG e () (e 6 -1 6 ) ) dy =0, (0
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1
Ai(rn’ Cn; Q L G, Pn)g(gf;) f'i(Y; Pn)dY=1 .

Il est clair, vues les conditions imposées aux Xij que

n.
1

1 _
— X.. o' y-y.)=0_ (1.
I, j2=1 ij @ 0=y =0,

La majoration des termes du second ordre utilise 1'étude faite en annexe sur les
comportements des fonctions ¥ _ (y, r P ) et (y, r )
i

On a a étudier des termes de 1la forme

n,
- Y e}
R e W () S L by r) e (2 ) - 0 by +ty 6 -8))
i'n’ n , “h j=1 i
+t2(—a-a)XiJ.)
Posons Cij=t1 (51—61)+t2(&-a) Xij

n.

1

1

by, O 1 n,c)-g-ji 751 0 0 = vy + ¢35

D'apreés (1) annexe 1 et les propriétés des £, (x, -rn) étudides par STONE dans 87 ]

*n -€ 1-¢
Ir o el so M ™ 5lu 6 m o) v 48, TG, T o))

- Ty i i
1 1
L g
rn€ £, (y, r )€
D'apreés (2) , annexe 1, pu15que (9. -0. ) —O (1) n~ et (a -« =Op 8] n_1/2,
n; .
Sup |X l<M1 n/4 etZ1 —-]-<M2 On a
i,]J j=1 n; .
-€
+Cp : {*/)ni by, r )+ zbni v, r)
r. (r C <0 (1) +
‘ 1( n’ n)| p S_ r 3 r €
. n n- n
+@, 0,1y +¢n.1"€ (v, r) )I=€ b 1( + = ! ) dy
1 ni 1 Pn fl (y’ Pn)
OUZP (y’r)—qf—1 71j (p(y—yij’rn)

n,
De ((7) annexe 2) comme 12 5+ Y. .2 < —M; on déduit que s'il existe
1
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C

€> 1-96 /———E—.—-_—_-O (1).
n1'€r‘6 p
n ¢ y
_ n._ 1/2
Alors I‘i(rn, cn)_op (1) - _op(l)n
n

D'ou la majoration des termes du second ordre, en prenant successivement yij =1,

| 2
= X, L =X.°.
Yij l 1JI » Vg5 = Xy

Pour a , on fait une démonstration analogue :

1/2

a-a=k X[§ niSLi(y’Pn)g(-C:;)
o bi Ai (Pn’ Cn)
n, i=1 n, n,
{2 X, 00-ypr)+@-a (1 LxXZ0 Gmyr)-L 3 1,0
. 0 ou’ . 4 - .c’ - — . o .
j=1 n. i V1§’ 'n j=1 n. ij ij’ 'n nij=1 ij = ivY7?''n
o ox 2 X
@z 6= -0z e b-yysr))
J=1 1 j=’1 i
ox
1o -7\ i Z .
+70;-8)) j?__1 n, OG- ¥y ity ;-8 +ty @-) X5
n. 3
a-a? 1 L g t,. @ -6)+t,. @
+'2'(a" ) J=Z1 nj_ © -yij+ 1 VYi~ Y% + 2i a-a)xij’rn)
n oy 2
- - i) - 7 _ _ .
+(@-0 @ -9) R O -y +ty; B -8y + by (- ) Xy )} o ]
n;
~
Yyl 2
or 5 L; o, rn)g(cn) h j2=1 X‘i:i ', by, n)dy » b A, (r, c)
| n,
Y d x 2 _ -
SLI (y’ rn) g(C ) 2 o XIJ ((,9' (y le, P]’l) f‘l (y, I‘n)) dy
n j=1 i
ny xi.2 2
e taegte2 12 oz =Sl G-y, r)-1 G,r)
<[Sn(iﬁi ) ] -[gnj=1 i ! 11
=L ) -~ 3-23 v |
cn fi cn f
(1) 2 (1) n @ (
<0 (1) —/—— =0_(1) si =0_(1 d'apres (9), annexe 2)
n6r3 P . l’l6 T p :
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n.
i X..

T Tll o' (y - Yij * rn) est de facon claire un °5 (1). Les termes du second

=1 N

ordre font appel aux mémes arguments que le paragraphe précédent.

vy
Proposition 3 : n1/ 2 (8 -9) » N(, 1_1) sous la condition

—_—=0 (1)1-6 <e<1
n1-€rn6 p

Il est clair, vu la forme de ® dans la proposition 2, que la loi limite est normale

de moyenne (0, ..., 0).

Calculons la matrice de covariance limite :

1/2 1
var n" @i-ei) =(Ai(rn’ Cn))2 var‘SLi(y, rn)g(;:%)cp(y-yij, r ) dy

1
2
(Ai (r» )

< ESLi(y,rn)g(;:y;)w(y-yij,rn)dy

1
= Ai {Pn’ Acnj
donc var n1/ 2 @i - 61) < % mais 8 ; ne peut &tre super efficace puisqu'équivariant
on a donc var n'/2 @i - 91) = Il
k nj 2
s n £ XZ2var(L.(y,r)g(L)oy-y., )
1/2 jop % joq W J i n c, ij’ "'n
varn’® (@- @) =

n, ,
( i§1 n b A (r,c))
z z . z 14 o : 1 D 1/2 1

(étant donné 1'indépendance de 1'échantillonnage) d'ou var n (a-0) = ”
¥ b, I(f)

. - 2

| n I Rl E( (Ltir)e ol -y ry)
covn(a-a) (@ -6)= K
_ o ( i§1 g bi Ai (rn’ Cn)) Ai (pn’ Cn)

=0
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IV - PARTIE ADAPTATIVE,

On obtient 1'estimateur adaptatif ® en remplacant dans ® fi par son estimation
i définie plus haut (partie 2).
i - v
f'ni (x, 1)
Soient : L (x, r) = >+——
i f n, (x, )

Ani(r,c)=g Lni (x, r)g(—)f (x, 1) dx

[ X
. ggm%mgﬁk1
ei=91‘ - '
_ A (r,c)
+C9 ni n n

n,
1
z@&m>ug)z
=1 n j=1
k N

r nb A (r,c)
joq 11 7m ' n

xi;i oy - Eij +86, +axij, rn)

Q>
Rl
1

Etudions quelques propriétés des fn (x, r'n) . Des propriétés des fonctions

i a
¥y (v, T Cij) vues en annexes il vient le contrdle des dérivées de £
i i
v 1-¢
0 ey a2 G, r) e " r) (13)

i r i i
B 1

. 1 % - -
Si onpose ¥, (x,cij,rr?= H1- j2=1 £ (x - Eij +6; +a Xij , rn) ona:
o 2
5 (¢1(U) (xﬁ:ijfrr)*"pi(u) (" X, Cij’ Fl’l) -2 fi(V) (Xv Pn) )

O, (1)
<M (sup \(6—6)+(E a) Sf(wz)(x' ) 1+6 2 V5

] Tn

De ce résultat , de 1'inégalité. (8), annexe 2, et en utilisant la symétrie de £ (x, r'n)

etf_ (xn, rn) on déduit le théoréme suivant :
i
. 1
si T = Op (1), alors

r n
n
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v) v)
S K, e e - £ (x, 1)) ax =0 (”(n2p2v+5+np2v+‘)

n n
o_(1n
(14)
nr 2 v+1
n
De (13) on déduit
a o (1) ~
Ln' (X, Pl’l) = T+ ¢ (1 + fn' (X, Pn) ) (15)
i r i
n
On a une inégalité du méme type pour L;(x, r) :
o_(1) e
Li (x, rn) = - e (1 +1Ei (x, r‘n) (16)
n

-~

Ces propriétés mettent en valeur les similitudes de fn et fi et étudient leurs dis—
i
tances.

Pour montrer que le modele estimé est proche du modéle réel nous allons utiliser
ces propriétés pour montrer la continuité de 1'information, Pour cela on reprendra
la démonstration faite par STONE dans [87] qui traite & part les petites valeurs de

f et £ et utilise (14), (15), (16) pour démontrer le théoréme :
i .
n

Sous la condition : —g—r—F = Op (1) pour €> 1~ 6 alors
r

n
n

A

Ani (rn, cn) = A (rn, cn) +Op &)

.3

Il reste a démontrer que 1'estimateur adaptatif ® est asymptotiquement proche ded
¢'est-a~dire le théoreme suivant :

2 -
dn z =. 0 (1) quand n=- « alors n1/2(@-0) tend vers O

1-¢€
n t
en probabilité quand n tendVers 1'infini.

Sous. la condition

Pour cette démonstration la symétrie de fi (et fi ) est essentielle. Pour ne pas

rompre cette symétrie, on sera amené a choisir g symétrique autour de 1'origine,

Pour démontrer ce théoreme il suffit de s'intéresser aux quantités :
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n,
A i
X 1 T .=
J=S(Li(x, r)-L, (x, Pn))g(E;) (j‘;:1 n <o(y-Eij+61+otXij)-fi x, r))
pour les quantités ,evi - Gi
X
_ - X _i - 5. +aX.)- |
ety = L 6 r) -1y () ) 6 ( &) E Ty 00 By B axy - o ry)
Rappelons les notations :
y
o (x, Cij? I‘n) == T 0 (x-yij T rn)
i i j=1
n,
# 1
‘pni (x, Cij’ Fn) = q Jz=:1 Xij ® (x -yij +Cij ’ Pn)

ciJ.:(a-a)Xij-x-@i-ei)

Pour obtenir une majoration des intégralesJ et J' on va partitionner le domaine
d'intégration (pour isoler les petites valeurs de £, et f n) . On appellera J 5 (res~-
i
pectivement J! 5 ) 1tintégrale J (respectivement J') restreinte au domaine 5 .

. " 1 ~n
(1) Sur 1le domaine 8y = { £ <-r-l-§ » £ (x, rn) =3 (x, rn)} comme

1 1
1

-~

ani (x, Cij ' r'n) =21 (Xr rl’l)

n

On a en utilisant (15), (16) et 1a symétrie :

C

=0_(1) n
p =€ p
n

J
5

Pour J', il suffit de remarquer :

)
Y’ o (%, ¢y 1) < sUp lXjJ- |. b, (x, ¢ )

X ij i X ij
15
. 4
S2an. n
i
Cl’l

d'ol J_31 =Op(1) 7+5-e |

n 4 r i
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, 1 :
(2) Sur le domaine 5, ={ £ (x, rn) <=, I (x, rn) > £ (x, rn)} .

n, 1
1

Les propriétés (13), (15), ( (7), (10), annexe 2) entrafnent :

c
J =0 (1) —n
192 p n1—€ r 2
n
“h
J'. =0 (1) ————
82 p ni—e r 2
n
. P 1 1 .
(3) Sur le domaine .83 = {fni (x, rn) > -——n 5 f; (x, r‘n) > — } on peut écrire :
i i
1 — 1 -
R ( ) ( | f n, x, r)-t' (x, r) f'ni x, r ) (fni x, r ) fi(x,rn‘))
L x,r)-L.(x,r )= -
n, ’"n i n fi (x, r‘n)

fni (x, rn) £, (x, rn)

Et on traitera séparément les deux membres obtenus .

Des propositions (1), (2) annexe 1 ; (11), (12) annexe 2 on déduit :

g (W &0 Ty S = § G 7)) 0, () c, n/2
1 =
S-Cn fi (x, r‘n) {ni2 £, (x,r'n) >1} n rnz
. 2
S+cn (¥ n, (x, v, cij) - £, (x, 7)) 1 _Op (e, L€/2
<, - k) {2 £ (x,r ) = 1) nr 2
d'ol ,
" 2
n (fni (x, I‘n) -5 (x, I‘n)) o (1) c, ne/2
(17) S £ (x, r) L = =2 2
-C, i’ 'n {ni £, (x, r'n)zl} nr
*n (Ex; b, I‘n) -t (x, r‘n))2 o (Nc n€/2
(18)8 e — 1, -2
-, i Th {ni £ (x, rn) =1) nrg

De 1'inégalité de SCHWARTZ , (15), (17), (18), on déduit :
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o (Nc
J. =21
493 n1-€ r 3
n
o (1) ¢
J! - —k
B 1-¢ 3
3 n r’ .

Le théoréme en résulte.

Annexe 1:

Cette annexe a pour but de généraliser les propriétés %es estimations régularisées,
i

non symétrisées, des fi (1es fonctions £ (x, rn) = 1—1-1- T oo (x-
i i =1

yij) ) étudides par
STONE dans [87] 2 des fonctions
n,

i vy, :
= L -
$ni (X, Cij? rn) - J?;1 ni (P (X ylj + Cl] ] Pn)

Ces propriétés sont utiles aux démonstrations principales et il y est fait référence.

On s'intérneisse la plupart du temps a des majorations. On supposera donc
z Vi

- J _
yij 20 et =1 - =< M . Dans cette annexe on s'intéresse a des propriétés loca~

les des qbni (x, Cyj0 r).

1. Controle des dérivées :

On sait (cf. STONE [87] ) qu'il existe 6, tel que pour 0 <§=<§_ on a

lw(v) (x, r )| =2 rn'v 5~ (o (x, r )+ 62 rn'1)

et en prenant :

6 =min (rn , o )
v —
. n,
i=1 i

ona:

(1) |zpn.(v) (x, ..\ rn)|=o
i

M 4 (e 1) o T e 1)
i r z,bni X, i Tp -H‘bni Xy Ciop Tp )

p 1

(Le signe de dérivation sous-entend dérivation par rapport a x).
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2. Contrdle local sur un intervalle d'ordre n1/4 . |
On a pour lx|<anLogL
y !
_ 2 1/4, 1 , |
a,=r,~ n M L>1:
Sup o(x +t, rn)Sch(x, rn)
lt] <M n~1/4
n, n,
iy, iy,
donc Sup T —-ll(p (y=y..4C.., 7 )<L ¥ — o (y~y.., r)
1/4 AR ij’ -ij’ ' n ~.n, ij’ n
lc.lsMn V4 gvj,vi =1 1 =1 1
LN L T VA
yp Ve
=1 ™

(Puisque pour a fixé, L,>1, n> N ona sur un ensemble de mesure supérieure

al-a:
<p(x+t-y,rn)s1_,_1/€ pour %Ix-yIZanLogL
glt‘SM -1/4
(L= L,

On vérifie donc pour € >0 M >0 sous la condition L 3 = 0p (1).
nr

n
1-¢
(2) sup . y,c.,r)=0(1)@ ,r)+y vy, r))
lcileMn-1/4,Vj n, ij’ 'n p n, Yn T Vg ' “n
n,
‘ Gor)-s g )
ou ‘bni » T -j§1 n OV =V¥i; Tn
Annexe 2 :

On va s 'intéresser maintenant-aux propriétés des b (v, rn) .
, i !
R (v, r'n) est la densité obtenue en convoluant le noyau régularisant ¢ (., rn) avec

1 :
la mesure K définie par

n.
1Y,
0 = Al
wy (J=, ) 351 h. 1(yij<y)

|___En appliquant HOLDER on trouve les inégalités pour.q <-r



=
2
q2/r2 TV 1- QTZ
G o b,y b, <d (z L) Ty 4,9
i i j= i i

ce qui traduit la continuité de la convolution par rapport au parametre r.

Toujours en appliquant HOLDER, on trouve

_ n  vy. 1-
@ ( 4 6,0)"" s (x =<h)
“-c i Jj=

+C €

(20 = Mo pour 0 <e <1

i
var qbn.(v) (y, rn) = T var <p(u) (y - Yii o rn)
i j=

1 J

<

Qd s
ML s

. E o -y, ,r)?

2
Y
S -
2
n,
i
2
%
n12 3

d'ou

K i Y. .
(5) E [wn.(v) g r‘n) - wi(u) W, I‘n)]2 = __271-1 —L-
i r
!

: - L
ol b &, r) = h, j;__ , Y & & 1)

On en déduit n .
+C wn. G, I1n) N 'y..z LY

i 2C ij
E S e S o T
-C iVY?’ 'n j

et en appliquant HOLDER n, .

-8) &, r) 1-e-3 2y2 By 2
w o B Y ' Z Y5 B
6) E S — = (E— c 2c

e £, (v, rn) i

si 2¢+8<1

~0 (1) et ——-ig——s% §>0:
p n n
1-3
rn)

7) S i -0 (1) n2({5‘+€)
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. 7’ » ~
Ces majorations sont utiles pour démontrer la convergence de 1'estimateur A .

Il y a alors a donner a (yij) les valeurs successives Vij = 1 Vi, Vij = IXijl ,

Vij = Xij2 , 7ij = lxij |3 On peut vérifier qu'avec les conditions imposées aux
2 .
Y TV
Xij on a toujours E—ZIJ—- < -% et J—r-l—ll < M.
n n
2

+o0
(8) S-oo (¢ni(V) (x, rn) - d)i(V) (x, rn) )2 dx = W et

+e (‘bn.(V) (x, I‘n) - zpi(lj) (x, I‘n) )2 o_(1) n2€
1 P

n
) { -
_ € \ ] 2v+1
c £, (x, r) nor
€ >0

1
Ces égalités appliquées a ¥ (x, I‘n) =I =0 (y - Yy I‘n) évaluent une distan—

i =1 M

ce entre fi et son estimation,

Cette partie sera utilisée dans la partie adaptative pour montrer que le modele estimé

est proche du modele réel (au sens n1/ 2 (® -9) » 0 en probabilité).
n. 2

i y..
Prenant Yii =1 V j onpourrasupposer § =1. ( X —513 = -r-:—
2 j=1  n, i
+C z‘bni(x,r)‘ 2(111)
Alors ES R D) <2c¢c( — 4+ —
-C ti X, T {f. x, r) < i} nr n’
i y
n
d'ou par HOLDER :
1-8
+C lbn' (X, r) y
E S ' 1 1 . 21C 1+ =
-C £.€ (x, 1) {t. x, )< —} nY (1-€-3 nr
i i Y
c
et si 0. -0 (1)
nr p
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1-
o) g+cn wni 3 (x, rn) 1 o c, n2(e+,3)
. - SR S

-, f; (x, I‘n) {n fi (x, r'n) <1) P nr,

de méme, on peut écrire :

R N R o
(11) B_c T L&) (£, (x,r ) > _15} ~p nrnzun
n n

Avec des raisonnements analogues (HOLDER) on montre : pour0<e¢<2, 820,

¥y=0

+C ¢n.2—€ (x, 1)

E i 1 < Y3 +ve/2 (2 )6/2 R 2c )'
S-c fihﬁ (x, r) {n¥ £ (x, r) =1} " c ¥

- nr

. n
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n
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x,
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