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COURBES MODULAIRES DE GENRE 1 

Résumé d1auteur .. 

On désigne par f°;, (N) le sous-groupe du groupe modulaire §1(2,~) 

formé des matrices (~ ~) telles que c ~ 0 (modoN) .. Au groupe 

Ç(N) est associée de façon canonique une courbe algébrique ~ 

projective et. lisse sur le corps Q des nombres rationnels, et que l'on 
'WV 

appelle la ncourbe modulaire de niveau Nu.,. Ce travail traite essentiel

lement des douze courbes modulaires qui sont des courbes de genre 1.,, 

Ces dernières, munies d'une structure de courbe elliptique canonique, 

sont appelées ncourbes modulaires elliptiques 0 • 

On établit tout d 1abord le résultat suivant: le conducteur dê ia 

courbe modulaire elliptique ¾' est égal à son niveau N, et on 

explique de quelle façon ce résultat peut être généralisé., 

On montre d'autre part que la fonction L d 1une courbe modulaire 

elliptique coïncide avec la série de Dirichlet canoniquement associée 

aux formes paraboliques de poids 2 sur le groupe ro(N). Cela permet 

de calculer la valeur de la fonction L(s) au point s =~~On vérifie 

alors que les résultats obtenus sont compatibles avec la conjecture 

de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, on obtient des résultats analogues 

pour c.ertaines courbes elliptiques isogènes sur ~ aux courbes modulaires 
Nv,I 

elliptiques.-
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Le but de ce travail est l'étude de certaines courbes algébriques, 

associées aux sous-groupes Ç(N) du groupe modulaire ,§k_(2,Z) , que 

nous appellerons les courbes modulaires, et particulièrement de celles 

d • entre elles,. les courbes modulaires elliptiques, qui sont des courbes 

de genre 1. Ces dernières sont canoniquement munies d'une structure de 

courbe elliptique (c 1est-à ... dire de variété abélienne de dimension 1) 

définie sur le corps llt des nombres rationnels"' Nous nous proposons d'en 
,vv 

faire une description aussi complète que possible: conducteur, fonction 

L, points rationnèls, et d'examiner la compatibilité des résultats 

obtenus avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. 

0.1o Soit. N un entier positif .. On. désigne par ~ (N) le sous-gnoupe du 

groupe modulaire §1(2,.f) formé des matrices 

telles que c - 0 (mod,N). 

Le groupe Ç(N) opère sur le demi-plan .le Poincaré f!t. On désigne 

par ( la réunion de fÎ' et des pointes de Ç(N) • Le quotient de ~~par 

l'action de Ç (N) est alors une surface de Riemann compacte XN ,,g.. • 

On constate que la courbe algébrique sur le corps -9.v des complex@s 

que l'on obtient de cette façon provient par extension des scalaires 

d'une courbe algébrique définie sur Q, dont le corps des fonctions 
AN>/ 

est S,fj,jN)~ Ici j(z) est la fonction invariant modulaire de la varia

ble complexez, et jN(z) = j(Nz). 

On désigne par ~, et on appelle courbe modulaire de niveau N, 

un modèle de ,S,,(j,jN) projectif et lisse sur 3; 

Les courbes modulaires nous intéres·sent à deux titres: 
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0.2. D'une part, il résulte d'une conjecture de Weil que toute courbe 

elliptique définie sur Q, de conducteur N, est isomorphe sur Q 
NV\I ,vC;.f 

à un quotient de JN, variété jacobienne de la courbe modulaire XN .. 

0.3. D1 autre part 1 la fonction L de la courbe ~ s'exprime essentiel

lement (à savoir à un nombre fini de facteurs près) comme un. produit 

eulérien ne dépendant que des valeurs propres de l'action des opérateurs 

dè Hecke sur 1 • espace des formes paraboliques de poids 2 attaché à Ç(N). 

0.4. La courbe modulaire ~ est de genre 1 pour douze valeurs de N: 

N. = 1.1, 14, 15, 1,'7', 19, 20, 2:1, 24, 27, 32, 36, 49. 

On la munit alors canoniquement d'une structure de variété abélienne 

définie sur ,S,, et on appelle courbe modulaire elliptique de niveau 

N la courbe elliptique ainsi obtenue .. La fonction L d'une courbe 

elliptique est définie sans ambiguité, et nous montrons que celle de 

la courbe modulaire elliptique ~ coincide avec la série de Dirichlet 

canoniquement associée à l'action des opérateurs de Hecke. Cela nous 

permet de calculer la valeur de la fonction L(s) au point s = 1, en 

employant une méthode due à Swinnerton-Dyer. 

On peut rapprocher ces résultats de ceux obtenus pour une courbe 

elliptique admettant une multiplication complexe. La fonction L d'une 

telle courbe .s'obtient comme série L associée à un certainttGrossen

charakter" et l'on peut faire dans certains cas le calcul explicite 

de L ( '1 H cf. [3 5] ) • 

0 .. 5. Le paragraphe 1 est essentiellement consacré aux propriétés de 

réduction des courbes modulaires. Le résultat suivant est obtenu pour 

les courbes modulaires elliptiques: 



TmfoR~lE A (1.4.,.2). Le conducteur de la cour1Je modulaire elliptique. 

Pour une courbe modulaire de genre. non-nécessairement égal à -1 , 

on indique comment certains résultats de Deligne permettent de déter

miner le conducteur de la jacobienne JN de~, du moins lorsque N 

est un entier sans facteurs carrés( 4 ). 

o.6. On étudie dans le paragraphe 2 la fonction L d'une courbe modu

laire .. Cette fonction est définie par un produit eulérien dont les 

facteurs locaux LP sont définis pour presque tout nombre premier P• 

Dans le cas particulier d•une courbe elliptique, on sait définir Lp 

pour tout p, et la fonction L de la courbe elliptique est le produit 

de tous les LP. 

I ' THEOREME B (2 ... 2.3). La fonction L de la. courbe modulaire e1lintiaue 
,.,,.. h + 

~i coincide avec la série de Dirichlet canoniquement associée au 

groupe ~ (N.) ... 

La démonstration de ce théorème utilise les résultats des calculs 

explicites des paragraphes 3 et 4. Elle est achevée en(4.3.~. 

Le théorème B entraîne en particulier: 

I ' THEOREME C (2.3 .. 2).,. ~ L(N:,.s) la fonction L d,e la courbe modulair.§:. 

!¼.llipttque JS:'{ , et soit S'(Nl,s) = (2Tî)-
8 

.. N
8

/
2

,.f(s) .. L(N,s) .. 

Alors ;,(N,s) est une fonction ~-~tiè_re2 bornée dans toute bande 

verticale, et vérifie l'équation fonctionnelle 

:E(N,s) =;(N,2-s). 

Les résultats précédents apparaissent comme des conséquences,dans 

le cas particulier des courbes modulaires elliptiques,d'une conjecture 

de Weil. On montre comment les résultats du paragraphe 1 concernant 

le conducteur de la jacobienne JN d'une courbe modulaire se généralisent 

(/\) Cf o- note au bas de la p.26· .. 



de façon conjecturale pour un niveau N quelconque., 

0.7,,. Le paragraphe 3 est consacré à la construction explicite de formes 

modulaires sur le groupe ~(N). A coté de la détermination effective 

de la série de Dirichlet canoniquement associée aux courbes modulaires 

de genre '1, on établit de façon élémentaire le 

I \ 
THEORJ<]Œ D (3.,2,...16) o Dési[lli?Jl§. pa1: P-1-, PN 1-~-12.9..!!.ltê,_~de _la co~ 

~l!+aiy~ ~ :i;_mag;es des point§. z=O, z=i de '1-ea:~ .. J 'auplicatior:t canonique, 

Alors le di viseur P-1. = PN a une image d'ordre fini dans le e;rou1Je des 

classes de diviseurs modulo l'équivalence linéaire., 

De plus, on peut donner une dét_ermination explicite de cet ordre., 

o .. 8~ A partir du paragraphe 4, on s'occupe exclusivement des douze 

courbes modulaires elliptiques~ On utilise tout d'abord les calculs 

faits par Fricke pour écrire une équation explicite de~. On peut 

alors calculer le conducteur de~. en utilisant un théorème de Ogg, et 

vérifier ainsi le théorème A. On détermine également les facteurs locaux 

LP de la fonction L de~ pour les valeurs de p telles que XN ait 

mauvaise réduction en p. On termine ainsi la démonstration du théorème 

0.,..9 ... On démontre dans le paragraphe 5 le 

I ' THEOREME E. ~roupe XN(,S) ~9s E0ints de la courbe modulaire ellipti-

que XN rationnels sur_§, est u~ groupe fini, e:t engendré par les pointe~ 

de ~ (N) gui sont rati.2.,nnelles sur~~: ( théorèmes (5.5.~} et (.5.,.2.5)) .. 

0.10 .. Le paragraphe 6 est consacré à la conjecture de Birch et Swinner

ton-Dyer1 et au calcul de la valeur au point s = 1 de la fonction L 
~ 

ttnormalisée" L(s) .. On obtient: 



-06-
1 \ * 

THEORi:)vJ.E F (6,,,3,..3) .. _â9jl, L (N,s) !E~ fonctton L normalisée de la courbt 

Ce résultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton

Dyer, et il entraine, si l'on admet cette dernière, que le groupe de 

Tate-~afarevi~ des courbes modulaires elliptiques est trivial. 

Oo11 o Enfin, on montre au paragraphe 7 comment le calcul de L~(1) peut 

être étendu à toutes les courbes elliptiques de conducteur NE-1)1
1 

que 

l'on connait explicitement (on désigne par1W
1 

l'ensemble des entiers 

N tels que XN soit de genre 1) .. On utilise une liste des courbes ellip

tiques de petit conducteur dressée par Swinnerton-Dyer ► Comme on l'indi

que en 7.5 .. 1 t- il est probable que cette liste contient toutes les cour

bes elliptiques de conducteur NE-'a( • 
1 

Pour chacune des courbes de la liste, on trouve comme plus haut: 

L;,r..,(1) = N'Jo -2 

et la conclusion concernant le groupe de Tate-~afarevit est la même. 

Ce travail n' aurëü t pas été mené à bien sans les coni'"t-3ils et les 

encouragements d'A., Néron .. Je tiens à lui exprimer ici ma vive reconnais

s~'l1.ce, ainsi qu 0à G0 Po:ttou et M .. Ra;ynaud ... Enfin,. J',.P .. Serre a bien 

voulu lire mon manuscrit .. Il m'est agréable de lui exprimer roa gratitude 

pour ses remarques stimulantes. 
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de conducteur NE-tn-1 .. 



1. LES COURBES MODULAIRES XN. 

/4 .1 •. Groupes fuchsiens de :première espèce •. 

Dans ce qui suit, on s 1intéresse à centains sous-groupes G de 

SL(2,R), commensurables à SL(2,Z), et contenant -~. En particulier, w,,,,,, NN IWI IVW 

G est un groune :fuchsien de. première espèce au sens. de [32] .,. 

On désigne. par f'6 le demi-plan de Poincaré, et par ~,.,. la réunion 

~ G\~ P_* de ra et des pointes de G.,. Le quotient .ro de ·Vô par l'action de 

G est une surface de Riemann compact.e XG C • ,_ 
Si G et G' sont deux tels groupes, et si G' est un sous-groupe 

de G dtindice n dans G, l.thomomorphisme d'inclusion G'~ G 

induit un revêtement de degré n deg.surfaces de Riemann .. L'indice 

dœ ramification ep 1 en un point P' de Xa, C est alors donné par , ,..,., 

ep, =~tabG(z): StabG 1 (z~ où zf-f.o a pour imag;,P 1 

et StabG(z) désigne le stabilisateur de z dans G. 

Si 'PG ,. "PG' désignent les genres de XG C , XG' C ,. la formule de 
1,wv ,,,.,.., 

Riemann-Rurwitz s'écrit 

On se reportera à [32) pour plus. de détails., 
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1.2 .... La courbe modulaire de niveau N 

On, désigne par Ç(N) le sous-groupe du groupe SL(2,Z) formé des - ,_ 

matrices (: ~) telles que C = 0 (mod• .N), 

et par~ C la surface de Riemann correspondante,.. Le corps. des fonc
'l'MI 

tians de ~,R., est _9,(j,jN) , où j(z) est la fonction invariant modu-

laire, et jN(z) = j(Nz)°" 

On sait que jet jN sont ld.ées par l'équation modulaire de niveau 

N : 

(1o-2o-1) ~N(S,jN) = O 

où 4'N E M.[x, Y] est un polynôme absolument irréductible [13] .... La courbe 

XN C projective et lisse sur C s'obtient donc~ par extension des sca-,1\/W 1\/W 

laires à partir de la normalisée projective sur Q de la courbe plane 
,v.,,.I 

définie par 

~N(X,,Y) = O.,. 

On. désigne par XN ,. et. on appelle courbe modulaire de ni veau N 

cette normalisée; c.1 est l'unique courbe projective et lisse sur Q 
flNJ 

dont le corps des fonctions est j,( j, jN). 

On. dira qu'un. ~-schéma 1:.N ,. plat et surjec.tif sur,&.,, est un 

,!-modèle de XN, si la fibre générique de)éN est isomorphe à~• 

Les. images des points z = O, z = :i. CP de f-/ dans ~ sont des 

points P'1 et PN rationnels sur~ ([ '15,2 .. 'l.) ) • On convient de choisir 

comme morphisme canonique de XN dans sa jacobienne JN celu:i:i. qui envoie 

PN sur 1' origine de JN. Lorsque ~ est une courbe de genre 11, on dira: 

que~, munie de la structure de courbe elliptique (c•est à dire de 

variété abélienne de dimension 1) d'élément neutre PN , est la courbe 

modulaire elliptique de niveau N. 



Désignons par p
0

(N) le genre de~. La considération du revête

ment associé à l.'inclusion canonique de f:'
0

(N) dans SL(2,Z) permet de 
- ,w,. 

calculer p
0 

(N) en fonction de N [ 32, 27, 12],... On o:btient 

. /Lo Vz. V3 Yoo 
po(N) =1 + 12 _4_3_ 2 

Où 

(mod .. Lt, } 

sinon, 

Dans ces formules (-) désigne le symbole de Legendre, (d,N/d) le 
l> 

pgcd de d et N/d, et fla fonction d'Euler. 

En particulier, p
0

(N) tend vers l'infini. avec N .. 

On désigne par 11t,k 1 1 ensemble des entiers N tels que p
0 

(N) = k,. 

Par exemple: 

1ft O :r.f -1., 2, 3, 4, 5, G, 7, 8, 9, 40, 1\2, 13,, '16, 1:8, 25 J" 
11{ 

1 
= f •1'-r,, -14, '15, -17', 19, 20, 2-1, 24,: 27', 32, 36, 49 J , 

11{ 2 =f 22., 23, 26, 28, 29, 31, 37', 505 •· 



1 ... 4r Propriétés de réduction. 

Igusa [12] a démontré le résultat suivant: 

PROPOSITION 1.4:\.Il existe un Z-modèle normal de 
NV 

:QI'0jectif sur Z 
• 1W' 

et lisse sur], [~J. 
Lorsque N fM!{ , on. obtient un résultat beaucoup plus préc.is. Avant 

de l'énoncer, on rappelle qu'à toute variété abélienne A définie sur 

Q est associé un entier qu'on appelle le conducteur· de A ... On renvoie 
IWI 

à[3cfJ, [1<i] pour la définition et les propriétés du c.onducteur de A ,, 

qu'on note -X<A). On a 

')((A) =TTP.ep(A) 

où~e (A),. exposant en p du conducteur de A, est nul si et. se.:ulement si. p 

A a bonne réduction en P-

Soit NE-1lt1;. 

/\ 
THEOREME 1 .• 4,.2 .. Le conducteur de· la courbe· modulair'e elliptique XN ~ 

égal à N .. 

Démonstration .... O:ri: déterminera explicitement, en (4.2...4), une équation 

de chacune des courbes moduTuires elliptiques. Le. tableau (6.3 .. 4). indi

que le type des_ fibres singulières du modèle de Néron. (les notations 

sont celles de Néron [20]) ,., La vérification de (1. .,.4.,.2) se fait alors 

au moyen du théorème de Ogg (4 • .3.2) et {4.,.3 .. 3).,._ 

1 .. 4 ... 3.,.. Soit N un entier sans facteurs carrés.,... Alors, d'aprè,s Deligne 

et Ra:poport [ 6] • il existe un ~modèle de ~ , soit _\. , lisse sur~[~),, 

régulier, dont la fibre en p, pour p divisant N, de genre arithméti

que p
0

(N), s'obtient en recollant transversalement. en sN(p) points 

deux exemplaires de la fibre en. p de.JN/p • Ici sN(p) désigne le 

nombre des classes de courbes supersingulières en caractéristique p, 

munies d'un sous-groupe cyclique d'ordre N/p .. 

On. a donc, écrivant que le genre arithmétique de la fibre en p est 
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Désignant par JN la jacobienne de XN, il en résulte que le 

modèle de Néron (au sens faible) de JN a une fibre en p sans partie 

unipotente, et d:on-t. .la partie torique est de dimension sN(p) - 1 • 

L'exposant en p du conducteur de JN est donc 

de. JN ~ 

(1 •4 .. 3.-2) 

sN(p) - 1 = p
0

(N) - 2p
0

(N/p), d'où ie conducteur X<JN) 

X(J ) =TIPpo(N.) - 2p 0 (N/p) 
N p\N 

Lôraque. N ~ Îft.1 est .. sans facteurs carrés, on retrouve le résultat 

du. théorème 1 .. 4 .. 2..- On verra en (2.6.3) comment on peut formuler une 

~onjecture généralisant ce résultat pour N qu~lconque{ 2
) .. 

2: { d Cf. note au bas de 1a p .. 26 .. 



2. FONCTION L DES COURBES MODULAIRES. 

2 .. 1. ;Rappels et notations.,_ 

On se contente dans ce paragraphe de préciser les notations,. et 

l'on renvoie pour plus de détails au livre de Shimura [3?j et à l'ar

ticle d'Atkin-Lehner L1J .. 
. Soit. G un s.ous-groupe (:tuchsien de première espèce) de ~(2,j). 

Si f(z) est une fonction. holomorphe dans %, et si (: :)E G , on 

désigne par rj~ ~ la fonction 

-2 az+b 
z ~ (az+b) .r(cz+d) .. 

On désigne par \ G, 2) (resp .. (G,2)
0 

) l'espace des formes modulaires 

(resp .. des formes paraboliques ) de poids 2 sur G, c • est à dire des 

fonctions f telles que: 

pour tout élément(~ ~) de G, 

(ii) f est holomorphe auJr pointes .de G. {resp. f est nulle aux 

pointes de G). 

Soit f E(G,2) ~ Alors f est développable en série de Fourier au 

voisinage de la pointe à l'infini ioode G: 

(2.,.1.ô) f{z) = f. an.exp(211inz) • 
n=O 

I 
DEFINITION 2 .. 1 ... 1 .. La série de Fourier (2.1.0) est appelée série de 

Fourier de f. Qn appelle série_ de Dirichlet de fla série 
oO 

D(s) = L an.n-s ... 
ll=1 

On dit que la série de Fourier, ou la série de Dirichlet de f est 

normalisée si a~1 = 1 ... 

On rappelle que 1 1 application f ~ f(z) dz est un isomorphisme 

de §_;-espaces vectoriels de ( G,2/2 avec l'espace des formes différen

tielles de première espèce sur la surface de Riemann associée à G. 



On suppose maintenant quo G = ro (N).,.. 

On. rcnvoj_e à Ogg[27J pou:r· la dén.nition de;s opérateurs do Hecke 'l:(n) 

(n~1) et leurs prop~iétés. T(n) est un opérateur sur 1 1 espace vecto

riel (r~ On f 2 > "" On utilisera la 

PROPOSITION 2 .. :1 ,,.2,.. Les o:eé.rateurs de Ileckc vérifient l îident:L té for-

melle: 
-·-· CX' 

LT(n) .. n-s::: TT (1-T(p).,.p-s+é:• (p).,J-2sf~1 

n:::1 p premier 

En particulier,. sj_ f est normalisée et ve.cteur propre de T(n) pour 

tout n, soit 

on a, désignant par D(s) la série de Dirichlet de f: 
c,O 

D(s)::: I~ an.,n-s =r·, (i-a)? •. j;J-s+é'(p) .. 1)1.-,"..:s)-1. 

nd\. p premier 

On définit dans (Îa(N)~2)
0 

un produit scalaire, lQ produit sca

l&ire de Petersson, qui fait de (f~ (N), 2 ) 0 un es:pace hermitien~ Les 

opérateurs de Hecke sont alor$ des opérateurs hermitiens, dtoù la 

:possioili t.é de trouver une base orthogonale de {ra (N) ,2)
0 

formée de 

vecteurs propres des opérateurs T(n), pour tout n premier â N. 

Lorsque N Elîî11 , l t espace vectoriel (CCrl) ,2) est ,de di.mension J 
.,. 0 0 

sur 3Jv et toute forme parabolique f non-nulle est vecteur propre de 

T(n.) pou1-- tout. n.,.. Dt autre part, il résulter a de (2,,li-) 

être choisie normalisée ... On peut donc énoncer: 

que f peut 

PR0P0SI'l'I0N 2,,.1 .,._3.,. .floi,t ffE'11~t , 2.i. solt f E-(Ç00 ,2) 0 la foTme narq•~ 

b§1.;i§lle_normal:Lséc __ Pssoqiée,. }_J.or..§_]_.ê,....J;ér:is;3.& D:i.rj,chlet de f ad,met 

D( s) = TT (1-11( p) .. p-s❖. E..' (p) •l;1-2s)-1 
p premier 
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Q.Jl. f' (p) = 0 si p divise N , f' (p) = 1 sinon, et o_y ~ (p) est la valeur 

propre de l'action de T(p) surf: r\T(p) =/\(p)o-f ... 

2o-2o- Résultat fondamental. 

Soit X une courbe projective et lisse définie sur Q .. S'il existe 
NVV 

un &-modèle :X de X dont la fibre en p est lisse, la fonction zêta de 
NN 

(
À -1 -1 la fibre en p s.• écrit Z(:;t ,u) = P (u). 'r-u) · ... (1-pu) • On pose alors 

p 

L (X,s) = P(p-s)~ 
p 

et L(X,s) =TTLP(X,s) , le produit portant sur tous les 

p v.érifiant les candi tions précédentes •.. 

Lorsque X est une courbe elliptique définie sur Q,, on définit 
N',N 

également des facteurs locaux en p lorsque X a mauvaise réduction en p. 

Pour cela, soit ~ le modèle de Néron (au sens faible [20)) de X..., Si. X a 

mauvaise réduction en p, la fibre de J-. en p est: 

.S,oit isomorphe sur J;P à une extension du groupe multiplicatif 

par un groupe fini,, et on pose 

( -s -1 Lp (X,,s·) = 1-p · ) t 

soit isomorphe sur . F n , et non sur F , à une telle extension et ,_p.,__ ,_,_)? 

on pose 

( (
,1 : -s)-1 • Lp X,s) = 1.+p , 

soit enfin isomorphe à une extension du groupe additif par un 

groupe fini et on: pose. 

Lp(X,s) = 1 ... 

La fonc.tion L de X est le produit des facteurs locaux L pour tout p p 

premier ... 

En particulier,. lorsqu'on parlera de la fonction L d'une courbe 

modulaire elliptique, il s'agira toujours de la fonction de la courbe 

considérée comme courbe elliptique. 

Soit N un entier ~ 1 ~ et soit p un nombre premier tel· qt:1.è. lâ courœ 

modulaire XN possède un ,!;modèle lisse en p .. Le résultat suivant est dÛ 



à Eichler [8] et a été généralisé par Shimura [ 31, 32]: 

PROPOSITION 2 .. 2~1 .... Le facteur local de la fonction L de la courbe 

modulaire ~ .fil!. p prem:i.er de bonne réduction est donné par 

(2.,.2.,.1.:1) Lp (XN,s) = (.det(1-T(p) .. p-s+ptî- 2s))-1.,.. 

Il r_ésulte de (/1.,.-4 .. 1) que cette proposition s'applique pour tout p 

ne divisant pas N,, Lorsque N E-1111 , les nombres premiers p de mauvaise 

réduction: sont exactement les di viseurs premiers de N, d • après ("l ... 4....2)0 

Comparant dans ce dernier cas (2.2.,'1 .. <l) et (2o1 .3.:~I) ,, on obtient: 

PROPOSITION 2.2.,..2 •. .22.;il, Ne 1f11\ , et soit p un nombre premier ne di vi

sant pas N .... Alors le facteur local en p ae la fonction L de la courbe 

modulaire elliptique XN coincide avec celui de la série de Dirichlet 

normalisée associée à f;; (N).,. 

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental:: 

I \ 
THEOREME 2.2 ... 3 .... fu?.ll N E îr{'Î.,. La fonction L de la courbe modulaire 

elliptique~ coïncide avec la série de Dirichlet normalisée associée 

! fo(N) ... 

La proposition (2..,2 .. 2) montre qu'il suffit de vérifier que les 

facteurs locaux des deux séries en question c:oînei.dent en p, pour p 

dîvisant N.,. Cette vérification sera faite en (4.,.3,.4) , en utilisant 

les résultats de (4.2.,.4) et de (3 .. 1.3). 

2 ... 3 ... Conséquences.,.. 

Le résultat du théorème (2.,;2.,..3) va permettre: 

(i) De calculer la valeur au point s = 1 de la fonction L des 

courbes. modulaires elliptiques. Cela sera fait au paragraphe 6 .. 

(ii) De déterminer explicitement l'équation fonctionnelle à 

laquelle satisfait la fonction L des courbes modulaires elliptiques, 

ce qui constitue dans ce cas pnrticulier une vérification des conjectu-
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res class:t,q_ues [29,, 35) ... En effet, rappelons la 

PROPOSITION 2 ... 301 o Soit N un entier positif, et soit f E(Ç(N) ,2 /o !!.!!!:. 

forme parabolique de poids 2. Désignons par D(s) la série de Dirichlet 

de f, et posons 

/\(s) = .(2îT)-s. r (s) .D(s). 

Alors, si f = -Cori(~ ~j 
.Q!L§.: 

(i) /\ (s) + Ns/ 2 .. ( _1:.2. +c ... ~) 
\ s 2-s 

est une fonction entière 

bornée dans toute bande verticaleo 

Soit maintenant NE n11 , et f E <ro (N) ,2)o la forme parabolique 

normalisée.., 

D'après le théorème (2.,.2o3), la série de Dirichlet de f est la fonc

tion L de la courbe modulaire elliptique XN. D•autre part, d'après·le 

théorème (1.,.4o2), N est le conducteur de XNo Enfin,. d.' après (2.5.4), 

on a ri(~ ~~ = -f .. On. peut donc appliquer (2.3.1_), avec 

C = 1.: 

I \ 
THEOREME 2 .. 3 ... 2 ... Soit NEît(

1 
, et désignons par L(N,s) la fonction L de 

la courbe modulaire ellipt:tgue ~• Soit 

".:, (N,s) = (2fT)-s .Ns/ 201 (s) ... L(N,.s) o 

Alors ;;'::(N,s) est une fonction entière, bornée dans toute bande verti

cale, et satisfait à l'éguation fonctionnelle: 
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2 ... 4,., Formes primitives .. 

Soient N' un diviseur positif' de R,. et t un diviseur positif de 

N/N'. Alors, pour tout élément g de <Ç(N'),27o •· les formes modulaires 

gt(z) = g(tz) sont des. éléments de <Ç(N),2)
0 

•. 

I 
DEFINITION 2. .. 4 ... 1. On apuelle espace des formes non primitives (ttold 

forms" dans[-1]) le sous-espace de(Jo(N),:2;
0 

engendré par les :formes 

gt(z),. Où gE<Ç(N'),2/4 ,. t 12arc<mrant les diviseurs positifs de N/N', 

tl N' les diviseurs positifs de· N distincts de N.., 

On appelle forme primi tive( 11:nev1 formtt) tout élément non nul de (Ç(N), ~ 

gui est ortho~onal à l'espace des formes non primitives pour le produit 

scalaire de Petersson 1 et.vecteur pro-pre dE; T(n) nour tout n premier à N. 

On démontre ( [1, · lemmé 9 p ... 45 J) que le :premier terme a-1 de la série 

de Fourier d'une forme primitive est non nulo On peut donc toujours la 

normaliser (2.1 .. 1). 

Les formes primitives normalisées forment une base canonique de 

l'espace orthogonal à l'espace des formes non primitives. Les formes 

primitives sont alors les multiples non nuls des vecteurs de base. 

Notations.. Soit p un diviseur premier' de M. On suppose que 

r J r+1 N ~ o. (mod.p ) , N 'f O (mod.p ) • Choisissant des entiers u, v e !.,tels 

que , on pose 

t:" ( r -- p p~ 
N 

On pose également 

... r. (0 
= N~ 

N 
• 

Soit fE(/;;(N),2/o • Les applications fr--tfl \VP , f~flWN sont des 

endomorphismes linéaires de <ra (N), 2 /4 , le premier ne dépendant pas du 

choix de u et v. 

On désigne encore par Wp , WN[ les involutions de (ro(N) ,2)-0 obtenues 

de cette fâço:n. 
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On démontre qu'une forme primitive est vecteur propre de T(n) pour 

tout n, et vecteur propre de WP ( p divise N). 

si p
2IN " r!T(p) = 0 

r!T(p)~ r:jwP = o 

On._ peut donc énoncer: 

De plus 

0,, 

PROPOSITION' 2o4o3.,. Soit f = 2._~(n) .. exp(2t(inz) une forme ;prim1tiva 

"'"'1 
normalisé!lo- Al;oi:s f ~st vecteur propre çl.e T(n) JlOu;r tout n, avec J,a 

valeur prQ.1?.r_g, Â(n) .. L_a __ sér;t,e, de Dirichlet associée â r s' .~,cri t.~ 

D(s) = ?-~(n) .n.-s =TT<1-~ (p) .p-s+.p-1-2sr1.fl (1+wp ... p-s)-'l 

dé.fini ;p~x:1 (F,N).:1 plN 

r\ \V = w o-f .,. p:rl\f p p 

oi\ w = +; A est ........ p __ , 1 

REMARQUE i2o-4o4o-Lorsque N E1R1. , tout élément non-nul: de <"Ç(N) ,2)6 
est une forme primitiveo-

2 ... 5.,.. Morphismes canoniques.,. 

Reprenant. les, notations de (2o.4), on désigne par N' un diviseur 

positif de N, et par t un diviseur posi.tif de N/N'o- On désigne par 

M(t~ 1· t. (t 0) v a ma rice O 1 
.,.. Dans cea conditions 

Il en résulte que M(t) définit un morphisme canonique 

MN~N' (t) :- X:N,._9v 

décrit par le diagramme commutatif 

Où les flèches verticales sont les morphismes canoniques d'espaces 

analytJi.quea complexesco. Si N!' divise N', et d' di vise N,t /N" ,., le di?,gram:-. 

me suivant est. commutatif 
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~ C ~N,N"(tt•) )>- ~pr C 
,.""" . t,-vv 

M,.tc N'~ /--:_• N"(t') -h, . l~J ~ ~' , 

~•,._s 

Il résulte de [32, 6.:i] que MN N' (t) provient d'un morphisme défi, 
ni~sur Q~ que l'on note de la même façon 

NV 

Soit: UJ=f(z)dz une forme différentielle de prenùère espèce sur Xw•~ 
Alors (MN,::N'(t.){(vJ) = f(tz)dz. On obtient donc une forme non primitive 

sur ÇCN), si.. N'f:.No. 

Soit JN la jacobienne de ~•· Avec. les conventions faites en (1.o,2), 

MN,.N'(t) induit un morphisme de ,S;variétés abéliennes 

d.•où un morphisme 

), Q(JN' )a-'o {N/N') 

N':/-N. 

induit par les. MN,;N' (t) pour N' parcourant les diviseurs positifs de N 

distincts de N,., et t les. diviseurs positifs de N/N'o- Ici o;,<n) désigne 

la nombre de diviseurs positifs de no-

On définit par récurrençe sur N une sous-variété abélienne de JN: 

NOTATION 2o-5Q-1 On note J~ la composante connexe du noyau de MN"' 

Il est clair par c.onstruction qu'une base des formes différentiel

les invariantes sur J~ est de la forme \fi (z)dzJ où f fis est une base 

de l'espace des. formes primitives associées à ro(N)Q> On en conclut que 

MN se factorise à travers. le produ:i.t 

1.\( o ) 0"0 (N/N') k•I N JN' 
N'fN . 



d.e sorte qu'on obtient une isogénie sur Q ~ 
(2.;.5 ... 2) 0-

Désignons par r/éN) (resp. ['" (N)) le sous-groupe de ,ê1_(2,,B) o o,p 
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engendré par T;;(N) et WN (resp .. \\;) ,, avec les notations de (2 ... 4) o-

Il est immédiat que 

(i) 

(ii) 

~ ;;. 1. (modulo Ç (N)), 

(modulo Îo (N)),, 

(iii) WN' et W sont contenus dans le B.ormalisateur de \(N~ . p 0 

dans SL(2,,R). 
/V'v/\N <\11,'i 

Le groupe ['(N) est donc d'indice 2 dans f":1N) (resp.,..( (N)). o o o,p 

WN,. ~ Wp définissent des automorphismes de la surface de Riemann~ C 
'NV 

(et même de la cou.rbe algébrique sur :i d'après [32, 6 .. ?~•0n désigne 

encore par WN" WP ces involutions. 

Le revêtement canoniquement associé à l 1inclusion de Ç (N) 

* dans .f~(N) (resp .... fo",P(N)) correspond au quotient de~ par le groupe 

d'automorphismes d'ordre 2 1,1,WN j (resp .... [ 1,Wp~ )o 

Supposons maintenant gu~ N E-1î(1 .... So:Lt f:X -) Y un. revêtement de 

degré 2,. où X est de genre 1 .... Alors,: ou bien. f est non-ramifié, et Y 

est de genre '1, ou bien f eut ramifié en quatre points,. et Y est de 

genre O ... On se trouve dans le seco.nd cas si et seulement si. l 1involu

tion de X associée admet des points fixes. 

D'autre part, les automorphismes involutifs d'une surface de 

Riemann de genre~ sont de deux sortes: Si l'on choisit une origine,, 

on obtient une involution de la courbe elliptique obtenue, donc,, ou 
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bien une translation par un point d'ordre 2, ou bien une translation 

suivie d'une symétrie par rapport à l'origine .. 

On conclut dea remarques précédentesL 

/ 
CONSEQU!ENCE.(2 .. 5,..3)... Soit N E-111 .. Alors la surface de Riemann assaci ée 

#. à fa {N) est de genre O ... 

E ff t -i-N-1/2 L ..f_ ~ n e e , z
0 

= V , ~ est un point fixe de WN°" 

I 
CONSEQUENCE,(2 .. 5 ... 4}. Soit N fîît4 , tl f E (1oCN) ,270 ... Alors r\wN::. -ft> 

En effet, f }wN = f entraîne ff<r:(N) ,2 )o , donc. f=O d'après (2 .. 5.~ 

/ 
CONSEQUENCE,(2 ... 5,..5~ Soit NE'Oltt ,. N premier (donc N = 11., -1.ë', ou 19) ... 

Alors flT(N) = f ... 

Cela résulte de ce qui précède e.t de (2 .. 4 ... 3) .. Plus généralement: 

PROPOSITION 2,...5,..6 ... Soit N ~ ~½ ,. et p un diviseur premier de N .. Alors 

rj WP = -f si et seulement si W:P ag.met des points fixes ... Sinon 

fi wP = r o-

(2,..5 ... 7') Ap-plie.ations,.. Examinons le cas. de deux valeurs particulières 

de N~m1 ... 

1 N = -143 On peut représenter w
7 

par la matrice 

(
-2'1 8) . ,-1/2. w7) = ... 1 0-

1 -56 21 

Le point z.
0

, = (21 +i~)/56 est un point de h fixe sous w
7

<> On a donc,. 

tenant compte de ce que w2 <>w1 = w1;4 

{ 
r./w2 = :r 

rlw7 = -t 
donc 

pour fE<lo(14) ,.2)
0

<> 

(modulo Ç (14)) :. 

f r\T(2) = ..:r· 

1 f,T(?) = f 

En particulier, w2 correspond à une involution de la courbe 

modulaire elliptique x
14 

qui est une translation par un point dJcs:cdt·e, 



2 rationnel sur Q ... 

Le point z
0 

,vv-

On. peut représenter w
3 

par la matrice 

- ( 3 -11 . -1/i. w3 - .... 3 ... 
-2t -6 

= (-21+iU)/42 est 

ff!W3 = -f' 

lrp,
7 

= f 

un point fixe sous w
3 

... 

·{· fi T(J) = f 
et. -ri T(7) = -f 

pour r f{t~(21)~2) 0 .... 
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Done: 

On pourrait procéder de la même façon pour calculer les valeurs 

:propres /l(p) des opérateurs, de Hecke T(p),_ pour p divisant N,. Rt-l'Ot,, ... 

Cependant, il sera plus simple d'utiliser la détermination explici.te 

de la forme parabolique normalisée qui. est :f'ai te en (3 .. 1 .... 3). 

2.6 o- Conjecture de Weil ... 

Nous allons vo:Lr comment les résultats de (1 .• 4o-2) et (1 .... 4.3) s'in

terprètent comme des conséquences immédiates d'une conjecture de -Weil .. 

Les notations sont celles de (2 .. 5)~ 

CONJECTURE 2..;..6..-t0 Toute courbe elliRtigue définie sur Q,- de conducteur 
Ml 

N ~- est isomorphe sur Q à un guotient de JN"° 
1W 

I -
CONSEQUENCE 1. ... Il n•ex:tste pas de courbe elliptique définie- sur Q, ~ 

(IN{ 

conducteur N E:-mo .,. 

/ 
CONSEQUENCE2.., .§ill X une cou;:be elliptique définie sui:- Q,- de conducteur 

/V'IV 

N,€7frf1 ... Alors X est isogène su~ ià la courbe modulaire elliptig~~ ~ ... 

S'il existe pour chaque N E:Î¾ au tn.oins une courbe ellipttlque de 

c.onduc.teur N (on peut par exemple en exhiber unè explicitement) ,on en 

déduit: 
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/ 
CONSEQUENCE 3o- (= théorème (1.o-40-2)) Le conduc.teur de la courbe modulai-

re elliptique~ est égal à N..., 

La conséquence 'i a été vérifié pour certaines valeurs. de NE 1170 ; il 

en est de même pour la conséquence 2,- pour N = 20.. et N. = 2 .. 3~,-, 2~3(j, (c.:f'. 

Considérons la décomposition (2 • .5 .. 2) de JN ,- que nous écrivons 

(2.6.1.1) 
a r-f o (S""o(N/N') o i 

~ JN x, l (JN') = JNXJN 0-

N'I N 
N'#N 

On démontre que T(p), considéré comme un endomorphisme de JN, conserve 

cette décomposition. Si fE (Ç(N),-2>
0 

est une forme primitive,. à valeurs 

propres À(p) entières,. on lui associe la composante connexe de l.'inter

section des noyaux des endomorphismes T(p) - Â(p) de J~ ... On montre 

que cette composante connexe est une courbe elliptique Ef,._ définie sur 

S,, et que les facteurs locaux Lp de sa fonction L sont ceux de la série 

de Dirichlet de f, pour p ne divisant pas N (cf ... [32, 7o--5])o-Lorsque N 

est sans facteurs carrés, on peut montrer, en utilisant les résultats 

de Deligne (cf,.. (1 o--4.3)), :i_ue le conducteur de Ef" est égal à N .... On 

ne sait pas le faire dans le cas général,.. 

CONJECTURE 2 .... 60-20- ( Conjecture de Weil) Toute courbe elliptique défi-

nie sur ;&, de conducteur N,-, est isogène sur ,S. à une courbe Ef et une 

seule 2 où f~\Ç"(N) 1 2 /o est une forme primitive à valeurs propres 

entières,... La série L de la courbe co:incide avec la série de Dirichlet 

Le résultat du théorème (/4 ,..4 ... 2) se généralise de la façon sui vante: 



CONJECTURE 2.,..6.-3. Soit i((N) la dimension de J~ 

l'espace des formes primitives. sur r
0 

(N)) ... Alors 

~.§."C ée;al à N-n(N) •►. 

{= la dimension de 
•. 0 

le. conducteur de JN 

Il est facile de calculer î((N) en fonction de N., D'après (2.,.5 .. 2) 

I\/N) = L 11' (d) .. (fo(N/d) ' 

d/ N 

ce qui s•·écrit p
0 

= 1(* ef
0 

,, en notant par ;if le produit de convolu-

tion de deux fonctions arithmétiques .... On en déduit 

•• où f est la fonction de Mobius, définie par 

(i) fL' est multiplicative 

(ii) fv(pr:J.) = (-1 )r:J. si C\ f 1-,, 

J&(prx.) = 0 si c{J 2.,. 

PROPOSITION 2.60-40- .§.ill M un entier sans facteurs carrés., Alors la 

conjecture (2 .. 6 .. 3) est vraie., (3). 

En effet, supposons d'abord que ... D'après 

l'exposant du conducteur en p, pour p diviseur de N, est égal à. p
0

(N), 

ce qui est bien ce qu'affirme la conjecture., 

Lorsque N est un entier sl9.lls facteurs carrés arbitraire, on se 

ramène au cas précédent en utilisant les isogénies (2060:1 .,:1 )et, à 

nouveau la fo1~mule ,(,1 oli.o.3o2) .. 

(3) Des résultats récents de Deligne permettent de démontrer ce qui suit: 

Soit N un entier positif' arbitraire ... Soit p un nombre premier, 

p f 2 ... Alors e
1
_,{J~), exposant en p du conducteur de J~ (cf.-( 1 .,.4)). 

a la ve,leur prévue par la conjecture (2,..60,.3) .. 
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Passons en revue les valeurs de NE TI[2 .. 

(i)[ N. = 23" 29,. 31 l Doi et Matsui ( cfl'(l fl 6]) ont démontré que les 

jacobiennes J
23

, J 29,, J
31 

,. sont des variétés abéliennes simples,... 

La conjecture (2 .. 6 .. 1) entraîne qu'il n'existe pas de courbes ellipti

ques de conducteurs 23,. 29, )U 31 .. 

Dans les t!e'O±s.: e.~s. 1'(N) = 2, et le conducteur vaut 

respectivement.,_ 

Ici ,. T( (N) = 0.-. D1 après là conjec.ture (2 ... 6 .. .1.), .il 

n•·existe pas de. courbe elliptique. de conducteur 22 ou 28.,,, D'après 

(2., 5..,2) , J 22 est isogène sur S à x11_ ~x.
11 

, et J 28 à x14 ~ x
14 

... 

Du reste" on. constate que, dans. les cieux: cas. la courbe correspondant 

au quotient. de ~- par le groupe dt auta.mo.rphismes t1 "WNJ est de €;enre 1'0 

C'est une autre façon de voir que JN est isogène sur fi au produit de 

deux courbes elliptiques ... Une troisième est de remarquer que les courbes 

x22 " · x
28

,, de genre 2, possèdent deux involutions distinctes (par exem

ple WN et W2 ).,,. 

Dans ces tro.is cas î((N) = 2. 

J
37 

est·:l.:sogène au produit de deux courbes elliptiques parce que, 

ici eue.ore, le qùotient de x
37 

par le groupe d • automorphismes f 1, w37?. 
est une courbe de genre 1/.,. D'après la conjecture (2 ... 6o2) ': J

37 
est 

isogène sur Q au produit de deux courbes ellii::>tiques de conducteur 37. 
""" 

On conna:Ct effectivement deux classes d 1isogénies de courbes ellipti-

ques. définies sur Q, de conducteur 37 ... 
rvVV 



-28-

Un modèle singulier de x26 est la courbe plane d'équation 

y
2 = x

6 - sx5 -li 8x4 - 18x3 + 8x2 -8x + 1 ( cf.[9Jp .. 458 ) • 

Cette équation met en évidence le fait que x26 admet, outre 1 1involu-

tion 

l'involution 

f X 1---?-· X. 

y ·l--1'-Y 

f X ~1/X 

l -:r ,~y;x3 
et leur produit r X 

(y 

' 

' 
• 

on voit sans peine que ces trois involutions sont w26 ,. w2 , w1.
3

.(cr.@9)) .. 

On en.. déduit là enc.ore que J 26 est isogène au produit de deux courbes 

elliptiques .. L.a conjecture de Weil entraîne que ces dernières sont de 

conducteur 26, ce qu'on vérifie,.. et que toute courbe elliptique de 

conduc.teur ?6 est isogène sur Q à l 1une des deux .. 
/IN./ 

pour N = 50, l'existence des involutjjons w50 , w2 ,. w
5 

entraîne 

encore que J 50 est isogène au produit de deux courbes elliptiques .. 

On connaît effectivement deux classes d'isogénies de courbes ellipti

ques de conducteur 50► 



3. CONSTRUCTION DE FORMES MODULAIRES ET APPLICATIONS. 

3 .. 1 .. Construction de formes modulaires ... 

Dans ce paragraphe, on. désigne par tYJ(z) la forme modulaire de 

Dedekind 
00 

"'J(z) :: q1/24on (1 - qn) = D,.(z)1_/24 OÙ 

n:: -1 

q = ex:p(2ît'iz) ~ 
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On utilis:e ~ (z) pour construire certaines formes:, modulaires sur 

ÇCN).., 

Rappelons les résultats suivants (cr.[22]): 

(i) Soit {: !) un élément de ,ê¼,(2,!), avec c. > o. 

Alors "? (~:!!> =é<(: ~)).(-i(cz+d))'l/
2 

.. J(z) 

avec f ( (~ ~)) = ex:p (-iT\' 0(( (: ~)) ,,et ô(( (~ :)> E z. 
'"' 

(ii) Lorsque (a,6) = t, l'entier (;\((~ !)> défini par (i) vérifie la 

congruence suivante: 

o<.tfa bd)> ëL a(c-b-3) -1f1-c~,< \c 12 2 , a S (moœ• 2) • 

(iii) Le groupe Ç°(N) est engendré par les. éléments 

(:c !) E Ç(N) tels que (a,6) = 1 , a» 0,- c 60. 

On désigne par b un diviseur positif' de N, et par b' l'entier 

défini par SS' = N.,., On note ~. = (r<>) une famille d'entiers positifs 

ou nuls, indexés par l'ensemble des diviseurs positifs de N_. et on~ 

considère la forme modulaire 
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PROPOSITION 3,/1 .1 .. Supposons vérifiées les hypothèses sui vantes: 

(A} Lr, ... r; =0 

SIN 

(B) ~r,.6 :-0 

. 

(C) L. r, .. = 4. • 
~\N 

(D} TT<&') r& E f· ... 
&IN 

(mod,•24-) 

110±-s, g,t(z.) est une forme 12araboligue de poids 2 ~ ~(N:-). 

J;1emargue,.. Cette méthode ne permet pas d'obtenir toutes les: formes pa

raboliques de poids 2,- même si 1 1 on. se- limite à N f 1îl1 (cf •. (3.1 ... 2) )o 

»fu®nStration.,.. Sait U = (a 
Ne 

b) un ,élément de . J:,{N) °' Alors 
d o 

{
a bS) 

OÙ U6 =- . 1 ,_ Cb d. 

par conséquent L :6 

g~(Uz.) = (-i(Ncz+d) )tfN 

C-al.c.ulons le troisième facteur de cette expression. Tenant compte de 

C-e qu'on. peut supposer d'après (iii) que (a,6) = '1 ,-. et. que c > o,.. 

on. voit que. 
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Utilisant d'autre part (iii) en m;me temps que (ii): 

À ,; flac(~&•6') - 1~ab(.Lr,.~) -t~t -n:11-(~~.rb 
6f N ,, N -sra bfN 

(inod • 2.) • 

Utilisant maintenant (A), (B) ,, et ( C) ,. .. on en déduit: 
. ' . 

'1 +À :!! } L rç.J 1-( i ~){ (mod • 2.) , 
61N 1 'J 

qui vaut_ -1 · dJa:près. (D) .. Revenant à la fonction g.t ,, et utilisant à 

~uveau ( C),, on obtient:. 

2 2 g~ (Uz) = -i o-(Ncz+d) ..,.gr ( z) o--- -
tr•autre part, il est clair que g!:. s'annule. en chaque pointe de Ç(N)o 

n.• 01) la conclusion.,._ 

Utilisons la proposition: (3..,.1 .1) dans chacun des cas: suivants: 

N ~- = (r6) ---~~11.$11,~~---""'4 



On en déduit: 

COROLLAIRE~ ~es formes paraboligues,normalisées associées à Ç(N)~ 

pour N~ = 11 • 1.4, 1.5,. 20, 24, 2?, 32,- 36 sont données par le tableau 

""-$:t"' t ll,l]!l .... tOmp • 

-N 

11 Il] t z)
2 '9 (1:1.z)

2 

1.4 11 (z) .rtJ (2z) fY) ('7z) trJ ('14z) 
~,~►~ 

15 "7(z) 'f/(3z) "")(5z) 1'j (1.5z) 
·~-~~~ .. •~,v. 

20 ~ (2z) llj(1 oz/ --- . M• ~ ~-- i'l~IHI l!i': 

24 rfj(2z) 'rj(4z) :J., (6z) '7 ('12z) 

27'. 1~;~2··-
·N-~~~,,.a,:..w1,s;:.).~.wffi~-.:/.q-!'1,':~W~l\.~~~~ 

32 ?)(4z) 21)(8z)2 

36 '?(6z)· 4 
4!} t/11 ..i. !Ot ~::UOdM,._..!H!J':4~ ':::1rl trO.f#!• 

On:endéduit les développements suivants de la forme parabolique normalisée: 

N +------..it--------·~~,.,%"$~-~~~~,~~~~ .... 'j.~--~,~~~-«~i,,o::w~ 

11 q _. 2q2 _ q3 +. 2q4 + q5 + 2q6 _ 2q"l -2q9 -2q10 +q'11 + Ü(q·12) ----~---,,.,,·-'(Ir,;~-•:-· ....,:11.,,...., :;::n:,..., ~:t•rt:;it:,,.,,.i'J."~~~~~~.a.,~ ••... ,.. ... ~.• .... ----.~.._........ . ....,_,...~ .. -··~-.:...,r-
· 14 q -- q2 ~q3 + q4 + 2q6 + q7! -q8 + q9 + Ü(q10) 

-•----~~~ t r 1 •·~~,-~.:i-..~ .... ~ -· · ~""'- ... 

-1:.5 q ... q2 -· q3 -· q4 + q.5 + q6 + 3q8 + q9 + 0{q1û) 
t-------i-----~---..,...,_•""'!'"'·---• _,,_ ZW lr-/bt':I ,,._ to•W-~1"'"' srtit5;_ .,.,..,. !'ldtlrfT a[0;0 

20 q -· 2q3 - Q.5 + 2q7r + q9 + Qcc{l2) 
1------4-----~---•---------•---I -~'-b-!IIIU-lJ-0 -·-· ·----

24 q -· q3 -2q.5 + q9 + 4q11· - 2q1,3 +Ot<it4) 
1---➔----..._.--=---~~~~~~~-----------1 

21 q - 2q4 - q1 + 5c/3 +Ocri.t 4) 
t-----+------,~e:,"""!'r,,~~~~--~~~~~· 

32 q - 2q5 - 3q9 + 6q13 + O<ct16) t----+------,~.-....~~-.:-~ . 
36 q - 4q1 + 2q 1.3 + 8q1.9 + 0< q24) 

On en. déduit enfin, pour chacune de ces huit valeurs de N, les 

valeurs propres des. opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N&. Ce 

sont les coefficients 8:P de la série de Fourier de la forme parabo

lique normalisée, d'après (2.,.1.,.2)i>-Regroupant ces résultats avec, ceux. 
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de (2.5.,.5) pour N. = 17, 1.9 , de (20.4.3) pour N = 49, et ceux de (2.5 .. 7) 

pour N = 2:1,- on obtient les valeurs données par le tableau suivant, Où 
"fv4 1Yt 2 

1 1 on pose N = P<-1 • p2 . .,; P1 ( P2 , 1l.,_.)' 0 ~ 

N: /\ (pi\.) Î\(p2.) 

11 1. -
14 -1 1 

1-15~1·:r-1· 

-··;rrf"_T_~ --
19 1 1-1 --f . -· _, 
20 1 0 -1 

~$< ~va.:.,. 

21 1 -1 
~~~ 

24 0 --1 
,~~~~-- ~~,.,.,.~ 

27 0 -
:t-.M~~·;;,i,;,-:t_!'~~il':'-S::'-~" 

32 0 -
~~~~ • ~~~tlitf,:1,lf~,t•-·-". 

36 0 0 

49 0 -

On a ainsi entièrement déterminé les facteurs lac.aux de la série 

de Dirichlet associée à Ç(N),. pour p divisant N, Ne::11(
1 

('cr.,. (2,/L •. 3) .. 
.... 

I.1 suffira de vérifier en (4.,.-3,..4) que ces facteurs lo.caux coincident 

avec. a.eux de la série L de la c.ourbe modulaire elliptique XN pour 

terminer la démonstration du th.écrème (2 .. 2 ... 3). 

On conserve les notations de (3~1 ) • On désigne par d,, des. di viseurs 

positifs de N,, et on pose a• = N/d,. b t = N/ 6 ... On suppose maintenant 

que !: = (r
6

) est une famille d, entiers r3 E !._, indexée par les & • 
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PROPOSITION. 3o--2 .. 1. La forme modulaire g!: définit une fonction sur la 

courbe modulaire~ si et seulement si les conditions suivantes sont 

vérifiées: 

(mod-• 24)., 

Démonstration. La suffisance. se démontre facilement en reprenant la 

démonstration de (3,/f:.1 ) o- Démontrons la nécessité. 

Celle de (C') est évidente. Ecrivant que gr est invariante sous 

(b ~) , on: obtient (B) ... De même, l'invariance :ous (t ~) entratne (A) .. 

Par conséquent, n Cf) r6 = 1 pour. tout a)' o, premier à 6N ... On est 

blN 

ramené à démontrer: 

:&lMME ... Soient m,n des entiers premi.ers entre eux ... On su-ppose oue 
- - 2-

(m) = (n) pour presque tout p .. Alors m/nf Q .. 
p p ~ 

En effet ,-, cela entraîne que mn eat un résidu quadratique modulo p 

pour ;presque tout p,,_ done: un carré d'après le théorème de Dirichlet. 

Remarque ... Il est clair que la série de Fourier de gr est à c:oe.fficients 

rationnels..,_ Par conséquent,. si ,t vérifie les conditions de (3 ... 2 .. -1). g!: 

est dans le corps des fonctions!(~_) o-



-35-· 

L'ensemble des pointes de ÇOO est s,vf i(X)} = -?* -~ ... Les orbi

tes de 1 1 action dé f
0 

(N) sur 1' ensemble .des pointes de fo (N) sont en 

nombre fini .. On obtient donc une•bije.ction. de l'ensemble de ces orl:?ites 

avec un ensemble. fini de points de la surface de Riemann ~ C , qu'on. 
'l'N 

appelle. les pointes de~ C. 
'>,..;v 

PROPOSITION 3.2...,2.,. ~ P une pointe. de ~ 0 .... ll. existe ùn un:i.aue divi,N',/' 
se.ur positi,f d ~ N .tel ctue l'orbite corresuondante. contienne b/d,. _g_y_ 

b. est un entier premier à.do- On dira gue Pest une pointe de niveau d. 

~ d est un diviseur positif de N,, il existe lf ((d,.d')) pointes de 

~~C de niveau dsr .QA f dési5ne la fonction d'Euler ... 

Cela résulte par exemple de [32, dém. prop.(1.o-4 •. 3~ .. 

En: particulier,., pour d = 1,. N, il. n·•existe q,.'une seule pointe de 

niveau d, correspondant. à l'orbite de o,, i~ respectiv..ement .. 

NOTATION 3.2 .. 30- On note (Pd) le di.viseur de ~,~ somm~. des :pointes P d,;L 

de niveau d:. 

lfous allons voir que .. N,)1 et dl N. étant donnés,. on peut trouver 

une famille .t d I entiers , véri.fiant les condi tiops de {3~ .,.1 ) .- et telle 

que ie diviseur de g.t soit un.multiple du diviseur de degré zéro 

Il en. résultera que ee dernier est d'ordre fini dans le groupe des 

classes de diviseurs modulo itéquiv~ence linéaire, et que (Pd) est un 

diviseur. rationnel sur Q. 
t\lV 

Pour ce faire,, nous commençons par déterminer 1 1ordre de g en:. une . 
.t. 

pointeo-



LEMME 3.2o-4o--.ë.Qii. P une pointé de ~ C '" de niveau d. Alors un para
•~ 

mètre local de~ C !l.V est 

'"""' 
exp(21{ i fCz)/h) où h = d' /(d,,dt) ,. 

et oy pE ,§&(2.,&) .envoie P sur la -oointe à l'infini PN. 

En effet [}2, (2 ... 1 ~ ,, h est défini par l.e fait que 

p .stab,;;(N) (s) .p-1 =Ki tr l mE ,&.~ (s est un point 

de l'orbite associée à P, et Stabr;_;(N)(s) désigne son stabilisateur dans 

Ç(N) ),... 

Soit s = b/d ,. avec (b,d) = 1 .... On peut prendre f de la forme 

et (~ 2_ ~) ~ SL(2,Z) est u:n. élément de (
0

(N) si et seulement si N 
-hd t ,.,,.._,_ ,_ 

2 divise h.d.'., donc si h est..mul.tiphLde d'/(d,d 9 ).,.. 

LE!!:1ME 3o-2.5o- _.§.ill_ s. =-b/d une pointe de f
0 

(N) ,- de niveau d,,- et soit 

flr,'z) =6([;z), ,Q.ù, ~ est un diviseur positif d'.e No- Soit.pun élément· 

de _fil;(2,-~) tel que f (s) = i oo <>· Alors 

(

C. 

En effet, soit f= d -a) ... 
-b 
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où on a posé u = (d,-~) ,,_ b= b1 u • d = di.u .. 

Dù (d1 ,,~1 ) = 1 résulte (d 1 ~b/4 b.)) =1 .... Il. existe donc 

a). =(-b~lf 
c. -d.1 

en. utilisant le f'ai t que 6 est une forme modulaire de poids 12 sur 

.. 

Revenant à la fonction. ~ ,, et utilisant les lemmes (3-.2 •. 4) et (3 .. 2.5• 
on: o htien.t en dé fini ti ve: 

PROPOSITION 3 .. 2 .. 8 .. Soit rune famille vérifiant les conditions - -___________________ ___,.;;;...;;.;;;.;;;.;;;;.;;. 

~ (3..2 .. 1) .. Alors la valuation de ~ en une pointe de ni veau d est 

donnée par 

donc le diviseur de g.t. m 

COROLLAIRE .. Sous les hYpothèses de (3 .. 2 .. 8) , !?!LA 



LEMME 3 .. 2.9 • .§Qil v. l'application Q-linéaire de Q-espaees vectoriels 

définie par:-
r.r., l'VV' 

{:::, 'Yt, 

~cr1,u.,rn) = (b!:(.~1),...,...,b!:(n),y~ r~ ),

i-=-1 

(où n =~(N) = nombre de diviseurs positifs de N ). Alors v est injec

tive, et l'intersection de son image avec l'hy:perplan \ y = O ~ est 

donnée par 

I.füjectivité résulte de:, ce que gI. ne peut ê.tre. une c.:ons.tante que 

pour !:. = 0. 

On déduit de (3.2.1),. (3.2.8) et (3.2.9): 

PROPOSITION 3.2.1 o. Soit D un di viseur de la forme -
D = 2-. md.(P d) , .2Jl. (Pd) est le diviseur somme des 

df N 

:g_ointes de niveau d (3.,.2 .. 3),_ de degré 0,- c'est à di:re tel que 

L..~((d,d 1 )).,md = O •. 

4,fN 

Alors il existe un.e famille d'entiers.;: telle que le diviseur de g!: 

soit na multiple den .. 

En- particulier, D:.est rationnel sur Q et d'ordre fini dans le 
,V-., 

groupe des classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire.., 

COROLLAIRE ... pour tout diviseur positif d .!i.e. N,. le diviseur 

(Pd) -Cf((d,d')).P,r est r&onnel sur~et d'ordre 

fini dans le groupe des classes de diviseurs poux: l'équivalence 

linéaire .. 



Les pointes P,1 et PN sont rationnelles sur ,i (ci'. ('\ .. 2) ). Par 

conséquent le. diviseur (Pd) est rationnel sur~ En particulier,. si 

f ((d,,d')) = l'llJ:. donc si (d,d 1 ) = 1 ou 2,- la pointe Pd est rationnelle 

sur Q. 
,vv,/ 

De façon plus précise, on peut montrer que le plus petit corps 

de rationalité des pointes Pd,.i de niveau d· est 1e corps_s(,>), où 

) est une racine primitive 'f ((d,.d•) )-ième de l'unité. 

D'autre part~ il résulte de la. théorie des symboles modulaires de 

.Manin C{:14,-15] ) que P-1 - P est un diviseur d'·ordre fini dans. le 

groupe des el.asses de diviseurs pour l'équivalence linéaire,. pour 

toute pointe P de. ~ C .. 
J MY 

Dans le cas particulier du di viseur P1.-PN ~ la proposition (3...2 .. 1) 

permet de déterminer explicitement cet ordre. Eu effet: 

NOTATION. 3 .. 2.1 t ... On pose 

.§2ll. b un diviseur positif de N •. On pose 

"' 
s, =f t<,,<~ ) ,. r& = st-s&, • .Qi V-, 

désigne la fonction de Mobiust, et ~' = N/b (.ci". (2..6.3) ). 

L 9w(d~b" )..rb = 0 
{

k(N) 

\IN -k(N) 

si d =" 
si.df1,.N 

si d= N 

.9J1' aN.(d,b) est défini par (3...2...6). 

n n n 
L:EMME 3.2."\3. ~ N = p-11 p22 ... pgg la décomposition de N en, facteurs 

premiers. 

Alors on a 

w = n < 8') r._ç 

~IN 

wj = (nfPj-nj+2)n(r-1) • 
t,j 

• avec 
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Démonstration du lemme (3..2 ... 1.2) .. 

,., et il. suffit de se 

Si d = 1-~, on trouve: 

I~ f~l =4-(g2*tv)(R) = k(N). 
5JN b N, 

Si d f 1:,-. soit p ua diviseur premier de d., Comme S est sans fac

teurs, carrés,. la:tmultiplic.a.tion par p envoie bijectivement les divi

seurs S premiers. à p sur ceux qui sont des multiples de Po- Si h est 

premier à p., on a: 

D'après les remarques précédentes, le terme entre les accolades 

s•écrit: 

D1autre part: 

~ 
(o/p)f N 
C{S/p) ,.p)=1 

~ "N. cd,$> .s cr• = ~ "N< d, .o• > -"6' 
o\N. o'fN. 

qu'on vient de faire montre que cette expression est égale à k{N!) 

s:t d•= 1 t et à O sinon. Le lemme est donc démontré. 

• 
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Démonstration du lemme (3 •. 2o-13). 

Tout d'abord, w = n 
~IN 

N 

Or Li s6 = L,< t) f' (r) 

&IN ~IN 

D'autre part~ il est clair que l'exposant de pj dans nbsr est: 

Par conséquent, 

= -n (pk'.""-1 ) .. 

kt) 

1 1exposant wj de pj 

w:j = nj ,(pj-1)n(pk-1) 

jfk 

ce qui est bien le résultat annoncé .. 

= 

dans w est: 

O:n considère toujours la famille !. définie en (3 .. 2 .. 11) ... 

· LEMME 3 .. 2 .. 14. Il existe u:n unigue entier positif m .satisfaisant aux 

conditions suivantes: 

(i) La famille !\.;: satisfait aux conditions de la pro;eo1:1i

~ (3 .. 2 ... 1) ... 

(ii) fil m' est un entier -positif tel que (i) soit satisfaite, 

alors m' divise m. 

Plus précisément, avec les notations de· (3..2.,.13): 

m = pgpd( k(N), ,'f 2wj , 24r 6 ) • 
,, $~.$o/ 

alN 
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Démonstration du lemme (3.2o-14)o-

Considérons les conditions (A),(B),(C'),(D') de la proposition (3,.2o1)o 

La condition (C') est trivialement vérifiée par tout multiple rationnel 

de ~ ... D'autre part, il est clair que la famille 24~ vérifie les trois 

autres conditionso Du reste, tenant compte de ce que 8N(1,b) = b1
, et 

~(M, ~) = ~, le lemme (3 ... 2o-12) montre que 

L rô o- ô / = - I! r6 o ~ = k{N) ... 

L'existence et l'unicité de m sont maintenant claires: m est le plus 

grand entier positif tel que l'on ait simµltanément 

24 ,..k(N) = 0 (mod,. 21+), 
m 

24 
-oW• 

m J 
- 0 (modo2) ( notations de (3 ... 2 .. l\3))o 

Il est clair que la solution est 

m = pgcd ( k(N), -12Wj , 24r 0 ) 0-

-1 ~ j~t 
blN 

Conservons les notations des lemmes précédentso 

(i) Le di viseur de la fonction 

k(N) ( p _ p ) 
m o 1 N • 

est -

(ii) Le diviseur p - p 1 N 
sur la courbe modulaire X. est --N -

d'ordre k(N) dans le groupe des classes de diviseurs nour l'équivalence 
m 

linéaire .. 

D'après la proposition (3 .. 2 ... 8),, la fonction -considérée est régulière 

et non nulle en dehors des pointes,. Le lemme (3,..2 .. 12) montre que b.!:(d) =0 

pour dJN ,, d f "1, N , et que br (1) = - br(N) = k(N)/24 , avec les -
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D'autre part, si m est l'entier dont le lemme 3 .. 2 ... 14 affirme 

l t • t l' d d P P di . k(M) S · t· k(N) exis ence, or re e ,, - N• vise - ... 01. cet ordre, -, m m1 
Où m1 est un multiple de m .. Si la famille ; 4 r, est une famille 

d • entiers, la proposition (3..20- 11) s v applique, et :par conséque11t les 

conditions (A), (B), (Ct), (DO) sont vérif'iéeso- Le lemme (3 .. 2 ... 14) entral-

ne alors m-1 = m , cq:M .. 

Il reste à voir que 1:!±..,r est nécessairement une famille d'entiers. 
m -

Posons 21+ r - t et montrons que les hypothèses: m:--'"- - - ,. 

(i) g! 11~dtb définit une fonction méromorphe sur ~, 

~'"' (ii) la fonctiœainsi définie possède un pôle en P , un zéro 
-1.f 

en PN, et est régulière et non nulle partout ailléurs, 

entraînent que 1 est une famille dtentiers. En effet, il résulte de 

[ 6 J que le développement de g! ( z) au voisinage de PNi est un 

élément de ~[[q1J , où q = exp( 2î<iz). 

Posons n = L t~ .. o .. Alors 
li IN 

CO 

= qnn n c1 - l"1 >t•1 
k=1 ~IN 

supposons les diviseurs J1 ra11gés dans 1 'ordre croissant., .Qn a donc 

gt = qn (-1 - qo1 )to.,.. = qn (1 - ti1 qa, ) 

ett. par conséquent 

On peut a1ors diviser gt par la série n ('\ -l 8
1 ) tli. • q: est un élément inversible de 

k,,.1 
~[(q]) , et le même raisonnement montre que t{i 2 é ,!t En définitive, 

on obtient le :NdmJ.tat voulu: La famille t est une famille d•entiers •. -



Regroupons les résultats de cette partie dans le 

I \ 
THEOR»1E 3,.2.,,,16 .. Soit N un entier uositif distinct de 1 o Alors le -
diviseur ~ - P~î sur la courbe modulaire ~ est ratio.nnel sur ~, 

~t d'ordre fini dans le groune des classes de diviseurs nour l'éauivalence 

linéaire .. 

Plus nrécisémènt, ~ - PN est d'ordre k(N)/m ,. où l'on a ;posé: 

'l\T: n1 n2 n 
.,_/ = 3h P,2 • • • J? gg ' 

k(N) = n·.(14-½HP2. -f) ..... (pg-2-) , 
~ 2 g 

m = :pgcd ( k(N), -12wj , 24r, ) , 

Lorsque N est premier, ou carré d'un nombre premier, on retrouve les 

expressions données par Ogg: 

{i)@: :~ tl• Ici k(p) = p2- /4 , et w :::: p+-1 , donc m = (p+1)•(p--1, 12) .. 

L'ordre de ~ - Pp est 

p -.1\ ____ ,. 

(p-.-f ,12) 

(ii) frr = p~ /. Cette fois k(:p 2) = p(p 2-1), et w = 2:p ; 

D'où l'ordre cherché, qui est 

2 
Ill = p. (p -1, 24) o 



3 ... -3 .. Applications,.. 

(1) Soit NE m
0 

-{ 1 J ... Alors P-1 , PN sont des points distincts 

de~, et le calcul explicite de l'ordre de P1-PN grâce à (3 ... 2) donne: 

P1 -PN est le diviseur d'une fonction; on retrouve ainsi le fait que~ 

est de genre o .... 

(ii) L I ordre de P
1

-PN, pour N€î'î( 1 v1Tl2 , est donné par le tableau 

suivant (3o-3o-1.) ~ 

N 11 14 15 1? 19 20 21 24 27 32 36 49 
. 

ordre de 
5 6 4 4 3 6 4 4 3 4 6 2 

p1 - PN 
"' '"- 1 r fMI .1'11 ........ Cl~~~-ll .... _'ll-1'!'>._,rp.,,« __ -- ... ~;4'<;~~~~~--

N 22 23 26 28 29 3j 37 50 i , . • 

5 'l'\ 21 6 ? 5 3 1°5 . .. l 



I 
4~ EQUATIONS EXPLICITES,.. 

4 ... 1: ... Résultats de Fricke.,.. 

On supposa maintenant. que N E mA I>- L.a surface de. Rt.emann y_ C 
't ""J:I,NII' 

( resp ... ~' C ) associé a à r: (Ji) (cf,.. (2~5)) ( reSI>..- associée à 
, ""' 

fc; (li'·) ,. Où Nt dî.vise riroprement. N ) est alors de e;enre O ( cf,..(2C>5o-3) 

et (f.,..3} ) .,.. 

Pour N =-11., 1.4,., t.5, 1.7, 1~9:,, 21,, 49 C resp.,.. 20, 24,. 27, 32,. 36 ) 

Fricke. construi..t. dans [9] un.a fonction. méromornhe 'C (z) de 1.a vari.a

bl.e.. z. (€ fo * ,.. qui in.duit. une fonction. méromorphe sur la courbe 11 C , ,,.µ 
( resp ... sur la courbe XN' C ,,. :gour 1ft: ::.1 o,, 12,. 9, 1:6 respectivement. ), 

1,,N 

et. don.t. 1.a rest:r:tction. au. demi-axe imag;Ln:a:tre { z E ,g,_,\ Re(z) ::0 , Im(z))~ 

es.t. une fonction. à valeurs. réelles.. 

Plus précisémen.t,. soit z
0 

= i .. :nr.-112 J:e point f:lxe de v11 situé 

dans -fo'¾-( cf.,.. (2.,..4) ) ... La restriction. de ~ au. dern1:-axe imaginaire 

est une fonction.. ana.lytique de Im(z) ... Cette dernière vérifie 

1:: (z) =-~ ( -·1/Nz ) ,. est croissante. pour Im(z) > Im(z
0

) ,. et tend vers 

+ oo lorsque Im(z) tend -v-ers + ro ( resp ... ::. cette dernière est une 

fonction décroissante de Im(z),. à valeurs positives·.- tendant vers o+ 

lorsque Im(z) tend vers +. ()0 et vers + 00 lorsque :Cm(z) 
\ 

tend vers o~: 
Fricke construit également un.e fonction:. méromorphe (1' ( z) de l.a 

variable z,... qui induit. une fonction méromorphe sur ~ C o- La restric-,,.,,,, 
tion_ a.e cf au. demi-axe imaginaire est à valeurs réelles.,.. et est une 

fonction. croissante de Im(z),, vérifiant (5 (z) = - 0 ( _:_1/Nz ) , 

positive pour Im(z) ) Im(z
0

) ~ et tendant vers + CO lorsque Im(z) tend 

I 



v:ers + 00 ( resp.:, c•est une fonction décroissante de Im(z) ,. ten

dant vers + <X> lorsque Im(z) tend vers o+ ,. et vers une limite 

finie lorsque Im(z) tend vers + 00 ). 

Posons de nouveau q ::: exp( 2r( iz ) • On aura besoin plus loin: du. 

premier terme non-nul. du développement en: série de --r;. {z),. (J (z) au 

voisinage de :tc0 (, ci'. (4.2.7.1)). U:til:i.sant [9], on trouve aisément. 

les résultats suivants, lorsque q➔O: 

(ii) N, = 20: 

N:::: 24: 

N = 27': 

N = 32: 

N = 36: 

-2 O"(z) = q 

a'(z) = 5 +Q(q) 

O'(z) = 6 + Q(q) 

.,. 

' 
()(z) = 3 + 9q +Q(q 2 ), 

O"(z) = 4 + Q(q) , 
O'(z) = 3 + Q(q) 

' 

't'(z) = q- 1 +Q(-1)o 

'i:'(z) = -10q + Q(q 2 ). 

"(z) = /f2q + Q(q 2 )o

'é(z) :::. 9q +Q(q 2 )o

't(z) = 8q +Q(q 2 ). 

-rc z) ::: 6q + O< q2) ~ 

Les fonctions. (5 et "G sont.. liées par: 

degré 4 (. respo de degré 3) ,-. à racines distinctes,.. 

On désigne également par Fn la courbe algébrique irréductible défi.

nie sur i par t2· = Flf(X). 

Il réstll!lte de la description des fonctions, cr', 'C que l'application 

z -f ---> ( --C(z),, (>'(z)) 

du demi-axe imaginaire dans FN(Ji,) C 'If, définit une bijection CCIJ du 

demi-axe sur la branche connexe de FN.(lQ qui contient des points dt abs

cisse arbitrairement grande ( resp°" sur(~,~ )f FN.(~ tels que d1r,) O ) 1 

Nous allons voir que FN est un modèle de ~ sur~ et pas seule..;.. 

ment sur (t! .. 
,V.,,. 

En effet,, les fonctions j(z) etj(Nz) s'expriment comme des 

fonctions rà.tionnelles de G' et t; ,. à coefficients daits ~~' cl' après [9]:. 
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(4.,:1.0) 

Désignons par ~..lf :. FN---➔~ 1 1 application rationnelle définie 

par ( 4,/1. .. o) ., 

LEMME 4.1.-1 .. ·~ est. une application birationnel·le.,. 

En. effet,. la donnée de j (z) ,,_ j{Nz) détermine z à un élément de Ç°Cil) 

près, sauf pour un.nombre fini de points de FN' donc détermine un unique 

couple (CS',"t-), ce qui montre que~ est de degré 1 ► 

COROLLAIRE., La normalisée de FN est isomorEhe suri_!.~• 

4.,2. Eguation de Weierstrass., 

Soit X une courbe elliptique,définie sur~- .Par une équat;i.on de la 
"""" 

forme: 

où ~ ,f,~,@tj E !, ,.. l'élément neutre de la loi de groupe étant le point 

(0,1,,0) .... 

Considérons l'ensembl.e des équations {4.,2 .. 0), à coefficients entiers,. 

et q,ui définissent. sur. Q une courbe isomorphe sur Q à la courbe X~ ~ ·;v..N 

On définit une relation de préordre sur cet ensemble en associant à 

Chaque équation la vaJ.eur absolue de son d:tscriminant ( [ 20], 1?• 95 ) , et 

en prenant l'image réciproque de la relat1on d'ordre nat1.1relle sur 

I 
DEFINITION 4o-2.1 .. Une équation de la forme (4o,2o0), à coefficients entiers, 

et définissant sur Q une courbe isomorphe.à X est dite minimale si 
11/1111 

elle est minimale pour la relation de prêordre ainsi. définie°' 



Toute courbe elliptique définie sur.Q admet une équation de la 
"""' 

forme (4 ... 2.,.0) ,, donc, une équation minimale .. 

On a le :résultat d'unicité suivant:. 

PROPOSITION. 4,..2 .. 2 .. L'éguation minimale d'une courbe. elliptique X 

définie.sur Q est un.igue à un automorEhisme 
N\N 

On trouve dans [ 36] ou [ 20 ,, 23 J un algorithme permettant d' écri:

re une équation minimale en partant d 1une équation (4 .. 2 .. 0) queleonque,. 

I . . . 
DEFINITION 4 .. 2.3. ~ (4.2.,.0) est une équation minimale de la courbe 

elliptique X définie sur :J:J.· on dit. gue la forme différentielle, 

dx 

est une forme différentielle minimale de X. 

COROLLAIRE. La forme différentielle minimale d'une courbe elliptioue 

définie sur Q est déterminée au signe près .. 
AMI 

Partant ~es équations données par Frièke dans [9] pour la cour

be FN (c:r ... (4.,..1)), on a calculé pour chacune des douze courbes m.odU-

1:ài.res elliptiques une équat;tonminimale .. Les coefficients.de cette 

dernière, sous la forme (4..,.2.,..0), sont donnés par le tableàu (4.2 .. 6) •. 

Soit ()"2 = a't4 + bt'3 + c"C2 +dt=+ e l'équation de FN 

obtenue :par Fricke.,.. Le tableau (4 .. 2.,.4) donne les coefficients a,.b,c,._éije 

et la page de [9] Où on les trouve.,. 



I 
(4.2.4) Equation de FN .~ 

cf 2 = a 'G 4 + b 't 3 + c 't 2 
-Il- d "C + e o 

B 

11 
1~4 

1 15 

1 'l' 

1.9 

20 

21 

24 

271 

32 

36. 

49 

b C d e 

-1 -20 ,56 -44 0 

'1 -14 1.9 -14 

10 

1 -6. . -27' -28 -16, 

0 2 

64 -76 

1:3 30 

0 

25 

'1 

36 

0 

6 

6 

63 

-6 

36 

O -432 

16 116 
12 9 

-98 

(4o-2o-5) Passage à une équat:.on. minimale ... 

B 

c:r:.11.(2y -1+ 1.) 

2 
(x - 5) 

<S= (2y + X + 57) 2 

4(x - 9)2 

..-C: (2y + X + 57') 

2(x - 9) 

,c = -11 

(x - .5) 

-2(x - 9) 1\:09 --
4 

+. ?, -- ~ 

2 

page 

406 

453 

439 

431 

4n 
455 

442 

455 

388 

378 

455 

403 

~ 

ço 



(2y + X+ 46)2 
\l = ., • .,...,.._ - 2 ( X - 8) 

4(x - 8)2 

(2y +X~ 46) + 5 
"{.= - , 

2(x - 8) 2 

2 
. (2y + X + 35) "'l( "') 81. 

~------.....-.- - c. X - rr -- , 
4(x - 7)2 · 4 

cr= -1.9 (2y + 1:) . , 
(x -· 5) 2 

-( = -19 ,. 
(x - .5) 

1: = (x - .. ~~, 
2 

2 
(j' = (2y + X + 21) = _ 2 (x -~ 5) 

4(x - .5)~ 

61 --~ 4 

'( = (2y + X + 21) + l._ , 
2(x - 5) 2 

cr= y , 

2 6 = <2Y +. x) - 2(x - 2) 
4(x - 2) 2 

21 --
4 

, 

-c- 2y + X . + 7' - . ·---•· 
2(x - 2) 2 

3 - , 
2 



I 
(4.2~6) Eguation minimale,.. 

1[ 11 1:4 1:.5 ~'.'l 1'.9 20 21 24 27. 32. 36 49 

À 0 1 1 1 0 0 71: 0 0 0 0 1 

1-l- 1 1 l \ 'l 0 0 0 ,. 0 0 0 

et< !""l 0 1 -'1' f ~ 0 -1 0 0 0 -1 

~ -1'0 4 -1J -~ -9 4 -4 -4 0 4 Q, -2 

'( -20 -6 -.1'0 -:14 -1'.5 4 -1 4 -7 0 1 -1 

On désigne par "f x l'application dé:fini.e sur ~ par 

j)_ ~ .. -~-"'---..)i,, -,J ➔ X':NC.R> C::. R2 Cf) 

~ ~f -----~► (x(z).y(z)) 

La différentielle minimaJ.e (4~o.3) s'écrit en fonction de cr et 'è: 

Lù = - dv l(f ... 

(iii) N = 2!!: 

(Â) = f'.,:, (z) dz ,, Où fl,I) est. un élément non-nul de 

l.' espace vectoriel <ro (N) •2 )
0 

( de dimension. 1 sur E,, ) • 



LEMME 4 .. 20:.7,' .. 1 • .§2.:!:! f f < f;; (Nl) ,,2), la forme parabolique normalisée .. 

Al.ors 

Il suffit pour vérifier ce résultat. d.1util:t.ser les expressions 

qu'on vient d'obtenir pour W et.. les développements en. série obte

nus en (4,,1) pour <:f et -C o-

4o-3o-Démonstration des théorèmes (1 .. 4o-2) tl (2 .. 2 .. 3)0--

(4 ... 30--'1) Notationso-, Soit X- une courbe elliptique définie sur Q .. On 
,v,,N 

désigne par .,X (respo-- par):*) son modèle de Néron. au sens faible(respo-

au sens fort)(cf o-[20J, [21]) o- On note: 

~p(X) le nombre de composantes irréductibles de la 

* fibre géométrique de ): en p, 

cp(X) le nombre de composantes connexes r-ationnelles 

sur le corps .!p de la fibre de X en p,. 

ordp(X) 1a valuation en p du discriminant d'une équa

tion mini.male de X .. 

Pour calculer le conducteur de la courbe modulaire elliptique~, 

on utilise le théorème suivant: 

I \ 
THEOREME 4o-3o--2 .. (0gg(2~) Soit X une courbe elliptique définie sur ,S.,.. 

L'exposant en p du conducteur de X est donné par 

e (X) = ord (X) - { {X) + -1 .. p p p 

Le tableau (6 ... 3 ... 4) indique le type de la fibre du modèle de Néron 

(au sens fort) des courbes modulaires elliptiques~~ ainsi que les 

valeurs de cp(~).(cfo- (4o-3o5o )o Les notations employées sont celles de 

Néron. ·La valeur de {p(~) se déduit facilement de l'examen du tableau 

de [20}~ PPo 12.4, '125 ... 



(4 .. 3o-3) En utilisant le tableau (6 .. 3 .. 4), on vérifie cas par cas que 

le conducteur de la courbe modulaire elliptique ~- est N,._ ce qui dé

montre le théorème (1 ..-4o-2) o-

(4o-3o-4) On. vérifie de même, à l'aide des équations (4.20-6), que les 

facteurs locaux de la fonction L de la courbe modulaire elliptique ~ ,_ 

aux nombres premiers p divisant N (cf .. ('2o2)) ,. coincident avec les 

facteurs locaux correspondants de la série de Dirichlet associée à 

Ç(N) tels qu'ils ont été déterminés en (3 ... 1 .. 3)o- On termine ainsi la 

démonstration du théorème (2.,.2.,.3) <>-

dont on 

Calcul de c (X)<>-Donnons ici p 

calcù.le les entiers cp(Xn) ► 

quelques indications sur la façon 

Soit X une courbe elliptique définie sur 3..,par une équation de la 

forme (4...2o0) qui est de plus une équation p-standard de X au sens de 

On désigne par~ le modèle de Néron au sens faible de X,, et on 

pose 

Al 11,f· i ,-1 = r-. p ,.etc ... 

LEMME 4o-3<>-5o-1 ~ c (X) est donné par le tableau suivant (notations de [20}~ p 

Type de réduction 

en p 

Valeur de 

c (X)= Ili 
p 

si {;(®F )0 est déployé 
, ""'P 

pour m im~air J 
pour m pair 

sur F , 
~p 

dans le cas 

contraire. 



(suite): 

(c 1) 

(c 2) 

(c 3) 

(c 4) 

(c .5m) 

-; 
i 

(c 7) 

c (X) =1 . 
p 

cp(X) = 2 • 

~--
c (X) 

p = 1 ou 3 selon que 1 1 équation: 

y2 + \½:Y - Ô2 = 0 a ou n•a pas des 

dans F • ""P 

cp(X) = 1,. 2 ou 4 selon que l'équation : 

x:'+0(1x2+ P2x + i3 = 0 a o,., ·t ou 2 

dans F ,v,,p • 

Pli !ITT --~-~PJ.;,Ni~·ll'•W ~ "~~~--.•:,~ .... -~------,,.,..--
m = 2n-1': 

2 ou 4 selon que 1' équation : 

Y
2 

+ fn+1,Y + 62n+2 = O 

dans F • ,wp 

m = 2n: 

racines 

racines: 

2 ou 4 selon que 1 1 équation : 

2 
~x + ~n+Zx + i2n+3 = 0 a ou n'a pas des 

-

1 

1 

1 



Démonstration., On peut se reporter à [2gl pp. 1'03-:122 .,. 

Exempleso-

(i) E:t5. Les fibres du; modèle de Néron en p = 2,, p = 7 

sont de type (b 6) et (b3) respectivement, non-déployé en 2, déployé 

en.?► Donc. c.;/X,pl-) = 2" et c.,l~Jt_) =· 3o-

Les fibres en p = 3.,, p =-5 sont ici de type 



.5o- POINTS RATIONNELS DES COURBES MODULAIRES ELLIPTIQUES .. 

, \ 
THEOREME 5o-1.'l o- Le ~roupe ~(!V des points de la courbe modul.aire 

elliptiou~ Xli··rationnels sur S, est un grou1;2e finio-

(5o-1o-2) Nous allons démontrer ce résultat en premier lieu pour les 

courbes modulaires elliptiques ~ qui. possè.dent un point d'ordre 2 

rationnel s.ur 3, ,- c• est à dire pour NE~-{ 1'[,_ 19,. 27) o-· Pour ce 

faire, on. utilise le procédé classique de "2-deseente" (cf°'~)) sous 

la forme donnée. par Tate dans [3i\, o- Nous renvoyons à ce dernier pour 

la justificatioa des affirmations qui. sui.vent .. 

Notationso- Soit X une courbe elliptique définie sur Qo- D'après le tœo-,.,,..,,,, 

rème da Mordell.-Weil,: le groupe X(~.) est un groupe de type finio- On 
MN 

a:ppelle ran& de X le rang du groupe libre quotient. de X( Q) par sa paa?-
,,1,,( 

.tie de torsion X(SJ tors • 

Lorsque X possède un. point rationnel. d'ordre 2, on peut trouver 

une équation de X de la forme 

y2 = x(x 2 + ax ~ b) a, b E ~ ,-

1.e point d'ordre 2 étant l'origine (0,:0) ... 

On considère alors 1.a courbe 'i quotient de X par le sous-groupe 

d'ordre 2 engendré par (0,0): 

y2 = x(x 2 +rut¼ o) - - 2 où a= -2a,- b = a - 4b. 



Soit -ct_: X(S)--- 7 f ;!,2 l'application définie par la condi

tion de prendre. la valeur 1: sur 1 • élément neutre de X( Q),. et par 
N>I' 

ci.(O,.O) = b ( modo Q,*2 ) 1 ,._., 

O((x,.y) = x ( mod ... Q*2 ) si xf o .. 
NV 

Alors o{ est. un morphisme de groupes dont l'image C{(X(Q)) est finie. 
1W 

On. désigne par J X\ 1 'ordre du groupe (X (X(,W)... Définissant de façon 

analogue ~ et pz [ pour la courbe X,. on a 

ixl }xi = 2r+z , r désignant le rang de x ... 

Nous. allons: voir que lxl (x 1 = 4- pour chacune des courbes Xn-Où 

NE 11(1 -{ 11, 19,- 2'?', 32., 36)o· Ce qui précède montre qu'il revient 

au même de le voir pour des courbes isogènes sur Q aux courbes en 
MN 

questioni>'.Nous ne traitons pas les cas de x32 et x36 :. Le fait que 

oes deux courbes. n'ont qu 9un nombre fini de points rationnels sur 

!, est bien. connu (c.f ... par exemple [33] )..., 

2: 2 Soit (x,y) un point de X: y = x(x. + ax: + b) rationnel sur Q,, 
M, 

avec y 1 o .. Un tel point s'écrit:. 

où é,. M, R, h
1 

sont des. éléments. de !, et Où b?l est un. diviseur de b:. 

Posant b2 = b/bl,., on :peut supposer de plus que les conditions 

suivantes son.t vérifiées: 

(M,,e) = (R, e) = {b~ ,.e) = 1 

(b 2 ,-M) = (M,R) = 1~0'- ( cf ... '[37], Po-5"1'5 ) o. 

L ':image O{ (X(.$]) est le sous-groupe de :!, /§ 2 formé des classes 

modulo 4<,>t;:
2 de 1.,.. b e.t des b'l tels que l'équation 

ait une solution ent:ière (M,.R) nartriviale. 



(5 .. 1o3) Démonstration du théorème (5 .. 1 .. 1) pouz: N = 11.4, 15, 1.?, 20, 

2I,- 24 tl 490-

0n utilise les notations et les résultats de (5.,.1.2)..,. 

On prend pour X la courbe c
14 

(cf .. (?o5o5)) o-

2 ~ 2. , 
X: y = X"' -1.1:x + 32x 

- 2 3 2· X: y = x + 22x -- 7x 

(i) X possède les points. rationnels (8,8) et (4,-4) qui donnent 

'h:
1 

= 2, h
1 

= 1 respectivement., 

D'autre part, h = 32, donc bl E [:t1,, ±,2. (mod • .t,2)J• 
On doit donc examiner si 

(1.) R
2 = -M~ - 11 M.

2e2 
- 32 e4 , 

(1() R2 = -2 M4 -11 M2e2 -16 e4J 

ont. ou n•ont pas de solutions entières non-triviales .. 

Or il est clair que (1) et. (11) n'ont pas de solutions non...;.nullœ 

dans Ro-
MI 

(ii) Le point (0,0) de X donn.e b1 = -7o- n• autre part, Aîi
1
_ f [:t:1,. :,t? 

(mod·• ç_*2J] ... 
On doit donc. examiner l'équation 

Cette dernière entraine modulo. 8: 

ce qui entraîne 

en tous cas 

soit R2 ~ 0 (mod: • 8) 

soit R2 ~ 4 (mod • 8) 

M2 + ,/- :=" 0 (mod O 8), 

M2 +e 2 ~4(mod. 8), 

2 2 M = -e (mod:, • 4) donc M2 =" e2 = 0 (mod • 



Or (M ,ce ) = '1 .... 

Par conséquent {X (X(S)) = { +1,., -7! (mod,. §~) ]o. 
Donc. \xi t:x f = 41> 

On. prend,:_ pour X la courbe c.15 (cf.,.(7.,.5 ... 5))0-

(i) 

Elle n• a donc. pas de .solutions réelles non-nulles lorsque b.1 < O .... 

D'autre part 

en traÎ:ne modulo 4 : 

R2 = M2( 2112 + e2) 

d'où: soit M
2 = 0 (mod.,.4) R

2 = 0 (mod....L~),. or (M,R) = -1~ 

soit M
2 = 1 (mod°'4) et R

2 = e2 + 2 (mod.4), 

donc R2 i::' 2 ou -1 (mod ... 4), ce qui est impossible.,.. 

Par conséquent 

~(X(EJ) = { 1 (mod • Î~,1 .., 

(ii) Les points (1,.0) ,. (5,.20) ,-. (-3,12)" ( f.5,0) de X donnent respec

tivement 

On est ramené à étudier: 



(1) R2 = -M4 + 1:4 M2e2 + 15 e4 

(1~) R
2 = 3 M4 + 14 M

2e2 
- 5 e4• 

(!1) entraîne modulo 8 : 

R2 s -( M2 + e2 )2 (mod ... 8) ,,qu.i n'a pas de solutions 

vérifiant les conditions voulues,.. comme on l'a d4ja vu ... 

{11) s• écrit modulo 16 

R2 E 3 ( M2 - 3e2 ) 2 {mod .. ,t6), 

c.e qui entraine 

( d 4) d u2 =- e2 =- O mo ... ,, · one, r1 

On: en. déduit 

o{ (Î(,S)) = { 1 ,,. 5,, -3,, -15 ( moéf • J 2
) J ... 

Donc lxl)i\ = 4o-

On. :prend pour X la courhe A
17

, (cf ... (7 .... 5 .. -5))0-

X: y2 = -:!>' + 9 x2 + 1 G x 

X~ y2 = ,;?> - /4 S x2 
+. f'l' x 

{i) Le point (-4,,4) de X donne bf = -1 (mod·. !f2 ) ... 

D'autre part. bt~ f ~1,. ;!:2 (mod... ;[ 2i .... On doit donc examiner: 

(1.) 

quienh·aîne modulo 4: 

R2 = 1-? ( 2 M2 + e2),. équation qu'on a alja rencontrée, 

et qui nht pas de solutions non-triviales modulo 4 vérifiant les condi;.. 

tions voulues ... 

On en conclut 

0( (X(S]) = [ ±, /4 (mod·• /
2
) j .. 



(ii) On a pour X:. b4 E{!:1,-+17 (mod • 1,2]~ 

L • équation (5.,.1 .....2o-f) n'a pas de solutions réellies non-nulles 

lorsque b1 < Oo-Done 

o{(X(~_)) = t +:1,, +17(mod'.t s.,f2j,. et \xffx\ = 4.,. 

On prend pour X la courbe x20 .. 

X: y2 = ,2 - 2 x2 + 5 X 

y2 = x3 + q. x2 
- 1.6 X • 

(i) On a pour X:. , b1 E { +1,. :t5 (mod v ,&>l(2j,, 
et l'équation, (5 .. !L •. 2 .... 1) n'a pas de solutions réelles non-nulles lors

que b
1

(o. 

Donc. 

{ii) Pour X:, b,tE{~:,,1:, ±,2 (mod, S:2J" et le point. (o,o) donne 

b1 = -1o-

On doit donc examiner! 

{1') R2 = 2 M4 +. 4 M2e2 -- 8 e4 , 

(1f) R2 =--2 M!~ + 4 M2e2 + 8e4 , 

qui entrainent modulo 4: 

R2 ;;" 2 M4 .,.. Or (M,,R) = 1o-

Donc 



X: y2 = x3 + x2 + 16 X 4 

X: y2 = x3 - 2 x2 
- 63 x • 

(i) Pour 1a courbe X: b1 E f.:t 1 (mod~ • f 2)] • 

On doit donc examiner 

(1) 

{JI) 2 4 . 2 2 4 
R = - M + M e - 1.5 e 

' 
(t) entraine modu=h2, 4: 

R2 - M2 ( 2· 1"12 2 )' ' t. d, • t ' = _ . •. + e ,. equa ion eJa rencon reeo-

Le second membre de (II.,., !Il) est défini négatif, donc (!l~t!Z:.) n'ont 

pas de solutions réelles non-trivialeso-

Donc ci.(X(,32) ::: { 1 (mod ., ,t'2) },,. 

(ii) Les points (O,O),, (-3,--1.2) et (2'1,84) de 3ë donnent b~ = -7, -3 

et 21 respectivement~ 

On doit examiner: 

(I) R2 = -M4 -2 M2 e2 + 63 e4 , 

(ll) R2 = -9 M4 -2 M2 e2 + "l e4 ) 

(IIl) R2 = 3 M4 -2 M2e2 - 2~ e4
o-

iI) entrelne modtùo 1·6 : 

R2 = _ ( M2 + e2)2 (mod,/16-) ,, 

donc R2 = 0 (modo-16) et ( M2 + e2)î:! :f O (modo-16), 

soit 



(Ir) entraî.ncw.22ulo "\6 ~ 

il = 7 ( .112 + o2 ) 2 (mod,.. 1.6) ,, 

ce qui cntraî.na là encore 

R2 s O (mocl(r 16) et. ( M
2 + e.2 ) 2 = O (mod.,. 16)?-

(IIT.) entraine Pl.9.9:lÙ:.9. 1Ji: 

R2 =' 3 (,,M2 ,_ 3 u2 ) 2 (moclo-1.6) 

donc. 

d 1 où. 

R2 = 0 (mod"' "16} e-t ( H
2 

.- 3 e
2 /! = 0 (mod.,. 1.6),.. 

:ri· + e.2 = 0 (modo- 4),., soit. M2 = e2 == 0 (modo- lj.) ~· 

or (M~e) ::::.1 . .,.. 

Donc 

et lxl•I xf =- l+,.. 

[N = _2~! On. prend pour Xia courbe ~ 4• 

Xi y2 :::: ,,(> + 5x2 + lj.x .. 

(i) Les points (--4,.0)" (_.;,l ,.O) ,- (2,6) et (-2,2) de X donnent 

(ii) Ltéq_uation (5.,.1 . .,.2.,.1) associée à X n'a :pas do solut:i.ons réellés 

non-nulles lorsque b,1 ( Oo-

0:u. est ramené à examiner 

qui entraîne modulo 3 • ___ ... .....__ f 

R2 = - M2e2-; 

R2 = M2e2 = 0 (modo. 3).,. Or (117 e) = (R~M) = 1 .... 

Donc lx l ·1 x l = 4o-. 



On prend pour X la courbe A
49 

(cf. (7.5.5)) •. 

2 ~ 2· 
X:: y = r + 2. x + 11.2 x 

i: y
2 = x3 .... 42 x2 - 7 x: 

(i) On. a pour la courbe X : 

hl\ E {±1, ±,2,- z_?,-:t:14 (mod • 3,.:.f.2
~, et le point (O,O) 

donne 'h:I\ = 1. 

Il reste donc. à examiner: 

modu o 7! 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

(V) 

(VI) 

(VII) 

il = - M4 + 21 M
2 e 2 -11.2 e 4 , 

R
2 = 2 M4 + 21. M2

e2 + 56 e4 , 
2. 

R
2 = -2M 4 + 2:t M. e2 

- 56 e4 , 

R
2 = -4M4 + 2.1 M2e 2 - 28 e4 , 

ri- = 8 M4 + 2-i M2e 2 + 1 4 e 4 , 

R
2 

= -81-14 + 2:1 M
2 e2 

- 14 e4 ., 

R
2 = ~f6 M4 + 2:1 :tle 2 -7' e4 • 

(I) et (VI) entraînent: 

R
2 = - M4 (mod. 7),- donc R

2 = M4 = O (mod. 7). 

Or (M,R) = 1: .. 

(III) et (VII) entra!nen.t: 

R2 = - 2 M4- (modo- 7') ,, donc R2 
E M4-~ 0 (mod. ?) ... 

(IV) en traîne:. 

If- = 3 114 (moa ... 7),.. donc. R2 = M4 = o (mod.., 7). 

modulo 4 

(II) et (V) entra1nent respectivement 

ri = M2 ( 2 ri + e2 ) et R
2= e2

(2e
2 

+ M
2

), 

déja rencontrées. 



Par c.onséquent 

O((X(
1
~)) = { 1.~ '7 (mod.. ,! 2

)}• 

(ii) Pour 1a courbe x,, bi E{!1,. +']' (mod • .S., 2
},- et le point (0 110) 

donne b;î = -"/i. 

On doit donc examiner 1 1 équation: 

2 4 2 2 4 R' = - M -42 Me• -11-7 e, 

qui en.traine modulo ? : 

2: 4 R ::::. - M (mod.,. 7') , 

équation. déja rencontrée plus haut.,. 

(5~J .4) Pour terminer la démonstration du théorème (.5.•ft>1), il. reste 

à examiner le cas des trois courbes modulaires ellipt:tques x.
1
1-, x

19 
et. x27 .. 

Le résultat est connu pour x.11 (cr. [3;j) .. 

La courbe x
27 

est isogène sur~ à la courbe y2 = ;> -11· x + 6, 

dont l.e rang est nul d'après les ~ables de Birch. et Swinnerton-Dyer 

(cf. [?J,[,]). 

6' 

Lè fait que ~"r':l a un nombre fini de points rationnel.a sur ~ 

est démontré par Mazur dans [1.7}(table i p.258, ou prop. ~IOo-2) ... Ifaus 

allons ett donner une démonstration plus élémentaire. Pour cel.a,, il nous 

suffira de modifier quelque peu la démonstration de Sansone et Cassel.s 

(5/i .,..5) Démonstre_tion. du théorème (5o-1 ... 1.) J?,_qur:, li = ·'î.9o

La courbe x
1
:
9 

est 1a courbe el.1:iptique d 9 équation:. 



Posons: 

{ 

X :::. 4(x + y) + 9 z , 

Y =· -8 x. + 11. y + z , 

Z = -3(:x: + y) -2. z. 

On obtient l. 9 équation:. 

:El s'agit de voir que l'équation (~1:) n'a pas de solutions entières 

non-trivial.es,, c'est à dire autres que celles définies par xyz = Oo

Supposons qu'il n'en soit pas aiF..si, et choisissons parmi les solu

tions non-triviales une so·lution. (x,y ,.,z) tel1!3 que f xyz I soit minimal. .. 

On peut supposer par exemple que 3 ne divise pas z. 

Posons: 

X:,1 :::. 3 X + 3 Y + 2 Z ' 

(2) Yj = 3 S z + 3 ) 2 y + 2 z , 

- y2' 3'r :ri =-3> x+. >y+2z, 

Où 3 est une racine primitive 3-ième de l. 1uni·té.,.. On obtient: 

(3) ( - )3 63 -19 x.1 +. Y?/ + Y?l : - "' ~ Y~f!;;j o-

Soit K = Q(5) le 3-corps cyclotomique. L'anneau des en.tiers 
"""' 

OK = ,![ ~ J de K est principal .. Le seul idéal. premier ramifié 

2 
3c.OK = °l .OK 

L'idéal 19 se décompose en. produit d'idéaux premiers: 

est 3:. 



L'équation (3) s•écri.t: 

(4) (.5+3,3 )(5+3,:S 2)(x1 +· ~\ + Y.1)3: <5 -J2)6 23 xy.,.~t • 

On voit comnte dans [4-0 que l.e pgcd de z.
1 

,._ y1 , 'y-,7 est un entier 

rat:i.onneJ. Î .,. On pose: 

(5) 

On obtient ].téquation. (6) anal.ogue à (4) ,, où ~
1 

, y;
1 

, y1 sont 

remplacés par x
2 

~ y2 ~ y2 .,. La factorisation de (6) amène à dis

t:i.r.i.guer trois cas: 

Supposons que (.5+ 3 3' ) divise x .,. L'équation (6) 2 
s'écrit:. 

(?) 

(8) 

j = o, 1-,, ou 2" 

vérifiant: 

(9) 

Cas 2.,. -- Supposons que (5+3) ) divise y2 o- On obtient: 

3 
X2 ::: X3 ' 

Y2 = ~ )j (5+3'5) Y33. ' 

'"i2 = - >2j C~3 J 2) Y33 ' 

(1f) X33 - }j(.5+3) ) Y33 - .) 2.j(5-1-3) 2) Y33 = -6 X3 Y3 Y3 .. 

~ 3 ~- Supposons enfin que (5+3) ) 

gue du cas 2 ,. où on a permuté (5+ 3 3 ) 
divi.se i~.,. On obtient 1'ana1o

et (5+3) 2 )~ 



Dans toua les cas:. 

3, étan.t totalement ramifié,, on a:. 

F :: Z / 3Z ~ OK / a "' ~3 NI/ NW l ,. 

et par conséquent: 

(mod:• or· ) , 
(mod• q) ~ 

~3 ~±1 (mode 9), 

(13) 3--3- /4 
Y3 = Y3 = ±.. {modo 9), 

-6 X3 Y3 Y3, 0 (mod~ 9)o-

~ 1.. (9) en.traine modulo 3: 

soit 

3 . 3 ( x
3 

+ y
3 

- 0 mod, 

soit~ à cause de (13): 

et (9) entra:tnc modulo 9:. 

j: a .. 

On pose al.ors:. 

6 X3 = X4 + ylt:- 4r Z.11-' 

(15) 3 y3 = X4 + } Y4 + ~ 2: Z4 > 

3 Y3 = X4 + S 2 Y4 + ) Z4 ' 

Où x4 ~ Y4- ,-, zlt:- E :ito• Alors. (9) s 1 écrit~ 



(16) 

On peut donc trouver des en.tiers. rationnel.a m.,., x5 , y5 ;. z5 , vérifiant: 

..,. - Ill V 3 -4 - ···5 ' 
V w.-u-3· t14=.ui.v:5' 

z4 := m. z;/ / 

et 

X53 +· Y53 + Z53::: 2 X5 Y5 Z5 • 

RaisomtP..Jl.t comme dans [4:t] ,:· on arrive à une. c.ontradi.ct:i.on ... 

~ 2'>' Le. même type de raisonnement que dans la cas 1 montre qu'on a 

nécessairemekt. j = 0 dans: (11 ) °' 

Posant cette f'ois:. 

on. obtient:. 

(18) 

donc 

3 x3 = x4_ +. '14 + Z4. > 
2. 

3 y3 = X4 + )Y4 + j Z4 
' 

3 Y3 = X4 +· J 2 Y4 + > Z4 . ; 

2: :x:4 :::: m y 5 Z.5 ) 

2. 
~J+ = m. z5 X.5 ' 

.2 
z4 ::: m x5 Y5 ' 

z ,., et 
tv,N 

x:? + y5
3.+.z 5

3' ::: 2 X.5 y5 Z.5 • 

On conclut comme dans [41] ., De. m~me pour le cas 3 • 



5<>-2o-Points d'ordre fini.,.. 

D'après le. théorème (5o1 o1),. la détermination des points ra

tionnels de la courbe modulaire elliptique~ se réduit à la 

détermination des points ra.tionne;ts d'ordre fini.., 

On connaît d'autre part un point rationnel d'ordre :fini" à 

savoir la pointe P
1 

( on rappelle que la point.e PN. est choisie 

comme él.ément neutre de la loi de groupe) .. L'ordre de la pointe 

P
1 

a été déterminé en (3..,.3) °" 

Enfin,, il est facile d • obtenir une borne de 1 • ordre o/ 
0 

(~) 

du groupe x__(~) = y __ (~)t 
-""N ,w -"l'l tvv ors en utilisant. la 

PROPOSITION. 5o2o-1 o- ~ X une cour.be elliptigue définie sur j,. 

et soit .JE §On modèle de Néron ( au sens faible).., L1applicatio_! 

de réduction modulo p 

iVV 

est inj~ctive sur la ~a~tie de X(,S)tors d'ordre premier à p.,. 

Cette proposition est une conséquence du fait que le noyau n1C. 

de la multiplication par n dans 32 est étale au-dessus d 1un ouvert 

de Spec(i) contenant p,lorsque (n,,p)::: ( SGA 7,, IX) 1 et de ce 
N',., 

qu'une section d'un morphisme étale au~dessus d1un ouvert connexe 

est déterminée par sa valeur en un point ( SGA 1" Io.5o-3).,.. 

Remarq~~ (5o.2...2)~ Soit X une courbe eiliptique ayant bonne réduc-

tion en p~ Le nombre mp(X) 

.,J;P est donné par 

des points de -X © F rationnels sur 
A:. ""'P 



où Tr(j(P) est la trace de l'endomorphisme de Frobe11ius de ]t@!p• 

D1autre part" d'après (2...2),, lorsque X est une courbe modulaire 

elliptique, 

Tr(f(p) = ~(p) ,, 

)(p) désigna.nt la valeur propre de l'opérateur de Hecke T(p)o-

On peut. donc dans ce cas~ pour les petites valeurs de p ne dîvi

se.nt pas N,,, calculer mp (~i) en utilisant les déve1oppements en série 

obtenus en (3o-1..-2) ,, donc sans avoir à utiliser une équation de -¾T<> 
r~ 

On obtient ainsi les résultats rassemblés dans le tableau (5..,202 ... 1) ... 

N 

/11 

1-4 ---15 

1-7 
-19 

20 

2 

24 

21 

32 
- 36 

-
49 

l -

Dans ce 

et par mp 

de la fibre 

sur F °' 

tableau,, on désigne par '1, 1 tordre de :iS'I.(f{), 
l'ordre de (-:,Cl.-r&F )(F ) ~groupe des points 

.7C. :.. ""'P ""'P ,, . 

.,.,,...,p 

m2 !!l3 

-
5 5 

- 6 

4. -
4 4 

3 
~7-

6~'--
4 -

- -

en p du modèle de Néron qui sont rationnels 

~--'-
m5 m'l ra11 

---
5 10 -

-.,..,,,._,,, ___ 
6 - if2 

·---_8_, -"''~:·6' ,. " i 
.. -- U$<ii',.~.• 

8 4 r/2 
~~-~"""-""'""""~~-""""~--~•.,ti'lo-. 

3 L9 9 
/<,os,.. __ ~ •• ..,.._....:,,'W-¼ ... :.' , ......... 1'10<-

_ " 6 12 l . . ,. 
.... • . ~~- .... _ .... 1 .. r·-

8 - i ,46. ~ i ; ~-- -----,.,.~~--~ 
8 8 8 ~ -r __,,.,,. ___ .,,.,....,,.., ,___,.,..-·.,....,..,,,"'\,, .... 

1:0 20 20 

Majoration 

de 1o 
5 

., _____ ... 
,.,,,.;.,~.,,. 

.,_, ___ ....,...,.,,,.,. 

i 3 - 6: 9 1.2 
' --···" ,.,._,..,...._.,,.,.. • .,..,,_~-.,a, ..... - 4 8 8 12 1 

\,,...__ .. ~ -·- ..,..4"W"'-'Oi=-- ... ~ _ .. ..,..., .. ,.,. .... ...,~~""~'-, ... ;s,,,,·,~., - - 6. 12 ,12 

- ~- ~"'fi•--"- . 
2 2 6 - 8 

1 --



La comparaison des tableaux (5"'2.,.2 .... 4) et (3.,.3 ... 1) montre immédia

tement que la pointe P1 engendre le groupe ~(~ tout entier lorsque 

NE ofl1 - { 15" 21.,, 2S, et un. sou.s-groupe de ~(~ d'indice au plus 

2 pour les trois niveaux N = 15,, 21,, et 24.,. D'autre. part, on remarque 

que 1e groupe de Lie rée1 Xn-(S) est connexe pour N E1iL1 -· Î-'15,21,24_}, 

et qu'il a deux composantes connexes lorsque N ::::. 15, 2~1,, 24 ... 

Nous a11ons voir que pour ces trois valeurs de N:~ la pointe P~ 

engendre le sous-groupe :&:_r/~n ~(fil O des points de la composante 

neutre ~(fil O 
de Xi/fil qui sont rationnels sur ,&. ,,. que X1:/SJn ~(fil O 

. 

est. d'indi.c.e 2 dans XrI(,S2 ,. et que Xy{,S2 est engendré par l'ensemble 

des pointes de X:N. rationnelles sur z· 

Reprenons les notations de (4.,.2.,.7) •. L'image de z =- :i.oo par y N 

est un point rationnel sur 1.a courbe ~11 C!z_ d'équation (4.,.2.0) ... 

Faisant suivre "f N de la translation par -1~(ie:o),. on. obtient: 

qui envoie i o0 sur l'élément neutre (0,1 "0) de ~ o-

(5o2:o-3) Points rationnels. 

(i) Points rationnels de ~
15 

o-

On a pris pour équation minimale de x
15 

(cf. (4o-2..,.6)):. 

y
2 + xy + Y = -z? + x2 

- 10 X - 10 • 

La pointe P1 est un. point d.v ordre 4 • Utilisant (4o:î) et (4..,.2 • .5),, on 

voi.t que ses coordonnées sont (.8, .... 27) .... 

Les involutions w
15

, w
3

, w
5 

s•écr:t.vent,, dans l.es coordonnées 

( cf ,:c): 



W3 (cr- ,_--C) = ( <s' /t:, 2" -1/"-l)" 

w5(G' 1: 'G) ::: ( -fS/,r; 2 ~ -c1/"C )_. 

-74--

comme on le voit facilement en remarquant que ~ 5 échange les pointes 

P1 et P15 " et que ~
3 

n'a pas de points fixes ( puisque )\(3) = 1 ~ 

dt après (3<>-1 o.3) ),o-

:ta définition de w
3 

en termes de matrices montre que w
3

(P;.
15

) = P
5

• 

Il en résulte que P
5 

est un point rationnel d 1ordre 2~ et que w
3 

est 

la translation. par P
5

.,. L'expression obtenue pour w
3 

permet de calcu

ler l.es coordonnées de P
5 

; qui sont (-1,.0).,,. 

De même,: w
3

(Pi{_) = P
3 

J!· soit P1 + P5 = P3 ,. ce qui montre que P3 
est un. point d'ordre 4°'" 

On. peut donc donner la liste des points rationnels de x;_,5 : 

P,1-5 ' 

p1 = (8,,-27) , 

2P/4:::: (~,.~) J 

3P1 = (8,1.8) , 

P
3 

::::: (-2,,-2) , 

P
5 

= (-1.,0) , 

P
5

+3P1 =-(-2 1 3) 7 

P5+2P1 ::::(-13/4,9/8), 

On vérifie bien les. résultats annoncés<> Le tableau (.5.2 .. .l1-) indi

que la structure de X.,i:5:(fil et x,15 CS).,. 

(ii) Points rationnels. de x
21 

.,. 

On a pris pour équation minimale de x
21 

: 
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Procédant de la même façon: que pour x
1
.5 ,. on établit ce qui suit: 

Les. involutions s 1écriven.t 

w21 (O' ' 'C ) ::: ( -cr' 'w ) , 

\v-3< cr,. t ) = ( rilt; 2 ~ 1/'C),. 

Yl,7' G,. "'(;) = (-rf /-c 2 , 1/"C )~ 

ou,. en termes de la loi de groupe : 

w
3

(P) :::: p'l - p,. OÙ P7 est. d'ordre 4,. 

Yl
7
;(P) ::: p + P3 ,,. et P3 est d'ordre 2,. 

W2I(P) = P,Î - p.,. 

Le groupe ~ 1 (.5::2 est d'ordre 8,. et engendré par 1es pointes!} 

p-1. == (5,.-3) , 

2P
1 

::.·(2,.-1) , 

3P1 = (5,8)) 

P 
7 

:::. (-1,.2) , 

3P +P
3

:::: (-1,-1) , 

2P1+P
3
= (-1/ti,,1/8) .,. 

(iii) Points rationnels de ~
4

• 

On a pris pour équation minimale de x24 

y2 ::: -z? - x2 - 4 X+ 4À• 

Pour chaque diviseur positif d de 24t il. existe une pointe Pd et 

une seule de niveau do- On obtient ainsi tous les points rationne1.s de 
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Le fait que Î\ (3) = -1 (cf,.. (3,.. o-3)) montre que w
3 

est une trans

lation par un point d'ordre 2, à savoir P8 • D'autre part,, d'après 

Fr:tcke [9\, on a : 

'"'C ( 1./2) = -2,. rç ( 1./3) = -3~ 't (1/1+) = -4, 1:'. (-1/6) = 6. 

Utilisant les équations (4.2o5), on obtient les coordonnées des poin-

tes°" 

P2.4r ' 

P
2
-= (4,-6) , 

p1 =(4,-6.) ' 

P
12

=(2,0) , 

Remarqu2_., 

P8 == C·t,o) , 

P
3 

-=:. (0,:-2) , 

P 
6

::::: (0,-2) , 

Pq. = (-2,:0)o-

Les courbes x20 ,. 1:36 possèdent six pointes rationnelles sur,& 

Là encore, les groupes x20 CSJ, x
36 

(3) sont formés des pointes., 

(iv) ~~ste des points rationnels. 

Le tableau suivant donne la liste des points rationnels des eourbes 

modulaires elliptiques~ Les coordonnées des points sont relatives à 

1' équation minimale donnée par le tableau (4 ... 20-6),. On omet de noter 

le point à 1 1 infini.,. Lorsque ~ 1(fil possède deux composantes connexes, 

ce qui a lieu pour N = 15, 21 1 24, on a. séparé par un point virgule les 

points situés sur deux composantes connexes distinctes., 



(5, 2. 3.-1) • Coqrdonnées des points rationnel_s. 

x11 (5,5), (5,-6), (16, 60), ( 16,-61) 0 

~----- ,_ ____ 
x-14 (1,..:1), (2,.?)' (2,-5), (9 ,23), \.9,-33)0 

-· - -
x~5 (-13/4,9/8), (-2,3), (-2,.-2), (-1,0); (3,-2), (8,18), (8,-27). 

X,17 C'\1/4,-15/8), ( 7, "13)' {7,-21). 
1 
' 

X,19 ( 5, 9), (5,-10) .. _l -- ----. ---+--·----.. -------~-· ---·-~·-· -··---- --- ~ ~--~ - --·- ~- _____ ,.._# ~-- ··--~~---· 

x20 

' 
(-1,0), (O,.:t,2), (4,.::10). 

- - - _______ ., ___ , 

·---, ------
x21 (-2,1), (-1,2), (-1,-1), (

0 ·1/l+, 1/8); (2,-1), (5,8), (5,-3) .. 

- - -------~---=""""""""··-
x24 (-2,0), (0,_±2), ( i, 0); (2, 0), C4,z.6) ~ 

x27 (3,.4), (3,-5) ... 

x~2 (o,o), (2,+4) ... 
.,,f-. -

--•-""" 
x36 (-1,0), (O,;t.1), (2,;t.3)., 

X49 (2,-1). 
1 

(5.2.4 ) Tableau: Structure de ~(~C~QQ .. 

Le tableau suivant représente le groupe de Lie réel. ~ 1(,!U, 1es 

points marqués. étant les points de ~(SJ, parm..i.. lesquels figurent 

les pointes: rationnelles • On utilise le plongement de 1N(m dans 

F2 (}j- défini par (5,..2.2.2)., 

--
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Soit CNC: ~(~ le sous-groupe engendré par la poj_nte ~., D'après 

ce que l'on vient de voir, CN est d'indice 2 dans -¾•(Q) :pour 
• . ..~ /\AN 

N = -15, 21, 24, et CN = x1/~) pour N E:)1\-[-15, 21, 2l1-J,. DruiEJ. les 

trois premiers cas, on peut trouver une pointe rationnelle sur Q, non 
,vv\ 

contenue dans CN • On a donc le résultat. annoncé: 

~es :eoint:s de la courbe modulaire . ... 
~lli32tiau~ X:t.r rationnels sur ,i est fini et eru~e:r;§.ré par _l;es poi_a

tes de ~ .9,.\'ti sont rationnelle~ s~ 3: 
On désignera par 1

1
(N) l'ordre du groupe 
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(5.2c6) Chemin fondamental .. 

Soit tE]o,-1] , et posons z(t) :::: -i.Log(t) .. L'application. ainsi 

définie se prolonge en une application continue de [o,.'1]dans la sphère 

de Riemann, et dont 1 1 j_mage est contenue dans -f;r~ .. Composant avec le 

1 •.aiiplicati.on canonique 

-f/ -'o/ l{ /ç (N) , 

on obtient un chemin IN dans la surface de Riemann ~ C: 
, f'.1# 

Le. chemin IN s'appelle le chemin fondamental de ~ C.,. 
'AN 

Considérons. l•application 'îN ( cf,.(4 .. 207) ), qui induit un :plon-

gement de 

La restriction: de t au demi-axe imagina:tre Re(z)=O, Im(z).> o, 

considérée comme fonction dé la variable réelle Im(z), est injective, 

analytique, et à veJ.eurs dans X.C/EJ O 
.. L 'injectivité :résulte de ce que 

le demi-axe imaginaire est contenu dà..'11.s· un domaine fonda .. 111ental de Ç (N), 

l'analyticité de celle des fonctions (/' (z) et 1:'(z) ( cfo (4 .. 1 )) .. Enfin, 

cr'(z) et"t(z), donc x(z) et y(z) sont à valeurs réelles pour z 

imaginaire :pur., 

De la sorte, par composition avect, la l;es.trtctio11 à]o,-1[au 
chemin fondamental é t identifie à un chemin sans fin dans x1/fil 

0q i; , 
so:tt I f • 

N • 

== ( x(z(t)), y(z(t))) E 2 R ,.. 
fVW 



LEMME 5.2.6 .. 1 .. 

(i) a) .s.o.1.i N = 20, 24, 32, 36 resp •• L1image de r•~ est contenue 

dans l'oJJ.ver:t 
x) 4 ( resp. 

y)O 

b) -~ N = 27... L'image de I'N _est contenue dans l'ouvert 

{ (X,y)E i I y) 4 3-
(ii) a) Soit N = 11, 19. L'image de I'N est contenue dans 

1 1ouvert 

b) filtil N = 44, -15, "\T, 21, 49 resp ... 1.,~_image de I'N lli 

contenue dans 1•ouvert 

x>9 ( resp .. 
y)O 

Dèmonstration. (i) Comme on l'a rappelé en (4 •. 1), les fonctions (r'(z) 

et i'(z) sont dans ce cas des fonctions analytiques de Im(z) sur le 

demi-axe imaginaire, strictement décroissant0s, tendant vers + ro lorsquè 

Im(z) tend vers o+ ; 'ê"(z) tend vers O lorsque Im(z) tend vers +CX' ~ 

et ~(z) tend vers une li.mi te finie.,. Utilisant alors 1 1 expression (4.,2.,5) 

de x,y en fonction de o-' et 't, on obtient facilement le résultat du lemme. 

(ii) Cette fois, ô"(z) est une fonction. strictement 

croissante de Im(z.), qui s'annule pour Im(z) = N-112 ,et qui tend vers 

-00, +Co resp. lorsque Im(z) tend vers O+ , + ooresp. La fonction '1; est 

Jécroissante pour Im{z)E_]o , N- 112 [, croissante :pour Im(z)> N- 112 , et 

tend vers + QO aux deux extrémités .. Là encore, on utilise les équations 

(4 .. 2.5) pour conclure. 

De plus, dans tous les. cas, la deuxième coordonnée y(t) 

est une fonction strictement croissante de tç]o,-1[ ... 
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La comparaison des résultats du lemme (5.2.6) avec la liste des 

:points rationnels de ~· donnée par le tableau (5.2.3.,.-1) montre 

immédiatement: 

I 
CONSEQUENCE. 1 1,image de ne contient aucun point 

L'application I\r:J o, too[----,.. Jt étant de classe ctt> et injective 

permet d'orienter ~(fil 0 dans le sens des t croissants. Dtautre part,_ 

la sphère si est munie de son orientation canonique~ Dans ces conditions, 

il existe un. unique isômorphisme de groupes de Lie réels orientés, soit 

Par composition avec ,{f, le chemin sans fin :t'N ,: de classe 
ro 

C , 

donne un chemin sans fin J{o I'N , de classe c«>, injectif, et qui se 

prolonge en un chemin continu ~e IN., d'extrémités 

vérifiant: 

,9'0 Ii/O.) = ,$'(PM) = O ( élément neutre de s'1J, 
$oI 1/-1) engendre le sous-groupe de S 

1 noyau de la mul

tipliêation par 1~.,. 
Enfin, l'image de I'N ne contient aucun point de ce noyau, à 

cause de la conséquence du lèmme (5.,.2.6). ,....,_,,,,, 
Le chemin ,fj'c, IN se relèye de façon unique en un chemin. ~oIN dans. 

lœ revêtement universel R de s"':. 
NVV 
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r,.,_,/ 

L'application ~oIN possède les propriétés suivantes: 

"--"" 
(i) -9'o IN est continue, injective, croissante; 

~ 

(ii) ,61,aIN(O) = 0 ; 

r,....,,, A 
,t.O,,rli(-1) E ~!,; 

,1 

(iii) la restriction de 
/"/ J'o IN à J O,-i [est de classe Coc 9 et 

son image ne contient aucun point de _1_ Z °' 
,,..._, ~11\JW 

Par conséquent, ~.IN est une bijection continue croissante de 

[o,-0 sur [o,.~J. dont la restriction à] o,1[est de classe cw °' En 

particulier: 

PROPOSITION: 5<>2<>6o2<> Le chemin JoIM : [ O, -1] ~ ,SI~ 2-ê! 

éauivalent au chemin 

L'image de I N 
est représentée en trait gras dans le tableau 
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6 •. LA CONJECTURE DE BIRCR ET SWINNERTON-DYER. 

6 .. 1 .. Fonction L * normalisée. 

Soit X une courbe elliptique définie sur Qo- Rappelons ici la 
AM, 

~ - :1 définition de la fonction L de X (cf .. (35,..1 ). 

(6; .. 1...,1) Désignons par W une forma différentielle nuhnimal.e de X 

A toute place v: de S, est associé l.e groupe de Lie X(3"v),. où ~ 

désigne le complété de ,i en_ v .. On désigne par fv la mesure de Haar 

normalisée de 3-v. • c.t est. à dire la mesure de Lebesgue si Jcv_ = ],. et 

la mesure de Haar telle que \tv<~p) = 1 si v = p .. 

Dans ces conditions,._ au couple ( w,..p,v> est canoniquement asso

d:ée une mesure sur X(,S_v) (cf.[4 ] 1p.38,., 10.1..4). On note (W)v 

cette mesure. 

I 
DEFINITION. 6.1o2. On appelle longueur de X rel.ative à v ,- et on 

le nombre. 

M,..(X) = I. (W)~. 

xcs,_> 

(601.,,3,) On_ désigne par S un ensembl.e fini de places de Q,,. conte-~. 
nant les places de mauvaise réduction de X e.t la place à l'infini.. 

On associe à S le produit eulérien: 

L~(X,.s) = TTtMV(X) )-
1.n Lp{X,-s),. 

VE s v.f s 

oll D.P (X,.,s) est l.e facteur l.ocal. en p de la foncti.on L de X (cf. (2.2)).. 

On. constate facilement /)5} que,.. pour deux tels ensembles .s1 , s2 , 
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le quoti.ent L: (X,-.s)/L~ (x,.s) est une fonction. de s qui tend vers '1 
'1 2 

lorsque s tend vers 1 • 

Par conséquent,._ si la fonction L(X,,,s) est déf':t.nie au point s = 1, 
~ ~ 

l.a val.ewr t 3 (x,_,1J de t 8 (x,,s) au point s = 1 ne dépend pas de s .. 

I 
DEFINITION 6.,1 .4.,. ,9A appelle fonc.tion t* d,e · la courbe -ellip-

tique X,, et on. désigne par L);l:(X,.,s) , tout ;Eroduit eulérien-ne dif

férant de {6,..'.l.,.3.1) gue par un nombre fini de f13_cteurs, et tel que 

L~(X,.s)~(X,.s) tende vers -1 lorsguè s tend vers 1 .. 

nour tout nombre premier p. 

Ce. résultat est démontré dans les notes,- de Tate [36] .. 

COROLLAIRE.,. Le produit eul.érien 

* -n -1 L (X,.s) =- ( Mœ(X).. - · cp {X) ) ..L(X,,s) 

p premier 

est une fonction L ~ de la. courbe X • 

C'est cette fonction L~normalisée que nous utiliserons :par la 

su:tte .. 

I 
6.2. .. Enoncé d:e la conjecture .. 

lious pouvons maintenant. énoncer la conjecture de Birchet: Swin

nerton-Dyer (on se reportera à [34] ;. [35] ,, [38J pour plus de détails) .. 
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CONJECTURE 6o2o-1.. ( Con:;:I ecture de· Birch e~ Swinnerton-Dyer) .. 

Soient X une courbe elliptique définie sur Q • L(X~s) ~ 
MN 

fonction L,, 2 L~(X,,s) une fonction ~ ~ X • 

(i.) Ita f:oncti.on L(X"s) est non-nulle au point s = 1 si. le 

tan& r ~. X est nul,._ et .admet un zéro d'ordre r en ce -point si r 7 o. 
(ii) srumosons que r = o,. et soit 'Y/o l'ordre du grouE~ X(Q) .. 

""'"' 
Al.ors:: 

* ¼ L (X.1 l = • 
'1J! 

~ st est !.•ordre du ~u:ee 
'I ~ 

· de Tate-Saf'arevic- (.cr.[5],. [38]). 

Remarque,. On. a un énoncé anal.ogue à (li) dans 1e cas où 1e rang de 

X est. non-:nui. On se reportèra à [35] ,.(33J,.[3â] •. 

Exemples. La majorité. des exemples numériques explicites à l'appui 

de la conjecture de. Birch. et. Sw:tnnerton.-Dyer concernent. des courbes 

elliptiques admettant une multiplication complexe (cf .. [2J ,.[3] • [3,fil ) • 
* . Le premier exemple de. calcul explicite de L (X.1) pour une cour-

be elliptique sans multiplication complexe est donné par Sw:tnnerton.

Dyer dans [351: I1. s'agit de la courba modulaire. elliptique de nivea.11 

11 .. 

M" ~ 
Nous sommes main.tenant en mesure de. ealcul.er L CXii,1) = L. (N,-1) 

pour c.hac.une des courbes modul.aires elliptiques lx-: , N E: 'fi(~ • 
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(6.-3.1:) Soit (J.) =-dx /(2y + ;\ x + \.v ) l.a forma di.ff'érent:tella mini

male da Xm, déj:a conai.déré.e en. (4.2.:.7). On a va {cf'.(4.2..:7-.1 ) ) que 

et qua la fon.c:t:ton. 

a pour sér:ta da D:tr:tchl.et assod..ée la fon:ct:ton: L(lr,.s) de la courba 

lAa t.ecbniqua utilisée par Sw.tnnerton.-Dyer consista à. 'passer da L 

à. f grâce. à. la formul.a de. Mel~. En. e.U:et,, d'après cette demi.ère.: 

'iOO 

li(lîl, 11. = i ,,a î'( i:- :t(") dzc. • 

1"intégrala étant prise sur- 1e. demi-axe· imaginaire,, or:tenté comma en 

(5.2). 

U::tilisan.t lf lî (af' .. (5..2)), et I.e. fait qu:e. ca dern:ter conserva les. 

orientations:: 

J;(lf~1) =Ip~w . 
I\ 

1 •intégrale figurant au second 111embre est celle d'une 1-:rorma dit:térent:telle. 

calculée l.a. long d •un chemin. diff éren.t:tabla dans. un.a va.r:tété da d:tmens:ton 

orientéeo 

Utilisant ma:tn.tenan.t l.•:tsomorphisma ,/) de C5.2~ ;. l.e. t'ait que .... (jj 

est une. différeat:telJ.e invariante sur l.e groupe de Lie. XitC!J O 
( donc 

est. tran.sf'orntêa pal!" j) en un mul.tiple da dt sur s" ) ,, at la proposi.-



tion. (5.z .. 6.2.)oX.t obtient.: 

(-w) • 
~wo 

enfin,. se reportant à (6.1),,. dana 1.a cas. particulier où v es.t. la pl.ace 

à :l'infini" et. utilisant. un.a coordonnée l.ocal.e_ pour e:al.cuI.er l.•intégra

l.e da l.a forma dîfféren_tielle --w sur la variété orientée ~(fil O
,. on 

vér:tfi.e sans_ peine:: 

( notations da (6 .. 1 ))~ 

D'où en. défini.tiva: 

• on a pour toutes l.es courbes modulai-

res el.1.i.pti.q_ues: ~:-

(6 .. 3.Z) Notons L*(N,,1) la val.eur au point s:::: 1 d'une fonction L * 
* . 

de la courbe Xn .. U.t:tJi sant la :fonction L normaliséa (6.-1.5..:1 ), 

oa .obtient: 
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OJL est donc ra.r.aené au cal.cul. des: entiers c,P (~).. Ca ca1cu1 a déja 

été :tait ( c:t·. (4 .. 3.5),. et. l..e tabl.eau. (6o-3o-4)) °" On trouva dans tous 1es 

c:aa considéré a: 

TT CP (Xxl :::: 'Y) o. CX:tt> .. 
p premïer 

On: a, donc démontré.: 

, \ * ' ~ 
THEOREME 6.3 .. 3.. Soit. L (it,,s.) une fonction L ~ .s,~Ja courbe 

modnl.aire elliutioue ~ ,, il '?
0

(N) l..'ordre du g;:ou;pe. ~(,S2. Alors 

On. c,onstate que 1.es courbes modulaires elliptiques. vérifient 1a 

partie: (:t) de 1a c:onj"acture. de Birch et Swinnerton-Dl'er C6o-2.1) .. Si 

l.•on admet la partie (li) de cette dernière,, 1a théorème précédent 

entrdne: 

Le: groupa de Tate-Safarevi~ de.s courbes modu1a:tres elliptiques. est 



Tableau (6 .. 3...4) Courbes modulaires elliEtique~ ~I .. 

ti'1 îl-2 
Notationso- On a posé N: = pl\ • p2 > p

1 
< p2 , ,m1 )' O., On note 

[l l.e discriminant d'une équation minimal.e de ~ 

j l. 1invariant da l.a aourbe elliptique X.S-,. 

~
0 

l!ordre du groupe ~(S: (cr. (5 .. 1)),, 

c.p l'entier défini. en, (4o-3 .. 1) (cf.(4o-3o-5c/l) pour 

l.e cal.c:ul.. de c ) ,: 

p ~ * L (1) = L Ctr,1) la valeur en '1 de la fonction. L ~ 

normalisée (cf.(6.3.2)) .. 

type de type de 

réd. en p
1

_ réd., en p
2 

11 11-5 -2
12 313~1•-5 (b5) - 5 - 5 -1./25 

14 2 673 f554332.-01-3 (b6) (b3) 2 3 6 1/36 i 
_,___..,..+ _ _.:;;.. __ .f--_~.---1-~----1------+-----1· 

15 1 ""3454 !13337'3- 45·'\ C\l (h 4) 2 4 8 '1/64 i 
17 1,74 i-3~143 

~-
4 ~b4) - ' 4 - 4 /\/~6 ~ 

19 1~ -2 187'1.9~1, (b
3
=)-"""""i--=---l'-3-+---r--3--+--1-/_9_f 

20 

24 

2? 

32 

36 

2552 Î241135- 2 1 (c 6) (h2 ) 3 Î 2 , 6 1Î36,..1 
-34,f- !19333-47- 2 i (b 4) (b 2 ) 4 2 8 1/64 ·{ 

; 

39 1 0 (c. 6) - f 3 - , 3 1/9 f 

I 6 l /J 1 l 

2433 i O 1 ( C 3) { C 2) 3 2 6 ! /J /36 1 

l,-4-9-.t---_-1~~~i-_-32~5~3~. --~;!_c_c~2->--+---_---1~· -2-.. -+---+--2-.·".-t<l~.ji~~ 
1'.:rl;(ll'II' "li: 4: ($ '. ,tf;, 
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\ 
7/o- APPLICATION A CERT.AilfES COURBES ISOGENESo-

? .. .11... Fonc,tion L p.ormalisée et isogénieso-

Soient. X ,.. X' deux courbes elliptiques dé finies sur Q .... On. 
. Mw 

rappelle qu•un:e. isogénie X~ X' défini.a sur Q est dite admissible 
NW 

si elle induit un. morphisme séparable des composantes connexes des 

fibres fermées du modèle de liéron (faible)o-

PROPOSITION 1.1 ... 1 ... Soient X .,, X' deux courb~s elliptigue,s définies 

sur Q. ,. telles gu 1il existe une isogénie admissible d~ X.§!!!: X1 o-
"""' 

Al.ors X et X' ont même conducteur et m;me fonction L. 

On, se r.eportera à [1:.5],. 6.11 • 

Désignons par ((X,s) >· L*(X' ,s) les fonctions It normalisées 

(cf. (6 ... 1 ... .5 ... 1)) de X et, x• .. 

COROLLAIRE..,, ,ë_ous les hypothèses de (?.,.1..,.1'): 

L~(X,s) M<Xl (X') .. TT CP (X') 
= 

L*(x• ,s) M'1:>(X) ... n c.p(X) 

SU). Mc;0(X) est la lonseur de X relative à la place à 1 1infi~ (6 .. 1..2), 

et c (X) l'entier défini en (4-.,..3 ... 1 ) .... 
- p 

Il nous suffira donc,., connaissant xr-cx,1) ,-de calculer M
00

(X') 

et. TTcp(X•) · pour en déduire L~(X'~1 ) ... 



'2'..2.o-Parasites .. 

Nous dirons qu'une équation de la forme (4o-2..0) ► à coefficients 

dans Q~ et définissant. sur Q une courbe elliptique X~ contient le parasite 
M,, NvJ 

J, p > 0 si son discriminant vaut r1~2 .6 ,, où ~ désigne le dis-

criminant minimal. (c'est à dire le discriminant d 1une équation. mini

male) de la courbe X.,;. 

Etant donnée une équation (4...2.o-O) de X ~ contenant l.e parasite .f' • 
soit w' : dx / ~y + /\X + \L )o-Al.ors f o-W 

I 
est. une forme différen

tielle minimale de la courbe X.. 

7 .. 3 .. Paramétrisation de Weierstrass°' 

Supposons. que la courbe elliptique. X d 1 équation 

' 
soit paramétrée par la fonction de Weierstrass 'f{u) -~ de péri.odes 

W 11 ,. W2 _, où l'on suppose lù,1 réel positif:. 

{

X: fJ(u) 

'Y =(1/.2 ).f' (u)o-

Supposons que l'image du segment f 0:,- W_,, [ soit la composante 

neutre X(R)
0 

dtt groupe de Lie réel X(R) °' .Alors: 

= r jd>r/2Yf = (x(B):X(;0){~u =(X~:X{,!J,~, 
Jx~) o 

NW 

Supposons enfin que l'équation (? .. 3.1) contienne le parasite f 
.Al.ors J.a longueur de X relative à la place à 1linfini (6.1.2) est 

donnée par: 
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On. conserv:e les notations de (7o--3) ... Soit P un point de x r-ati.on-
tors 

nel sur Qo- il.ors 
MN 

{i) 
0 

ou bien:. P E X (Jil, l< et son param.ètre est. alors 
k 

u = ~ w1 , avec (k,,n) = 1 • 

Désignant par X' I.e quotiènt de X par le sous-groupe cyclique d'ordre 

n, engendré par PJ; et par f' le parasite con.tenu dans l. 1équation. (7°"'3°'1) 

associée aux. périodes t;}1 , W 2 ,,. on; a: 

M (X') = f'•(x•(R):X•On°) .. W,t 
Ç() NW NW ll 

,.. 

(ii) ou bien P/ X(R)
0

• On a alors: 

MrP(X') = p'. (x• ~ :x' (!2°). w1 .. 

On se reportera à la note [39] pour les équations explicites des isogé-

nies de noyau. cyclique. 

?°'5°' Ap-olicati.on aux courbes de la liste de Swinnerton-Dyer de conducteur. 

N E'îrt.1 °' 

On. utilise dans cet.te partie une liste de courbes elliptiques de petit 

conducteur établie par Swinnerton~Dyero- Pour If= 11,, on. a rajouté à la 

liste originale la courbe notée c111 ,. qui n'y iïgurai.t pasil-' eiit dont 1~ 

calcul est dÛ à Vé1u [39J~ 

Pour chacun.a des valeurs de N E 11·c1 , la liste contient un. nombre fini 

de. courbes elliptiques,- toutes isogènes entre elles (c.on:f'ormément à ce 

que prédit la. conjecture de Weil (20-6) ) • Pour chaque .N E m,, ,. on désigne 

par i\r • I\r.,. etc,. l.es courbes de la liste de conducteur lI,.. exception 

f'aite pour la courbe modulaire elliptique X • que 1 1on continue de 
N 
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noter de cette façon. 

Remarq~e, ('èo-5o-1 )o- La question. se pose de savoir si l.a liste de Swin

nerton,-Dyer ( complétée par ~
1 

) comprend toutes lea courbes de cond11c

teur N E rtî.l\ • 

On-peut répondre affirmativement à cette question pour N = 24,, 32, 

36 , où cela résulte des. travaux de Ogg [25] $'[26) ... Baker et Coates ont 

montré quel.a détermînationde toutes les courbes de conducteur donné 

es.t possible en théorie,. l.e seul obstac.l.e éta.n.t la 1.ongueur des calculs 

que cela implique,.. 

Si l'on admet que deux courbes de conducteur N E Yr(
1 

sont isogè

n.es. sur !Jt , on. est ramené à déterminer toutes les courbes isogènes: 
MN 

sur~ à une courbe donnée, à savoir la courbe ~ ... Ce dernier problè

me est.plus. facile, et on. peut le résoudre dans certain.a cas, par exem

ple pour N = 11 .. En: effet: 

(i) n résulte des travaux de Serre [28] que l.e groupe de Galois 

des points d'ordre { de A-1\I\ est fil!(2,~/.l,~) pour tout nombre premier~ 

autre que 5 o Cela en.traîne que les seul.es isogénies de A~
1 

définies 

sur Q et de degré premier sont de degré 50-,,,..,., 

(ii) La théorie de Tate montre que du point de vue rigide-analytique 

A
11 

est isomorphe à ~
1 

/(q~) avec v11 {q) = 1 <>- Or il existe une isogénie 

de degré 5, à savoir celle qui donne la courbe j
1
,r/(q 5 ... ~) = x11 qui aug

mente 1a valuation:. en. -110-Toutes les autres ne peuvent que la diminuer: 

Il nvy en a donc paso- Le même raisonnement vaut pour B~11 .• n en résul

te- que 1.es seul.es courbes. isogènes sur ,i à x11 sont A'1'1 et B111 • 
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(7 ... 5 ... 2) On a calculé pour chacune des. courbes. X figurant dans l.a liste 

et de conducteur· :N E ml\ : 
(i) La longueur M~(X) relative à la place à 1 1infini. .... Pour 

simplifier l. 1écriture, et tenant compte de ce que seul intervient J.e 

rapport de deux tell.es longueurs, on. convient de prendre pour unité,. 

pour chaque NE m-1 , le :rtOmbre tù1 défini en (7 .. 3) qui est. tel que 

1.1 équation. (7 ... 3 .... 1) correspondante contienne le parasite 1 .... 

En. d'autres. termes,_, avec c.ette. unité: 

(ii) Les. coefficients c.p(X) définis en (4 .... 3c/\) (cf ... (4 .... 305) pour 

le cal.cul de c ) .... p 

(iii) L'ordre «)
0 

(X) du groupe X(Q). 
fV'N 

Pour ce dernier calcul~ il est commode d'utiliser (7 .... 3.1 ). 

Remarque (? .... 5 .... 3). 

(i) Lorsque la fibre en p du modèle de Néron de X est de type 

multiplicatif non-déployé,, elle ne devient isomorphe à une extension 

de G par un groupe fini que sur F 2 .... On doit en tenir compte si l'on ~m ~p 

veut utiliser la proposition (5.2o--1) dans ce cas: On peut examiner le 

c.as de ~ 4 ,,,. p = 3 "' pour s'en convaincre .... 

(ii) La proposition. (5o-2o1) est c1assique lorsqu'on. SUJ?pose que 

X a bonne réduction. en p .... Elle donne alors une majoration de rfJ 
O 

(X) 

in.variante par isogénie sur Q ( c.1 est la majoration obtenue en (5....2..2.,:1}. 
MN 

Par contre., l'utilisation. du modèle de Néron permet une majoration. plus 

fine .... 
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J!:lxempl.e ... Considérons dans la liste de Swinnerton-Dyer les courbes de 

conducteur 21 : ~."\ 9'> B21 ,,. etco-

Comme l'indique (5o2o2o-1.) ~ toutes ces courbes ont un. groupe de 

points rationnels d'ordre di.vis.mt 8 •. 

D1autre part~ la fibre en p = 3 est déployée sur~
3 

~ de type 

(b 8),. (b
4

) • (b 2),, (bl\:),., (bl\) respectivement. 

~ en conclu. que l'ordre de X{Q.) divise 
fV',N 

(7.,.5o-4) On. pose dan.s le tableau. (7.,.5.,.6):. 

Yo (X) = M\\O(X) TTcp (X) 

(avec l.es con.ventions faites en. (? ... 5..2.) ),-.. ce qui fait que le corollaire 

de (?~ .. 1) s'écrit:: 

------.)t 
L (X' ,-s) 

On constate que pour toutes les courbes étudiées on. a: 

Si.l'on admet la conjecture de B:trch et Swinnerton-Dyer,.. on peut 

donc conclure: 

Le groupe de Tate-s'afarevid' des courbes de la liste de S\nnnerton

Dyer de conducteur ?î: E m,, est: trivia1o-
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(?.5~5) Tableau~ (Extrait de la liste de Swinnerton-Dyer). 

Ce tableau donne les coef':r.t.cients )\,.f,-6 ~(?,. i d'une équation 

nrl.nimale (4.,..2.,.0) de chacune des courbes ~ ,. ~ " etc. ,,. NE m_,, • 
(cf~ les notations du début de (7~5)). 

'Aµ. ô( f> 'Y 
----~ '"( t j;\ fv °' A 

' 
A1'\ p 4 -1 0 0 

~11\ ~ 1 -1 -10 -20 

c11 b 1 -1 -7820 -263580 
_, 

:x:14 1 ,f 0 4 -6 

B14 11 1 0 -36 -70 

<\4 r ,1 0 -1 0 

D14 1 " 0 -1?1 -874 

E:14 
·1 1 0 -1-1 1.2 

~14 :1 1 0 -27.3/1 -55146 
~~-

A15 1 1 -1 -80 21~2 

B/45 1 t\ ,, -5 2 

015 t1 1 1 0 0 

x15 11 -1 '1 -10 -1·0 

E1.5 " 1 '1 -135 -660 

F15 1 1 1 35 -28 

G-15 11 1 1 -2160 -39540 

~15 11 1 1 -1~ O -880 

A17 1 1 -1 -1 0 

B:17 '1 -1 -1 -6 -4 

ctt, '1 -1 -1. -91 -31'0 

X'17 ~ 1 ~1 -1 -14 
-.,-.41,_u• -~' 

A19 0 1 1 1 0 

x-19 0 -1 -1 -9 -15 
c.19 0 -1 1 -769: -8470 · 

A2-1 V 1 0 0 -39 90 

'1 x21 0 0 -4 -1 
)1 c2,1 0 0 1 0 

D21 Î'\ 0 0 -l.1-9 -136 

E2't \1 0 0 -784: -8515 f 

F21 t1 0 0 -34 -217 

A24 0 0 -1 -24 -36 

B24 ~tl 0 -1 -384 -2772 

f X24 ~ 0 -1 -4 4 

D24 0 ..:..1 16 -'180 • 
E24 {O 0 -1 ~4 220 

,! 

F24 
t. 

0 -1 /4 qo 0 
j 

X27 30 -1 0 0 -7/ 
fa B21 1 0 0 Q: 

czrz1 lo 1 0 -270 -1708 
î 

D2? ,o 1 0 -30 63 
t 

X to 0 0 4 0 :32 1 
B.32 tO 0 0 -1 0 

i 
c32 10 0 0 -11 -1:4 

D32 lo 0 0 -·11 14 ! 
i ,-.~~,1111tJfl*>et• '!!ll!>'+'l'•ntt ~"11.'11' lll'-jo; ~ , '"'m10"""',a;,1 

X36 I° 0 0 0 -1 
B36 I° 

0 0 ... 15 22 

036 0 0 0 0 -27 
D36 to 0 0 -135 -594 

A20 0 0 1 -41 -116 

B20 0 0 -1 -36 -140 

c20 0 0 -1 -1 0 

X49 'i 0 -1 -2 -1 

B49 1 0 -1·. -3? -?8 

~o 0 0 ,,, li, 4 
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Les notations utilisées sont celles précisées en (7 .. 5.2) et (7.5.A). 

Pour N E n( 1 on pose NT = p:1,1 p: 2 
, avec pl\ < p2 et "Y\-1 ) 0 • 

MÇQ. 
! 

C type de- type de Yo It.~ ('1) 

l"lî Pz 1? 0 
_ réd°" en: p1 

réd.., en :p2 

A11 5 11 (b'1) 5 5 -1/2.5 

1 ~/4 
1 '5 - (b5) - 5 5 -1/25 1 

c1 -1/5 1 ( b.4-> 

' 
1./5 -1 -1 1 

x-itf '1 2 3 ' (b6) (b3) 6 1 6 "1 /36, 

B11f 1 ,~ 6 (b3) (b6) 6 
1 

6 -1/36 

c14 3 2 <1 (b2) ((bl\:) 6, 6 '1/36 

D14 "1/3 12 .;t _ (h,18) (b'1) 2/3 2 ~/4 

E14 3 11 2 

1 
(hLl (h2) 6 6 -1/36 

t 1/3 11 F14 2 (b) (b) <./3 2 ,1/4 
---~l~ f 

9 2 
- (b

1
) -(b~) 

-~ --
A15' 4 1-1 -1 4 4 11116 

B-15 4 1: 
2 (b2) (h) '16 8 -1/64 

1 

2 
c"\5 4 I\' (b'1) (b,1) 4 4 --11✓16 

x"\5 2 2 4 (b4) (b4) -16 8 -1/64 

E'15 1 2 2 

1 
·(b8) (b2) 4 4 1/tf6 

1 F15 -1- 2 8 (b2) (b3) 16 8 -1/64 -

1 
G,15 t\/2 2 1 (b4) (h1) -1 2 ./f/J¼ 

H15 1/2 2 I\ (b16) 1 
(bi\) 1 2 1/4 

A17 4 1 (b<l) 4 4 --1/,16 
B117I- 2 2 (b2) 4 4 ✓1 /✓16 - - 1 -c17 ,-1 ,t ( b,.1) 2 1/4 

x,1'7 1 4 (b4) 4 4 -1/116 - -- -~....,,,. 

A-19 6 ,1 (b-1) 6 3 -1/9 

~9 
2 3 (b3) - 6 3 -1/9 -

c-19 2/3 '1 (b/4) 2/3 1 ,1 

2/3 (c 3) -
A20 1 -1 (b3) 2/3 2 -1/4 
B20 1/3 1 2 (C- 6) (b6) 2/3 2 1/4 
c20 2 3 ,1 (c. 3) (b'1) 6 6 IJ/36 

Xzo A ..,. 
2 (c 6) (b2) 6 6 1/36 :;) 



(Zo-50-6) (suite)o 

Moo e C type de type de io '1)0 
L*ft) 

P,1_ P2. 
rédo- en Pi1. réd.,. en. p

2 

A2/4 2 8 I\ (b3) (b/\) -1:6 8 ~/64 

x2i 2 4 2 (b4-) (b2) 16 8 1\/64 

c2~ 2 2 -1 (b2.) (bl\) 4 4 -1/-16 

D21 -1 2. 2. (b2) (b4) 4- 4 -1/✓16 

E2JJ "1/2 ;J 2. (b1) (b2) ,1 2 1/4 

F2-1 1/2. 1 2 (h~) (b8) I\ 2 1/4 

A24 1 2. 2 (c ?) (b4) 4 4 1/~.6 

B24 1/2 ~ 2 (c 8) (b2.) -1 2 --1/4 

x24- 2 4 2 ( C 5,1) (b2) 1\.6 8 /\/64 

D24 '1/2. 1 2 (c 8) {b8) 1 2 -1/4 
1 E24 2. 2 '1 (c 7) (b,1) 4 4 1\/,16 

F24 2. 2 ,1 (c 2) (bl\) 4 4 1 
-1/116 

x27 1 3 (e: 6) 3 3 1 ,119 

B27 3 -1 (c 1) 3 3 1/9 
- -

c27 ✓1/3 -1 (c 8) A./3 -1 I\ 

D27 3 ;\ (c 3) 3 3 1/9 
-~~- i,.,-~~ -- ... --~ 

X.,2 1 4 ( C 5,1) 4 4 Af,16 

B32 2 2 (c 2) 4 ili16 - -0
32 '1 -'I (c 4) ✓1 /4 

D32 2. 2 (c 4) 4 /'16 

x36 /\ 3 2 (c 3) (c 2') 6 6 !l/36 

B36 ✓1 3 2 (c 6,) (c 2) 6 6 1/36 

c36 -1/3 --1· 2 (c 3) (c 7) 2/3 2 1/4 

D36 1/3 ;\ 2 (c 6) (c 7) 2/3 2 ~/4 
·•l•"----

,_,_ __ ---- ,--~ ''H.~>llf'\!At;! flliUlt ~~i'"Jo ~-- ~~---•""-"I»-
X49 -1" 2 (c 2) 2 2 /J/4 - -
B49 1 2 (c 2) 2 2 -1/4 
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