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UNIVERSITE DE PARIS-SUD 

CENTRE D'ORSAY 

SEMINAIRE D 1 ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 1 du 3.11.1975 

SUR LES IDEAUX MAXIMAUX DE Lu ALGEBRE DE WEYL A
1 

par 

Kanté SIAKA BAMBA 

oe•9SCIQ9Cl0 -----------0 <t " o " & e ,:, e o 

SOMMAIRE. 

Au cours des deux conférences f répondant à une conjecture de Dixmier (J) 

ouverte depuis 1970, je construis de nouveaux idéaux unilatères de A
1 

et je cons

truis de nombreuses nouvelles classes - invariantes par automorphismes de A 
1 

-

de représentations irréductibles de A 
1 

• Indépendamment 1 je retrouve (à une propo

sition près) les résultats de Dixmier 9 et j u en établis du autres 9 nouveaux. 

Dans les deux exposés, k est un corps de caractéristique o 9 A = k [ q J [P J 

avec pq - qp = 1 ; B = k(q) [P J. 

I. LOCALISATION. 

101. LEMMEa Soit f E k(q)9 i EJN 9 alors pif=./-, c~ ij)pi-j • 
-- ~ 1 

J=O 
Preuve : par récurrence sur i • 

1.2. LEMME. 

a) Tout idéal unilatère de B est principal 

b) Si x E A, posons deg x = degré de x par rapport~ p. 

Soit g E A 1 de coefficient directeur (par rapport~ p) dans k➔E-. 

Soit f E A, alors il existe deux couples uniques (qp r
1
) 9 (q21r

2
) E A x A 
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tels que 

rj Ek(q J ou degré de rj (~ p) :5 degré g (en p) - 1 et 

f = q 1 g + r 1 = g q2 + r 2 0 

103 0 THEOREME. Soit g E A tel que .ê.2!2, coefficient directeur (pour p) soit 

dans k➔E- alors si gB (resp0 Bg) est maximal~ droite (resp0 ~ gauche) dans B 9 

alors gA (resp0 Ag) est maximal~ droite (resp0 ~ gauche) dans A0 

Preuve ~ d I après 1 02 9 si J est un idéal à droite (resp 0 à gauche) de A tel que 

gA /. J 9 alors JB = B et k [ q J n J -f o et J est de codimension sur k finie~ 

donc J = A0 

1 o4 0 THEOREME • 

i) Si r Ek(q]➔E- est de degré impair 9 Pidéal B(p2 +r) (resp0 (p2 +r)B) 

est maximal ( Mc Connell - Robson). 

est maximal. 

iii) Si r E k(q] est de degré impair 9 si n EN➔E-9 si ~ E Aut A alors 

(p2 +r)A 9 A(~(p)2 + ~(r)) 9 A(~(p)2 + ~(q)n) sont maximaux respectivement~ droite 1 

~ gauche0 

Preuve ~ si (p2 +r)B nu est pas maximal 9 comme B est principal il existe 

a E k(q) 9 h E k(q) tels que 

(p2 +r) = (a+p) (h +p) = ah + h O + (a.+h)p + p2 

==> a.h+h 0 =r et a.+h=o ==> 1 h 0 +h 2 =-r ~ h 0 -h 2 =r 

Prenons r = q2n 9 h = i 9 (f 9 g) E k[q] x k[qJ➔\ (f 9 g)"" L On a d 0 après (1): 

g(fU -gq2n) = f(f+go) 

donc il existe a. E k [ q J tel que 

(fH -gq 2n) = a.f et (f+g 0 ) = ag (2) 

(1) 
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) 2n => (3 ~ f = -g 1 + ag et f u - a f = g q 

a. -/=, o et ( 2) =::> deg a. + deg f = deg g + 2n et deg f = deg a. + deg g 

duoù dega.=n et fU =aug+a.gu -gn 

duoù (q2n - a,1 + a.2)g = 2a. gu - g11 => deg(q2n + a.2 - a,u) = n-1 • 

si a. n a.= a q 
0 

avec +· a = - 1 • 
0 

Preuve : 

) n . 2n 2 ( 2) 2n n-1 2 1 Si a. = a q alors q + a. - a. 1 == 1 + a q - na q ~ a
0 

= -1 • 
0 0 0 

2) Si a.= a
0

qn + apqP + /3 avec ap t o et deg (3~ p-1 alors 

q2n+a. 2 - a,u = (a2 + 1)q2n + 2a a qn+p + a. où deg a. < n+p => a2 = -1 • 
0 p O f 0 

( 2n 2 ) Revenons alors à q + a. - a. 1 g = 2 a. 1 g u - gn o Posons 

m g = f3 
0 

q + g 1 où deg g 1 < m. 
/-: 

Egalons les termes de plus hauts degrés 9 on a : 

-na e = 2m a /3 0 

0 0 0 0 

1 06. THEOREME o Lu idéal (p3 +r)B (resp. B(p3 +r)) est maximal si 

r E k[ q] et degré r (en q) n I est pas multiple de 3. 

Preuve : si (p3 + r )B nu est pas maximal 9 il existe 

(p 2 + h 1 p + h2) (p + h3) = p3 + r 

h. Ek(q) tels que 
1 

d'où l hu - 3hh 1 + h3 = r h E k(q) (4) 

(4) nu est possible que si degré r est multiple de 3. 

De même (p3 +r) = (p +h
3

)(p2 +h 1p + h2) 

1 h" + 3h I h - h + h
3 = r 1 

qui exige que degré r est multiple de 3 o 

(5) 
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➔~ 1 1 o7 o THEOREMEo Soit À 9 µ E k tels que Àµ= - 2 9 soit w E k, alors 

l
·) ~1 1 ~1 

q ---li> 2 q + ÀP? P -- p+µq 

ii) 
~2 

Q---+ q+ÀP9 
~2 

P--

sont des automorphismes de A et 

iii) ~.(pq + w) 
1 

est de la forme 

et °J Ek. 

1 o 8 o THEOREME o Soit w E k~ 9 alors les idéaux unilatères suivants sont 

maximaux 

1.) A( ) · ·) A( ) · · ·) A( 2 1 2 1) pq+w; 11 qp+w; 111 P - 4q +w+ 2 ; 
2 1 2 1) i V) (p - 4 q + w + 2 A o 

Preuve : il suffit d I étudier 2 1 2 1 a, + a. u - - q - w- - où a. E k(q) qui n I a pas de -4 2 

solutiono 

1 o 9 o THEOREME • (ne se trouve pas dans [ 4] ) o 

Pour tout s E N iu idéal Aps+ 1 + A(pq - s - 1) est maximaL 

Preuve -~ notations de [ 4 J 

d(J) = 1 9 CL (J 9 s+ 1) = k [X] 

où J = {x I cr(x)Xs =c o } . 

1 o 10. THEOREME. 
Soit r E k[ q J ; soit i EN 9 alors si degré de r est impair et -fo 19 

(p4 +r)B 9 (respo B(p4 +r)) est un idéal unilatère maximaL 

Preuve : si (p 4 + r )B nu est pas maximal p 4 + r se factorise : étudions le cas le 

plus difficile : 

soit 

4 2 2 
a) (p +r) = (a.o +a,1 p+p ) (/30 + ,81 p+p ) 

{

~ - 3 ri1131 - 2(3
0

~ 1 + 2(3~ + /3r = o 

,2 8 - 2 QU (3 - /32 - /3 /3 U + /3" - r f:11 ' 0 ,.,1 0 0 1 0 0 -

(1) 

(2) 
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On a en dérivant ( 1) 

(3) 
(3" = 2/3f /3~ + (3; A + 2(3; (3~ - (31 A 

1 

o 2(31 

où 
3 i H / , • 

A= !31 - 3 f31 !31 + (31 o (3
1 

-,= 0 est necessmre et 

(2) ~ (4) 
(A +2(3u )(-2(3 3

1 
+ A+ 2// + 4(3

1
~.

1
') 

n u O 0 
f3 = r + {31 f3 + ..2 0 

0 0 4~ 
. 1 

Eliminons f3" entre (3) et ( 4) g on a 
0 

(5) 

dérivons (2) pour avoir sm o Puis calculons $,m dans (4) o On a~: après élimi-
o 0 

(6) 2 (3 r' + f3U [4 /31 + 4 {3" - 8 (3 {31 ] + A[/3" - 2(3 au J + /3 A"= o 1 o o 1 1 1 1 11-'1 1 . 

et (5) et (6) donnent ~ 

(7) (/33-3 f3 /31 + 13iu] [S:-f31 ] + [-6 /33 /31 +6 j. /31" + 3 i + 12 /3 f3i2 - 5 f3 (3,m-9(3' (3"+i4)] 
1 11 1 ·1 1 1 1 1 1 1 11 11 11 1 

alors si degré {31 < o 9 (7) est impossible sauf si degré (3 = -1 o 
f 1 

Si degré {3
1 
= -1 9 ( 1) et (2) montrent que 

deg r = deg (3i 2 
9 et donc degré r est pair 1 si on suppose que degré de r 

0 

Si degré {31 :2::og (7) montreque degré r estmultiplede4o 
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Conférence n° 1bis du 10 o 11. 1975 

MODULES. REPRESENTATIONS ET ALGEBRES DE WEYL 

par 

Kanté SIAKA BAMBA 

2. HOMOLOGIE • 

A 2 ) 2.1. THEOREME. Soit N = 2 9 r Ek[q] 9 I = A(p +r 
A(p +r) 

6.(2 9 r 9 r) E Homk(N 9 N) définie par 8(2 9 r 9 r )(n) = (p2 + r )n (I). 

Alors: 

i) N = k[q] EB k[q] p (I) 

ii) 8(2 9 r 9 r) (f1 +f 2p) = (-2f 2 r - f2ru + q) + (2f1 +f:PP (I) 

où fi Ek[q] 

iii) (a
1 

+ °2p) Eim t:,.(29 r 9 r) si et seulement si il existe f Ek[q] 

tel que 4rfu + 2ruf+fm =2a.
1

-a 2 où °'i_Ek[q] 

iv) dimk( imN l':,,) = dimk coker t:, = sup(o 9 degré r-1) (Mc Connell et Robson). 

Preuve ~ seul iv) est diffici1e. 

Soit D ~ k[q] - k[q] définie par f - fm +2rTif+4rfu 

N , k[q] 
alors im 6(2 

9 
r 

9 
r) est k-isomorphe a im D 0 

Considérant alors les deux cas degré r 2= 1 et deg r = o 9 on a le résultat. 

1 A A ) 2 .2. THEOREME. Pour tout r E k[q ] 9 E x TA (A(p+r,J 9 A(p+r) =o. 

Preuve ~ ~ ""' (p+~) A ""' k [ q] (mod (p+r) A) et JU application f - -f 1 
9 

f Ek[q] est surjective. 
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2 3. PROPOSITION. 

i) Si N = ~ 9 alors la suite de k-modules suivante est exacte : 
- A(p +r) ------

o - HomA(N 9 N) - N t( 29r 9 r) ~ N- Ex T l(N 9 N) -il'. o. 

ii) dimk E x Tl (N 9N) = dim k im 6(~9I'9r) = dimk (p2:r)N 

1 
Preuve : on applique les foncteurs Hom A(. 9N) et E x TA(. 9 N) à la suite de 

A-module exacte~ o - A(p
2 

+r)-+ A_,. ~ - o • 
A(p +r) 

2 3. THEOREME. Soient f 19 f2 
E k [ q] tels gue f 

1 
- f

2 
E k➔E- 9 alors 

i) si deg f. > 2 9 dimk E x T ~ ( 
2 

A 9 2 
A ) = deg f. - 2 

1 t (p +f
1

)A (p +f
2

)A 
1 

ii) si degfi=2 9 si f 1 =,B
2

q2 +p 9q+,8
09 

(,B
2

f,o) etsi \inEN 

(f
1 

-f
2

)
2 + 4 ,B

2 
(n+1) 2 t 0 9 on~ dimk E x T ~ ( 

2 
A 9 2 

A ) =o. 
(p +f

1
)A (p +f

2
)A 

iii) su il existe n EN tel que (f 
1 

- r
2

)2 + 4 (3
2 

(n+ 1 )2 
=-, o 9 alors 

dimk E x Tl ( 
2 

A 9 2 
A ) = 1 • 

(p +f
1
)A (p +f

2
)A 

i v) si .· deg f 
1 

< 2 , on a E x Tl ( 
2 

A 
- -/, (p +f

1
)A 

Preuve: soit t(2 9 f 19f2 ) ~ a 1 +C½P -> (a
1 

+'½p) (p
2

+f
1

) + (p
2

+f
2

)A 

~ -+ ~ où J = (p2 + f2 )A • 

Alors ê1 +ë
2

PEim 6(2 9 f 19 f
2

) <=> (3 a,Ek[q] tel que 

{)._2 +2f")a,+(2f 1 +4fIT)a/ +(2f +2f )a,!i +a,m =2À.o -/)li +2/) 1 

1 1 2 1· 2 2 2 1 

où À = f 1 - f2 0 

Posons Da,= ü.2 +2 q)a + (2q +4f 2)a.rr + (2f
1 

+2f
2

) aiu + a11rr • 

Al . N A ors s1 = J 9 on a 

N :::,. k[ql :::,. 
im D 



2 A o PROPOSITION o Soient M et N ~ A-modules tels qu u il existe 

un k-isomorphisme I de M .ê.!:!!:, N 9 et il existe ~ E Aut(A) 9 tels que 

1 I(am) == fb(a) I(m) pour tout (a 9 m) E A x M ; alors E x TA (M9 M) est k-isomorphe 

~ ExT:(N,N). 

Preuve : soit ~ (M9 N) = {cp l cp: A x M - N est k-bili.néaire et cp vérifie la 

relation R } 9 où M 9 N sont deux A-modules 9 

cp~AxM-N 

cp est k-bilinéaire 

cp (a
1 

a
2 

9 m) = a 1cp(a29 m) + cp(a19 a
2

m) 9 V (a 19 a2 9 m) E A X A xM o 

Soit ~(M 9 N) = {cp E (S{M9 N) i j À EHomk(M9 N) tel que 

cp(a9 m) = À(am) - a À(m)} 

1 ~ 63(M9 N) 1 1 )) alors Ex TA - .e(M
9
N) .o (Ex TA= Ex TA (M9N 

Soit cp E(i3.(M9 N) ; posons t:p·\a9 n) = (Iocp)(ir\a) 9 I-\n)) 

cp -+ t:p➔~ est bijective o 

2 o5 o PROPOSITION o Soit fb EAut A ; soit M un A-module 9 soit M~ le 

A-module déduit de M par transport de structure (dans M~ ~ a ➔~ m = ~(a)m 9 

a E A9 m EM). Alors pour tout A-module L 9 E x T: (M~ 9 L~) est k-isomorphe 

~ EX T ~(M9 L)o 

Preuve : facile o 

NOTATIONSo 

Soit irr(A) 11 ensemble des représentations irréductibles de A o 

Soit V la relation d 1 équivalence sur irr(A} définie par (p
1 

V p
2

)~ (il existe 

un k-isomorphisme d I espaces vectoriels 19 et il existe ~ EAut A 9 tels que le dia

gramme suivant soit commutatif). 



Soit 

Soit 
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E1 
I 

Î p,(a) VaEA 

E1 
I 

Av_ irr A 
- V 0 

V 
p la classe de p E irr A o 

2 o 6 o THEOREME o Soit m E N-l(-9 r E k [ q J ; soit cr(m 9 r) la représentation 

canonique de A dans A 0 

- ·- -~ A(pm+r) 
Si A(pm +r) est unilatère maximal 9 soit cr V(m9 r) E A V ; alors 

i) si ri Ek[q] est tel que A(p2 +r) soit maximal (i = 192) ; si de plus 

deg r 
1 

/:. deg r 
2 9 2,!l ~ o_v (2 9 r 1

) f, oy (2 9 r 2
) 

(exemple si degré r 1 est impair et degré r 1 /:. deg r
2 

; 2!:!, deg r 
1 

est impair et 

r
2 

=: q2m 
9 

m EN➔1 

ii) 

2 o 7 o COROLLAIRE (que j u explicite pour des raisons historiques) o 

Soit m EN 9 soit n EN'\ soit À Ek'\ soient µ Ek 9 r Ek[q J soit 

o.V(m9 n 9 À,µ) E A V si A(pm+Àqn+µ) est maximal; et soit cr(m9 n 9 Àv µ) la 

représentation canonique de A dans A o Alors 
- -~ A(pm+Àqn+µ) 

i) crV(29 29À9µ)-/,.crV(1 9 11)9 vEko 

Exemple~ crv(29 29 19 0) -f. 0Y(19l/)o 

ii) crv(29n9À9µ)Jcrv(1 9 11)9 vEk et nf.L 

Exemple ~ cr V (2 9 n 9 1 9 0) -f. a V ( 1 9 11) si n ~ 1 o 

iii) crV(29 n 9 À 9 µ) -f. crV(29 2 9 À19 µ 1
) si nt 2 9 À

1 
Ek'E-et µ

1 
Eko 

Exemple~ crV(29 n 9 19 0) -f. r:;V(29 2 9 19 0) si n -f. 2o 

iv) crV(29 n 9 À 9 µ) -:fa crV(29 m9 Àl 9 µ 1) Si n 'f mo 

Exemple: c;V(29 n 9 19 0) /-. aV(2 9 n+1 9 19 0)o 
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v) crv(2 9 n 9 À.9 µ) f. crv(2 9r) si deg r f. no 

Exemple ~ cr V (2 9 1 9 1 9 0) (= a V (2 9 2n 9 1 9 0) o 

vi) crV(29 r),J.crV(2 9 2 9),9 µ) si degr>2o 

. V V -/= 
Exemple: cr (2 9 39 11 0) => cr (2v 2v À9 v). 

Preuves de 2 o 6 o et 2 o 7 o 

Soit I lu annulateur de 1 pour chacune des représentations o On a : · 

dimk E x Tl ( f 9 1 ) 
cr{ 19 µ) 0 

a(2v29À.9µ,) 1 

cr(2 v n9 Àvµ) n-1 

·a(2 9n 9 19 0) n-1 

cr(2vr) sup(0 9 degré r-1) 

2 o 8 o COROLLAIRE a Soit cr la représentation de A dans k [X J définie par 

cr(p)f = ~ et cr(q)f = Xf 9 f E k[X] o 

-1 ) Soit aw la représentation de A dans k[X 9 X ] (séries de Laurent bornées 

définies par 

O" (p)f=df +~f et (J (q)f=Xf où fEk[X9x- 1J et wEk-~? w dX X w 

alors ~ 

i) cr et cr sont irréductibles - w--------
ii) cr V-/: cr V 0 

w 

Preuve: 

cr est V-équivalente à cr( 1 9 X) 9 À E ho 

cr w est V-équivalente à cr(2 9 2 9 -19 w + ~). 
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2o9o PROPOSITIONo (Dixmier)o 

Si k est algébriquement clos 9 si w E k- Z 9 si w1 E k- Z ~ alors 

(cr V = cr Vu) ~ (w = + w0 modulo Z L w w 

Preuve : ( [ 4 ]) proposition 4 o4 o i.i o 

THEOREME o Soit rE k[q]o Alors liidéal §!. gauche A(p4 +r) (respo Pidéal 

§!. droite (p 4 + r) A est maximal si le degré de r nu est pas multiple de 4 o 

Preuve ~ Comrp.e en 1 o 10 o 
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UNIVERSITE DE PARIS SUD 

CENTRE D 1 ORSAY 

SEMINAIRE D 1 ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 2 du 24 o 11 o 197 5 

SUR QUELQUES PROBLEMES OUVERTS EN ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

par 

Go CAUCHON 

INTRODUCTION. 

Cet exposé est destiné à faire une mi.se au point sur quelques problèmes ouverts 

en théorie des algèbres à identités polynômiales o J u ai fait cette mise au point à la 

lumière des suggestions que mu ont faites Procesi et Formanek que j u ai rencontrés 

à la fin du mois de mai 1975 o 

!_. GENERALITES SUR LA THEORIE DES ALGEBRES A IDENTITES POLYNOMIALES. 

Rappelons quelques définitions o 

Soit C un anneau commutatif et A une C-algèbre o 

On dit que A vérifie ~ identité polynômiale ~ tant que C-algèbre .s. 1 ~l 

existe un polynôme non nul P(X 1 9 0 • o 9 Xn) à coefficients dans C et à n in

déterminées non commutatives 9 qui su annule identiquement sur A. 

On dira qu I un anneau A vérifie ~ identité polynômiale s u il vérifie une iden

tité polynômiale en tant que C-algèbre où C est le centre de A. 

On dira qu u !:!!:! anneau A est à.·• identité polynômiale si tout quotient propre 

de A vérifie une identité polynômiale o Il en est en particulier ainsi lorsque A 

vérifie une identité polynômiale P(X 19 o o • 9 Xn) telle que lu idéal de A engendré 

par les coefficients de P soit A tout entier. On dit alors que P est ~ identité 



polynômiale homomorphique o 

Pour allèger les énoncés~ nous remplacerons souvent l I expression 

"identité polynômiale u par les deux lettres II I o Po'' 

On peut distinguer? pour les anneaux à I o Po ~ deux grands types de problèmes o 

1°) Les problèmes de structure o 

Ce sont les problèmes du type suivant : 

Etant donné un anneau A vérifiant une I o Po ( ou une famille d O I. Po) 9 quelles 

propriétés de A peut-on déduire de ces I o Po ? 

Voici deux exemples célèbres de problèmes de ce type : 

Problème de Hall : soit A un anneau et n un entier tel qu O on ait n 
X -X= Û 

pour tout x E Ao A est-il commutatif ? 

Problème de Levitzki: un nil anneau A duindice borné (coàodo tel qu 1il existe 

un entier n > 0 avec xn ~, 0 pour tout x E A) est-il localement nilpotent ? 

( c o à o do tout sous-anneau de A engendré par un nombre fini du éléments est-H 

nilpotent ? ) 

Ces deux problèmes sont à 1 u origine de la théorie moderne des anneaux 

à L Po introduite en 1948 par Kaplansky [6] o Le problème de Levitzki a été résolu 

affirmativement par Levitzki lui même [8]. Ce résultat a été généralisé par 

Kaplansky [6] qui a montré qu u on peut remplacer P identité polynômiale xn = 0 

par n v importe quelle identité polynômiale. 

Le problème de Hall a été résolu par Jacobson [5] qui. a montré que la 

réponse est encore affirmative dans le cas le plus général où n dépend de 

x o Ce résultat plus général ne relève pas de la théorie des anneaux à I o Po ? mais 

de la théorie des anneaux entiers sur leur centre sur laquelle nous ne nous éten

drons pas ici bien qu u elle soit très intéressante ( voir Ji article de Blair [3 J) 0 
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2°) Les problèmes de classification des I o Po du un anneau donné 0 

Ces problèmes ont été étudiés beaucoup plus récemment que les problèmes 

de structure et nous verrons que de nombreuses questions les concernant sont 

encore posées à lu heure actuelle o 

IL LES PROBLEMES DE STRUCTURE o 

Dans toute la suite 9 les anneaux considérés sont supposés unitaires o 

Le théorème suivant est un très beau résultat concernant la structure des 

anneaux premiers à I o Po o On en trouvera une preuve très accessible dans [9 J o 

THEOREME DE POSNERo Soit A !:!!!, anneau premier 9 vérifiant~ i.dentité 

polynômiale. de degré d 9 et soit S le système multiplicatif des éléments centraux 

non nuls de A o 

Alors 9 J.U anneau de fractions Q = s- 1 A est artinien simple de centre 

-1 . F = S C. De plus 9 Q est une F-algèbre de dimension finie n2 où 1 u entier 

n est inféri.eur à la partie entière de d/ 2 o 

Il en résulte facilement le théorème suivant qui. permet de définir la notion 

de oil-radical du un anneau à I Q Po o 

THEOREME 2 o Soit A ~ anneau ~ I o Po 9 et soit N lu intersection des 

idéaux premiers de A. 

Alors N est un nil-idéal de A qui contient tous les nil-i.déaux à gauche 

et tous les nil-idéaux à droite de A o 

Par défi.nition 9 N su appelle le oil-radical de Ao 

Démonstration. 

Le fait que N soit nil est une propriété générale des anneaux associatifs 0 

En effet 9 si un élément x de A nu est pas nilpotent 9 la famiUe 'F des idéaux 

bilatères de A ne contenant aucune puissance de x est non vide (0 E 1') et 
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inductiveo Elle admet un élément maximal P qui est premiero Comme xt, J> 9 il 

en résulte que x t, No Donc tout élément de N est bien nilpotent o 

Le fait que N contienne tout nil-idéal à gauche (resp o à droite) est une 

conséquence facile de lu existence des I o Po de A O En eff.et 9 soit Au =o A/1 un 

quotient premier de A o Par le théorème de Posner 9 Au se plonge dans un anneau 

artinien simple Q I 
o Les annulateurs à gauche des éléments de Au sont les traces 

sur Au de leurs annulateurs dans Qu o Il en résulte que les annulateurs à gauche 

des éléments de Au satisfont à la condition de chaîne ascendante o Par suite 9 

du après un résultat classique ([12] Po 47) 1 Au ne contient pas de nil-idéal 

à gauche (respo à droite) non nuL Donc tout nil-idéal à gauche (respo à droite) 

de A est bien contenu dans No 

On trouve dans la littérature une foule de problèmes ouverts très intéressants 

concernant la structure des anneaux à I o Po o Selon Procesi 9 lu un des plus impor

tants est le suivant ~ 

Problème 1 o Soit k un corps commutatif et soit A ""' k [ x 19 o o o 9 xp] une 

k-algèbre de type fini vérifiant une Io Poo Son nil-radical N est~il nilpotent ? 

Faisons quelques remarques très simples sur ce problème o 

Remarque 1 o k est un sous-corps du centre de A o Donc lu I o Po vérifiée 

par A est homomorphique 9 de sorte que A satisfait aux hypothèses du théorème 2 o 

Remarque 2 o La réponse est affirmative et bien connue lorsque A est com

mutatif puisqu u alors 9 A est noethérien o Ceci nous conduit à nous demander si une 

algèbre A satisfaisant aux hypothèses du problème 1 est noethérienne o La réponse 

est malheureusement négative o Considérons en effet lu algèbre 

R =- k[x 19 x
2

9 x
3 

9 x
4

9 Y 19 y 
2

9 y
3 9 y 4 ] des polynômes à 8 indéterminées commu

tatives sur un corps commutatif k 9 et soit A la sous-algèbre de M:iR) (algèbre 



des matrices 2 x 2 à coefficients dans R) 9 engendrée par les matrices 

A est donc une algèbre de type fini sur k qui vérifie toutes les L Po de 

M
2

(R) o Donc A vérifie 1 u L P 0 

P(X 19 X29 x 31 x 4) = L e:(cr)Xcr(1)xcr(2)xcr(J)Xcr(4} (voir [2]) 
cr E f4 

Cependant 9 il est facile de prouver que A nu est pas noethérien à gauche o 

Pour ceci 9 posons w = X Yn (pour tout n E1N ➔E-) o 

n 

Je dis que ~ Aw 1 1 Aw 1 + Aw2 l o o o f Aw 1 + o o o + Awn ~ 

Su il nu en était pas ainsi 9 on pourrait écrire XYn sous la forme d I une 

somme de monômes a,XYi avec 1 :S i :S n-1 et où a. est un monôme en X et Y o 

Pour obtenir XYn 9 on peut ne retenir 9 dans cette somme 9 que les monômes 

de degré 1 en X et n en Y 9 de sorte qu u on aur 1ait 
n-1 . . 

XYn = L >...Yn-1 XY 1 (>... Ek)o 
. 

1 
1 l 

l= 

En spécialisant par X =(g ~} et Y= (g ~L on obtient XYn = {g ~) 
et Yn-iX yi (0 0) du , t di t· = 0 0 1 ou une con ra c 10n 0 

Lu algèbre A s u appelle lu algèbre des matrices génériques 2 x 2 à 2 

indéterminées X et Y o Procesi a démontré que c u est un anneau intègre [10 J o 

Donc 9 du après [ 4] 9 A nu est pas non plus noethérien à droite 9 ni. noethérien 

bilatèreo 

On définit du une manière analogue 1 u algèbre des matrices génériques n x n à 

p indéterminées (1 :S p :S + oo)o Cu est iu algèbre k[c;19 o o o 9 c;p] où les c; sont 
a 

, , a. ' des matrices n x n de terme general x .. ou les 
lJ 

commutatives distinctes sur k o 

x?-. 
lJ sont des indéterminées 



Pour une étude approfondie des algèbres de matrices génériques 9 le lecteur 

pourra consulter le livre de Procesi [10] o 

Remarque 3 o Compte tenu du théorème 2 9 le problème 1 peut être énoncé 

sous la forme équivalente suivante : 

Si k est un corps commutatif et si A est une k-algèbre de type fini 

vérifiant une identité polynômiale 9 tout nil-idéal bilatère If.> de A est-il 

nilpotent ? 

Un idéal bilatère 6) de A est une sous-algèbre de A (non unitaire en 

général) et on peut se demander dans un premier temps si un nil-idéal bilatère 

~ de A9 qui est une k-algèbre de type fini 9 est nilpotent o 

La réponse est affirmative (ce qui laisse un espoir pour que la réponse au 

problème 1 soit affirmative) 9 elle est due à Kaplansky qui a établi le résultat 

suivant : 

THEOREME 3 [7] o Si k est !!!!, corps commutatif 9 toute nil-k-algèbre 

de ~ fini qui vérifie ~ identité polynômiale 9 est nilpotente o 

En voici une preuve très simple ~ 

Soit ~ une nil-k-algèbre de type fini vérifiant une I o Po 

Il est facile de plonger a?> dans une k-algèbre unitaire A9 vérifiant une 

identité polynômiale 9 et telle que (I?> soit un idéal bilatère de A. (Par exemple 9 

on peut munir P espace vectoriel A = k EB tB de la structure du algèbre définie 

par la multiplication : 

Supposons ~ non nilpotent 9 et soit ji' la famille des idéaux bilatères 

de A qui ne contiennent aucune puissance de ~ o ( 0 E Y) o 

Je dis que Y est i.nductiveo Soit 9 en effet 9 (a..). El une sous-famille 
1 1 



totalement ordonnée de 1' et (l, = u Q. o 
i El 1 

Si Q, t ji' 9 il existe un entier n tel que Q => ~ n o 

Soit x 1 9 o o o 9 xp un système générateur de tB 9 considéré comme une 

k-algèbreo Q, contient tous les produits x. x. (1 ~ ia.~ p) qui sont en 
11 ln 

nombre fini (~ pn) 0 Tous ces produits appartiennent alors à un même Q. qui 
1 

contient nécessairement (B n 9 ce qui est impossible o 

Donc Y est inductive o Elle admet un élément maximal ~ qui est alors un 

idéal premier de A ne contenant pas @ 9 ce qui contredit le théorème 2 o Et 9 

nécessairement 9 ~ est nilpotent o 

Cependant 9 ce théorème ne permet pas de résoudre le problème 1 car 9 en 

général 9 N nu est pas une k-algèbre de type fini ; même dans le cas commutatif o 

(Par exemple 9 si k [X 9 Y] désigne lu algèbre de polynômes à 2 indéterminées 

commutatives sur k 9 et si on prend A"" k[X 9 Y ]/X 2 k[X 9 Y J 9 on a N = AX qui 

nu est pas une k-algèbre de type fini) o 

Remarque 4 o On peut particulariser le problème 1 en faisant des hypothèses 

supplémentaires sur les identités polynômiales vérifiées par l I algèbre considérée o 

En particulier 9 on pourrait étudier dans un premier temps 9 le problème suivant ~ 

Problème 2 o Soit n un entier et A une k-algèbre de type fini vérifiant 

toutes les identités polynômiales de M (k) (k désigne toujours un corps commu
n 

tatif) o Son nil~radical N est-il nilpotent ? 

Si A = k [ x 1 9 o o o 9 xp] 9 il est facile de voir que 9 sous les hypothèses du pro

blème 2 9 il existe un homomorphisme surjectif cp de lu algèbre k [~ 11 o o o 9 ~p J 

des matrices génériques n x n à p indéterminées 9 sur A9 tel que 

Par suite 9 le problème 2 est équivalent au problème suivant ~ 

Problème 2bis O Soit ~ un idéal bilatère de 1 u algèbre G des matrices 

génériques n x n à p indéterminées O Tout idéal de G qui est nil modulo dl.> 
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est-il nilpotent modulo (13 ? 

Il serait bon 9 en particulier, de faire une étude approfondie du cas 

n = p = 2 1 d 1 essayer de construire des contre-exemples et 1 si on n'arrive pas à 

en construire 9 d I essayer de comprendre pourquoi. 

III. PROBLEMES DE DETERMINATION DES I. P. D I UNE ALGEBRE DONNEE. 

Le problème le plus naturel, et qui nu est pas toujours résolu, est le suivant ~ 

Problème 3 • Classer les I. P. de M (k) pour tout entier n > 0 et pour n 

tout corps commutatif k • 

Pour expliquer ce que nous entendons par là, nous allons introduire la 

notion de T-idéal du une k-algèbre libre. 

Soit k un corps commutatif et soit 4 = k < X 19 ••• , XP1 ••• >1 11 algèbre 

libre des polynômes à coefficients dans k et en une infinité dénombrable d I indé

terminées X. qui ne commutent pas entre elles. 
1 

Soit n un entier positif 9 et soit Al l O ensemble de tous les polynômes de n 

11, qui s 9 annulent identiquement sur M (k). 
n 

JL est donc 11 ensemble constitué par le polynôme nul et toutes les I. P. n 

de M (k). 
n 

Il est clair que .1.ln est un idéal bilatère de .U et qu u il est stable par 

toute substitution des variables 1 c I est-à-dire : si P(X 1, •.. , XP) E .A.l.,n 9 alors 

P(Q 19 ••• , Qp) E J.ln quels que soient Q 1, ••• , Qp E J.l. 

Ceci nous conduit à poser la définition suivante : 

DEFINITION. On appelle T-idéal de .JJ.. tout idéal bilatère stable par 

substitution des variables. 

L I intersection d 8 une famille quelconque de T-idéaux de .Uo est un T-idéal, 

de sorte qu I on peut définir la notion de T-idéal engendré par un sous-ensemble 
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E de 1L • C I est 11 intersection de tous les T-idéaux de ÀL qui contiennent 

E . C I est aussi l I ensemble de tous les polynômes de la forme 

où P(X 11 ••• 9 XP) décrit E et où les polynômes Q 9 S et 

On notera T(E) le T-idéal de 1l, engendré par E. 

Ceci dit, par "classer les I. P. de M (k)11 
9 on entend : n 

L Q P(R 1 ' •. 0 ' R )S 
finie P 
R. décrivent .Al • 

1 

P b·1' 3bis T t' ' ' t E ro eme • rouver un sys eme genera eur n du T-idéal ÀL de lL • n 

Si on est capable de décrire un tel système générateur E , on aura bien n 

classé toutes les I. P. de M (k) pui-5EJ.ue toutes ces I. P. seront de la forme n 

L Q P(R 19 ••• 1 R )S où P(X 19 ••• 9 XP) décrit En et où les polynômes 
finie· p 
Q 1 S et Ri décrivent .,U, • On dira alors gue les L P. de Mn (k) sont consé-

quences des I. P. de En. 

0 ·t ' dr ·1 bl' 3bis 1 n sai resou e e pro eme pour n = 

PROPOSITION 1. Soit k un c?rps commutatif. 

1°) Si k est infini 9 les I. P. de k sont conséquences de 11 I. P. 

s
2

(x 11x
2

) = x 1x 2 - x 2x 1 • 

2°) Si k est fini d I ordre q 9 les I. P. de k sont conséquences de l I I. P. 

Démonstration. 

j 

.A.l1 s ~ 0 

Soit P(X 1, •.. , Xp) E ~ • 

Puisque JL ~ est une algèbre co~mutativ~, on peut écrire 

11 1 
P(X 1, .•. , X ) = L °i. . x 1 •.. X P + Q(X 1, •.. , XP) avec Q E Jl.; . 

p 1 • • ~lp i p 
Le polynôme R =.La.. . x 1

11 
••• X p s I annule alors identiquement sur k. 

1 1 ••• lp p 
1 li i 

Il est donc nul et P ElL
1 

• Donc ,u,
1 

= MJ
1 

= T(x
1
x

2 
- x

2
x

1
). 
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2°) Supposons k fini d I ordre q 9 et posons Â.l~ = T (x';[ - X 1). Pour tout 

x E ..Ah¼, 1 , on a xq = x 9 de sorte que .,U./,u,u est une algèbre commutative d 1 après 
1 1 

i 
la réponse au problème de HalL On a évidemment M1 s .AJ..

1 
et tout polynôme 

P(X 
1 9 ••• 9 X ) E 1L

1
1 

peut s I écrire p O 0 

11 lp 
P(X 19 ••• 9 X ) = I: a.0 0 X1 ••• X + Q(X 19 ••• 9 Xp) p -i 1 ••• lp p 

avec Q E J.I,~ et Os io < q pour tout j. 
J i i 

Le polynôme R = L a. 0 X 
1
1 • , • X p est alors identiquement nul 

-l1ooolp P 

sur k. Il est facile de voir qu 1il en résulte que R = 0 9 donc que il 1 = .u.; = T(X1-x
1
) 

La situation se complique singulièrement dès qu I on aborde le cas n = 2. 

Le problème a 9 dans ce cas 9 été résolu partiellement par Razmyslov [ 11 J qui 

a montré que 9 si k est de caractéristique zéro 9 les I. P. de M
2 

(k) sont consé

quences d I un nombre fini d I entre elles. Il n I existe à notre connaissance aucun 

embryon de réponse au problème 3bis dès que n ~3. Cependant 9 compte tenu des 

résultats connus 9 on peut raisonnablement poser la question suivante ~ 

Problème 4. Si k est un corps commutatif et si n est un entier positif, 

les I. P. de M (k) sont-eUes conséquences d I un nombre fini d I entre elles ? 
n 

Une autre question qui se pose à ce sujet est ~ 

11Trouver les identités polynômiales de degré minimal d de M (k) - où 
n 

k est un corps commutatif - et décrire 1 u espace vectoriel de ces identitésn. 

Il résulte du théorème de Posner tel qu I il a été énoncé 9 que d ~ 2n. 

En fait 9 Amitsur et Levitzki ont montré qu I on a exactement d = 2n [2] : 

THEOREME 2. 

1°) Il existe une L P. de degré 2n de Mn (k) 9 à savoir le polynôme standard : 

s2n (x 19 ••• 9 x 20 ) = t1 e:(cr) Xcr( 1) ••• xcr(2n) 
cr 2n 

(où efo) désigne la signature de la permutation a). 



2°) Lu espace vectoriel des I OP o de degré 2n de Mn (k) est engendré par les 

polynômes s
2

n (Xi 9 o o o 9 Xi ) (i 1 < i2 < o o o < i2n) -sauf pour k = z; /2 z; et 
1 2n 

n = 1 ou 2 -

En particulier 9 on voit que 9 mis à part les cas partiçuliers (k = z; / 
2 

Z 1 n = 1) 

et (k = z; /2 z; 9 n = 2) 9 toute identité polyoomiale d~ degré minimal d = 2n de Mn (k) 

est une somme de monômes portant tous sur 2n indéterminées distinctes o Il n I existe 

donc pas d'identité polynômiale de degré d = 2n 9 de M (k) 9 portant sur moins de n 

2n indéterminées o Ceci a conduit Procesi à poser les questions suivantes [10] : 

Problème 5 o Soient m et n deux entiers positifs (tn. ~ 2) 9 et soit l'algèbre 

libre Àt = k < x 19 o o o 9 Xm > (k est un corps commutatif) o 

a) Déterminer le degré minimal d des I o P o de Mn (k) en X 1 9 o o • 9 Xm o 

b) Décrire le sous-espace vectoriel V d de lt 9 des LP. de degré d 

de M (k) o Quelle est sa dimension ? 
n 

Compte tenu du théorème de Amitsur et Levitzki. 9 on sait résoudre ce 

problème pour m ~ 2n o On a alors d = 2n et 9 mis à part les cas particuliers 

(k = z; /
2 

_z 9 n = 1) et (k = z; /2 z; 9 n =: 2) 9 V d est un espace vectoriel de 

dimension (2 ) 1 r :2 ) u 9 il a pour base les polynômes standards s2 (X. 9 ooo, X. ) n O m n O n 1 1 12n 

(1 S i 1 < i2 <.o. < i.2n S m)o 

Par contre 9 on ne connai1 pas de résultat aussi précis lorsque m < 2n. 

Compte tenu des remarques faites précédemment 9 on peut seulement dire que 

d >2no On peut 9 par ailleurs 9 majorer d puisqu'on connait des LPo non tri

viales de M (k) portant uniquement sur deux variables o Pour en construire 9 nous n 

introduisons la notion sui.vante ~ 

Pour tout entier p > 0 9 et tout système x 19 o o o 9 XP 9 Y 19 o •• 9 Y p- 1 de 

2p-1 indéterminées 9 ~ appelle polynôme standard généralisé ~ 

x
1

, •• o9 X 9 Y 19 .o.9 Y 19 et on note T (X19ooo9 X 9 Y19 ooo, Y 1)9 p p- - -- p p p-



le polynôme C e:fo) Xcr(1)Y1Xcr(2)Y2 000 Xcr(p-1)Yp_1xcr(p) 0 
cr E i. p 

Ceci est un polynôme multilinéaire et alterné par rapport aux X. o Il 
1 

s v annule donc lorsqu u on remplace les Y. et les X. par des matrices n x n 
1 l 

y. et x. teJles qu u i.l existe une relation de dépendance linéaire sur k entre 
1 l 

les x. o 
1 

Par exemple 9 T 2 (X 1 9 o o • 9 X 2 9 Y 19 o o o 9 Y 
2

) est une I. Po de Mn (k) • 
n +1 n +1 n 

Si x et y sont deux matrices de M (k) 9 les matrices I = x0 
9 x, x2 

9 ••• 1 xn 
n 

sont linéairement dépendantes sur k d I après le théorème de Hamilton-Cayley 9 et 

on a 

( n ) tt ( ) cr(o) cr(1) cr(n-1) cr(n) Tn+1 I9X90009X 9,Y90~.09Y. = €0' X yx Yooo X yx =Ü 0 

n f01s crE n+ 1 
Du où une I o P. non triviale de M (k) 9 portant sur deux indéterminées: 

n 

( ) r · n J C ( ) cr(o) cr(n-1) ~z(n) Q X 9 Y =T .;..11.19 X9 ••• ,X 9 Y,.o. 9 Y = e:crX YoooX YA • 
n n. . E~ 

cr n+1 

Son degré en Y est n et son degré en X est n(n+ 1) • Son degré total 
2 

est donc n(~+J) • 

Par ailleurs 9 Qn(X 9 Y 1 +o o o+ Ym_1) est une I.P. non triviale de Mn(k), 

de même degré total que la précédente 9 et en m indéterminées • 

Nous en déduisons : 

PROPOSITION 3. Si 2 s m < 2n et si k est un corps commutatif 9 le degré 

mi.ni.mal d des I. P. de Mn (k) en m indéterminées est tel que 

2n s d s n(n; 3) • 

De plus 9 si on suppose qu u on n I est pas dans le cas particulier 

( 'E, 1 ) n(n+3) k= 12 'E- 9 n=2 9 ona 2n<dS 2 • 

Donc 9 si. n = 2 et k -/, 'E, / 2 'E, 9 on a 4 < d s 5 9S(?it d = 5. 

Nous pouvons donc énoncer ~ 
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COROLLAIRE 4 ô Si k f, z /2 z 9 le degré minimal des L Po de M
2 

(k) en 

2 2!:!, 3 indétermi.nées est d = 5 o 

Remarque ~ si k = Z /2 Z 9 le degré minimal des I o Po de M
2 

(k) en 2 ou 3 

indéterminées est d = 4o En effet 9 on démontre que le polynôme suivant est une 

LP O de M2(z; /2 z) : 

XY 3 + YXY 2 + Y2XY + Y3x + XY 2 + Y2x 0 

Ceci nous conduit à poser la questi.on suivante: 

Problème 6 o Déter'miner toutes les I Q Po de degré 5 9 à 2 ou 3 indéterminées 

de M
2

(k) 9 pour k ~ Z /
2

z; o 

( Ce problème a peut-être une solution assez simple 9 en caractéristique zéro 9 

compte tenu des résultats de Razmyslov [11 ]) o 

Le théorème de Amitsur et Levitzky montre que les polynômes standards 

s
2

n [X 19 o o o 9 x 2n] jouent un rôle très important dans toute cette théorie O On 

pensait 9 initi.alement que les LP o de Mn(k) étaient peut être toutes conséquences 

de PL Po s2n[x,9 0 0 09 x2n]o En fait i1 n 1en est rien comme le montre le résul

tat suivant dû à Amitsur [1] : 

PROPOSITION 5 o Quel que soit le corps commutatif k et 1 u entier n ?.:: 2 9 

P identité polynômiale Qn (X 1 9 x2) 

standard s2n(x 19 o o o 9 x 2n) o 

de M (k) nu est pas conséquence de 1 u identité - n -- - __ ____,_ __ - ----
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SUR LES ANNEAUX SEMI-PREMIERS NOETHERIENS BILATERES A 

IDENTITE POLYNOMIALE • 

par 

Christian ROY 

Nous allons exposer ici un résultat obtenu par G. Cauchon en 1975 : 

Tout anneau semi-premier à identité polynômiale noethérien bilatère est noethérien 

à gauche et à droite (Théorème A). 

Cela répond à un problème posé par Small : 

"Si un anneau à I. P. est noethérien à gauche est-il noethérien à droite ? rn 

Rappel o Un anneau A de centre C est dit à identité polynômiale s' il vérifie une 

identité polynômiale P(X 
1 

o •• Xn) = 0 où P est un polynôme à coefficients dans 

C des n indéterminées non commutatives x 1 ••• X ainsi que ses quotients par n 

tout idéal bilatère propre. 

Pour un anneau premier il suffit qu 1 il vérifie une I. P o ( [ 1 }) • 

On utilisera ici le THEOREME DE POSNER : (Théorème B) (voir [1 ])o 

Soit A :!:!!}. anneau de centre C premier~ I. P. ( de degré d), alors si 

S ::::, C - {O}/ s- 1A est~ anneau de matrices =Mn(D) de dimension ~ cïl 
-1 

~ !22,!l centre qui est F = S C . 
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I o CAS DES ANNEAUX PREMIERS. 

On démontre le théorème suivant : 

THEOREME C. Si A est !:.!!! anneau premier ~ I. P. , noethérien bilatère il 

est noethérien ~ gauche. 

Il suffira de considérer sur A le produit a -l!-b = ba pour obtenir qu'il est éga-

lement noethérien à droite donc pour démontrer le théorème A d:IB :e ra=, où A ES: premier. 

,ère étape. On suppose s- 1 A = M (D) avec D commutatif. Posons 
n --

u .. = i o •. 1 •• O : les u.. forment une base de M (D). 
(

0 •• b .. o) 
1J O : 0 1J n 

ô 

PROPOSITION D. :3 s E C tel que si x = L d .. u .. et x E A 
. . 1J lJ 
1,J 

Démonstration. 

2 alors s dij EC. 

On Peut e'cr1·re u 1·J· . IJ P 7T v , u .. = s.. a.. . osons s = s .. 
_ 1 ( s .. EC 

1J lJ 1J i,J· lJ a .. EA 
1J 

s u .. E A {V i, et V i, j, k s uki x u.ks = s 2d .. ukk E A • Formons la somme 
lJ \]'j J lJ 

it s uki x ujks = s 2 
dij : c I est un élément central de A donc un élément de C d'où (D). 

N.B. : (la commutativité de D intervient dans cette démonstration). 

Point clé de la démonstration. 

On raisonne par l I absurde en supposant qu v i1 existe une chaîne 

J 1 ~ J 2 ••• # Jk strictement croissante d'idéaux à gauche dans A. On peut alors 

trouver des X,, dans J -JB 
1 
'r/ e et écrire X = " d.e. u ... 

1;, e c- - • e ~ 1J lJ 
1,J 

Pour aboutir à une contradiction il suffit de prouver qu' il existe des y. (i = 1 .•. k} E A 
~1 ~1 1 

tels que xk = L y e X,, et k EN➔!-, ou encore tels que d~. = L y,, d.e .• 
e=1 1;, lJ t-=1 1;i lJ 

L I idée de G. Cauchon pour obtenir ce résultat est de travailler dans le 

n2 fois 
bimodule A X O O O X A :>,, A E9 o O O E9 A O 
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A est bilatère donc A x ..• x A est un A-bimodule noethérien. 

Considérons les sous bimodules N 
2 

engendrés par les 

2 k 
wk = .EB. s d.. k = 1 • • • 2 

l,J lJ 

3 k tel que Nk = Nk-l (A x ... x A est noethérien) k- l 

donc 3 y 1 yk 
1 

dans A tels que V i j -s-
2d~. = s 2 L d.€. y fJ 

- ~1 lJ ~1 D ~ 
---!>- d~. = Z d.€. y ce qui est bien la contradiction attendue et 

lJ €=1 lJ € 

nous pouvons à présent affirmer gue A est noethérien à gauche. 

N.B . la commutativité de D intervient encore ici pour pouvoir établir que les 

N 
2 

sont du type 

2 2 
N" = .EB . As d.. • 

ç 1,J lJ 

2ème étape. D n I est plus supposé commutatif. On pose F = s- 1 C = centre de D 

::s. centre M (D) • On va évidemment se ramener au cas précédent : 
n 

il existe un sous corps commutatif maximal K de D qui est une extension 

séparable donc monogène de F [2]. Ecrivons K = F(b}. Prouvons quel Ion peut 

choisir un "b" tel que b soit entier sur C. A priori b vérifie une équation 

algébrique sur F 
m . c' 
L b\-2:.) = 0 avec cm /:. 0 c. E C 1 c.' E S 
0 ci 1 m 1. 

En posant y. = (TT. c.) c.' on obtient l'équation L y.b1 = 0 
1 j# J 1 i=O 1 

Soit b 1 = 'Ymb : K = F(b) = F(b 1). 

m 
'V Y. =Ü 1 m o 

donc b 1 est entier~ C. De là on déduit facilement que tout puissance de b 1 

appartient à C [b 1 ] • 

Intéressons nous à l I anneau L = M (D) &.._ K ::s. M (K) n -F nm 

L est un anneau à I. P. puisque M (D) l'est. n 
m-1 . 

Posons alors A = [ .L ai ® b~ ; ai E A} . 
l=O 

~ A est un sous anneau de L. 

[2]. 



3.4 

N 1·1 A~ ' .f. l h th' d l 1ère 't ous a ons prouver que ver1 1e es ypo eses e a e ape. 

a) 
-V 

A est à I.P. (c'est un sous anneau de L) 
~ ~ m-1 . 
A a pour centre C = l L ci 0 ~ ; ci E C} c I est un calcul simple 
~ 0 
A est un A-bimodule noethér•ien donc est noethérien bilatère comme 

anneau 

~ ~ -1 ~ enfin S A = M (K) nm 
~ ~ avec S = C - {O} (les éléments de S sont 

réguliers car centraux non nuls dans M (K) ce qui permet de définir nm 
rv 1 N 
S- A). 

Démontrons le point ô : il suffit de prouver que tout élément de L s 1 écrit 

"' -1-v ,V "' -v m- l 1 i 
s a s ES, a E A. A priori un élément X de L s'écrit X= L(s:- a.) ®b 

. 1 1 
l=O 

avec s. ESi a. E A 
l 1 

m-1 1 m-1 . 
X = ( .n s. ® 1 )- x (L (IJ s . ) a. 0 b ~) 

l=O 1 i= 1 J,=l J 1 

. u, ·t "'-1 ""' ~ (m-1 ) 
m-1 . 

ce qm s ecr1 s x a avec s = :rr s. 0 1 
l=O l 

~ = L (TI s .) a. 0 b
1 

• 
• ·_l_· J 1 
l=O Jrl 

N I'\,/ -1"' 
A est premier puisque S A l I est 1 donc 

' .,J 
d I après la 1 ere étape A est noethérien à gauche • 

Prouvons à présent que A est noethérien à gauche. 

L'application p définit sur l I ensemble des idéaux à gauche de A par 
m-1 

p(J) = J = ( L j k 0 bk ; j k E J) (idéal à gauche de A) 
k=1 

est une application croissante injective de lu ensemble des idéaux à gauche de A 

~ de l I ensemble des idéaux à gauche de A. On en déduit donc que A vérifie la condi-

tion de chaîne pour les idéaux à gauche . 

Le théorème est à présent démontré pour A premier. 

II. CAS DES ANNEAUX SEMI-PREMIERS. 

THEOREME E. Un anneau semi-premier.§. I. P. noethérien bilatère est noe-

thérien ~ f@!-!Chf; et ~ skoite. 



L I idée est de montrer que A est un A-module noethérien à gauche et à 
n 

droite en le plongeant dans un produit fini .1î
1 

A/P. (P. idéal premier de A). 
l= 1 1 

LEMME F • Si A est noethérien bilatère il existe un nombre fini d'idéaux 

premiers de A. Soient P 11 ••• , P n tels que P 1 x P 2 • . . x P n = 0. 

On raisonne par 11 absurde. Soit F la famille des idéaux bilatères B de 

A tels que A/B ne vérifie pas le lemme. 

Par hypothèse F ! ~ (F ::) {O}) • A est noethérien bilatère donc F a un 

élément maximal B . 

0 ne peut être premier dans 
(B1?B 

A/B donc 3 B 1 et B2l 8:2 fB tels que B 1B2 c B 

B étant maximal A/B 1 et A/B 2 
vérifient le lemme, donc il existe 

P 1 . '° Pk } [(P 1 X ••• X Pk) c B 1 
P P 1 idéaux premiers de A tels que (P' P') 8 1 • • • k 1 1 x O O • x k c 2 

~P 1i< ••• xPkxP 1x ••. xPk 1 cB 1 B2 cB. 

Mais ceci est impossible puisque B est dans F • 

Cette contradiction prouve le lemme. 

Démontrons le théorème P 1 x P 2 . • . P n = O ~ P 1 n P 2 . . . n P n est nilpotent. 

Mais A est semi-premier donc P 1 n P 2 •.. n P n = O. Donc 

➔ A s'injecte (par morphisme de A-modules) dans :R
1 

A/P .• 
l= 1 

Pour tout i: P. est premier donc A/P. est premier à I.P. noethérien bilatère 
1 1 

donc noethérien à gauche et à droite. 

Il en résulte que A est noethérien à gauche et à droite. 

Nous avons ainsi prouvé le théorème dans le cas semi-premier. 

III. PREMIERE GENERALISATION. 

Nous allons donner une CNS pour gu' un anneau à I. P. noethérien bilatère 

soit noethérien à gauche. 

Remarquons d I abord que le théorème E ne peut être étendu à tout anneau 
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noethérien bilatère à I. P. 

Par exemple 11 anneau A = l (~ ~) ; a x b E ro2 
, c E Z } est noethérien 

à gauche et à I. P. mais n'est pas noethérien à droite voir ( [1], p. 67). 

THEOREME G • Soit A un anneau à I. P. noethérien bilatère. N son radical ------
premier~ alors les propriétés suivantes sont équivalentes 

( 1) A est noethérien ~ gauche 

(2) N /~ est !::!!! A-module .ê-gauche noethérien. 

Le théorème découle du lemme suivant : 

LEMME H. Si B est !:!!!. idéal bilatère nilpotent d I un anneau A il iY ~ 

équivalence entre 

i) A est noethérien §!_ gauche 

ii) A/B 2 est noethérien §!. gauche. 

évident. Démonstration. i ==> ii 
ii ~ i 3 p tel que Bp = O : 

il suffit de montrer que B2 est noethérien à gauche 

et comme Bp = 0 cela sera établi? si nous prouvons que Bk/Bk+l est noethérien 

à gauche 'v k :s; p-1. 

Or A/B 2 est noethérien à gauche donc B/B 2 est un A-module de type 

fini. Si 61, ... , 5 est un système générateur. Les produits b. x •.• xb. engen-
n 1 1 1k 

drent Bk /Bk+ 1• Si nous notons e 1, ••• , erk ces éléments, on en déduit qu'il 

existe un homomorphisme de A-module surjectif 

Ark ~ Bk/Bk+l dont le noyau contient 
rk 

(a.) -+ L a.e .. 
1 . 1 1 1 

l= 

rk fois 
2 2 B x .•• x B 

, k/ k+1 2 rk Par consequent B B s'identifie à un sous-module de (A/B ) qui est 

noethérien à gauche. 



Donc Bk /Bk+ 1 est noethérien à gauche ce qui prouve d v après la remarque pré

liminaire que A est noethérien à gauche, 

Nous pouvons alors établir le théorème G . 

D v après le lemme F 3 des idéaux premiers P 1 , o , P n tels que 

P 
1 

x o o o x P n = O ~ P 
1 

n P 
2 

n , , , n P n est nilpotent , 

Or N est inclus dans cette intersection donc N est nilpotent , D I autre part l' anneau 

A/N satisfait aux hypothèses du théorème E donc est noethérien à gauche. 

Ainsi N/N 2 noethérien à gauche =? A/r-f' noethérien à gauche =;:. A noethérien 

à gauche d' après le lemme H d v où 2 => 1 et 1 :> 2 est évident , 

IV, PEUT-ON TROUVER UNE AUTRE GENERALISATION DU THEOREME 

EN N'EXIGEANT PLUS LA CONDITION ANNEAU A LP, ? 

IV, 1 o Un anneau à I o P o noethérien à gauche étant un T anneau 9 nous pouvons 

a priori nous demander si le théorème est valable pour les T anneaux o 

L v exemple suivant (inspiré d'un exemple de Jategaonkar) prouve que non. 

Remarque, Pour la caractérisation des T anneaux nous utiliserons la 

condition de Krause [3 ] : 

Un anneau noethérien à gauche est un T anneau s I il satisfait à la condition 

suivante (Krause) : Pour tout idéal premier P de R et tout idéal à gauche X :::i P 

tel que X/P soit essentiel dans A/P, il existe un idéal bilatère B tel que 

Etude de lu exemple 0 

Soit D = F (u) corps des fractions rationnelles à une déterminée sur F , 
p ~ p 

a l' homomorphisme d ~ dp et A == D( [ [X ] L a) = { L di X1
} muni du produit 

00 • OP . 00 n " 0 

( \9 y. X1
) x (~ z. X1

) = '°' [ \°' y. c/(z .)]Xn. Posons enfin pour L l ~ l L.., ~ 1 n-l 
0 0 n=O l=O 

00 . 

z = \Ïz .x\ z /: 0 9 V(Z) = inf(i 9 z,. =J o). 
~ 1 1 
0 
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1. On vérifie immédiatement que si Z I=-O, Z' t-O, V(Z x Z') = V(Z) + V(Z') 

en particulier A est intègre (donc premier), 

2, LEMME I. 

~ V' Z # 0 

l ô = V(Z) 0 

3 Y E A tq, YZ = X ô 

On peut écrire Z = Z 
1 

x x 6 
9 V(Z 

1
) = 0, 

00 
i 

Il suffit donc d I établir le lemme pour V(Z) = 0, Z = L z i X ; z 
O 

f O, 
00 0 

L J o o 
0 0 

Soit Y = ~ y. xj, YZ = 1 ~ l y z = 1 

: n n-1 . 
y n cr (z o) = - L Yi /(z n-i) ~ n > ô • 

0 

Les équations précédentes permettent de définir la suite y j par récurrence et 

d v obtenir y • D' où le lemme. 

Application. 

A est principal à gauche 

Soit I un idéal à gauche f O et 6 = inf {V(Z) ; Z E I} 

ICA x6 

et :3Z tq, V(Z)=ô or 3Y tq.YZ=X 6 EI==;>AX 6 cr donc l=AX 6• 

Nous voyons donc que A est principal à gauche et que tout idéal à gauche est 

bilatère, 

A vérifie donc Krause ~ c' est un T anneau , 

4, A n I est pas noethérien à droite 

On pose a. = o\u) = u Pi. 
l 

n . 1 
Considérons la chaîne d v idéaux I = C a. XI+ A. C I est une chaîne crois-n . l 

sante d v idéaux à droite. 

Si I = I 1 9 on peut écrire n n-

écrivons vi - ~ vi Xk -L k 
0 

l:=:O 

cr 0 (u) x 0 +1 = C cr \u) xi+ 1vi vi E A 
0 

(1) 
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L'égalité (1) entraîne (2) ~ crn(u) = ~
1
cri(u) cri+\vi .). 

L...J, n-1 
i 0 

Les v . ne peuvent être tous nuls donc il existe j tel que n-1 
j · L O t _k O . k . 

V n-j r e V n-k = Sl < J O 

(2) entraîne: crn(u) - ~
1 

cr\u) cr.i+1(v.i .) = crj(u) crj+1(v.j .) ce qui entraîne 
~ n-1 n-J 

j( ) t· t )+l~. d j+ 1 d E . que a u appar 1en a image e a one que u 1m cr . 

Ceci est absurde (d0 u = 1). 

Donc In est strictement croissante et A n I est pas noethérien ~ droite. 

IV .2. On ne peut pas non plus remplacer la condition à I. P. par "vérifie une 

identité polynômiale". En effet si E est un K espace vectoriel de dimension 

infinie et P l I idéal des endomorphismes de rang fini 

l 
vérifiant une I. P. 

:f K(E) / p x 'E, est une anneau noe!hérien_ bilatère 
sem1-prem1er 

mais n' est ni noethérien à gauche ni noethérien à droite. 

IV .3. Peut-on remplacer la condition "à I. P." par une hypp. un peu moins forte ? 

On pourrait par exemple penser qu v un anneau premier noethérien à gauche tel que 

tout idéal contienne un élément central~ est noethérien à droite. En fait cela nu est 

même pas vrai pour les anneaux quasi-simples. 

IV. 4. Problème ouvert . 

Le théorème A reste-t-il vrai pour un anneau A : 

- Semi-premier 

- à identité polynômiale 

- tel que les idéaux engendrés par les éléments du centre vérifient une 

condition de chaîne. 
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UNE NOTION DE RANG DANS LES FACTEURS REGULIERS AUTO-INJECTIFS A 

DROITE. 

par 

L. JEREMY 

(d'après un article de J .M. GOURSAUD et L. JEREMY) 

0 0 Il 'il C> ------0 • • C, ,, 

Après avoir donné une démonstration simple du résultat de K. R. Goodearl 

suivant lequel les idéaux bilatères d'un anneau régulier auto-injectif à droite sans 

idempotents centraux autres que O et 1 sont bien ordonnés 1 nous généralisons à 

ces anneaux la notion de rang connue pour les anneaux d'endomorphismes d I espaces 

vectoriels (Théorème 2 .3 et Remarque 2 .5) ; ceci nous permet de montrer que la 

correspondance entre les idéaux bilatères et les cardinaux qui les déterminent est 

bijective (Proposition 2 .6). Nous utilisons ensuite cette fonction de rang pour étu

dier les V-anneaux auto-injectifs (Corollaire) ; nous les caractérisons dans le 

cas de type I [cf. exposé suivant J . 

NOTATIONS. Sauf indication contraire tous les modules considérés sont des modules 

à droite 1 unitaires • 

N c M signifie que le A-module N est isomorphe à un facteur direct de M. 
N 

N "' M signifie que N est isomorphe à M. 

N < M signifie que N est essentiel dans M. 

Si a est un cardinal aM désigne une somme directe, de cardinal o:, 

de modules tous isomorphes à M ; donc si I est un ensemble de cardinal o: nous 

avons o:MI\IM(I). 
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E(M) est une enveloppe injective de M. 

\ I 1, ou Card I? désigne le cardinal de 11 ensemble I . 

(a) est l'idéal bilatère engendré par l'élément a del' anneau A. 

Si S est un sous-ensemble d'un anneau A nous notons r(S) (resp. l(S)) 

P annulateur à droite (resp.à gauche) de S dans A. 

PRELIMINAIRES. Si E et F sont deux A-modules injectifs tels que E c F et 
"' 

Nous disons qu'un anneau est auto-injectif s'il est auto-injectif à gauche 

et à droite. Un anneau unitaire A est un anneau de Baer si 11 annulateur à gauche 

(ou à droite? c'est équivalent) de tout sous-ensemble non vide de A est engendré 

par un idempotent. Un anneau régulier est de Baer si et seulement si le treillis de 

ses idéaux à droite (resp. à gauche) est complet. Dans ce cas la borne inférieure 

d 1 une famille ( ei A) i E I , où les ( ei\ E I sont des idempotents de A 9 est leur inter

section tandis que sa borne supérieure est U e. A = lr( L e. A). Un anneau régu-
iE I 1 iEI 1 

lier auto-injectif (resp. continu) à droite est de Baer. 

Soit A un anneau de Baer semi-premier ; pour x E A on a r(x A)= (1-c(x))A 

où c(x) est un idempotent central appelé couverture centrale de x. Un idempotent 

e de A est dit abélien si les idempotents de eAe sont centraux 1 fidèle si 

c( e) == 1 . Un anneau est dit fini s'il vérifie la condition (xy = 1 :::::=> yx = 1). Un élé

ment x E A est finis' il existe un idempotent e tel que xA = eA 1 l'anneau eAe 

étant fini. 

Soit A un anneau auto-injectif à droite et fini. Un idempotent e E A· est 

dit simple s'il existe un entier n et une famille ( ei), 1 :!5 i ::::; n Y d I idempotents 
n 

orthogonaux tels que e. A,v eA pour tout i = 1 9 2, ..• 9 n et c(e)A = . œ e. A ; dans 
1 1=1 1 

ce cas Pentier n est parfaitement déterminé et l'on note [c(e): e] = n. Si A est 

de type II on dit que e est fondamental s'il existe un entier n tel que [c(e):e]=2°. 



(Un anneau de Baer est de type I su il existe un idempotent abélien et fidèle, de 

type II s I il existe un idempotent fini et fidèle et s I il ne contient pas d'idempotents 

abéliens -/:. 0 ~ de type III s u il ne contient pas d I idempotents finis f O • Tout anneau 

de Baer admet une décomposition unique en produit du anneaux de Baer de type Ii 

II et III) o 

Un anneau est dit proprement infinis I il n I admet pas de facteurs directs bi

latères finis o Tout anneau de Baer se décompose en un produit d I un anneau fini 

par un anneau proprement infini. 

Un facteur est un anneau sans idempotents centraux autres que O et 1 • 

Pour ces propriétés et définitions on pourra consulter [1 J et [8 J. 

Nous utiliserons souvent les résultats suivants obtenus par G. Renault 

dans [ 11 ] et [ 12 J : 

1) THEOREME de comparabilité. Soient e et f deux idempotents d I un 

facteur régulier auto-injectif à droite ; on a eA S f A ou f A~ e A. 

2) Soit A un facteur régulier auto~injectif à droite ; alors il existe un 

facteur régulier auto-injectif à droite ; alors il existe un facteur régulier auto

injectif à droite B et un ensemble I tels que A= End
8 

E(B(I)) où A est de 

type I (resp. II 1 III) si et seulement si B est de type I fini (resp. II fini 9 III 
(Y_ 

birégulier). (Un anneau birégulier est dit de type III 9 œ étant un cardinal 9 si 
Ot. 

pour tout x E A 9 a est le plus petit cardinal tel que x A/, E(a A)). 

Rappelons [ 4 J qu I un facteur A auto-injectif à droite fini est muni d I une 

fonction de rang normalisée 9 en est-à-dire d 1 une application R de A dans 

[ü 9 1 ] telle que 

1) R(a) f O pour tout a f. 0 9 R(1) = 1 

2) R(ab)::; Inf(R(a} 9 R(b)) pour tout a 9 b E A 

3) R(e+f) == R(e) + R(f) si e et f sont des idempotents orthogonaux. 
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Il en résulte les propriétés suivantes ~ 

4) R(a) = O <=> a= O 

5) R(a) S R(b) ~ aA c bA 

6) R(a+b) S R(a) + R(b) o 

Un V-anneau est un anneau pour lequel tout module simple à droite et à 

gauche est injectif [9 J o 

Des idempotents (ei\EI 9 où I est un ensemble bien ordonné 9 sont dits 

semi-orthogonaux à gauche (respo à droite) si e.e. = 0 dès que i <j (resp. j<i). 
1 J 

Signalons que dans un anneau régulier A toute somme directe dénombrable EB x A 
nEN n 

d I idéaux monogènes peut s I écrire EB e A où les ( en) E-N sont des idempotents 
nEN n n 

semi-orthogonaux à droite o Plus généralement s vil existe un cardinal m tel que A 

soït n-continu à droite pour tout n < m (cL § IV) alors toute somme directe d'idé

aux à droite monogènes de cardinal m est engendrée par des idempotents semi-ortho

gonaux à droite O Nous donnons d v abord une démonstration simple d v un résultat de 

Ko R o Goodearl o 

L IDEAUX BILATERES D'UN FACTEUR REGULIER AUTO-INJECTIF A GAUCHE A. 

Il résulte du théorème de comparabilité que les idéaux bilatères de A sont 

totalement ordonnés ; en particulier A admet un idéal bilatère maximal unique et 

tout idéal bilatère est premier o 

LEMME 1 o Soit x E A ; si xA-v2xA9 alors xA"'E(~ xA) o 
-- ~ -- 0 

Soit xA = x 1A EB y 
1
A où x

1
A,vy 1 A,vxA ; puis de même 9 y 1A = x

2
AEB y

2
A ; 

on construit ainsi par récurrence EB x Ac xA 9 où ('t:j n) x Ar,;xAo Donc 
nEIN n n 

E( EBE x A) cxAcE( EB x A)o Alors [2] 9 XANE(~ xA)o 
n N n N nEN n o 

LEMME 2 o Soit x E A et a !:!!l cardinal infini o Les propriétés suivantes sont 

équivalentes ~ 
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1) xA~E(ax A) 

2) 2 y Ex A, yA~E(ai:A) 

3) :lY Ex A,, xA ::,E(ayA) 

4) ]X Ex A1 3_§_, ?- a,1 x A~ E(§y A) 

1 =:::c:} 2 et 2 ~ 3 évident. 

3 =? 4 Soit itr y iA une somme directe maximale d'idéaux à droite isomorphes 

à y A telle que, si (3 = Card I, /3 ~a. Soit xA = E( iÎI yiA) EB zA ; alors 

yA d:. zA), donc zA c yA, d 1 oÙ xA c: 2E( E0 y.A) ~E( EB y.A) cxA. Alors 
r-i ~ ~ iEI 1 iEI 1 ~ 

xA ~E( i6E:I yiA) c'est-à-dire xA ~E((3yA). 

4 ~ 1, E(a xA) ~ E(a {3y A)= E(/3y A) ,..,xA. 

LEMME 3. Soient a, b E A. Les propriét~s suivantes .ê2!!! équivalentes : 

1) Il existe x E A et y E A tels que x b y = a • 

2) aAcbA. ~ 

1 -~ 2. Si a = x b y 1 aA est 11 image de b y A par la multiplication à gauche par x o 

Comme aA est projectif, aA c by Ac bA. ~ 
2 =:::} 1 • Soit <P un monomorphisme de aA dans bA et soit by = <P( a) ; <P-1 est 

donné par la multiplication à gauche par un x E A, donc a = x b y,, 

DEFINITION. On définit ~ ~pplication p de A dans l'ensemble des 

. Card A cardinaux :::; 2 ~ posant : 

1) p(O) = 0 

2) S . 0 1 E A (A) t l l t. t di l . f. . 2c ard A t l ~.l r a , p ~ ~ ~ ~ ~r na !!2..!!!! m s ~ 9.~ 

aA ,l E(m aA). 

LEMME 4. Si a, b E A, on a aA c bA = p(a) s p(b). ' - -- ~ 
Cela résulte immédiatement du lemme 2 (2 = 1) et du fait que xA~yA= p(x)=-~p(y)o 
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LEMME 5. Soient a, b E A. Alors 

1) p(ab) $ Inf(p(a), p(b)) 

2) Sl. 2 t f. . ( ) "" e = e ~ 2.!!!:,, p e = ~,
0 

3) Si e = e2 et f = f2 sont orthogonaux, p(e+f) = p(e) + p(f) = Sup(p{e),p(f)). 

4) p(a+b):::::; Sup(p(a), p(b)). 

1) résulte du lemme 4. 

2) Si e est fini, pour tout cardinal et.> 1 on a eA ~ E(et.eA) 

J) Si e et f sont finis, c I est évident. Sinon on a par exemple eA c fA ( donc 
N 

p(e) $ p(f)) et f n'est pas fini, d'où fA~2 fA donc eA EBfA;:5fA. Alors [2], 

(e+f) A ~ fA et p(e+f) = p(f). 

4) Supposons par exemple aA < bA ; il existe des idempotents orthogonaux e et ~ 
f tels que eA = bA, f E aA et aA + bA = eA œ fA. Alors a+b EaA+bA = (e+f)A 

duoù p(a+b):::::; p(e+f) = Sup(p(e), p(f)) = p(e) = p(b). 

Remarque. p(a) < p(b) ~ p(a+b) = p(b) ; sinon p(a+b) < p(b) et comme 

b = (a+b)-a, p(b):::; Sup(p(a), p(a+b)). Contradiction. 

CardA . ] DEFINITION. On pose pour tout cardinal infini a,:::; 2 , smvant [3 , 

H(a.) = {a EAjp(a) $et.}. 

PROPOSITION 6. Les H(a) ainsi définis sont des idéaux bilatères. 

Si a, b E H(a), alors a - b EH(a) (Lemme 5) et si x E A, ax E H(c0 et 

xa E H(et.) (Lemme 5). 

LEMME 7. Soient a, b E A. On~ 

1) p(a) < p(b) => aA c bA ~ 
2) p(a) = p(b) > ~o ~ aA ~ bA. 

1) résulte du théorème de comparabilité et du lemme 4 • 



2) Supposons par exemple bA ~ aA ; alors d'après le lemme 2 (2 ==;> 4), il 

exi.ste un cardinal 8 ~ ~ tel que aA ~ E(f3b A) ; mais B ~ p(a) = p(b) donc 
0 

E{BbA) ~bA et aA ,...,bA. 

COROLLAIRE 8. Dans !:!!2 anneau birégulier auto-injectif ~ droite de !,y_pe 

HI Ot où a est !:!!2 cardinal infini 9 tous les idéaux ~ droite monogènes sont isomorphes . 

LEMME 9. Soient ,1a, b E A. Alors 

1) p(a) < p(b) ~ (a) '/: (b) 

2) p(a) = p(b) ~ (a)= (b). 

1) Soient 0t = p(a) et ,g = p(b). Si a< ,g 1 alors a EH(a) et b ~ H(a) donc b ,É (a). 

Alors (b) r/::. (a) ; comme les idéaux bilatères sont totalement ordonnés H en résulte 

(a) r/: (b). 

2J Si 0t = B > ~ on applique le lemme 7. 
' 0 

Si œ = f3 ~ ~o supposons par exemple aA ~ bA. Alors a E (b). Il est facile 

de voir que si pour tout n EN 1 n aA c bA 1 alors bA n I est pas fini. Il existe donc ~ 
un n EN tel que n aA $ bA, donc bA ;2 n aA et bE (a). Alors (a) =-0 (b). 

Les réciproques s v en déduisent immédiatement . 

LEMME 10. Soit a !;!!! cardinal~ et a E A tel gue p(a) :=: a, Alors 

H{a) =-' (a). En particulier tout élément fini engendre H(~
0
L 

En effet~ d v après le lemme 9 1 (a) contient {x E AI p(x) ~ a} = H(a) comme 

on a évidemment a E H(a) 1 on a H(a) = (a). 

THEOREME 11. Les idéaux bilatères de A sont les H(œ). 

On a vu que les H(œ) sont des idéaux bilatères. Inversement soit H un idéal 

bf!atère et soit œ le plus petit cardinal ~ 2Card A tel que H c H(œ). Ou bien tous 

]es éléments de H(œ) correspondent à la même valeur de p ; ils engendrent alors 
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chacun H(a) ; donc H = H(a), Ou bien des éléments de H(a) donnent des valeurs 

distinctes de p ; dans ce cas soit y E H(a) tel que p(y) soit minimal et soit 

x E H(a) tel que p(y) < p(x). Alors p(x) > ~ et xA ~ E(~ xA) donc (lemme 2) 
0 0 

U existe un cardinal ,8 infini tel que xA ~ E(f3y A) ; comme xA ~ E(ax A) on a 

donc B < 01. et H e/:. H(,8). Soit z EH - H(,8). Alors zA ~ E(,Bz A). On a alors 

xA~E(,8yA)<E(,8zA)~zA donc xA<zA et xEH. Alors H=H(a). ~ ~ 
COROLLAIRE . Les idéaux bilatères de A sont bien ordonnés et tous 

primitifs, 

IL RANG D 1 UN ELEMENT D'UN FACTEUR REGULIER AUTO-INJECTIF A 

DROITE A. 

Si A est de type I c v est 11 anneau des endomorphismes d v un espace vec

toriel ; la notion de rang est connue dans ce cas. 

Si A est de type II fini on utilise la fonction de rang telle qu I elle a été 

définie dans [ 4] (ou [5 ]), 

1°) Supposons A de~ II infini ; alors il existe un facteur régulier B 

auto-injectif à droite, de type II fini 1 et un ensemble infini I tels que A= End8 E(B(It 

Nous définissons pour tout a E A le rang R(a) de a : nous posons d I abord R(0) = 0. 

Soit p. le projecteur canonique de E(B(I)) sur la composante B. de B(I) ; p. 
1 1 1 

est un idempotent fini de A tel que p. A p. ~ B , Nous posons R(p.) = 1 . 
1 1 1 ----

Soit e = e2 EB ; nous posons R(e) = D(e) 1 où D est la fonction de rang 

définie sur B . Plus généralement si e est un idempotent fini de A il existe 
n 

un entier nElN etunseultelque eA=.œ 1q. AEBkA où pour tout i= 11 2, ••• s n 
l= 1 

q. A~ p A et kA c p A, donc kA c B. Nous posons R(e) = n+R(k). Evidemment, 
1 0 ~ 0 ~ · 

si x A~ e A nous posons R(x) = R(e). Il reste à définir le rang d'un élément non 

fini ; pour cela nous établissons le lemme suivant : 



LEMME 2 o 1 o Soit f !lQ idempotent !!Q!! fini de Ao Soit (e1\a ~ famille 

d'idempotents orthogonaux tous i<:orrorphes ~~projection canonique p
0 9 telle 

que EB e. A < fA ; alors le cardinal de I est bien déterminé o 

iEI 1 -- - ---- -- -- -- ----

(Une telle famille d 1 idempotents existe du après le lemme L2) o 

Soit (ej)j EJ une famille du idempotents vérifiant les mêmes propriétés ; mon

trons que ! I ! = \ J I o D I après le théorème de comparabilité 9 pour tout i E I 9 P idéal 

à droite e. A n ( EB e ! A) est extension essentieUe d I une somme directe engendrée 
1 jEJ J 

par des idempotents isomorphes à des idempotents fondamentaux de B 9 c u est-à-dire 

de rang .!. où n EN 1 soit e. An ( .EBEJ e! A)> EB gk A ; alors 9 si K = U K. , 
2n 1 J J k. E Ki i iEI 1 

1 
on a EB gkA < .EBJ e ! A ; comme les e. sont des idempotents finis chaque K. 

kE K JE: J 1 1 

est fini ou dénombrable donc Card K ~ ~o Card I = Card I o Inversement puisque les 

ei ne sont pas nuls 9 Card K :?: Card I 1 donc Card K = Card L Pour tout n EN nous 

posons I = {k E K ! R{gk) = .!. } o Alors K = U I et comme les I sont disjoints, 
n 2n n EN n n 

Card K = L Card I o Par ailleurs 9 si k E K, nous appelons support de k 11 ensem-
nEN n 

ble {j E JI e ! gk f O}. Alors si le support de k E K est {j 
1 9 J

2 9 ••• 9 j } 9 comme 
J p 

un idempotent e I vérifiant e I A == e Y A EB o o o EB e ! A est fini e I A ne contient 
J 1 Jp 

qu I un nombre fini de gk isomorphes ; autrement dit pour un entier n fixé 9 lu en-

semble des gk E e I A où k E I est fini o Appelons L lu ensemble des k E I n n 9 p n 

dont le support a p éléments o Alors I = U L et comme les L sont 
n PEN-l!- n9p n,p 

disjoints Card I = C Card L o Considérons l I application L -i>- JP qui 
n pEN~ n 9 p n 9 p 

à k E L fait correspondre le p-uplet dont les composantes sont les éléments de p 

son support rangés dans l I ordre croissant (on suppose J bien ordonné). Soit fl 

la relation du équivalence associée o D I après la remarque précédente chaque classe 

a un nombre fini d I éléments o Soit a le cardinal de L et /3 le cardinal de 
n9p 

L /fl . Si a. est fini on a a< Card Jp, Supposons œ infinL Alors n,p 
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a= L Card x ~ L 1 = {3 9 a= L Card x::; [: t{ = /3 ~ = /3 donc a= {39 

xE~R/R f3 x EtP/R /3 o o 

mais la factorisation canonique de f donne une injection de Lp/ R dans Jp d I où 

a < Card Jp = Card J. Dans tous les cas nous avons donc Card L < Card J. -:- . . n9p -

Alors 1 pour tout n EN 9 Card I = L Card L ::; ~ Card J = Card J et 
n pEN➔~ n,p o 

Card K = L Card In ::; ~o Card J =Card J donc enfin Card I ::; Card J. Les hypo
nEN 

thèses sur I et sur J étant symétriques on a donc Card I = Card J • 

DEFINITION. On pose 9 dans ~ ~ 9 R(f) = Card I et si xA = fA 9 

R(x) = R(f). 

COROLLAIRE 2 .2. Soit A !:!!! anneau régulier auto-injectif~ droite. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) Pour tout module libre L §!:!I'. A les bases de L sont éguipotentes . 

2) A contient !:!!! idempotent central fini -.f. 0 . 

2 1 =:> 2. Sinon A est proprement infini et A A~ A A { 11, proposition 4 .2} 9 ce 

qui contredit î). 

2) = 1. Soit A= B x C où 1u anneau B est fini 9 non nul 9 L et L 1 deux modules 

libres sur A 9 isomorphes. Alors les B-modules BL et BLu sont libres et iso

morphes, et si (e.),El est une base de L sur A, eu est encore une base de BL 
11 

sur B. Soit 11l un idéal bilatère maximal de B ; les B/11t modules BL/11\l., et 

B I L 1 /mL I sont libres et isomorphes ((e1)iEI est une base de BL/'m.L) ; mais 

B/m est un facteur fini régulier auto-injectif à droite. On retrouve alors une 

situation analogue à celle de la démonstration du lemme 2 • 1 . 

COROLLAIRE 2 .3 • Soit x !;!!2 élément de rang infini du un facteur A auto

injectif ~ droite de~ IL Alors R(x) est le plus grand cardinal a tel que 

xA~E(axA). 
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Soit a= R(x) ~ ~o ; alors x A~ E(axA) ; soit B >a; si xA ~ E(Bx A)~ 

alors R(x) ~ (3 • Contradiction o 

Remarque. Il en résulte que si a est un cardinal sans prédécesseur et si 

(3 < a9 xA ~ E(,BxA) 9 alors x A""' E(axA). Autrement dit 9 si R(x) ~ ~o, p(x) 

est le suivant de R(x). 

THEOREME. Soient x, y deux éléments duun facteur régulier A auto-injec-

tif§! droite de ~II. On .ê, 

1) R(x) = 0 ~ x = 0 

2) R(x) s R(y) <=> xA < yA ~ 
3) Si eU, R(e+f) = R(e) + R(f). 

Ceci généralise la notion de rang connue dans le cas du type I. Ce théorème se 

déduit immédiatement de ce qui précède. 

2°) Supposons A ~ type III ; si A est birégulier tous les idempotents sont 

isomorphes ; nous posons alors R(0) = 0 et si x f 0 9 R(x) = 1. Si A n'est pas 

birégulier alors A= En~E(B(I)). Soit a le plus petit cardinal tel que B ~ E(aB) 

on a avec les notations du paragraphe I, p(18 ) = a • Alors Card I ~ a , sinon 

E(B(I)) ~ B et A serait birégulier. Donc l'idéal bilatère maximal de A est 

H(,8) où (3 = Card I. 

Soit p
0 

la projection de E(B(I)) sur une composante B
0 

parallèlement à 

la somme directe des autres ; nous posons R(p ) = 1. Plus généralement si 
0 

f = f2 E A et si f Af est birégulier nous posons R(f) = 1 sinon soit f A> EB e.A 
iEI 1 

où les e. Ae. sont biréguliers isomorphes à B 9 nous montrons comme dans le cas 
1 1 

du type Il que le cardinal de I est bien déterminé et nous posons R(f) = Card I. 

Remarque 2 . 5 • Cette fonction de rang vérifie encore le théorème 2 .4, à ceci 

près que nous remplaçons le 3) par R(e+f) = sup(R(e), R(f)). 
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PROPOSITION 2 .6. Soit A !:!!! facteur régulier auto-injectif~ droite ; 

l I idéal bilatère minimal (res p. maximal) est défini par !:!!! cardinal Il'. (resp. ,8) 

l I application Il'. - H(ll'.) = {a E A \R(a) < Il'.} est~ bijection du segment [Il'., ,8] 

~ 11 ensemble des idéaux bilatères propres de A. 

Cette proposition dont la démonstration est évidente, généralise une propri

été bien connue dans le cas du type I [7 J • Cette fonction de rang R permet de 

retrouver le théorème 1 • 11 comme cela est fait dans [7 J pour le cas du type I. 
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L INTRODUCTION ET RAPPELS o 

Il est bien connu que pour un anneau commutatif les assertions sui vantes 

sont équivalentes ~ 

1) A est un anneau régulier. 

2) Tout A-module simple est injectif (Le. A est un V-anneau). Cependant 

dans le cas non commutatif on obtient deux classes d I anneaux distinctes o En effet 

il existe des anneaux réguliers qui ne sont pas des V -anneaux (par exemple lu anneau 

des endomorphismes d v un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps K) 

et de V-anneaux qui ne sont pas réguliers ( cf. Cozzens [ 15 ]) o 

Nous nous proposons ici d V étudier les anneaux réguliers injectifs qui sont 

des V-anneaux o Tout d I abord en utilisant la notion de rang dans les facteurs 9 

introduite dans l' exposé précédent 9 nous généralisons les résultats de Osofsky 

[10] 1 puis nous moatrons qu'en général un facteur qui est un V-anneau est biré

gulier 9 enfin qu I un anneau injectif de type I est un V-anneau si et seulement si il 

est produit fini d'anneaux réguliers réduits auto-injectifs. 

Tous les modules considérés sont des A-modules à droite. Si B est un 

facteur auto-injectif à droite 1 alors du après [12] B est de la forme B=EndAE(A(I)) 



où a) A est un corps si B est de type I 

b) A est de type II si B est de type II 

c) A est birégulier si B est de type III. 

Nous notons1l\..= H(,B) l'idéal bilatère maximal de B et m_ = H(a) son 

idéal bilatère minimal. 

Si B nu est pas quasi-simple 9 de type I ou II alors a. = ~ et si B est de type III 
0 

alors a est le plus petit cardinal tel que A ne soit pas isomorphe à l'enveloppe 

injective de a copies de A. Si E est un ensemble nous notons I E I son cardinal. 

IL ANNEAUX QUOTIENTS D'UN FACTEUR NON BIREGULIER. 

LEMME 1 • On a : a) 1 B i = i A i i I i 

b) IAI ~2111 ~ IB\ =2\I\. 

En effet: \EndAE(A(I)) i s JHorriA(I) 9 A1) i s \:J(l9A1) \ s \Aj JI\ 

et i EndAE(A (I)) i ~ jHom(A (I) ,A)\ = i :J(I,A) j = \Ai JI\ 

car E(A (I)) s I injecte dans A1• 

LEMME 2 . Si 'Y est Y!! cardinal tel que a s 'Y s ,8 et H !!.!! idéal ~ droite 

tel que H( y) c H alors : 

a) V a E H(y) Hom8 (aB 9 B/H) = (0) 

b) 'r/a t 11l Hom8 (aB, B/H) -:fa (0). 

a) Si a E H(y) alors a= ea avec e EH(y), e = ax dvoù f(a) = f(e) a E 0 

si f E Hom8 (aBf B/H). 

b) Si a f. tll. alors aB = B d I où l I assertion. 

Si. G est un sous-ensemble de I on note eG 11 idempotent de B qui prolonge 

la projection canonique de A (I) sur A ( G). Si G = {i} nous noterons eG = ei • 

On véri.fie facilement que si G et l:t sont deux sous-ensembles de I. On a : 



LEMME 4 (Tarski) o Tout ensemble infini I est réunion du une famille 

du ensembles J tel que card J = 2ca rd 1
9 les éléments de J étant tous de 

cardinal \ I I et le cardinal de lu intersection de deux du entre ~ est stricte-

ment inférieur à II 1 • 
~ -

Pour démontrer ce lemme on utilise 11 hypothèse généralisée du continu 

sauf dans le cas où jl 1 = ~o. 

THEOREME 1 [Théorème 1 de [10] dans le cas des espaces vectoriels] o 

Si I A 1 ::;; 2 1
1

1 , le seul B~module monogène injectif annulé par lu idéal bi-

latère maximal est (0) o 

Si B = EndAE(A (I)) 9 le lemme précédent permet de définir 2/3 idempotents 

eG(µ) indépendants modulo H(f3)"" 1ft O Soit H un idéal à droite tel que B/H soit 

injectif ; alors du après le lemme 2 Hom(eG(µ)B 9 B/H) ,/: 0 pour tout élément G(µ) 

de JO Ceci nous permet donc de construire pour chaque eG(µ) au moins deux mor

phismes de eG(µ)B dans B/H et par conséquent au moins 2
213 applications de 

K = [: eG( )B dans B/H o ou autre part \B/H 1 ~ jB I= 213 il y a donc au plus 
µEJ µ 

2/3 de ces applications qui se prolongent à B et B/H n'est pas injectiL 

COROLLAIRE 1" [10]. Soit K !:!!2 corps de cardinal ::;; 2~ et V !:!!:!, ~-

pac~ vectoriel de dimension dénombrable. Al.ors tout B-module monogène injec-

tif est isomorphe ~ !!!! facteur direct de B • 

Soit H un idéal à droite de B tel que B/H soit injectif et H 1 = E(H) 

avec H I ED M = B • H '/H est un facteur direct de B/H et par conséquent Hu /H 

est injectif. Or H v /H ""' B/H ED M et H ED M est un idéal essentiel de B 9 donc 

H ED M contient le socle de B et B/H ED M == (0) d I après le théorème 1. 
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THEOREME 2 [ 10 ]. Soit B Panneau des endomorphismes d I un espace 
~ 

vectoriel de dimension ~ ;;::: ~o .ê.!:!E, !:!.!! corps de cardinal :$ 2 ° o Alors tout 

B-module simple injectif est isomorphe ~ !:!!! idéal ê-_ droite de B • 

Soit B/H un B-module simple et e un idempotent de plus petit rang parmi 

les idempotents n I appartenant pas à H o On a alors ~ eB + H = B et 

B/H = eB + H/H = eB/eB n H d 1où en posant N = eB n H B/H ""'eB/N o On va 

démontrer que N = 0 en remarquant que eBe/Ne est un eBe-module injectiL 

Soit J un idéal à droite de eLe et ip un élément de Hom(J 9 eBe/Ne) 9 

montrons que ip se prolonge à eBe. Posons M = JB et soit tp le morphisme 

défini par 

cp: M - eB/N 

n n 
q:}._ [: i r ) = C ip(i )r avec i E J o 

cr=l cr cr cr=l cr cr cr 

cp est bien défini car si ~ i r = 0 9 il existe un idempotent f tel que 
O' O' 

E i e Be = f e Be et 
Ci 

cp(!:i r) = r:cp(f)i r = ip(f)~i r = 0 
O'O' CYO' O'Ci 

B/H étant injectif 9 t.p se prolonge en un élément g de HomB(B 9 eB/N) et la 

restriction de g à e Be prolonge l/J O De plus on vérifie facilement que l I idéal 

maximal de eBe est 1rt B = {x E eBe/R(x) <R(e)} et d 1 après la définition de e e e 

1?l B cNe = H n eBe. D'après le théorème 1 si R(e) est infini alors eBe/Ne = (0) e e 

d 1 où e E Ne et e EH ce qui est impossible, on a donc R(e} = 1 et eB n H = 0 

c u est-à-dire B/H ""' eB. 

THEOREME 3 ( [10 J dans le cas des espaces vectoriels). 

Soit Q !:!!! idéal bilatère propre !!2!2 nul d I un facteur auto-injectif ~ droite 

B 9 alors B/ Q n I est pas !:!!! B-module injectif o 
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Soit Q un idéal bilatère de B ~ alors il existe un cardinal y tel que 

as; y s; /3 et G = H( y). Divisons 11 ensemble I en. /3 sous-ensembles disjoints 

( G}, j E J tels que pour tout j, \ Qj 1 = {3. Les idempotents eQ. sont orthogonaux 
J 

et indépendants modulo Q (Lemme 3). Soit S un système maximal d I idempotents 

indépendants modulo Q, contenant {eG.·' j E ,J}. 
J 

Alors S = {e
8 

, kE K} avec V k Bk cl, J cK et Vje:J B.= G .• 
k J J 

Soit J = C e8 B et soit ({) l'homomorphisme de J dans B/ G, défini par : 
kEK k 

cp: J -.as. B/G 

cr)e ) = e .... 
aj aj 

t,e,(e8 ) = 0 
k 

VjEJ 

V k E K-J • 

Si B/G est injectif, ({) se prolonge en ip E Hom8 (B 9 B/Œ). Posons ljJ(1) ==m. 

Alors : 

V j EJ, ip(eG_) = e; = m eo,_ (1) 
J J J 

et V k E K-J, ip(e8 ) = me 8 = 0 (2) 
k k 

Montrons que si r E û alors 1 {e. \e.r t O} \ < y • 
1 1 

En effet si B est de type I ou III on a : 

GB n E9 e. B > E9EA g B où les g sont isomorphes au e. , par consé-
iEI 1 a a a 1 

quent d' après le lemme 2. 1 de l' exposé précédent on a : 

\ {e. \e. r f O} \ < y 
1 1 

si B est de type II 

r B n E9 e. B > E9 g B où les g sont des idempotents. fondamentaux ; 
1 a.EA a. œ 

en posant comme dans le lemme 2. 1 de l' exp0sé précédent /\ = {a I a E A, R(g )= _l_ } 
·11 a 

2
n 

1 {e. ie.r f O} 1 = 1 {e. \e. (E9 g B) t O} I::; ~ IA \ = ~ R(r) <y, 
11 11 Ci. 0 0 
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En appliquant ce résultat à (1) et (2) on obtient : 

(1)' V j E J 1 {ei I ei (m ea. - ea) ,/, 0} 1 < y 
J J 

ct•où V j E J l {i E Ci. \ e. me. - e. ,/, 0} \ < y (3) 
J 1 1 1 

et (2) 1 V k E K-J 1 {e. 1 e. m e8 ,/, 0} 1 <y 
1 1 k 

et '1/kEK-J\{iEBkJei mei!0}\ <y (4) 

Comme 1 Qj 1 = /3 ?:: Y, on peut choisir un élément \j) de a. tel que ei(j)m ei(jt ei(j). J 

Adjoignons à S l'idempotent e
0 

avec D = {i(j) Jj E J} le système S u { e
0

} est 

lié car S est maximal. Or ID 1 = f3, il existe donc un élément k E K-J tel que 

IBk n D 1 ?:: y (lemme 3) 
0 

et {i E Bk I ei m ei ,/, 0} ?:: \ Bk n D 1 ?:: y par conséquent B/ a n'est pas injectif. 
0 0 

III. V-ANNEAUX REGULIERS INJECTIFS. 

On sait que 11 anneau A des endomorphismes d'un espace vectoriel V de 

dimension infinie (c' Pst-à-dire un facteur régulier auto-injectif à droite de type I 

infini) n I est pas un V-anneau et plus précisément on sait que V est un A-module 

simple non injectif. Nous cherchons ce que devient cette propriété dans le cadre 

plus général d 1 un anneau régulier auto-injectif à droite. 

LEMME 5. Soit A !:!!! anneau auto-injectif ~ droite, I !:!!! ensemble infiru, 

B = EndA E(A{I)), E = E(A(I}). Alors E est!:!!! B-moduleà gauche monogène !!2!! 

iajectif isomorphe~!:!!! facteur direct de B. 

Soit (ei)iEI une base de A (I), pi la projection de E sur eiA suivant 

cette base, pour tout i E I, pi E B. Soit cp l'application B-linéaire de i ~ 
1 

Bpi 

dans E définie par cp(p.) = e. pour tout i E I ; si <P se prolonge à B soit 
1 1 

) (I) I I I . ( ) x = ~( 1 ; comme A c A on peut supposer E c A donc x E A ; s01t x = xi i E 1 • 
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Alors cp(p.) = e. = p.(x); donc pour tout iE 19 x. = 1 et xi, E 9 c'est une contra-
i 1 1 1 

diction donc E n I est pas injectif. 

Soit y E E et soit i E I ; comme r A (ei) = 0 il existe une application 

A~1inéaire 9 soit f. de e.A dans yA telle que f(e.) = y ; f se prolonge en 
1 1 1 

g E B et g(e.) = y 
1 

donc y E B e. et E c B e. ; comme B e. c E on a E = B e. 
1 1 1 1 

or 18 (ei) = B( 1-pi) donc B e. ~ B/8(1-p.) eu est-à-dire Be.~ B p .• 
1 1 1 1 

THEOREME 4. Soit A !:!!}, anneau auto-injectif~ droite ; soit c le plus 

petit cardinal gui majo~ strictement les cardinaux des sommes directes contenues 

dans AA alors~ si \I\ ~C 9 B = EndA E(A(I)) n 1 est pas !:!.11, V-anneau. 

Soit E = E(A (I)) c A1 et soit tn un idéal à gauche maximal de A ; alors 

E 1n, = {x E E \ l A r A (x) c 111. } ; c'est un sous B-module de E ; montrons qu I il est 

maximal. On sait 9 en reprenant les notations de la démonstration du lemme 3.3 que 

E/E 11L = B e. 9 il suffit donc de prouver que si y E E - E 11t. on a e. E B y ; or 
1 1 

l r(y) i 111., donc il existe un idempotent e de A tel que r(y) = e A avec 

1 - e fi_ 1îL; alors A= Am + Aa( 1-e) où m E 1n. et il existe un idempotent f de 

Am tel que A= Af E9 A(1-e) ; alors il existe un idempotent f I tel que Af = Af' 

et A(1-e) = A(1-f' L, donc f 1A = r(y) ; il existe alors une application linéaire cp 

de y A dans ( 1-f 1 )A telle que t()(y) = 1-f 1 
9 donc une application linéaire tp. de 

1 

yA dans e.(1-f')A telle que (P..(y) = e.(1-f') ; <p. se prolonge en 1/) E B et l'on a 
1 1 1 1 

e. -1/)(y) = e.f' où l'on déduit e. - 1/)(y) E 11lE donc e:-= 1/)(y) c'est-à-dire 
1 1 1 1 

e, E By • E/E -m., est donc un B-module simple ; montrons qu vil n I est pas injectif. 
l 

Pour tout i E I on a l r(e.) = A 9 donc e. (/. E 11L 
1 1 

11 application cp de .E9 I Bp. dans E/E 17l définie par 
1 E 1 

et e. /=. 0 • On considère 
l 

tp{p.) = e. . Si E/E 1n., 
1 1 

est injectif 9 t.p se prolonge à B par 1/) • Posons x = ip(1). Alors comme 

irl ei A< E 9 on a xA n if I ei A< xA il existe donc des éléments (yj)j EJ de E 
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tels que xA n œ e.A > œ y .A d'après 11 hypothèse faite sur Card I, on a 
iEI 1 jEJ J 

Card J < Card 19 chaque y. se décomposant sur un nombre fini de e.A, on en J . 1 

déduit que : EB y .A c EB e. 1 A avec J 1 c I et card J 1 = card J 9 donc 
jEJ J j'EJ' J 

xA = E ( EB e .A) c E ( EB e '· A) il existe donc un élément i de I tel que 
· jEJ J j v EJ' J _...,...... o 

Pi (x) = 0; alors iµ(pi ) == pi (iµ(1)) == pi x = p. (x)= 0 = ei , d'où e. E E 1ll, ce 
0 0 0 0 10 0 10 

qui est impossible 9 par suite E/E-nt n'est pas injectif. 

Des résultats qui précèdent on déduit le corollaire suivant ~ 

COROLLAIRE 2. Soit A .!::!!! facteur auto-injectif§_ droite gui est !:!!l V-anneau, 

si B == End
8

(E(A (I))), 

1) Si B est de ~ I 9 il est fini. 
~ 

2) Si \I \ \I \ = ~ 
0 

B est de~ II 1 soit est fini 9 soit et \A\ >2 • 
0 

3) Si B est de~ III, B est birégulier. 

La deuxième assertion est une conséquance des théorèmes 3 et 4, la troi

stème s'obtient en remarquant que B = E(B(I)). 

Ce corollaire ne donne que des résultats partiels sur les V-anneaux 9 cepen

dant nous pouvons améliorer ces résultats dans le cas d I un anneau régulier auto

injectif à droite de type I. 

LEMME 6. Soit A !:_!!! V-anneau régulier dont le socle est essentiel, alors 

A .ê. même enveloppe injective ~ gauche et §_ droite. 

D'après [13] il suffit de démontrer que A vérifie les conditions K1 et 

K . Soit I un idéal à droite non essentiel de A, alors il existe un idéal simple r 

S tel que I n S == ( 0) • Si x est un élément non nul de S, A étant un V -anneau, il 

existe un idéal maximal 11l,, contenant I et ne contenant pas x 9 par conséquent 

11l n S = (0) et I contenu dans un facteur direct propre de A. 
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LEMME 7. Soit e un idempotent d I un anneau A. Si A est .!:!!! V-anneau. 

eAe est un V-anneau • 

Soit I un idéal à droite de eAe et x un élément de eAe n' appartenant 

pas à I. L' ensemble des idéaux à droite J de A contenant ( 1-e )A et tel que 

eJe = I admet un élément maximal 1{ , A étant un V-anneau il existe un idéal 

à droite maximal ~ de A tel que 11. c 1lL et x r/. m , car x ne peut appartenir 

à t . De plus e'lTLe est un idéal à droite maximal de eAe. 

PROPOSITION 1. Un V-anneau auto-injectif~ droite de type I est!!!:! 

,eroduit fini d'anneaux de matrices sur de:2, anneaux réguliers réduits auto-injectifs. 

Si A est produit fini d I anneaux de matrices sur des anneaux réguliers 

réduits auto-injectifs, alors A est un I::-V-anneau d'apr 1ès [6 1 Proposition 208]. 

Réciproquement, d 1 après [11 , Proposition 2. 9 J, si 11L est un idéal maximal du 

cente de A, A/m.A est extension essentielle de son socle qui est isotypique" Par 

conséquent d 1 après le lemme 6, A/11t A est un anneau simple et A est produit 

fini d'anneaux de matrices sur des anneaux réguliers réduits auto-injectifs. 

COROLLAIRE 3 . Il existe un V-anneau régulier dont l' envelop,ee injective 

En effet soit K un corps, B = niN Mn(K), le sous-anneau 

A= {xEB/x=(x) ElN' 3p,Vm>px =X EK}, est un ~-V-anneaudontl 1 en-n n - m p 

veloppe injective est B qui n I est pas un V-anneau d I après la proposition précédente. 

Récemment B. Hartley a démontré que si G est un groupe dénombrable, et 

K un corps, alors KG est un V-anneau si et seulement si G est extension finie 

d'un groupe abélien et KG est un anneau régulier. Ceci nous permet de caractériser 

les r;-V-anneaux de groupe. 
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Les seuls exemples connus de V-anneaux réguliers injectifs sont des 

anneaux de type I ; on peut alors se poser la question suivante ~ 

Existe-t-il des V-anneaux réguliers injectifs de type II ou III ? 

De plus les seuls V-anneaux réguliers que nous connaissons sont des :E-V-,anneaux 

(Le" tout module simple est injectif). Pour les anneaux réguliers on a des réponses 

partielles dans le cas des anneaux de groupeo 

PROPOSITION o Soient K un corps commutatif 9 G un groupe localement 

fi.ni dont lu ordre de tout élément est inversible dans K . Alors les conditions 

suivantes sont équivalentes. 

1) KG est un ~-V-anneau 

2) G est extension finie d I un groupe abélien. 

De E_lus si G est dénombrable 9 2!:! si I K 1 > 1 G 1 ~ conditions sont égui valent es ~ ~ 

3) KG est un V-anneau. 

L'équivalence des assertions 1) et 2) découle d I un résultat de BO Hartley 

dans le cas général et de [6 J dans le cas où K est de caractéristique p -1=, 0 ou 

de caractéristique O et contient les racines nièmes de l v unité 9 ainsi que de 

Far:kas et Snider dans le cas où le groupe est dénombrable. 
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SUR DES CONDITIONS DE CHAINES ASCENDANTES 

DANS DES MODULES LIBRES 
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INTRODUCTION. 

Tous les anneaux considérés dans cet article sont unitaires et lorsque 

nous parlerons de module sans autre précision 9 ils u agira de module à droite 

unitaire. Soient M un A-module et n ~ 1 un entier. On dit que M est n-acc 9 

si toute suite croissante de sous-modules de M engendrés par n générateurs 

est stationnaire. 

Ces conditions de chaînes 9 étudiées en partie en théorie des groupes 

abéliens, jouent un rôle important dans la théorie des modules factorables de 

Nous montrons qu'il existe des anneaux commutatifs intègres A non noe

thériens, tels que tout A-module libre soit n-acc pour tout n ~ 1 et qu u il exis

te une large classe d'anneaux noethériens à droite A tels que tout A-module 

libre soit n-acc. Mais il existe des anneaux noethériens à droite tels que les 

A-modules libres, qui ne sont pas de type fini 9 ne vérifient pas la condition de 

chaîne ascendante sur les sous-modules monogènes. 



Rappelons qu u un anneau A est à idéal singulier (à droite) nul si ru annu

lateur à droite de tout élément -/=. 0 de A n I est pas essentiel dans A o Un A

module M est de dimension de Goldie d 9 si son enveloppe injective est somme 

directe de d modules injectifs indécomposables o On trouvera par exemple dans 

[7] les compléments indispensables pour la compréhension de ce travaiL 

I o UN CONTRE EXEMPLE o 

Nous allons montrer qu u il existe un anneau commutatif A non noethéri.en 

tel que tout A-module libre soit n-acc pour tout no 

LEMME 1 o 1 o Pour:!:!!! anneau A de radical de Jacobson nul 9 les propriétés 

suivantes sont équivalentes ~ 

1) A est semi-simpleo 

2) Tout. A-module semi-simple M est 1-acc. 

1)==> 2) Car si. x E M9 on a L(Ax) s L(A) 9 où L( ) désigne la longueuro 

2) ~ 1) Soit M un' module semi-simple isotypique de longueur i.nfi.nie dont l I annula

teur est P. Si A/ P n I est pas simple 9 alors tout sous-module de longueur' finie 

de M est monogène 9 donc M nu est pas 1-acco On en déduit que pour tout idéal 

primitif P de A 9 A/P est simpleo 

Supposons qu u il existe une infinité de classes d I isomorphie de modules 

simples (Si)·EI • On pose M = EB S. ; on vérifie facilement que tout sous-module 
1 iEI 1 

de longueur finie de M est monogène 9 donc M n 1 est pas 1-acc 9 d 1 oÙ la contra-

diction. 

Nous allons donner une démonstration simple du résultat suivant dû à 

D. Jonah [ 4 J • 

PROPOSITION 1 o2 o Pour 1!!l anneau A 9 ~ propriétés suivantes sont équi-

valentes ~ 



1) A est parfait ~ droite o 

2) Tout A-module M est n-acc pour tout n ;;:::: 1. 

1) =;> 2) Soit (Xi)iEN une suite croissante de sous-modules de M ~ (0) engen

drés par n éléments. On pose N = U X. et soit (X.). EN 1 u image de cette suite 
1 1 1 1 

dans N/NR (R radical de A) o Comme A/R est semi-simple et que L(X1) :::;nL(A/R) 1 

il existe un entier p tel que XP = N/NR 9 soit 

perflu dans N [7 9 p o UO ] 9 on a X = N. p 

X + NR = N ; comme NR est sup 

2) ~ 1) Le lemme 1. 1 prouve que A/R est semi-simple. Soit (ai\ElN des éléments 

du radical R. Soient F un module libre de base (ei\EN et G le sous-module de 

F engendré par (e. - e. 1 a.).111\.r o F/G étant 1-acc 9 on en déduit qu'il existe un 
1 1+ 1 lo~ 

entier n tel que a 1 • o. an= 0. R est donc T-nilpotent à droite et A est par-

fait à droite [7, p. 130]. 

PROPOSITION 1 o3. Soit A !:!!! anneau commutatif intègre vérifiant la 

condition suivante : pour tout idéal I ~ 0 9 l I anneau quotient A/I est parfait o Alor's 

tout A-module libre L est n-acc pour tout n;?: 1. 

Si M c: L est engendré par n éléments l' son rang est s n . Il en résulte 

que si (X.). EN est une suite croissante de sous-modules du un module libre L, où 
1 1 

les X. sont engendrés par n éléments~ i1 existe un entier p tel que pour n~p 
1 

Xn soit un sous-module essentiel de N = U X. o X étant de type fini n il existe i 1 p , 

une base (eJ\EJ de L tel que XP s Ae1 E9. 0. E9 Aes = L'. Soit q la projec-

tion canonique de L sur L 1 ; on a ker q n XP == (0) 9 duoù ker q n N = (0) 9 ce 

qui prouve que N est isomorphe à q(N) = U q(X.). n suffit donc de considérer 
iEN 1 

le cas où L = Ae 1 E9 o •• E9 Aes • Soit (X)iE1N une suïte croissante de sous-modules 

de L engendrés par n-éléments. Il existe un entier p tel que N = lJ X. soit 
1 1 

extension essentielle de Xp. Soit K == Ax 1 +.o.+ Axt un sous-module de type 



fini de L 9 tel que XP EB K soit essentiel dans Lo Pour q ~ p la suite (Xq EB K) 

est une suite croissante de sous-modules engendrés par n+t éléments et comme 

Xp EB K est essentiel dans L on a I = Ann(L/(X 1 EB K)) /-. 0 o A/I étant parfaitf 

la suite (X EB K) est stationnaire (prop. 1 o2)9 la suite (X.) est donc stationnaire. q 1 

COROLLAIRE 1 o5o Il existe !:!!2 anneau intègre A 9 !22.!2 noethérien 9 tel que 

tout A-module libre soit n-acc pour tout n è:: 1 o 

L I exemple suivant dû à Krull et utilisé dans la théorie des décompositions 

primaires [3] f vérifie les conditions du corollaire 1 • 5 o 

Soit K [X 9 Y] lu anneau des polynômes à deux indéterminées sur un corps 

K o On pose~ 

A= {f/g 9 f 9 g E K[X 9 Y}k(o~ Y)~ 0 9 f(0 9 Y~(0 9 Y) E K} 

A est un anneau local intègre dont l v idéal maximal est M = {f/ g E Ajt( 0 9 Y) = 0} 

et pour tout idéal I -:fa O de A 9 il existe n avec Mn c Io Si 1 u on pose 

a. = X(Y +1)/Y\ la suite des idéaux J. = (a 19 • o. 9 a.) est strictement croissante 
1 1 1 

et A n I est pas noethérien o 

IL MODULES SUR LES ANNEAUX A IDEAL SINGULIER NUL. 

PROPOSITION 2. 1. Soit A un anneau vérifiant l 1une des conditions sui-

vantes : 

1) A est ~ idéal singuliel:' nul et de dimens-l2!2 finie • 

2) A est noethérien~ gauche. 

Si M est .!:!!! sous-module de dimension finie de AI 9 il existe ~ partie finie 

I J 
J de I telle que si p désigne la projection canonique de A sur A 9 alors 

p(M) soit isomorphe ~ M o 

M est extension essentielle d 1un sous-module x. A EB •• o EB x A et M (A) véri-
1 n n 

fiant les propriétés 1) ou 2) ~ le théorème de Morita permet de se ramener au cas 



où M est extension essentielle de xAo On pose x = (xi)iEI ; les deux conditions 
n 

impliquent chacune quVil existe un entier n tel que r(x) = on r(xo) où r( ) 
1=1 l 

désigne l v annulateur à droite o Soit J = [ 1 9 o •• ,, n] c I ; la relation x a E ker p 

entraîne x a = O et comme x A n ker p = O implique M n ker p = O, on en déduit 

la proposition o 

THEOREME 2 .2 o .§2!! A !!!! anneau ~ idéal singulier nul et de dimension de 

Goldie finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes 

1) Pour tout ensemble 19 le A-module AI ~ n-acc pour tout n ~ 1. 

2) ~ A-module ~ admettant ~ base finie ~ n-acc pour tout n ~ 1. 

2) ~ 1) Soit (Xi)iEN une suite croissante de sous-modules de A1 engendrés par 

n éléments. On note dim( ) la dimension de Goldie. On a dim Xi s n dim A pour 

tout i et il existe donc un entier s tel que N = U Xo soit extension essentielle 
i l 

de X • La propriété résulte alors de la proposition 2 • 1 • 
s 

B • et G. Baumslag ont montré dans [ 1 ] que tout module libre sur un anneau 

noethérien à droite intègre est n-acc pour tout n. Voici une première généra

lisation de leur résultat. 

COROLLAIRE 2 o3 • Soit A !!!! anneau noethérien ~ droite et ~ idéal singu

lier nuL Alors 9 22!:!E, tout ensemble 19 le A-module A1 est n-acc pour tout n • 

COROLLAIRE 2 A. Il existe !!.!2 anneau commutatif intègre !!2!2 noethérien 

A tel gue ~ A-module A1 §2!! n-acc pour tout n ~ 1. 

Cela résulte du corollaire t .5 et du théorème 2 .2. 

La proposition 2 • 1 permet de généraliser un résultat classique sur les gr10upes 

abé:Iiens [2 ~ p. 168]. 



PROPOSITION 2. 5 o Soit A un anneau noethérien semi-premier et héré

ditaire. Alors tout sous-module dénombrable du un module AI est projectif. 

A admet un anneau de fractions (th. de Goldie) 1 en reprenant la méthode 

du cas commutatif 9 on prouve que tout A-module M de type fini à sous-module 

singulier nul se plonge dans un A-module libre, M est donc projectif O Soit E 

un sous-module dénombrable de AI. D I après la proposition 2 o 1 9 tout sous-module 

de type fini de E ~ admet une extension essentielle maximale dans E qui est de 

type fini. On en déduit facilement que l von a E = U E ~ où E est un sous-
n n n 

module de type fini de E tel que E 1/E soit à sous-module singulier nul, n+ n 

donc projectif d v après ce qui précède. On a alors E = œ E 
1
/E . 

n n+ n 

PROBLEMES. A désigne un anneau commutatif noethérien intègre o 

1. Soit M un A-module sans torsion de type dénombrable tel que tout sous-

module de rang fini soit de type fini. M se plonge-t-il dans un A-module libre ? 

En particulier, tout sous-module de type dénombrable de AI se plonge-t-il dans 

un A-module libre? (cL propo 2.1 9 2.5)o 

2 o Soit M un A-module sans torsion qui est n-acc pour tout n. Tout sous-

module de rang fini de M est-il de type fini ? 

III. MODULES LIBRES n-acc SUR LES ANNEAUX NOETHERIENS A DROITE. 

Nous allons montrer qu'il existe une large classe d I anneaux noethériens 

à droite tels que tout A-module libre soit n-acc pour tout n ~ 1 o On désigne 

par * la propriété suivante : 

* Tout A-module libre L est n-acc pour tout n ~ 1 . 

Pour tout entier k, on appelle k-suite S 9 une suite croissante de sous-modules 

X. de L tels que X. soit engendré par k éléments O On note r(S) l'idéal 
1 1 --



bi1atère 9 annulateur de X= U X. ô Si (~). EN est une base de L on note I(S) 
i 1 1 

l 1 idéal à droite engendré par les composantes des éléments de X ô 

LEMME 3. 1. Soit A !!!!, anneau noethérien~ droite qui ne vérifie pas * 

et soit S = (Xi)iEN une k-suite strictement croissante de ~-modules du A-module 

libre L telle que r(S) soit maximal ô Alors r(S) est ~ idéal premier P de A 

et l'on a P = r(I(S) )o 

On a évidemment r(S) = r(I(S)) 9 i1 suffit donc de prouver que r(S) est 

un idéal premier. Sinon 9 i1 existe deux idéaux bilatères I ~ r( S), J ~ r(S) 

avec I J c r(S). Comme I est un idéal à droite de type fini 9 la suite SI= (X1I)iEN 

est une k-suite et 1' on a r(SI) :::, J. Comme r(S) est maximal 9 on en déduit que la 

suite SI est stationnaire ô On peut donc trouver un entier N tel que 

n ~ N ~ XnI = XNI . 

On pose L = Lp EB L~ 9 où Lp = e 1 A EB ... EB epA contient le sous-module XN et 

soit q la projection canonique de L sur L~ ô La suite S 1 = (q(Xi))iElN est une 

k-suite strictement croissante et 1 u on a r(s 1 ) :::, I ~ r(S) ce qui contredit le carac

tère maximal de r(S) ô 

THEOREME 3 ô 2 ô Soit A un anneau noethérien à droite vérifiant la condi-

tion sui vante ~ 

** Si P est~ idéal premier de A tel que P = r(E) 9 où E est un sous
s 

ensemble de A 9 alors i1 existe des éléments (x.)
1 

. de E tels gue P =. n
1 

r(x.)o 
- ------------- 1 ~S - -- l= 1 

Alors tout A-module libre est n-acc pour tout n ~ 1 . 

Sinon 9 i1 existe une k-suite strictement croissante S = (X.). ElN teHe que 
1 1 

P = r(S) soit maximal 9 donc premier (lemme 3 ô 1 . ) . 

PROPRIETE 1. 11 existe un entier N tel que pour n ~ N on ait 



n 
r(X ) = r(S) = n r(x.) avec x

1
. E XN 9 pour tout i • 

n i=1 1 

s 
La condition (**) implique que r(S) = r(I(S)) = n r(u.) où les éléments 

1=1 1 

ui sont des composantes du éléments x 1 9 ••• 9 xs de X = r Xi ; il existe un entier 

N tel que xi E XN pour tout n 9 on a alors 
s 

r(S) cr(XN) en r(x.) = r(S) •. 
1=1 1 

di où la propriété. 

L I anneau A/ P est un anneau premier 9 noethérien à droite 9 il est donc à 

idéal singulier nuL Si M est un A/P-module 9 on désigne par j(M) son sous

module singulier. D I après la propriété 19 j(X) n I est pas un sous-module essentiel 

de X et l'on a X n j(X) = j{X ). X /j(X ) est un A/P-module à sous-module n n n n 

singulier nul engendré par k-éléments. 

On en déduit 

dim X
0

/j(Xn) ~ k dim A/P (1). 

Soit K un complément de j{X) dans X (K est maximal pour la propriété K n j(X)=0). 

PROPRIETE 2. Il existe un entier N 1 tel que pour n ~ N 19 K soit ~

tension essentielle de X n K. 
-~------- n 

En effet 9 la relation (1) implique que K est un A/P-module de dimension 

de Goldie finie. 

On pose L = e 1 A ffi ••• E9 e A œ L 1 = L E9 L 1 
9 avec XN c L et soit 

p p 1 p 

q : L ➔ L 1 la projection canonique. Comme S est une suite telle que r(S) soit 

maximal 9 la suite S 1 = (X!= q(X.)). EN est telle que r(S u) = r(S) 9 de plus S 1 

1 1 1 

est une suite strictement croissante. 

PROPRIETE 3. Si X 1 = U X.1 
9 alors on a X u = j(X u). 

iEN 1 ----

Soit x E X 1 
; il existe m E X 9 y EL tels que m =y+ x. D 1 après la 

p 



propriété 2 9 X est extension essentielle de j(X) E8 (XN n K) = Z o Soit 
1 

J = {a E A/m a E Z} o J est un idéal à droite essentiel modulo P ; si xJ = 0 9 

alors x Ej(X 1 ) 9 sinon il existe a E J 9 avec x a -1= 0 9 tel que xa + ya = z+u9 

z Ej(X) 1 u EXN
1 

n Ko On a alors x a= q(z) Ej(X 1L ce qui prouve que X' 

est extension essentielle de j(X v) et comme A/P est à idéal singulier nul on a 

X' = j(X' ). 
t 

D 1 après la propriété 1 ~ on a P = n r(y.), y. EX i et les idéaux r(y.) 
1=1 1 1 1 

sont essentiels modulo P, d v où la contradiction 9 ce qui achève la démonstration 

du théorème. 

Rappelons [7 9 p. 95 ] qu' un anneau A noethérien à droite est dit 

essentiellement borné à droite 9 si pour tout idéal premier P 9 tout idéal à droite 

essentiel de A/P contient un idéal bilatère ,p (0) o 

COROLLAIRE 3 o3 o §..2!! A !!!l anneau noethérien ~ droite. Alors tout A-

module libre est n-acc pour tout n dans chacun des cas suivants : 

1) A est noethérien ê;, gauche 

2) A est essentiellement borné à droite o 

1) Soit E = (ai)iEI un sous-ensemble de Ao Comme A est noethérien à gauche 
s s 

L A a. = L A a. o On en déduit que r(E) = n r(a.). 
i E I 

1 
i=d 

1 
1= 1 

1 

2) Ci est une conséquence d'un résultat de Cauchon [7 9 p o 95 ];, 

Remarque o Il est bien connu que la condition * * est réalisée, si A est un anneau 

à identité polynômiale. 

Nous allons montrer qu vil existe des anneaux noethériens à droite 9 tels que 

si L est un A-module libre qui n'est pas de type fini 9 alors L n I est pas 1-acc. 

Soit K un corps commutatif et soit A/k) 11 algèbre de Weyl : 

A1(k) = k[X, Y] 9 XY - YX = 1. Il est bien connu que A1(k) est un anneau noethérien 



quasi-simple. Si J est un idéal maximal de A
1 
(k) 9 on désigne par M le A

module simple M = A
1 
(k)/ J et on considère l I anneau noethérien à droite B défini 

par 

PROPOSITION 3 A~ Soit L un B-module libre qui n'est pas de type finL 

Alors L nu est pas 1-acc. 

P =( : : ) est un idéal premier de B qui est l' annulateur de 1' idéal à 

droite simple 

l= (: :) 

Soient yi =(: ~) 1 sis n des éléments de I . On a 

n 
n r(y.) = 
1= 1 

1 

et par suite B ne vérifie pas la condition (* ~). Le B-module semi-simple iN) 

est un sous-module de B-module libre B (N) et d I après la démonstration du 

lemme 1. 1, iN) nu est pas 1-acc. 

Remarque. B est 1' anneau quotient de 1' anneau C = (: 

( 

0

o Jo)· I u idéal bilatère 

On vérifie facilement que C vérifie * *· On en déduit qu v un anneau quotient d'un 

anneau vérifiant ~ 9 ne vérifie pas nécessairement * . 
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Nous nous proposons d'étudier trois questions qui traitent ou qui touchent 
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I.- SUR CERTAINES CATEGORIES D'ANNEAUX REGULIERS. 

Rappelons qu' un anneau est régulier si étant donné a il existe un b tel 

que a = aba. Un anneau est fortement régulier si étant donné a il existe un b tel 

que a = a2b. Il est clair que O est le seul élément nilpotent dans un anneau forte

r:1ent régulier et puisque (a - aba) 2 = 0, un anneau fortement régulier est régulier. 

Nous notons que l'équation a = aba implique que ab et ba sont des éléments idem

potents . Si e est un élément idempotent d'un anneau réduit, par exemple d'un an-

neau fortement régulier, les équations (ea - eae) 2 = 0 et 2 (ae - eae) = 0 mon-

trent que ea = eae = ae ce qui indique que e est central dans l'anneau. Alors 

dans un anneau réduit, tous les idempotents sont centraux . Soit A régulier. Si 

a E A, il existe un b' E A tel que a = ab' a. Si b = b' ab' on vérifie tout de suite 

que a= aba, b = bab. 



LEMME 1 . 1 . Si A est fortement régulier 9 i1 existe pour chaque a E A un 

élément b et !:!.!!. seul tel que a = aba, b = bab. 

Démonstration. On sait qu I il existe un b E A tel que a = aba 9 b = bab. Supposons 

qu'il y ait un c E A tel que a= aca, c = cac. ab 1 ba, ac et ca sont centraux 

parce qu'ils sont des idempotents. Alors c = cac = c(aba)c == ca(ba)c = cac(ba) = 

cba = c(bab)a = cb(ab)a = c(ab)ba = c(abab)ba = bac abab = ba bab = b. 

Le lemme 1 montre que la catégorie des anneaux fortement réguliers peut être 

définie par opérations et équations. On ajoute aux opérations et aux équations pour 

la catégorie des anneaux 9 l I opération qui associe à chaque a un élément b tel que 

a = aba et b = bab. Cette opération est préservée par tout homomorphisme y compris 

les monomorphismes à cause de lu unicité de b. Alors nous avons tout de suite : 

PROPOSITION 1 .2. La catégorie des anneaux fortement réguliers est~ 

catégorie algébrique au sens de Lawvere. En particulier elle est fermée §1!!: le pro

cessus de prendre des égalisateurs (noyaux de doubles flèches) et des intersections . 

Le même résultat reste vrai pour la catégorie des anneaux réguliers commutatifs. 

Pour obtenir la catégorie des anneaux commutatifs réguliers il suffit d v ajou

ter 1u équation xy = yx aux autres équations. 

La réciproque du lemme 1 est vraie : 

LEMME 1 .3. Soit A .!:!!!. anneau tel que pour chaque a il existe un b et un 

seul tel que a = aba et b = bab. Alors A est fortement régulier. 

Démonstration. On vérifie facilement les équations suivantes : 

2 a= a(b+ ba- ba b)a, 

a= a(b +ab- ba2b)a, 

b + ba - ba2b = (b + ba - ba 2b)a(b + ba - ba2b), 

b + ab- ba2b = (b + ab - ba2b)a(b + ab - ba 2b). 

L 1 hpothèse implique que b = b + ba - ba2b = b + ab- ba2b 9 ce qui implique 

ab = ba. Alors a = aba = a2b, et A est fortement régulier. 

On peut maintenant se demander si la catégorie des anneaux réguliers avec les 
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homomorphismes entre ces anneaux peut être définies par opérations et équations . 

On peut répondre que la catégorie est déjà définie comme cela - étant donné a il 

existe un b tel que a = aba ~ et cette équation est préservée par les homomorphis

mes. Mais la vraie question est la suivante : peut-on assigner un tel b à chaque 

a dans chaque anneau régulier de manière que l O assignation soit préservée par 

chaque homomorphisme d'anneaux ? Une situation dans laquelle on réussit à choisir 

un tel b est lorsque l I on sait que b est le seul élément qui satisfait certaines 

équations qui sont préservées par les homomorphismes. Au début l I auteur espé

rait qu'il existait un ensemble fini ou infini qui définirait b. Par conséquent la 

catégorie des anneaux réguliers serait algébrique et aurait toutes les limites en 

particulier les égalisateurs . Rappelons que lu égalisateur de deux applications 

f, g : R -+ S dans une catégorie du anneaux est {r ER lf(r) = g(r)}. 

Je présente maintenant un exemple trouvé par mon ami Robert Paré qui montre 

quel' égalisateur de deux applications entre anneaux réguliers nu est pas nécessai

rement régulier. Dans un anneau A quelconque~ un élément inversible u définit 

-1 0 

un automorphisme par a - uau . S01t A = Q [2 ] lu anneau des matrices carrées 

sur le corps rationnel. Soit f : A ~ A lu identité sur A et soit g : A -;.- A 

lcp~r:::~m: [ar :J :rc;n:er:it: ~:f = +: :ont ~:~::::1 este! 

[a b] est dans l'égalisateur de I et g si et seulement si on a c = 0 et 
-~-KI ~ 0. Alors 1' égalisateur est { [ a b] 1 a, b E Q} · Maintenant 
[: ~] [: : ][: ~ ] = [: :l ce[~: ~

1
:dique qu'on ne peut pas satisfaire 1' équa-

tion de régularité pour l ! élément 
O 

oJ dans lu égalisateur. Alors l I égalisateur 

de f et g n I est pas régulier et la catégorie des anneaux réguliers n I est pas 

algébrique. 

On peut se servir de cet exemple pour donner un exemple d I un anneau régulier 
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avec deux sous-anneaux réguliers dont lu intersection nu est pas régulière. Soit 

A = Q [ 4 J l I anneau des matrices 4 x 4 sur le corps rationnel. Soit B le sous-

anneau de la forme [ Q 
0

2 J Q ~ ] et soit C le sous-anneau de la forme 

[

. g(Q O ] [2] 

0 
2 

Q [
2 
J où g est lu application ci-haut. 

B n C n[f

0

7f :égJulier. On ne peut pas satisfaire lu équation de régularité 

pour O dans B ne. 
Cette question est discutée dans [3 J. Nous notons que Kennison [2] a montré 

que la catégorie des anneaux réguliers réduits est la complétion de la catégorie 

des produits de corps et homomorphismes entre eux. Il a montré que chaque anneau 

régulier réduit est lu égalisateur de deux homomorphismes entre produits de corps. 

Dans le cas commutatif il montre que la catégorie des anne~ux réguliers com

mutatifs est la complétion de la catégorie des produits de corps. Alors on peut 

bien poser : 

Question 1 . 1 . Quelle est la variété engendrée par la catégorie des anneaux réguliers 

Dernièrement Herstein [1] a défini la notion de 1 u hypercentre du un anneau. Si 

A est un anneau 9 P hypercentre de A noté 9 T(A) est {a E A labn = bna} où n 

est un nombre naturel qui dépend de a et b . Lu hypercentre contient le centre mais 

nu est pas nécessairement commutatif. Un anneau est commutatif précisément quand 
il coïncide avec son centre. Disons qu u un anneau est hypercommutatif s I il 

coïncide avec son hypercentre 9 et qu'il est n-hypercommutatif si on a abn = bna 

pour chaque a et b dans A où n ne dépend que de lu anneau. Il est évident que 

pour chaque n 9 la catégorie des anneaux n-hypercommutatifs est une variété. Puis

que les anneaux commutatifs sont une variété:, nous demandons : 

Question 1.2. Quelle est la variété engendrée par les anneaux hypercommutatifs ? 

Les lemmes 1. 1. et 1 .J. nous suggèrent une question parallèle pour les demi

groupes. Si A est un demi-groupe régulier a = aba pour un b I il est évident qu 9 on 

peut choisir b tel que b = bab et si les idempotents de A sort centraux, b est 

bien déterminé . 
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Question 1 .J. Soit A un demi-groupe tel que pour chaque a il existe un b et 

un seul tel que a= aba, b = bab. Est-ce que les idempotents de A sont centraux ? 

Question 1 A. Si l vanneau A est hypercommutatif (n-hypercommutatif) et si x 

est une indéterminée, est-ce que 1 u anneau A [ x] est hypercommutatif 9 (n-hypercom

mutatif) ? 

Références , : 

[1 J 

[2 J 

[3 J 

LN. Herstein 9 On the hypercentre of a ring 1 Jour. Alg. 36 9 (1975), 151-:-157. 

J. F . Kennison 9 Structure and Costructure for strongly regular rings 9 J. 
Pure. AppL Alg, 59 ( 1974), 321-332. 

R. Raphael, Sorne remarks on regular and strongly regular rings r Can, Math. 
Bull. (A paraître). 

II.- ANNEAUX INJECTIFS ET EFFACEMENTS INJECTIFSo 

Ce sujet est suggéré par l v intérêt dans le processus de la localisation aux 

injectifs dans les catégories complètes étudiées en général par Lambek et Rattray. 

Ce processus a suggéré l'enquête des injectifs dans certaines catégories com

plètes d' anneaux. Les catégories intéressantes sont la catégorie des anneaux, la 

catégories des anneaux commutatifs 9 la catégorie des anneaux réguliers commutatifs, 

la catégorie des anneaux réduits réguliers 9 la catégorie des p-anneaux pour chaque 

premier p et la catégorie, des anneaux n-hypercommutatifs. Nous allons présenter 

certains résultats qui indiquent une méthode que nous avons utilisée dans [3 J et [ 4 J. 
Soit e une catégorie. Un objet I de e est injectif si chaque diagramme 

I 

gt 
A --y---B 

où f est un monomorphisme peut être fermé commutativement par une application 

h : B -> I. Il est évident quel u anneau (0) appartient à toutes les catégories que 

nous avons mentionnées et qu Oil est injectif. Nous allons voir qu u il est souvent le 

seul objet injectif. 

PROPOSITION 2. 1 . L I anneau zéro est ~ seul objet injectif dans la catégorie 



des anneaux o 

Démonstration o Soit A un objet injectif O Considérez lu anneau A [ x] où x est 

un élément indéterminé et soit S lu ensemble des polynômes dans A [x] dont le 

coefficient dirigeant est 1 et tous les coefficients sont dans le centre de A 0 

S est un ensemble multiplicatif et tous les membres de S sont des non-diviseurs 

de zéro o Alors on peut localiser A [ x J à S et lu homomorphisme canonique 

A [ x] ~ s- 1 A [ x] est un monomorphisme o Considérons maintenant le diagramme 

, 1A ou 

A[x] 

indique lu identite sur A o A est injectif et il y a un morphisme 

f : s- 1 A[x] ~ A qui ferme le diagrammeo Soit f(x) = ao a est central dans A 

parce que x est central dans s- 1 A [ x J et f est surjectif o Alors x - a ES et 

x - a est inversible dans s- 1 A [ x J o Maintenant f (x - a) est inversible dans A 0 

Mais f (x - a) = f (x) - a = 0 o Alors A est un anneau dans lequel O est inversible 0 

Alors A est lu anneau zéro o 

COROLLAIRE 2 a2 o Lu anneau zéro est le seul objet injectif dans la catégorie 

des anneaux commutatifs o 

Pour présenter le cas régulier commutatif nous avons besoin d I un petit lemme o 

LEMME 2 3 o Soit A ,!;!E! anneau commutatif semi-premier tel que pour chaque 

a E A 9 3 b E (a)"1E- tel que bA est essentiel dans (a)➔E- o Alors Qc e(A) est régulier 

où Qc e(A) indique le localisé de A _ê-.1 u ensemble de tous les éléments gui ne sont 

pas diviseurs de zéro o 

Démonstration. On affirme que a+ b nu est pas diviseur de zéro o Car si c E A 

tel que (a+b)c = 0 9 alors abc+ b2c = O, b2c = O, (bc)2 = 0 et be= 0 = aCo Vu 

que ac= 0 9 c E (ato Mais be=, 0 implique (bA) n (cA) = (0) 9 ce qui contredit 

le fait que bA est essentiel dans (at o 



COROLLAIRE 2 A O Soit A un anneau commutatif régulier 9 x une indéter

minée o Alors Qc eA [ x J est régulier, 

Démonstration, Soit a
0 

+ a
1
x +o. o+ anxn un élément de A[x], Alors pour chaque 

i 9 a.A= e.A 
1 1 

est [ îT ( 1-e.) J A [x J 9 un idéal principal o 

1 1 

PROPOSITION 2 0 5. Lu anneau zéro est le seul objet injectif dans la caté-

gorie des anneaux commutatifs réguliers 0 

Démonstration o Soit A injectif. Par le corollaire 2 o 4 o 9 Qc eA [x J est régulier. 

Maintenant il faut répéter l I argument de la proposition 2 . 1 • 

Il y a deux autres aspects intéressants dans cette étude, Un monomorphisme 

m : A --3>- B est régulier si 11 image de A est 1 u égalisateur de deux morphismes 

B = C émanant de B. Un objet I dans une catégorie est injectif par rapport 

aux monomorphismes réguliers si on peut fermer chaque diagramme 

I 

î 
A ~ B 

où la flèche A ~ B est un monomorphisme régulier. Cette distinction nu est pas 

nécessaire dans la catégorie des modules parce que chaque monomorphisme est 

régulier, Par contre clans la catégorie des anneaux ln application Z - Q est un 

monomorphisme qui nu est pas régulier, 

On peut alors demander : est-ce qu'il y a des objets injectifs par rapport aux 

monomorphismes régulier_s ? Nous avons montré dans [3} que les résultats sont les 

mêmes que pour les injectifs par rapport à tous les monomorphismes o 

M. Barr mu a indiqué qu n il n I est pas nécessaire du avoir des objets injectifs 

pour pouvoir localiser. Il suffit du avoir des effacements injectifs, Indiquons par 

>---:J> un monomorphisme régulier o Un effacement injectif pour un objet A dans 

une catégorie est un morphisme A >---+ I tel que tout le diagramme 

A~ I 
t 
B ~ C 



peut être fermé commutativement par un morphisme C ~ Io On vérifie tout de 

suite que A~ I est un effacement injectif si I est injectif. En adaptant les 

démonstrations antérieures nous avons montré qu I on a les mêmes résultats que pour 

les injectifs - Co à. d. dans la catégorie des anneaux commutatifs 9 et des anneaux 

commutatifs réguliers le seul anneau avec un effacement injectif est 1 u anneau zéro 9 

qui est son propre effacement injectif o 

Dans la catégorie des anneaux de Boole 9 ou plus généralement la catégorie 

des p~anneaux 9 chaque anneau a un effacement injectif parce qu u il y a assez du in

jectifs - c o à o d. on peut plonger chaque anneau dans un anneau injectif. Nous nu avons 

pas traité des effacements injectifs pour les anneaux réguliers réduits • 

Question 2 0 1 • A part 11 anneau zéro 9 est-ce qu" il y a des objets injectifs ou des 

effacements injectifs dans la catégorie des anneaux n-hypercommutatifs ? 

Références : 

[1 J 

[2 J 

[3] 

[4 J 

M. Barr 9 Non-abelian torsion theories 9 Cano J o Math. 25 ( 1973) 1224-1237 o 

J O Lambek and B . A. Rattray, Localization at injectives in complete categories 9 

Mimeographed notes 9 Mc Gill University ( 1972) . 

R. Raphael 9 Injective Rings 9 Comm o Alg o 1, ( 197 4) 403-414 o 

R. Raphael 9 No rings have injective effacements 9 Jour. Pure and AppL 
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IIL- ANNEAUX ENGENDRES PAR LEURS ELEMENTS INVERSIBLES. 

Soit A un anneau et soit U(A) le sous-anneau de A engendré par les élé-· 

ments inversibles de A. Chaque élément de U(A) est une somme finie d' éléments 

inversibles de Ao Si A= U(A) on dit que A est engendré par ses éléments in-

versibles. Nous nous ~;ui' mes intéressés ces anneaux par une question de 

S kornjakov : est-ce que chaque anneau régulier est engendré par ses éléments inver

sfüles ? 

Lu anneau Z des entiers est engendré par ses éléments inversibles o Si A 

est un anneau local c.à.d. un anneau avec un seul idéal maximal à droite M, alors 



A est engendré par ses éléments inversibles 9 puisque chaque élément de A \M est 

inversible, et chaque élément m de M se laisse écrire comme m = (m+1) + (-1L 

une somme d'éléments inversibles. Si X est un espace topologique, 11 anneau C(X) 

de fonctions continues de X à R est engendré par ses éléments inversibles parce 

que l v on a l v équation 

f(X) =(f(X)v O + 1) + (f(X)A O - 1). 

La catégorie des anneaux engendrés par leurs éléments inversibles est un 

exemph. d I une sous-catégorie réflective de la catégorie de3 anneaux au sens de [3 J • 

Les anneaux engendrés par ces éléments ont été le sujet de plusieurs articles der

nièrement. Nous nous proposons de traiter un de ces aspects : les nilpotents. J u ai 

appris le lemme suivant de Stephenson [7]. 

LEMME 3 o 1 . Soit x un élément nilpotent d I un anneau A. Alors x est une 

somme d I éléments inversibles . 

n ( ) n-1) ( n-1 )( ) Démonstration.Six =0, 1+x(1-x- ... -x =1= 1-x- •.• -x 1+x alors 

1 +x est inversible et x = ( 1 +x) + (-1). 

Alors un anneau engendré par ses éléments nilpotents est engendré par ses 

éléments inversibles . 

LEMME 3 .2. Soit A ~ anneau et e .!:!!! élément idempotent de Ao Alors 

11 idéal AeA( 1-e)A est engendré Efil'. des éléments nilpotents. 

Démonstration. Il suffit de montrer q1.,;.'un élément de la forme aeb(1-e)c est engen

dré par des nilpotents dans AeA(1-e)A. Alors 

aeb( 1-e)c = [e+( 1-e) J [ aeb( 1-e)c J [e+( 1-e)] = [eaeb( 1-e)J[( 1-e)ce }+eaeb( 1-e)c ( 1-e) 

+ (1-e)aeb(1-e)ce + [(1-e)ae l[eb(1-e)c(l-e)] 

dont les deuxième et troisième termes sont des produits de deux nilpotents et les 

premier et quatrième sont des nilpotents • 

COROLLAIRE 3 .3. Soit A !!.~ anneau, et e un élément idempotent de A. 

Alors l'idéal AeA(1-e)A + A(1-e)AeA est ~!!~ndré Q_ar ~ éléments nilpotents. 



Démonstration" Dans l I expression de aeb( 1-e)c ci-haut chaque nilpotent est dans 

AeA(1-e)A ou A(1-e)AeAo La discussion pour A(1-e)AeA est parallèleo 

Le résultat suivant a été prouvé séparément par W o Stephenson et P auteur o 

PROPOSITION 3.40 Soi! A régulier tel que A/Ma n'est 2,as !:!.!2 corps pour 

chaque idéal bilatère maximal Ma de A o Alors A est engendré par ~ éléments 

nilpotents o 

Démonstration o Si A/M nu est pas un corps ï1 existe x E A 9 x /:. M tel que 
a a a a 

x ,,,,A,t A . x A = e A car A est régulier o e A cf A alors e _, 1 i M o 
~ a a a a a 

e A(1-e ) cj. M parce que M est premier et e (/. M 9 1-e r/. M o Alors 
a a a a a a a a 

AeO! A(1-ea)A ri MO! pour chaque a et !"idéal L Aea A(1-eO!)A n'est pas contenu 
a 

dans aucun idéaL Alors A =: L Ae A( 1-e )A du où la conclusion o 

a a 
Cl! 

COROLLAIRE 3 o 5 o Soit A régulier aves_ !:!.!:! ~ maximal M tel que A/M 

n I est pas !:!.!2 corps . Alors A est engendré par ~ éléments nilpotents o 

PROPOSITION 3060 Soit A régulier et auto-injectif~ droiteo Si A n'a 

pas du idempotents abéliens non-zéro 9 A est engendré par ~ éléments nilpotents o 

Démonstration. Si A possède un idéal maximal M tel que A/M est un corps 9 

A/M a un idempotent abélien non-zéro o Renault [ 6 J a montré qu I on peut relever 

un tel idempotent à un idempotent abélien non-zéro de 1 u anneau A o La conclusion 

est donnée par la proposition 3 A o 

COROLLAIRE 3 o 7 o Les anneaux réguliers auto-injectifs de ~ II et III 

sont engendrés par leurs éléments nilpotents o Les facteurs de type II et III sont 

engendrés par leurs éléments inversibles o 

Utumi [8 J et Jérémy [2 J ont montré que ces anneaux sont engendrés par 

leurs éléments inversibles o 

Nous discutons maintenant la génération des idéaux par leurs éléments 

nilpotents. Ce travail était suggéré par les résultats de Goodearl [ 1 ) sur la struc

ture des idéaux dans les anneaux réguliers irrjectifs à droite o 
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idéaux de A contenus dans I sont premiers o Alors I est engendré par les éléments 

nilpotents contenus dans I o 

Démonstration o Soit x E I o Alors xA = eA pour un idempotent e E I et 

AeA(1-e)A c I et A(1-e)AeA c L AeA(l-e)A est premier par hypothèse et 

eA(1-e) c AeA(1-e)A alors e E AeA(l-e)A parce que e E 19 ce qui montre que 

1-e r/. L Alors xA = eA c AeA(l-e)Ao Le même argument montre que xAc A(1-e)AeA 9 

alors xA c AeA(1-e)A + A(l-e)AeA c L La conclusion résulte du corollaire 3 ..3 o 

PROPOSITION 3 o 9 o Soit A régulier tel gue tous les idéaux de A sont 

premiers o Alors chaque idéal de A est engendré par les éléments nilpotents qu u il 

contient o Chaque idéal dans !:!!l anneau régulier premier injectif ~ droite est engen

dré 2ar ~ nilpotents • 

Démonstration o Le résultat est une conséquence du lemme 3 o 8 0 Renault [ 6] a montré 

que tous les idéaux d I un anneau régulier premier injectif à droite sont premiers. 

En fait Goodearl et Renault ont monté que l I ensemble des idéaux premiers 

dans un anneau régulier premier i.njectif à droite est un ensemble bien ordonné et 

Goodearl a remarqué qu I un tel anneau est pri.mitif 9 en réponse à une question de 

Kaplansky. 

Un peu plus généralement 9 on note le résulia suivant ~ 

PROPOSITION 3 o 10. Soit A !:!!l anneau dans lequel le radi.cal de Jacobson 

est réduit ~ zéro 9 et 11 ensemble de tous les i.déaux est bien ordonné . Alot's A est 

2rimitif o 

Démonstration o Si A n v est pas primitif O chaque idéal maximal à droite M f3 con

tient un idéal bilatère non-zéro I /3 o Lu ensemble {I /3} a un premier élément I 

qui appartient à chaque idéal maximal à droite. Alors I est contenu dans le ra di.cal 

de Jacobson et I = (0) 9 une contradi.ctiono 

Il y a des exemples d'anneaux dans lesquels les idéaux bilatères sont totalement 
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ordonnés 9 mais ayant des idéaux bilatères non premiers. Par exemple les idéaux 

bilatèr~ sont totalement ordonnés dans un anneau de valuation et tous les idéaux 

dans un anneau de valuation sont premiers si et seulement si l vanneau est un corps 0 

Un anneau régulier a la propriété que chaque idéal est semi-premiero 

PROPOSITION J .11. Soit A un anneau dans lequel chaque idéal est semi

premier. Alors si l I ensemble des idéaux de A est bien ordonné i chaque idéal: de A 

est premier. 

Démonstration. Soit I un idéal de A et soit J et K deux idéaux de A tel que 

I c J 9 I c K et JK c I. Nous devons montrer qu I on a K = I ou J = I O Vu que 

les idéaux sont totalement ordonnés J c K ou K c J. Si J c K, J 2 c JK c I alors 

J2 c I. Mais I est semi-premier, alors J c I et J = I. Si K c J on a K = I d 1 une 

façon parallèle. 

Nous considérons maintenant les anneaux réguliers dans lesquels les idéaux 

sont bien ordonnés. Goodearl et Renault ont montré que les anneaux réguliers pre

miers et auto-injectifs ont cette propriété. De plus il y a des exemples d I anneaux 

réguliers premiers non-auto-injectifs à droite avec cette propriété parce que chaque 

image homomorphisque d v un anneau régulier premier auto-injectif à droite a cette 

propriété et Osofsky a montré que ces anneaux ne sont pas nécessairement auto-in~ 

jectifs à droite [ 4 J . Une prup1iété pour les idéaux bilatères d' un anneau régulier pre

mier auto-injectif à droite a été présentéepar Goodearli Goursaud, Jérémy et RenaulL 

On peut présenter me pupriété différente quis u applique aux anneaux non nécessaire

ment auto-injectifs à droite de la manière suivante : 

PROPOSITION 3 .12. Soit A un anneau régulier dans lequel les idéaux 

bilatères {I O!} forment un ensemble bien ordonné . Il existe des, idempotents e /3 

g~ A ~ correspondance bi-univoque avec les ordinaux non-limites tels gue 

I = Ae A(1-e )A si a est un ordinal non-limite et I = ~ Ae
8 

A(1-e
13

)A ex. a a - --- - ex. L.....i /3<0! . 
§.! ex. est ordinal limite. En plus { e /3} est minimal par rapport ~ cette propriété o 
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Démonstration .. L'' hypothèse implique que tous les idéaux de A sont premiers.~ Soit 

M l'idéal maximal de A et soit x E M. Soit I le premier idéal de A qui contient 
0: 

x " o: est un ordinal non-limite. On a xA = eA pour un idempotent e de Ao Alors 

AeA( 1-e)A c I " De µhis eA( 1-e) c AeA( 1-e)A quifàmiœàl.J:-.'rëmier, et 1-e i AeA(1-e)A 
Ci. 

parce que e E I . Alors e EAeA( 1-e)A et x E AeA( 1-e)A c I . Mais I est le premier 
0: 0: 0: 

idéal qui contient x alors I = AeA(1-e)A. Si on écrit e pour e le reste est clair. 
0: 0: 

Goodearl a montré que pour chaque ensemble totalement ordonné S il existe 

un anneau régulier premier auto-injectif à droite A et un idéal premier P de A 

tel que l'ensemble des idéaux bilatères de A/P contient S. En fait Renault [6] a 

montré que tous les idéaux de A/P sont premiers" Alors il est possible de trouver 

un anneau régulier dans lequel les idéaux sont totalement ordonnés et qui nu est 

pas une image homomorphique d I un anneau régulier premier auto-injectif à droite 

ou à gauche. 

Question 3 . 1 . Est-ce qu'il y a un exemple d'un anneau régulier dans lequel les 

idéaux bilatères forment un ensemble bien ordonné qui nu est pas une image homo

morphique d v un anneau régulier auto-injectif à gauche ou à droite ? 



[1] 

[2] 

[3] 

[4 J 
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[6 J 

[7] 
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F o LELOUSTRE 

R étant un anneau 9 Z = Z(R) désignera son centre, J = J(R) son radical 

de Jacobson et 

DEFINITION o L I hypercentre T(R) de R est 

T= {a ER/VxER 3 n?-1 

Propriétés immédiates : 

ZcT 

T sous-anneau de R 

n n Lqo ax = X a} O 

- V cp automorphisme de Rf cp(T) c T o 

On va s I attacher à trouver des conditions suffisantes pour que Z = T. 

Il est clair que la présence de nil idéaux va troubler l} égalité car si R est un 

nil anneau non commutatif R = T ~ Z 9 si R = T on a soit T = Z , soit l I idéal 

dérivé est nil (théorème d I Herstein) [2 J, [ 4] o 

Nous allons d 1 ailleurs montrer que si R est sans nil-idéaux 9 alors Z = T. 



L CAS DES ANNEAUX SEMI-PRIMITIFS. 

1.1. LEMME 1 o Si D est!:!,!! corps 9 T(D) = Z(D)o 

Preuve. D étant un corps 9 T en est un sous-corps • 

Comme tp(T) c T pour tout automorphisme intérieur, le théorème de 

Cartan Hua Brauer [ 1 ] nous permet du affirmer que 

soit T c Z et donc T = Z 

soit T = R et donc R commutatif d I où T = Z . 

L2. LEMME 2. Si J(R) = 0 alors T(R) = Z(R). 

Preuve o J(R) étant nul v R est isomorphe à un produit sous-direct d I anneaux 

primitifs R • 
O! 

T(R) s I envoie dans T(R ) et par conséquent lu égalité T(R ) = Z(R ) pour a a a 
tout a implique lu égalité T(R) = Z (R,) • Nous pou:vons donc supposer R primitif . 

Soit donc V un R-module simple et fidèle de commutant D. Le théorème 

de densité nous permet d I affirmer que 

V t ET\ {0} 9 V v EV 3 À(v) ED tel que vt = À(v) v 

car si vt et v étaient D-linéairement indépendants il existerait a E R tel que 

va= O et vta = vt duoù vtan = vt 

n n pour n tq ta = a t et on aurait vt =- 0 • 

Nous savons qu u à ce moment là À(v) est constant si dim0 V> 1 et alors 

en écrivant pour tout x de R 

(vx)t = v(xt) = À(vx) 

et (vt)x = v(tx) = À(vx) = (Àv)x car vt = ÀV 

nous obtenons v(xt - tx) = 0 soit puisque V est fidèle 

xt-tx=0 

donc t E Z du où Z = T • 

Le lemme est donc démontré puisque dans le cas où dimO V= 11 R est alors un 

corps. 



2. ELEMENTS NILPOTENTS DANS T(R)o 

2 o 1. LEMME 3. Si a E T{R) et a nilpotent alors l I idéal ~ droite aR 

est un nil idéal • (Et donc aR c J(R)). 

Preuve. Soient a tels que 

et n ~2 

a ET 

an= 0 

n-1 I= a O o 

n-1 Soit alors x E R. Comme a E T, il existe m tel que 

(ax)m an- 1 = an-\ax)m = O. Prenons donc i le plus petit des entiers tels que 

(ax)u ai = O pour un entier u ~ 1 • 

Si i = 1 on a bien ax nilpotent ( ( axt+ 1 = 0) 

Si i > 1 alors x(ax)u a ai-l = (xa)u+ 1 i- 1 = O 

i 1 i-1 ( )s(u+1) . et comme a - E T, il existe s ~ 1 tq a xa = 0. On obtient donc avec 

r = s(u+ 1), ai- 2 (axf+ 1 = 0 d I où li on tire iu existence d n un v > 1 tel que 

(ax/r+ 1)v ai- 2 = 0 ce qui contredit le choix de i. 

'r/ x E R, ax est nilpotent 9 cqf d. 

2 • 2. THEOREME 2. Soit R !:!!! anneau premier ~ nil idéaux. Alors, 

T(R) est~ élément nilpotent (!:!2!!, nul). 

Preuve. Appelons N 11 ensemble des éléments nilpotents de T. Grâce à Herstein 

[2 J, on sait que N est un idéal, en fait le plus grand nil idéal. 

Il est clair que cp(N) c N pour tout automorphisme de R, en particulier 

pour 11 automorphisme y i-+ ( 1+x) y(1+x)- 1 où x E J(R). 

a) Soit a un élément non nul de N tel que a2 = 0. 

Si XE R, ax est nilpotent (lemme 3) et (1+axr 1 = 1- ax+lax) 2 +. 0 0 

etdonc (1+ax) a{1-ax+(ax) 2 ••• )EN soit (1+ax)aEN (car a2 =0) d'où 

axa E N. En bref 9 a R a c No 

Si yEJ(R) et bEN alors (by-yb)(1+y)- 1 = b7 (1+y)b(1+yf 1 EN. 

Dans le cas où y= ax, on obtient (axb-bax)(1+y)- 1E N 9 d 1 où en multipliant par a 

abax (1 +axf 1 EN \f x ER 



et donc aba J(R) cN 

car si w E J(R) 9 w = x(1-axr 1 où x = (w a+ 1r 1 w E J(R). 

et 

Si y E J(R), (1+y) (aba J(R)) (1+yf 1 
c (1+y) N(1+yr 1 c N; or comme 

J(R)( 1+y r 1 c J(R) 

aba J(R) cN nous obtenons y aba J(R) c NJ ceci V y E J(R), 

d 1oÙ J(R) aba J(R) cN. 

Cet idéal est donc nil, par conséquent il est nul. 

Ceci nous prouve que aba == 0. En effet, on a alors J(R} (aba) J(R) = 0 

ce qui implique, R étant premier? que J(R) = 0 ou aba = 0 d'où le résultat car 

aba E J(R) (lemme 3). Nous obtenons donc le résultat suivant: 

2 {a E T et a = 0} => a Na = 0. 

) 2 2 b Maintenant si a et b sont dans N et tels que a = b = O, nous avons 

bRb c N et aNa = 0 donc 

abRba = O. 

Comme R est premier 9 cela implique ab = 0 ou ba = 0. En particulier dans le 

cas où b = (1+x) a(1+xr 1 avec x E J(R) (auquel cas on a bien b EN et b2 = 0) 

nous obtenons soit axa = 0 soit a( 1 +xr 1 a = 0. 

Je dis que si x E J(R) et x nilpotent alors on a toujours axa = 0. 

En effet 9 l I égalité a ( 1 +xf 1 a = 0 entraîne l I égalité axa = 0. Raisonnons par 

récurrence sur 11 indice de nilpotence de x. 

Si x2 = 0 alors (1+xf 1 = 1-x et -a(1+x)- 1a = -a 2+axa =+axa= O. 

Supposons que pour 1 < i < n, xi= 0 => axa= O. Alors si xn = O, xi a 

i un indice de nilpotence < n ceci pour i = 2 , . . . n-1 donc ax a = 0 et donc 

a(1-x+x 2 ... + xn- 1)a = - axa 

l'égalité a( 1 + xr 1 a = 0 entraîne donc aussi axa = 0. 

c) Appliquons ce résultat à br lorsque b EN et b2 = 0 et r ER avec 

toujours a2 = 0 et a E N. 

Nous obtenons grâce au lemme 3, a(br) a= O. 



Ainsi abRa = 0 o Du où,comme R est premier, ab = O • 

Appliquons ce résultat à b lorsque b = (1+x) a(1+x)- 1 (on a bien b2 = 0 

et b E N lorsque x E J(R)) 9 nous obtenons a( 1 +x) a( 1 +xf 1 = 0 donc axa = 0. 

Ainsi aJ(R)a = 0 o 

R étant premier 9 nous obtenons a = 0 o Donc N = 0 cqfd. 

2 .3. LEMME 4. Soit R !:!!! anneau premier ~ nil idéaux. Alors T(R) est 

commutatif et tat élément !!2!:! nul de T(R) est régulier dans R. 

Preuve. Lu idéal dérivé de T 9 devant être nul 9 il est nul du après le théorème 

ci-dessus ; par conséquent T est commutatiL 

Si a E T \ {O} et au = 0 pour un u E R 9 on a alors avec y = uxa (x E R) 9 

y2 = O et ay = 0 et ctonc 

(1+y) a(1+y)- 1 = (1+y) a(1-y) E T 9 

d'où l I on tire aisément ya E T. 

Mais comme (ya)2 = 0 9 le th. 2 nous dit que yu = 0. Ainsi Y x E R 1 

uxa 2 = 0. Comme a2 I= 0 et comme R est premier 9 nécessairement u = 0. 

Nous avons donc montré ~ au = 0 ==> u = 0 c u est-à-dire le lemme 4 o 

3 o THEOREME FONDAMENTAL o 

3 o 1. THEOREME 3 o Soit R !:!!! anneau~ nil idéaux;alors T(R) = Z(R). 

Preuve. a) R étant isomorphe à un produit sous-direct du anneaux premiers 

sans nil idèaux 9 nous pouvons donc 9 comme au lemme 2 9 nous restreindre au cas 

où R est premier sans nil idéaux. Nous pouvons grâce au lemme 2 9 supposer 

que J(R) f. O. Dans ce cas 9 et comme R est premier 9 le centralisateur de J 

dans R est Z (R) (si V i E J 9 ai = ia on a si j E J et x E R 9 aj = ja et axj = xja 

donc (ax - xa)j = O donc (ax - xa)J = o). 

Pour montrer que Z = T 9 il suffit donc de montrer que T centralise J. 

Supposons le contraire et admettons lu existence de 

a E T 9 x E J tels que ax - xa (= 0 • 



Remarquons tout de suite que O ..J (ax - xa)(1+xf 1 = a-(1+x) a(1+x)- 1 ET et 

que d 1 autre part x E J ~ (ax-xa)(1+xf 1 E J; ainsi T nJ t-O. 

Il suffit donc de montrer que J n T c Z car alors on aurait V b E T ~ 

b(ax-xa) (1+xf 1 E J n T c Z et Of:-(ax - xa)(1+xf 1 E Z donc non diviseur de 

zéro 9 ce qui prouverait bien que b E Z (byz = zby 1 (zb-bz) = 0 ) • 
( et yz = zy => Y ) 

Nous pouvons donc raisonner dans lu anneau J(R) c Y est à dire supposer que 

R est !::!.!!, anneau premier~ sans nil idéaux et tel que J(R) = R. 

b) Démontrons alors le résultat suivant ~ 

Si O f:-a E T et z et x E R sont tels que za = az et zx = xz alors 

z(ax-xa) = O. 

En effet 9 comme (1+x) a(1+x)- 1 et (1+zx) a(1+zx)- 1 sont dans T il existe 

a 1 et a
2 

dans T tels que ( 1+x) a= a 1 (1+x) 

( 1+zx) a = a
2

( 1+zx) 9 

égalités d'où 1uon tire facilement za - a= za 1 - a
2 

+ (a
1
-a 2) zx; mais z donc 

za - a commute avec a ainsi que a2 et a 1 (lemme 4) donc 

(a1 - a2) z(xa - ax) = O • 

Si a 1 - a
2 

f. 0 9 alors étant dans T ce n I est pas un diviseur de O. 

Si a 1 = 32 9 alors za - a= za 1 - a 1 donc l 1-z) (a-a 1) = 0 et ainsi a= ax. 

Dans les deux cas on obtient bien le résultat voulu. 

Appliquons ce résultat pour montrer que, si a E 1; alors a commute avec 

tout élément !!2!2 nilpotent de R. 

En effet, si x E R, il existe r ~ 1 tel que axn = xna i il est clair que x 

t n , t commu e avec x 9 par consequen · 

xn(xa - ax) = 0 et donc n 
X = Û; 

si xa - ax f:-0 car alors lxa - ax)( 1 +x)- 1 E T \ {O} et nu est donc pas un diviseur 

de zéro. 

c) En particulier a commute avec les non diviseurs de O tels ay - ya 

quand ils sont non nuls o 



8.7 

Donc a commute avec ay - ya V y E R . 

En caractéristique différente de 2 9 cela implique que a E Z [3]. 

En caractéristique 2 9 cela nous donne a2 E Z et) d' aprês un résultat que 

nous venons de montrer,cela implique O = a2(ax + xa) V x ER, donc comme a 

n'est pas un diviseur de zéro, a est bien dans Z. 

On a donc montré T c Z du où le théorème. 

J .2. T~ff'.OREME 3. Sdt R un anneau 9 T(R) son hypercentre. Si a E T(R) 

et si x E R 9 alors ax - xa engendre !:!!! nil idéal de R. En particulier, ax - xa 

est nilpotent V x E R. 

C I est une conséquence immédiate du th. 2 • 

Remarquons que la propriété: ax-xa engendre un nil idéal pour tout x 9 

nu est pas suffisante pour affirmer que a est dans T. 

Ainsi avec R = {( g i) aj (39 y entiers} alors si a= (6 ~) 9 ax - xa 

engendre un nil idéal de R pour tout x sans que a commute avec une puissance 

1 0) de (0 O • 

3 . 3 . Lien avec le théorème de Lithman [5 J . 

Soient R un anneau 9 A un sous-anneau cornmutll.!!! tel gue 

'r/ x ER, 3 n EN 
n 

X EA, 

Alors 9 les éléments nilpotents de R forment un idéal N et R / N est commutatif. 

Herstein avait démontré ce résultat dans le cas où A = Z mais ce théorème est un 

cas particulier du théorème 2 . 

Il est clair qu I il suffit de le montrer dans le cas où R est sans nil idéaux. 

Mais alors comme Ac T et que T = Z (grâce au théorème 2) nous avons Ac Z ; 

il suffit alors du appliquer le 11vieuxn résultat du Herstein. 



[1 J 

[2] 

[3] 

[4] 

[5 J 
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Soit A un anneau, A [ x J l' anneau des polynômes à une indéterminée x 

et à coefficients dans A. 

On sait que certaines propriétés de l I anneau A se transfèrent à 11 anneau 

A [ x J. C'est par exemple le cas pour la propriété d'être intègre et celle d'être 

factoriel. 

Le but poursuivi ici est de montrer que si A est un anneau de Jacobson 

il en est de même de A[x]. 

Définitions des anneaux de Jacobson. 

Il y a plusieurs caractérisations des anneaux de Jacobson : 

1°) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si : 

Dans chaque image homomorphe de A le radical de Jacobson coihcide 

avec le radical premier. On notera }(A) le radical de Jacobson et R(A) le radi

cal premier . 

2°) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si : 

Tout idéal pr~mier de A est une intersection d'idéaux primitifs. 

On dit aussi que tout idéal premier de A est un idéal semi-primitif. 



3°) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si : 

Tout· idéal premier de A est une intersection d I idéaux maximaux 

modulaire à droite. 

On remarque que dans le cas où A possède un élément unité tout idéal étant 

modulaire la définition se réduit à : 

Tout idéal premier de A est une intersection du idéaux à droite maximaux. 

Cette propriété de transfert a été déjà démontréedans des cas particuliers . 

Une démonstration directe dans le cas où A est un anneau de Jacobson 

commutatif, unitaire a été donnéepar L. Lesieur (1967). 

Goldman a démontré que, si A est un anneau de Jacobson commutatif, 

A[x] est aussi un anneau de Jacobson commutatif et Procesi a généralisé ce résul

tat en remplaçant la conditïon de commutativité par une condition sur A [ x J qui 

doit satisfaire à une identité polynomiale. 

Lu article de JE • Watters démontre que sans hypothèses supplémentaires : 

A est un anneau de Jacobson si et seulement si A[x] est un anneau de Jacobson. 

QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX DE JACOBSON. 

Les propriétés sont les suivantes 9 seules les deux premières concernent 

la suite 9 la troisième est d n intérêt général mais sans rapport direct avec lu anneau 

des polynômes A [ x] • 

PROPOSITION 1. Si A est:!!!!. anneau de Jacobson,alors tout idéal I de 

A est un anneau de Jacobson. --
Démonstration. 

Soit A un anneau de Jacobson et I un idéal de A. Si I nu est pas un 

anneau de Jacobson (du après la 3e définitionb il existe P idéal premier de I tel 

que I/r a un radical de Jacobson non réduit à zéro, <f étant un idéal de I et un 

idéal de A. On peut considérer A/'P dont le radical de Jacobson coihcide avec 
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le radical premier puisque A est de Jacobson ( 1ère définition) 

est un anneau radical premier (c'est-à-dire un anneau égal à son radical premier) 

et il est différent de zéro donc il contient un idéal nilpotent non nul 9 ce qui contre

dit P hypothèse que f est premier dans I j donc I est de Jacobson o 

Les démonstrations des corollaires et des propositions suivantes sont connues: 

COROLLAIRE o Soit A !:!!!, anneau, I !:!!!, idéal de A, alors 

Notons A 1 lu extension usuelle de A par A x 'E, pour obtenir un anneau 

unitaireo 

PROPOSITION 2 o A 1 est un anneau de Jacobson si et seulement si A est 

un anneau de Jacobsono 

COROLLAIRE o 

J"'(A 1) = [f(A) ] 1 

~ gui permet dans la suite de supposer que A est unitaire lorsgu u on en ,ê, besoino 

Notons '1n(A) Panneau des matrices carrées (n,n) à éléments dans Ao 

PROPOSITION 3 ô A est!:!!! anneau de Jacobson si et seulement si pour tout 

n1 c4n(A) est!:!!!, anneau de Jacobsono 

COROLLAIRE. 

Pour démontrer le théorème de transfert on introduit en premier lieu les 4 

lemmes suivants o 

LEMME 1 o Soit A !:!!!, anneau 9 I un idéal non réduit §!, zéro de A [ x] o Soit 

P un polynôme de degré minimum ~ O dans I et soit a le premier coefficient de 

P ( coefficient du terme de plus haut degré de P) . Alors 

aA[x]:P = PA[x]a 



9◊4 

et V r E A cœP=Prao 

Si f E I avec f-=/, 0 et Of = k 9 alors 3 q E A [ x] 9 3 e EN 9 e ~ k - n-:+ 19 où n = 0 P 

€ tels que fa ,= qP o 

Démonstration o 

Pour tout r de A on a: 0 (ar P - Pra)< no Or ar P-P·ra E I et le degré 

minimum dans I est n donc ar P- Pra= 0 => ar P = Pra . 

Par ce même raisonnement on a aussi aP = Pa 9 donc aA[x] P = PA[x] a. 

sur k. 
' 

Soit ,B le premier coefficient de f, faisons un raisonnement par récurrence 
} 

si k = n on a fa - ,8P E I et 0 (fo:- ,BP) < n donc fa= ,BP 9 ici e = 1 

et q = ,Bo 

supposons le résultat vrai jusqu u à k = m ~ no 

soit f de degré m+19 alors s=fa-,8Pxm-n+ 1 El 

et 0 (f a - ,B P xm-n+ 1) < m+ 1 0 On peut appliquer lu hypothèse de récurrence à ce 

m-n+1 · [ J u polynôme s :::c, fa- ,BPx 9 donc 3 u ElN9 3 g E A x sa = gP 

f u+1 u ,BP m+1-n u p Qp m+1-n u a =Sa + X a =g +/J X a 

on a bien fae=qP où €=u+1 et q=g+,Bauxm+ 1-n 0 

Soit Dm P ensemble des polynômes de degré ::; m dans A [ x] . 

LEMME 2 . Soit A .!:!!:!, anneau 9 ~ .!:!!! idéal premier de A [ x] tel gue 

S'nA=O et I ,!;!!!idéal de A[x] ~ I~P. Si 3m m~0 tel que 

In Dm= Pn Dm# 0 9 alors V k ~ m _2.!! ~ In Dk = f n Dk . 

Démonstration. Ce résultat est aussi démontré par récurrence. 

- Supposons que In Dk = Pn Dk pour un certain k ~ m. 

- Soit f E 19 g E P ayant respectivement pour premier coefficients a 

et (3 et tels que Of = 0 g = k+ 1 0 Alors : V r E A9 fr ,B - a r g E I n Dk = P n Dk, 

donc VrEA, fr BES' cuest-à-dire fA[x],BsP; on a donc soit f Ef-' 

soit ,BE f puisque ~ est premier, mais puisque :f n A = 0 9 on a /3 f/ 'f' donc 



f E 5' donc f E 1' n Dk+ 1 donc I n Dk+ 1 = ~ n Dk+ 1 0 

LEMME 3 o Soit A un anneau de Jacobson premier (avec unité). ~ un -- - --- -- ____ .._,_ __ -- -- ) -
idéal premier non réduit ~ zéro de A [ x] tel que S,, n A = 0 et I :!::!!! idéal de 

Démonstration o Soit P un polynôme de plus petit degré ?.:: 0 dans I 9 si. tout tel 

polynôme est dans ~ alors I n D :::., !P n D où n = 0 P o Du après le lemme 2 nous 
n n 

avons alors : Y k?.:: n~ In Dk =:é ~n Dk du où I = P ce qui est une contradictiono 

Choisissons P 1 P o Soit f un polynôme de plus petit degré dans <J> ( donc 

f E I) 9 du après le lemme 1 on a ~ 

3q EA[x] 9 3 €EN 9 esm-n+1 où m=Of tels que fO'.e=qPo 

Si f3 est un coefficient dans q tel que f3 a = 0; alors f3P E I et 

0 (,BP) < 0 P =>- {3P = Ûo Il y a donc 2 possibilités: soit f0'.2 t 0 soit ÎO'.e = Ûo 

Dans le 1er cas ~ il existe un polynôme q tel que pour certains de ses coefficients 

{39 /30'. t 0 o Soit i le degré du terme de plus haut degré dont (3 est le coefficient 9 

on aura 0qP = i+n o 

D u autre part : P 2 f O'. ~ A [x ]O'. =-0 q P A [ x ]O'. = QG'. A [ x J P 9 QG'. A [ x] P s Çf donc 

QG'. E P ou P E P car ~ est premier 9 on a pris P (/. P donc QG'. E g;, et QG'. t 0 o 

On a : 0 q ?.:: 0q0'.?.:: Of9 du autre part : Of?.:: °ïO'.e = 0qP ;?:: 0q o Donc on a 1 u égalité et 

comme 0qP=i+n et 0 q0'.=i 9 ona i+n=i=> n=0 9 crrest-à-dire 0 P=0~PEinA 

et puisque P f 0 on a donc I n A t, 0 o 

Le lemme est ainsi prouvé dans le 1er cas o 

Il reste la possiblité fO'. € = 0 c I est-à-dire : 

Pour tout f de degré minimum dans :P dès que fO'.e = qP alors fO'. = 0 o 

Montrons que c I est impossible o 

Pour f et P donnés et w choisi tel que fO'. w = 0 9 mais fO'. w- l -f 0 J 51oit 

/3 le premier coefficient de Îj alors {hw-l -f. Oo Ainsi V r E A 9 on a f0'.w- 1r = 0 

(ce qui est exclu) 9 soit fO'.w-\, est de degré minimum dans g:, o Alors ::iu :$ m-n+ 1 



w-1 u \.J w-1 m-n+ 1 tel que fa ra = 0 9 donc v r E A 9 fa ra = 0 9 et en particulier 

w-1 m-n+1 w-1 1 {3a ra · = 0. Cependant A est un anneau premier et [3a ,= 0 9 donc on 

doit avoir am-n+ 1 = 0 9 d I où : si P E I \<:Pest de plus petit degré dans I avec a 

pour premier coefficient, alors am-n: 1 = o,. Com,idérons les idéa~x In = {11 ensemble 

des 1erscoefficients des polynômes de degré n dans I} U {0} et <J:> défini de façon . n 
analogue par rapport à P . On aura : In= {P,ensemble des 1er coefficients des poly-

nômes de In On} U {0} et ?n =(Pensèmble dès lers coefficients des polynômes de 

p n D ) U {O}. 
n 

Donc In :::i ~ n et d I après ce qui précède a m-n+ 1 = 0 donc In /g-.>n est un nil anneau. 

L'anneau A est un anneau de Jacobson et d I après la proposition 19 I n . I 
est un anneau de ,Jacobson. n;p f 0 car rn ~ In donc In/p est un anneau 

n . ' n 
radical de Jacobson et aussi un anneau radical premier. Donc 

un idéal nilpotent non nul. 

Soit M cet idéal 9 ] P tel que Mp = 0 

0 f ;r = Mpu est tel que ôf 2 = 0
9 

où 

et MP- 1 /c 0
9 

donc 
pour P pair 

l
2pu = P 

2pu = P+1 pour P impair 
L idéal de A tel que 

P cL c I et 
n - n 

2 
L c f . 

- n 

contient 

9 donc il existe 

Choisissons a E L - P. et P E I n D avèc a pour premier coefficient. Alors 
n n 

Yr E A9 ara E L2 c P ainsi 3 t E P ~ dont le coefficient du terme en xn est égal 
- n 

à ara et on a soit °t = n 9 soit t ~ 0 . t = 0 si. ara = 0 ( exclu) • On a donc Prœ-t El 

et 0 (Pra-tkn donc Pra-t=0 ~Prcx=;:t et cela pour tout r ,de A. Donc PA[x]a S g:>. 
S' étant premier et 

P (/. 1 on a donc a E f c u est-'à-dire a E f n A = 0 9 ce qui est une contradiction 

puisque a (/. P n et que 0 E S"J n . 

La derni.ère possibi.lité est ai.nsi. écartée et le lemme est démontré. 

LEMME 4. Soi.t A un anneau de Jacobson premi.er uni.taire. P !!!! idéal 

de A[x] .!22Q réduit~ zéro tel que P n A= O. I !:!!! i.dèal de A[x] tel que I :::i:P 

_fil I/q-, =}[A[x]/p] 9 alors InA=0. 



Démonstration o Soit m le degré du polynôme de plus petit degré '2:: 0 dans P o 

Lu idéal P de A est 11 ensemble des premiers coefficients des polynômes de 
m 

deg m dans '.f>. 

Il y a une partition de l'ensemble des idéaux maximaux à droite de A en : 

et 
L'ensemble ~

1 
de ceux qui ne contiennent pas Pm 

Lu ensemble ot.z de ceux qui contiennent Pm o 

Montrons que : 

Si ME uti ilexist~ M➔~ idéal maximal de A[x] tel que M➔~::>P et 

Pour M E ~ , M + g.> m = A (puisque M est maximal) de sorte que 

1 /3 E 1 m 9 /3 t-0 et 1 .... /3 E M o 

Soit P E f un polynôme de degré m avec /3 pour premier coefficient o 

En appliquant le lemme 1 nous avons f3P = P 8, Si g Er 9 3q E A[x] 9 3 € EIN 

t .q o g ,Be = qP 9 de plus 1:.13e E Mo 

Consiaérons li: idéal à droite L = M [ x J + P , idéal à droite de A [ x J o 

Si L = A [x J alors 3 s E:M [x J t.q O 1 ~ s+g . On aurait donc f3e = s{3e+g,8e=s,Be+qP 

et puisque 1-,Be E M[x], on a donc 1-s,Be-qP EM[x] donc 1-qP EM[x] et puisque 

1 F/ M [ x] y on a q r/. M [ x] o Parmi tous les polynômes q tels que 1-q P E M [ x] choisis

sons en un de degré minimaL k avec 6 pour premier coefficient o 
Puisque ~ n A = 0 nous avons 0 P > O et aussi 1-q P E M [ x J ce qui entraîne ô ,BEM 1 

d I autre part 1 - q P /3 = 1 - q ,BP E M [ x] (par le lemme 1), donc si t = q /3- 5 (3 xk 

alors 1 - t P E M [ x J mais 0 t < 0q, ce qui contredit la minimalité du degré de q 

donc nous concluons que L /., A [ x] ~ 

Soit M➔~ un idéal maximal à droite de A [ x] contenant L alors P c M➔~ 

et aussi Mc M➔~ de sorte que M% n A= M. Donc si ME rf
1 

alors M = M➔~ nA,2 In A, 

car I est contenu dans tout idéal maximal contenant P . D I autre part, si M E t
2 

alors M :::i P de sorte que si nous · considérons l I intersection de tous les idéaux -m . . 

maximaux à droite cette intersection contient (I n A) n CJJ , 
m 

(I n A) n P :::> (In A) f . L I intersection de tous les idéaux maximaux à droite de A m- m 



est le radical de Jacobson et ici c I est zéro puisque A est un anneau de Jacobson 

premier 9 alors (In A).? = 0 et puisque T /=-0 on a In A= 0 9 et le lemme m m 

est démontré o 

THEOREME " A est !::!!!, anneau de Jacobson si et seulement si A [ x J est .!:!!! 

anneau de Jacobson o 

Démonstrationo Puisque toute image homomorphe du un anneau de Jacobson est un an

neau de Jacobsono Si A[x] est un anneau de Jacobson,alors A est aussi un anneau 

de Jacobson o 

Montrons que si A est un anneau de Jacobson 9 alors A[x] aussi est un an

neau de ,Jacobson o D I après la proposition 2 9 nous pouvons prendre A unitair 1e o 

Montrons que pour tout idéal premier !P de A[x] le radical de Jacobson 

de A [ x J /p est nul ( d I après la 3 e définition) o 

Remarquons que nous pouvons prendre A anneau de Jacobson premier et 

J> un idéal premier de A[x] tel que A nP = 0o En effet 9 si on n 1 était pas dans 

ce cas on pourrait s I y ramener par la considération suivante ~ 

Pour tout P idéal premier de A [ x J 9 A n g') est un idéal premier de A 

donc A/AnCJ> est un anneau de Jacobson premiero D'autre part 9 il y a un homomor

phisme naturel de [A; An<r] [x] sur A[x]/g, 9 de noyau N 9 on a: NnA/ An~= 0 

et N est un idéal premier de [ A/ AnPJ[x]o On se ramène ainsi à un anneau de 

Jacobson premier et à un idéal de l I anneau des polynômes dont lu intersection avec 

11 anneau est 0 o Donc pour A anneau de Jacobson premier) P idéal premier de A(x) 

telque PnA=0 1 soit 1;1 =1[A[x:J;p];alorsduaprèslelemme4ona InA=0. 

D1 autre part I ~p> donc d'après le lemme 3 on a I ::c P donc 1/p = 0 et A[x];~ 

a bien un radical réduit à zéro o 

Si P était réduit à zéro 9 A étant un anneau de Jacobson premier n I a pas 

d I idéal nilpotents non nuls;en appliquant le Théorème de Amistur 9 on a donc }(A [ x )=0 
et le théorème est ainsi démontré. 

COROLLAIRE. Si A est un anneau de Jacobson alors il en est de même de 

ru anneau A[xp x2 o •• xnl où les x 1 o o .xn sont des indéterminées commutatives. 
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Soient K un corps commutatif et G un groupe. DoS. PASSMAN 

pose le problème suivant [7] : si 11 anneau de groupe KG est noethérien 

le groupe G est-il polycyclique ? c'est-à-dire G possède-t-il une suite 

finie de sous-groupes G = G ::, G 1? ••• ::> G = f 1} tels que G. soit normal 
n n- o \ 1 

dans G. 
1 

et G. 
1
/G. soit un groupe fini ou cyclique infini ? Nous donnons 

1+ l+ 1 

dans cet article une réponse partielle. Nous obtenons le résultat suivant : 

Soit K un corps commutatif ou bien de caractéristique O ou bien 

extension non algébrique de son sous-corps premier. Les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

a) KG est un T-anneau 

b) G est extension finie d I un groupe abélien de type fini. 

I. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES. 

1) On dit qu I un anneau A est essentiellement borné à gauche si pour 

tout idéal bilatère premier P de A, tout idéal à gauche essentiel de A/P 

contient un idéal bilatère non nul • 

2) On dit qu I un anneau A est un T-anneau à gauche s I il est noethérien 

à gauche et essentiellement borné à gauche. Pour d' autres caractérisations on 



pourra consulter [8 9 p o 95 J o 

3) Soit G un groupe ; on désigne par AG le sous-groupe de G 

formé des éléments de G qui nu ont qu u un nombre fini de conjugués et par 

A+G le sous-groupe de torsion de .A.Go [5 J. 

4) Si H est un sous-groupe de G 9 on désigne par w(H) Pidéal à 

gauche de 11 anneau KG engendré par les éléments 1-h où h décrit Ho 

5) Si M est un A-module à gauche (respo à droite) l(M) (respo r(M)) 

désigne lu annulateur de M 0 

6) Un anneau A vérifie la propriété (P) si : 

(P) ~1tout idéal~ gauche de A engendré par un élément régulier contient 

un idéal bilatère non nuru 0 --- ---
Nous aurons besoin des deux lemmes suivants. 

LEMME 1 o Soient KG un anneau de groupe et (Hi)iEI une famille 

infinie de sous-groupes de G telle que tout élément g de G nu appartienne 

qu u à un nombre fini de sous-groupe Hi O Al6rs n w(H.) = (OL 
i El 1 

Soit x un élément non nul de n w(H.) 0 On peut écrire : 
iEI 1 

n 

x = I a. g. 
J J 

j=O 
, , -1 ' L I element ~ gj n I appartenant qu I a un nombre fini. de sous-groupe 

Hi. 9 il existe un indice i.
0 

tel que pour tout 1 et tout j 9 j ~ l 9 g1 1 gj nu ap

partienne pas à H. o Mais x appartenant à w (Hi ) su écrit : 
~ 0 

h EH. ~ 
l 

0 

où (gu.) forment un système de représentants de classes à gauche de G 
JjEJ 

modulo H. o 
l 
0 
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L' élément g 10 -

1 g u. h appartenant à Ho on obtient une contradiction o 

J J 1 
0 

LEMME 2 0 Soient G un groupe de type fini 9 K un corps commutatif de 

caractéristique p ~ 0 tel quel u anneau de groupe KG vérifie (P) alors G/ ÂG 

est un groupe de torsion o 

Soient z un élément de G tel que z .LlG soit un élément sans torsion 

de G/ âG 9 Hn le sous-groupe de G engendré par zn 

malisateur de Hn 9 L la réuni.on des sous-groupes N(Hn) o L est un sous-groupe 

propre de G du indice infinL En effet 9 si x (respo y) est un élément de N(Hn) 

(respo N(Hm)) alors xy- 1 appartient à N(Hmn) c Lo Si L est d'indice fi.ni 

dans G 9 comme G est de type fini. 9 L est de type fini [7 9 p o 20 J o Il existe 

donc n tel que N(Hn) = Lo N(Hn) est donc du indice finio Comme 

[N(Hn) ~ C(zn) J est égal à 2 9 le centralisateur C(zn) de zn est du indice 

fini dans G et zn appartient donc à A o 

Nous allons construire une famille de sous-groupes de G vérifiant les 

hypothèses du lemme 1 o 

Soient g un élément de G-L tel que H n gHg - l soit différ 1ent de ( 1 ) 0 

On a donc~ 

n m -1 z = g z g 

m nu appartient pas à ~n car sinon g appartiendrait à N(Hn) 0 On pose 

k -k Hk = g H g pour k ~ 19 H
0 

=Ho Les sous-groupes Hk sont tous distincts 

et g est un élément sans torsion ~ en effet il est facile de montrer par récur-

rence que 1 u on a 
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(1) 

et si H1 est égal à Hk pour k > l alors 

k -k g zg 

{ 

l -1 

g z g = 1 01:_j -1 0 

g, z g 

Par suite gk-l appartient à N(HL La relation (1) appliquée à Pentier 

k-1 > 0 donne 

nk-l k-1 mk-l -(k-1) 
z =g z g = 

z 
k-1. 

m 

Comme z est sans torsion., ceci entraîne m :e ::' no On obtient ainsi une 

contradiction o Une démonstration analogue montrerait que g est sans torsion. 

Soit J une partie infinie de N alors ~J Hi = < 1 >. Supposons que 1 u on ait 

i Q J Hi (=. < 1 >o Soient p le plus petit élément de J et x /: 1 un élément de 

l
JE:iJ H

1
. 0 LIT élément g-PxgP appartient à n H. 0 On peut donc supposer 

iEJ 1.-p 

que O appartient à ,J o Il existe un entier a, > 0 tel que z a, appartienne à 

. P· . 
i ~ J Hi et pour tout i de J il existe un entier p1 tel que z°' = g1 z 1 g -.1 9 ce 

qui implique ~ 

i . i . p. ip a.m ( 1 m -1) 1 n i Z = g Z g =Z o 

Comme z est sans torsion on a a. mi = p. ni pour tout élément i de J. 
l 

L v ensemble J étant infini. on en déduit que a.= 0 0 

LIT élément 1-z étant non diviseur de O dans KG Pi.déal KG(1-z) 

contient un idéal bilatère B (=. 0 o B est alors contenu dans n w(H ) o Les 
nEN n 

sous-groupes H véri.fi.arrt les conditions du lemme 1 on obtient une contradicn 

tion. Donc pour tout élément g de G-L on a g 
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Soit (gi\ EI un système de représentants de classes à gauche de G 

modulo Lo Alors on a g 

g. H g:-1 ng. H g: 1 = {1}. 
1 1 J J 

Posons H. = g. H g:-1 o Il résulte du lemme 1 que n w(H.) est nuL 
1 1 1 iEI 1 

L 1 élément 1-z étant non diviseur de O dans KG ceci est impossibleo 

II - Dans cette partie nous allons donner une démonstration du théorème annoncé 

lorsque le corps K est de caractéristigu~ 0 o 

Nous aurons besoin de la proposition suivante due à Go CAUCHON o 

PROPOSITION 1 o Soient K un corps commut:atif9 A une K-algèbre~ 

M un A-module à gauche de type fini extension essentielle du un A-module - - - - ---- ----- --

à gauche simple de dimension finie sur Ko Si A est un T-anneau à gauche~ 

A/l(M) est un K-espace vectoriel de dimension finie o 

Il résulte de [8 9 Po 95] que Pon a 

n 
l(M) = n l(x.) x

1
. E M 

. 1 1 l= 

A/l(M) se plonge alors dans Mn o Par sui.te le socle gauche de A/l(M) est uri 

idéal bilatère B 9 de dimension finie et essentiel à gauche dans A/l(M). On a 

donc: 

m 
r(B) = n r(y.) 

. 1 1 l= 
Yi E B • 

r(B) étant contenu dans le sous-module singulier de 1 u anneau noethérien 

A/l(M), r(B) est nilpotenL (A/l(M))/r(B) se plongeant dans le K-espace vec

toriel de dimension finie Bm,, il en résulte que A/l(M) est de dimension finie o 



Rappelons que si p est un nombre premier 9 un groupe de torsion G 

est un pu groupe si lu ordre de tout élément de G nu est pas di visible par p. 

LEMME 3 o Soient K un corps de caractéristique p 9 G un pu -groupe. 

Si KG est un T-anneau alors G est un groupe fini. 

Si G nu est pas fini. 9 t/G étant fini 9 K[G/ ~+G J est un T-anneau 

premier [2] • Il suffit donc sous les hypothèses du lemme de montrer que si KG 

est un T-anneau premier alors G est réduit à { 1} 0 Lu enveloppe injective 

E de KG/ w ( G) étant un KG~module fidèle on a ~ 

0 = n l(M), 
MEL 

où L est l ~ ensemble des sous~modules de type fini de E o 

Soient M un sous-module de type fini de E 9 H le sous-groupe normal 

de G formé des éléments h de G tel que 1-h appartienne à l(M) o Il résul

te de la proposition 1 que KG/l(M) est de dimension finie sur K et par suite 

le groupe G/H est un sous,~groupe de GL(n 9 K) o G/H étant de type fini et 

de torsion est fini [3] o K[G/H) est donc un anneau semi-simple [2] o M 

est donc un KG-module semi,,~stmple 9 mais E étant indécomposable on a 

M = KG/ w (G) o Par suite E est égal à KG/ w(G). Comme l(E) est nul li 

w (G) est nul 9 et G est réduit à { 1} o 

THEOREME 1 o Soient K un corps de caractéristique O O Les propri-

étés suivantes sont équivalentes ~ 

a) KG est un T-anneau 

b) G est extension finie du un groupe abélien de ~ fini. 
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C étant noethérien ttc est finL Par suite K[C/ ttc ] est un 

T-anneau premier [2] o Il résulte alors du lemme 2 que c/ 6.C est un groupe 

de torsion o Le lemme 3 unp'lique que c/ tr,.C est un groupe fini o 6.C est alors 

de type fini [7 9 Po 20] et le centre de 6.C est d 0indice fini [5]o C est donc 

extension finie d O un groupe abélien de type finL 

La condition b) entraîne que KG est un anneau noethérien à identité 

polynomiale [ 4 J et la propriété a) résulte de [ 1 ~ th o 9] o 

IIL- Dans cette partie K est .!:ln corp,ê__commutatif extension de son sous-corps 

premier ka 

LEMME 4. Soient A un anneau de Coldi.e premier 9 et S l O ensemble des 

non diviseurs de zéro de Ao On~ les propriétés suivantes ~ 

b) Tout idéal bilatère ! 0 de S - 1 A [X J contient un élément central ! 0 o 

algébrique sur son cent:l'.'e o 

Soit I un idéal bilatère de A[X]o Pour montrer que s- 11 est un idéal 

bilatère~ il suffit de montrer que si b /=, 0 est un élément de I et c un élément 

de S alors be - 1 est un élément de s- 1I o 

Supposons cette propriété fausse et soit b un élément de I de degré 

minimum n tel que be - l nu appartienne pas à s- 1L 



Soit I lu ensemble des éléments a de A tel qu u il existe un polynôme n 

P de degré n dont le coefficient de Xn est a et appartenant à L In u {o} 

est un idéal bilatère de A non nul o Il résulte de la condition de Ore ~ 

auc=da n n a' E A n dE S o 

In étant essentiel dans A il existe c u E S tel que 

eu a 1 = eu da o 

n n 

En changeant de notation on obtient ~ 

au c =da 
n n 

au E I 
n n 

au appartenant à I 9 il existe un polynôme Q de I tel que Qe - dP n n 

soit un élément de I de degré strictement inférieur à no Mais ( Qc - dP )c - 1 

nu appartient pas à s- 1L On obtient ainsi une contradictiono 

Soit B un idéal bilatère non nul de s- 1 A [X J et soit P p 0 un poly-

nôme de degré minimum n de B ~ 

n . 
l 

P = !: a. X 
. Ü l 1= 

-1 
a.ES A o 

l 

Lu anneau s- 1 A étant simple9 ]U idéal s- 1 A an s- 1 A est égal à s- 1 Ao 

On peut donc supposer que a est égal à 1 o Comme P est de degré minimum~ n 

il en résulte immédiatement que les coefficients (a.) 0 <. < appartiennent au 
1 _l_n 

centre de s- 1 A o Tout idéal bilatère de s- 1 A [X] t, 0 contient donc un élément 

central p 0o 

Si A[X] vérifie (P) il résulte de a) que s- 1A[X] vérifie (P)o Si 

a est un élément de s- 1A9 Pélément X-a étant non diviseur de 0 dans 

s- 1A[X] il résulte de b) qu'il existe un polynôme P(X) tel que P(X)(X-a) 



soit un élément central h(X) ~ 0 o En identifiant les coefficients on en déduit 

que h(a) = 0 et a est algébrique sur le centre de s- 1Ao 

THEOREME 2 o Soit KI k une extension non algébrique de ko Les pro

priétés suivantes sont équivalentes ~ 

a) KG est un T-anneau 

b) G est extension finie du un groupe abélien de type fini o 

K[G/~G] étant un T-anneau et tt/(G/6G) étant fini 9 du après le lemme 

2 et [5] il suffit de montrer que si G est un groupe de torsion et si KG est 

un T-anneau premier alors G = { 1 }o Il résulte des hypothèses que k(X) [GJ 

est un anneau noethérien vérifiant (P) 0 Nous allons montrer que kG est algé

brique sur son centre k 9 car 6G =., { 1} o a étant un élément de KG et X-a 

étant non di.viseur de O dans B = k(X) [G] 9 P idéal à gauche B(X-a) contient 

un idéal bilatère I t Oo Posant C = KG[X] et A= KG9 1.u idéal I
0 

=In C 

est un idéal bilatère non nul de Co Soit h(X) un élément f O de I de degré 
0 

minimum no On peut supposer que ~ 

sES 

où S désigne 1 u ensemble des non di viseurs de O de A = kG o 

Il résulte du lemme 4 que Pélément s- 1h(X) de s- 11 est un polyn8me 
0 

central de S - l A[ X J o h (X) appartenant à I
0 

on peut écrire 

p(X) h(X) = Q(X) (X-a) (1) P(X) E k[X] 

Q(X) E A[X] = kG [X] o 

Lu élément s - lQ(X) (X-a) est donc central o Ceci entraîhe alors que a 
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est algébrique sur le centre de s- 1 A = s- 1 kG o Du après [6] a est algébri.-

que sur k o kG est donc algébrique sur k o kG étant noethérien premier 9 le 

théorème de Goldie entraîne que kG est un anneau simple et le groupe G est 

égal à { 1} o 

Je remercie très sincèrement le Professeur G o Renault et Go Mo Goursaud 

pour lu ai.de qu u ils mu ont apportée o 
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Dans tout cet article A est un anneau unitaire, E un A-module à gau-

che et B lu anneau des endomorphismes de E ; E est donc un B-module à 

gauche. Nous posons E➔l- = Hom A (E'A A) et 9 suivant Ho Bass [ 1 L si x E E 1 -

oE (x) = {f(x)lf E E➔E-}. Cu est un idéal à droite de A. Si E est un facteur direct 

d 1un A-module F 9 alors oE(x) = oF(x); nous écrivons simplement o(x)? et 

nous posons T = I; o(x) ; T est donc un idéal bilatère de E • Si E est 
xEE 

projectif on sait que pour tout x E E 9 x E o(x)E ; on sait aussi que o(x) est 

un idéal à droite de type fini. Plus précisément? si E est facteur direct du 

module libre L de base (ei)iE I 9 et si 

De plus si û est un idéal à droite de 

n n 
x = ~ a.e. 9 alors o(x) = t a. A. 

.,11 .,1 l= l= 

A 9 on a (x E aE p)' o(x) c û)o 

Le but de cet article est de dualiser la notion du annulateur 9 de montrer 

en particulier que si E est projectif les o(x) jouent le même rôle que les 

annulateurs des éléments pour un module injectif ; nous utilisons ensuite ces 

résultats pour étudier les modules E qui vérifient la condition de chaîne des-

cendante sur les sous B-modules monogènes et nous montrons 9 plus particuliè-



rement qu u un module TT -projectif est somme directe de sous-modules rr-projec-

tifs indécomposables (théorème 3 0 7) o 

Nous écri.vons en abrégé CoCodo (respo CoCoao) pour condition de chaîne 

descendante (resp o ascendante) o Tous les modules considérés sont supposés uni-

taireso Si nE]\J nous désignons par pi (1 Si::;n) (respo qi (1si::;n)) la 

le-projection canonique (respo laie- injection canonique) de En sur E (respo 

de E dans En) ; si bien que piqi = 1E ( 1 si s n) 0 R désigne le radical de 

Jacobson de JU anneau A et R(E) celui du module E. 

On trouvera dans [7] 1 u essentiel des résultats utilisés dans cet article. 

L CORRESPONDANCES ENTRE LES SOUS A-MODULES DE E ET LES IDEAUX 

DE B. 

1) Soit Xe E. Posons 18 (X) = {t E BI X c Ker f} 0 eu est un idéal à gauche 

de B et :t8 (X) = 18 (AX) o 

Soit I c Bo Posons rE (I) = n Ker f. Cu est un sous A=module de E et 
f El 

rE (I) = rE (BI). 

2) Soit X c E. Posons gB (X) = {t E B ! Im f c AX} • Cu est un idéal à droite 

de B et g8 (X) = g8 (AX) o 

Soit I c B. Posons % (I) = ~ Im f. Cu est un sous A-module de E et 
fEI 

Rentarque: X cY --+ 18 (X) :::il8 (Y) et g
8

(X) c g
8

(Y)o 

I cJ --+ rE(I) ::irE(J) et %(1) CdE(J) 0 
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PROPOSITION 1 • 1 • 

b) Si E est un A-module quasi-projectif alors~ pour tout idéal à droite 

a) Soit 
n 

I = B f 1 +. 0 .+ B f • Alors rE(I) = n Ker f. et n . 
1 

1 
l= 

n 
1B rE(I) = {f E B ! i~l Ker fic: Ker f} donc I c 18 rE(I). 

n 
Inversement soit f E 18 rE(I)~ TT la surjection canonique E ~ E/ n Ker f. ; 

. 1 1 l= 
n 

f se factorise en f = î TT ; soit h = !: q.f. ; h se factorise en h = Fi 7T. Il 
. 1 1 1 l= 

existe un endomorphisme g de En qui rend le diagramme suivant commutatif 

1 n fi n 
0 -:> E; n Ker f. --+ E 

. 1 1 l= , 

f l 
I 

E / g 

/ 

/ 

q1 ln ", , 
E 

• Alors 

q/f = g fi 
- -
f = pl g h 

_ n n 
f = f TT= pl gh = p

1 
g !: q.f. = !: (p1 g q.)f. 

. 1 11 . 1 11 l= l= 

Donc f E I et I = 1B rE(I). 

n 
b) Soit I = f 1B + ••• + f B. Alors dE(I) = E lm f. et n . 1 1 

l= 

gB dE(I) = {t E B !Im f c i~l lm fi} :)I. Soit f E gB dE(I). Il existe un endomor-• 

phisme g de En qui rend le diagramme suivant commutatif. Alors 

g / 

/ 
/ 

/ 

/ 
n 

JI . r:, f.p. 
En 1= 1 1 

I 
En 

/ 

l I 

E 

n l1 
.t

1
Imf. 

l= 1 

P1 

0 

n 
f P

1 
= I: f. p. g et 

. 1 1 1 l= 

f = t f. (p. gq
1
) E 11 d 1où 

. 1 1 1 l= 
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COROLLAIRE L2 o Soit E un A-module~ gauche quasi-injectiL Alors 

1) Si E est noethérien? B est un anneau semi-primaire [5] o 

2) Si E est artinien? B est un anneau noethérien à gaucheo 

La proposition 1 o 1 montre que si E est noethérien? B est un anneau parfait 

à droite donc B\R(B) est semi-simple et R(B) est T~nilpotent à dr 1oiteo Alors 

R (B) est nilpotent [5 9 théorème 2 o 1 ] et B est semi~ primaire o 

~OROLLAIRE L3o Soit E un A-module à gauche quasi-projectif. Alors si 

E est noethérien~ B est noethérien~ droite O (Rappelons [6 J que si E est 

artinien alors B est arti.nien à droite) o 

II. CORRESPONDANCE ENTRE LES SOUS B-MODULES DE E ET LES 

IDEAUX DE Ao 

1) Soit X c E o Posons lA (X) = { a E A \ aX = O} o Cu est un idéal à gauche 

de A et IA (X) = lA (BX) = n 1 A (x) o 
xEX 

Soit I c Ao Posons rE (I) = { x E E I Ix = 0} o Cu est un sous B-module de E et 

rE( I) = rE(AI) = n rE(aL 
. aEI 

2) Soit X c E o Posons g A (A) = ~ o(x). Cu est un idéal à. droite de E 
xEX 

Soit I c::: Ao Posons %(I) = IE = r a E o Cu est un sous B-module de E 
a El 

Remarque g X c: Y ~ IA (X) ::>lA (Y) et gA (X) c gA (Y)o 

I C: J ~ I'E(I) ::>rE(J) et dE(I) C dE(J). 



LEMME 2o 1 o 

a) Soit E un A-module ~ gauche quasi-injectif o Alors si x 9 y E E • 

b) Soit E un A-module à gauche projectiL Alors si X 9 ,Y E Es, 

B y C B X ~ o(y) C o(x). 

Démontrons b)o Nous pouvons supposer E Ubreo Soit (e1\EI une base de E 9 

n n 
et y= .t ~ .e. o Alors o(x) = .E A. A et H existe des aIJ"° E A 

1=1 1 l 1=1 l 

n 
( 1 $ i 9 j ::; n) tels que fl . =: I: ~ . a .. 0 Alors 1 u application f E B de matrice 

l j=1 J lJ 

(a1j) dans la base (ei\E I vérifie f(x) = y o Inversement si f(x) = y et 

a. E o(y) il existe tp E E -lE-tel que a. = tp (y) donc a = tp f (x) E o(x) o 

PROPOSITION 2o2o 

a) Si. E est un A-module quasi-injectif alors 9 pour tout sous B-module 

b) Si E est un A-module projectif alors 9 pour' tout sous B-module de 

n 
a) Soit M = B x 1 +o o o+ B x o Alors IA(M) = n lA(x.) et 

n i=1 1 

rElA (M) = { x E E \ ~,1A (xi) c lA (x~o 

Donc M c rE lA (M) o Inversement soit x E rE lA (M) ; soit TT la surjection 

n 
canonique de A sur A/ .n 1A(x

1
.) et 1/) : A ~ En définie par 

l= 1 

ip(a) = (axi) 1 <' o Si ip. : A--+ E est telle que ip.(a) = a x. (1 :S; i :S n) 9 _1:S;n 1 1 l 

n 
on a 1/J = .I: q. 1/). o 1/) se factorise en 1/) = i TT o De même tp: A~ M dé-

1=1 l l 

finie par <f(a) = ax se factorise en <P = ~ TT O Il existe un endomorphisme g de 
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En qui rend le diagramme ci-dessous commutatif : 

n 
o~ A/ io1 1A (xi) 

iô j 
E I 

q11// 
I 

En 

-
.JL.. En 

I 
I 

I 

I 

t 
f() = p 

1 
g 1/) et 

n 
x = r,o{1) = p1gip(1) = t pl gq.(x.) E M9 i=1 1 1 

d1 où rE lA (M) = M. 

n n 
b) Soit M = B x 1 + ••• + B x ; alors gA{M) = ~ o(x.) et dEgA(M) = .t (x

1
.) E 

n i=l 1 . 1=1 

mais x E o(x) E donc M c: dE g A (M) • Inversement soit y E dE g A (M) ; alors 

y= y1 + ••• +y où y. E o(x.) E donc o(y.) c o(x.) et d 1 après le lemme$> n 1 1 1 1 

COROLLAIRE 2 .3. 

a) Si E est quasi-injectif les annulateurs dans A des parties fini.es 

de E vérifient la c. c. a. si et seulement si les sous B-modules de ~ fini 

(res p. monogènes) vérifient la c • c • d. • 

b) Si E est projectif les sommes fini.es de o(x) (x E E) vérifient la 

c.c.d. si et seulement si les sous B-modules de type fini (resp. monogènes) 

vérifient la c • c • d. • 

PROPOSITION 2 o4. Soit E un A-module injectif tel que les annula-

teurs dans A des sous--ensembles de E vérifient la c. c. d. • Alors si E 

est noethérien, E est artinien et A/lA (E) est un anneau artinien à gauche. 

(Cela généralise un résultat de [6 ]) • 

n 
Il existe des éléments x 1, ••• , xn E E · · tels que 1 A (E) = iC)

1 
1 A (xi) ; A/1 A (E) 
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est donc isomorphe à un sous-module de En o Cu est donc un anneau noethérien 

à gauche dont P enveloppe injective à gauche est de type fini ; alors 9 du après 

le résultat non publié de Bjork 9 c I est un anneau artinien à gauche o 

Remarque : Soit E un module ~-injectif de dimension finie ; on sait que les annu

lateurs des sous-ensembles non vides de E vérifient la CoCoao o Mais B/RB 

est semi-simple [2] et B est un anneau semi-parfait o Si E est de type fini. i1 

est facile de voir qu I alors B est parfait à droite o On sait que si E est I::-injec-

tif il est somme directe de modules injectifs indécomposables [3] o En fait nous 

allons montrer qu I il suffit d I avoir la c oc.do sur les sous B-modules monogènes 

pour obtenir une telle décomposition de E o 

PROPOSITION 2 .5 o Soit E un A-module injectif o Si E vérifie la 

c Oc O d. sur les sous B-modules monogènes alors E est somme directe d I in-

jectifs indécomposables o 

Soit x E E tel que Bx soit minimal o Alors 1 A (x) est maximal parmi les 

annulateurs des éléments de E et E (Ax) est indécomposable [3 J o E est donc 

extension essentielle d I une somme directe du injectifs indécomposables soit 

E > œ E. o Soit x E E - œ E. un élément dont 1 u annulateur soit maximal 
i.E I 1 i.EI 1 

et O ! a x E œ E .• Soit N tel que E(Aa,x) + Ax = E(Aax) œ N et x=x
1 

+x2 iE I 1 

la décomposition de x suivant cette somme directe o Alors x
2 

i. œ E. ; or 
iE I 1 

entraîne a.x2 = O du où l A (x) c l A (x2) ce qui contredit la 
1" 

définition de x ; donc E = e E. o 
iEI 1 



IIL MODULES rr -PROJECTlFSo 

PROPOSITION 3 o 1 o Si P est un A-module rr -projectif les sous B-

modules de type fini de E vérifient la coco do • 

Ce résultat se démontre eµ adoptant la démonstration de S o U o Chase [ 4 9 th o 3 o 1 ] o 

Il suffit de montrer que les o(x) vérifient la CoCodo o On considère donc un 

ensemble I de cardinal lI 1 ~ \ A \ ; on pose Q = TT P, où P, IV P pour tout 
iE I l l 

i EL On pose L = Q EB Qu = EB A, 9 où Ao rvA A pour tout j E J o Il existe une 
jEJ J J 

suite décroissante de sous-ensembles (In)nEN de 19 tous de même cardinal 

que I vérifiant I = I et n I = ~ o On pose 9 pour tout n E1N9 Q = TT P. 
0 nEJNn n iEI 1 

n 
et on suppose qu u U existe une famille (xn) nEJN d v éléments de P tels que la 

suite des o(xn) soit strictement décroissante o On considère alors les 

?Z-modules 

En suivant la démonstration originale on établit ainsi la propriété 

(\ln) (~k) (VF cJ 9 F fini) (3 xE Q k) ( 3 ti F) (f., k (x) ~ O)o n, J, 

On utilise ensuite ce résultat pour construire un élément y E Q qui a une in-

finité de composantes non nulles dans EB A, 9 ce qui est une contradictiono 
jEJ J 

COROLLAIRE 3 o2 o Si P est: 77 ,-projectif 9 et -injectif 9 alors P est 

I:-injectif o 

Du après la proposition 2 o 5 9 P est somme directe du injectifs indécompo

sables 9 ainsi que PN et P(N) ; alors P(JN) est facteur direct de PN o 



COROLLAIRE 3.30 Si P est 1r-projectü 9 T nR est T-nilpotent à gauche. 

Rappelons que T = I: o(x). Soit (an) E1N une suite du éléments de T nR. 
xEE n 

Pour chaque n E 1N nous choisissons un idéal à droite an c,R qui est une somme 

finie de o(x) et qui cpn t:j.ent b = a
2 

a
2 1 

; ensuite nous posons b = a et n n n+ o o 

pour tout n ~ 19 h = b b
1 

o o. b 1 û o La suite des b 9 décroissa.nte 9 est n o n- n n 

stationnaire ; il existe donc un entier N et un a E R tels que 

b ••• bN = b ••• bN a · ; alors b •• o bN( 1- a) = 0 et b •• o bN = 0 o 0 0 · 0 0 

LEMME 3 .4. Soit P un module projectif. Soit e = e2 E T ~ que Ae soit 

un A-module simple; Alors il existe un ~ E P tel que 0(5) = e A o 

n ,1. 

Posons e = o!: L(yo) où fo E p'h et Yo E P (1 Si sn)o Alors Ae est 
1=1 1 1 1 1 

isomorphe à un quotient de Pn et il existe un x E Pn et un sous-module Q 

tels que Pn = Ax E9 Q avec Axf\J Ae. Mais alors (~t N ~ œ ifo et il existe 

, p Ay QU 
un y E P et Qu c P tels que RP = Ry E9 RQ u avec Ae t\J b:'l • Considérons 

Re Ry 

lu application canonique cp g Ae --+ Ae/Re 9 lu application canonique 1T g P -+ P /RP 9 

la projectionfde P/RP sur Ay/Ry parallèlement à Qu /RQu et un isomorphisme 

e de Ay /Ry sur Ae/Re. Il existe un morphisme g ~ P ~ Ae tel que 

ipg = 8P1T;,i,, 

Ae ik 

"' \ 
\ 

\ 
g \ 

,, Ae/Re 

î 9P 

P/RP 

Îu \ 
\ 

'p 

0 

Ker ip = Re étant superflu dans 

Ae 9 g est surjective ; elle admet 

donc une section associée f et Ae 

est isomorphe à un facte~r direct de 

P 9 soit Az. 

Soit cr un isomorphisme de Az sur Ae et 1 = cr -1{ e) ; alors o(:t) = eA 'i 



LEMME 3o5o Soit P un A~module pro.jectif et xE P-,RP tel que ~--
o(x) soit minimal parmi les o(x) tels gue x E P-RP ; alors o(x) est en-, 

gendré par un élément a E A et a A/R est simple o 

n 
P est facteur direct du un libre L de base ( E>) ; soi.t x = ,r: a 0 e1° ; 

l iEI l=d l . 
n 

alors o(x) """ I: aoAo 
0 

i::.-a 1 l 

n 
Soit p une projection de L sur p ; alors X=: r: al, p( E:0 ) 

i:=:,1 1 

et .il existe donc un i tel que a
1
, p ( E:0 ) t RP ; mais o( a1 p( E:j ) ) c o(x) du où 

0 0 ~ 0 0 

o(x) = a1 A que nous notons dorénavant o(x) ::o, a A o 
0 

Soit b E A tel que v dans A/R v 'â b t, 0 o Il existe donc un À E A tel que 

ab,\ab i R donc o(ab,\x) i R et abÀx ~ RP o Or o(abÀx) c o(x) donc 

o(abÀx)=o(x) d'où abA=,aA 9 a6A/R:o,aA/R et a A/R estsimpleo 

LEMME 3 o 6 o Soit P un A=module 1T =projectif et a.ET ~ T n R ; 

alors a A/R contient un module simpleo 

n 
Puisque a E T i1 existe des Xo E P ( 1 Si S n) tels que o:. E t o(,c) 

l i:::c1 l 

donc a. E o(X) où X E Pn ; nous pouvons donc supposer que a. E o(x) où x E Po 

Alors il existe un À E A tel que a.Àa~ R et en posant y=·' a.A x on montre 

facilement que y E P - RP et o(y) c aAo En considérant alors un élément 

y E P - RP tel que o(y) soit minimal dans o:.A on montre à l TI aide du lemme 

3o5 que aA contient un module simpleo 

PROPOSITION3o7oSi Pest 7r-projedif 9 T/TnR estunanneausemi-

simple o Il existe donc un idempotent e tel que ë soit centnil dans A/R et 

D TI après le lemme 3 "6 9 T /TnR est extension essentielle d TI une somme di-

rec:te de modules simples ; il suffit de montrer qu u elle est finie O Supposons qu u il 
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existe une somme dir'ede dénombrable de simples dans T /TnR soit 

EB e A où les e sont des idempotents orthogonaux o Soit x E P tel que 
n€.O'f n n n 

o(xn) = enA (lemme 3 o4) 9 n EN ; considérons dans i=JN les éléments (Xn) nEN 

définis par X = (0 9 o o o 9 0 9 x 9 C +l 9 o o o) ; les (BX)n (où B = FbdA pN) 
n n n nEN 

constituent une suite décr 1oissante donc il existe un N tel que BXN = BXN+ 1 

et T /TnR est un A-module semi-simple de longueur ti.Î1:i.e o Dans la suite nous 

identifions T /TnR et T+R/R = Ae ' 2 ou e = e et e est central • 

THE9.E_EME 3 .o 7 o Tout module TT-projectif est somme directe de modules 

projectifs indécomposables qui :5ont rr-projedifs. 

P /RP est un A/R module ; c u est un A/Rë module unitaire car si 

n 
xE Pet o(x)= E a,A on a pour tout i= 19 ooovn â:'=â:""e donc (1-e) a,ER 

0 1 1 1 1 1 1= 

et (1-e) x ERP eu est-à-dire x = ëxo P/RP est donc un Ae,-module semi-

simple ; posons donc RPP = EB S, où chaque S, est simple ; alors chaque 
iEI i i . 

S, est isomorphe à un Aë: c:: Ae où e, = e~; les Ae. sont donc des A-modules 
1 1 l 1 1 

projectifs locaux o Pour tout i E I nous considérons les suites exactes 

cp, 
O ,..., Re, ~ Ae, ---2:.+ S, ~ 0 et le diagramme 

1 l 1 

cp = 'E ï(), p 
m A - if! 1 

m S ( ) 0 w . e, ---,► w , =: RP ~ 
iEI 1 iEI 1 

' g 1T 

" p 

Soit TT la projection canonique de P sur P /RP o Comme P est projectif il 

existe un morphisme g ~ P.....,,,.. EB Ae1 tel que cpg = TT ; mais Ker~ est 
i.EI 



superflu dans 

12 0 12 

EB Ae" (corollaire 3 o3) donc g est surjective et admet donc une 
iEI 1 

section associée o Alors EB Ae, est isomorphe à un facteur di.rect de P v soit 
iEI 1 

PI\IEB Aeo EBQ; mais RQQ = 0 donc Q = 0 et PN œ Aeoo 
iEI 1 iEI 

1 
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IDENTITES POLYNOMIALES DE M
2

(K) 

. (*) 
( d 1 après Y o U o RAZMYSLOV ) 

par 

Mme Ao PAGE 

K est un corps de caractéristique 0o 

NOTATIONS 2 DEFINITIONS o 

Soit <f 1 u algèbre des polynômes à une infinité du indéterminées non 

commutatives x 19 o o o 9 xn 9 o. o 9 à coefficients dans le corps Ko On définit 

dans f' un commutateur de poids p > o par récurrence sur p ~ 

p =, 1 : c = x 1 9 o o o 9 xn 9 o o o 

p > 1 : c =, [u 9 v J où u est un commutateur de poids pu < p 9 et où 

v est un commutateur de poids p - pu 0 

Le K-espace vectoriel engendré par les commutateurs est stable par crochet ~ 

c u est 11 algèbre de Lie s, o 

Une identité polynomi.ale (Lpo) de M
2

(K) est un polynôme f E f ~ 

f=f(x 19 ooo9 xn) tel que f(m 19 ooo9 mn)==0 pour mi EM2(K)a 

Une i.dentité faible (i of o) de M
2 

(K) est un polynôme 

f(x
1

, o o. :ixn) E P tel que f(m 19 o. o 9 m
0

) = 0 pour mi E SL
2

(K) 1 u algèbre de 

Lie des matrices de trace nulle. 

Une identité de Lie (iolo) de SL
2

(K) est un polynôme f(x 19 o o o 9 xn) Es, 

tel que f(m 19 o o o 9 mn) = 0 pour m1 E SL
2

(K), 

( *) Y O U. Razmyslov ~ F inite Basing of the Identities of a Matrix Algebra of 
second Order over a Field of Characteristic zero. Algebra i Logika 
Vol. 12 N° 19 1973. 
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Remargueso 

- Soit f E s.,9 f est une LL de SL 2 ~ f est une Lf. de M2(KL 

- Soit f E S., multi1inéaire 9 f est une LL de SL 2 {=;> f est une 

LPo de M2 . 

- Les i.p. de M
2

(K) constituent un idéal V tel que 

f(x. 9 o •• 9 x.) EV ~f(p 19 ••• 9 p) EV pour tous p
1
, EP. 

11 1n n 

Un tel idéal est un idéal verbal de f . 

- Les i.f. de M
2

(K) constituent un idéal faiblement verbal W ~ 

f(x. 90009X 0 ) EV 0--:=> f(c19•••9C) EV pour c., ES., 0 11 1n n 1 

- Les LL de SL
2

(K) constituent un idéal de Lie verbal U de S.,: 

f(x. 9 ••• 9 x.) EU=> f(c 19 ••• 9 C) EU pour c. ES.,. 
11 1n n 1 

Soient fÀ 9 À E /\ 9 des polynômes E ;P 9 f est conséquence (resp. 

conséquence faible) des fÀ 9 si f appartient à 1 u idéal verbal (resp. fai

blement verbal) engendré par les fÀ O On a de même la notion de polynômes 

de Lie conséquence d I une famille de polynômes de Lie. 

- L'expression [p 19 •• o 9 Pn] où pi E f se définit par récurrence sur 

n par [Pp·••9Pn]:=; [[Pp 0 • 0 9Pn-1Jfpn]. 

- On pose pour p 9 q E f 9 poq = pq ·+· qpo 

- Pour f(x. 9 o o o 9 x, ) E T et a E A 9 où A est une K-algèbre on pose 
11 ln 

11 l 11 l. 1 l. 1 l 
f(x. 9 .o.9 X. t =,f(x. 9 ooo9 X. 9 a 9 x. 9 000 9 x. ). 

n x. = a J- J+ n 
lj 

- Pour f(x, 9 • o. 9 x. ) E g:> 9 s ES 9 sf = f(x
1
. , o •• 9 x, ) • 

1 1 1n n ·s(1) 1s(n) 

IDENTITES FAIBLES DE M
2

(K)o 

- m E SL
2

(K) =;), m2 central dans M
2

(K) 9 du où en linéarisant 



Schéma de la démonstration o 

1) On peut se limiter aux i Of o multilinéaires o 

2) Les LL multilinéaires de M2(K) sont de degré è. 3 o 

3) LEMME o Soit f E !f 9 f multilinéaire de deg.0§ è. 2 9 alors pour tout 

couple i.9 j 9 i. ,:f, j 9 il existe g,, ET multilinéaire dépendant de (x19 000 9 X,9 ooo 9 X ) 
IJ ~---- ~ ~~ J n 

4) La démonstration du théorème 1 s I effectue par récurrence sur le 

degré 1 de 11 i. of o f (x 1 9 o o • 9 xn) o 

f LL de M2(K) => f - Ti./9 LL 

M2(K) ~ gi.j LL de M2(K) o 

Par hypothèse de récurrence gij est conséquence faible de [x1 ox29x
3 
J, il 

en est donc de même de f - T, ,fo Comme c I est: vrai pour tous i 9 j 9 i. ,/,. j 9 pour 
l,_l 

tout s E Sn 9 f = s(f) est cc;mséquence faible de [x
1 

ox 29 x3 
Jo Par suite 

l [f-s(f)] appar 0tient à lu idéal faiblement verbal engendré par 

sES 1 
[x 1 o x2 9 x3 

J o Or l [f-s(f) J =: 1 !f - a I X0'(1) 0 0 oXa(n) ; comme ceci. 

est une LL de 

sES.t, Se, 

M
2 

(K) 9 on peut calculer a en posant X, :::c: h = (1 0) 
1 

0 -1 
quel 

que soit i. 0 On trouve alors a =-' o 9 du où le résultat 0 

IDENTITES DE LIE DE SL 2(K). 

LEMME o Les p,Ç?lynôm~ suivants sont ~~s LL de SL 2(KL 
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(3) l f:s [x49x5,xs( 1)9Xs(2) 9Xs(J) J= ( [x49x19x39x5] + [x4 ,x 39x 19x5J 
sES

3 

NO B O : On montre pour cela qu I ils sont conséquences faibles de [ x 1 o x
2 9 x3

] o 

Schéma de la démonstrationo 

1) On peut se limiter aux LL multiJinéaires o 

2) Les LL multilinéaires de SL 2(K) sont de degré ~ 5 o 

3) Soit f(x 19 o. o 9x 1) E s., multilinéaire de degré ~ 5 9 il existe c E K 

et v E s., multilinéaire dépendant de (x 1 9 o o o 9 ~j 9 o o o 9 xn) tels que 

f--r .. f-c,\'([X.9X 0 9 ooo9 X. 9 X,}-[x. 9 X 0 9 ooo9 X, 9 x.])-V =[X. 9 x.] 
1J L 1 1s(1) 1s(n-2) J J 1s(1) 1s(n-2) 1 xi 1 J 

soit combinaison linéaire de (1) 9 (2) 9 (.3)9 après une substitution de crochets aux 

indéterminées o 

4) Comme dans le théorème 1 o 4) on montre que c = o 9 on achève la 

démonstration par récurrence 0 

NoBo ~ une LL multilinéaire de SL 2(K) est une combinaison linéaire de (1)9 

(2) 9 (3) après substitution de crochets aux indéterminées o 

IDENTITES POLYNOMIALES DE M
2

(K) o 

Soient f 19f2 9f
3 

les polynômes du paragraphe précédent 9 pour i = 192 9 3 9 

on peut écrire f. =' O!,.,[u .. 9 v .. J où u .. et vlJ .. sont des commutateurs avec 
l L lJ 1J JJ 1J 

poids uij ~ 2 o Introduisons les polynômes 

f E = \ a . . u .. o [ v .. 9 x6 ] o 

l L lJ lJ lJ 

Considérons du autre part 

(4) [v
1 

ov 29 x5] 

(5) 4[X59X6 ](v1 ov2)-[x59 V 19 V 29x6 J-[X59 V 2 9 V 11X6 J+[x69 V 1 'X59 V 2Jt{x69V 29~9v1] 

avec v 1 = [X 19X2 ]9 v 2 = [x
3

9x
4

]o 

LEMMEo-(4) et (5) ~ont des Lpo de M
2

(K)o 



LEMME ô Soient u1 et v1 des ~mutateurs ~ x 19 o o. 9 x1 _ 1 avec 

poids u
1
. ~ 2 ô Alors \ a. [u. 9 \Jo J est une LL de SL

2
(K) $=> \ a. u. o [ v. 9 x 11 L 1 1 1 ~- ~ - ~ L -i 1 1 ~ 

1) On peut se limiter aux i ô p ô multiUnéaires ô 

2) Une Lpo multilinéaire de M
2

(K) est: de d0 ;:".4o 

3) Soit f une Lpo multilinéaire de M
2

(K) 9 avec d0 f =-' 4 9 alors à un coefficient 

près f = S 
4

. (Amitsur-Levitsld) ô 

4) On raisonne par récurr•ence sur le degré de f ô Pour 1 ::c, 4 la propriété 

est vraie (cL 3)◊ Supposons-la vraie pour 1-1 9 fausse pour l ~ 

J f (x 
1 9 o o o 9 xn) 9 i. ô p ô multiUnéaire de M

2 
(K) qui nu est pas conséquence de m o 

On peut supposer f/ , _1 =
0 0 pour tout i ~ si x.-

1 

1/x,=l = 0 9 o o o 9 1/x("l = 0 9 1/xt+ l=l t 0 9 le polynôme g = f - f/xt+
1
=l oXt+ 1 

est une L p ô multilinéaire de degré l 9 telle que 

gx. = 1 =- 0 pour i = 1 9 o o o 9 t + L 
1 

Si g était conséquence de m 9 comme f, __ 1 lu est il en serait de même de f o 
xt+r 

5) Si f1/, _
1 

=0 0 pour tout i 9 f est combinaison linéaire des éléments u 1 o o .u x.-, n 
1 

où les u. sont des commutateurs de poids ~ 2 ô On peut alors montrer 9 qu I il 
1 

existe des commutateurs uk et v k: avec poids uk è?: 2 et un v E S. multilinéaire 

f - L ak(uk: o [xk 9 x1 ]) ,_ v 

soit conséquence de (4) et (5) ô On a de plus 

- v Lf,o de M
2

(K) 

- l, CMk(uk: o [xk 9x2 ]) LL M2(K) ô 
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v est alors une Lpo de M
2

(K) et par suite l ak(uk o [xk 9 x1 ]) en est uneo 

ou après le théorème 2 9 v est conséquence de (1) 9 '(2) 9 (3) 9 et I Cllk(uko [xk:1x1 ]) 

est une Lpo de M
2

(K) multilinéaire de degré 19 qui nu est pas conséquence de mo 

6) l, Olk [uk 9 xkj est une LL de SL 2(K)9 multilinéaireo 

Du après le théorème 2 
3 

où u .. 
lJ 

l °k [uk 9-xk] = L (ji l Olij [uij9 vij] 
i=1 j 

(respo V,,) su obtient à partir de u,, (respo v, ,) en substituant 
1J lJ lJ 

des commutateurs aux indéterminées o 

LEMME o Soient u1 et v i des commutateurs en x 1 9 o o . 9 x1 _ 1 9 u1 de 

poids ~ 2 9 tels que \ S,[u, 9 vJ = Oo Alors \ S, u, o [v, 9 x1J est conséquence -------.- L 1 1 .t ---- L l l 1 

Par suite 
3 

_1 ~kPk O [xk9 xl] - I /31 I ~ Uij O [vij9xll 
i=: 1 

est dans m 9 et comme le deuxième terme est conséquence de f19 f29 f39 on 

aboutit à une contradiction o 
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