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SOMMAIRE .

Au cours des deux conférences, répondant a une conjecture de Dixmier (J)
ouverte depuis 1970, je construis de nouveaux idéaux unilatéres de A1 et je cons-
truis de nombreuses nouvelles classes - invariantes par automorphismes de A1 -

de représentations irréductibles de A .. Indépendamment, je retrouve (a une propo-

1

sition pres) les résultats de Dixmier , et j'en établis d'autres, nouveaux.

Dans les deux exposés, k est un corps de caractéristique o, A = k[q][p]

avec pq-qp=1; B=k(Q)[D]o

I. LOCALISATION.

N
1.7. LEMME. Soit f€k(q), i€N, alors p'f=y_ CJ f@pi-d
J=0

Preuve : par récurrence sur i.

1.2. LEMME .

a) Tout idéal unilatdre de B est principal

b) Si x€ A, posons deg x = degré de x par rapport & p.

Soit g€ A, de coefficient directeur (par rapport a p) dans K* .

Soit f€ A, alors il existe deux couples uniques (qw r1), (q2,r2) EAXA
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tels que
Ty €k[q] ou degré de T (en p)<degrég(en p)-1 et

f:q1g+r‘1:gq2+r2 o

1.3. THEOREME. Soit g€ A tel que son coefficient directeur (pour p) soit

dans k™ alors si gB (resp. Bg) est maximal & droite (resp. & gauche) dans B,

alors -gA (resp. Ag) est maximal & droite (resp. & gauche) dans A.

Preuve : d'aprés 1.2, si J est un idéal & droite (resp. & gauche) de A tel que
gA ;Jg alors JB=B et k[q]nJ#o0 et J estde codimension sur k finie,

donc J = A.

1.4, THEOREME .

i) Si r Ek[q]% est de degré impair, 1'idéal B(p2+r) (resp. (p2+P)B)

est maximal ( Mc Connell - Robson).

ii)(Si k est algébriquement clog), si nEIN%g B(p2 +q") (re P (p2 +qM)B)

est maximal.
iii) Si reklq] est de degré impair, si n€N", si @ € Aut A alors

(p2 +1)A, A(ng(p)2 +@(r)), A(Qﬁ(p)2 +B(q)™ sont maximaux respectivement a droite,

a gauche.
Preuve : si (p2 +1r)B n'est pas maximal, comme B est principal il existe
a €k(q), h € k(q) tels que

(p2 +1) = (a+p) (h+p) = ah +h' + (a+h)p + p2

2 2

=» gh+h'=r e g+h=0 = | h" +h“=-r & h'-h“=r (1)
2n f : * . | 1) .
Prenons r=q", h=§9 (t,g) € k[q] xk[q]", (f,g) = 1. On a d’apres (1) s
2
glt' -gq”") = f(t+g")

donc il existe a € k[q] tel que

' -gq®M =af eof (f+g')=ag (2)
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=y (3): f=-g"' +ag et f“-ocf=gq2n

ato et (2)=> dega+degf=degg+2n et degf=dega+degg

d'oll dega=n et f'=a'g+ag' -g"

2

d'ol (q2n -al +of 2

2

Jg = 20g" - g" = deg(@*" +0° - a')=n-1.

1.5, LEMME. Si deg(q®" +a® - o) = n-1, 1'équation (1) n'a pas de solution

. . n R
si n'est pas de la forme = avec a_=I1i,
51 o n estpasde_alorime a=a/q avec a,

Preuve :
— n 2n 2 4 _ 2 2n _ n- 2 _
1) Si e=aq alors ¢~ +d° -a —(1+a0)q naq == ac=-1.
2)Si a= aoq’rl + apqp + B avec _ap £ 0 et deg B<p-1 alors
2n_ 2 +P

+0 ol dega < n+p =>aZ=—T°

2 2n n
- [ —
q“+a” - a' = (aO + 1)q +2apaoq N

Revenons alors a (q2n+a2 -a')g=2a'g’ - g". Posons
m N
g=84 +g; ou deg g1; m.
Egalons les termes de plus hauts degrés, on a :

-naOBO = 2m a, BO .

1.6. THEOREME . L'idéal (p°+T)B (re P- B(p® +1)) est maximal si

r€kfq] etdegré r (en q) n'est pas multiple de 3.

Preuve : si (p3 +1)B  n'est pas maximal, il existe hi €k(q) tels que

2 3
(p +h1p + hz)(p+h3) =p° +70
d'ol h" - 3hh' +1° = 1 heklq (@)

(4) n'est possible que si degré r est multiple de 3.

De m@me (p3 +r) = (p +h3)(p2+h1p + hz)

= h”+3h“h-=h+h3=r (5)

qui exige que degré r est multiple de 3.
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ate

3

1.7. THEOREME. Soit A, u €k
" g

: 1
i) q—> 59+Ap, Pp——> pP+udg

g g,

. > 1
ii) q=—=-= q+Ap, p—=-> 5P+udq

tels-que pu=- % , Soit we€k, alors

sont des automorphismes de A et

. 2 2 N ¥ 9
st de la forme a.p” +a,q” + oy O (a1,a2)€(k k)

iii)  @,(pq+w)

et 0.361{e

1.8, THEOREME ., Soit w € k%, alors les idéaux unilateres suivants sont

maximaux

i) Alpa+w); i) Algp+w); i) AP -%qz +w+%),-

. 1
iv) (p2 -%qz +w+§)AG

qz-w—% ou ¢ €k(q) quin'apas de

PN N

Preuve : il suffit d'étudier onz +al =

solution.

1.9. THEOREME, (ne se trouve pas dans [4]).

1

Pour tout s €N 1'idéal Ap°'' + A(pg-s-1) est maximal.

Preuve : notations de [4]
dJ) = 1, G (J, s+1) =k[X]; (1) =QJ, =)= ap® 1+ Alpges—1) = J
ot J= {x|o(x)x° =0}, ‘

1,10, THEOREME ,
Soit r€k[q] ; soit i €N, alors si degré de r est impair et # 1,

(p4 +1r)B, (resp. B(p4+r‘)) est un idéal unilatére maximal.,

Preuve : si (p4 +r)B n'est pas maximal p4 +1r se factorise : étudions le cas le

plus difficile :

a) (p+r) = (@ +a, p+p?) (8,+ B1p+p2)
soit Bﬁ - 38',8, - 28,8, +2,3£')+31" =0 (1)

1 2 v 1
1,80”2/3130“60’181304‘30:]? (2)
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On a en dérivant (1)

L 2BTBL+ By A+28) 8] - B AT
(3) By = 27

A= 513 -3 /31 B; + B:] . /31 # 0 est nécessaire et

(A+2[§(ﬂ))(-26? + A+ 2132) + 4,81,3;.)

2) = (4) Bl =r+B B +
0 170 43%
Eliminons B'O' entre (3) et (4), on a
(5) BLT4B) - 4B,8) - 4A - 48] + A[-28,8, -A+280] - 2604 = 4F 1 ;

dérivons (2) pour avoir B . Puis calculons A" dans (4). On a,: aprés élimi-
3 110 o
nation de 2,31 BO :
(6) 280 + BLT4 B+ 481 - 86,81+ A[B] - 2B,8)] +BA" =0
et (5) et (6) donnent :
3_ 7 71 _ RI - 3 1 3] 02_ I 1 Qi (4)
(@) U8)-38,8,+8; 16~ 811+ [~6 878l +6 £ B +3 £, +12 8,175 8, 8- 98BI +67 )
==2r' +4 B1r
alors si degré 61 < 0, (7) est impossible sauf si degré 61 ==1,
Si degré By=-1, (1) et (2) montrent que
deg 1 = deg B(‘;zy et donc degré r est pair, si on suppose que degré de r

est =>2.

Si degré B. =0, (7) montre que degré r est multiple de 4.
1
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Contérence n° 1°° du 10.11.1975

MODULES . REPRESENTATIONS ET ALGEBRES DE WEYL

par

Kanté STAKA BAMBA

oooooooooo
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2. HOMOLOGIE .

2.1. THEOREME, Soit N=-—%— , rek[q], I=A(p®+r)

A(p“+1)

M2, 1, 1) € Hom, (N,N) définie par (2, 7, r)(n) = (p*+r)n  (1).

Alors
i) N=k[qlek[q]lp (1)

ii) a@2,r, 1) (f1 +f,p) = (-nz%r‘ -fr' +19) + (Zf% +f‘2“)p (1)

2 2 1

ol I €k[q]

iii) (a1 + qu) €im A(2, r, r) si et seulement si il existe fek[q]

tel que 4pf"+2r“f+f”“=2a1-on§ ol q, €klq]

iv) dimk( = A) = d1mk coker A = sup(o, degré r-1) (Mc Connell et Robson).

Preuve : seul iv) est difficile.
Soit D:k{q] —s k{q] définie par £ - " +2r'f+41f!

est k-isomorphe a _l_{_[g_]_
im D

o

. N
alors imA(2,1T,1)

Considérant alors les deux cas degré r=1 et degr =0, on a le résultat.

1, A A\
2.2. THEOREME. Pour tout r€k[q], E xTA(A(p_W) ) A(p+F)) =0

A o - Ticati !
Preuve : W ~ BEE k[q] (mod (p+r)A) et 1'application f —» -f',

fek[q] est surjective.
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2.3. PROPOSITION.

i)Si N= , alors la suite de k-modules suivante est exacte :

A
2

Alp
0 —» I—IomA(NS,N) - N AM.)._,

E x T/L(N,,N) = dim

+1)

N - E XT;(NQN) ~.0.

N N

ii) dim . = diMm, ———m——
k im A2,r,r k (p2+r)N

k

Preuve : on applique les foncteurs Hom A(o ,N) et E x TITA(" ,N) 2 la suite de

A-module exacte ;. 0 —s A(p2 +7) = A —»

-» O

A(p2+r)

2.3. THEOREME, Soient f,, f, €k[q] ftels que f,-f,€k", alors

1

i) sidegt, >2, dimkExT/L( 2A ; zA )= deg £, -2
# (p“+£)A  (p“+f,)A

i) sidegf;=2, 5l f;=Bd°+p,a+By, (B,£0) etsi ¥neN

(f1—-f2)2+4/32(n+1)2;éo,,9_2g dim,_E xT}X( 2A , zA )=o0.

P+ )A - (pH,)A

iii) s'il existe n€N tel que (f1~f2)2 +48, (n+1)% = 0, alors

dim, EXT, (-t , — 2 )1,

(p"+f)a  (p7+1)A

iv) si degf, <2, QEQEXT1( a 4 _)-o.

9
3
4 Ap%)a  (P)A

. . . ) 2 2
Preuve : soit A(29f19f2) Pagto,p —> (on1 TGZD) (p +f1) + (p +f2)A
A A 2

3 =3 ot J=0"+L)A.
Alors 51+52peim A(29f19f2) « (3 a¢k[q] tel que
02 +21) + (27 +481) @ + (2F, +2£,)a" + & = 2) 8, - 68 + 2 6!
1 1 2 1 772 2 2 1
ou )\=f1-f2°

Posons Do = (2 +2 ﬂ;)a-ﬂ- (Zf% +4f§)ou' + (2f1 +2f2) o ot

: . A
Alors si N=~=, 0Ona

J
N klq] 1 A A
. =~ — ~EXT, ( R ) .
im A(29f19f2) im D A (p2+f1)A (p2+f2)A
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2.4, PROPOSITION, Soient M et N deux A-modules tels qu'il existe

un k-isomorphisme I de M sur N, et il existe @ € Aut(A), tels que

I(am) = @(a) I(m) pour tout (a,m)€ A xM ; alors E X TIL(MgM) est k-isomorphe

2 EXT,(N,N).

Preuve : soit @(M,N) = {o| 9: A XM > N est k-bilindaire et @ vérifie la
relation R }, ol M, N sont deux A-modules,
w:AXM— N
(R) ¢ est k-bilindaire
olaja,,m =a;ol@,, m) +ol@, a,m), V(a;, a,, m)€AXAXM.
Soit (M;N) = {p € B(M,N)| ] x €Hom_
o(a,m) = \(am) - ax(m)}

(M,N) tel que
- b BM,N) 1 1
alors E X% TA m‘) o (E s TA =FE X TA(MgN))

Soit ¢ €B(M,N) ; posons ©*(a,n) = (Top)@ (a), I (n))

tn — cp* est bijective.

2.5. PROPOSITION. Soit @ €Aut A ; soit M un A-module, soit M¢ le

@

A-module déduit de M par transport de siructure (dans M” : a % m = @(a)m,

a€A, meM), Alors pour tout A-module L, E ><T2\(M¢9 Lf ) est k-isomorphe

2 BxT,M,L).

Preuve : facile.

NOTATIONS.

Soit irr(A) 1'ensemble des représentations irréductibles de A.
Soit V la relation d'équivalence sur irr(A) définie par (p1 \Y% p2)<===> (il existe
un k-isomorphisme d'espaces vectoriels I, et il existe @ €Aut A, tels que le dia-

gramme suivant soit commutatif).
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I
T o4(a) ]pz(ﬂ(a))g Vaea
I
B, = E,
soit AV = il“{;Ao

Soit pv la classe de p €irr A ,

2.6. THEOREME. Soit m€N”, r€k[q] ; soit o(m,r) la représentation

. A
canonique de A dans - o
Alp +r)

Si A(p"+r) est unilatdre maximal, soit oV(m,r) € A ; alors

i) si r;€k[q] esttel que A(p? +T;) soit maximal (i=1,2) ; si de plus
deg T, £ degr,, ona o' 2,r,)#a" (2,r,)
1 2° — 1 2
(exemp}e si degré r. est impair et degré r # deg r, ; ou deg 111 est impair et
2m

r,=q mEN%)

i) sio'(2,r) existe, etsi degr>1,0na o' (2,0)#0" (1,1, pek.

2.,7. COROLLAIRE (que j'explicite pour des raisons historiques).

Soit meN, soit n€N™, soit X €k™, soient ek, rek[q] soit

Gv(my Ny Ay p FN si A(pm+>\qn+,u) est maximal ; et soit o(m, n, ), ) la
A

A" +1q" +p)

a V \Y

1) c (2g29 19“)%0 (19V)9 Veko

représentation canonique de A dans . Alors

Exemple : (2,2, 1,0) £ 0" (1,0).
ii) O’V(29n9>\9/1)%0°v(191/)9 veEk et n>1,

#
Exemple : O‘V(29 n, 1, 0) # ov(bv) si n; 1.

iii) cv(zyngxgu)#ov(2929x19u1) si n#£2, A, €k et By €k

1
Exemple : ov(29n9190);égv(29291,0) si n#2,

. V .

1V) o (29n9>\9#)?é0'v(29m9>\19u1) Sl n;ém.,

Exemple : ¢'(2,n, 1,0) # o' (2, nt1, 1, 0).
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v) O“V(29 n, \, 1) # cv(zgr‘) si degr#n.
Exemple : cv(29 1, 1,0) # cv(zg 2n, 1, 0).
vi) 6V (2,r) £07(2,2, %, ) si degr 72

Exemple : cv(2939 1,0) = cv(2929 X V)

Preuves de 2.6, et 2.7.

Soit I 1'annulateur de 1 pour chacune des représentations, On a :-

dim, E XTA(‘Ié R -'%)
O'(Tylu,) 0
o(2,2,\,u) 1
o(2,n,,u) n-1
o(2,n,1,0) n-1
o(2,1) sup(0, degré r-1)

2.8, COROLLAIRE. Soit ¢ la représentation de A dans k [X] définie par

c(p)f:% et olq)f= Xt, fek[X].

Soit o lareprésentation de A dans er9X'1] (séries de Laurent bornées)
définies par
df LW N "'1
ow(p)f =g + ¢ et ow(q)f =Xf ol fE€EK[X,X '] et w€k-Z ,

alors :

i) o et o, Sont irréductibles

.y V, V

i) o, #0 .

Preuve :

o est V-dquivalente a o(1,)), A €h,

‘o N 1 1
o, est V-équivalente 2 o(2, 2, - 3o @3 ).



1.11

2.9, PROPOSITION, (Dixmier).

Si k est algébriquement clos, si w€k-Z, si « €k-Z, alors

(0\;= \i}p) & (W=7 ' modulo Z).

Preuve : ([4]) proposition 4.4, ii.

THEOREME . Soit r€ k[q]. Alors 1'idéal & gauche A(p4+r) (resp. 1'idéal

a droite (p4+r-)A est maximal si le degré de r n'est pas multiple de 4.

Preuve : Comme en 1.10,



[2]

(3]

[4]
(5]

(6]
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INTRODUCTION,

Cet exposé est destiné a faire une mise au point sur quelques probléemes ouverts
en théorie des algebres a identités polynSmiales. J'ai fait cette mise au point a la
lumiere des suggestions que m'ont faites Procesi et Formanek que j'ai rencontrés

a la fin du mois de mai 1975.

1. GENERALITES SUR LA THEORIE DES ALGEBRES A IDENTITES POLYNOMIALES.

Rappelons quelques définitions.
Soit C un anneau commutatif et A une C-algebre.

On dit que A vérifie une identité polyndmiale en tant que C-algebre s'il

existe un polynSme non nul P(X ’ Xn) a coefficients dans C eta n in-

19000

déterminées non commutatives, qui s'annule identiquement sur A.

On dira qu'un anneau A vérifie une identité polyndmiale s'il vérifie une iden-

tité polyndmiale en tant que C-algébre ou C est le centre de A.

On dira qu'un anneau A est d" identité polynémiale si tout quotient propre

de A vérifie une identité polynSmiale. Il en est en particulier ainsi lorsque A
vérifie une identité polyndmiale P(X1 gooey Xn) telle que 1'idéal de A engendré

par les coefficients de P soit A tout entier. On dit alors que P est une identité



2sd

polyndmiale homomorphique.

Pour alleger les énoncés, nous remplacerons souvent 1'expression
"identité polyn8miale® par les deux lettres "I.P."

On peut distinguer, pour les anneaux a I.P., deux grands types de problemes.

1°) Les problémes de structure.

Ce sont les problemes du type suivant :
Etant donné un anneau A vérifiant une I.P. (ou une famille d'I.P.), quelles
propriétés de A peut-on déduire de ces I.P. ?

Voici deux exemples célebres de problemes de ce type :

Probleme de Hall : soit A un anneau ef n un entier tel qu'on ait XM e x = 0

pour tout x€ A, A est-il commutatif ?

Probléme de Levitzki ¢ un nil anneau A d'indice borné (c.a.d. tel qu'il existe

unentier n>0 avec x'=0 pour tout x € A) est-il localement nilpotent ?
(c.a.d. tout sous-anneau de A engendré par un nombre fini d'éléments est-il
nilpotent ?)

Ces deux problemes sont a 1'origine de la théorie moderne des anneaux
a I.P. introduite en 1948 par Kaplansky [6] . Le probleme de Levitzki a été résolu
affirmativement par Levitzki lui m&me [8]. Ce résultat a été généralisé par
Kaplansky [6] qui a montré qu’on peut remplacer 1'identité polynémiale 2 =]
par n'importe quelle identité polyndmiale.

Le probléme de Hall a été résolu par Jacobson [5] qui a montré que la
réponse est encore affirmative dans le cas le plus général o n dépend de
x . Ce résultat plus général ne releve pas de la théorie des anneaux a I.P., mais
de la théorie des anneaux entiers sur leur centre sur laquelle nous ne nous éten-

drons pas ici bien qu'elle soit trés intéressante (voir 1'article de Blair [3]).
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2°) Les problemes de classification des I.P. d'un anneau donné.

Ces problemes ont été étudiés beaucoup plus récemment que les problemes
de structure et nous verrons que de nombreuses questions les concernant sont

encore posées a 1'heure actuelle,

iI. LES PROBLEMES DE STRUCTURE,

Dans toute la suife, les anneaux considérés sont supposés unitaires.
Le théoreme suivant est un trés beau résultat concernant la structure des

anneaux premiers a I.P,, On en trouvera une preuve trés accessible dans [9].

THEOREME DE POSNER. Soit A un anneau premier, vérifiant une identité

polynbmiale de degré d, ef soit S le systeme multiplicatif des éléments centraux

non nuls de A.

Alors, 1'anneau de fractions Q = s~1

1C° De plus, Q estune F-algebre de dimension finie n2 oll 1'entier

A est artinien simple de centre
F=8"
n est inférieur a la partie entiere de Cl/ 20

Il en résulte facilement le théoreme suivant qui permet de définir la notion

de nil-radical d'un anneau a I.P..

THEOREME 2. Soit A un anneau a I.P., et soit N I'intersection des

idéaux premiers de A.

Alors N est un nil-idéal de A qui contient tous les nil-idéaux a gauche
et tous les nil-idéaux a droite de A,

Par définition, N s'appelle le nil-radical de A.

Démonstration.,

Le fait que N soit nil est une propriété générale des anneaux associatifs .,
En effet, si un élément x de A n'est pas nilpotent, la famille ¥ des idéaux

bilatéres de A ne contenant aucune puissance de x est nonvide (0€F) et
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inductive. Elle admet un élément maximal $ qui est premier. Comme x £ § , il
en résulte que x £ N. Donc tout élément de N est bien nilpotent.

Le fait que N contienne tout nil-idéal & gauche (resp. a droite) est une
conséquence facile de 1'existence des I.P. de A. En effet, soit A' = A/ un
quotient premier de A. Par le théoreme de Posner, A' se plonge dans un anneau
artinien simple Q'. Les annulateuré a gauche des éléments de A' sont les iraces
sur A' de leurs annulateurs dans Q°'. Il en résulte que les annulateurs a gauche
des éléments de A' satisfont a la condition de chaine ascendante. Par suite,
d'apres un résultat classique ([12] p. 47), A' ne contient pas de nil-idéal
a gauche (resp. a droite) non nul. Donc tout nil-idéal a gauche (resp. a droite)
de A est bien contenu dans N,

On trouve dans la littérature une foule de problemes ouverts tres intéressants
concernani la structure des anneaux a I.P.. Selon Procesi, 1'un des plus impor-

tants est le suivant

Probleme 1. Soit k un corps commutatif et soit A = k[x1 goo0og Xp] une

k-algebre de type fini vérifiant une I.P.. Son nil-radical N est-il nilpotent ?
Faisons quelques remarques tres simples sur ce probleme.

Remarque 1. k est un sous-corps du cenire de A. Donc 1'I.P. vérifiée

par A est homomorphique, de sorie que A satisfait aux hypoiheses du théoreme 2.

Remarque 2. IL.a réponse est affirmative et bien connue lorsque A est com-
mutatif puisqu'alors, A est noethérien. Ceci nous conduit & nous demander si une
algeébre A satisfaisant aux hypothéses du probleme 1 est noethérienne. La réponse
est malheureusement négative. Considérons en effet 1'algebre
R= k[x1 2 X935 X35 Xy Y15 Y05 Y35 Y 4] des polyndmes a 8 indéterminées commu-

tatives sur un corps commutatif k, et soit A la sous-algebre de MZ(R) (algebre
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des matrices 2 x2 a coefficients dans R)9 engendrée par les matrices

2 Y1 Y2
X = ot Y = )

4 Y3 Y4

A est donc une algebre de type fini sur k qui vérifie toutes ies I.P. de

MZ(R)Q Donc A vérifie 1'1.P.

19x29><;39x4)= G;f Q(G)XG’“)XG(Z)XO‘(B)XO'(“) (voir [2])
4

Cependant, il est facile de prouver que A n'est pas noethérien a gauche.

P(X

Pour ceci, posons = XY? (pour tout neIN¥),

Je dis que Aw1%Aw1+Aw2¥ Aw +°M+Awn§ 000 o

prad

7 2
S'il n'en était pas ainsi, on pourrait ecrire XYn sous la forme d'une
somme de mondmes QXYi avec 1<i<n-1 efoll g estunmondmeen X et Y.

Pour obtenir XYn9 on peut ne retenir, dans ceite somme, que les mondmes
de degré 1Ten X et n en Y, de sorte qu’on aurait

n=1 . .
XY' =37 AYTXY () €K).
i1 |

| 01 . o (00 . ..on_ 400
En spécialisant par X “(O 0) et Y= (O 1)9 on obtient XY = (0 1
et Y'XY' = (8 8) , d'olt une contradiction,

L'algebre A s'appelle 1'algebre des matrices génériques 2 x2 a 2
indéterminées X et Y. Procesi a démontré que c'est un anneau integre [107.
Donc, d'apres [4], A n'est pas non plus noethérien a droite, ni noethérien

bilatere.

On définit d'une maniére analogue 1'algebre des matrices génériques nxn a
p indétermindes (1 <p <+ ), Clest 1'algébre k[g1 yooo ygp] oll les ga sont
des matrices n xn de terme général X% oll les x% sont des indéterminées

commutatives distinctes sur k.
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Pour une étude approfondie des algebres de matrices génériques, le lecteur

pourra consulter le livre de Procesi [10].

Remarque 3. Compte tenu du théoreme 2, le probleme 1 peut &tre énoncé
sous la forme équivalente suivante :

Si k est un corps commutatif et si A est une k-algebre de type fini
vérifiant une identité polynémiale, tout nil-idéal bilatere B de A est-il
nilpotent ?

Un idéal bilatére @ de A est une sous-algébre de A (non unitaire en
général) et on peut se demander dans un premier temps si un nil-idéal bilatére
 de A, qui est une k-algebre de type fini, est nilpotent.

La réponse est affirmative (ce qui laisse un espoir pour que la réponse au
probleéme 1 soit affirmative), elle est due & Kaplansky qui a établi le résultat

suivant @

THEOREME 3 [7] Si k est un corps commutatif, toute nil-k-algebre

de type fini qui vérifie une identité polynSmiale, est nilpotente.

En voici une preuve tres simple :

Soit B une nil-k-algebre de type fini vérifiant une I.P.

Il est facile de plonger ® dans une k-algebre unitaire A, vérifiant une
identité polynSmiale, et telle que ® soit un idéal bilatére de A. (Par exemple,
on peut munir 1'espace vectoriel A =k & B de la structure d'algébre définie
par la multiplication :

(k,a)(k',a') = (kk? 9"k“a +ka' + aa')).

Supposons (3 non nilpotent, et soit ¥ la famille des idéaux bilateres

de A qui ne contiennent aucune puissance de B . (0€¥F).

Je dis que § est inductive. Soit, en effet, (O-i)i g une sous-famille
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totalement ordonnée de F et O = Lé I Qi .
i
Si O£ F, il existe un entier n telque @ o B .
Soit X.,..., X_ un systéme générateur de 8 , considéré comme une
1 p

k-algebre., (. contient tous les produits Xi ooe Xy (1< iocs p) qui sont en
1 n

nombre fini (< pn)o Tous ces produits appartiennent alors a un méme ai qui
contient nécessairement @ny ce qui est impossible.

Donc ¥ est inductive. Elle admet un élédment maximal ¥ qui est alors un
idéal premier de A ne contenant pas $ , ce qui contredit le théoreme 2. Et,
nécessairement, ® est nilpotent.

Cependant, ce théoréeme ne permet pas de résoudre le probleme 1 car, en
général, N n'est pas une k-algébre de type fini ; méme dans le cas commutatif .
(Par exemple, si k[X,Y] désigne 1'algebre de polyndmes & 2 indétermindes
commutatives sur k, et si on prend A = k[X},Y]/Xz k[X,Y], ona N=AX qui

n'est pas une k-algébre de type fini).

Remarque 4. On peut particulariser le probléme 1 en faisant des hypotheses
supplémentaires sur les identités polyndmiales vérifiées par 1'algébre considérdée.

En particulier, on pourrait étudier dans un premier temps, le probléeme suivant :

Probleme 2. Soit n un entier et A une k-algebre de type fini vérifiant
toutes les identités polynSmiales de Mn(k) (k désigne toujours un corps commu-
tatif). Son nil-radical N est-il nilpotent ?

Si A=kix {reees ijg il est facile de voir que, sous les hypotheses du pro-
bleme 2, il existe un homomorphisme surjectif ¢ de l'algebre k[¢ TERRY gp]
des matrices génériques nxn a p indéterminées, sur A, tel que cp(gi) =X

Par suite, le probleme 2 est équivalent au probléme suivant :
bis

Probléme 277", Soit B un idéal bilatere de 1'algebre G des matrices

génériques nxn a p indéterminées. Tout idéal de G qui est nil modulo &
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est-il nilpotent modulo @ ?
Il serait bon, en particulier, de faire une étude approfondie du cas
n=p=2, d'essayer de construire des contre-exemples et, si on n'arrive pas a

en construire, d'essayer de comprendre pourquoi.

I, PROBLEMES DE DETERMINATION DES I.P. D'UNE ALGEBRE DONNEE.

Le probléme le plus naturel, et qui n'est pas toujours résolu, est le suivant :

Probleme 3. Classer les I,P., de Mn(k) pour tout entier n >0 et pour
tout corps commutatif k.

Pour expliquer ce que nous entendons par la, nous allons introduire la
notion de T-idéal d'une k-algebre libre.

Soit k un corps commutatif et soit Ab = k <X1 geoey X 5... > llalgebre

P
libre des polyndmes a coefficients dans k et en une infinité dénombrable d'indé-
terminées Xi qui ne commutent pas entre elles.

Soit n un entier positif, et soit ALn 1'ensemble de tous les polyndmes de
Ab qui s'annulent identiquement sur Mn(k)o

JLn est donc 1'ensemble constitué par le polyndme nul et foutes les I.P,
de Mn(k)o

Il est clair que »LLn est un idéal bilatere de b et qu'il est stable par
toute substitution des variables, c'est-a-dire : si P(X1 secas Xp) €A, alors
P(Q19 coes Qp) € A, quels que soient Qqseces Qp €.

Ceci nous conduit a poser la définition suivante :

DEFINITION. On appelle T-idéal de A tout idéal bilatére stable par

substitution des variables,

L'intersection d'une famille quelconque de T-idéaux de Mo est un T-idéal,

de sorte qu'on peut définir la notion de T-idéal engendré par un sous-ensemble
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E de Al . C'estl'intersection de tous les T-idéaux de AL qui contiennent

E. C'est aussi 1'ensemble de tous les polyndmes de la forme ) ° Q P(R
finie

olt P(X,Iy.,.,s, Xp) décrit E et oltles polyndmes Q, S et R; décrivent Al

1,.,.,.,Rp)s

On notera T(E) le T-idéal de A engendré par E.

Ceci dit, par "classer les I.P. de M _(k)", on entend :
n

Probleme 3bls., Trouver un systéeme générateur En du T-idéal /(Ln de A .

Si on est capable de décrire un tel systeme générateur En , on aura bien
classé toutes les I.P. de Mn(k) puisque toutes ces 1.P. seront de la forme
> 2 QPRys.. o Rp)S ot P(Xy;..0y Xp) décrit E_ et oli les polynSmes

finie’
Q, S et R, décrivent M . On dira alors que les I.P. de Mn(k) sont consé-

quences des I.P.de E .

On sait résoudre le probleme 3bls pour n=1:

PROPOSITION 1. Soit k un corps commutatif.

19) Si k est infini, les I.P. de k sont conséquences de 1'I.P. :

1%g = XX q -

2°) Si k est fini d'ordre q, les I.P. de k sont conséquences de 1'I.P,

SZ(XT?X2) =X

d
X1-X1e

Démonstration,

1°) Supposons k infini, et posons J\L% = T(X X5 - X2X1)., On a évidemment
1
\M(‘ g—" M/l o
Soit P(X ;... Xp) e, .

Puisque b ALQ est une algebre commutative, on peut écrire
i i
— 1 p |
P(X1,°.°9Xp)~2 % . Xy oon X +Q(X190“9Xp) avec Q€U .
i i

Le polyndme R =»Z‘ % i X; LI pr s'annule alors identiquement sur k.

Il est d let Pell Drmpu, B = T(X X, - X, X.)

est donc nul e 610 onc 15" = 152 = X% 4/



2,10

2°) Supposons k fini d'ordre q, et posons A, = T(Xq - X,). Pour tout

1 1 1
q

= X, de sorte que ’u’/,u,; est une algébre commutative d'apres

X € ’u’{u,% s ONAa X
la réponse au probleme de Hall, On a évidemment M; c /U.1 et tout polynSme

P(X19 ooy Xp) € /(L; peut s'écrire :
PRppeees X) =T 5 5 X,
avec Q E,u,,; et O sij <q pour toutﬂpjo
g

1 e0°
sur k. Il est facile de voir qu'il en résulte que R = 0, donc que U,1 = WT = T(X(%—X1)

i
p
Xp +Q(X19my Xp)

i

P _ p : . . ,
Le polynOme R = Z %1 i X Xp est alors identiquement nul

La situation se complique singulierement des qu'on aborde le cas n = 2,
Le probleme a, dans ce cas, €té résolu partiellement par Razmyslov [H ] qui

a montré que, si k est de caractéristique zéro, les I.P. de M,(k) sont consé-

o
quences d'un nombre fini d'entre elles. Il n'existe a notre connaissance aucun

p . bis ..
embryon de réponse au probleme 3 des que n =3 . Cependant, compte tenu des

résultats connus, on peut raisonnablement poser la question suivanie :

Probleme 4. Si k est un corps commutatif et si n est un entier positif,
les I.P. de Mn(k) sont-elles conséquences d'un nombre fini d'entre elles ?
Une autre question qui se pose a ce sujet est ¢

"Trouver les identités polynfmiales de degré minimal d de Mn(k) - ol
k est un corps commutatif - et décrire 1'espace vectoriel de ces identités”,

Il résulte du théoreme de Posner tel qu'il a été énoncé, que d =2n.

En fait, Amitsur et Levitzki ont montré qu'on a exactement d=2n [2]:

THEOREME 2.

1°) 1l existe une I.P, de degré 2n de Mn(k)y 2 savoir le polyndme standard :

SZH(X19 acog in) = 2 e(O’) XO‘(U oo XO“(ZI’I)
o,

(ol ¢(o) désigne la signature de la permutation o).
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2°) L'espace vectoriel des I.P. de degré 2n de M (k) est engendré par les

T A . . . Z
polyndmes SZn(Xi1 geoos Xizn) (11 <i, <... <12n) ~sauf pour k= /ZZ et

n=1ou 2-

En particulier, on voit que, mis a part les cas particuliers (k = Z/ og + 1= 1)
et (k= Z/ZZ , n = 2), toute identité polyn8miale de degré minimal d=2n de Mn(k)

est une somme de monSmes portant tous sur 2n indéterminées distinctes. Il n'existe
donc pas d'identité polyndmiale de degré d = 2n, de Mn(k)9 portant sur moins de

2n indéterminées. Ceci a conduit Procesi a poser les questions suivantes [10] :

Probléme 5. Soient m et n deux entiers positifs (m =2), et soit 1'algebre

libre b=k < Xqsooos X > (k est un corps commutatif).

a) Déterminer le degré minimal d des I.P. de Mn(k) en X yeo09 X o

b) Décrire le sous-espace vectoriel V, de M , des I.P., de degré d

d

de Mn(k)o Quelle est sa dimension ?

Compte tenu du théoreéme de Amitsur et Levitzki, on sait résoudre ce

probleme pour m =2n. On a alors d= 2n et, mis a part les cas particuliers

z « Z .
(k = /ZZ ,n=1) et (k= /ZZ , N =2), V4 est un espace vectoriel de

. . mt . g A
dimension GRTTTR=3R)T # il a pour base les polyndmes standards SZn(XiT" voos Xizn)
(1=<i, <i,<...<i, <m).

1 2 2n

Par contre, on ne connaft pas de résultat aussi précis lorsque m <2n.
Compte tenu des remarques faites précédemment, on peut seulement dire que
d >2n. On peut, par ailleurs, majorer d puisqu'on connait des I.P. non tri-
viales de Mn(k) portant uniquement sur deux variables. Pour en construire, nous
introduisons la notion suivante :

Pour tout entier p >0, et tout systeme X.,..., X , Y. 000, Y de

1 p’ 1 p-1
2p-1 indétermindes, on appelle polyndme standard généralisé en

X190009 XP9IY19°°°9 Yp_19 sj.o_ﬂgo—tg Tp(X19°°°9 pr Y19°°°9 Yp"‘T)9
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le polyndme og’ el0) X ()Y X5 2)Y2 -+ X p-1)Yp-1%5(p) *
p

Ceci est un polynSme multilindaire et alterné par rapport aux Xi . 1
stannule donc lorsqu'on remplace les Yi et les Xi par des matrices n xn
A et X; telles qu'il existe une relation de dépendance linéaire sur k entre

les x. .
i

Par exemple, T (X pe0ey X s Y. 0000, Y ) estune I.P. de M (k).
2 1 2 1 2 n
n +1 n~+1 n 2 n

Si x et y sont deux matrices de Mn(k) , les matrices 1= X09 Xy X 50009 X
sont linéairement dépendantes sur k d'apres le théoreme de Hamilton-Cayley, et

on a

(o) 1 -1
(I9X9°°°9Xn9Y9°°°9Y)= €(G)X0( )yXG( )yoooxc(n )

n fois o€ n+1

D'ou une I.P. non triviale de Mn(k) , portant sur deux indéterminées :

T yxs(n) =0

n+1

Q,(X,Y) :Tnnr_uxy;”?x“? Yyeeey Y]= 1 co)x0©)y . xo-1y o)

o1
Sondegréen Y est n et son degré en X est n(r;ﬂ) . Son degré total
est donc n(g+3 ) o

Par ailleurs, Qn(X 0 Y #eoot Ym-I) est une 1I.P. non triviale de Mn(k),
de méme degré total que la précédente, et en m indétermindes.

Nous en déduisons :

PROPOSITION 3.Si 2<m<2n etsi k estun corps commutatif, le degré

minimal d des I.P. de M (k) en m indéterminées est tel que

n(n+3)
——

De plus, si on suppose qu'on n'est pas dans le cas particulier

2n<d<

n(n+3)
g

k=% ,n=2),ona 2n<d=<

/QZ
Donc, si n=2 et k %Z/ZZ , ona 4<d559s§;ﬁd=50

Nous pouvons donc énoncer 3
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Z/

COROLLAIRE 4. Si k#%/,., ,

le degré minimal des I.P. de M,(k) en

2 ou 3 indétermindes est d= 5.

. T , A |
Remarque ¢ si k = /ZZ , le degré minimal des I.P. de Mz(k) en 2ou3
indétermindes est d = 4. En effet, on démontre que le polynéme suivant est une
Z .
I.P, de Mz( /ZZ) :
XY3 + YXY? + Y2XY + YOX + XY® + Y9X .

Ceci nous conduit a poser la question suivante :

Probleme 6. Déterminer toutes les I.P. de degré 5, a 2 ou 3 indéterminées
: Z
de M2(R)9 pour k # /ZZ .
(Ce probléme a peut-8tre une solution assez simple, en caractéristique zéro,

compte tenu des résultats de Razmyslov [117]).

Le théoreéme de Amitsur et Leviizky monire que les polynSmes standards
SZn [XTQ cooy X2n] jouent un rdle trés imporfant dans toute cette théorie. On
pensait, initialement que les I.P. de Mn(k) dtaient peut étre toutes conséquences
T8 04 o 1 . - . 3 - ’ T
de 1'I.P. SZn [XV coog XZn]" En fait il n'en est rien comme le montre le résul

tat suivant di a Amitsur [1] s

PROPOSITION 5. Quel que soit le corps commutatif k et 1'entier n=2,

1'identiié polyndmiale Qn(X1 9X2) de Mn(k) n'est pas conséquence de 1'identité

standard SZn(X1 ) eoos X2n) .
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Nous allons exposer ici un résultat obtenu par G. Cauchon en 1975 :

Tout anneau semi-premier a identité polyndmiale noethérien bilateére est noethérien

a gauche et & droite (Théoréme A).

Cela répond a un probleme posé par Small :

"Siun anneau a I.P, est noethérien a gauche est-il noethérien a droite ? "

Rappel. Un anneau A de centre C est dit & identité polyndmiale s'il vérifie une
identité polynémiale P(X1 oo Xn) =0 ol P estun polyndme a coefficients dans
C des n indéterminées non commutatives X1 0o Xn ainsi que ses quotients par
fout idéal bilatere propre.

Pour un anneau premier il suffit qu'il vérifie une I.P. ([1 P.

On utilisera ici le THEOREME DE POSNER : (Théoréme B) (voir [1]).

Soit A un anneau de centre C premier a I.P, (de degré d), alors si

- 2
S=C={0}, S A est un anneau de matrices =M (D) de dimension < [g ]

sur son centre qui est F = slc.
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I. CAS DES ANNEAUX PREMIERS .

On démontre le théoréme suivant :

THEOREME C. Si A est un anneau premier a I.P., noethérien bilatere il

est noethérien a gauche.

Il suffira de considérer sur A le produit a s b =ba pour obtenir qu'il est éga-
lement noethérien a droite donc pour démontrer le théoreme A das k @asou A est premier.

Ter‘e étape. On suppose S 1A =M (D) avec D commutatif. Posons

J
0..0..0
u. =i 0..1..0 |:les u.. forment une base de M (D).
. ij n
0] o 0
0

ij
PROPOSITION D. 3s€C telquesi x=Y7d..u. et x€A alors s°d..€C.
— == e — = " ij
Démonstration.
s..€ C
On peut écrire Vij, u..= L . Posons s=1 s
ij- Tii i) i i
a..€ A 1]
ij
" . v .2 :
su.€AlY i, et Vi, j, k SU xujks =8 dij Uy e € A . Formons la somme

Z: s, x u 1S = szdjjz c'est un élément central de A donc un élément de C d'ol (D).

N.B. : (la commutativité de D intervient dans cette démonstration).

Point clé de la démonstration.

On raisonne par 1' absurde en supposant qu'il existe une chaine
J 1 % J2 eeo ng strictement croissante d'idéaux a gauche dans A. On peut alors

trouver des X . dans J -J Ve et écrire X Z: d1J i .

12 2 ¢-1
Pour aboutir a une contradiction il suffit de pPouver qu'il existe des Y; i=1...KW€A
k-1 k-1
I\ k e
tels que X, = §1 Y, X‘2 et k€N, ou encore tels que dJ ; Yo le

L'idée de G. Cauchon pour obtenir ce résultat est de travailler dans le

2
bimodule Ax ™ OB A xpne... 0A.
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A est bilatére donc A X ... X A est un A-~bimodule noethérien.

Considérons les sous bimodules N 0 engendrés par les

2 k
W, = i?js dij k=1... 2
3k telque N, =N, . (A X...XA est noethérien)
k k-1 k1
. . L. 2k 2 [/
donc :—]y1 oo Yot dans A tels que 4 ij s clij =& 22;1 dij ye

k-1
—_ dl.(, = E : d.e. y ce qui est bien la contradiction attendue et
EUNR wi SR g

nous pouvons a présent affirmer que A est noethérien a gauche.

N.B. la commutativité de D intervient encore ici pour pouvoir établir que les

N ¢ sont du type

2 g
N - ®.As2ql .
o= £585 9

2‘eme étape. D n'est plus supposé commutatif. On pose F = S_TC = centre de D
== centre Mn(D)° On va évidemment se ramener au cas précédent :

il existe un sous corps commutatif maximal K de D qui est une extension
séparable donc monogéne de F [2]. Ecrivons K = F(b). Prouvons que 1'on peut

choisir un "b" tel que b soit entier sur C. A priori b vérifie une équation

algébrique sur F

m . C.‘
Zbl(—l)=0 avec ¢ 40 c €C, cles Vi,
5 < m i~ i
— 1] 1 114 1 1 —
En posant vy, = (Li i Cj) c{ on obtient 1'équation g y,b =0 ('ym #£0).
Soit b, =y b:K= F(b) = F(b1)°
m 2 m-2

s e o m—1
b1 vérifie : b1 + Ym Ym-1 b1 + Y Ym—2

donc b, est entier sur C. De 1a on déduit facilement que tout puissance de b‘t

appartient & C [b1 1.

m
b1 + e ym'yO:O

Intéressons nous a 1'anneau L = Mn(D) & K=~ Mnm(K) [2].

L est un anneau a 1.P. puisque Mn(D) 1'est.
. ~ m-1 i
Posons alors A = {fL:Zc:) a, ®by ; a € A} .

~/
A est un sous anneau de L.,
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ere ,

Nous allons prouver que A vérifie les hypotheses de 1a 1 ¢tape.

o) A estdI.P. (c'est un sous anneau de L)
B) X a pour centre E = {?;1 4 ® b»{L : Ci € C} c¢'est un calcul simple
) A est un A-bimodule noethérien donc est noethérien bilatére comme
anneau
§) enfin §"1K &Mnm(K) avec S=0C - {0} (les éléments de S sont
réguliers car centraux non nuls dans Mnm(K) ce qui permet de définir
...'IN)

Démontrons le point § : il suffit de prouver que tout éiément de L. s'écrit

m-1 .
vy % €S, a8 €A, A priori un élément X de L s'écrit X = S(S 1ai ) ® b
1=0
avec s,€S, a. €A
i i
n%‘?] -1, 5 T s) i
X:(i:O s-i®1) X(X( S5 ai®b1)
wel =1 m1
ce qui s'écrit 57 ' xa avec s—(;"i"o si®1) (71 s)a bt
. i—o j#i Y
¢ A est premier puisque g% 1'est, donc

s 4. J0Te ~ e s
d’apres la 1 étape A est noethérien a gauche .

Prouvons a présent que A est noethérien a gauche.

L'application p définit sur 1'ensemble des idéaux a gauche de A par
p(J) = 3= (%1 JK® bk 3 J € J) (idéal & gauche de A)
est une applicaticn croli(;;ante injective de 1'ensemble des idéaux a gauche de A
de 1'ensemble des idéaux a gauche de X On en déduit donc que A vérifie la condi-

tion de chaine pour les idéaux i gauche,

Le théoreme est a présent démontré pour A premier.

II. CAS DES ANNEAUX SEMI-PREMIERS.

THEOREME E. Un anneau semi-premier a I.P. noethérien bilatere est noe-

thérien a gauche et a droite.
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L'idée est de montrer que A est un A-module noethérien a gauche et a

n
droite en le plongeant dans un produit fini 17_1’1 A/ Pi (Pi idéal premier de A).

LEMME F. Si A est noethérien bilatere il existe un nombre fini d'idéaux

premiers de A. Soient P,,..., P felsque P, XP, ... xP =0,

2

On raisonne par 1'absurde. Soit F la famille des idéaux bilateres B de
A tels que A/B ne vérifie pas le lemme.

Par hypothése F #@ (F o{0}). A est noethérien bilatére donc F a un
élément maximal B.

B, cB

tels que B1 2

B,>B
0 ne peut 8tre premier dans A/Bdonc 3B, etB 17

1 2 BZ$B
B étant maximal A/B1 et A/B2 vérifient le lemme, donc il existe

P1 oes P

7
P, ... PL,

¥ ¥
= PTX' . QXPk_x P1x.° ska, c B1 132 cB.

Mais ceci est impossible puisque B est dans F.

P, x... ka)cB

s . : 1
} idéaux premiers de A tels que {(P% X ... X Pf{) cB

1
2

Cette contradiction prouve le lemme.,

Démontrons le théoreme P, xP Pn =0 =>P. NP

1 9 o e - . N Pn est nilpotent.

1 2°°

Mais A est semi-premier donc P_1 n P2

-+ A s'injecte (par morphisme de A-modules) dans ifrl A/ Pi .

vee NP =0, Donc
n

Pour tout 1i: Pi est premier donc A/ Pi est premier a I.P. noethérien bilatere
donc noethérien a gauche et a droite.

Il en résulte que A est noethérien a gauche et a droite.

Nous avons ainsi prouvé le théoreme dans le cas semi-premier.

iiI. PREMIERE GENERALISATION.

Nous allons donner une CNS pour qu'un anneau a I.P, noethérien bilatere

soit noethérien a gauche.

Remarquons d'abord que le théoréeme E ne peut &tre étendu a tout anneau
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noethérien bilatere a I.P.
Par exemple 1'anneau A = {(% té) iaxbé€ Q}z , c€ Z} est noethérien

a gauche et & I.P, mais n'est pas noethérien & droite voir ([1], p. 67).

THEOREME G. Soit A un anneau a I.P. noethérien bilatere. N son radical

premier, alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) A est noethérien & gauche

(2) N /N? est un A-module & gauche noethérien.

Le théoréme découle du lemme suivant @

LEMME H. Si B est un idéal bilatere nilpotent d'un anneau A ily a

équivalence entre

i) A est noethdrien a gauche

ii) A/B? est noethérien & gauche.

Démonstration, i =>ii évident.
il =i J p tel que BP-0: 2
il suffit de montrer que B est noethérien a gauche

k+1

et comme BP =0 cela sera établi s Si nous prouvons que Bk/ B est noethérien

a gauche Yk <p-1.

Or A/ B2 est noethérien & gauche donc B/ B2 est un A-module de type

fini., Si 51 gooes Bn est un systéme générateur. Les produits Bi X...xb;  engen-

K+1 1 k

drent Bk/ B" " '. Si nous notons €15 e0es Oy COS éléments, on en déduit qu'il

existe un homomorphisme de A-module surjectif

r
AK_, Bk/B

ri fois
k+1 : . 2 2
dont le noyau contient B X...X B

Ty
(ai) —_— E ae; .
T

. k
k+1 o 1identifie & un sous-module de A/ Bz) qui est

Par conséquent Bk/B

noethérien a gauche.
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Donc Bk/ Bk+1 est noethérien a gauche ce qui prouve d'apres la remarque pré-

liminaire que A est noethérien a gauche.

Nous pouvons alors établir le théoréme G,

D'apres le lemme F 3 des idéaux premiers P1 oo

P1><M., xPn:O => P1nP20 “onPn est nilpotent.

Or N est inclus dans cette intersection donc N est nilpotent. D'autre part 1'anneau

Pn tels que

A/N satisfait aux hypothéses du théoréme E donc est noethérien a gauche.
Ainsi N/ N2 noethérien a gauche = A/ N2 noethérien a gauche => A noethérien

a gauche d'apres le lemme H d'ou 2=>1 et 1=>2 estévident.

IV, PEUT-ON TROUVER UNE AUTRE GENERALISATION DU THEOREME

EN N'EXIGEANT PLUS LLA CONDITION ANNEAU A I.P. 7

IV.1. Un anneau a I.P. noethérien a gauche étant un T anneau, nous pouvons
a priori nous demander si ie théoreme est valable pour les T anneaux.

L'exemple suivant (inspiré d'un exemple de Jategaonkar) prouve que non.

Remarque. Pour la caractérisation des T anneaux nous utiliserons la
condition de Krause [3]:

Un anneau noethérien a gauche est un T anneau s'il satisfait a 1a condition
suivante (Krause) : Pour tout idéal premier P de R et tout idéal & gauche X oP
tel que X/P soit essentiel dans A/P, il existe un idéal bilatére B tel que
P Z: B cX.

Efude de 1'exemple.

Soit D=F (u) corps des fractions rationnelles a une déterminée sur Fp .

o l“homomor*pmsme d s dp et A -D([[X]], o) = {Z d, Xt }  muni du produit

fZ:yX X(ZZX)~Z [Z yo-(z ]X.,Posonsenfmpour

n=0 1i=0
Z:ZZiX 9 Z¥09 V(Z)zinf(i, Z,i?é())o
O
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1, On vérifie immédiatement que si Z #0, Z' #0, V(Z xZ') = V(Z) + V(Z")

en particulier A est intégre (donc premier).

2.  LEMMEI.
YZ40 3Y€A tq. YZ =xP
§=V(Z).

On peut écrire Z = Z . x X0, V(Z1)=0e

1

a0 .
I suffit donc d'établir le lemme pour V(Z) =0, Z =y z.X'; z_#0.
O

[+ ] N
Soit Y=Y ijJ, YZ=1¢ (y, 7, =1
(o] o

. n-1 .
n i
o)== L1 %6 ) Yo
Les équations précédentes permettent de définir la suite yj par récurrence et
d'obtenir y. D'ol le lemme,
Application.

3. A est principal a gauche

Soit I unidéal a gauche #0 et §=inf {V(Z) ; Z €1}

IeaXx?

et 37 tq. V(Z)=§ or 3Y tq. YZ =XP€T= AX%cI donc 1=AXD.

Nous voyons donc que A est principal a gauche et que tout idéal a gauche est

bilatére.

A vérifie donc Krause : ¢'est un T anneau.

4, A n'est pas noethérien a droite

On pose a, = o'(u) = u P,

n )
Considérons la chaine d'idéaux In = E a, Xl+1A,, C'est une chafne crois-
i=0
sante d'idéaux a droite.
n-1 . \ . .
Si I =1, onpeut écrire o (u) x0T VN o (u) X viea (1)
%)
k

N o0 o
P . 1 1
écrivons V = EO:VKX .
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n-1 . . .
L' égalité (1) entratne (2) : o (u) = Lo (w) GlH(Vrll-i)‘
0

Les V;_i ne peuvent &tre tous nuls donc il existe j tel que

vl .40 et \r’ﬁ_k:O si k<j.

n-=j
n-1 -, . . : . .
(2) entrafne : o (u) - Y. 5 H(u) g‘l+1(v'r11_i) - c‘](u) gJH(Vf1 —j) ce qui entrafne
, J+1 .
que ¢J(u) appartient a 1'image de oJ+1

donc que u€img.
Ceci est absurde (d®u = 1).

Donc

I~ est strictement croissante et A n'est pas noethérien a droite.

IV.2. On ne peut pas non plus remplacer la condition a I.P. par "vérifie une
identité polyndmiale" ., En effet si E est un K espace vectoriel de dimension
infinie et P 1%idéal des endomorphismes de rang fini

vérifiant une I.P.
L K(E) /p X% estune anneau { noethérien bilatére

semi-premier

mais n'est ni noethérien a gauche ni noethérien a droite.

IV.3. Peut-on remplacer la condition "a I.P." par une hypp. un peu moins forte ?
On pourrait par exemple penser qu'un anneau premier noethérien a gauche tel que
tout idéal contienne un élément central, est noethérien a droite. En fait cela n'est

méme pas vrai pour les anneaux quasi-simples.

1V.4. Probléme ouvert.

Le théoreme A reste-t-il vrai pour un anneau A :

- Semi-premier

- a identité polynOmiale

- tel que les idéaux engendrés par les éléments du centre vérifient une

condition de chafne.
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Apres avoir donné une démonstration simple du résultat de K.R. Goodearl
suivant lequel les idéaux bilateres d'un anneau régulier auto-injectif a droite sans
idempotents centraux autres que 0 et 1 sont bien ordonnés, nous généralisons a
ces anneaux la notion de rang connue pour les anneaux d'endomorphismes d'espaces
vectoriels {Théoréme 2.3 et Remarque 2.5) ; ceci nous permet de montrer que la
correspondance entre les idéaux bilatéres et les cardinaux qui les déterminent est
bijective (Proposition 2.6). Nous utilisons ensuite cette fonction de rang pour étu-
dier les V-anneaux auto-injectifs (Corollaire) ; nous les caractérisons dans le

cas de type I [cf. exposé suivant].

NOTATIONS. Sauf indication contraire tous les modules considérés sont des modules

a droite, unitaires.
NcM signifie que le A-module N est isomorphe a un facteur direct de M.
N~ M signifie que N est isomorphe a M.
N <M signifie que N est essentiel dans M.
Si @ est un cardinal oM désigne une somme directe,de cardinal o,
de modules tous isomorphes a M ; donc si I est un ensemble de cardinal o nous

(1)

avons gM~MY,
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E(M) est une enveloppe injective de M.

|I|, ou Card I, désigne le cardinal de 1'ensemble I.

(a) est 1'idéal bilatére engendré par 1'élément a de 1'anneau A.

Si S est un sous-ensemble d'un anneau A nous notons 1r(S) (resp. 1(S))

i'annulateur a droite (resp.a gauche) de S dans A.

PRELIMINAIRES. Si E et F sont deux A-modules injectifs tels que E cF et

F cE,; alors E~F [2].
Nous disons qu'un anneau est auto-injectif s'il est auto-injectif a gauche

et a droite. Un anneau unitaire A est un anneau de Baersi 1'annulateur a gauche

{ou a droite, c'est équivalent) de tout sous-ensemble non vide de A est engendré
par un idempotent. Un anneau régulier est de Baer si et seulement si le treillis de
ses idéaux a droite (resp. & gauche) est complet. Dans ce cas la borne inférieure

d'une famille (eiA) , ol les (ei) sont des idempotents de A, est leur inter-

i€l i€l

section tandis que sa borne supérieure est °L€JI eiA = In( Z eiA) . Un anneau régu-
1 1€1

lier auto~injectif (resp. continu) & droite est de Baer.

Soit A un anneau de Baer semi-premier ; pour x € A ona r{xA) = (1-c(x)A

ou c(x) est un idempotent central appelé couverture centrale de x. Un idempotent

e de A est dit abélien si les idempotents de eAe sont centraux, fidele si
cle) = 1. Un anneau est dit fini s'il vérifie la condition (xy = 1=p yx = 1). Un é1é-
ment x € A est fini s'il existe un idempotent e tel que xA = eA, 1'anneau eAe
étant fini.

Soit A un anneau auto-injectif a droite et fini., Un idempotent e € A est
dit simple s'il existe un entier n et une famille (ei)y 1< i< n, d'idempotents

n

orthogonaux tels que eiAN eA pourtout i=1,2,..., n et cle)A = .691 eiA ; dans
1=

ce cas 1'entier n est parfaitement déterminé et 1'on note [c(e) :e]=n. Si A est

de type II on dit que e est fondamental s'il existe un entier n tel que [cle): e]=2”,
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(Un anneau de Baer est de type I s'il existe un idempotent abélien et fidele, de
type II s'il existe un idempotent fini et fidele et s'il ne contient pas d'idempotents
abéliens # 0, de type III s'il ne contient pas d'idempotents finis # 0. Tout anneau
de Baer admet une décomposition unique en produit d'anneaux de Baer de type I,

I et I10).

Un anneau est dit proprement infini s'il n'admet pas de facteurs directs bi-

lateres finis. Tout anneau de Baer se décompose en un produit d'un anneau fini
par un anneau proprement infini.

Un facteur est un anneau sans idempotents centraux autres que 0 et 1.

Pour ces propriétés et définitions on pourra consulter [1]et [8].

Nous utiliserons souvent les résultats suivants obtenus par G. Renault
dans [11] et [12]:

1) THEOREME de comparabilité. Soient e et f deux idempotents d'un

facteur régulier auto-injectif a droite ; ona eAGfA ou fAceA.

2) Soit A un facteur régulier auto-injectif & droite ; alors il existe un
facteur régulier auto~injectif a droite ; alors il existe un facteur régulier auto-
injectif & droite B et un ensemble I tels que A = Endg E(B(I) ) olt A estde
type I (resp. II, III) si et seulement si B est de type I fini (resp. II fini, IIIa
birdégulier). (Un anneau birégulier est dit de type III& , o étant un cardinal, si

pour tout x € A, o est le plus petit cardinal tel que xA# E(a A)).

Rappelons [4] qu'un facteur A auto-injectif a droite fini est muni d'une

fonction de rang normalisée, c'est-a-dire d'une application R de A dans

(0,1} telle que
1) R(a)#0 pourtout a#0, R(1)=1
2) R(ab) < Inf(R(a),R(b)) pour tout a, b€ A

3) R(e+f) =R(e) +R(f) si e et f sont des idempotents orthogonaux.
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Il en résulte les propriétés suivantes :
4) R(@)=0 &> a=0
5) R(a) <R(b) ¢<=» aA cbA

6) R(a+b)<R(a)+ R(b).

Un V-anneau est un anneau pour lequel tout module simple a droite et a
gauche est injectif [9].
Des idempotents (ei)i €1 oll I est un ensemble bien ordonné, sont dits

semi-orthogonaux & gauche (resp. a droite) si eje; = 0 désque i<j (resp. j<i).

Signalons que dans un anneau régulier A toute somme directe dénombrable EEBN an
n

d'idéaux monogenes peut s'écrire e A olles (en) sont des idempotents

nG%]N n ne€N
semi~orthogonaux a droite. Plus généralement s'il existe un cardinal m tel que A
soit n-continu & droite pour tout n <m (cf. § IV) alors toute somme directe d'idé-
aux a droite monogénes de cardinal m est engendrée par des idempotents semi-ortho-

gonaux a droite. Nous donnons d'abord une démonstration simple d'un résultat de

K.R. Goodeari.

I. IDEAUX BILATERES D'UN FACTEUR REGULIER AUTO-INJECTIF A GAUCHE A.

Il résulte du théoreme de comparabilité que les idéaux bilateres de A sont
totalement ordonnés ; en particulier A admet un idéal bilatére maximal unique et

tout idéal bilatere est premier,

LEMME 1. Soit x€ A ; si xA~2xA, alors XAmE(NO xA).

Soit xA = XA ® YA oll X ANY A ~XA ; puis de méme, yTA = x2A€B yzA ;
on construit ainsi par récurrence n%l\l XnA C XA, ou (V n) anNXAo Donc
E(n%\l an) c xA ¢ E( ne%l\l XnA)c Alors [27, XANE(RO XA) .

LEMME 2. Soit x€A et « un cardinal infini. Les propriétés suivantes sont

équivalentes ¢
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1) xA~E(axA)

2) 3y€xA, yA~ElayA)

3) 3y€xA. xA oE(gyA)

4) 3y€xA, 3B >0, xA~E(ByA)

= 2 et 2=>3 dvident.
3 == 4. Soit i%l yiA une somme directe maximale d'idéaux a droite isomorphes
a yA telleque, si B=CardIl, B=a. Soit xA = E( %I yiA) ® zA ; alors
i
L ¥ \ . ~ .
yA ¢ zA, donc zA g yA, d'olt xA C 2E(i%I yiA) E( i%l yiA) CxA. Alors
~ 1 ~a-di ~
xA ~ E( &1 yiA) c'est-a-dire xA ~E(ByA).

4=1. ElaxA) ~E{aByA)=E(ByA) ~xA.

LEMME 3. Soient a, b € A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Hexiste X€A et y€A telsque xby=a.
2) aAcbA.

Dans ce cas; (a) < ().

1=>2.S5i a=xby, aA estl'image de byA par la multiplication a gauche par x.

Comme aA est projectif, aA c by A cbA.

2 = 1, Soit ¢ un monomorphisme de aA dans bA et soit by = ¢(a) ; <pm1 est

donné par la multiplication a gauche par un x€ A, donc a=xby.

DEFINITION. On définit une application p de A dans l'ensemble des

cardinaux SZCar‘dA en posant :

1) p(0) =0

Card A

2)Si 0#a€A, p(A) estle plus petit cardinal infini m <2 tel que

e

aA & E(m aA).

LEMME 4. Si a, b€A, ona aAcbA = p(a) < p().

Cela résulte immédiatement du lemme 2 (2 = 1) et du fait que xA~yA= p(x)=p(y}.
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LEMME 5. Soient a, b€ A. Alors

1) ofab) < Inf(p(a), o(b))

2)8i e=e® estfini, ple)=2
2

o]

3)Si e=e” et f= 2 sont orthogonaux, p(et+f) = p(e) + p(f) = Sup(p(e),p(f)).

4) pla+b) < Sup(pla), p(b)).

1) résulte du lemme 4.

2) Si e est fini, pour tout cardinal o >1 ona eA # E(aeA)

3)Si e et f sont finis, c'est évident. Sinon on a par exemple eA c fA (donc
ole) < p(f)) et £ n'est pas fini, d'olt fA~2 fA donc eA @ fA <fA. Alors [2],
(e+f) A~fA et pletf) = o).

4) Supposons par exemple aA s bA ; il existe des idempotents orthogonaux e et
f tels que eA=DbA, f€aA et aA +bA=cA@fA. Alors atb €aA+bA = (e+f)A

dioll p(a+b) < p(e+f) = Sup(p(e)9 p(f)) = p(e) = p(b).

Remarque. p(a) <p(b) = p(a+b) = p(b) ; sinon pla+b) <p(b) et comme

b = (atb)-a, p(b) < Sup(p(a), pla+b)). Contradiction.

DEFINITION. On pose pour tout cardinal infini o< anpd A , suivant [3] ’

Hlo) = {a € Alpla) < a).

PROPOSITION 6. Les H(x) ainsi définis sont des idéaux bilatéres.

Si a, b €H(y), alors a-beH(@) (Lemme 5) etsi x€A, ax€H(g et

xa € H{e) (Lemme 5),

LEMME 7. Soient a,b€ A. On a

1) ola) <plb) => aA cbA

2) pla) = p(b) >R => aA~DbA.

1) résulte du théoréme de comparabilité et du lemme 4.
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21 Supposons par exemple bA c aA : alors d'apres le lemme 2 (2 => 4), il
existe un cardinal B>R  tel que aA ~ E(BbA) ; mais B8< pla) = p(b) donc

E{BbA)~bA et aA ~bA.

COROLLAIRE 8. Dans un anneau birégulier auto-injectif a droite de type

];.Ha ou ¢ estun cardinal infini, tous les idéaux a droite monogenes sont isomorphes.

LEMME 9. Soient .a, b€ A. Alors

1) pla) <pb) e (a) ¢ (b)

2) p(a) = p(b) &= (a) = (b).

1) Soient a=p(a) et B=polb). Si a<B, alors a€H(a) et bgH(e) donc bg(a).

Alors (b) ¢ (a) ; comme les idéaux bilatéres sont totalement ordonnés il en résulte

2)Si a=B> R, on applique le lemme 7.

Sioa= B8< Z:lo supposons par exemple aA c bA. Alors ac€ (b). Il est facile
de voir que si pour tout n€N, n aA < bA, alors bA n'est pas fini. Il existe donc
un n€N tel que naA % bA, donc bAcnaA et be (a). Alors (a) = (b).

Les réciproques s'en déduisent immédiatement .

LEMME 10. Soit ¢« un cardinal infini et a€ A tel que p(a) = q. Alors

Hia) = (a). En particulier tout élément fini engendre H(&O),

En effet, d'aprés le lemme 9, (a) contient {x € A|p(x) <&} = H(e) ; comme

on a évidemment a € H(g), ona H(a) = (a).

THEOREME 11. Les idéaux bilatéres de A sont les H(a).

On a vu que les H(g) sont des idéaux bilateéres. Inversement soit H un idéal

Card A

bilatere et soit « le plus petit cardinal < 2 tel que H cH(x). Ou bien tous

les é1éments de H(q) correspondent & la méme valeur de p ; ils engendrent alors
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chacun H(g) ; donc H = H(a). Ou bien des éléments de H(g) donnent des valeurs
distinctes de o ; dans ce cas soit y € H(a) tel que pfy) soit minimal et soit

x € H(e) tel que ply) < p(x). Alors p(x) >R et xA ~E(RO xA) donc (lemme 2)
il existe un cardinal g infini tel que xA ~E(ByA) ; comme xA % E(gxA) on a
donc B<ao et H #H(B)g Soit z€H - H(B). Alors zA ~E(gzA). On a alors

xA~E(ﬁyA.)5E(BzA)~zA donc xA <zA et x€H. Alors H = H(q).

COROLLAIRE . Les idéaux bilateéres de A sont bien ordonnés et tous

primitifs.

II. RANG D'UN ELEMENT D'UN FACTEUR REGULIER AUTO-INJECTIF A

DROITE A.
Si A est detype I c'estl'anneau des endomorphismes d'un espace vec-
toriel ; 1a notion de rang est connue dans ce cas.
Si A est de type II fini on utilise la fonction de rang telle qu'elle a été

définie dans [4] (ou [5]).

19) Supposons A de type II infini ; alors il existe un facteur régulier B

auto-injectif a droite, de type II fini, et un ensemble infini I tels que A =End E(B(I)},,

B
Nous définissons pour tout a€ A le rang R(a) de a : nous posons d'abord R(0)=0.
Soit P, le projecteur canonique de E(B(I)) sur la composante Bi de B(I) 3 Py

est un idempotent fini de A tel que P, A p; ~ B . Nous posons R(pi) =1,
Soit e = e® €B : nous posons R(e) = D(e), o D est la fonction de rang
définie sur B . Plus généralement si e est un idempotent fini de A il existe

n
un entier n €IN et un seul tel que eA=ie:91in€BkA ol pour tout i=1,2,..., n

G A~pA et kA c P, A, donc kA ¢ B. Nous posons R(e) = n+R(k) . Evidemment,

si XA ~eA nous posons R(x) = R!e) . Il reste a définir le rang d'un élément non

fini ; pour cela nous établissons le lemme suivant
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LEMME 2.1. Soit £ un idempotent non fini de A. Soit (ei)i q une famille

d'idempotents orthogonaux tous Eomorphes a une projection canonique Py » telle

que . EBI e, A<fA; alors le cardinal de T est bien déterming.

(Une telle famille d'idempotents existe d'apres le lemme 1.2).

Soit (ej‘)j cg une famille d'idempotents vérifiant les mémes propriétés ; mon-

trons que |I| = |J

. D'apres le théoreme de comparabilité, pour tout i€ I, 1'idéal
a droite e, AN ( jGEBJ e J“ A) est extension essentielle d'"une somme directe engendrée
par des idempotents isomorphes a des idempotents fondamentaux de B, c'est-a-dire
| . : .
derang — ou n€lN, soit e, AN( & . elA o A ; alors, si K= K.
¢ oh ’ 1 (JeJ jA> kiEKigki ’ ’ 2
on a k%K gkA < j% J eJ?A ; comme les e sont des idempotents finis chaque Ki

est fini ou dénombrable donc Card K < No Card I = Card I. Inversement puisque les
e, ne sont pas nuls, Card K =Card I, donc Card K = Card I. Pour tout n €IN nous

1 . . C .
posons I = {ke K lR(gk) = ;ﬁ }. Alors K anENI“ et comme les I~ sont disjoints,
Card K = B Card In . Par ailleurs, si k€ K, nous appelons support de k 1'ensem-

néeN
ble {j€ J|ejV 2 # 0}. Alors si le support de k€ K est {j1’ Jpseees jp}g comme

un idempotent e' vérifiant e'A=e! Ad ... de! A estfini e'A ne contient

1 p
qu'un nombre fini de 8y isomorphes ; autrement dit pour un entier n fixé, i'en-

semble des g, € e'A ol k¢ Irl est fini. Appelons L, P

I'ensemble des k€ In
9

dont le support a p éléments. Alors I _= (J L et comme les L sont
n peN* n,p n,p
disjoints CardI = 5 Card L, . Considérons 1'application L - JP qui
n Pl n,p n;p

a ke Lp fait correspondre le p-uplet dont les composantes sont les éléments de
son support rangés dans 1'ordre croissant (on suppose J bien ordonné). Soit ®
la relation d'équivalence associée, D'apres la remarque précédente chaque classe

a un nombre fini d'éléments., Soit ¢ le cardinal de Ln P et B le cardinal de
9

Lrl D/R . Si ¢ est finiona g <Card Jpo Supposons ¢ infini., Alors

9
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o= ). Card§2£1=39a=mzz Card X<} R =BR =p donc =8
X€Lp/p B *€hp/e B

mais la factorisation canonique de f donne une injection de Lp/ R dans JP dlolr

o < Card JP = card J . Dans tous les cas nous avons donc Card L n,p < Card J.
’ o 9
Alors, pour tout n€N, CardI = g%N* Card Lmp <¥® CardJ=CardJ et
Card K = Z Card Irl < &o Card J =Card J donc enfin Card I £ Card J. Les hypo-
nélN
theses sur I et sur J étant symétriques on a donc Card I =CardJ .

DEFINITION. On pose, dans ce cas, R(f)=CardI etsi xA=fA,

R(x) = R(E).

COROLLAIRE 2.2, Soit A un anneau régulier auto-injectif a droite.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout module libre L sur A les bases de L. sont équipotentes.

2) A contient un idempotent central fini # 0 .

1= 2. Sinon A est proprement infini et AA~ AAZ {11, proposition 4.2}, ce
qui contredit 1).

2)=1. Soit A=BXC oul'anneau B est fini, non nul, L et L' deux modules
libres sur A, isomorphes, Alors les B-modules’ BLL et BL' sont libres et iso-

morphes, et si est une base de L sur A, c'est encore une base de BL

()i g
sur B, Soit m un idéal bilatere maximal de B ; les B/'n\ modules BL/ML et
B!'L'/mL' sont libres et isomorphes ((E-i)i €1 est une base de BL/ML) ; mais

B/m est un facteur fini régulier auto-injectif & droite. On retrouve alors une

situation analogue a celle de la démonstration du lemme 2,1,

COROLLAIRE 2.3, Soit x un élément de rang infini d'un facteur A auto-

injectif a droite de type II. Alors R(x) est le plus grand cardinal ¢ tel que

x A ~E{axA).
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Soit o= R(x) =¥ ; alors xA ~E(axA) ; soit B>¢q ; si xA~E(8xA),

alors R(x) > 8. Contradiction,

Remarque. Il en résulte que si ¢ est un cardinal sans prédécesseur et si
B<a, xA~E(BxA), alors xA~E(xxA). Autrement dit, si R(x) > R p(x)

est le suivant de R(x).

THEOREME . Soient x, y deux éléments d'un facteur régulier A auto-injec-

tif 4 droite de type II. On a
. D RE) =0 > x=0
2) R(x) =R(y) <> xA < yA

3) Si elf, R(e+) = Rle) +R(f).

Ceci généralise la notion de rang connue dans le cas du type I. Ce théoreme se

déduit immédiatement de ce qui précede.

29) Supposons A de type III ; si A est birégulier tous les idempotents sont
isomorphes ; nous posons alors R(0) =0 et si x#0, R(x)=1.Si A n'est pas
birégulier alors A = EndBE(B(I))e Soit o le plus petit cardinal tel que B o E(gB) ;
on a avec les notations du paragraphe I, p(1B) =@ . Alors CardI >q , sinon
E(B(I) )~B et A serait birégulier. Donc 1'idéal bilatére maximal de A est

H(B) oll B=CardI.

(D

Soit P, la projection de E(B“’) sur une composante B o parallelement a

la somme directe des autres ; nous posons R(po) = 1. Plus généralement si

2

=1 €A etsi fAf est birégulier nous posons R{f) = 1 sinon soit fA > @ eiA

i€l
oll les e].LAei sont biréguliers isomorphes a B, nous montrons comme dans le cas

du type II que le cardinal de I est bien déterminé et nous posons R(f) = Cardl.

Remarque 2.5. Cette fonction de rang vérifie encore le théoreme 2.4, a ceci

pres que nous remplacons le 3) par R{e+f) = sup(R(e), R(f)).
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PROPOSITION 2.6. Soit A un facteur régulier auto-injectif a droite ;

1'idéal bilatdre minimal (resp. maximal) est défini par un cardinal ¢ (resp. f) ;

1'application o — Hlg) = {a€ A|R(a) <o} est une bijection du segment (o, 8]

sur 1'ensemble des idéaux bilateres propres de A.

Cette proposition dont la démonstration est évidente, généralise une propri-
été bien connue dans le cas du type I [7] . Cette fonction de rang R permet de

retrouver le théoreme 1.11 comme cela est fait dans [7] pour le cas du type I.
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I. INTRODUCTION ET RAPPELS.

Il est bien connu que pour un anneau commutatif les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) A est un anneau régulier.

2) Tout A~module simple est injectif (i.e. A est un V-anneau). Cependant
dans le cas non commutatif on obtient deux classes d'anneaux distinctes. En effet
il existe des anneaux réguliers qui ne sont pas des V-anneaux (par exemple 1'anneau
des endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps K)
et de V-anneaux qui ne sont pas réguliers (cf. Cozzens [15])0

Nous nous proposons ici d'étudier les anneaux réguliers injectifs qui sont
des V-anneaux. Tout d'abord en utilisant la notion de rang dans les facteurs,
introduite dans 1'exposé précédent, nous généralisons les résultats de Osofsky
[10]9 puis nous moitrons qu'en général un facteur qui est un V-anneau est biré-
gulier, enfin qu'un anneau injectif de type I est un V-anneau si et seulement si il
est produit fini d'anneaux réguliers réduits auto-injectifs.

Tous les modules considérés sont des A-modules a droite. Si B est un

facteur auto-injectif a droite, alors d'apres [12] B est de la forme B=End AE(A(I) )
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ou a) A estuncorps si B est de type I

b) A estdetypeIl si B est de type II

c) A est birdgulier si B est de type III.

Nous notons L = H(B) 1'idéal bilatere maximal de B et M = H(a) son
idéal bilatere minimal.
Si B n'est pas quasi-simple, de type I ou I alors ¢ = &O et si B est de type' I
alors o est le plus petit cardinal tel que A ne soit pas isomorphe a 1'enveloppe

injective de ¢ copies de A. Si E est un ensemble nous notons |E| son cardinal.

II. ANNEAUX QUOTIENTS D'UN FACTEUR NON BIREGULIER.

LEMME 1.0na: a) |B| = |a|!ll

b) (al <2l e B =2/,

En effet : \EndAE(A(I))i < jHom(AD, Al | < |30,AD) | < a| 1T
et iEndAE(A(I))I > lHom(A(I),A)l = |%(1,A)| = |A] ]

car E(A(I)) s'injecte dans al,

LEMME 2. Si v est un cardinal tel que g<y<pB et H unidéal a droite

tel que H(y) cH alors :
a) ¥ a€H(y) Homg(aB, B/H) = (0)

b)Va g M HomB(a89 B/H) # (0) .

a) Si a€H(y) alors a=ea avec e€H(y), e = ax d'ol f(a) =f(e) a€O

si feHomB(aB, B/H).

b) Si ag M alors aB =~B d'oli 1'assertion.,

Si G est un sous-ensemble de I on note eq 1'idempotent de B qui prolonge

la projection canonique de A(I) sur A(G) . S1i G= {i} nous noterons ;=€ -

On vérifie facilement que si G et k& sont deux sous-ensembles de I. Ona:
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et R(eG)z la].

LEMME 4 (Tarski). Tout ensemble infini I est réunion d'une famille

card 1

d'ensembles J tel que cardJ= 2 » les éléments de J étant tous de

cardinal |I| et le cardinal de 1'intersection de deux d'entre eux est stricte-

ment inférieur a |I

o

Pour démontrer ce lemme on utilise 1'hypothese généralisée du continu

sauf dans le cas ol [I] =¥ _.

THEOREME 1 [Théoréme 1de [10] dans le cas des espaces vectoriels ].

Si |Al<2 1] » le seul B-module monogene injectif annuié par 1'idéal bi-

latére maximal est (0).

Si B =End,E (A(I) ), le lemme précédent permet de définir 2B idempotents

®6(y) indépendants modulo H(B) = M . Soit H un idéal & droite tel que B/H soit
injectif ; alors d'aprés le lemme 2 I-Iom(eG(l‘L)Bs7 B/H) # 0 pour tout élément G(u)

de J. Ceci nous permet donc de construire pour chaque e

G(I-L) au moins deux mor-
phismes de eG(p)B dans B/H et par conséquent au moins 22 applications de
=3 ea(u)B dans B/H. D'autre part |B/H| < |B|= 2P 1 y a donc au plus

ped
2B de ces applications qui se prolongent & B et B/H n'est pas injectif.

COROLLAIRE 1.[10]. Soit K un corps de cardinal SZNO et V unes-

pace vectoriel de dimension dénombrable. Alors tout B-module monogene injec-

tif est isomorphe a un facteur direct de B.

Soit H un idéal i droite de B tel que B/H soit injectif et H' = E(H)
avec H' ®M =B , H'/H est un facteur direct de B/H et par conséquent H'/H
est injectif. Or H'/H=>~B/H®M et H®M est un idéal essentiel de B, donc

HeM contient le socle de B et B/H ©M = (0) d'aprés le théoréme 1.
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THEOREME 2 [10]. Soit B 1'anneau des endomorphismes d'un espace
R
vectoriel de dimension X=X, sur un corps de cardinal <2 © . Alors tout

B-module simple injectif est isomorphe a un idéal a droite de B.

Soit B/H un B-module simple et e un idempotent de plus petit rang parmi
les idempotents n'appartenant pasa H. Onaalors : eB +H =B et
B/H>~eB +H/H ~eB/eB nH d'olien posant N=eBNH B/H=eB/N. On va
démontrer que N =0 en remarquant que eBe/Ne est un eBe-module injectif.
Soit 3 un idéal & droite de eLe et ¥ un élément de Hom(3, eBe/Ne),
montrons que ¥ se prolonge a eBe. Posons M= 3B et soit ¢ le morphisme
défini par

©:M-— eB/N

n n
o §1 i 1"0) = gi zp(lc)r‘(j avec i_ € 3.

¢ est bien défini car si Eio I‘G = 0, il existe un idempotent £ tel que
Eic e Be=feBe et

o(T icr‘c) =% qp(f)io_r‘O = ()T icrc =0
B/H étant injectif, ¢ se prolonge en un élément g de HomB(B , eB/N) etla
restriction de g a eBe prolonge . De plus on vérifie facilement que 1'idéal
maximal de eBe est M oBe = (X € eBe/R(x) <R(e)} et d'apres la définition de e
’meB o CNe=HneBe. D' apres le théoréme 1 si R(e) est infini alors eBe/Ne = (0)

d'oll e €Ne et e€H ce qui est impossible, ona donc R(e)=1 et eBNH=0

c'est-a-dire B/H >~ eB,

THEOREME 3 ([10] dans le cas des espaces vectoriels).

Soit G un idéal bilatere propre non nul d'un facteur auto-injectif a droite

B, alors B/G n'est pas un B-module injectif.
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Soit G un idéal bilatere de B, alors il existe un cardinal vy tel que
a<vy<fB et G=H(y). Divisons 1'ensemble I en B sous-ensembles disjoints

(Gj)f* j€J tels que pour tout j, }Gjl = B. Les idempotents e. sont orthogonaux

G,
J

et indépendants modulo G (Lemme 3). Soit S un systéme maximal d'idempotents

indépendants modulo G contenant {ea., j€J}.
J

Alors S={e, , K€K} avec Y kB, cI,JcK et VYjeJ B.=G, .
B k N

Soit I=}" e B et soit ¢ 1'homomorphisme de J dans B/G détini par :

kKEK "k
©: T - B/G
ole )=¢ YijeJd
aJ aj
<p(eB)=0 VkeK-J.
k
Si B/G est injectif, ¢ se prolonge en P EI—IomB(B, B/G). Posons (1) =m,
Alors :
Yjed, qb(eaj) = eGj =m e(1j (1)
et YkK€EK-J ¢(eBk) = meBk =0 (2

Montrons que si r € G alors |{e;jer#0}|<y.
Eneffet si B est detypeIouIllona:

GBn @ e.B> o

iel 1 o

B ol les sont isomorphes au e, ar consé-
€A ga goc p! i p

quent d'apreés le lemme 2.1 de 1'exposé précédent on a :
l{ei]eiryé 0} | <y
si B est de type 1L
rBnee B> ® g B oules g sont des idempotents .fondamentaux ;
1 QEA T o

en posant comme dans le lemme 2.1 de 1'exposé précédent An = {a|a€ A, R(ga)= 4

2“}

on a kAni SROR(P) d'ol

[{e;le;r £ 0} | = |{e; e (@gthéO}I <¥ |Al=RR([@) <y.
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En appliquant ce résultat & (1) et (2) on obtient :

(1 VjEJ|{ei[ei(meG.-eG‘)740}|<y

i
d'olt VjeJ]{ieaj\eimei-ei;éO}l<y (3)
et (2)! VkEK-JI{ei|eimeBk;éO}!<'y
et VkeK-J|{i€B, |e,me £0}| <y (4)

Comme ]Gjl = B=7v, on peut choisir un élément i(j) de G“j tel que ei(j)m ei(j)= ei(j)'

Adjoignons a S 1'idempotent e avec D = {i(j)|j€J} le systéme S y {ep} est

D

lié car S est maximal. Or |D| = B, il existe donc un élément k € K-J tel que

B, ND| =y (lemme 3)
o

et {i€B, lei m e, £0} > By, N D| =y par conséquent B/G n'est pas injectif.
o o

Ir. V=-ANNEAUX REGULIERS INJECTIFS.

On sait que 1'anneau A des endomorphismes d'un espace vectoriel V de
dimension infinie (c'est-a-dire un facteur régulier auto-injectif & droite de type I
infini) n'est pas un V-anneau et plus précisément on sait que V est un A-module
simple non injectif. Nous cherchons ce que devient cette propriété dans le cadre

plus général d'un anneau régulier auto-injectif a droite.

LEMME 5. Soit A un anneau auto-injectif a droite, I un ensemble infini,

B = End, E(A(I) ), E = E(A(I) ). Alors E estun B-moduled gauche monogéne non

injectif isomorphe a un facteur direct de B.

1

Soit (ei)iEI une base de A", P, la projection de E sur eiA suivant

cette base, pour tout i€1I, P €B. Soit ¢ 1'application B-linéaire de _e% I Bpi
i
dans E définie par <p(pi) = e; pour tout i€I; si ¢ se prolongea B soit

(1) I

x = (1) ; comme A c A" on peut supposer E c:AI donc x GAI ; soit x Z(Xi)iEI .
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Alors ga(pi) =e; = pi(x) ; donc pour tout 1€I, x;=1 et x £ E, c'est une contra-
diction donc E n'est pas injectif.

Soit ye€E et soit i€l ; comme 1 ei) = 0 il existe une application

N
A-linéaire, soit fi de eiA dans yA telle que f(ei) =y : f se prolonge en
geEB et g(ei)zy donc yEBei et EcB e, ; comme BeicE on a E:Bei ;

' = - ~ - I ~a-dir . N .
or 1B(ei) = B(1 pi) donc B e; B/B(1 pi) c'est-a-dire Be; ~Bp; .

THEOREME 4. Soit A un anneau auto-injectif a droite ; soit ¢ le plus

petit cardinal qui majore strictement les cardinaux des sommes directes contenues

alors, si |I| =C, B=End E(A(I)) n'est pas un V -anneau.

dans A A

A

Soit E = E(A(I) ) AI et soit M un idéal & gauche maximal de A ; alors
EM={x€E llA I‘-A(X) c M } ; c'est un sous B-module de E ; montrons qu'il est
maximal. On sait, en reprenant les notations de la démonstration du lemme 3.3 que
E/EM = E_ei_ , il suffit donc de prouver que si y€E -E# ona 'é'; €By ; or
1rvly) & M donc il existe un idempotent e de A tel que riy)=e A avec
1-edM; alors A= Am + Aa(l-e) oll m € M et il existe un idempotent f de
Am tel que A = Af @ A(1-e) ; alors il existe un idempotent f' tel que Af = Af!
et A(1-e) = A(1-f'), donc £'A =r(y) ; il existe alors une application linéaire ¢
de yA dans (1-f')A telle que ¢(y) = 1-f', donc une application linéaire ¢, de
yA dans ei(‘l-f”)A telle que <pi(y) = ei(Tmf’) ; ¢, seprolongeen y €B etl'ona
e - (y) = e,f' ol l'on déduit e, ~ Y(y) €eME donc e-;.: Py) c'est-a-~dire

3'1' €By . E/EM est donc un B-module simple ; montrons qu'il n'est pas injectif.

Pour tout i€l ona 1 r(ei) = A, donc e; ¢E M et e; #£0 . On considére

1"application ¢ de Bp; dans E/EM définie par ¢p(pi)='e‘." . Si E/E M

ie%I i

est injectif, ¢ se prolonge & B par i . Posons X = {(1). Alors comme

1251 e; A<E,ona xAn i%l e A <xA il existe donc des éléments (yj):i cJ de E
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tels que xXA N @_eA> ? y.A d'apres 1'hypothese faite sur Card I, on a
i€l 1 jed )l

Card J < Card I, chaque yj se décomposant sur un nombre fini de eiA, on en

déduit que : jng VAc @ eJ.,A avec J' <l et cardJ' = cardJ, donc

J jreJ!
xA=E( & e.A El{ @ e' A) il existe donc un éiédment i de I tel que
(jEJ i ) c (jﬂey ! ) ° q
. — . ) — % = VY= 0 = 6. 1ot
plo(x) =0 ; alors zp(plo) = pio(zp(T)) = piox = pioi )= 0 = elo , d'oli eiOE EM, ce

qui est impossible, par suite E/EM n'est pas injectif.

Des résultats qui précedent on déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2. Soit A un facteur auto-injectif a droite qui est un V-anneau,

si B = BndyE(aD),
1)Si B est de type I, il est fini.
X,
, . . . . _ o)
2) 8i B est de type I, soit |I| estfini, soit [I| =% et |A]|>2".

3) Si B estdetype III, B est birégulier.

La deuxieme assertion est une conséquance des théoremes 3 et 4, la troi-
siéme s'obtient en remarquant que B = B(B(I) ).
Ce corollaire ne donne que des résultats partiels sur les V-anneaux, cepen-

dant nous pouvons améliorer ces résultats dans le cas d'un anneau régulier auto-

injectif a droite de type I.

LEMME 6. Soit A un V-anneau régulier dont le socle est essentiel, alors

A a méme enveloppe injective a gauche et a droite.

D'apres [13 }il suffit de démontrer que A vérifie les conditions K, et
Kr . Soit I un idéal a droite non essentiel de A, alors il existe un idéal simple
S telque INS=(0). Si x estun élément non nul de S, A étant un V-anneau, il
existe un idéal maximal M. contenant I et ne contenant pas x , par conséquent

MNS=(0) et I contenu dans un tacteur direct propre de A.
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LEMME 7. Soit e un idempotent d'un anneau A. Si A est un V-anneau,

eAe est un V-anneau.

Soit I un idéal a droite de eAe et x un élément de eAe n'appartenant
pas & I. L'ensemble des idéaux & droite J de A contenant (1-e)A et tel que
eJe = I admet un élément maximal J{, A étant un V-anneau il existe un idéal
a droite maximal M de A telque He M e x¢ M , car x ne peut appartenir

a 'K . De plus elle est un idéal & droite maximal de eAe.

PROPOSITION 1. Un V-anneau auto-injectif a droite de type I est un

produit fini d'anneaux de matrices sur des anneaux régouliers réduits auto-injectifs.

Si A est produit fini d’anneaux de matrices sur des anneaux réguliers
réduits auto-injectifs, alors A estun ¥~V-anneau d'apres [6, Proposition 2.87.
Réciproquement, d'apres [11, Proposition 2.91, si M. est un idéal maximal du
cente de A, A/MA est extension essentielle de son socle qui est isotypique. Par
conséquent d'apres le lemme 6, A/M A est un anneau simple et A est produit

fini d'anneaux de matrices sur des anneaux réguliers réduits auto-injectifs.

COROLLAIRE 3. Il existe un V-anneau régulier dont 1fenveloppe injective

n'est pas un V-anneau.

il .
HEN Mn(K), le sous-anneau

— — . L W A 119 -
A= {x €B/x = (Xn)nE]N’ 3p,Vm=p X0 mxp € K}, est un g-V-aineau dont 1'en

En effet soit K un corps, B =

veloppe injective est B qui n'est pas un V-anneau d'apres la proposition précédente.

Récemment B. Hartley a démontré que si G est un groupe dénombrable, et
K un corps, alors KG est un V-anneau si et seulement si G est extension finie
d'un groupe abélien et KG est un anneau régulier. Ceci nous permet de caractériser

les y-V-anneaux de groupe.
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Les seuls exemples connus de V-anneaux réguliers injectifs sont des
anneaux de type I ; on peut alors se poser la question suivante :

Existe-t~il des V-anneaux réguliers injectifs de type I ou III ?
De plus les seuls V-anneaux réguliers que nous connaissons sont des 3 ~V-anneaux
{i.e. tout module simple est injectif). Pour les anneaux réguliers on a des réponses

partielles dans le cas des anneaux de groupe.

PROPOSITION. Soient K un corps commutatif, G un groupe localement

tini dont 1'ordre de tout élément est inversible dans K. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes.

1) KG estun g-V-anneau

2) G est extension finie d'un groupe abélien.

De plus si G est dénombrable, ou si |K| > |G| ces conditions sont équivalentes  :

3) KG estun V-anneau,

L!équivalence des assertions 1) et 2) découle d'un résultat de B, Hartley

dans le cas général et de [6] dans le cas ol K est de caractéristique p £0 ou

iemes

de caractéristique 0 et contient les racines n de 1'unité, ainsi que de

Farkas et Snider dans le cas ou le groupe est dénombrable.
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INTRODUCTION.

Tous les anneaux considérés dans cet article sont unitaires et lorsque
nous parlerons de module sans autre précision, il s'agira de module a droite
unitaire., Soient M un A-module et n>1 un entier. On dit que M_ est n-acc,
si toute suife croissante de sous-modiiles de M engendrés par n générateurs
est stationnaire,

Ces conditions de chafhes, étudides en partie en théorie des groupes
abéliens, jouent un réle important dans la théorie des modules factorables de
A.M, Nicolas [5,6].

Nous montrons qu'il existe des anneaux commutatifs intégres A non noe-
thériens, tels que tout A-module libre soit n-acc pour tout n>1 et qu'il exis-
te une large classe d'anneaux noethériens a droite A tels que tout A-module
libre soit n-acc. Mais il existe des anneaux noethériens a droite tels que les
A-modules libres, qui ne sont pas de type fini, ne vérifient pas la condition de

chaine ascendante sur les sous-modules monogenes.
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Rappelons qu'un anneau A est a idéal singulier (a droite) nul si 1'annu-
lateur 3 droite de tout élément # 0 de A n'est pas essentiel dans A. Un A-
module M est de dimension de Goldie d, si son enveloppe injective est somme
directe de d modules injectifs indécomposables. On trouvera par exemple dans

[7] les compléments indispensables pour la compréhension de ce travail.

I. UN CONTRE EXEMPLE.,

Nous allons montrer qu'il existe un anneau commutatif A non noethérien

tel que tout A-module libre soit n-acc pour tout n,

LEMME 1.1. Pour un anneau A de radical de Jacobson nul, les propriétés

suivantes sonf équivalentes :

1) A est semi-simple.

2) Tout- A-module semi-simple M est 1-acc.

1)=> 2)Carsi x€M, ona L(Ax) <L(A), ot L( ) désigne la longueur.

2)=> 1) Soit M un module semi-simple isotypique de longueur infinie dont 1'annula-
teur est P, Si A/P n'est pas simple, alors tout sous-module de longueur finie

de M est monogene, donc M n'est pas 1-acc. On en déduit que pour tout idéal
primitif P de A, A/P est simple,

Supposons qu'il existe une infinité de classes d'isomorphie de modules
simples (Si)i €1 On pose M = 16631 Si ; on vérifie facilement que tout sous-module
de longueur finie de M est monogene, donc M n'est pas 1-acc, d'olu la contra-
diction.

Nous allons donner une démonstration simple du résultat suivant di a

D. Jonah [4].

PROPOSITION 1,2. Pour un anneau A, les propriétés suivantes sont équi-

valentes :



6.3

1) A est parfait a droite.

2) Tout A-module M est n-acc pour tout n>1.

1) = 2) Soit (Xi) une suite croissante de sous-modules de M # (0) engen-

ieN
drés par n éléments. On pose N = !ij X].,' et soit &i)i €N 1"image de cette suite

dans N/NR (R radical de A). Comme A/R est semi-simple et que L(j—{i)snL(A/ R);
il existe un entier p tel que ip = N/NR, soit Xp +NR =N ; comme NR est su-
perflu dans N [7, p.BO ], ona X, =N.

2) =>1) Le lemme 1.1 prouve que A/R est semi-simple. Soit (ai)i an des éléments
du radical R. Soient F un module libre de base (ei)i N et G Ie sous-module de

F engendré par (ei - g a.)i N F/G étant 1-acc, on en déduit qu'il existe un
entier n tel que Ap soe @y = 0. R est donc T-niipotent a droite et A est par-

fait & droite [7, p. 130].

PROPOSITION 1.3. Soit A un anneau commutatif integre vérifiant la

condition suivante : pour tout idéal 1# 0, 1'anneau quotient A/I est parfait. Alors

tout A-module libre I. est n-acc pour tout n=>1.

Si M cL est engendré par n éléments, son rang est <n . Il en résulte

que si (Xi) est une suite croissante de sous-modules d'un module libre L., ol

ieN

les Xi sont engendrés par n éléments, il existe un entier p tel que pour nzp

Xn soit un sous-module essentiel de N =UJ Xi o Xp étant de type fini, il existe
1

une base de L tel que Xp cAe, B ... AeS = L', Soit q la projec~-

(ej)jGJ 1
tion canonique de L sur L' ; ona kerqgn Xp = (0), d'olt ker q n N = (0), ce

qui prouve que N est isomorphe & q(N) Z‘%N q(Xi) . I suffit donc de considérer
i

le cas olt L=Ae, @ ...®Ae . Soit (Xi)ie]N

de L engendrés par n-éléments. Il existe un entier p tel que N = UXi soit
7o

une suite croissante de sous=modules

extension essentielle de Xp@ Soit K = Ax1 Fao ot AXt un sous-module de type
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fini de L, tel que Xp ® K soit essentiel dans L. Pour q=p la suite (XqEBK)
est une suite croissante de sous-modules engendrés par n+t éléments et comme
Xp @ K est essentiel dans L ona I= Ann(L/ (X‘l @ K)) £0 ., A/I étant parfait,

1a suite (Xq @ K) est stationnaire (prop. 1.2), la suite (Xi) est donc stationnaire,

COROLLAIRE 1,5, Il existe un anneau intégre A, non noethérien, tel que

tout A-module libre soit n-acc pour tout n > 1.

L'exemple suivant di a Krull et utilisé dans la théorie des décompositions
primaires [3], vérifie les conditions du corollaire 1.5.

Soit K[X,Y] 1'anneau des polynSmes a deux indéterminées sur un corps
K . On pose 3

A= {f/g, f, g€ K[Xng/g(O,,Y) £0, f.(Os,Y)///g(OgY) € K}

A est un anneau local intégre dont 1'idéal maximal est M = {f/g EA/f(O ,Y) =0}
et pour tout idéal I#0 de A, il existe n avec M" c I, Sil'on pose
a, = X(Y+1)/ Y19 la suite des idéaux J, = (a‘I peoes ai) est strictement croissante

et A n'est pas noethérien,

II. MODULES SUR LES ANNEAUX A IDEAL SINGULIER NUL.

PROPOSITION 2.1, Soit A un anneau vérifiant 1'une des conditions sui=-

vantes

1) A est & idéal singulier nul et de dimension finie.

2) A est noethérien & gauche.

Si M est un sous-module de dimension finie de AIg il existe une partie finie

J de I telle que si p désigne la projection canonique de AI sur AJ9 alors

p(M) soit isomorphe & M ,

M est extension essentielle d’un sous-module X A®...® an et Mn(A) véri-

fiant les propriétés 1) ou 2), le théoréme de Morita permet de se ramener au cas
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oli M est extension essentielle de xA. On pose X = (Xi)]?, €1 ; les deux conditions
n

impliquent chacune qu'il existe un entier n tel que r(x) = "mi r‘(xi) ol r( )
1=

désigne 1"annulateur a droite. Soit J = [1,..., n] I ; la relation xa € ker p

entrafne xa=0 et comme x ANker p=0 implique M Nker p =0, on en déduit

la proposition.

Goldie finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) Pour tout ensemble I, le A-module AI est n-acc pour tout n>1.

2) Tout A-module libre admettant une base finie est n-acc pour tout nx>1,

2) = 1) Soit (Xi)i N une suite croissante de sous-modules de AI engendrés par
n éléments, On note dim( ) la dimension de Goldie. On a dim Xi <n dim A pour
tout 1 et il existe donc un entier s tel que N = &J Xi soit extension essentielle
de XS . La propriété résulte alors de la proposition 2.1.

B. et G. Baumslag ont montré dans [1] que tout module libre sur un anneau
noethérien a droite intégre est n-acc pour tout n, Voici une premiere généra~

lisation de leur résultat.,

COROLIAIRE 2.3. Soit A un anneau noethérien a droite et a idéal singu-

lier nul. Alors, pour tout ensemble I, le A-module AI est n-acc pour tout n .

COROLLAIRE 2.4. Il existe un anneau commutatif integre non noethérien

A tel que tout A-module Al soit n-acc pour tout n =1,

Cela résulte du corollaire 1.5 et du théoréme 2.2,
La proposition 2.1 permet de généraliser un résultat classique sur les groupes

abéliens [2, p. 168].
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PROPOSITION 2.5, Soit A un anneau noethérien semi-premier et héré-

ditaire. Alors tout sous-module dénombrable d'un module al est projectif.

A admet un anneau de fractions (th. de Goldie)? en reprenant la méthode
du cas commutatif, on prouve que tout A-module M de type fini a sous-module
singulier nul se plonge dans un A-module libre, M est donc projectif. Soit E
un sous-module dénombrable de AIQ D'apres la proposition 2.1, tout sous-module
de type fini de E, admet une extension essentielle maximale dans E qui est de
type fini. On en déduit facilement que l'ona E = %JE“ , ol Erl est un sous-
module de type fini-de E tel que En+1 / En -soit a sous-module singulier nul,

/Erl .

donc projectif d'apres ce qui précede. On a alors E =~ & En+1
n

PROBLEMES. A désigne un anneau commutatif noethérien integre.

1. Soit M un A-module sans torsion de type dénombrable tel que tout sous-
module de rang fini soit de type fini. M se plonge-t-il dans un A-module libre ?
En particulier, tout sous-module de type dénombrable de AI se plonge-t-il dans

un A-module libre ? (cf. prop. 2.1, 2.5).

2. Soit M un A-module sans torsion qui est n-acc pour tout n. Tout sous-~

module de rang fini de M est-il de type fini ?

ImI. MODULES LIBRES n-acc SUR LES ANNEAUX NOETHERIENS A DROITE.

Nous allons montrer qu'il existe une large classe d'anneaux noethériens
a droite tels que tout A-module libre coit n-acc pour tout n > 1. On désigne
par x la propriété suivante :

¢ Tout A-module libre 1. est n-acc pour tout n=1.
Pour tout entier k, on appelle k-suite S, une suite croissante de sous-modules

Xi de L tels que Xi soit engendré par k éléments. On note r(S) 1'idéal
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bilateére, annulateur de X = U Xio Si (ei)i N est une base de L on note I(S)
i

1'idéal a droite engendré par les composantes des éléments de X.

LEMME 3.1. Soit A un anneau noethérien a droite qui ne vérifie pas #»

et soit S = (Xi)i e e k-suite strictement croissante de sous-modules du A-module

libre L telle que r(S) soit maximal. Alors r(S) est un idéal premier P de A

et l'ona P=r(I(S)).

On a évidemment 1r(S) = r(I(S)), il suffit donc de prouver que r{(S) est
un idéal premier. Sinon, il existe deux idéaux bilateres I r(s), J ) r(s)

avec IJcr(S). Comme I estunidéal & droite de type fini, la suite S;= (XiI)i N

est une k-suite et 1'on a P(SI) oJ. Comme r(S) est maximal, on en déduit que la

suite SI est stationnaire. On peut donc trouver un entier N tel que

n>N = XnI=XNI°

Onpose L=L ®L',;ou L =e. A®...®e A contient le sous-module X, et
PP p 1 p N
soit q la projection canonique de L sur L[") . La suite S' = (q(Xi))iE]N est une

k-suite strictement croissante et 1'ona r(S') oI s r(S) ce qui contredit le carac-

tere maximal de 1(S).

THEOREME 3.2. Soit A un anneau noethérien a droite vérifiant la condi-

tion suivante ¢

%% Si P est uniddal premier de A tel que P =r(E), ol E est un sous-
S

. _ N )
de E fels que P=.[]r(x).

ensemble de A, alors il existe des éléments (x,) l<i<s

Alors tout A-module libre est n-acc pour tout n=1.

Sinon, il existe une k-suite strictement croissante S = (Xi)i telle que

€N

P = r(S) soit maximal, donc premier (lemme 3.1.).

PROPRIETE 1. Il existe un entier N tel que pour n=N on ait
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n
I‘(Xn) =1r(S) = 191 r‘(xi) avec x; € Xy, pour tout i .

S
La condition (x#) implique que r(S) = r(I(S)) = ﬁT r(ui) oll les éléments
1=

U, sont des composantes d'éléments Xiseeop X

S de X = {J Xi ; 1l existe un entier
1

N tel que X; € X.; pour tout n, on a alors

N
r(S) erlXy) < rly) = r(S).
d'ol la propriété.

Lfanneau A/P est un anneau premier, noethérien a droite, il est donc a
idéal singulier nul. Si M est un A/P-module, on désigne par j(M) son sous~-
module singulier. D'apreés la propriété 1, j(X) n'est pas un sous-module essentiel
de X etl'ona X n iX) = j(Xn) . Xn/ j(Xn) est un A/P-module & sous-module
singulier nul engendré par k-éléments.

On en déduit

dim X /j(X ) <k dim A/P (7).

Soit K un complément de j(X) dans X (K est maximal pour la propriété K n j(X)=0).

PROPRIETE 2. Il existe un entier N1 tel que pour n = N1 , K soit ex-

tension essentielle de X n K.

En effet, la relation (1) implique que K est un A/P-module de dimension
de Goldie finie,

Onpose L=e A@M‘,@epA@L“:LpeBU? avec XN'{CLD et soit

1
q: L - L" laprojection canonique. Comme S est une suite telle que r(S) soit
maximal, la suite S' = (Xi" = q(Xi))i N est telle que r(S')=1r(S), de plus S*
est une suite strictement croissante.

PROPRIETE 3. Si X'=U X!, alorsona X' = j(X").
ieN ' T

Soit x €X' ; il existe m€ X, yELp tels que m=y + x. D'apres la
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propriété 2, X est extension essentielle de j(X) & (XN1 nK) =27 . Soit
J={ac¢€ A/m a€Z}. J estunidéal a droite essentiel modulo P ; si xJ =0,
alors x €j(X'), sinon il existe a€ J, avec x a# 0, tel que xa +ya = z+u,
z €j(X), u EXN1 NnK.Onaalors xa=q(z) €j(X'), ce qui prouve que X'
est extension essentielle de j(X') et comme A/P est a idéal singulier nul on a
X" =j(x"),

D'apres la propriété 1, ona P = F\ P(yi), y; €X' et les idéaux P(yi)
sont essentiels modulo P, d'ol la contradlzgiong ce qui acheve la démonstration
du théoreme.

Rappelons [7, p. 95] qu'un anneau A noethérien a droite est dit

essentiellement borné a droite, si pour tout idéal premier P, tout idéal a droite

essentiel de A/P contient un idéal bilatére # (0).

COROLLAIRE 3.3. Soit A un anneau noethérien a droite. Alors fout A-

module libre est n-acc pour tout n dans chacun des cas suivants :

1) A est noethérien & gauche

2) A est essentiellement borné & droite.

un sous-ensemble de A, Comme A est noethérien a gauche

1) Soit E = (ai)iEI

S s
_Z: Aa = Z: A a; . On en déduit que rE) =N I*(ai)e
i€l i=1 1=1

2) C'est une conséquence d'un résultat de Cauchon [7, p- 95 1s

Remarque. Il est bien connu que la condition x % est réalisée, si A est un anneau
a identité polyndmiale.
Nous allons montrer qu'il existe des anneaux noethériens a droite, tels que
si L est un A-module libre qui n'est pas de type fini, alors L n'est pas 1-acc.
Soit K un corps commutatif et soit AT(k) 1t'algébre de Weyl :

A1(k) =k[X,Y], XY - YX = 1. Il est bien connu que A1(k) est un anneau noethérien
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quasi-simple. Si J est un idéal maximal de A1(k) , on désigne par M le A-
module simple M = AT(k)/ J et on considére 1'anneau noethérien a droite B défini

par kK M

B=
0 A’l(k)

PROPOSITION 3.4. Soit L. un B-module libre qui n'est pas de type fini.

Alors L n'est pas T-acc.

k M

P :( ) est un idéal premier de B qui est 1'annulateur de 1'idéal a
00

droite simple

0 x.
Soient A =( 1) T<i<n desélémenisde I.O0Ona

n k M
N rly,) = ( n )
1=1 0 N r(xi)

i=1

et par suite B ne vérifie pas la condition (¢ ¥). Le B-module semi-simple I(]N) :

(N)

est un sous-module de B-module libre B et d'apres la démonstration du

)

lemme 1.1, n'est pas 1-acc.

k AT(k)
Remarque. B est 1'anneau quotient de 1'anneau C = , par

0 A1(k)
0o J
17idéal bilatere .

0O O

On vérifie facilement que C vérifie »x*. On en déduit qu'un anneau quotient d'un

anneau vérifiant ¥ , ne vérifie pas nécessairement % .
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Nous nous proposons d'étudier trois questions qui traitent ou qui touchent
les anneaux réguliers. J'aimerais remercier les membres du séminaire pour leurs
suggestions qui ont amélioré cette présentation ainsi que pour leur hospitalité.
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(W 750463) et le Conseil de Recherche du Canada (A 7752).

I.- SUR CERTAINES CATEGORIES D'ANNEAUX REGULIERS.

Rappelons qu'un anneau est régulier si étant donné a il existe un b tel
que a = aba. Un anneau est fortement régulier si étant donné a il existe un b tel
que a-= a2b. Il est clair que O est le seul élément nilpotent dans un anneau forte-
ment régulier et puisque (a - aba)2 =0, un anneau fortement régulier est régulier.
Nous notons que 1'équation a = aba implique que ab et ba sont des éléments idem~-
potents. Si e est un élément idempotent d'un anneau réduit, par exemple d'un an-
neau fortement régulier, les équations (ea - eae)2 =0 et (ae- eae)2 =0 mon-
trent que ea = eae = ae ce qui indique que e est central dans 1'anneau. Alors
dans un anneau réduit, tous les idempotents sont centraux. Soit A rdégulier. Si
a €A, ilexisteun b'€ A tel que a=ab'a. Si b=>b'ab' on vérifie tout de suite

que a = aba, b= bab.
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LEMME 1.1. Si A est fortement régulier, il existe pour chaque a€ A un

élément b et un seul tel que a = aba, b = bab.

Démonstration. On sait qu'il existe un b€ A tel que a = aba, b = bab. Supposons

qu'il y aitun c€ A telque a=aca, c=cac. ab, ba, ac et ca sont centraux
parce qu'ils sont des idempotents. Alors ¢ = cac = c(aba)c = ca(ba)c = cac(ba) =
cba = c(bab)a = cb(ab)a = c(ab)ba = c(abab)ba = bac abab = ba bab =b.

Le lemme 1 montre que la catégorie des anneaux fortement réguliers peut &tre
défihie par opérations et équations. On ajoute aux opdérations et aux équations pour
la catégorie des anneaux, lﬂopér‘ation qui associe a chaque a un élément b tel que
a=aba et b=bab. Cette opération est préservée par tout homomorphisme y compris

les monomorphismes a cause de 1'unicité de b. Alors nous avons tout de suite :

PROPOSITION 1.2. La catégorie des anneaux fortement réguliers est une

catégorie algébrique au sens de Lawvere. En particulier elle est fermée sur le pro-

cessus de prendre des égalisateurs (noyaux de doubles flaches) et des intersections.

Le méme résultat reste vrai pour la catégorie des anneaux réguliers commutatifs .,

Pour obtenir la catégorie des anneaux commutatifs réguliers il suffit d'ajou-
ter 1'équation xy = yx aux autres équations.

La réciproque du lemme 1 est vraie :

LEMME 1.3. Soit A un anneau tel que pour chaque a il existe un b et un

seul tel que a=aba et b=bab. Alors A est fortement régulier.

Démonstration. On vérifie facilement les équations suivantes :
2

a=al+ ba—bazb)a, b+ba~ba“b = (_b+ba—bazb)a(b+ba-ba2b),

2

a = a(b+ab-ba?b)a, b-+ab~-ba%b = (b+ab- ba2b)a(b+ab -bab),

L'hpoth‘ese implique que b =b+ba- bazb =b+ab- ba2b9 ce qui implique

ab = ba. Alors a = aba = a2b9 et A est fortement régulier.

On peut maintenant se demander si la catégorie des anneaux réguliers avec les
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homomorphismes entre ces anneaux peut 8tre définies par opérations et équations.
On peut répondre que la catégorie est déja définie comme cela - étant donné a il
existe un b tel que a = aba, et cette équation est préservée par les homomorphis-
mes . Mais la vraie question est la suivante : peut-on assigner un tel b a chaque

a dans chaque anneau régulier de maniére que 1'assignation soit préservée par
chaque homomorphisme d'anneaux ? Une situation dans laquelle on réussit a choisir
un tel b est lorsque 1'on sait que b est le seul élément qui satisfait certaines
équations qui sont préservées par les homomorphismes. Au début 1'auteur espé-
rait qu'il existait un ensemble fini ou infini qui définirait b. Par conséquent la
catégorie des anneaux réguliers serait algébrique et aurait toutes les limites en
particulier les égalisateurs. Rappelons que 1'égalisateur de deux applications

f, g : R — S dans une catégorie d'anneaux est {r€R]|f(r)=g(r)}.

Je présente maintenant un exemple trouvé par mon ami Robert Paré qui montre
que 1'égalisateur' de deux applications enire anneaux réguliers n'est pas nécessai-
rement régulier. Dans un anneau A quelconque, un élément inversible u définit
un automorphisme par a —» uau”=1 . Soit A= Q[Z] 1*anneau des matrices carrées
sur le corps rationnel. Soit f: A — A l'identité sur A etsoit g: A —> A

1T 1
1'application définie par la matrice inversible u =[ } , dont 1"inverse est
1 -1 a b] [1 17[a b1 -11'0 Vrasc -a-cibsd
. Alors g = = et

o 1 c d O 1fjc d{|0 1 c d

a bl
est dans 1'égalisateur de f et g siet seulementsiona c¢c=0 et

jc  dj a b
-a+d = 0. Alors 1'égalisateur est { | a, b€ Q} . Maintenant

o 1] fa blfo 1] Jo o 0 a |
= , ce qui indique qu'on ne peut pas satisfaire 1'équa-
0 0f {0 af|o © 0 0 o 1
tion de régularité pour 1'élément [ J dans 1'égalisateur. Alors 1'égalisateur
0 0

de f et g n'est pas régulier et la catégorie des anneaux réguliers n'est pas
algébrique.

On peut se servir de cet exemple pour' donner un exemple d'un anneau régulier
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avec deux sous-anneaux réguliers dont 1'intersection n'est pas réguliere. Soit

A= Q[ 47 1"anneau des matrices 4 X 4 sur le corps rationnel. Soit B le sous-

anneau de la forme et soit C le sous=anneau de la forme

8074
0]
%127
B NC n'est pas régulier. On ne peut pas satisfaire 1'équation de régularité
0 1
] 0

0 0

0 0

Cette question est discutée dans \'3] Nous notons que Kennison [2] a montré

oll g est 1'application ci-haut.

pour dans B NC.

que la catégorie des anneaux réguliers réduits est la complétion de la catégorie

des produits de corps et homomorphismes entre eux. Il a montré que chaque anneau

régulier réduit est 1'égalisateur de deux homomorphismes entre produits de corps.
Dans le cas commutatif il montre que la catégorie des anneaux réguliers com-

mutatifs est la complétion de la catégorie des produits de corps. Alors on peut

bien poser :

Question 1.1. Quelle est la variété engendrée par la catégorie des anneaux réguliers
Dernierement Herstein [1] a deéfini la notion de 1'hypercentre d'un anneau, Si

A est un anneau, 1'hypercentre de A noté, T(A) est {a€ Alabnz bna} ol n

est un nombre naturel qui dépend de a et b . L'hypercentre contient le centre mais

n'est pas nécessairement commutatif. Un anneau est commutatif précisément quand

il coi:nc%de avec son centre, Disons qu"l{n anneau est hypercomn?utaﬁif stil n n

coihcide avec son hypercentre, et qu'il est n-hypercommutatif siona ab =b a

pour chaque a et b dans A olu n ne dépend que de 1'anneau. Il est évident que

pour chaque n, la catégorie des anneaux n~hypercommutatifs est une variété. Puis-

que les anneaux commutatifs sont une variété, nous demandons :

Question 1.2. Quelle est la variété engendrée par leé anneaux hypercommutatifs ?
Les lemmes 1.1. et 1.3. nous suggerent une question parallele pour les demi-

groupes., Si A est un demi-groupe régulier a = aba pour un b, il est évident qu'on

peut choisir b tel que b = bab et si les idempotents de A sort centraux, b est

" bien déterminé.
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Question 1.3. Soit A un demi-groupe tel que pour chaque a il existeun b et

un seul tel que a = aba, b = bab. Est-ce que les idempotents de A sont centraux ?
Question 1.4, Sil'anneau A est hypercommutatif (n-hypercommutatif) et si x

est une indéterminée, est-ce que 1'anneau A[x] est hypercommutatif, (n-hypercom-
mutatif) ?

Références . :

[1] I.N. Herstein, On the hypercentre of a ring, Jour. Alg. 36, (1975), 151-157.

[2] J.F. Kennison, Structure and Costructure for strongly regular rings, J.
Pure. Appl. Alg. 5, (1974), 321-332.

[3) R. Raphael, Some remarks on regular and strongly regular rings, Can. Math.
Bull. (A paraftre).

II.- ANNEAUX INJECTIFS ET EFFACEMENTS INJECTIFS.

Ce sujet est suggér‘é par 1'intérét dans le processus de la localisation aux
injectifs dans les catégories completes étudides en général par Lambek et Rattray.

Ce processus a suggéré 1'enquéte des injectifs dans certaines catégories com-
pletes d'anneaux. Les catégories intéressantes sont la cafégor‘ie des anneaux, la
catégories des anneaux commutatifs, la catégorie des anneaux réguliers commutatifs,
la catégorie des anneaux réduits réguliers, la catégorie des p-anneaux pour chaque
premier p et la catégorie des anneaux n-hypercommutatifs. Nous allons présenter
certains résultats qui indiquent une méthode que nous avons utilisée dans [3 | et [4].

Soit ¢ une catégorie. Un objet I de ¢ est injectif si chaque diagramme
I
gl
A—— B
f
ol f est un monomorphisme peut étre fermé commutativement par une application
h : B — I. Il est évident que 1'anneau (0) appartient 2 toutes les catégories que

nous avons mentionnées et qu'il est injectif. Nous allons voir qu'il est souvent le

seul objet injectif.

- PROPOSITION 2. 1. L'anneau zéro est le seul objet injectif dans la catégorie
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des anneaux.

Démonstration. Soit A un objet injectif. Considérez 1'anneau A[x] ol x est

un élément indéterminé et soit S 1'ensemble des polyndmes dans Afx] dont le
coefficient dirigeant est 1 et tous les coefficients sont dans le centre de A.

S est un ensemble multiplicatif et tous les membres de S sont des non-diviseurs
de zéro. Alors on peut localiser A[x] a S et 1'homomorphisme canonique

Alx] — 5! Alx] est un monomorphisme., Considérons maintenant le diagramme

A

N T
A ———s A[X] =S~ AlX]
oll 1A indique 1'identite sur A. A est injectif et il y a un morphisme
£:g70 Alx]} —» A qui ferme le diagramme. Soit f(x) = a. a est central dans A
parce que x est central dans S_1 A[x]_ et I est surjectif. Alors x - a€S et

x-a est inversible dans 8-1

A[x]. Maintenant f(x-a) est inversible dans A.
Mais f(x-a)=f(x) - a=0. Alors A est un anneau dans lequel O est inversible.

Alors A est 1'anneau zéro.

COROLLAIRE 2.2. L'anneau zéro est le seul objet injectif dans la catégorie

des anneaux commutatifs .

Pour présenter le cas régulier commutatif nous avons besoin d'un petit lemme.

LEMME 2.3. Soit A un anneau commutatif semi-premier tel que pour chaque

a€A, 3b€(a)” tel que bA est essentiel dans (a)*. Alors Q p\A) est regulier

ou Q. G(A) indique le localisé de A a l'ensemble de tous les éléments qui ne sont

pas diviseurs de zéro.

Démonstration., On affirme que a+b n'est pas diviseur de zéro., Carsi c€ A

2¢-0,b%c=0, (bc)’=0 et bc=0-=ac. Vu

tel que (a+b)c =0, alors abc +b
que ac =0, cé¢(a)®, Mais bc =0 implique (bA) N (cA) = (0), ce qui contredit

le fait que bA est essentiel dans (a)*
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COROLLAIRE 2.4. Soit A un anneau commutatif régulier, x une indéter-

min¢e. Alors QA [x] est régulier.

Démonstration. Soit a +a;X +...+a X unélément de A[x]. Alors pour chaque

1

i, aiA = eiA pour un idempotent e € A. Alors 1'annulateur de a,ta,x to.ot @ X

n
est [ 17(1—61)] A[x], unidéal principal.

PROPOSITION 2.5. L'anneau zéro est le seul objet injectif dans la caté-

gorie des anneaux commutatifs réguliers.

Démonstration. Soit A injectif. Par le corollaire 2.4., Q c EA [x] est régulier.

Maintenant il faut répéter 1'argument de la proposition 2.1.

Il y a deux autres aspects intéressants dans cette étude. Un monomorphisme
m: A —> B est régulier si 1'image de A est 1'égalisateur de deux morphismes
B : C émanant de B. Un objet I dans une catégorie est injectif par rapport

aux monomorphismes réguliers si on peut fermer chaque diagramme

I

!

A e B
olt la fleche A —» B est un monomorphisme régulier. Cette distinction n'est pas
nécessaire dans la categorie des modules parce que chaque monomorphisme est
régulier. Par contre dans la categorie des anneaux l'application Z — () est un
monomorphisme qui n'est pas régulier.

On peut alors demander : est-ce qu'il y a des objets injectifs par rapport aux
monomorphismes réguliers ? Nous avons montré dans [31 que les résuliats sont les
mémes que pour les injectifs par rapport a tous les monomorphismes.

M. Barr m'a indiqué qu'il n'est pas nécessaire d'avoir des objets injectifs
pour* pouvoir localiser. Il suffit d'avoir des effacements injectifs. Indiquons par

»=> un monomorphisme régulier. Un effacement injectif pour un objet A dans
une catégorie est un morphisme A >+ I tel que tout le diagramme
A ey ]

t

B ey C
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peut &tre fermé commutativement par un morphisme C -——1I. On vérifie tout de
suite que As>-» I est un effacement injectif si 1 est injectif. En adaptant les
démonstrations antérieures nous avons montré qu'on a les mémes résultats que pour
les injectifs ~ c.a.d. dans la catégorie des anneaux commutatifs, et des anneaux
commutatifs réguliers le seul anneau avec un effacement injectif est 1'anneau zéro,
qui est son propre effacement injectif.

Dans la catégorie des anneaux de Boole, ou plus généralement la catégorie
des p-anneaux, chaque anneau a un effacement injectif parce qu'il y a assez d'in-
jectifs - c.a.d. on peut plonger chaque anneau dans un anneau injectif. Nous n'avons
pas traité des eifacements injectifs pour les anneaux réguliers réduits.

Question 2.1. A part 1'anneau zéro, est-ce qu'il y a des objets injectifs ocu des

effacements injectifs dans la catégorie des anneaux n-hypercommutatifs ?

Références :
[1] M. Barr, Non-abelian torsion theories, Can. J. Math. 25 (1973) 1224-1237.

[2] J. Lambek and B.A. Rattray, Localization at injectives in complete categories,
Mimeographed notes, Mc Gill University (1972).

(31 R. Raphael, Injective Rings, Comm. Alg. 1, (1974) 403-414.

[4] R. Raphael, No rings have injective effacements, Jour. Pure and Appl.
Alg. (A paraitre).

ITT.- ANNEAUX ENGENDRES PAR LEURS ELEMENTS INVERSIBLES.

Soit A un anneau et soit U(A) le sous-anneau de A engendré par les é1é--
ments inversibles de A. Chaque élément de U(A) est une somme finie d'éléments
inversibles de A. Si A = U(A) on dit que A est engendré par ses éléments in-
versibles. Nous nous sormes intéressés = ces anneaux par une question de
Skornjakov : est-ce que chaque anneau régulier est engendré par ses éléments inver-

sibles 7

IL.'anneau Z des entiers est engendré par ses éléments inversibles. Si A

est un anneau local c.a.d. un anneau avec un seul idéal maximal a droite M, alors
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A est engendré par ses éléments inversibles, puisque chaque élément de A\M est
inversible, et chaque élément m de M se laisse écrire comme m = (m+1) + (-1),
une somme d'éléments inversibles. Si X est un espace topologique, 1'anneau C(X)
de fonctions continues de X a R est engendré par ses éléments inversibles parce
que 1'on a 1'équation

£§(X) =(EX)v0 + 1) + (E(X)A0 ~ 1).

La catégorie des anneaux engendrés par leurs élémernts inversibles est un
exemplc: d'une sous-catégorie réflective de la catégorie: des anneaux au sens de [3].
Les anneaux engendrés par ces éléments ont été le sujet de plusieurs articles der-
nierement. Nous nous proposons de traiter un de ces aspects : les nilpotents. J'ai

appris le lemme suivant de Stephenson [7] .

LEMME 3.1. Soit x un élément nilpotent d'un anneau A. Alors x est une

somme d'éléments inversibles.

=1y

Démonstration. Si x = 0, (1#x)(1=x~.. u-an) =1=(1-x-...-% 1+x) alors

1+x est inversible et x = (1+x) + (=1).
Alors un anneau engendré par ses éléments nilpotents est engendré par ses

éléments inversibles.

LEMME 3.2. Soit A un anneau et e un élément idempotent de A. Alors

1'idéal AeA(1-e)A esi engendré par des éléments nilpotents.

Démonstration. Il suffit de montrer gu.'un élément de la forme aeb(i1-e)c est engen-

dré par des nilpotents dans AeA(1-e)A. Alors

aeb(1-e)c= [e+(1-e) }[aeb(1-e)c][e+(1-e) ] = [eaeb(1-e) }[(1-e)ce J+eaeb(1~e)c (1-e)

+ (1-e)aeb(1-e)ce + [(1-e)ae J[eb(1-e)c(1-e) ]
dont les deuxieme et troisiéme termes sont des produits de deux nilpotents et les

premier et quatrieme sont des nilpotents.

COROLLAIRE 3.3.Soit A un anneau, et e un élément idempotent de A.

Alors 1'idéal AeA(1-e)A + A(1-e)AeA est engendré par ses éléments nilpotents .,
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Démonstration. Dans 1'expression de aeb(1-e)c ci-haut chaque nilpotent est dans

AeA(1-e)A ou A(1-e)AeA. La discussion pour A(1-e)AeA est parallele.

Le résultat suivant a été prouvé séparément par W. Stephenson et 1!auteur.

PROPOSITION 3.4. Soit A rdégulier tel que A/Moe n'est pas un corps pour

chaque idéal bilatere maximal M, de A. Alors A est engendré par ses éléments

nilpotents .

Démonstration. Si A/ Moz n'est pas un corps il existe X, €A X, £ M, tel que

XAZA . x A=e A car A estrégulier. ¢ A#4A alors e -1¢dM .
o o o o o o
eaA(1-ea) s M~ parce que M est premier et eag M, 1-e 4 M, . Alors
- 173444 — i i
Ae A1 ea)A ¢ M, pour chaque ¢ et 1'idéal Y Ae,, Al1 ea)A n'est pas contenu

o
dans aucun idéal. Alors A=} " Ae A(1-ea)A d'oll ia conclusion.
o

COROLLAIRE 3.5. Soit A régulier avec un idéal maximal M tel que A/M

n'est pas un corps. Alors A est engendré par ses éléments nilpotents.

PROPOSITION 3.6. Soit A régulier et auto-injectif a droite. Si A n'a

pas d'idempotents abéliens non-zéro, A est engendré par ses ¢éléments nilpotents .

Démonstration. Si A posseéde un idéal maximal M tel que A/M est un corps,

A/M a un idempotent abélien non-zéro. Renault [6] a montré qu'on peut relever
un tel idempotent a un idempotent abélien non-zéro de 1'anneau A, La conclusion

est donnée par la proposition 3.4 .

COROLLAIRE 3.7. Les anneaux réguliers auto-injectifs de type II et III

sont engendrés par leurs éléments nilpotents. Les facteurs de type II et III sont

engendrés par leurs éléments inversibles.

Utumi [8] et Jérémy [2]} ont montré que ces anneaux sont engendrés par
leurs éiéments inversibles .,

Nous discutons maintenant la génération des idéaux par leurs éléments
nilpotents. Ce travail était suggéré par les résultats de Goodearl [1]} sur la struc-

ture des idéaux dans les anneaux réguliers injectifs a droite.
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LEMME 3.8. Soit A régulier et soit I unidéal de A tel que tous les

idéaux de A contenus dans I sont premiers. Alors I est engendré par les éléments

nilpotents contenus dans 1.

Démonstration. Soit x € I, Alors xA = eA pour un idempotent e €1 et

AeA(1-e)Ac1 et A(1-e)AeA cI, AeA(l-e)A est premier par hypothése et
eA(1-e) c AeA(1-e)A alors e € AeA(1-e)A parce que e €I, ce qui montre que
1-e € 1. Alors XA = eA < AeA(1-e)A. Le méme argument montre que xAc A(i-e)AeA,

alors xA < AeA(1-e)A + A(1-e)AeA c 1. La conclusion résulte du corollaire 3.3.

PROPOSITION 3.9, Soit A régulier tel que tous les idéaux de A sont

premiers. Alors chaque idéal de A est engendré par les éléments nilpotents qu'il

contient . Chaque idéal dans un anneau régulier premier injectif a droite est engen-

dré par ses nilpotents.

Démonstration. Le résultat est une conséquence du lemme 3.8, Renault [6] a montré

que tous les idéaux d'un anneau régulier premier injectif a droite sont premiers.

En fait Goodearl et Renault ont monté que 1'ensemble des idéaux premiers
dans un anneau régulier premier injectif a droite est un ensemble bien ordonné et
Goodearl a remarqué qu'un tel anneau est primitif, en réponse a une question de
Kaplansky .

Un peu plus généralement, on note le résulid suivant :

PROPOSITION 3.10. Soit A un anneau dans lequel le radical de Jacobson

est réduit a zéro, et 1'ensemble de tous les idéaux est bien ordonné. Alors A est

primitif.
Démonstration. Si A n'est pas primitif, chaque idéal maximal a droite M 8 con-
tient un idéal bilatere non-zéro 1 g L'ensemble {I B} a un premier élément I

qui appartient a chaque idéal maximal a droite. Alors I est contenu dans le radical
de Jacobson et I = (0), une contradiction.

Il y a des exemples d'anneaux dans lesquels les idéaux bilateres sont totalement
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ordonnéds, mais ayant des idéaux bilateres non premiers. Par exemple les idéaux
bilateres sont totalement ordonnés dans un anneau de valuation et tous les idéaux
dans un anneau de valuation sont premiers si et seulement si 1"anneau est un corps.

Un anneau régulier a la propriété que chaque idéal est semi-premier.

PROPOSITION 3.11. Soit A un anneau dans lequel chaque idéal est semi-

premier. Alors si 1'ensemble des idéaux de A est bien ordonné, chaque idéal de A

est premier.

Démonstration. Soit I un idéal de A et soit J et K deux idéaux de A tel que

Ict, TcK et JK«I. Nous devons montrer qu'ona K=1 ou J=1. Vuqgue

2

les idéaux sont totalement ordonnés JcK ou KcJ. Si JcK, J°cJKcl alors

JZ cI. Mais I est semi-premier, alors Jcl et J=1.5Si KcJ ona K=1 d'une
facon parallele.

Nous considérons maintenant les anneaux réguliers dans lesquels les idéaux
sont bien ordonnés. Goodearl et Renault ont montré que les anneaux réguliers pre-
miers et auto-injectifs ont cetie propriété. De plus il y a des exemples d'anneaux
réguliers premiers non-auto-injectifs a droite avec cette propriété parce que chaque
image homomorphisque d'un anneau régulier premier auto-injectif a droite a cette
propriété et Osofsky a montré que ces anneaux ne sont pas nécessairement auto-in-
jectifs a droite [4].Une propriété pour les idéaux bilatéres d'un anneau régulier pre-
mier auto-injectif a droite a été présentéepar Goodearl, Goursaud, Jérémy et Renault.
On peut présenter we yopriéié différente qui s'applique aux anneaux non nécessaire-

ment auto-injectifs a droite de la maniere suivante :

PROPOSITION 3.12. Soit A un anneau régulier dans lequel les idéaux

bilaieres {Ioz} forment un ensemble bien ordonné. Il existe des idempotents e

B

dans A en correspondance bi-univoque avec les ordinaux non-limites tels que

I =Ae A(l-e JA si « estun ordinal non-limite et I = Ae , A(1-e A
o o ( oe) - = - %;a B ( B
si o est ordinal limite. En plus {e B} est minimal par rapport a cette propriété.
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Démonstration. L"hypothese implique que tous les idéaux de A sont premiers. Soit

M 1'idéal maximal de A et soit x € M. Soit Ioe le pi‘emier idéal de A qui contient
X . o estun ordinal non-limite. On a XA = eA pour un idempotent e de A. Alors
AeA(1-e)A cl, .Deplus eA(1-e) c AeA(1-e)A qui ctinidéd pramier, et T-e € AeA(T-e)A
parce que e EIa. Alors e €AeA(1-e)A et x €AeA(1-e)A CIa' Mais Ioz est le premier

idéal qui contient x alors Ia = AeA(1-e)A. Si on écrit ea pour e le reste est clair.

Goodearl a montré que pour chaque ensemble totalement ordonné S il existe
un anneau régulier premier auto-injectif a droite A et un idéal premier P de A
tel que 1'ensemble des idéaux bilateres de A/P contient S. En fait Renault [6] a
montré que tous les idéaux de A/P sont premiers. Alors il est possible de trouver
un anneau régulier dans lequel les idéaux sont totalement ordonnés et qui n'est
pas une image homomorphique d'un anneau régulier premier auto-injectif a droite
ou a gauche.

Question 3.1. Est-ce qu'il y a un exemple d'un anneau régulier dans lequel les

idéaux bilateres forment un ensemble bien ordonné qui n'est pas une image homo-

morphique d'un anneau régulier auto-injectif a gauche ou a droite ?



(1]
(2]

(3]
(4]

5]
[6]
[7]

(8]
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R étant un anneau, Z = Z(R) désignera son centre, J = J(R) son radical
de Jacobson et

DEFINITION. L'hypercentre T(R) de R est

T={a€R/Yx€R 3 n=1 t.q. ax =x"a}.

Propriétés immédiates :

- ZcT

- T sous~anneau de R

- V ¢ automorphisme de R, ¢(T)cT .

On va s'attacher a trouver des conditions suffisantes pour que Z = T.
Il est clair que la présence de nil idéaux va troubler 1!égalité car si R est un
nil anneau non commutatif R=T #Z, si R=T ona soit T =Z, soit 1'idéal
dérivé est nil (théoréme d'Herstein) [2], [4].

Nous allons d'ailleurs montrer que si R est sans nil-idéaux, alors Z =T.
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I. CAS DES ANNEAUX SEMI-PRIMITIEFS.

1.1. LEMME 1. Si D estun corps, T(D)= Z(D).

Preuve. D étant un corps, T en est un sSous-corps.

Comme ¢(T) cT pour tout automorphisme intérieur, le théoréme de
Cartan Hua Brauer [1 } nous permet d'atfirmer que

soit TcZ etdonc T=7Z

soit T=R etdonc R commutatif d'ol T =2,
1.2. LEMME 2. Si J(R)=0 alors T(R)=Z(R).

Preuve, J(R) étant nul, R est isomorphe a un produit sous-direct d'anneaux
primitifs Ra .
T(R) s'envoie dans T(Ra) et par conséquent 1'égalité T(Ra) = Z(Roz) pour
tout o implique 1'égalité T(R) = Z(R). Nous pouvons donc supposer R primitif.
Soit donc V un R-module simple et fidele de commutant D. Le théoréme
de densité nous permet d'affirmer que
VteT\ {0}, Y vEV 3)\v) €D telque vt=)A(v)v
car si vt et v étaient D-linéairement indépendants il existerait a€R tel que
va=0 et via=vt d'oll via" =vt
pour n tq taf1 - a't eton aurait vt=0,
Nous savons qu'a ce moment la a(v) est constant si dimDV> 1 et alors
en écrivant pour tout x de R
(vx)t = v(xt) = A(vx)
et (vt)x = v(tx) = A(vx) = (\w)x car vt=)v
nous obtenons v(xt - tx) = 0 soit puisque V est fidele
xt-tx=0
donc teZ d'ou Z=T.
Le lemme est donc démontré puisque dans le cas ot dim_ V=1, R est alors un

D

corps.
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2. ELEMENTS NILPOTENTS DANS T(R).

2.1. LEMME 3. Si a€ T(R) et a nilpotent alors 1'idéal & droite aR

st un nil idéal .  (Et donc aR < J(R)).

Preuve., Soient a tels que a€T
et n>2 a’ =0
a1 £0.,
n-1

Soit alors x € R, Comme a €T, il existe m tel que
(ax)™ a1 ;an_T(ax)m = 0. Prenons donc i le plus petit des entiers tels que

u i .
(ax)” a = 0 pour un entier u=1.

)LH-1 _

Si i=1 onabien ax nilpotent ((ax 0)

Si i>1 alors x(ax)! a a (Xa)u+1 27 1-0

s(u+1)

et comme a2~ Ve T, il existe s=1 tq . (xa) = 0, On obtient donc avec

=2 (ax)"*1 = 0 d'olt 1'on tire 1'existence d'un v>1 tel que

r=s(u+l), a ax

(ax)(rﬂ) Va2 -0 ce qui contredit le choix de i.

V x €R, ax est nilpotent, cqfd.

2.2. THEOREME 2. Soit R un anneau premier sans nil idéaux. Alors,

T(R) est sans élément nilpotent (non nul),

Preuve. Appelons N 1'ensemble des ¢léments nilpotents de T. Gréce a Herstein
2], on sait que N est un idéal, en fait le plus grand nil idéal.,
Il est clair que <p(N) Cc N pour tout automorphisme de R, en particulier

pour 1'automorphisme y s+ (1+x) y(1+=x)_1 ot x €J(R).

2

a) Soit a un élément non nul de N tel que a“ = 0.

Si x€R, ax est nilpotent (lemme 3) et (1+ax)—1 =1- ax+(ax)2 Feooo

2

et donc (1+ax) a(1—ax+(ax)2‘,m) €N soit (1+ax)a€N (car a“=0) d'ol

axa€ N. En bref, aRacN.
Si y€J(R) et beN alors (by—yb)(1+y)'1 = b-(1+y) b(1+y)'1 €N.
Dans le cas oll y = ax, on obtient (axb- bax)(1+y)_’1 € N, d'olu en multipliant par a

1

abax (1+ax)” ' €N VxeER
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et donc aba J(R) cN
car si weJR), w= x(1-—=ax)_1 ot x=(wa+ 1)-’1 w €J(R).
Si y€JR), (1+y) (aba J(R)) (1+y)_1 c (1+y) N(1+y)"1 cN; or comme
JR)(14y) " cIR)
et aba J(R) ©N nous obtenons yaba J(R) ¢ N, ceci Y yeJR),
d'olt J(R) aba J(R) ©N.
Cet idéal est donc nil, par conséquent il est nul.
Ceci nous prouve que aba = 0. En effet, on a alors J(R) (aba) JR) =0
ce qui implique, R étant premier, que J(R) =0 ou aba =0 d'ol le résultat car
aba € J(R) (lemme 3):. Nous obtenons donc le résultat suivant:

{a€T et a®=0}=> aNa=0.

b) Maintenant si a et b sont dans N et tels que a2 = b2 = 0, nous avons
bRbcN et aNa=0 donc
abRba = 0.

Comme R est premier, cela implique ab =0 ou ba = 0. En particulier dans le

2

cas oll b= (1+x) a(1+x)'”1 avec x € J(R) (auquel cas on abien beN et b =0)

nous obtenons soit axa = 0 soit a(1+x)_1 a=0.
Jedisque si xeJ (R) et x nilpotent alors on a toujours axa = 0.
En effet, 1'égalité a(1+x)_1a»= 0 entraine 1'égalité axa = 0. Raisonnons par

récurrence sur l'indice de nilpotence de x.

2

Si x2 =0 alors (1+x)_1 = 1-x et —a(1+x)'1a = -a“+axa = +axa = 0,

Supposons que pour 1<i<n, x' =0 =p» axa = 0. Alors si x = 0, X"

un indice de nilpotence <n <cecipour i=2,...n-1 donc axa=0 et donc

2 n-=
veo X 1)a:-axa

a(1-x +x
1'égalité a(1 +X)_1a = 0 entraine donc aussi axa = 0.

2:0 et r€R avec

c) Appliquons ce résultat a br lorsque bEN et b
toujours a2 =0 et a€N.

Nous obtenons grice au lemme 3, a(br) a=0.
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Ainsi abRa = 0. D'oli,comme R est premier, ab=0.

Appliquons ce résultat 2 b lorsque b = (1+x) a(1+x)"'1 (on a bien b2 = 0
et bEN lorsque x € J(R)), nous obtenons a(1+x) a(H—x)”1 =0 donc axa=0.

Ainsi aJ(R)a=0.

R étant premier, nous obtenons a=0. Donc N=0 cqgfd.

2.3.LEMME 4, Soit R un anneau premier sans nil idéaux. Alors T(R) est

commutatif ettat lément non nul de T(R) est régulier dans R.

Preuve. L'ideal dérivé de T, devant &tre nul, il est nul d'apres le théoréme
ci~dessus ; par conséquent T est commutatif.

Si a€T\{0} et au=0 pour un u€R, on a alors avec y = uxa (x €R),
y2=0 et ay=0 et donc

(14y) a(14y)™" = (14y) al1-y) €T,

d'oli 1'on tire aisément ya€ T.

Mais comme (ya)2 =0, le th. 2 nous dit que yu= 0. Ainsi Yx€R,
uxa2 = 0. Comme a2 £0 et comme R est premier, nécessairement u= 0.

Nous avons donc montré : au =0 => u=0 c'est-a~dire le lemme 4.

3. THEOREME FONDAMENTAL .

3.1. THEOREME 3. Soit R un anneau sans nil idéaux.alors T(R) = Z(R).

Preuve. a) R étant isomorphe & un produit sous-direct d'anneaux premiers
sans nil idéaux, nous pouvons donc, comme au lemme 2, nous restreindre au cas
ol R est premier sans nil idéaux. Nous pouvons gréce au lemme 2, supposer
que J(R) £ 0. Dans ce cas, et comme R est premier, le centralisateur de J
dans Rest Z(R) (si Vi€J, ai=ia onasi j€J et x€R, aj=ja et axj=xja
donc (ax - xa)j =0 donc (ax - xa)J = 0),

Pour montrer que Z = T, il suffit donc de montrer que T centralise J.
Supposons le contraire et admettons 1'existence de

a€T, x€J tebkque ax-xa#0.
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1

Remarquons tout de suite que 0 # (ax - xa)(1+x) = a~(1+x) a(1+x)m1 €T et

1

que d'autre part x €J => (ax-xa)(1+x)” ' €J ; ainsi T NJ £ 0.

Il suffit donc de montrer que J NT cZ car alors on aurait ¥b € T,

1 € 7Z donc non diviseur de

| = (zb-bz)y =0 g .

b(ax - xa) (HX)_1 EJNTcZ et 0# (ax-xa)(1+x)”

zéro, ce qui prouverait bien que b€ Z (byz = zby
(et yz = zy

Nous pouvons donc raisonner dans 1'anneau J(R) c'est & dire supposer que

R est un anneau premier, sans nil idéaux et tel JR) =R.

b) Démontrons alors le résultat suivant :
Si 0£a€T et z et x€R sont tels que za=az et zx = xz alors
“ z(ax-xa) = 0.
En effet, comme (14x) a(1+x)”1 et (14zx) a(1+zx)"’1 sont dans T il existe

a, et a, dans T tels que (1+x)a=a1(1+x)

(14zx) a = az(1+zx)9

egalités d'oli 1'on tire facilement za - a=za, - a, + (a1-=a2) zxy; mais z donc

1 2

za - a commute avec a ainsi que a, et a, (lemme 4) donc

2

ta, - a2) z{xa - ax) =0 .

Si a; - a, # 0, alors etant dans T ce n'est pas un diviseur de 0.

Si a;=a,, alors za-a=za, -a, donc (1-2) (a—-a1) =0 etainsi a= ax.

Dans les deux cas on obtient bien le résultat voulu.

Appliquons ce résultat pour montrer que, si a€ T, alors a commute avec

tout éiément non nilpotent de R.

En effet,si x € R, il existe r>1 tel que ax" = x"a ; il est clair que x
commute avec Xn9 par conséquent
xM(xa - ax) =0 et donc x"=0;
si xa=-ax#0 caralors (xa- ax)(1+x)m1 €T\ {0} etn'est donc pas un diviseur
de zero.

¢) En particulier a commute avec les non diviseurs de 0 tels ay - ya

quand ils sont non nuis.
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Donc a commute avec ay - ya V VER.

En caractéristique différente de 2, cela implique que a€Z [3]

En caractéristique 2, cela nous donne a2 €Z et,d' aprés un résultat que
nous venons de montrer,cela implique 0 = az(ax + xa) Vx €R, donc comme a
n'est pas un diviseur de zéro, a est bien dans Z.

On a donc montré T cZ d'oll le théoréme.

3.2. THEOREME 3. Sot R un anneau, T(R) son hypercentre. Si a€ T(R)

et si x€R, alors ax-xa engendre un nil idéal de R. En particulier, ax - xa
est nilpotent Yx €R.

C'est une conséquence immédiate du th. 2.

Remarquons que la propriété: ax-xa engendre un nil idéal pour tout 'xs
n'est pas suffisante pour affirmer que a est dans T.

Ainsi avec R = {( 8‘ 5) o, By Y entier*s} alors si a= ((1) })y ax - xa
engendre un nil idéal de R pour tout x sans que a commute avec une puissance
de ((1) 8)

3.3. Lien avec le théoreme de Lithman [5].

Soient R un anneau, A un sous-anneau commutatif tel que

Vx€ER, 3 neN x"€A.

Alors, les éléments nilpotents de R forment un idéal N et R/ N ést commutatif.

Herstein avait démontré ce résultat dans le cas ol A = Z mais ce théoreme est un
cas particulier du théoreme 2.

Il est clair qu'il suffit de le montrer dans le cas ol R est sans nil idéaux.
Mais alors comme AcT etque T =27 (grice au théoréme 2) nous avons AcZ ;

il suffit alors d'appliquer le "vieux" résultat d'Herstein.
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Soit A un anneau, A [x] 1"anneau des polyndmes a une indéterminée x
et & coefficients dans A.

On sait que certaines propriétés de 1'anneau A se transferent a 1'anneau
A[x]. C'est par exemple le cas pour la propriété d' 8tre intdgre et celle d'étre
factoriel. |

Le but poursuivi ici est de montrer que si A est un anneau de Jacobson
il en est de méme de A[x].

Définitions des anneaux de Jacobson.

Ilya piusieur‘s caractérisations des anneaux de Jacobson :
1°) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si :

Dans chaque image homomorphe de A le radical de Jacobson coincide
avec le radical premier. On notera }(A) le radical de Jacobson et R(A) le vr‘adi—
cal premier.

2°) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si :
Toﬁt idéal premier de A est une intersection d'idéaux primitifs.

On dit aussi que tout idéal premier de A est un idéal semi-primitif.
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3%) Un anneau A est dit anneau de Jacobson si :
Tout idéal premier de A est une intersection d'idéaux maximaux
modulaire a droite.
On remarque que dans le cas ol A possede un élément unité tout idéal étant
modulaire la définition se réduit a :
Tout idéai premier de A est une intersection d'idéaux a droite maximaux.
Cette propriété de transtert a été déja démontréedans des cas particuliers.
Une démonstration directe dans le cas o A est un anneau de Jacobson
commutatif, unitaire a'été. donnée par L. Lesieur (1967).
Goldman a démontré que,si A est un anneau de Jacobson commutatif,
A[x] est aussi un anneau de Jacobson commutatif et Procesi a généralisé ce résul-
tat en remplagant la condition de commutativité par une condition sur A[x] qui
doit satisfaire a une identité polynoﬁlialeo
L'article de J F. Watters démontre que sans hypothéses supplémentaires :

A est un anneau de Jacobson si et seulement si A[x] est un anneau de Jacobson.

QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX DE JACOBSON.

Les propriétés sont les suivantes, seules les deux premiéres concernent
la suite, la troisieme est d'intérét géndéral mais sans rapport direct avec 1'anneau

des polyndmes A[x],

PROPOSITION 1. Si A est un anneau de Jacobson, alors tout idéal I de

A est un anneau de Jacobson.

Démonstration,

Soit A un anneau de Jacobson et I unidéal de A. Si I n'est pas un
anneau de Jacobson (d'apres la Be définition), il existe 9 idéal premier de 1 tel
que I/? a un radical de Jacobson non réduit a zéro, ¥ étant un idéal de I et un

idéal de A. On peut considerer A/? dont le radical de Jacobson coincide avec
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le radical premier puisque A est de Jacobson (1épe détinition)

YAp) 0§ (1) donc F(Ygp)
est un anneau radical premier (c'est-a-dire un anneau égal a son radical premier)
et il est différent de zéro donc il contient un idéal nilpotent non nul, ce qui contre-
dit 1'hypothése que $ est premier dans I ;donc 1 est de Jacobson.

Les démonstrations des corollaires et des propositions suivantes sont connues :

COROLLAIRE. Soit A un anneau, I un idéal de A, alors

D = HA)nT .

Notons A1 1Textension usuelle de A par A XZ pour obtenir un anneau

unitaire.,

PROPOSITION 2. A’ est un anneau de Jacobson si et seulement si A est

un anneau de Jacobson.

COROLIAIRE .
Hah) = a7

ce qui permet dans la suite de supposer que A est unitaire lorsqu'’on en a besoin.

Notons JZH(A) 1'anneau des matrices carrées (n,n) 3 éléments dans A.

PROPOSITION 3. A est un anneau de Jacobson si et seulement si pour tout

n, o4 (A) est un anneau de Jacobson.

COROLLAIRE,
J (A) = & (J(A).

Pour démontrer le théoreme de transfert on introduit en premier lieu les 4
lemmes suivants .

LEMME 1. Soit A un anneau, I un idéal non réduit & zéro de A[x]. Soit

P un polyndme de degré minimum >0 dans I et soit o le premier coefficient de

P (coefficient du terme de plus haut degré de P). Alors

OC.A[X ]P = PA [Xla
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et YréeA  arP=Prqa. ‘
Si fel avec f%O et =k, alors 3q €A[X]9 32N, eék-n—:qt 1,9_?4 n=°P

¢

tels que fo'.=gP.

Démonstration,

- Pour tout r de A ona:%arP-Pra)<n.Or qrP-Prqa €1 et le degré
minimum dans I est n donc a¢rP-Prg=0= aqrP=Prug.
Par ce méme raisonnement on a aussi oP = Pa, donc aA[x]P=PA[x]a.
- Soit B le premier coefficient de f; faisons un raisonnement par récurrence
sur k.

I

si k=n ona fa-BPEI et (fa-BP) <n donc fo=BP, ici ¢=1

et g= 8.

supposons le résultat vrai jusqu’a k=m=>n.

soit f de degré m+1, alors s = fozw--’Bme'm1 €1

m-n+1)

et °fqg - BPx <m+1, On peut appliquer 1'hypothese de récurrence a ce

m-n+1

polyndme s = fa-BPx , donc juE]N9 Jg€A[x] sozung

m+1=-n u

-l o =gP+B8Px

to = st + BPx

Q:qP ol 2=u+l et Q=g+f3auxm+1‘n ]

m+1~-n _u
o

on a bien fo

Soit Dm 1'ensemble des polyndmes de degré <m dans A[X]@

LEMME 2. Soit A un anneau, $ un idéal premier de Afx] el que

PNnA=0 et I unidéalde A[x] avec I2%P .Si 3m m=0 tel que
Ian:?an%Og alors Yk=m ona InD, = ¥fnD .

Démonstration. Ce résultat est aussi démontré par récurrence.

- Supposons que InN Dk = $n D, pour un certain k=>m.

k

-~ Soit fe€l, ge ® ayant respectivement pour premier coefficients ¢
et B ettels que °f =09 =k+l. Alors: VY r€A, frB-qgrgé€l nD, = Pn Dy, s
donc YreA, ftr8e§ clest-a-dire fA[x]Bc .‘P; on a donc soit f € P

soit BE€ P puisque P est premiery mais puisque PnA=0,0na B¢P donc
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fef donc t€®nD donc IND 1=5"er

k+1 k+ k+1 °

LEMME 3. Soit A un anneau de Jacobson premier (avec unité)). F un

idéal premier non réduit & zéro de Afx] telque PN A=0 et I unidéal de

Alx] avec 12 # , alors InA#0.

Démonstration. Soit P un polyndme de plus petit degré =0 dans I, si tout tel

polyndme est dans $ alors In D, = £n D, oll n=°, D'apres le lemme 2 nous
avons alors : ¥ k>n, In D, = n D, d'ol I= % ce qui est une contradiction.

Choisissons P ¢ ? . Soit f un polyndme de plus petit degré dans % (donc
f€1), d'apres le lemme 1 on a:

39 EA[X]9 J2€N, p<m-n+l ou m=° tels que fae

= qP,
Si B est un coefficient dans q tel que Ba=0; alors BPEI et
{BP) <°P => BP =0, Il y a donc 2 possibilités : soit foz8 40 soit foze = 0,
Dans le 1" cas : il existe un polynSme q tel que pour certains de ses coefficients
B, Bo# 0. Soit i le degré du terme de plus haui degré dont B est le coefficienizg
on aura °qP =i+n .
D'autre part : o £ ol Alxla=qP AlxJo = qu A[x]P, quA[x]Pc ¥ donc
e €P ou PEP car & est premier, onapris P¢% donc qué® et qu#0.

e

On a: °q >°%a =°, d'autre part : °f = %a"* = °qP =°q. Donc on a 1'égalité et

comme °qP =i+n et °qw=1i, ona i+n=1i=>n=0, c'est~a~dire °P=0=P€INA
et puisque P#0 onadonc InA#£0.

_ o p L= &
Le lemme est ainsi prouvé dans le 1~ cas.

2

11 reste la possiblité fg° =0 c'est-a~dire :

Pour tout f de degré minimum dans P dés que fc)ze = qP alors =0 .
Montrons que ¢'est impossible.,

Pour f et P donnés et w .choisi tel que faw = 0, mais fozw_1 £0 3 s0it

B le premier coefficient de f; alors B~V £0. Ainsi ¥reA, ona f™ 'r=0

(ce qui est exclu), soit faw'1p est de degré minimum dans ® . Alors 3u< m=n+1
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m-n-+1

tel que fawqu ol =0, donc Yrea, fa" 1o = 0, et en particulier

Baw“1r o o, Cependant A est un anneau premier et Baw“1 £ 0, donc on

doit avoir am~n+1 =0, d'ou: si P€I \® est de plus petit degré dans 1 avec «
pour premier coefficient,alors am-,nﬂ = 0. Considérons les idéaux I = {l'ensemble

des ‘lemcoef_ficients des polyndmes de degré n dans I} {0} et %’n défini de facon
analogue par rapport 3 $ . On aura: I, = {l'ensemble des 18" coefficients des poly-

nmes de 1In Dn} {0} et ?n =(1"ensemble des 1% coefficients des polyndmes de

$nD)U{0}.
- I .
Donc I 59 et d'apres ce qui précede o n+l 0 donc 1/ est un nil anneau.
n n n

L'anneau A est un anneau de Jacobson et d'aprés la proposition 1, Irl

: L1 ’
est un anneau de Jacobson. '“/9, #0 car Tn o Irl donc In/g, est un anneau
n " v n
radical de Jacobson et aussi un anneau radical premier. Donc n/a contient
: n

un idéal nilpotent non nul.

Soit M cet idéal, 37 tel que ME =0 et MP™Y £ 0, donc
2PJ = P pour P pair
T :
04 =M"" esttel que 2-0, o { _ , donc il existe
2P! = P+1 pour P impair

i

L idéal de A tel que
o : 2
jnc_L_C_;In et L"c ?n .
Choisissons o€ L - ?n- et Peln D[1 avec ¢ pour premier coefficient. Alors
Yre A, ara€ L2 c ?n- ainsi 3t € $ , dont le coefficient du terme en X' est égal
a gro etonasoit °%t=n, soit t=0. t=0 si grg=0 (exclu). On a donc Pra-tel
et o(Pra~t)<n donc Pra-t=0 =%Pro=t et cela pour tout r de A. Donc PA[X Ja P,
& Stant premier et
P¢?® onadonc o€® clest-a-dire €9 n A =0, ce qui est une contradiction
puisque o ¢ ?n etque 0 €F .

La derniere possibilité est ainsi écartée et le lemme est démontré.

LEMME 4. Soit A un anneau de Jacobson premier unitaire. $ un idéal

de A[x] nonréduii a zérotelque PnA=0. I unidealde Alx] telque IoF

et 1 :}YA[X]/TL alors TnA = 0.
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Démonstration, Soit m le degré du polyndme de plus petit degré >0 dans 9 .

L'idéal J’m de A est1'ensemble des premiers coefficients des polyndmes de
deg m dans 9.

Il y a une partition de 1'ensemble des idéaux maximaux a droite de A en:

) L'ensemble Jg,i de ceux qui ne contiennent pas ?m
e
L'ensemble cfgz de ceux qui contiennent P '

Montrons que :

Si M€ 4 ilexiste M idéal maximal de Afx] telque M* % et
M¥n A =M.

Pour M E% , M+ ?fn = A (puisque M est maximal) de sorte que
;se?m, B0 et 1= BEM.

Soit P E‘ $ un ,po'l'ynéme de degré. m avec B pour premier coefficient.
En appliquant le lemme 1 nous avons BP =Pg. Si g€, 3q€ Alx], 3 ¢ €N
t.q. g8%=qP, deplus 1-g%eM.

Consiaérons 1*idéal a droite L =M[x]+%P , idéal a droite de A[x].
Si L= Alx] alors 315 E;Mﬁx] t.q. 1 = s+g . On aurait donc BE :sBe+g,8€=sﬁe+qP
et puisque 1-8°% ¢ M[x], on é»doncv 1—sBe-qP EM[X] donc 1-qP €éM[x] et puisque

1¢ M[x], ona g¢ M[x]. Parmi tous les polyndmes q tels que T1-gP éM[x] choisis-

sons en un de degré minimal.k avec § pour premier coefficient.,
Puisque # n A = 0 nous avons °P >0 et aussi 1-qP¢€ M[X] ce qui entratne §BReEM,

d'autre part 1-gqPg8=1-q ,813 € M[x] (par le lemme 1), donc si t=qB-§ B Xk
alors 1-tPE€M[x] mais ©° <, ce qui contredit la minimalité du degré de q
donc nous concluons qug L #. A[X] 3

Soit M* un idéal maximal & droite de A[x] contenant L alors 9 c M
et aussi M cM* de sorte que M* A= M. Donc si M€ o, alors M = M nASINA,
car I est contenu dans tout idéal maximal contenant % . D'autre part, si M € d[z
alors M o ?m de sorte que si nous considérons 1'intersection de tous les idéaux

maximaux a droite cette intersection contient (I'n A) n g’m ’

(InA) n?m =) (InA) ng . L'intersection de tous les idéaux maximaux a droite de A
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est le radical de Jacobson et ici c¢'est zéro puisque A est un anneau de Jacobson
premier, alors (I N A)J’m = 0 et puisque 3’m #0 ona INA=0, et le lemme
est démontré.

THEOREME. A est un anneau de Jacobson si et seulement si A[x] est un

anneau de Jacobson,

Démonstration, Puisque toute image homomorphe d'un anneau de Jacobson est un an-

neau de Jacobson, Si A[x] est un anneau de Jacobson,alors A est aussi un anneau
de Jacobson,
Montrons que si A est un anneau de Jacobson, alors A[x] aussi est un an-~
neau de Jacobson. D'apres la proposition 2, nous pouvons prendre A unitaire.
Montrons que pour tout idéal premier % de A[x] le radical de Jacobson
de A[X]/? est nul (d'apres la 3% définition).
Remarquons que nous pouvons prendre A anneau de Jacobson premier et
P un idéal premier de A[x] tel que A N® = 0. En effet, si on n'était pas dans
ce cas on pourrait s'y ramener par la considération suivante :
Pour tout ¥ idéal premier de A[x], AN$ estunidéal premier de A

donc A est un anneau de Jacobson premier. D'autre part, il y a un homomor-

By

/ang

phisme naturel de [A/ A ng.J [x] sur A[X]/ga , de noyau N, ona: N~ 0

An®~
et N est unidéal premier de [A / An g,][x] . On se raméne ainsi a un anneau de
Jacobson premier et a un idéal de 1'anneau des polyn8mes dont 1'intersection avec
1"anneau est 0. Donc pourr A anneau de Jacobson premi.er) P idéal premier de A(x)
tel que PnA= 0, soit I/37 __,g,[A[x]/?']; alors d'apres le lemme 4 ona InA=0.
Dtautre part I aﬂ”, donc d'apres le lemme 3 ona I= ® donc I/g; =0 et AEX]/g,
a bien un radical réduit a zéro.

si ¥ était réduit zéro, A étant un anneau de .Jacobson premier n'a pas
d'idéal nilpotents non nu‘ls)gen appliquant le Théoreme de Amistur, on a donc “J/(A fx]):O

et le théoréme est ainsi démontré.

R ] Co—T o= GO —a—"

ovs Xpl ollles x....x ~sont des indéterminées commutatives.

710
1'anneau A[XT9 X,
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Soient K un corps commutatif et G un groupe. D.S. PASSMAN
pose le probleme suivant L7] : sil'anneau de groupe KG est noethérien
le groupe G est-il polycyclique ? c'est-a-dire G possede-t-il une suite
finie de sous-groupes G = GHD Gn- 19., oo GO = {1} tels que Gi soit normal
dans Gi 1 et Gi+1/ G]. soit un groupe fini ou cyclique infini ? Nous donnons

dans cet article une réponse partielle. Nous obtenons le résultat suivant :

Soit K un corps commutatif ou bien de caractéristique 0 ou bien

extension non algébrique de son sous-corps premier. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

a) KG est un T-anneau

b) G est extension finie d'un groupe abélien de type fini.

I. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES.

1) On dit qu'un anneau A est essentiellement borné a gauche si pour
tout idéal bilatere premier P de A, tout idéal & gauche essentiel de A/P

contient un idéal bilatére non nul.,

2) On dit qu'un anneau A est un T-anneau a gauche s'il est noethérien

a gauche et essentiellement borné a gauche. Pour d'autres caractérisations on
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pourta consulter (8, p. 957.

3) Soit G un groupe ; on désigne par AG le sous-groupe de G
formé des éléments de G qui n'ont qu'un nombre fini de conjugués et par

AG 1le sous-groupe de torsion de AG. [5].

4) Si H est un sous-groupe de G, on désigne par «(H) 1'idéal &

gauche de 1'anneau KG engendré par les éléments 1-h olt h décrit H.

5)Si M est un A-module & gauche (resp. a droite) 1(M) (resp. r(M))

désigne 1'annulateur de M,
6) Un anneau A vérifie la propriété (P) si :

(P) "tout idéal a gauche de A engendré par un élément régulier contient

un idéal bilatere non nul’,

Nous aurons besoin des deux lemmes suivanis .

LEMME 1. Soient KG un anneau de groupe et (Hi) une famille

i€l

infinie de sous-groupes de G telle qﬁe tout élément g de G n'appartienne

qu'a un nombre fini de sous-groupe H;. Alors N w(Hi) = (0).

i€l
Soit x un élément non nul de N w(H.). On peut écrire :
n i€l
= ; o o ° K 3 G °
X z a:l gJ aJ € gJ €
=0

L élément g1.1 gj n'appartenant qu'a un nombre fini de sous~-groupe
H,, il existe un indice i  tel que pour tout 1 et tout j, j £1, g.; ! g n'ap-

partienne pas a Hi . Mais x appartenant a u.)(Hi ) s'écrit :
o o

X = t gl {(1-h) heH.
L ajej(h) nen
Jsh
oll (g3)°€J forment un systeme de représentants de classes a gauche de G
J

modulo Hi o
o}
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L'élément g3'1 gg h appartenant a Hi on obtient une contradiction.
0

LEMME 2. Soient G un groupe de type fini, K un corps commutatif de

caractéristique p =0 tel que 1'anneau de groupe KG vérifie (P) alors G/AG

est un groupe de torsion.

Soient z un élément de G tel que zAG soit un élément sans torsion
de G/AG, H" le sous-groupe de G engendré par z" n=1, NH" le nor-

malisateur de Hng L. la réunion des sous-groupes N(Hn)o L est un sous-groupe
propre de G d'indice infini. En effet, si x (resp. y) est un élément de NHY)

MmNy -y i L est d'indice fini

(resp. NH™)) alors Xy_1 appartient & N(H
dans G, comme G est de type fini, L est de type fini [7, p. 20]0 Il existe
donc n tel que N(H") =L. NH") est donc d'indice fini. Comme
n n £ s . . n n s

[IN(H) : C(z")] estégal a2, le centralisateur C(z) de z est d'indice
fini dans G et z" appartient donca A.

Nous allons construire une famille de sous=-groupes de G vérifiant les
hypotheses du lemme 1.

Soient g un élément de G-L tel que HﬁgHg_’1 soit différent de (1).

On a donc ¢

n m =1 2

Z =g7 g (m,n) €Z

m n'appartient pas a Zn car sinon g appartiendrait a N(Hn)o On pose

Hk = gk H gmk pour ka1, Ho = H. Les sous-groupes Hk sont tous distincts

et g est un élément sans torsion : en effet il est facile de monirer par récur-

rence que 1'on a
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k m -k n (1)

et si H] est égal a Hk pour k>1 alors
1 =1

_ o'zg

g zg  =¢{ .ou

1

199 -1
g8 z g

Par suite gkml appartient & N(H)., La relation (1) appliquée a 1'entier

k=1>0 donne

k=1
m

k=] A

1 .
g”(k"l) = ou

mkml
z

. . + . -
Comme z est sans torsion, ceci entrathe m = . n, On obtient ainsi une

contradiction, Une démonstration analogue montrerait que g est sans torsion.

Soit J une partie infinie de N alors @J H;i. = < 1>, Supposons que 1'on ait

i@ J Hi 74 < 1>, Soient p le plus petit élément de J et x 74 1 un élément de

7 ry 7 . '-’p p . o \
i@ 3 Hi° L'élément g “xg" appartient a i@J Hi‘_po On peut donc supposer

que O appartient a J. Il existe un entier o >0 tel que 2z appartienne a

o pe i
i@ 3 Hy et pour tout i de J il existe un entier p; tel que z% = glz lg ‘19 ce

qui implique ¢
i . i P iy
qu :(glzm o 1) 1:ZnD1

Comme z est sans torsion on a ami =P nj“ pour tout élément i de J,
L'ensemble J étant infini on en déduif que a=0.

L'élément 1-z étant non diviseur de O dans KG 1'idéal KG(1-z)
contient un idéal bilatére B # 0, B est alors contenu dans QN w(Hn)o Les -
n

sous—-groupes I-I[1 vérifiant les conditions du lemme 1 on obtient une contradic-

tion, Donc pour tout élément ¢ de G-L ona:
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HNgHg ' = (1).

Soit (gi), un systéme de représentants de classes a gauche de G

i€l

modulo L., Alors on a

g];"H g;1 ﬂgj H g? = {1}

1

Posons I—Ii = giH g; . Il résulte du lemme 1 que N w(Hi) est nul,

1€1

IL."élément 1~z &tant non diviseur de 0 dans KG ceci est impossible,

Il - Dans cette partie nous allons donner une démonstration du théoreme annoncé

lorsque le corps K est de caractéristique O.

Nous aurons besoin de la proposition suivante due a G, CAUCHON,,

PROPOSITION 1. Soient K un corps commutatif, A une K-algbre,

M un A-module a gauche de type fini extension essentielle d'un A-module

a gauche simple de dimension finie sur K. Si A est un T-anneau a gauche,

A/1(M) est un K-espace vecioriel de dimension finie,

Il résulte de [8, p. 95] quel'ona

n
M) = N 1x.) x, €M
e 1 i

A/1(M) se plonge alors dans M", Par suite le socle gauche de A/1(M) est ur
idéal bilatere B, de dimension finie et essentiel & gauche dans A/1(M). On a
donc @
m
r(B)= N rly,) y; € B.
i=1
r(B) étant contenu dans le sous-module singulier de 1'anneau noethérien

A/1M), r(B) est nilpotent. (A/1(M))/r(B) se plongeant dans le K-espace vec-

toriel de dimension finie B™ , il en résulte que A/1(M) est de dimension finie,



10.6
Rappelons que si p est un nombre premier, un groupe de torsion G

est un p' groupe siltordre de tout élément de G n'est pas divisible par p.

LEMME 3. Soient K un corps de caractéristique p, G un p'-groupe.

Si KG estun T-anneau alors G est un groupe fini.

Si G n'est pas tini, A'G &tant fini, K[G/ 4G ] est un T-anneau
premier [2]. Il suftit donc sous les hypothéses du lemme de montrer que si KG
est un T=-anneau premier alors G est réduit a {1} . L'enveloppe injective
E de KG/w(G) étant un KG-module fidele on a ¢

0= N 1M),
MeL.
oll L. est 1'ensemble des sous-modules de type fini de E.,

Soient M un sous-module de type fini de E, H le sous~groupe normal
de G formé des éléments h de G tel que 1-h appartienne & 1(M). Il résul-
te de la proposition 1 que KG/1(M) est de dimension finie sur K et par suite
le groupe G/H esi un sous-groupe de GL(n,K). G/H étant de type fini et
de torsion est fini [3]. K[G/H] est donc un anneau semi-simple [2]. M
est donc un KG-module semi-simple, mais E étant indécomposable on a
M = KG/w(G). Par suite E est égal 8 KG/w(G). Comme I(E) est nul,

w(G) estnul, et G est réduit a {1} .

THEOREME 1, Soient K un corps de caractéristique 0. Les propri-

étés suivantes sont équivalentes :

a) KG estun T-anneau

b) G est extension finie d'un groupe abélien de type fini,
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G étant noethérien A'G  est fini, Par suite K[G/ A+G,] est un
T-anneau premier [2] Il résulte alors du lemme 2 que G/AG est un groupe
de torsion, Le lemme 3 implique que G/AG est un groupe fini, AG est alors
de type fini [7, p. 20] et le centre de AG est d'indice fini [5]. G est donc
extension finie d"un groupe abélien de type fini,
La condition b) entrafne que KG est un anneau noethérien 2 identité

polynomiale [47] et la propriéié a) résulte de [1, th. 9],

III.~ Dans cette partie K est un corps commutatif extension de son sous-corps

premier k,

LEMME 4. Soient A un anneau de Goldie premier, et S 1'ensemble des

non diviseurs de zéro de A. On a les propriétés suivantes :

a) Si 1 est un idéal bilatdre de A[X] alors S™'I est un idéal bila-

tére de S™A[X].

b) Tout idéal bilaiere #£0 de s‘1A{x] contient un élément central # 0.

) Si A[X] vérifie (P) alors S™'[X] vérifie (P) et S™'A est

algébrique sur son centre,

Soit I un idéal bilatére de A[X]. Pour montrer que s™Y est un idéal
bilatére, il suffit de montrer que si b # 0 est un élément de I et ¢ un élément
de S alors bc™! est un &lément de S” I,

Supposons cette propriété fausse et soit b un élément de I de degré

minimum n tel que bc”1 n'appartienne pas a S‘-’1Io

n
b= oo0o
ao+a1X+ +anX o
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Soit Irl 1'ensemble des éléments a de A tel qu'il existe un polynSme
P de degré n dont le coefficient de Xrl est a et appartenant a I. 'In U {0}
est un idéal bilatéere de A non nul, II résulte de la condition de Ore :
7 — 7
anc_udan aneA de s .
In étant essentiel dans A il existe c¢'€ S tel que
s [ 7
cha €l 0’
c¢'a'=c'da_.
n n
En changeant de notation on obtient ¢
¥ . i C
anc_darl anEIn de S.
ar“1 appartenant a Irl , il existe un polyndéme Q de I tel que Qc - dP
soit un élément de I de degré strictement inférieur & n. Mais (Qc=- dP)c !
n'appartient pas a S"1I° On obtient ainsi une contr*adictiono
Soit B un idéal bilatére non nul de SETAEX] et soit P # 0 un poly-
néme de degré minimum n de B :
1 1

P= ¥ ain a, €S™ A,
i=0

Lianneau S™'A é&tant simple, 1'idéal s“"Aans“"A est égala S

A,
On peut donc supposer que a, est égala 1, Comme P est de degré minimum,

il en résulte immédiatement que les coefficients (a.)

. . appartiennent au
1’0<i<n pb

centre de S“1

A. Tout idéal bilatere de S“1A[X] #0 contient donc un élément
central # 0.
Si A[X] vérifie (P) il résulte de a) que S 'A[X] véritie (P). Si

a est un élément de SM1A9 1"élément X-a étant non diviseur de 0 dans

s 1a [X] il résulte de b) qu'il existe un polyndme P(X) tel que P(X)(X-a)
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soit un élément central h(X) # 0. En identifiant les coefficients on en déduit

que h(a) =0 et a est algébrique sur le centre de s~1aA.

THEOREME 2. Soit K | une extension non algébrique de k. Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

a) KG estun T-anneau

b) G est extension finie d"un groupe abélien de type fini.

K[G/4aG] étant un T-anneau et 57(G/AG) étant fini, d'apres le lemme
2 et [5] il suffit de montrer que si G est un groupe de torsion et si KG est
un T-anneau premier alors G = {1} Il résulte des hypothéses que k(X) [G]
est un anneau noethérien vérifiant (P). Nous allons montrer que kG est algé-
brique sur son centre k, car AG = {1} . a étant un élément de KG et X~-a
étant non diviseur de 0 dans B = k(X)[G], 1'idéal & gauche B(X-a) contiént
un idéal bilatére 1# 0. Posant C = KG[X] et A=KG, 1'idéal I =INC
est un idéal bilatére non nul de C., Soit h(X) un élément # 0 de IO de degré
minimum n. On peut supposer que :

h(X) = a_+a,X tooot XD a €A, SES

1
ol S désigne 1'ensemble des non diviseurs de 0 de A =KkG.

1 1

Il résulte du lemme 4 que 1'élément s~ h(X) de S~ est un polynSme

I
o
central de SmjA[X]O h(X) appartenant a I, on peut écrire

p(X) h(X) = Q(X) (X~a) (1) P(X) € k[X]

QX)eAlX]=kG[X].

L'élément S_TQ(X) (X-a) est donc central. Ceci entrafne alors que a



est algébrique sur le cenire de S~

10.10

1 1

A=S" kG, D'apres [6] a est algébri~

que sur k., kG est donc algébrique sur' k. kG étant noethérien premier, le

théoréme de Goldie entrafne que kG est un anneau simple et le groupe G est

égal A {1} o

Je remercie tres sincerement le Professeur G. Renault et G.M. Goursaud

pour l'aide qu'ils m'ont apportée.

(1]

(2]
(3]

(4]

(5]

(6]

(7]
(8]
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Dans tout cet article A est un anneau unitaire, E un A-module a gau-
che et B 1'anneau des endomorphismes de E ; E est donc un B-module a
gauche. Nous posons E* = Hom A(E,AA_) et, suivant H. Bass [1], si x¢€ E,

<&

oE(x) = {f(x)if €E"}, Clest un idéal a droite de A, Si E est un facteur direct

d'un A-module F, alors oE(x) = oF(x) ; nous écrivons simplement o(x), et

nous posons T= & ofx); T estdonc un idéal bilatére de E, Si E est

x€E
projectif on sait que pour tout x€ E, x€o(x)E ; on sait aussi que o(x) est
un idéal a droite de type fini. Plus préciéément, si E est facteur direct du
" gy 5 a n .

module libre L. de base (ei)iEI’ etsi x= T ae;, alors ofx) = £ a. A.

' i=1 i=1

De plus si G est un idéal & droite de A, ona (x€ GE &> o(x) ).

Le but de cet article est ‘de dualiser la thion d'annulateur; de montrer
en particulier que si E est projectif les o(x) jouent le m&me réle que les
annulateurs des éléments pour' un module injectif ; nous utilisons ensuite ces
résultats pour étudier les modules E qui vérifient la condition de chafne des~

cendante sur les sous B-modules monogenes et nous montrons, plus particulie-
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rement qu'un module 7 ~projectif est somme directe de sous-modules mT-projec-
tifs indécomposables (théoréme 3.7).
Nous écrivons en abrégé c.c.d. (resp, c.c.a.) pour condition de chafne
descendante (resp. ascendante), Tous les modules considérés sont supposés uni-

taires, Si n€IN nous désignons par Py (1=i<n) (resp., q. (1=i<n)) la

i
i®~projection canonique (resp. la i~ injection canonique) de E" sur E (resp.
de E dans E™ : si bien que Pg; = g (1=i<n), R désigne le radical de

Jacobson de 1'anneau A et R(E) celui du module E.

On trouvera dans [7] 1'essentiel des résultats utilisés dans cet article,

I. CORRESPONDANCES ENTRE LES SOUS A-MODULES DE E ET LES IDEAUX

DE B.

1) Soit X< E. Posons 'IB(X) = {fe B| X < Ker f} . C'est un idéal & gauche

de B et 1B(X)=1 (AX),

B

(I) = N Kerf, Clest un sous A-module de E et
TEI

Soit I B, Posons PE

e (I) = r*E(BI.) .

2) Soit X cE. Posons g(X) = {t€B|IfcAX}. CTest un idéal & droite

de B et gB(X)=gB(AX)°

Soit I =B, Posons dE(I) = ¥ Imf, C'estun sous A-module de E et
el

Rentarque : X cY = lB(X) D'IB(Y) et gB(X) - gB(Y)o

IcJ —-»rE(I) :pE(J) et dE(I)CdE(J)o
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PROPOSITION 1.1,

a) Si E estun A-module quasi-injectif alors, pour tout idéal a gau-

che de type fini I de B, ona 1BI~E(1)=L

b) Si E est un A-module quasi-projectif alors, pour tout idéal a droite

de type fini I de B, ona gy dE(I)=I.

n
a)Soit I1=Bf +o-.+Bf . Alors pE(1)= N Ker £, et

1 ©i=1

n
g PE(I) = {f €B]| 191 Ker f, & Ker f} donc Iclgr (I).
n
Inversement soit f€1lg rE(I), 7 la surjection canonique E —» E/ M Ker £ 3
i=1
n
f se factoriseen f=17 ;s0it h= T qifi ; h sefactoriseen h=hrg. Il
i=1
existe un endomorphisme g de " qui rend le diagramme suivant commutatif
n h _n
0—E/ N Ker f, — E . Alors
i=1 !
1 l / q f=gh
‘g
E / 7 =
/ f= D1 g h
9 l /’ - n n
gl f=fr=p,gh=pg T qf;= = (py2qyt;
i=1 i=1
Donc f€1I et I=1g I’E(I)e
3 fr < " n
b) Soit I= f,B +...+1f B, Alors dE(I) = 121 Im f, et
n
g dp(={t€B|mfc T It }oI. Soit fegy dg(D). Il existe un endomor-
B E im1 i B E
phisme g de " qui rend le diagramme suivant commutatif, Alors
n n
, E fp1=zfipig et
s l=1
/ p1 n s
g / \ f= 2 f]. (Plgq1)619d0u
/ i=1
/ E
y ; I=ggd (1).
/
PR ~
R IR

E EImfin——_-——a»O

i=1
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COROLLAIRE 1.2, Soit E un A~-module a gauche quasi-injectif. Alors

1) Si E est noethérien, B est un anneau semi-primaire [5].

2) Si E est artinien, B est un anneau noethérien a gauche,

La proposition 1.1 montre que si E est noethérien, B est un anneau parfait
a droite donc B]R(B) est semi-simple et R(B) est T-nilpotent a droite, Alors

R(B) est nilpotent {5, théoréme 2.1] et B est semi-primaire.

COROLLAIRE 1.3. Soit E un A-module a gauche quasi-projectif. Alors si

E est noethérien, B est noethérien & droite. (Rappelons [6] que si E est

artinien alors B est artinien & droite),

II. CORRESPONDANCE ENTRE LES SOUS B-MODULES DE E ET LES

IDEAUX DE A.

1) Soit X cE. Posons 1,(X) = {a€ AlaX = 0} . C'est un idéal a gauche

A(

de Aetl X)=1,BX)="nN 1,(x).
A XGXA

Soit I« A, Posons PE(I) = {X €EE|Ix = O} » Clest un sous B-module de E et

Al

r-E(I) = I‘E(AI) = M ."tz*E(a)o
acl

2) Soit X< E, Posons g A(A) = ¥ ofx), Clestunidéal a droiie de E
x €X

et g,(X)=g,(BX).

Soit I« A. Posons dE(I) =IE= % aE. C'estun sous B-module de E
acl v

et dg(T) = dg(1A).
Remarque : X cY == lA(X) :>1A(Y) et gA(X) c gA(Y)o

Ted = pE(I) :mE(J) et dE(I) cd.(J).

B
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LEMME 2.1,

a) Soit E un A-module & gauche quasi-injectif. Alors si x, y € E.,

BycBx &> lA(x) clA(,y)o

b) Soit E un A-module a gauche projectif, Alors si x,y€ E;

BycBx e oly) c ox),

Démonirons b). Nous pouvons supposer E libre. Soit (e;) une base de E,

i€l

n
X = °21 Aiei et y= 2 Ne . Alors ofx) = E A A et il existe des auéA
i= i=1

(1 =i, j<n) tels que K= 021 Aj ay0 Alors 1'application f€ B de matrice
J:z

(a,.) dans la base (e ). vérifie f(x)=y. Inversement si f(x)=y et

ij i€l

a € oly) il existe ¢ € E¥ tel que a=e(y) donc o =ef(x)€ o(x).

PROPOSITION 2,2,

a) Si E est un A-module quasi-injectif alors, pour tout sous B-module

de type fini M de E ona rgl A(M) M,

b) Si E est un A-module projectif alors, pour tout sous B-module de

type fini M de E ona dy gA(M)zMo

a) Soit M=B x

n
q teoot Bx o Alors lA(M) = iQ‘! ]_A(Xi) et

EA(M)_{er\ lm11A( ) 1,6,

Donc Mcrg 1 A(M)o Inversement soit x € r 1 A(M) : soit 7 la surjection

n
canonique de A sur A/ “n‘l 1 A(Xi) et ):A-—> E"  définie par
1=

d(a) = (ax;) Si §;: A—> E esttelleque P(a)=ax, (1<is=n),

1=<i<n® i

n -
on a z,b=j§,1qizpio Y sefactoriseen Y=Y 7. Deméme ¢:A~-——> M dé-

finie par <p(a) = ax se factorise en ¢p= a T . Il existe un endomorphisme g de



12.6

E" qui rend le diagramme ci-dessous commutatif :

0 —> A/ﬁ1 A l) L/En giﬁ =q1'<'p°A10rs
/
- /
e=Pygy et
"°l ¢ .
, |
E x = (1) = pigy(1) = =z Pyeq;lx) €M,
a| / d'oll r_ 1,(M) =M
/ B AT =
E:l’l

n n
b) Soit M = Bx1 +eoot Bx_; alors gA(M) = i§1 o(xi) et dEgA( M) = E (x.) E
mais x€ o(x)E donc M e de € A(M) Inversement soit y € dp g A(M) alors
Y=Y teety oll y; € o(xi)E donc o(yi) c O(Xi) et d'aprés le lemme,

1AL —_
y;€Bx; d'ol M—dEgA(M)°

COROLLAIRE 2.3,

a) Si E est quasi-injectif les annulateurs dans A des parties finies

(resp. monogenes) vérifient la c.c.d. .

b) Si E est projectif les sommes finies de o(x) (x€E) vérifient la

c.c.d. siet seulement si les sous B-modules de type fini (resp. monogenes)

— —— ——— s s it

vérifient la c.c.d. .

PROPOSITION 2.4. Soit E un A-module injectif tel que les annula-

teurs dans A des sous-ensembles de E vérifient la c.c.d. . Alors si E

est noethérien, E est artinien et A/l A(E) est un anneau artinien & gauche,

(Cela généralise un résultat de [6]).

n

Il existe des éléments Xqsooes X €E. tels que 1 A( i1

E)= 0 1,00) 5 A/L,(E)
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est donc isomorphe a un sous-module de Eno C'est donc un anneau noethérien
a gauche dont 1'enveloppe injective a gauche est de type fini ; alors, d'apres

le résultat non publié de Bjork, c'est un anneau artinien a gauche.,

Remarque : Soit E un module ZT-injectif de dimension finie ; on sait que les annu-
lateurs des sous-ensembles non vides de E vérifient la c.c.a. . Mais B/RB

est semi-simple [2] et B est un anneau semi-parfait. Si E est de type fini il

est facile de voir qu'alors B est parfait a droite, On sait que si E est Z-injec-
tif il est somme directe de modules injectifs indécomposables [3]. En fait nous
allons montrer qu'il suffit d'avoir la ¢.c.d. sur les sous B-modules monogenes

pour' obtenir une telle décomposition de E.

PROPOSITION 2.5, Soit E un A-module injectif. Si E vérifie la

C.C.d. sur les sous B-modules monogenes alors E est somme directe d’in-

jectifs indécomposables.,

Soit x € E tel que Bx soit minimal, Alors 1 A(x) est maximal parmi les
annulateurs des éléments de E et E(Ax) est indécomposable [3] E est donc
extension essentielle d'une somme directe d'injectifs indécomposables soit
E> & E;.Soit x€E - & E;, un élément dont 1 annulateur soit maximal

i€l i€l
et 0O#£ax€ @ E;. Soit N tel que E(Aax) + Ax =E(Aax)®N et x=x,6+x

iel | 1 72
la décomposition de x suivant cette somme directe. Alors X, £ e Ei ; or
iel
= { £ — TAM : : ‘o PP
aX = aX, + X, entrafhe ax, 0 d'ol1 1 A(x) ;1 A(Xz) ce qui contredit la

définition de x ; donc E = ® E..
i€l
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T, MODULES 7 =PROJECTIF'S,

PROPOSITION 3.1, Si P estun A-module 7-projectif les sous B-

modules de type fini de E vérifient la c.c,.d.

Ce résultat se démontre en adoptant la démonstration de S.U. Chase [4, th. 3.1].

Il suffit de montirer que les o(x) vérifient la c.c.d,. On considere donc un

ensemble I de cardinal |I]| = |A| ; onpose Q= TI P. oll P;~P pour tout

iel
i€l.Onpose L=Q&Q'= @& A;i , ol Ajf\JAA pour tout j€ J. Il existe une
jeJ
suite décroissante de sous-ensembles (In)nEN de I, tous de méme cardinal

que I vérifiant I =1 e N I =@, On pose, pour tout n€IN, Q = T P,
o) n n- ... i
n€N 1€ln

et on suppose qu'il existe une famille (xp,) d'élémenis de P tels que la

nelN

suite des o(xn) soit strictement décroissante. On considére alors les

7ZZ -modules

O(Xk)Qn O(Xk)Aj O(Xk) P;

Pl TS 0 ik T S Ay ¢ Tk TSP
En suivant la démonstration originale on établit ainsi la propriété
(¥n) (V) (VF <, F fini) (3xeq ) (35€F) (f , R #0),
On utilise ensuite ce résultat pour construire un élément y€ QQ qui a une in-
finité de composantes non nulles dans ng ., Ce qui est une contradiction,
J

COROLLAIRE 3,2. Si P est m=-projectif, et =-injectif, alors P est

T~-injectif,
D'apres la proposition 2.5, P est somme directe d'injectifs indécompo~

(IN) N

sables, ainsi que PN et P ; alors PUN) est facteur direct de P,
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COROLLAIRE 3.3, Si P est rm-projectif, TMNR est T‘-»ni‘lpo’ltenit‘E‘C._vf,auche°

Rappelons que T = & o(x). Soit (an)nelNune suite d'éléments de TNR.
xeE

Pour chaque n€IN nous choisissons un idéal a droite GnC,R qui est une somme

finie de o(x) et qui cpntient brl = 1 ; ensuite nous posons ho = GO et

a2r132n-1-

pour tout n=1, hn = bob‘l soo D n-1 (lno La suite des bn9 décroissante, est
stationnaire ; il existe donc un entier N et un a€ R tels que

b ooob

o N =Dg oD

NE: .;.ajl.?;fs boloo,,bN(1~a“)=0 et b_...by =05

LEMME 3.4, Soit P un module projectif. Soit e=e?€ T tel que A8 soit

un A-module simple., Alors il existe un fe P tel que o(§) =eA.

n 1y
Posons e= % £(y,) ob f€ P* et y;€ P (1=i=n), Alors Ae est

isomorphe a un quotient de P™ et il existe un x € P" et un sous-module Q

tels que P"=Ax ®Q avec AxvAe, Mais alors (ﬁ‘?p)“rv g‘-ﬁ ea’_sl% ot il existe

i .
un yeP et Q' cP tels que “R’E)I's = % & ﬁ%‘*’n avec %’E’V % . Considérons
1" application canonique ¢ : Ae —» Ae/Re , 1"application canonique 7:P -+ P/RP,

la projection\l/sde P/RP sur Ay/Ry parallelement 3 Q!'/RQ' et un isomorphisme

o de Ay/ Ry sur Ae/Re, Il existe un morphisme g : P —» Ae tel que

Yg = Bpms:
Ac =y Ae/Re =iy 0
\\ T ép Ker i = Re étant superflu dans
> \ P/RP Ae, g est surjective ; elle admet
¢ N \ lﬂ donc une section associée f et Ae
\ est isomorphe a un facteur direct de

‘P
P, soit Az,

Soit ¢ un isomorphisme de Az sur Ae et €= o”(e) s alors o(f) = eA’
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LEMME 3.5. Soit P un A-module projectif et x€ P~RP tel que

o(x) soit minimal parmi les of(x) tels que x € P-RP ; alors o(x) est en-

gendré par un élément a€ A et a A/R est simple.

n
P est facteur direct d'un libre L. de base (ei) ; soit x =X a; €

i€l i=1
n

n
alors of(x) -::21 aiAo Soit p une projection de L. sur P ; alors x:;Taip(@i)
1= + 1= h

et il existe doncun i tel que a; ple. ) £ RP ; mais o{a; ple )) colx) d'olt
o io P i, PV

o(x) = a; A que nous notons dorénavant o(x) = a A.
o
Soit b€ A tel que, dans A/R, ab # 0. Il existe donc un A€A tel que
abAab g€ R donc ofabAx)£€ R et abdx£ RP. Or olabAx) colx) donc

olabhx) = o(x) d'oll abA=aA, abA/R=2A/R et a A/R est simple.

LEMME 3.6. Soit P un A-module w-projectifet a€T-TNR ;

alors o A/R contient un module simple.

Pui,sqqe a€T il existe des x,€ P (1=isn) tels que a€j§1 O<Xi,>
donc oe0o(X) olt X € P : nous pouvons donc supposer: que a€olx) oll x€P,
Alors il existeun A€ A tel que aluf R et en posant y = aAx on montre
facilemeni que y € P - RP et o(y) caA. En considérant alors un élément
yEP~RP tel que oly) soit minimal dans @A on monire i i'aide du lemme
3.5 que g A contient un module simple.,

PROPOSITION 3.7, Si P est g-projectif, T/TNR est un anneau semi-

simple. Ii existe donc un idempotent e tel que e soit central dans A/R et

T/TNR~AS .
D'apres le lemme 3.6, T/TNR est extension essentielle d'une somme di-

recte de modules simples ; il suffit de montrer qu'elle est finie. Supposons qu'il
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existe une somme direcie dénombrable de simples dans T/TNR soit

@ e A olles e sont desidempotents orthogonaux. Soit x_ € P tel que
neu\(: n n n

o(xn) =e A (lemme 3.4), n€N ; considérons dans P les &léments (Xn)n N

définis par X_ = (0, c..,0,% ¢ ) s les (BX) (ol B =End, PV)
n n n neN A

constitueht une suite décroissante donc il existe un N tel que BXN = BXN +1

n+1?2°°°

N € A s 1A )

’ ] ° 1 J ] 1 y
donc 1 A(XN) = lA(XNH) : c'est une contradiction car e
et T/TNR estun A-module semi-simple de longueur finie, Dans la suite nous

2

identifions T/TNR et T+R/R=A& oll e=e“ et & est central.

THEOREME 3.7. Tout module m-projectif est somme directe de modules

projectifs indécomposables qui sont 7 -projeciifs.

P/RP estun A/R module ; c¢'est un A/Ré@ module unitaire car si

0

n
Xx€P et ofx)= £ a,A onapourtout i=1,...,n a;=a; e donc (1-e) a;€R
i1 b

et (1-e) x€RP- c'esi-a~dire x =éx, P/RP est doncun Ae-module semi-
simple ; posons donc & = @& S, olchaque S, est simple ; alors chaque

RP iel i i :
S; est isomorphe & un Agfc: Ae ol e = ei2 i les Ae; sont donc des A-modules

projectifs locaux. Pour tout i€1 nous considérons les suites exactes

©:

0 - Rei —~ Aei ——p Si - 0 et le diagramme
e=2 @
0—> © Re;—» & Ae, —ifloiy ® S (= R‘E"‘P)“"’ 0
i€l iel i€l
™~
~
g ~ m
~
~
~N .
P

Soit 7 la projection canonique de P sur P/RP, Comme P est projectif il

existe un morphisme g : P «w—» © Ae; telque ¢@g=m ; mais Kerg est
i€l
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superflu dans @ Aej (corollaire 3.3) donc g est surjective et admet donc une

i€l

section associée. Alors @ Ae, est isomorphe a un facteur direct de P, soit

i€l

Pv o AeieQ; mais 2 =0 donc Q=0 et Pw~e& Aeio

RQ iel
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K est un corps de caractéristique O,

NOTATIONS, DEFINITIONS,

Soit $ 1'algébre des polyn8mes & une infinité d'indéterminées non
commutatives Xq90009Xpocay a coefficients dans le corps K. On définit

dans % un commutateur de poids p>o par récurrence sur p :

p=1: C=XqpoaasXygooe
p>1: c=[u,v] olt u estun commutateur de poids p' <p, et ou

v est un commuiateur de poids p -~ p'.

Le K-espace vectoriel engendré par les commutateurs est stable par crochet ¢

c'est 1'aigebre de Lie £ .

Une identité polynomiale (i.p.) de MZ(K) est un polyndme f € ¥ ¢

= f(x 9°°°9Xn) tel que f(m woopmn):O pour m, GMZ(K)O

1 1
Une identité faible (i.f.) de MZ(K) est un polyndme

f(x.ly o oyxn) € P tel que f(m1 ooeo 9mn) =0 pour m, € SLZ(K) 1'algebre de
Lie des matrices de trace nulle.

Une identité de Lie (i.1.) de SLZ(K) est un polyndme f(x1 booo QXn) €8

tel que 'f(m19 o ogmn) =0 pour m, € SLQ(K)Q

(%) Y.U., Razmyslov : Finite Basing of the Identities of a Matrix Algebra of
second Order over a Field of Characteristic zero, Algebra i Logika
Vol. 12 N° 1, 1973,
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Remarques.

- Boit f€£, f estunei.l. de SL2 &> f estunei.f. de MZ(K)O

- Soit f€ & multilindaire, f est une i.l. de SL2 &> f estune

i.p, de Mze

~ Les i.p. de M,(K) constituent un idéal V tel que

2(

f(xj_ 90@09Xi)6\/ =::>f(p19.,°°9pn)ev pour tous piE?Pe

1 n

Un tel idéal est un idéal verbal de P .

-Jlesi.f. de MZ(K) constituent un idéal faiblement verbal W :
f(xi19 wain) EV => f,(c19 oooycn) €V pour ¢ €.
-Iles i.l. de SLZ(K) constituent un idéal de Lie verbal U de £:

f(X119°°°9Xin) €U :éf(cvcuycn) €U pour ¢; €£.

Soient f>\ s, X € A, despolynBmes € P, f est conséquence (resp.

conséquence faible) des f. , si f appartient & 1'idéal verbal (resp. fai-

A

blement verbal) engendré par les f, . On a de méme la notion de polynémes

A
de Lie conséquence d'une famille de polynSmes de Lie.

- Liexpression [pw coog pn] ol p; € P se définit par récurrence sur
n par  [pyseoespy )= [Ipgseesspy_41:p, 0

- On pose pour p, q € ¥, poq =pq +qp.

- Pour f(xi gooosX; ) €P et a€A, ol A estune K-algébre on pose

1 n
f(Xa goooyXa ) :7f(xe 95009Xo 9a9 X. 90009 X. )o
' 'n /{i =a Y Y1 e 'n
- POUI‘ f(Xi gooe 9Xi ) 6 g) 9 S E Sn9 Sf = f(Xi goo0o0y Xi_ )o
1 n s(1) s(n)

IDENTITES FAIBLES DE MZ(K)Q

-m € SLZ(K) — m? central dans M (K), d'ol en linéarisant

2

LEMME . [x 0x,,x;] estunei.f. de M,(K).

THEOREME 1. Les i.f. de MZ(K) sont conséquences faibles de [XToxz,,xB]o
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Schéma de la démonstration.,

1) On peut se limiter aux i.f. multilinéaires,
2) Les i.f. multilindaires de M’Z(K) sont de degré =3.

3) LEMME , ‘Soit f € P, £ multilinéaire de degré =2, alors pour tout

couple i, j, i# j, il existe 8 €% multilindaire dépendant de (X1 9 aoo 9%9 9Xn)

fog..f=- gu.,//
1] /. _re o
x;= [x;%]

soit conséquence faible de [x1 o X

2 0 X3l

4) La démonstration du théoréme 1 s'effectue par récurrence sur le
degré 1l de 1'i.f. F(Xpo00esX )

f i.f. de M.(K)=> f~ 7. f, i.f. de M,(K) == g.. i.f, de
e 2( ‘ Tyt 1 2( ) glJ//X':[XWXBJ
. e R

MZ(K)=;>gij i.f. de MZ(K)O

Par hypothese de récurrence gij est conséquence faible de [x1 0X29X3]9 il
en est donc de méme de f - ’rijfo Comme ¢'est vrai pour tous i,j, i# j, pour
tout s€S , f~- s(f) est conséquence faible de [x 1°%ps X3 ]. Par suite

Z [f-s(f)] appartient & 17idéal faiblement verbal engendré par

SGS1
a(f) T = 11F = ) . .
(x, ©X,,X3]. Or 2 [f-s(f) ] = 1!f aZ Xo(1)° = <Xg(n) 5 Comme ceci
SES{ Se/ 10
est une i.f. de MZ(K)9 on peut calculer a en posant X; = h :( ) quel
' 0 ~1
que soit i. On trouve alors a = o, d'ol le résuitat .,
IDENTITES DE LIE DE SLZ(K)Q
LEMME . Les polynSmes suivants sont des 3;...], . de SL (K).

2

Q) €s([%gXg(1)2Xg(2) X5 (3) %51 = [Xg2X50 X5 (1) 2% (2) X5 (3) )

sES3

(2) [X19X29X29X39X2]‘” [X19X29X39X29X2]
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(3) z €s[x49X59Xs(1)9xs(z)9Xs(3)]"°([X49X19X39X5] + [X49X39X19X5]
5683
- [x59x1yx49x3]- [x59X39X49X1:D Xq= [X19x2]0

N.B. : On montre pour cela qu'ils sont conséquehces faibles de [x1 oX ,x3]°

2

THEOREME 2, Lesi.l. de SL,(K) soni conséquences de (1), (2), (3).

Schéma de la démonsiration.

1) On peut se limiter aux i.l, multilinéaires.
2) Les i.l, multilindaires de SLZ(K) sont de degré =5.

3) Soit f(x o yXT) € & multilinéaire de degré =5, il existe c€ K

«lgoe

et v € § multilindaire dépendant de (X1 g oo 9% goos 9Xn) tels que

X5 j [X19X ]

f-r.t-¢) ([x.,x, 9 ooayX. o X = [XioXe  5ooeX;
1 z Y 509) 's(n-2) 4 37 15(1) !

soit combinaison linéaire de (1), (2), (3), aprés une substitution de crochets aux

s(n-2) ’

indéterminées.

4) Comme dans le théoréme 1. 4) on montre que ¢ = o, on achéve la
démonsiration par récurrence,
N.B. ¢ une i,l, multilinéaire de SLZ(K) est une combinaison lindaire de (1),

(2), (3) apres substitution de crochets aux indéterminées.

IDENTITES POLYNOMIALES DE MZ(K)O

Soient f1 fzgf3 les polynSmes du paragraphe précédent, pour i= 1,2,3,

on peut écrire f, :Z, (WL, V.. | ol u.. et v.. sont des commutateurs avec
P i = 2.%;(u550 V5] ij i

poids uij > 2. Introduisons les polynfmes
f; ::z @5 Uy © [Vijgx6]°
Considérons d'autre part
(4) [V1 0V29X5]
(5) 4[X59X6](V1 OVZ)“’[X59V19 6] [X59V sV X6j+[X69 17 59 Z}EX@ 29X59 1]
avec V, = [X19X2]9 Vv, = [x39x4]°

LEMME. (4) et (5) s

des i.p. de M,(K),

o

sont
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N.B. : On le déduit du fait que [v ov, ] est une i.p. de M (K)

LEMME . Soient u et A des commutateurs en Xqso009X)_q QVEC

R

poids u, 22. Alors Z ai.[uiﬂvi] est une i.l. de SLZ(K) &> Zo‘iui olv;yx,]

st une i.p. de M,(K).

cegrrm—

LEMME. (1), (2), (3), (4), (5), £ t5,S, soni desi.p. de My(K).

19 29

THEOREME. Les i.p. de MZ(K) sont conséquences de

m = [(1)9 (2)9 (3)9 (4) (5) f.ly 29 39 4]

1) On peut se limiter aux i.p. muiltilinéaires.
2) Une i,.p. multilindaire de MZ(K) est de d°=4.,

3) Soit £ une i.p. multilinéaire de M,(K), avec d°f = 4, alors & un coefficient

2

pres f=S, (Amitsur-Levitski),

4
4) On raisonne par récurrence sur le degré de f. Pour 1= 4 la propriété
est vraie (cf. 3). Supposons-la vraie pour 1-1, fausse pour 1 :

3 f(x1 gooe 9Xn), i.p. multilindaire de MZ(K) qui n'est pas conséquence de m,

On peut supposer: f/x 1= 0 pour ftout i : si
=

2= 0,...,8/ =0, f/ _ . #0, le polynéme g:fmf/ ,
X1 =00 Xpa1™! Xppy=1 7 b1

est une i.p. multilinéaire de degré 1, telle que

¢

gxh:1 =0 pour i=1,...,t+1,

Si g était conséquence de m, comme f -1 1'est il en serait de méme de .
X417
5) Si f/X _q=0 pour tout i, f est combinaison linéaire des éléments Ugoooll
~
olt les u sont des commutateurs de poids =2. On peut alors montrer, qu'il

existe des commutateurs ul“{, et Vf{ avec poids ulﬂc >2 etun v € £ multilinéaire

f- Z olufo Dyoxy 1) - v
soit conséquence de (4) et (5), On a de plus

- v i.t, de MZ(K')

=Y ol o [ox,) BE My(K).
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v est alors une i.p, de M,(K) et par suite Zak [xkgxl] en est une.

2(
D'apres le théoréme 2, v est conséquence de (1), (2), (3), et Zak ujo [xk,x1 J)

est unei, p; de MZ(K) multilinéaire de degré 1, qui n'est pas conséquence de m.
6) z o [ul‘cs,xkj est une i.l. de SL2(K) , multilinéaire.

D'apres le theor‘eme 2
PEATENE Zﬁ Z o [V Vil
oll Uij (resp. Vij) s“obuent a partlr de u.. (resp. Vij) en substituant

1]
des commutateurs aux indéterminées .

LEMME . Soient U et Vi des commutateurs en Xqoeoes X)_q9 U de

poids » 2, tels que z §;[u;,v] =0, Alors }: § u; o[v;,x)] est conséquence

de (4) et s

4°
Par suite
Z oy W o aoxy] - Z B Z %5 Uy o [v35 )
est dans m, et comme le deuxieme terme est conséquence de f , 1, on

39
aboutit a une contradiction.
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