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FACULTE DES SCIENCES D9 0RSAY 

SEMINAIRE D1 .ALGEBRE NON COMMUTATIVE. 

Conférence n° 8 du 25.101971 

ANNEAUX PRESIMPLIFIABLES ET ANNEAUX ATOMIQUES 

par Alain BOUVIER 

Dans ce travail, nous présentons les anneaux pré simplifiables 9 anneaux 

dont le demi-groupe multiplicatif est présimplifiable (5). Ils sont définis par 

la condition : 

x f O et y i 'LA,(A) => xy f x 

Cette notion généralise la notion d 1 anneau intègre. Indépendemment de 

nous, elle a été introduite par Fletcher ( 1 0) 9 dans le cas des anneaux unitaires, 

sous le nom de pseudo-domaine. 

Nous étudions les anneaux atomigues 9 - anneaux dans lesquels tout élément 

non nul et non immersible admet une factorisation en éléments irréductibles 9 -

et plus particulièrement les anneaux de fractions des a.nneaux atomiqueso Nous 

donnons des conditions suffisantes pour qu'un anneau de fractions d'un anneau 

atomique soit ~tomique; nous terminons en montrant que deux résultats démontrés 

dans (4) et (12) sont inexacts et nous en donnons un énoncé correct. 

Terminologie et notations. 

* Les anneaux considérés sont commutatifs 9 non nécessairement unitaires. 

* Si A est un anneau~ on désigne par A1 le demi-groupe multiplicatif 

de A si A est unitaire; sinon 9 A1 est le demi-groupe obtenu par adjonction 

à A d'un élément neutre (8). On note %(A 1) le groupe des unités du demi­

groupe multiplicatif A1 • On convient que pour tout x E A 

* On note 'Vl.,(A) ou '1k, le groupe des mü tés de A lorsque A est 



unitaire; sinon, on pose 

* Si a~b E A, si bA1 s; aA1 
9 on écrit aib et l'on dit que a divise b, 

La relation ainsi définie est U..'1 pré ordre compatible avec la multiplication dans A. 

* On désigne par ~ 1 1 équivalence d 1 association définie sur A par~ 

(a~b) <=> (alb et bla) <=> (aA 1 = bA1)o Elle est compatible avec la multi­

plication dans A. On note ·a la classe 4e a modulo ~ 

est canoniquement ordonné par a, b <=> alb. Si A est unitaire 

'U, est une classe modulo 3'6 et le plus petit élément de A/'Sb 

* On dit que p E A- 1A..i est premier si 1 1 idéal principal pA1 qu'il 

engendre dans le demi-groupe A est un idéal premier; cela équivaut à affirmer 

On dit que p E A-¼ est irréductible si p est minimal dans A- 1A, 1 ~ 

c'est-à-dire si (alp) => (a EU, ou a ~p). 

On dit que p E A- 1k est indécomposable (7) si 

des éléments irréductibles. 

Les éléments premiers et les éléments irréductibles sont indécomposables 

mais un élément indécomposable n'est pas nécessairement premier ou irréductible. 

Par exemple~ dans Z, 0 est indécomposable mais réductible 

irréductible donc indécomposable ; 6 n I est pas premier car ~ 

si A= 3Z, 6 est 

18 = (-3)(-6) E 6A1 alors que -3 i 6A
1 

et que -6 i 6A' 

Premier~ 

Irréductible/ 

indécomposable 



§ 1 o ANNEAUX PRESIMPLIFIABLES. 

Définition : On dit que A est u..n anneau pré simplifiable si 

( 'r/ x E A) ( V y E A) (:x:y = x > x = 0 ou y E 'U, ) 

c 1 est-à-dire si et seulement si le demi-groupe multiplicatif de A est pré-

simplifiable (5)0 

Exemples g 1) Tout_ anneau intègre_ est _présimplifiable : Si A est 

un anneau intègre~ si xy = x et si x. ~ 0 alors si z E A xyz = xz => yz = z 0 

Donc y est neutre dans A o 

2) A est présimplifiable si et seulement si A est ----~----------------~--------~------------------
un_pseudo_domaine_(10) : dans (10) Fletcher pose, pour tout x E: A: 

'lA,(x) = {y E A; 3 z E: A xyz = x} o '\.t(x) peut être vide. 

Un anneau A est appelé un pseudo-domaine si~ 

Vx E: A* 'U;(x) = 1A, 

Un anneau non unitaire est donc un pseudo-domaine si et seulement si 

Vx E A* 'U,(x) = /J • 

Si A est pré simplifiable 9 si x E A* , 'U,;(x) = 1Â> o En effet, on a 

toujours 'U,_s '\A, (x) ; réciproquement~ si y E: '\l,(x) P il existe x E-A tel 

que xyz = x o Comme x f A* yz E: 1A, donc 

Si A est un pseudo-domainev si xy = x avec x ! 0 w montrons que y E: '\A, 

xy = x -> xyy = x => y E '\A, (x) = '\A, o 

3) Tout J~an._n_eq~ de Gluskin (11) est présimplifiable -----w--------~-----------------------------------

Gluskin ( 11) appelle ,e-anneau tout anneau uni taire tel que les idéaux du demi-

groupe multiplicatif de A soient des idéaux de 1 ° anneau A o Un tel anneau est 

présimplifiableo En effet, on sait (11) que: 

A = '\A, U ( 'lA.,+ 1 ) o 



Donc si xy = X et y i 14., alors y E: 'U, +1 donc y = u+1 avec u E: it, 

X= xy = x( u+1) = xu+x donc xu = 0 . 
.Alors X = 

( . -1 xu)u = 0 . 
4) Si __ ~_f_~:--~~!_primaire,_Z/nz _est_présimplifiable 

(On dit que n est primaire (12) si n est une puissance d'un nombre premier)" 

En effet 9 si 
k 

n = p avec k > 1 et p premier 9 si xy = x avec x f O alors 

xy-x = x(y-1) 
k 

= 11,p 

Comme x n'est pas divisible par 

avec 11, E Z • 

k 
p ' y-1 est divisible par p ; il existe 

h E: IN et µ E: Z tels que 
h 

y-1 = µP • Si veut dire que a et ~ 

sont étrangers 

h k k 
(y,p) = 1 => (y,p) = 1 => y E '\k(Z/p Z) 

Remarque ~ Réciproquement, si z/nz est pré simplifiable, alors n est primaire 

(1). On peut voir directement que z/6Z n'est pas présimplifiable puisque 9 par 

exemple, 2.4 = 2 avec 2 /= 0 et 4 i il, (Z/62) 

5) ~i -~-~-~-~!-~~--~-~-~-L-~!~~~-nZx mZ -~~!_pré­

simplifiable : (x ,Y) (x 1 ,Y 1 ) = (x ,Y) => XX 
1 == X et yy 1 = Y => x = y = 0 • 

Les exemples précédents ont prouvé qu I un anneau intègre est pré simplifiable~ 

mais que la réciproque est inexacte. Le résultat suivant donne une condition 

suffisante pour qu'un anneau présimplifiable soit intègre. 

Théorème 1. 1. : 

Pour qu'un anneau présimplifiable A soit intègre, il suffit 

que A/~ vérifie la condition minimale et que A possède un élément premier 

simplifiable. 

Démonstration: On suppose que A n'est pas un corps et que A f, {O} 

sinon le résultat est trivial. Soit p un élément premier simplifiable de A. 



8.5. 

Tout élément de A peut s'écrire 
n 

N et s i pA1 X X = p s avec n E 

Si X I. pA1 il suffit de prendre n = 0 et s = X 

. Si X E pA1 
' 

X= px1 o· Si x1 I. pA1 
' 

il suffit de prendre n = 1 

et Si 1 Ce procédé est fini. Sinon, récurrence, s = X . x1 ( pA X = px . par 
1 1 2 

on construit une suite (xn)n ~ 1 
telle que X - px . La suite (xn\ n - n+1 )). 

de A/$6 est décroissante donc stationnaire. Par conséquent, il existe n)). 1 

tel que x = x • On en déduit qu'il existe y E A1 
n n+1 

tel que x = x y • .Alors 
n+1 n 

Comme A est présimplifiable, deux cas sont possibles 

x = O; alors x = 0: absurde 
Il 

YP € U, ; alors p E '\A., : absurde. 

A est intègre; sinon, il existe x E A* et y E A* tels que xy = 0. D'après 

ce qui précède, on peut écrire 

t / pA 1 • 

• On a n ~ ou m ~ 1 , sinon 

0 = st E pA1 alors que pA1 est un idéal premier, que 

s I. pA 1 et que t I. pA 1 . 
• Donc, 0 

n+m 
= p st avec n+m );, 1 et st i. pA 

1 donc st /,. 0 . Il en 

résulte que p est un diviseur de zéro dans A ce qui est absurde. 

Rappels : 1) Dans un anneau uni taire, si u € 'U, 

a= bu=> a ~b • 

La réciproque est inexacte (9) • Si K est un corps, si 

A= K[x,y,z]/(x-xyz) 

xlxy; xyjx car xy.z=x. 

Mais quel que soit iü l xy • 

2) Si p est irréductible, il n'est pas toujours vrai que 

ab = p > a E 1,b ou b E ¾ 



Dans z/6z, 2 est irréductibleo Pourtant, on a 

2 o 4. = 2 avec 2 i % et 4 /_ 1-t 

Proposition 1.2. : Si A est un anneau présimplifiable 

a) est le seul idempotent éventuel autre gue 0 

b) (x.î6y)<=> (3 u E ~ (A1 )x = yu) 

c) p E A*- lb est irréductible si et seulement si 

( p = ab) => ( a E 1k ou b t ¼ ) 

Démonstration (a) est évident. 

(b) il est clair q_ue si x = yu avec u E 1.L(A1) 

alors x :R, y • Réciproq_uement, si x ~ y , il existe a, b E A 1 tels q_ue x = yb 

et y= xa o Si a= 1 ou b = , le résultat est évident. Sinon 

x = xab =)X = 0 ou ab E'v.» 

-
{ 0} et résultat est X t- 0 Si X = 0 alors X = le vraio Si alors 

ab E 'U, > a t '\A, et le résultat est envore vraio 

(c) La condition est suffisante pour q_ue p soit 

irréductible. Réciproq_uement si p est irréductible et si p = ab , alors alp 

si a/_¼ , on a a ~ p donc a = pu avec u E '\A, Alors p f. 0 et 

p = pub entraînent b E \li, 

Proposition 1. 3o ~ Si A est un anneau pré simplifiable. tout élément 

indécomposable non nul est irréductibleo 

Démonstration ~si p E A*-'\,\, est indécomposable, si ajp alors 

p = ab o Si ,P % a on a b ~ p donc b=pu avec u E '\A, : Alors p f. O et 

p = pau => au E 'U, donc a E 'U> 

Remarq_ue: Dans un anneau présimplifiable, si p E A*-

p irréductible 

p premier > ! 
p indécomposable 



Proposition 1.4. : Dans un anneau artinien présimplifiable unitaire 2 

tout élément non inversible est nilpotent. 

Démonstrati.on ~ Si A est présimplifiable artinien, si x E A- lb 

puisque (xnA)n ~ 
1 

est une suite décroissante ~idéaux, il existe n E fi* tel 

que 

Comme x /; 'U.> xu i '1A, 

sont associés donc il existe 

n n+1 
X = X U 

donc xn = O 

tel que 

En particulier, tout domaine d 1 intégrité artinien est un corps, et dans 

tout anneau présimplifiable fini, les éléments non universibles sont nilpotents. 

(Le résultat est encore vrai si A n°est pas unitaire; car dans ce ca~, 

si x E A, le demi-groupe cyclique qu'il engendre dans A est fini. Donc il 

existe deux entiers rets tels que et 
r s 

x ·- x • Comme A est 

sans élément neutre, nécessairement xr = 0) • 

Remarques :Si A est un anneau présimplifiable, A(X] n°est pas nécessairement 

présimplifiable et si I est l.L'l idéal de A ~· A/I n I est pas nécessairement 

~résimplifiable: 

. z est pré simplifiable ; z/ 6Z ne 1 1 est pas. 

z/~z est présimplifiable; z/sz[x] ne 1 1 est pas puisque 

(3+2X)(4+4x) = 4+4X alors que 4+4X t, o et 3+2X i¼ (z/sz[x]). 

On peut toutefois énoncer 

P:roposi tion 1. 5. : Si I est un idéal primaire d 0 un anneau uni taire A , 

alors A/I est présimplifiable. 

Démonstration g Supposons que xy = x avec x -f. 0. Puisque 

y-1 et soit nul, soit un diviseur de zéro dans A/I Dans le premier cas, 

y E U, (A/I). Dans le second cas, y-1 est nilpotent ( 12). Donc il existe n ~ 1 

tel que ; 



~ (-1 t-kyk E I => (-1 t + aY E I 
k=O 

ay = 1 ou ay = - 1 

y E 'U, (A/I) 

Nous ignorons si la réciproque est exacteo Toutefois, elle l'est dans Z 

si z/nz est présimplifiable 9 alors n est primaire o 

On dit qu'un anneau unitaire est local s 1 il possède un unique idéal 

maximal propreo 

Proposition 1. 6 o ~ Tout anneau local est pré simplifiable o 

Démonstration g Soit A un anneau local et 'Y'\, son unique idéal 

maximal propre, Si xy = x avec x -/, 0 et y. E 1A., ~ alors y E rm.. 

Puisque x(y-1) = 0 avec x ~ 0 ~ y-1 est un diviseur de zéro dans A, 

donc y-1 E 'm., ~ Alors 1 = y+( 1-y) E: 'n1, ~ absurde. 

§2. ANNEAUX: ATOMIQUESo 

Définition: On dit que d = p
1
p

2 
o•0 pn est une factorisation complète 

de d si tous les p. sont irréductibles o Si tout élément de A* - ¼ admet 
l 

une factorisation complète, on dit que A est atomiqueo [F
1

] o 

Exemples 1) Tout anneau factoriel est atomiqueo 

2) Tout anneau présimplifiable à factorisation unique 

au sens de Fletcher (9) est atomiqueo 

Si 

dans 

a1 Cl2 
n = p1 P2 

z/nz : 

3) Pour tout n ~ 1 , Z/nz est atomiqueo En effet : 

où les p. 
l 

sont _premiers 9 alors p. 
l 

est irréductible 



(n,p.) /:, - i '\h ( z/nz) 1 => p. 
l -l 

• alp. => 3 X~ À, ( z 
0:1 0:2 

ax-p = ÀP1 P2 ' l 1 

0:1-1 0:2 a n 
ax = P1[1+À.P1 P2 pn J 

Deux cas sont possibles ~ p11 a alors p 1a: 
- 1 -

et p ~a: 
1 

ou bien p1 % a 

alors (p1 ,a) = 1 et p1 lx 0 Donc il existe y tel que ap1y = p1[1+E..] 
- pi 

ay = 1 + À.:;;:_=> (av E-) = 1 0 Comme (a,p1) = p_ p1 1 

(a~n) = 1 => â E: 1k (z/nz) . 

Si x E: z/nz 1 dans Z n = u Il p vp(x) 
p( p 

où P est l 1 ensemble des nombres 

premiers. Comme (p 9 n) = 1 => p E: 'U, et 

voyons que dans z/nZ , x admet une factorisation complète. 

Remarque: Un anneau atomique n 1 est pas nécessairement présimplifiable z/6Z 

est atomique mais n'est pas présimplifiable. 

Le théorème suivant permet de donner d'autres exemples d 1 anneaux 

atomiques. 

Théorème 2.1. : Si A est un anneau présimplifiable 2 si A/~ vérifie 

la condition minimale, alors A est un anneau atomique. 

Démonstration Si A= {o} ou si A est un corps 1 le résultat 

est trivial. On suppose donc que A*- 'lh n 1 est pas vide. Soit x un élément 

de A*-'\A, 

* x possède un diviseur irréductible; sinon 1 nous pourrtions, par 

récurrence, construire une suite strictement décroissante de A/~ ~ 

- - =--
X) x

1 
) x

2
) •••) X ) X ) •-•• 

n n+1 

ce qui est absurde" 



* Si x est irréductible, x possède trivialement une factorisation 

complète. Sinon, il existe p
1 

irréductible et x
1 

t A*- 'lA:i tels que 

x = p
1
x

1 
• Si x

1 
est irréductible x possède une factorisation complète • 

Sinon, avec irréductible et X t A*-1!,, 2 
• Ce procédé est fini, 

sinon, on pourrait construire, par récurrence, deux suites (pn)n ~ 
1 

et 

(x ) de A/~ 
nn~1 

est décroissante, donc stationnaire. Par conséquent, il 

existe n t IN* et y t A tels que X 
n+1 = xny 0 

Comme X =f 0 et que A est présimplifiable 
n 

X = xnypn+1 n => ypn+1 t U, 

Si A est non unitaire, c 1 est absurde. Si A est unitaire, alors pn+
1 

t 1A, 

ce qui est également absurdeo 

Corollaire 2.2. a) tout anneau unitaire noethérien présimplifiable 

est atomique. 

b) tout anneau unitaire principal présimplifiable 

est atomique. 

En particulier, n.Z avec n >, 1 est atomique ainsi que nz X mz si. n :} 2 et 

m ~ 2 • 

Définition : On appelle ~ d 1 un anneau atomique tout système représen­

tatif d'éléments irréductibleso Deux bases sont équipotenteso Le cardinal d'une 

base est appelé la dimension de 1 1 anneauo 

Si B est une base de l'anneau atomique A 

dim A= Card B 

Proposition 2.3. : Soit B une base d'un anneau atomique. Si A est 

unitaire en présimplifiable tout 
a . 

X = u Il p p ~ u t \6(A
1

0' 

PtB 

élément de A* peut s 1 écrire 

a t N, le produit étant à support fini. 
p 



8. 11 0 

Démonstration ~ Il suffit de pouvoir affirmer que deux éléments 

irréductibles associés diffèrent d 1 une unité. C1 est le cas si A est présimpli­

fiable (proposition 1.2.). C1 est aussi le cas si A est unitaire [(7) Th. 3.20 

page 604]. 

§3. COMPLEMENTS SUR LES ANNEAUX DE FRACTIONS. 

Soit S une partie non vide d 1un anneau A. On dit que (B, cp) est 

un anneau de fractions de A par rapport à s si : 

1 ) cp : A-B est un h omomor phi sme • 

2) B est uni taire et s E: s => cp(s) E: 6\A, (B)o 

3) Pour tout couple (B'' cp 1 ) vérifiant les deux conditions pré-

cédentes, il existe un unique homomorphisme 

cr: B - B' tel que 

cr 

Deux anneaux de fractions de A par rapport à S sont isomorpheso 

Dans ce qui suit, on les identifie et l 1 on note (A [-s1] m) l 1 anneau des ' TS 

fractions de A par rapport à S. Par abus de language, nous parlerons de 

l'anneau de fractions A[s 1] o Dans tous les cas, l 1homomorphisme canonique 

cps: A - A[s 1] est un épimorphisme de demi-groupes (6) donc un épimorphisme 

d I anneaux. 

On note <S> le demi-groupe multiplicatif engendré par S dans A. 

Tout élément ~ E: A[s 1] s 1 écrit : 

~ = cps(a) cps(s)-1 avec a E: A et s E <S> • 

S 1 il n 1y a pas d 1 ambiguité, on écrit , = ~" On sait que 
s 



8. 12. 

Remarque :Dans ce q_ui précède, le cas où O € <S> n'a pas été exclu. 

Lorsq_ue cela arrive, alors Card A[s1J = 1 et pour tout élément a€ A, cp3(a) 

est inversible dans A[S 1] • 

Si S est une partie non vide de A, on pose 

Proposition 3.1. : a) J(X) est un sous-demi-groupe consistant dans A 

et contenant ÏA> (A) • 

b) (x € J(X)) <=> ( 3 a € A ax € <X:>)• 

Démonstration : 

a) J(X) est un sous-demi-groupe consistant : 

• a,b € J(X) => cp3(a), cp3(b) € it=> cp3(ab) €~=>ab€ J(X) 

• ab€ J(X) => cp3(a).cp 3(b) € J(X) => cp3(a) et cp3(b) € tb 

=> a et b € J(X) • 

1A, est évidemment contenu dans J(X) car cp
3

( 1) = 1 si A est unitaire. 

b) si xa € <X> xa € J(X) donc x € J(X) • 

si x € J(X) il existe (a,s) € A ic X tel que 

cp
3

(x)cp
3

(a)cp
3

(s)- 1 = cp
3

(s)cp
3

(s)- 1 • Donc il existe a€ <X> tel que 

2 
axas= as € <X> 

Remarque : D'après (b) 0 € J(X) <=> 0 € <X> • Donc si S est un 

sous-demi-groupe tel que S s A* alors O i J(S) • 

Dans ce q_ui suit, si A[x1J et A[Y1] sont deux anneaux de fractions 

et s'il existe un isomorphisme a de A[x1J sur A[Y1] tel que cpy = aocpx , 

alo:i::s, nous identifierons les anneaux A[x1 J et A[Y1 J et nous écrirons : 

A[x1J=A[Y 1]. 

On sait (6) que nécessairement a(1) = 1 • 



Proposition 3o2o 

b) X 1- J(X) est une fermeture dans l'ensemble 

des parties de A o 

· Démonstration : 

a) *Par définition, si A[X1] = A[Y1] , il existe un 

isomorphisme a ~ A[X:1] - A[Y1
] tel que a( 1) = 1 et tel que cry = a o crx , 

Alors, de façon évidente 9 J(X) = J(Y) o 

* si J(X) = J(Y) et si x € X alors 

rp/x) € 'U,(A[Y 1]) o Donc il existe un 

unique homomorphisme~ 

-1 -1 
a : A[X ] - A[Y ] tel que a o cpX = (f)y 

De même, il existe un unique homomorphisme 

Comme et cry sont des épimorphismes, 

l 1 u.,.~ de 1 1 autre; a est un isomorphismeo 

a et ç sont section et rétraction 

b) Il est clair que X c J(X) et que 

X s Y=> J(X) s J(Y) Montrons que J(J(X)) = J(X) o En effet, si x € J(J(X)) 

il existe a€ A tel que ax € <J(X)> = J(X) o Comme J(X) est consistant 9 

x € J(X) o 

c) On a X S <X> S J(X) et X S X u'U:,_s J(X) ; 

donc J(X) C J(J(X)) et J(x) s J(X V 'U,) s J(J(X)) d'où J(X) = J(<X>) = J(xuU,) 

Remarque~ (1) il ne faudrait pas identifier deux anneaux de fractions 

seulement isomorphes, car ils. ne seraient pas nécessairement solution du même 

problème universel. 



Exemple ( 1) : .Pour les demi-groupes, <a>, <b> : deux demi-groupes 

cycliques infinis sur D = <a> U <b> U { Ol , on définit la loi commutative 

prolongeant celle de <a> , de <b> et telle que 
u 

a * 0. Si 

S = <a> et T = <b> D[s 1] et D[T 1] sont isomorphes bien que 

S = J(S) f J(T) = T . 

§ 4. ANNEAUX. A FACTORISATION UNIQUE. ANNEAU D-ATOMIQUES. 

On note s 
n 

Définitions: 

le groupe des permutations sur { 1 9 2 ' 

1 ) On dit que deux factorisations de 

0 0 0 ' 

d, d 

n) • 

= a1a2··· a 
n = 

b1b2 b sont isomorphes si n = m et s 1 il existe ç t s tel que pi S(,qç m n 

2) On appelle anneau à factorisation uni9.ue tout anneau 

tel que 

[F
2

] deux factorisations complètes d'un élément de A*- tb sont 

isomorphes. 

Exemples : 1) Tout anneau factoriel est à factorisation unique. 

2) Tout anneau présimplifiable à factorisation unique au sens 

de Fletcher (9) • 

3) Tout anneau à factorisation unique au sens de Fletcher est 

somme directe finie d'anneaux à factorisation unique en notre sens (10). En 

particulier, tout anneau principal est somme directe finie d 1 anneaux à facto-

risation unique. 

:i 

4) Si n est primaire alors z/nz est à factorisation unique. 

Nous savons que z/nz est atomique; si 
k 

n = p avec 

p est le seul irréductible de 
k z/p Z. Tout élément de 

et a < k • Si ~ 

--a up = --~ vp avec a < ~ < n on a 

a vp~ n 
up - = À.P 

~-a n-a 
u-vp = À.P 

p premier et k > 1 , 



8. 15 0 

5) Si n ~ 2 9 bien qu'atomique et simplifiable, nZ n'est 

pas à factorisation uniqueo Par exemple, dans 2Z, 4 == 2.2 = (-2)(-2) avec 2 

et -2 irréductibles non associés. 

Remarques; 1) Réciproquement, si z/nz est à factorisation unique 1 

alors n est primaire (1) o 

2) Un anneau à factorisation unique n'est pas nécessairement 

intègre, donc n'est pas nécessairement un anneau factoriel. On peut même préciser 

davantage: un anneau à factorisation unique n'est pas nécessairement une somme 

directe d'anneaux factoriels~ si n 4 2 9 si p est premier, Z/pnZ et à 

factorisation unique mais n'est pas une somme directe d 0 anneaux factorielso 

Proposition 4o1o ~ Tout anneau à factorisation unique est présimplifiableo 

Démonstration Si xy = x, xi x -/:. 0 et si y i 'U., alors 

X t A*- 'lk et y E: A*-¼ ; donc 9 en faisant apparaître les factorisations 

D0 où une contradictiono 

Par conséquent, si A est un anneau à factorisation unique 

0 1 est le seul idempotent éventuel de A autre que O o 

o si B est une base de A 9 tout élément x € A* 

de façon .unique à une unité près 

X = u II 
pEB 

p avec et 0: (l'if. p 

Cette dernière propriété est caractéristique des anneau,x à factorisation unique 

Proposition 4o2. ~ Pour qu'un anneau A soit à factorisation unique, il 

suffit qu'il existe une partie B s A*'\A, d 1 éléments non deux à deux associés 
n 

tel gue tout élément X de A* s'écrive X = u Il pp avec u t 'U,( A 1) et telle 
n m PEB 

que u II p p = V II p p => 'V p t B n = m 
PtB PtB 

p p 
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Démonstration :La condition est nécessaire comme nous l'avons 

fait remarquer. Elle est suffisante car les éléments de B sont irréductibles. 

Si B est une base d'un anneau à factorisation unique A, si p € B, on pose 

V ( 0) = oo 
p 

a 
et si x = u TI pp€ A* 

p(B 
v (x) = a p p 

Le résultat suivant donne les règles d'utilisations des fonctions 

et le mode de calcul dans les anneaux à factorisation unique. 

Proposition 4.3. a) xy -/= 0 => v (xy) = v (x) + v (y) • 
p p---p--

V 
p 

b) si p~q € B. v (q) = o symbole de Kronecker. 
p--- p,q 

Remarques: 1) 

c) (xjy) <=> ('fp € B) v (x) ~ v (y)). ~-'--C--'-- ____ ..:.._ _ _:__p_~_p __ _ 

d) (x$y) <=> ( 'f/p € B) v (x) = V (y)) • ------------P---P---
e) (x € 'U,) <=> ( 't/ p € B) v (x) = 0 

p----

f) xy = xz ~ 0 => yJ?,z 

v n'est pas nécessairement une valuation d 1 anneaux 
p 

mais c'est une valuation de demi-groupe (3). 

2) Si I est un idéal d'un anneau à factorisation unique A, 

A/I n'est pas à factorisation unique. Par exemple, z/6Z qui n'est pas présim­

plifiable n'est pas à factorisation unique bien que Z soit à factorisation 

unique. 

3) L'anneau des polynômes d'un anneau à factorisation unique 

n'est pas à factorisation unique. z/sz est à factorisation unique ; (z/sz[x] 

ne l'est pas puisqu'il n'est pas présimplifiable. 

Définition~ On appelle anneau D-atomique (1) tout anneau atomique A 

tel que: [F
3
J tout élément irréductible est premier. 

Exemples 1) Tout anneau factoriel est D-atomique. 

2) Pour tout n € N, z/nz est un anneau D~atomique (1) 

3) Tout anneau arithmétique (7) est un anneau 

D-atomique. 



On voit donc qu'un anneau D-atomique n'est pas nécessairement présim-

plifiable ni nécessairement à factorisation unique. 

Factorisation unique 

Factoriel< ____>Atomique 

~D-atomique 

Théorème 4.4. : Soit A un anneau atomique et S un sous-demi-groupe 

de A* 0 Si A est à factorisation unique ou D-atomique, il en est de même 

Démonstration: Si Card A[s 1] = 1 , le résultat est trivialo 

On suppose que Card A[s 1] > 1 

a) A est à factorisation unigue: Soit B une base de A. On pose 

*Unités de A[s 1
] 

Si 
a 

€ 'U, il 0 -s 

3a € S 

d 
: (- € s 

existe 

B = B f'l J(S) = {p € B 
1 

3s€S pis} 

'\A,=> v (a)= o) \/p € B-B 
1 p 

b tel 
a b s 

Donc t que :s·t = : 
s 

2 
cr abs = as t € S s; A* . 

.Alors, si p € B-B
1 

, d'après la proposition 4.3. 

v (a) + v ( b) = 0 d one v (a) = 0 • 
p p p 

• Si \:/p € B-B V (a) = 0 , on a : 
1 p 

V (d) 
a=u II p p donc cps(a) € "\A, 0 

p€B1 

*Soit 
d 

A[s
1
]* o On a d "f 0 et s -f O o Donc - € s 

V (s) 
s = v II pp o .Alors: 

v (d) 
d = u II pp et 

p€B 

p€B1 
v (d)-v (s) 

~ = cps(u)cps(v)-1 II cps(p) P P 
PEB 
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On est assuré que si p E B v (d) = v (s) = 0 
0 p p 

-1 ) d Card A[S J = 1 • On peut donc mettre -
s 

sous la forme 

• ( Si v ( s ) /= 0 al ors 
p 

V (d) 
~ = w TI qi

3
(p) p avec 

pEB
3 

*Nous allons appliquer la proposition 4.2 •• Pour cela, montrons que si 

P, q E BS , si p I= q alors qiS( p) et qi
3

( q) ne sont pas associés dans A[s 1] 

Sinon, il existe ~ tel que 
a 

Ça p = çqx 

(ça E S et p /. B
0

) => (çap /= 0). Alors, d'après la 

propisition 4.3., si b E B 

Prenons b = q E BS. Alors 

0 = v (p) = v (q.) + v (x) ~ 1 : absurde. q q q 

*Montrons enfin que si ~ E A[s 1]*, si avec 

alors a = V (d) . 
p p 

Puisque w E '\A,, 
a \Jp /_ B

1 
, V (a) 0 ' w = t avec = p 

a 
Si d' = TI qis(p) P al ors, si p E BS ' 

v (d 1 ) = a 
pEBS 

p p 

D'autre part : 
d ad' s = T => )a E s odt = asad 1 

~ /= 0 et 
s 

at ES=> adt /= 0. Alors, si 

ads = asad' /= 0 => v (d) = v (d 1
) = a p n p 

b) A est D-atomigue On note l l'ensemble des éléments irréductibles 

de A • On pose 

et 

10 = {p E l ; <ps(p) = o} ' 11 = {p E l 

ls = 1 - (1 0 u1
1

). 

3 s E S PI s} = l n J( S) 



d E A*- '\A, et E A* • 

p. 
l 

et les 

p'. étant irréductibleso Par définition de 1
0 

, aucun des éléments précédents 
J 

ne 1 ui appartient. On peut écrire : 

~ = wcps(q1)cps(q2) 000 cps(qP) avec w E '\A, (A[s 1]) 1 q. 
l 

irréductible, 

et CJls(q) i ~ (A[s 1]) 0 On a donc qi E IS. 

Pour montrer que A[s1] est atomique, il nous suffit de prouver que 

les CJls(qi) avec q. E IS sont irréductibles. 
l 

Par définition de 1s CJls(qi) i 1k» 

Si îlCJls(q) 
X X 1 

CJls(q) donc . 
' t"t' = 

)cr E S crqtt 1 = (JXX 
1 

Puisque A est D-atomique, l'élément irréductible q est premier 

- puisque q i 11 et que a E s ' on ne peut pas avoir qlo 

- si qlx alors CJls( q) 1 CJls(x) donc CJls(q) If 
CJls( q) ~~ t 

- si qlx 1 
, il nous faut prouver que Î E ¼(A[s 1]) ou Î ~ CJls(q) 

qd = x' 

crqtt' = crxx' = crxqd. 

Puisque q i 1
0 

et que ott' € S , on est assuré que crxqd f O 9 donc que 

x f O • Si x E 'U., (A) 

Supposons que x E A*- '\.b 

avec p. irréductible donc premier. Alors 
l 



1 ) 

2) 

Alors 

Pi ~ q => q I Pi => q i P 1 P2 

f/ls(q) lî > f/ls(q) ~ î · 

p. :R, q 0 

1. 

OOQ p = X 
À 

*Montrons que A[s1] est D-atomiqueo Faisons le en deux étapes 

• si q € 1
8

, cp
3

(q) est premier car 

'3ç ( s çq ass 1 = çaxx' o 

Comme q est irréductible donc premier, que 

Ça€ S et q € 18 => q % Ça 

on a qlx ou qlxi donc 

associé 
X 

à 
s 

cps(q)I~ 
x' 

ou cps(q)ls1 

soit ; € A[s1] 'tk(A[s1J) 

est irréductible. Puisque 

un élément irréductible. cps(x) 

on a x /_ 1.l, 

qui est 

- si x = 0 alors cp
3

(x) = 0 est irréductible donc A[s1] est 

un corps et le résultat est trivial. 

- si x /= 0 x / ~ car ~ /_ '\Â> 
s 

donc x = 

Donc: 

Comme cp
3

(p
1

) est irréductible, cp3(p
1

)jcp3(x) => cp3(p
1

)~ cp3(x) o Mais cp
3

(x) 

associé à 1 1élément premier cp
3

(p
1
) est lui-même premier. 



§ 5. ANNEAUX: DE FRACTIONS DES ANNEAUX: ATOMIQUES. 

Dans [(12) p. 47] , il est dit ~ Si A est un anneau intègre 

atomique, si B est une base de A 9 il existe une bijection entre l'ensemble 

des parties de B et l 1 ensemble des anneaux de fractions de A 9 cette bijection 

étant définie par X - A [x 1
] o 

Dans (4) nous avons énoncé un résultat analogue pour les demi-groupes 

simplifiables. Le contre-exemple suivant prouve que ces deux résultats sont 

inexacts. 

Contre-exemple : A = Z(i"5) est un anneau intègre. Comme A/:Jl; 

vérifie la condition minimalej il est atomique. 3, 2+if5 et 2-if5 sont trois 

éléments irréductibles, non associés deux à deux. Soit B une base les contenant. 

Posons X= {3} et Y= {2+if5 9 2-if5} o Puisque 

9 = 3.3 = (2+if5)(2-if5) E: J(X) AJ(Y) 

On a 3 E J(Y) , 2+if5 E J(X) , 2-if5 € J(X) 

J(X) = J(Y) soit : 

donc X _s J(Y) , Y .S J(X) d'où 

Nous avons prouvé qu 1 il existe deux parties distinctes de B dont 

les images par S ~ A[s 1
] sont égales. 

Notations: Si B est une base d 1un anneau atomique présimplifiable A, 

on pose FA = { A[x1] X S A* et X- % t- P} 

tf(*(B) = {X ; j) c X SB} 

Théorème 5. 1. : Soit B une base d'un anneau atomique présimplifiable 

ou unitaire A. Il existe une bijection entre F* et {J(X) (î Bl ~ 
A - 5X E c}-f*(B) 

Démonstration : Ce résultat est trivial lorsque A = { Ql ou lorsque 

A est un corps. Ecartons ces deux éventualités • .Alors O i Bo 

Les éléments irréductibles 9 par définition, ne sont pas inversibles. 
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Donc, si XE ~*(B) 

X- ~ = X /: /J => A[X 1] E F* . A 

~:X~ A[x1] est une application de ~*(B) dans FA. Nous note­

rons encore ~ sa restriction à p(x) n B} X E ~*(B) • Remarquons que 

J(X) f"i B ~ X f"\ B = X /: /J • 

On a toujours < (J(X) n B) u "lb > = J(X) • 

D'une part J(X) n B s J(X) 

< (J(X) n B) V 1.b> c J(X) • 

% s J(X) et J(X) est un demi-groupe donc 

Réciproquement, si x E J(X) ~ deux cas sont possibles; 

- 1 ) x = 0 • Alors 0 E <X> donc avec x. E X • 
l 

Comme O i X , on a n ~ 2 • Comme B est une base de A, d'après la proposition 

2.3..P x. = u.b. b .•.• b. EX ,S; J(X) 
l l i

1 
i 2 lk 

avec u. E '1.A,(A 1) 
l 

b. E B n J(X) et 
l. 

J 

O=XX20•0X ( <(J(X)t1B)Ui.tî»>. 
1 n 

et b. E B. On a donc 
l. 

J 

- 2) x /: 0. Alors x = ub b
2 

.•• b E J(X) avec b. E B et u E 1h(A1). 
1 Il l 

On a donc encore : x E <(J(X) n B) U 1k> . 

*~ est surjective car si A[X1] E FÂ alors~ 

*~ est injective car 

x E J(X) () B => x E J( J(Y) l'l B) • 



On a donc x E J(Y) , soit x E J(Y) 

J(X) B .S J(Y) 

B 

B 

D'où 

On montrerait l'inclusion opposée de la même amnièreo 

Corollaire 5 o2o : Soit , A un anneau atomique. pré simplifiable ou 

unitaire, gui n'est pas un corpso Pour que les anneaux de fractions de A soient 

A[A 1] et A si A est uni taire, il faut et il suffit que A soit de dimension 1 . 

Théorème 5o3o : Si B est une base d'un anneau D-atomique présim-

plifiable ou unitaire, il existe une bijection de F* sur ~*(B) • 
A-

Démonstration : Il nous suffit de proUver que si X et Y sont 

deux parties non vides de B 

(J(X) (1 B = J(Y) f" B) (: > (X = Y) 

Si J(X) n B = J(Y) f""I B et si X E X ' comme XC J(X) n B on a X E J(Y) I') B 

X= y
1
y2 ... yn. Comme 

x est irréductible donc premier, x divise l'un des y .. Alors xly. => x~y .• 
i i i 

Comme ils appartiennent l'un et l'autre à B , nécessairement : 

X .S y 

L'inclusion opposée se prouve de la même façon. 

Remarques~ 1) le théorème 5.3. affirme que si A est atomique, 

unitaire ou présimplifiable pour qu'il existe une bijection entre 

il suffit que A vérifie la condition [F
3
] o 

Dans un travail non encore publié (1) J.C. ALLARD a montré que cette 

condition est nécessaire. 

2) Le théorème 5.30 donne une condition suffisante pour 

que le résultat erroné dont nous avons parlé plus haut devienne exact. Dans le 



cas des anneaux intègres (cas envisagé dans (12)) d 1 après ce résultat et celui 

de J.C • .ALLARD dont nous venons de parler~ les anneaux factoriels sont les seuls 

anneaux pour lesq_uels existe cette bijection entre FA_ -~ ~*(B) • 
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Conférence n° 9 du 30201971 

et Conférence n° 12 du 3o 3o 1971 

DERIVATIONS D1 0RDRE SUPERIEUR I et II 

par Pierre LEROUX 

INTRODUCTION. 

Le but de cet exposé est de présenter uJle double généralisation de la notion 

de dérivation (classiq_ue) d 1 un anneau, d 1 une part, en introduisant les dérivations 

d 1 ordre supérieur, et, d 1 autre part, en étendant ces notions aux catégories (pré-) 

additives. De plus nous voulons esq_uisser l.a solution de q_uelq_ues problèmes univer-

sels posés par cette généralisation. Les résultats présentés ici sont tirés des 

travaux de P. Ribenboim [7] et de Po Leroux et P. Ribenboim [6] o 

1. DERIVATIONS D1 0RDRE SUPERIEUR DANS LES ANNEAUX. 

Une dérivation (q_ue nous q_ualifions de classique) sur un anneau A est une 

application additive o ~ A _.. A telle que 

o(ab) = ao(b) + o(a)b 

quels que soient a 9 b E A Posant d
0 

= 1A, l 1 application identité sur A 9 et 

d
1 

= o , on a : 

d (ab)= d (a)d (b) 
0 0 0 

d/ab) = d
0

(a)d/b) + d/a)d 0 (b) • 

La généralisation suivante apparaît donc de façon naturelle. On la retrouve essentiel­

lement dans la littérature, par exemple dans le Livre de N. Jacobson ([ 4 ], pp.191 sso) 

et dès 1937 dans [2] • 



Soit S, un segment initial de m = (0,1,2, •.• ) ou bien S = ~, ou bien 

Définition 1o 1. : Soient A et B deux anneaux. Une dérivation d'ordre S 

d de A vers B est une famille d = { d } d I applications additives 
V V t S, 

telle q_ue V V E: s ' 

d (ab)= 
V 

d (a)d (b) 
À, µ 

(ou encore= 

Remarques 1.2. 

d 
V 

1) Vadditivité exprime q_ue d (a+b) = d (a)+ d (b) et entraîne q_ue 
V V V 

d (o) = 0 et d (-a)= - d (a) • On peut étendre la définition ,.1. aux C-algèbres 
V V V 

en demandant q_ue les applications d soient C-linéaires. 
V 

2) Pour v = 0 la relation ( *) entraîne q_ue d (ab)= d (a)d (b), i.e. 
0 0 0 

q_ue d 
0 

est un homomorphisme d 1 anneaw...Lorsq_u 0 on se restreint aux anneaux avec 

éléments unités, on exige aussi habituellement que d (1) = 1 • On a alors 
9 

pour v > 0 • 

3) La relation ( *) se généralise à la formule : 

d (a ..• a
1

) = 
V n 

d (a) ••• d (a) 
Àn n À 1 1 

d (1) = 0 
V 

4) La définition 1 .1. n 1utilise pas l'associativité de la multiplication 

et peut donc s'étendre aux anneaux non-associatifs, par exemple aux anneaux de Lie 

(i.e. ceux dont la multiplication est anticommutative et satisfait l 1 identité de 

Jacobi). 

Exemples 1 • 3. : 

1) Tout homomorphisme d 1 anneaux f: A__., B peut être considéré comme 

une dérivation (f,O,O, ••• ) d 1 ordre S de A à B , q_ue nous noterons aussi par f. 

2) Les dérivations classiques o : A - A sont en bijection avec les 



dérivations d d'ordre (0~1) de A à A pour lesq_uelles d
0 

== 1A, en posant 

d
1 

== 6 • Plus généralement 9 si S est le plus grand segment initial de IN pour 

leq_uel l'expression 

a du sens V v € S , alors d - {d } , 
- V V E s est une dérivation d'ordre S de A 

vers A. Par exemple, si A= K[XJ et si 6 est la dérivation habituelle des 

polynômes, on obtient ainsi une dérivation d - {d l d'ordre - v 5v € IN 
IN de A vers 

A , où d 
V 

est l 1uniq_ue application K-linéaire déterminée par la relation 

convenant q_ue ( µ) == 0 si v > µ 
V 

3) (N. Heerema [3]). Si K est un corps, il existe une bijection entre 

les familles {6 1 de dérivations classiq_ues sur K et les dérivations 
vfv € s-(0) 

d - {d } d'ordre 
- V V € S 

S de K à K pour l.esq_uelles d 
O 

= 1K • Si K est de car ac-

téristiq_ue 0 

d 
V 

6 
V 

la bijection est explicitement donnée par les relations 

== 
V 

~ µ! ( 
µ=1 ;>...

1
+ ••• +Àµ=v 

À. -~1 
J 

(-1 )µ+\ 
µ 

X,1+ •• • +À.µ=v 

X,.>,1 
J' 

d ) 
À µ 

V = 

Il est clair q_ue dans ce cas 9 la bijection s'étend aux dérivations de K-algèbres. 

Lorsq_ue K est de caractéristiq_ue p f O 9 la démonstration suit de ce q_ue K 

possède une p-base et s'étend au cas des anneaux libres. 

4) A tout élément a d'un anneau A correspond une dérivation 

classiq_ue [a 9-] A__,. A définie par g 

[a;-](x) = [a,x] = ax - xa. 



Cet exemple se généralise de la façon suivante~ soit { a l ( ) , une famille 
vvE:S-0 

d 1 éléments de A; on lui associe une dérivation d = { d } S de A vers A en 

posant 

d (x) = x , 
0 ' 

V V € 

d (x) 
V 

v-1 
= [a ,x] - E [a . ,x](a - E a a + ..... q· 

V µ=:1 v-,µ µ À,tÀ,2= µ À 1 À2 

+ ( -1 ) µ E a •.• a + C-1 )1:t + 1 aµ) • 
À.1+ ••• +;>.., 1=•µ À.1 À.n-1 1 ~--

5) Une dérivation TI~= {TI} IN d 9 ordre W de A[[x]] vers A est 
V V € 

définie en posant g 

= a 
V 

Cela provient de la règle de multiplication dans A[[X]] 

( E ,a X V) ( E b xV) = E( E a b )x V 
V V V V V À.+µ=v À µ 

Si S = (0,1, .•• ,s) , alors la famille TIIN induit une dérivation Ils= { Sl 
TIV V E: s 

d'ordre S de vers A • 

6) Si d ld } est une dérivation d'ordre S de A vers B 
=ivvE:S 

et si { d I l 
V V € S1 

est une dérivation d'ordre de B vers C on 

définitunedérivation d"=d 1 od d'ordre S11 =SAS' de A vers C enposant 

(d 1 o d) v € S /1 S' 
V 

Par exemple, si d = f :·A__.., B est un homomorphisme d = f 
0 

et d = 0 si 
V 

(c.f. exemple 1), on obtient une dérivation d 1 of de A vers C avec 

V > Ü 

(d I o f) = d I f • De même, si d 1 = g ~ B __.., C est un homomorphisme, on obtient une 
V V 

dérivation go d de A vers C avec (go d) = g d • En particulier, 1 1 homomor-
v V 

phisme composé g f , considéré comme dérivation, coïncide avec la dérivation 



composée g o f • 

On remarque de plus que la composition des dérivations est associative. 

2. DERIVATIONS UNIVERSELLES ET CO-UNIVERSELLES. 

Soit S un segment initial de W. Des propriétés de la loi de composition 

introduite aans l'exemple 1.3.,6), on conclut que les dérivations d'ordre S sont 

les morphismes d'une catégorie AnndS dont les objets sont les anneaux (avec 

élément unité) et que l'on a un plongement évident 

où Ann désigne la catégorie des anneaux (avec élément unité) et homomorphismes. 

Le foncteur TS est l'identité sur les objets et réinterprète les homomorphismes 

d'anneaux comme des dérivations d'ordre S. 

Les deux problèmes universels que nous considérons ici s'expriment en 

termes de foncteurs adjoints à gauche et à droite pour TS. 

Proposition 2.1. : Pour chaque anneau A, il existe un anneau Difs(A) et 

une dérivation 

toute dérivation d 

A-> Difs(A) d'ordre S tels que pour tout anneau B et 

A-> B d'ordre S, il existe un unique homomorphisme 

L'anneau DifS(A) , unique à isomorphisme près, s'appelle l'anneau diffé­

rentiel d'ordre S de A et dS , la dérivation universelle d I ordre S de A • 

Pour une discussion détaillée de cette construction, voir [7] , où le problème est 

aussi résolu pour d'autres classes d'anneaux; le cas des algèbres commutatives 

est également traité dans [5] , voir aussi [1] , où la situation classique est 

considérée. Ici le résultat est un cas particulier d'un théorème plus général 
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(Th. 3.7.) donné dans la section suivante. 

Il suit de la proposition que "nifs s'étend à un foncteur 

adjoint à gauche de T
8 

o 

Le problème universel dual est résolu par l'exemple 1.3.,5). Si S = ITT, 

on pose ES(B) = B[[x]J ; autrement, si s = sup(S) < oo, on pose 

Proposition 2.2. g La dérivation d'ordre S Ils= {rrv}v € S ES(B) - B 

définie par: 

est co-universelle dans le sens suivant: pour tout anneau A et toute dérivation 

d: A-+ B d'ordre S, il existe un unique homomorphisme g: A-+ ES(B) tel que 

ITSo g = d 

g 

La démonstration est immédiate; g est donné par 

g(a) = I: d (a)Xv Q 

v(S V 

Ainsi ES s'étend de la façon habituelle à un foncteur : 

adjoint à droite de TS. On montre facilement qu'un homomorphisme h: ES(A)-+ E8(B) 

est de la forme ES(d) si et seulement si h(Xv) = Xv , "d v ( S 

Corollaire 2.3. : Le foncteur composé 

Difs o Ts : Ann - Ann 

commute aux limites inductives (générales). 



En effet, Difs et TS sont adjoints à gauche de 
s E respectivement. 

3. DERIVATIONS DANS LES CATEGORIES ADDITIVES. 

Une catégorie b est dite additive (ou pré-additive) si pour tout couple 

d'objets C, C1 de ~ l'ensemble 't'(c~C') des morphismes de Cà C1 dans ~ 

est muni d 1 une structure de groupe abélien de telle sorte que la distributivité à 

• 
droite et à gauche soit valide~ lorsquuapplicable. Cependant, nous n 1 e4 igeons pas 

que possède des produits ou des sommes (co-produits). 

Cette notion généralise celle duanneau avec élément unité: une catégorie 

additive avec un seul objet est tout simplement la donnée d uun anneau~ celui des 

endomorphismes de cet objet. C'est en ce sens que nous généralisons les dérivations 

d'ordre supérieur aux catégories additives. 

Si "5 est une catégorie, .1 i I désigne la classe des objets de 

Mor(~ ) 1 la classe de tous les morphismes de ~ • 

t et 

Soit S , un segment initial de fil et soient .fi et ~ , deux caté.gories 

additives. 

Définition 3.1. g Une dérivation d 1 ordre S de œ vers '(; est une famille 

d I applications du type D : Mor( [9.,) - Mor('€) telle que 
V 

D-1 D préserve les identités et induit donc une application 
0 

D-2 La restriction BB' 
D 

V 
de D 

V 
à prend ses valeurs dans 

(D (B)~ D (B1 )) et est un homomorphisme de groupes abéliens, 
0 0 

pour chaque B,B' € J~I et V € S o 

D-3 Si le composé gf est défini dans B, 

D (gf) = 
V 

On remarque alors que D 
0 

D (g) D ( f) ~ 
Â. u 

est un foncteur additif et que pour V > 0 , 

V B € l~I ,•où 1B g B - B est 1uunité correspondant à l'objet B 0 



Exemples 3. 2. : 

1) Si ~ et 'e n'ont qu 1un seul objet, les dérivations d'ordre S 

de '13 vers ~ coïncident avec les dérivations d I ordre S de ~ vers f 

considérés comme anneaux. Par ailleurs tous les exemples donnés dans la section 1 

sauf peut-être l'exemple 1 o3. 9 3) ~ se généralisent aux catégories additives quelconqueso 

2) Tout foncteur additif F : 53 - ~ induit une dérivation d'ordre S 

D de m, vers f; pour laquelle D = F et 
0 

de nouveau cette dérivation par F. 

D = 0 
V 

pour v > 0. Nous noterons 

3) Soit a= {aB}B E $à , un élément de l'anneau produit 

E = 
~ 

(B,B) • On lui associe une dérivation de B vers &> d I ordre ( 0, 1 ) 

avec et D~ = [a,-] , défini de la façon suivante si f: B - B' 

est un morphisme de B: 

[a,-](f) = [a,f] = aB1f - faB 

B 

f ---> Bi 

l "B, 

---> Bv 
f 

On remarque que a est une transformation naturelle de 

ment si [a,-]= 0 on dit alors que a est central. 

à si et seule-

4) Si D : ~ - (; et D1 sont ~es dérivations d 1 ordre S 

on définit la dérivation composée D'o D ~ - !D comme dans le cas des anneaux 

(DI o D) 
V 

= D1 
0 D 

À. µ 

On obtient ainsi une catégorie Déra
3 

dont les objets sont les catégories additives 

et les morphismes sont les dérivations d'ordre S et un plongement, de nouveau noté 

par T
8

: Cadd - Déra
8 

où Cadd dénote la catégorie des catégories (petites) addi­

tives et foncteurs additifs. 



On est ainsi de nouveau amené à chercher des adjoints à gauche et à 

droite pour T
3 

o Nous explicitons d'abord le plus facile~ l'adjoint à droite. Pour 

cela nous introduisons la catégorie "[[X]] des séries formelles sur une catégorie 

additive '(5 et obtenons comme sous-produit la catégorie des polynômes ~[X] . 

Considérons une catégorie additive 't: et un segment initial S de No 

La catégorie 
~s t est construite de la façon suivante; les objets de 

"'S t sont 

ceux de 'C un morphisme f : C -> C' dans est une suite f - {f l 
- v 1v E S 

~ 
où chaque f est un morphisme de 

V 
f v : C _, C v ; si g = { g v} v E S : Ci - C" 

est un autre morphisme dans 

h 
V 

= 

~s 
'(; , le composé h = g of est défini par 

g f 
À. µ 

Il est clair que 1 1 on obtient bien ainsi une catégorie additive 
~s 'e qui contient 

si 1 1 on identifie f : C - CI dans 'f: avec la sui te (indicée par S) 

(f,O,O, •.• ): C->C 1
, morphisme de i 3

: 

Supposons S ~ (0) • 

morphisme ( 0, 1
0 9 0, 0 1 • o • ) ~ C - C 

X~= (0,0,0,1C ,0,0 9 ••• )P etCooo 

Pour chaque C E r ~ 1 9 désignons par X le ,c 

on a 

~s 2 
dans ~ • On a alors X = ( 0, 0, 1 , 0 9 0, • o • ) 9 G C 

On pose xt= 1
0

,0,0,o.o); si V> Sup(S) p X~= Oo 

Remarque 3.3Q V f= { f } 
V V E s 

C _, CI dans 
~s 
'(; , et 

V ~ ~ V 
Xci ,f = fXC • 

Si s = sup(S) < oo 9 tout morphisme f = {f} 
V 

C - C' dans 

s 1écrit de façon unique comme une somme 

f = .E 
vES 

ou .E 
vES 

Par ailleurs, si S = N, cette écriture devient formelle et la composition 

(formelle) de séries formelles habituelle se transporte dans le cas présent pour 

donner la composition dans 
~s ~N 
~ o On est donc justifié de poser -g [ [X] J = "e 
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On note par 't; [X] la sous-catégorie de ~ [[X]] déterminée par les morphismes 

= { f) v € IN de support fini, i.e. pour lesquels f = 0 sauf pour un nombre fini 
V 

de v • ~[[X]] (resp. t[X] ) est appelée la catégorie des séries formelles 

(resp. des polynômes) en X= {Xc}c € l~I sure 

Remarque 3.4. ; X= {Xc}c € lt I est central dans '€ [X] (cL 

exemple 3.2. - 3)). De plus "f;[x] est obtenue de Y$ par "adjonction libre 11 d'un 

élément central x, i.e. si a= {~}D € lm I est central dans !D , tout fonc-

teur additif F 'C-" !D se prolonge de façoh unique en un foncteur additif 

tel que F * X = a * F (i.e • V C € 1 '(; 1 

D'autre part, on définit une dérivation d'ordre s 

Ils -gS __,, t 

en posant TI~ ( C) = C si C € 1-e 1 et n3 (r) = f si f = {f)v € V V s 

Th ' ' -z 5 La de'ri· vati· on n8 ·. ..pS - >&J e ore me d. • : b 1., du ordre S est 

co-universelle dans le sens suivant : pour toute dérivation D . d 9 ordre S de 

.'.B à 'C , il existe un unique foncteur additif FD ~ 33 __,, ~s 't' pour lequel 

s 
TI o FD = D • 

Explicitement, si g g B __,, B1 € 5?, on a 

~ D (g) ~ (B) 
v€S v o 

.Ainsi posant s'étend à un foncteur adjoint à droite de 

La construction de l'adjoint à gauche est plus délicate. On doit' 

utiliser le fait suivant: 



Remarque 3.6. Toute catégorie additive est quotient d'une catégorie 

additive libre. 

Nous rappelons maintenant comment ce résultat s'obtient. Pour nous 9 un 

graphe orienté u est ladonnée d'une classe Jvl dtllobjets" et9 pour chaque 

couple (c,c 1
) E: l:J I x jd 1 , d 1un.,ensemble 'V (C;C') possiblement vide de 

"flèches". Si f E: 'J (C,C 1 ) , on pose o:(f) = ,C , B(f) = C' • Ainsi toute caté-

gorie (additive) "C possède un graphe orienté sous-jacent, oubliant les unité.s 

et la composition (et l'addition). La catégorie additive libre -.g [~] engendrée 

par un graphe orienté 'J peut être décrite de la façon suivante: les objets 

de 'C [ 'J ] sont ceux de 'J ; un morphisme de C à C' dans est une 

.z-combinaison linéaire de composés formels de forme 

x x 
1 

••• x
2
x 

n n- 1 

où ~(:it ) = C 1 
• On 

n 

convient d'admettre la combinaison vide, que l'on identifie à O: C - C' cepen-

dant un terme de la combinaison peut être un composé vide seulement si C = C0 et 

alors ce terme est identifié à 1ç:; • La composition dans " [ ~ ] se fait en pro­

clamant la distributivité et 1°addition est évidente. Alors 'e [J] est une 

catégorie additive qui a la propriété universelle suivante ~ pour toute catégorie 

additive cID , tout "homomorphisme de graphe orienté" F ~ - :r> s'étend. de 

façon unique en un foncteur additif F' : 'g f'J ] - :Ù 

Pour nous, un idéal d d'une catégorie additive "€ est un sous-

graphe orienté de tel que 

a) 

b) 'v C, C' E: j 't; j , est un sous-gro:upe abélien de ~ (C,C') , 

c) 'e.d. -g s ~ , i.e. si k E: 0 , tous les composés gkf sont dans d • 

Si c9 est un idéal de t , on obtient une catégorie quotient et un 

foncteur additif: 



de façon évidente P est l'identité sur les objets et V C, C 1 , l'application 

t'(c,c 1
) - t1, (C,C') induite par P est un épimorphisme de groupes abéliens 

(dont le noyau est ~(C,C')) ; c'est d'ailleurs essentiellement la seule façon 

d'obtenir de tels foncteurs. 

La remarque3.6. est alors facile à vérifier ; on peut prendre 9 par 

exemple, la catégorie additive libre engendré par le graphe orienté (sous-jacent 

à) '( 

Théorème 3. 7. : Pour toute catégorie additive Y; et tout segment 

initial S de N, il existe une catégorie additive 'CS 9 di te catégorie diffé-

rentielle de Y; d'ordre S et une dérivation D
3 

g 'e - ~S d'ordre S 9 dite 

dérivation universelle de 'C pour la raison suivante : pour toute, catégorie addi­

tive :i'> et toute dérivation d'ordre S D de ~ vers ID 9 il existe un unique 

foncteur additif tel que 

Ainsi , posant Dif
3
(t) = '°'s , Dif

3 
s'étend à un foncteur adjoint à gauche de T

3 
0 

Démonstration; 1er cas est une catégorie additive 

libre sur un graphe orienté 'J 

On construit alors un nouveau graphe orienté 

objets que ~ en posant; 

Alors 'C
3 

est la catégorie additive libre 

l"1 ayant les mêmes us 

est 

,obtenue de la façon suivante: utilisant l'additivité et des relations du type 

donné dans la remarque 1.2., 3), on montre qu'il existe une dérivation 



DS t' [ lJ ] -+ '(; [ 'j 
3

] , uniq_uement déterminée par les relations 

(Ds) (x) = x si x € 'J 
V V 

La propriété universelle de DS est alors facile à vérifier si D : '(; [ 'J] -+ 3J 

est une dérivation d I ordre S , F : 'C [ ':J sJ - SJ est le seul foncteur additif 

tel q_ue F( C) = D
O 

( C) et F(x ) = D (x) si X € 'J ' V € s • 
V V 

2ème cas - Cas général t= t; [ 'J J /d est --------
q_uotient d'une catégorie additive libre 'b[J] par un idéal ' 0 

Notons par DS : 1: [ 'J] -+ ~ [ 'J sJ la dérivation universelle d I ordre 

S de t [ 0 ] obtenue dans le premier cas et soit ~S , 1 1 idéal de -~ [ 'J sJ 

engendré par les éléments de la forme 

La catégorie différentielle d'ordre s 

catégorie q_uotient t[ 'Js]/8 . Notons 
s 

par 

où k f IJ et v 

(j = t c cr J;~ 
P : '€ [ ~ ] -+ t et 

parcourt 

est alors la 

s • 

P s : t' [ 'j sJ - .g s = t [ 'j sJ / d ' 
s 

les foncteurs canoniq_ues. On vérifie facilement 

q_ue 1 1 on obtient une dérivation DS : ~-+ '-Cs de la façon suivante si 

De pl us, DS est bien la dérivation universelle d I ordre S de t 

D' . s 

li\ 

En effet , si D : 'g-+ !/) 

D 

_P __ > f; 

est une dérivation d'ordre S, il existe un uniq_ue 

foncteur additif F' : 't [ ~ sJ -+ tD correspondant à la. dérivation 

DoP: 'ft[:JJ-g/) , Le. tel q_ue F'o D~ = DoP; mais alors si k € ~, 

F' (D') (k) = D ( P(k)) = D ( 0) = 0 de sorte q_ue l'idéal ~S est contenu dans 
S V V V 
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le nnoyau" de F' • Il existe donc un unique foncteur additif F : t7
8 

....... 3) tel q_ue 

Fo P = F 1 
; il est facile de vérifier que F est le seul foncteur additif pour s 

lequel Fo DS = D • 

Corollaire 3.8. ; Restreignant cette construction aux catégories 

additives ayant un seul objet, on obtient une démonstration de la proposition 2a1 •• 

1'ar ailleurs~ le corollaire 2. 3. étendu aux catégories additives est encore valide. 
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NORMALISATION DANS LES CORPS 

par Paul VAN PRA.AG. 

1. TERMINOLOOIE, NOTATIONS. INTRODUCTION et BUT DE CE TEXTE (n° 1.4.). 

~ K est un corps et Z est son centre. Pour tout sous-corps L de K 

nous notons respectivement L*, [K: L]d et [K : L] : le groupe multiplicatif 
. g 

de L , la dimension linéaire à droite de K sur L et la dimension linéaire à 

gauche de K sur 1 . Si [K L] = [K : L]d ' 
alors on pose ; 

g 

Pour toute partie p de K nous noterons respectivement [P] , 

TTi P) le sous-anneau de K engendré par p , le sous-corps de 

le centralisateur de p dans K et le normalisateur de p dans 

confusion n'est à craindre on posera 

Si XE: K* et a E: K , alors on écrit : I ( a) = ax 
X 

-1 = X ax o 

[K: L] = [K g 

p , CK(P) et 

K engendré par 

K o Si aucune 

: L] 0 

p , 

A cause du grand nombre de centralisateurs dans ce texte, l'inclusion ensembliste 

se notera ~. Si G est un groupe, et H un sous-groupe normal de G, alors on 

écrira : H <1 G ou G t> H o 

~ Soit L un sous-corps de Ko Nous dirons QUe K est une y-extension 

de L ou Que L est un y-sous-corps de K si et seulement si 12_ CK(L) . 

Exemples : 1 ) pour tout sous-champ F de K 
' CK(F) est un y-sous-corps de K • 

(lorsQue [K: z] < 00 ·, tous les y-sous-corps de K peuvent être construits ainsi 

on sait (par ex. [ 3] p. 165) QUe dans ce cas L = CKCK(L) ' 
Quel Que ,.soit le sous-

corps L de K Qui contient z 0 Dès lors si C(L) ~ L alors F= C(L) est 

g 

commutatif et L = C(F) o Si K est de rang infini sur Z, alors K peut contenir 

des y-sous-corps Qui ne soient pas le centralisateur d'un sous-champ comme le montre 

l'exemple suivant dû à Jo .DIEUDONNE ([2], Po 179). 



2) K 
0 

est un champ de caractéristique! 2 , K = K ((X)) 
1 o 

est le 

champ des séries formelles en X à coefficients dans K ~ K est le corps des 
0 

séries formelles r, an(X)Yn en Y où les coefficients sont dans K
1 

, avec la 
n 

loi : 

L est le sous-corps de K formJ des séries formelles qui ne comportent 

que des puissances paires de Y o Tout élément de K s 1 écrit d'une façon unique 

' Ya+b , avec a et b dans L o 1 1 application Y H - Y définit un automorphisme 

involutif a de K dont L est le corps des éléments fixes o Donc K est galoi-

sien sur Lo De plus 9 K est à la fois le centre de K, le centralisateur de L 
0 

dans K et le centre de L , donc K est galÔisien extérieur sur L ( [3], Po 166) 

et il résulte d'un théorème de Jacobson (voir citation précédente) que le groupe de 

.Galois de K sur L est { 1, a} et que a n'est pas un automorphisme interne 

de K. 

L est· J,ID y-sous-corps de K 9 mais L n 9 est le centralisateur d î aucun 

sous-corps de K g sinon soit L = CK(P) 1 pour tout induit l'identité 

sur L 9 donc 

I = 
X 

et x E Z 

o Mais a n ° est pas un automorphisme interne~ donc 

Par conséquent P < Z et L = C(P) = K ce qui ne va pas. 

Cet exemple est un cas particulier du suivant : soit K un surcorps de L 

tel que [K:L]d = 2 Fixons t E K\-1 ~ les transformations S et D de L définies 

par at = t .as + aD pour tout a E L sont respectivement un endomorphisme et une 

S-dérivation de K • Si S n ° est . pas un automorphisme interne de L , alors L 

est un y-sous-corps de K 0 

3) les y-sous-corps L de K sont trivialement caractérisés par la 

propriété suivante ~ K contient une partie P telle que P U CK(P) = L 0 
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~ Soit 1 un y-sous-corps de K 9 nous dirons que 1 est un 

ny-sous-corps de K ou que K est une ny-extension de L si et seulement 

si N (L) = K 
K 

Exemples: 1) soit [K:Z] < oo, les ny-sous-corps de K sont alors les centra­

lisateurs dans K des sous-champs F de K qui sont des extensions galoisiennes 

de Z • 1vrontrons cela ; soit L un y-sous-corps de K , on sait par î ( exemple 1)) 

que L = CK(F) où F est un sous-champ de K qui contient Z o Par le théorème 

de Skolem-Noether, nous savons que tout automorphisme de F, fixe sur Z est la 

restriction à F d'un automorphisme interne de K. De plus 9 deux automorphismes 

internes I et I coïncident sur F si et seulement si 
X y 

G(F/z) ::r. NK(F)*/CK(F)* (NK(F)* = NiF) , { o}) • Pour toute partie P de K 9 on 

a NK(P) ~ NK(CK(P)) , dès lors~ N(L) ~N(CL) ~ N(CCL) = N(L) , d'où~ 

G(F/z) ~ N(L)*/1*. 

On a N(L) = N(F) .2. C(F) , donc CN(L) ~ CCF = F, dès lors, le sous-

champ de F fixe par G(F/z) est CN(L) donc F est galoisien sur z si 

et seulement si CN(L) = z . Par la théorie de Galois non commutative finie ( [3] 

p. 165 ) 
' 

il vient enfin: L est un ny-sous-corps de K si et seulement 

si 1 = [K:NÎLJ] = [CN(L}':z] = [CN(L):z] si et seulement si F = CK(L) est 

galoisien sur z). 

2) le théorème suivant est dû à E.V. Schenkman [4] : soit b un 

élément de K tel que bs E z et si r < s , alors br i z. Supposons que si 

bs n 1 est pas une racine de l'unité, alors z e contient une racine primitives 

de 1 • Dès lors le centralisateur L de Z(b) dans K est un ny-sous-corps 

de L G 

3) si K et L sont les corps de séries formelles de l'exemple 3) du 

n° 1 , alors K est une ny-extension de L. 



Soit plus généralement K une extension quadratique (à droite) de L l' 

t E K"-1 et Set D définies comme au n° 1 • On montre facilement que NW = K 

(c'est-à-dire ici: N(L) /= L) si et seulement si D est une S-dérivation·interne 

de L , (c 1 est-à-dire qu'il existe X E L tel que pour tout a € L : aD = XoaS-ax). 

En caractéristique I= 2 
' 

il résulte d'un théorème de P.M. COHN ([1],p,, 538) 

que K est galoisien sur T si et seulement si D est une- s·-dérivation interne l., , 

de L. Donc si la caractéristique de K est différente de 2 , et si K est une 

extension quadratique galoisienne de L telle que S ne soit pas un automorphisme 

interne de L, alors K est une ny-extension de Lo 

~ Soit K une ny-extension de L. Nous noterons ~(L) l 1 ensemble 

des sous-corps de K qui sont des ny-extensions de L , et nous identifierons 

l'ensemble sg(N*/1*) des sous-groupes de N (L)*/L* à.celuides sous-groupes 
K 

de NK(L)* qui contiennent L. 

Le but principal de ce texte est de prouver 1.1 énoncé suivant : 

1 1 application G...,. G est une bijection de sg(N*/L*) sur ~(L) , la bijection 

réciproque est P ~ Np(L) • De plus, G est un ny-sous-corps de K si et seule-

ment si G <t N* • 

Lorsque [K:Z] < oo, cet énoncé est une conséquence immédiate des théories 

de Galqis commutative et non commutative~ identifions N*/1* à G(F/z) (où 

F = CiL)) , dè.s lors la composée des applications : 

G 1-* Fix G t-+ CK(Fix G) 

est une bijection de sg(N/1*) sur HiL) (Fix G est bien entendu le sous-champ 

de F fixe par G). Or Fix G = F r'I CK(G) = CK(G) , et CK CK(G) = G "La seconde 

partie de 1 1 énoncé provient du renversement des inclusions produit par CK • 

Notre démonstration est indépendante de toute théorie de Galois 9 cela me 

semble naturel, vu l 1 exemple 1.3) 

~ Soit V un vectoriel à droite sur K et P une partie de P • 



Nous dirons que P est demi-libre (sur K) si et seulement si toute partie A 

de P dont toutes les paires sont libres sur K est libre sur K.., On montre 

sans peine que P est demi-libre sur K si et seulement si il existe une famille 

libre (e.). 
I 

de V et une famille (K.). K 
de parties d.e K indicées 

l l E: l l E: 

I telles que p = u e.K. 0 En particulier 9 toute famille libre de 1 ° espace 
iE:I 

l l 

jectif de V est une partie de V j demi-libre sur K . 
2 •. DEMONSTRATION DE L°ENONCE 1 .42.. 

2. 1. Les y-sous-corps i 

2. 1. 1. Lemme 1 ~ Si K est un corps et 1 un sous-corps de K 9 

alors 1 > CK(L) si et seulement si N_ic(L) .est demi-libre sur 1 . 

Démonstration ~ 1) soit 12 CiL) et (n.) une famille d 1éléments de 
l 

par 

pro-

NiL) dont toute paire est libre sur 1. Supposons que cette famille ne soit pas 

libre sur 1 et notons s le plus petit entier positif r pour lequel il existe 

i 

définissons la transformation suivante de 1 

f. (x) 
l 

ni n1a1 • 
= x a. - a.x 

l l 

Dès lors f/x) = 0 0 Si i > 2 alors f. I= 0 9 sinon on 9:tJ,ràit ~ 
l 

n. n1 a1 -1 -1 -1 l c 0 est-à-dire et donc X a. = a.x 
' 

n. X n.a. = a.a n
1 

X n
1
a a. 9 

l l l l l l 1 Î l 

-1 ni n
1 

E: 1* contredisant l 1hypothèse 

sur les ni • Nous pouvons choisir x E: 1 pour lequel f /x) /:. 0 • Il vient dès 

lors ~ 



n//x) + •.• +n;ls (x) 
s 

n.f.(x) = :E 
i=1 

J_ J_ 

n. n a s 
n. (x 

J_ - 1 1 ) = :E a.;-a.x 
i=1 

J_ J_ 

s s n a 
x( n.a.)-( E )- 1 1 = E n.a. x · 

i=1 i i i=1 J_ J_ 

= 0 0 

Puisque f
2

(x) f O, il existe une partie non vide {2 9i
1

, ••• 9 it} de {2 9 ••• 9 s} 

et des éléments f
2

(x) 9 ••• 9 f. (x) de L* , tels que 
- J_t 

ce qui contredit 1 8hypothèse sur s. 

2) soit L i CiK) et prenons t € C(L), L • Toutes les 

paires de A= {1 ,t 9 1+t} sont libres sur L, mais A n'est pas libre sur 1. 

Remarques : 1) l'énoncé de ce lemme fait penser mais n° est pas une conséquence du 

"théorème de Dedekind non commutatif!! soit K un corps , 1 un sous-corps de K 

et o
1 

, ••• ,on des automorphismes de K laissant L invariant. Si pour tous if j 9 

les restrictions à L de o. et de o. ne diffèrent pas par .un automorphisme 
J_ J 

interne de L , alors les o. sont linéairement indépendants sur L (démonstration 
J_ 

analogue au théorème de Dedekind - Lenne d'Artin). 

2) Le lemme implique que les seuls sous-1-vectoriels non nuls de K et 

contenus dans NiL) sont des droites. Ceci a été démontré par Schenkman dans 4], 

lorsque L est le centralisateur d 0 un sous-champ de K (si V est un vectoriel 

sur K et P une partie de V 9 le fait que les seuls sous-vectoriels non nul.s de 

V contenus dans P soient des droites 9 n 1 implique bien entendu pas que P soit 

demi-libre sur K; soit dilly V= 2 9 0 f x € V et P =V, {x} P n°est pas 

demi-libre sur K mais les sous-vectoriels de V contenus dans P sont {ü} et 

les droites vectorielles ne cont.enant pas x)" 



2.1.2. Soit 12, CK(L) et G un sous-groupe de NK(L) • Le lemme 

im~lique que tout système de représentants (g.) de G/G n L* est une base (à 
l 

gauche et à droite) du vectoriel LG (qui est un sous-anneau de K) engendré par 

G sur L. Si (n.) est un système de représentants de N*/1*, alors chacun 
J 

des g. 
l 

est dans un (et dans un seul des n.L* 
J 

et l'on peut donc supposer que 

la famille (n.) contient les g. 
J l 

Supposons que la combinaison linéaire finie 

:E g.,e. Ce. € L) soit dans N(L) , dès lors il existe 
l l l 

EN et 1 EL tels que 

I: g . ,e . = n,e o 

l l 

La famille (n.) 
J 

étant libre, un au plus des ,e. n°est pas nuls, nous avons donc 
l 

démontré le 

Lemme 2 ~ ~ L 2, CK(L) et G est un sous-,groupe de NK(L)* , 

alors L G n NK(L)* = L* .G , et en particulier 

Lemme·} ~ ~ 2.._ CK(L) et G est un sous-groupe de NK(L)* 

_c_o_n_te_n_an_t __ L_*__.__a_l_. o_r_s_ [ G] f'\ NK ( L) * = G o 

L1 application G - [G] est donc injective. 

Lemme 4 ~ Si K est une ny-extension de L et G est un 

sous-groupe de NK(L)* contenant L* $ alors [G] = G 

Démonstration soit (g ) un système de représentants de G/L* et 
0:, 

(n. ,g ) avec n. i G 
l a, l 

un système de représentants de N*/L* qui prolonge (g ) 0 

Dès lors les 

de K sur L 

Soit 

où y € [G] 

Donc 

g forment une base de sur 
,(X 

[G] 

(par le lemme 1 ) 0 

0 f= X = :E g ,e € [G] et 
a a 

X 

et 

-1 a 
= y + :En.a. , , 

i ~ .... 

les a. sont dans L 0 

l 

= xy + :Ex n.a. 
l l 

i 

= 

donc 

:Eg ,en.a. 
o;o;ll 

o:.i 
l 

n. 
l :E g n ,e a. 

O: l O: l 
o:.i 

l 

a 

L et les n. et les g 
l a 

une base 



Il existe donc des b E L 
~ 

tels que 

n. 
l 

~ g n.t a. = 
a i a i 

a.i 
l 

11 ,8. 

Parmi les g n. présents dans le premier membre de (*) extrayons une base 
CX l 

{g* n~l de ~ g n.L µ' JJ /J.,'l 
L'égalité(*) devient 

Mais toutes les paires de l 1 ensemble {g*n~ ~ g } 
µ J ~. 

sont libres, donc (lemme 1) cet 

ensemble est libre et tous les coefficients de ( *) sont nuls. Donc ~ xn.a. = 0 
l l 

i 
et x- 1 = y E [G] , ce que nous voulions démontrer • Le lemme 3 implique dès lors le 

Lemme 5 Si K est une ny-extension de L et G un sous-

groupe de NK(L)* contenant L* alors NG(L) = G 

Lemme 6 : Si K est une ny-extension de L et G un sous-

groupe de NK(L)* contenant L* alors G 6 NK(L)* si K est une nye-extension 

dè G 0 

Démonstration: G est trivialement un y-sous-corps de K. 

1) Soit G <l NK(L)* , dès lors 

N(L) .~ N(G) ~ N(~) 

mais N(L) = K par hypothèse sur L donc N(G) = K . 

2) Supposons que G soit un ny-sous-corps de K 

de représentants de Par le lemme 1 , il vient 

dès lors un élément quelconque de 

et soit (ri.) un système 
l 

K = ~ n.G 
i l 

Soit 

sont dans 

L et on ne nuit pas à la généralité du raisonnement en prenant une telle numéro-

tation). 

donc 

Pour tout a EL r il existe donc a
1 

EL avec 

(n1g1 + •.. + nis)a = a/nl1 + •.• + njs) 1 

n. 
- l-

~ n.g.a = ~ n.a
1 

g. 
l l l l 



Puisque 
n -·i 

9 on a a
1 

€ ~ , par conséquent 9 pour tout i on peut écrire 
n. 

- l-
g.a = a

1 
g. + l 

ce qui donne ~ n.g. E NK(L) pour tout i O Nous savons par le lem.me 1 que si une 
l l 

somme d O éléments de N(L) est dans N(L) 9 alors tout ces éléments sont L-propor-

tionnels" Nous venons donc de montrer que NK(L) .s_ NiG) o G .s_ NK(ë;) • Dès lors, 

en vertu du lemme 2 on a~ 

GN(L)r, N(G)* = G*.N(L)* ' 

mais GN(L) 2. [N(L)] = N(îJ (par le lemme 4) 

= K (par hypothèse sur L) 

Donc N(G)* = G*N(L) 0 

Il résulte dès lors d 0un théorème d'isomorphisme d'Ernrny Noether que 

N(L) 1> G* f"\ N(L) = G en vertu du lemme 5 9 c'est ce que nous voulions démontrer. 

2o3o Soit L un ny-sous-corps de K, /J et 'f les applications respec­

tivement de sg(N*/1*) dans HK(L) et de H/L) dans sg(N*/L*) · définies par : 

p(G) = G et 'Y(P) = Np(L) 

(/J a bien cette propriété 9 en effet G 2. cK(G) et NG(L)* = G (lemme 5) donc 

NG(L) = G) O 

On a ~ 

Np(L) = P (définition de HK(L)) . Dès lors, en tenant compte du lem.me 6 9 

1°énoncé 1o4. est démontréo 

3. Soit toujours K une n~-extension de Lo N(L) induit par automorphismes 

internes un groupe IN/CL d O automorphismes de C(L) dont le champ fixe est 

C(L) C(N) = Z. L'application n-> In/CL est donc un morphisme de N(L) dans 

le groupe de Galois G(CL/z) de c(L) sur Z o Le noyau est N(L) CCL (et donc, 

par le lemme 6, CCL est un ny-sous-corps d.e K) 0 

Supposons maintenant que [K~LJ < oo O (vu 1°hypothèse sur NK(L) 9 
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Puisque L > CK(L) , N* et N*/L* induisent sur C(L) le même groupe 

d'automorphismes, or par le lemme 1 g 1°ordre IN*/L*I de N*/L* est [K:L] qui 

est finio Il résulte dès lors d 1nn théorème d 0Artin que 

Corollair~ (du lemme 1) : Si K est une ny-extension de degré fini de L , 

alors C(L) est une extension galoisienne de Z et NK(L)*/NK(L)* n CKC~ ~ G(C(L)/z). 

La théorie de Galois commutative et 1°énoncé 1o4o nous donnent dès lors la trijec-

tion canonique .~ 

où G parcourt sg(NiL)*/NCCL (L)*) v G parcourt HK( CKC~) et C(G) 1 1 ensemble 

des champs intermédiaires à CK(L) et Z" On obtient un énoncé plus parlant en 

supposant en outre que CCL = L ( ou K est galoisien interne sur L) o 

[1] 

[ 2] 

[3] 

[ 4] 
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MODULES SUR DES ANNEAUX PREMIERS DE DEDEKIND 

dnaprès Do EISENBUD et J.Co ROBSON [1] 

par Melle J. CALAIS 

Un anneau de fractions Q est un anneau uni taire 9 dans lequel tout élément 

rég1üier est inversible. 

Un ordre à droite R dans Q est un sous-anneau de Q tel que tout élément 

de Q s'écrit ab- 1 v avec a et b dans R , b éta.rit régulier. On définit de 

façon analogue u..n. ordre à gauche a.ans Q • 

Si Set R sont deux ordres à droite dans Q v on dit qu 1ils sont éguivalents 2 

s 1 il existe des éléments c 9 d 9 e 9 f réguliers dans Q tels que~ 

cRd c:: S et eSf c R, 

R est un ordre à droite max.imal dans Q v su il n'est contenu dans aucun ordre 

à droite équivalent. 

D1 après un résultat de Gold.i.e [2] 9 tout anneau premier 9 noethérien (à droite 

et à gauche) est un ordre à d.roite et à gauche d.ans un a.'lneau de fractions simple 

artinien. 

Un anneau premier de Dedekind [ 4] est un anneau premier, héréditaire v noethé­

rien( 1) qui est un ord.re ma:x.imal dans son a.n.neau de fractions. 

( 1) héréditaire (respt noethérien) signifie héréditaire (respt noethérien) à 

droite et à gauche. 



R étant un anneau premier de Dedekind, et M un R-module à droite, on dira 

[3] qu'un élément x E M est un élément de torsion si Jmn x contient un élément 

réguliero 

R vérifiant la condition de Ore~ l'ensemble t(M) des éléments de torsion de 

M est un, sous-module de M [3] . 
M est un R-module de torsion, si t(M) = M 

M est un R-module sans torsion, si t(M) {o} 

I. ANNEAUX PREMIERS, HEREDITAIRES. NOETHERIENSo 

Dans tout ce paragraphe R est un anneau premier, héréditaire, noethérien, 

que 1. 1 on suppose non simple artinien; son anneau de fractions Q est alors simple 

artinien. 

1) Rappels de résultats dûs à Goldie [2] ~ 

1° - un idéal à droite de R est essentiel si 9 et seulement s'il contient 

un élément régulier. 

2° - un idéal à droite U de R est dit uniforme si U -f { o} et si 

quels que soient idéaux à droite de R P non nuls et contenus dans U, on 

3° - tout idéal à droite uniforme maximal est un annulateur à droite dans 

R, pour un élément de R o 

40 - si U est un idéal à droite uniforme de R, il contient une copie 

de tout idéal uniforme V • 

5° - R étant noethérien 9 RR est un R-module à droite de dimension finie 

au sens de Goldie; il vérifie donc les propriétés suivantes: 

Il existe un entier positif n tel que 

a) toute somme directe d'idéaux à droite uniformes de R, de longueur 

maximale, a n termes 9 

b) toute somme directe d 1 idéaux à droite de R a au plus n termes, 

c) un idéal à droite I de R est essentiel, si, et seulement s'il 

contient une somme directe de n idéaux à droite uniformes. 

On appelle n la dimension uniforme de R. 

D'une façon générale, un idéal à droite I ~ tel que toute somme directe 

d'idéaux à droite uniformes qu 0 il contient a, au plus, k termes, sera dit de 

dimension uniforme k o 

6° - R étant un orire dans Q simple artinien, I est un R-idéal à 



droite fractionnaire de Q 9 s 1 il existe q_ E Q te.l q_ue ql est un idéal à droite 

essentiel on a ~ 

I* = {q_ E Q qI .S R} :::; HomA(I 9 R) 

0 (I) = { q_ E Q q_I .S I} ::: HomA(I 9 I) ,e 

I* est un R-idéal à gauche fractionnaire de Q 0 

LEMME L 1 o Un anneau premier noethérien q_ui contient un idéal minimal à 

droite est simple artinieno 

LEMME Io2o Soit R un ordre dans 1.Lri anneau simple artinien Q et soit I 

u..YJ. R-idéal à droite fractionnaire O Alors I est projectif 2 si et seulement 

II* = 0 ( I) ,e et dans ce cas I et I* sont des R-modules de type finio 

2) Propriétés relatives à un anneau R premier, ,g.érédi taire, noethérien 

THEOREME L3o R étant supposé non simple artinien~ soient I et J deux 

idéaux à droite d.e R tels que J s; I o Alors 9 I/ J est un R-module à 

droite artinien? si? et seulement si J est essentiel dans I o 

1° - Supposons I/J artinien et J non essentiel dans I o 

Il existe alors UJ'.l id.éal à droite K ou R tel que 

I 
J 

et 

étant artinien 9 

J (±) K s; I ; d'où 

J(±)K 
J 

contient un sous-module minimal 9 donc K contient un 

idéal minimal 9 ce qui contredit l'hypothèse g R non simple artinien (cfo Lemme Io1o)o 

2° ~ Supposons J ~ I (J essentiel dans I)o 

On remarque que si H est le ,sous-module complément de I dans ~ 9 on a I (±) H..( R. 

Or J /4. I => J (±) H""" I (t) H et d vautre part 9 

On peut donc 9 sans restreindre la généralité supposer 

I (±) H ~ I 
J®H~J 

J~I...-<R o 

Soit ( 1) I :) 1
1 

2 r
2 

;;J o. o 2 J une chaîne décroissante d I idéaux à droite 

essentiels contenant J o On en déduit la chaîne croissante ~ 

formée de sous-modules du R-module à 

gauche J* q_Ui D du après le lemme L2o est de type fi.nio La chaîne (2) est donc 

En posant I:E-* = {q E Q ; I:E-q CR} 
' 

on vérifie facilement q_ue I~* = I. 
l l ~ l l 

finie. 

pour 

tout i 
' 

on en conclut que la chaîne ( 1 ) est finie, donc que I/J est artinieno 



LEMME I.4. Tout R-module à droite projectif est isomorphe à une somme directe 

d'idéaux à droite uniformeso 

a) On montre que R est somme directe finie d'idéaux à droite uniformes: 

n 
R = Et) U .• 

l 
i=1 

On en déduit que tout idéal à droite I est aussi somme directe d'idéam à 

droite uniformes 

a M 

b) Si M ei)t 

~ Et) M avec MÀ 
x.rn À. 

MÀ. est isomorphe à 

p 
I = Et) Vk, vk uniformes et Vk s Uk. 

k=1 

I ~ R <=> p = n • 

un R-module à droite projectif, R étant héréditaire, 

~ 
IÀ. les IÀ. étant des idéaux à droite de k Par ~ . 

une somme directe d'idéaux à droite uniformes de R 0 

COROLLAIRE L5. Si I et I I sont deux idéaux à droite de R , de même 

dimension u.niformej alors, 1 1 est isomorphe à un sous-module essentiel 

II O STRUCTURES D'UN MODULE DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PREMIER DE DEDEKIND. 

on 

suite 

1) Structure d'un module de type fini sur un anneau R premier, héréditaire, 

noethérien: 

On suppose toujours R non simple artinieno 

PROPOSITION II.1. Un R-module à droite de type fini M est de torsion 9 

si 2 et seulement s'il est artinieno 

n 
Soit M = ~ x.R 

i=î l 
9 on a 

R 
x.R:::: ---

1 Ann X. 
l 

, 'Vi= 1, ..• ,n 

a) M 

théorème I.3,, 

de torsion => Ann x. -< R , 
R l 

lif i = 1, ... , n , donc, d I après le 

Ann X. 
l 

est artinien. 

M est alors une somme finie de R-modules à droite artinien 9 donc est artinien. 

b) M artinien => xR artinien, V x E M 

alors : ( R 
Ann X 

de torsion. 

artinien, V X E M) => (Ann X-< R ' V x E M) , c'est-à-dire M 



THEOREME II.2. R étant premier, héréditaire, noethérien, soit M un 

R-module à droite de type fini. Si t(M) est le sous-module de torsion de 

M, alors t(M) est projectif, t(M) est artinien et M ~ t(M) (±) tèM) 

a) On utilise le résultat suivant tout R-module à droite N de type 

fini et sans torsion est un sous-module d'un R-module libre de type fini [3] ; 

R étant héréditaire, on en conclut q_ue N est projectif. 

En particulier : M 
N = tW est projectif. 

b) La suite exacte~ 

est scindéeP puisq_ue 

. M 
0 - t (lVI) ..J M _g ~ - 0 

t \ M1 

est projectif, d I où 

M ::: t(M) (±) ID} 
c) (M de type fini et t(M) facteur direct dans M) => t(M) de type 

fini. D'autre part; t(M) est un module de torsion, donc, d'après la proposition II.1, 

t(M) est artinieno 

Le théorème précédent s'appliq_ue, en particulier, si ~ est premier de Dedekind, 
M 

et dans ce ca~, l'étude q_ui suit précise la structure du facteur projectif TTiviJ et 

du facteur de torsion t(M) d'un R-module M de type fini. 

2) Structure duun module projectif sur un anneau R premier de Dedekind: 

Rappel [ 4 J : R étant un anneau premier de Dedekind, R est en particulier 

un ordre d'Asano à droite, par suite, pour tout idéal à droite I de R, on a 

I*I = R 

on en déduit le résultat suivant 

LEMME II.3. : Soient I et K deux idéaux à droite de R, de même dimension 

uniforme, et J un idéal à droite q_uelconq_ue, non nul, de R. Il existe alors, 

un idéal à droite L essentiel dans J, tel q_ue: 

I © J ~ K© L • 

D'après le corollaire I. 5., on peut supposer I essentiel dans K et par 
K suite, I est artinien, d'après le théorème I.3. 

D'autre part, R th ' · K th' . d 1 ' noe erien => Ï noe erien, ou 
K Ï de longueur finie. 

Le lemme se démontre alors par récurrence sur la longueur de 

du lemme de Schanuel [1] • 

K 
Ï , compte tenu 



THEOREME II. 4. : Soit R un anneau premier de Dedekind et P un R-module 

à droite projectif. 

1) si P est de type fini, il existe un entier positif et un idéal à 

droite I de R tels que P • R t ffi I 

2)_ si P n'est pas de type fini, alors P est libre. 

P étant projectif, P est 9 d. 1 après le lemme I.4., isomorphe à une somme 

directe d'idéaux à droite uniformes de R. 

1er cas~ P est de type fini. 

Si la dimension unifo:t'me de R est n , en groupant les facteurs uniformes de P 

par groupes Ik de n idéaux à droitev on obtient~ 

où les Ik ( 1 ~ k ~ t) sont des idéaux à droite essentiels et J est un idéal 

à droite non nul de R de dimension uniforme ~ n 

En appliquant successivement 9 pour k = 1, ••• , t-1 , le lemme II.3., on 

~ ( t-1) 
• • • (±) It ~ R (±) Lt_ 1 où 

Il existe alors I -< J tel que ~ 

Lt_ 1 8:) J I':) R @ I 

d ' où P ~ R ( t ) EB I • 

2ème cas: P n'est pas de type fini. 

On groupe dans P les facteurs uniformes par groupes d:e . n ; et on remarque 

qu'il suffit de démontrer quuune somme directe dénombrable de tels groupements est 

un R-module libre. 

On peut donc supposer 

p = I 1 (±) 12 (±) 

où les Ik (k € N) sont des idéaux essentiels de R. 

L'application du lemme II.3., conduit alors à écrire P sous forme d'une 

somme directe de R-modules libres, donc P est libre. 

3) Structure duun module de torsion. de type fini, sur un anneau R premier de 

Dedekind: 

Rappels et définitions Si M est un R-module à droite son annulateur 

Ann(M) = { a € R ; xa = o , V x € Ml 



est un idéal bilatère de R. 

Si Ann(M)" = {o} M est dit fidèleo 

Si Ann(M) f {o} , M sera dit non fidèle. 

Enfin, M sera dit complètement fidèle, si tout sous,-module de tout module 

quotient de M est fidèle. 

LEMME II.5. : Soit M un R-module à droite de longueur finie et C un 

sous-module tel que M 
ë soit cycliqueo 

a) si C est simple et si la suite exacte: 

o- C . M _.. M _,. - _,. o 
C 

n'est pas scindée , 

àlors, M est cyclique. 

b) si C est complètement fidèle, alors M est cyclique. -
a) On montre que si x 

engendll'.'e M. 

est un générateur de M ë , tout représentant x de X 

b) La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de C (voir [1]). 

LEMME II.6. : Soit T un R~module de torsion et de type fini alors T 

est une extension d'un module complètement fidèle par un module non fidèle. 

On remarque que T est de longueur finie ; en effet: T de type fini et 

R noethérien=> T noethérien, d'autre part, T est artinien d'après la propo­

sition II. 1 o 

de 

On démontre alors, que si C est un sous-module maximal complètement fidèle 
T 

T , ë est non fidèleo Pour cela il suffit de montrer que tout R-module de 

torsion, de type fini et fidèle contient un sous-module simple fidèle (Pour la 

démonstration de ce résultat, voir [1j)o En effet, s'il en est ainsi, et si 
T 
ë 

était fidèle, 
T 

contiendrait un sous-module simple fidèle 
T' mais T' serait ë C ' 

complètement fidèle, ce qui contredit la maximalité de Co 

de 

C 

.THEOREME II.7. : R étant un anneau premier de Dedekind, un R-module T de 

torsion et de type fini est somme directe d'un module complètement fidèle et 

d'un module non fidèle. 

D'après ce qui précède 1 

T 
T , ë est non fidèle, 

par un module non fidèle 

On démontre alors~ que 

C étant un sous-module maximal complètement fidèle 

T est donc extension d'un module complètement fidèle 

U ::: '.!: C 0 

Ext; ( U, C) = { o} [ 1 ] , d' où T ::: C .© U • 
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o e o • o • • _0_0,_,0,_l!>_O_O_ê_ 

On se propose de donner quelques propriétés des anneaux tels que tout filtre 

du treillis des idéaux à gauche soit un intervalle. Imposer que ces filtres soient 

des intervalles fermés équivaut à la condition artinienne, c I est pourquoi on s'est 

permis d I appeler ces anneaux "quasi-artiniens à gauche" o 

§ 1o LA CONDITION QUASI-ARTINIENNE. 

Soit L un treillis modulaire et complet ; son plus petit (resp. plus 

grand) élément est noté o (respo M). 

pour toute suite décroissante (X) 
n 

L est dit guasi-artinien quand 

d I éléments de L et pour tout Y:> f1 X 
n 

il 

existe n tel que Y:::> X 
o - n 

0 Un élément de L comparable à tous les autres sera 
0 

dit comparable. Par exemple L est s'il est artinien, ou bien s'il est tota-

lement ordonné. Un filtre de L est une partie F de L stable par passage à la 

borne inférieure d'une famille finie d'éléments et par passage·à des éléments plus 

grands. 

LEMME 1. Si L est Q.Ao toute suite décroissante où figure un él~ment 

non essentiel est stationnaireo 

Soient (x) 
n 

une suite décroissante, X= nx et X un élément non 
n n 

0 

essentiel . il existe T ( L T f, o tel que X () T = 0 . alors XcXUT ; 0 9 ' n 
0 

la condition QoA. donne X tel que X _sXUT et on peut choisir n1 ~ n 
n1 n1 0 

On en déduit? par modularité, X = X (') (x u T)= X u (x () T) = X u o = X . 
n1 n1 n1 

. 



LEMME 2. Si L est Q.Ao, pour toute suite strictement décroissante (X) , 
n 

X = ()X est un ~lément comparable de L o 
n 

Supposons qu 1 il existe TEL tel que X et T ne soient pas comparables 

entre eux. T:::, X l"'lT donc il existe n avec X f'\ Tc T ·, puisque X~ xn T 
o n -

0 

le lemme montre que [X() T, T] est artinien, d'où tel que 

Puisque T ::> X t'\T et que le treillis [X n T, M] est Q.A. , le lemme 1 montre 

que (X) est stationnaire, contrairement à l'hypothèse faiteo 
n 

La condition QoA0 admet d'autres formulations qui montrent qu'elle n'est 

pas liée à l'aspect dénombrable de la définition donnée ci-dessus. 

THEOREME 1. Pour un treillis modulaire et complet L les propriétés 

suivantes sont équivalentes 

1° L est Q.A. ; 

2° Pour toute famille filtrante décroissante (X.) d'éléments de L 
l 

et tout Y:>()X. il existe i tel que Y::>X. 
l O - l 

0 

3° Tout filtre de L est un intervalle. 

1° => 3° o Soit F un filtre sans plus petit élément (si F a un plus 

petit élément, c 1 est fini) F contient donc des suites strictement décroissantes 

(X) ; deux cas se présentent: 
n 

1) pour 1 1 une d'elles, 

rable, en utilisant la condition QoA. 

X = f"I X /_ F ; d I après 
n Lo2 X est campa-

on vérifie 

2) pour toutes ces suites, X= t""IX 
n 

que 

E F 

F = ]X, 

alors 

M] 0 

E = {Y E FIY campa-

rable} f p et· F = {zlJ Y E E, Ys zJ = JI, M] où I = ri Y· 
' 

pour le voir on 
YEE 

utilise le fait que I est encore comparable. 

(X.) une famille filtrante décroissante 
l 

II, M] où I EL nécessai-F = {z E il 3 i, xis z} est un filtre, donc F = 

rement I c nx .. Donc Y:::> n X. => Y :> I => Y E F 
- l l 

ce qui est précisément la 

candi tian 2 ° . 

Un A-module M est dit QoA. quand le treillis de ses sous-modules 

est Q.Ao M est dit semi-artinien quand tous ses quotients non nuls ont un 

socle non nulo 



LEMME 3. Soit M un module q_uasi-artinien;alors g 

1 0 Tout sous..;.module et tout quotient de M est Q.A. 

20 M est de dimension finie, au sens de Goldie 

30 Si M· est une somme directe, M est artinien 

40 Si X et· YcM ne sont pas emboités, (X+Y)/X f"\ Y est artinien 

50 Si M est semi-artinien; il est·artinien ; 

60 M contient un sous-module artinien maximum, noté C 
1 
(M) 

70 Si le socle de M/X est nul 9 X est comparable. 

00 

1 ° est évident~ Pour 2°, si M contenait (f)X avec X t- 0 pour tout n, 
1 n n 

00 00 

en posant yk = (f) X on aurait x1:) nYk sans avoir X 1 :'.) yk pour un certain 
k n 1 

ce q_ui contredirait la condition Q.A •• 3° découle de 1.1. et 4° découle de 3° 

puisq_ue (X+Y)/X n y·::: (X/X f""I Y) (f) (Y/X 11 Y) • 

Pour démontrer 5° supposons avoir une suite (X) décroissante de sous­
n 

modules de M, le socle de M/ n X est non nul de longueür finie donc il existe 
n 

n tel q_ue X = nx 9 ~râce à la condition Q.A. Pour 6° on utilise 5° et la 
o n n 

stabilité par é~imorphismes èt sommes directes de la· classe des A-modules semi-

artiniens. 

Pour 7° remarq_uer q_ue si Y n 1 est pas comparable à X , (X+Y)/X f"I Y 

étan~ artinien 9 le socle de M/X nuest pas nul. 

§ 2. ANNEAUX UNITAIRES QUASI-ARTINIENS NON:ARTINIENS. A GAUCHE. 

Un tel anneau A sera dit Q.A' ; son radical de Jacobson est noté R . 

THEOREME 2. Un anneau Q.Au est local. Il contient un plus grand idéal 

à gauche artinien q_ui est comparable à. gauche 
9 

bilatère, de carré. nul. 

Soit C = c
1
(AA) (L. 3, 6°); C est bilatère comparable (1.3, 7°) • 

Si c
1
c

2
-/:- o avec c

1
· et c

2 
f C , cuest q_ue o ;, c

2 
c C ; Ac

2
·z A/o •. c

2 
est 

artinien ainsi q_ue o '. c
2 

ainsi AA serait artinien contrairement à 1 1 hypothèse. 

k 

On a Cc R puisq_ue C est comparable. Pour montrer que A est local on 

peut donc supposer C =o. Soit Aa-/:- A avec a non nilpotent. Puisque socle Aa 

= o o •• a est comparable (L.3, 7°) et o ·.ac Aan pour tout n; la suite 
. A 

décroît strictement (en effet fa~ ; ~ .•• ) Aan est comparable (1.2.) 
Aa. 

l'identité A= A(1-a) + Aan exige "'Aan c A(1-a) ; par Q.A. il existe n tel 
0 



n 
que Aa O s A(1-a) P d 1 où A(1-a) = A O Ainsi tout idéal à gauche propre de A est 

dans R o 

Èxemple Soient p un entier premier et G la p-composante du groupe Q/Z 

posons A= EndlG x G x G en tant que groupe additif; A muni du produit 

(h, g
1

, g
2

)(h 1
, g 1

19 g 1

2
) =(ho h 1 

9 hg 1

1 
+ h 1g 19 hg'

2 
+ h 1g2) devient un anneau 

2 00 n 
commutatif Q.A1 

; les idéaux de A sont ~ A~ pA :> p A :)/1 p A= 0 x G x G 

et les sous-groupes de O x G x G 9 qui est un groupe artinieno Ici, c
1
(A) = 0 x G x G. 

LEMME 4o Soit A un anneau unitaireo 

1 ° Si· I est un id_éal à gauche idempotent contenu dans R , I annule 

tout A-module semi~artinien à gauèheo 

2° · Si · T · est une classe de A-modules à gauche stable par extensions et 

épimorphismes alors ·G = {a E: AîA/Aa·E: T} est un semi-groupe multiplicatifo 

1 ° Soit i'l semi=a-rtinien; J = IA est encore idempotent et J c R 0 

Posons M = 0 , ' J si .M f' M , M/M contient un module simple S et JS = S 
o M o · o 

ce qui contredit RS = o o Donc M = M et LM = IAM = o o 
0 

2° Pour a
1 

et a2 E: G 9 A/(Aa
1 

+ o ·. a2 ) ET donc aussi Aa2/Aa
1
a

2 
et 

finalement A/Aa
1
a

2 
€ T o 

LEMME 5o Tout idéal bilatère non nul propre idempotent d 1un anneau Q.A' 

est co~plétement premier 0 

D'abord I est comparable sinon (Lo3v 4°) il existerait J c I tel que 

I/J soit àrtinien et on aurait (Lo4~ 1°) 12 .s; J contredisant r2 = I o Par suite 

à./ I <=> Aa ~ I o La classe T des modules annulés par I est stable par exten­

sions et épimorphismes donc {a€ AIA/Aa E: T} est stable par multiplication (Lo4,2°) 

mais A/Aa € T <=> I s Aa <=> I c Aa 9 puisque I = Aa impliquerait RI c I et 

12 c I. Ainsi l est bien complétement- premiero 

Indice 

petit 

de I 

à gauche d'un idéal (à gauche 

ordinal y tel que 0: );, y => 
sont définies par 1~+1 = LI ~ 

ou 

10: 

et 

à droite) I d 1 un anneau A~ c'est le plus 

= 1Y où les puissances ordinales à gauche 

l,e = () 1~ si ,e est limite o 
~<,e 

THEOREME 3o Dans un anneau Q.Ao1 
9 1 1 indice à gauche du radical de 

Jacobson est soit soit un ordinal infinio 

En effet si y est fini, Ry est idempotent 9 non nul puisque AA n'est 

pas artinien 9 Ry est donc premier (Lo5) ce qui exige y = ·1 • 



Exemple 2 Soient K le corps premier de caractéristique p ' G = ( Q/~) 
p 

A= K[G] l'algèbre de groupe; le treillis des idéaux de A est totalement 

ordonné et ·R = R2 • 

LEMME 6 0 Soit I un idéal bilatère d 1un anneau unitaire A. L'ensemble 

d'idéaux à·gauchè ]I,A] est to:Pologisant ([3] p. 4i1) si et seulement 

si 1 esf n...;irréductible à gauche. 

Supposons I 

sinon on aurait ai I 

n-irréductible, 

et I · a= I 1 • 

La réciproque est évidente. 

LEMME 7. Soit I un idéal à 

î 0 [r, AA] est topologisant 

I 
1 

::, I et a € A al ors I 
1 

• . a ::> I ; 

d'où I = (Aa + I) n 1
1 

, contradiction. 

gauche d'un anneau A : 

<- > I ést bilatère 

20 [I, AA] est topologisant et idempotent<=> I est bilatère idempotent. 

THEOREME 1• Soit E un ensemble d'idéaux à gauche d'un anneau quasi­

àrtinien à gauche; les propriétés suivantes sont éqùivalentes ~ 

1 0 E esf un filtre topologisant et idempotent ; 

20 E = [I, AA] avec I bilatère idempotent, ou bien 

E = ] .r' AA] avec J idéal bilatère complétement premier. 

E est un intervalle d'après T.1 •• Si E = [I, A] c'est 

fini (L.7. 2°). Si E = JJ; A] , AA ·est Q:A' o et J est comparable à gauèheo 

J est· bilatère, sinon il existerait a € A avec Ja ::, J c'est-à-dire Ja € E , 

d'où I 
1 

= Ja •. a € E et I a= Ja; prenant 
1 

on aurait i a= ja 
1 

( j € J) d I où i 
1
-j € o ·• a c J puisque Ja ~ o , finalement 

T la sous-catégorie localisante associée à 

i
1 

€ J , contradiction. 

En prenant· pour E (c'est-à-dire 

M € T <=> o ·• m::::, J 'vm € M) on voit (L.4, 2°) que J est complétement premier. 

20 > 1 0 Si E = [I, A] c'est J_; © 7 Cl ' 
20 . Si E = JJ' A] ' 

E est topo-

logisant (L.6.) parce que J est () -irréductible (A/J est int~gre coïrréduc-

tible). Il reste à montrer que E est idempotent . soit I1 un idéal à gauche tel 

que, pour· tout a€ A, il existe I'.:, J avec 1
1 

·. i 1 a :J J pour tout i' € I' 

.il s'agit de montrer ( [ 3] p. 412) que I 
1 
:::> J ; sinon on aurait I 

1 
s J puisque 

J- est comparable; prenant a= 1 , on aurait 
-

(I , i 1 )i 1 cJ 1 • on obtient une 

contradiction pour i 1 € I' '\, J puisque J est complétemerit premier. 

COROLLAIRE. Si A est Q.A.' 1 1 ensemble des sous-catégories localisantes 

de la catégorie des A-modules à gauche est totalement ordonné. 

En ·effet les idéaux complètement premiers sont comparables à gauche et on 

u.tilise 1.5 o 



16.6. 

§ 3 • .9,_UELQUES EQUIVALENCES POUR LES ANNEAUX QoAo 

Le caractère intè_g;1::·~~ 

THEOREME 5 0 Si A est u.n. anneau Q.Ai 9 les propriétés suivantes sont 

équivalentes 1° L'idéal singulier à gauche de A est nul ; 2° A est 

réduit 3° A est intègre. 

1 0 => 30 Soit C le plus grand idéal artinien de AA 9 
c2 = 0 et C 

est essentiel dans AA donc C = 0 et AA est coirréductible. 30 => 20 est 

évident" 2 ° => 1 ° puisque les i.déau.x singuliers à gauche et à droite d 7 un 

anneau réduit sont nuls ( [8]) , 

COROLLAIRE. Un anneau ,Q,.A I admet un plus petit idéal complètement 

premier. 

Le caractère semi-héréditaire. 

THEOREME 6. Pour un anneau unitaire A les propriétés suivantes sont 

équivalentes 1 ° A est Q.A I et semi-héréd.i taire à gauche ; 

2° A est intègre et le treillis de ses idéaux à gauche 

est totalement ordonné. 

1° => 2° Pour a€ A 9 o·.a est facteur direct 9 A étant local on a 

o·. a= o. Supposons Aa et Ab non emboités 9 alors on vérifie facilement que 

Aa + Ab Aa Ab . . 
Ra + Rb :::: Ra Et) Rb 9 module semi-sJ..mple de longueur 2 • Par ailleurs Aa + Ab est 

proj3ctif, donc libre, d.onc monogène 9 finalement Aa + Ab == Ac est un A-module 

local ~ il ne peut avoir a.e quotient semi-simple de longueur 2 • On a d.onc prouvé 

que deux idéaux monogènes sont toujours emboités, d'où 2°. 

2° => 1° est évident. 

Exemple 3 ( [ 6]) g Soient K un corps, 53 la famille de parties 

I c [0 1 + =[ cR qui sont bien ordonnées, A l'ensemble des Hséries formelles" 

i 
I: k.x 

iEI l 

où k. € K , I € 'Ja 
l 

avec les opérations évidentes A est un anneau 

QA1 
9 héréditaire à gauche, non noethérien. 



Le caractère héréditaire. 

LEMME 8. Si A est un anneau local principal à gauche, A admet pour 

uniques idéaux à gauche les puissances ordinales à gauche de R. 

AA étant noethérien il existe un ordinal y tel que R Y = o ~ Pour 

al o soit a le plus petit ordinal tel que ai Ra; a n'est pas limite 

et Aa SR~ = Ar • 
~ a = ur où u i R donc Aa = R~ 

THEOREME 7. Pour un anneau uni taire A les propriétés suivantes sont 

équivalentes 1° A est Q.A0 et héréditaire à gauche 

2° A est local~ intègre et principal à gauche. 

A étant local, o•. a= o comme dans T.6 •• Tout idéal à 

gauche est projectif, donc libre~ donc monogène. 2° => 1° résulte de 1.8. 

Pour des exemples de tels anneaux où l'indice à gauche de R soit un 

ordinal quelconque, voir JATEGAONKAR, A.V. (J. Algebra 12, 1969). 

;rHEOREME 8. Pour un anneau Q. A. les propriétés 1 ° A est parfait à . 

gauche; 2° A est parfait à droite ; 3° A est artinien à gauche; 

sont équivalentes. 

1° => 3° parce que R/R2 est de type fini (L. 11 de [7]) ; 3° => 2° 

(T.P. de [1]) ; 2° => 1° AA est semi-artinien donc artinien (L.3, 5°). 

Le caractère noethérien. 

THEOREME 9. Un anneau Q.A. est noethérien à gauche si et seulement si 

Ry = o (y indice à gauche de R). Il est alors complètement primaire 

à gauche [5]). 

Supposons Ry = o; soit a le plus petit ordinal tel que A/Ra ne 

soit pas noethérien. Nécessairement a est limite. Pour I ::>Ra, il existe 

~<a tel que I s R~ et A/I est noethérien. Ainsi a n'existe pas et AA 

est noethérien. La réciproque est évidente. 



16. 8. 

Si ab= o 9 a f. o 1 il existe n tel que 
n 

o •. b fl Ab = o 

artinien donc (T.2o) b est nilpotento 

THEOREME 10. Soit A un anneau unitaire intègre avec R f, o et tel que, 

pour tout idéal à gauche I f. 0 9 A/I soit artinien et I contienne un 

idéal bilatère non nul. Î 0 A est noethérien à gauche et 
oo n 
f'\ R = o . 
1 

20 Si A est complet pour la topologie R-adique alors A est Q.A' • 

1° est immédiat. 

Soit I un idéal à gauche f. o 9 il existe n tel que n n+1 
I+R = I+R = ... 

~ J puisque A/I est artinien; par suite I+RJ = J et R(J/I) = J/I; le 

lemme de Nakayama montre que I = J et Rn c I o Notamment tout idéal à gauche est 

fermé pour la topologie R-adique. 

rement 

Soit (I) une suite strictement décroissante d'idéaux à gauche ; nécessai­
n 

f'H = o • Supposons qu I il existe 
n 

s tel que I ,.i.. Rs w Pu" .1; , v n • isque 
n 

est artinien, la suite ( I +Rs) est stationnaire donc il existe x € ( I +Rs) \. Rs 
n n s n 

pour tout n. Supposons avoir déjà construit xt tel que xt - xs € Rs et 

t t t 
xt € (In+R ) \. R pour tout n • Inn (xt+R ) n 7 est pas vide, donc 

[ ( In +Rt+î )/R t+ 1] () (xt +R t /R t+î) f. /J dans A/R t+ 1 ; cet anneau étant artinien il 

existe n. Ainsi 

On construit ainsi une suite (xm)lll.).s qui est de Cauchy, elle converge 

donc vers un élément x . Puisque R
s 

X -X € 
m s 

et que Rs est fermé on a x-x € Rs 
s 

donc x i Rs o D'autre part € Rm xm+k-xm 

tout n et pour tout m >, s-1 1 donc 

":;) 

i X € () I = 0 ce qui contredit X 
n 

1 
s il existe n tel que 

s 
I CR • n-

X E 

Rs 

pour tout k , donc x € I +Rm+1 pour 
n 

I pour tout n (I étant fermé), donc n n 

Ainsi on a démontré que pour tout entier 

00 

Pour terminer montrons que A est QoA1 si I :) n I (=o) , il existe 
n 



n 
1 

tel que (début de 2°) ; ensuite il existe n2 

donc I c I ainsi la condition QoAo est satisfaiteo 
n -2 

tel que 
n 

I cR 1 
n -2 

Cette démonstration est inspirée du théorème 139 § 5, Cho 8 de [10]). 

§ 4o DEVIATION ORDINALE. ORDINAUX INDECOMPOSABLESo APPLICATIONSo 

Définitions ([9] et [4]) Etant donné un ensemble ordonné E non discret 

on définit une suite ordinale (D) de parties de D = {(e,e 0 ) E E2 !e ~ e 1
} par 

a 

D == { ( e, e 1 ) E Di! V( e ~ o o o e , e 1 
) ] n avec n ~ n 

a 1 ~1 o o 

On dit que E a une déviation définie s 1 il existe a avec D = D • Le 
a 

plus petit de ces a est appelé déviation de E (dév E)o 

' 
jLEMME 9o Si un ensemble ordonné E est noethérien, dév E est définie. 

Raisonnons par 1 ° absurd.e et supposons 

et /_ D tel que e soit maximal pour cette 
a 0 

e ~ 0 0 0 en+1 ~ e ~ •• 0 .$, e' 9 
0 n 0 

à cause de la maximalité de e 
0 

il existe n 
0 

D = D f D 0 Soit (e ,e 0
) € D 

a o:+1 0 0 

propriété o Alors étant donné 

tel que n ~ n => 
0 [en+1'en] € D 

a 

contradiction. 

Ainsi pour tout ordinal À , dév(o,À] 0 existe où [o,À] 0 désigne [o,\] 

muni de son ordre opposéo Ord B désignera 1°ordinal associé à un ensemble bien 

ordonné B o 

PROPOSITION ; Les ordinaux w(k) définis par 1) w(o) = 1 

vérifient les conditions g a) 

b) dév[o,w(k)] 9 =ka 

= Ord U [o,w(o:)] si ~ est limite 
a<~ 

À< w(k) => dév[o,À]
0 < k, 
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w(1) = Ord W donc l'énoncé est vrai pour k = 1 ; supposons le démontré 

pour k 1 < k. Si k = k 1+1 , 2) montre que dév[o, w(k)]
0 ~ k; pour a< w(k) ~ 

il existe un entier n tel que a< nw(k') donc dév[o,a] 0 ~ k' < k et 

dév[o, w(k)J
0 = k. Si k est limite, 3) montre que dév[o, w(k)]

0 ~ k; pour 

o:, < w(k) , il existe k' < k tel que a < w(k') d'où a) et b) pour w(k) • 

Un ordinal o:, est dit indécomposable [2] quand il n 1 existe aucun couple 

a' , a" tel que o:,' < a , a" < a et a' + a" = a • 

PROPOSITION 2: Un ordinal est indécomposable si et seulement si il est 

de la forme w(k) • 

Il est clair que tout w(k) est indécomposable. Maintenant si i est 

indécomposable soit k' le plus petit ordinal tel que i ~ w(k') et supposons 

if w(k') ; on voit que k' ne peut être limite, k' = k + et w(k) < i < w(k+1) 

d'où pour un entier n, nw(k) < i < (n+1)w(k) (inégalités strictes puisque i est 

indécomposable) ; i étant indécomposable, nw(k) + i = i d'où 2nw(k) + i = i ce 

qui contredit la définition de n. 

PROPOSITION 3: Tout ordinal a s'écrit de manière unique sous la forme 

..... ' 

+ n w(k) 
q q 

{ 0} 0 

où k
1 

> k2 > ••• > k (k. ordinal) et q ]. .. 

Si o:, est indécomposable o:, = w(k
1

) et c'e~t fini (P.2.). Si a est 

décomposable on a, d'après la démonstration de P.2., n
1
w(k

1
) ~ o:, <(n

1
+1)w(k

1
) , 

c'est-à-dire a= n
1
w(k

1
) + a

1 
; k

1 
= dév[o,o:] 0 

, n
1 

est unique ainsi que a
1 

, 

de plus dév[o,o: 1]
0 

< k
1 

; on recommence sur a
1 

, ce qui vient d'être fait pour a 

le processus s'arrête parce que les 

vérifie aisément. 

k décroissent strictement. L'unicité se n 
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LEMME 10. Etant donné un idéal à gauche (ou à droite) I d'un anneau A 

quelconque les puissances ordinales à gauche de I vérifient 

Ia.I~ s I~+a pour tout couple d'ordinaux (a,~). 

La propriété est vraie pour tout ~ quand a< w(1) , d'après la défini­

tion des puissances à gaucheo Supposons la vraie pour tout ~ quand a< 6 • 

Si 0 est limite 1 16 • I~ = ( n la) • I~ c 

1<a<o 

n l~+a 

1<a<o 
on démontre 

facilement que ~<À < ~+o implique À= ~+a avec 1 <a< 6 , donc 

1' l~+a S n IÀ = I~+o . 

1<a<o ~<a<~+o 

Remarque 

( ) w(1) R. OxGxG = 0 x G x G = R ce qui est clair puisque 0 x G x G est dépourvu 

de sous-idéaux maximaux. Ainsi l'inclusion peut être stricte. 

La déviation d'un A-module étant celle de l'ensemble de ses sous-modules 

on a le 

THEOREME 11 Soient A un anneau quasi-artinien à gauche unitaire et 

y l'indice à gauche de R alors, pour tout ordinal a~ y , 

Puisque a, y , l'application ~ € [o,a] - R~ est strictement décrois­

sante, donc dév A/Ra~ dév[o,a]
0 

• Démontrons l'inégalité opposée par récurrence 

(elle est vraie pour a= 1) en la supposant démontrée pour tout a'< a. 

Si a = a'+1 dév A/Ra= dév A/Ra'= dév[o,a 1
]

0 = dév[o,a] 0 puisque 
1 

Ra /Ra est un A/R-module de dimension finie donc artinien. 

Si a est limite pour tout AI:> Ra , il existe a' < a tel que 

a' o 
R c I donc dév A/I ~ dév[o,o:'] • Deux cas se présentent: 
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1° Si a est indécomposable, a= w(k) alors dév A/I < k donc 

2° Si a n'est pas indécomposable, il existe un entier n > 1 et un 

ordinal k tels que (n-1)w(k) <a~ nw(k) ; Lo10 montre que [R(n- 1)w(k)J 2 S Ra 

donc (remarquer que d 1 après T.9, R(n- 1)w(k)/Ra est noethérien) 

dév A/Ra= dév A/R(n-i)w(k) = dév [0 1 (n-1)w(k)J 0 = k = dév [o,a] 9 • 

COROLLAIRE 1. Dans un anneau QA' noethérien à gauche les seuls idéaux 

premiers (donc complètement premiers, To9) sont les Rw(k) où 

RE [o, dév AA] • 

Soit P un idéal premierf socle A(A/P) = o (T.2) donc (1.3,7°) P est 

comparable à gauche; soit a le plus petit ordinal tel que P:, Ra , nécessairement 

a est limite (sinon Lo10 montre que socle A/P f o) et la condition Q.A. exige 

P = Ra • ( T .11) et T .1 O de [ 4 J et P. 1 montrent que a est de la forme w(k) 

avec k ~ dév AA o Réciproquement la condition Q.Ao et T.11 montrent que A/Rw(k) 

est intègre. 

COROLLAIRE 2. Un anneau Q.A I noethérien à gauche est intègre si et seu-

lement si l'indice à gauche de son radical de Jacobson est indécomposable. 

COROLLAIRE 3. Si A est un anneau Q.Ae noethérien à gauche l'application 

E...,, Ass E qui à un type d'injectif indécomposable fait correspondre son 

idéal premier associé ,est injective. 

Il suffit de supposer A Q.A! et de montrer que A/Ass E_s; E. C1 est 

évident si Ass E =Ra Si Ass E = Rw(k) avec k ~ 1 soit e E E 1 e ~ o tel 

que Rw(k)ae = o alors o•.e = Rw(k) parce que o•. e est comparable 

(socle Ae = o) donc bilatère. 

Dans [5] L. LESIEUR a posé la question: le coeur d'un anneau A 

noethérien complètement primaire isotypique (le tout à gauche) est-il égal à O.'D , 



où D est le plus petit idéal complètement premier de A ? Pour un anneau local 

principal à gauche avec y= w(2) + w(1) + w(o), O,'D = D = Rw(2) tandis que le 

coeur de AA est Rw(2 )+w( 1) ; la réponse est donc négativeo (Supposons Da= o 9 

si o•, a= D on a c
1
(Aa) = o ce qui est impossible puisque 

socle AA = Rw(2 )+w( 1) /= o donc o•, a :l D donc dév Aa < 2 donc a E D on a 

bien 2 D = o , donc 

SOUS-CATEGORIES LOCALISANTES C • 
ex 

Définition des C g Soient A un anneau quelconque, mod A la catégorie 
ex 

des A-modules à gauche; à tout ordinal ex~ on associe la classe F des 
ex 

A-modules à gauche dont tous les sous-modules non nuls ou bien son.t de déviation 

~ ex ou bien n'ont pas de déviationo On vérifie que F 
ex 

est stable par produit 

direct 1 inclusion 1 extension et passage à l'enveloppe injectiveo On pose 

V Y E F } 
ex 

c 1 est donc une sous-catégorie loca-

lisante et XE C équivaut à la condition~ tout quotient /= o de X contient 
ex 

un sous-module /= o de déviation <ex. On posera 

la classe des A-modules semi-artiniens. 

C = {ol o Par exemple 
0 

LEMME 11. Pour un module M quasi-artinien les conditions 1° MEC 
ex 

2° dév M <ex; sont équivalenteso 

2° => 1° évidemment. 

est 

10 => 20 ~ soit (X) une suite strictement décroissante de sous-modules 
n· 

de M et posons puisque M E C 
ex 

il existe 

dév (X/X)< ex; la condition Q.Ao montre qu'il existe 

n ~ n => X c X , donc dév X< a. 
' o n -

idéal bilatère comparable de carré nulo 

n 
0 

X :J X tel que 

tel que 
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Cet énoncé prolonge la seconde partie de T.2. et se démontre de manière 

semblable; 1.11 montre en effet que ca(AA) est le plus grand idéal à gauche 

de A qui soit de déviation < a 

THEOREME 13. Si A est un anneau Q.A' noethérien à gauche, les seules 

sous-catégories localisantes de mod A sont les Ca où o: € [ o, dév AA+1] 

de plus les C sont toutes distinctes. 
a 

Soit Tc mod A, T localisante. Le filtre associé est E = ]I 9 A] avec 

I complètement premier (T.4.), en effet le cas [I,A] est exclu puisque un anneau 

local noethérien à gauche ne peut contenir d'idéaux idempotents non triviaux • .Alors 

J € E <=> dév A/J < dév A/I = a (I est comparable)<=> A/J € C (1.11). D'après 
a 

C.1 de T.11, I = Rw(a) donc les C sont distinctes, les Rw(a) l'étant. 
a 

LEMME 12. Soit I un idéal à gauche T-nilpoteht à droite d'un anneau A 

unitaire • .Alors A/I € C <=> C = mod A. 
a a 

L'implication<= est évidente montrons => : tout module AM f o 

contient un sous-module N f o tel que IN= o à cause de la T-nilpotence à 

droite de I; donc M contient N' f o tel que dév N' <a. 

THEOREME 14. Soit A un anneau Q.A~ , I son plus petit idéal complè-

tement premier (Cor. de T.5.). Les propriétés suivantes sont équivalentes 

1 0 dév A= k 
A 

où k est un ordinal; 

2° dév A(A/I) = k et I est nilpotent. 

2° => 1° résulte des lemmes 11 et 12. 

1° => 2° le filtre E = {X ,S AAldév A/X<~} est de la forme !J,A] 

où J est complètement premier (T,4, et 1.5) et comparable. Nous allons d'abord 

montrer que J est T-nilpotent à droite. Nécessairement J.C/A) = o , en effet 

si je f o (j € J), c € C/A)) c'est que o•.c c J d'où dév A/o·.c = k mais 



dév Ac= o ce qui contredit k ! o (AA est supposé non artinien). On peut donc 

supposer c
1
(A) = o et utiliser le fait que dans ce cas les idéaux annulateurs 

à gauche sont comparables (Lo3, 7°). S'il existait une suite (j ) c J telle que 
n -

jnjn-i ••• j 1 t o pour tout 

Ajn-i .o. j/Ajnjn_ 1 o•• j 1 ::: 

c'est évident puisnue J. c J 

n C 0 est-a'-di·re o· J. J. c AJ. 
· n-1 · • · 1 n 

d'où 

Mais dév A/Aj = k; en effet si E = ]J,A] 
n 

--i n '" si E = [J,A] J étant idempotent ne peut être 

principal donc Aj c J et 
n 

dév A/Ajn = k. On aboutit ainsi à une contradiction 

avec dévAA = k. Ainsi J est T-nilpotent à ftroite 9 c'est donc le plus petit 

idéal complètement premier de A 

Supposons que J ne soit pas nilpotent, la T-nilpotence à droite implique 

donc est strictement décroissante; par 

suite il existe un entier n tel que 
0 

n n +2 
n ~ n => dév[r/r+ 1) < k, notamment 

0 
n +2 n 

dév(J 
0
/J 

O 
) < k 9 doné? par construciion de J ' J O • i :J J 'di C J 0 

• - <;. ou 
n n +2 n +1 

encore J.J
0

=J
0 ;l'idéal J

0 est donc idempotent, donc complètement 

premier ce qui contredit le fait que le plus petit idéal complètement premier de 

A est J o Conclusion, J est bien nilpotento 

Le théorème précédent permet de voir que dans l 1 exemple 2, A n'a pas de 

déviation (sinon R étant nil on aurait dév A = dév A/R = o , ce qui est impossible). 

Remarque il est possible de donner un mode de construction d'anneaux 

QA' de déviation arbitraire entière qui notamment ne soient pas noethériens et 

pour lesquels le théorème 13 demeure valableo 

Cet exposé explicite le contenu de deux notes aux comptes-rendus. 



BIBLIOORAPHIE 

[1] BASS, H. Transo Amo Matho Soco 95, 1960, pp. 466-4880 

[2] BOURBAKI, N. Théorie des Ensembles, Ch. III. 

[3] GABRIEL, P. Bull. Soc. Matho Fro, 90, 1962, PPo 323-448. 

[ 4] KR.AUSE, G. Matho Zo 118, 1970, pp. 207-214. 

[5] LESIEUR, Lo J. für Matematik 9 241, 1970, pp. 86-106. 

[6] LEVY, L.So Pacifie Jo Matho 18, N° 1, 1966, PPo 149-153. 

[7] OSOFSKY, B •. L. J. Algebra, 4, 1966, pp. 373-3870 

[8] RENAULT, Go J. Math. pures et appl. 46, 1967, pp. 203-214. 

[9] RENTSCHLER, Ro et GABRIEL, Po Comptes rendus 265 Sero A, 1967, p. 7120 

[10] ZARISKI et SÀMUEL, Commutative Algebra, vol. II. 



FACULTE DES SCIENCES D'ORSAY 

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE. 

Conférence n° 17 du 19.5.71 

DECO~.IJ?OSITION G-PRIMAIRE ET DECOMPOSITION 

TERTIAIRE POUR LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS9 

par ION D. ION 

Dans cet exposé nous allons établir que dans la catégorie des modules sur 

un anneau semi-artinien on a une théorie de décomposition primaire au sens de 

Goldman [2] et que cette théorie corncide avec la décomposition tertiaire donnée 

par C. NASTASESCLU [6] dans le même cadre. 

1. DEFINITIONS. RAPPELS. 

D~ns tout ce qui suit, A sera un anneau unitaire. Soit AC la catégorie 

des modules (à gauche) sur A o Un foncteur covariant -i; g AC - AC 

ker-foncteur si : 

est dit 

( 1 ) -i;(M) est un sous-module de M pour tout A-module M • 

(2) f 
si Mu - M est un morphisme de AC j alors f(-i;(JVP)) S -i;(M) et -i; ( f) 

est égal à la restriction de f à M • 

( 3) si Mi est un sous-module,de M~ alors -i; ( M' ) == M' n -i; ( M) 

On dit que -i; est un ker-foncteur idempotent si on a aussi 

(4) 1:(M/1:M) == 0 pour tout A-module M • 

Si -i; et cr sont deux ker-foncteurs, on pose -i; ~ cr si et seulement si 

-i;(M) c cr(M) pour tout module M. 

Soit Q un A-moduleo Pour tout A-module M v soit 



où E(Q) est une enveloppe injective de Q Alors 

est un ker-foncteur idempotent. On a "Q(Q) = 0 et si a est un ker-foncteur 

alors si et seulement si 

est un ker-foncteur idempotent et Q est égal à la 

somme directe de tous les A-modules A/I , où I est un idéal à gauche de A 

tel que .(A/I) = 0 alors on a 

On dit qu'un module P-/:. 0 est .-support si .(P) = 0 et .(P/X) = P/X 

pour tout sous-module X ,/: 0 de P • 

On dit qu'un ker-foncteur n est premier si on a un n-support P tel 

que n =•p. Si S est un A-module simple, alors •s est premier parce que 

S est un •s-support. Si A est commutatif et p est un idéal de A alors 

est premier si et seulement si p est un idéal premier de A [2] 

On dit qu'un A-module Q-/:. 0 est stable si M est une extension essen-

tielle de a(Q) pour tout ker-foncteur idempotent a> • . Tout module co-irré­
Q 

ductible est stable. Un module Q JO est stable si et seulement si on a ~ - ~ F "Q - "N 

pour tout sous-module N f O de Q 

On dit qu'un A-module Q t O est G-primaire (primaire au sens de Goldman) 

si Q est stable et "Q est premier. Un module co-irréductible et noethérien est 

G-primaire. Si A est commutatif et q est un idéal de A alors A/q est un 

A-module G-primaire si et seulement si q est un idéal primaire de A au sens 

classique [2] • 

On dit que A est un anneau semi-artinien (à gauche) si tout A-module 

{à gauche) -M-/:. 0 contient un sous-module simple. Si A est semi-artinien et I 



est un idéal bilatère de A, alors A/I est un anneau semi-artinien. 

Si M f O est un A-module, on note par Ass(M) l'ensemble des éléments 

maximaux dans 

{.AnnN!NcM, NfO} 

Les éléments de Ass(M) sont des idéaux premiers de A. Si M est un module 

sur un anneau semi-artinien, alors Ass(M) est égal à l'ensemble des idéaux 

p = .Ann S, S sous-module simple de M. Dans ce cas, on a Ass(M) f p si et 

seulement si M f O. 

2. DECOMPOSITION G-PRIMAIRE POUR LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS. 

Dans [5] G. Michle~ a montré que tout module de type fini G-primaire 

sur un anneau noethérien~ gauche est tertiaire. La réciproque est vraie si et 

seulement si la correspondance E 1--> Ass(E) induit une bijection entre les 

types des modules injectifs indécomposables et le spectre premier de A. Alors, 

le résultat suivant va nous servir à démontrer que les notions de module G-primaire 

et de module tertiaire coïncident dans le cas des anneaux semi-artiniens. 

PROPOSITION 2.1.: Si A est un anneau semi-artinier;i., alors l'application 

E --> Ass E induit une bijection a entre les types des modules injectifs 

indécomposables et le spectre premier de A. 

Démonstration: soit p un idéal premier de A. Alors A/p est un 

anneau semi-artinien et premier. Soit S un idéal à gauche minimal de A/p. Alors 

S est un A/p-module simple. S est aussi un A-module simple (on utilise la 

restriction des scalaires via le morphisme canonique d'anneaux A - A/p). Il est 

clair que p .s AnnAS. Puisque A/p est premier, on a p = .AnnAS. Si E = E(s) 

alors E est injectif indécomposable et p = Ass(E) , donc l'application a est 

surjective. 



Soient E et E' deux injectifs indécomposables tels que 

Ass(E) = Ass(E 1
) = {Pl Soient S, S' deux modules simples, Sc E S' CE' • 

On a Ann s = Ann sn = p . Puisque A/p est aussi semi-artinien, on peut supposer 

que p = 0 0 Soit X un idéal à gauche minimal de A . On a xs I= 0 
' 

donc il 

existe un élément y € s tel que Xy I= 0 . Alors Xy = s et 1 1 application X!--) 

de X dans s est isomorphisme. Il résulte X=== s De la " façon 9 un en que . meme 

a X~ S 1 donc S ~ S' , d'où il résulte que E = E(S) ~ E(S') = E' et a est 

aussi une injectiono 

LEMli/JE 2o2o ; Si Q /= 0 est un module sur un anneau semi-artinien, les 

conditions suivantes sont équivalentes~ 

(1) Q est G-primaireo 

(2) Q est stable, 

(3) ~Q = ~S pour tout sous-module simple S de Q. 

Démonstration: Elle résulte du fait que tout sous-module N /= O de Q 

contient un sous-module simple S et du fait que ~S est premier. 

THEOREME 2 0 '3. ~ Soit Q /= 0 un module sur un anneau semi-artinien. Les 

assertions suivantes sont équivalentes 

(1) Q est G-primaire. 

(2) Aès(Q) = {p} . 

(3) Q est tertiaire. 

Démonstration (1) => (2). Si Q est G-primaire et S, s 0 sont 

deux sous-modules simples de Q . alors ~ = ~ , ·s ·s 1 d'après le Lemme 2o2o Mais 

xy 

on 

~s(s) = O, donc ~S,(s) = O o Alors il existe un morphisme S...!..> E(s 1
) 9 f I= O 0 

Puisque S est simple, f est un monomorphisme, donc S ~ lm f • Puisque E(S') 

est une extension essentielle de S' , on a S' n lm f /= 0, donc lm f = S' , d'où 

il résulte que S ~ S' . Alors Ann S = Ann S' et (2) est vrai. 



(2) => ( 1 )o Puisque A est semi-artinien, Soc(Q) est 

essentiel dans Q, d 1 où il résulte 

"Soc( Q) = -rQ · 

Soit {S.}. EI une famille de sous-modules simples de Q telle que 
l 1. 

Soc(Q) = (±) S. o Puisque 
iEI l 

pour tout i,j E I on a 

Alors ~ 

Ass(Q) = 

S. :!::! S. 
l J 

"soc(Q) = -i;s. 
l 

{p} on a Ann S. = p pour tout i E I 
l 

d 1 après la Proposition 2.10, donc -rs. = 
l 

pour tout i E I ([2], Proposition 5o4o), donc -rQ = -i;S. pour tout i E I o 
l 

Alors 

Soit S un sous-module simple de Q o Alors Sc Soc(Q) donc il existe 

e G o ' 
i E: I 

n 
tels que 

et par suite, on obtient -rS = "Q ([2], Proposition 6.7.)o D'après le Lemme 2o2o, 

Q est G-primaire. 

(2) => (3). Soit a E A tel que aN = 0 pour un sous~ 

module N /= O de Q o Soit S un sous-module simple de N o Alors as = 0 o Puisque 

Ass(Q) = {p} , il vient : a(Soc(Q)) = 0, donc a E ter(Q) (le rad.ical tertiaire 

de Q) parce que Soc E est essentiel dans Q. 

(3) => (2). Soient s, S1 deux sous-modules si.mples de 

Q et a f A o Puisque Q est tertiaire 9 on a aS = 0 si et seuiement si asi = 0. 

Donc Ass(Q) = {P}, où p = Ann S = Ann S' • 

LEMME 2o4. g Soit M-/:. 0 un module sur un anneau semi=artinien A • Si 

p E Ass(M) , alors il existe un sous-module Qp de M tel que 

Ass(Qp) = Ass(M) - {p} ~ Ass(M/Qp) = {Pl o 



Démonstration~ Soit E l 1 ensemble de tous les sous-modules X de M tels 

que Ass(X) c Ass(M) - {P}o On a O E I, donc If p. Il est immédiat que I 

ordonné par l'inclusion est un ensemble inductifo On applique le Lemme de Zorn et 

on trouve ainsi un élément maximal Qp dans I o Puisque Ass(Qp) s Ass(M) - {P} 

on a Q f M 9 donc M/Q f O, d'où il résulte que Ass(M/Q) f p o Soit q un 
p . p p 

élément de Ass(M/Q) o Il existe un sous-module 
p 

Q de M tel que Ass(Q/Q ) = { q} 
p 

Puisque la suite 

0 - Q - Q - Q/Q - 0 p p 

est exacte, on a Ass(Q) s Ass(Qp) u Ass(Q/Qp) = Ass(Qp) u {q} o Si q f p, on a 

Q E r ce qui n'est pas possible parce que Q c Q et Q est maximal dans E o 

p p 

Donc q = p, et Ass(M/Qp) = {P} o Puisque Ass(M) S Ass(Qp) U Ass(M/Qp) = 

que 

, on a aussi Ass(Q) = Ass(M) - {P} o 
p 

THEOREME 2 o5. : Soit M :p O un module sur un anneau semi-artinien A • 

Alors il existe une famille 

telles que: 

o = n Q 
p E Ass(M) p 

de sous-modules 

(intersection réduite) 

et pour tout p E Ass(M) M/Q est G-primaireo 
p 

Si {X.}. I est une famille de sous-modules X. , de M telle que 
l l( l 

M 

O = nx. (intersection réduite), M/X
1
. est G-primaire pour tout i E I , 

iO l 

et Ass(M/X.) f Ass(M/X.) pour if j , alors Card(I) = Card(Ass(M)) et 
l . J 

Ass(M) = U 
i E I 

Démonstration: Pour tout 

Ass(M/X.) 
l 

soit Qp un sous-module de M tel 

Ass(Q) = Ass(M) - {P} 
p 

avec Ass(M/Q) = {p} o Alors M/Q est 
p p 

G-primaire 

(théorème 203.). Soit X un sous-module de M tel que: 

X c n Q o 

- p(Ass(M) p 



Alors Ass(X) s Ass(Qp) = Ass(M) - {p} pour tout p E Ass(M) .o Puisque on a aussi 

Ass(X) s Ass( M) il en résulte Ass(X) = /J 9 donc X = 0 0 Jllors on a o = n ,Q 
p(Ass(M) P 

Soit q € Ass(M) et supposons que 

Q tel que q = Ann S o Il existe 

n Q = 0 o Soit S un sous-module simple de 
ppq p 

p f q tel que S f'\Q = 0 puisque dans le cas 
p 

contraire Sc Q pour tout p ~ q i donc S = 0, ce qui est absurde. De 
- P r 

S f"\Q =Oil résulte Sc n,/Q. 9 donc q = p, ce qui est aussi absurde. On en 
p - ~ p 

déduit ('"\. Q p O , donc l'intersection 
:ppq p 

0 = Î\ Q est réduite. 
pE,Ass(M) p 

Pour démontr~r la deuxième partie du théorème, soit j E I et Y. = r'I X. 
J ifj l 

On a Y. p O et 
J 

Y. nx. =o. Soit 
J J 

pj un idéal premier de A tel que 

Ass ( M/X . )= { p . } • 
J J 

On a O p Y j S M/Xj Ass(Y.) = Ass(M/x.) = {P.} • Mais 
J J J 

Ass(Y.) c Ass(M) , donc p. E Ass(M) pour tout j E I o Soit p € Ass(M) et soit 
J - J 

S un sous-module simple de M tel que p = Ann S Il existe j E I tel que 

S n X. = 0 puisque dans le cas contraire 
J 

ce qui est absurdeo Alors SS M/Xj i duoù 

il est clair que Card(I) = Card(Ass(M)) 

Sc X. pour tout J. € I donc 
- J 

{p} = Ass(s) = Ass{M/xj} = {Pj} 

et Ass(M) = U Ass(M/X.) • 
iEI l 

S = 0 , 

• Alors 
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Q-ANNEAUX, ou ANNEAUX TELS QUE TOUT 
PRODUIT DE COPIES D'UN MODULE QUASI-INJECTIF 

SOIT QUASI-INJECTIFr 

par Claude TISSERON. 

INTRODUCTION. 

On étudie ici les anneaux A tels que tout produit de copies d'un 

A-module quasi-injectif soit un A-module quasi-injectif. Disons qu'un tel an:.r1eau 

est un Q-anneau. Ces anneaux ont été introduits dans (6) et (32) et étudiés dans 

(6), (32) puis dans (29), (30) et (31). On trouvera ici des démonstrations des ré­

sultats publiés dans les notes (30) et (31). 

Pour que l'exposé soit complet on donne ici quelques résultats importants 

sur les Q-anneaux, démontrés par Renault dans une note (29) postérieure à la note 

(30) et qui permettent de retrouver comme corollaire le théorème 3,6. de (30) dont 

la preuve directe est difficile. 

Sauf mention du contraire tous les idéaux et les modules considérés sont 

des idéaux et des modules à gauche. Les anneaux et les modules sont unitaires. On 

dira qu'un anneau A est noethérien (respectivement artinien, etc ••• ) si A est 

un anneau noethérien à gauche (respectivement artinien à gauche, etc •.• ). 

Q-,-ANNEAUX. 

A-module 

Si cela 

lieu de 

Soit A un anneau, pour une partie X de A et une partie Y d'un 

M on pose ,eA(y) = {a ( A 

ne présente pas d'ambiguité 

,eA(y) et rix) . 

aY = o} 
on écrira 

et 

,e( y) 

r iX) = { x ( M : Xx = 0} • 

et r(X) respectivement au 

On désigne toujours par R(A) ou R, le radical de Jacobson de l'anneau A. 



On notera EA (M) ou E(M) une enveloppe injective du A-module M 

~odA la catégorie des A-modules à gaucheo 

et on notera 

1o GENERALITES. 

Rappelons qu'un A-module M est dit E-quasi-injectif si pour tout ensemble 

I 
(I) , 

le module M somme d'une famille de copies de M indexee par I est quasi-

injectif (6)0 On définit de même les notions de Il-quasi-injectivité, E-injectivité 

et Il-injectivité~ etcooo 

.,L_L_ Proposition Po-ur un A-module M les assertions suivantes sont 

équivalentes 

de ( 6) • 

a) le module M est Il-quasi-injectif; 

b) le module M est U,_"Y]_ A/ ,e (M)-module injectif 

c) on a M = rE(M)(,e(M))o 

Ceci résulte immédiatement de la proposition 2.7. de (16) et du théorème 1.2. 

.,L_L_ Définition~ Soit .A un anneau, si tout A-module quasi-injectif M 

vérifie les conditions de la proposition 1o1. on dit que A est un 

Q-anneau à gauche. 

On définit de même la notion de Q-anneau à droite; lorsque cela ne présen~ 

tera pas d'ambiguité on dira Q-anneau au lieu de Q-anneau à gauche. 

Si A est un Q-anneau on montre facilement comme dans le corollaire 1.4. 

de (6) que pour un A-module M 1 1 enveloppe quasi-injective de M dans E(M) - i.e. 

le plus petit sous-module quasi-injectif de E(M) contenant M - est rE(M)(,e(M)) • 

.,L_L_ Exemple~ Il résulte du corollaire 1.3. de (6) ou de la proposition 2.8. 

de (16) qu 1un anneau artinien (à gauche) est un Q-anneau. 

J_k Proposition: Soit A un Q-anneau et ~:A~ B un morphisme 

d'anneaux à unité ; si ~ est surjectif ou est un épimorphisme plat à 

gauche ( 11) alors B est un Q-anneau. 

C'est la proposition 1.3o3o de la page 71 de (32). 

En particulier pour toute partie multiplicative S d'un Q-anneau commu­

tatif A, l'anneau A[s-1] est un Q-anneauo 

1~ Proposition ~Tout produit fini de Q-anneaux est un Q-anneau. 



n 
Soit A= © A e. où les e. sont des idempotents centraux orthogonawe 

i=1 
l l 

de A et où chaque A e. est un Q-anneau. Tout idéal (IL de A s'écrit 
l 

n 
et tout A-module M s 1 écrit M = © e. M. 

i=1 l 

Supposons que M soit un A-module quasi-injectif et soit et.= ,e(M) • Pour 

on a 

les structures de A-module et de A e.-module de e. M 
l l 

oLe. = ,e(e. M) où e. M 
l l l 

est considéré comme A e.-module, 
l 

e.-module quasi-injectif, comme 
l 

A e. 
l 

est un Q-anneau 

coïncident et 

de plus e. M 
l 

e.M est donc 
l 

est un A 

un A e./ 
l 

0'4e.-module 
l. 

injectif, on vérifie alors aisément que M est un A/01.,-mod ule 

injectif. 

Ceci prouve que A est un Q-anneau et achève la preuve . 

.L_h Remarque: Cette proposition ne s'étend pas à un produit quelconque 

comme le montre l 1 exemple suivant~ soit K un corps commutatif et soit I un 

ensemble infini. Il résulte de l'exemple 1.1. que K est un Q-anneau. Désignons 

par A 1 1 anneau produit KI et par M le A-module K(I) 
' 

alors M est un 

A-module quasi-injectif et fidèle (i.e. d' annulateur nul) qui n'est pas injectif 

ce qui prouve que A n'est pas un Q-anneau. 

2. ETUDE DES Q-ANNEAUX SANS RADICAUX. 

s = 

s = 

~ Proposition : Soit A un Q-anneau, tout produit de A-modules semi­

simples est un A-module quasi-injectif. 

Si (S.). I 
l lf 

est une famille de modules semi-simples, le A-module 

© S. est un module semi-simple donc quasi-injectif 
l 

; posons pour i E: I ' iE:I 
si = S. (±) P. comme SI est quasi-injectif par hypothèse et que SI TI C"i 

' 
0 

l l 
iEI 

( TI S.) (±) ( TI P.) 
iE:1 l iE:l l 

on voit que TI S. 
iE:l l 

est quasi-injectif. 

2.2. Lemme: Soit A un Q-anneau, tout A-module simple est un A/R 

module injectif. 

Soit ( l'+f ) la famille des idéaux maximaux de A , posons S - A/ 11111 
Ulbi iEI i - •u~i 

= 

pour i E I. Il suffit de démontrer que chaque 

R est le radical de Jacobson de A. 

S. 
l 

est un A/R-module injectif où 

L'anneau A/R est un Q-anneau d 1 après 1.2. et S = TI S. est un A/R-module 
I l 



quasi-injectif d'après 2o1o qui contient un sous-module isomorphe à A/R, ainsi 

S est injectif d'après le critère de Baer et chaque 

injectifo 

S. est aussi un A/R-module 
l 

~ Proposition 

équivalentes : 

Soit A un anneau, les assertions suivantes sont 

a) A est un Q-anneau sans radical ; 

b) A est produit fini de Q-anneaux quasi-simples 

c) tout A-module quasi-injectif est injectifo 

On dit ici qu'un anneau A est quasi-simple si O et A sont les seuls 

idéaux bilatères de Ao 

Rappelons également qu'un anneau A est un V-anneau s'il vérifie les 

conditions équivalentes suivantes~ (cf (20) page 130) : 

1) tout A-module simple est injectif; 

2) tout idéal est 1uintersection des idéaux maximaux le contenant. 

Montrons la propositiono 

a)=> b) : Si A est un Q-a.nneau sans radical alors A est un V-anneau d'après 

le lemme 202 0 et la condition 1) ci-dessuso Montrons que A est noethérien (à 

gauche) o Soit S un module semi-simple somme d 1 un module simple de chaque type, 

S est fidèle car A est sans radicalo Pour tout ensemble I le module S(I) est 

quasi-injectif et fidèle donc est injectif puisque A est un Q-anneau et ainsi S 

est L-injectifo Il résulte alors de la proposition 3 page 184 de (26) que les idéaux 

de A annulateurs de parties de S vérifient la condition de chaîne ascendante. 

D'après la condition 2) ci-dessus tout idéal est l 1 annulateur d'une partie de S et 

ainsi A est noethérien. 

Comme A est sans radical A n'a pas d'idéal bilatère nilpotent non nul 

puisqu'un tel idéal est toujours contenu dans R(A) et ainsi A est un V-anneau 

noethérien semi-premier; donc d'après (20) page 130, A est produit fini de 

V-anneaux noethériens quasi-simples qui sont des Q-anneaux comme quotients de A. 

b) => c) ~ Supposons d'abord que A soit un Q-anneau quasi-simple; soit M un 

A-module non nul alors 1 1 annulateur de M est un idéal bilatère donc est nul et 

M est fidèle, si de plus M est quasi-injectif alors M est injectif car A est 

un Q-anneau, et tout A-module quasi-injectif est injectif. Montrons que cette 
n 

dernière propriété est stable par produit. Soit A= ® A e. où les e. sont des 
l l 

i=1 



idempotents centraux orthogonaux et où pour 1 ~ i -' n tout A e.-module quasi­
J. 

injectif est injectif. Soit M un A-module quasi-injectif, montrons que M est 

et pour les structures de 
n 

injectif; on peut écrire M = EB e. M 
i=1 l 

A-module et de A e.-module de e. M corncident et e. M est un A e.-module 
l l l l 

quasi-injectif, donc injectif par hypothèse et on vérifie alors aisément que M est 

un A-module injectifo 

c) =>a): Si tout A-module quasi-injectif est injectif il est clair (avec 1o1.) 

que A est un Q-anneau et un V-anneau, et un V-anneau est toujours sans radical. 

~ Corollaire g Pour tout Q-anneau A l'anneau A/R est un V-anneau 

noethérieno 

Remarque: les deux résultats précédents ont été trouvés en même temps par 

Renault et figurent sous une forme un peu diff6rente dans (29). 

~ Corollaire : Un anneau commutatif et sans radical est un Q-anneau 

si et seulement si il est produit fini de corps. 

2.6. Pror2osi tion ~un Q-anneau réduit A est produit direct d'un produit 

fini de corps et d'un Q-anneau réduit à socle nul. 

Soit S un idéal simple de A, comme A est réduit donc sans élément 

nilpotent on a S = A e où 
r 

e = e est un idempotent de A, cet idempotent est 

central car A est réduit et ainsi le socle (gauche) G de A s'écrit G ::::EE)A 

où les (ei\ sont des idempotents centraux orthogonaux. Comme A est iE:I 
e. 

]. 

réduit on a Gl'IR=O car si X € G n R et X f- 0 1 1 idéal Ax contient un idéal 

simple non nul engendré par un idempotent non nul ce qui est absurde car R ne 

contient aucun idempotent non nul. Le socle G s'injecte donc dans l 1 anneau A/R 

qui est noethérien d'après 2.4. ce qui prouve que I est fini~ et G = A e où 

est un idempotent central. Ainsi G est facteur direct de A; d'autre e = ~ e . 
. I l 

part
1

€ G est un anneau semi-simple réduit donc est produit fini de corps d I après 

le lemme 6.1. page 213 de (14). Si A= G x B l'anneau B est un Q-anneau à socle 

nul d'où la proposition. 

2.7. P.ror2osition: Un Q-anneau A semi-premier ou sans radical dont le 

socle est essentiel est semi-simple. 

Soit G le socle de A alors G f'I t(G) = G n R est un idéal bilatère de 

carré nul d'après l'exercice 4 du§ 6 de (3). Comme A est semi-premier ou sans 

radical on a G (l t(G) = 0 et par essentialité de G dans A on a ,e(G) = O • 



Comme A est un Q-anneau le module quasi-injectif et fid.èle G est injectif 1 

et G = A car G est essentiel dans Ao 

3o CO-GENERATEURSo 

Soit A un anneau 9 un A-module M est un co~,générateur de 1Mod A si et 

seulement si tout A-module N s 1 injecte dans un produit de copies de M o 

Lorsque M est un A-module injectif ceci équivaut à dire que M contient 

une copie de chaque type de module simpleo Soit tf une famille de représentants 

de l'ensemble des types de modules simples 9 et soit S = (±) T; l 1 enveloppe injec-
Tf)f 

tive E( s) de S est un co-générateur de IModA contenu 1 ~ un isomorphisme près, 

dans tout co-générateur de IModA ,(Ceci résulte par exemple du théorème 108, de 

l'exposé 6 de (33))0 

On dira que E(S) est lb co-générateur minimal de flVIodA, Ce module e~t 

fidèle comme d'ailleurs tout co-générateuro 

Remarquons quuun co-générateur injectif est ce que Ballet appelle dans (22) 

un module fidèlement injectifo 

~ Lemme; Soit A un anneau 9 soit E un co-générateur de ~odA 9 alors 

pour tout idéal oL de A on a al= ,e rE(c,l) o 

En effet pour tout idéal 

dans un produit E1 de copies de 

O't. de A 

E pour 

il existe une injection f de A/~ 

X ( A/(YJ,,,. posons f(x) = (fi (x) \n 
et soit X= {f. ( 1+ot.)9 i ( I} o On a al.ors ot.= ,e(x) avec X c E 9 donc 

J. 

Xcriot) et on a g orL,c,e rE(ot.) c,e(x) = C1L d'où le résultato 

~ Lemme ~ Soient A un anneau et Cil. uD idéal bilatère de A ; soit 

de 

E un A-module injectif 9 alors rE(~) est un A/0t.-module injectif. Si 

M est un sous-module essentiel de E et an..."lulé par O"L alors 1 1 enveloppe 

injective sur A/Ot.. du A/0\.-module M est r E( OIL) o 

Pour montrer le premier point montrons que tout morphisme f d'un idéal 
f 

A/DL dans rE(OL) se prolonge à A/OL o Le com_posé G--" c/0t-__., ri~) 

est un morphisme de A-modules nul sur ot. 9 qui se prolonge en un A-morphisme 

g g A __., E nul sur 01.. donc qui se factorise par 1 u application canonique A __., A/ÇJt. 

pour donner un morphisme v ~ A/ot, __., E qui prolonge f, Il est clair que v(A/~) 

est contenu dans rim.) ; donc rE(ot..) est un A/Ol!..-module injectifo 



Soit maintenant M un sous-module essentiel de E tel que A.,M = O alors 

Mc rE(O'L) 9 et comme les structures de A-module et de A/«n--module de rE(Ol) 

coïncident 9 rE(ot.) est extension essentielle de M comme A/©to-module; ce qui 

achève la preuveo 

~ Lemme Soit A un anneau et E un co-générateur de l:llodA alors 

A est noethérien dès que E est L-injectifo 

Soit 01- un idéal de A 9 on a OL = ,e(x) pou-r u.ne partie X de E d I après 

3. 1o, et le lemme résulte alors de la proposition .3 page 184 de (26)o 

~ Proposition g Soit A un Q=anneau et E le co-générateur minimal de 

l\iodA . Il existe des bijections décroissantes et inverses 1 fi une de 1 1 autre 

entre idéaux bilatères ,.de A contenus dans R(A) et sous-modules quasi­

injectifs et essentiels de E définies par ~ 1-➔ rE(m.) et N 1-> ,e(N) • 

D1 après 10 1..1, on a N = rE(,e(N)) pour tout sous-module quasi-injectif et 

essentiel de E 9 de plus N contient alors le socle s de E avec s = rE(,e(s)) 

= rE(R) car s contient une copie de chaque type de module simple ; et on a 

,e(N) C ,e(S) = ,e rE(R) avec ,e rE(R) = R d fi après 3. 1. 

Réciproquement~ pour un idéal bilatère ot, c R on a S = rE(R) cr E(Ot.) et 

rE(O\\..) est un sous-module quasi-injectif et essentiel de E; on a alors 

at.= ,e rE(01..) d'après 3.L 

Remarquons que la :proposition peut aussi su énoncer en prenant un co-généra­

teur dont le socle est essentiel 9 ce co-génératel.L".' étant injectif. 

4. MODULES L-QUASI-INJECTIFS ET Q-ANNEAUXo 

~ Proposition ~ Pour un A-module quasi-injectif M il y a équivalence 

entre 

a) M est L-quasi-injectif 

b) pour toute partie finie X de M les annulateurs de parties de M qui 

contiennent ,e(X) vérifient la condition de chaîne ascendante; 

c) pour toute partie finie X de M et pour tout idéal E contenant 

aL = ,e (X) 1 fi application canonique 

( /c 
(F) (F) 

HomA A OL, M )-> HomA (B/O'L 9 M Î 
est surjective pour tout ensemble F o 



18.8. 

Avec les notations de (16) page 1378 ou de (17) l 1 assertion c) signifie 

exactement que Ot. = () Ann(x) E I (F) o Comme iF) est quasi-injectif si et 
(F) xE,X M . 

seulement si M est M-injectif ( ( 17) proposition 1. 1. 9.), c I est-à-dire si et 

seulement si I (F)M = M on voit que a) etc) sont équivalents. 
M 

Montrons que b)<=> c) 

b) => c) : soit F un ensemble fixé et f: B/OL - M(F) un morphisme, 

montrons que f se prolonge à A/ot. 0 Posons pour a E B 

où pour i E F 

f(a+OL) = (pr. o f(a+ 01.)). 
l l E F 

pr. : M(F) - M est lai-ème projection, 
l 

Pour tout X E M on a Ann(x) E IM car M est quasi-injectif et comme 

X est fini 

pr. of 
l 

: B/ot.. 

Pour 

ot-= n .Ann(x) E IM donc pour tout i E F le morphisme 
xEX 

-M se prolonge en un morphisme U. A/OL - M ,, 
l 

i E F posons x - u. ( 1+ ot.), alors pour tout i - l 

pr. o f(a+O\..) = u.(a+O'L) = a x. 
l l l 

a E B on a 

et par conséquent : 

( ( ( F) 
f(a+O'l.)= µ.ofa+0t.)).EF=(ax.). F=a(x.).cFE M o 

l l l lE l l~ 

Désignons par ~ l'ensemble des complémentaires des parties finies de F o 

L'ensemble ~ des idéaux de A de la forme Ann( {x l ) . f. K 
J JE 

où K E ~ 

OLc Ann({xj}K) possède par hypothèse un élément maximal C qui s'écrit 

C = Ann({xj}J) • 

et 

Montrons que B c C • Supposons qu'il existe a E B-C , on a vu que 

a(x)F E iJ<.,) donc K = { i E FI a xi = o} E fft' et J n K E <Ji' avec 

ot. c C c C + Aa c .Ann( { x j} J ri K) 
f 

ce qui contredit la maximalité de C 0 

Ainsi B c C et pour tout a E B on a a(x) - a(x) a"ec i F - i F-J V , 

( ) (F) 
xi F-J E M et ainsi f se prolonge en un morphisme g de A/01- dans M(F) 

défini par g( 1+ 01.) = (xi )F-J • 



c) => b) : soit 

d'idéaux de A contenant 

OLcI c ... cI c ... 
1 n 

une suite strictement croissante 

Ol = ,e (X) pour une partie finie X de ]'I[ 9 avec 

I = ,e(x) et X c M pour n >,, 1 • 
n n 

Pour tout n >,.. 1 

ax =ax = •.. :;=O. 
q q+1 

il existe x € r (I) - r (I ) car I = ,e(x) 
n ]'I[ n M n+1 n n 

I , il existe 
n 

q tel que a E I c I c ... 
q q+1 

et 

Soit le morphisme défini par f(x+Ot.) = 0cx ) 9 alors 
n n~1 

f se prolonge en g A/('J(. - ]'l[(N) et il existe q tel que pour n ~ q on ait 

a x = 0 pour tout a E B 9 donc B x = 0 pour n >,, q et en parti.culier 
n n 

I x = 0 ce qui est absurde. 
q+1 q 

~ Thégrèmy (cL (29)) (Renault) : Un Q-anneau (à gauche) parfait à 
' 

gauche ou parfait à droite est artinien à gauche. 

A-module 

R
2 = 0 • 

D'après le lemme 11 de (9) il suffit de prouver que R/R2 est un 

à gauche de type fini; comme A/R2 est un Q-anneau on peut supposer que 
2 Supposons donc que R = 0, on va montrer que A est noethérien en utilisant le 

lemme 3.3. et ainsi R sera de type fini. 

Soit S 
1 9 ••• , Sn un système de représentants d.es types de modules simples. 

Ce système est fini 

467 de ( 1 ) • Soit E 

car 1 1 anneau 
n 

= ©E(S.) .le 
. l 

_l=1 

A/R est semi-simple d 0 après le théorème P page 

co-générateur minimal de IModA, on va montrer 

est injectif et fidèle et comme A est un 

Q-anneau il suffit de montrer que E est ~-quasi-injectif. 

que E est ~-injectif. Comme E 

Montrons que E est ~-injectif en utilisant la proposition 4.1. b). Soit 

X une partie finie de E 9 pour tout x € E , Ann(x) est intersection finie 

d'idéaux irréductibles annulateurs d'un ~lément d 1un module E(S.) , donc ,e (x) 
l 

s'écrit 0\..1 n O. & n c,(,,s où ot.. est irréductible pour ,$. i ~ s 9 de plus 
l 

01.. = Ann(y) avec y E E( S.) pour un certain j 0 i J 

Montrons que les idéaux de A qui contiennent ,e(x) vérifient la condition 

de chaîne ascendante. Soit (Bn)n>.,0 une suite croissante d'idéaux contenant 

01.. = ,e (x) 0 Comme R
2 = 0 et que A/R est semi-simple R est un module semi-simple 

donc ot n R est facteur direct de R et R/ot. tî R = ot. + R/0t. s'injecte dans 



s s 
A/0t. , donc dans (±) A/en... ; la somme (±) A/m... s O injecte dans une somme finie de 

i=1 
1 

i=1 
1 

copies de E soit Em donc le module semi-simple R/O'l /1 R s'injecte dans le socle 

de Em qui est de longueur finie et le supplémentaire de 01. fl R dans R est de 

longueur finieo Ceci prouve qu 1 il existe p tel que pour tout q ~ p on ait 

B n R = B n R o DO autre part la sui te d'idéaux ( B +R) est stationnaire dans 
p q n n>;,o 

1 u anneau semi-simple A/R donc il existe t tel que pour q >;, t on ait 

Par modularité du treillis des idéaux de A on a donc 13 = B pour tout 
q u 

et la suite 

de 4o1o et achève la preuveo 

(:B ) 
n 

est stationnaire ce qui prouve la condition b) 

~ Corollaire~ Soit A un Q-anneau tel que A/R soit semi=simple 1 

alors pour tout entier n l 8 anneau A/Rn est artinieno 

En effet l 8 anneau A/Rn est alors parfait d 8 après le théorème P de (1) et 

est un Q-anneau d'après 1o2o 

14o3obiso Corollaire~ Un Q-anneau semi-artinien est artinieno 

On dit qu 1un anneau A est semi-artinien si tout module non nul a un socle 

essentiel (cfo (10))0 

Soit A un Q-anneau semi-artinien 1 alors A/R est aussi semi-artinien 

d 0 après la proposition 3o2o de (10), et de plus A/R est un Q-anneau sans radical 

donc est semi-simple d'après 2o7o Comme R est aussi T-nilpotent à droite d'après 

la proposition 3o2o de (10) l 8 anneau A est parfait à droite d'après le théorème (P) 

de (1) donc est artinien d 1 après 4o2o 

~ Remargue ~ Sur un anneau local commutatif A dont l 8 idéal maximal M1,; 

est de carré nul on peut construire un module quasi-injectif et fidèle non. injectif 

de la façon suivante 

Comme rt6 2 
= 0 le radical rt\., de A coïncide avec le socle et on a 

111,= ©Aa. 
iO 

1 

de S = A/m., 

où pour tout i € I on a 

et soit X = 1+111, € S 
0 

.Ann(a.) =nt, o Soit 
1 

E 

i € I posons 

Par injectivité de E 1 u application 

Pour tout 

g, :111,- s 
1 

définie par 

g.(a.) = X 
1 1 0 

ot..x. = 0 
1 1 

est de la forme a~ a x. 
1 

pour un élément X. 
1 

et a. x . = x O Pour 
1 1 0 

a€ A on a a x. -/:-0 si 
1 

de 

1°enveloppe injective 

(±)Aa. 
jf-i J 

= 0 et 

E ; on a donc 

car alors a 



est 

a X. 
]_ 

que 

inversible et si 

= 0 implique a 

ot. = .Ann(x.) 0 

]_ ]_ 

a= a a. + ~ ]_ 

€ rn, = Ann(x ) 
0 

Ceci pour tout 

où 

= 

~ € 01,i 

Ann(a.) 
]_ 

i € I . 

on a a x. = a a.x. = a x 9 donc 
]_ ]_ ]_ 0 

et alors a = ~ € en.. 
]_ 

ce qui prouve 

De façon analogue 1rapplication g :nt.,-,. S définie par g(a.) = x est de 
]_ 0 

la forme a~ az pour 

commutatif l'ensemble 

Z € E o On a donc a.Z = x pour tout 
]_ 0 

N = est un sous-module de 

i € I O Comme A est 

E, caractéristique, 

donc quasi-injectif o De plus pour tout i € I on a x . € N d one 
]_ 

N est fidèle car 

noi. = o 0 

I i 

Montrons que Z i No 
n 

Sinon on pourrait écrire Z = ~ yk 
k=1 

où 

i € I tel que i i (i 9 .oo,i } car 
1 n 

I est infini 

on a alors pour k = 1 , o •• ,n 

cette absurdité montre que Z i No 

et a.Z = 
]_ 

~ a.yk = 0 
k i 

Ainsi N est qu~si-injectif, fidèle et non injectif. 

or a.Z=x fO; 
]_ 0 

Autrement dit 9 pour un anneau local et commutatif ceci fournit une autre 

démonstration de 4.2. 

~ Lemme 

minimal de 

Soit A 

si 

un Q-anneau, de radical R , et 

n Rn = 0 on a 

Soit E2 = L} r (Rn) , 1 1 ensemble des éléments de E 
E 

n~o 

E le co-générateur 

annulés par une 

puissance de R; alors E' est un sous-module quasi-injectif de E car E' est 

un sous-module caractéristique de E o De plus pour tout entier n on a Rn= ,e rE(Rn) 

d I après 3o 1., et ,e(E 1
) = n Rn donc E' est fidèle dès que n Rn = 0 comme k 

n~o n~o 
est un Q-anneau E' est alors injectif donc égal à E car E1 contient le socle 

rE(R) de E qui est essentiel dans E. 

~ Théorème (Renault) (cf. (29)) Soit A un Q-anneau tel que A/R 

soit semi-simple, posons Ol = ('\ Rn alors A/(Jl. est un anneau noethérien. 
n~o 

On peut évidemment supposer grâce à 1o2o que 01. = 0. D'après le lemme 4 0 5 0 

pour tout x € E il existe alors n tel que Rn c .Ann(x) comme d'après 4.3 0 1 1anneau 

A/Rn est artinien ceci prouve que A/Ann(x) est de longueur finie comme A-module 

ou comme A/Rn-moduleo Pour toute partie finie X de E le module A/Ann(X) s'injecte 



dans (f) A/Arm(x) qui est aussi de longueur finie, ce qui prouve que les idéaux 
xEX 

de A qui contiennent ,e(x) = Ann(X) vérifient la condition de chaîne ascendante. 

Donc E est Z-quasi-injectif d 1 après la proposition 4o1o Comme E est fidèle et 

que A est un Q-anneau E est aussi E-injectif et A est noethérien d 0 après la 

proposition 3o3o ; ce qui achève la démonstrationo 

Remarquons que Al n R
n 

peut être noethérien sans que A/R soit semi= 
n~o 

simple comme le montre 1°exemple d 0un Q-anneau sans radical noethérien non semi-

simple donné dans la deuxième partie de l'exposé (25), (voir aussi (29) page 13)o 

5o APPLICATIONSo 

Soit A un Q-anneau de radical R 9 on va voir que lorsque A/R est 

semi-simple, les résultats du paragraphe précédent permettent de présenter le séparé 

complété de A pour la topologie R-adique comme un certain anneau d O endomorphismes 0 

On désigne to~ours par E le co-générateur minimal de WodA 0 

Soit ~ une sous-catégorie fermée de 

paragraphe 4 , pour tout A-module M on note 

ayant pour sous-modules ouverts les sous-modules 

objet de (C. 

tvlodA 

Tq:(M) 

N de 

au 

la 

sens de C21L chapitre 

topologie linéaire sur 

M tels que M/N soit 

III 9 

M 

~ Proposition g Soit A un Q-anneau tel que A/R soit semi=simple et 

n Rn= 0, alors (1) le séparé complété de A pour la topologie R-adique 
n~o 
est un A-module à droite plat; 

(4) si i est la catégorie fermée définie par la famille 

topologisante des idéaux de A qui contiennent une puissance de R la 

condition suivante est vérifiée 

(E:) pour tout A-module M et tout sous-module N de M 

la topologie Trc(N) coïncide avec la topologie induite sur N par T(t(M) o 

Duaprès 4o3o et 406. l'anneau A est noethérien, et pour tout entier n 

l 1 anneau A/Rn est artinien 9 donc la topologie R-adique est artinienneo 

on a et comme tout idéal ouvert de A 

contient une puissa.~ce de R on a aussi 

encorè s O écrire, puisque pour tout idéal OL les 

E = n r E( ot.) ; ce qui peut 
O\,ouvert 

A-modules rE(01L) et 



HomA(A/m.. ,E) sont canoniquement isomorphes 

proposition 7 de (23) le séparé complété de 

un A-module à droite plat. 

E = lim HomA(A/OL ,E). D'après la 
_,, Ot. ouvert 

A pour la topologie R-adique est donc 

(2) Il est clair que E est objet de t • Pour montrer que la condition R 

est vérifiée il suffit de prouver que t est stable par enveloppes injectives comme 

il résulte de la proposition 9 page 427 de (27). 

Soit donc JVI un objet de il} 
' 

pour tout X € JVI il existe n_ tel que 
n 

0 donc RnA x 0 et R X = = ' 
Ax est un A/Rn -module o Comme A/Rn est artinien le 

socle de Ax 
' 

comme A-module ou comme A/Rn-module, est non nul ainsi le socle 

de JVI est essentiel dans JVI • L'enveloppe injective E(JVI) de JVI est donc aussi 

l'enveloppe injective de son -socle et E(JVI) est facteur direct d 1 une somme directe 

de copies de E , comme E f V on a aussi E(M) € '4:l ce qui achève la démonstration. 

~ Remarques: Soit A un Q-anneau tel que n Rn = 0 ; soit 
A 

A le 

séparé complété de A pour la topologie R-adique. Le co-générateur minimal 
A 

E de ModA devient un A-module de façon canonique de la façon suivante: 

Soit 
,., 

a € A 
n 

défini par une suite de Cauchy (a) d'éléments de 
n 

A 9 il existe 

x € E et 

tel que n R 0x = 0, et il existe p tel que pour tout n} p on 
n 0 

ait a -a € R 0 
n p 

a x = a x , on pose al ors 
;_Il p 

ax = a x; on vérifie aisément 
A p A 

que ceci fait de E un 

est muni de la topologie définie par 

A-module. De plus E 
/'i} 

les R 

est un A-module discret lorsque A 

pour n ~ o , en effet si x € E il 
n 

tel que R x = 0 existe n 
~ 

que R x = 0 • 

et il résulte immédiatement de la définition précédente 

A 

La même démonstration montre que tout A-module discret devient un A-module 
A 

et est discret comme Â-module. Réciproquement tout 

restriction des scalaires à A un A-module noté 

A-module discret 

et est un 

M devient par 

A-module discreto 

Soit Dis A (resp. Dis Â) la sous-catégorie fermée de CVIod A (resp. IMod Â) 

ayant pour objets les A-modules (resp. Â-modules) discrets la sous-catégorie Dis 

(resp. Dis Â) est définie par la famille topologisante des idéaux à gauche de A 

(resp. Â) idéal bilatère de la forme Rn ~ de qui contiennent un (resp. R ) 

A 

Supposons maintenant que A soit linéairement compact, d'après le théorème 

2 de (24) on obtient un bon injectif de Dis Â en prenant l'enveloppe injective dans 

Dis Â de S = ® T où è/ est un ensemble de représentants des types de Â-modules 
TE if 

A 



"' simples discrets o Comme tout A-mod.ule simple est discret et comme Dis A = Dis A on 

obtient un bon injectif de Dis A= Dis Â en prenant l'enveloppe injective dans Dis A 

d'une somme de tous les types de A-modules simples 9 comme E est discret~ E est 
A 

une telle enveloppe injective et E est un bon injectif de Dis A. 

Montrons que EndAE = EndÂE. 

Il suffit de montrer que tout A-morphisme f ~ E - E est un Â-morphisme 

" soit donc f E EndAE et x E E , pour a E A défini par lill8 (a) suite de Cauchy 
n n n 

d'éléments de A il existe 
n 

p et n 
0 

tels R 
0 

0 que X= et R 0 pour_q~p donc a -a € p q 

R o f(x) = 0 et on a af(x) = a f(x) = f(a x) = f(ax) ~ ce qui prouve 1°égalité 
p p 

cherchéeo 

suivant 

En utilisant ce qui précède et le théorème 3 de (24) on a donc le résultat 

" ~Proposition~ Soit A un Q-anneau tel que le complété A de A pour 

la topologie R-adique soit linéairement compact et tel que n Rn = 0 . 
A 

n~o 
Si E est le c o-génér at eur minimal de IModA on a A= EndE d EE 0 

n.A 

~Corollaire~ Soit A un Q-anneau tel que A/R soit semi-simple 9 

soit E le co-générateur minimal de IModA et E' = U rE(Rn) 9 soit A' 
n:),o 

l'anneau quotient A/() Rn 9 alors le séparé complété de A pour la topo= 
n~o 

logie R-adique s'identifie à l'anneau 

Il y a identité entre A-modules simples et A1~modules simpleso Comme E 1 

est quasi-injectif et essentiel dans E on a E' = rE(t(E')) d'après 1o1o ; or 

t(E') =(\Rn 9 il résulte donc de 3.20 que E' est le co-générateur minimal de 
n~o 

ll'Iod Av • Si R' est le radical de A a le séparé complété de A pour la topologie 

R-adique coïncide avec le complété de A' pour la topologie R '-adique et on peut 

donc supposer que () Rn = 0° o Alors pour tout entier n 1 u anneau A/Rn est artinien 

" et la topologie R-adique est artinienne 9 donc A est strictement linéairement 

compact d 1 après les formules 21 page 49 et l'exercice 19 du§ 2 du chapitre III de (21)0 

Le corollaire résulte alors de la proposition. 



6. ,Q-ANNEAUX NOETHERIENS COMMUTATIFS. 

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont commutatifs. 

6.0. Remarques: Soient A un anneau noethérien et m,. un idéal maximal 

de A. Soit E = E(A/1"1\,,) l'enveloppe injective de A/l'l'b . Soit Ântle séparé 

complété de Arn, pour la topologie lîl,Ant-adique. Le A-module E est muni d'une 

structure de Ânt-module de façon canonique (voir 5.2. et (7) page 522) et pour cette 

structure E est 1 'enveloppe injective de Ârn,/m.Ânt,; E est aus.si 1 1 enveloppe 

injective sur AArrt, de Afft./rn.,,Arlt.. Les sous-A-modules quasi-injectifs de E corncident 

avec les sous-Altb-modules comme il résulte du théorème 3.7. de (7). En particulier 

tout sous-A-module quasi-injectif Q de E est un sous-Am,-module de E et on a, 

en notant j : A - Am, le morphisme canonique : 

6. O. L iA(Q) = j-1(1A (Q)) . 
rît 

De plus pour un idéal ~· C ~ on vérifie aisément la relation 

où chaque membre de l'égalité correspond à une structure de module de E • 

..§..:.L_ Lemmes 

6.1.1. Pour un idéal premier minimal p d'un anneau noethérien A il 

y a équivalence entre 

a) p est le saturé de 0 da.ris A pour 

b) p est le seul idéal p,-primaire 

c) E(A/p) est le co:.cps des fractions de A/p ; 
d) p figure dans une décomposition primaire réduite de 0 dans A • 

Les implications a)=> b) => c) et b) => d) sont claires. L'impli= 

cation d) => a) résulte de (21) chapitre IV 1 proposition 5 page 145. Montroni3 que 

c) => a) • On voit immédiatement avec (7) théorème 3.4. que l'on a p = p(n) pour 

tout entier n d'où l'on déduit que f Ap = 0 ; ce qui prouve que p est le saturé 

de O dans A pour p . 

6.1.2. Définitions 

1 ) On dira que 1 'anneau A possède la condition C 
0 

si tout entier 

premier minimal non maximal vérifie les conditions du lemme ci-dessus 0 

2) On dira que l'anneau A possède la condition c
1 

si pour tout 

sous-module quasi-injectif N du co-générateur minimal E de ~odA on 

a N = rE(N)(i(N)) • 



3) On dira que l'anneau A possède la condition c
2 

si tout idéal 

premier minimal de A est contenu dans un seul idéal maximal. 

Il est clair d 1 après LL qu'un Q-anneau possède la condition c
1 

les 

lemmes suivants montrent quvun Q-anneau noethérien vérifie les conditions C
0 

et c
2 

• 

Un Q-anneau noethérien vérifie C et est de dimension de 
0 

Krull ~ 1 • 

Soit p un idéal premier non maximal de A et E le co-générateur minimal 

de ModA qui s 0 écrit E = EB E(A/nt) 0 Notons A1 = rE(A//p) 9 alors A1 est 
11(, maximal 

le corps d.es fractions d.e A/p d 0 après (7) théorème 3o4o On va montrer que A1 est 

injectif et que p est minimal ce qui prouvera le lemmeo 

Comme A est un Q-anneau il suffit de montrer que le module fidèle 

N = E EB A
1 

est quasi-injectif pour que A
1 

soit injectifo Pour montrer que N est 

quasi-injectif il suffit de prouver que tout morphisme N - E(N) a une image dans N; 

comme E(N) = E EB E(A/p) on voit aisément qu I il suffit de prouver que tout morphisme 

E-> E(A/p) est nuL Soit m. un idéal maximal de A et f g E(A/rn.,) -> E(A/p) un 

morphisme supposé /::. 0 , alors il existe x E E(A/rtl,) tel que f(x) -/:. 0 9 mais Ann(x) 

est m.-primaire et Ann(f(x)) est p-primaire donc il existe n tel que; 

rn,n c Ann(x) c Ann(f(x)) c p 9 

ce qui est absurde car p est non maximal. Comme E = ffi E(A/~) 
111,maximal 

ceci prouve 

que tout morphisme est nul et est injectif 9 ce qui prouve le premier 

point. Pour montrer que dinicA ~ 1 il faut prouver que r est minimal 9. or on a 

A
1 

= E(A/p) donc d 0 après (7) théorème 3o4o 

pour tout entier n on a p(n) = p , on en déduit aisément que 

on a p = t(A
1

) = t(E(A/p)) = n (n) 
n F 

1 1 anneau 1 ocal A p 
1601.4. 

est un corps et F 
f'"r = o 

est premier minimalo 

Un anneau noethérien intègre qui véri.fie 

donc 

est local o 

et 

Supposons le contraire 9 il existe deux idéaux maximaux distincts non nuls 9 

soient nt, et tt, " Comme A est noethérien intègre on a (1 fîbn = 0 et E(A/rtt,) est 

un module fidèle ((7) proposition 3o4o) 9 de même que E(A/11:>) o Comme A est noethé­

rien commutatif il résulte du théorème 4o9o de (13) que AssA(E(A/l't\:i)) - {t'1t} 9 de plus 

on a AssA(A/rl:.) = {n,} et d'après la proposition 6060 de (13) le module 

E(A/111,) Et> A/1\ est quasi-injectif. Ce module est fidèle et A vérifie c
1 

donc ce 

module est injectif et A/rt. aussi, i o e o A/n, = E(A/ rt, ) ce qui est absurde car 

E(A/ t1,) est un module fidèle ; d'où le résultat. 



601.5. 

1) Si A est noethérien et vérifie c
1 

alors tout anneau quotient 

de A vérifie c
1 

o 

2) Si A est noethérien de dimension~ et vérifie C alors tout 
0 

anneau quotient de A vérifie C 
0 

3) Les conditions C
0 

et c
1 

se conservent par localisation par rapport 

à un idéal maximale 

1) Soit ot. u..n. idéal bilatère de 1 1 anneau noethérien A qui vérifie C 
1 

• 

Soit E le co-générateur minimal de ModA 9 soit, R' = rE(O\.) , alors d'après 3o2o 

E I est un A 1 = A/~ -module injectif O D I autre part pour un idéal maximal 11b et 

x € E(A/111,) la relation 01., x = 0 implique ot, c Ann(x) c m. d I où la relation 

E' = (±) . rE(A/~}ot..) ; 
nt, maximal 
O\.C tt\, 

et ceci prouve que E' est le co-générateur minimal de ModA' • Comme E 1 est 

contenu dans E tout sous-A'-module quasi-injectif de E' peut être considéré 

comme un sous-A-module quasi-injectif de E et on vérifie alors aisément que si 

A vérifie il en est de même de A I 
o 

vérifiant C 
0 

2) Soit A un anneau noethérien de dimension~ 1 et 

A1 = A/0\. un quotient de A. Un idéal premier minimal non maximal de A' est de la 

forme p,/cn. où p est un idéal premier minimal non maximal de A , comme p est le 

saturé de O dans A pour p on vérifie aisément que p/0t. est le saturé de 0 

dans AI pour p/0\. . 

3) La stabilité de C 
0 

résulte de la caractérisation d) de 6.1o1o et de 

la proposition 6 page 146 du chapitre IV de (21). Montrons la stabilité de 

Soient A un anneau noethérien et m. un idéal maximal de A. L'anneau est 

local et le co-générateur minimal de 

que EA(A/~) = E d'après 6.0. Soit 

muni de sa structure de Arn.:.-module, alors 

est E A (Am./lîl,AITI) qui n I est autre 

sous-~~module quasi-injectif de E 

Q est aussi un sous-A-module quasi-

injectif de E et d I après la condition c
2 

on a Q = r E(,e A ( Q)) car E est un 

sous-module du co-générateur minimal de ModA. Il résulte alors des relations 600.10 

et 6. Üo 2. que : 

ce qui achève la démonstration. 



Dans ce q_ui suit on pourra :noter F P le corps des fractions de 1 9 anneau 

intègre A/ fl pour un idéal premier minimal p de A o 

Avec cette notation on a ~ 

601 060 Soit A un aro.eau noethérien semi-local de dimension 1 vérifiant 

N tm A-m'.)du1e quasi-i:njedif 9 alors il existe des parties c. 9 soi.t 
0 

d.e Spec(A) ti:üles q_ue ~ Q et Q1 0 

( 1 ) On a 

et les idéaux p ( Q
0 

(respo fl' € Q
1

) sont des idéaux premiers non 

maximaux (resp.o n.~emiers maximaux) et N(c) pour F c Q est un sous-- ~ f . · · ~ 1 

module quasi-injectif de E(A/p) ; 

(2) Si Q est l'ensemble des tels q_ue pour tout idéal premier 

non minima:: on ait + . e ~ si 

alors les a~mJ.lateurs de M et de N coïnci.dent o 

Du abord soit p un i.déal premier de A et Q, un sous-module q_uasi-injectif 

non nul de Fp 9 on va mon+.rer que Q = FF o Soit x E FF' 9 par essentiali té de Q 

dan$ F fi il existe a € A tel que ax E Q et ax =) 0 ; C'.:lmme f!;F P' = 0 on a a i ~ ; 
d'après le lemme 3o2o de (7) le morphisme y,...., ay est Ui."l. automorphi.sme de E(A/p} 9 

soit u son inverse 9 on a u(ax) = x et comme Q est q_uasi=i.njectif on a u(Q) c Q 

ce qui prouve que x € Q et Q = F f o 

(1) Soi.t maintenant N un A=module quasi-injectifg on décompose N en 

somme directe de modules q_uasi,-inject:tfs :indécomposables ~ deux facteurs qui ont la 

m~me enveloppe injective sont isomcrphes d'après le lemme 6010. de (13); en.utilisant 

la condition C w le fait q_ue la dimension de A soit A et la proposition 3.1. de 
0 

( 7) on a la décomposi tian de ( 1 )o 

(2) Soit p-€ Q
0 

tel que pour un idéal premier non minimal 1Jb € Q
1 

on ait 

p c 111, o Le module Fft (:Ï:) N(rn,) = Q est q_uasi-injectif comme facteur direct d.e N 

donc est stable par les endomorphismes de E( Q) = Fp (±) E(A/~) o .Soit x € rE(A/nt,) (p) ~ 

on a f' c Ann(x) ffe donc il existe un morphisme ~ 

A/p....., A/ Ann(x) c...,, E(A/rrt,) 



qui se prolonge en un morphisme u; Fp - E(A/m,) ; prolongeons u par 0 sur 

E(A/rtt.) on obtient alors un morphisme v; E(Q) - E(Q) tel que v(Q) c Q. En par­

ticulier x = u( 1+f') = v( 1+p) E Q et on a : 

rE(A/11b)(p) c N(rrt,) • 

On en déduit la relation 

,e(N(rrt.)) c ,e(rE(A/~/p)) • 

Montrons maintenant que ,e(rE(A/ITb/p)) = f 0 

Posons T = rE(A/m,/f') 9 alors d 1 après 6.0.2. on a T = rE(A/itb)(PAttt.) 9 donc d'après 

3.1. ,e A (T) = pAm, • Soit j ~ A - Am, le morphisme canonique, on a alors avec 
~ 

6.0.1. la relation: 

,e A ( T ) = j -1 ( ,e A ( T ) ) = j -1( pAm. ) = f' 
m., 

Finalement pour p E Q
0 

contenu dans un idéal premier non maximal ftt, E Q
1 

, on a la 

relation: 

,e(N(111.)) cf= ,e(Ff:1) 9 

et la conclusion de (2) est alors claire. 

Remarquons que ceci prouve que si N est quasi-injectif et s'écrit comme 

dans 6. L6. ( 1) on a pour tout idéal premier non minimal 1Tb la relation ; 

N(rtt,) :=) ~ r E(A/~) (p) . 
prno 
pc nt 

Remarquons aussi que, avec les notations de 6.1.6. (1.), l'ensemble Q
0

uQ
1 

n 1 est autre que AssA(N) et le lemme 6.1.6. exprime que pour tout module quasi-injec­

tif N sur un anneau noethérien semi-local de dimension vérifiant C on peut 
0 

trouver un module quasi-injectif M qui est fidèle (resp. injectif) si et seulement 

si N l 9 est et de plus M n°a pas d 9 idéaux associés immergés. 

6.1.7. Soit A un anneau noethérien semi-local de dimension 1 vérifiant 

les conditions C
0 

et c
2 

et tel que pour tout idéal maximal nt, et pour 

tout sous-module quasi-injectif N de E(A/m,) on ait N = rE(A/rtb)(,e(N)) 

alors tout A-module quasi-injectif et fidèle est injectif. 

Soit N un A-module quasi-injectif et fidèle. Supposons que N se décom­

pose comme dans 6.1.6. et soient M9 Q09 Q
19 

Q définis comme dans 6.1.6. Pour montrer 

que N est injectif il suffit de montrer que le module quasi-injectif est fidèle M 



18.20, 

l 1 est puisque 1 1 anneau A est noethérieno Pour cela il suffit de montr.er que pour 

tout idéal ff1., E Q
1 

le module N(m.,) est injectif. 

( 1) - Soit 111., un idéal premier d'un anneau noethérien A et .N un sous-

module quasi-injectif de 

primaire réduite de t(N) 

contenue dans fil, • 

E(A/rtt,) , soit t(N) = 
dans A 9 alors pour 

Q n .. o n Q une décomposition 
1 u 

i = 1 , ••• ,n la racine de Q. est 
J.. 

En effet 9 d'abord ,e(N) est saturé pour m, dans A car si a E A et 

b i m, sont tels que baN = 0 on a aN = o d'après le lemme 3.20 de (7) et a E 

Ensuite il résulte de la proposition 6 (iii) page 146 du chapitre IV de (21) qu'une 
n 

décomposition primaire réduite de ,e(N) dans A soit ,e(N) = n Q. s I obtient à 

t(N). 

partir d'une décomposition 
n 

t(N) = ('\ Q! en prenant 
rn, i=1 1 

donc Qi c !Tl, = j- 1 
( rt1. Artb) 

(2) - Soit 
n 

primaire réduite de 

Q. = j- 1(Q!) où 
J.. J.. 

et la racine de 

j 

Q. 
J.. 

i=1 
1 

dans Arn, soit 

est le morphisme canonique 

est aussi contenue dans rrt, 

un idéal premier maximal et non minimal et soit 

t(N(~)) = n Q. 
• 1· J.. 

une décomposition primaire réduite de dans A , il 
J..= 

résulte de (1) que la racine de est contenue dans 

Soit ITT, E Q 
1 

un idéal premier maximal et minimal, il résulte de ( 1) que 

{t(N(rrt.,)} est alors une décomposition primaire réduite de ,e(N(llb) dans A o 

Il réshlte alors de la condition c
2 

, de la définition de Q 9 et de ce 

qui précède que: 
Sm., 

o = ,e(N) = i(M) = n p (\ n 
i:xrn rrn1 

n Q~ 
i=1 

1 

F minimal rtl,non minimal 

est une dièomposi tion primaire de O dans A telle que deux idéau\x: primaires dis­

tincts 0'\.
1 

et ot.
2 

intervenant dans cette décomposition aient des racines dis­

tinctes ide plus ces racines sont incomparables (pour ltinclusion) sauf si il existe 

!TI, E Q
1 

et non minimal, et i 9 j avec 1 ~ i ~ 1Tb 1 " j ·~ Sil(, ; tels que 

ou de 
~ 

01.
2 

= Qj et rît., et la racine de 

(3) - Soit il résulte de la proposition 3 page 141 du chapitre 

IV de (21) et de la pro'position 1 O page 89 du chapitre II de (21) que 1 1 on a dans 

Am, les relations : 

si et si m. est premier minimal, 

ou 
si et si 11b est non minimal. 



18.21. 

Donc pour m, E Q
1 

on a ,e(N(nt.)~= 0 dans Arn, • 

On a alors en utilisant la dernière hypothèse de 6.1.7. et la relation 

6.0.2. les relations suivantes: 

N(rn.,) = rE(A/rtt,)(,e(N(rtb))) = rE(A/nt,)(O) = E(A/nt) , 

qui prouvent que pour rtl.,E Q
1 

le module N(rt\,) est injectif; ce qui achève la 

démonstration. 

6.2. Etude du cas local : 
" Pour un anneau local noethérien A de radical ~ notons A le complété 

nt-adique de A et E = E(A/m,) • Il résulte de la structure de Â-module de E que 

tout sous-A-module de E en est un sous-Â-module et ainsi est quasi-injectif (6.0.). 

Il résulte du théorème 4,2. de (7) que pour tout idéal ot.' de Â et pour 

tout sous-module N de E on a les relations 

6.2. 1. 

Pour un 

a) pour 

b) pour 

Lemme : 

anneau local noethérien A 
A 

tout idéal 01. i de A on a 

tout sous-module N de E 

et 

il y a équivalence entre 

"'-' = ( 01,.' n A)"; 

on a N = rE(,eA(N)) • 

a) => b) • Soit N un sous-module de E • Comme ,e /N) = ,e lN) n A il 

résulte de a) que ,eÂ(N) = ,eA(N)". Soit x E E tel que ,eA(N)x = 0 et a E ,eA(N)" 

a est limite d'une suite de Cauchy (an) d'éléments de ,eA(N) • Il existe n,p tels 

que x E A = rE(m, n) et pour q ~ p a -a E 11\,n et on a a x = ax par définition 
n p q p 

de la structure de Â-module de E , mais apx = 0 car ap E ,e A ( N) ce qui prouve 

que ,eA(N)" x = 0 et ainsi on a 

b) => a) • On peut montrer aisément comme ci-dessus pour ,eA(N) que pour 

un idéal l7L de A on a r E( 01..) = r E( G°l.) . On a alors ies relations suivantes avec 

6.2.0. ·: 

Appliquons l'hypothèse b) 

On a avec 6.2.0. les·relations 

pour un idéal O'l.' de Â • 



d'où le lemme. 

6.2.2. Corollaire Soit A un Q-anneau local noethérien de complété 

nt.-adique 

(1) la correspondance 01.. ~ ~ définit une bijection entre les idéaux 
A 

de A et ceux de A. 

(2) cette bijection conserve les idéaux premiers. 

(1) Comme A est un anneau de Zariski pour la topologie m.-adique on a 

pour tout idéal Ot. de A la r_elation : 

D'autre part comme A est un Q-anneau:, d'après 1.1. l'assertion b) du 

lemme 6.2.1. est vérifiée pour tous les sous-modules de E, on a donc pour tout 

idéal 0\. 1 de Â la relation 

Les relations 6.2.2.0. et 6.2.2.L donnent la première assertion. 

(2) Pour démontrer la seconde assertion on utilise le théorème 6.2 • .4. 

qui sera démontré plus loin; comme aucun résultat avant 6,3.2. n'utilise cette 

assertion il n'y a pas de cercle vicieux. Soit f[ un idéal premier de A alors 

A/p est un Q-anneau intègre, donc son complété nt./p-ad:iqÜe (A/p) A est aussi 

intègre d'après 6.2.4. ; et comme (A/p)A = Â/~ d'après le corollaire 2 page 258 

du Tomme II de II Samuel-Zariski'.' 1 'idéal p est premier dans Â • Il est clair que 

pour tout idéal premier 0\. de Â l'idéal ot. n A est premier dans A, d'où la 

seconde assertion. 

Cette seconde assertion de 6.2.2. est due à Renault. 

Pour simplifier les énoncés on supposera dans les deux résultats suivants 

que l'anneau A est non artinien. 

6.2.3. Théorème : Pour un anneau local noethérien A de radical 

et de complété rl1, -adique Â il y a équivalence entre 

a) A est un Q-anneau 

b) A est de dimension 1, vérifie 

on a 0\.. 1 = ( 0\..' () A) " ; 

c) A est de dimension 1 ~ vérifie 

E on a N ~ rE(tA(N)) • 

C , et pour tout idéal 
0 

Ol.' de Â 

C , et pour tout sous-module N de 
0 



L'implication a)=> c) résulte de LL et de 6.L3o en se rappelant que 

tout sous-module non nul de E = E(A/nt,) est quasi-injectif et essentiel dans Eo 

Véquivalence de b) etc) résulte immédiatement de 6o2o1o 

Montrons que c) => a) o .Pour cela on utilise la proposition 2 o 9 0 b) de 

(16) Leo on montre que pour tout quotient A' de A tout Ai-modulé quasi-injectif 

et fidèle est injectifo Soit A' un quotient de Ai si Ai est artinien"la conclu­

sion résul.te de 1o101 o Sinon AI est un anneau local noethérien de dimension 1 qui 

vérifie C et 
0 

d 0 après 6oL5o et la conclusion résulte de 6oL7o 

On suppose toujours que 1 u anneau A n I est pas artinieni alors 

6 o2 o 4o Théorème 

équivalence entre 

Pour un anneau local noethérien intègre A il y a 

a) A est un Q-anneau 9 
A 

b) A est de dimension et le complété A de A est un anneau intègre o 

a) => b) . De abord si 1Tb est le rad.ical de A tout idéal non nul de A 

est ltb.-primaire d'après 6.,1.3" Soit 0\. 1 un idéal de Â , non nuL Il résulte de 

60201 o a) et de 101 ~ que 01.} n A~ 0 donc il existe n tel que ~n c Ot.1 n A 

duoù Îttn = 'rftn c ( ot..' () A)A= 01. 0 et tout id.éal non nul de Â est 'irt-primaire 

ce qui prouve que nt est le seul idéal premier non nul de Â comme A n°est pas 
A A 

artinien A n'est pas artinien et O est donc premier dans A et d 0 après 6 02 03 0 b) 

on a donc a)=> b) o 

b) => a) o Comme A est de dimension .1, il en est de même de Â o Comme 

tout quotient propre de A est artinien donc est un Q-anneau 9 il suffit d O après la 

proposition 2o9o de (16) de montrer que tout A-module quasi-injectif et fidèle N 

est injectifo Comme un module quasi-injectif qui contient une copie de A est injec-

tif on peut supposer en utilisant 601 06. et le fait que A soit intègre que 

s 1 écrit N = N (I) où N c E = E(A/111.) est un module fidèleo Le A-module 
0 0 

N 

N 

est un Â-module, si 1°idéal tÂ(N
0

) 

0 

est non nul c O est un idéal ~-primaire et il 
~n 6n ( existe n tel que m; = m; c tÂ N

0
) d'où 

m.n C tÂ(No) n A= tA(No) 0 

Comme ,e A (N
0

) = 0 et comme A est intègre et non artinien ceci est 

absurde. On a donc ,eÂ(N) = 0 et N
0 

= E d 1 après 602.oOo, ce qu:i prouve que N 

est injectif et achève la démonstrationo 

Il résulte de 6,,1o4. qu 0un Q-1:lnneau noethérien intègre est local et ainsi 

le théorème précédent caractérise les Q-~neaux noethériens intègres" 



Tout anneau de valuation discrète est un Q-anneau 0 

En effet 9 le complété d 0un anneau de valuation discrète est encore un 

anneau de valuation discrète donc est intègreo 

~ Cas général • 

Remarquons d 0 abord qu 1 il résulte de 2.5. qu 1 un Q-anneau noethérien est 

semi=local 9 i.e. a un nombre fini d 0 idéaux maximaux. Les résultats de 602.0 permettent 

de caractériser les Q-anneaux noethériens commutatifs 9 complets pour la topologie 

R-adique. 

On a le théorème suivant~ 

. 603. 1. Théorème ~ Pour un a.nneau noethérien.et complet A il y a 

équivalence entre: 

a) A est un Q-anneau 

b) A est un anneau semi=local 9 de dimension ~ 1 

c) A est produit fini d 0 anneaux locaux complets 9 

et vérifiant C 
0 

et vérifie 

de dimension 

L'implication a)=> b) résulte de 2.5. et de 6.1.3. 

C 
0 

,$. 

Montrons que c) => a) o D 0 après 6.2o3o c) et la seconde formule de 6 0 2 0 0 0 

un anneau local noethérien de dimension 1 , complet et vérifiant 

l 1 assertion c) => a) résulte alors de 1o1.1o et 1.3. 

C est un Q-anneau; 
0 

Montrons que b) => c) o Soient !tt
1 

, • o o , m, les idéaux maximaux de 
n 

1°anneau semi-local A • D1 après le corollaire de la page 59 du chapitre III de (21) 
n A 

on a A = II A o Or 
i=1 ltbi 

logie définie par son 

70) 9 la dimension de 

Ârtl,.est un anneau local noethérien et complet pour la topo-
1. 

radical ( (21 L chapitre III, proposition 1. 9 0 page 5 3 et 8 page 

est évidemment ~ et vérifie C 
0 

d I a prè s 6 • 1 • 5 o 

6.'3.2. Proposition g Soit ,A un Q=anneau noethérien de radical R 9 

alors le complété R-adique de A est un Q=anneau. 

Il résulte du corollaire de la page 59 du chapitre III de (21) et de 1. 3. 

qu I il suffit de prouver la proposition lorsque A est local. 
" Soit donc A un Q=anneau local noethérien de radical m., et soit A son 

complété nt-adique qui est local noethérien complet et de dimension , t • Si Â 
A 

est de dimension O, alors A est artinien donc est un Q-anneau et on peut supposer 

que Â est de dimension 1. Soit alors p1 un idéal premier minimal non maximal de 



Â, alors d 1 après 6.2.2. on a p' = p pour un idéal premier p de A 1 minimal et 

non maximalp de plus p appartient à la décomposition primaire de O dans A, i.e. 

il existe un idéal OI.. P non nul, de A tel q_ue p (1 ot. = O ; on a donc dans Â la 
-A " ,,,... relation p' n 01., = p () ot. = 0 q_ui prouve q_ue p I est dans la décomposition primaire 

de 0 dans Â. J\insi Â vérifie la condition C 
0 

et Â est un Q-anneau d 1 après 

6&J•2• Remargues et exemples~ 

Soit A un anneau noethérien semi-local de dimension 1 et réduit 

(i.e. sans éléments nilpotents). 

1. - Si A est un anneau complet pour la topologie R=adiq_ue il résulte 

de 6. 3. 1 • q_ue A est un Q-anneau. 

2. - Si A n 1 est pas complet soit Â le complété de A, si Â est 
A 

réduit il résulte de la remarq_ue ci-dessus q_ue A est un Q-anneau. Ceci se produit 

par exemple lorsq_ue l'anneau A est excellent ((28), 7.8.2.)~ cependant même dans 

ce cas l'anneau A n'est pas toujours un Q-anneau comme le montre l 1 exemple suivant. 

3. - Soit B l'anneau t[X,Y] et p = X(X2+Y2
) + X2-Y2 • On vérifie 

aisément q_ue pB est un idéal premier de B et ainsi l'anneau B/pB est intègre, 

noethérien, et de dimension 1 car Oc pB c XB + YB est une chaîne maximale d'idéaux 

premiers de B q_ui est de dimension 2. Soit 11, = XB+YB et soit A l 1 anneau 

(B/pB)"71pB. L'anneau A est local, noethérien; intègre, de dimension 1 et son 

complété pour la topologie R(A)-adiq_ue s 1 identifie au complété de B/pB pour la 

topologie rt,/pB-adiq_ue d'après la proposition 8 page 56 du chapitre III de (21) 

ce dernier complété n'est autre q_ue :Ê/pB où Ê = IC[ [X, Y]] • L'anneau A est 

excellent d 1 après (28) 7.8.3.(i) et (iii). On va voir maintenant q_ue Â = Ê/pÊ n'est 
A 

pas intègre. Pour cela il suffit de remarq_uer q_ue dans l'anneau B on peut écrire 

les :relations : 

Ceci prouve q_ue 1 1 anneau A n'est pas un Q-anneau d'après 6.3.1., mais 

Â est un Q-anneau d 1 après la remarq_ue précédente. En particulier ceci montre q_ue 

la proposition 6.3.2. n 1 admet pas de réciproq_ue. 

6.3.4. Proposition~ Soit ,A un Q-anneau noethérien, si A est 

réduit alors Â est réduit. 

Cette proposition généralise d I une certaine façon, 1 1 assertion a) => b) 

de 6.2.4. 



Soit A un Q-anneau noethérien réduit, 1 u anneau Â est un Q-anneau 

d 8 après 6.3.2q donc d 8 après 6.3.L l 8 anneau Â est produit fini des anneaux locaux 

Âm, pour rt'3 idéal maximal de A O Il suffit donc de montrer la proposition lorsque 

A est local d 0 idéal maximun rT\:, 0 D1 après 6.2.2. (2) tout idéç1l premier minimal p,0 

d.e Â s I écrit J1 pour ux1 idéal premier p = f u n A qui est. min.imal dans A j Gomme 

O est 1 u intersection des idéaux premiers minimaux de A on voit que O est aussi 

1 u intersection des idéaux premiers minimaux de Â , ce qui prouve que Â est sans 

élément nilpotent non nul donc est réduit. 

6.'3•2· Théorème g Pour un anneau noethérien A les as(:lertionssuivantes 

sont équivalentes g 

a) A est un Q-anneau 

b) A est semi-local. de dimension , et tel que~ 

C ' tout idéal premier minimal non maximal est dans la décomposition o' 
primaire de O 9 

C 
1
) pour tout sous-module quasi-injectif N du cogénérateur minimal 

Ede IX[odA ona N=rE(N)(,e(N)) 

c) A est semi-local et tel que 

- pour tout idéal maximal ~ 1 ° anneau Am, est un Q-anneau 9 et 

c
2

) tout idéal premier minimal est contenu dans un seul idéal 

maximal 

d) A est semi-local 9 de dimension ~ 1 , vérifie les co:ndi tions C 
0 

et c2 ci-dessus et de plus 9 pour tout idéal maximal m. et tout sous-

module quasi-injectif N de E(A/m.) 

a) => b) résul.te par exemple de 6. 10 3. 

b) =::;) c). Il résulte de 6.L5. (3) et de 6.2.3. c) que pour tout idéal 

maximal rt\, de A 1°anneau Am, est un Q-anneau. Pour un idéal premier minimal 

intègre et vérifie c
1 

duaprès 6.,t.5. donc 

c
2 

• 

non maximal Ps de A 1°anneau A/~ est 

est local d I a.près 601..4. et A vérifie 

c) 1 > d) • A est de dimension "' d'après 6.1 •. 3. U résulte aussi de 

6. 1 • 3. que pour un idéal maximal fTb 1 ° anneau Am.. vérifie C
O 

En utilisant 6. 1 0 1. 

b) et la proposition 3 .page 141 du chapitre IV de (21) on en déduit que A vérifie 

la condition C • La dernière condition de d) résulte de la relation 
0 

EA (A/ Ob) = EA (Arn./rn.Al'fb) pour tout idéal maximal fîb de A et du fait que A 
111., 

est un Q~anneau. 



d) => a) • Duaprès 6.1.5. tout anneau quotient de A vérifie C o On 
0 

vérifie aisément que la condition c
2 

et la dernière condition de d) sont vérifiées 

pour tout anneau quotient de A O Ainsi tout anneau quotient de A est artinien ou 

vérifie les conditions de d)o 

En utilisant 1 o 1. î o et 60 1 0 7 0 on voit alors que pour tout quotient Au de 

A tout Au-module quasi-injectif et fidèle est injectif et A est un Q-anneau 

duaprès la proposition 2.9. de (16)0 
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