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SEMINATRE D'ATLGEERE NON COMMUTATIVE,
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ANNFAUX PRESTMPLIFIABLES ET ANNEAUX ATOMIQUES

par Alain BOUVIER

Dans ce travail, nous présentons les anneaux présimplifiables, anneaux

dont le demi-groupe multiplicatif est présimplifiable (5)o Ils sont définis par
la condition :
x£0 et y £ wlh) = xy £x .
Cette notion généralise la notion d'anneau integre. Indépendemment de
nous, elle a été introduite par Fletcher (10), dans le cas des anneaux unitaires,

sous le nom de pseudo-domaine,

Nous étudions les anneaux abomiques, - anneaux dans lesquels tout élément

non nul et non immersible admet une factorisation en éléments irréductibles, -
et plus particulicerement les anneaux de fractions des anneaux atomiques, Nous
donnons des conditions suffisantes pour gqu'un anneau de fractions d'un anneau
atomique soit atomique ; nous terminons en montrant gue deux résultats démontrés

dans (4) et (12) sont inexacts et nous en donnons un énoncé correct,

Terminologie et notations.

* Les anneaux considérés sont commutatifs, non nécessairement unitaires,
. - 1 . s .
* 31 A est un anneau, on désigne par A le demi-groupe multiplicatif
. s . 1 . . .
de A si A est unitaire ; sinon, A est le demi-groupe obtenu par adjonction

N

% A d'un élément neutre (8). On note %b(A1) le groupe des unités du demi-

groupe multiplicatif A1 . On convient que pour tout x ¢ A x°=1 .

% On note MWL) ou Mo le groupe des unités de A lorsque A es%t
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unitaire ; sinon, on pose Mo= § .

* Si a,b € A, si bAﬂ [ aA1 , on écrit aib et l'on dit gue a divise b.
La relation ainsi définie est un préordre compatible avec la multiplication dans A,

* (On désigne par R 1'équivalence d'association définie sur A par
(a &Eb) {==> (alb et b]a) (== (aA1 = bA1)o Elle est compatible avec la multi~-
plication dans A . (n note & la classe de a modulo & .

* A/Sb est canoniquement ordonné par 2 § b (=> alb o 31 A est unitaire
WUW> est une classe modulo B et 1e plus petit élément de A/&é

* Oon dit que p € A- W est premier si 1'idéal principal pA1 gqu'il

engendre dans le demi=groupe A est un idéal premier ; cela équivaut & affirmer

que  (p|ab) => (pla ou p|b) .

On dit que p € A-W est irréductible si Z est minimal dans A?'Mal&b

clest-a-dire si (a|p) => (a ¢ W ou a &p).

On dit que p € A- W est indécomposable (7) si

(p:aa

18 oo an) => (3 1ic¢e [19n] p!ai) . Fletcher (9) appelle ces éléments

des éléments irréductibles,

Les éléments premiers et les éléments irréductibles sont indécomposables ;
mais un élément indécomposable n'est pas nécessairement premier ou irréductible.
Par exemple, dans Z , O est indécomposable mais réductible 3 si A= 3Z , 6 est

irréductible donc indécomposable ; 6 n'est pas premier car :

18 = (=3)(=6) ¢ 6a' alors que =3 £ 6A' et que -6 ¢ 6A' .

Premier :===§=:§;§
Irréductibleéféfaa

indécomposable
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§1, ANNEAUX PRESIMPLIFIABLES.

Définition. : On dit que- A est un anneau présimplifiable si

(Vxea)(Vy e M)y =x=>x=0 ou y¢ U)
cltest=a-dire si et seulement si le demimgroupe multiplicatif de A est pré-

simplifiable (5),

~ Exemples s 1) Tout anneau intégre est présimplifiable : Si A est

un anneau intégre, si xy = x et si x ;é O alors si z € A xyz =X2 => y2 = 2 .
Donc y est neutre dans A .

2) A est présimplifiable si et seulement si A est

un pseudo domaine (10). : dans (10) Fletcher pose, pour tout x € 4 :

W(x) ={y e A; 3z¢d xyz =x} . Wx) peut &tre vide.
Un anneau A est appelé un Eeudo-domaine si s

VX€A* WX):%

Un anneau non unitaire es‘E donc un pseudo-domaine si et seulement si
Vx ¢ ax Wx) =0 .
Si A est pr'ésimplifiablegv'si x € A* , Wx) =W . Bn effet, on a
toujours %g %(X) 3 réciproquement, si y ¢ ’Vb(x) , 11 existe x € A tel
gque Xyz =X ., Comme X £ A¥ vz € 'IA; donc v € W
Si A est u_n> pseudo-domaine, si xy =% avec x f- 0 , montrons que y € W
xy = x =y =x =y e Wilx) =W .

3) Tout f-anneay de Gluskin (11) est présimplifiable ;

Gluskin (11) appelle g—anneau tout anneau unitaire tel que les idéaux du demi-
groupe multiplicatif de A soient des idéaux de l'anneau A . Un tel anneau est
présimplifiable. En effet, on sait (11) que :

A=Wu(W+1) .
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ponc si xy =x et y [’Mg calors y € YW+1 donc y = u+t! avec u € W
X = Xy = x(u+1) = xusx donc xu = O .
Mors x = (Xu)u_1 =0 .

4) Si n € N* est primaire, Z/nZ est présimplifiable

(on dit que n est primaire (12) si n est une puissance d'un ﬁombre premier)o
En effet, si n = pk avec k> 1 et p premier, si §§ =X avec x # 0 alors
xy-x = x(y~1) = ka avec N € 4 .
Comme x n'est pas divisible par pk s, y—1 est divisible par p ; il existe
heW et € 2Z tels que y-1 = uph . S1 (a,B} = 1 veut dire que o et g -
sont étrangers :
(7,0%) = 1 => (7,5°) =1 = v ¢ W(#/p2) .
Remarque : Réciproquement, si Z/nZ est présimplifiable, alors n est primaire

(1). On peut voir directement que 2/6Z n'est pas présimplifiable puisque, par

exemple, 2.4 =2 avec 2 # 0 et 4 ¢ W (z/62) .

Les exemples précédents ont prouvé qu'un anneau integre est présimplifiable,
mais que la réciproque est inexacte. Le résultat suivant donne une condition

suffisante pour qu'un anneau présimplifiable soit intégre.

Théoréme 1.1,

Pour qu'un anneau présimplifiable A solt intégre, il suffit

que A/R  vérifie la condition minimale et que A posséde un élément premier

simplifiable,

Démonstration : On suppose que A n'est pas un corps et que A # {0}

sinon le résultat est trivial, Soit p un élément premier simplifiable de A,
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Tout élément x de A peut s'écrire x = pns avec n € N et s ¢ pA1 .
.81 x £ pA1 , 11 suffit de prendre n =0 et s =x .,

« Si X € pA1 , X = DX, . Ol x1 4 pA1 , 11 suffit de prendre n = 1

1

et s = X, - Si x, € pA1 x, =X, . Ce procédé est fini. Sinon, par récurrence,

it i , = . it X
on constrult une suite (Xn)n 31 telle que Xn X La suite (Xn)n 5

n+1
de A/R est décroissante donc stationnaire, Par conséquent, il existe n 3 1
- = PR . . 1
- N = R
tel que X, = Xn+1 o On en déduit qu'il existe y ¢ A tel que Xn+1 Xny Alors
X =X .

Comme A est présimplifiable, deux cas sont possibles 3

. X =03 alors x = 0 : absurde

. YPEWU ; alors p € W : absurde.
A est intég?e ; sinon, il existe x € A*¥ et y ¢ A¥ tels que Xy = 0 . D'apres
ce qui préceéde, on peut écrire :

pns et y = pmt avec . n,m€ W , s [ pA1 et ¢ K pA1 o

™
1l

. na n)y1 ou mpy 1, sinon

! alors que pA1 est un idéal premier, que

(@]
Il

st € pA
8 { pA1 et que t [ pA1 .
. Donc, O = pn+m st avec n+m y 1 et st ¢ pA1 donc st % 0. Il en

résulte que p est un diviseur de zéro dans A , ce qui est absurde,

Rappels : 1) Dans un anneau unitaire, si u ¢ %
a = bu => a Kb .
La réciproque est inexacte (9) . Si K est un corps, si :
A= K[X,y,z]/(x—xyz)
55 ; TIE cer FHEo-F .
Mais quel que soit u € W XU # Xy .
2) Si p est irréductible, il n'est pas toujours vrai que

ab=p=>acWw ou beW
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Dans 2Z/6Z , 2 est irréductible, Pourtant, on a :

2.4, = 2 avec 2%% et 4;{%

Proposition 1.,2. ¢ Si A est un anneau présimplifiable

a) 1 est le seul idempotent éventuel autre gue 0

) (xRy)c=> (Ju e W (4)x = yu)

¢) p € A*~W est irréductible si et seulement si

(p=2ab) => (aeW ou beU )

Démonstration : (a) est évident.

(b)'il est clair que si x =yu avec 1u ¢ %(AU
alors x Ry . Réciproquement, si X%y ; 11 existe a,b ¢ A1 tels que x = yb
et y=xa .81 a=1 ou b=1, le résultat est évident. Sinon
x =xab => x =0 ou ab €W o

S X

il

0 alors x = {0} et le résultat est vrai., Si x # 0 alors
ab ¢ W => a ¢ W et le résultat est envore vrai,

(c) La condition est suffisante pour que p soit
irréductible. Réciproquement si 7p est irréductible et si p = ab , alors al|p
si afW , ona a®Rp donc a=pu avec u€eW - Alors p# 0 et

p = pub entrafnent b ¢ W

Proposition 1.3, ¢ Si A est un anneau présimplifiable, tout élément

indécomposable non nul est irréductible.

Démonstration :si p € A% Wy est indécomposable, si a|p alors

ab . Si p*a ona b&Rp donc b=pu avec u € W , Alors p# 0 et

1Y

pau => au €¢ W donc a ¢ W .

Il

p
Remarque : Dans un anneau présimplifiable, si p ¢ A¥=
p drréductible

P pr emier —m———————% v ﬂ

p indécomposable
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Proposition 1.4, : Dans un anneau artinien présimplifiable unitaire,

tout élément non inversible est nilpotent,

Démonstration : Si A est présimplifiable artinien, si x ¢ A~

puisgue (XnA)n S 1 est une suite décroissante didéaux, il existe n € B¥* tel
4

que XA = Xn+1A.. 2 et 0

sont associés donc il existe u €W tel que :
X =X u o

Comme X[W , xu g W done x .= 0O

© En particulier, fout domaine d'intégrité artinien est un corps, et dans

toubt anneau présimplifiable fini, les éléments non universibles sont nilpotents.

(Le résuitat est encore vral si A n'est pas unitaire ; car dans ce cas,
si x € A ; le demi=groupe Oyélique gu'il engendre dans A est fini, Donc il
existe deux entiers r et s tels que 1 r ¢ s et = x » Comme A est
sans élément neutre, nécessairement X =0 ) .
Remarques :5i A est un anneau présimplifiable, A[X] n'est pas nécessairement
présimplifiable et si I est un idéal de A , A/I n'est pas nécessairement
yrésimplifiable : |

. 2 _est présimplifiable ; Z/6Z ne 1l'est pas.

. 2/82 est présimplifiable H Z/SZ[Xj- ne 1l'est pas puisque
(3+2%) (444X) = 4+4X alors que 4+4X £ 0 et 342X ,,éua- (z/82[x]) .

On peut toutefois énoncer :

Proposition 1.5, ¢ 851 T est un idéal. primaire d'un anneau unitaire 4 ,

alors A/T est présimplifiable..

Démonstration ¢ Supposons gque §§'= X avec X % 0 . Puisque

y-1 et soit nul, soit un diviseur de zéro dans A/I , Dans le premier cas,
§ e‘us(A/I), Dans le second cas, §=T est nilpotent (12), Donc il existe n ) 1

tel que @
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- -~ n o
(y=1)" =0
(y=1)" e 1
n -k k
(-0 e T = (1) oy e I
k=0 . .
ay =1 ou ay = - 1

v € W (/1)
Nous igncrons si la réciproque est exacte. Toutefois, elle 1'est dans 2Z ;
si 2/nZ est érésimplifiébleg alors n est primaire.
On dit qu'un énneau unitaire est lecal s'il posséde un unique idéal

maximal propre,

Proposition 1.6. : Tout anneau local est présimplifiable,

Démonstration : Soit A wun anneau local et YW son unigque idéal

maximal propre, Si Xy =x avec x # 0 et y € W , alors y € m
Puisque x(y-1) = 0 avec x # 0 , y-1 est un diviseur de zéro dans A ,

done WLQM»,MWS1=y%%ﬂ€¢mz%wM&

§2. ANNEAUX ATOMIQUES,

Définiticn : On dit que d = p1p2 coo By est une factorisation compléte

de d =i tous les p. sont irréductibles. Si tout élément de A% -~ W admet

-

une facgorisatibn compléte, on dit queA A est atomique, [F1] o
EXemplés : 1) Tout anneau factoriel est atomique.
2) Tout anneau présimplifiable & factorisation unique
au sens de Fletcher (9) est atomique,

3) Pour tout n ) 1 , 2/nZ est atomique. En effet :
o

1
dans 2/nZ :

o

1p22 oo pnn ou les P, sont premiers, alors Ei est irréductible

S n=p
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e ) A1 =D AW (2/n2)

o [0 (04 C(;n
8lp; = 3x, 0 €2 ax-p =D, b, .o B

a1—1 o «,
ax = p1|:1+}\]g>1 Py oo pn] .

Deux cas sont possibles : p1[a alors 3113 et 51£Q;Z> ou bien p1 X a ;

alors (p1,a) =1 et p1lX . Donec il existe y tel que apy = p1[1+%i]

1 1

ay=1+)\;;___>(agi)=1o(}omme <a9p)=1
Pj- , 91 1'

(a,m) = 1 = ;E W (z/nz2) .

Siox ¢ Z/nZ , dans Z:n=u I p Vp(x) ol P est l'ensemble des nombres
' peP

prémierso Comme (pyn) = 1 = 5 £ W et (pgn) % g o=> 5 irréductible, nous

voyons que dans Z/nZ , x admet une factorisation compléte.

Remarque : Un anneau atomique n'est pas nécessairement présimplifiable : 2/6Z
est atomique mais n'est pas présimplifiable,
Le théoréme suivant permet de donner d'autres exemples d'!anneaux

atomiques.

Théortme 2.1. ¢ Si A est un anneau présimplifiable, si A/R vérifie

la condition minimale, alors A est un anneau atomique.

Démonstrétion : 51 A= {O} ou si A est un corps, le résultat
est trivial. On suppose donc que A¥=W nfest pas vide. Soit x ”uh élémeht
de A*-WU> .

* x posseéde un diviseur irréductible ; sinon, nous pourrtions, par
récurrence, construire une suite strictemeﬁt décroissante de A/R :

X > X1 > XZ D> coo0. D Xn > Xn+1 > oo

ce qui est absurde.
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¥ 8i x est irréductible, x possede frivialement une factorisation
compléte. Sinon, il existe P,l irréductible et X1 € Ax— W tels que

X = pX, . Si x, est irréductible x posséde une factorisation complete.

1

Sinon, X, = P,X, avec p, irréductible et X, € A*—~ Y . Ce procédé est fini,
sinon, on pourrait construire, par récurrence, deux suites (pn)n S 1 et
- R - 7
(xn)n S 1 de A/  est décroissante, donc stationnaire. Par conséquent, il
‘4
. % _ ]
existe n ¢ W et y € A tels que Xn+1 x ¥
Comme x_ £ 0 et que A est présimplifiable
*n = Xnypn+1 = ypn+1 ¢ W
Si A est non unitaire, c'est absurde. 31 A est unitaire, alors pn+1 £ W

ce qui est également absurde,

Corollaire 2.2, : a) tout anneau unitaire noethérien présimplifiable

est atomigue,

b) tout anneau unitaire principal présimplifiable

est atomique,

En particulier, nZ avec n ) 1 est atomique ainsi que nZxmZ sl n Y 2 et

my 2 .

Définition ¢ On appelle base d'un anneau atomique tout systéme représen-
tatif d'éléments irréductibles. Deux bases sont équipotentes. Le cardinal d‘une

base est appelé la dimension de 1'anneau.

Si B est une base de 1'anneau atomique A

dim A = Card B

Proposition 2.3, ¢ Soit B une base d'un anneau atomigue, Si A est

unitaire en présimplifiable tout élément de A¥ peut s'écrire
a
x=u II p P
pEB

avec u € \L(Aﬁo, ap ¢ N, le produit étant & support fini.



80110

Démonstration : Il suffit de pouvoir affirmer que deux éléments

irréductibles associés différent d‘'une unité. C'est le cas si A est présimpli-
fiable (proposition 1928). C'est aussi le cas si A est unitaire [(7) Th, 3.2,

page 604].

§3. COMPLEMENTS SUR LES ANNEAUX DE FRACTIONS.

Soit S une parftie non vide d'un anneau A . On dit que (B, ¢) est

un anneau de fractions de A par rapport & S si :

1) ¢ ¢ A= B est un homomorphisme.
2> B est>unitaire et s € S = @(S) € W (B).
3> Pour tout couple (B', ¢') vérifiant les deux conditions pré-
cédentes, il existe un unigue homomorphisme
c :"B - B' tel que //jl/////»
' ' A

o}
l

9" =cog .

wWE—w

9

Deux anneaux de fractions de A par rapport & S sont isomorphes.
Dans ce qui suit, on les identifie et 1'on note (A [51] , @S) 1'anneau des
fractions de A par rapport & S . Par abus de language, nous parlerons de

s =11 ' . :
Itanneau de fractions A[S ] . Dans tous les cas, l'homomorphisme canonique

Pq ¢ A — A[§1] est un épimorphisme de demi-groupes (6) donc un épimorphisme

d!anneaux,

On note <S> le demi-groupe multiplicatif engendré par S dans A .
Tout élément ¢ € A[§1] stéerit
' -1
£ = ¢S(a) @S(s) avec achd et 8€<KS .
S'il n'y a pas d'ambiguité, on écrit f = 2 . On sait que

(gg(a) = 9,(0)) <= (F 0 € <> oa = ob) .
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Remarque :Dans ce qui précéde, le cas ou O € <3 n'a pas été exclu.
Lorsque cela arrive, aldrs. Card.A[§1] ; 1 et pour tout élément a ¢ A , ¢S(a)
est inversible dans A[§1] .

S S ést une partie non vide de A , on pose :

3(8) = {x € &5 o (x) € W(a[E'])} .

Proposition 3.1. a) J(X) est un sous—demi-groupe consistant dans A

et contenant TB(A) .

o) (x € J(X)) <=> (Fach axe¢<®).

Démonstration :

a) J(X) est un sous-demi-groupe consistant :
a0 € J(X) = g la), py(b) € W=> g (ab) ¢ o => ab ¢ J(x)

. ab €'J(X) =) q>S(a)-goS(b)}€-. J(X) => cps(a) et cps(b) € W

=>aet be JX) .

Vo est évidemment contenu dans J(X) car @S(1) =1 si A est unitaire.

b) si xa € <X>. xa ¢ J(X) donc x ¢ J(X) .
si x € J(X) , il existe (a,s) ¢ AxX tel que
, -1 - . ) '
¢s(x)¢s(a)¢s(s) ='$S(S)¢S(S). . Donc il existe ¢ € <X> tel que

2
oxas = gs € <X

Remargue : D'aprés (b) 0 € J(X) <=> 0 € <X> . Donc si S est un
sous~demi-groupe tel que S c A*¥ alors O f J(S) .
Dans ce gqui suit, si A[i1] et A[Y1] sont deux anneaux de fractions
. . . . =1 =1
et s'il existe un isomorphisme ¢ de A[X'] sur A[Y] tel que gy = So9y
alors, nous identifierons les anneaux A[X1] et A[§1] et nous écrirons :

A[Z1) = A .

on sait (6) que nécessairement o(1)

L
—
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Proposition 3.2, : a) A[X'] = A[F'] <=> J(x) = 3(¥)

b) X ¢ J(X) est une fermeture dans 1'ensemble

des parties de A

c) A[i_{1] = A[J(X)_1] = A[<X>—1] = Al (Xw W)™ .

" Démonstration :

a) *Par définition, si A[X'] = A[T'] , il existe un

isomorphisme ¢ 3 A[X1] - A[Y1] tel que 5(1) =1 et tel que Py = G oPy

Mors, de fagon évidente, J(X) = J(¥) . A [il]
CPX A
* si J(X) = J(Y) et si x ¢ X alors
@Y(X) € 'UQ(A[Y1]) . Donc il existe un 4 o G
unique homomorphisme ¢ ‘ Py
=1 =1 =1
c:A[X]—’A[Y] tel que coq)X=(pY A[Y]

De méme, il existe un unique homomorphisme
=1 =1
gt A[Y ] = A[X'] tel que ¢ o Py = Py
Comme Py et Py sont des épimorphismes, ¢ et ¢ sont section et rétraction

1'un de 1l'autre ; ¢ est un isomorphisme,

b) I1 est clair que Xc J(X) et que

XYy = J(x) cy) . Montrons que J(J(X)) J(X) . En effet, si x ¢ J(j(x)) ,
il existe a ¢ A tel que ax € <J(X)> = J(X) . Gomme J(X) est consistant,
x € J(X) . |

| c) ma X< cdX) et Xcxulc J(X) ;

donc J(X) c J(I(X)) et JX) g XV W) cI(I(x)) d'od I(EX) = I<X>) = JXVW)
Remarque : (1) 1l ne faudrait pas identifier deux anneaux de fractions

seulement isomorphes, car ils ne seraient pas nécessairement solution du méme

probleme universel.
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Ixemple (1) ¢ .Pour les demi-groupes, <a>, <b> : deux demi-groupes
cycliques infinis ; sur D - <a> U<b> U {0} , on définit la 15i commutative
pfolongeant celle de <a> , de <b> et telle que a’ * P = 0. Si
S=<a> et T =< D[§1] et D[T1] sont isomorphes bien que

S=J(8) £ J(T) =1 .

§ 4. ANNEAUX A FACTORISATION UNIQUE. ANNEAU D-ATOMIQUES,

On note S 1le groupe des permutations sur {152, ocoy 1) &

Définitions: 1) On dit que deux factorisations de d, d = a1a2°°@ a =

1 o s t i i = t s'i ist o
o1b2 bm sont isomorphes si n m et s'il existe ([ ¢ Sn tel que piJ&qc i

2) On appelle anneau & factorisation unique tout anneau

tel que :
[FZ] deux factorisations completes d'un élément de A¥- Us sont
isomorphes,
Exemples : 1) Tout anneau factoriel est & factorisation unique.
2) Tout anneau présimplifiable a factorisation unigque au sens
de Fletcher (9) .
3) Tout anneau & factorisation unique au sens de Fletcher est
somme directe finie d'anneaux & factorisation unique en notre sens (10)0 En

particulier, tout anneau principal est somme directe finie d'anneaux & facto-

rigation unique.

4) 5i n est primeire alors Z/nZ est & factorisation unigue.
' : . k- .
Nous savons que Z/nZ est atomique ; s1 n =p avec p premier. et k> 1 ,

P est le seul irréductible de Z/ka . Tout élément de (Z/pkz)* glécrit

[l

= up* avec ue€ W et o<k . S1is

E}“ = ;EB avec a<Bp<n ona:z:

n
up® - vpP = Ap

wevpb ¢ = Y
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Dens p|u = (ugpk) A1 =>u¢f QAg(Z/pKZ) : absurde.,

5) 51 n ) 2 , bien qu'atomique et simplifiable, nZ n'est
pas & factorisation unique., Par exemple, dans 2Z, 4 = 2.2 = (-2)(—2) avec 2
et =2 irréductibles non associés,
Remarques ¢ 1) Réciproquement, si 2/nZ est & factorisation unique,
alors. n est primaire (1) o
2) Un anneau & factorisation unique n'est pas nécessairement
intégre, donc n'test pas nécessairement un anneau factoriel. On peut méme préciser
davantage : un anneau & factorisation unigue n'est pas nécessairement une somme
directe d'anneaux factoriels ¢ si n 3 2 , 81 p est premier, Z/an et a

factorisation unique mais n'est pas une somme directe d'anneaux factoriels,

Proposition 4.1, 3 Tout anneau & factorisation unique est présimplifiable.

Démonstration ¢ Si xy =x, Xix £0 et si vy £ U alors

x € A=W et y € A*-W ; donc, en faisant apparaftre les factorisations

complétes de x et de y (p1p2 oo pn)(q1q2 oo qm) = P,P, o0 B o
D'ou une contradiction,

Par conséquent, si A est un anneau & factorisation unique :

. 1 est le seul idempotent éventuel de A autre que O .

xRy) <= (EuE%(AU X = yu) .

°

. 81 B est une base de A , tout élément x ¢ A*¥ s'éorit
de facon unique & une unité pres
o
X=u I p P avec u € W (A1) et ap €W,
peB

Cette derniere propriété est caractéristique des anneaux & factorisation unique :

Proposition 4.2, ¢ Pour qu'un anneau A soit & factorisation unigue, il

suffit qu'il existe une partie B < A¥ Wy d'éléments non deux & deux associés
: n
tel que tout &lément x de A¥ s'éerive x = u Il p’P avec u € Wb(A1) et telle

u - o
que ullp =vIp?® => VYpeB Bp= By
pEB PEB
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Démonstration :La condition est nécessaire comme nous lavons

fait remarquer. Elle est suffisante car les éléments de B sont irréductibles.

Si B est une base d'un anneau & factorisation unique A , si p ¢ B , on pose

ot
v (0) =0 et si x=ull D P
P peB

Le résultat suivant donne les réegles d'utilisations des fonctions v

A% v =
€ 9 p(X> Oﬂp

et le mode de calcul dans les anneaux & factorisation unique,

Proposition 4.%. : a) xy # 0 => vp(xy) = vp(x) + g@(y) .

b) sl p,q € B. vp(q) = 6p9q ; symbole de Kronecker.
c) (x]y) <= (¥pe B) VP(X) < vp(y)) .

1) (x8y) <= (Vpe3) v (x) =v () .

e) (x ¢ W) <=> (Vpe B) vp(x) = 0

f)xy =xz # 0 => yRz

Remarques : 1) vp n'est pas nécessairement une valuation d‘'anneaux ;

mais c'est une valuation de demi-groupe (5)0

2) Si I est un iddal d'un anneau & factorisation unique A4,
A/T n'est pas & factorisation unique. Par exemple, Z/6Z qui n'est pas présim-
plifiable n'est pas & factorisation unique bien gque Z soit & factorisation
uﬁique;

3) L'anneau des polyndmes d'un anneau & factorisation unique

n'est pas & factorisation unique. Z/8Z est & factorisation unique ; (Z/SZ[X]

ne l'est pas puisqu'il n'est pas présimplifiable,

Définition : (n appelle _anneau D-atomigue (1) tout anneau atomique A

tel gue ;[F3] tout élément irréductible est premier.
Exemples 1) Tout anneau facforiel est D—atomique,
» 2) Pour tout n € N, Z/nZ est un anneau D-atomique (1)
3> Tout anneau arithmétique (7) est un anneau

D=—atomique,
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On voit donc qu'un anneau. D-atomique n'est pas nécessairement présim-
plifiable ni nécessairement & factorisation unique.

Factorisation unique

Factoriel’///”fffa ’,,f/”,;:::::EfAtomiQue
\\\\\\\\ﬂD—atomique

Théoréme 4.4, 3 Soit A wun anneau atomigue et 3 un sous—-demi-groupe

de A* , 31 A est a factorisation unique ou b—atomique, il en est de méme

ae 4[5 .

Démonstration : Si Card A[§1] =1 , le résultat est trivial,

On suppose que Card A[§1] > 1

a) A est & factorisation unique : Soit B une base de A . On pose :

Bo={peB, gp) =0}; B =3nJIs)={peB; Ises pls}

1

By=3-(B,UB,)

*Unités de A[F'] : (%— ¢ W=> Vpe BB v(a)=0)

. a . . b ab s
o S1i 3 eW , il existe T tel que =7 = 3 Donc :
do¢ s cabS=GS2t€SgA*.
Mors, si p € B—B1 , d'aprés la proposition 4.3,
v (a) +v (b)) =0 donc v {a) =0 .
(&) + v (v) ()
.51 Npe B_B1 vp(a) =0, on.a:
v _(a)
a=1u I p P done @S(a) €W -
P€B,l
a 1 v (d)
*Soit = € A[S']* .ma a#0 et s#0.Donc d=u I p P et
v (g) pEB
s=v I p,p . MAlors :
PEB1

v (d)—v (s)
@S(u)@S(V)_1 pEB@S(P)»p P o

nie



On est assuré que si p € B, v () = vp(s) =0, (&1 vp(s) # 0 alors

v (d)
= (p) ?
= I Pq P avec

P€BS

e g

Card A{éq] = 1) . On peut donc mettre sous la forme

we W (A5 .

i

*Nous allons appliquer la proposition 4.2, . Pour cela, montrons que si

P, 9 € B si p # g ealors @S(p) et @S(q) ne sont pas associés dans A[§1] o

S ’

Sinon, il existe é tel que :

95p) = g5(a); = I es  cop=w

(C c€S et pf Bo) =D (Ccp # 0). MAlors, d'aprés la

propisition 4.3., si b ¢ B

zop = £ax # 0 => op Kax => v, (o) + v, (p) = v, (a) + v, (x) .

Prenons b =g € B, . Alors :

)
0= vq(p) = vq(q) + vq(x? 5 1 : absurde.

o
=@ Il @S(P) P avec
PGBS

*Montrons enfin que si % € A[ET]* , si

R RS

w€ W et ape% alors Vo e B ap:VP(d),

S

Puisque @ €W , w = % avec Vp { B1; vp(a) = 0

o ,
Si d!' = 11 @S(p) P alors, si pe B

? v (dv) =
peB P

S p °
S

1
=§§—=> 30‘€ S gdt = gsad?

Dtautre part : T

wl

£0 et ot € S=>gdt £0 . Alors, si P € By

Cwl e

ods = gsad’ # 0 => vp(d) = Vﬂ(d') = ap

b) A est D-atomique : On note I 1'ensemble des éléments irréductibles

de A ., (n pose

Io={p€I;cpS(p)=O}-, I1={peI Hées pls} = I N J(s)

et I,=1-(I,uI) .
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Soit % ¢ A[5'% - W(A[E']). ma deaxW et € A*

1
— —_ LI | ]
Donc d = PP, e-e B et s = upip, ... P avec u € U(n') , les P, et les
p5 étant irréductibles. Par définition de I, , aucun des éléments précédents

ne lul appartient. On peut écrire :

a

=1 RPTRU
S = wQS(q1)¢S(q2) oo o @S(qp) avec € W (A[S 1), a4y irréductible,

et @S(qi) £ QL?(A{§1]) . On a donc : q; € IS .

Pour montrer que. A[§1] est atomique, il nous suffit de prouver que

les @S(qi) avec q. € IS sont irréductibles.

Par définition de IS @S(qi) £ U

. X X X
- 51 glegla) s Fogr = 9gla) done
dc5 ¢ s catt! = oxx'!
Puisque A est D=atomique, 1'élément irréductible g est premier

qloxx? => qlc ou q|x ou qlx’

- puilsque q f I1 et que g € S , on ne peut pas avoir qlo

- si q|x alors @S(q)!¢s(x) donc ¢S(q)|%
@S(Q) '3 %

- si qlx’ , il nous faut prouver que % € %b(A[§1]) ou % R @S(q)
qIX' => 44d ¢ A1 gd = x!'

cqtt! = oxx' = gxad .
Puisque ¢ [ I, et que ott' € S, on est assuré que o¢xqgd % 0 , donc que
x40 sioxe W), FeWw ED .

Supposons que X € A*—~ WY . Puisque A est atomique, x = p1p2,°opk

avec p, irréductible donc premier. Alors :

| S R
catt! = gad PiPoorepy
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3 L 1 7 .
Pour tout i pilcqtt => p,|ott’ ou pilq » Deux cas sont possibles :

. X : =1
1) Yi p.|ott! . Alore pi€ I, et fe W(a5])

2) 3Ji 05 X ctt! . Alors pilq donc 05 R q .

p; Foa => alp; => afpp, coe o, =%

o5(a)|7 = 94(a) BT .

*Montrons que A[§1] est D-atomique. Faisons le en deux étapes :

. sioQ€ I, ¢S(q) est premier car

x x!

Xl’
557 57

o X
@S(Q)l => @S(Q)E =353

dc e s g ass' = CLoxx' .

Comme ¢ est irréductible donc premier, que
Zo €S et a¢ I, =>q/[ Co
on a 4qlx ou q|x' donc

p(@|E 0w g a)fE

. Soit é € A[§1] - 1%(A[§1]) un élément irréductible, @S(x) qui est
associé & é est irréductible. Puisque ¢S(X) £W ona xf£W
- si x =0 alors @S(x) = 0 est irréductible donc A[§1] est
un corps et .le résultat est trivial,

-si X #0 x £ W car

wi

£ Y% donc x = P,Pye-oR, aEVEC

pi € IS . bonc : ¢S(x) = ¢S(p1) @S(p2)000¢s(pn) .

Comme ¢S(p1) est irréductible, @S(p1)|¢s(x) => @S(p1)3% ¢S(X) o Mais ¢S(x)

associé & 1'élément premier ms(p1) est lui-méme premier.

C.Q.F.D,
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§ 5. ANNEAUX DE FRACTIONS DES ANNEAUX ATOMIQUES.
| Dens [(12) p. 47] , il est dit : Si A est un anneau intdgre

atomique, si B est une base de A , 11 existe une bijection entre 1'ensemble
des parties de B et l'ensemble des anneaux de fractiéns de A , cette bijection
¢tent définie par X - A [X'] .

Dans (4) nous avons énoncé un résultat analogue pour les demi-groupes
simplifiables. Le contre-exemple sulvant prouve que ces deux résultats sont
inexacts.

Contre—exemple : A = Z(iVS) est un anneau intégre. Comme A/

vérifie la conditicn minimale, il est atomique. 3, 2+if5 et 2-iy5 sont trois
éléments irréductibles, non associés deux & deux. Soit B une base les contenant,
Posons X = {3} et Y = {2+iy5 , 2-iy5} . Puisque

9 = 3.3 = (2+iy5)(2-iy5) € J(X) nJI(Y) .

ona 3¢ J(Y), 2+iy5 € J(X) , 2-iy5 ¢ J(X) ; donc X c J(¥) , Y= I(X) d'ol
J(x) = J(¥) soit :
| ME'] = 4[] avee AT .
Nous avons prouvé qu'il existe deux parties distinctes de B dont
les images par S&é A[Eq] sontlégales.
| | Notations : Si B est une base d'un anneau atomique présimplifiable A,

on pose : FX = {A[i1] ;3 X S:A* ef X= U £ B}
T(B) = {Xx; pcX B} .

Théoréme 5.1, ¢ Soit B une base d'un anneau atomique présimplifiable

. . o ’ - . . ) ’ *
ou unitaire A . Il existe une blqectlon entre FA et {J(X) (\B}X ¢ 3?*(3) .

Démonstration : Ce résultat est trivial lorsque A = {0} ou lorsque

A est un corps. Ecartons ces deux éventualités. Alors O £ B .

Les éléments irréductibles, par définition, ne sont pas inversibles.
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Donc, si X ¢ F*(B)

‘X=%=X,l-ﬁ——-=> A[f] ¢ BY

d : X A[§_§1] est une application de ﬁ*(B) dans FK . Nous note=-
rons encore & sa restriciion & {J(X) M B} X ¢ @*(B) » Remarquons que
JX)NBD2XNB=X#£0 .

On a toujours <(JX)ANB)U U > = J(X) .

D'une part J(X) N B c J(X) s A < J(X) et J(X) est un demi-groupe ; donc
<(3(x) NB) UW> < I(X) .
Réciproguement, si x ¢ J(X) , deux cas sont possibles :
- 1) x =0, Alors 0 € <X> donc =X1X2“°Xn avec XieX,

Comme O ;{’ X ,ona ny2 . Comme B est une base de A , d'aprés la proposition

1
2.3, X, = uibi1bi2°'“bik € X c J(X) avec u ¢ %(A ) et bij € B, On a donc

b, e BN JX) et

0= X XpeeoX ¢ <(3x) NnB)U W> .

-2) x#0 . Alors x = u—b1b2'°°bn ¢ J(X) avec bi €B et uc¢ %(AU.
On a done encore : x € <(JX)NB)w W .

*p est surjective car si A[j_(1] € FX alors :

A[B’U] = A[J(X)“1] = A[<(3(x) N B)uu»>’1] = A[J(X) N B_1] = A[@(X)ﬂ]

*® est injective car

si A[(3(x) N B)'] = a[(3(¥) A B)"'] alors J(X) AB=J(T)AB . En offet
x € J(X)MN B =>x ¢ JJIY) nB)
Donc il existe a ¢ A et Tys¥poeeesyy ¢ J(Y) MB tels que

X8 =Y YooV,
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On adonc x ¢ J(Y) , soit x ¢ J(Y) B . D'ou :

Jx) BcJI(¥) B .
On montrerait l'inclusion opposée de la méme amnisre.

Corollaire 5.2, ¢ Soit ‘A wun anneau atomique, présimplifiable ou

unitaire, qui n'est pas un corps, Pour que les anneaux de fractions de A soient

A[E1] et A si A est unitaire, il faut et il suffit que A soit de dimension 1.

Théoreme 5,3, : Si B est une base d'un anneau D-atomique présim—

plifiable ou unitaire, il existe une bijection de FX sur 3?*(B)..

Démonstration :I1 nous suffit de prouver que si X et Y sont

deux parties non vides de B

o

JY)NB)e= (X =7)

(J(x) "B

Si JX)NB=JY)NB et si x€¢ X, comme XcJIX)MNB ona x¢ J(Y)N3B
donc il existe a ¢ A et y1,y2f°°,?yn € <Y> tels que x = y1y2...yn . Comme
x est irréductible donc premier, =x divise lfun des i - Mors lei => Xjayi .
Comme ils appartiennent 1'un et l'autre & B , nécessairement :

X = yi €Y

Xcy .

L'inclusion opposée se prouve de la méme fagon.

Remargues : 1) le théoréme 5,3. affirme que si A est atomique,
unitaire ou présimplifiable pour qu'il existe une bijectioﬁ entre FX et 3?*(B),
il suffit que A vérifie la condition [F3] . |

Dans un travail non encore publié (1) J.C. ALLARD a montré que cette

condition est nécessaire,

2) Le théoréme 5.%, donne une condition suffisante pour

que le résultat errcné dont nous avons parlé plus haut devienne exact. Dans le
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. N / . 7 \ z .
cas des anneaux integres (cas envisagé dans (12)) dfapres ce résultat et celul

de J.C, ALLARD- dont nous venons de parler, les anneaux factoriels sont les seuls

anneaux pour lesquels existe cette bijection entre F* et 39*(B) o

A
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INTRCDUCTION,

Le but de cet exposé est de présenter une double généralisation de la notion
de dérivation (classique) d'un anneaw, d'une part, en introduisant les dérivaticus
d'ordre supérieur, et, dlautre part, en étendant ces notions aux catégories (pré=-)
additives. De plus nous voulons esquisser la solution de quelques problémes univer-=
sels posés par cette généralisation, Les résultats présentés ici sont Hirés des

travaux de P, Ribenboim [7] et de P, Leroux et P, Ribenboim [6] .

1. DERIVATIONS D'ORDRE SUPERIEUR DANS LES ANNEAUX,

Une dérivation (que nous qualifions de classigue) sur un anneau A est une
application additive & 3 A — A telle que
s(ab) = a5(b) + a(a)p

guels que soient a,b € A . DPosant do =1 l'application identité sur A , et

A 9

d1 =8 , on a s

Il

do(ab) do(a)do(b)

d1(ab) do(a)d1(b) + d1(a>do(b) .

La généralisation suivante apparaft donc de fagon naturelle. On la retrouve essentiel=-
lement dans la littérature, par exemple dans le Livre de N. Jaccbson ([4'], PP. 191 sso)

et dds 1937 dans [2] .
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Soit S , un segment initial de W = (0,1,2,,..) ; ou bien S = , ou bien

S = (0,1,2,00.,8),

Définition 1.1, ¢ Soient A et B deux anheauxo Une dérivation d'ordre S

d de Avers B est une famille d = {d } d'applications additives d : A - B
. : v

viv e s
telle que Y a,b ¢ A et Yves,
(*) d (ab) = L od (a)d»(b) (ou encore = % dx(a)d -h(b)) o
v Atig=v " A=0 Y

Remarques 1,2. ¢

1) L'additivité exprime gque dv(a+b) = dv(a) + dv(b> ‘et entrafne que
dV(O) =0 et dv(—a) = - dv(a) . On peut étendre la définition ,.1. aux. C-algdbres
en demandant que les applications dv soient C-linéaires,

2) Pour v = 0 la relation (¥*) entrafne que do(ab) = do(a)do(b), i.e.
que do est un homomorphisme d'anneaux.lLorsqu’on se restreint aux anneaux avec
éléments unités, on exige aussi habituellement que do(1) =1 . On a alors dv(1) =0
pour v> 0.

%) La relation (¥*) se généralise & la formule :

id(a ...a )= T a (a) ...da (a ).
v.on ! }\,n+oa.,+)\1=\) )\'1’1 o }\'1 1

4) La définition 1.1. n'utilise pas l'associativité de la multiplication
et peut donc s'étendre aux anneaux non-associatifs, par exemple aux anneaux de Lie
(i.e.. ceux dont la multiplication est anticommutative et satisfait 1'identité de

Jacobi).

Exemples 1.%. @

1) Tout homomorphisme d'anneaux f : A — B peut 8tre considéré comme
une dérivation (f,0,0,...) d'ordre S de A & B, que nous noterons aussi par f ,

2) Les dérivations classiques. & ¢ A= A sont en bijection avec les
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dérivations 4 d'ordre (091) de A-a A pour lesquelles do = 1A , en posant

d1 =§ . Plus généralement, si S est le plus grand segment initial de W pour

leguel 1'expression :

a = -1-'—6\)
Y vi
adusens ¥vesS, alors 4= {d }‘ est une dérivation d'ordre S de A

viv € S
vers A ., Par exemple, si A = K[X] et si & est la dérivation habituelle des
polyndmes, on obtient ainsi une dérivation d = {d } d'ordre N de A vers

v'v € IN

A, ol ‘V\)g’ d est 1l'unique application K-linéaire déterminée par la relation :
: v
a(x%) = (M)x¥V,
Y v -
convenant que (5) =0 si v>upo.

3) (N, Heerema [3]). Si K est un corps, il existe une bijection entre
les familles {6V} ¢ 5-(0) de dérivations classiques sur K et les dérivations
v -

d = {d d'ordre S de K & K. pour lesquelles do =1, ., 31 K est de carac-

v}v €8 X

téristique O , la bijection est explicitement donnée par les relations -:

Voo
dv= Z ";!-( Z 6)\' 006 6)\’)9
=1 " A Foeoth =V 1
W 1 m B
)
hJ)
+1
v -1 ¥
6 = 2 O 0 e d ), V=120
=1 " NFeeeth =y "
B
1

I1 est clair que dans ce cas, la bijection s'étend aux dérivations de K-algetbres.,
Lorsque K est de caractéristique p # O , la démonstration suit de ce que K

posséde une p-base et s'étend au cas des anneaux libres.
4) A tout élément a d'un anneau A correspond une dérivation
classique [a,-] : A— A définie par :

[a;-1(x) = [a,x] = ax - xa .
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‘Cet exemple se généralise de la fagon suivante : soit {a } , une famille

v'v € 5-(0)
d'éléments de A ; on lul associe une dérivation 4 = {dv} ¢ s de A vers A en
v
posant :
do(,X) =X d1(x) = l:a1 ,X] s dZ(X) = [a2,_x] - [31 ,X].a1 s
dj(x) = [ag,x] - [aZ,X]a1 “ [a1,x](a2-a1a1) s seoccs
a,(x) = [a,%] = 2 [a,_ =]l |
X = a 9X - 2 a — yX aA - 2 & a +eooaeq' .
Y Y L WE W M oA
+ (-0* ¢ B, ...8 +(—1)#+1ag)
x1+°&o+xﬁr1=ql 1 n-1
5) Une dérivation HN = {HV}V . d'ordre N de A[[X]] vers A est

définie en posant. :

H(ZaX“ = a .
Vi M v

Cela provient de la rdgle de multiplication dans A[[X]]

(zax")(zox¥)=32 £ =ab)x’ .
\Y \Y .
v v Vo ApEv

1
=
[ €]

Si 8=(0,1,e00,8) , alors la famille M induit wne dérivation T ¢ S
V'V

d'ordre S de A[[X]]/(Xs+1) vers A .

6) i 4 = est une dérivation d'ordre S de A vers B

{dv}v €8

et si d' = {d' } est une dérivation d'ordre S' de B vers (C , on
viv € S?

définit vne dérivation 4"

1l

d'o d d'ordre 3" =3MN 3" de A vers C en posant

(d'od)v 5 d")\dp, vESAS . .
A=y '

Par exemple, si d =f : A - B est un homomorphisme do =f et & =0 si y> 0
v
(c.f. exemple 1), on obtient une dérivation d'o f de A vers C avec
(dto £) =4d' f . De méme, si d' =g : B—-»C est un homomorphisme, on obtient une
v Y

dérivation god de A vers (C avec (g 0od) =g d . En particulier, 1'homomor-
v v

phisme composé g f , considéré comme dérivation, coincide avec la dérivation
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composée goTf .

On remarque de plus que la composition des dérivations est associative.

2. DERIVATTONS UNIVERSELLES ET CO-UNIVERSELLES,

Soit S wun segment initial de N . Des propriétés de la loi de composition
introduite dans 1'exemple 1.3.,6), on conclut que les dérivations d'ordre S sont
les morphismes d'une catégorie Annds dont les objets sont les anneaux (avec

élément unité) et que l'on a un plongement évident

TS : Ann - AnndS s

ou Ann désigne la catégorie des anneaux (avec élément unité) et homomorphismes.
Le foncteur TS est 1l'identité sur les objets et réinterprdte les homomorphismes
d'anneaux comme des dérivations d'ordre S .

Les deux problémes universels que nous considérons ici s'expriment en
termes de foncteurs adjoints & gauche et & droite pour TS o

Proposition 2.1, ¢ Pour chague anneau A , 1l existe un anneau DifS(A) et

une dérivation dS : A-»_DifS(A) d'ordre S tels que pour tout anneau B et

toute dérivation d : A - B d'ordre S, il existe un unique homomorphisme

fo: DifS(A) B tel que fod, =4

L'anneau DifS(A) , unique & isomorrhisme prdés, s'appelle 1'anneau diffé-

rentiel d'ordre S de A et dS , la dérivation universelle d'ordre S de A,
Pour une discussion détaillée de cette comstruction, voir [7] , ol le probléme est
aussi résolu pour d'autres classes d'anneaux ; le cas des algébres commutatives
est également tréité dans [5] , voir aussi [1] , ol la situation classique est

considérée, Ici le résultat est un cas particulier d'un théoréme plus général



9u6s

(Th. 3.7.) donné dans la section suivante.
I1 suit de la proposition que 1DifS s'étend & un foncteur

e

DifS : Annds - Ann

adjoint & gauche de TS .

Le probléme universel dual est résolu par l'exemple 1,3.,5). Si S =N ,
on pose ES(B) = B[[X]] ; autrement, si s = sup(S) < = , on pose

5°(s) = B[[x]];

(XS+1 )

Proposition 2.2, ¢ La dérivation d'ordre S HS = {II } H ES(B)-—> B
v’V

définie par :

n(sg vxY)=01
v VES. v v

est co-universelle dans le sens suivant : pour tout anneau A et toute dérivation

d: A-»B d'ordre S , il existe un unique homomorphisme g : A — ES(B) tel que

H'Sog=d.

= == — D
A
o
p —

\

La démonstration est immédiate; g est donné par

gla) = ¢ 4 (a)x’ .,
ves Y

Ainsi ES s'étend de la fagon habituelle & un foncteur :
S

B e Anmds - Ann

adjoint & droite de TS » On montre facilement qu'un homomorphisme h 3 ES(A)--> ES(B)

est de la forme Es(d> si et seulement si h(XV) = vay Yves.

Corollaire 2,3, ¢ Le foncteur composé :

les oTS : Ann - Ann

commute aux limites inductives (générales).
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Q
In effet, DifS et TS sont adjoints & gauche de TS et E° respectivement,

3. DERIVATTONS DANS LES CATEGORIES ADDITIVES,

Une catégorie ﬁ est dite additive (ou prémadditive) si pour tout_couple
d'objets C, C' de A4 , l'ensemble 12(6909) des morphismes de C & C' dans ¢
est muni d'une structure de groupe abélien de telle sorte que la distributivité a
droite et & gauche soit valide, lorsqu'applicable, Cependang, nous n'exigeons pas
que @ posseéde des prodults ou des sommes (comproduits)o

Cette notion généralise celle d'anneau avec élément unité : une catégorie
additive avec un seul objet est tout simplement la donnée d'un anneau, celui des
endomorphismes de cet objet. C'est en ce sens que nous généralisons les dérivations
dfordre supérieur aux catégories additives,

si B est une catégorie, |6 | désigne la classe des objets de B et
Mar(g ) , la classe de tous les morphismes de g .

Soit S, un segment initial de N et soient B et G , deux catégories

additives,

Définition 3.1. ¢ Une dérivation d'ordre S de & vers G est une famille

D={D d'applications du type D : Mor(&) - Mor{E€) telle que :
v .

v}v €S
D-1 : DO préserve les identités et induit donec une application
D, ¢ 18]~ |%]
s BB’ N
D-2 : La restriction D de D a GB(B 928“) prend ses valeurs dans
Y v
(DO(B), DO(BQ)) et est un homomorphisme de groupes abéliens,
pour chaque B,B' ¢ |®| et ve S,

D-3 ¢ Si le composé gf est défini dans B ,

pD(ef) = 3 D(g)D(f), Vves.
Y MU=y

On remarque alors que DO est un foncteur additif et que pour v > O,

DV(1B) =0 ¥B¢ |R ,con g ¢ B> B est 1'unité correspondant & 1'cbjet B .
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xemples 3,2, ¢

1) si 8 et '@ ntont qu'un seul objet, les dérivations d'ordre S
de & vers 6 coincident avec les dérivations dfordre S de &3 vers 19
considérés comme anneaux. Par ailleurs tous les exemples donnés dans la section 1 |
sauf peut-&tre 1l'exemple 10%.,3), se généralisent aux catégories additives quelconques.
2) Tout foncteur additif F : 8- ¥ induit une dérivation d'ordre S
D de 55 vers Z? pour laquelle DO =F et Dv = 0 pour ‘v > 0 . Nous noterons
de nouveau cette dérivation par P . |
%) Soit o = {QB}B E8 un élément de 1l'anneau prodult

I (B,B) . On lui associe une dérivation D% de B vers & d'ordre (0,1)

E =
,53 B¢ | B3|

avec Dg = Idﬂ et D? = [a,-] , défini de la fagon suivante : si f : B - B'
est un morphisme de B :

[a,—](f) = [a,f] = anf - fg

B -
B ,f > B!
*B s
?
B > B
On remargue que o est une transformation naturelle de 14 a 1Id 51 et seule-

& &

ment si [q,-] = O ; on dit alors que o« est central,

4) i D: -G et D' : ¥ - D sont des dérivations d'ordre S ,
on définit la dérivation composée D'o D : 8 - 9 comme dans le cas des anneaux :

(D'o D) = T DloD
v A yu=v W

On obtient ainsi une catégorie DéraS dont les objets sont les catégories additives
et les morphismes sont les dérivations d'ordre S et un plongement, de nouveau noté

par TS : Cadd — DéraS o Cadd dénote la catégorie des catégories (petites) addi-

tives et foncteurs additifs,
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On est ainsi de nouveau amené & chercher des adjoints & gauche et a

droite pour T_ . Nous explicitons d'abord le plus facile, lfadjoint & droite. Pour

S
cela nous introduisons la catégorie B [[X]] des séries formelles sur une catégorie

additive B et cbtenons comme sous-produit la catégorie des polyndmes ﬁ[X] o

Considérons une catégorie additive B et un segment initial S de I .

La catégorie ﬁs est construite de la fagon suivante : les objets de ES sont
ceux de € ; un morphisme fiC-0C' dans ‘GS est une suite f = {f } ¢ s
v’y
ol chaque f est un morphisme de ® , £ : C-C'; si g ={g} : GV - Q"
v v v'v € S
est un autre morphisme dans ‘@S , le composé h =g of est défini par
b= {n ou 3
{ v}v €S
v )\,+p,=:\,' W

~

I1 est clair que l'on obtient bien ainsi une catégorie additive ‘88 qui contient

‘6(0) =6 , si 1l'on identifie f : C - C' dans ¥ avec la suite (indicéepar S)
(£,0,0,.0.) 3 C = ! i 65
»0,0,000) 5 C— , morphisme de ¥~ .
Supposons S # (0) . Pour chaque C € [’Gl , désignons par XC le
mor phisme (o,1cs,o,)o,m) : C—C dans €° ., Ona alors xg = (ogo,yc,opo,m) )

: o
Xg = (0,0,0,10,0,0,0”)9 etc... On pose X, = I 0,0,0..) ;3 si V> sup(s) , X‘é: 0.

C’

Remarque 3.%, ¢ VY f= {f |} €s:,’c—>cv dans I?S, et NMvy 0,
AV

~

R RV
on a : chf_fxco
Si s = sup(S) < o , tout morphisme f = {f } : C—>C"' dans B
s'écrit de facon unique comme une somme 3

f= g £x’ ouw g X .f .
ves V@ ves ©

Par ailleurs, si S =W , cette écriture devient formelle et la composition
(formelle) de séries formelles habituelle se transporte dens le cas présent pour

~

donner la composition dans ﬁs . On est donc justifié de poser ‘6[[}(]] = ‘EN
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On note par ‘@[X] la sous-catégorie de G[[X]] déterminée par les morphismes

= {f.} - de support fini, i.e., pour lesquels f = O sauf pour un nombre fini
v’y v

de v o B[[X]] (resp., B[X] ) est appelée la catégorie des séries formelles

(resp. des polyndmes) en X = {XC}C c PG' sur 6 .

Remarque 3.4, ¢ X = {XC}C c lti est central dans ¥ [x] (cf.
exemple 3.2, — 3)). De plus ‘@[X] est obtenue de 6 par "adjonction libre" d'un
49 2 . . . _ ﬁD _
élément central X , i.e. si «q« {ocD}D ¢ ]3) I est central dans , tout fonc
teur additif F: €- D se prolonge de fagoh unique en un foncteur additif

F.ﬁ[X] - D tel que ?‘*;X:a*.F(ioeo.VCEI\gl ’ F(XC>=OCF<C))°

D'autre part, on définit une dérivation dlordre S :
S 55
n”: 6"~ 6

S . Sea .z
en posant HIO(C) =C si C¢ |t| et Hv(f) = fv si T = {f\)}v €s °

~

Théoréme 3.5. : La dérivatioh HS : ‘@S» € ‘dtordre S est

co—universelle dans le sens suivant : poutr toute dérivation D - dfordre S de

-~
~

B a2 B , il existe un unigue foncteur additif Fy B - € pour lequel

%S

A S
- / \
/
D p ‘-@

//
& D

Explicitement, si g ¢: B> B' ¢ B on a :

Fle) = = D (&) XSO(B> o

ves VY
s S =3 S . N .o N .
Ainsi posant E ('G’) = 6, E s'étend a un foncteur adjoint a droite de

TS : Cadd — Deras o

La construction de l'adjoint & gauche est plus délicate. On doit -

utiliser le fait suivant



9. 11,

Remargue 3,6. : Toute catégorie additive est quotient d'une catégorie

additive libre.,
Nous rappelons maintenant comment ce résultat s'obtient. Pour nous, un

graphe orienté Y  est la donnée d'une classe lt\jl d'®objets" et, pour chaque

couple (C}C’) € IJ I X [:Jl , d'un.ensemble v (C,C”) possiblement vide de
"fldches", 5i f ¢ U (C,c') , on pose o(f) =€ , B(f) = Ct' . Ainsi toute caté-
gorie (additive) € possede un graphe orienté sous-=jacent, oubliant les unités
et la composition (et 1l'addition). La catégorie additive libre ﬁ[ﬁ] engendrée
par un graphe orienté J  peut &tre décrite de la fagon suivante : les objets
de f[ﬂ] sont ceux de J ; un morphisme de C & C' dans K[D] est une
Z~combinaison linéaire de composés formels de forme 3 |

X X ooo X, X
n n—1 21

v xoeld , alx) =0, alx) =px ) k=2,..m, et fx)=c . om
convient d'admettre la combinaison vide, gue 1l'on identifie & 0 : C - C' ; cepen-
dant un terme de la combinaison peut &tre un composé vide seulement si C = C' et
alors ce terme est identifié & 1_(1 . La composition dans ‘é ['J] se fait en pro-
clamant la distributivité et l'addition est évidente., Alors ‘@ [U] est une
catégorie additive qui a la propriété universelle suivante : pour toute catégorie
additive & , tout "homomorphisme de graphe orienté" F : J - D s'étend de
fagon unique en un foncteur additif F' : €[ ]-D .

Pour nous, un idéal d dtune catégorie additive B est un sous-
graphe orienté de @ tel que

2 10 =18

b) Y ¢, C! ¢ |1§| , 0(0,0’) est un sous-groupe abélien de ‘B (C,C') ,

¢) ¢4.¢ c 6 ,i.e. 81 ke d , tous les composés gkf sont dans 4 ,

Si d) est un idéal de & , on obtient une catégorie guotient f/é et un

foncteur additif

P: 6~ f/d
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de facon évidente : P est l'identité sur les objets et v C, C', 1'application
f(C,C') - g/@ (C,C”) induite par P est un épimorphisme de groupes abéliens
(dont le noyau est 0(0,C’)) ; c'est d'ailleurs essentiellement la seule facon
d'obtenir de tels foncteurs,
La remarque?,6, est alors facile & vérifier ; on peut prendre, par

exemple, la catégorie additive libre engendré par le graphe orienté (sous-jacent

) € .

Théoréme 3,7, ¢ Pour toute catégorie additive € et tout segment

initial § de N , il existe une catégorie additive € dite catégorie diffé-

S 9
rentielle de ¥ d'ordre S et une dérivation D : €~ & dlordre §, dite

dérivation universelle de B pour la raison suivante : pour toute:.catégorie addi-

tive D et toute dérivation d'ordre S D de B vers D , 11 existe un unique

foncteur additif F : ‘és - D tel que FoDg =D

Ainsi, posant Difs(ﬁ) = 'CS , Difg s'étend & un foncteur adjoint & gauche de T

Démonstration : ter cas - ¥ = E[’J] est une catégorie additive

libre sur un graphe orienté ¢ .
n construit alors un nouveau graphe orienté 'JS ayant les mémes
objets que J en posant s

Jg(c,er) = Te,00) x 5 = (x lxe Flc,cr), vesp .

Mors ¥ est la catégorie additive livre G[T Jet D : B> € est

obtenue de la fagon suivante : utilisant 1'additivité et des relations du type

donné dans la remarque 1.2., 3), on montre qu'il existe une dérivation

S

o
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DS : ﬁ[’J] - f[':] S]‘ uniquement déterminée par les relations ¢
(b)olc) =c, () (x) =x si xe¢d .

La propriété universelle de DS est alors facile & vérifier : si D : ‘6[7] )
“est une dérivation d'ordre S, F : 'G[US] - & est le seul foncteur additif

tel que PF(C) =D (C) et F(XV) = Dv(x) , si xe Jd , ves.

quotient d'une catégorie additive libre & [ J] par un idéal 4§ .

Notons par D'S : 'G[U] - 6 [ US] la dérivation universelle d'ordre
S de ﬁ[ﬂ] obtenue dans le premier cas et soit gS , 1'idéal de ¥ [ ’JS]
engendré par les éléments de la forme (Dé)v (k) , ou ke d et parcourt S .
La catégorie différentielle d'ordre S ‘ fs sur G = \G[U]/g est alors la

catégorie quotient g[ t:JS:|/0 . Notons par P : ~6[9] -8 et

S
PS : ‘6 [’JS] - ~€S I A [US]/dS , les foncteurs canoniques. On vérifie facilement
que l'on obtient une dérivation DS : €~ "gs de la fagon suivante : si
Fom6) e ,on f¢ CLI], onpose s (o) (F) = B((DY) (£)) .

De plus, DS est bien la dérivation universelle d'ordre S de 14

B! __,_,_-_*..9@

o ——

- P
€y —— ¥

el ——— ¢

En effet, si- D : f—> fD est une dérivation d'ordre S , 11 existe un unique
foncteur additif F' : f[US] - 9 correspondant & la dérivation

DoP: ‘6[9]—{0 , 1.e. tel que Flo DL =DoP ; mais alors si ke&,

F'(Dé)\,(k) = DV(P(k)) = DV(O) = 0 de sorte gue l'idéal &S est contenu dans
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le "noyau" de F' . Il existe donc un unique foncteur additif F : ﬁ%-e D tel que
Fo PS = F' ; 11 est facile de vérifier que F est le seul foncteur additif pour

lequel Fo DS =D .

Corollaire 3.8, : Restreignant cette construction aux catégories

additives ayant un seul objet, on Obtient une démonstration de la proposition 2.1..

Par ailleurs, le corollaire 2.3, é&tendu aux catégories additives est encore valide.
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1, TERMINOLOGiE, NOTATIONS, INTRODUCTION et BUT DE CE TEXTE (n° 1.4.).

1els K est un corps et Z est son centre. Pour tout sous-corps L de K
nous notons respectivement L¥* , [K : L]d et [K»; L]g : le groupe multiplicatif
de L , la dimension linéaire & droite de K sur L et la dimension linéaire &
gauche de K sur L . Si [K: L]g = [K : L]d , alors on pose : >[K : L]g =[K L] .
Pour toute partie P de K., nous noferons respectivement [P] , P, CK(P) et
NK(P) le sous-anneau de K engendré par P , le sous-corps de K engendré par P ,
lé centralisateur de P dans X et le normalisateur de P dans K . Si aucune
confusion n'est & craindre on posera : CK(P) =C(P) =C et NK(P) = N(P) =N,
Si x € K*¥ et a¢ K, alors on édcrit IX(a) =t = x lax .

A cause du grand nombre de centralisateurs dans ce texte, l'inclusion ensembliste

se notera ¢ . Si G est un groupe, et H wun sous-groupe normal de G , alors on

écrira : Ha G ou G H

1e2o S0it L un sous-corps de K . Nous dirons que K est une y=extension

de L oudue L est un y=sous—corps de K =si et seulement si L > CK(L) .

Exemples : 1) pour tout sous-champ F de K, CK(F) est un y-sous-corps de K .
(1orsque [K : Z] { o, tous les y=sous-corps de K peuvent &tre construits ainsi

on sait (par ex. [3] p. 165) que dans ce cas L = C_C (L) , quel que-soit le sous-

»KCK
corps L de K qui contient 2 . D&s lors si C(L) ¢ L , alors F = C(L) est
commutatif et L = C(F) . Si K est de rang infini sur Z , alors X peut contenir

des y=sous-corps qui ne soient pas le centralisateur d’'un sous-—champ comme le montre

1'exemple suivant d¢ & J. DIEUDONNE ([2], p. 179).
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2) K~ est un champ de caractéristique # 2 , K1 = Ko((k)) est le
champ des séries formelles en X & coefficients dans Ko , X est le corps des
séries formelles z an(X)Yn en Y ou les coefficients sont dans K1 ., avec la

n
loi :

va(x) = a(2™x)y" &

L est le sous—corps de K fofﬁé des séries formelles qui ne .comportent
gue des puissances paires de Y ., Tout élément de K s'écrit d'une fégon unique
Ya+b , avec a et b dans L . L' application Y - Y aéfinit un automorphisme
involutif ¢ de K dont L est le corps des élémehts'fixe'so Donc K est galoi-
sien sur L . De plus, KO est & la fois le centre de K , le centralisateur de L
dens K et le centre de L , donc K est galoisien extérieur sur L ([3], p. 166)
et il résulte d'un théordme de Jacobson (voir citation p?écédente) que le groupe de
Galois de K sur L est {1, c} et que ¢ n'est pas un automorphisme interne
de K,

L estun y-sous-corps de K ;, mais L n'est le centralisateur dfaucun
sousfcorps de K : sinon soit L = CK(P) , pour tout x ¢ P, IX induit 1l%identité
sur- L , donc IX £ {19@% . Mais ¢ n'est pas un automorphisme interne, donec
IX =1 et x ¢ Z . Par conséquent P Z et L = ¢(P) = K ce qui ne va pas,

Cet exemple est un cas particulier du suivant : soit K un surcorps de L
tel que [K:L]d =2 Pixons t € KvL , les transformations S et D de I définies
par at = t.aS + aD pour tout a € L sont respectivement un endomorphisme et une
S=dérivation de K . S1 S n'est.pas un automorphisme interne de L , alors L
est un y-sous—corps de K .

3) les y-sous-corps L de K sont trivialement caractérisés par la

propriété suivante : K contient une partie P telle aque P g}CKZP5 =L .



1.3. Soit L un y=-sous-corps de K , nous dirons gque L est un

ny-sous-corps de K ou que K est une ny~extension de L si et seulement

Si N(L):-'Ks
K

Ixemples 3 1) soit [K:Z] { o , les ny-sous-corps de K sont alors les centra-
lisateurs dans K des sous=champs F de K qui sont des extensions galoisieunnes
de 7 . Yontrons cela : soit L wun y=sous-corps de K , on sait par 1 (exemple 1))
que L = CK(F) ou F est un sous-champ de K qui contient 7 ., Par le théordme
de Skolewm-Noether, nous savons que tout automorphisme de F , fixe sur Z est la
restriction & F d'un automorphisme interne de K . De plus, deux automorphismes

. P . , -1
internes IX et I coincident sur I si1 et seulement si x

vy € CK(F) . Donc
G(F/z) 2 NK(F)*/CK(F)* (NK(F)* = NK(F) ~ {o}) . Pour toute partie P de K , on
a NK(P) < NK(CK(P)) , d&s lors : N(L) ¢ m(cn) ¢ w(cen) = n(L) , dtoh
¢(F/z) = N(L)*/L* .

maz: N(L)=NF)> c(F), donc ON(L) ¢ CCF = F , dds lors, le sous—
champ de F fixe par G(F/Z) est CN(L) , donc ¢ F est galoisien sur 2 si
et seulement si CN(L) = 7 , Par la théorie de Galois non commutative finie ([3]
p. 165 ) s 11 vient enfin ¢ L est un ny-sous-corps de K si et seulement
si 1 = [K:ﬁ(fj] = [CW(L):2] = [eN(L):Z] , si et seulement si F = CK(L) est
galoisien sur Z).

2) le théortme suivant est df & E.V. Schenkman [4] : soit b un

élément de K tel que bS € Z et si p¢ s, alors ol ¢ 7 . Supposons que si
b° nlest pas une racine de 1'unité, alors Z contient une racine primitive s®
de 1 . Dés lors le centralisateur 1 de Z(b) dans K est un ny=-sous-corps
de L .,

3) si K et L sont les corps de séries formelles de 1'exemple 3) du

n® 1 , alors K ‘est une ny-extension de L .
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Soit plus généralement K wune extension quadratique (& droite) de L ,
t € KN\L et S et D définies coﬁme au n® 4 . On monire facilement que Frij =K
(ctest-a-dire ici : N(L) # L) si et seulement si D est une S-dérivation interne
de L, (clest-i-dire qu'il existe x ¢ L +tel que pour tout a € L : aD = x.aS-ax),

En caractéristique # 2 , il résulte d'un théoréme de P.M, COHN ([1],p. 538)
gue K est galoisien sur L si et seulement si D .est une’ S-dérivation interne
de L . Donc si la caractéristique de K est différente de 2 , et si X est une
extension quadratique galoisieﬂne‘de L telle que S ne soit pas un automorphisme

interne de L ., alors K est une ny-extension de L .

-Jle4. Soit K une ny=-extension de L . Nous noterons HK(L) 1l'ensemble
des sous-corps de K qui sont des ny-extensions de L , et nous identifierons
1'ensemble sg(N*/L*) des sous-groupes de NK(L)*/L* & celul des scus-groupes
de NK(L)* dqui contiennent L .

.Le but principal de ce texte est de prouver 1l'énoncé suivant :

1'application G+ G est une bijection de sg(N¥/L*) sur HK(L) , 1a bijection

réciproque est P NP(L) . De plus, G est wn ny-sous-corps de K si et seule-

ment si . G ag N¥ .

Lorsque [K:Z] < o, cet énoncé est une conséquence immédiate des théories
de Galois commutative et non commutative. : identifions N*/L* a G(E/Z) (oﬁ
F = CK(L)) s d&s lors la composée des applications i

G+ Fix Gt CK(FiX G)

est une bijection de sg(N/L*) sur HK(L) (Fix G est bien entendu le sous=champ
de F fixe par G). Or Fix G =F A CK(G) = CK(G) , et Gy CK(G) =G , La seconde
partie de 1'énoncé provient du renversement des inclusions produit par CK o
Notre démonstration est indépendante de toute théorie de Galois, cela me

semble naturel, vu 1l'exemple 1,%)

125, Soit V wun vectoriel & droite sur K et P une partie de P .
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Nous dirons que P est demi-libre (sur K) si et seulement si toute partie A

de P dont toutes les paires sont libres sur K est libre sur X ., On montre

sans peine que P est demi~libre sur K si et seulement si il existe une famille

libre (ei)i €1 de V et une famille (Ki)i ¢ K de parties de K indicées paxr

I telles que P= \J e,Ki-o En particulier, toute famille libre de l'espace pro-

icl
jectif de V est une partie de V , demi-libre sur K ,

2.  DEMONSTRATION DE L'ENONCE 1.4.

2.1, Les y=sous=corps 3

2,1.1, Lemme { ¢ 31 K est un corps et L wun sous—-corps de K |,

alors L > CK(L) 8l et seulement si NK(L) est demi=1libre sur L .

Démonstration ¢ 1) soit L > CK(L) et (ni) une famille d'éléments de

_NK(L) dont toute paire est libre sur L . Supposons que cette famille ne soit pas
libre sur L et notons s 1le plus petit entier positif T pour lequel il existe

n1',“°,nF € N(L)* et a1,°;o,ar € L* +tels que n1a1+ooo+nrar = 0 , Pour tout i

définissons la transformation suivante de L :

n, n.a, .
f (X)) =x "a, - a.x
i i i

Des lors f1(x) =0.,.8 1>2, alors fi # 0 , sinon om gurait s

n, n,a
i 11 ; s s -1 =1 =1 .
X a, = a,x , c'est-a=dire n, x n,a, = a.a n, x n,a a, , et donec
b i 11 i 11 1711

¢ c(n)* § L* , et par conséquent nin?1 € L* contredisant 1'hypothese

sur les ni . .Nous pouvons choisir X ¢ L pour lequel f2(§) % 0 . Il vient des

- =1
n.aa, n
kR

i1

lors :



- - s
32f2(x) +°°°+nSfS(X) = i§1 nifi(x)
n, n a
- 5 n (% ‘a.,-ax ! 1)
. i i
1i=1
s s _n1a1
= X(.Z niai)=(.z niai)x
i=] i=1
= 0 ,

. Puisque f2(§) # 0 , il existe une partie non vide {ZQiq,oeeyit} de {2;...,8}

et des éléments f2<§)9°°°’fi (x) de L* , tels que
S

fz(x)\+o,°+ n, (x) =0,

n
¢ t

ce qui contredit 1°'hypothese sur s .
2) soit L ¥ CK(K) et prenons t ¢ C(L)~ L , Toutes les

paires de A = {1,t, 1+t} sont libres sur L , mais A n'est pas libre sur L .
Remarques : 1) 1'énoncé de ce lemme fait penser mais n'est pas une conséquence du
"théoreme de Dedekind non commutatif" : soit K wn corps , L un sous-corps de K
et Oy secos0y des automorphismes de X laissant L invariant. Si pour tous i # j,
les restrictions & L de o, et de Gj ne différent pas par un aubtomorphisme
interne de ‘L , alors les o5 sont linéairement indépendants sur L (démonstration
analogue au théoréme de Dedekind - Lemme d'Artin).

2) Le lemme implique que les seuls sous-L-vectoriels non nuls de X et
contenus dans NK(L) sont des droites, Ceci a été démontré par Schenkman dans 4],
lorsque L est le centralisateur d'un sous—champ de K (siv V est un vectoriel -
sur K et P une partie de V , le fait que les seuls sous=vectoriels non nuls de
V contenus dans P soient des.droitésp n'implique bien entendu pas que P soit
demi-libre sur K : soit dim V=2, 0 £Fx eV et P=V~{x}, P n'est pas
demi=-libre sur K mais les sous-vectoriels de V contenus dans P sont {O} et

les droites vectorielles ne contenant pas x).
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2.1.2, Soit L > CK(L) et G un sous=-groupe de NK(L) . Le lemme
implique que tout systéme de représentants (gi) de G/G N L* est une base (&
gauche et & droite) du vectoriel LG (qui est un sous-anmeau de K) engendré par
G sur L . Si (nj) est un systéme de représentants de N*/L* , alors chacun
des g; est dans un (et dans un seul des njL* et 1l'on peut donc supposer que
la famille (nj) contient les g, Supposons gue la combinaison linéaire finie
8.4 (ﬁi ¢ L) soit dans N(L) , dés lors il existe . ¢ N et 1 ¢ L tels que

z gizi =ng .
La famille (nj) étant libre, un au plus des zi n'est pas nuls, nous avons donc
démontré le

Lemme 2 3 Si L > CK(L) et G est un sous—groupe de NK(L)* y

alors 10 A NK(L)* = L*¥,G , et en particulier

Lemme 3 ¢ Si L 2_CK<L) et G est un sous~groupe de NK(L)*

contenant L* , alors [G] f\NK(L)* =G .

Ltapplication G — [G] est donc injective.

2020 Lemme 4 ¢ Si K est une ny-extension de L et G est un

sous-groupe de NK(L)* contenant L* , alors [G] =G .

Démonstration : soit (ga) un systéme de représentants de G/L* et
(ni,ga) avec n, £G6,um sysféme de représentants de N¥/L¥ qui prolonge (ga) .
D&s lors les g, forment une base de [6] sur L et les n, et les g, une base
de XK sur L (par le lemme 1).
Soit O #x =% gb, € [¢] et
X =y + ILn.a,

. R
1

ol y € [G] et les 8, sont dans L .

Donc 1 =Xy + X niai , done
i
(613 2xnge = g2 me,
1 o, 1
i
!
= 2 ganiza a; -

o.1
¥

Ba
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I1 existe donc des bB € L tels que
. .,
L gnyg a =1g 4 (*)
. i
i “LC 5 B

Parmi les g n.. présents dans le premier membre de (%) extrayons une base
o : '

{gz, ng} de ¥ ganiL . L'égalité (*) devient :

T g*n¥a .=38 4 .
A VR I BB
Wod

Mais toutes les paires de 1'ensemble {g*ng s gﬁ} sont libres, donc (lemme 1) cet
ensemble est libre et tous les coefficients de (%) sont nuls. Donc X xniai =0
-1

et x =y € [G] , ce que nous voulions démontrer . Le lemme 3 implique dés lors le

Lemme 5 ¢ Si K est une ny-extension de L et G un sous-—

groupe de NK(L)* contenant L¥ , alors Né(L) =G .

Lemme 6 ¢ Si X est une ny—extension de L et G un sous=

groupe de NK(L)* contenant 1L* , alors G A NK(L)* si K est une ny-extension

e G .

Démonstration : G est trivialement un y-sous-corps de K .

1) Soit G < NK(L)* , dds lors :
w(n) ¢ we) ¢ ¥@E)
mais N(L) = K par hypothése sur L , donc ﬁfé; =K .
2) Supposons que G soit un ny-sous-corps de K , et soit (ﬁi) un systéme

de représentants de NK(E)*/E* . Par le lemme 1, il vient : K = Eia . Soit

1 H
[N

des lors 1., +e..+ ESES un élément quelcongue de ,NK(L) (les sont dans

171
L et on ne nuit pas & la généralité du raisonnement en prenant une telle numéro-

tation).

Pour tout a ¢ L , i1l existe donc a1 € L avec

(n1g1 oo+ nsgs)a = a1(n1g1‘+,..+ nSgS) )
.
donc : I hg.a=3na g
° i1 I B T
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Puisque a, € L 5_@ , ona a, € @ , par conséquent, pour tout i on peut écrire :
n

ce qui donne : Zigi € NK(L) pour tout 1 . Nous savons par le lemme 1 gue si une
somme d'éléments de W(L) est dans N(L) , alors tout ces éléments sont L-propor-
tionnels., Nous venons donc de montrer que NK(L)_S NK(E) e g_NK(E) .« Dés lofs,

en vertu du lemme 2 on a ¢

EN(L)A N(G)* = Gx.n(L)* ,
. =N(L)
mais G 2_[N(L)] = N(L) (par le lemme 4)
=K (par hypothdse sur L)
Donc N(a)* = @*N(L) R

Il résulte des lors d'un théoréme d'isomorphisme d°Emmy Noether gque
ML) 2 6*xAN(L) =G en vertu du lemme 5 , c'est ce que nous voulions démontrer.
2,3, Soit L wun ny-sous-corps de K , ﬁ et ¥ les applications respec-
tivement de sg(N*/L*) dans HK(L) et de HK(L) dans sg(N*/L*) -définies par
#e) =& et w(P) = wy(L)
(f a bien cette propriété, en effet G > cK((';) et N.G(L)* = G (lemme 5) donc

(1) = G) .

G
n a : ¥p(e) = v(G) = NE(L) =¢ (lemme 5) et pu(P) = p NP(L) =

NP(L5 =P (définition de HK(L)) . D&s lors, en tenant compte du lemme 6 ,

1'énoncé 1.4, est démontré.

3, Soit toujours K wune nnp-extension de L . N(L) induit par automorphismes

internes un groupe d'auntomorphismes de (L) dont le champ fixe est

IN/ CL

c(L) c(N) = 2 .. L'application n - I est donc un morphisme de N(L) dans

n/CL
le groupe de Galeis G(CL/z) de ¢(L) sur % - Le noyau est N(L) = ¢cCL (et donc,

par le lemme 6, CCL est un ny-sous-corps de K).

Supposons maintenant que [K:L] < o ., (vu l'hypothése sur NK(L) 5

[,K:.L]g = [K:1],) -
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Puisque L > CK(L) , N¥ et N*/L* induisent sur C(L) 1le méme groupe
d'automorphismes, or par le lemme 1 3 l'ordre ]N*/L*] de N*/L* est [K:L] gui
est fini. Il résulte dés lors d'un théoréme d'Artin que :

Corollaire (du,lemme 1) : 91 K est une ny-extension de degré fini de L ,

alors C(L) est une extension galoisienne de Z et NK(L)*/NK(L)*fw C Ol = a(c(n)/z).

La théorie de Galois commutative et 1l'énoncé 1.4. nous donnent des lors la trijec-

Gf———7@-
c(a)=c(G)

ol ¢ parcourt sg(NK(L)*/NCCL(L)*) , G parcourt HK(CKCKL) et ¢{(G) 1'ensemble

tion canonique s

des champs intermédiaires a CK(L) et .Z + On obtient un énoncé plus parlént en

supposant en outre que CCL = L (ou K est galoisien interne sur L),
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MODULES SUR DES ANNEAUX PREMIERS DE DEDEKIND
d’aprés D, EISENBUD et J.C. ROBSON [1]

par Melle J, CALAIS

o Qe S om S omC a8 e

RAPPELS,

Un anneau de fractions Q est un anneau unitaire, dans lequel tout €lément

régulier est inversible,

Un ordre & droite R dans  Q est un sous-anneau de § tel que tout élément

de @ s'écrit ab~! , avec a et b dans R, b étant régulier, On définit de
facon analogue un crdre a gauche dans Q ,

Si S et R sont deux ordres & droite dans Q , on dit gqu'ils sont éguivalents,

s'il existe des éléments ¢, d, e, f réguliers dans Q tels que :

cRd € 5 et eSf R .

R est un ordre & droite meximal dans Q , s'il n'est contenu dans aucun ordre

4 droite équivalent.

.Dtapres un résultat de Goldie [2] , tout anneau premier, noethérien (& droite
et & gauche) est un ordre & droite et 3 gauche dans un anneau de fractions simple
artinien,

Un anneau premier de Dedekind [4] est un anneau premier, héréditaire, noethé-

rien(1) guil est un ordre maximal dans son anneau de fractions,

(1) héréditaire (respt noethérien) signifie héréditaire (respt noethérien) i

droite et & gauche,
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R étant un anneau premier de Dedekind, et M un R-module & droite, on dira

[5] gu'un élément x € M est un élément de torsion si . Ann x contient un élément

régulier,

R vérifiant la condition de Ore, 1l'ensemble +(M) des éléments de torsion de
M est un sous-module de M [3] .

M est un R-module de torsion,'si t(M) =M

M est un R-module sans torsion, si t(M) = {o} o

I. ANNEAUX PREMIERS, HEREDITATRES, NOETHERIENS,

Dans tout ce paragraphe R _est un anneau premier, héréditaire, noethérien,

que l'on suppose non simple artinien; son anneau de fractions Q est alors simple

artinien,

1) Rappels de résultats ds & Goldie [2] :

10 = un idéal & droite de R est essentiel si, et seulement s'il contient
un élément régulier,

20 — un idéal & droite U de R est dit uniforme si U # {o} et si
quels que soient 11, I, idéaux & droite de R , non nuls et contenus dans. U, on

2
a I1ﬂ1274{o}0

30 — tout 1déal & droite uniforme maximal est un annulateur & droite dans
R , pour un élément de R .

4¢ — gi U est un idéal & droite uniforme de R , il contient une copie
de tout idéal uniforme V .,

50 - R étant noethérien, RR est un R-module & droite de dimension finie
au sens de Goldie ; il vérifie donc les propriétés suivantes :

I1 existe un entier positif n tel que :

a) toute somme directe d'idéaux ¥ droite uniformes de R , de longueur
maximale, a n termes,

b) toute somme directe d'idéaux & droite de R a au plus n termes,

¢) wun idéal & droite I de R est essentiel, si, et seulement s'il

contient une somme directe de n idéaux a droite uniformes.

On appelle n la dimension uniforme de R .,

D'une fagon générale, un idéal & droite I , tel que toute somme directe
d'idéaux & droite uniformes gqu'il contient a, au plus, k termes, sera dit de

dimension uniforme k .

6¢ - R &tant un ordre dans Q simple artinien, I est un R-idéal &
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droite fractionnaire de Q , s'il existe q € Q tel que qI est un idéal & droite

egssentiel on a

2

I*
%(I)

{a € @ ; oI <R}
fag € Q; gl I}

HomA(L R)
HomA(L I)

2R

il

I* est un R-idéal & gauche fractionnaire de Q .

LEMME T.1, Un anneau premier noethérien qui contient un idéal minimal &

droite est simple artinien,

LEMME T.2. Scit R . un ordre dans un anneau simple artinien Q et soit I

un R-idéal & droite fractionnaire, Alors I est projectif, si et seulement

si
-

2)

II* = Oﬂ(I) et dans ce cas I et I*¥ sont des R-modules de type fini,

Propriétés relatives & un anneau R premier, héréditaire, noethérien :

THECREME I.%3, R étant supposé non simple artinien, soient I et J deux

idéaux & droite de R tels gue J < I ., Alors, I/J est un R-module &

droite artinien, si, et seulement si J est essentiel dans I .

10 = Supposons I/J artinien et J non essentiel dans I ,

I1 existe alors un idéal & drcite K ou R  tel que :

eyl

J DK

KcI et JOKCI; dlod _{,%?izx et = cC1/J .
. o J@ K . -
étant artinien, = contient un sous-module minimal, donc K contient un

idéal minimal, ce qui contredit 1l'hypotheése : R non simple artinien (cf, Lemme Tole)e

20 = Jupposons Jéé I (J essentiel dans I),

On remargue que si H est le sous-module complément de I dans RR , on aIl®HAR,

Or

I®H I

JAT => JOHEL I®H , et d'autre part, TZE ST -

On peut donc, sans restreindre la généralité supposer J< I AR .

Soit (1) I 3 Z[1 -] 12 = o0 D J une chaine décroissante d'idéaux & droite

essentiels contenant J , On en déduit la chafne croissante :

gauche

(2) 1% c I? © I; C .. J* formée de sous-modules du R-module &

p==3

J* qui, d'aprés le lemme I,2, est de type fini. La chafne (2) est donc finie.

En posant Ii* = {q € Q I{q_g;I{} , on vérifie facilement que I;* = Ii pour

tout i

, on en conclut que la chafne (1) est finie, donc que I/J est artinien,
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LEMME I.4. Tout R-module & droite projectif est isomorphe & une somme directe

d'idéaux & droite uniformes,

a) On montre que R est somme directe finie d'idéaux & droite uniformes:

R =

1

Ui .
1

n
On en déduit que tout idéal & droite I est aussi somme directe d'idéaux &
droite uniformes

P .
I=k(-—9 v, Vk uniformes et ngUk o

I<4 R<{=> p=1n .

b) Si M ept un R-module & droite projectif, R étant héréditaire, on

a M8 @ M avec M ® I , les I étant des idéaux & droite de k ., Par suite :
AEQ M M M

Mx est isomorphe & une somme directe d'idéaux & droite uniformes de R

°

COROLLAIRE I.5, Si I et I' sont deux idéaux & droite de R , de méme

dimension uniforme, alors, I' est isomorphe & un sous-module essentiel

de I[1].

II. STRUCTURES D'UN MCDULE-DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PREMIFR DE DEDEKIND,

1) Structure d'un module de type fini sur un anneau R premier, héréditaire,

noethérien :

(n suppose toujours R non simple artinien,

PROPOSITION II.1. Un Re-mcdule & droite de type fini M est de torsion,

- 8i, et seulement s'il est artinien.

. n . R Vi
Soit M = .2 XiR , on a XiR & = 1i=1, .., 0
1=1 i
a) M de torsion ==> Ann X, <R, Vi = 1, «..; n , donc, d'aprés le
Lo R o
théoreme T.3., o est artinien,

M est alors une somme finie de R-modules & droite artinien, donc est artinien,

b) M artinien => xR artinien, Vxen H

alors : ( artinien, Vx ¢ M) => (Amn x <R , Vxel), clest-ti=dire N

de torsion.
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THEOREME II.2, R étant premier, héréditaire, noethérien, soit M un

R-module & droite de type fini. Si t(M) est le sous-module de torsion de

M, alors E%Ej est projectif, t(M) est artinien et M % t(M)(D E%ﬁj .

a) On utilise le résultat suivant : tout R-module & droite N de type
~fini et sans torsion est un sous-module d'un R-module libre de type fini {3] ;

R étant héréditaire, on en conciut que N est projectif.

En particulier : N = ET%7 est projectif.
b) La suite exacte :
Ot(M)MmO

est scindée, puisque %%ﬁ7 est projectif, dfol

Mzt(M)@ﬂMm .

c) (M de type fini et t(M) facteur direct dans M) ==> t(M) de type
fini. D'autre part, t(M) est un module de torsion, donc, d'ayrés la proposition II.1,

t(M) est artinien,

Le théoreéme précédent s'applique, en particulier, si R est premier de Dedekind,
et dans ce cag, l'étude qui suit précise la structure du facteur projectif f%ﬁj et

du facteur de torsion +(M) d'un R-module M de type fini.

2)_Structure d'un module projectif sur un anneau R  premier de Dedekind :

Rappel [4] : R étant un anneau premier de Dedekind, R est en particulier
un ordre d'Asano & droite, par suite, pour tout idéal & droite I de R , on a
I*I =R ,

on en déduit le résultat suivant :

LEMME IT.%. : Soient I et K deux idéaux a droite de R , de méme dimension

uniforme, et J wun idéal & droite quelconque, non nul, de R . Il existe alors,

un idéal & droite L essentiel dans J , tel que :

- I@®J KDL

D'laprés le corollaire I.5., on peut supposer 1 essentiel dans K et par

‘suite, % est artinien, d'aprés le théoréme I.3.

D'autre part, R noethérien == % noethérien, d'ou % de longueur finie,

. ‘ X
Le lemme se démontre alors par récurrence sur la longueur de T compte tenu

du lemme de Schanuel [1] .



THECREME II.4, : Soit "R un anneau premier de Dedekind et P wun .R-module

& droite projectif,

1) si P est de type fini, il existe un entier positif et un idéal &

droite I de R +tels que : P ® R(t)<3 I,

2) si P n'est pas de type fini, alors P est libre,

P étant projectif, P est, dtaprés le lemme I.4,, isomorphe & une somme
directe d'iddaux b droite uniformes de R .

ler cags s P est de type fini,
Sila dimension uniforme de R est n , en groupant les facteurs uwniformes de P

par groupes Ik de n idéaux & droite, on obtient :

b= I1($ 12(9 eos @ It(j J

ol les Ik (1 $ kg t) sont des idéaux & droite essentiels et - J est un idéal

& droite non nul de R de dimension uniforme ¢ n .

Fn appliquant successivement, pour k =1, ..., t=1 , le lemme II.3., on
obtient :
~ plt=1) .
I1® 12® aoo@It R @Lt‘—1 ? t_‘1
Il existe alors I<L J tel que :
Lt_1x3,J *R@®I

dtol : P R(t) @I .

28me cas ¢ P n'est pas de type fini.

On groupe dans P les facteurs uniformes~par groupes de . n ; et on remarque
gu'il suffit de démontrer qu'une somme directe dénombrable de tels groupemeﬂts est
un R-module libre,

On peut donc supposer :

P=I1-@ IZ@OM

ol les I (k ¢ N) sont des idéaux essentiels de R .,

L'application du lemme II.3,, conduit alors & écrire P sous forme d'une

somme directe de R-modules libres, donc P est libre.

%) Structure d'un module de torsion, de type fini, sur un anneau R premier de

Dedekind -
Rappels et définitions ¢ Si M est un R-module & droite son annulateur

An(M) = {a € R ; xa=o0 , V=xe M}
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est un idéal bilatere de R .
si  snn(M) = {o} , M est dit fidéle.
si  ann(M) £ {o} , M sera dit non fidele.

Enfin, M sera dit complétement fiddle, si tout sous-module de tout module

quotient de M est fidele,

LEMME TT.5, ¢ Soit M un  R-module & droite de longueur finie et C un

sous-module tel que % soilt cyclique,

a) si C est simple et si la suite exacte :

0 - C-ﬁ'M-e-%fe o n'est pas scindée ,

alors, M est cyclique.

b) 81 C est completement fidéle, alors M est cyclique.

a) On montre que si x est un générateur de % , tout représentant x de x

engendre M .
b) La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de C (voir [1]),

LEMME IT.6, ¢ Soit T wun Re=module de torsion et de type fini ; alors T

est une extension d'un module compldtement fiddle par un module non fiddle,

On remarque gque T est de longueur finie ; en effet : T de type fini et
R noethérien =» T noethérien, d'autre part, T est artinien d'aprés la propo=-

sition II.1.

(n démontre alors, que si C est un sous-module maximal complétement fideéle
de T, % est non fidesle, Pour cela il suffit de monirer que tout R-module de
torsion, de type fini et fidele contient un sous-module simple fiddle (Pour la
démonstration de ce résultat, voir [1ﬂ)o En effet, s8'il en est ainsi, et si %
était fidedle, % contiendrait un sous-module simple fidele %; , mais - T' serait

complétement fideéle, ce qui contredit la maximalité de C .

THEOREME II.7. : R ¢étant un anneau premier de Dedekind, un R-module T de

torsion et de type fini est somme directe d'un module compldtement fiddle et

d'un module non fidéle,

D'aprés ce qui précede, C étant un sous-module maximal compleétement fidele

de T, % est non fiddle, T est donc extension d'un module complédtement fiddle
C par un module non fidele U = % o

On démontre alors, que Exté(U,C) ={o} [1], d'ob: T CODU.
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SUR UNE CLASSE D'ANNEAUX CONTENANT LES ANNEAUX
DONT LE TREILLIS DES IDEAUX A GAUCHE EST TOTA-
LEMENT CRDONNE,

par Benoit LEMONNIER.

(n se propose de donner guelques propriétés des anneaux tels que tout filtre
du treillis des idéaux & gauche soit un intervalle. Imposer que ces filtres soient
des intervalles fermés dquivaut & la condition artiniemne, c'est pourquoi on s'est

permis d'appeler ces anneaux "quasi-artiniens & gauche",

$ 1. LA CONDITION QUAST-ARTINIENNE,

Soit L wun treillis modulaire et complet ; son plus petit (resp. plus

grand) élément est noté o (resp., M), L est dit quasi-artinien (§.A.) quand

pour toute suite décroissante (Xn) d*éléments de L et pour tout YO f\Xn , 1l

existe n tel que Y’;an » Un élément de L comparable & tous les autres sera
o)
dit comparable. Par exemple L est Q.A. s'il est artinien, ou bien s'il est tota-

lement ordonné. Un filtre de L est une partie F de 1L stable par passage & la
borne inférieure d'une famille finie d‘'éléments et par passage & des éléments plus

grands,

LEMME 1. Si L est Q.A, toute sulte décroissante ol figure un élément

non essentiel est stationnaire.

Soient (Xn) une sulte décroissante, X = f\Xn et Xn un élément non
essentiel ¢ il existe T € L , T # o tel que Xn N T=o0; a;ors XcXUT
la condition Q.A, donne Xn tel que Xn XU ;' et on peut choisir n, » n
On en déduvuit, par modularitéz Xh1 = Xn1rﬁ (XLJ T): X L}(Xn1rw T) =XU o =X

;
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LEMME 2. Si L est Q.A., pour toute suite strictement décroissante (Xn) s

X = r\xn est un élément comparable de L .

Supposons qu'il existe T ¢ L tel que X et T ne soient pas comparables

entre eux, TDX MT donc il existe n = avec Xn NTcT; puisque XODXNT
o)
le lemme 1 montre que [X T, T] est artinien, d'ol n1 tel que Xn AT=XNT .

1
Puisque TDX AT et que le treillis [X AT, M] est Q.A. , le lemme 1 montre

gue (Xn) est stationnaire, contrairement & 1'hypothese faite,

La condition Q.A, admet d'autres formulations qui montrent qu'elle n'est

pas liée & l'aspect dénombrable de la définition donnée ci-dessus,

THECREME 1. Pour un treillis modulaire et complet L les propriétés

suivantes sont équivalentes :

10 L est Q.A. ;
20 Pour toute famille filtrante décroissante (Xi) d'éléments de L

et tout YD ﬂXi il existe iO tel que YQXi H
o

%0 Toubt filtre de L est un intervalle.

10 => %0 , Soit F wun filtre sans plus petit élément (si F a un plus
petit élément, clest fini) ; F contient donc des suites strictement décroissantes
(Xn) ; deux cas se présentent :

1) pour l'une d'elles, X = N Xn £ F; dlaprés L.2 X est compa-

rable, en utilisant la condition Q.A. on vérifie que F = %, v] .

2) pour toutes ces suites, X = AX €F; alors E= {Y ¢ P|Y compa~

rable} #0 et F={z|3Y¢E,Ycz}=1]I, M] oi I= (Y Y; pour le voir on
Y¢E

utilise le fait que I est encore comparable.

30 ==> 20 , Soit (Xi) une famille filtrante décroissante ;
F=1{Zc¢ LI Ji, X, < 7z} est un filtre, donc F = |I, M] ok I ¢ L ; nécessai-
rement I _c;nXi. Donc YO nXi => Y DI=>7Y¢TF ce qui est précisément la

condition 2° .,

Un A-module M est dit Q.A. quand le treillis de ses sous-modules

est Q.A. M est dit semi-artinien quand tous ses quotients non nuls ont un

socle non nul.
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LEMME 3, Soit M un module guasi-artimiengalors :

10 Tout sous=module et tout quotient de M est Q.A, ;

20 M est de dimeénsion finie, au sens de Goldie ;

%30 i M- est uné somme directe, M est artinien ;
40 Si X et Y M ne sont pas emboités, (X+Y)/X NY est artinien ;

50 Si M est semi-artinien,; il est artinien ;

6° M contient un Bsous-module artinien maximuﬁ, noté C1(M) H

70 si le socle de M/X est nul, X est comparable,

oo
10 est évident, Pour 2°, si M contenait C)Xn avec Xn # o pour tout n,
oo ) 1
en posant Y =@ X on aurait X = N Y _. sans avoir X 7 Y, pour un certain k
k k n 1 1 k 1 k
ce qui contredirait la condition Q.A. . 3° découle de L.1. et 4° découle de 3°

puisque (X+Y)/X NY 2 (/X NnY)® (Y/XNn7Y).

Pour démontrer 5° supposons avoir une suite (Xn) décroissante de sous-
modules de M , le socle de M/ r\Xh est non nul de longueur finie donc il existe
n tel que X = f\Xn , dréce & la condition Q.A, Pour 6° on utilise 5° et la
stabilité par é%imorphismes et sommes directes de la classe des A-modules semi-
artiniens.

Pour: 7° remarquer que si Y nfest pas comparable & X , (X+Y)/X4ﬁ Y

étant artinien, le socle de M/X n'est pas nul,

§ 2. ANNEAUX UNITAIRES QUASI-ARTINIENS NON ARTINIENS, A GAUCHE,

Un tel anneau A seradit Q.A' ;- son radical de Jacobson est noté R .

THEQREME 2. Un anneau Q.A' est local, Il contient un plus grand idéal

& gauche artinien qui est comparable & gauche, bilatere, de carré nul,

Soit C = C1(AA) (L, 3, 6°); C est bilatére comparable (L.3, 7°) .
51 e,c, # 0 avec c{ et c, € C, c'est que o f.e, CC; Ao, ® A£fo-. c, est
artinien ainsi dque o.-. c, ainsi AA serait artinien contrairement & 1'hypothese.
na CcR pulsque C est comparable., Pour montrer que A est local on

peut donc supposer C = o , Soit Aa # A avec & non nilpotent., Puisque socle Aa

=0 , o°, a est comparable (LOB9 79) et o-. a c:Aan pour tout m ; la suite
A 'Aa n
décroflt strictement (en effet m Y ® .eo) 3 Ad  est comparable (L.2.) ;
Aa

1'identité A = A(1-a) + Aa" exige M Aa"  A(1-a) ; par Q.A, il existe n_ tel
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20
que Aa g;A(1~a) , Aol A(1-a) = A . Ainsi tout idéal & gauche propre de A est
dans R .

Exemple | ¢ Scient p un entier premier et G la p-composante du groupe Q/Z H

posons A = EndZG X G x G en tant que groupe additif ;3 A muni du produit
(n, g, gz)(h', g’j, g“z) =(h on' , hg”1 + h'g,, hg', + h”gz) devient un anneau

[00]
commutatif Q.A' ; les idéaux de A sont : A D p&.:)pZA ves ;)r\pnA =0xG % G

gt les sous-groupés"de Ox G x G , qui est un groupe artinien., Ici, C1(A) = 0x G x G.

LEMME 4, Soit A un anneau unitaire,

109 8i° I est un idéal & gauche idempotent contenu dans R , I annule
tout A-module semi-artinien & gauche.

20 “Si T est une Classe de A-modules & gauche stable par extensions et

épimorphismes alors G = {a ¢ AIA/Aa'e T} ‘est un semi-groupe multiplicatif,

10  Soit AM semi~artinien; J = TA est encore idempotent et J < R .
Posons M = 037 ; si I AU, M/MO contient un module simple S et JS = S
ce gui contredit RS = o . Donc MO =M et I.M=TIAM=o0 .

0 o o ) :
29 Pour a, et 8, € G , A/(Aa1 + 0 eaz) € T donc aussi AaZ/Aa1a2 et

finalement A/Aa1a2 £T .,
LEMME 5, Tout idéal bilatére non nul propre idempotent d'un anneau Q.A'

est complétement premier.,

D'abord I est comparable ; sinon (L.%, 4°) il existerait J c I tel que
I/J soilt artinien et on aurait (Lo49 19) I2 < J contredisant 12 =1 , Par suite
a f I<=> A2 I, La classe T des modules annulés par I est stable par exten-
sions et épimorphismes donc {a € AIA/Aa € T} est stable par multiplication (L°4,2°)
mais A/Aa € T<=> Icha=> IcAha , puisque I = Aa dimpliquerait RI < I et

I2 — I , Ainsi I est bien complétement premier,

Indice & gauche d'un idéal (& gauche ou & droite) I d'un anneau A : c'est le plus

petit ordinal y tel que ¢ ) y => 1% = 1Y , ol les puissances ordinales & gauche

BT 1.1P et ¥ = A 1P si 4 est limite.

B<L
THEQREME %, Dans un anneau Q.A.', l'indice & gauche du radical de

de I sont définies par I

Jacobson est soit 1 soit un ordinal infini,

En effet si y est fini, RY est idempotent, non nul puisque AA n'est

pas artinien, RY est donc premier (LOB) ce qui exige y =1 .
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Exemple 2 : Soient K 1le corps premier de caractéristique p , G = (Q/Z)p

A = K[G] l'algebre de groupe ; le treillis des idéaux de A est totalement
2

ordonné et R = R

LEMME 6, Soit I wun idéal bilatére d'un anneau unitaire A . Lfensemble
d'idéaux & ganchée ]I,A] est topologisant ([3] p. 411) si et séulement

si I est N=irréductible & gauche.

Supposons I () -irréductible, I1;3 I et ac¢ A alors I1~. adl;
sinon on aurait a £ I et I1', a=1 dtou I = (A2 + I) r‘\I1 , contradiction.

La réciproque est évidente.

LEMME 7. Soit I wun idéal & gauche d'un anneau A4 :
10 I, AA] est topologisant <==> I ést bilatdre ;
20 [I, A] est topologisant et idempotent <==p I est bilatére idempotent.

THECREME 4. Soit E un ensemble d'idéaux & gauche d'un anneau quasi-
artinien & gauche ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

10 E est un filtre topologisant et idempotent ;
20 E

[I, ,A] avec I bilatére idempotent, ou bien

B

19, ,A] avec J idéal bilatére complétement premier.

10 ==> 20 E est un intervalle d'aprés T.1. . Si E = [I, A] c'est
fini (L.7., 2°). Si E = 175 4], AA ‘est Q.A'. et J est comparable & gauche.

J esf"bilatére, sinon 11 existerait a € A avec Ja 3 J c'est-a-dire Ja € E

1 1 1

(3 € J) a'ou i1—j € o'.acdJ puisque Ja # o , finalement i1 € J, contrédiction.

En prenant pour T 1la sous-catégorie localisante associde & B (c'est-i-dire

d'ol I1 =Ja*.a¢E et I,a=Ja; prenant i, ¢ I, \N J on aurait i1a = ja

MeT<K=>o0'-mIJT Vme M) on voit (L@4, 20) que J est complétement premier.

20 => 1° 8i E=[I, A] c'est L.7.,2° .81 E=1]J, o] , E est topo-
1ogisant (L.6.) parce gue J est N -irréductible (A/J est intégre coirréduc~—
tible). Il reste & montrer que E est idempotent : soit I1 un idéal & gauche tel
que, pour tout a ¢ A, il existe I'a J avec I, *.i'a D J pour tout i' ¢ I
il s'agit de montrer ([3] p. 412) que II1:) J ; sinon on aurait I1 c J puisque

J est comparable ; prenant a = 1 , on aurait (11'. i') i' © J , on obtient une

contradiction pOur" i' ¢ I'N J puisque J est complétement premier.

COROLLAIRE. Si A est Q.A.' 1l'ensemble des sous-catégories localisantes
de la catégorie des A-modules & gauche est totalement ordonné.

En ‘effet les idéaux complétement premiers sont comparables & gauche et on

utilise L.5.
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§ 3. QUELQUES EQUIVALENCES POUR LES ANNEAUX Q.A.

Le caractére intégre,

| THEOREME 5. Si A est un anneau Q.A', les propriétés suivantes sont

équivalentes ¢ 1° L'idéal singulier & gauche de A est nul ; 29 A est

z

]reduit s 3% A est integre.
10 ==> %0 Soit C 1le plus grand idéal artinien de AA R

est essentiel dans AA donc C =o0 et AA est coirréductible, 30 ==> 20 est

CT=o0 et C

évident., 20 ==> 19 puisque les idéaux singuliers & gauche et & droite d'un

anneav. réduit sont nuls ([8]) .

CCROLLAIRE. Un anneau .Q.A°f admet un plus petit idéal complétement

premier,

Le caractére semi-héréditaire.

THEQREME 6, Pour un anneau unitaire A les propriétés suivantes sont

équivalentes : 1° A est Q.A' et semi-héréditaire & gauche

20 A est intégre et le treillis de ses idéaux & gauche

est totalement ordonné.

10 => 2° Pour a ¢ A, o-°.a est facteur direct, A étant local on a
0'.a =0 . Supposons Aa et Ab non emboités, alors on vérifie facilement que

o . .
%—}—ﬁ-}? X %3 (—B%E , module semi-simple de longueur 2 . Par ailleurs Aa + Ab est

projctif, donc libre, donc monogéne, finalement Aa + Ab = Ac est un A-module
local ¢ il ne peﬁt évoir de quotient semi-simple de longueur 2 . (n a donc prouvé
gue deux idéaux monogénes sont toujours emboités, dfoll 29 ,

20 ==> 1° est évident,

Exemple 3 ([6]) ¢ Scient K wun corps, $ 1la famille de parties
Icfo, +o cR qui sont bien ordonnées, A 1'ensemble des "séries formelles”
'?IkiXi ol ki €K, IT¢®R ; avec les opdrations évidentes A est un anneau
i

QA" , héréditaire & gauche, non noethérien,
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Le caractére héréditaire,

LEMME 8. Si A est un anneau local principal & gauche, A admet pour
uniques idéaux & gauche les puissances ordinales & gauche de R

3

aA étant noethérien il existe un ordinal vy tel que RY = 0 , Pour
a #.o. ; 8oit o le plus petit ordinal tel que a [ r® ; a n'est pas limite ;

«a=8+ 1 et Aa,g;RB =Ar ; a=ur o1 ugf R donc Aa = rB .

THECREME 7. Pour un anneau unitaire A les propriétés suivantes sont

équivalentes : 1° A est Q.A' et héréditaire & gauche ;

N

20 A est local, intégre et principal & gauche,
10 => 20 A étant local, o' a = o comme dans T.6, . Tout idéal &
gauche est projectif, donc libre, donc monogene, 290 ==> 10 résulte de L.8, .

Pour des exemples de tels anneaux ou l'indice & gauche de R soit un

ordinal quelconque, voir JATEGAONKAR, A.V. (J. Algebra 12, 1969).

THEOREME 8, Pour un anneau Q.A., les propriéiés 1° A est parfait & .
gauche 3 2° A est parfait & droite 3 3° A est artinien & gauche ;

sont équivalentes,

10 ===> 30 Tparce que R/R2 est de type fini (Lo 11 de [7]) ; 30 ==> 20

(T.P, de [1]) ; 20 ==> 1o AA est semi-artinien donc artinien (L.%, 5°),

Le caracteére noethérien,

THEOREME 9, Un anneau Q.A, est noethérien & gauche si et seulement si

RY = o (y indice & gauche de R). Il est alors compldtement primaire

3 gauche [5]).

Supposons R = o ; soit o le plus petit ordinal tel que A/ROC ne
soit pas noethérien, Nécessairement a est limite, Pour I D R% , il existe
B< o tel que I g;R[3 et A/I est noethérien. Ainsi o n'existe pas et AA

est noethérien, La réciproque est évidente,
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Si ab=o0, a# o0, il existe n tel que o-.b A A"t = o ; AbY est

artinien donc (T.2.) b est nilpotent.

THEQREME 10, Scit A un anneau unitaire intdgre avec R # o et tel que,

pour tout idéal & gauche I # o , A/I soit artinien et I contienne un

o

idéal bilateére non nul. 1° A est noethérien & gauche et AR =0 .
1

20 Si A est complet pour la topologie R-adique alors A est Q.A',

10 est immédiat,

20 Soit I un idéal & gauche £ o , il existe n tel que T4R" = I+R"T '=...

. = J puisque A/T est artinien ; par suite I+4RJ = J et R(J/I) = J/I ; le
lemme de Nakayama montre que I =J et r" < I ., Notamment tout idéal & gauche est

fermé pour la topologie R-adique.,

N

Soit (In) une suilte strictement décroissante d'idéaux & gauche ; nécessai-

rement f\In = 0, Supposons gu'il existe s tel que In é;RS , ¥n . Puisque A/RS

est artinien, la suite (In+RS)n est stationnaire donc il existe X € (In+Rs) AN R®

tel que x, - x € RS et

pour tout n . Supposons avoir déja construit x 4 o

t

x, € (In+Rt) \_Rt pour tout n . I f\(xt+Rt) n'est pas vide, donc

[(In+Rt+1)/Rt+1] f}(xt+Rt/Rt+1) 46 dens A/R°T'; cet anneau étant artinien il

existe §t+1 € (In+Rt+1)/Rt+1 et ¢ ;ct+Rt/Rt+1 , pour tout entier n , Ainsi
t t+1 1y
Xt+1-Xt € R et Xt+1 € (In+R J\\R 5 n .
On construit ainsi une suite (Xm)m>s qui est de Cauchy, elle converge
7

4 . .- s [ s
donc vers un élément x . Puisque Xm_Xs € R et que R est fermé on a X=X € R

8 , m m+ 1
donc x f R~ . D'autre part X X € R pour tout k , donc x € In+R pour

tout n et pour tout m ) s-1 , donc x ¢ In pour tout n (In étant fermé), donc

(o0
x € N In = 0 ce qui contredit x K RS . Ainsi on a démontré que pour tout entier
1

s 1l existe n tel que In g;Rs .

Pour terminer montrons que A est QA" : si I N In (=o0) , 11 existe
1
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n i n
n, tel que R 1 cI (début de 2°) ; ensuite il existe n, tel que In R
. n,

donec I, 1 ainsi la condition Q.A. est satisfaite,
2

Cette démonstration est inspirée du théordme 13, § 5, Ch. 8 de [10]).

§ 4. DEVIATION ORDINALE, ORDINAUX INDECOMPOSABLES, APPLICATIONS,

Définitions ([9] et [4]) : Etant donné un ensemble ordonné. E non discret
on définit une suite ordinale (Da> de parties de D = {(e,e’) ¢ EZIe £ e'}l  par

D= {(ese’) ¢ D[[e,e’] artinien} ;

— H i ]
Da = {(eye ) € Iﬂ_\f(e € oo © < e') 3 n oavec nyn

b

=> s D
[en+1k en] ¢ ;z; B

On dit que E a une déviation définie s'il existe o avec D =D . Le
o

plus petit de ces ¢ est appelé déviation de E (dév E).
ILEMME 9, Si un ensemble ordonné E est noethérien, dév 'E est définie,

Raisonnons par l'absurde et supposons Da = DOC+1 # D . Soit (eogeé) €D
et f Da tel que e, soit maximal pour cette propriété. Alors étant donné

6 & os0 © £ e

o et $ oo g €

N é , 1l existe n_ tel que n no=> [en+1’en]‘€ Da ’

4 cause de la maximalité de e , donc e 9e9) €D =D , contradiction,
o} 0’ 0 ot+1 a
Ainsi pour tout ordinal A , dévgo,h]o existe ol [oyx]o désigne [o,A]

muni de son ordre opposé. Ord B désignera l'ordinal associé & un ensemble bien

ordonné B .,

.

PROPOSITION 1 : Les ordinaux “ u(k) définis par 1) w(o) =13 2) wlo+1)

= ola) + wla) + .o 3 3) w(p) = 0rd U [o,0(a)] si B est limite ;
akB
vérifient les conditions : a) x < wlk) => dév[oyx]o <k,

b) dévo,w(k)]® =k ,
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w(1) = Ord N donc 1'énoncé est vrai pour k = 1 ; supposons le démontré
pour k' <k , Si k =k'+1 , 2) montre que dév|o, w(k)]o y k3 pour o < wlk),
il existe un entier n tel que o < nw(k') donc dév[o,a]o < kP <k et
dév[o, w(k)]o =k ., S8i k est limite, 3) montre que dév[o, w(k)]o > k 3 pour

a < wlk) , il existe k' < k tel que o < w(k') d'oh a) et b) pour (k) .

Un ordinal ¢ est dit indécomposable [2] guand il n'existe aucun couple

a's a" tel que ' < a, ' < a et o' + a" =a

PROPOSITION 2 : Un ordinal est indécomposable si et seulement si il est

de la forme w(k) o

I1 est clair que tout (k) est indécomposable, Maintenant si i est
indécomposable soit k' le plus petit ordinal tel que 1 ( wlk!) et supposons
i # k') ; onvoit que k' ne peut &tre limite, k' =k + 1 et (k) < i < wlk+1) ;
d'ou pour un entier n , nw(k) < i < (n+1)w(k) (indgalités strictes puisque i est
indécomposable) ; i étant indécomposable, ng(k) + i =i d'od 2nglk) + i =i ce

qui contredit la définition de =n ,

PROPOSITION 3 : Tout ordinal o s'éerit de manidre unique sous la forme

o= n1w(k1) + eoe + nqw(kq) ou k1 >ko> ... > kq (ki ordlnal) et

2

Dy eeey nq € 0N {o} .

Si o est indécomposable ¢ = w(k1) et c'ept fini (P.2.)., Si o est
décomposable on a, d'aprés la démonstration de P.2., n1w(k1) £ « <(n1+1)w(k1) s

s k, = dév[o,a]o , n

’ est unique ainsi que ¢

clest-a-dire ¢ = n1w(k1) + a1 1 , 00

de plus dév[o,a1]o < k1 ; on recommence sur o, , ce qui vient d'étre fait pour ¢

1

le processus s'arréte parce que les kn décroissent strictement. L'unicité se

vérifie aisément.
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LEMME 10. Etant donné un idéal & gauche (ou & droite) I d'un anneau A
quelconque les puissances ordinales & gauche de I vérifient

Ia;IB‘g;IB+a pour tout couple d'ordinaux (a,B).

La propriété est vraie pour tout B quand o < w(1) , d'aprés la défini-
tion des puissances & gauche. Supposons la vraie pour tout g quand @ < & .

. 1 1 1 . ‘
Si6 =641, 10.0F = 1.1° 1P 1 IPtO o fBHO AT _ PO

si & estlimite, 0.1 = ( N 9.7 c N 1P ; on aémontre
1<akd 1<akd

facilement que B < A < p+6 implique A = B+o avec 1< o < & , donc

NPT A =P
1<agd B akp+6

(Rw(1))2 - o et R?w(1) _ Rw(1)

Remarque : Dans 1'exemple 1, puisque

Rw<1) ce qui est clair puisque O x G x G est dépourvu

R.(OxGx@) = 0 x G x G =
de sous-idéaux maximaux. Ainsi l'inclusion peut étre stricte,

La déviation d'un A-module étant celle de lfensemble de ses sous-modules
on a le

THEOREME 11 : Soient A un anneau quasi-artinien & gauche unitaire et

y 1l'indice & gauche de R alors, pour tout ordinal o  y ,

aév, (4/R%) = aév[o,a]® .

Puisque o v , l'application g ¢ [o,a]-+ RB est strictement décrois-
sante, donc dév A/R%* 3 dév[o,a]o . Démontrons 1l'inégalité opposée par récurrence

(elle est vraie pour o = 1) en la supposant démontrée pour tout «' < « .

H
Si @ =a'+1 , dév A/R* = aév 4/R* = dév[o,a']o = dév[o,a]o puisque

' ,
r* /ROC est un A/R-module de dimension finie donc artinien.

Si g est limite pour tout AI:) R% , 11 existe ' < oo tel que

1
R < I donc dév A/T dév[o,a']o . Deux cas se présentent :
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10 8i ¢ est indécomposable, a = wlk) alors dév A/I < k donc
dév 4/R* ¢ k = dév [0,0]° (P.1.) 3
29 8i g n'est pas indécomposable, 1l existe un entier n > 1 et un

ordinal k tels que (n—?)w(k) < a g ne(k) 3 L.10. montre que [R<n_1)w(k)]2 g;Ra

R(n-1)w(k)/Ra

donc (remarquer.que dtapres 7.9, est noethérien)

dév A/R% = aév A/R(n“1)w(k) = dév [og(n-1)w(k)]o =k = dév [o,a]Q .

CORQOLLAIRE 1. Dans un anneau QA' mnoethérien & gauche les seuls idéaux

‘Rw(k) ol

premiers (donc complétement premiers, T.9) sont les

R ¢ [o, dév ,A] .

Soit P un idéal premier, socle A(A/P) =0 (7,2) donc (L.3,7°) P est
comparable & gauche ; soit o 1le plus petit ordinal tel que P 2D r* , hécessairement
o est limite (sinon L.10 montre que sccle A/P # o) et la condition Q.A, exige
P =R% , (T.11j et T.10 de [ 4] et P.1 montrent que o est de la forme (k)
avec k ( dév A , Réciproquement la condition Q.A, et T.11 monfrent que A/Rw(k>

&

est intégre,

CCROLLAIRE 2, Un anneau Q.A' noethérien & gauche est intégre si et seu-

lement si 1l'indice & gauche de son radical de Jacobson est indécomposable.,

a

COROLLAIRE 3., Si A est un anneau Q.A' noethérien & gauche 1l'application

E- Ass BE qui & un type d'injectif indécomposable fait correspondre son

idéal premier associé,est injective.

I1 suffit de supposer A Q.A! et de montrer que A/Ass ECE . Clest
évident si Ass E=R . Si Ass E = Rw(k) avec k » 1 soit e € E, e # o0 tel

Rw(k)oe _ w(k)

que o alors o*.e =R parce que o0° e est comparable

(socle Ae = 0) donc bilatdre.

Dans [5] L. LESIEUR a posé la question : le coeur d'un enneau A

noethérien complétement primaire isotypique (le tout & gauche) est-il égal & 0.'D ,



16,13,

ot D est le plus petit idéal compleétement premier de A ¢ Pour un anneau local

principal a gauche avec y = wl2) + w(1) + wlo), 0.D=D= Rw(2)' tandis que le

w(2)+w(1)

coeur de A est R ; la réponse est donc négative, (Supposons Da =0 ,

A
si owa=D ona 01(Aa) = 0 ce qui est impossible puisque

AA _ Rw(2)+w(1) 4o

socle , donc 0% a DD donc dév Aa ¢ 2 donc a € D ; on a

bien D2 =0 , donc 0.°D = D),

§ 4. SOUS=CATEGORIES LOCALISANTES c_-

Définition des Ca s Soient A wun anneau quelcongue, mod A la catégorie

des A-modules & gauche ; & tout ordinal ¢« ) 1 on associe la classe Fa des
A-modules & gauche dont tous les sous-modules non nuls ou bien sont de déviation

> a ou bien n'ont pas de déviation° On vérifie que Fa est stable par produit
direct, inclusion, extension et passage & l'enveloppe injective, On pose

Ca = {X ¢ mod A|Hom A(X9Y) =0 VY¢ Fa} s c'est donc une sous-catégorie loca=-
lisante et X ¢ Ca équivaut & la condition : tout quotient # o de X contient
un sous-module # o de déviation < a . On posera C, = {o} . Par exemple C, est

1

la classe des A-modules semi-artiniens,

LEMME 11, Pour un module M quasi-artinien les conditions 1°¢ M€ C
- o

20 dév M < o ; sont équivalentes,

20 => 1° évidemment,

10 ==> 2° : soit (Xn) une suite strictement décroissante de sous-modules
de M et posons X = f\Xn ; puisque M € Ca il existe X 2 X tel que
dév (X/X) < oo ; la condition Q.A. montre qu'il existe n tel que

n>/n0=>Xng}—( , donc dév X < a .

THECREME 12. Soit A un anneau Q.A! , Ca(AA) £ A =>C (4A) est un
[04

idéal bilatdre comparable de carré nul.
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Cet énoncé prolonge la seconde partie de T,2, et se démontre de manidre

semblable ; L.11 montre en effet que C (AA) est le plus grand idéal & gauche
a

de A qui soit de déviation < g .

THEOREME 13. Si- A est un anneau Q.A' noethérien & gauche, les seules

sous-catégories localisantes de mod A sont les Ca ou aq € [o, dévAA+1] ;

de plus les Ca sont toutes distinctes.

Soit T cmod & , T localisante, Le filtre associé est E = ]I,A] avec
I complétement premier (Tq4.), en effet le cas [I,A] est exclu puisque un anneau
locél noethérien & gauche ne peut contenir d'idéaux idenpotents non triviaux. Alors
J € E=>dév A/T ¢ dév A/T = ¢ (I est comparable) <=> A/J ¢ C. (L.11). D'apres

C.1 de T.11, I = R“(“) , donc les C_ sont distinctes, les Rw(“) 1'étant.

LEMME 12, Soit I wun idéal a gauche T-nilpotent & droite d'un anneau A

unitaire., Alors A/I ¢ C, <=>C =mod 4.

L'implication (= est évidente ; montrons &==> : tout module AM £ o
contient un sous-module N % o tel qgue IN = o & cause de la T-nilpotence &

droite de I ; donc M contient N' # o tel que dév N' < « .

THECREME 14, Soit A un anneau Q.A! , I son plus petit idéal comple-

tement premier (Cor. de T.5.). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

10 dév AA =k ou k est un ordinal

.
9

20 dév A(A/I) =k et I est nilpotent.

20 => 1° résulte des lemmes 11 et 12.

10 ==> 20 le filtre E = {X g;AAIdév A/X < k} est de la forme |J,A]
ob J est complétement premier (r.4. et L.5) et comparable. Nous allons d'abord
montrer que J est T-nilpotent & droite. Nécessairement J.C1(A) =0 , en effet

si je # o (3 €J), ce C1(A)) ctest que o‘*.ccJ d'ou dév“A/o‘.c =k mais
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dév Ac = o ce qui contredit k # o (AA est supposé non artinien)., On peut donc
supposer 01(A) = o et utiliser le fait que dans ce cas les idéaux annulateurs

&4 gauche sont comparables (LOB, 70), S'il existait une suite (jn) < J telle que
J1’1‘:]11«—1

L

oo j1 # o pour tout n c'est-a-dire o’.jn_ oo j1 C:Ajn d*olt

1

heq e j1/Ajnjn_1 oo Iy F A/Aj . Mais dév A/Aj =k ; en effet si E = ]J,4]

c'est évident puisque iy €9, si E = [J,A] J étant idempotent ne peut &tre
principal donc Aj e d et dév A/Ajn =k . On aboutit ainsi & une contradiction

avec dévAA =k , Alnsi J est T-nilpotent & droite, c'est donc le plus petit

idéal complétement premier de A

Supposons gque J ne soit pas nilpotent, la T-nilpotence & droite impligue

o .AJ c 0 .AJz c ... donc J2 52:) J3 ... est strictement décroissante 3 par

suite i1 existe un entier n tel que n 3 n = dév[Jn/Jn+1) < k¥ , notamment

n  n+2 n +2 n
dév(J O/J © ) <k, don¢, par construction de J , J ° . iDJ Vieo ° ou
n n +2 n +1
encore J.J = J 3.1'idéal J © est donc idempotent, donc complétement

premier ce qui contredit le fait que le plus petit idéal complétement premier de

A est J ., Conclusion, J est bien nilpotent.

Le théoreme précédent permet de voir que dans l'exemple 2, A n'a pas de
déviation (sinon R étant nil on aurait dév A = dév A/R = o , ce qui est impossible).
Remarque : il est possible de donner un mode de construction d'anneaux
QA" de déviation arbitraire entiere qui notamment ne soient pas noethériens et

pour-lesquéls le théoréme 13 demeure valable,

Cet exposé explicite le contenu de deux notes aux comptes-rendus,
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DECOMPOSITION G—PRIMATRE ET DECOMPOSITION

TERTIATRE POUR LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS,

par ION D, ION

Dans cet exposé nous allons établir gque dans la catégorie des modules sur
un anneau semi-artinien on a une théorie de décomposition primaire au sens de
Goldman [2] et que cette théorie coincide avec la décomposition tertiaire donnée

par C, NASTASESCLU [6] dans le méme cadre,

1. DEFINITIONS, RAPPELS.

Dans tout ce qui suit, A sera un anneau unitaire. Soit AC la catégorie

des modules (& gauche) sur A . Un foncteur covariant ¢ : AC — AC est dit

ker-foncteur si :

(1) T(M) est un sous-module de M pour tout A-module WM ,

(2) =i M?-£ M est un morphisme de

AC , alors ‘f(T(M“)) c (M) et 5(f)

est égal 4 la restrictionde £ & M.
(3) si M; Aest‘un sous-module-de M , alors <(M') =M'n (M) .
dn dit queA z est un kef-fonéteur ideﬁpotent si oﬁ a auési H
(MvrﬂMﬂ)=O pour tout A-module M .
Siog ét g sont deux ker-foncfeurs, on pose T & O si et seulement si
(M) < o(M) pour tout module M . |

Soit Q wun A-module. Pour tout A-module M , soit
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T (M) = Ker f
« £ H@M,E(QN

o E(Q) est une enveloppe injective de Q . Alors <. : C - C ainsi défini

Q A A

0 et si ¢ est un ker=foncteur

i

est un ker-foncteur idempotent. On a TQ(Q)

alors o ¢ 7t si et seulement si G(Q) = 0 .

Q

Siog o AC - AC est un ker-foncteur idempotent et @ est égal a la

somme directe de tous les A-modules A/I , ou I est un idéal & gauche de A

tel que T(A/I) =0, alors on a 17 = TQ .

on dit qu'un module P # O est g-support si (P) =0 et <(P/X) = P/X
pour tout sous-module X # O de P .
Cn dit qu'un ker-foncteur g5 est premier si on a un g~support P tel

que g = Tp - Si S est un A-module simple, alors =g est premier parce que

S

S est un TS—support. Si A est commutatif et p est un idéal de A alors

TA/p est premier si et seulement si p est un idéal premier de A [2] .

On dit qu'un A-module Q # O est stable si M est une extension essen—

tielle de G(Q) pour tout ker-foncteur idempotent ¢ > . . Tout module co-irré-—

Q

ductible est stable. Un module Q % O est stable s8i et seulement si onma 7. =1

Q N

pour tout sous-module N # O de Q .
On dit qu'un A-module Q # O est G-primaire (primaire au sens de Goldman)

gi Q est stable et est premier. Un module co-irréductible ‘et noethérien est

Q
G-primaire. Si A est commutatif et g est un idéal de A alors Afq est un

A-module G-primaire si et seulement si ¢ est un idéal primaire de A au sens

classique [2] .

On dit que A est un anneau semi~artinien (a gauche) si tout A-module

(é gauche) M % 0 contient un sous-module simple. Si A est semi-artinien et I
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est un idéal bilatdre de A , alors A/ est un anneau semi-artinien.

SiM % 0 est un A-module, on note par ASS(M) l'ensemble des éléments
maximavx dans
{Ann N[N <M , N # 0}
Les éléments de Ass(M) sont des idéaux premiers de A . Si M est un module
sur un anneau semi-artinien, alors Ass(M) est égal & 1'ensemble des idéaux
p=Anmn S, S sous-module simple de M . Dans ce cas, on a ASS(M) % ﬁ si et

seulement si M #£ 0 .

2. DECOMPOSITION G-PRIMATRE POUR LES ANNEAUX SEMI~-ARTINIENS.

Dans [5] G, Michler a montré que tout module de type fini G-primaire
sur un anneau noethérien & gauche est tertiaire. La réciproque est vraie si et
seulement si la correspondance E p—> Ass(E) induit une bijection entre les
typés des modules injectifs indécomposables et le spectre premier de A ., Alors,
le résultat suivant va nous servir & démontrer que les notions de module G-primaire

et de module tertiaire coincident dans le cas des anneaux semi-artiniens.

PROPOSITION 2.1, ¢ Si A est un anneau semi-artinien, alors l'application

E ~——> Ass E induit une bijection ¢ entre les types des modules injectifs

indécomposables et le spectre premier de A .

Démonstration : soit p wun idéal premier de A . Alors A/p est un

anneau semi-artinien et premier. Soit S wun idéal & gauche minimal de 4A/p . Alors
S est un A/p—module simple. S est aussi un A-module simple (on utilise la
restriction des scalaires via le morphisme canonique d'anneaux A - A/p)o I1 est

clair que p C Ann,S . Puisque A/p est premier, on & p = Ann,S ., Si E = E(S) ,

A

alors E est injectif indécomposable et p = Ass(E) , donc l'application ¢ est

A

surjective.
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Soient E et E' deux injectifs indécomposables tels que
Ass(E) = Ass(E') = {p} . Soient S, S' deux modules simples, ScE, S' cBE' .
On a Ann S = Ann 3' = p ., Puisque A/p est aussi semi-artinien, on peut supposer
que p=0 ., Soit X un idéal & gauche minimal de A . On a XS # 0, donc il
existe un élément y € S tel que Xy # 0 . Alors Xy = S et l'application x p> Xy
de X dans S est un isomorphisme. Il en résulte que X & S . De la méme fagon, on
a X = 8" ,donc S =28, d'ow il résulte que E = E(S8) = E(S') = E* et o est

aussi une injection.,

LEMME 2.2, ¢ Si  Q # 0 est un module sur un anneau semi-artinien, les

conditions sulvantes sont équivalentes :

(1) Q@ est G-primaire,

(2) Q est stable.

(3) z.=1

Q pour tout sous-module simple S de Q .

S

Démonstration : Elle résulte du fait que tout sous—module N # 0 de Q

contient un sous-module simple S et du fait que est premier.

Ts

THEOREME 2.3, ¢ Soit @ % 0 un module sur un anneau semi—artinien., Les

assertions suivantes sont équivalentes 3

(1) Q est Geprimaire,

(2) 4ss(Q) = {p} -

(3) Q est tertiaire,

Démonstration : (1) => (2). Si Q est G-primaire et 3, S' sont

deux sous-modules simples de - Q , alors d'aprées le Lemme 2.2, Mais

Ts T e
TS(S) = 0 , donc TS,(S) = 0, AMors il existe un morphisme S —£—> E(s'), £ £ 0.
Puisque S est simple, f est un monomorphisme, donc S & Im f ., Puisque ,E(S“)

est une extension essentielle de S' ,ona S'AImf #0,donc Imf=25", d'ou

il résulte que S = S' . Alors Ann S = Ann S' et (2) est vrai,
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est semi-artinien, SOG(Q) est

(2) ==> (1). Puisque A

essentiel dans Q , d'ol il résulte 3

Tsoc(q) ~ "q -

une famille de sous-modules simples de Q telle que

Soit {si}iel
Soc(Q) = @ 5, . Puisque Ass(Q) = {p} on a 4Ann 8, = p pour tout i€ I . Alors

ieT
d'apres la Proposition 2.1., donc Ty
i J

pour tout i,j € I = Sj

on a S.
i

Alors :
Tsoc(Q) T Ts.
i
pour tout i¢ I .

pour tout i € I ([2], Proposition 5.4,), donc Tq = Tg
i

Soit S un sous-module simple de Q ., Alors S c:Soc(Q) ; donc il existe

i19 ceoy in € I tels que ¢

et par suite, on obtient Ty = TQ ([2], Proposition 6.7.). D'aprés le Lemme 2020,

Q est G-primaire.
(2) => (3). Soit a € A tel que -aN = O pour um sous—
Q . Soit S wun sous-module simple de N ., Alors aS = O ., Puisque

module N # 0 de
a € ter(Q) (1e radical tertiaire

Ass(Q) = {p} , il vient : a(Soc(Q)) = 0 , donc

de Q) parce que Soc E est essentiel dans Q ,
(3) =) (2)° Soient S, S' deux sous-modules simples de
Q et a ¢ A ., Puisque Q est tertiaire, on a aS = 0 si et seulement si aS' = 0,

Donc Ass(Q) = {p}, o p = Ann 8 = Amn S' ,

LEMME 2.4. ¢ Soit N % 0 un module sur un anneau semi-artinien A , Si
Qp de M tel que

P € Ass(M) , alors il existe un sous~module

ass(Q ) = ass(m) - {p} et ass(wQ ) = {p} .
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Démonstration : Soit ¥ l'ensemble de tous les sous-modules X de M tels

que Ass(X) < Ass(M) = {p}. ma 0O0¢ £ ,donc T # . Il est immédiat que 3
ordonné par l'inclusion est un ensemble inductif. On applique le Lemme de Zorn et
on trouve ainsi un élément maximal ‘Qp dans ¥ .. Pulsque Ass(Qp) g;Ass(M) - {p}
on a Qp % M , donc M/Qp £ 0, d'oh il résulte que Ass(M/Qp) 0 . Soit g wun
élément de ASS(M/QP) . 11 existe un sous-module Q de M tel que Ass(Q/Qp) = {q} .
Puisque la suite
0-0Q ~Q=0/Q -0
est exacte, on a Ass(Q) g;Ass(Qp)\J ASS(Q/QP) = ASS(QP> via} . Si q#p, ona
Q € % ce qui n'est pas possible parce que Qp cQ et Qp est meximal dans T .
Donc gq =p , et ASS(M/QP) = {p} . Puiéque Ass(1) g;Ass(Qp) g)Ass(M/Qp) =

Ass(Qp) U {p} c (ass(M) -~ {p})uip} = Aés(M) , on a aussi Ass(Qp) = Ass(M) ~ {p}

THECREME 2,5, ¢ Soit. M # 0 un module sur un anneau semi—-artinien A

AMors il existe une famille {Q }

de sous-modules de WM
p'peAss (M) %

telles que :

0= () Q (intersection réduite)
pe Ass(m) P

et pour tout p € Ass(M) M/Qp est G-primaire,

si {X.}. est une famille de sous-modules X. , de M +telle que

—_— 1721€I i — —_—_—

0= f\Xﬁ (intersection réduite), M/Xi est G-primaire pour tout i€ I ,
ieT

et Ass(M/Xi) # ASS(M/XJ) pour i # j , alors Card(I) = Card(ASs(M))_EE

Ass(M) = \_J Ass(M/Xi) .

i¢l

Démonstration ¢ Pour tout p ¢ Ass(M) soit Qp un sous=module de M tel

que Ass(Qp) = Ass(M) - {p} avec Ass(M/Qp) = {p} . Alors M/Qp est G-primaire
(théoréme 2030). Soit X un sous-module de M tel qgue :

X MY Q.

peass() P
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Alors Ass(X) [ ASS(QP) = Ass(M) - {p} pour. tout p € ass(M) . Puisque on a aussi

Ass(X) < ass(M) il en résulte 4Ass(X) =0 ,donc X =0 ., Alorsona 0= () .Q
peAss(M) P

Soit q € ASS(M) et supposons que ﬂQp = 0, Soit S wun sous-module simple de
o)
Q tel que g = Ann S , Il existe p ;é qg tel gque S nQp = 0 puisque dans le cas

contraire S < Qp pour tout ©p ;é qg , donc S = 0 , ce qui est absurde. De

S nQp = 0 il résulte S < M/Qp' , donc g = p , ce qui est aussi absurde. On en

déduit M Qp ;é 0 , donc 1l'intersection O = M Q est réduite.
o] peass(m) P
Pour démontrer la deuxieme partie du théoréme, soit j ¢ I et Yj = MNX. .

ity "
on a Yj £ 0 et Yj f\Xj =0 , Soit p, un idéal premier de A tel que
Ass(M/Xj)={pj} . 0na 0# T, e M/XJ , dol Ass(Yj) = Ass(M/XJ.) = {pj} ., Mais
Ass(Yj) c Ass(M) , donc Pj € ASS(M) pour tout Jj € I . Soit ©p ¢ Ass(M) et soit
S un sous-module simple de M tel que p= Ann S . Il existe Jj € I tel que
S f\Xj = O puisque dans le cas contraire S ng pour tout j€¢ I , donc S=0,
ce qui est absurde. Alors S cC M/X‘j , d'ou  {p} = Ass(s) = Ass{M/Xj} = {pj} . Alors

il est clair que Card(I) = Card(Ass(M)) et Ass(M) = \J Ass(M/Xi) .
i€TI
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FPACULTE DES SCTIENCES D' ORSAY

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON CCMMUTATIVE,

Conférence n° 18 du 26.5,1971

Q-ANNEAUX, ou ANNEAUX TELS QUE TOUT
PRODUIT DE COPIES D'UN MODULE QUASI-INJECTIF
SOIT QUASI-INJECTIF,

par Claude TISSERON.

INTRODUCTION,

On étudie ici les anneaux A tels que tout produit de copies d'un
A-module quasi-injectif soit un =~ A-module quasi-injectif. Disons qu'un tel annsau
est un Q-anneau. Ces anneaux ont été introduits dans (6) et (32) et étudids dans
(6), (32) vpuis dans (29), (30) et (31). On trouvera ici des démonstrations des ré-
sultats publiés dans les notes (30) et (31).

Pour que l'exposé soit complet on donne ici quelques résultats importants
sur les Q-anneaux, démontrés par Renault dans une note (29) postérieure & la note
(BQ) et qui permettent de retrouver comme corollaire le théordme 3.6, de (30) dont

la preuve directe est difficile,

Sauf mention du contraire tous les idéaux et les modules considérés sont
des idéaux et des modules & gauche. Les anneaux et les modules sont unitaires. On
dira qu'un anneau A est noethérien (respectivement artinien, etc...) si A est

un anneau noethérien & gauche (respectivement artinien & gauche, etc...),

Q— ANNFAUX,

Soit A wun anneau, pour une partie X de A et une partie Y d'un
A-module M on pose zAKY) = {a € A: ay = O} et rM(X) = {X € M: Xx = O} °
Si cela ne présente pas d'ambiguité on écrira £(Y) et r(X) respectivement au

lieu de zA(Y) et rDéX) .

On désigne toujours par R(A) ou R , e radical de Jacobson de l'anneau A,
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On notera EA(M) ou E(M) une enveloppe injective du A-module M ; et on notera

IModA la catégorie des A-modules & gauche,

1. GENERALITES,

Rappelons gu'un A-module M est dit. I-quasi-injectif si pour tout ensemble

I le module M I somme d'une famille de copies de M indexée par I est quasi-
injectif (6)., On définit de méme les notions de II-quasi-injectivité, s-injectivité

et I-injectivité, etc...

1.1, Proposition ¢ Pour un A-module M les assertions suivantes sont

équivalentes

a) le module M est Il-quasi-injectif}

b) le module M est un A/g(M)wmodule injectif ;
c)ona M= TE(M>(£(M))0

Ceci résulte immédiatement de la proposition 2.7. de (16) et du théoréme 1.2.

de (6).

1.1, Définition : Soit A wun anneau, si tout A-module quasi-injectif M

vérifie les conditions de la proposition 1.1. on dit que A est un
Q-anneau & gauche,

On définit de méme la notion de Q-anneau & droite; lorsque cela ne présen-

S

tera pas d'ambiguité on dira Q=-anneau au lieu de Q-anneau & gauche.

Si A est un Q-anneau on montre facilement comme dans le corollaire 1.4,
de (6) que pour un A-module M 1l'enveloppe quasi-injective de M dans E(M) - 1,8,

le plus petit sous-module quasi-injectif de E(M) contenant M - est rE(M)(z(M)),

1.1. Exemple : Il résulte du corollaire 1.%, de (6) cu de la proposition 2.8,

de (16) qu'un anneau artinien (3 gauche) est un Q-anneau.,

1.2, Proposition ¢ Soit A wun Qeanneau et ¢ : A - B un morphisme

d'anneaux & unité ; si ¢ est surjectif ou est un épimorphisme plat &

gauche (11) alors B est un Q=anneau,
C'est la proposition 1,3.3, de la page 71 de (32)o

Fn particulier pour toute partie multiplicative S d'un Q-anneau commu=

tatif A , l'anneau A[S_1] est un Q-anneau.

1,3, Proposition :Tout produit fini de Q—anneaux est un Q-anneau.
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n
Soit A= @A e, ou les ei sont des idempotents centraux orthogonaux
i=1
de A et ou chague A e, est un Q-anneau, Tout idéal oL de A s'éerit

®©B

n
aLei et tout A-module M s'éerit M= @ e, M.,
1 i=1

GLz

i

Supposons que M soit un A-module quasi-injectif et soit ot= z(M) . Pour
1& 1 ¢ n les structures de A-module et de A ei—module de e, M coincident et
on a OLei = z(ei M) ou e, M est considéré comme A ei—module, de plus e M
est un A ei—module quasi-injectif, comme A e, est un Q-anneau eiM est donc
un A ei/ aLei—module injectif, on vérifie alors aisément que M est un A/ot-module
injectif,

Ceci prouve que A est un Q-anneau et acheve la preuve.

1.4. Remarque : Cette proposition ne s'étend pas & un produit quelcongue

comme le monvre l'exemple suivant: soit K un corps commutatif et soit I un
ensemble infini. J1 résulte de l'exemple 1.1. que K est un Q-anneau, Désignons
par A 1l'anneau produit KI et par M le A-module K(I> , alors M est un
A=module quasi-injectif et fidele (i.e. d'annulateur nul) qui n'est pas injectif ;

ce qui prouve que A n'est pas un Q-anneau.

2, ETUDE DES Q-ANNEAUX SANS RADICAUX,

2,1, Proposition : Soit A wun Q-anneau, tout produit de A-modules semi-

simples est un A-module quasi-injectif,

Si <Si>i€I est une famille de modules semi-simples, le A-module

S= @ S, e8t un module semi-simple donc guasi-injectif ; posons pour i € I ,
1€l - T ' I i
S =8t = Si(D'Pi , comme S est quasi-injectif par hypothése et que S = I § =
iel

( I S.)(D ( I P.) on voit que II S. est quasi-injectif,
. I . i . i
i¢l igl i€l

2.2, Lemme : Soit A un Q-anneau, tout A-module simple est un A/R

module injectif,
Soit (ﬁbi)iel la famille des idéaux maximaux de A , posons S; = A/nbi

pour i ¢ I . Il suffit de démontrer que chaque Si est un A/R-module injectif ol

R est le radical de Jacobson de A .

L'anneau A/R est un Q-anneau d'aprés 1.2, et S =1 5, est un A/R-module
I
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quasi-injectif d'apres 2.1, qui contient un sous-module isomorphe & A/R , ainsi
S est injectif dlapreés le critere de Baer et chagque Si est aussi un A/R-module
injectif,

2,3, Proposition & Soit A un anneau, les assertions suivantes sont

équivalentes 3
a) A est un Q-anneau sans radical ;

b) A est produit fini de Q-anneaux quasi-simples ;

¢) tout A-module quasi-injectif est injectif,

On dit ici qu'un anneau A est quasi-simple si 0 et A sont les seuls

idéaux bilatéres de A,

Rappelons également qu'un anneau A est un V-anneau s'il vérifie les

conditions équivalentes suivantes (cf (20) page 130) :

1) tout A-module simple est injectif ;

2) tout idéal est l'intersection des idéaux maximaux le contenant,
Montrons la proposition.

a) => b) ¢ Si A est un Q-anneau sans radical alors A est un V-anneau d'aprds
le lemme 2.2, et la condition 1) ci-dessus. Montrons que A est noethérien (&
gauche). Soit S un module semi-simple somme d'un module simple de chague type,

S est fidele car A est sans radical, Pour tout ensemble I le module S(I) est
quasi=injectif et fidele donc est injectif puisque A est un Q-anneau et ainsi S
est S-injectif. Il résulte alors de la proposition 3 page 184 de (26) que les idéaux
de A annulateurs de parties de § vérifient la condition de chafne ascendante,
D'aprés la condition 2) ci-dessus tout idéal est 1'annulateur d'une. partie de S et

ainsi A est noethérien,

Comme A est sans radical A n'a pas d'idéal bilateére nilpotent non nul
puisqu'un tel idéal est toujours contenu dans R(A) et ainsi A est un V-anneau
noethérien semi-premier ; donc d'aprés (20) page 130, A est produit fini de

V-anneaux noethériens quasi-simples qui sont des Q-anneaux comme quotients de A,

b) ==> ¢) : Supposons d'abord que A soit un Q-anneau quasi-simple ; soit M un
A-module non nul alors ltannulateur de M est un idéal bilatére donc est nul et
M est fidele, si de plus M est quasi-injectif alors M est injectif car A est
un Q-anneau, et tout A-module quasi-injectif est injectif, Montrons que cette

n
dernidre propriété est stable par produit. Soit A = @A e, ou les e, sont des
i=1
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idempotents centraux orthogonaux et ol pour 1 i § n tout A.ei—module guasi-
injectif est injectif, Soit M un A-module quasi-injectif, montrons que M est
injectif ; on peut écrire M = }%)ei M et pour 1 ¢ 1 n les structures de
A-module et de A ei—module de =1 e, M cofncident et e, M est un A ei—module
quasi-injectif, donc injectif par hypothese et on vérifie alors aisément que M est

un - A-module injectif,

¢) => a) : 81 tout A-module quasi-injectif est injectif il est clair (avec To1s)

que A est un Q-anneau et un V-anneau, et un V-anneau est toujours sans radical,

2.4, Corollaire s Pour tout Q~anneau A 1'anneau A/R est un  V-anneau

noethérien,

Remarque : les deux résultets précédents ont été trouvés en méme temps par

Renault et figﬁrent sous une forme un peu différente dans (29)o

2.5, Corollaire : Un anneau commutatif et sans radical est un Q-=anneau

81 et seulement si il est produit fini de corps.

2.6, Proposition :Un Q-anneau réduit A est produit direct d'un produit

fini de corps et d'un Q-anneau réduit & socle nul,

Soit S wun idéal simple de A , comme A est rédult donc sans élément
nilpotent ona S =A4Ae ol e = er est un idempotent de A , cet idempotent est
central car A est réduit et ainsi le socle (gauche) ¢ de A s'éerit C =@ A e,
ou les (ei)I sont des idempotents centraux orthogonaux, Comme A est el
réduit ona GAR =0 car si x € ¢ NR et x # o 1'idéal Ax contient un idéal
simple non nul engendré par un idempotent non nul ce qui est absurde car R nune
contient aucun idempotent non nul. Le socle G s'injecte donc dans l'anneau A/R
qui est noethérien d'apres 2.4. ce qui prouve que I est fini, et G =A e ou
e = Y e, estun idempotent central., Ainsi G est facteur direct de A ; d'autre
partie%g est un anneau semi-simple réduit donc est produit fini de corps d'aprés
le lemme 6.1. page 21% de (14). Si A=G x B 1l'anneau B  est un Q-anneau & socle

nul d'oh la proposition.

2.7, Proposition : Un Q-anneau A semi-premier ou sans radical dont le

socle est essentiel est semi~-simple.

Soit G le socle de A , alors G N £(G) =G AR est un idéal bilatdre de
carré nul d'aprés l'exercice 4 du § 6 de (3). Comme A est semi-premier ou sans

radical on a G r]z(G) = 0 et par essentialité de G dans A on a z(G) =0,
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Comme A est un Q-anneau le module quasi-injectif et fidéle G  est injectif,

et G =A car G est essentiel dans A,

3, CO-GENERATEURS,

Soit A un anneau, un A-module M est un co=générateur de ModA si et

seulement si tout A-module N sfinjecte dans un produit de copies de N .

Lorsque M est un A-module injectif ceci équivaut & dire que M conbtient

une copie de chaque type de module éimpleo Soit Cf une famille de-représentants

de l'ensemble des types de modules simples, et soit S = @ T ; l'enveloppe injec-
TeP

tive E(S) de S est un co-générateur de ﬁMod.A contenu, & un isomorphisme prés,

dans tout co-générateur de !ModA .(Ceci résulte par exemple du théordme 1.8, de

1texposé 6 de (33)).

On dira que E(S) est 1k co=générateur minimal de fMod Ce module est

R
fidele comme d'ailleurs tout co-générateur.
Remarquons gqu'un co=générateur injectif est ce que Ballet appelle dans (22)

un module fiddlement injectif.,

5.1, Lemme : Soit A un anneau, soit E un co-générateur de lModA , alors

pour tout idéal oL de A ona Ol= g rE(o@,) .

En effet pour tout idéal oL de A il existe une injection f de A/b%
dans un produit E' de copies de B , pour x € A/ posons f(x) = (fi(x))i€I

et soit X = {fi(1+OL)9 i€ I} ., (n a alors OL= z(X) avec X c E , donc
X c:rE(OL) et onaz: QLCZ rE(OL) c £(X) = oL dtolu le résultat,

3,2, _Lemme ¢ Solent A wun anneau et OL un idéal bilatere de A ; soit
E un A=module injectif, alors rE(o&J est un A/bL=module injectif, Si
M est un sous-module essentiel de E e% annulé par oL alors l'enveloppe

injective sur At du Afou-module M est rE(O&Q .

Pour montrer le premier point montrons que tout morphisme £ d'un idéal
C/bk de Aﬁn_ dans rE(o&) ge prolonge a A/bL . Le composé G — Cﬁmu i rE(G$)
est un morphisme de A~modules nul sur O , qui se prolonge en un A~morphisme
g ¢ A= FE nul sur ot donc qui se factorise par 1“application canonique A - A/@g
pour donner un morphisme v : A/oL - B qui prolonge f . Il est clair que V(A/gg)
est contenu dans rE(OL) ; donc rE(OL) est un Aﬁﬂ,=module‘inje0tifo
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Soit maintenant M un sous-module essentiel de E tel que oLl = 0 alors
Mc rE(Ok) , et comme les structures de A=-module et de A/ -module de rE(OL)
coincident, rE(0t> est extension essentielle de M comme A/oL-module ;5 ce qui

acheve la preuve,

3,3, Lemme ¢ Soit A wun anneau et E un co-générateur de vModA alors

A est noethérien dés que E est g=-injectif,

Seit oL un idéal de A , ona Ot = z(x) pour une partie X de E dfapres

%.1., et le lemme résulte alors de la propesition.3 page 184 de (26).

3.4, Proposition ¢ Soit A un Q-anneau et E le co-générateur minimal de

ModA . I1 existe des bijections décroissantes et inverses 1l'une de 1l'autre

entre idéaux bilatdres.de A contenus dans R(A) et sous-modules quasi=-

injectifs et essentiels de E définies par oL e rE(oL) et N g(N) .

Dlaprées 1.1 on a N = rE(ﬂ(N)) pour tout sous-module dquasi-injectif et
essentiel de E , de plus N contient alors le socle S de E avec S = rE(z(S))
= rE(R) car S contient une copie de chaque type de module simple ; et on a

2(N) < £(8) = ¢ rE(R) avec rE(R) =R dlaprés 3.1,

Réciproquement, pour un idéal bilatére oL cCR ona S = rE(R) c:rE(OL) et
rE(O&) est un sous-module quasi-injectif et essentiel de E ; on a alors

oL= 4 I‘E(OL> dlaprés 3.1,

Remarquons que la proposition peut aussi s'énoncer en prenant un co-généra-

teur dont le socle est essentiel, ce co-générateur étant injectif,

4, MODULES 7-QUAST-INJECTIFS ET O-ANNEAUX,

4.1, Proposition : Pour un A-module quasi=injectif M il y a équivalence

entre
a) M est g-quasi-injectif ;
b) pour toute partie finie X de M les annulateurs de parties de M qui
contiennent £(X) vérifient la condition de chafne ascendante ;
¢) pour toute partie finie X de M et pour tout idéal E contenant
oL= £(X) 1'application canonique
HomA(A/m_9 M(F>)m—> HomA(B/DL, M<F))

est surjective pour tout ensemble F ,
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Avec les notations de (16) page 1378 ou de (17) 1'assertion c¢) signifie

F)

exactement que oL = () an(x) ¢ I (7) ° Comme M< est quasi-injectif si et
seulement si M est M-injectif ((17) proposition 161@9”), clest-a-dire si et

Seulement si I (F)M = M on voit que a) et o) sont équivalents.
M

Montrons que b)<=> c)

(F)

b) => ¢) : soit F un ensemble fixé et f : B/ov — UM un morphisme,

montrons que f se prolonge & _A_/o1.. . Posons pour a ¢ B

fla+tor) = (pri of(at+tor)),

ie¢F
(r)

ol pour i € F pr. M - M est l& i-eme projection.

Pour tout x € M on a Ann(x) ¢ IM car M est quasi-injectif et comme

X est fini ot= PN Ann(x) € IM donc pour tout i € F 1le morphisme
x€eX
prio f: B/ot. - M se prolonge en un morphisme ui : A/ot_ - M .

Pour i ¢ F posons x, = ui(1+ ov), alors pour tout a € B on a
P o f(a+0\_) = ui(a+ ou = a Xi

et par conséquent :

(F)
sep € 1

L]

flarot) = (o flar ov)); p=(ax) o =alx)

Désignons par % 1l'ensemble des complémentaires des parties finies de F .

L'ensemble g des idéaux de A de la forme Ann({xj}jeK) ou K¢ iﬁ’ et
oL c Ann({xJ}K) poss&de par hypothése un élément maximal C qui s'éerit
C = Ann({xj}J) .

Montrons que B < C . Supposons qu'il existe a ¢ B-C , on a vu que

a(xi)FeM(b) done K={i¢Flax, =0} e ot JOAKe¢F avec

)

OLCC;C + AacAnn({Xj}JnK

ce qui contredit la maximalité de C ,

Ainsi B < C et pour tout a ¢ B on a a(xi)F = a<Xi)F—J avec

€ M(F)

(x.) (F)

défini =
éfini par g(1+ot) (Xi)F—J .

et ainsi f se prolonge en un morphisme g de A/o1., dans M

1°F-J
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c) ==> b) : soit GiLc:I1 C oo c:In < ... une suite strictement croissante

d'idéaux de A contenant oL = z(X) pour une. partie finie X de M , avec

I = 2(X) et X c©M pour n 1.

(In+1

£ rM(In) . Soit a ¢ B = é;ﬁ I, il existe g tel que 2 ¢ Iq C:Iq+1 C ooo ©F
‘4

Pour tout n 3 1 1l existe x ¢ rM(In) - ) car I = z(Xn)

it

(N)

Soit f : Bt - M le morphisme défini par f(x+ou) =Qx;xn)n>1 , alors
4

(¥)

f se prolonge en g : Aﬁn,-» M et 11 existe ¢ tel que pour n 3 q on ait

ax = 0 pour tout a ¢ B , donc B.Xn = 0 pour n » q et en particulier
x = 0 ce qui est absurde,
a+1 g
4.2, Théardme (cf, (29)) (Renault) : Un Q-annesu (& gauche) parfait &
gauche ou parfdit & droite est artinien & gauche,
Dfaprés le lemme 11 de (9) il suffit de prouver que R/R2 est un A-module
a gauche de type fini ; comme A/R2 est un Q-anneau on peut supposer que R2 =0,

Supposons donc gue R2 = 0 , on va montrer que A est noethérien en utilisant le

lemme 3,3, et ainsi R sera de type fini,

Soit 819 oo oy Sn un systéme de représentants des types de modules simples.

Ce systeme est fini car 1l'anneau A/R est semi~simple d'aprés le théoréme P page

®s

467 de (1). Soit B = E(Si) .le co=-générateur minimal de lModA , on va montrer
Si=
qgue E est gz-injectif., Comme E est injectif et fidéle et comme A est un

Q-anneau il suffit de montrer que E est F-quasi-injectif.

Montrons que E est g-injectif en utilisant la proposition 4,1, b). Soit
X une partie finie de - E , pour tout x € E , Ann(x) est intersection finie
d'idéaux irréductibles annulateurs d'un élémént dfun module E(Si)" donc £(X)
s'écrit oL, n...nN oL ol oL, est irréductible pour 1 i § S, de plus
oL = inn(y) avec y € E(Sj) pour un certain j .

liontrons que les idéaux de A qui contiennent Z(X) vérifient la condition
de chafne ascendante. Soit (Bn>n»0 une suite croissante d'idéaux contenant
oL = z(X) . Comme R2 = 0 et que A/R est semi-simple R est un‘module semi=simple

donc oL MR est facteur direct de R et R/OL N R = oL + R/ot s'injecte dans
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o

S S

Afor. , donc dans @ A/o'ﬂ.,:.L ; la somme @ A/oLi s'injecte dans une somme finie de

i=] i=1
copies de E soit E" donc le module semi-simple Rﬁﬂ./ﬁ R s'injecte dans le socle
de E° qui est de longueur finie et le supplémentaire de 6L N R dans R est de
longueur finie, Ceci prouve qu'il existe p tel que pour tout ¢ 3 p on ait
'Bp NR=B NAR . D'autre part la suite d'idéaux <E£+R)n>o est stationnaire dans

4

1'anneau semi-simple A/R donc il existe t tel que pour ¢ 3 t on ait

B+R = B +R .,
q t

Par modularité du treillis des idéaux de A on a donc Ea = Bu pour tout
g >us= max(pgt) et la suite (Bn) est stationnaire ce qui prouve la condition b)

de 4.1, et acheve la preuve.,

4,3, GCorollaire : Soit A wun Q-anneau tel que A/R soit semi-simple,

alors pour tout entier n 1'anneau A/Rn est artinien,

En effet 1l'anneau A/Rn ‘est alors parfait d'aprés le théordme P de (1) et

est un Q-anneau d'aprés 1.2,

‘4o3ebiso Corollaire : Un Q=anneau semi-artinien est artinien.

On dit qu'un anneau A est semi-artinien si tout module non nul a un socle

essentiel (Gfo (10))0

Soit A un Q-anneau semi-artinien, alors A/R est aussi semi-artinien
d'apres la proposition 3.2, de (10), et de plus A/R est un Q=anneau sans radical
donc est semi-simple d'aprés 2,7. Comme R est aussi T-nilpotent & droite d'apres
la proposition 3.2, de (10) l'anneau A est parfait & droite d'apres le théordme (P)

de (1) donc est artinien d'aprds 4.2,

4,4, Remarque : Sur un anneau local commutatif A dont 1°'idéal maximal

est de carré nul on peut construire un module quasi-injectif et fidele non injectif
de la fagon suivante ¢

Comme nL2

Il

0 le radical M, de A coincide avec le socle et on a

M= @ A ai o pour tout i € I on.a Ann(ai) =M | Soit E 1'enveloppe injective
icT

de S =A/M, et soit x = 1+Mb € S . Pour tout i ¢ I posons Gbi

@ A a. o
#Y
0 et

Par injectivité de E 1'application g, :MWb— S définie par gi(obi)

gi(ai) =X est de la forme aw a X; pour un élément X, de E ; on a donc

= t = ° a . i
m%;i 0 e aiXi Xo Pour €A ona a Xl # 0 si a f it car alors a
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est inversible et si a = ¢ a, + B oL B € o, ona ax =gqaX =aqX , donc

Il

a Xi = 0 implique ¢ € #tb = Ann(xo) = Ann(ai) , et alors  a B € 0%_; ce qui prouve
que  Ob, = Ann(xi) , Ceci pour tout i ¢ I .

De fagon analogue l'application g :Mb - S définie par g(ai) = Xo est de

la forme a+ aZ pour Z € E ., On a donc aiZ = XO pour tout i € I ., Comme A est

commutatif llensemble N = 3 rE(OBi) est un sous-module de E , caractéristique,
iel

donc quasi-injectif, De plus pour tout i ¢ I on a X, € N donc N est fidele car
f\ULi =0,

I n

Montrons que Z % N . Sinon on pourrait écrire Z = 3 Vi ou
k=1

vy, € v (oL ) et il existerait i € I tel que i ¢ fi,...,i } car I est infini ;
k E 1 1 ‘'n

on a alors ai € Otik pour k = 1,...,n et aiZ = E &y, = 0 or aiZ =X % 0 3

cette absurdité montre que Z £ N .
Ainsi N est quasi-injectif, fidele et non injectif.

Auvtrement dit, pour un anneau local et commutatif ceci fournit une autre

démonstration de 4.2,

4,5, Lemme 3 Soit A un Q-anneau, de radical R , et E le co-générateur
minimal de fModA , 81 M) R =0 ona E-= J rE(Rn) .

nyo nyo

Soit E' = U rE(Rn) , l'ensemble des éléments de E annulés par une
nyo
puissance de R ; alors E' est un sous-module guasi-injectif de E car E' est

un sous-module caractéristique de R . De plus pour tout entier n on a RS = 2 rE(Rn)

d'aprés 3.1., et £(E') = () R" donc E' est fiddle dds que N R" = 0, comme A
nxo nyo
est un Q-anneau E' est alors injectif donc égal & E car E' contient le sccle

rE(R) de E qui est essentiel dans E .

4.6, Théoréme (Renault) (cf. (29)) : Soit A un Q-anneau tel que A/R

soit semi~simple, posons OU= () Rn alors .Akm est un anheau noethérien.
nyo
On peut évidemment supposer gréce & 1.2, que OL = 0O ., D'aprés le lemme 4.5,
pour tout x € E il existe alors n tel que Rn c:Ann(X) comme dfaprés 4.3, l'anneau
A/Rn est artinien ceci prouve que A/Ann(x) est de longueur finie comme A-module

ou comme A/Rn-—moduleo Pour toute partie finie X de E 1le module A/Ann(X) s'injecte
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dans @ A/Ann(x) qui est aussi de longueur finie, ce qui prouve que les idéaux
XEX
de A qui contiennent Z(X) = Ann(X) vérifient la condition de chafne ascendante,

Donc E est P=quasi-injectif d'aprés la proposition 4.1. Comme E  est fidéle et
que A est un Q-anneau FE est aussi g-injectif et A est noethérien d'aprés la
proposition 3,3, ; ce qui achéve la démonstration,

Remerquons que 4/ [] R peut &tre noethérien sans que A/R soit semi-

nyo
simple comme le montre l'exemple d'un Q-anneau sans radical noethérien non semi-

simple donné dans la deuxidme partie de 1l'exposé (25), (voir aussi (29) page 13).

5. APPLICATIONS,

Soit A un Q=anneau de radical R , on va voir que lorsque A/R est
semi-simple, les résultats du paragraphe précédent permettent de présenter le séparé

complété de. A pour la topologie R—adique comme un certain anneau d'endomorphismes.

On désigne toujjours par E le co-générateur minimal de lModA o

Soit € ‘une sous-catégorie fermée de {VlodA au sens de (27), chapitre III,
paragraphe 4 ; pour tout A-module M on note TC(M) la topologie linéaire sur M
ayant pour sous-modules ouverts les sous-modules N de M tels que .M/N soit

objet de € .,

5,1, Proposition ¢ Soit A wun Q-anneau tel que A/R soit semi=simple e%

N R = 0 , alors (1) le séparé complété de A pour la topologie R-adique
nyo
est un A-module & droite plat ;

(2) si ® est la catégorie fermée définie par la famille
topologisante des idéaux de A qul contiennent une puissance de R 1la
condition suivante est vérifiée g

(R) pour tout A=module M et ftoub sous-module N de M

la topologie TC(N) coincide avec la topologie induite sur N par 'I'@(M)°

Dtaprés 4,3, et 4.6, l'anneau A est noethérien, et pour tout entier =n

1l'anneau A/Rn est artinien, donc la topologie R-adique est artinienne.

(1) D'aprés 4.5, on a E = |J rE(Rn) et comme tout idéal ouvert de A

contient une pulssance de R on a %0 aussi E = () rE(OL) ; ce qui peut
otouvert

encoré s'écrire, pulsque pour tout idéal oOL les A=modules rE(Ot) et
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HomA(A/m_,E) sont canoniquement isomorphes E = lim HomA(A/m,,E). Dfaprés la
- Ot ouvert
proposition 7 de (23) le séparé complété de A pour la topologie R-adique est donc

un A-module & droite plat.

(2) I1 est clair que E est objet de € ., Pour montrer que la condition R
est vérifiée il suffit de prouver que € est stable par enveloppes injectives comme

1l résulte de la proposition 9 page 427 de (27).

Soit donc M un objet de & , pour tout x € M 1l existe n. tel que
R'x = 0 done RAxX =0 , et Ax est un A/Rn—moduleo Comme A/Rn est artinien le
socle de Ax , comme A-module ou comme A/Rn-module, est nbn nul ; ainsi le socle
de M est essentiel dans M ., L'enveloppe injective E(M) de M est donc aussi
l'enveloppe injective de son -socle et E(M) est facteur direct d'une somme directe
de copies de E , comme E ¢ € on a aussi E(M) € ‘§ ce qui acheve la démonstration,

5.0, Remarques : Soit A un Q-anneau tel que [(IR” = 0 s soit A 1le
ny0

séparé complété de A pour la topologie R-adique, Le co=générateur minimal

E de lModA devient un A-module de fagon canonique de la facon suivante :

Soit x € B et ac¢ A défini par une suite de Cauchy (an) d'éléments de

n

A, 11 existe L tel que R %% = 0 , et il existe p tel que pour tout n ) p on
n

ait a=-a € R 9 ,i.,e. ax=ax, on pose alors ax = a x ; on vérifie aisément
n p ul P . b .
que ceci fait de E wun A-module. De plué/\? est un A-module discret lorsque A
est muni de la topologie définie par les Rn pour n » o , en effet si x ¢ E il
existe n tel que R = 0 et il résulte immédiatement de la définition précédente

gue Rx =20,

La méme démonstration montre que tout A-module discret devient un A-module
et est discret comme A-module. Réciproquement tout A—module discret M devient par

restriction des scalaires & A un A-module noté M et I est un A-module discret,

A A
Soit Dis A (resp° Dis A) la sous—-catégorie fermée de ModA (resp, ModA)
ayant pour objets les A-modules (resp. ﬁrmodules) discrets ; la sous-catégorie Dis A
(resp. Dis ﬁ) est définie par la famille topologisante des idéaux & gauche de A

(resp. de ﬁ) qui contiennent un idéal bilatere de la forme R™ (resp. R") .

Supposons maintenant que A soit lindairement compact, dfaprés le théoréme
2 de (24) on obtient un bon injectif de Dis i en prenant l'enveloppe injective dans

Dis A de S = @sz ou J est un ensemble de représentants des types de A-modules
Te
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simples discrets., Comme tout A-module simple est discret et comme Dis A = Dis £ on
obtient un bon injectif de Dis A = Dis Een prenant l'enveloppe injective dans Dis A
d'une somme de tous les types de A-modules simples, comme E est discret, E est

une telle enveloppe injective et - E est un bon injectif de Dis A .

Montrons que EndAE = EndﬁE o

Il suffit de montrer que tout A-morphisme f : E—-E est un ﬁwmorphisme 3

soit donc f ¢ Fnd, E et x ¢ E, pour a ¢ A défini par une suite de Cauchy (an)

n n
d'éléments de A 1l existe p et n tels que R ox =0 et apmaq € R ° pour: ¢3p donc
n

Rf(x) =0 et ona af(x) = 2y f(x) = f(apx) = f(ax) , ce qui prouve 1'égalité

A

cherchée,

En utilisant ce qui préceéde et le théoreme 3 de (24) on a donc le résultat

sulvant

5.3, Proposition : Soit A un Q-anneau tel que le complété ﬁ de A pour

la topologie BR-adigue soit linéairement compact et tel que (M) RM =0,
nyo

Si E est le co—générateur minimal de ModA on a A = EndEpd EE .

5.4. Corollaire : Soit A un Q-anneau tel que A/R soit semi-simple,

soit B le co-générateur minimal de lModA et E'=yr (Rn) , soit A?
nyo
1'anneau quotient 4/ (ﬁ R™ , alors le séparé complété de A pour la topo=
nyo
logie R=adique s'identifie & l'anneau End Er

EndABE“

Il y a identité entre A-modules simples et A'-modules simples, Comme E°
est quasi-injectif et essentiel dans E on a E' = rE(z(E“)) d'aprés 1.1, ; or

2(8Y) =N i , 11 résulte donc de 3.2, que E' est le co-générateur minimal de
nyo

ModAn ., Si R' est le radical de A' 1le séparé complété de A pour la topologie

R-adique coincide avec le complété de A' pour la topologie R'=adique et on. peut

donc supposer que f\iRn = dAO AMors pour tout entier n 1l'anneau A/Rn est artinien

no . o . ~ .
7 Readique est artinienne, donc A est strictement lindairement

et la topologie
compact d'aprés les formules 21 page 49 et ltlexercice 19 du § 2 du chapitre III de (21)e

Le corollaire résulte alors de la proposition,
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6. Q-ANNEAUX NOETHERTIENS COMMUTATIFS,

Tous les anneaux considérés dans ce paragraphe sont commutatifs,

6,0, Remarques : Soient A un anneau noethérien et i, un idéal maximal

de A . Soit E = E(A/L) 1l'enveloppe injective de A/ml, . Soit i 1le séparé

complété de AHL pour la topologie WLAnL-adique. Le A-module E Ztt muni d'une
structure de Knb—module de fagon canonique (Voir 5.2, et (7) yage 522) et pour cette
structure FE est l'enveloppe injective de gwg/"“ﬁnb5 E est aussi 1l'enveloppe
injective sur Aﬂb de Aﬂt/ﬁuAﬁL° Les sous—A-modules quasi-injectifs de E coincident
avec les sous—ﬁn%—modules comme il résulte du théoréme 3,7. de (7). En particulier

tout sous-A-module quasi-injectif Q de E est un sous-A_ -module de E et on a,

i

en notant j : A -~ Aﬂb le morphisme canonique :

6.0.1. 2,(Q) J"Mme” o

De plus pour un iddal P(: M on vérifie aisément la relation :
6.0.2. r(p) = rE(EAm)

ol chaque membre de 1l'égalité correspond & une structure de module de E

°

6.1, Lemmes 3

6.17.1., Pour un idéal premier minimal F d'un anneau noethérien A il
vy a équivalence entre :

a) @ est le saturé de O dams A pour
b) @ est le seul idéal P-primaire ;

c) E(4/p) est le corps des fractions de A/F :

a) p figure dans une décomposition primaire réduite de O dans A ,

Les implications a) => b) => ¢) et b) => d) sont claires, L'impli=
cation d) => a) résulte de (21) chapitre IV, proposition 5 page 145. Montrons gue
c) => a) , On voit immédiatement avec (7) théoréme %.4. que l'on a P = F<n) pour
tout entier n d'ol 1l'cn déduit que FAF = 0 ; ce qui prouve que F est le saturé

de O dans A pour F o

6.1.2. Définitions :

1) On dira gqgue ltanneau A possede la condition 'Co si tout entier
premier minimal non\maximal vérifie les conditions du lemme ci-dessus,
2) On dira que l'anneau A possede la condition C1 si pour tout
sous-module quasi-injectif N du co-générateur minimal E de lModA on

a N = rE(N>(£(N)) o
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3) On dira que l'anneau A possdde la condition 02 si tout idéal

premier minimal de A est contenu dans un seul idéal maximal,

Il est clair d'apres 1.1, qu'un Q-anneau posséde la condition €, ; les

lemmes suivants montrent qu'un Q-anneau noethérien vérifie les conditions CO et C2 .

6.1.%3. Un Q-anneau noethérien vérifie CO et est de dimension de

Krull ¢ 1 .

Soit B un idéal premier non maximal de A et E le co=générateur minimal

e _ o _ +
de Mod, qui s édcrit E ® E(A/f,) . Notons A1 rE(A/p(P) , alors A1 es
>, maximal

le corps des fractions de A/p d'apres (7) théordme 3.4, On va montrer que A1 est

injectif et que B est minimal ce qui prouvera le lemme,

Comme A est un Q-anneau il suffit de montrer que le module. fiddle
N==E C)A1 est quasi~injectif pour que A1 soit injectif. Pour montrer que N est
quasi-injectif il suffit de prouver que tout morphisme N - E(N) a une image dans N 3
comme E(N) = E@ E(A/F) on voit aisément qu'il suffit de prouver que tout morphisme
E - E(A/F) est nul. Soit M un idéel meximal de A et f : B(A/m) - E(4/p) wn
morphisme supposé # 0, alors il existe X € E(A/nb) tel que f(x) # 0 , mais Ann(x)

est M —primaire et Ann(f(x)) est ©p-primaire donc il existe n tel que :
nLn c Ann(x) < Ann(f(x)) CR,

ce qui est absurde car F est non maximal. Comme E = @ E(A/hb) cecl prouve
Momaximal
que tout morphisme E - E(A/F) est nul et A1 est injectif, ce qui prouve le premier
point, Pour montrer que dimKA.g 1 1l faut prouver que F est minimal, or on a
A1 = E(A/F) donc dlapres (7) théoréme %.4. on a F = g(A1) = £<E(A/F>) - N F(n) ot
: n
pour tout entier n on a p B p»onen déduit aisément que FA = 0 donc

l'anneau local A est un corps et F est premier minimal,
6.1.4. Un anneau noethérien intégre qui vérifie C1 est local,

Supposons le .contraire, il existe deux idéaux maximaux distincts non nuls,
soient M, ef tb . Comme A est noethérien intdgre on a (Y = 0 et E(A/Mb) est
un module fidele ((7) proposition 3.4,), de méme que E(A/?b) . Comme A est noethé-
rien commutatif il résulte du théoréme 4.9, de (13) que AssA(E(A/ﬂ%))'= {HL} , de plus
on a AssA(A/FL) = {1b} et d'aprds la proposition 6.6, de (13) le module
E(A/m) @ A/, est quasi-injectif. Ce module est fiddle et A vérifie c, donc ce
module est injectif et A/  aussi, i.e. Afib= E(A/ﬂ;) ce qui est absurde car
E(A/tb) est un module fiddle ; d'olu le résultat,
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1) Si A est noethérien et vérifie C1 alors tout anneau quotient

de A vérifie C1 .

2) Si A est noethérien de dimension ¢ 1 et vérifie CO alors tout
anneau quotient de A vérifie CO o

3) Les conditions Co et C1 se conservent par localisation par rapport

4 un idéal maximal,

1) Soit ot un idéal bilatére de 1l'anneau noethérien A qui vérifie C1 .

Soit E le co-générateur minimal de ModA , soit R' = rE(Ub) , alors d'aprés 3,2,
E' est un A' = A/t -module injectif., D'autre part pour un idéal maximal fH et

X € E(A/ﬂb) la relation OLx = 0 implique ovc Ann(x) < M d'ol la relation :

B' = @

I maximal

o ity

et ceci prouve que E' est le co-générateur minimal de ModA' . Comme E' est

contenu dans E toub sous-A'-module quasi-injectif de E' peut étre considéré

rE(A/nb)(aL) H

comme un sous—A-module quasi-injectif de E et on vérifie alors aisément que si

A vérifie 01 il en est de méme de A"

2) Soit A un anneau noethérien de dimension § 1 vérifiant CO et
A" = pAfov un guotient de A , Un idéal premier minimal non meximel de A' est de la
forme Eﬁn, ou F est un i1déal premier minimsl non maximal de A , comme P est le
saturé de 0 dans A pour p on vérifie aisément que Fﬁn est le saturé de O

dans A' pour Rﬂm o

%) La stabilité de c, résulte de la caractérisation d) de 6.1.1., et de
la proposition 6 page 146 du chapitre IV de (21)., Montrons la stabilité de C1 .
Soient A un anneau noethérien et M, wun idéal maximal de A , L'anneau Aﬂb est
local et le co-générateur minimal de ModA est EA (Aﬂh/"LAnb) gui n'est autre
que EA(A/HB) =F d'aprés 6,0, Soit Q g% sous-A“L-module quasi~injectif de B
muni de sa structure de A"b—module, alors @ est aussi un sous-A-module quasi-
injectif de E et d'aprés la condition C, ona Q= rE(zA(Q‘)) car E est un
sous-module du co-générateur minimal de Wod, . Il résulte alors des relations 6,0,1.

A
et 6.0.2., que :

@ = xgl2y(0)) = 7gle (Qag) = 5s, (@),

ce qui acheve la démonstration,
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Dans ce qui suit on pourra noher le corps des fractions de 1'anneau

F
P
F de A ,

integre A/F pour un idéal premier minimal
Avec cette notation on a ¢

6.1.6., Soit A un anneau noethérien semi=local de dimension 1 vérifiant
Gd , 8cit N wun A-module quasi-injectif, alcrs il existe des parties
QO et 91 de Speo(A) telles que :

| (1) (3,
Mema 1= 08 "o oupF,

FEQO P€Q1

et les idéaux pe QQ (resp. =3 91) sont des idéaux premiers non
maximaux (resp. premiers maximaux) et N(p)  pour FeQ, estun sous-
medule quasi-injectif de E(A/F) H
(2) S1 Q@ est 1l'ensemble des pe Qo tels que pour tout idéal premier
non minimsl b€ Q, oo alt p & M, et si

M:FQ p © © ()
4 FeQ,

alors les annulateurs de M et de N coincident,

Dabord soit § wun idéal premier de A et Q wun sous-module quasi-injectif
non nul de FP , on va montrer que Q = FP . S0lt x € FF , par essentialité de Q
dans FF 1l existe a ¢ A tel que ax €.Q et ax # 0 3 comme HE‘ =0 ona a ﬁ F H
d'aprés.le lemme 3,2, de (7) le morphisme y > ay est un automorphisme de .E(A/F)vg
solt u son dnverse, cn a ulax) = x et comme Q est guasi-injectif on a u(Q) cQ
P

(1) Soit maintenant N wn A-module quasi=injectif, on décompose N en
Y

ce qui prouve que X € Q e% Q= F

scmme directe de modules quasi=injectifs indécomposables : deux facteurs qui ont la
néme enveloppe injective scnt isocmerphes dfapres le lemme 6,10. de (13) ; en utilisant
la condition OO , 1e fait que la dimension de A soit 4 et la proposition 3.1, de

(7) on a la décomposition de (1),

(2) Soit F € QO tel que pour un idéal premier non minimal Wb € 91 on ait
F(: M, . Le module ,FF<3 N(mJ = Q est guasi-injectif comme facteur direct de N ,
d t st ~ les end hi de E = F ElA/MRG ) it
onc est stakle par les endomorphismes de (Q) F(Q (A/ ) Sol X € rE(A/“b)(F)Q
on a F'C:Ann(x) , donc il existe un morphisme

Alp ~ A/Ann(x) e B(A/M)
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qui se prolonge en un morphisme u : F, — E(A/nb) ;y prolongeons u par O sur
E(A/M.) on obtient alors un morphisme v : E(Q) — E(Q) tel que v(Q) = Q ., En par-
ticulier x = u(1+p) = v(1+F) € Q et on a:

On en déduit la relation :

2(n(ms)) sz(rE(A/nb)(P)> .
Montrons maintenant que K(PE(A/RB)(F» =f.

Posons T = rE(A/nb)<F> , alors dfaprées 6.0,2, on a T = rE(A/nb)(FAﬂL> , donc d'aprds
5.1 £, (T):pA% . Soit j i A- A

n .
6.0,1. la relation :

i le morphisme canonique, on a alors avec

£,(1) = 57, (1)) = 57 (oa ) =

Aﬂb
Finalement pour F € QO contenu dans un idéal premier non maximal M € 91 , on a la
relation :

£(0()) « p= /a(FE) ,

et la conclusion de (2) est alors claire,

Remarquons que ceci prouve que si N est quasi-injectif et s'écrit comme

dans 6.1.6. (1) on a pour tout idéal premier non minimal b la relation :

N<NL)ZDF€£O rE(A/“b)<F) °
P(:Iw
Remarquons aussi que, avec les notations de 6.1.6., (1), 1'ensemble Qom) 91
n'est autre que ASSA(N) et le lemme 6.1.6., exprime que pour toult module quasi=injec—
$if N sur un anneau noethérien semi=local de dimension 1 vérifiant CO on peut
trouver un module quasi-injectif M qui est fidele (resp° injectif) si et seulement

si N 1l'est et de plus M n'a pas d'idéaux associés immergés.

6.1.7e .S0it A un anneau noethérien semi-local de dimension 1 vérifiant

les conditions CO et C et tel que pour tout idéal maximal WL et pour

)(ﬁ(N»

2

tout sous-modul i=injectif N de E(4 it N =
out sous-=module quasi-inje e ( /nb) on ai rE(A/ﬂb

alors tout A-module quasi-injectif et fidéle est injectif,

Soit N un A-module quasi=injectif et fidéle. Supposons que N se décom=

pose comme dans 6,1.6., et solent N, Qog Q,, Q définis comme dans 6.1,6., Pour montrer

1
que N est injectif il suffit de montrer que le module quasi-injectif est fidéle N
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llest pulsque l'anneau A est noethérien., Pour cela il suffit de montrer que pour
tout idéal M € 91 le module N(ib) est injectif,

(1) = Soit M un idéal premier d'un anneau noethérien A et N wun sous-
module quasi-injectif de E(A/Mb) , soit £(N) = Q0... Naq, une décomposition
primaire réduite de 2£(N) dans A, alors pour i = 1,...,n la racine de 'Qi est
contenue dans 6 .

En effet, d'abord £(N) est saturé pour b dans A car si a ¢ A et
b £ M sont tels que bal = 0 on a all = o d'apres le lemme 3.2. de (7) et-ace £(N).
Ensuite il résulte de la proposition 6 (iii) page 146 du chapitre IV de (21) qu'une
décomposition primaire réduite de £(N) dans & soit 2(N) = ;% Qi s'obtient &

i=1

partir d'une décomposition primaire réduite de ,e(N)”b dans Anb soit

n -
— 1 — 4 t N LI . 3 ;
z(N) = {jEQi en prenant Qi =] (Qi) ou J: A Aﬂb est le morphisme canonique

donc Qi cm = j~1(ﬂtAﬂb) et la racine de Q, est aussi contenue dans ML |

(2) = Soit Mu¢ Q, wn idéal premier maximal et non minimal et soit
n
2(n(ms)) = (]_Qi une décomposition primaire réduite de 4(N(m,)) dans A , il
i=1 :

1D

résulte de (1) que la racine FEL de Qi est contenue dans [T

Soit [Mbe 91 un idéal premier maximal et minimal, il résulte de (1) que

{£(N(Mb)} est alors une décomposition primaire réduite de £(N(Mb) dens A .
I1 résilte alors de la condition 02 , de la définition de Q , et de ce

qui précede que :

s
.
0=4() =2M) = NpaN £(0(p) n MY N QT’
peQ pe, mEeR, i=1

B minimal fihnon minimal

est une décomposition. primaire de O dans A telle que deux idéaux primaires dis-
tincts UL1 et 0%2 intervenant dans cette décomposition aient des racines dis-
tinctes ; de plus ces racines sont incomparables (pour 1'inclusion) sauf si il existe
M ¢ 91 et non minimal, et 1,j avec 1 i( Shk y 1€ 3% Sm; s tels que

Qﬂb N

OL1 =Q, 0L2 = Qj et ML et la racine de 0b1 ou de OLZ .

(%) - Soit Mg Q, il résulte de la proposition 3 page 141 du chapitre
IV de (21) et de la provosition 10 page 89 du chapitre II de (21) gue l'on a dans

Anb les relations @
0

2(w(my) si M Q, et si M est premier minimal,

ou

(@]
I

Sttt
it
=N (Qi ) si oMb o¢ Q, et si M est non minimal,
i=1 148
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Donc pour e ona £(N(M)) =0 dans A .
1 s 19
0n a alors en utilisant la dernmiére hypothése de 6,1.7. et la relation

6.0.2, les relations suivantes :

N(m) = rE(A/nb)(Z(N(nb)>> = rE(A/ﬂb)(O) = B(a/m) ,

qui prouvent que pour Ib¢ 91 le module N(fM,) est injectify; ce qui acheve la

démonstration,

6.2, Btude du cas local :
Pour un anneau local noethdrien A de radical Mb notons A le complété
fib-adique de A et E = E(A/ﬂb) . I1 résulte de la structure de A-module de E que

tout sous-A-module de E en est un sous-A-module et ainsi est quasi-injectif (6,0.).

Il résulte du théoreme 4.2, de (7) que pour tout idédl ot' de i et pour

tout sous-module N de E on a les relations :

6,2.0, o = gglr(onr)) et N= ro(e;(m) .

6.2.,1, Lemme 3

Pour un anneau local noethérien A il y a équivalence entre :
(v 0 a)’;
N = rE(zA(N)) .

a) pour tout idéel o' de A on a o

©

b) pour tout sous-module N de E on

a) => b) . Soit N wun sous-module de E. . Comme zA‘(_l\T) = zA(N-) NA il
résulte de a) que zA(N) = zA(N)Ao Soit x € E tel que zA(N)x =0 et ac zA(N)A
a est limite d'une suite de Cauchy (an) d'éléments de zA(N) . Il existe n,p tels
que X € An = rE(nbn) et pour gq > p ap—aq € nLn et on a apx = ax par définition
de la structure de A-module de E , mais apx = 0 car ap € zA(N) ce qui prouve

que zA(N)A x =0 et ainsi on a 3
r(2,(1) = v5(2,(0)°) = r (ep(m)) = 1 .
b) => a) ., On peut montrer aisément comme ci-dessus pour zA(N) que pour
un idéal OL de A on a rE(OL)'= rE(si) . On a alors les relations suivantes avec

6.2.0, ¢
AN P
62,00, A= 45 (R)) = pyle (o))

Appliquons 1l'hypothése b) & N = rE(OL') pour un idéal oL' de i,

n a aver 6,2.0, les relations :

o = /zﬁ(fE(o-U)) = £5(rp(e, (r(0u1)))) 5
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soit avec 6.2.71.1.. 2
" i)V 1 N i ~
o = 2, (r (o))" = (yle () A 8)" = (our N 2)
d'ou le lemme, '

6.,2,2, Corollaire : Soit A un Q-anneau local noegthérien de complété

M-adique & ,

(1) 1a correspondance ot . définit une bijection entre les idéaux
de A et ceux de A .

(2) cette bijection conserve les idéaux premiers,

(1) Comme A est un anneau de Zariski pour la topologie Mb-adique on a
pour tout idéal ot de A la relation :

6.2.2.0, OL=206L N A ,

D'autre part comme A est un Q-anneau, d'apres 1.1. l'assertion b) du
lemme 6.2.1. est vérifiée pour tous les sous-modules de E , on a donc pour tout

idéal ou' de A 1la relation :
6.2.2.1. ol = (o),
Les relations 6,2.2.0. et 6.2.2.1. donnent la premidre assertion.

(2) Pour démontrer la seconde assertion on utilise le théordme 6.2.4.
gqui sera démontré plus loin ; comme aucun résultat avant 6.3.2., n'utilise cette
assertion 1l n'y a pas de cercle vicieux., Soit FI un idéal premier de A alors
A/P est un Q-anneau intégre, donc son complété ntﬁn-adiqﬁe (A/F)A est aussi
intégre d'apres 6.2.4. ; et comme (A/P)A = K/ﬁ d'aprés le corollaire 2 page 258
du Tomme IT de "Samuel-Zariski! 1tidéal % est premier dans B, 11 est clair’que
pour tout idéal premier ou de ‘A 1l'idéal oL M A est premier dans A d'ol la
seconde assertion.

Cette seconde assertion de 6.2.2, est due & Renault,

Pour simplifier les énoncés on supposera dans les deux résultats suivants

que l'anneau A est non artinien,

6.2.%, Théoreéme : Pour un anneau local noethérien A de radical

et de complété b -adique £ i1 y a égquivalence entre :

a) A est un Q-anneau ;

b) A est de dimension 1, vérifie CO , et pour tout idéal ou' de &
oma oul = (o' N A)A;

c) A est de dimension 1, vérifie C_, et pour tout sous-module N de

o}
FE ona N= rE(ﬂA(N)) o
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Liimplication a) => ¢) résulte de 1.1. et de 6.1.3, en se rappelant que
tout sous-module non nul de E = E(A/ﬁb) est quasi-injectif et essentiel dans E.
L'équivalence de b) et c) résulte immédiatement de 6.2.1,

Montrons que ¢) ==> a) . Pour cela.on utilise la proposition 2.9, b) de
(16) i.e. on montre que pour tout quotient A' de A tout A'-modulé quasi-injectif
et fidele est injectif, Soit A" un quotient de A , si A" est artinien.la conclu~-
sion résulte de 1.1.1., Sinon A' est un anneau local noethérien de dimension 1. qui

vérifie Co et C1 dlaprés 6.1.5, et la conclusion résulte de 6,1.7,
(n suppose boujours que lfanneau A n'test pas artinien, alors :

6.2.4.. Théoreéme : Pour un anneau local noethérien intégre A 1l y a

équivalence entre
a) A est un Q-anneau j

b) A est de dimension 1 et le complété ﬁ de A est un annmeau iuntégre,

a2) => b).D'abord si M est le radical de A tout idéal non nul de A
est Mb-primaire d'aprés 6.1.3. Soit ot' un idéal de A , non nul. Il résulte de
6.2.1. a) et de 1.1: que oU N A £ 0 donc il existe n tel que M c ou' N A
d'ol ﬁtn = ﬁtn c (o' N A)"= o', et tout idéal non nul de E est ‘ﬁﬁmﬁmimaire H
ce qui prouve que ‘ﬁ% est le seul idéal premier non nul. de §’9 comme A n'est pas
artinien K n'est pas artinien et 0 est donc premier dans vﬁ et dlapres 602;3o b)

on adonc a) => b) .

b) =) a) . Comme A est de dimension 1, il en est de méme de i . Comme
tout quotient propre de A est artinien donc est un Q-anneau, il suffit d'apres la
proposition 2.9, de (16) de montrer que tout A-module gquasi~injectif et fidele N
est injectif, Comme un module quasi=injectif qui contient une copie de A est injec-
tif on peut supposer en utilisent 6.1.6. et le fait que A soit intdgre que N

(1)

s'éerit N = NO ol N0~C:E = FE(A/M)  est un module fiddle. Le A-module NO

est un A-module, si 1'idéal @(NO) est non nul clest un idéal M-primaire et il

A .
existe n tel gque ﬂtn = ‘ﬁ%n Cizﬁ(No) dlou

n
ES e = °
mo () N =y (N)
Comme- zA(NO) = 0 et comme A est integre et non artinien ceci est

absurde., On a donc ﬁﬁ(Né) =0 et NO = E d'apres 6.2.0., ce qui prouve que N

est injectif et achéve la démonstration.,

I1 résulte de 6.1.4. qu'un Q-anneau noethérien intégre est local et -ainsi

le théoréme précédent caractérise les Q-mnneaux noethériens intdgres,
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6,2,5, Corollaire : Tout anneau de valuation discrete est un Q-anneau,

Bn effet, le complété d'un anneau de valuation diserdte est encore un

anneau de valuation discrete donc est inteégre,

6.3, Cas général,

Remarquons. d'abord qu'il résulte de 2.5. qu'un Q—anneau noethérien est
semi=local, i.e, 2 un nombre fini d'idéaux maximaux. Les résultats de 6.2, permettent
de caractériser les Q—anneaux noethériens commutatifs, complets pour la topologie
R-adique,

On a le théoréme suivant @

6.3,1. Théoréme : Pour un anneau noethérien et complet. A il y a

équivalence entre :
a) A est un Q-anneau ;
2

b) A est un anneau semi=local, de dimemsion ¢ 1 et vérifie CO ;

¢) A est produit fini d'anneaux locaux complets, de dimension - f

et vérifiant Co .

L'implication a) ==> b) résulte de 2.5, et de 6.1.3.
Montrons que c¢) => a) ., D'aprés 6.2.3, ¢) et la seconde formule de 6,2.0,
un anneau local noethérien de dimension 1 , complet et vérifiant Co est un Q-anneau;

ltassertion ¢) ==> a) résulte alors de 1.1.1. et 1.3%,

Montrons que b) => c¢) . Soient HL1,°°°9 HLh les idéaux maximaux de
1'anneau semi=local A , D'aprés le corollaire de la page 59 du chapitre III de (21)
ona A= 1] Kﬂb . Qr KHL est un anneau local noethérien et complet pour la topo-
i=1 i i
logie définie par son radical ((21)9«chapitre III, proposition 1.9. page 53 et 8 page
70), la dimension de ﬁﬂb est évidemment 1 et ﬁﬂb vérifie C, dlaprés 6.1.5,
i i

6.3.2. Proposition ¢ Soit A wun Q-anneau noethérien de radical R ,

alors le complété R-adique de A est un Q-anneau.

Il résulte du corollaire de la page 59 du chapitre III de (21) et de 1.3.
qu'il suffit de prouver la proposition lorsque A est local,

Soit donc A un Q-anneau local noethérien de radical (b et soit A son
complété Mb-adique qui est local noethérien complet et de dimension ¢ 1 . Si i
est de dimension O , alors A est artinien donc est un Q-annean et on peut supposer

que i est de dimension 1. Soit alors F" un idéal premier minimael non meximal de
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E, alors dtapres 6.2.2. on a p' o= @ pour un 1déal premier p de A, minimal et

non maximal , de plus F appartiént 4 la décomposition primeire de O dans A , 1.e.
il existe un idéal oL , non nul, de A tel que F(\OL = 0 ; on a donc dans i 1a
relation P“n ® = ﬁrwéi = 0 qui prouve que F‘ est dans la décomposition primaire
de 0 dans A , Ainsi A vérifie la condition Oo et A est un Q-anneau d'aprds

6.3010 C)o

6:%.3, Remarques et exemples :

Soit A un anneau noethérien semi-local de dimension 1 et réduit

(i.e. sans éléments nilpotents),

1, = 81 A est un anneau complet pour la topologie R=adique il résulte

de 6,3.1, que A est un Q=anneau.

2, =51 A n'est pas complet soit A le complété de A , si A est
réduit il résulte de la remarque ci-dessus que L est un Q-anneau. Ceci se produit
par exemple lorsque l'anneau A est excellent ((28), 7.8920)9 cependant méme dans
ce cas llanneau & n'est pas toujours un Q=anneau comme. le montre 1l'exemple suivant.

3, - Soit B 1l'anneau. €[X,Y] et p = X(X2+Y2) + XZ—Y‘2 . On vérifie
aisément que - pB est un idéal premier de ‘B et ainsi l'anneau B/pB est intdgre,
noethérien, et de dimension .1 car .0 C:pB C XB + YB est une chafne maximale d'idéaux
premiers de B qui est de dimension 2., Soit Tb = XB+YB et soit A l'anneau
(B/PB)"VPB . L'anneau A est local, noethérien, integre, de dimension 1 et son
complété pour la topologie R(A)-adique s'identifie au complété de B/pB pour la
topologie tb/pB~adique d'aprés la proposition 8 page 56 du chapitre III de (21) ;
ce dernier complété n'est autre que ﬁ/pﬁ on B = ¢[[X,Y]] . L'anneau A est
excellent d'apres (28) 7y8°30(i) et (iii). On va voir maintenant gque k= ﬁ/pﬁ n'test
pas integre, Pour cela il suffit de remarquer que dans 1'anneau B on- peut écrire

les relations
D= (x—1)¥2 + X2(X+1) = (X—1)(Y2—X2<X+1)(1+X+X2+ono)) \

Ceci prouve que l'anneau A n'est pas un Q-anneau d'apres 6.3,1,, mais
@~ \ r'd 7z i3 . . .
A est un Q-anneau d'apres la remarque précédente. En particulier ceci montre que

la proposition 6.,3.2, n'admet pas de réciproque.

6.3.4, Proposition : Soit <A un Q-anneau noethérien, si A est

réduit alors A est réduit.

Cette proposition généralise d'une certaine fagon, 1l'assertion a) ==>,b)

de 6.2.4,



18,26,

Seit A un Q-anneau noethérien réduit, 1l'anneau i est wn Q-annean
dlaprés 6.3.2,, donc d'aprés 6.,3.1. l'anneau E est produit fini des anneaux locaux
Ant pour ML idéal maximal de A , Tl suffit donc de montrer la proposition lorsque
A est local d'idéal maximun ﬁB . D'apres 6.2.2., (2) tout idéal premier minimal B’
de A st'éorit 'ﬁ pour:-un idéal premier p= F“’7 A qui est minimal dans A ; comme
0 est l'intersection des idéaux premiers minimaux de A on voit que 0 est aussi
1'intersection des idéaux premiers minimaux de i, ce qui prouve que £ est sans

é1lément nilpotent non nul donc est réduit,

603.5. Théoréme ¢ Pour un anneau noethérien A les assertions suivantes
sont équivalentes s
a) A estun Q-anneau ;
b) A est semi-local, de dimension ¢ 1 et tel que :

Co; tout idéal premier minimal non maximal est dans la décomposition
jprimaire de O ,
C1) pour tout sous-module quasi-injectif N du cogénérateur minimal

E de Mod, ona X =rE<N>(,z(N)) ;

c) A est semi-local et tel que ¢
- pour tout idéal maximal M 1'anneau Aﬂb est un Q-anneau, et
.02) tout idéal premier minimal est contenu dans un seul idéal
maximal ;
d) A est semi-local, de dimension ( 1 , vérifie les conditions CO
et CZ ci=-dessus et de plus, pour tout idéal maximal " Wb et tout sous-

)(/z(N)) .

module guasi=injectif N de E(A/ﬂh) ona N=rv

E(4A/m,

a) => b) résulte par -exemple de 6.1.3.
b) = c) .. Il résulte de 6.1.5. (3) et de 6.2,3..¢) que pour tout idéal

maximal ML de A 1'anneau Anb' est un - Q-anneau.. Pour un idéal premier minimal

non maximel | de A 1'anneau fA/F‘ est intégre et vérifie 01‘ dtaprés 6.1.5. donc

est local d'aprés 6.1.4, et A vérifie C2 .

c)i==>4d) . A est de dimension . | d'aprés 6.1,3. IL résulte aussi de

6.1.%, que pour un idéal maximal Mb l'anneau A vérifie CO En utilisant 6.1.1.

m
b) et la proposition 3 page 141 du chapitre IV de (21) on en déduit que 4 vérifie

la condition C_ . La dernidre condition.de d) résulte de la relation .

EA(A/m,) = EAm

est un Q=anneau,

(Am’/m.A m,> pour tout idéal maximal b de A et du fait que 4
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d) == a) ., Dlaprées 6.1.5, tout anneau quotient de A vérifie Co . On

vérifie aisément que la condition C_. et la dernidre condition de d) sont vérifides

pour tout anneau quotient de A . Aiisi tout anneau quotient de A est artinien ou
vérifie les conditions de d),

En utilisant 1.1.1. et 6.1.7. on voit alors que pour tout quotient A' de
A tout  A'-module gquasi-injectif et fidéle-est injectif et A  est un  Q-anneau
d'aprés la proposition 2.9. de (16)0

e Com?mwlam?
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