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I - INTRODUCTION

La théorie.des problémes aux limites a &té particuliére-
lment développée dans les espaces de Sobolev ; nous allons en
étudier quelques aspects dans cette série d'exposés,

Avant de poser les problémes avec rigueur, nous faisons

quelques rappels trés brefs sur les espaces de Sabalev,

1, Les espaces de Sobolev :

Commengons par quelgues notations,

U est un ouvert quelcongue de R

Ri = <x = (X7 oo xn) e R" ; X, » O}

@ désigne un ouvert borné ¢ RT , de frontidre T = ¥

variété (indéfiniment) différentiable de dimension n=l , @
étant d'un seul cdté de T (1) .

P est un exposant tel que 1 <p <+ w ,

LP(U) désigne l'espace des (classes de) fonctions mesurables et

Ly

de puissance plege sommable pour la mesure de Lebesgue dans Uj;

(1) Pour fixer les idées, nous dirons dans la suite qu un tel
ouvert est borné et "trés régulier"



pour u & LP(U) on note

ol = (fy a0 |? ant/?

Pour k entier» O , Wg(U) est l'espace des fonctions u G.Lp(U?

dont toutes les dérivées distributions d'ordre < k , sont dans

LP(U) 3y c'est un espace de Banach réflexif pour la norme

A

f\f\‘--:'){ tDO‘ ! p|1/p =
s J ull

Pour s non entier> 0 , s = k + ¢ (k entier >0, O <o <1)

W;(U) est l'espace des fonctions u e WE(U) , telles que

o o P
ID" u(x) D u(y)| dx dy < + o
e n+pc
UxU x-y
pour tout Ja|= k ; c'est un espace de Banach réflexif pour la
norme
fwlly 0% u(x) - d* u(y)[P v?
U N> u + D" u(x) « D" uly .
k’p la}=k j[UXU ax dy glu"S,P

I X"YI u+poc

o
w:(U) désigne la fermeture de C:(U) dans W;(U) 3y c'est un

espace normal de distributions dans U , pour la norme induite

s (1) : ~5 °g _
par W_(U) ; on note W_,(U) 1le dual de W_(U) avee 1 ,1 _
P p p = +=,=1 .
P P
Dans le cas particulier p = 2 , on pose
S s . °s °g -
H(U) = W2(U) pour tout s réel , H (U) = W2(U) pour s réel

- :
(1) W;(U) coincide avec W;(U) lorsque U = R .,



| = !
, o . . -k
On vérifie facilement que pour k entier 20 , WP,(U)
est l'espace des distributions
= ¥ % ¢

{o]sx

[e]
avec faesz,(U) ;3 la norme de dual fort de WE(U) étant équi-

o

valente 3 la norme

. 1 1/ A
T Avee |nf { D ”faﬂ g' } =izl ~k,p'
lo sk
{ fa}{ulsm « Lp'(U)
T= § p%r,
e jsk

Remarque 1.1 Pour tout s réel, H (R"™) est l'espace des dis=

tributions tempérées T telles que

2)5/2

(1« T (&) € L,y(rY)

la norme T ~Ave=> HTHS étant équivaelente & la norme

T o (1 +8] 22T (o)) 0,2

L'analogue pour p # 2 , de cette remarque est fausse en général:

W;(Rn) ne coincide avec l'espace H-*P(R") des distributions tem-
pérées telles que -~
(1 +]€]2)%/2 T (¢) e ¥F L, (E")

pour p + 2 , que lorsque s est entier (de signe quelconque)
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ce fait, que nous n'aurons pas & utiliser dans la suite résulte
~du théordéme de Mihlin{?Q} (voir p.ex.[lé})

Nous allons &étudier plus en détail les espaces W; (u)

lorsque U = Ri ou € . Leurs propriétés essentielles résultent

de leur "caractére local'”.

Proposition 1.1 :

a) Soient U, &t U, deux ouverts bornés de R® , tels
gqu'il existe un difféomorphisme ¢ (c™) de ﬁi sur 52 ;(l)

alors l'application u v~ ¢ u est un isomorphisme de W;(Ua)

O t—

sur W°(U.) our tout s et de ﬁS(U } sur %S(U ) our s30,
sur WH(U;) pour tous s, et de W (U, 5(Uy)  pour s

b) 8i U est un ouvert de R%, et o & C: (ﬁ)(g)

l'appli-

cation U ~a==> a.,u est linéaire continue de W;(U) dans lui=

o]
méme pour s réel guelcongue et de WS(U) dans lui-méme pour

s 20 .

Pour s 2> O , on vérifie aisément ces propriétés sur la
PP S .
definition des espaces Wp 3 le cas s < 0 s'en déduit par trans=-

position.

—

(1) c.8.4. ¢ est un difféomorphisme d'un voisinage de U sur
un voisinage de U, , qui appligque T sur U, (2) o est Indé=
finiment dérivable“dans un voisinage de T .



Cette proposition permet de donner une nouvelle définition
' o
des espaces W;(Q), W;(Q) pour s > 0, & partir des espaces

o]

modéles W:(Ri), W;(Rf) : on fixe un recouvrement fini du com=-
YN . .

pact T =0Q par des ouverts %Gij?=l ayant la propriété suie

vante : pour tout i 1l existe un difféomorphisme ¢i de Gi

sur B = {x cR® ; |x| < 1}, tel que 1l'image de ¢, N @ par

¢i soit B+

{x & B 3y x_ >0 X et que 1l'image de Gif\F par

n 4

0 { v = . = . P PPE i s
¢i soit BO { % B 3 x O) 3 on note wi le d1fféomorphis

n

me inverse., On compléte ce recouvrement avec un ouvert Ob s tel

s0it un recouvrement de ¢ . On

fixe une partitien indéfi-

niment dérivable de 1l'unité:

gu X sur § , Subordon=

R

née au recouvrement {C.¢{. .
ifi=o

-x.
Alors pour u g,Lp(Q) , les fonctions - wi(aiu) s 1 = 1,2,400N0,

T
sont définies dans B, ;3 on note Wi(aiu) leur prolongement par

n T~
O dans R, - B, , et on note (aou) le prolongement de o u

par O dans R® - % , De la proposition 1.1 on ddduit aisément la:
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[
Proposition 1,2 W;(Q) (respt w;(g)) s » 0 , est l'espace
.des fonctions u & LP(Q) telles que
("\\._/
. s,.n
i) (a  u) G.WP(R )
.. /:“\\\”/ S, .0 t Ss,.n .
ii) vy (ai u) @_WP(R+) (resp wp(R+)) 1= 1,2,¢0.0
et _les normes U ~v==>  |full et
S,DP -

—
e,
U A rermis {”(0{,0 u)“g’p

sont &gquivalentes (1),

N /'.;'\“M N 1/p
+ 21 Fvi Cog ol g,

i=

Nous allons développer quelques conséquences de cette pro=-

position 3 Uv désignant soit

teur linéaire continu P {de

wo(R®) , tel que P |
b u U

tration se réduit immédiatement au cas de

u  pour toute u é.W;(U) 3

n . . .
R, , soit @ , il existe un opéra=-

prolongement ) de W:(U) dans

la démons=-

s,.n " N
Wp(R+) gréce & la

proposition 1.2 ; et dans ce dernier cas la démonstration est

classique, au moins dans le cas s

Comme CZ(RH) est dense dans

quature) on en déduit la

]
=3}

Proposition 1.3: Pour U

Wi(U) .

entier cf. par ex.[22].

W;(Rn) (par régularisation et tron-

est dense dans

Io
o

]
0

c ()

(1) On peut évidemment donner
s €0 .

des caractérisations analogues pour



Une autre conséquence intéressante de l'existence de l'opérateur
P est la suivante :

k+l(Q)

Proposition 1.4 : Lfinjection de wp dans WE(Q) est com=

pacte (k entier > 0) (1)

En effet par prolongement, on se raméne & montrer qu'un
2 k+1 _n P .
ensemble borné& de Wp (R™) formé de fonctions ayant leurs sup=-

ports dans un compact fixe, est relativement compact dans W;(Q) R

ce gqui est classique ("lemme de Weyl"). Il en résulte la :

Proposition 1.5 : Pour k » 2 et pour tout € > 0O il existe

un nombre C(e) +tel gque pour toute u & wi(ﬂ) on ait l'inégalie-

e iull + C(e) il ull

< i ~
2= “uLk—l,p S k,p ©sP

Cette proposition est un cas particulier du :

E B trois espaces de Banach avec

Lemme 1.1 : Soilent E 5 3

l!

E, ¢ E2 < E3 (injections continues), 1l'injection de El dans

E Etant de plus compl&tement continue; alors pour tout & > O,

il existe C(e) tel gue

lele, < e lely o) el

pour tout e E,El .

S"‘S(

(1) de méme 1l'injection de WS(Q) dans W ) est compacte

pour tout s et tout e > o,p[23] .



Pour la démonstration{(élémentaire)de ce lemme, on peut voir [26}.

La proposition 1.2 suggére un procédé de définition des es-

.
.

paces w;(r) (pour s » 0) & partir de l'espace modeéle W;(Rn-l)

Pour u < LP(P) (1) 1les fonctions J? (ai ) 5 1 = 1,2,40.0

TN~

sont dé&finies dans Bo , On note wz (ai u} leur prolongement

par O dans Rn"l- Bo , et on définit W;(r) de la maniére sui=-
vante : WE(P) (s 2 0) est l'espace des fonctions u & Lp(p)
T

-

% -
telles que % (ai u) @,W;(Rn l) s, 1 = 1,2,,4.8 3 c'est un es-
pace de Banach réflexif pour la norme
LT
li=1 ’
I1 est facile de vérifier que cette définition ne dépend pas du
choix particulier des 8& et des g ; 4Que nous avons fait (2)

et que W;(F) est un espace normal de distributions sur 1 , on

note w‘?(r) son dual (i + i, = 1).
p P i

(1) On munit I d'une mesure de la manidre suivante : une fonc-
tion u dé&finie sur T est mesurable si les w? (g: u) sont
mesurables dans BO pour la mesure de Lebesgue et onl pose

N

Ilu(x)]dc(x) = ) f |¢f (q.u) (y}ldy . 81 1'on change de re-
r Ji=1odB 7

couvrement {O.%et de partitioen {u.)

valente, ot v
(2) Les diverses normes ainsi définies sur W (I) sont dquiva=-
lentes, p

sy on définit une mesure égquie



Remargue 1.2 : On aurait pu donner une caractérisation directe

de W;(F) au moins pour O < s < 1 : si on fixe une mesure
do{(x) sur I (cf. note de bas de page 8), W;(F) pour O <o <1,
est l'espace des u e:Lp(F) telles que

lu(x) - u(y)|®
n+pc-1 do(x) doe(y) < + =

rxT | x~¥|

Le résultat suivant qui motive 1l'introduction des espaces

W; avec s non entier, est fondamental dans la suite : pour
U = RE cu £ et ue C:(ﬁ) (qui est un sous=-espace dense de
5 Lo Bju . .
W-(U)) , on peut dé&finir -, J = 0,1,2,440 od n
P Z)nJ
‘ 2%
est la normale extérieure &4 U = u/
o ou
an
P ' 1 1 .
Théoréme 1.1 : Pour s > 3 (s . > non entier pour p # 2),

L

le plus grand entier < s = % Etant noté rs - %} s l’application'

J T's - ij
U AN {E—E\L p.=
nY g . _
3=0

[+<]

O(ﬁ) , Se prolonge par continuité en

qui est dé&finie pour u « C

une application notée
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[s-2]
s..'_é'- Os
i WP J p (®U), et dont le noyau est WD(U) (1)
j:o - : L

En résumé on a la suite exacte
°s s ¥ s—j—i
0 wmm W A(U) ww=z W (U) —<ea T W p (BU) =——== O
P b : 1Y '
On peut donner un théoréme de traces analogue pour s-%
entier et p # 2 , mais 11l est alors nécessaire d'introduire
de nouveaux espaces (de Besov[6]); notre but n'étant pas d'in-
troduire toutes les généralisations possibles des espaces de So-
bolev, nous n'en parlerons pas. Le théoréme 1.1 montre la néces-
sité d'introduire les espaces WZ(T) d'exposant non entier, si
l'on veut caractériser les traces des fonctions de W?(Q) avec

exposant k entier, Dans les sept premiers exposés, nous n'uti-

liserons le théoréme 1.1 qu'avec s entier; pour la démonstra-

Lt}
[
[a}

i

tion nous nous bornerons a détailler le cas s 2 , car
le cas général utilise les mémes idées avec quelques complica-

tions techniques.

démonstration pour s = 1 , n = 2 :

Gr@ce & la proposition 1.2 et 4 la maniére dont nous avons

]
(1) W;(U) et W;(U) coincident pour s < 1/p .
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1
1e=
oo s - . . PR 2
" défini Wp P(r) , on se réduit immédiatement au cas U = R

2y

Pour montrer gue Y applique w§(3+

. oo . s : 2
suffit de vérifier les 1négalités sulvantes, pour u & C:(R+)

+ 400t 4o 0 | oo au
|u(o,y) |¥ ay =¢ fulx,y)|? ax ay + ¢ o (XsY) P ax ay
- 00 60 J-oo 0/)- o0
(1.1)
o | 4 o
uloy+t) = wlo,y)|® 40 gy ¢
O woo t
+ 0| P o0 {4
; ou du P
44 e —
. 5= (X,Y) dx dy + Tay(x,y)‘ dx dy
- 0wt

(1.2)

L'inégalité (1.1) résulte de l'identité suivante, ol x A== (x)
est une fonction (indéfiniment) dérivable de x 2 O , nulle pour

X assez grand et telle que 7 (0) = 1 :

+m
u(o,y) = = 2 [c(x} u(x,y)] ax
Ox -
° ( 1.3)
+ + >
= - z'(x) u(x,y) dx = z(x) gﬁ(X,Y) ax
o 0

L'inégalité (1.2) résulte de 1'inégalité de Hardy [15]|et de

l'identité



T
uloyy+t) = ulo,y) _ _ 1 BU (4 y4t) dx
t t ¥x
© (1.4)
1 t &u 9
+F [3; (s,y+s) + 3y (S,Y+S)] ds.
(o]
Pour montrer que Yo est surjective on comstruit un relévement
1-2 1.2 1-
de W R dans W (R Pour & W R on pose
o (R) o (B | p (R P
1 X
ulx,y) = z(x) 2 f(y+s) ds

0
il est facile de vérifier (& l'aide de 1'inégalité de Hardy)
!

gue l'application f ~~=»u est linéaire continue de Wp p(R)

1,.2 _
danrs Wp(R+) » et que Yy u = 1.
< o . ®» 2
Il reste & déterminer le noyau de Yo o Pour u :.CO(R+) on a
°1,.2 -1
évidemment you = 0, d'ou wp(R ) < YO(O) .
+
. . 1,2 _ s .
Réciproguement s1 u & WP(R+) et you = 0 , on véerifie alsément
que la suite de fonctions
u (X"];3 .V) X > "]:'
n n
un (X;Y) = 1
0 0 < x £ =
n
1,.2
converge vers u dans WP(R+); comme u & son support dans

X 3 % », 11 est facile d'approcher u, ~ par des fonctions de

<<
CO(RE) (par régularisation et tronquature), ce qui montre que

(o]
u & W;(Rz)

+

CeQeFuDu



Remarque 1.3 : Dans le cas s = 1 nous venons de vérifier 1l'e=-

1.3

xistence d'un "relévement" linéaire continu de Wp P(R) aans

w;(Ri) ; plus généralement on montre l'existence d'un opérateur

[s-1/p]_

linéaire continu de I

WS-J-l/p(Cﬁ) dans W (U) , in=
520 P D

. ->
verse & droite de Y .

Remarque 1.4 : On peut déduire ceci de 1'inégalité (l.2).

L'opération u ~r==> 1 nel définie pour les fonctions u con=-
Rh=

tinues se prolonge par continuité en une application u MY U
linéaire continue de l'espace des fonctions localement intégra-

bles dans R" , dont les dérivées premifres sont dans Lp(Rn) .

dans l'espace des fonctions f définies dans gi-i , localement

intégrables et telles que

l£(x) - £(y)|P
n+p=2

dx dy < + o

Rn-lan-l |x-yl

Pour terminer nous rappelons (sans démonstration) 1le

Théoréme {(de Sobolev)

2
1Y

Pour s < , on a l1l'inclusion W;(Q) cALq(Q) avec

LR I
!
5w

s et pour

ol Iod

, on a l'inclusion W;(Q) c_CIs-n/ékﬁ)

wn
A\
o g
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ot [s-n,

3 . 03 RS ‘*-n .
P} désigne lg partie entliere de s /p

Pour plus de détails sur les théoreémes de traces du type

du théordme 1.1 on peut consulter [12] [20] [30pis] [38] [22]

(II1 et IV) [23] sur les théordmes d'immersion du type du théo-

réme de Sobolev [36] [18] [13} [30vis] , et plus généralement

pour toutes les questions concernant les espaces de Sobolev [21].

2 -« Position 4u probléme

Soit A un opérateur différentiel linéaire & coefficients
(& valeurs complexes) dans c“(ﬁ) , elliptique d'ordre 2m. Bl,.
.o Bm sont des opérateurs différentiels linéaires & coefficients
(& valeurs complexes) dans C (T) ; on suppose que l'ordre de
B. est m < 2m=-1, {On les appellera”opérateurs-frontidrel)

Dans un langage approximatif, un probleéme aux limites con=-
siste en ceci : On se donne f fonction (ou distribution) dans
Q et gl,...gﬁ fonctions (ou distributions) sur I , et on cher-
che une fonction {ou distribution) wu dans @ telle que

Aus=7¢ dans (1)

(
zB- u = g. sur T ’j =l,2,¢'am (2)
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Naturellement i1l faudra préciser le sens des équations (1)
et (2) ; pour cela on fixera un espace K de fonctions (ou dis=-

tributions) dans lequel on peut donner un sens aux opérateurs

A et Bj . En pratique nous prendrons pour espaces K des

espaces de Sobolev. Si l'on prend

l1téqguation (1) a un sens pourvu que f & Lp(Q) . Pour donner un
. L

sens 4 l'équation (2) on considére un prolongement Bj d'ordre

m. , & cocefficients Cw(ﬁ) de l'opérateur Bj (qui est défini

J

sur [ ), j = 1, 2,...mm ; on posera

1
ceci a un sens et définit Bj u &€ W;m_mj—P(F) et 1l'équation (2)

aura elle-m&me un sens pourvu gque

Pm-—m----:L
gj@:WI; J7P(r) J =1, 2, 0.m .

(On peut facilement vérifier que Bj U ainsi d€fini ne dépend pas
du prolongement ﬁj choisi).
On démontrera le résultat suivant (exp. VII et IX), sous des

hypothéses convenables sur A et Bj (voir exp. V) . L'opérateur
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A considéré comme opérant de

WQI]’]."'.Q,(Q .’{

2m+2(
P

n - -
B. ) ={uea W

j j=_L Q) > B. u =20 j =l,2,o'om}

J

dansg Wé(ﬂ) est un opérateur fermé et & indice, cet indice, de

méme que le spectre de l'opérateur ne dépend ni de D g] 1,4® [
ni de % = 0,1,2,...
La transposition du résultat précédent permettra de résou=-

dre {en un sens & préciser : exp VIII) le probléme (1) (2) avec

(par exemple) f G.LP(Q) et gj<§ 2'(r) distributions sur T

d'ordre guelconque.

Par interpolation entre ces deux types de résultats on ob=-
tiendra quelques types de résultats intermédiaires, voisins
(lorsque p = 2) de ceux obtenus par la méthode variationnelle
[19], [26} (qui ne peut pas s'appliquer & tous les problémes
considérés ici )

Un outil fond%mental pour démontrer les résultats dont on
vient de parler, est fourni par les "estimations a priori" (exp.
I11) dont un cas particulier est le suivant :

Si u&wW 2;{ B.]™ Jon u 1'inégalité



¢ [ laull + ] ] (1.5)

uu“ 2m 4 p O4sD

O,P

Il est facile de vérifier que cette inégalité est nécessaire
pour que A socit un opérateur fermé de Wsm(Q;{ Bj}m ) dans
J=1

LP(Q) : En effet dire que cet opérateur est fermé c'est dire que

ng(ﬂ;{Bj}m ) est un espace de Banach pour la "norme du graphe"
j=1 ’

U A= “Au“ 0, + ”u” O,

Qm(

Comme W S
1Y

Q3 {B.} est aussi un espace de Banach pour

iT 5

la norme induite par Wzm(Q), et comme cette norme est comparable
& la norme du graphe grice & l'in&galité
| i + < i
7Y B Y I Y
les normes considérées sont équivalentes, et en particulier on a
1'inégalité "a priori" (1.5).

I1 faut se garder de croire que le choix des espaces de So=-

bolev comme espace K sgoit l'unique chcix possible ; dans la

ey . o, =
littérature on considére souvent par exemple, les espaces C ().

3 - Plan et Bibliographie

Nous supposerons connue l'hypoellipticité des opérateurs

elliptiques 3 coefficients indéfiniment dérivadles [35] [28] [17]
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le théoreme de Calderon-Zygmund et l'existence de solutions &lé=-

mentaires des opérateurs elliptiques & coefficients constants,

ayant de "bonnes" propriétés ; ces points &tant mis & part, de
9

méme gue les propriétés des espaces de Sobolev, tous les résule

tats que nous énoncerons, seront démontrés.

Le plan est le suivant

IT - Noyaux de Poisson et représentation des solutions

Nous démontrons les résultats des n® 1 & L de [h], en sui=-
vant & peu prés cet article, sauf pour le lemme 2.2 gui développe
une 1dée de {37). Pcur une construction explicite des noyaux de
Paisson dans le cas du probleéme de Dirichlet, on peut voir [l] et

E30] pour des généralisations (dans le cas n = 2), et pour d'au-

tres formules de représentation r9}.

I77 - Estimations & priori dans Lp :

On suit 1l'exposé de'[h] n® 14-15 ; pour le cas p = 2 on
peut consulter £32} et plus généralement pour p # 2 : [9] +« Un
autre type d'estimations a priori, est 1ié & la théorie variation-

nelle, cf., par ex : [26] R [O]



IV - Formules de Green :

Les résultats sont de [5] et B3J on suit 1l'exposé de [ 33

n® 4 et appendice II.

V - Réalisations d'un opérateur elliptique dans Lp :
On s'est inspiré de [7] 3 l'appendice d'analyse fonctions

nelle suit [8] .

VI - Existence dans L2 :

On suit l'exposition de [3&] ; le théoréme 6,2 est 44 5[311

VII - Existence dans L

Les résultats sont annoncés sous une forme plus générale
dans [7] et par Agmon (cf. General elliptic boundary value pro-
. . ° g
blems, & paraitre). Pour 1'inégalité de Garding, on peut voir[lh],
pour la Veellipticité, voir [19],[261,[21] 3 la proposition 7.2

est inspirée du n° 12.4 de [U4] .

VIII - Application de la transpositicn et de l'interpolation :

On a sulvi [22](VI) en évitant l1'utilisation de [2] .« Pour

1 ; 4 1.
l'exi1stence du foncteur ®p,c » on peut consulter [20] et [23] 5
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pour l'existence de @Q o voir [ll] . Plus généralement pour
H]

un exposé systématigue on peut voir [2&] et [25] ’

IX - Quelques &léments de théorie spectrale

On a suivi de prés e n® 2 de [3] 3 le cas du probléme de

Dirichlet est traité en détail dans [10] .

Remarque 1.5 : Pour démontrer les théoreémes d'existence nous

utilisons le "probléme adjoint" (cf. exp. IV); une méthode dif=-
férente (n'utilisant pas l'adjoint) est développée (dans le cas
p = 2) dans [17] ainsi que dans l'exposé de B. Malgrange au Sé=-
minaire Bourbaki 1l6éme année (1963/6L) : Problémes aux limites

elliptiques.
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The coerciveness problem... J. d'analyse Math,

6 (1958) pp. 183 - 223

Multiple layer potentials and the Dirichlet pro=-
blem for higher order elliptic equations in the
plane I. C.P.A.M, Vol 10 (1957) pp. 179 = 239
The Lp approach to the Dirichlet problem I
Ann, Scuola Norm. Sup. Pisa 13 (1959) pp. 405 =~
L8

On the Eigenfunctions and on the Eigenvalues of
General elliptic boundary value problems. C.P.A.M,
Vol, 15 (1962) pp. 119 - 147

DOUGLIS A, ~ NIRENBERG L. = Estimates near the
Boundery for solutions of elliptic partial diff,

C.P.A.M. Vol. 12 (1959) pp. 623 = 727

ARONSZAJN N.- MILGRAM N. - Differential operators on Riema-

BESQOV 0. V.

BROWDER F.

BROWDER F.

BROWDER F.

BROWDER F.

CALDERON A.

noian manifelds : Rend., Circ. Mat. Palermo, 2
(1952) pp. 1 - 61

- Recherches gur une famille d'espaces fonction=-
nels : Trudy Math., Inst. Steklova : 60 (1961) p.
p. L2
E. - Estimates and existence theorems for ellip=
tic boundary value problems : Prnceeding of Nat.
Acad, Sc., Vol. 45 (1959) p. 365 - 372

E. = On functional analysis and partial d4iff.
equations I : Math. Annalen 138 (1959) p. 55 = 79
E. = A priori estimates for solutions of elliptic
boundary value problems : Indagationes Mathemati-
cae : I (1960) p. 145,IT (1960) p. 160, III (1961)
p. 4Ok
E. = On the spectral theory of elliptic d4iff,
operators I : Math. Annalen 142 (1961) p. 22 -
130

P, = Conférences au Collége de France, Paris (1962)

GAGLIARDO E. -~ Caratterizzazione delle tracce sulla frontiera
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relative ad .alcune classi di funzioni in n va-
riabili, Rend. Sem. Math. Padova 27 (1957) pp.
284 - 305

[13] GAGLIARDO E. - Proprietd di alcune classi di funzioni in
pil variabili : Ricerche Math. 7 (1958) pp. 102 -
137 et Ulteriori proprietd di alcune classi di
funzioni in pid variabili : Ricerche Math. 8
(1959) pp. 24 - 51

[lh] GARDING L = Dirichlet's problem for linear elliptic partial
diff. eq. Math. Scand. Vol, 1 (1953) pp. 55 = T2

[15] HARDY G.H., LITTLEWOOD J. E. - POLYA G. - Inequalities, Cam-
bridge Univer. Press (1934)

[L6] HORMANDER L. -Estimates for Translation invariant operators
in 1P spaces, Acta Math. 104 (1960) pp. 93 = 139

[17] HORMANDER L. = Linear partial differential operators Sprin-
ger Verlag (1963)

[18] IL'IN V., P. = Sur les théorémes d'immersion pour l'exposant
limite, Doklady Akad Nauk. 96 (1954) pp. 908 - 909

[19] LIONS J. L. - Problémes aux limites en théorie des distri-
butions : Acta Math. 9k (1955) pp. 1 = 153

[20] LIONS J. L. - Théorémes de trace et d'interpolation
(I) Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa XIII (1959) p p.
389 - LO3
(II) Ann. Scuola Norm., Sup. Pisa XIV (1960) pp.
317 - 331
(IV) Math. Annalen 151 (1963) p p. L2 - 56

[21] LIONS J. L. - Problémes aux limites dans les éq. aux déri-
vées partielles : Séminaire de Math. Supéfieures
Montréal (1962) '

[22] LIONS J. L. - MAGENES E. - Probldmes aux limites non homo-
gé€nes (II) Annales de 1'Inst. Fourier XI (1961)
P pe 137 = 178 (III) : Annali Scuola Norm. Sup.
Pisa XV (1961) p p. 39 - 101 (IV) Annali Scuocla
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Norm. Sup. Pisa XV (1961) pp. 311 - 326 (V) An-
nali Scuola Norm. Sup. Pisa XVI (1962) p p. 1 =
by (VI) Journal d'analyse Mathématique XI (1963)
p p. 165 - 188,

LIONS J. L.=-PEETRE J.~ Sur une classe d'espacesvd'interpola-
tion, 4 paraitre aux publications de 1'I.H.E.S.
Paris.

MAGENES E. - Sur les problémes aux limites pour les &quations
linéaires elliptiques : Ccllogque International
du C,N.R.S. n® 117 Paris (1962)

MAGENES E, - Spazi d1 Interpolazione ed equazioni a derivate
parziali : T7&me Congrés de 1'U.M.I. Genova (1963)

MAGENES E. - STAMPACCHIA G. = I Problemi al contorno per les
eguazioni differenziali di tipo ellittico : Ane
nali della Scuola Norm., Sup. Pisa 12 (1958) p p.
247 - 357

MALGRANGE B., =~ Existence et approximation des solutions des
équations aux dérivées partielles et des équa=-
tions de convolution 3 Annales de 1'Inst., Fourier
6 (1955-56) p p. 271 =~ 355

MALGRANGE B. - Sur une classe d'opérateurs différentiels
hypoelliptiques : Bull, Soc. Math, de France &5
(1957) p p. 283 - 306

MIHLIN S. G. = Sur les multiplicateurs des Intégrales de
Fourier : Doklady Akad. Nauk. (1956) 109 p p.
701 = 703

MIRANDA C., - Teorema del massimo modulce : Ann. Math. pura

Lppl. 46 (1958) p p. 265 - 312

[30 bis]NIKOLSKfTS. M, = Théorémes d'immersion de prolongement et

[31]
[32]

d'approximation ..: Uspeki Math. Nauk 16 (1961)
P p. 63 ~ 11k
NIRENBERG L., = Remarks on strongly elliptic partial diff.
equations C.P.A.M. VIII(1955) p p., 648 ~ 6Tk
SCHECHTER M, = Integral inequalities for partial diff. ODeas
CeP AWM. XII (1959) p p. 37 - 66
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SCHECHTER M., ~ General boundary value problems for elliptic
ees CoP.AM, XIT (1959) p p. U457 - L8E

SCHECHTER M, - Remarks on elliptic boundary value problems
ess CoPJAM, XII (1959) p p. 561 = 573

SCHWARTZ L., = S u alcuni problemi della teoria delle equa=-
zioni diff... Rendiconti del Sem, Math, fis. Mi-
lano XXVII (1958) » p. 1 = L4l

SOBOLEV S. L, - Applications de l'analyse fonctionnelle &
la physique mathématique. Leningrad (1950) tra-
duction de 1'A.M.S., (1963). '

USPENSKIES. V. = Sur les théorémes d'immersion pour les
classes avec poids : Trudy Math. Inst. Steklova
(1961) T. 61 p p. 283 - 303

USPENSKiES. V. = Propriétés des classes généralisées W; de
Sobolev : SibinkiiMath, J. (1962) T, III p p.
4118 - Lhs |



II - NOYAUX DE POISSON ET REPRESENTATION DES SOLUTIONS

La démonstration des estimations a priori dans l'exposé III
réduira le probléme au cas du demi-espace (cartes locales) des
coefficients constants (artifice de Korn) et des opérateurs ho=
mogénes 3 dans ce cas réduit la démonstration des estimations a
priori utiliéera une construction explicite des solutions & l'ai=-
de de la "formule de représentation”" qui est établie dans le pré-
sent exposé,

1 -« Préliminaires

2m
- a i
Dy) = .2’ ) . %a,i Py Dy
i=o |o|=2m=i

est un opérateur différentiel & coefficients constants, homogéne
d'ordre 2m (1). On fera sur A 1'hypothése suivante

(I) A est proprement elliptigue

(i) 1I1 existe C > O tel que pour & & R ,T & R

0 2nm
™ (lelP+®) < qate, ol | T3

. m
‘gdtll < C(,g'2+12)
i=o |a|=2m=~i

a
a,i
(2.1)

(ii) Pour ¢t & gt s £ #0 , le polynBme en 1 , A(E,1) a

(1) On note (x,t) avec x g gL , t ® R les points de BR" ;

Bi={(x,8) / t> 0]} .
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exactement m racines avec partie imaginaire positive,

Remarcue 2.1 : Le point (i) exprime simplement que A est el=-

liptique. Le point (ii) (lorsque (i) a lieu) n'est une restric-
. , n-1l -
tion que pour n = 2 , car dans ce cas {& & R i & # 0}

n'est pas connexe j; en dimension =n > 3 iout opérateur ellipti-

que est proprement elliptigque. 11 est €galement immédiat de vé-

rifier que tout opérateur elliptique & coefficients réels est

proprement elliptigue. Nous développons pour commencer quelques

conséqguences de l'hypothése (I) : De (2.,1) (faisant & = 0) on

obtlent
< ¢ (2.2)

Par ailleurs on &

#
—

| Y a . £% < ¢ pour & réel, . |&]|
ol =2m-i %1 '

On en dé&duit gque pour toutes les racines tv () de A(E ,t) avec

£ réel, |&f

1l , on a

[t(g)] <« ¢ (2.3
. -1
puis [Im (&) < C (2.3)"
Nous notons T;(E) (resp# Tg(g)) s k =1,2,...m les racines de

A(£ ,1) dont la partie imaginaire est positive (respt négative),



pour & réel # O ; nous posons

m m

M (g, 1) = 1 (r=ti(g)) = § ol(g) 7P (2.%)
k=1 p=0 P

M (,1) = T (teto(e)) % “(g) 7P

»T) = =1 = o T

k=1 X p=o *

Observons que
Al 1) = &0 om M+(£,T) M~ (&,1) et
MY (g,1) = (=1)™ MT(-£,-%) (2.5)

I1 est facile de vérifier que les coefficients m;(g) et a;(g)

nel

sont des fonctions analytigues de & , pour § & R -{ 0} , et
homogénes de degré p .
Considérons les polyndmes en 1 de degré J :
J
+ + j - .
M (g,1) = § o (g) 9P, 5 = 0,1,0.. m=1 (2.6)
J p=0 P
ces polyndmes possddent la propriété suivante
Proposition 2.1 : Soit Yy wune courbe fermée de Jordan, contenue

en entigr dans le demi-plan{r s{Imt > O} , et qui entoure toutesg

(1)

les racines 'T;(E) , k = 1,...m pour £e BTU ,[g|=1; on e
+
1 M . (&,1)
) y m-l:J Tk dt = . k j’k = O,l,osom"l
2ni Y, Mt (g, 1) U
(2.7)

(1) L'existence d'unc telle courbe est assurée par les inégali-
tés (2;3), (2b3)' .
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démonstration :

Pour j 2z k¥ , on a

+

M_5-1(8s 1) K k-1
+ T ~ T
M (&,1)
pour |T| ===+ ® , et on obtient le résultat par déformation
du contour Y, ¢en un cercle centré 4 l'origine et dont le rayon

augmente indéfiniment. Pour j < k , on remarque que

k M+ ) Tk-J-l
MeJ=1

T MU(E, 1) = Q(&,1)

(g’T) -

est un polyndme en T (& coefficients analytiques enf ) de degré

£ k=1 & n-2 , on a donc
1 M (£,1) 1 Qg 51)
m-j-1 £ k _ £sT .
" T dt = T drt 5
27i M (E,1) 2mi M (g,1)
Yo Yy

on vérifie que cette derniére intégrale est nulle en déformant

& nouveau le contour d'intégration en un cercle de centre l'ori-

gine et de rayon augmentant indéfiniment et en utilisant 1l'esvi-

mation suivante :

Q_E,ng) = 0 ___2‘__2_ \i pour I"[‘I ‘—-—»>+ © .
M (E,T) | 7] /
C.QQF.D.

On considére ensuite m opérateurs différentiels & coefficients

constants homogénes :



mj
B, = B, (D_, D,) = ) y v. . uY DX i = 1,2,..m
J J X t izo  lo|=mj-i ds0,1 x Tt :
avec mj < 2m=1 J = 1l,2,4eem « On fera sur les B.

l'hypothése suivante

(II) Les Bj recouvrent l'opérateur A

Pour tout & =« Rn_l , £ # 0 , les polynldmes en T Bj(E,T)

sont linéairement indépendants modulo M+(£,T) , (donc aussi

gréce & (2.5), modulo M (&,71)).

Nous notons

k-1

Hiprg B

+
Bj(g,T) = Bj,k (g) =

k=1

le reste de la division de Bj(i,T) par M+(E,T) .
L'hypothése (II) signifie que

a(e) = act &5 ()05 yuy p,oim * O

pour & & g1 {0} ;3 comme d4a(g) est évidemment analytique,

on en déduit qu'il existe C > O telle que

la(e)] = ¢

pour & réel, {él

[}
l..)

jex - -1
Pcsons ”B (5)“ j,k=l,2,.o-m ”Bj,k (g)” j’kzl,g’;..m
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m
+
et W (g0 = ] sBF )t (g,0) (2.8)
g=1 mn-q
ces polynOmes en 1T vVvérifient 1la
Proposition 2.2 : v désignant la méme courbe que dans la pro=-
position 2.1 on a
. N (gsT) B-(g,T)
L X — ar =6, J,k=1,2,...m
oni MT(E 1) Js
2
Y, (2.9)
our e RPTL Jel =1,
Démonstration : On a
' N, (£ ,1) B.(g,r) 1 N, B.
L k - J dr = » ~—£—:i— dr
er i M (€ ,1) oni M
Y Y
1 * N, BT ¥
= S S
i \ u*
n * +
q,k 1 Mm-q p-1
= ) B**"(g) B p(i ) T T ar
Q,P=1 Js 27 1 ' M
m n
= Qs k a4,k
= ) B 8. 8 = ¥ 8 B =8
q.p=1 Jp 9P q=1 Jsa 3k
gréce &4 la proposition 2.1
C.Q+F.D,

2. On appelle "noyaux de Poisson" du probléme {A, Bj} , les

fonctions

m,=n+l
. Hy(g,7) (<x,g>+t1) 9 <X, E>+ T
Kj(x,t) = 2 dwE - log ar
271 M (gsT) i

=1
| €| Y,
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pour mj 2 n-1
8. { N.(8,1)
K.(x,t) = dw . art
’ 2mi E wt (e, 1) (<x,E>+t )2 057E
pour m, < n=1 (2,11)

ot (1) dw désigne la mesure de surface sur la sphére IEI =]

g

(ii) le logarithme est défini par ~T < arg. log € < 7
Nel

(iii) < x,& > = } X, & y X35 & gL s, T >0
i=1

(i v) vy est la méme courbe gque dans la

Proposition 231,

1
(v) B. = = si m. > n-=l
J (zni)n‘l(mj-n+1)z J
nem.-1
By = (1) La-m.=2)! si 0 <my < n-1
(21r:i.)n"l

La propriété essentielle de ces fonctions est donnée par le théo-
réme suivant, qui justifie leur appellaticn de "Noyaux de Poisson':

oo

Thorime 2.1 : Pour ¢; e Cf (r%~1) §j=1,2,...m, la fonction

=

u(x,t) =
J

]

1 1

m
Y OK. % ¢,
j=1

n-1 Kj(X’Y3t) ¢J(Y) dy 3 (x) j

1 IR

est solution du probléme




Auw=20 dans t > O
Bj u = ¢j pour t = 0 T d=1,2,.0m
Remargue 2.2 : Nous avons donné les expressions des noyaux de

Poisson et nous allons vérifier a posteriori leurs propriétés,

on peut évidemment construire ces noyaux au moins d'une maniére

(1).

"heuristique”

(1) L'idée est la sguivante : on peut formellement, chercher Kj

solution & croissance lente en t du probléme

A Kj = 0 dans t > O
By Kj = 0 pour t = 0, J # &
B. K. = § pour t =0

Jd J

ou ce qui revient au méme, aprés transformation de Fourier par-

el
tielle par rapport & la viarable x , chercher Kj(z,t) solution

A
de M (onie, Dy) K;(E,t) =0 t > 0
+ . - .
B£(2ﬂlg, Dt) Kj(g,t) = 0 t =0, J# %
T(omi ) ¥
Bj mig, D, Kj(g,t) 1 t = 0

On résoud ce dernier probléme en fixant & 3 l'hypothése (II)
assure l'existence et l'unicité de la solution. On obtient Kj

par transformation de Fourier inverse.



Avant de démontrer le théoréme 2.1 il nous fauw établir un

certain nombre de propositions.

Proposition 2.3 : Pour g entier positif de méme parité que

n=-1l , on a

n+tg-1
K. (x,6) = &, ° K (x,t)
* Jsa
(2.12)
KJ,q (X’t) = AX Kj,q+2 (X,t)
avec
K. t = d
Jsd (X, ) wg
2ni (mj+q)! lg]=1
Nj(ésf) (<x,£>+tT)mj+q {1og 55i§§131+c(n,mj,qﬁd
+
Y+ M (S,T)
(2.13)
pour m. » n-l1 (1) .,
J m.-n+2
. t = a
Kng(x’ ) W
2711 (m.+q)! (n-m.=-2)! lg]=1
J J
- : m.+q
N.(E,T) (<x,8>+tT) J <x,E>+tT
;
* log = d 1
+ 3
Y. M (g:T) 1 1
' (2.14)

pour mj < n=l,

Démonstration : Il suffit d'appliguer les formules

L\

A A+ |
Ul d 2" M (log i + C(A,u))] = " log = s B> 0 , A 0
X+ 1 \"az 1 *

(2.15)

n=1

~

(1) C(n,mj,Q) désigne une constante réelle qui dépend de nym
et a . '



leg£)=ZusU<OQ)\+U?¢O

(a)t ( \;\'( Ay
()1 (=p=1)1 \ N

od C{x,u) désigne une constante réelle dépendant de X et p .

m . +q-l——
Proposition 2.4 : K. & C * ( R,)

Proposition 2.5 : Kj et Kj a sont analytigues dans R+
-]

Proposition 2.6 : A(D Kj(x,t) 0 dans Ri

£)

n
et A(DX, Dt) Kj’q(x,t) = 0 dans R

n=ly  on & 1'identité

Pour ¢ < CZ(R

n-1+g < X=Y oE>
(X)) = e A 2 ¢(y) (<x-—y,£>)q log——— dw_ {dy

(27i)" " q1 on-1 lg]=1 i g

(2.16)

Démonstration : On considére la solution &lémentaire E de

n-l+q
A2 donnée par (2)
-1 N
E(x) = (<x &> )e 1og SZT2f2 Ay

e | g)=1 i £

(or i
et on écrit

n—l+g
® =85 ¥ ¢ = p ° (d %0 )

C-QoFoDo

Démonstration du théoréme 2.1 : Posons uj = Kj ¥ @j et soit
(x)

g un entier de méme parité que n=1 , tel que q > s-mj + 1,

nous avons pour Ial= s et t >.0

(2) ¢f. par ex : Guelfand=-Chilov, Les distributions tome I p.l119
et suivantes de 1'édition francaise (Duncd) (1) F. John Plane
waves and spherical means...Interscience New=York 1955).



‘§) (A 6. ) (2.17)

car ¢. E;CZ(Rn‘l)

3 ; comme lo] < mj+q-l , 11 résulte de(2.17)

gréce 3 la proposition 2.4 que DOLL'L'j est continue dans RE et

n . .
peut &tre prolongée 2a R, en une fonction continue. s étant ar-

bitraire le raisonnement précédent montre que

Gréce & (2.17) et & la proposition 2.6 , on a

A uj = 0 dans t > O
I1 faut encore calculer Bk(D) uj (x,0) 3 on a
n+g=1
B () v, ] (x,0) = by © e Gey) [ ) Ky ] (v,0) ay
k J ney ¥ J Lk Jsq
R
(2.18)
Pour k # J 11 résulte de (2.13) (2.14) que
r
Nj (£ 1 )Bk (£ ,t ) mj-mk+q
[BK(D)KJ.’GJ (,0) = ¢ | aug - (<y,e>)
|€|=l Y+ M (g sT)

-
1
(log 282 _ 4+ () a

i

T

o

-

ad'ol [Bk(D)K J(y,O) =0 et [Bk(D)uj] (x,0) = 0

Jsa

N. B .
puisque [ —i:—g-dt = 0 pour k # j (cf. Prop. 2.2).
v, ¥

Pour k = j et n

AV

n=-1 , on a

, - f.(m,=n+1)!
[Bj(D)Kj,q[ (y,0) = 4—d do
R 21Tl q_! I£|=l
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r N. B.
(5,80 % (1og 22 + 0) —~—  an

Y, 4

S

B.(mj-nﬂh

(<y,&>)% 1og ¥.E2 dwg +Wq(y)
q! be|=1 i

ol Wq(y) est un polyndme homogéne de degré g , puisque

N. B.
——< 4r =1 (cf. Prop. 2.2) . On en d&duit 1l'iden-
271 Y, M
tité
1 1 n+qg-1
B.(D) u.| (x,0) = = A 2 ¢.(y)
173 il (2n1)8 L 4 X 2
(¢x-y,£>)% 1log iE:%iéi dwg dy
lef=1
= A x
¢J( )
n+g=-1
grice au lemme 2.1 (on a utilisé& le fait que A 2 Wq = 0).
Le calcul pour mj < n=1 est analogue.
CcQoFoD-
Remarque 2.3 : Il est clair que lorsque ¢j < Cﬁ'mj+s+l (Rn'l)

J=lsyees,m et s » max(m, ) alors u est solution du probléme

k

A u=0 dans t > 0

]
(@)

B. u = ¢j pour t , J=1l,eee 4m

s, . .
(R7) . Pour le voir on raisonne comme dans la déw

de classe C +

monstration du théoréme 2.1.

Dans la suite nous utiliserons la :

1

&,Cw(R -{0}) et vérifient les iné-

+ B

Proposition 2.7 :

K. K.
di JsQ




-galités (1)

m.+q=s
p* K g ()] « ¢ |p] ¢ (1+]1og|P|]) o lel=s.» 0 (2.19)
L] .
m,=-n+l=s =
IDOL KJ (P)‘ < C 1Pl (l+llog‘PH) ’ lOL‘-S > 0 (2.20)
et (i) lorsgue s 2 m + g+ 1, DY. est homogéne de de-
: L]

gré mj + g -5 et le terme logarithmique peut &tre supprimé

dans (2.19) (ii) lorgue s 3 mj-n+2 R DaKj est homogéne de

degré mj—n+l-s_ et le terme logarithmique peut &tre supprimé

dans {(2.20) .

Démonstration : Les propriétés énoncées de Kj , résultent de

-~

celles de Kj,q , gréce a (2.12) 3 il suffit donc de vérifier

(2.19) et (i), L'inégalité (2.19) pour s < mj+q+l et l'homogé~
néité affirmée au point (i) pour s> mj+q+l , sont faciles & vé=-
rifier sur les formules explicites (2.13) (2.1k4). I1l reste donc

& démontrer (2.19) pour s 2 mj+q+l et |P| = 1 grédce & 1'ho-

mogénéité, C'est le seul point délicat de la démonstration

On peut écrire pour lal=s 2 mj+q+l , @ = (a';an)
N. o '
%k, =¢ du, — Mgt
Jsd IE =1 Y, M (<x,6>+t 1) J e
(2.21)

=[ d“’J F(g,t) dt
lel=1 &Yy, (<x,g>+t1?

(1) P désigne un point de Ri : P o= (x,t)
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avec c=s-mj—q » 1 et F(&,t) fonction analytique en & et =1

e

dans un voisinage de {¢f < R = 1} x v .

Pour montrer que toutes les dérivées d'ordre > mj+q-l de

Kj q sont bornées sur {|P|= 1 ; t > 0} , il suffit (par in-
9

tégration) de vérifier les estimations

[D7K . (x,t)] < cla) (2.22)

J’q .t

pour |P| =1 ,t >0, P = (x,t) 3 comme (2,22) est facile &

vérifier pour t > % , On supposera dans la suite t < % i.e.

(x| > KE . Dans le cas oU t est petit, la difficulté provient
2

de ce que dans l'intégrale (2.21) on peut avoir <x,&> = 0 ; on

isole cette singularité : Soit r AA—=s g(r) une fonction réelle

indéfiniment dérivable dans [—l,+l] telle que 0 < z(r) s 1

pour tout r , z(r) = 0 pour |r| > % ¢(r) 8 1 pour

|r| < % ; on pose :

DKy o = I+ I (2.23)
P 1[1 - dwg F(stT) C(<X9€>) dT
lg]=1 v, (<x,e>4t1)°
£ T - F(EsT) N
e 5 = dwg [l - (<x,g>)J d«

HEN v, (<x,e>+t7)°
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Puisque dans 12 la fonction & intégrer est # O, seule=-
ment pouf |<x,€>[ Y % , On a v|12l s C . (2.,24)
I1 reste & estimer Il : Soit Tx la rotation dans Rn-l qui
transforme x = (Xl""xnnl) en (x|, 04...0) 3 nous effec-
tuons dans I, , le changement de variable & sa—-n = TXE
Flestn, ¢ (n |x])
X 1
I, = duw, = ar
|ﬂ|=l__ \ (|x!nl + t1)
<v
‘n1|\ 3/LL
{/37 - =L
3/y F(T>tn, )¢ (n, |x|) 2=
X 1 2,2
= , dwn' /77 dﬂl P (l-nl) dt
In=1 -3/, v, (lxlng +t7)
od n' = (n2""nn l) & Rn"2 (1), Par intégration par parties
+/§7h
on a
_ C
I11| = ML aw [ . any
|T|'|=l —/3/)4
c =1
n-4
1 o -1 2\ =
(F(T7 n)g(n, [x])(1=nT) 2 )dr
. X 1 1
|x{nl+tr on,
Yy
et comme on a |x| » l/2 , on obtient IIlI < C/t (2.25)
CeQeFeDo

Proposition 2.8 LBk(D)KjJ (x

,0) = 0 pour x # 0 , j,k =1,2,..m

..e_t m'-mk-n
IBK(D)Kj(x,t)I < ¢ t(1+|leg| P|]) |P|¢ (2.26)
C'est immédiat
n+2m-m.+1 nel
Proposition 2.9 On suppose que ¢j e C I (®® )  est

(1) Pour n 2 ou 3
tration sont évidentes.

les modifications & apporter & la démons-
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telle que
o 2m-n-mj-k
| D ¢j(x)] = 0((1 + log|x|) |x| ) s J=l,2,e.em
cur |a| = k = O,l,...2m--m(j ; on _pose pour t > O ,|g|= 2m—mj
m
N - B <
us(x,t) = 121 JRn-l Dy By (DysDy) Ky(x=y,t) ¢, (y) dy

—
-~

Alors uj(x,t) peut &tre prolongée a Ri en une fonction conti-

~ _ B
nue telle que aj(x,o) = D ¢j(x)

Démonstration : Gréce & 1'inégalité (2.20) et aux hypothéses sur

¢j sy on peut faire les intégrations par parties qui permettent

dtécrire

m
. 8
u.(x,t) = ) J B. K.(x=y,t) D ¢.(y) ay
J i=1 Rn-l J 1 ? y ' i

% n—l)

Soit ¢ & CO(R vne fonction ® 1 dans la boule de rayon R

et telle que |Cl < 1 ; nous pouvons écrire
uJ = BJ Wl + w2
m
a 8
avec W, = 'g nel Ki(x-y,t) t(y) Dy¢i(y) dy
1=1 R ;
/
m
o= 1 [ Bk (xeyat) (1-t(e)) 28 e (y) a
N P s S VI2 By P W

Gr8ce 4 la remarque 2.3 on Vvoit que ijl peut &tre prolongée

|

Y,
=}

en une fonction continue et que pour fx! < %R .
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B. w,(x,0) = Df ¢j(x) . Pour |x| <R/ on considére & présent

J 1 2

LA la fonction a inﬂégrer est % 0O seulement pour |y|‘>R , et

3

5 |y[, on en déduit & l'aide

dans ce domaine on a %I y! $|x—y| N

de (2.26) et des hypothéses sur ¢j que

1-2n

| w.(x,8)] <¢ ¢ J (1 + logly‘)z ly ay
< ly |>r

et cette gquantité tend vers zéro lorsque t -—=>0 . Nous avons

7~

ainsi démontré que us est continue aux points (x,0) tels que
x| < ip ot que u.(x,0) = p® $.(x) pour |x| <R ; comme R
2 J s X J 2 ]

est arbitraire la proposition est démontrée.
3 - Pour démontrer la "formule de représentation”" et les estima=-
tions a priori nous utiliserons le

Lemme 2,2 : Soit K une funetion de Cw(Ri - {0} ) solution dans

R de A(D)K = O . On_suppose gue les dérivées d'ordre 2m de X

n-l>

sont homogdnes de degré -n . Pour ¢ < L (R on considére les

transformations

DK (y,t) ¢(x~y) dy (t > 0) (2.27)

b rnems u(x,8) = f -

RS-
avec la] = 2m .

Alors 1l existe C > 0O telle gue

1
o 1/ P 6
lu (x,t)]F ax dt\ P o< f . lo(x) -¢(y2] dx dy}
RE o =1 Rn-l i - |n+p—c
. + X Xy
(2.,28)°
our |a|= 2m et toute ¢ telle gue 1'intégrale de droite dans

(2,28) soit finie.

o

Démonstration : Pour |o|=2m , D K(x,t) est indéfiniment dériva-

—————

ble dans Rf - {0} et homogéne de degré -n ; il existe donc une

constante C > O +telle que
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C

% x(x,0)] < (2.29)
: (k2 + 12) v/2

et comme ¢ & Lw(Rn—l) les intégrales (2.27) convergent.
s a4 : “ a .
a) Nous considérons pour commencer le cas ou D contient

au moins une dérivation en x (ou y !) 3 dans ce cas nous avons

p¢ K(y,t) dy = © pour t > O
Rn-l ,

(1'intégrale converge grfce & (2.29)), et nous pouvons €crire

u (x,t) = ,'_ D K(y,t) { ¢(x) - ¢(x-y)} dy (2.30)
o rE 1

d'oll gréce a (2.29)

< lo(x) = o(x-y)|
Iua(x,t)[ g C Jn-1 (|y|2 +‘t2) Y ay
et 11/
lu_ (x,t)|P ax at p
Rn o
+ 1/ 1/
o T a n_l|¢(x) - $(x-y) | d% P P p
s C f fan‘l i - T : ay|. a
° L (lyl= +t9)% 2
oo " l/
-0 [ 9 (y) eyl e LT (203D
o gr=l 2 2, oo
i (ly]© + %)
avee o(y) = nel lo(x) = o(x-y)|® ax \ P

JR /

Encuite, grice 3 1'inégalité de Minkovski, nous avons
dly) ay

n-1 n/, <
(ly}? + t%) @
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& (y)1P ay 1/yp dy vl/P'
n-1 (ly[2 * tE)GP ne-l (| |2 + t2){n/2a6} P

R / R

oi © est choisi tel que n=l+p > 26p > n+p-2

On:'en déduit ,

d(y) ay ¢ o JSpF-(n-ze) | 9y 1]® ay

2 2,0
L (v eBynle A
R R

‘,—J
—~.

et de (2.,31) il vient

1 1/p

jel
|, (x,t) | ax dt( <
R
+ S
{ © > . l/p
(n=1)=, = (n-26)p D
c [O t D | a}y)J e it dy
gi-1 (lyl2 + t2) P
p y ~B-Prit20 D l My
=C laly)] dt dy}
-1 2 2.6

) r" o (lyl® + £5)°F :

[ P 1/
- ¢ RIS ay | P

nel n+p=2

IR |y} 72

C'est 1l'inégalité (2.28),
’ o b 2m
b) Il reste & examiner le cas ou D = rea 3 on le dé&duit
du cas a) en utilisant 1'ellipticité de A
2m-1
On écrit Dim 2 A(D_,D, ) - Y Y 8y i D D;
a i=o0 |@]=2m-i ® x

0;2m

d'ol (puisque A K = O dans Rf)



2me-1
(x,t) 1 < <
u - = - /. L a., . u, . (x,t)
0,...0,2m a . i=0 30(|=2m-i agl 0(g1 ’ t >0
©,2m
L'inégalité (2.22) pour u est alors immédiate.

O,- - 10-/.2']')'1

L) On cherche & construire une soluticn du probldme non

homogeéne :

A (D) u(x,t) = £(x,t) t >0
LBj (D) ul(x,0) = ¢j(x) t =0, § = 1,24e.m
®, N ©, n=1 .o
avee f & CO(R+) et ¢j G;CO(R ) 3 = 1,2,00.m
Ce problidme est résolu par le théoréme 2.1 lorsque f = O .

(1)

Dans le cas f # O nous utiliserons une solution €lémentaire

de l'opérateur A de la forme

2

E(p) =|P[?®"R + q(P) log |P| (2.32)

o q(P) est un polyndme de degré 2m-n (éventuellement nul) et

*J
et erise

y une fonction analytique sur la sphére unité de R™ , avec les
majorations

Ip* B(P)| < c |p|®mnTS (2.33)
pour ldl = s > 0 lorsque n est impair, ou lorsque n est

pair et > 2m , ou lorsque n est pair et & 2m et 1af=s > 2m-n

(1) mémes références que pour le lemme 2.1 .
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D% E(P) | < ¢ |P|®™P=% (1 +] 10g] P|]) (2.33)"
pour [a] = g < 2m-n lorsque n est pair .

Nous considérons un prolongement fN de f & RY tel que
£ oAre> £ scit linéaire continue de CS(R?) dans Cg(Rn) ; et
nous posons v = B *"fN (2.34)

On & v & CN+2m—l(Rn) et évidemment
A(D) v(x,t) = f(x,t) pour t > O
Posons ¢j(x) = [Bj(D)VJ (x,0) j = 1,2,00em  (2.35)
et wj = ¢j -wj s J = 1,254e.m 3 il nous faut encore résoudre
le probléme
A(D) wi(x,t) =0 pour t > O
[Bj(D) w] (x,0) = w, (x) = 1,2,0..m

wj n'étant pas & support compact, la solution de ce problime

n'est pas donnée par le théoréme 2.1 ; dans le cas général les

intégrales qui représenteraient K. » ®. peuvent ne pas conver=.

I(x)

ger. Nous avons seulement le résultat suivant

Théoréme 2.2 : $5i u e C:(Ri) R et

¢j = [Bj(D) ul] (x,0) , j = 1,23...m . Alors si v est définie
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par (2.3L4) et 1les ¢j par (2.35) on a la "formule de représen=-

tation"
a
p° u{x,t) = D v(x,t) +
J
pour lu! z M, t >0, avee Ww. =

¥ o(p%k.) s w.
Jd % J

(2.36)

i ) j =l’2,..0m L]

Vérifions pour commencer la convergence des intégrales re-

présentant %K. x w. : comme £
J (x) J N

(et ses dérivées) a un comportement

identique & celul de E (et de ses

w(p)| < ¢ |p|2m-m-lBl

}.—l

(pour |8} €« N + 2m-1) d'oud (pour

N O B P P

L'inégalité (2.38) est valable avec

est & support compact, V

asymptotigue pour

dérivées)

+ {log|P[])

‘P‘”9+ bl

, pPlus précisément

(2.37/

lvy] < N + 2m—mj-l)

(1 +] log|x|]) (2.38)

wj remplacée par QG car

¢j est & support compact ; on en déduit, grice aux estimations

(2.20) que l'identité (2.36) a un se

ns.

Dans la démonstration du théoréme 2.2 nous utiliserons le :

solution de

Lemme 2.3 : S0it u < Cem(Ri) s
A u =20 dans t >
B. u=20 pour v =

0 J

=l’2’0llm
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On suppose que

2

a) u e L°(RY)

+

P

b) u et ses dérivées d'ordre £ 2m , .onsidérées comme

fonctions de t , sont continues dans ]O, + | & valeurs dans

Ll(Rn'l)

c) u et ses dérivées d'ordre < 2m , considérées comme

fonctions de t, sont bornées dans [b, + ®[ a valeurs dans

nel
Ly(R"™7)

1]
o

Alors u

Démonstration : On effectue une transformation de Fourier par-

- i<
e 271 x,€>u(

tielle par rapport & x : @(g,t) = X,t) dt

on d&duit des hypothéses sur u , gque

-~

a) 4 e L2(R2)

b) les dérivées d'ordre € 2m en t de U sont continues
n
dans R+
c) les dérivées d'ordre £ 2m en t de O consi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>