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I - INTRODUCTION 

La théorie des problèmes aux limites a étê particulière-

ment développée dans les espaces ie Sobolev ; nous allons en 

étudier quelques aspects dans cette série d'exposés. 

Avant de poser les problèmes avec rigueur, nous faisons 

quelques rappels très brefs sur les espaces de Sabalev. 

1. Les espaces de Sobolev: 

Commençons par quelques notations. 

U est un ouvert quelconque de Rn 

(Xi, • • • X ) n 

n désigne un ouvert borné c Rn , de frontière r = !ln 

variété (indéfiniment) différentiable de dimension n-1, n 

étant d'un seul côté de r (1) • 

p est un exposant tel que 1 < p < + oo • 

L (U) désigne l'espac~ des (classes de) fonctions mesurables et 
p 

.... 
de puissance ieme p - sommable pour la mesure de Lebesgue dans 

(1) Pour fixer les idées, nous dirons dans la suite qu'un tel 
ouvert est borné et "très régulier" 

U; 



pour 
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u E L ( U) p . on note 

= 

k entier;::- 0 , 

( f U j U ( X ) j p dx ) l / p 

wk(u) 
p 

est l'espace des fonctions u EL (u•) p 

dont toutes les dérivées distributions d'ordre~ k , sont dans 

L ( U) 
p ; 

Pour s 

c'est un espace de Banach 

u ~>~ Î llna 
ja ~k 

ull ; ) 1/p 

non entier> 0 
' 

s = k + cr 

est l'espace des fonctions 

!Da u(x) - Da u(y) lp 
lx-y I' n +pcr 

réflexif pour la norme 

= li u llk 'p 

(k entier ➔ O, 0 < (J <l) 

u E. , telles que 

dx dy < + 00 

pour tout I a 1 = k ; c'est un espace de Banach réflexif pour la 

norme : 

f uul\~ + I JI !Da u(x) - Da u(y)jP l 'p I ex Î =k UxU 
lx-yj u+pcr 1

1/p 

dx d =li ù ll s,p 

désigne la fermeture de C
00 

( U) 
0 

dans Ws( U) ; c'est un 
p 

espace normal de distributions dans U , poùr la norme induite 

par Ws(U) (l) · on note 
p ' le dual de 

0 
Ws(U) 

p 

Dans le cas particulier p = 2 , on pose : 

avec 1 +l =l 
p pt • 

0 0 

s réel, H8 (U) = W~(U) pour s réel 

~o 
0 

(1) W8 (U) coincide avec W8 (U) lorsque U =Rn. 
p p 



- 3 -

et Il u Il s , 2 = Il u Ils • 

On v~rifie facilement que pour k 

est l'espace des distributions 

avec 'f EL ,(U) ; la norme de dual fort de Wk(U) étant êqui-
a p p 

valente à la norme 

lnr 

T = 

la l~k 
Remarque 1.1 Pour tout s réel, Hs(Rn) est l'espace des dis-

tributions tempérées T telles que 

A 

T 

la norme T .A..-> Il T Ils étant équivalente ' a la norme 

Il ( 1 + 1 ~ 1 
2)s/2 A 

(~)Il o 2 T .. -v-..-), T 
t 

L'analogue pour p + 2 , de cette remarque est fausse en général: 

W6 (Rn) ne coïncide avec l'espace Hs,p(.Rn) des distributions tem
p 

pérées telles que 2 12 .,._ 
(l +l~I )s T (~) 

pour p + 2 , que lorsque s est entier (de signe quelconque) 
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ce fait, que nous n'aurons pas à utiliser dans la suite résulte 

du théorème de Mihlin [29] (voir p.ex. [1{j) 

Nous allons étudier plus en détail les espaces Ws ( U) 
p 

lorsque ou Q • Leurs propriétés essentielles résultent 

de leur "caractère local". 

Proposition 1. 1 

a) Soient u1 et u
2 

deux ouverts bornés de Rn , tels 

qu'il existe un difféomorphisme q, (C~) de sur -
alors l'application u ..,,v--> 4>* u est un isomorphisme de w; ( u2 ) 

0 

sur w:(u1 ) pour s?O• 

b) Si U est un ouvert de a G: C ~ ( U) ( 2 
) 1 ' a pp l i -

cation u -~> a.u est linéaire continue de dans lui-

.... meme :pour s réel quelconque et de dans lui-même pour 

s ?, 0 • 

Pour s ~ 0 , on vérifie aisément ces propriétés sur la 

définition des espaces 

position.· 

Ws 
; p le cas s ~ 0 s'en déduit par trans-

(1) c.à.d. q, es~ un difféomorphisme d'un voisinage de u1 sur 
un voisinage de u2 , qui applique U sur ü2 (2) a est indé
finiment dérivable dans un voisinage ~e û • 
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Cette proposition permet de donner une nouvelle définition 

des espaces pour s ~ o, à partir des espaces 

modèles on fixe un recouvrement fini du corn-

pact r =üQ par des ouverts ayant la propriété sui-

vante pour tout 

sur B = [x n ER 

4> • soit B+ = lx J. 

soit B 
( 

4> • = LX 1 0 

1 

E B 

E-B 

il existe un difféomorphisme 

< lJ , tel que l'image de par 

X > 0 1 et que 1 1 image de e. n r par 
n -- 1 

o) le difféomorphis-. X = ; on note 1/!. , 
n 1 

me inverse. On complète ce recouvrement avec un ouvert c- , tel 
0 

soit un recQqvrement de~ • On 

fixe une partitien indéfi-

niment dérivable de l'unité: 

sur Q , subordon-
B 

née au r e cou v rem en t l C7. 1 1
: • 

l__ l J 1=0 

* Alors pour u E Lp(Q) , les fonctions 1/1.(a.u) , i = 1,2, ••• N, 
1 1 

sont définies dans B+ ; on note 

0 dans Rn - B , et e,n note 
+ + 

-------------11t (a. u) 
1 1 

leur prolongement par 

le prolongement de a u 
0 

par O dans Rn - ~ • De la proposition 1.1 on d~duit aisément la: 



Proposition 1.2 : Ws(f:2) 
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t (resp 

• des fonctions u ~ L (n) telles que 
p 

i) 

ii) 

et les normes 

sont équivalentes (1). 

t (resp 

N 

+ I 
i=l 

et 

s ~ 0 , est l'espace 

:i. = 1,2, ••• N 

p \ 1/p 
(ai u)lt s,pJ 

Nous allons développer quelques conséquences de cette pro-

position; Th désignant soit Rn , soit 
+ 

n , il existe un opéra-

teur linéaire continu P (de prolongement) de Ws ( U) 
p dans 

Pui = u pour toute 
u 

la démons-

tration se réduit immédiatement au cas de grâce à la 

proposition 1.2 et dans ce dernier cas la démonstration est 

classique, au moins dans le cas s entier cf. par ex.[22]. 

Comme C
00

(Rn) est dense dans Ws(Rn) (par régularisation et tron-c p 

q~ature) on en déduit la 

Proposition 1.3: Pour U = R~ ou =Q , C
00

( Ü) est dense dans 
0 

(1) On peut évidemment donner des caractérisations analogues pour 
s < 0 • 
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Une autre conséquence intéressante de l'existence de l'opérateur 

P est la suivante 

Proposition 1.4 L'injection de est com-

pacte ;>, 0) (1) 

En effet par prolongement, on se ramène à montrer qu'un 

formé de fonctions ayant leurs sup-

ports dans un compact fixe, est relativement compact dans Wk(n) , 
p 

ce qui est classique ("lemme de Weyl"). Il en résulte la 

Proposition 1.5 Pour k? 2 et pour tout E > 0 il existe 

un nombre C( €) tel que pour toute u e: on ait l'inégali-

té + C ( E) Il ull 
i ;o ,P 

Cette proposition est un cas particulier du 

Lemme 1.1 trois espaces de Banach avec 

E1 C E2 G E
3 

(injections continues), l'injection de E
1 

dans 

E2 étant de plus complétement continue; alors pour tout E > o, 

il existe C(e) tel que 

lie liE < E \1 e l!E + C( E) ile l!E 
2 1 3 

pour tout e If:. E 
1 . 

( 1) de même 1 1 injection de W8 (n) dans ws-E(n) est compacte 
pour tout s et tout > o,P(23l 

p 
E . 
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Pour la démonstration(êlêmentaire)de ce lemme, on peut voir [2~. 

La proposition 1.2 suggère un procédé de définition des es-

paces (pour s ~ 0) à partir de l'espace modèle 

Pour L ( r ) ( l ) les fonctions "· (a . u) 1,2, ••• N u <::: t/Ji l = 
p l 

~------------.,. 
sont définies dans B note * (a . u) leur prolongement 

' 
on \jJ. 

0 l l 

par O dans Rn-l_ B , et on définit 
0 

de la mani~re sui-

vante ( s ?:, 0) est l'espace des fonctions u (z L (r ) 
p 

telles que 

,,.----..., 
,,:4 ( ...______ ___ ) ,.r s ( Rn -1 ) 1 2 N 
'I".• a. U E.w , l = , ,••• 
l l p 

c'est un es-

pace de Banach réflexif pour la norme : 

Il est facile de vérifier que cette définition ne dépend pas du 

choix particulier des e-. et des a. que nous avons fait (2) 
l l 

et que ws ( r) 
p est un espace normal de distributions sur r , on 

son dual 

(1) On munit r d 1 une mesure de la manière suivante : une fonc
tion u définie sur r est mesurable si les ,,f Ca· u) sont 

'I' l l 
mesurables dans B pour la mesure de Lebesgue et on pose 

0 ' 

flu(x)jd(T(x) = Î f II/J~ (a.u) (y}!dy. Si l'on change de re-
r i=l B l l 

couvrement (o.1 et de p~rtiti@n /a. )
1 

· on définit· une mesure équi-
valente. 1 > , 1 ✓' 
(2) Les diverses normes ainsi définies sur Ws(r) 

p lent es. 
sont éq_ui va-
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Remarque 1.2 On aurait pu donner une caractérisation directe 

de Ws(r) au moins pour O < s < 1 
p si on fixe une mesure 

do ( x) sur r (cf. note de bas de page 8), 

est l'espace des u<.s:L(r) telles que 
p 

lu(x) - u(y)lp 

lx-yl n+po--1 der (X) do·( y) 

pour O <cr <l, 

< + 00 

Le résultat suivant qui motive l'introduction des espaces 

ws 
p avec s non entier, est fondamental dans la suite pour 

ou et u .s C
00

(Ü) ·(g_ui est un sous-espace dense de 
0 

W8 (U)), on peut définir 
p J = 0,1,2, ••• 

.._ 
ou n 

est la normale extérieure à = 

Théorèoe 1.1 Pour s > 
1 1 

' ( s . p p non entier pour p :/- 2), 

le plus grand entier < s - 1 étant noté 
p 

r 1 ·1 

{
. ôJu \ Ls - pJ-

ônj J 
j =O 

-
rs - 11 , l'application 

P:.. 

qui est définie pour u G C
00

(U) , se prolonge par continuité en 
0 

une application notée 

U A/--) 

qui est linéaire continue surjective de sur 
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r s- 11 . P·-

0 

TI 
j=o 

et dont le noyau est 

En résumé on a la suite exacte : 

W8 (U) 
p 

- 1-· :J~ l s-pJ-
--~· 1T 

j =o 

( 1 ) 

On peut donner un théorème de traces analogue pour 

0 

1 s--
p 

entier et p f 2 , mais il est alors nécessaire d'introduire 

de nouveaux espaces (de Besov[6]); notre but n'étant pas d'in-

traduire toutes les généralisations possibles des espaces de So-

bolev, nous n 1 en parlerons pas. Le théorème 1.1 montre la 
.,, 

neces-

sité d'introduire les espaces Ws(r) d'exposant non entier~ si 
p 

l'on veut caractériser les traces des fonctions de avec 

exposant k entier. Dans les sept premiers exposés, nous n'uti-

liserons le théorème 1.1 qu'avec s entier; pour la démonstra-

tian nous nous bornerons à détailler le cas s = 1 n = 2 , car 

le cas général utilise les mêmes idées avec quelques complica-

tians techniques. 

démonstration pour s = 1 , n = 2 

Grâce à la proposition 1.2 et à la manière dont nous avons 

et Ws ( U) 
p coïncident pour s ~ 1/p. 
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l 
1--

défini W P(r) , on se réduit immédiatement au cas 
p 

Pour montrer que y
0 

applique dans 

suffit de vérifier les inégalités suivantes, pour 

r ( 1-u ___ ( o__.,....,Y_+_t --\---u..,_,( _o ,._..y ____ )! p dy dt 

0 -oo 

( 1.1) 

l+ool+oo p J+oof+î 1 è 
O 

-~ l~~(x,y) dx dy + ~;(x,y) P dx dy 

o-co 

( l. 2) 

L'inégalité (1.1) résulte de l'identité suivante, o-ù x IV'----:> dx) 

est une fonction (indéfiniment) dérivable de ~ ~ 0 , nulle pour 

X assez grand et telle que ; ( 0) = 1 

u(o,y) r~ .ô [dx) u(x,y)] dx = - -
ox 

0 ( 1. 3) 

-r r = I;; t (X) u(x,y) dx - dx) 

0 0 

è>u 
i),x (X, y) dx 

L'inégalité (1.2) résulte de l'inégalité de Hardy f15let de 
'- .. 

l'identité 
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ou 
(x,y+t) dx 

bx 

( 1. 4) 

+ ! 
t J: [

bu ( ) ou ( s ,y+s )] d ~x s,y+s + qy s. 

Pour montrer q_ue y
0 

est surjective on construit un relèvement 

1 
1--

de w p(R) 
p 

u(x,y) = dx) 

dans 

1 
X 

w1 ( R2
) Pour 

p + 

J:~(y+s) ds ; 

1-! 
f~W p(R) 

p 
on pose 

il est facile de vérifier (à l'aide de l'inégalité de Hardy) 

1 
1--

q_ue l'application f Al\;,--/U est linéaire continue de w p(R) 
p 

yu= f. 
0 

Il reste à déterminer le noyau de 

évidemment yu= 0 , d'où 
0 

Réciproquement si 

que la suite de fonctions 

u n 
= l: ( x-¾• y) 

et 

y • Pour 
0 

on a 

yu= 0 , on vérifie aisément 
0 

0 < 

1 
X > -n 

1 
X ~ 

n 

converge vers u dans 1 2 
W p ( R +) ; comme u 

n 
a son support dans 

1 
x) , il est facile d'approcher u par des fonctions de 

n n 

c:(R!) (par régularisation et tronq_uature), ce q_u1 montre q_ue 

C.Q.F.D. 
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Remarque 1.3 Dans le cas s = 1 nous venons de vérifier l'e-

xistence d 1 un "relèvement" linéaire continu de dans 

W~(R!) ; plus généralement on montre l'existence d'un opérateur 

[s-1/p]_ 
ws-j-l/p(oU) dans Ws(U) 

p p linéaire continu de II 
j =o 

in-

verse à droite de 
➔ 
y • 

Remarque 1.4 On peut dêdui~e ceci de l'inégalité (1.2). 

L'opération u .AA--:;, u I n-1 
R 

définie pour les fonctions u con-

tinues se prolonge par continuité en une application u "'->Y
0

u 

linéaire continue de l'espace des fonctions localement intégra-

bles dans Rn , dont les dérivées premières sont dans 

dans l'espace des fonctions f définies dans n-1 R , localement 

intégrables et telles que 

II n-1 n-1 R xR 

j f ( x) - f (y) 1 p dx dy 

1 1 
n+p-2 

x-y 
< + 00 

Pour terminer nous rappelons (sans démonstration) le 

Théorème (de Sobolev) 

Pour n l'inclusion W8 
( Il ) L (51) s < 

' 
on a C avec p p q 

1 1 s et n l'inclusion Ws(Q) C:. C [s-n/p](Q) = ; pour s > on a 
' q p n p p 
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où [s-n;J désigne la partie entière de s-n/p • 

Pour plus de détails sur les théorèmes de traces du type 

du théorème Ll on peut consulter [12] [20] [30bisJ [38} [22] 

( III et IV) [23] sur les théorèmes d'immersion du type du théo-

rème de Sobolev [ 36] [18] [13] [ 30b is] , et plus généralement 

pour toutes les questions concernent les espaces de Sobolev [21]. 

2 - Position du problème 

Soit A un opérateur différentiel linéaire à coefficients 

(à valeurs complexes) dans 
(X) -

C (1"2) , elliptique d'ordre 2m. B1 , • 

•• B sont des opérateurs différentiels linéaires à coefficients 
m 

(à valeurs complexes) dans 
00 

C ( r) on suppose que l'ordre de 

B. est m.~ 2m-l. (On les appellera"opérateurs-frontièreg) 
J J 

Dans un langage approximatif, un problème aux limites con-

siste en ceci On se donne f fonction (ou distribution) dans 

a et g 1 , ••• gm fonctions (ou distributions) sur r , et on cher-

che une fonction (ou distribution) u dans TI telle que 

( A u = f dans St ( 1 ) 
\ 

l Bj u = g. sur r J = l,2t••• m ( 2 ) 
J ' 
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Naturellement il faudra préciser le sens des équations (1) 

et ( 2) pour cela on fixera un espace K de fonctions (ou dis-

tributions) dans lequel on peut donner un sens aux opérateurs 

' A et B. 
J 

• En pratique nous prendrons pour espaces K des 

espaces de Sobolev. Si l'on prend 

K = 

l'équation (1) a un sens pourvu que f ~ L (a) • Pour donner un p 

sens à l'équation (2) on considère un prolongement B. 
J 

d'ordre 

m. , à coefficients 
J 

00 -

C (Q) de 1 1 opérateur 

s ur f ) , j = 1 , 2 , • , • m on posera 

'\, 

B. u = y (B. u) 
J O J 

B. 
J 

1 
. , 2m-m•--( ) ceci a un sens et definit B. u Gê W · J P r 

J p 

aura elle-même un sens pourvu que 

j = 1, 2, ••• m • 

( qui est défini 

et l'équation (2) 

(On peut facilement vérifier que B. u ainsi défini ne dépend pas 
J 

du prolongement choisi). 

On démontrera le résultat suivant (exp. VII et IX), sous des 

hypothèses convenables sur A et B. 
J 

(voir exp. V) , L'opérateur 
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A considéré comme opérant de 

W 2m + R, ( Q • { B • }!fl . 
p ' J J =l 

) = { u B. 
J 

u = 0 j = 1, 2, , , , mJ 

dan~ est un opérateur fermé et à indice, cet indice, de 

même que le spectre de l'opérateur ne dépend ni de p ÊJ l,+ 00 
[ 

ni de ,Q, = 0,1,2, ••• 

La transposition du résultat précédent permettra de résou-

dre (en un sens à préciser exp VIII) le prDblème (1) (2) avec 

et gj i:S [JJ'(f) distributions sur r 

d'ordre quelcon~. 

Par interpolation entre ces deux types de résultats on ob-

tiendra quelques types de résultats int ermêd ia ires , voisins 

(lorsque p = 2) de ceux obtenus par la méthode variationnelle 

[19], [26] (qui ne peut~ s'appliquer à tous les problèmes 

considérés ici !) 

Un outil fondamental pour démontrer les résultats dont on 
• 

vient de parler, est fourni par les "estimations a priori" (exp. 

III) dont un cas particulier est le suivant 

Si u <=. w2m( Q;{ B.}m )on~ l'inégalité 
p J ,i =l 
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li u Il 2 ,$ m,p C [ + 'lu 1
1 

1 1 o ,P ] ( 1. 5) 

Il est facile de vérifier que cette inégalité est nécessaire 

pour que A soit un opérateur fermé de wp2m ( n; { B . }m ) 
J j =l 

dans 

L (n) : En effet dire que cet opérateur est fermé c'est dire que 
p 

est un espace de Banach pour la "norme du graphe" 

+ 
o,p llull o,p 

Comme w2m( n• 
p ' 

{B. } m ) 
J j=l 

est aussi un espace de Banach pour 

la norme induite par w2m(n) et comme cette norme est comparable 
p ' 

à la norme du graphe grâce à l'inégalité 

!IAul! o,p + llulf o,p ~ C llull 2m,p 

les normes considêrées sont équivalentes, et en particulier on a 

l'inégalité 11a priori 11 (1.5). 

Il faut se garder de croire que le choix des espaces de So-

bolev comme espace K soit l'unique choix possilli; dans la 

littérature or. considère souvent par exemple, les espaces c0 (n). 

3 - P~an et Bibliographie 

Nous supposerons connue 1 1 hypoellipticité des opérateurs 

elliptiques à coefficients indéfiniment dérivables [35] [28] [17] 



- 18 -

le théorème de Calderon-Zygmund et l'existence de solutions élé-

mentaires des opérateurs elliptiques a coefficients constants, 

ayant de "bonnes" propriétés ces points étant mis à part, de 

même que les propriétés des espaces de Sobolev, tous les résul-

tats que nous énoncerons, seront démontrés. 

Le plan est le suivant 

II - Noyaux de Poisson et représentation des solutions 

No us démon t r on s 1 e s rés ul t a t s de s n ° 1 à 4 d e [ 4 ] , en s u i -

vant à peu près cet article, sauf pour le lemme 2.2 qui développe 

une idée de [37]. Pour une construction explicite des noyaux de 

Paisson dans le cas du probl~me de Dirichlet, on peut voir (1] et 

[3o] pour des généralisations (dans le cas n = 2), et pour d'au-

tres formules de représentation r91. 
1~,.. -

III - Est i:.nat ions a priori dans L p 

On suit l'exposé de [4] n° 14-15 pour le cas p = 2 on 

peut consulter et plus généralement pour p 'f' 2 [ 9] • Un 

autre type d'estimations a priori, est lié à la théorie variation-

nelle, cf. par ex 
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IV - Formules de Green 

Les résultats sont de [5] et [33] on suit l'exposé de [ 3~ 

n° 4 et appendice II. 

V - Réalisations d'un opérateur elliptique dans L p 

On s'est inspiré de ~] ; l'appendice d'analyse fonction-

nelle suit [8] . 

VI - Existence dans 12 : 

On suit l'exposition de [34] ; le théorème 6.2 est dû à[31] 

VII - Existence dans L p 

Les résultats sont annoncés sous une forme plus générale 

dans [7] et par Agmon (cf. General elliptic boundary value pro-

0 

blems, i paraitre). Peur l'inégalité de Garding, on peut voit(14], 

pour la V-ellipticité, voir [19], [2(1, [21] la proposition 7.2 

est inspirée du n° 12. 4 de [4] 

VIII - Application de la transposition et de l'interpolation 

On a suivi [22J(VI) en évitant l'utilisation de [2] • Pour 

1' exi st enc e du foncteur <9 p, o- , on peut consulter [ 20] et [23] ; 
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pour l'existence de ~ voir [11] • Plus généralement pour 
Q, ,m 

un exposé systématique on peut voir [24] et [25] , 

IX - Quelques éléments de théorie spectrale 

On a suivi de pr~s le n° 2 de [3] ; le cas du problème de 

Dirichlet est traité en détail dans [10] • 

Remar<1ue 1. 5 Pour démontrer les théorèmes d'existence nous 

utilisons le "problème adjoint" (cf. exp, IV); une méthode dif-

fêrente (n'utilisant pas l'adjoint) est développée (dans le cas 

p = 2) dans [17] ainsi que dans l'exposé de B. Malgrange au Sê-

minaire Bourbaki 16eme année (1963/64) Problèmes aux limites 

elliptiques. 
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II - NOYAUX DE POISSON ET REPRESENTAœION DES SOLUTIONS 

La démonstration des estimations a priori dans l'exposé III 

réduira le problème au cas du demi-espace (cartes locales) des 

coefficients constants (artifice de Korn) et des opérateurs ho-

mogènes dans ce ca8 réduit la démonstration des estimations a 

priori utilisera une construction explicite des solutions à l'ai-

de de la "formule de représentation" qui est établie dans le pré-

sent expos ê. 

l - Préliminaires 

2m 

î 
i=o 

i: 
1 et 1 =2m-i 

a . 
et, 1 

Di 
t 

est un opérateur différentiel à coefficients constants, homogène 

d'ordre 2m (1). On fera sur A l'hypothèse suivante 

(I) A est proprement elliptique 

( i) Il existe C > O tel que pour 

2m 

c-1 (jE;j2+-r2t ~ jA(~,,)I =I l l a .E;et1iJ ~ 
i=o lal=2m-i a,i 

(2.1) 

(ii) Pour ~ ~ Rn-l , ~ f O , le polynôme en T , A(E;,-r) a 

(1) On note (x,t) avec x ~ Rn-l , t ~ R les points de Rn 
R~=-{( x11,t) / t > o} \, 
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exactement m racines avec partie imaginaire positive. 

Remar (lue 2 .1 Le point (i) exprime simpl~ment que A est el-

liptique. Le point (ii) (lorsque (i) a lieu) n'est une restric-

tion que pour n = 2 , car dans ce cas {~ e Rn-l ; ~ t,. o} 

n'est pas connexe ; en dimension n ~- 3 ~ut opêrat eur elli:pt i-

que est proprement elliptique. ~lest également immédiat de vé-

rifier que tout opérateur elliptique à coefficients réels est 

proprement elliptique. Nous développons pour commencer quelques 

conséquences de l'hypothèse (I) De (2.1) (faisant f; = 0) on 

obtient 

C ( 2 • 2 ) 

Par ailleurs on a 

I a 
1 a 1 =2m-i a,i 

pour ~ réel, , . 1 ~ 1 = 1 

On en déduit que pour toutes les racines , (~ ) de A(~,,) avec 

~ réel, 1 ~ 1 = 1 , on a 

puis 

Nous notons + 
T k (~ ) 

t (resp 

C ( 2. 3 3/ 

(2.3)' 

k = 1,2, ••• m les racines de 

A(~ ,r) dont la pair:tie imaginaire est positive (respt négative), 
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pour ~ réel f 0 nous posons 

m m 
+ + I c/(ç;) Tm-p M (~,T) = TI ( T- ,:k ( ~) ) = 

k=l p=o P 

m m 
M- ( E,;' T) = TI (T-T;(f,;)) = I a- ( E,;) ,m-p 

k=l p=o 
p 

Observons que 

A(E;,T) + 
M- ( s' T) = a o ,2m 

M (E,;,T) 

+ (-l)m M-(-E,;, -'t) M ( ~,T) = 

Il est facile de vérifier que les coefficients 

et 

( 2 , 4 ) 

et a - ( E,;) 
p 

d f t . 1 t . d i:- i:- =. Rn-l { 0 l t sont es one ions ana y iques e ~ , pour ~ = - r , e 

homogènes de degré p • 

Considérons les polynômes en , de degré j 

j 

M+ (E;,T) = L T 
j-p j = 0,1, ••• m-1 ( 2. 6) 

J p=o 

ces polyn8mes poss~dent la propriété suivante 

Proposition 2.1 Soit y une courbe fermée de Jordan, contenue 

en entier dans le demi-plan{, ;llm, > o} , et 9,ui entoure toutes 

les racines k = 1,,. ,m pour n-1 1 1 . ç; G:. R , E,; = l; ~ 

1 

21d. L 
+ 

(1) L'existence d'un~ telle courbe est assurée par les inégali
tés (2.3), (2.3)' • 
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démonst-rat ion 

Pour j ~ k , on a 

+ 
M . l(t:,T) m-J-

+ 
M (ç,T) 

k k-j-1 
T ,-..,, T 

pour ITI ~+ 00 , et on obtient le résultat par déformation 

du contour Y+ en un cercle centré à l'origine et dont le rayon 

augmente indéfiniment. Pour j < k , on remarque que 

est un polynôme en T (à coefficients analytiques en~ ) de degré 

~ k-1 ~ m-2 ' 
on a donc 

+ 

LT 
Q(t: ,T) 

2:i f M . l(~,,) 
k 

1 m-J- T dT = dT 
+ + M (~,T) 2 7Ti M (ç,T) 

Y+ 

on vérifie que cette dernière intégrale est nulle en déformant 

à nouveau le contour d'intégration en un cercle de centre l'ori-

gine et de rayon augmentant indéfiniment et en utilisant l'es~i-

mation suivante 

pour ITI .;....,_> + CO 

C.Q.F.D. 

On consid~re ensuite m opérateurs différentiels à coefficients 

constants homogènes 
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I 
!al=mj-i 

j = 1,2, •• m 

avec m. 
J 

~ 2m-l j = 1,2, ••• m. On fera sur les B. 
J 

l'hypothèse suivante 

(II) Les B. 
J 

recouvrent l'opérateur A 

Pour tout i:; €. Rn-l , t: f. 0 , les polynômes en î 

sont linéairement indépendants modulo 

Nous notons 

m 

i" 
L, 

k=l 
6. k (t:) 

J ' 

k-1 
't 

le reste de la division de B.(i:;,,) 
J 

L'hypothèse (II) signi~ie que 

+ par M ( s,-r) • 

d ( s) = d et Il 6 . ( s ) Il · -· J,k J,k-1,2, ••• m 
f. 0 

n-1 pour s E. R - {O} comme d(t:) est évidemment analytique, 

on en déduit qu'il existe C > 0 telle que 

pour s réel, 1 s 1 = 1 • 

Posons 
j,k=l,2, ••• m 
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m 

et l s q,k (;) M+ (; ,t) ( 2 • 8 ) 
q=l m-q 

ces polynômes en t vérifient la 

Proposition 2.2 y désignant la même courbe que dans la pro-

position 2.1 on a 

1 

2n i 
dt = ô . k 

J ' 

pour ~ E. !Rn-1 , 1 f; 1 = 1 • 

D êmo nst ration On a 

1 t~ 
Nk (F; ,t) B . (F; 't ) l 

J dt = -+ 2n i M (~ ,t) 2n i 

L. 
Nk B~ 1 

= - J dt 
2n i M+ 

m 
1 I M+ I S q,k(f;) Bj,p(~) 

m-q_ = 
g_,p=l 2n i Y+ 

M+ 

m m 

= I B q,k 
B j P Ô. = I B q,k 

q ,p=l g_,p q_=l 

grâce à la proposition 2.1 

j,k=l,2, ••• m 

k 
Nk B. 

J dt 
M+ 

p-1 t dt 

B . = ô . k 
J 'q J ' 

C.Q.F.D. 

2. On appelle "noyaux de Poisson" du problème f A, B. } , les 
l J 

fonctions 
m.-n+l 

!3· L1~:-[t 
N.(F;,t) ( <x, ~ > +t t ) J <X,~ >+t t 

J 
K. (x,t) J = log 

J + 2 ni M (~,t) i 
+ 

(2.10) 

dj 



pour m. 3- n-1 
J 

13. 
K. (x,t) 

J 
= _J_ 

2 7TÎ 

pour m. < n-1 
J 
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L 
(2.11) 

où (i) dwl; désigne la mesure de surface sur la sphère lsl =l 

(ii) le logarithme est défini par 

n-1 

-1T < arg. log '-f ~ 7T 

Ciii) < x,~ > = I 
i=l 

X. I';. 
1. 1. 

n-1 
, x,I; ~ R '[ > 0 

( i v) y est la même courbe que dans la 

Proposition 2;l. 

1 
(V) 

n-m. - l 
$. (-1) J 

J = 
( n-m. -2) ! 

J-

(2tri)n-l 

si m. ~ n-1 
J 

S1 0 ~m. < n-1 
J 

La propriété essentielle de ces fonctions est donnée par le théo-

rème suivant, q_u1 justifie leur appellaticn de "Noyaux de Poisson": 

Théorème 2 .1 j=l,2, ••• m, la fonction 

m m 

u(x,t) = I 
j=l 

K . ( x-y, t ) (j) • ( y ) dy = 
J J I 

j =l 
K. * <p. 

J (X) J 

est solution du problème 
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i :j u = 0 dans t > 0 

u = q> • pour t = 0 j=l,2, ••• m 
J 

Remarque 2.2 Nous avons donnf les expressions d~s noyaux de 

Poisson et nous allons vêrifieT a posteriori leurs propriftês, 

on peut évidemment construire ces noyaux au moins d'une manière 

11heurist ique" 
( l) 

(1) L'idée est la suivante on peut formellement, chercher K. 
J 

solution à croissance lente en t du problème 

A K. = 0 dans t > 0 
J 

B~ Kj = 0 pour t = O, J ~ t 

B. K.= ô pour t = 0 
J J 

ou ce qui revient au même, après transformation de Fourier par-

tielle par rapport à la viara1le 

+( . 
,A 

de M 2niç;, Dt) K.(ç;,t) = 0 
J 

+ ( . ..... 
Bt 21T1ç;, Dt) K.(~,t) = 0 

J 

+ ( . 
.,,.._ 

B. 2uç;, Dt) K.(ç;,t) = 1 
J J 

x , chercher 

t > 0 

t = 0 j ,,. 
) 

t = 0 

.Q, 

.,.,... 
K.(ç;,t) solution 

J 

On rêsoud ce dernier problème en fixant ç;; l'hypothèse (II) 

assure l'existence et l'unicité de la solution. On obtient K. 
J 

par transformation de Fourier invers~. 
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Avant de démontrer le thêorè"me 2.1 il nous faut établir un 

certain nombre de propositions. 

Proposition 2.3 Pour q entier positif de même parité que n-1 , 

n-1, on a 

K. (x,t) = !:i 
J X 

n+q-1 
2 K (x,t) 

j, q 

K. (x,t) = t:i K. +
2 

(x,t) J,q X J,q 

avec 

S.(m.-n+l)! K. (x,t) = _...,J __ J ____ _ 
J,q 

2ni (m.+q) ! 
J 

( 1) • m. ~ n-1 
J m.-n+2 

S . ( -1) J 

[L 

27Ti (m.+q)! (n-m.-2)! 
J J 

m.+q 
N.(~,,) (<x,~>+t,) J 

l 

pour m. < n-1. 
- J 

log 
< X 1 ~ >+t T 

J. 

Dêmonstrat ion Il suffit d'appliquer les formules 

JJ 1 ( ddz JÀ [zÀ+µ ( log z
1

_ + C(À ,µ) )] 
( X +JJ ) ! } 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

( 2. 15 ) 

(1) C(n,mj,q) désigne une constante réelle qui dépend de 
~ q • 

n ,m. 
J 
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(-1) µ+l 
( H µ) l ( - µ-1 ) ! 

, µ < 0 , À +µ ~ 0 

où C(À,µ) désigne une constante réelle dépendant de À etµ • 

Pro p o s i t ion 2 • 4 
m .+q-1-

K. E. C J ( Rn) 
J 'q + 

Proposition 2.5 K. et K. sont analytiques dans Rn+ 
J J 'q 

Proposition 2.6 A(Dx' Dt) Kj(x,t) = 0 dans R~ 

et A(D, Dt) K. (x,t) = 0 dans R+n 
X J 'q 

Lemme 2.1 ( 1) . Pour <Il E c""(Rn-1) on a l'identité 
0 

-1 
n-l+q I ~ < x-yp <jl (X) b,. 2 <!i(y) (<x-y,~>)q log . = 

(2 .)n-1, X 
Rn-1 l~l=l 1 1T 1 q. 

(2.16) 

Démonstration On considère la solution élémentaire E de 

n-l+q 
b, 2 

X 

E( x) = 

donnée :par ( 2) 

-1 

( 2rr . ) n-1 1 
1 1 q. I 

( <X f, > ) q 

1~1=1 

et on écrit 

= 

log <X,[> 

1 

C.Q.F.D. 

d}y 

Démonstration du théorème 2.1 Posons u. = K. :+:- <Il. et soit 
J J (x) J 

q un entier de même parité que n-1 , tel que 

nous avons pour 1 a 1 = s et t > 0 

q ;►,. s-m. + 1 , 
J 

(2) cf. par ex: Guelfand-Chilov, Les distributions tome I p.119 
et suivantes de l'édition française (Dunod) (1) F. John Plane 
waves and spherical means ••• Interscience New-York 1955). 
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n+q-1 
a a 2 

D u. = ( D K. ) ( *) (b. ~ • ) 
J J,q X J 

(2.17) 

car !al -~ m.+q-1 , il résulte de(2.17) 
J 

grâce à la proposition 2.4 que est continue dans et 

peut être prolongée à en une fonction continue. s étant ar-

bitraire le raisonnement précédent montre que 

Grâce à (2.17) et à la proposition 2.6 , on a 

A u. = 0 dans t > 0 
J 

Il faut encore calculer 

Pour k f:. j il résulte de (2.13) (2.14) q_ue 

on a 

(y, 0) dy 

C dw s J ( < y , f; > ) J J l
r I N • ( s , T ) Bk ( s , T ) m . -m k + q 

1 s 1 =l y+ M+ (t,; ,T ) 

(log<Y,é;> + C) dT j 
l 

= 0 et [Bk(D)uj] 

pour k f:. j 

Pour k = j et m. ~ n-1 , on a J , 

[ B.(D)K. -1 
J J 'q_~ 

,-..(m.-n+l)! 
(y,O) = ~J--J ___ _ 

2rri q! 

(x,O) = 0 

(cf. Prop. 2.2). 

dw s 
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( <y , E; > ) q ( 1 o g < y ! E; > + C ) 
1 

!3J.(mJ.-n+1)! j q < z:-> = _.._______ (<y,E;>) log Y,s 
q ! 1 E; 1 =l i 

+'!' (y) 
q 

où '!' (y) est un polynôme homogène de degré q , puisque 
q 

1 k 
N. B. 

J J dî 1 --
21Ti M+ 

(cf. Prop. 2.2) • On en déduit l'iden-

t ité 

[Bj(D) u -l 1 
n+q-1 

I 
(X, 0) b. 2 \P.(y) - -

(2Tii)n-l J_ q! 
X :J 

[f ( < x-y , S > ) q log <x-;,;,E;> 
dw E; ] dy 

l 

1 E; 1 =l 

= </> .(x) 
J 

n+g,-1 ... au lemme 2.1 (on a utilisé le fait que b. 2 grace '!' = 0) • 
q 

Le calcul pour m. < n-1 
J 

est analogue. 

C.Q.F.D. 

Remarque 2.3 ~J. ~ Cn
0

-mJ·+s+l (Rn-1) , Il est clair que lorsque ~ = 

j=l, ••• ,m et s? max(mk) alors u est solution du problème 

de classe 

{

A u 

B. u 
. J 

= 0 

= q> • 
J 

dans t > 0 

pour t = 0 ' j=l, ••• ,m 

Cs(ffin) • Pour le voir on raisonne comme dans la dé
+ 

monstration du théorème 2.1. 

Dans la suite nous utiliserons la 

Proposition 2.7 K. K. ~ C
00

(Rn -{O}) et vérifient les iné-
JJ J,q + 
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Det K. (P) j ~ C 
J 'q 

et ( i) lorsque 
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m .+q-s 
!Pl J (l+jlogjPj 1) , 

m. + q + 1 , 
J 

1 et 1 =s . ~ 0 (2.19) 

(2.20) 

est homogène de de-

gré m. + q .... s 
J 

et le terme logarithmique peut être supprimé 

dans (2.19) ( ii) lorque s ~ m. -n+2 , 
J 

est homogène de 

degré m.-n+l-s 
J 

et le terme logarithmique peut être supprimé 

dans (2.20) • 

Dêmonstrat ion Les propriétés énoncées de K. , résultent de 
J 

celles de K. , grlce à (2.12) ; il suffit donc de vérifier J,q 

(2.19) et (i). L'inégalité (2.19) pour s < m.+q+l 
J 

et 1 'homogé-

néitê affirmée au point (i) pour m.+q+l , sont faciles 
J 

.... ; a ve-

rifier sur les formules explicites (2.13) (2,1l.1-), Il reste donc 

à démontrer (2.19) pour m .+q+l 
J 

et IPI = 1 grâce à 

mogénéité. C'est le seul point délicat de la démonstration 

(1) 

On peut écrire pour m.+q+l 
J 

Ct = 

= d=l dwé L. Nj etn et' dî 
+ T s . s -m -q 

:t,,.1 ( <X,~> +t î) j 

=f lél=l dwé JY+ 
F(F,; 2r) dî 

( < X , I',; > +t î Î 

P désigne un point de P = (x,t) 

(et'f'et ) 
n 

(2.21) 

l'ho-
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avec cr=s-m .-q_ .3- 1 et F( F,, t) fonction analytique en !; et t 
J 

d . . d { c --=- Rn-1; 1 ,.. 1 -- 1} x y • ans un voisinage e ? --=- ~ 

Pour montrer que toutes les dérivées d'ordre ?;. m .+g_-1 de 
J 

K. sont bornées sur · {JP J= 1 
J 'q 

t ? O} , il suffit (par in-

têgration) de vérifier les estimations 

j D c.K . ( x , t ) J 

J,q 
Q.0tl 

t 
(2.22) 

pour JPI = 1 , t > 0 , P = (iè,t) ; comme (2.22) est facile à 

vérifier pour 1 t ?, , on supposera dans la suite 
2 

1 
t --s 2 i, e. 

✓-
lxl ~ _]_. Dans le cas ' ou t est petit, la difficulté provient 

2 

de ce que dans l'intégrale (2.21) on peut avoir <x,!;> = 0 on 

isole cette singularité Soit r ,,...,,.,__> dr) une fonction réelle 

indéfiniment dérivable dans [-1,+1] telle que O $ dr) $ 1 

pour tout r , ç{r) - 0 pour 1 r 1 ç(r) - 1 pour 

on pose 

DaK. 
J,q (2.23) 

avec 

t<l=l dw< L+ d<x,!;>) dt 

( < X , /; > +t î ) cr 

et 
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Puisque dans r
2 

la fonction à intégrer est f o, seule-

ment pour 1 
~ 2 , on a 

Il reste à estimer Soit Tx la rotation dans 
n-1 

R qui 

transforme x = (x
1

, ••• xn_
1

) en (lx!, o, ••• o) ; nous effec-

tuons dans Il le changement de variable ~ ,,,.....__-;, n = T ~ 
' X 

Il dW I Y+ 

.F ( T; l n , T ) Ç (n 1 1xl) 
dT = 

lnl=l 
n 

( 1 XI n1 + 
a t '() 

1 n1 l ~ /3Ï 4 

C.Q.F.D. 

Proposition 2.8 [Bk(D)Kj] (x,O) = O pour x f:. 0, j,k =1,2 ••• m 

et 

C'est immédiat 

Proposition 2.9 On suppose que 
n+2m-m.+l 

1 
<P • G C J ( Rn- ) 

J 

(2.26) 

est 

(1) Pour n = 2 ou 3 les modifications à apporter à la demons
t rat ion sont évide nt es, 
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telle que 

2m-n-m .-k 
1 De,, <P • (X) 1 

J 
= 0((1 + logjxl) !xi J ) , j=l,2, ••• m 

pour = k = O,l, ••• 2m-m. 
J 

; on pose pour 

m 
~ 
u.(x,t) = I 

J i=l 

Alors u.(x,t) 
J 

peut être prolongée à en une fonction conti-

nue telle que ~ 8 ù.,(x,O) = D <P .(x) 
J X J 

D ém on s t rat ion Grâce à l'inégalité (2.20) et aux hypothèses sur 

<P. , on peut faire les intégrations par parties qui permettent 
J 

d'écrire 

u.(x,t) = 
J 

m 

I 
i=l J 1 

B. K.(x-y,t) 
Rn- J l 

DB <P • (y) dy 
y J. 

Soit Ç E C
00

(Rn-l) une fonction% 1 dans la boule de rayon R 
0 

et telle que I s 1 ~ 1 ; nous pouvons écrire 

u. = B. w + w 
J J 1 2 

m 

r f Rn-1 
K. ( x-y, t ) 13 avec wl = ç(y) D/i(y) dy 

i=l J. 

m 

I I Rn-1 
B. K. ( x-y, t ) (1-Ç(y)) 13 

w2 = D <P. (y) dy 
i=l J J. y J. 

Grâce à la remarqne 2.3 on voit que Bjwl peut être prolongée 

--
à R: en une fonction continue et que pour lxl < ½R , 
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s 
B . wl ( x, 0) = D </>. ( x) • Pour 

J X J 
lx 1 < R/ 

2 
on considère à présent 

la fonction à intégrer est ~ 0 seulement pour IY 1 >R , et 

dans ce domaine on a ½I y! ~lx-yJ ~ ¾ IY 1, on en déduit à l'aide 

de (2.26) et des hypothèses sur </>. que 
J 

1 w,...(x,t) 1 
C. 

.:5-C t J (l+loglyl) 2 IYl-2 ndy 
IY 1 >R 

et cette quantité tend vers zéro lorsque t -)0 • Nous avons 

ainsi démontré que u. 
J 

lx 1 et que 

est continue aux points 

</>. (X) 
J 

pour lx 1 

est arbitraire la proposition est démontrée. 

(x,O) 

<,!R 2 ; 

tels que 

comme R 

3 - Pour démontrer la "formule de représentation" et les estima

tions a priori nous utiliserons le 

Lemme 2.2 : Soit K une f~nction de C
00

(R1 - {O}) solution dans 

R~ de A(D)K = 0. On suppose que les dêrivées d'ordre 2m de K 

sont homogènes de degré -n • Pour cj> E L
00

(Rn-l) on considère les 

t ra n s format i on s 

( t > 0) (2.27) 

avec 1 a 1 = 2m • 

Alors il exist~ C > 0 telle que 

pour Jal= 2m et toute cj> telle que l'intégrale de droite dans 

(2.28) soit finie. 

Démonstration : Pour ial=2m , DaK(x,t) est indéfiniment dériva-

ble dans Rn - { 0} 
+ et homogène de degré -n; il existe donc une 

constante C > 0 telle que 
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!Da K(x,t) 1 ~ 
C 

(2.29) 

,1- "°( n-1) et comme 'I' <;. L R les intégrales (2.27) convergent. 

a) Nous considérons pour commencer le cas où Da contient 

au moins une d6rivetion en x (ou y !) ; dans ce cas nous avons 

D a K ( y , t ) dy = 0 pour t > 0 

(l'intégrale converge grâce à (2.29)), et nous pouvons êcrire 

u (x,t) = j. D° K(y,t) .{ <ji(x) - qi(x-y)} 
a Rn-1 

dy (2.30) 

d'où grâce à (2.29) : 

lu (x,t)I ~ C J 
a Rn-1 

dy 

et ff R1 lu" 
j 1/ (x,t)lpdxdt P 

{iRn-11 ~(X) - 4(x-y) IP 1/ p r/p 
~ C {J: [ JRn-1 

d~ p dyl dt 
< l Y 1

2 + t2)n/2 

(I: JRn-1 
a <Y) dyj 

p y/p 
(2.31) 

-=C dt 

( 1y1
2 2) 

n/2 
+ t; 

= (f Rn-1 qi(x-y)ip 
) 1/ avec o(y) 1 ~(x) - dx p 

/ 
Enauite, grfice à l'inégalité de Minkovski, nous avons 

0( y) dy 

2 2 n/,.., 
<IYI +t) cc 
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dy 

~

1/p' 

où e est choisi tel que n-l+p· > 2 ep > n+p-2 

et de (2.31) il vient 

UR~ 1 ua ( x, t~ 1 P dx 
) 11 dtj p 

C rr 'l 0 

( n-1 )~, -
t p 

( n-26 )p 

L-1 

dt dy p 
}

1/ 

[ -n-p+l+2e p l 1/ p u Jq<yllp t 
dt = C dy j 

Rn-1 
( 1 YI 2 

+ t 2/'P 

= C ( tn-l 1 <) ( r )IP )1/ dy p 

1 YI n+p- 2 

C'est l'inégalité (2.28). 

b) Il reste à examiner le cas où 
è) 2m 

; on le déduit 

du cas a) en utilisant 1 1 ellipt ic it é de A 

On écrit D2m 1 
= t a 

0;2m 
lA(Dx,Dt) 

2m-l 

D!} I I a - a . D 
i=o 1 a 1 =2m-i 

a , J. X 

d'où (puisque A K = 0 dans 
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u . . 
o, •.. o,2m 

(X, t ) 1 - -----
a . 
0' 2in 

L'inégalité (2.22) pour 

2m-l 
\ 
l 

i=o 
" L 

/0(1 =2m-i 
ac:x. 

, 1 
(x,t) t >0 

est alors immédiate. 

4) On cherche à construire une solution du problème non 

homogène 

t > 0 

{

~ ( D ) U ( X , t ) = f ( X , t ) 

lB- (D) u](x,O) = <j).(x) t = 0 , J = 1,2, •• m 
J J 

avec et J = 1,2, ••• m • 

Ce problème est résolu par le théorème 2.1 lorsque f = 0 • 

Dans le cas f 1 0 nous utiliserons une solution êlêmentaire(l) 

de l'opérateur A de la forme 

iJ;( .!:. \ + 
1P11 

I 

E(P) = IPl2m-n q(P) log jP 1 (2.32) 

où a(P) est un polynôme de degré 2m-n (éventuellement nul) et 

1J; une fonction analytique sur la sphère unité de 
n R , avec les 

majorations : 

(2.33) 

pour !al = s ? 0 lorsque n est impair, ou lorsque n est 

pair et> 2m , ou lorsque n est pair et ~ 2m et lal=s > 2m-n 

(1) mêmes références que pour le lemme 2.1 • 
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IDO\ E(P) 1 ~ C IPl 2m-n-s (1 + 1 log I P 11 ) ( 2, 33)' 

pour Jal= s ~ 2m-n lorsque n est pair • 

Nous considérons un prolongement fN de f à Rn tel que 

nous posons v=E k!-f . N (2.34) 

On a 

A(D) v(x,t) = f(x,t) pour t > 0 

Posons 1/J • (X) = r B . ( D) v] ( X, 0) 
J - J 

J = 1,2, ••• m (2.35) 

et u>. = ~. -1/J. 
J J J 

, J = 1,2, ••• m; il nous faut encore résoudre 

le problème 

{

A(D) w(x,t) = 0 

[Bj(D) w] (x,O) = 

pour 

W. (X) 
J 

t > 0 

J = 1,2, ••• m 

w. n'étant pas à support compact, la solution de ce problème 
J 

n'est~ donnée par le théorème 2.1 dans le cas général les 

intégrales gui représenteraient peuvent ne pas conver-

~• Nous avons seulement le résultat suivant 

~ . = [ B . ( D) u] 
J J 

(x,O) j = 1,2; ••• m. Alors si v est définie 
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~ ( 2 , 3 4 ) et 1 es iJ;. par (2.35) on a la "formule de représen
J 

tation" 

a 
= D v(x,t) 

pour I a 1 ~ ?-n , t > 0 , av e c 

m 

+ I 
j=l 

(J). = q>. 
J J 

(2.36) 

J = 1,2, ••• m. 

Vérifions pour commencer la convergence des intégrales re-

prés entant comme fN est à support compact, v 

(et ses dérivées) a un comportement asymptotique pour jPj-':>+ co 

identique à celui de E ( et de ses dérivées) , plus précisément 

on a 
jD 8 v(P)j ~ C IPl2m-n-l el (1 + jlogJPI j) 

(pour !BI~ N + 2m-l) d'où (pour jyj ~ N + 2m-m.-l) 
J 

L'inégalité (2.38) est valable avec 1jJ. 
J 

remplacée par 4). 
J 

car 

<j>. est à support compact ; on en déduit, grâce aux estimations 
J 

(2.20) que l'identité (2.36) a un sens, 

Dans la dêmonst rat ion du théorème 2. 2 nous utiliserons le 

Lemme 2.3 2m °rl) Soit u ,:;::_, C (R+ sol ut ion de 

A u = 0 

B. u = 0 
J 

dans t ~ 0 

pour t = 0 j =1,2, ••• m 
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On suppose g_ue 

a) 

b) u et ses dérivées d'ordre~ 2m , ~~nsidérées comme 

fonctions de t , sont continues dans Jo, + 00 [ à valeurs dans 

c) u et ses dérivées d'ordre~ 2m , considérées comme 

fonctions de t, sont bornées dans [o, + 00 [ à valeurs dans 

Alors u _ 0. 

Dêmonst ration On effectue une transformation de Fourier par-

tielle par rapport à X û(~,t) = I e- 2 ni<x,~>u(x,t) dt 

Rn-1 

on déduit des hypothèses sur u, que 

b) les dérivées d'ordre~ 2m en t de û sont continues 

dans 

c) les dérivées d'ordre~ 2m en t de û considérées com-

me fonctions de t sont bornées dans [o, + 00 [ à valeurs dans 
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On a donc \A (2nil;, Dt) û(l;,t) = 0 t > 0 (2.39) 

L [ B j ( 2 •H , Dt ) û ] ( i;, O ) = O j=l,2, ••• m (2.40) 

et grâce à b) c) ces identités sont vraies ponctuellement. 

De (2.39), résulte que pour chaque l;, û(t;,t) est combi-

naison linénire à coefficients polynômes en t des 

et k=l,2, .•• m la condition a) montre que A. u 

est combinaison linéaire des seules exponentielles décroissantes 

en 

et on a 

Grâce à l'hypothèse (II) sur les 

k==l,2, ••• m 

t > 0 (2.39)' 

j=l,2, .•• m (2.40)' 

B. , la solution de ce dernier 
J 

probl~me est (pour chaque l; ) unique, donc on a 

û ( ~, t) _ 0 • C.Q.F.D. 

Démonstration du th60rème 2.2 Le schéma est le suivant : 

i) on vérifie qu'il existe une fonction g(x,t) E c4m+ 2 (R~) 

telle que 

* (X) 
{;). 

J 

pour Jal ~2m, et on étudie les propriétés de g • 

(2.41) 
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ii) On considère la fonction h = u-v-g <:E. c4
m+2 (R~) et 

on démontre que toutes ses dérivées d'o~dre 4m sont _ 0; donc 

h est un polyn5me d'ordre~ 4m-l • 

iii) On vérifie que les dêrivêes d'ordre 2m de h sont de 

carré sommable sur chaque plan t = C~e , et donc _ 0 grâce 

' ii) . d'où D eth = 0 i • e • a , 
m 

Dau -. Dav - I ( D et K.) * U). = 0 pour 
j =l J (X) J 

lai= 2m 

ce qui achèvera la démonstration. 

Vérification dei) L'existence de g est évidente car les 

conditions de compat ib.ilité entre les dérivées sont vérifiées par 

les Da K. * w . • Ensuite on a 
J (x) J 

A g = 0 dans t > 0 (2.42) 

B.(D) -, g(x,O) 
J 

j=l,2, ••• m , 1 S 1 =2m-m. 
J 

( 2. 42)' 

en effet, comme A est homogène de degré 2m , on déduit de 

m 

(2.41) que A g = I 
j =l 

(AK.) ~ 0). = 0 
J (x) J 

(Prop. 2.6) 

identités (2.42)' résultent de la proposition 2.9 

On va vérifier que 

et les 
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b) Da g co.ns idérée comme fonction de t est continue dans 

Jo, oo [ à valeurs dans , pour 2m+l 4m+l 

c) if g considérée comme fonction de t est bornée dans 

[o, + 00 [ à valeurs dans pour 2m~ lai~ 4m+l 

Le point c) résulte de a) grâce à l'inclusion élémentaire 

1 
H (O,o) C L (O,o) 

00 

Pour établir a) il faut maJorer les termes DaKj (~) O)j 

nous les exprimons à l'aide des noyaux T(. 
J , g_ 

(toutes 

les intégrales écrites convergent grâce aux inégalités (2.19) et 

(2.38)) 

1°) Pour 

2 °) Pour 

* (X) 
û..L 

J 

n+q-1 
= Da/J. 2 K. 

X J tg_ * v>. (X) . J 

1 al -m .-1 pair et =2v 
J 

on écrit 

(j). 
J 

lal-m.-1 impair et =2v+l on écrit 
J 

n-1 

(2.43) 

I Â 
X 

n+g_-1 
1 -v-

2 K. ) * ( "'' i) /J. v W. ) 
J,q (x) .... xi x J i=l 

(2.43)' 

On applique le lemme 2.2 avec K remplacé successivement 

par 

n+q-1 
-\) 

2 K. 
J 'g_ 

dans le cas 1°) et par 
0. Il Ô 

D -ôx. 
l 

D. 
X 

n+g_-1 
2 K. 

J,q 
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dan s 1 e c as 2 ° ) av e c a = a 1 + a" , 1 a' 1 = 2m ce sont des dérivées 

.,, 
•d'ordre n+q+m. -2m de K. et les con dit ions sur K sont ve-

J J 'q 

rifiêes (Prop. 2. 7) ll v (A). d~r.;.s le 10) et 
ê) ll v f.6. • cas ôx. X J X J i 

dans le cas 2°) sont des fonctions bornées par ailleurs comme 

.,.\. E CN+2m-mJ· -1 ( Rn-1) , . l' ~ - . ou N est aussi grand que on veut, on 
J 

déduit des estimations (2.38) que 

, pour 2m-m .-1 
J 

avec s aussi grand que l'on veut ; le lemme 2.2 montre alors 

que 

pour 2m ~la!~ 2m+k, k aussi grand que l'on veut. 

Le point b) résulte facilement des estimations (2.38) et de 

la Proposition 2.7 , grâce à l'inclusion 

Vérification de ii) On pose w = u-v , d'où h = w-g alors 

A h = 0 pour t > O 
(2.44) 

fn6 B.(n)] h(x,O) = 0 
- X J 

j=l,2, ••• m 2m-m. 
J 
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d'où (A DS h = 0 pour t > 0 
X 

) " 

( D) D8 h] (x,O) j=l,2, ••• m l [Bj = 0 
X 

Les c o n dit i o n s d u 1 emm e 2 • 3 s ont v ê r i fi é es par 

pourlsl= 

D S h 
X 

pour 

2m 

lsl = 2m (grâce aux estimations (2.37) et au point i)), on en 

déduit que 

D S h - 0 
X 

pour 1 si = 2m (2.45) 

Le point ii) résulte de (2.44) et (2.45) on a évidemment 

D· 8 ' DSh 
x - 0 pour 1 S 1 = 1 S 1 

1 = 2m nous allons montrer 

comment de (2.44) et (2.45) on déduit q_ue pour 

1 S' I = 2m+l , 1 SI = 2m-l cela résulte immédiatement (2.45) 

lors que s' D 

dérer le cas 

(2.44) 

contient une dérivation en x; il reste à consi-

S, ( è> )2m+l 
D = ôt , on remarque alors que grâce à 

est combinaison linéaire de dérivées n13'nS h 
X 

avec 1 SI = 1 G' 1 = 2m , qui sont - O • En répétant 2m fois ce 

raisonnement on obtient pour 1 S 1 = 4m • 

Vérification de iii) C'est une conséquence évidente des majora-

tians (2.37) et du point i) c) • 

Le théorème est démontré. 
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III - LES ESTIMATIONS A PRIORI DANS L 
p 

1 - On commence par les estimations a priori dans le cas du demi-

espace et des coeff;cients constants. On démontre avant tout le 

Lemme 3 .1 Si E est la solution élémentaire de l'opérateur 

A (v. exposé II.4) ~lors 

!al = 2m, 1 < p < + oo • 

Dêmonstrat ion E est une distribution tempérée et l'on a 

A E = d 

pour lai = 2m; on sait déjà que 

Da. E est C
00 

dans Rn-{O} et homogène de degré -n; par trans-

formation de Fourier on obtient 

d'où =L 
A ( F, ) 

et (Da E ) E. C 
00 

( lR n - { 0} ) , ( Da E ) est homogène de degré O. 

Notons 
Ca = J=l L d ~/Jl dw~ ; 

A ( ~) 

alors 

(Da E) . f \ = A(~) - Ca) + Ca. fa(~)+ C = a. 



où fr/ ~) G: C 
00

(IRn - {O}) t ( ~) est homogène de degré O et 

f 
f ( s) d fù - O et donc par le théorème de Calderon - Zyg-

1 ~ l=l a s -

mund 

C omm e D a :E = 5'" f + C â on a 1 e 1 emm e • 
a a 

Théorème 3.1 Si l'opérateur A et les opérateurs B. , j=l, 
J 

... ,m vérifient les hypothèses (I) et (II) de l'exposé II.l, 

s J. et si u(P) est nulle pour 

IPI ~ 1 , alors on a l'inégalité suivante 

m 

!lu Il 2m+k,p <' C ( l!Au Il k,p + jL 

où la constante C ne dépend pas de u. 

Démonstration. On observe avant tout que les termes de (3.1) 

sont bien définis, car si 

Il suffit évidemment de démontrer l'inégalité dans le cas 

où 
00 ~· 

u 6 C ({R+) , et même, grâce à la propriété du support de 

il suffit de vérifier les inégalités 

m 

(3.2) ( IIAuil k,p + J.=I
1
/IBJ. ull / ) 2m+k-m j-1 :p ,P 

pour lsl = 2m+k. 

et 

u ' 
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Pour simplifier on pose Au= f(x,t) et B . u = <P· (X) ; 
J J 

pour démontrer les inégalit~s (3.2) on utilise la "formule de 

représentation" (2.36) : 

B . B 
D u(x,t) = D v(x,t) + 

pour I B 1 = 2m+k • 

m 

I 
j=l 

(DB K.) 
J * (x) 

a) Majoration de !IDS v Il 
O 

,P : grâce à ( 2. 34) on a 

evec J o: 1 = 2m ; 

on en déduit grâce au lemme 3.1, l'inégalité 

( 3. 3 ) 

b) Majoration de ll(D 8 K.) 
J 

* /,. li """J i O p 
(X) ' 

le même raisonne-

ment qu'am point a) i) de. la démonstration du·théorème·2.2 montre 

que l'on peut exprimer (DS K.) ><- "' . ' l'aide des noyaux a 
J (X) J 

K. et l'on obtient A lemme 2.2 la majoration suivante grace au J,q 

( 3. 4) Il (DB K. ) ~ w Il '~ 
J (X) j O ,P 

où l'on a posé 

dx dy p 
) 

1/ 

On a grâce au théorème 1,1 et à (3.3) la majoration 
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\1 Au Il avec 
k,p 

IYl=2m+k-m.-l 
J 

et les inégalités (3.2) résultent de (3.3), (3.4), (3,5) • 

C.Q.F.D. 

2 - On donne les estimations a priori dans le cas du demi-espace 

et des coefficients variables. 

A présent A est un opérateur elliptique d'ordre 2m à coef-

ficients à valeurs complexes et les B. 
J 

sont m opé-

rateurs-frontière d'ordre m. ~ 2m-l respectivement, à coeffi
J 

C ].• e nt s C 00 (= n - l ) ' 1 1 ~' a va eurs comp exes. 

On fait les hypothèses suivantes 

( I) SJ.. ( O) n-1 Ao P = X , ~- ffi , S J. désigne la partie homogène 

de degré 2m de A, alors A0 (P,D) est proprement elliptique. 

(II) Si 0 désigne la partie homogène de degré de B. B. m. 
' J J J 

alors le système { )m A.
0 (P,D) p (x,o). B~(x,D)J· recouvre avec = 

J J=l 

On p.:>se I ( R) = { P = ( x ,t) E !'.R11 
, x <,;::. !Rn-l , t > 0 , 1 pj < R } 

On démontre le 

Théorème 3. 2 Il existe r 1 < + .oo tel que pour toute 

à support dans I < r) , avec Au et 

B.u ~ ~r2m+k-mJ·-l/p (mn-1) , ~, u, k=0,1,2, ••• , ~J:t un élément de 
J p 
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l'inégalité suivante ayant lieu 

m 

( 3 • 6 ) flul\2m+k,p ~ cfJ!Aullk,p + .LIIBjul'2m+k-m.-l/ ,P +\I uilo,p} l J =.L J p ., 

où la constante C ne dépend pas de u • 

Démonstration • On démontre d'abord l'inégalité (3.6) pour 

U ,,...,._ Wp2m + k (ron+ ) . 1 ,,. ' 3 1 .,. t ,.,,_ µ, • On applique e theoreme • aux opera eurs 

et on a donc 

m 

(3.7) fi u lkm+k,p ~ c {flr lk,P + )
1 

ll~j Il 1 
2m+k-m. -1/ ,P ( 

J p .J 

avec 

<p.= B~(O,D)u(x,O) = B.(x,D)u(x,O) 
J J . J 

- R.(x,D)u(x,O) 
J 

où L = A - Ao et R. = B. 
J J 

j==l, ••• ,m 

On vérifie facilement les inégalités suivantes 

!IL(P,D) u llk ,P !lu!! 2m+k-l ,P 

IIRj(x,D)u(x,o)ll 2m+k-m.-l/ ,P ~ C3 /lull2m+k-l,p 
J p 

Il [ Bj(O,D) - Bj(x,D) j u(x,O) If 2m+k-m .-1/ ,P 
J p 

, j=l, ••• ,m 
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j=l,2, ••• m 

d'où grâce à la proposition 1.5, on dêduit de (3.7) : 

On choisit tel que pour et on 

a (3.6) pour k=O,1,2, ••• 

Pour achever la démonstration du théorème il suffit de dé-

montrer le lemme suivant de régularisation. 

Lemme 3.2 ; Si à support dans '}: (r) est telle 

que et alors 

Démonstration On utilise l'inégalité (3.6) pour k=O· et la 

méthode des quotients différentiels : 

u(x,t) 
i,h 

u(x 1 , •• ,x. 1 ,x.+h,x.+ 1 , •• ,x_ 1 ,t)-u(x 1 , •• ,x., •• ,x ,t) 
= 1- 1 1 n- - 1 n-

h 

Pour h assez petit et i=l,2, ••• ,n-1 , ô, hu a son support 
l. ' 

dans I (r) et par conséquent on a : 

Il t. • hu 112 i, m,p 

m 

{ 
1 ! 1

1 
" 11 l' ~ C i At.. hu,11 + l, i B.t:,. hui:2 1 1/ + 

J. , , p j = 1 J 1 , m + -m j - p , p 

( 3. 8) +Ht.. hu/1 l 
i' . o ,P J 
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Majorons les termes de droite ; on vfrifie aisément les inégalités 

tlB.ô. hu - ~- hB.u!l 2 1 l/ J 1 , 1 , J · m + -m . - , p 
J p 

~ c II u 11 
2m,p 

j=l, ••• ,m 

les constantes étant indépendantes de h • 

On obtient alors de ( 3. s·) 

m 

~ C ~ flAu li + l 'l ,p 
I IIB .u I! / • .J 2m+l-m. -1 ,P J=l - J p 

+ UuU \ 
o ,P 5 

et donc A bl b .,, d wp2m(mn+) • u. u demeure dans un ensem e orne e ~• 
1,h 

Comme w;m(~~) est réflexif (car 1 < p < +w) on en déduit fai-

s ant h ---::, 0 que 

i = l , 2 , ••• , n -·l 

Comme l'opérateur A est elliptique et Au G w!<m!) on en d~duit 

que 
et donc 

3 - On démontre quelques estimations dans 

aux 1 im i t es , c • à • d • " à l ' in t è ri eu r " • 

C.Q.F.D. 

L sans conditions 
p 

On commence par le théorème suivant analogue au théorèms 3.1, 

où A est un opérateur elliptique à coefficients constants, comme 

dans 1. 
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Théorème 3.3 Si l 4opérateur A vérifie l 'h:, pothèse ( I) de 

l'exposé II.l 'Sl et si u ( P) est nulle pour 

IPl 7 l alors on a l'inégalité 

si de pl,us 

galit é 

(3.10) li Au 1/k • ,P 

Démonstration Il suffit évidemment de démontrer (3.9) po ~ 

co(· n) 
U('fC IR et mtme, grlce à la propriété du support de u , 

il suffit de vérifier les inégalités 

(3.11) Il D 8u Il ~ C Il Au Il o,p o,p pour lei =2m. 

Il suffit alors d'observer que u = E * Au et d'appliquer le 

lemme 3.1 pour avoir (3.11). 

Pour démontrer l'altre partie du théorème il suffit d'uti-

liser la méthode des quotients différentiels. 

C.Q.F.D. 

Soit à présent A un opérateur elliptique d'ordre 2m à 

coefficients C
00

(ITTn) à va1eurs complexes. A l'aide du raison-

nement utilisé dans la démonstration du théorème 3.2 o~ peut 
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déduire du théorème 3.3 le théorème suivant. 

Théorème 3.4 Il existe ri (+ 00 tel que pour r ~ r 1

1 toute 

U r---wp
2m (1Rn} 11 _ nu e pour 

l'inégalité suivante ayant lieu 

(3.12) 

où la constante C ne dépend pas de u. 

4 - On peut établir les estimations a priori dans Lp(Q) avec 

Q ouvert borné et "très rêg ul i er II de Rn ; on note x le point 

générique de œn • 

I 
lo:!~2m 

est un opérateur elliptique d'ordre 2m à coefficients C
00

(Q) 

à valeurs complexes ; on fait sur A l'hypothèse suivante 

{I) pour chaque x E. r , A0 (x,D) est proprement elliptique, 

c.à.d. A0 (x,D) est elliptique dans TI' et pour chaque i:; <=-~ Rn-{o) 

parallèle à r dans x, et chaque u E Rn-{O} normal à r 

dans X le polynôme a m racines 

k=l, ••• ,m avec parties imaginaires positives. 

Si r est connexe l'ellipticité de A et la continuité des 
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coefficients entraînent que si la condition (I) est vérifiée en 

un point X cS. f 
0 

alors elle est vérifiée pour tout X ~ f • 

Si A vérifie la condition (I) on dit que A est propre-

ment elliptique dans ~ ; comme on l'a observé dans l'exposé II, 

Remarque 2.1, la condition (I) n'est une restriction seulement, 

que lorsque n = 2 • 

B.= B.(x,D) = l b. (x) Dµ 
J J 1 µ r $ID • J µ 

J 

j =l, ••• ,m 

0, 

sont m opérateurs à coefficients C ( r) à valeurs complexes 

d'ordre m. ~ 2m-l , qui sont dit q n op êrat e urs-front ière". On 
J 

fait sur le système l'hypothèse suivante 

(II) Les B. , j=l., ••• ,m, recouvrent 
J 

A, i.e. pour chaque 

x E r , le système 

c.à.d. pour chaqud t E mn~{o} parallèle à r dans x et cha-

n· 
que u E. lR - {o} normal .à r dans x , les polynômes 

B~(x,l;;+-ru) = B?(,) , j=l,. •• ,m sont linéairement indépendants 
J J -

modulo le :polynôr:1e 

m 

A+(,) = k~l (,-À:(Xo\t;,u)) • 

Si l'on pose 
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m 
A-(T) = TI (T-À;(xi;f.:,<) 

k=l 

il est facile de vérifier que les polynômes 

sont aussi linéairement indépendants modulo A-( T) • 

On démontre le théorème suivant 

Théorème 3.5 Sous les hypothèses (I), (II), si 

alors U' ..-:::._ wp2m + k ( n. ) t 1 ' . ., 1 . t ., . t 1 . ~ " e inega 1 e suivan e a ieu 

/ 

Il ul12m+k,p,; C pAul~,P + 

m ,, 
Il u Il ( 

'O p ( 
' ) 

où la constante C ne dépend pas de u • 

Démonst rat ior En utilisant les propositions 1.1, 1.2 et 1.5 

on se ramène par cartes locales au cas du demi-espace et on ap-

plique. le théorème 3.2, ou bien on se ramène au cas de Rn et 

on applique le théorème 3.4 • 
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IV - FORMULES DE GREEN- • 

La démonstration des formules de Green réduit le problème 

au cas d'une demi-boule fermée l <;.fR~ où l = tp = (x,t) ; 

IP\ < R • t > 0}. On va donc commencer par ce cas. 

l - Soient 

= I JJ • 1 t.1 ~m • 
n J 

JJ =(µ',JJn) 

b. (x) Dµ' 
J JJ X 

j=l, ••• ,m 

des opérateurs dHinis sur è!1I = [P € I ; t • o}; on hit les 

hypothèses suivantes 

(i) les coefficients sont à valeurs complexes ; 

(ii) pour j=l, ••• ,m on a m. ~ 2m-l • 
J 

Introduisons les définitions suivantes 

Définitic.,n 4.1 On dit que le système d'opérateurs 

est un système normal dans èl
1 
l si les opérateurs - B. 

J 

les conditions (i), (ii) et 

(iii) pour i ~ j on a m. # m. ; 
- l. J 

( i V) si µ = {o .•••• o,m.) • alors on a b. (x) .1. o. 
• J JJJ r 

vérifient 
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On dit que le système d'opérateurs f~·}2
m 

\.. J j=l 

est un système de Dirichlet d'ordre 2m ~ ô1 I s'il est nor-

mal et si m. = j-1 , 
J 

.... ou m. 
J 

est 1 'ordre de .11). ' j 
J 

=l, •• • , 2m • 

De la définition 4.2 il découle que les opérateurs peu-

vent être écrits de la manière suivante 

j-1 

(4.2) .j)_. =-e .. 
J J J 

+ I 
h=l 

e. 
Jh 

j =l,. , • , 2m 

avec e .. 
JJ 

fonctions tl, 0 de et e. 
Jh 

opérateurs tan-

Proposition 4.1 ( 'm .• B. { . 
1

est un système normal dans l. JJJ~ 

existe un système normal dans f B .. l ~ l Jj.J= 

f Jm U ) C, . _
1 \ J J--

soit un système de Dirichlet d'ordre 2m si l'on nu• 
mérote les opérateurs dans un ordre correct. 

En. effet il .suffit de :prendre 

µ. 
C = D J 

j t j =l, ••• ,m 

de façon que les 2m nombres m . , µ . , j =l , ••• ,m 
J J 

parcourent l'in-

tervalle fo,2m-1J 

Proposition 4.2 

pour chaque système 

de ~ • 

Si [{l). )2m est un système de Dirichlet, alors 
. J Jj =1 

(~.]
2m · de fonctions de C

00
(~

1
I) il existe 

( J j =l 

(1) Un opérateur qui contient seulement des dérivées en x est 
dit "opérateur tangentiel". 
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-
1,1ne fonction v cs C

00

( l) telle g_ue 

j =l, ••• , 2m • 

En utilisant (4.3) on voit que les dérivées en t de v sont 

déterminées par les identités 

QI 1 
tjJl V = = 

E\1 

D ( c/> 2 e21 tjJl) V = -t 

....... 
D2m-l V = ( ,h 

t 'i'2;:n 

2m-2 
I e 

h=l 2m,h 

1 
tjJ = 

9
22 

2 

1 
1jl h),,., 

"'2m, 2m 
= ; 

il est alors facile de trouver une fonction v E c""(Î) qui 

vérifie les identités (4.3) et on voit aisément que g). V = c/>• ' 
J J 

j =l, ••• , 2m • 

Proposition 4.3 Si 

Dirichlet, alors on a 

J 

(4.4) j=l, ••• ,2m m'!I = I /\. .f1) 
J s=l JS s 

(4.5) j=l, ••• ,2m ~- = t /\,# 3># 
J s=l JS s 

.... /\ .. # 00 

( ù1I) ou et A .. sont des fonctions -:;. 0 de C et les 
JJ JJ 

i\s et /\~ sont des opérateurs tangentiels d I or lire~ j-s ... 
a 

JS 

coefficients c"" (D
1

I) . 
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Démonstration Il suffit de vérifier (4.4); il suffit même de 

# j-1 prendre :J>. = Dt J 

# :]_)_ = 
J 

et 

( 4. 6 ) h-1 D t 

alors on obtient 

où 

= 

-#A .. = G .. 
J J JJ 

j 

1 
h=l 

j 

I 
s=l 

r .. 
JJ 

' 
j=l, ••• ,2m ; en effet si l'on a 

J # 
I h-1 

(9j h Dt j =l, ••• , 2m 
h=l 

h 

I rhs 
JI} h=l 9 ••• , 2m = 

s=l 
s 

e# 
J 

e# h 
h-1 I I r ;!) Dt = jh 

h=l 
jh 

s=l 
hs s 

,\ . c!l> j =l, ••• , 2m 
JS s 

est une fonction de et 

/\ . 
, 'JS = ... est un opérateur tangentiel d'ordre 

h=s 

On va donc montrer (4.6) par récurrence. 

Pour h = 1 (4.6) est vraie. 

Supposons que (4.6) soit vraie pour h < k ~ 2m et démon-

trons (4.6) pour h = k. De (4.2) on déduit 

k-1 

A k-1 (;[; I A h-1 
Dt = Dt ·- kk k h=l 

..___ kh 

k-1 h 

= g; I e I rhs ::!> 
k h=l kh s=l 

s 

k-1 

( 
k-1 

rhs) = :D I I E> ():; 
k s=l h=s kh s 
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et on a donc 

k-1 

(:I ) k-1 1 :t> 1 I G)kh 
r ;:}) Dt = -

Œi) k e s=l hs / s 
kk kk 

C,Q,F,D, 

2 - On va étudier certaines généralisations des formules bien 

connues de Gre~n. 

Soit A = A( P ,D) = t 
t L 

::: 

1 a\f2m 

- I 
1 a 1 +an~ 2m 

a= (a' , a ) 
n 

a' 
a (x,t) D 

a X 

a 
D n 

t 

un opérateur différentiel défini dans I ; on fait les hypothè-

ses suivantes 

( i ) les coefficients a ( x,t) E c00

(f) E.t sont à valeurs com
a 

plexes 

(ii) A est elliptique dans Î 

Soient u et v deux fonctions de C
00

(Î) , nulles dans un 

voisinage de 
\ 

t>o' \,. l ... ' - a ors, grace a 
) 

(i) , en intégrant par parties on obtient 

(4.8) J/ u 

- I J / 0 (x,t) 
Dau( x,t) v( x,t) dx dt V dx dt -

lal~2m 

(-l)la'I J n:n a:' = 
'!+ I u(x,t) D (a (x,t) v(x,t)) dx dt 

le( c,. t2m X a 
n I 
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= 
a' 

D (a (x,t) 
X a 

dx-+ 

a -1 (;(' 
D n u(x,t) Dt :b'x(ae<(x,t) v(x,t))dxdt-:-

t 

u(x,t) DCl.(a (x,t) v(x,t)) dx dt+ 
a 

V (X, t )J-
t =0 

dx 

.._ 
ou 

1 

N 2m-s+l V = 1 1 
Ci -s f. 

\' (-1) a -s D n DÇi(a-.,..,(x..,.•T'l•t"""') v(x,t) 

1 

l t X a ' 

Des hypothèses ( i) 

al~2m 

et at1Îi) il découle que le système ~N2m-c::-J v,i1l 
l J s:;; 

est u~ système de Dirichlet. 

On pose 

A' v = l (-~lai 
1 G. i ~ 2m 

a 
D (a (x,t) v) 

a 

et on dit que A I est 1 1 adjoint formel de A car on a 

dx dt = pour 

Si l'on se donne un système dîopérateurs 

les hypothèses (i) - (iV) de 1, et si est un système 

normal dans o, I tel que soit un système 
.J.. 

de Dirichlet (si l'on nuBêrote les opérateurs dans un ordre correct) 
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s 
== I 

p=l 
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, alors, grâce à la prop.4.3., on a• 

;\ 
sP 

:D 
p s = 1, ••• , 2m • 

En observant que u(x,O) et v(x,O) sont à support com-

pact dans et en notant /\.' s p l'adjoint formel de 
( 1 ) 

/\s P , 

on obtient 

(4.10) Il Au v dx dt - Il u 
A' V dx dt = 

2m 

j = I [D:-l u(x,t) N2m-s+l v(x,t)] dx 
s=l 

V1 l 
· t=o 

2m 2m 

j [1-00 I u(x,t)]t=o t ' 
[N2m-s+l V ( X 9 t 1 dx = f,,s P 

p=l S*P 
é)l I 

On vérifie aisément que le système d'opérateurs 

2ni 

= 

= A N + 
pp 2m-p+l 

N 2m-s+l 

2m 

I 
s=p+l 

l 

/'\ 
sp N 2m-s+l 

pp 
(x) a( )(x,O) Dt2m-p + 

o, ••• , o, 2m 

2m-p 

+ 1 
j =l 

6) 
2m-p+l, j f = 1, ••• , 2m, 

t=o 

avec /\ (x) pp fonction ~ 0 de C
00

(ù 1 I) , a( ) (x,O) o, ••• , o, 2m 

( 1) A' s P est défini par l'identité 

fvI"sp 
-cp iµdx = f cp A' 1/J dx 

I sp 
oo l è)l 

pour cp t 1/1 C ( o 1 I ) nui 1 es au bord. 
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grâce à ( i ) et ( i i ) , et Cl . 
"""2m-p+ 1 , J 

opérateur tangentiel d'ordre ~ 2m-p+l à coefficients C
00

(0 1 I), 

est un système de Dirichlet d'ordre 2m. 

Si l'on note B! 
J 

les ,ti' 
2m-P+l 

qui correspondent aux 

= c. et C ! les - .$' 2m- p+l 
qui correspondent aux B. 

J J J 

on a la formule de Green suivante 

h A u V dx dt -f u A' v dx dt = 
. I 

(4.11) 
= 

2m 

J ~ l [ID, 1 u(x,t) J})' v(x,t)] dx 
j =l 

2m-P+l t=o 
1 

= 

m m 

I 
J ", l 

C. u B'. V dx - I J B. u ~ dx 
j=l J J j =l I J • 0 J 

l 

de la const:tuction faite il découle que si c. 
J 

est d'ordre µ. , 
J 

alors B! est d'ordre m! = 2m-µ.-l et 
J J J 

2m-m.-l , j = l, ••• ,m. 
J 

C ! e s t d ' ordre 
J 

3 - On peut étendre les résultats précédents aux opérateurs A 

et (B.~m considérés dans l'Introduction (v. exposé I, 2 et 
', J / . 
'· ; J =l 

aussi exposé III,4). 

Définition 4.3 0 d ·t 1 ' ' .,. ..... n i que e systeme d operateurs-frontieres 

f B. Îm est un système normal si l Jjj=l 
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(ii) r est partout "non caractéristique" pour chaque B.,~ 
J 

d. pour chaque j = l, ••• ,m et chaque x Er le polynôme ca-

ract éristique 

l. b. (x) uµ 
IJJl=m. J]J 

J 

0 

B. (x,u) = 
J 

est ~ O pour u ~ rRn-{O} vecteur normal à r "'u1 point x • 

Définition 4.4 On dit que le système d'opérateurs-frontières 

( i) 

(ii) 

est un système de Dirichlet d'ordre 2m si 

{
}D. 12m 

J \ j =l 
est un système normal 

J 

rn . = j -1 , j = 1 , • • • , 2m • 
J 

On peut démontrer le théorème suivant. 

Théorème 4 .1. a) Si 
[

B.)m est un système normal il existe 
J j j=l 

un système normal Je ·lm tel que l J j=l 
{

B }m )c \m soit un 
j j =l U ( j J j =l 

système de Dirichlet si l'on numérote les opérateurs dans un or-

dre correct. 

b) Si 

pour chaque système 

[rojJ::l 
( qi ( 2m 

l J J j =l 

est un système de 

de fonctions de 

une fonction v ~ C
00 

( Q) telle que 

Dirichlet, alors 

C
00

( r) il existe 



$J. V = 
J 

c) Si 

Dirichlet d'ordre 

# 
J)j = 

ai. = 
J 

où f\ .. 
JJ 

et 
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cp • j = 1, ••• , 2m. 
J 

f ;li. ( 2m et { ff(2m sont 
(_ J) j =l L J) j =l 

2m, alors on a 

j 

I A. :f) .. 
J = 

s=l JS s 

j 
# ··•7--t· 

I /\. {li j = 
s=l JS s 

sont des fonctions :-/: 0 de 

deux systèmes 

1, ••• , 2m 

l, . .. , 2m 

C 
00

( r) et les 

de 

=Ir A. . J s 

et A. sont des opérateurs différentiels tangentiels à r (l) 
JS 

d'ordre~ j-s • 

d) Si (~_) 2m est un syst~me de Dirichlet.d'ordre 
Î 'J(j=l 
\ .1 

·2m, alors pour chaque système 

il existe v <S-.. w2m+r(n) telle que 
p 

w2m+r-j+l-l/p (r) 
p 

J = 1, ••• , 2m, 

1 'applicat io,E_ cf> • l . /1/v--> 
[ 

', 2m 
V étant continue de 

2m 

TI 
j =l 

J j j =l 

w2m+r-j+l-l/p (r) 
p dans 

non entier lorsque p :-/: 2 • 

w2m+r ( n) 
p , r réel 7 o, 1 

r - p 

Pour démontrer les points a), b ), c) il suffit de se ramener 

(1) Un opérateur défini sur r et qui opère de C
00

(r) dans 

C
00

(r) est dit "opérateur tangentiel à r" 
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par cartes locales à la demi-boule l et d'utiliser les propo-

sitions 4.1, 4.2, 4.3; pour démontrer d) grâce à c) il suffit 

de considérer le cas a,>. = y. 
1 

, j=l, ••• ,2m ; alors, du thêo-
J J-

r èm e 1 , 1 , on dé d ui t 1 e r é s u1 t a t . 

00 -
Si u,vEC (rt) posons ( u, v) = t u V dx , 

Définition 4,5.: Si A est l'opérateur défini dans Q par 

A = 

alors on dit que 1 1 opérateur défini dans 5l par : 

(4.12) 

est l'adjoint formel de A. 

Il est facile de vérifier que A est elliptique si et seulement 

s i s on adj o in t forme 1 A ' e s t e 11 i pt i q u e • 

On a le théorème suivant 

Théorème 4,2 Etant donné l'opêrateur A et le système normal 

(B. {m il existe un système normal 
l J) j =l 

t ème ~ B . lm U ~ C - lm 
l JJj=l / JJj=l 

soit un système de Dirichlet (si l'on 

numérote les opérateurs dans un ordre correct), et deux systèmes 

normaux fB' . lm et 
{ J) j =l ,, 
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soit un système de Dirichlet (si l'on numérote les opérateurs dans 

un ordre correct). de façon que pour chaque 
00 -

u, V E. C ( Q) on ait 

la formule de Green suivante 

(4.13) ( Au, v) (u, A'v) = 

m 

Î J B. u = I t c. u B! V d (J c~ V d (J 

j =l J J j=l r J J 

Par cartes locales on se ramène à la formule (4.11) dans l . 

Dêfin it ion 4. 6 On dit que le système normal d 1 opêrateurs-fron-

tière est adj oint au système relativement à A 

[ et à la fornule de Green ( 4 .13)] s'il existe deusr systèmes nor-

maux tels que pour chaque u, v E c00

(n) 

soit valable la formule de Green (4.13). 

Corollaire 4.1. Etant donnês A , le système normal r B · lm l J j=l 

on a B. u = 0, J = l, ••• ,m si et seulement si 
J 

(A u, v) = (u, A' v) 

pour chaque v ~ C~(p) vérifiant B ! v = 0 , J = l , ••• ,m , 
J 

... ou 

\B!lm 
l J) j =l 

est un système normal adjoint au système relat i-

ment à A et à la formule de Green ( 4 .13) 

Démonstration La condition nécessaire est triviale ; pour montrer 

• 
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que la condition est suffisante on remarque que 

m 

I I B . 
j=l r J 

pour toute V telle que 

de prendre V telle que 

u C ! V 
J 

B! V = 
J 

C ! V = 
J 

d 

0 

B 
J 

0 = 

' J 

u 

0 

= 1' •.•• ' m ; 

, J = 1, ••• m 

il 

et 

suffit alors 

B! V= 0 
J 

Remarque 4.1.: Un problème que l'on étudiera est la gén€ralisa-

tian de la formule de Green à des fonctions u, v dans des es-

paces convenables de type Sobolev. 

Il est immédiat de voir que l'on peut prolonger (4.13) par conti-

nuit ê à u ~ w2m ( n) 
p 

et avec 1 + l = 1 • En effet p p' 

s 1. 1 ' ordre de C . e s t l-l • , a 1 ors 1 ' o rd r e d e B ! est 2m - µ • - 1 
J J J J 

et l'ordre de C! est 2m - m. - 1 J = 1, ••• ,m ; on a donc 
J J ' 

2m-m. -1/ p 
m.+1/ 

B. u ~ w J ( r) et C ! V€_ W J P(r) et les intégrales 
J p J p' 

J 
B. u C! v da , j = 1, ••• , m sont bien définies et dépendent 

J J 
r 

continûment de 

\,\ .+1/ 
' J p 

~w' (r) p 

Ir 
C. u B! V d 

J J 

continûment de 

u 

et 

cr, 

u 

j 

et V 

c. u -G: 
J 

d'une façon analogue on a B! V 
J 

w2m - ~•. -1 / P ( r) p ,) et les intégrales 

E. 

= 1, ••• ,m, sont bien définies et dépendent 

et V • 

On verra d'autres prolongements dans l'exposé VIII • 
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Définition 4. 7. Le problème aux limites est dit 

problème adjoint formel [relativement à la formule de Green (4.13Ù 

a u pro b 1 ème aux 1 im i t e s 

de A et si le système 

B. ( 
J j 

)B!}~ l J. J =l 

S1 A' est l'adjoint formel 

est adjoint au système 

relativement à A [et à la formule de Green ( 4, 13 )] 

On voit que le système )B!lm dépend du choix du système 
l J)j=l 

et donc il y a une infinité de systèmes [B!Jl~ adjoints 
t__ J J =l 

Définition 4.8.: Deux systèmes normaux 

dits êquivalents si:i pour- chaque 

--#-

N. V - 0 (j 
J 

' = 1, •• ,m 

sur r entraîne N. v = O, j = l, ... ,m et réciproquement. 
J 

Proposition 4.4.: Si deux systèmes normaux 

sont êquivalents et si µ. 
J 

est l'ordre de 

dre de N7 on a la représentation 
J ' -

m 

(4.14) N~ = I A N I \ • 
J s=l JS s 

où 
-# /\ pour µ. > µ est un opérateur 
J s ' js 

::::¾ # 
' r d'ordre a -~ µ. - µs ' 

pour µ. == µ s ) J J 

'f: 0 de 
00 .# 

C (r), et pour µj < µs Â. - O • 
J s 

/ \ 

}N. !m et 
l J J j =l 

N. 
J 

J = 

et 
.::;t-L:.· 

µ. est l'or
J 

1, ••• ,m 

différentiel tangentiel 

/\ . 
JS 

est une fonction 
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Remarg_ue 4.2. Il est fac ile de vérifier qu'à chaque opérateur 

du premier système correspond un opérateur du même ordre dans 

l'autre système. 

Démonstration.: On complète }N.lm dans un système de Dirichlet 
l J J j =l 

on a, grâce au théorème 4.1, c), la représentation 

2m 

Nfr = 
J 

On va démontrer que si 

A,. = 0 
JS 

supposons que ;i) 

I j = l, ••• ,m 
s=l 

' t d f 11- ) 2m n e s p a s un es ) 1~ • > 
,,__ Jj j=l 

e.lors 

s 
ne soit pas un des ) N,}m 

l J, j =l 
et que 

/\ j s :f; 0 , a 1 or s i 1 ex i s t e g E C 
00 

( r ) t e 11 e q_ u e /\j s g ~ 0 • 

Grâce au théorème 4.1, b), il existe v E c-(~) telle que 

Mais comme 

;;}). V = 0 
J 

:.J) s V = g 
et 

N. V = 0 
J ' 

d'où la contradiction. 

donc 

j = 

j ~ s 

-#7-
on a N. V = A. g f: 0 

J JS 

1 , ••• ,m , on doit avoir N-°7 V = 0' J 

Proposition 4.5 : Tous les 

C.Q.F.D. 

systèmes adjoints au système (B.Îm l JJ j =l 

relativement à A [et à la formule de Green (4.13)] sont êquiva-

lents. 

Démonstration. Soient 
{ B !Jr~ 

J J =l 
et 

l
f B'! lf~ deux tels systèmes ; 

J J=l 
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Supposons que v <f C<:IC(Q) et 

le corollaire 4.1 on a 

B ! V = 0 
J 

, J = 1, ••• ,m, alors par 

(Au, v) = (u, A' v) 

pour chaque u G C (n) telle q_ue B. u = 0 
J 

sur r , j = 1, ••• ,m. 

Mais il s'agit d'une condition nécessaire et suffisante pour que 

B '! v = 0 
J 

donc les deux systèmes et 

j = 1, ••• ,m 

\B'! )m sont équivalents. 
\ J ( J. -1 
( j -

C.Q.F.D. 

4 - Soit A un opSrateur proprement ellif~ique dans Q d'ordre 2m 

et soit 
/ ', 

IB. im un système d'opérateurs-frontière qui recouvre A 
( J _1 j =l 

(V• exposé III. 4) si de plus JE.lm 
t J J j =l 

est m système normal, alors 

on peut parler d'un probl~me adjoint formel {A' , B j} 
Il est trivial de vérifier que A' est proprement elliptique 

dans Q ; il est naturel de se demander si un système (B !}m l J j =l 

adjoint au système JB. lm 
i J / . 1 
~- ) J = 

relativement à A [ et à la formule de 

Green ( 4 .13 )] r ec ouvre A' pour pouvoir appliquer a u problème ad-

joint . formel {A', BJ} les estimations a priori du théorème 3.5. 

On a le théorème suivant 

Théorème 4.3. Le système normal ;B. ( }m 
l___ J j=l 

recouvre A s 1. et seulement 
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si chaaue système normal 
[
B!)m adjoint au système 

JJj=l {
B. lm 

JJj=l 

relativement à A [et à la formule de. Green ( 4 .13 )] , recouvre A'. 

Avant de démontrer ce théorème il nous faut établir quelques 

sultats préliminaires et rappeler quelques notations. 

,,,. 
re-

Si E;, G: Œn- {o} est un vecteur tangent à r au point x , s 1 

u ~mn -{o} est un vecteur normal à r au p o i nt x et s 1 

0 0 

laÎ=2m 
(E;,+îU)a on pose A ( î) = A ( x-; t;;+ î u) = a (x) 

a 

= 

A+ ( î) = 

= 

0 

2m 
}: C . (x;E;,,U)î 
i=o 2m-i 

m + 
II ( î-À (x;E;,,u)) 

k=l k 

m 
II ( î-À; ( x; E;,,u)) 

k=l 

B. ( î) 
J 

= t 
jµ]=mj 

b. (x) (E;,+îu)µ 
Jµ 

J_ 

j = l.,.• •• ,m 

On a A+ ·( î) = ( -1) m - ( } A x;-E;,,u;-1.- et donc, comme on l'a 

déjà observé dans l'exposé III.4, si les polynômes 
0 

E. (T) 
J 

j - l, ••• ,m sont linéairement indépendants modulo A+(T) ils 

sont aussi linéairement indépendants modulo A-(~) • 

On pose 
B. = 

J I 
jµ 1~m. 

J 

et on a la proposition sùivante 

Proposition 4.6. Le système 

J = 1, •.• ,m 

{
B. )m recouvre A 

J _j j =l 
s :i, et seule-
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1":B".1~ recouvre A' 
;,. J _) J =l 

C' 0 
Il suffit d 1 observer que A'' = 

Proposition 4.7.: Si le système normal recouvre 

alors chaque système normal équivalent recouvre A • 

A ' 

Démonstration 
( =--#·, 

'Si · B. (m est un système normal équivalent au l J Jj =l 

système normal 

(4.14) • Soit 

(B.
5
lm , on peut lui donner la représentation 

l J j =l 
0 

/\. 
JS 

1~ partie homogène de degré 
._/./.. ·-n·· 

m. - m 
J s 

de 

1 'opérateur A. et 
0 

,1\. ( 0 le polynôme correspondant ( il s 'a
J S JS 

git d'un polynôme en I; parceque A. 
JS 

est un opérateur diffé-

rentiel tangentiel à r !); on a alors les formules 

m 
#0 

B. ( -c) 
J 

= I 
s=l 

0 

B ( T) 
s 

J = l, ••• ,m 

où la matrice Il A' 0 'I /\ (i;)i. est inversible car il s'agit 
js 

d'une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale prin-

c ipale sont des fonctions 'f O de C
00

( r) • 

m 

I 
j=l 

Puisque 

-=# 0 

À. 
J 

B. (-c) 
J 

= 

m 

= I 
s=l 

0 

0 

B ( -c) 
s 

recouvre 

m 

I 
j=l 

m 

I 
j=l 

À. 
J 

À. 
J 

A on a 

m 
0 

I /\ . 
JS 

s=l 

0 

B ( -c ) 
s 
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m o 
si et seulement si l À. /\. ( s) = 0 , s = 1, ••• ,m 

j=l J JS 

mais alors À =,,,=À =O 
1 m 

C.Q.F.D, 

Démonstration du théor~me 4,3,: Grice aux propositions 4,5; et 

4. 7. il suffit de démontrer q_ u'~ s:,rst ème 
{

B! 1~ adjoint au 
J ;J=l 

système relativement à 
·r 

A Let à la formule de Green 

(4.13,) recouvre A' ; et grâce à la proposition 4.6 il suffit 

de démontrer que recouvre A. 

Le problème ét~nt de caractère local on peut pa= cartes lo-

cales se réduire au cas de la demi-boule I et on peut 

alors se servir de la formule explicite (4,10) • 

Dans le cas de P = (x,O) ~ d1 I 

et u -· (0,,,, ,o, '() ) ; soit alors P fixé et soient aussi fixés 
n 

avec et u = ( 0 , , , • , 0 , -1) 

Considérons les polynômes suivants (cf,(4,10)) 

= polynôme caractéristique de l'opérateur .l) 
p 

-- 0 
~' (,) = polynôme caractéristique de l'opérateur :;/)1 
=2m-p+l 2m-p+l 

0 

N2m-s+l(,) = polynôme caractéristique de l'opérateur N2m-s+l • 

Rappelons aussi les formules (voir proposition 4,3) 
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n-1 
h 

,,l) s 
Dt = I Âhs 

s=l 

(4.15) 

p 
;\# n-1 

~p = I ]t 
n=l 

Pn (4.16) 

S1 l'on pose ensuite 

0 

Â hs ( t) = polynôme caractéristique de l 'opêrateur différentiel 

tangentiel l r A 
ns 

t/! 0

(t;) = polynôme caractéristique de l'opérateur différentiel 

tangentiel à 

on a les formules Puivantes: 

(4.17) 

h 

(4.18) h-1 , 
T = l 

s=l 

(4.19) 

p 

I 
s=n 

/\-# o ( ) /\ or ) = 
ps t sn'~ 

0 

en observant c..,ue /\ ' ( ~) sp 

2m 

ô 
Pn 

0 

.Q) ( T) 
s 

T 
n-1 p =l, ••• , 2m 

h =l, ••• ,2m 

1 ~ n ~ p ~ 2m ; 

on a aussi 

O• 

(4.20) !b'2m-p+l(-r) = I 
0 0 

( -1 ) s -P /\ ( ~) N ( T) 
sp "' 2m-s+l 

, p =l, ••• , 2m • 
s=p 

Il est évident que le système recouvre A si et seule-

ment si l'hypothèse suivante 

(a) Soient À1 , ••• ,À 2m des nombres complexes, avec À = 0 Sl. 
p 

p est tel que ;J) 
p 

est un des B., j=l, ••• ,m et tels que 
J 



2m 
I 

P=l 

entraîne À = p 

Si l'on pose 

(4.21) w = n-1 

0 

(4.22) .:1) ( w) = p 

alors on a grâce 

0 p 
.1) ( w) = I p 

n=l 

p 
= I 

s=l 

et grâce à (4.20) 

2m 

I 
p=l 

À 
p 

Grâce au fait que 
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--·o 
À ' :,1) 2m- P+l 

( î) : 0 
+ mod. A ( î) 

p 

0 , p = 1, •• • , 2m • 

n 

1 À (-l)n-s 
0 

/\ ns ( f; ) 
s=l s 

n =l, ••• , :am 

p 
(-l)n-1 I w p =l, ••• ,2m 

n=l 
t-/! °( ç;) n-1 

.... a (4.19) 
n 

;:#o ( _1 ) n-1 I À (-l)n-s,i\
0 

(ç,) 
/\pn ( ç;) s ns , 

s=l 

À ( -1) s -1 
p ::1,/: 0 

An\ ( ç;) I f\n ( ç,) s n=s 

2m 

I 
p=l 

À 
p 

2m 

I w 
s=l s-1 

.A (x,o) 
SS 

p =l, ••• , 2m 

2m 

(-l)s-p 
0 

I As P ( ç; ) • 
s=p 

0 

N 2m-s +l ( -r) 

est une fonction ,f: 0 de 

"A = 0 , p =1, ••• ,2m si et seulement 
p 

si wn-l = O, n =l, ••• ,2m. 

On a donc démontré que !'hypothèse (ci) entraîne À = 0 , p= 1,. 
p 
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••• ,2m , si et seulement si l'hypothèse suivante 

( 13) Soient w
0

, ••• , w2m-l des nombres complexes, avec 

2m 

I 
s=l 

w 
s-1 

+ mod. A ( .) 

et si p est tel que ;j) p soit un des B. , j=l, ••• ,m; alors 
J 

o, 
:1J ( w) = 

p 

entraîne w 

p 

I 
n=l 

s-1 
= 0 , s = 1 , • • • , 2m 

w 
n-1 = 0 

Rappelons la formule suivante, où P = (A, 0) E o1 l ,s =( ~•,o) 

où 

0 ; , a, 
A ( î) = 

laÎ=2m 
aa.(P) ( -1) 

2m 
I c2 .(P;E;',-1) l. = 1' 

i=o m-1 

c
2 

. .;;e.2 .(P;s',-1) 
m-1 m-1 :a I 

ia'l=2m-i 
a=(a',i) 

a a 
n n 

1' 

a (P) 
a 

t"t a , ( -1 ) i , 1· 0 ? .,, = , •• , m 

Si l'on écrit d'une façon explicite, alors on a aussi (cf.(4.9)) 

2m 

I 
s=l 

--0 

ws-1 N2m-s+l (t) = 

2m 

= I 
s=l 

2m 

= I 
s=l 

2m 

= I 
i=l 

w 

w 
s-1 

s-1 

C . 
2m-1 

I 
la'l=2m-i 

i ;>-s 

2m 

I c2 . 
i=s m-1 

i 

1' 

I w 
s-1 s=l 

a (P) Ç' 
a 

1-s 

i-s 
1' 

a' 

= 

(-l)i 

R(.,w) 

i-s 
1' 

Considérons maintenant le polynôme dans les variables complexes z 
et t 
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2m i 0 0 

R(T,z) I c2 . ï i-s 
= T 

i=l m-1 s=l 

zs -1 = A ( -r) - A ( z) ; 

T - Z 

il est facile de démontrer par récurrence la formule de dérivation 

()n R ( -r, z) 
(,r - z ) --------- = 

V 1'. D d 
n 

\, 

- n 

0 

s1 1: (P; ~• ,-1) est une racine de A ( t) avec multiplicité > n, 

alors on a 
0 

= 
n! A (z) 

( z-t(P; ~' ,-l))n+l 

Soient 

1 ~ k ~ m, e
1 

+ ••• +ek = m; il découle alors que pour c,haque 

racine + 
T. avec multiplicité e., 1 =l, ••• ,k, on a pour 

1 1 

(4.23) 

6.-1 
1 

Si l'on a 

2m 
0 

6.-n-l + 1 = n! C (z--r.) 
0 1 

k 

TI 
j=l 
j ;fi 

I w N (t) =R(-r) ..,_-o 
s-1 2m-s+l s=l 

c • à. d. s 1 1 ' on a 

alors on obtient pour 0 ~ n ~ e.-1 1 =l, ••• , k . 
1 ' 

. 

(4.24) () n R(-r,w) 

l,=t'. 

(}n 
(A+(,) 

Q( T ,w)) l ,=-r = n n i) T QT 
1 

= 0 
+ 
i 
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6. 
+ J. contient le terme ( 1"-1".) a.vec 
J. 

Considérons les polynômes suivants pour 

i =l, ••• ,k 

(4.25) p. ( z) 
J. n 

6.-n-l + l = C (z-1.:.) 
0 l 

k 

TI 
j=l 
i ;éj 

6. > n • 
J. 

e. -1 , 
J. 

il s'agit de m polynômes linéairement indépendants de deg:rê >,, m 

et ~ 2m-l • 

Si l'on remplace s-1 z par ws-l dans les formules (4.23) et 

(4.25), alors on a l'identité suivante 

+ 
T = T 0 

l 

= n ! P. ( w) 
i n 0 ~ n < e.-1, 

' J. 
i =l, ••• ,k ; 

on déduit donc de (4.24) que R(c,w) _ 0 mod. A+(t) entraîne 

P. (w) = 0 , 0 ~ n ~ e.-1, J.. =l, ••• ,k et réciproquement 
l n l 

e.-1 
J.. 

, i =l, ••• ,k, entraîne R(-r,w) = 0, 

mod. + 
A (,:) • 

On a donc démontré que l'hypothèse ( s) entraîne = 0 

s =l, ••• ,2m si et seulement si l'hypothèse suivante 

('f) Soient w
0

, ••• ,w 2m-l des nombres complexes, avec 

P. ( w) = 0 0 ~ n -:S0- 1 l =l , ••• , k 
J.. n J. - ' 
0 

B • ( w) = 0 j =l, ••. ,m 
J 
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en t ra î ne w s _ 1 = O , s = 1 , ••• , 2m • 

Les polynômes P. ( , ) et 
l n 

0 

B. ( ') 
J 

sont au nombre de 2m de 

degTé ~ 2m-l et donc ils sont linéairement indépendants s1 et 

seulement si le déterminant d'ordre 2m des coefficients est i O, 

où, ce qui revient au même, si et seulement si l'hypothèse ( y) 

entraîne w 
1 

= 0 , s = 1 , • • • , 2m • 
s-

0 

Démontrons enfin que les polynômes P. (,) , BJ.(,) , i=l,.,k, 
1 n 

n =O, ••• , ei-l, J =l, ••• ,m sont 1 i néairement i ndêpendant s si et 

0 0 

seulement si les polynômes B.(,) recouvrent A(,) 
J 

o, 
Supposons que les polynômes Bj(,) , j =l, ••• ,m , recouvrent 

0 

A(-r),c.à.d. qu'ils soient linéairement indépendants modulo 

m 

Si I 
j =l 

par la 

et donc 

0 

n. B.(,)+ 
J J 

k 6 i-1 

I I 
i=l n=o 

définition des P. ( T ) 
). n 

m 

I 
o, 

n . B.(-r) - 0 
j=l J J 

n. = 0 J =l, ••• ,m ; 
J 

, 

k 
8.-1 

l. 

I I À. 

i=l l n n=o 

À. P. (,) = 0 alors on a 
i n 1 n 

mod. A-(,) 

on a aussi 

P. ( -r) = 0 
' 1 n 

mais les P. (,) sont linéairement indépendants et donc À. = O, 
1 n 1 n 

0 

i =l,,,.~k, n =O, ••• ,ei-1 • Donc les polyn5mes B.(,) , P. (-r) 
J l. n 
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sont linéairement indépendants. 

Supposons que les polynômes 

0 

0 

B.( -r) , j =l, ••• ,m, 
J 

ne recou-

vrent pas A ( ,) , i.e. qu'ils soient linéairement dépenda1+ts mo-

dulo A-(,). Il existe alors un polynôme H( ,) et des constant es 

Tl. , j =l, ••• ,m , non te utes = 0 , telles que 
J 

m 

1 
j=l 

le degré de H( T) est évidemment ..,; m-1 et donc puisque les poly-

nômes 
P. 

J. n 
( T) 

, J. =l , ••• , k , n =O, ••• , 0 . -1 J. 
, sont linéairement 

indépendants, de degré ~ m et au nombre de m , alors il existe 

des constantes À. , i =l, ••• ,k. , n =O, ••• ,6.-1 
J. n J. 

non toutes = 0 

telles que 
k 

6.-1 J. P. ( T ) 

H(,) 1 I À. • 
J. n = 

J. n i=l n=o A-(,) 

on a donc 
m 

I 
0 

Tl • B. ( T) + H ( T) A-(,) = 
j=l J J 

k 
0.-1 

J. 
m 0 

= I Tl • B.(,) + I l À • P. ( T) = 0 
j =l J J i=l J. n J. n n=o 

O< 

ce quJ. entraîne que les polynômes p. ( T ) ' B . ( T) ' i =l' ••• 'k J. n J 

n =O, ••• , 

dants. 

e. -1 , J. J =l, ••• ,m , ne sont pas linéairement indépen-

C.Q.F.D. 
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5 - Vo i c i p o ur t e rm in e r une var i an t e de s f o rm ul e s de Gr e en • Po -

sons 

i un tel opêrateur el~:ptique dans o on peut associer une forme 

sesquilinéaire 

a(u,v) = I 
1 a 1 , 1 i3 1 ~m I 

( ) D l3 Dav aaS x u 

S1 

dx 

de façon que si 
CO ...._ 

u,vcc (n) il existe un syst~me normal 

tel que 
m 

(A u, v) - a(u,v) = I fr 
s.u y.v da 

j=l J J 

.... l'ordre de 1 'opêrat eur s. est 2m-j-l ou . 
J 

En effet par cartes locales on peut se réduire au cas de la 

demi-boule dans et alors on a la formule suivante, obte-

nue par intégration par parties avec le même raisonnement qu'au 

~ ' u,v ~ C
00

(\) rt~ 2, OÙ cz::. l et sont nulles dans un voisinage de ô 2 I: 

Il Au 
v dx dt = 

1 a 1 , 1 S Î ~m I Ï aaS(x,t.)'. D13u DCLV dx dt + 

m • ••••--•P~--•-

où 

s .u = 
J 

+ I 
j =l 

a ~j+l n 

J [ s j u] [D~-l v] dx 

v1 I t=o t=o 
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V - REALISATIONS D'UN OPERATEUR ELLIPTIQUE DANS L 
p 

1 - Soit 
~ n f ., rl un ouvert borne de R , de ront iere r va-

riété indéfiniment différentiable de dimension n-1 , Q étant 

d 1un seul côté de r. Nous considérons un opérateur A "propre~ 

00 -

ment elliptique" (exposé fil)d'ordre 2m , à coefficients C ( rl), 

et un système d 111 opérateurs frontières" B1 , ••• Bm d'ordre .:,;;2m-l 

à coefficients C
00

(r) qui recouvre A (exposém). 

Définition 5.1. Dans L (n) 
p 

A est l'opérateur linéaire de 
p 

domaine 

défini par 

B. u = 0 
J 

Ait·,=Au p 

On appelle l'opérateur A p 

j =l, 2, ••• m } 

u e:: D( A ) • p 

réalisation de l'opérateur 

( 1 ) 

A 

dans L ( Q) 
p sous les conditions aux limites homogènes B. u = 0 , 

J 

j =1,2, ••• m; c'est un opérateur non borné dans Lp(fi) • 

On désigne par 

image. 

N(A) p le noyau de A p et par R(A ) son 
p 

Nous développons pour commencer quelques consê~u~nces des 

estimations a priori (exposé III) nous pouvons les écrire 

(1) Voir l'exposé I pour la signification de B. u • 
J 
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sous la forme suivante 

ilu I[ 
21n ,P 

{.. C ( IIA u Il 
" o p o ,P 

+ llu Il ) o,p 

llu Il 2m+k,p ~ ck Hu 11 . o,p , k = 0,1,2, ••• 

De l'inégalité (5.1) résulte que sur 

phe de A p et la norme induite par w2m ( n) 
p 

Nous supposerons toujours dans la suite que 

pour u c;_ D(A ) 
p 

pour u ~ N(A )(5.2) p .. 

D(A ) la norme du gra
p 

sont équivalentes ; 

D(A) 
p 

est muni de 

la norme ctu· graphe, alors, grâce aux hypothèses de régularité sur 

Q, l'injection de D(A) p dans L ( Q) 
p est compacte. 

De l'inégalité (5.2) résulte l'inclusion N(A ) ç C
00

Cfi) • 
p 

Théorème 5.1 ( i ) 

( i i) 

espace 

A p est un opérateur fermé, à domaine dense 

N(A ·) ne dépend pas de p ; c'est le sous
p 

Au = 0 , B. 
J 

u = 0 

(iii) N est de dimension finie ( i V) R(A ) 
p est fermé dans 

L ( Q) • p 

Démonstration 

( i ) A p est fermé : cela résulte de l'inégalité (5.1) et de 

la continuité de l'application 
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w2m ( Q) 
p --> L ( f) 

p 

B. u 
j 

L I in c 1 us ion J)( Q ) C::: D ( A ) prouve 1 a den s i t é de D ( A ) • 
p p 

(ii) L'inclusion N C N(A ) 
p 

est évidente, l'inclusion réci-

proque est conséquence de la suivante 
00 -

N( A ) c C ( Q) • 
p 

Les points ( iii ) et ( i, résultent d'un lemme de caractère général 

Soit E un espace de Banach et H un opérateur non borné dans E , 

à domaine D(H) dense, et fermé. 

Lemme 5 .1 On suppose que l'injection de D(H) (muni de la norme 

du graphe de H) dans E est compacte, alors le noyau N(H) est -
de dimension finie et l'image R(H) est fermée dans E. 

Démonstration Dans N(H) la norme du graphe de H et la norme 

de E coïncident ; par conséquent N(H) est pour l'une de ces 

normes, un espace de Banach localement compact, donc est de dimen-

sion finie. 

Soit cf> un supplémentaire topologique de N(H) dans D(H) 

D(H) = N(H) EB <î> 

Alors, il existe une constante C telle que 

Il H rp Il ~ C li rp Il 
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pour toute q, <2 4> ( Il Il désigne la norme de E ) • En effet, 

dans le cas contraire, il existerait une suite (q,k} .c 4>,, 
l k=l,2, ••• 

telle que ~ fi <Pk Il = l 

l Hc/Jk -·-? 0 dans E pour k ->+ 00 . 

La suite )q, } etant bornée dans D(H), on peut en ex-
l k k=l,2, ••• 

traire une suite encore notée qui converge dans 

E vers une limite q, 

--> q, 

-> 0 dans E pour k --> +oo 

Comme H est un opérateur fermé, on a cjJ E D(H) et H<jl = 0 , 

cp c::: N(H) puis 

dans D(H) pour k -->+ CO 

4> etant fermé dans D(H) , on a <p 6 4l , et comme 

/1 <j) Il = lim <P ~ 0 • Nous avons ainsi construit 
k➔oo 

un ~l~ment <j) ~ o , appartenant i N(H) n 4> , ce qui est impossible. 

L'inégalité (5.3) est donc prouvée, nous allons en déduire 

que R(H) est fermé= Soit lu Î une suite dans D(H) 
l k Jk=l, 2, ••• 

telle que 
dans E pour k ~--:-. + 00 
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Il nous faut montrer que f E R(H) • Pour celai soit 

la décomposition de uk dans la somme directe 

D(H) = N(H) EB 4> 

alors = dans E l'inégalité (5.3) montre 

que ~k est une suite de Cauchy pour la norme de E , soit ~ 

sa limite ~k --->,. <p 

H cpk -:":~ f dans E pour k ----,, + 00 • 

H étant fermé, on en déduit que cp <;.D(H) , Hep = f 

2 - Le problème de l'existence est de déterminer 

commençons par une réduction de ce problème . 

C.Q.F.D. 

R(A ) • Nous 
p 

Le domaine de Ap est dense, et par conséquent Ap possède 

un adj oint A* , opérateur non borné dans p 

de domaine D ( Ajt) ; 
p 

D(A;) est le sous-espace de Lp 1 (~) formé des v tels que 

se prolonge à L ( ~) 
p 

D(A ) -'7 (C 
p 

U ~> ( A u , v ) 
p 

en une forme linéaire continue est 
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défini par (A u,v) = (u,A~ v) 
p p 

pour u ED(A), v ED(A.~). 
p p 

A~ est un opèrateur ferm~, à domaine dense p 

A* * 
p = A p 

désigne le noyau de A~ , on a 
p 

R(A) = ifELUi) p p (f,v) = 0 

(voir en appendice) 

A présent nous supposons que en plus des hypothèses faites au 

début de cet exposé, le système B1 , ••• Bm est normal (exposé IV). 

Soit A' l'adjoint formel de A et B 1
1 , ••• B' un 

m 
système d I o-

pérateurs-frontières adjoint au système B1 , ••• Bm , relativement à 

A (exposê IV) • Tout ce qui a été dit à propos du problème aux 

limites 

Nous noterons 

N' 

, reste vrai pour 

A'v = 0, B!v = 0 
J 

,. B' B' 1,••• m 

1 , j=l,2, • •• m) 

Il est naturel de chercher les relations entre les opérateurs 

Nous montrerons que la démonstration de cette iden-

titê, dans le cas p = 2 , fera l'objet de l'exposé VI , le cas 
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général p f 2 sera demontrê dans l'exposé VII • 

Cette identité fournit une réponse au problème de la caractê-

risation de R(A) 
p 

R(A) 
p = N' t 5 

Un premier résultat est presque évident 

Lemme 5.2 Pour tout p, on a A' C A* 
p' p 

( 1) 

En effet soit v Ë D(A' ) , il est évident grâce aux formules 
p' 

de Green (exposé IV) que 

D(A ) -,> CC 
p 

(A u,v) = (u,A' 1 ,v) p p 

est linéaire continue sur D(A ) pour la norme induite par 
p 

et A~ V = A' 
p p' V • 

En particulier on en déduit N' c N(A?\) 
- p 

et 

Pour terminer cet exposé, nous démontrons le 

Lemme 5.3 est dense dans 

Dêmonst ration: Soit une base orthonormée de N' 

(1) Ici nous utilisons la notation suivante : Soit E un espace 
de Banach et E~ son antidual, pour la forme sesquilinéaire 
u,v~> (u,v) ; pour F sous-espace vectoriel de E , on pose 
[E*, Fj = {vE E*; (u,v) = 0 Vu E.F} c'est "l'antipolaire" 

de F dans 1 1 antidualitê entre E et E•)(·. 
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(u~, u.) = o .. 
J.. j 1,j 

i,j =1,2, ••• -e 

fonctions de c"°(rÎ) • Nous posons 

e, 
P u = u - I 

j =l 
(u,u.) u. 

J ,] 

l.e s 

pour u EL (Q) ; 
p 

p est linéaire continu dans 

ses valeurs dans 

\) . 
l 

sont des 

et p:r:end 

N' 1 J et fk une suite de fonctions 

C
00 

(n) telles que fk --> f dans L (ri) 
p 

pour k ---;""> + 00 

{'. 

= f k - I ( f, , u . ) u . E c 
00 ui ) n L 1P ( ri ) ; 

.j =l K j J 
donc 

; pour terminer on remarque que P f k ----;;, Pf = 

= f dans L (Q) pour k -;,+=, car (f, u.) = 0 j=l,2, ••• e, f 
p J 

est donc limite dans L (Q) de fonctions de 
p 

3 - Appendice Opérateurs adjoints 

C.Q.F.D •. 

Nous d6montrons deux propriét6s des op~rateurs adjoints (noti 

bornés), qui sent bien connues au moins dans l'espace de Hilbert, 

Rappelons tout d'abord la définition de l'adjoint Soient 

E et F deux espaces de Banach (d'antidual E,t et F~ respec-

tivement) et soit H un op~rateur linéaire d~fini dans D(H) (le 

domaine de H ) sous-espace dense de E , et prenant ses valeurs 
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dans F ; nous noterons R(H) son image. 

H* est l'opérateur linéaire de domaine D(H*) sous-espace de F 7'-· 

formci des 6léments v ~els que la forme antilinéaire 

D ( H) ---> (C 

u ,,v,,..__> ( H u , V ) 

soit continue pour la norme induite par E dans D(H) pour 

VE D(H,<") ·-* , ri V est défini par l'identité 

(H u, v) = 

pour tout u C::. D(H) ; H* prend ses valeurs dans E*· • 

Soit li un op~rateur non continu ou non borné opfrant de E 

dans F' . On dit que H est fermé Sl pour toute suite 

ç ( 
C D (H) telle que è uk 5 

k=l,2, •• , 

L uk -) u dans E pour k -..a;,+ 00 

uk -:;; V dans F pour k --;;,+ 00 

on a u E D(H) et Hu = V dans ce cas D ( H) est un espace de 

Banach pour la "nor1:ie du graphe 11 u 

Théorème On suppose que H est un opérateur non borné opérant 

de E dans F , espaces de Banach réflexifs et que H 
. . .,. 
est ferme 

et a domaine dense; alors H* est ferm6 ~ domaine dense dans E* 
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et H * j(, = H • 

Dêmonstration Il est commode d'utiliser le graphe G(H) de H 

Si nous mettons E x F et F ¾ x E ·X· en ant i dualité, re] at i vement 

i la forme sesquilinéaire 

nous avons alors 

G(H*) = X E ½ G (H)} 

Il est facile de voir que le gràphe d'un opérateur est fermé si et 

seulement si l'opérateur est fermé; par conséquent H* est un opé-

rat eur fermé. 

Pour montrer que D(H~) est dense, il suffit de vérifier que si 

un élément v <:: F est tel que (v, w) = 0 pour tout w E D(H*) 

alors v = 0 (F est réflexif). On a évidemment 

( v, w) ,_ ( 0 , H"" w) = 0 

pour w ~ D(H~) , donc G ( H *) l j 

Lo,v} ~ G(H) car G(n) est fermé (on utilise le théorème des 

"bipolaires" , ou plutôt son analogue dans le cas des "antipolaires") 

donc v = H O = 0 
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est alors bien défini et 

= l_E X F G ( H) 

donc H x * = H • 
C.Q.F.D. 

Th~or~me en fait les m@mes hypoth~ses que dans le thêor~me pré -

cédent; alors R(H) est fermê s1. et seulement s1. R(H-+<) est 

ferme. 

Demonstration Nous montrons que lorsque R(H) est fermé, alors 

R(H~) l'est aussi; l'implication réciproque résultera de l'identi-

est un espace de Banach; on peut considérer H 

comme composition J H1 d'un opérateur non borné H 
1 

de E sur F1 et de l'injection canonique j de F 
1 

alors = J et J est surjective, donc 

= on s'est ainsi ramené à montrer que 

fermé avec H_ surjective. 
J. 

R(H *) 
1 

opérant 

dans 

= 

est 

Nous supposons maintenant que R(H) = F. H étant fermé, 

F 

c'est un homomorphisme de D(H) dans F (qui sont deux espaces 

de Banach) , par conséquent il existe une constante C telle 
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que pour tout V <:::. F il existe u (:::_ D ( H) avec H u = V et 
' 

Il un ~ C Il V" 

alors pour tout w ED ( H ·X-) on a 

1 (V, w) 1 = /(IIu,w) / ::: 1 ( u, H :X· w) / 

,, 
.±:::: ll u Il '1 ~ il H w li :=;: C tl V Il If H * wll 

d'où 11 w Il Il H 
½ w Il =:.~- C Il 

pour tout w E. D(H*) ; ceci montre que H?f est un isomorphisme 

(topologique) de D(H*) sur R(H*) et par conséquent R(H~) 

est fermé. 
C.Q.F.D. 

Corollaire Sous les ... hypothèses on a memes 

R(H) = [ F ; N(H 7"<,)j 

R(H*) Ç E * N (H) J = ; 
1 

Démonstration Vérifions la première identité comme R ( H ) e s t 

ferm6 et F est r~flexif, il suffit grice au th6or~me des "bi-

polaires" de vérifier l'identité R (H)} 

qui est évidente. 
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VI - EXISTENCE DANS L2 

1 - Les notations sont celles de l'exposé précédent. Cet exposé 

est consacré à la démonstration du: 

Théorème 6.1 

Nous savons déjâ que R(A
2

) est un sous-espace fermé de 

• 

Pour u,v ~ H2m(Q) 
' 

nous notons 

m 

[ u' v] = (A' u, A' v) + I ( ( B' . 
j=l J 

u,B'.v)). 
J J 

( ( 
' 

)) . désignant le produit scalaire dans 
J 

2m-m' .-1/ 2 H J (r) , 

m' . ordre de B' . • 
J J 

u, v ....,.,.___> [u, v] est. évidemment une forme sesquilinéaire her-

mitienne continue sur H2m(n) ; elle donne donc lieu â une inéga-

lité du type Cauchy-Schwarz 

2 
[ U, V] 1 ~ [ U, u] • [V, V] 

Enfin nous avons l'inégalité de coercivité (exposé III) 

2 

Il u Il 2m [u, u] 

(6.1) 

(6.2) 

Cette inégalité montre que le produit scalaire ( { , ) ) = , L + J + 

+ { , ) peut ~tre substitué au produit scalaire habituel de 
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H2m(n) • Dans la suite nous supposons H2m(n) muni de ce nouveau 

produit scalaire. 

Lemme 6.1 = 

Démonstration {H2m(n) ; N'} est l'orthogonal de N' dans 

on a 

((u, v)) = (u, v) • 

Lemme 6.2 Il existe une constante C > 0 telle que 

[v, v] ~ C 
2 Il v l\2m 

pour tout v E {H2m(n) ; N'} • 

Démonstration Seule la première inégalité est à démontrer. Si 

elle n'avait pas lieu, il existerait une suite 

, avec llvkll 2m = 1 et 

-> 0 pour k -> + oo • 

La complète continuité de l'injection de H2m(n) dans L2 (n) , 

montre qu'il existe une suite partielle, que nous noterons encore 

[vk} , et qui a les propriétés suivantes 
k=l,2, ••• 

= l 

pour k -? + co 

pour k --;, + oo 
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L'inégalité (6.2) appliquée ' vk a - v.e 

c-1 li V k 11 2 (vk v-el II vk . 2 - vf \ 2m ~ - V,, t v· - + - ":e llo u .( k 

et l'inégalité (6.1) montrent que 
. \ 

{vkj est une suite de Cauchy 

dans ir
2m(") ·, on en de·'du1·t que v,. !I2m(") v • .. v dans u H -=:: H ' k -> 

et [v, v] = lim [vk, vk) = O , i.e. v EN' , ce qui est en 
k-+-oo 

contradiction avec le lemme 6.1 
C.Q.F.D. 

Passons à la démonstration du théorème 6.1 • Soit f fixée 

dans {L2 (n) ; N'} Le lemme 6.2 montre que le produit scalaire 

u, v AN--~ [u, vJ peut être substitué au produit scalaire 

u, v .,..,,,.,,__> ( ( u, v) ) sur { H 2m ( n) ; N' } • Comme v .,,..,,..___> ( f, v) 

est une forme antilinéaire continue sur {H
2m(n) ; N'} nous en 

déduisons qu'il existe g G: {H2m(n) ; N'} (unique) tel que 

[ g , V] = ( f , V ) p Our t OU t e V G. { H 2m ( n ) ; N ' } • 

Nous allons vérifier que l'identité 

(g, v] = (f, v) (6.3) 

est vraie pour toute v ~ H2m(n) ; en effet, d'après le lemme 6.1 
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on peut 
,, . 
ecr1re avec et 

Il vient 

(g, v] = [ g, V 2J = ( f , v2) = ( f, v) 

car [g' vl] = 0 (vl ~-N' ) et ( f, vl) = 0 ""' 

( f G:. {H2m ( n) ; N'} ) • 

Admettons provisoirement le 

Théorème 6.2 

variationnel 

Soit f E L
2

(n) et u une solution du problème 

u E H2m(a) et [u, v] = (f, v) pour toute 

Ce théorème s'applique à g , nous avons donc 

La relation (6.3) écrite pour v E .n(n) est 

(A'g,A'v) = (f,v) 

nous avons donc AA'g = f. Posons u = A'g 

et 

m 

(u,A'v) + I 
j:::l 

) u ~ H
2

m( a) 

l_Au = f 

((B~g,B~v)). = (Au,v) 
J J J 

En particulier lorsque v E D(A2) on a 

(u,A'v) = (Au,v) 

pour toute 
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mais l'application de la formule de Green (exposé IV) montre que 

rn 

fr 
(A u,v) - (u,A'v) = I B.u C!v dcr 

j=l J J 

m 

fr donc t"' B.u C!v der 0 toute V é H2m(ç~) on a i.. = ' 
pour 

J J j=l 

avec B!v = O 
J 

j=l,2, ••• m. 

Lorsque la fonction v varie en étant assujettie à ces conditions 

{c!v}m parcourt un sous-espace dense de 
J j=l 

donc 

nous avons 
m 

I 
j=l 

pour toute famille 

j=l,2, ••• m. 

B.u 
J 

-h. dcr = 0 
J 

En résumé nous avons u E D(A
2

) avec A2u = f ce qui montre 

que R(A 2 ) ~ {L 2 (Q); N'} - sous réserve de vérifier le Théorème 

6.2 • Avant de faire cette vérification, nous démontrons le 

Corollaire 6.1 et = 

Ces deux identités sont équivalentes. Vérifions la première 

Nous avons établi l'identité • Echangeant 

nous avons aussi 

étant fermé, nous avons aussi 
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et 

Nous en déduisons que 
-)r, 

N (A..,) = N' 
C, 

et 

,1( 

Grâce au lemme 5.2 il suffit de vérifier que D(A2 ) c D(A2) . 

Pour cela soit 

il existe donc 

A 1/< u 
2 = 

.,. 
f G R( A,.,) 

c.. 

tel que 

= 

A' u 2 o = f et 

N' G D(A2) , donc écrivant u = (u - u ) + u 
0 0 

nous voyons que u ~ D(A 2) . 
C.Q.F.D. 

2 - La fin de cet exposé est consacrée à la vérification du thêo-

rème 6.2 , qui résulte de plusieurs lemmes. 

Lemme 6.3 Sous les hypothèses du théorème 6.2 on a u <;;; H4
m(n) 

loc 

On remarque que u est solution dans Q de l'équation ellipti-

que d'ordre 4m AA'u = f avec f e 1
2

(n) ; le lemme exprime un 

résultat de régularité à l'intérieur, qui ent classique. 

Lemme 6.4 Si une fonction H8 (Rn) V <:= + (s entier~ 0) a tou-

tes ses dérivées d'ordre k ( k > s) dans a.lors 
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Démonstration: De mani~re générale, nous posons : 

Nous montrerons que : 

( i ) 

(ii) il existe un opérateur de "prolongement" p de 

dans linéaire continu, tel que = V pour toute 

v E X k ( R~) • s, 

Le point (i) est évident par transformation de Fourier; vérifions 

(ii) : en régularisant les fonctions de xs,k(R~) à l'aide de 

dans X k(R+n), il suffit donc de définir Pv pour v indéfinis,. 

ment dérivable dans 

.R, 

Rn. On peut (par exemple) poser 
+ 

X ~ 0 n 

.f X 
\ ( --E.) l À • v x 1 , •. . ,x 

1
, -

j=l J n- j 
X < 0 

n 

avec I pour r = s-k,s-k+l, ••• k-1 
j=l 

Il est élémentaire de vérifier que l'opérateur P ainsi défini 

remplit les conditions requises. 

Introduisons ~uelques notations 
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-r. h v(x) = v(x 1 , ••• X. l' x.+h, xi+1,•••xn) l. , J.- l. ' 
i=l,2, ••• n 

6..; h t. h P. h 
1 

6.. h V = v- v, V = V 
... ' l. ' l. ' 

h 
l. ' 

IR = {x G Rn ; lxl <R X ~ o} 
' n 

0 

Hs (ÏR) = Hs <IR) pour tout s . 

support compact dans IR , i.e. des fonctions nulles dans un voi-

sinage de la partie courbée de oIR . 

Les lemmes qui suivent, sont relatifs à une forme sesquili-· 

néaire sur le domaine \ LR 

{ U, V} = (Jl:,t u, dl' v) + 

{ U, V} 
m 

I 
j=l 

((~! u, <7,! v)) 
J J j 

avec i:J..' opérateur elliptique d'ordre 2m, à coefficients C
00

(ÏR), 

et opérateur-frontière d'ordre m! 
J 

à coefficients 

' ) ) . 
J 

désignant le produit scalaire de 

On suppose aussi que l'inégalité de coercivité (analogue à 

(6.2)) a lieu 
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(6.2)' 

L 6 5 '"' . t u ,,::. HK2m ( \'R) 1 • 1 . t emme • : 001 = l , on suppose qu 1 ex1s e une cons-

tante C telle que : 

{p. h 1 , u,v}I ~ C fi V Il 2m 

pour toute v E Him (IR) . alors 
ôu E H2m( l ) 

' K R • 
ôx. 

1 

démonstration Posant v = p •• u et utilisant l'inégalité 
1,n 

(6.2)' nous obtenons (pour h assez petit) 

-111 Il 2 [ C I pi , h u 2m ~ P i , h u ' 

-:S C ' Il P i , h u Il 2m + Il p. h u lt 2 
1, 0 

+ 
2 li p. h u Il 1, 0 

Nous en déduisons l'existence de constantes K1 et K2 indépen~ 

dantes de h telles que 

d'où 

Lemme 6.6 : 

( i ) 

(ii) t 
D V = 

n 

ôu 

ox. 
1 

On considère v telle que 

k ~ t 

C.Q.F.D. 

( s entier> 0 ) 
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avec 

k ~ t-1 • 

Alors k s+l(\' ) 
DT V E HK lR pour k ~ t-1 • 

Ici et dans la suite de cet exposé, D n 
désigne une dérivation 

par rapport à X 
n et n'importe quelle dérivation "tangentielle" 

c.à.d. une dérivation d'ordre k par rapport aux seules variables 

x 1 ,x,.. •• • x 
1 

• .:'. n-
Dêmonstration: Fixons k ~ t-1 ; pour montrer que 

, il suffit grâce à l'hypothèse (i) et au lemme 

6.4 de vérifier que toutes les dérivées d'ordre ~ de Dk v sont 
î 

Soit De une dérivation quelconque d'ordre i; deux cas sè 

présentent : 

a) R D contient une dérivation tangentielle D
.Q .C-1 

= D D 
T 

alors et comme k+l ~ t , on a 

b) D.e ne contient aucune dérivation tangentielle et s'écrit 

D.e alors n , 
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On a car k ~ t-1 et 

s+t ~ ,f, , et on a par hypothèse 

en conséquence on a 

Le lemme est démontré. 

Lemme 6.7 Si u et entier 0 et z; 

alors 

(6.4) 
t li D u 112 
' m 

où la constante ne dépend pas de u,v et h. 

Nous admettons provisoirement ce dernier lemme et nous démontrons 

le Théorème 6.2 Par application du lemme 6.3,nous avons u ~ 

E H~:c(g) , il nous rest~ donc à montrer que u est de classe 

H4m au voisinage de chaque point der • Par cartes locales, on 

est ramené au cas n = IR , [ , ] étant remplacée par { , } 

Soit x E r , et soit 
0 

U un voisinage de 

soit difféomorphe à IR, l'image de 

étant et 1' image de ·etant 

dent i té [ U, V] = (f, v) 

X 
0 

dans Q , qui 

par aiff~omorphisme 

0 ; on applique l'i-
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avec 2m ( ) V E. H Q , V ayant son support dans U, et on effec-

tue le changement de variables; alors dans les nouvelles coordon-

nées ul'u, est solution de 

{u, v} •- (f, v) 

pour toute 

Il faut montrer que u c;:.H4m ('°) 
loc lR c'est-a-dire que 

a) Dans une première étape, nous montrerons par récurrence 

toute 
pour z;; E C~(}:R) , s=l,2, ••• 2m, 

Nous supposons donc que pour t=l,2, ••• s-1 et 

oo('i' ) D,s(ru) ,ê'_ H2m('°R) •• pour toute z; G. CK lR nous montrons que .,, c::: l 

Par hypothèse nous avons I 
t~s-1 

li D ~ ( z;; u) 11 2m < 

du lemme 6.7 donne : 

s-1 ( ) D z;;u , 
T 

V} 1 ~ 1 (f, Ds-1 r,;(p. h v))I 
T 1 ,-

d'où 1 f P. l 
l 1 t 1 

(z;u), v]I 

2m \' pour toute v E. HK ( l R) • 

C 
l li v Il 2m 

+ oo; l'applicaticL 

+ C Il vl\' 2m 

La dernière inégalité, jointe au lemme 6.5 donne 

<) 

ôx. 
1 

(1) On note 
riables de 

encore 
u l'U, et 

u et f 

rl<tL • 
les images par le changement de va~ 
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Ce raisonnement vaut pour i=l,2, ••• n-1 et montre que 

pour toute r,; G. C~( IR) ; ,le, rÉ:curre:nce se propage et nous avons 

pour s ::: 2m , r,; E.c;(IR) (c'est la "régularisation tangentielle") 

b) La seconde étape consiste~ d~montrer par une nouvelle 

récurrence sur s que 

n!(r,;u) E H
2m+s(ÎR) pour k ~ 2m-s 

et r,; E c;<IR) 
avec ~=l,2, ••• 2m • 

Nous supposons donc que (6.5) est démontré pour un s avec 

0 ~ s ~- 2m-l , et nous montrons que ( 6. 5) est encore vrai avec s 

remplacé par s+l 

Pour commencer nous remarquons que u est solution de l'équation 

elliptique d'ordre 4m dans l 
R 

,/t ..At u = f ( 1) 

Nous avons donc Jt )t' ( r,;u) = r,;f + tu où 8 est un opérateur 

d'ordre 4m~l , dont les coefficients ont leurs supports dans un 

même compact de lR (plus précisément dans le support de ~ ) • 

(1) dt est l'adjoint formel de ,.;-'l:t. 



- 117 -

coefficient de D4
m dans Jl:,Jt' s l'ellipticité de ,,11:,Jt' 

n 

assure de ce que a ne s'annule pas dans IR t et on a 

nous 

oa 9 est un opérateur d'ordre 4m sans terme en D4m 
n 

• Nous 

avons donc 

( 6. 6) 

Pour pouvoir appliquer le lemme 6.6 ~ nous allons montrer que 

a D4m (çu) = 
n g + I 

lal<2m-s 

et Dk f E H0 (IR) 
'l' Cl 

(6.7) 

pour k ~ 2m-s-l 

Considérons successivement tous les termes composant la somme de 

droite dans (6.6) 9 et montrons qu'ils admettent une décomposition 

du type (6.7) : 

(ii) ~(ç 1u) est combinaison lin~aire (~ coefficients dans 

avec a+ S ~4m-l • 

Lorsque a ~ 2m+s on a par hypoth~se de récurrence 

et lorsque a> 2m+s on écrit 
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c'est une dériv~e d'ordre~ 2m-s-l de qui est telle 

que pour k ~ 2m-s-l • 

(iii) ~(ç,u) est combinaison linéaire (à coefficients dans c00

(IR)) 

Da DS (ru) de dérivées ., 
n î 

avec a +(3~ 4m et a~ 4m-l. 

ensuite lorsque 

a > 2m+s et f3 ? 1 on écrit 

Da DB (ç,u) Da-2m-s /3-l 
= D n 'î n î 

c 1 est une dérivée d'ordre ~ 2m-s-l . 2m+s( )) de la fonction(D D ç,u 
î n 

qui est telle que 

pour k ~ 2m-s-1 ; enfin lorsque a> 2m+s et f3 = 0 on a 

et 2m+s < l-.m-1 donc 

( D 2m + s ( ru ) ) ,. . . 1 • ., derivte d ordre ~ 2m-s-l de la fonction n 

( D 2m + 8 
( ru ) ) · t t 11 ., qui es e e que n 

k ~ 2m-s-l • 

Nous avons donc vérifié que l'identité (6.7) a lieu, et comme 

il est facile de vérifier qu'une identité analogue 

a lieu pour 

Nous pouvons donc appliquer le lemme 6.6 avec· t, s, ~ 
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remplacés par 2m-s, 2m+s et 4m respectivement (on a bien alors 

s+t -.s. .q ; et nous obtenons Dk(ru) r __ H2m+s+l(' ) 2 l 
T ~ = LR pour K~ m-s-

La récurrence se propage, ce qui prouve (6.5) et le théorème 6.2. 

Il nous reste à vérifier le lemme 6.7 il nous faut majorer 

entre autres la somme : 

c'est une somme de termes de la forme 

1 a 1 , 1 f3 1 -.S. 2m • 

Vu les propriétés des fonctions aa, as, r; et du support de 

r; , on voit par application de la formule de Leibnitz qu'il suffit 

de vérifier que 

j(Da(pi,h Ds u)' DS v) + (Da u, DS Ds (pi,-h v))\ T T 

.,S. C li vl!2m z: lj Dt ull2m 
t~s 

i T 

pour V E. H 2m ( l ) 
' 

et u telle que Dt u E H:m(}:R) pour t ~ s . K R T 

Ceci résulte de 1 9 identité évidente 

j(p. h f, g) + (f, p. h g)I ::::: 0 
i, i,-
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La majoration des autres termes intervenant dans 

{p. h D
5 (7;;u), v} 

1, 1" 
+ tu, D5 (7;; p. h v)} étant analogue, 

1" l. ' -

nous ne la dêtaillons pas. 
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1 - Nous utilisons les notations des deux exposés précédents ; 

Théorème 7.1 R(A) = {L (Q) ; N'} p p 

Démonstration : Nous savons déjà que R(Ap) est un sous-espace 

fermé de {Lp(Q); N'} (exposé V) et que {c""'(n); N'} est dense 

dans {L (n); N'} (exposé V). Il nous suffit de voir que p 

Soit f ~ {c
00

(Q); N'} c R(A
2

) (exposé VI) alors il existe 

u G D(A
2

) tel que Au= f ; les résultats de régularité (exposé 

III) montrent que 

Comme u E D(A 2 ) 

Corollaire 7.1 : 

on a B. u = 0, j=l,2, ••• m, d'où u E.D(A) 
J p 

A p est un opérateur à indice 
(l) C.Q.F.D. 

; son indice est 

dim N - dim N' , ne dépend pas de p; nous le noterons x(A;B 1 , •• 

(1) Un opérateur linéaire Â opérant de l'espace vectoriel E 
dans l'espace vectoriel F est dit "opérateur à indice" si son 
noyau A-l(o) est de dimension finie et son image 1\ (E) est de 
codimension (dans F ) finie. On sait que si E et F sont deux 
espaces de Fréchet et si A est continu, alors, s'il a un indice 
c'est un homomorphisme (strict) ; l'indice est 

x(A) = dim A1 (o) - codim A(E) • 
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u = f EL (Q) fi R(A ) 
q p 

alors u <:: D(A ) • 
q 

donc il existe u
0 

E D(Aq) avec Aq u
0 

= f. Soit r = inf(p, q) , 

Q étant borné nous avons les inclusions 

Lp ( Q) ' L ( n ) c:.. L ( n ) q r 

d'où W 2m ( n ) W 2m ( n ) 
' q C r 

et D ( Ap ) , D ( A ) C D ( A ) 
q r 

et u - u G D(A ) o r avec A ( u-u) = 0 • r o 

Nous avons donc u-u ~ N c D(A) et u = (u-u) + u ~ D(A) 
0 q O O q 

C.Q.F.D. 

Remarque 7.1 Ces théorèmes sont vrais, avec les modifications 

évidentes, lorsqu'on remplace A par A' 

Théorème 7.3 A -x- = A' et /\ ' * = A p pf hpt p 

Démonstration Pour tout p les deux identités sont équivalentes, 

car A~* = A 
p p il suffit donc de démontrer la première pour 

1 < p < 2 et la seconde pour 2 < p <- + oe. (i.e. 1 < p' "'- 2) • 

ayant des propriétés analogues, il suffit en fait de vérifier que 
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A~, == A; pour 1 < p < 2 , la démonstration de l'autre identité 

pour l < p' < 2 étant analogue. 

Grâce au lemme 5.2, il reste à vérifier que 

* D(A) cD(A',) p p 

Soit * v G. D(A ) , alors 
p 

u 

1 < p < 2 

= (u, A.,.,, v} 
p 

• 

est linéaire continue sur D(AP) pour la norme induite par LP(n) , 

donc aussi sur D(A2 ) pour la norme induite par L
2

(n) (car 

et 

et A2' v = A~ v G L ,(0.) , donc (Théorème 7.2) 
p p 

C.Q.F.D. 

2 -Combinant ces derniers théorèmes avec les résultats de régularité de 

l'exposé III nous obtenons le 

Théorème 7.4 Le problème 

avec ( k=O, l, ••• ) 

( u ,:; w~m+k(o) 

) Au== f dans 

~j u = O sur r 

possède une solution si et seulement . 
si f est orthogonale à N' ; là solution u est unique à un 
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élément de N 
.... pres. 

Ceci résoud un uroblème aux limites homogène, c'est-à-dire 

avec conditions aux limites homogènes. 

On pourrait consid6rer A comme opérateur A k non borné dans 
P, 

de domaine ~u <=-w2m+k(n) ; B. u = O , j=l, ••• m·j\; l'opéra-
'-- p J 

teur ainsi obtenu est un opérateur à indice lequel indice est égal 

Considérons à présent un problème aux limites non homogènes: 

et g. c:o~ w2m+k-mj-l/p(r) , .j=l,2, ••• m , et 
J p 

on cherche 

(UG w2m+k(ît) 
p 

! A u = f dans n 

tBj u = g . sur r 
J 

Il existe (exposé IV) avec B. w = g. 
J J 

, j=l,2, ••• m • 

Nous allons chercher u sous la forme v + w alors v est so-

lution du problème 

Av= f 

B. v = 0 
.J 

Aw dans n 

sur r 
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Ce problème possède une solution si et seulement si (f - Aw, v) = 0 

pour toute V Ë N' (f- Aw, v) = (f,v) B .w C!v de" 
J J 

m 

= (f,v) + l fr .. 
j=l 

g. C!v do 
J J 

et nous avons le 

Théorème 7.5 Le problème 

A u = f dans 0 

B. u = g. sur r j=l,2, ••• m 
J J 

possède une solution pour et 

j=l,2, ••• m si et seulement si 

m 

(f,v) + I fr 
g . C!v do = 0 

j=l J J 

pour tout v c:;,. N'. La solution est unique à un élément de 

3 - Plusieurs questions naturelles se posent à présent 

N ' pres. 

(i) Quand avons-nous N = {o} ? Dans ce cas il y a unicité de la 

solution donnée dans le Théorème 7.5. 

(ii) Quand avons-nous N' = {o} ? Dans ce cas il y a existence de 

la solution du problème non homogène considéré au Théorème 7.5 , 

pour tout et g. ~ F 2m+k-l/p(r) J·-1 2 m = ~ ' - ' ' . . . . J p 
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(iii) Quand avons-nous dim N = dim N' ? Dans ce cas A est un p 

op~rateur de "Riesz-Fredholm". 

Nous allons répondre partiellement à ces questions. 

(i) Nous pouvons écrire l'opérateur A sous la forme 

A = 

et soit 

u,v .,.y,..-> a(u,v) = I '(a
013 

D131.l, D0 v) 
1 a 1 , T e 1 ~m 

la forme sesquilinéaire (forme de Dirichlet) associée à l'opéra-

t A d .,. f . . Hm ( (\ ) X Hm ( (\ ) • eur , e 1n1e sur ~• ~, 

Pour u,v é: C
00

(n) 
. ( 1) 

nous avons les formules de Green suivantes 

m 

(Au,v) - a(u,v) = jLfr Sju y. 
1

v da 
J-

( 2 ) 

où les S. sont des "opérateurs-frontières" à coefficients C
00

(r), 
J 

d'ordre 2m-j • 

Soit (1, .•• m} = {j1,. .• jkJ U {jk+1, ••• jm} une partition de 

l'ensemble [1, ... m} nous allons donner une condition suffisante 

pour qu'il y ait unicitê (i.e. N = 0) pour le probl~me aux limites 

(1) Voir exposé IV, 5 • 

(2) Rappelons que 

y. l' J -k 
( 3) 

normale à r , intérieure àn • 

(3) Les résultats seront valables pour tout syst~me {Bj}1=l €qui
valent (exp.IV) à {y. 

1
, ••• S. } 

J 1 - Jm 
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Lorsque k = m ce probl~me est le "problime de Dirichlet"relatif 

à A, lorsque k = 0 , c'est le "problème de Neumann". 

Soit Y· lv = O, ••• 
J -1 

c'est un sous-espace fermé de Hm~Q) ; 

V= Hm(Q) dans le cas du problème de Dirichlet 
0 

V= Hm(n) dans le cas du probl~me de Neumann. 

Proposition 7.1 On .suppose que la forme a(u,v) est "V-ellipti-

que" c'est-~-dire qu'il existe une constante C> 0 telle que 

ja(v,v)j pour v EV 

alors la seule solution du problème 

est u _ 0 • 

<S. C
00

(n) 

y. lu 
J. -

J. 

= 0 i=l,2, ••• k 

i=k+l, ••• m 

En d'autres termes, lorsque a est V-elliptique, on a N = [o} 

pour le problème aux limites 

Démonstration Soit u G N, calculons a(u,u) à l'aide de la 

formule de Green il vient 
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k m 

a(u,u) = (Au,u) - I J, s. u y. lu do - l J s. u Y· lu do 
i=l J. J.- i=k+:t, r Ji J.-i i l 

= 0 

La V-~llipticit€, implique que u = 0 

C.Q.F.D. 

Remarque 7.2 Ce résultat est du type variationnel; la méthode 

s'applique à tous les problèmes aux limites que l'on peut résoudre 

par une méthode variationnelle, c'est pourquoi nous n'insistons 

pas sur ce point de vue (voir l'Introduction) • 

Remarque 7.3 On sait que si A est fortement-elliptique" i.e. 

Re L a (x) 
1 a ! , Î B 1 =m a 6 

i:- a~ f3 , ~ C I i:- j 2m (C O i:- ·Rn ,.., ) <:, , <:, > t <:, (:; tX ~ ~G 

alors la forme a(u,v) + À(u,v) elliptique pour À 

assez grand (in~galité de Glrding). 

(ii) La question ii) pose un problème de même nature que laques-

tion i); une réponse partielle est donc fournie par la proposition 

7.1. 

(iii) Voici un crit~re très simp:e qui permet d'affirmer que x(A J _ 
B1 , ••• ,BmJ -0 

Proposition 7.2 

Démonstration A' 

On suppose que D(A 2 ) = C(D(A 2))(l)alors x(A,B 1 , ••• 
•• ,B) =.o 

m 

est l'adjoint formel de A; on note A' l'opé-

rat eur A' oü l'on a remplacé les coefficients par leurs conjugu6s 

(1) C(D(A 2)) désigne l'ensemble des conjugués complexes ·aes fonction~ 
de D(A2) • 



- 129 -

complexes. De même on note B! 
J 

les opé)rateurs B! où l'on a rem
J 

placé les coefficients par leurs conjugués complexes. 

Soit A' ln réalisation de A' 
2 

sous les candi-

tions aux limites B!u = 0 , j=l,2, ••• m; il est facile de voir que 
J 

A - A' est un opérateur d'ordre ~ 2m-l, A2 - A2 est un 

on en déduit 

Il est facile de voir que X(A 2) = X(A2) et par conséquent on a 

mais comme , on a 

d'où 

= -x(A') 
2 

C.Q.F.D. 

Remarque 7.4 Comme D(A
2

) ne dépend que de 2m et. des conditions 

aux limites, la condition D(A 2 ) = C(D(A 2)) ne dépend que des con-

ditions aux limites et pas de A. En particulier dans le cas du 

problème de Dirichlet on a 

et l'indice du problème de Dirichlet est nul quel que soit l'opérateuT 

A; l'unicité du problème de Dirichlet pour A (dim N = {o} ) 
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implique qu'il y a unicité pour le problème de Dirichlet pour A' 

(dim N' = {o} ) , donc aussi qu'il y a existence et unicité pour 

ces deux problèmes. Lorsque A est fortement elliptique, 

est un isomorphisme de 

grand. 

sur L (Q) 
p 

pour À assez 

Remarque 7.5 Lorsque le problème aux limites 

est formellement autoadjoint, i.e. A= A' et [B.}~ peut être 
J J=l 

pris comme système d'opérateurs-frontières adjoint à lui-même rela-

tivement à A , alors on a évidemment dim N = dim N' puisque 

N = N' • C'est toujours le cas pour les problèmes considérés plus 

haut 

relatifs à un opérateur A formellement autoadjoint, 

Remarque 7.6 On sait ~ue l'indice d'un opérateur n'est pas modifié 

lorsqu'on ajoute un opérateur compact; par conséquent nous ne modi-

fions pas l'indice de la "rfalisation dans L "de l'opérateur A, p 

par addition d'un opérateur C d'ordre ~ 2m-l en particulier 

x(A + ÀI) = x(A) p p pour tout À~~ • 
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VIII APPLICATION DE LA TRANSPOSITION ET DE L'INTERPOLATION. 

Dans ce numéro on déduit des résultats d'existence obtenu~ 

précédemment, de nouveaux résultats d'existence pour des données 

(aux limites) g. plus générales. Les raisonnements d'analyse 
J 

fonctionnelle que nous ferons, utiliseront en particulier la théorie 

de l'interpolation dont nous rappelons pour commencer quelques résul-

tat s. 

1 - L'interpolation: Nous désignerons par ~ la catégorie dont 

les objets sont les espaces de Banach (complexes) et les morphismes 

sont les applications linéaires continues. 

Nous appellerons "Couple d' interpolation" un couple ( A
0

, A
1

) 

d'espaces de Banach, tel qu'il existe un espace vectoriel topolo-

gique localement convexe séparé Jè avec A. c ">t i=O,l 
1 

(algébri-

quement et topologiquement); on peut alors définir A
0 

n A1 et 

A
0 

+ A1 , et munir ces espaces des normes 

et 

llallA + 

a ~-> inf 

a
0 

E A
0

, a
1 

<:S. A
1 

a
0 

+ a 1 = a 

0 

Ùla li 
o A 

0 

\la!JA 
1 

+ 
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respectivement A
0 

n A1 et A
0 

+ A
1 

sont deux espaces de Banach. 

Soit ~ la catégorie dont les objets sont les couples d'inter-

polation et dont les morphismes sont définis ainsi : soient (A
0

,A1 ) 

et (B
0

,B1 ) deux couples d'interpolation, on appelle morphisme de 

restriction de u à A. soit linéaire continue de A. dans B., 
i i i 

i=O,l. Par restriction à A
0 

n A
1 

, u définit une application li-

néaire continue de A
0 

n A1 dans B
0 

n B1 

sont deux foncteurs covariants particuliers de la catégorie ~ dans 

la catégorie -ô3. 

Une mfthode d'interpolation est la donnge d'un foncteur d'interpola-

tian covariant <P de la catégorie -e dans la catégorie 

teur A n A, • 
0 .]_ 

Exemples 

1) Pour tout a avec O < o < l et tout p avec l < p < ~, 

il existe un"foncteur d'interpolation" noté~ 
p,o 

avec(l) 

(1) C'est la "méthode d'interpolation réelle", bat,ituellement notée 
(A

0
,A 1 ) ~,, S(p,0;A

0
,A

1
) = T(p,a.; A

0
,A

1
) avec (f" = 1-8 , ~l,= 8 



- 133 -

(8.2) 

ws(r)) = W8 + 0 (r) , p p (8.2)' 

pour tout s réel (de signe quelconque et tel que s+o ne soit 

pas entier, pour p ~ 2) 

2; Pour tout couple d'entiers :€,m avec O < ,l < m il existe 

~ tel que ( 2 ) ...e,m 

( 8 • 3 ) 

(8.3)' 

pour tout s réel (de signe quelconque) et 1 < p < oo. 

Remarque 8.1 Il existe bien d'autres exemples de foncteurs ~. 

Remarque 8.2 Une conséquence importante de l'identité (8.2) est 

la propriété d'interpolation suivante si 

si la restriction de u 

alors la restriction de u est 

un élément de pour tout 
~, [ 

o E.JO,l ; cette 

remarque r~duit la démonstration de la plupart des propri&tés des 

espaces de Sobolev au cas oa l'exposant est entier. 

Considérons à présent (B
0 

,B 1 ) E '<i' et soit N un sous-espace 

(2) C'est la"mêthode d'interpolation complexe", habituellement notée 
(A

0
,A 1 ) ~) [A

0
,A

1
] 0 = (A

0
,A

1
; 8(e)J avec 1-0=.l?/m • 
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vectoriel fermf de B
0 

n B
1 

les inclusions suivantes montrent que 

i=O,l • 

Soit 

évident que 

et par conséquent TI G. Hom(q,(B
0

,B
1

)$g,(B
0

; , B
1

; )) • 
N N 

clusion 
if>(B ,B 1 )/ 

o N 
C if> ( B 

sur 

of 
N 

on en déduit l'in-

On va donner une condition suffisante pour qu'il y ait identité 

Proposition 8.1 

toriel de dimension finie de B
0 

n B1 , ~ 

= ( 8. 4 ) 

démonstration On construit un inverse R à droite de IT 

soit une base de N et des éléments de 

<z. , z'. > = o .. 
1 J i,J 

i,j=l,2 ••• n 
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n 

I < 
i=l 

b,z'. > z. 
l l 

oft b est un él€ment quelconque de b" • Il est évident que Rb" 

ne dépend pas du choix particulier de b ~ b" ,on peut donc choisir 

b dépendant continûment (non linéairement) de b" , et alors 

Nous utiliserons également le 

comme IToR = 1 , ceci 

sur t(B
0

/N; B1 /N) • 

C.Q.F.D. 

Corollaire 8.1 Si ( B , B l) E. 'f: , et s 1 N 1 

0 " 
est un sous-espace 

vectoriel de dimension finie de l'antidual de B
0

+B1 on a 

Ici (comme dans les exposés précédents), on a 

{B. ; N 1 
} = { b E.. B . ; ( b, z 1 ) = 0 pour tout z 1 <=-N ') 

l l 

les parenth~ses désignant l'antidualité entre B
0

+B
1 

et son anti-

dual. 

2 - Application de l'interpolation (I) 

Les notations sont les mêmes que dans les trois exposes pré-

cédents. 
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p 

sur 
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est un isomorphisme de 

pour tout r réel? 0 • 

Démonstration Nous avons déjà obtenu ce résultat pour r e~tier. 

Par interpolation nuus en déduisons que pour k < r < k+l , 

est un isomorphisme de X/ 
N 

sur avec 

A p 

et o = r-k (nous avons utilisé la proposition 8.1 et son corol-

laire et l'identité (8.2)) . 

Il nous faut interpréter l'espace X; l'inclusion suivante 

est évidente 

Pour montrer l'inclusion réciproque, fixons u E: w2m+r(n· p , 

{B .}m ) , alors 
J j=l 

Au= fa:.;{Wr(rt);N'}, et par conséquent, il p p 

existe u G. X , unique à un élément de N près, tel que 
0 

A p 

et que 

= f • Il est évident que u-u 
0 

A ( u-u ) == 0 , 1. e. p 0 
u-u EN 

0 
comme on a 

D(A) p 

N c w:m+k+l(n;{B.} 0 
) c X , on en déduit que u EX et donc 

J,' J j=l 

w:m+r(Q; {Bj}:=l) C X • 

(1) de manière générale on pose 
B.u = 0 , j=l,2 ••• m} , r ~ 0 • 

J 

C.Q.F.D. 
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Le théorème 8.1 résoud un problème aux limites homogènes 

pour le problème aux limites non homogènes on a le résultat suivant 

(de régularité) : 

Théorème 8.2 Le problème 

Au;:: f dans n 

B.u ~ g. sur r , j=l,2 ••• m 
J J 

possède une solution pour 

j~1,2 ••• m , si et seulement si 

m 

cr,v) + I f 
j=l r 

g.C'.vdo= 0 
J J 

et 
2m+r-m.-l/ 

g . G W J P(r) 
J ·- p 

(8.6) 

pour tout v G N' (r rê el ~, 0 ; r-1/ p 
non entier pour p ~ 2) 

La solution est unique a un élément de N près et est dans l'es-

pace 

La démonstration (qui utilise le théorème 1.1) est analogue à 

celle du théorème 7.5. 

3- Transposition L'analogue du théorème 8.1 a lieu pour 

c'est un isomorphisme de 

Pesons 

w2m+r(Q• 
p 1 , 

A' :p' 
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Par restriction, il est évident que est un isomorphisme de 

w2m+r(a· 
p 1 ' 

sur 

Transposons cet isomorphisme : Si L est une forme antili-

néaire continue sur w2~+~(n; {B!}m ,A 1 )/N' 
p ,1 j =l 

il existe 

u• ~ w;r(n)/N unique telle que 

pour toute • E TJ2m+r("• V - V 1 ~i, 
p 

rBv1m ·A')/ l'·J ,. N' • 
J j=l 

Pour utiliser ce résultat, il nous faut choisir L sous une 

forme particulière - le choix arbitraire que nous allons faire n'est 

justifié que par le résultat que nous obtiendrons. 

Soit K un espace (de Banach pour fixer les idées) normal de 

distributions dans a tel que 

et soit H l 1 antidual de K , on a 

L ( Q ) C: H C .;'31 ( 17. ) 
p 

( 8 • 8 ) 

(8.8)' 

et pour f é H , v ~., < f, v > est une forme antilinéaire c ont i,~ 

nue sur W2m+r(a· 
p 1 ' 

Fixons f G H et g,. r- 1.7•ar-mJ·-l/P(r) J·-1 2 m . = . ' - , . . . , J p 

V~< f,v> + <(g., C!v '> J J , 
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est une forme antilin6aire continue sur W2m+r(Q: 
p' . 

{car C! 
J 

est d'ordre 2m-m.-l , j=l,2 ••• m). Elle définira par pas
J 

sage au quotient une forme antilinéaire continue sur w2m+r(g• pt , 

{B'}m ·A'}' S1 elle est identiquement nulle i ' ,,,n 
u j =l ~, 

m 

< f,v > + I < g. ' C!v > .. 0 pour 
j=l J J 

Supposant que (8.9) a lieu, nous poserons 

m 

L (V•) = <f,V > + I 
j=l 

< g;, 
<J 

C!v > 
J 

sur N' 
' i.e. si 

tout V Cé: N' ( 8 . 9 ) 

(8.10) 

où v est une fonction Quelconque de la classe v 

Nous avons donc obtenu ceci 

un élément de N pr~s, telle que 

m 

il existe unique, à 

< u,A'v > = < r,v > + I 
j=l 

<g.,C!v> 
J J 

(8.11) 

pour toute 
2m+r 

V<=.W, (12; p 
{B!}m ;A') • 

J j =l 

Cette dernière identité appliquée à v E. c°'(n) , montre que 0 . 

Au - f (8.12) 

Il nous faut aussi interpréter les conditions aux limites que 

u satisfait, et qui sont implicitement contenues dans l'identité 

(8.11). Posons la 

est l'espace des 

(1) C'est un espace de Banach pour la norme 

u Ë w-r (Q) telles aue 
p 
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La solution u que nous avon~ trouvée est darts n;rHp(Q) , 

' 
il faut étudier les traces des fonctions de n;rHp(Q) • Supposons 

' 
que K soit réflexif alors nous avons le 

Lemme 8.1 est dense dans 

Démonstration On va vérifier qu'une forme antilinéaire continue 

sur D-r,p(a) qui s'annulle sur 
A ,H ' 

est 0 • Une telle 

forme u AA-";> M ( u ) peut s ' écrire 

M(u) = < g,Au > +< h,u> 

avec g 6.. K et 
or 

h E..W ,(51) 
p 

(nous avons utilisé ici la réflexi-

vité de K ) • Grâce à nos hypothèses sur A , il existe un ouvert 

(.}- "très régulier" (exp. I) voisinage de Q , tel qu'il existe un 

prolongenent .fi, de A à & , qui soit encore elliptique d'ordre 

2m à coefficients 
CO - CO -

C (&). Soit U E.C (6'), alors on a u = 

00 -= U / Q E: C ( Q ) et M ( u ) = 0 • 

Si l'on désigne par ,.,.,, ( t g resp 

t ( resp. h) par 0 dans 

d'où = 

pour toute 
00 -

lJ E C ( &) • 

h) le prolongement de 

g <::.. L '(&) p 

0 

et 

g 
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L'application de (8.14) à U E. C
00 

( 0--) montre que Jl' g = -h 
0 

dans & • Nous allons vérifier au"il existe n 

0 ~ 
Wm ( c::31 telle que Jt' w = -h p' on cherche par exemple 

.--...., 2m+r (~ { 1m 
w Ë W , v; y. -l) . ) 

p J J=l telle que ,__ftt w = -h • Pour cela nous ap-

pliquons le thfor~me 8.1 ; une telle w existe si et seulement si 

h E{w;,(&); cil} où 'il désigne l'espace des fonctions 
00 -

z G. C ( 0-) 

telles que Jtz = 0 et y. 1 z = 0 , j=l,2 ... m ; nous allons véri
J-

fier que cette condition est remplie . 0 ,::-C
00

("""} soit = v , une fonc-o 

n ,,-.J 
,..._ ,..., 

tion - 1 sur on a pour z É "<-l(h,z) = '(Sh,z)& = (h,ez)ü = 
' e-

= - (Jt' g, e z \J et comme ez G. C
00 

(0) on a 
0 

AJ 

(h,z)& = - ( g,Jc( e z) ) e--= 0 

dl( e z} Jtz -~ car = = 0 dans St qui est le support de 
f'.J 
g 

L'existence de w est donc prouvée. 

Considérons 
,..., 

w-_g , nous avons 

De l'hypoellipticitê de Jè-1 , il résulte que 
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et par conséquent, puisque et puisque 
,V 

g est nulle 

hors de nous avons ,.._, G W2m+r ( e-) 
g p' d'où g E. W 2m + r ( '"' ) ( 1 ) 

p f ~G ' 

A'g = - h (8.15) 

Nous allons calculer <g, Au>
0 

pour 

existe une suite {gk} C C~(n) telle que gk -""P g 
k=l, 2 ••• 

dans pour k -> + "' , on a donc 

= lim <gk, Au>n = 
k-+-oo 

et A'g 
k 

lim <A'gk, u> 0 
k-+-oo 

dans 

On peut donc écrire 

M(u) + 

-= <A'g, U>Q 

pour k 

= 0 

pour toute u E D;\ÏP(n) , i.e. M _ O • 
' 

= 

car 

C.Q.F.D. 

Lemme 8.2 Pour r Q 0 (r+l/ non entier pour p ~ 2) il 
p 

existe une application linéaire continue: 

de 

m 

II 
j=l 

C'.v = ljJ. 
J J 

, j=l,2 ••• m • 

, telle que 

( ~ / • 2m + r ( ) . / . . 1, Il est ev1dent que g G W I Q ; il faut encore ver1f1er 
que yj_ 1 glr = 0 pour j ~ P~m+r-1/p]~. (cf. Théorème 1.1) 

Soit T g la fonction obtenue en translatant g suivant la nor
male à €r en x(x Gr) , dans un voisinage de x (ceci est pos
sible, vu la régularité de r); il est facile de voir que 
y.(T g)lr = O, d'où le résultat. 

J € 
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Démonstration 
0 

Les conditions A'v e:. w~, (n) et ykA'v = 0 

k=O,l, ••• [r-l/p 1 )_ sont équivalentes. Le système d'opérateurs-

frontières est un système 

de Dirichlet d'ordre 2m+[r+l-l/ ,] ; le lemme 8.2 résulte du 
p -

théorème 4.ld). 

Théorème 8.3 Pour r+l/ p 
non entier lorsque 

l'application qui est définie pour u ê C~(~) 

se prolonge en une application linéaire continue, encore notee 

u _.__-:;:, f B. u j~ de 
- J J=l 

pour u E D-r,J?(n) 
A,H 

"formule de Green" 

- <u, A'v> 

dans 

et on a la 

m 

Q 1 
j =l 

Démon st rat ion S o i t 'f rv'--.> v 1 1 a pp 1 i c a t i on con s t ru i t e au 1 e mm e 

8.2, on note 

<u,A'v>Q 

C'est une forme sesquilinéaire continue sur 

m 

TI 
j=l 

car on a les majorations suivantes 
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11 u Il !I A' V 11 ' 1 •-r , p • 1r, p 

On en déduit l'existence d'une application linéaire continue 

m 

m 

telle que x(u,'i1) 

Lorsque u G C
00

(Q) on a 

m 

(Au,v)n - (u,A'v)Q = - l 
j=l f 

dans TI 
j=l 

pour tout 'i1 

B.u C' .v dcr 
J J 

r 
pour et par conséquent on a 

m 

I 
j=l 

d'où (jJ. = B.u 
J J 

m 

m 

= -<(jl.,ljl.> 1 <B. u, 1jJ. > r 
J J r j =l J J 

pour u E. C
00

(S1) • Comme Coo(Q) est 

u -'---> { (jJ. }m est continue de 
J j =l 

dense dans 

dans TI 
j=l 

, la première partie du théorème est dé-

montrée. Pour démontrer la formule de Green il suffit d'effectuer 

un prolongement par continuité. 

A présent nous pouvons achever d'interpréter (8;11) 

Comme u E D-r,p(n) nous avons . 
A,H ' 

. 
m m 

<u,A'v>Q - <f,v>Q = I <gj,c'jv>r = I <B.u,C!v>r 
j=l j=l J J 



toute 2m+r( {B!}m ;A') donc (grâce lemme 8. 2 '.• pour V .,;: w ' Q; ' 
au p J j =l 

m 

qui montre que {c!v}m parcourt rr wr+mj+l/P(r) lorsque V 

J j=l 
pî 

j=l 

parcourt w2m+r(Q• 
p' , nous avons B.u = g. 

J J 
, j=l,2 ••• m. 

Pour énoncer le résultat obtenu, nous désignons par v~' le 

sous-espace (de dimension finie égale l celle de N') de l'antifual 

de H x (~~r))m, formé des formes linéaires 

m 

<f,v> + 
Q 1 

j=l 
<g.,C!v>r 

J J . 
avec v E. N' • 

Théorème 8.4 Si K est un espace (de Banach) réflexif et norma: 

de distributions dans Q , tel aue 

w2m+r(Q• 
p' , 

et d'antidual noté H , pour r ~ 0 (r+l/p non entier si p ~ 2) 

{A;B 1 , ••• Bm} est un isomorphisme de 

m 

{H x rr w-Pr-mj-l/P(r);~'} , 
j=l 

sur 

Remarque 8.3 Comme r est compact, les distributions sur r 

sont toutes d'ordre fini et ~' ( r ) = u 
s<o W8 (r) 

p 
et le théorème 

8.4 permet de résoudre le problème aux limites avec données aux 

limites g. dans .'.l)'(r) , 
J 

Dans la suite nous fixerons un choix explicite de l'espace K 
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1°) En général on peut évidemment prendre 

H = L (Q) ; nous posons par définition 
p 

K = L , (Q) p d'où 

2°) Dans le cas du problème de Dirichlet (B.= y. 1 ,j=l,2 ••• m) 
J J-

on peut prendre car, on a 

W2m+r(~) 
0

m ( ) : p' oG n Wpf Q t 

Nous posons par définition (puisque 

= 

Nous allons détailler les conséquences du théorème 8.4 dans ces 

deux cas. 

Remarque 8.4 Bien d'autres choix de K sont possibles, selon 

les conditions aux limites considérées; dans le cas général on 

peut prendre 

que l'inclusion 

ou encore étant choisi tel 

w2m+r(Q) c Lq(Q)(l); dans le cas particulier du 
p' 

problème de Dirichlet on peut encore prendre 

On ignore quel est le choix optimum (c.à.d. K le plus petit 

possible) 

4 - Application de l'interpolation (II) 

(1) L'exposant q est fourni par le théorème de Sobolev. 
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que [A;B 1 , ••• Bm} est un isomorphisme de 

m 

n2m,p(n)/N 
A 

sur 

sur 

51 (rd x rr w-mj-l/P(r);ei> 1 } et de 
1-.. p j =l p 

m 

[1 (ri) x rr wp2m-mj-l/p(r);Jn•} • 
p j=l 

Par interpolation nous en déduisons des résultats intermédiai-

res [A;B1 , ••• BmJ est un isomorphisme de X/N sur 

m 

avec 

( k entier, 0 < k < 2m) • 

De l'inclusion évidente résulte le 

Théorème 8.5 Pour k entier, 0 ~ k ~ 2m et 

m 

E [Lp ( Q) X II 
j=l 

unique à un élément de N 

k-m·-1/ · ) 11)} W J P(r ;«' il existe 
p 

... pres, telle que Au = f , et 

Pour compléter ce résultat nous allons montrer que 

a) supposons pour commencer que 

Au = f ~ L ( Q) 
p 

m 

k 3- m. Pour 

, j =l, 2 • • • m 

B .u = g. , 
J J 

on a 

et 

(f,v) + 2, <h., 'l'.v.> = 0 pour toute VG. ~• = {v5. C
00

(Q); 
j•l J J 

A'v = 0, yj_ 1 v = 0, j=l,2 ••• m}. 

Soit alors u
0 

G X , une solution du problème Au
0 

= f, 
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, j=l,2 ••• m (voir ci-dessus); on a 

u - et A(u-u ) 
0 

j=l,2 ••• m, donc (théorème 8.4), on a 

= O,y. 1 (u-u) = 
J- 0 

u - u G ~l = { v 6 C 
00 Uï ) ; Av = 0 , y • 

1 
v = 0 , j = 1 , 2 ••• m } 

0 J-

en résumé nous avons u = u + ( u- u ) E X + U c X 
0 0 

d'où 

b) Considérons à présent le cas où k < m • Pour 

nous avons ~ E. wk-j+l-1/P(r) 
'I'. = y. lu 

J J- p 
, j=l,2 ••• k ~ 

0 , 

ayant la même signification qu'au point a), nous introduisons 

une base v 1 , ••• v\J de it t telle que (v.,v.) = ô . et nous 
l J 1,J 

\) k 

fr ) posons 

C11 g - - z: <P. T.v. do •• 
i=l J J J. l 

k 

]r alors g ~ L (n) et (g,v) = - I <P • T.v do pour toute p 
j =l J J 

v E '.),(.' • Posons <Pj = 0 pour j=k+l, ••• m, nous avons alors 

et 

(g,v) 

pour toute V E ~,Lt 

' 
et par conséquent il existe u '5:X 

0 
telle 

que Au = g et y. lu = <P • j=l,2 ••• m • 0 J- 0 J ' 

Pour V = u - u nous avons V <f.. Dk'p(Q) (ï ~k(n) ; posons 
0 A p 
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t. = y. 
1

v, j=k+l, ••• m 
J J-

a priori nous savons seulement que 

î. 
J 

(::ê· w-j+l-l/P(r) 
p , j=k+l, ••• m , et nous allons montrer que 

î . E wk-j+l-1/P(r) 
p • Pour cela nous utiliserons un lemme de dé-

J 

monstration analogue~ celle du lemme 8.2 

Lemme 8 .3 Il existe une application linéaire continue 

m 

'I' = { 1/J. }m .-V'--) w de II w-k+j-1/p'(r) dans w2m-k(ri) f) 

J j =l j=k+l p' p 

n wm (Q) 
' 

telle que T.w = 1/J. , j =k•l, ••• m • p' J J 

Posons alors x(v,'1') = <Av,w> <v,A'w> ; c'est une forme 

sesquilinéaire continue sur 

X 

qui peut donc s'écrire x(v,'l:1) = 

m 

II 
j=k+l 

j-k-1/p' ( ) w , r 
p 

m 
I < cr • , 1/J. > 

j=k+l J J 

avec o. E wk-j+l-1/p(r) , j=k+l, ••• m • J p 

Il est facile de vérifier que x(v,'1') ne dépend pas du choix 

particulier de l'application 'I' -~--> w dans le lemme 8.3 ; pour 

f E (C
00

(r))m-k , on peut supposer que 
,. 

conse-

quent on a 

m 

d'où I 
j=k+l 

pour toute 

montré que 

m 

x(v,'1') = - r <y. lv, 1/J.> 
j=k+l J- J 

m 

<a.' 1/1. > 
J J I 

j=k+l 

(Coo(r))m-k, i.e. y. 1 v =~cr .• Nous avons donc 
J- J 

y • .,VE' wk-j+l-l/P(r) , j=k+l, ••• m 
J""-+ p 

et y. 
1

u E 
J-
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-- wk-j+l-l/P(r) . 1 2 """ , J= , • • .m • p 

Il est évident que 

m 

(Au,v) + l <y. 1u,T.v> = 0 
j=l J- J 

pour toute v E 'U..' , donc il existe u
1 

<S X telle que Au
1 

= Au 

et Yj_ 1 u 1 = yj_ 1 u, j=l,2,.,m et il est facile de voir comme au 

point a) que u-u
1 

C:E !U.c X , d'où u c::: X , ce qui prouve l'inclu-

sion et le 

Théorème 8,5 1 

est un isomorphisme de 

sur {L (s-2) X 
p 

m 

II 
j=l 

Remarque 8,5 : Une nouvelle application de l'interpolation (uti-

lisant cette fois le foncteur ~ pour interpoler entre 
p,o 

et permettrait d'obtenir le résultat aqa-

logue pour 

pour p-:/- 2) 

avec s réel, O ~ s ~ 2m (s-1/p 

{A;B 1 , ••• Bm} est un isomorphisme de 

m 

{L (n) x II ws-mj-l/P(r); Y'} 
p j=l p 

5 - Résultats particuliers au problème de Dirichlet. 

non entier 

Dans toute la suite, le système d'opérateurs-frontières cons1-
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Théorème .8. 6 A est un isomorphisme de ~G Womp ( r.) /N sur 

Remarque 8.6 On peut observer que A considéré comme opéra-

teur non borné dans w-m(Q) 
p 

0 

de domaine Wm(n), a pour indice 
p 

dim N - dim N' = 0 grâce à la proposition 7.2. 

Démonstration : Nous démontrons pour commencer la surjectivité 

Soit f G w-m(Q) , telle que (f,v) = 0 pour toute v <==. N' , il 
p 

faut trouver 
om 

u EW (Q) 
p 

telle que Au= f. 

Considérons un ouvert CJ "très régulier", voisinage de Q 

tel qu'il existe un prolongement Je de A à e , qui soit encore 

elliptique d'ordre 2m, à coefficients 
00 -

C (6) • Soit 

une distribution telle que FI = f(l) ·, 
Q 

posons 

base de '¾' telle que (v.,v.) 
i J 

= <;: ~-. • F n'est pas orthogonale 

à~• , on la remplace par 

\/ 

F + G = F - l 
i=l 

i,J 

(F,v.) v. 
A i i 

alors G c;::;: C
00

(<9) et F + G CÈ {w;m(5); Q..t'} • Le théorème 8.4 appli-

qué avec montre qu~il existe telle que 

(1) On peut construire F en écrivant 

et en posant F = Ï D13 f 
leT~m 13 

f = I D6 f avec 
1 e T <m 

13 
'"V ,,. • 

, f
13 

des1gnant le pro-

longement de fa par zéro dans & -ri • 
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) A U = F + G dans e-

l y j-1 u = 0 j =l , 2. , , m sur ae- • 

Nous admettrons provisoirement le (1) 

Lemme 8.4 Si U a;: L (e-) et t:1'bU 1• w-m(e--) alors U est locale-
p ; - p 

ment dans Wm(e) ( 2 ) 
p 

et nous avons Au
0 

= f + g dans Q • Si <P • = y . l u , j =l, 2 ••• m , 
J J- 0 

il nous faut encore trouver u
1 
~ w;(n) solution de Au

1 
=-g, 

Y j-l u 1 = -<Pj, j=l,2 ••• m . On vérifie aisément que 

m 

~ [c00

(Q) X II 
j =l 

m 

car <g,v> + l < <P • , T . v> 
j=l J J 

m 

<f+g,v> ï -= + <<j>., T .v> 
j=l J J 

m 
<Au 

.... 
+ ï T.v> 0 = ,v> <y. u = 

0 j=l J-1 o' J 

pour tout v <î. N' • 

Nous utiliserons un résultat intermédiaire· entre les deux 

théorèmes d'exist~nce suivants que nous avons déjà établis 

LA;yo,•••Ym-11 
m 

est un isomorphisme de 

II w:m-j+l-l/P{r); uV°'} et de 
j =l 

sur 

(1) Ce lemme est un résultat de régularité à l'intérieur clas~ique 
lorsque p = 2 • 
( 2 ) i. e • eu c1 wm ( e-) pou ;r t out e e ~ c 

0

00 

( e-) • 
:P 
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m 

sur {W-m(Q) x rr 
p j=l 

-j+l-1/p( )· /'1>'} ·w r ''" p 

donc aussi de X/N sur 

avec 
X = 

,m 

rr 
j=l 

On en déduit que u 1 existe; u = u
0

+u
1 

est une solution du pro-

Pour achever de démontrer le théorème, il faut montrer que le noyau 

de A comme opérateur de 

pour 
om 

u l'.z. W (Q) , telle que 
p 

dans est N : en effet 

y. 1u = 0 , j=l,2,,,m i.e. u EN (cf. Théorème 8.4 avec K = 
J-

Nous savons à présent que 

phisme de 

et de 

sur 

sur 

m 

rr 
j =l 

C.Q.F.D, 

{A;y ,Y 1 , ••• y 1 } est un isomor-
o m-

m 

II wmp-j +l-1/ P ( r); Jlr)'} 
j=l 

w-m-j+l-1/P(r); ~,P'} 
p 

Utilisant l'interpolation, on peut en déduire à l'aide de raison-

nements analogues à ceux développés dans le§ précédent, le résul-

t at suivant 
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Théorème 8. 7. : Pour -m ~ s ~ m ( s-1/p non entier lorsque p 'f 2), 

m 

Pour terminer nous démontrons le lemme 8.4 

Soit- donc U €. L ( 0') 
p 

On va montrer qu'il existe 

telle que .Jl:.U 

a,,où u-v G c""'(cr) par l'hypoellipticité de cft, , ce qui montrera 

que U est localement dans Wm(e). 
p 

On peut écrire F = l 
lsl~m 

avec 

Soit v 1 , ••• vv la base orthonormée de ~• introduite précédemment; 

V 

g f3 = f f3 - l ( f i3 , v i ) v i E [1P (fr) ; ~·} 
i=l 

alors 

par· conséquent (voir exposé VII) il existe z
13 

G. W~m(e-) (non uni-

que) telle que 

~ Jlz/3 = g f3 dans e--

c y j-1 z 13 = 0 sur ~e- j=l,. • ,m 

Considé~ons la fonction z = r 
0 lsl~m 

• On a 

évidemment 

JèU - vt:z = F - ..A:Z = 
0 0 
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= 

car z ~ w2m(fr) • Recommençant le raisonnement précédent avec 
8 p 

remplacée par F1 , on construit avec 

Fl - ..11.z
1 

""- W-pm+2 ( in.) , 1·. e. .11.u .À-( Z Z ) W-m+2 ( e-) t Vv = u Uv - vv o+ 1 E p 'e a1ns1 

de suite. On obtient à la fin JbU - JtZ .s L (0-) avec 
p 

Considérons maintenant une solution Z du problème 
m 

Jl;Z = dt( U-Z) + 
m 

y. l Z = 0 
J- m 

\) 

I 
i=l 

(Jt(U-Z),v.) v. 
l l 

j=l,2, ••• m sur 

alors V= Z + Z E Wm(~) et rfpond ~ la question. 
m p 

dans e-

F 
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IX - QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE SPECTRALE 

1 - Nous noterons p(Ap) la résolvante de Ap, c'est-à-dir~ l'en-

semble des nombres complexes À , tels que 

existe et soit linéaire continu dans LP(n); o(AP) désigne le 

spectre de A , c'est le complémentaire de p 

Commençons par quelques remarques presque évidentes 

p(Ap) est l'ensemble des nombres complexes À 

et R(-A + ÀI) = L (n) i.e. 
p p 

N(-A' , + ÀI) = {o} p 

tels que 

p(A ) ne dépend donc pas de p , ce qui réduit son étude à celle 
p 

Supposons p (A2 ) '/: r/J , alors pour À
0 

Œ.. p (A2 ) , R( À
0 

,A 2 ) 

( 1) 
est un opérateur linéaire continu de 1

2
(n) dans D(A 2 ) c.H 2m(n); 

c'est donc un opérateur compact dans L2 (n) (même résultat dans 

L (n)) • 
p 

(1) Rappelons que sous nos hypothèses l'injection de H2m(n) dans 
L2 (n) est compacte. 
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Proposons-nous de résoudre l'équation 

Il vient 

d'où 

et 1 

À -À 
0 

u -

Si et seulement si 

sède la solution 

u = R 

Ceci montre q_ue 

p ( A
2 

) = { À f: À 
0 

et 

pour À 1 À 
0 

1 
u = 

1 -- E p(R(À
0

,A2 )) , alors l'équation pos
À -À 

0 

1 
-r-:r 

0 

Les résultats classiques sur la résolvante d'un opérateur 

est discret, borné, et O est le seul point d'accumulation fini 

possible; en cons~quence le spectre de A
2 

est discrèt et n'a 



- 158 -

aucun point d'accumulation fini. En résumé nous avons le 

Théorème 9.1 Le spectre de A ne dépend pas de 
p 

p ; c' e s:t ou 

bien le plan complexe tout entier, ou bien un ensemble discret 

sans point d'accumulation fini. 

Remarque 9.1 On pourrait de même considérer a(A k) (A k P, P, 

défini p~24) et vérifier que cet ensemble ne dépend ni de p ni 

de k , donc que o(A k) = cr(A2 ) 
P, 

1 < p < 00 , k=O,l, ••• 

Un problème important est donc celui de savoir quand 

p(A
2

) f. ~ • Pour donner une solution (partielle) à ce problème 

nous utiliserons le 

Théorème 9.2 Les conditions suivantes sont suffisantes pour que 

l'inégalité 

C 

1 À 1 

11(-A +À)ull P o,p 

ait lieu pour tout À de module assez grand sur la demi-droite 

arg À= e 

0 

( i ) A (x;t;) 
0 

/A (x;t;)j 

ie f. e pour tout réel f. 0 et 

( i i ) En t out point x <='. r ê o i t n 1 a no rm a 1 e à r in t é r i eu r e 

0 

(1) A désigne la partie homogène de degré 2m de A. 
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à Q et ~ # 0 un vecteur tangent, et soient 

0 

les racines du polynôme en T : (-l)m A (x;~+Tn) -À , qui ont par-

tie imaginaire positive, À étant quelconque sur la demi-droite 

0 

argÀ = e alors les polynômes en 

m 

B.(x;t;+,:n) 
J 

sont linéaire-

ment indépendants modulo ( 2 ) 

Démonstration L'inégalité (9.1) résulte des inégalités a priori 

(exposé III) correspondant à un problème aux limites elliptique 

dans un domaine à n+l dimensions. 

Posons 

La coneition (i) assure l'ellipticité de L dans G la condition· 

(ii) signifie que les "opérateurs-frontières" B. , considérés com
J 

me "opérateurs-frontières" sur ê)G (indépendants de t ) , rec ou-

vrent l'opérateur L • Il existe donc une constante C telle que 

pour toute fonction 

telle que B.v = 0 
J 

v E w2m(G) , à support dans 
p 

j=l,2 ••• m 
( 1 ) 

E x{-1,+1] , et 

L'application de (9.2) à des fonctions de type parti~ulier~ 

( 1) B. est cons idêrê comme 11 opérateur-frontière II sur oG = 
= Bj(~,t;Dx,Dt) = Bj(x;Dx) pour tout t • 

(2) B? désigne la partie homogène de degré m. de B .• 
J J J 
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fournit l'inégalité (9.1) : soit ç = ç(t) une fonction de t 

seulement, indéfiniment dérivable, nulle hors de [-1,+1] et 

- 1 dans [ - 1 
2' et soit u <=-D(A) 

p 
, nous considérons V 

de la forme v(x,t) 
. t 

= dt) e 1 µ u(x) avec µ réel; nous 

avons alors : 

m ·e 
- (-1) e

1 

d'où par application de (9.2) : 

2m-l 

cl r Il (A-µ2m eie) ull + l 
1.. o,p j=o 

1µ12m-j-l 

Calculons le premier membre de cette dernière inégalité 

1 CY,î ~2m 

2m 

I 
j =o 

1 µ 1 ( 2m-j ) p 

2m 

I jµj (2m-j)p 

j=o 

= 

= 

j D S u ( x ) 1 p dx = 

fi u lt~ 
J 'p 
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Il vient 

liil ( 2m-j) llul\· 
' J 'p 

pour j=o,1, ••• 2m , et 

2m 

I liil 2m-j Il u Il· ~ 

j=o . J 'p 

2m-l 

C 2 { JI ( A-µ 2m e ie )u Il + I 1 ii 1 
2m-j-l 

11 u 11 · } o,p j=o J,P 

L'inégalité (9.4) est vraie pour tout µ , donc en particu-

lier pour liil 

2m 

assez grand, et nous obtenons l'inégalité 

I 
j=o 

En remplaçant dans (9.5) 2m ie 
µ e par À nous obtenons (9.1), 

et même l'inégalité un peu plus précise 

2m 
1-L 

. \ 1 À 1 
2

m li u 11- ~ 
J~O J,P 

Il (A-À )ull. 
o,p 

pour I À I assez grand et argÀ == e • 

C.Q.F.D. 

Théorème 9.2 1 Sous les conditions (i) et (ii) du théorème 9.1, 

p(A) contient tous les nombres À de module assez grand s~r la 
p 

demi-droite argA - e et pour ces À on a la majoration 

Démonstration : l'inégalité (9.1) montre que 
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pour À de module assez grand sur la demi-droite argÀ = e il 

faut donc vérifier que 

N (-A' 1 + À I) = { 0} 
p 

pour les .... memes À , et pour cela il suffit que les conditions (i) 

et (ii) aient lieu avec A remplacé par A' , B. 
J 

par B! 
J 

et 

0 par -e • Comme A 10 = A 0 la condition (i) a lieu. La condi-

tion (ii) signifie que les opérateurs B! 
J 

recouvrent l'opérateur 

L' 

sont formellement adjoints (cf. exposé IV). 

La majoration de résulte immédiatement de l'inêga-

lité (9.1). 

Remarque 9.2 Ces résultats donnent une nouvelle réponse aux 

questions (i) et (ii) de l'exposé VII. 

Remarque 9.3 Les conditions du théorème 9.2 sont vérifiées 

avec II-$- e ~ 3rr dans le cas où l'opérateur est fortement ellip-
2 2 

tique et les conditions aux limites sont les conditions de DirichlE 

Elles sont également vérifiées avec TI< e < 3rr dans le cas du 
2 2 

probl~me de Dirichlet pour un op§rateur A "faiblement positif 
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semi-défini" i.e. si 

pour tout x ~ Q et 

2 - Soit À tel que N(-A + \ I) ~ {o} ; N(-A + \ I) est le 
0 p O p 0 

sous-espace propre de A p 
correspondant à la valeur propre 

ce sous-espace qui est de dimension finie ne dépend pas de p et 

est formé de fonctions C
00

(~) • Lorsque p(Ap) ~ ~, l'ensembl~ des 

valeurs propres est discret. 

Un problème intéressan~ est le suivant l'ensemble des fopc-

tions propres de A , est-il total dans 
p 

L ( n) 
p 

(et dans D(A ))? 
p 

Nous nous bornerons ~ considérer le cas du problème aux limi-

tes formellement autoadjoint; la réponse presque évidente, est don-

née par le 

Théorème 9.3 On suppose que le problème aux limites considéré 

{A;B1 , ••• Bm} est formellement autoadjoint; alors l'ensemble des 

fonctions propres de est total dans 1 un . p 

Démonstration Commençons par le cas p = 2 le problème étant 

formellement eutoadjoint, on a A2 = A~ et par conséquent (exp. VI) 

, et est autoadjoint dans 
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est donc nécessairement réel, i.e, et le spectre de 

l'opfrateur autoadjoint A
2 

est discret gr&ce au th~orème 9.1, 

ce qui démontre le théorème pour p = 2 • 

Le cas général p ~ 2 en résulte grâce à la 

Proposition 9.1 Si pour un p
0 

avec 1 < p < oo, les fonctions 
0 

propres de sont totales dans L (n) , alors elles sont to
po 

tales dans tout L (n) avec 1 < p < oo. 
p 

Démonstration Nous notons S l'espace engendré (algébriquement) 

par les fonctions propres de 

00 -c ( n) et S est dense dans L (n) 
Po 

s est un sous-espace de 

par hypothèse, 

On en déduit immédiatement que S est dense dans tout L ( n) 
p 

avec 1 < p ~ p , Il reste à considérer le cas p > p ; nous 
0 0 

allons montrer que S est dense dans tout avec 

p 7 Po si Po ~ n/ 2m 

:;', ~ 
n l 1 2m 

P1 p Po si Po < avec = 2m P1 Po n 

En effet, lorsque p remplit ces conditions, on a par application 

du théorème de Sobolev l'inclusion 

d'où D(A ) CL (Q) 
Po p 
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avec une topologie plus fine, étant dense dans L (Q) • 
p 

Il suffit donc de vérifier que S est dense dans D(A ) 
Po 

u E D ( A ) et soit 
Po 

À
0 

E p(A ) , nous posons 
Po 

+ À I) u 
0 

soit 

Par hypothèse,il existe une suite {fk} C. S, telle 
k=o,I, ••• 

que fk -> f dans 

dans 

= R(À ,A )fk o p
0 

pour k 

on a uk ES et par conséquent 

pour k -> + oo , donc 

s est invariant par 

S est dense dans D(A ) • 
Po 

On peut recommencer le raisonnement précédent avec p
0 

rem-

placé par p 1 , puis un nombre fini de fois, ce qui démontrera la 

proposition pour tout 

Remarque 8.4 Nous avons démontré que sous les conditions de la 

proposition 9.1 , les fonctions propres forment un ensemble total 

dans D(A) pour tout p avec 1 < p < 00 • 
p 

Un autre probl~me intéressant, et que nous n'étudierons pas, 

est celui de la distribution des valeurs propres dans le plan com-

plexe, lorsque le spectre est discret. 

(1) L'emploi du thêorèms de Sobolev 

-fit d'avoir une inclusion du type 

n'est pas indispensable; 

w2m(~) c L (n) pour un 
Po p 

il suf, 

p > p 
0 
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3 _ Pour terminer nous allons donner un exemple d'utilisation des 

théorèmes 9.2 et 9.2' dans l'étude de l'équation parabolique 

ê) 
Dt - A(x,Dx) , ce qui montrera l'intérêt que revêt l'étude du 

spectre de A • 

Rappelons tout d'abord un Résultat de la théorie des semi-

groupes soit H un opérateur linéaire non berné de domaine 

D(H) dans l'espace de Banach E ; on suppose que 

(i) H est fermé et à domaine dense. 

(ii) Il existe TI w > 
2 

tel que l'ensemble soit 

contenu en entier dans p(H) (la résolvante de H) et il existe 

M tel que pour tout tel que 1 argÀ 1 ~ w • 

Dans ces conditions on sait que H est le générateur infi. 

nitésimal d'un semi-groupe tH t ~> e 

d 
dt 

tH 
e 

·tH = H e 

le problème 

pour tout t 

f u(t) <eC(o,T;D(H)i (l) 

borné dans E et tel que 

> 0 ; de plus pour u 
0 

.:s. D(H 

( 

u( 0) = u
0 

ou = H u ( t) 
ôt pour 0 < t < T 

admet la solution unique u ( t) tH = e u 
0 

(1) c'est-à-dire, u continue dans [ 0, T] à valeurs dans D(H) • 
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Considirons alors un système d'opérateurs {A;B 1 , ••• Bm} 

tel que les conditions (i) et (ii) du théorème 9.2 aient lieu 

pour tout lel ~ w en remplaçant éventuellement A 

par A+~ ( ~ réel positif suffis~mment grand), les conditions 

pour q_ue A p soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe 

sont vérifiées et le problème 

u ( t) continue à valeurs dans w2m(Q;{B.}m ) 
p J j=l 

u( O) = u 
0 

0 < t < T , XŒ.Q 

admet une solution unique pour u 
0 

Ceci es~ un simple exemple; on peut également résoudre l'é-

quation avec second membre non homogène. Nous ne détaillons pas 

plus cette étude. 

Remarque 9.5 Les conditions que nous avons données sont celles 

pour que H soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe 

holomorphe; ces conditions plus restrictives que celles du théo-

rème de Hille-Yosida ont l 1 avantage de ne pas faire interv~nir 

les puissances de (-A+À)-l • 


	I - INTRODUCTION
	1. Les espaces de Sobolev
	2. Position du problème
	3. Plan et Bibliographie

	II - NOYAUX DE POISSON ET REPRESENTATION DES SOLUTIONS
	1. Préliminaires

	III - LES ESTIMATIONS A PRIORI DANS Lp
	IV - FORMULES DE GREEN
	V - REALISATIONS D'UN OPERATEUR ELLIPTIQUE DANS Lp
	1. Soit ... un ouvert borné de...
	2. Le problème de l'existence est de...
	3. Appendice : Opérateurs adjoints

	VI - EXISTENCE DANS L2
	1. Les notations sont celles...
	2. La fin de cet exposé est consacrée à...

	VII - EXISTENCE DANS Lp
	1. Nous utilisons les notations des deux exposés précédents :
	2. Combinant ces derniers théorèmes avec les résultats de régularité de l'exposé III nous obtenons le :
	3. Plusieurs questions naturelles se posent à présent :

	VIII - APPLICATION DE LA TRANSPOSITION ET DE L'INTERPOLATION
	1. L'interpolation
	2. Application de l'interpolation (I)
	3. Transposition :...
	4. Application de l'interpolation (II)
	5. Résultats particuliers au problème de Dirichlet

	IX - QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE SPECTRALE
	1. Nous noterons...
	2. Soit ... tel que...
	3. Pour terminer nous allons...




