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Chapitre I 

Quelques outils importants ~11;. théorie 

des fonctions d'une variable réelle. 

Les idées fondamentales des méthodes de variable réelle que nous utiliserons 

ont pour source la théorie de la différentiation et en particulier le théorème 

de différentiation de l'intégrale. Avec notre point de vue moderne, nous pouvons 

ici isoler trois idées. 

a) Une "fonction maximale" donnant lieu à une inégalité "de type faible" 

fondamentale. 

b) Pour prouver cette propriété de la fonction maximale, un lemme de. recou-

vrement 11du type de VITALI". 

c) En conséquence, une inégalité pour LP. 

La méthode de démonstration de c) sera généralisée (voir quatrième théorème 

3.3) sous la forme d'un théorème d'interpolation de MARCINKIEWICZ. 

Le schéma de la preuve du premier théorème donne un aperçu de toutes ces 

méthodes. 

1.- La fonction maximale. 

1 .1 Définition de la fonction maximale. Soit f une fonction réelle, mesurable, 



définie sur IR.n. On pose pour tout 
n x e lR 

1 
Mf (x) = supr > 0 IB(x,r)I j /f(y)j dy. 

B(x,r) 

La "fonction maximale" de f est Mf. 

1.2 Notations.- Etant donnée une fonction g définie sur lRn 

note 

et CX. e. IR, 

E = ensemble des x e lRn tels que g(x) > ~. 
g,o. 

I. 2. 

on 

Si f est prise comme dans la définition ci-dessus, alors Mf désignera 

toujours sa fonction maximale. 

Si E est un ensemble mesurable de Rn, lEI désignera sa mesure. 

La lettre n sera réservée à la dimension d'un espace lRn où on se place. 

1 .3 Premier théorème.- Soit f une fonction réelle mesurable définie sur lRn. 

1·) s1· be L1 (lRn), 1 f t· · 1 Mf t t t i a ors sa one ion maxima e es presque par ou 

finie. 

ii) Pour tout ci:.> O, on a 

où A ne dépend que de la dimension 
n n(A = 5 

l.·1·1·) S1' f ~ Lp(lRn) 1 1 ._. avec < p ..;;; co 1 a ors 

UMfll p ~A p llfll p 

' A ne dépend que de p et de la dimension ou 
p 

iv) Si f e. Lp (IR.n) avec 1-:s;p~co, alors 

convient). 

n. 



I.3. 

limr-tO IB(!,r)I J f(y)dy = f(x) 
B(x,r) 

pour presque tout n 
x e IR • 

1 .4 Remarque.- Prenant.. n ='1 et f(x) = 1 pour O < x < 1, on voit que 

iii) serait faux avec p = 1. 

1 .5 Preuve ~ wemier théorème.- D.~après les définitions de Mf et de EMf ,a.' 

pour tout X 6 ¾f,ct' il existe une boule de centre x, 

( 1) f lf(y)ldy><l:IBI. JB X 

Or d'une 
X 1 

part (1) donne IBx 1 " ëf Uf111 
pour tout 

notée B telle que 
X 

x e ¾r,a:' et d'autre 

part quand x parcourt cet ensemble, il est recouvert par les B • 
X 

Donc d'après 

le lemme ci-dessous (1.6), de cette famille de boules on peut extraire une suite, 

notée (B(k))keN s boules deux à deux disjointes, -telles que 

(2) L IB(k)I ;,,. C IEMf o:.I 
këN ' 

(où C = 5-n convient). Appliquant (1) puis (2) à chacune des boules B(k)' 

qui sont deux à deux disjointes, il vient 

Comme le premier membre est majoré par ~fll
1

, on obtient en prenant 

A=~ ~ assertions ii) 1 puis i) du théorème. 

Preuve de iii) o- A = 1 convient pour p = co ; supposons désormais 1 < p < co • 
- 00 

Notons g la. fonction (qui dépend de f et du nombre a: > 0) définie par 

['f(x)I si lr(x)I ~~ 
(3) g(x) 2 

= 
zéro sinon. 



Donc, successivement 

(4) 

Mf-< l + Mg, 

E. C:E , 
71f ,a: M o:. g,2 

2A 
l~f (li < IE 1 < '4 lld1 Il> 

' Mg,~ 

I.4. 

En effet, 
2 

on peut appliquer la conclusion ii) à g qui appartient à L1 

par construction (3) d'après l'hypothèse f B Lp (1 < p < ro) ~ 

Observons que si h est une fonction mesurable finie dans Rn, en notan-t 

pour tout f3 > 0 

la. fonction Àh est décroissante, et que pour tout exposant q > 0 on a. 

f lh(x)I qdx = - ro fJq d(Àh (~)) = q ro f3q-1 ).h (f,)df?, 
J O 0 

(intégrales de STIELTJES) par intégration par parties du second membre~ 

En particulier (voir (2) et (4)) 

qui va.ut, intégrant d~a.bord par rapport à «, 

J 
ff (x)I 2 

2 Ap lf(x)I (j
0 

a:p- dll)dx .. 

Or par hypothèse p - 2 > - 1, donc c'est aussi 

2Ap J lf'l 12:f.'I p-î dx ; 
p-1 



ceci prouve iii) (avec, toutes réductions faites, 

p -n 
(A )p = 2 5, p 

p p-1 

et A = 1 ). 
00 

(p fini) 

~ prouver iv), on se ramène au cas p=1 en multipliant f par une fonction 

égale à 1 sur une boule ouverte contenant le point à étudier, et à zéro ailleurs. 

Notons pour tout r > O, f la fonction 
r 

( 5) f (x) 
r = 'B( 1 ) 1 J f(y)dyo 

x,r B(x,r) 

On sait que si 
1 

f s L, alors quand r--+ O, 

Il reste donc seulement à établir que 

existe pour presque tout 

Notons pour tout 

lim 
O

f (x) r-, r 

n 
X e. R • 

tout 
n 

xe!R., 

f 
r 

tend vers 

(6) Og(x) = lim sup .n g (x) - lim inf .n g (x) r--,.., r r-,u r 

où est défini comme :f • 
r 

f en norme 

A) Si g est continue à support compact, alors gr---, g simplement, donc 

O.g est identiquement nulle. 

B) Si g est sommable positive, alors d'après ii) 



(ê > 0). 

Â fortiori d'après les déf~nitions (1.1) de Mg et (6) de .O,g 

2A 
lEag,sl ~ 6 Hd1 " 

C) Décomposons f e. t 1 
en 

"" + -f= •+g -g 

I.6. 

où T est continue à support compact. La définition (6) pour o.t, puis A) pour 

g = Î donnent 

d'où, d'après B) appliqué à g+ et g 

Comme, dans la décomposition de f, on peut choisir î de manière que 

llg111 soit petit, ou voit bien que Cf est nulle presque partouto 

1.6 Comparé aux versions raffinées du théorème de recouvrement de VITALI, le 

résultat suivant semble très partiel. C'est néanmoins un outil rapide pour obtenir 

des résultats fonctionnels intéressants (th. t.3}. 

Lemme.- Soit E un ensemble mesurable 

boules B. (je J ~ ~) telles que 
J 

n 
c la , recouvert :Par une famille de 

( autrement dit sup . J ( dia.mètre de B . ) < oo ) • 
J6 J 



I. 7 • 

Alors de cette famille on peut extraire une suite (finie ou infinie) 

de boules Bk (k = 1,2, .•• ) deux à deux disjointes, telles que 

(1) L, IBkl ~ C IEI 
k 

(où C ne dépend que de la dimension n J C = 5-n convient). 

1.7 Preuve.- 11! Choix~ Bk s On choisit d'abord B
1 

tel que diamètre de 

(diamètre de B.). 
J 

Supposons définies Alors ~ bien il existe une boule telle que 

B. n B = 9S pour p = 1, ••• , k, et 
JO p 

1 k 
diam B.~ sup (diamètre des boules B. telles que B. n { U B ) = ~) 

JO 2 J J 1 p 

~~ il n'en existe pas. 

Dans le premier cas, on peut adopter Bk+1 = Bj • Dans le second cas, on 
0 

s'arrête. Soit (B
1

, B
2

, ••• ) la suite finie ou infinie de boules ainsi sélection-

nées par récurrence. Elles sont disjointes deux à deux. Que IEI soit fini ou 

non, g Z:IBkl = + oo, on peut dire que (1) du lemme est réalisé. 

211 Preuve ~ k ~ où Z:IBkl < CD • 

k 

Notons B* la boule de même centre que 
k 

Il suffit de voir que pour tout j 6 J 

Bk et de rayon cinq~ plus grand. 

* on a B. C U Bk • 
J k 

Soit donc B. une boule de la famille initiale. S'il existe un entier k 
J 



I.8. 

Supposons donc que pol.U\ tout entier k, on a B. ,J. Bk. 
-- J 't-

Comme les Bk sont deux à deux disjointes et que il existe 

un plus gra.nd indice entier, noté k(j), tel que 

dia.mètre de 1 
Bk(j),:?;, 2 diamètre de B ·• J 

Donc, dia.mètre de B(k(j)+m) < 
1 diamètre de B. pour tout entier 2 m 

J 

Il en résulte qu'il existe un entier ra {1, .•• , k(j)} tel que 

B OB.-/:~ .. 
r J 

;a 1. 

En effet, l'hypothèse contra.ire et la récurrence dans le choix des Bk 

montrent qu'on a.ura.it a.lors dO. adopter 

alors que nous nous trouvons dans le ca.s où· :pour tout k on a B j </, Bk. 

Prenant r(j) le plus petit r ef1,.. .. , k(j)} tel que B n B.-/:~, 
r J 

a a.lors * Bj C Br(j) {d1après la condition sur le diamètre de Br(j))' comme 

voulu .. 

et on a. 

n 2 .... Partage~ ouvert .s!. R .!.!!. cubes• 

L'énoncé suivant est dO. à. 'WHITNEY. Nous le plaçons ici surtout pour des 

on 



raisons pédagogiques. Comme son usage n 1ést pas ici indispensable, nous le prou­

ch.VI § 1 
verons dans la seconde pariie du courN.f.est un théorème sur la structure géo-

métrique d'un ouvert arbitraire de Rn qui ne recours pas à la théorie de la 

mesure. Son contenu peut être ain~i interprété., 

Dans Rn, on peut dire qu'un ouvert arbitraire peut être découpé en cubes, dont 

les diamètres et les distances à la frontière de 1 1ouvert sont du même ordre de 

!Déjà pour n = 1, cette décomposition diffère beaucoup de celle d'up o~,m 
grandeur. 

vert en ces composantes connexes. 

2.2 

Second théorème.- Soit F un fermé de -n 
R" Alors son complémentaire O. est 

réunion d'une suite de cubes Qk1 à c6tés parallèles aux axes de coordonnées, 

dont les intérieurs sont deux à deux disjoints, et dont les diamètres sont 

à peu près proportionnels à leurs distances à F s 

ii) 

iii) Il existé deux constantes c
1

, c
2 

> 0 ne dépendant que de la 

dimension n, telles que pour chaque cube Qk 

[

Troisième 

Soient f 

théorème.-

n sommable positive sur R et et une constante > 0,. 



1.10. 

Alors il existe une décomposition (P; Q) de 
n 

R telle que 1 

i) n 
R =PU Q, P n Q = ~. 

ii) f(x) ~ ~ presque partout sur P. 

iii) Q = Uk> 1 Qk s réunion de cubes diar3tes parallèles aux axes 

de coordonnées, dont les intérieurs sont deux à deux disjoints, avec pour 

chaque Qk 

1 
(1) cr < Tifï 

k 

J 
Ce théorème, da à CALDERON et zyGMlJND, jouera un rale fondamental dans le 

traitement des intégrales singulières au chapitre IIe 

n 2.3 Preuve i!! troisième théorème.- Couvrons R par une suite de cubes "égaux" 

(') (Q J) liensemble des sommets étant l'ensemble des points dont les n 
m msN' 

coordonnées sont des multiples entiers de -j 
2 1 où j est un entier .- 0 ou 

mais assez petit pour que, quel que soit le cube on ait 

12<~) 1 J (j/ dx "' <t 

m Q,m . 

(c'est possible, car le dénominateur vaut 2-nJ) •. 

Soit Q1 un de ces cubes. On le partage en 2n cubes "égaux" (dont les 

ar~tes ont pour longuer 

ces nouveaux cubes. 

-j-1 
2 et sont parallèles aux axes). Soit Q" 

Premier .2!.! s I Q1 
11 I 1 f dx c et. 

Q" 

un de 



Second~: 
1 

J.fdx><X. .. 
IQ" 1 Q" 

Dans ce second cas, oa ne poursuivra pas la décomposition de Q', qui 

figurera, convenablement numéroté, parmi les Qk de l'énoncé; on a alors les 

inégaliMs 2.3 (1) pour ce cube c.~r 

<x.< 1 j fdx 1 1 fdx 2n,.. 
1Qiiï1t " ... ..... .. 

nr a Q" 2-n IQ' I Q' 

Dans le premiér cas, on poursuivra. pour . Q" le processus de décomposition en 

2n cubes égaux. 

On prend pour Q la réunion des cubes qui sont dans le second cas., 

J'affirme enfin que 9 presque partout sur P = (Q, on a f(x) "a: .. 

En effet, pour presque tout x Ei P, on a, d'après un théorème de LEBESGUE 

(variante de 1.3 iv)) 

1 
f (x} = lim ---

I Qu• 1 
I f(y)dy 
g•. 0 

(où la limite est prise selon les Q""" qui contiennent x et dont le diamètre 

tend vers zéro quand se poursuit le processus de découpage}. Or, pour chacun de 

b Q ..... , ces cu es on est dans le premier cas. 

2.4 Corollaire~ théorème 2.2.- Avec les notations du théorème 2.2, il existe 

deux constantes A, B ne dépendant que de la dimension n, telles que, 

pour un choix convenable de P, Q et des cubes Qk on àit 2.2 i), 2.2 ii), 

2.2 iii) avec 

(1) IQI c! fff11 
..., ll1 



et pour chaque Qk, moins précisément que 2.2 (1) B 

(2) 
1 

JQ 
f dx .._ B ~ 

IQkl 
k 

(A= 1 et B = 2n conviennent) .. 

2.5 En effet, dans la démonstratiq'.p. 2.3, on a pris pour les Qk des cubes 

"qui vérif.ient le second cas", c'est-à-dire 

IQkl < ~ J f dx 
Qk 

et on a (1) avec A= 1 puisque Q = Uk Qk. 

Et l'inégalité (1) dans 2.2 iii) donne 2.4 (2) avec B = 2n. 

2.6 .Q!!, peut retrouver 2.4 (avec une évaluation moins efficace des constantes 

A et B) si on choisit P, Q et l'es Qk en s v inspirant du premier théorème 

(1.)) et du théorème~ WHITNEY (2.1). 

Prenons ici et P = ( Q .. 

Par définition de Q, P est l'ensemble des points x e Rn vérifiant 

l'inégalité au sens large Mf(x) ~ a:.. Or la définition 1.1 fait apparaître Mf 

comme sup de fonctions continues z Mf est semi-continue inférieurement, donc 

P est fermé. 

D'après'1.) iv) (dans le premier théorème) et la définition 1.1 de la fonc-

tion maximale Mf, n 
on a pour presque tout x e R 
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d'où 2.2 ii) avec notre choix de P ici. 

n 
L'inégalité 2.4. (1) dwns le corollaire a. lieu (!:!!2, seulement A= 5 ) 

d'après notre choix de Q et 1.3 ii). 

Comme ici P est fermé, on p~ut choisir (en posa.nt P = P) les cubes 

Qk comme dans le théorème de WHITNEY 2.1.Soit a.lors Ok un tel cube. Il existe 

pk e P tel que 

Soit Bk la. plus petite boule de centre pk contenant Ok• Posons 

IBkl 
l'k = IQkl • 

On a d'après successivement pk e P et notre choix de P, puis la. défi-

nition de Mf, enfin la définition de îk s 

a. ~ Mf(pk) ilt- ,! I J f dx = Î ~Q 1 
k k k 

La géométrie élémentaire et les dernières in6galités du théorème 2.1 

montrent qu'il existe une constante B, ne dépendant que de la dimension n, 

telle que pour tout entier k on ait îk ~B, d'où 2.4 (2). 

3.- J!.g_ théorème d'interpolation pour m Lp. 

s'écrivant f + f avec .f a Lp, 
p q p 

3.2 Remarque.- Si les trois exposants p, q, r vérifient 1 < pc q ~ r 41;;00 
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Il suffit pour l'établir de décomposer une fonction positive f e: L4 en 

f = (f - inf (f, 1)) + inf·(f, 1). 

hl Dans le théorème suivant, cas particulier d'un théorème de MARCINKIEWICZ, 

l'important n'est pas l'espace fonptionnel où est défini T, mais les types 

de majorations et la manière de les prouver. Dans la démonstration de 

IIMfl as;; A llfU (premier théorème) est déjà intervenue l'idée principale a 
p p p 

décomposer f en deux termes selon leurs "grandeurs", puis appliquer à. chaque 

terme des propriétés connues de T. 

Quatrième théorème.- Soit T une application de L
1 (Rn) + L2 (Rn) dans 

n l'espace des fonctions mesurables sur R • .Q!!. suppose que 

i) Pour tous 1 2 
f, g e L + L on a 

IT(f + g) (x)I ~ ITt(x)I + ITg(x)I 

pour presque tout n 
X 6 R • 

ii) Il existe A
1 

tel que pour tout et> O, tout f e L1, on ait 

A1 
1 E ITf 1,a: 1 ~ 1r lit 111 • 

iii) Il existe A
2 

tel que pour tout <1 > 0, tout f € L2, on ait 

llilTfl,<tl E (i1t1J2. 
(Sur ces deux hypothèses ii) et iii), voir la fin du chapitre). 

Conclusion.- Si 1 < p < 2, alors T est une application continue de Lp 
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dans LP, et il existe une constante A (ne dépend.a.nt que de p, des 
p 

deux constantes A
1

, A
2 

introduites ci-dessus, et de la. dimension n) telle 

que pour tout f e LP on ait 

HTf U .. A UfU • 
p p p 

3.4 Preuve.- Soit f e Lp (1 < p <- 2). Posons pour ,!2:!!i t > 0 

1' (î n'est pas un exposant) f = f + fî 

fr (x) = 
[ f(x) si lt{x)I ~ 'l 

(1) où 
zéro si lt(x)I < 'f 

[ zéro si lt(x)l ill î 
donc f'"( (x) = 

f(x) si lt(x)I < Y 

.Q!1 !!:. évidemment iî s L
1 

t fî 6 t
2

• 

(Plus précisément, d'après 1 - p < 0 1 on a 

et de m~me~ d'après 2 - p> 0 

Dans les notations ( 1) prenons Î = (t (ensuite nous ferons varier O:) ., 

L'hypothèse i) donne (à un ensemble négligeable près) 

E C (E } U (E ) 
ITf l , ~ 1 Tf Cl.1 g ITf ·1 g. 

11 2 et '2 

d'où 
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I E I -. IE 1 + IE 1 
ITr l ,a: ITra:1 ~ ITf I S!- ~ 

'2 a:. '2 

(2) ~ ~ J1r°'
1

la.x + (~ 2 
)

2 
J lr~1

2
a.x ~ 

~ ~
1 J lrla.x+(: 2

)

2

J lrl
2
a.x .. 

E If 1,0. lf(x)I ~ a. 

(La seconde ligne résulte des hypothèses ii) et iii) et la troisième de (1)) .. 

Notons le premier membre de ces inégalités (2) 

c'est une fonction décroissante de <X.. Or 

comme on 1 1a vu déjà en 1.5 (preuve de iii)), d 1 où d'après (2) 

= 2p A 
1 

D'où l'inégalité, annoncée en conclusion, ce dont résulte, compte tenu de 

l'hypothèse i), le fait que T applique Lp dans Lp continfunent. 

3. 5 Définition.- Soit T une application de Lp (Rn) ( 1 , p < CD ) dans 1 1 ensemble 

des fonctions mesurables sur Rn, vérifiant la propriété suivante s 

"Il existe une constante A telle que, pour tout CX. > O, tout f 6 LP, 



on ait 

(mesure de l 1ensemble· 'des x S IRn vérifia.nt jTf(x)J > <t) = 

li 

" 

I.17. 

On dit a.lors que "T applique f'a~~lement Lp ~ 1P11 ou encore que 'T est 

!!!:!:, exemple, les hypothèses ii) et iii) du théorème :hl disent que T est fai-

bl t d t (L1, L1) emen e ype et faiblement de type 

f.?roposition.- Si T désigne une application bornée de Lp dans i.P, 

la.pplique faiblement Lp dans Lp9 

alors T 



Note bibliographique (chapitre I) 

Les résultats concernant la fonction maximale sont dus à HARDY et 

LITTLEWOOD dans le cas n = 1, et WIENER {Duke Math Journal, 1939) dans le 

cas général. 

Le deuxième théorème énoncé ici est une variante d'une construction de 

WHITNEY (Trans. Amer. Math. Soc., 36, 1934, 63-89)0 

~ 

Pour le troisième théorème voir CALDERON-ZYGMUND (Acta Math., 88, 1952t 

85-139). 

1.18 

Une forme assez générale du théorème d 1interpolation de MARCINKIEWICZ se 

trouve dans le livre de ZYGMUND, 1959, chapitre XII. 



Chapitre II 

Intégrales singulières. 

1.- Quelques résultats classiques. 

1.1 Notations.- 'e (Rn)= Les fonctions continues sur Rn q~i tendent vers zéro 
·0 

à l'infini. 

LP(ll.in} = L'espace des (cla.ssès de} fonctions (mesurables et} de puissance 

ème n 
p sommable sur R (pour la mesure familière} (1 ~ p < oo}. 

t 00 (Rn} = L'espace des (cla~ses de) fonctions mesurables e~sentiellement 

bornées .. 

:tl(Rn} = Ltespace des mesures sur Rn de masse totale finie ; on sait que 

L
1 

s'injecte dans $ avec conservation des normes. 

1.2 La. convolution de deux mesures f = f1 * r
2 

de Rn est si pos~ible définie 

par 

l,l-1 * ~(f) = JJ f(x + y) dp.{x) dv(y) 

(f continue à support compact). 

Si f & LP ( 1 .es; p c oo } , on prend avec F E: $;J 

(f * 14} (x) = J f(x - y) dp.(y} = g(x) • 



1.3 

Et pour be t1, (f * h) (x) ,= j f(x - y) h(y)dy = g(x) donne 

f e. LP et Ut * h H :!S; UtU u h 11 • p p 

Théorème A.- Soit T une transformation linéaire de L1 dans L1 • 

Pour que T soit bornée et .commute avec les translations, il faut et 

il suffit qutil existe une mesure fA, 6 S {c'est-à-dire de masse totale 

finie) telle que pour tout f $ t 1 
Tf = f * r• 

On a. alors llTfl = Il fl.i. 

1 .4 Théorème B.- Soit T une tra.nsforma:tion linéaire de 2 L dans 

Pour que T soit bornée et commute avec les translations, il faut et 

il stlffit que les transformées de FOURIER de Tf et f soient ainsi reliées 

Il existe une fonction mesurable essentiellement bornée m ( 11un multipli-

cateur 11) sur J.e dual de If telle que (Tt)" (x) = m(x) I' (x) • 

On a alors IITII = llmll .. 
00 

1.; Ainsi la structure des transformations du type convolution qui sont bornées 

dans L
1 

ou t 2 est-elle simple et bien comprise, Les caractérisations de ces 

abélien 
deux théorèmes sont en fait valables pour un groupeYlocalement compact quelconque. 

L'étude des opérateurs de convolutions qui sont bornés pour un Lp p # 2 

est plus ardue. Une classe importante de tels opérateurs sont les convolutions 

avec des noyaux singuliers K, ayant pour seules singularités un point (l'origine 



et le comportement à l'infini. Des convolutions avec des noyaux. dont les sin-

gularités sont situées sur des variétés plus générales que des points isolés 

ne peuvent, semble-t-il, ~tre abordéespar nos méthodes. 

2.- C œur i'!!_ sujet a ~ large classe ~ noyaux. 

Dans le seul théorème de ce paragraphe, la condition Ke. t 2 a pour objet 

d'alléger la technique. On pourrait s'en passer, èn conservant les deux condi-

tions et en supposant Tf définie si f e iJ 2 
ou L • 

Nos hypothèses sur le noyau restent valables après dilatation .2:2. rotation 

de Rn, mais .!!.2!!. après translation. 

2.1 Premier théorème.- Soit K e. t 2(JRn). On suppose que 

i) La transformée de FOURIER de K est essentiellement bornée sur le 

dual de Rn s Il existe une constante A1 telle que presque partout 1 

!i) Il existe une constante A
2 

telle que, pour tout y~ 0 (ye. IRn) 

on ait 

(2) J IK(iic - y) - K(x)I dx ._ A
2 

IXI > f2y1 

( La norme familière d'un x S IRn est notée I xi pour alléger]• 

(1' < p < CO) 

(3) T:t'(x) = J K(x - y) f (y)dy 
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Conclusion.-,Il existe une constante B (ne dépendant que des deux cons­
p 

tantes A
1

, A
2 

et de la. dimension n) telle que, pour 1 < p < oo, on 

ait 

(4) IITfll ~ B llfll p p p 

pour tout f e L
1 0 LP. On pourra donc prolonger T dans tout par 

continuité. 

2.2j-Premier lemme.­

l 12 
dans L

2
• 

La transformation T définie par 2.2 (3) applique faiblement 

(Définition ch. I, 3.5). 

Preuve.- (Comparer au théorèmeB1 .. A). Considérons le produit des transformées de 

FOURIER- K..., f" où f 6 12 

une fonction IIK" u • 
Loo (an*) 

et a pour norme Comme 

la transformation de Fourier est une isométrie entre les 12 de Rn et de son 

dual on en conclut que T applique continument dans donc aussi 

faiblement (ch. I, 3.5). 
2.2 

2.3 Second lemme.- De même, T applique faiblement 11 dans 

2.4 Idée .fut.!!!:. démonstration.- On étudie Tf en décomposant f = b + m en une 

"bonne" fonction b et une "mauyaise 11 m. On pourra appliquer le théorème de 

PLANCHEREL à Tb ce qui donnera des estimations précises. On a déjà l'idée de 

la manière dont on s'occupe du mauvais terme m quand on prend pour T la 
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transformation de HILBERT classique t ainsi dans l'intégra.le 

L 

J m(t) dt 
-L x-t 

provient 
la principale difficulté pour obtenir une estimation élémentaireV'du logarithme 

quand on intègre !, 
X 

ctest-à.-dire f ~ N log -h
1 quand h--+ o. L 1idée est 

h> 0 X 

de remplacer l'intégrale étudiée par 

j L 1 1 
(- - -) m(t)dt 

L x-t x 
- L 

ce qui est permis quand J m(t)dt = o. Observons alors d'une part que 
-L 

I_!_ - !f iv !!..2 quand x est nettement éloigné de l'intervalle [-L, L] {disons 
X-t X 

X 

lxl > 2 L), et d'autre part que 

tJ ~..;1. 
lxl;ia 2L X 

Ainsi pourra-t-on éviter cette difficulté du logarithme si l'intégrale de 

m sur des intervalles (ou des cubes pour Rn) appropriés est nulle. C'est cette 

propriété de m qui sera exprimée par l'équation (4) ci-dessous. La décomposition 

de f conduisant à ces propriétés de m est basée sur le troisième théorème du 

chapitre précédent {ch. I, 2.2). 

2.5 Preuve .ru!.hl•- Il s'agit de trouver A3 tel que, pour tout f e L1 
et tout 

a: > 0 on ait 

(1) 

où, rappelant la notation 1.2 du chapitre I i 
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E ITfl .,a. = ensemble des x Eà Rn vérifiant l(Tf) (x)I > a..• 

2.5(i) .Qa. décomposera f en une ·,;1bonne 11 et une "mauvaise" fonction -----------
(2) f = b + m 

de la manière suivante. 

On sait par le troisième théorème du chapitre précédent {voir ch. I, 2.2 et 

2.4) que 

Rn = P U Q avec P O Q = ~, lf(x)I ~ ex. presque partout sur P, 

CO 

(***) Q ~ V Q. 
1 J 

(cubes d'intérieurs deux à deux disjoints), 

1 IQI~ 4 llfU1, et pour chaque Qj, ~ J lfl dx < 21':t. 
12.1 Q 

·J j 

On.pose alors 

f(x) pour x e. P 
(3) b{x) = 

I~ .i J f(y)dy pour x e Qj 
J Qj 

ce qui définit b presque partout J {2) et (3) donnent 

(4) {m(x) = 0 pour presque tout xe P, et pour tout cube I mdx = 0. 
Q. 

J 
On majore le premier membre de (1) d'après (2) l 

et il suffit d'établir séparément pour les deux termes une inégalité analogue à 

( 1) 

2.5(ii) Etude i2, .!!, bonne :fonction b.-
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8bll!=Jb 2 dx= J + j ... Jo:1fldx+2 2
na:2tQl<(22n+1)ttlfl 1 p Q p 

Le premier lemme (2.2) s'applique à b i Il existe une constante ~ telle 

que 

d'après l'évaluation de Plus précisément, comparant les calculs de la. 

preuve de 2.2 (où IIK"11
00 

._ A
1

) et les calculs de la. preuve de la. proposition 

3.5 du chapitre 1 (pour p = 2), on voit que :~)
2 .,._ (A1)2 et on a donc 

(6) IEITbl,œl.-.~- (22n+1) (A1)2llfÜ1• 

2.5(iii) Introduction È:!. boules B. contenant lli cubes -92. Q il È:!. ~ 
J 

ensembles D, D'•-

A chaque cube Qj (dont on notera. yj l!_ centre) du découpage de Q (voir 

( ***) plus ha.ut) on a.ssocie une boule B . È:!. centre yj vérifiant les trois 
J 

conditions suivantes s 

- on a. B . ::> Q • 
J J 

- pour tout x; Bj, pour tout y e Qj, x est au moins deux fois plus 

éloigné du centre yj que y s 
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* - Le rapport des volumes est indépendant de l'indice j I Il existe une 
(* *) 

constante c (ne dépendant que de la dimension n) telle que pour 
n 

tout j 

IB .1 
C =-J- • 
n JQjl 

(Les deux premières conditions sont réalisées en prenant B. de rayon assez grand; 
J 

la dernière condition n'a rien de mystérieux). 

Soient D1 = U B., D = [D' ~ complémentaire. 
J 

* Comme 
1 

IQ 1 = L IQj I ~ a: 1ifll1, la dernière des conditions(**) donne l 

C 

(7) ID' 1 ~ en IQ 1 ~ : Uf111 

2.5(iv) Etude ~1.!, mauvaise fonction m.- Pour chaque cube Q. 
J 

m/x} = 
si X Et Q, 

J 

{

m(x) 

zéro si 

donc (pour presque tout x) 

m (x) = L, m. (x) • 
. J 
J 

Tmj(x) = J K(x - y}mj(y)dy = 
yeQ. 

J 

= J (K(x - y) - K(x - yj) )mj (y)dy 
Y e Q. 

J 
d'après (4) ; d 1où 

introduisons 
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En effet, on passe du second membre au troisième en observa.nt que pour tout 

l'expression de Tm;(x) fournit une majoration 
J 

de !Tm.(x)I qu 1 on reporte dans le troisième membre ; enfin on intervertit 
J 

l'ordre d'intégration. 

Ecrivons X - y:::: (x - yj} {y - yj) ; nous avions construit les. B. 
J 

2.5(ii) de manière que si on a. t x;.B. et y 6 Q., a.lors 
J J 

en 

jx - yjj;;:. 2jy -- Yjl. Tèls sont les jeux d'écriture montra.nt que dans le qua.-

trième membre de la suite d'inégalités on peut appliquer l'hypothèse ii) du 

théorème 2.1 : on majore J . . pa.r A
2

.. On a alors 
xifo Bj 

J l(Tm) (x)I dx ~A2 Z:: j . I m. (x)I = A2 J lmldx. 
D J ye. Q. J Q 

J 
Or, par construction de Q et de m, si x E. 2, alors 

lm(x) ~ jf(x)i + 2n a:, d 1 où 

J lm(x)l dx ~llfll1 + 2n<s. lQl ~ (1 + 2n) Ud1. 
Q 

Ainsi J lTmldx ,1' (1 + 2n)A
2 

llt11
1

, et 
D ' 

0+2n)A
2 

(8} ID O E ITml ,ttl <. · ~ llfl1 • 

Mais d 1après Rn = D u D' 

ce qui, COII\pte tenu des majorations (7) et (8) donne 
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2.5(v) Conclusion.- On reporte (6.'.) et (9) dans (5), d'où (1), 

2.3 
2.6 Preuve _§.'2 premier théorème (2.1).-

2.6(i) Pour p = 2, c'est le premier lemme (2.2). 

II.10. 

2.6(ii) ~ 1 < p < 2 1 il suffit de vérifier 1 es hypothèses du quatrième thé-

orème du chapitre précédent (chapitre I, 3.3). 

-1 2 
i) Soient f, g e: L + L, alors on a presque partout 

IT(f + g)I (x) ._· tTfl(x) + ITgl(x) 

ii) D'après le second lemme (2.3), T applique faiblement L1 
dans L1• 

iii) Dtaprès le premier lemme (2.2), T applique faiblement L2 dans L2• 

2.6(iii) ~ 2 < p < oo,. nous exploiterons la. dualité entre Lp et L4 

1 1 q (- + - = 1) et le fa.i t que le théorème est prouvé pour L • p q 

Observons que si une fonction 'P est localement sommable et si 

où le sup est pris selon les fonctions l bornées, nulles hors de compacts, et 

vérifia.nt llïD
4 
~ 1, a.lors 1('6 Lp et llfllp = A. 

Cela. dit, prenons fa L1 0 Lp (2 < p < oo), 16 Lq du type déèrit ci-

dessus. 

DI a.près K S L 2 et le choix de f et 1, 1 • intégra.le double 
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jjK(x - y)f(y)l(x)dx dy 

converge absolument; elle vaut donc 

(1) Jf(y) ( J K(x - y) X(x)dx)dy 

Or le théorème est vrai pour 1 < q < 2 (avec le noyau K'(x) = K(-x) 

mais avec la m~me constante B) donc 
q 

y~ JK(x - y) X,(x)dx 

est une fonctions L4 , de norme - L4 majorée par B Ull • L'inégalité de 
q q 

HOLDER appliquée à (1) donne enfin 

1J (Tf)l dx 1 = 1 (1) 1 ~ B llf I U'XU • q p qJ 

donc, passant au sup selon ces 'X., on a 

UTf u E B If D • p q p 
2.1 

2.7 Dans la plupart des cas, la. simplification suivante est suffisante. 

Premier corollaire.- La seconde hypothèse du premier théorème (2.1 ii))est 

vraie si on suppose que s 

K est continument dérivable dans le complémentaire de l'origine de Rn et 

l dK I A i'x. (y) ~ n+1 
J lyl 

pour tout y dans le complémentaire de l'origine, j = 1, ••• , n 

(où comme toujours IYI = distance de y à l'origine). 

Preuve.- Si lxl > 2lyl > zéro, 
n 

a.lors le segment dans R joignant x et 
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x - y ne passe pas par l'origine J il existe donc sur ce segment un point Î 

(donc lîl) l~I) tel que 

1 K{x - y) - K{x)I 

d'après le théorème des accroissements finis, puis le.l..;; 1 
J· 

(les ej sont les 

"cosinus directeurs"du segment), puis l'hypothèse. Donc 

j I nrt r dx J dx K(x - y) - K(x)ldx ~ n.2 Alyl J n+1 -E A2 n+1 
lxl > 2 lyl !xi > 2 lyl lxl 1 < lxl lxl 

où A
2 

est une constante convenable, et l'intégrale étendue à l'extérieur de la 

est 
boule unité\Ç"onvergente l ce dernier membre est fini et indépendant de Y• 

2.7 

2.8 Dans beaucoup de cas, il n'est pas facile de vérifier que KA est essentiel-

lement bornée ; voic:i un corollaire utile dans les applications o 

Second corollaire.- Soient KE t 2 
et A> 0 tels que 

i) Pour tout y distinct de l'origine de Rn on a 

J IK(x - y) - K(x)I dx -E A • 
lxl > 2lyl 

ii) Pour tout R, 

J lxl IK(x)I dx ~ À R • 
lxl <R 

iii) Pour tout R, 



11 K(x)dxl ..; A 
lxl <R 

II.13. 

Alors les hypothèses i} et ii} du premier théorème (2.1) sont vérifiées. 

2.9 Preuve.- Ici i} reprend l'hypothèse 2.1 ii). Reste à voir que K"' es~ 

essentiellement bornée. On sépare l'intégrale donna.nt KA(x) en deux intégrales 

étendues à des domaines complémentaires. 

Le produit scalaire (xly) entre Rn et son dual sera noté x.y car il 

n'apparaîtra. que dans des e 
2'"" i(xly). 

2.9 12 Etude .2-!, \ 1 e2TG i x.y K(y)dy., 

~YIE lxl 

~ cette ;première ;partie, J sera. 'ilujours étendue .!!ES. y !!.!.! que 

1 
IYI ,._ !xi• 

IJ K(y)e 2 ~i x.ydyl ..-;· IJ K(y) (e 2 '1f.i x.y - 1)dyl + IJK(y)dyf. 

D'après lxl lyl ~ 1, il existe une constante absolue A' telle que 

Donc 

car l'hypothèse 2.8 ii) s'applique au premier terme du second membre et iii) au 

second terme. 

2.9 22 Etude .2-!, 
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~ cette seconde partie, J sera toujours étendue !!:.!!!. y ~ que 

1 
lyl ~ !xi. 

On a., tl w lli ,:!!B. vecteur .:!ltl. que 

e2tt. i x.w = _ 1 

Mais si on prend plus précisément 

1 X 
w=- -i 2 lxl2 

alors on peut dire que cette derni,re intégra.le est étendue aux y tels que 

jyl > 2 lwl et invoquer l 1hypothèse 2.8 i)., Donc 

2.9 32 Conclusion.- ttétude séparée des deux intégra.les donne (avec A' constante 

absolue) ; 

3.- ~noyaux~ CALDERON-ZYGMUND 

Nous abordons une sous-classe importante d'intégrales singulières du type 

précédent, celles où le noyau est de la forme avec .O. positivement homo-

gène de degré zéro. 

Que signifient les transformations du type 



II.15. 

Elles commutent avec les translations, et - reflet immédiat de l'homogénéité 

de degré - n du noyau 
D, 

1 ln 
elles commutent avec les dilatations. Les autres 

propriétés de .O. sont de nature plus technique. Ainsi, la propriété requise en 

3.2 ii) est nécessaire pour assurer la convergence des intégrales au sens des 

valeurs principales. Ces transformations intégrales sont de nature "semi-locale", 

c'est-à-dire si f est nulle hors d'un compact, alors Tf se comporte assez 

bien hors de ce compact. L'étude des transformations ayant des propriétés d'in-

variance simple par rapport aux rotations (outre celles par rapport aux transla-

tions et dilatations) sera abordée au chapitre suivant. 

3.1 Notations.- Soit f une fonction sur IR.n telle que, pour tout x ~ 0 

Â > O, on ait 

m 
f(?.x) = À f(x) (m réel) 

Alors on dit que f est homogène de degré m (on devrait dire positivement 

homogène)o 

Z: =Ln désigne la boule unité de 

1 1 origine, on notera x 1 = l:I ( e: L) 

seront affectés de primes : x', y',••• 

j . . . dx' ( ou dy') • 

z: 

on 
" ; pour tout distinct de 

plus généralement les points de L 

la mesure usuelle de L sera notée 



3.2 Second théorème (CALDERON-zyGMUND).-Soit O une fonction de Rn. On suppose 

i) .0 est homogène de degré zéro (c'est-à-dire pour tout x a Rn, 

Â > o, 0.().x) = O(x)). 
J 

ii) l'intégrale de "2. sur la sphère unité L de Rn est nulle 1 

j .0.(y 1)dy 1 = 0) 

z: 
iii) pour tous x', y' S Z:, on a 

où w(p) est une fonction positive croissante de p > 0 telle que 

1 

JO w~p) dp < m " 

(Par exemple c.J( p) = pœ avec o: > 0) • 

(On baptise iii) "condition du type de DINI 11• Elle a pour conséquence que .G. 

est bornée sur L)• 
Conclusions.- 1) Pour tout f s Lp (1 < p < oo) et tout e > O, posons 

tel que 

et il existe A (indépendant de f et de S:) 
p 

Il Tt!, f Il .E; A Il f Il • 
ç p p p 

2) La limite en norme Lp 



existe pour tout f e Lp et ÜTfU ~ A UfU * 
p p p 

II.17. 

3) Si 
2 

f s L , alors les transformées de FOURIER de f et de Tf sont 

reliées par 

( Tf )" (x) = m (x) f"' (x) 

où m est une fonction homogène de degré zéro. Plus précisément 

it,i 
m(x 1 ) = 2 J sgn (x 'i y' )O(y•) dy 1 + J.,..., log l{x 'i y' )1 O(y 1) dy' 

z: '--' 
(avec x', y 1 e Z:)• 

3.3 Preuve.-

1) ll suffit d'établir que UT
1 
Il ~ A • 
p p 

Car on peut écrire pour S > 0 

de plus i-
6 

est linéaire, bijective Lp ~ LP, 

Etudions donc le cas S = 1. Posons -{.0.(x~ si lxl ~ 1 
K

1 
(x) = lxl 

zéro si lxl < 1 

avec 11«?;
6

fA = BfU e 
p p 

n 
p 

Il suffit de voir que K
1 

vérifie les trois conditions du second corollaire 

du premier théorème (2.8). 

D'abord 

J IK1 (x - y) - K1 (x)I dx ~ A < oo 
lxl > 2 lyl 

pour tout y distinct de 1 1origine. 
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Pour le voir, on décompose 

K (x - y) - K (x) = (.o.{x-y) - • !1.(x} ) + ( '2.(x) - .O.(x)) 
1 1 1 n I ln I n lxl n x-yl x-y x-yl 

et on npa.sse aux valeurs absolues 11
• Pour l'intégra.le de la valeur absolue de la 

seconde des deux parenthèses, il suffit d'observer que .0, est bornée ; pour la. 

première, on appliquera la condition iii). 

Ensuite 1 (en augmentant au besoin A ci-dessus) 

j lxl IK
1 
(x)I dx :Ei J lx! IO.ix)I dx ._ A R 

lxl ER lxi ,,-R I xi 

d'après la définition de K
1

, puis la condition i) , .O. homogène de degré zéro. 

Enfin I J K1 (x) dxj ..; A. 
lxl<R 

En fait, le premier membre est nul d'après la. condition ii) sur .0,. 

Le premier théorème (2.1) donne 

où Bp ne dépend que de la constante À ci-dessus, de la constante A1 
(A 

p 

pour p = 1 dans la conclusion 1) du théorème) , de 1 'exposant p et de la di-

mens ion ne 13.1 • 1) 

Preuve de 3.1.2).- D'après 1), la famille (Te)€>O est équicontinue J la con-

vergence simple sur un sous-ensemble partout dense de LP entraînera la conver-

gence simple sur tout Lp; Lp étant un espace de BANACH, un théorème de 

BANACH-STEINHAUS donnera 2). 



k ~ oo " 

(T6 f - Tê f)(x) 
k+e k 

= J '1,(y) (f{x - y) - f(x) )dy 
e. lyl n 
k+r ~ jyl ._ ek 

d 1après l'hypothèse 3.2ii) sur O.. 

Comme Lp est complet, il suffit d'établir que la suite (T f)k 1 
ek ~ 

II.19., 

est 

une suite de CAUCHY de Lp; et m~me d'après la remarque initiale, on peut pour 

cela supposer de plus que f est continument dérivable sur an, nulle hors d'un 

compact., 

Or toutes les fonctions de cette suite prennent les m~mes valeurs hors d'un 

compact fixe (un peu plus grand que celui où s 1annule f), et de plus, j'affirme 

qu'elles convergent uniformément quand k ~ oo (d 1où la convergence dans LP). 

En effet, il existe une constante Cf telle que 

lf(x - y) - f(x)I ~ Cf I YI 

d'après les hypothèses sur f et le théorème des accroissements finis ; d'où 

Or le second membre, indépendant de x, tend vers zéro avec sk, car 0, est 

une fonction homogène bornée. 
3 .1 .2) 
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Preuve~ 3.1.3) .. - Observons d'abord que, .O. étant bornée sur Z::, on a 

donc (avec (x'ly 9 ) produit scalaire) pour tout x' Q L 

J IO(y')llog 

z:: 
1 t 

l{x'ly')I dy < co 

d•après une inégalité de YOUNG (voir ZYGMUND "Intégrales singulières" cours 

d'ORSAY (1964) page 32-où on trouvera la preuve rigoureuse de ce qui suit aussi). 

Après ce préliminaire, posons 

K (x) = [.O.(x) pour 
e;,1. lxl n 

zéro sinon 

Il est clair que K Q t 1(1Rn) e,11, 
2 donc pour tout f e L, on a. 

2 K ~ * f S L et, avec les transformées de FOURIER s e,." 

Posons 

K "' f"eL
2 

e,11. • • 

y = ry', ly 1 = r, y' e. L ; 

x = Rx1 , 1 x 1 = R, x' e L ; 

I
6 

{x, y') = J'Y\. exp(2~ir R(xffy'))~ .. 
,'l, r=ê 

Alors ~YGMOND P• 31) 

K" (x) = J ll(y) 8 2-n;i(xly) dy = 
E,ti, e. .,.. lyl 4i 11, lyl n 

= j .O.(y')(J"' e21f.i(x'ly')d;)ayt = 1 !1.(y•)re., (x', yf}dyt. 

Z: r=e Z: 11. 



Or (zyGMUND p. 32} avec C constante convenable, 

où, d'après la remarque préliminaire, pour tout x, le seeond·membre appartient 

On montre (voir ffiMUND page 32}, en utilisant le théorème de convergence 

dominée de LEBESGUE, le fait que 

J A(yf}dy' = o, 

L 
et le fait que l · j\ sin t -- 'lt­

l.m --r- - 2' 
E.--1 0 6 

11.--t 00 
est bornée indépendamment de x, & , 1\,, et tend vers m(x) (fone-

tion bornée de x) quand 6--t O , ,--. ro ; puis le théorème de convergence 

2 domin6e de µIBESGUE pour L montre que 

Reste 1 exprimer m.-

2 
en norme L .. 

et on sépare les parties réelles et imaginaires• 



La limite de la partie imaginaire est 

i} J O.(y'} 

-C 

d'après 

ro 
(J sin (2itr R (xtjy•})dr)dy' = 

0 r 

= ,c; J 0.(y'} sgn(x'I y')dyt 

J
oo sin. (8t) L --v-- dt = } sgn e ~ 
0 

ta partie réelle a pour limite 

J O.(yt) 

z:: 
0) (j (cos {2~r R(x 1Jyt)) - cos (21tr R))~)dy 9 = 
0 r 

= J O(y'} log 1 (x' 1 y')I dy* 

z:: 
car on sait que pour une 1ibonne fonction" h, on a 

avec 

r> (h(i\r) - h{Jt,r) )~ = h(O) 
0 

00 JJ' ;. et f4 > 0 et où J = lim 
0 E--+0 e 

\--+00 

3.3 Quelques remarques ~.k théorème 3.1.-

log 1:. 
Â 

II. 22., 

3.3.1 Observer que si a est réelle la partie réelle de la fonction m est une 

fonction paire et que la partie imagina.ire est impaire. 

).3.2 Prenon.s dans R pour T la. transformation de HILBERT : 

1 . j oo f(t) 1 J f(t) Tf(x) = - v. P• - dt = lim -;;- -- dt J 
1t · x-t ''" . x-t -ro e-.O lx-tl > e. 

prenons pour f la fonction sommable égale à un sur l'intervalle compact [b, cJ 

(b < c) et à zéro ailleurs. Sa transformée Tf{x) =~log l::!f n'est pas une 

fonction sommable, car quand lxl tend vers oo, la valeur absolue de cette 
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expression 
c-b 

à ~lxi " 

3.3.3. Plus généralement, ~ transformation T du~ introduit~ il~­

rème n'applique jamais L
1 

dans L
1

• 

Raisonnons par l'absurde, avec f continue à support compact pour ne pas 

fixer les idéeB et avec 

On sait que 

(Tf)" (x) = m(x) l' (x) 

S . Tf ~ L1, .2:..2!!. suppose ... alors Tf~ serait continue, or fA est continue, 

à l'origine 
et de -plus ,par hypothèse -/= 0 V; par division, .2!!. 2-!!. conclurait que m est continue 

l!:, l'origine. 

Or m est homogène de degré zéro, non identiquement nulle s m serait une 

constante non nulle. On aura donc une absurdité si on établit que 

J m(x 1 )dx 1 = O. 
lx'I =1 

Or on sait qu'on peut écrire, avec K convenable (borné)t 

m(x') = J K( (x', y 1
)) O.(y 1)ly' 

ly'I =1 

qu'on reporte dans l'intégrale précédente ; pour m1 on intègre d'abord par 

rapport à y', et on observe que 



(On peut même montrer que la restriction de T à l'hyperplan Jt dx = 0 de L
1 

n'est pas bornée). 

I 
3.3.4 On peut montrer (voir CALDERON-ZYGMUND) que si f s Lp (1 c p < ~ alors 

Tef tend presque partout vers Tf quand g---. o. 

4.- Enonçons~ extension .fu! premier théorème (2.1) 

4.1 Définitions 2.1 notations.- Dans ce qui suit, Je, ~
1

, ~
2

, ••• sont des espaces 

de HILBERT séparables. 

4.1.1 Une application f t Rn---+ Î est dite mesurable si pour tout h e Î la 

fonction 

x t---+ (f(x)lh) (produit scalaire dans f) 

est mesurable. 

4.1.2 L'espace Lp(Rn, f) est constitué des f t Rn ---t i qui sont mesurables 

avec I f(x) pdx < oo où lf(x)I = norme dans 3e du vecteur f(x). 
Rn 

4.1.3 Pour une application mesurable f I Rn ---t 3e, l'intégrale vectorielle 

f~{y) = J f(x)e21t.i(xly)dx 

Rn 

définit si possible la transformée de FOURIER de f. 

2 n 
4.1.4 L (IR ,Je) est un espace de HILBERT. On peut énoncer un théorème de 

PLANCHEREL pour ces espaces. 

4.1.5 ~(f
1

, ~) désigne l'espace de BANACH des applications linéaires continues 
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de i
1 

dans df'
2

• Soit alors 

1 1application K est dite mesurable si, pour tous les h
1

e f
1

~ h2 e: ~, la 

fonction numérique 

est mesurable. 

4.1 .6 Enfin, en notant IK(x)I la norme dans ~(ac?
1

, ~) de l'application linéaire 

4.2 Cela dit, on a 

Variante~ premier théorème.- Soient ~ 1, ~ deux espaces de HILBERT sépa­

rables, K e L2(Rn, ~(:it'
1

, 3e
2

)), t' sa transformée de FOURIER (définie à peu 

près comme 4.1.3) • .§!. 

1) lK" (x)t ~ A
1 

partout ; 

2) J IK(x - y) - K(x)I dx -11: A
2 

pour tout y /: O, 
lxl ~2Jyl 

en posant 

n n p 
où x, y e R , f i R ~ ;f

1
, alors on a pour tout p e. ]1, ro[ et toute f e. L 

8Tfi ~B llfll p p 

où Bp ne d~pend que des constantes A
1

, A
2 

ci-dessus, de l'exposant p, de la 

dimension n 
n de R (ne dépend pas de ~, ~ en particulier). 
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Remarque bibliographique pour Ch • .ll 

I 

Voir: CALDERON et ZYGMUND, Acta Math., 88, 1952, 85-139, et aussi BENEDECK, 

> 
CALDERON, et PANZONE · 

Proc. Nat. Acad. Sei., .U.S.A., 48, 1962, 356-365, où on peut trouver 

d'autres références. 

Dans le cas d'une variable beaucoup de ces idées ont été a.bordées par 

BESICOVITCH et TITCHMARSH. Voir, par exemple, TITCHMARSH, Proc. London Math. Soc., 

29, 1929, 49-80. 

Pour théorèmes A et B voir RUDIN, "FOURIER ANALYSIS ON GROUPS'>(éd. 

Interscience}. 



Chapitre fil 

Transformations de RIESZ., intégrale ~ POISSON 

:pour .!:!!!. demi-espace, harmoniques sphériques. 

Ce chapitre est consacré à des exemples et des applications de la. théorie 

développée dans le chapitre précédent. L'exemple le plus simple - fondamental -

dt intégra.les singulières est donné par les "transformations de RIESZ'i • Avec leurs 

va.riantes, elles forment le sujet d~s premiers para.graphes. 

Insistons sur ce point: ici, le fait que le groupe des rotations opère dans 

l'espace euclidien joue un r81e important .. 

Considérons d'abord le cas classique unidimensionnel. 

1 .- ~ n=1 + Transformation ~ HILBERT • 

Âvec les notations du second théorème du chapitre pr~cédent (chapitre II, 3.2) 

on prend dans R 

(1) O.(x) sgn x; 

donc 

(2) (x-/, 0) ; 

d'où (ici par un calcul direct, de préférence à la formule du second théorème) ; 

(3) m(x) = i sgn x 



(4) (Tf) (x) 
1 

= v.p. Tii 
f(t) dt 

x-t 
= lim f f(t) dt 

e~o J1x-tl:>ie x-t 

(où on lit v.p. "valeur principale de" ••• ) 

C'est un opérateur de L
2

(1R) ; 2 
on a T = - Id 2 • 

L (IR) 

III.2. 

Parmi les opérateurs (bornés) de L2 (1R), T est caractérisé comme étant la 

seule transformation L
2 ~ L2 

(à une constante multiplicative près) 

i) qui est linéaire bornée, 

ii) qui commute avec les translations de IR .., 

iii) qui commute avec les dilatations> 0 de IR ) 

iv) qui anticommute avec la réflexion xi--.- x. 

Ainsi, en notant 

(S-/: o), 

iii) et iv) signifient que pour tout 8-/: o, 

2.- ~ n .- 2. Les transformations ~ RIESZ , 

2.1 Ici on introdµit simultanément n fonctions .O. (positivement) homogènes 

de degré zéro 1 

(j = 1, ••• , n) 

r <~> 2 
avec C = n+1 

, 
n 

1r T 



et les n noyaux 

qui donnent les 

.0,. (x) X. 
K. (x) = _J __ = 'é J 

J lxln n lxln+ 1 

n transformations ~Marcel RIESZ R. a 
J 

R. (x) = c lim ·" 
J n s~ 

f(x - y)dy. 

III.3. 

On a (ZYGMUND: "intégrales singulières" cours d'ORSAY (1964) chapitre IV 

théorème 19 page 39) a 

x. 
J 

= i ra 
qu'on peut prouver en recourant au quatrième théorème (5.3) de ce chapitre. 

R, l 
J 

Invoquant cette dernière formule, on peut caractériser intrinséquement les 

2.2 Premier théorème.- Soit 

(n > 1) une famille finie de transformations linéaires bornées 

1) Chaque T. commute avec les translations de Rn, 
J 

2) Chaque T. commute avec les dilatations de Rn 1 
J 

3) Pour chaque rotation p de Rn, de matrice (pjk) on a 1 

-1 ~ 
~ Tjp = L....., Pjk Tk 

(Ici, p opère dans L
2 

par p(t) (x} = t(p(x))). 



Alors il existe une constante c telle que pour j=1, ••• , n 

T. =CR. 
J J 

(R. jème transformation de Marcel RIESZ). 
J 

2.3 Preuve.- D'après 1), la transformée de FOURIER T~= m. est une fonction 
J J 

bornée ; d'après 2), m. est homogène de degré zéro; 3) donne d'après 
J 

que les 

On calcule les valeurs des m. en un point simple (sur un axe de coordonÎl~es) 
J 

puis en tout point~ 

2.4 Intérêt de ces transformations, Exemples dans la théorie~ équations~ 

dérivées partielles. 

Voici l'idée la plus simple, mais typique. Soit f indéfiniment dérivable 

à support compact dans Rn, de laplacien 

On a 

Car les transformées de FOURIER des deux membres sont égales : 

X X 
( '\ . ) ( 2 i } "' ( } i' 2 h k2 .; 2 4 .,..21 xi 2 ,n" (x) • .:. 'lî, J. ~ iC xk cr X .;•= - .,. IV I T 

Jxj 

D'où des majorations du type 
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3.- L'intégrale~ POISSON pour.!!!!. demi-espace .9&. Rn+
1 ~ 

L'étude des fonctions harmoniques fournit une autre interprétation fondamen-

tale des transformations de RIESZ (troisième théorème (4.3)). 

Afin de développer ce point, brossons dtabord les traits principaux de 

ltintégrale de POISSON. 

3.1 Notation.- On considère Rn n+1 comme un hyperplan de R et on note 

le demi-espace positif correspondant. 

3.2 Problème ~ DIRICHLET.- Soit f(x) e Lp(Rn) (1 -.. p < oo),. Trouver une fonc-

tion harmonique u(x, y) dans l'intérieur de IR.:+l qui tend en un sens à pré­

ciser vers f{x) quand y -t zéro. 

u(x, y) 

avec, comme d'habitude 

= J fA(t)e-2~i(tlx) e-2Teltlydt 

Rn 
n 

(tlx) = L t. x., ltl = longueur du vecteur 
1 J J 

f~ = transformée de FOURIER de f. 

t, y > o, 

Cette intégrale converge absolument, d'après uru2 = llfAH2 et l'inégalité 

de SCHWARZ. 

On a 



n 'iu ·iu 
.O.u = Z:- + - = O 

1 ~:{ ày
2 

n 
(x e R , y> 0) 

III. 6. 

ca.r t .,_.., e- 21t.ltly et ses dérivées étant à décroissance rapide, on peut dériver 

sous le signe J. 
n On a, pour tout ta R et y> 0 

. 2( n) Comme ces fonctions de t sont dans L R , le théorème de convergence 

2 dominée de LEBESGUE dit qu'il y a aussi convergence en norme L • La tra.nsfor-

ma.tion de FOURIER étant une isométrie de t 2 , et comme 

clut que 

3.4 Définition il propriétés~ noyau~ POISSON.-

Posons pour tout y> 0 

n (x S IR 1 

p (x) = J 8 -2itlt/y 8 -2~i(xlt)dt 
y n 

IR 
n 

(xlt) =Lx. t.). 
1 J J 

( .oA.)A -- f, .i. on en con-

Par définition, + Py(x) . est le noyau de POISSON (pour le demi-espace Rn+1 

de Rn) - cette précision sera désormais omise. 

Pour tout y, c'est une fonction de x de t 2• 

On vérifie que l'intégrale étudiée ci-dessus 



u(x, y)= J fA(t)e-2Tti(tlx) e-2'1tltlydt 

Rn 

s'écrit aussi 

u(x, y) 

ou (convolution dans 

u(x, y) = (f * P )(x). 
f(n+1) Y 

On a (avec C = n 
2 ) 

n+1 

En effet, 

(1) J 
Rn 

,r2 

p (x) 
y 

n+1 
) 2 2 2 

= c y/(lx/ +y) 
n 

remarquons d'abord que pour 8 > 0 
2 

2 _ ~ _,i lxl 
-itcÎltl -2iti(tlx)dt <' 2 -r 

e e = d e 

et (calcul d'un résidu), avec ~ > 0 

et 

donc 

donc 

e -~ = ! J oo e i ~ dx 
"lt 2 

-ro 1+x 
CD 2 

1 j -(1+x )ud 
~ = e u, 
1+x 0 

2 
i19 x -(1+x )udx d e e uq 

(1) donne ~2 

fcoeiaxe-ux2 dx= V-.:e-4u 
J_oo 

III. 7. 



nr.s. 

s'écrit 

-P. 1 e 4u 
J

oo -u - -
e = i/r'" 

0 
Vue du 

~ -~ 
(exprimant e- comme barycentre de la famille des e : voir dans BOCHNER 1 

11Harmonic analysis and the theory of probability" (éd. BERKELEY) le 11:principe ~ 

subordinationttda.ns chapitre 4) 

Cela fait, reprenons 

Py(x) = j e-21tltly e2lti{tlx) dt= 

Rn 
ro -u ( 2 2 2 / 

= ,~ J (J !:__ e - ~ ltl y ) u du) 
Jlt. 0 Vü Rn 

8
2lti(tlx) dt 

2 
Le changement 8 = itY donne P (x) = 

u y 
n Jxl 

2 
--u 

1 jro e-u 
= ~ 0 Vü 

2 - -
('!l..) 2 e 

u 

2 
y du= 

1 

lxl 2 
--u 

(l) 2 
-n 

n-1 
T 

= Ïi+Î 
r -u y J e e y u du= 

'tC, 2 0 

(par le changement u ~ ~) ~2 
y 

y JO) -u 
= n+1 0 e 

2 2 
(lxj + y ) 

'l'G 2 n+1 

= (y/(1v (lxl 2 + y2)) T) 

qui donne la formule encadrée ci-dessus. 

n-1 
T u du= 

n-1 
a) -

J -u 2 

0 
e u du 

n 3.5 .Autres propriétés immédiates ~ Py(x) (x e. lR , y > O} .-

i) p (x} 
y 

est harmonique dans 1 1 intérieur de + IR 
1 

o 
n+ 



ii) 

iii) 

P (x) > o. 
y 

J P (x)dx = 1 
n y 

lR 

(pour tout y> O} 

car les transformées de FOURIER en x valent 1 à l'origine. 

III. 9. 

iv) Sur chaque demi-droite de l'intérieur de issue de l'origine, la 

restriction de P (x) est une fonction décroissante de la distance à l'origine s 
y 

cela résulte de v) s 

v) p (x) 
y est {positivement) homogène de degré-n. On a 

(s ► o) 

On constate que. les {P
6

) 
6 

> 
0 

vérifient les conditions du second théorème 

ci-dessous (remarque 3.7.2), ce qui permet d'affirmer que s 

vi) 

et posant 

( 1 ,-. p < oo ) , alors 

f * P ---> f en norme 
1
Lp qua.nd y --+ 0 

y 

(f * P )(x) = u(x, y) 
y 

on a, pour presque tout 
n 

x 6 lR 1 

vii) On vérifie que cette fonction u est harmonique dans l'intérieur de 

a:+l' et on peut exprimer vi) ainsi: 

''.2!!. .!. résolu k problème s!-2. ~ DIRICHLET pour k demi-espace t guand .!!,. 

donnée .!!!!:, l'hyperplan frontière m dans Lp." 
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).6 Il est préférable de décrire cette propriété d'approximation de l'identité 

du noyau de POISSON dans un cadre plus général. 

Second théorème .. - Soit , une fonction définie sur Rn telle que 

i) J1ip1 dx < m , 
ii) Jffdx=1 • 

Posons (a > o) 

On sait bien que pour tout f e LP(nn), f * ,e converge vers f en 

norme Lp quand S-+ 0 (1 -1!iô p < a:,) .. 

Introduisons la fonction radiale ,v , 

"dominante radiale de 19 11 
.. 

n 
(dans tout R) 

où Mf est la fonction maximale de f (chapitre I, définition 1.1), A ne 

dépendant que de l'exposant p, la dimension n et la fonction 'P• 

b) P t t X
,,,. nn our presque ou ... va. 

f * 'tg (x) -+ f{x) 

quand 6-+ O. 



3.7.1 Première remarque.- On avait déjà considéré ce théorème au chapitre I (1.3) 

avec 

= [1 / ( volume 

zéro si lxl 

de la boule unité de Rn) 

> 1 

si lxl ~ 1 

On avait sup €> 0 If * 'Pel l!S:· Mf et égalité pour f positive. 

3.7.2 Seconde remarque.- On peut prendre ~(x) = P1(x) (notation 3.4) J alors 

3.7.3 Troisième remarque.- La preuve montrera que 

convient o 

3.7.4 Quatrième remarque.- On posera aveq lxl = r 

,P(r) = f(x) = sup ltl ;,i lxl l~(y)j 

('If' est la plus petite des fonctions qui sont radiales, décroissantes par rapport 

à, r_, et majorent Hpf) • 

L'inégalité 

Jr l(x)dx ~ 1f(r) Jr dx = îf(r)rn 

2 Ei lxl ~ r 2 c lxf., r 
x constante 

prouve que 

n 
a.lors r 'f(r) ~ .!2.!:!. ~ quand r --+ 0 _tl quand 

r ____,. oo • 
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3.8 Preuve~ second théorème.-

Preuve~ 3.6 a).- En étudiant l'effet des translations et des dilatations de 

n R sur les deux membres de l'inégalité en vue, on voit qu'il suffit de se placer 

à l'origine n 
0 de R , et de considérer le seul noyau ~(E = 1), qui est ma-

joré par 'lfl • 

En définitive, il suffit ~~que 

On a 

(1) If * if (O)f c A (Mf) (0) 

quand~ suppose f positive et le second membre fini, avec 

Introduisons 

On a. 

"( r) = J f ( rx ' ) dx ' , 
lx'I =1 

.A(r) = J :f(x)dx = Jr 1-(t) l(t)tn- 1dt • 
lxl ._r 0 

f * 'l'(O) = J f(x) ,Y(x)dx = 
!Rn 

, 00 n-1 = Jo 't-(r) 1f(r)r dr = 
N 

= lim J a(r) y{r)rn~
1
dr = 

S-,>() ~ 

N-,oo N 

= lim (- 1) f A(r) d(1\'(r)) (Intégrale de STIEThTJES) 
a-40 Je 
N-JOO 
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En effet, l'intégration par partie à la troisième ligne introduit l'expres-

sion 

A(N) '\\'(N) - A(e) if (g) 

dont les deux termes tendent vers zéro en vertu de la quatrième remarque précé-

da.nt cette démonstration (3.7.4) et de la majoration 

(3) A(r) = J f(x)dx ~ rn • V • Mf(O) 
jxl ~r 

où Mf(O) < oo par hypothèse et où 

V = volume ~ .!!. boule uni té ~ IRn. 

Notre chaîne d'inégalité donne 

00 

f *if (0) = la j\_(r) d(- ïf(r)). 

Enfin, on reporte dans cette intégrale la majoration (3) et la relation 

On a: 

0 ~ f * ,P (0) ~ A (Mf) {O) ; 

c'est-à-dire qu'on a (1) et {2). 

Preuve~ 3.6 b).,-·Compte-tenu de a.), on procède comme au premier chapitre (9ha-

pitre I, énoncé 1.3 iv)) où on avait établi b) quand 

= [~ pour 

zéro pour 

lxl ~ 1 

!xi > 1 a 

3.6 



4.- Comparaison entre~ ensemble~ transformées~ RIESZ d'une 

fonction tl.!!!!. système conjugué~ fonctions harmoniques. 

u = I.P.f 

ainsi t 11u est l'intégra.le de POISSON pour le demi-espace 

4.2 Rappelons quelques formules sur les transformations de RIESZ. 

Rk( f) (x) = lim ~(\ c 
6--,,v n· 

où t = (t 1 , ••• , tn) e Rn, 

Ce sont n fonctions de 

qui résulte de 
X 

(Rk(f) )"' (x) = i ~ f" (x) • 
lxl 

où 

on a 

de 

intégra.les de POISSON, (définies dans l'intérieur du demi-espace 

Pour que 

f. = R.(f) 
J J 

(j=1, ••• , n), 

+ R 
1

) t 
n+ 

il fau\ et il suffit que - avèc x = (x
1

, .... , x ) e Rn, y = x > 0 s 
n o 



4.4 Exemple: n=1.- Les dernières relations avec x1 + ix
0 

= x + iy = z expri-

ment les deux conditions de CAUCHY-RIEMANN pour que la fonction u
0 

+ iu
1 

de z 

soit analytique (dans le demi-plan Im z > O). 

4.5 Preuve ru!, troisième théorème.-

Si f. = R.(f), on sait que 
J J 

et que 

u.(x, y) = J f~ (t) e-2lf.ltfy e-2,r, i(tlx) dt= 
J n J 

et que 

a _ .' J r" (.i.). \ -2Tr.ltfy -2lCi(tfx)d.,. 
- 1 V m e e V 

lRn 

uo (x, y) = J f A (t) e -2nltJy e-2lf.i(tfx) dt~ 

Rn 

Ces intégrales peuvent être dérivées sous le signe J; alors apparaissent 

les relations entre les dérivées partielles des u. 

au au. 
Inversement si ~ = -l. on aura 

&x. ~X 
J 0 

-21C i t, f(t) = e- 2'TCltly = -2'1(.ftl f~(t} 
J J 

-2ic.ltly 
e , 

t. 
c'est-à-dire qu'on aura fj(t) = i ,!, fA(t). 



5.- Intervention des harmoniques sphériques 

Parmi les transformations 

Tf = lime.-tO J i).(y) f(x-y)dy 
IYl>e lyln 

III.16. 

où D. est positivement homogène de degré zéro et J .0, (x 1 ) dx 1 = 0, nous 
lx'I =1 

avons étudié les transformations de M. RIESZ où 

j=1, ••• ,n. 

Pour n = 1, c'est le seul cas possible. 

On a introduit dans le chapitre précédent les expressions 

m(x) 

où 

et m est le "multiplicateur" provenant de la transformation 

(chapitre II, 3.2). 

On remarque que la transformation .O.~m commute avec les rotations. On 

considère donc l'espace des fonctions de carré sommable sur la sphère unité, et 

la décomposition de cet espace selon les représentations du groupe des rotations, 

c'est-à-dire la décomposition en harmoniques sphériques. 

5.1 Définition.-~ h~rmonigue sphérique~ degré k ~s Rn est un polynome 

P à n variables, homogène de degré k, de Laplacien 6.P nulo 
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5.2 Résumons ici, sans démonstration, les propriétés~ harmoniques sphériques 

que nous utiliseronso 

La sphère unité de Rn sera notée s 
n-1 

et sera munie de sa mesure habi-

tuelle. 

5.2.1 Soit lfk l'espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes sur la 

sphère s 1' n- qui sont les restrictions à s 
n-1 

des harmoniques sphériques de 

degré k. Alors :{k est un sous-espace de dimension finie (fermé) de 

Remarquer que 2 = les fonctions constantes. 
0 

Si Pk est un polynome homogène de degré k, on notera Pklsn-l = Yk sa 

restriction à la sphère unité, c'est-à-dire un élément quelconque de ik. 

5.2.2 Pour j J k, les sous-espaces afj et Xk sont orthogonaux, c'est-à-dire 

que si Yj e. i j, Yk ê îk, alors 

j Y.{x') Y (x')dxt = 0 • 
S J k 
n-1 

f 6 t 2 (s 
1

) s'écrit de manière unique 
n-

5.2.3 Chaque 

:r = L Yk (Yk e 'df k) 
k>O 

bù la série converge en norme L
2 (sn_ 1). Autrement dit, L

2
(sn_ 1) est somme 

directe hilbertienne des fk. 

5.2.4 Soit donc 

Pour que f soit indéfiniment dérivable sur S 1, 
n-

il faut et il suffit que, 



pour chaque entier positif m on ait 

j jYk(x')l
2
dx 1 = O(k-m) quand k ~ ro. 

sn-1 

TII.18. 

5.3 Quatrième théorème.- Soit Pk une harmonique sphérique de degré k ~ 1 dans 

nn • p l[1, osons 

O,(x) 
Pk(x) 

=--' 
lxlk 

K(x) 
n(x) Pk(x) 

=-- = 
lxln lxlk+n 

Alors le multiplicateur correspondant s'écrit 

Pk(x) 
m(x) = Î -- , 

k lxlk 

· où Î k est une constante ne dépendant que de k et de n 
n 

- 2 
k quand k ~ ro d'après la formule de STIRLING)! 

'{ = i k 1tn/2 f(k/2) • 
k f(k+n) 

2 

( 1) 

(équivalente 2, 

La preuve utilisera des identités sur des transformées de FOURIER. 

5.4 Lemme.- (Identité de HECKE). Soit Pk une harmonique sphéri.que de degré k. 

Valeur au point y de la transformée de FOURIER 

5 .5 Preuve ~ 5 .4 .. - L I égalité en vue s'écrit 

2 
(1) JPk(x)exp(-1'Clx1

2 
+ 2lt i(xry))dx = ik Pk(y)e-lyl 

Or il est clair que le premier membre de (1) vaut 

(2) Q(y)e-'ttjyj 
2 



où Q est un polynome. Il s'agit donc d'établir que 

Or (1) et (2) donnent 

Q(y) = f 
j n 
IR 

Pk(x)exp(-'tt. fx 1 - iy 1)
2 

+ ••• + (xn 

2 
= jpk(x + iy)e-~lxl dx 

III. 19. 

d'après un changement d'axes dans Cn légitimé par des considérations d'analycité 

et de décroissance rapide ; on peut même remplacer iy par Y• 

2 
Q(f) = jPk(x + y)e-~lxl dx. 

2 
-'l'GIX 1 

Comme l'exponentielle e est une fonction radiale et que Pk, étant 

harmonique, vaut sa moyenne sur une sphère, on peut remplacer Pk(x + y) par 

Pk(y). Donc, comme voulu 

5 .4 

5 .6 Applicat.ions de 1 1 identité d.e HECKE Les transformations l'"j. .-
0 n,k 

Soit f e L
1

(Rn) radiale. Soit Pk une harmonique sphérique de degré k. 

On montre qu'on peut écrire la transformée de FOURIER de f Pk sous la forme 

où en posant lxl = r, g est elle aussi une fonction radiale. On peut donc do-

finir une transformation C'i- entre fonctions radiales en posant 
ôn,k 

d'n,k(f) = g • 
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On a la relation de BOCHNER 

qu'on démontre en recourant à l'identité de HECKE (5.4), en observant que l'en-

semble des fonctions f$ (~ > 0) 

2 
f (x) = e -rc S lx 1 
& 

est total dans l'ensemble des fonctions radiales f telles que 

Pk{x) 
5.7 Preuve .è!, guatrième théorème (5.3).- On veut voir que îk -

lxlk 
est la 

transformée de FOURIER de 
!xlk+n , 

qui n'est pas intégrable, mais est nne dis-

tribution tempérée, que nous allons approcher par les fonctions 

(~ positif~ 0) 

Montrons 

( 1) ( Pk(x) )' 
Pk(y) 

k+n-(l!. (y) = 'ik a.. 
lylk+<J. lx! ' 

avec 
n ,...(k cc.) 
--<:t l - + -

(2) y .k 2 2 2 
= 1 it k k,a. 

. 
f(- + ~ - \Ê.) 

2 2 2 

(En étudiant l'homogénéité et l'action des rotations, on voit que le second 

membre de (1) est nécessairement de cette forme). 

Il s'agit donc de voir que pour toute ~ G f on a 

J 
Pk(x) ,. J Pk(x) 

(3) . k+n-<X- ~ (x) dx = 'l k <1 k+~ tp (x)dx • 
lxl ' lxl 
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L'effet du changement de variable xi---+ x Vî sur les transformées de 

FOURIER montre qu'il revient au.même de dire que pour tout S > 0 on a 

(4) $k/21Pk(x)e-1<$ix/2 ~ (x)dx = 

2 
= ikc.f-n/2 à-k/2 Je-lG8jx/ Pk{x) ,(x)dx. 

Or on a si ~ > - 1 

d'où 

Jro e -lt.t 
2 t'P dt = ! 

0 2 

2 2 . f.s+1 

Jro e-ir.lxl jt 1 / dt = :!. '1'G - T [((3+1) lx,-\, ·\, 
O 2 2 

On multiplie les deux membres de (4) par J élevé à une puissance convenable, 

de manière qu'en intégrant encore par rapport à $, on puisse intervenir les 

intégrations par rapport à, S et x. On obtiendra alors (4) avec lava.leur (2) 

de Îk • 
'a: 

Pour établir (3), il faut justifier le passage à la limite: 

(5) J 
Pk(x) ,. J Pk(x) "· 

lim O --- m (x)dx = v.p. lxlk+n ~ (x)dx • 
<l--+ 1 x l k+n-<X. 1 

Mais ~ :part 

~ (x) dx = j .... + J .... 
lxl.:;; 1 !xi> 1 

= J :::: (~(x) - ~(O))dx + J •••~ 
lx!~ 1 )xi> 1 

car l'intégrale de Pk (k::;1::, 1) sur toute s11hère centrée à l'origine.est nulle. 

Or on a de même d'autre part 
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J 
pk (x) " . j 

v.p. k+n ~ (x)dx = lime-40 •••• = lim 0 lxl lxt~e 6
~ 

= J (~(x) - ~(O))dx + J .... 
lx 1 ~ 1 • • • • lxl ;;,. 1 

d'où (5) qui donne (3). 5.3 

5.8 Application du quatrième théorème aux fonctions de carré sommable ~h 

sphère unité 

Soit .0€ L
2

(sn_
1

), positivement homogène de degré zéro et telle que 

J .n.(x1 )dx 1 = o. 
5n-1 

Elle admet (5.2.3) la décomposition orthogonale dans 

D,(x') = L Uk(x') 
k ~ 1 

où .O.k est une harmonique sphérique de degré k. 

D'où, pour k multiplicateur correspondant, avec 'î k introduit en 5.3 (1) 

Car 5.3 donne ce résultat pour un seul terme, puis on raisonne par additivité 

et continuité 

5.9 Question.- Etant donné m, positivement homogène de degré zéro, existe-t-il 

A avec j O.(x' )dx 1 = 0 telle que 
s n-1 

m ( x ' ) = J K ( x' , y' ) O. (y' ) dy 1 

s 
n-1 

lt.i 
où K{x', y')= 2 sgn(x'ly') + log l(x'ly')I? 
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La condition J m(x 1 )dx 1 = 0 est nécessai.1, 
s 

n-1 
5.10 Cinquième théorème.- Si m est indéfiniment dérivable dans le complémentaire 

de l'origine et JS rn(x')dx 1 = o, alors 

n-1 

m =(U(x))" 
lxln 

où O. est elle aussi indéfiniment dérivable dans le complémentaire de l'ori-

gine et de moyenne nulle sur 

La preuve utilise 5.2 et 5.8. 

s 1' n-
et réciproquement. 

5.11 Ce théorème montre que les deux classes suivantes d'opérateurs sont identi-

ques : 

A) Les opérateurs T donnés par des multiplicateurs m positivement homo-

gènes de degré zéro, et indéfiniment dérivables sur la sphère unité 

B) Les opérateurs donnés par 

Tf(x) = constante i1 f + v.p. J O.(y) f(x-y)dy 
ly/n 

où .0, est positivement homogène de degré zéro, indéfiniment dérivable sur la 

sphère unité et de moyenne nulle sur cette sphère. 
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Indications bibliographiques pour 12_ chapitre III. 

Pour les transformations de RIESZ voir J. HORVATH, Indig. Math., 1953, 17-29. 

Pour les résultats de paragraphe 5 voir BOCHNER, "Harmonie Analysis and the 

Theory of Probability", chapitre 2. Des applications se trouvent dans 

CALDERON et ZYGMUND, Amer. Jour. of Math., 79, 1957, 901-21. 



Chapitre IV 

La théorie de LITTLEWOOD-PALEY. 

Les multinlicateurs de LP. 

0.0 La théorie .9;2. LITTLEWOOD-PALEY a été initialement développée dans le cas 

n = 1, et selon les trois aspects suivants : 

- La fonction auxilliaire g, (voir premier théorème (1.2)) 

- La décomposition "dyadique" d'une fonction au moyen de son analyse de 

FOURIER, (voir§ 4) 

- Le théorème des multiplicateurs de MARCINKIEWICZ (voir théorème (2.3) 

et (4.5) 

La théorie développée entre 1930 et 1939 par LITTLEWOOD et PALEY, ZYGMUND et 

M.ARCINKIEWICZ utilisait les méthodes de la théorie des fonctions d'une variable 

complexe et se limitait donc au cadre n = 1. Elle est décrite en détail dans 

ZYGMUND "Trigonometric series" chapitres 14 et 150 

La théorie n-dimensionnelle est plus récente et a été inspirée par les mé-

thodes de variable réelle décrites dans les chapitres I et II de ce cours. Alors 

qu'il existe maintenant plusieurs approches pour les principaux résultats (voir 

bibliographie citée à la fin du chapitre), celle que nous avons choisie n'est pas 

celle qui est sur le plan logique la plus simple et la plus directe, mais celle 



qui, du moins nous l'espérons, est la plus instructive. 

\des fonctions harmoniques 

IV.2. 

0 .1 Dans leur étude) dans le disque- uni té, LITTLEWOOD et PALEY introduisirent un 

opérateur (non linéaire) a.ux.illiaire g. Soit :f, fonction réelle définie sur 

la èircon:férence unité s, f e i.P(s). Soit i fonction analytique dans le disque 

lzl < 181 = 1 telle que lim 
8

~e ½(z) = f(e) 
z--.. 

presque partout - ce qui défi-

nit f à une constante imaginaire près. 

On définit sur la circonférence S la fonction g(f) par 

· J:t , iS 2 .1 
g(f) (6) = ( (1-r) I¼ (r e ) l dr) 2 

0 
(161 = 1). 

Ils ont montré que pour 1 < p <rot Jjg(fH 4- A Ufll p p p et, si 

2~ J f(6)d8 = O, 
0 

alors n :fU ~ A 1 li g(f)II • 
p p p 

Nous adapterons cette théorie au demi-espace 

n l•hyperplan IR • 

de 1Rn+1, limité par 

1 .1 Définition 2 g(f) .- A f e: Lp(IR.n) 1 on associe son intégra.le de POISSON 1 

u = I.P. (f) harmonique dans l'intérieur de IR+ 
1 

• On note 
n+ 

2 n (dU )2 (~u)2 Jgrad ul = L ~ + ~ • 
. 1 x. y 

J= J 

Af, on associe g(f), définie sur lRn par 

J
O) 2 1. 

g{f, x) = g(f) (x) = ( y lgrad u 1 (x, y) dy) 2 

0 

Comme f ..._. u est linéaire, f )---+ g(f) est sous-additive. 

r .2 Premier théorème.- Il 

halles que pour tout f S 

existe deux constantes A , B 
p p 

(dépendant de p et n) 
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i B flfli ~Ug(f)II ~A lifU 
p p p p p (1 < p < oo) • 

1.3 Esquisse d'une démonstration employant des méthodes vectorielles.-

Proposons-nous plus simplement d 1aborder l'inégalité 

ê>u 
01} a - = <x. * f où (t est la dérivée par rapport à y du noyau de 

(}y y y 

POISSON. Introduisons l'opérateur T 

Tf(x) = J ~ (x - t) f(t)dt 
n y 

I& 
et les deux espaces de HILBERT 

où y est la mesure y dy + sur Il:?. • 

On peut dire alors que f est définie sur Rn, à valeurs dans H
1

, et que 

y--,. œy(x) est un élément de H
2

, qu'on peut donc identifier à un élément de 

Enfin comme la fonction x ,..__. ~ (x) est continument dérivable hors de 
y 

l'origine et que ses dérivées vérifient j'dtt.yl (x) ~ A , on peut appliquer 
'é1xj lx! n+1 

une version vectorielle du premier corollaire du premier théorème du chapitre 2 

(ch.II, 2.7, 4.1, 4.2). 

1.4 Notre démonstration utilisera trois lemmes ; (le premier a été utilisé par 

HARDY et P. STEIN). 

1.4.1,_Premier lemme.- Soient u une fonction harmonique positive, p un exposant~o 
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on a évidemment 

{pour p=2 1 on peut omettre lthypothèse u;;. 0 et 

2 2 
A,(u) = 2lgrad ul ). 

1.4.2 Second lemme.- Si F est une "bonne" fonction définie dans a:+1 , alors 

J yAF (x, y)dx dy = J F(x)dxo 
xe ian !Rn 

[L'ensemble de ces bonnes fonctions sera partout dense dans les espaces fonc-

tionnels où on aura recours à elles Jo 

En effet, dans un domaine B de frontière dB régulière, de nor-

male extérieure n, on a 

JB ( U à V - V à u) dx dy = f ~ )u (u- - v-)d(S"'. 
i:>B ~n &n 

On prend u=y {donc âu=O), v-J!, pour B un bon domaine 1 variable de 

nière à inclure une demi-boule de a+ centrée en un point de Rn; F sera 
n+1 

"a.ssez bonne" pour que, quand Il grossira., 

J --+ J et j --t zéro t 

~BO 18.n fi° ,Bn [nn 1 
1.4.3 Troisième lemme.- Nota.nt Mf la fonction maximale de f et u = I.P.(f), 

on a. 

sup0 lu(x, y)l < Mf(x) 
<yc. (X) 

n 
(x e. R ) • 

ma-

Cela résulte de la première conclusion dans le second théorème du cha-

pitre précédent (ch.III. 3.7.1, 3.7.2, 3.7.3). 
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1.5 Preuve~ prèmier théorème (1.2).-

1 .5 .1 Première étape : 1 < p .r;; 2 ... Montrons que si f ê :f(l&n) (: f indéfiniment 

dérivable à décroissance rapide) et f ~ O, alors 

llg(f)U ~A llfll • p p p 

(Tout élément de ~ étant différence de deux éléments positifs de 1, et g 

étant sous-additif par rapport à f (1 .1), on aura la même inégalité dans tout 

~, donc dans tout LP). On a 

(g(f, x))
2 = j00 

ylgrad u (x, y)l
2
dy = 

0 
00 

1 j 2-p p = p(p- 1) yu t::,.(u )dy ~ 
0 

1 2 Joo ~ p(p-
1

)((Mf)(x}) -p yA(up)dy 
0 

par définition de g, puis d'après le premier lemme (1.4.1), car f ~ 0 donne 

u > O, enfin d'après le troisième lemme (1.4.3) et l'hypothèse 2 - p ;i:. O. On 

a donc 1 

( 1) g(f, 

Etudions 

x) ~ C 
p 

2-p 

(Mf)(x)) 2 (J(x))½ 

J(x) = J00 

yA(up(x, y))dy • 
0 

(2) J J(x)dx = Jo (J yA(up)dx)dy = 
I&~ 0 l&n 

= J up(x, O)dx = UruP. 
n p 

I& 
(1) et (2) donnent aussitôt le résultat pour p=2. Supposons désormais p < 2. 



( 1) 

d'après 

IV. 6. 

donne 

et !,+ ! = 1~ Les exposants du dernier membre de (l} va.lent donc 
r r 

d'après (2), le dernier facteur du dernier membre de (3) est donc lrll p/r p , et 

le facteur précédent est majoré (d'après le premier théorème (1.l) du chapitre I 

et 1 < 2 < r' < œ} où 0 1 est une constahte ne dépendant que 
p 

de p et n. Reporta.nt dans (3) ces évaluations, on franchit la première étape. 

1.5.2 Seconde étape : Si 4 .,s p < oo, on a 

llg(f)ll ~A ilfil • p p p 

1.5.2 (i).- Nous exploiterons la relation 

(1) sup J g2
{f, x) ~(x)dx = /lg(:f)II! 

où le sup est pris selon les fonctions <p ➔ o, S L4 (1Rn), avec q exposant con-

jugué de p/2 g ! + ! = 1 et Utpfl -' 1 t Chacun des deux membres de (1) vaut 
p q q 

a.lors 

et on a. 1 .< q .._ 2. L'intégrale figurant au premier membre de (1) vaut 1 



(2) J00 

j n yjgrad u(x, y)j
2 

~(x)dx dy. 
y.=O X ô R 

1.5.2 (ii).- J'àffirme que (2) est majoré par 

(3) joo Î '2 
2 J. y I Au (x, y)j f(x, y)dx dy 

y=O xu Rn 

où on riote encore pour alléger f l'intégrale de POISSON I.P.tp. 

permet d'écrire 

u(x, y) = P 12 * (P 12 * f) = Ç P /,/x - t) u(t, ~)dt. 
y Y . Jt e. IR.n y 

L'inégalité de SCHWARZ et J P/x)dx = 1 donnent 

2 J y 2 lu(x, y)j ~ tGIR.n Py/ 2(x - t) lu(t, 2)1 dt. 

Pour la m~me raison 

lgrad u{x, y)l 2 :$. j P 12(x - t) lgrad u(t, ~)f 2dt 
t s 18.n Y 

qu'on reporte , J00 j n ylgrad ui
2

f(x)dx dy ,c;, 
y=O x&R 

IV. 7 .. 

~ jcn J n. f n ylgrad u(t, ~)I 2 
P 12(x - t) ip(x)dt dx dy = 

y=O xe.ia te!R. Y 

= f0 J n ylgrad u(t, ~)1
2 

f{t, ~)dt dy = 
y=O t 4.\tB 

= 4 f0 J n ylgrad u{x, y)l 2 ,<x, y)dx dy 
y=O xSIR. 

(la troisième ligne d'après le théorème de FUBINI et ~= I.P.~ = P * f, la 
y 

dernière ligne par changement de variables). 

Or (premier lemme 1.4.1 pour p=2) 21grad uï
2 

=ô(u
2

) donne bien (3). 
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1 •. 5.2 {iii). Reportant dans 1 'expression (3) d'une part l'identité 

2 2 n 
\j>l1(u) = ti.(u. ip) - 4 L u.u. ~. 

j=O J J 

où les indices j désignent des dérivées partielles par rapport aux n+1 va-

riables x
0 

= Yt x1, ... f xn et d'autre part l'identité du second lemme (1.4.2) 

avec 

et 

F(x, y) = u
2

(x, y) tp(x-, y) 

F(x, 0) = f
2

(x) ,(x) 

on obtient 

Mais 

n Joo J - 4 L yu u. ,. dx dy. 
j==O y=O x 6 IRn J J 

Joo 1 nlyu u. , .1 dx dy 4i 

y=O x•IR. J J 

n 

z: 
j=O 

<!Il (n + 1) J n (Mf) (x) ( j00 

ylgrad ul I grad f Jdy)dx ~ 
xeB O 

4i. C t~ • j (Mf)(x) g(f, x) g(~, x)dx 
Rn 

d'après le troisième lemme (1.4.3), puis d'après l'inégalité de SCHWARZ avec la 

mesure y dy. 

1.5.2 (iv) ... ,.Erl. résumé 1.5.2 (ii) et (iv) donnent 

J(g(f, x))
2 

\P(x)dx 'Ili½ J f 2
(x) ~(x)dx + 

+Ot~ j04f),(x) g(f, x) g(~ 1x)dx. 

One, applii,ique à. cette ;derinière i;ntégral,e 1 1 inéga.li té de HOLDER pour ces trois 



foncti9ns, les trois exposants étant reliés par 

1 1 1 
-+-+-.;::1 
p p q 

et (1) (dans 1.5.2 (i)) donne 

IV. 9. 

Or puisque llf Il ._ 1, Il ip Il -. 1 et que 1 < q < 2, ce qui permet d I appliquer 
p q 

la première étape à la fonction tp , on voit que la quantité X = llg(f)U vérifie 
p 

une inégalité 

2 
X ~.AX+B 

avec A ;,- o et B = ½ qui ne dépendent que de n et p. Négligeant de vérifier 

que X <. oo, on en conclut que X est borné: Il existe une constante A telle 
p 

que X ~A et la seconde étape est franchie. 
p 

1.5.3 Troisième étape: On a pour tout p vérifiant 1 < p < oo 

Ü g{f}ff >E A ff fil • 
p p p 

En effet, on a observé que g est sous-additif, et on a démontré les cas 

1 < p .- 2 et 4 4ii p < oo • On vérifie qu 1 on peut appliquer le théorème de 

MARCINKmWICZ. (ch.I, ).3). 

1.5.4 Quatrième étape tOna Ufll 41iB Ug(f)II o 
p p p 

1.5.4 {i).- J'affirme que 

J f(x) ,{x)dx = 4 J J
00 

y :u ~ dy dx. 
Rn Rn O .,y ~v 

On sait que 



qui donne pour u (dérivée de u par rapport à y) 
0 

A -2,t,fxly 11( ) u (x, y) = -2'1Glxl e f x , 
0 

et de m~me pour ip 
O 

(dérivée de <e par rapport à y) 

" ( ) . -2~1:lcl y "( ) lp
0 

x, y = -2itlxl e tp x • 

D'où (théorème de PLANCHEREL) 

IV. 10. 

1.5.4 (ii).- D'après (i) et l 1 inégalité de SCHWARZ pour la mesure y dy 1 on a 

lJ f(x) tp{x)dx I c 4 j g(f, x} g(', x)dx ~ 

~ 4jg(f)lp llg(<p)Uq ~ 4 Aq Il g(f) llp Bipllq 

d'après l'inégalité de HOLDER et la troisième étape. 

1th. 1.2 .. 

1,6 Remargues !U!;tl!. démonstration~ théorème 1.2.-

1.6.1 On a montré à la quatrième étape que, en notant u = I.P.f, f = I.P.f, 

4 I J00 

y ~ ~ dy dx = f . f(x) ~(x)dx. 
Rn O -ay ?y JRn 

Prenons f =' et posons par définition 
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J
oo ê12 ½ 

= ( y / 9;, dy) , 
0 

on obtient a 

2Bg1 C:t, xH 2 L {x) 

1.6.2 On peut énoncer i ~ f e L2(Rn), 

étape) on a. f e LP et Ui'Jl iis C D g
1 
(f)JI • 

p p p 

1.6.3 Définition.- Posons pour tout entier k ;i:. 1 

Joo 2k 11 ,t 12 . ½ gk(f, x) = ( y - : (x,· y)dy) , 
0 ~ 

où u = I.P.f (Pour k = 1, on retrouve g1} 

Proposition.- Il existe une constante Âk telle que pour tout f, pour tout 

x e Rn 

Preuve seulement pour k = 2. Si on peut écrire 

~ 100 -i 1 ~ .{x, y)= - (s ~ (x 1 s))(-)ds 
y y 'as s 

(C'est le ca.s si f e L2 : la transformation de FOURIER montre que la dérivée tend 

vers O quand y ~ oo J, alors 1 1 inégalité d.e SCHWARZ d.om;ie 

donc 
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(X) 

(en intégrant par partie avec U(y) = J ... , et dV = dy). D'où l'inégalité 
y' 

2 
pour f Et L , puis pour f quelconque. 

1.7 Passons à l'étude d'une autre fonction auxilliaire, d'abord étudiée -
par ZYGMUND (dans le cas n=1, et par des méthodes de variable complexe). Ici 

s'aperçoit l'avantage de l'approche assez compliquée de la fonction g. Lamé-

thode plus simple d'espaces vectoriels esquissée en 1.3 ne s'applique pas ici. 

1.7.1 Définitions.- Pour ~ ~ 1, on pose 

2 Joo J ( )>.n 2 1-n 
(g: (1•, x)) = ~ Jgrad u(x - t, y) J y dt dy,. 

" 0 tSIR.ny+n,i 

Pour étudier cette expression.(second théorème, 1.7.3), on utilisera une ex-

pression introduite par LUSIN (dans le cas n=1) t 

(S(f, x )) 2 = fJ . farad u (x - t, y) j 2 y
1-ndt dy 

o J f(x ) o 
0 + 

où l'intégrale est étendue au c6ne f(x ) = ensemble des (t, y) 6 a 1 vérifiant 
0 ~ 

lt - x 1 < Y• 
0 

1.7.2 !"Lemme.-On a, avec A, A~ indépendants de 

lg(f, x) -1!/i A S(f, x) < A~ g; (f, x). 

f et X 

Nous admettrons les inégalités entre le second et le troisième membre .. 

Etudiant l'effet des translations de Rn sur g et s, on voit qu 1il suf-

fit de se placer en x = o. Les dérivées ~u, 
'dy 

~u sont harmoniques comme u. 
'\)Xk 

Notons B l à boule de Dn+1 de centre (0 y) tbngente 'a l 1 hypersurface 
... &l, ' t ... y 

,. 
limitant le eone f(O) ; le rayon de B est proportionnel à y; 

y 
QU 
~ étant 
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ha;rmoniq,ue 

~ (O, y) = 1! 1 JJ ~; (x,, s)dx ds 
y B 

y 
et l' â.néga.lUé de SCHWARZ donne 

1 :; (O, y)l 
2 ~ 1! 1 JJ 1~12 

(x, s)dx ds • 
y B 

é 
. 1 -1-n , y r 

On peut,, crue Wi = c, y ou o ne depend que de :n. 
. y 

intégrons cette inégalité, on a avec une autre constante et 

Jro "'-· JJ . .,u. 2 'd\l 2 1-n. J-;-J (o, y)y dy.., c' /-J y dx dyG 
0 y I'(O) iY 

de m~me aveê les autres dérivées de u; en a.jouta.nt ces inégalités on a. bien 

g(f, O)c AS{f, O). 

1.7.3 Second théorème.- Soient À para.mètre> 11 et f définie dans R"~ 

b) Si on a. 1 < p < oo 2 
et p > ~ , a.lors 

!!-_ 12reuve !2, b) pour p iJ'. 2 sera. réglé.atout de suite ; pour p <. 2, nous 

passerons par quelques lemmes. 

1.7 .3 1) Preuve .!!.2. b) pour p ~ 2 
2 (a.lors on à p > - pour tout -,,. > 1). Montrons 
À 

d'abord que si f est une fonction positive sur Rn, alors on peut écrire 

(1) j (g* (f, x)) 2 
y(x)dx ~ A,,. J (g (f, x)) 2 {(Mlp)(x))dx .. il "}., ,. ian 

• r (g:)2 Or le premier membre vaut par definition de ~ 



joo J 2 . J • -)n in -n n y IVu(t, y)I ( n 'f(x)( lt - xi + y) y y dx)dt dy 1 
y-=0 t68 x,GR 

donc pour établir (1), il suffit de voir que 

Or on sait quîavec les notations et hypothèses du second théorème du chapitre 

III (3.6), on a: 

sup e > 0 H d. * ïp 
6

) (x)I ~ A(M<t) (x) 

( ) (X) -n 
où ~6 :x = ~ € ê ~ 

d'où 

On est dans cette si tua.tion en prenant ici (A = A~ , e = y, et= V) 

-~n 
~(t) = (1 + ltl) , 

( ) { y )n -n 
~ y x - t = y+ lx-tl) Y ) 

on a donc (2), d'où (1). 

Si p=2, ~ trouve 1.7 .l (b) en prenant 'f = constante dans (1) • 

§! p > 2, 
1 2 

;eosons - + - = 1. On passera. a.u sup selon les fonctions l • o, 
q p 

l 6 Lq, l,PI ..; 1 dans le second puis da.ns le premier membre de (1), en invoquant 
q 

l'inéga.lité de HOLDER. 

A
1 
J (g (f, x)) 

2
(MlfH:x.)dx ~ A1' 1 M'fl

4 
U g(t}I ! .,_ 

... À u M" u u > 2 
u t • 

2 ~ B <A > 
2 

À~ a ta 2 
}. qp p qp .. p 

ob A est la constante du premier théor~me (1.2), et B provient de l'ltude p q 

ù.e la fonction mllx:ima.le dans t 4 (q > 1) (ch.;J:. prE!mier théorème (1.3)) • 
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Ainsi c~ dernier membre majore le sup du premier membre de (1), à savoi1 

La preuve pour p < 2 mettra. en jeu les deux lemmes suivants. 

1.7.3 2) Premier lemme.-(RARDY-LITTLEWOOD). Soient f > O et u = I.P.f. Alors 

il existe C ne dépendant que de n 
n tels que pour tous x, t s a , 

ltl n 
y • 0 on a.i't u(x - y, y) or; C(1 + -) (Mf) (x). 

y 

Preuve t En examinant l'effet des dilatations 

(x, t, y) t-+ {ex, et, 8y) 

sur les deux membres de l'inégalité à prouver, on voit qu•il suffit de la prouver 

en remplaça.nt y par 1. 

On a., en faisant y=1 dans le noyau de POISSON Py(x) a P
1

(x) = 
C 

Le second théorème du chapitre III((3.6} et (3.7.3))donne 

u(x - t, 1) = (f * P
1

){x - t) c At(Mf)(x) 

où At = J 2t (x)dx, où {\ est la. majorante ra.dia.le de la fonction x t-+ P1 (x-t) 

c'est-à-dire 

Qt,(x) = supfx'l ;!Il ixl P1 (x• - t)" 

On évalue facilement At = J t\ {x)dx 4 C{l + ltln). 
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1.7.3 3) Applications .9:2.~ lemme.- Etant donnée une constante k > o, considé-

rons l'ensemble des cônes de sommet 

fk{x) = ensemble des points + (x - t, y) G 1Rn+1 véri:f'ian·t ltl ~ 1ty. 

Il existe une constante ~ (dépendant de n et k) telle que si 

Cette remarque peut servir à l 1 étud.e des limites non tangentielles à IR,n de 

u(x, y) vers f'(x) .. 

1.7 .3 4) Définition .. - Etant donné un (exposant) r ;,,.. 1, on pose, avec f ( mesu-

{Pou:r r=1; on retrouve la fonction maxima.le Mf de f)$ 

1 .. 7 .3 5) Second lemme.- Soient p ~ r ;i:. 1, f G Lp (Rn) , f ~ 0 ; alors il existe 

une constante A (ne dépend.a.nt que de r e·t n) telle g_ue pour tous 

x, t e Rn, y > 0 on ait 

(Ici 

u(x - t, y) ~ A (1 + ~) n/r M (f) (.x) 
y r 

où u = I.P.f et M a été défini ci-dessus. 
r 

1 
1-t;I 

+- y 
est élevé à une puissance< n, ce qui sera utile dans l'étude 
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Preuve i Puisque u(x - t, y)= 1 P (x - t -·s) f(s)ds et que la mesure 
s'6 Rn Y 

dont la densité au point s est P (x - t - s) est positive de masse totale 1, 
y 

on a 

(u(x - t, y))r ~ j. P {x - t - s) fr(s)ds = I.P.fr(x - t, y), 
seRn Y 

et il suffit d•appliquer le lemme précédent (1.7.3.2) à, fr au lieu de f. 

1.7.4.1. Retrouvons un résultat connu par le premier théorème (1.2) mais par une 

démonstration qui donne l'idée que nous appliquerons ci-dessous à g;. Soit 

f e LP, f ;, o, avec 1 < p < 2. 

2 100 
. 2 1 (g (:f', x)) = yJgrad u(x, y)I dy = p(p- 1) 

0 

{d'après la relation entre le gradient et 1Laplacien de u harmonique positive g 

lemme 1.4.1). 

.. 
L'inégalité de HOLDER pour la mesure de densité y au point y, la fonction 

affectée de l'exposant 

oo" donne (voir lemme 1.4.3) 

2-p 1, et la fonction u 

2 . ~ p 1 
(g (f, x)) -. ((Mf)(x)) - J(x) p(p- 1) 

00 

où J(x) = J y A(up(x, y))dy 
0 

"affectée de l'exposant 

Le théorème de GREEN (lemme 1.4.2) donne J J(x)dx = J fpdx " 
Rn Rn 

Introduisons les deux exposants conjugués '1ti e't "'' tels que 

comme 



on obtient g(f) 6 Lp" D'après la sous-additivité d.e f ........+ g(f) on peut omettre 

l'hypothèse f ;i:.O et on retrouve que 

{fil. reLP(tf) ~ 1 < p <2, a.lors g(f) e LP. 

1.7 .4.2. Dernière étape i!!_ 1!_ démonstration i!,t 1 .7 .3 b) a 

.fil.~.!. alors il existe A tel que nour tout f e. Lp 
p- -

2.!!ill 

Observons qu 1on peut trouver r e [1 9 p [ tel qu'en posant 

(1) 

on ait 

En effet 1 cette dernière inégalité s 1écrit 

r{~ - 1) > 2 - p 

et par hypothèse on. a À ,,. ! o Choisissons donc un tel r .. 
p 

On sait (lemme 1.7.3.5) que pour tous x, te IRn, y> O, on a 

Elevons à la puissance 2 - p cette inégalité, et comparons-la à l'intégrale 

* double donna.nt g'/i, où on remplace la variable t par x - t. On obtient 

(comme dans l'étude 1.7.4.1) 
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où, avec l'exposa.nt 
, 

introduit en (1) ]\ 

J*(x) = H + ( ltl+y)-)n 1-n I p I - y AU (x - t, y) dt dy. 
8n+1 

y 

Pour calculer J J* (x)dx, posons dans le second membre x• = X - t, 
Rn 

y' = y J ensuite, en étudiant l'effet du changement de variables x• = ex", 

yt = exn, t' = 8t", on voit que 

jJ*(x)dx = c JJR+ ylAup(x, y)f dx dy = c J
8

n J(x)dx = c Jfp dx 

n+1 

t• = t, 

où c ne dépend que de ,: et n et où J a été étudiée au préalable (1.7.4.1). 

Comme on sait qu'il existe A tel que p,r 

(r < p) 

on achève la démonstration comme dans la remarque préalable ô.7.4.1) 
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2.1 Définition.- Soit m une fonction bornée dans (le dual de) Rn; on peut 

alors définir sur L 
2 0 Lp une application linéaire 

transformées de FOURIER t 

(ce qui donne T f 4 t
2

). 
m 

T par la relation entre 
m 

On dit que m est un multiplicateur -.2!. Lp (1 ~ p ~ oo), si pour tout 

f e L
2 n Lp on a. IIT fll

0
"- A llfll {où A est indépendant de f). 

m r p 

2.2 Notons 'm. l'ensemble des multiplicateurs de LP. C'est évidemment, avec 
p 

l'addition et la multiplication effectuées point par point, une algèbre. 

On sa.i t que pour m a ,n,
1 

, T est la convolution avec une mesure bornée, 
m 

quel'\ll.
2 

est contitué des fonctions mesurables essentiellement bornées, que pour 

1 1 
..;. + - , = 1 , 1 < p < oo , on a fjll, = ll1l, , .. 
p p p p 

2.) Troisième théorème.- "Théorème~ multiplicateurs, forme prélimina.iren., On 

suppose que 

1) m est k fois continument dérivable dans le complémentaire de l'o-

. . d IDn •. r1g1ne e 111', avec k entier>;. 

2) Pour chaque indice de dérivation a: avec O" l<tl • k on a pour 

X -/= 0 



Alors dans chaque (1<p<oo) l'opérateur 

borné 1 

IIT f Y -Ea A Il fll 
m p p 

où A ne dépend que de A, de p, et de n. 
p 

T 
m 
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correspondant est 

2.4 Premier corollaire.- On peut remplacer les hypothèses de 2.3 par les deux 

hypothèses 

1) lm(x)l~A, 

2) n 
si O ~ lttl "- k avec k ;:,, - , on a 

2 

J !Der. m 12 
(x) dx :s; A R-2l<x.l+n 

; 

R ._ lxl < 2R 

(En fait, ces hypothèses sont plus générales). 

2.5 Exemples.-(i) Si m est positivement homogène de degré zéro, et est k fois 

continument dérivable sur une sphère centrée à l'origine, alors m vérifie les 

hypothèses du théorème 2.3e 

(ii) 
it 

m(x) = lxl (t réel). 

(iii) Si m vérifie les hypothèses du théorème 2.3 est minorée par une constante 

strictement positive, alors 

du corollaire 2.4)o 

1 
- vérifie aussi ces hypotlièses (mais pas dans le cas 
.m 

(iv) Si m vérifie les hypothèses du théorème 2.3, alors x 1--+ m("tx) vérifie 
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aussi ces hypothèses quand .it; est une rotation ou une dilatation de Rn, mais 

non une translation. 

2.6 Lemme.- Avec les hypothèses et notations du théorème 2.3, notons pour chaque 

alors on a avec À= 
2k 
n 

Rappelons ces notations de la théorie de LITTLEWOOD-PALEY a 

t:x> ,•'dU 12 t , = ( J y 'dy (x 1 y) dy) ou U = I.P.F, 
0 

J
oo 2k-1 l?ku ½ 

= ( O y bykldy) où u = I.P.f, 

(Joo J J 2 I I -ln )n-n+1 ½ n grad u (x - t, y)j ( t + y) y dt dy) 
;y=O t6 lR 

n 2.7 Preuve!!, 2.3.- k > 2 , autrement dit ~ = ~ > 1 , 
n 

2 
donc si p >), le 

premier théorème (1.2) combiné avec le lemme 2.6 donnera la chatne d'inégalités 

Il Fft -.. Allg(F)II -.. Bllg*(f)Ü ~ CHfU 
p p ) p p 

(avec des constantes A, B, C dépendant de n et p) i 

bornée 2 
(p ..,,. 2 > i> donc son "adjointe" tT 

m 

T sera une application 
m 

sera une application 

bornée L q ----+ L q c! + ! = 1> p q 
(de même norme), et si , e. t 2 0-L 4 , on aura 



On aura donc démontré le théorème aussi pour Lq, donc pour tout 

exposant e ] 1 , + oo [. 

2.8 11 suffit~ .fut prouver.!!_ lemme 2.6 .. -

Preuve du lemme. --
2.8.1 Avec u = I.P.f, U = I.P.F, les chapeaux désignant des transformées de 

FOURIER .pa~ rapport aux n premières variables, à y fixé, on a 

Ou, ·""'( ) -2l't>lxly ( ) 
1111, x, y = e m x. 

u"'(x, y) = Jt1x, y
1

) u~(x, y
2

) > 

on a avec oU, = <f -1 Ut) 
X 

(1) U(xt y) = J ,U(t, y
1

) u(x - t, y2)dt " 
te Rn 

2.8.2 On a vu dans les remarques 1.6 suivant le premier théorème d'une part que 

pour chaque entier j ;,. 1 il existe une constante <\j telle que pour tout q> 

défini sur Rn, et tout x e Rn 

et d'autre part qu'il existe une constante 

ait 

c 9 telle que pour .toute f 6 Lp on 
p 



Donc pour prouver le lemme; il suffit d'établir que 

n pour tout x e R • 

2.8.3 (Dans ce qui suit, tn(j) (x , y ) désigne la va.leur a.u point (x , y ) e R+ 
1 l o o o o n+ 

de la dérivée j-ième par rapport à y d'une fonction ,.J ·Ainsi (1) donne 1 

U(k+1)(x, y)= J J/,(k\t, ~) u( 1)(x-t, r.)dt" 
Rn 2 2 

2 .8 .4 Majoration de JJ,, (k) • Montrons qu'on a pour tout t 6 Rn, y ,.. 0 

(3) I.U,(k) (t, y}I ~ A y"."'n-k 

(4) J n lt 12k f_ik} (t, y) 1. 2at ~ A yn 
R 

En effet 

11.( ) -·J ~i(tlx) -21'lxly ( )dx owx, y - e e m x 

donne en remarquant que m est bornée 

Â , JI lk -2~1xfy dx Â11 JO> k+n -21try dr. _ 
E x e = r e --

0 r 

-n-k = A y qui est (3). 

Pour (4), montrons plus précisément que 

(5) J lto.. JJ,(k) (t, y) l 2at < A y-n 
t S Rn 

pour tout CX. = (c.
1

, ••• , en} tel que 1 <X. t = ct1+ ••• + a: n = k et où 

Le théorème de PLANCHEREL donne 



Or on a pour une constante c assez grande 

f -4'1!.Jxly ..:i.. -n Je UA.«i.CY, f 

2 j i 12 -4'1Gfxf y ..:i.. . -n y x e UA.4iiiCY , 

. 4 JI j4 -4~1xly ..:i.. -n y X e UA.~Cy f 

et d'aJ>rès l'hypothèse (2) du théorème 2.3 

ce qui donne par exemple IDG. lxlk ml ~ et'; 
X 

Donc l'emploi de la formule de LElBNITZ pour évaluer 

montre qu'avec un A convenable, on a (5) i 

lltŒ.c.il,(k) (t, y)ll2 -. A y-n • 
t 2

(t) 

2.895 Cela fait, pour démontrer (2), revenons à la relation 

IV.25. 



IV.26. 

d'après successivement (3) et l'inégalité de SCHWARZ. 

J
00

2
~ <J IJk)(t, ~)l/grad u(x - t, ~)ldt)

2 < 
ltl ~ y 

J I l -2k y 2 
~ t jgrad u(x - t, 2)1 dt 

ltl > y 

j ltl 2k1,u,(k) (t, ;r)I 2dt ~ 
tE IRn 2 

~ A y-n J !tl- 2klgrad u(x - t, ~)l 2dt , 
ltl;i.y 

d'après successivement l'inégalité de SCHWARZ et (4)o 

Reportons ces majorations dans 

2 Joo 2k+1 âk+
1u/2 

(gk+1(P, x)) = . y k+l (x, y)dy-1S K + K 
0 dy o oo 

où K et K correspondent à respectivement J et J ~ 
0 CX) 0 00 

K
0 
~ A J00 J y

1
-n lgrad u(x - tp ~)I 

2
at dy -. 

y=O ltl ~ y 

"' Ao r· j y1-n(.tf +y)2k1grad u(x - t, ~li 2dt dy 
y=O ltl ~ y 

KCX)-E. A JCX) J, y
1
-n(i~,iklgrad u(x - t, ~)I 2dt dy 4; 

y=O (tJ;;.y 

4' A
0 
J00 J y

1
-n(-it1+y)

2
kjgra.d u(x - t, ~) j

2
dt dy 

y=O ltl ~y 

où A
0 

est une constante convenable ; une dernière transformation remplace ~ 

par y dans ces intégrales. 
2.6 
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3 .- Emploi du système ~ RADEMACHER • 

3.1 Système orthonormé~ RADEMACHER.-

La propriété la plus importante ou utile,de notre point de vue, de ce système 

est décrit dans le lemme ci-dessous. Pour une large part, cette propriété reflète 

le fait que 1es fonctions qui forment ce système sont mutuellement indépendantes. 

Soit p1 la. fonction périodique de période 1 valant +1 sur [ O, ½ [, 

-1 sur [ ; , 1 [ • (Donc p
1 

(t) = signe de sin"tçt pour presque tout t). 

_n-1 
On prend rp = restriction!:. [ o, 1] ~ la fonction t .,....... p1 (~ t) • 

On obtient un système orthonormé incomplet de fonctions sur [ 0, 1 ] • 

Ce système interviendra. à la faveur de la remarque suivante:~ toute suite 

Lemme.- 1 S2 (Une variable) • Pour 1 4'. p < oo , il existe deux constantes Â et 
p 

B > 0 telle que pour toute série orthogonale l 
p 

on ait 

2 
avec L lak 1 < ro 

29 (Deux variables). Enoncé analogue, avec 
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et avec les espaces Lp([O, 1] x [O, 1]). 

(ZYGMUND: trigonometric series). ou (KARZMARZ-STEINHAUS Theorie der Orthogonal-

reihen). 

3.2 Soient 1e un espace de HILBERT séparable, T un opérateur linéaire de 

Si hE'df, on notera fh la fonction Rn --+ 9e I t 1---+ f(t) .h 

(on peut identifier fh à f ® h ~ Lp ® :Je) et on définit alors 

et par bilinéarité. On sait que le complété de Lp ('; 9e s'identifie canoniquement 

' a où on sait définir la norme d'un élément I voir ch.II. 4.1. Ces 

notions étant rappelées, on a le 

!"Théorème.- Les 

lnorme. 

opérateurs et 

3.3 Traduisons le théorème ci-dessus en explicitant les diverses normes mises en 

jeu, et en décomposant les vecteurs ue 'Je selon une base orthonormale choisie une 

fois pour touteso 

sont à valeurs complexes. 

où les f 
m 
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Posons pour alléger T@ I = T puis 

Si la norme de T est A, alors celle de ~ est aussi A: 
1 1 

ll<Z:IF.(x)l2>2'11 ~ Atl(Z:lt.(x)l 2
)

2
:r p • 

J Lp(x) J L (x) 
(1) 

3.4 Première démonstration~ 3.3.- Elle nous donnera au lieu de 3.3(1) une~ 

Â 

clusion moins précise; la constante A sera remplacée par A Bp et dépendra. 
p 

donc de p ; de plus, ~ supposera p < oo • 

Un passage à la limite montre qu I il suffit d'examiner le cas où 'Je est de 

Posons pour tout te [0 1 1) , N 
X SR 1 

N 
f(x, t) = z: r (t) f (x) 

ll1=1 
m m 

N r (t) P (x) et F(x, t) = L 
m=1 

m m 

où r est la m-ème fonction de RADEMACHER (3.1). D'où pour tout t E. [O; 1 J t 
m 

successivement 

J IF(x, t) 1 Pax E. AP 1 If (x, t)t Pdx 1 an nl 

J cJ1 1F(x, tHpdt)dx .. Âp j cJ
1 

lf(x, t)' pdt)dx d 

an O Rn 0 

Or, avec les constantes A et B du lemme 3.1 (12)* et compte tenu du fait 
p p 

que 
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et de même 

d'où 

passant aux racines p-èmes, on a l'inégalité annoncée au début de la preuveo 

3.5 Seconde démonstration .9!. 3.3. Ici on obtiendra la. constante exacte, et cela 

Soit eL la. sphère uni té de rl 9 j .. ., d f3°' sa ,mesure ordinaire ; pour tout 

vecteur t non nul de RN fixé, on a. 

I lcos(t, f)lpdo-(t) = J 1)1 1Pdcrq) = J ePdcs-(j) 
iaz: Je[: }EL 

où ( t, Î) est l'angle que font ces deux vecteurs, où } 1 est la première coor-

donnée de ) = (\ 
1 

, • •• , i N) € L , et où 8 > 0 est une constante convenable 

dépendant seulement de N et de p 1 car le premier membre est indépendant de t. 

Les produits scalaires avec· i des vecteurs 

où P.= Tf. 
J J 

valent [ nous verrons à la fin comment définir les cosinus quand f(x) ou 

P(x) = O ] a 
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qui est la valeur au point x E Rn de l'image par T de la fonction 

Xt--+ (f(x)ll); A étant la norme de T comme opérateur de LP, on a donc 

J l(F{x)ji)jpdx ~ Ap J l{f(x)IV)lpdx • 
Rn t Rn 

où on reporte les troisièmes membres qui donnent les valeurs de ces produits sca-

laires {P(x)lî) et (f(x)l1) J puis on étend les intégrations à RN x L J 

mais si on intègre d'abord par rapport à 'eZ:,:, apparaissent dans les deux 

membres les facteurs 

indépendants de x, à condition de re~placer cos{\, F{x)) par , 1 (ou 8) 

quand P(x) est nul ; et de m3me pour cos(,,f (x) quand f{x) = Oa 

4.- Un autre ~ de multiplicateurs -92.. L • p 

Voici maintenant le second des outils principaux de la théorie de LITTLEWOOD-

PALEY (Le premier était le théorème 1.2 relatif à la fonction g). Il serait in-

téressant d'étendre le théorème 4.1 ci-dessous dans les deux directions suivantes 

(A) Remplacer les pavés par des boules, 

(B) Remplacer les pavés {qui sont par définition des produits d'inter-

valles sur les axes) par des parallélépipèdes d'orientations quelconques. 

Y. MEIER a observé que la résolution de {A) donnerait celle de (B). D'autre 

part, il est maintenant connu que cette variante (A), m3me avec une seule boule, 
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est fausse hors du domaine le problème ne se pose que pour ces 

valeurs. 

4.1 Quatrième théorème.- Soient p1 , ••• , Pm,••• 
. n une suite de pavés de R (non 

nécessairement disjoints) f m la fonction valant un sur p m~ zéro ailleurs; 

considérons pour chaque rectangle la transformation 

Alors 

(i) (MARCEL RIESZ). Pour chaque pavé p (= Pm) et f e L
2 

0 Lp 

( 1 < p < 0> ) on a 

li S 
O 

(f) 1 E A U fil 
r P P P 

où A ne dépend que de p et n (ne dépend pas du pavé). 
p 

(ii) (ZYGMUND) Quelle que soit la suite de pavés p1 , ••• , Pm,••• on a 

pour toute suite de fonctions f
1

, ••• , fm,••• 6 L
2 n Lp (1 < p < oo) 

1 1 

11cz::;1st) (fm)l
2

)"à'H <!ii A 11cz=1rml2
)

2
llp 

m rm P P 

J 
R ""( -2'1t,itx 

(Exemple avec n = 1f (S[-R,R]f)(x) = f t)e dt.) 
-R 

4.2 Preuve~ 4.1(i). 

4.2.1 Première étape.- n = 1 et p m =] - oo , dm] 

" [f"(x) pour x ~ d , 
(Sf f) (x) = 

0 pour x >do 

(d < oo)., 
m 

On sait que, H désignant la transformation de HILBERT (ch.III.1.) 



(Hf)" (x) = i sgn f" (x), 

Or 'f (e 2lci dy f(y)) (x) = fA(x + d)
1 y 

d 1où [H (e 2"-i dy f(y))]"(G) = i(sgn x) fA(x + d) 1 y 

et [ e-21'i dy Hy(e~i dy f(y))J" (x) = i sgn (x - d). i'(x) 1 

'd'où 
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qui montre que quand d varie, les Sp = s
1
_

00 
,d] forment un ensemble borné 

d'opérateurs de L
2 n LP muni de la norme LP d'après les propriétés de H. De 

plus, le théorème (3.)) nous montre que 

U<[:ls (f)l 2
>
1H E A ll<I:lr 12)

1
11 e 

Pm p p m p 

4.2.2 Seconde étape e- n = 1 et p m = [ gm, dm] (- a> < gm < dm < oo) e 

et on applique la conclusion de la première étape au premier facteur;et pour le 

second facteur on a un résultat analogue~ 

n . (m) (m) 
4.2.3 Troisième étapeo- (n quelconque). Tout pavé de R s 9 écrit Pm= L 1~•MlL n 

produit de n intervalles L. 
J 

situés sur les n axes de coordonnées. On peut 

alors écrire t 



où 
[

f"(x
1

, ••• , xn) 

X ) = n 
zéro si x. ;. 

J 
L. • 

J 
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On considère d'abord les fonctions du type t'(x 1 , ••• , xn) = t 1 (x 1) ••• f (x) 
n n 

et on remarque que le résultat est déjà prouvé pour une variable. 

4.3 Découpage diadique ~ Rn 0 

4.1 (i) 

t'+ j ·+1 
4.3.1 Notations.- On découpe R en intervalles dj = [2, 2J ] et 

(j 6 Z) o 

Ayant effectué sur chacun des n axes de Rn un tel découpage, on découpe 

Rn selon les pavés qui sont produit d'intervalles de ce type. On numérote ces 

pavés par un ensemble dénombrable 6 d'indices /. 

on note la fonction dont la transformée de POURIER 

r" vaut f 11 

I 
surie pavé zéro ailleurs. On écrit a.u lieu 

de sp/· 
4.3.2 Cinquième théorème.(LITTLEWOOD-PALEY).-

Avec les notations ci-dessus, pour tout f 6 L
2 n Lp(Rn), le rapport 

½ 
ll<~ffs 1

2
> IIP / gr IP 

s 
est compris entre deux nombres ne dépendant que de p et n x 

O<A <B <OOe 
p p 
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4.J.J Avant d'aborder la démonstration, introduisons des notations plus précises 

que 4.3.1 et qui ne nous serviront que pour la démonstration du cas n = 1. 

Notations.- Partageons 1 'ensemble des intervalles diadiques de IR en à = t\ U A
1 

où, distinguant la parité des exposants, A = ensemble des intervalles 
0 

[ 
-2k 

2 ' 
-2k+1] [ _2-2k+1 .. 2 et de leurs symétriques , -2k] - 2 , L1

1 
= ensemble des 

[ -2k+1 intervalles 2 , 2-2k+2 ] [ -2k+2 et de leurs symétriques -2 , 

Pour tout S 6 6., notons 2S le point de / le plus proche de l'origine 

(2 2e . S [ e e+:t] e si· S --(-2e+1. -2PJ) ~ 'I = Sl. = 2 ,, 2 et 2s = -2 , -

Au moyen d'une bijection fixée de Â (respectivement b.
0 

ou 6.1) sur N* 

( ensemble des entiers > 1), on peut noter (rS )Se à (respectivement 

le système orthonormal de RADEMACHER (3.1). 

On introduira une fonction fixée !pt indéfiniment dérivable sur IR à. valeurs 

dans [ O, 1], nulle hors de [ ¾ , l], valant 1 sur [ 1 1 2]. 

On considérera les familles de nombres où chaque 

Au moyen de tp et de chaque sui te e ~ on construit la fonction 

(1) m (x) = Z:: en f(2~ x) 
i SEA b 0 

Comme au voisinage de tout point~ O, au plus trois des termes de cette série 

ne sont pas nuls, il existe une constante A> 0 telle que, indépendamment È 

+ choix.!!!!. e.3 = - 1, on ait 



(2) 
A 

1 m (x) 1 ~ A , lm 1,,, (x) 1 ~ -
a w Jx/ 

(x :/= 0) • 

4.3.4 Preuve -9:.2. 4.3.2 ~ k ~ n = 1 .-

On définit pour tout J' S 1::::. les multiplicateurs 

= 
[

f'',(x) s.i x e f 
(S (f) )" (x) 

zero si x f S. 
r-.J A A 

(SJ' (f)) (x) = ~ (2f x) f (x) 
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par 

D'après 4.3.3 (2), le théorème des multiplicateurs 2.3 (dont l'entier k> i 
vaut 1 ici) s'applique à m : Il existe une constante C , ne dépendant que 

e P 

de p et de A (4.3.3 (2)) (err particulier CP !!2_ dépend~ du choix de 1!, 

suite e) telle que 

,._; 

Il <Z:::::('I ê" S('I) fll ~ C Il f/1 • 
ôG.ô. d 6 p p p 

( 1) 

Soit t 1 1 unique nombre € ( 0, 1) tel que pour tout r €. 6. on ait 

rS(t) = êS (voir notation 4.3.3) et posons en nous inspirant de la méthode 3.4 

Alors (1) implique 

et donc 

(4) J 
00 

J
1 

lf(x, t)j pdt dx ~ C p J 00 

/f(x)I pdx 
-ro O P -ro 

qui entraîne que 

(5) 
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Alors (5) et le théorème (4.1} nous donnent que 

(6) 
2 ½ 

U<Z:lsfrf ) ~-'$, c; llfPP • 

Pour avoir une inégalité majorant JfH par un multiple convenable du pre-
p 

mier membre on peut supposer que ll(Z: ISnf 12) ½If = 1 e .A.lors 
C• 6. " P 
2 ½ 

et ll<Z::: 1 s1 tl ) li 'Ei 1 $ 

8&61 p 

Posons f
0

(x, t) = L i;\t) Sgf(x) 
Se b. 0 

il existe a.u moins un t 6 [ 0, 1] donnant 
0 

j 
00

1f (y, t ) 1 Pdy ~ j~ l00

1f(x, t) 1 pdx dt ~ ÂP 
O O O p -œ m 

qui s 9 écrit avec as= Jt(t) pour tout g 

(7) Il Z::: et'I s('I (f) li .ll!i A o 

te Ao o Il P P 
,,g 

Appliquons maintenant l'opérateur L e
1 

Sg et observons que 
$eb.o 

et SS s
1 

= O pour Î :/= 'C, ($, î e A
0

) ; (1) et (7) donnent 

ffZ: 8sflf 4' A C 
fs6. P P p 

0 

et de m~me en remplaçant au premier membre L par Z: 
t sA

0 
R &6.1 

~ Donc 

M f B = H Z: Sr f + Z: sr f li ~ 2 A c • 
P S &.à O Set::. 6 P P P 

0 1 

Ceci prouve le théorème dans le cas n = 1 • 

Conséquence g Il existe deux constantes O < D < D1 telles que pour toute 
:P p 



f a Lp(R) et pour tout choix des sf = ! 1 on ait 

(8) D I fi ~•z: el'sl'ra ~ D' llfl " 
P P h~ o P P P 

1Vo )8. 

4.3.5 Preuve~ 4.3.2 pour n = 2o On écrit chaque rectangle diadique de e.2 

$ = ?1 , &
2 

où &j est un intervalle diadique du j-ème axe (j = 1, 2) et 

s
1 

= S{~) os<;> où S(j) opère sur la j-ème variable x. (j = 1, 2). Soit 
0 1 °2 sj J 

f 4 LP(a2) o (8) donne pour presque tout x
2 

~ (1) 
D lf(x 1; x2)1 ~ Il ~ êg s3 f(x

1
, x

2
)1l -lE »; U:f(x1 , x2) 1 

P Lp(x
1

) · S
1 

e. A(IR.
1

) 1 1 LP(x
1

) LP(x
2

) 

puis en intégrant cette fois par rapport à x
2 

( 2 r-, • (1) (2) ,2 
9) Dlfl 2 ,c;UL...a s.s:ess,sgf8 2 ~»pff:fl 2" 

p Lp(B ) 81 !t &2 1 2 1 2 LP(fa ) LP(a ) 

Ayant fixée uhe numérotation de$ $ 1 et des 8
2

, il existe un et un seul 

ta (O, 1] tel que pour tout &1, es1 = rn(S1)(t) et de m#me t 1 tel que pour 

tout s2, ec2 = rn(~2)(t') .. 

Et on utilise ici la partie 2D du lemme 3.1 9 à. la manière dont nous avons 

utilisé le 19 pour le cas n = 1o 

(Le cas n. quelèonque se traite selon les m#me idées)o 

th.4.3.2. 

4.4 Pour prouver le théorème des multiplicateurs de MARCINKIEWICZ, nous aurons 

besoin d 9une version généralisée du théorème 4.1 g les démonstrations, analogues 

dans les deux cas, ne sont pas indiquées. 

f-Thêorlime.- Soit· fl1I, µ.) un espace mesurê muni de la. mesure abstraite 11• A chaque 
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«. e 'Il\, on associe un pavé n P<t de R • On sait comment on munit l'ensemble des 

pavés de Rn d'une topologie "naturelle 11
• Cela fait, on suppose que l'application 

a. i----,, p Œ. est mesurable, 

n 
Soit f : R " '1n, ->R. On pose par définition, 

et 

P(x,~) = (Sp fa.}(x) 
(t. 

(où x 6 Rn et f est x .--+ f(x,~ )) • 
u. 

Alors on a, avec A ne dépendant que de 
p 

p et n (en particulier indépen-

dant de CI l--1), p <X.} : 

IIFD = ucj IF(x, a:.)1
2 

dµ_(<X..))½11 ~ A llfll • 
p Lp (!Rn) p p 

Exemple.- Quand on prend pour 'lll, 1 1 ensemble de tous les pavés 
n 

P de R , muni 

de la mesure atomique JJ,(P) = 1 pour tout P, on retrouve une partie du théorème 

4.5 Sixième théorème (MARCINKIEWICZ).-Enoncé pour n = 1. 

Soit m une fonction définie sur IR, à variation localement bornée sur 

R. On suppose qu'il existe une constante A telte .que 

f\ + k 
d = - [2 , 

(1) lm(x)I ~ A sur tout R • 

(2) J f dM{x) ~ A pour tout intervalle diadique 

2k+1] (k e Z) _2i!, M = f,L+ + µ.- est la valeur absolue de la mesure 
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+ -f,L= µ, - µ. définie par la variation de m par intégrale de STIELTJES. 

Conclusion.- m est un multiplicateur de Lp (1 < p < œ) : il existe une 

.constante A (ne dépendant que de A et de p) telle que pour tout 
p 

f e L 2 0 LP, on ait 
ar :ru '-A 11r11 ,. m . P P p 

Remargue.- Si de plus m est dérivable, alors l'inégalité de SCHWARZ montre que 

l'hypothèse 

J Î f m' (xH 
2
dx ,a A/flongueur de $) ($ die.dique) 

implique l 9hypothèse {2). Or pour tout x e S, lx f et la longueur de S sont 

à peù près proportionnels. Ceci montre que pour n = 1 ce théorème est plus fort 

que le théorème 2.3. 

Preuve.- Soit l:J. l'ensemble des intervalles dyadiques de R. 

Posons T f = F (autrement dit FA= mfA), et pour tout intervalle dyadique 
m 

Le cinquième théorème 4.3.2 vaut pour f et les ff comme pour P et les 

Pg ; il suffit donc de voir que 

(3) 

Quand on a, pour fixer les idées O < 2k,r;, y~ 2.2k, écrivons 
k 

J
y k 12.2 k 

m(y) = 
2
k dm(t) + m(2) = 

2
k V(y - t)dm(t) + m(2} 

où l(u) = 0 pour u < o, 1f(u) = 1 pour u :;:a, O. Posons 



St = S k t f = S f ; F = S P .. 
[2 ,t] k [2\2k+1] k (2\2k+1] 

D'après la r:présentation intégrale de m, Pk = Tm fk 

1
2.2 k 

Pk(x) = k (St fk)(x) dm(t) + m(2) fk(x) 
2 

D'où, d'après (1) et l'inégalité de SCHWARZ: 
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Avant de sommer ces inégalités selon 8 puis prendre les racines carrées: 

le 

théorème 4.4 avec ~= Ill et la mesure M au lieu de t,L, et l'application p: 

4.6 On peut dans les hypothèses de ce théorème délaisser la terminologie des dé-

coupages dyadiques. 

Corollaire ,9;!!_ sixième théor~me.- Les hypothèses du théorème 4.5 sont équivalentes 

aux conditions 

(1 9 ) lm(x)I ,:ie A• partout J 

(2') J Tix j dM(x) ~ A'T pour tout T. 
-T 

Pour le voir; on observera que si 2k..tt;,. T 4" 2.2k, alors dtune part 
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(et des inégalités analogues). 

On peut de m~me s'exercer à énoncer et à prouver une version du théorème 4.7 sui­

vant, où on ne parle plus d'intervalles dyadiques. 

4.7 Notations pour 12,. théorème ci-dessous.-

n 
de R dont au moins une coordonnée 

(R. 
J 

pavé dyadique de 111
1 

lC uo x Rj ; ô.(j} = ensemble des pavés 

dyadiques de R
1 

dV(j) :;= c1x
1 

li••• xR .• 
J 

Si 1r est une permutation de { 1 11 ••• ; n}, m,r est la fonction prenant au 

point (x1 ,-o•, xn) la valeur m":(x1 , •• ~, xn) = m(x,r( 1), •• .,, x'!l'(n)). 

Sixième théorème (Enoncé pour n ~ 2).- Soit dans Rn une fonction 

a) bornée g 1ml ~A, 

b) de classe sur le complémentaire de 

des points dont chaque coordonnée est non nulle), 

y 
n 

(c 9 est-à-dire sur l'ensemble 

c) quelle que soit la permutation 1r de { 1, ••• , n}, quel que soit l 'in-
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( où on supprime sup( ) 
xj+1 , • •" ,xn 

pour j = n)o 

Conclusion.- m est un multiplicateur de Lp (1 < p < oo) ; et pour tout 

on a IIT f ff < A I rfl où A ne dépend que de 
m p p p p 

408 Remarques.- Nous désirons comparer ce sixième théorème (le théorème énoncé 

par MARCINKIEVICZ) avec la version préliminaire (2.3)o 

Pour n = 1 ou 2 1 le sixième théorème implique le troisième théorèmeQ 

Pour n > 2 9 aucun des deux nîimplique 1 9autreo 

Du point de vue des applications 1 il peut sembler que le sixième théorème a 

plus de portée que le troisième. Par exemple le multiplicateur 
x.xk 

m(x) = ~, 
1 xi 

objet typique des équations aux dérivées partielles elliptiques est abordé aussi 

bien par les deux théorèmes. Ma.is le multiplicateur 
x1 

provenant 

d'une équation parabolique peut ~tre étudié 
Cl1 <tn 

lx11 •• dxnl 
le second. Autre exemple 

2 2Ct 
(x .. + ••• +x ) 

• ,n 

par le sixième théorème, mais non par 

t où avec les 

L'énoncé du sixième théorème reste valable après le changement de variables 



théorème que si e 1 = &
2 

=•. •= En • 

4.9 Preuve~ théorème 4.7 pour n = 2 seulement.- Posons à nouveau 

Ici encore il suffit de voir que 

s 9 écrit aussi 

m(x1 , x2) = m(a1 , a2) + j "°. dt 1 + J o °" dt 2 + J J •." dt 1 dt 2 

Supposons pour fixer les idées que le point t = (t
1

, t
2

) vérifie 
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Notons pour alléger St g multiplicateur relatif' au 11sud ouest" de t: ensemble 

des (y1' y2) avec Y1 ~ t1j Y2 '!Ei t2 P 

( 1) 
= multiplicateur relatif au demi-espace à l'ouest de t g Y1 ~ t1, s t 

1 
s<2> 

t2 
= multiplicateur relatif au demi-espace au sud de t z Y2 ~ t2 o 
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Le rectangle S étant celui précisé par les limites d'intégration au second 

membre, 

En utili~ant la généralisation 4.4 du théorème 4.1 1 on poursuit alors le 

raisonnement comme dans la démonstration du théorème 4.5. 

(Mêmes idées pour n quelconque). 
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INDICATIONS BIBLIOGRAPHIQUES 
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D'autres démonstrations sont dues à HORMANDER, J. SCHWARTZ; toutes ces idées 
sont rassemblées dans l'article de BENEDECK-CALDERON-PANZONE, cité à la fin du 
chapitre II. 

La présente démonstration du premier théorème (1.2) est nouvelle ; la m~me 
idée a été retrouvée indépendamment par GASPER Proc. Nat. Acad. 1967 P• 25. Pour 
le second théorème (1.7.3) voir l'article de l'auteur de ce cours dans le Bull. 
Amer. Math. Soco (1961) p. 99-101. 

Pour le sixième théorème (4.5 et 4.7) voir MARCINKIEWICZ Studia Math tome 8 
(1939) p. 78-91 (= Collected Papers p. 501-512). Le lecteur pourra aussi consulter 
HORMANDER Acta Math. tome 104 (1960) p. 93-139, et KREE, thèse dans Ann. Inst. 
POURIER tome 16 (1966) P• 38-89. 



Chapitre V 

Potentiels~ MARCEL RIESZ 

~.potentiels~ BESSEL. 

Espaces vectoriels~ fonctions caractérisées 

par~ propriétés~ leurs intégrales~ POISSON. 

Le but de ce chapitre est l'étude des propriétés de différentiabilité des 

fonctions qui peuvent ~tre expliquées dans· le cadre d I espaces fonctionnels. Nous 

traiterons des espaces fonctionnels suivants 

- Les espaces de SOBOLEV 1P(Rn) avec k entier; 
k 

- Les espaces des potentiels d'ordre O. des fonctions de 

quand 1 < p < ro, ~ entier, ces espaces généralisent les espaces de SOBOLEV L~; 

- Certains espaces /\••• définis au moyen des Lp - modules de conti-• .. 
nuité. 

Nous commencerons par l'emploi d'un de nos outils principaux, à savoir les 

puissances fractionnaires de l'opérateur laplacien: (- A)(t,/a. Plus loin, nous 

verrons qu I il est commode de leur substituer (I - A) <:x./2. • 

1.- Potentiels~ MARCEL RIESZ. 

1.1 Les transformées de FOURIER d'une fonction f convenable définie sur Rn et 

n 2 
de son laplacien Af = L :) f sont reliées par 

l °dxj 

(1) (- Ar)" (x} = 4it, 2 !x! 2 l'(x). 
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D1 où l'idée, en remplaçant dans 
2 

lx f 1 1 exposant 2 par <X. 7 0 ou < 0 (et. 

assez petit, et restant dans des limites raisonnables dépendant de la dimension n) 

a•étudier 

( ) ( 
'f " -<l.. ... 2 J<t f) (x) = {2n; lx 1) f (x) 

(3) { {- 6.) <:I./2. f{ = (2-n; lx 1)0:. f"'(x) {et. ,. 0) • 

-n+cr:. 1.2 Lemme.- Pour O < œ <. n, lxl est une fonction localement intégrable de x, 

donc est une distribution tempérée, dont la transformée de FOURIER est propor-

tionnelle à 
-a:. 

lx! : c'est à nouveau une fonction localement intégrable et une 

distribution tempérée. 

Pour la démonstration, voir la section 2 sur les noyaux besséliens et chapitre 

III 5.3 et 5.7. 

1 .) Définition.- Soit O <. ~ < n ; on pose 

( 1) 
1 . -n+(t. .;.. 0::. ( Î

A 

'((<L) lxl = (2TG lx 1) 

ce qui définit la constante î(<X.) (dépendant de et et n; on trouve 

puis on définit 

1 J -n+<X. (2) 'Ja:. 1· (x) = '{(({.} lyl f(x - y)dy 

quand la fonction f est telle que ces intégrales convergent absolument pourpres-

que tout x: 



1.4 Premier théorème. 

Soient p 

(1) 

et q 6 J 1, oo [ et et E] O., n [ tels que 

1 1 cr. 
..:. = - - -q p n 

(donc p < q). 

V.3 

i) Si f 6 Lp(Rn), alors les intégrales 1.3(2) donnant ~~ f(x) con-

vergent pour presque tout x. 

ii) lit, fff .,_ A llfR • ,.,. q p,q p 

et ! = 1 - ~ ( 0 < «: < n) , alors 
q n 

~ f converge à a:. 

(le premier membre se lit "mesure de l'ensemble des x 6 IRn où 

notation ch. I (1.2)): 

0 d ·t 111 ✓ t "1 .b t t (L 1 .L 4) 11• n 1 que 'opera eur q<t ~ fai lemen ~ _1E! , 

1.5 Remarques.- On peut se proposer à priori de rechercher pour des paramètres o.:., 

p, q quelconques des propriétés de continuité de ~a:.: 

lit. ill ~ A(<t ) llfil • 
~ q ,p,q p 

Que se passe-t~il quand on remplace f par ~Sf: 

("G S f) (x) = f (J' x) (8 > 0) ? 
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<1) H1: tll = g-n/p lltU s p p 
{de même pour q), 

d'où 

Joints à des considérations d'intégrabilité, (1) et (2) montrent que le seul 

cas possible est celui où les paramètres sont reliés comme au début de l'énoncé. 

On montre que le théorème est faux quand p = 1 ou quand q = ro. Le cas 

p = 1 est le dual du cas q = co • Pour ce dernier cas, voir la remarque après le 

second théorème. 

1.6 Preuve~ 1.4.- Commençons par les dernières assertions. 

1.6.1.- .§i f 6 t 1
, alors pour presque~ x, 

donc 

J n lf(x - y) l J yi-n+<t dy 2.§.i fitl : 
la 'f" 

c;,, -n+Q:. ( ) ( ) Soit µ > O. Posons î (<:t.) Jt,<X..(y) = 1 y 1 = K
1 

y + K
00 

y , 

[

IYl-n+<x. pour IYI~µ, 
où K1 (y) = , 

zero pour I y j > µ., 

K e L 
1 

et K 6 L 
00 

et 9t: * f = x:
1 

* f + K * f fait apparaitre le 1 (X) (t (X) 

premier membre comme somme d'une fonction sommable et d'une fonction bornée. 
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a.joutons l'hypothèse fjf/1
1 

= 1. 

Avec les notations K
1 

, K
00 

:, f-t-de 1 .6 .1 1 le premier membre de ( 1) est ma.j oré 

pa.r 

dont le s~cond terme sera nul, à condition de prendre 
1 q 

(l) }-1. = ). «=ïi = ;..-; 

(car alors on a. partout IK
00 

{x)I ~ 'ï., donc aussi 

IK
00 

* f (x)f 'i À d'après !lfll
1 

= 1). 

De plus, avec c ne dépendant que de n et 0:: 

Il 11 · J -n+<t 0:, 
(1 K1 * f •1 ~ ll K1 111 = . 1 y l dy = C µ. 

lYllli JL 
donne, compte-tenu de (3) 

1 1 
µ(X, -q 

E I K1 *f 1, )\ -=e. C ï: = C À • 

1.6.3.- Faisons brièvement une étude analogue pour ,i2Ei exposant 

Soit f 6 Lp; étudions à nouveau 

De 
1 

K
1 

E. L , f (i Lp 

Avec 
1 1 

= 1, - + -p p' 
on a 

OK Il = <J I 1(-n+tt)pt dy) l/p• = c 1 11. -n/q 
00 p• y r 

fyl > µ. .. 
(cette intégrale convçrge d'après (-n +<t)p• < -n) ; donc l'inégalité de HOLDER 

donne pour tout x 
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1 K * f { x) l ·-" li K fi , Il f Il = c 1 \A, -n/ q li f // • 
œ œ p 1) p 

On vient de montrer que ~Q:.*f fil presque partout _t!EJ.:. (f 6 Lp). 

De plus 

donne le début de 

On obtient le dernier membre quand, imitant la démonstration précédente, on 

choisit rL= Constante ;.-q/n dê manière à annuler fEIK *f I t-,.. 1 • 
(l) 

E , , t ;J. n _,E. resume 1 pour ou11 p < ii. , est presque partout fini et 

1.6.4.- Ce résumé et l'étude analogue pour p = 1 permettent dtappliquer un théo-

rème de MARCINKIEWICZ (généralisant le théorème 3.3 du chapitre I), d I où la conclu-

sion 1.4(ii). 
1.4 

2.- Espaces de SOBOLEV. 

On sait définir les dérivées 

localement intégrable; 

Pour -tout ~ E. 3) 

~'? f 
dX(::I 

au sens des distributions d'une fonction :l 

et dire par exemple que ;! €. 1P signifie que cette distribution ;! est égale à 

la distribution provenant d'une :fonction de LP. 
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2 .1 .... Définition.- Un espace de SOBOLEV L~ (Rn) ( 1 ~ p ~ ro , k entier ~ 0) est 

constitué des fonctions f 
";)~f 

dont toutes les dérivées au sens des distributions -
~X~ 

d'ordre l~l ~k appartiennent à 1P. C'est un espace de BANACH pour la norme 

2.2.- Définition équivalente pour 1 ~ p < m • On a f € Lp si et seulement s'il 
k 

existe une suite (f) de fonctions de 
m 

dont chaque suite des dérivées d'ordre 

;/) qui converge en norme Lp vers f, et 

1(:11 ~ k : (-;iP i;) est une suite de CAUCHY 
~X 

En effet, notons provisoirement V l 1 espace des fonctions obéissant à cette 

dernière définition; YC Lp résulte de la définition des dérivées au sens des 
k 

distributions. Inversement, si alors la suite f :::: (f * 1.f ) • tp m m m 

1f 1 et lp1 e. 3), J î.p1 dx = 1 1 ~ 1(o) = 1, 'l'm (x) = mn if(mx), 9m (x) = f1 (x/m) 

suite de CAUCHY de LP, et il en va de même pour chaque suite des dérivées 

d'ordre l l9l ~ k. 

2.3 Second théorème.- On suppose k entier ;,;. 0 et 

i) Quand p ~· q < ro, L~(Œt) C L4 (1Rn). 

1 
q 

1 k 
= - - - • p n 

où 

ii) Quand q = co (c'est-à-dire k = ~) 
1 

Lp {Rn) C Lr (IRn) 
p k loc 

pour tout 

iii) Quand ~ > ! 1 1P(IRn) est constitué de fonctions continues [après au 
n p k 

besoin.modification sur des ensembles négligeables]. 
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2.4.1 Première preuve~ 2.3(i).- Il suffit (récurrence) de traiter le cas k = 1. 

Par transformation de FOURIER, on.vérifie l'identité 

n 
f = - ~ <Z: R. ~--:J f) si f €. 9) • 

1 . 1 J x. 
J= J 

La parenthèse appartient à 1P en vertu de la continuité des opérateurs de 

RIESZ R. : Lp--+ 1P (chapitre III, définition 2.1 et chapitre II théorème 3.2), 
J 

et a
1 

applique continument cette parenthèse 6 Lp dans Lq (théorème 1.4). La 

définition 2.2 des espaces de SOBOLEV montre qu'on peut étendre de ;D à ce 

résultat par passage à la limite. 
2.3(i) 

2.4.2 Remarque.- Si on reste au stade f t: fJ), cette démonstration donne une inéga-

lité du type 
n ";;if 

lfU ~ A z: li~ Il . q • 1 X. p 
Mais le passage à la limite donnera pour 

J= J 

une inégalité du type moins précis Si on 

omet l'hypothèse f 6 LP, on obtient la conclusion qu'il existe une constante c 

telle que f - ce Lq et jlf - c Il "A z= 11: li • q ~xj p 

2.4.3 Autre preuve ~ 2.3(i). Soit f ê ~(!Rn). La formule pour n = 1 

f(x) = - ro f' (x - t)dt 
0 

1 ' ·t ·r 1 t t ( l ) le produi·t scalai·re de mn s ecri pou n que conque, en no an ••• ••• ~ 

f(x) = - J: (grad f (x - jt) / pat 

où \~Rn est un vecteur de longueur 111 = 1. Ceci donne en intégrant sur la 

sphère Ill= 1 



( 1) 
1 

f(x) = - -
s n:...1 

J n (grad f (x -y)/ yn)dy 
yGI& 1 yl 

où s 1 est l'aire de la sphèré unité de ~n. D1où 
n-

lf(x)I ~ c J L llf (x - y)I 1 
1 dy 

~xj (yln-

et on peut appliquer le premier théorème (1.4). 
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2.4.4 Esquisse~ preuves~ 2.J(ii) 2-! (iii). Les conclusions étant de caractère 

local, on se ramène au cas où f m. à support compact. Pour prouver (ii), on re-

prend l'égalité 2.4.3(1) ; l'inégalité de YOUNG 

1 1 1 
-=-+--1 r s p 

y. 
pour <t(y} = -L si lyl ,&; R, cx.(y) = 0 si Jyf ::> R (R convenable) et 

lYt 
?f 

(,(y) = - (y) .. 
'ay. 

J 

Pour (iii), on sait que tx * f3 est continu borné pour <t e Lp', f3 e: Lp avec 

1 1 
_,+ -. = 1. p p Prenons k = 1 : Il faut montrer que si 

(n < p), f à support compact, alors f est continue.(Ce serait faux pour n = p). 

On reprend l'égalité 2.4.3(1) .. Or .]!__ E. LP
1 

• 

jyl_n loc 

2~4.4 Remarque.- Le théorème 2.3 est vrai pour p = 1, mais non le théorème 1.4. 

Voir GAGLIARDO et NIRENBERG: Anali Scuola PISA tome 13 (1959) p. 116-162. 

Dans cet article, on énonce l'inégalité 

n âf' 1/n 

il f Il n ~ n j=1 Il ê>xj Il , • 
iï=1" 
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Voici à titre d'intermède un cas particulier. 

Proposition.- Soit f 2 
continument dérivable à support compact dans IR. On a 

En effet, 

(1) J If (x 1 , x2)1
2ax1 ,; s? 1 f(x 1 , x2)1 , 1: 1 f (x1 , x2) 1 dx 1 , 

1 

J(X) ';}f l 00 é)f 
(2) sup lf(x 1 , x2)1 ~ sup 1 ~ (t, x2)1 dt = 1 ~ (x1 , x2)ldx1 • 

x
1 

x
1 

x
1 

1 -ro 1 

Donc en intégrant (1) par rapport à x
2

: 

(3} Jjtf(x 1 , x2)12
ax1 ax2 -' sup Jif(x 1 , x2)jdx 1 f JI;! j dx1 dx2 , 

x
2 

1 

et on reporte dans le premier facteur de second membre l'inégalité analogue à (2) 

qu'on intègre par rapport à x
2

: 

2.4.5 Remarque.- Le théorème 2.3 est faux pour q = ro • Voici un exemple avec 

k = 1, p = n > 1. Il suffit de trouver une fonction ~ intégrable dont la déri-

vée première est intégrable, dont la. transformée 

11 f (x) = J <j)(y) dy 
n-1 lx-yl 

tend vers + 00 quand x ~O. 

On pose 
1 

f(y) = - lylloglyl au voisinage de l'origine, que 11on prolonge de 

manière à avoir une fonction positive, nulle hors d'un compact, continument déri-

vable sur le complémentaire de l'origine. 



alors 
On aV"ïe contre-exemple en prenant 

n 
'f = L R. ~ f 

t J oXj 

f 6 Lp tel que 
1 

3.- Noyaux besséliens. 

Y .11 

Le comportement local ( lxl ~ 0) des noyaux de RIESZ ~<L{x) :;:; lxl-n+<l./ l (c:r.) est 

convenable. Par contre, le comportement à l'infini n'est pas assez bon pour cer-

tains usagesJ en particulier, quand on utilise les noyaux de RIESZ pour régulariser, 

les potentiels obtenus ne suivent pas le comportement.de la fonction. 

Pour sortir de ce dilemne 1 nous remplaçons par Les 

potentiels correspondants (de BESSEL) auront le m~me comportement local, mais se 

comporteront beaucoup mieux à l'infini. 

3.1 Dans le tableau suivant jo < ~ < nf, la colonne de droite donne des noyaux de 

convolution, celle de gauche leurs transformées de FOURIER. La première ligne est 

relative au noyau de RIESZ. Notre objectif est d'expliciter le noyau G(t relatif à 

la seconde ligne : noyau !2. BESSEL. On pose la :;:; ~ f • 



1 Gt.t. (x) = ? 1 

1 
2 -1vlx 1 

e 

e -16 lx I o/S • s-n/2 

' Jro e -'Jt $ lxl 2 S a, ~ 
1 0 8 

Joo 
8

-11 lx 1
2/3 g-n/2 ga d; 1 

• Q . i 1 Il,._ --=----.y V l 

u Il n 

l r< «-) (îC, lx 12) -a. 
' 

- - a. 
: r(~ -~ (?1ilx1

2
) 

2 
, 

L- - - - - -- - -- - -- - - - - - - - _,_ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _J 

Les égalités ci-dessus sont des cas particuliers de 

On a de même 

1 r -- (1 41C 
= e 

2 2 -a 
(1 + 41' lx l ) • 

0 

Autrement dit, le noyau de BESSEL est 
. -n+<t 

G ( )· -(-1 )ct./2. 1 jm -'Jtilxt2/S C\---r -S/47Cdg 
a: x - 41' _r(«./2) 0 e O e 8 ; 

et de même le noyau de RIESZ ~<t (x) = ~è<r.) lxl-n+a:- avec î(<t) = 2<:!.f(<:r./2)/f(n;oc) 

t
. (1 )a.fa 1 Jro -icfxl 2 /8 g-n;<x. aJ 

vau 41G r<a.72> o e T . 
).2 Propriétés immédiates de G ( 0 < et <. n) .. 

Cl 

2!2 limx~ G<t (x) /'§.et (x) = 1 • 

h -elxl 
Jll G« (x) = o (e ) quand lxl ->co : 
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G«. est à décroissance rapide. 

4!! G« e t 1 
{lt) • 

59 Gct "(x) = (1 + 4 n2 lx 12)-«-/2 
0 

6• Jlln G<t(x)dx = 1, 

Tout ceci laisse espérer que l'effet régularisa.nt de la. convolution par G«. 

sera meilleur que celui par ~<t. 

3.3 Lemme.- (i) Pour tout « > o, il existe une mesure µ.«. de masse totale finie, 

dont la transformée de FOURIER 
A 

fl-a. vérifie 

" (2'1Glxl)<t 
~ct(x) = (1 + 4~2 lx12)a:./2 • 

(ii) Pour tout ~ > .o, il existe deux mesures de masses totales finies 

, 1) 

tL .. l.L telles que rœ' ra. 

Preuve$!!_ (i).- Le développement (1 - t) ct/2 = L u tm valable pour 
m > 0 m,a:. 

ltl < 1 vérifie ~lu l < oo, car ces coefficients sont tous diun même signe 
t......J m,o:. 

à partir d'un rang assez grand, et le premier membre reste borné quand t ~1. 

2 2 -1 
Si donc on pose t = (1 + 41' lxl ) , a.lors le dernier membre. de 

1 ) a:./2 ( 4')(,2 Jx 12 ) t:J./2 
(l - --2--2 = 2 2 =1+ L 

1 + 47' lx( 1 + 47t. lxl m ➔ 1 

est une série a.bsolum~nt convergente. Mais 

( 
1 ) m ~ --...,,.2-..,,.2 = G2m (x) 

1 + 41C, lxl 
pour m ;;,. 1 • 



Donc dans la série 

Iles.= 80 + L 1 um,o:. G2m 
m > 
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où $
0 

= masse unité à l'origine, L o•• 
m ;.1 

t 
converg9 dans L ; donc cette sé-

rie admet pour transformée de FOURIER 

mée se développe en série 1 

A 

1 + 't (x) = 1 + Z:: 
m ;;.1 

u 
m,«-

A 1 
1 + \(> (avec f e L ) , 

Preuve de (ii).- Un théorème de WIENER dit que 

laquelle transfor-

,. 
constante sont telles que e

1 
+ f

1
(x) # 0 po-ur teut 

L'hypothèse est vérifiée avec c1 = 1 et ,p 1 = tp + G<L car 

1 +l;(x) = (1 +,"ex)) +G"(x) = (2rclxl)a. +---1 __ _ 
(J, (1 + 41'2 1xl2)a.Ja (1 + 4,c,2 txl 2 )~/ 2 • 

Conclusion : il existe f 2 e L 
1 

et c2 telles que 

2 2 rs./2 
(1 + 41' lxl ) = c + 1>"(x) " 
1 + (21f,lx l)cx. 2 12 = 1 + 11'2 (x) 

( c
2 

= 1 se voit en. faisant lx 1 --i' co ) t qui s'écrit 

(1 + 41f,
2 lx12)<:L/a = [1 + "l';(x)J + (2'1Cfxl)«. {1 + ip;(x)} j 

et on peut poser [ ••• ] = µ, (x) 1 { ••• l = µ; (x) • 
<X. l J et 1 

3.4 De m~me que ~ f = ~ * f et ~ = i,... lA (ex. et f3 petits), on note 
et ~ <X. +f:l ""' ,-

1 f = G * f. 
(J. • et ' 



on définit G
0 

= 1, et on a pour cr., f3 ~ 0 d«. 1~ = 1ci,+ ~ .. 

Définition ~ JeP .- Soient 1 '- p ~ oo , «. ➔ o. On pose 
(l 

C'est un espace de BANACH pour la norme 

3.5 Conséquences.- (.i) ~~ = LP. 

11:t 1 = Hs U 
~p p 

«. 

(ii) Pour chaque et ➔ o, ;B: C Lp ; 

et m~me., si 

ltG<t * gup ~ H°«_R1 Us llp et IIG«ll1 = 1. 

où f = 1. g .. 
a:. 

(iii) Pour O ~ Œ " fl t on a. ~p C J>,p et 11:ru ~ Jfl • 
~ a:. ,tP iP 
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q. -
(iv) L'application 1~: i! ~~!+, est linéa.irè, bijeçtive, isométrique. 

3 .. 6 Troisième théorème.- Soient k entier ;,. o, 1 <. p < oo ~ Alors les espaces vec-

toriels .-i~ eï; L~ (3.4 et 2.1, 2.2) sont égaux, et les normes 

UrH sont équivalentesa 
Lp 

k 
(pour l' = 2, on pourrait dire plus). 

3.7 Preuve du troisième théor~me seulement pour k = 1o 

3. 7 .1 Montrons g_ue pour 1 < p < oo , on peut écrire 

En effet, on obtient la. transformée de FOURIER de i 1 (.> 7) ~) en multipliant 
~ 
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gui ill~ multiplicateur~ Lp (ch. IV, 2.1), car la première parenthèse du se-

cond membre vient diune transformation de RIESZ Rk (ch. III, 2.1) et l'autre fac­

teur provient d 9une mesure bornée (lemme 3.3 (i)). (Cette propriété du premier mem-

bre se voit encore en étudiant ses majorations de ses dérivées successives (ch. IV. 

2.3)). 

Il s'agit essentiellement de voir que chaque dérivée au sens des distri-

butions, peut ~tre identifiée à une fonction de LP .. 

Soit ipe.g>. En notant T(~) = < T, ~ > (Tes/), on a 

df 

t ' 
< f, ~ < 11 

~tp 
g, Ï1 ~ ... < - > = > = g, ~ > = < ::>' 

~~ ;;>xk k 'dxk 

dtaprès successivement la définition de 
'df 

de f, et 11 = G j *• ... .. 
~xk 1 

•• L'inégalité de HOLDER et 3.7.1 appliqué à l'exposant pi conjugué de p 

donnent 

On en conclut que est une forme linéaire continue sur donc 

3.7.2 Inversement, les deux dernières ligne~ de la démonstration du lemme 3.3 

donnent 



c'est-à-dire 

Cela dit, soit 

(ces µ. 

'd R. ~ • 
J o,X • 

J 

A 11 J\ 
(x) + (2TG lx l)µ.1 (x), 

}" 

sont deux mesures bornées). 

il s 9agit de voir que 
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Pour cela., 

1 

on suppose d I abord f E 9) et on utilise la décomposition ci-dessus de (1 - Â) l" 

en deux termes .. 
3.6 

4.- Propriétés fonctionnelles !!!!, ;eP., 
(1. 

(1) O> (t) = Dr(x + t) - f(x)f 
p Lp(x} 

11Lp-module de continuité de f 11 • ----------------
On sait que pour 1 ~ p < co, limt~O a>p(t,) = zéro. 

Peut-on caractériser :s: (ou L:, k entier~ 0) au moyen du Lp-module de 

continuité: condition eu (t) = f:J( ltf) par exemple? Ceci n'a lieu que dans des 
p 

cas exceptionnels z ~ entier ou p = 2. Les résultats positifs sont donnés dans 

le quatrième théorème ci-dessous,dont l'énoncé fil scindé 21!. trois parties. 

4.2 Quatrième théorème (Première partie:)~ ~ = 1.-

le module de continuité Ca> ( t) est ô'( 1 t 1) pour t ~ o. 
p 
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(La preuve donne aussi des résultats pour p = 1). 

Preuve.- Soit f 6 tP avec 

où on pose 

t,k = ( 0 .- .. " , 0, tk; 0, .. • ; 0) 6 Rn,. 

Comme Lp est le dual de 1P' (p ~ 1 t}, sa boule fermée centrée à l'origine 

et de rayon A est faiblement compacte. Donc il existe une suite de points t(m) 

de Rn tendant vers O quand m ~ oo , et telles que pour chacune de leurs n 

dans Lp vers .des fonctions gk G Lp. En particulier pour chaque tp E 3>1 

< • (~) 1 tp > -+ < gk1 'f > " On en conclut que, au sens des distributions, 
t k 

on a bien !!.,. = g 6 LP. 
~xk k 

(Observons que pour p = 11 ce raisonnement s!adapte: les bornés de L
1 

ne sont 

pas 1 œ 
u-(L, L )-compacts; mais t 1 se plonge isométriquement dans ll(Rn) (cons-

titué des mesures de masse totale finie), qui lui est le dual d'un espace de BANACH 

~ (Rn) (constitué des fonctions continues tendant vers zéro à l'infini). On peut 
0 

énoncer: 

fil.. fil 

alors m, dérivées premières .s!!, f au sens des distributions sont des me-• -------____.. ------ - - -
sures bornées). 
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Inversement (raisonnement valable même pour p = 1), soit 

Supposons d'abord f E 3) ; a.lors 

Iltl 
f(x + t) - f(x) = O (, 1 grad 9<x + \ s)ds 1 (t = ]t I p 

donne 

~ on raisonne en passant à la limite pour f quelconque en recourant à la 

définition 2.2 de L~. 

4.3 Quatrième théorème (Seconde partie :) ~ p = 2.-

Pour O < CX. < 1 t 

pression 

est finie. 

on a te ~2 
si et seulement si 

C(. 

Preuve.- Etudions a•abord At pour f 6 L
2

• 

Le théorème de PLANCHEREL donne 

f s L2 
et si l'ex-

<:t>
2

{t) = Ut{x + t) - f(x}Ü 2 L (x) 
= ut" (x) 1 e-21' i(x t) - 11 g 

L2
(x) 

donc d •·après un théorème de FUBINI , 

A = J lf"(x)l 2 cJ le- 211ii(xlt)_ 1) 2/ltl n+2CLdt)dx. 
f n n 
·· xER tER 

En utilisant pour t grand l'évaluation le- 27G i(tlx)_ 112 = 4 sin~(tlx) ~ 4 

et pour t petit 
2 L'I 2 , ..... , = O(ltl ), on voit que la parenthèse 
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converge. Or le- 2 1'.i(tfx)_ 112/ftln+ 2
<t. est majoré pa.r une fonction de ltl homo­

donc 
gène de degré - n - 2 ~ t Von pen.t écrire 

J 2Œ 
( ••• ) N lxl 

teran 
pour lx 1 ---,. CD • 

Cette étude montre que pour f e. L 
2 

les assertions { Af < CD} et 

{Jlf''(x)lx l<t J2dx < ooj sont équivalentes. La seconde assertions équivaut à. 

{lxl<r.f'\x) 6 L
2

(x)}, et à. {<1 + 4'1'
2 

lx!
2)°:/2 

f"(x) Ei L
2

(xf 

1 -271i i(xlt) 112 1 2'1" i(xlt) -2'10 i(xlt) 112 
En remplaçant e - par e + e -

dans la démonstrations ci-dessus, on prouve ce qui suit,. 

4.4 Quatrième théorème (Troisième partie:)~ p = 2 et O <<X< 2.-

On a f S. ~
2 

si et seulement si f 6 L 
2 

et si 1 i expression 
a:. 

( 1) 

est finie .. 

4.5 Au moyen des séries lacunaires à. une variable, on montre que pour pp 2, on 

n'a pas de caractérisation complète des c:e; au moyen des modules de continuité., 

Mais 2.!!. corollaire ~ septième théorème ( 6 .4 ) ci-dessous, on peut énoncer: 

Soient O <<X.< 1, 1 < p < c.o, (6> (t) = 11:r(x + t) - f(x)II ). 
p Lp(x) 

(i) Si t e .:e:, j 2 4- p J , alors 

J (oo (t))P/ltln+<tp dt 
Bn p 

(ii) Si fS LP, (2~ Pj et 
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J (<i.> (t)) 2/ltln+ 2
a:. dt< oo 9 

Rn P 

alors f € :1,P .. 
OL 

(iii) Si re $~, Jp 41: 2j, alors f e LP et 

J (Ct> (t)) 2/ ltln+ 2a. dt < oo .. 
il P 

(iv) Si f e LP, (P ~ 2} et 

J n 
R 

alors f e .1,P .. 
c( 



... 
5 .- Les espaces /\. • Gas lli espaces .... A. 

([. 
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Ces. derniers résultats montrent l'intérêt de décrire plus systématiquement les 

espaces fonctionnels suivants. 

5.1 Définition.- Soient 0:. e]o, 1 C, p et q e[1, oo]. 

Si q < oo, ~p,q est constitué des 
(t 

tinui té 6> ( t) 
p 

(1) 

~ Hf(x + t) - f(x)U vérifie 
Lp(x) 

( J (<t.> ( t)) q / f t I n+ «. q) dt) 1 / q < oo 
teRn P 

œ. 
et est constitué des f e Lp telles que sup ess.(<ü (t)/ltl ) < oo .. 

t p 

Ce sont des espaces de BANACH pour les normes 

Ut 1 = li r'U + ( J ... / ... dt) 114 (q <. 00}, 
/\p,q p 
~ ~ 

Ut U == JlfU + sup ess.(<.> (t)/ltl ) .. 
/\p,oo p t P 

(X. 

I\ __ /\oo ,oo •• ; Loo est constitue des f 6 
Œ, (1, 

telles que 

supt(llf(x + t) - f(x)II /lt 1~ < oo. 
L 00 (x) 

La définition de l\ sera élargie à d'autres valeurs de cr.. ( 5. 7)"' 
cc. 

2 2 2 
Exemple.- /\ ' = ~ (avec normes comparables) .. (4.3). 

<X, (1, 

5 .2 [Proposition.- Si f e l\rt (0 <. a:. < 1), 

une fonction continueo 

alors f coîncide presque partout avec 

Preuve.- Soit u = I.P.f (Le noyau de POISSON pourrait-être remplacé par une bonne 

approximation de 8 ). Fixons y d~~s 
0 



Si 

où c:. 
n 

lu(x, y} - f(x)I ~ J IP (t) (f(x - t) - f(x) )1 dt. 
1l Y . 

(1. 
8f(x - t) - f(x)D ~ A lt I , alors 

L00 (x) 

Üu(x, y) - f(x)ff ~ A jp (t) lt I« dt= A <t. y<t.. 
Loo (x) Y n 

ne dépend que de n (car pour y= 1, on a P
1

(t) = 

pour lt, f ~œ ; et on raisonne par homogénéité)" 
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Les fonctions continues x t-->u(x, y) convergent donc uniformément quand 

y--+ zéro. 

5 .. 3 Cinguième théorème.- Soit O < «. <. 1. Soit u = I.P.f, 

On a :t e l\<t, si et seulement si f a. L 
00 et si la fonction harmonique u 

, 
ve-

rifie une des quatre conditions A), B), C), D) suivantes, qui sont équivalentes. 

C) 

D) 

Pour un entier k fixé > 1 , 

Il {k) · il -k+<t 
pu (x, y)g ~ A y • 

o Loo (x) 

Pour un entier k fixé> 1, et pour tous les v(k)= opérateur de dériva­
x 

tion par rapport aux seules'Vl.riables x1, ••• , xn, homogène de degré k, on a 

Jin {k) 8 -k+ct v u(x, y) ~ A y ., 
x Loo (x) 
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5.4 Lemme.- Soit V(k) un polynome opérateur de dérivation homogène de degré k 

par rapport à l'ensemble des·variables 

11•/k} P(x, y)ft 1 
L (x) 

-k 
~ À y f 

x., Y• 
J 

li V(k) l'(x, y)f . < A y-k-~ 
1.CX{x) 

On a 

(et évidemment des inégalités analogues en remplaçant (x, y) par (x, I> aux 

membres de gauche). 

(Revenir à l'expression 
n+1 

, 2 2 T 
P(x, y)= P (x) = cy/( xi +y) .) 

y 

5.5 Conséquence.- Puisque 

et que pour dériver le premier membre? il suffit de dériver au second membre le no-

ya.u. on trouve (notation 5.).c}) 

5 .6.1 Si f e " .. alors u vérifie A) s: 
- <t: 

u
0 

(x, y) = r: (t, y) f(x - t)dt = J: (t, y) (:t'(x - t) - :t'(x) )dt 

car j P dt = 1 donne J :! dt = O .. y ~y 

Or sup f:r(x - t) - f(x)I ~ .Ji lt· la... Donc 
X 

J 
'dP et. 

sup I u (x, y)l ~ A 1- (t, y)I Jt I dt. 
o 'iJY X . 
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Le second membre est intégrable, car pour Jtl --..+oo, 1: (t, y)Jtv ltl-n-1 

:,. -1+ct donc ce membre est, par raison d 1homogénéité, proportionnel~ y ~ 

5.6.2.fil. u vérifieA)ll& te.L 00
, alors f61'Œ~-

donne 

Avec y> 0 que nous fixeron~ plus loin, 

:f'(x) - f(x - t) = (u(x, y) - u(x - t, y))+ (f(x) - u(x, y))+ 

+(u(x - t, y) - f(x - y)) 

ffr(x) - f(x - t)I lS; 2 iju(x, y) .;.. f(x) ff + 
L 00 (x) L 00 (x) 

+ Uu(x, y) - u(x - t, y}II .. 
t 00 (x) 

D'abord ffu(x1 y) - f(x)B 
et 

~ A I t I résulte de u(x, y) - f(x) = 
L 00 (x) 

= -Iy u (x, w)d~ et de l'hypothèse A) sur u o 
O O o 

sont 

De plus, lgrad ul désignant la longueur du vecteur dont les n composantes 
X 

on a 

lu(x - t, y) - u(x 1 y}i . ~ (tl Jlfgrad u f(x 9 y)j 
J/X> (x) x L 00 (x) 

par intégration sur le segment [x - t, x] de Bn. 

Il suffit de voir que fJlgrad •• • Il .... te 
~ c ... -1+<x 

y 

{et alors on choisira y= ltl dans l'égalité et dans l'inégalité initiales). Au-

trement dit, il reste à voir 5.6.3 t 

5.6.3 Si u vérifie A), alors u vérifie D} (pour k = 1).­

Soit j = 1, ••• , n, notons 
~2u 

-=u ·• 
Ô)X.~ O,J 

J 

Ainsi 
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00 

u.(x, y) =-J u . (x, y'}.dy'. 
J o,J y 

Or, d'après le lemme 5.4, lîhypothèse A) implique 

donc 

U j(l) -2+tt -1+a: 
ffu.(x,y) ~A y 1 dy'=A'y .. 

J t 00 (x) y 

) ) n U -2+« 5.6.4 A ~B : M~me raisonnement : A)~ 11u . ~ A y 
o,J 

( 1) » 

et de plus 
m 

u. = - J u . dy' • 
J o,J y 

5.6.5 A) >0) ~ par dérivation. 

5.6.6 C)=:>A) : par intégrations successives par rapport à y. 

5.6.7 B)==>A) : par dérivation par rapport à y puis in~éaration. 

5 .. 3 

5.7 Définition.- Avec O < <t < oo 1 l\tt. est constitué des f e L
00 (Rn) dont l 'in-

tégrale de POISSON I.P.f = u vérifie 

( 
11
,}u< Il -e+<:t 1) e n 1 y) 

00 
~ A y 

'tJy L (x) 
(y> 0) 

où e est le plus petit entier ~ <x. • 

On norme l\,r en posant JltU = lltll + le plus pet:i.t A w-.érifiant (1) .. 
.... I\ œ 

<t, 

(Pour O < <:r, < 1t on retrouve la définition 5.1 d'ap~ès 5.l) 

5.8 Remarques•- (i} Comme dans le théorème 5.3, si f e /\(J.,1 1>n a. une inégalité ana­

logue à. 5 • 7 ( 1) en remplaçant e par Jl I importe quel en,tier ? CL-" 
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(ii).- On montre que ~
1 

ne coîncide pas avec les fonctions lipschitziennes 

ordinaires, mais que pour O < ~ < 2, (\ est constitué des 
(X, 

(1) 
a. 

lft(x + t) + f(x - t) - 2f(x)ff ~ A f t 1 ., 
L 00 (x) 

00 f 6 L telles que 

Par exemple, si fa t 00 vérifie (1) avec a= 11 alors 

,} f ~ (x, y)j 
00 

~ Ote/y ·• 
'dy L (x) 

Pour le voir, on observe que dans l'intégrale donnant la valeur en un 

point E-lR+ du produit de convolution 
n+1 

2 2 
~U=dp*f 
--. 2 ..,.. ,2 
ff!IY uY, 

on peut, puisque le noyau est une fonction paire de x, remplacer f(x - t) par 

(f(x + t) + f(x - t))/2; de plus pour 

noyau est une fonction radiale de x et 

2 
"" p "' lxf-n-2 fxj --"?'00 et y fixé .!- ,., 
~y2 

·ip 
xci:. 2 est intégrable. 

dy 

ce 

(iii).- Connaissant /\a:. pour. 0 ·< <t ~ 1, on peut déterminer tous les autres 

/\ : 
(X. 

Proposition (admise).- Soient m entier et a. tels que O ~ m < cr.. < ro. L'espace 

"« est constitué des f e L
00 dont toutes les dérivées, au sens des distributions, 

d'ordre m appartiennent à (\ ~ 
a.-m 

6.- Etude des espaces /\p,q. 
- (l:. 

Nous esquissons l'étude des espaces (définitions 5.1), il y a générali-

sation par rapport aux Afi. mais aussi analogies, tant pour la structure que pour 
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les démonstrations, plus compliquées en plusieurs pointso Voir étude plus détaillée 

et plus vaste par 

TAIDLESON dans Journal of Math. and Mechanics, tome 139 1964, P• 407-480. 

6.1 Sixième théorème.- Avec O < ~ < 1, 1 ~ p ~ oo, 1 < q < oo, soient f 6 LP 

et u = I.P.f. On note 
'du 

u =-
j dX. 

J 

(j = 1, ••• , n) o On a f e. f\p,q 
(I. 

si et seulement si u vérifie les Mndit.ions A), B), C) suivantes, qui sont 

équivalentes., 

A) 

B) 

C) 

J
œ 1-<1 q d 1/q 

( (Bu (x, y) l y ) .1'.) < oo o 

0 ° Lp(x) y 
k 

ê}U 
Pour tout entier k > 0, avec u k. = -k ~ on a 

o, ë)y 

jœ k, a. q d 1/q 
( (Uu k (x, y) JI y - ) 2) <. 00 • 

O 0
' LP(x) y 

J
oo n 1 <:t. q d 1/q 

( (Ï: lluJ. (x, y)ft P y - ) 2) < œ ., 
0 j=1 L (x) y 

Remarques.- Cet énoncé est parallèle à celui du théorème 5.3. 

Les énoncés s'adaptent au cas q = ro ~ 

C'est au voisinage de y= 0 que réside la principale difficulté pour assurer 

que l'intégrale A) convergeo 

Preuve.- Montrons seulement que si f e. /\p,q alors u vérifie A)o 
(t. ? 

(1) u
0 

(x 1 y) = J; ,< t, y) (f(x - t) - f(x))dt 

(car on a égalité quand on omet• -f(x) au second membre)# 

Posons 
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(2) 6> (t}:;:: Or(x- t) - f(x)il > 
p Lp(x) 

(3) ê.,(lt& = moyenne de 6> ( t) sur la sphère centrée à. 1 1 origine de Rn 
p p 

et de rayon ltlo 

Justifions la cha1ne d'inégalités suivante: 

jju (x, y)lt ~ J f~j (t, y) <:o (t)dt ~ 
0 Lp(x) Rn ~J p 

n+1 

~ C J Ca) ( t) / ( 1 t I 2 
+ y 

2
) 
2 

dt = 
Rn p 

n+1 

= c joo 6>(r):rn-1 /(r2 + y2) T dr = 
0 p 

n+1 1 

1
00 n-1 ! +cc. 2 2 T - - -~ = c (r r q /(r + y ) )(r q ~(r) )dr. 
0 p 

En effet, reportant dans la première J n une majoration de I: J , on a la 
R n+1 

seconde ligne, où le dénominateur (lt1 2 + y2)T est UJ:Je fonction radiale de t, 

d'où la troisième ligne. La quatrième ligne est un jeu d'écriture, qui prend fin 

une fois écrite l'inégalité 

J
(X) 1 

~ C O (y 
1 

-et- -
q 

Notons ce crochet [•••] = K(r, y) l on obtient un noyau positivement homogène de 

degré - 1 • Compte-tenu de a. < 1 , on vérifie que J~ K(r, 1) r -! / q d r < a, , En 

inv0quant le lemme de SCHUR 6.2 ci-dessous, on aboutit à. la conclusion 
1 

y- q ~L4 (y> 0) < (X) 

qui est la conclusion A) de l'énoncé. 

1 
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6.2 Lemme~ SCHUR (voir HARDY, LITTLEWOOD, POLYA: 

Inequalities, éd. CAMBRIDGE~§ 9.3, ni 319 p. 229). Soit 

f(x) = 1: X(x, y) ,(y)dy (x ,,. o, y > 0) 

une transformation intégrale dont le noyau K est positivement homogène de de-

gré - 1 : 

K(1' x, Ay) = K(x, y)/). 

Si (1 < q <. oo) 
1 

A = J: IX(1, y) 1 y- ii dy < (D ' 

alors la transformation est bornée dans L4 (x > 0) ; et 

.Preuve.- En posant y= x Y, 

i (x) = 1: X(x, x r) f(x r)x d Y = 

= J: X(1, y) t(xy)dy 

d'où lfllq '-r) f K{1, y}j ll~(xy)II q dy = 
0 L (x) 

= 1,1 J00

1 K(1, y) I y-
1/q dy • 

q O 1 
(Exemples classiques pour tous q di J 1, ro [ e t (x) = 

! [x '(y)dy , ou Joo t{y}/y dy , ou joo lli dy .) 
X JO X O x+y 

6.J Définition.- Pour est constitué 

des f e LP tels que 
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y ..X. <OO 
r-a:)q d )1/q 

y 

où u = I .P .f, r est le plus peti-t entier > a:. .O)éf'ini tion semblable pour q = oo ) . 

C'est un espace de BANACH. 

6.4 Certains résultats fonda.mentaux sur .lYaspect "espace fonctionnelî' des fonctions 

différentiables s'expriment par des relations d'inclusion entre espaces 1\.
00

$ e 
••• 

Voici une série de telles relations 1 qui résultent directement de caractérisations 

des fonctions au moyen de leurs intégrales de POISSONo 

Septième théorème.- Dans ce qui suit, les inclusions donnent des injections conti-

nues. 

A) Pour q~ 41 ~ oo, on a l\.p,.4 C /\P,4'i • 
a:. et 

B) Pour 41 et 42 e [1, oo], E > o, on a 

I\.P,41 C I\P,42 
0 œ+t; ~ 

C) En particulier pour (, < ~ 

D) Pour (3 < oo , 1 4: p <. oo , q et r E. [ 1, oo] reliés par 

1 1 
- = -r P 

on a 

... 
6 .5 Le lémme suivant montre l 'intér3t d'utiliser les définitions des espaces f\ 

où interviennent les dérivées des intégrales de POISSON par rapport à y {plut8t 
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Lemme.- Soit et pour chaque 

dérivée u (r) · 
0 

(x, y)IJ P 
L (x) 

une fonction décroissante (y >- 0). 

Cela résulte des.relations fondamentales 

u(~, y)= (P * f) (x) , 
y 

(x) • 

6.6 Attaquons quelques assertions du septième théorème (6.4). D'abord 

A) f\p~q C 1;41 (q ~ q
1 
~ oo) i Prenons f € 1\1:;q o 

Quand on intègre une fonction positive t Jy , J00 

• Donc 
y/2 0 

jy r-<t {r) 4ds 1/ 4 100 
q ds 

1
/q 

< 1 > < < s If u < t, s > 11 > - > ~. ( < ••• > -, > · = e .• 
y/2 o LP(t) s O s 

Le lemme 6.5 dit que Il••• Il est une fonction décroissante de s • 
• • • 

On minore donc le premier membre par le premier membre de 

lu!r) (t, y)II p . (Îy 
L (t) Jy/2 

Donc avec une constante 8 7 

;.1/q 
( r-~)q ds) A 

$ - ,E V • 
s 

convenable 

(2) Du(r) (t, y)II yr-<t~ 8'. 
o HLp(t) ;· 

(on a. donc déjà. f E. /\p,oo). Le premier membre de (2) est dans 
(.I, 

est 
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Prouvons 6.4 D) seulement pour q:= œ, et <t < 1 (pour ne mettre en jeu que la 

première dérivée u = ~ de u = I.P.f par rapport à y) ... Bref, montrons gue 
0 ~y 

que 

Pour O <.A< et< 1, ! = ! - ~. alors /\p,œ c. ,.r,œ z 
- r r p n' ·<x.. "<t 

f 6 Lr et ffu (x, y)ff ~ A y-l+., o 
0 If (x) 

Si on définit s par 

1 1 1 -=-+--1, r p s 

l'jnégalité de YOUNG appliquée à la convolution 

u (x, y)= (u (t, y/2) * P 12(t))(x) 
0 0 (t) y 

donne 

1 u a C lu 1 1 p /2 (x) Il " 
or op y Ls(x) 

il s'agit de voir 

Pour vo·ir que u a la propriété recherchée, il suffit d.e voir que 
0 

IIP (x)ff "Ot~ Y-n(s-1)/s • 
Y Ls(x) 

Ceci résulte de IIP u1 = 1, Il P O 1!S: 0 y-n, qui donnent 
y y 00 

HP 18 = J (P ) 1 (P )s-ldx !!: IIP Il H.P Js-t .. 
ys y y "' y1 yoo 

Pour voir que te Lr, on appliquera les théorèmes classiques sur les inté-

grales dépendant d'un paramètre aux relations 

et (pour presque tout x) 
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1 
f(x) = - J u (x 9 w)dw + u(x, 1). 

0 0 1 
... 

7.- Relations entre potentiels ~BESSEL et espaces A .. " 
7.0 La définition 5.1 des rf:S,.q et le quatrième théorème (4.4) montrent que ~our 

2 2 2 
on a~«..= I'\; .. On montre que c 1est vrai pour tout <X.> O, 

coïncidence des topologies. 

Voici un résultat analogue à la remarque 3.5 (iv)o 

7 .1 Huitième théorème.- Soient ex.,. O» fj ;;ii. o, p et q tS [1, oo]; d'~ 

isomorphisme de Ap,q sWI:' hp,q "ex. ·tt+~ 0 

avec 

est un 

1, f = G~ * f est défini, car c 1est la convolution d 1un 

7 .2.1 Relations entre f, 'J~ t tl leurs intégrales ~ POISSON.-

Posons F = 1,-f = G19 * ; 
(1) f~ = I.P.°'3; 

u = I.P.f 1 

U = I.P.F,, 

La définition 3.1 
(2) o;(x) = (1 + 41'

2 lx12)-~/ 2 

donne (chapitre IIJ,. 3.4) 

(3) r {x, y)= (1 + 4?G2 lxl2)-W2 e-2rclx/y .. 

' D'après (1) et u(x, y)= (P 12(t) * u(t, y/2)) (x) on a 
y (t) 

(4) U(x, y)= (u(t 1 y/2) * I'(t, y/2)) (x)1 
(t) 



• ' Dr 'f d•ou avec = -

donc 

- o r dY 

Dr U (x, y} 
0 

= (Dr-
1 

u(t,, y/2) * D fA. (t, y/2)) (x) 
o (t) o r 

(5) Hnr u (x, y) g ~ 11»r-'1<x, y/2) ff Il D r (x, y/2) n 1 0 
0 Lp(x} 0 Lp(x) 0 

· I' L (x) 

1 0) 
7 .2.2 Montrons que pour O < A <. 1, on a G e. (\' o 

r -- P ~ 

On a bien Gfi E. L1 (3 .2). Il reste donc à voir (5 .1) que 

11 te I ffl (6) • G
8 

(x - t) - GA (x) Il 1 ~ ~ • t o 

"" L (x) 

On sait que 

et on vérifie que 

Donc j I GfJ (x - t) - G~ (x) f dx ~ 

~ j . (1~ (x - t) l + 1 GfJ (x) 1 )dx + J I G~ (x - t) - Gp (x) 1 dx ~ 
!xi il'; 2 ttl lxl jJ, 2 lt! 

~ 2 J I G, (x) 1 dx + J lt 1 1 grad GfJ (x) f dx ~ 
lxl ~ 3 ltl · lxl ➔ 2ltl 

~ct:J lxl-n+f!dx+ct:J ltl hd-n+fi-1 dx~ et: ltll!S. 
lxl~litl lxl;..2ltl 
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7.2.J Montrons que l'opérateur~ convolution ~~ applique /\p/.i_q ~ ,{~~. 

r entier 7" 0) 
Il suffit évidemment (~ = r. (~/r)Vde le voir pour O < ~ < 1. or·dans ce 

cas, on vient d'établir que ce qui entraîne ( variante avec q = ro du 
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sixième théorème ( 6 .1)) que f', = I .P .Gf3 vérifie 

'I ( / JI Ote -•+~ , » rA x, y 2>,, 1 ~ ,, y 
0 ~ L (x) 

Donc dans (5) : 

D»r u (x, YlÜ ~ et~ y- 1+f3 U»r- 1 u{xg y)ff " 
0 Lp(x) 0 Lp{x) 

et on applique 6.1 B). 

7.2.4 Cette étape consiste à admettre le lemme suivant: 

Lemme.- A) L'injection ~p,q--? Ap,q (6.4) est continue. 
tt+2 f:i 

df 
alors ses dérivées au sens des distributions appartiennent 

~xk 

C) L'application I - à (c I est-à-dire 

D) L'application 

(A) est facile; C) résulte de A) et B) D) fait suite à 7.2.3 et se voit en uti-

lisant une amélioration du théorème 6.1). 

~~ étapes suivantes, on verra que dans de bons espaces fonctionnels, on a 

(6) (I - 6}1
2 

= 1
2 

(I - A) = I (= application identique·; à = laplacien; 

savoir g = (I - A)f. 

Comme les 1#3 sont injectives et que (d •après (6)) 7-
2 

est de plus surjective, 

la rela;tlon 
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montre que pour O < ~ < 2, les CJ,f sont bijectives. D'après D) et le fait que 

nos espaces fonctionnels sont des espaces de BANACH, ce seront des Homéomorphismes. 

7.2.5 Dans l'espace 't des fonctions indéfiniment dérivables à décroissance rapide, 

\ô 2 2-~2 
l'application 11-+ua: où tp~(x) = (1 + 41' lxl ) ~(x) est un isomorphisme 

comme la transformation de FOUR~ est un isomorphisme de :f', on conclut que 'JO. 

est un isomorphisme de 1; donc dans \{) c-1 - ~. <-t. 
dJ I <:L+., - d'ct <r~ • 

, 
Pour la souplesse des démonstrations, on définit 7(1 sur ;f (ensemble des 

distributions tempérées)par 

L'injectivité de OJ,ct, aussi bien pour 1 que pour f
1 

(ou pour Lf •• ) est 

visible: .. 

Dans f, on a 

donc aussi dans fi..p/,;_q d'après C) du lemme 1.2.4. 

\ô v/ ,7 .2.6 Si V < f3 < 21 on peut définir dans t1 et ., 

on a déjà la. continuité de 7 _2 = (1 -f:i) : '&~~ ~ r,.~4 et celle de 

, 
On vérifie ( en passant par Y' ) que d'3 d' _~ = 1:_fJ J~ = I • 

17 .1 
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8.- Relations entre espaces $~ et -
Voici enfin les relations importantes entre ces deux types d'espaces. La dé-

monstration des relations d'inclusion suivantes invoque la théo~ie de LITTLEWOOD-

PALEY du chapitre IV. On peut montrer -nous ne le ferons pas- que ce sont les meil-

leures relations d'inclusion possibles : preuvesdétaillées dans 1°article de TAIBLE-

SON cité au début du§ 6. 

8 .1 Neuvième théorème.- Soient 1 < p < oo 9 0 < 0: < oo ., 

A) Si 2~ P, alors ~: C /\P~f' " 

B) Si p ~ 29 alors ~p C f\P' 2 
o 

a. a: 

C) Si 2 ~ P; alors /\p'2C . .;eP " 
et. ({. 

D) Si p~ 2, alors /\P,P C 1/ " 
et Œ. 

Preuve.- .Q!!-. !!_ restreint .!.!! ~ <X = 1, car les jfJ sont des isomorphismes 

((3.5, iv)) et (7.1)). 

8 .2 Preuve ~ A)•- Il s'agit de voir que ~p C ,.p,P si 2 ~ po 
1 1 • 

sup 
O 

II.P.tpl (x, y)" M<j>(x) 
Y> 

(chapitre III théorème 3.6 et remarque 3.7.2) ; 

et si 1 < r < oo , on a 

IIM'PII ~ A ll'PU r r r 

(chapitre I, théorème 1.3 (iii))e 



(ii).- On sait que dans Lr(R
0

), les normes H~I~ et 

2 1 
y I grad U 1 , ( x, y) dy 1 ) a Il 

Lr(x) 
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avec 
n 

lgrad U,2 = ..,-. (~-U )2 + (dU)2 ( é l.-.1. , sont équivalentes th o-
j=1 axj ~y 

rie de LITTLEWOOD-PALEY, chapitre IV1 théorème 1.2). 

(iii).- On sait que $r = Lr (théorème 3.6). Soit f et; (autrement dit, f e Lp 

et ses dérivées au sens des distributions Alors on a la loi 

8.2.2 Cela rappelé, posons pour alléger 

Puisque la théorie de LITTLEWOOD-PALEY sîapplique aussi bien à f qu 1à ses déri-

vées, on peut dire que 

que 

Comme il reste à voir (théorème 6.1) 

J
w 1 'dtl. P ·11p 

< - (y 11---i li > dy) ~ A II r 11 ~ 
O y ";)y p p Lp 

1 
En explicitant l'expression ll•••ll , on voit que le premier membre vaut 

p 

I J 
2 p-2 2 2 

(1) n (y jd ;1) (y Id ~j) dy dx~ 
x 6 R y > 0 dY °;)y y 

8.2.J Le noyau de POISSON vérifie les inégalités 

'

.2_ P j (x) ~ et~ P (x) 
dxk y y y 

(k = 1, ••• , n) 



comme on le voit par homogénéité après avoir pris y= 1 ; on en conclut 

supy,. 0 IY ;~~ l (x, y) ~ et~ M If> 

analogue à 8.2.1 (i). 

8.2.4 Dans notre espace :fonctionnel, (p > 2, u = I.P.f, f e. L;) on a 

2 n 2 

l 'd ~ Il ~ et~ L lld; Il , i 
';)y p-2 k=1 'dxk p-,1, 

donc en faisant df ,= dXk dans ce qu'on a vu 9 on montre qu'on peut majorer l'expres-· 

sion (1) de 8.2.2 par 

(2) 

où les parenthèses soulignées sont la fonction maximale et la fonction de LITTLEWOOD 

Supposons p > 2 strictement~ soit r tel que 

On majore alors (2) par 

et~ 
n 

z: 
k=1 

et~ n 
= z:.: 

k=l 

et! 
n 

~ r: 
k=l 

1 2 
- + - = 1 ; r p 

Il (M(~))p- 2
11 

ô)xk r 
Il <::!_>112 

= g -&x p 
k 

( 1 (M(~))pdx) 1/r ( J (g-(~ ))pd.x)2/p 
dXk dXk 

j\ 

( J l!Jdx) l/r ( J lflpdx)2/p , 

~ 

d'après successivement l'inégalité de HOLDER1 l'égalité (p - 2)r = p 9 et la con-

tinuité dans Lp des deux applications ~ i--.M '{) et f 1---+ g(~). Comme 

D! Il :E Ot! llf D p , on obtient la majoration recherchée pour 8.2.2 (1). ~ 
k p tt.i1 
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p = 2g on le voit en reprenant directement (2). 

8.3 Preuve de 8.1 B).- Puisque a:.= 1, il svagit de voir que 1 

Soient P une fonction de deux groupes de variables x
1

, x
2 

(par exemple 

x
2 
~ R) µ

1
, µ.

2 
deux mesures pos:i,tives sur ces deux espaces ; on a avec 

2 1 1 
p < 2, s = - et - + - = 1 p r s 

( j ( JP(x1; x2) dµ_1 (x1))s 

~ 1 ( I (P(x1 , x2)) s 

dp.2 (x2))1/r ~ 

1/r 
d 112 (x2)) d fA-1 (x1) ' 

inégalité du type 111a norme de l I intégrale est inférieure à l I intégrale de la norme 1: 

Faisons P = IV2 ulp (notation 8.2.2), n + x
1 

= x ES R , x
2 

= y es 18. , . et prenons 

les mesures d µ.
1 

(x
1

) = dx, d µ
2 

(y) = y dy (y ,- 0) • 

r 2 2 dy 1/2 joo 2 2 1/2 
Ilvient ( (yD'vu(x,y)llp) -) ~Il( yjVul(x,y}dy) llp • 

0 L (x) y O L (x) 

Entre les doubles barres du second membre, on observe la fonction de 

LITTLEWOOD-PALEY d'une combinaison linéaire de fonctions de Lp on lui applique 

les inégalités du chapitre IV. D'où (premier membre) 4ii Ap llfll p , puis la con­
L1 

clusion. 

8.4 Les preuves de 8.1 C) et D) utilisent aussi les inégalités de la théorie de 

LITTLEWOOD-PALEY. 

1 8.1 
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I~_iAe>n.-s bibliographiques pour le chapitre V., 

Pour le cas n = 1 9 beaucoup de résultats de ce chapitre remontent à HARDY­

LITTLEWOOD, et à HIRSCHMANN, souvent sous une forme implicite. La théorie multidi­

mensionnelle a une vaste littérature. Les deux premiers théorèmes ont été établis 

par SOBOLEV. Les potentiels de BESSEL ont été étudiés d 1abord par 

N. ARONSZAJN et K.T. SMITH, Annales de l'Institut Fourier, tome 11, 1961 9 P• 385-

475 
I 

et par A.P. CALDERON, Symposium on Pure Math., tome 5, 1964, p. 33-49. 

Voir aussi 1 1article de !'Auteur dans le Bulletin Amer. Math. Soc., tome 67, 

1961, P• 1894-1897. 

Le huitième théorème (7.1) est d~ à 

TAIBLESON, Journal of Math. and Mechanics, tome 13, 1964, P• 407-4800 

Voir cet article pour plus de détails sur la matière de ce chapitre. 



Chapitre VI 

Prolongement l!:, Rn d'une fonction différentiable 

définie ~ ~ fermé ~ Rn. 

Pr 1 . .. .· [>n+1 
0 onw+me;.1t .~ · ~: d'une fonction différentiable 

définie au-dessus du graphe d'une application 
n 

Lipschitzienne R -+R. 

0.0 Dans ce chapitre; nous ~Hudierons deux sortes de théorèm~.s <,I'exteris:,i.on pour 

les fonctions différentiables~ 

Le premier type de théorèmes, valable pour un fermé quelconque·; est. une 

1 égère va.riante d 1 11n théorème donné d I abord par WHITNEY. Une. idée . f onda.mental.e de 

sa construction est le découpage du complémentaire d'1m fermé donné (arbitraire) 

de R
0 

en une réunion de cubes "presque disjoints" dont les diamètres sont du 

m3me ordre de grandeur que la distance des dits cubes à l'ensemble f~rmé. Ce. décou-

page, auquel nous i:wons fait allusion au chapitre I, rend des· se1·vices:.'.dans. bfen 

d'autres contextes. 

Le second iype de th!forèimes do prolongement a pour cadre fonctionnel ,lès es.;. 

paces de SOBOLEV introduits au chapitre précédent. Ici le domaine 'de cléî.'inition 

de la fonction à. prolonge.:· exige quelque régularité (mettant' en jeu des conditions 

de LIPSCHITZ d•o:cdre 1) mais il se trouve que cette régularité suffit 'pour donner 

un prolongement pour les dérivées de tous les ordres. Les extensions de ce type ont 

, 
d'abord été étudiées par CALDERON. 



VI.2 

1.- Découpage d'un ouvert~ an en cubes. 

Comme toujours, un "cube" est un cube à c6tés parallèles aux axes de coordon-

nées. 

1.1 Premier théorème (WHITNEY).- Soit P un fermé de Rn, tel que fa/: P /:JRn. 

On note O,= t P son complémentaire. 

L'ouvert (Lest réunion d'une famille de cubes compacts (Qm), à c6tés 

parallèles aux axes de coordonnées; dont les intérieurs sont deux à deux dis-

joints, le diamètre de chaque cube étant à veu près proportionnel à sa distance 

à P. Autrement dit, 

a) n= U 2 m m ' 

b) 
0 0 
n n Q = ri. pour m / m' " ~m m' P r • 

c) il existe deux constantes c
1

, c
2 

ne dépendant que de la dimension 

n; 0 < c
2 

< c1 -c. oo , telles que pour tout m 

c2 (diamètre de Qm) ~ distance de Qm à P ~ c1 (diamètre de 

(Eh fait; c
1 
~ 1 et c

2 
= (c

1 
- 1)/2 conviennent). 

Q ) • 
rn 

1.2 Nous décrivons une construction rapide~ R, mais elle est trop simple pour 

3tre typique. 

Premier ~ 2 S1 =JO, 1(. Construisons de proche en proche le découpage. A 

la première étape, on coupe ,0, en deux intervalles de longueurs égales : ] 0, ½] 
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Le découpage~ la 
ème 

p. étape est constitué de 2p intervalle .• On passe à la 

1èm.e p.+ étq.pe en 4ivise.nt en deux intervalles de même longuet,1r d'une pa.rt l'in-

tervalle d'extrémité g~uohe 0 (dans la ème 
p .. étape), et d'autre part celui d'ex-. 

t:l'émité drQite 1 ;· et on conserve tous les 2p - 2 autres intervalles .. 

[ -m 2-m+'l ~ définitive,: les inter-v-alles sont 2 , 

symétriques par rapport à ½. 

(m. entier ~ 2) et let.q:'s 

S n ] 0 [ t O ( 2..-m ,,-m+1 ( (m ~ Z) • econd .Q!!, : ~" = , <D • On peu pren<).l,-e ~m = p ""' o;; 

Troisième .Q!!.. g '1. ouvert (~ ,/: !t I= R) quelcollque de R. Sur chacune des 

composantes connexes relativ~mellt compactes de .O,, on applique une constr\lction 

analogue à celle du nremier cas. Et une construction analogue à celle de second cas 

si !l, admet une (ou de\lX) demi-droite comme composante connexe .. 

1 .3 Une dypastie ~ cubès .- On note ~o l'ensemble des cubes fermés dont les côtés 

(parallèles aux axes de coordonllées) ont pour longueur 1, et dont chaque sommet a 

toutes ses c~o~données entières. 

Par l'homothétie de centre l'origine et de rapport -m 2· (m E Z), 

un ensemble ,... de cubes (dont les côtés ont pour longueur 2-m) .. 
m 

on obtient 

Chaque cube apparten~nt à ,-,m contient exactement 2n cubes appartenant à 

,:"m+1, qui ~ont ses ri1i et dont il est le p~re. Chaque cube de 'Fm ~st contenu 

l b d ~ è t èd . 2n -. 1 dans '1ll seu eue e ~œ-1 a son p re, e poss e frères, à. savoir les 

autres fils de son père. 
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1.4 Preuve!!!_ théorème 1.1.- La construction dans le cas général se fera en deux 

stades (1.4.1 et 1.4.2). Dans le premier stade, nous passerons du découpage initial 

de Rn en cubés égaux à un découpage en gros cubes. Pa·rmi les gros cubes obtenus 

à l'issue du premier stade, ceux qui sont assez loin-du fermé F seront conservés 

au deuxième stade, mais ceux qui sont assez proches de F seront alors subdivisés. 

1.4.1 Premier stade • .Q!l choisit c
1 
~ 1.-

0n construira un recouvrement de Rn par des cubes K "presque disjoints'• 
m 

(découpage!) qui seront assez gros, c 9est-à.-dire g 

n 
R = U K t m . 

0 0 
K O K t == /6 pour m /: m' 1 , m m 

On construit d'abord par récurrence sur p .entier> 0 1 des familles de cubes 

i:> " D'abord. P = ~ (notation de 1.3) • 
""P o o 

Chaque cube de P subit à. la p.+ 1 è!e. étape, le m3me sort que ses .frères 
-p 

(terminologie de 1.3). 

,!'.!!! ~ un cube K e ~ vérifie 
-p 

(1) c1 diam (K) < d(F, K), 

et alors K et ses frères ne feront pas pa.~tie de la fàmille ~-p- 1 1 mais seront 

remplacés par leur père. 

désignant un cube K e. 9> ou 1 •un quelconque de ses 2n - 1 
-p 



frères, on a pour tout K1 

(2) c
1 

diam (K') ~ d(F, K 1 ), 

et alors ces 2n .c'1bes figureront encore dans ~ 
1

• 
-p-,-
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Quand la lettre Q ~ésigne successivement 1lil cube appartenant à un puis 

son père, diam{Q) est doublé, alors que d(F, Q) décroît. Donc tout cube 

Q e: ~ = 'f> est inQlus dans un cube Q' 6.. If' ("QQ est un a11-c6tre de Q") avec 
o o -m 

m assez grand pour que 

mais alors chaque frère Q". de Q' vérifie au moins 

Gr&ce à cette remarque, on voit que pour tout cube Ke.,:> t 
0 

il existe un 

indice p
0 

tel que l'un des "anc3tres" K1 de K vérifie K 1 e. P pour tout 
-p 

On peut prendre pour l'ensemble de cubes 

= lim sup ~ o 

p-tCD -p 

1.4.2 Second stade • .Q!!. adopte c2 = (c
1 

- 1)/2.-

0n part d •un découpage ~ de Rn en cubes 

et qui vérifient 

Q qui appartiennent à U z 'F 
m E. m 

Par exemple, 'P = lim sup 'f convient, comme on vient de le voir o Et on cons­
p-)00 -p 



trui t par récurrence sur p entier > 1 

Soit Q a li> p-t ( ou e ~ • 

1•ensemble ~ de cubes ainsi. 
ll 
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Qg_ ~ d(F, Q) ~ c2 diam(Q) et alors on décide de garde:r Q da.ns ~ • 
p 

Q.!! ~ d(li', Q) < c2 dia.m{Q) ; (c'est en particulier le ca.s· si Q O P 1: fJ) 

a.lors on remplace Q pa.:r ses 2n fils qui eux feront partie .de 

Un fils Q • dt un cube Q de ce dernier type vérifie 

d(F, iP) ~ d(F, Q) + diam(Q') < 

< c
2 

dia.m(Q) + diam(Q•) = 

= (2 c
2 

+ 1) d:i.a.ni(Q') = o
1 

diam(Q'). 

Soit x e !l,. A partir d'un certain rang p , x appartient à. un cube Q 
0 

faisant partie de ~ 
Po 

et tel que Q 0.:P = ~. Âlort=t un raisonnement analogue à 

celùi terminaht 1.4.1 montre qu'à. partir d'un certain rang. p
0 

+ q
0 

les cubes in-

clus dans Q qui figurent dans <jJ + figureront aussi dans .'J>P pour tout 
Po 4o 

p ~ p + q • 
0 0 

La construction par récurrence, l'évaluation, et la remarque finale montrent 

qu'on peut prendre pour (Qm) les cubes (convenablement numérotés) du découpage 

de .0, : déduii de 1 1 ensemble de cubes U O P • 
p > p 

1.S Notation.- Etant donnés un cube g et S >' Ot 

l 1.1 

6 Q désignera. le cubè déduit 

de g par 1 1homothtftie de centre le centre de 2 et de rapport 1 + 6 ; (son 



1.6 Remarques.- Avec les notations de 1.1 et 1.5, il existe 

que de c1) tel que pour tout indice m, pour tout 

e ,. o 
0 
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(ne dépendant 

Les quantités d(P, Q. ), 
m 

diam(Q ), 
m 

d(x, :P) (pour x parcourant Qj sont 

à peu près proportionnelles: leurs rapports sont majorés et minorés par deux nom-

bres > 0 qui ne dépendent que de n, c
1

, c
2

• 

Ces deux remarques (et des variantes de la seconde remarque) serviront dans 

des évaluations prochaines ou lointaines• 

~·sYffibole N* désignera~ entier,- 0 dont la signification est donnée dans 

l'énoncé 1.7 .. 

1 .7 Corollaire .9:E. théorème. 1.1 .• - SoH, e > o. assez petit pour que les cubes 

"dilatés" construits à partir'des cubes 

pas F (1.6). 

Q de 
m 

1.1, ne rencontrent 

Il existe N* (ne dépenda~t que de e, c
1

, c
2

, et de la dimension n) 

tel que pour tout x 6 n, tout .Joisinage assez petit de x rencontre a.u plus 

N* cubes Q6 .. 
m 

Préuve.- Il existe cl assez grand pour que, pour tout x & D, la. boule B 
X 

de rayoh cl d(x, F) et de centre x contienne tous les cubes Qm tels que 

9,6 ;a X 
m 

On le voit en observant que pour x E. Q8 , les trois quantités d(xt P), 
m 

diam(Q ), dila.m(Q6) sont à peu près proportionnelles. m · m 

Notons Mx l'ensemble des indices m tels que et f-l-x = Cardinal 
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de l'ensemble M. 
X 

On a B :> U M Qm 
X m E. 

de plus puisque les intérieurs des cubes Q sont 
m 

X 

deux à deux disjoints, on a 

( 1) IQ 1,-lL m i-x inf M mG 
X 

IQ 1 m 
donc 

1 Q 1. 
m 

IQ 1 
m 

pour m€N 
X 

sont à peu près proportionnels. Ces évaluations reportées dans 

les membres extrèmes de (1) montrent que 

partiennent à~ plus N cubes Q6 • 
o m 

N = 
0 

sup n lt < oo : 
XEl-,1u rx ~ X 6 ,{)., ,!:!;J2.-

En perfectionnant ce raisonnement, on montre qu'il existe e:
1 

(a.ssez petit, 

dépendant de 6, n, c
1

, c
2

) tel que la boule de centre x ~ ~, de rayon 

ê
1 

d(x, F) rencontre au plus N* cubes 
11.7 

1 .8 Application z_Une fonction dérivable g avec à peu près proportionnelle 

à d(x, F). 

Gomme première application du théorème de découpage 1.1 et comme illustra·tion 

de la construction dans le théorème d'extension (2.2 et 3.6 ), nous donnons une 

"régularisée" de la distance à un ensemble fermé quelconque. Cette distance régu-

la.risée sera employée dans le second théorème d'extension 3.6. 

1 .8.1rSecond théorème.- Soit F un fermé de 

Il existe des constantes~ O, A, B et (pour chaque tt 
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€. N11")B<t , et une fonction S indéfiniment dérivable dans .O.= LF, telle que 

· pour tout x e. '°' 
A d(x, F} c f(x) ~ B d(x, F) 1 

o 1-l<X.I ln~ o(x)l ~ Bec (d(x, F)) , 

avec Da:8=dérivée d'indice <l: de Set la.l=cx.
1

+ ••• +o:.n. 

1.8.2 Remarqué.- La preuve {1.8.4) montre qu'on pourrait préciser une évaluation 

de A, B e-t des B«. en fonction de certaines données, mais indépendamment du 

fermé F. 

1 .8 .3 Exemple : n = 1, l1 = J - 1, 1 [ • On peut prendre pour S une fonction dé-

finie sur -G,1 concave, paire, indéfiniment dérivable sur !l,, valant 1 - 1 xi 

pour x e ,0, l) [J - ½, .½ [ • 

1 .8.4 Preuve.- Soit Q le cube centré à l'origine et dont chaque côté est de lon-

gueur 1, (on a (x
1 7 ••• , xn) € Q si et seulement si sup I x . 1 ~ ½) • 

J 
Prenant e 

petit (comme pour le ,corollaire 1.7), soit ~ indéfiniment dérivable, à valeurs 

dans [o, 1], valant 1 sur Q, nulle hors de Qé = (1 +6)Q (notation 1.5). 

Posons pour tout x 6 .O. 

' {m) ou y est le centre du cube Q 
m 

(notation 1.1), L est la longueur de chaque 
m 

côté de Q · m , (tp m vaut donc 1 sur Q et est nul hors de Qê). 
m m 

J'affirme qu'on peut adopter 



S(x) = ~ L ~ (x) {x s .0..). 
L-.t m m 

m 
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D1abord, d'après le premier théorème (1.1) et son corollaire (1.7), où est 

défini N*, on a avec B convenable et x & .D. 

sup Q€ L ~ B d(xt F) > xe m 
m 

car pour X 6Qe m , L et d(x, F) 
m 

sont à peu près proportionnels (remarque 1.6). 

m tel que x e. Q. 
m 

La définition de ~m et 1.6 donnent avec 

A convenable 

S(x) ~ L > A d(x, F). 
m 

Erif'in, a.veo ~ = sup ! Da:. tp(x) 1, on a I Dct lpm (x)j ,ce \. L:lO:I pour chaque 

indice m • 
' 

et dans la dérivation de la série donnant J, il n'y a à considérer 

que les termes (en nombre~ N* d'après 1.7) qui ne sont pas identiquement nuls 

sur un petit voisinage de x (on ose à peine déranger pour si peu le théorème de 

WEIERSTR.ASSE sur les séries de fonctions dérivables !). 

1 l.8.1 

2.- k théorème .92.. prolongement~ WHITNEY: cas élémentaire. 

2.1 Définition.- Soit F n 
un fermé de R est l'espace vectoriel 

constitué des fonctions f réelles bornées, définies sur F, telles que 

lr(x)-f(y)I 
d(x,y) 

< 00 • 

CI est un espace de BANACH pour la norme l!f Il = sup x & F l f (x) 1 + M f • 

bornées 
Pour F = Rn, on retrouve les fonctions LipschitziennesV[a>exposant î) 
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~(Rn) est aussi l'espace de SOBOLEV L~ (Rn) (chapitre V,2.2). 

2.2 D'abord nous énoncerons et prouverons le théorème de prolongement de WHITNEY 

dans le cas de l'ordre 1, car l'idée princip,ale apparait déj"à, très clarifiante. 

Troisième théorème.- Soit F un fermé de Rn (~; F; Rn). Il existe une appli-

cation linéaire bornée G
1 

~
1 

(F) -4- :s3
1 

(Rn) telle que pour tout f e. ~
1 

(F), 

la restriction de <31 (f) à F soit f. 

(Dans G
1

, la lettre G évoque "extension" et 1 1 indice 1 rappelle ~,). 

Remarque.- La preuve ne précise pas explicitement la manière dont les majorations 

dépendent (ou au contraire sont indépendantes) des données (n, e, c
1

, c
2

, tp ••• ), 

mais elle permet au lecteur d 1 étudier ces précisions. 

2.3 Preuve du théorème 2.2. 

2.3.1 On introduit les fonctions définies sur .Q, = rF 

Donc Z: 
m 

(~m est défini ent8.4) et 

g} = 1 
m 

sur D,. DI après q;, ~ 1 , 

(le prime désignant une dérivée première quelconque). Plus généralement, de même 

que lpm , œm vérifie pour tout indice de dérivation et une inégalité du type 

(avec C~ constante indépendante de x et de l'indice m) 



Pour chaque indice m, .2.!l introduit .l!!!. point 

d(p, Q) = d(F, Q) (Qm comme en 1.1). 
m m m 

p e. F tel que 
m 
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Il existe au moins un tel point. (En fait, il suffirait d 1assurer p 6 F 
m 

et d(p, Q) 
m m 

à peu près proportionnel 

2.3.2 Soit f e '13
1 

(F). Posons 

M = sup F lf(p)J , 
p6 

à d(F, Q ).) 
m 

Mf = sup F I lf(p) - f(q}j /d(p, ,~ 'l. p,q e. ; p,=q 

Montrons que, !œ. posant 

(1) (0
1 

f) (p) = f(p) (p e F), 

(2) (G1 f) (x) = L f (pm) ~m (x) (x e !l,), 
m 

A) Dans n, G1 f est indéfiniment dérivable. 

( Observer que support de ~ = support de to C. Qe) • 
m lm m 

B) sup ,..1~1 f 1 (x) ~ M = sup F l f(p) I • 
X€~~ p6 

(D'après L lm= 1 dans ,.0,). 

C) ~ '1,_,., {l;
1 

f)' est bornée (le signe prime indiquant une dérivée pre-

mière par rapport à l'une quelconque des variables). Les constructions du§ 1 

utilisées ci-dessous et les calculs suivants permettent de majorer i(G
1

f)'I en 

fonction d'autres données. 

Fixons x e.'1. Soit px ]!l des points p ( e F) 
m 

de 2.3.1, dont~ pré-



Vl.1J 

ciserons plus ~k choix. On peut dériver terme à terme la série (1) évaluée 

au point y 6 O, 

traction 

( 1) 

ainsi que la relation L 
m 

f(p ) ~ (y) = f(p ) , 
X ID X 

d 1 où par sous-

Il existe (2.3.1) une constante C1 telle que sur !1 et pour ·tout indice 

m IC?
1 

(y)j ~ C1/d(y, F) ; de plus 
m 

f appartient à ~
1

(F) (autrement dit le nom-

bre Mf introduit au début de 2 .3 .2 est fini) ; donc (1) donne "provisoirement" 

(2) l<G1 f) tj (y) ~ Mf et L d(pm , p)/d(y 1 F) 
m 

( qui est sans intérêt car L . .. . = + co ) • 

m 

(y e ,0,) 

Or en se restreignant aux y voisins de x, ~ montrerons d'une part que 

dans (1) et par suite dans (2), on peut remplacer L par une somme portant 
m 

sur au plus N* indices (notation de 1.7) fixés avec x, et d'autre part, que 

si m est un tel indice, un choix convenable de p assure, avec C constante 
X 

qui est 
indépendante de x, la majoration d(p , p} ~ C d(x, F) ~isin de C d(y, F)): 

fil X 

d I après 1 1 équation .( 2) modifiée, la preuve de l I assertion C) ~ achevée. 

En effet, d'une part, d'après 1.7 et support de 
t::: 

LO C. Q..., (1 .8 .4), pour tous 
lm m 

les y a.ssèz voisins de x, la série (1) se réduit à, disons 

(k ~ N* indépendant de x} , 

fil d'autre part, prenons pour px 1 1un des k points p , ••• , pm (disons 
m1 k 
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p = p ). 
X m1 

Comme les quantités d(x, F), d(F, Qê) ~ d(F, Q ), 
m. m. 

J J 

diam(Q ) :(. dia.m(Q6) 
m. m; 

( j = 1 , • •• , k) sont à peu près proportionnelles; on a 

J J 

d 1a.près X 6 Q6 
m. 

{j =· 1, ••• , k) et avec C nonvenable indépendant 
J 

de X; 

d{p , p ) 'i. d(p , x) + d(xt Pm } -'1 
X m. X 

J j 

~ (d(F, QS) + diam(Q 6 )) + 
m

1 
m

1 

+ (d(F, Qe. ) + diam(Q 6 ) ) ~ C d(x, F) • 
m. m. 

J J 

l>) Il existe M' ~ que pour x e .O,, p s F .2.!!. !il 

En effet, compte tenu de L fm(x) = 1, 
m 

G1f{x) - f(p) = -ç-, f(p) f (x) - f(p} = ,;;;-, (f(p) - f(p))J (x}. 
L...J m m /......J m m 

les 

m m 

Or d'après L 9.>m = 1, on a ~ (x) ~ 1 
m 

comme en C)) 

et m~me = 0 sauf peut-être pour 

tels que x E Q6 ; 
m 

et d'après 

f 6 ~
1

(F) et P, p 6 F, 
m 

on a [f(p ) - f{p)j ~ Mfd(p , · p) ; mais pour chaque 
m m 

m. 
J 

on a d'après 

d(p , p) ~ d(p , x} + d(x, p) 
m. m. 

J J 

~ ( d ( p m . ' Q: . ) 
J J 

+ diam(Q6 )) + d(x 1 p) ~ m . 
j 

te 
~ C • d(x, F) 

te · 
+ d(x, p) ~ (C. + 1) d(x, p}. 

E) Sur Rn, ?;
1

f ~ continue d I après f € ~
1 

(F), Â) et D). 



F) Avec M' assez grand, 2E.!. pour tous x, 

En effet, on majore le premier membre ainsi: 

n 
y e IR 

si x et y ~ F 1 par Mf d(x, y), car f e. q,
1 

(F), 

si x 6 F, y ë !l,1 en utilisant D)1 
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si x, Y€. 0, et le segment [x, y] de !Rn d'extrémités x, y ne rencontre 

pas F, en utilisant C) , 

+ d(p, y)= d(x, y). 

2.J.3~ L'application linéaire G
1 

: 613
1 

(F) ~ ~ (!Rn) m continue. 

Cela résulte de 2.3.2 B) et d'une majoration de M' en 2.3.2 F) qu 1obtien-

dront ceux qui auront appliqué la remarque de 2.2. 

2.4 Construction plus simple du prolongement~ R. 

t 
Soit F fermé de R (~ ~ F t R) ; soit (] g. , d .[) 

J J 
la famille dénombrable 

des composantes connexes de Û= rF. Si - oo < g . < d . < oo , 
J J 

on prolonge 

f e 'r.>
1 

(F) par 1 1 unique fonction affine dans cet intervalle qui coïncide avec f 

aux extrémités. Si (par exemple) g. = - oo 1 on peut prendre Gl(x) == f(d .) 
J J 

pour X <.. d .• 
J 

(En supposant seulement f continue sur F, ce procédé donne un prolongement 
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continu sur lR: vérifier que l'oscillation en chaque point est nulle). 

, " ,;, ).- Le theoreme ~ Erolongernent de WHITNEY: cas général. 

On définira $k(F) qui généralise '(F) ; le quatrième théorème est l'ana-

logue du troisième. Les espaces fonctionnels où WHITNEY obtient des résultats 

semblables sont voisins. 

).1 Définition ~ <!_Bk (IR.n). Une fonction f définie sur Rn appartient à ~ (U?.n~ 

(k entier ~ 1) si et seulement si 

- ses dérivées D« f d'ordre O ~ l~I ~ k - 1 sont continues, 

- il existe M tel que ID<:e. fi <:li M pour O-' la:.1 ;(, k - 1, et quand lo:. 1 = k - 1, 

( 
C\ n co n On peut montrer que :ok(R) = Lk (R) (définition chapitre V, 2.1, 2.2). 

).2 Remarque.- Cette définition ne s 1adapte pas quand on remplace 
n 

lR par un fer-

mé de Rn, car elle recourt aux dérivations Do:.. Partons du déveloEpement ~ 

TAYLOR: 

Une fonction g, k - 1 fois dérivable dans Rn s'écrit 

g(x) .= L .; D: g(b)(x - b)j + R(x, b) = 
0 ~ jj 1 ~ k-1 J • J 

= P(x, b} + B(x, b} (x, 
. n 
b 6 R ) , 

et de même pour Jjl ~ k - 1 1 

+ R.(x> b) = P.(x, b) + R.(x, b) 
J J J 
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Avec ces notations, dire que g ~~(Rn} équivaut à dire qu'il existe M 

n tel que pour tous x, be R 

f R(x, b)I <!ii M(d(x, b) )k 

et pour O ~ / j f ~ k - 1 

IR. (x, b)I ~ M(d(x, b)) k- jj 1 
J 

et ln. g(x)I ~ M. 
J 

3.3 Définition~ ~(F) (k entier~ 1). Soit F un fermé non vide de !Rn. 

Une fonction f définie sur F appartient à ~k(F) si et seulement si la famil­

le "°r de fonctions définies sur F 

vérifie les deux propriétés suivantes l 

Chaque est bornée. 

(Pour O ~ Jj 1 ~ k - 1 , posons pour tous b, c ê F 

f(j)(b} - f(j)(c) = L !i f(j+h)(c)(b - c)h + 
0 ~ lj+hl ~ k-1 

+ R.(b, c) = P.(b, c) + R.(b, c) 
J J J 

et P = P, R = R). 
0 0 

Il existe M tel que, avec ces notations, pour O ~ /j 1 ~ k - 1 et b, 

c 6 F .Q.ll ait 



3.4 Remarques.- L'espace Bk(F) est normable complet. 

n 
Pour F =IR, on a 
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Il est clair que l'identité définissant P. 
J 

n 
conserve un sèns pour be IR, 

c 6 F. On obtient donc pour tout.ce P un polynome 

x~P.(x, ç) = L !t. :f(j+h)(c). (x - c)h 
J O ~ Jj+hl ~ k-1 

et en dérivant par rapport à . x, pour lj + hl ~ k - 1 on a 

D. Ph(x, c) = P. h(x, c). 
J J+ 

3.5[Lemme.- On a les identités (x 6 Rn, b, 

P.(.x, b) - P.(x, c) = I: 
J J O .::s Jj+hl ~ k-1 

c e.F, 0~ Jjl~ k-1) 

(Algèbre élémentaire). 

3.6 Quatrième théorème (WHITNEY).~ Soit F un :fermé de IRn (W ~ F ~ Rn). 

Il existe une application linéaire continue Gk : ~k (F) ~ 53k (IR.n) telle que 

3.7 Preuve, 

3. 7. 1 Méthode adoptée.- Soit ~ 
1 

(]1) le voisinage de F, n 
ensemble des x e IR 

tels que S(x) ~ 1, ( où S est là fonction construite au second théorème (1 .8.2), 

indéfiniment dérivable sur .0, = ~F). 

Supposons construit un prolongement ek de ~k (F) à &sk (H) ; où H est ,m 

fermé contenant g
1 

(F) ; on en déduira aussitôt un prolongement (Îk à /Rn en 

posant 
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(Gkf){x) = (êkf)(x) ~(8(x)) pour x e. J
1 

(F), 

0 pour x <j S 
1 

(F) 1 

où + 
~ est une fonction indéfiniment dérivable définie sur R, à valeurs dans 

[o, 1 J, valant 1 au voisinage de O, valant O sur [1, + oo J. Il suffit de 

.!l existe l!!!. fermé H.::, g
1 

(F) tl ~ application linéaire continue 

3.7.2 Formule donnant~. prolongement~ voisinage de F. 

En évaluant des dérivées, nous verrons que 

(1) Gkf(x) = L P(x, c )~ (x) (x e; (l, •= L F) 
L ~ L m m 

m 

convient, moyennant un choix convenable de +'•L ; EE.,!!:, pos~ ~ (1) 

L = longueur de chaque côté du cube Q ,• m m 

P(x, c) = L 
m O ~ lj 1 ~ k-1 

n 
(x 6. R ) 

~ (x) = -~ (x)/I:; ~h(x) 
m m h 

(notation de 1.8.4 et 2.3.1) c 1est une par-

tition de l 1unité associée aux cubes Q; : L ~m vaut 1 sur fi,. 
m 

On pose comme en 3.3 

n 
(x 6 'IR t c 6 F) , 

et pour b, ce F 
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en particulier 

R(b 1 c) = f(b) - P(b, c). 

3.7.3 Etude~ l'expression (1) de 3.7.2. 

A) 6kf ~ indéfiniment dérivable ~ .{),= ~ F, 

car cette série est localement la somme d'un nombre fini de termes indéfiniment 

dérivables. 

Q~Ïh ~1. :;t m , que les degrés et les coefficients dus polynomes 

sont bornés, et que si ~ (x) ~ 0 alors 
m 

te te 
d(x, c ) ~ C • L ~ C • L. 

m m 

C) Plus généralement, chaque dérivée D<L E.kf d'ordre la.1 ~ k - 1 est bor--- --

Dérivons dans !1 la série (1) de 3.7.2 et employons la formule de LEIBNITZ 

( f3 + Î = œ, 1 f3 I = j, 1 Î 1 = k - j) : 

• • • 
(;) L(D~ P ••_)(Dl~ • • •) +. • .+ ~ P .. 

0 
(D<l-i . . . . .. . . . 

Comme en B), on voit que la première série L (D P )~ est une fonc-
<X. • • • • •• 

• • • 
tion bornée. Montrons que ~ (D

13 
P •. •) (D

0 
f • .. ) est bornée • . . . 

(Il est temps de préciser que™- avons choisi L assez grand pour que, 

sur un voisinage (relativement à 1 'espace &l,) de g 
1 

(F) n ,.Q, la série 

L lm soit égale à un, donc ait sur ce voisinage toutes ses dérivées 
L ~L 

m 

) . 



VI.21 

d • ordre ?' 1 nulles). 

Pour tous les y assez voisins de x e. ~
1 

(F) f) .O,, on a 

L Da P(y, C ) D'l i (y) = 
L~L.,.. m Q m 

m 

1 ~ = z:; z: - R (c , C ) (y - C ) D.,. ~m(y) J 
L ~t o~le+t.t-l~k-1 µ.1 fHjt m X m 0 

m 

au second membre, c est l'un des points c dont nous préciserons le choix 
X m 

la première égalité résulte de L n
1 

Jm(y) = 0 
L~L 

la. seconde résulte du 

m 
lemme d'algèbre 3.5. 

Reprenons des arguments de 2.3.C) dans la preuve du troisième théorème (re-

la.tif à k = 1). 

Le premier des trois membres se réduit dans le petit voisinage à. une somme 

d 1a.u plus ~ termes, ceux relatifs aux indices m = m
1

,.~., mh (h~ N*) pour 

lesquels le cube Qê rencontre ce voisinage de . .x. 
m 

l'un des h points 

On sait que pour ces indices m, on a 

(d I a.près f e. ~k (F) avec M comme en 3.3), 

)1 
te k-la+µ.I 

IR~+µ. (cm' ex ~ C • M •. (d(x, F)) • 

On prend à nouveau pour 

donc, 

De plus, dans ce petit voisinage de x, et pour ces m 

µ. te fµ.I l(y - c } 1 ~ C • (d(x, F)) • 
m 

C 
X 
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1 
te -lil 

Enfin, dans les mêmes conditions n
1 

~m (y)I ~ C • (d(x, F)) • 

D) .QE. !- pour c e P, x e. A = ~ F 

E) Plus généralement, pour c E. F, x e Jl,, ljl ~ k - 1, on a 

Pour établir la continuité du·prolongement Skf, au lieu de comparer 

6kf(x) - f(c) à d(x, c) pour x proche de F on évalue €\f(x) - P(x, c) 

on a 

= L ([: ~! R,(c, c )(x - c)j ~ (x), 
L Ili; L O ~ 1 j 1 ~ k-1 J J m m 

m 

d'après le lemme d'algèbre 3.5. Donc la valeur absolue du premier membre est ma-

jorée au voisinage de x par 

Cte I lk-j j • c-c lx-cj ~ 
m 

Mêmes idées pour établir la continuité des dérivées : on évalue en fonction 

des dérivées l'expression D. 6kf(x) - P.(x, c). 
J J 

Notons en conclusion que la construction de Gk change avec k Si 
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4.- Prolongement l!:, at1+1 
d'une fonction dérivable défiriie ~-dessus du 

graphe~ fonction lipschitzienne 
n 

IR ~IR .. 

4.0 Enonçons hâtivement le théor~me qui est l'objectif de ce paragraphe. 

Soit ~ l'ouvert de 1Rn+
1 

constitué des points situés au-dessus du graphe 

n 
d'une fonction lipschitzienne définie dans l'hyperplan IR. 

Définition (analogue à V.2.1).- L'espace L:(Cù) (1 ~ p, co t k entier positif) 

est constitué des fonctions f définies dans l'ouvert Q> dont toutes les déri-

vées au sens des distributions 
. ' "';J~f 

(: gf,) (Cù)) ~ dt ordre 
. ':lx"' 

1 ~I ~ k appartiennent à 

Lp(r.,). C1est un espace de BANACH pour la norme 

llfll = L ll'l fil . 
t!(Cù) · l~l~k ~x(:3 Lp(<ù) 

Nous montrerons qu'il existe un opérateur de prolongement 0 (:~fi~= f) 

défini sur tous les r{_((l)) (1 ~ p ~ ro, k entier positif) appliquant linéaire­

ment et continfünent r{_(6.>) dans L: {1Rn+1). 

Cet opérateur ~ est le m~me,pour tous les p et k il peut être quali-

fié d'universel (en contraste avec les ~k de WHITNEY, remarque finale du § 3). 

p( ) p( n+1 CALDERON â le premier construit un prolongement Lk w --? Lk R ) (1 < p < oo 

seulement), mais qui n'était pas universel (Symposium in pure math., volume IV 

(1961) P• 33-49). 
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4.1 Données et ·notations.-

Comme précédemment un point s (ou t,) de IRn+l est noté 

n 
s = {x,y) e IR x IR. En identifiant x et (x,O), 0 n '°n+1 on a ia, C l[l, • Le demi-

espace ouvert y >0 associé à 11hyperplan IRn + est noté IR 1 • n+ 
La distance or-

. . tl')n+1 
dinaire de "" est notée d. 

On fixe une fonction lipschitzienne 
n 

~ : R -➔ R : il existe Mlp == M te.1 

que pour tous x, 
n x' e IR , 

( 1) I IP(x) - fP(x t )1 

On note Glj) le graphe 

L'ouvert G) de 1Rn+1 

< M d(x,x 1 ) (inégalité stricte). 

(inclus dans 1Rn+1) de ~-
est co:nstitué des points (x,y) vérifiant y ~ ~(x) 

[nous dirons qu 1 ils sont "situés au-dessus du graphe de f' ] : La frontière de Ca) 

est 

On construit le c$ne f (à deux nappes) de sommet l'origine 

(2) f= ensemble des 

n 
norme de vecteur x e IR ) • 

n+1 
(x,y) e IR vérifiant jyl ~ M lx 1 (avec 

r r+. La nappe supérieure de est notée . • 

c 1est un c6ne convexe épointé la nappe inférieure f- est son op1ws6e 

lxl = 

enfin pour tout s EIRn+l, on introduit les translatés de ces en-

sembles 
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n* 4.2 Constructions auxilliaires .la "distance régularisée" o et la "fonction de 

poids" ,P: (1, +co[--+ R • 

4.2. 1 .. Le fait que <p est lipschitzienne est fidèlement reflété par une inter-

prétation géométrique fondamentale: 

Pour tout point s = (x, ,(x)) situé sur le graphe G~ de ,, les trans­

latés f+(s) == s+_r+ et f-(s) = s+ f- de f+ et I'- sont inclus respective-

ment dans a, et dans L Rn+1 Cl) • (notations de 4 .1) • 

4.2.2 Lemme.- Posons 

~- associ'ée au ferme' F (de 0 n+1 
et reprenons la distance régularisée ô " ici) 

que nous avions construite au théorème 1.8.1. Pour une constante assez grande, 

la distance régularisée i* proportionnelle à g 

vérifie dans ,0, 

(ce second membre est strictement positif par définition de !l,). 

~ plus, pour tout Â ~ 1, pour tout (x,y) e. .Çl,, le point 

appartient à <.> .. 

Enfin on a (avec A1 indépendant de À) 
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l (4) A' ((p(x)-y) ~ d(O,,,; .) ~ (2t-1) (q>(x)-y). 
x.,y," 

Preuve.- Soit (x,y) e. !L, autrement dit 1(x) > y. Notons 

(5) s = (x, ~(x)) 

le point de G~ situé au-dessus de (x,y). L'interprétation géométrique 4.2.1 

donne (voir figure supérieure page VI.27) 

(x,y) 6 i'-(s) C .0, = tF , donc 

(6) d((x,y), [Rn+1 f-(s)) ~ d((x,y),F). 

Mais le premier membre de (6) n'est autre que la distance de (x,y) à la fron-

trière de f-(s) ; il est donc proportionnel à ,(x) - y (il vaut exactement 

avec M défini en 4.1(1) 

(~(x)-y)/vl + :2• ) • 

Or la distance régularisée g vérifie une inégalité du type 

D1 où l'inégalité (2) de 4.2.2 avec une constante assez grande dans l'égalité 

(1) précédente. 

~ plus, comparons la dernière coordonnée des points ~ et s (notations 

4.2.2 (3) et 4.2.2 (5)). D'après ?,. > 1 et 4.2.2 (2) on a 

(7) 

L'inégalité entre les membre extrèmes donne "& E. Ct>. 

Enfin 4.2.2 (4) a lieu car 
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dt après successivement : (3) 1 (5), (2) 1 et s e frontière de [l,; puis + 0 ef (s) 

et l'inégalité entre le premier et le troisième membre de (7) enfin parce que 

l'avant-dernier membre est égal au premier membre de (6). 

14.2.2 

4.2.3 ~ (BEURLING, communication orale).- Il existe une fonction réelle conti-

nue; définie sur [ 1 , +oo [, te Ile que 

pide), 

(ii) J~ ïp(J.)d',. = 1 , 

(iii) J~ Âk 1f().)d]t = 0 (k = 1 1 2, ••• )" 

Preuve .. - Soient oc, p, 0 trois constantes satisfaisant aux conditions 

[

o <. œ < 1/4 • e = exp (2"'io::) , 

(1) 
1 ~ 1 = 1 , ie ~ ::,, 0 , ~ ( 6t3) > 0 , 

Introduisons deux fonctions f, g définie dans l'ouvert TT, 

TT= le plan complexe privé de 1 1 intervallê [ 1, +oo[ situé sur l'axe 

réelo 

Soit f la fonction holomorphe dans 7T 



(2) 
<X, 

f(z) = exp (-(3(z - 1) ) 

branche déterminée par la condition 

lim ~" . TT 'li. 1 "+J. f-L E. , " > , 

fl positif,µ.--? 0 

donc lim t . . TT '\ 1 t(i+iµ) = exp(;...~9(1.--1 )èi). 
).+J.fL e. ' f\ > , 

JJ. négatif,µ.--? 0 

Soit g la fonction méromorphe dans TT 
(3) 1 

:f ( z) g(z) = - . 
z ' 

dans lT, 0 est son seul p$le, et il est simple. 

D1 a.près ( 1) ' on a pour lzl grand, z eTT 

(4) lzm g(z)l te 
c lz 1 ) (m = 0, 1, ••• , C > 0) ~ C. exp(-

m m 

Le contour positivement orienté (voir figure inférieure page VI.27) 

Yl.29 

À B Y C D Z A = 1 cTT est constitué de deux parties rectilignes A B et 
ppp ppp p p PP. 

D C soudées au segment disons [1, p+1] de l'axe réel, et de deux parties cur­
p p 

vilignes B Y C et D Z A soudées l'une à un grand cercle de rayon R 
PPP PPP P 

(= p disons}et l'autre à un petit cercle de rayon r (= 1/(p+1) disons) centrés 
p 

au point 1 de 1 1axe réel. 

Quand r --+ 0, l'intégrale étendue au petit cercle de chaque fonction 
p 

zm g{z) tend vers zéro, et de même d'après (4) pour 1 1 intégrale étendue au grand 

cerclE quand Rp _..,.. oo. Donc chaque J ••• dz tend vers une limite, quand 

tp 



p ~ m , limite notée J ... dz • 

t 
00 

Or 1" origine es.t le seul p$le de g, et il est simple. Donc 

(5) J 1 g(z)dz = 21'i f(O) /, O 1 

00 

et par contre 

(6) J 
î 

00 

et de plus en posant 

(7) 

m 
g(z) z dz = 0 (m = 1 t 2,. •·•) 

les premiers membres de (5) et (6) valent respectivement 

te '7) 
Donc, à une constante >0 ou< 0 près, on peut adopter ,P= C • .J1,eU dans 

4.2.4, sauf quand le second membre de (5) est imaginaire pur, auquel cas 

convient. 

4.3 Cinquième théorème.-(Les notations 6>, L~(~), g* t ,P ont été introduites 

précédemment: 4.1, 4.0, 4.2.2, 4.2.4). 

Soit f e. L!(Cù) (1 ~ p ~ ro , k entier positif). 

En posant ~f I Ci) = f, et pour (x,y) 'f (i.) 

(1) (Jf(x,y) = J00 

f(x, y+?is*(x,y)) 1f(7')d/\, 
1 

on définit un opérateur de prolongement ~ qui est une application linéaire 
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Remarques.- La valeur au point (x,y) f Q de ~f ne dépend que des valeurs de 

on s'assure f sur la demi-droite située au-dessus du point (x,ljl(x)) E. G~ : 

* avant tout que k point {x,y + i8 (x,y)) appartient bien ]: Cû d I après le lemme 

On pourrait majorer la L~riorme de l 1opérateur ~ par une expression dépen-

dant de Pt k et d 1autres données, mais ne dépendant de ~ que par 1 1 intermé-

diaire de son "coefficient de LIPSCHITzn M (4.1.(1))., 

Preuve de ce théorème en 4.6. 

4.4 Au lieu d'étudier directement l'expression 4.3 (1), remplaçons 

gularisées fê ayant les propriétés ci-dessous. 

f par des ' re-

Lemme.-Soit f eL~(u>) (1 ~ p ~w, k e.N). Il existe une famille de fonctions 

définies ·dans des ouverts qui sont des voisinages de ev, telles 

que 

{i) dans 1 fe est indéfiniment dérivable 

(ii) dans we., fe. et chacune de ses dérivées sont des fonctions bornées 

(iii) la t! (<.ù )-norme de fi; J CU est ~ llrll . 
L~(Ct>} 

(iv) si p <. 00 

' 
alors fê I w tend en norme L~(G.>) vers f si p - oo i, 

alors il y à convergence au sens des distribu·tions de 6> .. 

Preuve.- Soit <!J un ouvert de Rn+1 dont l'adhérence compacte est incluse dans 

l'intérieur du c8ne l'+ introduit en 4.1. Soit h une fonction positive indéfi-
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niment dérivable à support inclus dans 0' (h n I est donc pas "équilibrée autour 

de l'origine", mais "au-dessus"), avec J h{s)ds = 1. 
8

n+1 
On note 

( / 
-n-1 

= h s &)6 • Et on prend (non seulement si mais aussi si 

f (s) = J 
1 

f(s+t)h (t)dt • 
6 IR.n+ G 1 

4.5 Lemme.- (version faible de 4.3) • Soit i une fonction bornée définie sur un· 

ouvert ,l contenant 6f = <ù U Gtp , indéfiniment dérivable sur u,\ et chacune de 

1 
ses dérivées étant bornée sur u)., Posons 

[

g(s) = l (s) 

g(x,y) = Joo 
. 1 

pour s 6 w,. 

Alors g est indéfiniment dérivable sur ·an+l,, 

pour w. 

Preuve.- A) Dans .0,::: l W, g est indéfiniment dérivable. Eri effet (lemme 4.2.2) 1 

pour les {x,y) voisin de (x
0

, y
0

) e '°'' les points (x, y+ Â t ~* (x,y)} 

restent assez loin de la frontière et dépendent différentiablement 

de (x,y) • On dérive sous le signe j~ .... d À • 

B) Sur 8
n+1 g est continue. D'après A), il suffit d'étudier le ' , cas ou 

tend vers 
0 0 

(x, ~(x )) 6 G'. Grâce au poids 1f on passe à la limite 

d~ d'après par exemple le théorème de convergence dominée de LEBESGUE. 

C) Continuité~ dérivées premières~ g. Par exemple celle de 

ll L _ 'dg V ~Î 
~ pour a eger gx - ~x , ox = dX t•••t 

1 1 
et (comme en 4.2.2) 

't = ,;x.v. = (x, y+ ~&*(x,y)). 
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On a pour (x,y) 6 [6> qu'on fera tendre vers (x
0

, ~(x
0

)) € G~ 

La première intégrale tend vers 

(4.2.3). 

La seconde fonction à intégrer est dominée par 

Il S* Il l î (y;),. ïV<i) 1 • 

(La fonction 

x Loo(tw) y 

~* 0 d est bien bornée. Plusgénéralement 9 étant proportionnelle à o, 
X 

l'I* 
6 vérifie pour chaque dérivée Da: d'ordre la:1 des inégalités du type (1.8.1): 

On peut passer à la limite ( convergence dominée) sous " , Joo1 • • • d,. , 

tend vers 

lj00 

;'S (x 0
, ~(x

0
)))îp(1t)d).I= 0 d'après 4.2.J. 

1 y 

D) t . ·t' Rn+1 Con 1nu1 e dans des dérivées d'ordre supérieur de g. 

pour 
-l 
2 . On.pose pour alléger 
ô)x1 

' ... ' 
-/g C}. Ainsi 2 (x,y) = gxx(x,y) = 
'dx1 

donc 
0) 

lj ... di\l 
1 

Par exemple 

'?; comme en 

= J00

1 (t;),p(?i)d~ + ••• + J00 

l (t)).s* ïp(r.)d). + ••• + J
00 

~ ('t)tit (x,y) îp(t.)dî\ • 
l XX · l yx X l y XX 

2 
~ 'ô O 0 La première de c.es intégrales tend vers 2 (x , ~(x } } • Montrons que les ~x, 

autres tendent vers zéro. 
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~,!!:. dernière intégrale (les précédentes se traitent de manière analogue: 

plus on y aura dérivé Î, moins on aura dérivé g*), reportons le développement 

de TAYLOR valable dès que (x,y) 
1 

appartient à. 1 1 ouvert ro de 1 1 énoncé 

~'& (x, y+ 11f(x,y)) = ~'6 (x,y) + 'lls*(x,y) ~
2! (x,y) + 6'((1'g*(x,y)) 2) 

-;}y ';)y ~y 

où e' est 0 uniforme" quand (x,y) varie ca.r les dérivées d'ordre 3 de î sont 

bornées. 

En vert.u d.e 
00 

et J r?lp('~)dÎ\ = 0 
1 

(4.2.3), ce report crée peu 

d'ennui quand aux deux yremier termes du développement. Enfin le report de 

ta(.,._2 (1* 2) 1 1 ·t' dt v, ,, d donne une majoration de la valeur absolue de in egrale correspon an e 

par un 

(J ( j00 

1? t 2 l g * 111P (7') 1 d À ) 
1 XX 

donc (d'après l'inégalité du type lg* 1 ~ et~ /d(x,y) ·~ et~ ;s*<x,y) signalée 
XX 

en C)) par un 0'(g*), qui tend bien vers zéro quand (x,y) tend vers 

4.6 Preuve du théorème 4.3.-

4.6.1. Schéma~ la démonstration.- Rapprochons les deux lemmes 4.4 et 4.5. Il 

s 1agit essentiellement de .!2i!:, que~ prolongements (donnés par les formules de 

4.5) des fonctions différentiables (définies sur des ouverts voisinages de O)} qui 

approximent (comme en 4.4) la donnée f tendent vers le prolongement (donné par 

les formules de 4.3) de f. Cette convergence sera établie à l'étape 4.6.J. 
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Un préparatif pour étayer ce passage à la limite consiste à comparer la 

p n+1 
Lk(IR )-norme du prolongement (c·onstruit en 4.5) d'une bonne fonction avec la 

L~(~)-norme de cette bonne fonction différentiable. Tel est l'objet de l'étape 

initiale. (On aura alors fait la plus grande partie du travail. On appliquera 4.4 

en faisant tendre la bonne fonction vers f). 

Dans cette première étape, on examine seulement une situation typique : On se 

limite à k = 2; de plus, parmi les termes du second membre donnant la L~-norme 

d'une fonction w 

(1) 

'd2 
figure le terme avec D

4 
= 2 . Nous concentrerons nos soins sur ce terme-ci, 

"dx1 

pour w = ~ f
6 

( G construit en 4.5 pour f
6 

figurant en 4.4). 

Cette dérivée seconde en un point (x,y) ~ ru du prolongement a été exprimée 

en fonction des données au début de l'étape D) de la démonstration de 4.5. Reco-

pions : 

·lg 2 (x,y) = gxx(x,y) = 
?x1 

00 00 

= J l (?;) 1f(t)d'A + ••• + J 'i 
1 XX 1 yx 

+ ••• + j00 

l (~) À g* (x,y) l(?i)dÂ • 
1 y XX 

(2) 

Parmi les joo1 du dernier membre, nous étudierons la première (étape 4.6.2~2)et 
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00 

de même la dernière J (: étape 4.6.2.3). Comme il s 1agit d'intégrer dans ~n+l 
1 

le carré de cette dérivée seconde, on fera l'opération analo,gue pour cette 1
00 • 

1 

Cette première étape aura montré la continuité L~ (w) ~ L~ (lRn) de 1 1 opé-

rateµr G, du moins quand on se restreint au sous-espace partout dense des bonnes 

fonctions. 

4.6.2 Première étape.-

4.6.2.1 Données.- Soit v une fonction indéfiniment dérivable définie sur un voi-

sinage ouvert 'lr de ci>, bornée ainsi que chacune de ses dérivées on s:µppose de 

plus que ses dérivées d 9ordre ~ 2 appartiennent à Lp(Ci>). Soit 

(3) W = ~V 

le prolongement de v construit comme en 4.5. 

On peut conjoindre les résultats de l'étude suivante et ceux de 4.5 et 4.4 en 

posant respectivement dans les premiers, seconds et troisièmes membres suivants 

En 

V='{= f . 
6 ' 

(4) 'lr= 

W= 

particulier, 

(5) 

1 
C'a) = 

g = 

(2) 

Ci>e . ' 
~re 0 

donne pour (x,y) f=-

= w (x,y) = 
XX 

~ 

00 

vxx (~) Ïf(Â)dÂ + ••• + J
1 
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4.6.2.2 Etude~ la première intégrale de (5) : 

(6) 

Puisque pour (lemme 4.2.J), on a 

(6) t Joo d). 
:i: G : ' V ("i;) -21 • 

1 XX 'À 

Fixons provisoirement x ; .2.!l peut alors supposer aussi que IP(x) = 0 d'où 

où la. constante cM résulte de ce que, ~ étant lipschitzienne (relations 4.1 (1)) 

les expressions * et 8 (x,y) sont ici à peu près proportion-

nelles. Ecrivons (pour expliciter simplement l'intégrale J
oo d~ 

v (b) -
2 

mise en 
XX --1 ï-

jeu pourmajorer (6) 

{y < 0) 

* où on a posé (rappel : 'l; = (x, y + ÎI S (x,y)) 

d
2

V * h = vxx = 2 et g(y) = & (x,y). 
~x1 

Montrons que.!!. transformation intégrale (8) est Lp(IR+) ~ Lp(R-)-continue, 

ou encore, qu'avec A convenable 

(9) {J0 
IH(y)lpdy) 1/p,!$ A(J°',h(y)lpdy) 1/p. 

-oo 0 

Dans 1 1intégrale de (8), le changement de variable 



donne dl\.= S(y)dÂ et 'A =g(~) d'où 

00 

H(y) = S(y} J 
y+S(y) 

Mais les inégalités (7) montrent que 
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1 1 
--- 2 ~ 2 , et que 
(A-y) A 

1 t intervalle d I intégration [y + g(y), + oo [ est inclus dans [ 1 y 1 , + oo [. 

IH(y)j :s; c joo lh(A.) 1 d./\. = 
M lYI ~ 

00 

= CM J K( IY 1,.tv I h(A)I d./\. 
0 

avec un noyau K positivement homogène de degré - 1. Puisque 

00 / 00 / J K(1,JvA1 
p d A.= J 1\.-2 

• A 1 
p dl\. < en , 

0 1 

le lemme de SCHUR V.6.2 donne (9)e 

4.6.2.3. Etud.e de la dernière intégrale de (5), à savoir 

En effet, on peut introduire au troisième membre le nouveau terme entre crochets 

00 

en vertu de J ]1,p(i)d ?\ 
1 

J
oo . dÂ 

calcul f ('7'µ1) - = 
1 À 

= 0 (4.2.3), et la dernière égalité résulte de la loi de 

J
oo d'h 

f (1tf.1.2) "'î . 
1 
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Or avec x fixé comme en ~.6.2.2, (7) donne d'après 1.8.1 

Donc la valeur absolue de l'intégrale L(x,y) ~1:rt, ijla.jorée par 

t joo . 
1
·.).lyl 2 1 

C ~ . [ . ~ ; (x, y + \) d "I,] -2....I f • 2 d Â • 
1 ·o dY y 1' 

Ceci permet d'appliquer le lemme de SCHUR; d'où une inégalité analogue à (9): 

(10) j O 1/ oo · · 1/ 
( IL(x,y)lpdy) p .:E, A'( f .. lv (x,y)fpdy) P, 

-oo do yy 

4.6.2.4 L'étude de ces deux intégra.les figura.nt da,ns,(5) est à peu près typique: 

plus on dérive v, moins on dérive g*. Ma.is dans les autres 
CD 

J ... d1' il fa.ut 
1 

utiliser des développements limités de v (x, y+ ~f(x,y)) à partir d,u point 

(X:,y) e. 'Ir et selon les puissances de 

5.6.2.5 En faisant maintenant varier non seulement y, mais aussi x (et ,ex)), 

.1e pro.1ongemenv w = ~ v ver1r1e d. • a.près \ 'J}; \ 101 et des inéga.li tés analogues 

B-wB , et~ UvU 
Li(ti) . L~(~) 

Mais coDllîle le prolongement w est différent;ta.ble dans IRn+t (4.5}, .où a a.us-

si 

On vérifie que cet A" dépend de 1>, k (= 2 ici) , lp , n, M ••• , mais est 

indépendant du voisinage ,r de 0. 

4.6.J Passage à.!!, limite.- Cette conclusion sur Je prolongement stapplique ~-
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w = ~f'e (notation de 4.5). D'après 4.4 elle s'étè4d aµ p;t."ol<;>n,_ge!Ilent ;f; f--:-l>·. Br 

en faisan.t e. -+ 0 a 

Pour p = <» , on s'appuiera sur le fait qµe l~s f 

d'ordre lctl ~ k convergent pour la topologie :fail>+e 
0) 1 <>(L · , L ) ; donc on peut 

trouver une suite de paramètres 6 tendant vers O avec 1/~ telle que pour 
m 

1 0.es <t et tout g EL, 

4.7 Remarques.-
• 

0 .1. é é 1' t é è t d ' t[)n+1 n peu11 g n ra iser ce h or me en remplaçan . · cJ. pa,r ~ omain,e de n à 

frontière "localement" lipschitzienne (en raisonnant avec ·aes bonnes partitions de 

1 'unité, et en partant •••. d'une bonne définition de "localement"). 

Par contre, on ne peut remplacer 0> par l'ouvert Gl ( 0) construit à partir 

d'une fonction 8 vérifiant au lieu de 4.2 (1) 

(œ < 1 strictement)~ 

et 
Contre-exemple avec.·n • 2, y= 0(x) = lxl On peut trouver pl > O · tel 

que, en posant f(x,y) = y-P au-dessus du graphe mais près de l'origine, on ait 

de 

1 
(C'est possible dès que ii + 2(p - 1) :;:,-- 1). Or toute .fonction 

est bornée d 1après un théorème de SOBOJ.,EV (î.2.J). 

14.J 
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