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Chapitre I

Quelques outils importants de la théorie

des fonctions d'une variable réelle.

Les idées fondamentales des méthodes de variable réelle que nous utiliserons
ont pour source la théorie de la différentiation et en particulier le théoréme
de différentiation de l'intégrale. Avec notre point de vue moderne, nous pouvons
ici isoler trois idées.

a) Une "fonction maximale" donnant lieu & une inégalité "de type faible™
fondamentale.,

b) Pour prouver cette propriété de la fonction maximale, un lemme de recou—
vrement "du type de VITALIM.

¢) En conséquence, une inégalité pour 1P,

La méthode de démonstration de ¢) sera généralisée (voir quatridme théorime :
3.3) sous la forme dfun théoréme d'interpolation de MARCINKIEWICZ.

Le schéma de la preuve du premier théoréme donne un aper¢u de toutes ces
méthodes.

1.~ La fonction maximales

1.1 Définition de la fonction maximale. Soit f wune fonction réelle, mesurable,



définie sur R". On pose pour tout x & ok

Mf (x) = supr> 0 TET%T;YT j lf(yN dy.

B(x,r)

La "fonction maximale' de f est Mf.

1.2 Notations .~ Etant donnée une fonetion g définie sur R" et a e R, on
note
Eg,a = ensemble des x & B~ tels que g(x) > &,
Si f est prise comme dans la définition ci-dessus, alors Mf désignera
toujours sa fonction maximale.
Si E est un ensemble mesurable de Rn, |E] désignera sa mesure.
La lettre n sera réservée &4 la dimension d'un espace BY ol on se place.

-~

1.3{Premier théortme.~ Soit £ une fonction réelle mesurable définie sur Rn.

i) si fe L1(Rn), alors sa fonction maximale Mf est presque partout
finie,
ii) Pour tout &« > 0, on a
A
‘EMf,Q'_I <z jlf[ dx
ol A ne dépend que de la dimension n(A = 5" convient).
cs . P, 0
iii) Si fe L' (R) avec 1< p g, alors
Imell <A gl
P P lp

hY

ol AP ne dépend que de p et de la dimension n.

iv) si fe WPRY) avec 1< p g, alors
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B(x,r)

pour presque tout x € an.
1.4 Remarque.~ Prenant. n ='t et f(x) =1 pour 0 < x <1, on voit que
iii) serait faux avec p = 1.

1.5 Preuve du premier théoréme.— D'apres les définitions de Mf et de EMf o’
b4

pour tout x & EM s 1l existe une boule de centre x, mnotéde B_ telle que
highe ] X

(1) j l2(x) oy > 13 | .
B

X

3
Or d'une part (1) donne IBXI < g llfll1 pour tout x € EMf, et d'autre

!

part qguand x parcourt cet ensemble, il est recouvert par les Bx. Donc d'aprés
le lemme ci-dessous (1.6), de cette famille de boules on peut extraire une suite,

notée (B $ boules deux & deux disjointes, telles que

(k))keN

(2) ijeNlB(k)l > C 1By, ol

(o C =51 convient) . Appliquant (1) puis (2) & chacune des boules B(k)’

qui sont deux & deux disjointes, il vient

‘ _ «
XUB If(x)]ldx 2 & ZIB(k)I> ¢ ‘EMf,OcL
(k)
Comme le premier membre est majoré par ﬂfﬂ1, on obtient en prenant

les assertions ii), puis i) du théoreme.

<l -

A =
Preuve de iii) .- Aoo: 1 convient pour p = wj supposons désormais 1< p < @,
Notons g la fonction (qui dépend de f et du nombre & > 0) définie par

l£(x)]  si lf'(nc)l>°§r
(3) agx) =

zéro sinon.



Donc, successivement

Mf < %.+ Mg,

CE
EMf & ?
! Mg,%
4 By, J<IE | <
’ Mg,

En effet, on peut appliquer la conclusiom ii) & g qui appartient ¥ L1

% lelly

par construction (3) d'aprds l'hypothése fe L’ (1<p<o).
Observons que si h est une fonection mesurable finie dans Bn, en notant

pour tout £ >0

Wh(ﬁ) = mesure de Eh,a = {Eh;a§

ila fonction lh est décrqissante, el que pour tout exposant ¢ >0 on a
o o © .
R R C O P WO
g 0
(intégrales de STIELTJES) par intégration par parties du second membre.
En particulier (voir (2) et (4))
P yP P p-1 ~
(ﬂMf!iP) = jiMﬂ dx = p jzx IByp l4® <
0
1,24 .
<P j o (7;5 I£(x)| dx)ae
o ,
g
qui vaut, intégrant d‘'abord par rapport & &,
: ' £{x)} .
2 Ap j:f(xn (f «?%as) ax.
0

Or par hypothdse p -2 >~ 1, donec ctest aussi

24p lffi 221 P ax
p~1 «



I.5.

ceci prouve iii) (avec, toutes réductions faites,

P
P_2 3 » ini
(Ap) = =5 (p #£ini)

Pour prouver iv), on se raméne au cas p=1 en multipliant f par une fonction

égale 2 1 sur une boule ouverte contenant le point & étudier, et & zéro ailleurs.

Notons pour tout = > O, fr la fonction

(5) £, = gy J .

B(x,r)

On sait que si f & L1, alors quand 1T — O, fr tend vers f en norme

I1 reste donc seulement & établir que
l:Lmr____%0 fr(x)
existe pour presque tout x & Rn.
1 n
Notons pour tout g €L , tout xe R,
(6) Qg(x) = 1im sup, gr(x) - 1im :Lnfr___,l0 gr(x)
ou g est défini comme £ .
r r
A) Si g est continue & support compact, alors g. —8 simplement, donc

Qlg est identiquement nulle.

B) 8i g est sommable positive, alors d'aprés ii)
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l< % lgl, (€>0).

C) Décomposons £ €L en

t=Y+g -g

o Y est continue support compact. La définition (6) pour {f, puis A) pour
g =¥ donnent
argav+ alg) +alg) = Ag) + Ag)
d'ol, d'aprés B) appliqué & g+ et g
: 24 + - 24
Bop 2l < el + el =5 lely -
Comme , dans la décomposition de £, on peut choisir ¥ de manidre que
Hg{i,; soit petit, ou voit bien que &f est nulle presque partoﬁ*bo

1.6 Comparé aux versions raffinédes du théortme de recouvrement de VITALI, le

résultat suivant semble trés partiel. Cfest néanmoins un outil rapide pour obtenir

des résultats fonctiomnels intéressants {th. 1.3).

n
Lemme .~ Soit E un ensemble mesurable <« R, recouvert par une famille de

boules Bj (j € J#@) telles que

supjeq }Bjk < ®

(autrement dit .smp;j ad (diamdtre de Bj) < @)
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Alors de cette famille on peut extraire une suite (finie ou infinie)

de boules B, (k = 1,2,...) deux & deux disjointes, telles que

k
(1) 2 I8l > ¢ IE|
k

(ot C ne dépend que de la dimension n j € =5 convient).

L
1.7 Preuve.— 12 Choix des Bk t On choisit d'abord B1 tel que diamétre de

1 .
B, > 3 supjﬁi 3 (diamdtre de Bj)'

Supposons définies B1,..., B Alors ou bien il existe une boule Bj telle que

k'

Bj n Bp= ¢ pour Pp = 1,0.-, k., ﬂ

o

14
diam Bj P 15 sup (diamdtre des boules B;j telles que B:j n (L1)BP) = f)
o

ou bien il n'en existe pas.

Dans le premier cas, on peut adopter Bk+1 = B.'i « Dans le second cas, on
o
s'arréte, Soit (B1‘, Bz,...) la suite finie ou infinie de boules ainsi sélection=~

nées par récurrence. Elles sont disjointes deux ¥ deux. Que |E| soit fini ou

non, si ElBkl =+ e, on peut dire que (1) du lemme est réalisé.

22 Preuve dans le cas ol Z lBkl < ©.
k

Notons B, la boule de méme centre que B

k et de rayon cing fois plus grand.

k

J'affirme que E C U B¥
k K

I1 suffit de voir que pour tout j € J on a Bj c Uk B;: .

Soit donc Bj une boule de la famille initiale. S'il existe un entier k
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tel que Bj < ‘Bk, alors B.j c Ek .
Supposons done¢ que poun tout entier k, on a 354: Bk.
Comme les Bk sont deux b deux disjointes et que ESBQ < o, il existe
k
un plus grand indice. eﬁtier, noté k(j), tel que
diamdtre de Bk( 3) a% diamdtre de ng
A . ' 1 . .
Donc, diamdtre de B (i(§)+m) <3 diamdtre de B:j pour tout entier m =1,
I1 en résulte qu'il existe un entier r & {1,”.; k(j)} tel que
BB £ .
En effet, 1'hypothdse contraire et la récurrence dans le choix des B

montrent qu'on aurait alors dfi adopter
B . = B,
(k(3)+1) b
alors que nous nous trouvons dans le cas 6?1‘130111- tout k ona Bj ¢ Bk'
Prenant  r(j) 1le plus petit r € {i,w., k(;j)} tel que B_N B, # P, on
* R : e s
a alors Bj c Br(j) (d'aprés la condition sur le diamdtre de Br (‘J.)), comme
voulu.
. * ‘ * n
Enfin, d'aprés E € b]; B, et Bl =5 IBl, ona

2l <1y Byl <5 ijmkl.

2.~ Partage d'un ouvert de g" en cubes

‘L'énoncé suivant est d0 & WHITNEY. Nous le plagons ici surtout pour des
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raisons pédagogiques. Comme son usage n'est pas ici indispensable, nous le prou-

ch.VI, § 1
verons dans la seconde partie du coursVsC'est un théordme sur la structure géo-.

métrique d'ur ouvert arbitraire de R® qui ne recours pas & la théorie de la

mesure., Son contenu peut étre ainsi interprété.

Dans Rn, on peut dire qu'un ouvert arbitraire peut &tre découpé en cubes, dont

les diamdtres et les distances & la frontidre de l'ouvert sont du‘méme ordre de
IDéjé pour n = 1, cette décomposition différe beaucoup de celle a'up oy

grandeur.
vert en ces composantes connexes.

'2§1 _Second théordme.~ Soit F un fermé de R . Alors sonm complémentaire { est

réunion dfune suite de cubes Qk" 4 cbétés paralléles aux axes de coordonnées,
‘dont les intérieurs sont deux i deux disjoints, et dont les diamdtres sont
% peu prés proportionnels 3 leurs distances & F 3

i) &= CF: Uka‘l Qk'

1) 0,00 =6 powr 4k

iii) Il existe deux constantes c1g ¢, > 0 ne dépendant que de la

dimension n, +telles que pour chaque cube Qk

ey (diamdtre de Qk):c distance de Q& Fgoe (diamdtre de Qk)'

2
2.2 | Troisidme théordme .=

Soient £ sommable positive sur 8" et & une constante >0,
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Alors il existe une décomposition (P, Q) de R" telle que 3
. n
i) R =PUQ, PN Q=4.
ii) f(x) « @ presque partout sur P.
iii) Q= U

k> 1 gk $ réunion de cubes d'ar8tes paralldles aux axes

de coordonnées, dont les intérieurs sont deux & deux disjoints, avec pour
chaque Qk

1) &< Tzﬁ j £(x)ax < 2" a.
k Qk

=

?
Ce théoréme, dfi & CALDERON et ZYGMUND, jouera un réle fondamental dans le
traitement des intégrales singulidres au chapitre II.

2.3 Preuve du troisidme théordme.— Couvrons R" par une suite de cubes "égaux"

(9,

m meN’

(9

l'ensemble des sommets étant 1l'ensemble des points dont les n

coordonnées sont des multiples entiers de 2-3, ol j est un entier 20 ou

& 0, mais assez petit pour que, quel que soit le cube Q(i) on ait

1
1967 j( e
m Q»
-1y |

(c'est possible, car le dénominateur vaut 2

£
J)
m

Soit Q' wun de ces cubes. On le partage en 2% cubes "ggaux" (dont les
arétes ont pour longuer 2--‘1-'1 et sont paralldles aux axes). Soit Q" wun de
ces nouveaux cubes.

Premier cas 1" j fdx « &,
somer e b TR 4y,
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Second cas 3 -1-,-;-- I fdx > @
'Q ‘ Qﬂ

Dans ce second cas, om ne poursuivra pas la décomposition de QFf, qui
figurera, counvenablement numéroté, parmi les Qk de 1'énoncé ; on a alors les

inégalités 2.3 (1) pour ce cube car
A < ;" j fdxﬁ"‘:;ll'-"—'j i’élxsznmo
Qr 2o gt

Dans le premier cas, on poursuivra pour -{" le processus de décomposition en
n
2 cubes égaux.

On prend pour ¢ 1la réunion des cubes qui sont dans le second cas.

J'affirme enfin que, presque partout sur P = {Q, ona f(x)<a&.

En effet, pour presque tout x € P; on a, d'apres un théordme de LEBESGUE

(variante de 1.3 iv))

£(x) = lim

t eoe X ‘ f(y)dy
Q° %l 0°°°

(oh la limite est prise selon les Q°°° qui contiemnent x et dont le diamdtre
tend vers zéro quand se poursuit le processus de découpage). Or, pour chacun de
ces cubes 0°°°, on est dans le premier cas.

2.4 Oorollaire‘gg théordme 2.2.~ Avec les notations du théordme 2.2, il existe

deux constantes A, B ne dépendant que de la dimension n, telles que,
pour un choix convenable de P, § et des cubes Qk on ait 2.2 i), 2.2 ii),

2.2 iii) avee

() ol <& lel,
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et pour chaque Q,» moins précisément que 2.2 (1) 3

@ - | tax<ne
0T
k
(A=1 ot B=2" conviennent),

L.

2.5 En effet, dans la démonstratign 2.3, on a pris pour les Qk des cubes

"qui vérifient le second cas", c'est-a-dire

lgkl<é_f £ ax
Qk

et ona (1) avec A =1 puisque Q = Uk le

Et 1'inégalité (1) dans 2.2 iii) donne 2.4 (2) avec B = 2",

2.6 On peut retrouver 2.4 (avec une évaluation moins efficace des constantes

A et B) si on choisit P, Q et les Qk en s'inspirant du premier théortme

(1.3) et du théordme de WHITNEY (2.1).

Prenons ici Q = EMf,G et P = [Qu

Par définition de Q, P est l'ensemble des points x € R" vérifiant
1'inégalité au sens large Mf(x) = &. Or la définition 1.1 fait apparaitre Mf
comme sup de fonctions continues : Mf est semi-continue inférieurement, donc

P est fermé.

D'aprds' 1.3 iv) (dans le premier théorime) et la définition 1.1 de la fonc—

. . ; n
tion maximale Mf, on & pour presque tout x e B

f(x) = limr__’o ‘—BT;I-,—I-‘TT J.B(x r) f(y)dy < Mf(x)’
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d'oh 2.2 ii) avec notre choix de P ici.

Ltinégalité 2.4 (1) dams le corollaire a lieu (avec seulement A = 5n)

dtaprés notre choix de Q et 1.3 ii).
Comme ici P est fermé, on peut choisir (en posant P = F) 1les cubes
Qk comme dans le théorime de WHITNEY 2.1.Soit alors Qk un tel cube. Il existe

Py € P +tel que

a(py,, ) = a(®, ).
Soit Bik la plus petite boule de centre Py contenant Qk‘o Posons
LY

On a d'aprds successivehlent p,_€ P et notre choix de P puis la défi-
k ; !

nition de Mf, enfin la définition de ¥,
1
5]

z

1 X f dx.

Xf dx =
RT &

a (
aMf(pk)
La géométrie élémentaire et les dernidres inédgalités du théordme 2.1
montrent qu'il existe une constante B, ne dépendant que de la dimension n,

telle que pour tout entier k on ait Yk < B, d'ou 2.4 (2).

3.~ Un théordme d'interpolation pour les LY,

3.1 Notation.— L?(Rn) + LY®") est l'ensemble des fonctions définies sur r®
stécrivant £ + £ avec £ € LF, £ & 13,

P 9 P q
3.2 Remarque.~ 8i les trois exposants p, q, r. vérifient 1 & P qegr £0

alors Lq“ < Lp« o+ ‘Lro
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I1 suffit pour 1'établir de décomposer une fonction positive f € 1! en
f=(f~inf (£, 1)) + inf-{£, 1).
3:3 Dans le théordme suivant, cas particulier d'un théortme de MARCINKIEWICZ,
1'important n'est pas l'espace fongtionnel ol est défini T, mais les types
de majorations et la manidre de les prouver., Dans la démonstration de
iMe Hp < AP ﬂfap (premier théordme) est déja intervenue 1'idée principale 3
décomposer f en deux termes selon leurs "grandeurs", puis appliquer & chaque
terme des propriétés connues de T.

Quatridme théorime.~ Soit T une application de L' (B®) + L2(R®) dans

] ] n
l'espace des fonctions mesurables sur R . On suppose que

i) Pour tous £, g er! +12 on a

IT(fe + g) (x)| = lre(x)l + |Tg(x)l
pour presque tout x & r".

ii) Il existe A tel que pour tout @ >0, tout f € L‘, on ait
A‘l
IBipe) el < o 120

iii) Il existe A_ tel que pour tout & >0, tout f € L2, on ait

2

(A2 )2
lEleI,als w iy

(Sur ces deux hypothdses ii) et iii), voir la fin du chapitre).

Conclusion.— Si 1< p < 2, alors T est une application continue de L?




I1.15.

dans L? s et il existe une constante Ap (ne dépendant que de p, des

A_ introduites ci-dessus, et de la dimension =) telle

deux constantes A1, >

que pour btout f € 1P on ait

frr KP ‘s AP ﬁfﬁp'

L
3.4 Preuve.~ Soit £ & LY (1 < p <2). Posons pour tout ¥ > 0

i £y (¥ n'est pas un exposant)

-f(x) -si i£(x)] =¥

£

il

M1 o £ (x)

I

| zéro si 2(x)l < ¥
Czéro si |£(x)] » ¥

U}

done f“ (x)

 2(x) si [£(x) <Y

b

On a évidemment e L‘, f\‘, € Lz,
(Pins-précisément, d'aprés 1 - p <0, on &
Xl:txld.x = jtf"ll’ 1251 Pax < X2 Jlf“"xi’ax < ¥R L)P,
et de méme, d'aprds 2-p>0
j{f\tlzdx < VP jtfxlpdx < Yz”P(lifllp)P).
Dans les notations (1) prenons V= (ensuite nous ferons varier @).

L'hypothdse i) donne (k un ensemble négligeable prds) !

C(E YU (B )

E
T2}, Q) Q | e
Ire®),g 178,153

dfol
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B | < IE | + |B |

ITel,a . <

' T2 %], % Ir2g 1,5
2A . 2A_\2
(2) < —51- J!f“ldx + (753) Jlfmlzdx <

2A 24\ 2
< —6_-1- J Ifldx + (_Ez_) j Iz 1ax.
L Elfl,@ ,f(x)‘ Qq‘

(La seconde ligne résulte des hypothéses ii) et iii) et la troisidme de (1)){
Notons le premier membre de ces inégalités (2)

Ma) = ‘Elel,m! 3

c'est une fonction décroissante de &. Or

jij(de = - jm

© 51
o® AA@®) = p j & @
0 (4]

comme on l'a vu déjh en 1.5 (preuve de iii)), d'ol d'aprés (2)

C
jITflpdx = P \3 Q.P- Aa)de <

2p A1 ( G.p—z [£(x)] dx)dx + p(2A2)2 j( j p—BZf(x)l 2dx)d(!»:
l < lf(x)ls a
‘H"W 2 2 |, (@ 3 2
=2p A 3( j o “aw) l£(x)} ax + p(2A2) j(j & Caw) |£(x)| “dx) dx =
0 I2(x)]
= 12,-% A, jlflp—1 (£lax + ;‘% (Az)2 me-z iz1%ax.

D'ou 1'inégalité, annoncée en conclusion, ce dont résulte, compte tenu de
1'hypothdése i), le fait que T applique 1P dans LP? continfment.
3.5 Définition.— Soit T une application de LP(Rn) (1€ p<®) dans l'ensemble
des fonctions mesurables sur Rn, vérifiant la propriété suivante

"Il existe une constante A +telle que, pour tout @ >0, tout f e LP,
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“on ait
(mesure de 1l'ensemble’'des x € B~ vérifiant |T£(x)] » &) =

- 'ﬁ‘ P oy
= |E z le lip) .

ITf | ’mt <

On dit alors que "T applique faiblement t? dans 1P" ou encore que T est

"faiblement de type (Lp 5 LP) ",

Par exemple, les hypothdses ii) et iii) du théordme 3.3 disent que T est fai-
1 1 . 2 .2

blement de type (L , L') et faiblement de type (L, L7).

Proposition.~ 8i T désigne une application bornde de L? gans Lp, alors T

applique faiblement 124 dans LY.
Car si pour tout £ € i ona X}Tf]pdx < (Aﬁfﬂp)y, alors
1

1B pp ol ‘mp

jlm(xnpax < & 11 )P



1.18

Note bibliographique (chapitre I)

Les résultats concernant la fonction maximale sont dus & HARDY et
LITTLEWOOD dans le cas n = 1, et WIENER (Duke Math Journal, 1939) dans le

cas général.

Le deuxid®me théordme énoncé ici est une variante d'une comstruction de

WHITNEY (Trans. Amer. Math. Soc., 36, 1934, 63-89).

s
Pour le troisidme théordme voir CALDERON-ZYGMUND (Acta Math., 88, 1952,
85-139) .

Une forme assez générale du théordéme d‘'interpolation de MARCINKIEWICZ se
trouve dans le livre de ZIGMUND, 1959, chapitre XII.



Chapitre II

Intégralés singuliéres,

1.~ Quelques résultats classiques,

1.1 Notations,- ‘gO(Rn) = Les fonctions continues sur B qui tendent vers zéro
a 1%infini.

LP(Rn) = L'espace des (classes de) fonctions (mesurables et) de puissance

Péme sommable sur R (pour la mesure familidre) (1< p < o00).
L® (Rn) = L'espace des (classes de) fonctions mesurables essentiellement
borndes.

ﬁ(Rn) = L'espace des mesures sur B de masse totale finie $ on sait que ‘
L’ ‘s'injecte dans % avec conservation des normes.
1.2 Le convolubion de deux mesures } = }4\1 * Py de o ‘est si possible définie
par
By * Pyle) = jjf(x +y) aplx) ay)
(£ continue & support compac"t’.).
si felf (1<p goo), on prend avec e®
(2 % p) (x) - jf(x -y} aply) - g(x)e

ona gelL® et |f * ply< B0 Bl
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Et pour h e L1

y (2 % h)(x) = ‘Yf(x - y) niy)dy = g(x) donne
relf et Jrx ﬁB‘p < qup ”hu1.
1.3[Théordme A.~ Soit T une transformation lindaire de L1 dans ETw
Pour que T soit bornée et commute avec les translations, il faut et
| il suffit qﬁ‘il existe une mesure y.GrEB (ctest-d~dire de masse totale
finie) telle que pour tout £ & A T Po
On & alors |7 = ﬁ}tk
1.47Théor§me Bo— Soit T wune transformation lindaire de L2 dans L2¢
Pour que T soit bornée et commute avec les.traﬁslations, il féut et
il suffit qﬁe les transformées de FOURIER de Tf et f£ soient ainsi relides

'I1 existe une fonction mesurable essentiellement bornée m ("un‘multipliw

cateur") sur le dual de B telle que (re) (%) = m(x) £ (x).

On a alors ITH = Hmll )
1.5 Ainsi la structure des transformations du type convolution qui sont bornées
‘ 2 * * - 7 . L3
dans L ou L= est-elle simple et bien comprise 3 Les caractérisations de ces
abélien
deux théordmes sont en fait valables pour un groupevlccalement compact quelconque.
L'étude des opérateurs de convolutions qui sont bornés pour un L? P#£2

est plus ardues Une classe importante de tels opérateurs sont les convolutions

avec des noyaux singuliers K, ayant pour seules singularités un point {1'origine
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et le comportement & 1'infini. Des convolutions avec des noyaux dont les sin-
gularités sont situdes sur des variétés plus générales que des points isolés
ne peuvent, semble-t~il, &tre abordées par nos méthodes.

24~ Cceur du sujet ¢+ Une large classe de noyaux,

Dans le seul théordme de ce paragraphe, la condition K& Lz & pour objet

d'alléger la technique. On pourrait s'en passer, én conservant les deux condi-

tions et en supposant Tf définie si f e I} - ou L2.

Nos hypoth®ses sur le noyau restent valables aprés dilatation ou rotation

n H ) .
de R, mais non aprés translation,

2.1[ Premier théordme.,~ Soit K € Lz(‘m“)\.k On suppose que

i) La transformée de FOURIER de K est essentiellement bornée sur le

dual de R" 1 Il existe une constante A1 telle que presque partoub 1
(1) 15" ()] < Ay

:ii) I1 existe une constante A2

telle que, pour tout y £ 0 (y e B")
on ai‘.t

(2) j’ IK(x - y) - K(x) dx < A

iIx{ = {2yi 2

[La norme familidred'un x € R” est notée |x| pour alléger].

Posons pour f € l’.1 n? (1< P <o)

(3) T£(x) = jx(x - y) t(y)ay
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Conclusion.~ Il existe une constante Bp (ne dépendant que des deux cons-—

tantes A et de la dimension n) telle que, pour 1< p <00y, on

17 4
ait

B
(4) ﬂTi’ﬂp <B Mfllp

pour tout £ & L1 N LP. On pourra donc prolonger T dans tout P par

continuité.

L

2.2[Premier lemme.~ La transformation T définie par 2.2 (3) applique faiblement

| 1% asns 1% (Détinition ch. I, 3.5).

Preuve .- (Comparer au théorémeBi.4). Considérons le produit des transformées de

FOURIER K* £* oh £ & L® ; d'aprés 1'hypothdse 2.1 i) et £* & L2(R™), c'est

une fonction LZ(RP*) et " +— K" £* & pour norme |K*| o . nx. Comme

L™@®™T)

la transformation de Fourier est une isométrie entre les L2 de R" et de son
n¥ . . 2 2 :

dual B ', on en conclut que T applique continument L  dans L, donc aussi

faiblement (ch. I, 3.5).

2.2

2.3 Second lemme.— De méme, T applique faiblement L1 dans L1.

2.4 Idée de la démonstration.— On étudie Tf en décomposant f = b + m en une

"bonne" fonction b et une "mauvaise" m., On pourra appliquer le théortme de

PLANCHEREL & Tb ce qui donnera des estimations précises. On a déja 1'idée de

la manidre dont on s'occupe du mauvais terme m quand on prend pour T 1la
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transformation de HILBERT classique : ainsi dans 1l'intégrale

L
j m(%) a4
L Xt
, provient
la principale difficulté pour obtenir une estimation é1émentaireVdu logarithme
, 1 dx 1 . s
quand on intégre o clest—a-dire = ~log ¢ quand h —3 0. L'idée est
h>0 ™
de remplacer 1'intégrale étudide par
L
1 LR
L) (= - ) m)as
L .
ce qui est permis quand j m(t)dt = 0. Observons alors d'une part que
L

;é% - ;I w Eﬁ quand x est nettement éloigné de l'intervalle lruL, L] (disons
x ;
Ixl » 2 L), et d'autre part que
LJ %&1&
x]= 2L x

Ainsi pourra—t-on éviﬁer cette difficulté du logarithme si l'intégr31e de
m sur des'intefvailes (ou des cubes pour Rn) jappropriés eét nulle. Clest cette
propriété de m qui sera exprimée par 1'équation (4):ci~dessous¢ La décomposition
de £ conduisant & ces propriétés de m est basée sur le troisidme théoréme du

chapitre précédent (che. I, 2.2).

2.5 Preuve de 2.3.~ Il stagit de trouver A3' tel que, pour tout f G‘L1 et toutb

& » 0 on ait

AB, ;
(1) IEJM ’q‘e <35 1!1:31.

oli, rappelant la notation 1.2 du chapitre I 3
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E = ensemble des x & R vérifiant re) (x)» .,
ITf] ,&

2.5(i) On décomposera f en une Mbonne" et une "mauvaise" fonction

(2) £=b+m
de la manidre suivante.

On sait par le troisidme théordme du chapitre précédent (voir ch. I, 2.2 et

2.4) que
R =P U Q0 avec PN Q =0, I#(x) <& presque partouf sur Py
0 , V
(xxx) |Q = \;‘ Qj (cubes d'intérieurs deux 3 deux disjoints),
0l < 1 I£l,, et pour chaque Q., U j I£ldx <2na.
i @ 1 J ini 0

b
On. pose alors

£(x) pour x €& P
(3) bx) =

1 j‘ . . o

£ly)4; x& 0,

m (y) y pour Q;;

i e,
J

ce qui définit b presque partout j (2) et (3) donnent

(4). {m(x) = 0 pour presque tout x € P, et pour tout cubej mdx = O,
‘ Q

, V ‘ J
On majore le premier membre de (1) d'aprds (2) 3

5) 1B ey, 20l < 1By ol * 1B, o

et il suffit d'établir séparément pour les deux termes une inégalité analogue &
(1)

2.5(ii) Etude de la bonne fonction b.-
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ona bell car, d'aprés (xxx)
{Ibﬂg = Jbz dx = j + J < jalfldx + 2%0 ccztgt < (22"'5 + 1ajz]
1
P Q P
Le premier lemme (2.2) s'applique & b 3 Il existe une constante AT telle

que

2n 21
<@ 1) e,
d'aprés liévaluation de llbﬂ;. Plus précisément, comparant les calculs de la
preuve de 2.2 (ol IIK'\HOO < 4 ) et les calculs de la preuve de la proposition
3 , . . 2 2
3.5 du chapitre 1 (pour p = 2), on voit que ‘A‘I) < (AT) et on a donc

2n

6) 1B lsa- ) ¥,

2.5(iii) Introduction de boules Bii contenant les cubes de O et de deux

ensembles D, D'.-

A chaque cube’ Qj (dont on notera y:" le centre) du découpagé de Q (voir
(%%%) plus haut) on associe une boule Bj de centre y? vérifiant les trois

conditions suivantes

~ona B, DQ,
i2%
- pour tout x ¢ B;j" pour tout y € Qj’ x est au moins deux fois plus
éloigné du centre yJ que y 3

(% %) Clx =y e 20y ~ ¥




II, 8.

(***) — Le rapport des volumes est indépendant de 1l'indice j 3 Il existe une
constante . (ne dépendant que de la dimension n) telle que pour

tout j

IB
J

C = et @

(Les deux premidres conditions sont réalisées en prenant BJ de rayon assez grand ;

la dernidre condition n'a rien de mystérieux).

]

Soient D° (V] Bj’ D= [D' son complémentaire.

*

Comme |Q] Z: lel s; "f"v la dernidre des conditions (% %) donne 3

(¢

(M ID'l< c 101 < U2,

2.5(iv) Etude de la mauvaise fonction m.— Pour chaque cube Qj introduisons

m(x) si x€0Q,
mj(x) = J

zéro si x ¢ Q;j

donc (pour presque tout x)

m(x) = 2: mj (x) .

>

J

Tm,(x) = K(x - y)m, (y)dy =
i jyer ] ~
-l @y - k- ye ey
yeo,

J
d'aprds (4) ; d'ol

j HIm) (x)lax <7 j l(ij)(X)ldx <EJ (o, (x)dx <
D 7 D 7 “x¢B,

J
= ;jy e lema.(y)l ( j;:#leK(x -y) = K(x - y‘-})ldx)dy
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En effet, on passe du second membre au troisidme en observant que pour tout

jy oma D= {(vsé)cﬁnj

5 1'expression de ‘.1‘:11;§ (x) fournit une ‘majoration
de lej (x)] qu'on reporte dans le troisidme membre ; enfin on intervertit
1l'ordre d'intégration.

Ecrivons X — ¥ = {(x = y‘i} - {y ~ yj)' 3 nous avions construit les Bj en
2.5(ii) de manidre que si on a 3 xf Bj et y e Qj’ alors

ix - yj'iz 2jy ~ ng « Tels sont les jeux d'écriture montrant que dans le qua-

tridme membre de la suite d'inégalités on peut appliquer 1'hypothdse ii) du

théordme 2.1 : on majore « par A On a alors

j\xé'Bj 2
J e i, 77 [

D 3 Tyed,

Or, par construction de ( et de m, si x &€ Q, alors

lmj(x)l = Azj’gnm;ax.

[m(x) < j2(x)} + 2t e, d'ol
'j!m(x}%&x asﬁfu,i + 2%l (1 + 2“} ﬂfﬂii

Ainsi J {Tmjax < (1 + z“)‘A2 ll‘:f’il,‘, et
°D ;

o o 2,
(8 In nﬁi’.}.‘mi,mi < g i’fﬁ,:a ;

Mais d'aprds R° =D U D!

ii’m } ,0’- ‘

E‘Tm§ ied + ’Dt} ’

ce qui, compte tenu des majorations (7) et (8) domme
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iell

(9) 3Eimi,c“ ((1 + Zn)Az + cn)‘-—-&-ge

2.5(v) Conclusion.~ On reporte (&) et (9) dans (5), d'ol (1)e
2.3
2.6 Preuve du premier théordme (2.1) .-

2.6(i) Pour p =2, c'est le premier lemme (2.2).
2.6(ii) Pour 1< p <2, il suffit de vérifier les hypothdses du quatridme thé-
ordme du chapitre précédent (chapitre I, 3.3).
. . 1 2 ~
i) Scient f, g€ L + L, alors on a presque partout
17(2 + g)l (x) < ITEl(x) + |Tgi(x)
ii) D'aprds le second lemme (2.3), T applique faiblement L,1 dans L’.
~ : ' ‘ . . ; 2 .2
iii) D'aprds le premier lemme (2.2), T applique faiblement L™ dans L,
2.6(iii) Pour 2 < p <, nous exploiterons la dualité entre P et 1.2
(% + -z: = 1) et le fait que le théordme est prouvé pour i,
Observons que si une fonction VY est localement sommable et si
sup ijlpxdxf' =A<
oli le sup est ISris selon les fonctions Y bornées, nulles hors de compacts, et
- e o )o) : _‘
vérifiant li'}’,]lqs‘t, alors YelL® et B'q)np = Ae
Cela dit, prenons f & I} n? (2<p<ow), L& 1! au type aderit ci-
dessus.,

D'aprds K€ L2 et le choix de ¢ et A, 1l'intégrale double
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[Jxtx = eeIAax ay

converge absolument ; elle vaut donc
M e (Jrex - ) Awaney
Or le théordme est vrai pour 1< q <2 (avec le noyau K'(x) = K(-x)
mais avec la méme constante Bq) donc
y — jK(x - ¥) Xix)ax

est une fonction & Lq, de norme - LI majorée par BqﬂXﬁq. L'inégalité de
HSLDER appliquée & (1) donne enfin

IJ(Tf)de =1 () | < B el IXi;

donc, passant au sup selon ces X, on a

lred < B jz) .
P qu "P
2.1
2.7 Dans la plupart des cas, la simplification suivante est suffisante.

Premier corollaire.- La seconde hypothdse du premier théordme (2.1 ii))est

vraie si on suppose que 3

-

A
n+1

Iyl

pour tout y dans le complémentaire de l'origine, j = 1,..4, 0

[g.%| ) <

(ot comme toujours |y| = distance de y & l'origine),

b
Preuve.~ Si |x| > 2|y| > =2zéro, alors le segment dans R" joignant x et

K est conbtinument dérivable dans le complémentaire de 1l'origine de R"

et
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X -y ne passe pas par l'origine j il existe donc sur ce segment un point ¥
(dome Y| 7-'—;—'—) tel que

IK(x - y) = K(x) = |yll7" g‘i‘f (e, |
i

= |yl Z%g— (T)!

dJ
A

o+l
= ™2 }yl';'xl—;ﬁ

d'aprds le théordme des accroissements finis, puis lejl_ <1 (les ©, sont les

J

"cosinus directeurs"du segment), puis 1'hypoth¥se. Donc

IK(x - y) - K(x)]ax < n.ZM}LlyI 5 ~x A2 j ax

. =<
x| =2}yl xl > 21yl lxln“ 1< §xi Ixl n+1

ol A2 est une constante convenable, et l'intégrale étendue & l'extérieur de la

est
boule unitévc-onvergen‘be 1 ce dernier membre est fini et indépendant de y.

2.7
2.8 Dans beaucoup de cas, il n'est pas facile de vérifier que K" est essentiel-

lement bornée ; voici un corollaire utile dans les applications.

lnSecond corollaire.~ Soient K € I..2 et A>0 +tels que

i) Pour tout y distinct de l'origine de R" on a

j K(x - y) - K(x)lax < &4 »
x| = 2iyl |

ii) Pour tout R,

j IxlK(x)ldx g A R
x| <R

iii) Pour tout R,
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HK(x)ax| < 4
IxI <R

Alors les hypothdses i) et ii) du premier théordme (2.1) sont vérifides.

2.9 Preuve.— Ici i) reprend 1l'hypothdse 2.1 ii). Reste & voir que X' est
essentiellement bornée. On sépare 1'intégrale donnant K (x) en deux intégrales
étendues & des domaines complémentaires.

Le produit scalaire (x|y) entre R et son dual sera noté x.y car il

n'apparaitra gque dans des 9215 ilxly).

®vixe
e21 y

2.9 12 Etude de K(y)dy.

=l

Dans cette premidre partie, J  sera bujours Stendue aux y tels que

1
lYlSm~

*J‘K(y)ezwix;y&yi = lI K{y) (ezmi XY _ Nayl + IJK(y)dyIa

D'aprés x| |yl « 1, il existe une constante absolue A! telle que |

R S (P RUM
Done
lj K’(_y)ezui x'ydy! < Ixla? jlyt'iK(y)ldx + IJ K(y)ayl = IxlA? T%— +A=AAV + A

car 1'hypothése 2.8 ii) s'applique au premier terme du second membre et iii) au

second terme.

2.9 22 Etude de - j 921”‘ Xy K(y)dy.

iyl=

L K
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Dans cette seconde partie, j sera toujours étendue aux y tels gue
1
Iyl = —+
TR

On ay, si w est un vecteur tel gue

2w i xuw
e = =~ 1

[x0e®™E gyt < 3 1]G) - Ky = 2™ *Vayl < § JKG) - Kl - wlay

Mais si on prend plus précisément

X

———

w—.-.“
TR e 5§
.2 fxiz

alors on peut dire que cette dernidre intégrale est étendue aux y tels que

lyl > 2ilwl et invoquer 1'hypothdse 2.8 i). Done

2%i x, 1
gK(y)e Yayl < 5 Ao

2.9 3¢ Conclusion.— L'étude séparée des deux intégrales domne (avec A' constante

absolue) i

A
KMx)| < AA' + A + 3
IE G 2 g 2.8

3+~ Les noyaux de CALDERON--ZYGMUND

Nous abordons une sous-classe importante d'intégrales singulidres du type

0(x)
‘}xin

avec 4 positivement homo-

précédent, celles ol le noyau est de la forme
gtne de degré zéro.

Que signifient les transformations du type
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Elles commutent avec les translations, et — reflet immédiat de 1'homogénéité

de degré — n du noyau —éi— ~ elles commutent avec les dilatations. Les autres
|1

propriétés de ¥ sont de nature plus technique. Ainsi, la propriété requise en
3.2 ii) est nécessaire pour assurer la convergence des intégrales au sens des
valeurs principales. Ces transformations intégrales sont de nature "semi-locale",
c'est—b~dire si f est nulle hors d'un compact, alors Tf se comporte assez
bien hors de ce compact. L'étude des transformations ayant des propriétés d'in-
variance simple par rapport aux rotations (outre celles par rapport aux transla-
tions et dilatations) sera abordée au chapitre suivant.
3.1 Notations.~ Soit f wune fonction sur R- telle que, pour tout x # O
A> 0, onait

P(Ax) = AT (x) (m réel)

Alors on dit que f est homogdne de degré m (on devrait dire positivement

homogeéne) .

Z = Z 0 désigne la boule unité de B 3 pour tout x & R" distinct de

l'origine; on notera x' = T§T (e Z ) ;3 plus généralement les points de Z

seront affectés de primes s x', y'y;.es § la mesure usuelle de Z sera notée

X vee dx' (ou dy').

-
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3.2[Second théordme (CALDERON-ZYGMUND) o— Soit & une fonmction de R . On suppose

que
i) £ est homogdne de degré zéro (c'est—a-dire pour tout x € Rn,
A=>0, O@Ax) = n»(x));

ii) 1l'intégrale de £ sur la sphire unité z de R" est nulle 3

j a(y")ay' = o}-

2

iii) pour tous x', y'e z::, on a
la(xt) - Ayl = w(ixt - y)

ol w(?) est une fonction positive croissante de P> 0 +telle que

1
w(p) ©
jo 5 dp <

(Par exemple w(p) = pm avec « > 0).
(On baptise iii) "condition du type de DINI", Elle a pour conséquence que £l
est bornée sur z :).
Conclusions.— 1) Pour tout £ & L (1 < P <o) et tout & >0, posons

T £(x) = 5 ELZl £(x - y)dy.

€ n

lyl>e Iyl

Alors on a 'st e Lp(Rn) et il existe AP (indépendant de £ et de €)
tel que

IT £ < &_ £l
L E < b hel

2) La limite en norme L¥
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existe pour tout f e LY et |TE] <A Ifl .
P 1Y P
3) si fe LZ, alors les transformées de FOURIER de f et de Tf sont
relides par
(1£)" (x) = m(x)£" (x)
ou m est une fonction homogene de degré zéro. Plus précisément

m(x') =1% j sgn(x'ly" )Q(y")dy*® + J log (x'ly")| Qy")ay!

/. )
. (avee x', y’eZ).

e

3.3 Preuve .~

1) IL suffit d'établir que T, "p gAP.
Car on peut écrire pour & > 0

T =€ T, %. ou (T, £) (x) = £(ex) ;

s

de plus % est lindaire, bijective I — 1P, avee “'Eef'ﬂp = ufupe

Etudions donc le cas € = 1. Posons
a(x)

K (x) = 1 kxi”
zéro si Ixl < 1

si x| =1

I1 suffit de voir que K1 vérifie les trois conditions du second corollaire

du premier théordme (2,8).
D'tabord
lK,(x -y) - K1(x)| dx g A < o0

x{ > 2]yl

pour tout y distinct de l'origine.
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Pour le voir, on décompose

(x) = (Q(X‘y} - (x) ) + (Q(x) - Q(x))

Ki(x - y) - Kﬁ n n 2n

x-yl"  lx=yl Ix=yl® kx

et on "passe aux valeurs absolues". Pour 1l'intégrale de la valeur absolue de la
seconde des deux parenthéses; il suffit d'observer que & est bornée ; pour la
premidre, on appliquera la condition iii).

Ensuite, (en augmentant au besoin A ci-dessus)

j lﬂmﬁﬂmxsj EiﬁglaxQAa
Ixl <R Ixil<R Ixl
dtaprés la définition de Kﬁ, puis la condition i) 31 & homogdne de degré zéro.
Enfin ij K, (x)ax| < A.
— 1
Ixl<R

En fait, le premier membre est nul d'aprds la condition ii) sur L.

Le premier théordme (2.1) donne

|

Slep < B

P

ol B? ne dépend que de la constante A ci-dessus, de la constante A1

(A

P
pour p =1 dans la conclusion 1) du théordme), de l'exposant p et de la di-
mension n. ﬂ3.1.!)

Preuve de 3.1.2) .~ D'apres 1), la famille (Ta est équicontinue j la con—

)eso
vergence simple sur un sous-ensemble partout dense de L¥ entrafnera la conver—

gence simple sur toutb 1P 3 1P étant un espace de BANACH, un théordme de

BANACH~STEINHAUS donnera 2),
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Cela dit, soient fe LY, 1> €,> &,> € > ...> 0, § — 0 quend

3
k — s
, t-1 00 =] 25 p(x - yyay =
ket R k €k+e§ly|§;ek
- A ex -y - £(x))ay

€
ktr < lyl & €,

d'aprés 1l'hypothdse 3.2ii) sur §.

Comme L¥ est complet, il suffit d'établir que la suite (Tek?)k;=1 est
une suite de CAUCHY de LY ; et méme d'aprds la remarque initiale, dn peut pour
cela supposer de plus que f est continument dérivable sur Rn, nulle hors d'un
compact.

Or toutes les fonctions de cette suite prennent les mémes valeurs hors d'un
compact fixe (un peu plus grand que celui ol s'annule £), et de plus, j'affirme

qu'elles convergent uniformément quand k ~ ® (d'olt la convergence dans LP).

En effet, il existe une constante Cf telle que

l2(x - y) - 2(x)| < C, I¥l

d'aprds les hypothéses sur f et le théordme des accroissements finis j; d'ol

|T £f-~-1T fl (x) $5 Ql‘g'z'l « C_o lyl dyo
€ letr ®x £ Iyl ,%'n f
ktr € S ®

Or le second membre, indépendant de. x, +tend vers zéro avec € car { est

k’

une fonction homogéne bornée,
3.1.2)
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Preuve de 3.1.3) .~ Observons d'abord que, { étant bornée sur Z:, on a
kﬂlog-f' o) e L ("“Z:)

done (avec (x'|y') produit scalaire) pour tout x'e Z
~ 1
Q(y!)} 1o dy' <« @
Sz:i (y )‘ g Wﬂ- >4

d'aprds une inégalité de YOUNG (voir ZYGMUND "Intégrales singulidres" cours

d'ORSAY (1964) page 32 -ol on trouvera la preuve rigoureuse de ce qui suit aussi).

Apres ce préliminaire, posons

K (x)::. 9..(3{..).

e 'X,n pour € g ixls< "

zéro sinon

Il est clair que K, 16. L (R") donc pour tout £ € Lz, on a
] .

‘Ken‘ x feé& L2 et, avec les transformées de FOURIER 1
’
2

K~ the L%,
&

Posons
y=1y', lyl=xr, y'€ 7 )3
x = Rx'y |x| =R, x‘eZ:;

Iem(x, ¥ = fb exp(2rnir R(X’Iy'))é‘%,

r=¢g
Alors @YGMUND p. 31)
KAE (x) = gz_g_y_;_}aezni(x(y)&y _
" & < lylsnlyl

= j ﬂ’(y')(j ezﬁ(x’iy')%)dy' = J G(y')IeﬁL(x‘, yiayt.

-
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Or (ZYGMUND p. 32) avec C constante convenable,
\ -1
‘o i b «r ¥ ‘
oty )Ie;fg(x’ y N < 18y} (21og TETyOT + )|

dw‘a, d'aprés la remarque préliminaire, pour tout x, le second membre appartient

1 ,
v L (7 )

' On montre {voir ZYGMUND page 32‘)“, en utilisant le théordme de convergence

dominée de LEBESGUE, le fait que

j a(y')ay' = 0,
N si ,
et le fait que 1lim v sin t . E,
; t 2
&3 0 vg
W——p OO

que K:u"l. (x) est bornde indépendamment de x, &, W; et tend vers m(x) (fome-
tion bornée de x) quand 6— O , N—> ®; puis le théordme de convergence
dominée de LEBESGUE pour Lz montre que

lim K £ = mf" en norme 12,
&
Reste 3 exprimer m.-
, ‘ Y : 1wt ‘..* .

Kg (x} = jm(‘l\ Q'(yn) ‘ezxirR(}x,;y )rn 164:5?')&1‘ =
4 e iy =1 Iyl

o B sl tl g

:S (‘f 9—(—:’-’—-)« (eznrR(x fy ) ~ cos 2%r R)dy!}dr
a

car j alyt)ay' = o,

)

et on sépare les parties réelles et imaginaires
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La limite de la partie imaginaire est

0

1) J aly") (j sin (2ur B (2'y) Z)ay’ =

—
=E§ j Qy*) sgn(x'ly')ay?

m R ‘ .
510 \9%) (6t) dt = X sgn 6,

. ‘
d'aprds j T 3

0

La partie réelle a pour limite

: 4]
5 oY) (j (cos (2ur R(x'|y") ~ cos (2nr R))D)ayt =
0
A
:j O(y*") log | (x'|y")| ay*

.

car on sait que pour une "bonne fonection™ h, on &
® dr ,
X' {h(ar) ~ h{gr)}-—; = h{0) 16g'-§1
4] ‘ .

@ Y
avec A et K >0 et ol j = lim j
0 e—0 Y

Ao 3.1.3) 3.1

3.3 Quelques remarques sﬁr le théordme 3.1.-~

3.3:1 Observer que si & est réelle la partie réelle de la fonction m est une
fonction paire et que la partie imaginaire est impaire.

3.3.2 Prenons dans B pour T la transformation de HILBERT :

. [+ ‘ X
Te(x) = e ve po | ZXE) a4 o oygm 1 2t 44
13 v Xt . Xt
- & —40 jx~t| > &

prenons pour f la fonction sommable égale & un sur 1'intervalle compact [b, ¢
(b < c) et zéro ailleurs. Sa transformée TP (x) = 3&— log ]gl n'est pas une

.‘foncffion sommable, car quand |x| . tend vers w, la valeur absolue de cette



II.23.

c-b

expression &
P x|

®

3.3.3. Plus généralement, une transformation T du type introduit dans ce théo~

. 1 1
réme n'appligue jamais L dans L ,

Raisonnons par 1l'absurde, avec f continue a support compact pour ne pas

fixer les idées et avec

f"(O):J £ dax £ 0,

Rn

On sait que
(r£)' (x) = m(x) £ (x)
Si on suppose Tf € L1, alors Tf" serait continue, or £" est continue,

4 l'origine
et de plus, par hypothese # OV; par division, on en conclurait que m est continue

& l'origine.
Or m est homogdne de degré zéro, non identiquement nulle 3+ m serait une
constante non nulle. On aura donc une absurdité si on établit que

J m(x')dx' = 0,
Ixt =1
Or on sait qu'on peut écrire, avec K convenable (borné),
n(x') = | E((x} y) a(y'hy"
Iy'l =1

qu'on reporte dans l'intégrale précédente ; pour m, on intdgre d'abord par

rapport & y', et on observe que

J y")dy*' = 0.

p
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1
(On peut méme montrer que la restriction de T & 1'hyperplan Jf dx =0 de L

n'est pas bornée).
/
3.3.4 On peut montrer (voir CALDERON-ZYGMUND) que si f & > (1«<p<a alors

Tef tend presque partout vers Tf quand e-— O,

4.- Enongons une extension du premier théordme (2.1)

4.1 Définitions et notations.- Dans ce qui suit, ¥, 21, ’3@2,... sont des espaces

de HILBERT séparables.
4,1,1 Une application £ 3 Rn —> & est dite mesurable si pour tout h e ¥ 1la
fonction
x > (£(x)In) (produit scalaire dans Y¥)
est mesurable.
4.1.2 L'espace LP(Rn, ¥) est constitué des £ 1 B — ¥ qui sont mesurables

avec I £(x) Pix < @ ob |£(x)] = norme dans #® du vecteur £(x).
n
R

4.1.3 Pour une application mesurable £ 3 R — ®, 1'intégrale vectorielle

# (3) =j £(x) e L XIY) g

IRn

définit si possible la transformée de FOURIER de £,
4.1.4 Lz(Rn, ¥®) est un espace de HILBERT. On peut énoncer un théordme de
PLANCHEREL pour ces espaces.

4.1,5 v%(x', X’z) désigne l'espace de BANACH des applications linéaires continues
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de 3@1 dans 3(’2. Soit alors

KR — @(21, 392) ;
1'application K est dite mesurable si, pour tous les h1e 3@1! h2 € 362, la
fonction numérique

X b— (K(x)h1lh2) (produit scalaire dans 3‘.’2)
est mesurable.
4.1.6 Enfin, en notant [K(x)] 1la norme dans Q(ﬁﬁv XZ) de l'application linéaire
K(x), on définira comme en 4.1.2 1l'espace LP(RY, ‘33(3?1, 362)

4.2 Cela dity on a

‘Variante du premier théoréme.- Soient 961 ’ MZ deux espaces de HILBERT sépa—
rables, K€ L2(Rn, 53(581, 982)‘), K* sa transformée de FOURIER (définie a peu
prés comme 4.1.3). Si

1) lIC(x)I < A, partout ;

1

2) j K(x - y) - K(x)] dx « A, pour tout y # 0,
Ixl =2yl

en posdnt
(1) (0 = [Kx - y) £y (e ¥)
ol x, y€ Rn, £ 1R — 3?1, alors on & pour tout p € ]J1, o[ et toute f € Lr
iTz] < B_ lfl
ﬂp p |

A, ci-dessus, de l'exposant p, de la

oll BP ne dépend que des constantes A1, 2

dimension n de R (ne dépend pas de %1, 3&2 en particulier).
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‘Remarque bibliographique pour Ch. II

Voir 3 CALDER&N et ZYGMUND, Acta Math., 88, 1952, 85-139, et aussi BENEDECK,

CALDERON, et PANZONE - |

Proc. Na,t.‘Acad. Sci., U.S5.A., 48, 1962, 356-365, ol on peut trouver
d'autres références.

Dans le cas d'une variable beaucoup de ces idées ont &té abordées par
BESICOVITCH et TITCHMARSH. Voir, par exemple, TITCHMARSH, Proc. London Math. Soc.,

29 ’ " 929 H 49"'80 .

Pour théordmes A et B voir RUDIN, "FOURIER ANALYSIS ON GROUPS",(éd.

Interscience).



Chapitre IIIX

Transformations de RIESZ, intégrale de POISSON

pour un demi-espace, harmoniques sphériques.

Ce chapitre est conéacré>§ des exemples et des applications de la théorie
développée dans le chapitre précé&ent. L‘éxemple le plus simple - fondaméntal -
d'intégrales singulidres est donné par les "transformations de RIESZ"., Avec leurs
variantes, elles forment le sujet des pxemiers paragraphes.

Insistons sur ce point\z'ici, le fait que le groupe des rotations opére dans
1l'espace. euclidien joue un r8le important.

Considérons d'abord le cas classique unidimensionnel.

" te= Cas n=t, Transfurmation,gg‘HILBERT .

Avec lés notations du second théordme du chapitre précédent (chapitre II, 3.2)
on prend dans R
‘ 1
(1) a(x) =& sgnx s
done
T C N |
(2) K(x) = 57 = 5% (x #0) 3

dtolt (ici par un calcul direct, de préférence 3 la formule du second théordme) ;

(3) m(x) =1 sgnx
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(o0
(4)  (T2) (x) = vep. £(%) 44 = lim £(t) a4
‘ b S- x=% e—0 j}x-—tl>e x=%

(oh on 1it v.p. "valeur principale de"...)

C'est un opérateur de LZ(R) ; ona T2 = - Id .
2
L™(R)
Parmi les opérateurs (bornés) de LZ(R), T est caractérisé comme étant la
. 2 2 4. . g .
seule transformation L — L (4 une constante multiplicative prés)
i) qui est linéaire bornée,
ii) qui commute avec les translations de R,
iii) qui commute avec les dilatations > 0 de R,
iv) qui anti commute avec la réflexion X +—— — X,
Ainsi, en notant
(To£) (x) = £(fx) (§ #0),
iii) et iv) signifient que pour tout & £ 0,
T8‘1 T ?& = (sgn §) T.

2.- Cas n » 2. Les transformations de RIESZ -«

2.1 Ici on introduit simultanément n fonctions & (positivement) homogines

de degré zéro 3

X,
Qj(x) =c T%T (3 =150eey n)
regt
2
avec ¢ =~

e

T 2
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et les n noyaux

.Q:_j(X) X,
K, (x) = n én i+1
J Ixl Ix

qui donnent les n transformations de Marcel RIESZ Rj $

Y
&—0 J n+1
Iyl e ¥l

On a (ZYGMUND : "intégrales singulidres™ cours d'ORSAY (1964) chapitre IV

Rj(x) =c lim £(x - y)dy.

théordme 19 page. 39)

X,
- A =i 3
qu'on peut prouver en recourant au quatriéme théordme (5.3) de ce chapitre.

Invoquant cette dernidre formule, on peut caractériser intrinséquement les

2.27Premier théoréme .~ Soit

T = (T1,..., Tn)
(n > 1) wune famille finie de transformations linéaires bornées
2@ — 12E"Y od
1) Chaque Tj commute avec les translations de Rn,
2) Chaque Tj commute avec les dilatations de Rn,
3) Pour chaque rotation p de Rn, de matrice (pjk) on a 3
P Tip = 7. Pix T

(Ici, P opre dans L2 par P(f) (x) = f(p(x)) ) e
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 Alors il existe une constante ¢ telle que pour j:?;..., n

T, =¢R,
J J

jéme transformation de Marcel RIESZ).

R,
2.3 Preuve.- D'aprés 1), la transformée de FOURIER T;‘z mj est une fonction
bornée ; d'aprés 2}, mé est homogene de degré zéro ; 3) donne d'aprés
Fo p = Pe‘}" gue les mj vérifient aussi
-1
my (P ) = 72 Py )
On calcule les valeurs des mj en un point simple (sur un axe de coordoniides)

puis en tout pointe
2.2

2.4 Intérét de ces transformations ¢ Exemples dans la théorie des équations aux

dérivées partielles.

Voici 1'idée la plus simple, mais typique. Soit § indéfiniment dérivable

& support compact dans Rn, de laplacien

aper By

k=1 3xk

On &

2
% o%, h g &P

" Car les transformées de FOURIER des deux membres sont égales

X, X
(2wi x ) (2wi x)¢* (x).= ~ T 1; 12 41'&2&::!2@" (x) .

Ix]

D'oli des majorations du type
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2 .
2y
ﬁwﬁp < Aplagly

3.~ L'intégrale de POISSON pour un demi-espace de Rn+te

L'étude des fonctions harmoniques fournit une autre interprétation fondamen~
tale des transformations de RIESZ (troisidme théordme (4.3)).
Afin de développer ce point, brossons d'abord les traits principaux de
1tintégrale de POISSON.
s ‘s n n+i +
3.1 Notation.~ On considére ®  comme un hyperplan de R et on note Rh+1

le demi-espace positif correspondant.

3.2 Problime de DIRICHLET.- Soit £(x) € LP(R®) (1 « P < o). Trouver une fonc-

. . . . + . <
tion harmonique u{x, y) dans l'intérieur de R qui tend en un sens & pré-
q y ¥ ntet 2 P

1
ciser vers f£(x) quand y —— zéro.

3.3 Solution pour £ € Lz(ﬂn)g— Etudions

u(x, y) =j f‘(t){zﬁ(ﬂx} 2y,

Rn.
n
avec, comme d'habitude (tix) =7 tj X1 It = longueur du vecteur +, y > O,

£* = transformée de FOURIER de f£.
Cette intégrale converge absolument, d'apres ﬁfﬁz = Hf“ﬂz et 1'inégalité
de SCHWARZ.

On. a
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n .2 2
Au-_-z-?—g»r:‘?-lz‘:o (xe R, y=>0)
1 8xk oy

89*276 14l h4

car b te—p et ses dérivées étant 3 décroissance rapide, on peut dériver

sous le signe j.
On a, pour tout +t e R et y >0
xfh(i)eezn H;iyI <),
lim o pr(8)e 20y _opnyy,

Comme ces foncbions de + sont dans Lz(Rn), le théordme de convergence
dominée de’ LEBESGUE dit qu'il y & aussi convergence en norme Lz. La transfor-
mation de FOURIER étant une isométrie de Lz, et comme (£%)* = £, on en con—
clut que

u(x, y) — £(x) dans Lz(Rn) ‘ quand y — 0.

3.4 Définition et propriétés du noyau de POISSON.~

Posons pour tout y>0

P (x) =X e-—-2’f€ltly e-zm i(xlt)dt
y oh

n
n .

xXER (Xit = x, t.)e

(xe &) (xit) =77 x )
Par définition, Py(x) _est le noyau de POISSON (pour le demi-espace R:+1

I v i . .
de R ) -~ cette précision sera désormais omise.

Pour tout y, c'est une fonction de x de Lz.

On vérifie que l'intégrale étudide ci~dessus



ulx, y) J" fn(t)e-zu i(tIx) e—ZnItiydt

n

4

stéerit aussi

u(x, y) J f(t)Py(x - t)dt
n

R

ou (convolution dans R")

u(x, y) = (f * P_)(x).
n+1
reey
On a (avec c = —-]-1-:1—)

—————

o e

, o+l
Py(x) =c_ y/(zx:2 + yz) 2

En effet, remarquons d'abord que pour §=>o0 2
2 n w Jxl
-3 ~27i -2 T77
(1) J’ o 1 621\:1(ttx)dt=g 2
™

et (calcul d'un résidu), avec p >0

-p 1 ooeip
e =1—E‘S 2dx

o T4x
1 @ —(1+x2)u
et —3 = J e du,
T4+x 0
donce

donc

III.7.
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stéerit

2
© - =&
ew“?’--1 E----emldu
TR 0 va ﬁ?
{exprimant e~9 comme barycentre de la famille des e 4u : voir dans BOCHNER :

"Harmonic analysis and the theory of probability" (éd. BERKELEY) le "principe de

subordination®dens chapitre 4)

Cela fait, reprenons

P (x) = j ebzmﬁy ezml(“x) dt =
y a ,
R
- 2 2 2, .
__z_j_j (ng__‘_‘ L TR L T ICTE R
V¥ o 20 Va ~
' + = M -
Le changement' 8= =~ donne Py(x) }x}z
® -u -2 -—3u
e -l-j -e_.-.- (’E'z..) 2 & y d_u P
Vv o Vu u o,
Ix] 1
® -T2 n-!
1 -1 ¥ -n 2
= o ¢ : y u du =
vz °
(par le‘changement U i Eﬁ
Y n-1
- 2 2, T2
0603%“5J eu‘(EXi +y)u du =
o ¢
w2 n+1 ® n—1
2, 2., 2 -u 2
= (y/(w (1x1% + ¥%)) )j e u? gu
)

qui domne la formule encadrée ci~dessus.

3.5 Autres propriétés immédiates de I’y(x)k (xe Rn’, y > 0) o=

+
i) Py(x) est harmonique dans l'intérieur de B ..



III. 9.

ii) P (x) » 0.
) y)

iii) J P&(x)dx =1 (pour tout y > 0)
n
R

car les transformées de FOURIER en x wvalent 1 & lforigine.

~ ‘ + : . x
iv) Sur chaque demi-droite de l'intérieur de Rh+1 issue de l'origine, la

restriction de ?y(x) est une fonction décroissante de la distance & l'origine

cela résulte de v) s
i) Py(x) est (positivement) homogdne de degré-n. On a
B (x) =P, ()e"  (e>0)
On constate que. les (gé)e:_o vérifient les conditions du second théordme
ci-dessous (remarque 3.7.2), ce qui permet d'affirmer que 3
vi) 8i f e Lﬁ(Rn) (1ep<w), alors
fox Py — f en norme 1 quand y ~—3 0
et posant ;
(£ « Py) (x) = ulx, y)
on a, pour presque tout x € R, 1imy~e0 ulx, y) = £{x).

vii) On vérifie que cette fonction u est harmonique dans 1l'intérieur de

R+

1 et on peut exprimer vi) ainsi s

"On a résolu le probléme de type DIRICHLET pour le demi-espace, quand la

donnée surﬁl'hvperplan frontidre est dansf‘Lp.“
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3.6 I1 est préférable de décrire cette propriété d'approximation de 1'identité

du noyasu de POISSON dans un cadre plus général.

pon.

Second théordme.- Soit @ une fonction définie sur Rn( telle que

i) jl‘{’?dx» <® | 3
ii) j({.‘dxk= 1.
Posons (€ > 0)
Pe(x) =87 9(3)
‘On‘ sait bien que pour tout f & LP(Rn), £ % t?e converge vers f en
norme LY quend €—>0 (1 < Pe®)o
Introduisons la fonction radiale Y3

Y(x) = sup it = mi‘{)(t)i

"dominante radisle de tp" N

Si pe L1 (#Rn), alors pour tout f @ Lp(Rh) (1 p <o0)
a) SUP o o Iz % (pei < A(MF) (éans tout Rn)
ot Mf est la fonction maximale de f (cha.;pj.tre I, définition 1.1), A ne
dépenéa.nt gue de l'exposant p, la dimension n et la fonction o
b) Pour presque tout x & R®
£ % Qg (x) — £(x)

quand g -~ 0.
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3.7.1 Premidre remarque.~ On avait déji considéré ce théordme au chapitre I (1.3)

avec

1 / (volume de la boule unité de R") si Ix| < 1
p(x) =

zéro si |xl > 1

On avait sups’off * q)ei‘s Mf et égalité pour £ positive.

3.7.2 Seconde remarque.- On peut prendre @(x) = II?1 (x) (notation 3.4) j alors
Pe(x) = B (x) et P=y.

3.7.3 Troisidme remarque.- La preuve montrera que

A= j P(x) dax
8"
convient .
3.7.4 Quatritme remarque.~ On posera avec x| =1

W) = "v(x) = SUP L 19(y)l
(1? est la pius petite des fonctions qui sont radiales, décroissantes par rapport
a r, et majorent [@}).

L'inégalité

,L '@(x)‘dx a—.'q)(r) jr dx = 'W:r)rn % constante
aﬁ'x,gs,r -»2-«1:{3.,;1*

prouve que

Si ’ly € ]‘.j1 (Rn)‘, alors o ‘\P(r) tend vers zéro quand T — O et quand

T e 00 »
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3.8 Preuve du second théoreéme.-

Preuve de 3.6 8) .~ En étudiant 1l'effet des translations et des dilatations de
R sur les deux membres de 1'inégalité en vue, on voit qu'il suffit de se placer
4 l'origine 0 de Rn, et de considérer le seul noyau (?(E = 1), qui est ma-

joré par Y.

En définitive, il suffit de voir que

On a
(1) Iz xy (o) < A (u£) (0)

quand on suppose f positive et le second membre fini, avec

(2) A::J x)ax.
n

R "
Introduisons
Nr) = J. £(rx?)axt,
Ix' =1 .
Ar) = 2iax = | A Pe)eas
x| g1 [4]
On a

£ % Y(0) =j £(x) P(x)dx =
I

R
= 170 g™ ar =
(4] : ’
N )
= lim 3 A(r) ?(r)rnqdr =
e—0 g
N0 N
= lim (-~ 1) j AMr) d(l‘)(r)) (Intégrale de STIELTJES)
€30 €

N300
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En effet, 1'intégration par partie & la troisitme ligne introduit 1'expres-
sion
A YN - A€) yie)
dont les deux termes tendent vers zéro en vertu de la quatritme remarque précé-
dant cette démonstration (3.7.4) et de la majoration

(3) Alx) = j P(x)ax < . V . M2(0)

(x| <z

oi Mf(0) < o par hypothdse et ol

V = volume de la boule unité de Rn.

Notre chafne d'inégalité donne

£ %y (0) = jo Ax) al=p).

Enfin, on reporte dans cette intégrale la majoration (3) et la relation

%,5 r'a(- P(r)) .-.j Yx)dx = A .
0 lRn

On a :
0<f xY(0) <a () (0) ;
c'est-a~dire quion a (1) et (2).
Preuve de 3.6 b) o~ Compte~tenu de a), on procéde comme au premier chapitre (gha-

pitre I, énoncé 1.3 iv)) ol on avait établi b) quand

% pour x| g1
9(x) =
zéro pour Ixl >1.
3.6
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4.~ Comparaison entre un ensemble de transformées de RIESZ d'une

fonction et un systéme conjugué de fonctions harmoniques.

4.1 81 £ e L2@®Y), on lira 1'égalité

u = I.P.f
ainsi ¢ "u est 1'intégrale de POISSON pour le demi-espace R:ﬂ de f£%,
4.2 Rappelons quelques formules sur les transformations de RIESZ.

A fel?@®Y) on associe (R, (£), By(£),000, B_(£)) ob
+

. ' v k
R (£) (x) = lim c ‘X fx = t) —— dt
k €—30 n ‘bl;,ennﬂ) : lt‘m-‘!
‘ ~ n 2
ou bt = (t,gyoacy 'hn) € R 3 Cn = —n—ﬁ-ﬁ—
™ 2

Ce sont n fonctions de LZ(RB) ; et dans La(Rn)‘ on &
n
2
7 R =-1Id
7ok L* (™)
qui résulte de
Kk

B () () =1 g £ ()

4.3 (Proisidme théordme o~ Soient f & Lz(Rn) et £

?,oéo’ fne Lz(Rn)’ et leurs

L +
intégrales de POISSON, (définies dans 1l'intérieur du demi-espace Rn+1) s

uo = IpPof, u.‘ E I‘P’f‘!,C.Q, u.n = I'Pofn

Pour que

f.=R,f ("—'-:1 sa e n
j J() J=ty ’ }:

il faub et il suffit que - avec x = (xi;,.., xn) € Rn, y=x > 0:
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a &uj
22: j=0 3x%. 0

'3

Jd
i D

K &xj

3
<]
74

-

4.4 Exemple : n=1.- Les dernidres relations avec x1 + ixo

u  + iu
0 B

ment les deux conditions de CAUCHY-RIEMANN pour que la fonection 4

soit analytique (dans le demi-plan Im z > 0).

4.5 Preuve du troisidme théordme .-

si fj = Rj(f)’ on sait que

t,
A 3 D e Ay
et que
‘n.(x, 9 =‘J 2" (+) e-znltfy e*2ﬁs1(t$x) b =
3 n 9 :
& t
= lj 2" (8) 3 om2nlbly ~2Wi(blx) gy
B
et que
a (% 3) =j o (1) om2WIlY mEmi(eln)
n

R

Ces intégrales peuvent &tre dérivées sous le signe I 3

les relations entre les dérivées partielles des u.

Ju du,
Inversement si —— = —3 on aura
D — 8xj 3x0
-am i 4 ) = e 2T L _owis (1) L
+,

c'est-d~dire qu'on aura fg(t) = i ?%T ().

=X+ iy = z expri-

de =z

alors apparaissent
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5.~ Intervention des harmoniques sphériques

Parmi les transformations

v AUy)
Tf = llme—40 J e f(x-~y)dy
lyl>e Iyl
ot & est positivement homogeéne de degré zéro et J Q. (x")dx' = 0, nous

Ix' =1

avons étudié les transformations de M. RIESZ ou

0’.=c J j=1,'00, e
Pour n =1, c'est le seul cas possible.
On a introduit dans le chapitre précédent les expressions

n(x) = j, l K(x', y') Q(y")ay?®
y'l=1

K(x', y') =% sgn (x'|y') + log ](x'ly')!

et m est le "multiplicateur"” provenaht de la transformation

(chapitre II, 3.2).

On remarque que la transformation Q+—3m commute avec les rotations. On
considére donc l'espace des fonctions de carré sommable sur la sphére unité, et
la décomposition de cet espace selon les représentations du groupe des rotations,
clest-a—dire la décomposition en harmoniques sphériques.

5.1 Définition.~ Uhe harmonique sphérique de degré k dans RP est un polynome

P & n variables, homogdne de degré k, de Laplacien AP nul,
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5.2 Résumons ici, sans démonstration, les propriétés des harmoniques sphériques

gue nous utiliserons.

La sphtre unité de R" sera notée Sn 1 et sera munie de sa mesure habi-

tuelle.,

by

5.2.1 Soit %%K l'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes sur la

sphére S

i’ des harmoniques sphériques de

qui sont les restrictions & Sn 1

degré k. Alors Xk. est un sous-espace de dimension finie (fermé) de Lz(Sﬁ_T).
Remarquer gue &; = les fonctions constantes,
Si Pk est un polynome homogéne de degré k, on notera Pkisn_1 = Yk sa
restriction & la sphére unité, c'est-a~dire un élément quelconque de Xk.
5.2.2 Pour j # k, les sous-espaces %3 et Xk; sont orthogonaux, c¢'est-a-dire
que si Yj& Wj, I e ka, alors
js T, (x') T (x")axt =0 .

n-1
5.2.3 Chaque f € Lz(sn 1) s'éerit de manidre unique

£=7 T (T e ‘aek)
bl la série converge en norme L2(Sn”1). Autrement dit, L (Sn_1) est somme
directe hilbertienne des xk'
s 2
5.2.4 Soit dome £ =) 'Y e LS ).

Pour que f soit indéfiniment dérivable sur sn_ il faut et il suffit que,

1!‘



pour chaque entier positif m

on ait
2 -
fYk(x')] dx' = 0(k ) quand k — ® .
$ :
n—-1
5.3[Quatriéme théordme.- Soit Pk une harmonique sphérique de degré k = 1 dans
Rn. Posons
P, (x)
Q(X) = i s
[x]
o) D™
K(X) = = .
n k+n
Ix| x|
Alors le multiplicateur correspondant s'écrit
Pk(x)
m(x) = fk — s
[x]
ol Y]& est une constante ne dépendant que de k et de n (équivalente &
n
k 2 quand k — ® d'aprés la formule de STIRLING)®
.k k/2
(1) Yk = i 'mn/z £1£4_l .
I

L
La preuve utilisera des identités sur des transformées de FOURIER.

5.4{ Lemme .~ (Identité de HECKE). Soit P une harmonique sphérique de degré

Valeur au point y de la transformée de FOURIER :

74 -JHX!Z Lk —E!ylz
x(Pk(x)e Yy) = i Pk(y)e .

L
5.5 Preuve de 5.4.~ L'égalité en vue s'écrit

2 Lk -1 !2
(1) prk(x)exp(-mx; +2ni(xfy))ax = i (y)e” Y
Or il est clair que le premier membre de (1) vaut

2
(2) oly)e ™I
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ou § est un polynome. Il s'agit donc d'établir que
Or (1) et (2) donnent

0 = | Blenin [ - ivp)® e G - i) ]rax -
n

R i ,2
= ij(x +iy)e ! ax

d'aprés un changement d'axes dans ¢ 1égitimé par des considérations d'analycité

et de décroissance rapide ; on peut méme remplacer iy par y.

Comme 1'exponentielle: e_W‘Xl - est une fonction radiale et que P

étant
k,

harmonique, vaul sa moyenne sur une sphére, on peut remplacer Pk(x + y) par

Pk(y). Donc, comme voulu

2
Yy -% x| _
o) = [ e ax = 20
5.4
5.6 Applications de 1'identité de HECKE : Les transformations i?n K
b

1
Soit fel (Rn) radiale. Soit Pk une harmonique sphérigue de degré k.

On montre qu'on peut écrire la transformée de FOURIER de £ Pk sous la forme

A
(£ 2 (0 = g(x) B (),
ou en posant |x| =1, g est elle aussi une fonction radiale. On peut donc dé-

finir une transformation c}n k entre fonctions radiales en posant
2

?n’k(f) =g .
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On a la relation de BOCHNER :

.k
(1) ifn,k =2 ?h+2k,0

qu'on démontre en recourant 3 1'identité de HECKE (5.4), en observant que 1'en—

- semble des fenctions fg (S > 0)

est total dans l'ensemble des fonctions radiales f telles que

0 .
X L) 12 12 Gk ) c o
0

P (x)
5.7 Preuve du guatritme théordme (5.3).- On veut voir que 'Yk’ L " est la
P (x) Ix|
transformée de FOURIER de o ! qui n'est pas intégrable, mais est une dis-
(x| ‘

tribution tempérée, que nous allons approcher par les fonctions

Pk(x)
— (¢ positif =3 0)
x|
Montrons
P {x A P
(1) m},(.l, y) =% ,__}E.(ﬁ
Ktn-® k,o ke
lxl ly( .
avec
k g"¢§§+%
(2) Yk,u.___l T k =n "

k b _¢
rz+3-3%

(En étudiant 1'homogénéité et 1'action des rotations, on voit que le second
membre de (1) est nécessairement de cette forme).

I1 s'agit donc de voir que pour toute ¥e ¥ ona

P(x) P, (x)
(3) XW p(x)ax = \[k < jm (P(x)&x .
Ix| e
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L'effet du changement de variable X b3 X Vi sur les transformées de
FOURIER montre qu'il revient au méme de dire que pour tout § >0 ona

W
(4) §¥/2 ka(x}e"“sm Qlx)ax =

L kg2 g6/ je-@szx;z

2 (%) | 9 (x)dx.

Or on & si @ > - 1

® 2
Ie““vfﬁzfpm = mwi
2
0 .
dtol
; ,f3+1

0 2,42 - _
j e..nixj [t] faf,_—.—.% % I(M) =8 -1,
0 .

On multiplie les deux membres de (4) par § élevé b une pulssance convenable,
de manidre gqu'en intégrant encore par rappaft & 8, on puisse intervenir les

intégrations par rapport & $ et x. On obtiendra alors (4) avec la valeur (2)

Pour établir (3), 41 faut justifier le passage & la limite :

- R G, Pi(:ec) .
(5) 11Q$“QQ X};?EIQ:E‘ Q(x)ax = VP X} ?(x)&x .

x| 5

P (X) n ‘
jm ?(K)ax:j a-‘»;‘i‘j sees
i

Mais d'une part

‘fxls 1 Ixi=1 ;
- J et (B(x) i..{‘?(oqu:»g
%l < 1 Ix| > 1

car l'intégrale de ?k (k= 1) sur toute sphére centrée b l'origine.est nulle.

Or on a de méme d'autre part
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P (%) S (x)dx - 1i j 1
VsPe Py {? X)dax = lme 0 e es = :Llne 0 eesvstleeie=

Ixl - Ixlz € eglxlg 1 Ixi>1
- J co o (@(X) - @(O))dx 3 j vess
xl < 17777 x| =1

d'oh (5) qui domne (3). 5.3

5.8 Application du quatriéme théoreme aux fonctions de carré sommable sur la

sphére unité (LZ(Sn-1)>'"

Seit Q€ LZ(Sn 1), positivement homogéne de degré zéro et telle que

I Q(x')dx' = 0.

sn—1

2
Elle admet (5.2.3) la décomposition orthogonale dans L (Sn 1)

Qx') =77 0 ")
k=1

ol &H{ est une harmonique sphérique de degré k.

D'ou, pour le multiplicateur correspondant, avec 3 introduit en 5.3 (1) :

k
n(x) =77 ¥, 0,00
k=1
Car 5.3 donne ce résultat pour un seul terme, puis on raisonne par additivité

et continuité :

; ' ' P g 1 1
1lmp—aa) jK(x ,y 7Y Z:: 31 j(y Ydy!'.
5.9 Question.- Etant donné m, positivement homogéne de degré zéro, existe-t~il

Q. avec j Q(x')dx' = 0 telle que
S .
n-1

m(x') = j K(x', y') Q(y")ay!

o K(x', y) =% sgalx'ly') + log |(x'ly")l 7
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La condition X m(x')dx! = 0 est nécessair:.

sn—1

5.10'binquiéme théoréme.~ 8i m est indéfiniment dérivable dans le complémentaire

de l'origine et j m(x')dx' = 0, alors

Sn—1

A
x|
o {l est elle mussi indéfiniment dérivable dans le complémentaire de l'ori-

et réciproquement.

L_gine et de moyenne nulle sur Sn_1,

La preuve utilise 5.2 et 5.8.
5.11 Ce théortme montre que les deux classes suivantes d'opérateurs sont identi~
ques 3

A) Les opérateurs T donnés par des multiplicateurs m positivement homo-—
génes de degré zéro, et indéfiniment dérivables sur la sphere unité

[(2£)" (x) = m(x) £7°(x)] .
B) Les opérateurs donnés par

Tf(x) = constante x f + v.p..jggz% f{x-y)dy

byt

o & est positivement homogene de degré zéro, indéfiniment dérivable sur la

sphére unité et de moyenne nulle sur cette sphére.
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Indications bibliographiques pour le chapitre III.

Pour les transformations de RIESZ voir J. HORVATH, Indig. Math., 1953, 17-29.
Pour les résultats de paragraphe 5 voir BOCHNER, "Harmonic Analysis and the

Theory of Probability", chapitre 2. Des applications se trouvent dans

CALDERON et ZYGMUND, Amer. Jour. of Math., 79, 1957, 901-21.



Chapitre IV

La théorie de LITPLEWOOD-PALEY.

Les multiplicateurs de Lp.

0.0 La théorie de LITTLEWOOD-PALEY a été initialement développée dans le cas

n=1, et selon les trois aspects suivants :

-~ La fonction auxilliaire g, (voir premier théordme (1.2))

- La décomposition "dyadique"™ d'une fonction au moyen de son analyse de
FOURIER, (voir § 4)

-~ Le théordme des multiplicateurs de MARCINKIEWICZ (voir théoréme (2.3)
et (4.5)

La théorie développée entre 1930 et 1939 par LITTLEWOOD et PALEY, ZYGMUND et
MARCINKIEWICZ utilisait les méthodes de la théorie des fonctions d'une variable
complexe et se limitait donec au cadre n = 1. Elle est décrite en détail dans
ZYGMUND "Trigonometric series" chapitres 14 et 15.

La théorie mn-dimensionnelle est plus récente et a été inspirée par les mé-
thodes de variable réelle décrites dans les chapitres I et II de ce cours. Alors
qu'il existe maintenant plusieurs approches pour les principaux résultats (voir

bibliographie citée & la fin du chapitre), celle que nous avons choisie n'est pas

celle qui est sur le plan logique la plus simple et la plus directe, mais celle
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qui, du moins nous l'espérons, est la plus instructive.

des fonctions harmoniques
0.1 Dans leur étudel dans le disque unité, 'LITTLEWOOD et PALEY introduisirent un
opérateur (non lindaire) auxilliaire  g. Sbit f, fonction réelle définie sur
la circonférence unité S, f e L? {(S), Soit ¢ fonction analytique dans le disque
izl < 161 =1 telle que 1lim zws(ﬁe % (z) m () presque partout -~ ce qui défi«-’
nit ¢ A une constante imaginaire prés.
On définit sur la circonférence § " la fonction g{f) par

L
3

1 .
&) @) = (| (1018 (= o 1%0)

0 .

Ils ont montré que pour 1< p <w, ,}{g(f)}jp &Ap {{fi}p et, si
2x :
£(0)d® = 0, alors [f] < A! 0 .
J. : L <A el
; - . -+ 1 . s
Nous adapterons cette théorie au demi-espace Rn«i-‘! de B, limité par

1'hyperplan R,

1.1 Définition de g(f)- AfE Lp(Rn), on associe son intégrale de POISSON s

u = I.P.{f) harmonique dans l'intérieur de ﬁ;q + On note
B n 2 2
: 2 u M
| gmé ul® =7 i (”"axj + ('a""y> .

Af , on associe g(f), définie sur R" par

€O 2 1
g(, %) = |gl) (x) = (] yiead uiPlx, ) ap)’
¢

Comme £ b u est linbaire, £+ g(f) est sous-additive.

1.2 Premier ﬁhéoréme «~ Il existe deux constantes A;p’ B? (dépendant de p et n)

telles que pour tout £ & LP(R") on ait
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{ | 'BP I}fifp sﬁg(f)[ip < Ap ﬁfﬂp (1t<p<ow).

1.3 Esquisse d'une démonsiration employant des méthodes vectorielles .-

Proposons—nous plus simplement d'aborder 1l'inégalité

ﬁ(j: yfé’;‘jﬁ éy}%lfp < lzl .

On a g—;—i = Qf-y % £ ol Q:,y est la dérivée par rapport & y du noyau de

POISSON. Introduisons l'opérateur T

Tﬂ@uj e (x - ) £(t)at
J oo
et les deux espaces de HILBERT

H1 =, H2 = Lz(w?) oft ¥V est iu mesure y dy sur R'.

On peut dire alors que f est définie sur Rn, & valeurs dans ‘H1, et que

Y cr;y(x) est un élément de Hz, qu'on peut donc identifier & un élément de

Enfin comme la fonction X > (x.y(x) est continument dérivable hors de

o

l'origine et que ses dérivées vérifient 5;3: (x) < —— on peut appiiquer
3 Ix]

une version vectorielle du premier corollaire du premier théoréme du chapitre 2
{eh.II, 2.7, 4.1, 4.2).
1.4 Notre démonstration utilisera trois lemmes ; (le premier a été utilisé par

HARDY et P. STEIN).

1441 {- Premier lemme.- Soient u une fonction harmonique positive, p un exposant20
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on a évidemmentd

ald®) = plp - 1) lgrad ui‘z o2

»

(pour p=2, on peut omettre l'hypothdse uz 0 et

A(uz) = 2|grad ulz) .

o

1.4.2

[Second lemme.- Si F est une "bonne" fonction définie dans R:H’ alors

QO
J\ ‘ I yAF (x, y)dx dy = j F(x)dx.
y=0 YxeRP , g™

[L'ensemble de ces bonnes fonctions sera partout dense dans les espaces fonc—

tionnels ol on aura recours & elles J.

En effet, dans un domaine B de R:M de frontidre 9B régulidre, de nor—

male extérieure n, on a

j (uav - vAu)dx dy = j (u?.vﬁ -8
B 9B

-

On prend u=y (done Au =0), v=F, pour B un bon domaine, variable de ma—

*

nidre & inclure une demi-houle de R:M centrée en un point de " ; F sera

"assez bonne" pour que, quand B grossira,

j( nwjne%‘i n = zéro.
3BNR R B0 (R i

1.4.3[Troisidme lemme.— Notant MPf la fonction maximale de

f et us= Iw]?o(f),
on a

SUPG L ol u(x, )l < Me(x) (x&R™M).

Cela résulte de la premidre conclusion dans le second.théordme du cha-

pi‘bre préCédent (Ch‘QIIIb 3.761, 30702, 30703)0‘
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1.5 Preuve du premier théordme (1.2).-

1.5.1 Premidre étape 3 1 < p < 2.. Montrons que si f € 9@Rn) (s £ indéfiniment

dérivable & décroissance rapide) et £ =0, alors

lg(e)l < 4 fzl .

be()l, < 4, Uz,
(Tout élément de ¥ étant différence de deux éléments positifs de ¥, et g
étant sous-additif par rapport & £ (1.1), on aura la méme inégalité dans tout
¥, donc dans tout LY). On a

[0 8]
(808, )% = | ylgrea u (x, )17y =

0
1 ® 2p 1
= A( )d =
p(p-1) fo vEOARE
1 2-p [” P
< sy (00 03P [y ate®ay

0
par définition de g, puis d'aprés le premier lemme (1.4.1), car f » 0 donne

u » 0, enfin d'apreés le troisidme lemme (1.4.3) et l'hypothdse 2 — p = 0. On

a donc
2:2
(1) (£, x) < C (ut) (x)) 2 (3(x))?
- PO
3(x) =f v alix, y))dy .
0
Etudions
. {01
(2) f J(x)dx = J (J yA(uP)dx)dy =
R 0 “gn
= up X = P .
- j ) (x, O)ax = Iel?

R
(1) et (2) donnent aussitét le résultat pour p=2. Supposons désormais p < 2.
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- (1) donne
2-p
| ~~ P p/2
(3) j lg(2, x)1Pax < (¢ )Pj (M) (x)) 2 (Ix)  ax <
. n P n
R 2p [
pr'  1/r! 1/r
“(c)? (j ((Mg) (x)) 2 ax) <j (7(x)) 2 ax)

dlaprés I*megallté de HOLDER avec r = % (donc ‘! < r <2 d'aprés 1l'hypothdse
1< p=<2 et %,-&» = 1% Les exposants du dermer membre de (3) valent donc

dtaprés (2), le dernier facteur du &ernier membre de (3) est donc ﬂfﬁpp/r , et
le facteur p:‘récécient‘ est majoré (d'aprés le premier théordme (1.3) du chapitre I
et 1 <2 < rt < ®) par C' Uflip/r ol C;') est une constante ne dépendant que
de p et n. Reportant dans (3) ces évaiuations s on franchit la premidre étape.

1.5.2 Seconde étape : Si 4sp<«w, ona

le M= 4 gl
1.5.2 (i) o~ Nous éxpioiterons la relation
" 2 ‘ 2
(1) sup jg (£, x) Plx)ax = Ig(D)I2
olt l¢ sup est pris selon les fonctions 20, & Lq(an), avec q exposant con-

jugué de p/2 3 =+ -==1 et ﬂt?ﬂq £ 1 : Chacun des deux membres de (1) vaut

1
q

L2 1Y)

alors
([tatz, =) P/24) 2/

et ona 1< g < 2. L'intégrale figurant au premier membre de (1) vaut 1
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00
(2) j 5 n ylgrad u(x, y')l2 ¢p(x)dx dy .

y=0 “x €R
1.5.2 (ii).- J'affirme que (2) est majoré par
o 2
@ 2] [ ylad® x9le ey

y=0 “x6R
ol on note encore pour alléger ¢ 1ltintégrale de POISSON I.P.Q.

En effet P =P 4P (dtapres (P )" (x) = e-2m¥x!y)
' Wy Yy ¥ y

permet d'écerire

u(x, y) ”‘?y/z * (?y/é % f‘) = L B

L'inégalité de SCHWARZ et j P (x)ax = 1 donnent

/2(3: - %) ult, -é)dt.

2 ¥y, 2
* ( y )i ( - 'ﬁ) u(t, )g dt.
Uix, y £ 'L’E‘R /2 X

Pour la méme raison

. 2
lgrad u(x, vl L‘;Rn y/a(x - 1) lgrad u(t, 2){

n 00
qufon reporte S ylgraa uiztp(x)dx dy =«
‘ Yy xGR V

8

2

/]

-0 ‘(X j;eg yigrad u(t; 3 ! Py/,z(x - ) p(x)dt dx dy =

j yvigrad u(*i;, 2 p(t, %)dt dy =
téR

8 5

i

Y0
= 4 j , j lgeas al{x, ¥l {p(x; yydx dy
y=0 "xE€R.
(1a troisidme ligne d'aprés le théordme de FUBINI et § = I.P.9 = P ox gy la

dernidre ligixé par changement de variables).

Or (premier lemme 1.4.1 pour p=2) 2lgrad al? = A(uz) ‘donne bien (3).
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1.5.2 {(iii). Reportant dans 1'expression (3) d'une part 1‘i&én‘bi'té
2, .2 -
pale™) = A" Q) =47 7wy,
~.0 ivi
‘ o 3=v
oh les indices Jj désignent des dérivées partielles par rapport aux n+l ve-

risbles ‘xo =Yy Xygeess X et d'autre part 1'identité du second lemme (1.4,2)

avec
F(x, y) = uz(x‘, ¥) 0lx, ¥)
et F(x, 0) = fz(x) \Q(x)
.on,obtienﬁ
. | |
[ ] avtadd e ey =] P gboax -
v=0 Yx6R x&ER
el jw j ax &
- 4 ya u, : Y .
n © Z:j:(} y=0 x6R" "‘) ?3
Hals Z‘:jne jw() Leﬁn;yu E qajidx G.y =
« o
<@+ | L0060 (| ylered ul lgrea glay)ax <
xeR o
<o L], 0w e 0 g, N
. |

d'aprds le troisidme lemme (1.4.3), puis d'aprds 1'indgalité de SCHWARZ avec la
mesure y dy.
1.5.2 (iv) .~Ed résumé 1.5.2 (ii) et (iv) donnent
2 1.2,
I(g(f;~x)) \?(x)dx <3 jf (x) Q(x)&x +*
te

¥ gt jmr)‘('x‘) g(£, x) g§,x)ax.

On.apﬂigqﬁe % cette idernidre intégrale 1'inégalité de HOLDER pour ces trois
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fonctions, les trois exposants étant relids par

ek

Q-

1
P

LS

et (1) (dans 1.5.2 (1)) donne
Jeol] < L el Je(ol ﬂgwq

Or puisque Hf‘ Rp‘ <1, iiiﬂlq <1 et que 1< q< 2, ce qui permet d'appliquer
la premidre étape & la fomction ¢, on voit que la quantité X = lg(2)] o vérifie
une indgalité

Xz s AX+B

avec A » 0 et B = tqui ne dépendent que de n et p. Négligeant de vérifier
que X <, on en conclut que X est borné : Il existe une constante Ap telle

que X = AP et la seconde étape est franchie.

1.5.3 Troisidme étape 3 On a pour tout p vérifiant 1 < p <o

e )ﬁp PH lp
En effet; on & obse‘rvé que g est sous-additif, et on a démontré les cas
1<p=2 et 4 «p <. On vérifie qu'on peut appliquer le théoreéme de

MARCINKIEWICZ. (ch.I, 3.3).

1.5.4 Quatridme étape 1 On a iffiip =< Bp I g(f}ﬁpe

1.5.4 (i) .~ J'affirme que

¥ © e~
_ du B
jan £{x) (?ZX)&X =4 jan JO y ;5-:-); 5% dy dx.

On sait que



u (x, y) = e Y gy,

qui donne pour w (dérivée de wu par rapport & y)

—owl
u’ (%, y) = =2nixie 2nlxly £4(x),
o ;

et de méme pour tpo‘ (dérivée de § par rapport & y)

-2%Ix1ly

Qo"‘ (x, y) = -2nixle &P"‘(x)'

D'od (théordme de PLANCHEREL)

2 2 4wl
e

j yu § éxdywj y 4w x|
R+ ’o o IR+

o+l n+1

m —
nj a 4?52 }‘xiz (‘[ y e~4m§xiy&y) 2% (x) P (x)ax =

R ' 0
' i
4

. jf“‘(x) l?—(x)dx =}4~ ji’{x} lﬁx)dx.‘

Iv.10.

<1y phx) Ex) dx dy =

1.5+4 (ii) .~ D'aprds (i) et 1'inégalité de SCHWARZ pour la mesure y dy, on &

200 Fmaxl < 4 [ale, %) elp, Dax <
= 4ﬂg(f)§p el <44 le®I lvl,

dtaprds l'inégalité de HOLDER et la troisidme étape.

fth. 1 .‘24

1,6 Remarques sur la démonstration du théordme 1.2.~

1.6.1 On & ﬁzonﬁré & la quatridme étape que, en notant u = IL.P.f,

® —
fu °9 _ 5 -
4 IRI} je ¥y 3 Ay dy dx = Rn £{x) &gixidxc

Prenons £ = § et pos‘onsV par définition

P = L.P.¢y,
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m .
g, (£, x) = (‘{0 ¥ 1:....;‘2 »°,
on obtient 3
2lg, (£, ) , =zl .

L™ (x) ;
1.6.2 On peut énoncer t §i f € Lz(Rn), alors g (£) e Lz(Rz‘{) 3 et si pour un

pejly o[, g (£) é;‘LP(Rn) alors (reprenant la partie (ii) de la gnatriéme

P ‘ .
étape) ona feL® et fffl =<C £ .
pe) et Il < C e ()

1.6.3 Définition.~ Posons pour tout entier k =1

; (e} WK 2 : £
2k-1 e
g6 0 = (| Y72 e
0 Sy

A

ot u=ILP.2 (Pour k=1, on retrouve g1)

o

Proposition.~ Il existe une constante ‘Ak telle que pour tout £, pour toub

x €R

Preuve seulement pour k = 2. Si on peut écrire

o L2
o :
B =-] 65 &0
Y h S
y ®s

[C‘estle cas si f e L2 + la transformation de FOURIER montre que la dérivée tend

vers QO quand y — 0], alors 1'inégalité de SCHWARZ donne

2 o .2 2 o 4
[ R I R RN PO
oy 2 2

y ?s Yy s

done o , 3
31(fy x) = (‘I’o Y }{?‘; (X) Y)} dy)% ‘5

(jm'(r 82 I% (xy 8) zdS)dy)% =
S

0 7y 1
- S
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®
(en intégrant par partie avec Uly) = j\ sesy et dV = dy). Diolt 1'inégalité
¥ V

pour f € La, puis pour £ queleonque.

1.7 Passons & 1'étude d'une autre fonction auxilliaire, _g;i s d'abord étudide
par ZYGMUND (dans le cas n=1, et par des méthodes de variable complexe). Ici
s'apergoit 1'avantage de l'approche assez compliquée de la fonction g. La mé-
thode plus simple d'espaces vectoriels esquissée en 1.3 ne s’applique pas ici.

1.7+1 Définitions.~ Pour M > 1, on pose

oo
(g; * X)?z ) J0 Lea"‘

Pour étudier cette expression (second théoréme, 1.7.3), on utilisera une ex—

an 2 t-n

(;:%T) lgrad ulx - 4, y)! y dt dy.

pression introduite par LUSIN (dans le cas n=1)

{s(zf, xﬂ))~2 = 'U  {grad u (xo - by y){z yT”nd.t dy

Mtx,)

ou 1'intégrale est étendue au cdne I‘(xo) = ensemble des (t, y) € R:—;-‘l vérifiant
VH} o xol < ¥
1.7.2 |Lemme.~ On a, avec A4, A}\ indépendants de £ et x

8§ (fy X)s

g(f, x) < A s(f, x) = A?‘

Nous admetbtrons les inédgalités entre le second et le troisiéme membre.

Btudiant l'effet des translations de " sur g et S, on voit qu'il suf-

. 0 .
fit de se placer em x = 0., Les dérivées %;-i ' g—; sont harmoniques comme Uu.

k
Notons By la boule de Rnﬂ de centre (O, y), tangente & 1l'hypersurface

limitant le cone [(0) ; le rayon de By est proportionnel & y ; g-;l-; étant
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harmonique
du 1 “ u
:53;" (0’ IY). =187 :53; (x,y s)dx ds
y By

et 1'inégalité de SCHWARZ donne

§ 0 2 1 u,2
%;33; (0, i §.T§;§* “B I;§t (x, s)dx ds

o f ety y ,
=00y ol ¢ ne dépend que de n.

On peut éerire !
A IB_|
Yy
intégrons cette inégalité, on a avec une autre constante ¢t

® 2u,2 ‘ {n.
(2R 0w <o [[_ B

de méme avec les autres dérivées de u ; en ajoutant ces inégalités on a bien

g(f, 0) s A s(r, 0).

1.7.3[Second théordme.~ Soient A paramdbtre > 1, et f définie dans R,

a) Pour tout x & Rn, on & A‘A g;(; (£, x) 2 g(£, x} (1.7.2) &

b) Siona 1< p<ow et p»-’:{, alors

*
£ A jzh .
iigh( ){Ips ?l} IP
La preuve de 'b)v pour p = 2 sers régléetout de suite ; ‘pbur p < 2, nous
passerons par guelques lemmes.
1.7+3 1) Preuve de b) pour p »2 (alorsona p> § pour tout A > 1). Montrons

* 3 3 n rd &
d'ebord que si ¥y est une fonction positive sur R, alors on peut écrire

(1) ja” (g;“'(f, ) y(x)ax <A jm‘* (g (2, x)? ((My) (x))ax.

*)2

Or le premier membre vaubl par définition de (gl
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2, il -3n An =-n
[ ] avmue m® (| v@ 0w P anar ey
y=0 YteR xgR
done pour &tablir (1), il suffit de voir que
(2) sup Y(x) (W= xl 3™ PP g ca () (0).
y >0 ‘ vy <A R
Or on sait qu'avec les notations et hypothdses du second théoréme du chapitre
III (3.6), on & ¢
sup, o Hd « tpe}ix}i < AMa) (x)
A, , - § -~
ol Qs(‘x) = *{3(6)6 .
On est dans cette situation en prenant ieci (A = 4, , €=y, e=1y)
| -
) = (e 1T,
d'od
. _ ¥ rn -n
‘?y(x t) = (y+!x-t3) y
on a donc {2), d'od {1).
8i p=2, on trouve 1.7.3 (b) en prenant Y} = constante dans (1).

+ - =1, On passera au sup selon les fonctions Y 3 0,

e
N

Si p>2, posons

Y e Lq‘, h}’lq € 1 dans le second puis dans le premier membre de (1), en invoquant
1'inégalité de HOLDER.
s [ (2, 200 0ax < o Iyl He(e? <
L * q P
2 2 2 2
- M Al he B (A A, If
LS Iyl )T e < A7 A el
olt AP est la constante du premier théordme (1.2), et Bq proviezit de 1l'étude

e la fonction maximale dans Lq(q = 1) (ch.l., premier théordme {(1.3)).
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Ainsi c¢ dernier membre majore le sup du premier membre de (1), & savoir
| * 2
f »
ﬁg()%

Ainsi s'achdve la preuve de 1.7.3 b) pour les cas p=2 et p > 2;

- La preuve pour p < 2 metitra en jeu les déux lemmes suivanis.

1.7.3 2)[ Premier lemme .~ (HARDY-LITTLEWOOD). Soient £ 3 0 et u = I.P.f. Alors

' & LR ’ ’ P - : N3
il existe C ne dépendant que de n +tels que pour tous x, te R,

y>0 onait ulx -y, y) « C(1 + i;—-‘- - MeY{(x).

" Preuve t En examinant 1'effet deés dilatations
(x, t, y) s (Ox, 6%, 6y)
sur les deux membres de l'inédgalité & prouver, on voit qu'il suffit de la prouver

en remplagant y par 1.

' On a, en faisant y=1 dans le noyau de POISSON Py(x) $ ?1 {x) = ¢ —

—————

ux =4y 1) = (£ % B) (x - 8. e #
Le second théf)rém'e du ehai)itre III((3.6) et (3.7.3)) donne
ulx = t, 1) = (£ % P,l)(x - t) = At(Mf) (x)
ol ‘At = jgt(x)&x, ol Qt est la majorante radiale de la f§nction X P‘i (x=t)
c’eé%&@ire

'Qﬁ(x) & sup, x| P,! (xt = %),

x| =

On évalue facilement A‘t = IQ%(X)&x < G(‘i:-}‘ fﬁn}.
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1.7.3 3) Applications de ce lemme,~ Etant donnée une constante k > 0, considé-

rons l'ensemble des cones f&(x) de sommet x € B° &

I {x) = ensemble des points (x - t, y) & B . vérifiant 4l < ky.
k » ¥ o+ ,

1
I1 existe une constante Ak {dépendant de n et k) ‘btelle gue si
(x‘~ t, ¥) e,fk; 230, uw= I.P.f on ait
0 < ulx -+, y) < Ak(Mf)(x)c
Cette remarque peut servir 4 1l'étude des limites non tangentielles & R” de
ul{x, y) vers £(x).
1.7.3 4) Définition.~ Etant donné un (exposant) = = 1, on pose, avec f (mesu~
rable)sur R
M(2) = (o (2™

(Pour =1, on retrouve la fonction maximale Mf de £).

1.7.3 5)| Second lemme.— Soient pm=r »1, f & Lp(Rn)y £ 203 alors il existe

une constante A (ne dépendant que de r et n) telle gque pour tous
B R
xy t€B, y>0 on ait

alx = 4, y) < A (14 207 () )

o u = L.P.f et .Mi a é4%é défini ci~dessus.

.

(Tei 1 + Rid) est élevé 3 une puissance < n, ce qui sera utile dans 1'étude
v P

de g;)e
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Preuve 3 Puisque u(x - ¢, y) = j n

P(x~t~38) f(s)ds et que la mesure
s'é R )

dont la densité au point 8 est Py(x - % = s} est positive de masse totale 1,

on &

ufx - t,(y)‘)r.s‘j Py(x -t = 8) ':Er(‘s)ds = IR (x - t, ¥),

n
seR

et il suffit d'appliquer le lemme précédent (1.7.3.2) 5 au lieu de f.
1.7+4.1. Retrouvons un résultat connu par le premier théordme (1.2) mais par une
démonstration qui donne 1l'idée que nous appliquerons ci-dessous & g;a Soit

feL?, £ 20, avec f<'p<2°

o0

oo ‘ ‘
{g (£, ‘ch)),2 = j vlgrad u(x, y)lzdy = 5-(-;-_-_-1-7 j y u2-p iA(up(x: ¥l dy

0 : 0
(a'aprads la relation entre le gradient e*ﬁlﬁapiacien de u harmonique positive 3
lemme 1.4.1).
L'inégalité de HOLDER pour la mesure de densité y au point y, la fonction

2-p "affectée de 1l'exposant

A(uP) affectée de l'exposant 1, et la fonction u
©" donne {voir lemme 1 ;4.3)

(g (2, % < (00 () * P 3(x) sy

: 0
ot 30 = [ v AP, yay
0
Le théordme de GREEN ‘(},e‘mme 1.4.‘2) donne j n J(x)dx = j n Pax .
R R

Introduisons les deux exposants conjugués ™ et % tels que

- P ~
= 3 § comme

-
N
Y -
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1 )1/13’

(e (2, )P < ((0) DY (a()) e

on obtient g(£) &€ L¥, D'aprés la sous-additivité de £ s— g(£) on peut omettre
1'hypothdse £ =0 et on retrouve que
{§_:§._ fe LP(Rn) avec 1 <« p <2, alors g(f) e Lr.

1.7+4.2. Dernidre étape g__e_& démonstration de 1:7.3 b)

Siona T<p<2 et ?y»-gg alors il existe Ap tel que pour tout £ & L

% ;
\ £ sA |If
Iy ( )ﬁ? o e
Observons qu'on peut trouver v e [‘#, p[ tel qu'en posant
§ 2...1)
(1) ¥=2- =
¥
on ait A1,
En effet, cette dernidre indgalité s'éerit
r(A=-1) >2~1p
et par hypothdse on a A > % » Choigissons done un tel r.
On sait (lemme 1.7.3.5) que pour tous x, + & Rn, y»>0, ona
u(x ~ b, y) (««93;-~-k)n/r < AM (£f) (x).
’ y+ Bl = T
Elevons & la puissance 2 -~ p cette indgalité, et comparons-la & 1'intégrale
~double donnant g; s oh on remplace la variable t par x -~ t. On obtient
{comme dans 1'étude 1.7.4.1)

(g (e 0 <a¥P () (0P I ()
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oli, avec l'exposant ‘X introduit en (1)

o=l TR R, il as gy

Rh+1

Pour calculer j a J*(x)dx, posons dans le second membre x' =x - t, t' =1,
R ;

y' =y 3 ensuite, en étudiant 1'effet du changement de variables x!' = 6x",

&x", t' = 8t", on voit que

edw
"

jJ’*(x)&x =c ” + ylavP(x, y)|dx dy = ¢ j n J(x)dx = ¢ pr dx

R'n+1 R

ol ¢ ne dépend que de A et n et ob J a été étudide au préalable (1.7.4.1).

Comme on sait qu'il existe A? . tel que
y

v ()] < Ap,r llflip (r < p)

on achdve la démonstration comme dans la remarque préalable 0.7.4;1)

the 1.7.3
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2.~ Les multiplicateurs de LP,

2.1 Définition.~ Soit m une fonction bornée dans (le dual de) B ; on peut
alors définir sur Lzﬂ 1 une application linéaii'e Tm par 1ls relation entre
transformées de FOURIER :
(T £)" (x) = m(x) £ (x),
. 2
(ce qui donne Tm:f? eL).

On dit que m est un multiplicateur de P (1< p< ®),; si pour tout

fe L2 ni? ona I ‘l‘mfﬁ < A l{fﬂp (o A est indépendant de f).

P

2.2 Notons "mP 1'ensemble des multiplicateurs de 1P, Clest évidemment, avec
1'addition et la multiplication effectudes point par point, une algdbre.

On sait que pour m e'm,v Tm est la convolution avec une mesure bornée,
que"ﬁbz est contitué des fonctions mesurables essentiellement bornées, que pour

+~ =1, 1l<p<ow, onsa m?:%p,.

-
|-

N

3[Troisidme théordme .- "Théo:réme des multiplicateurs, forme préliminaire®. On

suppose que
1) m est k fois continument dérivable dans le complémentaire de 1l'o~
i n . n
rigine de B , avee k entiexr » 3

2) Pour chaque indice de dérivation « avec O<|C&| < k on'a pour

x£0
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I?%n | (x) < A IxI” ¢

Alors dans chaque i (1< P <o) liopérateur T correspondant est
borné

IT £< A |2 (fe1?n1?)
m p" '

ol Ap ne dépend que de A, de p, et de n.

ke

2.4|Premier corollaire.— On peut remplacer les hypothéses de 2.3 par les deux

hypothéses

1) Im(x) <4,

-2) avec k > g , si O<lel < k ona
J ch m‘2 (x) dx < A R—2!ul+n .
R <ix| < 2R

L
(En fait, ces hypothdses sont plus générales).

2.5 Exemples.~(i) Si m est positivement homogéne de degré zéro, et est k fois
continument dérivable sur une sphére centrée & lforigine, alors m vérifie les
hypotheses du théordme 2.3,

. it )
(i) m(x) = x| (t réel).
(iii) 8i m vérifie les hypotheéses du +théordme 2.3 est minorée par une constante
strictement positive, alors % vérifie aussi ces hypotltses (mais pas dans le cas
du corollaire 2.4).

(iv) Si m vérifie les hypothdses du théordme 2.3, alors x +—» m{®x) vérifie
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aussi ces hypothdses quand % est une rotation ou une dilatation de Rﬁ, . mais

non une translation.

2.6 Lemme .~ Avec les hypothdses et notations du théordme 2.3, notons pour chagque

feL2

(1) (x) = P(x)

2k
alors on & avee A = =

g,(F, x) < &, g} (£, x)e

Rappelons ces notations de la théorie de LITTLEWOOD-PALEY 3

00
o P U 2 .
g, (F, x}) = ( y}t‘?—- (xy y)l dy)% ot U = I.P.F,
1 dg Y ‘
OO k 1
g (£, x) = (] y7 E—l‘ldy)’ od u = I.P.f,
k . k
0 y
* u 2 -\n rp-ntl_ . (%
g (£, x) = ( j nlgradu (x-t, »]° Ul +y) T ¥ dt dy)
L dy0 YteR |
; n . 2k 2
2.7 Preuve de 2.3.~ k> 39 autrement dit N = - > 1, donc si p>g5, le

premier théordme (1.2) combiné avec le lemme 2.6 donnera la chafne d'inégalités

¥
ﬁFﬂp& Aﬁg(F)lfp < Bﬁg)(f)ﬂp < Cﬁfﬁp

(avec des constantes A, B, C dépendant de n et p) Tm sera une application

bornée LY —p LP (p»2> %) done son "adjointe" tTm sera une application

bornde LY —»1d (% + % = 1) (de m8me norme), et si 96 L2 0 «Lq, on aura

w———

3 -
{Tm@)&zm‘P&‘
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On aura donc démontré le théordme aussi pour. Lq, done pour tout
exposant é-]!, + o0 [

2.8 11 suffit donc de prouver le lemme 2.6.-

Preuve du lemme.

2.8.1 Avec u = I.P.f; U= I.P.F, les chapeaux désignant des transformées de

FOURIER par rapport aux n premidres variables, &4 y fixé, on a

K

u“(x, y)
U"(xs y) = eﬂémsxsy F;(X) = e XY ) A x) = i (xy y) 20 ()
ol Mix, y) = e-—-2wlxty m{x).
Puisque; avec y = Yy *t Y, (y,f‘ et Yy >0, ona
U(x, y) = dlx, y,) w'(x, 5)
on a avec db = ?;; -
M =]

teR

2.8.2 0n a vu dans les remarques 1.6 suivant le premier théordme d'une part que

#(tgfy‘) u(x - %, yz}di; .

pour chaque entier j > 1 il existe une constante cé telle que pour toutb \{)
défini sur Rn, et tout x & R°
yx) s, g.§, x),
g1 (lP’ ) 3 g3 {?’ ) )
et d'autre part qu'il existe une constante c;) telle que pour toute f & ¥ on
ait

| ﬂk?up < d;') le, (Q)HP
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Doxic pour prouver le lemme, il suffit d'établir que
v N
(2) g,,(F x) <Cgflf, x) .
) ‘ n
pour tout x € R .
() (x
o

2.8.3 [Dans ce qui suit, s ¥y ) désigne la valeur au point (x , y ) e R‘P
e ¢ o o’ Yo

n+1

de la dérivée j-idme par rapport & y @&'une fonction ¢.] -Ainsi (1) donne 3
k1), W), 1 )
vy, 3) =j a9, D) o Vix -4, Dav
Rn 2" v 2
2.8.4 Majoration de d&(k)o Montrons qu'on a pour tout t € Rﬁ, y>0
K ! -n-k
(3) 1o’ )@, Meay™
k
(4 j Ul e, 1% cay
En effet

dlx, ¥) j (i (thx) -2mixly Y n(x)ax

donne en remarquant que m est bornée

; ®
1 (4, 91 < 4 jlxlk TEEIY gx g [ T &
0
= Ary'-n”k qui est (3).
Pour (4), montrons plus précisément que
' (k 12, -n
(5) n it“'&( )(’h, Vifab<ay
tER

; ‘ : a5 Cn
pour tout & = (m1,...,«.n) tgl que la} =C bt ® =k ebol =t eee b .

Le théordme de PLANCHEREL donne

I 4l , = 2 B Oxfa Ty
13(4) A6



Or on & pour une constante ¢ assez grande

Ie-thcixiy ix < ¢ X-—n ,
‘yz j;x!2 é~4w}x§y ix < ¢ yen ,
y“ j =t e"‘“‘;‘x*
et d'apres l'hypothése (2) du théordme 2.3
™ -k el
li m} (x) s A jx| (k =lal),
. ® k te
‘ce qui donne par exemple !Dx Ix" ml < €75
Donc 1'emploi de la formule de LEIBNITZ pour évaluer
k -2n
D% (Ix]* difx, y)e 2 1)

montre qu'avec un A convenable, on a (5} :

“t&”u’(k) (‘i}, y)nzz < A,yun .
L7(t)

2.8.5 Cela fait, pour démontrer (2), revenons & la relation

V) < [, Pul - v, D
b

&R
-“'»J .+ = J(} + J'oo
blsy “IHipy
done lU(kﬂ)(x, y)lzﬁ 2J 2 +24d 2 .
0 o
2 ; k ‘ \ 2
3% W (6, ) flerad ulx - ¢, D) at)? <
0 2" 2
Itley
< A y~2n-2k( |grad u(x - t, %}{‘dt)z <
_ sy
< A" y—,-Zn-Zkb |grad u(x ~ t, g)g 2at, v o=
tley
= A" y“n"zk |grad u{x ~ t, %;)} 2&{% s

Itlsy

Iv.25.
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d'aprds successivement (3) et 1'inégalité de SCHWARZ.

szs (J Ul,(k)(t, %)“érad u(x - t, %)ldt)zss
Itlzy
< J ItI—Zklgra,d u(x - t, %r)lzdt
Itla y
R IR
tER
<Ay ? J ltl—ZkIgrad u(x - t, %)lzdt ’
ti>y

d'aprds successivement 1'inégalité de SCHWARZ et (4).

Reportons ces majorations dans

© k+1_ 2
2 2641 |3 U
(8k+1 (F: x))" = S y TS ] (x, y)dy < Ko + Koo
0 oy
ou K et K correspondent & respectivement J et J o
) ® o ©
@ 1-n 2
K ‘AJ j y grad u(x - t, X)l at dy <
o 2
y=0 Yltls y
© tn 2k 2
< AOJ J y m}:-_r- lgrad u(x ~ t, %)I dt dy ;
=0 YItisy v

@ 1-n K 2
K <4 j J y ('I%rl— lgrad u(x - t, ;)2-7)] at dy <
y=0 VY[tl>y

© 1/ y 2k .2
= | >

ol Ao est une constante convenable ; une dernidre transformation remplace

i

par y dans ces intégrales.
2.6
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3.~ Emploi du systéme de RADEMACHER.

3.1 Systéme orthonormé de RADEMACHER.-

La propriété la plus importante ou utile,‘de ‘notre point de vue, (ie ce systéme
est décrit dans le lemme cif-desséus. Pour une lé.rge part, cette propriété refléte
le fait que les fonctions qui forment ce systdme sont mutuellement indépenc’xantes;

Soit 91 la fonction périodique de période 1 valgmt +1 sur [0, %[,

-1 sur [% s 1 [‘o (Donc ?1 (t) = signe de sinmt pour presque "bout t) .

On prend T, = restriction 3 [0, 1] ggl_g,_ fonction ¥+ p, (Zp-1t). ;

On obtient un systdme orthonormé incomplet de fonctions sur [0, 1] .

Ce systdme interviendra & la faveur de la remarque suivante : Pour toute suite

que pour tout Xk, ek = rk(t)e

-

Lemme .~ 12 (Une variable), Pour 1<« p « @, il existe deux constantes AP et

Bp > 0 telle que pour toute série orthogonale 13

‘P(t) v Z: 8 ‘ik(t) avec Z:!akfz < ©
on ait

A7) < IFll

% .

2

= (7 a 1) B_liwl
P 1P(Co,1]) 12(C0,12) Ll =

PtPCoY)

22 (Deux variables). Enoncé analogue, avec

2
F(t, t') ¥ Z: a.m’k rm(t)rk(t') et Z:la.m’kl < o




IVO 28-

et avec les espaces LP([O, 11x[o0, 1.
(ZYGMUND : trigonometric series) ou (KARZMARZ-STEINHAUS : Theorie der Orthogonal-

reihen).

b

3.2 Soient ¥ un espace de HILBERT séparable, T un opérateur linéaire de
L*(R").

si feLP’, he', on notera fh 1la fonction R° —> ¥ 1 t v £(t).h
(on peut identifier fh 3 f® h € LP®¥) et on définit alors

TeI:LPo® —1Pe® ¥ par (T ®I) (fh) = (Tf)h

et par bilinéarité. On sait que le complété de L? ® ® stidentifie canoniquement
a LP(Rn,fk) ol on sait définir la norme d'un élément : voir ch.II. 4.1, Ces
notions étant rappelées, on a le
Théordme.— Les opérateurs T s LF — 1P et To I s 1Yo % —s LP o W ont méme
norme.
3.3 Traduisons le théortme ci-dessus en explicitant les diverses normes mises en
jeu, et en décomposant les vecteurs de # selon une base orthonormale choisie une
fois pour toutes.
_Théoréme.- Soit £ : R® —» i r(x) = (f1(x), fa(x),..., fm(x),...) ol les fm
sont & valeurs complexes.

Soit T : LP(®") — LP(R®) bornée (1< p< o).
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Posons pour alléger T e I = 'f puis
i‘f = (Tf“, szg‘ﬁt, ‘Tfm,"'} = (F,‘, Fz’ovwg Fm,cso)

Si le norme de T est A, alors celle de T est aussi A s

1 V 1
; 2,7, ; 2,7,
M ITTEID . < sl 1D
5 J 1P (x) 3 P (x) \
3.4 Premitre démonstration de 3.3.~ Elle nous donnera au lieu de 3,3(1) une con-
A
clusion moins précise ; la constante A sera remplacée par 4 .ﬁl’, et dépendra
P

done de p § de plus, elle supposera p =< .

Un passage & la limite montre qu'il suffit d'examiner le cas ol ¥ est de ,

dimension finie N s £(x) = 7(1’1 (x), fz(x),..., fN(x))'

N

Posons pour tout +t+e€[0, 1], xg R 3
- N
£(x, t) =7 . . r (t) £ (x)
K .
et 'F(x, t) = Z:mw T, (1) F (x)

ol r = est la m-dme fonction de RADEMACHER (3.1). D'od pour tout- t€ [0, 1],
_ Successivement

j A Flx, )| Pax < Apj o2 (x, )1 Pax

R R
-t ' 1
j : (j IF(x, +)]Pat)ax &A?j n (j l2(x, t)1Pat)ax .
& Yo SRt g

Or, avec les constantes Ap et BP du lemme 3.1 (12), et compte tenu du fait

que (rn) est orthonormé sur [ 0, 1], on a

N 2 P/2 1t 2, P2
ACXCTRRNE ([ 12te, 1%8)

1
. < (BP)PJ 1P(x, +)I%at

0
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et de méme

1 p p/2 p N p/2
l2(x, t)1Pat <() (| l2(x, $)1%a8) = (% Iz ()13
Jo x ‘(AP) jo & ) (Ap) (2;: w )
dfou
N 9 /2 B \P N 2 p/2
j a (Z:lFm(x)l )  ax s(A IE)J n (Elfm(x)l ) dx g
R 1 p/ R 1

passant aux racines p-¢mes, on & 1l'inégalité annoncée au début de la preuve.

3.5 Seconde démonstration de 3.3. Ici on obtiendra la constante exacte, et cela

pour tout pe [1; o].
N o .
Soiteéz la sphere unité de R, j veo Ao sa -mesure ordinaire § pour tout

vecteur t non nul de RN fixé, on &

lcos(t, )'pﬂ‘()= "PU'()= p“'()
L e LR St

ou (4, 3) est l'angle que font ces deux vecteurs, ol ;1. est la premidre coor—
donnée de ‘} = (h,..., ?N) € Z s et ol 8 >0 est une constante convenable
dépendant seulement de N et de p, car le premier membre est indépendant de +t.

Les produits scalaires avec ? des vecteurs

£(x) = (2,(x)yeeey 24(x)), F(x) = (F (x),..., FN(x)) ol Fj = Tfj

valent E nous verrons & la fin comment définir les cosinus quand £(x) ou

F(x) =0 ]

1

N 9 3
(;lfj(X)l ) cos(}, £(x)),

(2NF) = §,2, ()+eoet §o2(x)

N :
(BEN) =] By (oot Jyfiyx) = (TTIRED) cos(fy ¥(x)
1
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qui est la valeur au point x € R" de l'image par T de la fonction
x +—» (£(x)|§) ; A étant la uorme de T comme opérateur de iP’, on a donec

J o [(B@)I§) | Pax < A7 J e ) Pax .

R R
ol on reporte les troisidmes membres qui donnent les valeurs de ces produits sca-
laires (F(x)li) et (£(x)1]) ;3 puis on étend les intégrations & x z:: 3
mals si on inteégre d'abord par rapport & ﬁ E E s apparaissent dans les deux
membres les facteurs

[leos s DI Taw ) et Jlcoaty, £0)1Pac (P

indépendants de x, & condition de remplacer cos(ﬁ, F(x)) par §1 {(ou ©)

quand F(x) est nul j et de méme pour cos(§,f (x) quand £(x) = 0. 3.3

4.~ Un autre type de multiplicateurs de Lpe

Voici maintenant le second des outils principaux de la théorie de LITTLEWOOD-
PALEY (Le premier était le théordme 1.2 relatif & la fonction g). Il serait in-
téressant d'étendre le théordme 4.1 ci-dessous dans les deux directions suivantes

(A) Remplacer les pavés par des boules,
(B) Remplacer les pavés (qui sont par définition des produits d'inter—
valles sur les axes) par des parallélépipédes d'orientations quelconques,

Y. MEYER a observé que la résolution de (A) donnerait celle de (B). D'autre

part, il est maintenant connu que cette variante (A), méme avec une seule boule,
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est fausse hors du domaine gi— <p < -%2- 3 le probldme ne se pose que pour ces

n+1 n-3

valeurs.

4.1

Quatriéme théordme.- Soient P1,..., Ppreee une suite de pavés de R" (non

nécessairement disjoints) ‘Pm la fonction valant un sur Pm” zéro ailleursy
considérons pour chaque rectangle la transformation
(8, () =p " (2et?).
P m
m
Alors
2
(1) (MARCEL RIESZ). Pour chaque pavé p(=p ) et £&L°N L?
(1< pc<m) one
Is ()] < A |£]
[ 0 )IP pﬂ lp
olt AP ne dépend que de p et n (ne dépend pas du pavé).

(ii) (ZYGMUND) Quelle que soit la suite de pavés ?1,.”, Pm,... on a

pour toute suite de fonctions £_,..., fm,... 6L2 n P (1< p<o0)

1
107 @D <a 1o 13
Z; Pn ™ = p IZ:Rm P

(Exemple avec n = 1, (S[—R,R]f) (x) = J—R fA(t)e-zmitht')

b

4.2 Preuve de 4.1 (i).

4.2.1 Premidre étape.~n =1 et p =]~ o0, dm] (dm < 00)e

R (x) pour x«< d ,
? f) (X) =
O pour x> 4d .

On sait que, H désignant la transformation de HILBERT (ch.III.1.)

(s
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(2)" (x) = 1 sgn £(x),

or % (e 2L 9Y p(y)) (x) = £7(x + @),

i(sgn x) £%(x + a),

ator  [H (e R R TG
et [e_mi dy Hy(ezm' dy f(y))]" (x) =i sgn (x - 4d). f?x)}
dfol
- ?’a‘i [{e-"”,"i dy ny(e"""i dy f(y))} - {if}] =5,
qui montre que quand 4 varie, les SP = s]-oo ] forment un ensemble borné

d'opérateurs de L2ﬂ L’ muni de 1la norme LP d'aprds les propriétés de H . De

plus, le théordme (3.3) nous montre que

2 % 2 %
U(zjaspm(f)a Y= A I, D

4.2.2 Seconde étape.~ n =1 et P = [gm, dm] (- © < g, < dm <)
On écrit 8, =8 o8

Pm }-—co ,dm} [ gm-f-co[

et on applique la conclusion de la premidre étape au premier facteur; et pour le

second facteur on a un résultat analogue.

4.2,3 Troisiéme étape.— (n quelconque). Tout pavé de R" s'éerit Pm = L(X:Z».xL(Inn)

produit de n intervalles L, situés sur les n axes de coordonnées. On peut

alors écrire @

_ &(m) (n-1) (2) (1)
st = SL(m) 0 SL(m) 04540 SL(m)o SL(m)
n n-1 2 1



Iv. 34.

A
(5) £ (x‘i,..., xn) si xj e Lj
olt (S L,f) (x1,..., xn) =
zéro si x,# L, .
J J

On considére d'abord les fonctions du type f(x1,..., xn) = f1 (x1) oo fn(xn)

et on remarque que le résultat est déja prouvé pour une variable.

n 4.1(3)
4.3 Découpage diadique de R o

4.3.1 Notations.~ On découpe R en intervalles S; = [23, 2j+1] et
§7=0-2, .27 Gen.

Ayant effectué sur chacun des n axes de R" un tel découpage, on découpe
Rn selon les pavés qui sont produit d'intervalles de ce type. On numérote ces

pavés par un ensemble dénombrable & d'indices f.
Et powr f € Lz(Rn) ‘on note fJ‘ la fonction dont la transformée de FOURIER

(S, au lieu

s

fs‘ vaut £* sur le pavé ?‘?, zéro ailleurs. On éerit S,(f) =

=T

de S?s)o

4.3,2[Cinquidme théorime .({LITTLEWOOD-PALEY) ,—

: 2
Avec les notations ci-dessus, pour tout f& L N LP(Rn), le rapport

3
2
H(?lfyl NN

est compris entre deux nombres ne dépendant que de p et n 3

O<A <B <o,
L P P
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4.3.3 Avant d'aborder la démonstration, introduisons des notations plus précises
que 4.3.1 et qui ne nous serviront que pour la démonstration du cas n = 1,

Notations .- Partageons l'ensemble des intervalles diadiques de R en A = AU &,

olty distinguant la parité des exposants, Ao = ensemble des intervalles

[ 2~2ks 2~2k+‘j = ensemble des

et de leurs symétriques [ -2"2}&1, - 2—2k], 41

[ 2--2k+1 , 2-2k+2 ] —~2k:+2,

et de leurs symétriques [ -2 2"21‘“].

intervalles
Pour tout S €& As; notons 28 le point de § 1e plus proche de l'origine

(2 = 2 e § o2, 2 et 2 = 2 s §op2P, abp.

Au moyen d'une bijection fixde de A (respectivement Ao ou A‘i) sur N*

i)

{respectivement (r(: )

(ensemble des entiers = 1), on peut noter (r.r

se Sen,

le systdme orthonormal de RADEMACHER (3.1).
On introduira une fonction fixde q), indéfiniment dérivable sur R & valeurs

%, 3], valant 1 sur [19 2]«

dans [0, 1}, nulle hors de
o+
On considérera les familles de nombres g = (€ . ol chaque €, = ~ 1.
€sse A we g
Au moyen de § et de chaque suite €, on construit la fonction mes
(1) m(x) =7 e, p(2; x)
€ sz‘eA ¥

Comme au voisinage de tout point # 0, au plus trois des termes de cette série

ne sont pas nuls, il existe une constante A > 0 +telle que, ind épendamment du

choix des es =1 1, on ait
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@) In Gl <4, It ()] < 5

4.3.4 Preuve de 4.3.2 dans le cas n = 1.-

2

On définit pour tout X € O les multiplicateurs Sg et S, par

§

R " (x) si xed
(s (£)) x) =

zéro si X ¢_S.

<s:;<f>>“ (x) = 9(2x) £ (x)

D'aprés 4.3.3 (2), le théordme des multiplicateurs 2.3 (dont l'entier k> g

vaut 1 ici) s'applique 3 m I1 existe une constante Cp’ ne dépendant que

de p et de A (4.3.3 (2)) (em particulier CP ne dépend pas du choix de la

suite g) telle que

M (Z_—_:J\

Soit +t 1'unique nombre € [0, 1] tel que pour tout $ el onait

A eJ, Sg) fﬂp < CP I fHP .

rs(t) = es (voir notation 4.3.3) et posons en nous inspirant de la méthode 3.4 :

(2) £(x, ) =7 rg (4) S £ (x)

Sen §
Alors (1) implique
00 0]
(3) j I£(x, t)|Pax < ¢ P j |£(x)] Pax, pour chaque te [0, 1],
—-00 P i w
et donc
w 1 ‘ ey
(4) X J [£(x, +)]Pat ax < ¢ J l2(x)] Pax
J~o ¢0 P -0

qui entrafine que

(5) ll(Zjlgfl?‘)%l! sc izl
fe § p p P
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Remargquons que S@ i) S} =8 §e
Alors (5) et le théordme (4.1) nous donnent que
; 5 %
(6) u(Zjisé,fl M, < ¢ el
Pour avoir une inégalité majorant 'fnp par un multiple convenable du pre-

mier membre on peut supposer que [|( S, f 2) I =1. Alors
en S P

o 52l >%a <1 et WZT Is,2 J513 st

den, Sed, |
Posons f‘o(xg $) = z:: g;)(t) ng(x) et £, {x, t) = Z: r(;)(f-) SS 2 {x)
Sen, Sebn,

il existe au moins wun %'o 6 [0, 1] donnant

o i r o
|y e Py ] [ et 01Rex av < 42
(0

qui s'éerit avec é‘ = Ig)(t) pour tout §

(n iz: g(f)ll
Pea,

Appliquons maintenant 1'opérateur Z: 3 et observons que S 3 = SS
Sen,
n
et Sé‘ S\t =0 pour S:}'{, $,¥e Ao) ;3 (1) et (7) donmnent

175 sl <4 ¢

- fed
et de méme en remplacant au premier membre E par E » Done
S‘sAo S’mﬂ‘m‘3
Hﬂ-—ﬁz_—: S.f 4 S.fl <24 C .
fea ) SSZI.\:,g § ' P P

Ceci prouve le théordme dans le cas n = 1 .

Conséquence ¢ Il existe deux constantes 0« B‘p < DI'} telles que pour toute
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reL? (R} et pour tout choix des €
8) D ¢ S.fl <D' J£f .
( ) P BP §§EA\G§§ [\ np £ P ﬁ 3

4.3.5 Preuve de 4.3.2 pour n = 2. On éerit chaque rectangle diadique de 82

§ = 31 ® 82 ol S. est un intervalle diadique du j-dme axe (j = 3, 2) et

s o 5@ g 5O

Sé' ? 32 35 optre sur la j-éme variable X {(j =1, 2). Soit
tes LP(R } « {(8) donne pour presque tout X,
D Me(xy, x ) < BT €, s\e(x, x ) & DE(x, x,)i
R T U T e el Px) Py
puis en infégrant cetbe fois par rapport & X,
» (1) .(2) 2
{9) B§f§ < | g, E s( A | < D'Ilel .
L"(ﬁ) 7: N 5@ 52 8 3 wPed TP P@d

Ayant fixée whe numérotation des & 1 et des 82, il existe un et un seul
t 6 [0, 1] tel que pour tout §., €, =r {(t) et de méme 1' +tel que pour
‘ _ 0.
2 2
Et on utilise ici la partie 22 du lemme 3.1, & la manidre dont nous avons

utilisé le 12 pour le cas n = 1.

(Le cas n quelconque se traite selon les méme idées).
th.4.3.2.

4.4 Pour prouver le théordme des multiplicateurs de MARCINKIEWICZ, nous aurons
besoin d'une version généralisée du théordme 4.1 3 les démonstrations, analogues

dans les deux cas, ne sont pas indiquées.

{-Théorémeoa Soit (M, k) un espace mesuré muni de la mesure abstraite p. A chaque



Iv. 39.

& & M, on associe un pavé Pe de R". On sait comment on munit 1'ensemble des
pavés de R d'une topologie "naturelle". Cela fait, on suppose que 1l'application
- ey Pu est mesurable,

Soit £ : R°x M —>R. On pose par définition,

H

2 %
bzl = 00} 1e(x,w) 1" du(a)) ;
P j K p ey

et

F(x,&) = (5, £)(x) (oh x e R et £, est xr— f(x,a)).

by

Alors on a, avec AP ne dépendant que de p et n (en particulier indépen—
dant de @ +——3 Pm) :

2 3
llFl!p=ll(j|F(x,(l)l W@y o< b 2l

n
. R)
Exemple .~ Quand on prend pour T, l'ensemble de tous les pavés P de Rn, muni
de la mesure atomique M(P) =1 pour tout P, on retrouve une partie du théordme

4.1,

4.5[Sixitme théordme (MARCINKIEWICZ).— Enoncé pour n = 1.

Soit m wune fonction définie sur R, & variation localement bornée sur
®. On suppose gu'il existe une constante A telle que
(1) Im(x)l <« A sur tout B .
(2) J dM(x) « A pour tout intervalle diadique

+ -
s = e [Zk, 2k+1] (k & 2Z) _@1_ M= P-+ + W est la valeur absolue de la mesure
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p= p? - p7~ définie par la variation de m par intégrale de STIELTJES.
Conclusion.- m est un multiplicateur de 1P (1 <p <‘a>} ¢ il existe une
constante AP (ne dépendant que de A et de p)} telle que pour tout

2 P
fel ALY, on ait

M' fﬁ sA :m; .
Remargueew Si de plus m est dérivable, alors 1'inégalité de SCHWARZ montre que

1'hypoth¥se

J fmt(x)} dx < Afflongueur de §) (§ diadique)
implique 1'hypothdse (2). Or pour tout xe §, Ix!| et la longueur de 8 sont
4 peu prés proportionnels. Ceci montre que pour n = 1 ce théoretme est plus fort
que le théordme 2.3.
Preuve.~ Soit A 1'emsemble des intervalles dyadiques de R.

Posons Tm £ =F (autrement dit F® = mf"), et pour tout intervalle dyadique

fea, tg =S¢ Fszng.;

Le cinquidme théordme 4.3.2 vaubt pour £ et les fg comme pour F et les

F, 3+ il suffit donc de voir que

5
o W %1% N [y é. L -

Quand on a, pour fixer les i&ées 0 < Qkig ¥ < 2.2 s écrivons

y k 2. 2
w) = | o da(0) + 0@ - jz YO - Dan(t) + (@)

ot Wu) =0 pour w<0, Y(u) =1 pour u > 0. Posons
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8, =8 £ =38 £+ F =8 , P
t k ’ k W+t :
2541 % [252'] & [2N2]

D'aprés la représentation iftégrale de m, Fk = Tm fk stéerit 3

k

2.2
‘ \ k
P (x) = Lk (s, 2,)(x) an(t) + (2" £ (x)
D'ol, d'aprds (1) et 1'inégalité de SCHWARZ:
k ‘ : k
e 1% < a2 1 @12+ ([ 15, (60120 an(e) (| o an()
2"k < AR R A S
k 2.2k

On peut remplacer l'indice k par 8 et le signe j k par js N

‘ 2

Avant de sommey ces indgalités selon § puis prendre les racines carrées 3
(l E 7 12)% on appliquera aux expressions s, ¢ Sz(x)‘ dM(t) 1le
3 pe A g voess PpLig a P g & ég
théordme 4.4 avec =R eob la mesure M au lieu de By et llapplication P!

t by S k s
{2%,4] th. 4.5

4.6 On peut &ané les hypothdses de ce %héoréﬁ:e délaisser la terminologie des dé-
coupages dyadiques.

[Corollaire du sixidme théordme.- Les hypothéses du théordme 4.5 sont équivalentes
aux conditions

(‘i')’ im(x)] € A' partout ,

T
(2%) J x| aM(x) < A'T pour tout T.
-, .

Pour le voir; on observers que si zkg T = 2.2k, alors d'une part
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T 2.2" K 2.28
‘XIdM t i dM = .
J ( )sj x| dM(x) Z j ; IxjdM(x) s
0 0 . j=o Y2
k ; 2.2° ey (202
<277 2Jj dM(x) < 2 J aM(t) ,
j=—co 2 0
et d'autre part R .
e 12 LS 12.27 k-1 2.2°
2 J aM(t) < Z:._ ,2 J aM(x) < 2:‘. j ; IxlaM(x) <
0 j=—w 2 j=—o Y2
2 T
- J I} B4(6) sj Ixl @M(x) .
0 0

(et des inégalités analogues).,
On peut de méme s'exercer & énoncer et 3 prouver une version du théortme 4.7 sui-

vant; ol on ne parle plus d'intervalles dyadiques.

4.7 Notations pour le théoréme ci-dessous.—

In = ensemble des points (y1,oo., yn) de Bn dont au moins une coordonnée

est nulle ¢ Yqo Ygoeo ¥, = 0.

n .
R = 81 % Rznuo an (Rj est le j~tme axe).

S(J) H pavé dyadique de lRﬂ X cooX Rj 3 A(J) = ensemble des pavés

dyadiques de 81 Rooe % Rj °

dv(mv) - dx. dx

1 72
Si W est une permutation de {‘i,.,,, n} ’ m" est la fonction prenant au

¢ w0 dX. °
J

. z
point (xﬂ,a.., xn) la valeur m.(x1,.a«, xn) = m(xw(”,“o, x_n,(n))»

—Sixiéme théoréme (Enoncé pour n 2 2).~ Soit dans R" une fonction

a) bornée 3 |m| s 4,

(n)

b) de classe sur le complémentaire de Yn (c'est—a~dire sur 1'ensemble

des points dont chaque coordonnée est non nulle),

¢) quelle que soit la permutation N de {‘i,..., n}, quel que soit 1'in-
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tervalle dyadique S(J) de R, x.0exB, (pour j = 1,400y, n), ons

1 J

j ¢ T
[JPNELC.
S(J) ?xs.s.axj X

Sup(x. dV(J) (X?’coog XS) & A

J

+.§,u.,xn)

(ot on supprime sup(x y bour j =n),

3.+1 9' “4 an

Conclusion.~ m est un multiplicateur de f (< Pec o) § eb pour toub

2. D -
fE€L DL ona HT £l <4 |2l o A 1ne dépend que de A, n N
w 2, <2 lel . pend qu » By P

.4.8 Rémarguesgu Nous désirons comparer ce sixiéme théoréme {le théorétme énoncé
par MARCINKIE?ICZ} avec la version préliminaire (2.3).
Pour n =1 ou 2, 1le sixiéée théortme implique le troisidme théordme.
Pour n > 2, aucun des deux n'implique 1l'autre.

Du point de vue des applications, il peut sembler que le sixidme théordime a

X

W

X,
plus de portée que le troisidme. Par exemple le multiplicateur m(x) = - N
' : I}

objet typique des équations aux dérivées partielles elliptiques est abordé aussi

n

*3

provenant
+i(x2+.°°+x )
2 n

bien par les deux théorémes. Mais le multiplicateur

X4

d'une équation parabolique peg& 8tre étudié par le sixidme théordme, mais non par
B hat Un
Ixg b easlx
2.
)

le second. Autre exemple . sy OO0 A= % @11+...+-mn)‘ avec les
(x3+o . >
&i )'06

L'énoncé du sixidme théordme reste valable aprds le changement de variables

(x19.e., xn) w—&»{e? Xypoesy € xn) alors que ceci n'as lieu pour le troisidme
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théordme que si €y =€, =ece=€_ o

4.9 Preuve du théordme 4.7 pour n = 2 seulement.— Posons & nouveau

ﬁr = Ss(f), F(x) = m(x) £8(x), Fb = SS F= Tm f8 ‘3 pavé dyadique de Rp).

Ici encore il suffit de voir que

2. % <o 2.3
qug_';st; U, <o, 1Tl DA

% X2 32m
LB ettt =
L'identitd ! J 3% (t1, tz) dt? dta
51 a2 15 2

= m(x1, x2) - m(a1, xz) - m(x1, az) + m(a1, az) =

*1 om *2 om
= m(x1, xz) --‘I -5_-‘_'-— (t1, 8.2) dt_l -I ;5-{— (9,1, tz) dtz L m(a‘, 82)
a1 1 a2 2

s'écrit aussi
m(x’, xz) = m(&19 8.2) + j so0 dt, + j xxs dtz + Jjo-o dt1 dtz .

Supposons pour fixer les idées que le point +t = (t1, tz) vérifie

0<a =2ks tlsZ.Zk

0<as =22< t2§2.2e

Notons pour alléger St s multiplicateur relatif au "sud ouest" de {: ensemble

des (y1, yz) avec y, < tgy Y, < tz g

1
S( ) = multiplicateur relatif au demi-espace & l'ouest de t ¢ ¥y S t?,

t1
b(:) = multiplicateur relatif au demi-espace au sud de 4 3 yg-S tz °
2
- (1) 4(2)
(Ainsi St =8 % S % )

1 2
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Le rectangle $ étant celui précisé par les limites d'intégration au second

membre, on a

2.2 2.2Q 2
Fs(x) = jzk LQ (St(fg)) (x) —mmmareme at at dt dtz +

2.2 om 2.2 P
+J2E +, (fs =T dt + Jzk stz(fs) 9t2 dtz + m(2 s 2%) y(xﬂ’ xz)

En utilisant la généralisation 4.4 du théordme 4.1, on poursuit alors le

raisonnement comme dans la démonstration <du théordme 4.5.

(M8mes idées pour n quelconque).
the 4.7
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INDICATIONS BIBLIOGRAPHIQUES

Pour la théorie classique (n = 1) voir ZYGMUND "Trigonometric series™ ch,
14 et 15,

L'auteur du cours a été le premier & traiter par des méthodes de variables
réelles (et donc n-dimensionnelles) les fonctions g de LITTLEWOOD-PALEY ; voir
Trans. Amer. Math. Soc. tome 88 (1958) p. 430-466,

D'autres démonstrations sont dues & HORMANDER, J. SCHWARTZ ; toutes ces idées
sont rassemblées dans 1'article de BENEDECK-CALDERON-PANZONE, cité & la fin du
chapitre II.

La présente démonstration du premier théordéme (1.2) est nouvelle ; la méme
idée a été retrouvée indépendamment par GASPER Proc. Nat. Acad. 1967 p. 25. Pour
le second théordme (1.7.3) voir l'article de l'auteur de ce cours dans le Bull.
Amer. Math. Soc. (1961) p. 99-101.

Pour le sixidme théordme (4.5 et 4.7) voir MARCINKIEWICZ Studia Math tome 8
(1939) p. 78-91 (= Collected Papers p. 501-512). Le lecteur pourra aussi consulter
HORMANDER Acta Math. tome 104 (1960) p. 93-139, et KREE, th¥se dans Ann., Inst.
FOURIER tome 16 (1966) p. 38-89,



Chapitre V

Potentiels de MARCEL RIESZ
et potentiels de BESSEL.

- Espaces vectoriels de fonctions caractérisdes

par des propriétés gg_ leurs intégrales de POISSON.

Le but de ce cﬁa.pitre est l'étude des propriétés de différentiabilité des
fonétinn‘s qui peuvent &tre expliquées dans le cadre d'espaces fonctionnels. Nous
‘tiaiterons des espaces fonctionnels suivants 3

- Les espaces de SOBOLEV Lﬁ(ﬁ%n) avec k entier ;

~ Les espaces des potentiels d'ordre & des fonctions de L? :g@i(ﬁ%n) 3
quand 1< p < ®, &« entier, ces espaces généralisent les espaces de SOBOLEV Li ;

~ Certains espaces f\:: définis au moyen des 1P - modules de conti-
nuité.

Nous commencerons par l'emploi d'un de nos outils principaux, & saveoir les
- %2,

puissances fractionnaires de l'opérateur laplacien 3 Plus loin, nous

¢4
verrons qu'il est commode de leur substituer (I - A) /2 s

1.~ Potentiels de MARCEL RIESZ.

1.1 Les transformées de FOURIER d'une fonction f convenable définie sur a?‘ e{,

; n ng
de son laplacien A&f ::Z 2w sont reliées par
LI

1 (= a8 (x) = 412

Ix1? £ (x).



D'ou 1l'idée, en remplagant dans ixiz l'exposant 2 par €@ > 0 ou < 0 (=
assez petit, et restant dans des limites raisonnables dépendant de la dimension n)
’ . a4

d'étudier ,’jmf et (-A) £ :

7 L3P & A

(2) (I £) (x) = (2w Ix1)” 727 (x) @ > 0),

, A @
(3) ((~a) /,2 £) = (2w ix]) £Mx) (@ > 0).

1.2[Lemme.~ Pour 0 <& < n, f’xrm‘m

‘est une fonction localement intégrable de x,
donc est une distribution tempérée, dont la transformée de FOURIER est }_)ropor—

. DR S ‘ . . '
tionnelle & [x] ¢t c¢'est & nouveau une fonction localement intégrable et une

distribution tempérée.

b

Pour la démonstration, voir la section 2 sur les noyaux besséliens et chapitre
III 5.3 et 5.7.
1.3 Définition.~ Soit O0<& < n s on pose
A
1, -0+ ~
(ﬂ (m x| ): (2w Ix])
ce qui définit la constante Y(&) (dépendant de & et n ; on trouve
Yia) = 2% f(m/2)/f(§ - 0:5)) , Dpuis on définit
g 1 i g
(@) Gr ) = gy jfy! £(x - y)ay
guand la fonction f est telle que ces intégrales convergent absolument pour pres—
que tout x :

(3) 3¢, f= @m‘* £ avec
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-0+

1
(4) Ry () =gy X177

1.4} Premier théoréme.,

Soient p et qs]‘f,oc[et &e](},n[ tels que

e
—
f

(1)V - e e
q
(done p <q).
i) si £ 6 LP(R™, alors les intégrales 1.3(2) donnant Je £(x) con-
vergent pour presque tout x.

ii) M& fﬂq < Ap‘,q }}fﬁp .

iii) 8i fe L] ®R™) et -;n 1 - %‘ (0 <« < n), alors 3 T converge &
nouveau presque partout, et
I a el 4
8 ‘

(le premier membre se 1it "mesure de 1'ensemble des x &€ B ol H&f(x)f > A
notation che I (1.2)):

On dit que "l'opérateur J, est faiblement de type (L}, Lq‘) ",

@

-~

1.5 Remarques.~ On peut se proposer & priori de rechercher pour des paramétres «,

Py ¢ quelcongues des propriétés de continuité de ﬁmx

H?

»

ll:&a £]

ly < Aayp,0) I

Que se passe-t-il quand on remplace f par ‘?;gf H

(%8\ £) (x) = £(x) (& »0) ?
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‘(‘i) H'?:S fﬁp = S"'Q/P Iifﬁ‘P (de méme pour gq),
(@ " () =87 £ (x/8),
(B %p2) (x) = §(2m 1x) T2 (x/9)

dlou
@ %, g omy= 8 g
Joints b des considérations d'intégrabilité, (1) et (2) montrent que le seul
cas possible est celui ol les paramdires sont reliés comme au début de 1'énoncé.
On montre que le théoréme est faux quand p =1 ouquand q = w. Le cas
p =1 est le dual du cas ¢ = @ « Paur ce dernier cas)voir la remarque apres le
second théordme.

1.6 Preuve de 1.4.~ Commengons par les dernidres assertions.

. 1 '
1.6.1.-8i fe&L, alors pour presque tout x,

j [£(x - y) | Iyrn dy est fini 3
n : est fini
R

Soit M > 0. Posons YY) @q(y) = fyf“m-m

= K1 {y) + Koo (y),
-0+
o g pour |y | gl
od K (y) = k

zéro pour |y| >

done K;,f € Li et Koa e 1.° ; et @tx‘. ¥ £ = K‘i * £+ Koo* £ fait apparaitre le

premier membre comme somme d'une fonction sommable et d'une fonction bornée.

1 s6ﬁ2¥"" -Pour é'tab}.ir

constante {If ﬂ‘i 4

() lEismfi,z)\!“. — ’
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ajoutons 1'hypothdse [f} ;=1

Avec les notations K,

17 Km yp de 1.6.1, le premier membre de (1) est majoré

par
(2) lEiKﬁfl,)\l 1By *fl,)"
™
dont le second terme sera nul, & condition de prendre
! 4
Qpy T n

(3) p=>A =X

(car alors on a partout le (x}! & A, donc aussi
in* £ (x) s & dlaprds i), = 1).

1

De plus, avec ¢ mne dépendant que de n et

: -n+Q
Ix, « £l < UK, - f T ey = e
lyls p
donne, compte-tenu de (3)
&
H -q
IE!KT*fI,z' < c-—{-.c'k .

*

. . , n
1.6.3.~ Faisons bridvement une étude analogue pour tout exposant p < &

Soit f € L ; étudions & nouveau
) dpf =K *x 2+ K _x2

De K, € U, re 1P résulte K, x £ e LP.

1
Avec %-&- -:;' =1, ona
I, 1, = (] Iy 1RO ) VR o/
Iyl>p

(cette intégrale converge d'aprds (-n +@)p' < -n) ; donc 1'inégalité de HOLDER

donne pour tout x
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Ky 2 Gl e I, 2l = orw ™9 U]

On vien*b. de montrer que f%m*f est presque partout fini (fe LP) .

De plus

iy = 2l < Ml el = o piel

donne le début de

L
'Elxa*fi,a{ < (cibuﬂfﬂp/m)P = g% ";62 |

On obtient le dernier membre quand, imitant la démonstration précédente, on

choisit W= Constante '}:q/n de manidre & annuler fE‘, |
i I((x)*f ! :7\
En résumé, pour tout p «:3 , T € Lp, @m* f est presque partout fini et
e
B . < constante P,
g xet,l S g

1.6.4.~ Ce résumé et 1'étude analogue pour p =1 permettent d'appliquer un théo-
rdme de MARCINKIEWICZ (généralisant le théoréme 3.3 du chapitre I), d'od la conclu-

sion 1.4(ii). : ‘ -

- 2+~ Espaces de SOBOLEV.
P )

On sait définir les dérivées 2—-— au sens des &i’stribu‘bions d'une fonction
9x
localement intégrable 3
3 P
Pour toub Qé{(} }'fdem (u*i)@j?»ﬁ_,@ dx
@ g
ox 3‘){‘

et dire par exemple que %-i e1? signifie que cette distribution 2L est égale a

3X

la distribution provenant d'une fonction de P
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2.1.~ Définition.~ Un espace de SOBOLEV Li(Rn) (1lgpg o, k entier » 0) est

‘ 8,
constitué des fonctions f dont boutes les dérivées au sens des distributions ?mé
ox
d'ordre f{Bi < k  appartiennent 2 L’. Clest un espace de BANACH pour la norme
k 8.
‘ ~ o f ‘
e =72 =] -
L IBlsk "9x¥ 7

2.2.~ Définition équivalente pour 1¢ p<w. Ona f& L}P; si et seulement s'il

existe une suite (fm) de fonctions de & qui comverge en morme LY vers f, et

s -
| est une suite de CAUCHY
st

dont chaque suite des dérivées d'ordre 35* £k (
de LY.

‘En effet, notons provisoirement V 1l'espace des fonctions obéissant & cette
dernidre défiﬁiticn ; VC Li résulte de la définition des dérivées au sens des
distributions. Inversement, si f e Li s alors la suite fm = {f % me). {i}m ol

'1{»’1 et L?? €9, J.?.}’T dx =1, {?T(O) =1, \fm(x) =m Y(mx), q)m(x) = ?T (x/m) es"bﬁune
' AN

m

st

suite de CAUCHY de LP, et i1 en va de méme pour chaque suite des dérivées

d'ordre Pl < k.

2.3[Second théordme.— On suppose k entier » 0 et % =5 a°
i) Quand p< g < @, L}};(Rn) c im"h.
ii) Quand q = o (c'est-b-dire k = %), Li(Rn) c Lioc(ﬂn) pour tout

‘I'<CO¢>

CiN 1 . e ) . N
iii) Quand §> - Li(i&n) est constitué de fonctions conbinues [apris au

besoin modification sur des ensembles négligeahles].

b
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2.4.1 Premiére preuve de 2.3(i).~ Il suffit (récurrence) de traiter le cas k = 1.

Par transformation de FOURIER, on, vérifie 1l'identité
- 2 .
f_-31(7_: R, 5> f) si 1eD .
La parenthése appartient & L? en vertu de la continuité des opérateurs de
RIESZ R, : L? — 1P (chapitre III, définition 2.1 et chapitre II théoreme 3.2),

et appligque continument cette parenthese & P dans 1d (théoreme 1.4). La

1

définition 2.2 des espaces de SOBOLEV montre qu'on peut étendre de D & L? ce

résultat par passage & la limite.
2.3(1)

2.4.2 Remarque.—~ Si on reste au stade f€P, cetbe démonstration donne une inéga-

n
1ité du type Hfuq g A 2:: ugé— u » Mais le passage & la limite donmera pour
3=1 j P N
P 2 z s z . ’ . J
fe L1 une inégalité du type moins précis ufnq < A(ufup + Z :
3=1

omet 1'hypothése f & LP, on obtient la conclusion qu'il existe une constante ¢
telle que £-ceLl et ff—c| <A H."’Zf_ [ -
q ij P

2.4.3 Autre preuve de 2.3(i). Soit f€ D®R"). La formule pour, n = 1

o0
£f(x) = - j £r(x - t)dt
0

s'écrit pour n quelconque, en notant (...l...) le produit scalaire de R

0
£(x) = - J (grad £ (x - gt)’})dt
0

ou { € R" est un vecteur de longueur [fl = 1. Ceci donne en intégrant sur la

spheére l?] =1
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3 ‘
(1) £(x) = = — f L (grad £ (x - y) | —Day
n~1 ‘yeR Iyl
olt 8.1 est l'aire de la sphdré unité de R . Dlol
ltx)] <c | 70 2 (x - y)} ! dy
X, y’n~§

et on peut appliquer le premier théordme (1.4).

2.4.4 Esquisse des preuves de 2.3(ii) et (iii). Les conclusions étant de caractdre

local, on se raméne au cas ou f est & support compact. Pour prouver (ii), on re=~

prend 1'égalité 2.4.3(1) ; 1'indgalité de YOUNG

-1

I » I, <bed, gl wveo 12141

1)

I i
@(y) “*“:53;’: (Y)t
J

‘ i
Pour (iii), on sait que « x 8 est continu borné pour « € 1P , B € it avec

pour «(y) = si lylg R, &(y) =0 si |y] >R (R convenable) et

; >
1‘+ ) = te Prenons k =1 : Il faub montrer que si ¢ e 1P et les §§M e

¥
P P J

{(n < p); £ & support compact, alors f est continue.(Ce serait faux pour n = p}.

On reprend 1'égalité 2.4.3(1)¢ Or A &»Lp‘ .
iyin loc

2.4.4 Remargque.~ Le théordme 2.3 est vrai pour p =1, mais non le théoréme 1.4.
Voir GAGLIARDO et NIRENBERG : Anali Scuola PISA tome 13 (1959) p. 116-162.

Dans cet article, on énonce 1'indgalité

n 1/n
belh | < mjﬁ t}g%{“ .

i

n-1



Voici & titre d'intermdde un cas particulier.

Proposition.~ Soit f continument dérivable & support compact dans Ra, On a

iz < 15 0, 15

En effet,

N jff(xi, xz)l‘zdx1 < szp lf(xv xz){ . ‘mef(xv XZ)HXT ,

' 5]
(2) sup 3f(x1, xz)l < sup j is-w

X X X

[4 )
o 7% !
1 1 1

Done en intégrant (1) par rapport i X, ¢

2 ’af .
(3) JJ[f(xv xz)l dx; dx, < sup I[f(x?, xz)ldx1 II 5-)-{--! dx  dx, ,
x2 1
et on reporte dans le premier facteur de second membre l'inégalité analogue & (2)

- qu'on intégre par rapport a X,

sup jif(_x,‘, xz)l&xt < j\sup if(x,s, xz)f &x1 gj“%{ dx, dxz .
xz ‘x2 2

2.4.5 Rématguew Le théoréme 2.3 est faux pour ¢ = @ .+ Voici un exemple avec
k=1, p=mn>1. Il suffit de trouver une fonction { intégrable dont la déri-

vée premidre est intégrable, dont la transformée

)11 P(x) = j% dy
: Ix~yl :

tend vers + w quand X -3 0.

On pose (?(y) == au voisinage de l'origine, que l'on prolonge de

yiloglyl

maniere 3 avoir une fonction positive, nulle hors d'un compact, ¢ontinument déri-

vable sur le complémentaire de 1'origine.



alors P
On aVle contre-exemple en prenant f € L, tel que
n
> of op
o= Pumand ————— LI - 6 »
¢ 7:‘1 R, = £ (alors = R, 9 €L7)

3.~ Noyaux besséliens.

Le comportement local (lx| —p 0) des noyaux de RIESZ f(aq_(x) = lxl—m@/‘((ﬂ.) est
convenable. Par contre, le comportement & l'infini n'est pas assez bon pour cer=
tains usages$ en particulier, quand on utilise les noyaux de RIESZ pour régulariser,
les potentiels obtenus ne suivent pas le comportement.de la fonction.

Pour sortir de ce dilemne, nous remplagons (- A)“/2 par (I - A)“'/z : Les‘
potentiels correspondants (de BESSEL) auront le méme comportement local, mais se
comporteront beaucoup mieu;c a4 1'infini.

3.1 Dans le tableau suivant , la colonne de droite donne des noyaux de

convolution, celle de gauche leurs transformées de FOURIER. La premidre ligne est

relative au noyau de RIESZ. Notre objectif est d'expliciter le noyau Gc_ relatif &

la seconde ligne : noysu de BESSEL. On pose |[a =

IR




r....... D el A ol R S o

- t 1 —n & :
(27 x D)7 L ey T = R ;
:v }x : Y ¢ a ¢
i ‘ t
(14 am? x % : Ge(x) = 7 :
] ' ] [
L k) i ~ Tl | 2
H ¢ : +
i ] ‘ '
; -7 §ix % e-—-’mixiﬁ/f\ . g—-n/Z i
t : i I
' @ —T’Gglxizg“ as § mj-»'nixfg/é’ S-n/z ga' ad !
' ] ® “g"“ : i e —g' !
P L 0 i ; Y 0 ! ::
| v ; v ;
: i i it n a :
IO N - I(Z -9 (mixi?) 2 :
b o e e e e e e mm e el
- Les égalités ci~dessus sont des cas particuiiers de
o i - .
j' e tgg T = f( ) LI
0
o 2 a
On & de méme j‘ e"mgix; ewg/@;g §-§- =
0 N
o (1 + a2 1x1%)$ a -8 —a
- jwe 3 i§.==f<>( ) et

0 s

1 \¥2
o= () i [,

Autrement dit, le noyau de BESSEL est

/SS 2 ~8/470d3
N

A 1 W o 12 D&
et de méme le noyau de RIESZ @m(x) = 5@ x| avec Y(@) =2 I(Q/Z)/f(
—neh
vaub E—)m/a : /8 § BT
\#%) e T
3.2 Propriétés inmédiates de ch {(0< & < n)e |
1¢ G € ‘f;’&.
22 lim __;0 G, (x)/@ .
30 G (x) = 6’( »c!xl) quand x| —> @ 3
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Gcc est & décroissance rapides

. i 1,0
49 G EL(R) .
59 %A{x) = (1 +4m2 zxtz)”’“/ 2,

62 j G (x)dx = 1.
Rno:

Tout ceci laisse espérer que l'effet régularisant de la convolution par Gm
sera meilleur que celul par ‘ﬂm.
3.3[Lemme.~ (i) Pour tout « > 0, il existe une mesure p-.m de masse totale finie,

dont la transformée de FOURIER }Lc:\ vérifie

(Z’ralxi)m

(1 + 4%% 1x %)

(ii) Pour tout & > 0, il existe deux mesures de masses totales finies

A
H’a(X) = ¢/2 &

} »
p&, p.a telles que

(1 + 472 ix!a)m/g = :(x} + (2mlx ) Pf; ﬂ(x) .

Preuve de (i).~ Le développement (1 a-w-t)a/z = Z f u +" valable pour
mz0 !
tl < 1 véritie 7 lu | <o, car ces coefficients sont tous d'un méme signe
myq ;

4 partir d'un rang assez grand, et le premier membre reste borné qué,nd t — 1.

Si donc on pose % = (1‘ + 4‘7'525x32)~1, alors le dernier membre de

(1 - ! )Q/Z“(M)m/a o (......._3;._,,..... "
1+ 47523x12 1 + 47‘:2!):32 mz1 e\ 4?@23}{!2

est une série absolument convergente. Mais

. m
( L ) =G A(x) pour m 1
= o .
1+ afg)? ™




Donc dans la série
M= 8o + Z: um,c. GZm
mal

1 c
olt So = masse unité & l'origine, Z ses converge dans L ; donc cette sé-
mp1

rie admet pour transformée de FOURIER 1 + \PA (avec g e L1), laquelle transfor-

mée se développe en série 1

R 1 “ (2w 1)"
1+ 4 (x) =1+ : um,c (’ 2) = (1 + 4"2'x|2)°"/2 .

maz1 + 47"211:3

Preuve de (ii).— Un théordme de WIENER dit que

A
Si ¥, e L1 et <, constante sont telles que e, * }" (x) £ 0 pour teut

X, alors il existe ¢, constante et \Vz € L1 telles que

2

ey + Pplx) = (e, + Y5 pour tout x.

R ‘o s _ _
L*hypothese est vérifide avec c, =1 et 1{)1 =9+ G«, car

1
1+ = (1 +9%) +6.(x) = (amixtf” !
1 * (1 + 4m?‘lxl2)¢/2 (1 + 4162tx|2)“/2
Conclusion ¢ il existe 1{)2 € L1 et c, telles gue
2 2 9/2
(1 + 4w ma)n =, + 1’;(*) =1+ \p;(x)
1 + (2n)x|)

(c2 =1 se voit en. faisant |x|] —p® ), qui s'éerit

(1 + 4102 Ix!‘?‘)c"’/2 = [1 + '\y;(x)] + (Z'Mxl)«' {1 + qa;(x)};

et on peut poser [...] = p.::(x), {...} = ,ﬁ;'\(x).

3.4 De méme que 'J¢ P =%* £ et gu+p = '3& 3@ (¢ et B petits), on note

I £=6G x £ ;




on définit G°=1, et on & pour @,8 =0 ‘zﬁ?ﬁa?¢+@

Définition des .}83.-- Soient 1 g p g0, € > 0. On pose
P _ P
8P = g 1P,

C'est un espace de BANACH pour la norme [f | = lgel  od £ = "}ag;

P
ugd‘.

3.5 Conséquences.- (i) .}ﬂg = 1P,
(ii) Pour chaque @ 20, gg}" ci? ;

et méme,si f = “}mg = Go:.* g avec g € Lp, alors ﬁfﬂ gt‘ﬂ dtapres

a;
lle,, *g!! < lagh, ilgﬂp et lall, =1.
(iii) Pour 0s X' g B, ona ,‘t’PCA,PP et [if] Hfu
3,‘ .‘39
(iv) Ltapplication - ?B £P «—-3»83_,_ 6 est lindaire, bijective, isométrique.

3.6 ?(‘rbisi\éme‘théoréme»-— Soient k entier » 0, 1 < p < w, Alors les espaces vec~

toriels 3;; et Li (3.4 et 2.1, 2.2) sont égaux, et les normes §ff p?
el sont équivalentes.

L

{(pour p = 2, on pourrait dire plus).

3.7 Preuve du troisidme théordme seulement pour k = 1.

3.7+«1 Montrons que pour 1< p < w, on peub écrire

1% 0] <4, 000, g 9ED (=t n.

N

En effet, on obtient la transformée de FOURIER de ¥ 1(;_%; §) en multipliant

') par
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i 1

. 2. 2% 1”‘1;) ( %12 )"‘
2 i x /(1 + 477 x]|%)? = (__._ o 27—t
k =l 1+ 4162§x62

qui est un multiplicateur de 7 (ch. IV, 2.1), car la premidre parenthése du se-

cond membre vient d'une transformation de RIESZ Rk (ch. III, 2.1) et l'autre fac-

teur provient d'une mesure bornée (lemme 3.3 (i)). (Cette propriété du premier mem-—

bre se voit encore en étudiant ses majorations de ses dérivées successives (ch. IV,

2.3)).

3.7+2 Montrons que si ¥ =‘;t1 g ou g€ ¥ (autrement dit, fe ,“_’.é’), alors
P
fe L,‘ ©
. . . P § . .
I1 stagit essentiellement de voir que chaque dérivée 5% 8u sems des distri—~
butions, peut &tre identifide & une fonction de P,

Soit SDG&D. En notant T(‘P) =<T,P > (Te$))9 on &

of Y el 29
- <=, §>= <f, > = <%, 8 5 > =< g ¢ >
axk ka 1 'ka 1 Oxk
dtaprés successivement la définition de 3}?— s de £, eb ‘}1 = (}1 ¥eoo o
k

L'inégalité de HOLDER et 3.7.1 appliqué & l'exposant p' conjugué de p

donnent

<& % 3L > | <4, el Iyl G+, =1

Phax T ek p 1Plp P P
¥
On en conclut que g%— est une forme linédaire continue sur 1P s donc
k
%i—- e L’.
k

3.7.2 Inversement, les deux dernidres lignes de la démonstration du lemme 3.3

donnent
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k] 4 5 .
(1-a)7 ") = (1 + 4P )1x?? =iy "0 + (2m Ix D %),
c'est—a-dire

1
(1 - A)?E = Pj% + (= A)Tp,"% (ces p sont deux mesures bornées).

n

% ?
De plus (- A) =Z. S
i=t b
Cela dit, soit f € Lf $ il s'agit de voir que (1 - A)% r € 1P, Pour cela,

1
on suppose dfabord f€ P et on utilise la décomposition ci-dessus de (1 - A)?

en deux termes.
3.6

4.~ Propriétés fonctionnelles des ££o

4.1 S0it £e LP(R") (1 g pgoo). On posera

(1) @ () = I£(x + t) - £(x) (t € B")
P X X "Lp(x) )

"LPomodule de continuité de £V,

On sait que pour 1 p <@, lim mp(t) = zéro.

t—> 0

Peut~on caractériser $¢p (ou Li » k entier 2 0) au moyen du LP-module de
a
continuité ¢ condition G)P(t) = @(It]) par exemple ? Ceci n'a lieu que dans des

cas exceptionnels : ® entier ou p = 2. Les résultats positifs sont donnés dans

le quatriéme théordme ci-dessous, dont 1'énoncé est scindé en trois parties.

4,2 buatriéme théordme (Premidre partie 3) cas @ = 1.-

Pour 1< p g o, L:;)(Bn) =€3$(Rn) est 1l'espace des fonctions € L¥ dont

Lle module de continuité cop(t) est QU+1) pour +t ~—> 0.
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(La preuve donne aussi des résultats pour p = 1).

X 1‘ N
Preuve.~ Soit f € ¥ avec HT%'T (f(x + tk) ~ £(x))] P g A pour k= 1,444, n,
k - Lo(x)
ol on pose

'{'Ik = (O’st’ 0, ’i}k, 0,“0»0" 0) e R .

i
Comme LY est le dual de LY {(p#1 1), sa boule fermée centrée & l'origine
(m) -

et de rayon A est faiblement compacte. Donc il existe une suite de points +

de R k"h‘en&ant vers 0 quand m —3> @ , et telles que pour chacune de leurs n

(m)

coordonnées + K’ les expressions (f(x + t(l;;)) - f(x))/‘b(;:) tendent faiblement

dans IF vers des fonctions g, €1’ En parbiculier pour chague LPE @,

* ¥y

< &y ‘, P> —» <gk’ \P >« On en conclut que, au sens des distributions,
+
k

£
on s bien 2«- = & Lp.

g
axk k

1
(Observons que pour p = 1, ce raisonnement s'adapte : les bornés de L ne sont
1 Lo . I I R . , n
pas oL 4 L )-compacts ; mais L se plonge isométriquement dans B(R') (cons-
titué des mesures de masse totale finie), qui, lui est le dual d'un espace de BANACH

?O(Rx?) (constitué des fonctions continues tendant vers zéro 3 1'infini). On peut

énoncer 3
8i fe L &Y g&ﬁi @, (t) = u';ﬂ {(£(x + ¢) =~ f(x))ﬂLp(x) est  O(It]) pour

t —>0, alors les dérivées premiéres de f au sens des distributions sont des me-

sures bornées).
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Inversement (raisonnement valable méme pour p = 1); soit f € LfL .

Supposons d'abord f€ & ; alors

1Y

P(x + t) -« £(x) =f

. (‘ | grad £](x +§ s)ds, (t = 141 i)

donne
n
Cup(t) < hl u !ax l u
Puis on raisonne en passant & la limite pour f quelconque en recourant 2a la

. eys P
définition 2.2 de L1 M ’4.2

4.3—Qua,tri‘eme théordme (Seconde partie :) cas p = 2.~

Pour 0<d <1, ona f€ gg: si et seulement si f € L2 et si 1'ex~—

pression
+20
(1) A, = j (e(x + 4) = 20N%,  /161™ 2 as
te R L (x)
est finie.
Preuve .~ Etudions d'abord Af pour f € L2.
Le théoreme de PLANCHEREL donne
A =2M i t
Oz(t) le(x + ) -f(x)" =[f (x)] e 2m i(x ) -1} 2
12 (x) L™ (x)

donc d'apr¥s un théoréme de FUBINI

P N O | I R AR TR T T R DO
; x€R te€R

-27 i 2 2
En utilisant pour t grand 1'évaluation le 27 1(tlx)_ 11° = 4 sin(t]|x) < 4
et pour t petit l....la = d(]tlz), on voit que la parenthdse (j n ess)
teR
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;e—Z‘m i(tlx)._ 1 ,2/ ‘tln+2<r.

converge. Or est majoré par une fonction de |t| homo~

dong
géne de degré - n - 2, \ﬁ;n peut écrire

(j 0 evs) MV lxlz{x pour Ix] —> o .
te R

Cette étude montre que pour f € L2 les assertions {Af < (n} et

La ‘
{J‘fﬁ(x)'xl !2dx < co} sont équivalentes. La seconde assertions équivant &
Q€ A 2. @
{lxl £ (x) e Lz(x)} , et a {‘(1 + 4‘752 fxlz) /2 fa(x) € Lz(xi}.

En remplacant ,e—zm i(xit)_ 1(2 par lezw i(xlt) + o 2T i(xit)_ 1,2

dans la démonstrations ci-dessus, on prouve ce qui suit.

4.4 _Qua.triéme théordme (Troisidme partie :) cas p = 2 et 0<Q& < 2.~

2 . . , ,
On a fG.;g& si et seulement si f € L2 et si l'expression

(1) Bp= | Ot )+ 2x- 0 - 262, /I Na
teR" 12(x)

Lest finie,
4.5 Au moyen des séries lacunaires & une variable, on montre que pour p £ 2, on

n'a pas de caractérisation complete des .‘ﬂp au moyen des modules de continuité.

<

Mais en corollaire du septidme théordme ( 6.4 )} ci-dessous, on peut énoncer 3

Soient 0< @ <1,1<p<wm, @ (t) = l£(x+ t) - £(x)] Ve
P Lp(x)

(i) si fe ;go}_’, [2<7], alors fell et

J n (wp(t))P/ 17?4t < .
R

(ii) 8i £ e LY, et




J © &N 161"% a4t < w,
W P

P
1l fe °
alors y,m

(iii) si fegg, p< 2], alors felLl et

J L@ N 1™ 4t <.
R Y

(iv) si fe P, p<2]et

| & @ @™ 6 < m,
R P

P
alors f & %
L £¢I

V.21
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@

5.~ Les espaces A « Cas des espaces ,/\_0;.

°*

Ces derniers résultats montrent 1'intérét de décrire plus systématiquement les
espaces fonctionnels suivants.
5.1 Définition.~ Soient & €J0, 1 [, p et qel1, wl.

Si q < w, [\I;’q est constitué des f € LP(Rn) dont le LP-module de con-

tinuité ® () = [J£(x + ¢) - £(x)] vérifie
p Lp(x)

(1) (j o @ Y 10™Dan ¢ o
ter” P |

®
et /\1:“’ est constitué des f & L telles que sup, ess.( (t)/1t]) < .

Ce sont des espaces de BANACH pour les normes

(E =l £l +(j--o/--»dt)?/q (g <w),

Aﬁ;q P

K¢

E Py ufyp + sup ess.((op(t)/!tl ) .

Aﬁ-

i\mz /\m00 9P . est constitué des £ &€ LT telles que

sup (lex + 4) - 20l o /18 <.

: L (x)

La définition de Ad. sera élargie & dfautres valeurs de « (5.7).
2,2 2 ‘
Exemple .~ !\c:, = éem (avec normes comparables). (4.3).
5.2|{Proposition.~ Si f € i\m (0<ax < 1), alors f co¥ncide presque partout avec
une fonction continue.
Preuve.~ Soit u = I.P.f (Le noyau de POISSON pourrait-étre remplacé par une bonne

approximation de SQ). Fixons y daus



V.23

Julx, y) - £(x)} < J le(t)‘ (£{x - t) - £(x))] at.

B
8i Je(x ~ +) - £(x)| <At }“, alors
00 y.
L™ {x)
: a «
fulx, y) = £(x)] AP (t) Jt] at=4he ¥
o, y n
L7 (x) ‘ te
\ _ C . -n~1
od « ne dépend que de n (car pour y =1, on & ?;(’5) = et W I+l
(iﬂzﬂ) 2

pour |t| —»® , et on raisonne par homogénéité).
Les fonctions continues X tp u(x, y) convergent done uniformément quand
Y ey 2670

5.3[Cinquidme théordme.- Soit 0 < € < 1. Soit u = L.P.f,

‘u Qu

i1 L —— 22 e {2z covy v

On note u_ P - (j = 14004y n)
Ona £€&€A_ siet seulement si fe&lL et si la fonction harmonique u vé-

rifie une des quatre conditions 4}, B), C‘), D) suivantes, qui sont équivalentes.

: - b
B el Ay .
L (x) ‘
Z:n H ' 1+
B) u, (%, ) gAy o
T L% (x)
k
C) Pour un entier k f£ixé > 1, avec u(k) . ou
o S K
vy
k), ~k+
aui )(Xs y)g o,  SAY <,
L (x)

“B) Pour un entier %k fixé > 1, et pour tous les Vik)x opérateur de dériva-

tion par rapport sux seulesvariables x?,..‘., Xy homog®ne de degré k, on &

g (k) | S
“Vx 7 ulx, gl 1 () s Ay o
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5.4| Lemme .~ Soit V(k)‘ un polynome opérateur de dérivation homogéne de degré k

par rapport & 1'ensemble des variables xd, y. On a

IN® pix, M, <4 v,
L (x)
19 2, | <Ay EY

L %x)

(et évidemment des inégalités analogues en remplacant (x, y) par (x, %) aux

membres de gauche).
(Revenir 3 ltexpressiomn _
n+l

P(x, ) = B (x) mey/UxiZ+ 53 2.

i

5.5 Conséguence .~ Puisque
- % - 1) A
u{x, y) = j‘Py/g (x - t) ult, z)dt
et que pour dériver le premier membre, il suffit de dériver au second membre le no-—

vau, on trouve (notation 5.3.c))

() ke ~
flu, ™ (x, y)”n‘”‘(x) shy Julx, %)I{Lm‘(x) .

306 Pr?uve Q_g' 503 0=

5.6.1 Si £e A, slors u vérifie A) s

w00 9) = |3 (8, 3) 2x= ab = [ (s, 3) (2(x = ) - 2(x)a

P

car Pdt =1 donne — dt = O
¥ °y

Or sup {f(x -1t) - £(x)lg & 3t1°Lw Done
X

sup [u_(x, N < AI@; (b, 91 61T at.
x ; « :
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Le second membre est intégrable, car pour |t] —> @, l%; (%, y)}ﬂf } 4 }-n-1

donc ce membre est, par raison d'homogénéité, proportionnel 3 y“?+q;o

5.6.2 Si u yérifie A) et si feL”, alors fe& Age=
Avec y > 0 que nous fixeronsg plus loin,

f(i) - f{x - t) = {(ulx; ¥y} -~ ulx =%, y)) + (£(x) = ulx, y)}) +
+{u(x - t, y) - £{x - y))

donne

.“f(x) - f{x - ‘E)HL@ < 2 Hu(x, y) = f(x)ﬁ o B

(=) L (x)
+ Julx, y) - ulx - 4, y)HLGD(x) .
D'abord fJu(x, y) - £(x)| o g A 3%3EL résulte de u(x, y) = £(x) =
L (%)
4
= -»I u (x, wjdw et de 1'hypothdse A) sur wu .
o © « °

De plus, ’gra&x u] désignant la Iéngueur du vecteur dont les n composantes
sont Uygeesy W 4 OR B

fulx = ¢, ¥) - u(x, ¥ ©

1 () < |t] Jlered, uitx, y){}Lm

(x)

par intégration sur le segment [x - b, x] de R

I1 suffit de voir que |[]grad... | < C::' ¢ e

(et alors on choisira y = |t| dans 1'6galité et dans 1'inégalité initiales). Au-
trement dit, il reste & voir 5.6.3 3

5.6.3 Si u yérifie A), alors u vérifie D) (pour ¥k = 1)~

Qzu
= q

ox 3y 0,i°

Ainsi

Soit Jj = Vyeesy ny; notons
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{1 3
u4(x! Y) = "‘j u o, (xy yg)dy“‘
J y 09J

Or, d'aprds le lemme 5.4, l'hypothése A) implique

—24+
lu . (x, 9] <4y ;
Osd Lm (x)
done
\ @ 24 ~J4 €
I]uj(x’ wi ® < A J y' dy' = A' y .
L (x) y '
A . -2
5.6.4 A)==3B) : Méme raisonnement % A)-—...—.:;;ﬂuo ;ju <Ay ( 1) 3
¥

@®
et de plus u, = - u , dyt.
P 3 jy 0, 7

5.6.5 A)==5C) ¢ par dérivation.

5.6.,6 C)===34) : par intégrations successives par rapport & ¥y.

»e

5.6.7 B)===>4) : par dérivation par rapport & y puis intégration.

506.8 B)%A) ©

, 5.3 ‘
5.7 Définition.~ Avec 0 < ¥ < w0, Atﬁ est constitué des f & A (Rn) dont 1tin-
tégrale de POISSON I.P.f = u vérifie

~

(1 };--—-(n, y)u <Ay (y > 0)
® (x)
ot € est le plus petit entier 3 & .
On porme I\m en posant }IfHA = ]{f“m 4 le plus petit A wérifiant (1).
«

(Pour 0 <@ < 1, on retrouve la définition 5.1 d'aprds 5.3)
5.8 Remarquess— (i) Comme dans le théordme 5.3, si f£& f\a 4 on & une inégalité ana-

logue & 5.7 (1) en remplacant 2 par n'imporite quel entier » o .
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(ii) o~ On montre que A, ne coincide pas avec les fonctions lipschitziennes

1

ordinaires, mais gque pour 0 < & < 2, I\& est constitué des f € L telles que

(1) ez + ) + 2(x = &) = 22(x)}| < 4],
00
L (x) 7
Par exemple, si f & L®  vérifie (1) avec & = 1, alors
2
9
| =5 y)ﬂ § Cte/y -

G4 L% (x)

Pour le voir, on observe que dans l'intégrale donnant la valeur en un

. + .
point E-Rn+ du produit de convolution

1
’azu 32P
_...._2. = -—.—.i x £ §
dy ?¥
on pewt, puisque le noyau est une fonction paire de x, vremplacer f(x - %) par
| 321’ ne2
(£(x + t) + £(x - t))/2 ; de plus pour |[x] —>w ety fixé T Ixi 5 ce
oy
3P
noyau est une founction radiale de x et =¥ —~3 est intégrable.
oy

(iii) .~ Connaissant l\c pour 0 <@ ¢ 1, on peut déterminer tous les autres

Am'
Proposition (admise).~ Soient m entier et & tels que Ogm<a < ®. L'espace

" 00 s s . . .
AQ: est constitué des f €& L dont toutes les dérivées; au sens des distributions,

d'ordre m appartiennent i O m

e

6.~ Etude des espaces ]\I:;q N

Nous esquissons 1'étude des espaces I\%{q (définitiohs 5.1), il y a générali-

sation par rapport aux ;\63 mais aussi analogies, tant pour la structure que pour
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les démonstrations,; plus compliquées en plusieurs points. Voir étude plus détaillée
et plus vaste par
TAIBLESON dans Journal of Math. and Mechanics, tome 13, 1964, p. 407-480.

6.1}Sixiéme théordme.~ Avec O0< & <1, T g pgow, 1< q<¢ ©®, soient £ e 1P

. ou Pu . Psq
et u=:{‘?‘fo On ncte uoz‘si;, uj::‘é;{; (J‘-—:Tyﬁ-»’ n)e On & fehg

si et seulement si u vérifie les conditions A), B), C) suivantes, qui sont

équivalentes,
@ q ., 1/a
; 1, % g
N (el YL <o
0 | 1P (x) y
k
B) Pour toub entier k> 0, avec u . = > , ona
o,k 3‘yk
® ' g . 1/q
, . ke g
(j o = v &) <o
o 1P(x) y
o n q . /4
-, * d
o (| O Iy al, YD e,
o T g=t 9 L*(x) Y

Remarques.~ Cet énoncé est parallele & celui du théoreme 5.3.
Les énoncés s'adaptent au cas g = @ .
C'est au voisinage de y = 0 que réside la principale difficulté pour assurer
gue l'intégrale A) converge.
Preuve.~ Montrons seulement que si fe [\z’q, alors u vérifie A).
9P
(1) u ey 3) = | = (6 3) (£(x - 8) - £(x))as

(car on a égalité quand on omet - — £(x) au second membre).,

Posons
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J£(x - ) - £(x)]

i

(2) o (t)
P LP(X) ’

moyenne de cop(t) sur la sphére centrée & lforigine de R"

Justifions la chaine d'inégalités suivante :

P | <
nuo(x, Y) uLP(x) g JRn 5‘);, (‘t!’ y) Qp(t):j-u s
g ¢ JR“ Cﬂp(t)/(lﬂ2 59 2at =
o n+l
- ¢ J a;;(r)r”“‘/(rz +39) 2ar =

0 n+1
o n-1 1 +QC -0
=cj (r r 9 /(r +y) )(r q & (r))dr.
0 P
En effet, reportant dans la premidre J une majoration de ,g——;‘ s on a la
R +1
seconde ligne, ol le dénominateur (ltlz +y ) est une fanction radiale de 1,

d'ou la troisidme ligne. La quatridme ligne est un jeu dfécriture, qui prend fin

une fois écrite 1l'inégalité

- -1/q
u ( ’ )
fug(xs ¥ HLP(X) y

1

0w 7 ~¢- - 1 Tt ~ n+1]
g ¢ J [y @ e 2y (r +y ) (r Q- ® (r))dr.
0

Notons ce crochet [...J = K(r, y) ¢+ on obtient un noyau positivement homogine de
a0 _.1/
degré - 1. Compte-tenu de & < 1, on vérifie que J K(r, Nr 4 dr < . En
0
invoquant le lemme de SCHUR 6.2 c1-dessous, on aboutit & la conclusion
- jPu T aq u
uy I 5—};(3(9 Y)" ®

qui est la conclusion A) de 1'énoncé.
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6.2| Lemme de SCHUR (voir HARDY, LITTLEWOOD, POLYA :

Inequalities, éd. CAMBRIDGE,§ 9.3, n? 319 p. 229). Soit

{44]
&(x) = j K(x, y) §(y)dy (x > 0, y > 0)
0

une -transformation intégrale dont le noyau K est positivement homogene de de~
gré - 13

K(R x, Ay) = K(x, y)/A A, x4 y > 0).

Si (1< q< o)

-

Pos) -
s O,y e,

0

alors la transformation est bornée dens Lq(x >0) ;3 et

00 (00
(| " 120018 an'e ¢ A(J o)L ap*/e .
0 0

R
Preuve.~ En posant y=x7Y,

B(x) = Jm K(x, x T) p(x Dx d T =
0

@
= J K(1, y) p(xy)ay
0

aron 3§, < J: 1X(1, )| ll\?(xy)lILq(x)dy =
= lel, j:IK(u Ny .

(Exemples classiques pour tous gq e]1, o) [ . &(x) =

X 00 @®
- j §(r)dy , ou J $(y)/y dy , ou J ) dy )
0 x 0

X X+y

Pyq

6.3 Définition.~ Pour 0< X <00, 1 psw, 1sq< o, I\G. est constitué

des f €& LP? tels que
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e
Fu r—-U\q ay 1/q
l;?ll Py Y <@
0 Yoy "L (x)
ou u=IP.f, r est le plus petit entier > & .Définition semblable pour q = o).
C'est un espace de BANACH.
6.4 Certains résultats fondamentaux sur 1lfaspect "espace fonctionnel"™ des fonctions
différentiables s'expriment par des relations d'inclusion entre espaces N o
Voici une série de telles relations, qui résultent directement de caractérisations

des fonctions au moyen de leurs intégrales de POISSON,.

Septidme théordme.~ Dans ce qui suit, les inclusions donnent des injections conti-

nues.
Pyd Psq
A) Pour q g 9y § 0, ona /\mc]\a‘t

B) Pour q, et qze[‘i, ®], E>0, ona

Ap,q1 CA}.”Qz )
C+e L+ 2

C) En particulier pour B < &

D) Pour B<ow, Tsp<w;, q et re[1, o] reliés par

Psq JLd
on a /\&_ c:/\s o

be

L

6.5 Le lemme suivant montre 1l'intérét d'utiliser les définitions des espaces A

ol interviennent les dérivées des intégrales de POISSON par rapport & y (plutdt



que par rapport & Xygeees xn)o

-

Cela résulte des. relations fondamentales
ulx, y) = (Py x £) (x) ,

P(xdx=1 P »0
[.2 et 200,

R ,
u(xy yy +y,) = (Py-a(t) (:) ult, y,)) (x), (y; et y,> 0),
pil (xy y, +y,) = (P_ (t) ik (t, ¥,)) (x)
N 1792 = By 4 57 2 )

6.6 Attaquons quelques assertions du septidme théordme (6.4). D'abord

Pd P,q R P
A) Ne € Am‘l (QQQ,‘@&) ¢ Prenons fE/\m .
y o
Quand on intégre une fonction positive, j . & j . Donc
y/2 0
y 1/q 0 i/q
— . a ds
O (D @, M T et
y/2 LP(+) 0
Le lemme 6.5 dit que [... || est une fonction décroissante de s.

#38

On minore donc¢ le premier membre par le premier membre de’
1/q
-3 #
"9 <o

(r) ~
(t, ¥ {
) G, » o jy /2

Donc avec une constante 8°' convenable

yr-mé or .

(on a donc déja f & [\p&w). Le premier membre de (2) est dans

@) o) (1, )

x
dérivée u(r)' de u par rapport & y, la fonction y +—>b u_@_}_; {x, y)"
une fonction décroissante (y > 0). |
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LP(x)

=9,

Lemme.~ Soit u = I.P.f (f& Lp(i}n)o On a [lu(x, Nel| - ]}fﬂp s et pour chaque
L

est
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. q ‘
Lq(Rf, %) 0N »Lm ('B+, %) donc aussi dens L ‘(R.", %) (q ¢ q, € o). Dol A).

Prouvons 6.4 D) seulement pour .= w, et ® < 1 (pour ne mettre en jeu que la

premidre dérivée u, = :—5 de u = I.P.f par rapport & 3. Bref, montrons que

o-B
n

Pour O<ﬁ<m’<1,%=

1 - Py Yy
3 s alors Am. C‘Am H

Soit donc 2 € LP, telle que [u_(x, )] o, . &A y 7. i1 stagit de voir

que f & ¥ et ﬁud(x; y)ﬂ‘r < A y-hf"a 0
L (x)
Si on définit s par

M -
Wiws,

1
= e e - % }
) ?

1'inégalité de YOUNG appliquée & la convolution

uo(x: y) = (u;(t, v/2) (-:) Py/z(t))(x)

donne

gdoﬁf sﬂuonp'&F}’/Z(;‘t) “Ls(x) °'

Pour voir que u, & la propriété recherchée, il suffit de voir que
te -n{s-1
e (0] ., . sC ¢ 5 n{s-1)/s .
Y (x)
. “‘n .
Ceci résulte de lleﬂ1 =1, HPyllm < Cy , qui donnent
e % = [@)' @)% ax e Iz 157 .
y's y y yt yo
Pour voir que f & Lr, on appliquera les théordmes classiques sur les inté-

grales dépendant dfun paramdtre aux relations

Y2 ;
u(x, y,) = -] uo(x, w)dw + u(x, yz)
4
et (pour presque tout x)
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1
£(x) = - j uo(x, w)dw + u(x, 1).

0 I

7.~ Relations entre potentiels de BESSEL et espaces N

ose

7.0 La définition 5.1 des [\P éq et le quatridme théordme (4.4) montrent gue :Lour

0 <2, onasa £§ = /\2(!’.20 On montre que c'est vrai pour tout & > 0, avec

cofncidence des topologies.

Voici un résultat analogue 3 la remarque 3.5 (iv).

7.1|Huititme théoréme.~ Soient © >0, 20, p et qae[1, ©]; ‘;}@ est un

: . Psq P54
isomorphisme de i\&. sur )\1-4- g °
(81 fe I\Péq, alors ‘}P f= GB ¥ £ est défini, car c'est la convolution d'un

noyau et (3.2, 42) et de fe ¥ (5.1)).

7.2 Preuve .-

7.2.1 Relations entre £, ?ﬁ f et leurs intégrales de POISSON.-

-

Posons F:?{,f:(}»*f

s * &
(1) | lp = LB
u = Ianf}
U = IcPcFo
La définition 3.1
(2) ) = (1 + am? 1x3)~H2

donne (chapitre III, 3.4)

(3) [;,(x» y) = (1 + an? ]xgz)"ﬁ/z o2 Ixly

D'aprés (1) et u(x, y) = (Py/z(t) (z) u(t, y/2)) (x) on s

@ v 3 = Gl /D) [+, v/2)) (),
+
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dtolr avec ‘Dr = i
avee ¥, T
oy

T -
D U (x,y) = (D ult, y/2) (:) D Fp(t, y/2))(x) ;

done

(5) o) 0 Gy s 0} ux, y/2)] o, Ly s w720l 4

1P(x) LP(x) L (x)
7.2.2 Montrons que pour 0 <@ <1, ona Gr9 €-‘l\1ém .
On a bien G{a &‘L‘ (3.2). I1 reste donc & voir (5.1) que
e
) e, x-4 -6 h, <c .
A ﬁ XJ‘I(X) .
On sait que
;GQ (x)! £ Ct? !xrn'F'P
et on vérifie que
|graa Gy (x)] < C*¢ ix!']m'h'{;"‘i (x £ 0).
Donc j !Gp_(x - t) - GP (x)| ax <
< (le, (x - ¢} +lg (x)l)dx+f |Gy (x - t) -6, (x)}] ax <
jlxls Pl ¢ Ixl » 2 4] P
< 2j iG‘; (x)‘ dx-f—j 4] | graa Gﬁ (x)f&x <
Ix} g 31t} ~dixie 2] '
sct?j I ax 4 ct?j il 1 ax s o 140
Ixl< 31t} ixlz 214

' - z . . Psq P,q
7.2.3 Montrons que 1'opérateur de convolution ?ﬁ applique /\é dans Aq-z-a o

’ ; ‘r_entier » Q)
I1 suffit évidemment (B = r. (B/r)V de le voir pour 0 < 8 < 1. Or 'dans ce

cas, on vient d'établir que G, € /\?;m s ce qui entraine (variante avec q = o du

e
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sixidme théordme (6.1)) que P§= I»P.GB

vérifie
o te ~1+B
Io, Iy (x, ylz)HL;i(x)s Cy

Donc dans (5)

. l
I v, I, sCy

48 y -1
L (x) gDO u(xy y)HLP s

(x)

et on applique 6.1 B),

7.2:4 Cette étape consiste & admetire le lemme suivant 3

Lemme .~ A) L'injection I\g_:_g e Apﬂ,q (6.4) est continue,
3 Psq PRI . o . N Df .
B) Si £éN 0 alors ses dérivées au sens des distributions 5% appartiennent
® .
Pyq ~ °f b Pyq ~ .
a pr et f t—3 axk : A@M — .4'\p est continue,
C) L'application I ~ A (c'est—~a-dire f e—pf - A f) f\é)_;g ——-)A%’q est continue,

$ s : . Py Pyq .
D)} L'application ‘}a. AG; — Ad,-i—@ est continue.
L

(A) est facile ; €) résulte de A) et B) ; D) fait suite & 7.2.3 et se voit en uti-

lisant une amélioration du théoréme 6.1).

Dans les étapes suivantes, on verra que dans de bons espaces fonctionnels, on a

(6) (1 -A)(}2 = ?2 (I ~A) =1 (= application identique s+ A = laplacien,

Diaprés C}, si f € I\f’q il existera donc g e /\Péq

2! tel que £ ::?2 g, &

savoir g = (I -~ A)f.
Comme- les ?ﬁ sont injectives et que (d'aprds (6)) ?2 est de plus surjective,

la relation
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montre que pour 0 <P < 2, les S‘P sont bijectives. D'aprés D) et le fait que
nos espaces fonctionnels sont des espaces de BANACH, ce seront des homéomorphismes.

7.2.5 Dans 1l'espace J des fonctions indéfiniment dérivables & décroissance rapide,

2

l'application l@i——-)bom ou (Pa(x) = (1 + 47¢ lx!z)-m/z ¢(x) est un isomorphisme ;

comme la transformation de FOURIER est un isomorphisme de ¥, on conclut que ?G.

est un isomorphisme de ¥ ; donc dans ‘30.4-6 = ?¢ ‘}ﬂ .
b4
Pour la souplesse des démonstrations, on définit ?& sur 37 (ensemble des
distributions tempérées) par
. : ) S
<§‘¢T;l9 > = <T,‘}m({> > ~(TE,5°,(.?6§°)5
’ ‘ ’
Liinjectivité de %o.' aussi bien pour ¥ que pour § (ou pour LI.)..) est
visible,
Dans 3”, on &
(6) 4,01 -8) =(1-8)%,=71 ,
donc aussi dans ]\P(;,f1 d'aprés C) du lemme 7.2.4.
J
7.2.6 8i v < B <2, on peut définir dans ¥ et ¥
Yp=%2%p
Ly N ‘ — ~ Psq APsa
on a déja la continuité de ‘;‘ 5 = (1 -A) ¢ +2 — f\a et celle de

Pyq PsQ s p3 ' RS - —
?2_9 $ A«+a —> A1> + On vérifie (en passant par ¥ )que '?5 ?-p = }-ﬁ (}@ = I.

7.1
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8.~ Relations entre espaces ££ et A o

—cr—p

Voici enfin les relations importantes entre ces deux types d'espaces. La dé-
monstration des relations d'inclusion suivantes invoque la théorie de LITTLEWOOD-
PALEY du chapitre IV. On peut montrer -~nous ne le ferons pas— que ce sont les meil-
leures relations d'inclusion possibles : preuvesdétaillées dans 1l'article de TAIBLE-
SON cité au début du § 6.

-

8.1|Neuviéme théordme.— Soient 1< p< ooy, 0<C < o,

A) 8i 2gp, alors L AP,
«
B) 8i p.g 2, alors o‘l?cf c l\i’2 o

. 2
C) 8i 2 g p; alors /\p(x" C-.f;) .

D) Si psg 2, alors /\pq;Pc zi .

Preuve.~ On se restreint au cas « =1, car les ?{’p sont des isomorphismes

8.2 Preuve de A) .~ Il s'agit de voir que a\?f c I\P;p' si 2 g po
8.2.1 Rappels.~ (i) Soit Pe @Y (1sr g ®); on sait que
supy)_0 ‘I_.P.‘.PI (x, y) € MP(x)
(chapitre III théordme 3.6 ¢t remarque 3.7.2) ;
et si 1< r <00, ona
My “r s Ar “‘Pyr

{(chapitre I, théordme 1.3 (iii)).
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(ii) »— On sait que dans Lr(Rn), les normes WlL et

0 2 3
I vlemavl® x 9 ar DY,
0 ’ ‘ L (x)
. a
avec U = I.P.§ et |[grad Ul2 = Ejﬂ (% 2, (%)2

rie de LITTLEWOOD-PALEY, chapitre IV, théoréme 1.2).

s sont équivalentes (théo-

(iii) o~ On sait que J.?f = Lf (théordme 3.6). Soit f & LI; {autrement dit, £ € Lp

. . . . 9
et ses dérivées au sens des distributions 5}4{;— e LP)° Alors on & la loi

k
N £ 2 2 o u= LR
k k
8.2.2 Cela rappelé, posons pour alléger
| ' 2 ‘ Z::n u 2%‘
Viul=( ]gra.d-—-—-l) .
=1 %y

Puisque la théorie de LITTLEWOOD-PALEY s‘applique aussi bien & £ qu'd ses déri-

vées, on peut dire que

H(fy.lvz ul? (x, y) dy)%ll 0
L

< A 2] .
o < I

Comme £ € Li’ c Lp, pour voir que f &€ /\P;p s il reste & voir (théordme 6.1)
que
W < p 1/p
1 u
(j 5 (y "?’-—-2- np) dy) < A_ |2} p °
0 Dy POy

En explicitant 1'expression ]l...ﬂp, on voit que le premier membre vaut

P2, A la
v Leﬂ“ jy)ofyl;;l) N i’:)?p e

8.2.3 Le noyau de POISSON vérifie les inégalités

Cte
1523;.. yl(x)g—;—i P (x) (k= 1yeee, n)
- ‘



comme on le voit par homogénéité aprés avoir pris =13 on en conclut

te
upy>o (xg }’)§ C L] M‘P (k=1,5009 n, U=I.PQLP)

y U
ka
analogue & 8.2.1 (i).

8.2.4 Dans notre espace fonctionnel, (p > 2y u= I.P.fy ¢ e-Lf) on &

3, < 12

of .
done en faisant lP: 5% dans ce qu'on a vu, on montre qu'on peut majorer l'expres-

sion (1) de 8.2.2 par

2 ¢ f MZENP2? () (e2E)? (x) ax
Ek:‘l g: Py B

ol les parenthdses souligndes sont la fonction maximale et la fonction de LITTLEWOOD

PALEY de Ef- .
oX.

k
Supposons p > 2 strictement; soit r +tel que

On majore alors (2) par

¥ 7T B GENP2, e )U

k=1 k
S SIS j (2P0 ¥? ¢
k=1 k k

s ¢ Z:?n (j jg-i-lpax)vr (j lflpdx)z/P
k

k=1

d'aprdés successivement 1'inégalité de HOLDER, 1'égalité (p - 2)r = p, et la con-
tinuité dans LY des deux applications QL«—;bfW et P g(9). Comme

of .
u§;_ “ g Ct? 2] _ 4 on obtient la majoration recherchée pour 8.2.2 (1). Pour
&£
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P = 2, on le voit en reprenant directement (2).

8.3 Preuve de 8.1 B) .~ Puisque @ = 1, il s'agit de voir que
Pour pg 2, ona £1P c )\p’z

L]

Soient F une fonction de deux groupes de variables

x, €

x
1

10 % (par exemple

R, X, € R) }L“ }1»2 deux mesures positives sur ces deux espaces
p<<2y 8=

¢

$ on & avec
1
—=1
s

(J(JF("“ xp) apy ()% ap, )T

< [ w0t ak, 6 ap, )

inégalité du btype "la norme de 1l'intégrale est inférieure & 1l'intégrale de la norme'.

+
Faisons F = WZ u|p (notation 8.2,2), Xy =X GRn, X, =Y €& R ,. et prenons
les mesures dp, (x1) =dx, dj, (y) =y dy (y > 0).

I1 vient (Jm (yuvzu (xy, VI )2 22)1/2< fi(
0

00
2 2 1/2
0 J y 175, pay L, -
Px)y 7 o LP(x)
Entre les doubles barres du second membre, on observe la fonction de

LITTLEWOOD-PALEY d'une combinaison linédaire de fonctions de

¥ § on lui applique
les inégalités du chapitre IV, D'ol (premier membre) g AP 4! p puis la con-
L

clusion.

1

8.4 Les preuves de 8.1 C) et D) utilisent aussi les indégalités de la théorie de
LITTLEWOOD-PALEY,

Bs.n
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Indications bibliographiques pour le chapitre V.

Pour le cas n = 1, beaucoup de résultats de ce chapitre remontent & HARDY-
LITTLEWOOD, et & HIRSCHMANN, souvent sous une forme implicité. La théorie multidi-
mensionnelle & une vaste littérature. Les deux premiers théordémes ont été établis
par SOBOLEV. Les potentiels de BESSEL ont été étudiés d'abord par
N. ARONSZAJN et K.T. SMITH, Annales de 1'Institut Fourier, tome 11, 1961, p. 385-
475
et par A.P. CALDER&N, Symposium on Pure Math., tome 5, 1964, p. 33-49.

Voir aussi l'article de l'Auteur dans le Bulletin Amer. Math. Soc., tome 6T,
1961, p. 1894-1897.

Le huitidme théoreme (7.1) est dfi &

TAIBLESON; Journal of Math. and Mechanics, tome 13, 1964, p. 407-480.

Voir cet article pour plus de détails sur la matiére de ce chapitre.



Chapitre VI

Prolongement & R" d'une fonction différentiable

définie sur un fermé de R

Prolongéméﬁtgg;'ﬂﬁ+1 d'une fonction différentiable

définie au-dessus du graphe d'une application

. s . n .
Lipschitzienne R —>R.

0.0 Dans ce chapitre, nous étudierons deux sortes de théoréme§ ﬂ?extensibh bour
ies fonctions différentiables.

Le premier type de théordmes, valable pour un fermé quelconque; est.une
légeére variante d'um théordme donné d‘abcrd,pa?‘VHITNEY. Une. idée. fondamentale de
sa construction est le découpage du complémentaire d'un fermé donné (arbitraire)
de R" en une réunion de cubes "presque disjoints® dént les diamétres sont du
méme ordre de grandeur que la distance des dits cubes & I'ensemble fermé. Ce décou-
page, auquel nous avons fait allusion au chapitre I;ﬂrend des: services:idans.bien
d'autres contextes.

Le second type de. théortmes de prolengement a pour cadre fonctionnel .1és es=:
paces de SOBOLEV introduits au chapitre -précédent. Ici le domaine:de définition
de la fonctien & prolonger exige quelque régularité (mettant en jeu des conditions
de LIPSCHITZ d'ordre 1) mais il se trouve que cetﬁe régularité suffit pour donner
un prolongement pour les dérivées de tous les ordres. Les extensions de ce type ont

d'abord &té étudiées par CALDERON.
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1.~ Découpage d'un ouvert de 8" en cubes.

Comme toujours, un "cube" est un cube & cétés paralldles aux axes de coordon-

nées.

1.1| Premier théordme (WHITNEY).- Soit P un fermé de R, tel que § £ F £ R".

on note b= [F son complémentaire.
L'ouvert {l est réunion d'une famille de cubes compacts (Qm), a4 cotés
paralldles aux axes de coordonnées, dont les intérieurs sont deux & deux dis-—

joints, le diamétre de chaque cube étant & peu prés proportionnel & sa distance

4 F. Autrement dit,

0 8- Yo,
b) Bmﬂ' 8m0=¢ pour m # m' ;-

¢) il existe deux constantes ¢ ¢., ne dépendant que de la dimension

1 "2
n, 0 < Cy< &y =@, telles que pour tout m

¢, (diamétre de Qm) € distance de Q. 4 Fs« cy (diamétre de Qm).

(En fait, cy > 1 et cy = (c1 - 1)/2 conviennent).

1.2 Nous décrivons une construction rapide dans R, mais elle est trop simple pour

&tre typique.
Premier cas 3 SL::]O, 1[“ Construisons de proche en proche le découpage. A

la premidre étape, on coupe &, en deux intervalles de longueurs égales : ]0, %]

et [% I 1[0
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Le découpage b la -pél?e étape est constitué de 2p intervalle. On passe & la
p+ 1 él?e étape en divisant en deux intervalles de méme longueur d'une part 1'in-
tervalle d'extrémité gauche 0 (dans la pé'?e étape), et d'autre part celui d'ex~
trémité droite 1 ;3 et on conserve tous les 2p - 2 autres intervalles.

En définitive; les intervalles sont [2, 2™''] (m enmbier » 2) et leurs
symétriques par rapport & 3.

-m ;i
Second cas : & = ]0, of. On peut prendre Q, = [27, 2 [ (me2).

Troisidme cas ¢ & ouvert (@ #& £ R) quelconque de R. Sur chacune des

composantes connexes relativement compactes de (i, on applique une construction
analogue 3 celle du vremier cas. Et une construction analogue & celle de second cas
si {) admet une (ou deux) demi-droite comme composante connexe.

1'ensemble des cubes fermés dont les cdtés

1.3 Une dvnastie de cubées.~ On note ?o

(paralld®les aux axes de coordonnées) ont pour longueur 1, et dont chaque sommet a
toutes ses coordonnées entidres.

Par 1'homothétie de centre l'origine et de rapport 2™ (m € 2), on obtient
un- ensemble ‘?m de cubes (dont les cdtés ont pour longueur 2™,

Chaque cube appartenant & ‘Fm contient exactement 2" cubes sppartenant &

3

41? qui sont ses filg et dont il est le pere. Chaque cube de ?‘m' gst contenu

dans un seyl cube de ?"m 4 ¢ son pere, et possede 2" - fréres; & savoir les

autres fils de son peére.
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1.4 Preuve du théoréme 1.1.~ La construction dans le cas général se fera en deux

stades (1.4.1 et 1.4.2). Dans le premier stade, nous passerons du découpage initial
de R" en cubes égaux & un découpage en gros cubes. Parmi les gros cubes obtenus
3 1l'issue du premier stade, ceux qui sont assez loin du fermé F seront conservés
au deuxidme stade, mais ceux qui sont assez proches de F seront alors subdivisés.

1.4.1 Premier stade. On choisit o, > T.-

On construira un recouvrement de R par des cubes Km "presque disjoints®

(découpage 1) qui seront assez gros, c'est-i~dire s -

n
R =K ,

%)

NE,= g pour m#£ m' ,

]
BH

a(r, Km) = distance de K 2 F gc,(diamdtre de K )= c, diam (Km)o
On construit d'abord par récurrence sur p entier » 0, des familles de cubes
ﬂpa D'abord ﬁ'::) = "3'; (notation de 1.3).

Chaque cube de P subit & la p + 1éxixe_ étape,le méme sort que ses fréres

-’

(terminologie de 1.3).
Ou bien un cube K€ 9-10 vérifie
(1) ° diam (K) < 4(F, K),
et alors K ‘et ses fréres ne feront pas partie de la famille ,@-‘-P-" ; mais seroﬁt
remplacés par leur pire.

Ou bien, K' désignant un cube K€ @_p ou 1'un Quelconqué de ses 2" -1
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fréres, on a pour tout K
(2) °y diam (K') » a(®, k'),

et alors ces 2" cubes figureront encore dans @-p.-a'

Quand la lettre @ désigne successivement un cube appartenant & un c;;, puis
sén pere, diam(Q) est doublé, alors que d(F, Q) décroft. Donc tout cube
ge ‘J’:o = ‘Po est inglus dans un cube Qg ?—m ("0' est un ancétre de Q") avec
m assez grand pour que

a(r, 9*) < (ey - 1) diam(Q") ;

mais alors chaque frére Q" de Q' vérifie au moins
diam(Q").

a(F, 9") < a(P, Q') + aian(Q') < c,

Grice & cette remarque, on voit que i)our tout cube K& ‘Po s 11 existe un
indice P, tel que 1%un des "ancétres" K' de K vérifie K'e @ p pour tout
P3P, -

On peut prendre pour (K ) 1'ensemble de cubes N U g')-;j-m =
" iz0 m30
= lin sup ®_ .
p—0 P

1.4.2 Second stade. On adopte c, = (c1 -1)/2.=

On part d'un découpage $ de R" en cubes Q qui appartiennent A Umez ‘Fm

et qui vérifient

a(r, Q) < c, diam(Q) 3

Par exemple, ® = 1im sup f—p convient, comme on vient de le voir. Et on cons—

p—r00
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truit par récurrence sur p entier»1 1'ensemble g:p de cubes ainsi.

Soit Qe %-1 (ou eP).

Ou bien d(F, Q) » ¢, 'diam(g) et slors on décide de garder ( dans @ps;

Du bien 4(F, Q) < é-2 diam(Q) 3 (c'est en particulier le cas' si QN F£8
alors on remplace { par ses 2" rils qui eux feront partie de ?p.

Un £ils Q' d'un c::-ube‘ Q - de ce dernier type vérifie

a(F, 0') < a(¥, 9) + diam(Q') <
< e, dian(Q) + dien(Q') =

= (2 ¢, + 1) diam(Q*) = o, diaem(Q').

Soit xe (. A partir d'un certain rang Py X appartient & un cube Q
faisant partie de @p' et tel que QNP = ﬂ. Alors un raisonnement analogue &
o

celui terminaht 1.4.1 montre qu'd partir d'un certain rang  p. + 4 les cubes in-

clus dans ui figurent dans %
Q0 qui fig p +aq

figureront sussi dans '@P pour tout
o o

P>, +a.-
La construction par récurrence, l'évaluation, et la remarque finale montrent
qu'on peut prendre pour (Qm) les cubes (convenablement numérotés) du décdupage

de {}°déduit de 1l'ensemble de cubes U ? .
P30 p

i

1.5 Notation.~ Etant donnés un cube { et € >0, Qe désignera le cube déduit

de @ par l'homothétie de centre le centre de Q et de rapport 1 +8 ; (son

volume vaut 10%] = {1 +8)% 101}
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1.6 Remarques.- Avec les notations de 1.1 et 1.5, i1 existe eo > 0 (pe dépendant

que de c1); tel que pour tout indice m, pour tout g < eo N on ait 92 nF=4dg.
Les quantités d(F, Qm), diam(gm), d{x, F) (pour ﬁt parcourant Qm) sont

3 peu prds proportionnelles : leurs rapports sont majoréds et minorés par deux nom—

breé > 0 qui ne dépendent que de n, Cyr Cye

Ces deux remarques (et des variantes de ia seconde remarque) serviront dans

-des évaluations prochaines ou lointainess

Le 'symbole N désignera un entier > 0 dont la signification est donnée dans

1 'énané 1 07¢

1.7 [Corollaire du théordme 1.1.~ Soit' € > 0, assez petit pour que les cubes
"dilatés" Q:, construits & par:ti‘r' des cubes Qm de 1.1, ne rencontrent
pas F (1.6).

Il existe N* (ne dépendant que de €y ©C4y Cy et de la dimension n)

tel que péur tout x € Q, tout voisinage assez petit de x rencontre su plus

N* cubes QZ .

Preuve.~ Il existe Cq assez grand pour que, pour toub x e} la boule Bx

de rayoh ¢ d(x, F) et de centre 'x contienne tous les cubes Qm tels que

3
an x : On le voit en observant que pour x € Qg ¢ les trois quantités d(x, F),

diam(Qm) N di’am(gi) sont & peu prd¥s proportionnelies,

Notons Mx 1'ensemble des indices m tels que x e‘-Q:. y eb P‘x = Cardinal
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de l'ensemble Mx.

On a BX:DUmEMx Qm ; de plus puisgue les intérieurs des cubes Qm sont
deux & deux disjoints, on a ‘Unlebi Qm | = Z [le ; donc
X meM
x
M I8 1227 lelsp dnf ol0 [
meM X
X
Or !BXI = c4(d(x, F))n ol c, me dépend que de ¢y et n, et les nombres

lle pour m € Nx sont & peu prds proportionnels. Ces évaluations reportées dans

les membres extrimes de (1) montrent que NO = sup : Tout xell ap-

xe@;#x <@

partiennent & au plus No cubes Qg N
En perfectionnant ce raisonnement, on montre qu'il existe € (assez petit,

1

dépendant de €, n, Cqs cz) tel que la boule de centre x e {, de rayon

€, d(x, F) rencontre au plus N  cubes 0F .
! m d1.7

1.8 Application : Une fonction dérivable S avec S(x) 4 peu prés proportionnelle
3 d(x, ¥).

Comme premidre application du théoreme de découpage 1.1 et comme illustration
de la construction dans le théordme d'extension (2.2 et 3.6 ), nous donnons une
"régularisée" de la distance & un ensemble fermé quelconque. Cette distance régu-
larisée sera employée dans le second théoreme d'extension 3.6.

1.8.1[Second théordme.— Soit F un fermé de R~ (g £ F £ R").

I1 existe des constantes > 0, A, B et (pour chaque & = (¢1,..., qh) €
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G.Nn)ﬁi s et une fonection S indéfiniment dérivable dans b= [F, telle que
pour tout xe Q
Aalx, FY < $(x) ¢ B alx, F) ,
1=l

[, 8= < B (alx, F)) ,

avee DG:S = dérivée d'indice <« de 8 et jul= or.? +oeet onn .

b

1.8.2 Remarque.~ La preuve (1.8.4) montre qu'on pourrait préciser une évaluation

de A, B et des B, en fonction de certaines données,. mais indépendamment du

oL
fermé P,

1.8.3 Exemple 5 n =1, Q::]—- 1, 1[ » On peut prendre pour 8 une fonction dé~
finie sur &, éonca&e, paire, indéfiniment dérivable sur {l, valant 1 - [x]|

[

1.8.4 Preuve.~ Soit O le cube centré & l'origine et dont chaque cdté est de lon-

pour xé&n[]-%,

ol

gueur 1, {(on a (XT,...’, xn) € Q si et seulement si sup [le < %). Prenant €
petit (comme pour le .corollaire 1.7), soit 9 indéfiniment dérivable, & valeurs
dans [0, 1], valant 1 sur @, nulle hors de 0% = (1 +6)Q (notation 1.5).

Posons pour tout x € {

(m)
- Xy
9 (x) = 9=
m
ol y(m) est le centre du cube @ (notation 1.1), L est la longueur de chaque
m m

Py e N : " ) ¥ - E
cbté de Qm 3 (HDm vaut done 1 sur Qm et est nul hors de Qm).

J'affirme qu'on peut adopter
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$x) =77 1 9 (x) (xed).
m
D'abord, d'aprés le premier théordme (1.1) et son corollaire (1.7), ol est
défini N*, on a avec B convenable et x &

$(x) < 2 L, <N sup ~ L <Bdlx, F),

car pour X 6’%?-, Lm et d(x, F) sont & peu prés proportionnels (remarque 1.6).

De plus, soit m tel que x & Qm. La définition de P et 1.6 donnent avec
A convenable

=) 3 L >4 dlx, F).

Enfin, avec K = sup [D ¥(x)|, ona | Q (x)] €« K 'L~4¢‘ our chaque

Posniuiieiomd"¥ | " P @ b o m | oo 'm P q
indice m ; et dans la dérivation de la série donnant 8, il n'y a & considérer
que les termes (en nombre g N¥ ‘d'aprds 1.7) qui ne sont pas identiquement nuls

sur un petit voisinage de x (on ose ¥ peine déranger pour si peu le théordme de

WEIERSTRASSE sur les séries de fonetbions dérivébles .
g1.8.1

2.~ Le théordme de prolongement de WHITNEY : cas élémentaire.

2.1 Définition.— Soit P un fermé de R (F # ¢) 3 ﬁBT(F) est 1'espace vectoriel

constitué des foncitions £ réelles bornées, définies sur F, telles que

I£(x)-f(y) |

<
Xy, yoF ; xfy a(x,y

Mf = sup

Cl'est un espace de BANACH pour la norme [fl = sugxeiyif(x)[ + Mf,

\ bornées
Pour F = Rn, on retrouve les fonctions LipschitziennesV{d'exposant 1) ;
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@(Rn) est aussi l'espace de SOBOLEV L;D (®") (chapitre V,2.2).

2.2 D'abord nous énoncerons et prouverons le théortme de prolongement de WHITNEY

dans le cas de l'ordre 1, car 1'idée principale apparait déja, trds clarifiante.

Troisidme théordme.— Soit F un fermé de R (£ F £ IRn) o I1 existe une appli-

cation lindaire bornée 61 : @1 (F) —> @1 (an) telle que pour tout f €& @1 (®,

1a restriction de 81(1.’) a F soit f.

(Dans 51, la lettre E évoque "extension" et l'indice 1 rappelle @1).
Remarque.— La preuve ne précise pas explicitement la maniére dont les majorations
dépendent (ou au contraire sont indépendantes) des données (n, & , Cir Cyr O ces)s
mais elle permet au lecteur d'étudier ces précisions.

2.3 Preuve du théordme 2.2.

2.3.1 On introduit les fonctions définies sur = {F

3 = Z 9 ((Pm est défini ent8.4) et
m

3 =1

m
e

2
Donc Z §m=1 sur . D'aprés & » 1, ona l?mlg Wméjl""lq)’mél

m

(le prime désignant une dérivée premidre quelconque). Plus généralement, de méme
que q)m , ém vérifie pour tout indice de dérivation « une inégalité du type
(avec Cm constante indépendante de x et de 1l'indice m)

In, & 1 () < ¢ (alx, BN,
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Pour chaque indice m, on introduit un point P & F tel que

d(pm, Qm) = a(F, Qm) (Qm comme en 1.1),

Il existe au moins un tel point. (En fait, il suffirait d'assurer P, e&’F
et d(pm, Qm) 34 peu prés proportionnel 3 d(F, Qm) ‘)
2.3.2 Soit fe& @1 (). Posons

’f(P)’ ?

M= suPpeF

M, = sup [£(p) - £(aq)| /alp, 4).

£ p,aeF ; pfg

Montrons que, en posant

(1) (‘6"1 £)(p) = £(p) (p e F),

2 &, 0k =7 2(p) 3 (x) (x € ),

m

ona & feB ®).

4) Dans &, 81 £ est indéfiniment dérivable.
‘ ; €
(Observer que support de $ = support de P C Qm) .

B) sup . ol& £ (x) <M= o [ £(p)|.

D' : & = 1 °
(D'apres E : 3, dans L))

C) Dans §l, (51 f)' est bornée (le signe prime indiquant une dérivée pre-—
midre par rapport & l'une quelconque des variables). Les constructions du § 1

utilisées ci-dessous et les calculs suivants permettent de majorer ’(§1f)‘] en

fonction d'autres donndes.

Fixons x e L. Soit px un des points pm (e F) de 2.3.1, dont nous pré-
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ciserons plus loin le choix. On peut dériver terme & terme la série (1) évaluéde

au point y e {J, ainsi que la relation 'Z:‘ f(px) §m(y) = f(px), ‘d'oh par sous-
m ‘

traction
‘ o
1 f t = bt -
M) & 00D ) 1) yed
Il existe (2.3.1) une constante C' +telle que sur &b et pour tout indice
m l@’m(y)l £¢'/aly, P) 3 de plus f appartient 3 (B‘}‘(F) (autrement dit le nom-

bre Mf' introduit au début de 2.3.2 est fini); donc (1) donne "provisoirement"

(2) 1@E, )iy s M ¢ 77 alp, p)/ay, F) (y e Q)

m

(qui est sans intérét car E ses =+ @)
m

Or en se restreignant aux y voisins de x, nous montrerons d'une part que

dans (1) et par suite dans (2), on peut remplacer E par une somme portant
m

sur au plus N' indices (notation de 1.7) fixés avec x, et d'autre part, que

si m est un tel indice, un choix convenable de p_  assure, avec C constante
X

qui est
indépendante de x, la majoration d(pm , px) < Cd(x, F) (oisin de C d(y, F)):

d'aprés 1'équation (2) modifide, la preuve de l'assertion C) sera achevée.

En effet, d'une part, d'aprés 1.7 et support de q% C Qs (1.8.4), pour tous

les ¥ asséz voisins de x, la série (1) se réduit &, disons

E’~ (k ¢ ¥ indépendant de x),
m =m1,..., mk

Et d'autre part, prenons pour P i'un des - k points Pporeees P {disons
1 k
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P =P ). Comme les quantitdés d(x, F), da(F, QS} ) < d(F, Qm ),

1 J ; J
diam(Qn'L) < &iam(Qme;) (j = 1,¢0ey, k) sont & peu prds proportionnelles, on a
J i :
dlapréds x & Q:'%. (i =1,00ey, K) et P = pm1 et avec: C convenable indépendant
J

de Xy

d(PX ’»Pm,) £ d(Px y X) + dlx, Pm,) %y

i j
< (a(w, Qrfy) + di&m(Qx;)) +
+ (a(®, ¢&) + aiam(Qf)) < ¢ alx, B).
d J

———

D) I1 existe M!' tel que pour X €fl, peP onait

‘(“%ffx} - £(p)} < M* alx, p).
N

En effet, compte tenu de Z: @m(x) =1,
m

Bt - 2 = 37 £(p) & (x) - 2(p) = T (2(p) - 2())F (x)-

m m
1

Or d'apres Z: 3, = 1, on a §m(x) < et méme = 0 sauf peut-&tre pour

les m = Myyeeey M

N (h < ¥ comme en C)) +tels que x € Qg 3 et d'aprés

fe @1 (F) et .p, p, € F, on a ff(pm); - £(p)] g Mfd(pm',’p) '3 mais pour chaque

m, (j =1,eve, h), on a d'aprds x & QHE:'
‘ J
d(Pm s D) S ‘i(Pm s x) + dlx, p) <
J d
e . _
< (alpy , 0p ) + ddan(QP ) + alx, p) <
i i |
< 0 alx, ) +alx, ) < €+ 1) alx, p)e

E) Sur Rn, a‘f est continue d'aprds fe‘Bi (F), A) et D).
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F) Avec M' assez grand, on a pour tous x, y € R
18,2(x) - & £(y)] < ¥* dlx, ¥).

En effet, on majore le premier membre ainsi
si x et ye¥F, per M, dlx,y), car fe@1(F),
si xeF, yel, en utilisant D),
si x, ye Q et le segment [x, y] de R" a'extrémités X, y ne rencontre
pas F, en utilisant C),
si x, yedd mais il existe pe [x, yY]N F, on éerit ‘I§1f(x) - Eﬁ’(y)l <
< l?,‘-”f(x)~,- £(p)] + |2(p) -'§1f(y)[, et on ubilise D) et d(x, p) +
+ d(p, y) = alx, y).

2.3.3. L'application lindaire @1 :'@1 (F) —> @31(&“)‘ est continue.

Cela résulte de 2.3.2 B) et d'une ma;jora.ﬁion de M' en 2.3.2 F) qu'obtien—

dront ceux qui auront appliqué la remarque de 2.2.

o f2.2
2.4 Construction plus simple du prolongement dans R.

Soit F“ fermé de R (§ £ F #R) ; soit (]gj ’ dJ,D la famille dénombrable
des composantes connexes de &= EF. Si - o < gj < dj < @, on prolonge
£ 6‘31 (F) par 1'unique fpnetion affine dans cet intervalle qui coincide avec f
aux extrémités. Si (par exemple) gj == o, on peuh prendre §1f(x) = f((‘ij)
pour X' < d;j'

{En supposant seulement f continue sur F, ce procédé donne un prolongement
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continu sur R t vérifier que l'oscillation en chaque point est nulle).

3.~ Le théoréme de prolongement de WHITNEY : cas général.

On définira @k(F) qui généralise @} (F) ; le quatridme théordme est l'ana-—
logue du troisidme., Les espaces fonctionnels ol WHITNEY obtient des résultats

semblables sont veisins.

3.1 Définition de ‘Bk(Rn)‘ Une fonction £ définie sur R- appartient & ‘:;Bk(ﬁln\"
(k entier » 1) 'si et seulement si

- ses dérivées D f d'ordre 0 < lol € k-1 sont continues,

- il existe M +tel que |D¢f]~s M pour 0< lel k-1, et quand |l =k -1,

I, £(x) -0, £(y)] s Malx, y) (x, yeR").
(On peut montrer que (Bk(ﬁn) = L:: (R™) (définition chapitre V, 2.1, 2.2).
ﬁ%n par un fer—

3.2 Remarque.—~ Cette définition ne s'adapte pas quand on remplace

7 n . Lo ) ; z
mé de R, car elle recourt aux dérivations Dﬁ: . Partons du développement de

TAYLOR

- . N (I = N n £ ] ’
Une fonction g, k - 1 fois dérivable dans R s'éerit

glx) =3 A0 g (x - 2 4 R(x, b) =
O< ijlgk-19° 9
= P(x, b) + R(x, b) (x, be R,

et de méme pour |j| € k - 1,

(D

T h(ng)k(b) (x - b)h +

D. g(}(};: R
J z:oﬂ;;-miskq

+By(x, b) = B(x, b) + Bylx, b) (%, beR).
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Avec ces notations, dire que g e‘Bk(Rn) édquivaut & dire qu'il existe M

tel que pour tous x, beR"

IR(x, b)| < M(a(x, p))E
et pour 0 < [j} ¢« k =1
IR (x, )| < Mlalx, )]
et )Dj g(x)] < M.
3.3 Définition de @k(F) (k entier » 1). Soit F un fermé non vide de R".
Une fonction f définie sur F appartient a 6Bk(F) si et seulement si la famil-

le f de fonctions définies sur F

(0)

T «%)) avec f

fz(f =f’¢=(m1’..0’ (In)

0<la] g k=1
vérifie les deux propriétés suivantes

()

Chaque £ est bornée.

(Pour 0 < |j] €« k- 1, posons pour tous b, ¢ &F

f(j)(b) - f(j)(c) - 2:: 1! f(j+h)(c)(b - c)h +

0 < lj+h| g k~1
+ R.(b, ¢) =P.(b, ¢) +R.(b, ¢
ALY ) 5(by ) J( y ©)

=3

et P =P, R =R).
o [0

Il existe M tel que, avec ces notations, pour 0 g lil<« k-1 et b,

2,05, o) < Mla, o hl,
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3.4 Remarques.~ L'espace Bk(l’) est normable complet.
Pour F =8, ona £& =D, f.
I1 est clair que 1'identité définissant ?J, conserve un séns pour b€ Rn,
¢ € F. On obtient donc pour tout . ¢ 6 F un polynome
\ i ' h
X MP.(X, g) = Z ‘;1“'{ cv f(3+h) (C) ™ (X — C) ;
! 0 £ |j+h] < k-1
et en dérivant par rapport & x, pour |j +hlg k-1 ona
3.5|Lemme.~ On a les identités (x &R, b, c &F, 0s ljlgk~-1)
P.(x, b) = P (x, ¢) =
(0 B) = 2, o) = T

k h
Rj+h(b’ ¢)(x - b) .

{Algtbre élémentaire).

3.6 -Quatriéme théortme (WHITNEY) .- éoit F un fermé de. iRn (g £ F £ Rn) .
) . . . . ) S n
I1 existe une application lindaire continue &k_: ch(F) %@k(ﬂ ) telle que

pour f€ @k('l?), ¢c€F on ait (gkf)(c) = f(c)«

-

3.7 Preuve.

3.7.1 Méthode adopbée.— Soit 81 (F) le voisinage de F, ensemble des x € iRn

tels que g(x) £ 1, (ou S est la fonction construite au second théoréme (1.8.2),
indéfiniment dérivable sur & = ﬁF).

Supposons construit un prolongement &k, de @k(F) ! 6:@\k(H), ou H est un

fermé contenant 81 (F) ; on en déduira aussitét un prolongement §k 3 R" en

posant
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’(Ekf)(c) = f{c) pour c € F,

(g0 (x) = | €,0(x) ¢3(x) pour xed (¥,

i-.O pour X ¢81(F),
ou § est une fonction indéfiniment dérivable définie sur R+, a valeurs dans

[0, 1], valant 1 ‘au voisinage de 0, valant O sur [1, + o ]. Il suffit de

voir que 3

Il existe un fermé HD 81 (F) et une application linéaire continue

Gk : @k(F) ——9@k(H) telle que pour f e@k(F), c €F, Ekf(c) = f(c).

3.7.2 Formule donnant le prolongement au voisinage de F.

En évaluant des dérivées, nous verrons que

(1) e flx) =7 P(x, ¢ )§ (x) (xe Q.= | F)

L gL
m

convient, moyennant un choix convenable de L ; on a posé dans (1) :

Lm = longueur de chaque cbté du cube Qm H

c, = un point de F vérifiant d(cm, Qm) = d(F, Qm) ;

P(x °)=Z —Lf(j)(cf)(x-c)j (x & RY) ;
' m j! m m

0s ljlg k-1
§m(x) = ‘(?m(x)/z ({)h(x) (notation de 1.8.4 et 2.3.1) ; c'est une par-
h

s _ . € .
tition de 1'unité associde aux cubes Q° : Z:m g veuwt 1 sur .
On pose comme en 3.3
(3+h) J/s o
Ph(x, ¢) = 2: VYT (e)(x = e)Y/jl (x eBR, cé€F),

0 s lj+hl s k=1

et pour b, c € F
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R.(b, ¢) = f(j)(b) - P_(b, ¢),
J i

en particulier
R(b, ¢) = £(b) - P(b, c).

3.7.3 Etude de l'expression (1) de 3.7.2,

4) ekf est indéfiniment dérivable dans b= EF,
car cette série est localement la somme d'un nombre fini de termes indéfiniment
dérivables.
n p
B) Dans R, ekf est bornde.

Obsprver que 0O s §I ¢ 1, que les degrés et les coefficients dys polynomes

{1}

sont bornés, et que si §m(x) £ 0 alors d(x, cm) < Ct? Lm < Ct? L.

C) Plus généralement, chaque dérivée D, Ekf d'ordre |ul €k -1 est bor-

née au voisinage de 81 (F) .

Dérivons dans §b la série (1) de 3.7.2 et employons la formule de LEIBNITZ
B+¥=qa, IBl=3, ¥l=k-}) :

D, &, = Z:‘ (.DiP.“)§.“ Feoeot (:)Z(DpP.--)(D‘sé-n) Foeot Z\' P.'G(D¢§ .“).

.y oy

Comme en B), on voit que la premidre série Z (Du P )% est une fonc-

200

tion bornée. Montroms que Z: (D@ P )(D\Eé ) est bormnée.

LA

(I1 est temps de préciser que nous avons choisi L assez grand pour que,

sur un voisinage (relativement & 1l'espace (L) de 91(F) N 1la série

Z §m soit égale & un, donc ait sur ce voisinage toutes ses dérivées

LmsL
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dtordre » 1 nulles).
Pour tous les y assez voisins de x & 31 N ona

75 Dy By, ) D@ () =

Lms L
= ZL L (n& Py, cm) - DBV Py, cx))nx §m(y) -
m
5 A
= Z:L <L Z:OSB%-N <kt o} R@-H‘« (ep e )y -rec) Dy $ () 3
m

au second membre, . est 1'un des points ¢ dont nous préciserons le choix j

la premidre égalité résulte de Z . D‘S §m(y) = 0 j; la seconde résulte du
Lskh
m

lemme dfalgibre 3.5..

Reprenons des arguments de 2.3.C) dans la preuve du troisidme théordme (re-
latif & k = 1),
Le premier des trois membres se réduit dans le petit voisinage b une somme

d'au plus N* termes, ceux relatifs aux indices m = Myyesey I (h< N') pour

h

lesquels le cube Q§ rencontre ce voisinage de. x. On prend & nouveau pour c.

1tun d h int ses .
’un es points cmq, &t cmh

On sait que pour ces indices m, on a d(cm, cx) < Ct? d(x, F), done,
(dtapres fe‘ﬁk(F) avec M comme en 3.3),

. te k=B +|

‘3@4—;& (cm, cx)\ £ Cy M. (dlx, F)) .

De plus, dans ce petit voisinage de x, et pour ces m

Iy - ¢ 11 < ¢* (atx, 2™
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Enfin, dans les mémes conditions ID% §m(y)l < Ct? (a(x, F) )—h”.

D) On a pour c¢ & F, xe\Q:CF
te k

lekf(x) - P(x, ¢)] « C' (a(x, F)) ",

E) Plus généralement, pour c e F, xe f, lil s x -1, on a
4 By
D, e #(x) - .(x, o) < ¢* (a(x, )13,
Ik 3
Pour établir la continuité du- prolongement ek;, au lieu de comparer
Ekf(x) — f{c) & d(x, ¢) pour x proche de F on évalue ekf(x) - P(x, ¢) ;

on a

ekf(x) - P(x, ¢c) = 2:: (P(x, cm) - P(x, c))§m(x) =

L <L
m

= ; j
= ELm<L (Zoglj‘$k_1 3T Rj(c, c J{x=-¢c)" g (x),

d'aprds le lemme d'algdbre 3.5. Donc la valeur absolue du premier membre est ma—

jorée au voisinage de x par

22: Ct?'lc - cmlk_a [x - c|Y .
Ty ee ey

Mémes idées pour établir la continuité des dérivées 3 on évalue en fonction

des dérivées l'expression DJ ekf(x) - Pj(x, c).
3.6

Notons en conclusion que la construction de & change avec k : Si

k

fe @k(F) et P <Xk, on peut avoir &Qf £ gkf.
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4.~ Prolongement & E?,nﬂ -d'une fonction dérivable définie au-dessus du

. . . n
graphe dtune fonction lipschitzienne R —3pR.

4.0 Enongons hdtivement le théor®me qui est l'objectif de ce paragraphe.

Soit @ 1l'ouvert de anH consti‘tué des points situés au-dessus du graphe
d'une fonction lipschitzienne définie dans 1l'hyperplan an,
Défini‘tvionk (analogue ¥ V.2.1) .~ L'esiaa.ce Li(co) (1< pgowy, k entier positif)

est constitué des fonctions £ définies dans 1l'ouvert o dont toubes les déri—

) 8
vées au sens des distributions (: @3(03)) ?--g dtordre l@% < k appartiennent &
Cxl
P ). Clest un espace de BANACH pour la norme
8
> T
e, =7 I, .
P Tiplek 9xP 1PE)

Nous montrerons qu'il existe un opérateur de prolongement (3 (: Ef|o = f)

défini sur tous les Li((')) (1< p§ w, k entier positif) appliquant lindaire-
ment et continlment Li(w) dans L;; (BnM) . |

Cet opéra.teur & est le méme pour tous les p et k‘: il peut étre quali-
f£ié d'universel (en contraste avec les ék de WHITNEY, remarque finale du § 3).

+1 .
n) (1 « p< o

CALDERON a le premier construit un prolongement Lﬁ(w) — L}IZ(iR
seulement), mais qui n!'était pas universel (Symposium in pure math., volume IV

(1961) p. 33-49).
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4.1 Donndes et notations.-

Comme précédemment un point s (ou +) de Rn+1 est noté

. 1 X
s = (x,y) & R® x R. En identifiant x e% (x,0), ona R® ¢ B*"'. Le demi-
espace ouvert y >0 associé & 1'hyperplan R" est noté lR:+1 . La distance or-

1 est notée d.

dinaire de Rn+
On fixe une fonction lipschitzienne {f: R —s R ¢ il existe M(P =M tel
n :
que pour tous x, x!' €R , x ¥ x!
(1) |P(x) — 9(x*)] < M a(x,x!) (inégalité stricte).
. n+1

On note QP le graphe (inclus dans R ) de W.

Liouvert o de Bn+1 est constitué des points (x,y) vérifiant y > Q(x)
[nous dirons qu'ils sont "situés au-dessus du graphe de " J: La frontidre de @
est G, .

P
On construit le céne [ (& deux nappes) de sommet 1l'origine
4+l o
(2) ['= ensemble des (x,y) e ® vérifiant |yl » Mlx| (avec [x| =
norme de vecteur x € an) .
- +
La nappe supérieure de [ est notée _f g
+ +

ctest un cbéne convexe épointé ; la nappe inférieure [~ est son opposde s

I = -.f+ ;3 enfin pour tout s 659”4, on introduit les translatés de ces en-

sembles

L) =84, [(s) = s+, [7(s) = 64T ™ .
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. *
4.2 Constructions auxilliaires : la "distance régularisée § et la "fonction de

poids" 1{) [1) +of —> R &

4,2.1. Le fait que (P est lipschitzienne est fidelement refl1été par une inter~

prétation géométrique fondamentale s
Pour tout point s = (x, P(x)) situé sur le graphe G—“p de §, 1les trans-
-+, ot - - + - : :
latéds [ (s) = s+ et [(s) =s+[ de [ et [~ sont inclus respective—

ment dans @ et dans [ ®. (notations de 4.‘1) .
RI:H-‘!

4.2.2[Lemme .~ Posons

F = wUG?,ﬂ:CRn+1F,

et reprenons la distance régularisée 8 associée au fermé F (de iRnH

ici)
que nous avions construite au théoréme 1.8.1. Pour une constante assez grande,
* -
la distance régula,risée S ~ proportionnelle & S
* t
1y § =¢"%3
vérifie dans b
¥ o
(2) §(xy) > 2 (9(x)-y)
(ce second membre est strictement positif par définition de ().
De plus, pour tout A » 1, pour tout (x,y) € §l, 1le point

() B=%, = x5+ 25 ()

Ay

appertient & .

Enfin on a (avec A' indépendant de A)
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l. (4) A (9(x)-y) s 40, ) < (26-1) (P(x)=y) .
Xs¥sA

Preuve.~ Soit (x,y) & {l, autrement dit Y(x) > y. Notons

(5) s = (x, P(x))
le point de GQ situé au~-dessus de (x,y). Lfinterprétation géométrique 4.2.1
donne (voir figure supérieure page VI.27)

(x,9) el () cl = I:F , done
(6) alGeyy)y [ g I7()) s allx,y),F).
R
Mais le premier membre de {6) n'est autre que la distance de (x,y) & la. fron-
tridre de [ (s) ; il est donc proportionnel & {(x) - y (il vaut exactement
avec M défini en 4.1(1)
1

p-n/\1+ Ly
M

Or la distance régularisde & vérifie une inégalité du type
A a((x,y),F) < 3((x,y)}.(158.1).

D'od 1'indgalité (2) de 4.2.2 avec une constante assez grande dans 1'égalité

(1) précédente.
* De plus, comparons lar dernidre coordomnée des points ¥ et s (notations
4,2.2 (3) et 4.2.2 (5)). D'aprés Az 1 et 4.2.2 (2) on a
(M) y28 ((x,3) > y#2(P()-y) = PE)+O(x)-y) > ¥(x).

L*inégalité entre les membre extrémes donne B ¢ w.

Enfin 4.2.2 (4) a lieu car
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(23-1) (P(x)-y) » d(F,s) 2 A®,0) 2
a®, [[()) 5 a6, 0 +Q@ ), [ (o)) =
= (p-n/\1+ 5
‘ M
dlaprds successivement : (3), (5), (2), et s e frontidre de (y; puis Zie[dxs}
et 1'inégalité entre le premier et le troisidme membre de (7) ; enfin parce que

1'avant-dernier membre est égal au premier membre de (6).
E 4.,2.2

4.2.3 Lemme (BEURLING, communication orale) .~ I1 existe une fonction réelle conti~
nue, définie sur [1, *@o[, ~telle que
. ~ oy o
(i) pour A~ o0, '?(3) = O™ (x=1, 2,s..) (décroissance ra-
pide),

0
Gy | ymar=1,

1

® .k
(iii) J 3 W(%)dhﬁ 0 (k = 19 2’onc)u
,L. 1 .

Preuve.~ Soient W, p, ® +trois constantes satisfaisant aux conditions

0O<x<1/4 , ©=exp (2ic) ,

N
Bl =1, Re p>0, Re (gp) >0,

(dtol inf Re (B exp (27 i)y > 0)e

Osa'sx
Introduisons deux fonctions £, g définie dans 1l'ouvert jfrx
[T= 1e plan complexe privé de 1'intervalle 1) +o[  situé sur 1'axe

réel.

Soit £ 1la fonction holomorphe dans II
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) o
(2) £(2) = exp (-B(z - 1))
branche déterminde par la condition

lim

it

£Ov+i) = exp(-pr-1)")

~7\+i}L G-Tr, A ,> 1,
Jo positif, f—> 0
£+ = exp(-pBO-1)%).

done lim

)

"7&+i}t ell, a1,

{lb négatify, pL—> 0
Soit g la fonction méromorphe dans ! [
1
(3) alz) =z £(z) ;
dansTT, 0 est son seul pdle, et il est simple.
Dtapres (1), on a pour |zl grand, z €]
m . te |
(4) |z" g(z)] ¢ €.° exp(- cmlzl ) (m=0, 1,004, e > 0)
Le contour positivement orienté (voir figure inférieure page VI.27)
A B Y ¢ D Z A =¥ CT[_ est constitué de deux parties rectilignes A B et
P p PP PP PP P PP
chp soudées au segment disons [1, 'p—H]' de ltaxe réel, et de deux parties cur—
vilignes B. Y C et D Z A soudées 1'une & un grand cercle de rayon R
P PP P p P
(= p disons) et l'autre & un petit cercle de rayon T (= 1/(p+1) disons) centrés
au point 1 de 1l'axe réel.
Quand rp —> 0, lﬁintég‘ra,le étendue au petit cercle de chague fonction

2" g(z) tend vers zéro, et de méme dtapres (4) pour l'intégrale étendue au grand

cercle quand Rp ~—3 00 s Donc chaque j sss dz tend vers une limite, quand

A\
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p —> @, limite notée j ees Az .
¥

0o

Or l'origine est le seul pdle de g, et il est simple. Donc

(5) J g(z)az = 2m%i £(0) £ 0,

et par contre

(6) J g(z) z dz = 0 m=1, 2,000) 3
¥

00
et de plus en posant

(1) UM =2 (exp(-pA=1)") = exp(-F A-1)"))

1
A
les premiers membres de (5) et (6) valent respectivement

(o] o0
j U(A)d R et j UMA" ar.
1 1

te

Donc, & une constante >0 ou < O prés, on peut adopter 'lp = ¢.° ReU dans

4.2.4, sauf quand le second membre de (5) est imaginaire pur, auquel cas

Ct’e fjm U =\P convient.
B 4.2.4.

*
4.3|Cinquiéme théoréme.~(Les notations O, Lﬁ(&)), S s ‘W ont été introduites

précédemment : 4.1, 4.0, 4.2.2, 4.2.4).
Soit f & Li(m) (1< psg ®, k entier positif).

En posant &f|® = £, et pour (x,y) #5

0o

(1) &2(x,y) =j £(x, yA§ (x,9) p(A)an,

1

on définit un opérateur de prolongement ¢& qui est une application linéaire

continue de Ly®) dans LP@®™"),

hee
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Remarques.— La valeur au point (x,y) %?5 de &f ne dépend que des valeurs de

£ sur la demi-droite située au-dessus du point (x,9(x)) € G on s'assure

{P H

: *
avant tout que le point (x,y + 28 (x,y)) appartient bien % ® d'aprés le lemme

4.2.2,

On pourrait majorer la Liénorme de ltopérateur & par une expression dépen—
dant de py, k et d'autres données, mais ne dépendant de P que par 1‘intermé-—
disire de son "coefficient de LIPSCHITZ" M (4.1.(1)).

Preuve de ce théoréme en 4.6.

4.4 Au lieu d'étudier directement 1'expression 4.3 (1), remplacons f par des ré-—
gularisées f€ ayant les propriétés ci-dessous..

M.-, Soit f e Li]z(a)) (t<pgm, k eN). Il existe une famille de fonctions
£, (€ >0) définies dans des ouverts R qui sont des voisinages de &, telles
que

(i) &ans @, , f£. est indéfiniment dérivable ;

€

(ii) dans we‘, fe et chacune de ses dérivées sont des fonctions bornées j

(iii) 1a LP@)-norme de £ lw est < lff 3
Sk & Pr oy
L, @)

(iv) si p < w0 , alors fﬁ‘a) tend en norme ‘Li(w) vers - £ 3 si p= oo, -

alors il y & convergence au sens des distributions de @.

=

Preuve.~ Soit @ un ouvert de R" 1 dont l'adhérence compacte est incluse dans

1tintérieur du cdne [ introduit en 4.1. Soit h ‘une fonction positive -indéfi-



VI.32

Y

niment dérivable & support inclus dans @ (b n'est donc pas "équilibrée autour

de 1l'origine", mais "au-dessus"), avec J 0 h(s)ds = 1. On note hB(S) =
R

1

= h(s/e)snn* + Et on prend (non seulement si s e & , mais aussi si s + e @ cw)

fe(s) = jmn“ f(s+t)he (t)at .

4.5 Lemme.~ (version faible de 4.3), Soit ¥ une fonction bornée définie sur un-

ouvert @ contenant @ =0 U G\P , indéfiniment dérivable sur @, et chacune de

ses dérivées étant bornée sur . Posons

g(s) = ¥(s) pour s e &,
: 00 . ~
g = [ ¥ v+ 28 ) yar  powr () ¢ D
: U1 :
‘ b A ALLE s P . S
- Alors g est indéfiniment dérivable sur R

e

Preuve.- A) Dans &= 15 y @ est indéfiniment dérivable. En effet (lemme 4.2.2),
; : .z < Q : . . ’ g* .
pour les (x,y) voisinde (x , y ) € §; les points (x, y +At e (x,y))

(A 21) restent assez loin de la frontidre G‘P et dépendent différentiablement
m -
de (x,y). On dérive sous le signe j Cewe AR
, 1

1

B) Sur Rn+ s g est continue. D'aprés A), il suffit d'étudier le cas ol

(x,y) € rfJ tend vers (xo, Q(xo)) '3 Gq’ o Gréce au poids 1}) on passe & la limite
© ,

sous J ese AN dlaprés par exemple le théordme de convergence dominéde de LEBESGUE.
1

C) Continuité des dérivées premidres de g. Par exemple celle de -—%— + Po-
1

| ) _% | .
song pour alléger g, = ,-5;; ) %x = 55{; geaey €t (comme en 4.2.2)

%= ‘Gx.vs = (xy ¥y + ?\g*(x,y)).
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On a pour (x,y) & [E; gqu'on fera tendre vers (xo, Q(XO)) e G(P

(x,y) = gx(xsﬂY) =

z
00 o0 *
- L 55 ¥0an s | ¥, 6) A (o) pman.

La premieére intégrale tend vers

) pe)) yman= 2 0, 96)  (4.2.3).
1 1

La seconde fonction & intégrer est dominée par

IS, 1 - I @2y .

LY [

¥*
(La fonction Sx est bien bornée. Plusgénéralement, étant proportionnelle a 8,

*
§  vérifie pour chaque dérivée D, d'ordre ja} des inégalités du type (1.8.1):

In, 85" < ¢, asoN™™ (s¢3) )

el ©
On peut passer & la limite (convergence dominée) sous J ¢eo dA, donc !j Y
1 1
tend vers

| ® 2% 0 o _
L 5y (x7y P(x )))w(m)dvxl= 0 d'aprds 4.2.3.

0 0 7 n+1 7 s z Ry
D) Continuité dans R des dérivées d'ordre supérieur de g. Par exemple

2 ‘ 92 SZX
pour —5 . On pose pour alléger g = 28 - ¥ = = ,eeey & comme en
2 - ‘ XX 2 2 Yy 2
9}(1 X, . oy
2
.. D :
C). Ainsi - _—%;(X’Y) = gxx(x,y) =
9x1

® "5 _@nd 7y, @08
= L 3 BPR)an ..+ L ny(‘s)m . YN dn 4o+ L xy(‘cn ) YA)an .

GF

La premiére de ces intégrales tend vers = (xo, Q(xo)), Montrons que les
9x
1

o4

autres tendent vers zéro.
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Dans la derniére intégrale (les précédentes se traitent de manidre analogue :
*
plus on y aura dérivé ¥, moins on aura dérivé $ ), reportons le développement
de TAYLOR valable dés que . (x,y) appartient & 1l'ouvert ® de 1'énoncé

2 *
H (x, y+ A x0) = B oy + W xp) 2 ) + 00T 6P
y y

ot & est "uniforme" quand (x,y) varie car les dérivées d'ordre 3 de Y sont

bornées.

a0

w0
En vertu de j 7\\{(?\)&7«: 0 et j ?\%p(ﬂd?\: 0 (4.2.3), ce report crée peu
1 ,

1

d'ennui quand aux deux premier termes du développement. Enfin le report de
¥ 2 :
GR?? S } donne une majoration de la valeur absolue de l'intégrale correspondante
par un
0
‘ 2 W% 2 4% .
o] 2 & 2 dlval an)
1
1k *
donc {d'apres 1'inégalité du type inx! £ Cﬁ? /a(x,y) g Gtg /8 (x,y) signalée

*
en C)) par un F(§"), qui tend bien vers zéro quand (x,y) tend vers

(x°, 9(x°)) e Gy -
Bas

4.6 Preuve _q._g théoréme 4,3 ¢~

4.6.1. Schéma de la démonstration.— Rapprochons les deux lemmes 4.4 et 4.5. Il

s'agit essentiellement de voir que les prolongements (donnés par les formules de

'4,5) des fonctions différentiables (définies sur des ouverts voisinages de @) qui

approximent (comme en 4.4) la donnée £ tendent vers le prolongement (donné par

les formules de 4.3) de f. Cette convergence sera établie h 1'étape 4.6.3.
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Un préparatif pour étayer ce passage & la limite consiste i comparer la
P01 , . )
Lk(a }-norme du prolongement (construit en 4.5) d'une bonne fonction avec la
Liéb)—norme de cette bonne fonction différentiable. Tel est 1'objet de 1l'étape
initiale., (On aura alors fait la plus grande partie du travail. On appliquera 4.4
en faisant tendre la bonne fonction vers f).
Dans cette premidre étape, on examine seulement une situation typique : On se

limite % k = 2 § de plus, parmi les termes du second membre donnant la ngnorme

dune fonction w

(M vl =7 I vl ,
‘ Ly ipls2 P L
2
32
figure le %ermeravec D, = — . Nous concentrerons nos soins‘sur ce terme-ci,
ox '
1

pour w = & f.‘e (8 construit en 4.5 pour £ figurant en 4.4).
Cette dérivée seconde en un point (x,y) ¢ @ du prolongement a été exprimée
en fonction des données au début de 1'étape D) de la démonstration de 4.5. Reco-

pions @

2
3—% (x,5) =g (x,5) =
3x1

o 0 g*
- L ¥ (®) ¥(t)ar +a.ut L ¥, AL 0y piaan+

00 (2)
T ji %, @8 (xuy) yan

o5 .
. Parmi les J du dernier membre, nous étudierons la premidre (étape 4.6.2.2) et
1
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o
+1
de m8me la derniere J (s étape 4.6.2.3). Comme il s'agit d'intégrer dans R

1

00
le carré de cette dérivée seconde, on fera 1l'opération analogue pour cette J .
1

Cette premidre étape aura montré la continuité Lg(w)v-*> Lg(Rn) de l'opé-
rateur &, du moins quand on se restreint au sous—espace partout dense des bonnes
fonctions.

4.6.2 Premiére étape.—

4.6.2.1 Données.~ Soit v wune fonction indéfiniment dérivable définie sur un voi-
sinage ouvert U de W, bornée ainsi que chacune de ses dérivées ; on suppose de
plus que ses dérivées d'ordre 2 appartiennent & Lp(m). Soit
(3) w=2©&v
le prolongement de v construit comme en 4.5,
On peut conjoindre les résultats de 1'étude suivante et ceux de 4.5 et 4.4 en

posant respectivement dans les premiers, seconds et troisiémes membres suivants

'V:'_-\S:fe ;
(4) ‘U’:w’:me H

£
1l
o=
il
Gk
o
o

En particulier, (2) donne pour (x,y) ¢ ©

32

“*g (xyy) = Y ex (XyY) =

?x1

o0 (094

(5) | = L v (%) wmam..ﬂ»j v @8 (xy) P .

1
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4.6.2.2 Etude de la premidre intégrale de (5) 3

0
(6) j Vo ) pMIan .
1
Puisque lW(l)f < (consta,nte)/?\2 pour A »1 (lemme 4.2.3), on a

: 0
| (6 | <c™ j
1

Fixons proviscirement x 3 on peut alors supposer sussi que w(x) =0 d'ol

ai
‘vxx (%) ;ﬁ .

* .
(7 ey Iyl :,»g (x5) » ~2y >0,

olt 1a constante ¢

M résulte de ce que, { étant lipschitzienne (relations 4.1 (1))

‘ , %
les expressions |yl , d((x,y),®) et & (x,y) sont ici & peu prés proportion-

(s 4]

nelles. Ecrivons (pour expliciter simplement 1'intégrale j Vo (B) gg mise en
1 A
jeu pour majorer |} (6) I
© an
(® Hy) = | ny +2GNS (v < 0)
T r
*
ot on a posé (rappel : ¥ = (x, y + A8 (x,3))
2
h=v = 23 et S(Y) = 8 (xyy)‘
XX 2
ax1

Montrons gue ls transformation intégrale (8) est LP(R+) — Lp(Rf)—continue,

ou encore, qu'avec A convenable

0 o0 ~
© ( 1) Pa) 2 < (] [n] Pa) VP
-00 0 ‘

Dans 1l'intégrale de (8), le changement de variable

A=y + A8y
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donne dN = S(y)d?\ et A =’/-S\-(-"§-5- d'ol
00
i = §) | 80 an .
y+8(y)  (A-y)
Mais les inégalités (7) montrent que 8(y) < Cy lyly, que ! 5 < l..} et que
2
(A-y) N
1'intervalle d'intégration [y + 8(y), + o[ est inclus dans [yl , + of.
o
l5(y)| < oy j iES%lL dA =
bl N

o0

- o k K(ly [0 In(V]an

avec un noyau K positivement homogtne de degré - 1. Puisque
0 00
-1 -2 -1
j K(1,AA h’ai\:j N2 NP an <o,
0 1

le lemme de SCHUR V.6.2 donne (9).

4.6.2.3. Etude de la dernidre intégrale de (5), & savoir

00 9 %
L) = [ F v s 2 ) 2§(%ﬂWQMA=

1

[, ® - v @12, e yoan -
1 .

I

%g*(XQ’)

l

5 o0 [

o JAly
e[ v ey epag] 2L (*My:) ar,
XX ,J‘} j"FO ¥y 'l'l. n] g (x’y) y) S (x,y) A

En effet, on peut introduire au troisitme membre:le nouveau terme entre crochets

2 an
o v Gy Pyl yw -

i

00
en vertu de J X\P(?\)d% =0 (4.2.3), et la dernidre égalité résulte de la loi de
1

® o
calcul L @(’/\}11 %\Z\z L §('M12) é% .
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Or avec x fixé comme en 4.6.2.2, (7) donne d'apres 1.8.1 3 S (x,y)l
9 x
1

t ' ,
&.C f/{,y{ set| P(A)] < Gt?/')\z pour A z1. (lemme 4.2.1).
Done la valeur ‘absolue de 1'intégrale L(x,y) est majorée par

e [° ?\ty! T

Ceci permet d'appliquer le lemme de SCHUR ; d'oh une inégalité analogue & (9):
0 ‘ (e} ,
-1 P, 1
(10) (] 1t Pay) /%A'(jg v, (x| Pan) /2,
oo by Yy
4.6.2.4 L'étude de ces deux intégrales figurant dans. (5) est & peu prids tyi)ique H

) o
%
plus on dérive v, moins on dérive. S « Mais dans les autres J sse dA il faub
1

utiliser des développements limités de v (x, y + 7\S*(x,y)) 3 partir du point
(x,y) € ' et selon les puissances de " AS .

5.6.2.5 En faisant maintenant varier non seulement y, mais aussi x (et ¢(x)),
le proiongement w = GV vVeririe d'apres (9), (10} et des inégalités analogues

i < ¢ 126)

s (4..5);, ‘on & aus—

MaJ.s comme le prolongement w est différentiable dans. R
si

vl s A" jiv]
Lg(a“)

P | @
L, )

On vérifie que cet A" dépend de p, kK (=2 iCi),' 'qz, n, M..., mais est
indépendant du voisinage 1 de @.

4.6.3 Passage b la limite.- Cette conclusion sur le prolongement s'applique ¥
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v o= Efe (notation de 4.5). D'aprds 4.4 elle s'étepd au prolongement £ +—» &F
des L}z ‘pour tsp<w, en faisant € —> 0.,

Pour p = o, on s'appuiera sur le fait que les 'f et leurs dérivées D, fe

1); donc on peut

d'ordre la] g k convergent pour la topologie faible (S‘(L00 y L
" trouver une suite de paramdtres Sm tendant vers 0O avec 1/m telle que pour

ces & et tout g e L‘, (D, fe g ds ~—> j(})m £)g ds.
m ;

g4.3
4.7 Rgmarg.ues o

On peut généraliser ce théordme en remplagant & par un domaine de ‘RI}H Y

frontidre -r"‘lbcalemen‘o" lipschitzienne (en raisonnant avec 'des bonnes partitions de
I‘unité‘, ‘et en partant ... d'une bonne définition de "localement").
Par contre; on ne peut remplacer & par l'ouvert () construit A partir
d'une fonction © wvérifiant au lieuw de 4.2 (1)
lo(x) - o(x") s M (a(x,x"))” (€ <1 strictement).
Contre-exemple avee n = 2, y = 6(x) = {x| 1t On peut trouver B >0 tel

que, en posé,nt £(x,y) = y'.P au-dessus du graphe mais prés de l'origine, on ait

fe L?'e ©(8)). (Clest possible dds que- é +2(8-1) >~ 1). Or toute foncbion
246 .2 o | S .
de L, (R”) est bornée d'aprds un théordme de SOBOLEV (V.2.3).

B.5
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