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Exposé de Francis HIRSCH

FAMILLES RESOLVANTES UNIFORMEMENT LIPSCHITZIENNES

Nous rassemblons ici les résultats sur les familles résolvantes non linéaires
qui sont forﬁellement semblables aux résultats pour les familles linéaires. Cette
similitude est parfois masquée par des notations un peu différentes dans les deux
cas. Au début de cet exposé nous employons les notations du cas linéaire, puis nous
donnons les notations habituelles dans le cas non linéaire. X désigne un espace
de Banach. Sauf spécification contraire, le mot "opérateur" désigne un opérateur

msltivoque.

Définition 1. On appelle famille ré&solvante une famille (RA) de fonctions de

A>o

X dans X telle que

1) 3 k20 Y X, y& X ])\Rxx—ARAy! < k]x-—y|

2) Y a0 R, = Ru[I-i-(u—)‘)R}‘]_ .

La famille est dite 3 contraction si k=1 .

Proposition 2. Si (RA)A>0 est une famille résolvante, il existe un et un seul

opérateur A tel que

R, = (AI+A) -1

R, = O1+a) <= A = R;]' - AT .

L'unicité est donc évidente.

-~

Pour l'existence, soit A>0 et u>0 . Tout revient i montrer que

-1 _ o=l _
Rl AL = Rv ul
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Or [x,y] € R;I - Al
= RA (y+¥ix) = x

= x = R [yRx+r-DR, (5H0)] = R (yhux)

Donc -1

1
Ry

-AIcR -yl
u
et, par symétrie, le résultat est démontré.

Propesition 3. Si A est un opérateur tel que {A()\I+A)_1; A>0} est une famille

de fonctions partout définies et uniformément lipschitziennes, alors (O‘I+A)—1)A>o

est une famille résolvante.

[x,y] S (7\I-+-A)-1 = R)\
< [y,x] e Al + A
= ye D(A) et xe Ay + Ay

&> ye D(A) et x euny + Ay + (A-p)y

= ye D(A) et x + (u-A)y e py + Ay
=> ye D(A) et x+ (U-MRyxe uy + Ay
= vy =R (x(B-2)R, %)

Donc R, © Ru(I(u—)\)R)‘) .

Les deux membres &tant partout définis, on a 1'égalité.

Définition 4. Un opérateur vérifiant les hypothéses de la proposition 3 sera appelé

un générateur. Pour un tel opérateur A , la famille (R)\ = ()\I+A)nl)>‘>o sera

appelée la famille résolvante engendrée.

. < . . . -1 .
Proposition 5. Pour que A soit un générateur, il faut et il suffit que A soit

un générateur. Si Rx et S)\ sont les familles résolvantes engendrées par A et

A_l,o_a_

I
5 = R(IR D .

A
Supposons que A soit un générateur et posons

R, = ()\I+A)_1 .
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[x,j] e.(AI+A-1)—1>

= [y,x] e AT + A_'1
= I:y,x—ky] < A—1
= [xy,y] € &
& Ay € AA(x-Ay)
&= x & (I+\A) (x-2y)
&= X - Ay = Rl.%
Ax
& y = y&xR )
ce qui démontre le résultat cherché:

Dans la suite A dé&signe un générateur et on note

= ¢ -1 1.1

R1 (ATI+A) (= A<I Sl A))
A

PR N R I |

5, = (A\I+A 7) ~ = A(I Rl 3
‘ A
Proposition 6. D(A) = Im RA Im(A) = Im SA
Im A = {x; 1lim ARRx =0} D(A) = {x; lim RAKX:5 k} .
X»o Ao

La premi&re partie de la proposition est &vidente.
Pour la seconde partie, il suffit de montrer la premiére &galité, la deuxiéme s'en

déduisant par passage de A i A_1 et de RA a SA .

Seit x appartenant 3 Im A . x appartient & Im §, et il existe donc vy

tel que
X =y - Rly

IARAxl € A!Rxx-Rlyl + A]Rlyl
< AIRlx - Rx(y+(k-1)R1y)| + AIRlyl
< “(k+1) xlalyl

oi k est la constante de Lipschitz associée 3 (ARA)A>0

I1 en résulte que

lim AR.x = 0 .
A-+o :
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La famille (AR étant uniformément lipschitzienne, la mé€me propriété a lieu

A)l>o
si

Xxe Im A

Réciproquement, soit x tel que

lim AR.x = 0 .
Y
A0
Alors
1im S, = = x
A0 1A
A
et donc
xe Im A .
Proposition 7. A>s - lim SA .
Ao

Supposons que

)\(x—R)\)\x) —> y quand A — o ,

En particulier
R,Ax —> x quand A — o ,

Or

(%I + A_l)flx

A(x—Rxlx)
soit
-1 -1
x € (I+A7 M) (I-R,\)x = x = RAx + A xR Ax)] .

C'est~3-dire

-1
lex c A [A(x-RAAx)]

ou

[R,Ax, A(x-R,Ax)] € A .
A A
A étant fermé

[x,y] € A
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-1 _ Ll 1
—-u(I R 1 )

Proposition 8. Y A,u>0 (uI+RA)
k+ﬁ

-1,-1

En particulier RA est un générateur.

Supposons [x,y] e:.(uI+R>‘)-1

alors
X = Uy + RAy
ou
X 1
S = + = R
TR u By
Appliquons R 1 aux deux membres et utilisons l'équation résolvante :
A+=
H X
R - =Ry=x-uy
A+% " A
soit y = l(x-R 1 E) .
p . Ad=
u
Réciproquement, si l'égalité précédente est vérifiée
X 1 X
S -2R .=y,
Bow, L
u

Appliquons RA . On obtient

soit

D'aprés la propoesition 5

oy H ™ = L1 - I - wry, 03] = R

A+u pESTH

Corollaire 9. Si A est m-accrétif, il en est de méme de R;l et de SA .

Pour R;l ceci découle de la deuxiéme &galité de la proposition 8. D'autre

part, d'aprés la premiére égalité appliquée 3 Sy

=1 _ 1l _ 1 1 - ~H,y 1
(UI*SA) = u(I Sl+l u) [ Au+1 R u Au+1) u]
u Xu+1
- [xu+1 Au-ﬁ-l Au+1]

Au+1
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d'ol on deduit que

1 . PO
u(uI+SA) est une contraction partout définie.

Autres notations.

A @&tant un opérateur m-accrétif, on note habituellement

’ I - JA
_ -1 _ )\
Jﬁ = (I+)A) et AA ==

Alors, en reprenant les notations précédentes on a

Ry

)

R 1 et AA =S

A Xl

1
)

En particulier
_ A A-u
J? = 3,GI+ 55 Jﬁ)

et

>
]

Au(I + (u-A)Al) .
D'autre part
A, = oA hHt

Enfin d'aprés la proposition 8 (deuxiéme &galité&) appliquée 3 la famille résolvante

(Ak)x>o , on a

) = A .

A est m—accrétif et (AA " A+

A
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Exposé de Colette PICARD

FAMILLE D'OPERATEURS ¢-ACCRETIFS ET EQUATIONS D'EVOLUTION.

Nous généralisons-3-une famille d'opérateurs ¢—accrétifs d'un espace normé
les principaux résultats-de 1'article de M.G. CRANDALL et A. PAZY : Nonlinear

evolution equations in Banach spaces,‘[Z] » qui correspond au cas ol ¢(x) = “x" -

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe nous rappelons et complétons des notions introduites dans LS: .

1) Opérateurs ¢-accrétifs et produit (.,.)

s,¢

Soit X un espace vectoriel topologique -réel et ¢ wune applicatidn de X
dans R convexe et continue.
Un opérateur A de X est ¢—accrétif si :
(Y [xi—,yi:[ , 1=1,2) (Y x>0) , ¢)(x1—x2 + )\(y_l—y'z)) > q)(xl-xz) ce qui est équivalent 3
(V[xi,yi] , 1=1,2) (3 W e a¢(x1—x2)) : (yl—y2’w)'s,¢ >0
en notant |

ing SN0 = 9(0)

(Y,X)S, = SUP{(Y,W) y we 8¢(X)} =

¢

A>o0

Remarquons que 1'application (X,Y) > (Y,X) est semi-continue supérieure-

S,g
ment et que 1l'application Y w3 (Y,X)S " ~est sous linéaire et continue puisque :
L]

I(Y’X)s, < Y] supl]lw] ; v e 39 (x)}

N

et que - 3¢ est localement borné.
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2) Espaces ‘¢—complets.

Etant donnés-un espace veetoriel topologique réel X et une application
convexe-continue ¢ de- X- -dans IR;;_ telle-que ¢(0) = O , on dit que X est un

espace - ¢-complet si toute suite (xn) de X telle que nl;glmcb (xn—xm) = 0 converge.
9

Lemme 1.1. Soit X ' un espaece normé- ¢—~complet. On pose ¢(x) = ¢(-x) . Alors

1) (xn)~ converge: 8s8i- -lim ¢(xn—xm) =0
n,m”°°
2) 81 ¢(x) = ${(-x) =-0 ;-alors- x =0

3) Si l1lim-¢ (xn) =ﬂ1im,-;¢(—xn) =0, alors: lim X =0
n>e n>e . n>
4) Soit Bc X . Si ¢(B) et ¢(B) sont bornés; alors B est borné.

Démontrons seulement -4)---(Pour 1), 2) et 3), cf. [3])
Si B n'était pas borné, il existerait une suite (xn) de B telle-que l]xq” > +c.

On aurait . :

X v 1
L) < $(x) — O

¢ ) €
Ml ] F o

De méme <
T—=) — 0 .
Nl e
X
Donc : -0 , c'est-3-dire \/"xn“ -—% 0 , ce qui est contradictoire.

e

3) Domaine généralisé dlun. oepérateur ‘¢—accrétif.

Soit X un-espaece .normé ¢-complet et A un opérateur ¢—accrétif de X .

On pose‘ff)/(A) = {x e m R(I+XxA) ; sup (¢(A>\x) + $(A>\x)) < + o}
°<)‘<)‘~o» o<}\<)\o

Lemme 1.2. fﬁ'(A) < D(A) et si de plus ¢ est positivement.homogéne D.(A) < ’f)'(A) o

En effet, seoit xve/ﬁf('A-) ~ On.a. )\A}-‘x = x~-~-3)‘x . Or d'aprés le lemme 1.1.4),

(A)\x) est borné. Donc ‘J)\x — x et par suite x € D(A) . Si de plus ¢ est posi-
' . D €

tivement homogéne, on a pour x & D(A)

X~ Jyx o
¢(AXX) = ¢(—}‘-)' =3 ‘¢(‘5A(X+Xy), - U)\x)’ < ¢(y) , pour tout yeAx .

De ‘meme -avec ? . Done - xe’ﬁ'(A) .
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Remarque. Dans le eas e& :X. est .un-espace de Banach-et ol  ¢(x) = lﬂx" s ’ﬁ(A) est

VoY
le domaine D(A)  introduit par-Grandall (cf. [1]).,

2. Opérateur ‘associé -3-une famitle -d‘opérateurs :¢~accrétifs.

Dans ‘toute la suite, on suppose '‘que ~X  "est un espace normé& ¢—complet tel que ¢

soit lipschitzienne.

Théoréme -2.-1. Soit (A(t)) ~une-famille d'opérateurs-de- X vérifiant :

te [OT] -

H:1. Vte [OT] ,-A(t) est ¢~accrétif

H.2. DCA(t)) =-D -est indépendant de -t

“H+3:: Il existe X0>'0» -tel -que-pour - tout t e [OT] s M R(I+XA(t))> D
o<A<Ao

Hs4, Il existe f : [OT] — X -continue et L : [O +°°[ — [0 +b°[ croissante

telles que, pour tout A e ]0*)\0[ sy Lty & [OT], xeD ,

“J}‘(t_)x = 3, (x| < Al - £Of L)) .
(Remarquons que cette hypothé&se entralne que

”A;\(t)xn < “A)\ (T)X" + "f(t) - f('r)" L(6(x)) , donc que ?5(A(t)) = ?)l est indépendant

de ¢t).
n t—=s ~
Alors 1) lim T Ut-s (s+iT)-x = U(t,s)x existe pour xe& D et O<sstgT .

n-« 1]  ——
2) U(t,s) U(s,r)x = U(t,r)x , pour.tout. xeD , OsrgsetgT
3) . (U(t,s)x = U(t,s)y) € ¢(x-y)., pour tout x, yeD , OssstsT .
4) Soit p(r) = sup{lf(t) - £(z)] ;. 0st,7sT , .|t-1|<r}

Alors pour tout x €& D , il existe. des constantes K1 et K2 telles que

a) ¢(U(t,s)x - Ulr,s)x) -< Kl p(lt—'rl) » pour Ogsgt,t<T .

b) ¢(U(s+1,s8)x — Ul(r+t,r)x) < sz(]s—r|) » pour Ogs,rgs+t , r+1gT .,

5) Pour tout =x& D , L'application (t,s) #—> U{t,s)x est continue sur le

triangle {(t,s) ; O¢s<tgT}
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1/4
n
6) ¢( I JE‘-S (s+i %x» = Wtye)x) < K(t-s) (‘1/—__~+ p(%s—)' ) pour x eD , ol
1 — n

n
K est une constante dépendant de T , Ao ,‘“x“ et M(x)

Démonstration. Appelons ¢ la constante de:lipschitz de ¢ et posons

—— s e B o PP —

M(x) = sup_ sup HA (t)xﬂ ; d'aprés Hob, M(x) <+ pour - X ed .

A
[oT] o<A<h

Lemme -~ ‘Quels ‘que ‘soient ' x eD , 220, 0<s.<T- (i=1,...,%) , A‘GJOkO[ » on a
= .

¢(C 0 Jk(s.)x—x) < c A2 Mx) .
i=1 7

En effet, soit x «D . On a

L L
o ( 'H Jx(si)x-x) = ¢( .H Hx(si)x —'UA(SR)X‘- AAA(SQ)X)
i=1 Si=l
2
< ¢(i§13x(si)x - 3, (s)x) + cl“Ax(sz)x"
-1
< ¢(‘H Jx(si>x—x—'+-cA“Ak(sl)x“ .
i=1
L L
Par conséquent ¢( 1 Jx(si)x~x) < ei E "Al(si)XH £c AL M) ; et le lemme est
1=l i=1
démontré.
- ) k
Soient xeD , s e [OF[ et O<u<A<A_ . Posons p = I § (s+id)x et
o A,k i=1 A -

2 g =0y TRy ) - ma

0" tt)(p)\’k -‘Uu(s+kl>pu’2_1 + Ju(s+kk)pu,2_1 - pu,g)

N

¢(px’k - Uu(s+kA)pu’Z_l) + c“Ju(s+kX)pu’l_l - pu’zn

"

u AUy L e
¢(5u(s*kk)(x‘px;k—1 + 3 pA,k) Uu(s+kl)pu’l~1) + bk,z , en utilisant
1'équation résolvante. et en .posant

bk,z = cﬂﬂu(s+kl)pu’2_1 ~ pu,ku o
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Y 42 -
4,e SPGB k1 T PaieT Pyt T Pige

< t + l:E + b , car ¢ est convexe.
B, S X F-1,0-1 T TR F,e-1- T kL0

Ainsi ) vérifie-la relation de-récurrence 2.17 de [2] et on a les mémes estima-
. ’ »

tions :
a sc¢ AL -M(x)- et a g Scu 2 M(x) d'aprés le lemme précédent, et
? H4
d'aprés H.4 :
b, < cp “f(5+kk)~—~f(s+2u)" L(¢(p ))

k,2 u,e-1"

< cn | £(s+kA) ~-f(s+2u) || L(en(2-1) M¢x) + clx[) .
Par conséquent, on a

(*) a_ _ < K{[(nUfmk-)2+nu(X-1i)] 1z, [(hu—nﬂ‘)2~+m}x(i;u)] 1/2 + nup (|nu-mr|)

m,n
s oo (e MY 02 )20 2

o K dépend-de T-; X_ s Izl et M(x) .

)

En changeant ¢ en- $ , on -obtitent :la méme -majoration pour ¢(pu a2 Pim
: ’ ? ’

Il-en-résulte que-pour "toute suite" (un) de m;-; telle ' que n M tende vers t ,

p, , converge vers:- Uf¢s+t;s)x-: -En'particulier

Un’

n
U(s+t,s)x-= 1im 0 J (s+1 E;EOX .
c t~s n
- -0 l=1 T

On en -déduit ensuite-facilement'que -cette-limite existe pour xe D .
Les démonstrations de 2); 3) et 4)a) -sont analogues a celles‘de;[i].

Démentrons:4)b) -: on a

n n n-1 n-1
(T T (s+ir)x = I J (r+iX)X) < ¢(F,;(s+nr) N T (s+id)x - I, (s+nd) I J_ (r+iAr)x)
i=1 A i=1 A A i=1 * A i=1 *

n-1 n—1
+-cf3, (s#nd) T T (r+id)x - J, (r+n)) T I, (c+id)x||
A i=1 * ' A i=1 A
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n n n-1 n-1
<9 H'JX(S+iA)X"?"H Ji(r+ik)x)~s o( I Jx(s+il)x -- 1 Jx(r+ik)x) +—KA~p(ls-r|) ,
i=1 i=1 i=1 i=1

en-utilisant H.4 et le-lemme; K -&tant une-constante-dépendant de x . On-en-déduit
n ' n

que. -¢( T Jx(s+iA)Xw—7:H Jx(r+i%)x)-s-K(kmn»p(ls—r')-. En-prenant A =-
i=1 i=1

-et en

Bl

faisant-tendre n vers--l'infini on obtient-4)b)+

Démentrons‘5)=:736ient='(sn) une -suite-de- EOT] -qui -tend vers- s et T uné

suite -positive -telle que 0$sn+Tﬁ$T~>etvqui tend vers T . On a
¢CL(U(S'+T'*S“)" U¢s+t,5)))
2 *"n> n’ " n ?
$'lw (U(s +1-,8:)x-— Ufs_+7,s )x)—+~l ¢ (Ugs-+1,5-)yx — Uls+t,8)x)
2- " n-n’n""- T n Tn’” 22" n ’n ’
s R (tr -1 +odls -sl))

‘et 5) en résulte.

- - t—s t- .
Démontrons -6) -+ ‘En-prenant A =-—E—--et u = n?-"et~en-faxsant»tendrehwn- vers

1'infini-dans ‘(%) ‘on obtient-ce - résultat.

‘Remarquess -St -on suppose de plus- ¢ -positivement homogéne; les-conclusions-de ce

théoréme -sont-vraies sur -D--et la-condition H:4 -peut -8tre -remplacée-par :
il-existe- f-: [OT] — X ‘continue -et -3 -variation-bornde-et-il existe

L : [0 +oo[ — [0 +°o[ -croissante telles que-pour tout: Ae]oxo[-, t, T [OT] R

Xx-eD ,

HJA(t>x-~-sx(f>xH-s-xnf(t>—f<f>H:HL<¢(x))(1—+' sup - [las (Ox[) .
relor [

~

‘Les-conclusions-de-ce théoréme -sont encore-vraies si‘:on-remplace "D par :

Dutxe ) DAa@) 5  sup . Gnflly]; yeA(D)x)) < +=} .
‘te[dI] “te|oT

Ce:théoréme -génératise -le-théordme -de E&}:qui*correspondAau cag-particulier-ot- A(t)

est -indépendant-de t .
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Ap plication.

.. . k. . . . e e
Proposition 2.2. Soit (A (t)keJN une-suite d'opérateurs ¢-accrétifs vérifiant H.1,

H.2, H.3 et H.4 avec A, T, f et L indépendants de 'k . On note

D, = D(A(0)) et Uy(e) = (1AL,

On' suppose que lim'UI;(t)x =f3;(t)x- pour X & m D,

o Ae]on [oet te[oT] .
koo kel ©

Alors 1lim Uk(t,ij-= Uo(t,s)x- pPOUr x e {—\ '3k s O<sgtgT
ko kel

- - - ~s
Démonstration:. Soit x e {F) D, . On a
————————————— k

ke N

3¢(%(U(tss)x - U5(t,9)%0) ¢ 6 (U(t,8)x --pz_s(s)x) + ¢(p:_s(s)x - pt_s (s)x)
—,1N

n n n’

+o(ps__ (9% - U ()W) .

n "

D'une part : Mk(x) < sgP"Ai(O)x" +K'-, d'aprés H.4, oi K' dépend de- f, L et x .

Comme 'A§(O)x — ~A;(O)x , on a

koo

k fo} " e . . s ag

M (x) < sup"Ax(O)x” + K" , expression:qui est finie-car xe D_ .
A

(o}

Par conséquent; d'aprés le 6) du théoréme,

¢ (U(t,8)x -'pz_s(s)x) + ¢(pE_S(S)X - Uk(t,s)x) tend- vers zéro quand- n tend vers

n n

1'infini, uniformément par rapport 4 k .
D'autre -part,; il résulte de 1'inégalité :
1. .k k, , _ w9y, o, , k, , - k o, ,
2¢(5€3, (DI, (tDx = T, (D)3, {t)x) ¢ ¢, (t")x = Ty (t)x) + ¢(7, ()T, (t")x
- a9 O/, 1
JA(T)HA(T Yx)

et de 1'hypothése, que pour tout n ,

o
¢(p,_
— T2

n n

(s)x - pi_s (s)x) —=> 0 .
—_—1 koo
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Ainsi  lim ¢(U(t,s)x - US(t,s)x) = O .

ko
I1 en est de méme avec ¢ . D'ol le résultat pour x e M E& » et ensuite pour
kelN
v
xe () Dk .
ke N

3, Equations d'évelution.

On considére le probléme

du
- =—+ A(t)u » 0
(E) dt

u(s) = x .

On dit que u: est solution: forte de (E) sur [sT] si u e‘@([sI];X) , U est

absolument ‘continue sur tout compact de }ST[ ‘et u est p:p. dérivable sur ]sT[ .

~

Théor&me 3.1. On-suppose que A(t) ‘vérifie H.1, H.2, H.3 et H.4: Soit" x& D .

Alors; si u est solution forte‘gg‘(E)“sur'"[sT]“; U(t,s)x = u{t) "pour tout

t e'[é;Tl o

Démonstggtion: 11 suffit de le montrer dans le cas oii -u’ est absolument continue sur

[STJ grice 3 la continuité:-de ‘¥ et'de u ; et on-peut supposer s = O . Pour

tout €>0 , on-définit uw, par
t
]
g ﬁs(ie)x , 'te [OT]

ue(t) = i
X , t<0 .

u(t) - u(t-e)
€

Soit gé(t) = -u'(t) + ‘pipit < T , en prenant u(t) ='x pour t<0 .

)}

On a u(t) Ue(t)(u(t) -eu'(t)) , p.p.t

il

'Ue(t)(u(t-e) +-eg€(t)) s Pep.t.

Par conséquent
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b (a_(0)-u() = 63 ([Zle) u_(t=e) - I_(t) (u(t-e)+eg (1))
< ¢(3€(t)u€(t-e) - Ue(t_) (u(t-e)+eg€(t))) + cﬂ:}e([g]e)us(t—e)—Je(t)ue(t—e)ﬂ‘
€ ¢(u_(t-e)-u(t-e)-eg (t)) + ceKO(t—[E]E) , d'aprés H.4
< $lu(t-e)-uft-e)) + ceflg(e)] + cer(t-[gle) .
En intégrant sur |ot] -, on obtient :

t
d)(ue-(r—e)-u(r—e)) -dT +'cj ﬂgé(t)" dt +'c K-t p(e)’
o

t t
é Jo¢(u€(t)-u(r)) dt s%j

(o}

t
donc 1lim %J d(u_(t)~uét))-dr = 0 .
eo Jt-¢ &

[ Lol

0r  $(F(UCt;0)xu(t))) = 2

€ 1
J ¢(Z(U(t,‘0)x-n€t))) dt

t-€

t t
< %E ¢ (U(t,0yx-U(T;0)x) dT + %‘gJ $WU(T,0)x-u (1) dr

t-e t-e
1 (f 1 ("
R Z.E-J b(u_(D)-u(m)) dr + 4—€J $(u(n)=u(e)) dr.
z t=-¢ t-¢

Le seeond membre de eette-inégatité peut-étre-rendu arbitrairement petit pour ¢ assez
petit; en utilisant les conclusions 4)a) et 6) du théoréme.
1,
Donc ¢(Z(U(t~,0)x—u(t)))*= 0.
- ~ 1.
De méme cb(Z(U(t;O)x-u(t)‘)) =0 .

Par conséquent U(t;0)x =-uft) , -pour tout t &« [OT:I .

Théoréme 3.2. Soit A€t) 'vérifiant H:}, H:2; H:3 et H:4. Soit »to e [OTJ . On suppose

que :

(i) A(té) est fermé

(ii) Quel que soit [xo,yo] € A(té) s 11 existe §&>0 et une-application y de

['to'tc‘>+6_-] -dans -X -continme telle que ~'y(tc'>) =Y, et- [x-o,y(t)] ‘e A(t) -pour tout

t e Eté’t6+6] .

Soit xe D et s e [Otof . On-suppose _que ‘%E'U(togo)x -existe.
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Alors [U(to,s)x s -'% U(to,s)x} e A(to)

Démonstration. Soient t, & £OT[ s [Xo’yo] € A(to) . D'aprés ii) il existe un 6>0

et y °

R ~
Soit ze D . On a

Py k-1(6522 =y (t )z
x

€ A(t_+kA) p, ,k(to)'z
et y‘(t‘o+k)\) € A(to+kk)xo .y pour- "kXx<é-

Donc, comme- A‘(t~o+k>\) est ¢—accrétif, il existe wed¢ (xo-p)\ k(to)z) tel que

Py jemqg — P
(y(t0+ka) Agkl 5 A’Kns w) >0

clest-a-dire (y(t +kA),w) '('p"""k"l""- DALk fox -p. ) - o(x- )
S y o s z Py s 7 2 o p;\’k $ XO’ P},k“l .

En prenant- “k=‘1,2,..°,[x] , oi t<§ , et en ajoutant, on obtient
t
(5]

A }'1:' (e *kA) 5 x 7Py (Do o > ¢(xo-pi,[§]> - 9(x -2)

Posons: f}\(r) = (y(t6+k>\)’xo_p>\,k)s,¢ s pour T & [k)\,(k-!-l)}\[ .

L'inégalité précédente-s'écrit alors :

£
J £ () 4t > 0(x P, o

) = o(x ~zP .
0 Xy )—\] °

Or lim sup f)\(r) s (y(to+r),xo-'U(toﬂ,to)z)S 6
: Ako s

t
1 1
Donc T Jo(y-(to+r),xo—U(to+T,to)z)s,¢ dt > E[q;(xo—u(toﬂ:,to)z).-¢(xo-z)]

z—U(to+;,to)z
t

> ( »W) , ol web‘fP(xo-Z)

. + ’ .
En faisant tendre t vers O on obtient :

+
d U(t,to)z

(e )x =) o> (& —g—l o oW

t=t
(o]
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kL ~ : - g - - - - .
Scient xe D et s ¢ V[Oto[ . Prenons z = U(to,O)x . L'inégalité:- précédente s'écrit

at Ugtb;s)'x )
(e )sx ~U(t h8)x) ., > (= W)

pour: tout :wedé- (xo—z) - et pour tout -[xb.,ya] =3 A-.(ta) Ca

Donc A(t:o)-U {[U(to,s)x, -3t U(-to.,s)xj} est ¢faccret1f_.. Comme A(to) est ferme,‘

A A e . _Io]. e _d ,
on- en-déduit: commer dans: {2:] que -[U(tb»-, s) X, s U(tb-,s)x]»e.- A(to) .
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Exposé de Alain DAMLAMIAN

LE PROBLEME DE STEFAN AVEC CONTRAINTES AU BORD

ET LES INTEGRANDES CONVEXES

I - Le probléme de Stefan.

1°) Position du Probléme.

On considére un corps dans un volume & donné sous une ou plusieurs
phases définies, sous certaines conditions simplificatrices, uniquement. par la
température, qui vérifie alors une &quation aux dérivées partielles du type &quation

’ q P

de la chaleur dans chaque phase :

o (u) %%-— div (k(u)grad u) = £f (u est la température).

Les fonctions a(u) et k(u) sont des fonctions positives et continues sauf aux
valeurs de changement de phase, ol elles admettent des discontinuités de premiére

espéce. Pour simplifier la discussion ultérieure, nous supposerons qu'il y a deux

phases seulement et donc une seule température de changement de phase u =o0 .
La condition de transfert sur l'interface S = {u(x,t) = o} séparant les deux

phases s’écrit alors

+
m u=g
b cos(n,t) - [k(u) 3%2 _ cos(n,xi) =0
— i u=c

ol n est la normale i la surface S (orientation arbitraire mais fixe) et od b
est une constante positive donnée du probléme.
Les conditions latérales sont du type u(x,t) = g(x,t) sur 92 (i.e. température

imposée au bord), et la condition initiale est aussi donnée u(x,0) = uo(x) sur Q .
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On voit donc qu‘'il s'agit d'un probléme i frontidre libre avec coefficients
régullers par morceaux sur Q = & X:]O,T[:.

L'existence d'une solution forte de ce probléme est une question toujours ouverte,

Nous allons le réduire 3 une expression affaiblie suivant Ladyszenskala- Uralceva-
Sclonnikov [5] et H. Brezis [3] puls démontrer l'existence d'une solution en ce sens

fziblie,

2°) Expression affaiblie.
r
Scient h(r) = J k(s) ds et v(x,t) = h(u(x,t))

o}

. 1 -1 . .
h est crcissante de classe C° par morceaux donc h aussi (car k est strictement

positive).

Ju -1 v 1 dv
Ccmme — = (h 7)!' — & —————
ot it -1 at
kaoh Tov
] du _ 1 Ju - . e
&t e T 5% sy les &quations vérifiées par v sont donc

i. keh oV 1

-1
Eih:ril.gﬁ - Av = f 3 1'intérieur de chaque phase
ligh L'g,‘:’ ot

vi{x,t) = gl(x,t) sur z = 90 ]O,T[;v(x,o) = vo(x) sur Q .

B

Liinterface S est définie par v(x,t) =71 od T h(c) et sur S on a

i ov V=T+
b cos(n,t) - § E§§T cos(n,xi)j - =0 ,
T i v=r
o h--1
Scit alors Yy 1la fonction définie par y(0) = 0 et y'(r) = —3—:T-(r) +b &
koh 4

dérivé distribution;
, 1
Y est donc croissante de- R dans R de classe C sauf en
r =% ol y aun saut de valeur b .

L'équation que satisfait v s'écrit dans Q\S

flca

<Y
fal

y(v) - Av = £ ,

Q

Scit V= {we LZ(O,T;HZ(Q)) H —ZaL2<Q) ; w(x,T) = 0} .

Multiplions cette &quation par we V et intégrons par parties sur Q , on
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obtient (en supposant que v est suffisamment réguliére) :

J Y(v)tw = —jjgv(vo) w(x,0) + J [Y(v)~w(x,t)] cos(n,t) —’J Y(v)wt
Q S

S Q
ol [Y(v) w(x,t:):lS indique le ‘saut de-la-fonction 'sur la surface S allant dans le

sens des Vv croissants,

T
- J Av w =;I grad v grad w - J J Ew(x,t)(grad v.n)]
Q Q S(t)

T} S

d'ot

J ‘Y(V)Wt + grad v.grad w —jJ‘Y(vo) w(x,0) + J~[y(v) cos(x,t)-(grad v.n)] S w(x,t)
q X

y) S
= J f,w.
Q

La condition de transfert et la-discontinuité égale & b de y en v =1,

permettant-de réduire- cette-relation 3

(1) J =Y(v)w,_ + grad v.grad w -J. Y(v, ) w(x,0) =J fw Yuev
Q

2 Q

d laquelle on ajoute
(2) v(x,t) = gl(x,t) sur 2 (au sens p.p.).

Les équations (1) et (2) sont appelées expression affaibiie:du probléme ‘deStefan
d deux phases. Il est clair qu'un probléme &: n phases se ramenerait de méme 3 une
expression affaiblie du mémg type.

Soit enfin B = Y-l tdans ce cas-ci, B est croissante continue avec un plat
pour la valeur prise T) et si on note u = y(v) (ce n'est pas-ici la température

comme  au début de ce paragraphe), u satisfait  1'équation

B(u(x,t)) = g(x,t) sur | et Vuev R
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J —uw o+ grad B(u)w -‘j y(v ) w(x,0) =.I fow .
Q Q ° Q

Cette équation s'écrit alors dans LZ(O,T;H—I(Q))

%% - AB(u) = £ dans H-l(ﬂ) pour presque tout t de (0,T)

p(u) = g sur z

u(x,0) = Y(vo) .

Le paragraphe suivant a pour but de ramener, par des méthodes d'analyqe convexe,
la résolution du probléme faible 3 un résultat d‘'évolution abstrait déja cennu
(Watanabe [7:] Attouch=Damlami an [1] , [2]). On a donc existence et unicité de la
solution faible.

Le probléme de montrer que l'ensemble {u(x,t) = 1} est une véritable surfage de
séparation reste ouvert. En ce sens on n'a donc pas vraiment résolu le probléme 2

frontiére 1libre.

IT - Résolution du probléme faible.

i°%) Rappel.

Rappelons le résultat abstrait suivant :
Théoréme 1. Soient H un espace de Hilbert réel, et Qt une famille de fonctions

convexe sci propre de H dans ]—w,+°°] vérifiant

H.1) D(¢(t,.)) =D est indépendant de t

H.2) Y o 3 are Wl’l(O,T) et Cre IR+ tels que

xeD, |x| «r, 0ss,tsT = |o(t,1)~4(s,x)| < (a,(£)-a (D) ($(t,x)+C) .

Alors Y u e D et fe L2(O,T;H) il existe u unique solution forte de

%% +2¢ (t,u(t)) > £(t) , u(0) = u_ . De plus vt g%e. 1200,T;8) et Y t50 , u(t)e D .

. . du 2
Enfin si u € D, 3t € L™ (0,T;H) .
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Nous allons montrer que le Theoréme ci-dessus permet de résoudre le probléme de

Stefan faible, en montrant que celui-ci se met sous la forme du + 3¢ (t,ult)) » £(t) .

dt

2°) Le Théoréme principal.

Théoréme 2. Soit B un graphe maximal monotone tel que D(B) = R(B) =R , de
primitive j ; € un ouvert borné régulier de ERN .

Pour u_ & H-I(SZ) , fe LZ(O,T;H-I(Q)) et
g e wlo,T;2(2)) 0 120, T;ul(R))

il existe u unique solution de

du _

— - 8B(u) > £ sur @ x Jo,T[

B(u) 2 g p.p. sur a9 XJO,T[
-1
u(x,0) =uo(x) dans H "(8) .
De plus u satisfait

ue ‘K(O,T;H—l(ﬁ)) /'t 'g—“t- e L2(O,T;H-1(9))

/t B(u(x,t)) € LZ(O,T;HI(Q)) .

En outre pour tout t>0 , u(.,t)e Ll(Q) et ju(.,t)) e Ll(ﬂ) .

3°) Démonstration.

On écrit 1'équation sous la forme

3 .
-3%-- A(Bu-g(t,.)) ® £ + Ag(t;.) sur Q
B(u) » g sur z
u(0) = u -
f + Ag appartient bien 3 LZ(O,T;H-I(Q)) et on est amené i considérer la famille de

. . -1
fonctionnelles suivante sur H “(Q)

Q
.+ sinon,

$5(w) =J j) - gle,du si ue LY@ N H’1<sz>}
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La famille ¢t vérifie bien les hypoth&ses du Théordme 1 d&s que g satisfait aux
hypothéses du Théoréme 2 :
on vérifie aisément que D(tbt) = uE H_l(ﬂ) N L]'(SZ)
. 1
% ju) e L7 (V)
est indépendant de t , et dense dans H.-I(Q) .
t
D'autre part |¢ (u)—cbs(a)]sJ |g(t,x)-g(s,x)||u(x)| dx
@ 1,1
< !a(t)-a(s)ljg’u(x)l dx ol ae W' (0,T)

car ge Wl’l(O,T;Lm(Q)) ; on va voir dans la suite que pour %= max|g(t) ]| - ONn a

o o t L
fl“lLl € U(Q)Ca"' ¢ (u) .
. t s 2 t
Par suite |4 u-0%ul ¢ Sla(t)-als)| (47 (w)+c, H(D) .
Il nous reste & démontrer le th&oréme suivant :
Théoréme 3. Soient ge Lw(Q) N HI(Q) et ¢o(u) = J j(u) - g.u si ue LI(Q)
Q
4+ ginen .
Alors ¢ est convexe scl propre sur H—I(Q) et
3 () ={ - Aw; we Hi(Q), w+ge B(u p.p. sur 9} .
La démonstration se fait en plusieurs étapes.
a) ¢ est convexe sci propre sur H (%) .
¢ est convexe et propre de maniére évidente.
Comme j est coercive Y a>0 , 1 C, alQ] < c,* j)
Soient u € L1 N H-l telles que ¢(un) € X ., On en déduit que .
a[unl 1§ Ca u(Q) + )\-J gu - Soit a = 2|g[m on obtient alors
L 1Y)
o3 . -
flunlLl K3 Ca u(Q) + A et par suite jnj(un) £ 2) + Ca u(R) .
(En particulier, on a bien %lul , § C, * ¢(w) pour %‘-= lg] , ce qui a été utilisé
) L -
plus haut).

Comme Jg u, — J gu car ge Lmﬂﬂl et u —> u dans gt on peut conclure
Q Q

grace au lemme suivant :

Lemme 1 (H. Brezis). Si j est coervice sur R , la fonetion
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ue Ll(ﬂ) —> J j(u) = ¥(u) est convexe faiblement sci propre et faiblement
Q
inf-compacte.

Démonstration : Il est clair que V¥ est convexe et sci par Fatou, donc faiblement

sci. De plus on peut supposer sans perte de généralité que j est 3 valeurs positives

ou nulle, car j est coercive. On a alors
o Iuls* C mes B + j(u) € C mes B + Y(u) .
B a B a

Faisant successivement B = , puis . B quelconque on voit que l'ensemble
{ue LI(Q), Y(u) < X} est borné dans Ll' et équicontinu, donc faiblement
relativement compact dans L1 par le critére de Dunford et Pettis.

b) Détermination de %

-~

Quitte 3 rajouter-une constante & u , on peut supposer que j atteint son
-1

minimum en O et de maniére plus précise j » j(0) = O . On met en dualité H ~(Q)
et Hi(Q) selon la dualité usuelle (-A é&tant l'apﬁiicatioﬁ'de dualité de Hé sur
H—l) et l'on détermine la fonction convexe conjuguée de ¢ :

1 Y.

ve H () ¢%(v) = sup @,v> 1 9= | (G(u)-u-g) dx .
° -1..1 H1,H  Jg
ueH NL o
Lemme 2. 9(R) est dense dans LI(Q) N H-l(ﬂ) (muni de la norme : .|.| 1t |.] _1) .
L H

De plus pour u dans Ll(ﬂ)f) H—l(Q) on peut trouver une suite u de 2(Q) telle
que u —~3> u dans L1 et presque partout, - u —>~ u dans H-I(Q) (faible) et
telle que j(un) converge vers j(u) presque partout ainsi que w(un) converge vers

P(u) .

Démonstration : Il est connu que D(R) est dense dans Ll(Q) N H-I(Q) pour 39 assez

régulier (propriété du cOne par exemple). Pour obtenir le TrTésultat ¢i-dessus on ne

peut opérer directement par carte locale et convolution. On commence par multiplier u
. . | .

par une suite en de fonctions de €4 () i support dans Q & valeur dans [Q,l] s

croissantes et tendant vers 1 sur £ , choisie en sorte que uen tende vers u dans
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L1 » presque partout et que q;(uen) tend vers Y (u) , j’(uen) tend vers j(u) p.p.

Pour avoir la convergence faible de uen vers u on construit la suite en

par cartes locales. Aprés localisation on se raméne 3 X ='(y,x')e:mm’}x R
1
et 3 en(y;x') =0(n,x') ol 6 est du type suivant l//w
|
0 1

On a alors |grad enl =nlo'(n x*)| .

Puis on vérifie que pour v dans Hi(ﬂ) , env converge vers v dans Hi . A cet
effet 11 suffit de montrer que J[vegrad(l-en)l2 dx tend vers zéro,'Ceci-s’exprime

encore sous la forme suivante que 1'on majore comme suit

1/n

i/n x'
g[dy.[ Iv(y,x')lzlgrad Gn(y,x')lzdx' =.[dy'J dx' n2]6Ynx')|2f{ |grad'v(y,t)|2dt)2
o o o

1/n 2 2 2
< de J dx' n ]6'(nx')] x:I [grad v(y,t)l dt
ol o

1/n 9 9 1/n 9
< jdy'j dx' n°le ' (nx")] x"j |grad v(y,t)]* dt
o o

1 2 1/n 9
Jg dg|e' ()] x J dtde-lgrad viy,t)| < .
(o]

o

La premidre intégrale en & est fixe, la seconde intégrale double tend vers zéro
lorsque n tend vers 1'infini car- lgrad v(y,t)l2 est intégrable en (y,t) .
Grace 3 ce résultat on peut- supposer que- u est dans H-l(\ Ll(Q) et nulle
sur un voisinage de- 80 . On effectue alors une convolution (globalement) par une
suite régularisante : u # Py Il est clair que pour n assez grand, u » I est
dans 9(Q) et converge vers u dans L1 . H-l, et p. partout. Par convexité on a

j(u % pn) < j(u) = I ce qui combiné au fait que j est sci montre que presque

partout
j(u) < lim jCux p ) < lim j(u* p ) < lim GCu) » p) = §u)

dfod j(u) = lim j(u =* pn) P.D.
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Quant 3 w(ueepn) on a par semi continuité inférieure Y(u) < 1lim w(u*-on) ’

ce qui termine la démonstration si ¢Y(u) = + . Si Y(u) < + on a par convexité

1im Y (u= Qn) < lim Jj(u)ﬂ=pn),= Y(u) d'el le résultat.

On a alors le corollaire suivant :

sup <u,v> ~ P(u) + u.g -
-1 .1 Q

Corollaire. ﬁ?V) =
wel™(2) L

Démonstration : Evidente car 9(Q) < Lf(Q)<: H-I(Q) n LI(Q) o

Mais pour u e Lm(Q) on a <u,v> = | u.,v donc
-1 .1
H ,HO Q

$"(v) = sup Ju(v+g) - j(u)
ue I:,w(Q) e

et grice 3 un résultat de R.T. Rockafellar [6] on a le résultat suivant

¢ (v) %J 3 (veg) dx .
Q

Propesitien.

¢) Détermination de 93¢

Comme - —~A ‘est 1'application de dualité de H@ dans H pour la dualité

que nous avons choisie, on a 1l'E8quivalence suivante

ue H-l(ﬂ) , V& Hi(ﬂ) et -Av e 3¢(u) &= ¢(u) + cb*(v) = <u,vr .
H °,H
o]

c’est i dire que pour ue HOI(Q)IW LI(Q) , =Av e 3¢(u) si et seulement si

P o
JJ(U) +j i (v+g) -jgau = <u,v> 5o e
2 Q Q H*,H)

Soit u la suite définie dans le lemme 2 convergeant vers u , on a

j jlu) + M (veg) - u (v+g) tend vers 0 = J (G Cu)+¢™ (vig)—g.u) dx - <u,v: .
Q o)

Or 1'intégrande est positif ou nul presque partout donc (quitte & prendre une sous-

suite) il y a convergence vers zérec presque partout, c'est-d-dire p.p. x
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Jlux)+i* (v(x)+g(x) —u(x) (v(x)+g(x)) = O
car un(x) —= u(x) et j(un(x)) —+ j(u(x) p.p. Donc
v(x) + g(x) e 3j(u(x) = B(u(x)) p.p. X .

Réciproquement si v(x) + g(x) e B(u(x)) p.p. x , soit we D(¥) . On a p.p.

Jwx)) 2 jux)) + (v(x)+g(x)) (w(x)-u(x))
c'est-da~dire FWE)) - () W) -u(x)) > j(u(x)) + (v(x)) w(x)-u(x)) .

On en déduit que ¢(w) > ¢(u) + <v,w—u> = ¢(u) + <=-Av,w-u>
1. -1 -1 -1
H_,H H ,H

et que j(u) est intégrable en faisant F = w-u s h = j(w) - g(w—u) dans le lemme
suivant :

Lemme (cf. H. Brezis [4]). Soient F e,H-l N Ll(Q) et V’E;Hi(ﬁ) et h e.Ll(Q) .
On suppose que k est mesurable et que p.p. sur § ona h 2k > F.v ,

Alors k est intégrable et 'J kdx > <F,v> _; ,
Q

H ,Ho
Démonstration n si Vzn 1
Seit V_ = { V si |Vlsn . On sait que V. - V dans H_ .
n : . n o
-n si V&—n
A v

3 = —n = _n
Soient hn h 5 s kn k 7 . On a donc p.p. X

h »>k_=>F.V
n n n

h -k « J h - F.V
n n QP n

on obtient par le lemme de Fatou que

hn tend vers h presque partout, kn —+ k aussi et O < J
Q

11 T BV g

comme J F.Vn = <F’Vn>
Q H ,Ho H ,Ho

0« J h -k J h - <F,V> -1 1. d'ot le résultat.
Q Q H ",H

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3 et donc du théoréme 2.
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Exposé de Hedy ATTOUCH

METHODE DU PRODUIT SCALATRE VARIABLE

ET EQUATIONS D'EVOLUTION

Nous nous proposons d'établir un théoréme d'existence et d'unicité pour les

équations d'évolution de la forme

Z—‘;m + A(t,u(t)) 3 f‘(t) ; u(0) = u

oi A(t,.) est le sous-différentiel dans un espace de Hilbert H , pour un produit
scalaire <.,.>t (dépendant de t), d'une fonctionnelle ¢(t,.) convexe, semi-continue
inférieurement et propre. Nous donnerons ensuite quelques exemples d'application de
cette méthode.

Les résultats que 1'on va montrer sont dus & H. ATTOUCH et A. DAMLAMIAN -([3]) et
reprenant les techniques développées par ces mémes éuteurS‘en collaboration avec
P. BENILAN et C. PICARD dans [2] ;

Dans tout ce qui suit H désigne un espace de Hilbert réel, dont on notera la

norme |.| et le produit scalaire associé <.,.> .

Définition 1l. Soit (I'It)te{b,T] une famllle de normes hilbertiennes sur H ; pour
une telle famille de normes, on définit les conditions suivantes de dépendance par

rapport @ t :

(NU) Les normes (].]) sont uniformément &quivalentes.

te[0,T]
(NT) Il existe b ewl’z(O,T) s croissante telle que

V s,tc—:]__o,ﬂ » Ogs<tgT , Vxe H R |x|i\< |x]§ + (b(t)-b(s))lxlij
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(I:l\'/]?) Il existe b e W1’2(0,T) , telle que

Ys,te [0,7] , Yx,ye ® |<x,y>t - <x,y>s| < |'r>(t)-b(s)|«IX|S-|Y|S .

On dira que la famille de normes (| .I) satisfait 3 la condition (N) si les
tef0,T]
conditions (NU) et (NT) sont vérifiées, i la condition (Nl) si en outre H est

séparable, et i la condition (N*) si (NU) et (I@f) sont vérifiées.

Définition 2. Soit (¢t)te[0 T] une -famille-de fonctionnelles convexes, semi-
9
continue inférieurement (s.c.i.), propres (£ +°) de H dans ]-°°,+°°:| ; on dira que

€ N - i .
(9 )te]__O,T] satisfait & la condition (T) , (resp. (T¥)) , si :

c, >0 tels que :

(T) Il existe a croissante, ae WI’Z(O,T) et cys Cy

Vs,eef0,T] , OgsstsT , Vxe B  6(t,x) € ¢(s,x) + (a(t)-a(s)) (4 (s,x)+c, [x]+c,) .

(T*) Il existe a croissante, ae< W1’2(0,T) et ¢ >0 tels que :

1” %2
v s,t € I:O,T] , O<sgtgT , Vxe H;¢*(s,x) < ¢*(t,x) + (a(t)-a(s))(¢*(t,x)+c1|x|+c2)o

Théoréme 1. Soit H un espace muni d'une famille de normes hilbertiennes réelles

. e . 4 y s %\ . t
("’lt)te[o,ﬂ’ satisfaisant 3 la condition (Nl), (resp. (N*)). Soit (¢ )te[O,T] une
famille de fonctionnelles convexes, s.c.i., propres de H- dans ]-m,@ , satisfaisant
i la condition (T) (resp. (T*), ot ¢¥(t,.) désigne la fonctionnelle conjuguée de
¢(t,.) pour le produit scalaire <"°>t) . On désigne par At le sous~différentiel de

Qt dans H muni du produit scalaire <.,.>t .

Etant donné u dans D(¢$(0,.)) et £ dans LZ(O,T;H) il existe u unique

solution de

(1) U 4, ACt,u(t)) > £(t) 3 u(0) = u

dt o
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telle que /E%%eLz(O,T;H) ; de plus V t>0 u(t)e D(d)t) .

du

it < LZ(O,T;H) .

Si u D($(0,.)) alors

Remarque. C'est ce Théoréme 1 qui sera utile dans les applications ; en fait nous

alions montrer un théoréme abstrait plus général (mais plus difficilement utilisable

dans les applications) ol les conditions de dépendance des fonctionnelles ¢t(.) par
l2

-

rapport @ t portent sur les d){(o) = d>t(.) V;_A' l (ol V désigne 1l'inf.

convolution) ; plus précisément ¢§(x) = ¢t(J;x) + %f lx—J;x!Z od J;\: = (I+>\3¢t)-1 .

-~

On rappelle que ¢;(.) est Fréchet différentiable et que 8¢§'(..) = A;:'(.) ol

e, _1 .t
Alx—T(XJJ\X)

Théoréme 2. Seit H wun espace de Hilbert muni d'une famille de normes hilbertiennes
réelles (I",t)te[O,T] satisfaisant -3 la condition (N1> .
Soit (¢t)t€[o T] une famille de fonctionnelles convexes, s.c.i., propres de H
?

dans 1-°°,+°°] vérifiant :

H Il existe a et b constantes > 0 , telles que, pour presque tout t de

1)

Jo,{

¢(t,.) +”a|n| +b >0,

-

Hz) Pour tout x de H et tout X > O , 1l'application t r—> d)i(t,x) est 3
.. o . . +
variation positive absolument continue, et il existe h, ¢ dans LZ(O,T;[R )

(indépendants de A et x) tels que, pour presque tout ¢t de ]O,T[,

fi_t ¢;(x) < h(t) DIA;XIZ*"XI-|A;X|+|A§x|+|x|+c(t)j .

Alors les conclusions du Théoréme 1 sont vérifiées.

guivant :
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Lemme 1. Soit H un espace muni d'une famille de normes hilbertiennes (<'>t)te{p,Tj

satisfaisant 3 1la condition (N) ; pour tout u.e:wl’l(O,T;H) , la fonction

-

2 . i .
t — |u(t)|t est 3 variation positive absolument continue et

d 2 d db 2
Fle@ s - 2<Gau(e)> < O Ju®) [ p.p.t e Jo,1[ .

Démonstration : Soit OgsstsT

lae) |2 - [u |2 = [u@]2 - Ju© |2 + Ju®]? - Jus) |2

A

W ] - s s GEbE) a2+ wleuls) ule)rus)>

e[ (e)-b(s))+]ult)-u(s)|]

A

2 . . .. .
et done t —» |u(t:)|t est d variation positive absolument continue.

Divisant (1) par (t-s) et faisant tendre t vers s :

2) Hum|? « 2 uw>, + 2. Juw |2 popiee ol .

Reprenons 3 présent la démonstration de l'unicité de la solution de (I)

Soient u et v solutions de (I), on a donc

S+t u@a® ; Frat v s €0 5 w0 = v =y .

.1 - t .
On en déduit, tenant compte de 1la monotonie de A~ dans H muni de <.,.>t

<gE(U“V),U‘V>t € 0 d'od d'aprés (2)

3) Lu@—vw 2« L. Jum~vm®|? pp.re]or] .
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Or si h est une fonction 3 variation positive absolument continue on a

rt

¥ ocscteT h(e) = () § | LRI
s
Multipliant (3) par e-b(t) on obtient que g—t-[e-b(t)lu(t)-v(tﬂi] € 0 ; or la

fonction t —> e—b(t)lu(t)-*v(t) |i est 3 variation positive absolument continue et
"b(t) 2 . o
donc Yt>o0 e |u(t:)--v(t)|t £ 0 ce qui entraine que u(t) = v(t) pour

tout t de [0,T] .

_B_] Pour montrer l'existence d'une solution on approche (I) par (IA)

duk
(L) g * A (6u (1) = £() ; u (0) =u

o 9

l'exsitence de la solution u, du probléme (I)\) découlant du lemme 2 et de la

remarque 1 :

)

Lemme 2. Soit (].| ¢

t e [O,T] une famille de normes hilbertiennes réelles sur H ,

uniformément &quivalentes et vérifiant :

(i) I1 existe be‘@([O,T] ;R) telle que :

Vxeld, Vs,te [0, =2 = [x12] < Ibee)-bes)] . ]x|2 .

Soit d'autre part (¢t)tc[0 7] une famille de fonctionnelles convexes, s.c.i. propres
= ’

de H dans |-w,+=] et vérifiant :

(ii) Il existe c e L2(0',T;IR+) s, de Ll(O,T;R+) telles que

p.p.t € |0,T[  #(t,.) + c(e)|.| + d(t) >0 .

(iii) Il existe Ao >0 tel que, pour tout x de H , t —¢ ; X soit &
0

variation positive continue,

-

Alors ¥YxeHd,¥Yr»w, t — J§x appartient 3 LZ(O,T;H) ; 81 de plus ¢ et d

-~

appartiennent 3 Lm(O,T;[R"') t — Jix appartient & LQ(O,T;H) .



Démonstration du Lemme 2 : Montrons tout d "abord que ¢A vérifie une minoration du
)
méme type que ¢ :

_ t 1 t 12 1.t 2 t .1 2
(4) &y (£,%) = ¢(t,Jy x) + m—|x=3y x| > 72 [y x|7 - () |3} x|~ d(e) - H|x!
o (¢} [+ o} : [a] 0 [¢]
et donc
. t ) R 2 '
(4 bis) |J)\ox| < g)\o’x(t) p.p.t « |]O,T[ on g x €L, .
(o]

Soit X, fixé dans H ;

|J; xl < |J§ X |+ |x—x°|
o o o

195l < gy (% Il + Il -

Or. ¢A (t,x) > ¢(t,J;’x) > - c(t)|J§ x| - d(t) et donc
Lo o o

0 (62) > - () x| - c(t)‘[’x§l+gko,x°<.:t)] - d(e) .

I1 existe ‘donc c, € LZ(O,T;R+) . dA e Ll(O,T;R+) tels que

o] (¢]

(5) p.p.t. e |0,T[ by (£, + ¢ ()] +4, (8) >0
[0] [e] o)

-~

Considérons a présent 1l'espace 36 = L2(O,T;H) muni du produit scalaire

T
<f,g> = J <f(t),g(t)>t dt .
)

Remarquons que si f et g sont mesurables, l'application t — <f(t),g(t)>t
est mesurable puisque <f(t),g(t)>t =-% (]f(t)+g(t)L?—If(t)-g(t)kf) et que l'applica-

. 2 . e g . s .
tion (t,x) > |x|t vérifie les conditions de Caratheodory ; (par la suite on

notera A = A).
[o]

Soit ¥, la fonctionnelle sur }6 définie par
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T
J $,(t,u(t)) dt si € = ¢ (t,u(e)) < L1(0,T)
§,(u) = o
+* ailleurs.

Cette fonctionnelle est convexe, s.c.i. d'aprés (5), propre-d'aprés l'hypothése (iii) ;
elle est partout définie :

» Pour tout u mesurable dé [O,T] dans H, t —= ¢X(t,u(t)) est mesurable.

A t z A A: ’ y t z A 4 ’ X ’ Ay’ t

. 1 2 t
on obtient que |¢x(t,u(t))l_<_l¢l(t,xo)| + A'u(t)-xolt + IAxx0|.|u(t)-xo|
et tenant compte de- (4 bis) on obtient bien que ¢A est partout définie, et donc
continue.

Introduisons d'autre'part'l'opérateur'cﬁA dans X :
£=duce= pop.te]o,T[ £(r) =4 (tule) .

L'opérateur ‘ﬁx est &vident monotone dans 3 ; montrons que”«ﬁx n'est autre que le
sous-différentiel de §k dans ¥ .
Si 1'on montre que cﬁk'D 8§A on en déduira, sachant que 33, est maximal monotone,

1'égalité A, = 3§A ; soit donc f €:3§Au ; par définition
Vve¥ 5 = B (0) > <E,v-udg,.

Soit s un point de Lebesgue commun aux applications : 1T —> ¢A(T,u(r)) ;
T —= (1), T — If(T)]2 et T = <f('r),u(‘r)>T ; étant donnés- x dans H
et t tel que O0ss<t<T on pose :

X T & [s,ﬁ]

u(T) T ?ﬁ [%,t]

v(t) =

Reportant dans-1'inégalité précédente et divisant par t-s on obtient
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t -
(6) 1 J [¢A (T,X) - ¢)\(T,U(T>) - <f(T),x—u(T)>TJ dtr > 0 .

t-s
S

Or T — ¢A(T,x) est & variation positive continue-; il existe donc a continue
croissante telle que ~V OgsgtgT ¢X(t,x) < ¢A(s,x) +-a(t)-a(s) ; I’application
£t - ¢A(t,x) - a(t) est donc décroissante et remarquant que

¢X(t,x)>= [¢§t,x)-a(t)] + a(t) on obtient

1 1 (¢
't—_gjs ¢>‘(-r,x) dr < ¢)\(s,x) - a(s) + -t_—sjs a(t) dt .

D'autre part, tenant compte de 1'hypothése (i)

t t t
_ L,J <£(1) > dt < - <tfsj £(v) dr,x + o J @b [[£(0)] 2+]x] Jar

t-s s s (t—s) s

Revenant 3 (6) et faisant tendre- 't vers s , on obtient 3 la limite
¢, (s5x) - ¢, (s,u(s)) - <f(s),xu(s)>_ >0 Vxetn;

on a done f(t). = Ax(t,u(t)) p.p.t e;]O,T[_ et AA = 3§A :
or §A étant partout définie,-8§A est partout - définie-et donc pour tout u dans

™~

LZ(O,T;H) 1'application t —> Ax(c,u(t)) appartient 3 LZ(O;T;H) .

Nous avons obtenu que pour u dans L2(O,T;H) , £ > JA (t,u(t)) appartient a
o

LZ(O,T;H) ce qui entrafne que l'opérateur & = {(u,v) e ¥ 2/p.p.t v(t) « A(e,u(e))} ,
qui est évidemment monotone, vérifie R(I+XOB¢) = 3 ; il est donc maximal monotone

et par conséquent, pour tout A strictement positif et tout E€lément x de H ,
1'application t -— J;x~ appartient 3 L2(0,T;H) . On vérifie d'autre part directe-
ment sur (4) que si ¢, d appartient i Lw(O,T;R+) , alors 1l'application ¢t —- J;x

-

appartient 3 Lw(O,T;H)

Remarque 1. Si 1'on fait 1'hypoth&se H séparable, les conclusions du Lemme 2 sont

vérifiées sous les hypothéses plus générales suivantes
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(1) VXG‘_H , t — lxlt est mesurable

(1) Jee 120,TRY , detlo, TR ¢ p.p.t €]0,T[ 4(t,)4c(t)].]+d(t) » O

(iii) -:l)‘o , Vxen s L —> ¢)\ (t,x_) appartient 3 17(0,T) .
0

I1 suffit de prendre une suite (xn) dense dans H , de passer 3 la limite directe-
ment dans (6) en prenmant x = X s et d'utiliser ensuite la continuité de

X - ¢>\(t,x) .

Lemme 3. Sous les hypothéses du Théoréme 2, pour tout ue Wl’l(O,T;H) et tout
A >0, l'application t —- ¢A(t,u(t)) est i variation positive absolument

continue et vérifie :

d t du
pop-te 10,7 o4, (£,u(6)) « <Au(e) G,

+ h(t)[}[A;u(t)|2+]A§u(t)|,|u(t)|+|A;u(t)|+|u(t)|+c@ﬂ

Démonstration : Soit Ogs<t<T

¢, (t,u(t)) = ¢, (s,u(s)) = ¢, (t,u(t)) - ¢, (t,u(s)) + ¢, (t,uls)) - ¢, (s,uls))

€ <Aju(r),u(D)-u(s)>, + ¢, (t,u(s)) = 4, (s,u(s))
oY

t
¢)‘(t,x) - cI>)‘(s,x) < js g;— %‘(r,x) dt

t
< J h(t) [)\|A;\x|2+|x| IA;x|+|A;x|+|x|+c(r)] dt
s

t
¢y (t,u(s)) - ¢, (s,u(s)) \<J h(T)[)\lA;u(s)12+|u(s)||A;u(s)]+|AIu(s)|+|u(s)l+c(r)] dt

]

or h(1) [)\IA;u(s) |2+|u('s) | ]A;u(s) |+[A§u(s) [+|u(s) [+c('r)]

< h(r)[cliAIxol2+c2lA;xo|+c(T)] qui appartient 3 Ll(O,T)
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-

puisque t —> IA:\:XOI appartient 3 Lm(O,T) ; on en déduit que l'application

t — ¢A(t,u(t)) est 3 variation positivé.aﬁsolument continue et '1'on a
(1) 4, (£,u()) = 4, (5,u(8)) < <Au(E),ult)=uls)>,
* t'hc Y[ A%u(s) | 2ol uts) | |ATuls) | +] ATu(s) | +] uls) | +c ()] d
. T L uls s Au S A)\ s s c r] T

On divise (7) par (t-s) (t>s) et l'on fait tendre s vers t ; on remarque que

p €
?%? h('t)l[\;:u(s)l2 dy ——— h(t:).lA;u(t)I2 p.p.t e:]O,T[ ; en effet
Js (stt)

1 (t 1 2 .t 2
I'E':S-J h(r)[IAAl}(S)I 'I‘\“(T)l ] dr|
S

t
< tis Ish(r)-%]u(s)-u(T)I°[2]A;xol+]xo-u(s)!+|xo'u(r)|} dr
Lt
< ¢ sup ‘u(g)-u(n)[.-thJh(T) dr
Eme[s,t ]

quantité qui tend vers z&ro quand s+t , si t est un point de Lebesgue de h .

. 2 ~ o
La fonction t —» h(r)]A;u(r)l appartenant 3 Ll(O,T) on en déduit donc le
résultat ; on raisonne.de la méme fagon pour les autres termes intervenant dans le

second membre de (7) ; on obtient finalement
(7bis) =, (£,u(t) < <afu(e), g,
+ h(t) [)\IA;u(t)|2+|u(t)|.IA;:\u(t)|+|A§u(t)!+|u(t)I+c(t)]A.

Lemme 4. Sous les hypoth&ses du Théoréme 2, on a pour u dans D(#(0,.) ,

l'estimation

A
P € c(luola¢(0,uo)),VA 0<Asl .
L7(0,T;H)
du
Démonstration : Multipliant (1,) par 3 on obtient
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A 2 t duy duy o
|EE_| + <Ayu, (1), T <f(t), qe ¢ et tenant compte de (7 bis)
. _
2

dux dux

(8) |EE—‘t + %E‘¢A(F,uk(t)) < <f(t), Tt

+ 20(). [3]aFu, (0] 2+ ]u; (0 [ [aFu, (6) |+ |AFu () |+]uy (£ [+e(e)]

On remarque que %IAEu(t)Ii =,¢A(t,uk(t)) - ¢(t,J§uA(t)) » et en remplacant Afux(t)

dux
par f(t) - I
9uy ’ d
9 gl + g7 45 (6,1, (©)) = 20(e) ¢, (€,u,(£))
~dul dux, » , -
s m®|u @) g+ gl e vane] + 200 |u (o)
+ 2h(t) -c(t)
- 2h(t) 6(t,T3u, (D).
Or
(10) ,¢(t;J;uA(t)) > - a|J;uA(t)| -b
et |Jtu (£)] < Ith | + |x —u, ()]
ATA "2 o A
< !Jixol + (1—X)|xo—J§xo|f+'Iio—uk(t)l .

-

Tenant compte du fait que t —> Jixo appartient 3  Lm(O,T;H) on obtient une

majoration du type

(11) IJ;fu)\(t)l <€+ Juy(0)] Y2 oasl et p.p.t e 0,T] 3

de (10) et (11) on tire
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(12) - ¢(t,J;u)‘ () ¢ ¢ lu ()] +c, Vi  oasl, popete [0,1]
& » -k (t)
Posons k(t) = %I h(t) dr et multipliant (9) par e on obtient
o A
- w du 2
(13) e 2 EEA- +-%E[e.k(t?¢l(t,uk(t)5]
. . .
RO, k@
s m@lu|le * 2+ le 2 I[lf(t) +2h(t)]

+'2h(t)[C|uA(t)[+d(t)] .
ey | |
On intégre (13) -sur’ [O,Tb];'OG T, est tel que 2.e 2 ;/E:(J |h(t)!2dt)1/2 < 1.

Tenant compte des majorations

kM p - kO 4y KD 1 k@Y, , 112
1)y @©] < lul+e ? f ®e 2 jgtars lul v e? JT;(J e 2 Plav
- [e] - o] ’
T, T, o
(15) &, (T ,uy (T)) 2 6(T,3,%, (1)) > - a]3,%, @ )] - 8> - alu,(T)] - 8,
k@ T, - k@D du, 2 1/2
>-'ae2,/’f_(f le z Id) - 85
© o]
on obtient finalement
T k(t) k(T) k(t)
°o - = ,du)k 2 -—2- % 2 1/2 .r7o -Td“)\z
(16) Jo le '&_T‘lt dt < ¢(0,u ) + 2e °J Ih(e) | “at) ¢ ] |e -d—t-—ldt)
T k(t) 2 1/2
7\
+C (J 2| at) + C,

oll C, et C, me dépendent que des données (luolu’ |f|'2, |n| 9 |c|Lé) ; on a

donc d'aprés le choix de T,

/2
o du .
(17) <J s ! dt) < C(lu [, ¢C0,u)) .
(o} .
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Suite de la démonstration du Théoréme 2. On suppose u < D(4(0,.))) et 1l'on va

passer 3 la limite sur (IA) lorsque X tend vers zéro. Soient A,u > 0 , u, et

u, les solutions correspondantes du probléme approché ;

d £ oy ,t N ~
<'a-g(\.\k-uu),u)\ uu>t + <Axuk(t)-Auuu(t),ux(t) uu(t)>t =0 ,

D'aprés le Lemme 1

1d 2 1 2 t t £ [N N -
5 Egluh uult 5 -—4uA uul + <Ayu, (t) Auuu(t),unx(t)—Juuu(t)+AAkux(t) uAuuu(t)>t =0

et multipliant par e

d -b(t) _ 2 -b(t)_,t at t At
(18) g (e Iuh(t) uu(t)lt) + 2e <Ayu, (t) Auuu(t),lAXux(t) MA U (E)> < 0 .
- b(t)
Intégrant (18) sur [b,T;] on obtient, en notant wk(t) = e 2 A;uk(t)

(o]
Jo <w)‘(t)-wu(‘t),wa(t)-uwu(t)>t dt < 0,

On se place dans 1'espace ¥ = LZ(O,TO;H) muni du produit scalaire

To

<f,g> = [ <f(t),g(t)>t dt , et appliquant un lemme de Crandall-Pazy, (on a ici que
o

u, reste borné dans 36 ), on obtient que w, converge dans %6.

Intégrant (18) sur [O,t] (OstSTo) on obtient d'autre part

ey, (0w (012 < 40 (o, |, ol , y ¥ o<rel
L°(0,T ;H) L7(0,T_;H)
Vee [0,1]

. « . 7
et donc u, converge uniformément vers une fonction u sur [b,TOJ ; d'autre part
du, 2
T restant borné dans L (O,TO;H) et u

déduit que u appartient 3 WI’Z(O,TO;H) ; d'autre part, remarquant que

, convergeant vers u dans CZ(O,TO;H) on

IJ;uk(t)-uA(t)I = XIAEuA(t)l on conclut que JA(.,ux(.)) converge vers u dans
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LZ(O,TO;H) . Or d'aprés le Lemme 2 1l'opérateur +* est maximal monotone dans
LZ(O,TO;H) et donc demi-fermé ; puisque A§ul(t)<£.At(J§uA(t)) et que AA("uA('))
converge vers f - %% dans ¥ d'une part, JA("uA(')) converge vers u dans K,

d'autre part, on obtient

£(t) ~ j—‘t‘-(t) e Ab u(t) p.p.t e]O,TOE .

Montrons & présent que l'application t — ¢(t,u(t)) est 3 variation positive
absolument continue (ce qui entraline en particulier que u(t)e;D(¢t) pour tout t);

d'aprés le Lemme 3 pour tout A>0 , 1l'application t — ¢A(t,u(t)) est 3 variation

positive absolument continue et vérifie :

%; ¢y (t,u(t)) <€ lAfu(:)lld“} + h(c)[AlA u(t) | +]A u(t)]. juCe)]+|at u(t)l

tlu(e) |+e(e)]
Or

Jafu(e)| < |ace,u(e)®] < If(t)- o < If(t)l+| =l et

2afu(e)|? = 4, (£,u(0) = o, 3%(e))

t t
s 6, (e,u(e)) + affayx [+@-0)]x ~37x [+]x_~u(e)]] + b
) t
donc en notant de nouveau k(t) = ZJ h(1) dt on obtient
o
p.P.t dt k(t)(b)\(i: u(t))J g(t) ol g est une fonction intégrable sur [Q,T]

cette majoration &tant valable quel que soit XA , O<A<1l ; on en d&duit que

i'application t — ¢A(t,u(t)) vérifie une majoration du méme type :

Lo (tu() = S [FO O (e u(0))]
< &gy + kr(e) O e_k(t)«bk(t,u(t))
T T
or eV (r,u(e)) « e (0,u) +.J g(t)dt < ¢(0,u) + J g(t)dt
(o} (o}
k() T k(t)
dt ¢A(t u(t)) < g(e) + [¢(O,uo)+J g(t)dt]k'(t) e ; notant q(.) le second
o

membre, qui appartient 2 Ll(O,To) on a
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t
(19) v O<s<tsT ¢A(t,u(t)) < ¢A(s,u(s)) + J q(t) dt ,

s

- et passant 3 la limite sur XA , (A+0) on obtient le résultat annoncé.
Comme u(To) appartient 3 D(¢(To,.)) , on peut réitérer le procédé précédent et
1'on obtient finallemnet une solution u , ue Wl’z(O,T;H) au probléme I, lorsque

la solution initiale appartient & D(¢(0,.))

Montrons 3 présent que u vérifie une estimation du type

J e |4 |dtsc<|u|>.

A cet effet on reprend (13) que 1l'on multiplie par ¢t :

- Eis)du 2
20) Vee 2 22 o+ e G5 [P (e,u, 0]
t

k(t)d _ k()

2 44 2
< 2/t h(e) |y, (O . |Ve e EE—I + |/t e

dux
]W‘lf(t)|+2/‘ h(t) |

+ 2t h(e) [clu, (£) [+d(t)]

On remarque alors que uy vérifie une estimation du type

(21) Hukll°° = sup{lul(t)|;t €.[O,T]} < C(IuolH) .

-~

En effet soit v 1la solution de (I) associée & une donnée initiale v, dans

D($(0,.)) ; d'aprés (2)

duy gy

1 db 2
PP.t <EE_ TS UA(t)‘V(t)>t + 2 at * IU (C)“V(t)l

N
o
Al

o, (v () |2

duA
or <f(t)- T V(t)—u)\(t)>t

<Ay u, (£), v(D)-u, (8> <€ 6, (£,v(£)) = o, (t,u,(£))

et donc

22) § Slu, (0v© ]2 - 2 2o, @12 < o, O~ @] [[£@)]+5H]

NI—
NI

+ 08,9 (E) = 6, (t,u,(D)) .
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D'autre part - ¢A(t’uk(t)) < - ¢(t{J§ gl(t)) < - cllgk(t)l A d'aprés (12).

Par un argument classique on obtient alors (21).

D'autre part multipliant (22) par e-k(t) et intégrant sur [O,T:I on obtient,
tenant compte de (21)
T
-k(t
JO e 4 (tyu, () dt < c(lu ly -
T duk 2
Intégrant aloers (20) sur [O,TJ on obtient J t l-d—t—-l dt < C(\uo\) et done
o
faisant tendre. A vers zéro
T
du,2
(23) Io t |gel” de < cClu | .

Soit a présent ug dans D(¢(0,.)) ; on considére une suite Ua dans
1 4

D(4(0,.)) qui converge vers u o et u les solutions correspondantes du probléme

(I) ; on a d'aprés (3)

2 t b 2
lun(t)—um(t)lt < luo’n—uo’ml + Jo E?.lun(c)-um(c)lt dt d'od 1'on

déduit que u ~converge vers une fonction u dans %([O,T] sH) . D'autre part,

d'aprés (23) il existe C>0 , indépendant de x tel que

T dun2
f tl-dt— dt € C ;
(o]

reprenant un argument développé précédemment, on obtient que u est solution de (I)

sur tout [G,T] » (6>0) , que u(t) appartient 3 D((bt) pour tout t strictement

positif, et que /E%:— appartient a LZ(O,T;H)

Nous allons montrer 3 présent comment le Théoréme 1 se déduit du Théoréme 2 :

Démonstration du Théoréme 1 : On remarque tout d'abord que si (d)t)te[o 7] vérifie
1]
. *
(T) (resp. (T*)) on peut se ramener au cas ¢t 2 0 (resp. d)t > 0) ; en effet, dans
N t PP . . / '
le cas od (¢ )te[O,T] vérifie (T) , 1l existe o, > O tels que ‘V t e [O,T] ,
YVxe H ¢(t,x) +alx] +8>0.

Posant ¢(t,x) = ¢(t,x+xo) + sup ¢(t,xo) ol X est un élément fixé de
t
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D($(0,.)) , on a que 3*(t,x) = ¢¥(t,x) - <x,xo>t + sup ¢(t,xo) et donc Vt P(t,.)20;
" :
, ~t s . o
d'autre part (¢ )te[O,I] vérifie encore (T) et le probléme (I) s'écrit

IQ-

(u(t)-xo) + Bg(t,u(t)-xo) > £(t) ; u(0) - X =u =X ol u - xoéD(g(O,.))

[s%

t

Dans le cas ol (¢t)te[0 T]‘ vérifie (T*) , il suffit d'appliquer ce qui précéde en
H

6 (I7%))

remarquant que (¢t)te[0,’1’] vérifie (T¥) si et seulement si te[O,T]

vérifie (T) .
Faisons 3 présent les hypothéses (T) et (N) : Soient O<sst<T , xe H et A>0

fixés ; nous allons majorer la quantité B = ¢)\(t,x) - ¢}\(s,x) :
t s 1 t 12 s 12
B = ¢(t,J)\x) - ¢(s,JAx) + I [Ix—Jxxlt - |foXx|s]\,.

[¢t(J;x)-¢t(J;x)-<A§x,J;’x—J§x>t] + [¢t(fo)—¢s(J;x)] '

A

1 £ (2 2 €t
+ 5 Llx-aixl - lx-00x| Se2cx-ix, 5 x-05%> ]

—

/A

¢t(J;x) - qu(J;x) - %T“x-\];xl§+|x-J;x|§-2<x-J§x,x-J§’x>t] + -él—x-Ux-J)s\in-‘lx-Jix@

A

35 (35x) - 5(35x) + ;—A[Ix—Jixltz—lx-J;xli] .
donc utilisant les hypoth&ses (NT) et (T)
(24) 4,(£,1) = ¢, (5,00 < (a(6)-a()) [8(s, 3500+, | 7xl #c,] + 336 () -b(s) [x-37x| 2
ce qui entralne
6, (£,%) = 6y (s,%) s (a(t)-a(s)) [0;(s,x)+e; [I3x]4e,] + Sb(0)-b(s)) |x-aPx|2

Prenant s =0 on obtient que t —> ¢)\(t,x) reste borné sur [O,T] ; d'autre part
t 1 t_ 2 1 t 12 t t
¢A(t’x) = ¢(t’J7\X) + ﬁ,x-‘l xlt > 2—>\|x-J)‘xI + alexl + B8 et donc‘ t — ka reste

borné sur I:O,T:l ; par conséquent, l'application t -— cb)\(t,x) est 3 variation
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positive absolument continue et notant que
¢(s,J:x) < ¢(s,J;x) + ¢*(s,A§x) = <J;x,A;x>s-5 <x,A§x>S
on obtient en reprenant (24)
Sy, Ar, s 12 s
9, (£,%) = 8, (s,%) < ((a+b) (£)~(a+b) (s)) [ x| [AFx[+5 Ayx| “+e M| ATx] +e, [x+c,]

Les conditions du Théoréme 2 sont donc vérifiées.

Faisons & présent les hypoyhéses (T*) et (N¥) ;

A *
en utilisant le fait que ¢A(t,x) = sup {<x,y>, - EIY|i - ¢t (y)} cette borne

yeH t

P - . t .
supérieure étant atteinte en y = JAx on obtient que

2
s

t * t Ayt 12 t t Ap.t
¢x(t,x) - ¢A(s,x) ES <x,Axx>‘t - ¢ (t,AAx) - ilAXxIt - <x,AAx>s + ¢*(s,AAx) + EIAAXl

s (a(©)-a(s)) [67 (e,a7 0+ [A%[+e,] + b(e)-b(s)) [Ix] A %] +3]a%|2]

t t. t t t t
or ¢*(t,AAx) £ ¢*(t,Alx) + ¢(t,Jxx) = <A>\x,J)\x>t < <A)\x,x>t et donc

¢A(t,x) - ¢A(s,x)~$ [(a+b)(t)—(a+b)(s)][%|A§x|2+2|x|]A§x|+c1|A§£|+cé] .

Or, en se ramenant au cas précédent, on montre que t —> Afx reste borné sur
[b,T] ; par conséquent l'application t -—- ¢A(t,x) est 3 variation Positivﬁ
absolument continue et l'on vérifie immédiatement que les conditions du Théoréme 1
sont vérifiées.

Nous allons & présent donner quelques applications du Théoréme 1 :

1°) H=H 1(Q) ol  est un ouvert borné régulier de RN .

a) On considére la famille de formes bilinéaires symétriques (aij = a,,

N

_ Ju 9dv
a(t,u,v) = IQ E. 1 aij(x,t) axi ij dx
i, j=1
ol pour tout (i,j) les a,., appartiennent i Wl’l(O,T;Lm(Q)) et vérifient la

13
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condition de coercivité :

N N .
) N » 2
3 00 VYeelo,7| YVeer ORI W LN
551 =T

On considére d'autre part une application j : [O,'I‘] x R —> R telle que

1) V t € [O,T] r —>» y(t,r) convexe, semi-continue inférieurement, propre

de R dans R .

i) Veelon 1m 188 .o

LESHE

iii) 3 a ew (0 T) , croissante, 3@0 :
V oxsstct Vrer j(e,r) ¢ i(s,r) + (alt)-a(s))[i(s,r)+q]

On note Bt =3jt .

Progos:.tlonp Sous les hypothéses précédentes pour u € adh 1 (vel (SZ) NnL (gz)

j(o,v) € L. (Q)} et f dans L (0,T;H (Q)) il exlste u unlque solution de
]
2 - ZB— §090) g B (t,u) = £(x,t)  pp. 0x]0,T[
i,]

B(t,u(t,x)) 3 0 sur T x ]O,T[
u(0,x) = uo(x)
avec uef([o,T] SHT@) , /T d“ T € 2,87 @), VEBuixt) e L2(0,T;Hi(9)) ,

de plus pour tout 0 , u(t,.) € Ll(ﬂ) et j(t,u(t,.)) e Ll(sz) .

- . - - -~ L] 1 1
Démonstration : D'aprés le théoréme de Lax-Milgram, 3 tout u dans Ho(Q) on

associe un élément A%u  dans H-l(ﬂ) tel que Vv € Hi(ﬂ) a(t,u,v) =<Atu,v> .

On a évidemment Atu = - 53;— (aij (x,t) %;—) , l'opérateur At réalisant un
] i
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isomorphisme entre Hi(Q) et H-I(Q) 3

o -1 -
on pose “u”§'='<At u,u>( _1) pour u dans H 1(Q) .
H ,H

Soit u = ASv alors uuﬂi .

o

<V,Atv> 1 1= a(t,v,v) ; 1l'application u —- "uﬂt
(H ,H )

définit donc bien pour tout t une nofme sur H—I(Q) .

1

Remarquons tout d'abord les inégalités suivantes :

olvl?, s atev,w s ¢y Ivl? oa veul®

H H
o o

Loy

et donc si ue H

-1 g2 2 -1, -1 -1 g2
plIAt ul[H1 < "u”t = a(t,A "u,A "u) € clllAt u“H1 .

(o] o

D'autre part, “u"i - "unz a(t,Azlu,Azlu) - a(s,A;Iu,Aglu)

-1 -1 -1 -1
a(s,As u,At u) - a(s,As u,As u)

-1 ,-1 -1
a(s,AS u,At u—AS u)

A

-1 -1 -1
cla’ ull | 1A~ u-a""ull
s 1 t s 1
HO HO

-1, - -1 -1 -1 -1
or p”A u--As < a(t,At u-As u,At u-AS u)

-1 -1 -1 S I S |
a(t,At u,At u AS u) a(t,AS u,At u--As u)

A

A

-1 -1 -1 -1 -1, -1
a(s,As u,At u—AS u) - a(t,AS u,At u—As u)

A

-1 -1 -1 .
Ib(t)-b(S)luAs u”H1 “At u-A_ ull 1 d'ol

H
o o

-1 -1 =1
D"At u-As u” 1 < ‘b(t)-b(s)l“As u”Hl et donc

R
o o

| bal2-1ul?] < clb<c>-b(s>lHA;1uH;1~s c, b)) lllul? .
o

La famille de normes (|| ”t)te[p 7] vérifie donc bien les hypothéses (N) .
[

On considére alors sur H—I(Q) la fonctionnelle
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¢(t,u) = I jle,ulx)) dx si 115.H—1(\ L1 et j(t,ul.}) e Ll(Q)
Q

+ ailleurs.

t . -1 ez .
On montre que ¢ est convexe, s.c.i. sur H () et que son sous-différentiel

2 a(t,.)) ; of.

. . 3
pour la norme llt n'est autre que l'opérateur - E Fr (aij' 5%
i

4], [s] , |6] 3 11 suffit alors pour cenclure d'appliquer un théoréme de H. Brezis |5
t

b) H = LZ(Q) » Sl ouvert borné régulier de ERN .

- Posons 2 2
<u,v> = f u(x) v(x) p(t,x) dx luf = J u(x)“ p(t,x) dx
t Jg £ g

. . a
oi p : [0,T] x 2@ — R vérifie :

i) 3 be Wl’l(O,T) : V OssstsT p(x,t) < p(x,s) + (b(t)—b(s))[p(x,s)+c:|

pp x€ & .

-

ii) jC2>Cl>O: Vee [O,T:I Czajp(x,t:)},c1 PPXef .

La famille de normes ainsi définie satisfait aux conditions (N) ; soit ¢ une

fonctionnelle convexe s.c.i. propre de LZ(Q) dans ]m,+m] ; on a 1'8quivalence

dp(v) = ¢(u) 2 <f,vus =3 dp(v) = ¢(u) > <f.p(.,t),v=u> 2( ) .
L (@

On en déduit donc un théoréme d'existence et d'unicité pour le probléme

p(,0) S2 4 30(t,u(e)) » £(8)  uw(®) =y

ot fe LZ([O,T] x Q) et u_ e D(¢(0,.)) -
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Exposé de- Alain DAMEAMIAN

RESOLUTION D'UNE EQUATION HYPERBOLIQUE

PAR' UNE- METHODE - D'EVOLUTION AVEC€ NORME VARIABLE.

Soit X un Banach-de  norme I.I . On' suppose- que pour tout- t de- EO,Tﬂ s
X' est-muni-d'une norme: dquivalente l'lt dont- 1'application dualité- est notée Ft .
On- suppoée’ que-ces notmes: sont uniformément- équivalentes - ( ] k>0, |x]tslx|xls,
lx|s k{xlt, lets k|x|) et:-qu'elles sont toutes-uniformément: lisses (i.e. de norme
duale»uniformémeﬁt-convexe)g On suppose enfin-qu'il existe une fonction a crois-

sante de [O;T}"dans~ R-, telle.que
2 1 12 < 2
Y 0ssstsT.,. ¥ x.e X., le.t.—lxl‘sv s (a(t)-a(s)) I-?Cls-

LeS*hypothéses'c-i—dessusseront~appeiées'1es=hypothéses'Ho)°

1°) Préliminaires.

(1;1)-Progositiona‘Sous~ljhypothése-Hoé pour- toute u e Wl’l(O;T;H9 , on a

0<sgtgT

t .

)

-Démonstration.

———— e ettt . e e

O )2 - 2P u@]? = 2O Juer 12 - Ju@ D+ um ]2 @30 - a0y

+ e7§(s)(|u(t)|§ —-lu(s)|§) d'ol
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1.2) 2 Olu©]? - 2o |? ¢ luw)? (3 (a(ey-a(s)) + 2B - 2]

. 2e-a(S) (u(t)-u(s) ¥ fu(S))X X'

Comme - a est:croissante-on- en-dédult e_a(t)(a(t)?—a(s)) + e_a(t) - e—a(s) £0

1.3) O] - 2 u(e)|? < 2672 (u(t) u(s), F u(s))

-

. -=a(t):- 2 . . .. .
Par suite t +—>» e a-(“)Iu(t)lt est arvariation positive absolument continue, et

donc' également- 3- variations: bornées.'De plus on' a pour t>»s -par-Fatou

t .
. a('t)IU(t)li - e a(S)lu(s)lﬁ $JS i_i:; %('e a(T)*_“h)|u(f+h)|§+l',l -e a(r)lu('r)]tz) dr

d'ol le-résultat par (1.3).

2°) Enoncé- du' théordme.

Soit (At) ‘ une famille.d'opérateurs multivoques satisfaisant 3
: tc-:[O,T]

Hy) -p.p=t [O;T] ,_At est:m-accrétif: pour. la: norme l.[

1 t

H'Z)' Le: domaine D-(AF)- est' essentiellement: indépendant: de 'i:ie.[O,T] . On le notera D

'Hé) -Pour- tout- A>0-, on suppose- que- 1'approximation- Yosida A; de A~ -vérifie :

V r>0 ,_.j- bi:e‘: Wl’l(O,T) avec xe D , lxiér , A>0 ﬁ‘rp-.p“.t s,t [O,T:[
-t s - ]
|ayx-alx| < b (£)-b: (s) | (1+]ATx] ) -

(1.4) Théoréme- 1. Sous-les- hypothéses- Hoy Hyy H

Hy H~3-,'pour- tout u_ de D et

2%
toute - f de W‘l-’-l(O','T';X-)‘ , 11 existerune- solution- forte- unique- du- probléme

du b e w(0) = u- tagt—3—di
dt+Au3f,u(O_)_ u_, c'est-a-dire

D wewlonxNedo]n

ol ]
o
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ii) pp.t ~§%(t)'+ Apu(t) > f(t) (en particulier u(t) e D pp.)
111} u(0) = uo .

De - plus u. -est lipschitziemne.sur -ip3T] .

Ce résultat, qui-utilise-1la régularisation Yosida, généralise celui de T~ Kato dans
157
Remarque: Le cas-de51=AF univoque = L'hypothése H§~est -alors équivalente: d

' ) . .
-H§)~sPour«tout»‘r>0v3 il‘exisge=-b% S W}J}(O;T) 5 telle-que xe D, |x|<r = pp.

s;t'e [0,T] ]AFx—A$x+ss]bi(t)—bi(s)jklfléi1s)

. . B ] S
-En- effet- Hé)'~=;9-H35~par passage 3 la limite- )%0° car-dans ce  cas- V=x;e.D .

st . t + - Py
AAX"“‘“'A”X"P°ur' A = O ({/Q*fermetnre=des»operateu§s m-accrétifs: dans un -

: Banach -untformément lisse).

() =) . Notons 3% = (1D ™F - (50) 1a résolvante de AT,

t . . .
Iy est-une-contractlonMpour'1a’norme',I:1t ‘et on a

t S_ 1. t 1Sy 8 __'__At" PO SN - S S_ _ . 7- 4. b S
l35x=95x ] € 135 @aad®)y 3fx -0y (@) alx] < [(@a®) Iix - (e I3x],

S

S
< A ]A-<JA

x — AS J;klt .

. S R
Soit r;,lJAxl » on en déduit

t 2 S
layx=afx], < 2 Kb ()b ()] (1+(a° a3x] ) -

Donc: t > ﬂ%x- reste: bornée pour: t'e {bgT] 5 PrenonSLalors'~r'z~sup1JFx[ on
obtient
t S : 2 v 148 .8
(B PR k-lbf(t)—bp(s§1 (A+{A” 33x] )
i A5 15 = ASy - dted JabweaSwl. < kb (£) b (& 3 S,
Mais A Jlx AAX d'ou IAAx Akx|s <k |br(t) br(s)l (1+JAlg|S)

3°) Réduction du--probléme auw cas -f:= 0 .
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(1.5) Proposition. Si f e;Wl’l(O,T;X) et At~ satisfait aux hypothéses Hl’ HZ’
H3, alors 1'opérateur X = At - f(t) satisfait 3 ces mémes hypothéses.

- . . . s . . p a3 . t
. Démonstration. Seule H3 est non-triviale mais s1 on note'-JA la résolvante de XA s

~t

Jyx = ILx+M (D)) d'on

Afx - X% = %—(-J;(x+kf(t)) + 35 (x$A£(s)) = A;(x+kf(t)) - AS(XE(8)) + A(E()-£(E)) .

On en déduit

iK:x - B, < [A{GeE() AT () |+ |A§<x+xf(s))—A§(x+xf(s))lt + [£)-£(0)], -

Or A; est lipschitzienne de rapport %— pour la norme , d'ot

vt 2)
Kyx-Bx| ¢ (14 ZDEO-£() ] + k]b ()b () | (1+|A5 eaf (D) | )

D'ol le résultat.

4°) Existence de solutions.approchées.au.probléme.

Par H, on peut résoudre (théoréme de Cauchy Lipschitz sur le convexe fermé D)

3

duA

t . e eis an
—t) 4+ = . = ~ec.
TS (t) AA ux(t) o , qX(O) u  avec existence-et unicité d'une

du
solution de classe C1 (1'égalite Ezﬁ(t) + Aiuh(t) = 0 étant vérifiée pour tous

t o .
les t avec A  m-accrétif).

5°) Estimations. uniformes.en A ..

Soit x un. &lément de D...On a YA>0

t

X reste essentiellement

t._.s R s . P
IAxx A)‘xlS < lbt(t) br(s)](1+|Axx|s) d'ot on déduit que A
borné en t . Cette majoration est uniforme en X car
[Aix[t < ]Asxl = inf{[yi s VY& A%x # 9} majoration classique pour les opérateurs

m-accrétifs.
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Par la proposition (1.1) on a alors (on se raméne dorénavant a - a(0) = 0)

du

t
t 2 A
(1.6) e -a( )luk(t)—x‘i §<|uo—xlo + %Jo 5 F_(u,(1)-x)) dt
du
Or E'E%: - A; u, (t)  d'od

e_a(t)lu)\(t)—xli < Iu "X|2 _ ZJO a(T)(A)\ ul(r)’FT(uX(T)—X)) dt

t
¢ lu-x|? - %J e () Wik, F_(u, (1)-x)) ar
(o]

PP t .
par 1'accrétivité de A, , par suite
A

TG
(1.7) e_a(t)lux(t)-xli s<|uo—xl§ + 2M JO e 2 IUA(T)’X‘ de
_ als)
oi M = ess_ su e 2 ]A;xl R
se[O,T s
A>0

Par le lémme de Gromwall, (1.7) implique que lux(t)—x-lt reste borné indépendamment
de M0 et t e [O,Tj . I1 en est donc de méme de Iuk(t)l , et soit r;{sup]ux(t)l

(>0, t e [0,T]) .

Soit v(t) = ul(t+h)-uk(t) . On a alors

(%%, Fod= - (A7 u, (t+h) = AT u, (6+h), F_ (D)) - (AT u (e+h) - AT u (£), F, v(t))
< - (A;”:+h uk(t+h) - A§ ul(t+h), Ft v(t))
< AT u (esm) - AT (e ] [vCD) ]

vy |, (b (e+h)-b (0| (1+]a] vy (e+0) [ ) < [v(D ], ¢, (€)

"

On-a donec d'aprés (1.1)

t
e—a(t)lv(t)li < lv(o)li . ZJ o—2(0) |V(T)|T ¢ (1) dt d'ol (Gronwall)
(o]
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_a® . - a®
) 2 |v(t)|t < |V(O)|o + J e 2 ¢h(r) dt . Divisant par h et faisant
o
h — 0' on obtient
_ 2 . - am
2 T
e 2 ’u}’\(t)lté |u>:(0)|o+‘J’oe (1+|Ax'uA(T)|T)lbI'\’(T)| dt
c'est-a~dire (pp.t)
a(t) a(1)
T2 t o t - 2 9 T
(1.8) e lay u, (O], s |85 u |+ J e ) (O] Q+|ay uy (] ) dr .
o

. o ~ PR . .
Comme ug €D, IAA uolo reste borné, et on en dé&duit qu'il existe C>0 telle que

|A§ uA(t)|t§(:‘ On peut donc choisir C pour que
(1.9 lux(t)lt s C, |u>'\(t)|t < C uniformément:en -t -et A

6°) Passage a la limite pour A —> o

. _ _ . ' - _rat _ At _
Soit v uy uu 5 (v (t),Ft v(t)) (AX uA(t) Au uu(t),Ft v(t))
h :
w(t) = J; uk(t) - Js uu(t) . On a par l'accrétivité de ‘A% et sachant que
t - t .t
A)\xeA J>\x

(v'(t),Ft v(t)) € - (A; uX(t)- Aﬁ'uu(t),Ft v(t) —’Ft-w(t)) d'ol

(v~'(t),Ft v(t)) € 2C ]Ft v(t) - F. w(t)l: (norme dudle) .

Par (1.1) on obtient :

- t - »
(1.10) e a(t)IV(t)li < |v(0)|§ + 4C J e a(T)IFT v(1)-F_ w(r)lT dt .
)
Mais v(0) =0 et [FT v('c)-FT w(T)I: reste borné uniformément en’ T 4, A et W

Pour montrer "la convergence uniforme de la famille u il suffit donc  de montrer que

kv’
1'intégrale tend vers- O pour presque tout 71 . Or F_ = est uniformément continue

"sur les bornées de ¥ <(norme uniformément-lisse), il-suffit-donc de considérer



lv()~w(]_ = lu)\(r)—uu('r) - J; u, (1) + J: uu(r)lT

€ Alay u (@] ulalu ]« (e

Soit alors  u la limite uniforme des u . Par (1.9) on voit que u est lipchit-

A
zienne, donc presque partout fortement dérivable puisque X est réflexif.

; t .o
De plus pour tout t avee A  m-accrétif, on a

J;u)‘(t) —-u(t) pour A —= 0 car [A] u (] <c,

et donc Ai ux(t)ts At J; ux(t) , on en déduit par la demi fermeture de At que
u(t) & D .
On considére maintenant l'espace 3 =”L2(O;T;X)"muni de la norme

T
If[H = {f |f(t)li d‘r)l/2 » On vérifie aisément que c'est un-espace~de Banach, de
)

/2

T 3.
norme duale (|g|H, = s[ ‘g(t)it dt)1 ) uniformément convexe. L'opérateur

[¢]

& = {[u,vle *; vit) e Atu(t) pp.-t} est m—accrétif -dans ‘b comme on le- vérifie

aisément, donc demi-fermé. Or [J; uA(t),AK-uA(t)] & d%'pour'tout A>0 et conme

du.
J; ux(t) converge uniformément vers u , et que AK ux(t)_ﬁ -‘Ezi(t)~-reste borné

dans Lm(O,T;X) , donc a fortiori dans % , on en déduit alors 1a convergence dans

du
P ' -~ du du. _ . 7
% faible de o vers gp avec EE’CLC#H . Par suite  pp.t on a
%%(t)"+ At u(t) ® 0 . Ceci achéve 1la partie existence du théoréme: (1.4).

7°) Unicité. Elle provient du résultat suivant.

.. . du t dv t
(1.11) Proposition. Si *r3 + Au>f, u(0) = u, et vy +Avaeg,v(0) = v, o

sont solutions fortes au sens du théoréme (1.4), on a

a(t) a(Tt)

ahra £ -

e Iu(t)-v(t)[t < Ju -vo|o +J' e 2 |f(r)—g.(1r)|T dr .
o

(o]

-~

Démonstration. En effet on a pp.t (%E (UfV),Ft(U—V))'$’1f(t)‘g(t)1£1u-Vlt d'od

par (1.1)
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t
(1.12) e—a(t)lu(t)~v(t)|i £ Iuo—volg + %f e"a(q‘-)lf(r)-g(r)l‘r iu(r)-_v('r)lT dt
)
d'oi (1.11) par le lemme de Gronwall.

§°)_Hgfrésu1tatlg§'sélectionlgg;lg‘dérivée;? droite.

(1.13) Proposition. Sous les hypoth&ses du théoréme (l.4) et-si u est solution

' o dw t . N . .
forte de E% + Au>f, en tout point t ou l"t "est strictement (resp. unifor-

- t P . o
mément)- convexe et A~ est m—accrétif, u  est faiblement- (resp. fortement) dé&rivable
- +
< . du - . P
i-droite et l'on a —E?-— (f(t)-A u(t)) oil (B)Z est-1'unique €lément' de norme

];]t minimale-dans 1'ensemble B convexe dans X .

Demgnstratlon, On se raméne au cas f =0 comme précédemment et an point t = Q

. . t
(en: effectuant-un changement-de-variable en t). En effet+si-on suppose que A~ est
m-acerétif, alors -u(t) ..est'dans D .. Donc par l'unicité de la solution u on se

raméne 3 étudier la.dérivée 3d.droite en t = 0 de- u(t) .

Soit-"v- la-solution forte unique de
ii-‘L(t) + A° vit) 20, v(0O) =u_ .
dt ? )

v existe et est la limite uniforme de la solution approchée v

dvx

o o )
T A Vk(t) =0, VA(O)' u -

On a alors en camparant les solutions approchées u,y et v,

(1.16) e 20y u,

t
, 2 o 5 [Fem2® (T o (ryn® o ax
(t)-vA(t)It < -2 J;e (AK ux(r) AA VA(T),FT(UA(T)-VA(T)))dI
< —%Ioe a(T)(A>\ ux(r)-A Vk(r)’Fr(uA(T)-VA(T)))dT

t
+ zjo e7a(1) (7 Al )\(T)—A v, (1) ,F_(u, ()=, (t)Ddr

e e T PO
“Par 1'accrétivité des A, on a donc grace i H

A 3



4 t —
ey, (1) (02 < zjo ey, (1), ™, I, (0)-b (0)| (1] 0w, ()] ) ar

D'od
a(t) a(r)

t
e ? lu}\(t)-'vk(t)lt<j e 2 Ib. () =b (@] (14| v, ()] ) at .

o

Par (1.9) appliqué i la famille vy, » on a donc

a(t) R1G))
e ? Iu,\(t)—vx(wltsj e % (1+0) b, ()b, (@] ar
o

P - o o : +
On en déduit passant & la limite A —> O

a(t)

¢ a(t)
e 2 |u(t)—v(t)[tsJ e 2 (1+C) [b'r';(r)’—br(O)'l dt .

+ . :
On en déduit que lu(t)—v(t)lt = Q(t) pour t —» 0 c'est-i-dire que u et v

+ ° - N P - a~
sont tangentes en t =0 , Il suffit donc de démontrer le théoréme dans le cas ol

At ne dépend pas de t .

Ce résultat découle d‘une démonstration analogue & celle donnée par exemple

dans {6]. En effet si la norme |°|o est strictement convexe, (resp. uniformément
. :

. e o d . .
convexe), on vérifie que _E% (t) est faiblement (resp. fortement) continue en ¢t .

Soit v 1la solution forte de %% + Av 30, v(0) = u . La norme (ici ne dépendant

plus de t) sera notée »IGI . On sait que v est la limite uniforme des fonctions

v, associées, et est lipschitzienne sur [0,T] .

A
dv Vo~
Pour presque tout s e,[b,Tj , On a E;(s) + Av(s) » 0 , d'ol en prenant

u(t) = v(s) , et pour tout ye Av(s) , on a par (1.11) (ici simplifiée)

t
(1.15) lv(t)-v(s)l < J |y|d¢ d'ol l%%] < I(Av(s))ol
s

dv

et par suite de la stricte convexité de la norme, comme - T Av(s) on a

- %% = (Av(s))0 . Par suite

t
v(t) = udiJ (Av(s))o ds .

(o]
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Pour montrer la dérivabilité faible (resp. forte) 3 droite de v en t =0 , il
. 1 O .. . -
suffit de montrer que € > (Av(t)) est faiblement (resp. fortement) continue i

droite en O .

P . . o o . +
Comme (Av(s))o reste borné, soit y wun point limite faible en t =0 ., Par

la demi fermeture de A on a évidemment y'e:Auo s donc

(1.16) Iyl > [cau ) .

Par ailleurs la relation (1.8) se réduit dans ce cas &

iAxvx(t)i < |Axuol < I(Auo)ol . Comme lek(t) —> v(t) pour A —> ot , et

comme Akvl<t) € AJXVX(C) s, par la demi fermeture de A on a
|(Av(t))°| < iTE+IAAvA(t)| N I(Auo)ol . Faisant t —» O (toujours par la demi
A%o

fermeture de A), on obtient
Lin | (av(e)°] < 1(au )] et donc
tho

Iyl K3 I(Auo)ol . En comparant 3 (1.16) on voit que

o . s ~
t —+ (Av(t))° est faiblement (resp. fortement) continue dans le cas od |.| est
strictement (resp. uniformément) convexe.

Ceci achéve la démonstration de la proposition (1.13).

(1.17) Remarque. Comme on le voit sur la démonstration ci-dessus, la condition
o Ld - -~ © s t -
de stricte convexit& peut tre omise pour la norme dans le cas oi A est univogue

et le résultat de la proposition (1.13) reste valable.

9°) Solutions faibles de %% + Atu(t) 3 £(t) , u(0) = u, -

On définit comme dans le cours de H. Brezis [2] la notion de solution faible .
Le graphe de l'opérateur solution faible dans Ll(O,T;X)x‘ﬁ([O,Tﬂ;X)’ est l'adhérence
de 1'opérateur solution forte. On a existence et unicité de la solution faible pour

toute ‘f de- Ll(O,T;X) et toute u de D grace a 1'estimation (1.11) qui passe
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aux solutions faibles ainsi que (1.12).

10°) Perturbation lipschitzienne.

(1.18) Théoréme. Soit B(t,x) : [O,TJXT)' —+ X une application vérifiant
Irketlom , Yx,yeD, |BCt,x)-B(e, )| < R xy), et YxeD
t — B(t,x) e LI(O,T;X) .
Il existe alors une solutien unique de -g-% + At u(t) + B(t,u(t)) =2 0 ,

u(0) = uoe D au sens suivant :

Il existe une unique fonction u de ee([O,T];X) qui soit telle que u est

sclution faible de g% + Atu(t) v, u(0) = u_ , avec v(t) = -B(t,u(t)) .

Démonstration : On utilise une méthode de point fixe (cf. Ph. Benilan thése p.I.21).

Soit S :%([O,T] ;D) —» €(0,T;D) 1'application qui & u associe la solution

faible v = Su de %% + Atv + B(t,u(t)) ® 0 , v(0) = u e Cette fonction existe

bien et est unique car B(t,u(t)) est dans Ll(O,T;X) (B est de Caratheodory et

. . 1
on a une majoration dans L7).

‘D'aprés (1.11), pour u et Y dans €¢(0,T;D) on a

_ 2 )
e % Isu(-siw], sJ K(t) e 2 FIOEMOTIEL
(]
d’ol par récurrence
_a(t) . _a(o
e 2 ISP un-s" WO, ¢ ¢ (J KM e 2 a0 sp lu@-@]_ .
o te[o,t]

On en déduit donc que pour n assez grand s® est contractante de rapport stricte-

ment inférieur 3 1 , donc que S admet un point fixe unique.

(1.19) Théoréme. Seit B(t,x) : [O,T] xD — X, une application vérifiant :] K>0 ,
pour presque tout ¢t , Vx,y eD s lB(t:,x)--B(t:,y)lt £ K-Ix—ylt et

V xeD, t —> B(t,x) est dans Ll(O,T;X) .

On suppose de plus que pour tout r>0 , il existe ,t\;re Wl’l(OT;X) tel que
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V:ce:D , On a
Bt 0-B(s,0] < [P0 ()] vl %00 ) -

Alors, pour tout u de D , la solution faible donnée par le théoréme (1.18) est

une solution forte, c'est=3d-dire que u est lipschitzienne et vérifie

I%%(t) + At u(t) + B(t,u(t)) = 0 p.p.t

u(0) = u_ -

. . - . n . - . P
Démonstration : Soilit u, =8 u (avec la notation de la démonstration du théoréme

(1.18)). On va moentrer par récurrence que u est solution forte et que les. u

Ve 1 @ .
sont borneées dans W’ (OT;X) . Comme (un) converge, les u sont une fonction

bornée- dans G( [O,T]- ,X) .

_ aft)
Soit r un rayon majorant commun. Posons an(t)<= [u;(t)[te 2 e
_a®
bn(t) = |B(t,un_1(t))[t_e 2 . Supposons que u_est dans Wl’m(O,T;X) (ceci

est vrai pour uo)° Cn a alors
|BCt,u (0)-B(s,u ()], < [BCt,u ())-B(t,u ()], + IBCe,u_(s))-Bls,u ()],
s Klu (- ()] + [b(0)B ()] (1+] 4% u (2[T1) .

On en déduit que t = B(t,un(t)) est absolument continue et que pour presque tout

t,

=2 BCe,u ()], ¢ Kl + [ble) | ] @af u )] .

Par ailleurs , u est solution forte de

du
—2 4 At un(t) 2 - B(t,un(t)) un(O) = u

dt o]

et donc presque partout en ¢t

du
n

-3 " B(t,u () e At uw (t) ,

gone (A% u_(0)9], < lul(®)], + [B(t,u__ (0], .

n-



V.13

Par suite presque partout on a

(1.19) '%E B(t,u ()], < kKlul(®)] + [B (o] a+lul@®], + [Be,u__ ©]) .

n-

On en déduit par (1.11), pour u = u et v(t) = un+1(t+h) et passant 3 la

n+l

limite h — O .

a(t) ¢ - a(r)
e 2w @], <ol (@] + Jo e % & Bru ()] ar .

' _,0 _ P
Comme un+1(0) = A u + B(O,uo) cte on en déduit

_ a(t) . _a(n)
1200 e 2 Jul @] sc+ | @Bobe ? ]
JO
ot - a(T)
+ o]b;(r)[ e v2 IB(T,un_l(T)lT dr .
Par ailleurs par (1.19) on obtient (cf. (1.1))
_a() ¢ _am
e % IBte,u (0] < [30,u)] + Jo 1B @] e ar
d'ol
_ a(e) . _ a(®
@ e % [Bleu 0] <o+ J ®lBr@D e 2 Julo] e
o]
a(m)

t ~
+ J e * [B@lBru_ o) | ar .
0

D'oli en appliquant des majorations évidentes :

t

anfl(t) £ C + J h(T) (an(t)+bn(r}) dt

b, (8) € C+ J

(1.22) Z _
h(t) (a (T)+b (1)) dr

o]

avec he Ll(O,T) h positive ou nulle.
t

On en déduit (an+1(t)+bn+l(t)) €2+ 2| h(r)(a’n(r)+bn(r)) dt
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d'oll par récurrence
t
an(T) + bn(t) £ 2C exp(%J h(t) dt) .
: )

Donc a et bn restent bornés indépendamment de n , c'est-i-dire que les (u )

restent bornées dans Wl’m(O,T;X) o

Seit alors 4 la solution (forte!) de

%% + Atﬁ + B(t,u(t)) @0 G(0) = u,
Par (1.11) on a
_ a(t) ¢ - 20)
e 2 |ﬁ(t)—un+1(t)lt«< J e 2 K1U(T)‘“n(T)‘T dt
o

On en déduit la convergence de u .y vers i dans ‘@(O,T,Eb. d'oli 1'égalité u=41 ,

ce qui achéve la démonstration du théoréme (1.19).

Une &quation hyperbolique du second ordre.

o g o e a0 n o -
0n considére un ouvert borné régulier 2 de R et on fait les hypothéses

suivantes :
t \' 3 8 o ' - [ - °
H.1. A = - E : Te (aij(t,x) 3;—) est une famille d'opérateurs différentiels
— i j
1,]

o . e P . - o e 2
linéaires symétriques du second ordre, uniformément elliptiques sur L"(f) , pour

t e.[O,T] . Les coefficients aij vérifient en outre aij(t,x)es WI’I(O,T;Wl’m(Q)) .

. . + .
H.2. La fonction J : [O,T]X QxR —» R est telle que j(t,x,0) =0 et
que r > j(t,x,r) est convexe continue sur R pour (t,x)e [p,T}x . Il existe

be WI’I(O,T) (croissante) et C e Lm(O,T;Ll(Q)) tels que
Oss<tsT x e, r e R =i (t,x,r) j(s,x,r) < [b(t)-b(s)|x (j(s,x,r)+c(s,x)) .

On note ¢p(t,x,r) 1le sous-différentiel par rapport & r de j , et &o(t,x,r)
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P . . o
son é€lément de module minimal. On suppose enfin que (t,x) > ¢ (t,x,r) est dans

Ll((O,T)x ) pour tout réel r .

1°) Enoncé du résultat.

(2.1) Théoréme. Sous les hypothéses H.1 et H.2, pour tout. U, de Hi(ﬁ) tel que
j j(O,x,uo(x)) < += , pour tout v_ de LZ(Q) , et tout f de LI(O,T;LZ(Q)) , 11
r

existe deux fonctions u et g satisfaisant :

we L7, LRI @) N W7, 5L0@) » ge L(O,Mx0) et
2

2-l21-+Atu+g=f au sens 9'((0,Tx Q)
at
- du -
u(0,x) = uo(x) s 3F (0,x) = vo(x) P.P. sur 9

g(t,x) e p(t,u(t(x)) p.p. sur (O,T)xQ .

Remargues°
1) Ce théoréme généralise au cas A et B dépendant de t et x un résultat

de H. Brezis ([3] théorime 33).

2) I1 n'y a pas de résultat d'unicité.

2°) Préliminaires.

(2.2) Proposition (Bénilan). Sous 1l'hypothé&se H.2, Y20 ,VYreRmr,
(t,x) — Bx(t,x,r) est intégrable.

r
Démonstration : On a en effet j(t,x,r) = J 6°(t,x,p) dp mesurable & r fixé ; or
o
j de j vérifie j,(t,x,r) = inf(j(t,x,p) +‘—£(r-p)2) et
A A 0eQ 2A
est donc mesurable en t et x . Sa dérivée Fréchet BA 1'est donc aussi. De plus

1'approximation Yosida

ex est dominée par (30 d'ol le résultat.

(2.3) Proposition. Sous 1'hypothése H.2, on a Y t>s , ¥ re® , ¥ x>0,

J"X(t,x,r) - jx(s,x,r) € (b(t)-b(S))(J‘A(s,x,r)+C(s,X))
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nous ne la noterons pas dans cette démonstration. Notons J)t\ = (I+}\B(t))-1 la

résolvante Yosida de B(t) . On a alors
i, (t,r) = j(t Jtr) . Ir—Jtrlz d'ol- par un calcul direct
Iy LE.1) e *a 2 A P
5y (61) =5, (s,1) € §(6,357) - 3(s,35r) < (B(£)-b(s)) (j(s,35r) + C(s)) .

Or j(s,J;r) $ j’)\(s,r) d'oll le résultat,

(2.4) Propositien. Yue Wi’l(O,T;Lz(Q)) s 4 b = WI’I(O,T;Lw(Q)) positive,

Y o0, T>t>»s>0 5 on a
j ¢ (t,x) jA(t,x,u(t,x)dx _J ¢<S,X) j)\(s’x9u<syx))dx
2 Q
du
3 ¢ (t,x) & (t,%x,u(r,x)) ——(t,x)dx dt
St 3
o db o¢
+ {i, (t,x,u(T,x)) [¢(1,x) == + == (1,x)]dx dt
j[s’t]xg * [ d o
db
* ¢ (t,x) clt,x) =— dx dt .
J[s,t] X0 dt

-

Démonstration : Elle est identique 3 celle de (1.1) et s’'obtient en &crivant les

différences finies (On montre que t +—3 J’ $(t,x) j’)\(t,x,u'(t,x))dx est absolument
Q

continue).

3°) Démonstration du Théoréme.

. . . 1 2 1
Seit A>0 et soient uﬁ’l(resp‘> VO’A) dans HO(Q) N B°(Q) (resp. HO(Q))
1 2
avec gy —3 v, dans HO(Q) (resp. Voo % Yo dans L7(R)) et avec

Ao
J j(O,x,uo A(x))dx sj j(O,x,uo(x))dx lequel est supposé fini (3 cet effet, il
Q 2
suffit de prendre u, 5(x) compris entre O et uo(x)) .
]

Soit fxswl’l(O,T;Lz(Q) avec f)\ — f dans Ll(O,T;Lz(Q)) .
A0

On va résoudre le probléme approché& suivant :
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azuk ¢
] (t,x) + A Ux(t,x) + 6)‘(t,x,u;\(t,x)) = f)‘(tsx)
ot
ui(t,x) =0 sur Tx [O,Tﬂ s
du
A . .
ux(O,x) = uo’l 52—-(0,x) = vo’x sur £ de la maniére suivante :
. 1 2 uy 0
Seit FH =H (Q)xL7°(Q) , W= ( ) h=( Y .
(o} v f
A A
Le probléme approché s'écrit alors :
au Yo, A
(2.5) Wit +Bw=h uw@ =u =(¢_ 2"
dt o v
O,A
. .0 -1 0
on A% = [t J 3o = ]-
A% o By (£, o, (£,.))

. . . . . t .
On munit £ du produit scalaire variable suivant rendant A monotone (en fait

antisymétrique)
aul 3u2
{(ul,vl),(uz,vz)}t = jg E : aij(t’X) a—x-l- -a-gJ— * vy v, dx .

1,]

t .
Alors A est maximal monotone car on a

D(abt) = {(u,v) ; uenznni(ﬂ) R vaH})(Q)} et

(I+JF)U.= G s'éerit u-v=fFf v+ASu-= g d'oil u + A = £+ g e 12 .

2

On résoud en u avec ue H N H (Q) (grace 3 la régularité des coefficients a,,

1]
@ .

QO =0

cf. H‘I) et 1'on en déduit ve H

Grace 3 1'hypothése H.l, la norme hilbertienne associée vérifie les hypothéses
de dépendance réguliére par rapport & t avec une fonction a(t) e WI’I(O,T;),(crois-

sante) permettant d'utiliser les résultats du premier paragraphe.

Quant 3 B, il est clair qu'il est lipschitzien (de constante 1/A).
Le théoréme 1.18 assure donc l'existence d'une solution faible U au probléme

approché (2.5), (uA,vx) avec
u (0) = u v (0) = v u, e €,T;H: @)
A o,\°’ b o,A A ' %%

v, € €0,1;.2() .
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du
Comme les solutions fortes approchant uniformément (uk,vx) vérifient EEA-= 0& ’
2u, ) '
on en déduit 3T = vke‘e(LO,T] L)) .
On a par (1.11), (1.12)
(t) 2 (% -a(o)
12O < jlu@]? J 2™ (Boum,um)_ ar
o
£ —a(r)
+-J e (h(T),U.(T))T dr
o
ce qui s'éerit
1. -a(t)r,,t duy 1,0 1 2
2 © [a7uy (&) su, (£D) + 'dt el ) ]« 3@ yaug )+l )
L7(Q) L(Q)
du t du
+J 2 (), 2 ar -J em3(0) J B, (3,0 (1,%)) 2(r, ) dx dr
o LZ(Q) o Q
que l'on majore par (2.4) avec ¢ = e—a(t) et par les hypothéses sur Yo et v_ \
’ 9
On obtient
. t du
L e 20145, (0),u,(0)) + | Ay ] ¢ Cte +J e a(T)(f (1)) dr
LZ(Q) ° LZ(Q)
+.I —a(s)JA(S X,u, (s x) dx —.I a(t)JA(t X, U, (t x)dx
Q f
+ e (M o(r,x) & o dx ar +J 3y (Tyx,u(t,%) e a‘”(-f-l,lr’- - a'(1))dx dt
J[s,t]xﬂ fs t]xQ
+
que 1l'on majore encore en remplagant b' - 2 par (b'-a') dans la derniére
intégrale.
Notons z(t) = a(t)[ ( )lz 4-‘e-a(t) j\(t,x,ux(t,x)dx .
L?(@) Q- :

On obtient

e-a(t)(At“A(t)’ux(t)) + z(t) < %(Aouo’xsuofx) + ll o RIEZ(Q)

t -a(t) dul t +
+ J e (fA<T)’E?_) g dT * J (b'(r)-a'(1)) J.jA(T’X’“x(T’x)) dx
/o L o Q

+ J jl(o’x’uo X(x))dx
Q ’

+ constante.
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t t
Par suite z(t) £ C. + z(‘r)(1+|b'(r)-—a'('r)| t:) dt car |f l reste borné,
1 o] o A L2(S2)

. o o . o
ainsi que (A uo,k’uo,k) qui tend vers (A uo,uo) < k“hollHl(Q) s que Ivo’A|L2(Q)
v o
qui tend vers |v_| et que jy (O,x,u_ , (x))dx qui est majoré par
ol 2 A 0,5
L)
jQJ (O,X,UO’A(X))an

On en conclut que z(t) reste uniformément borné, en A et t , d'ol 1l'existence
d'une constante C telle que Y 250 voisinde 0, te [O,T] on a

Iau)‘l £
Y s (ATu, (£),u, (t))
ot LZ(Q) A A H—l

(2.6) 1 sJ j)\(tsx:uh(tsx))dx
Q

»H

et lul(l:)lz1 majorés par C .
H_ (@)

On va é€tablir une seconde estimation permettant de passer 3 la limite lorsque

A — 0+ . Soit d'abord 3 cet effet U = (u,v) une solution forte de
2
-g—% *att‘u = (0,g) . On a alors au + Atu = g dans LZ(Q) d'otl

3t2

2

3——tzi,u(t)) + (Atu(t) ,au(t)) = (g(t),u(t)) donc en intégrant par parties sur [_O,T]
at

(2.7) (-g—%(T),U(T)) 2 - (:g—:(o).u(o)) 2 -JTIg—E(t)lzz
L) L7(Q) L)

T
éJ (g(t),u(t)) , dt.
o L7(Q)

L'inégalité (2.7) passe alors aux solutions faibles puisque

du
';Tt'tl — %% dans ‘—6(0,T;L2(9)) , u —>-u dans c@(O,T;H(];(Q)) et g, tend vers g

dans LI(O,T;LZ(Q)) .

Appliquons alors (2.7) 3 la solution uy - On a

du
Y
B, (t,x,u, (t,x)) u, (t,x) dx dt +J —=(T,x) u, (T,x) dx
J(O,T)XQ A A A Q ot A
Bux

R v (x)u [(x) dx + I—-(t,x)'zdx‘ dt +J f.(t,x) u,(t,x)dx dt
JQ 0, PR J 0,T]x at [O,T]XQ A A

Grace aux majorations 2.6 on voit que
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0< Bl(t,x,ux(t,x)) u, (t,x) dx dt reste borné lorsque X tend vers O .

J[o,'r] xQ

Soit W)‘(t,x) = (I+18(t,x))-1 ux(t,x) . On sait qu'alors v, est mesurable et p.p.
on a

Bx(i:,x,,iA (£,%)) B(i‘:,x,w}‘(t,x)) et
0 < S)\(t,x,u)\(t,x)) wk(t,x) < Bx(t,x,u)\(t,x)) u)\(t,x) donc
(2.8) 0« Bx(t,x,u)\(t,x)) wx(t,x) dx dt < Cte indépendante de X .
0,T]xq -
Grdce 3 (2.7) on peut extraire une suite )‘n — 0 telle que
U, > u dans w-L‘”(O,T;H:’(Q))
n
8!.\A

n Ju s g2
T 5t dans w - L (0,T;L°(R))

-

et quitte 3 extraire une nouvelle sous-suite telle que

uy (tyx) —> u(t,x) p.p. sur [O,zjﬂ .
n

A (e,x) —> u(t,x) p.p. sur [O,T]x @ et par suite de
n
{(2.8) le résultat suivant de Ph. Bénilan permet de conclure (en extrayant encore une

Dans ces conditions w

sous~-suite) que 6)\ (t,x,u)‘ (tyx)) —~ g(t,x) dans w - L]((O,T)x Q) avec
n n

g(t,x) € B(t,x,u(t,x)) p.p. sur [O,T] x Q.

Le couple u,g satisfzit au théoréme.

(2.9) Pr_oBositien (Ph. Bénilan, généralisant Brezis [3] théoréme 18).
Soit H wun Hilbert,  un espace mesuré borné.
¢ : QxH —> [O;#w[ s (E4x) +—> ¢(t,x) convexe continue en x et telle qu'il
existe vy : Q [0,+°°[ — [0,+°°[ » Y(t,r) croissante en r , intégrable en ¢t

avec I(B¢(t,x))°| < Y(t,lx]) p.p.teQ, V xeH.

Soient fn et Vo mesurables de Q dans H telles que fn(t)e:8¢(t,vn(t))

1
p.p.t de © , (fn-vn) € L (R) et Jg(fn’vn) £ Cte .
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Alors fn est relativement faiblement compact dans LI(Q;H) et s1 v_ (£) — v(t)

p:p. te @ , £ — f on a

f(t) € 3¢(t,v(t)) p.p.t ef .

Démonstration : 93¢(t,.) étant cycliquement monotone on a

(£,(8),v (D)) + (36(£,)°,x-0) + (0,0(t)~v (£)) > 0, Yx cH

1

(e(t) € 38(c) ~{O) non vide) d'oid

(E_(8),%) < (£ (0),v_(£)) + (36(£,0)°,x) VxeH
(£ (©),v_(£))

T +y(e,r) Yro>o0,

fn(t) <

Intégrant sur A mesurable on a if (t)ldt £ ¢ + | y(t,r) .
A" roJa

On en déduit que fn est equi-intégrable car V€>0, 1 vy>0, n(A)<

= J Y(t,-z—c) dt < /2 —_—>J ]fn(t)ldt < ¢ . Done fn est faiblement relativement
A ) A

compact dans LI(Q,H) .
Si Vn(t) —> v(t) p.p.t de 9 , et fn — f dans LI(Q,H) soit A

mesurable tel que v, —>V uniformément sur A et u(R2NA) ¢ £ et que de plus

ivn(t)f €M sur A . Soit A, c A tel que vy(t,2M) soit borné sur Al et

1
u(aN AI) < € . On a alors ffn(t)l < 1/2'fn(t)] + sup v(t,2M) , denc £ est borné
A
sur Al . Consid@rant des suites extraites telles q111e f — f dans LZ(AI,H) ,

ena Vv -—> v dans L2(A1,H) done f(t) € 3¢(t,v(t)) par la demi fermeture de

3¢(t,.) , € &Etant arbitraire, ceci a lieu p.p. sur Q .
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