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SEMINAIRE

SUR L'EQUIVALENCE RATIONNELLE.

§ 1. INTERSECTION DE CYCLES.

Soit Xk wun corps algébriquement clos. Les variétés que nous supposerons

toujours intégres sont par suite irréductibles. Nous appellerons cycle sur V ,
ou V est une variété sur k , toute combinaison 2Z-lindaire de sous-variétés de
V . Un cycle X sera dit homogéne si toutes les sous-variétés qui le définissent

appelées encore les composantes de X , ont toutes méme dimension.
Soient A et B deux sous-variétés de V et C wune composante de AMNB .

Nous allons définir la multiplicité d'intersection i (C, A.B, V). Pour
cela, considérons les variétés A x B ét VxV et soit A 1la diagonale de
VxV . Onaalors un isomorphisme canonique AM B = (L x B)N A_ et & 1'aide de
cet isomorphisme, C s'identifie & une sous~variété CA de A x B . Dens l'anneau
local 6 = e(CA , A x B) , anneau local du point générique de CA dans A x B,
1'idéal g qui définit A est primaire pour 1'idéal maximal et par définition
on pose :

i(c, A.B, V) = ee(q)_ , multiplicité de 1'idéal q dans 6 .

Par la suite, on suppose que C est non singuliére, c'est-a~dire que
b b4
6(C, V) est régulier ou encore, ce qul revient au méme, que C n'est pas

contenue dans le lien singulier de V . On a alors la formule suivante :

Codinm (C) ¢ Codim (&) + Codim (B)

(cf. Serre., Algdbre locale et multiplicites . V.18, théordme 3 du § 6).
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Si on a 1'égalité, C est dite propre et dans le cas contraire C est

dite excédentaire.

Cas particuliers : supposons C opropre et B intersection compléete au

volsinage de C .,

Soit (F sany Fq) une sulte régulidre définissant B au voisinage

1 ?
de C . Posons O' =6(C, A) , q' 1'idéal de 0O' engendre par les valeurs
prises par les F& sur A , qui forment manifestement un systéme de parametres

dans ©' si C est propre., On a alors i(C, A,B, V) = ee,(q') (cf. Sanmuel.

Méthodes d'algdbre abstraite, chap. II, § 5, n° 7, b).

Si de plus A est lui aussi intersection compléte au voisinage de C ,

' = e(C, A) est un anneau de Cohen-Macaulay donc dans ce cas, on a :

i(C, A.B, V) = zg(e'/qg) .

Par la suite, nous placerons dans le cas ol V est non singuliére
(synonyme : lisse). On définit pour deux sous-variétés A et B les cycles
suivants

ATB=73xi(C, A.B, V)C
C composante de AN B

On pose AT B = A,B si toutes les composantes de AN B sont propres.

On dit encore dans ce cas que A.B est défini.

Par linéarité, on définit pour deux cycles le cycle X T Y et X.Y

dans le cas ou les composantes de X et Y se coupent proprement.

Nous allons énoncer maintenant une série de propriétés de cette inter-
section, que nous ne démontrerons pas. Pour les démonstrations, nous vous ren-
voyons & : Méthodes dlalgébre abstraite en géométrie algébrique par P, Samuel,

Springer 1955.
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1) Invariance par isomorphisme local : Soient V et V' deux variétés ,

¢ 2 V- V' un isomorphisme local, soient C', A', B' les images de C, A, B

respectivement, alors :
i(c, A.B, V) = i(c', A'.B', V') .

2) Associativité : soient X, Y, Z trois cycles homogénes tels que

toute composante de Supp X N Supp ¥ N Supp Z soit de codimension

codim X 4+ codim Y + codim Z alors X.(v.72) = (X.Y).Z : en général, si 1'un des

deux membres est défini, l'autre l'est aussi.

%) Produit : Soient V et V' deux variétés lisses, X et Y deux cycles

de V , X' et Y' deux cycles de V' . On a alors :

Exx) . (Fwy) = (xY) x Xx'.X")
VxV? v A

et si 1l'un des deux membres est défini l'autre l'est aussi.

4) Projection : Soient V et V' deux variétés, A une sous-variété de

Vx V' et p la projectionde V x V' sur V . Notons A' = p(4) , la variété
engendrée par p(A) . On a dim A' £ dim A . Si on a l'inégalité stricte, on
écrira prV(A) =0 , 51, au contraire dim A' = dim A , alors k(A) est une ex-

tension fihie de k(A') et on pose :

pro(4) = [k(a) : k(a")]ar .

n a alors la formule de projection.

Supposons p propre (ce qui sera le cas si V' est projective). Soient

X un cycle sur Vx V', Y uncycle sur V . On a alors :

(x . (xxv)) .
Vx V!
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Solent V et V' deux variétés, nous appellerons correspondance entre

Vet VP tout cycle sur V x V' . Soit Z wun tel cycle et soit X' wun cycle
sur V', Regardons le cycle :
z(x*) = pr (v x X').2)
dans le cas ol ceci a un sens (c'est-d-dire o (V x X').Z est défini),
En particulier si f est un morphisme V — V' et si Z est le graphe de T ,

pour tout cycle X' sur V' , on note f_1(X') = z(x') .

Théoreme s Soient X' et Y' deux cycles sur V' ., On a alors

f—i(X’gY“) = ffq(X”)af-ﬁ(Y?) et s8i 1'un des deux membres est défini

1'antre 1l'est aussi.

Le théoréme est une conséquence des résultats précédents et du résultat
suivant que 1l'on appliquera au cas Z <V x V! , .Z étant isomorphe & V

par la projection sur le premier facteur :

Formule d'induction : Soient U c V deux variétés non singulidres,

X un cycle sur U , Y wun cycle sur V , on a alors X.Y = X.(YaU) .
’ B v U v

§ 2, RELATIONS D'EQUIVALENCES ADEQUATES.

Sauf mention expresse dﬁ contraire, la lettre V désignera une variété
projective non singulidre (i.e, lisse) ; nous noterons gd(v) le groupe des
cycles de codimension d de V , Une relation d'équivalence R (notée Ny Ol A
si il n'y a pas de confusion possible) définie entre cycles de méme codimension
d'une méme variété projective lisse V , sera dite adéquate si elle satisfait

aux trois axiomes suivants ;
d
(R AI) XaX! & X - X' appartient & un sous—-groupe de g (v)

que nous noterons %f/(v) .
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(R AII) , 7 est un cycle sur Vx V', et X' un cycle sur V'

tel que 2Z(X') soit défini, alors X'~ 0 => &(X')~v 0

(R AIII) (”moving lemma”).

. Si Wj est un ensemble fini de sous-variétés non nécessairement lisses
de V , X un cycle sur V , alors il existe un cycle X' sur V tfel que
X'~ X et que X’,Wj. Soit défini pour tout

Voici quelques conségquences simples de l'axiome R AII :

(a) XNVO=> XXWNVxWO .

I1 suffit de prendre le cycle Z = A_x W de VxVxW, A, A désignant

v v

la diagonale de V x V , et d'appliquer R A, & 72(X) =V xW.
(b) si X et Y sont deux cycles sur V tels que X.Y soit

‘défini, alors Xm0 => X.Y~0.

(c) si X est un cycle sur V x W , alors

X ~v 0 = prV(X),\, 0
VW v

(démonstrations analogues a celles de (a)).
Remarque : réciproquement, les conditions a, b, ¢ impliquent R AII
car, par définition z(X') = prV((V x X').Z) .

Proposition 1 : soit X wun cycle sur V , W une sous-variété de

V telle que X.W soit défini, alors :

-X-"\./ O => X4W~ O »
v W

On a, en effet, X.W = I(X) en notant I 1le graphe de l'injection

canonique W -V
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On voit de méme que si Y est un cyclede WcV , alors :

YAy O0=> YA, 0O .
W v

d=dim V a
Théoréme . I, Le groupe E(V) = @ g (V)/ d "est un anneau
S d=0 g (V)

r~

commutatif gradué, guand on le munit du produit défini par le produit

d'intersection‘des cycles,

Cela va résulter des propriétés du produit d'intersection et des axiomes

ci-dessus en vertu du théordme plus précis suivant :

Théoréme IT, Soit Z un cycle sur V.x W .

a) l'application X —> Z(X) définit un homomorphisme additif
gradué :

5(VJ- i > Z(W) gqui ne dépend que de la classe de Z .

b) si Z est le graphe d'un morphisme JsW-1 (donc si
7(X) = 3_1(X)) ~alors l'homomorphisme Zx est multiplicatif et de

degré zéro. On posera alors Jj* = 7, .

En effet, pour que a) ait un sens, il faut prouver que, guel que
soit le cycle X sur V , il existe X'ar X tel que Z(X') soit défini,

Cela va résulter du lemme suivant :

Lemme : ("transversalité"). Pour tout nombre positif j , posons :
Tj ={p¢€ Vldim(P X W, Supp(Z)) > j} . Alors Tj est un fermé de V , et
si un cycle X de V intersecte proprement toutes les composantes des Tj s

7(X) est défini.



(1)

'I‘j est fermé dans V (Samuel : MAAGA P. %6). Posons

X, = (T. - T, ) NX . On voit facilement que
J J J+1

dim((Xj x W) Nnz)= dim(Xj) + ] puisque pour tout point p

de X, ona par définition dim((p x W) N supp(Z)) = j : il suffit alors de
prendre un point (p,q) ¢ (Xj % W) N Z générique (p sera alors un point
générique de Xj) et de compter les dimensions (MAAGA p. 56).
! = oo e M H
D'autre part, comme Xj (Tj’ ’Tj+1) X, ona
dim(Xj) & dim(X) + dim Tj - dim V .
On a donné une
dim((T. W)NZz)=dim T, + ] en supposant T, T, .
(¢ 5 % ) N 2Z) 5 ( PP S F e

r X est la rédunion des Xj donc

dim((X x W) N 2)) & Sup dim((xjxw)fw 7)) & Sup(dim X+dim Tj
- dim V + j)

= Sup(dim X+dim((TjXW)rﬁ 7)-dim V) = din(Xxw) + dim((VxW) A Z)
- dim(vr)
ce qui exprime bien que Z(X) est défini.
Le b) du théortme II est maintenant facile, car si on a un morphisme

i : Wo 7V et deuwx cycles X et ¥ de TV tels que X.Y et 3 (X.7) soient

définis, on a : iz = 7))

Le lemme de transversalité permet de trouver deux cycles X' et Y!

équivalents & X et Y tels que 5 1(x.Y) et X.Y soient définis.

(1) sigle désignent "Méthodes d'algdbre abstraite en géométrie algébrique"

(Erg.der Math,,NF, n° 4, Springer, 1955 et 1967).



§ 3. EQUIVALENCE RATIONNELLE.,

Soient V wune Variété projective non singuliere, X et X' deux cycles
sur V . Nous dirons qu'ils sont rationnellement équivalents s'il existe un cycle
Z sur V x 91 ,:deux points a et b de P1 tels que Z(a), Z(b) soient définis
et tels que X-X' = Z(a)—Z(b) o

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1 : a) 1l'équivalence rationnelle est une relation d'équivalence

adéquate,

b) c'est la plus fine des relations d'équivalence adéquates.

_On voit tout de suite que b) résulte de a), de l'axiome (RAII) des
relations d'équivalence adéquateset du lemme suivant.

Lemme | : Soit ~ une relation d'équivalence adéquate, Alors pour tout

couple (a,b) de points de P1 , on a (a) i (0).

Soit a wun point de P1 . D'aprés le moving Lemma, il existe un cycle

Y =2 ni(bi) sur P, tel que Y ~ (a) et (a).Y soit défini, c'est-a-dire

[

a # bi pour tout 1 . Construisons pour b % a , une application rationnelle

g (donc un morphisme) de P1 sur P1 tel que f(a) = a et f(bi) b . Par

exemple, on prend a & 1l'infini et pour g le polyndme xa~> b + I (x—bi) .
i
Donc g*(a) = (a) ~ g*(z nibi) = n(b) ob n=73% ni et ou g, est ltapplication
définie & partir de g de g(P1)-+ 3(91) (cf, théordme 1 du chapitre précédent)
De méme on construit un morphisme g' de P1 dans P1 tel que g'(a) =Db et
g'(b) = b : on prend le polyndme x — b+(x-a)(x-b), Par g! , ona b ~nb et
donc a ~ b .
Avant de montrer a), nous allons faire quelques remarques :
Remarques : Dans la définition de l'équivalence ratiomnelle, on peut remplacer
1.

P, par n'importe quel espace projectif Eh , par un produit de droites projec-

tives et plus généralement par une variété dont deux points quelcongues peuvent
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&tre joints par une courbe rationnelle., (n montre que c'est le cas pour une
variété unirationnelle, c'est-a—dire une variété dont le corps des fractions
rationnelles est une sous-extension d'une extension pure de k ; mais nous n'uti-
liserons pas ce résultat dont la démonstration est assez "fine".

En effet, on a le résultat suivant :

Lemme 2 @ (changement de paramétres) : Soient Z wn cycle sur V xR

ou V et R sont deux variétés non singulitres et r wun point de R tel que

7Z{r) soit défini,

Soient S wune variété non singuliere, f un morphisme de S dans R

et s un point de f_1(r) . Notons f!' =1_xf ., Alors Z' = f'_1(Z) et 7'(s)

v

sont définis et 2'(s) = z(r),

comme Z(f(s)) est défini, (V x f(s)). Z est défini.
Soit A la diagonale de V x V , le graphe A' de f' est alors
Fx A ou F est le graphe de 1 ,
Par définition, on a :
¢
07(2) =y (W) . () = 2
VxSxVxR

{ 2'(s)

I

Prv((VxS)eZ")

prv(prVXs((VXSXVXR).(vxsxz.FxA)) .

e

or F x A (FXVXV)O(SxRxA) . On est donc ramené & montrer que le produit :

T = (VxsxVxR) o (VxSxZ) » (BXVXV ) o ( SxBxA)

est défini et que sa projection sur V est 7z(r), Or (VxsxTxR ) VXV = VxsxUxr o
n est donc ramené a montrer que :

T = (VxSxZ)«(VxexVxr) (SxBxa)
est défini et que sa projection sur V est z(r)

or (Vxr).Z est défini et égal & Z(r) x r donc
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(VxexZ(r)xr )« (SxBxA)

=]
]

(sxr )Ix(Vxz(r).a)
qui est bien défini et a bien Z(r) pour projection.
(On a méme un résultat plus précis,

Théoredme 2 : Soit X wun cyecle ~ O pour 1'éguivalence rationnelle,

Alors 11 existe deux points a et b de P1 , un cycle positif sur

V x P1 tel que T(a) et T(b) soient définis et tel que X = T(a)-T(b).

La démonstration est analogue a celle de (RAI) ci-dessous.

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme 1. Nous prendrons
en général P1 comme espace de parametres et nous noterons ~ 1'équivalence
rationnelle.

Montrons (RAI) . Soient X et X' deux cycles équivalents & zéro sur V
et de méme codimension d , Eerivons X = Z(a) - z(b) , X' = zt(at) - 2'(v!) avec
a,b,a',b' ¢ P1 et Z et Z2' des cycles de V x P1 . Regardons sur P1 x V x P1

le cycle Z x F1—91 x Z' on a :

Ulaxat) = U(bxb?)

7(a) - zt(at) —(?(b) - Z‘(b‘))
=X - X' .

Donc X - X' ~ O (ici l'espace de paramdtres est P1 x P, et 11 est élémentaire.

1
que deux quelconques de ses points peuvent &tre joints par une courbe rations
nélle) ; d'ob X - X' ¢ gd(V) . Montrons maintenant RAII 3 nous aurons besoin

pour celd des deux résultats suivants :

Proposition {1 : Soient V et W deux variétés non singulieres, X un

cycle sur V équivalent & 0 . Alors Vx W~ 0 sur VxVW.

Par lindarité on voit que l'on aura X x Y ~ O pour tout cycle Y sur V.
Ecrivons X = Z(a) - Z(b) avec Z cycle sur V x P1 et a,b ¢ P1 . En
utilisant la formule d'intersection sur un produit, on voit que z'(a) est aéfini

et que z'(a) = z(a) x W . De méme Z'(b) est défini et Z'(b) = Z(b) x W, d'oh

Xx W= 2'(a) - 2'(b) .
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Proposition 2 : Soient V et W deux variétés non singulieres, X un

cycle sur V x W . Alors si X ~ O prV(X) ~ 0 sur W .

Soient Z wun cycle sur V x W x P1 , aet b deux points de P1 tels
gue X = Z(a) - Z(b) . .Posons Z' = perP (Z) ., On vérifie par la formule de
1 .

projection que pnv(z(a)) est défini et que ;rv(z(a)) = 7'(a) . De méme pour

b , de sorte que prV(X) = 7'(a)=-2'(b).

Pour démontrer (RAII) , 11 nous suffit donc de montrer la proposition

suivante :

Proposition 3 : Soient X et Y deux cycles sur une variété non singu-

lidre V . 81 X ~ 0 et si X, Y est défini, alors X.Y ~ O .

Ecrivons encore X = Z(a) - Z(b) ou Z est un cycle sur V x P1 et
a et b deux points de P1 . Supposons Z(a)oY défini, alors si X,Y est défini,
72(b).Y 1l'est aussi et X.Y = Z(a).Y - Z(b).Y . |

On regarde alors le cycle Z' = (YxP1)°Z et on a, par la formule de
projection 2'(a) = zZ(a).Y 2'(v) = 2(b).Y et X.Y = z2'(a) - 2'(b) .

I1 s'agit donc de se ramener au cas ou Z(a).Y est défini. Pour celkx

nous aurons besoin du résultat suivant,

Proposition 4 :(MOVING LEMMA FORT) : Soient X wun cycle sur une variété

(T des sous-variétés de V en nombre fini

non singulidre V , (W.). k)keK

telles que les Tk°X soient définis. Alors il existe un cycle X' sur V

équivalent a X tel que :

a) X'.Wj et X'.T  sont définis pour tout Jj et tout k ,

k

b) il existe un cycle S sur V x P1 , deux points a,b ¢ E1 tels que :

%-x' = S(a)-s(b) et que S(a)oTk et S(b)eTk sont définis

pour tout k .

Terminons la démonstration de RAII . On applique le moving lemma fort,

au -cycle Y , aux composantes de Z(a) et Z(b) (elles joueront le rdle des Wj)’
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et pour (Tk) on prendra la famille des composantes de X . Il existe donc un
cycle Y' sur V équivalent & Y tei que :

a) Y'.z(a), Y'.z(b), Y'.X soient définis, donc d'aprés ce que l'on
a vu plus haut X.Y' ~ 0O

’

b) il existe un cycle S sur V x P1 , a' et b' deux points de P1
tel que : T-Y! = S(a’)-S(b”), s(a').Xx et S(b').X sont définis,

Donc X.(Y-Y') est défini, et d'aprés ce que l'on a vu plus haut
X.(Y-Y') ~ 0 donc X.Y ~ 0.

De plus le moving lemme fort entrafne le moving lemme, Il suffit donc de
le démontrer pour terminer la démonstration du théorédme 1.

Reprenons son énoncé,

Moving lemma fort : Soit X wn cycle sur une variété V 1lisse et pro-

Jjective ; soient (Wj)jEJ et (Tk) des sous-variétés de V en nombre fini

keK

telles que X.T soit défini pour tout k € K ,

k

Alors il existe un cycle X' sur V tel que :

1) X ~ X',

soient définis pour tous j € J , et k¢ K,

? H
2) X SIS S

3) il existe un cycle Z sur V x P1 tel que X-X' = Z(a)mz(b)

avec Z(a).,T:k (et donc Z(b)@Tk) défini pour tout k ¢ K) .

Il est clair que par linéarité on peut supposer X irréductible,

Lemme 1 : Supposons WcCV c:E’q et soit X wune sous-variété de V .

Scit L une sous-=variété linéaire de Pq de dimension 1 = ¢-X-W-V-1 (par

convention les varidtés de dimensions négatives sont vides et la dimension de la
variété désignée par une majuscule est la minuscule correspondante). Supposons

W1 = L.,W défini : alors : X leﬂ = f => X.W est défini .

ma X.W, = x(L.W) = X.(W.L.) = (X.W.)L. et par hypothdse X.(W.L) est défini,

il en est donc de méme de X.W (cf. plus haut),
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Remarquons qu'il existe toujours une variété linéaire de dimension donnée
telle que L,W soit défini, En raisonnant par récurrence sur la codimension, on
peut supposer codim L = {1 , c'est-a-dire L &éfinie par une équation. Il suffit
alors de trouver L telle que W ¢:L , ce qui est toujours possible,

Le lemme 1 nous permet ainsi de supposer que les Wj et les Tk sont de

dimensions telles que ¢

X'°Wj défini <==> X' N wj =f et X'eTy défini <=>X"n T, = Jo

(autrement dit, on peut supposer que dim Wj §V~-x- fd

Définition : Soient A et B deux sous-variétés de Pq . On appelle joint

de A et B la sous-variété J(4,B) de Pq telle que, si dans un ouvert affine

on a posé , k[4]

k[B]

k[x1 veo Xq]

k[x

1

I

1 q

alors :

k[J(4,B)] = k[tx1+(‘1—t)x”1g txq+(1—t)x'~q] .

Remarque : Ceci est un sous-anneau de (k[x1 Qv X4](22k[x'1...x“q])[t] :
k
Géométriquement J(AyB) est 1'adhérence de la réunion des droites joignant un

point de A & un point de B distinct du premier.

Lemme 2 : Si ANB=p , alors dim J(A,B) = dim A + dim B+ 1 , et

1'inégalité dim J(A,B) § dim A + dim B + 1 est valable sans hypothése.

Remarquons en effet que 1l'on a A c:J(A,B) et B C:J(A,B) donc la formule des
dimensions donne ¢

-1 ydim A + dim B - dim J(A,B) soit

dim J(A,B) » dim A + dim B + 1 .
Comme d'autre part dim J(A,B)  dim A 4+ dim B + 1 (puisque

k[J(4,B)] c k[A] @ k[B][t]) , on a bien 1'égalité. Posons alors :
k
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W
d

g
T k

I

J(X,wj) Nied ,

J(X,Tk) Vi cx .

Soit L une variété linéaire de dimension g-v-~1 telle que :
1) LN W“j = L T’k = ﬁ. gquels que soient J € J et k¢ K,
2) LNV =p,
3) L NP = p , ol dans chague composante des X Wj , on a

choisi un point X, ¢ alors Pi désigne la variété lindaire (de dimension v)

tangente & V en X .

On a dim W’j £ dim x + dim Wj + 1
LX+v=-x-14+1=v et de néme
dim T’k LV
Il est alors clair gqu'on peut trouver une variété linéaire L de dimen-
sion g-v-1 réalisant les trois conditions ci-dessus : il suffit en effet
d'exprimer que l’intersection»de L avec un nombre fini de variétés de dimension

& v est définie. On note C le cbne joint de X et de L ; il est de dimen~

sion g+x=v , donc sa codimension dans Pq est égale & celle de X dans V .

Soit x; € N Wj s Pi la variété linéaire tangente & V en x ; la
condition 3) ci-dessus signifie que la génératrice L' de C (variété lindaire
de dimension g-v qui joint x & L ) est transverse & la variété linéaire Pi

5 s ] — — —_ 4 —
(soit dim L WP, = qV4v-g = 0) donc que L'/ P, = {Xi} .

Lemme 3 : Sous les conditions précédentes, X est composante avec mul-

tiplicité 1 de l'intersection C.V.

Montrons dfabord que C.V est définie ; celd montrera que X est compo-
sante de (C.V , car il est clair que X cCN YV,
Soit X1 une composante de C,V., , on a :

J(X1,L) c C donc
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-

i = dim(J(X19L)) € dim C = g-v+x
cecl donne dim(X1) £ ¥, ce qui implique bien que C.,V est définie. On peut
donc écrire :

C.V=X+R .

I1 est alors impossible que X soit une composante de R , & cause de
la condition 3) ci-dessus : soit x; € n Wj tel que la génératrice L' soit
transverse & la variété lindaire Pﬁ tangente & V en X (Xi) est alors
une composante de L'.V avec multiplicité 1 (i1l suffit de regarder 1'idéal de
L' dans l'anneau local régulier de V en Xi) . En intersectant C,V. avec L

on voit alors que le coefficient de X est nécessairement + 1

Lemme 4 : Toute composante de R.K}Wj est contenue strictement dans une

composante de X-f)Wj o

Soit a ¢ R f\Wj : par définition de C . a estaur une droite joignant un
point b de X & un point de L .
Supposons a différent de b ; alors ab CIW“J = J(WJPX) ce qui implique

W"j NL # ﬁ s, ce qui est exclus par la conditicn 1) Ci-dessuso

n adonc a=5b, soit a¢ XN Wj o
Dfautre part, le raisonnement du lemme 3 , montre gue 1l'on ne peut avoir

X € R.bej pour les X5 de la condition 3) ci-dessus. Ceci montre le lemme 4.

O a en particulier dim(R wj) < dim(X N Wj> o (n a de méme R f»Tk =p
puisgue X f\Tk =p ).

Refaisons la m8me construction en remplagant X successivement par chaque
composante R' de R (toutes les composantes de R sont de dimension x : lemme 3).
On trouve alors une relation de la forme :

R+R, = C,.V  avec dim(R1n wj) < dim(Rnwj) .

Au bout d'un nombre fini d'opérations, on obtient ¢

Rq_#Ry = C;.V avec RN WJ.:[S Yied.
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On peut donc écrire X = (—1)d_1Rd+(C-C1+a,°(—1)dCd)oV .

au moyen

Nous allons maintenant faire "bouger" les clnes 0’01’°'°’Cd

du lemme suivant :

Lemme 5 ¢ Soit V wune variété, G wun groupe algébrique opérant tran-

sitivement sur V , Wet W' des fermés de V . Alors l'ensemble H des o € G

tels que olW) A W' # f est un fermé de codimension dim(V)-dim(w)-dim(w*) .

En particulier, si dim(W)+dim(w') < dim V , les ¢ € G tels que

(W) AW = forment un ouvert non vide de G .

En effet, soit j 1le morphisme de G x W dans V défini par
jlesa) = ola) pour a ¢ W . Les stabilisateurs des éléments de V sont tous
conjugués dans G (car G opdre transitivement),; leur dimension s satisfait &
dim(G) = & + dim(V) .

)

D'autre part, pour b € V , 1e»fermé j—1(b) est fibré sur W (par prw
avec des fibres de dimension: s . On a donc :
din(3~ (b)) = aim(w) + s
dfol dim(j"1(w“)) =dim W' + dim W+ s .
Or, par définition, H = prG(j_1(W")) : H est donc un fermé de dimension
telle que

dim(H) g dim(j—1(V)) dim W' + dim W + s

dim W* + dim V + dim G = dim V .

Ce lemme montre que 1l'on peut prendre des cdnes C“,C'1,e..,C"

des Ci par des transformations projectives (G = PGL(q)) tels que :

C'i.V, C'iaw39 C’ioeeT ~soient définis.,

k

Posons : X' = (—1)d—1R + (C“—C”1+.oo+(—1)d0”d)ov .

d

d .
o a : X-xt = ( g (—1)1(ci—c”i))ev )
i=0
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On peut ainsi écrire Ci ='Ti(a) . C'i = Ti(b) s O aetbeG,
Ti étant un cycle de G x Pq (a représente la projectivité identique, et

2

b la projectivité qui fait passer de Ci a C'i). Comme G = PGL(q) est une
variété telle que deux quelcongues de ses points peuvent &tre joints par une

courbe rationnelle ("bien connu"), Ci et C'.l sont rationnellement équiva-

lents ; il en est de méme de X et X' et 1l'on a :

xxt = (3 0N () - 1,7 = (st @)y - (' @)y

or, (Ti(a)OV)QTk est défini pour tout i puisque (Ti(_a).@‘,Tk = (c,.v).1,

est défini (c'est-a-dire vide) par construction.

Ceci acheve de montrer le "Moving Lemma fort'.
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EQUIVALENCE RATTONNELLE : LA DIMENSION ZERO

Dans les six premiers paragraphes, nous rappelons des propriétés et démon-

trons les lemmes dont nous aurcns besoin par la suite, Le corps de base est ¢ .

§ 1, FORMES DIFFERENTIELLES,

1.le Sur une variété réduite, on définit les modules Q" des i-formes

différentielles, Localement, si X est la variété affine d'anneau

Q1 est le Qo-module engendré par dX1,,,o,dxn avec comme relations

AP, = .., = df} =0 et Ql est la i-idme puissance extérieure de 91 . De méme
pour les modules MY ge formes différentielles méromorphes s localement, on note
m}q 1'anneau total des fractions de ° et on pose Tﬁ;q = M° R ot .

4 est

Le sous-module de torsion Tq est le noyau de Qq-é [ﬁbq 3 comme Q
localement libre aux points de lissité, la torsion a son support contenu dans le lieu
singulier de la variété,

A un morphisme f ¢ X - Y , on associe un morphisme de faisceaux sur X £¥* :

q q
% — R
<QY ) QX
1e2. LEMME : pour un morphisme dominant de variétés réduites, X -7 ,

on a une epplication injective :
q q
£* s - .
bl - bl
£f* est définie, une forme méromorphe étant définie par sa restriction &
un ouvert‘dense, par exemple un ouvert U ou elle est holomorphe., Soit donc  une

section de ﬂb% o f*(wlU) est holomorphe sur 1l'ouvert dense f“1(U) de X et se

prolonge en une forme méromeprphe unigque sur X ,



g -

1.3, LEMME : soit f : X - ¥  un morphisme de variétés réduites. Alors
le diagramme suivant est commutatif :z

0 - T% -

s LM

|

“y
R L

de sorte que l'on a un morphisme T%-e Tg o

Démonstration de Hironeka : on éclate l'adhérence de f(X) dans Y et

on résoud les singularités, d'oll le diagramme commubatif

[N 8

dominant

—

Y
l' birationnel avec Y'!' lisse,
Y

I S

Siow € T% ,

dense, donc nulle puisque Y' est lisse, A fortiori l'image réciproque sur X' est

l'image réciprogue de ¢ sur Y' est nulle dans un ouvert

nulle dans fﬁ:;v . Comme ﬁb% - n@%x est injective, I*yp est de torsion.

§ 2. NOMBRES DE BETTI,
2.1, Pour une variété différentielle réelle X , On pose
bi = dimC Hi(X,C) , i=-tme nombre de Betti,
| Dans le cas d'une variété algébrique sur € de dimension n , et plus

généralement d'une variété k#hlérienne, on a une décomposition B = @® gPd ’
prg=1

ce qui permet de poser bp Q= dim 5P'% | Rappelons (voir Be. que P o Hq(X,QP) N

?

La dualité de Serre et celle de Poincaré se traduisent par

b = b =Db o
b,q n=-p, n=q q,P



2.2, Cas d'une surface algébrique :

b =1, b, =2b s, b, = 2b +b.'9b3:=b19 b4=10

b1 o est 1' "irrégularité" de la surface, b o son genre géométrique, noté
9

aussi D
g

§ 3. CLASSES DE CHERN, ANNEAU DE CHOW.

Soit X une variété algébrique projective et lisse.

%,1e Définition s 1l'anneau de Chow est l'annean des classes d'équivalence

rationnelle de cycles (algébriques). C'est un anneau gradué par la codimension

Ax) =@ M) .

2, A un fibré vectoriel F sur X , on associe un élément c(F) de

A(X) gui sera dit sa classe de Chern (voir Groth.) ¢ c(F) = cO(F) + oo + ci(F) + eoc

vérifiant les axiomes :
i) cO(F) =X noté 1 ,
ii) pour une suite exacte

0->F = F->F">0, c(F)=c(F).c(F) .,

iii) fonctorialité par rapport au changement de base
£f:Y-X c(£*F) = £*(c(F)) .
iv) swr P, o(S) =1+ 1 point, § &tant le fibré standazd

correspondant au faisceau '’ 09(1) o

Etant donné un fibré F , il existe une variété lisse Y , et un morphisme

f 3 Y¥Y->X, sur laguelle F se décompose en quotients successifs F, , FJ/F
341

étant de rang 1 , et telle que A(X) soit identifié par £*¥ & un sous-anneau de

A(Y) . On peut prendre par exemple pour Y la variété des drapeaux de F . D'ol

on pourra, en utbtilisant ii) supposer que O(F) = H(1+Yi) avec Y5 € A1(X) o

3.3, Dans le cas d'un fibré inversible, c(F) = 1 +div(s), s é&tant une

section méromorphe de F(# o) . On vérifie que si s,s' sont deux telles sections
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s ® SEB1 est une section du fibré trivial FQ ¥ (F% ou F_19 dual de F) , done

div(s) = div(s') est lindairement équivalent & 0O ,

3.4, (n utilise aussi les classes de Chern a valeurs dans la cohomologie
ordinaire Hzi(XQZ)Q C'est une théorie moins fine que la précédente en ce sens que
l'application ¢ fibré > classe entidre se factorise par fibré » classe dans 1l'anneau
de Chow #> classe entigre, Il suffit de donner 1'homomorphisme pour les fibrés en
droites ; remarquant que le groupe (pour '®) des fibrés inversibles modulo isomor-
phisme est isomorphe au groupe des diviseurs (mod équivalence rationnelle) et &

H1(X9 (QO)*) 5 (Qo)* étant le faisceau des. fonctions holomorphes inversibles; la

o0 exp 2Ii N o¥

suite exacte 00— 2Z - Q Q =~ 0 donnera au signe prés le morphisme

% .
cherché A'(X) %hH1(X9 Q”") - HZ(X, z) .

§ 4, FAISCEAU CANONIQUE,

e e . on , . . s
4,1, Définition ¢ le faisceau @ , n étant la dimension de la variété

lisse X , est dit canonigue et noté K 3 il est localement libre de rang 1 .

on note K ou K(X) le diviseur associé défini & équivalence lindaire

pres, et X le fibré en droites correspondant,

4.2, Proposition : si X est une hypersurface lisse de Y , alors

K(x) = K(Y).X + X.X dans 1'anneau A(Y) .

En effet, on a la suite exacte O — N* - T*(Y)lx . T*(X;"—> 0 avec N*
fibré conormal, T*(Y) fibré cotangent, En prenant la premidre classe de Chern, on
remarque que c1(E) = 31( i E) pour un fibré de‘rang e , et que
e, (1) = - x.X (Be, 7.1.).

4,3, Corollaire : pour une hypersurface X de Pn+1 , de degré q ,

K(X) = X.Z avec Z hypersurface de degré q - (n+2)‘°
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En effet, soit H wun hyperplan de Pn+1 s X ~gH et K(Ep+1> ~ (n+2)H

Pour une ccurbe, il faut donc prendre son intersection avec les courbes

de degré g-3 ; pour une surface, avec les surfaces de degré g-4 .

4.4, Remarque : quand on éclate un point de X : g : X—->X, on a

K(g) = %(K(x)) + (n~1)E , E étant le diviseur exceptionnel (Be., 8,15).

Pour une courbe, K est donc un invariant pour un morphisme birationnel,
mais ce n'est plus vrai pour une surface ; les self=-intersections sont lides par :
(K(i))2 = n*(K2)-p » P un point quelcongue de E. ., I1 faut donc considérer unigue-
ment les modeles minimaux, dans chaque classe d'équivalence birationnelle de surfaces,
pour décrire le faisceau canonique (2 surfaces sont dites équivalentes s'il existe
une application birationnelle de 1l'une dans l'autre, X est dite minimale si tout

morphisme birationnel X — X' est un isomorphisme ),

4,5, Plurigenres : le faisceau canonique permet de définir des "invariants"

de la variété (par invariant, on entend constant dans la classe d‘'équivalence

birationnelle),
fos s iy . . o n
Définition : n-iéme plurigenre p, = dim H (X? K) .
L'invariance résulte du lemme : soit une application birationnelle
f ¢ X—->X' de deux variété lisses, Alors pn(X) > pn(X“) o

En effet, f est un morphisme en dehors d'un ensemble de codimension 3 2
sur X . L'image réciproque d'une forme différentielle sur X' est une forme méro-
morphe, régulidre aux points de profondeur 1 , donc holomorphe (le pdle d'une forme

méromorphe est un diviseur).
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4.6, Surfaces réglées ¢

Définition : une surface est dite réglée si elle est birationnellement

équivalente au produit E1 x C, o C est une courbe lisse, Elle est dite géomé-

triquement réglée si elle est isomorphe & P(E) , & é&tant un fibré vectoriel de

rang 2 sur C et P(E) le fibré en droites projectives associé,

Les surfaces réglées sont un bon exemple d'application du calcul des
plurigenres.

Lemme s Pour une surface réglée, p, =0 Yoy,
. . 1 1
En effet sur P1 x C , le faisceau canonique est qT(Q (@1))<® qS(Q (C)) ’
q1 et q2 étant les deux projections, La non existence de sections globales de
91(E1)(g:n entrafne la nullité de B, o

Réciproguement, les "Italiens" ont montré que la nullité de entraine

Pi2
que la surface est réglée (voir démonstration rigoureuse dans Sa.). Signalons au
lecteur surpris par le nombre 12 que l'on a le théoreme plus facile :
Théoréme : p, =0 et b1 o > 1 ==> la surface est réglée (voir Sa.,p.54).
2

§ 5, SYSTEMES LINEATRES,

5.1. Définition :on appelle systéme linéaire une famille de diviseurs

positifs de la forme D + div(x1f + c.o + hnfn) , avec (k1’°@°’hm> € Cm ) f1,goa,f

1 m

fonctions méromorphes données.,

On dit que le systéme est complet s'il est l'ensemble des diviseurs
positifs linéairement équivalents & un diviseur donné. On note iDg le systeme

complet associé & D ; c'est l'espace projectif Proj(&é (D)) avec ;g(D) = HO(X,QQ o

on pose (D) = dim &b (D) .

5.2, _Définition : un systéme complet |Dt “est dit spéeial si

2(K-D) > 0 ; en d'autres termes, s'il existe D' % o , tel que D'+D soit un

diviseur canonique.
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Par exemple, sur une courbe, un diviseur canonique étant de degré 2g-2 ,

tout diviseur de degré ) 2g-1 est non spécial,

§ 6. THECREME DE RIEMANN ROCH,

Nous ne le donnons que pour les courbes et les surfaces ; voir Hirzebruch

pour le cas général des variété analytiques non singulidres,

6.1, Définition : la caractéristique d'Euler Poincaré d'un fibré F sur

la variété X est ll'entier :

L5,F) = 5= aim B (x,7) .

Choisissons l'orientation canonique pour la variété complexe X , ce gqui
fournit un isomorphisme Hzn(X,Z) 22 aec n =dim X . Les classes de Chern dans

H*(X,Z) de dimension maximale sont alors considérées comme des éléments de Z .

6.2, Cas d'une courbe : soient X wune courbe non singulidre et F un

fibré en droites. Alors y(X,F) = 01(F) - % 01(K) .

Ici, 01(F) est le degré du fibré et 01(K) = 2g-2 , avec g , genre de
la courbe, Si F est le fibré associé & un diviseur D , en utilisant la dualité

de Serre, le théoréme prend la forme

£(D) + £(K-D) = deg(D) - g~1 .

6.3, Cas d'une surface :(toujours pour un fibré en droites).

2 (1,5) = 5 2(8) + o (F) & o (1) + T5(cH(n) + o (1))

avec T fibré tangent.
Rappelons que c1(T) = - c1(K) .

Pour un diviseur D , on pose Pa(D) , genre arithmétique, = 1 + %(D2+KD) .
Si D est une courbe irréductible non singuliére, le fait que Pa(D) soit le

genre de la courbe résulte de 4-2 .
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Pour une courbe irréductible singulidre, on résout les singularités par
une suite finie dféclatements de points de la surface ; supposons que D n'ait que

1y 2, 400y & ) Qque

Il

des singularités quadratiques en nombre § au points Pi (i

l'on fait éclater. L'image réciproque D' est non singuliere. De l'invariance du

nombre d'intersection, on déduit D2 + KD = Dn2 + K(X).D' + 25 , d'ol la formule

PE(D) =g +6 .

On peut donc réécrire Riemann-Roch :

ﬂmy=z®>+ﬂnw—deWLm

Il

2 D(D-K) + x(X,K)

2
D° - Pa(D) + 1+ y(X,K) .

dim HO(Xng) - dim Hi(X,Qz) + dim H2(X,92)

Il

Remarque : X(Xxg)

= P, - g+ 1 en posant q = b2,1 = b1,o .

g8

Dans le cas général, on pose X(X,QO) = X(XLK> = Pa(X), genre arithmétigue de

la variété. Mais pour les surfaces, certains auteurs prennent X(X,QO) -1

La_caractéristique d'Ruler Poincaré de la surface, y , est le nombre

2(—1)1bi (c'est la caractéristique du faisceau des fonctions gkm, par exemple).

. . : 1
x=2=4a+ b, =c (1) droh x(X,K) = TE(K?+X) .

§ 7. SUR L'ARTICLE DE NUMFORD,

7.1, Position du probleme : Mumford se propose de monirer que pour une

surface algébrique projective non singuliére sur € , la "finitude" du groupe AO
des classes de cycles de dimension 0 , de degré (0 , est équivalente au fait que
la surface est réglée, contrairement & Séveri qui considérait cette finitude comme
intuitivement évidente,

Rappelons les notations : Xn produit de n copies de la surface X ,
Sn(X) n-—ieme produit symétriqué = Xn/ avec o groupe des permutations :

o]
n
AO(X) = Az(X)/Z est le groupe des O-cycles de degré O (: {ZniPi|2ni = O}) modulo
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1'équivalence rationnelle,

7.2, Finitude de AO : Par finitude, on entend les propriétés équiva-
lentes suivantes :

1) I1 existe n tel que pour tout O-cycle A de degré > n , il existe
un cycle positif équivalent & A .

2) Il existe n tel que l'application

% % X - Aé(X) est surjective
(4,B) - cg{a-B) .

3) Il existe n  tel gue pour tout g > n et Ttout A ¢ Sq(X) , 11 existe
une sous-variété W de SX contenant A , de codimension ¢ n formée de points
rationnellement équivalents & A .

4) Il existe n tel que pour tout g > n , pour tout A ¢ Sq(X) , et

tout x € X, il existe B ¢ Sq_1(X)v tel que B+x soit équivalent & A .

Démonstration de 1l'équivalence des conditions :

(1) <=> (2) <=> (4) est facile,
3) => 4) :
Soient q X n+! , A€ Sq(X) , W sous-variété de codimension ¢ n
formée de points équivalenté a4 A, et W' = H_1(W)

By

W > x¢

L

W > SOX

> X

Je dis qu'il existe un des facteurs tel que pi(w') =X . Bn effet
dim(W') ¢ ¥ dim pi(W') , dtou codim(W') y q si pour tout i , pi(W') est #X .
D'olt un poiﬁt w! de W' et un indice 1 tel que pi(w') = X ; alors le cycle
a{w!) est de la forme B+x annoncée.

2) => 3) =

Fixons un point de base x € X . L'ensemble



- 27 =
_ n 1 q. _ _
Z—{(A1,A2,B)€SX><SX><SXA1 A2~quo}

est une union dénombrable de sous-variétés. D'aprés 2), la projection de Z sur
s est surjective ; donc une des composantes ZO de Z se projette sur s%x o
On prend pour W une des composantes de dimension maximale de {B' € Sle 3 (A1,A2)
tel que (A1,A2,B') € ZO et (4

sion (S'X x §X) = 4n

1,A ,B) € Zo} . La codimension de VW est ¢ dimen-

- 'q
B B! S X

Nous renvoyons & Mumford pour les démonstrations de 7.3. et 7.4. . Nous

nous contenterons d'en exposer la ligne direcirice.

7.3, Utilisation de formes induites :

Si X est une surface non singuligre, s est singuligre pour n > 1 .
Une forme différentielle holomorphe sur e , invariante par o, ne provient pas

nécessairement d'une forme différentielle holomorphe sur s'x ; par contre

M, = Ml ™.
X X

S

Pour avoir une forme holomoryphe, on change de base.

7e3.1. Lemme : Soient  une forme holomorphe cn-invariante

sur X , S lisse, f un morphisme S - s , Y le produit fibré réduit. Il

existe une forme méromorphe unique telle que P¥n,. - ?*w solt de torsion
— Nf nf

v L 5 ¥
1Y l ln
s —f 5 g%

En effet, il y & un ouvert dense s de S ‘tel gu'un quotient H de a, agisse
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librement au~dessus de f(SO) ; alors f*wIP_1(SO) se descend de maniere unique
sur §° (au-dessus de s° , p est un revétement étale), ce qui définit une forme

méromorphe unique sur S , Ne -

La forme p*nf - f%*3, est nulle dans un ouvert dense, donc de torsion,

7.3.2, Lemme : est holomorphe,

e

Dans la suite, on fixe une forme ( € HO(X, (Qq) Gb:r> et on considgre

n (n)

sur X" la forme invariante - = X p*(w) . Les deux lemmes précédents

Hen.,

s'appliquent aussi bien, d'ou une forme e € HO(S, (@

7.3.3, Lemme : Ne est fonctorielle,
f
h
a) pour S -—> S ~—§—> s'x s Np = h*(n ) .
1 2 f1 f2
b) pour S f'*'g> SnX X SnX — Sn+mX s

en notant f x g 1'application composée,

nf*g=nf+ng°

7.4, Théoréme central : si f£(S) est formée de points raticnnellement

équivalents, alors =0,

e

Remarque'importante : la démonstration de Mumford, qu'il donne pour Qq s'applique

s . r . P £ s
aussi bien au faisceau (Qq>(2 , ce qui nous permettra de déduire du théoreme

des corollaires plus intéressants.

7.5, Application aux surfaces : soit X wune surface, K son faisceaun

(n)

canonique, @ une section de K s W la forme invariante p?(w)+.@e+p§(w) ’

les ps étant les projections de X sur X .

(n)

) N n n p
Dans 1l'ouvert ou g : X - SX est étale, w se descend en une

forme 1 . On considére le sous-ouvert U = {A = % Xilw(Xi> % O} o
1

7e5.1, Lemme :si S est une sous~variété de U et si

nlS =0, alors dim S n .
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En un point de X ,  stéerit f(dx A dy)® o , avec (dx,dy) base

locale de 91

. o T
X Au p01nt A=g Xj de U sy M= % f(Xj) <dX(J> A dy(J))® °

J=1

Si r =1, 1 peut étre considérée comme une forme symplectique sur le fibré
tangent & S et la nullité de q sur S équivaﬁt au fait que en tout point de
S , l'espace tangent est isotrope, donc de dimension «n (l'espace tangent a
S'X  étant de dimension 2n).

Nous laissons & titre d'exercice le soin au lecteur de démontrer que la

dimension de S est bornée par n pour r > 1 .

7.5.2. Corollaire : supposons le plurigenre (voir 4.4)

P, > 0, S0it A € U ; alors la codimension d'une variété irréductible formée de

points équivalents & A est supérieure & n . Autrement dit, la condition 3) de

7.2, n'est pas vérifiée.

D'aprés 7.5.1., si 3) est vérifide, alors pour tout r , P, = 0, ce
qui entrafne que la surface esf réglée (4.6.).

Réciproquement, la "finitude" de Ao pour P1 x C est triviale : A ~ B
si et seulement si les cycles projetés sur C sont équivalents. Or sur une courbe,
la condition 1) de 7.2, se traduif par : il existe n tel que pour tout diviseur
A de degré 3y n , |A| est non vide., D'apreés Riemann Roch, on peut prendre n =g
Pour terminer la démonstration du corollaire, il nous reste & montrer que la fini-

tude est une propriété birationnelle,

7.5.3, - Lemme : soit f une application birationnelle de

deux surfaces lisses : X - X' ., Mors ¥ : AO(X°) - AO(X) est un isomorphisme

et AO(X) vérifie les conditions de finitude 7.2. sl et seulement si AO(X')

les vérifie.

(n a défini- f* pour un morphisme f ; on peut se ramener & ce cas par
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X
-
X

birationnels, h induit wn isomorphisme entre deux ouverts denses U" et U de X"

" o h et h' sont deux morphismes

\\\gﬂ
> ¢
T

l'existence d'un triangle commutatif

—> X

et X . Or>par le moving lemma toute classe de Ao est représentée par un cycle
de TU" (resp. U). Les homomorphismes Ah* : AO(X”)<» AO(X) et h¥ AO(X) - AO(X")
éont donc inverses l'un de 1lfautre.

Ceia nous permet de définir f% : AO(X')-e AO(X) et son inverse f
soit A4 (X'), f*A est la classe de £ '(8) , pour tout cycle B de U’
dquivalent & A ,

Signalons qu'on peut réécrire la premieére partie du lemme sous la forme :

soient A,B deux O-cycles. Alors A ~ B si et seulement si f(4) ~ £(B) .

[en notant par f(x) tout point de hV(h'1(x))] . La condition de finitude 2) de
: : o N
7.2, est s "il existe n tel que s'x Xx S X - AO(X) est surjectif™.
Une classe o' de AO(XQ) se remonte en ¢ qui peut s'écrire A-B avec
A,B deux O-cycles positifs de degré n , si X vérifie la condition de finitude.
Alors f(A) —_f(B) est un représentant de ¢ , avec f(A), f(B) positif de degré

n , et vice versa,

7.5.4, Théoreme ¢ S1i X est une surface lisse et si AO(X)

vérifie les conditions de finitude, alors X est une surface réglée et réciproguement.
Dlapres 7.5.2., pr(X) = 0 pour tout r . (n conclut en utilisant la caractérisation

des surfaces réglées (4.6,) par P, = 0.

7.5.5, Théordme : si AO(X) = {0} , la surface est ration-

nelle et réciproquement,

81 X est une surface réglés de base .la courbe C , de genre g , AO(X) % AO(C) et

ce dernier groupe et nul si et seulement si g = 0,
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Remargue : 1'équivalence rationnelle étant la plus fine, la nullité de AO(X)

entrafne que la variétévd“Albanase est de dimension 0(= g = b ) . L'hypothdse

1,0
qg=o0 et P2 = o0 est équivélente au fait que la surface est rationnelle (Serre,
d'apres Kodaire).

Corollaire : une surface dont deux points quelcongues peuvent &tre joints
par une chafne de courbes rationnelles est rationnelle,

En effet, l'hypothése entraine que deux points quelconques sont

rationnellement équivalents.,

7.5:6, Cas ou la surface n'est pas réglée : Nous savons

donc que AO(X) ne vérifie pas les conditions de finitude., Explicitons sur

liexemple du produit de deux courbes C,. , C2 o

Q=P1*XP2*

AO(X) > AO<C1) X AO(Cg) est surqectlfo

Lemme : le noyau est l'ensemble des O-cycles carrément équivalents & O,

Définition (voir‘Samuvel)° ‘Un O-cycle A est dit équivalent & 0O pour
1'équivalence du carré s'il existe une courbe T , deux points a et b sur T ,

un cycle 7Z2 sur T x T x X , tels que

en notant par Zaxb = er((axbe)OZ) o

Sur une courbe, 1l'équivalence du carré est identique & l'équivalence
rationnelle, ce qui prouve gque le noyau de ¢ contient les cycles carrément équi-
valents a 0 . Réciproquément, un cycle A est carrément équivalent & un cycle
porté par (C1 < a)td (b x CZ) ,‘é savoir Pg (a) + pcz(A) - deg Aaxb) . Pour un
cycle de degré 0 , 1l'appartenance de A au ;oyau de g est donc équivalente 3

la nullité de p. (&) dans A (C. ) et de p, (&) , ce qui démontre le lemme,
C o1 C
1 2 :

Malheureusement, nous ne connaissons pas assez blen l'équivalence du

carré pour aller plus avant dans 1'étude de AO(X) .
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7.5.7, Notons que 1'hypothése du théoreme 7,5.4, est

entrafnée par d'autres. Par exemple si 1l'on suppose que la surface admet une courbe
représentative, c'est-a-dire s'il existe sur X une courbe C telle que
AO(C)v» AO(X) soit surjectif. Ceci répond & un probléme posé par Samuel (voir réf,).

On peut aussi donner des exemples dé surfaées X telles que 1l'ensemble
des points de X , qui sont rationnellement équivalents & un point donné; ne soit
pas fermé : par exemple la variété dé Kummer de C x € , ¢ étant une courbe
elliptique ; ou encore une surface non singulidre d'ordre 4 dans PB (on a
pg= 1 dans les deux cas).
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