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SEMINAIRE DE H. ROSENBERG 

Orsay. 1968 - 1969 

LE THEOREME DE FIBRATION DE J. STALLINGS 

(exposé par F. LAUDENBACH) 

Soit E une variété compacte connexe, fibnfe sur le cercle s1 

avec pour fibre F une sous-variété compacte. D'après la suite 

exacte d'homotop,~ de la fibration, n 1(E) a un sous-groupe invariant 

de type fini n 1(F) de quotient 7. 

Pour certaines variétés de dimension 3, J. Stallings a établi 

dans [9] une réciproque à ce fait: 

Théorème I Si E est une variété différentiable ou PL, compacte 

connexe de dimension 3, et si n 1(E) a un sous-groupe invariant de 

type fini G, de quotient z, alors Gest en fait le groupe fondamen­

tal d'une sous-variété T compacte connexe de dimension 2 dans E, 

l'inclusion de T dans E induisant l'inclusion naturelle de G dans 

2!1illo 

Théorème II Sous les hypotèse du théorème I, si Gest distinct 

de ~/2'.1 et si E est irréductible ( ie toute 2-sphère "tame" dans E 

borde une boule) alors E est l'espace total d'une fibration sur s1 

admettant pour fibr~ la sous-variété T fournie par le théorème I. 
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Préliminaires 

Les démonstrations dans la catégorie PL sont tout à fait parallèles 

à celles de la catégorie DIFF. En effet, les théorèmes de position 

générale auxquels nous aurons recours pour le cas DIFF existent aussi 

dans la catégorie PL. 

Se donner G, sous-groupe invariant de n1(E) de quotient z, c'est 

se donner un li.1mo,morphisme surjectif cprn
1

(E) ...... i avec Ker cp = G. 

Etant donné què s1 est asphérique ( ie : nk(s 1) = 0 pour k~2), et en 

utilisant une triangulation de E, on ne rencontre aucune obstruction 

à construire une application continue f :E-+ s1 de telle sorte que 

f➔~ == cp. Pour la même raison on pourra construire une homotopie entre 

deux telles f • Autrement dit cp détermine f de façon unique à 

homotopie près. 

Par transversalité, il existe dans la classe des applications 

représentant cp une application différentiable f, transverse réguliè­

re au-dessus d'un point donné {,q de s1• Alors T = f- 1((*}) est une 

sous-variété cômpacte de dimension 2 dans E, à fibré normal trivial. 

Nous noterons i:T--+E l'injection canonique. Il faut remarquer qu'à 

priori T n'est pas connexe et que i*: n 1(T)-+ n 1(E) n'est pas un 

isomorphisme sur Ker cp. Dans la démonstration du théorème I nous 

introduirons deux types de modification de f, sans changer sa classe 

d'homotopie, l'un pour rendre T connexe, l'autre pour rendre i* 

injectif; i 1 s'en suivra alors que i➔~ sera nécessairement un isomor­

phisme sur Ker cp. 

Un fois que nous aurons déterminé la fibre T, nous "couperons" E 

le long de T, qui est connexe. La surjectivité de cp imposant la 

connexité de E-T, cette opération fournit un cobordisme M entre 

deux exemplaires T
0 

et T
1 

de T, Sous les hypotèse du théorème II, 

on montrera que cobordisme est trivial et que, par conséquent, E 

est fibré sur s1 avec pour fibre T. 
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DEMONSTRATION DU THEOREME I. 

A. Quelle que soit la dimension de E, si Kerp est de type fini, 

si Test connexe et si i~~...:.2E..
1
(T) ..... n

1
(E) est injectif, alors 

l'image de i* est Ker <pe 

Pour démontrer ce fait, on utilise une construction classique en 

théorie des noeuds(cf. L. Neuwirth, [4] ou [5]). On considère le 

rev@tement 00 -cyclique de E, E =k~:
00

Mk, où Mk ast un exemplaire de M, 

c'est à dire de E coupé le long de T, cobordisme dont l'origine et 

l'extrémité sont difféormorphes à T; la réunion est prise ici dans 

le sens que Mk est recollé à Mk+1 en identifiant l'origine de Mk+1 
avec l'extrémité de Mk 

E { ~ M_1 ~ MO ~ Ml ~ 
T_1 TO T1 T2 

Il est. facile de voir que E est le rev~tement 00 -cyclique, image 
2 

réciproque du rev@tement universel de S par f. Il suit de la pro-

priété universelle du diagramme 

E ~ IR 

l 1 exp. 

E 
f s1 ___.,. 

que rc 1 ( E) = Ker f,~. 

Notons Gn = •~:Mkl. Il découle de l'hypotèse que, pour tout k, 
n/Tk) ..... n:

1
(Mk) et (n

1
(Tk1 .... n:1(Mk_ 1) sont injectifs~ Alors d'après 

Van Kampen, la suite des groupes Gu est une suite croissante et 
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n/E) = ljm [ <t}• De plus si n:1 (Tk)-+ n:/Mk) n I est pas surjectif, la 

suite [Gn] est strictement croissante et n:1(E) ne saurait être de 

type fini, ce qui est contraire à 11 hypotèse faite sur Ker~• On a 
~ 

donc nécessairement les égalités suivantes n:1(T) = n:1(M) = n1(E) = Ker~. 

Remarque Grâce à cette construction, et sans hypotèse de finitude 

sur Ker~, il est facile de voir l'équivalence entre les deux asser­

tions suivantes 

1) n:1(T) ➔ n:1(E) est injectif 

2) n:1(T0) ➔ n:1(M) et n:1(T 1) ➔ n:1(M) sont injectifs. 

Cette remarque nous sera utile plus loin, car, alors que T n'est pas 

dans le bord de E, en revanche T0 et T1 sont dans le bord de M. 

B. guelle que soit la dimension de E, si Ker p est de type fini, il 

existe une modification de f pour rendre la fibre connexe. 

Soient T1, T2 , ••• Tn les composantes connexes de T. Ce sont des 

sous-variétés de E, de codimension 1, sans bord relatif et en bonne 

position par rapport au bord de E. Elles déterminent sur E une stra­

tification dont le nerf est un complexe r de dimension 1, de support 

topologique inclus dans E: on prend un point a. dans chaque T. et 
l l 

un point bct dans chaque composante Ecx de E-T. Si Ti est dans l'adhé-

rence de la strate E, on joint a. et b par un arc A. dans E de 
et l CX lCX et 

telle sorte que A. nA. = (a.} etA. OA. = (b }. Si T. a ses deux 
10: l~ l lCX JCX CX l. 

"côtés" dans E , alors on joint a. et b par deux arcs A.,., et A'.,.., 
CX l (X 1....., 1. .... 

dont la réunion forme un cercle traversant •r. en a .• 
l. 1 

Construisons un:e rétraction p: E-+f .• On commence par poser 

p(Ti) = [ai} et Plr = Idlr• Puisque chàque Ti a un voisinage tubulaire 

trivial, il est facile de prolonger p à un voisinage régulier N du 

sous- complexe T Uf de E, de telle sorte que ~;1( a.) = T. • Ensui te il 
l l 0 

n•y a aucune obstruction à prolonger p à Ede telle sorte que plE-N 

soit à image dans r-u[a 1}, ce qui assurera toujours p-1(ai) = Ti; 

en effet, sur la strate E, p sera à image dans l'espace contractible a: 
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constitué de l'étoile ouverte de b. dans r. 
J 

Les applications f et fp coîicident sur T Uf et sont donc homotopes 

sur N, par une homotopie qui sur oN est à valeurs dans s
1

- [ ➔q. Il n'y 

a alors aucune obstruction à prolonger à E une telle homotopie. 

En regardant les applications induites sur les groupes fondamen­

taux on a l'égalité f 1~ = (fJr\~p*. Puisque p est une rétraction, il 

suit que p* est surjectif de Ker f* sur Ker (ftr)*' donc que Ker (fJr1 

est de type fini; en outre c'est un sous-groupe invariant du groupe 

libre n 1(r) et le quotient est~. 

Ker f➔~ ~ •1(E)~ 

l ~1 ~ :l 
Ker (:t Jr\} n/r) 

D'après un résultat d'algèbre dont une démonstration originale est 

donnée en appendice, il suit que Ker (fJr) ➔} est réduit à l'élément 

neutre, autrement dit que (fJr) ➔} est un isomorphisme, ou encore, 

d'après J.H.C. Whitehead, que fJr est une équivalence d'homotopie 

de f sur s1 • Comme f est un CW-complexe de dimension 1, il est alors 

homéomorphe à un cercle auquel sont attachés des arbres. On peut 

donc modifier f Jr en une application homotope g:f ..... S
1 

telle que 

g- 1 ([ ➔~}) soit constitué d'un seul sommet {a.}. L'application 
1 

gp:E->S 1 est homotope à f et telle que (gp)- 1 (( ➔q) = T., une des 
~1 1 

composantes connexes de f ([➔~}}. Il faut cependant remarquer que 

l'on ne peut choisir arbitrairement la composante T. de f- 1((*}) 
1 

qui sera la nouvelle fibre : on ne peut prendre T. que si a. 
1 1 

appartient à l'unique boucle der. 
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C. Si E est de dimension 3 et si Ker p est de type fini, il existe 

une modification de f ~our rendre n
1
(r) .... n

1
(E) injectif. 

Nous rencontrons pour la première fois ici une hypothèse de 

dimensiono Nous allons décrire une opération qui, partant d'une 

fibre connexe T, telle ... que n
1

(T)--n
1

(E) ne soit pas injectif, four­

nit une fibre connexe T avec une caractéristique d'Euler strictement 

plus grande que celle de T. Or les variétés compactes de dimension 2 

ont une caractéristique d'Euler bornée supérieurement par +2, le 

maximum n'étant atteint que pour s2
([2] et [1o]). L'opération précé­

dente ne pourra donc être effectuée qu'un nombre fini de fois, ce 

qui signifie qu'on sera arrivé à une fibre connexe dont le groupe 

fondamental s'injecte dans n
1

(E). Si l'on fait ici ~ncore l'hypothèse 

que Ker~ est de type fini, c'est que, pour conserver la connexité 

de la fibre nous aurons éventuellementà appliquer la modification 

décrite en B. 

Si n
1

(T)->n
1

(E) n'est pas injectif, d'après une remarque faite 

a la fin du paragraphe A, alors n
1 

( T
0

) .... n 
1 

(M) ( ou n
1 

( T 
1

) .... n
1 

(M)) 

n'est pas injectif, où T
0 

(resp. T
1

) est l'origine (resp. l'extrémi­

té) du cobordisme M obtenu en coupant E le long de T. D'après le 

"Loop 11 théorème (cf.[8]), il existe dans T0 une courbe simple, non 

homotope à zéro dans T
0

, bordant un disque D plongé dans M, bien 

situé par rapport au bord. Comme on peut supposer que int D est 

plongé dans int M, la même situation e~iste pour la paire (E,T). 

Autrement dit, on peut à partir de cette courbe simple y de T, faire 

une chirurgie sur T, plongée dans E. Soient W le cobordisme élémen­

taire réalisant cette chirurgie et T' le résultat de la chirurgie; 

oW :::: T U(oT x [ 0, 1] U T' • Suivant un procédé décrit par A. Haef li ger 

dans [1]; le plongement canonique de T dans E peut Btre prolongé 

en un pongement de (W,T,T') dans Ex ([0,1],0,1). Par un raisonne­

ment d'obstruction inexistante, il est facile de construire 

F: Ex [0,1] .... s1 
telle que F- 1 ({ ➔q):::: W et que FIEx(O} = f; on a 

donc remplacé f par une application f' de fibre T'. 
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Calculons les caractéristiques d'Euler : 

x(W,T) = x(w) - x(T) et x(W,T 1 ) = x(w) - x(T 1 ). Mais (w,T) a l'homo­

logie de (D2,s 1) et (W,T 1 ) celle de (D1,s 0 ); donc x(W,T) = +1, 

x(W,T') -1 et x(T 1
) = x(T) +2. 

Dans le cas où T' n'est pas connexe (T 1 a au plus deux composan­

tes), il faut encore effectuer la modification décrite en B. Mais on 

remarque qu'aucune des deux composantes T1 ou T2 n 1 èst une sphère, 

sinon l'on aurait fait une chirurgie sur un lacet homotope à zéro 

dans T. Donc x(T 1) et x(T 2) sont inférieurs à +1,et, pour i = 1,2, 

x(T!) ~ x(T)+L 
J. 

A A 

Finalement si T' est connexe T = T' et x(T) ~x(T)+2,et, si T' n'est 
A A 

pas connexe, T est une des composantes de T' et x.(T) ~ x(T)+1. Dans 

les deux cas l'opération Ca pour effet d'augmenter srictement la 

caractéristique d'Euler. 
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DEMONSTRATION DU THEOREME II. 

Considérons de nouveau le cobordisme M, obtenu en coupant E 

suivant T. Son origine T
0 

et son extrémité T
1 

sont deux exemplaires 

de T. On rappelle que M, T0 , T
1 

sont connexes et que les injections 

nature Iles induisent des isomorphismes rc 
1 

( T
0

) ... rc
1 

( T 
1

) et n:
1 

( T 
1

) ... n:/M) 

(voir le paragraphe A). 

Il s'agit de montrer, sous l'hypotèse que E est irréductible, 

qu'alors M est un cobordisme trivial. Le plan de la démons.tration 

est le suivant : on met en éviQence un sous-cobordisme de M de 

dimension 2, dont on montre la trivialité par des arguments homolo­

giques et en utilisant la classification des variétés de dimension 2 

[2] ;ce sous-cobordisme aura été choisi de telle sorte que le complé­

mentaire de son intérieur dans l'intérieur de M soit homéomorphe à 

une boule. 

La construction est plus facile dans le cas où Ta un bord, le 

cobordisme entre ôT0 et oT1 faisant alors partie du sous-cobordisme 

cherché. 

Lemme Si E est irréductible, alors M est irréductible. 

Preuve Soit f:S 2 ... M, un plongement qu'on peut. supposer à image 

dans 1 1 intérieur de M. Soit p : M _, E la projection nature Ile. La 

sphère pî(s 2) borde une boule B dans E. Soit A l'autre composante 

de E-pf(S 2). Si l'on montre que Test inclus dans A, alors f(S 2) 

borde la boule p- 1(B)e Or si Test inclus dans B, Test orientable 

et sépare B, et aussi E, en deux composantes, ce qui n'est justement 

pas le cas. 

c.q.f.d. 
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En fait, puisque n
1

(T
0

) = n
1

(T
1

) = n
1

(M), l'irréductibilité de M est 

équivalente à l'irréductibilité de E. 

1er cas OT n'est pas vide 

Nous noterons b. iM une composante de OM - ( int T
0 

U int T 
1

) ren­

contrant soit T
0 

soit T
1

, et 0 1M une composante fermée de 0M-int(T
0

UT/ 

Lemme 

Preuve 

OM est connexe et chaque b.iM rencontre T
0 

et T
1

• 

Montrons d'abord que H
1

(6iM) f O et que, si 0 1M est non 

vide, ~
1

(0 1M) f O. Ces deux faits sont dus à l'irréductibilité de M. 

Pour 6
1
M qui a un bord non vide, le seul cas à éliminer est celui où 

b.iM est un disque. Si b.iM est un disque, son bord est contenu par 
i exemple dans T

0 
et 6 M ne rencontre pas T

1
• Mais le cercle qui le 

borde homotope à zéro dans M doit l'être aussi dans T
0

, pour respec­

ter l'isomorphisme n
1

(T
0

) .... n/T
1

). Ceci implique qu~ T
0 

est un disque, 
1 

qu'une des composantes de OM est une sphère, T
0 

U 6 M, et enf~n que 

M est une boule, ce qui est impossible étant donné que T
0 

U A
1
M ne 

constitue pas tout le bord de M. 

Pour la même raison un composante fermée 0 1M ne peut être une 

sphère, donc H
1

(0 1M) f O. 

i 
Supposons maintenant l'existence de 0 1M ou qu'un certain 6 M, 

rencontrant T
0 

ne rencontre pas T
1

• Puisque H
1

(T
1

) .... ~
1

(M) est injec­

tif, H
1

(aM - int. T
0

) contient H
1

(T
1

) œ H
1

(~ 1M) œ H
1
(~M). Mais cette 

somme ne peut s'injecter dan~ H1(M) puisque H1(T 1) .... H1(M) est sur­

jectif et que H
1

(0 1M) œ H
1
(A1M) / O. Il s'en suit grâce à la suite 

exacte de la paire (M, OM - int.T
0

) que H
2

(M, OM - int.T
0

) f O et 

par dualité que H
1

(M,T
0

) et aussi H
1

(M,T
0

) ne sont pas nuls, ce qui 

contredit la surjectivité H
1

(T
0

)--+ H
1

(M). 

c.q.f.d. 
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Nous sommes donc dans la situation où àM = T
0 

U 6M U T
1

; 
àT 0 àT 1 . 

6M est le cobordisme entre 

d'un bord à l'autre. 

l 
àT

0 
et àT

1
, dont chaque composante 6 M va 

D. Le cobordisme 6M est trivial. 

Sachant déjà que 6iM a au moins deux cercles dans son bord l'un 

dans T0 l'autre da~s T1 , pour montrer que c'est un cylindre, il suffit 

de montrer que x(6
1
M) = O. 

On a l'égalité x(oM) = 2x(M); en effet x(double de M) -

2x(M) - x(oM) et toute variété fermée de dimension 3 a une caractéris­

tique d'Euler nulle. D'autre part x(àM) = ~ x(6iM) + x(T 0 ) + x(T 1) 

= ~ x(6iM) + 2x(T). 

Or H
1

(6iM) étant non nul, x(6iM) ~ O. Donc x(àM) ~ 2x(T),l'égalité 

n'ayant lieu que si x(6iM) = 0 pour tout i. 

Mais~} x(àM) = x(M) ~ 1 - rg H1(M) = 1 - rg H1(T) x(T). 

Finalement x(àM) = 2X(T). 

c.q.f.d. 

E. Construction d'un sous-cobordisme de M. 

Lemme Soit Tune surface compacte connexe à bord non vide. Alors 

a) Test asphérique; plus précisément T se rétracte par défor­

mation sur un sous-complexe de dimension 1. 

b) Il existe un famille d'arcs disjoints Q , ••• Q tels que 

T - ( à T U Q 1 U • • • U Qn) 
1 n 

soit une 2-cellule. 

Preuve On sait que toute surface fermée peut être représentée 

comme le quotient d'un polygone du plan avec une identification 

convenable de ses côtés, identification qui identifie tous les 

sommets entre eux (cf. I2]). Pour obtenir une surface à bord, on fait 
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un certain nombre de trous dans une surface fermée; l'un des trous 

sera choisi au point d'identification de tous les sommets du poly­

g?me précédent. 

On joint les trous par des arêtes ne formant pas de circuit (sur 

la figure, Q3 , Q4 )o Les autres ~tes annoncées dans b) sont les 

classes d'identification des côtés du poly.gône (Q1, Q2); elles sont 

sans point commun puisque l'on a percé la surface fermée précisément 

au point où elles se rencontraient. A partir de là le lemme est évi­

dent. 

Corollaire x(T) = 1 - n. 

Il existe une rétraction r : M ➔ T0 qui prolonge la rétraction 

de 6M sur ôT0 donnée par une trivialisation du cobordisme &M. 

On commence par construire une application r
0 

: M ➔ T0 , telle 

que r0➔~ : rc1(M) ➔ rcf..(T0) soit 1 1 isomorphisme inverse de celui induit 

par l'injection T0 '-+ M. On ne rencontre aucune obstruction dans la 

construction d'une telle application puisque T0 est asphérique. Soit 

N un voisinage régulier de T0 U 6M. Toutes les rétractions de N sont 

homotopes entre elles; en particulier rül&M est homotope à une 
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rétraction r : N - T0 qui sur 6M a la propriété voulue. Mais NC:.... M 

étant une cofibration r est prolongeable à M pour donner la rétraètion 

cherchée. 

De plus on pourra choisir r différentiable et transverse régu­

lière sur les arcs Q1 que le lemme précédent nous aura fournis sur T
0

• 

Suivant un processus décrit au paragraphe C, il est possible de 

modifier r de sorte que, pour chaque composante Rj de U r- 1(Qi), 

l'inclusion Rj 4 M induise un monomorphisme n:
1 

(R} -. rc
1 

(M). Notons 

simplement que le "Loop theorem" est applicable à R. qui a un fibré 
J 

normal trivial; si R. sépare M en deux composantes cela 'résulte direc-
J 

tement du théorème de Van Kampen; sinon on fait la construction de 

rev@tement décrite au paragraphe A et on relit la remarque qui ter­

mine ce paragraphee Enfin le fait que la modification sphérique 

effectuée sur R. soit l'effet d'une homotopie der découle de l'a~ 
J 

sphéricité de T
0

• 

Si on est arrivé à la situation où R. (...,. 
J 

fondamentaux, alors n 1 (R) est 

inclus dans 1' arc Q. et que r➔~ 

M induit un monomorphis­

nécessairement nul puis­

: n
1

(M) ~ rc
1

(T
0

) est un 

me de groupes 

que r( R . ) est 
J 

isomorphisme. 
J 

En particulier si R. 
J 

que; c'est le cas de la composante 

a un bord non vide, R. est un dis-
-1( ) J der Q. qui contient Q.et que 

1 1 

nous noterons D .• 
1 

Un tel disque Di rencontre T
0 

suivant Qi, 6M suivant deux seg-

ments (relativement à la trivialisation qu'on a choisi pour 6M) et 

T
1 

suivant un arc Qi. Alors 6M U D
1 

U ••• U D est un sous-cobordisme 

trivial de M entre àT 0 ~ 1 U ... U Qn- et àT 1~ 1 U ••• U Q~. Puisque 
Met T0 U (Q1U ... UQn) sont connexes, il suit que le cobordisme 

complémentaire du précédent est connexe et que T1-(Q 1 u ... UQ~) est connexe. 

Sachant que x(T1) = 1-n et que x(T1) = x(T1-(Q1 U •• *U Q~) - n, on 

voit que T1-(Q1 Ueo•U Q~) est un disque. 
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F. Construction d 1 une trivialisation de M. 

Avec tous les renseignements que nous venons d'accumuler, il est 

facile de construire un prolongement 

h: T0 U AM U T1 U D
1 

U ••• U Dn ➔ T0 x [0,1], prolongeant la triviali­

sation choisie de ~M. On prolonge alors h à un voisinage régulier N. 

On remarque que T
0 

x [0,1] - h(N) est une 3-cellule. Donc ôN est une 

sphère qui borde une boule dans M. Alors le plongement 

h : oN ➔ T0 x [0,1] se prolonge en un isomorphisme de M-intN sur 

T0 x [0,1] - h(int N). Finalement on a bien une trivialisation du 

cobordisme M. 

2éme cas 

L1 hypothèse d'irréductibilité interdit que T soit une sphère et 

œ2 est également exclu. Les autres variétés fermées de dimension 2 

ont les deux propriétés suivantes : elles sont asphériques et elles 

portent une courbe à deux c8tés ne les séparant pas. 

Soit C une telle courbe sur T. Comme dans le 1er cas il est 

possible de construire une rétraction r: M ➔ T0 , induisant l'iso­

morphisme inverse de celuiinduit par l'inclusion sur les groupes 

fondamentaux, et r pourra ~tre choisie transverse régulière le long 

de C. Soit K la composante connexe de r- 1(c) contenant C1 • Par appli­

cation du "Loop theorem" on se ramèœra au cas où rc1 (K) - 11:1 (M) est 

injectif. Dans ce cas, puisque K se projette sur C qui représente un 

élément d'ordre infini de n
1
(Tp), nécessairement rc1(K) = 7. Alors K 

est un anneau s'appuyant sur T0 et T1 • 

Soit M➔~ le complémentaire dans M d 1 un voisinage tubulaire de K. 

Posons pour i = O, 1 T1r = Mi~ n T . ., Mit est un cobordisme irréductible 
1 1 

de T* et T* 0 1· 

Si l'on parvient à démontrer que Ti= T! et que rc1(Tii) ..... rc 1 (M➔~) 
est un isomorphisme, 1 1 étude précédente permet d 1 affirmer que M➔~ est 

un cobordisme trivial et qu'il en existe une trivialisation prolongeant 
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une trivialisation donnée à l'avance de son 11 sous-cobordisme bord". 

Alors M, qui est la réunion sur le bord de deux cobordismes à bord, 

trivialisables tous les deux par des trivialisations coicidant sur 

le bord, sera lui-m~me un cobordisme trivial, ce qui démontrera le 

théorème II. 

Par la commutativité du diagramme 

il suffit de démùntrer que n
1

(Tô)-+ n 1(T 0) est injectif. Or C~n'étant 

gas homotope à zéro dans T0 , n 1(Tô) est un sous-groupe de n 1(T0 ), où 

T0est le rev&tement 00 -cylindrique de T0 obtenu en recollant bord à 

bord une infinité d'exemplaires de Ti (cf~ paragraphe A). 

On sait qu'un lacet de M➔~ est déformable, à travers M, en un 

lacet de T
0

• On met cette homotopie en position générale par rapport 

à K; nous avons donc une application f I x I .... M telle que f( I x O) = 

f(I x 1) = le point base choisi dans Ti, que f(O x I) CM - K et 

f(l x I) c T
0

; enfin f- 1(K) est formé d 1 un nombre fini de courbes 

fermées simples et d'arcs dont les extrémités appartiennent à 1 x I, 

toutes ces courbes étant disjointes. 
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point base 

a 

point base 

Soient s une telle courbe fermée et S le domaine qu'elle limite 

(voir la figure). Puisque n
1

(K) _, n
1

(M) est injectif, il est possible 

de modifier f sur S de sorte que f(S) c K. Si U est un voisinage de S 

assez peti t, f(U - S) se trouve d'un même côté de K. Alors il existe 

une homotope à su pport dans U fournissant une nouvelle application 

f : I x I _, M telle que f(U) n K = ,.Cette opération ne fait appa­

rait re aucune intersection nouvelle. 

Soient maintenant a un arc de f - 1(K) et A la partie qu'il déli ­

mite avec 1 x I. Puisque K est un cylindre on peut changer f sur A 

pou r que f(A) c K et que f!A soit une homotopie sur le cylindre de 

l'arc f(~)jusqu'à sa projection sur C, qui est la base du cylindre. 

Pour la même raison que plus haut,si on met cette application en 

position générale par rapport à K~ on tue l'intersection~ sans 

faire apparaitre de nouvelles intersections. 

On démontre de la même fafOn que nl(T➔v _, n/Miq est un isomor­

phisme. En particulier T~ et T! ont même groupe fondamental. 

Puisqu'elles sont simultanément orientables ou non, et qu'elles ont 

chacune un bord formé de deux cercles, il suit de la classification 

des variétés de dimension 2 que T0 et T1 sont difféomorphes. 
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REMARQUES SUR L'IRREDUCTIBILITE 

Remarque 1 Milnor a montré dans [3] l'équivalence suivante pour une 

variété M de dimension 3, fermée, connexe orientée, distincte de s3 
et 

de s1 x s2 

1) M est irréductible 

2) M est indécomposable dans le monoîde des variétés de dimension 3 

pour l'opération de somme connexe. 

Remarque 2 ; J.H.C. Whitehead a prouvé dans [11] que si M est irréduc­

tible alors n
2

(M) = O. Dans [3], Milnor démontre que, si l'hypothèse de 

Poincaré est vraie, alors l'irréductibilité de M est équivalente à 

n2(M) = O. 

Remarque 3 Soit Mun h-cobordisme entre deux variétés de dimension 2 

T
0 

et T1 , difféomorphes, distinctes de P2 et de s2
• Si T

0 
et T1 ont un 

bord non vide, pour des raisons homologiques le cobo~disme bord ll,M est 

trivial. Nous avons démontré qu 1 il existait une sous-variété W dans 

l'intérieur de M, bordé par une sphère s2 , de telle sorte que M - int W 

soit difféomorphe à T x [0,1]-un disque standard. Il est facile de 
0 

vérifier que le W que nous avons construit est simplement connexe. 

Finalement, nous avons prouvé le théorème suivant: 

Si M est un h-cobordisme et si T /: œ2 ,s 2 , alors M.est la somme 
0 

connexe dans l'intérieur d'un cobordisme trivial avec une sphère de 

Poincaré. 

L'hypothèse d'irréductibilité que nous avons faite sur M pour démontrer 

le théorème II,servait donc à affirmer que la sphère de Poincaré fournie 

par le théorème précédent était en fait une sphère standard. 
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UNE APPLICATION DU THEOREME DE FIBRATION 

Ce qui suit a été également établi par L. Neuwirth [7]. 

3 · 2 ) Soit k un noeud dans S • Soit G = n1(s -k · son groupe de noeud. 

On s'intéresse aux noeuds qui ont la propriété que CG,GJ est de type 

fini. L. Neuwirth démontre dans [6] que [G,GJ est libre de rang 2g et 

que k est le bord d'une surface S de genre g. Enfin G/[G,G] = Z. Si 

maintenant U désigne un voisinage tubulaire de k dans s3 et si on note 

encore par S la tra ,ce de la surface précédente sur s3 - U, on voit que S 

dans s3 - U satisfait to,utes les conditions du théorème I, pour la paire 
. 3 

de groupes (G, [G ,GJ). Puisque S est irréductible, donc que le complé-

mentaire dans s3 
de toute partie connexe est irréductible, le théorème II 

dit qu'il existe une fibrati .on de s3- U sur s1 admettant S pour fibre. 

Si l'on part d'un noeud k torique de type (p,q), où pet q sont 

deux entiers premiers e.ntre eux, le genre est donné par la formule 
1 

g = 2(p-1)(q-1) ([6]). Ainsi g peut prendre toutes les valeurs possibles. 

A 1 1 aide de la fibration, on peut construire un feuilletage, 

a.dmet-tant une composante de Reeb dans U et dans le co:rnpiémentaire de U 

des feuilles non compactes homéomorphes à une surface de genre g moins 

un point. Cette remarque m'a été faite par A. Haefliger. 
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APPENDICE 

Proposition Soit G un groupe libre. Soit HCG un sous-groupe inva-

riant d'indice infini. Alors, si H n'est pas réduit à l'élément neutre, 

H n'est pas de type fini. 

(On rappelle que d'après Schreier H est libre). 

Démonstration Il existe un bouquet de cercles X = V(S~, i E I) tel 
l. 

que G s'identifie au groupe fondamental de X relativement à son point 

base canonique x • Consid.érons un revêtement E lx de X et un point base 
0 

e EE au-dessus de x , tels que p,c{1t1(E,e )) = H. Puisque H est d'indice 
0 0 ,, 0 

infini dans G, p -l(x ) est un ensemble infini. Soit alors h EH, h /= 1 ; 
0 

cet élément est représenté par le lacet (minimal) À de X obtenu en décri-

vant, dans des sens convenables, certains cercles du bouquet X. Dans 

p- 1(x) il existe une infinité de points e , n EN, tels que les relève-
o n 

ments À de À à partir de e soient tous disjoints. Puisque H est inva-
n n 

riant dans G les Â sont des lacets 
n 

en e : en effet, il existe g E G, n n 
représenté par un lacet de X dont le relèvement dans E à partir de e 

0 
-1 -1 , , ait pour extrémité e ; puisque g h g EH, g h g est represente par 

n n n n n 
un lacet qui se relève en un lacet, ce qui implique que À est un lacet 

n 
d'origine e . Alors, dans le CW-complexe Ede dimension 1, un arbre maxi­

n 
mal A (qui contient donc tous les sommets de E), ne contient jamais À , 

n 
quelque soit n EN. Il en résulte que H == 1t1(E,e) n'est pas de type fini. 

cqfd 

Remarque lé raisonnement précédent permet de retrouver aussi le fait 

que tout h EH, h /= 1, appartient à une famille basique de H, avec la seule 

hypothèse que G soit libre. 
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