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ZINSMEISTER, Michel 

Lavrentiev demains 

ABSTRACT 

This thesis presents first the principal properties of the conformal mapping 

of a simply connected domain n whose boundary r is regular in Ahlfors' sense. 

This permits to put a complex analytic structure on ~, the set of Lavrentiev' s 

domains, similar to the universal Teichmüller space, the underlying Banach space 

being here BMO. The Cauchy operator Cf' operating on L 2 (r, ds), is then 

seen to de pend analytically on r E: ~-

In a second part we study Neuman problem for rectifiable Jordan domains. 

We characterize those domains for which one can solve this problem with data in an 

LP(r, ds) (p > 1). We also construct, for each p > 1 , a Lavrentiev domain for 

which one cannot solve Neuman problem with Lp -data. 

In the last chapter we establish some quasiconformal analogues of the theory, 

permitting us to prepare a n-dimensional theory. 

Kr-: 1 wor~ns Conformal mapping - BMO space - Universal Teichmüller space 
Cauchy integral - Neuman problem - Quasiconformal mapping -
1 c1vrentiev curves - Ahlfors' s regular curves. 



INTRODUCTION 

1 . Historique 

Soit r une courbe de Jordan rectifiable de la sphère de Riemann passant 

par le point à l'infini. Nous désignons par s 1--+ z(s) une paramétrisation de r 

par la longueur d'arc et par L 2(r) l'espace des fonctions définies sur r et de 

carré intégrable par rapport à la mesure ds. 

Quelles sont les courbes r pour lesquelles l'intégrale de Cauchy définit 

un opérateur borné sur L 2 (r) ? 

Ce problème, posé par Calder6n dans les années 60, a été un des problèmes 

centraux de 1' analyse pendant la dernière décennie. Son originalité réside dans le 

fait qu'il se situe au confluent des préoccupations de deux écoles mathématiques. 

La première de ces écoles, que nous appellerons l'école de Calderon et 

Zygmund, privilégie essentiellement le côté 11théorie des opérateurs'' en liaison 

avec l'analyse réelle. Pour elle, le problème posé est le suivant : trouver les 

conditions minimales sur r pour que le noyau K(x, y) = 1 définisse 
z(x) - z(y) 

un opérateur d'intégrale singulière borné sur 2 L (R). Le problème trouve alors 

son cadre dans un programme plus vaste de caractérisation des opérateurs bornés 

Le point de vue de la deuxième école est tout différent il part de 
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l'observation suivante : si fE:L 
2 

(r), l'intégrale de Cauchy 

1 \ f(z) dz 
2i7T ..>r z - ~ 

définit deux fonctions holomorphes F /~) et F 
2

(() dans les deux composantes 

de C '\f. Si r est une droite ou bien est le graphe d'une fonction de C
00

(R), 
0 

F 1 et F 2 ont des valeurs au bord presque partout sur r et 1' on a 

f(z)=F
1
(z)-F

2
(z) p.p.(ds) sur r, 

( 1) 
IIFjll2 :s; cllfll2 . 

Le problème de Calderon est alors de trouver les courbes r les plus générales 

pour lesquelles on a (1 ). Plus synthétiquement, les "courbes de Calderon" sont 

celles pour lesquelles L 2(r) est somme directe des deux espaces de Hardy 

2 2 
H (0 1) et H {0 2 ) où 

Si <l> 
1 

et ◊2 désignent des représentations conformes de 

tivement sur n 1 et 0 2 , avec éI: .(oc) = oo, 
J 

l'application 

réalise (dans les "bons" cas) un isomorphisme naturel entre 

{resp. H2(o 2) et H2(R:)). 

La "philosophie" de la deuxième école, que nous appellE=irons école de 

variable complexe ou d'analyse géométrique, est alors d'étudier intensément la 

représentation conforme dans le but d'obtenir des renseignements sur les espaces 

de Hardy H
2(o 1) et H2(o2). Plus précisément, le travail consiste à traduire en 

termes analytiques sur la représentation conforme les propriétés géométriques de 

r. Cette école hérite d'une riche tradition partant de F. et M. Riesz (caractéri

sation de la rectifiabilité) et poursuivie par Lavrentiev, Gehring, Pommerenke et 

beaucoup d' autres. 
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Le problème de Calderon a été complètement résolu par G. David en 1982 [15] . 

Les courbes de Calderon ne sont autres que les courbes régulières au sens d'Ahlfors 

c ' est-à-dire vérifiant : 

où 1 . 1 désigne la mesure de Lebesgue. 

La preuve de Guy David est très instructive, car elle reflète bien ce carac

tère "ambivalent" du problème de Calderon. Elle repose sur des méthodes de variable 

réelle, et donc se place dans le cadre de la première école. Néanmoins, pour mener 

à bien sa démonstration, David a besoin d'une estimation de base. Celle-ci lui est 

fournie par le théorème de Calderon [ 8 J qui prouve, par des méthodes de variable 

complexe, la propriété pour les graphes de fonctions lipschitziennes avec petite 

constante. 

Il est très tôt apparu qu'une classe particulière de courbes régulières 

jouait un rôle central dans la théorie ; ce sont les courbes de Lavrentiev, définies 

par la condition 

Jc>O 'efx,yE:R, 

D'une part ce sont les courbes pour lesquelles le noyau de Cauchy K(x, y) est un 

noyau de Calder6n-Z ygmund. D'autre part les travaux de Lavrentiev et Pommerenke 

permettent de montrer que si r est une courbe de Lavrentiev alors I cp j 1 1 R 

A
oo 

est un poids de la classe de Muckenhoupt ; or il se trouve que c'est précisément 

cette propriété de 

aussi [1 o] ) . 
<P ! qui est cruciale dans le travail de Calderon déjà cité (voir 

J 

Notre démarche dans ce travail a été la confrontation des deux points de vue, 

et ceci dans un double but : 

1) Interpréter "géométriquement" le théorème de David et mieux comprendre 
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1' importance des courbes de Lavrentiev ; 

2) Elucider l'importance de la condition 1 <1? 1 
1 €A 

00 

en liaison avec le 

problème de Calderon. 

Comme nous allons maintènant le voir plus en détail cette confrontation s'est 

révélée fructueuse mais dans un sens le mystère s 'est épaissi ! 

2 • La variété des domaines de Lavrentiev 

Notre première tâche a été d'étudier la représentation conforme <1? d I un 

domaine régulier (c'est-à-dire dont le bord est une courbe régulière). L'exemple du 

domaine {y> x
2

} nous montre que 11 on ne peut espérer que l <1?' 1 € A
00 

en géné

ral. Nous montrons cependant une forme affaiblie de ce résultat, à savoir que 

1 <1? 1 1 t € A 
00 

si O < t < 1 / 3 . 

Ce résultat implique en particulier que Log <1?' € BMOA(R2) pour de tels 
+ 

domaines . L'espace BMOA(R2) 
+ 

(dont la définition est donnée au chapitre I) 

apparaît ainsi comme 11 espace fonctionnel naturellement attaché à ces domaines de 

la même façon que l'espace de Hardy H 1 est lié à 11 étude des domaines rectifiables. 

On pose alors 

S> = { Log <1?' <I?(R) est une courbe régulière} 

i:, = { Log <1?' ; <I?(R) est une courbe de Lavrentiev}, 

et nous montrons que ~ est l'intérieur de Ji) par analogie 

avec les théorèmes d'Ahlfors et de Gehring sur l'espace universel de Teichmüller. 

Nous pouvons ainsi munir l'ensemble des domaines de Lavrentiev correctement 

quotienté d'une structure analytique complexe. 

Il devient alors possible d I étudier la dépendance analytique des objets 
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associés à ;!; . C'est ce que nous faisons pour 1' opérateur de Cauchy lu avec la 

paramétrisation ël?, c'est-à-dire 1' opérateur T(Log ël?' ) de noyau 

Nous montrons que 1' application 

Log ël?' ._...T(Log ël?') 

est analytique complexe. Il est tentant alors d'interpréter le théorème de David en 

termes de valeurs au bord de fonction analytique. Malheureusement, nous montrons, 

à 11 aide d I un résultat profond de Gehring, que l'adhérence de :/, ne contient pas 

3:J et cette obstruction géométrique nous ôte toute illusion. 

3. Les domaines de Neumann 

Dans ce travail, nous caractérisons les domaines O tels que I ël?' J E:A 
00

{R). 

Nous les appelons domaine de Neumann car il est très facile de voir que la condition 

f ël? ' f E:A 
00 

équivaut au fait que l' on peut résoudre dans n le problème de Neumann 

avec valeurs au bord dans LP(r) pour un p > 1. Cette caractérisation met en 

jeu une quantification de la notion de locale connexité que nous allons maintenant 

définir. 

Un ensemble E du plan est dit k - .ec {k ~ 1) si pour tout disque 

D c C, E n i5 est inclus dans une composante connexe de E n ki5 (ki'S est le 

disque de même centre mais de rayon multiplié par k). Si n est un domaine 

de Jordan, nous dirons qu'il est de type :J si O est k - .ec pour un k ~ 1, 

et de type 'ô si C \ n est de type :f . Enfin nous dirons que n est de type 

.9t si son bord est régulier. 
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Les trois classes c;f, ~, :R. jouent un peu le rôle cles couleurs primaires 

en peinture. Ainsi Gehring a montré que les domaines quasiconformes (voir II) sont 

les domaines de types J' et f,. On en déduit immédiatement que les domaines 

de Lavrentiev sont les domaines appartenant aux trois classes. 

Nous montrons que la classe des domaines de Neumann est 11 intersection 

des classes ffi. et --& . 

Nous montrons ainsi, via le théorème de David, que tout domaine de Neumann 

est un domaine de Calderon. 

Ce phénomène est à rapprocher de la construction, par Verchota l4ü] , d' une 

solution au problème de Neumann dans un domaine Lipschitzien de Rn par la méthode 

du potentiel de double couche. Cette construction est en effet basée sur la solution du 

problème de Calderon. 

Il y a donc des liens profonds entre les deux problèmes mais ceux-ci ne sont 

pas encore compris. 

4. L'indice des domaines de Lavrentiev 

Si nous voulons préciser pour quels p > 1 nous pouvons résoudre le 

problème de Neumann, il faut affiner notre analyse et déterminer les q > 1 tels 

que 1 <P' 1 appartient à la classe A q(R) de Muckenhoupt. D'après la théorie des 
00 

poids de A , nous pouvons définir 11 indice d'un domaine de Neumann par 

Par le théorème de Helson-Szegë [25] . on voit facilement que cet indice est < 2 

pour les domaines au dessus d'un graphe de fonction lipschitzienne. Baernstein [5] 
avait conjecturé qu'il en était de même pour les domaines de Lavrentiev. 
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Dans un travail en commun avec P. Jones, nous montrons qu'il n'en est rien. 

Plus précisément nous montrons, pour tout p > 1 , 1' existence d' un domaine de 

Lavrentiev d' indice exactement p. 

5 . Problèmes ouverts 

a) Pour ne pas alourdir cette introduction, nous n'avons pas parlé jusque là 

des domaines de Smirnov (voir IV. 1 ), ce qui rend d'ailleurs certains énoncés 

provisoirement incorrects. Le problème, très ancien, de leur caractérisation est 

toujours ouvert ; notons au passage que Lavrentiev a introduit ses courbes en liaison 

avec ce problème . 

Nous exhibons dans cette thèse une très grande classe de domaines de Smirnov 

et peut-être approchons-nous de leur caractérisation. Il serait déjà intéressant de 

caractériser géométriquement les domaines tels que Log <I>' E: BMOA. 

b) En ce qui concerne la variété des domaines de Lavrentiev il serait intéres

sant de caractériser son adhérence ~. Mais surtout nous ne savons pas si ;/, est 

connexe ; le problème analogue pour l'espace universel de Teichmüller est résolu 

mais il ne semble pas que les méthodes s'appliquent à notre propos. 

c) Les classes des domaines réguliers et de Lavrentiev sont stables par 

transformation de Mobius. Ce résultat suggère qu'il pourrait y avoir un analogue de 

cette théorie en dimension supérieure, les transformations quasiconformes remplaçant 

la transformation conforme. Par exemple on peut facilement généraliser le théorème 

de Lavrentiev-Pommerenke de la façon suivante : 

si Il 2 3, si f : Rn -+ Rn est K · f t · ~ -- f (...,n-1 ) quas1con orme e s1 i..; n 

vérifie la propriété de régularité 

3c > o, n V xE:R , Vr>O 110 n- 1 ( ( ) ) n- 1 
cl{J I:nBx,r :s; Cr (

tr.o n- 1 , 
au designe 
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la mesure de Hausdorff (n- 1 )-dimensionnelle) alors la mesure sur Rn-
1 

définie 

par 

, Aoo. est absolument continue et sa densite est un poids de la classe Le chapitre 

V est une première ébauche d'une telle généralisation en dimension :2: 3. 

Les méthodes utilisées dans cette thèse sont celles de l'analyse géométrique. 

Les espaces fonctionnels (surtout la classe de Bloch et BMO) jouant un rôle considé

rable dans ces méthodes, nous les étudions en détail au chapitre I. 

Dans le chapitre II, les principales propriétés de la représentation conforme, 

en liaison avec ces espaces fonctionnels, sont étudiées. Les résultats de ces deux 

premiers chapitres peuvent être considérés comme "classiques" ; ils constituent 

essentiellement une synthèse destinée à convaincre le lecteur de l'importance de 

l'espace BMO dans cette théorie (voir aussi le chapitre V). 

Au chapitre III nous développons les points 2 et 3 ci-dessus. 

Notre objectif principal est la variante de la théorie de l'espace universel 

de Teichmüller décrite au point 2 . Au chapitre IV, nous étudions le problème de 

Neumann et le problème de Calderon en liaison avec les espaces de Hardy généralisés. 

Enfin, en annexe, nous montrons un résultat de Sullivan concernant 

l'itération des polynômes en utilisant les méthodes de l'analyse géométrique. 
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CHAPITRE I. - Les espaces fonctionnels de base 

1. CLASSE DE NEVANLINNA. FONCTIONS EXTERIEURES ET INTERIEURES. 

a) Rappelons tout d'abord la théorie sur le disque. Une fonction f analy

tique dans le disque appartient à la classe N(D) de Nevanlinna si Log+( J f(z) 1 ) 

admet un majorant harmonique (Log +x = sup(Log x,O)). Une fonction g analytique 

dans le disque est dite intérieure si sup I g(z) 1 :::;; 1 et si ses valeurs au bord 
z€D 

(qui existent presque partout) sont de module 1. Enfin g est dite extérieure s'il 

existe w E: L 1 (T) telle que 

f 1 ,,21'1' i0 } 
g(z) = expŒ j ei0 + 2 w(e) dB • 

o e - z 

Le théorème qui suit résume les propriétés de la classe N. 

THEOREME 1 . Sont équivalents, pour f analytique dans le disque : 

(1) fE:N(D), 

(2) 27T 1 ·e 1 sup j Log+ f(re 1 
) d0 < +oo, 

r<1 0 

(3) 
S 

1
(z) 

f(z) = B(z) s
2 

(z) G(z), où B(z) est un produit de Blaschke, S 1 

et s2 sont deux fonctions intérieures ne s'annulant pas dans D et G(z) est 

une fonction extérieure. 

De plus, si fE:N(D) alors f admet presque partout une limite non tangen-
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·e 1 ·e 1 1 tielle f(e1 
) telle que Log f(e 1 

) C L (T) et 

, 1 ~277 i0 1 ·B 1 , 

G(z) = exp{r 77 ~ e iB + z Log f(e
1 

) dB J · 
o e - z 

Pour les démonstrations de ces résultats, voir [17] , [21] . 

La classe N+(D) est définie par le théorème 2 suivant. 

THEOREME 2. Pour fCN(D), sont équivalents : 

~277 1 "B I s277 1 ·e 1 (4) lim ~ log+ f{re 1 ) dB = log+ f(e1 ) dB , 
r➔1 0 0 

(5) le facteur s2 = 1 dans la décomposition (3). Si (4) ou (5) est 

vérifié nous dirons que fCN+(D). 

b) Nous nous proposons d'énoncer des résultats analogues pour le demi

plan supérieur R: = {x+iy ; y>O}. 

DEFINITION 1 . Une fonction f, analytique dans appartient à la 

classe N de Nevanlinna si Log+ / f(z) / admet un majorant harmonique. 

C .d, ( ) . 1+z ons1 erons <P z = 1 'r"".:: 1-z une représentation conforme de D sur R2 . 
+ 

Sa réciproque est 1/J (z) = z-~ . Vu la définition de la classe N, il est évident que 
Z+l 

fCN(R2) si et seulement si f o <PCN(D). 
+ 

Nous pouvons alors recopier le théorème 1 dans le cadre de 

ennui est que les droites y = {y > 0) sont envoyées par 1/J 
0 0 

tangents en 1 au cercle unité. Néanmoins nous avons : 

Le seul 

sur des cercles 

THEOREME 3. Si fCN(R
2

) alors f admet des limites non tangentielles 
+ 

presque partout au bord, Log If (x) 1 C L 1( ~ ) , et f admet la décomposition 
1+x 
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(6) 

, 1 -. 1 t 1 1 ,, 
où G(z) = expJ ,- \' (t-=-- - -2-) Log f(t) dt~, 

L 11T jR z t + 1 J 
B(z) est un produit de Blaschke 

pour R: et S 
1 

, s
2 

sont des fonctions intérieures (même définition que pour le 

disque). r~éciproquement, toute fonction de la forme (6L où 

r 1 :• 1 ~- l t ' 
G(z) = exp-i . ..- \ ,,_ (-t- - ~) w( t) dt J avec 

l 11T JR 11T R . z 1~ + 1 
.,1ppéw1ient ~1 la 

classe N(ti). 
+ 

La démonstration du théorème 3 est évidente avec l' usage d:~ la transforma

tion conforme cp • 

Remarque. Si on suppose log I f(t) 1 € L \ctx) alors 

G( ) = iy { 1. (_· log I f(t) 1 ctt} z e exp . ) t , 
11T ·- R - z 

t 
ce qui est plus en "accord" avec la formule de Cauchy. Le facteur - Y: n 1 est 

t +·1 
là que pour assurer la convergence del' intégrale. Remarquons d'autre part que 

1 
1 { 1 (' 1 1 1 1 ·, 

G(z) .::: exp 2irr j (- - --::-) log f(t) dt J ; nous reconnaissons là l' intégriale 
R t-z t-z 

de Poisson de log / f 1 . 

DEFINfTION 2. Urn~ fonction C est dite extérieur'e dans 

1 dt 
vJ€ L (-::-7), réelle telle que 

1+t 

iy f 1 \ - 1 t _ · 
G(z) =-, e exp- 1 -,-- \ (1-:-;:-- -..r-) w(t) dt f· 

,]77 Jp_ z t~ +1 -

) 

R~ s'il existe 
.i. 

l. 111e fonction f appartient à N+(R:) si f peut se décomposer sous la forme 

f(z) = F3(z) S(z) G(z), 

où B est un produit de Blaschke, S une fonction intériPure ne s'annulant pas 
•') 

sur rt· et G une fonction extérieure. 
+ 



- 12 -

c) Propriétés des fonctions extérieures 

PROPOSITION 1. Soit fE:N+(R2 ) ; alors f est extérieure si et seulement 
+ 

si log I f(z) 1 est l'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord. 

Preuve. La partie directe a déjà été démontrée dans la remarque 1 . Récipro

quement si f = B(z)S(z)G(z) et si B(z)S(z) n'est pas identiquement égal à 1, 

alors J f(z) 1 < 1 G(z) J pour zE:R: , et par conséquent log I f I ne peut être 

l'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord. 

Si 

PROPOSITION 2. Soit fE:N+(R:) telle que f ne s I annule pas dans R:. 
/ 

+ 2 1 f E: N (R ) , alors 
+ 

f est extérieure. 

Preuve. C 'est évident d' après 11 unicité de la décomposition des éléments 

de N. 

dans 

PROPOSITION 3. Soit f une fonction analytique telle que Re f > 0 

R2 Alors f est une fonction extérieure. +· 

Preuve . Par transformation conforme on est ramené à prouver l'analogue 

dans le disque. 

Soit donc F une fonction analytique dans D telle. que Re F > O. 

Considérons la détermination principale du logarithme 

log F(z) = log I F(z) 1 + i Arg(F(z)). 

1T Puisque Re F .> O, on a Arg(F(z)) < 2 pour zE:D. D'après le théorème de 

Fatou il existe u(eiB) E: L
00

(T), llull
00 

:S 2, telle que u(z) = Arg(F(z)} soit 

l'intégrale de Poisson de 
·e 

u(e1 
) . Posons alors 

1 
.21r iB .0 G(z) = 77~ ei8+ 2 u(e1 )dB. 
o e -z 
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G(z) est une fonction de H
2

(D) (en fait c'est une fonction de BMOA(D) (\"oir 

le paragraphe 3)) et sa partie imaginaire est u(z) = Arg F(z). JI existe donc 

CE:R tel que F{z) = C exp (G(z)). Mais G est dans H
2 

et par conséquent 

C exp G = F est extérieure par la proposition 1 (ou plutôt son analogue pour le 

disque). 

2. FONCTIONS DE BLOCH 

a) La classe de Zygmund 

DEFTNlTION 3. On dit qu'une fonction f, continue sur R, appartient 

~l la classe de Zygmund * A (R) si l'on a 

!f(x+h) + f(x-h)- 2f(x) 1 

h 

Toute fonction lipschitzienne appartient à la classe de Zygmund mais la 

réciproque est fausse comme le montre la fonction de Weierstrass 

f(x) = !: 
n:2:O 

PROPOSITION 4. Si fE:A*, il existe une constante C telle que 

V xE:R, 1 f(x) 1 ::; C:(1 +lxll loglxil). 

Démonstration. On suppose x > 1 . Montrons tout d'abord l'inégalité 

Pour le voir on écrit 
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et la propriété découle de la définition de A*. Soit n l'entier tel que 

2n- 1 :-:;; x < 2n. Alors 

f(x) = 1 rf( xk) - f( kx 1 )] + f(-2-1 ). 
k=O~ 2 2 + 2n+ 

Comme f est continue sur R il existe une constante C > 0 telle que 

1 f(x) 1 ::=:; C si I x 1 ::=:; 1 . D' autre part posons , pour k ::::: 0, 

D'après l'inégalité montrée plus haut, 

d'où, à l'aide d' une transformation d'Abel, 

n ak n-1 
I; k = I; ( ak - ak 1 ) sk + a S 

k=O 2 k=O + n n 

k 
' T' 2-j :'.S: 2. ou Sk = 1..1 On a donc 

j==O 

1 f(x) 1 ~ ~ x n llf 11 A* + JC :S C(x log x + 1) 

et la proposition 4 est démontrée. 

Remarque. Par des arguments similaires on peut montrer que 

\/ xER, \fhE:]o,J [, lf(x+h) - f(x) 1 :s dlfllA*· h log~' et en déduire que la 

constante C de la proposition 4 est de la forme k llf 11 A* , où k est une 

con,3tante absolue. 
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b) Fonctions de Bloch 

DEFINITION 4. Une fonction f, analytique dans R: est dite appartenir 

à (13(R2 ) si f vérifie : 
+ 

sup 2 y lt 1(x+iy) 1 = lltll(B < + 00. 

x+iyE::R+ 

Avant de faire le lien entre 63(R:) et A*(R), démontrons quelques 

propriétés de cette classe. 

PROPOSITION 5. Il existe une constante C > 0 telle que si fE:~, alors 

sup y
2 1 f 11(x+iy) ! :::; cllrll

03
• 

y>0 
xE:R 

Réciproquement soit f une fonction analyti.que dans R: telle que 

sup 2 ilr"(x+iy)l<+oo. Alors,sipourtout x limf 1 (x+iy}=0, f€<l3{R:) 
x+iyE:R+ Y-JOO 

avec 

llrllta :::; sup 2 y2 I f"(x+iy) 1. 
x+iyE:R + 

Cette proposition est une conséquence immédiate des deux lemmes suivants, 

dont nous aurons besoin dans la suite. 

LEMME 1 . Soit u(x, y) 

'ef X + iyE:R
2 

' y I u(x 'y) 1 :s; k. + 

une fonction harmonique dans R: telle que 

Alors y21 ~~ (x,y) 1 :s; Ck pour tout x+iyE:R! , 

où C est une constante universelle. 

Démonstration. u(x, y) est bornée sur tout demi-plan 

y 
O 

> 0. D'après le théorème de Fatou on en déduit : 

u(x,y) = J S Y~
2 

2 u(t , y/2) dt , d'où 
R (x-t) +y /4 

y 2:: y avec 
0 
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et par conséquent : 

LEMME 2. Soit u une fonction harmonique dans R: telle que 
2 

"il x + iy € R: y2 
l~(x+iy) 1:::; k. Alors si ~~(x,y) tend vers O lorsque 

by 

y tend vers 1' infini, 

ou Démonstration. Grâce à l'hypothèse faite sur - on a : 
0 y ' 

00 2 
~(x,y) = - S ½<x,t) dt, d'où 

Y Y oy 

y 1 ~ (x , y) 1 :::; k y S00 

?-d = k . 
y y t 

Nous allons maintenant faire le lien entre l13 (R
2

) et l'espace BMO. 
+ 

DEFINITION 5. BMO(R
2

) est l'espace des fonctions f localement 
+ 

intégrables sur R! telles que 

sup 2 M SS 1 {f(x, y) - < ci SS f(x, y) dx dy)} 1 dx dy < +w 
BcR I BI B I BI B 

+ 

où B décrit l'ensemble des disques de 5i: ( 1 B I désigne la surface de B). 

On a alors le résultat suivant. dû à Coifman et Rochberg. 

PROPOSITION 6. Soit f une fonction analytique dans R2 
; alors f 

+ 

appartient à d3(R!) si et seulement si f appartient à BMO(R!) et il y a 
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équivalence des normes correspondantes. 

Démonstration. Supposons tout d'abord fE: l13(R2) ; soit alors 
+ 

z = x + iy E: R2 , r s y et B la boule de centre z et de rayon r
0

• 
0 0 0 + 0 0 0 

Tout d'abord remarquons que 

1 Ç(' f(z) dz dz = 
rsij.)B 

par la propriété de la moyenne . On écrit alors 

Mais on montre, en la calculant, que 

dt) dr} d0 

d'où 

Récipr•oquement supposons fE:BMO(R:). Soit z
0 

= x
0 

+ iy O E: R:. Posons 

C- = {z = x+iy / z-z
0 

/ E: ~y 
O 

, ¾y 
0

]}. On montre alors, en utilisant la formule 

de Cauchy, gue 

1 f
, (z ) /<_ ~ ~--s I f(z) - f(zo) 1 _ 

-, --, 2-dz dz o Yo n v Z-Z 
0 

d'où y 
O 

/ f' (z 
0

) / s cl /f //BMO(R2), et la proposition est démontrée. 
+ 

Avant de passer au résultat fondamental de ce paragraphe, énonçons encore 

une propriété qui n'est autre que 11 invariance conforme de la classe de Bloch. 

PROPOSITION 7. Si a3(D) désigne l'espace des fonctions holomorphes 
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dans D telles que 

alors f, holomorphe sur appartient à d3(R:) si et seulement si 

f o cp€ IB(D) et l'on a 

Démonstration. Soit f + holomorphe dans R+. 

(1 -/z /
2

)(fo cp)'(z) = (1- /z /
2

) 
2

i:2 f'(cp(z)). 
(1-z) 

Alors : 

M · 1 t · · · · d ,,., (z) est · 1- / z / 2 1 · t · 7 ' d 'd · t ms a par 1e 1magrnaire e '1-' 1 ..----.-,.. a propos1 10n s en e m 
l 1-z 1

2 

immédiatement. 

c) Lien entre la classe de Bloch et la classe de Zygmund 

Nous nous proposons, dans cette partie, de démontrer la théorème suivant, 

qui est fondamental dans la théorie des fonctions univalentes : 

THEOREME 4. Soit f€ ~(R:) et F une primitive de f. Alors F se 

prolonge en une fonction continue sur F! R est une fonction de la classe 

de Zygmund avec /IF /R//A* :s; dlt[[18. Réciproquement si f est une fonction réelle 

appartenant à A*(R), il existe une fonction F continue sur R
2 

et analytique 
+ 

2 
sur R telle que F'€1B et Re FI R = f avec 

+ 

2 
Démonstration. Supposons tout d'abord que f€ lB(R ) ; pour montrer que F 

+ 
se prolonge continûment à R2 

, nous allons montrer que F (x) = F(x+iy) converge 
+ y 

uniformément sur tout compact lorsque y tend vers O. Soit donc I un intervalle 

compact de R. Pour x€I et ys 1 on a 
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1 f(x+i) - f(x+iy) 1 :s; l [fi l<B log ~ 

et par conséquent, si xE:I et y, y' sont :s; 1, y' < y, 

1 F(x+iy) - P(x+iy') 1 :s; ~y (CI + I If l 1(8 log t) dt 
y' 

s; (CI + l lfl l
113

)(y-y') + I If l 1(13 (y log ~ - y' log ~) 

où CI= sup I f(x+i) 1. Cette dernière inégalité prouve la convergence uniforme 
xE:I 

sur tout compact de F vers y F qui est continue sur R. Pour montrer que 

FE:A*( R), il nous faut évaluer 
2 

~h F(x) = F(x+h) + F(x-h) - 2F(x), et ce pour 

xE:R. Pour ce faire on écrit 

et on commence par évaluer ~(F h) ; 

L)~ (Fh)(x) = F(x + h + ih) + F(x - h + ih) - 2F(x + ih) 

h LI 

= \ ( \ f' (x+t+ih) dt) du 
jo ..J -u 

Pour évaluer 

à l'ordre 1, 

on écrit une formule de Taylor avec reste-intégrale 

Mais 

et 

h 
F(x) - F(x+ih) = ih f(x + ih) - s t f' (x+it) dt . 

0 

2 1 ,.x+h .x 1 

6 11(f11)(x) = j f'(u+ih)du-j f'(u+ih)du 
x x-h 

1 jn t f' (x t it )dt J :s; I Ir 11 lB h. 
0 

On en déduit que F IRE:A*(R) avec 
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1 IF IR 11 A* s 6 I If 11 <13 • 

Réciproquement soit f une fonction réelle appartenant à A*(R). D'après la 

proposition 4, la fonction g suivante est alors définie sur 

1f' [;1 1] g{z) = :- \ ----,-; - ~ f(t) dt; 
177 JR (t-zt t~+1 

cette fonction est holomorphe sur R
2 et sa dérivée vaut 
+ 

g'{z) = ..]_ \ f(t) 3dt. 
177 JR (t-z) 

En utilisant la proposition 4 et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, 

on montre facilement que pour tout x de R, lim g'(x+iy) = 0, ce qui va nous 
y~ 

être utile. Montrons tout d'abord que g€ œ, . Pour ce faire on remarque que 

1 " r 1 1 ] Reg'(z)=-j L;:--:-3- _3 f(t)dt 
2i77 R (t-z) (t - z) 

= Ç h (t) f(x-t) dt où 
jR y 

h (t) = _1 ( 1 _ 1 ) 
y 2i7T (t-iy) 3 (t+iy)3 

La fonction hy est donc paire , d' intégrale nulle et 

3 -3 
s rrY , 

On peut donc écrire 

1 . 
Reg' (z) = 2 -~R (f(x+t) + f(x-t) - 2f(x)) h/t) dt , 

d'où 
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!Re g'(z) 1 $; es llfllA* lt ly-
3

ctt + s llfllA* lt 1-2dt) 
ltls;y ltl:2:y 

$ 2llfllA* y-
1

• 

Pour terminer la démonstration du fait que gE:(B on écrit g = u(x,y) + iv(x,y). 

Nous venons de voir que 

Par le lemme 1 on en déduit que 

2 2 
M . th . t , t è u bu ais u es armomque e par consequen 7 = - -:-z· 

ÔX by 
Comme 

tel que lim ~ u(x, y) = 0 pour tout x, le lemme 2 nous permet de conclure que 
y~+oo y 

y 1 ~ ~ {x, y) 1 $ 2d Id I A*. Nous avons donc montré que g est une fonction de la 

classe de Bloch avec l!gll
6 

s; cJlfilA*' D'après la première partie de la démons

tration une primitive G de g se prolonge continûment à R: et sa valeur au 

bord appartient à A*. Pour montrer que Re G J R = f, fixons un h > 0 et 

posons 

On montre facilement que 

Fh{z) = GH(z + h) + G"(z-h) - 2G11(z). 

Comme pour tout xE:R on a 

lim F h(x+iy) = lim (G(x+h+iy) + G(x-h+iy) - 2G(x)) = 0 , 
y-,oo y-+oo 

nécessairement Fh(z) = G(z+h) + G(z-h) - 2G(z). 
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En passant alors à la limite au bord on en déduit que si 11 on désigne par 

À (t) la fonction Re G(t), 

'ef h > O, A~ f(t) = ~ À(t). 

De cette égalité on tire facilement que f" = À Il au sens des distributions et donc 

que f = À (modulo un terme affine). 

Pour conclure ce paragraphe signalons que 11 analogue du théorème 4 est 

naturellement vrai dans le disque et la démonstration est similaire ( [17] ). 

3. L'ESPACE BMOA(li) 
+ 

a) Rappelons tout d'abord quelques résultats classiques sur BMO(R). 

DEFINITION 6. BMO(R) est l'espace des fonctions f localement 

intégrables sur R telles que 

où I décrit l'ensemble des intervalles de R et où 

1 ,· = T7 j f(x) dx. 
1 II I 

Un premier résultat est que toute fonction de BMO est intégrable par 

rapport à ~ (voir @1] ). On peut donc considérer toute fonction fE:BMO 
1 tx 

comme valeur au bord de la fonction harmonique 

u(x,y)=P * f(x). y 
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Avant d'énoncer le théorème fondamental concernant BMO, dû à Fefferman et 

Stein, donnons deux définitions. 

DEFINITION 7. H 1 (R) est l'espace des fonctions 1 fE:L (R) telles que 

f*(x) = sup I P * f(x) 1 € L \R). 
y>O y 

DEFINITION 8. Une mesure a est appelée mesure 

de Carleson s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle I de 

R, on ait: a(Î) :s:; C '11, où Î désigne le carré IX [o, II IJ. 

Le théorème fondamental est alors le suivant ( [20] , aussi démontré dans 

THEOREME 5. Pour une fonction f localement intégrable sur R les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

i) fE:BMO(R) 

ii) f appartient au dual (H 1 )* de H 1 au sens que 

3c>o, \i cpE:H\R) 1 <f,cp)I = J lim S fT(x)cp(x) dx 1 :s:; dico Il 1 , 
T+oo H 

où fT(x) = f(x) si lf(x) l:s:; T, = T si f(x) ~ T, = -T si f(x):::; -T. 

iii) La fonction harmonique u(x, y) = P Y * f(x) est telle que 

y lv u(x,y) 1
2 dx dy 

est une mesure de Carleson. 

La propriété (iii) a été améliorée par Coifman et Meyer ( [13]) qui montrent : 

PROPOSITION 7. Soit 1/J une fonction de L 1 (R) d'intégrale nulle telle 

que iiJ>{x)!:::;c(1+x
2r 1

. Pour t>o onpose iti/x)=fl/J(f). Alorssi 
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f € BMO(R), la mesure 

est une mesure de Carleson sur 

Un corollaire immédiat de la proposition 7 est que si f€BMO(R) et si 

u(x, y) désigne P * f(x), alors y 

y3 lv2u(x,y) l2dx dy 

est une mesure de Carleson sur 1i +· 

b) BMOA(li) 
+ 

PROPOSITION 8. Soit F une fonction holomorphe sur R:. Les proprié

tés suivantes sont équivalentes : 

i) y IF 1 (x+iy) /2 est une mesure de Carleson sur R:, 
ii) sup IIF(.+iy)ll 8 MO < -t=, 

y>O 

iii) Il existe gE:BMO(R), réelle, telle que 

1(' 11 t] 
F(z) = i?T j l:- - 7--: g(t) dt. 

R t-z t +1 

Si 11 une de ces trois propriétés est vérüiée, nous dirons que FE:BMOA(R:). 

Démonstration. 

(i) ~ (ii). Montrons tout d'abord que si F vérifie (i), alors F appar

tient à la classe de Bloch Œ>(R:). Soit donc x+iy € R! et B le disque de 

centre x + iy et de rayon y /2 . Par (i), il existe une constante C > 0 telle que 

rT 1 12 jj y' F 1(x 1+iy 1) dx' dy' ~ C y. 
B 

D'autre part, en utilisant la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques, 
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s~B y' 1 F' (x' +iy' ) l 2 dx 'dy l ~ ~ 1 B 1 ~ ~SB I F l (x' +iy' ) 1

2 
dx' dy' 

> 1 3 IF 1 ( • ) 1
2 

_ ,4 y X+ 1y . 

De ces deux inégalités on déduit aisément le fait que 

Pour y > O, posons alors F (x +it) = F(x + i(y+t)). Le fait que f€<B(R2 ) 
y + 

implique facilement que F (x+it) =Pt* F (x). Montrons que t IF
1 

(x+it) 1
2 

est y y y 

une mesure de Carleson. Soit donc I un intervalle de R. Si II 1 ~ y, la 

condition (i) implique immédiatement que 

SS" t IF ~(x+it) 1
2 

dx dt s C II 1. 
I 

Si maintenant II 1 < y, la condition de Bloch nous montre que 

t IF' (x + it) 1
2 s S: y y 

" pour x+it€I et par conséquent on a encore 

Par le théorème 5, on déduit de cette étude que 

sup I IF) IBMO < +oo , 
y>O 

ce qui est la condition (ii). 

(ii)'9(iii). Soit G(z) uneprimitivede F(z). Puisque lb)l8 MO s C, 

la fonction A~ G(z) = G(z+h) + G(z-h) - 2G(z) (h > 0) est analytique et bornée 

dans R:. Par le théorème de Fatou il existe gh(x) € L 
00

(R) telle que : 

Par ailleurs la condition (ii) implique 

l'existence d'une fonction f€BMO(R) et d'une suite (yk) tendant vers O teis 

que 

Comme 

tendent vers f pour la topologie faible définie par la dualité 

.6~ G(x+iy) = F y* l?Jh(x) où iph est une fonction de H \R), 

1 
H -BMO. 

on en 



- 26 -

déduit que 

Pour tout x+iyE:R: , on a donc : 

Il existe donc deux fonctions de y, À {y) et µ{y) telles que 

'ef x+iyE:R
2 

F(x+iy) = P * f{x) + xÀ {y)+µ {y) + y 

(modulo une constante). Nécessairement À {y) = 0 car F et P * f sont y y 

intégrables par rapport à ~- D'autre part µ{y) est harmonique et par 
1+x 

conséquent µ{y)= ay. Mais un calcul facile montre que ~ (P * f(x)) tend 
oz y 

vers 0 lorsque y tend vers +a pour tout x. Comme F est analytique 

~ P * f(x) = J ia, et donc a = O. Nous avons montré que F(z) = Py * f(x). 
oz y 
La condition (iii) en découle avec g{x) = Re f(x). 

(iii) ~(i). Posons F(z) = u(z) + iv(z). Alors u(x+iy) = P * g(x) et y 

y IF' (x+iy) / 2 = y / V u(x+iy) / 2 et on conclut en utilisant le théorème 5. 

La démonstration précédente prouve que si F est une fonction de 

BMOA(R2), alors F(x+iy) converge presque partout vers une fonction F(x) 
+ 

appartenant à BMO(R). C'est la norme de cette fonction F(x) dans BMO(R) 

que nous prenons pour I/F/1 2 . Nous avons également montré que cette 
BMOA(R) 

norme est équivalente aux normes suivantes : 

IIFI/ 2 ~ 1/Re F / RI/BMO(R)"" sup /IF ll8 MO(R)" 
BMOA(R ) y>0 y 

+ 
Enfin si nous désignons par E 1 l'espace de Banach des fonctions g analytiques 

dans R: telles que 

11 11 - 1 -·s ' i 2 }1 /2 g E = sup ~ 0 \ A y g(x+iy) dx dy < + oo • 

1 IcR l III j I 
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Nous avons montré que l'application F 1-+F' réalise un isomorphisme entre 

BMOA(R:) et E 1. 

Nous nous proposons de généraliser ce dernier résultat. Soit E2 l'espace 

de Banach des fonctions g, analytiques dans R
2 

telles que : 
+ 

11 11 
r 1 ·s-· 3 1 12 }1 /2 g E = _sup ln ~ A y g(x +iy) dx dy < +oo ' 

2 1cR III I 

alors, 

PROPOSITION 9. L'application F ...+ F" est un isomorphisme de 

BMOA(R:) sur E2 . 

Démonstration. Il suffit de montrer que l'application A: G ...+G' est un 

isomorphisme de E 
1 

sur E
2

. A est injective car, E 1 étant inclus dans 

l'ensemble des dérivées de cB (R:), seule la constante 0E:E 1 . Reste à montrer 

la surjectivité. Pour ce faire on observe tout d'abord, comme pour E 1, que 

gE:E2 ~ sup y
2 

I g(x+iy) 1 s dlgll 8 • 
y>0 2 

Nous pouvons donc considérer, pour tout x+iyE:R: 

+oo 
f(x + iy) = -i S g{x + it) dt , 

y 

qui est une fonction analytique vérifiant f' = g. Montrons que fE:E 1 : soient 

x ,Y E:R, y
0 

> O. Alors 
0 0 

X +y y X +y y 
\ 0 0 \ 0 1 12 ,, 0 0 ,, 0 1 \ ,-00 1 12 
.) .) y f(x+iy) dx dy = j ~ y .) f t g(x+it)dt dy dx 

X -y O X -y O y 
0 0 0 0 

X +y y 
\. 0 0 -· 0 s+= 2 i i 2 " s j j ( t g{x+it) dt) dy dx = I, 

X -y O y 
0 0 

par Cauchy-Schwarz. Mais 
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X +y y 
;' 0 0 Ç+oo 2 J 12 ,..--" 0 , 

I = j j t g(x+it) (, ~ 1 [ r(t) dt) dt dx 
X -y O o y +ool 

0 0 ' ~ 

X +y y X +y 

= s O O 
~ 

0 

t3 lg{x+it) l
2

dt dx + Yo~ 
0 

° CS+
00

t
2 

lg(x+it) 1

2 
dt)ctx 

X -y O X -y y 
0 0 0 0 0 

Avant de clore la partie b), examinons ce qui constitue la propriété 

d'invariance conforme de BMOA(1,? ). 
+ 

PROPOSITION 10. Une mesure a, 

mesure de Carleson si et seulement si 

positive, définie sur 

sup 2 SS 2 1 Y~ 12da(z)< +oo. 
z =X +iy E:R R z - z 

0 0 0 + + 0 

est une 

Cette proposition, de caractère technique, est facile à démontrer ( voir [21] ) . 

Naturellement toute la théorie faite sur R2 peut être faite dans D et la 
+ 

proposition 8 peut être recopiée en remplaçant les droites y = y par les cercles 
0 

de rayon r < 1 et où la notion de mesure de Carleson est remplacée par : 

DEFINITION 9. Une mesure a , positive dans D est appelée mesure de 

Carleson si elle vérifie 

~c>o, 'efl= [e1,e2]cT, ~S" da(z)sclil, 
I 

Ou, 1" = {reie e r-1 1 r < e e L 
c... ' - - 2- 1 J. 

L' analogue de la proposition 1 O est alors : 

PROPOSITION 11 . Une mesure positive a sur D est une mesure de 

Carleson si et seulement si 
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1-1 z l 2 
J - o j 2 da (z) < +oo. 
1-zz 

0 

Vues les propositions 10 et 11, un simple changement de variable prouve la 

proposition suivante : 

PROPOSITION 12. Soit a une mesure positive sur R
2 

: alors cr est +-

une mesure de Carleson si et seulement si il en est de même de cr o cp / cp ' / • En 

conséquence une fonction 

appartient à BMOA(D), 

On rappelle que cp 

d 't· . ( ) . 1+z e mie par cp z == 1 -
1 

- . . -z 

f appartient à BMOA(R!) si et seulement si f o cp 

avec équivalence des normes. 

est la représentation conforme de D sur 1i 
+ 

00 2 
c) La classe A A(R) 

Rappelons tout d'abord les résultats classiques concernant la classe A 
00 

(R) 

de Muckenhoupt. 

DEFINITION 10. Un poids w(t) :2: O, localement intégrable sur R est 

dit appartenir à AP(R), où p est un réel> 1, sil' on a 

• -1/ . p-1 
sup c~s w(t) ctt)( ci~ w(t) p-

1 
ctt) < +oo , 

IcR · 1 I I I I I I I 

où I décrit l'ensemble des intervalles de R. 

L'importance de la classe Ap(R), pour p > 1, provient du théorème 

suivant, dû à Hunt, Muckenhoupt et Wheeden [26] (voir aussi ~1], [9] ). 

THEOREME 6. Soit p > 1 ; un poids w appartient à AP(R) si et 

seulement si il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction 

f € LP(w dx) n L 2(ctx), on ait 
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où H désigne la transformée de Hilbert. 

Posons A
00

(R) = U Ap(R). La classe A
00

(R) admet de multiples carac
p>1 

térisations que nous résumons dans la proposition suivante : 

PROPOSITION 12. Soit w ~ 0, localement intégrable sur R. Sont 

équivalents : 

00 

wE:A (R), ( 1) 

(2) 3 C, S > 0 tels que pour tout intervalle I de R et pour tout 

sous ensemble mesurable E de I, 
,. 

w(A) = ~ w(t) dt. 
A 

·t. w(E) < C(IE l)s 
on ai . w(I) - frT ' où 1' on a posé 

(3) Il existe C, t>O tels que pour tout intervalle I de R on ait 

111' inégalité de Holder inverse" : 

1 

( 1 s w(t) 1+E dt) 1+Ë ::; C 1 ~ w(t) dt. Til I frl I 

(4) Le poids w vérifie "l'inégalité de Jensen inverse" : 

"'J 1,- {1S } .JC > o, 'eficR n j w(t) dt::; c exp n log w(t) dt . 
III I III I 

Pour les démonstrations, on consultera [21]. 

Enfin, rappelons le résultat fondamental suivant, qui est essentiellement dû 

à John et Nirenberg ~s] . 

PROPOSITION 13. Si wE:A
00

(R), alors log w E: BMO(R). Réciproquement, 

si fE:BMO(R), il existe E > 0 ne dépendant que de llfl[8 MO tel que ee:f 

appartienne à A
00

(R) (on a supposé f réelle). 

Laissons-là les rappels et introduisons la classe A
00 

A. 
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DEF'INITION 11. Une fonction F ~ an;:ilytique dans 1/ est dite apparterür 
+ 

D'après les propositions 8 et 13, si F est dans A 
00 

A(R!), alors 

log F (qui est bien définie puisque F, extér'ieure, ne peut s I annuler sur R) 

appartient à BMOA(R2
). Réciproquement, si f appartient à BMOA(R2

), alors 
+ + 

exp(e:f) appartient à A 
00 

A(R2 ) si e: est assez petit d'après la proposition 13. 
+ 

Si wE:A 
00 

(R) il existe une unique fonction n(z) appartenant à A co A(R:) 

telle que / n J / R = w, à savoir 

J1 /~ 1 t } 
n(z) = exp 1Ii ~ (t _ z - 7""::") log w( t) dt . 

R t +1 

[i' unicité est à un facteur de module· 1 près] . 

Le théorème suivant nous fournit une caractérisation pratique de la classe 

THEOREME 7. Pour une fonction FE:N+(R:), ne s'annulant pas, sont 

équivalents : 

on ait 

(5) 

(6) 

FE:A co A(R2 ) , 
+ 

2 log F € (B(R) et 3 C >o telle que pour tout intervalle I de R 

Démonstration. 

(5) =} (6). Si F C 1\
00 

A(R!). alors u., = / F Il R est un poids de la classe 
00 

A . Si nous posons f = log w, il vient alors, par ( 4), 

1 • ' 1 ~ 
TT~ w(t) dt :é; c exp~ n ~ f(t) dt}. 
III I Lill I 
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Fixons maintenant un intervalle 

alors facilement que 

I de R et posons x + iy = z · on démontre 
o o I ' 

(7) 1 fil ~I l(t) dt - p Yo * !(xo) 1 :s cll1IIBMO(R)" 

Mais P * f{x ) = log I F(z
1
) 1, car F est extérieure. La propriété (6) en 

Yo o oc 

découle car il est bien entendu que FCA A => log FCBMOA c ~. 

( 6) ~ (5). Montrons tout d'abord que sous la condition ( 6), F est extérieure. 

Pour ce faire nous allons montrer que la condition (6) implique 11 inégalité (8) suivante : 

(8) Pour a> O assez petit, il existe une constante. C > O telle que 

Il suffit, vu 1' homgénéité des conditions, de montrer (8) pour x = O, y = 1 . Alors 

Si l'on a choisi a < 1, (6) et 11 inégalité de Holder impliquent 

et 

s 1 
!F(t) Ja P/t) dt:S C !F(i) Ja 

-1 

'ri n?. O S IF(t) JaP1(t) dt :s; C 2-n IF(2°i) Ja. 
2n:s; Jx l<2n+ 1 

Mais le fait que log F E: 03(R!) implique 

'i n ?. O 

et par conséquent 

n(aC' ll1og FIi 
"'if n?. 0, 2-n IF(2 11i)' Jase 

-log 2) j j 
F(i) a. 

La propriété (8) s'en suit pour < log 2 

a C ' 1 l1og F 11 ie · 

Supposons à présent que F n'est pas extérieure. Il existe alors S 
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intérieure et G extérieure telles que 

F =SG. 

Par (8) on aurait alors 

1 
P * 1 G I a(x) 

1 S(x+iy) 1 a~ ë I Y . 1 a 
G(x+iy) 

1 la dernière inégalité provenant de 1' inégalité de Jensen. Mais alors S serait 
00 

dans H , ce qui n'est possible que si S est triviale. 

Reste à montrer que IF 11 R E: A <!ô (R). Cela va résulter du lemme suivant 

concernant la classe de Bloch. 

LEMME 3. Soit FE:N+(R!), extérieure, telle que log FE: d3(R!). Il 

existe une constante C > 0, ne dépendant que de l l1og FI 1(8 telle que 

Démonstration du lemme 3. Il suffit de montrer 11 existence d I une constante 

universelle C > 0 telle que 

\;/ IcR, l 1og F(z 1) - i7 S log F(t) dt 1 :s; cll1og Fil!B. 
1 II I 

Pour ce faire, on pose g = log F et on appelle G une primitive de g. On 

pose d'autre part I = [x-y , x+yJ . Alors : 

1 
1 ., 1 1 1 log F(z 1) - TT\. log F(z) dt = :!;ï {G(x+y) - G(x+y+iy)) -

II I jl y 

(G(x-y) - G(x-y+iy)) + sx+y(g(t+iy) - g(x+iy)) dt 1. 
x-y 

On utilise alors la même méthode que dans le théorème I .• 4. Par la formule 

de Taylor avec reste intégrale, 

. .Y 
G(a) - G(a+iy) = iy g(a+iy) - j t g 1 (a+it) dt, 

0 

d'où: 
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l 1og F(zI) - MS log F(t) dt 1 = J j sx+y (g(t+iy) - g(x+iy)) dt 
1 II I y x-y 

y 
+ iy(g(x+y+iy) - g(x-y+iy)) + j t(g' (x-y+it)-g' (x+y+it)) dt 

0 

et le lemme en découle. 

Nous pouvons alors conclure la preuve du théorème 7. Soit donc F une 

fonction vérifiant les hypothèses de ce théorème. Par (6) et le lemme précédent, il 

existe C > 0 telle que, pour tout I c R, 

et la conclusion découle de ( 4) de la proposition 12 • 

d) Espaces de Hardy à poids du demi-plan supérieur 

Pour xE:R, notons r(x)={x'+iy'E:R:; /(x'-x)
2

+y
2

:s:2y 1
}. Si F 

est une fonction quelconque définie sur R: , nous posons F*(x) = sup I F(z) 1. 
zE:f(x) 

Nous nous proposons de définir, pour tout p > O, les espaces de Hardy 

HP(w dx) où w est un poids de A
00

(R), généralisant la notion classique 

d'espace de Hardy. Cette théorie est due à C. Kenig !J 1] . 

THEOREME 8. Soit p > O et F une fonction analytique sur R: ; 
les propriétés suivantes sont alors équivalentes : 

(10) F* E: LP(w dx), 

~ 1 1 ·)
11

p {11) sup (\ F(x+iy) P w{x) dx < +oo, 
y>O VR 

(12) F(n) 1/P E: HP(R:), l'espace de Hardy classique, où O(z) est la 

fonction extérieure telle que I O(x) 1 = w(x) presque partout sur R. 
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Démonstration. 

(10) ~ ( 11) est évident. 

( 11) ~ ( 12). Montrons tout d'abord les lemmes suivants concernant A 
0

\R). 

LEMME 4. Si q > 1 et si wE:A q(R), alors 

Preuve du lemme 4. Pour f localement intégrable sur R, la fonction 

maximale de Hardy-Littlewood de f est définie par : 

Mf(x) = sup "ci S I f(t) 1 dt. 
Bx III I 

Un résultat fondamental concernant les classes A P est que f t-+ Mf est borné 

sur L q(w) si et seulement si wE:A q. Le lemme en découle car 

I 1 I q s CM<P(x) où <P(x) = 1 r J (x). 
( 1+ x ) L-1, 1 

De lemme découle immédiatement du précédent par l'inégalité de Holder et 

le fait que wE:A q si et seulement si w-q 'I q € A q ' , où q' désigne l'exposant 

conjugué de q. 

Démontrons maintenant (12) à partir de (11). Pour cela, posons 

G(z) = F(z)(z+irq/p_ Par (11) et le lemme 5, G appartient à l'espace de Hardy 

Hp/q(R:) ; on en déduit que F et donc F(O) 1/P appartiennent à la classe de 

Nevanlinna N+(R:). Pour démontrer que F(0)
1/P € HP(R!), il suffit donc de 

montrer que sa valeur au bord est dans Lp, ce qui est évident par (11) et le 
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lemme de Fatou. 

( 12) => ( 10). Supposons tout d' abord p ~ q . Montrons alors, dans ce cas , 

que F est l'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord. Pour ce faire, il suffit 

de montrer que 1 F o <P € H (D) où, ce qui revient au même puisque que 

Mais 

Mais w€A cA et donc w-P' /p€Ap' et le résultat découle du lemme 4. Pour q p 

conclure dans le cas p ~ q, on observe que F* :s M(F IR) et on applique 

l'inégalité à poids précédemment rappelée. Dans le cas p < q on écrit 

~ 2 où B est un produit de Blaschke et où F ne s'annule pas sur R_L 

alors F = H n- 1/p où H € HP(R
2

) ; soit k un réel > 0 tel que 
+ 

~ F=BF 

On a 

pk~ q. 

D'après le cas précédent, on voit que (F1/k)* € Lpk(w dx), puis on écrit: 

ce qui termine la preuve du théorème 8. 

Comme corollaire de la démonstration précédente, montrons encore le résultat 

suivant qui sera utile au chapitre IV. 

PROPOSITION 14. Si w€AP(R) et FE:HP(R2 , w), alors 
+ 

F(z) = J_ \
0 

ft(t) dt= P * (f + iHf)(x) , 
17T J R -z y 

où f est la partie réelle de la valeur au bord de F et H est la transformée 

de Hilbert. 
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Démonstration. 

Puisque fE:LP(w), Hf 

(fonction maximale) opèrent sur 

et P * (f +iHE) sont définis car y 

LP(w dx). La fonction 

. . 1 -. f ( t) 
P * (f+1Hf)(x) = ,- ,· -t dt 

y 177 jR -z 

H et 

est alors holomorphe sur R
2 et sa partie réelle coincide avec celle de 
+ 

l'vl 

F 

puisque, comme on l'a vu, F est l'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord. 

Les deux fonctions diffèrent donc d' une constante ; cette dernière est nécessaire

ment nulle car les deux fonctions ont des valeurs au bord dans LP(w dx). 

00 

Remarque. La classe A est la classe adaptée à la théorie des espaces 

de Hardy à poids. Pour nous en convaincre, considérons une fonction n(z )E:N+(R2 ), 
+ 

ne s'annulant pas et telle que log n E: IS(R:). Supposons que pour une telle 

fonction, l'équivalence ( 10) <==} ( 12) du théorème 8 soit vraie. Pour tout intervalle 

I = [x -y , x +y ] de R posons z
1 

= x
0

+iy
0 

et considérons la fonction 
0 0 0 0 

Il est clair qùe avec 

D'autre part, pour tout xE:I, on a 

Par l'équivalence ( 10) ~ ( 12), il existe une constante C indépendante de I 

telle que 

et cette inégalité implique 
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fr7 \ w(x) dx :s: c ln(z1) J. 

On en déduit que W= lnllR appartient à Am (R) par le théorème 7 . 

Notes du chapitre I 

Tous les résultats de ce chapitre sont classiques (sauf le théorème 7). Nous 

avons délibérément fait le choix de la variable complexe et insisté sur l'invariance 

conforme de ces espaces. Pour un exposé plus systématique et exhaustif des proprié

tés de ces espaces on pourra consulter [17 J [39 J . Le théorème 7, qui va se 

révéler très utile dans la suite, semble nouveau : il a été inspiré par le travail de 

Pommerenke [36] . Pour illustrer son utilité, notons qu'il permet d'obtenir une 

démonstration très rapide du théorème de Lavrentiev [32]. Notons encore qu'il a 

un analogue évident dans le disque (la démonstration est la même). 
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CHAPITRE II. - Généralités sur les fonctions univalentes 

1 . LA THEORIE DE KOEBE 

Dans toute la suite, nous désignerons par S la classe des fonctions f 

holomorphes et univalentes dans D, le disque unité, telles que f(0) = 0, f'(0) = 1. 

THEOREME 1. Si fE:S, alors lr11(0) 1 s 4. 

Tous les théorèmes que nous allons maintenant énoncer sont plus ou moins 

des conséquences du théorème 1 . Pour une démonstration de ce résultat ainsi que 

des quelques autres que nous ne démontrerons pas, on consultera G5] . 

COROLLAIRE 1 (Théorème de distorsion de Koebe). Si f appartient à 

S, on a, pour zE:D, 

( 1 ) 1 -1 z 1 < 

( 1+ 1 z 1 )
3 -

1 f' (z) 1 s 1 + 1 z 1 , 

(1- I z 1 )
3 

(2) lz 1 < 

(1+ 1 z 1 )2 - lr(z) 1 <; llz Il 2' 
(1- z ) 

(3) 

COROLLAIRE 2. Soit f une fonction univç1lente et holomorphe dans D 
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(resp. dans R
2

). Si z Cl) (resp. z €R
2

) et sil' on note n = f(D) (resp. 
+ 0 0 + 

n = f(R2 
)), alors 

+ 

(resp. ~ y lr1 (z ) 1 s d(f(z ),on) s 2y lr1 (z ) / où l'on a supposé z
0 

= x
0

+iy
0

) • 
.::; 0 0 0 0 0 

Démonstration. Supposons tout d'abord que f€S et montrons 

j s d(o, on) s 1. 

Par (2) il vient 'd z€D 

d(0, on) = ~iml inf / f(z) / 2: i. L'autre inégalité provient tout simplement du lemme 
1 z ~1 

de Schwarz appliqué à la fonction z ~c\d(O,on) z). On déduit immédiatement 

de ce résultat que si f est univalente dans D alors 

(4) j lr1 (0) 1 s d(f(0), on) s lr1 (0) 1. 

z+z 
On conclut alors facilement le corollaire 2 en appliquant (4) à la fonction f(-- 0

), 

_ 1+z z 
Z -z Z 0 

(resp. enappliquant(4)à f( 0 0 
)). 

1 - z 

PROPOSITION 1 . Si f est univalente dans D et ne s'annule pas, alors 

log f appartient à la classe de Bloch <B(D) avec une norm~ s 4. 

Preuve. Par le corollaire 2 on peut écrire, en posant n = f( D) ; 'd z€D, 

d(f(z), on) < (1_ / 12) / f' (z) 1 < 4 dist(f(z), on) 
1 f(z) 1 - z I f(z) 1 - 1 f(z) 1 · 

Mais, puisque f ne s'annule pas dans D, 

dist(f(z),on) s lr(z) /, 

et la proposition 1 s' en déduit. 

Dans le paragraphe 2 , nous montrerons un résultat beaucoup plus fort. 
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La proposition suivante va confirmer l'importance de la classe de Bloch 

dans la théorie des fonctions univalentes. 

PROPOSITION 2. Si U désigne D ou R: et si f est une fonction 

holomorphe univalente dans U, alors log f' appartient à la classe de Bloch 

IB(U) avec une norme ne dépassant pas 4. 

Preuve. Soit z
0

€U et d
0 

= d(z
0

, o U). Alors la fonction 

~ f(z +dz) - f(z ) 
f(z) = o o 

d
0

f'(z
0

) 

appartient à la classe S d'après le théorème 1 on a donc 1111(0) J ::s; 4 ce qui 

équivaut à 

1 

f" (z ) 1 
d o ::s; 4. 

o f' (z ) 
0 

Pour clore ce paragraphe, nous allons maintenant faire le lien entre la classe S 

et les espaces de Hardy du disque. 

THEOREME 2 (Prawitz) [38]. Pour tout p < J, S est une partie 

bornée de HP(D). 

Démonstration. Fixons un 1 
p < 2 et posons, pour fËS 

M (r) = "ii '2 1T if(rei0) jP d0 
P jo 

Par un calcul facile, on obtient l'identité 

(5) 

Par intégration de (5) entre O et r, on obtient 
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d'où, puisque f est univalente, 

Enfin, par intégration de cette dernière inégalité et en utilisant (2), 

2 1 tp-1 
M (r) :::; p \ 2 dt :::; C , 

P '-'o (1-t) P P 

pour p< J. 

2. FONCTIONS UNIVALENTES ET BMOA 

Le résultat principal de ce paragraphe est le théorème 4, dû à A . Baernstein 

[4]. La démonstration que nous avons adoptée est essentiellement due à P. Jones 

THEOREME 3. Il existe une constante C absolue telle que, si f est une 

fonction holomorphe et univalente dans D, alors J ~• J dx dy est une mesure de 

Carleson dans D de "norme" :::; C. 

Démonstration. Vu la proposition I. 11 , il suffit de montrer l'existence d'une 

constante C telle que si f est univalente dans D et T une transformation 

conforme quelconque de D sur lui-même, alors 

(6) \\ !ff{z(J) 11 T '(z) J dx dy:::; C. 
jjD 

Mais, par le changement de variable z = r - 1 (u), (6) équivaut à 

(7) 

,.,, 
\\ 1 ~ (z) / dx dy :::; C, 
jjD f(z) 

' ,.,,, -1 
OU f =f o T . 
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,.., 
Il suffit donc de démontrer (7) pour toute fonction f holomorphe et univalente dans 

D. 

a) Démontrons tout d'abord (7) pour les fonctions f ne s'annulant pas 

dans D. Vu l'homogénéité, on peut alors supposer f(O) = 1. D'après la propo-

sition II . 1 , on a 

'ef z€D, (1- lz 1) 1~) 1::::: 4. 
f(z) 

De cette inégalité et du fait que f(O) = 1 on déduit facilement que 

(8) 'ef z€D, (1- lz 1 )
4 :::; lf(z) 1 :s; (1- lz I r4 . 

Majorons à présent SS 
D 

1 f~(~f I dx dy. Pour cela, on écrit SS = SS + SS , 
D E F 

où E = { 1 f 1::::: 1} et F = D \ E. Par Cauchy-Schwarz, 

S\ 1~1 dx dy < ('' if' (z) j2 dx dy)('' dx dy )1/2. 
jE f(z) - jjE I f(z) j 9/ 5 jjE I f(z) J 175 

Puisque f est univalente, vu la définition de E, 

Pour évaluer la deuxième intégrale, on utilise ( 8) pour obtenir 

Pour majorer SS on procède de façon analogue ; toujours par Cauchy-Schwarz, 
F 

( Çs 'f'(z) j2 )1/2 < (\\ dx dy )1/2 < 
j j j 11/5 dx dy - \jj 11/5 - 6 , 

F f (z) j z I> 1 1 z 1 

Mais 

A 1/2 1/2 
et, par (8), es~ dx dy lt{z) l 115) ::::: CSS (1- lz j r4

/ 5ctx cty) :::; 6. 
F D 
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Le théorème 3 est donc démontré pour les fonctions holomorphes et univalentes 

ne s'annulant pas dans D, avec C = 72 . 

b) Supposons à présent que f s' annule en z E:D. 
0 

Sans restriction de 

généralité, on peut supposer que z appartient au segment [o, 1 [. Appelons 
0 

D le disque D privé de segment [o, 1 [ et 1/J une représentation conforme 
,.., 

de D sur D. Alors 

(9) SSD !~(~)) ldx dy = SSD l~t~))ldx dy 

= SSD lw(~w 1 1 ~ '(z) 12 dx dy 

= SS IF~{~ f 11 1/J '(z) 1 dx dy' 
D 

où F = f o 1/J est holomorphe, univalente et sans zéros dans D. D'après la 

IF'j partie a), F est alors une mesure de Carleson sur D et 11 on applique le 

lemme suivant, qui est classique ( ~ 1] ) : 

LEMME 1 . Si cr est une mesure de Carleson dans D et si u est une 

fonction de D dans ~ , 

'ef p > o, \\ lu(z) /P dcr(z) ~ C IJcrllP \ lu*(z) IP ldz 1, 
jjD P cjoD 

où u*(z) = j I sup I I lu(C) 1. 
(-z :::;2(1- ~ ) 

Mais on vérifie (soit en calculant explicitement 1/J, soit en appliquant le 

théorème III) que If.; 'E:H \n), et donc que (1/J ')* E: L \oo) (voir l?1] ). On 

applique alors le lemme 1 à 11 égalité (9), et le théorème 3 est entièrement démontré. 

THEOREME 4. Il existe une constante C absolue telle que 

al Si f est holomorphe, univalente et sans zéros dans D, alors 
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b) Si f est holomorphe et univalente dans 

alors 

D avec f(z ) = 0 
0 

De même si f 
2 

est univalente dans R et ne s' annule pas, 
+ 

2 
et si f s'annule en z

0
€R+ , 

-
lhog(_z - zo f(z)"jll 2 :s; C. 

z - zo BMOA(R ) 
+ 

Preuve. Elle est immédiate par application du théorème 3 et du lemme suivant. 

LEMME 2 • Soit u une fonction holomorphe dans D telle que 

1 u' (z) 1 dx dy soit une mesure de Carleson. Alors u(z) E: BMOA(D). 

Démonstration du lemme 2. D'après la proposition I. 8, il suffit de montrer 

que les hypothèses impliquent que (1- I z 1) 1 u' (z) 1
2 est une mesure de Carleson. 

Pour ce faire, il suffit de vérifier que u est une fonction de Bloch. Soit donc 

z
0

E:D et D
0 

le disque de centre z
0 

et de rayon 1- 1 z
0 

I . Alors 

la dernière inégalité découlant du fait que I u' 1 dx dy, est une mesure de Carleson. 

Remarque. La réciproque du lemme 2 est (malheureusement) fausse. Pour 

un contre exemple, voir [21] . 

Revenons à la preuve du théorème 4. La conclusion est évidente si f ne 
z-z 

s ' annule pas dans D. Si f s'annule en posons T(z)== 0 et 
1-z z 

0 
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F(z)=logf(z). F est analytique dans D et IF 1 (z)I::::; l}'(z)l+l~'l{z) est 
T(z) 

une mesure de Carleson dans D par le théorème 3. Le lemme 2 permet de conclure 

que FE:BMOA(D). Enfin les résultats pour le demi-plan se déduisent des résultats 

pour le disque par la propriété d'invariance conforme de BMOA. 

Remarques. 

1 . La méthode employée pour démontrer le théorème 4 est très souple et se 

généralise au cas où f est seulement quasi-conforme [voir [29] et le chapitre V]. 

2. Baernstein montre en fait un résultat plus fort que le théorème 4. Si f 

1 
·e 1 2 est univalente dans D alors f{e 1 

) P € A (oD) (la classe de Muckenhoupt) 

pour tout p < J, ce qui fait le lien avec le théorème de Prawitz (théorème II.2). 

3. LES THEOREMES DE DISTORSION DE POMMERENKE ET DE 
GEHRING-HAYMAN 

Les deux théorèmes que nous énonçons dans ce paragraphe seront les outils 

essentiels du chapitre 3 • 

a) Le théorème de distorsion de Pommerenke 

PROPOSITION 3. Soit F un sous-ensemble de à D de mesure ex > 0 

et f une fonction univalente de la classe S. Il existe une constante k( ex) et 

z E:F tels que 
0 

Démonstration. Celle que nous proposons est due à Lewis-Rossi-Weitsman 

[n] . Pour zE: o D on écrit 
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.1 S / f' (rz) 1 dr ~ h(z) F(z), 
0 

/ f(rz) 1 

r et 

Du théorème 2 de Prawitz, on tire que hE:L 1/ 3(0D) et du théorème 3, que 

FE:L \o D), avec des normes majorées indépendamment de f. On en déduit 

1 F À 1 = 1 { zE: b D ; 1 F(z) 1 > À } 1 ~ C À -
1 

. 

( -1 -1/3) ex On choisit alors À (ex) de sorte que C À + À ~ 2 , et l'on en déduit 

S 1 
/f'(rz) ldr ~ À(cx}2 , 

0 

ce qui établit la proposition 3. 

Nous déduisons facilement de la proposition 3 le théorème de distorsion de 

Pommerenke [35] : 

THEOREME 5. Si U désigne soit D soit R! , si z E:U et si 
0 

I est un sous-ensemble de !, U de mesure harmonique ex par rapport à 

alors il existe un segment non euclidien y joignant z
0 

à -I tel que 

S If 1 (z) // dz J ~ C(cx) dist(f(z ), àf(U)), 
y 0 

où C(cx) ne dépend que de ex. 

z ' 0 

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition 3 à la fonction de S 

f(r(z))- fr(O) 

r'(O)f'(z) 
0 

où 7(z) désigne une représentation conforme de D sur U 

telle que r(O) = z . Le résultat provient alors du fait que 
0 

J f' (z) I / T '(0) / "-' dist(f(z ), f(U)), ce qui est un corollaire du corollaire II.2. 
0 
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b) Le théorème de distorsion de Gehring-Hayman 

PROPOSITION 4. Soit fE:S telle que f(D) soit un domaine de Jordan. 

Il existe une constante C > 0 absolue telle que pour tout intervalle I de o D 

on ait 

diam(f(I)) 2:: C II 1
2

. 

Preuve. Remarquons tout d'abord que l' noncé a bien un sens car d'après 

un théorème de Carathéodory, si f (D) est un domaine de Jordan alors f se 

prolonge en un homéomorphisme de i5 sur f(D). Passons à la démonstration 

proprement dite. Si diam f(I) 2:: 10- 1, il n'y a rien à démontrer : sinon, posons 

d = diam f(I) et fixons un point z de f(I). 
0 

D' après le théorème de Koebe, 

J z
0 

J 2:: l et donc l'origine n'appartient pas au disque 

rayon d qui contient f(I). On peut écrire 

(2rr)- 1 li 1 = w(O,f(I),f(D)), 

D de centre 
0 

c'est-à-dire que !il 2rr est la mesure harmonique par rapport à O de 

z et de 
0 

f(I) pour 

le domaine f (D). Appelons O la composante connexe de f(D) n ( C \ i5 ) 
0 0 

contenant O, et Y 
O 

la partie de o D
O 

incluse dans f (D). 

D ' après le principe du maximum , 

W = w(O,f(I),f(D))::; w(O , y 
O 

, '2
0

). 

D'autre part, puisque f(D) est un domaine de Jordan, il existe un arc de Jordan 

b issude z 1E:oD
0

nc,f(D) reliantl'infinidans C\f{i5î. Posonsalors 

0 1 = C \ (i5 
0 

U & ) . Toujours par le principe du maximum, on a 

~I
77
i ::; w(O, y 

O 
,0

0
)::; w(O, o D

O
, n 1 ). 

Par inversion de centre z on en tire 
0 



où 0 1 

1 est l'image de 0 1 

- 49 -

dans 1' inversion 
1 

z ~ -- . Par homogénéité on a z-z 
0 

où n1 est l'image de n1 dans l'homothétie de rapport d. On applique alors 

un théorème classique de Beurling [2 ; pp. 42-43] nous apprenant que 

et la proposition 4 s'en déduit. 

Le théorème suivant n'est autre qu'une localisation de la proposition 4. 

THEOREME 6. Soit U = D 
2 

ou R et f 
+ 

une fonction univalente dans 

U telle que f(U) soit un domaine de Jordan. Soit I un intervalle de o U. 

Pour tout a:> o, il existe une constante c(a:) > 0 telle que si z E:U est tel 
0 

que la mesure harmonique de I par rapport à z soit ~ a:, 
0 

on ait 

diam f(I) ~ c(a:) dist(f(z ) , of(U)). 
0 

Démonstration. Soit T une transformation conf orme de D sur U 

telle que T(O) = z ; il suffit d'appliquer la proposition 4 à la fonction 
0 

z f(T(z))-f(T(O)) 
i--+ f'(O) f'(T{Olf € S. 

Nous déduisons du théorème 6 le théorème de distorsion de Gehring-Hayman 

THEOREME 7. Soit O un domaine de Jordan et f une représentation 

conforme de D sur n. Il existe une constante absolue C > O telle que 

• 1 1 1 2 
\ f' (x) dx :::; C longueur {f ( ô onR ) ) . 
J_1 + 
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Démonstration. Pour posons 

Posons également x = -x et -n n 
-z = -z -n n 

harmonique de l'arc 
,-... 
z z n n+1 

par rapport à 

-n 
X = 1-2 et 

n 

Alors pour tout nE:Z la mesure 

x est supérieure à n ex indépendant 

de n. Par le théorème 6, on en déduit l'existence d' une constante C > 0 telle 

que 

'ef nE:Z, longueur f({'""'z l) ~ C( 1- 1 x 1 ) 1 f 1 (x ) 1 , n n+ n n 

et donc que 

longueur f( b DnR 2
) ~ c :E ( 1- J x J ) J f' (x ) J . 

+ nE:Z n n 

Mais le fait que Log f' est une fonction de Bloch de norme s 4 (Proposition II. 2) 

implique que 

Ce qui termine la preuve du théorème 7. 

COROLLAIRE 3. Si n est un domaine simplement connexe et si f est 

une représentation conforme de u 2 (= D ou R ) 
+ 

sur n, 

sont les extrémités d' un intervalle I de b U et si y est un arc de Jordan 

reliant à dans u, 

longueur f(y) ~ C dist(f(z
1

), of(U)), 

où C est une constante absolue. 

(Pour la définition de z1 , voir le théorème I. 7)). 

Démonstration. Par une transformation de Mobius, on se ramène au cas 

U = D, z 1 = -1 , z2 = 1 et f€S. 
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-------

. 1 
Alors \ J f' (x) J dx :2: J d'après le théorème de Distorsion de Koebe. 

j _ 1 

D'autre part, 
X 

\ ·
1 

J J (' J J · n+ 
1 

j f' (x) dx = j f' (x) dx + ~ ~ 
-1 ynR n:2:0 x 

n 

où les X n sont tels que Y = Y nRU ( U C ) , 
>o n n_ 

les C étant des arcs de Jordan 

ne coupant R qu'en leurs extrémités X et 
n X 1 · n+ 

n 

C UC est alors une 
n n 

courbe de Jordan fermée symétrique par rapport à l'axe des x et l'on peut consi

dérer l/.J n une représentation conforme de D sur son intérieur. Par symétrie 

iµn( C-1, 1]) = [xn xn+1] et iµn(ôDnR:) = en ou en. D'après le théorème 7 

X 

,· n+ 1 1 J 

appliquéà f ipn' j f'(x) dx:SClongueurf(Cn)' etlecorollaireest 
X 

n 
démontré. 

"1. CONNf;:XITE LOCALJ•: 

ri) DE 1 •'INITION. Soit k un réel :2: 1 . Un sous-ensemble E du plan est dit 

k-locnlement connexe (ce que nous abrègerons en k-lc) si pour tout z €.C 
0 

r > 0 I •: 1 î 1'1(z , r) est inclus dans une composante connexe de Eni5(z , kr). 
0 0 

et 

I )l(OI )OSITION 5. Si I•: c (~ est k-lc alors Ë est 2k-lc mais la 

réciproque est fmisse. 

Preuve. Soi! z CC', r>0 et a,bCËnD(z ,r). Ilexisterilorsdeux 
0 0 
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suites a , b convergent respectivement vers a et b 
n n 

telles que a , b n n 

appartiennent à Eni5(z ,2r). 
0 

Par l'hypothèse faite il existe alors un ensemble 

connexe C c E n D(z , 2r) contenant les suites a et b . Mais alors 
o n n 

a, bE:C qui est connexe. 

L'ouvert (2 dessiné ci-dessous établit un contre-exemple à la réciproque : 

! 
! 

I 

Il est clair que n est k-1. c. mais que n ne l'est pas. 

PROPOSITION 6. Si O est un domaine de Jordan alors si r2 est 

k-1. c. il en est de même de O. En fait O est un peu plus que cela : '7" (z 1, z2 ) € 

nni5(zo,r), z1 

Oni5(z ,kr). 

et peuvent être joints par un arc de Jordan inclus dans 

0 

Démonstration. Soit z €([ et r > O. Si o nniS( z , kr) contient O 
0 0 

ou un point alors soit D(z ,kr)cO, 
0 

soit rie D(z , kr). 
0 

Dans les deux cas on 

peut joindre 

or~i5(z ,kr) 
0 

par un arc de Jordan inclus dans nni5(z , kr). 
0 

contient au moins deux points, alors, par le théorème Si maintenant 

de Kerekjarto lJ4] , le complémentaire de onno D(z ,kr) 
0 

est une réunion de 

domaines de Jordan D.. Soit t fr---+ z(t) une paramétrisation de o (2. Comme 
1 

l'image de l'ensemble des extréma locaux d'une fonction continue est au plus dénom-

brable on peut supposer que kr n I est pas un maximum local de t~!z(t)-z 1 

0 

et par conséquent que les 

nécessairement deux points 

sante D .. 
1 

D. c D(z ,kr) sont tels que i5.ni5. = 6. 
1 0 1 J . Alors 

z 1 , z'J E:Oni5(z , r) appartiennent à une même compo-
- 0 
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L'objet du théorème suivant est la caractérisation, en terme de représen

tation conforme, des domaines simplement connexes n du plan tels que ([ \ n 

soit k-1.c. 

Soit f une fonction holomorphe univalente dans lL = D 
2 

ou R+ se pro-

longeant continûment à i5 ou R: U {00 }. On pose n = f(ll) et l'on suppose que 

'li= D si à n est borné, et que 1L= R2 
et f{oo) = oo 

+ 
si à n est non borné. 

On peut alors énoncer le 

THEOREME 8. Sous les hypothèses ci-dessus, C \ n est k-1. c. pour 

un réel k ~ 1 si et seulement si 

(10) 3 c > o, '7'1 c o'l.L, diam f(I) s c 10 Ji J J f' (z
1
) J. 

Démonstration. Supposons tout d' abord ( 10) vérifié ; soit z E:C, 
0 

r > O, 

et z 1 ,z 2E:C \ f'dîD(z
0

,r). 

du segment [z 1 , z2] et 

Soit À(t) = (1-t)z 1 + tz 2 ; À est une paramétrisation 

{ tE: [o, 1] ; À(t)E:0} est un ouvert de [o, 1] du type 

u j t 's [. 
nE:N n n 

Alors C 1{ À(] t , s [)) est un arc de Jordan de 'l.L joignant x , y E: o U. n n n n 

D'après le corollaire 3 du théorème II. 7, il existe une constante c absolue telle 

que 

(11) J f (x ) - f (y ) J ~ ~ diam f ( [x , y ] ) n n ~ 10 n n 

(la propriété ( 1 O) a aussi été utilisée). 

Nous définissons alors À : [o, 1] -+ C de la façon suivante : 

~ À(t)=À(t) si À(t)(/,n 

~ ex (t-s )+y (t -b)~ 
À (t) = f n n n n \ 

t - s ) si tE:] t , s [. 
n n n n 

[on a supposé que 'l.L = R2 
; les modifications à faire sont évidentes dans le cas 

+ 
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où u = o]. 
Alors À ( o) = z 1 , I ( 1) = z2 , À ( [o, 1] ) c a::\ n, et, par (11), 

À([o,1])cD(z , (1+ C10)r). Pour prouver que <C\0 
0 C 

est k-1.c. avec 

c10 - r J k = 1 + - , il suffit donc de prouver que À est continue sur LO, 1 . Or À 
C 

est évidemment continue sur tous les J t , s [. Soit alors t tel que À (t )tü n n 
~ montrons par exemple la continuité à droite de À en t. Si t est l'un des t ' n 

c'estévident.Sinon,pourtout E>0, ..3t1E:]t,t+E[ telque À(t 1)(;2'.0. Mais 

alors, par (11 ), 

et la propriété est démontrée. 

Réciproquement, supposons, pour simplifier, que 'U.= R2 et que (10) n'est 
+ 

pas vérifié : pour tout E > 0, on peut alors trouver I c R tel que 

i I J J f' (zI) 1 :::; e: diam f(I). 

Soit alors I un tel intervalle et I 1 , r2 les intervalles contigus à I et de 

même longueur. D'après le théorème II. 5, il existe 

longueur (y.):::; CE diam f(I). 
J 

Soit d'autre part z E:I tel que 
0 

z.E:I. 
J J 

(j = 1, 2) et y. 
J 

On peut relier f(z ) 
0 

et oo par un arc de Jordan fc n tel que rn y = f(zI)' où y = y 1Uy 2 . Mais 

alors f(z 1) et f(z2 ) ne peuvent être reliés dans C \ nno(f(zI), -rt"diam f(I)), 

ce qui prouve, E étant arbitrairement petit, que pour tout k :::::: 1, C \ n n'est 

pas k-1.c. 
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b) Domaines quasiconformes 

DEFINITION. Une courbe de Jordan r de <0J t'} est appelée quasicercle 

s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout couple z 1 , z2 de r on ait 

où y 
1 

et y 2 sont les deux sous-arcs de r joignant z 1 à z2 . Un domaine 

simplement connexe n est dit quasi-conforme si . on est un quasicercle. 

Le théorème suivant, d.û à Gehring [22] , fait le lien entre ces notiom 

la notion de k-locale connexité. 

THEOREME 9. Si n est un domaine simplement connexe du plan, sont 

équivalents : 

(12) Il existe k 2 1 tel que n soit k-1.c. ainsi que <C'\ n 

(13) Il existe k 2 1 tel que 0 

V z
1 

,z
2

E:n \ D(z
0

,kr), 

{par un arc de Jordan) , 

soit k-1.c. et tel que Vz E:<C,'7'r>0, 
0 

peuvent être joints dans 0 \ D(z ,r) 
0 

(14) n est un domaine quasiconforme 

Démonstration 

(12) =9 (13). Supposons qu'il existe n vérifiant (12), mais pas (13). 

Quitte à remplacer n par une figure semblable, on peut suposser que pour k' 

très grand on puisse trouver deux points z 1 , z2 de n , D( 0, k' ) ne pouvant être 

joints dans n \ D(0, 1 ). Le fait que n soit k-1.c. prouve que toutes les compo

santes de n n D(0, k') sont des domaines de Jordan (voir [34] ) . L'hypothèse faite 

(n ne satisfait pas (13)) implique quel' une au moins de ces composantes sépare 

o D(0, 1). On en déduit alors aisément l'existence de deux points w1,w2E:c nn o D(0, 1) 

ne pouvant être joints dans <C \ Q n D(0, k' ) . Mais ceéi contredit ( 12) dès que k' 2':k. 
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Nous avons donc montré que si O vérifie ( 12) pour une constante k 2:: 1 , alors 

n vérifie (13) avec la même constante k. 

( 13) ~ ( 14). D'après les résultats énoncés dans 04 J 1' hypothèse ( 13) 

implique que n est un domaine de Jordan. Montrons que on est un quasicercle 

avec la constante C = k2 . Pour ce faire considérons z 1 , z2 € à n. Posons 

z
0 

= J(z 1+z2 ) et r = J lz 1-z 2 I. Supposons alors que inf(diam(y 1),diam(y 2 )) > 

k
2 

1 z 1-z 2 / ; on peut alors trouver t > r et deux points 2 
W1€Y 1 \ D(zo,k t), 

2 w2 €Y 
2 

\ D(z
0

,k t). 

un arc de Jordan 

Par ( 13) on en déduit que l'on peut joindre w 1 et w
2 

par 

ex inclus dans <C \ D(z
0

kt) nn. D'autre part z1'z
2

€i5(z
0

,r) 

et par conséquent, toujours par (12), il existe un arc de Jordan f3 joignant z 1 

et 

dans O n i5( z , kr). 
0 

séparent et 

Mais alors ciî/3 = p, ce qui contredit le fait que 

sur 

(14) =9(12). Supposons que bO soit un quasicercle avec constante k. 

Vu la proposition II. 6, il suffit de montrer que <C \ n est k' -1. c. pour un k' 2:: 1, 

ou encore, par le théorème II. 8, qu'il existe une constante C telle que 

\il CR 

où f est une représentation conforme de R
2 sur O telle que f(oo) = 00 • 

+ 
Soient 11 et 12 les intervalles contigus à l et de même longueur que lui : 

d' après le théorème II. 5 il existe z.€I. tels que 
1 1 

où c est une constante universelle. On en déduit 

Nous avons donc montré que si on est un k-quasicercle alors n et <C \ n 

sont C k-1. c. où c est une constante absolue. 

Remarque. Nous avons supposé dans ce dernier raisonnement, que 00€0 n. 
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Si ce n'est pas le cas on considère la représentation conforme de D sur n 

si co(/, n et de <C \ i5 sur n si oof:0 (laissant dans ce cas co stable). Le 

raisonnement est alors à peu près le même à cette différence près que l'on doit se 

restreindre aux intervalles I de oD "petits" ; les détails sont laissés au lecteur. 

5. L'ESPACE UNIVERSEL DE TEICHMULLER 

a) Applications quasiconformes ; la théorie d'Ahlfors 

DEFINITION. Une application quasiconforme de R
2 2 dans R est un 

homéomorphisme F de ,l sur lui même tel qu'il existe µ E:L 
00 

(R
2

), 1 Iµ l /
00 

< 1 , 

avec , au sens des distributions : 

oF bF 
-=µ-. 
oz oz 

Le théorème suivant, dû à Ahlfors, est fondamental nous l'admettrons (voir 

[1] pour une démonstration). 

THEOREME 10. Soit f une fonction holomorphe et univalente dans 

Alors f se prolonge en une application quasiconforme de R2 si et seulement si 

b f(R
2

) est un quasicercle. 
+ 

Un corollaire de ce théorème est que l'image d' un domaine quasiconforme 

par une transformation de Mobius est encore un domaine quasiconforme. Cette 

remarque justifie l'introduction de la dérivée Schwarzienne : 

DEFINITION. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine de <C, 

localement univalente. Le Schwarzien de f, noté Sf, est la fonction 



- 58 -

d
2 

[ J 1 [d 12 S/z)=dz 2 logf'(z) - 2 dz(logf'(z)J . 

Les principales propriétés du Schwarzien sont les suivantes : 

( 14) 
2 S = S + g' S O g 

f O g g f 

(15) Sf = 0~f est une transformation de Mobius. 

(16) Si n est un domaine de ([ et cp une fonction holomorphe dans n alors 

il existe f holomorphe et localement univalente sur n telle que Sf = cp. 

De plus toute autre solution g de S = cp est telle que g = T o f, où 
g 

T est une transformation de Mobius. 

Ces propriétés sont classiques ; voir l35] . 

Soit maintenant f une fonction holomorphe et univalente dans D'après 

la proposition II. 2 et les résultats du chapitre I, S f appartient à 11 espace de Banach 

2 
B des fonctions cp holomorphes dans R + telles que 

J lcp 11
8 

= sup y
2 

1 cp(x+iy) 1 < +oo. 
y>0 
xE:R 

Un théorème de Nehari [35] précise ce résultat. Si f est univalente dans 

R: alors llsfllB::; r Réciproquement si f 

et si I lsfJ 18 < J, alors f est univalente et 

Posons alors 

est localement univalente dans R
2 
+ 

f(R:) est un domaine quasiconforme. 

~ = { Sf ; f est univalente dans R!} 
T(1) = { Sf€ cJ ; f(R:) est quasiconforme} 

T( 1) est l'espace universel de Teichmüller. 

Ahlfors, en utilisant le théorème 10, a pu montrer le théorème fondamental suivant 

THEOREME 11. T(1) est ouvert dans B. 



- 59 -

b) Les théorèmes de Gehring 

THEOREME 12 (Gehring ~2] ). T(1) est l'intérieur de -;j dans B. 

Démonstration. Elle commence par deux lemmes. 

LEMME 3 . Soit O un domaine simplement connexe propre de R
2 

Si 

où 1' on a posé 

[ h(z 1) - h(z2 ) - 2i77 / s ~ 
z-w 1 

h(z) = log -- . z-w
2 

Démonstration du lemme 3. Soient z 1 , z2 deux points de nni5(z 'r) ne 
0 

pouvant être joints dans nni5(z
0

,kr). Quitte à modifier les points z1'z 2 on peut 

supposer qu'il existe un arc de Jordan f3 joignant z 1 et z2 dans n ne 

rencontrant pas i:x = G 
1 

, z
2

] . Alors Y = i:x U /3 est une courbe de Jordan fermée. 

Parl'hypothèsefaite (0 n'estpas k-1.c.) f3 rencontre àD(z ,kr) en au 
0 

moins deux points . D' après le théorème de Kerekjarto, les composantes connexes du 

complémentaire dans R2 de o: U /3U o D(z 
O

, kr) sont des domaines de Jordan. 

Soient U 1 et u2 11 intérieur et l'extérieur de y . Soient V 1 et V 2 les 

composantes de u1 no(z
0

,kr) et de u2no(z
0

,kr) telles que z 1 ,z 2E:ôVi. Alors 

nécessairement il existe 

raisonnement ci-dessus : 

w.E:V.noD(z ,kr). 
1 1 0 

Voici une figure correspondant au 
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Posons alors 
z - w 

log w 
1 = h(z). 

z - 2 
Alors 

h(z 1 ) - h(z2) = \ . ~zw - \ ~z 
j (3 z 1 j 8 z w2 

= 211T - --+ --. . s dz ~ dz 
<X z - w1 <X z - w2 

Comme longueur (a:):::;; 2r et l z - w. / :2::: r{k-1) (zE:cx), 
1 

on a 
1 2 
h(z 1) - h(z 2 ) - 2i11I :::;; k- 1 , ce qui termine le lemme 3. 

LEMMA 4. n étant toujours un domaine simplement connexe propre de 

supposons qu'il existe z 1 ,z 2E:n \ D(z
0

,kr) ne pouvant être joints dans n \ D(z
0

,r). 

Alors la conclusion du lemme 3 est encore vraie. 

Preuve. Elle consiste simplement à appliquer. le lemme 3 au domaine n' 
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lecteur. 

n dans 1' inversion 
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1 
z ~ -- + z . z-z 0 

0 

Les détails sont laissés au 

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du théorème 12 .. 

Grâce au théorème 11 , la seule chose restant à montrer est que si I, univalente 

dans R:, est telle que Sf est intérieur à -j alors n = f(R:) est quasiconforme, 

c 'est-à-dire vérifie la condition ( 13) du théorème 9 • 

Supposons donc que (13) ne soit pas vérifiée. Pour tout :E > O on peut alors 

trouver z 1 , z2 E:0 et w 1 , w2 
E:{:. \ n tels que 

z-w 1 
où h(z) = log -- . z-w

2 

2i7T 
Posons alors c - ------- ce qui est possible si € < 1 , car alors - h(z 

1 
)-h(z

2
) ' 

/h(z 1)- h(z2 ) /> 277 - E> 5. D'autre part / 1-c /< 5 et le/:::; 2. Posons 

également 

cp €(z) = exp(ch(z)). 

cp E est définie sur n et n'est pas univalente car cp(z 1) = cp(z2 ). Posons enfin 

f (z) = cp o f(z). Par (14) on a 
E E 

et 

1 - c
2 

1 1 )
2 

S (z)=~ (--.- . cp ·'- z-w z-w 
E 1 2 

On en déduit 

Il Il < ·{ /yf'(x+iy)/
2 

s f - sf B - 3 E s up 1 . j 2 
E y>O f(x+1y)-.w

1 xE:R 

grâce à la proposition II. 1 . Mais f n'est même pas univalente dans 
E 

ne peut donc être intérieure à ~ Le théorème 12 est entièrement démontré. 
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THEOREME 13 (Gehring ~3] ). Soit y = {--t e(-a+i)t, 

· a€] O, i
77

[. Alors, si f est une représentation conforme de 

Sf n'est pas adhérent à T(1). 

tE: [0,00 ]}' où 

sur 

Ce théorème prouve que ~j , qui est fermé dans B n'est pas l'adhérence 

de son intérieur. Nous renvoyons à l}J] pour la démonstration, fort longue, de ce 

théorème. 

c) Dans cette section, nous nous proposons de faire une étude analogue à celle 

développée dans les parties a) et b), mais pour une topologie plus simple . Plus préci

sément, posons 

est univalente} 

est quasiconforme}. 
,...,, 

D'après ce qui a été vu, -d est une partie bornée de l'espace de Bloch CB(R!). 

De manière analogue à la théorie de l'espace de Teichmüller, montrons le théorème 

suivant. 

THEOREME 14 (Astala-Gehring [3] ) . 
,..._, ,._,, 

T( 1 ) est l'intérieur de -d dans 

{B(R2 ) ; de plus il existe 
+ 

,..,, ,-..J 

log f' E:-;:S qui n'est pas adhérent à T(1 ). 

Démonstration. Grâce à l'inégalité 

,..._, 

et aux théorèmes 11 et 13, on obtient immédiatement que T( 1) est ouvert dans 
,._, 

log f' € -;5 qui n'est pas adhérent à T(1 ). De plus par un 

argument tout à fait similaire à celui utilisé pour le lemme 3, on montre que si log f' 

est intérieur à J, alors f(R:) est k-1. c. Pour ~erminer la démonstration du 

théorème 14, il suffit donc de prouver le lemme suivant. 
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LEMME 5. S'il existe 
2 

z 1 , z2 € f(R) \ D(z~,kr) ne pouvant être joints 

dans f(R2 ) \ D(z' , r), alors on peut trouver une fonction g localement uni.va-
+ 0 

lente dans 1i mais non univalente telle que 
+ 

ll1og f' - log g' llœ, :::;; lo~ k, k ::2: 10. 

Preuve du lemme 5. Soit h une transformation conforme de D( 0, 1) sur 

2 
Q = f(R +) telle que h(0) = z1 Par hypothèse, l'image 

par h du segment [o , x2] rencontre nécessairement le disque D(z' , r) en, 
0 

disons, z = h(x ). 
0 0 

z+x 
Posons alors H(z) = h(-- 0

-). Alors H(0) = z et il z+x z o 
0 

x2€]o, 1 [ tels que H(x1) = z1, H(x:P = z2. Quitte à 

renormaliser, on peut supposer z = 0, dist(z ,on)= 1, et alors Jz! l:::::(k-1) 
0 0 1 

(i = 1 , 2). Soit be 1 , x2] le plus grand intervalle contenant 0 tel que 

H( J;1 ,x 2]) soit inclus dans D(z
0

,(k-1)r). Alors IH(xi) J = k-1 i = (1,2); 

posons z. = H(x. ). 
1 1 

LEMME 6. Il existe une constante c > 0 absolue telle que 

lsx2 H' ( ) 1 
x H(x) dx ::2: c log(k-1 ). 

1 x 1 

Preuve du lemme 6. Par une intégration par parties, on obtient 

= 
x2 

lx 1 l1og IH(x1) J +x 2 log IH(x2 ) J -s log IH(t) Jdt 1 

x1 

<' l(x2+ lx1 1) log(k-1) - {
2 

log+ ltt(t) lctt]. 
- X 1 

Mais l'hypothèse ct(0 , on)= 1 implique 

1:::;; IH 1 (o)l:::;4, 
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et par conséquent, d'après le théorème de distorsion de Koebe il existe une constante 

absolue c > 0 telle que J H(z) J > 1 ~ J z J > c. On en déduit que 

1 {

2 
x i:it~)) dx 1 2 2c log{k- 1). 

x1 

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du lemme 5. Posons 

(z€0), et 

où w va être fixé ultérieurement. Posons enfin g(z) = 1/J o f(z). Un calcul facile 

montre que 

l l1og f' - log g' J IS :s; c J w 1 , 

où C est une constante absolue. Nous allons maintenant fixer w de sorte que 

1 7 i0 
Pour cela soit 0 € L-71', rrJ tel que e = z 1 /z 2 . Alors 

z2 

I=S 
z1 

où cp(u) du 
u . 

Il suffit donc, pour avoir 1/J (z 1) = ~ (z2 ), de poser i0 
w = - r· Mais, par le lemme 6, 

on a alors : lwl:s;~. Ceci termine la preuve du lemme 5 et donc du théorème 
log k 

14. 

Notes du chapitre II 

Là encore, les résultats exposés dans ce chapitre sont classiques sauf 

peut-être le théorème 8. Notre seul travail ici a consisté à donner parfois de nou

velles démonstrations et à unifier divers points de vue. Pour les théorèmes admis 

concernant les fonctions univalentes on consultera [35] ; notons que la démonstration 

ici reproduite du théorème 2 est tirée de cet ouvrage. Nous avons insisté sur la 

notion de k-locale connexité introduite par Gehring L22] (dans un sens légèrement 

différent) car son importance apparaîtra au chapitre III ; dans ce cadre, le théorème 

8 semble nouveau bien qu' implicite dans [24]. La démonstration que nous avons 

choisie du théorème 5, due à Lewis-Rossi-Wei1i5man est purement analytique et se 
généralise au cas quasiconforme dans Rn L 46 J (voir aussi chapitre V). 
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CHAPITRE III. - Domaines à bord rectifiable 

1. GENERALITES 

Soit E un sous-ensemble de <C. Pour tout E > 0, 

E par une réunion dénombrable de disques D de diamètres 
n 

alors la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle de E par : 

:Je1(E) = lim { inf 
E~Ü d <E n 

on peut recouvrir 

d < E. On définit 
n 

Si ~ \E) est fini on peut alors définir sur C une mesure µ, en posant 

µ,(A)= 36\AnE). 

Soit maintenant O un domaine simplement connexe borné de <C contenant 

O et êf? la transformation de D sur O telle que êf?(O)=O, •:f?'(O)>O. 

THEOREME 1 . !16\ o O) < +oo <=:> ëf?' E:H 1 (D). [H \D) désigne l'espace de 

Hardy "classique" du disque] . 

Démonstration. Supposons tout d 1 abord que 1 
~ ( o O ) < oo ; nous allons alors 

commencer par montrer que <P se prolonge en une fonction continue sur . D. D'après 

un théorème de Carathéodory, il suffit, pour ce faire, de montrer que 

localement connexe. Si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver un 

on est 

E > 0, 
0 

tel que la composante connexe de z dans o on D(z· , E ) ne contienne pas 
0 0 
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On construit alors facilement une suite C de composantes connexes de 
n 

on n i5(z , E ) , deux à deux disjointes, telles que 
0 0 

:16 \c ) ~ E /3. Mais ceci est 
n o 

en contradiction avec le fait que :fe 1 (on) < +.oo • 

à n est donc localement connexe et par conséquent cp se prolonge conti

nûment à i5. Posons alors À(0) = cp(eiB ). La prochaine étape consiste à montrer 

que À (0) est à variation bornée. 

Pour montrer cela, posons, pour zE:on, 

N(11.,z) = :f#{eE: [o,21r] ; 11.(e) = z}. 

On a alors 1' identité ( [19] , p. 177) 

v277 (À)=\ N(À ,z) d%\z), 
o ·\n 

où v277 (À) désigne la variation totale de À 
0 

sur [o, 2rrJ . D' autre part, un 

théorème de Denjoy [16] affirme que N(À ,z)::; 2 sauf peut-être pour un ensemble 

dénombrable de points de à n. On en déduit 

Nous pouvons maintenant conclure cette partie du théorème : puisque cp se prolonge 

continûment à i5 on a 
A 

À (n) = 0 , n::; -1 

' À" ( ) d' · 1 ième ff. · t d F · d À ou n es1gne e n coe 1c1en e our1er e . Par une intégration par 

parties, on en déduit, 
A 
dÀ (n) = 0 , n ::; -1. 

D' après le théorème de F. et M. Riesz on en déduit que À est absolument continue 

et que cp' E:H 1 (D). 

La réciproque est beaucoup plus facile : si cp 1 E:H 1 (D) alors il est facile 

de voir que cp se prolonge continûment à i5 et 
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16\on) ~ ~
2

1r 1 <I>' (eiS) 1 d0 = ll<I>' 111. 
0 

Si maintenant n est un domaine simplement connexe de la sphère de Riemann 

contenant oo et <I> une transformation conforme de fl = q::, i5 sur n telle que 

<1>(00) = oo, on démontre alors de façon totalement similaire le 

2. EXAMINONS A PRESENT CE QUI SE PASSE SI b 0, N I EST PAS 
BORNE. 

DEFINITION 1. Soit n un domaine simplement connexe du plan tel que 

ooE:ô n. Soit aE:0 et n I le domaine transformé de n par 11 inversion 

z i-+ 1 /z-a. On dira que n est rectifiable à l'infini si 
1 '6(00 1 )< -tco. [on 

voit facilement que cette propriété est indépendante du point a choisi] . 

Exemple. Examinons les valeurs de cx > 0 pour lesquelles le domaine 

n cx = {x+iy ; y> sin( 1 x I cx) }est rectifiable à l'infini. 

{ . n n+1} Posons rn = x+1y€f: 2 ~ x< 2 . Alors r n rencontre 11 axe des 

X de 11 ordre de 2ncx fois, ce qui prouve que ~ 1 (r ) rv 2ncx + 2n. DI autre part, 
n 

on voit facilement que r = on est rectifiable à 11 infini si et seulement si 
(X 

On en déduit que n est rectifiable à l I infini si et seulement si 
ex 

ex< 2. 
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La proposition suivante caractérise les domaines rectifiables à l'infini en 

terme de transformation conforme. 

PROPOSITION 1 . Soit n un domaine simplement connexe du plan contenant 

0 tel que 00€ ô n. Si <P : R; -+ n désigne une représentation conforme telle 

que <P(i) = O, alors n est rectifiable à l'infini si et seulement si <P' E:t-J+(R:) 

et l<P1 l;J<Pl
2

sL\R). 

Démonstration. Appelons n' le domaine transformé de n 

z i-+-1/z et 0 (z) = -i ~~~ la représentation conforme de Il sur 

e (oo) = i 

>( 

0 

// / T ,/ 
,i i 

e -------. 

..n..' 

par 1 'inversion 

2 
R+ telle que 

Alors est une représentation conforme de Il sur 0 1 • 

Comme n est rectifiable à l'infini, on en déduit, grâce au théorème 1 bis, que 

Mais alors, 

A(z) = -0 '(1/z)<I>' (0 (1/2)) E: H \c). 
<P(0 (1/z)) 2 
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<I>'(z)== 2i <I>(z)2 A(2-~). 
~( ·) z+1 Z-1 

Par le théorème II . 4 , log(<I>(z!) € BMOA(R2 ), et donc 
Z-1 + 

même une fonction extérieure). D'autre part, d'après l'invariance conforme de la 

+ 1 · . (z-i) +c 2) classe N , et puisque AE:H (D), la fonct10n z ......+ A -. € N R et par . Z* + 

conséquent il en est de même de <I>' (z). Le fait que ~ € L 
1 (R) provient 

immédiatement, par un changement de variable, du fait que :16\ on' ) < +oo. 

Réciproquement, supposons que <I>' E:N+(R!) et <I> '/I <I> 
12 

€ L \R). Alors, 

avec les mêmes notations que plus haut, ~(z) == [<I>(0 (z ))] - 1
, qui est la représen-

tation conforme de b.. sur n' est telle que Par la réciproque 

du théorème 1 bis, 0' est alors rectifiable, ce qui prouve n rectifiable à 

l'infini. 

Dans toute la suite nous désignerons par domaine rectifiable tout domaine dont 

le bord est rectifiable si borné, et rectifiable à l' infini si non borné. 

3. OO1\1AINES REGULIERS 

La notion que nous allons introduire maintenant est en quelque sorte une 

quantification de la notion de domaine rectifiable à l'infini. 

" DEFINITION 2. Un domaine simplement connexe de CC est dit régulier s'il 

existe une constante C > 0 telle que pour tout disque D(z ,r) de CC, 
0 

La proposition suivante, due à Y. Meyer (non publiée), caractérise les domaines 

réguliers et prouve en particulier que tout domaine régulier est rectifiable et que la 
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clnsse des domaines réguliers est invariante par transformation de Mobius. 

PROPOSITION 2. Si n est un domaine simplement connexe propre de <C, 

sont alors équivalents : 

( 1 ) n est un domaine régulier, 

(3) 

Alors 

\ lz-z 1-2 
di(z)::; C dist(z ' onr

1
' jon o o 

] C > 0 tel que 'ef z (/, on 
0 

:Ie;(on ) s c diam(on ) z z 
0 0 

désigne le transformé de O par 1 'inversion z t--+- (z-z f 1 . 
0 

Démonstration 

\ 1 z-z J-2 
d~\z) = ~ SE I z-z J-2 d!J6\z), 

jon O n2::0 n O 
et, 

n+1 
' J z-z J -

2 
d~\z) s c 2 

do 
jE o 4n d2 

\in2::0 
2C =--

n o 

d'où le résultat en sommant. 

(3) =} (2). Grâce à un changement de variable, on voit immédiatement que 

~1( on ) =' 1 z-z 1-2 
d16\z). 

2
0 jon ° 

D'autre part, il est clair que 0
2 

c o(o , dist(z 
1
, on)), ce qui prouve (3) => (2). 

0 0 

(2) 4 ( 1 ) . C'est la partie difficile de cette proposition. 

Remarquons tout d'abord que pour tester si une courbe est régulière on peut 

évidemment remplacer les disques par des carrés qui soient de plus centrés sur la 

courbe, et dont le côté ne dépasse pas diam( 0 n) 
10 
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Soit donc C, un tel carré. Quitte à renormaliser on peut supposer que 

C- est de côté 1 et qu'il est centré en O. Posons M = iJe \à nne,). Pour 

tout z €C- , on peut écrire 
0 

\° 1 j 2 1 1 ,· 1 M j z-z - d !le, (z) 2: 2 j d 36 (z) = 2 . onnc O onne-

Mais, par (2), on a également 

On a donc: 

(4) 

Posons alors 

'ef z E:C-' 
0 

et découpons ~ 2 , d At' v en n carres e co e 

~ 

1 
ri ' que 

nous appelons C.. Appelons également C. les carrés de même centre que C,. 
J J J 

mais de côté triple. Par (4), on voit que tous les C. rencontrent on ; comme 
J 

diam C::::; 10- 1 diam bO, il est clair que àOn(Œ:\ 6.)-/= q, et par conséquent 
J 

(5) 'ef j ' 

On écrit alors 

que 

1 ""' 1 j-2 1 ~ 
9
- t \ ~ z-z d :fg (z), 

j€J Je, .nb O o 
J 

~ Si z,z 1 €C-., j€J, 
J 

alors 2 > \: ~-:o ! 2: ; ; on en déduit très facilement 
0 

J~ 
C 1 1-2 ~ 1 1f (c .nb n) -T 1 -2 
J"' z-z

0 
ct:le (z) ~ Îb J 2 ~j~ z-z

0 
1 dx dy 

C. 9/n C. 
J J 

1 -2 \\ 1 j-2 
2: 2 10 n JJ"" z-z

0 
dx_dy. 

C,. 
J 
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Mais ~ ÇÇ ~ 1 z-z l -
2 dx dy 2". 

-2 rr n 
r r d0 dr = 2 log 1o. 

jE:J jJe,_ 0 

J 

Finalement, avec (2), on en déduit : 

(6) V z E:C 
0 

d(z ,oO):s:; 
0 

200C 
n ' 

n log î5 
n 

n log 1Ô"'-
ce qui est une amélioration de (4). En posant alors n' = E( 200 C .,J , on découpe, 

comme plus haut, C, en carrés de côté 
riï ' 

et l'on s'aperçoit que chacun 

de ces carrés rencontre bO et donc que 1tb1 n 1 

dîJ (onnc) 2". w· De toute cette étude 

2000C
2 

on déduit que M::; 20 C e , où C est la constante intervenant dans (2). 

(2) =4 (3). Comme on l'a déjà vu, par (2), 

Supposons tout d'abord qu'il existe zE: o O tel que J z-z l 2: 2 dist(z , on). 
0 0 

Alors diam(on )2: 
2
1dist(z , oOf 1 et(3)suit. Si maintenant 

Z 0 
0 

(7) 'ef zE:oO dist(z , on) ::; 1 z - z 1 < 2 dist(z , b n) , 
0 0 0 

alors on voit facilement que 

(8) 

D' autre part, 

1 diam ôO < d" "'"' < diam èO 4 2 - mm u~~ - 2 . 
dist(z ,on) 2 o dist(z ,on) 

0 0 

.·, 1-2 1 -2 ~ 
\ lz-z d~{z):s:; dist(z ,bO) ~(on) 
jbO o o 

< C diam on 
- 2 

dist(z , on) 
0 

(car (1) est vérifié, si (2) l'est), 

s 4C diam(ôO ) z 
0 

par ( 8). La proposition 2 est entièrement démontrée. 
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Avant d'étudier la représentation conforme des domaines réguliers, donnons 

quelques exemples de tels domaines. 

Soit À : R -+R une fonction lipschitzienne, c'est-à-dire telle que 

Jc>o; Vx,y€R IÀ(x)-À(y)J sclx-yl. 

Alors on vérifie que le domaine n = {(x,y) ; y>À(x)} est régulier. 

Plus généralement définissons un domaine de Lavrentiev comme étant ùn 

domaine de Jordan tel que 

et désignent les deux sous-arcs de o n joignant z 1 et 

Il est immédiat de vérifier que tout domaine de Lavrentiev est régulier. 

Dans la suite nous étudierons plus en détail ces domaines. 

L'intérieur de la parabole (0 = {(x, y} ; y>x 2}) est un exemple de domaine 

régulier de Jordan qui n'est pas un domaine de Lavrentiev. 

Enfin, c'est un corollaire immédiat de l'exemple donné au début du paragra

phe 2 que le domaine n = { (x, y) ; y > sin( lx [3/2)} est un domaine de ,Jordan recti

fiable à l'infini qui n'est pas régulier. 

Pour conclure cette série d'exemples, donnon-en un qui soit moins trivial, 

et que nous intitulerons le "flocon de neige". 

Construction du flocon de neige : Soit r l'intervalle 
0 

[o, 1] . Pour tout 

nombre dyadique de r ' 0 

à r le segment vertical 
0 

une "courbe" r 1 tel que 

Pour construire 

la même opération que 

telle que 

soit k2-n, avec k impair et n :2: 2, "ajoutons" 

!J<2-11 
- ;4-n , k2-n + ~ 4-n] . On obtient de la sorte 

,r01 ( ) ~ n- 1 -n 1 
dU f 1 =1+ '-' 2 4 =1+ 4 . 

n:2:2 

nous faisons subir à chaque segment vertical de r 1 

mais "à l'échelle". La courbe r 2 obtenue est alors 



- 74 -

tto ( ) ( 1 n- 1 -n 1 ) dtJ r2 = 1 + 4 + :E 2 4 .x 4 n?-2 

On répète alors le processus à chaque segment horizontal de r 2 non inclus dans 

r et ainsi de suite on construit une suite croissante de courbes r telles que o n 

On pose alors r =Ur . n n 
r est alors un arc rectifiable de longueur 

~ A 

Nous nous proposons de montrer que 4::: \ r est un domaine régulier de <C, où 

f = r U {if+ j(1-i) J est le "flocon de neige". 

Pour tout point dyadique x de 

tion la partie de r issue de x dans 

r appelons arbre de la première généra
o 

R: (ou R:). On définit de même les 

arbres de la k-ième génération de façon évidente. Pour un arbre de la première 

génération dont le "tronc" est le segment [x , x+i ~ , nous définissons son enve-

loppe comme étant 

A , e 
et de cote -- 1. 

2n+ 

U Q où Q est le carré centré en x + i ;(2 + ~) 
n?-1 n n ~ 2n 2n+1 

On définit de même 11 enveloppe d I un arbre de la k-ième génération. 

LEMME 1 . Deux arbres distincts de la première génération ont des enveloppes 

disjointes . 

Preuve. Soient et e 
les "bases de ces deux arbres". Supposons 

2P 

n ?- p (k et e étant impairs). Alors I k 2-n - e 2-P 1 ?- 2-n. 

D'autre part l'enveloppe de l'arbre issu de k 2-n est incluse dans le 

rectangle 

lk2-n - ! 4-n ~ + ~ 4-nJ X ro 1 4-nJ 
- 8 ' 2 n 8 lJ ' '2' ' 

et la partie de 1' enveloppe de l'arbre issu de ..i. située en dessous de la droite 
2P 



- 75 -

1 -n 
y = 2 4 est incluse dans 

Or ces deux rectangles sont disjoints car (en supposant par exemple .e 2-P > k2-n) 

LEMME 2. Soit A un arbre et B un arbre dont le tronc est basé sur 

le tronc de A. Alors l'enveloppe de B est incluse dans l'enveloppe de A. 

Preuve. Quitte à changer de repère, on se ramène au èas où le tronc de 

A est l'intervalle 1. 1 -À] LO , z 4 , où À 

d'étudier le cas où B est basé au point 

( 
, q -t -À 

si B est base au point 2 2 4 avec 

est un entier 

q impair> 1 

. ?: 2 . Il suffit alors 

désigne un entier ?: 1 

le cas est en effet 

plus favorable). L'enveloppe de B est alors incluse dans le rectangle 

et l'enveloppe de A contient le rectangle 

'-2-t-24-À 1 -À] ~ -À-1 -t-1] R2 = ~ ,z4 xLo,4 2 . 

On vérifie facilement que R 1 c R2 et le lemme en découle. 

A 

GrÉ\ce aux lemmes 1 et 2 on peut déjà conclure que <C \ r est un domaine 

simplement connexe de la sphère de Riemann et l'on voit facilement qu'il en est de 

même de ([ \ f (car f n {if+ i{1-i )} = -G}). Reste donc .à montrer que f 

est une courbe régulière. Soit donc C, un carré de C. Il s'agit de montrer 

~' (rne,)::::; k e(e,) où e(~) est le côté de e,. On se ramène facilement au cas 

1 où R = .e(e,)::::; 2 et où le centre de C, est à l'intersection de deux troncs. 

Soit alors z le centre de e, : à z on peut associer une suite de troncs 
0 0 

de longueurs croissantes telle que chaque tronc soit une branche du tronc suivant. 
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1 
Comme R::; 2 , il existera un premier tronc T qui sortira de C,. Comme la 

branche de tout arbre est de longueur::; 1/16ème de la longueur du tronc on aura 

,._/ 

Soit T le tronc dont T est une branche et A l'arbre 

,V 

dont T est le tronc. 

T 

M 
,V 

T 
Q N 

LEMME 3 • e, est inclus dans 1' enveloppe de A . 

Comme précédemment, il suffit de démontrer le lemme dans le cas où 

-t 1 ~ 1 ( ) J T 1 = 4-t- 1 .l ,.._,T 1 MN = 2 T t 2 1 . Mais alors et MQ = MN - QN 2 

1 Tl 2-t - # 4-t I T 1 2 2-t- 1 
1 T 1. Comme dans le lemme 2 il suffit alors de montrer 

que 2-t- 1 lrl 24-t- 1 lrl +~ 4-t- 1 ITI =¼4-t- 1 ITI ce qui est vrai. 

On en déduit donc que rrc, = rnA.îC-. 

Soit S le point d'intersection de T avec ôC- le plus proche de N 

et n l'entier tel que 2-n+ 1 [ T l 2 NS 2 2-n I T 1 . On envisage alors deux cas : 

1) R < 2-n I T 1 : Dans ce cas C, est en fait inclus dans 1' enveloppe de 

l'arbre dont T est le tronc et f('C, = sne,. 
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2) R > 1 T l 2-n : Dans ce cas le carré 3: de même centre que C, mais 
,.., 

de côté 1 OR rencontre T . 

Finalement, pour démontrer que r est régulière, il suffit de démontrer le 

LEMME 4. Soit I un intervalle c [o, 1] et C = I )( [o, 1 I IJ . Il existe 

une constante C > O telle que ~ 1 (rrc,) s C I I 1 . 

Preuve. rnc est inclus dans la réunion des arbres de la première génération 

dont l'enveloppe rencontre C,. Parmi tous ces arbres sous distinguons : 

1) Ceux dont la longueur du tronc est 2 1 I 1. Ce sont deux qui sont issus des 

p2-k (p impair) tels que J 4-k 2 Ir J~ k s: n = E [~ log :-b] (log en base 2). 
o ~ 2 f I 1 

Il y en a tout au plus 2 no II 1 + 3. Considérons l'un d • eux et appelons T son 

tronc. Soit n l'entier tel que 2-n- 1 
1 T 1 < 1 I I s: l.:!J . Calculons la longueur 

2n 

de la partie de l'arbre située en dessous de I T l 2-n. Comme le longueur d'un 

arbre est plus petite que dix fois celle de son tronc on aura, pour un tel arbre, 

La longueur de e-nr correspondant à ces arcs est donc majorée par 

2C [2 no JI i + 3] Jr I s: 6C II 1 + 2C 2 no II 12 . 

Mais 2 nos= 1 I l- 1/ 2 et donc 2 no II 12 s C II 13/ 2 s C II 1. 

2) Ceux dont la longueur des troncs est s II 1 . Pour k 2 n + 1 il y en 
0 

a au plus 

majorée par 

de longueur 

10 !; 
k2n +1 

0 

et le lemme 4 est démontré. 

1 -k 
2 4 et la longueur correspondante est donc 



- 78 -

Notons que cette construction peut être adaptée et fournir un exemple de domai

ne de Jordan régulier tel qu'aucun sous-arc de b n ne soit de Lavrentiev. 

Disons qimplement qu'au lieu de rajouter des segments verticaux à r on 
0 

rajoute des triangles très pointus (dans R: et symétriquement dans R:) ; on 

recommence à chaque génération en prenant soin de rendre les triangles de plus en 

plus pointus . 

Voici un dessin approximatif de flocon de neige. 



- 79 -

4. LA REPRESENTATION CONFORME DES DOMAINES REGULIERS 

Nous avons vu au chapitre II que si <I> est une fonction holomorphe et 

univalente dans ou D, alors log <I>' appartient à la classe de Bloch 

IB(U). Ce résultat est le meilleur possible car, d'après le théorème de Nehari cité 

avant le théorème II. 11 , réciproquement, si <I> est telle que 1 [10g <I>' [ [d3(U..) :::; e:
0 

où E est une certaine (petite) constante absolue, alors <I> est univalente dans 
0 

Dans ce paragraphe, nous montrons que si <I>('U,) est un domaine régulier, 

alors log <I>' € BMOA('U..) ; nous caractérisons également les domaines tels que <I> ' 

appartienne à A 
00 

A(1.L). 

THEOREME 2. Soit 'U, = 1i ou D et <I> une fonction holomorphe et 
+ 

univalente dans U. Si <I>(U) est un domaine régulier, alors ( <I>' )t € A 
00 

A(tL) 

si O :::; t < j. En particulier, log éf?' € BMOA('lL). 

Démonstration. D'après le théorème I. 7, pour démontrer le théorème 2 il 

suffit de démontrer les propriétés ( 1) et (2) suivantes : 

( 1) <I>' E:N+('U.), 

(2) Si o:::;t<j, .3 et> o t. q. ; 'ef I c oU,, 

Montrons d' abord ( 1 ) . D' après le théorème III. 1 et la proposition III. 1 , 

2 cette propriété est certainement vérifiée si 'lL = D et <I>(D) borné ou si U = R , 
+ 

et cp(oo) =CO• 

Supposons alors 'U, = D et <I> non bornée. Soit alors 1/J la représenta-

tion conforme de R2 sur <I>(D) telle que 
+ D'après ce qui vient d'être 

vu, 1/J 'E:N+(R:), et <I>' = 1/J ' o TT' où T est une représentation conforme de 

D 
2 

sur R +' ce qui prouve que <I>'E:N+(D). 

Les autres cas se traitent de façon similaire <I> bornée 
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') 

'lL = R'"' , <I> non bornée mais <I>( oo) ,;f oo). 
+ 

Fixons un intervalle I de à tL et posons ( = z
1

. Pour démontrer 

(2), considérons un réel ex> 0 qui sera fixé ultérieurement et écrivons, grâce à 

l'inégalité de Helder, pour O:::; t < ; , 

ex ex 1 Fixons à présent ex > 0 de sorte que F > 1 et 1 _t < 2 , ce qui est 

ex ex 1 possible car F > 1 ~2t < 2ex, et i-t < 2 ~2cx < 1 - t et 2t < 1-t par 

hypothèse. 

Majorons alors A grâce au théorème de Denjoy LJ 6] déjà cité, et à 

( [19] p. 245), 

\ 1 <I>' (z) 1 j d j < 2 s ct:JG1 (z) 
Ji i<I>(z)-<I>(,)lcx/t z - t,<I>(tL)iz-<I>(OicxJt· 

Par un argument déjà utilisé, on pose, pour n 2: 0, 

où d = dist(<I>(') , o<I>(tt.)). Puisque <I>(tL) est régulier, on peut alors écrire : 

\ z-<I>(C) 1 cx/t 

< 2C d 1-cx/t 
- 1-2-cx/t , 
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où C désigne la constante de la condition de régularité. Pour majorer B consi

dérons T : D-"'? U,, une transformation de Mëbius telle que T(O) = C . Plus 

précisément : 

- Si U = D, 

2 
- Si U, = R +' 

( ) ( - 'tz 
7" z = 1 -z 

('U,=D) et T'(z)= 2Hm~ 
(1-z) 

On en 

déduit que / T' ( O) /::; 2 dist( ( , à U). D'autre part 7" induit un difféomorphisme 

de oD sur lui-même si 'l.L = D et un difféomorphisme de à D \. { 1} sur IR 
2 

si U = R . Dans le cas où 'U. = D on a : 
+ 

T(Z) € I ==} 1 r(z) - fü 1 ::; 3(1- lc 1 ), 

et cette dernière condition équivaut à 

On en déduit dans ce cas que 

T(z) € I 9' / -r'(z) 1~ 32(1- l ,I ). 
Dans le cas où 'U., = R: on vérifie immédiatement que T -

1 
(I(z)) est 11 intervalle 

de à D ne contenant pas 1 d'extrémités -i et i. On en déduit 

T(z) € I ~ 1 T '(z) 1 :S 2 lm C • 

Dans tous les cas posons 

\i z€D f(z) = (<I?(T(z))- <I?( ()) ['T'(O) <I?'(C)]- 1 . 

Alors f appartient à la classe S et, d'après ce qui vient d'être vu, 
(X a: 

B:S /-r1 (0)<I?1 (C)IÏ-ÎS lt(z)/r.:î JT 1 (z)lldzl 

T-\r) 
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ex (X 

::=; C/dist( (, oY.L) l<I>1 (() / )r.:r dist(C ,ou.)S /f(z) /PJdz / 
oD 

où et ne dépend que de t. On utilise alors le théorème de Prawitz {théorème 

II.2) grâce auquel on peut affirmer que, puisque i~t < ~ , 
(X 

S lr(z) Jî=î !ctz 1 ::=; C(t), 
oD 

où C(t) ne dépend que de t. En réunissant alors les majorations obtenues pour 

A et B, on obtient, si l'on se souvient que 

i dist( (,oit,) !<I>1 ((),è<I>{'U.)) ::=; 2 dist( (, o'U.) l<I>1 (() J, 

(corollaire II.2), et que dist( (,oU.) ::=; Ir J, 

où C est la constante de régularité et C(t) une constante ne dépendant que de 

t. 

Ceci achève la démonstration du théorème 2. 

Remarques 

1 . Ce théorème n' admet pas de réciproque. Considérons en effet le domaine 

n = {x+iy ; y> sin(/ x / 312 )}. 

0 est, on 1' a déjà vu, un domaine rectifiable à l'infini, et si <I> désigne une 

représentation conforme de R: sur n telle que <I>( oo) = 00 , alors Re <I>' > O 

2 
dans R + (ceci découle du principe du maximum). On en déduit que <I>' est 

extérieure (proposition I.3)). Par le théorème de Helson-Szego ( @5], [21]) on en 

déduit que ( <I>' / € A 
00 

A(R
2

) pour tout t < 1 ; 0 n'est pourtant pas régulier. 
+ 

2 . La constante ; du théorème 2 est la meilleure possible comme le montre 

11 exemple de la fonction de Koebe 
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x(z) = z 2 
(1-z) 

l'image de x, le plan moins 1' intervalle Lj , +oo [ est bien un domaine régulier, 

mais 
. > 1 Sl p _ 3. 

Par contre, si 

K(D) vérifiant 

2 1 x(z)=z + 4 désigne la représentation conforme de 

K(oo)=oo, on constate que pour 

Il est donc naturel de se poser la question suivante : 

Si 1..t= D et <I>(U..) est borné régulier, ou si 'U, = R2 et <I>(U) régulier 
+ 

avec <I>(oo) = 00 , quelle est la meilleure constante ? 

Il est plausible (surtout au vu du paragraphe suivant) que l'on ait 

<fi' t € A 
00 

A('U,) pour tout t < 1. Par contre on n'a pas nécessairement cI>' E:A 
00 

A(U,) 

comme le montre 1' exemple suivant : U = R: et <I>(z) = Log(z + i) ; alors 

<I>(00 ) = 00 et n = <I>(R.2
) a l'allure suivante : 

+ 

--------·---
..... ______ .. _..__ 

ô 
' ........... ' ......... ---~:::-:-~:::::::-.➔ 

-:X:. 

Il est clair que O est un domaine régulier. Pourtant l<I>'(x) 1 = <x
2
+1r 112 

n'appartient pas à A
00

(R.). En effet, si u.:E:A
00

(R), alors 

est assez petit. Mais I cI>' 1 1 +e: € L \R) pour tout E > O, 

avec le fait d'appartenir à A 
00 

(voir L 2 ïJ ) . En revanche, 

tout O < t < 1. 

Quels sont donc les domaines tels que il>' E:A 
00 A('U.,) ? 

W 
1

+E € A 
00 

(R) si E 

ce qui est incompatible 

1 il>' 1 tE:A 
00 

(R) pour 

En fait il apparaît que ceux-ci peuvent être caractérisés de façon très simple 
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cette caractérisation fait l'objet du théorème suivant. 

Afin d' éviter les redites , nous appellerons désormais domaine de Carathéodory 

tout domaine simplement connexe de (['. tel que on soit localement connexe dans 

la sphère de Riemann. D' après un célèbre théorème de Carathéodory, si <I> désigne 

une représentation conforme de 'U, sur n, alors n est un domaine de Cara-

"' théodory si et seulement si <I> se prolonge en une fonction continue sur 'U,, 

1' adhérence de 'U, dans la sphère de Riemann [on consultera par exemple l:35] 
pour une démonstration du théorème de Carathéodory] . 

Si n est un domaine de Carathéodory, nous dirons de plus que q;, est 

adaptée si 'U..= D lorsque n est borné et si U = R! et <I>(oo) = oo lorsque n 

est non borné. 

Avec ces notations, énonçons le 

THEOREME 3. Soit n un domaine de Carathéodory et <I> une représen

tation conforme adaptée à n. Sont alors équivalents : 

(3) <I>1 E:A
00

A('I.L), 

(4) n est régulier et <C \ n est k-localement connexe pour un réel k ~ 1. 

Démonstration. Supposons tout d'abord (3) vérifié. 

LEMME 5. Soit I un intervalle de o U.. , alors : 

(5) 1G\<I>(I))::; S Jg,'(z) //dz /::; 2 iô1(<I>(I)). 
I 

Preuve du lemme 5. C I est un corollaire de la preuve du théorème III. 1 que 

où Vi<I>) désigne la variation totale de <I> sur I. Démontrer le lemme 5 revient 

donc à démontrer que cI> est absolument continue sur I. Ceci est vrai, et a déjà 

été vu, si 'U, = D, car alors <I> ' E:H 1 (D) sous 11 hypothèse (3). Si maintenant 
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h 

appelons I le triangle de 11base 11 I et de "sommet" z
1

, et e une 

représentation conforme de D sur I. Pour terminer la preuve du lemme 5, il 

1 +( 2 1 suffit alors de montrer que <I>' o 0 0 'E:H (D) ; comme <I> 'E:N R) et 0 'E:H (D), 

<P. ' 0 e e 'E:N+(o). Il suffit donc de vérifier que <I>' o 0 e 'E:L 
1 
( o D) ou encore, 

1 1 " 2 
puisque q> l E:L (I), que q>' E:L (y) où y = ô In R +. 

Pour établir ce dernier résultat, considérons z€Y. Puisque <I>' E:A
00 

A(R
2

), 
+ 

on a déjà vu ( voir la preuve du théorème I. 7) q u' il existe une constante C > 0 telle 

que 

(6) 1 <I>' (z) 1 s ~ sx+y 1 <I>' (t) 1 dt (z = x+iy). 
y x-y 

Posons alors A(t) = 1 <I>' (t) l 1Î{t), où Ï désigne l'intervalle de même centre que 

I mais de longueur triple. De (6) on déduit alors 

\i zE:y' 1 <I>' (z) 1 s C MA(Re z), 

où MA désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de A. Comme 

1 <I>' (t) 1 € A 
00

(R), il existe p > 1 tel que AE:LP(R). Mais alors MAE:LP(R) 

et donc 

S l<1>1(z) lldz J s 2C S MA(x) dx < +oo. 
y I 

Ceci achève la démonstration du lemme 5. 

Pour O < E < 1 , posons alors 

\i z€ ' 
j <I> ( ( 1 - E )z ) si 

q> (z)= l 
E <I>(z+iE) si 

et 'tfxE:otL, cp*(x) = sup i<I>~(x) 1. 
0<~1 

'U.=D 
2 U,= R , 
+ 

LEMME 6. Si (3) est vérifié, alors cp* est localement intégrable sur R 

et { 1 <P ~ 1 ; o< E<1} 

normes l l1og CD ~l l<B(U) 
theorème L 7). 

est une partie bornée de A
00 

A(U) (c'est-à-dire que les 

sont bornées, ainsi que les constantes C de (6) du 
E 
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Preuve du lemme 6. Supposons pour simplifier que 'lL= R: Le fait que 

cp*E:L
1
1 (R) découle d'un raisonnement tout-à-fait analogue à celui fait au lemme 5. oc 

Pour démontrer la deuxième partie du lemme, remarquons tout d'abord que puisque 

<I> 
E 

(7) 

est univalente, 

l11og <I> , 11 
2 

s 4 . 
E 03(R ) 

+ 

Soit d'autre part I = [x -y , x +y ] un intervalle de R. On a déjà vu qu'il 
0 0 0 0 

existe une constante C > 0 telle que 

'ef E> 0, 'ef X€ R, 

On en déduit 

X +y +E 
0 0 1 

s C s 1 <I> ' (x) dx 
X -y -E 

0 0 

S C{y +E) 1 <I> 1 (x +iy ) 1, 
0 E O 0 

par (3). On en déduit immédiatement que 

S l<I>1 (t) lctt s c 11 ll<I>1 (z
1
) 1 

I E E 
si 

Si maintenant E ~ 10 1 I 1, alors, on montre facilement avec (7) que 

3 C > 0 ; 'efxE:I, l<I>1 (x) 1 s C l<I>1 (x +iy) 1, 
€ E .O O 

et ie résultat s'en déduit immédiatement. 

Passons à la démonstration de (3) ~ (4). Par le lemme 6, il existe C > O 

tel que pour tout O < € < 1 et pour tout intervalle I de R, (on suppose 

2 toujours U, = R ) , 
+ 

(8) ' 1 cI> ' ( z ) 1 1 dz I s c I r 11 <I> ' ( z1) 1 . 
jl E E 
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Comme ~ 
I 

1<I>'(z)11 dz 1 2: diam <I> (I), 
E E 

on en déduit, grâce au théorème II. 8, 

qu'il existe k 2: 1 tel que ([ \ f: est k-1. c. pour tout EE:] 0, 1 [, où l'on 
E 

aposé OE=<I>E(R:). Soitalors z
0

E:<C, r>0 et z1'z 2E:(<C\O)ni5(z
0

,r). 

Puisque <C \ n est k-1.c., 
E 

on peut considérer la composante connexe 

de (<C \ 0 ) n D(z ,kr) contenant (Œ:'. \ :l ) n iS(z ,r). 
E O E 0 

Les K E forment une 

suite décroissante de compacts connexes. Leur intersection, soit K, est alors 

connexe et l'on a 

( ([ \ n) n D(z 'r) C K C ( ([ \ n) n iS(z 'kr)' 
0 0 

ce qui prouve. que ([ \ n est k-1. c. 

Prouvons maintenant que n est régulier. Là encore, montrons d'abord 

que nE est régulier si 0 < E < 1. Soit donc D = D(z , r) un disque et 
0 ,...,, 

D = D(z
0

,2r). Puisque n et donc nE est un domaine de Carathéodory il n'y a 

-d'un nombre fini N de composantes de b n n D qui rencontrent D. Par (8) 
E 

et le fait (théorème II.6) que Ir IJ<I>~(z1) J:::; C diam <I>E(I), chacune de ces compo-

santes connexes est de longueur :::; Cr. Pour prouver le résultat, il suffit donc de 

montrer que N est majoré indépendamment de D. 

LEMME 7. Pour tout zE:oO et tout r > 0, 
E 

il existe À (z) E: n et 
E 

une courbe de Jordan Y joignant z et À (z) dans ~\: tels que 

dist(X (z) , on ) 2: m', 
E 

où ex et f3 sont des constantes ne dépendant pas de r , z , e:. 

Preuve du lemme 7. Soit 3' (z) l'intervalle de b n de centre z et 
E 

de longueur r , et I l'intervalle de R tel que <I> (I) = :J (z). 
E 

Posons alors 
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dist(À(z), on ) rv Ir ll<I>1 (zI) 1 "-'r 
E E 

d'autre part, d'après le théorème II. 5, il existe Y ' , une courbe de Jordan 

joignant À (z) à 

y' par un bout de 

:1 (z) de longueur :S C dist(À (z), o O ) . On complète alors 
E 

:1 (z) pour rejoindre z et le lemme est démontré. 

Considérons alors Y 1 , ... , Y M, les composantes connexes de 
,.._, -

oo n(o,o) 
E 

r,J 

dont les extrémités appartiennent à 

M:2:N. Pourtout j€{1, ... ,M}, 

o D et à D respectivement. Il est clair que 

considérons z .€Y . tel que / z .-z / = Jr /2. 
J J J 0 

D'après le lemme 7 on peut trouver pour toute un point ( .€0 et une courbe 
J E 

de Jordan S j joignant z. 
J 

et (j dans nE tels que 

et dist((. , tin ) :è:: cx'r 
J E 

' -1 ou ex' est une constante absolue ::;: 10 . Soient C. les composantes de 
J M 

(D \ i5) \ ( U Y.). Vues les propriétés de 
j=1 J 

(., le disque D.=D{(.,cx'/2r) 
J J J 

est soit inclus dans Cj , soit dans Cj_ 1. En particulier les disques o 2k+ 
1 

, 

k € { 0, .... E ( ~)} sont deux à deux disjoints et tous inclus dans 

en déduit 

ce qu'il fallait démontrer. 

~ -D, D. On 

Pour terminer, il reste à passer à la limite lorsque E ~ 0. Remarquons 

que 

:,(,\on no)= S l<I>1 (x) 1 1{ (x) dx::;: cr. 
E R E t;<I>E(t)€D} 

Les lemmes 5 et 6 plus le théorème de convergence dominée nous permettent alors 

de conclure 

i ( 0 nno) ::;: s I q>' (x) 1 1 (x) dx 
R {t;<I>'t)€D} 

s lim ~\on no)::;: cr, 
E ➔ Ü E 
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ce qui prouve que n est régulier. 

Montrons à présent que (4) ~{3). 

Comme <C \ n est k-1. c. et n est un domaine de Carathéodory, le 

théorème II. 8 nous apprend l'existence d'une constante C > 0 telle que : 

(9) 

D'autre part, comme n est régulier, 

(10) 3 C > O, 'ef I c R, ~ lcï>1 (x) !ctx:::; C diam <î>(I). 
I 

En combinant alors (9), (10) et le théorème I.7, on en déduit que cï>'E:A
00

A(R:), 

car <î>' E:N+{R:) par la proposition III. 1 . 

Si l'on étudie plus attentivement les constantes apparaissant dans la 

démonstration, on constate que si cI>' €A 
00 

A(U) avec une constante K(cï> ), alors 

n est régulier de constante de régularité CK( cI> )3 et (C \ n est CK( cI> )-1. c. 

Réciproquement, si n est régulier avec constante c(n), et si <C \ n 

est k-1. c. , alors <î>' €A 
00 

A(U.) avec constante CkC(n). 

2 Pour illustrer ce théorème, reprenons l'exemple déjà considéré : n = cï>(R ), 

où cï>(z) = Log{z+i). Il est clair que <C \ n n'est pas k-1. c. , ce qui confirme 

que cI>1 iA
00

A(R:). Par contre n est convexe, donc 1-1.c., ce qui prouve que 

l/J , la représentation conforme de 

l/J '€A 
00 

A(R:). 

sur ([ \ n telle que vérifie 

Avant de clore ce paragraphe, donnons quelques applications des résultats 

précédents. 

Rappelons qu'une courbe de Jordan r de la sphère de Riemann est appelée 

courbe de Lavrentiev si l 'on a : 

3c>o 



- 90 -

où y 1 et y 2 désignent les deux sous-arcs de f joignant z 1 et z2 . Un 

domaine de Jordan est appelé domaine de Lavrentiev si son bord est une courbe de 

Lavrentiev . 

Une remarque évidente, mais fondamentale dans ce qui va suivre, est que 

n est un domaine de Lavrentiev si et seulement si n est à la fois régulier et 

quasi conforme. 

Comme corollaire des résultats précédents, nous pouvons établir la caracté

risation suivante des domaines de Lavrentiev qui sera utilisée au chapitre suivant. 

THEOREME 4. Si n est un domaine de Carathéodory et 4> une repré

sentation conforme de n adaptée, alors n est un domaine de Lavrentiev si et 

seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

(11) 3 k~ 1 tel que n est k-1.c., 

(12) 
00 

<ï>'E:A A('LL). 

Démonstration. Supposons tout d'abord ( 11) et ( 12) vérifiées ; par le 

théorème III. 3, n est alors un domaine régulier et C: \ n est k-1. c. Par ( 11) 

et le théorème II. 9, on voit d'autre part que n est quasiconforme. Grâce à la 

remarque faite plus haut on en déduit que n est un domaine de Lavrentiev. 

Réciproquement, si n est un domaine de Lavrentiev, c'est alors en 

particulier un domaine quasiconforme et ( 11 ) est vérifié. D'autre part, c'est un 

domaine régulier tel que ([\ n est k-1.c. On a alors (12) par le théorème III.3. 

Ce théorème, malgré son utilité, ne constitue pas une équivalence "pure" 

entre propriétés géométriques et propriétés analytiques. 

Le théorème suivant pallie à ce défaut, mais fait intervenir la représentation 

conforme "des deux côtés". 

THEOREME 5. Soit r une courbe de Jordan passant par 11 infini et 
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les représentations conformes adaptées de R
2 sur les deux composantes 
+ 

de <C \ r. Alors r est une courbe de Lavrentiev si et seulement si q> 1 

1 

Démonstration. Par le théorème précédent, si r est une courbe de 

Lavrentiev alors q> 1 

1 et Réciproquement, appelons n. , 
J 

et 

j = 1 , 2, les deux composantes de ([ \ r. D'après le théorème III. 3, le fait que 

4> 1E:A
00 

A(R:) implique que <C \ n1 est k-1.c. De même, puisque 4>2E:A 
00 

A(R:), 

n1 = <C \ n2 est k-1.c. Comme n1 est un domaine de Jordan, le fait que n1 

est k-1.c. implique que n1 l'est (proposition II.6). On en.conclut (théorème II.9) 

que n 1 est un domaine quasi-conforme. Comme d'autre part le théorème III. 3 

nous assure que n 1 est un domaine régulier, la conclusion suit. 

Pour terminer, donnons une dernière conséquence du théorème III. 3 qui 

constitue également une équivalence entre propriétés analytiques et géométriques. 

Si Y : L9, J + <C est un arc de Jordan simple avec y ( oo) = 00 , nous dirons 

que y est un segment de Lavrentiev si 

PROPOSITION 3. Soit q> 

<C \ y( [o,oo]) telle que qi(oo) = oo. 

une représentation conforme de R2 
+ 

sur 

Alors qi I E:A 
00 

A(R2) si et seulement. si 
+ 

= Y ( LP, 00 ] ) est un segment de Lavrentiev. 

Démonstration. L'énoncé a bien un sens car <C \ r est un domaine de 

Carathéodory. Supposons r est alors 

une courbe régulière et de plus r est k-1. c. Mais ceci implique 

c'est-à-dire que r est un segment de Lavrentiev. La réciproque est évidente. 

r 
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5. DONIAINES REGULIERS ET ESPACE UNIVERSEL DE TEICHMULLER 

Dans cette section, nous mettons à profit lés résultats du paragraphe précédent 

pour établir une théorie parallèle à celle décrite au II. 5. 

Désignons par X 1 'ensemble des couples ( ë[>, n), où n est un domaine 

régulier et cp une représentation conforme de sur n. Soit X 
0 

le sous-

ensemble de X défini par la condition que · Q est un domaine de Lavrentiev. 

Puisque, par le théorème III. 2, log ë[>' E:BMOA(R:) si ( ë[>, n )E:X, nous 
~ 

pouvons définir une première topologie, que nous noterons 'b' , sur X, définie 

par 1' écart suivant : 

,..,; 

Observons que d(x 1 ,x 2) = O signifie que ë[>2 =ho ë[>1 où h est une similitude 

affine. La topologie séparée correspondante est donc la topologie de 

induite sur 

BMOA(R 2) 
+ 

Une deuxième topologie, soit ~ , peut être introduite sur X et elle est plus 

"proche" de la théorie de Teichmüller. Rappelons que si ë[> 

ment univalente dans R
2 le Schwarzien de ë[>, noté +' 

est une fonction locale

est la fonction 

2 1 2 S ë[> (z) = b (log ë[>' )(z) - z( o (log ë[>' )(z)) , 

où o désigne l'opérateur d/ dz. 

Rappelons également (voir I. 3) que E2 désigne l'espace de Banach des 

2 fonctions g analytiques dans R + telles que 

llg!IE = sup {ci SS y
3 I g(x+iy) 1

2 
dx dy f 12 

< +oo 

2 IcR III Î 

(Î = I x [o, 1 I IJ ) . 
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On a alors 

PROPOSITION 4. Si (<I>,0)€X, alors S<I>€E2 et 

où C est une constante absolue. 

Démonstration. D'après la proposition I. 9, il existe une constante absolue 

C > 0 telle que 

D'autre part, puisque êf> est univalente, 

'ef x+iy€R: , y I o (log <I>' )(x+iy) 1 ::::: 4 

on en déduit immédiatement, en utilisant les résultats du paragraphe I. 3, que 

/ 1( o log <I>' }2 //E ::::: cl /1og <I>' Il 2 , 
2 BMOA(R ) 

+ 
où C est une constante absolue. La proposition 4 en découle. 

La topologie ~ est alors définie par 11 écart suivant : 

Dans de cas, d(x 1 , x2 ) = 0 signifie que <I>2 = k o <I> 1 , où k est une transfor

mation de Mobius. La topologie séparée correspondante est la topologie de E2 

induite sur Jf) = {s<I> ; (<I>,0)€X }. 

L'objet de la proposition suivante est la comparaison des topologies 'b et 
,...., 
,e que nous venons de définir sur X. 

PROPOSITION 5. Il existe une constante C absolue telle que 
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En sens inverse, si x = ( <p , n )E:X et si <p ( oo) = 00 , alors il existe E > 0 et 
0 0 0 0 

C(E,x ) tels que : 
0 

~ ,..., 
'ef x 1 ,x 2E:X, d(xj,x

0
) < E {j = 1,2) =>d(x 1 ,x 2 ) ~ C d(x 1 ,x 2 ). 

et la première inégalité en découle en reprenant les arguments de la proposition 

précédente. 

L'inégalité en sens inverse s'obtient comme conséquence immédiate du lemme 

suivant, grâce au théorème III. 4. 

dans 

LEl'vlME 8. Soit FE:A 
00 

A(R:) ; il existe alors un voisinage 'l)- de Log F 

BMOA(R2 ) tel que l'application 
+ 

A: BMOA(R2 ) 
+ 

f 

E2 

-->-~ f" - 2 f 12 
2 

réalise un difféomorphisme de V- sur un soisinage 'U)' de A(log F). 

Preuve du lemme 8. Rappelons que E 1 désigne l'espace de Banach des 

2 
fonctions g holomorphes dans R + telles que 

Nous avons vu au chapitre I quel' application f---+- f' est un isomorphisme de 

BMOA(R:) sur E 1 . Pour prouver le lemme il suffit donc de prouver que l' appli

cation ,.., 
A: E 1 ~ E2 

f --+-f'-dl 
est un difféomorphisme au voisinage de tout point f = F' /F, où FE:A00 A(R!). 
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Soit donc f un tel point ; l'application A est de classe C 
1 

sur E 1 et sa 

différentielle au point f est donnée par : 

h --+h'-hf. 

D'après le théorème d'inversion locale, on aura prouvé le lemme 8 si l'on montre 
,.., 

que A' (f) est un isomorphisme de E 1 sur E2 . 

N 

A' (f) est injective. En effet, les seules solutions de l' équations différen-

tielle y' - fy = 0 sont les fonctions À F, À €Q:. Mais, si À est non nul, ces 

fonctions n'appartiennent pas à E 1 car, d'après le théorème I. 7 , le fait que 

F€A 
00 

A(ti) implique 
+ 

.3 C > Ü Vy> 0 1 1 
x+y 1 1 

y F(x+iy) ~ c ~ F(t) dt 
x-y 

et cette dernière intégrale tend vers +oo avec y. 

~ A' (f) est surjective. Soit en effet cp€E2 . Il existe alors une constante 

C > 0 telle que 

( 1) 'r:I x + iy€R 2 
, 

+ 
1 cp(x+iy) 1 s ~ 

y 
(voir chap. I). 

Mais alors on peut considérer la fonction 

·h( . ) . F( . ) ,.+oo cp(x+it) dt 
x+1y = -1 x + 1y J F(x+it) , 

y 

1 1 

_1+x 
car, par la proposition I.12, F(x+it) ~ C t<X ~ F(x) dx, ce qui, avec (1) 

x-1 

prouve la convergence de l'intégrale. Comme d'autre part il est clair que 
,.., 
A' (f). h = cp, reste à montrer h€E 1 . 

LEMME 9. Il existe une constante C > 0 telle que 

'ef x+iy€R
2 
+ 

y /h(x+iy) 1 s C. 
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Preuve du lemme 9. Grâce à ( 1), on voit qu'il existe C > 0 telle que 

(2) lh( · • ) [ <: c ç-+= l Y IF(x+iy) 1 dt 
Y x+1y -· j t j j . 

y t F(x+it) 

M · · FEA
00

A(R
2
+), ais, puisque il existe C > 0 telle que 

(3) \;/y> 0, 'dxER, ~ sx+y IF(t) ldt s y IF(x+iy) 1::; C sx+y IF(t) 1 dt. 
x-y x-y 

De plus, par (2) de la proposition I. 12, 

(4) 'il t > y> 0, t"xER, 

sx+y I F(t) 1 dt 

x-y ::; C(~f , 
.x+t I / t 
~ F(u) du 

x-t 

où C et <X sont des constantes > O ne dépendant que de F. En combinant 

(2), (3) et (4), il vient 

y [h(x+iy) [ s C Ç+ro Y<X dt s C. 
jy t 1+<X 

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du lemme 8. Puisque h vérifie 

h' -hf=cp, 

cette dernière inégalité découlant du lemme 9. Comme cpEE2 et fEE 1, on en 

déduit que h' EE 2 et donc que hEE 1 (Proposition I. 9). 

Nous allons immédiatement exploiter cette dernière proposition afin d'établir 

un résultat parallèle à la théorie de Teichmüller. 

PROPOSITION 6. Posons [) ={sel>; (cI>,Q)EX
0

} et L = {10g cl>' ,(cI>,O)EX 0}. 
,V 

Alors d!., est un ouvert de E
2 

et ~ est un ouvert de BMOA{li). 
+ 

Démonstration. Démontrons tout d'abord que L . est ouvert dans E
2

. 
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Remarquons que la norme de E2 est plus fine que celle de B (voir le théorème 

II. 11 pour la définition de B). D'après le théorème II. 11 , on en déduit que si 

S<P€.:., alorsilexiste E 1 >o telque cp€E2 et 1/s<P-cpllE <E 1 ==> 
2 

3 ljJ univalente ; cp = S 1P et ljJ (R:) quasiconforme. D'autre part, quitte à rem_; 

placer <l>(z) par (<P(z) - <P(co )r 1
, ce qui ne change pas le Schwarzien, on peut 

supposer <P( co) = co, alors (Th. III .4), <P' €A 
00 

A(R!) et donc il existe ~ > 0 

tel que 

Grâce au lemme 8, on en déduit qu'il existe E > 0 tel que 

<P €E 2 et [ [s éf> - cp [ [E
2 

< E => 3 1/J R! --.. C univalente telle que 

cp = S 1/J , 1/J (R:) est quasiconforme et 1/J '€A co A(R:). Mais, par le théorème III .4, 

ces dernières conditions impliquent que 1/J (R:) est un domaine de Lavrentiev, -.f. 

est donc ouvert dans E
2 

• 

,V 

Le fait que L est ouvert dans BMOA(R2
) découle directement de ce dernier 

+ 
résultat et de la première inégalité de la proposition III. 5. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème principal de ce 

paragraphe, théorème qui établit l'analogue des théorèmes 12, 13, 14 du chapitre II. 

~ de $) 

THEOREME 6. -.!, 

dans BMOA(~2
). 

+ 

est l'intérieur de ,:l:> dans 

De plus il existe ( éf> , 0 )€X 

adhérent à -al!., et 
N ,._, 

log <P '€~ n'est pas adhérent à -.f.. 

est 1' intérieur 

tel que S éf> €.S n'est pas 

Démonstration. Vu la proposition III. 6, il suffit de prouver que tout point 
rv ,v 

intérieur de .1IJ (resp. ~ ) est dans L (resp. 2), ou encore, vu les proprié-
~ 

tés des domaines de Lavrentiev, que tout point intérieur de J) ou ci) provient 

d' un domaine quasiconforme. 
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2 
0 = <I>(R ) 

+ 
n'est pas quasi-conforme. En 

reprenant les arguments du théorème II. 12, il existe alors, pour tout e: > 0, 

une fonction <P e:(z) du type 

z-Wrc 
<P (z) = (--) avec 

E: Z-û.!2 
1 C - 1 1 

telle que 

Alors 

<P ne soit pas univalente dans n. Posons alors 
E: 

d' où 1' on tire 

Mais, par le théorème II .4, il existe une constante C absolue telle que 

l/1og(<I>(z) - w.)/1 
2 

:SC 
J BMOA(R ) 

+ 

(j = 1, 2 ), 

et par conséquent l ls <I> - S <I> / [E :S Ce:. 
E: 2 

Comme J' inégalité précédente est vraie pour tout e: > O et que cp 
E: 

n'est pas univalente dans on en déduit que 

,V 

De la même façon, soit log <I> '€~ tel que 

ne peut être intérieur à 

n = <I>(R
2

) ne soit pas quasi
+ 

conforme. Alors, par la propriété ( 13) du théorème II. 9 , deux cas peuvent se pro

duire : 

joints dans 

joints dans 

iS(z ,kr) n O. 
0 

n \ D(z ,r). 
0 

Dans le premier cas, une modification facile du lemme II, 3 nous montre 
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'1;/ E > o, 3 w
1
E:<C\ n, 3 cE:C tel que l 1-c 1 :<S E t. q. 

c.p E(z) = (z - w 1 f ne soit pas univalente dans n. Mais alors, 

en posant toujours il vient 

log <I> ~ - log <I>' = {c-1) log{<I>(z)-w 1 ), 

et l'on conclut comme plus haut avec le théorème II. 4. Dans le deuxième cas, nous 

utilisons la démonstration du théorème II. 14 : pour tout E > O on peut trouver 

z
0

E:O, exE:<C, / ex /::;E et g une représentation conforme de n sur D telle 

que g{z } = 0 et telle que 
0 

f (z) = (z-z ) exp{ ex ,z g{u) du} 
E O j U-Z 

zo 0 

ne soit pas univalente dans n. Posons encore <I> = f o <I> . Alors 
E E 

log <I> ~ - log <I> ' = log f ~ o <I> , et 

f'(z) = (1 + cxg(z)) exp{(X ,z g(u) du}. 
E j U-Z 

Z 0 
0 

L'application k(z) = g o <I>(z) est une transformation de Mëbius de la forme 

·e z-u 1 
k(z) = e1 

--
0 

où z = <I>(u ) et l'on a, pour E <"" , 
- 0 0 4 z-u 

0 

log f' o <I> = log{1 + cxk(z}) + ex ,<I>(z) g{u) du. 
E j U-Z 

Z 0 
0 

Puisque //kl 1
00 

= 1 , il est immédiat qu'il existe C > 0 telle que 

/ l1og{1 + cxk(z))/ 1 2 :S: C E. 
BMOA(R ) 

+ 

S
<I>(z) {u) 

D'autre part, en posant F{z) = g __ du, il vient 
u-z 

Z 0 
0 

Par le théorème II. 4, il existe une constante absolue C > 0 telle que 
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<I>(z)-z 11 

IJ1og k~ 2 ~ C. 
z BMOA(R ) 

+ 

En utilisant la caractérisation de BMOA par les mesures de Carleson, on en 

déduit que 

Jl1og <I>' - log <I>' 1/ 2 ~CE, 
€ BMOA(R ) 

+ ,.., 
et donc que log <I> ' ne peut être intérieur à ~ , puisque <I> € n'est pas 

univalente. 

Enfin, mettons à profit le théorème II. 13 : soit y = {:±: e(-a+i)t, tE: [o,oo]} 

où aE:] O, ~ 7T [, et y ' le transformé de y par l'inversion z + z~ 1" Posons 

n == <C \ Y ' et considérons <I> une représentation conforme de R
2 

sur n 
+ 

telle que <1>(00 ) == 00 • Comme y 1
· est une courbe régulière (c'est même un segment 

...., 
de Lavrentiev), S <I> E: oB et log <I> ' E:J;) ( on a même 

00 2 
<I>' E:A A(R ) par le 

+ 

proposition III.3). Mais Gehring a montré ~il que si l/> est univalente dans 

R: et que J ls l/> - S <I> l 18 < €
0 

où e:
0 

est une certaine constante > 0, alors 

ljl(R:) ne peut être un domaine de Jordan. Comme les normes de E2 et de 

BMOA(R:) sont plus fines que la norme de B, on en déduit que S <I> n'est 
,...,. 

pas adhérent à :Js , et que log <I>' n'est pas adhérent à ~ . 

Ceci achève la démonstration du théorème III. 6 . 

Remarque. Contrairement à ce qui se passe pour la théorie de Teichmüller, 

où ';$ est un fermé de 

fe:rimé de E2 et JJ 

le domaine 

B et 'if un fermé de ©(R 2}, 
+ 

n'est pas un fermé de BMOA(R:). 

ici $; n'est pas un 

Considérons en effet 

On a déjà vu que n est un domaine rectifiable à l'infini qui n'est pas régulier, 

et que si <I:> désigne une représentation conforme de R2 
+ 

<I>(oo) = oo, alors t 00 2 J [ ( <I>') E:A A(R) pour tout tE: O, 1 • 

sur n telle que 



Mais comme 7T Arg <I>' < 2 , 

conforme de R
2 

sur un domaine 
+ 

lipschitzienne . Donc 
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(<I> ' )t - <I> ' - t ' où est une représentation 

dont le bord est le graphe d' une fonction 

l"V 

't/ t < 1 log d? t € ~ et log <I> t t -+ 1 log <I> ' • 

~ ,V ,-,J 

log <I>' est donc adhérent à ~ et donc à 3J , ce qui prouve que SJ n'est 

pas fermé. Par la proposition III. 5, il en est de même pour ,i:J . 

Note du chapitre III 

Mis à part le théorème 1 et la proposition 2, les résultats de ce chapitre 

sont nouveaux et ont été publiés ( [42] [43J [44] [45] ). Après notre démonstration du 

théorème 3, nous avons eu connaissance d' une caractérisation antérieure de ces 

domaines par Pommerenke [37], mais elle ne fait pas le lien avec les courbes 

régulières. 

Mentionnons enfin que les résultats de ce chapitre constituent un matériel 

brut qui va être interprété au chapitre suivant. 
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CHAPITRE N. - Espaces de Hardy généralisés 

1 . DEFINITIONS. DOMAINES DE SMIRNOV 

Nous nous proposons d' élargir à certains domaines rectifiables la notion 

d'espaces de Hardy du disque ou du demi-plan. Pour simplifier, comme cette théorie 

a déjà été largement étudiée dans le cas borné (voir LJ7] ), 
drons aux domaines dont le bord contient oo • 

nous nous restrein-

Pour obtenir une théorie cohérente nous fixons n un domaine de Jordan 

rectifiable à l'infini. Supposons également que O <i n. Soit s --+ z(s) une 

paramétrisation par la longueur d'arc de r = b n. Alors l'hypothèse de rectifia

bilité se traduit par : 

s R 

ds 
~, z-(-s )-12- < +oo • 

Nous dirons que n est complètement rectifiable si l'on a la condition plus forte : 

'efp>1 ..---- < +oo ~ 
ds 

R I z(s) 1 p · 

Nous avons vu au chapitre précédent que les domaines réguliers sont des exemples 

de domaines complètement rectifiables. Dans toute la suite nous supposerons n 

complètement rectifiable. 

Soit cp une représentation conforme de sur n telle que cp(oo) = oo. 

DEFINITION. Pour O < p < oo nous désignerons par HP(n) l'espace 
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des fonctions F holomorphes dans n telles que F o <I> ( <I> ' ) 
1 
/ P € HP (R:), 

muni de la norme 

Comme n est rectifiable, on a vu au chapitre III que <I>' appartient à 

la classe de Nevanlinna N+(R!). Vues les propriétés de HP(f?!) on en déduit 

que si FE:HP(n) alors en presque tout point du bord F converge non tangentiel

lement vers une fonction de LP(r) = LP(r , ds) que nous noterons encore F et 

qui détermine entièrement la fonction F (holomorphe) de HP(n). De plus, 

l'ensemble des traces ainsi obtenues est un sous-espace fermé de LP(r). Nous 

pouvons donc voir, et c'est ce que nous ferons dans la suite, l'espace HP(n) 

comme un sous-espace fermé de LP(r). 

La définition précédente, malgré sa simplicité, n'a guère d'utilité, car 

la transformation conforme reste un objet théorique. C'est pourquoi nous allons 

maintenant introduire deux autrès notions d'espaces de Hardy et étudier les liens 

qui les unissent. 

DEFINITION. Pour O < p < oo, désignons par 17P{n) l'adhérence dans 

LP(r) de l'ensemble des fractions rationnelles, nulles à l'infini, dont les pôles 

appartiennent à C \ .{'l. 

Démonstration. Soit F une fraction rationnelle vérifiant les hypothèses 

de la définition et appartenant à LP(r). Comme HP(n) est un fermé de LP{r), 

il suffit de montrer que FE:HP(n). Pour ce faire on observe qu'il existe NE:N 

tel que Np> 1 et tel que F(z) rv .S. à l'infini. On écrit alors 
ZN 

Fo <I>(<I>1 )
1/P=Fo q,(<I>)N (%1

p) 1/P. 
cp 
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N oo 2 
Mais F o cI> (il>) € H (R) et, d' après 1' hypothèse faite sur C, 

(~)1/p € HP(R:). 
<I>Np 

DEFINITION. Pour 1 :S p < +oo, c76P(n) désigne l'espace des fonctions 

f€LP(r) telles que 

s f(z) dz = O. 

r z-t 

Notons que cette définition a un sens sous l'hypothèse que n est complè

tement rectifiable. 

Démonstration. Soit F€HP(n) et ( €<C \ n 
variable z = <I>(x), il vient 

(' F(z) dz ~ (' F o <l>(x)(<I>' (x)) 1 /p G .;, '(x) 7 1/q dx 
jr z - , jR (<I>(x)-, fiJ 

te ment rectifiable. 

par le changement de 

1 1 
(-+-)=1}. p q 

On en déduit que F O il> il>' € H \R2) et donc que \ F(z) dz = 0 
<I> - t + jr )" z - ... 

pour tout '€<C \ n . 

Naturellement, les "bons" domaines seront ceux pour lesquels on a 

l'égalité dans les propositions 1 et 2. Ces domaines sont caractérisés par le 

théorème suivant. 

THEOREME 1. S I il existe p > 0 tel que 77P(n) = HP(,n) ou s I il 

existe p > 1 tel que HP(n) = :16 P(n), alors il>' est une fonction extérieure. 

Réciproquement, si il>' est une fonction extérieure, alors 
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\ip~ 1, 
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?TP(n) = HP(n), 

HP(n) = :f6P{n). 

DEFINITION. Nous appellerons domaine de Smirnov tout domaine n 

complètement rectifiable tel que cI>' soit une fonction extérieure. 

Nous avons montré au chapitre précédent que tout domaine régulier est un 

domaine de Smirnov. Il existe des domaines rectifiabl~s qui ne sont pas des domai

nes de Smirnov (voir [17], [1s] ). 

Démonstration du théorème 1 . Montrons tout d' abord que pour p > 0, 

?TP(n) = HP(n:) si et seulement si cI>' est extérieure. L'ingrédient essentiel 

pour démontrer cela est le théorème suivant, dû à Beurling [6] . 

PROPOSITION 3. Soit G(z) E: HP(c). Alors {znG(z), n~O} est une 

partie totale de HP(D) si et seulement si G est une fonction extérieure. 

,.._, 
Revenons à présent à la preuve du théorème 1 . Désignons par cI> une 

représentation conforme de D sur n telle que i( 1 ) = oo • Alors cI> ' est 

extérieure si et seulement si $'i l'est. Soit NE:N tel que Np> 1 . Supposons 
,...,, 

tout d'abord que cI>' 

Comme ( ~')1/p 
,._.Np 
cI> 

est extérieure ; soit fE:HP(n), alors 

est une fonction extérieure E: HP(D), on déduit de la proposition 

3 l'existence d'une suite P de polynômes telle que n 

Mais alors 
N ,...,,_1 

où z F (z) = P (cI> (z)) est une fonction n n 

holomorphe dans n et continue dans 1' adhérence ,de n dans la sphère de 
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de Riemann. Par le théorème de Mergelyan, il existe donc une suite de fractions 

rationnelles nulles à l'infini et dont les pôles Ê <r \ 0, N convergeant vers z F . 
n 

Si R est une telle fraction rationnelle avec JJzNF - R Il s 1 , on montre n n n 00 n 
R 

!If - _!!Il 
ZN HP(O) 

alors facilement que --- ... o, n +oo 

Réciproquement, supposons que 'ITP(o) = HP(o). Soit alors gE:HP(D). 

Il existe fE:HP(n) tel que g = f o Î(Î 1 ) 
1/p. 

De plus, par hypothèse, il existe une suite F de fractions rationnelles n 

appartenant à HP(n) telles que F n converge vers f dans HP(o). Mais 

~ ~ 1/p alors F o <I>(<I>') n converge vers g dans HP(o). Puisque F 
n 

fraction rationnelle E: HP(o), C F (z) ,,..__,. -n oo N z 
où N ~ E(!) + 1 ; alors p 

est une 

Mais l'hypothèse faite prouve que F o i iN se prolonge par continuité sur i5. n 

Par une deuxième application du théorème de Mergelyan, on peut donc trouver une -
suite Pn de polynômes tels qùê' P (~) 1/p -- g dans HP(D). Par la 

n~NP 
<I> 

proposition 3 on en déduit que <I>' est extérieure. 

Fixons à présent p > 1 et montrons que HP(o) = ;tBP(o) si et seulement 

si <I>' est extérieure. Dans ce but montrons d'abord que H 1 (0) = )If, 
1 
(0) et ceci 

pour tout domaine complètement rectifiable O. Soit donc gE: 361 (O). Pour 

1 ~~ 1 montrer que gE:H (0), il suffit de montrer que G(z) = g o <I> <I> 1 E: H (D) ; or 

gE:36\n) ~ 

\ G(z) dz = O. 
joo Î(z)- C 

Mais cette dernière relation équivaut à 

{1) 'efn20 \ ~ n j (<I>(z)f G(z) dz = 0 , 
oD 

comme on le voit en développant la fonction C -+ ~ G(z) dz 

oD Î(z)-, 
en série 
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Soit maintenant P 
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~-1 un polynôme ; la fonction P o <P est alors continue 

sur n (dans la sphère de Riemann). D'après le théorème de Mergelyan il existe 
1 . 

alors une suite de polynômes Qn nuls en O tels que Qn (z) converge unifor-

mément vers ~-1 p O èp sur n. Mais alors 1 Q (-) converge uniformément n~ <P(z) 
vers P sur i5 ; avec ( 1) on en déduit : 

s P(z) G(z)dz = O. 
oD 

Comme le polynôme P est arbitraire, on en déduit, avec le théorème de F. èt M. 

Riesz, que GE:H l (D). CQFD 

Supposons alors <P' extérieure et FE:deP(n). Alors, si (E:<r:,n, 

F(z) € 3e\n) = H \n). Mais alors 
z-1: 

Réciproquement supposons d> ' non extérieure. Alors cp' = SG où S est 

intérieure et G extérieure. Considérons alors la fonction 

( ) ( -1 )-1 -2 Fz=Socp z. 

Alors Fo <P <P' l/p = (S(z)f l/q (~)l/p (/, HP(R2 ) et pourtant 
èp.:::p + 

2. INTEGRALE DE CAUCHY ET DOMAINES REGULIERS 

a) Soit r une courbe de Jordan complètement rectifiable et n
1 

, n
2 

les 

deux composantes de <C \ r. Si p > 1 et si f€LP(r), on peut alors définir 
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deux fonctions holomorphes F 1 , F 2 dans n 1 , o2 par : 

>" n ( 1 ) F.(>°)=-1 ~ F(z)dz. "il "'€~,:;. j = '2 ' "' 
J J 2i11 r z - C 

Le "problème de Calderonn est alors le suivant si 1 ' on fait tendre C €0 . non 
J 

tangentiellement vers zE:f, est-ce que Fi, ) converge presque partout vers 

une fonction que nous noterons C/(z) et est-ce que l'opérateur Cj ainsi défini 

est borné sur LP(r) ? 

Cette question, qui est longtemps restée ouverte, est maintenant complètement 

résolue. Retraçons brièvement l'historique de la question sans rentrer dans les 

détails car les méthodes de démonstration sortent du cadre de ce travail. 

En 1977, Calderon [8] répond affirmativement à la question pour les courbes 

r données par le graphe d'une fonction lipschitzienne y = cp(x) où llc,o, Il ~ s, 
CO 

où g > 0 est une constante inconnue. Sa démonstration implique en particulier 

que pour toute courbe rectifiable r et pour toute fonction fE:LP(r), 

presque partout au bord. 

C .f existe 
J 

En 1981, Coifman, Maclntosh et Meyer [11] , par des méthodes radicalement 

différentes, prouvent le résultat pour tous les graphes des fonctions lipschitziennes. 

Enfin, en 1982, G. David [15] montre que la conjecture est vraie si et seulement 

si r est une courbe régulière ~ 

Comment sont reliées C 1f et c2f si r est une courbe totalement 

rectifiable ? 

Pour fE:LP(r), et e: > 0, posons 

'ef z E:f 
0 

1 ,---. 
, T f(z ) = - \ 

e: 0 2i11 J zE:f 
lz-z 1 ~ e: 

0 

f(z) dz 
z - z 

0 

Le théorème de Calderon prouve alors que pour presque tout z
0 

E:f, T f(z ) 
e: 0 

converge lorsque e: tend vers O vers une fonction que nous noterons Tf(z
0

), 
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et l'on a les formules appelées formules de Plemmejl : 

1 c 1f(z) = 2 f(z) + Tf(z) 

1 C2f(z)= - 2 f(z) + Tf(z) p.p. sur r, 

si o1 est l'ouvert "à gauche" de r pour le sens de parcours de la paramétri

sation choisie. 

Soit lR/r) (resp. <R.
2

(r)) l'espace des fractions rationnelles nulles à 

l'infini dont les pôles appartiennent à o2 (resp. o1 ), et lR(r) = <R,(r) U lRir). 

On a alors, comme corollaire immédiat des formules de Plemmejl, la 

PROPOSITION 3. Si r est complètement rectifiable, <1l(r) est dense 

dans LP(r) pour tout p > 1 . 

Preuve. Soit q l'exposant conjugué de p et gE:LP(r) une fonction 

orthogonale à CR.. (r). Alors 

'ef C tr, _1_ s g(z) z'T(s) dz(s) = O. 

2i77 r z(s) - ~ 

Par les formules de Plemmejl, on en déduit que gz' et donc g est nulle 

presque partout sur r. Le théorème de Hahn-Banach implique alors que Cll(r) 

est dense dans LP(r). 

Nous sommes maintenant en mesure de donner une version géométrique du 

problème de Calderon, à la lumière du résultat de G. David. 

THEOREME 2. Si r est une courbe complètement rectifiable, sont 

équivalents : 

(1) r est une courbe régulière, 
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(2) 'i p > 1, LP(r) est somme directe topologique de HP(n 1) et 

HP(02). 

De plus, si (1) ou (2) est vérifié, alors n1 et n 2 sont des domaines de 

S mirnov et les projections associées à la somme directe sont C 1 et c2 . 

Remarque. Le fait que O. est un domaine de Smirnov si c'est un domaine 
J 

régulier a déjà été montré (théorème III.2). Néanmoins, la démonstration qui suit 

va l'établir d'une autre manière. 

Démonstration du théorème 2 . 

Supposons tout d'abord ( 1) vérifié. Alors , par le théorème de G. David, 

T est un opérateur borné sur tous les LP(r), p > 1 ; il en est donc de même 

des opérateurs C 1 et c2 et l'on a, avec les notations du paragraphe précédent : 

D' autre part on voit facilement par décomposition en éléments simples que 

C 1 c2f = 0, 'i fE: dt(r). Grâce à la proposition 3, C 1 c2 est donc nul en tant 

qu'opérateur de LP(r). 

Nous pouvons alors conclure : 

(Plemrnejl). 

On en déduit que LP(r) est somme de H6P(n1) et de ~P(n 2) et cette somme 

est directe car la même formule prouve que :fGP(n1) n 1eP(n2 = {o }. Enfin, si 

fE:f,P(n 1) (par exemple) alors f est limite d I une suite fn de OUr). Mais 

alors f = c
1
f = lim c

1 
fn, ce qui prouve que :feP(n

1
) = 11P{n

1
) = HP(n

1
) 

n ➔oo 

nj est donc un domaine de Smirnov et LP(r) = HP(n 1) + HP(n 2). 

Réciproquement, supposons (2) vérifié, alors, nécessairement, 3 C >O, 

~ f E:(R.(r), 

sur LP(r) 

lie.fi/ ::; c//f/1 , ce qui prouve que c 1 , c2 et donc T sont bornés 
J p p 

grâce à la proposition 3. Par la caractérisation de G. David, r est 
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alors une courbe régulière . 

b) Interprétation "géométrique" du théorème de Guy David 

En modifiant légèrement la théorie du paragraphe III. 5, appelons X' l' ensem

ble des couples (<I> , 0) tels que n est un domaine régulier avec 00 E:è n et <I> 

une représentation conforme de R: ·sur O telle que <I>(oo) = oo. X' sera le 
0 

sous-ensemble de X' défini par la condition que O est un domaine de Lavrentiev. 

Enfin, on pose 

,.._, ,.., 2 ~ 

Là encore, /il,' est 1' intérieur de ~' dans BMOA (R) mais J:) 1 n I est -pas inclus dans 1 ' adhérence de ;;/} . 

L'objet du théorème qui suit est de montrer que l'opérateur de Cauchy, lu 

à l'aide de la paramétrisation par la transformation conforme, est une fonction ana-
"-' 

lytique sur ~• . Plus précisément, montrons le 

,.., 
THEOREME 3. Si log <I>' € ~•, le noyau 

K (x , y ; log <I> ' ) 
= (<I>'(x))1/2(<I>'(y))1/2 

<I>(y) - <I>(x) 

définit un opérateur d'intégrale singulière borné sur L 2(R) noté T(log <I>') 

et l' application 

log <I> ' -- T(log <I> 1 
) 

est analytique ( c 'est-à-dire C-différentiable). 

Preuve. Pour jE:ti*, appelons T /log <I>' ) l'opérateur de L 2 (R) de 

noyau 
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K/x, y ; log <I>') = K(x, y ; log <I>' ) :ll. 1 j \ . 
-:-S x-y s J 
J 

et montrons tout d'abord que, j étant fixé, l'application log <I>' --+- T }log <I>' ) 

est analytique. 

Pour ce faire, il suffit de vérifier que si f et g sont deux fonctions 

continues à support compact (inclus dans C-M, M] ) , l'application 

log <I>' ~ SS 
2 

K/x, y ; log <I>' )f(x) g{y) dx dy 

R 

est analytique. Comme, à x et y fixés, l'application 

log <I>' ~ K .(x, y ; log <I>' ) f(x) g(y) 
J 

est évidemment analytique, la conclusion découlera simplement du lemme suivant. 

~ LEMME 1. Si log<I>' €;t', il existe E>O et c>o (C(M,j,log<I>')) 

tel que si ll1og 1/J ' - log <I>' /IBMO < E , 

(3) ~s 2 1 K/x' y : log 1/J ) 11 f (x) 1 1 g(y) 1 dx dy s C . 

R 

Preuve du lemme 1. Elle débute par le lemme 2 suivant. 

~ 
LEMME 2. Si log <I> '€o/; 1

, il existe E > O et C > O ne dépendant 
,-J 

que de log <I>' tels que si l !1og <I>' - log 1/J ' ) )BMO < E, alors log 1/J ' € ~' 

(i) 'ï/ le R, ~ S /1/J '(t) /dt s C exp~2.,. S log 11/J '(t) /dt} 
I I I I Y I J I 

(ii) 1/J (R
2

) est un domaine de Lavrentiev de constante s C. 
+ 

Preuve du lemme 2. Posons b = log 1/J ' - log <I>' et p = Re b ; soit 

et 

p > 1 tel que / <I>' / vérifie l'inégalité de Hëlder inverse à l' oPdre p. Alors, 

si q est l ' indice conjugué de p, 
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1/q 
i-, S l <P' ls C i-i" S l<1>1 l(i-,S eq/3) , 
III I III I ïll I 

et la propriété découle du fait que 1 <I>' 1 € A 
00 

et de l'inégalité de John et Nirenberg. 

En combinant cette inégalité avec le théorème d'Ahlfors ( théorème II. 11 ) , 

on démontre la dernière affirmation du lemme. 

Du lemme 2, on tire que si I c l:.M,M] et Ir 1 ~ J on a, si log~' 

est proche de log <I> ' , 

(4) ls <P' 1 ~ c(S !<1>' l)exp(i-,S ~). 
I I II I I 

1 
Mais, si l'on a normalisé b de sorte que s ~(t) dt= o, l'hypothèse Ir 1~ r 1 

0 

implique 

1 ciS ~ 1 s C(M,j). 
1 II I 

Si d'autre part nous désignons par cx(M,j,log <I>') le minimum de la fonction 1 <I>' 1 

sur le fermé GM,M] X Lr,j], (4) devient 

IS 1/J 1 1::::: C r 1 cx(M,j,log <1>') e-C(M,j)= S(M,j,<1>1 ). 

I 
(5) 

Enfin, (5) et une nouvelle application du lemme 2 permettent d'achever la preuve du 

lemme 1. 

Pour terminer la preuve du théorème 3, il nous faut passer à la limite lorsque 

j tend vers 1' infini. Le lemme 3 suivant permet de démontrer simultanément l' exis

tence de 11 opérateur T(log <I> ' ) et l' analyticité. 

LEMME 3. Si log <1> 1 € z, et fE:L 2 , posons 

T*(log <I>') f(x) = sup I T .(log <I>') f(x) 1. 
j€N* J 

Il existe alors E > 0 et C > O ne dépendant que de log <I>' tels que 

//T*(log <P ') t/12 s cllt/12 ' 

si l!1og <I> ' - log ip ' IIBMO < E et fE:L 2 (R). 
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,.., 
Preuve du lemme 3. Si log .,p' €~', appelons s ._....z(s) une paramé-

trisation de iµ (R) par la longueur d'arc. Alors l/J et z sont reliés par 

iµ(x) == z(h(x)), où h'(x) == Jq;•(x) 1 p. p. 

Par le changement de variable u == h(y), il vient 

où U 1 , u2 sont deux isométries de L 2 telles que 

l'J 

et C, . est 1' opérateur 
J 

Par le lemme 2, on voit facilement que si log 1/; 1 est voisin de log cï>' alors : 

'ef x€R , 'ef t > 0 

où C ne dépend que de log cï> ' • 

On en déduit que 

b ~ h(x+t) - h(x) ~ C , 
h(x) - h(x-t) 

sup 1 ~ .f (x) 1 ::;; e * f (x) + CM f(x), 
j>0 J 

où e,*f(x) == sup 
E>O 

1 s f(y) dy 

1 x-yl>0 z(x) - z{y) 

et Mf est la fonction maximale de Hardy-Littlewood de f. Par le théorème de 

G. David, le lemme 2 et la théorie de Calderon-Zygmund, 

où C ne dépend que de log cï>' , si log 1/; ' est assez voisin de log cï>' • On 

conclut alors la démonstration avec (6). 
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Il est tentant, vu le théorème 2, d'obtenir le théorème de G. David pour 

les courbes régulières qui ne sont pas de Lavrentiev par une méthode de "valeurs 

au bord" de fonctions analytiques. Malheureusement le théorème de Gehring (le fait 

"' ~ que ;;l' ne contient pas Je' ) nous en enlève tout espoir ! 

3. DOMAINES DE NEUMANN 

a) Soit toujours n un domaine complètement rectifiable. Pour p > 1 , 

considérons la propriété suivante, qui s'apparente à un problème de Neumann. 

p 
(Np) : L'application F -+ Re F est un isomorphisme de H (n) sur 

L~(r), l'espace de Banach des fonctions réelles appartenant à LP(r). 

Nous considérons également la propriété 

(N) : Il existe p > 1 

On a alors le 

THEOREME 4. Si <î> 

tel que (N ) soit vérifiée . p 

désigne une représentation conforme de sur 

n telle que éfl(oo) = oo et si éfl'E:A
00

A(R!), alors n vérifie (N). Récipro

quement si n vérifie (N) et si 1'.'lnn{ 1 z Jë:!M} c R pour M assez grand, 

alors <î>' E:A 
00 

A(R:). 

Démonstration. Supposons tout d'abord que 

tel que l<ï>' JE: Ap(R). Alors, d'après les résultats de la section I.3.d), 

Mais toujours d'après I. 3. d, l' application G ~ Re G est un isomorphisme de 

sur On en déduit immédiatement que n vérifie 
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(NP). Réciproquement, si bnn{ J z J~M} c R pour M assez grand, un argument 

standard utilisant le principe de symétrie de Schwarz prouve que <I>(z) "-' Cz pour 

1 z J ➔ co. On en déduit immédiatement que 

'efp>1, 

puis que 

(Ici IR,+ désigne l'ensemble des fractions rationnelles nulles à l'infini dont les 

pôles appartiennent à R:). Soit alors p > 1 tel que n vérifie (Np). Par 

le théorème de l'application ouverte, il existe C > 0 telle que, si H désigne 

la transformée de Hilbert, 

'ef gE:Re( lR, ) • 
+ 

Comme Re(CR,) est dense dans L2(R), on en déduit que H est bornée 
+ 

sur LP(R, !<1>1 J); par le théorème I.6, on en déduit que !<1>1 JE: AP(R). Reste 

à montrer que <I> 1 est une fonction extérieure ; pour cela considérons la factori

sation <I>' = SG où S est intérieure et G extérieure. D I après ce que 11 on 

vient de voir, si fE:L~(r), alors l'unique fonction F de HP(n) telle que 

Re F = f est donnée par : 

F = ~ o <I> + iH(f o <I> )] o <I>-1 

et cette fonction vérifie 

On a donc: Mais ceci ne peut 

se produire que si <I> ' = G est extérieure. 

Dans le cas borné, le résultat est beaucoup plus net. Nous 11 énonçons par 
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souci de complétude en laissant au lecteur le soin de la démontrer sur le modèle 

de la preuve précédente. 

Soit n un domaine de Jordan borné à bord r rectifiable. Pour tout 

p > 1, nous considérons HP(n) comme un espace de Banach réel et nous 

désignons par l'espace quotient HP(n )/Ri. On a alors: 

THEOREME 4 bis. Si <I> désigne une représentation conforme de D sur 

n, alors n vérifie (N' ) si et seulement si <I>' EA 
00 

A(D) où : 

(N'): L'application Fi+Re F est un isomorphisme de H~(n) sur r.?R(r). 

En raison des théorèmes 4 et 4 bis, nous appellerons domaines de Neumann 

les domaines vérifiant (N) ou (N' ) . Ces domaines ont été caractérisés géométrique

ment au chapitre III. Rappelons le résultat : n est un domaine de Neumann si et 

seulement si n est régulier et C \ n est k-1. c. pour un k ~ 1 • 

Pour tout poids 

petit réel :::::: 1 tel que 

00 
wEA (R) il existe 

wEAP 'efp>p. 
0 

p E: G , +00 [ tel que p soit le plus 
0 0 

Nous notons p = i(w). Si n est 
0 

un domaine de Neumann et <I> une représentation conforme adaptée, nous appelle-

rons indice de n de réel i( / <I> ' 1 ) . 

b) Caractérisation par fonction maximale des espaces de Hardy associés 

. aux domaines de Neumann. 

Soit n un domaine de Neumann tel que ooE:on. Pour zE:bO, considé-

rons le "cône" : 

où dn( C 'z) == inf{ .181( y ) ; y est un arc de Jordan joignant C à z dans n}. 

Pour toute fonction F : n -.. C, on définit alors la fonction maximale 

F* : à O ~ R par 
+ 
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'r;/ zE:à n -f- 1 ; 

F (z) = sup I F( ( ) i • 

c (E:r (z) 
C 

On a alors le 

THEOREME 5. Il existe une constante C > 1 telle que si p > 0 et si 

F est une fonction holomorphe dans n, F appartient à HP(n) si et seulement 

si F* appartient à LP(oO). 
C 

Démonstration. Pour tout xE:R, 

Dx = {x+iy , y> O}. 
Montrons tout d'abord le 

appelons D la demi-droite 
X 

LEMME 4. Il existe une constante C > 1 telle que pour tout xE:R, 

<I>(D ) c r ( <I>(x)), où <I> est une représentation conforme de R
2 

sur n 
X C + 

telle que <I>(oo) = oo. 

Preuve du lemme 4 . 

D'après le théorème IL 5, il existe une constante C 1 absolue telle que 

'ef y> 0, 3 x'E: L2c-y, x+yJ , dO(<I>(x+iy),<I>(x1)) :s; c 1 dist(<I>{x+iy),oO). 

On en déduit l'inégalité 

d
0

(<I>(x+iy),<I>(x)) :s; c
1 

dist(<I>(x+iy), oO) + sx+y j <I> 1 (t) j dt. 
x-y 

D'autre part n est un domaine de Neumann ; donc <I> 1 E:A 
00 

A(R
2

) et par conséquent, 
+ 

x+y 1 1 3 c2 > o ; 'ef x,y , S <I>'(t) dt :::; c2 dist(<I>(x+iy),on). 
x-y 

(C'est une conséquence du théorème I. 7 et du théorème de distorsion de Koebe). 

Le lemme 4 en découle avec C = C 1 + c2 . 

Pour xE:R et C > 1 , désignons par C,, (x) le "vrai" cône 
C 
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On a alors le 

LEMME 5. Pour toute constante C > 1 , il existe une constante C' > 1 

telle que 

'ef xE:R, 

Preuve du lemme 5 . 

Il suffit de montrer qu'il existe K > 1 tel que 

________ _/ 

J 
Par l'inégalité triangulaire, 

mais, par le lemme 1, 

' t 
t 

\ 

d'autre part, par le corollaire III.3 (p. 48) et le fait que <I>'E:A00 A(R), 

X 

d~/<I>(z), <I>(x)):2: c S !<I>1 (t)·/dt. 
xo 
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Soit alors J l'intervalle de même centre que G:,x
0

] mais de longueur 

double. Il est clair que si K est assez grand, alors I(z) c J et que, / <t>' / 

appartenant à A 
00 

(R), 

3c > O 

On peut alors écrire 

Grâce à la proposition I. 12 , on a 1' inégalité 

3 S> o; 

D' autre part, toujours par la condition A 
00 

ou bien en utilisant le théorème de 

distorsion de Gehring-Hayman, 

S / <t>' (t) /dt~ c lm z / <t>' (z) / ~ c dist(<t>(z) , ô 0). 
I(z) 

De ces deux dernières inégaHtés, on déduit le lemme 2 en prenant K sufisamment 

grand. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver 1~ théorème 5. 

Soit donc FE:HP(n) ; posons G = F o <t>. Alors GE:HP(R: , / <t> 1 /) ce 

qui équivaut, grâce aux résultats de I. 3. d à 

et ceci pour tout K > 1 . 

D'après le lemme 5, pour tout C > 1 on a alors 

Réciproquement, considérons la constante C du lemme 4. Si F est une fonction 
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holomorphe dans Q telle que F~E:LP(r), alors, par le lemme 4, 

G* d(x) = sup I G(x+iy) 1 E: LP(R, 1 <I>' 1 ). 

ra y>O 

Mais ceci implique que GE:HP(R, l<1>1 J) (voir Go]), et donc que FE:HP(n). 

Remarques. 

1 ) Pour éviter d'avoir à utiliser la fonction maximale radiale, une modifica

tion de caractère technique du lemme 4 permet de prouver : 

ri C > 1, 3 C' > 1 t. q. ri xE:R <I>(C (x)) c r , (<I>(x)). 
C C 

2) Lorsque n est un domaine de Lavrentiev, on peut remplacer, dans la 

définition des "cônes" la distance géodésique d
0 

par la distance usuelle. En 

effet, dans ce cas, on montre facilement : 

3 C > 0 ; ri z 
1 

, z
2 

E:0 

c) Le problème de Neumann "classique". 

Soit n un domaine de Neumann èt C > 1 la constante du théorème 5 

adaptée à n. Soit F une fonction définie sur O. Nous dirons que F admet 

une trace sur o n si, presque partout sur ô n, on a lim F(z) existe. 
z +z 

0 

zE:f (z ) 
C 0 

Si F est de classe C 
1 sur n, nous dirons que F admet une dérivée 

normale sur ô n si en presque tout point z de 
0 

ô n par lequel on peut mener 

une tangente à ô n on a : 

existe, où 
-+ 
n(z ) 

0 

lim V F(z).ri(z ) = ~F(z ) 
Z-+Z ,zE:f (z ) O un O 

0 C 0 

désigne la normale sortante à n en z
0

• 

THEOREME 6. Soit n un domaine de Neumann tel que ooE:ô n, d, indice 
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Soit q
0 

le réel conjugué de p
0 

~...!.. + d = 1 ). Alors si 
0 0 

1 < p< q 
0 

et si g€LR(on), il existe une fonction harmonique u définie sur n, unique 

à une constante près, telle que 

(1) ou bn = g p. p. sur 

(2) 

Démonstration. 

Remarquons que les gradients de fonctions harmoniques sont les fonctions 

F, où F est analytîque. 

D'après les résultats de la section b) précédente, démontrer le théorème 5 

revient à démontrer le résultat suivant : 

(3) 

'ef 1 < p < q
0 

, 'ef gE:LP(on), il existe une unique fonction FE:HP(n) 

telle que : 

Im(F(z(s)) z'(s)) = g(z(s)) p. p. sur R, 

où s t--+- z(s) désigne une paramétrisation par la longueur d'arc de on. 

Soit ép une représentation conforme de 

Alors (3) équivaut à 

R2 sur n telle que ép(oo) = oo. 
+ 

(4) Im(Focp ép1 )= Jép1 J goép p. p. sur R. 

Mais Foépép' E:HP(R:, Jép1 J1-P) et le fait que Jép, !E:Ar 'efr> p
0 

implique que J ép' J 1-p € AP(R). On conclut alors en utilisant les résultats de la 

partie a). 
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4. L 1 INDICE DES DOl'vfAINES DE LA VRENTIEV 

Au chapitre III, il a été démontré que les domaines de Lavrentiev sont des 

cas particuliers de domaines de Neumann. Mais les méthodes utilisées pour montrer 

que J <I>' 1 E: A
00

(R) ne permettent pas de préciser pour quels p > 1 1 <I>' JE: AP(R). 

C'est le problème que nous voulons maintenant aborder. 

Dans certaines circonstances particulières, l'indice peut être précisé. Un 

exemple est donné par le théorème suivant. 

THEOREME 7. Soit n un domaine de Neumann de la forme {y >f{x)} , 

où f est une fonction continue de R dans R ; alors 1' indice de n est :s; 2 . 

Démonstration. 

Soit <I> une représentation conforme de R
2 
+ 

comme le bord de O est un graphe, J Arg <I> ' 1 < z 
sur 

sur 

0 telle que 

R2 
+· 

D'après le théorème de Helson-Szego ( [25] ), i<I>' )t E: A2{R) pour tout 

tE:]o, 1 [ 

Le théorème 6 est alors une conséquence du lemme suivant. 

LEMME 6. Soit wE:A
00 

(R) tel que 

'efü<t<1 

Alors wE:AP(R) pour tout p > 2. 

Démonstration du lemme 6. 

Soit p>2 
' 

alors 1 < 
p-1 1 et donc 

1 

1 
wp-1 E: A2 

-1 

(1) 3 C > O, 'ef IcR, ( 1 S wp-1) ( 1 S wp-1) 
W I Til I 

Mais 
00 

wE:A et donc, par la proposition I. 12, 

' 
ce qui équivaut à : 

:s; C. 

(2) 
1 

3 C > 0' 'ef I C R' i-2-i s w ~ c( f-7 s wp:::i 1-1 

1 II I III I 
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En réunissant (1) et (2), on s'aperçoit alors que wE:AP(R). 

Le théorème 7 a été considérablement amélioré par T. Wolff [41] qui montre 

que si n est de la forme {y > f(x)}, alors n est un domaine de Lavrentiev 

si et seulement si 1 <I> 1 
1 E:A 2(R). 

La preuve reste très liée au théorème de Helson-Szegë et la condition 

géométrique joue un rôle fondamental. 

Pour un domaine de Lavrentiev général, l'indice ne peut être précisé. 

Plus exactement, nous nous proposons de démontrer le théorème suivant. 

THEOREME 8. Pour tout réel p > 1 , il existe un domaine de Lavrentiev 

d'indice exactement p. 

Démonstration. 

Soit b : R -+ R une fonction appartenant à BMO(R). Alors (proposition I. 8), 

la fonction 

1 --. 1 t 
F(z) = i rrj (- - ~) b(t) dt 

R t-z t + 1 

définit une fonction de la classe 

X 

Soit d'autre part B(x) = ~ b(t) dt ; B est une fonction de la classe 
0 

de Zygmund A*(R) et l'on a, par le théorème I .4, 

(Rappelons que 

Soit alors 

IIFII 2 ~ dlall 
lB(R ) /{(R) 

+ 

<B(R2 ) désigne la classe de Bloch). 
+ 

<I> une fonction holomorphe dans 

<I>' (z) = exp F(z). 

R2 telle que 
+ 

Par le critère d'univalence de Nehari (voir théorème II. 11 et II. 14), il existe 

tel que : 

E > Ü 
0 
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univalente sur 

est un domaine quasiconforme. 

D'autre part <ï>' est une fonction extérieure et, presque partout sur R, 

1 <ï>' (x) 1 = exp(b(x)). 

Si donc nous choisissons bE:BMO(R) tel que 

<ï> est alors une fonction univalente et <ï>(R:) est un domaine de Lavrentiev par le 

théorème III.4. 

Nous avons aussi ramené la preuve du théorème 8 à un pur problème de 

variable réelle qui est le suivant : 

Etant donné p > 1 , trouver b : R ~ RE:BMO telle que : 

(3) llsll * s E , 
A (R) o 

(4) expbE:Aq(R), \iq>p, 

Pour mener à bien la construction d'une telle fonction b, nous allons 

faire deux détours ; l' un par la théorie des produits de Riesz, l'autre par la notion de 

classe A 1 de poids . 

a) Produits de Riesz 

PROPOSITION 4. Pour O < E ::; 1 , la suite de polynômes trigonométriques 

E 1 k-1 . 
Pk(x) = 2- Il (1 + E cos(3Jx)) 

1T • 0 
J= 

converge faiblement sur T vers une mesure dµ E(x) positive, de masse totale 1, 

singulière par rapport à la mesure de Lebesgue sur T. 



- 126 -

00 

La mesure dµ E(x) = H ( 1 + E cos 3jx) s'appelle un produit de Riesz 
j=O 

sur T. 

Démonstration de la proposition 4. 

En écrivant on obtient immédiatement 

(6) ri k ~ 1, 

Comme, d'après l'unicité du développement en base 3, tout mCZ s'écrit de façon 

unique sous la forme 

avec 

on en déduit immédiatement, 

\f k ~ 1, 

Comme d'autre part les P~ sont des fonctions positives, on en déduit que les 

P ~ forment une partie bornée de M(T). D'après le théorème de Banach-Steinhaus, 

pour montrer que les P~ convergent faiblement, il suffit de vérifier que pour tout 

e -imx E 
mE:Z la suite ~ e P k(x )dx converge. 

T 

Pour ce faire on écrit m en base 3 sous la forme 

m = ex
0 

+ 3ex1 + ... + 3P exp avec exp E: {- 1 , O, 1}. 

Grâce à l'expression ( 6) de P ~(x) on voit immédiatement 

S e-imx P~(?C) = 0 si k < j+ 1 

se-imxP~(x)=(~)ex 0 + ... +exj si k~j+1, 

ce qui prouve que la suite P~(x) converge faiblement. vers une mesure dµ E(x) 

positive, de masse totale 1 . 
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Il reste à montrer que dµ est singulière ; dans ce but, montrons le 
E 

LEMME 7. Si f et g sont deux fonctions continues sur T, 

Démonstration du lemme 7. Il suffit de le vérifier pour f(x) = eiax , 

( ) ibx 
g X = e , a,b€Z. On écrit alors 

Alors , si n > €+ 1 , 

et le lemme s'en déduit, par un calcul déjà fait. 

¾€{-1,0,1}, 

8E€{-1,ü,1}. 

Ecrivons alors la décomposition de Radon-Nykidim de dµ : 
E 

dµ = v + À (x) dx. 
E E E 

Alors, si f et g sont deux fonctions continues sur T, 

(7) in
11 

\ f(3nx) g(x) clµ (x) = l S f(3nx) g(x) dv (x) 
JT E ~71 T E 

+ ~ S f(3nx) g(x) À (x) dx. 
~'TT T E 

Si clµ E n'est pas une mesure singulière, on peut alors trouver une fonction g 

continue sur T telle que 

mais 

Alors, pour toute fonction f continue sur T, 

1 s f(3°x) g(x) dv (x) = 0 , 
2'fi T E 
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et, en passant à la limite lorsque n ➔ 00 dans (7), il vient, par le lemme 7 et ( 8), 

Cette dernière égalité étant vérifiée pour toute fonction continue f, on en déduit 

que dµ est le mesure de Lebesgue sur T, 
E 

ce qui n'est pas. 

L 1 hypothèse faite est donc fausse, et par conséquent dµ. E est singulière 

par rapport à la mesure de Lebesgue, ce qui achève de prouver la proposition 4. 

1 b) La classe A de poids 

DEFINITION. Un poids w 2 0, 
1 w E: L
1 

(R) , est dit appartenir à la classe 
oc 

A 1 (R) s' il existe une constante C > O telle que pour tout intervalle I de R 

il existe une constante CI > 0 telle que w(x) 2 CI presque partout sur I et 

1 S w(x) dx::; C. 
fr1 I CI 

Une définition équivalente est la suivante : w 2 O E: A 1 si et seulement si 

il existe C > O telle que Mw(x)::; Cw(x) presque partout sur R, où Mw 

désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de w. 

On vérifie sans peine que A \R) c: Ap{R) pour tout p > 1 et que 

(8) 

Nous allons utiliser la classe A 1 par le biais du théorème suivant, dû 

à Coifman et Rochberg [14] . 

THEOREME 9. Soit µ 2 0 une mesure de Radon cr -finie sur R. Alors, 

soit Mµ {x) = +oo , soit 
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Rappelons que Mµ (x) désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood 

de µ définie par : 

Mµ(x) = sup 
I~ 

Démonstration du théorème 9. 

Nous admettrons les deux résultats suivants, qui sont classiques [2 iJ . 

1. Si v est une mesure ~ O de masse totale finie, il existe C > O 

absolue telle que : 

'ï/ À> o, !{xE:R 

2. Si F : R + R est mesurable et vérifie 

'ï/ À > 0, 1 { xE:R 

alors on a 1' inégalité de Kolmogorov : 

'ï/ s E:] 0' 1 [, \i E C R tel que I E I< +oo' 

Revenons à présent à la démonstration du théorème. 

LEMME 8. Soit I un intervalle de R et x, yE:I. Appelons i* 
l'intervalle de même centre que I mais de longueur double. Posons µ = µ 

1 
+ µ 

2 

avec µ 1 = 11 * µ. Alors 

1 3 Mµ2(x):::; Mµ2(y):::; 3Mµ2(x). 

Démonstration du théorème 8. 
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Mais si J n I-/, 0 et J n (R \ r*) =) 0, ~ alors J, l'intervalle de même centre 

que J mais de longueur triple, contient I et donc y. Mais alors 

et donc Mµ2(x)::::; 3Mµ2(y). L'autre inégalité s'obtient en inversant les rôles de 

x et de y. 

Comme conséquence du lemme 8, montrons que s'il existe x E:R tel que 
0 

Mµ (x
0

) < +ro, alors Mµ (x) < +ro presque partout sur R. Soit en effet In 

1' intervalle G -n , x +n]. On décompose alors µ 
0 0 

en 

Et l'on a 

'ef xE:I , 
n 

D'une part Mµ 1(x) < +«i 

où µ 1 = 11* µ. 
n 

presque partout sur I d' après le résultat rappelé 1 . 
n 

d'autre part, par le lemme 8, 

'ef xE:I , n 

ce qui prouve que Mµ (x) < +oo p. p. sur In et donc sur R en faisant tendre 

n vers +oo. 

Plaçons-nous alors dans le cas où rvrµ (x) < +oo p. p. . Si I est un 

intervalle de R on écrit alors, avec les notations du lemme 8, 

d'où, puisque ~ < 1, 

Posons alors Alors 
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"ef xE:I, 

D'autre part, d'après la démonstration du lemme 8, 

'd xE:I, 

et par conséquent, 

Pour la majoration analogue concernant µ 1 on utilise 1' inégalité de Kolmogorov 2. 

d'où 

ce qui termine la preuve du théorème 9. 

Revenons alors à la preuve du théorème 8. Le réel p > 1 étant fixé, 

posons: 

b (x) = (1-p) log l'v1µ E(x), 
E 

où µ E est le produit de Riesz défini par la proposition 4 . 

dique, et, 

l'v1µ (x) est 21T -pério
E 

'ef xE:T, l'v1µ (x) ~ M( 1 (x) dµ, (x)) + ~
77 

, 
E 19,2!) E ,:.71 

ce qui prouve que l'v1µ E(x) < --j-00 presque partout. D'après le théorème 9, bE est 

alors une fonction de BMO(R) et, par ( 8), 

pour q > p. 

bE 
Montrons que le poids e ne peut appartenir à AP(R). Comme la mesure µ 

E 

est singulière, la fonction : 
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f(z) =2-rr j 

0 
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·e 
e

1 + Z _i_6__ dµ E:.(z) 
e - z 

ne peut être une fonction de H 1 (D) par le théorème de F. et M. Riesz. D'après 

la caractérisation de H 1 (D) de Burkholder-Gundy-Silverstein ( b] , L? 1] ) la 

fonction M( 1 T µ E:.) (/, L 1 (T) et par conséquent Mµ n'est pas localement inté-
E:. b 

grable sur R. Mais cette dernière circonstance empêche le poids e E:. d' appar-

.• X 

Posons B (x) = \. b (t) dt. 
E j

0 
E 

Pour achever la démonstration du théorème 8 il suffit de ·montrer le 

LEMME 9. La norme de 

inférieure ou égale à CE si 

Démonstration du lemme 9. 

dans la classe de Zygmund 

Rappelons que nous avons posé 

k-1 
E j 

Pk(x) = Il (1 +Ecos 3 x). 
0 

Par le théorème des accroissements finis, on montre : 

'ef xE:R, 'ef kE:N*, 

A*(R) est 

Posons alors dµ E(x) = P~(x) dµ: (x). Comme la mesure dµ~ est 2:-périodique, 
3 

on a 

où 

'ef xE:R, exp(~ ) :s: wkE(x) :s: exp(~). 
1-E:. 1-E 

En passant aux fonctions maximales, il viE~nt 
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* '1' kEN , 'ef xE:R, 

d'où, en prenant le log, 

(9) '7' x€R, t' kE:t-i*, lb (x}- b (x + 21T) ! :s; TTE{p-1). 
E E 

3
k 1 - E 

Démontrer le lemme 9 revient à démontrer que, pour il existe une 

constante C > 0 telle que, pour tout intervalle I de R, 

( 10) 
1 
M \ b (x} dx - ci \ b (x} dx 1 :S CE , 
1 I 1 ,Ji E. 1 I ' 1 jl ' E 

où I' désigne l'intervalle de R de même longueur que I et "consécutif à I. 

Par (9 }, (10} est certainement vérifié si ! I J = 2; pour un k€N. D'autre part, 
3 

la fonction b E étant 2 TT-périodique, il suffit de vérifier ( 10) pour Jr ! :s; 2 TT • 

Soit alors I = G, b] un tel intervalle et k le plus grand entier tel que l'intervalle 

J = [; - 2: , b] contienne I. Le lemme sera démontré si l'on montre 1' existence 
3 

d'une constante C > 0 telle que 

lfrl SI b.(x) dx -Qt bE(x) dx I'.> CE, 

Pour ce faire, on procède à un découpage triadique de l'intervalle J. On appelle 

J 1 les intervalles de la première génération qui sont inclus dans I puis J 2 les 

intervalles de la deuxième génération qui sont inclus dans I \ U J 1 et ainsi de suite. 

Alors : 

I = ~ j J 1 1 + ~ j J 2 1 + . . . . , 

chaque ~ comportant au plus 2 termes. De plus, par (9), 

On peut donc écrire : 
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1 S/(x) dx - Ir/ G7S /E(x) dx 1 

= 1 I: ( !;{S b (x) dx - !Jk 1 ~s b (x)ctx}) 
k~ 1 Jk E I J I J E 

S 2 C E I J 1 !: k 3-k ::S: C E II 1. 
k~1 

Le lemme 9 en découle et, avec lui, le théorème 8. 

tels que 

3c>o 

Remarque. Pour q > 1 , appelons B la classe des poids w€L 1
1 (R) q oc 

'v I c R (ci~ wq(x) dx) 1/q ::s: C j71 S w(x)dx. 
1 I I I III I 

. 00 00 
On sait que B c A et que A c U Bq. 

q q>1 

La méthode de démonstration du théorème 8 permet d'obtenir le résultat 

suivant : pour tout q > 1 il existe un domaine de Lavrentiev n tel que I cI?' 1 /R 

n' appartienne pas à Bq . 

Il suffit en effet de poser 1 cI? ' 1 = (Mµ ) 1 / q ; alors si E est assez petit 
E 

cI? est univalente et cI?(R) est un quasicercle. De plus J cI?' J € A 1 mais ) cI?' J q 

n'est pas localement intégrable. 

Notes du chapitre IV 

Pour le paragraphe 1 , nous avons suivi le plan de Duren [17] . Le théorème 

J est nouveau ; il est à mettre en parallèle avec le travail de Coifman-Meyer U2]. 
Les théorèmes 4 et 4 bis sont une relecture du théorème III. 3. Avec le théorème 5 
nous exhibons les domaines les plus généraux pour lesquels on ait caractérisation des 

classes de Hardy par fonction maximale 
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Le théorème 8 est le fruit d' un travail en commun avec P. Jones [30] . 

Signalons que Jerison a indépendamment donné une démonstration de ce théorème peu 

après la nôtre [21] . Enfin signalons également la démonstration ici adoptée du fait _ 

que les mesures de Riesz sont singulières est due à Y. Meyer Lçommunication orale]. 



G] 

[8] 

[10] 
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CHAPITRE V. - Applications quasiconformes. 

Le but de ce chapitre est d'établir des résultats en tout point analogues à 

ceux du chapitre II en remplaçant le terme "conforme" par "quasi-conforme". 

Dans la première section nous introduisons les définitions nécessaires et 

énonçons des théorèmes de distorsion pour les applications quasi-conformes qui 

constituent l'analogue de la théorie de Koebe (corollaire 2 du chapitre II.1). 

Dans la deuxième section nous démontrons le théorème de Peter Jones dans 

toute sa généralité (cf. théorème II. 3). Dans les parties 3) et 4) nous établissons des 

analogues des théorèmes de distorsion de Pommerenke ( théorème II. 5) et de Gehring

Hayman (corollaire 3 du théorème II. 7). Enfin, dans la partie 5, nous généralisons 

et précisons le théorème II. 8. 

1. GENERALITES SUR LES TRANSFORM 1\ TIONS QUASI-CONFORMES 

A. LES TROIS DEFINITIONS DE LA QUASI-CONFORMITE 

a) Définition analytique d'une transformation quasi-conforme 

Nous nous plaçons dans n 2: 2, muni de la structure euclidienne 

1 1 
2 2 1/2 

x = (x 1 + ... + xn) · . Si xE:Rn et r > 0 nous désignons par s0 (x ,r) la 

boule ouverte de centre x et de rayon r. 
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N ' · · 1 t Bn Bn(O 1) t sn- 1 -- À Bn. s1· A est ous ecr1vons s1mp emen pour , e u 

une matrice n x n réelle nous définissons I A I , la norme de A, par 

des fonctions 

= sup 1 xE:Sn-
IAx 1. 

est un ouvert, nous désignons par 

fE:L nl (n) telles que les dérivées oc 

1 w 
1 

(n) 
n oc 

<'.) f 
ëx. ' 

1 

distributions, appartiennent également à L~
0

c(fl). 

Si la matrice jacobienne Df(x) de 

1' espace de Sobolev 

prises au sens des 

f est définie presque 

partout ; là où elle est définie, nous noterons J(x, f) le jacobien de f c'est-à

dire le déterminant de la matrice jacobienne . 

Nous sommes en mesure à présent de donner la définition analytique des 

applications quasiconformes : 

DEFINITION 1. Soit K 2 1 et rt un ouvert de Rn. Une application 

f continue et injective de n dans Rn est dite K-quasiconforme si 

f E: W 1 (Rn) et si l'on a, presque partout sur O, n loc 

(1) /of(x)/n s KJ(x,f). 

Remarque. D'après une classique inégalité de Hadamard, on a toujours 

J(x , f) s I D f (x) 1 n. C 'est pour cela que l'on désigne parfois ( 1 ) sous le nom 

d'inégalité de Hadamard inverse. 

b) Définition géométrique 

Si r est une famille d'arcs y non constants de 

adm(f) l'ensemble des fonctions p : Rn -+ R + telles que 

\. p ds 2:: 1 
jy 

pour tous les arcs y localement rectifiables de r. 

désignons par 
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On définit alors le module de r par 

-~ n 
M(f) = inf j p dx. 

p€adm(f) Rn 

Exemples. 1) Si dl est un "parallélépipède" de Rn- 1 et 

ŒÎ = dt x [o, h] c Rn, appelons r la famille des arcs de Rn joignant 

Cfl x { 0 } à (R x { h} . Alors 

M(r) = hl 
n-1 

h 

où ~ désigne le volume (n-1 )-dimensionnel de (R.. 

2) Soit r la famille des arcs joignant bBn(x
0

,a) et ~Bn(x
0

,b) où 

o< a< b. Alors 

u: 
M(r) = __ n_-_1 _ 

(Log ~)n-1 
a 

où w désigne la surface de la sphère unité sn- 1
• 

n-1 

Enfin, nous aurons besoin du résultat élémentaire suivant. 

PROPOSITION 1 . Soient r 1 et r 2 deux familles de courbes telles que 

tout arc y 1 de r 1 contienne un sous arc y 2 de r2 . Alors 

Le théorème suivant, dû à Gehring [c 1] , est celui qui autorise la définition 

géométrique de la quasiconform:8.lité. 

THEOREME 1 . Soit C un ouvert de Rn et f : '2 + Rn une application 

injective continue. Si f est K-quasiconforme (au sens de la définition 1) alors 

pour toute famille r d'arcs c O on a 

(2) ~-1 M(f)::; M(f(f)):::; Kn- 1 M(r). 
K 
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Réciproquement, si f vérifie 

(2 1) ~ M(r) s M(f(r)) s K M(r). 

Pour toute famille r d'arcs c n, alors f est K - quasiconforme. 

c) Définition métrique de la quasiconformalité 

Nous donnons cette définition pour être complet, car nous n'en aurons pas 

explicitement besoin. Dans un certain sens c'est la définition la plus utile, car elle 

permet de généraliser la notion de quasiconformalité dans le cadre général des 

espaces métriques. 

Soit toujours n un domaine de Rn et f : n --+ Rn une injection 

continue. 

Pour xE:n, définissons 

L( ) 1. 1 f(x+h) - f(x) 1 

x = 1m sup I j 
h-+ 0 h 

et 

e(x) = lim inf I f(x+h) - f(x) 1 

h ➔ 0 ih 1 

Enfin, on pose H(x) = L(x)/ ~(x). Nous dirons que f vérifie (MK) si 

(3) sup H(x) < +oo 
xE:G 

et H(x) s K presque partout. 

De façon analogue nous dirons que f vérifie respectivement (AK) et (GK) 

si f vérifie ( 1) ou (2' ) avec la constante K. On a alors le théorème suivant, 

dû à Gehring [c 1]: 

THEOREME 2. Si f vérifie (MK) alors fE:W 1 
1 

(0) et vérifie n oc 

(A 
1

) et 
Kn'"' 

Réciproquement : 

- Si f est K-quasiconforme alors f vérifie (MK). 

2 
- Si f vérifie ( GK) alors f vérifie (MK ri). 
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On remarque en particulier que si n = 2 et 
1 

f€W2 loc(r.) alors 

B. THEOREMES DE DISTORSION POUR LES APPLICATIONS QUASI
CONFORMES 

Dans cette partie nous énonçons deux théorèmes qui peuvent être regardés 

comme deux généralisations possibles du théorème de Koebe (corollaire 2 du théorème 

II. 1}. 

Le premier est une version du théorème spécial de distorsion de Gehring 

[c 1] ; le deuxième est un résultat récent d 'Astala et Gehring U\G] . 

THEOREME 3. Pour tout K 2: 1 il existe une fonction 0~: [o, 1 [+R+ 

continue et nulle en O telle que si n et n' sont deux domaines de Rn avec 

à {1 /:-9) et si f est un homéomorphisme quasiconforme de n sui, n' alors 

"il x,y€0 lx-y/ < d(x,ort) ==> if(x) - f(y) 1 :s 0 n( lx-y 1 ). 

d(f(x),Ml') Kd(x,0~2 

Remarque. La condition Ml f-çS ==> o O' -fa çS. 

Avant de poursuivre, il nous faut rappeler une propriété fondamentale des 

application quasiconformes qui généralise le théorème II. 2 concernant le transforma

tion conforme . 

PROPOSITION 2 (Reimann [R] ) . Si f : n -+ Rn est K quasiconforme 

alors log Jf € BMO(Q) avec une norme '.':'.; C(K ,n). 

Rappelons qu' une fonction u : n -+ R est dans BMO(O) si 

sup 
1 S /u(y) -

1 ~ u(y') dy' ldy< +oo. 
B(x,r)cn ls(x,r) 1 B(x,r) B(x,r) B(x,r) 

On peut alors poser, pour x€0, 
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où B(x) = B(x , J d(x, on)) et le résultat suivant est vrai. 

THEOREME 4 U\G]. Si f est un homéomorphisme K-quasiconforme 

de O sur 0 1 alors : 

! d(f(x), M~') ::Sa (x) ::SC d(f(x),1)0') 
c d(x,bn) f d(x, on) 

où C ne dépend que de K et n. 

Remarque. Si n = 2 et f est conforme alors a/x} = J f' (x) J et le 

théorème 4 n'est autre que le corollaire 2 du théorème II. 1 avec C = 4. 

Nous en resterons là pour les généralités. Pour les démonstrations de tous 

ces résultats ou pour des renseignements plus précis, on consultera [c 1] , [va] . 

2. LE THEOREME DE P. JONES 

Nous nous proposons dans cette section de prouver dans sa généralité le 

théorème de P. Jones (Théorème II. 3). 

THEOREME 5 GJ. Il existe une constante C(K,n) > 0 telle que si 

f : Bn ➔ Rn-{o} est K-quasiconforme, alors l'v (log J f 1) J dx est une mesure de 

Carleson sur Bn de "norme" s C(K,n). 

La stratégie pour montrer ce théorème est exactement la même qu'au chapitre 

II. On introduit d'abord les automorphismes de Bn. Pour zE:Bn, z ! O, on 

définit 

T (x) = z 
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T z est une transformation de Mobius laissant Bn invariante et T 
2

(z) = O. 

Comme au II, pour montrer oue /v(log / f / ) / dx est une mesure de Carleson, il 

suffit de montrer que 

(4) 

On utilise alors le fait que / '1 / f //::; / D f / et par un changement de variable 

x' = T (x) on s'aperçoit qu'il suffit, pour démontrer (4) et donc le théorème 5, z 

de prouver que 

(5) \ 1 Df(x) 1 d < C(K ) 
j n I f (x) J x - ' n 

B 

pour toute application quasiconforme de Bn dans Rn -{o} . L'inégalité (5) 

découle simplement de l'inégalité suivante, due à Miniowitz [M] et dont nous donnons 

une démonstration simplifiée par rapport à la preuve originale. 

PROPOSITION 3. Il existe C = C(K,n) et E = E(K,n)> 0 tels que si 

f : Bn -+ Rn -{ O} est K-quasiconforme, 

Preuve. Par le théorème spécial de distorsion, si f : Bn + Rn -{ O} est 

K-quasiconforme, 

ri x,y€Bn, lx-y /s J(1- /y/)~ /f(x) - f(y) / ::; C(K,n) /f(y) / 

car 0 r/, f(Bn) =>d(f(y),bf(Bn)) s /f(y) /. 

En particulier il existe une (autre) constante C(K ,n) telle que 

(6) 

L'inégalité (6) est une inégalité de type Harnack que nous aurons à réutiliser dans la 

suite. 
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Soit maintenant x€Bn ; si I x / s J, l'inégalité ( 6) implique 

/f(x)/ s C(K,n)lf(ü)I. 

Si lx/€ [1-~, 1-- 1- 1], alors, par (6) 
2P 2P+ 

lf(x) 1 s C(K,n) lf((1-.:..) f-i) 1. 
2P lx 1 

Par récurrence on en déduit 

lf(x) / s C(K,n)P+ 1 lf(O) 1 

s C(K,n) lf(O) 1(1- lx lrE(K,n) 

car p ,.._, -log(1- 1 x 1 ). 

Pour l'inégalité dans 1' autre sens, on procède de façon analogue. Si 

X € [1-(~)p , 1-(~)p+ 1 [, (6) ==> lf((1-(~)p)fxi I s C(K,n) lf(x) 1 d'où 

1 f(( 1 - ~ )ï.:ïxx) 1 1 f((1-(; f)~x) 1 
.J I x 1 --.--.J__,._1 x 1_ :::; C(K, n )p+ 1 

1 f((1-(~);) rx) 1 1 f(x) 1 

s C(K,n)(1- lx I rE(K,n)_ 

Nous pouvons maintenant très facilement conclure : 

par Holder. La deuxième intégrale est évidemment finie. Pour évaluer la première, 

on écrit J D f(x) / n s K J(x ,f) et l'on effectue le changement de variable z = f(x). 

Alors 

On coupe alors cette dernière intégrale en deux suivant que J z I s / f(0) 1 ou 
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lz I> if(O) 1 et l'on utilise respectivement le fait que 1- IC1(z) /s c( ~) 1/E 

1 1 
1 / e: l f( O) 1 

et que 1- IC1
(z) ls c( fr~)! ) , par l'inégalité de Miniowitz. 

Le théorème 5 est donc entièrement démontré. 

Nous pouvons alors évoquer le résultat suivant, dû à Varopoulos [var]. 

PROPOSITION 4. Soit u : Bn -.. R € W ~ 
10

/Bn) une fonction telle que 

/vu/ dx soit une mesure de Carleson dans Bn de "norme" IJulJ*· Alors u 

admet des limites radiales Û(x) presque partout sur Sn- 1 et û' € BMO(Sn- 1) 

avec une norme ne dépassant pas C(n)IJulJ*. 

De cette proposition, on déduit immédiatement que 

(7) sup J/iog I f(rx) 111 1 s C(K,n) 
o<r< 1 BMO(S n- ) 

si f : Bn -+ Rn -{ 0} est K q uasiconforme. D' autre part, par le théorème 6, 

(8) 

Enfin, (7), (8) et l'inégalité de John et Nirenberg montrent qu'il existe il 

p=p(K,n)>o telque: 

ce qui généralise au cas quasiconforme le théorème de Prawitz. 

J. UNE VERSION n-DIMENSIONNELLE DU THEOREME DE DISTORSION 
DE POMMERENKE 

Pour xE:Sn-
1

, nous définissons r(x), le cône de sommet x, par 
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Si F: Bn ~ E (où E est un espace de Hilbert) est une fonction quelconque, 

la fonction maximale non tangentielle de F est alors définie par 

"if xE:Sn-1 F * (x) = sup \ F(y) \ . 
yE:f(x) 

Enfin, si zE:Bn, nous appellerons calotte associée à z l'ensemble 

S(z) = {xE:Sn- 1 zE:f(x)} 

= sn- 1 n Bn(z '3(1- lz 1 ). 

Nous aurons besoin des résultats élémentaires suivants, dont la preuve est 

laissée au lecteur : 

(9) S(z) = sn- 1 
si 

(10) T
2

(S(z)) contient toujours une "hémisphère", (les transformations de 

Mobius T ont été définies au 2)), z 

(11) Si x,yE:S(z), 

9
!(1- lz I r 1 

lx-y I s !T (x)- T (y) 1 s 2(1- lz I r 1 lx-y 1 z z 

Nous nous proposons alors de démontrer le résultat suivant, qui généralise le 

théorème de distorsion de Pommerenke (Théorème II.5). 

THEOREME 6. Si K 2:: 1, il existe une constante C(K,n) > 0 telle que 

si f : Bn ➔ l<n est K-quasiconforme, alors, pour tout 

segment non euclidien y joignant z et S(z) tel que 

( 13) longueur(f(Y )) s C(K,n) d(f(z), bf(Bn)). 

n 
zE:B , il existe un 
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Comme nous allons le voir dans un instant, le théorème 6 est un ccrollaire 

immédiat du théorème 7 ci-dessous : mais avant de l'énoncer il nous faut introduire 

une définition. Si f : Bn ~ Rn est n-1 K-quasiconforme et xE:S , 

désigne la longueur de l'image par f du rayon {tx ; Ost< t}. On a alors : 

THEOREME 7. Il existe C(K,n) et p(K,n) > 0 tels que 

Supposons le théorème 7 démontré, et voyons pourquoi il implique le 

théorème 6. Soit donc f : Bn ~ Rn K-quasiconforme et zE:Bn. Posons 

-1 
g = f o T z En appliquant le théorème 7 à g, on s'aperçoit que pour tout 

M > O, 

w 
On choisit alors M assez grand pour que (~)P s n4

1 . Par (10), il existe 

alors xE:T (S(z)) tel que z 

L (x) s M d(f(z) , bf(Bn)) , 
g 

ce qui prouve le théorème 6 avec y = T- \ [o, x] ) . z 

Nous consacrons le reste de cette section à la démonstration du théorème 7. 

Par une translation préalable, nous pouvons supposer que f ne s'annule 

pas dans n B et que P t t Xcsn-1, our presque ou e-

nous pouvons écrire 

1 
L/x) s s j Df(tx) j dt 

0 

ç 1/21 1 
où Vf(x)= j Df(tx) dt et 

0 

H/x) = s 1 
/ Df(tx) 1 tn-1 dt. 

o / f(tx) / 
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LEMME 1. VfE:L1(sn- 1) avec IJvflJ1 s C(K,n) lf(O) 1. 

Preuve. On peut écrire 

llvfll1 = ~ lof(y) 1 dy. 

· Bn(o,1/2)lyln- 1 

Par l'inégalité de Gehring ls:;2] , il existe p = p(K, n) > n et C(K, n) > 0 

tels que 

(14) (s lnf(y) IP dy) 1/p::; C(K,n)(~ J(x,f) dx) 1/n 

Bn(o, 1/2) Bn(O, 1/2) 

= C(K,n) if(Bn(O, 1/2)) l 1/n 

la dernière inégalité provenant de l'inégalité de Harnack ( 6). Par l'inégalité de 

Holder, nous pouvons alors écrire : 

::; C(K,n) lf(O) 1, 

par (14) et le fait que (n- 1~P < n. 
p-

Cela découle directement du théorème 5 de P. Jones. 

Pour terminer la preuve du théorème 7, il nous faut à présent une estimation 

sur f*. 

Mais avant cela, rappelons qu'une fonction g : Bn-+ Rn-{o} est dite 

satisfaire la condition de Harnack s'il existe une constante C > 0 telle que 
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Nous appellerons constante de Harnack et nous la noterons C(g) la plus petite 

constante C telle que ( 15) soit vérifié. 

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant, qui nous permettra de 

conclure : 

PROPOSITION 5. Soit f : Bn +Rn -{o }E:w1
1 

loc(Bn) et u = log If 1. Si 

/ V u / dx est une mesure de Carleson et si f satisfait la condition de Harnack, 

alors, pour tout p > 0, 

\ Ir* 11 1 :S cl lt Il 1 , 
LP(sn- ) LP(sn- ) 

où C ne dépend que de n , p , ))ul!* et C(f). 

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin des trois lemmes 

suivants. 

LEMME 3. Sous les hypothèses de la proposition 5, si N > C(f)2
, 

a ({xE:Sn- 1 ; / f(x) / :s; / f(~) / }) :S 7n))ull*. 
log N 

Preuve. Soit FN={xE:Sn- 1 ; /t(x)/:s;/f~)I} 

1 
G(x)=~ lvu(tx)lt 0

-
1
ctt. Si x€FN' 

0 

et 

G(x) ~ 1
1
-n ~ 1 

!Vu(tx) ldt ~ 7 1-n IS 
1 

!t(tx) /- 1 6t ( lt(tx) 1) dt 1 
1/7 1/7 

~ 7 1-n llog ( lt(x) / )1. 
/ f(x/7) 1 

on a 

Par la propriété de Harnack, 1 f(0) / :S C(f) 1 f(x/7) 1 par conséquent, 
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( ) 1-n / N j 1-n G x 2 7 log - 2 7 log N , 
C(f) 

d'où l'on déduit : 

LEMME 4. Il existe une constante universelle ex > 0 telle que sous les 

hypothèses de la proposition 5, si zE:B0
, 

Preuve. Posons g(x) = f o T-\x). Par (12) on voit que si xE:Sn- 1 
z 

alors I g( 0) 1 s C(f) 1 g(x/7) 1 . D' autre part, par définition de la norme des 

mesures de Carleson, 

Par le lemme 3 appliqué à g on a, pour N > C(f)2 , 

ce qui implique 

et l'on conclut en appliquant (11). 

LEMME 5. Il existe O < C(n) < 1 et N(n, llull*,C(f)) tels que 

Preuve. Soit À> O. Posons i(À) = {zE:Bn; lr(z) I> À} et 

U.(À) = {xE:Sn- 1 ; r*(x) >,À} . Alors 
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'U(À) = U S(z). 
z€t(>,) 

Par le théorème de recouvrement de Vitali, il existe cx(n) € (0, 1) et une suite 

telle que les S(z .) soient deux à deux disjoints et 
J 

~ a{S(z.)) 2:: cx(n) a('U.(À )). 
jE:N J 

Soit maintenant EN = {x €S n- 1 
; 1 f(x) 1 s ~}. Alors 

o-(ENnti(À)) s !; o-(ENns(z.)) + (1 - cx(n)) a('U.(À)). 
j€N J 

Mais ENns(z.)c {x€S(z.); /f(x)/ s /f(zjli} et par conséquent, 
J J N 

par le lemme 4. On choisit alors N assez grand pour que 

on en déduit le lemme 5 avec C(n) = 1 - ~. 

log N 

Revenons à présent à la preuve de la proposition 5. Pour À> 0, posons 

et 

Par le lemme 5 , 

~X(À) s 1 ®(À/N). 
1-C(n) 

Enfin, pour p > 0 
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Revenons à présent au théorème 7. Nous considérons donc f :Bn + Rn-{o} 
K-ouasiconforme avec 

if(O) 1 = d(f{O),bf(Bn)). 

Nous avons établi : 

D'après les résultats de la section 2), il existe p = p(K,n) > 0 tel que 

1/f/J 1 :s C(K,n} /f(O) 1. Grâce à la proposition 5, nous en déduisons qu'il 
LP(sn- ) 

en est de même pour f *. Une simple application de 1' inégalité de Holder montre 

alors que 

où q = !+, . CQFD. P+ 

4. UNE VERSION QUASICONFORME DU THEOREME DE DISTORSION DE 
GEHRING-HA YMAN 

Dans cette partie nous revenons au cas n = 2 et nous considérons la 

situation suivante. 

D est le disque unité, n est un domaine de Jordan borné de tl et f 

un homéomorphisme K-quasiconforme de D dans Q. Un théorème de Vaisala 

)ya] affirme alors que f se prolonge en un homéomorphisme de i5 sur r.:. 
Soient alors z 1 , z2 E: b D, et S l'arc de cercle c:: D passant par z 

1 
et z2 

et orthogonal à b D. Soit z
0 

le "milieu" de S ; si I désigne le plus petit 

intervalle de b D d'extrémités z 1 et z2 , z 
O 

est le point zI du chapitre II. 

Nous nous proposons de montrer le résultat suivant qui est une généralisation 

du corollaire 3 du théorème II. 7, dû à Gehring-Hayman. 
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THEOREME 8. Il existe C(K) > 0 telle que pour tout arc de Jordan y 

joignant z 1 et z
2 

dans D alors 

diam(f(y)) ? C(K) d(f(z ) , or.). 
0 

Démonstration. Par une transformation de Mobius transformant z 1 ,z 0
,z 2 

en - 1 , 0, 1 on se ramène immédiatement au cas 

z - - 1 1 - z = 0 
0 

Pour simplifier, on peut également supposer f(0) = 0. Enfin on pose d = d(0, b O.). 

D' c1près le théorème de distorsion de Gehring (théorème V. 3) il existe 1 > (X > 0 

ne dépendant que de K tel que 

si 

Si y rencontre i5(0, (X) il n'y a rien à démontrer car alors, si y est un 

point de ynD(0, (X), 

diam f(y) ~ /f(y) - f(1) / ~ /f(1) /- /f(y) / ~ J d. 

Si maintenant y ne rencontre pas i5(0,(X) soit J celui des deux 

demi cercles àDnR: et àD n R
2 

tel que y 
, 

0 de J. separe 

Soit alors r la famille des arcs de D joignant è:JD{û,(X) ' a y et 
,-,; 

r 

la famille des arcs de D joignant b D(0, o:) à J. Alors, d' après les propriétés 

des modules de courbes, 

_rr_ ~ M(r)::;: M(f)::;: KM(f(f)). 
log 1/ o: 

Appelons ~ l'image par f du cercle à D(0, o:). On a alors le 

LEMME 6. Il existe À (K) > 0 tel que 

diam f(Y) ~ À(K) d(f(y ),f(:E)). 

Preuve. Soit N > 0 très grand et supposons que 
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D = diamf(y) ~ ~ d(f(y),f(i)). 

Soit alors z E:f( y) et l la famille des arcs joignant b D(z , D) et 
0 0 

ôD{z
0

,~ D). Alors 

__ rr_
1
_ ~ M(f(r)) ~ M(.ô) = ~ 

K log / l N 
ex og 2 

et l'on aboutit à une contradiction dès que 

N>2(2)2K_ 
(X 

2K 
Le lemme 6 s'en déduit avec À (K) = ex 

4 
. 

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théorème 8. 

- Si d(f(y),f(i))::;:; j d, il existe yE:y tel que if(y) J::;:; ¾ d ; mais 

alors 

- Si 

diam f( y) 2 1 f( 1) - f {y) 1 2 1 f( 1) - 1 f(y) J 2 } d. 

1 d(f(y),f(i)) > 4 d alors, par le lemme 6, 

diam f (y) 2 ¾ À (K) d. 

Le théorème 8 est donc entièrement démontré. 

5. APPLICATIONS QUASI-CONFORMES ET DOl\1AINES DE TYPE ('f,) 

Soit n un domaine de Jordan du plan. Pour des raisons de commodité 

d'écriture, nous supposerons dans cette section que è'l n contient le point à 

l'infini. 

Rappelons la définition de la notion de k-locale connexité, introduite au 

chapitre II. 

Un fermé E de <C est dit k-localement connexe (k 2 1) si pour tout 
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i5(z , r )nE est inclus dans une composante connexe de 
0 

i5(z , kr )nE. Pour simplifier nous dirons, comme dans l'introduction, que n 
0 

est de type (t,) si <C \ n est k-localement connexe pour un k :2-: 1. 

Nous nous proposons de généraliser au cas quasiconforme le théorème II. 8 
grâce/ 

et de la préciser/à la notion de poids de Muckenhoupt que nous allons d'abord intro-

duire. 

a) La classe de poids A 
00 

(R
2

) . + 

Nous dirons que w : R: ~ R + est un poids de la classe A 
00

(R:) si pour 

tout carré Q c R
2 WE:L 1 

(Q) et s'il existe p > 1 et C > O tels que 
+ 

( 
1 (' )

1/p 1 (' 
r:7 j wP(x) dx s C r:-7 j w(x)dx 
lül Q JQI Q 

pour tout carré 

Comme dans la proposition I. 12 , le fait pour un poids w , d' appartenir 

à A 
00 

(R:) est équivalent aux conditions suivantes 

( 17) JC>O MS w(x)dx s C exp{~ S log w(x) dx} 
IQI Q 'IQI Q 

pour tout carré 2 
Qc R , 

+ 

( 18) 3 C > 0; cij w(x) dx s c( ciS w(x)
1
/

2 
dx)2 

pour tout carré 

lü I Q IQI Q 

2 
Q CR ' + 

(19) Il existe p > 1 tel que wE:AP(R:) où les classes Ap sont définies 

comme au chapitre I , 

(20) 3 C , S , q > 0 tels que pour tout carré 

ble c Q, S w(x) dx 
E 

S w(x) dx 
Q 

Q c R
2 

et pour tout E 
+ mesura-
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b) Ces définitions étant posées, nous sommes en mesure de démontrer le 

théorème annoncé, qui est le fruit d'un travail en commun avec D. Bekollé : 

THEOREME 9 .. Soit un domaine de Jordan tel que contienne le 

point à l'infini et un homéomorphisme quasiconforme tel que f(oo) = oo. 

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes : 

(21) ,G est de type (..a.) 
C, ' 

(22) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle I de R 

on ait 

(23) Le .Jacobien 
00 2 

J(z ,f) de f définit un poids de la classe A (R ). 
+ 

Notons oue cet énoncé a bien un sens car f s'étend en un homéomorphisme 

de 1/ 
+ 

sur ; d' autre part z
1 

désigne le point x + iy si I = G:-y , x+yJ . 

Démonstration. Grâce aux théorèmes V. 6 et V. 8, l'équivalence (21 )~(22) 

se démontre exactement de la même façon que dans le théorème II. 8. Il suffit donc 

de montrer (22) = (23). Supposons tout d'abord (22) vérifié : soit K :2: 1 

tante de quasiconformalité de' f et soit Q un carré de R: ; notons 

.e(Q) respectivement'le centre et le côté de Q. 

1er cas : .e
0 

::=: d(z
0

,R). 

la cons-

et 

Par un 1héorème de Gehring [c2] il existe alors C(K) > 0 tel que 

1 Ç ,,, 1 -, 1 / 2 "\2 
r:7j J(z,f)dzsC(K)( T7j (J(z,f)) dz). 
IQ I Q IQI Q 

2me cas : .e
0 

> d(z
0

,R). 

Posons alors zQ = xQ + iyQ, I = ~Q-yQ x0 +y0 ] et Q =IX [o,2yCJ 

alors 
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-l1 'Z~ 

[G] 
/V 

Q 

1 ~1 1. .!z -1 :t 1 

Par des applications répétées du théorème spécial de distorsion, on montre facilement 

que 

j = 1,2 

(voir dessin), et que 

D'autre part, par le théorème V. 6, il existe ( .E:I. (j= 1 , 2) et des segments 
J J 

non euclidiens y. J'oignant z. à t'.. tels que 
J J - J 

longueur(f(y .)) :s C(K) d(fr(z
0

), à n). 
J ' 

~ C l Enfin, par hypothèse, si l'on désigne par I 1' intervalle r l" 
C 1 ''=, 2- ' 

~ diam(f(I)) :S C d(f (z1), à G) 

la der,:iière inégalité provenant encore du théorème spécial de distorsion appliqué 

plusieurs fois. Soit alors U le domaine de Jordan bordé par la courbe 



- 160 -

Alors, par ce qui a été vu, diam f(U) s C d(f(z
0

), b n) et par conséquent, 

~ J(z,f)dzs ~- J(z,f)dzs S J(z,f)dz (*) 
Q Q u 

Par le théorème V. 4 d' As tala et Gehring, 

et par conséquent, 

et la propriété (23) découle de ( 18). 

Enfin, supposons la propriété (23) satisfaite. Soit alors I un intervalle 

de R et Q le carré I [o, 1 I IJ . 

La propriété (23) implique que f appartient à un espace de Sobolev W~(Q) 

pour un p > 2. 

Par le théorème d'injection de Sobolev, on en déduit : 

'ef xE:I 

1 ,-, /2 ) 1 /p 
s C(K) (r7j J(x,f)P dx , 

îQ I Q 

1 ~ )1/2 
:::: C(K) ( T:7~ J(x,f) dx 

IQ I Q 

(*) Les symboles dz, dy, dx représentent ici la mesure de Lebesgue planaire. 
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où la deuxième inégalité provient de la quasiconformalité de f et la troisième de 

l' inégalité de Holder inverse. 

Mais, par (17) et (20), on peut écrire 

'ef xE:I, 

1 · 1 (' 
17 j J(x ,f) dx :s; C r7 j J(x ,f) dx 
IQI Q IDQI DQ 

:s; C exp{~j log J(x,f) dx}, 
IDQI DQ 

Avec le théorème V .4, on en déduit : 

lt(x) - ~ S f(x) dx 1 :s; C(K) d(f(zI),bn), 
!QI Q 

ce qui prouve 22 . 

Pour conclure, donnons deux corollaires de ce théorème. 

COROLLAIRE 1. Soit n un domaine de Jordan de type (i,) alors 

o fi est de mesure planaire nulle. 

Preuve. Nous pouvons supposer que ooE:o (: ; soit alors <I> une repré-

sentation conforme de 1i sur D telle que <I>(00 ) = oo. Alors d'après le 
+ 

théorème 9, <I>E:W 1 (Q ) pour un p > 2 et tout carré Q = [-n, n] .x [o, 2n] . p n n 

La restriction de <I> à Qn peut alors se prolonger en une fonction <I> E:W 
1 (R

2
) n p 

et le résultat découle du théorème d'injection de Sobolev. 

COROLLAIRE 2. Sous les hypothèses du théorème 9 il existe E >O ne 

dépendant que de K et de la constante k de la condition de locale connexité telle 

que f soit localeme;:;,t Holderienne d'ordre E sur 

Preuve. C'est encore une conséquence directe du théorème d'injection de 

Sobolev. 
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