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A Blandine 

Do I contradjct myself? 

Very well then, I contradict myself. 

(I am large, I contain multitudes) 

Walt Whitman, Song of myself. 
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Repr~sentations du groupe de Weil d'un corps local 

Soient F un corps local, F une cl8ture stparable algébrique 

F, et w 
F 

le groupe de Weil de F sur F . Soi_ t. r une repré-

sentation projective de WF . Nous étudions les représentat 1.ons 

linéaires relevant r . Si r est primitive, nous déterminons une 

borne inférieure pour l'exposant du conducteur d'Art.in de ses relè

vements. Puis nous examinons les représentations multiplement :impri

mitives de WF dans SL(2,œ) et GL(2,œ) , et les calculons expli-

citement pour F = (D • Pour ce dernier corps, nous déterminons aussi 
2 

les représentations primitives de degré 2 . 

Representations of the Weil group of a local field 

Let F be a local field, F a separable algebraic closure of 

F and WF the Weil group of F over F . Let r be a projective 

representation of WF. We study the linear representations l.ift:ing 

r. When r is primitive, we calculate a lower bound for the expo

nents of the Artin conductors of its liftings. We then look at the 

multiply imprimitive representations of WF into SL(2,œ) and 

GL(2,Œ) and give explicit calculations for F = <D • We also describe 
2 

the primitive representations of degree 2 for that particular field. 
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INTRODUCTION 

1. Le problème. 

1.1 Soit F un corps local non archimédjen, â corps résiduel 

fini de cara.ctéristique p . Soient F une clôture séparable algé

brique de F, et WF le groupe de Weil de F sur F [We 1, app.II]. 

La théorie du corps de classes local donne une bijection entre 

les caractères de WF, i.e. ses représentations continues de degré 1, 

et les caractères du groupe multiplicatif Fx de F. 

1.2 R.P. Langlands conjecture qu'il y a une correspondance 

analogue entre les (classes d'isomorphisme de) représentations irré

ductibles de WF dans GL(n,~) et les (classes d'isomorphisme de) 

représentations supercuspidales de GL(n,F). Cette correspondance, 

entre autres propriétés, doit conserver les facteurs L et E , 

ainsi que les conducteurs. 

De m~me, il existerait un tel lien entre les représentations 

irréductibles de WF dans SL(n,C) (resp. PGL(n,œ)) et les repré-

sentations supercuspidales de PGL(n,F) (resp. SL(n,F)) [Bo]. 

1. 3 En fait cette conjecture n'est établie que pour n = 2 , et 

pour certains corps F seulement: on la connaît pour les corps 

locaux de caractéristique résiduelle distincte de 2 , pour ceux de 
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caractéristique 2, pour <02 et certaines extensions de <02 [Tu, 

Yo, Ca, Ge]. On ne possède que des renseignements partiels pour 

n ) 2 [Co]. 

1.4 Nous étudierons ici les représentations de degré n de 

WF (le versant dit "galoisien" des conjectures de Langlands) en 

suivant pour cela la méthode d'A. Weil [We 2 ou He 1]. 

Elle consiste à déterminer d'abord les représentations projec-

tives r WF ➔ PGL(n,~), puis à trouver les représentations liné-

aires R WF ➔ GL(n,~) relevant r , c'est-à-dire telles que 'IToR= r 

où '1T est la projection de GL(n,~) sur PGL(n,~) 

Nous verrons que toute représentation projective 

admet un tel relèvement. 

r de wF 

1.5 Une représentation projective irréductible de WF a une 

image finie. On peut demander le nombre de représentations projectives 

de WF ayant une image donnée. 

Si l'on fixe la représentation projective irréductible r, on 

peut rechercher un relèvement R d'image finie, et s'intéresser à 

l'exposant du conducteur d'Artin de R, qu'on appellera l'exposant 

de R. L'on peut vouloir calculer l'exposant minimal de ces relève

ments de r, que l'on appellera l'exposant de r. L'on peut enfin 

se demander si r a un relèvement à SL(n,~) (où n est le degré 

de r), c'est-à-dire un relèvement dont l'image soit dans SL(n,~). 

Ce sont tous ces problèmes que nous aborderons. 
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2. Les résultats. 

2 .1 La seconde partie de ce mémoj re, intj_ tul?-:e "Relèvements de 

repr&sentatjons projectives'', est l'expost d'un travail effectué en 

commun avec J. Buhler au cours de l'été 1977, et de ses prolongements 

durant l'hiver. 

On considère une repr~sentation primjtive r de WF dans 

PGL(n,<C). (Dire que r est primitive revient à d5re que r est 

irréductible et que ses relèvements ne sont pas des représentations 

induites [voir ch. 4]). 

On sait alors, par les résultats de H. Koch [Ko 37 que le degré 

n de r est une puissance de la caractéristique résiduelle, disons 

d n = p 

Nous donnons un minorant pour l'exposant de r. 

2.2 Le noyau de r fixe l'extension finie K de F. Soit 

F 1 l'extension modérément ramifiée de F, incluse dans K, et 

maximale pour ces propriétés. Soit la restriction de 

Cette représentation est irréductible [Ko 3]. Nous montrerons : 

Théorème 2. 2. Si r est une représentation project5 ve primitive 

de degré pd de WF, les exposants a(r) et a(r
1

) de r et r
1 

respectivement sont U és par la formule sui vante : 

d ea(r) = (e-l)p + a(r 1 ) , 

où e est l'indice de ramification de F 1 sur F. 

2.3 Appelons G le groupe de Galois de K sur F, et notons 

Gu ses sous-groupes de ramification en numérotation supérieure. 

Théorème 2. 3. Soit (Y = sup{ u I Gu 1-1} • Alors l'exposant a ( r) 

de r vérifie l'inégalité suivante: 
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Pour d = 1 , on a même l'égalité a(r) = p + (p+l)a . 

Le cas d = 1 est dû à J. Buhler [Bu]. Pour démontrer ces 

théorèmes, nous devons étudier les représentations de WF induites 

à partir d'un caractère d'un sous-groupe ouvert de WF , en parti.cu

lier dans le cas de degré premier. 

2 .4 Les résultats précédents nécess:i.tent également l'étude de 

la torsion, par un caractère, d'une représentation linéaire de WF. 

Si P est une telle représentation, nous noterons a(P) l'exposant 

de son conducteur d'Artin. 

Théorème 2.4. Soit R une représentation linéaire de WF, irré

ductible et de degré n. Supposons que, pour tout caractère TJ de 

WF, l'on ait a(R) ~ a(R®TJ). (On dit alors que R est primordiale). 

Donnons-nous un caractère X de WF. Alors l'on a 

a(R®x) = sup(a(R),na(x)) • 

2.5 Les troisième et quatrième parties de ce mémoire donnent 

les démonstrations des résultats annoncés dans ma note aux Comptes

rendus de l'Académie des Sciences de Paris [He 2]. Ces résultats 

concernent les représentations de degré 2 de WF. 

2.6 Dans la troisième partje, nous indiquons la construction 

des représentations linéaj_res imprimitives de degré 2 de WF , où 

"imprimitive" signifie "irréductible et induite". 

Nous construisons aussi les représentations projectives corres

pondantes, dites également imprimitives, et calculons leur exposant. 

Nous examinons plus attentivement le cas des représentations triple

ment imprimitives, i.e. induites à partir de trois sous-groupes dis

tincts de WF .. 
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Suivant lo méthode de J. Tunnell [Tu, ch. 4], nous complétons 

ses résultats et comptons ainsi le nombre de représentations projec

t:i. ves j_mprimi ti ves d'exposant donné. 

Nous calculons également le nombre de représentations triplement 

imprimitives de WF dans SL(2,<C), et examinons le problème du relè

vement à SL(2,~) d'une représentation projective imprimitive. 

Enfin, pour le corps F = Gl
2 

, nous donnons, essentiellement sous 

forme de tables, des constructions explicites de relèvements pour les 

représentations projectives triplement imprimitives de WF: relève

ments primordiaux, relèvements à SL(2,~), relèvements dont l'image 

soit le groupe diédral D8 . 

2. 7 La quatrième partie concerne les représentatj ons prim.i. ti ves 

de degré 2 de WF • Ce cas ne peut se produire que si p = 2 . 

L'exposant d'une représentation projective primitive de degré 2 

est donné par le théorème 2.3. Nous décrivons ces représentations, en 

suivant [We 2], et comptons, par la méthode de [Tu, ch. 5], le nombre 

de celles qui ont un exposant donné. 

Puis nous donnons un critère de W. Zink [zi 1] pour déterminer 

si une représentation projective primitive se relève à SL(2,~). 

Enfin, nous indiquons une construction explicite de relèvements 

pour chacune des quatre représentations projec_ti ves primitives de 

Une conclusion examine quelques problèmes ouverts. 

3. Les notations. 

3.1 Par corps local, nous entendrons corps :Local non archirné-

dien, de corps résiduel finj. Le corps local F sera fixé. On cho:i.sjt 

une clôture séparable algébrique F de F et tous les corps locaux 

considérés sont supposés contenus dans F. Nous appellerons p la 

caractéristique résiduelle de F. 
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Si K est une extension f5.nie de F , on note GK le groupe 

Galois de F sur K , et WK le groupe de Weil de F sur K , 

l'on munit ces groupes de leur topologie usuelle. 

3.2 Nous utiliserons les autres notations usuelles sur les 

corps locaux [se 1]. 

et 

de 

Si K est une extension finie de F, Kx sera son groupe mul

tiplicatif, !SK son anneau des entiers, PK son idéal maximal, rrK 

une uniformisante, UK = uo le groupe des unités de ôK , ~ , pour 
K 

m )t 1 le groupe des unités de (9 ' 1 modulo Pm et , congrues a , 
K K 

enfin VK la valuation de K telle que vK('TT K) = 1 . 

On mettra K la norme Il IIK telle ll'TTKI/K 
-1 ' sur , que = qK ou 

qK est le cardinal du corps résiduel de K . 
La théorie du corps de classes local définit l'aQQlication de 

réci2rocité -rK WK ➔ Kx, qui permet d'identifier w:b, l'abélianisé 

de WK , et Kx • Cela. nous permet aussi de transporter la norme de 

KX sur WK. On introduit ainsi les caractères non-rami.fiés 

est un nombre complexe, et w 
s 

est défini par 

w de 
s 

3.3 Soit K une extension galoisienne finie d'un corps local 

L. On notera Gal(K/L) le groupe de Galois de K sur L , 

l'indice de ramification, fK/L le degré d'inertie, NK/L la norme, 

~K/L la différente, 6K/L le discriminant, et dK/L = vK(~K/L) 

l'exposant différental. 

Si l'on pose G = Gal(K/L}, on notera Gu et G 
V 

les sous-

groupes de ramification de G en numérotations supérieure et infé

rieure respectivement, et i/)K/L, cpK/L les fonctions de Herbrand 

correspondantes [se 1, ch. 4]. On a Gu = GIJ) (u) et Gcp(v) = G 
V 

L'on désignera par o-(K/L) le plus grand indice u tel que 

Gu J l t r e par ~(K/L) = ~K/L (~(K/L)) le plus grand indice v tel 

que G f l • 
V 



7. 

3.4 Nous noterons KNG le groupe des éléments de KX dont la 

norme sur L vaut 1. Nous noterons KIG le sous-groupe de Kx 

engendré par les éléments s-1 
X 

Evidemment KIG est inclus dans 

= xs /x où x E Kx 

KNG. D'ailleurs 

et s E G 

on a 

H-l(G,Kx) = KNG/KIG . Si xE KNG , nous noterons [x] son image dans 

H- 1 (G,KX). 

3.5 Nous utiliserons souvent certains résultats sur les exten

sions de groupes, que nous rappelons ici d'après [AT, ch. 13]. En 

fait, nous les énonçons de façon plus générale [He 1, app. A]. 

On considère des extensions de groupes topologiques 

où A est un sous-groupe abélien de E, distingué et fermé dans E, 

et G le quotient de E par A. 

Nous supposerons que ces extensions vérifient l'une des deux 

conditions suivantes : 

i) G est discret r 

ii) E est extension d'un groupe discret par un groupe pro

fini, c'est-à-dire qu'il existe un sous-groupe ouvert de E, à la 

fois invariant et profini. 

3.6 Lemme 3.6. On se donne deux extensions E et E' de G 

par A et de G' par A' respectivement. On se donne également des 

homomorphismes continus f : A ➔ A' et cp : G ➔ G' . 

On appelle a (resp. a') l'élément de H2 (G,A) 

définissant E (resp. E'). 

Il existe un homomorphisme F: E ➔ E'' continu, 

diagramme suivant : 1 ➔ A ➔ E ➔ G ➔ 1 

lf lF l cp 

1 ➔ A' ➔ E' ➔ G' ➔ 1 

si et seulement si les dellx condjtions suivantes 

(resp. H2 (G' ,A')) 

rendant commutatif le 

sont réalisées 
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1) f est un G-homomorphisme, G opérant sur A' à travers cp 

(ces éléments appartiennent à H2 (G,A')). 

Si l'on dit que deux solutions F et F' du problème précédent 

sont équivalentes quand elles diffèrent par un automorphisme de E' 

de la forme e' i-+ 
-1 a'e'a' avec a' E A' , alors opère 

transitivement sans point fixe sur l'ensemble des classes d'équivalence. 

3. 7 Si P est un corps et m un entier, m 4 1 , nous noterons 

IJ.L ( p) 
m 

le groupe des racines e m de l'unité dans P. C'est le noyau 

de l'application d'élévation à la puissance m, que nous noterons 

~ X X m : P ➔ P • On posera iµ (~) = l}J, • 
m m 



9. 

\ / 

RELEVEMENTS DES REPRESENTATIONS PROJECTIVES 

4. Généralités sur les relèvements. 

4.1 Soit Q un groupe topologique. Nous voulons étudier les 

représentations de q dans GL(n,œ) ou PGL(n,œ}, où par repré-

sentation nous entendons homomorphisme continu. En pratique, nous 

prendrons une extension finie K du corps local F et (}= W. 
K 

ou 

GK . Pour ces groupes, il revient au même de mettre la topologie 

usuelle ou la topologie discrète sur GL(n,œ) ou PGL(n, œ). Nous 

choisirons la topologie discrète. 

Un caractère de cy sera une représentation linéaire de degré 1. 

4.2 Une représentation linéaire R de G dans GL(n,œ} défi

nit, par composition avec la projection rr de GL(n,œ) sur PGL(n,œ), 

une représentation projective r=1ToR . Inversement, si r est une 

représentation projective de (}, on peut chercher les relèvements 

de r, i.e. les représentations linéaires R de q vérifiant 

Si r possède un relèvement R, les autres relèvements sont 

les représentations R 1 = R© X , où x est un caractère de Q • 
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4.3 Interprétons ceci en termes d'extensions de groupes. Dans 

toute la suite, nous noterons C l'élément de 2 X H (PGL(n,<C),<C) 

qui définit GL(n,<C) comme extension de PGL(n,<C) par ""X , d . 
\1, , 1 enti-

fié au centre de GL(n,<C). 

Si r est une représentation projective de degré n de q, un 

relèvement R de r est un homomorphisme rendant commutatjf le 

diagramme suivant 1 ➔ 1 ~ q (} 1 

l !R !r 

1 ➔ (CX ➔ GL(n,œ) ~ PGL(n,<C) ➔ 1 

Proposition 4.3. Une représentation r de G dans PGL(n,<C) 

a un relèvement si et seulement si l'on a r * ( c) = O dans H2 ( (ï, <Cx). 

C'est immédiat par le lemme 3.6. En fait, l'élément * r ( C) de 

H2((j.,<CX) définit une extension qG de q par (CX . c 1 est le sous-. 
groupe de Cl X GL ( n , <C ) composé des paires (g,Y) telles que 

r(g) = 'IT(Y). Il existe une représentation linéaire rG de qG I défi-

nie par rG((g,'Y)) =Y, qui rende commutatif le diagramme suivant: 

1 ➔ (CX --+ (j.G 
cpG 

Cl 1 

lia lrG !r 

1 ➔ (CX ➔ GL(n,<C) ~ PGL(n,<C) ➔ 1 . 

Dire que r possède un relèvement est dire que l'homomorphisme 

cpG a une section, i.e. que (j.G est le produit direct de (j. par <Cx. 

4.4 Si nous notons l'élément de 2 H ( PGL ( n, <C) ,IJ.J, ) n qui 

définit SL(n,<C), on a, de la même façon, la proposition suivante: 

Proposition 4.4. Une représentation r de Ci- dans PGL(n,<C) a 

UJl relèvement à SL(n,<C) 

2 H ( Q.,µ ) • 
n 

* si et seulement si l'on a r (es)= O dans 
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De même, l'élément de définit l'extension 

Cis = q.G (1 (Q. X SL(n,<C)) de Q. par (l-1,n et il existe une représentation 

rendant commutatif le diagramme ci-après : 

1 ➔ l)J. --+ ç. 
n s 
l id. l rs 

1 ➔ 11.J, ➔ SL ( n, <C) n 
1f \ SL ( n , <C ) 

PGL ( n , <C ) ➔ 1 . 

Alors r a un relèvement à SL(n,<C) si et seulement si ~S 

est produit direct de Ç par µn 

Remarquons que, si i. désigne l'injection de fl-Ln dans <CX, 

l'on a i*(cs) 

* par n, r (c) 

= c, d'où 

est d'ordre divisant n 

* r ( c ) • Comme c 
8 

est annulée 

dans H2 (q,œx). 

4.5 Le groupe PGL(n,<C) agit sur l'espace projectif Pn-l(<C). 

Une représentation r de q. dans PGL(n,œ) est dite irréductible 

s'il n'existe aucun sous-espace strict de Fn-l(<C) invariant par 

r(Q,). Il revient au même de dire que les représentations 

sont des représentations linéaires irréductibles. 

ou 

Si r possède un relèvement, elle sera irréductible précisément 

quand un de ses relèvements le sera, et tous ses relèvements le seront 

alors. 

4.6 De même, r sera dite induite si l'on peut décomposer 

Pn-l(<C) en somme directe de sous-espaces stricts permutés par l'ac

tion de r(Q-). Cela revient à dire que rG (ou r
8

) est induite 

[se 4]. 

On dira que r est imprimitive si elle est irréductible et 

induite, primitive si elle est irréductible et non induite~ de même 

pour des représentations li.néaires de Q • 

Si r possède un relèvement, elle est imprimitive (resp. 

primitive) quand un de ses relèvements l'est, et tous le sont alors. 
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4.7 Examinons d'abord le lien entre représentatjons de w 
F 

et 

représentations de GF . Il est bien connu que l'on a une injection 

continue à image dense de WF dans GF . Toute représentation de 

GF définit ainsi une représentation de WF, par restriction. 

Inversement une représentation p de WF (linéaire ou projec

tive) se prolonge en une représentation de GF si et seulement si 

son image est finie. On dit alors que p est de type galoisien, et, 

le plus souvent, on notera encore p l'extension de P à GF, qui 

est unique. En particulier, un caractère de Fx correspond, par la 

théorie du corps de classes à un caractère de type galoisien de WF 

si et seulement s'il est d'ordre fini. 

4.8 Rappelons que rr désigne la projection de GL(n,œ) sur 

PGL( n, œ). 

Nous appellerons non-ramifiée une représentation de WF qui est 

triviale sur IF. Fixons un élément Fr de WF dont l'image dans 

WF/IF::.. '7J engendre ce groupe. Une représentation non-ramifiée de WF 

est détermfnée par la donnée de l'image de Fr. 

Soient p et p' deux représentations (linéaires ou projectives) 

de WF . Si les éléments de p(WF) commutent à ceux de P' (WF), 

(on dit, par abus de langage que p et P' commutent), l'on définit 

le produit p.p' par (p.p•) (g) = p(g)p' (g) pour gE WF 

Théorème 4.8. Soit r une représentation projective de degré n 

de WF. Posons 
-1 H = rr (r(WF)). Alors il existe une représentation 

non-ramifiée p : WF ➔ GL(n,œ), telle que les éléments de P(WF) 

commutent à ceux de H et que la représentation r.(rr 0 p) soit de 

type galoisien. 

4.9 Corollaire 1. Toute représentation projective irréductible 

de WF est de type galoisien. 
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Corollaire 2. So:it R une représentat~on linéaire de degré n 

de WF . Alors il existe une repn~sentati.,on non-ramifiée 

a :WF ➔ GL(n,a:), commutant à R, et telle que R.O' soit de type 

galoisjen. 

Corollaire 3. Toute repr6sentation lin&aire irr&ductible R 

w 
F 

est de la forme R = S0 W , où 
s 

s est de type galoisien. 

4.10 Démontrons le corollaire 1 : Sojent r la représentation 

projective considérée et ,0 la représentat.:i.on non-ramifiée donnée 

par le théorème 4.8. Alors P commute à H, qui est un sous-groupe 

irréductible de GL(n,CI:), puisque r est irréductJble. Par su:ite 

p(WF) est formé de matrices scalaires et rrop est triviale. Donc 

r est de type galoisien. 

Démontrons les corollaires 2 et 3 : Soit R: WF ➔ GL(n,<C) une 

représentation linéaire. Appliquons le théorème 4.8 à r=rroR. On 

a une représentation non-ramifiée P , commutant à R, et telle que 

r.(rrop) soit de type galoisien. Alors il existe un entier m tel 

que (r(rrop})(Frm) = 1 dans PGL(n,«!), d'où m ( m R.P(Fr) = W Fr ).1 s n 

pour un sE«:, 1 étant la matrice unité d'ordre n. Ecrivant n 

S = R. ( p 0 w ) , on a -s 
m S (Fr ) = 1 , et 

n 
s est de type galoisien. On a 

S = R.O' où (j =p® w 
-s 

est une représentation non-ramifiée. On a donc 

démontré le corollaire 2. Si R est irréductible, cr(wF) est formé 

de matrices scalaires donc il existe un nombre complexe s' tel que 

a(x) = 1.D ,(x).1 pour xEWF. Alor-s 
s n 

corollaire 3. 

-1 R = S.'Y = s,8lw , , d'où le 
-s 

4 .11 Passons à la démonstrat:Lon du théorème 4. 8. 

Soit r une représentation projective de degré n de WF. 

Comme r est continue, elle est triviale sur un sous-groupe ouvert 

de IF Posons J = Ker ( r II ) = Ker( r) n IF : ainsi J est invariant 
F 

dans WF. L'on fait agir WF par conjugaison sur IF/J. Comme 
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IF/J est fini, une puissance de Fr I disons Frm 
I agit triviale-

Soit XE WF ..• voit m à r (x) . Soient ment. On que r(Fr) commute cp 

et y des éléments de GL(n,<C) tels que 'JT (cp) = r(Fr) et 

rr(y) = r(x). On a ainsi 
m m , 

cp Y = s'Vcp , ou s est un nombre complexe 

non nul. Prenant le déterminant des deux membres, on obtient 
n 

s = 1 , 

et par suite cpmn commute à y • On en déduit que cpmn commute à 

tous les éléments de 

4.12 Nous laissons au lecteur le soj_n de montrer qu'il existe 

un polynôme QE <C[T) tel que : 

T modulo P(T) 

où P désigne le polynôme minimal de cpmn 

Posons cp = Q(cpmn). On obtient ainsi une matrice 
0 

cp
0 

commutant 

à tous les éléments de H et telle que cpmn 
0 

mn D'f' · 1 = cp . e 1n1ssons a 

représentation non-ramifiée p par 

-1 
P(Fr) = cp

0 
• Evidemment P(WF) commute à H et l'on a 

(r.(rrop))(Frmn) = rr(cp)mnrr(cp )-mn = 1, donc r.(rrop) est de type 
0 

galoisien. C.Q.F.D. 

4.13 Terminons ce chapitre par une remarque sur les représenta

tions (projectives ou linéaires) du groupe profini IF. 

Proposition 4.13. Soit p une représentation de IF. Alors 

il existe une extension non-ramifiée finie K de F et une repré-

sentation p' telles que 

Remarquons que, puisque K est non-ramifiée sur F, on a 

IK = IF . 

Démonstration: Le corps fixé par IF est l'extension maximale 

abélienne non-ramifiée de F, notée F . Toute représentation de nr 

IF a un noyau d'indice fini, puisque IF est profini. Soit E 
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fixée par Ker(p}. Utjlisons alors i~Se 1, 

lemme 7, p. 97]. Ce lemme nous donne une extension non-ramifiée K 

de F, et une extension totalement ramifiée E' de K, finie et 

galoisienne sur .K, et telle que E = E' .F • L'inclusion de 
nr 

IF=IK dans GK induit un isomorphisme de IF/Ker(P) sur Gal(E'/K}, 

ce qui nous permet bien de construire une représentation P' de GK 

dont la restrj_ction à IF soit p • 

5. Les relèvements des représentations projectives et leur déterminant. 

5.1 Proposition 5.1. Soit n un entier, n 4 1 , et soit n' 

le nombre de racines de l'unité dans F, dont l'ordre divise une 

puissance de n . Alors tout homomorph.i.sme E de llJ, ( F) 
n 

dans 

s'étend en un caractère X de Fx vérifiant n' 
X = 1 • 

On a µ (F) c µ , (F), donc E s'étend en un caractère de n n 

1JJ, , ( F) • 
n Soit DJ,(F) le groupe des racines de l'unité dans F . Comme 

DJ,(F) est un groupe abélien fini, on a la décomposition 

11-1(F) (f) llJ, œ(€)(F) ' .e parcourt ensemble fini de nombres = , ou un pre-
t'. e 

miers. L'on a également li-Ln, (F) = EB 11-1 tl'(e) (F} et par suite 11,.l,n,(F), 
e \ n e 

groupe cyclique'd'ordre n •, est un facteur direct dans 01(F). On 

peut donc étendre e en un caractère À d•= 11-L (F) d'ordre divisant 

n'. 

Mais il est bien connu que Fx se d,9compose en 

Fx = 1r
7 

X U' X iµ (F), où U' est un module sur '7Jf d,:i la forme F p 

( '7Jf ) I • On peut donc étendre À en un caractère X d,: Fx trivial 
p 

'7Jf n' 
sur 'TT F X U' . , d ' où X = 1 • C. Q. F • D . 

5.2 Si A est un groupe commutatif et n un entier, n}l , 

nous noterons nA , et parfois simplement n , la multiplicatio::1 par 

n dans A . Nous noterons A son noyau ,~t A son conoyau. n n 
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proposition 5 .2. Pour tout entier n > 1 , on a U::le su.i.te exac·!:e : 

Considérons la suite exacte de modules triviaux sur GF 

La suite exacte de cohomologie associée est : 

d'où l'on déduit la suite exacte: 

➔ H2 (G <CX) ➔ 1. 
F' n 

R Hl(GF,~X) emarquons que \&. est le groupe des caractères de GF. 

Par la. théorie du corps de classes local, on peut l I identifier avec 

le groupe Xf des caractères d'ordre fini de Fx. Il reste à iden

tifier nxf et Hom(~n(F),Cx). Pour cela, il suffit d'établir que 

la suite suivante est exacte, P étant l'homomorphisme de restric-

t.ion : X .!? X ~ Hom(OJ, (F) ,<Cx) ➔ 1 • 
f f n 

La proposition 5.1 nous dit que p est surjectif, et il est 

clair que pon = 1 • Il reste à voir que si X est un caractère 

d'ordre fini de Fx, trivial sur ~ (F), il est de la forme n 

X= (x')n, pour un caractère X' d'ordre fini de Fx. 

Comme X est trivial sur QJ,n(F), il existe un caractère 6 de 

(FX)n tel que 8(xn) = x(x) pour xE Fx . Mais (FX)n est un sous-

groupe fermé du groupe localement compact FX , donc 8 s'étend en 

un caractère X' de Fx, d'où (X' )n =X, et x' est d'ordre fini 

puisque X l'est. C.Q.F.D. 

5. 3 Proposi tien 5. 3. Pour tout entier n ~ 1 , .Q!L.s. : 

i) H2(GF,<I:X)n = 1, 

01 : Hom(~ (F) ,<Cx) ➔ 
n 

2 
H (G ,IJ.l («:)) 

F n est un isomorphisme. 
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La démonstration que nous donnons e~st inspirée de Lse 2, §6.6]. 

La proposition 5.2 montr-e que les assertions i) et ii) sont 

équivalén-'.::.es. Il suffira d'aillE:urs de prouver l'une (ou l'autre) 

lorsç;ue n est un nombre prem:i_ er : en effet s'il n'y a pas d'élément 

d'ordre o.ans 
2 X 

H (GF,œ ), il n'y a pas non plus d'élément d'ordre 

me , quel que soit l I entier m ) 1 . 

5.4 Plaçons-nous dans le cas où n est premier, mais distinct 

de la caractéristique de F. Supposons en outre que F contienne 

les racines ne de l'unité de F. Alors fl.1 (F) 
n est un GF-module 

trivial, cyclique d'ordre n, donc isomorphe à (IJ, • Par sui te, 
n 

est isomorphe à 

Mais la théorie du corps de classes local nous donne le diagram.~e 

commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes 

1 ➔ 

!invF 

1 ---+- 'E/n'E 
n 

est un isomorphisme, et par conséquent 

sont d'ordre n. Mais IIJ. (F) n et 

L'application 

H2 ( GF ,fl.1 n ( F) ) 

Hom(µ (F), <Cx) 
n sont aussi d'ordre n. L'application ~ étant injec-

tive par la proposition 5.2, c'est un isomorphisme. 

5.5 Supposons maintenant que F ne contienne pas les racines 

ne de l'unité de F, n étant toujours un nombre premier distinct 

'· de la caractéristique de F . Soit E le corps engendré par F et 

µ (F). Alors E est une extension finie de F, de degré premier à n 

n. La proposition 6 

tion de 

groupe 

de [se 1, chap. 7] montre alors que la restric

dans e2 (G ex) est inJ'ective. D'après 5.4 le E' n 

est nul, d'où e2 (G <Cx) = 1 . F' n 
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5.6 Supposons enfin que F soit de caractéristique p et que 

n = p • Alors 11-1 (F) = 1 
p 

On peut identifier ~p 

et il s'agit de montrer que 

au groupe additif du sous-corps premier 

de F . Les éléments de !F forment le noyau de l'application P 
p 

de F dans lui-même définie par x 1-7 xp-x pour x E F . 

Considérons donc la suite exacte suivante de GF-modules 

La suite exacte de cohomologie associée nous donne, puisque 

Hm(GF,F) = 1 pour m) 1 , le résultat cherché : H2 (GF,!Fp) = 1 . 

On a donc démontré la proposition 5.3. 

IF 
p 

En effet, l'on sait que tout élément de H2 (GF,CCX) est d'ordre 

fini, d'où H2 (GF,CCX) = U H2 (G ,ccx) = 1. 
nEINX F n 

Ces préliminaires cohomologiques vont nous permettre maintenant 

d'examiner le problème du relèvement d'une représentation projective 

de WF ou GF, et même celui du déterminant de ces relèvements, ce 

qui contient la question du relèvement à SL(n,CC). 

5.8 Théorème 5.8. Toute représentation projective r de GF 

(respectivement de WF) possède un relèvement. 

Démonstration: Pour le cas de GF, cela découle directement 

du théorème 5.7 : l'obstruction au relèvement, qui est l'élément 

* r ( C) de 2 X 
H (GF,CC ), est nulle. 

Pour le cas de WF, l'on utilise le théorème 4.8. Soit donc p 

une représentation non-ramifiée de WF, P commutant à H, et 

telle que r.(rrop) soit de type galoisien. Par le théorème 5.8 pour 

GF, il existe un relèvement R de r.(rrop). Mais alors p commute 

à R, puisque P commute à elle-même et à H. La représentatj_on 

R.p-l est un relèvement de r . C.Q.F.D. 
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De la proposition 4.13 et du théorème 5.8, l'on déduit immédiate

ment le corollaire suivant : 

Corollaire 5.8. Toute représentation projective de IF possède 

un relèvement. 

5.9 Examinons maintenant si l'on peut imposer le déterminant 

d'un relèvement, pour une représentation projective donnée. D'une 

façon générale, soit R une représentation linéaire de degré n de 

WF . On appellera déterminant de R et on notera Det R le 

caractère de FX qui rende commutatif le diagramme suivant: 

R GL(n,<C) 

Det R 

Si R' est une reprisentation linéaire de GF, nous noterons 

Det R' le déterminant de sa restriction à WF: c'est un caractère 

d'ordre fini de FX , que nous appellerons déterminant de R'. 

, 
Soit QI un caractère de FX ; si l'on tord par QloT la repre-

F 

sentation linéaire R de WF de degré cela revient ' tordre , n , a 

Det R par œn. La donnée de la représentation projective r = rroR 

associée à R fixe donc le déterminant d'un relèvement modulo les 

puissances e n des caractères. Soit X le groupe des caractères de 

FX. un raisonnement analogue à celui de 5.2 montre que la restric-

tian des caractères à ~ (F) n permet d'identifier X Hom (DJ, ( F) , <C ) 
n 

' a 

X modulo les puissances ne • La donnée de r fixe donc la restric-

tian à µ, ( F) 
n du déterminant de ses relèvements. 

5 .10 Donnons-nous une représentat:J.on p~cojective r de GF dans 

PGL(n,<C), et conservons les notatjons de 4.3 et 4.4, avec Q.=GF. 
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L'obstruction au relèvement de r à SL(n,CC) est l'élément 

de H2 (GF,&1 ) • Mais la propos.i.tion 5.3 nous donne un isomor-n . 

("l de Hom(µ (F),CCX) sur H
2

(G ,0-1, ). Ala représentation r 
n F n 

on peut donc associer le caract~re 
:v 

r OJ, ( F) 
n 

défini par 

rv -1 * r = œ (r (c
8

)). Le théorème suivant éclaire la remarque finale de 

5.9. 

Théorème 5.10. Soient r une représentat:ion projective de GF 

dans PGL(n,<C), et e un caractère d'ordre fini de Fx. Pour gu'jl 

e::iôste un relèvement de r de déterminant E , j.l faut et il suffit 

que E co:.i:ncide avec 
~-1 
r µ (F). En partjculier, r 

n se relève 

à SL(n,<C) si et seulement si r=l. 

Corollaire 5.10. Soit n' le nombre des racines de l'unité dans 

F dont l'ordre divise une puissance de n . Alors la représenta-

tion projective r : GF ➔ PGL(n,<C) possède un relèvement R tel que 

(oet R)n' = 1 . 

5.11 Montrons que le théorème implique le corollaire (qui, lui, 

implique trivialement le théorème 5.8). 

Soit r: GF ➔ PGL(n,<C) la représentatJon projective considérée. 

' ~-1 Par la proposition 5.1, le caractere r de 11.1 (F) n s'étend en un 

caractère X de Fx tel que n' 
X = 1 • Le théorème 5. 9 donne alors 

l'existence d'un relèvement R de r dont le déterminant soit X, 

d'o~ le corollajre. 

5.12 Démontrons le théorème 5.10, et pour cela gardons les 

notatjons de 4.3 et 4.4. 

Soit O': PGL(n,<C) ➔ SL(n,CC) une section quelconque de la pro-

jection 

cocycle 

1TISL(n,<C) . Alors c 8 est la classe de cohomologie du 

y E z 2 (PGL(n,ct),iµ) défini par 
n 

y(u,v) = cr(u)cr(v)cr(uv)-l pour u et V dans PGL(n,CC). 
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* Par conséquent r (c
8

) est la classe de cohomologie du cocycle 

Y E. 2( ) Z GF,1µ n 
défini par 

~ -1 
Y(s,s') = CJ{r(s) )o-(r(s') )cr(r(ss')) 

pour s et s' dans GF. 

Un relèvement R: GF ➔ GL(n,<C) de r est défini par une appU.-

cation continue h G -➔ <r!x telle que 
F 

R(s) = h(s)a(r(s)) pour 

s ç GF . Comme R doit être un homomorphisme, h est assujettie à 

vérifier la condition 

rv -1 -1 
Y(s,s') = h(s)h(s' )h(ss') pour s et s' dans GF, 

~-1 
Y = ôh, où ô est l'opérateur cobord de c'est-â-dire que 

c1
(GF,<CX) dans z 2 (GF,<r!x), où l'on considère h comme une cochai.ne. 

Remarquons alors que le déterminant de R(s) est égal à n h ( s) • 

Pour qu'il existe un relèvement R de r, tel que Det R = E , il 

faut et il suffit donc qu'il existe une cochai.ne continue 

h E c 1 
( GF, <r!x) telle que 1 'on ait : 

où E ' est le caractère de GF prolongeant e 0 ,. F , E ' E H
1 

( GF, <CX) • 

5.13 Considérons la suite exacte suivante de GF-modules 

triviaux: 

1 ➔ l)J, ➔ (l'!x n (l'!x ➔ 1 . 
n 

La suite exacte de cohomologie associée définit l'opérateur 

~ cobord ô dans 2 
H (GF,µn). Il est alors facile de 

voir que les conditions imposées plus haut à h signifient précisé-

ment que l'on a 
* -1 rv 

r ( cs) = ô ( E ' ) • 

Comme r est défini par ~ -1 * r = ~ (r (es)), ce qu'il s'agit de 
rv 

montrer est que 6(E') = 01(EIµ, (F)). Pour cela, il nous faut revenir 
n 

à la définition de a en 5.2. Appelons TJ la restriction de E à 

IJl, ( F). Pour construire ô' , l'on commence par étendre -~ en un carac-
n 
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t~re d'ordre fi_ni ae Fx nous prendrons e • Alors ry(~) est 
.,,...., 

défini.e par <Y(lJ) = O(ë'). C.Q.F.D. 

5.14 Si l'on cherche à généraliser les résultats précédents à 

une représentation projective r de WF , 

2 

l'on est amené à consj_-

dérer les éléments de H (WF,[l.J,n). 

Utilisons à nouveau le théorème 4.8 et écrivons r = r' .(7T 0 p), 

où r' est une représentation projective de type galoisien et p 

une représentation linéaire non-ramifiée telle que p commute à 

H = rr- 1 (r(WF)). A cause de cette commutabilité, on a 

* * * 2 r (es) = r' (es). (rrop) (es) dans H (WF,U-J,n). Mais 1T p se relève 

évidemment à 

conséquent 

SL ( n, <C) : l'on peut choisir P(Fr) dans SL(n,<C). Par 

* (1Top) (es) * * est nul et r (es)= r' (es). Notons r" la 

représentation projective de GF 

2 

prolongeant r', et cpF l'applica

tion de restriction de H (GF,~n) dans 

·)!- * 
r (es) = cpF{r" (es)). 

5 .15 Nous associerons alors à r le caractère ~ r de 

égal à ~ r" (défini en 5.10). Ce caractère ne dépend que de 

l}J, (F) 
n 

r et 

non de la décomposition r = r' .(1Top). Cela peut se voir en utilisant 

le théorème suivant, qui caractérise 
~-1 r comme la restriction à 

~ (F) du déterminant d'un relèvement de r. n 

Théorème 5.15. Soient r une représentation projective de w 
F 

~ et r un caractère de [l.J, (F) n associé à r comme 

précédemment. Soit E un caractère de FX. Pour qu'il existe un 

relèvement de r de déterminant e , il faut et il suffit que e 

coïncide avec 
~-1 r .ê..YX. µ (F). En particulier n 

~ SL(n,<C) si et seulement si r= 1 . 

r se relève à 

Comme en 5.11, l'on démontre le corollaire suivant 
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Corollaire 5.15. Soit n' le nombre des racines de l'unité dans 

F dont 1 'ord1:e ël.:i_v:ise une puj ssa.nce de n • Alors la reorésent.a-

tion projective r: W.F ➔ PGL(n,<r) possède un relèvement R tel que 

n' 
(Det R) = 1 . 

5.16 Démontrons le théorème 5.15. Nous conservons les notat:ions 

de 5.14-5.15. 

L'on supposera que P prenne ses valeurs dans SL(n,<r). Si R' 

est un relèvement de r' de déterminant E , alors R' .p est un 

relèvement de r de déterminant E , et réciproquement. Comme l'on 

peut écrire E = XnE, où E' est d'ordre fini et X non-ramifié 

_(et en particulier trivial sur 

est d'ordre fini. Mais alors r' 

~ (F)), l'on peut supposer que n 

a un relèvement de déterminant 

si et seulement si r" a un relèvement de déterminant E • Le 

théorème 5.10 permet alors de conclure. 

E 

E 

5. 1 7 Théorème 5. 1 7. Soient F un corps local de carac.téristigue 

p, et r une représentation projective de WF de degré une puis

sance de p. Alors r se relève à SL(n,~). 

~ Démonstration: En ce cas iµ, (F) = 1 
n donc r = 1 , et 1 ' on 

utilise le théorème 5.15. 
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6. Caractères centrigues. 

6.1 Fixons une repr~sentation projective r de degré n de 

WF, de type galoisien. (Rappelons qu'une représentat.~on projective 

irréductible est de ce type) . Elle a une ::.mage finie, donc définit 

une représentation project:ive f:iaèle, encore appelée r, d'un 

quotient fini G de ~'JF . Le corps K fixé par Ker ( r) est le 

corps centrigue de r et G = Gal(K/F). 

On cherche à relever r en une représentation R: WF ➔ GL(n,<C). 

Mais alors l'image de W par 
K 

R est formée de matrices scalaires, 

donc R est triviale sur l'adhérence du groupe des commutateurs de 

WK. Le quotient de WF par ce groupe est le groupe de Weil relatif 

W(K/F) de K sur F . Fixa.nt r, l'on considérera désormais les 

relèvements de r comme des représentations de W(K/F). 

6.2 Le noyau de la projection de W(K/F) sur G est 

l'abélianisé de WK, qui est isomorphe à Kx. On peut donc consi-

aérer W(K/F) comme extension de G par Kx. On sait d'ailleurs 

que est cyclique, d'ordre le cardinal de G, et qu'il 

est engendré par la classe définissant l'extension W(K/F). 

Si R est un relèvement de r, on note XR le caractère de 

Kx défini par la restrjction de R à Kx 

X 
X E K C w ( K/ F) • 

On dit que XR est le caractère centrigue de R. On obtient ainsi 

le diagramme commutatif suivant: 

1 ➔ KX ➔ W(K/F) - G ------+ 1 

1 ➔ CCX ➔ GL(n,<C) ➔ PGL(n,<C) ➔ 1 . 

Le caractère détermine R à torsion près par un caract~re 
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de W(K/F) se factorisant par G. 

Inversement, ~tant donnée une repr6sentation fidèle r de 

G = Gal(K/F), on appelle encore r la représentation de WF qu'elle 

définit et l'on dit que le caractère X : Kx ➔ <I!x est centrigue pour 

r s'il existe un relèvement de r (relèvement consjdéré, nous 

l'avons dit, comme une représentation de W(K/F)), dont X soit le 

caractère centrique. 

6.3 Remarquons que G agit trivialement sur <I!x. Par consé

quent, le caractère XR est invariant par G, i.e. est trivial sur 

KI , le sous-groupe de Kx engendré par les éléments 

xEKX et o-EG. 

0--1 
X , OÙ 

La projection de WF sur W(K/F) définit un isomorphisme de 

W(K/F)ab avec Wab et, par composition avec l'isomorphisme de réci-
F 

procité, on obtient une application iK/F: W(K/F) ➔ Fx. Soient R 

et R' deux relèvements de :t. Alors il existe un caractère et de 

Fx , tel que R' = R© (~oiK/F). Mais la restriction de iK/F à Kx 

se traduit par la norme NK/F = N , et l'on a XR, = XR. ( et 0 NK/F). 

Par conséquent XR et XR, ont même restriction au noyau rt" de 

la norme NK/F: Kx ➔ Fx. Inversement, si X est un caractère de 

X 
K ayant même restriction que à KN, il existe un caractère 

°' 1 de tel que 

X pour x E K . 

Etendant œ' en un caractère 01 de Fx, on obtient 

X = 

On appellera la restriction commune des ' a parcou-

rant l'ensemble des relèvements de r . Remarquons que xr est 

trivial sur KI , donc définit par passage au quotient un caractère 

de -1 X H (G,K ). On peut énoncer: 
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Proposition 6.3. Soit r une représentation projective fidèle 

du groupe fini G = Gal(K/F). Un caractère X de Kx est centrigue 

pour r si et seulement s 1 :i.l prolonge Xr 

6.4 Les raisonnements précédents supposent l'existence d'un 

relèvement pour r, que nous avons démontrée en 5.8. Il est plus 

j ntéressa.nt de définir xr directement, de démontrer ( avec cette 

définition de xr) la proposition 6.3, puis d'en déduire le théorème 

5.8. C'est ce que fait Buhler [Bu, Th. 1]. Nous donnons ici la défi-

nition de selon [Bu]. 

Comme (C est divisible, donc cohomologiquement trivial, la 

suite exacte de G-modules triviaux : 

1 ➔ 2" ➔ CC exp ( 27T i . ) ~ CCX ➔ 1 

donne un isomorphisme, le cobord 

* 2 X Comme on a r (c) EH (G,<C) (notations de 4.3 avec G = G), 

on a ôr*(c) E H3 (G,2"). L'opération de cup-produit envoie 

(où À est le cardinal de G) par l'application invF du corps de 

classes. Si xEKN, on note [x] sa classe dans H- 1 (G,KX) et 

l'on définit 

Le théorème 1 de [Bu] équivaut à la proposition 6.3, pour cette 

définition de X • r 

6.5 La proposition 6.3 a certaines conséquences intéressantes. 

Si r est une représentation projective de type galoisien de 

WF, et R un relèvement de type galoisien de r, on appelle 
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niveau de R l'ordre du caractère centrique de R • 

Proposition 6. 5. Soient m un ent i er, m k 1 , et r une repré-

sentation projective de type galoisien de WF. Alors r a un relè

vement de niveau divisant m si et seulement si la propriété suivante 

est vérifiée : 

pour 

En effet, dire que le relèvement R de r est de niveau divi

sant m signifie que XR est trivial sur Kxm, qui est un sous

groupe fermé de KX. On utilise alors le lemme d'extension suivant, 

avec X Xm N , 
J=K , B=K , X=K , X =X r 

Lemme d'extension 6.5. Soient J un groupe abélien localement 

compact, B un sous-groupe fermé de J, X un sous-groupe compact 

de J et X' un caractère de X. Alors X' peut s'étendre en 

un caractère X de J trivial sur B si et seulement si 

B n xc Ker(x'). 

La condition donnée par ce lemme est 

se traduit immédiatement par la condition de la proposition. C.Q.F.D. 

6.6 Théorème 6.6. Soit r une représentation projective de 

degré n de WF, de type galoisien. Soit n' l'ordre du groupe 

des racines de l'unité de F dont l'exposant divise une puissance de 

n. Alors r a un relèvement de niveau divisant nn'. 

Cette assertion est évidente d'après le corollaire 5. 10, mais on 

peut la démontrer sans utiliser ces résultats du chapitre 5, ce qui 

donne d'ailleurs une nouvelle démonstration, due à Buhler, du 

théorème 5. 8. 

Il suffit de remarquer que le caractère Xr défini en 6.4 est 

1 • • r * ( C ) E H2 ( G, /l"lx ) . d ordre divisant n: nous avons vu que \L, provient 
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de * r 2 r (es) c H (G,r,_1n}. Par consé·quent est d'ordre divisant n 

dans tt2 (G,Cx) et xr l'est aussi. 

Sachant cela, supposons que x E KX vérifie 

Alors on a NK/F(x) 
n' 1 . n'rKN . ·1• b' = , 1 .• e. x c • AJ.nsJ. on o tJ.ent 

nn' 
X (x ) 

r 
n' n = (x (x )) 

r = 1 et la condition de la proposition 6.5 est 

vérifiée. C.Q.F.D. 

6.7 Plutôt que de donner la démonstration du théorème 1 de 

Buhler, nous allons définir Xr d'une autre façon, et démontrer la 

proposition 6.3 correspondante. 

Considérons le sous-groupe fermé GK de GF. La suite exacte 

de Hochschild-Serre correspondant à œx s'écrit: 

1 ➔ H1 (G,Cx) ➔ H1 (GF,œx) ~ H1 (GK,œX)G -S+ H2 (G,œx) ➔ 1, puisque l'on 

a G = GF/GK et H
2 

( GF, œx) = o d'après le théorème 5. 7. 

On peut identifier H1 (GF,~x) et H1 (GK,œx) avec les groupes 

des caractères d'ordre fini de Fx et Kx respectivement. Alors 

H1 (GK,CX)G s'identifie au groupe des caractères d'ordre fini de Kx 

triviaux sur KI • A un caractère X de Fx, l'application 

associe alors le caractère de Kx. Un raisonnement semblable 

à celui de 6.3 montre que le conoyau de ~ s'identifie canoniquement 

au groupe X' des caractères de KN triviaux sur KI (KN, étant 

compact, n'a que des caractères d'ordre fini). Par conséquent,la 

transgression tg définit un isomorphisme y de X' sur 

L'on définit alors Xr 

* r (c) est d'ordre divisant 

par la formule Y(x; 1 ) = r * (c). Comme 

2 X n n dans H ( G, œ ) , on a x = 1 . r 

6.8 Reste à montrer qu'un caractère x de Kx est centrique 

pour r si et seulement s'il prolonge Xr. Tout d'abord l'on peut 

supposer que X est d'ordre fini : en effet,il existe un caractère 

non-ramifié ~ de Fx tel que x. ~oNK/F soit d'ordre fini, et 

est trivial sur KN. 
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Par le lemme 3.6, l'on sait que X est centrique pour r si 

* et seulement s'il est triv~al sur KI et vérifie X*(d) = r (c) 

où d E H2 (G,KX) est la classe de cohomologie décrivant W(K/F). 

Supposons donc X trivial sur KI . 

Considérons l'homomorphisme de transgression 

tg Hl(GK,<CX)G ➔ H2(G,<Cx), et appelons TJ la restriction 

' KN ~ de X a . Alors on a, si X est le caractère de GK associé 

' ~ H2 (G, <CX), a X , y ( TJ ) = tg(x) dans par définition de y . Tout 

revient alors à montrer que l'on a 

En effet, si X est centrique pour r, il vérifie 

* -1 -1 
X* ( d ) = r ( c ) , d ' où Y ( TJ ) = Y ( X r ) et TJ = X • Inversement, si 

r 

TJ = x , alors Y(TJ-1 ) = r*(c), d'où r 
* x*(d) = r (c). De plus, X, pro-

longeant Xr, est trivial sur KI • 

6.9 Prouvons donc la formule 

Choisissons une section T : G ➔ W(K/F) de la projection ~ de 

W(K/F) dans G • La classe de cohomologie d E H2 ( G,Kx) est repré

sentée par le cocycle d' défini par: 

-1 d ' ( s , s ' ) = T ( s ) T ( s ' ) T ( s s ' ) pour s , s ' E G • 

Choisissons une section V de la projection de WF sur G, telle 

que T = j 0 v , où j est la projection de WF sur W(K/F). Alors 

l'élément inf(X*(d)) E H2 (GF,<Cx) est défini par le cocycle 

inf x 0 d' = d" , où inf désigne l'inflation. On a 

~ -1 d"(g,g') = x(voµ(g)vo,µ(g' )voµ,(gg') ), où g et g' sont dans 

GF et µ est la projection de GF sur G. Considérons alors la 

cochaîne continue f E c1 ( GF, <Cx) définie comme suit : pour g E GF 

on écrit g = x(g)voµ,(g) avec x(g) E GK, et l'on pose 

() ~-1( ( )) . rG f(g) =~x-l(g). f g. = X x g • Si g c K , alors 
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On ël. 
rv •-1 -1 -1 -1 

d"(g,g') = x(x(g) g x(g') ·g 1 (x(gg') gg') ). Mais 

est invariant par G, donc l'on trouve 

-1 
d '.' ( g, g ' ) = f ( g) f ( g' ) f ( gg ' ) , 

c'est-à-dire que d" est le cobord de f . 

Récapitulons : Nous avons construit une cochaîne continue 

1 X ~-1 
f é: C (GF,<t ) dont la restriction à GK est l'élément X de 

H1 (GK,~x) et dont le cobord ôf est l'inflation du cocycle x 0 d' 

représentant x*(d). On reconnait là le fait que tg(i- 1 ) = x*(d) 

[La, p. 109]. C.Q.F.D. 

7. Conducteurs et exposants des représentations linéaires. 

7.1 Soit L une extension galoisienne finie du corps local F . 

Si p est une représentation linéaire du groupe q = Gal(L/F), on 

notera c(p) le conducteur d'Artin de p [Se 1, ch. VI]. On notera 

a(P) et on appellera exposant de P , l'exposant de ce conducteur 

l'on a c(P) = v;(p) . Si R est la représentation de WF que P 

définit, il est cohérent de définir l'exposant a(R) de R par la 

formule a(R) = a(p). 

Si R est une représentation linéaire de type galoisien de 

WF, l'on vient de définir son exposant. Il est facile de voir que 

cet exposant ne dépend que de la restriction de R au groupe d'iner

tie IF. On peut alors étendre la définition de l'exposant à toutes 

les représentations linéaires de WF : si P est une représentation 

non-ramifiée de WF, de même degré que R et commutant à R, et 

telle que R .,o ·soj_ t de type galoisien, l Ion définit a ( R) par la 

formule a(R) = a(R.p). Il reviendrait au même d'utiliser la distri

bution de Herbrand [we 1, App. 1]. 

Si X est un caractère de Fx, l 1 exposant du caractère XoT 
F 

de WF est a(xo-rF) = m+l, où m est le plus grand entier i tel 
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que X soit non-trivial sur (on posera rn=-1 si 0 
X ( UF) = 1) . 

On écrira souvent a(X) au lieu de a(XoT ) . 
F 

7.2 Si r est une représentation projective de WF, on 

appelle exposant de r et on note a(r) le plus petit des exposants 

des relèvements de r . Une représentation linéaire R de WF est 

dite primordiale si l'on a a(R) = a('IToR). Il revient au même de dire 

que l'on a a(R) ~ a(R0 x), quel que soit le caractère X de WF . 

Pour une représentation projective r donnée de WF , il ex:i.ste 

toujours un relèvement de r qui est primordial. 

7.3 L'on peut définir [ Se 1, ch. IV, §3 J les sous-groupes 

de WF pour u E !R , u k -1 : ce sont les sous-groupes de ramification 

de WF en numérotation supérieure. Si G = Gal(K/F) est un quotient 

fini de WF , 1 'on a Gu = WK. W~/VvK . Le groupe w; est le groupe 

d'inertie IF 

W+ = U WFe: . 

• On notera w; le groupe de ramification sauvage : 

-1 . 
On a bien sûr WF = WF . Si m est un entier positif 

F e:)o 

et u un nombre réel, tel que l'on ait m-1 ( u ~ m , alors l'on a 

Par suite, si X est un caractère de WF, l'exposant de X 

est a(X) = <Y+l où a est le plus grand indice u tel que X soit 

non-trivial sur 

Si R est une représentation linéaire quelconque de WF , 

appellerons Ru la restriction de R ' wu et noterons a F 
, nous 

<Y ( R) Ru * le 12lus grand indice u tel que soit non-triviale . 
voulons généraliser la propriété précédente des caractères à des 

représentations irréductibles quelconques de WF. 

nous 

No-us 

7.4 

R ' a 

Soit Q 

sera notée 

un sous-groupe 
WF 

Res 4 (R). Si 

fermé de WF; la restriction de 

K est une extension (séparable) 

* On pose œ(R) =-1 si R est triviale. , 
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Cl·::;: WK , on écrira aussi au lieu de 

de 

F et que l'on prend 
WF 

Resw (R), et parfois 
K 

~ si. aucune confusion ne peut en résulter. 

Si q. est un sous-groupe fermé de WF et R une représenta

tion continue (de dimension finie) de Q., nous noterons I(R) le 

nombre de fois où la représentation triviale de q. intervient dans R. 

Nous nous intéressons d'abord à la restriction de R à WK, 

quand K est une extension modérément ramifiée de F. 

7.5 Théorème 7.5 . .§.Qll. R une représentation linéaire de 

degré n de WF. Soit K une extension modérément ramifiée finie 

de F fixée par Ker(R), et posons 

= e[a(R)+I(R 0 )-n] 

e = e(K/F). Alors on a 

Corollaire. Si I(~) = O Qn...A 

ea ( R) = n ( e-1) + a ( ~) 

En effet, si la représentation triviale n'intervient 

~ = Res!.F (R), elle n'intervient pas non plus dans R0 

nr 
Ceci prouve le coroll&ire. 

pas dans 

F 
= ResF (R). 

nr 

Remarquons que, si R est irréductible et que ~ est non

triviale (i.e. I(~) f,n) alors on a I(~) = 0 et le corollaire est 

applicable : en effet R est une représentation irréductible de WF, 

et par suite ~ est somme de représentations irréductibles permu

tées par l'action de WF. 

Si est triviale, l'on trouve a(R) 0 = n-I(R ), ce qui est 

naturel. 

7.6 Démontrons le théorème 7.5. 

Pour cela, supposons d'abord que R soit de type galoisien, se 

factorisant par G = Gal(L/F). Alors K est incluse dans L. 

Appelons H le groupe de Galois de L sur K et posons 

g. = card(G.) , h, = card(H,) pour i )-1 . Appelons cp le carac-
1. l. J. J. 



tère de la représentation de G définie par R. 

Alors on a [Se 1, p. 108, cor. 1] : 

00 g. 
a(R) = I: 1. [cp(l)-.l_ I: cp(s) l 

::.=O go g. sEG. l 
1. 

00 h. 
a(~) I: 1. [cp(l) 1 I: cp(s)] == h -h. 

i=O 0 l. sEH. 
J. 

Mais pour i ) 1 , on a H. = G .. Par suite on a 
J l 

a(R) -cp(l) +.l.. 
go 

I: cp(s) 
sEG 

0 

On voit alors facilement que g = eh 
0 0 

cp(l) == n et 
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1 ~ cp(s) = 
ho sEH 

I(~), d'où le résultat quand 

0 

R est de type galoisien. 

Si R n'est pas de type galoisien, choisissons une représenta

tion non-ramifiée P de degré n de WF, commutant à R, et telle 

que R 1 == R.p soit de type galoisien. On a a(R') = a(R), puisque 

p est triviale sur IF. Appelons K' la sous-extension de K.F nr 

fixée par Ker(R' ). Alors on a K'.F = K.F nr nr 

est le corps fixé par 

en effet K' .F nr 

et K.F nr le corps 

fixé par WK n IF . Mais si x est un élément de WK n IF , x fixe 

K' .F nr Réciproquement si X fixe K' .F , il s'écrit sous la nr 

forme x=yz où y est dans wKn IF et z dans Ker(R 1
). Mais 

alors z est un élément de IF et donc aussi de Ker(R). L'on a 

alors X = yz E WK n IF et X 

K'.F = K.F nr nr 

fixe K.F • On a bien démontré nr 

On en déduit les égalités a(~)= a(RK) = a(~,) et 

I {~) = I (~,) = I (~ <;') , d'où le résult;:i_t pour R à partir de 

celui pour R'. 
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7.7 Quand R est une représentation linéaire de WF, nous 

avons défini en 7.3 le nombre a(R). Ce nombre intervient dans le 

calcul du conducteur de R: 

Théorème 7.7. Soit R une représentation linéaire de degré n 

de WF . Soit H un sous-groupe ouvert 

W~(R) .Ker(R), et supposons gue l'on ait 

i) a(R) = n(œ(R)+l). 

de WF inclus dans 

WF 
I(ResH R) =O. Alors on a 

ii) Pour tout sous-groupe ouvert H' de WF, d'indice 

fini dans WF et contenant H et Ker(R), Q!l__g, 

e(K/F) a(R) = nd(K/F) + a(~) , 

où l'on a noté K l'extension de F fixée par H'. 

7 .8 Si l'on a a(R) = O, i.e. O!(R) = -1, ce théorème est évident. 

Supposons donc que l'on ait ~(R) )0. 

Supposons d'abord le théorème démontré quand R est de type 

galoisien. Prenons une représentation linéaire quelconque R de 

WF, et, comme en 7.6, fixons une représentation non-ramifiée P de 

WF, commutant à R, et telle que R' = R.p soit de type galoisien. 

Alors on a a(R') = a(R) et ~(R') = O!(R) d'où une démonstration 

de i). 

Appelons, comme en 7.6, K' 

fixé par Ker(R'). Alors on a 

le corps contenu dans 

K'F = K.F • nr nr et aussi 

K.F nr et 

a(~)= a(~ 1 ). L'on vérifie facilement que l'on a e(K/F) = e(K'/F) 

et d(K/F) = d(K'/F). On en déduit que ii) est vraie pour R. 

Remarque : On pourrait énoncer les théorèmes 7.5 et 7.7 en 

supposant seulement que K.Fnr est finie sur F , au lieu de supnr 

poser que K est finie sur F. Mais cela nécessiterait de définir 

e(K/F), d(K/F) et a(~) pour une telle extension K de F, ce 

qui n'est pas difficile, mais que nous n'avons pas fait. 
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7.9 Il reste à démontrer le théorème 7.7 quand R est une 

représentation de type galoi.sien. Elle se factorise alors à travers 

un quotient fini G = Gal(L/F) de WF . Si l'on prend pour L le 

corps fixé par Ker(R), on obtient, par passage au quotient, une 

injection R de G dans GL(n,~). De plus l'on a ~(R) = œ(L/F). 

~ Par conséquent, l'image H de H dans G est incluse dans 

cx(L/F) _ 
G - GB(L/F) . 

L'hypothèse sur signifie que l'on a 
G~ 

I ( Res~ R) = 0 • 
H 

'" Appelons H' l'image dans G d'un groupe H' vérifiant les 

conditions de ii), et notons cp le caractère de la représentation 

~ ~ R : q) (X) = Tr R (X) pour X E G • 

,-., 

7.10 Le groupe H est abélien, puisqu'il est inclus dans 

G~(L/F) • Par conséquent, il existe une base de <Cn et des carac-

tères de ~ H tels que, pour h EH , la matrice de '" R(h) 

dans cette base soit la matrice diagonale d'éléments diagonaux 

~ Soit x un élément de G. Soit (a .. ) la matrice de R(x) 
J.J 

dans la base précédemment fixée de <Cn. Alors la matrice dans cette 

base de R(xh), pour 
. ,...., 

h E H , est (a .. x. (h)). Par conséquent, l'on a 
J.J J 

n 
~ 

i=l 
a .. x.(h)= 

].]. 1 

n 
~ 

i=l 
a.. ~ X. (h) • 

].]. hEH 1 

Mais l'on a 
G~ 

I(ResH R) = 0 et par suite aucun des caractères 

n'est trivial, d'où l'on tire 

~ X
1
. (h) = 0 

hEH 
et ~ cp(xh) = O pour tout x E G • 

hEH 

7. 11 Ut5clü;cns à nou.veai:. la formule [ Sc 1, p. 108. Co:::. 

CO 

a(R) = Z:: 
i=O 

X, 
]. 
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où g. = card(G. ). 
J. J. 

Il suffit d'ailleurs de sommer de O à S(L/F). Mais, pour 

est i { i3 (L/F), ~ G. contient H et par suite la somme I: cp ( s) 
1 sE G. 

nulle. l 

/5 ( L/F) g. ~(L/F) g. 
On tire alors a{R) I: ::t = n( 1 + I: 2:) en = n 

i=O go i=l go 
d'où 

a ( R) = n ( 1 + cpL/F ( ~ (L/F))) par définition de la fonction cpL/F • 

Comme 0t.{L/F) = cpL/F(S(L/F)) on ai). 

7 .12 Si ~ est le groupe de Galois d'une e::r:tension galois.:i.enne 

finie de corps locaux, nous noterons aG le caractère de la représenta

tion d'Artin de 4 [Se 1, ch. VI]. 

Le caractère est constant sur les classes 

~ puisque H est inclus dans G~(L/F) • Par suite on a 

1 
a(R) = g 

~ xH où ~ x E G\H , 

L'on utilise alors [se 1, p. 108, prop. 4] qui dit que l'on a 

a l = f ( K/F ) ( rQ,/, , d ( K/F) + a~H , ) , 
G H' n 

où K ~ est le corps fixé par H' 

et le caractère de la représentation régulière de 

~ On en déduit l'égalité suivante, où h = card(H') 

e{K/F)a(R) 

d'où 

e(K/F)a(R) 

1 
= fi 

= nd(K/F) + ,! h 

= nd(K/F) + a(~) ce qui démontre ii). 

~ H' • 

7.13 Remarque : L'on a également e(L/;F)a.(R) = n(d{L/F)+i3 (L/F)+l) 

en vertu dei} et du lemme suivant. 

Lemme 7.13. Soit L une extension galoisienne (finie) du corps 

local F. Alors l'on a 

e ( L/F) ( Ol ( L/F) + 1 ) = d ( L/F) + ~ ( L/F ) + 1 . 



Démonstration: Posons G = Gal(L/F) et écrivons 

cardinal de G .. Alors par [se, prop. 4, p. 72], on a 
l 

00 

d(L/F) = I: (g.-1) = 
. 0 l. 

i3 (L/F) 
I: 

1= 

d ( L/F) + ~ ( L/F) + 1 = 

C.Q.F.D. 

i=O 
S (L/F) 

I: 
i=O 

(g.-1) 
J. 
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g. pour le 
J_ 

7 .14 Reprenons les notati.ons et hypothèses du théorème 7. 7 i:~_), 

et supposons que K soit galoisien~e sur F, i.e. H' invariant 

dans WF. L'égalité ii) du théorème 7.7 peut encore s'écrire: 

e ( K/F ) a ( R) - n [ d ( K/F) + (3 ( K/F ) + 1] = a ( ~ ) - n ( f3 ( K/F) + 1 ) . 

Le lemme 7.13 donne alors 

e(K/F) [a(R) - n(œ(K/F) + 1)] = a(~} - n(~ (K/F) + 1) 

On a évidemment ~(K/F) i ~(L/F) , puisque Gal(K/F) est un quotient 

de Gal(L/F). L'on en déduit l'inégalité 

a ( R) = n ( œ ( L/F) + 1 ) ) n ( cv ( K/F) + 1 ) 

d ' où a ( ~) ~ n ( f3 ( K/F) + 1 ) • 

,., 
Si le groupe H' contient WO' (R) = Wa (L/F) 

F F 
, on a meme 

01 ( K/F ) < ~ ( L/F) 

d ' où a ( ~) ) n ( \3 ( K/F) + 1) • Enonçons donc 

Proposition 7.14. Conservons les hypothèses et les notations du 

Théorème 7.7 ii). Supposons de plus K galoisienne sur F. Alors 

~ a(~) ), n((3 (K/F) + 1) et on a même inégalité stricte si H' 

contient w;<R) • 
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7.15 
, 

cc,nsc:q1.'ences 

Supposons d'abord 

nons pour H le groupe 

R irréductible de type galoisien, et pre-

~(R) WF 
WF .Ker(R). Alors ResH R est somme de 

caractères tous conjugués par 

sont tous non-triviaux, d'où 

l'action 
WF 

I(ResH 

de WF, et par conséquent ils 

R) = 0 . On pourra donc appli-

quer le théorème 7.7 avec ce choix de H. 

Théorème 7.15. Soit R une représentation linéaire irréductible 

de WF, de degré n. Alors on a 

a(R) = n(01(R) + 1) • 

Démonstration: D'après ce qui précède, c'est vrai si R est 

de type galoisien. Sinon, il existe un caractère non-ramifié X de 

WF tel que R® X soit de type galoisien. On a a(R} = a(R® X) et 

œ(R} = O!(R® X). C.Q.F.D. 

7 .16 Supposons maJntenant que la représentation project:i.ve 

r = rroR soit de type galoisien. On a défini en 6.1 le corps centrique 

de r. Appelons-le K. En 6.2, on a défini le caractère centrique 

XR de 

H' =W 
K 

X X 
R : XR : K ➔ <C • On pourra appliquer le théorème 7. 7 à 

s'il existe un groupe H, inclus dans w;(R) n WK, et 

d'image non triviale par R, i.e. si 

une matrice scalaire non triviale. 

R(WCY(R)) 
F contient au moins 

Remarquant alors que ~ est équivalente à la somme directe de 

n fois le caractère XR, on obtient le théorème suivant: 

Théorème 7.16. Soit r une représentation projective de WF, 

de degré n et de type galoisien. Soient K .ê.QD corps centrigue, 

R un relèvement de 

Supposons que 

triviale. Alors on a 

r et XR son caractère centrigue. 

R(W~(R}) contienne une matrice scalaire non
F 

e(K/F)a(R) = n(d(K/F) +a(xR)) 



et a. ( XR) >t R (K/F) + 1 . Cette dern.:! ère inégaLi té est stricte s; 

contient W
c:v(R) 
F . 
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w 
K 

7.17 Ccrol lc1-5.re 7 .17. S;,_1,§. restrice on_ de r est j rrô.-

duct~.ble, alors on a e(K/F)a(R) = n(d(K/F) +a(xR)) quel que soit 

le relèvement R de r. On a aussi a(XR)) fl(K/F)+l. 

Démonstration : La représentation l.i.néaire R est irréductible. 

Il suffit donc de démontrer ce corollaire quand R est de type 

galoisien. Appelons L le corps fixé par Ker(R), posons 

G = Gal(L/F) et appelons 

R. Alors l'hypothèse que 

G ~ ResG R est irréductible. 
1 

~ R la représentation de G définie par 
WF 

Resw+ r 
F 

soit irréductible implique que 

Mais G~(L/F) est central dans G1 

[se 1, p. 77, prop. 10]. Par le lemme de Schur, on en déduit que 

~ ) _ œ(R) 
R(Gfl(L/F) - R(WF ) est formé de matrices scalaires. On applique 

alors le théorème 7.16. Comme on a de plus W~(R) c WK, on obtient 

l'inégalité stricte a(XR) ) fl(K/F) +1. 

La première partie de ce corollaire équivaut à la proposition 2 

de LBu, p. 21]. 

7. 18 Démontrons maintenant le théorème 2. 4 de l ' ~.ntroduct5.on. 

Théorème 7.18. Soit R une représentation linéaire de WF, 

primordiale et de degré n. Si, pour tout caractère X de WF, on 

s. a(R® x) = n(O'(R® x) + 1), alors on a a(R® x) = sup(a(R) ,na(x)). 

Cela est vrai en particulier si R est irréductible et primordiale. 

Corollaire 7.18. Soit R une représentation linéaire de WF, 

irréductible et de degré n . Si. a ( R) n'est pas un multiple de n , 

R est primordiale. 

Ce corollaire est immédiat. Nous verrons en 9.8 que si 

n est premier et a(R) divisible par n, alors R est induite 
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par un caractère de WF , où 
n 

F est l'extension non-ramifiâe de 
n 

degrs n de F. Dans le cas g~n~ral, on peut poser la question 

sui vante : soit R une reprf:sent.atj_on linéaire de WF , .:l.rr~ductible, 

primord5ale et de degré n . Si n di.vise a ( R), ex:i ste-t-i.l une 

extens :; on non-rami fise E de F , dj stincte de F , et telle que R 

soit l'indujte d'une repr6sentation de WE? 

7.19 Démontrons.le théorème 7.18. 

Soit X un caractère de r,J On a '•p • a(x) = œ(x) +1, 

a ( R) = n ( oi ( R) + 1) et a ( R <8) X) = n ( 01 ( R ® X) + 1) • De na ( X ) t a ( R) on 

tire cv(x) ( a,(R). Par conséquent, quel que soi.t u , u ) oi(R), les 

représentations R , X et R® X sont triviales sur W~ • Donc on a 

a(R®x) t a(R). Comme R est primordiale, on a l'égalité. 

De 

sur 

na(x) 

v✓-:(x) 
K 

) a(R) on tire 

et triviale sur 

a(x) ) œ(R). Alors R® X est non-triviale 

Wu, si on a u) ~(x). Par suite 
K 

l'exposant est n ( 0t ( x) + 1) = na (X) • C.Q.F.D. 

7. 20 Par les mêmes méthodes, on démontre le résnl tat sui va.nt 

Théorème 7.20. Soient R (resp. S) une représentation irréduc-

tible de WF, de degré n (resp. m). Alors on a 

a(R®S} , sup(ma(R),na(S)) 

avec égalité quand ma ( R) t, na ( S) et que R ® S est _:i_rréductible. 
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8. Représentat:: ons :Lmprimi tj ves. 

8.1 Soit E une extension finie (séparable) de F. Si P est 

une représentation linéaire de w 
E 

et R l'induite de p 

nous noterons F 
R = IndE P et nous dirons que R est induite à Par-

tir de E. Tordre R par un caractère de WF revient à tordre P 

par la restriction à WE de ce caractère. Par conséquent, si r 

est la représentation projective que définit R, nous pouvons dire, 

par abus de langage, que r est induite à partir de E. 

Remarque : Tordre R par le caractère ~oTF de WF, où œ 

est un caractère de Fx revient à tordre .O par le caractère 

oioNE/FoT E , 

Si p 

où est bien un caractère de 

est un caractère de WE, nous dirons que R est mono-

· 1 E · t p T ' est un caracte're de Ex, on dJ'.ra mia e. crivan = xo E, ou X 

que X induit R et on écrira parfois F IndE X au lieu de F 
IndE P • 

Rappelons que, si R est une représentation de WF 1 ,on note 

F ResE R (et parfois ~) sa restriction à WE . 

8.2 Soient donc E une extension finie de F et P une 

représentation linéaire de WE. Il est intéressant de connaître le 

déterminant et le conducteur (ou l'exposant) de la représentation 

Ind~ p en fonction de ceux de P • 

Théorème 8.2. Soient p une représentation linéaire de degré 

n de WE et R son induite à WF. 

a) Appelons E le caractère de Fx gui est le déterminant 

de la représentation de permutation de WF ~ WF/WE. Alors on a, 

pour x E Fx (Det R) (x) = e (x) n(Det P) (x). 

b) Supposons P semi-simple. Alors R l'est aussi et l'on a 

a ( R) = f ( E/F ) ( nd ( E/F ) + a ( P ) ) • 
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La première part.:..e découle du fait suivant. !.De, p. 508]. Soient 

G un groupe, H un sous-groupe d I ind :i. ce f.i nj de G , et 

.,_L •• Gab ➔ Hab 1 t f t S · t P e rans er. oien une repr6sentation linéa~re 

(de dimension finie) de H et E le déterminant de la représenta

t::on de pe:i;-mutation de G sur G/H . Alors, pour x E G , on a 

det(Ind: P(x)) = E{x)dim p det p(t(x)) . 

L'interprétation de ce fait dans notre situation, par la théorie 

du corps de classes, donne la partie a) du théorème. 

Quant à la partie b), si P est de type galoisien, R l'est 

aussi, donc est semi-simple et l'égalité de b) est donnée par le 

corollaire de la proposition 4 de [se 1, p. 109]. 

Si P est irréductible, il existe un caractère non ramifié x 
X 

de F tel que P ' = P ® ( X oNE/F o'T E) soit de type galoisien. Alors 

R = (Ind~ p• )® (x-
1 o'TF) est semi-simple et l'on a a(,0 1

) = a(,O) et 

a(R) = a(Ind: p'), d'où le résultat. Le cas de p semi-simple quel

conque découle du cas où P est irréductible en décomposant p en 

somme de ses composants irréductibles. C.Q.F.D. 

8.3 Remarques : 1. En termes de conducteurs, la partie b) du 

théorème se traduit par c(R)~E = (~~/F c(p)) [E:F]. 

2. On peut sans doute démontrer que la formule 

de b) est vraie même quand p n'est pas semi-simple. 

3. Soit r = 7ToR la représentation projective 

dont R est un relèvement. Supposons r de type galoisien. Soit K 

le corps fixé par Ker ( r) . Alors on a E c K . En effet WE est le 

stabilisateur d'un sous-espace de l'espace de la représentation R, 

et WK stabilise chacun de ces sous-espaces. On a donc WE:) WK et 

ECK. Les corps à partir desquels on peut induire r sont donc con-

tenus dans le corps centrique K. 
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4. Le corps fix6 par Ker(R) est le plus petit 

corps galoisien sur F contenant le corps fixé par Ker(P). Cepen

dant, si r' est la représentation projective de WE définie par 

P , et K' son corps centrique, alors K n'est pas forcément le 

plus petit corps galoisien sur F contenant K'. On a néanmoins 

K ' K S . , •• K ' X ➔ "'X c . oienc xp ~ le caractère centrique de p et 

8.4 La proposition suivante contient des hypothèses analogues 

à celle du théorème 7.7. Nous ne nous en servirons pas par la suite, 

mais elle peut être utile pour le calcul des facteurs e attachés à 

des représentations induites. 

Proposition 8.4. Soient p une représentation linéaire de type 

galoisien de WE et R son induite ' WF Soient L le a . corps 

fixé par Ker(R) et G le groupe Gal (L/F). Si la représenta tien de 

Gj3 (L/F) 
= Go:(R) que R définit ne contient pas la re1:2résentation 

triviale, .Qll.._ft 

S(L/E) = S(L/F) • 

Démonstration: Posons H = Gal(L/E) et ~ = S(L/F). On définit 

grâce à 

~ et p 

R 

de G 

et P, par passage au quotient, des représentations 

et H respectivement et 

G ~ ResG R contient 
~ 

~ R est 
G~ 

IndG na 
(3 

l'induite de H ' a 

[ Se 4, 

~ R 

G 

de p • Mais alors 

p. 7 5] • Si G~ n H G ~ est nul, ResG R contient la représentation tri-
(3 

viale, contrairement à l'hypothèse. Donc 

i.e. est non-trivial. Par suite on a 

Gr-, n H est non-triv:i.al, 

~(L/E) = B(L/F). C.Q.F.D. 

8.5 Nous nous intéresserons surtout ici aux représentations 

irréductibles de, WF • Si p est une représentation lin~aire de w 
E 

qui n'est pas irréductible, son induite à WF ne l'est pas non plus. 
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F 
R= Ind.,.., p 

L 

(critère de Mackey [se 4, p. 75]) dans le cas particulier où E est 

galoisienne sur F, ce qui nous suffira pour les applications. 

Pour s dans WF/WE nous noterons ps la représentation gQg

juguée par s de p définie par ps(x) = p(crxa-- 1
) pour xEWE, où 

7 est un relèvement quelconque de s dans WF. 

Proposition 8.5. Soient E une extension galoisienne de F et 

p une représentation linéaire irréductible de WE. Pour que l'in

duite de P .ê:. WF soit irréductible, il faut et il suffit que p 

ne soit équivalente à aucune de ses conjuguées ps, s parcourant 

Gal ( E/F) - { 1}. 

Le raisonnement est celui de [se 4, p. 75], en se ramenant 

d'abord au cas où P est de type galoisien, par torsion par un 

caractère non ramifié. On appliquera cette proposition aux caractères 

8.6 Fixant une extension E de F, il est intéressant de 

donner un critère, dans certains cas, pour qu'une représentation R 

de WF soi.t induite à partir de E • La démonstration de la propo

sition suivante m'a été communiquée par P. Cartier. 

Proposit~on 8.6. 1) Soient E une extension abélienne finie de 

F, et R une représentation irréductible de WF. Alors lares

triction à WE de R est irréductible si et seulement si R tl 

R® œ sont inéguivalentes pour tout caractère œ de WF trivial 

_filg_ w E 
mais non sur WF. 

2) Supposons E cyclique sur F. Soit œ 1m. 

générateur du groupe des caractères de WF triviaux sur WE . Si 

l'on a R""' R ® Cl , il ex:i_ ste une représentation irréduct:ible p de 

WE telle que R soit l'induite à WF de p • 
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Remarque : Un caract~:re de trivial sur w 
F 

provient d'un 

caractère de \ OT I OÙ \ 
F 

est un caract~re de tel que À. ON / == 1 . E F 

8. 7 Dèmonstrati.on de la proposition 8.6. 

a) A torsi.on près par un caractère non-ramifié de WF, la 

représentation R de WF est de type galoisien. Par conséquent, sa 

restriction R à WE est semi-simple. 

b) Soit V l'espace de la représentation R et soit A 

l'algèbre des endomorphismes de V commutant à tous les éléments de 

R(WE). On fait opérer Gal(E/F) sur A de la façon suivante : si 

g E WF représente s E Gal ( E/F) et u E A , on pose 

s -1 u = R(g) u R(g) . 

c) Comme Gal(E/F) est commutatif, on a A= ffiœ ~ où ~ 

parcourt les caractères de Gal(E/F) et où l'on a posé 

Act= {uEAI us=ni(s)u 'VsE Gal(E/F)}. 

De plus, si ~ et ~ sont deux caractères de Gal(E/F), on a 

d) Remarquons que Ae1 est aussi l'ensemble des endomorphis

mes u de V tels que (R® ex) (g) .u = u.R(g) pour tout g dans WF • 

(On note aussi œ le caractère de WF défini par le caractère œ 

de Gal (E/F) = WF/WE .) 

Par le lemme de Schur appliqué aux représentations irréductibles 

R et R® Cl , on a dim A = 1 
~ 

si R""'R®Q'. et dim A = 0 
et 

sinon. 

e) A nouveau par le lemme de Schur, on voit que la repré-

~ sentation semi-simple R de WE est irréductible si et seulement si 

l'on a dim A= 1 . Mais comme on a dim A = 1 , où (l{ désigne le 
et 0 

0 

caractère trivial, cela équivaut à A = o pour et -:j. ('j i . e • à R 
Q'. 0 

et inéqui val entes pour ô'. -:/- et 
O 

• Ceci prouve la première 
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partie de la proposition. 

8.8 Démontrons-en la seconde partie. 

Avec les hypothèses de cette seconde partie, et les notations 

précédentes, choisissons 

Sj m est le degré de E 

u dans A , u f O • Alors on a 
~ 

sur F, les caractères de w F 

k c. u ~ A k . 
Oé 

triviaux 

sur WE sont les caractères m-1 l,œ, •.. ,œ • (On a choisi pour ~ 

un générateur du groupe de ces caractères). On en déduit que 

m-1 (l,u, ... ,u ) est une base de l'algèbre A. Cette algèbre est donc 

commutative, de degré m sur <C • 

Il s'ensuit que R est somme de m représentations irréducti-

bles P 1 , ... , Pm deux à deux inéqui val entes. Par la loi de récipro-

cité de Frobenius, on voit que R intervient dans chacune des repré-

sentations F IndE(pi). Comme la somme des degrés de ces représenta-

tions vaut m fois le degré de R, on voit que pour 

chaque i, ce gui démontre la proposition. On en déduit en outre que 

les p. se déduisent de l'une d'entre elles par l'action de 
J.. 

Gal(E/F) 

~ R = EB pour chaque iE{1, ••. ,m}. 
sE Gal (E/F) 

8.9 Rappelons qu'une représentation linéaire de WF est dite 

imprimitive quand elle est irréductible et induite à partir d'une 

extension de F distincte de F. Elle est dite primitive quand elle 

est irréductible et non imprimitive. 

Toute représentation linéaire irréductible R de WF est 

l'induite d'une représentation linéaire primitive P à partir d'une 

certaine extension E de F. Mais l'on sait [Ko 3] que le degré 

d'une représentation primitive est une puissance de p, la caracté

ristique résiduelle de F. On a donc 
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Théorème 8.9. Si p ne divise Pas n, toute représentation 

linéaire irréductj.ble de degré n de WF est monomiale. 

On voit l'intérêt que représentent pour nous les représentations 

monomiales (cf.aussi chap. 10). Nous examinons ci-après celles qui 

sont induites à partir d'une extension galoisienne de F. 

8.10 Soit E une extension galo:i.s:ienne de F . Soit I.P un 

caractère de EX, t;.el que soit irréductible. Soit 

la représentation projective dont Ri/) est un relèvement. Si 

s E Gal (E/F) ,1,S nous noterons .,,, le caractère de Ex donné par 

~
8 (x) = l/J(sx). (Par la théorie du corps de classes local, cette nota

tion est cohérente avec celle de 8.5 : on a {l/;o-rE)s = 1/Jso'TE .) 

Soient 1/J' un autre caractère de et rl/J, les repré-

sentations attachées à l/J' comme précédemment. A quelle condition 

a-t-on ri/)= rl/J, ? 

Cette condition est qu'il existe un caractère ~ et= Qlo'î 
F de 

~ tel que Ri/J, =RI/)@ Cl • Comme Riµ est irréductible, ceci est équi va-

lent à l/J'oTE = (l/;so,.E)®Res: œ, pour un certain élément s de 

Gal(E/F), c'est-à-dire au fait qu'il existe un élément s de 

Gal(E/F) et un caractère ~ de Fx tels que 

Enonçons donc : 

Proposition 8.10. Soit E une extension galoisienne de F. Si 

l/J est un caractère de EX, notons Riµ la représentation 

Ind:(l/)o,-E) et ri/> la représentation projective définie par Ri/) • 

Prenons un caractère l/;
0 

de Ex tel que riµ soit irréductible. 
0 

Alors 

élément s 

il 

de 

ri/) sont équivalentes si. et seulement s' :i.l existe un 
0 

Gal(E/F) tel que l/;' tl 1/)s aient même restriction 

NH X X 
au groupe E = Ker(NE/F: E ➔ F) (où on a posé H = Gal(E/F)). 



48. 

Nous noterons qJ un caractère de r,E ENH obtenu par restr.:i.c-

,,,s ' tion de 'r' , ou s est un él~ment de Gal(E/F). 

8 .11 Se donner une représentat".on :i.r,1.p:rir.1j_t::.ve r ë.e WF , et 

une extension galoisienne E de F telle qu'un caractère de WE 

induise un relèvement de r, revient donc à se donner E et les 

caractères ,;, de ENH attachés à 'r'r,E r comme précédemment. 

On peut évidemment considérer la restriction des caractères 

si RljJ est un relèvement de est somme 

des caractères l/):::. pour s E H , et l'on peut calculer pour x E Ex 

est un autre relèvement de r, on a 

un caractère ~ de Fx et un élément t de H tels que 

,,,, ,,,t'°' d'd . l', 1· , '"' (xs-1) = ,,,t(xs-1) E EX 'r' = 'r' ~ry • On en e uit ega ite 'r' 'r' pour x . 

R ' H- 1 (H,EX) = 0 emarquons que s1. 

au même de se donner les l/Jr,E sur 

cas quand E est cyclique sur F. 

_; . e. 

ou 

ENH = EIH, 'l . t 1. revJen 

EIH I C' t .. 1 . es a1ns1. e 

Dans le chapitre sui_vant, nous appliquerons les r4!sultats pré

cédents à des représentations .imprimitives de degré premier. 

9. Représentations imprimitives de degré premier e . 

9 .1 Soit e un nombre premier, fixé dans tout ce chap:i_ t.n.'. 

Nous examinons ici le cas des représentations projectives et U.né

aires de WF, de degré e et imprimitives. Plus particulièrement, 

nous nous intéressons à celles qui s'jnduisent à partir d'une exten

sion galoisienne de degré e de F. Nous les appellerons normale

ment imprimiti.ves [Ku]. 

Nous ne démontrerons pas le lemme su:: vant, qu:i. est facfle. 

Lem.me 9. 1. Soit M une extens :i_on gale.~ s -: enne de degré prem~ er 

e d'un corps local L. Soiel}t s gn générateur de Gal(M/L) et 
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:3 = B (M/L). Cons:i.dérons l 'homomo:rph5 sme ~ : Mx ➔ Mx d?.fin5 Dar 

~ s-1 ~ X s(x)::;:::x .Qn.....à s(L)=l. 

a) Supposons M ramj fié·e sur L • Al01;:s tout ôlément y 

s' ôcr:Lt rn y=z'IT y' 
M 

avec z E Lx , o l m ( e , et 

pour un indice j_) 0 cf. o · (mod e), ou bien y'= 1 

On a s:i m;!' O 

y' f 1 . Ainsi, si if- o (mod 

U~/u~+l .§.1!!: u~+~ /U~+~+l • 

m=O 

~ e), s induit un i.somorphisme de 

b) Supposons M non-ramifiée sur L, et écrivons 

et 

M = L ( C) où C est une racine de l'unité. Alors tout élément y de 

Mx s 'écrit sous la forme y= z Ca y' ~ O l a < e , z E Lx tl 

Y ' -1 = r b . .,,. Li ( mod 1T LJ.·. + 1 ) ' "' 1 t b ~ 0 ( d e ) b ' '<> " pour un 1. 1; e un T mo , ou 1 en 

y'= 1 • De plus on a ~(y) E U~\U~ si afO , et s(y) E U~\U~+l il 

a= O et y' f 1 • Ainsi s induit un automorphisme de U~;u~+l 

pour i ~ 1 • 

9.2 Nous utiliserons les notations :introduites en 8.10. 

Prenons donc une extension galoisienne E de F, de degré pre-

mier e , et un caractère x de Ex tel que r=r 
X 

soit :l.rréduc-

t:ible. Si s est un générateur de Gal(E/F), la cond:it~on d'.:i.rré-

ductib:llité s'écrit s-1 
X f 1 • Remarquant que la restrict.:i.on à WE 

est somme des caractères 
s' 

X pour s ' E Gal ( E/F) , on en 

déduit que le caractère xs-l défjn:it le corps centrique K de r, 

qui est ainsi une extension cyclique de E . Appelons a l'exposant 

de 
<-~-1 

X~ : c'est l'exposant du conducteur de K sur E • 

L'on veut calculer l'exposant minimal pour les caractères X' 

de EX tels que rx 1 = r , et partant l'exposant de r . 
La condit:ion sur X1 pour que rx 1 = rx est que x·s-1 égale 

~~-1 
l'un transformés Gal(E/F) c'est-à-dire x' X~ ou de ses par que 

prolonge l'un des caractères ~r,E de ENH = EIH = (EX)s-1 d'f' . e ::n:, s 

en 8.10. En part5.cul i er x•s-1 déf:i.nit l'extension K de E . 
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9. 3 Px·oz1s:·. t:.on 9. 3. So:i eni;_ r une repr~sE:mtat:' on oroject .; ve 

ccrp:::~ centr:i.gue. So5 t E une extension galo:i s.ienne de degrs i:'. de 

F , d' cù l'or·, :')eut :•_nàu5. re un relèvement de r . Posons eri.f:i n 

8 --

que 

B(E/F) E,(_ ar.:•P<?lons a l ' ex20;::;ant 

Alors l'eyn:::isant mi n·•mal Y(d 

r :::: r ~ donné par la formule 
X 

àu conducteur 

d2s caractères 

Y ( r) = f3 + sup ( 1, a) . 

de K .êJll: 

X de ... x ..... 

Si E est non-ramifiée sur F :1 
• e. 13 = o , Qll_§_ a ) 1 , d'où 

Y(r)=a. 

E . 

Corollaire 9.3. Avec les mêmes hypothèses et notatjons, l'expo

sant cl@. r est 

a(r) = (f+l)e + sup(O,a-1) si E est ramifiée sur F , 

a(r) = ea i e sinon. 

Au chapitre 11, nous applj_querons ce corollai.re aux représenta

tions imprirni tives de degré 2 de WF ( elles sont normalement .:i..mpr:i.

mit.-l ves, toutes les extensions s6parables de degré 2 sur F étant 

galoisiennes). 

9.4 Le corollaire est une conséquence d5 .. recte de la proposj ti.on 

9.3 et du thf:orème 8.2. En effet, dans le cas ram.if:Lé, on a 

d(E/F) = (~+l)(e-1) d'après [se 1, p. 73]. 

Démontrons la propos.:i.tion 9. 3. 

Comme en 9.2 choisissons un caractère X de Ex tel que 

rx = r • Alors la condition rx, = rx (x' étant un caractère de Ex) 

s'e~prime en disant que x' coîncide avec l'un des sur 

(EX)s-l = ~(Ex). (Rappelons que s est un générateur de Gal(E/F)). 

Mais Y(r) est le minimum des exposants des caractères X' de 

Ex vér::_fiant la cond:: t.:lon précédente. D'après J.e lemrne d'extension 
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J 

6.5, Y(r) est 1~ plus pet:it ent:i er m 4 O tel que s 
X so5t tr:Lvial 

sur rv ' Ex ) " T .,i1l s \ _ · · uE , ou ençore X t.riv:9,l sur 
~ x __ m 
s ( E ) :i u_ • 

E 

9. 5 Supnosons <l.' abord E rami.fiée sur F • On a alors, pour 

,~ X i+B = s ( E - ) n u-· . . 
E 

En effet d'après le lemme 9.1 a) si Y E EX et s..-1 E ui+f3 1 y E , a ors 

y s'écrit .,.,.ra l 

y = z ''E y avec zELX, m=O ( s:• non 

et y' EU~ . De cec5 l'on ..... l..J..re 

Par ailleurs a est l'exposant de xs-l c'est-à-dire le plus 

petit ent:i er m ~ 0 tel que X soit trivial sur ~ (~). 

Supposons d'abord a k 1 . Alors x est tri.vial sur 

Par suite on a Y{r) ( S+a . Mais il existe un 

tel que X(~(y)) I 1 • Mais alors l'on a 

et X est non-trivial sur ce dernier groupe. 

Par su5 te 1 ' on a Y ( r) = !3 +a • 

Supposons ensui te a= O • Alors x est trivial sur 

~(Ui) = ';(Ex) n u!+l • L'on en t:i.re Y(r) ~ ~+1 . Mai.s x(~(rrE)) I 1 

~ f3 et s('ITE) EUE . Par conséquent, on a Y(r) > f3 et Y(r) = 13+1 • 

9.6 Supposons E non-r~m:i.f:i.ée sur F. 

S · t 1 X s- l ( u 0 ) t t · · 1 Ma · s- l (1T ) t J. a es nu , E es rJ.VJ.a • J.s X F vau 

x{l) = 1 • Par su:ite xs-l est triv:Lal,ce qui est impossible. 

Donc on a a)l et on ut:i .. Use 

· E EX S:i. y est tel que l'on ajt 

E if-+1 
Y1 E 

~ tel que s(y) = 
~ (Ex) n ua+l 

E 
. Mais :il ex;ste 

~ 

la partie b) du lemme 9 .1. 

~ E ua+l s(y) I alm:-s :il existe 
E 

~ s(yl). Par sujte;i X est trivi.al 

yE EX tel que l'on a:lt ~(y)Eua 
E 

x ( s (y) ) I 1 . Donc on a Y ( r) = a • C.Q.F.D. 

sur 

et 
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9. 7 Ga.rôorn:; les hypr1thèses et notat5 ons de 9. 3. 

OE a vu qus s:i E est I"'.On-:ca:rnif:;.ée sur F , K est rami.f:' ée 

sur F ~ . e. a \ 1 . 

Inversernen-l:, supposons E .ra:m;i fiée sur F et K non-ram~.f:i_Jèe 

§fil E • Alors H = Gal(E/F) ag·'.t. tr.'\dalement sur les caractènè!s 

K. On a donc pour s' EH-, d'où 

(xs-1)€ s-1 
oNE/F 1 Par conséquent K est l'extens:ïon = X = . non-

ram7 f·'. f::e Ee de degré e de E . Le groupe de Galois de K sur F 

c:?st isomorphe à z/etEx tE/€'71 • Nous verrons au paragraphe su5.vant que 

les relèvements de r peuvent être j_ndui ts à parb.r de Fe , l'ex

tension non-ramifJ~e de degr~ e de F. 

9. 8 Remarque 1 : Si r peut être :i.ndui te à parti r de Fe , .Q!l 

s. a(r} = o (mod e}. Inversement, si a(r) est multiple de e , r 

peut être induite à partir de Fe • 

Il suffit pour cela de voir que si E est ramifiée sur F et 

K sur E , on a toujours a(r) 1 O (mod e), c'est-à-dire, par le 

corollaire 9. 3, a 1-1 (mod e). Mais supposons a= k€+1 , k ~ O • On 

sait que a est le conducteur du caractère de Ex . Ma5 s s:!. 

s-1 -~e+1 
X est trivial sur ~ , :il est trivial sur : en effet 

tout {üément y de ~e s' écr:it y= zy' avec et 

y' E J<€+l , d'où l'on t:i.re x 8
-

1 (y) = x 5
-

1 (y') = 1 • On ne peut donc 

avo::r a= 1 (mode). C.Q.F.D. 

9. 9 Une représentat_.; on de WF (projective ou 15 néa·'. re) sera 

dite multiplement normalement :imprim5.t).ve s:: elle est :imprimit::ve et 

peut ~tre induite à part~r de plusjeurs extensions galoisiennes dis

t:inctes de F • 

Propos 5 ti_on 9. 9. So.:i. t !" .llil§_re-présentat:; on project5 ve de WF , 

de degré p.!:§tl;_er e • Supposons r multinlement normalement 5nrorim:.i.-

ti. ve. Alors l'image de r est isomorphe à ~/e ~ x tE/e 21' • Si K est 
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le corps centrJ.gue de r , les extensj_ons E d'où l'on peut indu.:i.re 

r sont les extens:1.cns intermédiaires entre F et K. 

Inversement, si r est une.représentation project:;ve Jrréducti-

ble de WF , d'image isomorphe._ê:. '7J/€'7JX'?J/€'7J, où e est prem:i.er, 

alors r est de degré € et est mul t7 plement normalement :i.mpdm.:Ltive. 

9. 10 Démontrons cet te proposi. tion. 

So5.t r une représentation projectfve de WF védf:lant les 

hypothèses de la prem~ ère partj e de cet.te propos i t:1 on. So:: ent E
1 

et E
2 

deux extens~ons galoisiennes distinctes de F, de degré e , 

et d'où l'on peut 5.ndu·tre r . Posons K = E
1 

.E
2 

, de sorte que 

Gal ( K/F) est isomorphe à '71/€ '7J X '71/€ '7J • 

F 
Choisissons un relèvement R de r et écrivons R = IndE. X:i , 

J 

est un caractère de E':' , i. = 1 ou 2 • La restriction de R 
1~ 

' ou xi 

' WE. a 
l. 

est EB X~. Par sui.te R(WE.> 
sEGal(E./F) i ' 1 

J_ 

En particulier R(WK) = R(WE n WE ) commute à 
1 2 

est commutatif. 

et R(WE ) • 
2 

Or on a E
1

n E2 = F car E
1 

et E2 sont distinctes de degré pre

mier sur F , donc WF est engendré par WE U WE . Par conséquent, 
1 2 

R(WK) commute à R(WF). Comme R est irréductible, R(WK) se com-

pose de matrices scalaires. 

Donc r(WK) 

R(WF) dans R(WF) 

est trivial. Mais comme l'.ind.:Lce du centre de 

est au moins 2 e serait abél:ien 

et R réduct:ible), on en déduit que K est le corps centr.:i.que de 

9.11 Inversement, supposons que l'on ait une représentation pro

jective irréductible de WF, d'image isomorphe à '7l/€'7JX'?J/€'7J, où 

e est premier. Nous utiliserons des résultats sur les représentations 

projectives irréductibles des groupes abéliens finis [zi 2, chap. 1]. 

(Pour ce cas précis, voir aussi [Ho, §1]). 

On sait [zi 2, chap. 1] que '?J/e'?Jx '?J/€'71 n'a comme représentations pro-

jectives irréductibles fidèles que des représentations de degré e • 
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Par conséquent r est de degré e • 

Soit K le corps centrique de r et soit E une extension 

intermédiaire entre F et K. Alors K est de degré e sur E. 

Si R est un relèvement de r, R(WE) est abélienne. Si X est un 

caractère de WE intervenant dans alors on a F 
R = IndE X 

par la loi de réciprocité de Frobenius. On a donc démontré la 

proposition. 

9 .12 Proposition 9 .12. §oit r une représentation projectj.ve; 

de NF, de degré premier e . Soient K le corps centrigue de r, 

R un relèvement de r, et XR son caractère centrigue. Supposons 

r multiplement normalement imprimitive. Soit E une extension inter-

médiaire entre F et K. 

Alors un caractère X de Ex est tel que R = Ind~(X 0 TE) si 

et seulement si 

Démonstration: Si l'on a 

que le caractère centrique de R est X R = X 0 NK/E • 

Inversement, il y a e caractères x de Ex tels que xoNK/E = XR 

en effet, K est abélienne de degré e sur E • Si x
0 

est l'un 

des caractères X tels que X' tels 

que XoNK/E = XR sont les X~, sE Gal(E/F). Ils sont tous distincts 

F s 
puisque R est irréductible, et l'on a R = IndE(x

0
°TE). C.Q.F.D. 

9 .13 Nous venons d'examiner le cas où la représentati_on imprim.:L

ti ve de WF, de degré premier e , est normalement imprimitive. 

Mais ce n'est pas toujours le cas ( sauf bien sûr si e = 2) • 

Ph. Kutzko a étudié le cas général 1Ku]. Nous résumons ici 

brièvement ses résultats. 

Nous notons Fe l'extension non-ramifiée de degré e de F • 

Si E est une extension ramifiée de degré e de F, on posera 
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d(E/F) = d(E/F)/(€-1). Dans le cas où E est galo:i.s:i.enne sur F , 

on a d ( E/F) = ~ ( E/F) + 1 . 

Soit r une représentation projective imprimit.:ive de degré e 

de WF. Soit R un relèvement de r. On posera d(r) = :inf d(E/F), 

où E parcourt l'ensemble des extensions de F d'où l'on peut 

induire R. 

9.14 Théorème 9.14. Soit r une représentation projective im

primitive de WF, de degré premier e • Alors : 

1) d(r) ~ (a(r)+l)/(€+1). 

2) Si l'on peut induire r à partir de l'extension E de 

F et que l'on ait d(E/F) ) d(r) ) 0, alors on a 

d ( E/F ) ) ( a ( r ) + 1 ) / ( e + l ) . 

3) On peut induire r à partir de Fe si et seulement si 

e di vise a ( r) • 

4) L'extension E d'où l'on peut induire r, et telle que 

l'on ait d(E/F) = d(r) est unique dans les deux cas suivants 

i) d(r) ( (a(r)+l)/(€+1) et en Particulier si e ~p • 

ii)e=p=2 il V (p) = 1 . 
F 

La méthode consiste à se ramener au cas où les extensions d'où 

l'on peut induire r sont galoisiennes sur F, et, dans ce cas, à 

utiliser des techniques assez semblables à celles que nous avons 

développées dans ce chapitre. Pour plus de détails, voir [Ku]. 
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10. Exposant des représentations projectives. 

10.1 Soit r une représentation projective de degré n de 

WF. Rappelons que l'exposant a(r) de r est le minimum des expo

sants des relèvements de r. 

Ce chapitre est consacré à la démonstration des théorèmes 2.2 et 2.3 

énoncés dans l'introduction. 

Dans tout ce chapitre, r désignera une représentation projec

tive de w·F , de type galoisien et de degré n • On appellera K 

son corps centrique, et F 1 la plus grande extension modérément 

ramifiée de F contenue dans K. On notera r 1 la restriction de 

r à WF . 
1 

Nous ferons dans ce chapitre deux hypothèses : 

1) n) 1 

2) r 1 est irréductible. 

Ces deux hypothèses sont vérifiées si r est primitive et non 

triviale [Ko 3]. 

10.2 Appelons G le groupe de galois de K sur F. Alors 

G1 = Gal(K/F 1 ) est le groupe de ramification sauvage de G 

Soient R un relèvement de 

Par hypothèse, la restriction de 

r , et 

à 

sa restriction à WF • 
1 

est irréductible. Celle 

de R1 est donc aussi irréductible. Par conséquent R1 est irréduc-

tible et est non triviale. (Rappelons que est la restric-

tien de R1 à IF). On peut donc appliquer le théorème 7.5 : si l'on 

pose e = e(F 1/F), on a ea(R) = n(e-1) +a(R 1 ). 

Mais d'après les remarques précédentes, l'on peut appliquer le corol

laire 7.17 à r et r 1 • On a donc 

e(K/F)a(R) = n(d(K/F) + a(XR)) et, si P est un relèvement 

quelconque de r 1 

e(K/Fl)a(P)= n(d(K/Fl) +a(xp)) 
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et de pl us on a : a ( xp ) ) (, ( K/F 1 ) + 1 . 

Appelons b(r) (resp. b(r 1 )) le minimum des a(XR) (resp. a(xp)) 

quand R (resp. p) parcourt l'ensemble des relèvements de r 

(resp. r 1 ). Supposons que l'on ait b(r) =b(r 1 ). Prenons R tel que 

a(XR) =b(r). On a alors a(R) = a(r) et a(R 1 ) = a(r 1 ). Par suite, on 

a l'égalité ea(r) =n(e-1) +a(r 1 ). 

10.3 Le théorème suivant généralise légèrement le théorème 2.2 

de l'introduction. 

Théorème 10.3. Soit r une représentation projective de WF, 

de degré n) 1 et de type galoisien. Supposons que r 1 soit irré

ductible. Alors on a b ( r) = b ( r 1 ) et ea ( r) = n ( e-1) + a ( r 
1

) , où 1 'on 

a posé e = e ( F 1/F) • 

D'après les remarques de 10.2, il suffit de prouver l'égalité 

b( r) = b( r 1 ). Mais nous avons vu, en 10. 2 également, que 1 'on a 

b(r 1 ) ) ~ (K/F 1 ) + 1 • Le théorème 10.3 est alors une conséquence immé

diate de la proposition suivante: 

Proposition 10.3. Soit r une représentation projective de 

type galoisien de WF. Si l'on a b(r 1 ) > ~(K/F 1 ) alors on a 

b(r)=b(r 1 ). 

10.4 Pour démontrer la propositj_on 10.3, utilisons les résultats 

du chapitre 6. On y a défini les caractères et de 
N1 NG1 et K =K respectivement. De plus, à cause du lemme d'extension 

6.5, b(r), étant le plus petit entier m ~ O tel que l 1on puisse 

étendre Xr en un caractère de Kx trivial sur ~, est aussi le 

plus petit entier m )1 0 tel que Xr soit trivial sur KN n ~ • On a 

un résultat analogue pour r 1 . 

Il est clair, par la définition de xr et X , que 
N rl 

. . d ' 1 p , la restriction e Xr a K . . ar consequent on a 

est 



58. 

t t ' . 1 KI KIG ' t 1 Remarquan que Xr est rJ.vJ_a sur = , on voi que a propo-

sition 10.3 découle, de façon év:idente, du lemme suivant : 

Lemme 10.4. Si m est un ent:i.er strictement supérieur à 
N 

= (K ln ~). (KI n ~). 

10.5 Démontrons le lemme 10.4. Supposons donc que l'on ait 

m) S (K/F 
1

), et prenons x E KN n ~ . 

Utilisons le lemme suivant [Bu, p. 24] : 

Lemme 10.5. Soit M1 une extension galoisienne modérément rami-

-1 . .m fiée du corps local M. Alors H (Gal(M 1/M),uM) est nul pour m ) 0 • 
1 
v s.-1 

Ce lemme nous permet d'écrire NK/F (x) = TT y/- , où les 
1 i=l 

appartiennent à 

égal à cpK/F (m) 
1 

étant le plus petit entier supérieur ou 

et où les s. , i = 1, ..• , \! , sont des éléments de 
l 

G dont les images dans Gal(F 1/F) engendrent ce groupe. 

Comme on a m ) S (K/F 
1

) , y i est la norme de K à F 
1 

d'un 

élément yi de ~ [Se 1, chap. V, §6]. On peut donc écrire : 

s.-1 
y, J_ 

1 
avec x' E~ 

K 

\) 

x = x' TT 
i=l 

N 
X ·' E . .m n K 1 Par su1 te l ' on a UK • - , 

et , i.e. 

10.6 Passons à la démonstration du théorème 2.3. 

y. 
l 

Dorénavant, nous supposerons que r est une représentation pro

jective primitive de WF , non triviale, i.e. de degré n ) 1 . Nous 

garderons les notations du début du chapitre. 

Rappelons brièvement les résultats de [Ko 3]. La représentation 

r 1 est irréductible, ce qui entraîne en particulier que le degré n 

de r est une puissance de p , disons n = pd 
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Appelant toujours F 1 l'extension modérément ramifiée maximale 

de F incluse dans le corps centrique K de r , on a [K: F 1] = p 2d 

et l'on montre que V= G1 = Gal (K/F 1 ) est un groupe abélien d'exposant 

p: on peut donc le considérer comme un espace vectoriel de dimension 

2d sur le corps fini IF 
p 

' a p éléments. 

10. 7 Sur cet espace vector~ el, r 1 déf:i.n:l.t une forme symplec

tique f, à valeurs dans IJ-Lp, c'est-à-dire une application b:iliné-

aire alternée de vxv dans étant considéré comme espace 

vectoriel sur IF de la façon évidente. 
p 

Pour définir f, prenons un relèvement R1 de r 1 . Si (a,b) 

est un élément de V X V , choisissons des représentants a et b 

(de a et b respectivement) dans 

s'écrit sous la forme f(a,b)l d 

d - - - -112. -1 GL ( p , <C) : en effet, r 1 (ab a b ) 

- - - -1 - -1 WF . Alors R1 (ab a b ) 
1 

oà 1 d est la matrice unité de 
p 

est trivial. Le fait que r 1 

soit irréductible é.qui vaut au fait que f soit non dégénérée. 

Le groupe G= Gal(K/F) agit par conjugaison sur V en respec

tant la forme symplectique f. On peut exprimer le fait que r est 

primitive, en disant que V ne contient aucun sous-module sur G 

qui soit isotrope. 

10.8 L'on peut décrire la représentation r 1 de WF au moyen 

de f. Soit X un sous-espace lagrangien de V, c'est-à-dire un 

sous-espace totalement isotrope maximal. Soit E l'extensj_on de f 

fixée par X . On a alors [K:E] = [E:F] =pd • 

Alors il existe un caractère X de Ex tel que F 
IndE XoTE 

relève r 1 . 

Inversement, si E est une extension de F telle qu'un carac

tère de Ex induise un relèvement de r 1 alors E est incluse 

dans K et X= Gal (K/E) est un sous-espace lagrangien de V . 
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L'on peut donner une condition nécessaire pour que le caractère 

X de EX induise un relèvement de rl . 
Posons H = V /X = Gal ( E/F l) . Soit s un élément de H . Définis-

sons le caractère À de EX de 
s 

la façon suivante si xE WE I on 

, 
note 1Tx(x) sa projection dans X I et on appelle s un represen-

tant de s dans V . Alors .>t est donnée par la formule suivante s 

La condition s'exprime par l'égalité s-1 À X = • En effet, si ~ 
est un représentant de 

f(s,77X(x)) .1 d 
p 

s dans WF , on a 
1 

F ~ ~-1 -1 = ( IndEX) ( s x s x ) = 

s 

s-1 
X o'ï (x)l E d 

p 

Remarquons que À 
s 

est invariant par l'action de H. 

s 

10.9 Passons maintenant à la démonstration du théorème 2.3 de 

l'introduction, que nous réexprimons sous la forme suivante 

Théorème 10.9. Soit r une représentation projective primitive 

de WF , de degré n = pd , n ) 1 , et de corps centrigue K • Soit 

F 1 la plus grande extension modérément ramifiée de F incluse dans 

K. Appelons r 1 la restriction de r i WF . Alors on a les 
1 

inégalités suivantes 

a ( r l ) } p d + ( p d + 1 ) et ( K/F l ) 

et a ( r ) } p d + ( p d + 1 ) Ol ( K/F) . 

Si d = l , ces inégalités sont même des égalités. 

Remarquons que d'après le théorème 10.3, il suffit de prouver 

la première inégalité ( ou égalité si d = 1). En effet 1 1 on a 

ea(r) =pd(e-1) +a(r 1 ), où l'on a posé e=e(F 1/F). Si l'on a 

d d a ( r 1 ) ~ p + ( p + 1 ) œ ( K/F 1 ) , l'on a aussi 

d d Q(K/Fl) 
a ( r) ~ p + ( p +1) 

e • Mais l'on a 
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œ(K/F) = cpK/F(i3(K/F)) = cpK/F(S(K/F 1 )) puisque ~(K/F) = ~(K/F 1), et 

, . 01(K/F l) 
et l'on t:ire ct(K/F) = cpK/FoipK/F (~(K/F 1 )) = cpF /F(CitK/F 1 )) = e 

1 1 

10.10 Pour d~montrer la première in~galit~, prenons un sous

espace lagrangien X de V= G
1 

= Gal (K/F 1). Appelons E l'extension 

de F 
1 

fixée par X et choi.s.:ï_ssons un caractère X de EX , indu:i.

sant un relèvement de r 1 . 

Soit s un élément non trivial de H = Gal ( E/F 
1

) • Alors 

s-1 _ À 
X - s définit une extension E de 

s 
E, contenue dans K, tota-

lement (et sauvagement) ramifiée de degré p sur E. Notons L le 
s 

corps des invariants de s .9.fill§. E, qui est d'indice p dans E. 

On a la situation illustrée par le dessin suivant: 

V 
s 

Le groupe de Galois de E sur L 
s 

est le groupe H 
s 

engendré 

par s . Celui de K 

du sous-espace H 
s 

de 

est l'image réciproque V , dans 
s 

H • Celu.:i. de E est l'orthogonal 
s 

V~ de Vs. Enfin celui de Es sur 

K sur 

E est 
.L 

X/V . 
s 

Le caractère Xo'l"E de WE induit à WL 
s 

une représentation 

V , 

irréductible de degré de WL . La représentation projective carres-
s 

pondante a pour noyau WE • Soit 
s 

l'exposant du conducteur de 

a (À ) • 
s 
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10.11 La proposj_tion 9.3 montre que l'on a alors 

a ( X ) ),, a + S { E/L ) . 
s s 

Sj_ d = 1 cette valeur est exactement la valeur min5.male des a (X) , 

où X parcourt les caractères de Ex :Lndu5 sant un relèvement de r 1 . 

Rappelons que œ (K/F 1 ) est le plus grand :indice m ),, O tel que 

~ f 1 . Cet indice est un entier à cause du théorème de Hass e-Arf : 

K est une extension abélienne de F 1 . 

Mais le groupe Gal(F 1/F) agft par conjugaison sur V, en 

respectant la forme symplectique f associée à r, et les ~ sont 

des sous-modules de V pour cette action. Or l'on sait [Ko 3] que 

V ne possède pas de sous-module sur Gal(F 1/F) qui soit totalement 

isotrope non-trivial. On en déduit d'abord que la restriction de f 

à ~ est non-dégénérée si ~ est non-trivial, et aussi que si ~ 

est non-trivial,~ n'est pas inclus dans X r l'image de ~ dans 

H = V/X , qui est égale à Ifl , est alors non-triviale. On a donc 

démontré la propriété suivante: 

10.12 Pour démontrer le théorème 10.9,il nous faut en fait 

choisir convenablement l'espace lagrangien X. 

Commençons par prendre un sous-espace totalement isotrope maximal 

~ ~ 
X de v~(K/F1) Prolongeons X en un sous-espace lagrangien X de 

~ V. Alors X est le groupe de ramificat:ion de X d' :i.nd:Ice 

en numérotation inférieure et 1 'on a /3 (K/E) = S (K/F 1 ). 

Choisissons deux é1,ments s et 

respectivement, de façon que l'on ait 

un élément s non trivial de H=V/X 

-
sl de vl3(K/Fl) 

f ( s, s 1 ) f l • Alors 

. 
Soit E le corps fjxé 

s par l'orthogonal de s dans 

- Gal(Fs/E) engendre Mais -
sl de s1 dans ce groupe. sl 

et 

-s 

X 

X~ (K/F 1) 

défjnit 

. L'image 

appart5ent 
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à X... = X = xœ(K/E) Si donc on appelle Y le groupe . P(K/F 1 ) ~(K/E) . 

Gal (Es/E) , les groupes de ramif:tcation de Y en numérotat:i.on supé-

r:i.eure sont pour 0 ~ i. ~ a ( K/E) et pour i > a(K/E). 

Le conducteur de Es sur E est alors CY (K/E) + 1 ~ ô' (K/F 1 ) + 1 • 

10.13 On a donc l'in6galité 

L 
s 

est le corps 

est un élément du groupe fixé par 
œ(K/F l) 

H 

s dans E. Mais s 
c., ( E/F l) 

= H = Hl3(E/Fl) . Par conséquent, on a 13 ( E/L
8

) = 13 ( E/F 
1

) . 

D'après le théorème 8.2, on a, en désjgnant par R1 la représen
Fl 

tat~.on IndE X , 

a ( R l ) = d ( E/F l ) + a ( X ) 

d'où a ( R1 ) ~ d ( E/F l) + 13 ( E;/F l) + 1 + œ ( K/F l) . 

Par le lemme 7.13, on a 

Par suite, on a 

ce qu'il fallait démontrer. 

Si d = 1 , l I exposant minimal pour X est précisément 

10 .14 Remarque. Dans le cas où d = 1 , il est cla:i. r que ne 

peut &tre indujte à partfr d'une extension non-ramifife. On a donc 

a(r 1 ) -=/0 (mcd p), d'après les résultats de 9.8. Par suite on a aussj 

a ( r ) 1 O ( mod p ) • 

On en déduit que si r est une représentation projective irré-

ductible de degré premier e de WF, alors on peut l'i_nduire à 

partir de Fe si et seulement si e divise a(r) • 
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I I 

REPRESENTATIONS IMPRIMITIVES DE DEGRE 2 

11. Représentations imprimitives de degré 2. 

11.1 Nous nous intéressons désormais exclusivement aux repré-

sentations de degré n = 2 de WF . L'étude des représentations im-

primitives de WF est l'objet de ce chapitre. Remarquons que, si la 

caractéristique résiduelle p de F est distincte de 2 , WF ne 

possède comme représentations irréductibles de degré 2 que des 

représentations imprimitives. 

Pour la clarté de l'exposition, nous examinerons d'abord les 

représentations linéaires imprimitives, puis les représentations pro

jectives et le problème de leur relèvement et de leur exposant. 

Pour la démonstration des faits suivants, nous renvoyons à 

[we 2] ou [He 1], ou encore aux chapitres pr~c~dents. 

11.2 Commençons donc par décdre les représentations linéaires 

induites de WF de degré 2 elles sont :i.nduites ' partir d'un ., a 

' sous-groupe fermé d'indice 2 ' c'est-à-dire un groupe WL ' ou L 

est une extension quadratique (séparable) de F. 

de 

nit 

Plus précisément, soit L une extension quadrati.que (séparable) 

F. Nous noterons aL le caractère d'ordre 2 de Fx qui défi.

X 
L: son noyau est NL/F(L ). Nous appellerons o-L l'élément non-

trivial de Gal(L/F). Soit X un caractère de Lx. Nous poserons 
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F = IndL(XoTL). Nous écrirons parfois R(L,X) au lieu de 

11.3 Proposition 11.3. 

a) La représentation R_ est irréductible si et seulement 

si l'on a 

cr -L, X 

x f X L . Elle définit une représentation projective impri-

mitive dont le noyau fixe l'extension K de L déterminée par le 
1-0-

,Ç_ê.ractèr~ X L de LX . 

b) Lorsque L parcourt les extensions quadratiques sépa

rables de F, et~ X ,2grcourt les caractères de Lx vérifiant 
0-

x f x L, l'on obtient toutes les représentations imprimitives (de 

desg:é 2) de WF. 

c) Une représentation linéaire R de WF, irréductible et 

de degré 2 , est de la forme R_ -L,X 

équivalente à R® aL 

si et seulement si elle est 

d) On a det(R_ ) = -L, X Le caractère centrique de 

est le caractère xoNK/L 

e) Soient dL = d(L/F) l'exposant différental de L 

F et a(x) l'exposant de X • Alors l'exposant de 

a(RL,X) = 2a(x) si L est non-ramifiée sur F 

a(~,X) = dL + a(x) sinon. 

sur 

Dans cette proposition a) et b) sont clairs, c) découle de la 

proposition 8.6 2), d) et e) du théorème 8.2. 

11.4 Comme la restriction de R__ 
--i,, X 

on a le lemme suivant : 

est 

Lemme 11.4. Les représentations ~,X o-.et RL,X' sont équiva

lentes si et seulement si x' = X QY x' = x L . 

Mais une m@me représentation peut @tre induite à partir de plu

sieurs extensions quadratiques différentes (représentations multiple-
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ment normalement :imprimitives). Plus préc.i.sément, le groupe des 

caract~res de carré 1 de Fx agit sur les classes de reprfsenta

tions irréductibles de degré 2 de WF par (x,R) ➔ R© (XoT F). 

On peut examjner le stabilisateur d'une telle représentation R 

sous cette action. Trols cas se pr&sentent alors 

1. Le stabilisateur est réduit à un élément: R est primitive. 

2. Le stabilisateur est d'ordre 2 : son élément non trivial est de 

la forme R= R_ 
-L, X pour un caractère X convenable de Lx. 

Alors R est dite simplement imprimitive, de même que la représenta

tion projective correspondante. 

3. Le stabilisateur est d'ordre 4: R est induite à partir de trois 

extensions quadratiques séparables distinctes de F. On dit alors 

que R est triplement imprimitive .. La représentation projective r 

définie par R est aussi appelée triplement imprimitive. 

11.5 Supposons R triplement imprimitive. On peut lui appli

quer les résultats du chapitre 9. Soit r = ?T 0 R la représentation 

project.{ ve associée. L'image de r est isomorphe à 'Z/2'Zf X 2'/22' • 

Si K est son corps centri.que, les trois extensjons d'où l'on peut 

induire R sont les extensions intermédiaires entre F et K. 

Des propositions 9.9 et 9.12 l'on tire la proposition suivante 

Proposition 11.5. Deux représentations imprimitives R et L,X 

RL',X' de WF, où L' et L sqnt distincts, ne peuvent être égui
a- -1 

valentes que si XL est d'ordre 2 ·, définissant l'extension 

K=LL' 

risés par 

L: autrement dit 

a-L-1 
X 

L' est l'un des deux corps caracté-

X' est alors l'un des = 8L 1 °NL/F. Le caractère 

Lx vérifiant xoNK/L = deux caractères de 

En outre K = LL' est le noyau de la représentation projective 

associée. 
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11.6 Examinons maintenant les représentations projectives irré

ductibles de degré 2 de WF . 

Ces représentat;_ons ont une :image finie. Mai.s il est bien connu 

que les sous-groupes finis de PGL(2,œ) sont cycliques, diédraux, 

ou isomorphes à 21
4

, e5
4 

ou ~
5 

• Le groupe 91
5 

n':intervient pas 

ici : en effet, il est simple, donc n'est jamajs le groupe de Galois 

d'une extension de corps locaux. 

Les sous-groupes cycliques de PGL(2,œ) correspondent à des 

représentations réductibles, et les groupes m4 et 6 4 à des repré

sentations primitives. 

Appelons D2m le groupe diédral d'ordre 2m. 

Proposition 11.6. Les représentations projectives imprimitives 

de degré 2 de WF sont celles d'image diédrale, isomorphe à o2m 

pour un m ~2 . Elles sont triplement imprimitives si et seulement 

si m= 2 

11.7 Examinons les représentations projectives irréductibles 

fidèles de D2m. Ce groupe admet la présentation suivante : 

D = <a, b I a 2 = bm = 1 aba - l = b -l) . 
2m 

Plongeons o2m dans PGL(2,~). Alors l'élément b de PGL(2,~), 

satj sfaisant à bm = 1 , laisse 2 points fixes dans 1 
~ (œ) , donc est 

conjugué à la transformation z ~ IJ.Z, où µ, est une racine primitive 

me de l'unité puisque b est exactement d'ordre m. Mais alors a 

ne peut qu'échanger les 2 points fixes O et 00 de b, donc a est 

de la forme z ~ cz-l . Faisant le changement de coordonnées 

-1/2 -1 z 1 = c z , on trouve a ( z ' ) = z ' et b ( z ' ) = µ, z ' . 

On voit donc que, à conjugaison près, l'image des représentations 

projectives fidèles de degré 2 de D2m est l'image dans PGL(2,~) 

des matrices ( W O) 
0 1 · ~:!:. (0 wî , 1 0 ou WEQJ, . m L'image inverse de ce sous-

groupe dans SL(2,~) est formée des matrices ( 1.,.,\ 0 ' et I 0 iW\ 

\ o w- 1 ) (. / ,-1 l , 
lU.: 0 I 
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o~ w parcourt ~ 2m. Cette image inverse dans SL(2,<C) possède la 

présentation suivante: (a,B r,2m=l, ,y
2 =f3m, 1Y[31l'-

1 =f3- 1 ). Dans 

cette présentation a et S sont des relèvements de a et b, et 

D
2
m est le quotient du groupe précédent 

(

e2;mi O \ 

On peut prendre B = _ 21T i ) , c; = 

0 e 2m; 

par le sous-groupe 

11.8 Considérons donc D2m comme plongé dans PGL(2,<C) de la 

façon précédente. Soit Cm le sous-groupe de D
2

m formé des images 

des matrices parcourant l)J, • 
m 

(
W 0\ X Soit À le caractère de Cm défini par À 
O 1 ) <C ) = w • 

Donnons-nous une représentation projective r de WF, d'image iso

morphe à D2m. On peut supposer alors que l'image de r est le 

sous-groupe 

séparable de 

de PGL(2,<C). Soient L 

K 

l'extension quadratique 

' r-l (C ) fixee par et 
m 

le corps fixé par Ker(r). 

Alors Gal(K/L) est isomorphe à Cm et le caractère définit 

l'extension K de L. 

Proposition 11.8. Soient r une représentation projective de 

degré 2 de WF, d'image D2m, et L le corps fixé par 

K .l§_çorps centrigue de r • Alors les relèvements de r 

-1 
r (Cm), 

i GL(2,<C) 

sont les représentations de la forme est un caractère 
1-0-

de WL tel que X LoTL = 

11.9 Démontrons cette proposition. 

Soit R un relèvement de r. Il est clair que l'on a 

R """ R® SL , donc R est de la forme RL, X • Mais la restriction de 

R ' a est alors équivalente à 

ou 

on trouve bien 

0- -1 
X L oT = 

L 
-1 

À orlw 
L 

Quitte à changer 

1-0-: 
L X oT 

L = Àorlw . Inversement si 
L 

X 

X en 

vérifie 
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la condition précédente, il est imroédiat que RL,X relève r . 

11.10 On peut enfin utiliser les résultats et raisonnements du 

chapitre 9 pour calculer l'exposant d'une représentation projective 

imprimitive de degré 2 de WF . D'après le corollaire 9. 3 , on a : 

Théorème 11.10. Soit r une représentation projective imprimi

tive de degré 2 de WF. Soient K le corps centrique de r et L 

une extension quadratique de F, contenue dans K, et telle que K 

soit cyclique sur L . Soient a= a (K/L) l'exposant du conducteur de 

l'extension K/L et d = a (L/K). Alors l'exposant de r est 

a ( r) = 2 sup ( 1, d) +· f ( L/F) ( sup ( 1, a) -1) . 

Cela signifie que, si L est ramifiée sur F, on a 

a(r) = 2d + a - 1 si K est ramifiée sur L 

a(r) = 2d sinon, 

et si L est non-ramifiée sur F, on a 

a ( r) = 2a ( en ce cas a )1 1) • 

Remarquons, comme en 9. 7 , que si K est non-ramifiée sur L , 

nous nous trouvons dans le cas triplement imprimitif. 

11.11 Corollaire 11.11. Soit r: WF ➔ PGL(2,«:!) une représenta

tion triplement imprimitive. Soient K le corps fixé par Ker(r} et 

dK = d(K/F) son exposant différental sur F . Alors l'exposant de r 

~ a(r) = d-1 si K est totalement ramifiée sur F 

a(r} = 2d sinon. 

Démonstration: On a ~K/F = ~K/L ~L/F, d'où 

dK = d ( K/L) + e ( K/L) d ( L/F) . 

Mais, avec les notations du théorème 10.10, on a 

d(K/L) = a et d(L/F) = d , d'où le résultat. 
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Remarque. Soient L1 , L2 , L3 les sous-extensions de K qua

dratiques sur F et d 1 , d
2

, d 3 leurs exposants différentaux 

respectifs sur F . Alors on a dK = d 1 + d 2 + d 3 • 

11.12 Rappelons pour terminer les résultats suivants : 

a) Soit R une représentation linéaire WF, irréductible 

et de degré 2 . Supposons R primordiale. Soit X un caractère de 

WF. Alors on a a(R®x) = sup(a(R),2a(x)) [cf. 7.18]. 

b) Soit R une représentation linéaire de WF, irréduc

tible et de degré 2 . Si 2 ne divise pas a(R) , R est primordiale. 

c) Soit R corrnne précédemment. Alors R est induite à 

partir de l'extension non-ramifiée de degré 2 de F si et seulement 

si a(r) est divisible par 2 , r étant la représentation projec

tive associée [cf. 10.14]. 

12. Représentations imprimitives d'exposant donné. 

12.1 Dans ce chapitre, suivant la méthode de J. Tunnell (Tu, 

chap. 4] et complétant ses résultats, nous calculons le nombre de 

représentations projectives imprimitives de WF dont l'exposant c 

est donné. 

Nous calculons également le nombre de classes, modulo torsion 

par un caractère non-ramifié, de représentations linéaires imprimi-

tives primordiales de WF, dont l'exposant est c • 

Les résultats pour c pair sont en 12.7, ceux pour c impair 

en 12.13 et 12.14. 

12.2 Soit R une représentation linéaire irréductible primor

diale de WF . A torsion près par un caractère non ramjfié de WF, 

on peut supposer que l'on a Det R(1TF)-=1. Si F2 est l'extension 

quadratique non-ramifiée de F, on a aussi Det(R®(B oT ))(1T )=l F2 F F 
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et si X est un caractère non-ramifié de Fx tel que 

Det(R0 (xoTF)) (7TF) = 1 , alors X= 1 ou X= élF . 
2 

Si R est imprimitive, on peut écrire R= R(L,x) où L est 

une extension quadratique de 
0- -1 

X L 

F et X un caractère de tel que 

soit non trivial. L'on peut prendre L=F 
2 

si et seulement si 

l'exposant c de R est pair. 

Alors 

tères 

La condition Det R(L,X)(7TF) se traduit par X(7TF) = 9L(rrF). 

Nous noterons q pour le cardinal qF du corps résiduel de F . 

12.3 Supposons d'abord 

on prend L=F 2 . On a 

Pour tout entier pair 

X de UF tels que 
2 

1) a(x) = c/2 

2) a(X. (O!oNF /F)) 
2 

que l'ex12osant C de R soit 12air. 

C ~ 2 puisque R est irréductible. 

c~2 ' on note n le nombre 
C 

de carac-

~ a(x) pour tout caractère ~ de UF • 

crp -.1 
Un tel caractère X vérifie X 2 -:f l : en effet, dans le cas con-

traire, X se factoriserait par la norme de F
2 

à F. 

Soit R = R(F
2

,x) une représentation imprimjtive de WF, pri

mordiale et dÉ:posant c • Supposons que l'on ait det R(7T F) = 1: alors 

on a X (7T ) = -1 
F 

et la restriction de X 

tiens précédentes. De plus, on a R = R® 

à UF vérifie les condi-
2 

(6F oTF). 
2 

Comme on a R(F
2

,x) = R(F
2

,x•) si et seulement si l'on a x' =x 
crp 

ou X' = X 2 , ~ombre de re12résentations im12rimitives primordiales 

d'exposant C et telles que l'on ait det R(7T F) = 1 n /2 . 
C 

C'est aussi le nombre de classes, modulo torsion par un caractère non 

ramifié, de re12résentations linéaires im12rimitives primordiales 

d'exposant c • 
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12.4 Soit r la représentation projective définie par R. 

Les autres relèvements primordiaux R' de r, vérifiant 

det R 1 (1T ) = 1 sont de la forme 
F 

de Fx vérifiant les conditions 

R® (c,,oT F) où 

1) ct(7T )=±1 
F 

~ est un caractère 

2) ~ est d'exposant au plus c/2 • 

Soit m 
C 

le nombre de caractères de u;, d'exposant au plus c/2 • 

Le nombre de caractères O' de Fx vérifiant les conditions 1) et 2) 

est alors 2m 
C 

Si r est simplement imprimitive, le nombre de relèvements pri-

mordiaux R' de r ' vérifiant det R 1 (1T ) = 1 
F 

est alors m . Si 
C 

r est triplement imprimitive, c'est m /2 . 
C 

Soit t(c) le nombre de re2résentations 2rojectives de WF ' 
triplement imprimitives et d'exposant c . 

Alors le nombre de représentations projectives de WF, d'exposant 

c est 

n 
s (c) = __E.. + t(c) . En effet, le nombre total 

2m 2 
C 

de représentations linéaires primordiales de WF, vérifiant 

det R(7T F) = 1 et d I exposant c , est : 

n m 

2
c = 

2
c t ( c) + me ( s ( c) -t ( c) ) • 

12.5 Il nous faut maintenant calculer les nombres ne, me, 

t(c). Il est clair que me vaut [u~: u~l2J = (q-l)qc/ 2- 1 . Si M 

est un corps local, notons le nombre de caractères de 

d I exposant au plus k • Si k = O , nM, k = 1 • Si k ) 1 , 

k-1 
nM,k = (qM-l)qM 

Si l'on multiplie les caractères de d'exposant { c/2-1, 

par les caractères où a est un caractère de u0 d'expo
F 

sant au plus c/2, on trouve 
nF 

2 
, k-1 nF, k 

nF,k-1 
caractères (k = c/2) qui 

sont les caractères de u0 
, d'exposant au plus 

F2 
c/2 , et ne véri-



fiant pas l'une des conditions 1) et 2) de 12.3. Le nombre 

n n 
F

2
,k-l F,k 

• Donc on a 

(q2-l)q2(k-l) 
( 2 l) 2(k-2) ( l) k-1 

n = g - g . g- g 
C k-2 (q-l)q 

2 c-3 si C ~ 4 n = ( q -1 ) q ( q-1 ) 
C 

2 (q-1) 2 si c=2 et n = (q -1) - = q -q . 
C 
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n vaut 
C 

12.6 Le nombre t(c) est la moitié du nombre d'extensions 

quadratiques de F , d'exposant c/2 • Posons e: = vF ( 2) . 

Lemme 12.6. Le nombre N(d) d'extensions quadratiques (sépara-

bl.ê.§.) de F , d'exposant différental d est 

N(d) = 1 si d=O 

N(d) = 2 (q-l)qd/2-l si d est pair et d ( 2E+l 

N(d) = 2q 
E 

si d = 2E+l 

N(d) = 0 sinon. 

Comme, pour une extension quadratique, l'exposant est égal à 

l'exposant différental on a t(c) = N(c/2)/2 • 

Démontrons le lemme 12.6 : Par la théorie du corps de classes 

N(d) est le nombre de caractères de 

caractères de On utilise alors la filtration du 

IF2-espace vectoriel par les 

et la structure, bien connue, des quotients 

0 ~ i ( d [Tu, p. 34-3 5] • 

, pour 

12. 7 Proposition 12. 7. Soit c un entier pair, c )1 2 . Le nombre 

de représentations linéaires primordiales de WF, d'exposant c, 

modulo torsion par un caractère non ramifié, vaut 

2 
(q ·-q)/2 si C = 2 
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1 2 c-3 
2 ( q -1 ) q ( q-1 ) pour c ~ 4 . 

Le nombre de représentations projectives d'exposant c est 

s(c) = ~(q+N(l)) 
2 2 si c=2 

s(c) = _!( (q2-l)qc/2-2 +N(c/2)) 
2 2 si 

Remarque. s(c) est toujours un entier. 

Si q est impair, s(2) = (q+l)/2 

et s(c) _ 1( 2 l) c/2-2 - 2 q - q si C ); 4 . 
Si est pair, s(2) 1 q = 2q 

1 2 puis s(4) = 2 (q -1 +q-1) = q/2(q+l) - 1 

et s(c) = ½ qc/ 2- 2 (q 2-1) + N(cf 2 ) si c ~ 6 . (Alors 4IN(c/2)). 

12.8 Désormais, nous supposons c impair. Soit R une repré

sentation linéaire imprimitive de WF, d'exposant c • Alors R 

est primordiale. On peut écrire R=R(L,X), où L est une extension 

quadratique ramifiée de F et X un caractère de LX. Si l'on 

impose Det R(1TF) = 1 , les conditions sur X pour que R=R(L,x) 

soit imprimitive et d'exposant c sont 

1) X(1TF) = 8L(rrF) 

2) a(x) = c-dL où dL = d(L/F) 

0- -1 
3) X L '/- 1 • 

0- -1 
Remarquons que si l'on a c-dL ( dL = f3 (L/F) + 1 , alors X L est 

trivial (utiliser le lemme 9.1). Si l'on a c-dL ~ dL, i.e. 

dL .{_ c;l, alors en utilisant à nouveau ce lemme on voit que 
0-: -1 

X L 

est de conducteur c-2dL+l, donc est non-trivial. On peut donc rem

placer la condition 3) par la condition dL ( c;l 

Pour c = 1 il n'y a pas de solution. 

\ / I C-1 Pour c 11 3 fixons L de sorte que l'on a:it 1 ~ dL ~ 2 . 
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L 

et vérifiant 
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conviendra. Si l'on fixe sa restriction à uo 
L 

, on a 

2 choix possibles pour X , suivant la valeur de x(rrL). 

12.9 

caractères 

à R . 

Soit 

La représentation R = R(L,X) 
(j 

t L L , . X e X . a representation 

n c,L le nombre de caractères 

est induite par chacun des 

X 

R 0 élF est non-équivalente 
2 

uo 
L 

vérifiant 

Alors le nombre de représentations linéaires d'exposant c, induites 

à partir de L et vérifiant det R ( 1T F) = 1 n L. Le nombre de c, 

représentations linéaires d'exposant c, induites à partir de L, 

et prises modulo torsion par un caractère non-ramifié, est n L/2 . c, 

On a, bien sûr, 
c-d -1 

n = (q-l)q L c,L 

c-d -2 L (q-l)q 

n = c,L 

c-d -2 2 L ( q-1) q • 

12.10 La marche à suivre est alors claire : on fixe l'entier 

impair c , c ~ 3 • On fait varier d entre 1 et c-1 
2 Le lemme 

1. 2. 6 nous donne le nombre d'extensions quadratiques L (ramifiées) 

de F, d'exposant différental d. 

Il faudra alors sommer sur d et L les nombres n L, mais c, 

en tenant compte des représentations triplement imprimitives. 

12 .11 Le groupe D 4 = 2'/22' X 'E/2Z n'a qu'une seule représenta

tion projective f:i.dèle et irréductible. Par conséquent les représen

tations projectives triplement imprimitives d'exposant c impair 

sont en bijection avec les extensions K de F, totalement rami

fiées de type (2,2) sur F et d'exposant différental sur F égal 

à c+l [cf. cor. 11.11]. Remarquons qu'en ce cas q est pair et c 

plus grand que 4. 
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Nous poserons à nouveau e: = V (2) 
F 

et nous définirons la fonc-

tion X(c) , pour les entiers impairs c, par les formules 

X(c) = 0 si C ) 6E+l 

X(c) = 1 s5 c ~ 6E+l et c/2 (mod 3) 

X( c) = q+l si C t 6E+l et c=2 (mod 3) . 
3 

Si xE!R ' 
[x] désigne la partie entière de X . 

Proposition 12.11. Soit c un entier impair, c ~1 . Le nombre 

de représentations projectives triplement imprimitives de WF, 

d'exposant c est 

2 ( 1 ) (c-3)/2 -[(c+l)/6]x, ) q- q q ,c 

2 ( q-l) q ( c-3) /2 ( q-[ c+l) /6] X( c) _ q -[ ( c-1) /4J ) s:i. C ~ 4E+l • 

12.12 Suivant Tunnell, démontrons cette proposition. 

Soit K une extension totalement ramifiée de F, de type (2,2) 

et d'exposant différental c+l sur F. On a c+l = d 1+d 2+d 3 , où 

les d. sont les exposants différentaux des 3 sous-corps de K qua
i 

dratiques sur F. 

Si c+l n'est pas divisible par 3 ' les d. 
1 

ne peuvent être 

tous 
, 

L'un d'eux, disons dl' egaux. est le plus petit. Alors on a 

d = d3) dl Choisir K revient alors ' choisir extension 
2 

. a une qua-

dratique E de F, d'exposant différental d 2 , puis un corps E' 

quadratique sur F, d'exposant différental d 1 vérifiant 

d
1

+2d
2 

= c+l . Si K est donnée, il y a deux possibilités pour E. 

Le nombre d'extensions K possible est donc ~ ~ N(d)N(c+l-2d) , où 
d 

d varie entre c-1 
3 et c-1 

2 inclus. On utilise alors le lemme 12.6. 

Supposons maintenant c+l divisible par 3 . Il nous faut ajou

ter, aux extensions K construites comme précédemment, les extensions 



77. 

K dont tous les sous-corps quadratiques ont pour exposant différental 

sur F l'exposant c+l 
d = - 3- . On peut les obtenir en choisissant deux 

caractères quadratiques distincts 

et tels que leurs restrictions à 

X et x' de Fx, d'exposant d, 

d-1 UF soient distincts. On a N(d) 

choix possibles pour 

de X' peut prendre 

X • Si l'on fixe X , la restr~.ction à 

q-2 valeurs et peut être étendue de 

façons en un caractère quadratique de Fx Lvoir Tu p. 40 pour les 

détails]. On obtient le résultat en utilisant le lemme 12.6. 

Remarque. On vérifie que la formule donne bien un résultat nul 

pour q impair (i.e. e=o) ou c ( 3 • 

12.13 Soit r une représentation projective de WF, triple

ment imprimitive et d'exposant c . Soit R un relèvement (primor

dial) de r. Les autres relèvements (primordiaux) R' sont les 

représentations R® (~oTF) où œ est un caractère de FX d'expo-

c-1 sant au plus 2 . Si l'on impose la condition Det R 1 (rrF) = 1, on a 

2(q-l)q(c- 3 )/ 2 choix possibles pour °' . Mais 4 de ces choix don

nent la même représentation R. 

On en tire la proposition suivante 

Proposition 12.13. Soit c un entier impair, c ) 1 . Le nombre 

de représentations linéaires triplement imprimitives de WF, d'expo

sant c et telles que Det R(rrF) = 1 est 

(q-l)2q(c-3)q-[(c+l)/6]x(c} 

( 1 ) 2 c-3( -[(c+l)/6]X( ) -[(c+l)/4], q- q q . C - q / 

si Cl, 4E+3 

si c ( 4e+1 • 

Le nombre de représentations linéaires triplement imprimitives d'ex-

posant c de WF, prj_ses modulo torsion par un caractère non-ramifié 

est la moitié du nombre précédent. 



78. 

12.14 Le nombre de représentations linéaires imprimitives R 

de WF , d'exposant c et telles que Det R('ITF) = 1 , est alors 

facile à calculer. On fait varier d entre 1 et 
c-1 
2 et parcourir 

à L, extension d'où l'on peut induire R, l'ensemble des exten

sions d'exposant différental d . Mais, ce faisant, on aura compté 

trois fois les représentations triplement imprimitives ; il faudra 

donc les retrancher deux fois. 

Théorème 12.14. Soit c un entier impair c ~-1 . Le nombre de 

représentations linéaires imprimitives R de 

et telles que det R(1T F) = 1 , est 

w 
F 

d'exposant C , 

A torsion près par un caractère non-ramifi~, ces reor~sentations 

sont au nombre de ( q-1} 2qc- 3 ( 1 - X( c )q-[ ( c+l) / 6 ]) 

La vérification de ce théorème est laissée au lecteur [voir Tu, 

chap. 4]. 

12.15 Il nous reste à examiner le cas des représentations pro

jectives. 

Proposition 12 .15. Soit c un entier impair c ), 1 . Les repré-

sentations projectives imprimitives d'exposant c sont alor.!Lfil:! 

nombre de : 

2 (q-l)q(c-3)/2( 1 _x~c) q-[(c+l)/6]) si c}4e:+3 

2 ( 1 ) (c-3)/2( 1 X(c) -[(c+l)/6] + 1 -[(c-1)/4] 
q- q - -2- q 2q Si C ~ 4E:+l . 

Pour démontrer cc~tte propositi.on, l'on reprend le raisonnement 

12.4. Les d~taj.ls sont laiss~s au lecteur. 
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13. Relèvements à SL(2,<C) . 

13.1 Soit r une représentation projectj_ve irréductible de 

degré 2 de WF. Si F est un corps local de caractéristique 2 , 

le théorème 5.17 nous dit que r se relève à SL(2,<C) . Il nous 

reste donc à examiner d'une part les corps locaux de caractérist:Lque 

résiduelle impaire, d'autre part les extensions finies de <.0
2 

. Nous 

nous intéresserons dans ce chapitre au cas où la représentation r 

est imprimitive, c'est-à-dire d'image diédrale. 

13.2 Soient donc F un corps local, et r une représentation 

projective imprimitive de degré 2 de WF. Son image est diédrale, 

isomorphe à D2m , pour un entier m ~ 2 • On posera D2 = '7l/2'7l • 

L'obstruction à relever r en une représentation dans SL(2,~) , 

est un élément de H
2 (GF,~

2
) obtenu comme suit 

D
2 

dans PGL(2,<C) définit l'élément d de m m 

le plongement de 

pond, au point de vue extensions de groupes, à l'image inverse T2m 

de D
2

m dans SL(2,<C) • La représentation r définit une projection 

r de GF sur Dm et l'obstruction au relèvement de r à SL(2,<C) 

est * r ( d ) • 
- m 

13.3 Nous utiliserons les réalisations et présentations de 

et D2m 

Ecrivons 

T2m introduites en 11.. 7 . On s'autorisera m = 1 , D
2 

= '7l/2'7J' • 

2d ' . . m = m
1 

, ou m
1 

est 1.mpaJ_r, et appelons C le sous-

groupe d'ordre m1 de Cm: il est engendré par 
ml 

d ml 
2 b • Le groupe 

D
2

d+l est engendré par a et b . De plus D2m est le produit 

semi-direct de D
2

d+l par Crn
1 

De même, l'image inverse de C dans SL(2,<C) contient un 
ml 

2
d+l 

unique sous-groupe r 
ml 

T d+l 
2 

est engendré par 

direct de T d+l 
2 

par 

d'ordre m1 , engendré par ~ • Le groupe 

ô' et ~ml, et T
2

m est le produit semi-

r . On a le diagramme commutatif suivant, où 
ml 
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les ligne-; sont exactes 1 -➔ r ·-➔ 

T2 -➔ T -~ 1 
ml rn 

2
d+l 

F .[ 

l -) C ·➔ 

D2m ➔ D ➔ 1 
2

d+l . 
ml 

Les flèches verticales sont jnduites par la projection de SL(2,~) 

sur PGL ( 0 1 , <C) • 

13.4 Appelons K le corps centrique de r, et L le corps 

fixé par le sous-groupe Cm 
1 

de Gal (K/F) ·::,., D
2

m . On a alors 

Ga.l(L/F) ""'D d+l 
2 

et la représentation projective fidèle donnée par 

le plongement de dans PGL(2,<C) d&finit une représentation 

projective r' de GF, de noyau GL. 

Soient R un relèvement de r à SL(2,CC) , et E le corps 

fixé par Ker(R) . Alors on a Gal(E/F) = T2m Le sous-corps E de 

E fixé par le sous-groupe r de T2m est tel que 
ml 

r'J 

relèvement ' Gal(E/F) ""' T et il définit un de r' SL(2,<C) 
2

d+l I a . 
Inversement, si l'on a un relèvement RI de r' ' SL(2,<C) a I 

~ appelons E le corps fixé par Ker(R') et considérons le corps 

~ ~ E = E.K • Les extensions K et E sont disjointes au-dessus de L , 

et E est galoisienne sur F . Son groupe de Galois sur F est 

~ ainsi une extension du groupe Gal{E/F) , groupe isomorphe à T d+l I 

2 
par le groupe Gal (E.K/E) isomorphe à . On obtient même un 

diagramme commutatif dont les lignes sont exactes et où les flèches 

verticales sont induites par la factorisation par le groupe 

Gal(F.K/K) 

,,.... r-v 

1 ·-, 1 .. ,. Gal(E.K/F) -) T ·➔ 1 
ml 2

d+l 

p. 1 l 
1 -,-~• C ---,:,- D2m ·---➔ D -) 1 . 

ml 2
d+l 

,...., 
Le groupe Gal(E.K/K) agit d'ailleurs trivialement sur 

,.., ~ 
Gal ( E .K/E) "'"' r , donc l'action de 

ml 
sur se factori .. se à 
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travers D d+l . On en déduit que Gal(E.K/F) 
2 

direct de T d+l par r , est isomorphe à 
2 ml 

, ~tant le produit semi

T2 . Par suite E rn 

définit un relèvement de r à SL(2,~) . 

Ces constructions nous permettent de nous limiter, si nous 

voulons, au cas où m est une puissance de 2 . 

13.5 Intéressons-nous d'abord au cas où la caractéristique 

résiduelle p de F est impaire. 

Soit r une représentation projective de degré 2 de WF, 

d'image D d+l , avec d ); 0 • Le corps centr.ique K de r est alors 
2 

modérément ramifié sur F. 

Le groupe de Galois G de l'extension modérément ramifiée mr 

maximale de F est engendré (topologiquement) par deux éléments 

cr et T , vérifiant la seule relation -1 q 
(jT(j = T où est le 

cardinal du corps résiduel de F. L'élément T fixe l'extension 

non-ramifiée maximale de F. 

Un relèvement de ' r a se factorise aussi par 

L'on peut ainsi trouver un critère de relèvement. 

G mr 

13. 6 Supposons d'abord d = 0 • Alors deux cas sont possibles. 

Dans le premier cas, K est non-ramifiée sur F, et il existe un 

relèvement à SL(2,Œ) : en effet r projette Gmr sur D2 par 

CT~ ot T ➔ 1 et on peut relever en cr~ œ T ➔ 1 • Dans le second cas, 

K est modérément ramifiée sur F. Alors T se projette sur a, et 

on aura un relèvement à SL(2,œ) si et seulement si l'on a q= l 

(mod 4) i.e. si et seulement si F contient les racines quatrièmes 

de l'unité. Enonçons donc: 

Proposition 13.6. Soit F un corps local de caractéristique 

résiduelle impaire. Soit r une représentation Proiective de degré 

2 de WF, d'image D2m, où m est impair. Soit K le corps cen

trique de r. 
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Si l'unique extension quadratique de F incluse dans K est 

non-ramifiée, r se relève à SL(2,~) . 

Sinon, r se relève à SL(2,~) si et seulement si t contient 

les racines 4e de l'unité. 

13. 7 Supposons ensui te d ) 1 . Si d ),, 2 , C d est le seul sous-
2 

groupe cyclique H de 

suite, Cd est l'image 
2 

l'on trouve la condition 

évidemment vérifié. 

D d+l tel que D d+l/H soit cyclique. Par 
2 2 -1 q 

de IF . Traduisant la condition O-Tcr = T 

bq+l = 1 i.e. 2dl (q+l) . Si d= 1, c'est 

Quant au relèvement à 

traduit par ~q+l = 1 i.e. 

SL(2,«::) , la condition 0-TCT-l = Tq 

2d+ll (q+l) . On peut énoncer: 

se 

Proposition 13.7. Soit F un corps local de caractéristique 

résiduelle impaire. Soit r une représentation projective de degré 

2 de WF , d'image D2m , où m est pair. Ecrivons 2m = 2d+lm 1 

où m1 est impair. Alors on a 2dl (q+l) tl r possède un relève

ment à SL(2,~) si et seulement si l'on a 2d+ll (q+l) • 

13. 8 Examinons pl us précisément le cas où m = 2 . C' est le cas 

des représentations triplement imprimitives. Leurs relèvements à 

SL(2,~) ont alors pour image le groupe quaternionien u8 . Les 

noyaux de ces relèvements fixent des extensions de F, dites qua

ternioniques. 

Proposition 13.8. Soit F un corps local de caractéristique 

résiduelle impaire. Soit r une représentation projective triplement 

imprimitive de degré 2 de WF. Alors r Possède un relèvement à 

SL(2,œ) si et seulement si F ne contient pas les racines quatrièmes 

de l'unité. Ce relèvement, s'il existe, est unique. 

Cela découle facilement de 13.7 , en remarquant que la condition 

41 (q+l) équivaut à 4A(q-1) i.e. à "F ne contient pas les racines 
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quatrièmes de l'unité. Le relèvement est alors unique, défini par 

O-H QI , T ➔ [3 • Le corps centrique K de r est d I ailleurs l I unj,que 

extension de type (2,2) de F. 

13.9 Il nous reste à examiner le cas où F est une extension 

finie de ©
2 

• En fait, nous ne traiterons alors que le cas des 

représentations projectives r triplement imprimitiv,es, i.e. d'image 

Mais, plus généralement, nous nous intéresserons aux relèvements 

de r induits à partir d'un caractère d'ordre au plus 4, et non 

pas seulement aux relèvements à SL(2,~) . 

Nous l'avons dit, l 1 image inverse de o
4 

dans SL(2,~) est le 

groupe qua.ternionien U - {+1 +· +' +kl 8 - - , - J. , - J , - f • Il possède (à équiva-

lence près) une unique représentation fidèle de degré 2, qui est 

irréductible. On peut la définir par 

i ...,, (i 0) 
0 -i 

Le groupe ~ 4u8 contient également trois groupes isomorphes au 

groupe diédral 0 8 • Le groupe diédral 0
8 

n'a, lui aussi, qu'une 

seule représentation fidèle de degré 2 , qui est irr~ductible. On 

peut la définir par 

H (l Ü) 
a o -1 

b...,,(ül) 
-1 0 

13.10 Soit R un relèvement de r, dont l'image soit incluse 

dans le groupe IJ.L 4 u8 • Alors on voit facilement que quelle que soit 

l'extension quadratique L de F incluse dans K, il existe un 

caractère x de Lx vérifiant R(L,X) = R et 4 
X = 1 • 

Si 1' image de R est u8 ., son déterminant est trivial. Si 

l'image de K est 0 8 , appelons E le corps fixé par Ker(R} • Il 

existe une extension quadratique unique L de F incluse dans K 
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et telle que E soit cyclique de degré 4 sur L. Alors Det R 

est le caractère quadratique eL de Fx d~finissant L. 

Si l'image de R est iµ
4
u8 , appelons encore E le corps fixé 

par Ker(R) . Le sous-groupe u
8 

de iµ
4
u

8 
fixe une extension P de 

F, quadratique sur F, disjointe de K, et telle que l'on ait 

13.11 Rappelons que F est supposée être une extension finie 

de ~
2 

. Alors la théorie de Kummer donne une bijection entre Fx/Fx 2 

et l'ensemble des extensions quadratiques de F. Si X X2 
u E F /F , nous 

noterons cr 
u le caractère de Fx définissant l'extension quadrati-

que de F correspondant à u. On peut définir o
u 

par la formule 

cr (x) = (u,x) 
u 

de Hilbert dans Fx. 

pour E X ' X F , ou ( . ) désigne le symbole 

13.12 Consid~rons donc une représentation projective triplement 

imprimitive r de WF, de corps centrique K. Nous voulons étudier 

les relèvements de r de la forme R(L,X) , où L est une extension 

quadratique de F incluse dans K, et X un caractère de Lx 

4 
vérifiant X = 1 . 

est 

Rappelons que la condition sur X pour que relève r 
a-_ -1 

X L , où L' est l'une des deux extensions quadra-

tiques de F incluses dans K et distinctes de L. De plus on a 

13.13 Fixons donc L et donnons-nous un caractère X vérifiant 

les relations précédentes. Appelons À la restriction de X à Fx. 

Le caractère x2 

de 

on a 

X 
NL/F(L) 

x4 =1, µ, 

est invariant par o-L donc il existe un caractère 

vérifiant x2
(x) = µ,0 NL/F(x) pour xE Lx • Comme 

est quadratique. Ecrivant L= F(VU) , on a la candi-

tian de compatibilité À(u) ·- ri. (-u) . 
De plus,si xEL X 

et y = NL/F(x), on a 
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çr_ -1 
0L, (y) = X L (x) 

cr +3 
= x L (x) = À(y)µ(y) • Par cons6quent 

coincide avec Àµ sur 
X 

NL/F(L ) . 

Inversement donnons-nous un caractère quadratique À de Fx 

et un caractère quadratique \1 de NL/F(L x) , vérifiant les deux 

conditions suivantes : 

1 ) À ( u) = µ ( -u) 

X 
pour y E NL/F(L ) . 2) 0L' (y) = Àµ.(y) 

Alors il existe un caractère X de Lx vérifiant 

4 cr- -1 
1) X = 1 et X L = 8L' oNL/F 

2) X\FX = À et x2 = µ,oNL/F 

13.14 Démontrons cette propriété: 

Soit X X2 x E F n L • Alors on a ou 1r.: X2 
X E V u F • On a donc 

soit µ,oNL/F(x) = À(x) = 1 dans le premier cas 

soit µ,0 NL/F(x) = µ(-u) = À(u) = À(x) dans le second cas. On peut 

donc définir un caractère X de Lx2 .Fx par la formule 

~ X 

si 

si x EL X Y E Fx o t 1 1 • n peu a ors pro onger 

en un caractère 

X x EL • 

X de Lx, qui vérifiera 

On aura alors, pour x dans Lx 

0- -1 
X L (x) 

o-L +3 
= X (x) = 

Utilisons la suite exacte suivante 

C.Q.F.D. 

N 
1 ➔ Z/27 ➔ Fx /Fx 2 ➔ LX /L x2 L/F Fx /Fx 2 ➔ 7/2Z ➔ 1 . On voit alors 

facilement que l'on peut prolonger le caractère X de 2d+l façons, 

où d= [Fi:«l 2 ], ce qui nous donne 2d représentations R(L,X) dis

tinctes correspondant aux mêmes choix de À et µ • Si l'on tord 

R(L,X) par le caractère œoTF de WF, À et µ. sont tordus par 

~2 • Par conséquent, les 2d représentations correspondant à À et 

µ. sont tordues les unes des autres par les caractères d'ordre au plus 
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13.15 Supposons que l'on veuille un relèvement de r à SL(2,<C) 

(relèvement dit guaternionigue). Il faut alors imposer À= e et 
L 

µ = 0 0 
L L' 

. La condition d'existence est ainsi 0L0L' (-u) 

L = F(\{Ü) . Si l'on veut un relèvement R d'image n
8

, tel que le 

si 

corps fixé par Ker(R) soit cyclique d'ordre 4 sur L (relèvement 

dit diédral sur L), il faut imposer À = 1 et µ = e L' La condjtion 

d'existence est 0L' (-u) = 1 sj L = F(\[Ü) . Enfin, si l'on veut 

relèvement d'image iµ 4u8 et de déterminant ep, où P est une 

extension quadratique de F disjointe de K, la condition est 

un 

13.16 Traduisons les critères précédents en termes de théorie 

de Kummer. 

Théorème 13.16. Soit r une représentation projective de WF, 

triplement imprimitive et de degré 2 • Soit K = F(VU,VV) son corps 

centrigue. Soit L = F(VU) . Soit P = F(VW) une extension quadra

tique de F disjointe de K. Alors 

1) r se relève à SL(2,<C) si et seulement si l'on a 

( u I -l) = (VI -u) . 

2) r à un relèvement diédral au-dessus de L si et seule-

ment si 1 1 on a ( v, -u ) = 1 i • e • (v, uv) = 1 . 

3) r a un relèvement d'image ~ 4u8 et de déterminant ap 
si et seulement si l'on a (uJu,u)=(Wv,-u). 

13.17 Remarques. 1) Si r se relève à SL(2,<C) , alors r s 

un relèvement diédral au-dessus d'une des extensions quadratiques de 

F incluse dans K. 

En effet dans le cas contraire on a (v,u) = (v,uv) = (u,uv) = -1 • 

On en tire (v,-u) = -1 et (u,-1) = 1 . 

2) Si L = F(N.) , r a un relèvement diédral au-dessus de L. 
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r a un relèvement quaternionique au-dessus de L si et seulement 

si (-1,-1) = 1 . 

3) Si r n'a aucun relèvement diédral, elle aura un relè

vement d'image ~
4
u8 si et seulement -1 n'est pas un carré dans 

F. Si cette condition est vérifiée, les déterminants des relèvements 

d'image n.i. 
4 
u

8 
possibles sont les SP , où P E F(Vw) , w ·vérifiant 

(W,-s)=-1. 

En effet, si r n'a aucun relèvement diédral, on a (v, -u) = -1 

et (u,u) = 1 d'où (!.l,v,-u) = -(w,-u) et (Wu,u) = (W,u) • D'où l'équi-

valence (Wu,u) = (u.iv,-u) < > (W,-1) = -1 • C.Q.F.D. 

4) On peut retrouver le critère du théorème 13.16 en utilj.

sant une formulation adéquate des relations de Demushkin. Pour cela, 

voir l'appendice au chapitre 13. 

13.18 Une extension galoisienne de F dont le groupe de Galois 

est isomorphe à u8 sera dite quaternionique. Si son groupe de Galois 

est isomorphe à D8 , elle sera dite diédrale d'ordre 8. 

Théorème 13.18. Soit F une extension de degré fini d de m2 • 

Le nombre d'extensions guaternionigues de F vaut 

.2 1 
l = -

si F ne contient pas 1 et si d 

est impair 

Le nombre d'extensions diédrales d'ordre 8 de F vaut 

2d(2d+2_1)(2d-1) 

2d( 2d+1_ 1 )2 sinon. 

Pour ce résultat, vojr aussi [MT], mais leur formule comporte 

des erreurs. 



88. 

13.19 Pour démontrer ce théorème, utilisons le critère 13.16. 

Toutes les extensions quaternioniques de F provi .. ennent de relève

ments à SL(2,<C) de représentations projectives triplement imprimi

tives de WF. Si une telle repr~sentation projective r se relève 

à SL(2,<C) , elle a exactement 2d relèvements à SL(2,<C) , où d 

est le degré de F sur ~2 : en effet l'on peut tordre un relèvement 

donné par un caractère quelconque d'ordre 2 de WF. Mais les 4 

caractères définissant les sous-extensions du corps centrique. K de 

r transforment le relèvement en une représentation équivalente. 

De même toutes les extensions diédrales d'ordre 8 de F pro

viennent de relèvements diédraux de représentations projectives tri

plement imprimitives de WF. Si une telle représentation a un relè

vement diédral R au-dessus de l'extension L de F, elle a exac

tement 2d relèvements diédraux au-dessus de L: ce sont les tordus 

de R par les caractères d'ordre 2 de WF. 

13.20 Pour les extensions quaternioniques il s'agit donc de 

compter le nombre N de couples (u,v) E F/Fx 2 
X F/Fx 2 , vérifiant les 

{

U 'f-1 V 'f-1 UV 'f-1 

conditions (u,-1) = (v,-u) • Le nombre d'extensions quaternioniques 

d de F sera alors 2 N/6 • 

Supposons d'abord que -1 soit un carré dans F. On veut donc 

satisfaire à (v,u) = 1 • On choisira donc un élément non trivial u 

/ X2 2d+2 1 h . 'bl . 'l' de F F : on a - c oix possi es; puis une ement v de 

F/Fx 2 , distinct de 1 et de u, et dans l'orthogonal de u: on a 

2d+l_2 choix possibles, d'où le résultat. 

Supposons ensuite que -1 ne soit pas un carré dans F et que 

d soit impair. On a alors (-1, -1) = -1 • 

On veut satisfaire à (-1,u) = (v,-u) , ut- 1 , v'l-1 uv'l-1 . Si 

(-1,u) = 1 , on veut satisfaire à (v,-u) = 1 , v'l-1 , v'l-u . On a 

(2d+l_l) choix pour u et 2d+l_2 choix pour v . Si (-1,u) = -1 , 
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on veut satisfaire à (v,-u) = -1 et les conditions vf 1 , vfu 

sont alors automatiques. Mais on ne peut prendre u = -1 . Par sui te, 

on a 2d+l_l choix pour u et 2d+l choix pour v, d'où le 

résultat. 

Supposons enfin que -1 ne soit pas un carré dans F et que 

d soit pair. On a alors (-1,-1) = 1 . 

Si (-1,u) = 1 on veut satisfaire à (v,-u} = 1 , vf 1 , vfu . 

Si u = -1 , on a 2d+ 2-2 cho:ix possibles pour v . 

Si u -=/-1 (2d+l_2 chojx), on a 2d+l_2 choix possibles pour v. 

Si (-1,u}=-1 on veut satisfajre à (v,-u)=-1 et les condi-

tions v-=/ l v-=/ u sont automatiques. On a alors 2d+l choix pour 

u et également pour v. 

On obtient au total 22d+ 3 - 2d+ 2 + 2 choix pour (u,v} . C.Q.F.D. 

13.21 Pour les extensions diédrales, il s'agit de compter le 

nombre M de couples (u,v} E Fx/Fx 2 x Fx/Fx 2 , vérifiant les condi

tions u-=/ 1 , v f l , uv f l et (v, -u) = 1 . Le nombre d'extensions 

diédrales de F est alors 2dM/2 . 

Si -1 est un carré dans F, on a déjà fait le calcul dans le 

cas quaternionique. 

Supposons donc que -1 ne soit pas un carré dans F . 

Si ( v, -1} = 1 ( ( 2d+l -1} possibilités), on choisit u dans 

l'orthogonal de v , u-=/ 1 , u-=/ v : 2d+l_2 choix pour v . 

Si (v,-1) =-1 (2d+l possibilités}, on choisit u non orthogo-

nal a' v , u-+v •• 2d+l_l h ' t t 1 b' r c 01.x pour v . Au o a on a J.en 

2(2d+l_1} 2 choix. C.Q.F.D. 
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Appendice 

13.22 Retrouvons le critère du théorème 13.10 en utilisant les 

relations de Demushkin [La]. En fait nous donnons une présentation 

différente de [La], et nous ne donnons que le schéma de la démons

tration. Cette présentation m'a été suggérée par M. Cartier. 

Soit V un espace vectoriel sur le corps fini F2 . Alors le. 

cup-produit définit une application bilinéaire symétrique de 

dans 
2 H (V,F

2
) • Remarquant que est le 

* dual V de V, on montre que le cup-produit permet d'identifier 

H2 (v,F
2

) à l'espace s2 (v*) produit symétrique d'ordre 2 . Cet 

espace s2 (v*) s'identifie éga.lement à l'espace des formes quadra

tiques sur V. 

13.23 Soit maintenant F une extension finie de m
2 

. Le cup-

produit définit une application bilinéaire symétrique de 

dans 2 2 H (GF,F 2 ) . Identifiant H (GF,F
2

) avec 

F2 par la théorie du corps de classes, on obtient une forme bili

néaire symétrique non dégénérée sur H1 (GF,F 2 ) • Mais la théorie de 

K t d , 'd t'f' H1 (GF,~
2

) avec Fx/Fx 2 L d 't ummer perme 1 en 1 1er ~ . e cup-pro ui 

se traduit alors par le symbole de Hilbert sur F. 

13.24 Supposons maintenant que V soit un quotient de GF: 

cp : GF ➔ V • Donnons-nous une extension G de V par F 
2 

• La classe 

de correspondant à cette extension s'écrira comme com

binaison linéaire de produits d'éléments de 
r 

v* soit s = I: x
3
• 14J, • 

i=l - l 

L'obstruction au relèvement de cp : GF ➔ V en un homomorph.:l sme de GF 

dans G est cp*(s) • 

Si nous notons r:r u l'élément de 

l'é.lément u de Fx/Fx 2 , l'obstruction 

correspondant à 

se traduit alors par 
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TT ( u. , v. ) F = 1 où X . ocp = cr 
1 1 1 u. et 1/J. ocp = cr 

1 v. 
1. 1 

13.25 Prenons d'abord V= F2 ©F
2 

, et notons (e,f) une base 

de V , x et y les composantes suivant cette base. Si l' extens:i.on 

G est quaternionique, la forme quadratique correspondante est 

x 2 + xy + y 2 
, d'où la condition au relèvement suivant : 

(u,u)(u,v)(v,v) = 1 avec xocp = cr ' yocp = cr 
U V 

Cela s'écrit aussi (v,-u) = (u,-1) ce qui est la condition du 

théorème 13.10. 

Si l'extension G est diédrale, e+f se relevant en un élément 

d'ordre 4 , la forme quadratique correspondante est xy , d'où la 

condition (v,uv) = 1 avec xocp = cr , yocp = cr • Cela s'écrit aussi 
V UV 

(v, -u) = 1 • 

Si, ensuite, V = F2 œ F 2 œ F2 notons (e,f ,g) une base de V , 

(x,y,z) les composantes. Si G est l'extension ~ 4u8 de V, z 

étant l'application déterminant, la forme quadratique correspondante 

est z 2 + x 2 + xy + y 2 
, et la condition au relèvement s'écrit 

(w,w)(u,u)(u,v)(v,v) = 1 si xocp = cr , yocp = cr , xocp = cr . Cela 
U V W 

s'écrit aussi (u.U,-1) = (v,-u) • C.Q.F.D. 

14. Représentations triplement imprimitives de degré 2 de W«) . 
2 

14.1 Le corps possède 7 extensions de type (2,2), donc 

il existe 7 représentations projectives triplement imprimitives de 

degré 2 pour W~ • 
2 

Nous donnons ici, sous forme de tables 

1) des relèvements primordiaux de ces représentations pro-

jectives, 

2) des relèvements à SL(2,~) , quand ils existent, 

3) des relèvements diédraux, quand ils existent. 
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14.2 La table VII donne, peur mémoire, le symbole de Hilbert 

dans 
X 

Q
2 

• Comme système de représentants de 11,x
2

/( IT'\x
2

) 2 , 
,;,! -..:.t nous avons 

choisi {±1, ±2, ±3, ±6} • De même, la table VIII, donne pour chacune 

des extensions quadratiques L de <D
2 

, son exposant différental, qui 

est aussi le conducteur du caractère la définissant. 

Pour chaque extension quadratique L de <02 , la table I 

donne des éléments 

L= <D (V~) = (D (j) 2 2 

toujours u
2 

= -1 E <D
2 

(où 

et 

u2 , u3 , u4 

j 2 +j+l = 0) 

engendrant 1 
UL. Sauf pour 

, on a vL ( u. -1) = i . On a 
l 

u 3 = -3 E <D2 . Sauf pour L = m2 (H) = <02 ( j) 

1 
on a UL = UL et Lx est engendré par u

1 et une 

uniformisante 1T L = 1T • Pour L = <D
2 

( j ) , LX est engendré par 'TT = 2 , 

et j . Les caractères X de Lx que nous utili-

serons seront toujours supposés vérifier la relation x(j) = 1 . 

La table I donne l'uniformisante 'TT choisie, et les relations 

que vérifient les u .• Les éléments 
1 

u = -1 , u = -3 2 4 et 2 engen-

drent <O;. La table donne aussi l'expression de 2 en fonction de 

1T et des u. , 1 ~ i ~ 4 • Les vérifications de l'exactitude de cette 
1 

table sont immédiates. 

sûr, 

La table II donne la norme sur 

u
2 

= -1 est de norme 1 sur 

de 1T , u
1 

et 

u
4 

= -3 de norme 

u
3 

• Bien 

9 • 

14.3 La table IV donne, pour chaque représentation projective 

trij?lement imprimitive 

mordial. 

r de degré 2 de W , un relèvement pri
<02 

Soit donc K une extension de type (2,2) de <02 , corps cen

trique de r. Par le corollaire 11.11 et la remarque qui le suit, 

l'exposant de r est donné par la formule 

a ( r) = a 1 + a
2 

+ d
3 

- 1 si K est totalement ramifiée sur 

Q
2 

. et par la. formule 

e:,,~posE,nts différentam~ des 3 extensions quadra.tiqucs de ©
2 
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incluses dans K. 

Pour chaque extension quadratique L de m2 , incluse dans K, 

la table IV donne, par ses valeurs sur les générateurs de un 

caractère X de Lx, tel que R(L,x) soit un relèvement primordial 

de r . Le conducteur de X est donné par les formules a(r) = 2a(X) 

si L est non-ramifiée sur <D
2 

et a(r) = dL +a(x) sinon. 

Remarquons que l'on a toujours a {X) .( 5 • Utilisant la relation 

(lfl) 
2 = lf1+2 pour m ~ 3 , le lecteur vérifiera aisément que les L L 

caractères X définis dans la table ont bien le bon conducteur. 

14.4 Pour déterminer les caractères X , nous avons suivi la 

technique des paragraphes 13.12 et 13.13. Pour u dans 
X 

(D2 , nous 

notons cru le caractère d'ordre au plus 2 de (D~ qui définit 

<D2 <vu) . 
Pour chaque choix de L, on a choisi des caractères À et µ 

de <D~, d'ordre au plus 2 , de façon que À.8L = Det R(L,X) ne 

varie pas quand L varie. On a imposé, bien sûr, ce que le lecteur 

vérifiera aisément, la condition À(u) = µ(-u) si L = <D2 (vu) . De 

plus on a choisi À et µ de façon que (ÀwoNL/<D définisse l'ex-
2 

tension K de L vérification évidente. 

Il est alors clair 

x(x) = À (x) si 
X 

x E (D2 

~,X est un relèvement 

14.5 La condition 

sur les générateurs de 

que si X est un caractère de LX tel que 

2 
µ,oNL/<D(x) 

X 
et X (x) = si xEL , alors 

2 
de r . 

2 X (x) = µoNL/~(x) s'exprime très facilement 
2 

Lx; on utilise le calcul de la norme de L 

à (D
2

, regroupé dans la table II. 

-1 

La 

et 

condition XI Fx = À s I exprime aussi facilement : les éléments 

-3 de (D; figurent parmi les générateurs choisis de Lx. 

Il reste donc à exprimer la condition x(2) =À(2) • On se sert pour 

cela de l'expression de 2 en fonction des générateurs de Lx 

(table I). 
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Toutes ces conditions sur X sont exprimées dans la table inti

tulée : vérification de la table IV. Le lecteur vérifiera sans problè

me que la table IV est compatible avec ces conditions. 

14.6 Ayant imposé le déterminant du relèvement R(L,X) , on 

peut encore tordre par les caractères d'ordre 2 de W(D . Pour le 
2 

caractère centrique de R(L,X) , on a ainsi 2 possibilités. 

Nous avons ajusté X de façon que le caractère centrique soit le même 

pour les trois sous-corps L de K, quadratiques sur m2 . 

Pour cela, nous utilisons la table III. Pour chaque choix de K, 

cette table nous donne un élément x de Kx et sa norme NL/K(x) 

pour chaque choix de L. Cette table donne également un élément s 

de Lx vérifiant s = NK/L(x) mod(4'1TL) (i.e. mod('IT~) si Li<D
2

(j) 

et mod(8) si L=m
2

(j)), ceci si NK/L(x) est une unité, et 

2 
s = NK/L(x) mod(4'1TL) si NK/L(x) est une uniformisante. 

Comme les caractères X considérés vérifient a(x) ~ 5 (et 

" a(x) ~ 3 si L = (D2 ( j)) l'on aura xoNK/L(x) = x(s) meme , 

Imposer que les caractères centriques XoNK/L soient les " memes 

quand L varie dans K, c'est alors imposer que les 3 valeurs x(s) 

soient égales. Le lecteur pourra vérifier, à l'aide de la table III, 

qu'il en est bien ainsi. 

14.7 La table V donne les représentations quaternioniques de 

• On peut tordre la représentation primordiale R donnée par la 

table IV en une représentation quaternionique si et seulement si l'on 

a Det R(-1) = 1 (cf. Ch. 5.10). Cela nous donne 3 cas possibles pour 

K. Les représentations quaternioniques sont en fait obtenues, à par

tir des représentations primordiales, en tordant par les caractères 

p et pa-_ 1 de X 
(02 , où p est défini par P(-1)=1 P(2)=1 

p (-3) = i ; il vérifie 



95. 

Les vérifications de la table V sont effectuées à la page suivant 

cette table. 

14.8 Les représentations diédrales sont aussi obtenues par tor

sion à partir des représentations primordiales. Si l'on tord 

R= R(L,X) par le caractère ô' de et µ sont tordus par 

a 2 • On pourra donc tordre R en une représentation diédrale sur L 

si et seulement si À est le carré d'un caractère (car, pour une 

représentation diédrale sur L , À = 1) , i.e. À ( -1) = 1 . 

La table VI donne, pour chaque choix possible de K et L, la 

valeur de µ , les valeurs de X sur 1T , u 1 , u
3 

• (On a 

x(u
2

)=x(u
4

)=1), et le caractère par lequel il faut tordre la 

représentation primordiale de la table IV, pour obtenir la représen

tation diédrale R(L,X) de la table VI. Les exposants a(X) et 

a(R) ont été calculés grâce au théorème 7.18. 
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TABLE I g~n6rateurs de Lx 

L ul u2 u3 U4 Relations 1T 2 

(!l2(j) 1+2j -1 1+4j -3 2 2 u 1 = u
4

, u 2 = 1 2 rr 

'll2 ( i) i -1 -1+2i -3 2 2 u 1 = u
2 

, u 2 = 1 -l+i 2 
1T /ul u2 

<D2 (\[3) 2+v3 -1 3+2\/3 -3 2 2 2 = 1 1+\f3 2 u 3 = u 1u
2

u
4

, u 2 1T /ul 

'll2 (\{Ï) l+\{Ï -1 -3-2\f2 -3 2 2· 
=1 l[ï '112 u

3 
= u 1 u 2 

, u 2 

{02 (\f6) 1+\{6 -1 -7-2V6 -3 2 2 l 
u3 = ul u2 , u2 = \f6 2 

1T /u2u4 

m2 <N) l+N -1 1-2V-2 -3 2 2 u 3 = u 1 u 2 
, u 2 = 1 N 2 

1T /u2 

<122 <V-6) l+V-6 -1 s-2R -3 2 2 u 3 = u 1 u 2 , u 2 = 1 R 2 
7T /u4 

T.P.J3LE II norme des générateurs de Lx 

L NL/F(1T) NL/F( ul) NL/F(u3) 

<D2 ( j ) 4 3 13 

{02(i) 2 1 5 

<02 (v3> -2 1 -3 

<Ili( \/2) -2 -1 1 

<D2(\/6) -6 -5 25 

<D2 <V-2> 2 3 9 

<D2 <R> 6 7 49 
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TABLE III normes dans K 

K L 1 X NK/L(x) s 

(02 ( i) -3-2i -3+6i u2u3u4 

m2 (i,'V3,R> <D2 (\f3) 1-i+V3 5+2V3 9+6\[3 u2u3u4 

<D2(H> -1+2\f-3 1+4j u3 

(02 ( \f-2) -1-R -1-v -2 ulu2 

<02 ( v-ï , v-3 , \f6 > <02 (V-3) \f6-V-2 
R 1+2j 1 + 2 ul 

(02 (\[6) 3+\[6 19+9\[6 ulu2u3 

(02(\{2) 3+\/2 -21-15\{2 ulu2u3u4 

<02 (\f2, R, V-6 > <02 (V-3> \f2-R 
1 + 2 2+R -1s-3R ulu2u3u4 

m2 (V-6) -1-V-6 -1-V-6 ulu2 

(02 ( j_) 1-i 1-i 1Tu2 

m2 ( i, \f2, V -2 > (02 (\{2) 1 + \fï+V-2 
2 2+\/2 2+1/2 1Tul 

m2 <V-2> V-2 R 1T 

1Jl
2

(i) 1-3i 9-3i 1Tulu2u3u4 

m2 < i, \f6, V -6 > (Jl2 ( V6) 1 + VG+V-6 
2 4+\[6 -12-7V6 1Tu3 

<02 <V-6) -2+V-6 -1s+17V-6 1Tul U3 

<ll2 ( \f2) 1/2 1/2 1T 

<D2 ( \J2, \[3, \f6) <ll2 ( \[3) 1 + 1/2+\/6 
2 

-1-\[3 -1-\{3 1Tu2 

ID2 (\fG) 2+\[6 162+57\16 1Tul U3U4 

<ll2 (v-2) 2-v-2 2-R 1Tul u2 

<02 < \f=2, \f3, V -6 > <02(\13) 1- V ... 2+V-6 3+\[3 99+57\{3 1Tulu2u3u4 2 

<ll2 <V -6 > -V-6 -V-6 1Tu2 
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TABLE IV représentations primordiales 

K L IÀ µ, X {7T) X(u 1 J X(u 2 J X(u
3

) X(u 4 ) a(x) a(R) Det R 

(02 ( i) 1 (T3 j_ -1 1 1 1 2 Impair 

<D2 ( i, If 3, If -3) <D2 (V-3) 0-_3 1 1 -1 1 1 1 2 4 CT_l 

<D2 (V-3) (T3 1 -1 1 -1 1 1 2 

<D2(N> o-_1 0-3 i i -1 1 1 3 Pair 

'.122 (\{ -2, If -3, If 6) m2 ('v-3 > cr_6 (T3 -1 -i 1 1 -1 3 6 (T+2 

'.122 ( \/6) rr-3 cr_l 1 i -1 1 1 3 

'.122(\12) cr_l CT3 1 i -1 1 1 3 Impair 

'.122(\{2,\{-3,\{-6) <D2 ('v-3 > (J'" 6 0--3 -1 -i -1 1 -1 3 6 CT_2 

<122 (V -6 > cr3 o-_1 i i -1 1 1 3 

<D2(i) (T2 1 1 1 1 1 ... 1 5 Impair 

<12
2 

( i, v·2, If -2 > '122 ( \/2) o-_1 1 1 1 -1 -1 1 4 7 o-_2 

m2 (Fl > 1 cr_l 1 i 1 -1 1 4 

'D2(i) o-_6 cr_l 1 -1 1 1 -1 5 Impair 

'.122(i,\{6,\{-6) '122 (\/6) 1 cr_6 -1 i 1 -1 1 4 7 cr6 

<12
2

(V-6) o-_1 cr_6 -1 1 -1 -1 1 4 

'122 ( \/2) 1 cr3 1 i 1 -1 1 4 Pair 

<12
2 

(\f 2, \f 3, v·6 > '122 ( \[3) 0-6 1 -1 -1 -1 -1 -1 5 7 (T2 

(02 ( 1/6) 10-3 1 -1 1 -1 -1 1 4 

'122 (H > o-_1 0-_3 i 1 -1 -1 1 4 Pair 

'.122('{-2,'{3,'{-6) <D2 ( \{3) 0-+6 CT_l -i 1 -1 1 -1 5 7 cr2 

t:2
2 

(V -6) 0-_3 (T 
-1 -i i 1 -1 1 4 
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V~rification de la table IV 

À Det Ri À ( -1) À (-3) X(7T)2 2 2 K a b µ NIT Nu 1 Nu
3 

x(u 1 ) x(u
3

) 

-1 3 1 0-3 o-_1 1 1 2 1 1 -1 1 1 

cn
2 

( L V3, V -3) 3 -3 T 
-3 

1 0- . 
-1 

1 1 -2 1 -3 1 1 1 

-3 3 0-3 1 cr_l -1 1 1 3 -3 1 1 1 

-2 -3 'T 
-1 

'T 
3 0-2 -1 1 2 3 1 -1 -1 1 

cn
2

(R,V-3,\f6) -3 -2 cr_6 0-3 cr2 1 -1 1 3 -3 1 -1 1 

6 -3 cr 3 (T 
-1 0-2 -1 1 -6 3 1 1 -1 1 

2 -3 a-_l a-3 a-_2 -1 1 -2 -1 1 1 -1 1 

cn
2

(\f2,v-3,V-6) -3 2 0-6 cr3 o-_2 -1 -1 1 3 -3 1 -1 1 

-6 -3 cr3 cr_l cr_2 -1 1 6 -1 1 -1 -1 1 

-1 2 cr2 1 (j-2 1 -1 2 1 -3 1 1 1 

cn2_ c L v2, V -2) 2 -1 cr_l 1 cr_2 -1 1 -2 -1 1 1 1 1 

-2 -1 1 cr_l cr_2 1 1 2 3 1 1 -1 1 

-1 6 cr_6 cr_l cr6 1 -1 2 1 -3 1 1 1 

<D2 ci, \f6, V -6) 6 -6 1 o-_6 0-6 1 1 -6 3 1 1 -1 1 

-6 6 (T'-1 (j'-6 cr 6 -1 1 6 -1 1 1 1 1 

2 3 1 cr3 cr2 1 1 -2 -1 1 1 -1 1 

<D2 (\/2, \[3, \[6) 3 6 0-6 1 0-2 -1 -1 -2 1 -3 1 1 1 

6 3 0"3 1 0-2 -1 1 -6 3 1 1 1 1 

-2 3 (T'-1 cr_3 0-2 -1 1 2 3 1 -1 1 1 

<D2 c v-2, \f"3, V -6) 3 -6 cr 6 o-_1 cr2 -1 -1 -2 1 -3 -1 1 1 

-6 3 0-_3 o-_1 0:-2 1 1 1 6 -1 1 -1 -1 1 

Relations L= <D2 (Va) , K = <J2
2 

(Va, \[b) 

Àµ=CT'b , ÀO-a=Det R , À(a)=µ(-a) 

x(11) 2 =µ,(NIT), x(u
1

) 2 =µ,(Nu
1

), x(u
3

) 2 =µ,(Nu
3

) 

À restriction de X ' a 
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TABLE V renr,~s(~ntab.ons guatern:i.onigues 

K L 1 :\ µ X ( 1T ) x(u
1

) x(u
2

) x(u
3

) x(u
4

) a(x) 

<.D
2 

(v-=-2) cr_2 c,6 i -1 -1 -1 -1 5 

<0
2 

( v-=2 , V-3 , \f6 ) <D2 (\1::..3) cr_3 'T 
2 

-1 1 1 i 1 4 

<D2 (V6) 0"'6 o-_2 i 1 -1 -1 -1 5 

<D2 (H) O"' - 2 (T6 i 1 -1 -1 -1 5 

<0
2

(\f=2,V-3,\f6) <D2 (H) <T _3 0"6 -1 -1 1 i 1 4 

(02 (\[6) 0"6 (j'-2 i -1 -1 -1 -1 5 

<D2(\12) (T2 0"'6 1 i 1 1 -1 5 

(02 (\{2, \/3, \[6) <D2 (\/3) 0-3 0-2 -1 -1 -1 -i 1 6 

<D2(\16) 0-6 (j'2 -i -i -1 1 -1 5 

<D2(\12) 0-2 0-6 -1 -i 1 1 -1 5 

<D2 ( 1/2, \/3, 1/6) <D2 ( \/3) 0-3 0-2 1 -1 -1 -i 1 6 

<D2 ('{6) 0-6 CT2 -i i -1 1 -1 5 

<D2(H) o-_2 cr_6 i i -1 1 -1 5 

m
2 

( r::2, \/3, V -6) <D2(\/3) 0-3 o-_2 -i +1 -1 i 1 6 

<D2(H) o-_6 o-_2 1 -i 1 -1 -1 5 

<D2(H) cr_2 cr_6 i -i -1 1 -1 5 

<D2 ( Fl, \/3, R) <D2 ( \/3) 0-3 o-_2 i 1 -1 i 1 6 

<0
2 

(V -6) 10--6 o-_2 -1 i 1 -1 -1 5 
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Vérification de la table V 

1T ul u2 u3 u4 'IT ul u2 u3 u4 1T ul u2 u3 u4 

K = <D2 (H, V-3, \f6) 

Normes (modulo les puissances 4e) Multiplication par p Mult. par pcr_l 

2 3 1 9 9 1 i 1 -1 -1 1 -i 1 -1 -1 

4 3 1 -3 9 1 i 1 i -1 1 -i 1 i -1 

-6 -5 1 9 9 i -i 1 -1 -1 i i 1 -1 -1 

K = <D2 ( \{Ï, \f3 , \f6 ) 

Normes (modulo .•. ) Multiplication par p Mult. par pcr_l 

-2 -1 1 1 9 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 

-2 1 1 -3 9 1 1 1 i -1 -1 1 1 i -1 

-6 -5 1 9 9 j_ -i 1 -1 -1 i i 1 -1 -1 

< = <D2 (N, \f3, V -6) 

Normes (modulo ••. ) Multiplication par p Mult. par pcr_l 

2 3 1 9 9 1 i 1 -1 -1 1 -i 1 -1 -1 

-2 1 1 -3 9 1 1 1 i -1 -1 1 1 i -1 

6 -9 1 1 9 i -1· 1 1 -1 -i 1 1 1 -1 

P(-1) = 1 pcr_
1 

(-1) = -1 

P(2) = 1 PCT_l ( 2) = 1 ·2 
(1"2 p = 

p(-3) = i pcr_1 (-3) = i 



TABLE VI Extensions diédrales 

K L µ, X ( iT) x(u
1

) x(u
3

) 

<Dz u.) (j3 j_ -1 1 

o2 < L \/3, V -3) <D2(i) 0-3 i -1 -1 

<D2('{3) cr_l -1 -1 1 

<D2 ('{3) (T' 
-1 -1 -1 -1 

<12
2 

<V-3 O" -2 1 1 i 
<122 <V-2, V-3, \f6) 

<122 <V-3) o-_2 1 -1 i 

<122 <V-2) a-_1 1 i -1 

cn2 < L V2, V -2) m2 <V-2) CT_l -1 -i ..:1 

<D2 ( i) a-_2 1 i i 

<D2 ( i) o-_2 ..:1 j_ i 

<D2 ( \{6) o-_6 -1 i -1 

<12
2 

< i, \f6, V -6) <122(\{6) CT_6 1 i -1 

<D2(i) 0"6 -i i i 

<122 ( j_) 0"6 -i i -i 

<122(\/2) (j3 1 i -1 
<D2 (\/2' \[3 '\[6) 

<D2 (\/2) 0"3 -1 i -1 

<122 <V -6) O"' 3 -1 1 -1 
<122 <'v-2, \f3, V -6 > 

<D
2 

<V-6) O"' 3 1 1 -1 

* représentations non primordiales 

v(-1) = 1 

v(2) = i 

v(-3) = 1 

\)2 = 0-
-3 

a(x) 

2 

4 

2 

4 

4 

4 

4 

4 

6 

6 

4 

4 

6 

6 

4 

4 

4 

4 
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a(R) Torsion 

4 -
* 6 (]"2 

4 \) 

* 6 va-2 

* 8 pv 

* 8 pvo--_1 

7 -
7 0-3 

* 8 p 

* 8 po--3 

7 -
7 o-_2 

* 8 pv 

* 8 pva- -2 

7 -
7 a-_3 

7 \) 

7 V0'"2 
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V~rification de la table VI 

i Normes Mul tipU.cateur 1 

K Torseur ·11 ul u3 '11 ul u3 

2 1 5 - 1 1 1 

<D2 ( i, \[3 , v-:.-3 ) 2 5 -1 (T2 1 1 -1 

-2 1 -3 'J i 1 1 

-2 1 -3 'J(T2 j_ 1 -1 

<D
2

(\f=2,\f=3,V6) 4 3 -3 pv -1 i i 

4 3 -3 pvcr_
1 -1 -i i 

2 3 9 - 1 1 1 

<122 < L \f2, N ) 2 3 9 0-3 -1 -1 1 

2 1 5 p 1 1 -i 

2 1 5 pcr3 -1 1 -i 

-6 -5 9 - 1 1 1 

<0
2 

( i, V6, V -6) -6 -5 9 cr_2 -1 1 1 

2 1 5 pv i 1 -:L 

2 1 5 pvcr_
2 .t 1 j_ 

©2 (0., \{3, 1/6) -2 -1 1 - 1 1 1 

-2 -1 1 cr 
-3 -1 1 1 

©
2 

< v-::2, l[3, V -6) 6 -9 1 'J i 1 1 

6 -9 1 vo-2 -i 1 1 
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TABLE VII symbole de Hilbert 

·-
1 -1 2 -2 3 -3 6 -6 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

-1 l -1 1 -1 -1 1 -1 1 

2 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

-2 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 

3 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 

-3 1 1 -1 -1 l 1 -1 -1 

6 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

-6 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 

TABLE VIII Extensions quadratiques de ID2 

d = d(L/ID} 2 2 
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I I 

REPRESEN'J'ATIONS PRIMITIVES DE DEGRE 2 

15. Repr-hsentations nrimitives de degré 2 . 

15.1 Soit r une représentation projective primitive de degr~ 

2 de WF • Alors son i.mage est isomorphe, soit au groupe alterné S!I 
4 

, 

soit au groupe symétrique 6
4

. Ces deux groupes n'ont d'ailleurs, à 

équivalence près, qu'une seule représentation projective fidèle de 

degré 2 [Lg, app. 1 du chap. XI]. 

Le nombre de représentations project:ôves pr:i.m:i.t:i.ves de degré 2 

de WF est donc le nombré d I extensions galois:i.ennes de F , de groupe 

de Galois U4 ou 5 4 . En particulier, on pourraj.t les définir par 

des équations du 4e degré. Pour une construction de ces extensions, 

par les théories de Kummer ou Artin-Schreier, voi.r [we 2] , ou encore 

[He 1] pour les calculs explicites. 

15.2 Soient donc F un corps local et K une extens~on 

galoisienne de F, de groupe de Galois ~ 4 ou 5 4 . Alors, posant 

G = Gal (K/F) , le groupe de ramjf3.catfon sauvage G
1 

de G est le 

sous-groupe de ~ 4 , isomorphe à o4 , et formé des produits de deux 

transpositions. Si F 
1 

est l 'extens::.on modérément ramifiée maxj_male 

de F incluse dans K, alors est isomorphe à 

ou 5
3 

suivant le cas. 

On peut supposer F de caractéristique résiduelle 2 . Sinon, 

il n'y a pas de représentations primitives de degré 2 de WF 

[cf. 10.5]. 



106. 

Nous noterons q = qF le cardinal du corps rôsiduel de F et 

1T = 'fT F une uni formi san te de F • 

Propo_s:i.t.i on 15. 2. Il y a une et une seule extens.:'.on non-ram.:; fiée 

de degré 3 de F . Il y a une e:;ç_:\::.ension galo:i s:Lenne F 1 de F de 

groupe de Galo5s 6 3 

de 2 • Alors on a 

s] et seulement sj q est une pu.i esance :i.mpa~_re 
3 

F 1 = F(j,\{ii), où j
2 +j+l = 0. Il y a des ex-

tensions cycl'. gues cubiques rand fi/:-es de F s., et seulement s.:: q 

est une puissance paire de 2 et alors il y en a trois distinctes. 
3 

Ce sont les extensjons F 1 = F((jct.ii) pour a=0,1,2 

Pour la démonstration voir [He 1] ou [we 2]. On peut encore uti

liser les résultats du chapitre 13 [13.9 et sq.]. 

15.3 Le groupe H = Gal(F 1/F) agit sur le groupe G1 par auto

morphismes intérieurs. En fait, G est la seule extension de H par 

G1 , avec cette action : c'est un produit semi-direct. Par conséquent, 

étant fixée telle que H = ~ 
3 

ou G_ , les extensions K de 
.j . 

galoisiennes sur F et telles que l'on ait Gal(K/F) = m4 ou 64 , 

correspondent par la théorie du corps de classes aux sous-H-modules 

N de FX tels FX/N so.i.t j_somorphe ' Gl tant H-module. que a en que 
1 1 

Si j_ est le plus petit entier tel que ui C N ' alors on a 
Fl 

i = a(K/F l) +1 et par su5te, ' du théorème 2. 3 , l'exposant de a cause 

la reprêsentation projective r de degré 2 attachée à K est 

a(r) = 2 + e(F~/F) (i-1) . On appellera i l'exposant de K . 

Proposition 15. 3. Soj t F 1 une extens:Lon galoisienne modérément 

ramifiée de F, telle que H = Gal(F 1/F) so:i..t jsomorphe à ~
3 

( resp. cs
3

) • Soit p un élément d'ordre 3 Qfill.ê_ H . Pour j_ )1 O , 

définissons et 2 
W . = M. / ( 1 +p +p ) M. • 

l l l 

Alors le nombre d'extensions galoisiennes K de F, de groupe 

de Galois ~ 4 (resp. 6 4 ), et d'exposant au plus i , vaut 
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Pour la démonstration, voir [Tu, chap. 5]. Il s 1 2.g.:it simplement 

d'ut5liser le même raisonnement que dans [We 2], en tenant compte de 

l'hypothèse sur l'exposant. 

15. 4 Nous poserons E = vF ( 2) . Si F est de caractéristique 2 , 

E est j_nf :Lni. 

Proposition 15.4. Soit F
1 

une extensjon galojsienne modérément 

ramifiée de F telle que H = Gal(F 1/F) soit isomorphe à ii
3 

(resp. 6
3

). Alors le nombre d'extensions K de F
1

, d'exposant au 

plus i , et telles que K sojt galoisienne sur F de groupe de 

Galois isomorphe à ~4 (resp. G4 ) va.ut : 
[i-1] 

a) quand H""' 5
3 

(q-l)q 3 si i ( 2E , i pair, 

i "f= l(mod 3) , et 0 

b) quand 

si i ~ 2E , i pair 

c) quand 

sinon, 

H""' ~
3 

et F , ramifiée sur F 

i "=F 1 (mod 3), et O sinon, 

H""' ît 
3 

non-ramifi~e sur 

si i ~ 2 e et i pair, et O sinon. 

[ i-1] 
3 l/3(q-l)q 

F 

15.5 Nous donnons ici sjmplement l'idée de la démonstrat:ion, 

qui découle des méthodes de [we 2]. Pour les déta.i.ls, 

chap. 5]. Il s'agit de calculer le cardinal du module 

proposi tj on 15. 3 • 

voir [Tu, 

W. de la 
J. 

On remarque que M. 
l. 

semi-simple et donc 

qu'il est somme dfrecte de ses constituants 

où T 
0 

, T. 
J 

M. = 
l. 

i 
EB 

j=O 
T. 

J 

pour j ~ 1 . 
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i 
Par suite, on a W.= $ 

J_ 
T ./( l+p+p 2 ) T. , et il suffit d'étudier 

J J j=O 

la structure de T./(l+p+p 2 )T. 
J J 

, ce qu:ô est un calcul simple sur le 

corps rés:i.duel de F1 . 

15.6 On en d6duit le résultat suivant, an à J. Tunnell. 

Théorème 15.6. Soient c un entier impair, F un corps local de 

caractér-i stigue résiduelle 2 , et q le card:i nal de son corps rssi.

duel. Alors le nombre de représentations project] ves primit~.ves 

d'exposant c et de degré 2 de WF est 

c-3 _ 1 c+l] 
(q-l)X(c)q 2 - 6 .. 

La fonction X(c) est celle déjâ jntroduite en 12.11. 

Corollaire 15.6. Si F est une extension finie de m
2 

le nombre 

de représentations projectives Primitives de degré 2 de WF est 

4/3(q 2 e-1). 

15.7 En utilisant le résultat 11.12 a), on montre facilement le 

corollaire suivant : 

Corollaire 15.7. Soit c un entier impair. Le nombre de repré-

sentations linéaires pr-imitives de degré 2 de WF, d'exposant c 

et telles que Det R(rrF) = 1 vaut 

[ c+l7 c-3- -2 6 ~ 
2(q-1) X(c)q . 

Le nombre de représentations l:Lri.éa.ires primitives de degré 2 de 

WF, d'exposant 

ramffil?, va.u~ 

c , orises à tcirsion 

[ c+l] c-3- -2 6 (q-1) X(c)q . 

près par un caractère non-

15.8 Il nous reste maintenant à examjner le problème du relève

ment à SL ( 2, <C) • 
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Soient donc r une repr~sentation projective primitjve de degré 

2 de F, et K son corps centrique. Posons G = Gal(K/F). 

Si F est de caractéristique 2 , nous savons, par le théorème 

5.17, que r se relève à SL(2,<C). 

De plus l'on vojt facilement, en examinant le plongement de G 

dans PGL(2,<C) que r se relève à. SL(2,<C) si et seulement s.i r 

a un relèvement de niveau 2 • On peut alors appliquer la proposition 

6.5. 

Proposition 15. 8. Soit r une représentat~.on projective primi-

ti ve de degré 2 de WF • Soit K son corps centri_gue. Alors r 

se relève à SL(2,<C) si et seulement si la propriété suivante est 

2 2 
vérifiée : NK/F(x) = +1 > xr(x) = 1 . 

15.9 Dans la sui.te de ce chapitre, F est une extension finie 

de (02 . 

Pour examiner le relèvement à SL(2,<C) d'une représentation pro

jective primitive r de WF, on peut utiliser plusieurs méthodes. 

La . ' est de un problème global . soit K le premiere passer par . 
~ corps centrique de r . Alors il existe un corps global K et une 

~ ~ ~ sous-extension F de K , ainsi que des places w et V de K et 

~ F respectivement, telles que 

1) wlv 
~ ~ 2) K =K F =F 

W ' V 

~ ~ 3) K soit galoisienne sur F, de groupe de Galois isomor-

phe à Gal (K/F). 

Alors la représentation r définit une représentation projective pri-

~ mitive r de ~, de noyau °i(. L'obstruction au relèvement à 

~ SL(2,<C) de r est un élément ~ du groupe p est 

~ une place de F , la restriction de œ au groupe de décompostt:i.on 

Gif est l'obstruction au relèvement à SL( 2, <C) de la restrict.·Lon de 
p 
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~ r à ~ . Ces obstructions sont td viales sauf en un nombre finj 
p 

pair de places, qui sont toutes ramifiées dans l'extension K/F 
Si l'on peut calculer facilement les obstructions en les places rami

f:Lées distinctes de v , on en déduit 1 'obstruction en v • [ Pour plus 

de détails, voir [se 27 ou (se 3]]. 

C'est cette méthode qu'a utilisée J. Buhler dans le cas F = (0
2 

• 
rv rv 

Prenant F = ~ , il n'y a qu'une place au-dessus de 2 dans F , et 

les autres places sont au plus modérément ramifiées dans l'extension 

K/F ce qui simplifie les calculs d'obstruction [Bu, table 3]. 

15.10 Une autre méthode, utilisée par W. Zink [Zi 1] est d'uti

liser la théorie de Kummer. 

Soit F 1 ·1 1 extension modérément ramifiée maximale de F incluse 

dans K. Soit P un élément d'ordre 3 de H = Gal(F/F) et si 

H""" 6 3 , soit À un élément d'ordre 2 de H . Alors [we 2], on peut 

X P-1 X2 1r.:: 1f"p trouver un élément x de ( F 
1

) F 
1 

tel que K = F ( v x, V x· ) . ( Si 

H""' 5
3 

on peut prendre x tel que )• .. = x) . 

Le théorème suivant est dû à W. Zink [Zi 1] 

Théorème 15 .10. ( 1) Si G = Gal ( K/F) """ m 4 , r a un relèvement à 

SL ( 2, <C) si et seulement si le symbole de Hilbert 

trivial. 

(2) Si G = Gal(K/F)=S
4

, elle a un relèvement à SL(2,<C) 

si et seulement si l'on a (x,x-xp)F = 1 . 
1 

En fait, l'on peut démontrer la partie (1) en utilisant les tech-

niques du chapitre 13. En effet G1 est d'indice 3 dans 

2 conséquent la restriction de H (GF,µ 2 ) dans 2 
H ( GF , µ.2) 

1 
tive. La représentation r a donc un relèvement à SL(2,<C) 

G: par 

est injec

si et 

p 
seulement si r 1 en a un. La condition (x,x )F = 1 est précisément 

1 
celle donnée par le théorème 13.16, puisque l'on a alors 
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On explique également de cette façon pourquoi le critère de (1) 

2 est vérifié quand G""'6
4 

: en ce cas la restriction de H (GF,µ,
2

) 

2 dans H (GF ,~ 2 ) est nulle. Par conséquent r 1 se relève â SL(2,<C). 
1 

16. Repr~sentations primitjves de degr~ 2 

16.1 Nous appliquons ici les résultats précédents au cas où 

F = <D
2 

• Ces résultats nous montreront qu'il existe une extension de 

type Ill 
4 

de <D2 , la représentation projective correspondante ayant 

pour exposant 5 • Nous verrons que cette représentation ne se relève 

pas à SL ( 2, <C) • 

Il existe aussi 3 extensions de type 6 4 de ©2 • Les repré

sentations projectives correspondantes ont pour exposants respectifs 

3 , 7 , 7 • Une des extensions d'exposant 7 ne se relève pas à 

SL ( 2, <C) • 

Le tableau suivant, tiré de [Bu, table 3] décrit la situation. 

Le polynôme P(x) est un polynôme de degré 4 dont les racines 

engendrent le corps centrique K de r. 

P(x) G = Gal(K/F) a(r) relèvement à SL ( 2, (C) 

x4 + 2X
2 

- 2X
2 + 2 lll4 5 non 

x4 - 2X + 2 64 3 oui 

x4 
- 4X + 2 154 7 oui 

x4 
- 4X

2 + 4X - 2 64 7 non 

16.2 Il y a un seul corps K de groupe de Galois ij 4 

[we 2 ou He 1]. C'est le corps des racines de x 4 - 2x 2 + 2X- 2 

ou [Bu, table 3.3]. 

sur ©
2 

[we 2] 

Soit TJ une racine primitive 7e de l'unité dans ©
2 

. Choisis

sons TJ de sorte que 1 'on ait TJ + TJ 
2 + Tl 

4 = O mod 2 . On a 
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F 
1 

= <:0
2 

( '11 ) et K = F 
1 

( V 1 +211 , V 1 +2112 ) . 

16.3 La repr~sentation projective correspondante ne se relève 

Pas à SL ( 2, Œ) • 

Cela se voit: 

1) par l'argument de Weil, utiljsant le critère de la 

proposition 15.8 [we 2] 

2) par la considération d'un problème global [Bu, table 3.3] 

3) par l'utilisation des relatjons de Demushkin [Ko 3] 

4) par l'utilisation du crj_tère de W. Zink [Théorème 15.10]. 

Il suffit de voir que l'on a. (1+211, 1+211 2
)F = -1 [cf. 16.5]. 

1 
Rappelons que l 'uti li sati.on des relations de Demushkin redonne en 

fait le critère de W. Zink [Chap. 13, app. 4 et 15.10]. 

5) par un calcul direct (voir en 16.7 à 9). On pose 

L = F 1 (V1+211) et l'on cherche un caractère X de Lx tel que 

L 
~,X= IndF

1 
(XoT 1 ) relève r 1 . On trouve alors que l'on a forcément 

x(-1) = -BL(-1) , où 0L est le caractère de F~ définissant L, 

c'est-à-dire Det RL,X(-1) = -1 . On ne peut donc obtenir un relève-

ment de déterminant 

WF , puisqu'alors 
1 

[cf. Th. 5.10]. 

1 en tordant RL,X par un caractère œ0 TF
1 

de 

est modifié par œ(-1) 2 = œ(l) = 1 . 

16.4 L'exposant de la représentati.on projective correspondant à 

cette extension est 5. 

D'après la relation (cf. 15.3) a(r) = 2 +e(F~/F)(i-1) , il suffit 

de voir que l'exposant i de K sur F 1 est égal à 2 . Mais cet 

exposant est aussi l'exposant différental de L = F 1 (V1+2-~) sur F 1 

qui est bien 2 comme on le voit facilement. 

H. Koch avait déterminé cet exposant, indépendamment de J. Buhler 

[Ko 3]. Il utili.sai t la théorie du corps de classes et les relat:i ons 

de Demushkin. 
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Il existe donc un caractère X de LX, d'exposant 3 , tel que 

R_ = IndL (xo~ ) relève 
-L, X F l L 

r
1 

, et que soit le caractère 

centrique d'un relèvement de r . 

On prendra pour uniformisante dans L , --rr = 1T L = -l+V 1+217 . Alors 

les éléments -1 , 'TT , l +11 3 
IT , 1 +?T , 1 +Ti2JT X 3 

engendrent L /UL, et, 

comme nous le verrons dans les paragraphes sujvants, l'on peut prendre 

car 

X ( -1 ) = -1 , X ( rr ) = 1 X ( 1 +17 3/T ) = i X ( 1 +JT ) = X ( 1 +11 211 ) = 1 . 

Remarque. On a 8 (-1) = (1+217,-l)F 
L 1 

NF /F(1+217) = 1 (mod 8). On a donc bien 
1 

16.5 Conservons les notations précédentes. On a F
1 

= F(17) où 

17 est une racine primitive 7e de l'unité telle que l'on ait 

17 +112 +17 4 = 0 (mod 2) et l'on a K = Fl(V1+211, V1+211
2

). Une base de 

FX 
1 est formée de -1 , 2 1 5 1 1+217 1 1+2112 . Le tableau suivant 

donne les valeurs du symbole de Hilbert dans· F 

2 5 1+217 1+217 2 -1 

2 1 -1 1 1 1 

5 i-1 1 1 1 1 

1+217 1 1 1 -1 1 

1+217 2 1 1 -1 1 1 

-1 1 1 1 1 1 

Rappelons [we 2] que 17 vér.i fie l'équation 

où a est la racine carrée de -7 congrue à 5 modulo 8 . Par 

conséquent, on a bien NF·/F(1+217) = NF /F(l+11
2

) = 1 (mod 8). Comme 
1 1 

2, 5 , -1 sont dans F il est facile de calculer les symboles de 

Hilbert de couples contenant l'un de ces nombres : en effet on a 

(x,y)F = (x,NF /F(y) )F si x E F • De plus on a 
1 1 
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(1+2TJ, 1+2TJ)F = (1+2TJ, -l)F = 1, et de même 
1 1 

Il nous reste donc à calculer (1+2TJ, 1+2TJ2 )F 
1 

( 1 +2TJ 2 , 1 +2TJ 2 ) F = 1 . 
1 

• Mais ceci vaut -1 

car sinon le symbole de Hilbert serait dégénéré. 

16 .6 Posons L = F 1 (V 1+2TJ) et TT = -1 + V1+2TJ • Sur F 1 , 7T 

vérifie l'équation rr2 + 21T - 2TJ = 0 

o-L 
X -1 

Modulo 3 UL, une base de est formée de 

L'on veut trouver un caractère X de Lx tel que 

= woN 
L/F 1 

, où w est le caractère de F~ définissant 

F 1 (V1+2TJ2 ) et l'élément non trivial de Gal(L/F 1 ). On veut 

aussi que X ait pour exposant 3 et que xoNK/L soit centrique 

pour r , et par conséquent invariant par Gal(K/F). 

E u3 
0- -1 

Si xE Lx alors on a L E U3 et aussi X L , X L 

NL/F (x) Eu; , d'où l'on tire 
1 1 

WoNL/F (x) = 1 • On obtient donc la 
1 

condition 
o-L 

x(x -1) = 1 qui sera vérifiée si 

On peut imposer X (TJ) = X (1T) = 1 ; alors x4 = 1 

16.7 Les autres conditions sont 

cr 
X('TT L/'TT) = W(-2TJ) = 1 

cr 
X(l+rr L/1+7T) = w(-(1+2TJ)) = -1 

X est d'exposant 

car 

(j 

X(l+TJ3
7T L/l+TJ 37T) = W(l-2TJ 3-2) = W(1+2TJ) = -1 

car on a 

et 

car on a 

1-2TJ3-2 = 1+2TJ (mod 4) 

o-
X ( l+TJ27T L/l+TJ21T) = W(l-2TJ2-2TJ5) = 

TJ 2 +TJ 
5 = 1 +TJ ( mod 2 ) • 

W( - ( 1 +2TJ ) ) = -1 

3 



Mais on a = rr
2

+2iT = 1T
2

+,1
6

•ïT (lT
2 +21T) 

= '17 2 + TJ 6,17 3 + 217 2TJ 6 

= 1T 2 + TJ 67T 3 + Tl 5 TT 4 5 (mod 1T ) 

= i7 2 ( 1 +77 ) ( l +'IT TJ 2) ( l +1T 2TJ 3 ) 

car on a 1 +TJ 
2 

+11 
6 = 0 (mod 2) et 112+113 +T\ 5 = 0 

Comme on a l+TJ31T2 = ( 1 +T\ 211 ) 2 ( 1 +11 31T ) 2 (mod lT 3) 

113 +114+116 - 0 (rnod 2) ) , on trouve 
(T 

rr 2 (1+rr)(1+rr11
2

) 3 (1+1T113 )
2 -rrn L = (mod 

d'où 
crL 

-rr /rr = (1+17)(1+1T112)3(1+17TJ3)2 (mod 

La première condition de 16.7 s'écrit donc 

X ( - ( 1 +lT ) ( 1 +IT TJ 
2 

) 3 ( 1 +1T 11 3 ) 
2 

) = 1 . 
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(mod 2) • 

(en effet 

175) 

1T 3) • 

16.8 On a 
o-L 

1+17 /l+rr = -1 • La deuxième condition s'écrit donc 

x(-1) = -1 

On a 
0-

( 1+11
311) ( 1+ri3rr L) = 3 

1 - 211 - 2 

- 1+77
2 (mod rr 3 ) 

- ( 1+17) 
2 (mod rr

3
) 

3 
. . , . • ( 1 +11 1T ) 2 La tro1s1eme condition est donc X l+'IT = -1 . 

ry 

Enfin, on a (l+11
2

·11)(l+11
2

1T L) = 1-211
2

-211
3 

- -( 1+211) 

- -(1+7T)2 

(mod rr
3

) 

( rnod 1T 
3 ) • 

D'où la dernière condition X(-

On voit qu'on peut prendre 

( 1 +11 2,7) 2 ) = 

(l·HT) 2 
-1 . 



p 

Il 

x(-1) = -=1 ±i· 2 X(l+rr) = X(1+1l 17)=±1 

X ( 1 +1131r) 

l X ( 1T ) = ± 1 ou ± i 

ou 

x(-1) = -1 

X(l+'TT) = X(l+11 2rr) = ±i 

X ( 1+113TT ) = ± 1 

X ( 1T ) = ± i ou ± 1 • 
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16.9 Mais le caractère doit ~tre invariant par l'~lément 

d'ordre 3 de Gal(K/F) 

On a donc 

qui transforme V 1 +211 

= X(l-211 4 -2113 ) 

= X ( 1+2176 ) = X ( 1 +rr 2-11 S) 

= X ( 1 +TT ) 2 X ( 1 +17 2'77 ) 
2 

en 

j .e. x(1+1r) 2 = 1 • 

On doit prendre le premier groupe de solutions. Ces 16 solutjons 

pour X donnent 8 solutions pour le caractère centrique XoNK/L qui 

sont tordues les unes des autres par les 8 caractères d'ordre 4 et 

d'exposant au plus 2 de ~X 

16.10 Il y a trois extensions de groupe de Galois '5
4 

sur ~2 . 

Le corps F 1 est pour chacune d'elles F1 = ~2 (j,1T) où j 2+j+l = O 

et 1T 
3 

= 2 Ce sont les extensions Kab = F 1 (\[xab , V x~b) , où 1 'on a 

pris xab = (l+1T)a(1+11 2 )b(l+rr 3 )a , et où p agit par jp = j 17P = j1T 

Le couple (a,b) peut prendre les valeurs (1,0) (0,1) ou (1,1) 

[we 2 ou He 1] . 

Posons L 
ab = F 1 ( V xab) . 

Lab sur Fl pour (a, b) = 

formisante et 

et l'on prend l'uniformi,sante 

On calcule facilement la diff~rente de 

( 1, 0) ou ( 1, 1) ~ - 1 est une uni.
ab 

(a, b) ( o, 1 ) , L
01 

= F 
1 

( V 1 +rr 3 ) 

Y vérifiant 2 1 ' Y -1TY -TT = 0 , d ou 

d(L 01 /F 1 ) = 2 . Par suite, on a, pour la représentation projective 
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associée ' Kab a(rab,l) 5 sj (a,b) = (0,1) et 17 sinon r a = ab 

[cf. Cor. 11.11] d'où a(ro 1) = 3 et a.(rlO) = a(rll) = 7 

[Th. 2.2]. 

On calcule immédiatement aussi les groupes de ramification de 

et Gi = 1 pour i )2 . Sinon, on a Gi =D 4 pour 

pour i b 6 • 

l~i(5,G.=1 
l 

et 

16.11 Comme l'a montré A. Weil [we 2], les représentations r 10 

se relèvent à SL(2,~). On peut aussi le voir par le critère 

de W. Zink ou en utilisant un problème global. La représenta.t:i on r 11 

ne se relève pas à SL(2,€). 

En fait, pour chacune des représentations et r 01 , l'on 

peut prendre un relèvement à SL(2,CC) qui soit primordial, comme nous 

le montrerons plus loin. L'on peut alors tordre par les caractères 

d'ordre 2 de W~ • Pour K10 , cela nous donne 8 représentatjons 
2 

dans SL(2,<C) qui ont l'exposant 7 [cf. Th. 7.18]. Pour K01 , on 

obtient aussi 8 représentations dans SL(2,<C) dont 2 ont l'exposant 

3 , 2 l'exposant 4 et 4 l'exposa.nt 6 . 

16.12 Les résultats concernant les exposants minimaux sont en 

accord : 

a) pour les représentations dans SL(2,CC) , avec les résul

tats de [Ne] concernant les représentations supercuspidales excep

tionnelles de PGL(2,~
2

), 

b) pour les représentations dans PGL(2,~) , avec les résul

tats que l'on peut tirer de [No], sur les représentations supercuspi

dales exceptionnelles de GL(2,~ 2 ) [communication personnelle de 

A. Nobs]. 

Il conviendrait de calculer les facteurs E pour ces représen

tations primitives de W~ dans GL(2,~) , afin d'obtenir une forme 
2 
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explicite de la correspondance de Langlands, dont l'existence pour 

~
2 

résulte de \Tu]. 

16.13 Nous allons étudier plus attentivement les représentations 

données par les Ka b , et en particulier démontrer les résultats de 

16.11. 

Dans ce paragraphe et les suivants, nous poserons F 1 = ~2 (j,1T), 

où j 2+j+l =O. Il est plus commode pour les calculs de choisir 1T 

tel que 
3 

1T = -2 . 

Le groupe de Galois de F 
1 

sur F = ~2 est 

deux éléments À et p tels que À 
2 = p 3 = l et 

8
3 

, engendré par 

2 Àp.\ = P • On 

d ' t p d' f. . ''TT TT ' • • 2 . . p1T ·rr pren ra /\ e e in1 s par /\ = , 1\. J = J , P J = J , = J • 

dans 

Des générateurs de sont 

-1 , 1T , l+TT , l+jTT , l+jrr 3 , l+'ITS 1 +j'lT5 l+j1T6 

16.14 Nous dressons ci-après le tableau du symbole de Hilbert 

X 
F 1 . 

-11 1Til+'IT l+jTT l+jTT 3 1+175 l+jTT5 1 1 +j'IT 6 

-1 1 1 1 1 -1 1 1 1 

TT 1 1 1 1 -1 1 1 -1 

1-141' 1 1 1 1 -1 1 -1 1 

l+j1T 1 1 1 11 -1 -1 -1 1 

l+j1T3 .... 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 

1+115 
1 1 1 -1 1 1 1 1 

l+j·IT 5 
1 1 -1 -1 1 1 1 1 

l+jrr 6 1I -li 1 1 1 1 1 1 



119. 

16 .15 Démonstration : Si x E F 1 est fixé par crE Gal ( F 1/F) 

i.e. x E Fer , où Fo- est le corps fixé par rr , on a 

X 
(x,y)F = {x,NF/F (y)F pour yE F 1 • Par suite, comme 1T , l+TT , 

1 rr o-

l+j1T , l+rr 5 , l+jrr 5 sont fixés par un élément d'ordre 2 de e
3 

, 

on a 

(-1,77) = (-1,l+'IT) = (-1,l+jrr) = (-l,1+11 5 ) = (-l,l+jTT 5 ) = 1 

et ( ·TT , 1 +TT ) = ( 1T , l +115 ) = ( 1 +rr, 1 +TT 
5 ) = 1 • 

par 

On a (-1,l+jrr 3 ) = (-l,1-2j) = (-1,7)(1) = -1 
2 

(-l,l+j11 6 ) = (-1,1+4j) = (-1,13)(1) = 1 
2 

On a rempli la première colonne. 

Comme l+jrr est fixé par À.p2 , on a 

(1T I l+j1T) = (1T .rrj 2 , l+j1T )F = 1 

À.P2 

(1T, l+j'IT 3) = (-2,7)(1) = -1 
2 

( fT I 1 +j1T 6 ) = (-2, 13) (D = -1 Comme l+j11 5 est fixé 
2 

À_p I on a (1T I l+j1T 5 ) = (1T.1Tj, l+jrr 5 )F = 1 d'où la 2e colonne. 
ÀP 

16.16 On a ( 1+11 / l+j1T) = (l+1T I ( 1 +j1T ) ( 1 +j 2
11 ) ) F 

À 

mais ( l+1T I ( 1+11) ( l+j1T) ( l+j 21T) )F = (l+1T I -l)F 
À À 

= (-1,-l)(D = -1 
2 

et aussi (l+'IT, l+'IT) F = ( 1+1T -1) = -1 
À FÀ 

d'où ( 1 +rr , 1 +j7T ) = 1 . 
De plus ( 1+1T l+j1T3) = ( l+j1T l+j'IT 3) = (-1,7)(D = -1 

2 

(li'IT l+j1T 6 ) = (l+j77, l+j7T 6 ) = (-1,13)(0 = 1 
2 

(Dans ces deux dernières lignes on a utilisé le fait que 

a a E (x ,y)= (x,y) si cr Gal(F
1
/F)) 

De même on a (li'IT, l+j1r 5 ) = (l+j'IT, 1+rr5 ) = (l+j'IT, l+j11 5 ). si 

ces symboles valent 1, la matrice est dégénérée ce qui est impossible. 



Donc ils valent -1 . On a ainsi rempli les 3e et 4e colonnes 

car 1+7715 est un carré dans Fp • 

(l+jrr 3 , l+j11
6

) = {l-2j, l-4j} = (1-2j, 1+4j)(D
2

(j} = 1 , 

d'o~ la Se colonne. 

modulo les carrés. 

(1-HTS, 1+j116 ) = (l+j11 5 , 1+j116 ) = 1, d'où les dernières colonnes. 

16.17 Considérons d'abord le corps K01 
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donc 

Posons L = F 1 (Vl+775 ). Une uniformisante de L est l'élément Y 

vérifiant 

On a 

Y2-77Y-77 = 0 • 

O""L 
y = ·'fT-Y = Y 2-TTY-Y = Y 2-Y 3+rrY2-Y 

= -Y+Y2-Y 3 = Y{l+Y+Y 2
) (mod Y4 ) 

= Y{l+Y) 3 (mod Y4 ) • 

On en tjre 

3 (mod Y) 

cr. 
(l+Y L)(l+Y) = (l+Y) 2 (mod Y3 } 

cr 
(l+jY L)/{l+jY) = l+jY 2 = (l+Y) 2 (1+jY) 2 {mod Y3 ) 

O"' 

x L /x = 1 ( mod y 3 ) s 5 x = 1 ( mod Y3 ) • 

De plus NL/F (Y)= -rr 
1 

NL/F ( l+Y) = 1 
1 

NL/F ( l+jY) = l+j77+j
2

77 = ( l+IT) mod 11
3 

• 
1 

Enf:ln l'exposant différental de L sur F 1 est 2 . 
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16.18 L'exposa.nt de la. représentat:ion project.~ve r 01 associée 

d'expo-à KOl 

sant 3 

est 

de 

3 . Par conséquent, ~. l exj ste un caractère X 

Lx, tel que 

caractère dojt vfrifier 
(]" 

XoNK/L sojt centrique pour 

a ( X ) + d ( L/F l ) = a ( r l ) = 5 ) • Il 

, L/ , ' egalement X X= W 0 NL/F , ou w est le caractere 

sant F 
1 
(V l+j 2

'17
2 ). On vér~fie facilement que l'on a 

l+j 2
1r

2 ·- l+j 2rr5 = (1+'11'5 )(1+j1T 5 ) modulo les carrés de 

t:Lre les conditions 

X ( l+Y) 3 = 1 

X(l+Y) 2 = 1 

X ( ( 1 +Y) 2 ( 1 +jY) 2 ) = -1 

de 

r . (Ce 

doit vér:i fj er 

FX 
1 défin.:i.s-

Fx. On en 
1 

Une solution au problème est alors le cara.ctère X de Lx, 

d'exposant 3 et vérifiant x(j) = x(Y) = x(l+Y) = 1,X(l+jY) = i 

16.19 Cherchons les relèvements de r 01 
' a SL(2,<C) et leurs 

exposants. Le noyau E d'un tel relèvement est une extension quadra

tique de K01 . D'après [we 2] , on peut prendre E = K01 (T) où T 

vérifie 

X engendrant K01 sur F 1 et vérifiant x 4-6x 2+4X-3 =o. 

Cherchons une uniformisante e pour K01 

z = x2 z 4 -12z 3+3oz 2+30Z+9 = 0 

z = A.,..l A4-16A 3+72A 2-80A+32 = 0 

A = 2118 e4 -srra 3+91T282-10118+1T = 0 

alors on a -(1+4j)T 2 = ~ [-4+1211 2B-18ff8 2+s8 3 ] . Le lecteur vérifiera 
e 

que l'on peut prendre l+rr82+T 
8 10 comme uniformisante de E • L'exposant 

différental de E sur K
01 

, qui est aussi l'exposant du caractère 

centrique d'un relèvement R de r 01 , de noyau WE, est alors 

d(E/K
01

) = 4. Le théorème 7.7 ii nous donne alors 



e(K O1/F 1 )a(R 1 ) = 

a(R 1 ) = 5, d'où 

n(d(K O1/F 1 ) +a(XR)) , d'où 4a(R 1 ) = 

a(R) = 3 par le théorème 7.5. 

Ce relèvement est donc primord:Lal. 

L'on peut tordre par les caractères d'ordre 2 de 
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2(6+4) i.e. 

pour 

trouver les autres relèvements à SL(2,~). On en trouve 2 d'exposant 

3,de noyau WK (T) , 
01 

d'exposant 6, de noyau 

2 d'exposant 4 de 

ou 

16.20 Cherchons maintenant les relèvements de 

, 4 

à 

Toujours d'après Weil il existe un relèvement R dont le noyau fixe 

l'extension E = K1O(T) où T vérifie 

(1+4j)T 2 = x3 +3X+2 . 

Ici, X engendre K1O sur F 1 et vérifie x4+6X 2+8X-3 = 0. Comme 

pour KO1 , on cherche une uniformisante e 

z = x2 z 4+12z 3+3oz 2-1OOZ+9 = 0 

A = Z+l A4 +8A 3-128A+128 = 0 

A = 2112e a4+20 31r-40+7T = 0 

On voit aisément que est une uniformisante de E. On en 

déduit que l'exposant de XR, caractère centrique de R, vaut 16. 

Par conséquent, l'on a 

d'où a(R) = 7 • Ce relèvement est donc primordial. Les autres relè

vements à SL(2,~) ont aussi l'exposant 7 , leur noyau fixe l'un 

16.21 En ce qui concerne les représentations et r 11 , on 

peut rechercher, comme pour r O1 , un caractère X d'une extension 

quadratique L de F 1 , incluse dans K1O (resp. K11 ), et tel que 

xoNK IF 
. 10' 1 

(resp. xoNK /F) 
11 1 

soit centrique pour r 1O (resp. r 11 ). 
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Ce calcul redémontre d'ailleurs que r 11 ne se relève pas à SL(2,~). 

Ces calculs étant longs et fastidieux, nous ne les reproduisons 

pas ici. Ils ne seront utiles que lorsque l'on voudra calculer les 

facteurs E des représentations linéaires relevant r 01 ou r 11 

(travail en cours). 
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\ 

CONCLUSION PROBLEMES OUVERTS 

Donnons, pour conclure, quelques problèmes qu'il nous semblerait 

intéressant de r~soudre. 

1) Il faudrait pouvoir calculer l'exposant d'une représen

tation projective primitive quelconque de WF, et, pourquoi pas, 

l'exposant d'une représentation projective quelconque. On conjecture 

qu'il y a toujours égalité dans le théorème 2.3. 

2) Il faudrait pouvoir calculer les facteurs E pour des 

représentations linéaires primitives de WF. Il semble nécessaire 

pour cela de décomposer ces représentations en combinaison linéaire, 

à coefficients entiers rationnels, de représentations monomiales de 

WF • Pour F = <D
2 

, les calculs sont en cours. 

3) Passer au cas d'une représentation linéaire quelconque 

nécessite une étude précise des représentations induites à partir 

d'une extension non galoisienne de F. 

4) En particulier, l'assertion suivante est-elle vraie? 

Soit R une représentation linéaire primordiale de degré n de WF. 

Alors R est induite à partir d'une extensj_on non-ramifiée de F 

si et seulement si a(R) et n ne sont pas premiers entre eux. 

5) Enfin, toute opération ou phénomène (induction, restric

tion, produit tensoriel, décomposition en somme directe, structure de 

l'image) qui a lieu du côté des groupes de We:i.l doit se traduire sur 

les représentations de GL(n,F). Comment? 
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