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1ère PARTIE. 

RAPPELS DE TOPOLOGIE. 

CHAPITRE I - Les concepts fondamentaux. 

§. 1. Espaces vectoriels normés. Espaces métriques. 

1. 1. Espaces vectoriels normés. 

Soit E un espace vectoriel. 

DÉFINITION 1. Une norme sur E est une application: x ~ llxll de E 
dans R+ qui vérifie : 

(ENl) llxll = 0 # x = O. 

(EN2) 11>.xll = l>.I llxll, pour >.ER, x E E. 

(EN3) llx + YII S llxll + IIYII, pour x, y E E. 

EXEMPLE 1. La norme euclidienne sur Rn est définie par : 

( 

n ) 1/2 

llxll = ~xr 
La paire (E, Il Il) s'appelle un espace vectoriel normé. 

1.2. Distances. Espaces métriques. 

Soit X un ensemble. 

DÉFINITION 2. Une distance sur X est une application d de X x X 
dans R+ vérifiant 

(Dl) d(x,y) = 0 # x = y. 

(D2) d(x, y)= d(y, x), pour x, y EX. 

(D3) d(x,y) + d(y,z) ~ d(x,z), pour x,y,z EX. 

(La propriété (D3) est dite "inégalité du triangle"). 
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Un espace métrique est une paire (X, d) formée d'un ensemble X 
et d'une distance d sur X. 

Exemple fondamental. 

Soit (E, Il Il) un espace vectoriel normé. Pour x, y E E, définissons: 

d(x, y)= IIY - xll • 

L'application d : EX E -+ ff+ est une distance sur E : en effet, (Dl) 
résulte de (ENl), (D2) résulte de (EN2) (avec À = -1 ), et (D3) résulte 
de (EN3). 

Les espaces vectoriels normés sont donc des espaces métriques. 

1.3. Sous-espaces d'un espace métrique. 

Soit (X, d) un espace métrique, Y une partie de X. La restriction de 
l'application d à Y x Y C X x X vérifie (de façon triviale) les propriétés 
(Dl), (D2), (D3): c'est donc une distance sur Y et la paire (Y, d) est un 
espace métrique. 

En particulier, n'importe quelle partie de Rn, muni de la norme 
euclidienne, ou plus généralement n'importe quelle partie d'un espace 
vectoriel normé (E, Il Il) peut être considérée comme un espace 
métrique. 

1.4. Distances et normes équivalentes. 

DÉFINITION 3. Deux normes Il Ili, Il 1'2 sur un espace vectoriel E sont 
équivalentes s'il existe une constante C > 0 telle qu'on ait: 

llxll2 ~ C llxll1 , 

llxll1 ~ C llxll2 , 
pour tout x E E. 

DÉFINITION 3'. Deux distances d1 , d2 sur un ensemble X sont équi­
valentes s'il existe une constante C > 0 telle qu'on ait: 

d2(x,y) ~ Cd1(x,y) , 

d1(x,y) < Cd2(x,y) , 

pour tous x,y EX. 

Il est immédiat de voir que deux normes équivalentes sur un espace 
vectoriel définissent des distances équivalentes. 

Toutes les propriétés des espaces métriques ( et espaces vectoriels 
normés) que nous étudions dans la suite ne dépendent de la distance ( ou 
de la norme) qu'à équivalence près. 
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EXEMPLE 2. Considérons les normes Il 111 , 11 11
00 

sur Rn définies par: 

n 

llxlli = I: lxïl , 
i=1 

(On vérifie facilement que les conditions (ENl), (EN2), (EN3) sont satis-
faites par Il 111 et Il 11

00 
). Pour x E Rn, on a: 

llxlloo < llxll ' 
llxlloo < llxll1 , 
llxll < ..;;, llxlloo ' 
llxll1 < n llxlloo , 

donc les normes Il Il, Il 111 , Il 11
00 

sur Rn sont équivalentes. 

REMARQUE. On verra un peu plus loin que deux normes quelconques sur 
un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes. 

1.5. Produits d'espaces métriques. 

Soient (X1,d1), (X2,d2), ... ,(Xn,dn) des espaces métriques.Notons 
X = X1 X X2 x ... X Xn. Pour deux éléments x = (x1, ... , Xn), 
Y= (y, ... ,Yn) de X, posons: 

D(x, y)= m!3X dï(Xï, Yi) . 1::;,::;n 
On vérifie immédiatement que l'application D : X x X -+ n+ possède les 
propriétés (Dl), (D2), (D3). La paire (X, D) est donc un espace métrique, 
dit espace produit des espaces métriques (X1, d1), ... , (Xn, dn). 

REMARQUE 1. Soient {E1, Il 111), ... , (En, Il lln) des espaces vectoriels 
normés, E = E1 x . . . x En . Pour x E E, posons ( en écrivant x = 
(x1, ... ,xn)) 

On définit ainsi une norme sur E, et (E, Il Il) est l'espace vectoriel normé 
produit de {E1, Il 111), •••,{En, Il lln) · 

REMARQUE 2. Si dans la remarque précédente, on prend, pour chaque 
iE{l, ... ,n}: 

on obtient sur le produit E = Rn la norme Il 11
00 

considérée plus haut. 
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REMARQUE 3. Soient (X1, di), ... , (Xn, dn) des espaces métriques. Pour 
x = (x1, •.. ,xn), y= (YI,··•,Yn) appartenant à X= X1 X ••• X Xn, 
posons: 

n 

D1(x,y) = Ldï(Xï,Yi), 
i=l 

Alors, D1, D2 sont des distances sur X équivalentes à la distance D 
considérée précédemment. 

§. 2. Suites dans un espace métrique. 

Soient (X, d) un espace métrique, ~ = (xn)n~o une suite d'éléments 
de X, a un point de X. 

DÉFINITION 4. On dit que a est limite de la suite (xn)n~o, ou que la 
suite (xn)n~o converge vers a, si l'on a: 

lim d(a,xn) = 0 . 
n.-+oo 

On écrit alors lim Xn =a. 
n.-+oo 

DÉFINITION 5. On dit que a est point d'accumulation de la suite 
(xn)n~o s'il existe une suite extraite (xni,)k~O convergeant vers a. 

PROPOSITION 1. Si la suite (xn)n>o converge vers a, alors a est 
l'unique point d'accumulation de la .mite (xn)n>o. En particulier, la limite 
d'une suite, si elle existe, est unique. -

DÉMONSTRATION : Supposons que (xn)n>o converge vers a. Il est clair 
que a est point d'accumulation de (xn)n~;. 

Soit b un point d'accumulation de (xn)n>o, et (xn1,)k~o une suite 
extraite convergeant vers b. Par définition, on a : 

lim d(xn, a)= 0 , 
n.-+oo 

lim d(xn1,, b) = 0 . 
k.-+oo 

D'après l'inégalité du triangle (D3), on a: 

d(a,b) < d(a,Xn1,) + d(xn1,,b), 

pour tout k > 0. Faisant tendre k vers +oo, on obtient d(a, b) = 0, d'où 
a= b d'après (Dl). □ 
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REMARQUE. Une suite possédant un unique point d'accumulation ne 
converge pas nécessairement : considérer par exemple dans R la suite 
définie par X2n = n, X2n+I = 0, (pour n ~ 0 ), dont le seul point 
d'accumulation est O • 

EXEMPLE 3. Soient (X, d) un espace métrique, Y une partie de X, 
(xn)n~o une suite dans Y. 

La suite (xn)n>o converge dans (Y, d) si et seulement si elle converge 
dans (X, d) et sa lhnite dans (X, d) appartient à Y. 

Les points d'accumulation dans (Y, d) de la suite (xn)n~o sont les 
points d'accumulation dans (X, d) qui appartiennent à Y. 

EXEMPLE 4. Soient (X1,d 1), ... ,(Xk,dk) des espaces métriques, et pour 
i E {1, ... , k}, soit (x~)n>o une suite dans Xi. Pour n ~ 0, posons Xn = 
(x~, ... , x!); on définit ainsi une suite (xn)n~o dans X= X1 X ••• X Xk. 

La suite (xn)~>o converge dans (X, D) si et seulement si chacune 
des suites (x~)n>o (pour i = 1, 2, ... , k) converge dans (Xi, di). On a 
alors: -

lim Xn = ( lim x~, ... , lim x!) . 
n-+oo n-+oo n-+oo 

REMARQUE. Si a = (a1, ... , ak) est point d'accumulation de (xn)n>o, 
alors, pour tout i E {1, ... , k}, le point ai est point d'accumulation d~ la 
suite (x~)n~o dans (Xi, di). 

La réciproque n'est pas vraie: prenons X 1 = X 2 = R, muni de 
la distance usuelle, et définissons, pour n ~ 0 : 

X2n = (x~n,Xin) = (n,O) , 

X2n+I = (x~n+i, Xin+i) = (0, n) 

on voit que O est point d'accumulation de la suite (x~)x>o et de la suite 
(x;)n2:o, mais (0, 0) n'est pas point d'accumulation de G. suite (xn)n>o 
dans R2

• (Cette suite ne possède pas de point d'accumulation). 

§. 3. Boules, ouverts, fermés. 

3.1. Définitions. 

Soit (X, d) un espace métrique. 
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DÉFINITION 6. Soient a EX, r > O. La boule ouverte de centre a, de 
rayon r est la partie de X définie par : 

B(a,r)= {xeX,d(x,a)<r}. 

La. boule fermée de centre a de rayon r est la. partie de X définie 
par: 

Ë(a,r)= {xeX,d(x,a)::5r}. 

DÉFINITION 7. Une partie Y de X est ouverte si pour tout y E Y il 
existe r > 0 tel que B(y, r) C Y. 

Une partie Y de X est fermée si son complémentaire X - Y dans 
X est ouverte. 

EXEMPLE 5. Une boule ouverte est une partie ouverte : soient a E X, 
r > 0, Y = B ( a, r) , y E Y ; par définition, on a d( a, y) < r, donc : 

r' = r - d( a, y) > 0 . 

La boule B(y, r') est contenue dans Y : pour z E B(y, r'), on a en effet 

d(z, a) < d(z, y)+ d(y, a) 

< r' + d(y,a) = r. 

EXEMPLE 6. Une boule fermée est une partie fermée : soient a E X, 
r > 0, Y= Ë(a, r); montrons que X - Y est ouverte; soit y EX - Y; 
on a donc: 

r' = d(a, y) - r > 0 . 

La boule ouverte B(y, r') est contenue dans X - Y : en effet, pour 
z E B(y, r'), on a.: 

donc 

d( a, y) < d( a, z) + d( z, y) 

< d( a, z) + r' , 

d( a, z) > d( a, y) - r' = r . 

3.2. Unions, intersections de parties ouvertes, fermées. 

Soit (X, d) un espace métrique. 
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PROPOSITION 2. 

1) Soit (Uï )iEI une famille de partie., ouverte., de X. L'union de., Uï 
est une partie ouverte de X. 

k 

2) Soient U1 , ••• , U1ç de., partie., ouverte.1 de X. L'intersection n Uï 
i=l 

est une partie ouverte de X . 

DÉMONSTRATION: 

1) Si x E LJ ui , il existe io tel que uio contienne x ; comme uio est 
iEI 

ouverte, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Uio. On a alors B(x, r) C LJ Ui. 
iEI 

k 

2) Si x E nui, il existe, pour i = l, 2, ... , k, un nombre Ti > 0 tel que 
i=l 

B(x,rï) C Ui. Posons r = min ri> O. On a alors B(x,r) C B(x,ri) C 
1:Çi:~k 

k 

Uï pour 1 $ i $ k, d'où B(x,r) C n Uï. 
i=l 

Par passage aux complémentaires, on obtient: 

PROPOSITION 2'. 

1) Soit ( Fi)iEI une famille de partie., fermées de X. L'intersection de., 
Fi est une partie fermée de X . 

k 

2) Soient F1, ... , F1ç des partie., fermées de X. L'union LJ Fi est une 
i=l 

partie fermée de . X . 

REMARQUE 1. La partie vide </> de X, et la partie totale X de X sont 
toujours des parties à la fois ouvertes et fermées de X. 

REMARQUE 2. En général, l'intersection d'une famille infinie de parties 
ouvertes n'est pas ouverte : par exemple, dans X = R, muni de la 
distance usuelle, considérons, pour n > 1 : 

on a n Un= {O} qui n'est pas ouverte. 
n~l 

7 



DÉFINITION 8. Soit Y une partie de X. L'union des parties ouvertes de 
X contenues dans Y est la plus grande partie ouverte ( de X) contenue 
dans Y et s'appelle intérieur de Y (dans X). 

L'intersection des parties fermées de X contenant Y est la plus petite 
partie fermée ( de X) contenant Y et s'appelle adhérence de Y ( dans 
X). 

0 -

On note int (Y) ou Y l'intérieur de Y ; on note Y l'adhérence de Y. 
On a immédiatement, pour Y C X: 

int (X - Y) = X - Y 
X - Y = X - int Y . 

3.3. Caractérisation de l'adhérence et des parties fermées 
par les suites. 

Soient (X, d) un espace métrique, et Y une partie de X. 

PROPOSITION 3. Pour un point z de X, les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

(i) 
(ii) 

(iii) 

z appartient à l'adhérence Y de Y; 
pour tout r > 0, la boule B(z, r) coupe Y; 
il existe une suite (Yn)n>o d'éléments de Y convergeant vers z 
(dans X). -

DÉMONSTRATION : 

(iü) => (ii). Pour tout r > 0, on a Yn E Y n B( z, r) pour n assez grand. 

(ii) => (iii). Pour n > 1, prendre Yn E Y n B ( z, ! ) . 
(i)=>(ii). Si B(z,r) n Y = </>, alors B(z,r) est une partie ouverte 
contenue dans X - Y, donc dans int (X - Y)= X - Y, et z ft Y. 

(ii) => (i). Si z 't Y = X - int (X - Y), il existe r > 0 tel que 
B(z, r) C int (X - Y) C X - Y. □ 

COROLLAIRE. La partie Y de X est fermée si et seulement si la limite 
de toute suite (Yn)n>o d'éléments de Y qui converge dans X appartient 
à Y. -

En effet, une partie est fermée si et seulement si elle est égale à son 
adhérence. 
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3.4. Sous-espaces. 

Soient (X, d) un espace métrique, Y une partie de X, Z une partie 
de Y. On peut donc considérer Z comme une partie de l'espace métrique 
( X, d), mais aussi comme une partie du sous-espace métrique (Y, d). 

Des définitions, il résulte facilement que : 

1. Pour que Z soit une partie ouverte dans Y, il faut et il suffit 
qu'il existe une partie U de X ouverte dans X telle que Z = U n Y ; 

2. Pour que Z soit une partie fermée dans Y il faut et il suffit qu'il 
existe une partie F de X fermée dans X telle que Z = F n Y ; 

3. Si Y est une partie ouverte de X, alors Z est ouverte dans 
Y si et seulement si elle est ouverte dans X. 

4. Si Y est une partie fermée de X , alors Z est une partie 
fermée dans Y si et seulement si c'est une partie fermée dans X. 

Exercice. Démontrer ces assertions. 

§. 4. Applications continues. 

Soient (X1,d1), (X2,d2) deux espaces métriques et f X1 --+ X2 
une application. 

4.1. Continuité en un point. 

DÉFINITION 9. Soit a E X1 . On dit que f est continue au point a si 
pour tout ê > 0 il existe 6 > 0 tel que : 

En d'autres termes, f est continue au point a si l'image réciproque d'une 
boule ouverte de centre f(a) contient toujours une boule ouverte de centre 
a. 
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PROPOSITION 4. Soit a E X 1 • Les propriétéJ suivantes sont équiva­
lentes: 

(i) f est continue au point a ; 
(ii) pour toute suite (xn)n>O convergeant ver.s a la .suite (J(xn))n>O 

converge ver.s f(a). - -

DÉMONSTRATION : 

(i)=>(ii). Soit (xn)n>o une suite convergeant vers a. Soit ê > O. Comme 
J est continue en a, if existe 8 > 0 tel que : 

d1(x,a) < 8 => d2(J(x),f(a)) < ê • 

Or il existe un entier no tel que d1 ( Xn, a) < 8, pour n ~ no. On a. donc 
d2 (J ( x n), J (a)) < ê pour n > no . Comme ê > 0 est arbitra.ire, la. suite 
(J(xn))n~o converge vers J(a). 

(ii) => (i). Supposons que f n'est pas continue en a ; il existe a.lors 
êo > 0, et, pour n > 1, un point Xn E X1 vérifiant: 

1 
d1(xn,a) < - et d2(/(xn),J(a)) ~ êo • 

n 

La. suite (xn)n>I converge vers a, mais la. suite (J(xn)n~l ne peut 
converger vers /(af. □ 

4.2. Continuité. 

DÉFINITION 10. L'application / est continue si elle est continue en tout 
point a E X1. 

PROPOSITION 5. Le propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) J est continue; 
(ii) l'image réciproque par J d'une partie ouverte de X 2 est une 

partie ouverte de X1 ; 

(iii) l'image réciproque par f d'une partie fermée de X 2 est une 
partie fermée de X 1 • 

DÉMONSTRATION: 

(ii) # (iii). Soit Y une partie de X2 ; on a. : 

J- 1(X2 -Y)= X1 -f- 1(Y) , 

et 

Y ouverte # X2 -Y fermée , 

1-1(Y) ouverte # X1 - 1-1(Y) fermée , 

d'où l'équivalence de (ii) et (iii). 
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(i) ⇒ (ii). Soient Y une partie ouverte de X2, a un point de J- 1 (Y). 
Alors Y contient une boule ouverte centrée en /(a); comme / est 
continue en a, J- 1 (Y) contient une boule ouverte centrée en a. 

(ii) ⇒ (i). Soit a E X 1 et B une boule ouverte de centre /(a). Alors B 
est ouverte dans X2, donc J- 1(B) est ouverte dans X1, et contient donc 
une boule ouverte de centre a . 

REMARQUE. L'image par J d'une partie ouverte dans X1 n'est pas 
nécessairement ouverte dans X 2 • L'image par J d'une partie fermée dans 
X 1 n'est pas nécessairement fermée dans X2 • Par exemple, en prenant 
X1 = X2 = R, muni de la distance usuelle, et l'application continue J 
définie par : 

x2 
f(x) = 1 + x2 ' 

l'image J(R) = [O, 1[ n'est ni ouverte ni fermée dans R. 

DÉFINITION 11. Soit K > 0. L'application J est K-lipschitzienne si 
on a, pour tous x, y E X1 : 

PROPOSITION 6. Si f e3t K -lip3chitzienne, alor" f e3t continue. 

DÉMONSTRATION : Il suffit de prendre 6 = eK- 1 dans la définition de 
la continuité au point a E X 1 . 

EXEMPLE 7. Soit (E, Il Il) un espace vectoriel normé, qu'on munit de la 
distance associée d(x, y)= llx - YII • 

Munissons R de la distance usuelle. L'application x 1--+ llxll de E 
dans R est 1-lipschitzienne; en effet, d'après (EN3), on a, pour x, y E E: 

lllxll - llYIII < llx - YII · 

EXEMPLE 7'. Soit (X, d) un espace métrique. On a muni en 1.5 le produit 
X x X de la distance : 

D ((x1, x2), (Y1, y2)) = Max (d(x1, Y1), d(x2, y2)) . 

Munissons R de la distance usuelle, et considérons la distance d comme 
une application de Tespace métrique (X x X, D) dans R. Elle est alors 
2-lipschitzienne. En effet, pour (x1,x2) et (y1,Y2) dans X x X, on a, 
d'après (D3) : 

ld(x1, x2) - d(y1, Y2)I < d(x1, Y1) + d(x2, Y2) 

< 2D ((x1, x2), (y1, Y2)) 
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4.3. Composition. 

Soient (X3, d3) un troisième espace métrique, et g : X2 -+ X3 une 
application. 

PROPOSITION 7. Soit a E X 1 • Si f est continue en a et g est continue 
en f(a), alors g o f est continue en a. 

DÉMONSTRATION: Si (xn)n>o converge vers a, alors (f(xn))n>o converge 
vers f(a) (continuité de /-en a) donc (g(f(xn)))n2:o converge vers 
g O f(a) (continuité de g en f(a) ). Donc g O / est continue en a. □ 

COROLLAIRE. Si f et g sont continues, g o / est continue. 

REMARQUE. Si f est K-lipschitzienne et g est K'-lipschitzienne (avec 
K, K' > 0 ), alors g of est K K' -lipschitzienne. 

4.4. Homéomorphismes. 

DÉFINITION 12. L'application f est un homéomorphisme si elle est 
continue, bijective, et l'application réciproque 1- 1 est continue. 

L'application réciproque J- 1 est alors aussi un homéomorphisme. 
Si f et g sont des homéomorphismes, g O J est un homéomorphisme. 

Un homéomorphisme f transporte: 

parties ouvertes de X 1 en parties ouvertes de X 2 

parties fermées de X1 en parties fermées de X2 

intérieur d'une partie dans X 1 en intérieur de la partie image dans 

adhérence d'une partie dans X 1 en adhérence de la partie image dans 

suites convergentes dans X 1 en suites convergentes dans X 2 

limite d'une suite dans X1 en limite de la suite image dans X2 

points d'accumulation d'une suite dans X1 en points d'accumulation 
de la suite image dans X2. 

EXEMPLE 8. Soient X un ensemble et d1, d2 deux distances équiva­

lentes sur X. L'application identique (X,d 1) .!.+ (X,d 2) est un homéo­
morphisme: elle est bien sûr bijective, et, si C désigne la constante de la 
définition 3', alors i et i- 1 sont C-lipschitziennes, donc continues. 

En particulier, dans Rn, les parties ouvertes, fermées et les notions 
d'adhérence, d'intérieur, de limite, de point d'accumulation sont les 
mêmes pour la norme euclidienne ou les normes Il Il 1 , Il Il 0() ( et en 
fait pour toutes les normes, car on verra que deux normes quelconques sur 
Rn sont équivalentes). 
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CHAPITRE II - Compacité. 

§. 1. Espaces métriques compacts. 

DÉFINITION 1. Un espace métrique (X, d) est compact si toute suite de 
points de X a au moins un point d'accumulation. 

Une partie Y d'un espace métrique (X, d) est compacte si l'espace 
métrique (Y, d) est compact. 

REMARQUE. La propriété, pour une partie Y d'un espace métrique 
(X, d), d'être compacte est une propriété intrinsèque, c.à.d. ne dépend 
que de l'espace métrique (Y, d), à la différence des propriétés d'être 
ouverte, ou fermée qui sont des propriétés extrinsèques, dépendant de 
l'espace métrique ambiant X. 

PROPOSITION 1. Soient (X 1 , di), (X2, d2) des espaces métriques et 
f : X1 -+ X2 une application continue. Si X1 est compact, alors f(X1) 
est une partie compacte de X2. 

DÉMONSTRATION : Soit (Yn)n;?:O une suite dans f(X1); pour n ~ 0, il 
existe Xn E X1 tel que J(xn) = Yn. Comme X1 est compact, il existe une 
suite extraite (xn1: )k>o qui converge vers une limite a E X1. Comme f est 
continue, la suite (Y;1:)k;?:O = (f(xn1:))k;?:O converge vers /(a) E f(X1).D 

COROLLAIRE. Soient (X 1 , d1), (X2, d2) deux espaces métriques et 
f : X 1 -+ X2 un homéomorphisme. Alors X 1 est compact si et seulement 
si X2 est compact. 

PROPOSITION 2. Soit Y une partie d'un espace métrique (X,d). Si Y 
est compact, Y est fermée dans X . Si X est compact et Y est fermée 
dans X, Y est compacte. 

DÉMONSTRATION : Supposons Y compacte. Une suite de points de Y, 
convergente dans X, a pour seul point d'accumulation dans X sa limite, 
celle-ci appartient donc à Y et Y est fermée (I 3.3, Corollaire). 

Supposons X compact et Y fermée. Soit (xn)n>O une suite de points 
de Y. Comme X est compact, elle possède une suite extraite convergente 
dans X ; comme Y est fermée la limite de cette suite extraite appartient 
à Y (I 3.3, Corollaire). 

PROPOSITION 3. Soient (X1,d1), ... ,(Xk,dk) des espaces métriques 
compacts. L'espace produit (X, D) est compact. 

DÉMONSTRATION : 

1) k = 2. Soit (xn)n>o = (x~, x;)n>o une suite dans X1 X X2. 
Comme X1 est compact, iÏexiste une suite ~xtraite (x~1:)k;?:O convergente; 
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comme X2 est compact, il existe une suite extraite (x;"t )t~o de (x! .. )t~o 
convergente dans X2. La suite (xn1: )t>o est alors convergente. 

t -

2) Cas général: par récurrence sur k. Si l'assertion de la proposition 
est valide pour k-1, alors X1 x ... x Xt-1 et Xt sont compacts, donc 
X= X 1 x ... x Xt est compact d'après 1). D 

§. 2. Parties compactes de Rn • 

THÉORÈME 1 (BOLZANO-WEIERSTRASS). L'intervalle [0, l] est com­
pact. 

DÉMONSTRATION: Elle dépend de la construction de R; nous partons de 
l'idée intuitive que tout développement décimal illimité O, ë1 e2 ea • • • ( avec 
êi E {O, 1, ... , 9} représente un nombre réel E [O, 1], et qu'inversement 
tout nombre réel E [O, 1] est représentable par un tel développement 
(pour fixer les idées, nous choisissons, lorsque le nombre est décimal, le 
développement formé de 9 à. partir d'un certain rang). 

Soit (x~)n>o une suite de nombres réels appartenant à [O, 1]. Notons 
êi(x) la ième décimale d'un nombre x E [O, 1]. Il existe 81 E {O, 1, ... , 9} 
et une suite extraite (x~)n>o de (x~)n>O telle qu'on ait e1(x~) = (Ji pour 
n ~ O. - -

On construit de même, par récurrence sur k, un entier 8k E 
{O, 1, ... , 9} et une suite (x!)n>o extraite de (x!- 1 )n>o telle qu'on ait 
ek(x!) = 8t pour n > O. - -

Posons Yk = xt pour k ~ 0; la suite (Yth~o est extraite de (x~)n~o ; 
on a, pour tout i ~ 1, êi(Yk) = (h pour k ~ i ( car alors Yk est l'un des 
x~). 

Soit y le nombre réel représenté par 0, 81 82 • • • On a 

IY - Yk 1 :5 10-k ' V k ~ 0 
donc (Yt)t~o converge vers y. D 

DÉFINITION 2. Une partie Y d'un espace vectoriel normé (E, Il Il) est 
bornée s'il existe R > 0 tel qu'on ait IIYII :5 R pour tout y E Y. 

La propriété pour une partie d'être bornée ou non subsiste lorsqu'on 
remplace la norme de E par une norme équivalente. 

PROPOSITION 4. Les parties compactes de (Rn, Il 11
00

) sont les parties 
fermées et bornées. 

DÉMONSTRATION : Soit Y une partie compacte de (Rn, Il 11
00

). Alors 
Y est fermée (prop. 2). Si Y n'était pas bornée, il existerait une suite 
(Yn)n~o dans Y vérifiant IIYnlloo > n pour n ~ 0. Or une telle suite n'a 
pas de point d'accumulation. 

Soit Y une partie fermée et bornée de (Rn, Il 11
00

). Soit R > 0 tel 
que Y C B(O,R) = [-R,+R]n. L'intervalle [-R,+R] est homéomorphe à 
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[O, 1], donc compact (cor. de la prop. 1 et théorème 1). Par suite, le produit 
[-R, +R]" est compact (prop. 3). Comme Y est une partie fermée de 
[-R, +R]", Y est compacte (prop. 2). □ 

COROLLAIRE 1. Soit Y une partie compacte non vide de R. Alors il 
existe a, b dans Y tels que Y C [a, b] . 

DÉMONSTRATION : Comme Y est bornée, elle possède une borne 
inférieure a et une borne supérieure b. Comme Y est fermée, ces bornes 
appartiennent à Y. 

COROLLAIRE 2. Soient (X, d) un espace métrique compact (non vide) 
et f : X --+ R une application continue. n existe a, b dans X tels qu'on 
ait f(a) ~ J(x) < f(b) pour tout x EX. 

( "Une fonction continue sur un espace compact est bornée et atteint ses 
bornes"). 

Cela résulte de la proposition 1 et du corollaire 2. 
La proposition 4 n'est pas vraie pour un espace vectoriel normé de 

dimension infinie: c'est le théorème de Riesz (voir problème). 

PROPOSITION 5. Toutes les normes sur Rn sont équivalentes. 

DÉMONSTRATION : L'équivalence entre normes est une relation d'équi­
valence ( exerc. ). Il suffit donc de montrer que tout norme Il Il sur Rn 
est équivalente à Il ll

00
• 

Soit S = {x ER", llxll
00 

= 1} la sphère unité de (Rn, Il 11
00

). Dans 
(Rn, Il 11

00
), S est bornée et fermée (car 11 11

00 
est continue), donc 

compacte. 
D'autre part, en notant ( e1 , ... , en) la base canonique de Rn, on a, 

pour x = (x1, ... ,xn) ER": 
n 

llxll < L lxïl lleïll ~ C1 llxll00 , 

i=l 

n 

avec C1 = L lleïll, d'où, pour x, y E Rn : 
i=l 

lllxll - llYIII < llx - YII ~ C1 llx -yll 00 

Ceci prouve que l'application x 1-+ llxll de (R", Il 11
00

) dans R est C1 -
Lipschitzienne donc continue. 

D'après le corollaire 2 ci-dessus, il existe a E S tel qu'on ait 
llxll > llall > 0 pour x ES. Pour tout x non nul dans Rn, on a alors: 

llxll = llxlloo 11 nxÎioo Il ~ llall llxlloo , 
donc les normes Il Il et Il 11

00 
sont équivalentes. □ 
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§. 3. Compacité et recouvrements. 

DÉFINITION 3. Une famille (Ai)ieI de parties d'un ensemble X est un 
recouvrement de X si LJ Âi = X. 

ieI 
Un sous-recouvrement est une sous-famille (A; );eJ, J C I telle 

que LJ A; =X. 
jEJ 

THÉORÈME 2 (LEBESGUE). Soit (Ui)ie/ un recouvrement par partie& 
ouvertes d'un e&pace métrique compact (X, d) . n exi&te alor& r > 0 tel 
que toute boule ouverte de rayon r &oit contenue dam l'un de., Ui. 

DÉMONSTRATION : Sinon il existe une suite (xn)n2::1 telle que B ( Xn, ! ) 
pour n > 1 ne soit contenue dans aucun des Ui. Soit a un point d'accumu­
lation de la suite (xn)n2::1. Il existe io E Jet e > 0 tels que B(a, e) C Ui0 • 

Il existe n > 2e- 1 tel que d(a,xn) ~ i. On a alors 

( 1) e B xn,;; cB(xn, 2) CB(a,e)CUio, 

une contradiction. □ 

PROPOSITION 6. Soient (X,d) un espace métrique compact, et r > O. 
Il exiJte un recouvrement fini de X par deJ boule., ouverte& de rayon r. 

DÉMONSTRATION : Sinon, on pourrait construire une suite (xn)n>o telle 
qu'on ait d(xï,x;) 2:: r pour i =f:.j. Une telle suite ne peut avoir dë point 
d'accumulation. 

THÉORÈME 3 (BOREL-LEBESGUE). Pour qu'un espace métrique (X,d) 
soit compact, il faut et il Juffit que tout recouvrement de X par parties 
ouvertes po&&ède un &ou&-recouvrementfini. 

DÉMONSTRATION : Supposons (X, d) compact, et soit (Uï)ieI un recou­
vrement par parties ouvertes de X. 

Soit r > 0 satisfaisant la conclusion du théorème 2. D'après la prop. 6, 
k 

il existe des boules ouvertes B 1 , ••• , Bk de rayon r telles que X = LJ Bt. 
l=1 

D'après le théorème 2, pour tout 1 < R, < k, il existe it E J tel que 
Bt C Uit. On a alors 

Inversement, si (X, d) n'est pas compact, il existe une suite (xn)n~o 
dans X sans point d'accumulation. Pour tout x EX, il existe alors une 
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boule ouverte Bi: centrée en x ne contenant au plus qu'un nombre fini de 
valeurs de la suite (xn)n>o. La famille (Bz)zeX est un recouvrement de 
X par parties ouvertes, mais l'union de toute sous-famille finie ne peut 
contenir qu'un nombre fini de valeurs de la suite (xn)n2:o. □ 

COROLLAIRE. Soit (Fn)n>o une .mite décroiJJante (pour l'inclwion) de 
partie" fermée" non vide" d'un eJpace métrique compact (X, d). On a 

n Fn ~ </>. 
n2:0 

DÉMONSTRATION : Posons un = X - Fn. Si Oil a n Fn = 4>' la famille 
n2:0 

croissante (Un)n>o est un recouvrement par parties ouvertes de X et il 
existe no tel que-Un 0 =X, c'est-à-dire Fn0 = q>. □ 

§. 4. Uniforme continuité. 

Soient (X1, d1), (X2, d2) des espaces métriques et J : X1 ~ X2 une 
application. 

DÉFINITION 4. L'application f est uniformément continue si pour 
tout e > 0 il existe S > 0 tel que : 

d1(x,y) < S ~ d2(f(x),f(y)) < e. 

Une application K-lipschitzienne est uniformément continue. Une 
application uniformément continue est continue. 

THÉORÈME 4 (HEINE). Si X1 est compact et J eJt continue, alors J 
est uniformément continue. 

DÉMONSTRATION : Soit e > 0; comme J est continue, il existe, pour 
tout x E X1, une boule ouverte Bx centrée en x dont l'image est contenue 

dans B (J(x), i). On a LJ Bx = X1, et X1 est compact, donc il existe 
xEX1 

S > 0 tel que toute boule ouverte de rayon S est contenue dans une 
boule Bx (théorème 2). Si y,z E X1 vérifient d1(y,z) < S, on a donc 
d2(f(y), f(z)) < e. □ 

PROPOSITION 7. Si X 1 est compact et f est bijective et continue, alors 
J est un homéomorphisme. 

DÉMONSTRATION : Il s'agit de vérifier que l'application réciproque 1-1 

est continue. Or, si Y est une partie fermée de X1 , Y est compacte car X 1 
est compact (prop. 2); donc (J- 1 

)-
1 (Y) = J(Y) est compacte (Prop. 1), 

et par conséquent fermée (prop. 2). □ 
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CHAPITRE III - Connexité. 

§. 1. Espaces métriques connexes. 

DÉFINITION 1. Un espace métrique (X,d) est connexe si les seules 
parties à la fois ouvertes et fermées dans X sont la partie vide </> et la 
partie totale X . 

Une partie Y d'un espace métrique (X, d) est connexe si l'espace 
métrique (Y, d) est connexe. 

La connexité, comme la compacité, est donc une propriété intrinsèque. 

PROPOSITION 1. Soit (X, d) un e"pace métrique non vide. Le" propriétés 
suivantes sont équivalente., : 

(i) (X, d) n'est pas connexe, 
(ii) X est réunion de deux parties ouvertes disjointes non vides; 

(iii) X est réunion de deux parties fermée., disjointes non vides; 
(iv) il existe une application continue non constante de X dans 

{O, 1}. 

DÉMONSTRATION : Exercice. 

PROPOSITION 2. Soient (X 1 ,d 1 ), (X 2 ,d 2 ) deux espaces métriques, et 
f : X1 --. X2 une application continue. Si X1 est connexe, alors f(X1) 
est connexe. 

DÉMONSTRATION : Si f(X 1 ) n'est pas connexe, il existe une application 
continue non constante g de f (X1) dans {O, 1}. L'application composée 
g O f : X1 --. {O, 1} est continue et non constante, donc X1 n'est pas 
connexe. D 

COROLLAIRE. Soient (X 1 , d1), (X 2 , d2 ) deux espaces métriques, et f : 
X1 --. X2 un homéomorphisme. Alors X 1 est connexe .,i et seulement si 
X 2 est connexe. 

PROPOSITION 3. Soient (X,d) un e.,pace métrique, et (Ai)ieI une 
fa mille de partie., · connexes d 'inter.,ection non vide. Alors LJ Âi est 

iEI 
connexe. 

DÉMONSTRATION : Une application continue : LJ Âi --. {O, 1} est 
iEI 

constante sur chacun des Aï (prop. 1) donc sur LJ Aï , car n Aï =f:. </>. □ 
iEI iEI 
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PROPOSITION 4. Soit Y une partie connexe d'un e.,pace métrique 
(X, d). L'adhérence Y de Y dam X e.,t connexe. 

DÉMONSTRATION : Soit g : Y -t {O, 1} une application continue. Alors 
g est constante sur Y, et prend encore la même valeur sur Y d'après les 
propositions 3 et 4 du Chapitre 1. □ 

REMARQUE. La même démonstration prouve que toute partie Z telle que 
Y C Z C Y est connexe. 

PROPOSITION 5. Soient (X 1 ,d 1 ), ... ,(Xk,dk) de-, espaces métriques 
connexes. L 'espace produit (X, D) est connexe. 

DÉMONSTRATION : 

1) k = 2. Fixons x 0 E X 1 • Pour tout y E X2, posons: 

Ay = ({xo} X X2) U (X1 x {y}) . 

C'est une partie connexe de X 1 x X 2 d'après la proposition 3. On a 

n Ay = {xo} X X2 , 
yEX2 

u Ay = X1 X X2, 
yEX2 

donc X 1 x X 2 est connexe (proposition 3). 

2) Cas général : cf. Chapitre II, prop. 3. 

§. 2. Parties connexes de R. 

THÉORÈME 1. Les parties connexes de R sont les intervalles (non 
vides). 

DÉMONSTRATION : Soit J une partie non vide de R qui n'est pas un 
intervalle. Il existe un point c E R - J, tel que J n ]-oo, c[ et J n ]c, +oo[ 
ne sont pas vides. Ce sont des parties ouvertes et disjointes de J dont J 
est l'union; donc J n'est pas connexe. 

Soit J un intervalle compact non vide de R : J = [a, b] ; supposons 
que J soit union de deux parties fermées disjointes non vides F0 et F1, 
avec a E F0 • Soit c la borne supérieure des nombres d E [a, b] tels que 
[a, d] C Fo. On a [a, c[ C F0 , donc [a, c] C Fo puisque Fo est fermé. On 
a c < b puisque F1 n'est pas vide. Par définition de c, tout intervalle 
[c, d], avec c < d < b, coupe F1 ( autrement [a, d] C Fo); comme F1 est 
fermé, on a donc c E F1 , et F0 n F1 =f </>. Donc J est connexe. Soient J 
un intervalle non vide de R, a E J ; on a 

J = LJ _[a,x] U LJ [x,a] , 
z>a z<a 
zËJ zËJ 

donc J est connexe (proposition 3). 
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COROLLAIRE (THÉORÈME DES VALEURS INTERMÉDIAIRES). Soit (X,d) 
un e3pace métrique connexe et f : X ~ R une application continue. Alor& 
f(X) est un intervalle: en particulier, 3i a, b sont de& point3 de X et z 
un nombre réel tels que f(a) < z ~ f(b), il existe un point c de X tel 
que f(c) = z. 

DÉMONSTRATION : Proposition 2 et théorème 1. 

§. 3. Connexité par arcs. Composantes connexes. 

DÉFINITION 2. Soient (X, d) un espace métrique, et x, y deux points de 
X. Un chemin de x à y est une application continue -y : (0, 1] ~ X 
telle que -y(0) = x, -y(l) = y. 

DÉFINITION 3. Un espace métrique (X,d) est connexe par arcs si pour 
tous x, y E X il existe un chemin de x à y. 

PROPOSITION 6. Un espace métrique (X, d) connexe par arcs e&t 
connexe. 

DÉMONSTRATION : Soit x 0 EX; pour tout y EX, soit "(y : (0, 1] ~ X 
un chemin de x 0 à y; posons A 9 = -y9 ([0, 11). D'après la proposition 2 et 
le théorème 1, Ay est connexe. On a : 

LJ Ay=X, 
yEX 

n Ay 3 Xo 
yEX 

d'après la proposition 3, X est connexe. 

COROLLAIRE. Une partie convexe de Rn est connexe. 

DÉMONSTRATION : En effet, elle est connexe par arcs. 

(On rappelle qu'une partie C de Rn est convexe si pour tout x, y E C, 
le segment joignant x à y est contenu dans C). 

Les deux lemmes suivants serviront pour la proposition 7, et sont 
importants par eux-mêmes. 

LEMME 1. Soit (X, d) un espace métrique. La relation: 

" il existe un chemin de x à y " 

est une relation d'équivalence. 

DÉMONSTRATION: 

Réflexivité. L'application -y : [O, 1] ~ X constante égale à x est 
un chemin de x à x . 

Symétrie. Si -y : [0, 1] ~ X est un chemin de x à y, l'application 
-y(t) = -y(l - t) est un chemin de y à x. 
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Transitivité. Si , : [O, 1] -+ X est un chemin de x à y et 
,' : [O, 1] -+ X est un chemin de y à z, l'application ," définie par : 

,"(t) = ,(2t) 0 5 t 5 ~ , 

," ( t) = ··/ ( 2t - 1) ½ < t < 1 

est un chemin de x à z . 

LEMME 2. Soient (X,d) un espace métrique connexe et 'R. une relation 
d'équivalence sur X ; si chaque classe d'équivalence de 'R, est ouverte dans 
X, alors il existe une seule classe ( on a x'R.y, \;/ x, y EX). 

DÉMONSTRATION: Soit C une classe d'équivalence; alors C est ouverte, 
non vide; X - C est l'union des autres classes d'équivalences, donc est 
ouverte. 

Comme X est connexe, on a X - C =</>,d'où X= C. 

PROPOSITION 7. Une partie ouverte et connexe U de Rn est connexe 
par arcs. 

DÉMONSTRATION : Soit 'R, la relation sur U : 

" il existe un chemin de x à y ( contenu dans U) " . 
C'est une relation d'équivalence (lemme 1). Si x E U, la classe de x 
contient toute boule de centre x contenue dans U. Les classes d 'équiva­
lence sont donc ouvertes. D'après le lemme 2, U est connexe par arcs. 
D 

Introduisons finalement la notion de composante connexe. Soient 
(X, d) un espace métrique, a un point de X. L'union des parties 
connexes de X contenant a est une partie connexe (proposition 3): la 
composante connexe de a dans X. C'est la plus grande partie connexe 
de X contenant a. 

D'un point de vue un peu différent, considérons la relation sur X : 

" il existe une partie connexe contenant x et y" . 

C'est une relation d'équivalence (la transitivité résulte de la proposition 3), 
et la classe d'équivalence d'un point a EX est exactement la composante 
connexe de a dans X. 

On a donc une partition de X en ses composantes connexes. Bien 
sûr, X est connexe si et seulement si X a une seule composante connexe. 

Soit U une partie ouverte de Rn . Soit a E U. La composante 
connexe de a dans U contient toute boule de centre a contenue dans 
u. 

Les composantes connexes de U sont donc des parties ouvertes de 
Rn . On obtient donc, à partir de la proposition 7, le : 

COROLLAIRE. Soient U une partie ouverte de Rn, x, y deux points 
de U. Alors il existe un chemin de x à y si et seulement si x et y 
appartiennent à la même composante connexe de U . 
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§. 4. Compacts connexes. 

PROPOSITION 8. Soient (X,d) un espace métrique, et (Kn)n~o une 
suite décroissante (pour l'inclu.sion) de parties compactes, connexes, non 
vides de X. Alors l'intersection .K = n Kn est compacte, connexe, non 

n~O 

vide. 

DÉMONSTRATION : On peut supposer que X = Ko (car compacité 
et connexité sont des propriétés intrinsèques). D'après le corollaire du 
Chapitre II, §.3, K est une partie compacte non vide de X. Supposons que 
K n'est pas connexe; il existe alors deux parties fermées (donc compactes) 
Lo , L1 disjointes et non vides, dont K est l'union. L'application ( x, y) ~ 
d(x, y) de Lo X L1 dans R est continue, et Lo x L1 est compact, donc il 
existe a E L0 , b E L1 tels que d(x,y) > d(a,b) = e > 0, pour x E L0 , 

y E L1 . Posons : 

Uo= LJ B(x,i), 
xELo 

U1 = LJ B (x,i) 
xEL1 

Alors U0 et U1 sont des parties ouvertes et disjointes dont l'union contient 
K. Posons: 

K~ = Ko - (Uo U U1) , 
pour n ~ 1 

Les K~ forment une suite décroissante de parties compactes de Ko, dont 
l'intersection est vide. 

D'après le corollaire du Chapitre II, §.3, il existe un entier p tel que 
K; =</>.On a alors: 

Kp = (Kp n Uo) LJ (Kp n U1) , 

donc Kp n'est pas connexe. □ 
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CHAPITRE IV - Espaces métriques complets et 

espaces de Banach. 

§. 1. Suites de Cauchy. Espaces métriques complets. 

Soit (X, d) un espace métrique. 

DÉFINITION 1. Une suite (xn)n~o de points de X est une suite de 
Cauchy si 

lim d(xm, Xn) = 0 . 
m-+oo 
n-+oo 

(En d'autre termes, pour tout e > 0, il existe un entier n0 tel qu'on ait 
d(xm, Xn) < e lorsque m et n sont supérieurs à no). 

PROPOSITION 1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy. 

DÉMONSTRATION : Exercice. 

DÉFINITION 2. L'espace métrique (X, d) est complet si toute suite de 
Cauchy dans X est convergente. 

Une partie Y de X est complète si l'espace métrique (Y, d) est 
complet. 

La propriété pour une partie d'être complète est donc une propriété 
intrinsèque. 

PROPOSITION 2. Soit Y une partie de X. Si Y est complète, Y est 
fermée dans X. Si X est complet et Y est fermée dans X, Y est 
complète. 

DÉMONSTRATION: Supposons Y complète. Toute suite de points de Y, 
qui converge dans X, est une suite de Cauchy; elle doit donc converger 
dans Y; par conséquent Y est fermée (Chapitre I, §. 3.3, Corollaire). 

Supposons X complet et Y fermée; une suite de Cauchy de points de 
Y converge alors dans X ( qui est complet) donc dans Y ( qui est fermée 
dans X). 

LEMME. Une suite de Cauchy qui a un point d'accumulation est conver­
gente. 

DÉMONSTRATION : Exercice. 

PROPOSITION 3. Un espace métrique compact est complet. 

DÉMONSTRATION : Cela résulte du lemme et de la définition d'un espace 
compact. 
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PROPOSITION 4. Supposons que toutes les parties fermées et bornée.s de 
(X, d) .soient complètes, alors X e.st complet. 

(Une partie Y d'un espace métrique (X, d) est bornée s'il existe C > 0 
tel qu'on ait d(x, y) < C pour x, y E Y). 

DÉMONSTRATION : Soit (xn)n>o une suite de Cauchy dans X. Posons: 

Z ={ Xn, n ~ 0} , Y= Z , 

et montrons que Y est bornée. Il existe un entier n0 tel qu'on ait 
d(xn,Xn 0 ) < 1 pour n >no.Posons: 

Co= ~ax d(xi,Xn 0 ) • o::s;,::s;no 

Soit y un point de Y; la boule B(y, 1) rencontre Z (Chapitre I, § 3.3, 
proposition 3), donc il existe un entier n tel que d(y, xn) < 1. On a par 
conséquent d(y,xn 0 ) < 2 + Co, et finalement d(y1,Y2) < 4 + 2Co pour 
deux points quelconques Yt , Y2 de Y. 

La partie Y est donc bornée ; elle est aussi fermée, donc complète. 
La suite de Cauchy (xn)n2::o est une suite de points de Y. Elle est donc 
convergente. 

COROLLAIRE. L'espace Rn (muni d'une norme quelconque) est complet. 

DÉMONSTRATION : En effet, les parties fermées et bornées sont com­
pactes, donc complètes. 

REMARQUE IMPORTANTE. Soient (X 1,d 1), (X2 ,d 2 ) deux espaces métri­
ques, et f : X 1 -+ X 2 un homéomorphisme. Il est possible que X 1 soit 
complet sans que X 2 le soit, et vice versa. Par exemple, l'application 

x 1--+ tg ( x) est un homéomorphisme de l'intervalle I = ]- ; , + ; [ sur 

R. Or R est complet (Corollaire), mais I qui n'est pas fermé dans R n'est 
pas complet (proposition 2). 

Cependant, si on suppose de plus que f est uniformément conti­
nue et si X2 est complet, alors X 1 est complet (exercice). 

PROPOSITION 5. Soient (X1 ,d1), ••• ,(Xk,d.1:) de8 e8pace8 métriqu.e8 
complets. Alors l'e8pace produit (X, D) e:Jt complet. 

DÉMONSTRATION : Cela résulte du fait qu'une suite (xn)n>o = 
(x~, ... , x!)n2::o dans X est convergente (resp. une suite de Cau~hy) si 
et seulement si chacune des suites (x~)n2::o est convergente (resp. une 
suite de Cauchy). 

24 



§. 2. Le théorème du point fixe. 

DÉFINITION 3. Soit (X,d) un espace métrique. Une application/: X-+ X 
est contractante s'il existe k E )0, 1[ tel que f soit k-lipschitzienne, 
c'est-à-dire qu'on ait : 

d(f(x), f(y)) 5 kd(x, y) , pour x, y EX . 

DÉFINITION 4. Soient X un ensemble et f : X -+ X une application. 
Un point fixe de f est un point a EX tel que /(a)= a. 

THÉORÈME 1. Soient (X, d) un espace métrique complet, f : X -+ X 
une application contractante et x0 un point de X. Soit (xn)n~o la suite 
vérifiant Xn+1 = f(xn) pour n ~ 0. 

Alors, la suite (xn)n~o est convergente, et sa limite est l'unique point 
fixe de f. 

DÉMONSTRATION : Soit k E )0, l[ tel que f soit k-lipschitzienne. Pour 
n ~ 1, on a: 

donc 

d(xn,Xn+1) = d(f(xn-t),f(xn)) 

5 kd(xn-1, Xn) , 

d(xn, Xn+1) 5 kn d(xo, x1) . 

On en déduit, pour m ~ n ~ 0 : 
m-1 

d(xn, Xm) 5 d(xo, x1) L kt 
l=n 

< kn d(xo,xi) . 
- 1-k ' 

ceci prouve que (xn)n>o est une suite de Cauchy. Comme X est complet, 
elle est convergente ; notons a sa limite. Comme / est continue, on a : 

f(a) = lim f(xn) = lim Xn+I = a , 
n-+oo n-+oo 

donc a est un point fixe de f. Finalement, soit b un point fixe de f. On 
a: 

d(a,b) = d(f(a),f(b)) < kd(a,b) , 

avec k E ]O, 1[, donc d(a, b) = 0 et a= b. D 

Le théorème du point fixe a une très grande importance tant 
théorique que pratique. En effet, de très nombreux problèmes peuvent se 
présenter sous la forme de recherche de points fixes. Le théorème du point 
fixe est à la base de la démonstration des principaux théorèmes d 'Analyse 
du cours: théorème d'inversion locale, théorème des fonctions implicites, 
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théorème d'existence et d'unicité des solutions d'équations différentielles 
(théorème de Cauchy-Lipschitz). 

D'un point de vue théorique, il faut surtout retenir l'existence et 
l'unicité du point fixe de l'application contractante f. 

D'un point de vue pratique, la convergence de la suite (xn)n>o vers 
le point fixe permet de déterminer le point fixe avec une précision 
arbitraire; on a de plus un contrôle sur l'erreur commise; on a vu que : 

pour m ~ n > 0, et on a donc : 

EXEMPLE. Etant donné un nombre réel xo, on définit une suite (xn)n~o 
par la relation de récurrence : 

Xn+i = x! - 100 + sin ( n) . 

On va montrer qu'il existe une unique valeur de x 0 telle que la suite 
(xn)n>o soit bornée et à valeurs positives. On va aussi déterminer 
cette ;aleur à 10- 3 près (avec une calculette). 

1) Préliminaires. Montrons que si la suite (xn)n~o est bornée à valeurs 
positives, on a nécessairement 10 < Xn < 11 pour tout n ~ 0. 

Supposons qu'il existe un entier p tel que Xp < 10, on a alors Xp+i = 
x; -100 + sinp < 1, et (si Xp+l > 0), Xp+2 = x;+I - 100 + sin (p + 1) < 
-98, contrairement à l'hypothèse que la suite est à valeurs positives. 

Supposons qu'il existe un entier p tel que Xp > 11 ; on a alors: 

Xp+i = x; -100 + sin (p) 

> llxp -99 > 2x, ; 

on a alors Xk+t > 2xk pour tout k ~ p, et la suite (x1:)1:~o n'est pas 
bornée. 

2) L'espace métrique où on va appliquer le théorème du point 
fixe. Notons X l'ensemble des suites (Yk)k~o à valeurs dans l'intervalle 
[10, 11]. Nous définissons une distance D sur X, la distance uniforme 
par: 

D ( (y1:)1:~o, (z1:)k~o) = sup IY1: - z1:I • 
k~O 

On verra au prochain paragraphe que l'espace des suites à valeurs dans un 
espace métrique compact (en l'occurence, [10,111), muni de la distance 
uniforme, est complet. Donc (X, D) est complet. 

26 



3) L'application contractante F : X -+ X. Soit y = (Yk)k~o un 
élément de X. Définissons une suite z = F(y) = (zk)k~o par la formule: 

Zk = ✓100 - sin (k) + Yk+l 
(racine carrée positive). Nous vérifions successivement: 

a) que z = (zk)k~o est un élément de X. 
En effet, pour tout k > 0, on a Yk+I E [10, 11], donc 

109 ~ 100 - sin (k) + Yk+1 ~ 112 
et donc Zk E [10, 11]. 

On a donc bien défini une application F de X dans X. 

b) que F est contractante (et on calcule la constante de contraction). 
Soient y = (Yk)k~o, y' = (YUk~O deux éléments de X. Notons 

z = F(y) = (zk)k~o et z' = F(y') = (zUk~o leurs images par F. Pour 
k ~ 0, on a: 

lzk - zkl = IJ100 - sin (k) + Yk+1 - J100 - sin (k) + Yk+il 

IYk+I -Yk+il 
- -:=-======~~~=====----;::::::::::::====== 

Jl00 - sin (k) + Yk+I + J100 - sin (k) + Yk+i 

< 
1 

1 , 1 - 20 Yk+1 - Yk+1 , 

car on a Yk+i > 10, Yk+I > 10. 
On a par conséquent : 

1 
D(z, z') = D(F(y), F(y')) ~ 

20 
D(y, y') 

et l'application F est contractante. 

4) Application du théorème du point fixe. L'espace métrique (X, d) 
est complet, et F est contractante, donc F a un unique point fixe 
a = (ak)k~o ; revenant à la définition de F, cela signifie qu'il existe une 
unique suite (ak)k~o, à valeurs dans [10, 11], qui vérifie: 

ak = J100 - sin (k) + ak+I , pour tout k ~ 0 

ou encore 

ak+I = a% - 100 + sin (k) , pour tout k > 0 . 

Or, on a montré dans les préliminaires que si une suite (xkh>o est à 
valeurs positives, bornée et vérifie la relation de récurrence : -

Xk+1 = xi - 100 + sin (k) , 
cette suite est nécessairement à valeurs dans [10, 11], en d'autre termes 
c'est un élément de X. 

On a donc démontré l'existence et l'unicité du nombre réel xo qu'on 
avait annoncées : on a xo = ao . 
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5) Détermination approchée de a0 • Soit y 0 = (YÎ)k>o l'élément de 
X~~: -

YÎ=l0,5, pour tout k>0. 

Posons y1 = F(y 0
). On a donc y1 = (Yl)k2=0, avec 

Yl = J100 - sin (k) + 10,5 , pour tout k > 0 . 

Pour tout k ~ 0, on a: 

10, 46 < J109, 5 ::; Yl < JITf,5 < 10, 56 . 

On a donc 
D(y 0 ,y 1

) < 0.06 . 

Posons y2 = F(y 1), y3 = F(y 2 ), etc ... 
On a vu plus haut que la distance de yn au point fixe a de F vérifie: 

( n) ( 1 ) n 1 ( O 1 
D a, y < 20 1 - to D y 'y ) 

( où 
2
1
0 

est le rapport de contraction de F). Pour que le second membre 

soit < 10- 3
, il suffit de prendre n = 2 ; on aura alors, en écrivant 

Y2 = (yl)k2::0 : 

lao - Yil ::; D(a, y2
) < 

3
!
0 

0.06 < 1, 6 10- 4 
• 

Finalement on a : 

d'où 

yi = J100 - sin (0) + yf = J100 + yf , 
Yt = J100- sin (1) + 10,5, 

Yt :::::: 10, 471797 , 

y~ :::::: 10, 510556 , 

lao - 10, 51051 < 3.10- 4 
• 

§. 3. Espaces d'applications continues et distance uniforme. 

Soient ( X 1, d1), ( X 2, d2) deux espaces métriques. On note C ( X 1, X 2) 
l'ensemble des applications continues de X1 dans X2, et Cb(X1,X2) le 
sous-ensemble des applications continues et bornées de X 1 dans X 2 • (Une 
application f : X 1 -+ X 2 est bornée si la partie J(X 1) est bornée, c.à.d. 
s'il existe C > 0 tel qu'on ait d2 (f(x), f(y)) < C pour tous x, y E X 1 ). 
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REMARQUES. 

1. Lorsque Xi = N (ou Z) toute application de Xi dans X2 est 
continue; une telle application est simplement une suite à valeurs dans 
X 2 • L'ensemble C(N,X2 ) est donc l'ensemble des suites à valeurs dans 
X 2 , et Cb(N,X2 ) est le sous-ensemble des suites bornées. 

2. Lorsque l'espace d'arrivée X 2 est borné, toute application continue 
est évidemment borné et on a donc C(Xi,X2) = Cb(Xi,X2). C'est 
en particulier le cas lorsque X 2 est compact, puisqu'alors l'application 
continue (x, y) t-t d2 (x, y) est bornée sur l'espace compact X2 x X2. 

3. Lorsque l'espace de départ Xi est compact, on a encore C(Xi,X2) = 
Cb(Xi,X2). Si f: Xi ~ X2 est une application continue, la partie /(Xi) 
est en effet compacte, donc bornée. 

DÉFINITION 5. La formule 

D(f,g) = sup d2(f(x),g(x)) , 
zEX1 

pour f,g E Cb(Xi,X 2) définit une distance sur l'ensemble Cb(Xi,X2) dite 
distance uniforme. La convergence d'une suite (d'applications continues 
bornées) dans l'espace métrique (Cb(Xi,X 2 ), est dite convergence uni­
forme. 

EXERCICE. Vérifier que la borne supérieure définissant D(f,g) est finie; 
vérifier les axiomes (Dl), (D2), (D3) d'une distance pour D. 

PROPOSITION 6. Supposons X 2 complet. Alors, (Cb(Xi,X 2 ),D) est un 
espace métrique complet. 

DÉMONSTRATION : Soit (fn)n>o une suite de Cauchy dans Cb(Xi, X2). 
Pour tout x E Xi , on a : -

(1) 

donc (f n(x))n2:o est une suite de Cauchy dans X 2 , et elle converge vers 
une limite qu'on note f(x). 

Soit ê > 0. Il existe un entier no tel qu'on ait D(f n, fm) < i pour 

m, n > no. En passant à la limite dans l'inégalité (1), on a donc, pour 
x E Xi, n >no: 

(2) 

Soit xo un point de Xi. Pour tout x E Xi, on a: 

d2(f(xo),f(x)) $ d2(f(xo),fn 0 (xo) + d2(/n0 (xo),fn 0 (x)) 

+ d2(fn0 (x),f(x)) , 
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d'où, d'après la relation (2) : 

(3) 

L'application fno est bornée; on déduit alors de la relation (3) que f est 
aussi bornée. 

L'application fno est continue; il existe donc o > 0 tel qu'on ait 

d2(f(xo),f(x)) < i pour x E B(xo,.i); d'après (3) on a: 

d2(f(xo),f(x)) < e , 

pour x E B(xo, o). Ceci montre que f est continue en xo. 
On a montré que l'application f est un élément de Cb(X1,X2). La 

relation (2) implique que la suite (f n)n~o converge vers f. □ 

§. 4. Applications linéaires continues. 

Soient (E1, Il 111) et (E2 , Il 112 ) des espaces vectoriels normés. 

PROPOSITION 7. Soit u E .C.(E1 ,Ei) une application linéaire. Les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) u est lipschitzienne; 

(ii) u est uniformément continue; 

(iii) u est continue; 

(iv) u est continue en O; 

(v) l'image par u d'une partie bornée est bornée; 

(vi l'image par u de la boule unité B(O, 1) est bornée; 

(vii) l'image par u de la sphère unité est bornée. 

DÉMONSTRATION: 

(i) ~ (ii) ~ (iii) ~ (iv) déjà vu 

(v) ~ (vi) ~ (vii) évident . 

(iv) ~ (v). Par définition de la continuité en O, il existe r > 0 tel que 
llu(x)ll2 < 1 pour llxll1 < r. 

Si A est une partie bornée de E1 , il existe R > 0 tel que AC B(O, R) 

et on a u(A) C B ( O, :) . 
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(vii)~(i). Soit C > 0 tel que llu(x)ll2 < C pour llxll1 = 1. 
Pour x, y E E 1 , distincts, on a : 

llu(x) - u(y)l'2 = llu(x - Y)ll2 

= llx - Ylli llu (11: ~ :i11) 112 

~ C llx -Yll1 , 

donc u est C-lipschitzienne. D 

Les applications linéaires continues de E 1 dans E2 forment un sous 
espace vectoriel de .C(E1, E2) qu'on note .CC(E1, Ei). Pour 
u E CC ( E1, E2) , la borne supérieure : 

llull = sup llu(x)ll 2 
llzll1=l 

est finie (d'après (vii)); on a clairement: 

llull = sup llu(x)ll2 = sup llu(x)l'2 
.B(O,l) z~0 llxll1 

L'application u est llull-lipschitzienne. 
On vérifie facilement (exercice) que l'application u --t llu Il fait de 

.CC(E, F) un espace vectoriel normé. 

PROPOSITION 8. Soient (E 3, Il 113) un troisième espace vectoriel normé 
et v : E1 x Ei --t E3 une application bilinéaire. Les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

(i) v est continue; 

(ii) v est continue en O; 

(iii) il existe C > 0 tel qu'on ait: 

llv(x1, x2)ll3 ~ C llx1111 llx2ll2 , 

pour tous X1 E E1 , X2 E E2 . 

DÉMONSTRATION : Exercice (cf. démonstration de la proposition 7). 
Les applications bilinéaires continues de E1 X E2 dans E3 forment 

un espace vectoriel qu'on munit de la norme: 

llvll = sup llv(x1, x2)ll3 
1lz1111 =1, 1lz2ll2=1 

llv(x1, z2)ll3 
- sup 

z1~0,z2~0 llx1111 llx2l'2 

On aurait un résultat analogue pour des applications multilinéaires 
E1 X E2 X . . . X Ek --t Ek+l • 

PROPOSITION 9. Si E1 est de dimension.finie, toute application linéaire 
u E .C(E1,E2) est continue. 
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REMARQUE. La propriété pour une application linéaire u : E1 ~ Ei 
d'être continue ne change pas si on remplace les normes de E1 ou E2 par 
des normes équivalentes. 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 9 : D'après la remarque, on 
peut supposer que E1 = Rn, muni de la norme Il llcxi (toutes les 
normes sont équivalentes sur Rn). Soit ( eïh5i5n la base canonique. Pour 
x = (x1,••·,xn) E Rn, on a: 

n 

- Lxiu(ei) 
1 2 

n 

~ L lxïl llu(eï)ll2 
1 

D 

§. 5. Espaces de Banach. 

DÉFINITION 6. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé 
complet. 

EXEMPLES. 

1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de 
Banach. 

2. Soit (X, d) un espace métrique. Notons Cb(X) l'espace vectoriel des 
fonctions (à valeurs réelles) continues et bornées sur X. 

Pour / E Cb(X), posons : 

11/11 = sup 1/(x)I • 
:i:EX 

Ceci définit une norme sur Cb(X); la distance associée n'est autre que la 
distance uniforme introduite au §.3. Comme R est complet, Cb(X) est 
un espace de Banach d'après la proposition 6. 

3. Lorsque X est compact, toute fonction continue sur X est bornée. 
L'espace vectoriel des fonctions continues sur X, noté C(X), est muni de 
la norme ci-dessus; c'est un espace de Banach. 

32 



4. Plus généralement, soient (E, Il Il) un espace vectoriel normé, et (X, d) 
un espace métrique. L'espace vectoriel Cb(X, E) des applications continues 
et bornées de X dans E est muni de la norme : 

111/111 = Sup llf(x)II , 
zEX 

pour f E Cb(X,E). Si E est un espace de Banach alors Cb(X,E) est 
aussi un espace de Banach. 

PROPOSITION 10. Soient (E1, Il 111), (E2 Il 112 ) deux espaces vectoriels 
normés. Si E2 est un espace de Banach, alors CC(E1, E2) est un espace 
de Banach. 

DÉMONSTRATION : Soit (un)n>o une suite de Cauchy dans CC(E1, E2). 
Notons pour abréger BR la boule fermée de centre O de rayon R dans 
E1. 

D'après la proposition 7, pour tout R > 0, la suite des restrictions 
(un/ BR)n>o à la boule BR est une suite de Cauchy dans Cb(BR,E2), 
Comme E2 est complet, Cb(BR, E2) l'est aussi (proposition 6), donc 
(un)n>o converge uniformément sur BR vers une application UR E 
Cb(BR~ E2). Pour R' > R, UR' coïncide avec UR sur BR. L'application 
u qui coïncice avec UR sur BR (pour tout R > 0) est linéaire (exercice); 
elle est bornée sur B1, donc continue (proposition 7). Comme (un)n~o 
converge uniformément vers u sur B1 , la suite ( Un )n~o converge aussi 
vers u dans CC(E1,E 2) (par définition de la norme). 

§. 6. Le théorème d'Ascoli. 

Soient (X, d) un espace métrique compact, E un espace vectoriel 
normé de dimension finie, et A une partie de l'espace de Banach 
C(X,E). 

DÉFINITION 7. La partie A est équicontinue si pour tout e > 0, tout 
xo EX, il existe 6 > 0 tel qu'on ait: 

Vx E B(xo, 6), V f E A, llf(x) - J(xo)II < e . 

(En d'autres termes, "le même ô sert pour toutes les applications 
/ E A"). 

THÉORÈME 2 (Ascou). Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(i) l'adhérence de A dans C(X, E) est compacte; 

(ii) A est équicontinue, et pour tout x E X, l'ensemble A(x) = 
{f(x),f E A} e.,t une partie bornée de E. 
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DÉMONSTRATION : 

(i)=>(ii). Soit x E X. L'application f 1-+ f(x) de C(X,E) dans 
E est continue (exercice). Comme A est compact, son image par cette 
application l'est aussi, en particulier elle est bornée. Donc A( x) est borné. 

Soit ê > 0. D'après la proposition 6 du §. 3, Chapitre II, il existe un 
nombre fini d'applications fi, ... , f1,: E .A telles que : 

k 

AC LJ B (fï, i) . 
i=l 

Il existe un nombre 8 > 0 tel qu'on ait, pour y E B(x, 8) et 1 < i :5 k : 
ê 

llfï(x) - fï(Y)II < 3 • 

Soit f E A; il existe un entier j tel que f E B (!;, i), et on a alors, 

pour y E B(x,8) 

llf(x) - f(y)II :5 llf(x) - f;(x)II + llf;(x) - f;(Y)II 
+ IIJ;(y) - f(y)II 
ê ê ê 

<3+3+3=ê. 
Donc A est équicontinue. 

(ii) => (i). La démonstration comporte plusieurs étapes. 

1) Lemme. A e3t uniformément équicontinue, c'e3t à dire que pour 
tout ê > 0, il e:wte 8 > 0 tel que : 

d(x,y) < 8 => llf(x)-f(y)II < ê, 

pour tout f E A. 

DÉMONSTRATION DU LEMME : Pour tout x EX, il existe .i(x) > 0 tel 
que: 

ê 
d( X' y) < 8 (X) => Il f (X) - f (y) Il < 2 ' \/ f E A . 

D'après le théorème de Lebesgue (Chapitre II, §.3, théorème 2), appliqué 
au recouvrement de X par les boules B ( x, 8 ( x)) , il existe 8 > 0 tel que 
deux points y, y' EX vérifiant d(y, y') < 8 dont contenus dans une même 
boule B(x,ô(x)). 

On a alors 

llf(y) - f(y')II < llf(y) - f(x)II + llf(x) - f(y')II 
ê ê 

<2+2=ê. 
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2). Soient ê > 0, et (fn)n~o une suite d'éléments de A. Montrons qu'il 
existe une suite (gk)k~o extraite de (fn)n~o vérifiant 

ll9k-9tll <ê, Vk,f.'?_O. 

Soit 8 > 0 tel que : 
ê 

Vx,yEX, V/EA, d(x,y)<8:::}llf(x)-f(y)ll~ 3 • 

Soient x 1 , ••• , x m des points de X tels que : 
m 

X= LJ B(xi,8) 
i=l 

( cf. Chapitre II, § 3, proposition 6). 
Par hypothèse, la suite {/ n ( X1), ... , f n ( x m ))n>o dans Em est bornée; 

comme Em est de dimension finie, elle a un point cPaccumulation. On peut 
donc extraire de (f n)n>o une suite (gk)k>o telle qu'on ait, pour k > 0, 
f.;:::O,l~i~m: - -

Soient k "?. 0, f. '?_ 0, x E X ; il existe un entier i tel que x E B( Xi, 8) 
et on a: 

ll9k(x) - 9t(x)II ~ ll9k(xi) - 9k(x)II + ll9k(xi) - 9t(Xï)II 

+ ll9t(xi) - 9t(x)II 
ê ê ê 

<3+3+3=ê. 

3) Processus diagonal. (Cf. Chapitre II, théorème de Bolzano­
Weierstrass ). 

Montrons que de toute suite (/n) d'éléments de A, on peut extraire 
une suite de Cauchy. 

D'après la partie 2), on peut extraire une suite (f~)n~o satisfaisant: 

ll!l-Jlll < ½, Vk,f. '?. 0, 

par récurrence, on construit pour j > 2 une suite (fi)n~o extraite de 
(/l- 1 )n~o satisfaisant : 

1111 - fi Il< ;; ' Vk,f. > 0 . 

Posons 9n = J:: pour n "?. O. Pour m > n > 0, on a 

1 
ll9n - 9m Il < 2n , 

donc (gn)n~o est une suite de Cauchy, extraite de la suite (/n)n~o. 
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4) Montrons que l'adhérence de A est compacte. 

Soit (f~)n~o une suite d'éléments de A. Pour n > 0, soit f n un 
élément de A tel que 

Soit (f n,. )k~o une suite de Cauchy extraite de (f n)n~o. Elle converge dans 
Cr,(X, E) (proposition 6); comme A est fermé, sa limite appartient à .A. 
D'après (*), la suite (f~,.)k~o, extraite de (f~)n~o, a la même limite. □ 
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2ème PARTIE. 

CALCUL DIFFERENTIEL. 

CHAPITRE V : La différentielle. 

Dans ce chapitre, on désigne par E et F deux espaces vectoriels de 
dimension finie, de dimensions respectives m et n. 

On notera en général ( e1 , .•• , em) une base de E, et X1, ••• , Xm 

les coordonnées d'un vecteur x de E dans cette base. (On a alors une 
identification de E à Rm ) . De même, on notera (fi, ... , J n) une base de 
F et Y1, ... , Yn les coordonnées d'un vecteur y de F. 

On munit E et F de normes, toutes deux notées Il Il ; on rappelle 
que toutes les normes sur E (ou sur F) sont équivalentes. Pour cette 
raison, tout ce qui suit ne dépend pas des normes choisies sur E et F. 

NOTATION. Soit (X, d) un espace métrique, E un espace vectoriel normé, 
xo un point de X, (> : X --+ E et c.p : X --+ R+ des applications. La 
propriété: 

" 3r > 0, 3c > 0 tq ll(>(x)II :5 Cc.p(x) pour x E B(xo,r) " 
se note (> = 0 xo ( c.p) ou (> = 0( <p) lorsque la valeur de x 0 est claire 
d'après le contexte. La propriété : 

" Vë > 0, 3r > 0 tq ll~(x)II :5 ëc.p(x) pour x E B(xo,r) " 
se note (> = Ox 0 ( c.p) ou <P = o( <p) • 

REMARQUE. Tout ce qui suit (à l'exception de ce qui utilise bases et 
coordonnées) se généralise au cas où E et F sont des espaces de Banach. 
La seule modification requise est d'exiger que toutes les applications 
linéaires rencontrées soient continues. 

§. 1. La différentielle. 

Soient U une partie ouverte de E, a un point de U, et H : U --+ F 
une application. 

DÉFINITION 1. L'application H est différentiable au point a s'il existe 
une application linéaire L : E--+ F telle qu'on ait: 

(*) H(x) - H(a) -L(x - a)= oa(llx - all) . 

En d'autres termes, on a : 

lim H ( x) - H (a) - L( x - a) = 
0 

_ 

!;l! llx-all 
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PROPOSITION 1. Si H est différentiable en a, il existe une unique 
application linéaire L vérifiant la relation ( *) . 

DÉMONSTRATION: Soient L 1 , L2 des applications linéaires vérifiant (*) 
et u un vecteur non nul de E. En utilisant la relation ( *') pour x = a+e u, 
on obtient: 

or on a, pour e > 0 : 

L1(eu{ie~t2(eu) = llull-1 (L1(u) - L2(u)) , 

donc L1(u) = L2(u) et L1 = L2. 

DÉFINITION 2. Lorsque H est différentiable en a, l'unique application 
linéaire vérifiant ( *) s'appelle la différentielle de H en a. On la note 
DH(a) ou DaH. 

PROPOSITION 2. Si H est différentiable en a, alors H est continue en 
a. 

DÉMONSTRATION : Soit r > 0 tel que B(a, r) CU et qu'on ait: 

IIH(x) - H(a) - L(x - a)II < llx - all 
pour x E B(a, r). D'après le chapitre IV, propositions 7 et 9, il existe 
C > 0 tel qu'on ait : 

IIL(x)II :5 C llxll , \/x E E . 

On a donc, pour x E B(a, r) : 

IIH(x) - H(a)II < (C + 1) llx - all , 
ce qui implique que H est continue en a. 

PROPOSITION 3. Identifions F à Rn au moyen d'une base (/1, ... , f n) 
de F, et notons H; : U ~ R pour i = 1, ... , n les applications 
coordonnées de H. Pour que H soit différentiable en a il faut et il suffit 
que chaque H; le soit, et on a alors, pour v E E : 

n 

DaH(v) = LDo.H;(v)f; . 
i=l 

DÉMONSTRATION : Exercice. 
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§. 2. Différentielles et dérivées partielles. 

Soient U une partie ouverte de E, a un point de U, H U -+ F 
une application et E1 un sous espace vectoriel de E. 

Définissons: 

U1 = { v E E1 , a + v E U} . 
Comme l'application v 1-+ a + v de E1 dans E est continue, U1 est une 
partie ouverte de E1 • 

DÉFINITION 3. On dit que H est différentiable en a dans la direction 
de E1 si l'application v 1-+ H(a + v) de U1 dans F est différentiable en 
0. La différentielle en O de cette application est alors une application 
linéaire de E 1 dans F qu'on appelle différentielle partielle de H dans 
la direction de E1 . 

EXEMPLE. Soit w un vecteur non nul de E. Prenons pour E1 le sous­
espace vectoriel ( de dimension 1) engendré par w, qu'on identifie à R par 
l'isomorphisme : t 1-+ t w. 

L'application H est différentiable en a dans la direction de E 1 (on 
dit encore, dans ce cas, dérivable dans la direction de w) si et seulement 
si la limite 

1
. H(a + tw) - H(a) 
1m -------

t-o t 
t,;60 

existe. On l'appelle alors la dérivée de H dans la direction de w. En 
notant v cette limite, la différentielle partielle de H dans la direction de 
E1 est l'application linéaire t w 1-+ t v ( t E R) de E 1 dans F. 

DÉFINITION 4. Soit ( e1 , .•• , em) une base de E. Les dérivées de H dans 
la direction de e1 , ••• , em sont, quand elles existent, appelées dérivées 
partielles de l'application H (relatives à la base (e1 , •.. , em) ). La dérivée 

partielle dans la direction de ei est notée ÔiH(a) ou a!i H(a). 

PROPOSITION 4. Si H est différentiable en a, alors H est différentiable 
en a dans la direction de E 1 et sa différentielle partielle dans la direction 
de E1 est la restriction à E 1 de la différentielle de H en a. 

DÉMONSTRATION: Exercice. 

COROLLAIRE. Si H est différentiable en a, alors les dérivées partielles 
ÔiH(a), pou.r 1 < i < n, sont définies et on a: 

ÔïH(a) = Da.H(eï) . 
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REMARQUE. Il est possible, lorsque m > 2, que H soit dérivable en 
a dans la direction de tout vecteur non nul w E E sans que H soit 
différentiable en a. Prenons par exemple U = E = R2 , a = (0, 0), F = R, 

x2y 
H ( x, y) = 2 2 si ( x, y) =f ( 0, 0) 

X +y 
H(0,0) = 0. 

Soit w E R2 • Pour tout réel t, on a 

H(tw) = tH(w) 

donc H est dérivable en 0 dans la direction de w, de dérivée H ( w) . [ En 
particulier, on a 81H(0, 0) = éhH(0, 0) = 0]. D'après la proposition 4, H 
n'est pas différentiable en (0, 0) : sa différentielle en 0 serait l'application 
H, qui n'est pas linéaire. 

DÉFINITION 5. Soient (et,•••,em), (ft, ... ,fn) des bases de E, F 
respectivement. Notons H1 , ••• , Hn les applications coordonnées de H, 
et supposons que H est différentiable en a. La matrice 

(a;Hï(a)) 15ï5n, 
15j5m, 

a n lignes et m colonnes s'appelle matrice jacobienne de H en a. C'est 
la matrice de la différentielle de H en a relative aux bases de E et F 
considérées. 

Lorsque m = n, son déterminant s'appelle jacobien de H en a. 

§. 3. Propriétés élémentaires. Règles de calcul. 

3.1. Applications affines. 

Soit u : E -+ F une application linéaire, b un point de F, et 
H : E-+ F l'application affine définie par: 

H(x) = u(x) + b . 

En tout point a de E, l'application H est différentiable et sa 
différentielle est u . 

3.2. Somme. 

Soient H 1 ,H2 des applications d'une partie ouverte U de E dans 
F. 

Si H1 et H2 sont différentiables en un point a de U, alors H 1 + H2 
l'est aussi et on a : 

Da(H1 + H2) = DaH1 + DaH2 . 
En termes de dérivées partielles relatives à. une base de E, on a. donc, 
pour 1 < i < m: 
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3.3. Composition. 

Soit G un troisième espace vectoriel (normé) de dimension finie. 
Soient U une partie ouverte de E, H une application de U dans F, 
V une partie ouverte de F, K une application de V dans G. 

PROPOSITION 5. Soit a un point de U. On suppose que H est différen­
tiable en a, que H (a) E V, et que K e8t différentiable en H (a) . Alor&, 
l'application K o H est définie sur une boule ouverte centrée en a, est 
différentiable au point a, et sa différentielle en a est : 

Da(K OH)= DH(a)K O DaH . 

DÉMONSTRATION : L'application H est continue en a (proposition 2), 
donc il existe r > 0 tel que H(B(a, r)) C V. L'application K o H est 
donc définie sur B(a, r). 

Posons L1 = DaH, L2 = DH(a)K, C1 = IIL1II, C2 = IIL2II (où les 
normes dans les espaces vectoriels L( E, F) , L( F, G) ont été définies au 
Chapitre IV, §. 4). 

On a vu dans la démonstration de la proposition qu'il existe ro E ]O, r[ 
tel qu'on ait : 

IIH(x) - H(a)II ::; (1 + C1) llx - all 

pour tout x E B(a, r0 ). 

Soit e > 0; il existe r1 E ]O, ro[ tel qu'on ait, pour llx - all < r1, 
IIY - H(a)II < r1 

e 
IIH(x) - H(a) - L1(x - a)II < C G llx - all , 

1 + 1 + 2 

e 
IIK(y) - K(H(a)) - L2(Y - H(a))II ~ 

1 
C C IIY - H(a)II + 1 + 2 

Soit x E B (a, 
1 

; 1

01
). Posons y= H(x); on a alors: 

lly-H(a)ll<(l+C1)llx-all<r1. 

Posons: 

On a: 

donc 

R1 = H(x) - H(a) - L1(x - a) , 
R2 = K(y) - K(H(a)) - L2(Y - H(a)) . 

Ko H(x) = K(y) 

=K 0 H(a)+L2(y-H(a))+R2, 

L2(Y - H(a)) = L2(L1(x - a)+ R1) 

= L2 ° L1(x - a)+ L2(R1) , 

Ko H(x) =Ko H(a) + L2 ° L1(x - a)+ R2 + L2(R1) , 
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avec 

IIR2II ~ 1 + c: + C2 lly-H(a)II < 1 ~le: ~lb2 llx -ail 

eC2 
1lL2(R1)II ~ C2 llR1II ~ 1 +Ci+ c2 llx -ail , 

d'où finalement: 

llK o H(x) -Ko H(a) - L2 ° L1(x - a)II ~ e llx - ail , 

ce qui termine de prouver la proposition. 
Soient (e1, ... , em) une base de E, (fi, ... , f n) une base de F, 

H 1, ... , H n les applications coordonnées de H relatives à cette base. 
En exprimant que la matrice jacobienne de Ko H en a est le produit 

de la matrice jacobienne de Ken H(a) et de la matrice jacobienne de H 
en a, on obtient, pour 1 < i < m 

n 

8ï(K O H)(a) = L 8ïHt(a)8tK(a) . 
l=1 

3.4. Produits. 

Supposons que E soit le produit de deux espaces vectoriels E1, E2 
et que H soit une application bilinéaire de E1 x E2 dans F. 

PROPOSITION 6. L'application H e3t alor3 différentiable en tout point 
a= (a1, a2) de E, et sa différentielle en a vérifie: 

DaH(v1, v2) = H(v1, a2) + H(a1, v2) , 

pour tout v = ( v1 , v2) E E . 

DÉMONSTRATION : L'application H est continue (exercice) et il existe 
une constante C > 0 telle que : 

Vx1 E E1, Vx2 E E2, 1lH(x1,x2)1l < C 1lx1 Il l1x2l1 , 
(Chapitre IV, Proposition 8). 

D'autre part, comme toutes les normes sur E sont équivalentes, il 
existe C' > 0 tel qu'on ait : 

'v'x = (x1, x2) E E, Max (1lx11l, 1lx2II) < C' llxll . 

On a alors, pour a= (a1,a2), v = (v1, v2) dans E: 

H(a + v) = H(a1, a2) + H(a1, v2) + H(v1, a2) + H(v1, v2) 

= H(a1,a2) + H(a1,v2) + H(v1,a2) + 0(1lv11l 1lv2II) 

= H(a1,a2) + H(a1,v2) + H(v1,a2) + O(llvll2) , 

d'où la proposition. 
En combinant les propositions 5 et 6, on obtient les règles de différen­

tiation pour différentes sortes de "produits" : 
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1) Prenons F = R ; si H 1 , H 2 sont deux applications à valeurs réelles, 
définies sur une partie ouverte U de E, et différentiables en un point a 
de U, alors le produit H1 H2 est différentiable en a et on a, pour v E E : 

Da(H1H2)(v) = H1(a)DaH2(v) + H2(a)DaH1(v) . 

2) Soient U une partie ouverte de E, H 1 : U --t F et H2 : U --t R 
des applications, différentiables en un point a E U. Alors H1 H2 est 
différentiable en a et : 

3) Si F est muni d'un produit scalaire (, ) , U est une partie ouverte 
de E, H 1 , H2 sont des applications de U dans F, différentiables en un 
point a de U, alors (H1, H2} est différentiable en a et on a: 

Da (H1,H2} (v) = (DaH1(v),H2(a)) + (H1(a),DaH2(v)} . 

4) Si U est une partie ouverte de E, H 1 , H 2 des applications de U dans 
R3

, différentiables en un point a E U, le produit extérieur H 1 A H2 est 
différentiable en a, avec : 

Da(H1 A H2)(v) = DaH1(v) A H2(a) + H1(a) A DaH2(v) . 

Par rapport à une base ( e1 , ••• , em) de E, on a des règles analogues 
pour les dérivées partielles : par exemple, dans le premier cas ci-dessus : 

Ôi(H1 H2)(a) = H1(a)ôïH2(a) + Ôï H1(a)H2(a) , 

pour 1 < i ~ m .. 

REMARQUE. De façon plus générale, si E est le produit de k sous espaces 
E1, ... , Ek et H : E --t F est une application k-linéaire, l'application 
H est différentiable en tout point a = ( a1 , •.• , ak) de E et on a, pour 
v = (v1 ... vk) E E : 

Da H(v) = H(ai, ... , ak-1, vk) + H(a1, ... , vk-1, ak) 

+ ... +H(a1,v2, ... ,ak-1,ak)+H(v1, ... ,ak). 

On déduit par exemple de ceci et de la proposition 5 la formule 
suivante: soient U une partie ouverte de E et H 1 , H2 , H3 des applications 
de U dans R3 différentiables en un point a E U. Alors l'application 
K = det(H 1,H 2 ,H 3 ) de U dans R est différentiable en a, et sa 
différentielle est donnée par : 

DaK(v) = det (DaH1(v),H2(a),H3(a)) + det (H1(a),DaH2(v),H3(a)) 

+ det (H1(a),H2(a),DaH3(v)) . 

3.5. Inverses. 

Soit G un espace vectoriel de dimension finie. Prenons E = F = 
C( G), U = G L( G) = { u E C( G), det u #-0}. C'est une partie ouverte de 
E. 
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PROPOSITION 7. L'application H : u 1--+ u- 1 de U dan.s C(G) e.st 
différentiable en tout point a E U, et on a : 

DaH(v) = -a- 1 o v o a- 1 • 

DÉMONSTRATION: Soient a,x EU; posons v = x-a. Il s'agit d'estimer 
la norme de l'élément: 

On a: 

w = x- 1 - a- 1 + a- 1 o v o a- 1 . 

X O w O a = a - X + X O a- 1 
0 V 

= -V + ( a + V) O a- 1 
O V 

= V o a-l o V • 

On a donc w = x- 1 o v o a- 1 o v o a- 1 , d'où: 

llwll < lla-1 ll2 llx-1 li 1lvll2 
• 

Or on a, d'après la définition de w : 

llx-1 li :5 lla-1 li + llwll + lla-l 112 llvll 
On en déduit : 

llwll ( 1 - lla-1 ll2 llvll2) < lla-1 ll3 1lvll2 
(1 + lla-1 li llvll) , 

d'où, pour llvll assez petit : 

llwll :5 2 11a-l 11
3 llvll2 

• 

La proposition en résulte. 
Lorsque G = R, en combinant les propositions 5 -et 7, on obtient : 

COROLLAIRE. Soient U une partie ouverte d'un espace vectoriel de 
dimension finie et H : U ~ R* une application. Si H est différentiable 

en un point a EU, l'application ! l'est aussi et on a, pour v E E : 

Do.H(v) 
(H(a)) 2 

En termes de dérivées partielles (relatives à une base e1, ... , em de 
E): 

( 1) 8;H(a) 
Ô; H (a) = - (H(a))2 . 
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CHAPITRE VI : Applications de classe ci. 

§. 1. Applications de classe ci . 

Soient E, F deux espaces vectoriels (normés) de dimensions finie, U 
une partie ouverte de E, et H : U -+ F une application. 

DÉFINITION 1. On dit que H est de classe ci (ou encore que H 
est continûment différentiable) si les deux conditions suivantes sont 
réalisées: 

(i) H est différentiable en tout point de U, 
(ii) L'application x 1-+ DH(x) de U dans !(E,F) est continue. 

REMARQUES. 

1) Identifions F à Rn au moyen d'une base (fi, ... ,fn) de F,etnotons 
Hi, ... , Hn les applications coordonnées de H. D'après la proposition 3 
du Chapitre V, pour que H soit de classe ci, il faut et il suffit que 
chacune des applications H; , 1 :5 i :5 n , le soit. 

2) La condition (ii) ci-dessus est équivalente à la condition: 

(ii') L'application: ( x, v) 1-+ DxH( v) de U x E dans F est continue. 

DÉMONSTRATION : 

(ii)=}(ii'). En effet l'application (x,v) 1-+ DxH(v) est composée de 
l'application 

(x,v) 1-+ (DxH,v) 

de U x E dans .C( E, F) x E, qui est continue par hypothèse, et de 
l'application: 

(L,v)-+ L(v) 

de .C(E, F) XE dans F, qui est bilinéaire donc continue. 

(ii')=}(ii). Soient (ei,•••,em) une base de E,et (fi, ... ,fn) une base 
de F. Par hypothèse, l'application: x 1-+ DxH( e;) est continue, donc le 
iième vecteur colonne de la matrice jacobienne de H dépend continûment 
du point x EU. 

L'application x 1-+ DxH est donc continue. 
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[ Note: l'équivalence de (ii) et (ii') n'a plus lieu lorsque E est un espace 

( de Banach) de dimension infinie. On a alors seulement: (ii) => (ii').] 

Soit ( e1 , ... , em) une base de E. 

PROPOSITION 1. Pour que H soit de classe C 1
, il faut et il suffit que 

les deux conditions suivantes soient réalisées : 

(iii) pour tout x E U, pour tout i E {1, ... , m}, l'application H 
admet en x une dérivée partielle 8;H(x) dans la direction de 
e;, 

(iv) pour tout i E {1, ... , m}, l'application x H 8ïH(x) de U dans 
F est continue. 

DÉMONSTRATION : Si H est de classe C1 , la condition (iii) est réalisée 
(Chapitre V, proposition 4) et on a 8;H(x) = DxH(ei), donc la condition 
(iv) est réalisée (remarque 2 ci-dessus). 

Inversement, supposons les conditions (iii) et (iv) vérifiées par H. 
D'après la remarque 2 ci-dessus et la proposition 4 du Chapitre V, il suffit 
de démontrer que H est différentiable en tout point a E U, ou encore 
que chaque application coordonnée de H (par rapport à. une base de F) 
est différentiable en tout point a E U. Or ces applications coordonnées 
satisfont aux conditions (iii) et (iv) s'H en est de même pour H. On peut 
donc supposer F = R. 

Soient a E U, et e > 0. Il existe 6 > 0 tel que pour tout vecteur 
m 

v = L v; e; vérifiant : 
1 

on ait: 
(2) a+ v EU, 
(3) Vl < i :$ m, l8iH(a + v) -8;H(a)I < e. 

Soit v E E vérifiant (1 ). Posons v(O) = 0 et 

k 

v(k)=Lviei, 1:$k<m. 
i=l 

On a alors v(m) = v, d'où: 

m 

H(a + v)- H(a) = L (H(a + v(k-1) + Vkek)- H(a + v(k - 1n) . 
k=l 
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Soit 1 ~ k < m. D'après (2), l'application ô.kH : t 1-+ H(a + 
v(k -1) + tek) est définie sur ]-6,+6[, et d'après (iii) et (iv), elle est 
continûment différentiable sur cet intervalle. On a donc : 

tl.kH(vk) - tl.kH(O) = Vk 11 

8kH(a + v(k-1) + svkek)ds. 

D'après la relation (3), on a, pour O ~ s ~ 1 : 

1akH(a + v(k -1) + SVkek) - 8kH(a)I < ê' 

et on en déduit : 

ltl.kH(vk) - ô.kH(O) - Vk8kH(a)I ~ e lvi:I , 
m n 

H(a + v) - H(a) - L vk8kH(a) ~ e L lvkl 
k=1 k=1 

L'application H est donc différentiable en a. 

Reprenons le §. 3 du chapitre précédent. Des différentes formules qui 
s'y trouvent, il ressort immédiatement que: 

1) Une somme (finie) d'applications de classe C1 est de classe ci. 
2) Soient G un troisième espace vectoriel de dimension finie, U une 
partie ouverte de E, V une partie ouverte de F, H : U -+ F et 
K : V -+ G des applications de classe ci . Alors la composée K o H : 
un H-i(V)-+ G est de classe C1 • 

3) Une application affine est de classe ci. Une application bilinéaire est 
de classe ci ( et plus généralement, une application multilinéaire). 

4) Si Hi, H2 : U-+ -R sont de classe ci, le produit l'est aussi. De même 
pour les autres types de produits considérés en §. 3.4, Chapitre V. 

En particulier, toute application polynômiale H : E -+ R est de 
classe ci. 

5) Si H : U-+ R* est de classe C1 , l'application ~ l'est aussi. 

§. 2. Le théorème de la moyenne. 

THÉORÈME. Soient I = [a, ,BJ un intervalle compact de R, F un espace 
vectoriel normé ( de dimension finie), et 4> : J -+ F, cp : J -+ R deux 
applications. On suppose que 4> et cp sont dérivables en tout point de I, 
et qu'on a, pour tout x E J : 

Il 4>' (X) Il ~ cp' (X) . 

On a alors 
114>(,8) - 4>(a)II < cp(,8) - cp(a) . 
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REMARQUE. La notation 4>' ( x) désigne la dérivée de (> en x, c'est-à-dire 
le vecteur D2:4>(1) de F. De même, ip'(x) est le nombre réel D2:ip(l). Au 
point a , on a : 

(l'existence de la limite fait partie de l'hypothèse), et des expressions 
analogues pour 4>' (,8), ip' (a), ip' (,8). 

DÉMONSTRATION : Soit e > 0. Considérons l'ensemble A des nombres 
; E [a, ,8] vérifiant : 

'vt E [a,;] , ll4>(t) - 4>(a)II < ip(t) - ip(a) + e(t - a) . 
Nous allons montrer que A= [a,,8]. Remarquons d'abord que: 

1) a E A; 

2) si ; E A, on a [a,;] C A ; 

3) A est fermé, car (> et ip sont continues. 

De ces trois propriétés il résulte qu'il existe un nombre 8 E (a, ,8] tel 
que A = (a, 8]. Supposons qu'on ait 8 < ,8. Comme 8 E A, on a : 

11</>(8) - </>(a)II :5 ip(8) - ip(a) + e(8 - a) . 
Comme <p et (> sont dérivables en 8, il existe 6 > 0 tel qu'on ait 
[8,8 + 6] C [a,,8] et, pour O :5 t < 6: 

114>(8 + t) - 4>(8) - t4>'(8)11 < it ' 
ê 

lip(8 + t) - ip(8) - tip'(8)1 < 2 t . 

Pour t E [0,6], on a donc: 

114>(8 + t) - 4>(8)11 ~ t 114>'(8)11 + it 
ê 

~ tip'(8) + 2t 

<ip(8+t)-ip(8)+et, 

114>(8 + t) - 4>(a)II < 114>(8 + t) - 4>(8)11 + 114>(8) - 4>(a)II 
<ip(8+t)-ip(a)+e(8+t-a). 

Ceci implique qu'on a [a, 8 + 6] C A, en contradiction avec la définition 
de 8. On a donc (a,,8] = A, d'où: 

11</>(,8) - </>(a)II < ip(,8) - ip(a) + e(,8- a) . 

Comme ceci est vrai pour toute> 0, on conclut: 

11</>(,8) - </>( a )Il < ip(,8) - ip( a) . 

48 



On applique souvent le théorème précédent dans la situation suivante: 
E, F sont des espaces vectoriels normés de dimension finie, U est une 
partie ouverte de E, H : U --+ F est une application de classe C1 , a0 , a1 
sont deux points de U tels que le segment joignant ao à a1 est contenu 
dans U. On prend alors a = 0, /3 = 1 , et on définit ép par : 

ép(t) = H(ao + t(a1 - ao)) , 0 < t ~ 1 . 

Posons, pour O :5 t < 1, at = a0 + t(a 1 - a0 ) (la définition est cohérente 
pour t = 0 et t = 1 ). 

Pour t E [O, 1], on a : 

ép'(t) = Da,H(a1 - ao) . 

COROLLAIRE 1. Si M ~ 0 e8t une con8tante telle que 

Yt E [O, 1] , IIDa,H(a1 - ao)II < M , 
alor8 on a IIH(a1) - H(ao)II :5 M. 

DÉMONSTRATION: Il suffit de prendre ip(t) = Mt. 

COROLLAIRE 2. Si M ~ 0 est une constante telle que 

Yt E [O, 1] , IIDa,HII ::5 M , 

alors on a IIH(ai) - H(ao)II :5 M 1la1 - aoll-

COROLLAIRE 3. Si M ~ 0 e8t une corutante telle que 

Yt E [O, 1] , IIDa,H - Da0 HII < M , 

alors on a IIH(a1) - H(ao) - Da0 H(a1 - ao)II < M 1la1 - aoll-

DÉMONSTRATION : Il suffit d'appliquer le corollaire 2 à l'application 
H(x) = H(x) - Da0 H(x). □ 

COROLLAIRE 4. Supposon8 que U 8oit connexe, et que la différentielle 
de H en tout point de U 8oit nulle. 

Alors H est constante. 

DÉMONSTRATION : La relation " H(x) = H(y) " entre points de U est 
une relation d'équivalence. En prenant M = 0 dans le corollaire 2, on voit 
que chaque classe d'équivalence est ouverte. D'après le lemme 2 du §. 3 
du Chapitre III, il n'y a qu'une seule classe d'équivalence, c'est-à-dire que 
H est constante. 

COROLLAIRE 5. Supposons que U 8oit convexe et qu'il existe une 
constante M ~ 0 telle qu'on ait IIDxHII ::5 M pour tout x E U. 
Alors l'application H est M -lip8chitzienne, c'e8t-à-dire qu'on a, pour 
x,y EU: 

IIH(x)-H(y)II < M llx -yll . 
DÉMONSTRATION Comme U est convexe, pour tous x, y E U, le 
segment joignant x à y est contenu dans U et on peut appliquer le 
corollaire 2. □ 
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§. 3. Suite d'applications de classe C1 • 

Soient E, F des espaces vectoriels normés de dimension finie, U une 
partie ouverte de E, et (Hn)n>o une suite d'applications continues de 
U dans F. -

LEMME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) La suite (Hn)n~o estlocalement uniformément bornée: pour tout 
x EU, il existe r(x) > 0 et C(x) > 0 tels que B(x,r(x)) CU 
et IIHn(Y)II < C(x) pour tow n ~ 0, y E B(x,r(x)). 

(ii) La suite (Hn)n~o est uniformément bornée sur les parties com­
pactes de U : pour toute partie compacte K de U, il existe 
C(K) > 0 tel que IIHn(Y)II < C(K) pour tous n ~ 0, y E K. 

DÉMONSTRATION : 

(ii) => (i). Soit x E U; il existe r > 0 tel que B(x, r) C U. Prenons 
r(x) = ½r, K = B(x,r(x)): on obtient (i) avec C(x) = C(K). 

(i) => (ii). Soit K une partie compacte de U. Pour tout x E K, soient 

r(x) > 0, C(x) > 0 vérifiant (i). On a K C LJ B(x, r(x)), donc, d'après 
zEK 

le théorème de Borel-Lebesgue, il existe des points x 1, ... ,xk de K tels 
k 

que K C LJ B(xi, r(xi)). La condition (ii) est alors vérifiée en prenant 
i=l 

C(K) = max C(xi). 
1:s;i:s;k 

LEMME 2. Soit H : U -+ F une application. Les propriétés suivantes 
sont équivalentes: 

(i) La suite (Hn)n~o converge localement uniformément vers H : 
pour tout x E U, il existe r( x) > 0 tel que : 

lim ( sup IIHn(Y) - H(y)II) = 0 . 
n-++oo lly-zll<r(z) 

(ii) La suite (Hn)n~o converge vers H uniformément sur les parties 
compactes de U : pour toute partie compacte K de u, on a : 

lim ( sup IIHn(Y) - H(y)II) = 0 . 
n-++oo yEK 

La démonstration du lemme 2, très similaire à celle du lemme 1, est 
laissée en exercice. 

REMARQUE. La propriété (i) ( ou (ii)) du lemme 2 implique que H est 
continue (proposition 6 du chapitre IV). 
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PROPOSITION 2. On suppose que: 

(i) U e.,t connexe; 
(ii) le., applicationa Hn, pour n 2= 0, .,ont de clas.,e C1 ; 

(iii) il existe un point a E U, tel que la suite ( H n (a) )n>o soit bornée; 
(iv) la .,uite ( D H n )n>o d 'applicationa de U dans C( E, F) e.,t loca­

lement uniformément bornée. 
Alor.,, il existe une application continue H de U dans F et une 

suite extraite ( Hn,. )k>o qui converge vers H uniformément sur les parties 
compactes de U . -

DÉMONSTRATION : Elle comporte plusieurs étapes. 

1. Soit x EU. Montrons que la suite (Hn(x))n>o est bornée. 
Comme U est connexe, il existe des points xo = a, x1, ... , x k = x 

dans U tels que, pour O :5 i < k - 1, le segment Si joignant Xi 
à Xi+i soit contenu dans U. (La démonstration de cette assertion est 
laissée en exercice: s'inspirer de la démonstration de la proposition 7 du 
Chapitre III). 

k-1 

L'union K = LJ Si est une partie compacte de U; d'après le 
i=O 

lemme 1, il existe donc C(K) > 0 tel qu'on ait, pour tous n 2= 0, y E K: 

IIDyHnll :5 C(K) . 

D'après le corollaire 2 du §. 2, on a alors, pour tout n 2= 0 : 

k-1 

IIHn(x)II :5 IIHn(a)II + L IIHn(Xï+1) - Hn(x;)II 
i=O 

k-1 

:5 IIHn(a)II + C(K) L llxi+I - Xill , 

i=O 

donc la suite (Hn(x))n2=:o est bornée. 

2. Soit K une partie compacte de U. Montrons qu'il existe une suite 
extraite (Hn,.)k>o dont les restrictions à K forment une suite convergeant 
uniformément sÜr K. 

La suite (Hn)n>o est équicontinue : en effet, d'après l'hypothèse 
(iv) et le corollaire 2 du §. 2, pour tout x E U il existe r(x) > 0 et 
C(x) > 0 tels qu'on ait, pour tout n 2= 0, y E B(x, r(x)) : 

IIHn(Y) - Hn(x)II :5 C(x) IIY - xll . 

D'autre part, on a montré en 1. que pour tout x EU la suite (Hn(x))n>o 
est bornée. Il résulte donc du théorème d' Ascoli que les restrictions à Ï( 
des applications Hn forment une partie de C(K, F) dont l'adhérence est 
compacte. L'assertion annoncée en résulte. 
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3. Pour tout m ~ 1, définisons: 

Km = { x E U : llxll ~ m et B (X, ~) C U} . 

On a U = LJ Km. La condition B (x, ~) C U est toujours vérifiée 
m>l 

lorsque U = ~, et signifie d( x, E - u) ~ _!_ sinon. Or l'application : 
m 

x 1--+ d(x,E - U) est continue (exercice). Pour tout m ~ 1, Km est 
par conséquent fermée et bornée, donc compacte. Si K est une partie 
compacte de U, K est bornée et il existe x dans K tel que pour tout 
y E K on ait d(y,E-U) ~ d(x, E-U). Il existe donc un entier m = m(K) 
tel que K C Km. 

4. Processus diagonal. 

D'après la partie 2., il existe une suite (H!)n>o extraite de (Hn)n>O 
convergeant uniformément sur K 1 • Or toute suite extraite de (Hn)n;o 
vérifie encore les hypothèses de la proposition. On peut donc d'après 
la partie 2. construire par récurrence pour m > 2 une suite (H::')n?::,O 
extraite de (H::'- 1 )n?::,o qui converge uniformément sur Km. 

Posons, pour n > 1 , H n = n::. La suite ( H n )n>o est extraite de 
(Hn)n>o; pour tout m ~ 1, elle est uniformément con;ergente sur Km; 
d'après la partie 3., elle est donc uniformément convergente sur toute 
partie compacte K de U. Sa limite H est automatiquement continue (cf. 
Remarque précédant la proposition 2). Ceci termine la démonstration de 
la proposition 2. 

PROPOSITION 3. On suppose que: 

(i) U est connexe; 
(ii) les applications Hn, pour n ~ 0 sont de classe C 1 ; 

(iii) il existe a EU tel que la suite (Hn(a))n?::,O soit convergente; 
(iv) il existe une application L de U dans .C.(E, F) telle que la suite 

(D Hn)n?::,o converge localement uniformément vers L. 
Alors la suite ( H n )n>o converge uniformément sur les parties com­

pactes de U. Sa limite H- est de classe C 1 et on a D H = L. 

DÉMONSTRATION: 

1. Soit x EU. Il existe r(x) > 0 tel que Ë(x, r(x)) CU et que la suite 
(DHn)n?::,O converge vers L uniformément sur B(x,r(x)). Cela signifie 
que la suite (Cn)n?::,O définie par: 

converge vers O • 

Cn = sup 
m?::,n 

sup IID11Hn - D11Hmll 
1111-xll<r(x) 
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D'après le corollaire 2 du §. 2, on a, pour y,y' E B(x,r(x)) et 
m>n>O: 

(1) ll[Hn(Y1) - Hm(Y')] - [Hn(Y) - Hm(Y)]II :5 Cn IIY - y'II , 

donc la suite (Hn(Y))n?:,o est de Cauchy si et seulement si la suite 
(Hn(y'))n?:,O est de Cauchy. 

2. Soit A l'ensemble des points y E U tels que la suite (Hn(Y))n?:,O soit 
convergente. Montrons que A = U. 

En effet, A n'est pas vide, car a E A. La partie A est ouverte: si 
x E A, B(x,r(x)) CA d'après 1. La partie A est fermée (dans U): si 
une suite (xn)n?:,O d'éléments de A converge vers une limite x E U, on a 
Xn E B(x,r(x)) pour n assez grand, donc x E A d'après 1. 

Comme U est connexe, ceci implique A = U. 

3. Notons H(y) la limite de la suite (Hn(Y))n?:,O, pour y E U. Soit 
x E U; en prenant y' = x et en laissant tendre m vers +oo dans la 
relation (1), on obtient pour y E B(x,r(x)), n > 0: 

IIHn(Y) - H(y)II < IIHn(x) - H(x)II + Cn IIY - xll , 

donc la suite (Hn)n>o converge uniformément sur B(x, r(x)). D'après le 
lemme 2, elle converge vers H uniformément sur les parties compactes de 
u. 

4. Soit x E U. Montrons que H est différentiable en x, avec DxH = 
L(x). 

Soient ê > 0, n un entier tel que Cn :5 i . On a alors : 

ê 
IIDxHn - L(x)II :5 3 , 

et 
ê 

ll[H(y) - H(x)] - [Hn(Y) - Hn(x)]II < 3 IIY - xll 

pour tout y E B(x,r(x)), d'après la relation (1). 

Comme H n est différentiable en x, il existe ô E ]O, r( x )[ tel qu'on 
ait, pour tout y E B(x, S) : 

ê 
IIHn(Y) - Hn(x) - DxHn(Y - x)II < 3 IIY - xll 
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Pour y E B(x,S), on a donc: 

IIH(y)-H(x) - L(x)(y - x)II 
< Il [H(y) - H(x)] - [Hn(Y) - Hn(x)] Il 

+ IIHn(Y) - Hn(x) - DxHn(Y- x)II 

+ IIDxHn(Y- x) - L(x)(y - x)II 
e e e 

< 3 IIY - xll + 3 IIY - xll + 3 IIY - xll , 
ce qui démontre l'assertion annoncée. 

Or, d'après la Remarque précédant la proposition 2, l'application L 
est continue. On conclut que H est de classe C1 • D 
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CHAPITRE VII - Le théorème des fonctions 
implicites. 

§. 1. Le théorème d'inversion locale. 

Soient E, F des espaces vectoriels de même dimension fi.nie, U une 
partie ouverte de E, V une partie ouverte de F et H : U -+ F une 
application. 

DÉFINITION. On dit que H est un difféomorphisme de classe ci de 
U sur V si: 

(i) H est une application de classe ci dans U ; 
(ii) H est une bijection de U sur V ; 

(iii) la bijection réciproque n-i est une application de classe ci. 

Soit H un difféomorphisme de classe ci de U sur V. Comme toute 
application de classe C1 est continue, H et n-i sont continues, donc H 
est un homéomorphisme de U sur V. 

Soit y EV; comme Ho n-i = id, il résulte de la formule pour la 
différentielle d'une composition (Chapitre V, §. 3.3, Proposition 5) qu'on 
a: 

Dy(H- 1
) = (DH-l(y)H)-i . 

LEMME. Soit E un espace de Banach. Soit u E CC(E). Si llull < 1, 
(id - u) est inversible et son inverse v = L un appartient à CC(E). 

n2:0 

DÉMONSTRATION: Pour m > 0, posons: 
m 

- "' n Vm - L.J U • 

n=O 

On a Vm E CC ( E) et pour m' > m : 

m' m' 

n=m+l 

donc (vm)m2:o est une suite de Cauchy dans CC(E). Or CC(E)est un 
espace de Banach (Chapitre IV, §. 5, Proposition 10), donc (vm)m>o 

est convergente. Soit v la limite. Pour m > 0, on a ( id - u) o Vm -

Vm O (id - u) = id - um+I; comme l'application (f,g) -+ (f o g) de 
CC(E) x CC(E) dans CC(E) est continue, on a par passage à la limite 
( id - U) 0 V = V O ( id - U) = id • 
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TutoRÈME (d'inversion locale). Soient E, F, U, H comme ci­
desJw, et a E U . On Juppose que la différentielle de H en a eJt une 
application linéaire inversible de E dan., F. AlorJ il exüte une partie 
ouverte Ui de U contenant a et une partie ouverte Vi de F conte­
nant H(a) telleJ que la restriction de H à Ui soit un difféomorphisme 
de classe ci de Ui sur Vi. 

DÉMONSTRATION : 

1. Soit A : E -+ F l'application affine : 

A(x) = H(a) + DaH(x - a) . 

Elle est inversible puisque DaH l'est. Posons : 

H(x) = A-i o H(x) , pour x EU 

alors îi est une application de classe ci de U dans E ; on a iJ (a) = a 
et Daîi = id E· Posons, pour x E U : 

H(x) = x + cp(x) . 

Alors cp est une application de classe C1 de U dans E, et on a <p( a) = 0, 
Dacp = O. 

2. Soit 6 > 0 un nombre assez petit pour qu'on ait B( a, é) C U et : 

Vx E Ë(a,é) , 

D'après le théorème de la moyenne, on a, pour x, x' E Ë ( a, 6) : 

(1) llcp(x) - cp(x')II ~ ½ llx - x'II 

et en particulier : 

(2) 
1 

llcp(x)II < 2 llx - all . 

6 -3. Soit y E B(a, 2). Pour x E B(a,é), posons: 

fy(x) = y - cp(x) . 

D'après (2), l'application /y envoie Ë(a,6) dans B(a,6), et d'après (1) 
elle est ½-lipschitzienne, donc contractante. 

Or B(a, 6) est complet (c'est une partie fermée de E, qui est complet). 
D'après le théorème du point fixe, l'application fy a un unique point fixe; 
notons le K(y). On a K(y) E B(a,6). 

56 



4. Soit e > 0. Comme D,,.<p = 0, il existe f/ E) 0, ~ [ tel qu'on ait, pour 

y E B(a,6'): 

Soit y E B(a, S'); posons y0 = y et définissons pour n > 1 le point 
Yn par Yn = /y(Yn-t). On a: 

e 
IIY1 - Yoll = 11/y(Y) - YII = ll<p(Y)II < 2 IIY - all 

e 
l1Yn+1 - Ynll < 

2
n IIY - all , pour n > 0 

et lim Yn = K(y), d'où: 
n-+oo 

IIK(y) - YII < e IIY - all · 

On conclut que l'application K : B (a,~) -+ E est différentiable en a, 

sa différentielle y étant égale à l'identité. 

5. Posons 

U1 = R- 1 
( B (a,~)) n B(a, 6) , 

½ = A (B (a,~)) . 
Comme H est continue et A est un homéomorphisme, U1 est une 
partie ouverte de U et Vi une partie ouverte de F. On a a E U1 et 
H(a) = A(a) E Vi. 

On a H(U 1) c B (a,~), donc H(U 1) c Vi- Soient y E B (a,~), 
z = A(y) et x E U1. On a: 

H(x) = z # H(x) =y# /y(x) = x , 

avec, x E B(a,6), d'où 

H(x) = z # x = K(y) , 

ce qui montre que H est une bijection de U1 sur Vi et que la bijection 
réciproque est K o A- 1 . 

6. Soient z E Vi, x = K 0 A- 1(z) E U1. On a IIDz<pll < 1, donc d'après le 
lemme DxH, et par suite DxH, sont des applications linéaires inversibles. 
D'après ce qui précède il existe une partie ouverte Uf contenant x, 
une partie ouverte V{ contenant z telles que la restriction de H à Uf 
soit une bijection de Uf sur V{ , et que la bijection réciproque K' soit 
différentiable en z. Donc K' est continue en z, et il existe ô1 > 0 tel 
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que B(z,.S') c Vin V{, K'(B(z,.S')) c U1 nu;. On a K' =Ko A- 1 sur 
B( z, .S'), donc Ko A- 1 est différentiable en tout point de Vi. Finalement, 
pour z E Vi , on doit avoir 

Dz[K O A- 1] = (DKoA-l(z)H]-l 

(Chapitre V,§. 3.3), donc Ko A- 1 est une application de classe ci. 
REMARQUE. Soient E, F, U, H comme ci-dessus. Supposons que pour 
tout x E U la différentielle DxH de x en U soit inversible. Si de plus 
l'application H est injective alors H est un difféomorphisme de classe 
ci de U sur H(U). Mais l'hypothèse n'est pas suffisante pour assurer 
l'injectivité de H. 

EXEMPLE. Prenons E = F = R2 , U = {(x,y),y > 0}, H(x,y) = 
(y cos x, y sin x) ("coordonnées polaires"). La matrice jacobienne de H 
en un point (x, y) est 

(
-y sin x c?s x) 
ycosx smx 

et est donc inversible pour tout (x, y) E U. Mais on a H(x + 2,r, y) = 
H(x, y) pour tout (x, y) EU, donc H n'est pas injective. 

§. 2. Le théorème des fonctions implicites. 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et Ei, E2 des sous­
espaces vectoriels de E tels que E = Ei œ&. Soient U une partie ouverte 
de E, et H une application de classe ci dans U à valeurs dans un espace 
vectoriel de dimension finie F. Soit ( a1 , a2 ) un point de E ( avec ai E Ei , 
a2 E E2 ). 

THÉORÈME (des fonctions implicites). On suppose qv.e Ei et F ont 
même dimension et qv.e la différentielle partielle dans la direction de E2 
de l'application H au point (ai, a2 ) est une application linéaire inversible 
de E 2 dans F. 

n existe alors un ou.vert Ui de Ei contenant ai et un ouvert U2 
de E2 contenant a2 tels qv.e : 

1) U1 x U2 CU; 
2) pour tout xi dans Ui, l'équation : 

H(x1,x2) = H(ai,a2) · 
a une et une seule solution x2 dans U2 ; 

3) si on note K(xi) cette solution, l'application K : Ui -i- U2 est 
de classe ci dans Ui. 

DÉMONSTRATION : Nous définissons une application Îi de U dans 
Ei X F par la formule : 

Îi(x1,x2) = (xi,H(x1,x2)) . 
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Cette application est de classe ci et sa différentielle au point (ai,a 2) est 
donnée par: 

D(a1 ,a2 )Îi(vi,v2) = (vi,D(a 1 ,a2 )H(vi,v2)) . 

On a, pour wi E Ei , w E F : 

~ { Wi = Vi 
D(ai,a,)H(v1, v2) = (w1, w) # D H( ) _ 

(a1,a2) Vt, V2 - W 

{ 

Vt = Wt 

{:::} D(a1 ,a2)H(O,v2) = W -D(a 1,a2)H(w1,0). 

Comme l'application v2 i--+ D(ai ,a,) H(O, v2) est supposée inversible, 
la différentielle D(ai ,a

2
) Îi est inversible. 

D'après le théorème d'inversion locale, il existe un ouvert U C U 
contenant (a1,a 2) et un ouvert V C Ei X F contenant (a1,H(ai,a 2)) 
tels que la restriction de Îi à U soit un di:ff éomorphisme de classe C1 de 
U sur V. 

Notons K : V-. fJ le difféomorphisme inverse. Quitte à diminuer fJ, 
nous pouvons supposer que fJ est de la forme fJ = fJ 1 X U2, où fJ 1 est un 
ouvert de Ei contenant ai et U2 un ouvert de E2 contenant a2. 

Posons: 
Ui = {x E Ui, (xi,H(ai,a2)) E v} 

C'est une partie ouverte de fJ i contenant ai . On a : 

Ui X U2 C fJ i X U2 = fJ C U ; 

pour xi E Ui, X2 E U2, on a (en posant x = (xi,x2)): 

H(x1,x2) = H(ai,a2) # Îi(x) = (xi,H(ai,a2)) 

#x=K(xi,H(ai,a2)), 

d'où l'assertion 2) de l'énoncé; si on écrit K = (K1 , K2) avec Ki : V-. fJ i 
et K2 : V-. U2, on a, pour xi E Ui : 

K(xi) = K2 (xi,H(ai,a2)) ; 

Comme K (et donc Ki, K 2 ) sont de classe ci dans V, K est de classe 
ci dans Ui. D 

Complément. Différentielle de l'application K. 

Pour x E U, notons Dii) H E C( Ei, F) la différentielle de H en x 

dans la direction de Ei et Di 2> H E C(E2 , F) la différentielle de H en x 
dans la direction de E2 • L'hypothèse du théorème est que D(<2> a ) H est 

a1, 2 

inversible. 
On a choisi U1 , U2 suffisamment petits pour que la différentielle 

D(<;> x ) HE C(E2, F) soit inversible lorsque xi E Ui, x2 E U2. 
1, 2 
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Dans U1 , on a l'identité : 

H(x 1,K(x1)) = H(a1,a2) 

en différentiant au point x1 , on obtient, en posant z = (z1,K(z1)): 

D~1> H + D~2> H O Dx 1 K = 0 

(égalité dans .C(E1 ,F)), d'où la formule suivante pour la différentielle de 
K en x1 (en posant x = (x1, K(x1))): 

1 Dx1 K = -(D~ 2> H)- 1 
o D~1

) H 1 

( égalité dans .C(E1, E2) ). 

§. 3. Application 1 : surfaces dans R3 • 

3.1. Notons x1, x2, x3 les coordonnées usuelles dans R3
• 

Soient U une partie ouverte de R3 , H une application de classe C1 

de U dans R. 
Considérons la surface S d'équation H = 0, c'est-à-dire: 

Soit a= (a 1 ,a 2 ,a 3 ) un point de S. Nous supposons qu'on a 

( dans .C(R3
, R)) 

et nous allons sous cette hypothèse décrire S au v01smage de a 
( c'est-à-dire décrire Sn V, où V est un ouvert suffisamment petit de R3 

contenant a). 

3.2. Description locale comme graphe. 
La différentielle de H en a est la forme linéaire : 

DaH(x1,x2,xa) = 81H(a)x1 + 82H(a)x2 + 8aH(a)xa . 
L'hypothèse est donc qu'au moins un des trois nombres 81H(a), 
éhH(a), 8aH(a) est non nul. 

Supposons par exemple qu'on ait 83H(a)f0. Nous allons appliquer 
le théorème des fonctions implicites avec : 

E1 = { X E R
3 

' X3 = 0} ' 
E2 = { X E R3 

' X1 = X2 = 0} ' F = R . 

(Nous identifions E1 à R2 par l'application (xi,x 2,0)i--+(x1,x 2) et E2 
à R par l'application (0, 0, xa) i--+ xa ). 

La différentielle de H en a dans la direction de Ei est donnée par : 

Di2>H(t) = 8aH(a)t 
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et est inversible puisque éJaH(a) =f O. 
On conclut qu'il existe: 

une partie ouverte U12 de R2 contenant ( a 1 , a2 ) , 

une partie ouverte U3 de R contenant a3 , 

une application K de classe C 1 de U12 dans R telles que : 

(U12 x U3) n S = { (x1,x2,K(x1,x2)), (x1,x2) E U12} . 

En posant V = U12 x U3 , on a donc décrit Sn V comme le graphe 
de l'application de classe C1 K : U12 ~ R. 

D'après le complément au théorème des fonctions implicites, les 
dérivées partielles de K en un point x = ( x1, x2) E U12 sont données 
par: 

BiK(x) = _ 81H(x,K(x)) 
8aH(x, K(x)) ' 

8-iK(x) = _ 8-iH(x,K(x)) 
éJaH(x,K(x)) 

EXERCICE. Traiter de façon analogue le cas 8-iH( a) =f O. 

3.3. Plan tangent. 
La forme linéaire DaH n'étant pas (par hypothèse) identiquement 

nulle, son noyau est un plan (vectoriel) qu'on note TaS et appelle 
plan tangent (vectoriel) à S en a. L'équation de ce plan est donc 
DaH(x1,x2,xa) = O. 

Le plan affine parallèle à TaS et passant par a est appelé plan tangent 
(affine) à S en a . Son équation est 

DaH(x1 - a1,x2 - a2,x3 - a3) = 0. 

Nous allons décrire S au voisinage de a dans un repère de R3 adapté 
au point a. Notons ( e1 , e2 , e3 ) la base canonique de R3 , et choisissons 
une base orthonormée (fi, h, fa) de R3 telle que fi, h E Ta S. Notons 
x = (x1, x2, xa) les coordonnées dans le repère d'origine a déterminé par 
(fi,h,fa) d'un point x = (x1,x2,xa) de R3

• On a donc 

x = a + R( x) = R( x) , 

où R est le déplacement (vectoriel) de R3 tel que 

R(fï) = ei, i = 1,2,3 

et R est le déplacement affine correspondant envoyant O sur a. 
Dans les nouvelles coordonnées: 

le point a a pour coordonnées (0, 0, 0) 
la surf ace S a pour équation 

Ho R(x) = o 
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- les plans tangents vectoriels et affines coïncident et ont pour 
équation x'a = O. 

En d'autre termes, si on pose H =Ho R, on a: 

H(0,0,0) = 0, 

81H(0, 0, 0) = 0 , 

éJ.iH(0, 0, 0) = 0 , 

8aH(0, 0, 0) =f 0 . 

D'après 3.2, on peut donc écrire: 

Sn V= { x, X3 = K(x1,x'2)} 

avec V un ouvert de R3 contenant a. 
K une application de classe C1 , définie sur un ouvert de R2 contenant 

(0, 0), à valeurs dans R et vérifiant 

8K 8K 
a- (o,o) = -

8
_ (o,o) = o . 

Xt X2 

On retrouve la notion géométrique de plan tangent puisque la distance 
d'un point de Sn V à {x3 = 0} = TaS est donnée par: 

jx3I = o(llxll) = o(llx - all) . 

[ Si H est de classe C2 ( cf. chapitre suivant), on obtient même 

lx3I = O(llx - all2 )]. 

EXERCICE. En utilisant 3.2, montrer que le plan affine tangent est l'unique 
plan affine P satisfaisant 

d(x, P) = o(llx - all) 

lorsque x tend vers a dans S. 

3.4. Surfaces paramétrées. 
Nous avons jusqu'à présent considéré le cas d'une surface définie par 

une équation { H = 0} . Considérons maintenant une surface ( encore notée 
S) définie par un paramétrage : soient W une partie ouverte de R2 , 

cp = ( (()1, <p2, <pa) une application de classe C1 de W dans R3 
, ( so, to) 

un point de W (on note (s, t) les coordonnées dans R2 ). 

Il s'agit maintenant, pour e > 0 assez petit, de décrire l'image Se 
par cp de la boule de centre ( s0 , to) , de rayon e . 

Nous supposons que la différentielle D(ao,to)(() E .C(R2 ,R3
) est 

injective. 
8cp 8cp 

Cela signifie que les vecteurs as ( so, to) et 8t ( so, to) sont linéai-

rement indépendants. 
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Supposons par exemple qu'on ait 

( 

8cpi 

det 8s 
8cp2 
8s 

L'application fp : (s,t) 1-+ (cpi(s,t),cp2(s,t)) est de classe ci, et sa 
différentielle en (s0 , t0 ) est alors inversible. D'après le théorème d'inversion 
locale, il existe une boule ouverte B de centre (so, to), de rayon eo > 0 
telle que la restriction de [p à B soit un difféomorphisme de classe ci de 
B sur [p(B). 

On a alors: 

Seo= { (xi,x2,xa), (xi,x2) E [p(B), X3 = cp3 ° <p-1(xi,x2)} 

(représentation comme graphe, cf. 3.2). 

L'équation X3 -cp 3 o rp-i(xi,x 2) = 0 obtenue pour Seo nous permet 
de calculer le plan tangent ( vectoriel) à Seo en a = cp( s0 , t0 ) ; son équation 
est: 

DaH(xi,x2,xa)=0, 

avec H(xi, x2, xa) = xa - cpa O rp-i(xi, x2). 
On voit que: 

(
acp ) 8cpa 8cpa 

DaH as (so,to) = as (so,to)- as (so,to) = 0, 

DaH (: (so,to)) = 0, 

ce qui nous permet de conclure que le plan vectoriel tangent Ta Seo est 

engendré par !: (so,to) et ~(so,to). En d'autres termes: 

1 TaSe0 = lm (Dcso,to)'P) 1 

§. 4. Application 2 : courbes dans R3 • 

4.1. Soient U une partie ouverte de R3 , et H = (Hi,H 2) une 
application de classe ci de U dans R2 • Considérons la courbe C 
d'équation H = 0 : 

C = { (xi, x2, xa) EU, Hi (xi, x2, xa) = H2(xi, x2, xa) = 0} . 

Soit a= (a 1,a2,a 3) un point de C. 
On suppose que la différentielle de H en a est surjective, et on 

veut décrire sous cette hypothèse la courbe C au voisinage de a. 
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4.2. Comme la différentielle DaH est surjective, son noyau est de 
dimension 1 et est appelé droite (vectorielle) tangente à C en a, notée 
Ta C. La. droite affine parallèle à Ta C passant par a est la droite (affine) 
tangente à C en a. 

Supposons par exemple que TaC ne soit pas contenu dans le plan 
d,, . 0 equat1on xa = . 

Cela revient à dire que la restriction de DaH à ce plan est une 
application linéaire inversible de ce plan dans R2 • 

Nous appliquons le théorème des fonctions implicites à H au point a 
en prenant: 

E1 = {(o,O,xa), X3 eR} 
E2 = { (x1,x2,0), x1,x 2 ER} , F = R2 

. 

On conclut qu'il existe: 

un ouvert Ua de R contenant a3 , 

un ouvert U12 de R2 contenant (a1,a2), 
une application de classe C1 K = (K1,K 2) de U3 dans R2 

telles que: 

(U12 x Ua) n C = { (K1(xa),K2(xa),xa), xa E Ua} , 
c'est-à-dire qu'en posant V= U12 x Ua, on a présenté C n V comme le 
graphe de l'application de classe C1 K : U3 ~ R2 • 

En dérivant par rapport à xa les relations Hï (K1(xa), K2(xa), xa) = 0 
( i = 1, 2) et en résolvant le système linéaire obtenu, on a : 

K'( ) _ 8aH182H2 -âaH282H1 ( ) 
1 aa - - 81H18iH2 - 8i H282H1 a 

K'( ) _ âaH281H1 -âaH181H2 ( ) 
2 aa - - 81H182H2 - 8iH282H1 a . 

4.3. On peut aussi décrire C au voisinage de a dans un nouveau 
repère d'origine a associé à une base orthonormée (fi, h, fa) de R3 telle 
que fa soit un générateur de la droite vectorielle tangente à C en a. 

En notant x1, x2, xa les coordonnées dans ce nouveau repère, on a, 
comme en 3.3 

x = R(x) , 

où R est un déplacement affine de R3 • L'équation de C dans ces coor­
données devient : 

Ho .R(x) = 0 , 

c'est-à-dire 
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où on a posé H 1 = H1 o R, H 2 = H2 o R. Vu le choix du nouveau repère, 
on a: 

H1(0,0,0) = H2(0,0,0) = 0 , 

ôaHi(0,0,0) = ôaH2(0,0,0) = 0, 

et la surjectivité de DaH se traduit par la condition 

ô1 H 1 Eh H 2 - ôi H 2 Eh H 1 (0, 0, O) =f O . 

Il existe alors un ouvert V de R3 contenant a tel qu'on puisse écrire: 

C n V= {XE R3
, X1 = Ki(xa), X2 = K2(xa)} 

où K 1 , K 2 sont deux applications de classe ci définies sur un ouvert Ü 3 
de R contenant O , et on a : 

K~(O) = K;(o) = 0. 

On a donc: 

pour XE C n V, d'où: 

d(x - a, TaC) = o(llx - all) , 
caractérisation géométrique de la droite tangente. 

4.4. Courbes paramétrées. 
Supposons maintenant qu'au lieu d'être donnée par des équations 

Hi = H2 = 0, une courbe C soit obtenue comme l'image d'un pa­
ramétrages 1-+ 1.p(s) = (1.p1(s),<.p2 (s),<.p3 (s)), où <.p est une application 
de classe ci , à valeurs dans R3 , définie sur une partie ouverte W de R. 

Soit so E W; nous supposons que la différentielle D 80 <.p est injective 
et voulons décrire, pour e > 0 assez petit, l'image: 

Ce = <.p(]so - e, so + e[) • 

Dire que D80 <.p est injective revient à dire que la dérivée <.p1(s0) = 
(1.pHso),1.p;(s0),1.p~(so)) est non nulle, c'est-à-dire qu'au moins un des 
trois nombres <.pHso),<.p;(so),<.pHso) est non nul. 

Supposons par exemple qu'on ait <.pH s0) =f O. Alors, d'après le 
théorème d'inversion locale, il existe eo > 0 et un intervalle ouvert U3 
contenant <.pa(so) tels que la restriction de <.p3 à ]s0 - eo, s0 + e0[ soit un 
difféomorphisme de classe C1 de cet intervalle sur U3 • On a donc : 

Ce0 = { (1.p1 ° <.p31(xa), <.p2 ° <.p31(xa), xa), X3 E Ua} 

représentation de Ce0 comme graphe comme en 4.2. 
On vérifie immédiatement que la droite tangente (vectorielle) à Ce0 

en a= 1.p(so) est engendrée par <.p1(so), c'est-à-dire égale à l'image de la 
différentielle D •o <.p. 
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§. 5. Autres exemples d'applications. 

5.1. Zéros simples de polynômes. 
Soit d un entier au moins égal à 1. Notons 'Pd l'espace vectoriel des 

polynômes à coefficients réels de degré au plus égal à d. 
La dimension de 1' d est d + 1. 
Soit Po E 1' d ; on dit qu'un nombre réel Ào E R est un zéro simple 

de P0 si on a: 
Po(Ào) = 0 , P~(Ào) ;if O . 

Considérons l'application H de 1' d x R dans R définie par 

H(P, .\) = P(.\) . 

L'application H est de classe C1 (elle est polynomiale par rapport à,\ et 
aux coefficients de P ), et ses différentielles partielles dans les directions 
de 'Pd et R sont respectivement, au point (Po, ,\0 ) : 

D~~ • .>.o>H(P) = P(.\o) 

( car l'application H est linéaire par rapport à P) 

D~~o,.>.o)H(,\) = P~(.\o).\ 

( où PJ est le polynôme de degré :5 d - 1 dérivé de Po). 
Si ,\0 est un zéro simple de Po, on a donc H(P0 , ,\ 0 ) = 0 et la 

différentielle partielle D~~o,.>.o)H est inversible. 

D'après le théorème des fonctions implicites, il existe alors une partie 
ouverte V de 'Pd contenant P0, un nombre e > 0, et une application de 
classe ci ,\ : V _... R tels que, pour P E V, ,\( P) soit le seul zéro de P 
contenu dans l'intervalle ].\0 - e, Ào + e[. On a en particulier .\(Po) = Ào. 
De plus, l'application PH P'(.\(P)) étant continue, on peut supposer V 
et e assez petits pour qu'on ait P'(.\(P))/0 pour P EV, ce qui exprime 
que ,\( P) est un zéro simple de P. 

La différentielle en P0 de l'application ,\ est donnée par : 

Q(.\o) 
Dpo>.(Q) = - PJ(.\o) . 

5.2. Points fixes simples d'une application dépendant d'un 
paramètre. 

Soient P , E des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie 
ouverte de E, V une partie ouverte de P. · 

Considérons une application de classe ci , notée H, de V x U dans 
E. On pense à t E V comme à. un paramètre, et pour chaque valeur de 
t EV, on note H, l'application: x H H(t,x) de U dans E. 

Soient t EV, x EU. On dit que x est point fixe de Ht si H,(x) = x, 
et que c'est un point fixe simple si de plus 1 n'est pas valeur propre de 
l'endomorphisme Dz Ht E .C(E). 
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Soient t0 E V, x 0 E U; supposons que x0 est un point fixe simple 
de Hi0 • 

Considérons l'application K de V x U dans E définie par: 

K(t,x) = H(t,x)- x. 

Comme H est de classe ci, K l'est aussi. 
Les différentielles en un point ( t, x) de H et K dans les directions 

de Ei = P et de E2 = E sont reliées par les formules : 

ng!z>K(s) = ng!z>H(s) 

ng!z>K(y) = D~:!z>H(y) - y . 
Comme Xo est point fixe simple de Hi0 , on a K(t 0, xo) = 0 et la 

différentielle partielle D~:1,zo)K E .C(E) est injective, donc inversible. 

D'après le théorème des fonctions implicites, il existe donc: 

une partie ouverte Vi de V contenant t0 ; 

- une partie ouverte Ui de U contenant x 0 ; 

- une application de classe ci , notée X, de Vi dans E, 

telles que pour t E Vi, X(t) est l'unique point fixe de Hi appartenant 
à Ui. (On a en particulier X(t 0) = x0 ). De plus, comme l'application 
t 1--+ det (Dx(t)Ht - idE) est continue, le point X(t) est un point fixe 
simple de Ht si l'on choisit Ui, Vi assez petits. 
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CHAPITRE VIII - Différentielles d'ordre supérieur. 

§. 1. Différentielle seconde. 

1. 1. Soient E , F des espaces vectoriels de dimension finie, U une 
partie ouverte de E et H une application de classe ci de U dans F. 

La différentielle D H de H est alors l'application a 1-+ DaH = 
DH(a) définie dans U et à valeurs dans .C(E,F). Cette application est 
continue par définition des applications de classe ci . 

DÉFINITION 1. On dit que H est de classe C2 si l'application D H de 
U dans .C(E, F) est de classe ci. 

La différentielle D( D H) est alors une application continue de U dans 
.C(E,.C(E, F)). 

LEMME. Notons .C2 (E, F) l'espace vectoriel des applications bilinéaires 
de E x E dans F. 

Pour T E .C(E, .C(E, F)), on définit une application T de E XE 
dans F par la formule T(x, y)= [T(x)](y). 

Alors, on a T E .C2 (E, F) et l'application T -+ T est un isomor­
phisme linéaire, dit canonique, qui permet d'identifier .C( E, .C( E, F)) et 
.C2 (E, F). 

DÉMONSTRATION : La bilinéarité de Test évidente, ainsi que la linéarité 
de l'application T-+ T. 

Pour S E .C2 
( E, F) , x E E, définissons une application S,; de E 

dans F par: 

Sx(Y) = S(x, y) . 

On a Sx E .C(E, F) pour tout x E E. De plus, l'application 
S : x 1-+ Sx de E dans .C(E, F) est linéaire. Finalement, l'application 
S 1-+ S de .C2 (E, F) dans .C(.C(E, F)) est clairement l'inverse de l'appli­
~~ T 1-+ ~ D 

DÉFINITION 2. Soit H : U -+ F une application de classe C2 • La 
différentielle Da(D H) de l'application D H en un point a E U, considérée 
comme élément de ,C,2 ( E, F) suivant le lemme, sera notée D~ H et appelée 
différentielle seconde de H au point a. 
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Compte tenu de la proposition 3 du Chapitre V et de la proposition 1 
du Chapitre VI, on obtient facilement la proposition suivante, dont la 
démonstration est laissée en exercice. 

PROPOSITION 1. Soient (e1, ... , em) une ba.Je de E, (/1, ... , fn) une 
ba3e de F, H une application de U dans F, H 1 , •• • , H n &es applica­
tions coordonnée&. 

Pour que H &oit de cla.&se C2 il faut et il &uffit que, pour tous 
1 < i,j < m, 1 ~ k < n: 

la dérivée partielle 8; H k( x) exi&te pour tout x E U ,· 

la dérivée partielle 8i ( ô; H k )( x) exi&te pour tout x E U ; 
l'application x 1-+ Ôï(ô;Hk)(x) e&t continue dans U. 

En termes de coordonnées, la différentielle &econde de H en un point 
a E U est donnée par : 

1.2. Le lemme de Schwartz. 

Soit H une application de classe C2 de U dans F. 

THÉORÈME 1 (lemme de Schwartz). Pour tout a E U, la différentielle 
seconde D~H E C2(E, F) est une application bilinéaire symétrique. 

En d'autres termes, si (e1, ... ,em) est une base de E, on a, pour 
tous 1 ~ i,j ~ m, a EU: 

Ôi(â;H)(a) = ô;(âiH)(a) . 

DÉMONSTRATION : D'après la formule pour la différentielle seconde ci­
dessus, il suffit de prouver que si H est une application de classe C2 , 

à valeurs réelles, définie dans un ouvert U de R2 contenant O, on a 
âi(ô-iH)(O) = ô-i(ô1H)(O). 

Soit Hune telle application; soit 8 > 0 tel que [-8, +8] x [-8, +8] C U. 
Pour lu 1 < 8, posons : 

On a: 

.ô..H(u) = H(u,u)-H(u,0)-H(O,u) +H(O,O). 

H(u,u) -H(u,O) = u 11 

ô2H(u,tu)dt, 

H(O, u) - H(O, 0) = u 11 

ô2H(O, tu)dt , 

ô2H(u,tu)-â2H(O,tu) = u 11 

ô1(ô-iH)(su,tu)ds, 
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d'où 

De même, en échangeant le rôle des coordonnées : 

LlH(u) = u2 fo
1 
fo

1 
ô2 (ô1H)(su,tu)dtds, 

d'où on conclut: 

lim 2:...
2 

LlH(u) = 81(8-iH)(0,0).= ô-i(ô1H)(0,0) . 
u-+O U 
u~O 

§. 2. Différentielles d'ordre supérieur. 

2.1. On définit de manière récurrente la notion d'application de 
classe Ck, pour tout entier k ~ 2. 

DÉFINITION 3. Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U 
une partie ouverte de E, H une application de U dans F, k un entier 
au moins égal à 2. On dit que H est de classe Ck si H est de classe 
0 1 , et si l'application différentielle DH de U dans C(E,F) est de classe 
Qk-1 _ 

REMARQUE. On appelle parfois les applications continues applications de 
classe C0 • 

DÉFINITION 4. On dit que H est de classe C00 s1 H est de classe Ck 
pour tout entier k > 1 . 

2.2. Pour k > 1, notons C,k(E, F) l'espace vectoriel des applications 
k-linéaires de Ek dans F. Comme dans le lemme de 1.1, on a une 
identification canonique entre les espaces C(E,c,k-l(E, F)) et C,k(E, F). 

Ceci permet, pour une application H de classe Ck dans un ouvert 
U de E, à valeurs dans F, de considérer la différentielle d'ordre k de H 
en un point a E U, qu'on note D!H, comme un élément de .C,k(E, F). 
L'application Dk H est donc une application de U dans c,k ( E, F). 

2.3. Pour qu'une application H, de U dans F soit de classe Ck, il 
faut et il suffit ( étant données des bases ( e1 , ••• , em) de E et (fi, ... , f n) 
de F) que pour tout 1 :5 s :5 n, tout 1 < f, :5 k, tous entiers i1, ... , it 
dans [1, m], la dérivée partielle Ôi1 (Ôi 2 ( ••• Ôi, Ha)) existe en tout point x 
de U et dépende continûment du point x. 

70 



2.4. Soient k un entier au moins égal à 2, H une application de 
classe C" de U dans F. 

Soient ( e1 , ••• , em) une base de E, l un entier au plus égal à k, 
i1, ... , i, des entiers dans [1, m]. 

Pour toute permutation u de {1, ... , l} et tout point a de U, on a: 

8i1 ( 8i2 ••• ( 8ï, H) (a)) = 8i,,ci> ( 8ï,,c2> ... ( 8i.,c,> H) (a)) . 

Cela résulte du lemme de Schwartz, car toute permutation est un produit 
de transpositions. 

Cela signifie que la. différentielle D!H d'ordre l de H en a est une 
application l- linéa.ire symétrique de E' dans F. 

REMARQUE. Une application l-linéaire symétrique Q de E' dans F 
est entièrement déterminée par l'application x ...,.. Q( x, x, ... , x). 

§. 3. Propriété des applications de classe C". 

Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie 
ouverte de E, k un entier au moins égal à 1 . 

3.1. Si H 1 , H2 sont des applications de classe C" de U dans F, 
alors H1 + H2 est aussi de classe C" et on a.: 

D"(H1 + H2) = D" H1 + D" H2 . 

3.2. Une application affine H(x) = u(x) + b (u E .C(E,F), b E F) 
est de classe C 00 et on a 

DxH=u, VxeE 

D 2 H = 0 Vx E E. 
X ' 

(Inversement, une application H de classe C2 de E dans F telle que 
D!H = 0 pour tout x E E est affine: exercice). 

3.3. Supposons que E = E1 x E2, et que H soit une application 
bilinéaire de E1 X E2 dans F. On a vu que 

D(a1,a2)H(x1,x2) = H(a1,x2) + H(x1,a2) , 

par conséquent D H est linéaire et on a : 

Dfa1,a2)H ((x1,x2), (Y1,Y2)) = H(y1,x2) + H(x1,Y2) , 

Dta1,a2>H = O , 

donc H est de classe C 00 
• 
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3.4. Plus généralement, toute application polynômiale de E dans 
F est de classe C00 

• 

[ On dit qu'une application H de E dans F est polynomiale si 
étant données des bases (e1, ... ,em) de E et (/i,•••,fn) de F, chaque 
composante Ht de H (1 $ .e < n) s'exprime comme un polynôme de m 
variables) en fonction des coordonnées xi, ... , Xm du point x E E ] . 

3.5. Soient G un troisième espace vectoriel de dimension finie, et 
V une partie ouverte de F. Soient H une application de classe Ck de U 
dans V, et K une application de classe Ck de V dans G. Alors K o H 
est de classe C" dans U. 

On montre ceci par récurrence sur k , le cas k = l ayant déjà. été 
traité. On a : 

Dz(K o H) = DH(z)K o Di:H . 

Les applications x 1-+ DzH et y 1-+ DyK sont de classe ck-i dans U, V 
respectivement. Par hypothèse de récurrence, l'application x 1-+ DH(z)K 
est de classe ck-i dans U. Finalement, l'application ( u, v) 1-+ v o u de 
C(E, F) x C(F, G) dans C(E, G) est bilinéaire donc de classe C00

• On 
conclut que l'application x 1-+ Dz(K o H) est de classe ck-i, donc que 
K O H est de classe ck . 

Il existe une formule pour Dk(K o H) (formule de Faa-di-Bruno), 
mais celle-ci est assez compliquée. 

EXERCICE. Calculer D2 (K o H). 

3.6. Si Hi : U ~ IR et H2 : U ~ F sont de classe Ck, alors Hi H2 
est de classe Ck. 

Cela résulte de 3.4 et 3.5 (le produit est une application bilinéaire). 
On a un résultat analogue pour d'autres espèces de produits (produit 

scalaire, produit vectoriel dans IR3 , ••• ). 

3. 7. Supposons que H soit un difféomorphisme de classe ci de U 
sur une partie ouverte V de F ( E et F ont alors même dimension) et 
que H soit une application de classe Ck . 

La bijection réciproque n-i : V ~ U est alors de classe Ck. En 
effet, pour y E V, on a : 

DyH-i = [DH-l(y)H]-i . 

Soit U la partie ouverte de C(E, F) formée des applications inversibles. 
L'application u 1-+ u-i de U dans C(F, E) est de classe C00 (exercice, 
à partir du Chapitre V, §.3.5). On montre alors par récurrence sur .f, que 
n-i est de classe et pour 1 < .e < k : on sait déjà que n-i est de 
classe ci ; si n-i est de classe et, avec .e < k, alors l'application 
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y 1-+ (DH-l(y) H)- 1 
est composée d'une application de classe et, d'une 

application de classe ek-t et d'une application de classe e00
• Elle est 

donc de classe et et H- 1 est de classe et+i. 
Dans la situation précédente, on dit que H est un difféomorphisme 

de classe ek de U sur V. 

3.8. Reprenons les notations du théorème des fonctions implicites 
(Chapitre VII, §.2). 

Si H est une application satisfaisant aux hypothèses de ce théorème, 
et si de plus H est une application de classe ek, alors l'application K 
obtenue dans la conclusion du théorème est aussi de classe ek. 

Cela résulte de la formule pour la différentielle de K, par une 
démonstration extrêmement semblable à celle de 3.7 (exercice). 

§. 4. La formule de Taylor. 

Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie 
ouverte de E, k un entier au moins égal à 1. 

Soient ao, a1 des points de U. On suppose que le segment (a0, a1] 
est contenu dans U, c'est-à-dire que pour tout t E (0, 1] le point at = 
ao + t( a1 - ao) appartient à U. On pose v = a1 - ao . 

THÉORÈME 2 (formule de Taylor). Soit H : U -+ F une application 
de classe ek . On a : 

1 2 
H(a1) = H(ao) + Da0 H(v) + 

21 
D40 H(v,v) + ... 

+ (k~l)!n:; 1H(v, ... ,v)+ (k~l)!l\1-t)k-lD!tH(v, ... ,v)dt. 

DÉMONSTRATION : Il suffit de démontrer la formule précédente pour 
chacune des composantes (dans une base de F) de l'application H. On 
peut donc supposer F = R. 

Pour O < t ~ 1 , posons : 

h(t) = H(a0 +tv). 

L'application h est de classe C1 et on a: 

h'(t) = DaiH(v) , 

h"(t) = D~iH(v, v) , 

h(k>(t) = D!,H(v, ... ,v), 

or la formule de Taylor pour h à l'ordre k s'écrit: 

h"(O) h(k-l)(Q) 1 /1 
h(l) = h(O)+h'(0)+ 21 + ... + (k- l) ! + (k - l) ! Jo (1-t)k-l h(k)(t)dt 

d'où par substitution la formule du théorème. □ 
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COROLLAIRE (Développement de Taylor à l'ordre k). 
Soient H : U -+ F une application de classe Ck et a E U. On a : 

1 2 
H(a + v) = H(a) + DaH(v) + 

21 
DaH(v,v) + ... 

+ :,D!H(v, ... ,v)+o(llvllk). 

DÉMONSTRATION : Il s'agit de voir qu'on a: 

(k ~ l) ! 11 

(1-tl-l D!+tvH(v, v, ... , v) = :! D!H(v, ... , v)+o(llvllk) . 

Soit e > O. Comme l'application x ~ D!H de U dans .C,k(E,F) est 
continue, il existe 8 > 0 tel qu'on ait, pour llvll < 8 : 

IID!+vH - D!HII :5 e . 

On aura alors, pour llvll < .i, t E [O, 1] : 

IID!+tvH(v, ... , v) - D!H(v, ... , v)II :5 e llvllk 

Comme on a par ailleurs 11 

(l-tt- 1 dt= Î, on obtient finalement, pour 

llvll < s: 

Il 1 11 k-1 k 1 k Il e Il llk (k-l)! 
0 

(1-t) Da+tvH(v, ... ,v)dt-k!DaH(v ... v) :5 k! v , 

d'où le corollaire. 
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CHAPITRE IX - Points critiques et extrema. 

On s'intéresse dans ce chapitre à la situation suivante: Soient E un 
espace vectoriel de dimension finie, U une partie ouverte de E, H une 
application de classe C1 de U dans R. Soit a E U. On se propose de 
décrire l'allure de la fonction H au voisinage de a. 

§. 1. Points réguliers et critiques. 

1.1. La différentielle de H au point a est une forme linéaire de E 
dans R. Elle est identiquement nulle ou surjective. 

DÉFINITION 1. On dit que a est point régulier de H si DaH # 0, 
point critique dans le cas contraire. 

En termes de dérivées partielles par rapport à une base ( e1, ... , em) 
de E, le point a est critique si on a 81H(a) = 82H(a) = ... = 8mH(a) = 
0, régulier s'il existe 1 :-=:; i :-=:; m tel que 8iH (a) f. 0. 

1.2. Allure de H aux points réguliers. 

Soit a E U un point régulier de H. 
Par définition de la différentielle, on a, pour v asez petit : 

H(a + v) = H(a) + DaH(v) + o(llvll) . 

On peut, en se plaçant dans un système de coordonnées adéquat, simplifier 
cette expression de H. 

Comme a est régulier, le noyau de la forme linéaire D aH est un 
sous-espace de dimension n - 1 . 

On peut donc choisir une base de E ( e1, ... , em) telle que ( e2, ... , em) 
soit une base de Ker DaH, et qu'on ait DaH( e1 ) = 1. En d'autres termes, 
dans cet te base on a : 

81H(a) = 1 , 82H(a) = ... 8mH(a) = 0, 

et la formule ci-dessus s'écrit: 

m 

(avec v = L viei ). 
i=l 

H(a + v) = H(a) + v1 + o(llvll) 

Un changement de coordonnées non linéaire permet de simplifier 
encore l'expression de H. Considérons en effet l'application L de U dans 
E donnée ( dans la base précédente) par : 

L(x1, ... , Xm) = (H(x) - H(a) + a1, x2, ... , Xm) 
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On a L( a) = a et L est une application de classe C1 dans U, vérifiant 
DaL = idE. D'après le théorème d'inversion locale, il existe des parties 
ouvertes Vi, V2 de E contenant a, avec Vi CU, telles que la restriction 
de L à. Vi soit un difféomorphisme de classe C1 de Vi sur ½ . 

On considère L comme définissant un changement de coor­
données (non linéaire) dans l'ouvert Vi : les anciennes coordonnées 
(x1, ... ,xm) et les nouvelles coordonnées (Yt,·••,Ym) d'un point x E Vi 
sont reliées par les formules 

YI = H(x) - H(a) + a1, Y2 = X2, ..• , Ym = Xm , 

et dire que L est un difféomorphisme de classe C1 revient à dire qu'on 
peut aussi exprimer les anciennes coordonnées (xi, ... , xm) en fonction 
des nouvelles (Y1, ... , Ym) par des applications de classe C1. 

Dans les nouvelles coordonnées (Y1, ... , Ym), on a évidemment, pour 
Y= (Y1, · · ·, Ym) E ½ : 

c'est-à-dire qu'on a (au prix d'un changement non linéaire de coordonnées) 
éliminé le reste o(IIY - ail) dans les expressions précédentes. 

§. 2. Matrice hessienne. 

2.1. Nous supposons maintenant que H est de classe C2 , et que 
a E U est un point critique de H. 

On a donc DaH = 0, donc 

H(a + v) = H(a) + o(llvll) , 

une expression qui n'est pas suffisante pour décrire H au voisinage de a. 

Le développement de Taylor à l'ordre 2 s'écrit: 

1 2 2 H(a + v) = H(a) + 2DaH(v, v) + o(llvll ) . 

La forme bilinéaire symétrique (v, w) i--+ D!H(v, w) (ou la forme 
quadratique associée v i--+ D;H( v, v)) s'appelle forme hessienne de H 
au point critique a. 

Dans une base ( e1 , • •• , em) de E, la matrice symétrique associée à 
la forme hessienne est : 

(D~H(e;,e;)) . . = (ô;ô;H(a)) .. 
1:51,1:5m 1:51,1:5m 

et s'appelle matrice hessienne de H en a. 
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2.2. Rappels sur les formes quadratiques. 

Soit Q une forme quadratique dans un espace de dimension finie E, 
B la forme bilinéaire symétrique associée à Q. On a donc 

Q(x) = B(x,x) 
1 

B(x, y) = 2 [Q(x + y) - Q(x) - Q(y)] 

1 = 4 [Q(x + y) - Q(x - y)] . 

Le noyau de B ( ou Q) est par définition l'ensemble des x E E tels que 
B ( x, y) = 0 pour tout y E E . C'est un sous-espace vectoriel de E. On 
dit que B (ou Q) est non dégénérée si son noyau est {O}. 

On dit que Q ( ou B ) est positive si Q( x) > 0 pour tout x E E, 
négative si Q( x) < 0 pour tout x E E, indéfinie si Q prend des valeurs 
strictement positives et strictement négatives. 

Une forme non dégénérée et positive est dite définie positive; cela 
revient à dire qu'on a Q(v) > 0 pour tout v E E, v 'f O. 

De même une forme non dégénérée et négative est dite définie 
négative. 

EXEMPLE. Dans R2 (coordonnées en x 1 ,x 2 ) 

Qo(x1, x2) = Xi + Xi est définie positive, 

Q1(x1,x2) = -Xi - 2x~ est définie négative, 

Q2(x1, x2) = Xi - x~ est non dégénérée mais indéfinie, 

Q3(x1,x2) = Xi est positive mais dégénérée. 

Soit ( e1 , •.• , em) une base de E. La matrice associée à B ( ou Q) est 

Af = (n(e;,e;))l<" "< 
_1,J_m 

Cette matrice est symétrique et on a pour des vecteurs x - E Xie;, 

Y= Ey;e;: 
B(x,y) = txMy = tyMx 

(où x,y dans la formule sont des vecteurs colonnes, et tx, ty sont les 
vecteurs lignes correspondants). 

Les valeurs propres d'une matrice symétrique sont toutes réelles. 
On a: 

Q non dégénérée # 0 n'est pas valeur propre de M # <let M 'f 0 

Q positive # les valeurs propres de M sont positives ou nulles 

Q négative # les valeurs propres de M sont négatives ou nulles 

Q définie positive # les valeurs propres de M sont strictement positives 

Q définie négative # les valeurs propres de M sont strictement négatives 

Q indéfinie # M a des valeurs propres strictement positives 

et des valeurs propres strictement négatives. 
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Notons p le nombre de valeurs propres strictement positives de M 
( comptées avec multiplicité), q le nombre de valeurs propres strictement 
négatives de M. Le triplet (p, q, m - p - q) s'appelle la. signature de la. 
forme quadratique Q. II ne dépend pas de la. base de E considérée. En 
effet: 

- l'entier p est la dimension maximale d'un sous-espace E1 de E 
sur lequel la. forme Q soit définie positive; 

- l'entier q est la dimension maximale d'un sous-espace E2 de E 
sur lequel la forme Q soit définie négative; 

- l'entier m - p - q est la dimension du noyau de B (ou Q). 

Il existe une base (e1, ••• ,em) de E telleque,sil'onnote x1,•••,xm 
les coordonnées associées, Q s'exprime sous la forme: 

p p+q 

Q( x) = Lx; - L x; , 
i=l i=p+l 

le noyau de Q étant alors engendré par ep+q+l, ... , em. 

2.3. Points critiques non dégénérés. 

DÉFINITION 2. Le point critique a de H est non dégénéré (ou de 
Morse) si la forme hessienne D;H est non dégénérée. 

Par rapport à une base ( e1, ... , em) de E, le point critique a de H 
est donc non dégénéré si et seulement si on a : 

det(8;8jH(a)) . . /0. 
l~a,J~m 

On étudie au §.3 quelques relations entre la signature de la forme hessienne 
en a et l'allure de H au voisinage de a. On ne peut s'empêcher de 
mentionner le résultat fondamental (hors programme) suivant : 

THÉORÈME (Lemme de Morse). Soient H : U -+ R une fonction 
de classe C 2 • Soit a E U un point critique non dégénéré de H. 
Notons (p, q, 0) la signature de la forme hessienne de H en a ( on a 
p + q = dim E = m ). n existe alors, dans un ouvert Yi contenant a, un 
système de coordonnées (non linéaire) Y1, ... , Ym qui se déduit de l'ancien 
système par un difféomorphisme de classe C1 , et dans lequel H s'exprime 
comme suit: 

p p+q 

H (y) = H (a) + L yf - L Yl · 
i=l i=p+l 

Ce résultat est à rapprocher de celui discuté en §.1.2: en un point cri­
tique non dégénéré, on peut, par un changement de coordonnées adéquat, 
supprimer le reste dans le développement de Taylor à l'ordre 2. 
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§. 3. Extrema. 

3.1. DEFINITION 3. Un point a EU est un maximum local [resp. 
minimum local] de la fonction H : U -+ R s'il existe une partie ouverte 
V contenant a telle qu'on ait: 

H(x) ~ H(a) 
[resp. H(x) > H(a) 

Si on a la relation plus forte : 

H(x) < H(a) 
[resp. H(x) > H(a) 

pour x EV 

pour x EV] . 

pour x E V, x =f a 

pour x E V, x =f a] , 
on dit que a est un maximum local strict [ resp. minimum local strict] 
de H. 

On dit que a est un extremum local de H si c'est un maximum 
ou minimum local, un extremum local strict si c'est un maximum ou 
minimum local strict. 

3.2. La·proposition suivante donne des conditions nécessaires pour 
qu'un point a EU soit un extremum local. 

PROPOSITION 1. Soient H : U -+ R une fonction de classe C2 et a 
un extremum local de H. 

Alors a est un point critique de H. De plus la forme hessienne de 
H en a est positive si a est un minimum local, négative si a est un 
maximum local. 

COROLLAIRE. Si a est un point régulier de H, ou un point critique dont 
la forme hessienne est indéfinie, alors a n'est pas un extremum local de 
H. 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION : Supposons que a soit un point 
régulier de H. 

Il existe alors v E E tel que DaH(v) > O. Le développement de 
Taylor à l'ordre 1 montre qu'on a, pour t > 0 suffisamment petit: 

H(a + tv) = H(a) + tDaH(v) + o(t) > H(a) , 
H(a - tv) = H(a) - tDaH(v) + o(t) < H(a) , 

donc a n'est pas un extremum local de H. 
Supposons maintenant que a soit un point critique de H, mais que 

la forme hessienne D~H de H en a ne soit pas positive. Il existe donc 
un vecteur v E E tel que 

D~H(v, v) < 0 . 

Pour ltl suffisamment petit, on a, d'après le développement de Taylor à 
l'ordre 2: 

t2 
H(a + tv) = H(a) + 2 DaH(v, v) + o(t2

) < H(a) 
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( t #, 0 ), donc a n'est pas un minimum local de H. 
De même, on montre que si la hessienne n'est pas négative, a n'est 

pas un maximum local de H. □ 

3.3. La proposition suivante donne maintenant des conditions sut: 
fisantes pour qu'un point soit extremum local (strict). 

PROPOSITION 2. Soient H : U -+ R une fonction de classe C2 et 
a E U un point critique de H. 

Si la forme hessienne de H en a e8t définie positive, alors a est un 
minimum local strict de H. Si la forme he8sienne de H en a est définie 
négative, alors a est un maximum local strict de H . 

DÉMONSTRATION : Supposons que la forme hessienne D!H de H en 
a soit définie positive. Munissons E d'une norme Il Il et considérons la 
sphère S = {.x,llxll = 1}. Alors S est compacte, et on a D!H(v,v) > 0 
pour v E S ; donc il existe Ll >. 0 tel qu'on ait D!H ( v, v) > Ll pour 
v ES. On a alors D!H(v, v) 2:: Ll llvll2 pour tout v E E, donc on obtient, 
dans le développement de Taylor à l'ordre 2 : 

H(a + v) = H(a) + D~H(v, v) + o(llvll2 ) 

2::: H(a) + Ll llvll2 + o(llvll2
) ; 

on conclut que a est un minimum local strict de H. 
Le cas où D!H est définie négative se traite de manière analogue. 

3.4. Recherche d'extrema. 

Soit H : U -+ R une application de classe C2 • On recherche les 
extrema locaux de H, et on cherche à déterminer leur type. 

On commence par déterminer l'ensemble E des points critiques 
de H, c'est-à-dire qu'on résout le système d'équations: 

ô1H(.x) = ô2H(x) = ... = ÔmH(x) = 0 

( dans une base ( e1, ... , em) de E ). 
On sait en effet que tout extremum local appartient à E (proposi­

tion 3.2). 
Pour chaque point a de E, on calcule la matrice hessienne 

(ôiô;H(a)) 1<i ·<m et la forme hessienne D;H correspondante. 
- ,J_ 

Si la forme hessienne est indéfinie, a n'est pas extremum local de 
H. 

Si la forme hessienne est définie positive, a est un minimum local 
strict de H. 

Si la. forme hessienne est définie négative, a est maximum local 
strict de H. 

Si la forme hessienne est positive, ou négative, mais dégénérée, 
seule une étude plus fine peut permettre de conclure. 
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EXEMPLE. Considérons les fonctions 

H + ( x, y) = x2 + y4 
, 

Ho(x, y)= x2 
, 

H _ ( x, y) = x2 
- y4 

• 

Le point (0, 0) est un point critique de H+, Ho et H_. Les formes 
hessiennes de H+, Ho et H_ sont toutes trois égales à: 

Q(x, y)= x 2 
, 

qui est une forme quadratique positive mais dégénérée. On voit facile­
ment que (0, 0) : 

est un minimum local strict de H+, 
est un minimum local, non strict, de H0 , 

n'est pas un extremum local de H_. 

§. 4. Extrema liés. 

4.1. On considère dans ce paragraphe la situation suivante. Soient 
E un espace vectoriel, de dimension finie m, et U une partie ouverte de 
E. 

Soient F1 , ••• , Fk des fonctions de classe C2 de U dans R. On note 
F l'application de classe C2 de U dans Rk dont les composantes sont 
F1,• • · ,Fk. 

Soit M la partie de U d'équation F = 0, c'est-à-dire: 

Etant donnée une application H de classe C2 de U dans R, on cherche 
à déterminer les extrema locaux de la fonction x 1-+ H(x) lorsque z est 
astreint à varier dans M. 

DÉFINITION 4. Un point a E M est un minimum local de H sur M 
s'il existe un ouvert V CU contenant a tel que 

H ( x) ~ H (a) , pour x E V n M . 

C'est un minimum local strict de H sur M si on a la relation plus 
forte: 

H ( x) > H (a) , pour x E V n M, x =f a . 
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On définit de façon similaire un maximum local, et un maximum 
local strict de H sur M. 

4.2. Points réguliers de M. 

Les techniques de calcul différentiel introduites jusqu'ici ne permet­
tent d'ana.lyser la fonction H qu'au voisinage des points réguliers de M, 
définis ci-après. 

PROPOSITION 3. Soit a E }.f. Les propriétés suivante., sont équiva­
lentes: 

(i) La différentielle DaF est surjective; 
(ii) Le., formes linéaires Da F1, ... , Da Fk sont linéairement indépen­

dante.,; 
k 

(iii) la dimension de Ker(DaF) = n Ker(DaFï) est m - k (ou 
i=l 

m = dimE). 

Si l'une ( donc le., trois) de ces conditions est satisfaite, on dit que a 
k 

est un point régulier de M et on appelle Ker (DaF) = n Ker (Da Fi) le 
i=l 

sous-espace (vectoriel) tangent à M en a; on le note TaM. 
Les formes linéaires Da F1 , .•. , Da Fk forment alors une base de 

l'espace des formes linéaires de E dans R qui s'annulent sur TaM. 

DÉMONSTRATION: On a F= (F1, ... ,Fk), donc 

k 

DaF = (DaF1, ... ,DaFk) et Ker (DaF) = n Ker (Da Fi) . 
i=l 

Une application linéaire u E .C(E,Rk) est surjective si et seulement 
si son noyau Ker u est de dimension m - k. Donc (i) est équivalent à 
(iii). Si DaF n'est pas surjective, il existe des nombres réels À1, .•. , Àk 
non tous nuls tels que l'image de DaF soit contenue dans l'hyperplan 

k 

de Rk d'équation L Ài Xi = 0. Vu la formule de DaF, cela signifie qu'on 
i=l 

a, pour tout v E E : 
k 

LÀiDaFi(v) = 0, 
i=l 

d'où 

k 

LÀïDaFi = 0 
i=l 
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et les formes linéaires Da F1 , ••• , Da F1c ne sont pas linéairement indépen­
dantes. 

Inversement, si ces formes ne sont pas linéairement indépendantes, 
k 

il existe ..X1, ... , À1c non tous nuls tels que LÀ; Da F; = 0, et l'image 
i=l 

k 

de DaF est contenue dans l'hyperplan d'équation LÀ;x; = O. On a 
i=l 

donc (i) <=> (ii), ce qui termine la démonstration de l'équivalence des trois 
conditions. 

Supposons que a est un point régulier de M. On a donc 

dim (TaM) = dim (Ker DaF) = m - k . 

Soit E' le dual de E, c'est-à-dire l'espace vectoriel des formes linéaires de 
E dans R. Si E1 est un sous-espace vectoriel de E, on note Ef , et on 
appelle orthogonal de E1 dans E' , le sous-espace vectoriel de E' formé 
des formes linéaires de E dans R qui s'annulent sur E1 • 

On rappelle que la dimension de Ef est alors égale à. dim E- dim E1 . 
k 

Prenons ici E1 = TaM = Ker(DaF) - n Ker(DaF;). On a 
i=l 

dimE1 = m- k, donc dimEf = k. 
Or les formes linéaires Da F1, ••• , Da F1c sont linéairement indépen­

dantes, et appartiennent à Ef . Elles forment donc une base de Ef . □ 

PROPOSITION 4. Les points réguliers de M forment une partie ouverte 
de M. 

DÉMONSTRATION : L'application x ~ DxF de M dans C(E, Rk) est 
continue puisque F est de classe C2 • 

La proposition résulte donc de la caractérisation (i) des points régu­
liers et du lemme suivant: 

LEMME. Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie. Dans 
C(E, F), l'ensemble des applications linéaires surjectives est ouvert. 

DÉMONSTRATION: Posons m = dimE, k = dimF. Si k > m aucune 
application linéaire de E dans F n'est surjective. Si k < m, une matrice 
à. k lignes et m colonnes représente ( dans des bases fixées de E et F) 
une application linéaire surjective si et seulement si l'un des k X k mineurs 
est non nul. D'où le lemme. 

4.3. Points critiques relatifs de H sur M. 

DÉFINITION 5. Soit a un point régulier de M. On dit que a est un point 
critique relatif de H sur M si le noyau de DaH contient le sous-espace 
tangent TaM en a à. M. 
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Soit a un point critique relatif de H sur M . Comme a est régulier, 
les formes linéaires Da F1 , ••• , Da Fi: sont linéairement indépendantes. 
Comme DaH s'annule sur TaM, il existe, d'après la proposition 3, un 
unique k-uplet (..\1 , ... ,Ài:) telquel'onait: 

k 

DaH = LÀïDaFi. 
ï=l 

Les nombres réels ..\1 , •.. , Ài: déterminés par cette relation s'appellent les 
multiplicateurs de Lagrange de H au point critique relatif a. 

DÉFINITION 6. Soit a un point critique relatif de H sur M. La restriction 
au sous-espace tangent TaM de la forme quadratique 

k 

D!H - L Àï D! Fi, considérée comme forme quadratique sur TaM, s'ap­
i=t 

pelle forme hessienne relative de H sur M. 

4.4. Extrema de H sur M. 

PROPOSITION 5. Soit a un point régulier de M. 

(1) Si a est un minimum local (resp. maximum local) de H sur M, 
alors a est un point critique relatif de H et la hessienne relative est 
positive (resp. négative). 

(2) Si a est un point critique relatif de H sur M, de hessienne relative 
définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum local strict 
(resp. maximum local strict) de H sur M. 

DÉMONSTRATION : Translatons l'origine des coordonnées, de façon à 
avoir a = 0. Choisissons un supplémentaire E2 de E1 = TaM et 
identifions E à E1 x E2. On a dim E1 = k et E2 n Ker DaF = {O}, 
donc la différentielle de F dans la direction de E2 est inversible. D'après 
le théorème des fonctions implicites, il existe des ouverts ½ , ½ de E1 , 

E2 respectivement, contenant O , et une application K de classe C2 de 
"Vi dans ~ tels que : 

Mn(½ x ½) = { (x,K(x)), x E Yi} , 
K(OE1) = OE2 , 

DoK = 0. 

Posons L(x) = (x,K(x)) E M, pour x E "Vi. Alors L est un homéomor­
phisme de ½ sur Mn(½ x ½), donc O est un minimum local (resp. 
maximum local, resp. minimum local strict, resp. maximum local strict) de 
H sur M si et seulement si O est un minimum local (resp. maximum lo­
cal, resp. minimum local strict, resp. maximum local strict) de H = Ho L. 
Or on a: 

DoH = DoH 0 DoL = DoH /E1 , 
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( DoL est l'injection de E1 dans E1 x E2 = E) donc si O est extremum 
local de H sur M, alors O est point critique relatif de H sur M. 

Supposons maintenant que H est un point critique relatif de H sur 
M. Notons .À1 , .•. , .Àk les multiplicateurs de Lagrange correspondants. 
Posons: 

H1 = H - L Ài Fi , 

îi 1 = H1 oL. 

Les fonctions H et H 1 coïncident dans M, et la hessienne relative de H 

en O est D5 H 1 / E1 • On a, pour x E Vi : 

DxH1 = DL(x)H1 °DxL 

d'où (comme DoH1 = 0): 
2 ~ 2 D0 H 1 = D0 H1 ° (D0L,DoL) , 

c'est-à-dire que la hessienne relative de H en. 0 est précisément D5 îi 1 . 

Comme on a vu plus haut qu'il revient au même d'étudier H 1 dans M 
ou Îi 1 dans Vi, et que H et H1 coïncident dans M, les conclusions de 
la proposition résultent des propositions 1 et 2, appliquées à. îi 1 • 

4.5. Exemple. 

Dans R2
, soient C1 le cercle d'équation x 2 + y 2 = 1, C2 le cercle 

d'équation (x - c)2 + y2 = R2 • On suppose que c > 0 et R > l + c (de 
sorte que C1 est intérieur à C2) et on cherche à déterminer les extrema 
locaux du carré de la distance euclidienne entre un point de C1 et un 
point de C2. 

On définit donc : 

M = C1 X C2 C R2 
X R2 

, 

on note (x 1 , y1 , x 2 , y2 ) les coordonnées de R2 x R2 , de sorte que l'équation 
de M est: 

{ 
F1(x1,Y1,x2,Y2) = xf + Y?-1 = 0 

F2(x1,Y1,x2,Y2) = (x2 - c)2 + y~ - R2 = 0. 
On cherche les points critiques et les extrema locaux sur M de la fonction : 

H(x1, x2, Y1, Y2) = (x1 - x2)2 + (y1 - Y2)2 . 
En un point z = (a1, b1, a2, b2) de C1 x C2, on a: 

DzF1(x1,Y1,x2,Y2) = 2a1x1 + 2b1Y1 , 

DzF2(x1,Y1,x2,Y2) = 2(a2 - c)x2 + 2biy2 , 
donc z est régulier et les vecteurs e1 (z) = (-b 1 ,a 1,0,0), e2(z) -
(0, 0, -b2, a2 - c) forment une base de TzM. On a 

DzH(x1, Yi, x2, Y2) = 2(a1 - a2)(x1 - x2) + 2(b1 - b2)(Y1 - Y2) 

DzH(e1(z)) = 2(a2b1 -a1b2) 

DzH( e2(z)) = -2(a2 b1 - a1 hi)+ 2c(b1 - ~) . 
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Le point z est donc point critique relatif de H sur M si et seulement si 
(comme c/0) 

c'est-à-dire 
b1 = b2 = 0 ou b1 = hi , a 1 = a2 . 

Comme C1 n C2 = </> ( car R > I + c), le second cas est impossible et on 
obtient 4 points critiques relatifs : 

a1 = ±1 , a2 = c ± R , b1 = b2 = 0 . 
En ces points critiques, on a TzM = {x1 = x2 = O} 

D H _ a1 - a2 D F a2 - a1 D z;, 
z - --- z 1 + --- z-"2 

a1 a2 - c 

et la hessienne relative de H en ces points est : 

Qz(Y1, Y2) = 2 [(Y1 - Y2)2 - ai - a2 Yî - a2 - ai y~l . 
a 1 a2 - c 

1. a1=-l,a2=c+R. 

de matrice 

2 
(-c-R -1 ) 

-l _ 1 + C 

R 

donc définie négative. 
C'est un maximum local strict. 

2. a1=-l, a2=c-R. 

de matrice 

donc définie positive. 

(

R-c -1 ) 
2 l+c 

-1 -­
R 

C'est un minimum local strict. 
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3. a1 = +1, a2 = c + R. 

Q(y1' Y2) = 2 [ (Y1 - Y2 )2 - ( 1 - C - R) y~ - C + !-1 
y~] 

de matrice 

2 
(c+R 

-1 

-1) 
l;c 

non dégénérée indéfinie: ce n'est pas un extremum local. 

4. a1 = +1, a2 = c- R 

Q(y1,Y2) = 2[(Y1 -y2) 2 -(1-c+R)yf- l +;-cy~] 
de matrice 

2 
(c-R 

-1 

-1) 
c~l 

non dégénérée indéfinie: ce n'est pas un extremum local. 

REMARQUE. M = C1 x C2 est une partie compacte de R2 X R2 , et H 
est continue, donc H est bornée sur M et y atteint son minimum et 
son maximum (absolus). Les points où les bornes sont atteintes sont des 
extrema locaux. Donc le seul point où H atteint son minimum (sur M) 
est: 

a1=-l, a2=c-R, b1 =b2=0, H=(R-1-c) 2 

et le seul point où le maximum est atteint est : 

a1 = -1, a2 = c + R, b1 = b2 = 0, H = (R + 1 + c)2 

87 



3ème PARTIE. 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 

CHAPITRE X: Existence de solutions. 

§. 1. Généralités. 

où: 

1.1. Equations différentielles. 

Une équation différentielle se présente sous la forme générale suivante: 

if(t,y(t),y'(t), ... ,y(k)(t)) = 0 

- E est un espace vectoriel de dimension finie ; 
- I est un intervalle ouvert de R, U est une partie ouverte de Ek+I ; 
- H est une application donnée, en général au moins de classe C1 , 

définie sur I x U , et à valeurs dans E . 
Une solution de l'équation ( *) est une application y : J ~ E telle 

que: 
- J est un sous-intervalle de I; 
- y est de classe Ck dans l'intervalle J; 

- pour tout point t E J, le point (v(t), ... , y<k>(t)) E U et ( *) est 

vérifiée. 

1.2. Exemple. 

Soient n corps dans l'espace, de masses m 1 , ..• , mn de positions 
Y1, ... , Yn soumis à la gravitation universelle. La loi de Newton s'écrit: 

Y
~, __ ~ m;(Yi - Y;) l <.; < ,- L....t 3' _._n. 

j:#i IIYi - Y;II 

C'est une équation différentielle du type (*),où: 

- k = 2, I = R, E = (R3 t ; 
- U est la partie ouverte de E x E x E formée des points 

( ' ' " ") E (R3 ) 3 t 1 ..J. • ..J. • • Yt,•••,Yn,Y1,···,Yn,Y1,···,Yn es que YirYi pour ZrJ, 
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H est l'application (de classe C 00
) de R x U dans (R3 )n = E 

dont la i ème composante îi i : R X U -+ R3 est donnée par : 

H~ ( ") ,, ~ m;(Yi - Y;) 
i t, Y1, • · • , Yn = Y, + L.J a · 

j:/,i IIYi-Y;II 

L'étude des solutions de cette équation différentielle constitue la 
Mécanique céleste. Cette étude est facile pour n = 2 (Lois de Kepler), 
extrêmement difficile pour n ~ 3 où beaucoup de questions centrales 
restent non résolues. La Mécanique céleste a été historiquement une 
motivation puissante dans le développement de la théorie générale des 
équations différentielles. 

1.3. Terminologie. 

On ne s'intéresse dans la suite qu'à des équations différentielles 
explicites de la forme : 

(**) y(k>(t) = H(t,y(t), . .. ,y(k-l)(t)) 

où E est un espace vectoriel de dimension finie, J est un intervalle ouvert 
de R, U est une partie ouverte de Ek et H est une application, en général 
de classe C1 

' de J X u dans E. 

REMARQUE. D'après le théorème des fonctions implicites, on peut, au 
moins localement, se ramener de la forme ( *) à la forme ( **) lorsque la 
différentielle partielle de Îi dans la direction de y(k) est inversible. 

L'entier k ~ l s'appelle l'ordre de l'équation différentielle ( **). Par 
analogie avec la physique, la variable t E I s'appelle le temps. L'équation 
( **) est dite autonome si l'application H ne dépend pas du temps ( on 
a alors J = R). 

Une équation différentielle autonome d'ordre 1 se présente donc sous 
la forme: 

y'= H(y) ' 
et on dit qu'elle est définie par le champ de vecteurs y 1-+ H(y) (défini 
dans U). 

La raison pour cette terminologie est la suivante : soit y : J -+ U 
une solution de ( * * *) ( où J est un intervalle de R); l'image y( J) = r 
est donc une courbe dans U paramétrée par y ; en un point y( t0 ) tel 
que H(y(to)) -=f O, la. courbe r admet une tangente dont la direction est 
précisément engendrée par H(y(to)). (On verra que soit y est constante 
dans J, et alors r est un point, soit y' ne s'annule pas dans J, et alors 
r admet une tangente en chacun de ses points). 

1.4. Manipulations formelles. 

Les manipulations qui suivent ne représentent pas un progrès vers la 
résolution de ( **), mais permettent simplement de présenter la théorie 
sous un aspect plus unifié. 
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1.4.1. Réduction à l'ordre 1. 

Soit ( **) une équation différentielle. 
Posons E1 = El:, Y = (y, y', ... , y(k-l)). L'équation différentielle 

( **) est alors équivalente à l'équation: 

(**Y Y'= H(t, Y) ' 

où H : IX U-+ E1 est l'application: 

H(t,yo,•••,YA:-d = (Y1,•••,YA:-1,H(t,yo,•••,YA:-d) • 

L'équation (**Y est d'ordre 1 : on a perdu en dimension ( dimEi -
k dim E) ce qu'on a gagné en ordre. 

1.4.2. Réduction aux champs de vecteurs. 

A partir de l'équation ( ** )', posons : 

E2 = R X Ei , 
V=lxU, 
Z = (t, Y) EV , 

H(Z) = (1,H(Z)) . 

L'équation ( ** )' est équivalente à : 

Z' = H(Z) , 

associée au champ de vecteurs dans V définni par H. 

§. 2. Le théorème de Cauchy-Lipschitz. 

2.1. Soit 

(**) y'= H(t, y) 

une équation différentielle d'ordre 1, où: 
E est un espace vectoriel de dimension finie; 

- I est un intervalle ouvert de R, U est une partie ouverte de E ; 
- H est une application de classe ci de I x U dans E. 
Une condition initiale pour cette équation différentielle est la. 

donnée d'un point ( t0 , y0 ) dans I x U . 
Une solution de ( **) de condition initiale (fo, 110) est une appli­

cation y de classe ci , définie sur un sous-intervalle J de I contenant t0 , 

à valeurs dans U , et satisfaisant : 

{ 
y(to) = Yo , 
y'(t) = H(t, y(t)) , Vt E J . 
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THÉORÈME 1 (Cauchy-Lipschitz). Soit (to, Yo) une condition initiale 
pour l'équation (**). 

A) Exi&tence. 
R exüte e0 > 0 tel que l'équation (**) admette une &olution y de 

condition initiale (to, Yo) définie &ur Jo = [to - ëo, to + ëo]. 

B) Unicité. 
Si J e&t un &ow-intervalle de J0 contenant to et y e&t une &olution 

de ( **), de condition initiale ( to, Yo), définie &ur J, alors îf coïncide 
avec la re&triction de y à J. 

2.2. Démonstration. 

1. Munissons E d'une norme et choisissons S > 0 tel qu'on ait: 

(1) 

(2) 

[to - S, to + S] C I , 

B(yo,S) c U. 

Comme H est continue sur la partie compacte Lo = [to - S, to + S] X 

B(y 0 , S) de I x U, il existe une constante M > 0 telle qu'on ait: 

(3) IIH(t, Y)II < M , pour (t, y) E Lo . 

Pour (t, y) E J x U, notons n<2> H la différentielle partielle de H 
dans la direction de E. L'application: (t, y) 1-+ ng!,>H de I x U dans 

.C(E) est continue (puisque H est de classe C1 ), et par conséquent il 
existe K > 0 tel qu'on ait: 

( 4) lln~:!,>Hll 5 K , pour (t, y) E Lo . 

Comme la houle B(yo,S) est convexe, on a, d'après (4) et le théorème de 
la moyenne, pour t E [to - S, to + S] et Yt, Y2 E B(yo, S): 

(5) IIH(t,y1) - H(t,y2)ll < K IIY1 -y2II · 

2. On pose e0 = min (s, !, 
2
~), J0 = [to - e0 , t0 + e0 ]. Soit Ji un 

intervalle contenu dans Jo et contenant to. 

LEMME. Pour qu'une application continue y de J1 dan& U &oit &olution 
de ( **), de condition initiale ( t 0 , Yo), il faut et il &uffit qu'on ait, pour 
tout t E J1 : 

(6) îf(t) = Yo + {' H(s,îf(s))ds . 
lto 

DÉMONSTRATION : La nécessité de (6) s'obtient en intégrant entre to et 
t E J1 l'équation ( **). 
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Inversement, si l'application continue y : 11 -+ U vérifie (6), alors 
le membre de droite de cette relation est dérivable en tout point t E 11, 
de dérivée H(t,y(t)); donc y est de classe C1 et est une solution de(**) 
définie sur 11,. Par ailleurs, la relation (6), pour t = to, donne y(to) = Yo• 

3. Munissons l'espace X= C(11 ,Ë(y 0 ,o)) des applications continues de 
11 dans Ë(y 0 , o) de la distance uniforme. L'espace métrique X est alors 
complet (Chapitre IV, §.3, Proposition 6). Pour z EX, définissons une 
application :F( z) de 11 dans E par : 

:F(z)(t) = Yo + t H(s,z(s))ds. 
lto 

L'application :F(z) est continue. D'après (3), on a, pour t E 11 : 

(7) 11:F(z)(t) - Yoll < M lt - toi < eoM < o , 
donc :F(z) prend ses valeurs dans Ë(y 0 ,o) et c'est donc un élément de X. 

On a ainsi défini une application :F : z 1--+ :F( z) de X dans X . 
Notons D la distance uniforme de X ; pour z, z E X, on a: 

D(:F(z),:F(z)) = sup 11:F(z)(t) - :F(z)(t)II 
tEJ1 

= ::fi 111: [H(s, z(s)) - H(s, z(s))] dsll 
Or, pour s E 11 , on a, d'après la relation (5): 

IIH(s,z(s)) -H(s,z(s))II < K llz(s)- z(s)II 
< KD(z,z), 

et on obtient donc : 

D(:F(z),:F(z)) $; sup lt- toi K D(z,z) 
tEJ1 

$; eo K D(z, z) $; ½ D(z, z) . 

L'application :F : X -+ X est donc ½-Lipschitzienne, et en particulier 

contractante. Comme X est complet, elle possède dans X un unique 
point fixe. 

4. Existence. Prenons 11 = 10 • La partie 3 montre qu'il existe une 
application continue y de 1o dans Ë(yo, o) vérifiant la relation (6). Le 
lemme de la partie 2 montre que y est une solution de ( **) , de condition 
initiale (t0 , y0 ). 

Unicité. Soient 1 un sous-intervalle de 10 , contenant t0 , et îf une 
solution de (**),de condition initiale (t0 , y0 ), définie sur 1. L'application 
fi satisfait donc (6) pour tout t E 1. 
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Soit J1 la composante connexe de to dans y- 1(.B(yo,6)). D'après la 
partie 3, on a y(t) = y(t) pour t E J1 • Or d'après la relation (7), on a: 

IIV(t) - Yoll = IIY(t) - Yoll < 6 
pour lt - ta 1 < êa • On a donc J = J1 , et y coïncide avec la restriction de 
y à J. 

2.3. Remarque. L'hypothèse que H est de classe C1 n'est in­
tervenue dans la. démonstration que pour obtenir dans la partie 1 des 
constantes 6, M, K vérifia.nt les relations (1), (2), (3), (5). Le théorème 
de Cauchy-Lipschitz (et sa démonstration) est encore valide lorsqu'on sup­
pose seulement que : 

- l'application H : I x U-+ E est continue. 
- l'application H est localement uniformément lipschitzienne par 

rapport à. la variable y, c'est-à-dire que pour tout (ta, Ya) E I x U, il 
existe 6 > 0, K > 0 tels que les relations (1 ), (2), (5) soient satisfaites. 

2.4. Complément sur l'unicité. 

Soient y, y deux solutions de l'équation différentielle ( **), définies 
respectivement sur des sous-intervalles J, J de I. 

PROPOSITION 1. S'il existe un temps ta E J n J tel que y(to) = y(ta), 
alors les solutions y et y coïncident sur J n J et définiJsent ensemble une 
solution de ( **) sur J U J. 

DÉMONSTRATION : L'ensemble E des points t E JnJ tels que y(t) = y(t) 
est non vide par hypothèse. Il est fermé dans J n J puisque y et y sont 
continues. Il est ouvert dans J n J d'après l'unicité dans le théorème de 
Cauchy-Lipschitz. On a donc E = J n J, puisque J n J est un intervalle. 

Finalement, il est clair que l'application y définie par : 

y(t) = y(t) , t E J 

= y(t) , t E J 
est une solution de (**) définie sur J U J. 

2.5. Complément sur l'existence. 

Soit K, une partie compacte de I x U. 

PROPOSITION 2. n existe un nombre e(K,) > 0 tel que, pour toute 
condition initiale (ta, Ya) E K,, l'équation ( **) admette une solution de 
condition initiale (ta, Ya) définie sur [to - e(K-), to + e(K-)]. 

DÉMONSTRATION : Pour tout (t, y) E K,, soient c5(t, y), M(t, y), K(t, y) 
des nombres strictement positifs tels qu'on ait: 

[t - S(t, y) , t + c5(t, y)] C I , 
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pour 

Ë(y, é(t, y)) CU , 

IIH(l, V)II :5 M(t, y) , pour lt -11 < é(t, y) , 

IIY-VII < é(t,y) ; 

IIH(l, y) - H(t, Y)II < K(t, y) IIV-YII , 

lt-11 :5 é(t,y) ' IIY-1711 :5 é(t,y)' 

IIY - ull ::; é(t, y) . 
(Cf. relations (1), (2), (3), (5) de 2.2). 

Posons: 

V(t,y) = ]t-½é(t,y), t + ½é(t,y) [ x B (Y, ½é(t,y)) 

Alors (V(t, y))(t,y)EK: est un recouvrement de K, par parties ouvertes; 
d'après le théorème de Borel-Lebesgue, il existe donc des points 
(t1, Y1), ... , (tt, Yi) de K, tels que: 

Posons: 

l 

K, C U V(ti, Yi) . 
i=l 

M = max M(ti, Yi) 
l~i9 

K = max K(t;, Yi) 
1~i~l 

- 1 
6 = - min é(t· y·) 

2 l~i~l a, 
1 

(
- 6 1) 

e = e(K,) = min 6, M' 2K 

Soit (to,Yo) E K,. Il existe i E {l, ... ,f} tel que (to,Yo) E V(ti,Yi)- On a 
alors: 

donc 

pour 

[to - 6, to + 6] C [ti - é(t;, y;), ti + é(ti, Yi)] , 

Ë(yo,6) C Ë(Yi,é(tï,Yi)), 

IIH(t, y)II < M pour lt - toi :5 6 , IIY - Yoll < 5 , 

IIH(t, y) - H(t, V)II < K IIY -1711 

lt-tol < G, 
IIY - Yoll < 6, 
1117-Yoll :5 6 • 

On peut donc appliquer le reste de la démonstration de 2.2 et conclure 
qu'il existe une solution de (**) de condition initiale (t0 ,y 0 ) définie sur 
[to - e(K-), to + e(K-)]. □ 
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§. 3. Solutions maximales. 

3.1. On considère toujours l'équation différentielle 

(**) y'= H(t,y) 

pour laquelle on garde les mêmes notations que précédemment. 
Soit ( to, Yo) une condition initiale. 

THÉORÈME 2. 

A) n existe un intervalle ouvert J contenant t0 , contenu dans I, et 
une solution y de ( **), de condition initiale ( t0 , y0 ), définie sur J qui 

· est maximale dans le sens suivant: Si y est une autre solution de condition 
initiale ( t0 , y0 ), définie sur un intervalle J, alors J C J et y coïncide 
avec la restriction de y à J. 

B) La solution maximale y sort de tout compact de I x U, c'est-à-dire 
que pour toute partie compacte X:, de IX U, il existe un intervalle compact 
[a, b] C J tel que (t, y(t)) fi. X:, si t E J - [a, b]. 

DÉMONSTRATION : Soit :l l'ensemble des paires (J, îf) telles que: 

J est un sous-intervalle de J, contenant t0 ; 

y est une solution de ( **), de condition initiale (t0 , y0 ), définie 
sur J. 

Posons J = 

contenant t0 • 

LJ J. Alors J est un intervalle contenu dans J, 

(],f/)E~ 

On définit une application y : J -+ U de la façon suivante : pour 
t E J, soit (J, y) E :l tel que t E J; on pose y(t) = y(t). Cette définition 
ne dépend pas de l'élément (J, y) considéré: si (J1 , y1 ) est un autre élément 
de :l tel que t E J1, les solutions y et y1 de (**) coïncident sur J n J1, 
donc en t, d'après la proposition 1. 

L'application y est clairement une solution de (**) de condition 
initiale ( to, Yo), définie sur J. 

Montrons que J est ouvert, c'est-à-dire que les bornes supérieures et 
inférieures de J (prises dans RU {-oo, +oo}) n'appartiennent pas à J. 

Si par exemple la borne supérieure T de J appartenait à J, il 
existerait d'après le théorème 1 un nombre e > 0 et une solution fi de 
( **) définie sur [T - e, T + e] tels que fj(T) = y(T). 

L'application qui coïncide avec y sur J et avec y sur [T, T + e] serait 
une solution de ( **) de condition initiale (t0 , y0 ) définie sur un intervalle 
contenant strictement J : ceci contredit la définition de J. 

On démontre de même que la borne inférieure de J ne peut appartenir 
à J, et l'intervalle J est donc ouvert. 
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Soit K, une partie compacte de I x U. Soit e(K-) un nombre stricte­
ment positif satisfaisant les conclusions de la proposition 2. Posons : 

a = inf K-1 , b = sup K-1 , 
où K,1 est la partie compacte de I, image de K, par la projection (t, y)~ t 
de I x U sur I. Posons aussi: 

a = inf J E R U { -oo} , 

b = sup J E R U { +oo} , 

a= max (a,a + e(K,)) ER, 

b = min (b, b- e(K-)) e R . 

Soit t E J tel que (t, y(t)) E K,. On a donc t E [a, b]. D'après la 
proposition 2, il existe une solution y de ( **) définie sur [t-e(K,), t+e(K-)] 
vérifiant y(t) = y(t). D'après la maximalité de_ (J,y), on doit avoir 
[t - e(K-), t + e(K-)] C J, donc t > a+ e(K,), t ~ b - e(K,) et finalement 
t E [a, b]. D 

3.2. Remarque. La partie B) du théorème 2 n'a d'intérêt que 
lorsque J est strictement contenu dans I. 

Supposons par exemple que la borne supérieure b de J soit ~nie et 
appartienne à I. Soit K,2 une partie compacte de U. Alors [to, b] x K-2 

est une partie compacte de I x U. D'après la partie B) du théorème 2, 

il existe un temps b E [to, b [ tel que pour tout temps t E ] b, b [ on ait 

y(t) ft K-2. En d'autres termes, si la borne supérieure du domaine de 
définition de la solution maximale appartient à I, alors cette solution 
sort de tout compact de U lorsque le temps s'approche de cette borne 
supérieure. 

3.3. Exemple fondamental. 

Supposons qu'on ait I = R, U = E. Soit (to,Yo) E R x E une 
condition initiale. Notons y la solution maximale de ( **) de condition 
initiale (t0 , y0 ), J son domaine de définition. On a la dichotomie: 

Soit [to, +oo) C J, c'est-à-dire que la solution maximale est 
définie pour tout temps t ~ to ; 
Soit sup J = b < +oo, et on a alors: 

li111 lly(t)II = +oo . 
t-+b 

(Dans le premier cas, on ne peut rien dire, sans hypothèses supplémen­
taires, sur le comportement de y( t) lorsque t tend vers +oo ). 

De même: 

Soit (-oo, t0] C J, c'est-à-dire que la solution maximale est 
définie pour tout temps t ~ to ; 
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- Soit inf J =a> -oo, et on a alors: 

lill! lly(t)II = +oo . 
t-+ii 

§. 4. Equations différentielles d'ordre k. 

4.1. Le cas d'une équation différentielle 

y<k) = H (t, Y, ... ' y<k-1)) 

d'ordre k 2:: 2 se ramène à celui d'une équation d'ordre 1, comme expliqué 
en 1.4.1, par l'introduction de la variable 

Y ( I (k-1) Ek = y,y, ... ,y E . 

La donnée d'une condition initiale (t0 , Yo) est donc la donn~: 

d'un temps to E J 
- des valeurs y( t0 ), y' ( t0 ), ••• , y<k-l) ( t0 ) de la solution cherchée 

et de ses dérivées jusqu'à l'ordre (k -1) au temps t0 • 

Ceci étant, tous les résultats des paragraphes 2 et 3 s'appliquent à 
l'équation différentielle précédente. 

4.2. Exemple. 

Reprenons l'exemple 1.2 de la Mécanique céleste. 
En posant y= (Yi, ... , Yn) E (R3)R, on a une équation différentielle 

du second ordre : 
y" = H( t, y, y') 

où l'application H ne dépend en fait que de y et sa ième composante Hi 
est: 

, Yi - Y; 
Hi(t,y,y) = - Lm; 3 • 

j-#i IIYi-Y;II 

L'application H est de classe C00 dans l'ouvert R x V X (R3)n, où: 

V= { y E (R3t jVi f j , Yi f Y;} · 

Dans le cadre des §.2.3, on a donc I = R, U = V X (R3t. Se donner 
une condition initiale revient à se donner un temps t0 , les positions 
Y1(to), ... ,yn(to) distinctes des masses au temps to et leurs vitesses 
y~ ( to ), ... , y~ ( to). 

Pour tout R > 0, définissons : 

KR= { (Y1, • · ·, Yn, Y~,·•·, y~) E (R3r X (R3tl 

t, llv;II + t, IIY:U + fu IIY• -Y;II-' < R} 
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C'est une partie compacte de U = V X (R3t. 
Inversement, pour toute partie compacte K:, de U il existe R > 0 tel 

que K:, C Kn. 
Soit (t0 , y(t0 ), y'(t 0 )) une condition initiale, y la solution maximale 

correspondante. Alors 

soit y est définie pour tout temps t > to ; 
soit la borne supérieure t1 du domaine de définition de y est 
finie et on a : 

.~'l ( t, 11y,(t)II + t, 11y:(t)II + ~ llu,(t) - u;(t)II-') = +oo . 

[ En fait on peut montrer qu'on a plus précisément: 

n 

lim """IIYHt)II = +oo 
t--ti L.J 

i=l 
n 

lim """IIYï(t) - y;(t)ll- 1 = +oo ] 
t--ti L.J 

i<j 
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CHAPITRE XI: Equations différentielles linéaires et 

comparaison des solutions. 

§. 1. Rappels sur les équations linéaires du premier ordre sur R. 

1.1. Equations sans second membre. 

Soient I un intervalle ouvert, et ,\ une fonction continue de I dans 
R. 

Considérons l'équation différentielle: 

y'= ,\(t)y . 

Soit (t0 , y0 ) E J x R une condition initiale pour cette équation 
différentielle. La solution maximale correspondante est alors définie sur 
l'intervalle I tout entier et est explicitement donnée par: 

y(t) = Yo exp u: .\(s)ds) 

1.2. Equations avec second membre. 

Soient I, ,\ comme ci-dessus et µ une autre fonction continue de I 
dans R. 

Considérons l'équation différentielle : 

y'= ,\(t)y + µ(t). 

Soit (t0 , y0 ) une condition initiale pour cette équation différentielle. 
Là encore, la solution maximale correspondante est définie sur l'intervalle 
I tout entier et est déterminée par une formule explicite : on recherche 
cette solution par la méthode de variation des constantes, c'est-à-dire 
qu'on l'écrit sous la forme: 

on a: 

y(t) = z(t) exp u: ,\(s)ds) 

= z(t)cp(t) ; 

cp'(t) = ,\(t)cp(t) 

cp(to) = 1 

de sorte qu'on doit avoir: 

z(to) = Yo , 
z'(t)cp(t) + z(t)cp'(t) = ,\(t)z(t)cp(t) + µ(t) , 
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ou encore 

z'(t) = ;~:~ , z(to) = Yo 

et finalement: 

z(t) = Yo + 1: µ(s) exp (- J.: ~(u)du) ds. 

1.3. Remarque. On a seulement supposé que ,\ et µ étaient 
continues, de sorte que les hypothèses du théorème d'existence et d'unicité 
de Cauchy-Lipschitz ne sont pas nécessairement vérifiées. Cependant, la 
remarque du Chapitre X, §.2.3 s'applique ici, de sorte que les conclusions 
du théorème de Cauchy-Lipschitz sont encore valables pour les équations 
différentielles considérées en 1.1 et 1.2. 

§. 2. Le lemme de Gronwall. 

2.1. Enoncé. 

Soit y une application de classe C1 définie sur un intervalle ouvert 
I de R et à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie E. 

Soit to E J. On suppose que pour t ~ t0 , t E J, l'application y 
vérifie: 

IIY'(t)II ~ .X(t) lly(t)II + µ(t) ' 

où .À et µ sont deux fonctions continues définies sur I, la fonction l 
étant à valeurs positives ou nulles. 

THÉORÈME 1 (Lemme de Gronwall) . Sow les hypothèses précédentes, 
soit cp une solution, définie sur I, de l'équation différentielle : 

cp'(t) = .X(t)cp(t) + µ(t) 

et satisfais a nt de plus : 

lly(to)II < cp(to) . 

Alors on a, pour tou.t t E J, t > to : 

llv(t)II < cp(t) . 

REMARQUE. Lorsque la fonction .À est identiquement nulle, l'énoncé 
précédent se réduit au théorème de la moyenne. Inversement, on va 
démontrer le théorème à l'aide du théorème de la moyenne. 
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DÉMONSTRATION : Supposons d'abord qu'on ait: 

lly(to)II < cp(to) , 
et montrons qu'on a alors, pour t E J, t ~ to : 

lly(t)II < cp(t) . 
Dans le cas contraire, il existe t1 E J, t1 > to tel qu'on ait : 

lly(t1)II = cp(t1) 
lly(t)II < cp(t) , Vt E [to, t1[ 

On a alors, pour t E [to, t1] : 

IIY'(t)II :5 ,\(t) lly(t)II + µ(t) 
:5 ,\(t)cp(t) + µ(t) = cp'(t) ' 

d'où, par le théorème de la moyenne: 

lly(t1) - y(to)II :5 cp(t1) - cp(to) , 
ce qui implique lly(t1)II < cp(t1), une contradiction. 

Pour traiter le cas restant IIY( to) Il = cp( to), notons, pour ê E R, <pe 
la solution définie sur I de l'équation différentielle 

cp~(t) = ,\(t)cpe(t) + µ(t) 
telle que <pe(to) = lly(to)II + ê. 

D'après 1.2,l'application (e,t) ~ cpe(t) de Rxl dans Rest continue. 
D'après la première partie de la démonstration, on a, pour t > t0 , t E J 
et ê > 0 : 

lly(t)II < cpe(t) . 

On conclut donc qu'on a, pour t E J, t ~ t0 : 

lly(t)II :=;; cpo(t) . 

2.2. Temps antérieurs à to. 

L'énoncé précédent a permis de contrôler la norme de l'application y 
pour des temps postérieurs au temps to . 

En changeant le sens du temps, on va obtenir un contrôle similaire 
pour les temps antérieurs à t0 • 

Supposons donc que l'application y vérifie, pour t E J, t :5 to : . 

IIY'(t)II < ,\(t) lly(t)II + µ(t) ' 
où ,\ et µ sont des fonctions continues définies sur I, la fonction ,\ étant 
à valeurs positives ou nulles. 

Posons X(t) = ,\(-t), µ(t) = µ(-t), y(t) = y(-t). On a alors 
y'(t) = -y'(-t), donc 

llû(t)II < X(t) lly(t)II + µ(t) , 
pour t > -t 0 tel que -t E J. 
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D'après le lemme de Gronwall, on aura: 

llv(t)II ~ ép(t) , 

pour t > -t 0 tel que -t E /, à. condition que ép soit une solution de 
l'équation 

ép'(t) = X(t)ép(t) + µ(t) 

satisfaisant ép(-to) > 1117(-to)II, 
En posant ip(t) = ép(-t), cela revient à. dire que, si <p est une solution 

( définie dans /) de l'équation différentielle: 

ip'(t) = -À(t)ip(t) - µ(t) 

satisfaisant de plus : 

cp(to) > lly(to)II , 

alors on a, pour t E I, t ~ to : 

lly(t)II ~ ip(t) . 

2.3. Exemple fondamental. 

Soit y une application de classe C 1 définie sur un intervalle ouvert 
I de R et à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie E. 

Supposons qu'il existe un nombre réel À 2:= 0 tel qu'on ait, pour tout 
t E J: 

IIY'(t)II ~ À lly(t)II 

Soit t0 E J. On a alors, pour t E J: 

lly(t)II < lly(to)II e-\lt-tol • 

En effet, pour t 2:= t0 , on compare y à la solution 

<p+(t) = lly(to)II e,\(t-to) 

de l'équation 

tandis que pour t ~ t0 , on compare y à la solution 

C;?-(t) = lly(to)II e--\(t-to) 

de l'équation 
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2.4. Conséquence pour les solutions maximales. 

Soient I un intervalle ouvert de R et E un espace vectoriel normé 
de dimension finie. 

On considère une équation différentielle : 

y' = H(t, y) 

où H est une application de classe C1 de I x E dans E (il suffit en fait 
de supposer que H vérifie les conditions de la remarque du Chapitre X, 
§.2.3). 

On suppose qu'il existe deux fonctions continues À, µ définies sur 
I telles qu'on ait, pour tout (t, y) E J x E : 

IIH(t, Y)II :5 À(t) IIYII + µ(t) 

(les fonctions À et µ sont donc nécessairement à valeurs positives). 

PROPOSITION 1. Sous les hypothèses précédentes, toute solution maxi­
male de l'équation différentielle ( **) est définie sur l'intervalle I tout 
entier. 

DÉMONSTRATION : Soient y une solution maximale de l'équation (**), 
J son domaine de définition, t0 E J. Soit ({) la solution, définie dans I, 
de l'équation 

C()1(t) = À(t)C()(t) + µ(t) 

telle que C()(to) = lly(to)II-Pour t E J, on a: 

IIY'(t)II = IIH(t, y(t))II 
< À(t) lly(t)II + µ(t) , 

donc, d'après le lemme de Gronwall, on a: 

lly(t)II :5 C()(t) 

pour t > t0 , t E J. Si la borne supérieure t1 de J est finie et appartient 
à J, l'application ({) est bornée sur l'intervalle compact [to, t1], et il en est 
donc de même pour y. Mais ceci contredit le Théorème 2, partie B), §.3.1 
du Chapitre X ( cf. aussi Remarque §.3.2). 

Par conséquent la borne supérieure de J est ausi celle de I. De même 
la borne inférieure de J est aussi celle de I. On a donc J = I. □ 

REMARQUE. On peut bien sûr aussi se servir du lemme de Gronwall pour 
contrôler la norme des solutions maximales sur l'intervalle I tout entier. 
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§. 3. Equations linéaires du premier ordre en dimension quelcon­
que. 

3.1. Equations sans second membre. 

Soient I un intervalle ouvert de R et E un espace vectoriel (normé) 
de dimension finie. 

On considère l'équation différentielle: 

y'= A(t)y , 

où A est une application continue de I dans .C( E), et on cherche des 
solutions y à valeurs dans E. 

Les hypothèses de la remarque du Chapitre X, §.2.3 sont satisfaites, 
donc il en est de même pour les conclusions du théorème de Cauchy­
Lipschitz. 

PROPOSITION 2. 

1) Toute solution maximale de l'équation différentielle ( *) est défi­
nie sur l'intervalle I tout entier. 

2) Les solutions maximales de ( *) forment un sous-espace vectoriel 
S de l'espace C1(I,E) des applications de classe C1 de I dans 
E. 

3) La dimension de S est égale à celle de E. Plu.s précisément, 
pour tout t0 E I, l'application y 1-+ y(t0 ) est un isomorphisme 
de S sur E. 

DÉMONSTRATION : La partie 1) résulte de la Proposition 1 (en prenant 
µ(t) = 0, ,\(t) = IIA(t)II ). 

Toute solution maximale de ( *) est donc un élément de C1 
( I, E). Il 

est clair que si y1 , y2 sont des solutions (maximales) de ( *) et ,\1, ,\2 E R, 
alors À1 Y1 +,\2Y2 est encore une solution (maximale) de (*); d'où la partie 
2). 

Finalement, l'application y 1-+ y(t0 ) de S dans E est évidemment 
linéaire, et elle est injective et surjective d'après l'unicité et l'existence 
dans le théorème de Cauchy-Lipschitz. D 

Munissons .C(E) de la norme d'applications linéaires; on a alors, pour 
tout y E S, t E I 

IIY'(t)II < IIA(t)ll lly(t)II . 

Pour tout t0 E I, nous obtenons alors, par le lemme de Gronwall : 

lly(t)ll 5 lly(to)II exp (11: IIA(s)II dsl) , Vt E I . 

104 



3.2. Equations avec second membre. 

Soient I, E, A comme précédemment. Nous considérons maintenant 
l'équation différentielle: 

y'= A(t)y + b(t) , 

où b est une application continue de J dans E. 
L'équation (**) vérifie à nouveau les hypothèses de la remarque du 

Chapitre X, §.2.3, donc les conclusions du théorème de Cauchy-Lipschitz 
sont vérifiées. 

PROPOSITION 3. 

1) Toute solution maximale de ( **) est définie su.r l'intervalle I 
tout entier. 

2) Les solutions maximales de ( **) forment un sow-espace affine 
S de C1 (I, E), dont la direction est le sow-espace vectoriel S 
des solutions de ( *). En particulier, la dimension de S est égale 
à celle de E. 

DÉMONSTRATION : La partie 1) est de nouveau conséquence de la 
proposition 1 (en prenant .-\(t) = IIA(t)II, µ(t) = llb(t)II ). 

Soit y0 une solution maximale de (**). Une vérification immédiate 
montre qu'une application y E C1(I,E) est solution (maximale) de (**) 
si et seulement si l'application y - y0 est solution de ( *), c'est-à-dire 
appartient à S. Ceci démontre la partie 2) de la proposition. □ 

On peut utiliser, de même qu'en 3.1, le lemme de Gronwall pour 
limiter la croissance des solutions maximales de ( **). 

3.3. Equations à coefficients constants. 

On se propose d'étudier plus précisément l'équation différentielle 
linéaire du premier ordre: 

(*) y'= Ay , 

où A est un élément de C( E) indépendant du temps t. 
Nous nous contenterons d'étudier cette équation sous l'hypothèse 

supplémentaire que l'endomorphisme A de E est diagonalisable sur 
C , ce qui est en particulier le cas lorsque toutes les racines ( réelles ou 
complexes) du polynôme caractéristique de A sont simples. 

Il existe alors une décomposition: 

ayant les propriétés suivantes : 
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- pour 1 ~ i ~ r , chaque sous-espace Ei est de dimension 1, 
invariant par A, et il existe une valeur propre réelle Àï de A telle qu'on 
ait Ax = ÀïX pour x E Eï; 

- Pour 1 5 j < s, chaque sous-espace Ej est de dimension 2, 
invariant par A; il existe une paire µ;, 'il;, avec lmµ; > 0, de valeurs 
propres complexes conjuguées de A, et une identification de Ej à. C 
telles qu'on ait Az = µ;z pour z E Ei. 

En identifiant E à. nr X c• (où on note les coordonnées 
(x 1 , .•• , Xr, z1 , ... , z.) ), l'équation différentielle considérée devient: 

{ 

X~= ÀïXi , l~i<r 

Zj = µ; Zj ' l ~ j ~ s • 

On peut alors résoudre explicitement : 

{ 
Xï(t) = e.\;t Xï(O) , 

z;(t) = eP;t z;(O) , 
l~i~r 
l~j~s. 

L'allure de la courbe (paramétrée par t) décrite par z;(t) est plus 
précisément décrite par : 

{ 
lz;(t)I = e(Re P;)t lz;(O)I 

Arg z;(t) = t (lmµ;)+ Arg z;(O) . 
Lorsque z;(O) est non nul, c'est une spirale logarithmique si Reµ; =f O, un 

cercle (parcouru périodiquement avec une période 21ri / µ;) si Reµ; = 0. 

En regroupant certains des sous-espaces Eï , Ei on obtient la décom­
position fondamentale de E : 

E= E-œE 0 œE+ 

E- est la somme directe des sous-espaces Eï et E1 correspond à 
des valeurs propres de partie réelle strictement négative; on l'appelle 
le sous-espace stable du champ de vecteurs (linéaire) considéré et c'est 
exactement l'ensemble des solutions y(t) telles que: 

lim lly(t)II = o . 
t-+oo 

E 0 est la somme directe des sous-espaces Ei et E1 correspondant 
à. des valeurs propres nulles ou imaginaires pures; on l'appelle le 
sous-espace central du champ de vecteurs considéré; c'est exactement 
l'ensemble des solutions y(t) telles que: 

sup lly(t)II < +oo . 
tER 

E+ est la somme directe des sous-espaces Ei ou Ej correspondant 
à des valeurs propres de partie réelle strictement positive; on l'appelle le 
sous-espace instable du champ de vecteurs considéré; c'est exactement 
l'ensemble des solutions y( t) telles que : 

lim lly(t)II = o . 
t--oo 

106 



EXEMPLE. Décrivons l'allure des solutions lorsque dim E - 2 et les 
valeurs propres de A sont simples. 

1. A a deux valeurs propres réelles ..\1 < ..\2 • 

1.a). 
À1 < À2 < 0 
E-=E 
E 0 = E+ = {O}. 

1.b). 

1.c). 

À1 < À2 = 0 
E- =E1 
E 0 =E2 
E+ = {0}. 

À1 < 0 < À2 

E- =E1 
E 0 = {0} 
E+ = E2. 

1.d). 
À1 = 0 < À2 

E- = {0} 
E 0 =E1 
E+ = E2. 

I.e). 
0 < À1 < À2 

E- = E0 = {0} 
E+=E. 

E, 

2. A a deux valeurs propres complexes conjuguées µ, µ, et dans une 
identification de E à C qui préserve l'orientation, A s'identifie à la 
multiplication par µ. 

2.a). 
Reµ <0 
lmµ> 0 

E- = E, E° = E+ = {0}. ~----
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2.b). 
Reµ< 0 

lmµ< 0 
E- = E, E° = E+ = {0}. 

2.c). 
Reµ=0 
lmµ> 0 
E- = E+ = {0}, E 0 = E. 

2.d). 

2.e). 

2.f). 

Reµ=0 
lmµ <0 
E-=E+={0}, E0 =E. 

Reµ >0 
lmµ >0 
E- = E 0 = {O}, E+ = E. 

Reµ> 0 

lmµ <0 
E- = E0 = {0}, E+ = E. 

§. 4. Dépendance des conditions initiales. L'équation aux varia­
tions. 

4.1. On considère dans ce paragraphe une équation différentielle 

( *) y' = H ( t, y) 

où: 

- I est un intervalle ouvert de R 
- U est une partie ouverte d'un espace vectoriel normé E de 

dimension finie 
- H est une application de classe C 1 de I x U dans E. 

On se fixe une fois pour toutes un temps initial t0 E I. 

Etant donné un point y E U; on note J(y) l'intervalle de définition 
de la solution maximale de ( *) de condition initiale (to, y), et on note 
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t-+ 4->(t, y) cette solution maximale. L'application 4.> est donc définie sur 
la partie: 

V= U J(y) x {y} 
yEU 

de I x U. Le point 4.>(t, y) représente donc la position à l'instant t de la 
solution qui était à l'instant initial t0 au point y. On a, pour (t, y) E V : 

a 
8t 4->(t, y)= H(t, 4->(t, y)) . 

Pour ( t, y) E J x U, on note n<2> H ( t, y) la différentielle partielle de 
l'application H dans la direction de E. 

4.2. 

THÉORÈME 2. 

1) V est une partie ouverte de R x E ; 

2) L'application 4.> de V dans E e8t de cla88e C 1 ; 

3) Notons n<2>4.> la différentielle partielle de 4.> dans la direction de E. 
Soient Yo E U, v0 E E; po8on8 v(t) = n<2>4.>(y0 , t)(v 0 ) pour t E J(y 0 ). 

Alor8 l'application t H v(t) de J(y 0 ) dan8 E e8t la 8olution maximale de 
condition initiale (t0 , v0 ) de l'équation différentielle linéaire (dite équation 
aux variations) : 

v' = n<2> H(t, 4->(t, Yo))v. 

L'équation aux variations est du type considéré en 3.1, dont les 
propriétés sont données dans la proposition 2. Rappelons que ses solutions 
maximales sont définies sur l'intervalle J(y 0 ) tout entier. Pour chaque 
t E J(yo), l'application v H v( t) est un isomorphisme de l'espace vectoriel 
S des solutions de l'équation aux variations sur E. On en déduit que 
l'endomorphisme n<2> 4.>( t, y0 ) E C( E) est toujours inversible. 

4.3. Démonstration. (esquissée). 

1. Soient Yo EU, t 1 E J(yo). Notons L l'intervalle compact d'extrémités 
to et t1. Nous supposerons d'abord qu'on a, pour tout t EL : 

On a alors 

H(t,yo) = 0, 

n<2> H(t,yo) = 0 . 

4->(t,yo) = Yo , \/t EL. 

Posons R, = lt1 - t0 1, et fixons e > 0. Comme n<2> H est continue et L 
est compact, il existe par le théorème de Borel-Lebesgue un nombre 8 > 0 
tel qu'on ait : 
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pour (t, y) E Lx B(y 0 , 6). On a alors, par le théorème de la moyenne: 

(1) IIH(t, yi) - H(t, Y2)II $ e IIY1 - Y2II , 

pour t EL, Y1,Y2 E B(yo,6). 
Munissons l'espace X = C(L, Ë(y 0 , 6)) des applications continues de 

L dans Ë(yo, 6) de la distance uniforme. Pour tout y E B (Yo, ~) et 

toute application z EX, définissons une application .ry(z) de L dans E 
par: 

.ry(z)(t) =y+ lt H(s,z(s))ds. 
to 

D'après la relation (1), on a, pour s EL : 

(2) IIH(s,z(s))II $ e llz(s)-Yoll $ e6. 

1 
Supposons ë < 'U • On a alors, pour t E L : 

11.ry(z)(t) - Yoll $ IIY - Yoll + lt - toi e6 
6 6 

$2+2= 6 · 

D'autre part, .ry(z) est clairement continue dans L. C'est donc un élément 
de X et on a défini une application .ry de X dans X . 

Pour z,z EX, on a, d'après la relation (1): 

11.ry(z) - .ry(z)II $ el llz - zll , 
donc .ry est une application contractante de l'espace métrique com­
plet X dans lui même. Son unique point fixe Zy est l'application 
t 1--7 4>(t, y) de L dans Ë(y 0 , 6) solution de (*) de condition initiale (t0 , y) 
(cf.Chapitre X, §.2.2, Lemme). Soit z0 EX l'application constante de va­
leur y. On a: 

lim ?.!y (zo) = Zy , 
n.-+oo 

et plus précisément, comme l'application .ry est el-lipschitzienne: 

(elt 
11.r;'(zo) - Zyll $ 1 _ el 11.ry(zo) - zoll 

D'après la relation (2) ci-dessus, on a: 

11.ry(zo) - zoll $ el IIY - Yoll , 

et on conclut qu'on a, pour tout t EL, y E B (Yo, t) : 
el 

114> ( t, Y) - Y Il $ 1 _ el Il Y - Yo Il • 

On a donc démontré, dans le cas particulier considéré, que 
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- V contient un "tube" de la forme Lx B (Yo, ~). 

- Pour tout t E L, l'application y i-+ 4.>(t, y) de B (Yo, ~) dans E 

est différentiable au point y0 , sa différentielle étant l'application identique 
de E dans E. 

2. Passons au cas général. 

Soient de nouveau y0 E U, ti E J(y 0 ). Pour t E J(yo), posons 
A(t) = n<2> H(t, 4.>(t, y0 )) et considérons l'équation aux variations: 

(V) v' = A(t)v , 

pour une application v de J(y 0 ) dans E. D'après la proposition 2 de §.3.1, 
il existe une application de classe ci, notée B, de J(yo) dans GL(E), 
telle que toute solution maximale v de (V) satisfait: 

v(t) = B(t)v(to) , Vt E J(yo) . 

On a donc: 

B(to) = idE , (3) 

(4) B'(t) = A(t)B(t) , Vt E J(yo) . 

Il existe p > 0 et un intervalle ouvert J contenant t0 et t 1 tels que la 
formule: 

(5) K(t, w) = H(t, 4.>(t, Yo) + B(t)w) - H(t, 4.>(t, yo)) -A(t)B(t)w 

définisse une application K de J x B(O, p) dans E. 
Nous appliquons maintenant à l'équation différentielle 

(*)' w'=K(t,w) 

la première partie de la démonstration. On a en effet : 

K(t,O) = 0, 

n<2> K(t, 0) = 0 , 

Vt E J, 

Vt E J. 

[ Remarque: L'application t i-+ A(t) est a priori seulement continue, 

donc K n'est pas nécessairement de classe ci. Mais on observera qu'on 
a utilisé dans la première partie de la démonstration uniquement le fait 
que H est différentiable dans la direction de E, et que la différentielle 
partielle correspondante est continue dans J X U . Ces hypothèses sont 
vérifiées par K dans J x B ( 0, p) . Elles sont d'ailleurs suffisantes pour 

garantir la validité du théorème 2] . 

Soit L un intervalle compact contenu dans J, et contenant t0 et 
ti dans son intérieur. D'après la partie 1, il existe p > 8 > 0 et une 
application q; de Lx B(O, 8) dans E tels que: 
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- pour tout wo E B(O, 6), l'application t t--t \Jf(t, wo) est solution de 
( * )' , définie sur L, de condition initia.le ( t0 , w0 ) ; 

- pour tout t EL, l'application w t--t \Jf(t,w) est différentiable en 
0, sa différentielle étant l'application identique de E. 

Un calcul immédiat montre alors que l'application t t--t <P(t, Yo) + 
B(t) W(t, w) est une solution définie sur L de l'équation ( *), de condition 
initiale (to, y0 + w). On a donc, pour w E B(O, 6), t EL : 

<P(t, Yo + w) = <P(t, Yo) + B(t) w(t, w) . 

On conclut que le domaine de définition V de <P contient L x B(y 0 , 6) . 
Comme Yo et t1 étaient arbitraires, cela montre que V est ouvert. 

On conclut aussi que <P possède au point ( t1 , y0 ) une différentielle 
partielle dans la direction de E, égale à B( t1 ). On a donc démontré les 
conclusions 1 et 3 du théorème. 

On laisse au lecteur consciencieux le soin de vérifier que les diff éren­
tielles partielles 

ô 
ôt <P(t, y)= H(t, <P(t, y)) et D<2><P(t, y) 

sont continues dans V, ce qui termine la démonstration du théorème. 

4.4. On trouvera au chapitre suivant des applications importantes 
du théorème 2. 

Le théorème 2 s'applique en particulier lorsqu'on considère une 
équation différentielle dépendant (différentiablement) de paramètres; 
considérons en effet une famille : 

y'= H(t, y,p) 

d'équations différentielles dépendant d'un paramètre p variant dans un 
ouvert W d'un espace vectoriel de dimension finie P. On garde les 
notations de 4.1, et on suppose que H est de classe C 1 dans I x U x W. 

La famille précédente peut être considérée comme une unique équa­
tion différentielle dans l'espace produit E x P : 

{ 
y'= H(t, y,p) 

p' = 0 

à laquelle on applique le théorème 2. 
Soit to E I un instant initial. Pour Yo E U, p0 E W, notons 

t t-t <P(t, Yo,Po) la solution maximale de 

( *po) Y1 = H(t, Y,Po) 

de condition initiale (to, y0 ), et notons J(yo,Po) son domaine de défini­
tion. Le domaine de <P est donc : 

V= { (t, y,p) E J X U x W, t E J(y,p)} . 

On a alors, d'après le théorème 2, les conclusions suivantes: 
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1. V est ouvert dans R x Ex P, et 4> est de classe C1 dans V. 

2. Notons n<2> H, n<3) H les différentielles partielles de H dans les 
directions de E et P, n<3)4> la différentielle partielle de 4> dans la 
direction de P . 

Soient Yo EU, Po E W, qo E P; posons, pour t E J(yo) : 

w(t) = n<3>4>(t, Yo,Po)(qo) E E , 

A(t) = n<2> H (t, 4>(t, Yo,Po),Po) E C(E) , 

b(t) = n<3> H (t, 4>(t, Yo,Po),Po) (qo) E E . 

Alors, l'application w est la solution maximale, de condition initiale (t0 , 0) 
de l'équation linéaire avec second membre : 

w'(t) = A(t)w(t) + b(t) , 
(équation aux variations du paramètre). 
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CHAPITRE XII: Champs de vecteurs. 

§. 1. La propriété de flot. 

1.1. On considère dans ce chapitre une équation différentielle auto­
nome du 1er ordre : 

y'= H(y) 

définie par un champ de vecteurs H de classe ci dans un ouvert U 
de l'espace vectoriel de dimension finie E. 

La propriété suivante est évidente mais fondamentale : 

PROPOSITION 1. Pour t0 ER, notons Tt0 la translation t i--+ t + t 0 de 
R. Soit t0 E R. Si y est une solution de ( *), définie sur un intervalle J, 
alors l'application t i--+ y( t - to) définie sur l'intervalle Tt0 ( J), est aussi 
une solution de ( *). 

DÉMONSTRATION: Pour t E Ti0 (J), posons z(t) = y(t-t 0 ). Comme y 
est de classe ci dans J, z est de classe ci dans Tto ( J) et on a : 

z'(t) = y'(t - t 0 ) = H(y(t - t 0 )) = H(z(t)) . 

D 

COROLLAIRE. Soient t0 E R, Yo E U. Notons y la solution maximale 
de ( *) de condition initiale (0, Yo), et J le domaine de définition de 
y. La solution maximale de ( *) de condition initiale ( t 0 , y0 ) est alors 
l'application t i--+ y(t - t0 ), et son domaine de définition eJt l'intervalle 
Tio( J). 

DÉMONSTRATION : Soient z la solution maximale de (*) de condition 
initiale (to, y0 ), J' son domaine de définition. D'après la proposition 1, on 
a z(t) = y(t-to) pour t E Tt0 (J) et Tt0 (J) C J'. Si cette inclusion était 
stricte, l'application t i--+ z(t+to) serait une solution de(*) de condition 
initiale (0, Yo) définie sur un intervalle T-to ( J') contenant strictement J. 
D 

1.2. Flot de l'équation. 

Nous allons reprendre, pour l'équation ( *) définie par le champ de 
vecteurs H, certaines des conclusions du théorème 2 du Chapitre XI, §.4. 

Nous choisissons une fois pour toutes comme instant initial t0 = 0. 
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Pour Yo E U, nous notons t -+ t(t, Yo) la solution maximale de (*) 
de condition initiale (O,y0 ), et notons J(y 0 ) son intervalle de définition. 
Le domaine de définition de t est donc : 

V= { (t, y) E R x U, t E J(y)} . 

Pour t E R fixé, nous notons tt l'application y 1-+ t(t, y). Le 
domaine de définition de t, est donc: 

c'est-à-dire l'ensemble des positions initiales (à l'instant to = 0) pour 
lesquelles existe une solution de ( *) définie sur [O, t] (pour t ~ 0) ou [t, O] 
(pour t < 0 ). On peut écrire : 

V= { (t,y) ER x U, y E Ut} . 

THÉORÈME 1. 

l. V est ouvert dans R x E, et t est de classe ci dans V. Pour tout 
réel t, Ut est ouvert dans E . 

2. On a Uo = U, et to = id u . 

3. Soit t E R. Alors t, est un difféomorphisme de classe ci de Ut 
sur U-t, dont l'inverse est t-t. 

4. Soient s, t ER. Dans la partie ouverte t;-i(U.,) de U, on a: 

t .. +t = t., Ott • 

DÉMONSTRATION : La partie 1 résulte du théorème 2 du Chapitre XI, 
§.4.2, et la partie 2 est évidente. 

Soit t ER; d'après la partie! l'application tt est de classe ci dans 
l'ouvert Ut. 

(1) 
(2) 

Soit y E Ut; d'après la proposition 1, on a: 

J(t,(y)) = T-t(J(y)) , 

t.,(tt(Y)) = ta+t(Y) , Vs E J(tt(Y)). 

Comme O E J(y), on a -t E J(tt(Y)), c'est-à-dire que tt(Y) E U-t, et 

t-t(tt(Y)) = to(Y) = Y • 

En remplaçant t par -t, on voit que t-t est une application de classe 
ci de U -t dans Ut, vérifiant tt( t -t(Y)) = y pour y E U -t• Donc tt est 
un difféomorphisme de classe ci de Ut sur U -t et son inverse est t-t . 

Soit s ER, tel que tt(Y) E U.,. On a donc s E J(t,(y)), d'où la 
partie 4 d'après la relation (2). 

115 



1.3. Champs de vecteurs complets. 

On dit que le champ de vecteurs défini par H est complet si toute 
solution maximale de l'équation différentielle ( *) est définie sur la droite 
réelle toute entière. 

Supposons qu'il en est ainsi. On a alors: 

V=RxU, 

U, = U, Vt ER. 

Par ailleurs, notons Diff 1 (U) l'ensemble des difféomorphismes de classe 
C1 de U sur U. 

Muni de la composition, Diff1(U) est un groupe. 
La partie 3 du théorème 1 montre que, pour tout réel t, l'application 

'Pt appartient à Diff1(U). 
Les parties 2, 3 et 4 du théorème 1 montrent alors que l'application 

t i--+ 'Pt de R dans Diff1(U) est un homomorphisme du groupe (additif) 
R dans Diff1(U). 

§. 2. Singularités. 

2.1. DÉFINITION L On dit qu'un point a EU est une singularité 
( ou un point singulier) du champ de vecteurs défini par H si on a 
H(a) = O. 

Soit a E U. Si a est une singularité du champ de vecteurs défini par 
H, la solution maximale de ( *) de condition initiale (0, a) est définie sur 
tout R et constamment égale à a. On a donc a E Ut et 'Pt( a) = a pour 
tout réel t. 

Si au contraire a n'est pas une singularité du champ de vecteurs, 
le point 'Pt(a) n'est pour aucune valeur de t E J(a) une singularité. La 
courbe décrite par 'P,(a), lorsque t décrit J(a), est appelée orbite ou 
trajectoire du point a ; elle admet en chacun de ses points une tangente 
engendrée par la valeur de H en ce point. 

Lorsque l'équation différentielle décrit un phénomène physique, une 
singularité correspond à la notion physique d'équilibre. 

PROPOSITION 2. Soit y E U. Supposons qu'on ait y E U, pour tout 
t > 0 et qu'il existe a E U tel que : 

lim 'Pt(Y) = a . 
t-++oo 

Alors a est une singularité du champ de vecteurs défini par H . De même, 
si on suppose qu'on a y E Ut pour tout t ~ 0 et qu'il existe a' EU tel 
que: 

lim 'P1(y) = a' , 
t-+-oo 

alors a' est une singularité du champ de vecteurs. 
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DÉFINITION 2. Sous les hypothèses de la proposition, on dit que y 
appartient à l'ensemble stable de la singularité a, ou à l'ensemble 
instable de la singularité a' . 

DÉMONSTRATION : Supposons que y E Ut pour tout t ~ 0 et qu'on ait: 

lim éP,(y) = a . 
t-+oo 

Soit s ER. Pour t > max (0, -s) on a: 

éP.,(éPt(Y)) = éP.,+t(Y) · 

Pour lsl assez petit, on a a EU., et éP., est continue donc 

éP.,(a) = lim éP.,(éP,(y)) = lim éP.,+t(Y) = a , 
t-+oo t-+oo 

donc 

L'autre cas se traite de façon analogue. 

2.2. Puits et Sources. 

Soit a une singularité du champ de vecteurs défini par H. L'équa­
tion aux variations pour la solution maximale constamment égale à a 
s'écrit: 

v' = DaH(v). 

C'est une équation différentielle linéaire à coefficients constants ( d. Cha­
pitre XI, §.3.4 ), dite équation linéarisée du champ de vecteurs à la sin­
gularité a. 

DÉFINITION 3. On dit que la singularité a est un puits (resp. une 
source) si toutes les valeurs propres (réelles ou complexes) de D 0 H E 
.C( E) ont une partie réelle strictement négative ( resp. strictement 
positive). 

DÉFINITION 4. On dit que la singularité a est attractive (resp. répul­
sive) si l'ensemble stable W"(a) de a (resp. l'ensemble instable W"(a) 
de a) contient une boule ouverte centrée en a. 

PROPOSITION 3. Soit a une singularité du champ de vecteurs. Si a 
est attractive ( resp. répulsive) alors W" (a) ( resp. w• (a)) est une partie 
ouverte de U. 

DÉMONSTRATION: Commençons par un lemme. 
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LEMME. Soient a une &ingularité du champ de vecteur&, W"(a) &on en­
&emble &table, W•(a) &on en&emble in&table, S > 0 tel que B(a, S) CU. 
On a alor&: 

W"(a) = LJ <P11 (W"(a)nB(a,S)) 
t~O 

W"(a) = LJ <P,1 (W"(a)nB(a,S)) 
t~O 

DÉMONSTRATION DU LEMME: Soit y E W"(a). On a lim <Pt(Y) = a, 
t-+oo 

donc il existe to ~ 0 tel que z = <P,0 (y) E B(a,S). On a <P,.(z) = <Pa+to(Y) 
pour s > 0, donc z E W"(a) et y E <P;/(W"(a)nB(a,S)). Inversement, 

soient to ~ 0 et y E U tels que y E <Pi/ (W"(a) n B(a, S)). On a 

donc <Pt0 (y) = z E W"(a) n B(a, S), donc y E Ut pour tout t > 0 et 
<Pt(Y) = <Pt-t0 (z) pour t > 0 d'où y E W"(a). 

La démonstration pour W" (a) est similaire. □ 

La proposition est conséquence immédiate du lemme : si a est 
attractive on peut choisir S > 0 de façon que W"(a) ::) B(a,S); on a 
alors: 

W"(a) = LJ <P11(B(a,6)) , 
t~O 

et W"(a) est une partie ouverte de U. De même si a est répulsive. □ 

REMARQUE. Considérons l'équation différentielle 

(*) y'= -H(y) . 

Notons ( ~t )teR le flot de cette équation, Üt le domaine de ~t. Si y 
est une solution de ( *), définie sur un intervalle J, alors l'application 
y(t) = y(-t), définie sur -J, est solution de (*). On a donc, pour tout 
réel t : 

ü, = u_, , ~, = <P_, . 

Le passage de ( *) à ( *) ( appelé changement de sens du temps) transforme 
singularités de (*) en singularités de (*), puits de (*) en sources de (*) 
( et vice versa), singularités attractives de ( *) en singularités répulsives de 
(*) (et vice versa), ensemble stable d'une singularité pour ( *) en ensemble 
instable pour (*) (et vice versa). 

THÉORÈME 2. Un puits e3t une 3ingularité attractive. Une source e&t 
une &ingularité répulsive. 

DÉMONSTRATION : Bien que le théorème soit valable sans restrictions, 
nous n'allons indiquer la démonstration que dans le cas où l'endomor­
phisme DaH E .C(E) (où a est le puits considéré) est diagonalisable sur 
C. Nous traitons le cas des puits, le cas des sources s'en déduisant en 
changeant le sens du temps. 
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Il existe donc par hypothèse des nombres réels strictement négatifs 
,\ 1, ... , Àr des nombres complexes µ 1 , ••• , µ. de partie réelle strictement 
négative, et une identification de E et Rr x C• tels que, si l'on note 
( x1, ... , Xr, z1, . .. , z.) les coordonnées dans Rr x c•, on ait : 

DaH(x1, ... ,xr, Zt,••·,z•) = (À1x1,•••,ÀrXr,µ1z1,••·,µ•za). 

Munissons Rr x C11 de la norme euclidienne: pour y= (x 1 , ••• , z.) 
r Il 

IIYll
2 =:Ex~+ L lz;l2 

• 
i=l j=l 

On note { , ) le produit scalaire associé. Soit y E Rr x c•. On a: 

r • 

{Y,DaH(y)) = L ÀïX~ + L Reµ; lz;l2 

i=l j=l 

< Co IIYll
2 

, 
où on a désigné par Co le nombre : 

co = m~x ( Àï, Re µ;) < 0 . 
l<a<r 
l~j~• 

Soit c un nombre réel dans ]Co, O[. On a H(a) = 0 donc il existe un 
nombre 8 > 0 tel que pour IIYII < 8 on ait y E U et : 

IIH(a + Y) - DaH(y)II ~ (c- co) IIYII , 

d'où on déduit, pour IIYII < 8 

(H(a + y), y)= {DaH(y), y)+ (H(a + y) - DaH(y), y) 

~ Co IIYll
2 + (c - Co) IIYll

2 = c IIYll
2 

• 

Considérons le champ de vecteurs défini par H dans l'ouvert fJ = B( a, 8). 
Soient y0 E V, y la solution maximale ( dans V) de condition initiale 
(0, yo), J le domaine de définition de y. Pour t E J, posons: 

<p(t) = e-2ct lly(t) - all2 . 

L'application <p est de classe C1 dans J et on a, pour t E J : 

<p1(t) = 2 e-2ct (y'(t), y(t) - a) - 2c e- 2ct lly(t) - all2 

= 2 e- 2 ct [ {H(y(t)), y(t) - a} - c lly(t) - all2 ] 

~ 0 , puisque lly(t) - all < 8 . 

On a donc, pour tout t ~ 0 dans J : 

<p(t) < <p(O) = IIYo - all2 ' 

c'est-à-dire, pour t ~ 0, t E J : 

119 



D'après le théorème 2 du Chapitre X, ceci n'est possible ( comme c < 0) 
que si J ::> n+. On a donc y0 EU, pour tout t ~ 0, ~t(Yo) E B(a,S) = fJ 
pour tout t ~ 0 et 

ll~t(Yo) - all ~ ect IIYo - all 
pour tout t > 0, ce qui montre bien que Yo E W"(a). On a donc 
B(a,6)CW"(a). □ 

REMARQUE. On a démontré ( dans le cas particulier où Da.H est diago­
nalisable sur C ) une estimation : 

ll~t(Y) - ail ~ ect llY - ail , 
valable pour IIY - all < 6, une certaine constante c < 0 et tout temps 
t > 0. Une telle estimation est encore valable (pour c < 0, 6 > 0 
adéquats) sans l'hypothèse de diagonalisabilité. 

Inversement, on peut montrer que si un point a E U possède la 
propriété suivante : il existe c < 0, 6 > 0, C > 0 tels que pour tout 
t > 0, y E B( a, 6) on ait y E U, et 

ll~t(Y) - ail ~ C ect llY - ail , 
alors a est un puits. 

2.3. Selles en dimension 2. 

DÉFINITION 5. On dit que la singularité a est une selle si l'endomor­
phisme Da.HE .C(E) possède au moins une valeur propre de partie réelle 
strictement positive, au moins une valeur propre de partie réelle stricte­
ment négative, et pas de valeurs propres nulles ou imaginaires pures. 

Nous supposons dans la suite de ce numéro que E est de dimen­
sion 2. Soit a une selle du champ de vecteurs défini par H. 

L'endomorphisme Da.H E .C(E) possède alors une valeur propre 
réelle Àu strictement positive, et une valeur propre réelle À., strictement 
négative. Notons Eu, E., les sous-espaces propres ( de dimension 1 ), 
associés à Àu , À., . 

Nous souhaitons étudier les orbites du flot au voisinage du point 
a. Pour ceci, nous choisissons un repère dans E d'origine a, et d'axes 
parallèles à Eu, E.,. Nous notons x11 , x, les coordonnées dans ce repère, 
de sorte que la matrice de l'endomorphisme Da.H dans cette base est 

(Àou {)· 

Munissons E de la norme llxll = sup (lx,I, lxul), et choisissons 6 > 0 
de façon que le carré R = Ë( a, 6) soit contenu dans U et qu'on ait, pour 
xER: 

(1) 

où on a posé c = min (Àu, -À,) > 0. 
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Soit T1 le triangle { x E R, lx• 1 < x •} . Posons : 

Ô1R = { X E R, Xu = ô} 
a+T1 = { x e R, x. = x. > o }, a-T1 = { x e R, x. = -x. > o} . 

LEMME 1. Soit b un point de T1 di.,tinct de a; noton., A(b) la 

composante connexe de O dan., l'ensemble { t ER, éi>t(b) E T1}. 

1) La borne supérieure t+ = t+(b) de A(b) est finie, et on a 
éi>t+(b) E 8i R; 

2) la borne inférieure t- = t-(b) de A(b) est soit -oo, au.quel cas 
b E W"(a), soit finie, au.quel cas ël>t-(b) E a+T1 uô-T1; 

3) les applications b t--+ ët>t+(b), b i--+ ël>t-(b) sont continu.es dans 
T1 - {a}; la restriction de b i--+ ët>,+(b) à a+T1 U a-T1 est injective; 

4) la courbe paramétrée t t--+ ët>,(b), t E A(b) est le graphe d'une 
application de classe C1 . 

(t 

DÉMONSTRATION Dans T1 , on a, d'après (1) et le théorème de la 
moyenne: 

d'où 
9 

(2) H.(x) ~ 
10 

À.x • . 

Posons éi>t(b) = (x.(t), x.(t)) pour t E A(b). On a donc x~(t) > 

to Àu x.(t) > 0 pour t E A(b), d'où la quatrième assertion du lemme. 

On a x.(t) ~ bu (1 + :o ,\•t) pour t ~ 0, donc t+ est fini. De même, si 

t- = -oo, on doit avoir b E W"(a). 
Soit x E a+ T1 ; d'après (1) et le théorème de la moyenne on a 

H.(x) > 0, H.(x) < 0, donc il existe e > 0 tel que éi>t(x) ~ T1 pour 
t E [-e,O[. De même si x E a-T1. Le point ël>c+(b) ne peut donc (sauf 

121 



si b = ( o, o) ou b = ( o, -o)) appartenir à éJ+ T1 ou 8- T1 ; comme il 
appartient au bord de T1 , il appartient à 81 R. 

Soit x E 81 R ; on a H" ( x) > 0 donc il existe ê > 0 tel que 
~t(x) ~ T1 pour t E ]0,e]. Le point ~t-(b) (si t- est fini) appartient 
donc à éJ+T1 U 8-T1. 

Les considérations précédentes montrent aussi que le point ~t(b) 
appartient à l'intérieur de T1 lorsque t appartient à l'intérieur de A(b). 

L'injectivité de b 1-+ ~t+(b) sur 8+T1 U 8-T1 est immédiate. 
La continuité des applications b 1-+ ~ t+ ( b) , b 1-+ ~ t- ( b) est laissée en 

exercice ( utiliser le théorème des fonctions implicites). D 

LEMME 2. Soient 01 E ]O, o[, -01 :5 YI < Y2 < 01 ; noton3 <p1, <p2 le3 
application3 de clu3e C1 de [o1 , o] c Eu dan3 E. telle., que pour i = 1 
ou. 2 : 

{ ~t(01,Yï), 0 < t :5 t+(o1,Yï)} = { (z,cpi(z)), z E [01,0]} . 

Alor3 l'application cp2 -cp 1 e3t 3trictement po3itive et 3trictement décroi3-
3ante dan3 [01, o]. 

DÉMONSTRATION : On a <p2(01) = Y2 > YI = cp1(01); comme <p2 - <p1 
ne peut s'annuler sans être identiquement nulle (unicité des solutions), 
<p2 - <p1 est strictement positive dans [o1, o] ( théorème des valeurs in­
termédiaires). 

Soit z E [o1,o]; on a, pour i = 1,2: 

cp~(z) = Hs(z, <pi(z)) 
Hu(z, <pi(z)) 

Pour w E [-z, z], on a, d'après (1) et le théorème de la moyenne: 

9 
8.H.(z,w) :5 

10
.À., 

11 
IH.(z,w)I :5 

10 
I.Àal z, 

1 
18s Hu(z, W )1 :5 lO Àu , 

9 
H" ( z, w) > 

10 
Àu z , 

d'où 

7 
Hu(z, w)8.H.(z, w) - H.(z, w)8.Hu(z, w) < 

10 
ÀsÀuZ < 0 , 

l'application w 1-+ H.(z, w) / Hu(z, w) est donc strictement décroissante 

dans [-z, +z], et on a: 

□ 
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LEMME 3. R exi.5te une application cp de cla33e C1 de [O,c5] C Eu dam 
E. po33édant le3 propriété3 3uivante3: 

(i) cp(0) = cp'(0) = 0; 

(ii) le graphe de cp e3t contenu dam T1, et ne coupe pa3 a+-T1 uô-T1 ; 

(iii) po3om ci+ = ( c5, c5), d- = ( c5, -c5), d" = ( 6, cp( 6)), Tt = { x E 

T1,Xa > cp(xu)}, T1- = { x E T1,Xa < cp(xu)} • 

Si b E Tt, on a <P1+(~) E ]d",d+], t- > -oo et <P1-(b) E &+-T1. 

Si b E T1-, on a <P1-(b) E]d",d-], t- > -oo et <Pt-(b) E a-T1. 
Si b = (bu,cp(bu)) avec '.b. > 0, on a <P1+(b) = d" et t- = -oo, 

b E wu(a). d+ 
DÉMONSTRATION : 

A" 
Pour w E [-6,+6], posons d(w) = (6,w). D'après le lemme 1, il 

existe des réels w-, w+, avec -6 < w- < w+ < 6 tels que l'application 
b i-+ <Pt+(b)(b) soit un homéomorphisme de a+T1 sur [d(8),d(w+)[ et 
un homémorphisme de a-T 1 sur [d(-6), d(w-)[. Toujours d'après le 
lemme 1, il existe des applications cp+, cp- de classe C1 de )0, 6] C Eu 
dans E. ayant les propriétés suivantes: les graphes de cp+ et cp- sont 
contenus da.ns T1 et ne rencontrent pas a+ T1 ni a-T1 , le graphe de cp+ 

est { <Pt(d(w+)),t ~ 0} et celui de cp- est { <Pt(d(w-)),t $ 0} · On a 

donc: 

Or, d'après le lemme 2 la fonction cp+ - cp- est strictement décroissante 
et strictement positive dans )0, 6] si w+ > w- . Ceci est impossible et on 
a donc w+ = w-, cp+ = cp-. Posons: 

tfJ = d(w+) = d(w-) , 

cp(z) = cp+(z) = cp-(z) , 0 < z $ 6 , 

<p(O) = 0 . 

La fonction cp est continue dans [O, 8] et satisfait (ii). La propriété (iii) 
résulte de la définition de 'f' (si b = (bu, cp(bu)), avec bu > 0) et de 
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l'observation suivante : Tt et T1- sont les deux composantes connexes 
de Ti-graphe (cp); si b E Tt, on a ft(b) E T1-graphe (cp) pour tout 
t E A(b) (par unicité des solutions) donc tt(b) E Tt pour tout t E A(b) 
(car {tt(b),t E A(b)} est connexe). 

Il reste à vérifier que <p est de classe C1 dans [0, 6], et qu'on a 
cp'(0) = O. On sait déjà que <p est de classe C1 dans ]0,6]. Soit e > O. 

Il existe 0 < 61 = 61(e) < S tel qu'on ait, pour llxll ~ S1 : 

(3) IIDzH - DaHII < ê • 

e 
Montrons qu'on a lcp(z)I ~ IÀal z pour z E [0, 61]. 

Sinon, il existerait en effet un intervalle [62, 63[ tel qu'on ait: 

0 < 62 < 63 < 61 
e 

lcp(z)I > IÀal z , Yz E ]62,63[ , 

ê 
lcp(62)I = î,Q62 . 

Or d'après la relation (3) et le théorème de la moyenne, on a, pour 
e 

lxal ~ Xu < 61, lxal > IÀal Xu : 

IH.(x) - Àaxal ~ e llxll ~ IÀaxal 

La fonction l'PI serait donc décroissante dans [62, 63], ce qui est impossible 
puisqu'on a: 

e e 
lcp(.i2)I = î,Q62 < î,Q63 ~ lcp(63)I . 

On a donc lcp(z)I < ,{, z pour z E [0, 61]. Ceci implique, d'après (3) et 

le théorème de la moyenne, pour z E ]0, 61] : 

IH.(z, cp(z))I ~ IÀal lcp(z)I + ez ~ 2e z , 
Hu(z, cp(z)) ~ Àuz - e z , 

donc ( si on a choisi e < Àu) 

lcp'(z)I = 1 H.(z, cp(z)) 1 < 2e 
Hu(z, cp(z)) Àu - e 

Comme e > 0 est arbitraire, on a bien 

lim cp(z) = 0 , lim cp'(z) = 0 , 
z-o z z-o 

ce qui termine la démonstration du lemme. □ 

Les lemmes 1, 2 et 3 décrivent les trajectoires du champ de vecteurs 
dans le triangle T1 . 
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On peut faire une étude complètement analogue dans le triangle 

Ta = { x E R, lx.,I < -xu} et (en changeant le sens du temps) dans 

les triangles 

T2 = { x ER, lxul < x.,} , T4 = { x ER, lx.l < -x.,} . 
En rassembla.nt les résultats obtenus, on arrive à une description de toutes 
les trajectoires du champ de vecteurs dans R. 

On prendra garde que les notations dans le théorème ci-dessous sont 
différentes de celles utilisées précédemment. 

! i 

iR 

1 1 

J J 1 1 : 1 d2. 1

1

! t i tdi 
' ! ' ' 12. 

1 ., 

,( 

1 
1 

1 ' i / 1 
, 1 I l , 

l 1 • 
.. : i' ! 

: :01 1 

1 }'1~ j 
,~ 1 1 ' 

d12 = ( <5, <5) , d2a = ( -<5, <5) 
da• = ( -<5, -<5), d4i = ( <5, -<5) 
di = ( ô, ( ';?u( <5)), da = (-ô, ( ';?u(-6)) 
d2 = (cp.,(<5),6), d4 = (cp.,(-6),-<5) 

THÉORÈME 3. R eziste une courbe ru, graphe d'une application ';?u de 
classe ci de [-6, +6) c Eu dans E.,, et une courbe r.,, graphe d'une 
application de classe ci de [-6, +6) C E., dan., E. qui possèdent les 
propriétés suivantes ( où les points di, di; sont définis ci-dessus) : 

a) la courbe r • est contenue dans W"(a), et plus précisément égale à: 

fu= {~t(di),t<o}u {~t(da),t~o}u{a}. 

b) La courbe r., est contenue dans W" (a), et plus précisément égale 
à: 

c) La courbe r" est contenue dans Ti U Ta, et est tangente à Eu au 
point a ; la courbe r., est contenue dan., T2 U T4, et est tangente à E., 
au point a. 
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d) La partie R - (f, Ur u) de R a 4 compo.,ante., connexe.,, notée., 
R12, R23, R34, ~1 • Pour un point b E R12, la compoMnte connexe de 
0 dam l'ememble {t, ~t(b) ER} e.,t un intervalle compact [t-, t+] et on 
a: 

~,(b) E R12 pour t_ ~ t < t+ , 

~,_ (b) E ]d2, d12] , 

~t+ (b) E ]d1, d12] • 

Un énoncé .,imilaire vaut pour R23, R34 et ~1. 

REMARQUE. L'ensemble instable W"(a) de la singularité a est égal à: 

W"(a) = { ~t(d1),d1 E Ut} U { ~t(d3),d3 E Ut} U {a} . 

En effet, il est clair qu'on a : 

a E W"(a) 

{~,(d1),d1 EU,} C W"(a) 

{ ~ t ( d3), d3 E U,} C W" (a) . 

Inversement, si x E W"(a), il existe t0 tel qu'on ait ~,(x) ER pour tout 
t ~ to. On a alors, d'après le théorème 3, ~t 0 (x) E r • d'où l'inclusion 
réciproque. 

De façon analogue, on a : 

W'(a) = { ~t(d2), d2 E Ut} U { ~t(d4),d4 E Ut} U {a} . 

Il est possible que l'intersection W"(a) n R contienne strictement r", 
et même qu'on ait W"(a) = W'(a). 

§. 3. Fonctions de Liapunov. 

3.1. Champs gradients. 

On suppose dans ce numéro que l'espace vectoriel E est muni d'un 
produit scalaire { , ) . 
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DÉFINITION 6. Soit G : U -+ R une fonction de classe ci. Le champ de 
vecteurs gradient de G est défini pa.r l'unique application H : U -+ E 
qui vérifie, pour tout y E U, v E E : 

(H(y), v) = D11G(v) . 

Pour chaque point y E U, l'existence et l'unicité du vecteur H(y) 
satisfaisant la relation ci-dessus (pour tout v E E) est garantie par le 
fait que ( , ) soit non dégénéré. 

Soit (ei, ... , em) une base orthonormée de E. Les composantes de 
H dans cette base sont données par : 

Hi(Y) = 8iG(y) , 1 < i:::; m, y EU . 

On suppose que G : U -+ R est une application de classe C2 
• Le 

champ gradient H de G est alors de classe ci. On considère l'équation 
différentielle : 

y'= +H(y) . 

PROPOSITION 4. 

l) Soit y : J-+ U une .5olu.tion de (*); pour t E J, on a: 

! G(y(t)) = IIH(y(t))ll 2 ?: 0 . 

2) Un point a EU est une singularité de H si et .5eulement si c'est un 
point critique de G. Dans ce cas, a e.5t un puit., .,i et .5eulement si la forme 
hessienne D! G e.5t définie négative, a est une .5ource .,i et seulement si la 
forme hessienne D;G est définie positive, c'est une .5elle si et seulement 
si la forme hessienne D~G est non dégénérée et indéfinie. 

DÉMONSTRATION : C'est un calcul facile, laissé en exercice. 

REMARQUE. Il est d'usage en physique (en pensant à la pesanteur et à G 
comme la fonction hauteur) de considérer plutôt l'équation différentielle 

y'= -H(y) . 
Les puits de cette équation correspondent alors aux minima locaux non 
dégénérés de G, ce qui correspond mieux à la notion intuitive de "puits". 

3.2. Fonctions de Liapunov. Champs de type gradient. 

Peu de champs de vecteurs sont les champs gradients d'une applica­
tion. On est ainsi amené à généraliser la notion de champ gradient. 

Soit une équation différentielle : 

(*) y'= H(y) 

définie par un champ de vecteurs H de classe ci dans un ouvert U de 
E. 
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DÉFINITION 7. Une application G de classe ci de U dans R est une 
fonction de Liapunov pour le champ de vecteurs H si 

1) les singularités de H sont les points critiques de G ; 

2) en tout point y E U qui n'est pas une singularité de H, on a 
DyG(H(y)) > 0. 

EXEMPLES. 

1) D'après la proposition 4, 1), le champ gradient d'une application G 
admet G pour fonction de Liapunov. 

2) Soient H un champ de vecteurs admettant une fonction de Liapunov 
G, et .À : U --+ R une fonction de classe ci à valeurs strictement positives. 
Alors G est aussi une fonction de Liapunov pour le champ .À H. 

3) Soient G : U --+ R une application de classe ci, H son champ 
gradient (relativement à un produit scalaire sur E, noté { , } ). Si Hi 
est un champ de vecteurs dans U admettant les mêmes singularités que 
H et vérifiant {H(y), H1 (y)} > 0 pour tout point y qui n'est pas une 
singularité de H, alors G est une fonction de Liapunov pour Hi . 

Inversement, soit H1 un champ admettant une fonction de Liapunov 
G. Munissons E d'un produit scalaire { , } , et notons H le champ 
gradient de G. Les singularités de H coïncident avec celles de H 1 , et 
on a {H(y), H1 (y)} > 0 en tout point y qui n'est pas une singularité de 
H. 

PROPOSITION 5. Soit H un champ de vecteurs de classe ci admettant 
une fonction de Liapunov G. Soit y : J --+ U une solution non constante 
de l'équation différentielle : 

y'= H(y) . 

Alors l'application t--+ G(y(t)) est strictement croissante dans J. 

DÉMONSTRATION : Comme y est non constante, y(t) n'est pour aucune 
valeur de t E J une singularité de H et on a : 

d I 
dt G(y(t)) = Dy(t)G(y (t)) = Dy(t)G(H(y(t)) > O • 

D 

Un champ de vecteurs H admettant une fonction de Liapunov est 
dit de type gradient. 

On considère dans la fin de ce paragraphe un champ de vecteurs H 
de classe ci admettant une fonction de Liapunov G dans son domaine 
de définition U. On suppose que H n'a que des singularités isolées, 
c'est-à-dire que pour toute singularité a de H, il existe une boule B(a,e) 
ne contenant pas d'autre singularité de H. 
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THÉORÈME 4. Comidérom une .9olution maximale y 
l'équation différentielle: 

y'= H(y) . 

J --+ U de 

Lor.,que le temp.9 t .9e rapproche de la borne .9upérieure de J, on a 
l'alternative .9uivante: 

1) ou bien la .9olution y .9ort de tout compact de U, c 'e.9t-à-dire que 
pour toute partie compacte K de U il ezi.9te to = to ( K) E J tel que 
y(t) (J K pour t E [t0 , sup J[. C'e.,t la .9eule po.9.9ibilité lor.9que sup J e.9t 
fini; 

2) ou. bien sup J e.9t infini et il ezi.9te une .9ingu.larité a de H telle 
que lira y(t) = a. La trajectoire comidérée e.9t alor.9 contenue dam la 

t-+oo 
variété .,table du point a. 

REMARQUES. 

1) On a un énoncé similaire lorsque t se rapproche de la borne inférieure 
de J. 
2) L'assertion du théorème lorsque sup J est fini a été démontrée aupara­
vant (Chapitre X, Théorème 2). On supposera donc dans la démonstration 
que sup J = +oo. 

DÉMONSTRATION : Munissons E d'une norme. Notons S l'ensemble 
(fermé) des singularités de H. Pour 1 > r > 0, posons: 

Kr= {xEU, llxll ::;r-1
, d(x,E-U)~r}, 

Lr = Kr - LJ B(a, r) . 
aes 

Ce sont des parties compactes de U. 
L'application t 1--+ G(y(t)) de J dans R est croissante et admet donc 

une limite ( dans R U { +oo} ) lorsque t tend vers +oo. Si on a : 

lira G(y(t)) = +oo , 
t-+oo 

alors le premier terme de l'alternative du théorème est réalisé: pour toute 
partie compacte K de U, il suffit de choisir to tel que G(y(to)) > 
sup G(x). 
xEK 

On suppose dorénavant que : 

lira G(y(t)) < +oo . 
t-+oo 

LEMME. Pour tout 1 > r > 0, il existe t 0 = to(r) tel que y(t) fJ. Lr 
pour t > to. 

DÉMONSTRATION: Soit 1 > r > O. On a: 
r 

(1) d(Lr,E - Lr12) ~ 2 . 
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Comme Lr/ 2 est compact et ne contient pas de singularités de H, il existe 
des constantes C1, C2 > 0 telles qu'on ait, pour tout y E Lr/2 : 

(2) 

(3) 

D11G(H(y)) > C1 , 

IIH(y)II::; C2 • 

Supposons que pour un temps t1 E J on ait y(t1) E Lr. D'après les 
relations (1), (3) et le théorème de la moyenne, on a y(t) E Lr/ 2 pour 

lt-t1I < 
2

~
2

• D'après la relation (2), on a, pour lt -t1I::; 
2

~
2 

: 

d 
dt G(y(t)) = D 11(t)G(H(y(t))) ~ C1 , 

d'où 

Si la conclusion du lemme n'était pas vérifiée, il existerait une suite (tn)n~l 
de temps satisfaisant : 

r 
tn+I - tn > 

02 
, Y n ~ 1 , 

tn E J , y(tn) E Lr , \/n > 1 . 

On aurait alors pour n ~ 1 : 

G (Y (tn+l + 2~ 2)) ~ ~: r + G (Y (tn+l - 2~ 2)) 

> ~: r + G ( y ( tn + 2 ~ 2 
) ) , 

d'où lim G(y(t)) = +oo. 
t-++oo 

D 

Supposons désormais que le premier terme de l'alternative du théorème 
ne soit pas réalisé. Il existe donc une partie compacte K de U et une suite 
(tn)n~I tendant vers +oo telles que y(ti) E K pour tout i > 1. Il existe 
ro > 0 tel que K C Kro (exercice). La partie Sn Kro/2 est fermée et 
bornée, donc compacte, et ses points sont isolés. Elle est donc finie, et 
nous notons a1, ••• , aN ses éléments. 

Soit r1 E ]o, ~ [ assez petit pour que les boules (B(a;, r1)) 1~;~N 

soient disjointes. On a alors .B(a;,r1) C Kru donc les boules B(a;,r 1 ), 

pour 1 ::; j < N, sont des composantes connexes de E - Lr1 • D'après le 
lemme, il existe un temps t0 tel que y(t) ft Lr 1 pour t ~ t0. Soit i > 1 
tel que ti ~ to . On a : 

y(ti) E Kro C Kr1 

y(ti) ft Lr 1 , 
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donc y(ti) E LJ B(a, r1). Mais, si a E S-Kro/2, on a B(a, r1)nKr 0 = ef,. 
aES 

Donc on a: 
N 

y(ti) E LJ B(a;, ri) . 
j=l 

Soit j tel que y(ti) E B(a;, ri). L'image A par l'application y de 
l'intervalle [t0 ,+oo[ est connexe et contenue dans E-Lr 1 , donc contenue 
dans une composante connexe de E - Lr1 • Comme ti > to, y(ti) E 
B(a;, r 1) et B(a;, r 1) est une composante connexe de E - Lr1 , on a 
AC B(a;,r1), 

Soit r E JO, r 1]; en appliquant à nouveau le lemme, on voit qu'il existe 
t(r) ~ t0 tel que y(t) ~ Lr pour t ~ t(r). Mais on a: 

B(a;,r 1) n (E-Lr) = B(a;,r) , 

donc y(t) E B(a;, r) pour t ~ t(r). On a donc: 

lim y(t) = a; . 
t-++oo 

D 

On est souvent en mesure, dans des situations particulières, d'éliminer 
le premier terme de l'alternative. 

COROLLAIRE 1. Supposoru que la fonction de Liapunov G ait la pro­
priété suivante: pour tout À ER, a-1([.À,+oo)) est une partie compacte 
de U . Alors, on a Ut = U pour tout t ~ 0, et tout point de U appartient 
à l'ensemble stable d'une singularité de H. 

DÉMONSTRATION: Exercice. 

COROLLAIRE 2. Soit a un maximum local strict de l'application G. 
Alors a est une singularité attractive du champ de vecteurs H . De même, 
un minimum local strict de l'application G est une singularité répulsive 
du champ de vecteurs H. 

DÉMONSTRATION : Il suffit de démontrer la première assertion, l'autre 
s'en déduisant en changeant le sens du temps et en remplaçant G par 
-G. 

Soit r0 > 0 tel qu'on ait: 

(i) Ë(a, ro) CU, 

(ii) G(y) < G(a), pour IIY - all = ro, 

(iii) a est la seule singularité de H contenue dans Ë(a, r 0 ). 

Soit r1 E )0, ro [ tel qu'on ait : 

inf G(y) > sup G(y) . 
yEB(a,ri) 111-all=ro 
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Soit Yo E B( a, r1). Montrons qu'on a Yo E Ut pour tout t > 0 et 
lim <Pt(Yo) = a. 

t-++oo 

Pour tout t > 0 tel que Yo E Ut, on a : 

G(<Pt(Yo)) > G(yo) > sup G(y) , 
lh,-all=ro 

donc ll<Pt(Yo) - ail =f ro. Comme l'application t -+ ll<Pt(Yo) - all est 
continue et prend une valeur strictement inférieure à ro , on doit donc 
avoir <Pt(Yo) E B(a, ro) pour tout t 2:: 0 tel que Yo E Ut. D'après le 
théorème 4, ceci n'est possible que si l'on a Yo E Ut pour tout t > 0 et 

lim <Pt(Yo) = a . 
t-++oo . 

La boule B(a, r 1) est donc contenue dans l'ensemble stable de la singula­
rité a, et celle-ci est donc attractive. 
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