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lere PARTIE.
RAPPELS DE TOPOLOGIE.

CHAPITRE I - Les concepts fondamentaux.

§. 1. Espaces vectoriels normés. Espaces métriques.

1.1. Espaces vectoriels normés.
Soit E un espace vectoriel.

DEFINITION 1. Une norme sur E est une application: z +— ||z|]| de E
dans Rt qui vérifie:

(EN1) |jz]l=0&z=0.
(EN2) ||Az]| =|A] l|lz||, pour A€R, z € E.

(EN3) Iz +y|| < [lz]l + llyll, pour z,y € E.

EXEMPLE 1. La norme euclidienne sur R" est définie par :

e (}:)/

i=1

La paire (E,|| ||) s’appelle un espace vectoriel normé.

1.2. Distances. Espaces métriques.
Soit X un ensemble.

DEFINITION 2. Une distance sur X est une application d de X x X
dans R* vérifiant

(D1) d(z,y)=0&z=y.
(D2) d(z,y) =d(y,z), pour z,y € X.

(D3) d(z,y) +d(y,2) 2 d(,z), pour z,y,z € X.
(La propriété (D3) est dite “inégalité du triangle”).



Un espace métrique est une paire (X,d) formée d’un ensemble X
et d’une distance d sur X.

Exemple fondamental.

Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. Pour z,y € E, définissons :

d(z,y) = lly — | .
L’application d : E x E — R* est une distance sur E : en effet, (D1)
résulte de (EN1), (D2) résulte de (EN2) (avec A = —1), et (D3) résulte
de (EN3).

Les espaces vectoriels normés sont donc des espaces métriques.

1.3. Sous-espaces d’un espace métrique.

Soit (X, d) un espace métrique, Y une partie de X . La restriction de
lapplication d 2 Y x Y C X x X vérifie (de fagon triviale) les propriétés
(D1), (D2), (D3) : c’est donc une distance sur Y et la paire (Y, d) est un
espace métrique.

En particulier, n’importe quelle partie de R®, muni de la norme
euclidienne, ou plus généralement n’importe quelle partie d’un espace
vectoriel normé (E,| ||) peut étre considérée comme un espace
métrique. :

1.4. Distances et normes équivalentes.

DEFINITION 3. Deux normes || ||;, || |l sur un espace vectoriel E sont
équivalentes s’il existe une constante C > 0 telle qu’on ait :
lll; < Cl=ll;

lzll, < Cllell ,
pour tout z € E.

DEFINITION 3’. Deux distances dj, d2 sur un ensemble X sont équi-
valentes s’il existe une constante C > 0 telle qu’on ait :

d2(9:,y) S Cdl(x’y) ’

dl(x7y) < Cd2(z7 y) ’

pour tous z,y € X.

11 est immédiat de voir que deux normes équivalentes sur un espace
vectoriel définissent des distances équivalentes.

Toutes les propriétés des espaces métriques (et espaces vectoriels
normés) que nous étudions dans la suite ne dépendent de la distance (ou
de la norme) qu’a équivalence preés.



EXEMPLE 2. Considérons les normes || ||;, || ||, sur R® définies par:

n

lell, =" l=il

i=1

lelloe = mmax. leil

(On vérifie facilement que les conditions (EN1), (EN2), (EN3) sont satis-
faites par || ||, et || ||, ). Pour z € R®*,ona:

Izl < ll=ll >

lzllce < ll=lly »

lzll < Vr el

lzlly <nlizlle »

donc les normes || ||, || ll;, || lloo sur R® sont équivalentes.

REMARQUE. On verra un peu plus loin que deux normes quelconques sur
‘un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.

1.5. Produits d’espaces métriques.

Soient (X1,d1), (X2,d2),...,(Xn,dn) des espaces métriques. Notons
X = X;1 x X3 x... xX,. Pour deux éléments z = (zi1,...,2Z.),
y=(¥,...,yn) de X, posons:

D(z,y) = max di(zi, y:) -
On vérifie immédiatement que I’application D : X x X — R* possede les

propriétés (D1), (D2), (D3). La paire (X, D) est donc un espace métrique,
dit espace produit des espaces métriques (X1,d;),...,(Xn,dn).

REMARQUE 1. Soient (E1, || |l;)s---+(En, || l|l.) des espaces vectoriels
normés, E = E; x ... x E,. Pour =z € E, posons (en écrivant z =
(zl,.-.,zn))

Iell = max leil -
On définit ainsi une norme sur E, et (E,|| ||) est ’espace vectoriel normé

pr()dUit de (EI’" Ill)"":(Em" "n)

REMARQUE 2. Si dans la remarque précédente, on prend, pour chaque
t€{l,...,n}:
E;=R, |zl;=I=,

on obtient sur le produit E = R" la norme || ||, considérée plus haut.
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REMARQUE 3. Soient (X1,dy),...,(Xn,dn) des espaces métriques. Pour
z = (Z1,...,2Zn), ¥ = (¥1,...,yn) appartenant a X = X; X ... X X,,
posons :

Dl(zay) = Zdi(zi, yi) ’

n

1/2
Dy (z,y) = (Z[dl(zi,yi)lz) ;

=1

Alors, Dy, D, sont des distances sur X équivalentes i la distance D _
considérée précédemment.

§. 2. Suites dans un espace métrique.

Soient (X,d) un espace métrique, £ = (Zn)n>0 une suite d’éléments
de X, a un point de X.

DEFINITION 4. On dit que a est limite de la suite (zn)n>0, ou que la
suite (zn)n>0 converge vers a, si on a:

nkrilw d(a,z,) =0 .

On écrit alors lim z, = a.
n—-4o00

DEFINITION 5. On dit que a est point d’accumulation de la suite
(Tn)n>o0 s'il existe une suite extraite (zn,)i>0 convergeant vers a.

PROPOSITION 1. §i la suite (zn)n>o0 converge vers a, alors a est
Punique point d’accumulation de la sutte (zn)n>0. En particulier, la limite
d’une suite, si elle existe, est unique.

DEMONSTRATION : Supposons que (Tn)n>0 converge vers a. Il est clair
que a est point d’accumulation de (£n)n>0-

Soit b un point d’accumulation de (Zn)n>0, €t (Zn,)r>0 une suite
extraite convergeant vers b. Par définition, on a:

nll;l}_lood(zn,'a) =0,

kkrfwd(znk, b)=0.

D’apres I’inégalité du triangle (D3), on a:
d(a,d) < d(a,zn,) + d(2n,,d) ,

pour tout k > 0. Faisant tendre k vers 400, on obtient d(a,b) =0, d’oit
a =b d’apres (D1). 0



REMARQUE. Une suite possédant un unique point d’accumulation ne
converge pas nécessairement : considérer par exemple dans R la suite
définie par 23, = n, z2p4+1 = 0, (pour n > 0), dont le seul point
d’accumulation est 0.

EXEMPLE 3. Soient (X,d) un espace métrique, ¥ une partie de X,
(Zn)n>0 une suite dans Y.

La suite (zn)n>0 converge dans (Y, d) si et seulement si elle converge
dans (X,d) et sa limite dans (X, d) appartient & V.

Les points d’accumulation dans (Y,d) de la suite (zn)n>0 sont les
points d’accumulation dans (X,d) qui appartiennent a Y.

EXEMPLE 4. Soient (X1,d,),...,(Xk,dr) des espaces métriques, et pour
t €{1,...,k}, soit (z3,)n>0 une suite dans X;. Pour n > 0, posons z, =
(zL,...,2%); on définit ainsi une suite (zn)n>0 dans X = Xy x... x Xk.

La suite (zn)n>o0 converge dans (X, D) si et seulement si chacune
des suites (z},)n>0 (pour ¢ = 1,2,...,k) converge dans (X;,d;). On a
alors :

lim :vn:( lim z},..., lim mﬁ) .

n—-+oo n—-+oo n—-4oco

REMARQUE. Si a = (a,...,a*) est point d’accumulation de (zn)n>o0,
alors, pour tout ¢ € {1,...,k}, le point a’ est point d’accumulation de la
suite (z},)a>0 dans (Xj,d;).

La réciproque n’est pas vraie: prenons X; = X2 = R, muni de
la distance usuelle, et définissons, pour n > 0 :

I2n = (x%mmgn) = (n,O) )
T2n+1 = (z%n-i-l, $§n+1) =(0,n) ;

on voit que 0 est point d’accumulation de la suite (z})s>0 et de la suite
(z2)n>0, mais (0,0) n’est pas point d’accumulation de la suite (Zn)n>0
dans R?. (Cette suite ne possede pas de point d’accumulation).

§. 3. Boules, ouverts, fermés.

3.1. Définitions.

Soit (X,d) un espace métrique.



DEFINITION 6. Soient @ € X, r > 0. La boule ouverte de centre a, de
rayon r est la partie de X définie par:

| B(a,r) = {:c € X,d(z,a) < r} .

La boule fermée de centre a de rayon r est la partie de X définie
par:

B(a,r) = {1: € X,d(z,a) < r} .

DEFINITION 7. Une partie Y de X est ouverte si pour tout y € Y il
existe r > 0 tel que B(y,r)CY.

Une partie Y de X est fermée si son complémentaire X —Y dans
X est ouverte.

EXEMPLE 5. Une boule ouverte est une partie ouverte : soient a € X,
r>0,Y =B(a,r), y €Y ; par définition, on a d(a,y) < r, donc:

r'=r—da,y)>0.
La boule B(y,r') est contenue dans Y : pour z € B(y,r'), on a en effet

d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)
<r'+d(y,a)=r.

EXEMPLE 6. Une boule fermée est une partie fermée : soient a € X,
r>0,Y = B(a,r); montrons que X —Y est ouverte; soit y€ X - Y ;
on a donc:

r' =d(a,y)—r>0.

La boule ouverte B(y,r') est contenue dans X — Y : en effet, pour
z € B(y,r'),ona:

d(a,y) < d(a,2) + d(z,y)
<d(a,z)+r1'",

donc
d(a,z) > d(a,y)—r' =r.

3.2. Unions, intersections de parties ouvertes, fermées.

Soit (X, d) un espace métrique.
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PROPOSITION 2.

1) Soit (Ui)ier une famille de parties ouvertes de X . L’union des U;
est une partie ouverte de X.

k
2) Soient Ui,...,Ur des parties ouvertes de X . L’intersection n U;
i=1
est une partie ouverte de X .

DEMONSTRATION :

1) Size U Ui, il existe iy tel que U;, contienne z ; comme Uj, est
i€l
ouverte, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U;,. On a alors B(z,r) C U U;.
i€l

k
2) Size n U;, il existe, pour ¢ = 1,2,...,k, un nombre r; > 0 tel que
i=1

B(z,r;) CU;. Posons r = lréljgk r; > 0. On a alors B(z,r) C B(z,r;) C
—t——

k
U; pour 1 <:<k,dot B(z,r) C ﬂ U;.
=1
Par passage aux complémentaires, on obtient :

PROPOSITION 2°.

1) Soit (F;)ier une famille de parties fermées de X . L’intersection des
F; est une partie fermée de X .

k

2) Sotent Fy,...,Fy des parties fermées de X . L’union U F; est une
i=1

partie fermée de X .

REMARQUE 1. La partie vide ¢ de X, et la partie totale X de X sont
toujours des parties a la fois ouvertes et fermées de X .

REMARQUE 2. En général, 'intersection d’une famille infinie de parties
ouvertes n’est pas ouverte : par exemple, dans X = R, muni de la
distance usuelle, considérons, pour n > 1 :

] hd]-2(0)
n n n

on a n Un = {0} qui n’est pas ouverte.
n>1



DEFINITION 8. Soit Y une partie de X . L’union des parties ouvertes de
X contenues dans Y est la plus grande partie ouverte (de X ) contenue
dans Y et s’appelle intérieur de Y (dans X).

L’intersection des parties fermées de X contenant Y est la plus petite
partie fermée (de X ) contenant Y et s’appelle adhérence de Y (dans
X).

On note int(Y) ou Y Pintérieur de Y ; on note ¥ ’adhérence de Y.

On a immédiatement, pour Y C X :
nt(X-Y)=X-Y
X-Y=X-intY .

3.3. Caractérisation de I’adhérence et des parties fermées
par les suites.

Soient (X,d) un espace métrique, et ¥ une partie de X .

PROPOSITION 3. Pour un point z de X, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) z appartient & U'adhérence Y de Y ;
(ii) pour tout r >0, la boule B(z,r) coupe Y ;
(iii) sl eziste une suite (yn)n>0 d’éléments de Y convergeant vers z

(dans X ).

DEMONSTRATION :

(iii) = (ii). Pour tout r >0, 0on a y» € Y N B(2,r) pour n assez grand.

(ii) = (iii). Pour n > 1, prendre y, € YN B (z, —1-) .
n

(i)=(ii). Si B(z,r)NY = ¢, alors B(z,7) est une partie ouverte
contenue dans X —Y , donc dans int (X —-Y)=X-Y,et 2 ¢ Y.

(i)=>(@). Siz ¢ ¥ = X —int(X —7Y), il existe r > 0 tel que
B(z,r)Cit(X-Y)CcX-Y. ]

COROLLAIRE. La partie Y de X est fermée si et seulement si la limite
de toute suite (yn)n>o0 d’éléments de Y qui converge dans X appartient
iY : -

En effet, une partie est fermée si et seulement si elle est égale & son
adhérence. -



3.4. Sous-espaces.

Soient (X,d) un espace métrique, Y une partie de X, Z une partie
de Y. On peut donc considérer Z comme une partie de ’espace métrique
(X, d), mais aussi comme une partie du sous-espace métrique (Y,d).

Des définitions, il résulte facilement que:

1. Pour que Z soit une partie ouverte dans Y, il faut et il suffit
qu’il existe une partie U de X ouverte dans X telleque Z=UNY;

2. Pour que Z soit une partie fermée dans Y il faut et il suffit qu’il
existe une partie F de X fermée dans X telle que Z =FNY;

3. Si Y est une partie ouverte de X, alors Z est ouverte dans
Y si et seulement si elle est ouverte dans X .

4. Si Y est une partie fermée de X, alors Z est une partie
fermée dans Y si et seulement si c’est une partie fermée dans X .

Exercice. Démontrer ces assertions.

§. 4. Applications continues.

Soient (Xi,d;), (X2,d2) deux espaces métriques et f : X; — Xo
une application.

4.1. Continuité en un point.

DEFINITION 9. Soit a € X;. On dit que f est continue au point a si
pour tout € > 0 il existe 6§ > 0 tel que:

di(z,a) < § = da(f(z), f(a)) <€ .

En d’autres termes, f est continue au point a si I'image réciproque d’une
boule ouverte de centre f(a) contient toujours une boule ouverte de centre
a.



PROPOSITION 4. Soit a € X;. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes : ’

(i) f est continue au point a;
(ii) pour toute suite (zn)n>0 convergeant vers a la suite (f(zn))a>o0
converge vers f(a).

DEMONSTRATION :

(i)= (ii). Soit (zs)n>0 une suite convergeant vers a. Soit € > 0. Comme
f est continue en a, il existe § > 0 tel que:

di(z,a) < § = do(f(2), f(a)) <€ .

Or il existe un entier ng tel que di(zn,a) < 8, pour n > ny. On a donc
d2(f(zr), f(a)) < € pour n > ng. Comme € > 0 est arbitraire, la suite
J(zn))n>0 converge vers f(a).

(ii)= (i). Supposons que f n’est pas continue en a; il existe alors
€0 >0, et, pour n > 1, un point z, € X; vérifiant :

dl(a:n,a)<% et dy(f(za), F(a)) > €0 -

La suite (zp)n>1 converge vers a, mais la suite (f(zn)n>1 ne peut
converger vers f(a). O

4.2. Continuité.
DEFINITION 10. L’application f est continue si elle est continue en tout
point a € X;.
PROPOSITION 5. Le propriétés susvanites sont équivalentes :

(i) f est continue;
(i) Vimage réciproque par f d’une partie ouverte de X, est une
partie ouverte de X ;
(iii) Vimage réciproque par f d’une partie fermée de X, est une
partie fermée de X;.

DEMONSTRATION

(ii) & (iii). Soit Y une partie de X2 ;on a:
X -Y)=X-f7(Y),
et

Y ouverte & X; —Y fermée ,
FYY) ouverte < X3 — f~1(Y) fermée ,

d’ou Péquivalence de (ii) et (iii).
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(i)= (ii). Soient Y une partie ouverte de Xz, a un point de f~1(Y).
Alors Y contient une boule ouverte centrée en f(a); comme f est
continue en a, f~1(Y) contient une boule ouverte centrée en a.

(ii) = (i). Soit a € X; et B une boule ouverte de centre f(a). Alors B
est ouverte dans X3, donc f ‘I(B ) est ouverte dans X}, et contient donc
une boule ouverte de centre a.

REMARQUE. L’image par f d’une partie ouverte dans X; n’est pas
nécessairement ouverte dans X, . L’image par f d’une partie fermée dans
X, n’est pas nécessairement fermée dans X,. Par exemple, en prenant
X1 = X2 = R, muni de la distance usuelle, et 'application continue f
définie par:

z2

14z2°

f(z) =

I'image f(R) = [0,1[ n’est ni ouverte ni fermée dans R.

DEFINITION 11. Soit K > 0. L’application f est K-lipschitzienne si
on a, pour tous z,y € X; :

d2(f(z), f(y)) < Kdi(z,y) .

PROPOSITION 6. Si f est K -lipschitzienne, alors f est continue.

DEMONSTRATION : I suffit de prendre § = e K~! dans la définition de
la continuité au point a € X;.

EXEMPLE 7. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé, qu’on munit de la
distance associée d(z,y) = ||z — y||.

Munissons R de la distance usuelle. L’application z — ||z]| de E
dans R est 1-lipschitzienne; en effet, d’aprés (EN3), on a, pour z,y € E :

Nzl = llvlll < ll= -9l -

EXEMPLE 7’. Soit (X, d) un espace métrique. On a muni en 1.5 le produit
X x X de la distance:

D ((z1,22), (y1,92)) = Max (d(z1,31), d(z2,¥2)) -
Munissons R de la distance usuelle, et considérons la distance d comme
une application de 1’espace métrique (X x X, D) dans R. Elle est alors
2-lipschitzienne. En effet, pour (z1,z2) et (y1,y2) dans X x X, on a,
d’apres (D3) :
|d(z1, 22) — d(y1, y2)| < d(z1,11) + d(z2,12)
< 2D ((z1,22), (y1,92)) -
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4.3. Composition.

Soient (X3,d3) un troisitme espace métrique, et g : X7 — X3 une
application.
PROPOSITION 7. Soit a € X;. St f est continue en a et g est continue
en f(a), alors g o f est continue en a.

DEMONSTRATION : Si (Zn)n>0 converge vers a, alors (f(£a))n>0 converge
vers f(a) (continuité de f en a) donc (g(f(zn)))n>0 converge vers
g © f(a) (continuité de g en f(a)). Donc g o f est continue en a. D

COROLLAIRE. Si f et g sont continues, g o f est continue.

REMARQUE. Si f est K-lipschitzienne et g est K'-lipschitzienne (avec
K,K' > 0), alors g o f est K K'-lipschitzienne.

4.4. Homéomorphismes.

DEFINITION 12. L’application f est un homéomorphisme si elle est
continue, bijective, et ’application réciproque f~! est continue.

L’application réciproque f~! est alors aussi un homéomorphisme.
Si f et g sont des homéomorphismes, g o f est un homéomorphisme.

Un homéomorphisme f transporte:
—  parties ouvertes de X; en parties ouvertes de X,
— parties fermées de X; en parties fermées de X,

— intérieur d’une partie dans X; en intérieur de la partie image dans
— adhérence d’une partie dans X; en adhérence de la partie image dans

— suites convergentes dans X; en suites convergentes dans X,
— limite d’une suite dans X; en limite de la suite image dans X»

— points d’accumulation d’une suite dans X7 en points d’accumulation
de la suite image dans X3.

EXEMPLE 8. Soient X un ensemble et di,d; deux distances équiva-

lentes sur X . L’application identique (X,d;) — (X,dz) est un homéo-
morphisme : elle est bien sir bijective, et, si C désigne la constante de la
définition 3’, alors ¢ et ¢! sont C-lipschitziennes, donc continues.

En particulier, dans R", les parties ouvertes, fermées et les notions
d’adhérence, d’intérieur, de limite, de point d’accumulation sont les
mémes pour la norme euclidienne ou les normes || ||;, || ||, (et en
fait pour toutes les normes, car on verra que deux normes quelconques sur
R™ sont équivalentes).
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CHAPITRE II - Compacité.

§. 1. Espaces métriques compacts.

DEFINITION 1. Un espace métrique (X, d) est compact si toute suite de
points de X a au moins un point d’accumulation.

Une partie Y d’un espace métrique (X,d) est compacte si I’espace
métrique (Y, d) est compact.

REMARQUE. La propriété, pour une partie Y d’un espace métrique
(X,d), d’étre compacte est une propriété intrinseque, c.a.d. ne dépend
que de l'espace métrique (Y,d), a la différence des propriétés d’étre
ouverte, ou fermée qui sont des propriétés extrinseques, dépendant de
Pespace métrique ambiant X .

PROPOSITION 1. Soient (Xi,d1), (X2,d2) des espaces métriques et
f : X1 — Xo une application continue. §Si X1 est compact, alors f(X;)
est une partie compacte de X,.

DEMONSTRATION : Soit (yn)n>0 une suite dans f(X1); pour n >0, il
existe £, € Xj tel que f(zn) = yn. Comme X; est compact, il existe une
suite extraite (zn, )k>0 qui converge vers une limite a € X; . Comme f est
continue, la suite (yn,)r>0 = (f(n;))k>0 converge vers f(a) € f(X1).0

COROLLAIRE. Soient (X;,d1), (X2,d2) deuz espaces méiriques et
f: Xh = X3 un homéomorphisme. Alors X, est compact si et seulement
31 X, est compact.

PROPOSITION 2. Soit Y une partie d’un espace méiriqgue (X,d). Si Y
est compact, Y est fermée dans X . St X est compact et Y est fermée
dans X, Y est compacte.

DEMONSTRATION : Supposons Y compacte. Une suite de points de Y,
convergente dans X, a pour seul point d’accumulation dans X sa limite,
celle-ci appartient donc 4 Y et Y est fermée (I 3.3, Corollaire).

Supposons X compact et Y fermée. Soit (z,)n>0 une suite de points
de Y. Comme X est compact, elle posseéde une suite extraite convergente
dans X ; comme Y est fermée la limite de cette suite extraite appartient
a Y (I3.3, Corollaire).

PROPOSITION 3. Soient (Xi,di),...,(Xk,di) des espaces métriques
compacts. L’espace produst (X, D) est compact.

DEMONSTRATION :

1) k = 2. Soit (zn)n>0 = (z},,zﬁ)nzo une suite dans X; x Xs.
Comme X est compact, il existe une suite extraite (z}, )i>o0 convergente;
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comme X, est compact, il existe une suite extraite (”?n, )eso de (22, )i>0
convergente dans X, . La suite (z,,,,l )e>o est alors convergente.

2) Cas général : par récurrence sur k. Si I’assertion de la proposition
est valide pour k—1, alors X3 x... X Xiz_1 et Xi sont compacts, donc
X =X; x... X Xi est compact d’apres 1). O

§. 2. Parties compactes de R".

THEOREME 1 (BOLZANO- WEIERSTRASS). L’intervalle [0,1] est com-
pact.

DEMONSTRATION : Elle dépend de la construction de R ; nous partons de
’idée intuitive que tout développement décimal illimité 0,e;e2¢€3... (avec
ei € {0,1,...,9} représente un nombre réel € [0,1], et qu’inversement
tout nombre réel € [0,1] est représentable par un tel développement
(pour fixer les idées, nous choisissons, lorsque le nombre est décimal, le
développement formé de 9 i partir d’un certain rang).

Soit (23)n>0 une suite de nombres réels appartenant & [0,1]. Notons
€i(z) la ¢°*™¢ décimale d’un nombre z € [0,1]. 1l existe 6, € {0,1,...,9}
et une suite extraite (w},)nzo de (:c(,’,)nzo telle qu’on ait e1(zl) = 6; pour
n>0.

On construit de méme, par récurrence sur k, un entier 6 €
{0,1,...,9} et une suite (zﬁ)nzo extraite de (xf,‘l),,zo telle qu’on ait
ex(zX) = 6; pour n > 0.

Posons yi = zf pour k > 0;la suite (yx)r>0 est extraite de (-’Dg)nzo ;
on a, pour tout ¢ > 1, €;(yx) = 6; pour k > 1 (car alors yx est 'un des

Soit y le nombre réel représenté par 0,6,8;... On a
ly— vkl 1075, VE>0
donc (yx)rk>o0 converge vers y. 8]

DEFINITION 2. Une partie Y d’un espace vectoriel normé (E,| ||) est
bornée s’il existe R > 0 tel qu’on ait ||y]| < R pour tout y €Y.

La propriété pour une partie d’étre bornée ou non subsiste lorsqu’on
remplace la norme de E par une norme équivalente.

PROPOSITION 4. Les parties compactes de (R™,|| ||) sont les parties
fermées et bornées. ‘

DEMONSTRATION : Soit Y une partie compacte de (R",| || ). Alors
Y est fermée (prop. 2). Si Y n’était pas bornée, il existerait une suite
(yn)n>0 dans Y vérifiant ||yn|l,, = n pour n > 0. Or une telle suite n’a
pas de point d’accumulation.

Soit Y une partie fermée et bornée de (R",|| ||,,). Soit R > 0 tel
que Y C B(0, R) = [-R,+R]". L’intervalle [-R, +R] est homéomorphe a
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[0,1], donc compact (cor. de la prop. 1 et théoréme 1). Par suite, le produit
[-R,+R]" est compact (prop. 3). Comme Y est une partie fermée de
[-R,+R]", Y est compacte (prop. 2). o

COROLLAIRE 1. Soit Y wune partie compacte non vide de R. Alors 3l
eziste a,b dans Y tels que Y C [a,}].

DEMONSTRATION : Comme Y est bornée, elle possede une borne
inférieure a et une borne supérieure b. Comme Y est fermée, ces bornes
appartiennent a Y.

COROLLAIRE 2. Soient (X,d) un espace métriqgue compact (non vide)
et f: X — R une application continue. Il eziste a,b dans X tels qu’on
ait f(a) < f(z) < f(b) pour tout z € X.

(“Une fonction continue sur un espace compact est bornée et atteint ses
bornes”).

Cela résulte de la proposition 1 et du corollaire 2.

La proposition 4 n’est pas vraie pour un espace vectoriel normé de
dimension infinie : c’est le théoréme de Riesz (voir probléeme).

PROPOSITION 5. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

'DEMONSTRATION : L’équivalence entre normes est une relation d’équi-

valence (exerc. ). Il suffit donc de montrer que tout norme || || sur R"
est équivalente a || ||, .

Soit § = {z € R*,||z||, =1} la sphére unité de (R",|| ||.,). Dans
(R™%]l lls), S est bornée et fermée (car || ||, est continue), donc
compacte.

D’autre part, en notant (e;,...,e,) la base canonique de R", on a,
pour z = (z1,...,Z,) ER™ :

lell < 3 el lesll < Cilelles >

=1

n
avec C; = Z llei]l, d’ott, pour z,y € R™ :

=1

[Ilall = lyll| < lle = vl < €1 llo =yl -

Ceci prouve que 'application = — ||z| de (R",|| ||, ) dans R est C;-
Lipschitzienne donc continue.

D’apres le corollaire 2 ci-dessus, il existe a € S tel qu'on ait
llz]] = lla]l > 0 pour z € S. Pour tout z non nul dans R™, on a alors:

z
lzll = ll=lleo ||5=— || = Nalilill
=M=l *
donc les normes || || et || ||, sont équivalentes. ]
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§. 3. Compacité et recouvrements.

DEFINITION 3. Une famille (Ai)ier de parties d’'un ensemble X est un
recouvrement de X si U A, =X.

i€l
Un sous-recouvrement est une sous-famille (4;)jes, J C I telle
que U A;j=X.
jeJ

THEOREME 2 (LEBESGUE). Soit (Uj)ier un recouvrement par pariies
ouvertes d’un espace méirigue compact (X,d). Il eziste alors r > 0 tel
que toute boule ouverte de rayon r soit contenue dans l’un des Uj;.

1
DEMONSTRATION : Sinon il existe une suite (zn)n>1 telle que B (xn, ;)

pour n > 1 ne soit contenue dans aucun des U;. Soit @ un point d’accumu-
lation de la suite (zn )n>1. Il existe 4o € I et € > 0 tels que B(a,&) C Uj, .

Il existe n > 2e7! tel que d(a,z,) < % On a alors

1\ €
B (xn, ;;) CB (zn, '2‘) C B(G,E) C Uio s
une contradiction. O

PROPOSITION 6. Sotent (X,d) un espace me’triqﬁe compact, et v > 0.
Il eziste un recouvrement fini de X par des boules ouvertes de rayon r.

DEMONSTRATION : Sinon, on pourrait construire une suite (zn)n>o telle
qu’on ait d(zi,z;) > r pour i # j. Une telle suite ne peut avoir de point
d’accumulation.

THEOREME 3 (BOREL-LEBESGUE). Pour qu’un espace métrique (X,d)
soit compact, il faut et il suffit que tout recouvrement de X par parties
ouvertes posséde un sous-recouvrement fini.

DEMONSTRATION : Supposons (X,d) compact, et soit (U;)ier un recou-
vrement par parties ouvertes de X.

Soit r > 0 satisfaisant la conclusion du théoréme 2. D’apres la prop. 6,

k
il existe des boules ouvertes By,...,Bx derayon r telles que X = U B,.
. =1
D’aprés le théoréme 2, pour tout 1 < £ < k, il existe 1, € I tel que
B, CU;,. On a alors

k
x=u,.
=1

Inversement, si (X,d) n’est pas compact, il existe une suite (zz)n>0
dans X sans point d’accumulation. Pour tout ¢ € X, il existe alors une
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boule ouverte B, centrée en z ne contenant au plus qu’un nombre fini de
valeurs de la suite (25 )n>0. La famille (B;)zex est un recouvrement de
X par parties ouvertes, mais I'union de toute sous-famille finie ne peut
contenir qu’un nombre fini de valeurs de la suite (zn)n>o0- 0

COROLLAIRE. Soit (Fy)n>o une suite décroissante (vour Uinclusion) de
parties fermées non vides d’un espace métrique compact (X,d). On a

[ Fa#oe.

n>0

DEMONSTRATION : Posons Up, = X —F,.Siona ﬂ F, = ¢, lafamille
n>0

croissante (Un)n>0 est un recouvrement par parties ouvertes de X et il

existe ng tel que Up, = X, c’est-a-dire Fy,, = ¢. O

§. 4. Uniforme continuité.

Soient (X1,d1), (X2,d2) des espaces métriques et f : X1 — X3 une
application.

DEFINITION 4. L’application f est uniformément continue si pour
tout € > 0 il existe § > 0 tel que:

di(z,y) < &= da(f(2), f(y)) <e .

Une application K -lipschitzienne est uniformément continue. Une
application uniformément continue est continue.

THEOREME 4 (HEINE). Si X; est compact et f est continue, alors f
est uniformément continue.

DEMONSTRATION : Soit € > 0; comme f est continue, il existe, pour
tout = € X7, une boule ouverte B, centrée en z dont I'image est contenue

dans B (f(a:), %) .Ona U B, = X;, et X; est compact, donc il existe
zexl

6 > 0 tel que toute boule ouverte de rayon é est contenue dans une

boule B, (théoréme 2). Si y,z € X; vérifient di(y,2) < é, on a donc

d2(f(y), f(2)) <. O

PROPOSITION 7. Si X; est compact et f est bijective et continue, alors
f est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION : Il s’agit de vérifier que P’application réciproque f™!
est continue. Or, si Y est une partie fermée de X;, Y est compacte car X;
est compact (prop. 2); donc (f~1)"}(Y) = f(Y) est compacte (Prop. 1),
et par conséquent fermée (prop. 2). a

17



CHAPITRE III - Connexité.

§. 1. Espaces métriques connexes.

DEFINITION 1. Un espace métrique (X,d) est connexe si les seules
parties & la fois ouvertes et fermées dans X sont la partie vide ¢ et la -
partie totale X .

Une partie Y d’un espace métrique (X,d) est connexe si I’espace
métrique (Y, d) est connexe.

La connexité, comme la compacité, est donc une propriété intrinseque.

PROPOSITION 1. Soit (X,d) un espace métrique non vide. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) (X,d) n’est pas conneze,

(ii) X est réunion de deuz parties ouvertes disjointes non vides;
(iii) X est réunion de deuz parties fermées disjointes non vides;
(iv) sl eziste une application conitinue non constante de X dans

{0,1}.
DEMONSTRATION : Exercice.

PROPOSITION 2. Soient (X1,d1), (X2,d2) deuz espaces méiriques, et
f : X1 — X3 une application continue. Si X; est conneze, alors f(X;)
est conneze.

DEMONSTRATION : Si f(X;) n’est pas connexe, il existe une application
continue non constante g de f(X;) dans {0,1}. L’application composée
geof:X; — {0,1} est continue et non constante, donc X; n’est pas
connexe. O

COROLLAIRE. Soient (X3,d1), (X2,d2) deuz espaces métriques, et f :
X1 — X2 un homéomorphisme. Alors X, est conneze si et seulement si
Xs est conneze.

PROPOSITION 3. Sotent (X,d) un espace méirique, et (A;)icr une

famille de parties connezes d’intersection non vide. Alors UA,- est
el

conneze. '€

DEMONSTRATION : Une application continue : U Ai - {0,1} est
iel
constante sur chacun des A; (prop. 1) donc sur U A;, car ﬂ Ai#¢. 0
iel i€l
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PROPOSITION 4. Soit Y une partie conneze d’un espace métrique
(X,d). L’adhérence Y de Y dans X est conneze.

DEMONSTRATION : Soit g : ¥ — {0,1} une application continue. Alors
g est constante sur Y, et prend encore la méme valeur sur Y d’apres les
propositions 3 et 4 du Chapitre L. a

REMARQUE. La méme démonstration prouve que toute partie Z telle que
Y € Z CY est connexe.

PROPOSITION 5. Soient (Xi,d;),...,(Xk,dx) des espaces méiriques
connezes. L’espace produit (X,D) est conneze. '

DEMONSTRATION :
1) k=2. Fixons zg € X;. Pour tout y € X, posons:

A, = ({xo} X xz) U (X1 x {y}) .
C’est une partie connexe de X; x X, d’aprés la proposition 3. On a

[ Ay = {20} x X2,
yEX2
LJ Aﬂ==;¥1X.Xé,
yeX2 v

donc X; x X, est connexe (proposition 3).

2) Cas général: cf. Chapitre II, prop. 3.

§. 2. Parties connexes de R.

THEOREME 1. Les parties connezes de R sont les intervalles (non
vides).

DEMONSTRATION : Soit J une partie non vide de R qui n’est pas un
intervalle. Il existe un point ¢ € R— J, tel que JN]—o0,¢ et JN]e, 400
ne sont pas vides. Ce sont des parties ouvertes et disjointes de J dont J
est 'union; donc J n’est pas connexe.

Soit J un intervalle compact non vide de R : J = [a,}] ; supposons
que J soit union de deux parties fermées disjointes non vides Fp et Fi,
avec a € Fy. Soit ¢ la borne supérieure des nombres d € [a,b] tels que
[a,d] C Fy. On a [a,c] C Fy, donc [a,c] C Fp puisque Fy est fermé. On
a ¢ < b puisque F; n’est pas vide. Par définition de ¢, tout intervalle
[e,d], avec ¢ < d < b, coupe F; (autrement [a,d] C Fy); comme F} est
fermé, on a donc ¢ € Fy, et Fo N F; # ¢. Donc J est connexe. Soient J
un intervalle non vide de R, a € J; on a

7= Ulasu U=,

z>a z<a
z€J z€J
donc J est connexe (proposition 3).
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COROLLAIRE (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES). Soit (X,d)
un espace méirique connexe et f : X — R une application continue. Alors
f(X) est un intervalle : en particulier, si a,b sont des points de X et z
un nombre réel tels que f(a) < z < f(b), il eziste un point ¢ de X tel

que f(c) = z.
DEMONSTRATION : Proposition 2 et théoréeme 1.

§. 3. Connexité par arcs. Composantes connexes.

DEFINITION 2. Soient (X,d) un espace métrique, et z, y deux points de -
X . Un chemin de x & y est une application continue v : [0,1] - X

telle que v(0) =z, (1) = y.

DEFINITION 3. Un espace métrique (X, d) est connexe par arcs si pour
tous z,y € X il existe un chemin de z & y.

PROPOSITION 6. Un espace métriqgue (X,d) conneze par arcs est
conneze.

DEMONSTRATION : Soit x5 € X ; pour tout y € X, soit v, : [0,1] - X
un chemin de zq a y ; posons A, = ,([0,1]). D’apres la proposition 2 et
le théoreme 1, A, est connexe. On a:

U4=x, A3 ;
yEX yeX

d’apres la proposition 3, X est connexe.
COROLLAIRE. Une partie convexe de R™ est conneze.

DEMONSTRATION : En effet, elle est connexe par arcs.

(On rappelle qu’une partie C de R™ est convexe si pour tout z,y € C,
le segment joignant = & y est contenu dans C).

Les deux lemmes suivants serviront pour la proposition 7, et sont
importants par eux-mémes. '

LEMME 1. Soit (X,d) un espace métrique. La relation :
“ il existe un cheminde = a4 y ”

est une relation d’égquivalence.

DEMONSTRATION :

Réflexivité. L’application v : [0,1] — X constante égale & = est
un chemin de z 4 z.

Symétrie. Si v:[0,1] » X est un chemin de z & y, application
7(t) = (1 —t) est un chemin de y & z.
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Transitivité. Si 4 : [0,1] = X est un chemin de z & y et
4’ : [0,1] = X est un chemin de y & z, Papplication 4" définie par:

7" (t) = v(2t) 0t % ,

1
() =7t -1) <t
est un chemin de z & 2.

LEMME 2. Soient (X,d) un espace métrique connexe et R une relation
d’équivalence sur X ; si chaque classe d’équivalence de R est ouverte dans
X, alors il eziste une seule classe (on ¢ zRy, Vz,y€ X ).

DEMONSTRATION : Soit C une classe d’équivalence; alors C est ouverte,
non vide; X — C est 'union des autres classes d’équivalences, donc est
ouverte.

Comme X est connexe,ona X —C =¢,dou X=C.

PROPOSITION 7. Une partie ouverte et connexe U de R"™ est conneze
par arcs.

DEMONSTRATION : Soit R la relation sur U :
“ il existe un chemin de z a y (contenu dans U) ” .

C’est une relation d’équivalence (lemme 1). Si z € U, la classe de z
contient toute boule de centre z contenue dans U. Les classes d’équiva-
lence sont donc ouvertes. D’aprés le lemme 2, U est connexe par arcs.
a

Introduisons finalement la notion de composante connexe. Soient
(X,d) un espace métrique, ¢ un point de X. L’union des parties
connexes de X contenant a est une partie connexe (proposition 3) : la
composante connexe de a dans X . C’est la plus grande partie connexe
de X contenant a.

D’un point de vue un peu différent, considérons la relation sur X :
“ il existe une partie connexe contenant z et y” .

C’est une relation d’équivalence (la transitivité résulte de la proposition 3),
et la classe d’équivalence d’un point a € X est exactement la composante
connexe de a dans X.

On a donc une partition de X en ses composantes connexes. Bien
siir, X est connexe si et seulement si X a une seule composante connexe.

Soit U une partie ouverte de R". Soit a € U. La composante
connexe de @ dans U contient toute boule de centre a contenue dans
U.

Les composantes connexes de U sont donc des parties ouvertes de
R™. On obtient donc, a partir de la proposition 7, le:

COROLLAIRE. Soient U une partie ouverte de R*, z, y deuz points
de U. Alors il existe un chemin de = 4 y si el seulement st = et y
appartiennent & la méme composante conneze de U.
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§. 4. Compacts connexes.

PROPOSITION 8. Soient (X,d) un espace méirigue, et (Ka)a>0 une

suite décroissante (pour linclusion) de parties compactes, connexes, non

vides de X . Alors lintersection K = n K, est compacte, connexe, non
n>0

vide.

DEMONSTRATION : On peut supposer que X = K, (car compacité
et connexité sont des propriétés intrinseques). D’apres le corollaire du
Chapitre II, §.3, K est une partie compacte non vide de X . Supposons que
K n’est pas connexe; il existe alors deux parties fermées (donc compactes)
Ly, L; disjointes et non vides, dont K est I’'union. L’application (z,y) —
d(z,y) de Lo X Ly dans R est continue, et Ly X L; est compact, donc il
existe a € Lo, b € L, tels que d(z,y) > d(a,b) = ¢ > 0, pour z € Ly,

y € L, . Posons :
0 Y 5(e5)
z€Ly

€
Lﬁ = LJ 13(3,5) .
z€Ly
Alors Uy et U; sont des parties ouvertes et disjointes dont I'union contient
K. Posons : ,
}n)==IQ)—(L%lJLH),
K, =K.nK,, pour n>1.

Les K], forment une suite décroissante de parties compactes de Ky, dont
Pintersection est vide.

D’apres le corollaire du Chapitre II, §.3, il existe un entier p tel que

K,=¢.0n aalors:
K,=(K,NnUp)U(K,NUy) ,

donc K, n’est pas connexe. 0
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CHAPITRE IV - Espaces métriques complets et
espaces de Banach.

§. 1. Suites de Cauchy. Espaces métriques complets.
Soit (X,d) un espace métrique.

DEFINITION 1. Une suite (Z,)a>0 de points de X est une suite de
Cauchy si

mk»r-lq-loo d(zm,za)=0.
n—-+$o00

(En d’autre termes, pour tout € > 0, il existe un entier ngy tel qu’on ait
d(zm,Tn) < € lorsque m et n sont supérieurs a ng ).

PROPOSITION 1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
DEMONSTRATION : Exercice.

DEFINITION 2. L’espace métrique (X,d) est complet si toute suite de
Cauchy dans X est convergente.

Une partie ¥ de X est compléte si ’espace métrique (Y,d) est
complet.

La propriété pour une partie d’étre compléte est donc une propriété
intrinséque.

PROPOSITION 2. Soit Y une partie de X. St Y est compléte, Y est
fermée dans X . Si X est complet et Y est fermée dans X, Y est
compléte.

DEMONSTRATION : Supposons Y compléte. Toute suite de points de Y,
qui converge dans X, est une suite de Cauchy; elle doit donc converger
dans Y ; par conséquent Y est fermée (Chapitre I, §. 3.3, Corollaire).

Supposons X complet et Y fermée; une suite de Cauchy de points de
Y converge alors dans X (qui est complet) donc dans Y (qui est fermée

dans X).

LEMME. Une suite de Cauchy qui @ un point d’accumulation est conver-
gente.

DEMONSTRATION : Exercice.
PROPOSITION 3. Un espace métrique compact est complet.

DEMONSTRATION : Cela résulte du lemme et de la définition d’un espace
compact.
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PROPOSITION 4. Supposons gue toutes les parties fermées et bornées de
(X,d) soient complétes, alors X est complet.

(Une partie Y d’un espace métrique (X,d) est bornée s’il existe C > 0
tel qu’on ait d(z,y) < C pour z,y € Y).

DEMONSTRATION : Soit (£,)a>0 une suite de Cauchy dans X . Posons:
Z={z,,,n20} , Y=2

et montrons que Y est bornée. Il existe un entier ny tel qu’on ait
d(Zn,Zn,) <1 pour n > ny. Posons:

Co = max d(z;,z .
0™ o0<i<no (23, o)

Soit y un point de Y ; la boule B(y,1) rencontre Z (Chapitre I, § 3.3,
proposition 3), donc il existe un entier n tel que d(y,z,) < 1. On a par
conséquent d(y,zn,) < 2+ Co, et finalement d(y1,y2) < 4 + 2Cp pour
deux points quelconques y;, y; de ¥

La partie Y est donc bornée; elle est aussi fermée, donc compléte.
La suite de Cauchy (z,)n>0 est une suite de points de Y. Elle est donc
convergente.

COROLLAIRE. L’espace R™ (muni d’une norme quelconque) est complet.

DEMONSTRATION : En effet, les parties fermées et bornées sont com-
pactes, donc completes.

REMARQUE IMPORTANTE. Soient (X;,d;), (X2,d;) deux espaces métri-
ques, et f : X; — X, un homéomorphisme. Il est possible que X; soit
complet sans que X, le soit, et vice versa. Par exemple, Papplication

z — tg(z) est un homéomorphisme de I’intervalle I = —5> + —2-[ sur
R. Or R est complet (Corollaire), mais I qui n’est pas fermé dans R n’est
pas complet (proposition 2).

Cependant, si on suppose de plus que f est uniformément conti-
nue et si X; est complet, alors X; est complet (exercice).

PROPOSITION 5. Soient (X;,d;),...,(Xk,dr) des espaces métriques
complets. Alors l’espace produit (X, D) est complet.

DEMONSTRATION : Cela résulte du fait qu’une suite (zp)n0 =
(z%,...,2%)n>0 dans X est convergente (resp. une suite de Cauchy) si
et seulement si chacune des suites (z%),>o est convergente (resp. une
suite de Cauchy).
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§. 2. Le théoréme du point fixe.

DEFINITION 3. Soit (X, d) un espace métrique. Une application f: X — X
est contractante s’il existe k € ]0,1[ tel que f soit k-lipschitzienne,
c’est-a-dire qu’on ait :

d(f(z), f(y)) < kd(z,y) , pour ,y € X .

DEFINITION 4. Soient X un ensemble et f : X — X une application.
Un point fixe de f est un point a € X tel que f(a) = a.

THEOREME 1. Soient (X,d) un espace méiriqgue complet, f : X — X
une application contractante et zo un point de X . Soit (Za)n>0 la suite
vérifiant o4y = f(z,) pour n 2> 0.

Alors, la suite (zn)n>0 €st convergente, et sa limite est Punique point

fixe de f

DEMONSTRATION : Soit k € ]0,1[ tel que f soit k-lipschitzienne. Pour
n>1,ona: _

d(:z:n,:z:n+1) = d(f(xn—l)y f(-'lfn))
< kd(xn—lyfvn) ’

donc

d(xn,$n+1) S k"d(xo,ml) .
On en déduit, pour m>n2>0:

m—1

d(Zn,2m) < d(z0,21) Y K

l=n

n 420,71)
< .
_k l—k b

ceci prouve que (T,)n>o est une suite de Cauchy. Comme X est complet,
elle est convergente; notons a sa limite. Comme f est continue, on a:

f(a) = ,.li.lfoof(zn) = nﬁfilwwn+1 =a,

donc a est un point fixe de f. Finalement, soit b un point fixe de f. On

a: v
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) ,
avec k €]0,1[, donc d(a,b) =0 et a =b. O
Le théoréme du point fixe a une trés grande importance tant
théorique que pratique. En effet, de trés nombreux problémes peuvent se
présenter sous la forme de recherche de points fixes. Le théoréme du point

fixe est a la base de la démonstration des principaux théorémes d’Analyse
du cours : théoreme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites,
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théoréme d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles
(théoréme de Cauchy-Lipschitz).

D’un point de vue théorique, il faut surtout retenir 'existence et
I’unicité du point fixe de 'application contractante f.

D’un point de vue pratique, la convergence de la suite (z,;)nzo vers
le point fixe permet de déterminer le point fixe avec une précision
arbitraire; on a de plus un contréle sur I’erreur commise; on a vu que:

d(zm,Ts) < k(1= k)" d(zo,2:1)
pour m > n >0, et on a donc:

d(a,z,) < k™(1 — k)" d(zo, 1) -

EXEMPLE. Etant donné un nombre réel zo, on définit une suite (z5)n>o0
par la relation de récurrence :

Tat+1 = 22 — 100 + sin (n) .
On va montrer qu’il existe une unique valeur de z; telle que la suite

(Za)n>0 soit bornée et a valeurs positives. On va aussi déterminer
cette valeur & 1073 prés (avec une calculette).

1) Préliminaires. Montrons que si la suite (n)n>0 est bornée & valeurs
positives, on a nécessairement 10 < z, < 11 pour tout n > 0.

Supposons qu’il existe un entier p tel que z, < 10, on a alors z,4; =
22 —100+ sinp <1, et (si Tp41 = 0), Tpy2 = 22, —100+sin (p+1) <
—98, contrairement a ’hypothése que la suite est & valeurs positives.

Supposons qu'’il existe un entier p tel que z, > 11 ; on a alors:

Tpi1 = 3:12, - 100 + sin (p)
>11z, —99 > 2z, ;

on a alors Tx4+1 > 2z, pour tout k > p, et la suite (zx)r>0 n’est pas
bornée.

2) L’espace métrique olt on va appliquer le théoréme du point
fixe. Notons X I’ensemble des suites (yz)i>o & valeurs dans I'intervalle
{10,11]. Nous définissons une distance D sur X, la distance uniforme
par:

D((yk)kZO , (Zk)kzo) = sup lye — 2k} -

On verra au prochain paragraphe que ’espace des suites & valeurs dans un
espace métrique compact (en 'occurence, [10,11]), muni de la distance
uniforme, est complet. Donc (X, D) est complet.
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3) L’application contractante F : X — X. Soit ¥y = (yx)i>0 un
élément de X . Définissons une suite z = F(y) = (zi)x>0 par la formule:

zr = /100 — sin (k) + ye41
(racine carrée positive). Nous vérifions successivement :

a) que z = (z)r>o est un élément de X.
En effet, pour tout £ >0, on a yx4; € [10,11], donc
109 <100 — sin (k) + yr41 <112
et donc z; € [10,11].
On a donc bien défini une application F' de X dans X.

b) que F est contractante (et on calcule la constante de contraction).

Soient ¥y = (yx)r>0, ¥ = (Yi)rk>o deux éléments de X . Notons
z = F(y) = (z1)i>0 et 2’ = F(y') = (2;)r>0 leurs images par F'. Pour
k>0,ona:

|2k — 24} = |¢1oo = sin (k) + yk41 — /100 — sin (k) + Y} |
= |yk+1 =~ Yiu| _ 3
/100 = sin (k) + yk+1 + /100 — sin (k) + 4,

1
< %0 lvk+1 = Vi |

car on a Y41 > 10, y3, > 10.
On a par conséquent :
1
D(z,) = D(F(4), Fy)) < 3 Dy,)
et Papplication F est contractante.

4) Application du théoréme du point fixe. L’espace métrique (X, d)
est complet, et F' est contractante, donc F a un unique point fixe
a = (ax)k>o ; revenant a la définition de F, cela signifie qu’il existe une
unique suite (ax)x>0, a valeurs dans [10,11}, qui vérifie:

ar = \/100 —sin(k) 4+ ag41 , pourtout k>0

ou encore

ak41 = a3 — 100 + sin (k) pour tout k>0 .
Or, on a montré dans les préliminaires que si une suite (zi)r>0 est a
valeurs positives, bornée et vérifie la relation de récurrence :
Tr+1 = 25 — 100 + sin (k) ,
cette suite est nécessairement & valeurs dans [10,11], en d’autre termes
c’est un élément de X .

On a donc démontré ’existence et I'unicité du nombre réel zo qu’on
avait annoncées: on a 9 = ap.
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5) Détermination approchée de ay. Soit y° = (y2)r>0 1'élément de
X tel que:
y2 =10,5 , pourtout k>0.

Posons y' = F(y°). On a donc y! = (y})x>0, avec
y: = /100 — sin (k) + 10,5 , pour tout k>0 .

Pour tout ¥ >0,0n a:

10,46 < 1/109,5 < yi < +/111,5 < 10,56 .

D(y°,4') < 0.06 .

Posons y? = F(y'), y® = F(y?), etc...
On a vu plus haut que la distance de y" au point fixe a de F vérifie:

Dy < (L) —L Do,y
Y %) 1oz Py

On a donc

1
(ou 5 est le rapport de contraction de F'). Pour que le second membre
soit < 1073, il suffit de prendre n = 2; on aura alors, en écrivant
y? = (yg)kzo :

|ao - yfﬂ < D(a,y?) < 3%60.06 <1,6107%.

Finalement on a:
v = 1/100 — sin (0) + y} = 1/100 + g} ,
y} = \/100 —sin (1) + 10,5 ,

d’od
y! % 10,471797 ,

y2 ~10,510556 ,
lap — 10,5105] < 3.10~* .

§. 3. Espaces d’applications continues et distance uniforme.

Soient (X;,d;), (X2,d2) deux espaces métriques. On note C(X;,X>)
Pensemble des applications continues de X; dans X, et Cp(X7,X3) le
sous-ensemble des applications continues et bornées de X; dans X,. (Une
application f : X; — X, est bornée si la partie f(X;) est bornée, c.a.d.
8'il existe C' > 0 tel qu’on ait dz(f(z), f(y)) < C pour tous z,y € X;).
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REMARQUES.

1. Lorsque X; = N (ou Z) toute application de X; dans X; est
continue; une telle application est simplement une suite a valeurs dans
Xa. L’ensemble C (N, X;) est donc ’ensemble des suites & valeurs dans
X2, et Cp(N,X3) est le sous-ensemble des suites bornées.

2. Lorsque ’espace d’arrivée X, est borné, toute application continue
est évidemment borné et on a donc C(X;,X2) = Cip(X1,X3). Clest
en particulier le cas lorsque X, est compact, puisqu’alors P’application
continue (z,y) — dz(z,y) est bornée sur I’espace compact X3 x X3.

3. Lorsque P’espace de départ X; est compact, on a encore C(X;,X;) =
Cs(X1,X2).Si f: X3 — X, est une application continue, la partie f(X;)
est en effet compacte, donc bornée.

DEFINITION 5. La formule

D(f,g) = zsél)l{) dz(f($),g($)) )

pour f,g € Cp(X;,X2) définit une distance sur 'ensemble Cp(X;,X,) dite
distance uniforme. La convergence d’une suite (d’applications continues
bornées) dans I’espace métrique (C3(X;,X32), est dite convergence uni-
forme.

EXERCICE. Vérifier que la borne supérieure définissant D(f,g) est finie;
vérifier les axiomes (D1), (D2), (D3) d’une distance pour D.

PROPOSITION 6. Supposons X, complet. Alors, (Cy(X1,X2),D) est un
espace métrigue complet.

DEMONSTRATION : Soit (fs)n>o0 une suite de Cauchy dans Cp(X;, X3).
Pour tout z € X;,o0n a:

(1) d2(fn(2), fm(2)) < D(frs fm) »

donc (fn())n>0 est une suite de Cauchy dans X3, et elle converge vers
une limite qu’on note f(z).

. . . . £
Soit € > 0. Il existe un entier ng tel qu'on ait D(fx, fm) < 3 pour

m,n > ng. En passant A la limite dans I'inégalité (1), on a donc pour
I E X1 , > Ng -

(2) d(f(2), fal@)) < 5

Soit zo un point de X;. Pour tout ¢ € X;,on a:

dZ(f(zo)v f(m)) < d2(f(zO),fno(m0) + d2(fno(z0)afno(z))
+ d2(fno(x)v f(z)) ’
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d’oli, d’apres la relation (2):

3) B (20), F(@)) S 5 + dlag(20)s Fn(2)) -

L’application f,, est bornée; on déduit alors de la relation (3) que f est
aussi bornée.

L’application f,, est continue; il existe donc § > 0 tel qu’on ait
da(f(zo), f(z)) < g pour z € B(zo,6) ; d’aprés (3) on a:

dZ(f(ZO)vf(x)) <€ 9

pour z € B(zg,6). Ceci montre que f est continue en zg.

On a montré que l'application f est un élément de C3(X;,X2). La
relation (2) implique que la suite (fy).>0 converge vers f. o

§. 4. Applications linéaires continues.

Soient (Ey,|| ||;) et (Ea,]|| |l;) des espaces vectoriels normés.

PROPOSITION 7. Soit u € L(E,,E;) une application lLnéaire. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(I) u est lipschitzienne;
(ii) u est uniformément continue;
(iii) u est continue;
(iv) wu est continue en 0 ; |
(v) Ulimage par u d’une partie bornée est bornée;
(vi limage par u de la boule unité B(0,1) est bornée;
(vii) Uimage par u de la sphére unité est bornée.
DEMONSTRATION :
(2) = (3%) = (ii) = (iv) : déja vu
(v) = (vi) = (vi) : évident .

(iv)=(v). Par définition de la continuité en 0, il existe r > 0 tel que
llu()ll; <1 pour ||zl <r.

Si A est une partie bornée de Ej, il existe R > 0 tel que A C B(0, R)
etona u(4)C B <0, g) .
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(vii)=>(i). Soit C > 0 tel que [lu(z)||, < C pour |z||;, =1.
Pour z,y € E,, distincts, on a:

llu(z) — w()ll; = llu(=z = 9l

y
= ll= = vl "(ux ynl)
<Cle—yl, ,

donc u est C-lipschitzienne. O

2

Les applications linéaires continues de E; dans E, forment un sous
espace vectoriel de L(E:,E;) quon note LC(E;, E;). Pour
u € LC(E,, Ep), la borne supérieure :

full = sup [ju(z)ll,

zj, =1
est finie (d’aprés (vii)); on a clairement :

"U" = sup "u(m)”2 = sup "u(x)llz .
B P el

L’application u est |lu| -lipschitzienne.
On vérifie facilement (exercice) que I’application u — ||u|| fait de
LC(E, F) un espace vectoriel normé.

PROPOSITION 8. Soient (Ej,|| ||;) un troisiéme espace vectoriel normé
et v : Ey X Ey — E3 une application bilinéaire. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) v est continue;
(ii) v est continue en 0;
(iii) sl eziste C >0 tel qu’on ait:
l[v(z1,22)ll3 < Clleally llzzllz
pour tous =, € Ey, z2 € Es.

DEMONSTRATION : Exercice (cf. démonstration de la proposition 7).

Les applications bilinéaires continues de E; x E; dans E; forment
un espace vectoriel qu’on munit de la norme:

lloll = sup lo(z1,22)]ls
Iz ll, =1, liz2ll,=1

= sup l[o(z1, z2)ll
z1#0, 2270 "xllll ”z2”2
On aurait un résultat analogue pour des applications multilinéaires
El XE2 X... XEk —-)Ek+1.

PROPOSITION 9. S: E; est de dimension finie, toute application linéaire
u € L(E, E;) est continue.
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REMARQUE. La propriété pour une application linéaire u : E; — Ey
d’étre continue ne change pas si on remplace les normes de E; ou E; par
des normes équivalentes.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 9 : D’apres la remarque, on
peut supposer que E; = R", muni de la norme | ||, (toutes les
normes sont équivalentes sur R™). Soit (e;)1<i<n la base canonique. Pour
z =(1,...,2,) ER*, on a:

=), = u(zz,-e.-)
1

= Zz,-u(e,-)

<Dl llulen)ll

< (Z Ilu(ee)||2> el -

2

2

§. 5. Espaces de Banach.

DEFINITION 6. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet.

EXEMPLES.

1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach.

2. Soit (X,d) un espace métrique. Notons Cy(X) ’espace vectoriel des
fonctions (a valeurs réelles) continues et bornées sur X .

Pour f € Cp(X), posons:
151l = sup [f(=)] -
z€X
Ceci définit une norme sur C3(X) ; la distance associée n’est autre que la

distance uniforme introduite au §.3. Comme R est complet, Cp(X) est
un espace de Banach d’aprés la proposition 6.

3. Lorsque X est compact, toute fonction continue sur X est bornée.
L’espace vectoriel des fonctions continues sur X, noté C(X), est muni de
la norme ci-dessus; c’est un espace de Banach.
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4. Plus généralement, soient (E, || ||) un espace vectoriel normé, et (X, d)
un espace métrique. L’espace vectoriel Cy(X, E) des applications continues
et bornées de X dans E est muni de la norme:

liflll = sup lF =)

pour f € Cy(X, E). Si E est un espace de Banach alors C(X, E) est
aussi un espace de Banach.

PROPOSITION 10. Sotent (Ey,| ||;), (E2|| |l;) deuz espaces vectoriels

normés. Si E; est un espace de Banach, alors LC(E;, E3) est un espace
de Banach.

DEMONSTRATION : Soit (un)n>o une suite de Cauchy dans LC(E,, E3).
Notons pour abréger Bg la boule fermée de centre 0 de rayon R dans
E,.

D’apres la proposition 7, pour tout R > 0, la suite des restrictions
(4n/BR),>o & la boule Bp est une suite de Cauchy dans Cy(BRr, E2).
Comme E, est complet, C3(Bg,E;) l'est aussi (proposition 6), donc
(un)n>0 converge uniformément sur Bg vers une application up €
C;,(BR, E’z) Pour R' > R, up/ coincide avec ug sur Bp. L’application
u qui coincice avec ug sur Br (pour tout R > 0) est linéaire (exercice);
elle est bornée sur Bj, donc continue (proposition 7). Comme (%n)n>0
converge uniformément vers u sur By, la suite (un)n>o converge aussi
vers u dans LC(E,, E,;) (par définition de la norme).

§. 6. Le théoréme d’Ascoli.

Soient (X,d) un espace métrique compact, E un espace vectoriel
normé de dimension finie, et A une partie de ’espace de Banach

C(X,E).
DEFINITION 7. La partie A est équicontinue si pour tout £ > 0, tout
zg € X, il existe § > 0 tel qu’on ait :

Vz € B(xo,6), VfeA, |f(z)-f(zo)]<e.

(En d’autres termes, “le méme § sert pour toutes les applications
feAn).

THEOREME 2 (ASCOLI). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Vadhérence de A dans C(X,E) est compacte;

(ii) A est éguicontinue, et pour tout z € X, lensemble A(z) =
{f(z),f € A} est une partie bornée de E
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DEMONSTRATION :

(i)=(ii). Soit ¢ € X. L’application f — f(z) de C(X,FE) dans
E est continue (exercice). Comme A est compact, son image par cette
application I'est aussi, en particulier elle est bornée. Donc A(z) est borné.

Soit £ > 0. D’aprés la proposition 6 du §. 3, Chapitre II, il existe un
nombre fini d’applications fi,..., fx € A telles que:

k
€
AC i=LJIB (f,', g) .
11 existe un nombre é > 0 tel qu’on ait, pour y € B(z,6) et 1 <i<k:
€
Ifi(z) - fiwll < 3 -

Soit f € A; il existe un entier j tei que f € B ( f,-,%) , et on a alors,
pour y € B(z,9)
£ (=) = FWI < I1f (=) = fi(@)l + 11 fi(=) = Fi(w)ll
+ 1) — FW)Il

<£+E+£~s
3 3 3 °°

Donc A est équicontinue.
(ii) = (i). La démonstration comporte plusieurs étapes.

1) Lemme. A est uniformément équicontinue, c’est é dire que pour
tout € >0, il eziste § >0 tel que:

d(z,y) <é=|f(z) - f(W)l <e,
pour tout f € A.

DEMONSTRATION DU LEMME : Pour tout z € X, il existe §(z) > 0 tel
que:

d(z,y) < 6(z) = ||f(z) - FW) <=, VfeA.

D’apreés le théoréme de Lebesgue (Chapitre II, §.3, théoréme 2), appliqué
au recouvrement de X par les boules B(z,6(z)), il existe § > 0 tel que
deux points y,y’ € X vérifiant d(y,y') < § dont contenus dans une méme
boule B(z,é(z)).

On a alors

1£@) = FEOI < 1 @) = F@I + £ (=) = £

<S4i=¢
2 2 7°
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2). Soient € >0, et (fn)n>0 une suite d’éléments de A. Montrons qu’il
existe une suite (gx)r>o0 extraite de (fn)a>o vérifiant

llgr —gell <€, VE,£2>0.
Soit 8 > 0 tel que:

Vo,ye X, V€A, d(z,y)<é=|f(e) - f)l <

wlm

Soient z,,...,z,, des points de X tels que:

m
X =|J B(z:,9)
=1
(cf. Chapitre II, § 3, proposition 6).
Par hypotheése, la suite (fn(z1),..., fa(Tm))n>0 dans E™ est bornée;
comme E™ est de dimension finie, elle a un point d’accumulation. On peut

donc extraire de (f,).>0 une suite (gi)r>o0 telle qu’on ait, pour k > 0,
£20,1<i:<m:

llgk(z:) — ge(=:)]| <

wWim

Soient £ >0, £ >0, z € X ; il existe un entier : tel que x € B(z;, 6)
etona:

lgx(z) — ge(z)l| < Nlgi(zi) — gr(2)|| + llgr(z:i) — ge(z3)]]
+ |lge(z:) — ge(2)]|

€ £ 14
z+z+z=¢.

<3T3T3

3) Processus diagonal. (Cf. Chapitre II, théoréeme de Bolzano-
Weierstrass).

Montrons que de toute suite (f,) d’éléments de A, on peut extraire
une suite de Cauchy.

D’aprés la partie 2), on peut extraire une suite (f1)n>0 satisfaisant :
1
”fl: _ftlll < §,Vk,320 ’

par récurrence, on construit pour j > 2 une suite ( frJ;)nZO extraite de
( f,{"l)n?_o satisfaisant :

. . 1
||f,g —f;" <555 VEE20.
Posons g, = f7 pour n > 0. Pour m>n>0,o0n a
1
"gn ""gm" < 2_n ’
donc (gn)n>0 est une suite de Cauchy, extraite de la suite ( fa)n>o.
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4) Montrons que 1’adhérence de A est compacte.

Soit (f.)n>o une suite d’éléments de A. Pour n > 0, soit f, un
élément de A tel que
(*) Ifa = fall <277 .
Soit (fn,)k>0 une suite de Cauchy extraite de (frn)n>0. Elle converge dans

Cs(X, E) (proposition 6); comme A est fermé, sa limite appartient & A.
D’aprés (), la suite (f;, Ja>0, extraite de (f;)n>o0, a la méme limite. O
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2éme PARTIE.
CALCUL DIFFERENTIEL.

CHAPITRE V : La différentielle.

Dans ce chapitre, on désigne par E et F' deux espaces vectoriels de
dimension finie, de dimensions respectives m et n.

On notera en général (ey,...,e,) une base de E, et z;,...,Tm
les coordonnées d’un vecteur z de E dans cette base. (On a alors une
identification de £ & R™). De méme, on notera (fi,...,fn) une base de
F et y1,...,yn les coordonnées d’un vecteur y de F'.

On munit E et F de normes, toutes deux notées || || ; on rappelle
que toutes les normes sur E (ou sur F) sont équivalentes. Pour cette
raison, tout ce qui suit ne dépend pas des normes choisies sur F et F.

NOTATION. Soit (X,d) un espace métrique, E un espace vectoriel normé,
zo un point de X, ® : X —» E et ¢ : X — R, des applications. La
propriété :

“3dr>0, 3c>0 tq [|®(z)] < Ce(z) pour = € B(zo,r) ”
se note ® = O, (p) ou & = O(p) lorsque la valeur de z est claire
d’apres le contexte. La propriété :

“Ve>0, 3r>0 tq ||®(z)|| £ ep(z) pour z € B(zo,r) ”
se note ® = o, (p) ou ¢ = o(p).

REMARQUE. Tout ce qui suit (& 'exception de ce qui utilise bases et
coordonnées) se généralise au cas ou E et F sont des espaces de Banach.
La seule modification requise est d’exiger que toutes les applications
linéaires rencontrées soient continues.

§. 1. La différentielle.

Soient U une partie ouverte de E, a un pointde U,et H : U - F
une application.

DEFINITION 1. L’application H est différentiable au point a s’il existe
une application linéaire L : E — F telle qu’on ait :

(*) H(z) - H(a) — L(z — a) = 0q(||z — a]]) .
En d’autres termes, on a:

" PRUCELCE IR
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PROPOSITION 1. §i H est différentiable en a, il eziste une unique
application linéaire L vérifiant la relation (*).

DEMONSTRATION : Soient Ly, Ly des applications linéaires vérifiant (*)
et u un vecteur non nul de E. En utilisant la relation (+') pour z = atcu,
on obtient :

. Li(eu) — La(e

Lim Lalew) — La(ew) _

o R P

0;

oron a, pour € >0 :

Ll (eu) — L2(€‘u)
lleu]|
donc L;(u) = La(u) et Ly = L.

= [lull ™! (L1(u) — L2 (w)) ,

DEFINITION 2. Lorsque H est différentiable en a, 'unique application
linéaire vérifiant (*) s’appelle la différentielle de H en a. On la note
DH(a) ou D, H.

PROPOSITION 2. Si H est différentiable en a, alors H est continue en
a.

DEMONSTRATION : Soit r > 0 tel que B(a,r) CU et qu'on ait :
[1#(2) - H(a) ~ L(z ~ a)|| < ||z — g

pour z € B(a,r). AD’aprés le chapitre IV, propositions 7 et 9, il existe
C > 0 tel qu’on ait :

L@ <Clell , VeeE.
On a donc, pour z € B(a,r) :
|1#(z) - H(a)]| < (C+1) ||z —al ,
ce qui implique que H est continue en a.

PROPOSITION 3. Identifions F & R™ au moyen d’une base (f1,...,fn)
de F, et notons H; : U — R pour i = 1,...,n les applications
coordonnées de H. Pour que H soit différentiable en a il faut et il suffit
que chaque H; le soit, et on a alors, pour veE€ E :

D H(v)=) Dy Hi(v)f; .

=1

DEMONSTRATION : Exercice.
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§. 2. Différentielles et dérivées partielles.

Soient U une partie ouverte de E, a un pointde U, H : U — F
une application et E; un sous espace vectoriel de E.

Définissons :

U1={v€El, a+veU}.

Comme ’application v +— a + v de E; dans E est continue, U; est une
partie ouverte de Ej.

DEFINITION 3. On dit que H est différentiable en a dans la direction
de E; si Papplication v — H(a + v) de U; dans F est différentiable en
0. La différentielle en 0 de cette application est alors une application
linéaire de Ey dans F qu’on appelle différentielle partielle de H dans
la direction de F;.

EXEMPLE. Soit w un vecteur non nul de E. Prenons pour E; le sous-
espace vectoriel (de dimension 1) engendré par w, qu’on identifie &2 R par
Iisomorphisme: ¢ — tw.

L’application H est différentiable en a dans la direction de E; (on
dit encore, dans ce cas, dérivable dans la direction de w) si et seulement
si la limite

lim H(a+tw) — H(a)

t—0 t
1£0

existe. On Pappelle alors la dérivée de H dans la direction de w. En
notant v cette limite, la différentielle partielle de H dans la direction de
E, est I'application linéaire tw +— tv (t € R) de E; dans F.

DEFINITION 4. Soit (ey,...,€em) une base de E. Les dérivées de H dans
la direction de ey,...,e, sont, quand elles existent, appelées dérivées
partielles de application H (relatives 4 la base (ey,...,€em)). La dérivée

partielle dans la direction de e; est notée 0;H(a) ou . H(a).

PROPOSITION 4. Si H est différentiable en a, alors H est différentiable
en a dans la direction de E; et sa différentielle partielle dans la direction
de Ey estla restriction ¢ E; de la différentielle de H en a.

DEMONSTRATION : Exercice.

COROLLAIRE.. Si H est différentiable en a, alors les dérivées partielles
OiH(a), pour 1 <i < n, sont définies et on a:

8:H(a) = Do H(e;) .
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a dans la direction de tout vecteur non nul w € E sans que H soit
différentiable en a. Prenons par exemple U = E = R?, a = (0,0), F =R,
2

H(z,y)= :c'f-l-yy? si (z,y)#(0,0)

| H(0,0)=0.
Soit w € R?. Pour tout réel ¢, on a
H(tw) =tH(w)
donc H est dérivable en 0 dans la direction de w, de dérivée H(w). [ En |
particulier, on a 0; H(0,0) = 0,H(0,0) = 0] . D’apreés la proposition 4, H
n’est pas différentiable en (0,0) : sa différentielle en 0 serait I’application
H | qui n’est pas linéaire.

REMARQUE. Il est possible, lorsque m > 2, que H soit dérivable en

DEFINITION 5. Soient (e1,...,em), (f1,...,fn) des bases de E, F
respectivement. Notons H,,...,H, les applications coordonnées de H,
et supposons que H est différentiable en a. La matrice

(3:‘ H:'(a)) 1<i<n,
1<j<m,
a n lignes et m colonnes s’appelle matrice jacobienne de H en a. C’est

la matrice de la différentielle de H en a relative aux bases de E et F
considérées. »

Lorsque m = n, son déterminant s’appelle jacobien de H en a.

§. 3. Propriétés élémentaires. Régles de calcul.

3.1. Applications affines.
Soit u : E — F une application linéaire, b un point de F, et
H : E — F Yapplication affine définie par:
H(z)=u(z)+b.
En tout point a de E, l'application H est différentiable et sa
différentielle est u.

3.2. Somme.

Soient Hj,H; des applications d’une partie ouverte U de E dans
F.

Si H; et H, sont différentiables en un point a de U, alors H; + H;
Pest aussiet on a:

Da(Hl + H2) = DaHl + DaHZ .
En termes de dérivées partielles relatives & une base de E, on a donc,
pour 1 <:<m:
0;(H, + H;) = 0;H, + 0;H; .
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3.3. Composition.

Soit G un troisitme espace vectoriel (normé) de dimension finie.
Soient U une partie ouverte de E, H une application de U dans F,
V une partie ouverte de F', K une application de V dans G.

PROPOSITION 5. Soit a un point de U. On suppose que H est différen-
tiable en a, que H(a) € V, et que K est différentiable en H(a). Alors,
UVapplication K o H est définie sur une boule ouverte cenirée en a, est
différentiable au point a, et sa différentielle en a est:

D,(K o H) = Dy)K ° D, H .

DEMONSTRATION : L’application H est continue en a (proposition 2),
donc il existe r > 0 tel que H(B(a,r)) C V. L’application K o H est
donc définie sur B(a,r).

Posons L1 = DaH, Lz = DH(a)K, Cl = "L1 ", Cz = "Lz" (Ofl les
normes dans les espaces vectoriels L(E, F), L(F,G) ont été définies au
Chapitre IV, §. 4).

On a vu dans la démonstration de la proposition qu’il existe ro € ]0, 7|
tel qu’on ait :

| H(z) — H(a)|| < (1 + Cy) ||z - a|

pour tout z € B(a,rg).
Soit € > 03 il existe r; € ]0,ro[ tel qu'on ait, pour ||z —a| < r1,

ly — H(a)|| <r |
| H () — H(a) — L(

£
- Mg —
c-all S g el

1K (y) — K(H(a)) — L2(y — H(a))]| < H(a)|| -

.__._5_” _
1+Ci+C: Y

Soit z € B (a, -1—%5—) . Posons y = H(z) ; on a alors:
ly—H(a| <1+ Ci)llz —af <1 .

Posons : '

R, = H(z) — H(a) — Ly(z — a)

Ry = K(y) - K(H(a)) - Lo(y — H(a) -
On a

Ko H(z) = K(y)
= KoH(a)+ Ly(y — H(a)) + R; ,
Ly(y — H(a)) = Lo(La(z — a) + Ry)
=Ly o Ly(z - a) + L2(R4) ,

donc

K o H(z)= K o H(a)+ Ly o Ly(z — a) + Ry + L2(Ry) ,
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avec

€ e(1+Ch)
- —H L -
602
< &L — -
IZ2(R)l < CalIRi) < T o —all

d’ou finalement :
|K o H(z) — K o H(a) — Lz e Li(z —a)|| < e[z —a] ,

ce qui termine de prouver la proposition.

Soient (ej,...,em) une base de E, (fi1,...,fn) une base de F,
H,,...,H, les applications coordonnées de H relatives a cette base.

En exprimant que la matrice jacobienne de K o H en a est le produit
de la matrice jacobienne de K en H(a) et de la matrice jacobienne de H
en a, on obtient, pour 1 <i<m

8i(K o H)(a) = z”:a,- Hi(a) 3, K(a) .

=1
3.4. Produits.

Supposons que E soit le produit de deux espaces vectoriels E,, E,
et que H soit une application bilinéaire de E; x E; dans F.

PROPOSITION 6. L’application H est alors différentiable en tout point
a = (a1,az) de E, et sa différentielle en a vérifie:

D,,H(vl,vz) = H('I)l,az) + H(al,vg) ’
pour tout v = (v1,v3) € E.

DEMONSTRATION : L’application H est continue (exercice) et il existe
une constante C' > 0 telle que:

Ve € Br, Vza € B,  ||H(z1,22)|| < C il [|22]

(Chapitre IV, Proposition 8).
D’autre part, comme toutes les normes sur E sont équivalentes, il
existe C' > 0 tel qu’on ait :

Ve =(21,22) € E, Max ([Jaa]], llz2ll) < C'|l=] -
On a alors, pour @ = (a;,4a;), v = (v1,v2) dans E :
H(a+v) = H(a1,az) + H(a1,v2) + H(v1,a2) + H(v1,v2)
= H(a1,a2) + H(a1,v2) + H(v1,02) + O([[va ]| [lvz]))
= H(a1,a2) + H(a1,v2) + H(v1,02) + O(|Iv]) ,

d’ou la proposition.
En combinant les propositions 5 et 6, on obtient les regles de différen-
tiation pour différentes sortes de “produits” :
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1) Prenons F = R; si Hy,H; sont deux applications a valeurs réelles,
définies sur une partie ouverte U de E, et différentiables en un point a
de U, alors le produit H; Hy est différentiable en a et on a, pour v € E :

Do(Hy Hy)(v) = Hi(a) Dy Ha(v) + Ha(a) Dy Hy(v) .

2) Soient U une partie ouverte de E, H; : U = F et Hy : U - R
des applications, différentiables en un point a € U. Alors H; H; est
différentiable en a et :

D.(H; Hy)(v) = Dy Hz(v) Hi(a) + Hy(a) Do Hi(v) -

3) Si F est muni d’un produit scalaire {,), U est une partie ouverte
de E, H,,H; sont des applications de U dans F, différentiables en un
point a de U, alors (Hj, H3) est différentiable en a et on a:

Dq (H1, Hz) (v) = (Da H1(v), Hz2(a)) + (H1(a), Da H2(v)) .

4) Si U est une partie ouverte de E, Hy, H, des applications de U dans
R3, différentiables en un point a € U, le produit extérieur H; A Hy est
différentiable en a, avec:

Da(Hl A Hg)(v) =D, Hl(v) A Hz(a) + Hl(a) AD, Hz(‘v) .
Par rapport a une base (e1,...,en) de E, on a des régles analogues
pour les dérivées partielles : par exemple, dans le premier cas ci-dessus :
0i(H, Hj)(a) = Hl(a)a.-Hg(a) + &; Hl(a)Hg(a) ,
pour 1 <:<m.
REMARQUE. De fagon plus générale, si E est le produit de k sous espaces
Ei,...,Ex et H: E — F est une application k—linéaire, 'application

H est différentiable en tout point ¢ = (ay,...,ax) de E et on a, pour
v=(v;...0:)€E:

D,H(v) = H(ay,...,ak-1,vk) + H(ay,...,vk—1,0%)
+... + H(ay,ve,...,8k-1,ar) + H(v1,...,az) .
On déduit par exemple de ceci et de la proposition 5 la formule
suivante: soient U une partie ouverte de E et H;, Ho, H3 des applications
de U dans R® différentiables en un point a € U. Alors I'application

K = det(H;,H;,H;) de U dans R est différentiable en a, et sa
différentielle est donnée par :

DK (v) = det (D, Hy(v), H2(a), H3(a)) + det (H1(a), D, Hy(v), H3(a))
+ det (H1(a), H2(a), Do H3(v)) .
3.5. Inverses.

Soit G un espace vectoriel de dimension finie. Prenons E = F =

L(G), U=GL(G) = {u € L(G),det u #0}. C’est une partie ouverte de
E.
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PROPOSITION 7. L’spplication H : u — u™! de U dans L(G) est
différentiable en tout point a €U, eton a:

D,H(v)=—a"lovoa™l.

DEMONSTRATION : Soient a,z € U ; posons v = z—a. Il s’agit d’estimer
la norme de 1’élément :
w=z"1-g1 +a'1 opoa™l.

Ona:
1

Towoa=a—x+Troa ov

=-v+(a+v)ealov
=voalov.

1 1

cvoaloyoal, dou:

el < fla= | i~ ol -
Or on a, d’apres la définition de w :

o= < fla™ 1+l + fla™ | ol -

On adonc w=2z"

On en déduit :
loll (1 = Jla= | ol®) < fla= [ ol (1 + [la™ | ol
‘d’ol, pour ||v|| assez petit :
ol <2 {|a™2|° o)l® .

La proposition en résulte.
Lorsque G =R, en combinant les propositions 5 et 7, on obtient :

COROLLAIRE. Soient U wune partie ouverte d’un espace wvectoriel de
dimension finie et H : U — R* une application. Si H est différentiable

en un point a € U, lapplication — [l’est aussi et on a, pour v € E :

H

En termes de dérivées partielles (relatives d¢ une base ey,...,en de

B (1 _ 8iH(a)
% (%) @ =@
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CHAPITRE VI: Applications de classe C.

§. 1. Applications de classe C*.

Soient E, F' deux espaces vectoriels (normés) de dimensions finie, U
une partie ouverte de E, et H : U — F une application.

DEFINITION 1. On dit que H est de classe C! (ou encore que H
est contintiment différentiable) si les deux conditions suivantes sont
réalisées :

(i) H est différentiable en tout point de U,
(ii) L’application z — DH(z) de U dans L(E, F) est continue.

REMARQUES.

1) Identifions F & R® au moyen d’une base (f1,..., fn) de F, et notons
H,,...,H, les applications coordonnées de H. D’apres la proposition 3
du Chapitre V, pour que H soit de classe C!, il faut et il suffit que
chacune des applications H;, 1 <i < n, le soit.

2) La condition (ii) ci-dessus est équivalente a la condition :

(ii') L’application: (z,v) — D,H(v) de U x E dans F est continue.
DEMONSTRATION :

(ii)=(ii’). En effet lapplication (x,v) — D.H(v) est composée de
I’application

(z,v) ~ (D H,v)

de U x E dans L(E,F) x E, qui est continue par hypotheése, et de
Papplication :

(L,v) = L(v)
de L(E,F) x E dans F, qui est bilinéaire donc continue.

(ii’) = (ii). Soient (e,...,e,) une base de E, et (fi,..., fs) une base
de F. Par hypothese, 'application: ¢ — D H(e;) est continue, donc le

ii®me vecteur colonne de la matrice jacobienne de H dépend continfiment
du point z € U.

L’application z — D, H est donc continue.
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[ Note : ’équivalence de (ii) et (ii’) n’a plus lieu lorsque E est un espace

(de Banach) de dimension infinie. On a alors seulement : (ii) = (ii').

Soit (e1,...,€em,) une base de E.

PROPOSITION 1. Pour que H soit de classe C!, il faut et il suffit que
les deuz conditions suivantes sotent réalisées :

(iii) pour tout = € U, pour tout i € {1,...,m}, Uapplication H
admet en z une dérivée partielle O;H(z) dans la direction de
€i,

(iv) pour tout ¢ € {1,...,m}, Uapplication z — 0;H(z) de U dans
F' est continue.

DEMONSTRATION : Si H est de classe C?, la condition (iii) est réalisée
(Chapitre V, proposition 4) et on a 0;H(z) = D H(e;), donc la condition
(iv) est réalisée (remarque 2 ci-dessus). :

Inversement, supposons les conditions (iii) et (iv) vérifiées par H.
D’apres la remarque 2 ci-dessus et la proposition 4 du Chapitre V, il suffit
de démontrer que H est différentiable en tout point @ € U, ou encore
que chaque application coordonnée de H (par rapport a une base de F')
est différentiable en tout point @ € U. Or ces applications coordonnées
satisfont aux conditions (iii) et (iv) s’il en est de méme pour H. On peut
donc supposer F = R.

Soient a € U, et € > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout vecteur

m
v= E v; e; vérifiant :
1

(1) Max |vi| <6

on ait :
(2) e+vel,
(3) V1<i<m, |G;H(a+v)—0;H(a)| <e.

- Soit v € E vérifiant (1). Posons v(0) =0 et
k

On a alors v(m) = v, d’oti:
H(a+v)—H(@) =Y (H(a+v(k—1)+vier) - H(a+ ok - 1)) -
k=1
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Soit 1 < k £ m. D’aprés (2), Papplication AxH : t — H(a+
v(k — 1) + tex) est définie sur ]—6,+46[, et d’apres (iii) et (iv), elle est
continiiment différentiable sur cet intervalle. On a donc:

1
ArH(vy) — A H(0) = vk/ akH(a +v(k—1)+svx ek) ds .
0

D’apres la relation (3), on a, pour 0 <s<1:
'akH(a +o(k-1)+ svkek) - 6kH(a)| <eg,

et on en déduit :
|ArH(vi) — ArH(0) — v Ok H(a)| < €|vi|

H(a+v)—H(a)——ivkakH(a) Ssilvkl .
k=1

k=1

L’application H est donc différentiable en a.

Reprenons le §. 3 du chapitre précédent. Des différentes formules qui
8’y trouvent, il ressort immédiatement que:

1) Une somme (finie) d’applications de classe C! est de classe C.

2) Soient G un troisieme espace vectoriel de dimension finie, U une
partie ouverte de E, V une partie ouverte de F', H : U — F et
K : V — G des applications de classe C!. Alors la composée K o H :
UNHY(V)— G est de classe C*.

3) Une application affine est de classe C*. Une application bilinéaire est
de classe C' (et plus généralement, une application multilinéaire).

4) Si Hy,H; : U — R sont de classe C?, le produit I’est aussi. De méme

pour les autres types de produits considérés en §. 3.4, Chapitre V.

En particulier, toute application polynémiale H : E — R est de
classe C?. .

5) Si H : U — R* est de classe C*, I’application % est aussi.

§. 2. Le théoréme de la moyenne.

THEOREME. Soient I = [a,p] un intervalle compact de R, F un espace
vectoriel normé (de dimension finie), et ® : I - F, ¢ : I — R deus
applications. On suppose que ® et ¢ sont dérivables en tout point de I,
et gu’on a, pour tout z €1 :

12'(z)]l < ¢'(=) -
On a alors

12(8) = @()]| < ¢(B) = () -
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REMARQUE. La notation ®'(z) désigne la dérivée de ® en z, c’est-a-dire
le vecteur D,®(1) de F. De méme, ¢'(z) est le nombre réel D, (1). Au
point o, on a:

?'(c) = lim t(2(ac + 1) ~ ©(a)

t—0

(Vexistence de la limite fait partie de I’hypothese), et des expressions
analogues pour ®'(3), ¢'(a), ¢'(8).

DEMONSTRATION : Soit € > 0. Considérons ’ensemble A des nombres
v € [a, B] vérifiant :

Vie[a,q], [12(t)-2(a)ll <¢(t)—¢(a) +et—a).
Nous allons montrer que A = [a, 8]. Remarquons d’abord que:
1) a€A;
2) siy€eA,onafa,vy]CA;
3) A estfermé, car & et ¢ sont continues.

De ces trois propriétés il résulte qu’il existe un nombre 6 € [a, 4] tel
que A = [a,d]. Supposons qu’on ait § < . Comme § € A,on a:

lI#(6) — ()]l < p(8) — ¢(a) +&(6 —a) .
Comme ¢ et ® sont dérivables en 8, il existe § > 0 tel qu'on ait
(0,6 + 6] C [a,B] et,pour 0 <t <6

I2(6+¢) - 8(8) — t&'(B)]| <
[¢(6+1) - 9(68) = t&'(9)] <
Pour t € [0,6], on a donc:
I2(6 + ) — 2(8)]| < &' O))| + 5 ¢

wlmwlm

<t4'(6) + -;-t
S‘P(a-'-t) —90(0)+6t ’
|2(8 + t) — @(a)]| < ||2(8 +1£) — B(0)]| + [|2(6) — 2(a)]|
Se(@+t)—p(a)+e(@+t—a).

Ceci implique qu’on a [a,8 + 8] C A, en contradiction avec la deﬁmtlon
de 8. On a donc [a,f] = A, d'ou:

l#(8) — ¢(a)ll < #(B) — p(a) +e(B —a) .

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut :

I6(8) — d(a)ll < #(B) —p(a) -
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On applique souvent le théoreme précédent dans la situation suivante:
E,F sont des espaces vectoriels normés de dimension finie, U est une
partie ouverte de E, H : U — F est une application de classe C?, ap,a;
sont deux points de U tels que le segment joignant ag a a; est contenu
dans U. On prend alors @« =0, f =1, et on définit & par:

<I>(t)=H(ao+t(a1-—ao)), 0_<__t_<_1.

Posons, pour 0 £t <1, a; = ag +t(a; — ap) (la définition est cohérente
pour t=0et t=1).
Pour t € [0,1],0n a:

®'(t) = Do, H(a; — ay) -
COROLLAIRE 1. Si M >0 est une constante telle que
Vte[0,1], ||DaH(a1—ao)]| <M,
alors on a ||H(ay) — H(ao)]| £ M.
DEMONSTRATION : Il suffit de prendre ¢(t) = Mt.

COROLLAIRE 2. St M >0 est une constante telle que
Vte[0,1], ||D..H|SM,
alors on a |[H(ay) — H(ao)|| £ M |laz — aol|-

COROLLAIRE 3. §i M >0 est une constante telle que
Vte[0,1], ||DoH—-Dy H|SM,
alors on a |[H(a1) — H(ao) — Doy H(a1 — ao)|| £ M |la; — aol|.

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer le corollaire 2 & I’application
H(z) = H(z) — Dy H(z). 0

COROLLAIRE 4. Supposons que U soit connexe, et que la différentielle
de H en tout point de U soit nulle.

Alors H est constante.

DEMONSTRATION : La relation “ H(z) = H(y) ” entre points de U est
une relation d’équivalence. En prenant M = 0 dans le corollaire 2, on voit
que chaque classe d’équivalence est ouverte. D’aprés le lemme 2 du §. 3
du Chapitre III, il n’y a qu’une seule classe d’équivalence, c’est-a-dire que
H est constante.

COROLLAIRE 5. Supposons que U soit convexe et qu’il eziste une
constante M 2> 0 telle qu’on ait ||D H|| < M pour tout =z € U.
Alors Uapplication H est M -lipschitzienne, c’est-d-dire qu’on a, pour
z,yeU:

|1H () - H(y)l| < M ||lz -] .

DEMONSTRATION : Comme U est convexe, pour tous z,y € U, le
segment joignant z a y est contenu dans U et on peut appliquer le
corollaire 2. O
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§. 3. Suite d’applications de classe C'.

Soient E,F des espaces vectoriels normés de dimension finie, U une
partie ouverte de E, et (H,).>0 une suite d’applications continues de

U dans F.
LEMME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (Hy)n>o estlocalement uniformément bornée : pour tout
z €U, il existe r(z) >0 et C(x) >0 tels que B(z,r(z))CU
et ||Ha(y)|| £ C(z) pour tous n >0, y € B(z,r(z)). _

(ii) La suite (Hyp)a>o est uniformément bornée sur les parties com-
pactes de U : pour toute partie compacte K de U, il ezxiste
C(K) > 0 tel que ||Hn(y)|| < C(K) pour tous n >0, y€ K.

DEMONSTRATION :

(ii)=(i). Soit z € U; il existe r > 0 tel que B(z,r) C U. Prenons

r(z) = 3r, K = B(z,r(z)) : on obtient (i) avec C(z) = C(K).

(i)= (ii). Soit K une partie compacte de U. Pour tout z € K, soient
r(z) > 0, C(x) > 0 vérifiant (i). Ona K C U B(z,r(z)), donc, d’apres

z€K
le théoreme de Borel-Lebesgue, il existe des points zy,...,2x de K tels
k
que K C U B(z;,r(z;)). La condition (ii) est alors vérifiée en prenant

i=1

O(K) = max C(a:).

LEMME 2. Soit H : U — F une application. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) La suste (Hn)n>o converge localement uniformément vers H :
pour tout z €U, il eziste r(z) >0 tel que:

lim, (s JH() -~ HG)I ) =0

=400 \ fy—-zli<r(z

(ii) La suite (Hy,)n>0 converge vers H uniformément sur les parties
compactes de U : pour toute partie compacte K de u, on a:

lim (:glp{ |Ha(y) - )l ) =0

n—+4oo

La démonstration du lemme 2, trés similaire a celle du lemme 1, est
laissée en exercice.

REMARQUE. La propriété (i) (ou (ii)) du lemme 2 implique que H est
continue (proposition 6 du chapitre IV).
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PROPOSITION 2. On suppose que:

(i) U estconnexe;
(i) les applications H,, pour n >0, sont de classe C* ;
(iii) sl eziste un point a € U, tel que la suite (Hy,(a))n>o0 soit bornée;
(iv) la suite (DHy,)n>o d’applications de U dans L(E,F) estloca-
lement uniformément bornée.

Alors, il existe une application continue H de U dans F et une
suite eztraite (Hy,)r>o0 qui converge vers H uniformément sur les parties
compactes de U.

DEMONSTRATION : Elle comporte plusieurs étapes.

1. Soit z € U. Montrons que la suite (Hn())n>0 est bornée.

Comme U est connexe, il existe des points zo = a, z1,...,2r = 2
dans U tels que, pour 0 < ¢ < k — 1, le segment S; joignant z;
a zi41 soit contenu dans U. (La démonstration de cette assertion est
laissée en exercice : s’inspirer de la démonstration de la proposition 7 du
Chapitre III).

k-1
L’union K = U S; est une partie compacte de U ; d’apres le
1=0
lemme 1, il existe donc C(K) > 0 tel qu’on ait, pour tous n >0, y € K :

Dy Hall < C(K) .

D’apres le corollaire 2 du §. 2, on a alors, pour tout n >0 :

k-1
1Ha(@)]| < 1 Ha(@)ll + ) 1 Ha(zi41) — Ha(z:)|

=0
k-1
S NHa(@ + C(E) Y llisr = =il
=0

donc la suite (Hp())n>0 est bornée.

2. Soit K une partie compacte de U. Montrons qu’il existe une suite
extraite (Hp, x>0 dont les restrictions 2 K forment une suite convergeant
uniformément sur K.

La suite (Hyp)n>o est équicontinue : en effet, d’aprés ’hypothése
(iv) et le corollaire 2 du §. 2, pour tout =z € U il existe 7(z) > 0 et
C(z) > 0 tels qu’on ait, pour tout n >0, y € B(z,r(z)) :

1Hn(y) - Ha(2)|| < C(2) ly - ]| -

D’autre part, on a montré en 1. que pour tout z € U la suite (Hn(2))n>0
est bornée. Il résulte donc du théoréme d’Ascoli que les restrictions & K
des applications H, forment une partie de C(X, F) dont ’adhérence est
compacte. L’assertion annoncée en résulte.
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3. Pour tout m > 1, définisons:

1
= : < — .
Knm {:z: €EU: |z <met B (z, m) cv}

1 3 ) = Ve
Ona U = U K,,. La condition B (z,—) C U est toujours vérifiée
m>1 m

1
lorsque U = E, et signifie d(z,E — u) > "
z +— d(z,E — U) est continue (exercice). Pour tout m > 1, K,, est
par conséquent fermée et bornée, donc compacte. Si K est une partie
compacte de U, K est bornée et il existe z dans K tel que pour tout
y € K onait d(y, E-U) > d(z, E-U). Il existe donc un entier m = m(K)
tel que K C K.

sinon. Or ’application :

4. Processus diagonal.

D’apres la partie 2., il existe une suite (H,ll),,zo extraite de (Hp)n>0
convergeant uniformément sur K;. Or toute suite extraite de (Hy,)n>0
vérifie encore les hypothéses de la proposition. On peut donc d’apres
la partie 2. construire par récurrence pour m > 2 une suite (HT)a>o0
extraite de (H ,’,’“1),,_>_o qui converge uniformément sur K,,.

Posons, pour n > 1, H, = H?. La suite (ﬁn)nZO est extraite de
(Hn)n>0 ; pour tout m > 1, elle est uniformément convergente sur Ky, ;
d’aprés la partie 3., elle est donc uniformément convergente sur toute
partie compacte K de U. Sa limite H est automatiquement continue (cf.
Remarque précédant la proposition 2). Ceci termine la démonstration de
la proposition 2.

PROPOSITION 3. On suppose que :

(i) U estconnexe;
(ii) les applications H,, pour n >0 sont de classe C*;
(iif) 4l eziste a € U tel que la suste (Hn(a))n>o soit convergente;

(iv) il eziste une application L de U dans L(E,F) telle que la suite
(D Hyp)n>o converge localement uniformément vers L.

Alors la suite (Hyp)n>o converge uniformément sur les parties com-
pactes de U. Sa limite H est de classe C! etona DH=L.

DEMONSTRATION :

1. Soit z € U. Il existe r(z) > 0 tel que B(z,r(z)) C U et que la suite
(DHp)n>o converge vers L uniformément sur B(z,r(z)). Cela signifie
que la suite (Cy)n>0 définie par:

Cn = sup sup ||DyH, —D,H|
m2n  |ly—-z{<r(z)

converge vers 0.
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D’apres le corollaire 2 du §. 2, on a, pour y,y' € B(z,r(z)) et
m>n2>0:

(1) MHaG) = H()] = [Haly) = Hu®Il < Cally - ¢'ll

donc la suite {Ha(y))n>o est de Cauchy si et seulement si la suite
(Hn(y'))n>0 est de Cauchy.

2. Soit A 'ensemble des points y € U tels que la suite (Hn(y))n>0 soit
convergente. Montrons que A=U.

En effet, A n’est pas vide, car a € A. La partie A est ouverte : si
z € A, B(z,r(z)) C A d’apres 1. La partie A est fermée (dans U): si
une suite (Z,)n>0 d’éléments de A converge vers une limite z € U, on a
z, € B(z,r(z)) pour n assez grand, donc z € A d’apres 1.

Comme U est connexe, ceci implique A =U.

3. Notons H(y) la limite de la suite (Ha(y))n>0, pour y € U. Soit
z € U; en prenant y' = z et en laissant tendre m vers +oo dans la
relation (1), on obtient pour y € B(z,r(z)), n>0:

[Ha(y) = H@)l| < ||Hn(z) = H(=)|| + Cally —2l| ,

donc la suite (H,),>o converge uniformément sur B(z,r(z)). D’aprés le
lemme 2, elle converge vers H uniformément sur les parties compactes de
U. '

4. Soit z € U. Montrons que H est différentiable en z, avec D, H =
L(z).

Soient € > 0, n un entier tel que Cp, < g On a alors:
€
Dz Hy — L(z)|| < 3

et

€
IH (v) ~ H(z)] = [Ha(y) = Ha(2)lll < 3 lly — 2|
pour tout y € B(z,r(z)), d’apreés la relation (1).
Comme H, est différentiable en z, il existe § € ]0,r(z)[ tel qu’on
ait, pour tout y € B(z,d) :
€
1 Hn(y) = Ha(z) = D: Haly —2)| < 5 lly — 2|l -
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Pour y € B(z,6), on a donc: |
|2w-E@) - L= - )|
< | (E@) - B@) - [Ha@) - Ha(2) |
Ha(y) - Ha(z) - D. Haly - o)
D, Ha(y - z) - L(z)(y - =)

€ € €
<3 lly—x||+§ ||y—-""||+§ ly —=|l ,

ce qui démontre I’assertion annoncée.
Or, d’apres la Remarque précédant la proposition 2, Papplication L
est continue. On conclut que H est de classe C1. O

+

+
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CHAPITRE VII - Le théoréme des fonctions

implicites.

§. 1. Le théoréeme d’inversion locale.

Soient E | F des espaces vectoriels de méme dimension finie, U une
partie ouverte de E, V une partie ouverte de F' et H : U — F une
application.

DEFINITION. On dit que H est un difféomorphisme de classe C! de
Usur V si:

(i) H est une application de classe C? dans U ;
(ii) H est une bijection de U sur V;
(iii) la bijection réciproque H™! est une application de classe C?.

Soit H un difféomorphisme de classe C* de U sur V. Comme toute
application de classe C! est continue, H et H~! sont continues, donc H
est un homéomorphisme de U sur V. ,

Soit y € V; comme H o H™! = id, il résulte de la formule pour la
différentielle d’une composition (Chapitre V, §. 3.3, Proposition 5) qu’on
a:

Dy(H—-l) = (DH"(y)H)-1 .

LEMME. Soit E un espace de Banach. Soit u € LC(E). Si |u| < 1,
(id — u) est inversible et son inverse v = Z u” appartient & LC(E).

‘ n>0
DEMONSTRATION : Pour m > 0, posons :
m
VU = Zu" .
n=0
On a v,, € LC(E) et pour m' > m :
m’ m’
- +1
lom —vmell = | D w™t< Y full® <@ = Jl) 7 ™
n=m+1 n=m+1

donc (vm)m>o est une suite de Cauchy dans LC(E). Or LC(E)est un
espace de Banach (Chapitre IV, §. 5, Proposition 10), donc (vm)m>o
est convergente. Soit v la limite. Pour m > 0, on a (id — u) o v, =
U © (id —u) = id — u™*!; comme lapplication (f,g) — (f ° g) de
LC(E) x LC(E) dans LC(E) est continue, on a par passage a la limite
(id—u)ov=wvo(id —u)=id.
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THEOREME (d’inversion locale). Soient E, F, U, H comme ci-
dessus, et a € U. On suppose que la différenticlle de H en a est une
application linéaire inversible de E dans F. Alors il eziste une partie
ouverte Uy de U contenant a et une partie ouverte V; de F conte-
nant H(a) telles que la restriction de H & U, soit un difféomorphisme

de classe C! de U, sur V,.

DEMONSTRATION :

1. Soit A : E — F application affine:
A(x)=H(a)+ D,H(z —a) .
Elle est inversible puisque D,H 1’est. Posons :
H(z)=A"1eH(z), pour z€U ;

alors H est une application de classe C! de U dans E;on a H(a) =a
et D,H = id g. Posons, pour z € U :

I?(a:):a:+<p(:v) .

Alors ¢ est une application de classe C! de U dans E, et on a ¢p(a) =0,
Dyp=0.

2. Soit § > 0 un nombre assez petit pour qu’on ait B(a,8) C U et :

= 1
Ve € B(a,8), ID:pll <5 -

D’apres le théoréme de la moyenne, on a, pour z,z’ € B(a,§) :

(1) le(z) — p(@)]l < = Jlz — 2]

et en particulier :

() le(@) < 3 1z~ al| -

3. Soit y € B(a, -6-) Pour z € B(a,§), posons:

fu(z) =y —o(z) .
D’aprés (2), Papplication f, envoie B(a,6) dans B(a,$), et d’aprés (1)
elle est %—lipschitzienne, donc contractante.

Or B(a, §) est complet (c’est une partie fermée de E , qui est complet).
D’apres le théoreme du point fixe, 'application f, a un unique point fixe;

notons le K(y). On a K(y) € B(a,9).

56



. 5 |
4. Soit € > 0. Comme Dyp = 0, il existe §' € ]0, 3 [ tel qu’on ait, pour
y € B(a,¥") :
€
le)ll < 5 lly —all -

Soit y € B(a,d') ; posons yo = y et définissons pour n > 1 le point

Yn PAr Yn = fy(Yn-1). Ona:
€
llva = woll = lfy(¥) — vl = lle@W)l < 5 lly — all

£
lYns1 —¥nll < o ly —a]l , pour n>0
. _ —
et n_l_l’x_{looy,, = K(y), d’ou:
IK(y) -yl <elly—all -

On conclut que Papplication K : B (a, g) — E est différentiable en a,

sa différentielle y étant égale a I'identité.

=17 ((0.8)) 13100

vma(5(ad))

Comme H est continue et A est un homéomorphisme, U; est une
partie ouverte de U et V; une partie ouverte de F. On a a € Uy et
H(a) = A(a) € ;. '
Ona H{U;) C B (a,%), donc H(U;) C V4. Soient y € B (a, g) ,
z=A(y) et z€U;.Ona:
H(g)=z% H) =y fe)=¢,
avec, z € B(a,d), d’ot

5. Posons

Hz) =z 2=K(y),

ce qui montre que H est une bijection de U; sur V; et que la bijection
réciproque est K o A™1,

6. Soient z€V;,z=KoA™Y(2) €U;.0Ona ||D,yp|| < 1,doncd’apreésle
lemme D, H, et par suite D, H , sont des applications linéaires inversibles.
D’aprés ce qui précéde il existe une partie ouverte U] contenant z,
une partie ouverte V{ contenant z telles que la restriction de H & Uj
soit une bijection de U] sur V{, et que la bijection réciproque K' soit
différentiable en z. Donc K' est continue en z, et il existe §' > 0 tel
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que B(z,8'YcVinV!, K'(B(2,68"))cUiNU}.Ona K' =K o A™! sur
B(z,6'),donc K o A™! est différentiable en tout point de V;. Finalement,
pour z € V;, on doit avoir

D.[K o A7) = [Dgoa-1(n H] ™
(Cha.pltre V, §. 3.3), donc K o A~1 est une application de classe C*.

REMARQUE. Soient E, F, U, H comme ci-dessus. Supposons que pour
tout z € U la différentielle D,H de z en U soit inversible. Si de plus
P’application H est injective alors H est un difféomorphisme de classe
C! de U sur H(U). Mais ’hypothése n’est pas suffisante pour assurer
Pinjectivité de H.

EXEMPLE. Prenons E = F = R?, = {(z,y),y > 0}, H(z,y) =
(ycosz,ysinz) (“coordonnées polalres”) La matrice jacobienne de H
en un pomt (z,y) est

~ysinz cosz

ycosz sinz )

et est donc inversible pour tout (z,y) € U. Mais on a H(z + 27,y) =
H(z,y) pour tout (z,y) € U, donc H n’est pas injective.

§. 2. Le théoréme des fonctions implicites.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et E;, F; des sous-
espaces vectoriels de E tels que E = E, @ E,. Soient U une partie ouverte
de E, et H une application de classe C! dans U & valeurs dans un espace
vectoriel de dimension finie F'. Soit (a;,az) un point de E (avec a; € Ey,
as € E2 )

THEOREME (des fonctions implicites). On suppose que E; et F ont
méme dimension et que la différentielle partielle dans la direction de E,
de Uapplication H au point (ay,ay) est une application linéaire inversible
de E, dans F.

Il existe alors un ouvert U; de E; contenant a; et un ouvert Uj
de E,; contenant ay tels que:

1) UyxU,cU ;
2) pour tout z; dans Uy, Uéquation :
H(zl,wg) = H(al,az) .
a une et une seule solution z, dans U, ;

3) sion note K(x;) cette solution, lapplication K : Uy — Uy esi
de classe C! dans U, .

DEMONSTRATION : Nous définissons une application H de U dans
E, x F par la formule :

H(z1,22) = (21, H(z1,22))
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Cette application est de classe C? et sa différentielle au point (a;,a;) est
donnée par:

D4, ap) H(v1,v2) = (v1, D(a; o) H(v1,v2)) -
On a, pour w; € E;, we F:
w =v

Da a ﬂ" , = , =
(ax,02) H (v1,02) = (w1, w) { D(ay,a0) H(v1,02) = w

o { vy =w »
D(ﬂl,az)H(O’v2) =w- D(a;,'az) H(w,, 0) .

Comme ’application vy +— Dyq, 4,) H(0,v2) est supposée inversible,
la différentielle D4, 4,) H est inversible.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert U C U
contenant (a;,a;) et un ouvert ¥V C E; x F contenant (ay,H(a;,az))
tels que la restriction de H & ¥ soit un difféomorphisme de classe C? de
U sur V. _

Notons K : V- U le difféomorphisme inverse. Quitte a diminuer U,
NIOUS POUVONS SUPpPOSEer que U est de la forme U = U, x U,, ou U, est un
ouvert de E; contenant a; et U, un ouvert de E, contenant a;.

Posons :

Ul = {.’B € ﬁ], (IE],H(al,az)) € ‘7} .

C’est une partie ouverte de U; contenant a;. On a:
UyxUycUxU,=0CU ;
pour z3 € U;, 72 € Uz, on a (en posant z = (z1,2)):
H(zy,z2) = H(ay,a2) & I?(:v) = (21, H (a1, a2))
Sz= I?(wl,H(al,ag)) ,
d’oli l'assertion 2) de Iénoncé; si on écrit K = (K, K;)avecK; : V = U
et K : V= U,, on a, pour z, € Uy :
K(z1) = K; (z1,H(a1,a2)) ;

Comme K (et donc K7, K3 ) sont de classe C! dans ¥, K est de classe
C! dans U;. o

Complément. Différentielle de ’application K.

Pour z € U, notons DSV H € L(Ey, F) la différentielle de H en z
dans la direction de E; et Dg)H € L(E,,F) la différentielle de H en
dans la direction de E,. L’hypothése du théoréme est que Dgz ’ a,)H est
inversible. _

On a choisi Uy,U; suffisamment petits pour que la différentielle
D® He L(E,, F) soit inversible lorsque z; € Uy, z2 € Us.

(11112)
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Dans U;, on a 'identité:
H(z1,K(z1)) = H(a1,a2) ;
en différentiant au point z;, on obtient, en posant z = (z1,K(z1)) :
DVH+DPH oD, K=0

(égalité dans L(E;, F)), d’ou la formule suivante pour la différentielle de
K en z; (en posant z = (z;,K(z1))):

D, K=—-DPH)'eDVH
(égahté dans £(E1 N Eg) )

§. 3. Application 1 : surfaces dans R®.

3.1. Notons z1,2,73 les coordonnées usuelles dans R3.
Soient U une partie ouverte de R®, H une application de classe C*

de U dans R.

Considérons la surface S d’équation H = 0, c’est-a-dire:
S = {a: ev, H(a:)=0} .

Soit a = (a1,a2,a3) un point de S. Nous supposons qu’on a

D,H#0 (dans £(R?,R))

et nous allons sous cette hypothése décrire S au voisinage de a
(C’est-a-dire décrire SNV, out V est un ouvert suffisamment petit de R®
contenant a).

3.2. Description locale comme graphe.
La différentielle de H en a est la forme linéaire :

D,,H(zl,zz,a:3) = 31H(a) z1 + 62H(a):z:2 + 63H(a):v3 .

L’hypothése est donc qu’au moins un des trois nombres 81H(a),
02 H(a), OsH(a) est non nul.

Supposons par exemple qu’on ait 33 H(a)#0. Nous allons appliquer
le théoreme des fonctions implicites avec :

E1={$ER3, .’173=0} s
E2={meR3, :1:1=m2=0} . F=R.
(Nous identifions E; & R? par l'application (z1,22,0) — (z1,22) et E;

a R par I'application (0,0,z3) — z3).
La différentielle de H en a dans la direction de E; est donnée par:

DPH(t) = 8 H(a)t
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et est inversible puisque 03 H(a) #0.
On conclut qu’il existe:

— une partie ouverte U2 de R? contenant (a;,a;),
— une partie ouverte Uz de R contenant a3,
— une application K de classe C! de U2 dans R telles que:

WﬁxUﬂnS=ﬂmﬂmK@hq»JmﬂﬂeUﬁ}.

En posant V = U3 x U3, on a donc décrit SNV comme le graphe
de lapplication de classe C* K : U;s — R.

D’apres le complément au théoréme des fonctions implicites, les
dérivées partielles de K en un point z = (z;,z2) € U;2 sont données

par:
_ _0H(z,K(z))
) = B H e K()
8uK(z) = 2 HEK()

& H(z,K(z)) -

EXERCICE. Traiter de fagon analogue le cas 8, H(a) #0.

3.3. Plan tangent.

La forme linéaire D,H n’étant pas (par hypothése) identiquement
nulle, son noyau est un plan (vectoriel) qu’on note T,S et appelle
plan tangent (vectoriel) 3 S en a. L’équation de ce plan est donc
D H(x17z2’$3) =0.

Le pla.n affine parallelea T, 5 et passa.nt par a est appelé plan tangent
(affine) 2 S en a. Son équation est

D H(:cl—al,azz ag,z3—a3)=0.

Nous allons décrire S au voisinage de a dans un repére de R® adapté
au point a. Notons (e;,e2,e3) la base canonique de R®, et choisissons

une base orthonormée (fi, f2, f3) de R® telle que fi, fo € T,S. Notons
T = (Z;,%2,73) les coordonnées dans le repére d’origine a déterminé par
(f1, f2, f3) d’un point z = (z;,z2,z3) de R*. On a donc

z=a+ R(F) = R(Z) ,
ol R est le déplacement (vectoriel) de R?® tel que
R(f,') =e€;, 1= 1,2,3

et Restle déplacement affine correspondant envoyant 0 sur a.
Dans les nouvelles coordonnées :

— le point a a pour coordonnées (0,0, 0)
— la surface S a pour équation

Ho R(z)=
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— les plans tangents vectoriels et affines coincident et ont pour
équation T3 = 0.
En d’autre termes, si on pose H = Ho R, on a:
H(0,0,0) =0,
6,H(0,0,0)=0,
8,H(0,0,0)=0,
0;H(0,0,0)#0 .

D’apreés 3.2, on peut donc écrire :
SNV = {5:' Ty = I?(.’fl,a‘:g)}

avec V un ouvert de R® contenant a.
K une application de classe C?, définie sur un ouvert de R? contenant
(0,0), & valeurs dans R et vérifiant

oK oK
5'51'(0,0) = 35,

On retrouve la notion géométrique de plan tangent puisque la distance
d’un point de SNV a {T3 = 0} = T, S est donnée par:

|Z3| = o(|IZ]]) = o(ll= — all) -
[ Si H est de classe C? (cf. chapitre suivant), on obtient méme
13| = O(l= — af")] -

EXERCICE. En utilisant 3.2, montrer que le plan affine tangent est I’'unique
plan affine P satisfaisant

(0,0)=0 .

d(z, P) = o(||lz - a))

lorsque = tend vers a dans S.

3.4. Surfaces paramétrées.

Nous avons jusqu’a présent considéré le cas d’une surface définie par
une équation {H = 0}. Considérons maintenant une surface (encore notée
S) définie par un paramétrage : soient W une partie ouverte de RZ,
¢ = (p1,92,p3) une application de classe C' de W dans R®, (so,%0)
un point de W (on note (s,t) les coordonnées dans R?).

Il s’agit maintenant, pour € > 0 assez petit, de décrire I'image S,
par ¢ de la boule de centre (s¢,%), de rayon ¢.

Nous supposons que la différentielle D,y 49 € L(R%R%) est
injective.

. . Oy . Op . ss

Cela signifie que les vecteurs —5;(so,to) et e (S0,%0) sont linéai-

rement indépendants.

62



Supposons par exemple qu’on ait

%1 Op
0 ot

det 2‘:—2 ?3;2_ (80,t0) 75 0.
0s ot

L’application & : (s,t) = (p1(8,t),02(s,)) est de classe C?, et sa
différentielle en (s¢,%) est alors inversible. D’apres le théoréme d’inversion
locale, il existe une boule ouverte B de centre (sq,%), de rayon & > 0

telle que la restriction de @ a2 B soit un difféomorphisme de classe C! de
B sur @(B).
On a alors:

Seo = {(31,3727‘?:3)’ (31’1:2) € ¢(B)’ I3 = p3° ¢_1 ($1,$2)}

(représentation comme graphe, cf. 3.2).

L’équation z3 — 3 o §~1(z1,22) = 0 obtenue pour S,, nous permet
de calculer le plan tangent (vectoriel) & S,, en a = ¢(sg,%o) ; son équation
est:

DaH(ml,zg,x3) =0 ,

avec H(z1,72,23) = T3 — 3 © §~}(z1, 22).
On voit que:

0 0 7]
32 (50,10)) = 2 (0, 0) = F2(s0,10) =0
dp

D H (57 (so,to)) =0,

ce qui nous permet de conclure que le plan vectoriel tangent T,S,, est

DA (

engendré par 5% (s0,0) et 3% (s0,%0). En d’autres termes :

Ta S,o = Im (D(So,to)so)

§. 4. Application 2 : courbes dans R®.

4.1. Soient U une partie ouverte de R, et H = (H;,H;) une
application de classe C' de U dans R2?. Considérons la courbe C
d’équation H =0 :

C= {(xx,xz,za) €U, Hi(z1,z2,23) = Hz(21,72,%3) = 0} .

Soit a = (a;,a3,a3) un point de C.
On suppose que la différentielle de H en a est surjective, et on
veut décrire sous cette hypothése la courbe C au voisinage de a.
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4.2. Comme la différentielle D, H est surjective, son noyau est de
dimension 1 et est appelé droite (vectorielle) tangente a C' en a, notée
T.C. La droite affine paralléle & T,C passant par a est la droite (affine)
tangente a C en a.

Supposons par exemple que T,C ne soit pas contenu dans le plan
d’équation z3 = 0.

Cela revient a dire que la restriction de D,H a ce plan est une
application linéaire inversible de ce plan dans R?.

Nous appliquons le théoréme des fonctions implicites a H au point a
en prenant :

E, = {(0,0,1'3), z3 € R}
E, = {(3’1,1‘2,0), z1,T2 € R} , F=R*.
On conclut qu’il existe :

— un ouvert U3 de R contenant aj,
— un ouvert Ujs de R? contenant (ay,az),
— une application de classe C! K = (K;,K;) de Us dans R?

telles que:
(Ui x Us)NC = {(Kl(zg),Kz(x;;),zg) , T3 € U3} ,

c’est-a-dire qu’en posant V = Uy X U3, on a présenté C NV comme le

graphe de Papplication de classe C* K : U3 — RZ. »
En dérivant par rapport & z3 les relations H; (K;(z3), K2(z3),23) =0

(: =1,2) et en résolvant le systéme linéaire obtenu, on a:

_O3H 0, Hy — 83 Hy0, Hy (@)

0 H,68,H; -0, H; 6, Hy
! (ag) = _O03H,01H, — 3 H 10, H, (a)
2 O1H 0, H; — 0, Ho 0 Hy V7

Ki(a3) =

4.3. On peut aussi décrire C' au voisinage de a dans un nouveau
repére d’origine a associé & une base orthonormée (f1, f2, f3) de R3? telle
que f3 soit un générateur de la droite vectorielle tangente 2 C en a.

En notant Z;,%2,Z3 les coordonnées dans ce nouveau repére, on a,
comme en 3.3

z=R(3),

ot R est un déplacement affine de R3. L’équation de C dans ces coor-
données devient :

HoR(EZ) =0,

c’est-a-dire _ _
Hl(fl,fg,:l_::;) = Hz(fl,fz,a—:s) =0,
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ol on a posé H; = Hy o R, Hy = H, o R. Vu le choix du nouveau repére,
ona:

H,(0,0,0) = H2(0,0,0) =0
03 H,(0,0,0) = 83 H,(0,0,0) =0 ,
et la surjectivité de D, H se traduit par la condition
O H 8 Hy — 3, Hy 0, H,(0,0,0) #0 .

Il existe alors un ouvert V de R® contenant a tel qu’on puisse écrire :
cnv ={zeR, 7 = (%), 5 = Ka(®)}

ou K,, K, sont deux applications de classe C! définies sur un ouvert Us
de R contenant 0, et on a:

K3(0) = K3(0) =

On a donc:
T = o(|Z3]), T2 = o(|Z3l)

pour z€ CNV,dou:
d(z - a,T,C) = o(||z — al]) ,

caractérisation géométrique de la droite tangente.

4.4. Courbes paramétrées.

Supposons maintenant qu’au lieu d’étre donnée par des équations
H, = H; = 0, une courbe C soit obtenue comme l'image d’un pa-
ramétrage s = ¢(s) = (p1($),¥2(8), »3(s)), o ¢ est une application
de classe C?, a valeurs dans R3?, définie sur une partie ouverte W de R.

Soit sg € W ; nous supposons que la différentielle D, ¢ est injective
et voulons décrire, pour € > 0 assez petit, 'image :

C: = ¢(]so — &,30 +¢[) .

Dire que D,,p est injective revient & dire que la dérivée ¢'(sp) =
(¢1(so),¢2(so),¢3(so)) est non nulle, c’est-a-dire qu’au moins un des
trois nombres ¢}(sp),p5(30),w3(s0) est non nul.

Supposons par exemple qu’on ait ¢}(se) # 0. Alors, d’apres le
théoreme d’inversion locale, il existe €9 > 0 et un intervalle ouvert Us
contenant 3(so) tels que la restriction de o3 a ]so — €0, S0 + €o[ soit un
difféomorphisme de classe C? de cet intervalle sur Us. On a donc:

Cto = { (501 ° 803-1(373),902 ° tP;l(:B;;),:vs) , £3 € U3}

représentation de C,, comme graphe comme en 4.2.

On vérifie immédiatement que la droite tangente (vectorielle) & C.,,
en a = ¢(so) est engendrée par ¢'(sy), c’est-a-dire égale a I'image de la
différentielle D, ¢.
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. 5. Autres exemples d’applications.
§. 5. Aut les d’applicati

5.1. Zéros simples de polynémes.

Soit d un entier au moins égal 3 1. Notons P4 I'espace vectoriel des
polyndmes & coefficients réels de degré au plus égal & d.

La dimension de Pz est d+ 1.

Soit Py € Py ; on dit qu’un nombre réel A¢ € R est un zéro simple
de Py siona:

Po(Xg) =0, Py(d)#0.
Considérons I’application H de Pz X R dans R définie par
H(P,\) = P()) .

L’application H est de classe C? (elle est polynomiale par rapport & X et
aux coefficients de P), et ses différentielles partielles dans les directions
de P; et R sont respectivement, au point (P, Ag) :

DR 5 H(P) = P(X)
(car ’application H est linéaire par rapport a P)
D&\ JH() = Pj(Xo) 2

(ou Py est le polyndme de degré < d — 1 dérivé de Py).
Si Ag est un zéro simple de Py, on a donc H(Py, ) = 0 et la

diﬁ'érentielle partielle Dg,)o’ Ao)H est inversible.

D’apreés le théoréme des fonctions implicites, il existe alors une partie
ouverte V de P; contenant Pp, un nombre € > 0, et une application de
classe C1 X\ : V — R tels que, pour P € V, A(P) soit le seul zéro de P
contenu dans I'intervalle |Ag — €, Ao + €[. On a en particulier A(Pp) = Aq .
De plus, I’application P +— P'(A(P)) étant continue, on peut supposer V'
et € assez petits pour qu’on ait P'(A(P))#0 pour P € V, ce qui exprime
que A(P) est un zéro simple de

La différentielle en Py de ’application A est donnée par :

DPoA(Q) = ——P?(;((/\Too)) .

5.2. Points fixes simples d’une application dépendant d’un
parameétre.

Soient P, E des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie
ouverte de E, V une partie ouverte de P.

Considérons une application de classe C', notée H, de V x U dans
E. On pense a t € V comme & un parametre, et pour chaque valeur de
t € V, on note H; lapplication: = — H(t,z) de U dans E.

Soient t € V, z € U. On dit que z est point fixe de H; si Hy(z) =z,
et que c’est un point fixe simple si de plus 1 n’est pas valeur propre de
I’endomorphisme D, H, € L(E).
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Soient tg € V, z¢9 € U ; supposons que g est un point fixe simple
de H to -
Considérons 'application K de V x U dans E définie par:

K(t,z)=H(t,z)— =z .

Comme H est de classe C!, K ’est aussi.

Les différentielles en un point (t,z) de H et K dans les directions
de E; = P et de E; = E sont reliées par les formules :

DK (s) = Dy H(s)

DK (y) = D H() v -
Comme 1z, est point fixe simple de Hy,, on a K(tp,z0) = 0 et la
différentielle partielle D? Ke L(E) est injective, donc inversible.

(to,z0)
D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe donc:

— une partie ouverte V; de V contenant % ;
— une partie ouverte U; de U contenant z ;
— une application de classe C!, notée X, de V) dans E,

telles que pour ¢t € Vi, X(t) est I'unique point fixe de H; appartenant
a U;. (On a en particulier X(ty) = o). De plus, comme ’application
t — det (Dx() Hy — idg) est continue, le point X(t) est un point fixe
simple de H; si l'on choisit Uy, V; assez petits.
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CHAPITRE VIII - Différentielles d’ordre supérieur.

§. 1. Différentielle seconde.

1.1. Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U une |
partie ouverte de E et H une application de classe C* de U dans F.

La différentielle DH de H est alors l’application a — D,H =
D H(a) définie dans U et a valeurs dans L(E, F). Cette application est

continue par définition des applications de classe C!.

DEFINITION 1. On dit que H est de classe C? si I'application DH de
U dans L(E,F) est de classe C*.

La différentielle D(D H) est alors une application continue de U dans
L(E,L(E,F)).

LEMME. Notons L2(E,F) Uespace vectoriel des applications bilinéaires
de EX E dans F.

Pour T € L(E,L(E,F)), on définit une application T de EXE
dans F par la formule T(z,y) = [T(z)](y).

Alors, on o T € L*(E,F) et Vapplication T — T est un isomor-
phisme linéaire, dit canonique, qui permet d’identifier L(E,L(E,F)) et
L%(E,F).

DEMONSTRATION : La bilinéarité de T est évidente, ainsi que la linéarité
de Papplication T' — T.

Pour S € L%2(E,F), z € E, définissons une application S; de E
dans F par:

Sz(y) = S(m’ y) .

On a S; € L(E,F) pour tout ¢ € E. De plus, I'application

S:z+ S, de E dans L(E,F) est linéaire. Finalement, I’application
S+ S de L*(E,F) dans L(L(E,F)) est clairement l'inverse de I’appli-
cation T — T. ' O

DEFINITION 2. Soit H : U — F une application de classe C?. La
différentielle D,(D H) de’application D H en un point a € U, considérée
comme élément de L2(E, F') suivant le lemme, sera notée D2H et appelée
différentielle seconde de H au point a.
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Compte tenu de la proposition 3 du Chapitre V et de la proposition 1
du Chapitre VI, on obtient facilement la proposition suivante, dont la
démonstration est laissée en exercice.

PROPOSITION 1. Soient (e1,...,em) une base de E, (fi,...,[fn) une
base de F, H une application de U dans F, H,,...,H, ses applica-
tions coordonndes.

Pour que H soit de classe C? il faut et il suffit que, pour tous
1<4,3<m, 1<k<n:
— la dérivée partielle Oj Hy(z) eziste pour tout z €U ;
— la dérivée partielle 9;(0; Hy)(z) eziste pour tout z € U ;
— UVapplication = — 0;(0; Hi)(z) est continue dans U.

En termes de coordonnées, la différentielle seconde de H en un point
a € U est donnée par :

DEH (Evie;,ZU;ej) = Z (Z 6;(6,-Hk)(a)v,-v;) fr .
1 1

k=1 \i,j=1
1.2. Le lemme de Schwartz.

Soit H une application de classe C? de U dans F.

THEOREME 1 (lemme de Schwartz). Pour tout a € U, la différentielle
seconde D2H € L%(E,F) est une application bilinéaire symétrique.

En d’autres termes, si (e1,...,€m) est une base de E, on a, pour
tous 1<i,5<m, a€eU:

9(8;H)(a) = 9;(8;H)(a) .
DEMONSTRATION : D’apres la formule pour la différentielle seconde ci-

dessus, il suffit de prouver que si H est une application de classe C?,
3 valeurs réelles, définie dans un ouvert U de R? contenant 0, on a
01(8: H)(0) = 5:(8, H)(0)- |
Soit H une telle application ; soit § > 0 tel que [—4,4+6] x [-6,+8] C U.
Pour |u| < é, posons:

AH(u) = H(u,u) — H(u,0) — H(0,u) + H(0,0) .
Ona: .
H(u,u) — H(u,0) = u/ O2H(u,tu)dt |

H(0,u) - H(0,0) = u/l 02 H(0,tu)dt ,
0
1 v
O2H(u,tu) — L H(0,tu) = u/ 0,1(6H)(su,tu)ds ,
0
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1 1
AH(u) = uz‘/n‘/ 0,(G:H)(su,tu)dsdt .
o Jo
De méme, en échangeant le réle des coordonnées :

1 1
AH(u) = u? / / 05(8y H)(su, tu)dtds ,
0 0
d’ot on conclut :

lim = AH(u) = 81(3H)(0,0).= B(B,H)(0,0) .
u#0

§. 2. Différentielles d’ordre supérieur.

2.1. On définit de maniére récurrente la notion d’application de
classe C¥ pour tout entier k> 2.

DEFINITION 3. Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie, U
une partie ouverte de E, H une application de U dans F', k un entier
au moins égal 3 2. On dit que H est de classe C* si H est de classe
C?, et si Papplication différentielle DH de U dans L(E,F) est de classe

Cck-1.

REMARQUE. On appelle parfois les applications continues applications de
classe C°.

DEFINITION 4. On dit que H est de classe C™ si H est de classe C*
pour tout entier £ > 1.

2.2. Pour k > 1, notons L¥(E, F) P’espace vectoriel des applications
k—linéaires de E* dans F. Comme dans le lemme de 1.1, on a une
identification canonique entre les espaces L(E,L*~}(E, F)) et L¥(E, F).

Ceci permet, pour une application H de classe C¥ dans un ouvert
U de E, a valeurs dans F', de considérer la différentielle d’ordre k de H
en un point a € U, qu'on note D¥H, comme un élément de L*(E,F).
L’application D*H est donc une application de U dans L*(E, F).

2.3. Pour qu’une application H, de U dans F soit de classe C*, il
faut et il suffit (étant données des bases (ej,...,en) de E et (f1,..., fa)
de F) que pour tout 1 < s < n, tout 1 < ¢ <k, tous entiers i;,...,1,
dans [1,m], la dérivée partielle 3;,(0;,(... 0, H,)) existe en tout point z
de U et dépende continiment du point z. '
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2.4. Soient k un entier au moins égal &4 2, H une application de
classe C* de U dans F.

Soient (ej,...,en) une base de E, £ un entier au plus égal & k,
t1,...,%¢ des entiers dans [1,m)].

Pour toute permutation o de {1,...,¢} et tout point a de U, on a:

6;1 (6;, oo (0;,H) (a)) = a,-,m (6;¢(2) cee (6,-,(,)11) (a)) .

Cela résulte du lemme de Schwartz, car toute permutation est un produit
de transpositions.

Cela signifie que la différentielle D!H d’ordre £ de H en a est une .
application ¢—linéaire symétrique de E¢ dans F.

REMARQUE. Une application £—linéaire symétrique Q de E¢ dans F
est entierement déterminée par ’application z — Q(z,z,...,z).

§. 3. Propriété des applications de classe C*.

- Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie
ouverte de E, k un entier au moins égal 3 1.

3.1. Si H,,H, sont des applications de classe C* de U dans F,
alors Hy + H, est aussi de classe C* et on a:

D¥(H, + H,)= D*H, + D*H, .

3.2. Une application affine H(z) = u(z)+b (u € L(E,F), be F)
est de classe C™ et on a

D.H=u, Vs€E
D?H=0, VzekE.

(Inversement, une application H de classe C? de E dans F telle que
D2H =0 pour tout z € E est affine : exercice).

3.3. Supposons que E = E; x E,, et que H soit une application
bilinéaire de E; x E5 dans F'. On a vu que

D(ﬂl,az)H($1,$2) = H(a1,z2) + H(z1,02) ,
par conséquent D H est linéaire et on a:
D(2a1,a2)H ((:t],z'z), (yl,y2)) = H(ylvxz) + H(S!)],yz) ’
3 —_
D(at,az)H =0,

donc H est de classe C°.
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3.4. Plus généralement, toute application polynémiale de E dans
F est de classe C°,
[ On dit qu’une application H de E dans F est polynomiale si

étant données des bases (ey,...,ey) de E et (f1,...,fs) de F, chaque
composante Hy de H (1 < £ < n) s’exprime comme un polynéme de m

variables) en fonction des coordonnées zj,...,z,, du point z € E ] .

3.5. Soient G un troisieme espace vectoriel de dimension finie, et
V une partie ouverte de F'. Soient H une application de classe C* de U
dans V, et K une application de classe C*¥ de V dans G. Alors K o H -
est de classe C* dans U.

On montre ceci par récurrence sur k, le cas k¥ = 1 ayant déja été

traité. On a:
Dz(K ° H) = DH(,;)K ° DzH .

Les applications  +— D H et y — D, K sont de classe C¥1dans U,V
respectivement. Par hypothése de récurrence, I'application = — Dy K

est de classe C¥~! dans U. Finalement, I'application (u,v) — v o u de
L(E,F) x L(F,G) dans L(E,G) est bilinéaire donc de classe C*. On
conclut que l'application z +— D, (K o H) est de classe C*~!, donc que
K o H est de classe C*.

Il existe une formule pour D¥(K o H) (formule de Faa-di-Bruno),
mais celle-ci est assez compliquée.

EXERCICE. Calculer D*(K o H).

36. SiH,:U—>Ret Hy: U— F sont de classe C¥, alors H; H,
est de classe C*.

Cela résulte de 3.4 et 3.5 (le produit est une application bilinéaire).

On a un résultat analogue pour d’autres espéces de produits (produit
scalaire, produit vectoriel dans R3,...).

3.7. Supposons que H soit un difféomorphisme de classe C!* de U
sur une partie ouverte V. de F (E et F ont alors méme dimension) et

que H soit une application de classe C*.

La bijection réciproque H™! : V — U est alors de classe C*. En
effet, pour y€ V,on a:

DyH™ = [Dp-1 H] ™ .

Soit U la partie ouverte de L(E, F') formée des applications inversibles.
L’application u +— u~! de U dans L(F,E) est de classe C® (exercice,
a partir du Chapitre V, §.3.5). On montre alors par récurrence sur £ que
H™! est de classe C? pour 1 < £ < k : on sait déja que H™! est de
classe C!; si H™! est de classe C*, avec £ < k, alors I’application
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y — (Dg-1() H )“1 est composée d’une application de classe C*, d’une
application de classe C*¥~! et d’une application de classe C*. Elle est
donc de classe C* et H™! est de classe C**!,

Dans la situation précédente, on dit que H est un difféomorphisme
de classe C* de U sur V.

3.8. Reprenons les notations du théoreme des fonctions implicites
(Chapitre VII, §.2).

Si H est une application satisfaisant aux hypothéses de ce théoréme,
et si de plus H est une application de classe C*, alors I’application K
obtenue dans la conclusion du théoréme est aussi de classe C*.

Cela résulte de la formule pour la différentielle de K, par une
démonstration extrémement semblable & celle de 3.7 (exercice).

§. 4. La formule de Taylor.

Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie, U une partie
ouverte de E, k un entier au moins égal 3 1.

Soient ag,a; des points de U. On suppose que le segment [ao,ai]
est contenu dans U, c’est-a-dire que pour tout ¢t € [0,1] le point a; =
ao + t(a1 — ag) appartient & U. On pose v =a; —ap.

THEOREME 2 (formule de Taylor). Soit H : U — F une application
de classe C*. On a:

1
H(al)=H(ag)+DaoH(v)+-2—'D20H(v,v)+...
k-1 1 /1 _n\k-1pk
(k 1)'D H(v,...,v)+(k_1)! 0(1 t)*~'Dg H(v,...,v)dt .

DEMONSTRATION : Il suffit de démontrer la formule précédente pour
chacune des composantes (dans une base de F') de I'application H. On
peut donc supposer F =R.

Pour 0 <t <1, posons:
h(t) = H(aq +tv) .
L’application h est de classe C* et on a:
h(t) = Dg, H(v) ,
W'() = D2, H(v,v) ,
h®(t) = D¥ H(v,...,v) ,
or la formule de Taylor pour h a l’ordre k s’écrit :

" (k-1) 1
h(l)—h(0)+h'(0)+m+ +,zk—11()0!)+ (k_l 01 /0 (1=t)* 1A (¢) dt

d’ol par substitution la formule du théoréme. o
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COROLLAIRE (Développement de Taylor & 'ordre k).
Soient H : U — F une application de classe C* et a€U. Ona:

H(a+v)=H(a)+ D, H(v)+ DQH(v v)+..

1
+ k.D"H(v,...,v) +of|lo]l*) -

DEMONSTRATION : 1l s’agit de voir qu’on a:
1
(k_l)'/ (1-t)*' Dk, H(v,v,...,v) = k,D"H(v o) +o(llof) -

Soit &€ > 0. Comme l’application z — D¥H de U dans L*(E,F) est
continue, il existe § > 0 tel qu’on ait, pour ||v]| < §:

”DH_,, DfH” <e.
On aura alors, pour |v|| < 8, t€[0,1] :
|DEseuH(v,...,v) = DEH(v,...,0)|| S e]lo]|*

Comme on a par ailleurs / (1-t)*1dt = 7‘; on obtient finalement, pour
ol < é:

1
”(k—l)'/ (l—t)k 1Da+th(v1"-,v)dt"‘"aD‘,:H(v...v)

d’ot le corollaire.

£
< o lloll®
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CHAPITRE IX - Points critiques et extrema.

On s’intéresse dans ce chapitre & la situation suivante : Soient E un
espace vectoriel de dimension finie, U une partie ouverte de E, H une
application de classe C! de U dans R. Soit a € U. On se propose de
décrire ’allure de la fonction H au voisinage de a.

§. 1. Points réguliers et critiques.

1.1. La différentielle de H au point a est une forme linéaire de E
dans R. Elle est identiquement nulle ou surjective.

DEFINITION 1. On dit que a est point régulier de H si D, H # 0,
point critique dans le cas contraire.

En termes de dérivées partielles par rapport & une base (e1,...,€m)
de E, le point a est critiquesion a 81 H(a) =, H(a)=... = OpH(a) =
0, régulier s’il existe 1 < ¢ < m tel que 0;H(a)#0.

1.2. Allure de H aux points réguliers.

Soit a € U un point régulier de H.
Par définition de la différentielle, on a, pour v asez petit :

H(a+v) = H(a) + DaH(v) + o|]v]]) -
On peut, en se placant dans un systéme de coordonnées adéquat, sxmphﬁer

cette expression de H.

Comme a est régulier, le noyau de la forme linéaire D,H est un
sous-espace de dimension n — 1.

On peut donc choisir une base de E (ey,...,em) telle que (e2,...,em)
soit une base de Ker D,H , et qu’on ait Dy H(e;) = 1. En d’autres termes,
dans cette base on a:

BIH(a) =1 , 62H(a) = amH(a) =0 ,
et la formule ci-dessus s’écrit :

H(a+v) = H(a) +v1 + o|lv]))

m
(avec v = Z vie; ).
i=1
Un changement de coordonnées non linéaire permet de simplifier
encore ’expression de H . Considérons en effet I’application L de U dans
E donnée (dans la base précédente) par :

L(zi,...,zm) = (H(z) — H(a) + a1, 22,...,Tm) .

75



On a L(a) = a et L est une application de classe C! dans U, vérifiant
D,L = idg. D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe des parties
ouvertes V;,V2 de E contenant a, avec V; C U, telles que la restriction
de L & V; soit un difféomorphisme de classe C* de V; sur V3.

On considére L comme définissant un changement de coor-
données (non linéaire) dans Pouvert V] : les anciennes coordonnées
(z1,...,Zm) et les nouvelles coordonnées (y1,...,Ym) d’un point z € V3
sont reliées par les formules

yi=H(z)-H(a)+ a1, y2= 22, ,Ym = Tm ,

et dire que L est un difféomorphisme de classe C! revient & dire qu’on
peut aussi exprimer les anciennes coordonnées (z,,...,z,) en fonction
des nouvelles (y1,...,ym) par des applications de classe C*.

Dans les nouvelles coordonnées (yi1,...,¥m), on a évidemment, pour
y= (ylv"aym) € ‘/2 :

Hy)=H(a)+y:1—a1,

c’est-a-dire qu’on a (au prix d’un changement non linéaire de coordonnées)
éliminé le reste o(|ly — al||) dans les expressions précédentes.

8. 2. Matrice hessienne.

2.1. Nous supposons maintenant que H est de classe C?, et que
a € U est un point critique de H.

On a donc D,H =0, donc
H(a+v) = H(a) + o(]]v]) ,

une expression qui n’est pas suffisante pour décrire H au voisinage de a.
Le développement de Taylor a 'ordre 2 s’écrit :

H(a+v) = H(a) + 5 D2H(v,2) + ofJo])

La forme bilinéaire symétrique (v,w) — DZH(v,w) (ou la forme
quadratique associée v — D2H(v,v)) s’appelle forme hessienne de H
au point critique a.

Dans une base (e1,...,en) de E, la matrice symétrique associée a
la forme hessienne est :

(D:‘:H(e,-,e,-)) = (6;3,‘H(d))

1<i,j<m 1<i,j<m

et s’appelle matrice hessienne de H en a.
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2.2. Rappels sur les formes quadratiques.

Soit @ une forme quadratique dans un espace de dimension finie E,
B la forme bilinéaire symétrique associée & @@. On a donc

Q(z) = B(z,2)
B(z,y) = 5 [Q(a +3) ~ Q(z) - Q)

= 110+ - Q@) -

Le noyau de B (ou Q) est par définition ’ensemble des = € E tels que
B(z,y) = 0 pour tout y € E. C’est un sous-espace vectoriel de E. On
dit que B (ou @) est non dégénérée si son noyau est {0}.

On dit que @ (ou B) est positive si Q(z) = 0 pour tout z € E,
négative si Q(z) < 0 pour tout z € E, indéfinie si  prend des valeurs
strictement positives et strictement négatives.

Une forme non dégénérée et positive est dite définie positive; cela
revient & dire qu’on a Q(v) > 0 pour tout v € E, v #0.

De méme une forme non dégénérée et négative est dite définie
négative.

EXEMPLE. Dans R? (coordonnées en z1,z2)

Qo(z1,z2) = 22 + 22 est définie positive,

Q1(z1,29) = —2% — 223 est définie négative,

Q2(z1,23) = 23 — 22 est non dégénérée mais indéﬁnie,
Qs(z1,29) = 23 est positive mais dégénérée.

Soit (e1,...,em) une base de E. La matrice associée 2 B (ou Q) est
M = (B(ei,e5))

Cette matrice est symétrique et on a pour des vecteurs ¢ = ) z;e;,
Y= yi€i:

1<i,j<m

B(z,y)='zMy="yMz
(ot z,y dans la formule sont des vecteurs colonnes, et ‘z,*y sont les
vecteurs lignes correspondants).
Les valeurs propres d’une matrice symétrique sont toutes réelles.

Ona:

@ non dégénérée < 0 n’est pas valeur propre de M & det M #0
@ positive & les valeurs propres de M sont positives ou nulles
Q@ négative & les valeurs propres de M sont négatives ou nulles
Q définie positive < les valeurs propres de M sont strictement positives
Q définie négative < les valeurs propres de M sont strictement négatives
Q@ indéfinie & M a des valeurs propres strictement positives

et des valeurs propres strictement négatives.
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Notons p le nombre de valeurs propres strictement positives de M
(comptées avec multiplicité), ¢ le nombre de valeurs propres strictement
négatives de M. Le triplet (p,q,m —p — q) s’appelle la signature de la
forme quadratique Q. Il ne dépend pas de la base de E considérée. En
effet :

— Dentier p est la dimension maximale d’un sous-espace E; de E
sur lequel la forme @ soit définie positive;

— DPentier ¢q est la dimension maximale d’un sous-espace E; de E
sur lequel la forme @ soit définie négative;

— D’entier m — p — ¢ est la dimension du noyau de B (ou Q).

Il existe une ba.se. '(el, ...,em) de E telle que, sil'on note z,,...,zm,
les coordonnées associées, ) s’exprime sous la forme :

4 rtg
= 2 2
Q)=> zI- ) 4,
=1 i=p+1
le noyau de @ étant alors engendré par €p4g41,...,€m-

2.3. Points critiques non dégénérés.

DEFINITION 2. Le point critique a de H est non dégénéré (ou de
Morse) si la forme hessienne DZH est non dégénérée.

- Par rapport a une base (e1,...,em) de E, le point critique a de H
est donc non dégénéré si et seulement si on a:
det (9,0; H(a)) 0.
O H(@) i n
On étudie au §.3 quelques relations entre la signature de la forme hessienne

en a et allure de H au voisinage de a. On ne peut s’empécher de
mentionner le résultat fondamental (hors programme) suivant :

THEOREME (Lemme de Morse). Soient H : U — R une fonction
de classe C?%. Soit a € U wun point critique non dégénéré de H.
Notons (p,q,0) la signature de la forme hessienne de H en a (on a
P+ 4q=dim E =m ). Il existe alors, dans un ouvert Vi contenant a, un
systéme de coordonnées (non linéaire) yi,...,ym qui se déduit de ’ancien
systéme par un difféomorphisme de classe C!, et dans lequel H s’ezprime
comme suit:

b4 ptq
Hy)=H@)+Y v?- Y & .
=1 i=p+1

Ce résultat est a rapprocher de celui discuté en §.1.2 : en un point cri-
tique non dégénéré, on peut, par un changement de coordonnées adéquat,
supprimer le reste dans le développement de Taylor a ’ordre 2.
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§. 3. Extrema.

3.1. DEFINITION 3. Un point a € U est un maximum local [resp.
minimum local] de la fonction H : U — R s’il existe une partie ouverte
V contenant a telle qu’on ait :

H(z) < H(a) pour z €V
[resp. H(z) > H(a) pour z € V] .
Si on a la relation plus forte :
H(z) < H(a) pourz€eV, z#a
[resp. H(z) > H(a) pour z€V, z#a,
on dit que a est un maximum local strict [resp. minimum local strict]

de H.

On dit que a est un extremum local de H si c’est un maximum
ou minimum local, un extremum local strict si c’est un maximum ou
minimum local strict.

3.2. Laproposition suivante donne des conditions nécessaires pour
qu’un point a € U soit un extremum local.

PROPOSITION 1. Soient H : U — R une fonction de classe C? et a
un eztremum local de H.

Alors a est un point critique de H . De plus la forme hessienne de
H en a est positive si a est un minimum local, négative si a est un
mazimum local.

COROLLAIRE. Si a est un point régulier de H, ou un point critique dont
la forme hessienne est indéfinie, alors a n’est pas un eztremum local de

H.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION : Supposons que a soit un point
régulier de H.

Il existe alors v € E tel que DaH(v) > 0. Le développement de
Taylor a 'ordre 1 montre qu’on a, pour ¢ > 0 suffisamment petit :

H(a+tv) = H(a) +tDaH(v) + o(t) > H(a) ,
H(a—tv) = H(a) —tDgH(v) + o(t) < H(a) ,
donc a n’est pas un extremum local de H.

Supposons maintenant que a soit un point critique de H, mais que
la forme hessienne D2H de H en a ne soit pas positive. Il existe donc
un vecteur v € E tel que

D?H(v,v) <0 .

Pour |t| suffisamment petit, on a, d’aprés le développement de Taylor a
Pordre 2:

H(a+tv)=H(a)+ -tziDaH(v,v) + o(t?) < H(a)
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(t#0), donc @ n’est pas un minimum local de H.
De méme, on montre que si la hessienne n’est pas négative, a n’est
pas un maximum local de H. O

3.3. La proposition suivante donne maintenant des conditions suf-
fisantes pour qu’un point soit extremum local (strict).

PROPOSITION 2. Soient H : U — R une fonction de classe C* et
a € U un point critique de H.

Si la forme hessienne de H en a est définie positive, alors a est un
minimum local strict de H. Si la forme hessienne de H en a est définie
négative, alors a est un maximum local strict de H .

DEMONSTRATION : Supposons que la forme hessienne D2H de H en
a soit définie positive. Munissons F d’une norme || || et considérons la
sphére S = {z,||z|| = 1}. Alors S est compacte, et on a D2H(v,v) >0
pour v € S; donc il existe A > 0 tel qulon ait D2H(v,v) > A pour
v € S.On aalors D2H(v,v) > A ||v||*> pour tout v € E, donc on obtient,
dans le développement de Taylor a 'ordre 2 :

H(a+v) = H(a) + D1H(v,v) + of||v||")
2
2 H(a) + A lo]* + of[lo]]*) ;
on conclut que a est un minimum local strict de H.
Le cas ou DZH est définie négative se traite de maniére analogue.

3.4. Recherche d’extrema.

Soit H : U — R une application de classe C?. On recherche les
extrema locaux de H, et on cherche & déterminer leur type.

On commence par déterminer I'ensemble ) des points critiques

de H, c’est-a-dire qu’on résout le systéme d’équations :
OH(z)=0H(z)=... =0p,H(z)=0

(dans une base (ey,...,e,) de E).

On sait en effet que tout extremum local appartient & ) (proposi-
tion 3.2).

Pour chaque point a de ), on calcule la matrice hessienne
(9:9;H(a)), <; j<m €t la forme hessienne D2H correspondante.

Si la forme hessienne est indéfinie, a n’est pas extremum local de
H.

Si la forme hessienne est définie positive, a est un minimum local
strict de H.

Si la forme hessienne est définie négative, a est maximum local
strict de H.

Si la forme hessienne est positive, ou négative, mais dégénérée,
seule une étude plus fine peut permettre de conclure.
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EXEMPLE. Considérons les fonctions
Hy(z,y)=2"+y*,
Ho(x, y) = z” ’
H_(z,5) =22 —y* .

Le point (0,0) est un point critique de H;, Hy et H_. Les formes
hessiennes de Hy, Hg et H_ sont toutes trois égales a:

Q(z,y) =2?,

qui est une forme quadratique positive mais dégénérée. On voit facile-
ment que (0,0) : '

— est un minimum local strict de H,
— est un minimum local, non strict, de Hy,
— n’est pas un extremum local de H_.

§. 4. Extrema liés.

4.1. On considére dans ce paragraphe la situation suivante. Soient
E un espace vectoriel, de dimension finie m, et U une partie ouverte de

E.

Soient Fy,...,F; des fonctions de classe C? de U dans R. On note

F application de classe C? de U dans R* dont les composantes sont
F,... F.
Soit M la partie de U d’équation F' = 0, c’est-a-dire:

M={zeU, Fi(z)=Fe)=.. =Fk(a:)=0} :

Etant donnée une application H de classe C? de U dans R, on cherche
a déterminer les extrema locaux de la fonction z — H(z) lorsque z est
astreint & varier dans M.

DEFINITION 4. Un point a € M est un minimum local de H sur M
s’il existe un ouvert V C U contenant a tel que

H(z)> H(a), pour zeVNM .

C’est un minimum local strict de H sur M si on a la relation plus
forte :

H(z) > H(a), pour r€eVNM, z#a.
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On définit de fagon similaire un maximum local, et un maximum
local strict de H sur M.

4.2. Points réguliers de M.

Les techniques de calcul différentiel introduites jusqu’ici ne permet-
tent d’analyser la fonction H qu’au voisinage des points réguliers de M,
définis ci-apres.

PROPOSITION 3. Soit ¢ € M. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(1) La différentielle D, F est surjective;
(ii) Les formes linéaires D, Fy,..., D, Fy sont linéairement indépen-
dantes;

k
(iit) la dimension de Ker (D, F) = ﬂ Ker (D, F;) est m — k (ou
i=1

m=dmFE).
St Pune (donc les trois) de ces conditions est satisfaite, on dit que a
k
est un point régulier de M et on appelle Ker (D F) = n Ker (D, F;) le
i=1 :

sous-espace (vectoriel) tangent & M en a; on le note T, M.

Les formes linéatres D, Fy,...,D,F; forment alors une base de
Pespace des formes linéaires de E dans R qu: s’annulent sur T,M .

DEMONSTRATION : Ona F = (F1,...,F%), donc

k
DaF= (DaFl,...,DaFk) et Ker(DaF) = n Ker(DaF"-) .

i=1

Une application linéaire u € L(E,R*) est surjective si et seulement

si son noyau Keru est de dimension m — k. Donc (i) est équivalent a

(iii). Si D,F n’est pas surjective, il existe des nombres réels Aj,...,Ax

non tous nuls tels que 'image de D4 F soit contenue dans I’hyperplan
k

‘de R¥ d’équation Z Aiz; =0. Vula formule de D, F, cela signifie qu'on

1=1

a, pour tout vE€ E :

k
Y AiD,Fi(v)=0,
=1
d’ou

k
Z,\.-D,,F.- =0
=1
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et les formes linéaires D, F},..., D, F; ne sont pas linéairement indépen-
dantes.
Inversement, si ces formes ne sont pas linéairement indépendantes,

k
il existe Ay,...,Ar non tous nuls tels que Zz\gDaF,- = 0, et Pimage

=1

k
de D,F est contenue dans ’hyperplan d’équation Z)«,-:c,- =0.0n a
=1
donc (i) ¢ (ii), ce qui termine la démonstration de ’équivalence des trois
conditions.

Supposons que a est un point régulier de M. On a donc
dim (T,M) = dim(Ker D, F)=m -k .

Soit E' le dual de E, c’est-a-dire ’espace vectoriel des formes linéaires de
E dans R. Si E; est un sous-espace vectoriel de E, on note EY, et on
appelle orthogonal de E; dans E', le sous-espace vectoriel de E' formé
des formes linéaires de E dans R qui s’annulent sur E;.

On rappelle que la dimension de EY est alors égale & dim E—dim E .

k
Prenons ici By = T.M = Ker(D,F) = ]| Ker(D,F,). On a
=1
dim E; = m —k, donc dim EY = k.
Or les formes linéaires D, Fy,..., D, F; sont linéairement indépen-
dantes, et appartiennent & EY. Elles forment donc une base de EY. 0O

PROPOSITION 4. Les points réguliers de M forment une partie ouverte
de M.

DEMONSTRATION : L’application = + D,F de M dans L(E,RF) est
continue puisque F est de classe C?.

La proposition résulte donc de la caractérisation (i) des points régu-
liers et du lemme suivant :

LEMME. Soient E,F des espaces vectoriels de dimension finie. Dans
L(E,F), Uensemble des applications linéaires surjectives est ouvert.

DEMONSTRATION : Posons m = dimE, k = dim F. Si k¥ > m aucune
application linéaire de E dans F n’est surjective. Si ¥ < m, une matrice
& k lignes et m colonnes représente (dans des bases fixées de E et F)
une application linéaire surjective si et seulement si I’'un des k x k& mineurs
est non nul. D’ou le lemme.

4.3. Points critiques relatifs de H sur M.

DEFINITION 5. Soit a un point régulier de M. On dit que a est un point
critique relatif de H sur M si le noyau de D, H contient le sous-espace
tangent T,M en a & M.
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Soit @ un point critique relatif de H sur M. Comme a est régulier,
les formes linéaires D, F;,...,D, Fi sont linéairement indépendantes.
Comme D,H s’annule sur T,M, il existe, d’aprés la proposition 3, un
unique k—uplet (A;,...,Ax) tel que l'on ait :

k
D,H=Y) M\D,F; .
i=1
Les nombres réels Ay,...,\; déterminés par cette relation s’appellent les
multiplicateurs de Lagrange de H au point critique relatif a.

DEFINITION 6. Soit a un point critique relatif de H sur M. La restriction
au sous-espace tangent T,M de la forme quadratique

k
D2H - Z X\ D2 F;, considérée comme forme quadratique sur T, M, s’ap-
i=1

pelle forme hessienne relative de H sur M.

4.4. Extrema de H sur M.

PROPOSITION 5. Soit a un point régulier de M .

(1) Si a est un minimum local (resp. mazimum local) de H sur M,
alors a est un point critique relatif de H et la hessienne relative est
positive (resp. négative).

(2) St a estun point critique relatif de H sur M, de hessienne relative

définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum local strict
(resp. mazimum local strict) de H sur M.

DEMONSTRATION : Translatons origine des coordonnées, de fagon a
avoir @ = 0. Choisissons un supplémentaire E, de E; = T,M et
identifions E & E; x E;. On a dimE; = k et E; N Ker D, F = {0},
donc la différentielle de F dans la direction de E, est inversible. D’apres
le théoréme des fonctions implicites, il existe des ouverts V;, V, de E;,
E, respectivement, contenant 0, et une application K de classe C? de
Vi dans E; tels que:

MO (Vix V)= {(=. K@),z €},

I((OEl) = Og, ,
DoK =0.

Posons L(z) = (z,K(z)) € M, pour z € V;. Alors L est un homéomor-
phisme de V; sur M N (V; x V;), donc 0 est un minimum local (resp.
maximum local, resp. minimum local strict, resp. maximum local strict) de
H sur M si et seulement si 0 est un minimum local (resp. maximum lo-
cal, resp. minimum local strict, resp. maximum local strict) de H=HoL.
Orona:

Dol = DoH o DyL = DOH/EI :
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(DoL est l'injection de E; dans Ey x E; = E) donc si 0 est extremum
local de H sur M, alors 0 est point critique relatif de H sur M.

Supposons maintenant que H est un point critique relatif de H sur
M. Notons A;,...,A; les multiplicateurs de Lagrange correspondants.

Posons :

Hi=H-) \Fi,

Hy=H,-L.
Les fonctions H et H; coincident dans M, et la hessienne relative de H
en 0 est D;‘,’Hl/El. On a, pour z € V; :

Dzﬁl = DL(:)H] °D3L
d’olt (comme Do H; =0):
Dgﬁl = DgH]_ ° (DoL,DoL) 9

c’est-a-dire que la hessienne relative de H en 0 est précisément D2 H,.
Comme on a vu plus haut qu’il revient au méme d’étudier H; dans M

ou H; dans Vi, et que H et Hy coincident dans M, les conclusions de
la proposition résultent des propositions 1 et 2, appliquées a H;.

4.5. Exemple.

Dans R?, soient C; le cercle d’équation z2 + y% = 1, C, le cercle
d’équation (z —¢)? + y%2 = R%. On suppose que ¢ >0 et R > 1+ ¢ (de
sorte que C est intérieur 3 C;) et on cherche & déterminer les extrema
locaux du carré de la distance euclidienne entre un point de C; et un
point de C,.

On définit donc:

M=C; xC; CR?xR?,

on note (21,y1,2,y2) les coordonnées de R? xR?, de sorte que I’équation
de M est:

{ Fi(z1,91,22,92) =21 +3f —1=0

F2($1,y1,$2,y2) = (‘7:2 - 6)2 + yg -R?*=0.

On cherche les points critiques et les extrema locaux sur M de la fonction :
H(z1,22,y1,2) = (21— 22)* + (11 — 92)” .

En un point z = (ay,by,a2,b2) de €} x Cz,0n a:
D, Fy(z1,y1,%2,y2) = 24121 + 2b1y1
DZF2($1’y17$2’y2) = 2(02 - c)a:2 + 2b2y2 ’

donc z est régulier et les vecteurs e;(z) = (—b1,a1,0,0), ey(2) =
(0,0,—b2,a2 — c) forment une base de 7M. On a

D H(z1,y1,%2,y2) = 2(a1 — ag)(z1 — z2) + 2(b1 — b2)(y1 — ¥2)
D.H(e1(2)) = 2(az by — ay b3)
DzH(ez(Z)) = —2(a2 b —-a; bz) + 2C(b1 - bz) .
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Le point z est donc point critique relatif de H sur M si et seulement si
(comme c#0)

{bl-b2=0
albg—agbl =0

c’est-a-dire
b1=b2=0 ou b1=bg , a1 =4az .

Comme Cy; NCz = ¢ (car R > 1+ ¢), le second cas est impossible et on
obtient 4 points critiques relatifs :

01=:h1, a2=c:i:R, b1=b2=0.

En ces points critiques, on a T, M = {z; = z, = 0}

—a a; —a
D.H=2"2p Rr+2"2p R
ay as —¢C
et la hessienne relative de H en ces points est :
ay — Qg Qg — a1
Q:(y1,¥2) = 2[(3/1 —y2)? - Y — yg] .
ay as —C

1. a1=——1, 02=C+R.

+R+1
Qy1,¥2) = 2[(?/1 ~y2)? — (1 -{-c+R)yf - -C-—R——y%]

—-c—-R -1
2 ( 1 1+e¢ )
R
donc définie négative.

C’est un maximum local strict.

de matrice

2. ¢gy=-1,a2=c—R.

QUun10) = 20— 1)’ — (R +1- s - T =04

R—c¢c -1
2 ( 1 14 c)
R
donc définie positive.

C’est un minimum local strict.

de matrice
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3. a1=+1,a2=c+R.
2 2 _¢tR-1 ,
Qy1,¥2) = 2|(y1 — ¥2) —(I“C-R)yl__—R—yz

de matrice

c+R -1

1-¢
R

non dégénérée indéfinie : ce n’est pas un extremum local.

-1

4. a1=+1, a2=c—R

1+R—-c
QUun, ) =20 —)? = (1= e+ R - R4
de matrice
c~R -1
2 1 c—1
R

non dégénérée indéfinie : ce n’est pas un extremum local.

REMARQUE. M = C; x C; est une partie compacte de R? x R?, et H
est continue, donc H est bornée sur M et y atteint son minimum et
son maximum (absolus). Les points oli les bornes sont atteintes sont des
extrema locaux. Donc le seul point ot H atteint son minimum (sur M)

est :
a1=—1, a2=c—R, bl=b2=0, H=(R—1—C)2

et le seul point ol le maximum est atteint est :

a1=—1, a2=c+R, b1=b2=0, H=(R+1+C)2
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3éme PARTIE.
EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

CHAPITRE X : Existence de solutions.

§. 1. Généralités.
1.1. Equations différentielles.

Une équation différentielle se présente sous la forme générale suivante :

(*) H (t, y(®),y'(2),- -, y""(t)) =0

S

ou:
— E est un espace vectoriel de dimension finie;
— I est un intervalle ouvert de R, U est une partie ouverte de E*+!;

— H est une application donnée, en général au moins de classe C?,
définie sur I x U, et & valeurs dans E.

Une solution de I’équation (%) est une application y : J — E telle
que:

— J est un sous-intervalle de I;

— y est de classe C* dans l’intervalle J ;

— pour tout point ¢ € J, le point (y(t), e ,y(k)(t)) €U et (x) est
vérifiée.

1.2. Exemple.

Soient n corps dans ’espace, de masses my,...,m, de positions
b b b
Y1,...,Yn soumis a la gravitation universelle. La loi de Newton s’écrit :

y:.'=_z.ni(yf___§%). , 1<i<n
J#i ly: — yill

C’est une équation différentielle du type (*), ou:
. —k=2,I=R, E=(R)";

— U est la partie ouverte de E x E x E formée des points
(Y15, Yn, Y1y -+ Uy 15+ -+, Un) € (RP)? tels que g #yj pour i#j;
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— H est I'application (de classe C*) de R x U dans (R*)" = E
dont la i¥*™¢ composante H; : R x U — R® est donnée par :

7% Yi —
Hi(tayl"'wyn +Z ( : yJ)
J#i "y3 yJ"

L’étude des solutions de cette équation différentielle constitue la
Mécanique céleste. Cette étude est facile pour n = 2 (Lois de Kepler),
extrémement difficile pour n > 3 ou beaucoup de questions centrales
restent non résolues. La Mécanique céleste a été historiquement une
motivation puissante dans le développement de la théorie générale des
équations différentielles.

1.3. Terminologie.

On ne s’intéresse dans la suite qu’a des équations différentielles
explicites de la forme:

(++) y () = H(Ly®),...,s* 1)

ou FE est un espace vectoriel de dimension finie, I est un intervalle ouvert
de R, U est une partie ouverte de E* et H est une application, en général

de classe C', de I x U dans E.

REMARQUE. D’apreés le théoréeme des fonctions implicites, on peut, au
moins localement, se ramener de la forme (*) a la forme (*+) lorsque la

différentielle partielle de H dans la direction de y{*¥) est inversible.

L’entier k > 1 s’appelle 'ordre de ’équation différentielle (*x). Par
analogie avec la physique, la variable t € I s’appelle le temps. L’équation
(**) est dite autonome si 'application H ne dépend pas du temps (on
a alors I = R).

Une équation différentielle autonome d’ordre 1 se présente donc sous
la forme :

(%% +) y'=H(y),
et on dit qu’elle est définie par le champ de vecteurs y — H(y) (défini
dans U).

La raison pour cette terminologie est la suivante: soit y : J — U
une solution de (* * *) (ou J est un intervalle de R); I'image y(J) =
est donc une courbe dans U paramétrée par y; en un point y(tp) tel
que H(y(to)) #0, la courbe I' admet une tangente dont la direction est
précisément engendree par H(y(to)). (On verra que soit y est constante
dans J, et alors ' est un point, soit ¥’ ne s’annule pas dans J, et alors
T admet une tangente en chacun de ses points).

1.4. Manipulations formelles.

Les manipulations qui suivent ne représentent pas un progres vers la
résolution de (**), mais permettent simplement de présenter la théorie
sous un aspect plus unifié.
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1.4.1. Réduction a P’ordre 1.

Soit (#x) une équation différentielle.

Posons E; = E*, Y = (y,¢,...,y* V). L'équation différentielle
(#*) est alors équivalente a 1’équation :

(#%)" Y'=H(t,Y),
ot B : I x U — E; est I'application :
ﬁ(t»yo’”-’yk—l) = (Y15, Y1, H(t, Y0, - -, Yk—1)) -

L’équation (#*)' est d’ordre 1: on a perdu en dimension (dimE; =
kdim E) ce qu’on a gagné en ordre.

1.4.2. Réduction aux champs de vecteurs.

A partir de ’équation (*%)’', posons:

E;=RxE,,
V=IxU,
Z=(tY)eV,

H(Z)=(1,8(2)) .
L’équation (**)' est équivalente a:
Z'=H(Z),

associée au champ de vecteurs dans V' définni par H.

§. 2. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

2.1. Soit

(%) y' = H(t,y)

une équation différentielle d’ordre 1, ot :
— E est un espace vectoriel de dimension finie;
— I est un intervalle ouvert de R, U est une partie ouverte de E;
— H est une application de classe C* de I x U dans E.

Une condition initiale pour cette équation différentielle est la
donnée d’un point (%g,y,) dans I xU.

Une solution de (*+) de condition initiale (fo,yo) est une appli-
cation y de classe C?, définie sur un sous-intervalle J de I contenant %,
a valeurs dans U, et satisfaisant :

{ y(to) = %o ,
y'(t) = H(t,y(t)) , Vte J .
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THEOREME 1 (Cauchy-Lipschitz). Soit (to,40) une condition initiale
pour Uéquation (*x).

A) Ezistence.

Il eziste €9 > 0 tel que Uéquation (*x) admette une solution y de
condition initiale (to,yo) définie sur Jo = [to — €o,t0 + €0].

B) Unicité.
Si J est un sous-intervalle de Jy contenant ty et § est une solution

de (x*), de condition initiale (to,y0), définie sur J, alors ¥ coincide
avec la restriction de y 4 J.

2.2. Démonstration.

1. Munissons E d’une norme et choisissons é > 0 tel qu’on ait :

(1) [to—b,t0+6]C T,

(2) B(yo,6) CU .

_ Comme H est continue sur la partie compacte Lo = [to — 8,t0 + 6]
B(yo,6) de I x U, il existe une constante M > 0 telle qu’on ait :

(3) , IH(t,y)]| <M, pour (t,y) € Ly .

Pour (t,y) € I x U, notons D H la différentielle partielle de H
dans la direction de E. L’application : (t,y) — Dg)y)H de I x U dans
L(E) est continue (puisque H est de classe C1), et par conséquent il
existe K > 0 tel qu’on ait :

(4) |P&yE| <K, pour (ty)€ Lo

Comme la boule B(yo, 6) est convexe, on a, d’aprés (4) et le théoréme de
la moyenne, pour t € [to — &, + 6] et y1,y2 € B(yo,8):

(3) IH(t,3) - H(t,y2)ll < K Jly1 — 2| -
2. On pose €y = min ¢‘5—6-L Jo = [to — €0,%0 + €0} . Soit J.
. P 0= "M 2K )’ 0 = |to —€0,%0 T €g]- VO1 1 un

intervalle contenu dans Jy et contenant ¢.

LEMME. Pour qu’une application continue § de J; dans U soit solution
de (#), de condition initiale (to,y0), il faut et il suffit qu’on ast, pour
tout t € J; :

(6) F(t) = o+ / H(s,§(s))ds -

DEMONSTRATION : La nécessité de (6) s’obtient en intégrant entre tp et
t € J; Péquation (*x). :
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Inversement, si ’application continue § : J; — U vérifie (6), alors
le membre de droite de cette relation est dérivable en tout point t € J;,
de dérivée H(t,%(2)); donc ¥ est de classe C' et est une solution de ()
définie sur J; . Par ailleurs, la relation (6), pour t = ¢y, donne §(¢y) = yo.

3. Munissons 'espace X = C(J1, B(yo,6)) des applications continues de

J1 dans B(yo, §) de la distance uniforme. L’espace métrique X est alors
complet (Chapitre IV, §.3, Proposition 6). Pour z € X, définissons une
application F(z) de J; dans E par:

F(z)(t) = yo +/t H(s,2(s))ds .

L’application F(z) est continue. D’apres (3), on a, pour t € J; :
(7 IF(2)(#) —voll S M|t —to] <eoM < 6,

donc F(z) prend ses valeurs dans B(yo, 6) et c’est donc un élément de X .

On a ainsi défini une application F : z — F(z) de X dans X.
Notons D la distance uniforme de X ; pour 2,7 € X,on a:

D(#(=), 7(2)) = sup I7(z)(8) = F@ @)

= sup
teJy

[TH@4W—H@z@ﬂ¢

1]

Or, pour s € Jy, on a, d’apres la relation (5) :
| H(s,2(s)) — H(s,Z(s))|| < K [|2(s) — Z(s)]|
< KD(z,%) ,
et on obtient donc:
D(F(2), F(2)) < sup [t~ to] K D(2,%)
teJ,

sqxugasépga.

L’application F : X — X est donc =— Lipschitzienne, et en particulier

contractante. Comme X est complet, elle posséde dans X un unique
point fixe.

4. Existence. Prenons J; = Jy. La partie 3 montre qu’il existe une
application continue y de Jo dans B(yo,é) vérifiant la relation (6). Le
lemme de la partie 2 montre que y est une solution de (**), de condition
initiale (%o,0).

Unicité. Soient J un sous-intervalle de Jy, contenant ¢y, et § une
solution de (*), de condition initiale (o, yo), définie sur J. L’application
¥ satisfait donc (6) pour tout ¢t € J.
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Soit J; la composante connexe de to dans §~(B(yo,6)). D’aprés la
partie 3, on a §(t) = y(t) pour ¢t € J;. Or d’aprés la relation (7), on a:
15() — voll = lly(t) — woll <6
pour |t —tg| < &9. On a donc J = J1, et § coincide avec la restriction de
yalJ

2.3. Remarque. L’hypothése que H est de classe C* n’est in-
tervenue dans la démonstration que pour obtenir dans la partie 1 des
constantes §, M, K vérifiant les relations (1), (2), (3), (5). Le théoreme
de Cauchy-Lipschitz (et sa démonstration) est encore valide lorsqu’on sup-
pose seulement que :

— lapplication H : I x U — E est continue.

— DPapplication H est localement uniformément lipschitzienne par
rapport a la variable y, c’est-a-dire que pour tout (fg,y%) € I x U, il
existe § > 0, K > 0 tels que les relations (1), (2), (5) soient satisfaites.

2.4. Complément sur ’unicité.

Soient y, § deux solutions de I’équation différentielle (¥x), définies
respectivement sur des sous-intervalles J, J de I.

PROPOSITION 1. S’il eziste un temps to € JN T tel que y(to) = (o),
alors les solutions y et ¥ coincident sur JNJ et définissent ensemble une
solution de (¥x) sur JUJ.

DEMONSTRATION : L’ensemble E des points t € JNJ tels que y(t) = §(t)

est non vide par hypothése. Il est fermé dans J N J puisque y et ¥ sont

continues. I est ouvert dans J N J d’aprés P'unicité dans le théoreme de

Cauchy-Lipschitz. On a donc E = J N J, puisque J N J est un intervalle.
Finalement, il est clair que Papplication ¥ définie par :

’y\(t) =y(t) ’ ted
=y(t), teJ

est une solution de () définie sur JU J.

2.5. Complément sur ’existence.
Soit K une partie compacte de I x U.

PROPOSITION 2. Il eziste un nombre €(K) > 0 tel que, pour toute
condition initiale (to,y0) € K, I’équation (**) admetle une solution de
condition initiale (to,yo) définie sur [to —e(K),tp + €(K)].

DEMONSTRATION : Pour tout (¢,y) € K, soient é(t,y), M(t,y), K(t,y)
“des nombres strictement positifs tels qu’on ait :

[t-é6(ty), t+6(t,y)]CI,
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B(y,é(t,y)) Cc U,
|EE )| < M(ty) , pour |t—7] < 6(ty),
ly—9ll <6Cvy) ;

|EE9) - HE§)|| < Kt.v)||[§- ]

pour
- <éty), lv-7l<éty),
Ny -9 <8,9) .
(Cf. relations (1), (2), (3), (5) de 2.2).
Posons :
1 1 1
V(tay)= t—-2-6(t,y),t+§5(t,y) x B yvis(tay) d
Alors (V(t,y))(t,y)ex est un recouvrement de K par parties ouvertes;
d’apres le théoreme de Borel-Lebesgue, il existe donc des points

(t1,41),-..,(te,ye) de K tels que:
¢
KUVt -

i=1

M 1“51?§3M (ti,vi)

K = max K(ti i)
JURT

1.
21%1321
-6 1

€ =¢(K) = min ( ’M,2K)

Soit (2o,y0) € K. Il existe i € {1,...,£} tel que (to,¥%0) € V(¢i,4:i). On a

Posons :

§

[to — &, %0 + 8] C [ti — 6(ts, yi), i + 6(ti, i)

alors:
B(w,8) C B(ys, 8(ti, 1)) ,
, ly=wll <8,

|H(t,y)|| < M pour |t—1|<$é
<Kl|y-7l

donc
IH(t,y) — HE, D
pour )
It—tol <6 ’

7 -yl <6 .

On peut donc appliquer le reste de la démonstration de 2.2 et conclure
qu’il existe une solution de (**) de condition initiale (to,y0) définie sur

[to —e(K),t0 + €(K)].
94



§. 3. Solutions maximales.

3.1. On considére toujours ’équation différentielle
(+%) y'=H(t,y)

pour laquelle on garde les mémes notations que précédemment.
Soit (,yo) une condition initiale.

THEOREME 2.

A) Il eziste un intervalle ouvert J contenant ty, contenu dans I, et
une solution y de (*x), de condition initiale (to,yo), définie sur J qui
est maximale dans le sens suivant: St § est une autre solution de condition
initiale (to,yo), définie sur un intervalle J, alors J C J et § coincide

avec la restriction de y 4 J.

B) La solution maximale y sort de tout compact de I x U, c’est-d-dire
que pour toute partie compacte K de IxU, il eziste un intervalle compact

[a,b) C J tel que (t,y(t)) ¢ K st te J—]a,b].
DEMONSTRATION : Soit J I’ensemble des paires (J, %) telles que:

— J est un sous-intervalle de I, contenant g ;

— ¥ est une solution de (**), de condition initiale (fo,yo), définie
sur J.

Posons J = U J. Alors J est un intervalle contenu dans I,

Jpes

contenant %g.

On définit une application y : J — U de la fagon suivante : pour
t € J, soit (J ,¥) € J tel que t € J; on pose y(t) = (). Cette définition
ne dépend pas de I’élément (7, %) considéré: si (J1,7, ) est un autre élément
de J tel que t € Jy, les solutions 7 et §; de (**) coincident sur J N J,
donc en t, d’apres la proposition 1.

L’application y est clairement une solution de (**) de condition
initiale (to,y0), définie sur J.

Montrons que J est ouvert, c’est-a-dire que les bornes supérieures et
inférieures de J (prises dans RU {—00, 400} ) n’appartiennent pas & J.

Si par exemple la borne supérieure T de J appartenait a J, il
existerait d’aprés le théoréme 1 un nombre £ > 0 et une solution ¥ de
(##) définie sur [T — ¢, T + €] tels que H(T') = y(T).

L’application qui coincide avec y sur J et avec § sur [T, T + €] serait
une solution de (**) de condition initiale (¢o,yo) définie sur un intervalle
contenant strictement J : ceci contredit la définition de J.

On démontre de méme que la borne inférieure de J ne peut appartenir
a J, et Pintervalle J est donc ouvert.
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Soit K une partie compacte de I x U. Soit ¢(K) un nombre stricte-
ment positif satisfaisant les conclusions de la proposition 2. Posons :

g=infKy, b=supk,,

ou K; est la partie compacte de I, image de K par la projection (t,y) ¢
de I x U sur I. Posons aussi:

a=infJ € RU {~o0},

b=supJ € RU{+o0} ,

a = max (G,a+¢(K)) €R,

b= min (5,0 — (K)) €R..
Soit ¢t € J tel que (t,y(t)) € K. On a donc ¢t € [a,b]. D’aprés la
proposition 2, il existe une solution § de () définie sur [t—¢(K), t+¢(K)]
vérifiant §(t) = y(t). D’apres la maximalité de (J,y), on doit avoir

[t —e(K),t+¢e(K)] C J,donc t > a+¢e(K), t <b—e(K) et finalement
t € [a,b]. O

3.2. Remarque. La partie B) du théoréme 2 n’a d’intérét que
lorsque J est strictement contenu dans I.

Supposons par exemple que la borne supérieure b de J soit finie et

appartienne a I. Soit K; une partie compacte de U. Alors [to, 3] x Ko
est une partie compacte de I x U. D’apres la partie B) du théoréme 2,

il existe un temps b € [to,z[ tel que pour tout temps t € ]b,z[ on ait

y(t) ¢ K2. En d’autres termes, si la borne supérieure du domaine de
définition de la solution maximale appartient & I, alors cette solution
sort de tout compact de U lorsque le temps s’approche de cette borne
supérieure.

3.3. Exemple fondamental.

Supposons qu’on ait I = R, U = E. Soit (to,y0) € R X E une
condition initiale. Notons y la solution maximale de (**) de condition
initiale (%o,y0), J son domaine de définition. On a la dichotomie :

— Soit [tg,+00) C J, c’est-a-dire que la solution maximale est
définie pour tout temps ¢ > % ;

— Soit sup J = b< +00, et on a alors :
lim [l (£)]| = oo .
t—b
(Dans le premier cas, on ne peut rien dire, sans hypothéses supplémen-
taires, sur le comportement de y(t) lorsque ¢ tend vers +o0).
De méme:

— Soit (—o0,t9) C J, c’est-a-dire que la solution maximale est
définie pour tout temps t <t ;
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— Soit infJ =a > —o0, et on a alors:
lim ly(e)] = +oo

§. 4. Equations différentielles d’ordre k.

4.1. Le cas d’une équation différentielle
y® = H(ty,...,y* )

d’ordre k > 2 se raméne & celui d’une équation d’ordre 1, comme expliqué .
en 1.4.1, par l'introduction de la variable

Y= (y,y’, ces ,y(k.'l) € E* .
La donnée d’une condition initiale (¢9,Yp) est donc la donnée :

— d’un temps t; € I

— des valeurs y(to), ¥'(to),.--,y* 1 (t) de la solution cherchée
et de ses dérivées jusqu’a 'ordre (k —1) au temps tq.

Ceci étant, tous les résultats des paragraphes 2 et 3 s’appliquent a
I’équation différentielle précédente.

4.2. Exemple.

Reprenons 'exemple 1.2 de la Mécanique céleste.
En posant y = (y1,-..,yn) € (R®)", on a une équation différentielle
du second ordre:
y' = H(t,y,y")

oti 'application H ne dépend en fait que de y et sa i*™¢ composante H;
est :
y- -— yc
Hi(t,y,y) = - ) mj —L.
j#i lly: — u;ll
L’application H est de classe C*™ dans 'ouvert R x V x (R3)", ot1:
V={ye®)|Viti, utv)}.
Dans le cadre des §.2.3, 0on a donc I = R, U = V x (R*)*. Se donner

une condition initiale revient & se donner un temps ¢p, les positions
Y1(t0),...,yn(t0) distinctes des masses au temps o et leurs vitesses

y1(to)s- - - ¥n(to)-
Pour tout R > 0, définissons :

K= {(yl,...,yn, v oth) € (R x (RF)"

n n
3 sl + Sl + 3 e — w5l < R} .

=1 =1 i<y
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C’est une partie compacte de U = V x (R®)".

Inversement, pour toute partie compacte K de U il existe R > 0 tel
que K C Kp.

Soit (to,y(%0),y'(t0)) une condition initiale, y la solution maximale
correspondante. Alors

— soit y est définie pour tout temps ¢t > ¢p ;
— soit la borne supérieure ¢; du domaine de définition de y est
finieet on a:

Jim (E @+ 3 Il + 3 llvee) - yf(t)"—l) = e

=1 =1 i<y

[ En fait on peut montrer qu’on a plus précisément :

n
. ! —_
Tim 3 7 lyi(9)ll = +oo

=1

Jim 2(: lyi(t) —wiI ™ = +o0 | -
i<j
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CHAPITRE XI: Equations différentielles linéaires et
comparaison des solutions.

§. 1. Rappels sur les équations linéaires du premier ordre sur R.

1.1. Equations sans second membre.

Soient I un intervalle ouvert, et A une fonction continue de I dans

Considérons ’équation différentielle :
¥y =ty .

Soit (tg,ys) € I x R une condition initiale pour cette équation
différentielle. La solution maximale correspondante est alors définie sur
Pintervalle I tout entier et est explicitement donnée par :

y(t) = yo exp ( /tt A(s)d.s) :

1.2. Equations avec second membre.

Soient I, A comme ci-dessus et u une autre fonction continue de I

dans R.
Considérons ’équation différentielle :
y' = A(t)y + u(t) .

Soit (%p,yo) une condition initiale pour cette équation différentielle.
La encore, la solution maximale correspondante est définie sur l'intervalle
I tout entier et est déterminée par une formule explicite : on recherche
cette solution par la méthode de variation des constantes, c’est-a-dire
qu’on ’écrit sous la forme:

y(t) = z(t) exp ( /tt ,\(s)ds)
= z(t)p(?) ;

©'(t) = Mt)e(?) ;
p(to) =1

on a:

de sorte qu’on doit avoir :
z(tO) =% ,
2'(t)(t) +2(8) ' (2) = Mt)2(t) o(t) + p(?)
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ou encore

Z'(t) = -:-;% , %(to) =vo

et finalement :
t L]
2(t) =yo +/ u(s) exp (—/ /\(u)du) ds .
to to

1.3. Remarque. On a seulement supposé que A et u étaient
continues, de sorte que les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité
de Cauchy-Lipschitz ne sont pas nécessairement vérifiées. Cependant, la
remarque du Chapitre X, §.2.3 s’applique ici, de sorte que les conclusions
du théoréme de Cauchy-Lipschitz sont encore valables pour les équations
différentielles considérées en 1.1 et 1.2.

§. 2. Le lemme de Gronwall.

2.1. Enoncé.

Soit y une application de classe C! définie sur un intervalle ouvert
I de R et a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie E.

Soit t9 € I. On suppose que pour ¢t > to, t € I, 'application y
vérifie :

' (O < M) lly@ll + »()

ou A et u sont deux fonctions continues définies sur I, la fonction A
étant a valeurs positives ou nulles.

THEOREME 1 (Lemme de Gronwall). Sous les hypothéses précédentes,
soit ¢ une solution, définie sur I, de Uéquation différentielle :

¢'(t) = At)o(t) + u(t)
et satisfaisant de plus :
ly(to)ll < @(to) -

Alors on a, pour tout t€ I, t> 1t :
ly(Oll < (2) -

REMARQUE. Lorsque la fonction A est identiquement nulle, I’énoncé
précédent se réduit au théoréme de la moyenne. Inversement, on va
démontrer le théoréme a ’aide du théoréme de la moyenne.
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DEMONSTRATION : Supposons d’abord qu’on ait :
lly(o)ll < (o) ,
et montrons qu’on a alors, pour t €I, t > g :
ly@ll < o(2) -
Dans le cas contraire, il existe ¢; € I, t; > tp tel qu’on ait :
vyl = w(1)
Iyl < (t) , Ve [to,ta]
On a alors, pour t € [to, 1] :

ly' N < A@) ly @l + w(®)
SA@)p(t) +u(t) = ¢'(t) ,
d’ou, par le théoreme de la moyenne :
ly(ts) - y(to)ll < w(t) - elt) ,

ce qui implique |ly(¢1)|| < ¢(¢1), une contradiction.
Pour traiter le cas restant ||y(to)|| = ¢(f0), notons, pour € € R, ¢,
la solution définie sur I de ’équation différentielle

Pe(t) = A(t) e(t) + u(?)

telle que ¢.(ts) = ||y(to)]| + €.
D’apres 1.2 l’apphcatlon (&,t) — @e(t) de Rx I dans R est continue.
D’apres la premiére partie de la démonstration, on a, pour t > ¢, t € I

et e>0:
ly (Il < we(?) -
On conclut donc qu’on a, pour t € I, t >ty :

Iyl < po(?) -

2.2. Temps antérieurs a t,.

L’énoncé précédent a permis de contréler la norme de l’apphcatlon y
pour des temps postérieurs au temps f.

En changeant le sens du temps, on va obtenir un controle similaire
pour les temps antérieurs a ;.

Supposons donc que I’application y vérifie, pour t € I, t <ty :
lly' N < M) ly@ll + p(2)

ou A et u sont des fonctions continues définies sur I, la fonction A étant
a valeurs positives ou nulles.

Posons A(t) = A(=t), f(t) = u(-t), §(t) = y(—t). On a alors
7'(t) = —y'(~t), donc

17 @I < XTI + @)
pour t > —~tg tel que —t € I.
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D’aprés le lemme de Gronwall, on aura:

5@l < &)
pour t > —to tel que —t € I, a condition que @ soit une solution de
I’équation
§'(t) = M) (2) + B(?)

satisfaisant &(—to) > ||7(—to)||-
En posant ¢(t) = $(—t), cela revient a dire que, si ¢ est une solution
(définie dans I') de I’équation différentielle:

¢'(t) = =A(t)p(t) — u(t)

satisfaisant de plus:
w(to) 2 lly(to)ll ,

alorson a,pourte I, t<tp:

ly@ll < () -

2.3. Exemple fondamental.

Soit y une application de classe C? définie sur un intervalle ouvert
I de R et & valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie E.

Supposons qu’il existe un nombre réel A > 0 tel qu’on ait, pour tout

tel:
ly' @Ol < Aly@)l| -
Soit ¢ty € I. On a alors, pour t€ I :

ly@ll < flto)l] Xl .

En effet, pour ¢ > ¢y, on compare y a la solution

e+(t) = lly(to)l| X7

de ’équation

P (t) = Aps(2)

tandis que pour ¢t < ¢3, on compare y a la solution

(1) = lly(to)|| e2¢7*)

de ’équation
oL (1) = —Ap-(t) .
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2.4. Conséquence pour les solutions maximales.

Soient I un intervalle ouvert de R et E un espace vectoriel normé
de dimension finie.

On considére une équation différentielle :
(++) y' =H(ty)

ou H est une application de classe C? de I x E dans E (il suffit en fait
de supposer que H vérifie les conditions de la remarque du Chapitre X, -
§.2.3).

On suppose qu’il existe deux fonctions continues A, p définies sur
I telles qu’on ait, pour tout (t,y) € I X E :

IZ(,w)ll < AE) lyll + w(2)

(les fonctions A et u sont donc nécessairement a valeurs positives).

PROPOSITION 1. Sous les hypothéses précédentes, toute solution mazi-
male de léquation différentielle (xx) est définie sur lintervalle I tout
entier.

DEMONSTRATION : Soient y une solution maximale de I’équation (*x),
J son domaine de définition, 9 € J. Soit ¢ la solution, définie dans I,
de I’équation

¢'() = AR (t) + n(t)
telle que (o) = ||y(to)||. Pour t € J,on a:

'Ol = IH @ y@)I
<A@ @l + 1)

donc, d’apreés le lemme de Gronwall, on a:

Iyl < #(2)

pour t > ty, t € J. Si la borne supérieure ¢; de J est finie et appartient
a I, application ¢ est bornée sur P'intervalle compact [to,?;], et il en est
donc de méme pour y. Mais ceci contredit le Théoréme 2, partie B), §.3.1
du Chapitre X (cf. aussi Remarque §.3.2).

Par conséquent la borne supérieure de J est ausi celle de I. De méme
la borne inférieure de J est aussi celle de I. On a donc J = 1. 0

REMARQUE. On peut bien siir aussi se servir du lemme de Grénwall pour
controler la norme des solutions maximales sur P’intervalle I tout entier.
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§. 3. Equations linéaires du premier ordre en dimension quelcon-
que.

3.1. Equations sans second membre.

Soient I un intervalle ouvert de R et E un espace vectoriel (normé)
de dimension finie.

On considere I’équation différentielle :
(*) y' =A(t)y,

ou A est une application continue de I dans L(F), et on cherche des
solutions y & valeurs dans E.

Les hypothéses de la remarque du Chapitre X, §.2.3 sont satisfaites,
donc il en est de méme pour les conclusions du théoréeme de Cauchy-
Lipschitz.

PROPOSITION 2.

1) Toute solution mazimale de Uéquation différentielle (*) est défi-
nie sur intervalle I tout entier.

2) Les solutions mazimales de (*) forment un sous-espace vectoriel
S de Uespace C'(I,E) des applications de classe C! de I dans
E.

3) La dimension de S est égale d celle de E. Plus précisément,
pour tout tg € I, application y — y(ty) est un isomorphisme
de S sur E.

DEMONSTRATION : La partie 1) résulte de la Proposition 1 (en prenant
p(t) =0, AE) = [|A@])-

Toute solution maximale de (*) est donc un élément de C*(I,E). Il
est clair que si y; , y2 sont des solutions (maximales) de (*) et A1, A2 €R,
alors A1 y1+A;y2 est encore une solution (maximale) de (*) ; d’ou la partie
2).

Finalement, ’application y — y(t;) de S dans E est évidemment
linéaire, et elle est injective et surjective d’aprés I'unicité et 1’existence
dans le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. o

Munissons L£(E) de la norme d’applications linéaires; on a alors, pour
tout ye S,tel
' (O < HA@I v -

Pour tout #y € I, nous obtenons alors, par le lemme de Gronwall :

[ haas

), Vtel.

l®) < lv(to)ll exp (
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3.2. Equations avec second membre.

Soient I, E, A comme précédemment. Nous considérons maintenant
I’équation différentielle :

(*+) y' = A(t)y + b(t)

ou b est une application continue de I dans E.

L’équation (*) vérifie & nouveau les hypothéses de la remarque du
Chapitre X, §.2.3, donc les conclusions du théoréme de Cauchy-Lipschitz
sont vérifiées.

PROPOSITION 3.

1) Toute solution mazimale de (%) est définie sur lintervalle I
tout entier.

2) Les solutions mazimales de (¥x) forment un sous-espace affine
S de C1(I,E), dont la direction est le sous-espace vectoriel S

des solutions de (*). En particulier, la dimension de § est égale
d celle de E.

DEMONSTRATION : La partie 1) est de nouveau conséquence de la
proposition 1 (en prenant A(t) = ||[A(?)]|, p(t) = |o(D)]})-

Soit yo une solution maximale de (**). Une vérification immédiate
montre qu’une application y € C}(I, E) est solution (maximale) de (##)
si et seulement si Papplication y — yo est solution de (*), c’est-a-dire
appartient & S. Ceci démontre la partie 2) de la proposition. O

On peut utiliser, de méme qu’en 3.1, le lemme de Groénwall pour
limiter la croissance des solutions maximales de (**).

3.3. Equations a coefficients constants.

On se propose d’étudier plus précisément 1’équation différentielle
linéaire du premier ordre :

(*) y' =4y,
ou A est un élément de £(F) indépendant du temps ¢.

Nous nous contenterons d’étudier cette équation sous I’hypothése
supplémentaire que ’endomorphisme A de E est diagonalisable sur
C, ce qui est en particulier le cas lorsque toutes les racines (réelles ou
complexes) du polynéme caractéristique de A sont simples.

Il existe alors une décomposition :

E= (@E) ® éEg

=1 =1

ayant les propriétés suivantes :
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— pour 1 < i < r, chaque sous-espace E; est de dimension 1,
invariant par A, et il existe une valeur propre réelle \; de A telle qu’on
ait Az = A\jz pour z € E;;

— Pour 1 < j < s, chaque sous-espace E/ est de dimension 2,
invariant par A; il existe une paire y;, ji;, avec Impu; > 0, de valeurs
propres complexes conjuguées de A, et une identification de E; a C

telles qu’on ait Az = u;z pour z € Ej.

En identifiant E 2 R" x C* (ol on note les coordonnées
(z1y.++3Zr, 21,-..,2s)), Péquation différentielle considérée devient :
{1:2:/\,-3:.- , 1<i<r
z;-=pjz_,-, 1<j<s.
On peut alors résoudre explicitement :
{ zi(t) = eMt 2;(0), 1<i<r
zj(t) = etit z;(0), 1<j<s.
L’allure de la courbe (paramétrée par t) décrite par z;(t) est plus
précisément décrite par :
{ @] = eRemt |z0)
Arg zj(t) =t(Imy;)+ Argz;(0) .
Lorsque z;(0) est non nul, c’est une spirale logarithmique si Re u;#0, un

cercle (parcouru périodiquement avec une période 27z / pj)si Rep; =0.

En regroupant certains des sous-espaces E;, E; on obtient la décom-
position fondamentale de E :

E=E @®E°9E"
E~ est la somme directe des sous-espaces E; et E_; correspond 2

des valeurs propres de partie réelle strictement négative; on I'appelle
le sous-espace stable du champ de vecteurs (linéaire) considéré et c’est
exactement 1’ensemble des solutions y(t) telles que:

Jim ly(®)]| =0

E° est la somme directe des sous-espaces E; et E correspondant

3 des valeurs propres nulles ou imaginaires pures; on 'appelle le
sous-espace central du champ de vecteurs considéré; c'est exactement
Pensemble des solutions y(t) telles que:

sup ly(¢)]| < +oo .
teR

E* est la somme directe des sous-espaces E; ou E' correspondant

3 des valeurs propres de partie réelle strictement positive; on ’appelle le
sous-espace instable du champ de vecteurs considéré; c’est exactement
P’ensemble des solutions y(t) telles que:

Jim ly(8)]| =
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EXEMPLE. Décrivons l'allure des solutions lorsque dimE = 2 et les
valeurs propres de A sont simples.

1. A a deux valeurs propres réelles A\; < A,.

E;

1l.a).

/\1 < /\2 <0

E-=E _

E° = E+ = {0}. g
1.b).

A1 <A2=0

E- = El

E° =E,

E+ = {0}.
1.c).

A <0< A,

E— = E1

E° = {0}

E+ - E2 .
1.d).

A1 =0< Ay

E- = {0}

E'=F,

E* =E,.
l.e).

0< A <A

E- =E"= {0}

Et=E.

2. A a deux valeurs propres complexes conjuguées u,n, et dans une
identification de E & C qui préserve l’orientation, A s’identifie 4 la
multiplication par .

2.a).
Repu <0 ﬁ\

Imp>0
E-=E,EO=E+={0}. L,
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2.b).
Reu<0
Impu<0
E-=FE, E°= E* = {0}.

.

2.c).
Reu=10
Imp >0
E-=Et*={0}, E°=E.

©)

N

2.d).
Reu=20
Imu<0

® ¥
E-=E*={0}, E°=E. ]
9

o

2.e). -
Reu>0
Imp>0
E-=E'= {0}, E*=E.

2.f).
Repy>0
Impu<0
E-=E'={0}, E*=E.

§. 4. Dépendance des conditions initiales. L’équation aux varia-
tions,

4.1. On considére dans ce paragraphe une équation différentielle
(*) y' =H(t,y)

ou :

— I est un intervalle ouvert de R

— U est une partie ouverte d’'un espace vectoriel normé E de
dimension finie
— H est une application de classe C* de I x U dans E.

On se fixe une fois pour toutes un temps initial £y € I.

Etant donné un point y € U ; on note J(y) l'intervalle de définition
de la solution maximale de (*) de condition initiale (¢o,y), et on note
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t — ®(t,y) cette solution maximale. L’application @ est donc définie sur

la partie:
V=|JJx{y
yevu
de I x U. Le point ®(¢,y) représente donc la position a l'instant ¢ de la
solution qui était & l'instant initial ¢y au point y. On a, pour (t,y) € V :
0
= 8(t,) = H(t, 8(t,3)) -

Pour (t,y) € I x U, on note D®H(t,y) la différentielle partielle de
I’application H dans la direction de E.

4.2.
THEOREME 2.

1) V est une partie ouverte de Rx E ;
2) L’application ® de V dans E est de classe C*;

3) Notons D& la différentielle partielle de & dans la direction de E.
Soient yo € U, vy € E ; posons v(t) = D@D ®(yo,t)(ve) pour t € J(yo)-
Alors Uapplication t — v(t) de J(yo) dans E est la solution mazimale de
condition initiale (to,vo) de Uéquation différentielle linéaire (dite équation
aux variations) :

v' = D@ H(t, ®(t, 0))v.

L’équation aux variations est du type considéré en 3.1, dont les
propriétés sont données dans la proposition 2. Rappelons que ses solutions
maximales sont définies sur Pintervalle J(yo) tout entier. Pour chaque
t € J(yo), 'application v + v(t) est un isomorphisme de P’espace vectoriel
S des solutions de I’équation aux variations sur E. On en déduit que

'endomorphisme D ®(t,yo) € L(E) est toujours inversible.
4.3. Démonstration. (esquissée).

1. Soient yo € U, t; € J(yo). Notons L I'intervalle compact d’extrémités
to et t;. Nous supposerons d’abord qu’on a, pour tout t € L :

H(t, yo) = 0 N
D@D H(t,y0) =0 .

On a alors
Q(t,yo)=yo ’ VtGL .

Posons £ = |t; — ty|, et fixons € > 0. Comme D H est continue et L
est compact, il existe par le théoréme de Borel-Lebesgue un nombre é > 0
tel qu’on ait :

”D(”H (t,y)” <e
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pour (t,y) € L x B(yo, ). On a alors, par le théoréme de la moyenne :
(1) NH (¢, y1) — H(E v2)ll <€ llva — w2l

pour t € L, y1,y2 € B(yo, §)- |
Munissons P’espace X = C(L, B(yo,6)) des applications continues de

= )
L dans B(yo,6) de la distance uniforme. Pour tout y € B (yo,§> et

toute application z € X, définissons une application Fy(z) de L dans E
par:

t
Pt = v+ [ Hs,2(s)ds
to
D’aprés la relation (1), on a, pour s€ L :

(2) I (s, () < € [l2(s) — voll < €5 .

1
Supposons € < —. On a alors, pour t€ L :

2¢

175 (2)(2) = yoll < lly = yoll + |t — to] €6
80l
=2 2

D’autre part, F,(z) est clairement continue dans L. C’est donc un élément
de X et on a defini une application F, de X dans X.

Pour z,7 € X, on a, d’apres la relation (1):
IFy(2) - Fy(P) < el ]z -7 ,

donc F, est une application contractante de l'espace métrique com-
plet X dans lui méme. Son unique point fixe Z, est ’application

t — &(t,y) de L dans B(yo, ) solution de (*) de condition initiale (to,y)
(cf. Chapitre X, §.2.2, Lemme). Soit zo € X Papplication constante de va-

leur y. On a:
hm Fi(z0) = Z,

n—<+co y

et plus précisément, comme 'application F, est e{—lipschitzienne :

750 = 2 < 1555 1 (a0) = 2o

D’apres la relation (2) ci-dessus, on a:
[Fy(20) = 2ol < €€ ly = ol

)
et on conclut qu’on a, pour tout t € L, y € B (yo, 5) :

el
19¢,9) vl € T Iy = wll -

On a donc démontré, dans le cas particulier considéré, que
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— V contient un “tube” de la forme L x B (yo, -g—) .

)
— Pour tout ¢t € L, I’application y — ®(t,y) de B (yo, -2-) dans E

est différentiable au point yg , sa différentielle étant I’application identique
de E dans E.

2. Passons au cas général.

Soient de nouveau yo € U, t; € J(yo). Pour t € J(yo), posons
A(t) = D H(t,®(t,y0)) et considérons ’équation aux variations :
(V) v =A(t)v,

pour une application v de J(yo) dans E. D’apres la proposition 2 de §.3.1,
il existe une application de classe C!, notée B, de J(yo) dans GL(E),
telle que toute solution maximale v de (V) satisfait :

v(t) = B(t)v(te) , Vte J(wo) .

On a donc:
4) B'(t)= A(@t)B(t) , Vte J(yo) -

I1 existe p > 0 et un intervalle ouvert J contenant t, et t; tels que la
formule : :

(5) K(t,w)=H(,®(t,y0) + B(t)w) — H(t,®(t,y0)) — A(t) B(t)w
définisse une application K de J x B(0,p) dans E.
Nous appliquons maintenant a ’équation différentielle
(%)’ w' = K(t,w)
la premiere partie de la démonstration. On a en effet :

K(t,0)=0, Vted ,
DPK(t,00=0, VielJ.

[ Remarque : L’application ¢ — A(t) est a priori seulement continue,

donc K n’est pas nécessairement de classe C!. Mais on observera qu’on
a utilisé dans la premiére partie de la démonstration uniquement le fait
que H est différentiable dans la direction de E, et que la différentielle
partielle correspondante est continue dans I x U. Ces hypotheéses sont
vérifiées par K dans J x B(0,p). Elles sont d’ailleurs suffisantes pour

garantir la validité du théoréme 2|.

Soit L un intervalle compact contenu dans J, et contenant ; et
t; dans son intérieur. D’apres la partie 1, il existe p > 6§ > 0 et une
application ¥ de L x B(0,6) dans E tels que:
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— pour tout wo € B(0,6), Papplication ¢ — ¥(¢,wp) est solution de
(*)', définie sur L, de condition initiale (¢9,wo);

— pour tout ¢t € L, Papplication w — ¥(t,w) est différentiable en
0, sa différentielle étant 'application identique de E.

Un calcul immédiat montre alors que P’application ¢t — ®(¢,y0) +
B(t)¥(t,w) est une solution définie sur L de P’équation (*), de condition
initiale (Z9,yo + w). On a donc, pour w € B(0,6), t€ L :

®(t,yo + w) = ®(¢,y0) + B(t)¥(t,w) .
On conclut que le domaine de définition V' de ® contient L x B(yy,6).

Comme yp et t; étaient arbitraires, cela montre que V' est ouvert.

On conclut aussi que ® possede au point (¢1,y) une différentielle
partielle dans la direction de E, égale & B(¢;). On a donc démontré les
conclusions 1 et 3 du théoréme.

On laisse au lecteur consciencieux le soin de vérifier que les différen-
tielles partielles

0

ot

sont continues dans V', ce qui termine la démonstration du théoréme.

o(t,y) = H(t,B(t,y)) et DPDd(t,y)

4.4. On trouvera au chapitre suivant des applications importantes
du théoréme 2.

Le théoréme 2 s’applique en particulier lorsqu’on considére une
équation différentielle dépendant (différentiablement) de paramétres;
considérons en effet une famille :

y' = H(t,y,p)

d’équations différentielles dépendant d’un parameétre p variant dans un
ouvert W d’un espace vectoriel de dimension finie P. On garde les
notations de 4.1, et on suppose que H est de classe C! dans I xU x W.

La famille précédente peut étre considérée comme une unique équa-
tion différentielle dans 1’espace produit E x P :

{ y' = H(ta y’p)
p'=0

a laquelle on applique le théoréme 2.

Soit 9 € I un instant initial. Pour yo € U, po € W, notons
t +— ®(,y0,p0) la solution maximale de

(*po) y’ = H(t, y1p0)

de condition initiale (%9,yp), et notons J(yp,pe) son domaine de défini-
tion. Le domaine de ® est donc:

V={(typ) eIxUxW, tei(yp)}.

On a alors, d’aprées le théoréme 2, les conclusions suivantes :
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1. V est ouvert dans Rx E x P, et ® est de classe C! dans V.

2. Notons DX H, D®H les différentielles partielles de H dans les
directions de E et P, D®® la différentielle partielle de ® dans la
direction de P.

Soient yo € U, pp € W, go € P ; posons, pour t € J(yo) :
w(t) = D(s)é(t, yOaPO)(qO) € E Py
A(t) = D(z)H(t, @(t, yo,Po),Po) € £(E) ’

b(t) = D(a)H(t7 Q(t, yO)?O)aPO) (90) € E.

Alors, Papplication w est la solution maximale, de condition initiale (%o,0)
de ’équation linéaire avec second membre :

w'(t) = A(t)w(t) +b(2) ,

(équation aux variations du paramétre).
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CHAPITRE XII: Champs de vecteurs.

§. 1. La propriété de flot.

1.1. On considére dans ce chapitre une équation différentielle auto-
nome du ler ordre:

(*) y' = H(y)

définie par un champ de vecteurs H de classe C' dans un ouvert U
de ’espace vectoriel de dimension finie E.

La propriété suivante est évidente mais fondamentale :

PROPOSITION 1. Pour to € R, notons Ty, la translation t+— t+1, de
R. Soit ty € R. Si y est une solution de (*), définie sur un intervalle J,
alors Uapplication t — y(t —to) définie sur l'intervalle Ty (J), est auss
une solution de (*).

DEMONSTRATION : Pour t € Ty, (J), posons z(t) = y(t — tp). Comme y
est de classe C! dans J, z est de classe C? dans T,(J) et on a:

2'(t) = y'(t —to) = H(y(t — t0)) = H(2(2)) .
u|

COROLLAIRE. Soient tp € R, yo € U. Notons y la solution mazimale
de (*) de condition initiale (0,y0), et J le domaine de définition de
y. La solution mazimale de (x) de condition initiale (to,yo) est alors
Papplication t — y(t —1g), et son domaine de définition est l'intervalle

T:o(J).

DEMONSTRATION : Soient Z la solution maximale de (*) de condition
initiale (29,y0), J' son domaine de définition. D’apres la proposition 1, on
a 2(t) = y(t —to) pour t € Ty, (J) et Ty, (J) C J'. Si cette inclusion était
stricte, 'application ¢ +— 2(t +to) serait une solution de (*) de condition
initiale (0,yo) définie sur un intervalle T_,,(J') contenant strictement J.
O

1.2. Flot de ’équation.

Nous allons reprendre, pour ’équation (*) définie par le champ de
vecteurs H , certaines des conclusions du théoreme 2 du Chapitre XI, §.4.

Nous choisissons une fois pour toutes comme instant initial ¢ = 0.
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Pour yo € U, nous notons ¢ — ®(¢,yo) la solution maximale de (%)
de condition initiale (0,y0), et notons J(yo) son intervalle de définition.
Le domaine de définition de ¢ est donc:

V= {(t,y)eRxU, teJ(y)} .

Pour ¢t € R fixé, nous notons ®; Papplication y — &(¢,y). Le
domaine de définition de ®, est donc:

U, = {yEU, teJ(y)}

c’est-a-dire P'ensemble des positions initiales (a I'instant o = 0) pour
lesquelles existe une solution de (*) définie sur [0,t] (pour ¢t > 0) ou [¢, 0]
(pour t £ 0). On peut écrire:

V={(t,y)€RxU, yeU,}.

THEOREME 1.

1. V estouvert dans RXE, et ® est de classe C! dans V. Pour tout
réel t, U, est ouvert dans E.

2. Ona Up=U, et &= idy.
3. Soit t € R. Alors &, est un difféomorphisme de classe C! de U,

sur U_, dont l'inverse est ®_,.

4. Soient s,t € R. Dans la partic ouverte ®;'(U,) de U, on a:
¢8+t = ‘I), ° Qt .

DEMONSTRATION : La partie 1 résulte du théoréme 2 du Chapitre XI,
§.4.2, et la partie 2 est évidente.

Soit t € R ; d’apreés la partie 1 ’application @, est de classe C! dans
Pouvert U;.

Soit y € Uy ; d’apres la proposition 1, on a:
&) @) = T-(J)) ,
(2) D,(Pe(y)) = Bote(y) , Vs € J(Dely)) -
Comme 0 € J(y), on a —t € J(®¢(y)), c’est-a-dire que ®4(y) € U_,, et

_i(Pe(y)) = Poly) =y -

En remplagant ¢ par —t, on voit que ®_, est une application de classe
C! de U_; dans Uy, vérifiant ®,(P_¢+(%)) = § pour ¥ € U_;. Donc ¥, est
un difféomorphisme de classe C! de U; sur U_; et son inverse est ®_;.

Soit s € R, tel que ®,(y) € U,. On a donc s € J(®(y)), d’ou la
partie 4 d’apres la relation (2).
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1.3. Champs de vecteurs complets.

On dit que le champ de vecteurs défini par H est complet si toute
solution maximale de 1’équation différentielle (*) est définie sur la droite
réelle toute entiére.

Supposons qu’il en est ainsi. On a alors:
V=RxU,
Ut = U, Vt € R.

Par ailleurs, notons Diff!(U) ’ensemble des difféomorphismes de classe
Clde U sur U.

Muni de la composition, Diff!(U) est un groupe.

La partie 3 du théoréeme 1 montre que, pour tout réel ¢, ’application
®, appartient & Diff}(U).

Les parties 2, 3 et 4 du théoréeme 1 montrent alors que 1’application
t — @, de R dans Diff'(U) est un homomorphisme du groupe (additif)
R dans Diff}(U).

§. 2. Singularités.

2.1. DEFINITION 1. On dit qu’un point a € U est une singularité
(ou un point singulier) du champ de vecteurs défini par H si on a
H(a)=0.

Soit a € U. Si a est une singularité du champ de vecteurs défini par
H , la solution maximale de (¥) de condition initiale (0, a) est définie sur
tout R et constamment égale a a. On a donc a € U et ®,(a) = a pour
tout réel ¢t.

Si au contraire a n’est pas une singularité du champ de vecteurs,
le point ®,(a) n’est pour aucune valeur de ¢ € J(a) une singularité. La
courbe décrite par ®,(a), lorsque t décrit J(a), est appelée orbite ou
trajectoire du point a; elle admet en chacun de ses points une tangente
engendrée par la valeur de H en ce point.

Lorsque P’équation différentielle décrit un phénomene physique, une
singularité correspond a la notion physique d’équilibre.

PROPOSITION 2. Soit y € U. Supposons qu’on ait y € U, pour tout
t >0 et qu’il existe a € U tel que:

lim ®(y)=a.

t—-+o0

Alors a est une singularité du champ de vecteurs défini par H. De méme,
31 on suppose qu'on a y € Uy pour tout t < 0 et qu’il existe a’' € U tel
que:
. 1
Jim @4(y) =d',

alors a' est une singularité du champ de vecteurs.
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DEFINITION 2. Sous les hypothéses de la proposition, on dit que y
appartient & l’ensemble stable de la singularité a, ou a l’ensemble
instable de la singularité a’.

DEMONSTRATION : Supposons que y € U; pour tout ¢t > 0 et qu’on ait :
lim ®(y)=a.

t—r4-00
Soit s € R. Pour ¢ > max(0,—s) ona:
25(2:(y)) = Puraly) -

Pour |s| assez petit, on a a € U, et @, est continue donc

- P,(a) = t_lg_noo ®,(P(y)) = t_lig; ®,(y)=a,
donc

H(a) = %Q,(a) |,_e=0.

L’autre cas se traite de fagon analogue.

2.2. Puits et Sources.

Soit a une singularité du champ de vecteurs défini par H. L’équa-
tion aux variations pour la solution maximale constamment égale & a
s’écrit : :

v' = D H(v) .
C’est une équation différentielle linéaire  coeficients constants (cf. Cha-
pitre XI, §.3.4), dite équation linéarisée du champ de vecteurs a la sin-
gularité a.

DEFINITION 3. On dit que la singularité a est un puits (resp. une
source) si toutes les valeurs propres (réelles ou complexes) de D, H €
L(E) ont une partie réelle strictement négative (resp. strictement
positive).

DEFINITION 4. On dit que la singularité a est attractive (resp. répul-
sive) si ’ensemble stable W?*(a) de a (resp. 'ensemble instable W*(a)
de a) contient une boule ouverte centrée en a.

PROPOSITION 3. Soit a une singularité du champ de vecteurs. Si a
est attractive (resp. répulsive) alors W?(a) (resp. W*(a)) est une partie
ouverte de U.

DEMONSTRATION : Commengons par un lemme.
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LEMME. Soient a une singularité du champ de vecteurs, W*(a) son en-
semble stable, W*(a) son ensemble instable, § > 0 tel que B(a,8) C U.

On a alors :
w(a) = | J 87 (W‘(a) nB(a,a))
>0

We(a) = |J & (W"(a) N B(a, 5)) .

<0

DEMONSTRATION DU LEMME : Soit y € W?%(a). On a t_ligloo P:(y) =a,
donc il existe g > 0 tel que z = ®4,(y) € B(a,6). Ona @,(z) = @,44,(y)
pour s >0, donc z € W*(a) et y € &;! (W’ (e)N B(a, 6)) . Inversement,

soient to > 0 et y € U tels que y € &' (W"(a) ﬂB(a,&)). On a
donc @,,(y) = z € W*(a) N B(a,d), donc y € U, pour tout ¢ > 0 et
®:(y) = ®i—to(2) pour t 20 d’ott y € W*(a).

La démonstration pour W*(a) est similaire. O

La proposition est conséquence immédiate du lemme : si a est
attractive on peut choisir § > 0 de fagon que W?(a) D B(a,6); on a

alors :
w*(a) = | 97'(B(a,9)) ,
>0

et W*(a) est une partie ouverte de U. De méme si a est répulsive. 0O

- REMARQUE. Considérons I’équation différentielle
(¥) y' =-H(y) .

Notons (‘i)t)ten le flot de cette équation, U le domaine de ®;. Si y
est une solution de (%), définie sur un intervalle J, alors I’application
y(t) = y(—t), définie sur —J, est solution de (%¥). On a donc, pour tout
réel t :

[7‘=U_t, 6t=¢_¢.

Le passage de (*) & (%) (appelé changement de sens du temps) transforme
singularités de (*) en singularités de (%), puits de (*) en sources de (%)
(et vice versa), singularités attractives de (*) en singularités répulsives de
(*) (et vice versa), ensemble stable d’une singularité pour (*) en ensemble
instable pour (¥) (et vice versa).

THEOREME 2. Un puits est une singularité attractive. Une source est
une singularité répulsive.

DEMONSTRATION : Bien que le théoréme soit valable sans restrictions,
nous n’allons indiquer la démonstration que dans le cas ou ’endomor-
phisme D,H € L(E) (ou a est le puits considéré) est diagonalisable sur
C. Nous traitons le cas des puits, le cas des sources s’en déduisant en
changeant le sens du temps.
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Il existe donc par hypothése des nombres réels strictement négatifs
A1,.-.,Ar des nombres complexes ui,...,u, de partie réelle strictement
négative, et une identification de E et R" x C* tels que, si 'on note
(z1y..-5Tr,21,...,25) les coordonnées dans R" x C*, on ait :

DoH(zyy.. . Try21y000525) = (A1T1y0 0oy ArTry 11215+ y s 2s) -
Munissons R™ x C* de la norme euclidienne : pour y = (zy,...,2,)
r 3
2 2
Iyl =2t + )zl
i=1 =1
On note ( ,) le produit scalaire associé. Soit y e R" xC?. On a:
r 8
2
(v, DaH(y)) =Y _ Xizl + ) Repj|zl
i=1 =1
2
<eollyll”
ou on a désigné par co le nombre:

co = max (A;, Reu; 0.
0 lSisr( i» R I‘J)<
1<<s

Soit ¢ un nombre réel dans ]cy,0[. On a H(a) = 0 donc il existe un
nombre é > 0 tel que pour |ly|| < 6 on ait y € U et:

|H(a+y) — DaH(y)|| < (c— o) |lyll »
d’ou on déduit, pour |ly|| < &
(H(a+y),y) = (DaH(y),y) + (H(a +y) — DaH(y),y)
<o lyll* + (e — co) llwll® = cllvll® -

Considérons le champ de vecteurs défini par H dans I'ouvert I = B(a, ).
Soient yo € U, y la solution maximale (dans ) de condition initiale
(0,90), J le domaine de définition de y. Pour ¢ € J, posons :

o(t) = e |ly(t) —al* .
L’application ¢ est de classe C! dans J et on a, pour t € J :
¢'(t) =2 e (y'(t),y(t) — a) — 2¢ €77 |ly(t) — a|)*
—2¢ 2
=2 2 [{H(y(t)), 4(t) - a) — cly(t) — all’]
<0, puisque |y(t)—a| <6 .
On a donc, pour tout ¢t > 0 dans J :
¢(t) < ¢(0) = llyo - a* ,
c’est-a-dire, pour t >0, t€ J :
lu(t) — all < e [lyo —a]|
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D’apres le théoréme 2 du Chapitre X, ceci n’est possible (comme ¢ < 0)
que si J D RY. On a donc yo € U; pour tout ¢t > 0, ®4(yo) € B(a,6) =U
pour tout £ > 0 et

|®¢(vo) — all < e°* ||lyo — al

pour tout ¢ > 0, ce qui montre bien que y € W*(a). On a donc
B(a,6) C W*(a). O

REMARQUE. On a démontré (dans le cas particulier ot D,H est diago-
nalisable sur C) une estimation :

|12(y) —all < e fly —af ,
valable pour ||y —a]| < é, une certaine constante ¢ < 0 et tout temps
t 2 0. Une telle estimation est encore valable (pour ¢ < 0, § > 0
adéquats) sans ’hypothése de diagonalisabilité.
Inversement, on peut montrer que si un point a € U possede la
propriété suivante : il existe ¢ < 0, § > 0, C > 0 tels que pour tout
t>0, y € B(a,d) onait ye U, et

I12(y) —all <C e’ Jly —al| ,

alors a est un puits.

2.3. Selles en dimension 2.

DEFINITION 5. On dit que la singularité a est une selle si 'endomor-
phisme D,H € L(FE) posséde au moins une valeur propre de partie réelle
strictement positive, au moins une valeur propre de partie réelle stricte-
ment négative, et pas de valeurs propres nulles ou imaginaires pures.

Nous supposons dans la suite de ce numéro que E est de dimen-
sion 2. Soit a une selle du champ de vecteurs défini par H.

L’endomorphisme D,H € L(E) possede alors une valeur propre
réelle A, strictement positive, et une valeur propre réelle A\, strictement
négative. Notons E,, E, les sous-espaces propres (de dimension 1),
associés a Ay, A,.

Nous souhaitons étudier les orbites du flot au voisinage du point
a. Pour ceci, nous choisissons un repére dans E d’origine a, et d’axes
paralleles a E,, E,. Nous notons z,, z, les coordonnées dans ce repere,
de sorte que la matrice de ’endomorphisme D,H dans cette base est

Au O
0 X /°
Munissons E de la norme ||z|| = sup (||, |zu]), et choisissons 6§ > 0

de facon que le carré R = B(a, §) soit contenu dans U et qu’on ait, pour
z€R:

c
(1) \D:H — D H|| < M
ol on a posé ¢ = min (Ay,—A,;) > 0.
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Soit T; le triangle {z €ER,|z,| < z,} . Posons :

61R={mER,a:u=6}
6+T1={zeR,z,=z.>0}, 6“T1={z€R,z.=—:c,>0}.

LEMME 1. Soit b un point de Ty distinct de a; notons A(b) la
composante conneze de 0 dans Uensemble {t €R,®:(d) eTh }

1) La borne supérieure t+ = t+(b) de A(b) est finie, et on a
2+(b) €O R;

2) la borne inférieure t— = t~(b) de A(b) est soit —oo, auquel cas
b€ W*(a), soit finie, auquel cas ®,-(b) € I*TyUI™ T ;

3) les applications b — Pi4(d), b — P,-(b) sont continues dans
Ty — {a} ; la restriction de b ®,+(b) ¢ FtTTL U™ Ty est injective;

4) la courbe paraméirée t — ®4b), t € A(b) est le graphe d’une
application de classe C'.

£
1\ 5
R
%
R
T3
a LY

ﬁEu

T,

DEMONSTRATION : Dans Tj, on a, d’apres (1) et le théoreme de la
moyenne :

C
IH,,(:C) - ’\uzul < ‘1'63": 3

d’ou
) Ho(@) > — Az .
- 10
Posons ®4(b) = (zu(t),zs(t)) pour ¢ € A(b). On a donc z,(t) >

Ez\umu(t) > 0 pour t € A(b), d’ou la quatriéme assertion du lemme.

On a z,(t) > b, (1 + %Aut) pour t >0, donc ¢t est fini. De méme, si
1™ = —o0, on doit avoir b € W*(a).
Soit z € 8Ty ; d’aprés (1) et le théoréme de la moyenne on a

H,(z) > 0, H,(z) < 0, donc il existe € > 0 tel que ®,(z) ¢ Ty pour
t € [-¢,0[. De méme si £ € 0 T;. Le point ®+(b) ne peut donc (sauf
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si b= (6,6) ou b = (6,—6)) appartenir 3 8¥Ty ou 9~ T; ; comme il
appartient au bord de T}, il appartient 3 0; R

Soit z € O;R; on a Hy(z) > 0 donc il existe ¢ > 0 tel que
®.(z) ¢ T\ pour t € ]0,¢]. Le point &, (b) (31 t~ est fini) appartient
donca 8tTHUST;.

Les considérations précédentes montrent aussi que le point @,(b)
appartient a Pintérieur de T} lorsque t appartient a I'intérieur de A(b).

L’injectivité de b+ ®+(b) sur 9+ T3 UG~ T} est immédiate.

La continuité des applications b — ®.4(d), b+ ®,- () est laissée en
exercice (utiliser le théoréme des fonctions 1mphc1tes) O

LEMME 2. Sotent 6; € ]0,6[, —61 < y1 < y2 < 61, notons ¢1,p2 les
applications de classe C' de [6,,8] C E, dans E, telles que pour i =1
ou 2 :

(o600t <t @0 ) = {m i), 2 € 61,81} -

Alors lapplication 2 —p; est strictement positive et strictement décrois-
sante dans [61,6

DEMONSTRATION : On a ¢2(61) = y2 > y1 = ¢1(é1) ; comme 3 — ¢
ne peut s’annuler sans étre identiquement nulle (unicité des solutions),

p2 — 1 est strictement positive dans [61,6] (théoreme des valeurs in-
termédiaires).

Soit z € [61,6]; on a, pour i =1,2:

o Hale,i()
o) = B api(z)

Pour w € [—2, 2], on a, d’aprés (1) et le théoréme de la moyenne :
0, Hy(2,w) < 190
|Hs(2,w)| < 113 Al 2,
|0s Hu(z,w)| < ‘1;)(-)/\“ )
Hy(z,w) 2 Ta/\uz s
d’ou
H,(2,w)0, Hy(z,w) — Hy(z,w) 0, Hy(z,w) < 170/\ Az <0,

I'application w — H,(z,w) / Hy(z,w) est donc strictement décroissante
dans [—z,+2], et on a:
¢1(2) > #3(2) -
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LEMME 3. Il eziste une application ¢ de classe C' de [0,6] C E, dans
E, possédant les propriétés suivantes :

(1) ¢(0)=¢'(0)=0;
(ii) le graphe de ¢ est contenu dans Ty, et ne coupe pas 0+ TYUO™ T ;
(ili) posons dt = (8,6), d~ = (6,~6), d® = (6,0(8)), T} = {:z: €
Ty,z, > <p(:1:.,)}, 7 = {x € T1,z, < cp(a:u)}.
SibeTT, ona B (b) €]d,dt], t~ > —o0 et B-(3) €IV Ty.
SibeTy ,ona (I>t-(b) E']do,d‘], t=>—o0 et P,-(b) €0~ T1.

Si b= (by, (b)) avec by >0, on @ &4 (b) = d° et t— = —o0,
be W*(a).

DEMONSTRATION :

Pour w € [-6,+4], posons d(w) = (6, w). D’aprés le lemme 1, il
existe des réels w™, wt, avec —6 < w™ < wt < § tels que 'application
b — ®y4(;(b) soit un homéomorphisme de 9t Ty sur [d(6),d(w?)[ et
un homémorphisme de 0~ T; sur [d(—§),d(w™)[. Toujours d’apres le
lemme 1, il existe des applications T, ¢~ de classe C! de ]0,6] C E,
dans E, ayant les propriétés suivantes : les graphes de ¢+ et ¢~ sont
contenus dans T et ne rencontrent pas 8+ Ty ni 8~ T, le graphe de ™
est {@t(d(w“‘)),t < o} et celui de ¢~ est {@,(d(w-)),t < o}. On a

donc:
lim p%(2) = ll_I.I}) ¢ (2)=0.

z—0

Or, d’apres le lemme 2 la fonction ¢+ — ¢~ est strictement décroissante
et strictement positive dans 0, 6] si wt > w™. Ceci est impossible et on
a donc wt =w™, ¢ = ¢~. Posons:

& = d(wt) = d@w")
o) =et () =9"(z), 0<z%8,
©(0)=0.
La fonction ¢ est continue dans [0,6] et satisfait (ii). La propriété (iii)
résulte de la définition de ¢ (si b = (by,(bu)), avec by > 0) et de
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I'observation suivante : Ty et T;  sont les deux composantes connexes
de Ty—graphe (¢);si b€ T;F, on a ®4(b) € Ty—graphe () pour tout
t € A(b) (par unicité des solutions) donc ®,(b) € T;¥ pour tout ¢t € A(b)
(car {®4(b),t € A(b)} est connexe).

Il reste & vérifier que ¢ est de classe C' dans [0,6], et qu'on a
©'(0) = 0. On sait déja que ¢ est de classe C? dans 0, §]. Soit € > 0.
Il existe 0 < é; = 6;(¢) < §é tel qu’on ait, pour ||z|| < 6 :

(3) uD H-D,H|<¢.

Montrons qu’on a |p(z)| £ =2 pour z € [0,6;].

|/\ |
Sinon, il existerait en effet un intervalle [6;,83] tel qu’on ait :
058 <8356

€
"P(Z)l > mz ’ VZ€]62,63[ N

€
lp(82)] = m‘sz

Or d’aprés la relation (3) et le théoreme de la moyenne, on a, pour

Iz3|<$us6l, Imal> I’\ I

|Hs(2) = Aszs| <€ flz]| < [Aszs] -

La fonction |p| serait donc décroissante dans [62, 83], ce qui est impossible
puisqu’on a:

le(82)] = l)\ | I’\ l53 < le(ds)] -

On a donc |p(z)] £ =2 pour z € [0,6;]. Ceci implique, d’aprés (3) et

I/\l

le théoreme de la moyenne, pour z €10, 6] :

|Ho(2,0(2))] < Al lp(2)] + €2 < 262,
Hy(z,0(2)) 2 Auz —€2

donc (si on a choisi € < Ay)
le'(2)l =

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien

2e) o

z-—»O V4

2¢
Ay — €

H,(2,9(2))

. 1 _
11_1”1(1)90(2)—0,

ce qui termine la démonstration du lemme. u]

Les lemmes 1, 2 et 3 décrivent les trajectoires du champ de vecteurs
dans le triangle T;.
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On peut faire une étude complétement analogue dans le triangle
T3 = {:c € R,|z,| < -—:z:,,} et (en changeant le sens du temps) dans
les triangles

T, = {:c € R, |z.] _<_a:,} Ty = {a: € R,|z.| < —.1:_,} .

En rassemblant les résultats obtenus, on arrive & une description de toutes
les trajectoires du champ de vecteurs dans R.

On prendra garde que les notations dans le théoréme ci-dessous sont
différentes de celles utilisées précédemment.

A G/

di2 = (8,8), das = (-6,6)

dyy = (—6,-6), dy = (6,-6)

dy = (§,(pu(8)), ds = (=6, (pu(-96))

dz = (ps(8),6), ds = (ps(—5),—6)
THEOREME 3. Il eziste une courbe T, graphe d’une application o, de
classe C! de [-6,+6] C E, dans E,, et une courbe T',, graphe d’une

application de classe C! de [-6,4+68) C E, dans E, qui possédent les
propriétés suivantes (ou les points d;, di; sont définis ci-dessus):

a) la courbe T'y est contenue dans W*(a), et plus précisément égale d :
T, = {<I>,(d1),t < 0} u {@,(d,,,),t < 0} U {a} .

b) La courbe T', est contenue dans W?(a), et plus précisément égale
d:

T, = {@t(dz),t > 0} U {‘In(d4),t > o} U {a} .

c) La courbe T, est contenue dans Ty UT;, et est tangente ¢ E, au
point a; la courbe I', est contenue dans T UTy, et est tangente ¢ E,
au point a.
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d) La partie R— (I'yUT,) de R a 4 composantes connezes, notées
Ry2, Re3, R34, Ryy. Pour un point b € Rz, la composante conneze de
0 dans Uensemble {t,®,(b) € R} est un intervalle compact [t_,t,] et on
a:

®.(d) € Ry pour t_ <t <t;,

D, _(b) € ]dz,d12]
o, (b) € ldr, dya) -

Un énoncé similaire vaut pour Rp3, Rs3s et Ryy.

REMARQUE. L’ensemble instable W*(a) de la singularité a est égal a:
W*(a) = {@u(d1),d1 € Ui} U {@u(ds),ds € Ui} U{a} .
En effet, il est clair qu’on a:
a € W*(a)
{0u(d), 1 € Ut} C W*(a)
{<I>,(d3),d3 € U,} CW*a) .
Inversement, si £ € W*(a), il existe tp tel qu’on ait ®;(z) € R pour tout
t’S. to. On a alors, d’apres le théoréme 3, ®,,(z) € I'y d’ou Pinclusion
réciproque.
De fagon analogue, on a:

W(a) = {<I>t(d2),d2 € U,} U {@t(d4),d4 € Ut} U {a} .

I est possible que I'intersection W*"(a) N R contienne strictement T',,
et méme qu’on ait W*(a) = W*(a).

§. 3. Fonctions de Liapunov.

3.1. Champs gradients.

On suppose dans ce numéro que 1’espace vectoriel E est muni d’un
produit scalaire (, ).
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DEFINITION 6. Soit G : U — R une fonction de classe C*. Le champ de
vecteurs gradient de G est défini par 'unique application H : U — E
qui vérifie, pour tout ye U, ve E :

(H(y),v) = DyG(v) .

Pour chaque point y € U, l’existence et l'unicité du vecteur H(y)
satisfaisant la relation ci-dessus (pour tout v € E) est garantie par le
fait que ( ,) soit non dégénéré.
Soit (ej,...,em) une base orthonormée de E. Les composantes de
H dans cette base sont données par :
Hi(y)=08:G(y) , 1<i<m,yel.

On suppose que G : U — R est une application de classe C2. Le
champ gradient H de G est alors de classe C. On considére I’équation
différentielle :

(*) y' = +H(y) .

PROPOSITION 4.

1) Soit y: J — U une solution de (x); pour t€J,ona:
d
5 Cw(®) = |H @@I* 0.

2) Un point a € U est une singularité de H si et seulement s1 c’est un
point critique de G. Dans ce cas, a est un puits si et seulement st la forme
hessienne DG est définie négative, a est une source si et seulement si la
forme hessienne D2G est définie positive, c’est une selle si et seulement
si la forme hessienne D2G est non dégénérée et indéfinie.

DEMONSTRATION : C’est un calcul facile, laissé en exercice.

REMARQUE. Il est d’usage en physique (en pensant a la pesanteur et a G
comme la fonction hauteur) de considérer plutot I’équation différentielle

'
y'=-H(y) .
Les puits de cette équation correspondent alors aux minima locaux non
dégénérés de G, ce qui correspond mieux a la notion intuitive de “puits”.

3.2. Fonctions de Liapunov. Champs de type gradient.

Peu de champs de vecteurs sont les champs gradients d’une applica-
tion. On est ainsi amené & généraliser la notion de champ gradient.

Soit une équation différentielle :

(*) y' = H(y)
définie par un champ de vecteurs H de classe C! dans un ouvert U de
E.
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DEFINITION 7. Une application G de classe C* de U dans R est une
fonction de Liapunov pour le champ de vecteurs H si

1) les singularités de H sont les points critiques de G ;

2) en tout point y € U qui n’est pas une singularité de H, on a

D,G(H(y)) > 0.
EXEMPLES.

1) D’apres la proposition 4, 1), le champ gradient d’une application G
admet G pour fonction de Liapunov.

2) Soient H un champ de vecteurs admettant une fonction de Liapunov
G,et A : U — R une fonction de classe C! a valeurs strictement positives.
Alors G est aussi une fonction de Liapunov pour le champ AH.

3) Soient G : U — R une application de classe C', H son champ
gradient (relativement & un produit scalaire sur E, noté (,}). Si Hy
est un champ de vecteurs dans U admettant les mémes singularités que
H et vérifiant (H(y),Hi(y)) > 0 pour tout point y qui n’est pas une
singularité de H, alors G est une fonction de Liapunov pour H;.

Inversement, soit H; un champ admettant une fonction de Liapunov
G. Munissons E d’un produit scalaire ( ,), et notons H le champ
gradient de G. Les singularités de H coincident avec celles de H;, et
on a (H(y),H;(y)) > 0 en tout point y qui n’est pas une singularité de
H.

PROPOSITION 5. Soit H un champ de vecteurs de classe C' admettant
une fonction de Liapunov G. Soit y : J — U une solution non constante
de léquation différentielle :

v =H(y) .
Alors Uapplication t — G(y(t)) est strictement croissante dans J.

DEMONSTRATION : Comme y est non constante, y(t) n’est pour aucune
valeur de t € J une singularité de H et on a:

2 6(y(t)) = Dy Gy () = DyoGlH(u(t) >0 .
(]

Un champ de vecteurs H admettant une fonction de Liapunov est
dit de type gradient.

On considére dans la fin de ce paragraphe un champ de vecteurs H
de classe C' admettant une fonction de Liapunov G dans son domaine
de définition U. On suppose que H n’a que des singularités isolées,
c’est-a-dire que pour toute singularité a de H , il existe une boule B(a,¢)
ne contenant pas d’autre singularité de H.
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THEOREME 4. Considérons une solution mazimale y : J — U de
l’équation différentielle :

(*) v'=H(y) .

Lorsque le temps t se rapproche de la borne supérieure de J, on a
Ualternative susvante :

1) ou bien la solution y sort de tout compact de U, c’est-d-dire que
pour toute partie compacte K de U il eziste to = to(K) € J tel que
y(t) ¢ K pour t € [to, sup J[. C’est la seule possibilité lorsque sup J est
fins;

2) ou bien sup J est infini et il eziste une singularité a de H telle
que liin y(t) = a. La trajectoire considérée est alors contenue dans la
—+400

variété stable du point a.

REMARQUES.

1) On a un énoncé similaire lorsque ¢ se rapproche de la borne inférieure

de J.

2) L’assertion du théoréme lorsque sup J est fini a été démontrée aupara-
vant (Chapitre X, Théoreme 2). On supposera donc dans la démonstration
que sup J = +o0.

DEMONSTRATION : Munissons E d’une norme. Notons S P’ensemble
(fermé) des singularités de H. Pour 1 > r > 0, posons:

K ={cs€U, |z <+, dz,E-U)2r},

L. =K, - U B(a,r) .
a€ES
Ce sont des parties compactes de U.

L’application t — G(y(t)) de J dans R est croissante et admet donc
une limite (dans RU {+o00}) lorsque ¢ tend vers +o0o. Sion a:

Jim_G(y(t)) = +oo,
alors le premier terme de ’alternative du théoréme est réalisé : pour toute
partie compacte K de U, il suffit de choisir t, tel que G(y(to)) >
sup G(z).
z€K

On suppose dorénavant que :

t_lé_'rpoo G(y(t)) < +oo .
LEMME. Pour tout 1 > r > 0, il eziste tg = to(r) tel que y(t) ¢ L,
pour t > tg.
DEMONSTRATION : Soit 1 >r >0.0Ona:
(1) d(Ly,E —Lyj5) 2

ol
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Comme L, ; est compact et ne contient pas de singularités de H , il existe
des constantes C;,C; > 0 telles qu’on ait, pour tout y € L/, :

(@) D,G(H(y)) > C1 ,
(3) IEWI<Ca -

Supposons que pour un temps t; € J on ait y(¢;) € L,. D’apres les
relations (1), (3) et le théoréme de la moyenne, on a y(t) € L,/; pour

[t —t] £ 5—%; D’apres la relation (2), on a, pour |t —¢;| < 22,2 :

2 6(y(t)) = Dy G(H®) 2 G ,

o(orsi))-<blo- )= G

Sila conclusion du lemme n’était pas vérifiée, il existerait une suite (t,)n>1
de temps satisfaisant :

d’ou

tn€J, ytn)€L,, Vn2>1.

On aurait alors pour n > 1:

r Cl r
G (y (tn-l-l + 55;)) 2> E;T +G (y (tn+1 - 5?2))
C] r
> — —_—
d’ol t_li_r*_noo G(y(t)) = +oo. o

Supposons désormais que le premier terme de I’alternative du théoréme
ne soit pas réalisé. Il existe donc une partie compacte K de U et une suite
(ta)n>1 tendant vers +oo telles que y(t;) € K pour tout ¢ > 1. Il existe
ro > 0 tel que K C K, (exercice). La partie SN K, /; est fermée et
bornée, donc compacte, et ses points sont isolés. Elle est donc finie, et
nous notons a,,...,ay ses éléments.

Soit ry € ]0,%—[ assez petit pour que les boules (B(aj,71));¢;<n

soient disjointes. On a alors B(aj,m1) C K,,, donc les boules B(aj,71),
pour 1 <3 < N, sont des composantes connexes de E — L,, . D’apres le
lemme, il existe un temps to tel que y(t) ¢ L, pour t > ¢y. Soit 1 > 1
tel que ¢; 2 9. On a:

y(t:) € Ky, C Ky
y(ti) ¢ L, ,
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donc y(t;) € U B(a,r1). Mais,si a € S—K,,/2,0na B(a,r1)NK,, = ¢.
aES
Donc on a:

N
y(t:) € | Blaj,m) -
J=1

Soit j tel que y(¢;) € B(aj,r1). L'image A par l'application y de
Pintervalle [tg,+oo[ est connexe et contenue dans E— L,, , donc contenue
dans une composante connexe de E — L,, . Comme #; > t5, y(t;) €

B(aj,ry) et B(aj,r;) est une composante connexe de E — L,,, on a

AC B(aja r1).
Soit r € ]0,r1] ; en appliquant & nouveau le lemme, on voit qu'il existe
t(r) 2 to tel que y(t) ¢ L, pour t > ¢(r). Maison a:

B(aj,r1) N (E - Ly) = B(aj,1) ,
donc y(t) € B(aj,r) pour t > ¢(r). On a donc:
Jim, 4= ;.

O

On est souvent en mesure, dans des situations particuliéres, d’éliminer
le premier terme de ’alternative.

COROLLAIRE 1. Supposons que la fonction de Liapunov G ait la pro-
priété suivante : pour tout A € R, G~1([A, +00)) est une partie compacte
de U. Alors, ona Uy = U pour tout t > 0, et tout point de U appartient
d ’ensemble stable d’une singularité de H .

DEMONSTRATION : Exercice.

COROLLAIRE 2. Soit a un mazimum local strict de lapplication G.
Alors a est une singularité attractive du champ de vecteurs H. De méme,
un minimum local strict de U'application G est une singularité répulsive
du champ de vecteurs H.

DEMONSTRATION : Il suffit de démontrer la premiere assertion, ’autre
s’en déduisant en changeant le sens du temps et en remplagant G par

-G.
Soit ro > 0 tel qu’on ait :

(i) B(a,ro) CU,
(i) G(y) < G(a), pour ||y —a]| =10,
(iii) a est la seule singularité de H contenue dans B(a,ro).

Soit r; €]0,ro tel qu’on ait :

inf G(y)> su G(y) .
y€B(a,n1) ) "21"‘“|F="o v)
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Soit yo € B(a,r;). Montrons qu’on a yo € Uy pour tout ¢ > 0 et
. li-r&’c> ®¢(yo) = a.

Pour tout ¢ > 0 tel que yo € Uy, on a:
G(®¢(v0)) 2 G(yo) > sup G(y),

y—a|l=ro

donc ||®¢(yo) —a|| # ro. Comme l'application t — ||®(yo) — a| est
continue et prend une valeur strictement inférieure a ro, on doit donc
avoir ®:(ys) € B(a,ro) pour tout ¢ > 0 tel que yo € U;. D’aprés le
théoréme 4, ceci n’est possible que si 'on a yo € U pour tout £ > 0 et

i, 0w =

La boule B(a,r;) est donc contenue dans I’ensemble stable de la singula-
rité a, et celle-ci est donc attractive.
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