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INTRODUCTTION,

Dans ce travail nous essayons de généraliser au cas non commutatif gquelques
propriétés des anneaux arithmétiques commutatifs que nous rappelons dans le premier
parsgraphe de notre étude ; en particulier ltexistence de l'inverse de tout idéal

fractionnaire non nul de type fini dans un anneau arithmétique commutatif integre.

b

Nous démontrons dlabord l'existence du corps des fractions & gauche d’'un
anneau arithmétique & gauche intégre ; ceci permet 1'étude des idéaux & gauche et
3 droite fractionnaireg Nous établissons alors le résultat suivant ¢ Si A est un
anneau arithméitique & gauche, et K son corps de fractions & gauche, si K est
aussi le corps de fractions & droite de A, alors tout 4A-idéal fractionnaire &
droite engendré par deux éléments est inversible & gauche, Mais nous n'avons pas
réussi & généraliser cette propriété au cas d'un idésl & droite engendré par un
nembre fini d'éléments, alors que cette généralisation se fait facilement dans le

cas commutatif,

Dfautre part nous avons étudié les idempotents d'un anneau arithmétigue
3 gauche et démontré qu'ils sont centraux ; d'ol certaines conséquences et des
applications & des cas particuliers, Nous avons étudié les anneaux arithmétiques
& gauche réduits et prouvé que l'enveloppe injective d'un tel anneau est un anneau

régulier réduit injectif,
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Nous avons essayé aussl de caractériser 1'anneau des matrices carrées sur
un anneau arithmétique, Dans le cas commutatif intégre nous montrons que 4 est
arithmétique si et seulement si M2(A) est de Rikart & gauche, Cette propriété ne

s'étend pas au cas non commubtatif,

Voici le plan suivi 3

§ 1., Rappels - Définitions - Notationms,

§ 2, Propriétés caractéristiques d‘'un amneau arithmétique & gauche,
§ 3, Etude des idempotents,

§ 4, Applications et cas particuliers,

§ 5, Anneaux de matrices carrées (2,2) sur un anneau arithmétique,

§ 6, Anneaux arithmétiques & gauche réduits,
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§ 1. RAPPELS, DEFINITIONS, NOTATIONS,
Rappelons que 1l'ensemble des idéaux & gauche (resp, & droite, resp,
bilatdéres) d'un anneau A unitaire, ordonné par la relation d'inclusion des

ensembles, est wn treillis complet modulaire que nous noterons ﬂg(A) [respo ﬁd(A)g

resp, d(a)].

1.1, Définition s Nous disons qu'un anneau unitaire A est arithmétique &

gauche (resp, & droite, resp, bilatdre) quand :lg(A) [resp. ndﬁA), resp. n(A)]

esv un treillis distributif,

Dans la suite nous étudions les propriétés des anneaux arithmétiques & gauche ;

1%étude des anneaux arithmétiques & droite est semblable,

Dans [1] nous avons montré certains résultats que nous rappelons ci-dessous

sans démonstration :

1.2, Théoreme : Pour un anneau unitaire A, les assertions suivantes sont

équivalentes s

(i) A est arithmétique & gauche,

(ii) Dans le treillis des idéaux & gauche de A la distributivité est

vraie pour les idéaux & gauche principaux,

(iii) A vérifie le théoréme chinois,

(iv) Les idéaux & gauche MN-irréductibles de A sont fortement

{y-irréductibles,

1.%, Théoreme : Soit A un anneau unitaire, commutatif et intégre, alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est arithmétiquec

(ii) Quelque soit 1'idéal maximal M de A, le localisé Ay ést

un anneau de valuation,

(iii) Quels que soient les idéaux I,J,K de A, X étant de type

fini alors : (I+J):K = I3K + J:K.
(i1i)® Quels gue soient les éléments a et b de A alors :
(a)s(b) + (0):(a) = &,

(iv) Quels que soient les idéaux I,J,K de A, I et J é&tent de

type fini alors 3 K:(I AJ) = K:I + K:J.

(v) Quels gue soient les idéaux I et'J de A4, ICJ et J de

type fini, il existe K, idéal de A, tel que I = JK,
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(vi) Quels que soient les iddaux I,J,K de A alors-: 1(JNK) = 17 N IK.

(vii) Quels que soient les idéaux I et J de A alors : (I+J)(Ir1 J) = IJ,

(Viii) A est un anneau de Priifer, c'est-a-dire tel que tout idéal non nul

de type fini est inversible,

(ix) Quels que soient les idéaux I,J,K de A, I non nul et de type fini

alOI’S IJ = IK == J = Ko

(X) A est intégralement clos et tout élément 2z du corps des fractions

Fde o s'écrit : z = X+yz2 ou x ety sont dans A,

Dans [1] nous avons prouvé l'équivalence entre les anneaux de Priifer et les
anneaux arithmétiques commutatifs intégres par une méthode directe sans faire inter-

venir les propriétés des localisés,

Remarquons enfin que les anneaux de valuation, les anneaux principaux et
quasi~principaux, les anneaux de BeZout, les domaines de Dedekind et les anneaux

semi-héréditaires sont des exemples classiques d'anneaux arithmétiques commutatifs,
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§ 2. PROPRIETES CARACTERISTIQUES D'UN ANNEAU ARITHMETIQUE A GAUCHE,

N

2.1, Proposition : Un anneau A est arithmétique & gauche si et seulement

. . . . . . B U\ v osqs
si quels gue soient a et b dans A, 1l existe une matrice carrée, (v t) 4 €lé~-

ments dans A, telle que (: E)(i)‘; (g) et (s+t)(asb) = as+b,

Démonstration : La condition est nécessaire ; en effet :

- 8l a+b = o0 1la matrice non nulle (é é) est telle que
1 1yray _ (© _
(O Oxb) = (o) et (1+O)(8+b) = a+b,
- si a+b #o0, A étant arithmétique & gauche, on aura :
Ala+b) = A(a+b) M [Aatab] = [4a M A(a+b)] + [4b M Aa+d)].
Dfou 3a€ A, ng.h atb = o+ avec 3

o = hb = s(a+b)

hE'As SEA-9t€A,k€A°

ka = t(a+b)

Il
Il

B

Par conséquent (s+%t)(a+b) = a+b, Et comme a+b % 0, s out est nécessairement
non nul, donc la matrice (: E), ol u=-sh et v =1t-k, est non nulle, D'autre
part
S uycay sa+ub _ s(a+b)~hb _ (O
<v t)(b) = (‘va+tb‘) = (t(aa.b)-—ka) = (o)°
Réciproguement soit un anneau A vérifiant la propriété :

Veea, Yoeu, Joi () ema),

(: E)(i) = (Z) et (s+t)(a+b) = a+b,

Soient alors I,J,K trois idéaux & gauche de A, on a toujours
[INJ+ I N X} c I r\(J+K)]° Soit maintenant un élément ¢ de I N (J+K) ;
c ¢ I et ¢ s'éerit :

,G:&,-}-b, a€J et b€Ko

D'apres l‘*hypothése il existe (: E) matrice non nulle telle que 3

sa+ub = ©
avec (s+t)(a+b) = a+b,
va+tbh = o
Dol 3
s(a+b) = (s—u)b

et ¢ = at+b = s(a+b) + t(a+b)

t(a+b) (tuv)a
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Par suite ¢ s'éerit ¢ c = o+g oOu a = s(a+b) = (s-u)b
g = t(a+b) = (t-v)a,
Donc a:so:(s—u)beAbnAc_gInK

thc

Il

(t—v)a Ec AaNnAccInNI.
Ef alors c =g+ € INK + INJ.

Par suite nous déduisons I r](J+K) =INJ+ INK,

2.2, Proposition : Un anneau A est arithmétique & gauche si et seulement

si quel gue soit n ¢ N et (a 9a29,°,,an), famille de n é1léments de A, il existe

1

(5198290,098 ) et (k k 9°c°9kn) tous dans A tels que :

S1(a1+°°°+an> = k1a1
avec (S1+°°°+Sn)(a1+oea+an) = (a1+oo°+an>

k a
1 n nn

W oo e
—~

Y

+

+

o

g

il

La condition est suffisante d'apres la démonstration de la proposition
précédente, Pour démontrer qu'elle est nécessalre nous raisonnons par récurrence

N4

sur n 3 la propriété étant vraie pour deux éléments (prop. 2.1.) supposons qu'elle

le soit pour n=-1 éléments, Posons alors a1+o,o+an =a et a = b, Il existe

done r,u,s et kn dans A tels que :

(1) |r(a+d)

s(a+b)

I

ua
avec (r+s)(a+b) = a+b,

kb
n

Appliquons la récurrence i ua,lg””,uan_1 ;3 11 existe donc 01,°°°,gn_1 et

h1’°°°9hn—1 tels que :

(2) ?1<ua1+ooo+uan_1)=h1ua1
. avec (01+ooo+cn_1)(ua

1 1 1

o,_,(ua +...+ua

):h ua
1 1 n-1 n-

1 n—1

(1) et (2) =

?1r§a1+,,°+an)=g1r(a+b)=c ua=01u(a1+°°°+an_ )=h ua

1 1 11

gﬂm1r(a1+°,.+an)=gn_1r(a+b)=gn_1ua=gn_1u(a1+L,o°+an_1)=hn_1uan_1
! —
o\a1+°,°+an) =k a .
En posant S1 = g1r9°°,,sn_1 = cn_1rn s, =8 et k1 = h1u,o.°,kn_1 = hn_1u on a 3

. ) =Ua +.,..+08
+ +ua, ) + +ua,

1
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1(a1+ooo+an) 124

i
~
o

(a +onota )

0t

dvee (s, 40,048 Matoia ) = (o4ooiroy Jr(asoita Jes (a+..0va)

(

= \o1+ooo+anm1)(ua +oe°+uan_1)+s(a1+oo°+an) = ua+s(atb) = (r+s)(a+b) = a+b

1
= ‘a4+ooo+a d+a °
1 T n

C.Q.F.D.

2.3, M™eéoreme : Si A est un anneau intégre, les assertions suivantes

ont éguivalentes

0

(i) A est arithmétique & gauche,
(ii) Vae 4, VIc ),]g(A), VI ’,]g(A) => (I+J):.a=1I.a+ J-.a,
(iii) Vae A, Ybe A, => Aa'.b + Ab.a = A,

Démonstration @

i) => ii) : 8 a=o0, (I+J).a=A=1Ia+ J-.a.
Pour a # o nous avons dans tout anneau (I+J)'.a > I'.a + J'.a, Réciproguement si

X ¢ (I+J)°.a9 alors xa € I+J 3 donc xa =Db+c ou beg I et c ¢ J.

Le cas ob x est nul est évident car alors x est dans I'.a + J-'.a. G&i
x est non nul alors btc est non nul (a # 0) et d'apréds la proposition 2,1, il

B s s u
existe une matrice (v t) telle que :

(S u)(?) = (Z) et s+t. = 1 car Db+c % o et A dntégre,

Par suite x = (s+t)x = sx+tx = y+z, ou ¥y =sx et gz = tx, Nous avons alors 3

ya = sxa = s(b+c) = sb+sc —UC+8C = (s—u)c

et za = txa = t(b+c) = tb+te = tb=vb = (t-v)b,
Done, ceJ==>ya€d et yeJI.a
beI==>zacl et z¢ I a,
Et alors X =y+z € I'.a + J'.a,
i1) == ii%l : D'apres ii) nous avons pour tout couple d'éléments a et b
de A ¢ (1) (Aa+ab) . (a+b) = Aa ", (a+b) + Ab-.(a+b),

Or {Aa+Ab)'.(a+b) = A parce que Ala+b) < Aa + Ab, D'autre part
Aa'.(a+b) = Aa'.b et Ab‘.(a+b) = Ab-.a, D'ou (1) =>» A= Aa°.b + Ab".a,
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iii) => i) Dlaprés i1ii) quels que soient a et b dans A il existe
x et y tels que x+yv =1 avec xb ¢ Aa et ya € Ab, Donc xb =)ra et ya = pb 3
par suite (y _2)(2) = (2) avec x4y = 1 3 d¥aprés la proposition 2,1, A est
“p

arithmétique & gauche,

2.4. Remarque : La proposition précédente est en gquelque sorte une généra-

lisation des propriétés (iii) et (iii)' du théoréme 1,3, du cas commutatif intdgre.

2.5, Proposition : Un anneau intégre arithmétique & gauche est un anneau de

Qre 3 gauche ; 1l possede donc un corps de fractions & gauche,

Démonstration 3 Solient a et b deux éléments non nuls d'un anneau arithmé-

tique & gauche integre,
Si atb = o alors 1.8 =-1.b # o,

Si  a+b # o, dfapres 2.1. il existe une matrice non nulle (: :) telle que

sa = =ub
et s+t = 1 parce que A est intégre et a+b £ o,
va = -tb
Alors x =sa =-ub et y =va = =tb ne peuvent pas &ire tous deux nuls

sinon s =0 et t =0 et s+t ne saurait &tre égal & 1,

Donc dans les deux cas la condition des multiples communs & gauche est

vérifide,

Nous en déduisons que Aa N Ab # 0 si a et b sont non nuls,

L'idéal (o) est donec A-irréductible en tant qu'idéal i gauche de A et A est un

domaine de (re & gauche,

2.6. Théoréme : A &tant un domaine de (Qre & gauche, K son corps de

fractions & gauche, il v a équivalence entre :

S

(i) A est arithmétique & gauche,

et (ii) Vz ¢ XK, z de la forme abm1 ou ac A et be A= :]X £ A,

Jy ¢ &, z = x4yz° avec yz ¢ A.

Démonstration

i) ==> ii) : Si X est le corps de fractions a gauche de A et z = abm19

a et b étant dans A, nous savons d'apres la proposition= 2,1, qu'il existe une

. s u S uy/a o
matrice non nulle (v t) € MZ(A) telle que (v t>(b) = (O) avec (s+t)(a+b) = a+b,

°
@
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Si. a+b = o0 alors 2z =-1¢ A, donc ii) est vérifié : x = -1, y = o,
Si a+b # o alors s+t =1 car A est intégre et alors :
z = (s+t)z = sz+tz (1)

(r d'aprés la propriété de la matrice ci-dessus nous avons :

-1

sa = -ub sab = -u 5z = ~-u
; d'olt _ > (2)
va = -tb vab = =% vz = =%
(1) et (2) => 2z = —u-vz2 ; en posant x = -u et y = ~v nous avons z = x+yzz H

et X =-u€ A, y=~-VvELA yz==vz=1¢A,

ii) ==> i) : Soit A wun domaine de Qre & gauche vérifiant ii)., Soient
deux éléments quelconques, non nuls a et b de A ; considérons z = a.b_1 €K
dtaprés ii) il existe x et y dans A tels que :

zZ = X+y22 avec yz € A.

Posons t =yz € A et s = 1-%t ; donc sz = (1—yz)z =X,

D'ol t ya’b_1 tb = ya s =x a )
-1 =) == = °
X xb = sa y ot b o

Et en plus s+t = 1,

1l
0]
©
o’

D'apres la proposition 2.1, A est alors arithmétique & gauche,

2.1, Remargque :

1) A dtant un domaine de (re & gauche et K- son corps de fractions
4 gauche, si en plus A est un domaine de (re a droite alors K est son corps
de fractions & droite, Dans ces conditions tout élément 2z de K s'éerira sous la

forme ab_19 a € A, be A, Le théordme précédent s'énoncera 3

A est arithmétique & gauche si et seulement si tout 2z de K s'écrit sous

la forme 3z = X+y22 oL X ¢ A, Yy €A, et yz e A

2) Il est & remarquer aussi que le résultat que nous venons d'établir

ci=dessms généralise en partie le théoreme 3,1. du cas commutatif-¥ savoir 1l*équi=-

valence entre les assertions g

(i) & est arithmétique

et (X)’ 4 est intégralement clos-et tout 2z dans le corps de fractions de

gléerit =z = X+yz2 ol x € A et y € A,

A
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Fn effet dans le cas commutatif (x) est équivalente a 3
(1) VzeX, dxec A, ye4d, z=x4y2° avec yz ¢ A

Nous donnons dans la suite une démonstration de cette &quivalence,

Démonstration ¢

ii) ==> x) s Il suffit de prouver que si A vérifie ii) il est alors
intégralement clos, Solt donc un élément 2z de K algébrique sur A ; il existe

aleors a19a290009a dans A tels que :

m
( m I 1 m-2
\1) z = ajz + agz + oeo T am s m e N,
Comme 2z = x+y22 alors yz© = 2" 1 - 222 (2)
(1)& Q)eMmﬁmmtg zlrls1wlellu-2=ya121%1+yazzlm2+ou+yan10 D%h
21 (a1yz+x)zm“2 + (azyz)zmHS + 0oo + (am~1yz+amY)°

Comme yz est dans A tous les éléments entre parentheses sont dans A,

Par suite 2% = b1zmm2 + “b2zmw3

m=1

+ ..o + b obh b, € A, 7z est donc combi-
M= 1

naison linéaire des puissances de =z inférieuresa (m—1), En poursuilvant ce rai-

sonnement on aura 3

22 = a1z+a ol ¢, et o. appartiennent & A,

2 1 2

Or yz2 = z=x donc z~x = ya1

zZ = X+a1yz+a2y € A car yz € A,

z+ya2 ; et alors

Par conséquent A est intégralement clos, car tout élément entier algé-

brique sur A appartient a4 A,

f) ==> ii) ¢ En effet si 3z = X+y22 oL X € A, y € A alors

VX + y2z2 =yz ; et (yz)2 - (yz) +xy =0 ; par sulte yz est algébrique sur ‘A ;

comme A est intégralement clos, alors yz € A, D'ol ii).
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2,8, Idéaux fractionnaires s Définitions et Propriétés.

Soit A un domaine de (Ore & gauche et K son corps de fractions a

gauche, Un sous-groupe additif I de K est dit A-idéal & gauche fractionnaire si

et seulement si
1) AIcI, 2) dbek-{o}, IbcA.

Si I ¢ A, pour distinguer on dira que I est A-idéal & gauche entier, De la

méme manidre on définit les A-idéaux fractionnaires & droite et bilatéres.,

Pour un A~idéal & gauche fractionnaire I on définit respectivement

l'ordre & gauche de I et 1l'ordre & droite de I par s

0,(1) =fa ek, alc1} et 0I)={eeX IagIj

(n montre [Jacobson (4)] que I est qg(I)—idéal &4 gauche et
Od(I)«idéal &4 droite ;3 d'apres la définition A_g;qg(l),

(n peut aussi définir pour un A=-idéal fractionnaire & droite I le
4-idéal fractionnaire & gauche - I* [cf, Robson (10)] par :

I* = A.I ={q € XK, qI < A},

I*I est alors un A-idéal bilatere tel que 3

I cAg (1) et II¥g Og(I)o

Si on a toujours I un A-idéal fractionnaire & droite on appelle

inverse de I, et on note 1—1, l'ensemble défini par :

1! = fqg € K, IqI < I} ; c'est aussi :

{9 ¢k, Iagc og(I)} ={a ek, aIcol(D},

On. peut montrer [Jacobson (4)] que ™" est wn Og(I)—idéal & droite et
Od(l)-idéal 3 gauche ; et on a :

-1 -1
I 'Tgo,(1) et II gog(I)o

1

Dlautre part I¥ C T car 81 q ¢ I¥*¥, I9Il < II*I < JA, Comme I est

A-idéal A droite IqI c IAC I ; per suite g ¢ I I.
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2.9, Proposition : Soit A un anneau intégre arithmétique & gauche et X

son corps de fractions & gauche, Supposons que K soit-aussi le corps de fractions

4 droite de A, Alors pour tout idéal & droite I = zA+A (z ¢ X) il existe un

A~idéal & gauche I' tel que I'I = A ; et alors  I*I = =4 = Od(I) et. aussi

1

L N L

I o

Démonstration : Avec les conditions de 1'hypothese, et dtaprés la 1ére

remarque 2,7.,, 2z s'écrit sous la forme x+yz~ ou x, y et yz sont des éléments

de A,

8oit I' = szm1+Ay 3 comme | = XZ 1+yz, XZ_1

est un élément de A, et

I' est manifestement un A-idéal & gauche entier ; en plus 3

I°T = (Axz '4ay)(2A+A) = Ax.AvAy.zA+AY, A+Axz LA,

1 -1

Comme yz € A et xz ' € A alors I'I < A ; d'autre part la relation 1 = xz '+yz

entraine A ¢ sz—1°A+Ay°zA C I'T 3 par suite I'I = A, d'ol la premidre assertion
de la proposition, D'aprées la définition de I* on adonc I' ¢ I¥ ; donc
I*IDI'I dol Ag I*¥I et comme I*I ¢ A par définition, alors I*I = A,

-1 1

or I¥%c 1-1 dlapreés 2,8, donc I 'I 2 I¥I = A, Mais I Ic Od(I) et

sl g ¢ Od(I) alors I9g < I, donc I*Igc I*¥I et alors” AQ € A par suite q €A ;
et 0(1) ca; or 1) 24 d'apres 2.8, parce que I est A-idSal & droite ; donc
0,(I) = 4 Bt alors I¥ =Aag1

1

Ic Od(I) < A ; par conséquent :

I*T =1 I = Od(I) = A,

1

D'autre part, nous avons I* g’1—1 (2.8.) ; mais si q ¢ I ' alors

IgI < I, donc I-1IqI fom I_1I et alors AqI ¢ A'; par suite ql < A et donc
q € I¥=A I, par conséquent 3

I* =11,

Mais si q € I* alors qI ¢ A, donc q(za+h) C A ; d'ol qzAC A et
QA C A ; par suite qz ¢ Aet g ¢ A donc g € A Az_1o Réciproquement si
g €A az" ' alors q = rz" ! et al = rzﬂ1(zA+A) d'oll qI = ATz A = TA+GA C A ;
par suite q ¢ I* = A'.I,

Et enfin nous déduisons que 1_1 = I%¥ = A r\Az_1°
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2,10, Théoreme ¢ Si A est un anneau integre arithmétigque & gauche gqui

possede K comme corps de fractions & gauche et & droite alors toutb idéal

3 droite I = af+bA o a¢ A, be A, a# o#Db est inversible &

1 1 1 1

gauche, clest-d-dire s I I =4A et I =Aa N Ab |,

En effet, si on pose 1z = b_1a9 I s'éerit sous la forme I = b(zA+d) 3

d'aprés le théoréme précédent (4 F\Azm1)(zA+A) = A, Par suite
(2™ A 207 ) (aasba) = (Aa” o AA)b (astba) = (& A az” 1) (z4+h) et done est égal

a A3 aussi a~t'on Im1 =.Ad‘1r\ Abm1°

T v~ 1) (aarba) = A,

Appliqué au cas commutatif intégre, ce théoreme a comme conséquence que tout idéal

2.11. Remargque : D'aprés le théoreme précédent (pa”

engendré par deux éléments est inversible, On démontre sans difficulté [Achkar (1)]

par récurrence, que tout idéal de type fini est inversible ; on en déduit alors

qu'un “anmeau arithmétigue commutatif intdgre est un anneau de Prifer ; le théordme
?

est donc une généralisation partielle du théoreéme 1.3, (viii),

Nous- avons montré précédemment (proposition 2,5.) gqu'un anneau intégre

arithmétique & gauche est un domaine de (re & gauche, Nous n'avons pas pu étendre

cette promwiété au cas non integre ; toutefois nous avons 3

2.12, Proposition ¢ Si A est un anneau arithmétique & gauche, a et b

deux éléments non nuls de A, alors

AaAAb=o0o=> Jecfo, c#1, ca=a et cb=o,

En effet, si A est arithmétique & gauche, ﬂg(A) est distributif, donc :
Ya, Yb ¢ 4, Aa = pa r\[Ab+A(aﬁb)] = [Aa N Ab] + [4a (‘)A(a—b)]°

Sien plus Aa MAb = o, alors Aa = Aa N Ala=b),

D'oll Aa < A(a=b) et donc, il existe c¢ dans A tel que :
(1) a=cla=n),

(1) entratne : (c-1)a=cb ; or Aa NAb = o donc (c-1)a =cb =0 et alors

ca=a, cb=o0 (2)

(2) permet de déduire que ¢ est non nul parce que sinon a  serait nul ; ¢ est

aussi différent de 1 car sinon o =cb =Db ; d'ou la proposition,
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2.1%, Corollaire ¢ Si A est un anneau arithmétique & gauche alors s

Aa MAb =0 => aect b sont des diviseurs de o &a droite,

En effet, la proposition précécente affirme 1l'existence d'un élément ¢
différent de o et de 1 tel que :
ca=2a et cb = o,

clest-d~dire (c-1)a =0 et cb = o ; donc :

\

c # 1 =>a estdiviseur de o & droite, car c=1 £ o

c # o0 =>Db estdiviseur de o & droite,



§ 3. ETUDE DES IDEMPOTENTS,
Si A est un anneau non nécessairement commutatif, ni intégre et T

1l'ensemble des idempotents de A, on définit 1'ordre de Rees sur F par :

eerr, febPp, e\<f<=>e=e—f=f°e.

Deux idempotents sont dits %—équivalents, au sens de Green s'ils engendrent

le méme idéal & gauche, Cette notion est différente de celle de Kaplansky [6] :

e et £ sont équivalents (=> Ae et Af sont isomorphes en tant que

A-modules a gauche,
Remarquons que l'ordre de Rees revient a :

e £ <= e C Af et eAc fA,

3,1, Proposition ¢ Si A est un anneau arithmétique & gauche, alors :

Ye ¢ F, Vf€F=> (e\<f<==> AegAf)o

Démonstration : Dans un sens la relation est évidente,

Mentrons alors que Ae ¢ AT entrafne e ( £,

Dfaprés la distributivité de t]g(A) dans un anneau A arithmétique &

gauche, nous avons g
(1) A(1=£) N [ae+a(1-e)] = [a(1-f) v ae] + [A(1=f) N a(1-e)],

Or le premier membre de (1) est égal a A(1—f) car Ae+A(1—e) = A, D'autre part

Ae ¢ AT entraine :

Ae NA(1-f) < Af A A(1-f) = o.

(1) devient donc :
A(1-£) = a(1-£) O A(1-e).

Par suite A(1-f) < A(1-e) ; et alors 1=-f = A(1-e) = (1~f)(1—e) parce que 1-f
et 1-e sont des idempotents,
Par conséguent 1-f = {-f-e+fe ; d'ol e = fe,

Or e = ef car Ae ¢ Af par hypothese ; par suite ¢

e =ef = fe et alors e f d'apres la définition.
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3.2, Remarque : Nous avons ainsi montré que si deux idempotents d’un anneau
arithmétique & gauche engendrent deux idéaux & gauche comparables ils sont eux-mémes

comparables au sens de Rees et par suite ils commutent,

3,%, Proposition : Dans un anneau arithmétique & gauche, deux idempotents

sont i;-équivalents si et seulement &'ils sont égaux,

En effet si e et £ sont égaux ils sont certainement Sg-équivalents°
Réciproquement si  Ae = Af, la démonstration de la prbposition %.1. permet de
déduire que A(?me) = A(1=f)° Dol =e = (1=e)(1-f) et (1—f) = (1—f)(1—e)‘; par

suite f=ef et e =1fe ; or e =¢ef et f = fe parce que Ae = Af ; donc e = £,

3.4, Théoreme ¢ Dans un anneau arithmétigque & gauche tout idempotent est

central ,

Démonstration ¢ Soit e un idempotent de A et x un élément quelconque

de A, Posons T = etxe-exe, Nous avons :

2 2
I~ = e +xexe4exexe+exe—exe+Xe-xexe—cxexe—exe

e4xe=exe = f,

Done f  est un idempotent de A, Par ailleurs :
fe = (e+xe-exe)e = e+xe=cXe = [,
Done Af ¢ Ae, et d'aprées la proposition 3.1, T g e d'ol 3
f = fe = ef,
Par suite f = e(e+xewexe) = e4exe~-exe = e, et alors
xe = exe (1),

De la méme facon nous considérons : g = esex—exe, Nous avons 3

g =g et eg =g ; aussi ge = e,

Par suite (1*6)(1=8>
et (1=g)(1=e)

1-e

1=e-g+eg

1=g—e+ge = =8,

Par conséquent A(1-e) A(1-g)° (1-e) et (1-g) sont donc deux idempotents

oL -équivalents ; par suite ils sont égaux dlapres la proposition précédente ; alors
{=e = {=g 3 donc e =g, Par conséquent e+ex-exe = e et alors ex = exe, Cette

dernisére relation avec (1) entrafine : ex = xe et donc e est central,
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3.5, Corollaire : Dans un anneau arithmétique & gauche deux idempotents

e et £ sont équivalents au sens de Kaplansky si et seulement si ils sont égaux,

En effet si ¢ est un isomorphisme de Ae sur Af, il existe un élément

ade A tel que T = m(ae) ; dol
f= ago(e) = acp<e2) = aecp(e)o

Comme tout idempotent est central : f = a¢(e)e € Ae 3 donc f = fe = ef, De la
e

méme facon on prouve que : e = ef = ; on en déduit alors e = £,

3,6, Théoréme : Dans un anneau arithmétique & gauche l'ensemble F des

idempotents est un treillis distributif complémenté.

En effet dans F ordonné par l'ordre de Rees, deux idempotents quelconques

h et k ont une borne supérieure et une borne inférieure définies par :

hwvk h+k-hk

hk,

il
it

sup(h,k)
inf(h,k)

li
Il

h Ak

C'est un calcul simple que de prouver que ces valeurs sont respectivement
les bornes supérieures et inférieures et que ce sont des idempotents. D'autre part
le complément de h est manifestement 4-h, F est donc un treillis complémenté ;

il est aussi distributif ; en effet :

hv [kag] =b v (ke) = hekg-hke
et (hvk) A (hvg) = (hsk-hk) A (h+g-hg) = (h+k-hk)(h+g-hg)
= hthg-hg+khtkg-khg-hk-hkg+kgh = h+kg-hkg,
Diou hv[kag] = (nvk) Ao (hve)., L'égalité duale se démontre d'une fagon
semblable,

3.7, Corollaire : Si A est un snneau arithmétigue & gauche alors

Ve, Vf idempotents de A => Ae+Af = Ales+f-ef) et Ae O Af = pef,

En effet les relations: e = e(e+f—ef), f = f(esf-ef) et e+f—ef = eq(1-e)f
entrafnent la premiere égalité ; d'autre part d'aprés le théoréme précédent on a la

deuxieme ¢galité comme la premiére d'ailleurs,
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§ 4, APPLICATIONS ET CAS PARTICULIERS,

Dans [1] nous avons montré le résultat suivant :

4.1, Proposition : Un anneau primitif arithmétique & gauche est un corps,

Et comme conséquence immédiate nous avons signalé :

4,2, Proposition : Un anneaun semi-simple arithmétigue & gauche est iso=-

S

morphe & une somme sous—directe de corps,

Cette proposition généralise un résultat connu : un anneau régulier réduit
est isomorphe & une somme sous-directe de corps ; en effet nous verrons dans la

suite qu'un anneau régulier réduit est arithmétique a gauche,

4.%, Proposition : Un anncau semi-simple artinien est arithmétigue bilatére,

Démonstration : D'apres le théoréme de Wedderburn-Artin un anneau semi-simple

A est somme directe finie d'anneaux simples artiniens- A,i chacun isomorphe & un

anneau de matrices (ni,ni) sSur un corps Ki'; donc A = Ai(@'bo,<3 Aq 3 comme

corollaire de ce théoréme nous savons [2] que tout idéal bilatére non nul I de A

stéerit 3 I =4 @...@®4 ob {i,...,i}c{1....q}. L'application de A(a)
1 k
dans le treillis des sous-ensembles de {1,...,4} qui & un idéal de I fait cor-

respcndre le sous—ensemble 1 0600yl est un isomorphisme de treillis ; comme le
p 19 91, p 2

second treillis est distributif, il en sera de méme de Q(A)o

4.4, Proposition : Un anncau régulier est arithmétique bilatére,

Pour la démonstration voir [1, b, 21].

Mais un anneau régulier n'est pas toujours arithmétique & gauche ou & droite,
Fn effet 1'anneau des matrices carrées M2<K> sur un corps K “est régulier ; il
est en plus primitif et s'il était arithmétique & gauche il serait un corps, ce qui

n'test pas le cas,

Cependant un anneau régulier réduit est arithmétique & gauche parce que
tout idéal & gauche y est bilatere, Toutefois, nous donnons une démonstration

directe de cette propriété..

4.5, Proposition : Un_anneau régulier réduit (fortement régulier) est

arithmétique & gauche et & droite,
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Démonstration ¢ Soit A un anneau régulier réduit et I,J,K trois idéaux

4 gauche principaux de A ;3 I,J et K sont engendrés par trois idempotents e,f,g
respectivement, Nous avons : Ae N [Af+4g] 2 (ae MAL) + (Ae M Ag), Mais si

x est dans 1'idéal de gauche, alors :
x = xe = yi+zg => x = yfe+zge,

Comme A est réduit tout idempotent est central et donc

yef = yfe ¢ Ae M AT et 2zge = zeg ¢ Ae N Ag,

Nous en déduisons la distributivité de l'ensemble des idéaux & gauche

principaux de A ;3 et donc A est arithmétique & gauche (théordtme 1.2.).

4,6, Théoréme : Si A est un anneau régulier, alors il y a équivalence

entre ¢

(i) A est arithmétique & gauche

et (ii) A est réduit,

Diapreés la proposition précédente ii) entrafne i). Réciproquement si A
est arithméiique & gauche, ses idempotents sont centraux (théordme 3.4,). Soit
alors un élément nilpotent a ; donc 3Hl€ N, o = 0, & A est régulier on
a alors ¢ jx €A, a=axa = arx parce que ax est un idempotent, Donc
a2 d% =0 ; ainsi de suite on aura a = o, A ne contient donc pas d'éléments

nilpotents non nuls; d'ol ii),

4.7, Proposition : Un anneau arithmétigue & gauche et de Rikart & gauche

(ou de Baer) est nécessairement réduit.

Démonstration ¢ Soit x un élément nilpotent de l'anneau A ; donc

:]n € N, 3 = 0, Xn_1 est alors dans l'annulateur & gauche de x qui est

engendré par un idempotent e si A est de Rikart a gauche (ou de Baer), Donc

N n— . . PN
zgh € A, X [ A =X 1e si A est arithmétique & gauche, e est central,
donc :
' n—-1 n-1 ne=2
X = e, X = eX,.X .
Or ex = o parce que e est dans 1l'annulateur & gauche de x, (n en
fqos n- . .
deduit alors x (. o ; el en poursuivant ce raiscnnement on aura x = o ; donc

A est rédult,
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4.8, Remargue : Comme un anneau régulier est semi-héréditaire i gauche,

les anneaux semi-héréditaires & gauche ne sont pas toujours arithmétigues & gauche,

Comme un idéal & gauche Aa de A est projectif si et seulement si 1'annu=
lateur & gauche de a est engendré par un idempotent (Small [11])? un anneau semi-

héréditaire & gauche est de Rikart & gauche, et s'il est donc en plus arithmétigue

a3 gauche alors il est réduit,

Remarquons que si dans le cas commutatif un anneau semi=héréditaire est

toujours arithmétique (§ 1), il est aussi toujours réduit,

Quant aux annesux & idéaux & gauche principaux ils ne sont pas toujours

arithmétigues & gauche ; exemple : MQ(K)O Toutefois nous avons :

4.9, Proposition : Un domaine (intdgre) & idéaux & gauche et & droite

principaux est un amneau arithmétigque bilatére,

En effet dans un tel domaine un idéal bilatére I est de la forme
al = Aa' ; dfou a=wua' et a' =av ; et alors a = uav et a' =ua'v ; or
ua € I donc wa = au' ; et par suite a = au'v ; comme A est intégre u'v = 1,
v est donc inversible & gauche et aussi alors & droite, Il en est de méme de wu,
par suite aA = Aa et Aa' = a'A ; done I est de la forme Aa = al el le

générateur & gauche est aussi & droite,

Soient maintenant trois idéaux bilatéres aA = Az, DbA = Ab et cA = Ac ;
nous avons toujours : (A2 M Ab) + (A2 M Ac) < Aa A (AbsAc). Soit alors
X = )\a = “d o Ad = Ab+Ac, Donc d = b'bicic et b =d'd, c =4",

Par suite X = )& = pb'b+pc'c = y4z, y = pb'b = pb'd'd or (b'd*)d ¢ Ad = da,
donc (b"d”)d =dg j d'ol y = “da = Nag € Aa 3 donc y € Aa O Ab ;'de méme
7z ¢ Aa MAc, et alors As F\(Ab+Ac) c:(Aa F\Ab) + (Aa F\Ac)o

4,70, Remargue ¢ L'anneau de la proposition précédente n'est pas nécessai-

rement arithmétigque & gauche ou i droite,

En effet considérons 1l'exemple sulvant :

Soit l'anneau des polyndumes D[xgp] défini sur un domaine & idéaux & gauche
et & droite principaux D qui admet X comme corps de fractions, p est un mono-

morphisme K — D tel que p(d) soit inversible pour tout d non nul., L'addition
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et 1'égalité des polynlmes sont définies suivent la méthode classique ; la multi-

plication est définie par la reégle xd = p(d)x, d ¢ D,

Jategaonkar [5] a montré que cet anneau était un domaine & idéaux & gauche

et & droite principaux ; en plus qu'il est primitif & gauche et & droite, Par suite

D[Xgp] n'est pas arithmétique & gauche, ni & droite ; sinon il seralt un corps,

4,11, Proposition : Un anneau & idéaux & gauche principaux, ftel gque tout

idéal & gauche est bilateére, est arithmétique & gauche,

En effet, si Abt+Ac = Ad, nous avons 3
x ¢ Aa N(Ab+ac) => x =pa = pd oh d =d'bsd"C, b=Db'd et c =c'd,

Diou x = pd'b+pdVc = y+z.
vy = ud'b ¢ Ab, mais y = pd'b'd et ud'b' ¢ yA g Ay 5 donc y = ryd = raa ¢ Aa,
dfoll y € Aa N Ab,

De méme =z ¢ Aa N Ac, donc Aa M (Ab+Ac) C Aa M Ab+ha NAc et dfolu alors
1'égalité,

Remarquons que cette propriété s'étend & un anneau ol tout idéal & gauche

de type fini est principal.




§ 5, ANNEAUX DE MATRICES CARREES (2,2) SUR UN ANNEAU ARTTHMETIQUE.

5.1 Proposition : Si A est un anneau commutatif intégre arithmétique

la matrice de la proposition 2.10 est idempotente,

Fn effet si a+b = o la matrice en question est (l g) dont le carré
c N 11
t ®
est égal aussi a <o o>
Si  a+b # 0, s+t =1 parce que A est intégre ; d'autre part on a :

sta+utb (st-vu)a

= ==> et
vua+uth = o (st-vu)b

sat+ub

Il
o]
i
o
I
o

it

va+tb

I
o

(o]

a ou b est nécessairement non nul, parce que a+b # o. Les dernidres
relations entrafnent donc st = vu,

2
(su>;(8%(su)_(s+mr smm%

Calculons le carré de vt N AN verby

uv+t

_ <82+St u(s+t)

s
v(s+t) t(s+t)) = <v E) parce que s+t =1 et st = uv,

La matrice (: E) est donc toujours idempotente,

5.2, Théoréeme : S1 A est un anneau commutatif intégre, alors :

A est un anneau arithmétique si et seulement si MZ(A) est un

anneau de Rikart 3 gauche { et & droite).

Démonstration : La condition est suffisante ; en effet si M2(A) est de

Rikart & gauche, d'aprés les définitions, l'annulateur & gauche de tout élément

de MZ(A) est engendré par un idempotent, Soilent a et b deux éléments gquelcongues
-b +a .
( o o) est une matrice non

non nuls de A, (E g) est une matrice de M2(A)°

nulle qui annule & gauche (2 Z>° Donc il existe une matrice idempotente non nulle

f ;
(e f) engendrant l'annulateur & gauche de (a O) ; cette matrice (e ) annule
gh b o gh
(ba e}

Y o) ; donc on a :

en particulier

e fy,a o0 0 o e fy/a o]
(CDE D=0 = 0=
e f)

.
La‘ma rice (g n

étant idempotente on a :

(e f)(é f) _ (e2+fg f(e+h)) _ <e f)

g h''g h g(e+h) n2ar g h



1.226

Donc e+h =1 ou T et g sont tous deuwx nuls, (w s1 f =0 et g =o0

on a alors ea =0 et hb =0 donc e et h sont nuls, ce gqui est absurde car
la matrice (z i) serait nulle, Donc nécessairement e+h = 1 et alors
(e+h)(a+b) = a+b) ; d'aprés la proposition 2,1, A est un anneau arithmétique,

at

bq) une matrice

Réciproquement : soit A un anneau arithmétique et (2

de M2(A)o Si cette matrice est inversible dans M2(K) (ol K est le corps de
fractions de A) son annulateur & gauche est engendré par la matrice nulle, donc

i
idempotente, Sinon les vecteurs colonnes de (i 2ﬂ) sont linéairement dépendants ;

a at
done (b) = x(bg)y A E K,

Or A étant arithmétique d'aprés la proposition précédente, il existe

. e f e fycay (o0
une matrice idempotente non nulle (g h) telle que (g h)(b) = (o)°

D'ou (1) {;ziiz _ g s, et eth =1 ; fg = eh (matrice idempotente),

9

Donc si (2 2) est une matrice annulant & gauche (2 i“) elle annule aussi (z)

]
et réciproquement parce gque (2) = x(iﬂ)o Donc

(2) {%a+nb =0 .

pa+gb = o

Considérons la matrice produit (m n>(e f) = (me+ng mf+nh)°

B \
pq’gh petqs pfegh’c D 2Pres (1) et (2)

nous avons 2

(me+ng)a = maesnga = —nbe-nbh = -nb(es+h) = -nb = ma
(nf+nh )b = mfb4nhb = -mae-mah = -ma(e+h) = —ma = nb
(pe+qg)a = pae+gga = —qbe-ghb = —qb(e+h) = -qb = pa
(pf+qh )b = pfbeghb = —pea-pah = -pa(e+h) = -pa = qb

i a et b sont non nuls nous aurons 3

meyng = m, nf4+nh =n, pe+qg = p, plf+gh = g,
(" n)(g i) = (3 2) et en conséquence 1'idéal & gauche annulateur &

g
gauche de (i) et donc de (i 29) est engendré par la matrice idempotente (; i)o

Par suite
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M2(A) est donc un enneau de Rikart & gauche, Par symétrie nous pouvons conclure
qu'il est aussi de Rikart a droite,

Remarque : Nous avons supposé dans la démonstration a et b non nuls ; le

cas ou 1'un dleux est nul est immédiat.

Dans le cas d'un anneau commutatif non intégre nous n'avons pas pu démontrer

le théoreme précédent ; toutefois :

5.3. Proposition s Si A est commutatif et MZ(A) est un anneau de Rikart

3 gauche (ou & droite) alors A est arithméiique,

, . . ao . . .
Démongtration s La matrice ( ) est un diviseur de o & droite ; son

b o
annulateuwr & gauche est donc engendré par une matrice idempotente non nulle (2 i)o

<e f>(2 Z) - (o o) —_ {ea+fb

g h 0 0

° (1.

ga+hb = o

Or la matrice (_2 i) annule & gauche la matrice (i Z)° Elle est donc dans 1‘%annu~
s ‘ e T N
lateur 4 gauche engendré par (g h) ; dtol ¢
-b a -b ay,e £ b = be-ag
(P (EHED — PINE ()

Les systémes (1) et (2) entraftnent :

a

ea+ha
B A ) _
eb+hb = b d*ot  (e+h)(a+b) = a+b.

il

D'aprés la proposition 2.1, A est arithmétigue, (2 i) étant la matrice cherchée,

5.4, Remarque : La proposition précédente n'est pas vraie dans le cas d'un
anneau non commutatif méme s%il est intégre, En effet Mme PAGE [8] montre du’un
anneau a idéaux & gauche principaux intégre A & un anneau de matrices carrées
MZ(A) de Rikart & gauche § or un tel anneau n'est pas nécessairement arithmétique

a gauche (Remarque 4010)0 Ce qui constitue un contre-exemple,
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§ 6. ANNEAUX ARITHMETIQUES A GAUCHE REDUITS.

6.1, Définitions : Un anneau réduit est un anneau sans éléments nilpotents

non nuls,

. 2
Dans un tel anneau si ux = o alors (xu)® = xuxu = 0o et donc xu = o ;
l'annulateur & gauche d'un élément x est donc égal & son annulateur & droite ;

cl'est un idésl bilatére que nous désignons par Ann x,

En plus AX N Ann X = o0 parceque si y=ux et yx =0 alors xy = ¢

et donc xux = o0 3 d'ol (ux)2 =0 et alors uwx =y = o,

Rappelons que 1'idéal singulier & gauche Zg(A) d'un anneau 4 est
liensemble des éléments dont l'annulateur & gauche est essentiel dans A,  Si A

est réduit Zg(A) est nul dlaprés la remarque ci-dessus,

Pour d'autres propriétés des anneaux réduits voir RENAULT [9]°

6.2, Proposition s A étant un anneau arithmétique & gauche réduit alors

(o) est N-irréductible en tant gqu'idéal & gauche si et seulement si A est

intégr [SHS

BEn effet la condition est suffisante, un anneau arithmétique & gauche
intégre étant un domaine de Ore & gauche (2.5.). D'autre part elle est nécessaire
parce que si ab = o0 avec a % o et D % o alors Ann b est non nul parce qu'il
contient a et d'autre part Ab N Aon b = o (5015) et donc (o) ne serait pas

N~irréductible,

6.5, Proposition ¢ Un anneau arithmétique & gauche réduit vérifie la

propriété suivante @

VaGAy Vb€A, AaﬁAb:o—:#)a_b:bazo‘o

Démonstration 3 Si a ou b est nul la propriété est manifestement vérifide

Sinon dtapreés la proposition 2,12,, il existe ¢ % o et ¢ # 1 tel que s
ca=a et cb= o0 ; donc (o-1)a = 0,

Comme A est réduit bec = o et a(c~1) =0 3 d'oll a = ac, Par suite ab = acb =

et aussi ba = o ; d'ol la propriété,

o

0
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Remarque ¢ La propriété que nous venons d'établir est vraie dans un anneau

fortement régulier (Mme CATLLEAU et M, RENAULT [3]). Comme un annesu fortement ré-

gulier est arithmétique & gauche, notre proposition généralise-le résultat de ces

auteurs,

6.4, Théoreme s (Renault [9])°‘§;~ A est un anneau réduit, les assertions

sulvantes sont éguivalentes ¢

(i) l'enveloppe injective A de A est un anneau réduit,

(ii) les idéaux & gauche compléments de A sont bilatéreso

(iii) Vx e A, Yy €A, x40, y#0, AXAA =0 => Xy = yx = 0,

RENAULT conclut que l'enveloppe injective d'un anneau réduit vérifiant

une des propriétés du théoréme est un anneau régulier réduit injectif,

Pour la démonstration du théoréme, veir [9 théor‘eme'z;o?o]o Mme CAILLEAU
et M., RENAULT [3] déduisent que A est un anneau de Baer de type I, Par conséquent

nous avons 3

6.5, Théordme : L'enveloppe injective d'un anneau arithmétigue & gauche

réduit est un anneau régulier réduit injectif de Baer de type I:

Comme un anneau régulier réduit est arithmétique & gauche (et & droite)

nous déduisons du théoréme :

6.6, Corollaire : I'enveloppe injective d'un anneau arithmétique & gauche

réduit est un annean arithmétigue & gauche réduit,

RENAULT [9 Lemme 4030] prouve gqu'un anneau régulier réduit injectif a
gauche est aussi injectif & droite ; en appliquant ce résultat & ltanneau K il

en conclut que c'est aussi l'enveloppe injective & droite de A ; done ¢

6.7, Proposition ¢ A étant arithmétigue & gauche et réduit, 1l'enveloppe

injective A de A en tant que A-module & gauche est également 1'enveloppe ine-

jective de A en tant gque A=-module a droite,

Rappelons enfin que 1l'enveloppe injective L se plonge dans un produit

de corps (RENAULT [9]), donc on a 3
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6.8, Théoréme ¢ Un anneau arithmétigue & gauche réduit est un sous—anneau

d'un produit de corps,

6.9, Remarque : Nous avons prouvé précédemment (40609 47, 4.8.) qu'un
anneau arithmétique & gauche semi-héréditaire & gauche (resp, de Rikart a4 gauche,
resp, de Baer) était réduit, Les propriétés des anneaux arithmétiques i gauche
réduits sont donc aussi valables dans les anneaux arithmétiques & gauche semi=-
héréditaires & gauche, et arithmétiques & gauche de Baer, et finalement arithmétiques

34 ganche de Rikart & gauche, En particulier :

6.10, Théoréme ¢ Un anneau arithmétigue & gauche semi=héréditaire & gauche

(respo de Rikart & gauche, resp, de Baer) est un sous-anneau d'un produit

de Corps,
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LES T=ANNEAUX ET LA CONDITION gHZ DE GABRIFET,
par Gérard CAUCHON

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont unitaires, Tous les
modules considérés sont des modules & gauche unitaires,

Rappelons qu'on appelle T—anneau (voir [6] et [7]), tout anneau R,
noethérien & gauche, tel gue la correspondance qui & tout R-module injectif
indécomposable E  associe l'unique idéal ®¢ ass(E), induit une correspon~
dance biunivogue entre l'ensemble des types de R-modules injectifs‘indécompo—

sables et 1l'ensemble des idéaux premiers de R,

Le but de cet exposé est d'établir que tout T=anneau R satisfait &

la condition suivante appelée condition (H) de Gabriel :

Pour tout idéal & gauche I de R, il existe a19°,°,an € R tels que :
(1.8) = (1~a )0 ..on (1.8 ).
(on pose (I°.X) = {r ¢ erX < I} pour toute partie X de R).
Nous résolvons ainsi un probléme posé par I,,LESIEUR dans [7] et résolu

par lui-méme dans le cas particulier des T-anneaux dont le quotient par le

radical nilpotent est commutatif (voir [8]),

Nous utiliserons pour ceci la caractérisation suivante des T-anneaux

(voir [7]) :

Un anneau R noethérien & gauche est un T-anneau si et seulement si

il satisfait & la condition suivante appelée condition de Krause :
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Pour tout idéal premier ® de R, si X est un idéal & gauche de R

contenant % tel que X soit essentiel dans , alors X contient un idéal

® 3

bilateére ® qui contient & strictement,

Nous allons étudier, dans un premier temps, l'assassin d'un module de
9 ?

type fini sur un T-—anneau,

1) L'assassin d'un module de type fini sur un T-anneau,

Rappelons Qgey étant donné un anneau ‘R et un R-module M, on appelle

assassin de M et"gh note Ass(M) 1'ensemble des idéaux bilatéres % de R

tels que

Il existe un sous-—module X non nul de M satisfaisant aux deux
propriétés suivantes :

a) = (0.%),

b) Pour tout sous-module Y £ 0Ode X, ®=0-7,

(n sait (voir [4]) que, tous les idéaux . ® de ASS(M) sont premiers et que,
si R est noethérien bilatdre, Ass(M) est non vide pour tout R-module X

non nul,

Nous voyons donc gue, pour tout R-module M, Ass(M) est contenu dans

dans l'ensemble des annulateurs premiers des sous=modules de I,

Nous allons démontrer que, si R est un T-anneau et M wun R-module

de type fini, ces deux ensembles colncident,

Lemme {,=- Soit R wun T-anneau et M un R-module monogene tel que
®= (O'.M) soit premier,
Alcrs ® ¢ ASS(M)°

el F=]

Démonstration : Puisque M est monogéne, nous pouvons écrire M =

o I désigne un idéal & gauche de R,

De sorte que ®= (0°.M) = (I*.R) est le plus grand idéal bilatdre

contenu dans T,
Il résulte alors de la condition de Krause appliquée & 1'idéal premier

@ . que %% n'est pas essentiel dans %%0
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Il existe donc un idéal & gauche I' de R contenant & strictement
tel que I NI' =@

R
T_M

IB
Iﬂ
=D {@} = ASS(_&E) [ ASS(M)O
D'ou le résultat,

Lemme 2.,—= Soit R un T—anneau et M un R-module de type fini tel que
®= (OM) soit premier,

Alors ® ¢ ass(M),

Démonstration : Nous pouvons écrire UM = M1+°°°+Mn’ chague iy étant

monogene,

De sorte que ® = (OM) = (O‘.M1) M ooo n(O‘-Mn)o
® étant premier, il est égal & 1'un des <O"Mi)°

I1 résulte alors du lemme | que Q¢ Ass(Mi) < Ass(M)
et & appartient bien & Ass(M).

Nous en déduisons le résultat annoncé :

Proposition 41.- Soit R un T—anneau et M un R-module de type fini,

L'assassin de M coincide avec l'ensemble des annulateurs premiers des sous—

modules de Mo

Démonstration ¢ Soit X wun sous-module de M tel que ® = (0.%)

soit premier, X est de type fini, donc ®c Ass(x) dfapres le lemme 2,
Donc % € Ass(M%

D'ol le résultat,

2) La condition (H) de Gabriel dans les Teanneaux,

Lemme 3,- Soit R un anneau noethérien a gauche, M un R-module
Lemme Fo- ’

(%)

. une famille de sous-modules de M et soit X = () X. .
173161 i

iel
On fait les hypotheéses suivantes

a) Vi € I, Xi est N-irréductible dans M et les injectifs indé-
composables E(X—M-) sont tous isomorphes (soit g leur type d'isomorphie),
i

b) est g-isotypiqye de dimension finie,

=
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AMlors X est égal & l'intersection d'une partie finie de X

<0

Démonstration ¢ Par passage au quotient, nous pouvons supposer X = 0 et,

dans ce cas, M est gp-isobtypique de dimension finie, M est alors extension

essentielle de son coeur, soit C(M)o

Posons, pour tout i ¢ I, X! = c(i) N X, .
Les X{ sont des sous-modules M=-irréductibles de (M) et

N X =0 (1)
igT

Etant donné wn module P et un sous-module Q de P, _-irréductible

dans P ;i Q est soit ecssentiel dans P, soit complément dans P,

En effet, si nous supposons que Q n'est pas essentiel dans P, il

existe un sous—module non nul L de P tel que QML = 0,
Soit Q' un sous-module de P contenant Q tel que Q'NL =0

Q@A NL (modularité)
Q

Q"N [a@ L]

i

Donc Q' = Q, puisque Q@ L DQ,

. hd o . o P
Par suite, tous les Xi sont, soit essentiels, soit compléments dans

1 ! i —_ —_
] < c(m) = X, ¢ M=> X, 2 o(u) => x! = c(m).

Tous les X! tels que X! < ¢(M) sont donc superflus dans la décomposition (1)

et on a

(YX' =0 ou J est le sous-ensemble des indices Jj de I
Jed

tels que X5 soit un sous-module complément de C(M)°

On salt d’autre part (voir [5]) que toute intersection de sous-modules
compléments de (M) est un sous-module complément de C(M); ¢(M) étant de dimension
finie, toﬁte chafne descendante de sous—modules compléments de C(M) est

stationnaire,
Par suite, il existe une partie finie F de J telle que ¢

0= X!

ied ~

= o=cmWAa[MNx]=>0= 1
igF i
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puisque C(M) < M.
Remargue : On trouve dans [5] le méme résultat, & ceci prés que 1'hypo-
thése a) est remplacée par 1'hypothdse suivante beaucoup plus générale : "tous

les %i sont g~isotypiques" ([5] Th, 5.4., DP. 404).
i

Ce résultat, bilen que tres intéressant, est peu connu et difficile 3
démontrer, Je l'ai initialement utilisé pour démontrer que tout T-anneau
satisfait & la condition (H) de Gabriel., Mais M. RENAULT m'a indiqué le lemme 3
comme moyen élégant dfarriver & mes fins sans utiliser le théoréme rappelé

ci-dessus,

Théoréme 1,- Toubl T-anneau satisfait & la condition (H) de Gabriel,

Démonstration ¢ Soit R un T-anneau,

Nous devons montrer que, pour tout idéal & gauche I de R, il existe

X1"”’Xn € R tels que 3

(I".R) = (I'-X1)ﬁ oo O(Ix ) (1),

Tout idéal & gauche de R admet une décomposition en intersection finie d‘'idéaux
a4 gauche M-irréductibles,

Il suffit donc d'établir la propriété (1) avec I N -irréductible, ce

que nous supposons désormais,
Posons ®B= (I'.R) = m (1+.%),
XER~I

Soit g 1le type de l'injectif indécomposable E(%)o Pour tout x € RXI, TE§T§7

est isomorphe au sous-module non nul de % engendré par la classe X de x

modulo I.

Nous avons donc 3

SARAAA DA,

a) VxeR~I; (I.x) est (-irréductible dans R et E( I‘RX )
est de type . ( )

%% étant un R-module & gauche noethérien, nous avons :
b) % est de dimension finie,

. . ‘ R . . . p
Par suite, si nous démontrons que 3z est gq-isotypique, il en résulters,

3]

dtaprés le lemme 3, que & est égal & l'intersection d'une partie finie des (I*.x)
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et le théoréme sera démontré,

Soit ® 1'idéal premier de R associé & .

Tout revient donc & démonftrer que Ass(%) = {{53}

(R étant un T-anneau, on a, pour tout module N :

Ass(M) = {®} <=> U est g-isotypigue)

R c R
= tant ul six .
g Stent non nul, As(%)#ﬁ
Soit @t ¢ ASS(E) ; posons = BH. &
={x ¢R®xgc B}
% étant un idéal bilatére de R, %' est aussi un idéal bilatere de R,

®*  &étant un résiduel & gauche de & dans R, nous avons (voir [4])s

@ =(R . )=(1.). ® =(1".%)=(1.+ &)

D—&E)

= (0. .

P est donc un annulateur premier d’un sous-moduvle de % . Il résulte alors de

la proposition 1, que ¢ Ass(%)o r, BI# étant p-isotypique, ASS(%) = {@}D
Donc B = P, donc Ass(é—;) = {®}, ce qui démontre le théoréme,
e el P s s P AN NS N At N StV Nt At PN i

Corollaire 1.- Tout anneau noethérien & gauche avec identité polynomiale

satisfait & la condition (H) de Gabriel,

Fn effet : (n sait qufun tel anneau est un T-anneau car il satisfait &

la condition de Xrause,

Corcllaire 2.- Pour tout anneau R noethérien & gauche, les propriéiés

suivantes sont équivalentes 3

i) R est uwn T-anneau,

ii) R satisfait & la condition (H) de Gabriel,

Gabriel a en effet démontré (voir [1])9 que si l'anneau R est noethérien
5 gauche et satisfait & la condition (H), les idéaux premiers de R correspondent
biunivoquement aux types de R-modules injectifs indécomposables par la correspon=

dance rappelée dans l'introduction du présent exposé.
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Qorollaire 3.,— Soit R un T-anneau et M wun R-module de type fini,

Il existe alors m1,°“,mn ¢ M tels que :

(onm) = (om) ... alonm ).
Ceci est en effet une forme équivalente de la condition (H) de gabriel,
Voyons maintenant quelques applications de ces résultats,

3) T—anneaux et théories de torsion,

Dans la suite de cet exposé, nous supposerons connue la théorie de la

localisation en algeébre non commutative (voir [2] et [3])o
Nous utiliserons les notations suivantes 3

Soit R un anneau, et ¢ :_Mod — RMod un foncteur noyau idempotent au

R A

Asnnnnn
sens de Goldman (voir [2]) ou, ce qui revient au méme, une théorie de torsion au

sens de Lambek (voir [3])°
On notera TF; la famille topologisante et idempotente des idéaux &
gauche I de R tels que c(%) = %0

Si M est un R-module, on notera Gt& la plus grande théorie de

torsion qui annule M, Elle est définie de la fagon suivante :

() Ker £ ol

feHomR(X,E)

Pour tout idéal & gauche X de R, TM(X)

E désigne l'enveloppe injective de M,

La propriété suivante caractérise, dans le cas d'un T-anneau R, les
idéaux & gauche I de R qui sont g¢g-denses dans R, lorsque ¢ est un pre-

mier de Goldman (voir [2]).

@

Proposition 2,— Soit R un T—anneau et wn idéal premier de R,

Soit la théorie de torsion ¢ = W:R .

&
Soit I wun idéal a gauche de R,

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Te¢ SF.

[o]
ii) I contient un idéal bilatére N avec DL P .
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Démonstration

i) => ii) : Posons &R= (I.R) = (I'.x1)m oo n(I'-xn)o
Puisque T ¢ 3"0 et que 3"6 est topologisante, (I'.x) € L}(c pour tout x ¢ R.

Donc B¢ ¥ et 9&;(_: ® sinon on en déduirait ® € T , Cce

0 AAARANDANIA G

qui est incompatible avec o‘(%) = 0.

11) => i) : C'est vrai méme si R n'est pas un T-anneau,

Il nous suffit de montrer que tout idéal bilatére  non contenu dans @,
appartient a F .

(o]

Soit E l'enveloppe injective de et soit :

Qi

£ ¢ Bomp(g, B).
si f est non nul, f£(7)=¢ £ 0.

Il existe alors a ¢ R tel que f(a) = af € ‘% avec ag ;é 0. On peut

donc écrire, dans ag = b (be¢ RNS)

R

f_? H

Rz =0 dans %, donc ®b = 0 dans
@

avec bgf@

R
? o
Donc Rbc §

Ceci entrafne R < & ce qui est contraire & 1'hypothése, Par suite,

R
HomR(§), E) =0 et Re (S-')Go

Remarque s Reprenons les notations de la proposition 2, Soit I un
idéal & gauche de R qui contient ® . Il est immédiat qu'on a 1'équivalence
suivante, méme si R est noethérien & gauche sans étre un T-anneau :

R

sa)o

(I e F )= ((—ID est essentiel dans
c §

La proposition 2 nous redonne donc la condition de Krause, Il s'agit donc d'une
condition plus précise que la condition de Krause et qui caractérise également

les T—anneaux,

N

La propriété suivante est vraie dans un anneau noethérien & gauche quel=-

conque, Elle nous sera utile pour 1'étude des T—anneaux artiniens bilatéres,
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Proposition 3.,— Soit R un anneau noethérien & gauche et soit ¢ une

théorie de torsion, Soit ® un idéal premier de R,

Alors : O(SB") est, soit nul, soit égal & %
Démonstration : Nous avons c(%) =(% ol &R désigne un idéal bilatére

qui contient ®.

Supposons c(s%) £ 0, soit 5o ® .

#

est essentiel dans SR‘S

QR

Aors,
Par suite . contient un élément s de R régulier modulo &

(5 eog) = (FWe F_ tel que WS = o).

Il existe donc %e ?c tel que Ws o ® | g étant régulier modulo ® .

ceci exige W ® , soit ¢ F  dou:
o

Remarquons, bien que ceci n'ait aucun rapport avec les T-anneaux, gue

cette propriété nous permet de résoudre un probléme posé par L.LESIEUR dans [9] :

Proposition 4,— Soit R wun anneau noethérien & gauche, soient & et

@ Jeux idéaux premiers de R avec ® < P, Soient 8(@) 1'ensemble

des éléments réguliers modulo et (") 1lensemble des éléments régu~-

liers modulo P,

Si 8(@?) satisfait & la condition de (Ore a gauche dans R, alors

G = (),

Démonstration s Posons ¢

!
et L
&
Qm
i
(‘\'2

Tl résulte de la proposition 3 que cv(%> = 0, donc ¢' < G .
soit s ¢ G(®').

Puisque ﬁ(@”) satisfait & la condition de (re & gauche dans R,
Rs ¢ %—';q donc Rs ¢ % , donc Rs+ P ¢ % , donc

G o

(o]
RSC;;@ est essentiel dans % , donc s ¢ B(P),
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Cette propriété n'est plus vraie lorsque B(%@') ne satisfait pas & la condition
de Ore & gauche dans R, comme le montre 1lfexemple suivant :
Soit D l'anneau local des fractions de Z par rapport au nombre premier 2
D= {2 ¢abf oz

Soit M son idéal meximal ¢ M = 2D,

Prenons pour anneau R 1l'anneau des matrices suivant
DD
R - (M D) °
R est un anneau noethérien & gauche premier, de sorte que =0 est premier,
Prenons @ = (ﬁ :][))) @' est un idéal bilatdre premier et méme
complétement premier,
10 @
C =
(, o) € B(®).
Cependant x = (8 (1)) est tel que xc =cx = 0, Donc c £ B(R).

Done  B(P!) & B(D) et il résulte de la proposition 4, que  B(D) ne

satisfalt pas & la condition de Qre a gauche dans R,
AA A A e A A AN A LA A SANANAA NN A At et P

Remarquons enfin que, R étant un sous-—anneau de l'anneau des matrices

M9(Q)9 R est & identité polyndmisle, c'est donc un T-anneau, La condition

"‘“@(@") satisfait & la condition de (Ore & gauche dans R" est donc indispen=—

sable, dans 1l'énoncé de la proposition 4, méme lorsque R est un T-anneau,

4) Les T—anneaux artiniens bilatdres,

Proposition 5,- Soit R un T-anneau, @ un idéal bilatére premier

de R et % un idéal bilatére de R tel que :

Ro®Ho @,
£ #

Il existe alors une chafne descendante infinie d'idéaux bilatéres de R de la forme

R> R > §,2..0 § 2.0 .
# # S S

Démonstration : Quitte & passer au quotient par % , nous pouvons supposer

® =0 et & est alors un idéal bilatére propre, non nul de R,

Soit E 1'enveloppe injective du R-module R

R °
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R .
E# 0 et ass(E) = ASS(:%) = { @1""’?1&} chaque {Pi dtant
un 1déal premier contenant ® donc non nul.

Posons g = ‘T:E= CT,JB .
)

@DK ‘33)0 => 0§ @’0 et, O étant premier, nous en déduisons, d'apres
la proposition 3 :

0=q(R) = (0"E) = M (0.Re)
CEE

® étant non nul, il existe ¢, €E tel que = @an(o'.Ra;1) c ® .

La condition (H) de Gabriel nous permet d‘'écrire :

R, = ?on(O'.r1c1) 0... n(o-.rnc1) (r. ¢ R)

1 i

Done @Rr,L, @RI, @ ... DROL, CED ... QF (n+1 fois).

i

R

S T

En résumé, % est contenu dans une somme directe finie de copies de E, de
1

sorte que :

Ass(—f-{—) c Ass(E) et, par suite O ¢ Ass(-ﬁ-) donc Q. £ 0.
%, < =y 1
Nous avons donc construit un idéal bilatere (531 de R tel que :
(B, c B

£

est contenu dans une somme directe finie de copies de B

A
|

# 0.

£

&

étant non nul, il existe t;2 € E tel que :

3’92 = @% h(O'.Rcz)i 8, -

(n en déduit, comme précédemment, que % est contenu dans une somme directe finie
2
de copies de E et que §_ # 0 et 1'idéal bilatére 332 satisfait aux

conditions suivantes :



2.12,

(R, c B

2?4 1
?g— est contenu dans une somme directe finie de copies de E
2
%2740"
~

On peut itérer ce procédé indéfiniment, d'ou 1l'existence d'une chaine descendante

infinie d'idéaux bilatéres non nuls contenus dans & .

Nous en déduisons :

Proposition 6.~ Tout T-anneau R, artinien bilatere, premier, est

un anneau sSimple,

Démonstration ¢+ Il résulte de la proposition 5 gque R est un anneau

guasi-simple,

Soit s un élément régulier de R,

Rs est essentiel dans R,

Donc, d'aprés la condition de Krause appliguée & 1l'idéal premier 0, nous
avons Rs =R et s est inversible & gauche dans R, donc s est inversible

dans R,

Par suite, R coincide avec son anneau total de fractions, R est donc

un anneau simple d'apres le théoreme de Goldie,

Proposition 7.— Tout T—anneau R artinien bilatére, est artinien &

gauche,
Démonstration ¢ Pour tout idéal premier & de R , les éléments réguliers
3 R £ 5 b . R : .
e ?5 sont inversibles puilsque ?5 est un anneau simple,

R étant noethérien & gauche, 1l est aussi artinien & gauche dtaprés [4]

(Théoreme 3.4., page 35).

Nous voyons donc que dans un T—anneau aritinien bilatére, les idéaux
bilateres premiers, sont bilatéres maximaux,

Inversement, si dans un T-anneau R, les idéaux bilatéres premiers sont
bilatéres maximaux, nous en déduisons, par le raisonnement fait dans la démons-—

tration de la proposition 6, que, pour idéal premier ® de R, i3 est simple,

&

Par suite, R est artinien & gauche,
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Nous pouvons donc conclure :

Proposition 8.~ Soit R un T-anneau, Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

i) ILes idéaux premiers de R sont ses idéaux bilatdres maximaux,

ii) R est artinien bilatdre,

iii) R est artinien & gauche,

5) Eléments réguliers d'un T—anneau,

Nous utiliserons les conventions suivantes :

Ftant donné un anneau R et un idéal bilatédre B de R, on pose

C(®) ={xchlxzac® = ac B}
(%)
B(R)

{x € Rlax ¢ & => a ¢ B}

€ (®)0 %, ().

Les éléments de fg(ﬁﬁ) s'appellent les éléments réguliers & gauche
modulo & .

Les éléments de "@d(f%) svappellent les éléments réguliers & droite
meodul.o

Les éléments de € (®) s'appellent les éléments réguliers modulo & .

C(R) ; "gg(f%) et ‘éd(@g) sont trois systémes multiplicatifs

d'éléments de R.
Enfin, on pose B*(R) = {s ¢ R|Rs ¢ ’y«’c} ol 3‘4’0 désigne la famille

topologisante associée & la théorie de ftorsion ¢ = OC,JR .

&

Lemue 4.~ Si l'anneau R est noethérien & gauche, ﬁ*(@) est un

systéme multiplicatif contenu dans  B(R).

Démonstration ¢

a) 6x(&) est un systéme multiplicatif,
MNWWV" &
Il est clair que 1 ¢ ¥*(&).

Soient s, et s, € B*(R).

Soit E 1'enveloppe injective du R-module & gauche




Soit f ¢ HomR[ﬁ-é-B?, E]
12
et soit L= f(T)

RS1S2C = 0 => S2C ¢ olE) = 5,8 = 0

=> Rs,0 = 0=> ¢ € olB) => ¢ =0

R
Donc HomR['ﬁs—)l’ggsE] = 0 et SlSZ € ‘G*( 35“‘)0

p) B c BLY).

Soit s ¢ B*(RB), a ¢ R tel que sa¢ B .
Mors, modulo & , Rsa = 0, donc a ¢ c(%) = 0.
Donc a¢ & .

Cecl montre que ﬁ*(i%) c fg(S’o)o

Supposons par 1l'absurde \@*(35,) _é ‘@d(f%)

I1 existe alors s ¢ B*(R) tel que (BH'.s) & . Choisissons
s ¢ €HR) avee (B . s)¢ et (B . s) maximal pour cette propriété,

soit a¢ (B-.s)N R .

Rs+ R
Rs ¢ F —> R+ B ¢ ¥ = 2B (K
o o 3 )
Par suite, il existe t et uw ¢ R tels que 1l'on ait, modulo B
ta = us £ 0
=> tas = u§2 =0

=> u ¢ (@b‘.sz)\(&'. s)
—> <:ss-.s2>;<$s-. s),

Contradiction avec le choix de (S s) maximal , et, nécessairement

5@*(?3) e ‘gd< R) et, par suite :
H(R) = B(H).
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Lemme 5,- Si R .est noethérien & gauche et si “@(93) satisfait & la

condition de Ore & gauche dans R, on a :

G(R) = T+I).

Démonstration : Il suffit, d'apres le lemme 4, de montrer gque, si
se C(R), alors s e F_(o="T ).
&

. R
Soit T ¢ HomR(§g9E)o

Supposons f # 0 et soit g = £(1) # 0.
5 )
& o

Dlaprés la condition de (re, il existe s' ¢ f(@)) et a'e R tels

jaeR tel que f(a)=a§-=a7é0 (ZLE

que s'a = a's ¢ Rs.
De sorte que 0 = f(s'a) = s'q.

Donc s'q € fg et o f ® . Contradiction car s' ¢ B(R) et,

nécessairement, Rs ¢ K .
a

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour qu'un T-anneau

admette un anneau classique de fractions :

Proposition 9,— Soit R wun T-anuneau de radical nilpotent N, On

suppose que les éléments de Ass(R) sont des idéaux premiers minimaux de R,

Alors ¢ Si ‘G(N) satisfait & la condition de (re & gauche dans R,

il en est de méme pour 6(0) et on a €(o) = Y(n).

Démonstration @

Posons Ass(R) = {‘3’1,0.0,‘9

n}'
P

Soient
n+1

s0cey ‘@k les autres idéaux premiers minimaux de R,

Le radical tertiaire de, R est :

(1) K P ... et

3 1 n
@1‘0 eoo O @n N.ooo N P

i

(2) N

k°

Les décompositions (1) et (2) sont sans élément superflu :

Posons g = q;R et V) =T1/\Io
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Les fSDi étant premiers, nous avons :

R R R
-&—<—@-®o.o@-§'—n———>

3 1
T’_R_=CC‘R0 e.oﬂ’t’i.
&3 ?55; @n

R étant un T-anneau, il en résulte immédiatement :

=Ty -

®s

De la méme fagon, nous avons :

p,=('T/JR no.,nﬂfR mooom‘t)R
I3 N .
\51 ‘Sn P

=) p,\< Ce

soit s ¢ B(N).

Puisque \g(N) satisfait & la condition de (re & gauche, s ¢ ‘@*(N)
d'apres le lemme 5 ; donc Rs ¢ €K ; donc Rs ¢ ‘7\;4’0, donc s ¢ ¥*(0), donc
[
s € % (0) d'apres le lemme 4,

Nous avons donc 8(N) < ﬁ(O)

S

D'zutre part, on a toujours €(0) ¢ €(N) d'aprés un théoréme df & DJABALI.

(n a donc bien (o) = g(w).

Remarquons que, dans ces conditions J = QN est le radical de Jacobson
de Q (si nous appelons @ 1'anneau classique de fractions du T-anneau R) et %

est semi-simple isomorphe & l'anneau de fractions du G-anneau % (Ceci est une

conséquence des travaux de G, MICHLER sur la localisation par rapport & un idéal
semi~premier d'un anneau noethérien & gauche - Exposé au Colloque d'Algébre non

commutative de Lyon les 2 et 3 Juillet 1973 =),

D'autre part, soit @ yn idéal premier de Q, Il résulte des travaux
de Goldie sur 1'idéal de transfert d'un anneau, que = 'R est un idéal
premier de R, Donc P DON et @' 2DQP DJ., Par suite, J est égal au

radical nilpotent de Q.
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Q est noethérien & gauche, son quotient par son radical nilpotent est

semi-simple ; donc Q est artinien & gauche,

Nous pouvons donc conclure :

Proposition 10,- Supposons satisfaites les hypotheéses de la proposition 9

et soit @ 1l'anneau classique de fractions de R,

Alors Q est artinien & gauche, J = QN est son radical de Jacobson et

Q

. . N . R
l'anneau semi~-simple T est isomorphe & l'anneau de fractions du G—anneau 5

Remarque : Le fait que ( solt artinien & gauche résulte du théoreme

suivant, df & small [10].

Proposition 11,— Soit R wun anneau noethérien a gauche de radical nil-

-

potent .

On suppose que tQN) < ﬁ(o)

Mors 1l'anneau classique de fractions de R existe et est artinien

a gauche,
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Idéal premier & d'un anneau noethérien & gauche s

condition de Ore pour ¥(®)

par L,LESIETR

Introduction,

Soit R wun anneau noethdérien & gauche unitaire, % un idéal bilatére
premier de R, On suppose @;é R, Soit ¥(®) 1'ensemble multiplicativement
fermé des éléments c ¢ R réguliers mod, ® . On sait que la condition de Ore

est remplie dans R/® , par rapport & 1l'ensemble des éléments réguliers,

cl'est—a-dire qu'on a dans R :
(1) Vac¢Rr, Yeg¢ ¥(®), Jc' ¢ B(P), a' ¢ R telsque a'c =c'arp, pe¢ &

Mais nous allons supposer la condition de (re dans R pour €(®), soit la condi-

tion plus forte :
(2,) Va € R, c¢ ‘8(@), 30' € f(@), a' ¢ R tels que a'c = c'a,

Alors R posséde un anneau de fractions Rys ou S= B(H).

J. Lambek et ¢, Michler ont donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour assurer la conditicn (2), qui concernent 1l'anneau localisé général de R
par rapport & S [2]. Je propose ici d'autres résultats nécessaires, qui sont
inspirés d'un article antérieur portant sur un idéal ® supposé complétement
premier [5], et qui concernent les idéaux i gauche %P-isotypiques de R et
leurs relations avec les idéaux %P—tertiaires, (§ 1). Ceci conduit & des
idéaux & gauche plus généraux, les idéaux & gauche P-fermés, que nous consi~
dérons au § 2, Ils sont en correspondance biunivoque avec les idéaux & gauche de
1'anneau de fractions classiques RS’ étudié au § 3, Je reviens en conclusion au
§ 4 sur la recherche de conditions nécessaires et suffisantes pour 1l'existence de

1'annean de fractions classique RS°
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§ 1, JIdéaux & gauche @ _isotypiques dans R,

On sait que l'enveloppe injective E(R/@)y en tant que R-module &
gauche, est la somme directe de n modules injectifs indécomposables isomorphes :
E(R/® ) = E‘I ® .00 @E. Alnsi, ® est un idéal isotypique dans R, le type
étant celui de E1, 1'idéal premier associé étant ¥ , Tout idéal & gauche Q
dans R qui est isotypique de ce type est dit @-isotypiqueo Que peut-on dire
dfun idéal & gauche Q qui est HP-isotypique ? i Q = Q1 N oo 0Q est une
décomposition de Q en un nombre fini d'idéaux a gauche M -irréductibles, ces
Qi sont encore @-isotypiquess, et ainsi @ sera connu si nous savons caracté-
®

riser les idéaux & gauche -isotypiques irréductibles,

Propriété 1, Soit Q un_idéal i gauche irréductible # R. Alors Q est

R -isotypigue si et seulement si clest 1l'annulateur d'un élément 8 ;é o

de E(R/®). Q=4Ammp=o0"'.8={a¢€Rlap = o}.

En effet, si Q est ®-isotypique N-irréductible, on a : E(R/Q) £ E'I°
Mais Q = Ann 1, ol 1€ R/Q et T # o puisque Q # R, Donc : Q = Ann (1) ,

0 0(7)=B€E

il

c B
1—-

Réciproquement, soit Q = Ann g, B;é 0, B E€ E(R/@" )o On a:
B=B1+°°°+Bn9 BiEEi;AIlnB=AnnB1m°°° ﬂAIlIl Bn:'Qo Comme Q .eSt
irréductible, Q = Amn g, B, # o, B, € B . Dol E(R/Q) = E(R/Ann Bk) P—"E(Rpk)
= Fk & E1° Q est @—iso'typiquea

Cette propriété ne fait pas intervenir la condition de Ore pour ¥(%).

Par contre, la suivante 1l'utilise,

Propriété 2. Soit @ un idéal i gauche $P-isotypique., Si R vérifie

la condition de Ore pour ¥(®), ona q N G(P) = 4,

I1 suffit de le vérifier pour un idéal & gauche Q P -isotypique et
irréductible, Soit Q= Ann g, B # 0o, p € B(R/®). Comme E(R/® ) est une
extension essentielle de R/‘.'sb , 1l existe o ;é AR = a € R/ffD . Soit q € Q,
donc 9B = 0, SiI q € ﬁ(@’), on peut appliquer la condition de (re & g et A,
qui donne ¢ s\ =tq, s¢ B(®), t ¢ R, Il en résulte s\g = tqg = o, d'ou
sa = 0, clest-d~dire sa ¢ ® et a¢ P puisque s ¢ E(P)., MNeis alors

a = 0, (Contradiction),
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Qorollaire, Si R vérifie la condition de Ore pour ¥ (P ), tout idéal

& gauche @ $P-isotypigque est contenu dens un idéal & gauche % -critique,

En effet, un idéal & gauche ®P-critique est dlaprés J, Lambek et
¢, Michler [2] un idéal & gauche maximal pour la propfiété X0 ¥P) = p. Dans
le cas ot P est complétement premier on a Q < P et cet idéal maximal est %,
Dans le cas commutatif @ est ®P-primaire et par suite inclus dans ® . Dans le
cas général, mais en présence de la condition de Ore, la propriété 2 remplace la

propriété Q < & des cas particuliers qui viennent d'&tre mentiounnés,

Dans le but de caractériser les idéaux & gauche Sisotypiques, donnons

la définition suivante :

Définition 1. Un idéal i gauche Q dans R est &S-fermé (h gauche)

gi llon a :

ab g Q, bfQ=>af 6(¥®)

ou encore s

abeQ, a¢ C(P)=>beaq.

Théordme 1. Supposons que R vérifie la condition de Qre pour Y(® ).

Alors, un idéal & gauche Q est P-isotypique si et seulement si les

deux conditions suvivantes sont remplies :

(1) Q@ est P~fermé ; (2) Q est P~tertiaire,

Preuve : o) Tout idéal & gauche Q H-isotypique satisfait (1) et (2)°
D'abord Q eét P-tertiaire (c'est bien connu), Démontrons que Q est RP-fermé,
Supposons ab € Q, b £ Q; alors a ¢ Q.b={x ¢ Rlxng}a or Q.b #R est
également ®P-iostypique (Lesieur et Croisot [4] , P. 103), Donc, d'apres la
propriété 2, a § ¥(®).

5) Réciproquement, supposons que Q est P ~fermé ot
® —tertiaire, Soit Q = Q1 O oo an une décomposition de Q en idéaux & gauche
N=irréductibles non superflus Qi° Tous ces Qi sont ®-tertiaires, Démon-
@

trons qu'ils sont =fermés, (n a par exemple Q = Q, N Xy, X>2Q. Supposons

ab € Q19 b ,é Q1o AMors (Q‘!-I-Rb) N X>DQ et il existe q1+}\b =X [ Q. 81
a¢ ¥ (®) la condition de (Ore donnerait s\ = ta, s ¢ C(P) et
8X = sq1+tab € Q1 NX=Q, sc¢ ‘6(@)9 X /{ Qo (ce gui est impossible si Q est

®-fermd, Donc Q, est P-tertiaire, P-fermé et N-irréductible, (n a s
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P=q .Y = () (qQ-.y), Mais tous ces idéaux & gauche Q. -.y contiemnent ® ,
1 1 1
yEQ €Y
sont N-irréductibles, et ne rencontrent pas PY(®) puisque Q1 est ®-fermé,

Ils sont donc @—critiques (Lambek et Michler [2] et & est l'intersection d'un

e yl)9 ce

nombre fini dlentre eux, Donc B M (Q1',yi) et ER/®P) =@ E(Q’l
i

fini
gul prouve que Q1 est @misotypique, et Q aussi,

Remarque : On peut donner, dans un anneau noethérien & gauche quelconque R,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un idéal a gauche § soit

@—isotypique9 sous la forme suivante 3

Pour que 1'idéal & gauche Q soit P-isotypigque dans R, il faut et il

suffit gu'il vérifie la condition s

i=n
(3) Vo g e, In €R telsguwe ®= (1) (Q.ab).
i=1

(Pour la démonstration voir un court article & paraftre, Nous nous en servirons dans
la suite (§ 3, propriété 15),
®

§ 2, Etude des idéaux i gauche ~fermés,

Propriété 3, Liintersection d'idéaux & gauche P fermés est R -fermde,

Cela résulte de la définition 1 ef ne suppose pas la condition de (re.

Définition 2, Ia P-fermeture X d'un idéal & gauche X est 1'intersec-

tion des:idéaux & gauche  ®P-fermés contenant X.
Un idéal est P-fermé si et seulement si il est égal & sa fermeture,

Propriété 4. }?:{xeR[ ds¢ Y(P) tel gue sx € X}.

Cette propriété caractérise la fermeture X de X lorsque la condition
de QOre est remplie pour (). L'ensemble X est contenu dans tout idéal &
gauche Termé contenant X, D'autre part, X est un idéal & gauche car : sx ¢ X,
s'x% ¢ X => c(x-x”) € X avec ¢ = s1s = s;s“ € E(@) (condition de Ore)o De
plus, si A € R et sx ¢ X, ona cy=71%5, C€ S =) CAXx = tex ¢ X => \x € X,

Eafin X est fermé,

Propriété 5, Si X est BP-fermé, et si X = X, 0 ooe O X est une

décomposition réduite en intersection d'idéaux & gauche N -=irréductibles,

chaque X‘i est P-fermé,
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¢f, la démonstration du théoréme |, Cette propriété suppose la condition

de (re,

Propriété 6, Si X est P-fermé, X-.a l'est aussi pour tout a € R,
Résulte de la définition sans la condition de (re,

Propriété 7, Si X est  P-fermé, X.o® est P-fermé,

La démonstration utilise la condition de Ore, Soit ab ¢ X.® , ac¢ ¢ (@),
considérons p ¢ ® . n a d'aprés la condition de Ore s cp=ra, c¢ E(®); d'on :
Aeb = cpb, Comme ra ¢ P et a¢ C(®), oma aAec P et prabe €S‘3ango o
en déduit cpb € X, dfol, puisque X est P -fermé, pb ¢ X. Ceci étant vrai quel

que soit pe ® ,oma PbcX et PeXsP .

Proposition 8, Si X est N-irréductible et P-fermé, P! = Ass X

est P-fermé,

En effet, ®'=X'.Y= () X.y est l'intersection de H-fermés, donc est
yexy

P-fermé, n en déduit PN EP) = f car :

Proposition 9, Tout idéal & gauche X ® —fermé, différent de R,

vérifie
XN 8(®) =4

En effet : VX({X ona: x,1 € X, 1£X=>X;{ f(@)o

Proposition 10, Si R vérifie la condition de gre pour (%), et si

g est un idéal bilatdre P-fermé & gauche, UL est P-fermé a droite,

Démontrons 3 uc €0 , ¢ ¢ B(®) =>ue¢ UL , Considérons c ¢ ¢ (D)
tel que UL'.c soit maximal et montrons que L *.c = VYL, Soit uc=ac¢ UL .
Oon a (condition de Ore) : gu=tc, ge¢ P(R®), d'oh guc = t02 € UL et
t e 0‘(,*.020 Mais, ¢ étant bilatere, ¢t .c C UL'°02° Comme 02 ¢ C(®), i1

2 2

vient ¢L*.c” =0L°.c, clest-t~dire t ¢ OL:.c” =VL°.c, donc tc = gu ¢t ,

et u € UL puisque L est P-fermé i gauche,
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§ 3. Etude de 1'anneau de fractions Ry S = (%),

Par des moyens classiques, on prouve l'existence d'un isomorphisme entre

le treillis ZCS des idéaux & gauche de RS et le treillis & des idéaux &

gauche P -fermés de R,

xe £ »ex)=x¢ L ; o) ={x|s¢s, xcx}

S
e L£.-rX")=%X"N"nRe L .

S

Propriété 11. &' = e(@) est un idéal bilatére premier de RS°

e(®) est bilatdre : soit S_1p ¢ e(®) ; considérons

=1

a' = s 0‘_ 1

=1 a1 1 1

08 aa', avec g a=7ps'  ou gp=as' ¢ P . Comme ¢ge¢ E(P)

on en déduit a ¢ ®, d'ou aatl ¢ P .

1

e(®) est premier, Soit s"lig st a0 c e(®). 0o a donc pour tout

S
A €ER: s_1i)\s's'—1a’ ce(P) = ira' ce(P)NR=%® , d'ot i¢®R ou a' ¢ ®

Si R est commutatif, ou si @ est compldtement premier, e(® ) est un

idéal maximum dans R gui est donc local, Ce n'est pas nécessairement vrai si

S’
$ est seulement premier,

Propriété 12, Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) =t ¢ Ry est régulier mod, e( %),

(2) ¥ est inversible dans R

"
(3) z=s"'e, s8cec B(P).

1 1 -1

a', Posons as' =g b,

(2) => (3). eg' =1, £=58"'a, g' =s"

1 -1

clest-a-dire ga = bs' ; il vient s '¢ ba' = 1, dfol ba' = gs ce qui implique

pd at ¢ Y(P), et donc ac¢ EC(S).

(3) = (2). Immédiat, 1l'inverse de s_1c étant c-1s,

(2) = (1). Evident,

(1) => (%), Soit £ = s_1a ; supposons a;{ (%), Alors, il existe

uf $® tel que ua¢ ® .De sg=a, ondéduit usg =ua ¢ ® d'oh us¢ P

puisque § est régulier mod e(@)p et enfin ue¢ @ puisque s € 2,’(@)
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Propriété 13. R est noethérien & gauche et vérifie la condition de (re

pour 1'ensemble e(S) des éléments réouliers modulo e(@)°

C'est une conséquence immédiate de la propriété 12, car Vg € e(s),
'€ RS on a 1.,5' = g”§—1§9 ce qui est bien la condition de (re avec 1 ¢ ﬁ(@"),
£ ;’1 € RS° Quant & la condition noethérienne, elle résulte de la correspondance
biunivoque croissante entre les idéaux & gauche P-fermés de R et les idéaux &

gauche de RSQ

De la propriété 13 résulte que les résultats démontrés pour R vis-a~vis
de & s'appliquent & RS vis-a-vis de e(®)., &i l'on remarque en outre que tous

les idéaux & gauche de Ry sont e(®) fermés, le théordme { donne ici

Théortme 2. Pour gu'un idéal A gauche de Ry soit e($)-isotypigue, il

faut et il suffit qu'il soit e( ®)-tertiaire,

Ainsi, la localisation classique qui exprime le passage de R & RS a

pour effet, entre autres, d'éliminer la différence qui existe a priori entre les
idéaux e ®)-isotypiques et les idéaux e ®)-tertiaires, Il est donc vraisemblable
que Ry est un T-anneau pour e(%®). (cf. [6] pour la définition et les propriétés),
En effet, les éléments réguliers modulo e(%P) étant inversibles, la condition de
Krause est immédiatement vérifide, Donc :

Propridté 14, RS est un  T-anneau pour 1‘idéal premier (%),

En appelant (O -anneau pour & un anneau noethérien & gauche qui vérifie
la condition de Ore pour ¥{(%®), on voit ainsi que RS est & la fois un 0O -anneau

et un T-anneau pour e(@)e

Par contre, les deux notions sont en général indépendantes, Il y a des
T-anneaux pour & qui ne sont pas des O -anneaux pour @, par exemple un anneau
utilisé par Lesieur et (Croisot [3], P, 403, et aussi par Small, pour lequel un
critere donné par Cauchon [1] dans sa conférence précédente s'applique aisément,

Il v a aussi des G -anneaux qui ne sont pas des T-auneaux, par exemple un anneau

noethérien & gauche inteégre quasi-simple (cf, [4], p. 107 et 108) .
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Propriété 15. Les idéaux & gauche e(5°)nisotypiques de RS corres=

pondent biunivoguement aux idéaux & gauche P-isotypiques de R par

1'application Q —» Q' = e(Q).

Nous pouvons le démontrer comme exercice dlapplication de la condition (3)

de @hdsotypie donnée dans la remarque de la fin du § 1,

soit Q@ ®P-isotypique dans R, Q étant P-fermé, on a: e(Q) N R = Q,
Démontrons que e(Q) vérifie (3'),
n
(3') vg £ elQ), I, ¢ Ry tels que e(®) = () (elQ)- pe).
Soit done : i=1

g = s~ 1p £ e(Q), donc b f Q. Il existe d'aprés (3), A; € R, tels que

n
@ = [*) (Q-,xib). On a donc pour tout pe P : Pkib € Q et
i=1

g~1pxib = 0_1phisg ¢ e(Q), clest-a-dire : e(®) g;e(Q)',xisgo De plus

1

msg € e(Q) => mb = o g, dlou orhyP € Q 5 mais op =t v, t €S ; done

n
VA, D € e(Q) MR =Q, et par suite v ¢ (—\(Q‘.kib) =® ,d'oh on € e® et
i=1
n
n € 6(6?>9 ce qui prouve o(®) = (ﬂ)[e(Q)-,xisg]Q ctest-a-dire (3'),
Réciproquement, soit Q' un idéal & gauche e(% )-isotypique dans RS°

Démontrons que Q = Q' AR est %~isotypique dans R, Soit b f Q. On a donc

Il

b £ Q' et o(®)

) (Q“’.}\ib)o I1 en résulte Vpe¢ ® , on a p)\,{b € Qr,
finie _1’
¢ Uy o€ S, 1l vient pg uib € Q', 91 1l'on définit

[ s"_1p“, on a p”uib £ Q' dfou p“uib € Q et

et, en posant x{

p' ¢ ® par pg
n
P EN (Q'.uib). Comme p' est arbitraire dans P, ona: g (-\(Q‘.uib,)o

1=1
Inversement tub € Q => taAjb € Q => to € N(Q.alb) ce(P) et
~ ko
t ¢ e(@p)(ﬁ R=%® . omadonec P= (“\ (Q-auib)g ce qui prouve la condition
finie
(3) et 1l'isotyrpie,
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§ 4, Exemples et problémes,

Pour les exemples, je renvoie au cas d'un idéal @ complétement premier
[5], ol j'avais montré que 1l'anneau de Birkhoff-witt n'est pas un 0 -anneau,
Certains idéaux premiers P y vérifient la condition de Ore pour ‘@(@) et

d'autres ne la vérifient pas,

En ce gqui concerne une condition nécessaire et suffisante, je signale

comme dans [5] la propriété 4 qui caractérise la fermeture,

Mais les conditions suivantes, qui sont nécessaires, seraient les bien-

venues comme conditions suffisantes
(i) Tout idéal & gauche P-isotypique est P-fermé,

(ii) (équivalent & (i)) : Tout idéal & gauche P-isotypique vérifie
QN8P =g

(iii) Tout idéal & gauche X & -fermé est tel que X. P est P-fermé.

(iv) Tout idéal & gauche P-fermé est 1'intersection d'un nombre fini d'idéaux

4 gauche ®-fermés N-irréductibles,
(v) Si un idéal bilatedre est ®-fermé & gauche, il est P-fermé & droite,

FElles posent autant de problémes qu'il serait intéressant d'examiner,

Note : D'aprés une remarque de (¢, Cauchon, la réponse aux probldmes (i) et (ii)

est affirmatives La démonstration sera publiée dans une Note aux C.R.

début 1974.



[1]

[2]
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[4]

[5]

[6]
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ANNFAUX A IDENTITE POLYNOMIALE T et 17

Dans ces deux exposés tous les anneaux considérés sont unitaires,

I. GENEFRALITES,

Définition 1.1, ¢ Soit A wun anneau, (n dit que A est & identité

polynomiale (& I.P) s'il existe un polyndme P(X1,°.,,XS), non nul, & coeffi-

cients dans le centre de 4, a variables ne commutant pas nécessairement, tel
que P(a1’°°°’as> = 0 quels que soient les éléments “1"°°’as de A (on dit
que P s'annule identiquement sur A4).

Exemple { : Un anneau commutatif A est & I.P. Bn effet le polyndme
X X=X X g'annule identiquement sur A,

172 7271

Exemple 2 : Soit R wun anneau commutatif, (n considere 1'anneau

A= M2(R). n vérifie que si M et N sont deux matrices de A, la matrice
(MN—NM)2 appartient au centre de A. Donc le polyndme non nul

2 2 .
- - - ul dent t sur .
(X1X2 X2X1) X3 X3(X1X2 X2X1) s'annule identiquemen A

Définition 1,2, ¢ Une identité est dite multilinéaire si le polyndme

‘P(X19...,XS) est de degré ¢ par rapport & chacune des variables.

Une identité multilinéaire est dite homogéne si tout mondme non nul de

P(X1""’Xs) est de degré 1 par rapport & chacune des variables,
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Dans ce dernier cas si P est de degré 4, P s'éerit sous la forme :

P(X1,°°°,XS) =% a X ... X
6o ol1) old)

¢ étant une application injective de {1,2,...,d} dans {192500c55},

Notation : Nous noterons a1 le coefficient correspondant & 1l'application

identique,

Proposiftion 1.3, ¢ Soit A wun anneau vérifiant une identité polynomiale de

degré 4, Alors A vérifie une identité multilinéaire et homogéne de degré inférieur

ou égal & bde

Montrons d'abord que A vérifie une identité multilinéaire, (n considére

P(X1,.,.,XS) de degré d, (On appelle di le degré de P par rapport & Xi et
on pose §(p) = max(di)a Faisons la démonstration par récurrence sur l'entier §(P).

si 8(P) =1, 1'identité est multilinéaire, Supposons la propriété vraie pour les
entiers < n, Soit A & I,P tel gue 6(P) = n, Supposons par exemple que l'on

ait d1 = &(P)., On comsiddre alors le polyndme :

Q(X1,X29°.°,XS,XS+1) = ?§X1+Xs+1,x2,ooo,xs) - P(X1,X ,O.O,XS)

- P(XS+19X2g°°G,XS)°

2

Q@ s'annule identiquement sur A : il est immédiat que @ m'est pas nul,

qu'il est de degré ( d, que ses degréspar rapport a X2,O,O,XS est le méme que

celui de P et que son degré par rapport a X1 et Xs+1 est  n-1, En

répétant successivement la méme opération pour chacune des variables Xi telles

que di =n on arrive au fait que A vérifie une identité polynomiale correspon-

dant & un polyndme de degré ( d, dont le § est ( n. L'hypothése de récurrence

donne-alors le résultat.

Montrons maintenant gue A vérifie une identité multilinéaire et homogene,
Nous allons nous placer dans le cas sulvant : le polyndme P est multilindaire et
son degré 4 est le plus petit possible, Si P n'est pas-homogeéne, il contient
un mondme non nul de degré < d, Dans ce mondme ne figure pas une des variabiesg
) = P(X1;°.O,XS_

disons XS° Mais alors le polynéme non nul Q(X1,°.Q,Xs_ 9o) est

1

multilinéaire de degré < d et s'annule identiquement sur A : ceci contredit

1

1'hypothése faite . sur 4, Ainsi P ne peut 8tre quthomogeéne,
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Définition 1.4, ¢ On appelle identité standard & d variables 1l'identité

dont le polyndme, noté [X1’°°°’Xd]9 est défini par 1'égalité :

[X,50000%y] = > e X ...

X
oSy © ol 1) o(d)

ol g est la signature de la permutation g,
o

L'intérét de cette identité multilinéaire et. homogéne particulidre est

souligné par le théoréme suivant, di & Amitsur et Levitzki,

Théoreme 1,5, ¢ Soit R wun anneau commutatif, Alors 1'anneau Mn(R)

90009k

vérifie 1'identité de polyndme [X19X

2 2n]°

Proposition 1,6, ¢ Soit A une algtbre sur un anneau commutatif R,

Supposons que A, en tant que R-module, possede n générateurs, Alors

[X1,,°°9X o X

] stannule identiquement sur A.
n° n+1

La démonstration est immédiate,

II. THEOREME DE POSNER.

Ce théoreéme s'énonce ainsi :

Théoreme 2.1, 3 Soit A un anneau premier & identité polynomiale, Alors :

1) A posséde un anneau de fractions classique (i gauche et & droite)

Q@ qui est un anneau simple,

2) Q est & identité polynomiale,

Nous ne montrerons pas la deuxitme partie du résultat qui peut se déduire
de résultats plus généraux, résultats qui seront exposés dans la suite du H¥Bminaire

(résultats de Martindale),

Remarquons que Q est de dimension finie sur son centre, ceci d'apres le

théortme de Kaplansky (ef. III).

Démonstration de la premidre partie du résultat.

I1 est immédiat que si A posséde un anneau de fractions & gauche et un

anneau de fractions a droite, ces deux anneaux sont confondus,

N

Pour que A possede un anneau de fractions & gauche simple il faut et il

suffit qu'il vérifie les conditions suivantes (cf. th. de Goldie),
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(I) A est de dimension de Goldie (& gauche) finie,

(II) Les annulateurs & gauche vérifient la condition meximale,

D'apres 1.3 nous pouvons supposer que A vérifie une ildentité de polyndme

P(X“ao,gxs):za X ... oi d est le degré de P,

X
o ol1) o(d)
Nous allons commencer par montrer que la dimension de Goldie de A est
au plus égale & s-1, Supposons en effet qu'il existe s idéaux & gauche non nuls,

11,.“,,139 dont la somme soit directe, Ecrivons P sous la forme :
S .

P= E PiXi, ol Pi est soit nul, soit de degré < d. Nous pouvons supposer, en
1

changeant éventuellement la numérotation des variables, que dans P le mondme

a1X1X2°ovxa n'est pas nul, de sorte gque le polyndme Pa n'est pas nul, Considérons

des éléments Oy oo sty avec aj € Ij° La somme des Ij étant directe, nous
pouvens déduire du fait que P(a1’°"’as> = o 1'égalité suivante :
Ri(a19°'°’ad—1’ad+1’°°°9as)ad =0, TFixons tous les éléments aj’ a3 l'exception

de Comme A est premier, lfannulateur a gauche de 1'idéal & gauche I. est

a4 a

nul, Nous en déduisons que Ea(“1’°°”aﬁ 1°¢ 9°°°’“s) = 0, Le raisonnement pré-

d+1

cédent peut se.répéter en considérant la somme des idéaux Ij autres que Id et

le polyndéme P., de degré ( d-1., Et ainsi de suite, En fin de compte on voit que

a1 doit Btre nul et on arrive & une contradiction, La dimension d® Goldie est

bien < s-1.

N

Considérons maintenant une suite strictement croissante d'annulateurs &

oh ‘ N . . _ .
gauche Jiccﬁ étant un annulateur a gauche on sait que Mmng%ﬁJiD »Ji
Posons Ki = _Annd(Ji)o Les Ki forment une suite strictement décroissante et

l'on a 3 JiKi = o, JiKi 1 # 0, Nous allons montrer que la suite des Ji ne peut

8tre infinie, plus précisément qu'elle ne peut avoir plus de s-1 éléments,

Supposons les variables numérotées de telle sorte que dans P un mondme ou X

figure & l'extréme droite soit non nul, Si CppveesOy o € Js-1’ o € JS on a :

P<a19°°°9“s> = 0, So0it alors m le plus petit des entiers m~ tels qu'il existe
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un polyndme Qm(X19°°Q9Xm>’ contenant un mondme non nul ol Xm figure &
1'extréme droite ét tel que oo = si oeo o
q Qm<06,|’ 906m> 0 OC,ls 9O£m_1 € Jm-1” OCm € Jm
Nous avons m & & et nous pouvons écrire : Qm (X1,°,°,Xm ) = TXm +U, T étant
’ o o 0
un polyndme en X190609Xm . De plus nous pouvons supposer que ces mo—1

o
variables sont numérotés de telle sorte que T contienne un mondme non nul ol
Xm figure & l'extréme droite, Ecrivons que Q(a 000l )Km 1 = o,‘ Comme
o7 1 o o
JmoKmmmi = 0, on voit que toute expression de Q(a1,¢oo,amo) ou amo n'est pas
placé a 1l'extréme droite annule Km _,» Donc écrire que ‘Q(a1,,0°9am )Km )= 0,
o) o o
= i f. d 6 o
~1)am Km — 0, Si nous fixons a1,° LI
0 0 0
nous voyons que T(a1,o,ogam _1) = 0 puisque l'ennulateur & gauche de 1'idéal &
o)
est nul, I1 est clair alors que ceci contredit 1'hypo-

revient & écrire que T(a19°n°9am

gauche non nul J X
m mo—1

these faite sur m.

ITI., THEORENME DE KAPLANSKY,

Ce théoréme s'énonce ainsi :

Théoréme 3.1, s Soit A un anneau primitif, vérifiant une identité

polynomiale de degré d, Alors A est un anneau simple de dimension finie sur

son centre, et cette dimension est au plus égale & [%]2([%] est la partie

d
entiere de §>°

Rappels sur les anneaux primitifs,

Un anneau A est dit primitif (& gauche) s'il existe un A-module &

gauche § simple et fiddle (clest-d~dire que AS = 0=> )\ = 0).

Toub anneau primitif est premier.

Lemme de densité ¢ Soit A un anneau primitif et 'S le module simple

associd, (n considere le corps A = EndAS, AMors A est isomorphe & un

sous-anneau dense de EndA(s)o

Rapprelons que l'on identifie a ¢ A au A-endomorphisme de S,
x »ax, ¥ x ¢S, Dire que A est isomorphe & un sous-anneau dense de EmdA(S)

revient & dire que pour tout systéme fini pA-libre de 8, x soeosX et tout

1
systeme y1,o°°9y“9 il existe a ¢ A tel que ax, =Y. Vi,
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Remargue : Le centre Z(A) de A est isomorphe & un sous—anneau du

centre Z(A) de A,

Fn effet si a ¢ z(A), 1l'application x - ax, W¥x ¢ S est un

A-homomor phisme, donc un élément de A,

Congéquence du lemme de densité ¢ Si A est primitif

ou bien S est de dimension finie sur A, disons de dimension

n et alors A = M_n(A)g

ou bien S n'est pas de dimension finie et alors pour tout entier
m, il existe un sous-anneau B de A, contenant Z(A)g et un homomorphisme de

B sur Mm(A)°

On rappelle que pour démontrer la seconde partie de la proposition, on
consideére un sous-espace vectoriel V de S, de dimension m, "B est alors le
sous-annecau de A constitué par les éléments a ¢ A tels que avVvc V., B est
isomorphe & EndA(V)a I1 est clair que B contient Z(A) puisque, comme nous
l'avons remarqué, 2Z(A) est isomorphe & un sous-anneau de A, Remarquons de
plus que si a # 0, a ¢ 7(aA), 1ltannulateur & droite de a dans S est nul et
que, en conséquence av % 0. Donc l'image d'un. élément non nul de Z(M) est un

élément non nul de va(A)o

Réciprogue du lemme de densité ¢ Tout sous—anneau dense de llanneau des

endomorphismes d'un espace vectoriel est un anneau primitif,

Démonstration du théoreme 3.1, ¢ A vérifie une identité de polyndme

P=3yxa X ... . Nous allons commencer par montrer que A est un anneau

X
o o(1) old)
simple, donc de la forme Mn(A>° Sinon pour tout entier m,; il existe un homo=

morphisme d'un sous—anneau B de A, contenant: Z(A)9 sur ‘Mn(A)o P s'annule
identiquement sur B, Nous avons remarqué que tout élément non nul de Z(A) a
une image non nulle dans Mm(A)o I1 est clair alors que Mm(A) vérifie une

identité non triviale de degré _d, ceci gquel que soit m, Or ceci n'est pas

possible, en vertu du lemme suivant,
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Lemme 3.2, : L'anneau Mm(A)g ol A est un corps, ne peut vérifier

aucune identité polynomiale non triviale de degré < 2m,

Rappelons que le centre de Mm(A) est de la forme Z(a).I, ou I est

la matrice uwnité.

Supposonsg alors que A vérifie une identité multilindaire et homogéne de
degré d, d < 2n, cas auquel nous pouvons toujours nous ramener, En changeant
éventuellement la numérotation des variables, nous pouvons supposer que le poly-

néme de l%identité s'écrit sous la forme :
Q(X1,O.O,Xd) = b1X1X2°°°Xd+ooo, avec b1 # 0.

Appelons eij la matrice dont tous les éléments sont nuls, excepté celui de la

i® ligne, je colonne gui est égal & 1, Considérons alors les matrices e11,

, €, si d = 2k+1., Ceci est possible

© 0o i d= k
e12, e22 23 R ekk+1 si 2k, e

k+1k+1

car d ¢ 2m, En écrivant que Q(e11,e ) = 0, on est amené & écrire que

129000
b1e11e12 eeo = 0, tous les autres termes étant nécessairement nuls, Or on voit

que # 0 et comme l'on a b1 £ 0, b, € 2(a).I, il est clair que le

©11%12 °°° 1

terme b1e11e12 «0o ne peut étre nul : on arrive ainsi & une contradiction,

Nous allons maintenant montrer que la dimension de A sur son centre est
finie, A est identifié & un anneau simple de la formewM'n(A)° Considérons alors
un sous—corps commutatif maximal K de A, (n sait que KD Z(A>o En: considérant

que A est contenu dans A (on identifie A & A.I) on voit trés facilement que

ltanneau A @ K . vérifie la méme identité multilindaire et homogéne que A,
z{a)
D'autre part un résultat classique dans la théorie des algtbres simples et cen-

trales nous permet d'affirmer que A Q@ K est un anneau primitif, plus précisémeént
un sous-—anneau dense de EndK(A)o Alors un raisonnement anzlogue au précédent
montre que A Q K est un anneau simple, de la forme MP(K)Q avec p = [AgK]9 Il

gst facile de voir que A ® K, c'est-a-dire Mn(A) ®@ K, est isomorphe a
z(a)
Mh(A(g K). Ceci nous permet d'écrire que : AQK = an(K)o Si lfon pose r = np

onaz: [4 @ KiK]= [A;Z(A)] =r2o A®K vérifiant une identité polynomiale
z(a)
multilinéaire et homogene de degré d, & savoir la méme identité que A, nous

savons que 2r  d, On a donc 1l'inégalité - 2 < [%]20 L& seconde partie du

théorsme-est bien démontrée,
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CENTRE DES ANNEAUX A IDENTITE POLYNOMIALE IIT et IV
par A. PAGE

N.B. : La terminologie est celle de l'exposé n® 5 de Monsieur DJABALI,
Soit A un anneau de centre Z ; un polynome P(Xd,o.a,Xn) & coefficients

dens 7 & indéterminées non commutatives est dit central pour A si

Vxo,oonx €4, P(X1,...,xn)_€ Z

3 8y, €A, P(a1,.e°,an) # 0

Exemple : Soit A = M2<R) ou R est un anneau commutatif ; le polyndme

2
<X1 X2 - X2 X1) est central pour A .

Soient K un corps et, n un entier, n ) 1 . On construit un homomorphisme
de 1l'anneau K[§1,..,,§n+1] des polynlmes & n+1 indéterminées commutatives, dans

ltanneau X[X , Yi"'°’Yn] des polyndmes & n#! indéterminées non commutatives en
« Un 41
posant pour f(§1,..o,g ) = 511"‘§n+1 :

n+1

OC,] 04
.,.,Yn) =X Y ... X Y X

,]’

Dans tout ce qui suit nous considérerons le polyndme

2
elepnntyy) = 0 el gy) 0 (g
1<i<n+1 1<1¢g<n+1

et nous poserons

n
G(X,Y ,..O,Yn) =z pg(X,Yi,.,.,Yn,Y

R
1 - 1

1’ i-

THEOREME 1. Quel que s0it le corps commutatif K, le polyndme

a(x, ¥

1,..G,Yn) est central pour Mn(K).
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Remarques préliminaires :

(1) soient yyenera o € K tels que a; = a'j pour un couple (i,J)
avec 1 7‘4 S \/.:w]) 7{ ('lsn'!”ll)e Alors
ela,..coa ) =0
. 2
{(2) soient 8 5eara € K; ona g(a1,,~o,an9a ) = I (ai-a.) , et
1¢i<jgn
si £ o) dor o ‘e / = ceo .
8L o £ S* n a nc b\a6<1)9 ,aG(n)’aG(U) 8(31, ’an>
%4 T4
Soit f(glga.,ggn) = 51 o.ggn+1 ., Evaluons pf(xgy1,...,yn) lorsque x
n
+ +13 1 + > = =
est la matrice diagonale .2 xi eii et lorsque y1 ei K ,o..yyn ei K
1=1 11 ' nn
« o«
1 n .. n+1
PelXod ooy ) = Ay ey N ey g ey = TG Ay g Jey g ey

1 n .n 11 nn 1 n n 17 nn

et par linéarité cette relation est vraie pour tout f(g1,...,gn) € K[g1,e.a9§n] .

g.onyyn):g(}\,i ,.o.,}\,i ,}\,k)ei. PR <

Cn a donc p (X9y1
8 1 n n 11 nn

la remargue (1) montre que

ey soeony oA ) A0 = i =k, (03 ) €8
1 n n
i T . = :‘ = ?
et 1'on a d'autre part e, . ...e. . # 0 => ko =i,k =1 D'ou
11 nn
{ < — ( . - — 5 -
pg\xgxiycu_,yn) FO0=> (i,..,1)€8 , k =i,k =1,k =i,
De méune
pg(x,yi,ooosyn,yq,».eyyi_1) 0= (4,000 )8 , =iy k =i,k =i,
De sorte que ou bien G(X,yq,...,yn) =0, ou bien si (i1’°"in)€ Sn .
k1 = 129 91';_1‘16“1 = ln 5 kn = 11
I e 1O WA RN WD Y-SR -1 & WA U WS U 1T S
v, sy o= gl
| n i, i L i, T P S P
. 't .. — . Y
vt el oAy seeony aAg Jep o, s0it Gy, .y ) = A I (remarque (2]
n 1 n-1 n non
Comme &G est linéaire en y1,n.n,yn cecl montre que pour x diagonale, et y1,.,.9yn

quelcongues dang Mh(K) , on a

G(X9y19...,yn) € 2 ol Z est le centre de Mn(K) .
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Le résultat subsiste manifestement si x est diagonalisable.

En particulier solit K un corps et Q = K(nij) le corps des fractions rationnelles

N

n indéterminées commutatives., On sait que la matrice x = (nij) est diagonalisa-

a
ble dans Mh(Q) . Onadone Vy , ¥y, € Mn{Q)

v &(x,y pevn¥,)

1 G(x,y1,o.e,y )y .

n

v fixés G(x,y

Pour v, ,v..,... .o
u1$a,2? m.‘n‘ ,1?

,yn) est un polyndme Q(nij) . Et 1'on a pour

H

a = /‘aj—ﬂ} € MB<K) 9 G<39y19°-°9yn)

80Y s enns¥, £ Mn(K) , G(a9y1,

3 Q(aﬁj) . Ceci montre que, pour

conay ) €2
Il reste a montrer que Mn(K) ne vérifie pas l'identité polynomiale

G(Xng,oo.gYn) = 0 , La démonstration précédente prouve que si x € Mn(K) est une
matrice admettant n valeurs propres distinctes dans une extension K' de K, on a
G(Xﬁeq1,og.,enn) # 0O, 8 K est un corps infini, le probléme est donc résolu. Si

‘ o n . ‘
K=7p, on sait que F(p ) est une extension de degré n de F(p) dont le polyndme
minimal P(X) a ses n racines distinctes. Si x est une matrice dont le polyndme
minimal est P(x) , on a G(X, e, ,,...,e._) # O.

11 nn

Nous allons maintenant étendre le théoreme | aux algdbres simples et centrales de

. L 2 .
dimension n sur leur centre,

LEMME 2. Soit A une algébre de dimension finie m sur un corps commuta-

tif infini K, si A vérifie 1'identité polynomiale p(X ...XS) = 0 il en est de

1’
méme pour A®L ou L est une extension de K .

K
Considérorns  XKlg. | . et posons dans A QK e, .
;‘.Elc]]'lél\gm p % [le]
1€dgs
m m
X1 2_%21 0 @)giq s Xj = iE] u X)Qig ... O (u19...,um) désigne une
base de A sur X ., On a
m
{ Y = ({
P\Xi,og.,XD, zou @)Pk\giJ)
k=1
m
Pas spéecialisation si XJ = i§1 U (X)ai?j € A(% L



. . _ _ ' s
Mais si les aij sont dans K , on a P(X1,,..9XS) z Uy Pk(aij) 0, d'ou

Pk(aig) =0, s0it =>P =0.

COROLLAIRE 3. Le polyndume G(X,Y1,...,Xn) est central pour toute alge-

. . . .. 2
bre simple et centrale A de dimension finie n sur son centre KX .,

1 - K est fini

M

1l

MP(D) D:K<o Dfini => D commutatif => D = Z(A) => D = K =>
Mn(K)e

I

2 -— K infini. Soit L wun sous corps commutatif maximal de D .

=, (
k D%L MkL)

A:MP(D) D:L=1L:K

M(D)@L=M(K)Q®D®L=M(K@MW(L) =M,(K &N (K QL
F K F K K P K K F K k X
= Mh (L) avec pk=n
G(X, Y1,...,In) est central pour Ma(L) donc pour 4 , et si G(X,Y1,...,Yh)'= 0
sur A ona G(X,Y,...,Y,) =0 sur L d'aprés le lemme 2 .

1

THEOREME 4. Soit A un anneau semi-primitif & identité polynomiale homo-

morphigue et soit I wun idéal bilatére non nul de A . Alors I contient

un é1lément central # O .

Soit § 1'ensemble des idéaux primitifs de A ne contenant pas I ;
I#0=> $#4¢ . Lanneau B =24 oy est produit sous direct des anneaux
/N (B, Pe ) S

As, ou P ® . Pour tout P ¢ P , ona dim A/P € [%] oli d est le degré

de 1'identité polynomiale satisfaite par A . Soit n2= sup(dim A/ ; PedP) ; ona
n2 = dim A/é , Qe . Le polynbme G(X,Yq,...,Yh) est central pour A/Q , et
prend ses valeurs dans le centre de A/P quel que soit P € 33; il prend donc ses
valeurs dans le centre de B . Soit s 1la projection canonique de B sur A/Q ,
comme I ¢1Q l'image I de I dans B est telle que S(E) s0it un idéal bila-

tére non nul de l'anneau quasi simple A/Q (théoreme de Kaplansky), par suite

- A
s{I) = /é .. 8idone £, my ... € A/é sont tels que G(g,n1,...,nn) #0
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on peut trouver X, ¥ see.sy, €1 tels que s(x) = ¢, 5(51) = n1,...,s(§n) =m,-

i

On & s[GGy seee,y ] = Glesmseen ) # 0 dlot GlLYh ..y ) = G,y ..y 0 0.

17"
b = G(x,y1ya.o,yp> est un élément # O de I , et pour tout a € A on a
b~ ba € n{P, P¢ P) . Comme on a d'autre part ab - ba € I et NP,P ¢9) N I=0 ,

b est un ¢lément central.

COROLLAIRE 5 . Soit A un anneau semi-premier vérifiant une identité

multilinéairs, homogéne, homomorphigue, et soit I wun idéal bilatdre

non nul de A , Alors I contient un élément central # 0O .

A est prodult sous-direct des anneaux A/P ou P est un idéal premier. Pour tout
P, A/P vérifie la condition de chaine ascendante sur les annulateurs & gauche
d'éléments et par suite A/P ne contient pas de nilidéal # O . Il en est donc
de méme pour A , et l'anneau de polyndmes A[t] est donc semi-primitif. A[t]
vérifie la méme identité polynomiale que A , et 1l'on peut donc lui appliquer le
théordme 4 : I[t] contient un élément central p(t) # 0, les coefficients de

p(t) sont centraux, non tous nuls, et appartiennent & I .

COROLLAIRE 6. Un snneau A semi-—primitif 3 identité polynomiale dont

le centre est un corps, est un anneau simple,

Ies identités polynomiales satisfaites par A sont nécessairement homomorphiques

et dlaprés le shéordme 4 A est quasi-simple donc simple (théoréme de Kaplansky).

THEOREME 7 (Posner)o Soit A’ un anneau premier & identité polynomiale

~

de degré d , de centre Z , et soit Z le corps des fractions de Z

Alors le localisé A de A par rapport aux élements non nuls de  Z est

»

. , . d~2 v '
un anneau simple de dimension ( [Eﬂ sur son centre Z , et c'est llanneau

total de fractions de A .

» A

Cn vérifie sans peine que A est un anneau premier dont le centre est Z . On peut’
toujours supposer que A vérifie une identité polynomiale multilinéaire homogéne
de degré d , une telle identité q(x1,,.e,xd) = 0 passe 3 A et d’aprés le corol-

laire 6 , K est un anneau simple, qui d'sprés le théordme de Kaplansky est de

2
. . d- ®
dimension ¢ [Z] sur Z ,
Remarque : Si A est un anneau semi-premier de Goldie & identité polyno-
miale, on psut montrer que l'anneau total de fractions de A est le localisé de A

par rapport aux non diviseurs de zéro du centre de A .
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ANNEAUX SEMI-PREMIERS A IDENTITE POLYNOMIALE

par A, PAGE

N.B. : Ia terminologie est celul de 1'exposé n® 5 de Monsieur DJABALT

IEMME 1. Soit A un anneau semi-premier, il y a éguivalence entre

les assertions suivantes,

(1) A vérifie une I.P, standard

(ii) A vérifie une I.P. homomorphique

(iii) A vérifie une I,P, fiddle

(1) => (ii) => (iii) évident.

(iii) => (1) Soit @ 1'idéal engendrée par les coefficients d'une identité
fidele de degré d satisfaite par A
Posons I1 =N (p ; P premier, PZ¢ Q)

12 =n (p ; P premier, PO Q)

ona IN 12 =0 , d'ou 11.12 =0 , soit I1°Q =0 . On en déduit I1 =0
e

5, A est produit sous direct des (A/P)
PFQ

Pour tout idéal premier P , PI¢ Q ., A/P est un anneau premier
vérifiant une identité polynomiale de degré d . Son anneau de fractions est
donc un anneau vérifiant 1'identité standard de degré d (Th. de Kaplansky,

de Posner) d'olu le résultat.

Dans la suite on entendra par anneau semi-premier & I,P, un anneau

semi-premier vérifiant une identité standard,

PROPOSITION 2. Scoit A wun anneau semi-premier & T.P. ; alors

les idéaux singuliers 3 droite et & gauche de A sont nuls,
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Soit par exemple I 1'idéal singulier & gauche de A , Si T # o ,
I contient un élément central a £ 0 . On a (ra n z(a)2 =0 4o Aan #a)

ce qui est absurde,

THEOREME 3. Soit A un anneau semi-premier & I.P. tout idéal 3

gauche (respo 3 droite) essentiel est extension essentielle d'une

scmme directe ® Aa., ou les ai sont centraux,
i€T

Soit J un idéal i gauche essentiel.

IEMME. J contient un élément central % o .

Considérons le sous-—anneau B de A engendré par J et 1 .
B vérifie la méme identité standard que A et J est un idéal bilatére de
B . Montrons que B est semi-premier : Scit I un idéal de” B tel que

2 Ay o z A\ )
=0 ,0na JIcI diou (JI)2 =0 , et comme JI est un idéal & gauche

it

de A ceci entraine JI =0 , soit d'aprés la proposition 2 I =0 .
Ceci montre (théordme de Rowen) que J contient un élément a £ 0 central
dans B , Montrons que a est central dans A

Segit x €A, Je J. (xa - ax)j = xJja - xja car a commute & 3

et xji . Onadonc (xa .ax)J=0 dtoh J(xa . ax) =0 Soit xa = ax .

Si maintenant on considére une somme directe maximale ® Aa,
i€I
dtidéaux engendrés par des €léments centraux a; incluse dans J elle
est essentielle dans J : Soit 3 =@ Aa, et soit S 1'extension essentielle
i€l
maximale de S (oma § = g(x(s))) . Si 1'on suppose S # A , 1'idéal
JnN 5(8%/= est essentiel dans A/; , et le lemme précédent montre qu'il
S

]
existe a € JN z(s) s & ﬁ g , tel que ¥x € A ax — xa €8

ax e Xa € Sn z(S) =>ax - xa =0 , a est donc un élément:central non nul
de J et comme la somme ( C)Aa,> + Aa  est directe, on aboutit & une

. i€l
contradiction.

~

IEMME 4, Soit A un anneau semi-premier 3 I.P, , A 1l'enveloppe

injechive de A ., Ona A <A
8 — 4a

=0

9
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~

Soit x € A, d'apreés le théoréme 3, il existe a central dans A

tel que ax = xa soit un élément non nul de A .

PROPOSITION 5., Un anneau régulier auto-injectif 3 gauche & I P

B 3 B est auto-injectif & droite.

A

Soit B 1'enveloppe injective de B

0 a4 ° on a (lemme 4) BS < B

COROLIAIRE 6. Soit A un anneau semi-~premier 3 I P , A a méme

N

enveloppe injective & gauche et & droite.

~ ~

Soit A 1l'enveloppe injective de As s A est auto-injectif 3

droite (Prop. 5) et 1l'on a Ad <A (lemme 4), d'ou le résultat,

PROPOSITION 7., Soit A un anneau semi-premier 3 I P , l'enveloppe

injective A de A vérifie les mémes identités polynomiales homogenes

que A .

Seit q(X19°,¢,XS) = 0 une identité polynomiale homogene de degré 4’

satisfaite par A , Considérons y socos¥y € A et un idéal i gauche essentiel

1
J de A tel que ¥i=1,...,8 Jy, soit un idéal £ 0 de A . Si a est

un élément central non nul de J on a :
glay ay ) = 0=a" g(y y.)
1?000? s 1’eoo’s °

4ol [Aaoq(yigoocgys)]d =0 , soit aeq(y1goae,ys) =0 ., On déduit du théoreme
3, qQue Joq<y1;o.a;ys> -~ 0 et comme A est a A-sous-module singulier nul

q(ngo“gys) =0 .

PROPOSITION 8, Soit A un anneau semi-premier & I P d'enveloppe

A~ S

injective A ., Le centre C de A est l'enveloppe injective du

centre Z de A

I1 suffit de montrer que Z est essentiel dans C ., Soit x € C ,

x #0 , il existe 2 €2 , ax £0 ax € A , On a évidemment ax € Z , d'ou
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	Exposé n° 1 - H. ACHKAR : Nouveaux résultats sur les anneaux arithmétiques.
	BIBLIOGRAPHIE

	Exposé n° 2 - G. CAUCHON : Les T-anneaux et la condition de Gabriel.
	BIBLIOGRAPHIE

	Exposé n° 3 - L. LESIEUR : Idéaux premiers ... dans un anneau noethérien à gauche : condition de Ore pour ...
	BIBLIOGRAPHIE

	Exposé n°s 4 et 5 - M. DJABALI A. PAGE : Anneaux à identité polynomiale I, II, III.
	BIBLIOGRAPHIE

	Exposé n°s 6 et 7 - Mme A. PAGE : Anneaux à identité polynomiale IV.
	BIBLIOGRAPHIE

	Anneaux semi-premiers à identité polynomiale par A. PAGE
	BIBLIOGRAPHIE


