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O. INTRODUCTION ET RESULTATS. 

Un résultat typique de ce travail est le suivant : 

Théorème 0.1. Soit E un sous-espace réflexif de L 1 (0, a, P) ( (0, o, P) étant 

un espace de probabilité}. Si E contient un sous-espace isomorphe à ,eP , alors, 

pour chaque € > O, E contient un sous-espace (1 + €) - isomorphe à ,eP • 

En fait, la motivation de ce travail est l'étude de la conjecture (C) : 

tout sous-espace de dimension infinie de L 
1 

( O , a , P) contient un sous-espace 

isomorphe à 1,P pour un p E [1, 2] . Seul le cas d'un sous-espace réflexif est 

à considérer, d'après [ 6 J . L'étude de cette conjecture ( iE-) nous a amené à un 

résultat plus fort que le théorème O. 1 . Avant de 11 énoncer, donnons la 

Définition : Soient (Xn)n EN une suite de variables aléatoires intégrables sur 

l'espace de probabilité (0, o, P) , et /3 une sous-cr-algèbPe de a. On dira que 

(➔!-) Dans [7]? il est annoncé, de façon incorPecte, la démonstration de (C) ; en 

fait il est seulement démontré que (C) ~ (C ') (voir plus loin l'énoncé de la con

jecture (C 1 ) ) • 
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(X ) c_ N est finalement B-mesurable s I il existe une suite (Y ) E N de variables 
n n <.: n n 

dans L 1 (0, a, P) dont la cr-algèbre de queue soit contenue dans 13 et telle 

que l!X - Y 111 ➔ 0 quand n ➔ oo • n n 

Rappelons que, si (Y n) n E N est une suite de variables aléatoires, et 

/3 n la o--algèbre engendrée par les Y k (k ~n), alors, par définition, la o-algèbre 

de queue de la suite (Y ) E N est /3 = n /3 • 
nn oo nEN n 

Le résultat essentiel de ce travail s I énonce ainsi : 

Théorème O. 2 . ( théorème principal) . Soient E un sous-espace réflexif de 

1 L ( 0, a , P) /3 une sous-cr-algèbre de a , et p un réel ( 1 < p ::; 2). Alors les 

quatre conditions suivantes sont équivalentes : 

1) pour chaque E > 0 , E contient un sous-espace (1 + ~') - isomorphe à ,eP dont 

la base est finalement B-mesurable. 

2) il existe une ultrapuissance de E qui contient un sous-espace isomorphe à ,e,P dont 

la base est finalement 8-mesurable. 

3) il existe une ultrapuissance de E qui contient un sous-espace isomorphe à 1,P dont 

la base est une suite de variables aléatoires échangeables et symétriques, dont 

la cr-algèbre de queue est contenue dans 13 • 

4) il existe une ultrapuissance de E qui contient une variable aléatoire Z /= 0 avec 

Z = UV, U étant B-mesurable 1 V indépendante de sl et p-stable. 

On voit que le théorème O. 1 . se déduit du théorème principal en faisant 

13 = a et en ne considérant que 11 équivalence 1 <=> 2 . 

De plus, si on ne précise pas la valeur de p, on peut, dans la condition 4 

· supprimer 11 hypothèse que V est p-stable. Autrement dit, on a le 



- .3 -

Théorème O. 3. Soient E un sous-espace réflexif de L 
1 

( O , t;J , P), /3 une 

sous-a-algèbre de (1 • Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) il existe p, 1 < p::;;; 2 tel que E contienne un espace isomorphe à iP·dont la base 

est finalement 8-mesurable. 

b) il existe une ultrapuissance de E qui contient une variable aléatoire UV/: 0, 

U étant B-mesurable, V symétrique et indépendante de a 

Nous montrons également que la conjecture (C 1) suivante, apparemment plus 

faible que (C), équivaut en fait à (C) : 

(C ') : Tout sous-espace de L 1 (0, Cl, P) engendré par une suite de variables 

aléatoires non nulle, échangeable et symétrique contient un sous-espace isomorphe 

à t P pour un p E [ 1 , 2 J 

(Une suite (X ) E N de variables aléatoires est ditè échangeable et symén n 

trique, si, pour chaque n E N, la loi du n-uplet (X , x1, .•• , X ) est invariante o n 
par une permutation quelconque des variables, et aussi par le changement de 11 un 

des X. en - X.). 
1 1 

Dans la partie I, on définit les ultrapuissances. d I espaces de probabilités, et 

on étudie leurs propriétés. 

La partie II établit un critère permettant de 11redescendre 11 un espace ..eP 

convenable d'une ultrapuissance à l'espace initial. On montre ainsi, dans cette 

partie, l I implication 4 => 1 du théorème principal . Ce critère est légèrement 

amélioré dans la partie V. 

Dans la partie ID on donne une technique qui, à partir d'un sous-espace 

de L 1 (0, a, P) isomorphe à ..eP., permet de construire des variables p-stables 
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dans une ultrapuissance convenable (voir aussi [3 ]) . La partie IV permet ensuite 

de retrouver 11 hypothèse du critère établi en II, c 1 est-à-dire de prouver 11 implica

tion 3 ~ 4 du théorème principal. 

Enfin la partie V est essentiellement la récapitulation des différents résul

tats afin d 1 établir le théorème principal. le théorème O. 3. et le fait que 

(C) <:} (Cl) . 



I. PRELIMINAIRES: ULTRAPRODUITS D'ESPACES DE PROBABILITE. 

Pour les définitions et notations sur les ultra produits d I espaces de 

Banach, on se réfère à [ 2] ~ 

Soient ( O . , B., P.). E 
1 

une famille d I espaces de probabilité, Jt un 
l l 11 

ultrafiltre sur I, A l'ultraproduit Il L1 (0., B., P.) qui est un espace L 1 • 
iEI l l l 

L •ensemble B des éléments de A de la forme (1A) avec A. E B. est . ·r.r l l l 1 \'::: 
une cr-algèbre munie d 1une probabilité P (on pose 

P [ (1A) ] = lim P. (A.)= 11(1A) Il ). Le sous espace fermé de A 
. ·t:1 ft l 1 ··E1 l 1,;;,; 11 

engendré par /3 est de la forme L 1 (0, 13, P) .. L •espace de probabilité 

(0, B, P) est appelé ultraproduit de la famille (O., B., P.). E 1 suivant 
1 1 11 

l 'ultraproduit J) ; on notera /3 == II 13./ J) ou (13, P) = TI (8., P.)/ 1) • 
i~I l iEI l l 

(131 , P 1 ) , (8
2

, P 2) étant deux cr-algèbres d'espaces de probabilité, on notera 

(8
1 

, P 1) c (8
2

, P 
2

) pour indiquer que 8
1 

c 8
2 

et que P 
2 

est un prolongement 

de P1• 

Dans [2] on a vu que l'on a A =L 1 (0, 8, P) $ A' où A' est l'en

semble des éléments de A étrangers à L 1 (0, 8, P) , c'est-à-dire étrangers 

à 1 0 (1 0 = <1ci) . ) 0 

1 1 E I 

Toute famille (f.). E 1 où f. EL 1 (O., 8., P.) telle que jf. l $M pour 
11 l l 1 1 1 

tout i 6 I définit un élément de L 1 (0, 8, P) : en effet, si f = (fi)i E 1 on a 

1~ 1. ::5 M .. 10 , et, en fait, f E L 
00 

(0, 8, P). Inversement pour tout 

f E L
00 

(0, 8, P), il existe une famille (f.). E I , f. E L
00 

(O., 8., P.) , 
11 1 1 1 1 

1lfill00 ::5 llfll00 , telle que f = (fi\ E 1 (car si f = (gi\ E I' comme 

f = (-llfllJ U (f n l\fl!00 ) on a f=(fi\ E 1 , avec\ = - 1lfl1
00 

u (gi n l!fllJ ). 



Proposition L, 1 o Soient f, g EL 
1 

(0, B, P) , f = (fi\ E I , g = (gi)i E I , 

avec lg. \ s M • Alors fg = (f. g.). E I • 
1 1 1 1 

00 
Notons que g EL (0, Bi, P) , llgll

00 
s M o On peut supposer g =2: O. 

Supposons d 1abord f = 1A = (1A) , (A E B ). On a alors 
iiEI 

(g. o 1 A ) s g et s M o 1 Â. , donc (g. o 1 A ) s g • 1 A. ; de même 
1 iiGI 1 iiEI 

(g. 0 1 /\c) s g • 1Ac o Or (g . ., 1A) + (g ... 1A c ) = (g.). E I = g • 
1 ni i E I 1 i i E I 1 i i E I 1 1 

· 

Donc (g .• 1A) = g • 1A .. 
1 

i i € I 

Le résultat est ainsi obtenu lorsque f est une fonction étagée. Dans le 

cas général, soit fn = (in) i E 1 une suite de fonctions /3 -étagées qui tend vers 

1 . i 
f dans L (0, 13, P) .. Alors fn., g = (f ., g.). E I ., Or, pour n assez grand n l l · 

on a llfn - fll1 s ( donc, d'une part llfn.g - fgll1 s ME: , d 1autre part 

{i E I ; 11! - f.l!1 s 2 E } E 1)- ; comme !g. l s M, {i E I ; llf1 g. - f.- g.!11 n l l .nl 11 

s 2 M €} E 1)-. Il en résulte que ll(f. g.). E I - (l g.). E 1111 s 2 ME , et donc 
1 11. n 11 

ll(f . ., g.). E 
1

- f gll1 s2 ME.' o Donc ll(f. g.). c 1 -f gil1 s3 M €. ct•où le 
1 11 Il llls;; 

résultat puisque € est un nombre> 0 arbitraire. 

Proposition L2. Soient f, g EL 1 (0, 13, P) avec fg EL 
1 (0, B, P) et 

(fi\ E I une famille représentant f • Il existe une famille (gi\ E I 

(g. E L 1 (0, /3., P.) ) représentant g, telle que f. g. EL (0., B., P.) pour 
1 l 1 1 1 1 l_ 1 

tout i E I et fg = (_f. g.). c I • 
1 1 l -:: 
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1 donc g. E L (0 . , 13. , P.) • D 1 après la proposition précédente, on a, pour n > 0 : 
l l l 1 

f • {g n n) = (f. ., {h. n n) ). E I " D'autre part, pour n assez grand on a 
1 1 1 

!If .. g - f ., (g n n)l!1 s; E: et l!g - g n nl!1 s; E: et par suite : 

J <P.• 
On a llg. - h.!l.1 = l-f1 

- h. l dP. 
1 l { If. \ > 1 } i l 1 

1 

Mais, pour un ensemble de i E I qui est dans 1f , on a 

S lep. - f .• (h. n n) dP. :52 E: et J lh. - h. n ni dP. :52 E 
O. 1 l 1 1 Q. 1 1 1. 

l l 

I S 
<P.· 

donc lep. - f. ., (h. n n) l dP. s 2 E d'où . 1 f.1 
- h

1
• nnlctP

1
.S2E: 

{!f.1>1} 1 1 l 1 {\f.1>1} 1 
1 1 

S 
<P.• 

et donc l -f 
1 

- h. 1 dP. s; 4 E • 
{ jf. ! > 1 } i 1 1 

1 

Donc {i E I ; llg. - h.111 s; 4 E } E JJ o Comme E > o est arbitraire, on 
1 1 

voit que (g.). c T = (h.). E I = g • 
1 1 ~ l 1 

Soient Ai = { 1 fi 1 :5 1 } E Bi et A = (Ai) i E I E 13 o On a 

f. g. :::: f. h .• 1A + <P.· 1 .. 
1 1 1 1 . 1 Ac 

1 i 

Comme IL 1A 1 :51 et que (f. 1A) = f ., 1A , on a (f
1
. h

1
. 1A.) = f g 1A 

l i 1 iiEI 1 

(proposition précédente) ; de plus (<P, 1 ) = f g 1 .. D I où 
1 A~ i E I Ac 

(fi gèi E I = fg • 1 A + fg • 1 Ac = fg • 
1 

C O Q. F. D. 
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Proposition I.3. Soient f1 = (f1 i) i E 1 , o "° , fk = (f
1
/\ E 

1 
des éléments de 

1 
L (0, B, P) , avec (B, P) = TI (B. , P.) / JJ o Soient 1r , TT. les distribu-

i E I 1 1 1 

tions (probabilités sur R") respectives des k-uplets de variables aléatoires 

(f1, • o., fk) , (f1 i , ., o.,, fk i) ., Alors 1T = lim 'IT. (convergence étroite des _______ ...,... __________ J} _1 _________ _ 

probabilités sur Rk) • 

Soit :T le JR-espace vectoriel réticulé de fonctions réelles sur Rk 

engendré par les fonctions 1 , x1 , ••• , xk ; si r (x1 , ., " • , xk) E :T , on a 

r (f1 , ., o. , fk) = (T (ï, i , .., ., , f/) )i E 1 puisque l'ultraproduit est compatible 

avec les opérations de treillis et d I espace vectoriel, et que 1 
0 

= (1
0 

) ) • 
i i E I 

Il en résulte que 

"0" (1) 

Or le sous-espace :Tb de :T constitué des fonctions de :T bornées sur 
k k /~pku{oo} .. , 

lR est un sous-espace dense de C.. (R u { oo}). etant Je compachfle d 'Alexandroff 

de Rk) ; en effet c'est un sous-espace réticulé de e, (Rk u { 00 }) qui sépare les 

points : l'égalité (1) montre donc alors que 1T = lim 'IT. • 
.& 1 

Lorsque la famille ( n . , /3. , P.). c I est constituée d I un seul espace de 
1 1 11 ,;;: 

probabilité (0 , B , P ) , 11 ultraproduit de cette famille suivant 11 ultrafiltre J} 
0 0 0 

sur I est appelé ultrapuissance de l'espace de probabilité (O. , B , P ) suivant 
0 0 0 

l'ultrafiltre I. On note (!3, P) = (B
0

, P 
0

) 
1/J . Notons qu'on a un plongement 

canonique de la cr -algèbre (B , P ) dans (B, P) : s:i A E /3 on lui fait corres-
o O 0 

pondre la famille (A.). E 1 avec A. = A pour tout i E I. On considèrêra donc 
11 1 0 

dans la suite que 13
0 

est une sous-cr-algèbre de B = B
0 

1/ JJ • 

Proposition L 4., : Soit (fi)i E 1 une famille équi-intégrable de L 
1 

(0 
0

, !3
0

, P 
0

). 

Alors 11êlément f de L 1 (0 , /3 , P ) 1/ J) représenté par cette famille est dans 
0 0 0 
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La famille {\\ E 
1 

étant équi-intégrable, pour tout E > o, il existe 

N > 0 tel que J ~. j dP s E , autrement dit llf. - f.Nll1 :5 E , où 
{\f.j>N} 1 o 1 1 

1 

\N = fi ., 1 { jf. j :5 N} " Soit ~ = (fiN\ E I ., Comme \fiN \ s N pour tout i E I, 

N 1 1 N N N f E L (0, B, P) • Comme !lfi - fi 111 s E , on a llf - f Il s € • Donc f ➔ f 

dans L 1 (0 , /3 , P ) 1/ JJ , et par suite f EL l (0, 13, P)o 
0 0 0 

Proposition Io5. Si Fest un sous-espace réflexif de L 
1 

(0 
0

, 13
0

, P 
0

) alors 

F 1/JJ c L1 (0, B, P), où(l3, P)=(/3, P ) 1/JJ" DeplusF
1/JJ estunsous

o 0 

espace réflexif de L 1 (0, /3, P). 

Rappelons qu'un sous-espace fermé d tun espace L 
1 

est réflexif si et seule

ment si sa boule unité est équi-intégrable. Le fait que F 1/ JJ c L 
1 (0, 13, P) 

résulte donc immédiatement de la proposition I.4" 

Il reste à montrer que la boule unité de F 1/ JJ est équi-intégrable., Celle 

de F 11 étant, pour tout E > 0 il existe rJ > 0 tel que J l<P \ dP s E pour tout 
A o 

A E B
0 

; P
O 

(A) sr, et toute <P E F , l!<Pll s 1 • 

Soient alors f = (<Pi)i E 1 E F 
1
/ JJ , l!fll s 1 (donc ll<Pll s 1 (donc ll<PII s 1 

pour tout i E I) et A= (A.). E 
1 

E 13, P (A) s rJ (donc P (A.):::; r, pour tout i E I 
l l O l 

pour un choix convenable de la famille (Ai)i E 1 représentant A). On a 

1 f I dP = Il f .. 1AII = lim ll<P• o 1A Il = lim J l<P-1 dP s r, 
Jj 1 i Jj A. l 0 

1 

ProRosition I. 5. 1 . Soient (fi\ E 1 une famille indépendante. équi-intégrable de 

variables aléatoires de L 1 (0 
0

, 13
0

, P
O 

et JJ un ultrafiltre non trivial sur I. 

Dans L 
1 

[ .(/3
0

, P ) 1/.&] on définit f,:: {f.). E I . Alors f est indépendante de B • 
0 11 0 
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Supposons d'abord les f. uniformément bornés, llf.il $ K , et soit 
1 1 oo 

g E L
00 

(0
0

, /3
0

, P 
0

). Posons h = Ea g , a étant la cr-algèbre engendrée par les 

(f)i E 1 • Pour E > 0 fixé, il existe h' intégrable, a-mesurable et ne dépendant 

que d'un nombre fini des fi' telle que llh - h' 111 $ E • Donc, sauf pour un nombre 

fini de i, h' est indépendante de f. , d I où, pour ces i : E (f. h 1) = E (f.) E (h 1) • 
1 1 1 

Or IE (f. h) - E (f. h') 1 :5 llf.11 llh- h 1!11 $ K E : 
1 1 l 00 

\E (f.) E (h ') - E (f.) E (h) 1 $ 1 E (f.) \ llh - h '111 < K E • Par suite, sauf pour 
1 l 1 

un nombre fini dei, on a I E (f. h) - E (f.) E (h) I $ 2 K E , donc 
l l 

\ E (f. g) - E (f.) E (g) 1 $ 2 K E (par définition de h, E (f. h) = E (f. g) , et 
l 1 1 1 

E (h) = E (g) ) . 

Comme E (fg) = lim E (f. g) , on a donc I E (fg) - E (f) E (g) 1 $ 2 K E , 
1J l 

donc E (fg) = E (f) E (g) puisque E est arbitraire. 

N 
Dans le cas général, on pose fi . = fi 1 { \t. l $ N} (N réel~ 0) et 

1 

fN = (f. N). E 
1 

; d'après ce qu'on vient de voir, tN est indépendante de /3 • 
1 1 · 0 

Or, pour N assez grand, llf.N - f.11
1 

$ E (uniformément en i, par équi-intégrabi-
1 1 

lité), d 1où llfN - fll1 $ E et fN ➔ f dans L 1 • Cela montre que f aussi est indé-

pendante de B : car, si g E L
00 

(0 , B , P ), E (fN g) ➔ E (fg) et 
0 0 0 0 

E (fN) E (g) ➔ E (f) . E {g) • C. Q. F. D . 
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Proposition L6. Soient JJ, 8 des ultrafiltres respectifs sur I, J, JJ x a 

11ultrafiltre sur I x J défini par XE JJx 8 ~ {j E ,J ; {i E I; (i, j) EX} E »} E 8. 

Si F est un espace de Banach , (F 1/ JJ-) J / $ est canoniquement isomorphe à 

FI x J / JJ x a o De même, si (8
0

, P 
0

) est la a -algèbre d'un espace de probabi

lité, ( (8 , P ) I / JJ-) J / <J est canoniquement isomorphe à (8 , P )1 X J / JJ X <J • 
0 0 0 0 

Si f E (FI / JJ ) J / 6 on a f = (f.). r J avec f. E F I / JJ , donc 
J J ,;:;: J 

f.=(f.i). El .. OndéfinitPisomorphismede(F 1/JJ)'J/a surFixJ/JJxa en 
J J l 

associant à f 11 élément cp de FI x J / 1J x 6 défini par la famille (fj i)I i ~ o 

Cette application étant linéaire, il suffit de voir qu 1 elle conserve la norme .. 

Or llfll = lim IILII o Donc, pour € > 0 donné, Y = {j E J ; 1 !If.li - llfll I s €} E a o 

a J . . J 

Mais IIL]I = lim l!f.111 , donc X.= {i E I; 1 ]lf.111 - ]If-li 1 s E } E 1J .. 
J .lJ J J J J . 

Si z = u X. x {j} alors Z E JJ x 6 et { (i, j) E I x J ; 1 llf-111 - llfll I s 2 d ::)z ; 
jEY J . J 

donc {(i,j) E I x J; 1 llf/11 - !lfll 1 $ 2 € } E J)x 6 ce qui montre que 

llfll = lim llf_jll = llcpll " c.Q.F.Do 
JJx 6 

1 

Proposition Io 7.. Soient (In)n EN une suite d'ensembles, JJn un ultrafiltre 

sur I , J) un ultrafiltre sur N, F un espace de Banach; on pose F = F In/ JJ- .. 
n n n 

Alors TI F n / JJ est isomorphe à une ultrapuissance de F. Plus précisément, 
- n EN--------------------------
en supposant les I deux à deux disjoints, TI F / JJ est isomorphe à FJ / 8 n nEN_n _________ _ 

où J = u I et où X E 6 ~ { n E N ; X n I . E JJ } E JJ .. 
--nEN n n n 

Démonstration analogue à la précédente .. 



Variables aléatoire5 éc!1angeables. ------------------------------
Soit (Xn) n E N une suite de variables aléatoires r•éelles sur un espace 

de probabilité (0 1 8, P) ; la cr -algèbre de queue de cette suite est, par 

, 13 00 definition, = n Jn) , /3(n) étant la cr -algèbre engendrée par les 
n E lN 

Soit /3 
0 

une sous-cr -algèbre de 8 " On dit que (XJ n E lN est une suite 

échangeable sur /3 si, pour chaque entier k > 0 et chaque variable Y 
0 

/3 -mesurable, les distributions (probabilités sur Rk+l) de (X. , ,.., ., , X. , Y) 
o 11 lk 

(i1 , o ,.., , ik entiers ?.:: 0 distincts quelconques) sont les mêmes" Lorsque 

13
0 

= { Q) , 0} la suite sera dite échangeable (tout court). On sait (voir [ 5]) que 

dans ce cas les variables Xn sont conditionnellement indépendantes et équi-
oo 

distribuées sur 8 , autrement dit, si f 1 , " ., • , fk sont des fonctions réelles 

continues bornées sur R on a : 

k 
= n 

i=1 

La suite (Xn\ E lN sera dite symétrique sur 13
0 

si, quel que soit k > 0 , 

E
0

, ( 1 , ",.. , Ek = ± 1 , et Y /3
0 
-mesurable, les distributions de 

(E
0

X
0

, E
1 

x
1

, .oo, EkXk, Y) sont les mêmes,. Lorsquel3
0

={ Q), O} on 

dira suite symétrique (tout court). 

Théorème Io 1., Soient Fun sous-espace réflexif de L 1 (0 , 13 , P ),(X ) " N 
0 0 0 nnc 

une suite d 1 éléments de la boule unité de F, et JJ un ultrafiltre sur lN o Il 

existe un ultrafiltre JJ' SUI' lN et une suite Y1 , o,.., Y k' "°" d'éléments de FlN /JJ' 

(sous-espace réflexif de L 
1 

[(13
0

, P 
0

)lN / .&' ]) ayant les propriétés suivantes : 

1) Y 1 , .., ", Y k' .., .. est une suite échangeable sur 6
0

, conditionnellement indé

pendante· et équidistribuée sur 6 
0 

et la cr -algèbre de queue de cette suite est 

contenue dans celle de la suite (X ) E IN " n n J! 
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2) llX+~ Y1 +ooo +Àk-l Yk-l +ÀkYklll = lim l!X+~ Y1 + .... +Àk-l Yk_1 
n ➔ oo------------

1} 

3) La distribution (probabilité sur !Rk+l) du k+1-uplet (X, Y 1,., .. o, Y k-l, Y k) 

est la limite quand n ➔ oo suivant l'ultrafiltre JJ de celle de 

(X, Y1' uo, Yk-l 'Xn) {où X EL
1 

(0
0

, B
0

, P
0

) )o 

On définit une suite croissante (Bk, Pk) de cr- algèbres (Bk c Bk+l et 

Pk+l est un prolongement de Pk) en posant (Bk+l , Pk+l) = (Bk, P1)JN/.& o 

On a évidemment (B
0

, P 
0

) c (Bk' Pk) et donc Xn EL 
1 

(Bk, Pk)o On désigne 

alors par Y k+l l t élément de L 
1 

(Bk+l, P k+l) = L 
1 

( (Bk, P k)TN/ .& ] représenté 

par la suite équi-intégrable (Xn\ E JN • Il en résulte que Y 1 , ... ., , Y k E L 
1 

(Bk; P k) 

et on en déduit immédiatement les propriétés 2, 3 de 11 énoncé du théorème( d 1 après 

la proposition I. 3) o 

Soient m un entier> O, Jm) la sous-a -algèbre de B
0 

engendrée par les 

xn (n;::: m), /3
00 

= D /S(m) la cr -algèbre de queue de la suite (Xn)n E JN • 
m?:O 

Lemme Io8.. Si f1 , ..., o, fk: lR ➔ R sont continues et tendent vers O à l'infini 

J~ k Bm 
on a E (f1 {Y 1) .,. • fk (Y k)) = i~l E (fi (Y 1 )) pour tout m ;?: O .. 

On fait la démonstration par récurrence sur l{, soit X une variable 

aléatoire Jm)_mesurable bornée. On a à montrer que 

Dt après la propriété 3) de 11 énoncé du théorème, on a 
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E (fi (Y l) o o o fk (Y k) • X) = lim B (f1 (Y l) u. fk-l (Y k-l) fk (Xn) • X) 
n ➔ oo 

lJ 

Jm) 
=lim E (E (f1 (Y1}..,ofk-l (Yk_1)] fk (Xn).X) 

n ➔ oo 

lJ 

(puisque 1 pour n assez grand, fk (Xn) est B(m)_mesurable)o 

k-1 
=lim E(II 

n ➔ oo i=l 
lJ 

(d •après Phypothèse de récurrence) • 

. k-1 8(m) 
Or, s1 Z = X o I1 E (f. (Y1) ) , Z est une variable aléatoire bornée 

. " l l=l 

qui est Jm)_mesurable, donc B -mesurable. D 1après la propriété 3) del 1énoncé 
0 

du théorème, on a 

. .. B(m) 
hm E (Z • fk (Xn) ) = E (Z • fk (Y l) ) = E (Z • E fk (Y 1) ) 
fi ➔ CO 

lJ 

et on trouve donc exactement 11 égalité à démontrer. 

D I après le lemme I .. 8, les variables Y 1 , ... 01 Y k , ••• sont conditionnelle

ment indépendantes et équidistribuées sur la cr-algèbre Jm). Il en résulte qu 1 elles 

sont échangeables et que leur o -algèbre de queue est contenue dans Jm) ; donc 
00 

dans /3 puisque m est un entier ;;:;: 0 arbitraire. 

En remplaçant Jm} par 8 
0 

dans la démonstration du lemme L, 8, on trouve 

8 k ~ 
E o (f1 (Y 1 ) "·. o fk (Y k) ) = . Il E (fi (Y 1 ) ) 

1=1 

Cela montre que les variables Y 1 , • " " Y k , • .. • sont conditionnellement indépen

dantes et équidistribuées sur la o -algèbre 8 , et donc échangeables au-dessus 
0 

de 8 o 
0 



Il reste à trouver sur lN, ou, ce qui revient au même, sur un ensemble 

I dénombrable, un ultrafiltre !) ' tel que Y 1 , .... , Y k, • • .. E F I / J)' • On définit 

l1 espace de Banach F k par récurrence en posant F 
O 

= F, F k+l = F k lN / J) • 

1 On a donc F 
O 

c F 1 c • ., o c F k c • ., • et F k c L (Bk , P Q. De plus 

Y11 ..,.,,YkEFko 

D I après la proposition I. 6 on a F k = FlNk/ J)k où .ek est un ultrafiltre 

sur lNk., Donc si on pose G = TI FjJJ , on a G = F1/lt 1 où I = u lNk 
kElN k~1 

est dénombrable (proposition L 7) .. On a évidemment Fm c G pour tout m ~ O, 

puisqueFmcFkpourk:2::m., IlenréstùtequeY1' .,.,., Yk' .., .. EG., C.Q.,F..,D. 
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II. UN CRITERE POUR QU 1UN SOUS-ESPACE DE L 1 CONTIENNE 1,P (1 < p:::; 2) 

Soit p un réel, 1 < p :::; 2. Une variable aléatoire Y sera dite p-stable 

Sl. on a E (eitY) = e- 1 t I p pour t E lR - 0 E ( IY 1) S · Y Y 
V n pose y = • 1 , o .. a , p o n 

sont indépendantes et p-stables, on a 

1 

!lÀ
0 

Y
0 

+ ooo +Àn Yn111 = YP (IÀ
0
lp + ••• + IXn\P) P 

La partie II est consacrée à la démonstration du 

'I'héorème IL 1 o Soient (0 , /3 , P ) un espace de probabilité, P étant une 
0 0 0 0 

mesure diffuse, F un sous-espace réflexif de L 
1 (0 , /3 , P ) et J) un ultrafiltre 

0 0 0 

lN 1 . lN sur lN; on a donc F /f}-cL (B, P}, avec (B, P) = (B, P) /g ., On suppose 
0 0 

qu 1il existe une variable Z E FN/ f}- telle que Z =UV, U EL 1 (B , P ) , Ut O, 
0 0 

et VE L 
1 (B, P), V étant une variable p-stable indépendante de B • Alors, pour 

0 

tout E > O, il existe un sous-espace F I de F qui est (1 + E )-isomorphe à ..e.P (c I est

à-dire qu'il existe une application linéaire bijective T : J.P ➔ F' avec 

IITII llT-111 ~ 1 + E) • 

. 1 
On pose Z = (Z ) . ·e lN avec Z E F ; V= (V ) E lN , V EL (B , P ). nn n nn n o o 

D'après la proposition L 2 on peut choisir la suite (V n) n E lN de façon que 

UV n E L 
1 

(!3
0

, P 
0

) pour tout n E lN et que Z = UV = (UV 
11
)n E lN • Autrement dit, 

on a lim IIZ - UV 111 = 0 o 
J} n n 

Lemme II.1. Soient A E /3
0 

, C
0

, c 1 , ••• 1 Cr E B, contenus dans A et deux à 

deux disjoints. Alors pour chaque i, 0:::; i ~ r, il existe une famille (ct)n EN 

représentant C., C.n E B , P (c. 0
) = P (C.}, C n , ... o Crn étant deux à 

1 1 0 0 1 1 0 

deux disjoints et inclus dans Ao 
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Démonstration par récurrence sur r o Pour O $ i $ r-1 on a donc une 

famille (C.n) EN représentant C., P (C.11
) =P (C.), C 11

, ••• , C11 

1 
étant 

111 1 0 l l O r-

deux à deux disjoints et contenus dans A. On a d 1 autre part C = (B 11
) E N et r r n 

comme Cn est contenu dans A et disjoint de,C , ••• , C 
1 

, on peut supposeri 
J.. o r-

B 11cA etdisjointdeCn, ••• ,C 11 
1 o Soient r=A-(C UouUC 

1
) et r o r- o r-

r = A - (C n u o o o u C11 
1) • On a donc P (r) = P (r ) etc cr, B n cr • n o r- o n r r n 

On définit C n de la façon suivante : si P (C ) ~ P {B 11
) on choisit C 11 E /3 r r or · r o 

tel que B n c C n cr et P (c n) = P (C ) (c'est possible car P. est une mesure 
r r n or r o 

diffuse) ; si P (C....) $ P
0 

(Brn), on choisit C n E B tel que C 11 c B n et ,. r o r r 

Po (Crn) = P (Cr). 

Dans les deux cas on a P ( !B 11 
- C n \) = IP (B 11

) - P (C ) 1 o r r o r r 

( jB n - C n l désigne la différence symétrique)., Comme C = (B 11
) E N , 

r r r r n 

1 P (B 11
) - P ( C ) 1 ➔ 0 , donc P ( 1 B 11 

- C n 1) ➔ 0 ce qui montre 
o r r J, o r r .â 

que Cr = (Br n)n E N = (Cr n)n EN • C.Q.F .. D. 

Lemme llo2. Soient 4> une variable aléatoire B-étagée, indépendante de 13 , 
0 

telle que IIU 4> - UVl]1 $ E (E réel > 0) a une sous-cr -algèbre finie de B et 
' 0 

D E .& • Il existe alors n E D et une variable aléatoire '1i' , /3 -étagée, de même 
0 

loi que cp et indépendante de a telle que \IU w- UV 
11

111 $ 2 E o 

On a q, = X 1 B + ., •• + Xk 1 B avec B 
0

, • " • , Bk E B deux à deux 
o o k 

disjointso Soient A ' o o •' Ab E B les atomes de a (A ' o• O t AA sont deux à to ,,:, o o ,,:, 

deux disjoints, u A. = O , et ils engendrent a ) " On pose 
j:O J 0 

C .. = B. fl A. (0::::; i $k ; 0 $ j::::; L).. Donc P (C .. ) =·P (B.) P (A.) (puisque cp 
1J l J lJ l O J . 

est indépendante de 13 )o Les C .. sont deux à deux disjoints et C .. c A .• 
0 lJ . lJ J 

D •après le lemme II.1 on peut donc écriPe C .. = (Cn .. ) EN où en .. E /3 , 
1J lJn·.· 1J 0 

n · n n p (C .. ) = p (C .. ) , C .. c A. , les C lJ .. étant deux à deux disjoints pour n fixé. 
0 1J lJ 1J J 

On pose Bin 
J, 

= u 
j:O 

donc 
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n i., n i., 
P (B. ) = ~ P {C .. ) = ~ P (C .. ) = P (B.) 

0 l "A O lJ •A lJ l J:;v J=-u 

n n De plus B. n A. = C . . donc 
1 J lJ 

Po (Bl.n n AJ.) = Po (ClJ .. ) = p (B.) p (A.) = p (B.n) p (A.) 
l O J O 1 0 J 

Cela montre que la variable <î? n = À
0 

1 B n + ••• + Àk 1 B n a même 

o k loi que <P et est indépendante de a .. 

D •autre part on a B. = {B.n) EN (puisque 
i., l 1

1
n 

(B.n) E lN = { u en .. ) EN = u C .. = B.) ce qui montre que <$ = (<P n)n l'" lN ., 
1 n . j=O 1J n j=O 1J 1 ~ 

D 1 après la proposition I., 1 , on a U q> = {U <î? ) E lN .. On a vu d'autre nn. 

part que UV = (W n)n EN • Comme !IU w - uv111 :s; € par hypothèse, il en 

résulte que {n E lN ; !IU cr, n - UV nlll :s; 2 € } E 1J. Il existe donc n ED tel que 

IIU w n - UV n111 :.s; 2 € , d'où le résultat cherché avec '1'= ,:p n °' 

Démonstration du théorème IL 1. : puisque U f-0 et intégrable, on peut 

évidemment supposer IIUll1 = t .. 

Soit ,:p k une suite de fonctions étagées, V-mesurables, telles que 

1 
li<$ k - Vll1 :s; k+2 .. 

2 

Nous allons déf.irir par récurrence sur k un entier I\ > 0 et une variable '1' k , 

8
0
-étagée de même loi que 4> k , telle que w 

0
, w 1 , ., ., " , w k , "·"·" soient 

indépendantes et IIZ - U W kilt $ ..l.1 • 
nk 2< 

Supposons donc définis n
0

t ~ , • ., • , nk- l , w 
0

, o., •. , w k-l avec ces 

propriétés .. Comme U est 8
0
-mesurable et que V (donc aussi ,:p k qui est 

V-mesurable) est indépendante de 8
0

, on a l!U cp k - UV!I = IIUll lléi> k - Vil = ll<I>k-VII 
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1 
et donc llU 4l k - UVll 5 

2
k+2 .. 

On applique le lemme II.2 en prenant 4> == qi k' a est la a -algèbre 

engendréepar w0 , w1, ""°' wk-l , D={nEN; llZn-UVnll 1 5 
2
~+1 } 

(D E fJ puisque IIZ - UV 111 ➔ 0) • Il existe donc un entier nk ED et une 
n n fJ 

variable w 
O 

8
0 
-étagée de même loi que q, k , indépendante de a telle que 

IIU wk - UV 111 5 
1
k 1 ; comme nk € D , on a HZ - UV 111 5 ...L.1 1 nk 2 + nk nl{ 2 c + 

et donc IIZ - U wkll 5 j_k ; cela donne exactement le résultat cherché. 
nk 2 

Lemme IL3 .. 

w 
0

, w 1 , .... ,, , w k' .... sont des variables étagées, indépendantes, w k 

a la même loi que <I? k , 11<1? k - v111 5 
2
~+2 , V étant une variable p--stable 

et <I? k étant V-mesurable. Par suite il existe une suite S
0

, s1 , .., ., , Sk' ,, ..., 

de variables p-stables indépendantes telle que w k soit Sk-mesurable et 

t 
l!wk- skll1 $ k+2 " 

2 

On a alors 

l k+n k+n I k+n . k+n -i- 2 Il I: x. w .111 - Il t x. s.111. $ ~ lÀ. 1 llw. - s. n1 $ E 1x.1 2 
.k 1 l "k l 1 "k l 1 l "k 1 l= l= 1= 1= 

Cela donne immédiatement le résultat cherché puisque 

k+n k+n l 
ff r: >... s.111 = r ( r IÀ. jP) P ., c.Q.F .o,. 

"k l l p "k 1 l= l= 
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Soit u E L 
1 

(B , P ) , llul!1 = 1 o Pour tout E > 0, il existe un eno 0 

tier k 2:: 0 tel que l!UX:111 2:: (1 - E) 11Xll1 pour toute variable X de la forme 

k+n 
I: 

i=k 
À. w. • Si de plus u est bornée, il existe un entier k tel que 

1 1 

(1 - () l!Xll1 s llu X!!1 s (1 + E) IIXll1 pour toute variable X de la forme indiquée. 

Soient C- la a -algèbre engendrée par les variables indépendantes 
0 

w 
0

, w 11 ., " o, w k' ., • • et 6k 11 espac~vectoriel engendré par w k' w k+1 , ., ,, ., 

Pour tout/ E 6
0 

, on a llu Xll 1 = Il (E 
O

u) X!l1 ; comme ~111 = IIECo u111 = 1 

et que IIE O ull
00 

s l!ull00 , on voit qu'en remplaçant u par E O u, on peut supposer 

que u est C,
0

-mesurable. 

D 1 après le lemme II., 3, l'espace 6 (muni de la norme de L 1 
(B , P ) ) 

0 0 0 

est isomorphe à ,e,P donc est réflexif (p > 1)., Sa boule unité est donc équi-

intégrable ; il existe donc N è! 1, tel que, pour tout X E 8 , IIXII = 1, on ait 
0 

€ 
IIX - XNII :5 3 , avec XN = X., 1 { IX I s N} • 

Par ailleurs, u étant C,
0

-mesurable, il existe un entier k, et 

u I E L 1 (e,
0

, P 
0

), u 1 ne dépendant que de w 
0

, • ., .,, wk-l tels que 

l!u - u' !11 s f./ 3 N • 

On a alors \ J I u XN I dP 
O 

- J I u I XN I dP 
O 

I s J !XN 1 1 u - u' 1 dP 
O 

s j 
puisque lxN l s N. 

Or, si X E ak , X est indépendant de u •, donc XN aussi. Il en résulte que 

J !u1 XN I dP = llu 1 111 IIXNll1 et on a donc 1 !lu XN!ll - l!u 1 111 IIXNlll I s j . 
Comme I llull1 - !lu' 111 1 s \lu - u 1 111 s j et que I IIXNII - llXll1 1 s j , 
on a (1 - j )2 s l!u' 111 IIXNll1 s (1 + j' )2 • Donc (1 - j)2 - j' s ilu XNll1 

s (1 + j )2 
+ j quel que soit X E 8, k , IIXII = 1 • 
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On en déduit !lu Xll 1 ~ (1 - ~f-~~1-E pour tout X E 8k , llXII = 1 ce 

qui est le premier résultat cherché • 

Si u est bornée on a 1 !lu X!l 1 - llu XN!ll l :::::; Il u (X-XN)!l 1 :::::; l!ull00 IIX-XN!l 1 
€ ~ ( € )2 € € :::::; 3 llu!l00 • Il en resulte que llu Xll 1 :::::; 1 + 3 + 3 + 3 1lull

00 
pour tout X E 8k 

tel que !!XII = 1. Autrement dit, si ô = E {1 + lliloo ) + ~
2 

, on a 

lluX!l 1 :::::; (1 + ô) IIX!l 1 pour tout X E ak • C'est bien le second résultat annoncé 

puisque ô peut-être rendu arbitrairement petit en choisissant E convenablement 

Lemme IIo5o Pouf' tout E > o, il existe un entier k tel les sous-espaces 

de L 1 (8 , P ) respectivement engendrés par les Y. (i ?! k) et les U '1' 
1
. (i ~ k) 

0 0 1 

soient (1 + € )-isomoPphes 0 

Soit ô un réel> 0 ; on choisit k de façon que 2-k :5 ô , et que 
k+n 

IIUXl! 1 ~ (1 - ô) IIXl!1 pour tout X de la forme z:: À. w. {lemme II.,4). On a alors 
. k 1 1 

k+n k+n 
11 1: À. Y. - I: 

. k 1 1 . k l= l= 

l= 

k+n k+n 
À. u w .111 < z:: !>... 1 !IY. - u w .111 :::::; z: lx. 1 2-i 

1 1 i=k 1 1 l i=k l 

k+n k+n 
sup 
i=k 

1\ 1 < 2 ô ( L 
i=k 

k+n 
< 

2 ô Il t À. w. 111 (lemme Ilo3) 
y -2-k-1 i=k l 1 

p 

k+n 
< 2 ô Il 'I:' À U ,T, Il - 11 L, i 'i'il (1-ô)(y - 2-{-) i=k 

p 
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( Cette dernière inégalité résultant du choix de 11 entier k d 'après le lemme II. 4). 

-k-1 / Comme 2 :5 ô 2 on a donc 

k+n k+n 
li E >... Y. - E >... U w -111 s 
i=k l l i=k l l 

4 ô k+n 

(1-ô) (2 YP - ô) Il ~k \ u will1 • 

Il ne reste plus qu'à choisir ô assez petit pour que 4 ô 
------::; E 

pour obtenir le résultat cherché. C.Q.F.D. 
(1-ô)(2 yp - ô) 

Lemme II. 6. Pour tout E > 0, il existe un entier k tel que le sous-espace 

de L 
1 

(B
0

, P 
0

) engendré par les U w i (i ?:'.: k) soit (1 + €)-isomorphe à iP • 

Les Y. (i ~ k ) engendrent un sous-espace réflexif de L 1 
(B , P ) 

l O O 0 

c I est un sous-espace de F qui est réflexif). Il en est donc de même des U w . 
l 

(i ?:'.: k ) d I après le lemme II. 5, donc aussi des U w . (i "2:: 0) puisque 11 espace ;J 
0 l 

qu 1ils engendrent ne diffère du précédent que par un espace de dimension finie. 

Il en résulte que la boule unité de J est équi-intégrable. 

Comme IIU!l1 = 1 on a P
O 

{ lu 1 > N} :5 ~ • Pour N assez grand et pour 

tout X E fl,
0 

(espace engendré par w
0

, ••• , w k' ••• ) tel que IIUXll1 = 1 on a donc 

J jux I dP s: ô (ô réel > O fixé) ; on peut aussi prendre N assez 
, { !UI >N} O 

grand pour que J{ lu! >N} lui dP 0 sô • Si on pose UN =U. 1{ Juj SN} 

on a donc IIUN X - UXl!1 :s ô si IIUXI~ = 1 • Autrement dit 

l!UN X - UXll 1 ::;; ô llUXll 1 pour tout X E a
0 

.. De plus 1 - ô s llUNlll :51 = IIUll1 o 

En appliquant le lemme Il. 4 avec u == 
UN 

qui est une fonction bornée, 

on voit qu'il existe un entier k tel que, pour tout X E &k on ait : 

(1 - ô} IIXll1 llUNll1 :5 !!UN Xll1 :5 (1 + ô) IIXll1 llUNlll • 

DJoù (1 - ô)2 !IX111 :5 IIUN Xll1 :5 (1 + ô) IIXll1 o 
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Comme !IUN X - UXll1 $ ô IIUXll1 , d 1où 

(1 - ô) 11ux111 $ l!UN x111 ~ (1 + ô) llUXl!1 , on a donc 

<1 - ô)
2 

Il Il 1l Il 1 + 6 l 
1 + ô . X 1 ~ 1 UX 1 $ 1 _ ô !IX! 1 , pour tout X E ak • En prenant 

k+n 
X = E À. w 

1
. et en appliquant le lemme II. 3 on trouve 

. k l l= 

( )2 k+n .l k+n 
~ ~ i (yP - 2-k-

1
) ( .r IÀ. \P) P $ Il 1: ).. u w .111 · $ 

l::::k l i=k l l 

Il ne reste plus qu 'à choisir ô assez petit et k assez grand pour que 
2 

(;: ~ {yp - 2-k-l) ~ yp (1 - €) et ~ ~ ~ (yp + 2-k-l) f;; yp (1 + E) 

pour obtenir le résultat cherché. C.Q.F.D. 

D'après les lemmes II. 5 et II. 6, pour tout E > O il existe un entier k 

tel que le sous-espace de L 1 (B
0

, P 
0

) engendré par les Yi (i;;;:;:: k) soit 

(1 + €)-isomorphe à tP • Comme c 1est un sous-espace de F, la démonstration 

du théorème Il. 1 est achevée. 

D'autre part, comme IIYk - U ~ kll1 ➔ 0 quand k ➔ 00 , et que les va

riables w k sont indépendantes, la suite Y k est finalement B' 
0
-mesurable, 

/31 étant la sous-o--algèbre de B engendrée par U. On en déduit immédiatement 
0 0 

11 implication 4 ~ 1 du théorème principal. 
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III. CONSTRUCTION DE VARIABLES ALEATOIRES p-STABLES A PARTIR 

d'UN ESPACE ISOMORPHE A ,eP ENGENDRE PAR DES VARIABLES 

ECHANGEABLES ET SYMETRIQUES. 

Théorème III. 1. Soient (Xn)n E lN une suite échangeable symétrique dans 

L 1 (8
1

, P
1

) engendrant un sous-espace fermé r isomorphe à ,eP (1 <p ::s:2). 

On suppose que 

1 1 

M-
1 

( \ À \ p + ••• + \ À 1 P) p ::S: 11 À X + ••• + À Xn 111 ::S: M ( \ À 1 p + ••• + 1 À 1 P)P , M 2 1 • 
o n oo n o n 

Alors il existe un ultrafiltre 1t
2 

sur lN , et, dans r lN / 1t
2 

(sous-espace de 

1 lN 
L (82 , P 2) avec (82 , P 2) = (81 , P 1) / 1t2) une suite (Zk\ E lN symétrique 

échangeable, l1Zkll
1 

= 1 ayant les propriétés suivantes : 

1) Zk = UV k' U, V 
0

, v1 ,.,.,., V k' ••• étant des variables indépendantes dans 

L 
1 

(82 , P2) , V 
0

, v1 , ••• , Vk' ••• étant p-stables, et U 2 0 • 
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2) Zk = (zk n)n E lN avec zk n E r , Hzk nll = 1 , les zk n étant des paquets disjoints 

formés avec les X. (pour n, k variant dans JN) .. 
l 

Rappelons qu'un "paquet formé avec les x.n I est simplement une combinai-
1 

son linéaire finie à coefficients réels des X .• 
l 

Nous montrerons d 1 abord le 

Théorème III.2 • Sous les hypothèses de l Y énoncé du théorème III.1 • il existe 

un ultrafiltre .&2 sur lN et, dans r JN; .&2 une suite symétrique échangeable 

(Zk)k E lN , l!Zklil = 1 telle que 
1 

1) quels que soient les réels a, b > 0 et c = (aP + bP) P , les trois couples de 

variables aléatoires (cZ
0

, cz
1 

), (aZ
0 

+ bZ1, cz
2

) , (aZ
0 

+ bZ1 , az2 + bZ
3

) 

ont la même distribution. 

2) Zk = (zkn)n E lN avec zkn E r , llzknll = 1, les zkn étant des paquets formés 

avec les Xi' deux à deux disjoints pour n fixé (c 1est-à-dire que 

z
0 

n , z1 n , ••• , zk n , • • • sont des paquets disjoints). 

Soit .& un ultrafiltre non trivial sur lN. On définit une application linéaire 

cp ➔ X de LP (JR. ) dans r1 = r lN / » telle que M-
1 

ll<PII $ IIX 111 :SM ll<P. • 
cp + p cp p 

Pour cela, appelons pour abréger "intervalle de JR. 11 un intervalle semi
+ 

ouvert [a, b[ avec O::; a< b. 

Lorsque I = [ a, b[ , a, b étant des rationnels dyadiques, on définit 

XIE r N / J) en posant XI= (et)
11 

EN avec 
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n - -p Xk si n est assez grand pour que a.2n, b.2 11 EN, 

n ç1 = 0 sinon. 

Soient r1 , ••• , r
1 

des intervalles disjoints de lR , I. = [a., b
3
. [ , à 

{ ' + J J 

extrémités dyadiques. Pour n assez grand, on a 

n - -p 

n 
b .• 2 -1 

J 
À. r; 

J i=a ... 2n 
J 

X. 
l 

D'après 11 hypothèse faite sur les X. , on a alors : 
l 

n 
- - k 

2 p [ ~ 
j=Ü 

1 

IÀ. lp • 2n (b. - a.)] P 511"1 çnI + ••• + Àk çnI 111 J J J · 1 k 

n 
-- k 

s;M 2 P [ ~ 
j=O 

1 

!À. JP 2n (b. - aJ] p 
J J J 

Il en résulte, en passant à la limite suivant 1) quel 1on a 

1 

(1) M-
1 (!>..1 jP µ (I1) + ••• + l>..klP µ (rk))P s; IIÀ1 xI + ••• + Àk xI 111 

1 K 

1 

:-=; M ( IÀ1 lp J.L (11) +o .. + IÀk lp /J, (Ik)) p . 
' 

µ, désigne la mesure de Lebesgue sur lR + • Pour chaque fonction cp : lR + ➔ lR 

en escalier sur des intervalles à extrémités dyadiques, cp = "1 11 + ••• + Àk 11 , 
1 k 

on pose Xcp = Àl x
1 

+o. o+ Àk x1 (cette définition ne dépend. pas de la repré.;.. 
1 k 

sentation que 11 on choisit pour ({) ; cela résulte aisément du fait que si I, J 

sont deux intervalles consécutifs, XI u J =.XI+ X). L'application cp ➔ Xcp 

est donc linéaire, et d'après (1), on a M-l ll<PII 5 !IX 1!1 5 M ll<PII • Elle se p (,ô p 

prolonge donc en une application linéaire de Lp (R ) dans r N; !) , notée aussi 
+ 

cp ➔ X , satisfaisant la même inégalité. 
(,ô 
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Lemme HL 1 • Si I1 , ••• , Ik sont des intervalles disjoints de lR+' la distribution 

de (XI , ••• , XI ) est symétrique et ne dépend que de la suite (µ, (I1),. "., µ, (Ik)) • 
-- 1--- k-------------------------
(Autrement dit : si J1 , ••• , Jk sont des intervalles disjoints de lR +' µ (J

1
) = µ (11) 

µ (J1) = µ (I1), ••• , µ (Jk) = µ (I1), alors (, 1 X J
1

, ••• , Ek X Jj a même distri

bution que (XI , ••• , XI ) , El , ••• , E k étant ± 1). 
1 k 

Supposons d I abord r1 , • " . , Ik, J 1 , .•• , J k à extrémités dyadiques. Il est 

. (n n) ( n n) alors clair que, pour n assez grand, !;, I , ••• , !;, I et E1 !;, J , ••• , Ek ç J 
1 k 1 k 

ont même distribution (car les Xi forment une suite échangeable symétrique)., 

Or la distribution de (XI , ••• , XI ) (resp. (€1 X J , ••• , E k XJ )) est la limite 
1 k 1 k 

suivant.& de celle de( çnI ,. •• , çnI )(resp. (E1 çnJ ,.,,., EkçnJ )) d 1après 
1 k 1 K 

la proposition I. 3. D I où le résultat. 

Dans le cas général, on choisit des intervalles à extrémités dyadiques 

I n 1n Jn 
1 , ••• , k' 1 

tels queµ (L - In.), 
1 1 

, ••• , Jn k respectivement inclus dans r1 , ••• , Ik , J1 , ••• , Jk , 

µ,(J. -Jn.) s :!. et µ(In.)=µ,(Jn.) (1 sisk). D'après 
l l n l l 

1 1 

l'inégalité (1) on a IIXI - X !11 s Mn P , llX. - X 111 s Mn p 
. In J. Jn l . 1 . 

l 1 

Il en résulte que X ➔ x1 , X ➔ XJ 
I n . J n . 
i l i 1 

1 au sens de L • Par suite 

la distribution de (X n , ••• , X n) (resp. (€1 X n , • ., • , Ek X n)) tend vers 
11 Ik J1 Jk 

celle de (x
1 

, o •• , x
1 

) (resp. (, 1 X J , " •• , E'k X J )) • D 1où le résultat puisque, 
1 k 1 k 

comme on vient de le voir, (X n , ••• , X n) et ( E 1 Y n , ••• , € k Y n) ont 
11 Ik J1 Jk 

même distribution. C.,Q.F ~D. 

Lemme IIL2. Soit J un intervalle de lR+ , Jn c J une suite croissante d'inter-

U J = J , les extrémités de J étant des rationnels de dénominateur 2n • 
-

.;;.;n:___ __________ n _______________ _ 
---n· 
valle, 

XJ = (!;,nJ ) " 
------ n n E IN 
Alors 
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1J ➔ 1J dans Lp (JR+) et donc XJ ➔ XJ dans L 
1 

(inégalité (1)). 
k n N k 1 N 

Posons Y=(<; J ) E r /.fi (sous-espace de L [(B1 , P1) / lJ]) • 
n n EN 

Comme X J = (.;n ) on a IIY - XJ 111 = lim ll;nJ - .;nJ 111 • Or, pour 
k Jk n E N k n ➔ oo n k 

Ji 
n ~ k, les extrémités de Jn, Jk sont des rationnels de dénominateur 2n. Par 

définition de ~n J , ~n J , et en utilisant l'hypothèse faite sur les X., on 
n k 1 1 

trouve aisément ll<;nJ - <;n Jkll :s; M µ (J
11 

- Jk) P • En passant à la limite 
n 1 

suivant JJ , on a IIY - X J !11 :s; M µ, (J - Jk)P • Comme µ, (J - Jk) ➔ 0 quand 
k 

k ➔ 00 , on voit que XJ ➔ Y dans L
1 

et donc Y =XJ. C.Q.F.D. 
k 

Lemme III.3. Soient I
0

, r1 , ••• , Ik, ••• une suite d 1intervalles de lR+ disjoints 

deux à deux. On a alors x1k = fonk)n EN , où r,n 
O 

, rt 1 , • • • , r? k' ••• 

sont des paquets disjoints formés avec les X .. 
1 

Pour chaque k E lN , soit In k une suite croissante d'intervalles contenus 

dans Ik, telle que U In k = Ik , les extrémités de In k étant des rationnels de 
n 

dénominateur 211 
o D 1 après le lemme III.2, on a x

1 
== (~

11 n ) • Il suffit de 
k Ik nElN 

poser r,n k = (~n n ) • C.Q.F.D. 
I k n EN 

Lemme III.4. Soit cp
0

, cp1 , ••• , wk , ••• une suite de fonctions en escalier sur R+' 

deux à deux étrangères. Alors on a X<Pk = (r,n k)n EN", les rf k étant des paquets 

formés avec les Xi ; pour n fixé, 17n 
O 

, 1t 1 , ••• , it k , . • • sont des paquets 

disjoints. 

rk 

On écrit ~ = Z:: ÀkJ. 1 I , les r1 . (k E lN, 0 $ j :s; rk) étant des 
j=Ü kj <:J 

intervalles de lR + deux à deux disjoints. On a donc (lemme III. 3) 

X1k. = ( (n kj) n E N , les (n kj étant, pour chaque n fixé, des paquets disjoints 
J . rk 

en les xi .• On a donc X<Pk = j~ Àkj Xikj = (n\) n E lN avec 
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rk 
77n k = r, Àkj {'.n kj • Pour n fixé, les 77n k sont donc des paquets disjoints 

j=O 
en les X. • C.Q.F.D. 

l 

Soit p un réel >1 ; si I = [a, b[ , o:::;; a <b, on pose 

1:,
1
j,n,p = [j + ~ , j + ~ [ si ~ < 1 , 4r.j,n,fJ= Q si 

nli nrf 
D O,n,p 1,n,p 
. one Ar , t:1 , ...• , 6r n- 1 ' n' P sont des intervalles disjoints 

(respectivement contenus dans [O, 1 [ , [1, 2[ , .• o [n-1 n [ ) • On pose 

n-1 j_ 

Y p,n = l, 
I j=O 

p p X . = 
A J,n,p 

avec 
L:'I 

n-1 i 
<Pr.p,n = I: p P 

j=Ü 
1 . 61.J, n, p 

Notons que si I
0

, r1 , .•• , Ik' ••• sont des intervalles disjoints, 

<Pr. P, n , <Pr.p, n , ••• , <Pi' n , • . . sont des fonctions en escalier deux à deux 
o 1 k 

étrangères. 

On désigne par r 1 1
1 espace r1N / » , et par r 2 l'espace r 1 N / » . On 

définit Y 
1
P E r 2 en posant Y IP = (Y/ 'n) n E N • 

Lemme III. 5. Si r1 , ••• , Ik sont des
1 

intervalles de R+ deux à deux disjoints on a 

M-1 (\À1IP µ(11)+.0 ♦ +\Àk\P µ(Ik))~:::;; IIÀ1 Yr/i+ ••• +ÀkYIK~ 

:::;; M ( l À1 1 p µ (11 ) + • • • + I Àk ~ µ (Ik) ) p • 

que 

Posons I. = [a. , b.[ (1:::;; i:::; k) et soit 
b. 1 1 1 

..l.. < 1 pour 1 :s; i :s; k • On a alors 
n 

n-1 j_ 
P,n 

<Pr. =E p p 1 a. b. 
i j=O [

. l . _1 __ [ 
J+--.' J+ 

np J npJ 

n un entier assez grand pour 

1 1 

d'où ll<D.-p,nll =(b. - a.)P =µ, (I.)P. 
. li p 1 1 1 
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Comme les <Pr. P, n (1 s i s k) sont étrangères , si 1 
1 

1P n = À1 <t\ fJ ,n + ••• + Àk <Prkp ,n , on a ll'Pnllp = [ 1À1 lp µ, (11)+ ••• + IÀklp µ (Ik)]P. 

0 À Y p ,n À y p, n d, , , r 1 I + ••• + k 1 = Xw , ouil resulte que 
1 k ·n 

M-
1 114' nllp s IIÀ1 Y11 

o,n + ••• + Àk Y1kp,nll 1 s M !14> nllp • 

En faisant tendre n vers l'infini suivant 11 ultrafiltre '7 on obtient le ré-

sultat cherché. C.Q.F.D. 

Lemme III. 6. Si 11 , ••• , Ik sont des intervalles disjoints dans lR + , la distri

bution de (Y 
1 

P , ••• , Y 
1 

P ) est symétrique et ne dépend que de la suite 
1 ---- k------------------

(µ (I1 ) ' ••• ' J.L (Ik) ) : 

(Autrement dit, si J1 , ••• , Jk sont des intervalles disjoints dans R+ , 

µ (J1 ) = µ (I1) , ••• , µ (J k) = µ (Ik) alors ( E' 1 Y J P , ••• , E' k Y J P) a même 
~ 1 k 

distribution que (Y J P , ••• , Y 1 P) , E' 1 , ••• , E' k étant .± 1). 
1 k 

Posons I. =[a., b.[ , J. = [ c., d.[ (1 sis k) avec b.-a. = d.-c .• 
1 l l 1 1 1 11 11 

b· d· 
Soit n un entier assez grand pour que .2:.. < 1 .2:.. < 1 (1 s i s k). On a alors 

n n 

n-1 
Y 

p,n = ~ Il. . /Î J=v 

E'i 
y p ,n 

J. = 
1 

j_ 
pp X a. 

[j + lj ' j + 
np-

n-1 j_ 

>:: E'i 
pp X c. 

[. 1 . j=-0 J+-. ,J+ 
noJ 

d. 
1 

nJ [ 

D •après le lemme III.1 les deux nk-uplets de variables aléatoires 

(X a. 
[

. 1 . 
J+-.,J 

np1 

b. 
+--;-[) 

np3 0 s j < n-1 
1sisk 

et (c X c. d. 
1 [· 1 . l [) J+--::-,J+--:-. 

n{f n{f O s j s n-1 
1sisk 

ont la même distribution Il en résulte immédiatement que les k-uplets de variables 
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aléatoires (Y 
1 

P, n ) et ( E. Y P, n ) ont la même distribution. 
1 L 1<.<k i 1 SiSk l _ l _ 

En faisant tendre n vers 1 'infini suivant JJ et en appliquant la proposition I. 3, on 

en déduit que les k-uplets (Y 
1 

P ) 
i 1 si<k 

et ( c Y P ) ont la même 
1 I. 1<.<k l _1_ 

distribution. C.Q.F.D. 

Lemme III. 7. Soient r, , ... , Ik' I, J des intervalles de R + , 11 , ... , Ik' I étant 

deux à deux disjoints ainsi que 11 , ••. , Ik' J, et µ (I) = p µ (J). Alors les 

(k+1 )-uplets de variables aléatoires (Y 1 P , ••• , Y 1 P , Y/) et 
--------- 1------ 1 --- k 

(Y 
1 

p, ... , Y 
1 

p , pp Y J P') ont la même distribution. 

-1----k---------------
OnaI. =[a., b.[ (1 SiSk) , I=[a, b[, J=[c, d[, b-a=p(d-c). 

l l l b 

Soit n un entier assez grand pour que ni < 1 ( 1 s i s k) , ~ < 1 , ~ < 1 • 

On a alors : 

n-1 
Y 

p,n = I: 1i j=O 

Y p,n 
I 

1 

n-1 
= I: 

j=O 

n-1 
pp y p,n 

J = I: 
j=Ü 

( ) n-1 
Posons alors Y n = I: 

j=O 

p 

j+1 
p 

j+l 
p p 

b. 
. -1..... [ 

' J + nJ 

X 
[j + C 

, j + ~[ 
nJ n{f 

X a 
[j + 1 + -n,& __ _,,+1-

b 
' j + 1 + --,,,.-- [ . nJ+ 

n 

On a immédiatement Y (n) - y 
1
°, n = Pp X b -X a b 

[n + ~ ' n + ri [ [ n , n [ 
np no 



l 

et donc 1rf n) - Y l' nll1 :;; M [ ~ (b - a)} P . Donc wl n) - Y l' nll1 ➔ O quand 

n ➔ 00 d 1oÙ il résulte que Y P - (Y(n)) 
' I - nEN 

Par ailleurs, d I après le lemme III. 1 les deux (nk + n)-uplets de variables 

aléatoires : 

et 

(X a. b. ) (X d ) 
[j + ....!.:-, j + --l-:-[ 0 :;; j :;; n-1 (j + ~ , j + -:- [ 0 :;; j ::; n-1 

npJ npJ 1 :;; i :;; k nJ nJ 

ont la même distribution (les intervalles (j + -S.:-, j + ~ [ et 
b nJ nJ 

[j + 1 + ~ 1 , j + 1 + . 1 ( ayant la même longueur). 
nJ+ n,al+ 

Il en résulte que les deux (k + 1 )-uplets de variables aléatoires 

1 

[( p,n )·· (n) J t [( p,n) p p,n ] 
YI. 1 < . < k ' y e Yi 1 ::; i :;; k ' o YJ 

1 _ 1_ 

ont la même distribution. En faisant tendre n vers l'infini suivant JJ et en appli

quant la proposition I.3, on obtient le résultat cherché (puisque Y
1

P = {Y{n))n EN) • 

C.Q.F.D. 

Sin est assez grand pour que ~ < 1, on a immédiatement 

YÎ~~c[ = Y[~~b[ + Y{b,c[ C.Q.F.D. 

Choisissons maintenant une suite de réels (pv) v E lN qui tend vers 1 en 
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décroissant. Pour fixer les idées, et simplifier un peu le calcul, nous prendrons 

Pv = e (2-v) . Pour chaque intervalle I de lR +' on définit dans (r 
2

) lN / .!} : 

Pz; 
y I =(YI )v E lN • 

1 1 

On a rvC1 µ. (I) P $; IIYill1 :5 M µ, (I) P (car les mêmes inégalités sont 
Pv 

vraies pour YI ) . Si I1 , .•. , Ik' sont des intervalles disjoints dans lR +' la 

distribution de (Y 
1 

, ••• , YI ) est symétrique et ne dépend que de la suite 
1 k p p 

(µ, (I1), ••• , µ, (Ik)) ( car cette propriété est vraie pour (YI v, ... , YI v ) 
1 k 

d'après le lemme III.6 et il suffit d'appliquer la proposition I.3) . Enfin 

Y[a,c[ =Y[a,b[ +Y[b,c[ si 0:5a<b<c (lemmeIIl.8). 

Lemme III. 9. Sotent r1 , ••• , Ik , I, J des intervalles de lR + , 1, , ... , Ik , I 

d'une part, 11 , ••. , Ik , J, d 1 autre part étant deux à deux disjoints et 

µ (I) = a µ, (J) (a réel> 0). Alors les (k + 1 )-uplets de variables aléatoires 

(YI , ... , YI , Y
1
) et (Y

1 
, ..• , YI , a JJ Y} ont la même distribution. 

-1 --- k ---- 1 --- k ---------------

On peut supposer cr > 1 (si cr = 1 , le résultat est déjà vu ; si cr < 1 , échan

ger les rôles de I et de J). 
r 
2s 

Supposons d'abord que o- = e r, s EN , r > 0 • 

Pv ov Pz; 
Lorsquev~s, 1es,cteux(k+1)-uplets(Y 1 , .•. , Y

1 
, YI ) et 

p 1 k 
( P, v p, v P v ) t 1 "' d' t ,·b t· • 1 lj: , . . . , Y 1 , a Y J on a meme 1s I 1 u 10n • car a ors 

1 k 

a= pN avec N = r . 2v-s , et il suffit d'appliquer N fois le lemme Ill. 7. 
. . V 

On obtient alors le résultat en faisant tendre v vers 11 infini suivant 

11 ultrafiltre J) , et en appliquant la proposition I. 3. 
r 
2s 

Dans le cas général, soit a une suite de réels de la forme e n 

(r, s EN, r > 0) qui tend en croissant vers cr , et soit I' c I une suite n 
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croissante d I intervalles, µ (I 'n) = crn µ (J) , tels que I - I I n soit aussi un inter-

valle 111 n ( dont la mesur 1 tend vers o) • On a alors YI - Y 1 , == Yp, donc 
- 1 n n 

IIY1 - YI' li :s;M µ (I"n) P doncY 1 ➔ Y1 au sens de L . D'autre part, 
1 n 1 n 1 

crnp Y J ➔ a p Y J • Comme YI , ... , YI , YI t ) et (YI , . . . , YI , a p Y J ) 
1 k n 1 k 11 

ont la même distribytion, on voit, quand n ➔ co , que (YI , ... , YI , Y 1) et 
_ 1 k 

(Y1 , .•• , Y1 , a P Y} ont la même distribution C.Q.F.D. 
1 k 

On pose alors Zk = Y [k, k+l [ ; (Zk\ EN est donc une suite échangea

ble symétrique de variables aléatoires, et on a M'.""1 ::::; IIZklll $ M. Vérifions 

que cette suite a les propriétés 1, 2 annoncées dans le théorème ID.2. 

1 

Soient a, b > O, c = (aP + bp) P • Posons I
0 

= [O, 1 [ , r, = (1, 2[ , 

avec K1 ~ 2 , K2 2:: K1 + aP + bp (ce qui donne 6 intervalles disjoints). 

D'après le lemme m. 9 (appliqué 4 fois) les trois quadruplets 

(aZ
0

, bZ1' az 2 , bZ3), (aZ
0

, bZ1' YJ
2

, YJ,) et(YJ
1

, YJ
11

, YJ
2

, YJ 12) 

ont la même distribution. Il en résulte que les deux triplets (aZ
0

, bZ1 , az 2 , bZ
3

) 

et (aZ
0

, bZ1, Y J
2 

+ Y J'} ont la même distribution ; et également les deux 

couples (aZ + bZ1 , az 2 + bZ3) et (Y J + YJ 1 , Y J + Y J' ). 
o 1 1 2 2 

Or Y J + Y J, = Y J u J, ' Y J + Y J, = Y J u J, ' J1 u J, 1 et 
1 1 1 1 2 2 2 2 

J2 u J t 2 étant deux intervalles de longueur cP, disjoints de I
0

, r, et disjoints 

entre eux. En appliquant de nouveau le lemme III. 9 on voit que les deux triplets 

(aZ
0

, bZ1, YJ
2 

u J'
2

) et (aZ
0

, bZ1, cz 2) ont la même distribution; et également 
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les deux couples (YJ U J 1 1 Y J U J 1 ) et (cZ , cz 1) . On en déduit que 
1 1 2 2 o 

(aZ
0 

+ bZ1, az
2 

+ bZ
3
) et (cZ

0
, cz 1) ont la même distribution ; et aussi 

(aZ
0

, bZ1 , az2 + bZ
3

) et (aZ
0

, bZ1, cz 2). Donc les deux couples (aZ
0 

+ bZ1 , 

az 2 + bZ
3

) et (aZ
0 

+ bZ1 , cq) ont la même distribution, ce qui démontre la 

propriété 1 . 

Pour la propriété 2, comme Zk E r 
2 

lN / JJ , il reste à montrer que 

r 
2 

lN / J)- = r A /t< , A étant un ensemble dénombrable et t{ un ultrafiltre sur A, et 

que 11 on a Zk = (zk a ) a E A , les z/'· étant des paquets formés avec les Xi, 

deux à deux disjoints pour a fixé . 

D'après la proposition I. 6 (puisque r 
2 

= r
1 

lN / J)- et r1 = rlN/ JJ) on a en 
3 

fait r 
2 

lN / JJ = r lN / t{ , t{ étant un ultrafiltre sur JN3 

Or, si Ik = [k, k + 1 [ 

= (X ) 
Pv' n 

([).. n E lN 
'lk 

, on a Zk = YI 
k 

p 
= (Y V) 

Ik v E lN 
ona 

P 'n Pv' n Pv' n 
Soient v , n deux entiers fixés : alors ~ v , "'1:

1 
, . . . , ~ , ... 

o k 
p ,n 

est une suite de fonctions en escalier, deux à deux étrangères (en fait, 'Pi v = 0 
k 

pour k assez grand). D 1 après le lemme III. 4 on a donc 

X = ( îJkr' n' v) , les nkr' n' v étant des paquets formés avec les X. 
rEJN 1 

deux à deux disjoints pour r fixé (n, v sont déjà fixés) et k variant dans JN. 

JN
3 r n v) t 1 r, n, v 

Dans r /t< , on a donc Zk = (ryk ' ' (r, n, v) E JN3 , e es 77k 

sont dès paquets formés avec les X. deux à deux disjoints pour r, n, v fixés. 
l 

Enfin, pour avoir l!Zk!ll = 1 , il suffit de remplacer Zk par Z/llZklll 
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(noter qu'on avait M-1 :5 Il Zkll l :5 M) . Le théorème III. 2. est donc démontré. 

Le lemme suivant montre qu I on a en fait Zk = U V k , U étant intégrable 

~ 0 , V 
0

, ••• , Vk, ... étant p-stables, indépendantes et indépendantes de U. 

Lemme III.1 O. Soient p un réel 1 < p :5 2 et (Zk)k E N une suite échangeable 

symétrique de variables aléatoires réelles dans L 1 (/3 , P) ayant la propriété ________________ 1 ___________ _ 

suivante: si a, b, c E R+, c = (aP + bp) P , les trois couples (cZ
0

, cz 1) 

(aZ
0 

+ bZ1 , cZ2), (aZ
0 

+ bZ1 , az 2 + bZ
3
) ont la même distribution. On a alors 

Zk = UV k, U, V 
O

, V 1 , ... , V k , . . • étant des variables indépendantes dans 

1 
L (B, P) , U ~ o, V 

0
, v1 , .•. , Vk' étant p-stables. 

Soit B 
00 

la cr-algèbre de queue de la suite (Zk\c E N. Alors lès variables 
00 

Zk sont conditionnellement indépendantes et équiclistribuées sur B , c • est-à-dire : 

où 

est continue bornée ( 0 :5 k :5 n) • 

/300 itZ 
Pour chaque t ER, désignons par et la variable .aléatoire E e 

O 
• On 

a donc let 1 :51 et e -t = et . 

En fait et est réel, donc et= e _t : en effet on a 2 ilm (Ct) = et - e _t 

et il suffit de montrer que E {et - e -t)2 = O. Or 

2 2 
E (et - e _t) = E (et + e -t - 2 et . e -t) . Mais 

13 itZ 2 /3 it (Z +z ) , c/ = (E 00
_ e o) = E 00 (e o 1 ) , d 'apres (*) . De même 

2 /300 -it (Zo+Z1) /300 it (Zo-21) 
e -t = E e et et . C -t = E e . Donc 

2 it (Zo +Z1) -it (Zo +z,) it (Z -Z1) ) _ O 
E (et - e -t) = E (e ) + E (e ) - 2 E (e o -

puisque par hypothèse Z
0 

+ z1, - (Z
0 

+ z1) et Z
0 

- z1 ont même distribution. 



L'application t ➔ et de R dans L 2 (B, P) est continue : si t, u ER on a 

2 2 2 it (Zo +Z1) iu (Zo +Z1) i(tZO +uz1) 
llCCCull2 = E (Ct + Cu - 2 et Cu) = E [ e + e - 2 e ] 

d'après (*) • Si u décrit une suite tendant vers t cette expression tend bien 

vers O (théorème de Lebesgue). 

1 -

Cette dernière expPession vaut O puisque, paP hypothèse, les couples 

En particulier et ~ O (puisque et= (C _ !. 
t.2 p 

0 s; et s; 1 pour tout t E R • 

2 ) ), on a donc 

et> 0 presque sûrement: 
2 

soit A= {et= O} , comme et = (C 1 ) , 

t.2 - p 

on voit que C 1 , •.• , C n , ••• sont mùs sur A. Donc 
t.2- p t.2 - p 

E ( C n • 1 A) = 0 • Comme C n 

t.2- p t.2- p 

P (A)= 0. 

➔ C = 1 dans L 2 (B, P) on en déduit que 
0 

-uP 
On peut alors poser c1 = e , U étant une variable aléatoire réelle~ O. 

Si on pose C 't = C 1 , on a C 't . C 'u = C 't+u pour t, u dans R + . On en déduit 

t p 

q e C , _ (C t )t _ e-t uP pour tout t E O • Si maintenant t E R , soit t une 
u t- 1 - + + n 

suite de rationnels~ 0 tendant vers t. Alors C 't ➔ c 1 Dans L 2 (B, P) et 
n t 



-t uP " -t uP 
C I tn ➔ e presque surement. On a donc C I t = e pour tout t E R+ 

et par suite et= e-tP uP . Comme et= c _t on a finalement montré que 

CO itZ l \P p 
E/3 e O = e - t U pour t E R • D I après (*) on a 

E
/300 i (t

0
Z

0
+ ... +t1?k) 800 it

0
Z°' 800 itkzo -( lt

0
jP+ •.. +ltk\P) uP 

e =E (e ·J ••• E (e )=e 

En prenant 11 intégrale des deux membres, on trouve 

Soient alors V 
0

, v1 , ••• , Vk, ••. des variables p-stables indépendantes 

et indépendantes de U. Un calcul immédiat montre que 

Il en résulte que les deux suites de variables aléatoires (ZJk E N et 

(UV idk E N ont la même distribution {probabilité sur RN). Il existe donc une 

suite de variables U 1 , V 1 
0

, ••• , V I k' ..• ayant la même distribution que la suite 

u, V 
0

, ••• , Vk' ••• telle que zk = U 1V1k . U' est bien intégrable car zk 

est intégrable et Ur, V I k sont indépendantes. C.Q.F.D. 

On peut maintenant montrer le théorème III.1 : d'après le théorème III.2 

et le lemme III.1 O on a dans r N / »2 une suite (ZJk E N échangeable symétrique, 

avec Zk = UV k' U, V 
O

, ••• , V k' . • • étant indépendantes, U :?:: O et 

V 
0

, ••• , V k' . . . étant p-stables, de plus Zk = (zkn) n E N avec zk n E r , 
llzk nll = 1 1 les zk n étant pour n fixé des paqm~ts disjoints formés avec les Xi . 

00 

On a donc zkn = I: a1 n (i) X. où a1 n (i) E lR (la somme ne comportant 
i::::::O ( l ( 

qu •un nombre fini de termes f. 0). 



Soit T : N2 ➔ N une application b~jective, on pose 
00 

zlt == i1 a/1 (i) Xr(n1i) 

On a évidemment llz'k nll == l\zk
1111 = 1 (d'après le fait que la suite (Xi)i EN est 

, ) N n , echangeable • Par ailleuvs les zk sont des paquets formes avec les Xi, deux 

à deux disjoints pour n, k variant dans N : en effet, si X ( ·) a un coefficient 
T n,1 

~n ~ f: 0 dans zk et z Am n (·) 1 0 ;r., , on a ak 1 F , 

r étant bijective, on am= net i = j , donc 

a,, m (j) /= 0 et r (n, i) = r (m, j) ; 

ak n (i) /= O , a,, n (i) /= 0 , ce qui 

montre que Xi a un coefficient non nul à la fois dans zk n et z J, n ; d I où k = J, (sinon 

zk n et z J., n sont des paquets disjoints). 

,.. • l'V N f\,f ""n 
On defimt alors Zk E r / JJ 2 en posant Zk = ( zk ) n E N • Il reste à mon-

trer que la suite (Zk)k E N est symétrique, échangeable et satisfait la propriété 

1) du théorème III. 1. Pour cela, il suffit de montrer que les deux suites 

(Zk\ E N et (~\\ E N ont la même distribution (probabilité sur RN), c'est-à

dire que pour chaque k EN , les (le+ 1)-uplets (Zo' .•. , Zk) et (Zo' ... , z~ ont 

la même distribution. 

Or, d 1 après la proposition I. 3, la distribution de (Z 
O

, ••• , Zk) (resp. 

(Z 
O

, ••• , Zk)) est la limite quand n ➔ oo suivant 11 ultrafiltre »2 de la distribution 

de (z
0 

n , .•. , zk n) (resp. (z
0 

n , ..• , zk n) ) • Il suffit donc de voir que 

(z
0 

n , ..• , zk n) et (~
0

n , .•• , zk 11
) ont la même distribution ; mais cela résLùte 

immédiatement de la définition de z
0
n , ..• , zkn , del 'échangeabilité de la suite 

(Xi)i E N et du fait que z
0

n, ••• , zk n sont des paquets disjoints, et aussi 

~n ~n z
0 

, ••• , zk : C.Q.F.D. 
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IV. PREWE DE 3 ⇒ 4 DANS LE THEOREME PRINCIPAL. 

Considérons un sous-espace réflexif F de L 
1 

(8
0

, P 
0

) et supposons que, 

IN IN dans une ultrapuissance F / JJ1 de F, (F / 1J1 est donc un sous-espace de 

L 
1 

(131, P1) avec (B1, P1) = (8
0

, P 
0

)1N/ e1) il existe une suite (Xn)n E lN ayant 

les trois propriétés suivantes : 

1) la suite (Xn)n E IN de variables aléatoires est échangeable et symétrique ; 

2) Elle engendre dans L 1 (6\ , P 1 ) un espace I' i sorriorphe à ,eP et, .plus précisé

ment, il existe M > O tel que 

1 1 

~r1 
( IÀO lp + ••• + \À~ lp) p $; l!Ào xo +. ♦ .+ Àn xn 111 $; M ( IÀO lp + ••• + l\1 lp) p 

3) la a-algèbre de queue de la suite (X ) ,- N est contenue dans B • 
n n"' o 

On a alors: 
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Lemme IV. 1 . Il existe un ultrafiltre ~ sur N et une variable aléatoire Z E r N /~ 

(sous espace de L 1 
(B, P) avec (B, P) = (B

1 
, P 1) N/t.{) ayant les propriétés 

suivantes : 

1 1) Z = UV , U EL (B, P) , U ç: 0 , V étant p-stable et indépendante de la 

cr-algèbre engendrée par 8
1 

et U ; 

2) Z = (zn)n EN , zn E r , llznll = 1; les zn étant des paquets disjoints formés 

avec les X .• 
1 

A l'aide du théorème III. 1 , on construit dans L 1 (B
2

, P 2) ( avec 

(B
2

, P 
2
) = (8

1 
, P 

1
) lN / JJ

2
) une suite Zk = UV k de variables aléatoires ayant les 

propriétés indiquées dans ce théorème. Soit r 2 = r N; JJ2 , d'où Zk E r 2 . 

Soit 1) un ultrafiltre non trivial sur N , d •où r2 N / JJ c L 
1 

(B, P) avec 

(B, P) = (B
2

, P
2

) N/JJ • On définit Z E r
2 

lN/JJ et VE L l (/3, P) en posant 

Z = (Zk)k E N , V = (V k)k E lN . D'après la proposition I. 5. l . , V est une va

riable p-stable indépendante de B2 , donc de la cr -algèbre engendrée par 131 et U 

(puisque U E L 1 (132 , P 2) ) . D I autre part, on a Z = UV : en effet la distribution 

du triplet (Zk' U, Vk) converge suivant JJ vers celle de (Z, U, V) (proposition I.3); 

or la distribution de (Zk' U, Vk) est toujours la même et Zk = UVk' d'où Z = UV. 
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ll reste à montrer que (8, P) = (81 , P 1} A /'li_ , A étant un ensemble dé

nombrable et U un ultrafiltre sur At et que Z = (zc) a E A , llzal! = 1 , les za 

étant des paquets disjoints formés avec les Xi . Or, d'après la proposition I. 6, 

( ( JN/ )!N/ !NxN/ ona B, P) = 81' P1) 112 JJ = (B1' P1) 112 xJJ2 . On prend donc 

A= JNx lN et 'l{ = .B-2 x J). D •après le théorème III. 1 on a Zk = (zk n)n EN 

avec llz/11 = 1 , les zt étant des paquets disjoints formés avec les Xi • 

Donc Z =(zkn) (n, k) E lN x lN • C.Q.F.D. 

Le lemme suivant est un èxercice de calcul de probabilités. 

Lemme IV. 2 • Soit f une vanable aléatoire ~ O, 8 
0 

une cr-algèbre. Alors 

B 
(E o e 

f --n n 
) 

ISO 
" -B f converge presque surement vers e quand n ➔ +"" • 

IS 
- Noter qu 1on ne suppose pas f intégrable ; donc E O f est une variable 

aléatoire ;:;;. 0 finie ou infinie ; nous la définissons ici comme la limite quand 
s 

N ➔ +oo de la suite croissante E 
O 

/N avec fN = f • 1 {ï ::SN} • 

e - ri n 
- Notons aussi que (E 

O 
e ) est une suite décroissante de variabl 1s n+1 13 -!. 8 - f n+1 B - ..;.._ 

aléatoires ;:;;.O; en effet, on a E O e n = E O ( (e n+Î) n ]~(E O e n+1 ) n 
8 B 

(d 1après l 1inégalité E O 
( \h Ir)~ (E O 

( lh I f si r;:;;. t) et donc 
f 

13 
(E o e 

n n /3 
) ~ (E o e 

- f - n+1 
n+1 ) 

f 

- Supposons d'abord f bornée, On a alors 1 - ~::Se - n ::S 1 f t2 --+ -
n 2 n2 

dès que n > l1fll
00 

• 

f 
-- n e e 

e n ) ~ (1... 1 E o f + _j_ E o 2) n n 2 r . 
2 n B 

Quand n ➔ 00 les deux membres extrêmes tendent vers e - E 
résultat. 

0 
f d 1où le 
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f fN 
f3 -- n B - - n 

Dans le cas général, posons g = (E O e n) , g N = (E O e 11
) n n, 

Quand n ➔ oo , g tend en décroissant vers une variable g ; quand N ➔ oo , 
11 

g N tend en décroissant vers g . Il en résulte que 
n, n Bo 

g = inf g N = inf (inf g N) = inf e- E fN (d'après ce qu 1on vient de 
n N 11

' N n n, N 
' -E 130 f montrer)= e . C.Q.F.D. 

Considérons dans r , sous-espace réflexif de L 1 (B1 , P 1) une suite 

(zn) n E N et un ultrafiltre U ayant les propriétés énoncées dans le lemme N. 1 . 

En appliquant le théorème I. 1 avec ces données, on construit, dans une ultrapuis

sance r N /U' de r , une suite (T ) > 1 de variables aléatoires échangeables au-n n _ 

dessus de s1 . Démontrons un certain nombre de propriétés de cette suite : 

1 1 - .. -
1°) M-

2 
( 1'1 lp + ..• + IÀk \P )P s IP1 .. , T 1 + ... + Àk T kils M

2 
( IÀ1 jP + ... + \ÀklPf . 

En effet soit e l'isomorphisme de r sur iP défini pare (Xi) = e1 (i E N) , 

les ei formant la base canonique de iP ; on a 118!1 s M, 110-111 s M . Comme 

llz Il = 1 , et que les z sont des paquets disjoints formés avec les X., on a n n 1 

M-1 s 110 z Ils M et les e z sont deux à deux étrangers : par suite, si 
n n 

µ
0

, • •• , µn E R on a 

d 1où 

d'où 

n 
Ilµ e z + ... + µ e z Il = ( L 

0 0 11 11 . __ n 
l=v 

1 

jµ. IP 110 z.!IP) P , 
l . 1 

1 

M-1 (!µojP + .•. + lµnjP) s 110 (µo zo + ..• + µn zn)ll sM (lµo\P + .•. + lµnjP) P 

1 1 

M-2(lµolP+ •.• + lµnlP)Ps!lµozo+ ... +µnznllsM2(lµolP+ ... + lµnlp)p. 

On montre alors, par récurrence sur k, que 1 'on a 
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1 

M-2 (lµo\P+ ... +\µnlp + IÀ1 lp + ... + IÀk\P)P:s; llµozo + ... +µnzn +~T1 + .•. +ÀkTkll 

1 

:s;M2 (\µ
0
IP + ... + lµnlp + IÀ1 \P + ... + IÀklp) P 

ce qui est immédiat d'après le théorème I. 1 . D'où en particulier le résultat 

cherché. 

2°) la cr-algèbre de queue éX> de la suite (T n)n > 1 est contenue dans B
0 

• 

En effet, d •après le théorème I.1, /3 est contenue dans la a-algèbre de 

queue de la suite (zn)n EN , donc dans celle de la suite (Xn)n EN (puisque les zn 

sont des paquets disjoints formés avec les X.) et par suite dans B • 
1 0 

3°) Si f. : R ➔ R est continue bornée (1 :s; j :s; k), on a 

B k k /3 
E o [ TI f. (T .) ] = II E o fJ. (Tl) 

j=1 J J j=1 

En effet, d'après le théorème I. 1 , la suite (T ) > 1 est conditionnellement nn_ 

indépendante et équidistribuée sur B1 et on a donc 

Or, si f: R ➔ R est continue bornée, on a, en particulier 

13. 13 
E 1 f (T 1) = E 1 f (T n) pour tout n E N , et par suite 

e, B1 1 
E f (Tl) = E n [f (T 1) + ... + f (T n)] 

Mais les variables T étant échangeables, l [f (T1)+ ... + f (T )] converge n n n 
00 

dans L 1 vers E8 f (T 1) (voir [ 5] ). Donc 
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8 /3. 00 00 

E 1 f (T 1) = E 1 (E8 f (Tl) ) = E/3 f (Tl) puisque Brxi c 13
1 

. Or on a vu 

00 
queB cB

0
cB

1
• 

81 Bo 
Il en résulte que E f (T 

1
) = E f (T 

1
) et par suite 

/3. k 
E 1 [ TI f. (T .) ] 

j=1 J J 

k /3 
= TI E O f. (T

1
). Le premier membre est donc B -mesurable 

j=1 J 0 

B k 
(puisque le deuxième l'est) et par suite est égal à E O 

[ TI f. (T.)]. C.Q.F.D. 
j=1 J J 

13 13 
4°) Si f : R ➔ R est continue bornée, E 

O f (T 
1

) = E O f (UV) , (UV étant les 

variables définies dans 11 énoncé du lemme IV. 1) . En effet, si <I> est une variable 

/3 -mesurable bornée, on a E (f (T1) . <I>) = lim E [f {z ) • <I>] (théorème I.1) 
o 'U. n 

= E (f (Z) • <I>) (proposition I. 3, puisque Z = (zn) n E N dans r N/'l-0 et Z = UV. 

C.Q.F.D. 

B iAT1 80 iÀW 
En particulier, on a E O e == E e • Mais, d'après le lemme 

L 4, V est une variable p-stable, indépendante de la a-algèbre engendrée par B 
13. B pp o 

et U, d'où il résulte immédiatement que E O e1ÀUV = E O e -1 À l U (noter que 

U ?::: 0). D'après la propriété 3°) ci-dessus, on a donc 

k 
= Il 

j=1 
1 

On pose alors S = n- P (T
1 

+ T
2 

+ •.• + T ) ; donc M- 2 ~ llS li~ M2 
n · n n 

(propriété 1°) ci-dessus) ; .1) étant un ultrafiltre non trivial sur N , on définit 

s E r I N / lt ( où r 1 = r N /'U.') en posant s = (Sn) n E N . Notons que r r N; JJ est 

une ultrapuissance de r (proposition I. 6) • Or r est lui'.""même un sous-espace 

de F N / »
1 

, ce qui montre que S appartient à une ultrapuissance de F. 
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D 1après la propriété 5°) ci-dessus,on a 

B iÀ s B IÀIP uP/ n E o e n = (E o e - n ) 

B iÀ. S 
D I après le lemme IV. 2, quand n ➔ oo , E O e n converge donc presque 

,.. _ E13o ]À]P uP 
surement verse . 

B 
Posons üP = E O 

uP ; Ü est donc une variable aléatoire 2:: 0 finie ou 
E 

infinie, B - mesurable. On a E O 111. jP uP = 111. lp üP pour À f. 0 (et 
13 0 

E O I À I P uP = o pour À = o) . 

Soit X une variable aléatoire bornée, 13 -mesurable quelconque. On a 
US /3 iÀS o 

E (e n . X)= E (X . E O e n) ; donc quand n ➔ 00 , 

iÀ s IÀ lp üP iÀ. s 
E (e n. X) ➔ E (e- X) si À f. 0 ; mais, par aillem 1s E (e n. X) 

converge suivant 1r vers E (eiÀS . X) (proposition I. 6). Donc 

. l !P ~p 
E (e1ÀS • X) = E (e- À U • X) pour À f. 0 • 

On en déduit d'abord que Ü est presque sûrement fini: car, si A= {Ü = ~} 

IÀIP üP 
etsionposeX=1A, onapour11.f.0·: E(e- .1A)=0, donc 

us ·Às 
E(e .1A)=0; quand11.-+0, E(e 1 .1A) ➔ E(1A),d 1oùP0 (A)=0. 

A 

S~it alors V une var•iable p-stable indépendante de B
0 

, on a immédiatement 

E (eu Ü V. X)= E (e..;IÀIP üP. X)= E (eD.S. X). Donc, si Y1' ... , Yn sont 

des variables aléatoires /3 -mesurables, on a 
0 

A 

i (11. U V + À1 Y 1 + ... + À Y ) i (11.S + 11.1 Y1 + .•. + À Y ) 
E [e . n n J = E [ e n n J . 

A 

Donc les (n+ 1 )-uplets (Ü V, Y 1 , ... , Y n) et (S; Y 1 , ... , Y n) ont la même 

distribution. Cela montre que S = Ü V , où V est une variable p-stable indé

pendante de B • Comme S appartient à une ultrapuissance de F, on a obtenu 
0 

l I implication 3 => 4 du théorème principal. 
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V. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL ET DE L'EQUIVALENCE DES 

CONJECTURES (C} et (C 1). 

1 ~ 2 est évident ; 3 ~ 4 a été prouvé dans la partie IV et 4 ~ 1 

dans la partie II. Il reste à voir que· 2 ~ 3 : Soit donc F c L 1 (/3 , P ) une 
0 0 

ultrapuissance de E contenant un espace isomorphe à .eP dont la base (Xn)n E lN 

soit finalement 13-mesurable (13 est une sous-a-algèbre de B ) • Il existe donc une 
0 

suite (X' ) E N, dans L 
1 (/3 , P ) , dont la cr-algèbre de queue est contenue dans n n o o 

13 et telle que !IX - X 1 111 ➔ 
00 • n n 

Soit JJ un ultrafiltre non trivial sur N ; en appliquant le théorème I. 1 . 

à la suite (Xn)n EN on obtient une suite échangeable Y1, ... , Yk, ..• d 1éléments 

de FlN/ 1)1 • D'après la construction de la suite Y k et le fait que 

!IX - X 1 Il ➔ 0 il est clair qu'on obtient la même suite de variables aléatoires n n 

en partant de la suite (XI n)n E JN' Il en résulte que la cr-algèbre de queue de la 

suite Yk est contenue dans celle de la suite (X 1
11

)
11 

E 1N c'est-à-dire dans B • 

D I autre part, d'après le théorème I. 1 . et le fait que l'on a : 

1 1 
n - n n -

M-1 ( E I À- l P) p s Il ~ À. X. Il ~ M ( E I À- 1 p )P 
. l . l l . l 
l ===O l ===O l ===O 

pour une certaine constante M > 0 , on en déduit la même inégalité pour les Y. 
1 

( d 'après le théorème I. 1 . , 2), on a immédiatement, par récurrence sur k 11 inégalité 

n k l n k n k ! 
M-1 ( E \À.jP + E lµ.IP )P:;; Il r À. x. + r µ,. Y.li :;; M ( ~ 1x.1P + E jµ.jP)P 

i===O l j=1 J i===O l l j=1 J J i=O l j=1 J 

Il en résulte que les Y. engendrent un espace isomorphe à ,eP; si on pose 
l 

Y ' = Y
2 1 - Y2 , la suite Y 1 est échangeable, symétrique et engendre un espace 

n n+ n n 

isomorphe à 1!P , d I où le résultat cherché puisque les Y' n sont dans une ultrapuis-

sance de F, .donc de E. 
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Preuve du théorème O. 3. : 

a Z? b est immédiat d I après 2 Z? 4 dans le théorème principal. 

b Z? a : on a UV = (Z ) E lN avec Z E E , UV E ElN / JJ ; en appliquant nn n 

le théorème L 1. avec l'ultrafiltre J} et la suite (Zn)n E lN on obtient dans élN / ..&' 

une suite échangeable Y 1 , •.• , Yk, . . . Il est clair qu 1 on a Y k = UV k' V k étant 

une suite de variables aléatoires indépendantes et indépendantes de (1 , de même 

distribution que Vk (donc symétriques). La cr-algèbre de queue de la suite UVk 

est évidemment contenue dans la a-algèbre engendrée par U, donc contenue dans B • 

On a par ailleurs 

k k 
E 1 z:: À. u v. 1 = E lui E l i:: )..

1
. v

1
. 1 

i=1 l l i=1 

Dans [1 ], il est montré que les variables (V ) E lN engendrent un espace nn 

A1 isomorphe à un espace d 'Orlicz .tf de suites, l'isomorphisme étant tel que 

11 image de V n soit 11 élément en de la base canonique de .tf . Les variables 

UV n engendrent donc aussi un espace A isomorphe à .tf avec la même correspon

dance des bases. DI après un théorème de [ 4 J , .tf contient un sous-espace r 1 

isomorphe à .tp, pour un p ~ 1 , dont la base est formée de paquets disjoints d 1é1é

ments de la base canonique de ,ef • Par isomorphisme, l'. contient un sous-espace 

r, isomorphe à ,e,P, dont la base est formée de paquets disjoints des (UV n) n E lN • 

La cr-algèbre de queue de la base de r est donc incluse dans B : comme A est 

réflexif. (sous-espace dt une ultrapuissance de E) on a p > 1 . La condition 2 du 

théorème principal est donc satisfaite, donc aussi la condition 1 , ce qui donne le 

résultat cherché. 
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Equivalence des conjectures C et C 1 • 

On montre d I abord le 

Lemme V. 1 • Soit E un espace de Banach ayant une base inconditionnelle 

(Xn} n E N et contenant un espace isomorphe à ;,P {1 :s p < oo). Alors il contient 

un espace isomorphe à 1,P dont la base est formée de paquets disjoints en les X . n 

Soit P n 1 'opérateur de projection de E sur le sous-espace engendré par 

X , •.. , Xn (P X. = X. si i ::5 n , P X. = O si i > n) et soit (Y ) E N une suite o n 1 1 n 1 nn 

d'éléments de E formant la base d 1un sous-espace isomorphe à ,eP • Pour chaque 

entier n fixé, il existe une sous-suite Y k de la suite Y k telle que P Y k 
V n V 

converge quand v ➔ oo (1 'image de P n étant de dimension finie). Par diagonalisa-

tion, il existe donc une sous-suite Zk de la suite Y k telle que, pour chaque n E lN , 

P n Zk converge quand k ➔ oc, donc, si Uk == z2k+1 - z2k, les Uk forment la 

base d'un espace K-isomorphe à .e.P (K réel ~1), et, pour chaque n EN 

P n Uk ➔ o quand k ➔ oo • 

Fixons € > 0; on choisit n
0 

assez grand pour que llP no U
0 

- U
0
ll ::5 E 

puis k1 assez grand pour que IIP no uk
1 
Il :s E/4 , puis n, > n

0 
assez grand tel 

que l!P Uk - Uk Il ::5 E/ 4 ; ayant défini n < n1 < ... < n. , ki < ... < k. , 
U, 1 1 0 .1 l 

on choisit k. 1 > k. assez grand pour que IIP Uk Ils; E/2 1 + 2 puis n. 1 assez 
1+ l n. · 1 l+ 

i +2 1 H 
grand pour que IIP Uk Il :s E/2 • 

ni+1 i+1 

On pose alors V = P U , V. 1 = (P
0 

- P ) u
1 

(i ~ 0) 
o n o 1+ ·+l n. c 1 0 l l H 

et par suite !!V. 1 - uk Il :s IIP u 1 Il + IIP uk - uk Il :s E/2i+
1 

1+ · 1 n. {. 1 n. 1 · 1 · 1 1+ 1 l+ 1+ 1+ l+ 

Il est clair que les Vi sont des paquets disjoints en les Xn. On montre qu'ils 

forment la base d'un espace isomorphe à ,eP , si E est assez petit. On a en effet : 



n 
Il E 
i=O 

n 
À. V. - I: 

1 1 i=O 
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n 
À. uk Il :s t 

1 
i i=1 

n 
\\1 IIVi - uk. li < I: 

1 i=1 

1 
n n 

:s 2 E sup \À. J s 2 e: ( I: 
i=1 

1 

- n 
I\ lp )P s 2 K e: ll_I: \ Uk.11 

i=1 l=O 1 

Si 2 K e: < 1 , cette inégalité montre que 11 espace engendré par les V. est 
1 

isomorphe à celui qui est engendré par les uk .. 
1 

C.Q.F.D. 

On montre alors que ( C ') ⇒ ( C) : soit E un sous-espace réflexif de dimen-

sion infinie de L 
1 

(0, a , P) ; E contient donc une suite (Xn)n E lN, telle.que 

l!Xn!I = 1, qui ne possède aucune sous-suite convergente. Soit JJ un ultrafiltre 

non trivial sur N et (Y J k E N la suite échangeable obtenue à 11 aide du tœorème 

I.1 avec ces données ; Y k E EN/ .&1 • Alors les Y k sont distincts : si Y k = Y J, et 

k f. t , alors Y 1 = Y 2 (d I après l 'échangeabilité), soit Il Y 1 - Y 211 = 0 et donc 

lim IIY 1 - X Il = O, ce qui donne une sous-suite convergente des (X ) E lN contrai-
n ➔ co n nn 

r~ent à l'hypothèse. On pose alors Zk = Y 2k+1 - Y2k ; la suite Zk est échan-

geable, symétrique et non nulle ; d I après ( C 1) 11 espace qu I elle engendre contient 

un sous"""'.espace isomorphe à .eP, et d I après le lemme précédent, on peut supposer 

que la base de ce sous-espace est une suite Uk formée de paquets disjoints en les 

Zk ; on a Uk E EN/ B', et la a-algèbre de queue de la suite Uk est contenue dans 

celle de la suite Zk, donc dans celle de la suite Y k' et finalement dans 2 d'après 

le théorème I. 1 . La condition 2 du théorème principal est donc vérifiée, et E con

tient donc un espace isomorphe à J?, P . 
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