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i) 

Introduction 

Ce cours de 3e cycle (Orsay, 1974-75) était destiné en principe à des 

étudiants ou chercheurs déjà familiarisés, au moins au niveau des motivations, 

avec la théorie des équations aux dérivées partielles linéaires, mais éven

tuellement moins entraînés au maniement de l'algèbre homologique. 

Pour cette raison, et aussi pour des questions de temps? il ne pouvait être 

question de réexposer l'excellent et difficile article de M. Sato, TQ Kawai et 

M. Kashiwara [10] sur la théorie des hyperfonctions et des microfonctions. On 

ne trouvera pas non plus dans ce cours une simplification de cette théorie. Il 

s 2 agit plut8t d'une présentation 11padagogique" (du moins nous l'espérons), 

faisant un large usage de résultats admis sans démonstration. Notre objectif 

essentiel est de montrer comment on utilise les hyperfonctions et microfonctions 

pour étudier les équations aux dérivées partielles9 

Dans la première partie, nous donnons une présentation que 1 1 on pourrait 

qualifier d'axiomatique, du faisceau des hyperfonctions. 1vexistence de ce 

faisceau, le fait que les fonctions holomorphes aient des valeurs au bord dans 

ce faisceau, et le théorème du "Edge of the wedge 11 sont admis dès le début, et 

les démonstrations ultérieures s 1appuient sur ces résultats admis. 

Cela permet, au §2 de définir et d'étudier les opérations sur les hyperfonc

tions, et d'introduire le spectre singulier de Sato (support essentiel, analytic 

wave front), l'un des outils essentiels de la. théorie9 Aux paragraphes 3 et 4, 

en suivant Bony-schapira [1][8], nous montrons comment des théorèmes dYexistence 

et de prolongement pour les solutions holomorphes dîéquations aux dérivées par

tielles dans le domaine complexe, fournissent des théorèmes dans le domaine réel 

en "en prenant les valeurs au bord" .. Nous retrouvons ainsi le théorème de micro

ellipticité de Sato, et donc le théorème de Homgren, et nous exposons les résul

tats de [8] sur le problème de Cauchy pour les opérateurs hyperboliq_ueso 



ii) 

La seconde partie est plus ambitieuse, elle vise à. donner une idée de 

l'ensemble de ltarticle [10] de Sato-Kawai-Kashiwara i microfonctions, calcul 

pseudo-différentiel et complexe, transformations de contact quantifiées, 

applications à la classification des équations aux dérivées partielles, et à la 

propagation des singularités. 

Là encore, nous admettons sans justification des résultats profonds de [10] 

(nous serions bien en peine 1 avec la définition simple q_ue nous en donnons, de 

démontrer que les microfonctions forment un faisceau) .. Les opérations sur les 

microfonctions sont étudiées au §1~ Nous étudions ensuite les opérateurs pseudo

différentiels dans le domaine complexe, en nous inspirant de la présentation 

donnée dans [11]~ Nous suivons [10] pour le calcul symbolique et pour étudier, 

au §3, les formes réduites des opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine 

complexe, ce qui fait intervenir de manière importante les opérateurs d'ordre 

infinio 

Au paragraphe 4, nous montrons comment les opérateurs pseudo=différentiels 

opèrent sur les microfonctions 1 en prenant la valeur au. bord de l'action sur les 

fonctions holomorphes, présentation inspirée de [11] et [12], et nous admettons 

1 i existence des 11transformations de contact quantifiéesn .. Enfin 9 au paragraphe 

5, nous résumons toute la 3e partie de [10], en montrant comment tout le calcul 

opérationnel précédent permet de ramener, dans les cas 11génériques'', les équa

tions aux dérivées partielles à quelques types simples, et d 1en déduire des 

résultats d'existence, de régularité, de propagation des singu.larités 0 

Je remercie très vivement MMo Laurent et Prestel qui ont rédigé ce courso 

En fait, ils ont accompli bien plus qu'un travail de rédactiono A de nombreuses 

reprises, ils ont établi des démonstrations complètes là où je m2 étais borné à 

donner quelques indications fort elliptiqueso 



Partie I Etude élémentaire des hyperfonctions. 

1.. Introduction axiomatique des hyperfonctions., 

1.1 Exemples .§& valeurs ~~~fonctions holomorphes fil dimension 1. 

Exemple 1 
1 dimension 1., 0 - en 0 ' z 

On sait que lim est une distribution . 
x+iy 0 

Y➔ o 

1 1 i1tô 
x+io 

= vp ':"". -
X. 

et à.e 
,,,, . meme . 1 1 in;ô i=io = vp - + 

X 

1 Les valeurs au bord de sont donc des distributions sur R .. 
Z, 

Exemple 2 g fonctions holomorphes sur le disque unité .. 

D = {z € E/lzl < 1} 

Soit f une fonction holomorphe sur D: 

1 zl < 1 

00 

avec. 'v p < 1 C !an! pn < +oo • 
Il=O 

Posons formellement b(f)(e) =C anei:ne o 

Proposition 1 : b(f) € L2(c) ~ L Janl 2 < +oo .. 

n€N 

1 • 

Démonstration g (an\€1N est la série de Fourier de b(f) , or la transfor-

mation de Fourier est une bijection entre 12 (c) et ,lûN) .. 

3 m € N 3 C > Ü 
m 

n. • 

Démonstration z C est compact donc S')2 (c) = ~i(c) et on sait que la 

transforma·tion de Fourier est une bijection de ~n (c) dans ~>v (N) ,. 

Proposition 3 ~ Dans le cas où f est une fonction holomorphe quelconque 

sur D, b(f) est une fonctionnelle analytique sur C,,, 



2. 

Démonstration~ Soit g une fonction analytique sur la variété réelle C. 

Alors il existe rp(z) holomorphe dans une couronne {p
1 

< !zl < p1} avec 

p
1 

< 1 < p~ telle que 

ie rp(z)lc = g(e ) 

rp admet un développement de Laurent autour de O 

+oo 
rp(z) = L b Z 

n 
n 0 

n:==oo 
+oo 

lb l p-n Soit p < 1 ' 1 /p < p' alors I: 1 n 
Il=-= 

00 00 00 

< +oo donc 3M \:Jn 

L jan! lbnj = L !an!Pnlbn!P-n ~ML lanlPn < +oo puisque p < 1 • 
n=O n=O n=O 

C a b 
n n 

est donc une série absolument convergente et on obtient une dualité 

en posant 

00 

< b(f) , g > = \'"°"' a b L-J n n 
n=O 

Si une suite {g} converge vers O uniformément sur C, la suite 
:p :pE:IN 

correspondante {rpp} converge vers O uniformément sur {p
1 

< lzl < p;} et 

donc si p < 1 et 1 < pi 
p 1 

< b (f) , g > --+ 0 • 
p p->oo 

b(f) est une fonctionnelle analytique sur C. 

1.2 Introduction axiomatique des hyperfonctions. 

Nous admettrons qu 1 il existe un faisceau d 1espaces vectoriels If> sur Rn 

et, pour tout ouvert w pour tout voisinage complexe ù) de w dans 

~n et tout c8ne convexe ouvert non vide r de Rn, une application 



b : 0 ( (w+ir) 0 w) -!> (B (w) linéaire qui satifont aux axiomes (A 1), (A2) et (A3) 

ci-dessoueo 

Définition ~ Les. sections de $ sont appelées hyperfonctions 0 

(on trouvera la construction du faisceau (B dans Sato [5] ou dans schapira (6]. 

Axiome 1 (compatibilité avec les restrictions) 0 

On se donne w ouvert de IR.n, w voisinage ouvert de w dans ©n et r 

cône ouvert convexe non vide de IR.n 0 

(A1) (1) Soient deux ouverts de ~n voisinages de w., w et wi tels que 

ouvert de n 
R contenu dans w: 

r E ( (w+ir) n &>) b(fl( s • )n"') = b(f)J w w +ir w w 

(3) Soit re c~ne ouvert convexe non vide contenu dans r 

Axiome 2" 

(A2) Soient w ouvert de IR.n et u E (B(w) • 

Alors il <ëlx:iste une famille finie (r) de cônes ouverts convexes non 
a aEA 

vides, un voisinage ouvert complexe w de w et une famille de fonctions holo-

morphes (f ) EA telle que f . E 0( (w+ir ) 0 w) et 
a a a a 



Axiome 3 (Propriété du rnEdge of the Wedgen) o 

Si r et 
a 

sont deux cônes ouverts de Rn nous noterons 

ra~ 1 n enveloppe convexe de ra Ur~ œ 

(A3) Forme 1 : forme globaleo 

Soient (r) cA une famille finie de cônes ouverts convexes non videa. 
(X(XÇA 

Pour chaque a soit f" € él (if +ir") tel que I I:::: b (f) = 0 1 

Alors il existe une famille de fonctions holomorphes (ga~)(a,~)€A 2 telle que 

\J(a1 ~) €AXA ➔ g a~ € e' (Rn +i ra~) 

-" lga~ + g~a = 0 l 

(A3) Forme 2 : forme locale. 

Notation & (w-i-ior) est défini par g f € & (w-i-ior) ~ 3 U ouvert de 

(Cn tel que 

➔ f € <9'(u) 

➔ 'v w1 ccw 'v r 1 tel que r 1 0 Sn- 1 cc rn Sn- 1 

(sn-1 n) est la sphère unité de R 

3 e: > O 

w et (r) aEA étant donnés comme dans la forme 1, soit (f ) €A telle 
a a 

que f € 6' (w-i-io r ) et 1Lb(f)=01 o Alors il existe une famille de 
a a 



-;, 
g(X~ E 0' (w+ior ex~) 'v(cc,~) E A xA 

-;, 
gcx~ + g~ex = 0 ~ (cc,~) E A xA 

-;, 'vexEA f =r: g 1 
(si f E e'(u ) ) 

ex cxEA ex~ U ex a 
ex 

Nous admettrons la propriété suivante g 

Théorème g Le faisceau (B est flasque. 

Rappelons QU8un faisceau f sur un ensemble X est flaSQUe si pour tout 

couple ( U, V) di ouverts de X tels Que U c V , l'application de restriction 

fb : f" (v) _,. 6-" (u) est surjective. 

1.3 Hyperfonctions tlfonctions analytiques. 

Proposition: Le faisceau des fonctions analytiQues s 8 identifie à un sous-

faisceau du faisceau des hyperfonctions. 

Démonstration z soit w un ouvert de IR.n. Toute fonction analytiQue sur w 

se prolonge holomorphiQuement en une fonction f sur un voisinage complexe 
.... 
w 

de w • ; E lJ ( (w+i1tl) n w) 
N 

donc on peut définir b(f) E $ (w) • Nous avons donc 

défini une application linéaire i g <X.(w) _,. (B (w) 
,., 

f ~ i(f) = b(f) 

_,. i(f) est indépendant du choix de f. 

N N 

En effet si f et f sont deux prolongements de f , ils coïncident sur 
1 2 

un voisinage w de w et donc 

b(r) - b(f) = b((r -f )IN)= b(o) =o. 
1 2 1 2 w 

-;, i est injective. 

N 

Soit f € ()I; (w) telle Que i(f) = O donc b(f) ·- O • 



D'après 1 1axiome (A3) avec 2g = 0 
(X(X 

Pour chaque w , Ot(w) se plonge dans 8 (w) 

donc f =-0 donc f =O. 

q.e.d. 

Remarque : Cette identification est bien compatible avec l'idée intuitive 

de valeur au bord puisque si on se donne g € e-(w) où w est un voisinage de 

1 .. 4 Valeurs~~~. fonctions holomorµ.11.es croissance lente. 

h , ' . t t d n "' . . d T eoreme 1.4.1 ~ soien w un ouver e R 9 w un voisinage e w dans 

en et r un cône ouvert de an 0 

Soit f une fonction holomorphe sur (w+ir) n w à croissance lente: au 

3 C > o tels que \;/ (x+iy) E (w+ir) fi w 

Posons f (x) = f(x+iy). y 

Il existe une distribution T sur w telle que, pour tout cône rw dont 

li intersection avec la sphère uni té est relativement compacte dans 

r n sn-1 , f y converge vers T dans G\ 8 (,.,) .JI w lorsque y tend vers O dans 

Jl§monstration g Soit r 1 un cône de Rn tel que r 1 0 $n- 1 soit relative-

ment compact dans r n sn- 1 ; il peut être recouvert par un nombre llii, de cônes 

de révolution ouverts tels que chacun d'eux soit strictement contenu dans un 

cône de révolution, de même axe, lui-même inclus dans r. 

Par un changement de coordonnées on peut se ramener au cas de deux cônes : 

avec 



et donc il suffit de montrer que 

f € e--((w+ir2)n w) 

f à croissance lénte 
f 

y 

7. 

converge dans ID' (w) si 

On sait (Schwartz [7] ch. III §3) que la convergence des distributions est 

une propriété locale donc il suffit de montrer que chaque point de w possède 

un voisinage sur lequel le théorème 1 est vrai. Par une translation on peut se 

ramener au voisinage de 1norigine 0 

w et w sont ouverts donc il existe u.n.e boule B dans !Vn de rayon 2r , 

de centre O telle que 
n 

B O IR c w e~ B c w • 

Posons { n/ G = z € t z = x+iy !xi < r 

G = GUB • 
0 0 

n n . 
G c G IR +1r 

o 1 
G n IR.n = B est un voisinage de O et de 

0 0 

plus si z € G, z = (z
1

, •• o 9 Z) , alors le segment défini par.les points 
n 

z 

et (ir , z , ••• 9 z ) est contenu dans G donc on peut définir pour tout z € G : 
2 n 

P f(z) =J f(t,z ,o •• ,z )dt et par récurrence 
1 [· ] 2 n 1r,z 

1 
En majorant A au besoin on peut supposer que A n 1 est pas entier et donc 

A d N+a avec N € IN et (X € ] 0, 1 [ • 

Posons u(z) ,= PN f ( z) et 
1 

v(z) = P u(z) = pN+1 f(z). 
1 1 

1 f (z) 1 donc I P f ( z ) 1 -' C J r 
1 y 

1 

ds 01 

A< A-e1 ' 
s y 

1 

donc lu(z) 1 pour tout z € G • 

Montrons que v se prolonge contintment à G 0 • 



8. 

deux points. de r
1 

et soit x tel que I xj < r : 

v(x+iy ) - v(x+iy
2

) = v (x) - v (x) = J u( t 1x8+iy' )dt - J u( t,x'+iy
2
'1 )dt 

1 · Y Y 1 
1 2 

[ ir, x +iy J ( ir, x +iy ] 
1 11 1 21 

l 1-a 1 1 1 11-a 
1 " c2 Y1 -

= IY) 1-al o 

Par ailleurs, d'après la formule des accroissements finis 

avec suplôu(t)j = 

Posons s = ~m t e 

Les points y 1 = (y , 000 ,y) considérés sont tels que (s,y 8 ) E r
1 

donc 
2 n 

le polydisque de centre (s,y 1 ) et de rayon Â.S est, pour un À. fixé assez 

petit, contenu dans r
2 

et donc d8après les formules de majoration de Cauchy 

(u est holomorphe) i 

If (u(t,x'+iyp = u(t,x 7+iy2)dt\ < C: !Y;-y 21 Jr ~=a~ c3 
(irfx,+iy11] y11 s 

donc !vy (x) = vy (x)! < c
2

1IY
1

11-a- IY2 11-aj + c
3 

IY1-Y2l ! .. 
1 2 y11 

On peut recommencer la majoration en remplaçant y
1 

donc 



finalement : 

!vy (x) = vy (x)I, c
4 

1 IY
1
11-o:-IY

2
11-o:I + c

5 
IY1oo:Y2J x · 1 o: o 

1 2 . · (sup(y
11

,Y
21

)) 

k 
y

1 
et y

2 
€ r~ donc · sup(y

11
,Y

12
)) k

1 
sup(ly 1j,jy21) ~ 

2
t (ly;-y2j) 

!vy (x)-vy (x)j <-c
4
! IY

1
11-o:-IY

2
11=a1 + C

6 
IY1-Y211-a:, 

1 2 

l!v -v Il = sup lv (x)-v (x)I "c
7 

!Y
1
-y

2
!1-a .. 

Y1 Y2 
00 lx! <r Y1 Y2 

Soit Bv :::: {x € IRn l lxl < r} o 

Le filtre des - v lorsque y parcourt le filtre des voisinages de O 
y 

dans r 
1 

est .un filtre de Cauchy donc . si y ➔ o dans r . v converge vers 1 , y 

une fonction continue v . 0 
sur Bt , convergence dans 1°(B1 ) 

verge vers v 
O 

au sens des dis tri.butions sur B 9 "' 

donc v · con
y 

La dérivation par rapport à x
1 

est continue de 'l)' (B 1
) dans lui=m€me 

et par ailleurs donc si on pose 

T:::: (~)N+ 1v on aura g 
ox

1 
o 

l i m f == lim (~/+ 1v = (...2....)N+1 
Y · ox

1 
y ôx 

y-o Y ➔ O · 1 
Y€r

1 
yEr

1 

ce qui termine la démonstration du théorème . 

Nous allons montrer que, i..YJ.versement, t oute distrib,ition es·t . localement 

limite de. fonctions hol omorphes à croissance len te . Pour · cela il nous faut tout 

d 1 abord étudier les c~nes de .!Rn • 

Défini ti on : Une·. partie d.e •sn- 1 (sphère unité de. •IRn) sera dite propn:,_ 

si elle engendre da11.s.. Rn un c8ne saillant convexe. 



1 o. 

Notons l 1 1 ensemble des cônes ouverts convexes non vid.es de !Rn et $; 1 1 en-

semble des parties fermées propres de D.=1 s 0 

Défin~tion g Si r est un cône de !Rn, le polaire r0 
de r est la 

partie de Sn- 1 définie par g 

Propositi on g L'application est une bijec tion de sur ;t . 

Si r E 1 on a . 

Démonstrat ion g a) r € ~ ~ r0 
€ d; donc on a bien une application 

r-> r0 
de } dans 3t. En effet s i i l existait z € sn-1 tel q_ue z et -z 

appartiennent à 

\/ x E r 

0 r on au.ra it g 

or r est ouvert donc contient une base de IR.n donc z = O ce q_ui est impos-

sible puisq_ue C ,..n=1 z Ç. IJI ; don c 
0 r 

b ) Si I Et 

engendre un cône sa i llant. 

Ip = n {x E ul /<x9y) > 0} est une intersection de demi-espace ouverts, 
yE:I 

donc est ouvert convexe 0 

I E t ~ Ip E ' o 

c) r = {.x E Rn/ 'vy E r0 
<x,y> > o} = (r 0 ?, 

en effet y E: r 0 <=> {.x E IR.n /<.x,y> ~ O} :::> r • 

(r 0 )P = n {x E !Rn /<x:iy> ~ O} est li intersection des _ demi-espaces fer
yEr0 

més q_ui contierm .ent r donc (r 0 )P = I' puisq_ue r est convexe. r est ouvert 



11. 

Proposition: (Rn)o = ~ et le polaire d1un demi-espace est un point. On a 

. 0 0 ( aussi : r 1 n r 2 = env O convexe 

Théorème 1.4.2 g Soit (I) un recouvrement fini de 
ex cx.EA --

n-=1 
:'il par a.es 

fermés propres dont les intersections deux à deux sont de mesure de Lebesgue 

nulle. 

Pour chaque ex, soit r le cône ouvert convexe dont 
(X 

I est le polaire. 
(X 

Soit T une distribution sur 
n 

B(o,r) = {x ER /lx!~ r} • Alors pour tout 

r 1 < r il existe une famille (f) cA de fonctions holomorphes à croissance 
CX CXU1. 

lente au voisinage de Rn telle que 

T 1 ( 1 ) = L f (x+io) 
B o,r cxEA ex 

limite de f au sens du théorème 1 .4. 1 • 
(X 

et 

où f (x+io) désigne la 
(X 

00 

Démonstration g En multipliant T par une fonction X de classe C qui 

vaut 1 sur B(o,r 1 ) et O en dehors de B(o,r) on se ramène au cas d'une 

distribution sur Rn à support compact. 

Si , sa transformée d.e Fourier est une 

fonction analytique, à croissance lente à l'infini. 

e E I ). 

T est à croissance lente 
"" 

(IT(pe)I ~ C pN) donc si ~m<z1 e> reste 

strictement positif sur I , l'intégrale est convergente, en particulier si 
(X 

On a alors g 

a. 

àf 
~(z) = 
à~. 

J 

(2n)=n II à~. (e+ip<z,e>) ;(pe)pn-1 dp ~e = o 
J J = 1 1 ••• ,n, 



12. 

donc 
n 

f est à croissance lente .§1!. voisinage de. IR o 

ex 

( ) O'I. i D'après le théorème 1 0 4 0 1 on peut donc définir f x+io dans ,v par 
ex 

<f (x+io) , rp(x)> = lim J f (x+iy) rp(x) dx 
ex n ex y ➔ 0 1R 

yE:r 
a 

<f a(x+io) ~ rp(x)> = lim III n + e +ip<x+iy' e> 
A n 1 
T(pe)p - rp(x) dx dp de 

y ➔ o IR XIR XI 
ex yE:r 

ex 

lim If+ e-p<Y' e> 
y ➔ o IR. XI 

"' ( ) n-1 J ip<x e> ( ) T pep dp de ne ' rp x dx = 
IR 

yE:r ex 
a 

lim II+ e-p<y,e> 
y ➔ a IR XI 

y€r ex 
ex 

d 1 après le théorème de convergence dominée de Lebesgue ~ 

<f (x+io), rp(x)> =J i(pe)$(=pg)pn=- 1 dp de et puisque sn- 1 = 
a IR+ XI 

ex 

( C f (x+io) , rp(x) ) = J n i(x)$(-x)dx = <T 9 ic-x)> = <T , cp> 
a€.A ex IR. 

donc T =Cf (x+io) 
a€.A a 

1. 5 ~ théorèmes classigues du iuEdge of ~ Wedge". 

Pour plus de détails voir Morimoto [9] • 

a) Théorèmes ~ Bogolyubov. 

LJ I 
a(A a 

Soient r un cône ouvert convexe de !Rn et Q un voisinage dans 11:/
1 

d 1un ouvert 
n 

U de IR o 

Soient f+ et r= deux fonctions holomorphes respectivement sur 

QO(U+ir) et QO(U-ir). 



Hypothèse g 1) version conti..~ue §;g,_ théorème 

r+ et f- se prolongent contintîment à U et r+ 1 U = f-, U " 

2) version distribution g 

Il existe une distribution T sur U telle que i 

<T,qi> = lim J f+(x+iy )rp(x)d:x: = lim J f-(:x:-iy )cp(x)d:x: o 

Y·- o U y - o U 
yEr yEr 

3) version hyperfonction: 

tes hyperfonctions sur U b(f+) et b(f-) sont égales. 

Conclusion : Alors il existe un voisinage Qi de U , avèc Qt c: Q tel 

que si :r+ et f- vérifient une des hypothèses ci-dessus, il · existe une 

f'-Ol'.l§è~on f holomorphe sur Q 0 telle que g 

b) Théorèmes dgEpste~o 

soien:t r
1 

et r 
2 

n deux c8nes ouverts convexes de R et r P enveloppe 

convexe de Q un voisinage complexe d8un ouvert U 
n 

d:e R " 

Alors il existe ga cQ voisinage de u tel que si f 
1 

et f2 sont 

deux fonctions holomorphes respectivement sur Q OU+ir
1 

et Q 0U+ir
2 

et 

vérifient l'analogue diune des hypothèses 1)2)ou3) du théorème précédent, 

il existe une fonction. h0lomorphe f €&(Qi nu+i.r) telle que 

f::::f 
1 

sur 0 9 n U+ir 
1 

et f = f 
2 

C) Théorème.~ na.rtineau., 

sur 

soit (r) une famille finie de c8nes ouverts convexes de !On~ Pour a. aEA Il, · 

chaque a., soit f une fonction holomorphe et à croissance lente dans 
a 



n. 
R +ir • 

soit ra~ l'enveloppe convexe de 

(i) Il y a équivalence entre 

:1 fa:~ € 0 (IRn +ira:~) avec 

f = -f et f = C f I o 

~a. a:~ a: ~€A a:~ IRn +if 
a: 

14. 

b) Il existe une famille (f )( ) qui vérifie les con-
a:~ a:,~ € A x A 

ditions du (a) et telle que de plus chaque soit à croissance lente. 

(ii) Si les fonctions à croissance lente f vérifient 
a: 

Cf (x+io) = O au sens des distributions, alors il existe une famille 
a:€A a: 

(f )( ) vérifiant les conditions équivalentes de (i) • 
. a:~ a:,~ € AxA 

Corollaire : Si S est le faisceau qui vérifie les axiomes (A1), (A2) et 

(A3) alors le faisceau des distributions sur s'identifie à un sous 

faisceau de (B • 

Démonstration~ corollaire Soient w un ouvert de IRn et T une 

distribution sur w. 

Soit (r ) une famille finie de c8nes ouverts convex.es dont les polaires 
a. a:€A 

(I) ca forment un recouvrement de 
a: O:ui. 

n-1 
5l par des fermés dont les intersections 

deux à deux sont de mesure de Lebesgue nulle. 

Soit w' un ouvert relativement compact de w. D'après le théorème 1.4.2 

il existe des fonctions holomorphes f 
a: 

à croissance lente sur 

que 

Tlw' = L f (x+io) • 
a€A a 

telles 
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On peut donc définir l'élément de Œ> (w1 ) (où b est l'ap pli cation valeur 

au bord de l'axiome (A1)) 

B i ( T) = L b (f ) • 
w . a 

a€A 

Supposons que 1 1 on ait une deuxième famille de cônes ( t, ) et des 
~ ~Œ 

tels que Tj , = L gA(x+io). soit 
w ~Œ t-J 

B~,(T) = L b(g~) 

Cf (x+io) - L gA(x+io) = O sur w' donc d'après le théorème de Martineau 
a€A a ~Œ t-' 

(ii) il existe une famille (hyy') ( y,y') € (AUB) x (AUB) qui vérifie : 

h +h = 0 yy' y'y 

donc 

f = 
a 

y' €AUE 

h 
ay' 

et L h~y• 
y' €AVB 

B ,(T)-B',(T) = L b(f) - L b(g) = 0. 
w w a€A a ~Œ ~ 

B ,(T) ne dépend donc que de T et de w' • 
w 

Soit (wj) j EJ un recouvrement ouvert de w par des ouverts relativement 

compacts dans w. La famille (Bw_(T))jEJ définit une hyperfonction et une 
J 

seule (113 est un faisceau) que nous noterons B (T) • 
w 

(D'après l'axiome A1 on a B (T) = B (T)I = B (T)j \J i,j) . 
w. Ow. w. <ll. Ow . w. w. Ow . 

1 J 1 . 1 J J 1 J 

Nous avons donc défi rli une application B : 5) i (w) _,. <B(w) pour tout ouvert 
w 

w de IR.n, il reste à montrer qu'elle est injective. 

B est manifestement une a;pplication linéaire. 
w 

Soit T € Î}
1 (w) telle que B (T) = O donc pour tout 

w 
j 

On a Tl = L f (x+io) et L b(fN) = 0 donc d'après l'axiome (A3) il 
W . ,.. a v. 

J CXl.:.li 

existe une famille (g ) telle que· 
a~ o:,~€AxA • 

g A € 0(w .+ir ) 
O:t-J J (Xt-' 



D'après le théorème de ~rrartineau (i) il existe une famille (h )( qui •. ,. a~ a,~) EA xA 

et g 
a~ 

à croissance lente sur 

On a alors : Tl = L f (x+io) = L g A(x+io) = O 
wj a a~ 

donc T O .. 

B i 9) 1 (w) -+ (B (w) est donc une a.p:plication linéaire injective .. 
w 

2o propriétés élémentaires ~ hyperfonctions,. 

2 .. 1 Opérations élémentaires §11I. lfilt hyperfonctions., 

a) Multiplication d~une ,hyperfonction 

Soient w un ouvert de IRn et u E q's(w) • 

rn fonction analytique., 

D'après l'axiome (A2) il existe une famille finie de c8nes ouverts convexes 

(f ) cA telle que i 
CX CXUi. 

f E U(w+ior ) 
a a 

et u = L b(f) ., 
a€!. 

Soit cp E a..(w) et ~ un prolongement holomorphe de rp à un voisinage 

complexe de hl .. 

On pose par définition g 0 

faut montrer que cette déf::L.'lition est indépendante des ch0ix de ~ et de 

la décomposition de u .. 

N N 

-+ Si q:i
1 

et rp
2 

sont deux prolongements de q:i ils coïncident sur un 

sinage de w donc d'après 11axiome (A1) g 

b(~ f) = b(~ f). 
1 Cl 2 Cl 
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➔ Montrons que cpu est indépendant de la décomposition de u O Par 

linéarité il suffit de montrer que u = O ==.} cpu =O. 

soient donc (ra)a€A et (f ) ca tels que f € U(w+ior ) et 
a a\:A a a 

L b(fa) = O; d'après l'axiome (A;) forme 2 il existe des fonotions 

g Q + gA = Q 
O't-J 1-'a 

et f = L g A , 

a. ~€A al-' 

donc L b(qîf) = 
a€A o:: 

Remarque: La définition de la multiplication est compatible avec la multi-

plication des fonctions analytiques 1orsqu 11on identifie le faisceau des fonctions 

analytiques à un sous-f aise eau de (B i 

,., 
Soient cp € a.(w) 1 f € 0;(w) , ~ et f deux prolongements holomorphes de cp 

et f. , et soit i : a, ➔ (B • 

q.eod,. 

b) Dérivation hyperfonctions., 

soit 

on pose par définition 

On montre comme pour la mul'tiplication que cette défini tian est indépendante 

de la décomposition de u. 

Remarque g Cette définition est compatible avec la dérivation des fonctions 

analytiques: 



c) Action diun opérateur différentiel à coefficients analytigueso 

P(x,;x) = r= aa(x)(:x)a 
lal~M 
arnl1 

a analytique. 
a 

Définition t ~ Il suffit d I appl:Lquer successivement les opérations de déri-

vation et de multiplication par une fonction analytique définies précédemment. 

Définition 2 Pour chaque a soit a un prolongement holomorphe de a 
a a 

et soit 

si u = L b (f . ) on pose 
jEJ J 

à ,.., à 
P(x,~à )u = L b(P(z,~)f .) 

X jEJ z J 

On vérifie immédiatement que les deux définitions coïncident et sont compa-

tibles avec P action sur les fonctions analytiques. 

2.2 Précisions~ 1 1axiome (A2)o 

Rappelons tout d'abord quelques propriétés des ouverts d 1holomorp..h.ie. Pour 

les démonstrations voir Hormander [2] • 

Définition 1 Q ouvert de (Cn est un ouvert d2holomorphie si il n 1existe 

pas deux ouverts et vérifiant 

(b) est connexe et 

(c) \J u E 0(Q) tel que u = u
2 

dans 

Définition 2 : Q ouvert de 
'l'l 

([;. est un ouvert pseudo=convexe si il existe 

une fonction plurisousharmonique u telle que g 

\J C E IR Q == {z/zEQ 9 u(z) < c}cc Q. 
C 
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Théorème Il y a identité entre ouverts d9holomorphie et ouverts pseudo-

convexes. 

Propriétés - Si Q et Q 1 sont deux ouverts d 1holomorphie de ~n 

Q O Q1 et Q x Q1 sont des ouverts d1holomorphie respectivement de icn et de 

- Les ouverts convexes sont des ouverts d 1holomorphieo 

Proposition Soient et deux ouverts dVholomorphie de tels 

que w
1 

U w
2 

soit encore d I holomorphie. 

3 f E C9'(w ) 
1 1 

Théorème de Grauert Tout ouvert de Rn possède dans ICn un système fon-

damental de voisinages qui sont des ouverts d 1holomorphie. 

Nous pouvons maintenant étudier comment une hyperfonction se décompose en 

valeurs au bord de fonctions holomorpt.eso 

Proposition 2.2.1 g Soit u E IB(w) • Pour tout s > O, il existe une 

famille finie (r) de cônes ouverts convexes de ~n et une famille de ex ex€A m. 

fonctions holomorphes (f ) €A qui vérifient f E Y((w+ir )n w) pour w voi-

sinage complexe de 

(cf§ 1.4) diamètre de 

(X (X, 

= L b(f ) 
a€A a 

0 

r " c • (X, 

ex a 

et enfin si 0 r 
(X, 

est le polaire de r 
(X, 

Démonstration g Le faisceau Œ3 étant flasque~ on peut supposer que w est 

convexe. 



D1 après 1 1 axiome (A2) 9 u = C b(f ) avec f € <,'( (w+ir ) n w) où r est 
(X (X (X (X 

un c8ne ouvert convexe et d1après le théorème de Grauert on peut choisir 

pseudo-convexeo 

Si le diamètre de r0 est supérieur à 
(X 

E, soit H un hyperplan de Rn 
(X 

qui partage r0 en deux sous-ensembles 
(X 

que le diamètre de 1nu..,.~ d 1eux soit 

égal à e o 

Soient E+ et E les deux demi=espaces fermés déterminés par H , soit 
a a a 

o la droite normale à H et ô+ = E+ n o , ô = E- nô o o:n. a 
a. 0 (X (X 

+ + -----:; Posons r = r + ô = conv(r U o ) 
a a a 

= r = a 

convexes et leur intersection est w+:i.r • 
a. 

+ ( . +) n ,,, Q = w+ir w, Q = 
a 

r + ô 
(X 

. + 
o w+ir 

(X 
et w+ir sent 

(X 

convexes donc f qui est hclomor:phe su:r r;/ n Q.- - (w+ir ) OI w se décompose en 
a a 

r = r+ + r= 
a a a,, 

+ 
(r=)O -

a 

+ + 
avec f= E: e( (w+ir=) n w) ~ 

a. a 

0 ;± r n E donc en itérant le procédé on 
(X 

n 
(X 

fi 
; 

f ( • i) "') f =E avec f ... E e\ w+:1.r O w 
(X (X a (X 

i=1 n 
(X 

b(fi) et ceci pour chaque (X 0 D8 où u =}:::: I: 
aEA i,;1 (X 

peut écrire g 

diam(ri) " E 
(X 

0 qoe.do 

Théorème 2o2.1 So::Lt (r ) "~ tl.!1e famille finie de cônes ouverts convexes 
(X (X c.t1. 

et supposons que les des polaires des r- recouvrent la sphère unité 
~(X 

n.,-.1 ( ) sr • Alors pou.r toute hyperfonction u € 0 w il existe des 

f € &( (w+ir ) 0 w) pour w voisinage de w i telles que 
(X (X 

u=C 
atA 

b(f ) Q 

(X 



() 

0 
Démonstration g soit U = r 

(J, (X 

21o 

n-1 
$ = u u • 

. (X 

aEA 

L'application continue x~ sup d(x~Lua) ne sîarmule pas sur le commet 
aEA · 

n-1 S donc il existe e.: > O tel que tout ensemble de diamètre~ e soit contenu 

dans l~un des u • 
(X 

D'après la proposition précédente, u = L b(f .) , f E &((w+ili.) 1) w) avec 
j €3 ·J J 

diam li~~ e.: o Pour chaque j choisissons u:n a(j) tel que b~ c U (·) et donc 
J J (J, J 

r ( . ) c li. • Alors f . € <9"( (w+ir ( . ) ) 0 w) et on a 
aJ J J aJ 

u = [:b( >. r .) " 
cxEA {j/;rr)=a} J 

Remarque g Nous démontrerons un résultat plus fort dans le § 1 • 2.4 de la 2è 

partie g si les (rP) (et pas nécessairement leurs intérieurs) recouvrent 
'a'aEA 

n ... 1 
$ on peut encore écrire g 

u = L b(f ) 
aEA a 

avec f € ,,,( (w+ir ) n w) • 
a a 

Propcs-ïtion 2.2.,2 ~ Supposons que u € tS(w) ait deux décompositions g 

0 
Si M = U r 

aEA a 
et N = U r0

, il existe des ct5nes 
~EB ~ 

et des fonctions 

h E &(w+ior ) 
y y 

avec u L b(h) et 
yE:G y 

0 LJ I' CFiflN. 
yEC y 

Preuve g L b(f ) = C b(gr) = O donc d.1 après l'axiome (A3) il existe 
aEA a ~Œ '"' 

des fonctions (h )( ) telles que h 2 E ~(w+ior 1 ) 
. yy 2 y, y' € AUB xAUB yy YY 

r = conv(r u r . ) yyi y y· 

h 9 + h := 0 
yy yiy et g = = C h , 

~ îf ( AUB ~îf 

donc u;::: L b(f ) = 
aEA a 

L b(h ) + 
a(A yf.A ay 



Prenons C = A xB r( ~\ :.= conv(r ur) 9 

a,~J a i3 

On a u = L b(h ) 
yEC îf 

avec h € 8(ûrt-ior), 
y y 

et enfin 

r o = r o( ) = r n r c M ON pour tout (a, i3) € A X B • 
y cx:,13 a i3 

Remargue z Si Mn N = çt u est analytique car pour tout y = (o::, i3) 

2o3 spect~e, singql~ d'une hyperfonction., 

Définition~ Soit u E tS(w) o Le swctre singulier .s!&. u, noté SSu, est 

la partie fermée de n-1 wxs définie par g (x , ç,0 ) f. SSu 
0 

si et seulement si 

il existe un voisinage V de x 1 une famille 
0 

(r ) EA de cônes ouverts con-
a a 

vexes avec J:'o t! ro "' ,- pour tou:t 
a 

a et des fonctions f € ér(V+ior) 
a a 

tels que 

ulv = L b(f). 
aEA a 

Définition g Si u E ~(w), le support singulier analytique de u, noté 

supp sing u, est le complémentaire du plus grand ouvert de w sur lequel u 

est analytique., 

On dé signe par ·n; la projection 

Lemme soient u € t&(w) , x E w et 
0 

(r) une famille de c8nes 
a aEA 

0 -
ouverts convexes tels que {~ € $n-1/(x

0
,ç,) E ssu} c U 

aEA 

0 r o 
a 

Alors il existe un voisir;age V de x , et des fonctions f E t,(v+ior ) 
o a a 

telles que 



f) -0 
Démonstration du lemme g Soit W = r 

- a a 
n-1 ( ) .K=$ \ LJ W est un compact. 

Si ç, € K (:ic , ç,) f. ssu 
0 

donc par défin i tion de ssu 

a .au 
. 
0 

\/ ç, € K 3 V ç, voisinage de X 
' . ç, 

3(ti.) . €J famille de c6nes ouverts 
0 J J ç, 

convexes 

\J j€Jç,. 

Puisque (ti5)
0 est fermé il existe un voisinage Uç, de ç,, 01:..vert dans $n- 1 

et tel que (6})
0 n uç, = yef pour tout j € Jç, • 

Par com:paci té K est recouvert par un nombre fini de U , soient 
ç, 

Uç, '°""'Uç, • 
1 m 

Nous noterons 
ç,i i ç,i i 

Vr: =V . , Ur: =U . , 6. = t:,. , f., =f . et 
~ • 1 S · 1 J J J J 

J. J. 

Jr: =J .• 
~ . . J. 

J. 
m 

Si V= n V. J. 
i=1 

avec 

Il résulte de la . proposition 2.2.2 q_ue ulv peut se mettre sous . la forme: 

n 

ul = L b(g ) ave c gÀ E (J(V+io6À) et u Li~c .n rui ' 
V 71.€.A À À €.A J.=1 

0 
n n -n [ui = L u LK = u w donc u t,.O C u w u 0 

or U. C - r 0 

i=1 i=1 
J. aEA. ex MA À. aEA. 

(X 
cxf.A. 

(X 

Soit e > O tel q_ue tout ensemble de di amètre ,< e rencontrant 

soit contenu dans Pun des W • D' après la proposition 2.2.1 et sa démonstra.-
a 

tion on peut écrire u!v = C b(h ) ave c h E (1'(V+ior ) 
µEJVI µ µ µ 

U r
0 

= U Li~ • 
µEJVI µ r-E.A 

0 
diam r < e et 

µ 

\/ µ 3 a(µ) o o h . . ( ) r C W ( ) C r ( ) 0 C 02SJ.SSO!lS un (X µ 
µ a µ a µ 

pour chaq11e µ • 

ulv = C b( r. h ) avec 
aE:A a;;fµ) µ 

E e'(V+ior ) 
a 

car r cr 
a µ 

si a = a(µ), 



ce qui termine la démonstration du lemme. 

Démonstration de la proposition 2.3.1 : 

a) Si x i supp sing u, il existe un voisinage V de x sur 
0 0 

lequel u est analytique et donc se prolonge holomorphiquement à un voisinage 

complexe V de V en une fonction ü € e(;) • 

u == b(ü) avec et puisque 
0 

(Rn) == ~ on en dédµit que 

\J l;o € 
n-1 

(x
0

,l;
0

) /, SSu donc x f. n(ssu) donc n(ssu) c supp sing u • $ 
0 

b) Soit x f. n(ssu) • {t € 5n- 1/(x ,l;) € ssu} == ~ donc on peut 
0 0 

appliquer le lemme à la famille de c8nes composée de l'unique cône n ·1 IR : ;:i; 

existe V voisinage de x et f € <1(V+ioRn) 
0 

ulv == b(f) donc u € o.(v) 

et x f. supp sing u o D8 où n(ssu) :::> supp sing u ~ 
0 

Exemples 

(1) Soit log z une détermination du logarithme sur ©\IR+. 

donc 

Alors log(x+io) - log(x-io) { O 
Si X ( Ü 

= -2in si X ) 0 

Y(x) = -~- (log(x-io) = log(x+io)) • 
21% 

2 Dans IR avec les coordonnées x ,x 
1 2 

Y(x
1

) == 2lrc (b(f)- b(f 
1 
)] 

avec f (z ,z
2

) = log z 
1 1 1 

pour 

pour j == 1,2 on a 

pour 

Comme le front d'onde C
00 

de Y(x
1

) est égal à ce dernier ensemble, il en est 
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(2) soit H 
0 

U,.'le droite dont la normale n I est pas une direction de 

des hyperplans parallèles à H 
0 

dépenda..n.t régulièrement de 

YIH 
t 

est la restriction de Y à Ht o Alors t - Yj est une 
Ht 

application régulière de IR dans ~v 0 

Dans une direction de SSY(x ) on ne peut toujours définir la trace de 
1 

Y g En un point de {x
1 

= o} on ne peut définir la trace sur la droite 

Ce résultat sera généralisé dans le paragraphe suivant. 

2.4 ~~ d 1-t:L.22,.. hyperfonction 0 Produit de ~ hyperfonctions 0 

2o4.1 ~ Trace d'une hyperfonction. 

t ' 

Théo'Y"ème 2.4.1 ~ Soit w 1J.Il ouvert de IR:µ= IRP x IRg_ (p,g_ ~ 1). Si une 

hyperfor.ction u € B(w) est telle que SSu n{(x,o,o,i;)! (x,o) E w, -i; E sg_-1} =~, 

on peut définir la restriction de u à Rp n w , notée u (x, O) g u(x, O) est 

rron nul. {(ç;,,~)I (x
0

,o;ç;,,cc) E ssu} et 

joints de sp+g_-1 et il existe donc une famille finie ( r ) de cônes O"-
- C!A "" a ac.A 

verts convexes non vides de IRn = IRP x 1R. g_ tels que g 

0 -et {(;,~)! (x
0

,0;;,~) E ssu} c U 
aEA 

0 r . 
a 



D1après le lemme de la prop. 2.3.1, il existe un voisinage V de (x ,o) 
0 

dans !Rp x IR.q et des fonctions f 
a E &(v+iora) tels que ~ ulv = ~ b(fa). 

est le polaire de H
0 

= {(x,o)l<x,ç,0 > > o}, 

et que I et 0 r 
a 

sont des parties disjointes de n-1 S , 11enveloppe convexe 

t d t ' l ' n . d de H e i9 r es ega e a IR o si one X E r 9 on a : 
o a a 

D'où - z = x+ y E r + r c r • 
a a a 

Il en résulte que -z E r O H c r O !R.P • Pour tou·t 
a o a 

a E A , r n !R.P 
a 

non vide ~ r 1 = r I') RP est donc un c/)ne ouvert convexe non vide de il ., 
a a 

est 

on peut donc poser 2 u(x,o)lvn1RP = ~ b(fa(z,o)), fa(z,o) étant holo-

morphe dans V Il Œl + ir 1 • Il est immédait que u(x 9 0) ne dépend pas du choix 
a 

des fonctions f dont u est la valeur au bord, 1 1application 
a 

f(z,i;) ~ f(z 9 0) étant linéaire. Enfin, p..:ï.isque le polaire de r 1 est l'enve
a 

0 loppe convexe de r et de 
a 

X 
0 

et que 
0 r ne rencontre pas 
a 

montre que 

ssu = {(x,x;1;,-1;)} U {(x,-x;1;,1;)} , ssu(o,x
2

) = çi (u(o,x) = 1) 

et {(x
2

91;
2

)/3 1;
1 

? (09:x:
2

,;
1

,1;
2

) E ssu} ;::: {(op.±1 )} =) ~ o 

avec 



2.4.2 : Produit tensoriel fut~ hyperfonctions. 

1) Soient w 
1 

un ouvert de 
p1 

R , w
2 

un ouvert de 

27. 

et 

u2 € B(w2 ) ~ Il existe des familles de cônes ouverts convexes non vides de 

p. 
IR 

1 
, (r ) , et des fonctions f € ~(w .+ior ) tels que pour i = 1,2 ~ 

a. a. €A. a. :i.. a. 
1::1.1 l. 1 

u.:::: 
1 

C b(f ) • 
,.. a. a. Ç.H. • 1 

1 J. 

Les fonctions sont holomorphes dans 

et est un 

cône ouvert convexe non vide de 

étant bilinéaire, on peut ::léfL'1.ir sans ambiguité (i.e. indépendamment de la 

décomposition dè en somme des ·valeurs au bord des f , i = 1 ,2) un 
a. 

J. 

élément de B( w
1 

x w.
2

) par i ~ b(f ® f _) , 
I CA uA O:'. O:'. 
\~j~ ~,-2 1 2 

f ® f € fJ( w x w
2
+ior x I' ) ,. 

(X1 0:2 1 (X1 0'.2 

Cette hyperfonction sera 

2) Spectre singµlifili:_ È:!_@. J[Odui,.i tensoriel. 

Si r est un cône de 
'1"1 

ŒC , on pose 

n-1 
p -î p -1 

0 est alors la trace de rP Si I1 CS 1 et I
2 

c S 2 r sur s ~ , 

notera I1 ® I2 la partie de s 
p1 +p2-1 

égale à 

Propositio~ ~ Si où wi est un ouvert de 

on a: SS u
1 

@u
2 

c {(x
1

,x
2
;À

1
E;,

1
~Ài:)l(xi,E;,) E ssui(i = 1?2),(À.

1
?/\.

2
) € tR

2 

et i\~+À; = 1}tJ{(x 1,x 2,ç;,1?o)lx
1
~
1 

€ ssu
1
}u {(x

1
,x

2
~o, )j(x

2
,ç:,

2
) E ssu

2
}., 

on 
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( )
0 0 0 

Démonstration : Montrons d 1abord que r
1 

xr
2 

= r
1 

@ r
2 

• Par défini-

est fixé, on doit donc avoir: 

\;/À> 0' <:x:1,1;1> + <:x:2,Àç,2> ~ 0 0 

<:x:1 'i;? 
Soit, \;/ À > 0 , <:x:2 ,1;

2
> ~ - À • 

Donc ,ç;
2
> :> o pour tout ç,

2 
E r

2 
et :x:

2 
Er~ • De m~rne :x:

1 
E rf .. 

Réciproquement, rf x r~ est évidemment inclus dans (r1 x r~/ii .. 

en résulte que (r X r )P = rP X rr et en prenant les traces sur 
1 2· 1 2 ' 

PtP2-1 )o o o s , on obtient: (r
1 

x r
2 

= r
1 

® r
2 

Q 

Supposons que (x
1
,ç,

1
) t ssu

1 
ou (:x:

2
,1;

2
) ( ssu

2 
soit, pour fixer les 

Il existe donc un voisinage v
1 

tel que : 

u lv = I: b(f ) , f E e(v +ior ) 
1 1 aEA

1 
ai a:1 1 a1 

Avec les notations du 1), on a donc i 

de la définition du spectre singulier que (:x:
1

,:x:
2

; 1;
1
,1;) n 1 est pas dans 



29. 

2.4.3 ~ Produit ~ .!lm hyperfonctions. 

Soient w un ouvert de IRP, u et v deux éléments de B(w). u ®v 

est alors un élément de S(w.: xw) qui vérifie i 

Si C est une partie de IRP x sP- 1 , on pose : C = { (x,-~) l (x, ~) € C} • 

y 

Si ssu n ssv = ~ , ssu 0 v ne rencontre pas l'ensemble 

{ (x,x; ~,-~) jx € w, ~ € sP- 1} • On peut donc définir la trace de u 0 v sur 

le sous-espace de R2P défini par x = y ., Par définition, u(x) 0 v(y) 1 
X=Y 

est le produit u(x)v(x) des hyperfonctions u et v: uv est un élément 

de S(w) • 

D'après le théorème 2,.4.1 : 

P-1 SSuv c {(x,/;) 13,; € S , (x,~+,;) € SSu et (x,~-•i;) € SSv ; x € w} 

u ssu ussv • 

Puisque ~ = ½ [(~+,;) + (~,;)] , la dernière inclusion montre que si les 

restrictions de u et v à un ouvert w' vérifient SSu c wt xI et 

SSv c w' x -!1 , alors ssuv est contenu dans wt x Conv(I,~) où Conv(I,~) 

désigne la trace sur sP--1 de l'enveloppe convexe des cônes rI et r, de 

Rp engendrés par I et ~ . On peut résumer ces résultats dans le 

Théorème : Soient u et v deux éléments de B(w) tels que 

ssu O ssv = ~ • Le produit tensoriel u 0 v admet une restriction, notée uv 

et désignée par produit de u et de v , au sous-espace de 1R2P défini par 



x = y o De plus : ssuv c ssu U SSV V { (x, ~) 1 3,: € sP- 1 ; (x, ~+-i;) € ssu 

2.5 Intégration~ hyperfonctions k long~ fibres. 

Dans toute la suite, on notera (:x:,t) les variables dans Rn+p 

Définition: Soient U un ouvert de Rn, V un ouvert de RP et u une 

hyperfonction définie sur U xV • 

On dira que u(x,t) est une hyperfonction indépendante de t € V sur 

uxv siil existe v(x) € '8(u) telle que u(:x:,t) = v(:x:) 0 1v 

où 1v désigne la fonction 1v: V - C 
:X: ~ 1 

c I est-à,..dire qu g il existe des c8nes 
n 

ouverts convexes dans R et 

des fonctions f (z,,:) € 9'(u xV + ior xRP) indépendantes de ,: € V+iRP 
a a 

telles que 

Proposition 1 Soient U un ouvert de Rn et V un ouvert connexe de 

R o Si u €6(uxv) est telle que à\ u(:x:,t) = O sur UxV alors u est 

indépendante de t € V sur U xV et réciproquement .. 

Démonstration . Ecrivons V= u V. et U= u u. où les V. et les . 
i€I 

J. 
j€J J J. 

u. sont des ouverts relativement compacts re,spectivement dans V et dans 
J 

Supposons que u soit indépendant de t sur chaque Uj x Vi, donc 

'ef(i,j)€IxJ 

uj n uk 1 <j 
et V.-/: y} 

J. 

Si V i :j:. rj 

on a 

Pour i fixé les 

JV .. €S(u.) tel que ulu V =V .. ®1v .. Si 
J.J J .X . J.J . 

J J. J. 

ul ( ) = v. · 1 0 1 = v "kl " 0 1 .. u. n uk xv . iJ u. n uk v. i u. " uk v. 
J J. J l. J J. 

V •• 
l.J 

définissent donc une hyperfonction v.ErB(u) 
J. 

telle 

u 0 
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que ul == v. ® 1v • uxv i i i 

Si V. 0 V. f y1 
J. J 

1 ::J 0 donc . 
ulux(v .ov.) =vi® 1v.nv. = v.nv. 

~ 

J. J J. J J. J 

= vj ® 1v .flV. 
J. J 

V. V. ; v.nv. 1-rj ==} v. = v. .. V est connexe donc 
J. J J. J J. J 

\:j (i,j) v. = v. donc il existe v telle que 
J J. 

sur UxV • 

Il suffit donc de montrer que si U 
1 

et V 
1 

sont des ouverts relative-

ment compacts convexes respectivement dans U et V alors u est indépen-

dant de t sur 

r 
a 

donc u = L b(f ) 
af.A a 

u E $(uxv) avec f € 0 (UxV+ior ) 
a a 

A t n+1 cone ouver · convexe de R ,. 

ô ôf 
à~= C b(à:) = 0 donc dtaprès 1iaxiome 3 de la définition des hyper-

fonctions il existe des (ga~)(a,~)EAxA telles que : 

..... ga~ € 6'(UxV+iora~) avec ra~ = enveloppe convexe de (rau r~) • 

àf 
0 et a ~ 1 ....,. ga~ + g~a = à-i; = ta ga~ UxV+iora 0 

Pour tout couple soit rv un cône ouvert convexe tel que 
a~ 

soit relativement compact dans est relative-

ment compact da..ri.s UxV donc :par définition de &(uxV+iora~.) , il existe 

e > o tel q_ue si La,~,e = (u
1
xv

1
+:î r~~).n {(z,,;) € œn+1/I ~m(z,-i;)j < e} 

alors g A € f!J (L A ) " 
al-' a,1-',e 

Rappel : Théorème ilit Malgrange~Ehrenpreis~ 

Si K est un convexe de ~n, f holomorphe sur K et P(D) un 

opérateur différentiel à coefficients constants, il existe g holomorphe 

sur K telle que P(D )g ::::: f " 



donc il existe 

Les relations 

que 

pendante de ,; , 

et f =I:G~+k 
a f3 €A ccr-> cc 

k ind.épendante de ,i; .. 
a 

32 .. 

montrent 

donc uj est indépendant de t ce qui termine la démonstration de la u
1
xv

1 

prop. 1. 

Proposition 2 g Pour toute hyperfonction u € (B il existe une 

o1\(x,t) ( ) 
njrperfonction V € \S telle que ot ., • J·ot = U :X:1 t " 

1 p 

Preuve g la proposition 2 est vraie :pour p = 1 1 il de prendre 

p :fois la primitive pour le résultat .pour p quelconque,. 

1 P = 1 1 : Soit U un ou.vert convexe relativement _g_ompa:ct. de 1Rn+1 " 

u = ~ b(:f) avec f € 0' ( (Rn+1 +ir ) 0 w) avec w voisinage de Rn+1 
1..-.J "" IX, (X 

Soit 

Il existe e > O que r. c (Rn+1 +ir ) n w pour tout a € A .. u,a, e a 

T,. est convexe donc d 1après le théorème de Malgrange-Ehrenpreis, u,a,e 
ôF 

existe F u € IS>(tu ) telle que ;,,~u(z,'1:') = :f (z,-i;)l1 u. 0 a., ,a.,e v" a , ,a,e 



si vu= L b(F u) 
t'A a,, a~ . 

on a 

Soit (uj)jEN une suite croissante dtouverts convexes relativement 

n n 
compacts de. R telle que R = U U: et soit pour tout j 

j€1N J 

Uj = Uj x ]-j,+j.[ .. (uj)jm est donc une suite croissante d'ouverts con-

vexes relativement compacts de Rn+1 et r+t = LJ U . ., 
j.€1:î J 

Pour tout j , on définit comme précédemment vj € (B(ü) telle que 

Ôit, 

ô; = ulu . 
. J 

w E i(u~) 
J 

flasque et 

0 
.. 1 1 ° · d dt ' l 4 ev-4 s·te .. Ft vj+ 1 U. = u U. = vj one apres a prop. 1 , À~ 

J J 

telle que v. 
1 
f u - v. = w ® 1 J . ·[ ~ tB est un faisceau J+ . J =J1+J 

J 

donc w s'étend en une hyperfonction w sur U~ • 
. J+1 

Posons Y! 4 = v. 
1 

- w®1] . 
1 

. 
1

( sur U. 
1 

= U~ 
1
. X ]-j-1,j+1( • 

J+1 J+. -J- ,J+ J+ J+ 

ôv 1. 
1 

ôv . 
1 J+ J+ 

et ~ =~ =uju ... 
J+1 

on a alors v~ 
1
1 := v. 

J+ u. J 
J 

En raisonnant par récurrence on peut donc définir pour tout j une 

hyperfonction v! . J telle que v j 1 

tes v! 
J 

définissent une hyperfonction v 

Définition : Soit u € (B(w xRP) et 1t : wxŒl - ro la projection 

canonique,. On dira que le support ~ u propre en t si 1tj 
- - suppu 

propre .. 

n compact de lR 1t-
1 (K) n Su.pp u est. compact,, 

Nous allons définir l'intégration :par rapport à t des hyperfonctions de ce 

type. 



( 1) Intégration ~ ,rapport rn variable., 

Soit u € S(!Rn+1 ) avec un support pro:pre en t € IR et soit v une 

primitive de u par rapport à t. (Il en existe dtaprès la prop 0 2)o 

Si U est un ouvert relativement compact dans !Rn, il existe t et 
0 

t
1 

tels que si u
1 

= {(x 9 t) € Rn+1/x €Ut > t
1

} et 

U
0 

= {(x,t) € Rn+1 ! x €Ut< t
0

} , alors U=O sur U 
0 

donc 

d 8 après la prop 0 1 , v est indépendante de t sur chacun des ouver·ts U 
0 

et U i il existe w et w dans ({, (u) telles que 
1 0 1 

Sur U on peut donc définir w = w - w o Si U 
U 1 o a 

ouverts :relativement compacts de !Rn on a wu 1 = wu 1 

l[l:::::UU. les 
J 

On pose 

a!uanu~ ~ uanu~ 
définissent une hyperfonction w € <B(nf) " 

w(x) = J u(x, t )dt E (B (Ill) 
lR 

sont deux 

donc si 

w ne dépend que de u, et pas de la primitive v choisie d1après la pro-

position 1 G 

(2) Intégrati911, ~ rapport plusieurs variableso 

S01 . t u r '° (Rn+ P) d t t € IR.p ( t ( t t ) ) 1;. \D e suppor propre en = , o,,. , " 
1 p 

(2) supp(J u (x, t )d\
1
) est propre en ( \ , ..,. 0 

IR 
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Démonstration: Prenons 1 = 1 o 

- Montrons ( 1) K compaét de Rn+ P- 1 • n;
2 

(K) Il 
est compact dans IR donc 

n~1 (K) 0 supp u. = n1 ( n
2 

(K)) est compact dans Rn+p 0 

(2) K compact de !Rn • n- 1 (K) n supp u est compact dans Rn+p 

donc est contenu dans un compact K x I x H H compact de RP-1 . 

I intervalle compact de R, 

donc n;1(K)nsupp(J u(x,t)dt
1

] cKxH qui est compact. 

On peut donc intégrer successivement u par rapport aux t. 
J. 

et 

définir : 

= dt 
1 

u(x, t , "°" t )dt € <B (Œf) 
R 1 p p 

Propriété g cette intégrale est indépendante .9&., l'ordre d'intégration 0 

Démonstration g Il suffit de montrer que l'on peut permuter J dt. 
lR. J. 

et f dt. donc on est ramené au cas p = 2 ., 
IR 1+1 

Il faut montrer que g J IR. d\ IR u(:x:, t 1, t 2 )dt 2 = IIR. dt 2 IR u(:x:, \, t 2 )dt 2• 

D'après la proposition 2, il existe v € (B (1R.n+2 ) telle que 

Ô2y 
ot ôt = u • 

1 2 

Il faut montrer que les intégrales sont égales sur chaque ouvert rela-

n 
tivement compact de IR .. On remplace donc u par u.1 2 • U rel comp 

U XIR 

n 
dans IR ,. 



Soient pour j = 1 ,2 

U . = {(x,t)/x €Ut.> t~} @ (Voir figure à la fin de la démonstration). 
1,J . J J 

Si I et J sont deux. intervalles de IR ô2v 
---=O sur UxixJ 
èlt1ôt2 

on a d 1après la prop .. 1 àèl; = w(x.,t) ® 1 d 11où 
2 

v(x,t
1

, ) = w
1 
(x,t

1
) (2) 1 + w/x 9 t

2
) ~ 1 .. 

On voit donc quiil existe v ô2v 
telle que ôt èlt = u et v = O 

1 2 
sur 

U OU et alors on a sur U . pour j = 1,2 
o,1 o,2 1,J 

sur u
1 

. n u . , v = o 
,J o,J 

donc ne dépendent que de x , on peut 

donc les supposer nuls en modifiant w 1 et w 
2 1 • 

w(x) telle que sur u
12 

n u
11 

on ait w
1 

= w 11 -= w 2 . .. 

si t 0 < t 
1 1 

t2 > t 1 
2 

t1 > +1 
"1 

1 
t2 > t2 ➔ v(x t t ) = w11 = wi1 = w(x) si 

' 1' 2 1 2 

Intégrons pour x EU 

J dt J u(x, t 1t2 )at 2 = J dt J à::vt dt 2 = J à~ w11 (x, t )dt = w(x) , 
IR. 11R. 1 IR. 11R 12 IR 1 1 1 1 

de m~me IIR. dt 2 IIR. u(x 1 t 11 t 2 )d\ = IIR. àt
2 

w2(x,t 2 )dt 2 = w(x) , 

donc J dt J u(x,t ,t
2

)dt =J dt J u(xft ,t )dt 
R 1 IR 1 2 R 2 IR. 1 2 1 



u 0,2 

t1 
2 

V::::O 

V::::O 

to 
2r--------+--------+---------,. 

V ::::0 V:::::Ü V=O 

~ 
0, 1 
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t1 

Théorème 2.,5.,1: Soit u € (B(IRn+p) tel que ifu.ppu soit propre en t. 

Soit w(x) ==J u(xvt)d.t" 
IRP 

5 ( ) n n-1 / p ( ) } Alors SSwc l x,I; € lR X 5: 3t E IR tel que x,tvç, 9 0 E SSu ., 

Preuve ~ Supposons le théorème vrai pour p = 1 

SSW c {(x,ç,)/3\ € IR(x,t
1 
,ç,1 0) € ss(JIRP--

1
u(x 9 t)dt

2
ooodtp)} c 

{(:x:,ç,)/3(t1,t) E 1R
2

(x,t1~t2,1;,,o,o) € SS JIRp-2 u(x,t)dt3°"od\)l , 

donc ssw c { (x 1 1;)/3t € RP(x,t 9 1;1 0) E ssu} 

1 P = 1 1 o Soit (xc,ç,
0

) tel que V t E IR 

montrer que (x , 1; ) / SSw ,. 
0 0 

ssu est fermé donc il existe un voisinage V de 

dans 1Rn+1 tel que 

{(x ,t)/t € IR} 
0 

V 
1 

= { (x, t) € V /Il x-x
0 
Il < 1} vérifie encore la m~me propriété Q 



Si n; i 1Rn+1 - !Rn est la projection canonique~ n;(V
1

) est relativement 

n 
compact dans IR donc puisq_ue le support de u est propre en t , il 

existe t et t tels que 
o 1 

u I n( V 1 ) X IR\[\ ' \ ] = 0 o 

Choisissons t~ < t
0 

et t~ > \ • soit v2 = {(x,t) E v1/t E Jt~,t~[}. 

(x~t) Eu > (x~t 9 1;
0

,o) /. ssu donc on peut écrire ulu = ~J b(f) 

avec f E 0((U+ir )n {(z,-i;) E (Cn+1;pm(zj-::)I < e:1 }) et (1; ,o) f. r 0 

a a o a 

\JaEA. 

U est convexe donc d 1 après la démonstration de la prop,. 2 , pour tout a , 

il existe tel que 

Soit v = L b(F ) 
a€A. a 

v est une primitive de u donc ~ 

vl +>t = v (x) ® 1 et vl :.,,.+ = v (x) ® 1 , 
~ 1 ~¼~ 0 

1 o 

et w(x) = J u(x,t)dt '"" v
1

(x)=v
0

(x) sur n;(U) = {llx-x
0
!1< e:} , donc 

IR 

ss(wl (u)) cssv
1

ussv 0 

'IT, J 0 

pour un point trn quelconque dans Jt 1
1 t [ , donc 

1 1 1 

à\ v(x 9 t) = 0 au voisinage de (x t 11
) donc dans ce voisinage 

o' 1 

ô 
ssv c Car(ôt) = {(x~t,ç 9 n)/n,=O} o 

1 

(x
0

,1;
0

) € ssv 1 ~ 3 n tQq_G (x
0

,t 1
1 ,1;09 n) € ssv donc n = o , donc 

(x it!', ç, , 0) € SSv Q 

0 1 0 

F € e-Cu+ior ) ' donc 
a a 
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(x ,t
1
11

9 ~ ,o) t ssv, 
0 0 

et de même (x ,~) i SSv , donc (x ,t ) i SSw. 
0 0 0 0 0 

2 0 6 Fonctionnelles analytiques et hyperfonctions 0 

Soit 
n K un compact de R et CL(K) 1 1 espace des fonctions analy-

tiques sur K nruni de la topo logi e définie par g 

a.(K) = l im. induct 0 S(w) où w parcourt l'ensemble des voisinages 

complexes de K o 

Une fonctionnelle analytique ~ K est un élément de a,1 (K) , le 

dual topologique de a.(K) o 

Théorème 2 0 6.1 : 6\(IRn ) et or.'(K) sont algébriquement isomorphes et 

donc toute hyperfonction est somme localement finie de fonctionne11es analy-

tiques. 

Démonstration: voir Schapira [6]o 

Nous. allons montrer le théorème dans le cas n = 1 • 

( 1 ) Définissons ,me appl ic ation <I> : a,' (K) - SiR) pour K compact 

de IR. Notons + * (C = IR + iR 
+ 

a:+ U IR u IC- = IC • Soit u € a,1 (K) • 

* = IR + i lR donc 

La transformée de Cauchy de u ~ f(z) =<ut, (21"i)(z- •tl > est . une 

fonction holomorphe sur (C\ K qui définit une hyperfonction v g 

<I> g a} (K) __, 0((C\K) __, Œ3K(R) 

ut-> f(z) = <ut , 2 i ·n;(t;...zl> t-> v = b(flrc+) - b(f111;-) • 
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(2) Définissons inversement <J> ~ (Bx'R) - a} (K) o 

Nous poserons par définition : <tJ>( v), cp> = J cp(x)v(:x:)d:x: pour cp € a,(K) , où 
K J v(x)d:x: désigne 12intégrale définie au paragraphe 2 9 40 

K 

tJ>( v) € a} (K) si <1>( v) g (l(.(K) ➔ ŒJ est continue a.one il faut montrer que pour 

V voisinage complexe de K , q,( v) est continue de. C9(V) dans ID 0 

B = + ou - w voisinage complexe de R que 1 1on peut supposer simplement 

supp v c K donc d.iaprès Pa:x:iome (A3) il exis·te f € e-(w\K) qui prolonge r+ 

Soit y un chem:L.11 dans w\K entourant une fois K , orienté suivant le 

sens positif de ia2 : 

alors J v(x)dx :.-::: 1 f(z)dz " 
K y 

si.mplement connexe donc il en est de m~me pour 

w n ( a::+ U IR \K) et w n ( (J;= U H\K) ., Sur chacun de ces ouverts f admet une primi-

tive, soient F+ et F Q 

Ces p:ri.mitives définissent une primitive w de v g w = b(F+) - b(F-) ., 

soient :x:
1 

et x
2 

les :i.ntersectio:ns de y avec IR. 0 

J v(x)cp(x)d:x: '·"' =J f(z)cp(z)dz où y est un chemin dans V O w pour 
K y 

cp € 0"(V) et v défini par f E: 9-(w\K) donc qi(v) est continue de <'J(V) 



dans (l; o 

}Ylont:rons gue iJ.? o 'Y = Id. : Soit v € $ ÛR) ,, v s 2 écrit 
K 

V= b(flt+) - b(fl©-) f E:'9-(w\K) "<l?o\J'(v) = b(gl©+) - b(g,tl;-) avec 

g(z) = -J 21t~f-~x) dx o 

K 

4L 

Si U est un voisinage assez petit dllun point z de w\K , il exi.s-te des 

chemins y
1 

, y
2 

, y
3 

contenus dans w\K qui vérifient g 

donc 

y
3 

entoure z et nRentou.:re pas K 

y~ entoure K et nRentoure pas z 
<;. 

Y1 entou.re z et K " 

Si z E U g(z) 1 
= 2i1t 1:P a:près le lemme précédent., 

f(z) 1 
= 2:fn; 

Donc se prolonge holomorphiquement à la région 

entourée par y
1 

donc à un voisinage de K o g(z) = f(z) défini sur w\K se 

prolonge à w donc il> ':I'(v)-v == o((g=f)l +) = b((g=f)I =) == O ., 
o IV ([; 

u € .o} (K) 

Il existe r tel que K c {t € R/ltl < r} o 

R > r lz"I > R 

continue: 

lln-n~t-z) Il ~ 2;c½=:;J pour 

1;:: f(z) = 0 1 o 

t donc puisque u est 

Si <li(u) == O f(z) est holomorphe sur (l; donc d 9 après le théorème de 

Liouville f(z) = 0 e 
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Donc u = O 

D1laprès (3) <l? est surjective donc <I> est bijective et 'J! = çp=1 
0 

Opérateurs différentiels ~k domaine complexe fil applications 0 

a fonctions holomorphes dans un ouvert de 
(j, 

Définition: direction caractéristique de p: Soit z un point de 
0 

est une direction caractéristique en z 
0 

si 

Remarque z P étant homogène; ç, caractéristique ~ À.ç,
0 

caractéris-m o 

tique pour tout À f O donc les directions caractéristiques sont en fait défi-

nies dans l 1espace projectif n 
lP ., 

Définition~ Une hypersurface (réelle ou complexe) L est non caractéris-

tique en z 
0 

si P (z ,ç,0 ) f 0 m o où. ç,0 
est un vecteur normal non nul à L 

en z
0 

~ (En un point de L où la normale est définie). 

3. 1 Théorème de Cauchy-Kovalewsk:i et application~ 

3.101 : Théorème de Cauch:y...Kovalewski précisé). 

(1) Soit H un hyperplan de 

telles que H ait pour équation 

n 
V dans lequel on choisit des coordonnées 

z = 0 0 n 

Soit P(z,ô/àz) un opérateur différentiel défini au voisinage de O. 

Supposons que H niest pas caractéristique pour p en O 

Alors étant données f(z , ••• ,z) holomorphe au voisinage de O et pour 
1 n 



v.(z
1

,QeeZ 
1

) holomorphe au voisinage de O dans 
J n-

Il existe une et une seule fonction holomorphe au voisinag~ de O et telle que 

(2) De plus, il existe ô > 0 tel que si f E 0(B(O,a)) (a~ a) et 
0 

j 

Ce ô est valable pour P et les opérateurs assez voisins de P .. 

Démonstration: La première partie est le théorème classique de Cauchy-

Kovalevski et la deuxième partie apparaît dans la démonstration de celui-ci à 

1 9aide des séries majorantes. 

Théorème 3~1~2 z soient Q ouvert dont la frontière est de classe C 1 , z 
0 

un point de cette frontière p un opérateur différentiel défini au voisinage 

de z ~ 
0 

On suppose que àQ est non caractéristique en z " 0 

Soit f E c9(Q) telle que Pf € &{v) où V est un voisinage de z 0 

0 

Alors il existe un voisinage W de 

à Q uw .. 

Démonstration: 

z 
0 

tel que f s'étende holomorphiquement 

Pour tout E > O soit 

est la normale à àQ en z ~ 
0 

a == sup {a/H (l B(P ,a) c Q} où P est 
E S E S 

le point intersection de H et de la 
f; 



a 
normale à ôQ en z O ôQ 

0 
est de classe donc lim 

e- o 
= +oo .. 

f est l 9unique solution du problème de Cauchy 

P(z,! )g = p(z,
0
° )f 

vZ E: .z 

est holomorphe dans V voisinage de z donc si 
0 

B(P ,a) eV pour E < e:
1 

.. 
E €: 

e est assez petit 

DRaprès le théorème de Cauchy-KoYialewsld, il existe ô > O et e
0 

tels que 

si si Pf € to/(B(P ,a)) 
E 

et fjH € 0(B(P
8

,a)), alors 
e 

n 
à IC une translation de 

longueur e et de direction ~o on est ramené à 1 hyperplan fixe et à l'opé

rateur p(z-e,
0
°z) qui est voisin de P si e est petit)o 

B(P ,a ) c V si e; < E:1 
e E 

ôa > E si ·e < s. et, do:ùc B(P , ôu J èst 
E 2 .. E E 

un voisinage de z 
O 

• Si E < inf ( &
1 

, e:2 ) B(P ,a ) c V et B(P ,a ) f) H c Q , 
EE EE E: 

donc est défini dans B(P ,ôa) 0 Pour 
E E 

E assez petit f siétend donc 

holomorphiquement à B(P , ôa ) 
e e; 

B(P ,ôa) pour un tel e 
E E 

qui est un voisinage de z et W est donc 
0 

3~2 Théorème dvexistence tl~ prolongementQ (cf 0 Bony=Schapira (1]) 

Théorème 3~2o1 : Soien-t w c Q deux convexes de ,on 
'Il ' w étant localement 

compact et Q ouvert. Soit A l'ensemble des directions caractéristiques en 

un point de Q au moins pour 1iopérateur p(z 9ô/àz) à coefficients holomorphes 

dans Q ~ On suppose que tout hyperplan réel de normale appartenant à A et 



coupant Q coupe aussi w • Si f est holomorphe au voisinage de w et si 

Pf se prolonge holomorphiquement dans Q , alors f se prolonge holom:;;:rphi-

quement dans Q. 

Démonstration : Soient z
0 

€ w , z
1 

€ Q et a > O tels que 

Z = {z € efl I d(z,(z ,z ]) ~ o:} 
(X O 1 

soit contenu dans Q ([z ,z ] 
O 1 

désignant le 

segment fermé d 1 extrémités z 
0 

Montrons qui il existe un compact K de w tel que tout hyperplan de 

normale dans A coupant Z coupe aussi 
a 

K • Dans le cas contraire i K. 
J 

étant 

une suite croissante de compacts de w telle que w-= U K. , on aurait g \/ j , 
j J 

3 H . hyperplan de normale ç . € i. o s2n- 1 
J J 

et passant par z . € K tel que ~ 
J a 

Comme z x Ci n s2n--1 ) est compact, on peut, en extrayant au besoin une 
a 

sous-suite, supposer que lim z. = z E: Z 
J (X 

et . - 2n~1 
lim Ç . = Ç E: A O S 0 Sei t H 

j J j 

1 1hyperplèill de normale Ç , passant par z o Puisque H f\ w est non 

(ç E: X et z € Z c Q) , soit y E: H n w o y est limite d 1une si.:d:te 
(X 

avec y € H n w o Puisque w est localement compact, il existe u.-n compact n n 

K de w qui est un voisinage de y dans w (pour la topologie induite par 

a)n sur w) • Comme y = lim y dans w , il existe un entier n tel que 
n o 

n 

y € K pour n ~ n • D8 autre part, puisque (KJ.) est croissante 
n o 

il existe un entier n1 tel g_ue et on peut supposer n
1 

~ 

aura donc : \;/ n ~ n , y € K c K ., Ceci est contradictoire car 
1 n n

1 

y. E H. 0 w c H. n r K. et par conséquent yn % KJ. pour n ). j ~ 
J J J ~w J 

w = UK. 1 
J 

0 on 



Soit zt = (1-t)z + tz 
0 1 

que K est convexe et qµe z E K) o 
0 

(on peut évidemment supposer 

~e: = {z E en J d(z,K) < 2e} soit inclus dans l'ouvert w où f est définie. 

L~ est un ouvert convexe dont la frontière est de classe c1 ,, Si p est un 

hyperpla~ de normale dans A tangent à L~, on a P O L 8 = <) , donc t POK=Ç3 

et, d'après le choix de K , P n Z == ç1 .. Donc, puisque O < s < a;. , P ne ren
cx 

contre pas la boule fermée B8 de centre t et de rayon s. Supposons qua 

P rencontre L~ \ K
8 

: P contient alors un point de la forme z = Â.X + µY , 

À.+µ, ::::: 1 et µ 'f O avec (en effet., L~ est 1 1enveloppe 

convexe de K 
E: 

et de et z f. K ) • Puisque 
E 

P est un hyperplan diappui 

du fermé convexe 1: , L~ est si tué dans un des demi=espaces fermés limités, 

par P , soit E
1 

• Puisque x E E
1 

, y € E
1 

et z E P , le [x,y] 

est contenu dans P , ce qui est contradictoire car y €. B~ .. On en déduit que 

P n (L~ \ K
1
) = çf et par conséquent que 

... E N ., 

tangent a Lt en un point de w. Il en resulte qu'en tout point de 

1z non dans ·w., l'hyperplan tangent à sa normale n'appartenant pas à A 0 

Soit alors \ = sup{t If E e'(t!)} (t
1 

est bien défini car f € to/(1~)) o 

Puisque , on a f E C,(L~ ) • Montrons que 
1 

t = 1 • Si 
1 

t
1 

< 1 , on applique le théorème de prolongement 30 1,.2 à l'ouvert convexe 18 

t1 

en tout point 
e: ,.. 

z E F = àtt
1 

0 w (ce qui précède montre que les hypothèses du 

théorème sont satisfaites pour z E F). On a donc: 



'</ z € F , 3 V voisinage de z tel que f se prolonge holomorphiquement 
z 

à V • L'ouvert 
z 

( U V ) IJ'w est un voisinage de 
z 

zEF 
18 

, donc contient un 
t1 

ensemble avec t~ > t
1 

, ce qui contredit la définition de t ,. 
1 

pour tout z
1 

€ Q, on a donc un prolongement holomorphe de f à un 

ouvert étoilé de z 
0 

contenant (à savoir ce qui, par unicité du 

prolongement analytique, définit un prolongement de f à Q • 

Application: problème de Cauchy dans ~n 0 

soit p(z,à/àz) un opérateur d'ordre m à coefficients holomorphes dans 

tn, H l'hyperplan complexe z = 0 .. n 

n n 1 · 
Soient g € O'(V), h. € ô'(«: - ) (j = 0, 0 .om-1) o D'après le théorème de 

J 

Cauchy-Kowaleski, le problème de Cauchy { ~ = g 
DJ f 1 = h. (zt) (j=O,..., .,m-1) 

z z =O J n n 

a une solution et une seule F holomorphe au voisinage de H. 

Proposition : Siil existe sur s2n-l un voisinage V de (O, .. oo,0,1) tel 

que pour tout z € ~n et tout ç €V, Pm(z,ç) soit non nul, la solution F 

du problème de Cauchy s'étend holomorphiquement à ~n .. 

Démonstration: On applique le théorème 3 0 2.1 avec w n 
H, Q = ~ ., Si 

0 

Hç est un hyperplan de normale ç € A , ·ç n'appartient pas à tJ et Hç coupe 

w=H" 

Remarque : on pourrait remplacer 1 'hypothèse de la proposi tian par ~ 



3.2~2 ~ Théorème d 1 e:x:istence ,tl de prolongement~ bord 0 

Soient Q un ouvert convexe de en z
0 

E ôQ et r z le cône des nor
o 

males intérieures de Q en z
0 

(rz est le cône convexe des. normales aux 
0 

hyperplans d'appui de Q en z 
0 

contenues dans le demi-espace contenant 

Soient l = rz Il s 2n- 1 , 1
1 

0 

et des parties fermées et propres de 

2n-1 S telles que I c r
1 

c r
2 

, que 1
1 

soit un voisinage de. I et que 1
2 

soit un voisinage de r
1 

• Soient et r' 
2 

les cônes ouverts convexes de 

H = { z E: (Cnl Re<z.-z ,î:;,> = =e} où ç est un élément I .. 
E 0 

On utilisera les propriétés suivantes g 

a.) Il existe E > 0 tel que r1 O{z E rllz-zol ·{. E:} est contenu dans Q 0 

~) Pour tout - est une base compacte - (iQeQ E > 0 ' K =H E (l r1 de r1 K 
E: E 

est compact et - est le cône engendré par K ) r1 0 

€ 

y) L'intersection des demi-espaces contenant K et dont lihyperplan fron= 
€ 

tière H nta pas sa normale dans 12 est un voisinage de z 0 • 

(on peut supposer que H = H(:x:,ç) est un hyperplan d 1appui de K passant 
E 

par :X: € K et de normale ç € c = s2n-1\I Q Soit d(x,ç) la distance 
E 2 

H(x,ç) ' a z 
0 

d(:x:,ç) ne s'annule pas sur le compact K XC, donc 
E 

d(x,ç) ~a> O pour 

de 

z ) O 

0 

Si W c (C.n , on notera c(w) l'ensemble A où A = {<: E ©\{O} 1 ::î z E: W , 

P (z,d = o} • 
m 



Théorème 3.2.2 (existence et prolongement) : Soient Q un ouvert convexe 

de Œ:n , z E ôQ et P(z,ô/ôz) un opérateur défini au voisinage de Q U {z } • 
0 0 

On suppose que les normales à Q en z ne sont pas caractéristiques (ioeo 
0 

\J C E rz , Pm(z
0
,d --r o) .. En désignant par 

0 

1Y 1 1ensemble des voisinages 
z 

de z , on a alors: 
0 

0 

a) \J Y E V" 
z 

0 

:1 w E 1r tq \J g E lo/(Q n v) , 3 f E '1(fil n w) , Pf = g Q z 
0 

b) 'v V E 'Ir z 
0 

3 w E 1" tq t 'ri f E ô'(Q) , Pf E éJ(Q uv) ~ f E ô'(a uw) 0 

z 
0 

1) Démonstration .ill!. b) : Par continuité, il existe V" E ~ et un 
z 

0 

voisinage 2n=1 
~deI=rns z 

tels que : 'if (z, d E fi x !f , !' (z, ç) f,. 0 
m 

0 

Donc, c(v')O ! = ç. on :peut choisir les ensembles 1
1 

et pro-

priétés ~) et y) tels que: I c 1
1 

c 
0 

C !j" U=VOV', existe ei > O 

avec e < s' tel que g K = H f') Ï' c Q OU ., 
8 8 1 

soit W l'intérieur de Pintersection des demi-espaces contenant K et 
8 

dont la normaJ.e n'appartient pas à r
2 

., comme on peut supposer qu<a U = V O V' 

est convexe, Qt = W fi U et wi = W fi U OQ sont des ouverts convexes et on peut 

appliquer le théorème 3$2.1 de prolongement à Q1 et wi g en effet, si un 

hyperplan caractéristique coupe Qt , sa normale n 1 est pas dans car 

coupe donc K et w' • Si f E 6'(Q) et si 
E 

Pf se prolonge à Q UV , f se prolonge à w nu et donc à QU (w Ou) par 

unicité du prolongement (Q O (W llU) est convexe),. 



2) Démonstration~ a) ~ A) On supposera dans une première étape que 1
2 

est. inclus~ ];U_ cône~ révolution rn caractéristique R <> 

Il existe 

Puisque 

et a > 0 tels que : R = { Î\.:d À > 0 ' 1 cl = 1 et 

R est non caractéristique, on a: V ç € R, P (z ,ç) f O. m o 

Soit H 18hyperplan complexe {<z~z ,G > = -e} o Il existe Ej > E > 0 
E O 0 

~ 
tels que : r O {lz-z 1 ~ Ei} c Q et H n r c V ()V'(\ Q (V1 est défini au 1)). 

1 0 E 1 

Montrons que si ç € c(u) , Phyperplan réel diéquation Re<z-z
0

,0 = O 

coupe H/'1 r
2 

• tes points aeintersection sont les éléments z € r
2 

solution 

de : 

(s) g(z) = Re<z-z ,i:ç > = 0 
0 0 

h(z) = 

soit (s') le système { ( 1 ) et supposons que (s?) n 1ait pas de solu-
(2) 

tion z E r
2

• Puisque est convexe, l'ensemble {(f(z),g(z))!z € est 

un convexe de R
2 ne contenant pas O: il est donc contenu dans un demi-plain 

donc : 

2n-1 
En prenant la trace sur S de la direction À.'~+iµ1 ,

0 
j O 1 on voit 

qu'il existe tels que 

ï,.,Ç+iµ?:;
0 

est de lat forme ç
0 
+e avec I ej <, cc ,. On a donc. : 



et i;; E R , cône non caractéristiq_ue, d'où contradiction ( car ç: E C (u)) ~ 

Donc a une solution z -z , on a donc : 
2 0 

Re<u' ,(> 

posant 

= 0, Re(u 1 ,i.Ç > = 0 
0 

et Re ( (U 1 , .Ç > ) > 0 
0 

EU 1 

U=---- U 
Re<u 1 , ç > ' 

0 

appartient à -z
0 

+ r
2 

solution du système (s1 ), z+u appartient à r
2 

et 

car 

et si 

z+u 

ço E 
0 

• Donc, r2 en 

z E r2 est une 

est solution du 

système 
{ 

( 1) 
(s) (2) • 

(3) 
Comme (s) a des solutions dans r

2 
, 1 1hyperplan d'éq_ua-

tion Re<z-z , Ç> = 0 
0 

(ç E c( u)) coupe H n r . Soit 
E 2 

caractéristigue 12assant 12ar z
0 

cou~e r
2 

n HE • 

Rappelons q_ue E 1 > E > O ont été fixés tels q_ue : 

r n { 1 z-z 1 ~ El} c Q 
1 o 

et avec u = v nv1 
• 

D'après le théorème de cauchy-Kowalevski, il existe une solution f de 

Pf holomorphe dans voisinage N de r1 0HE. K=Hsnr 2 
est = g un convexe w 

- ,é K ,. est est un compact de r2 et z Puisq_ue I2 un voisinage de 1s1 ' K 
0 

contenu dans l'ouvert r1 . Comme on a aussi Kcw ' 
il existe un voisinage 

ouvert convexe w1 de 0 (q_ue Pon peut supposer inclus dans u) tel q_ue 

K+w
1 

c r
1 
n w • 

Si H est un hyperplan caractéristiq_ue passant par z +w 
0 

(w E w) , 

-w + H est caractéristiq_ue et passe par z
0

, donc coupe HEnr
2 

d'après ce 

q_ui précède. Donc H rencontre w + (r
2 

() HE) c W+K c r
1 
n w • Soient alors Q' 

1 1 enveloppe convexe de w n Q et de (où l'on a posé W = z +W) 
0 1 ' 

w' = w () r
1 

• Soit H un hyperplan caractéristiq_ue passant par x E QV • On a 



holomorphe dans Q' , donc dans Q n W • 

B) Fin de la démonstration g ---
soit a> o tel que la distance de r

2 
à c(u) soit supérieure à 2a. 

Si r n'est pas réduit à un point, soit ô une droite réelle de vecteur 
z 

0 

directeur l'.; telle que ô O Q = { z Î " Pour 
0 

+ 
8 = -1 , notons 

1 Q
8 = Enveloppe convexe 

de Q et de ô8
• En itérant le processus, on voit qu'il existe un entier p 

tel:. , que les 2P parties de ( sont de diamètre 

< a et donc contenues dans un cône de révolution non caractéristique 

R • Le théorème résulte alors de ce que, étant vrai pour Q+ et Q , 
s 1, •• o8P 

il est vrai pour Q Q 

En effet, soit V 

Alors QOV 

un voisinage (supposé convexe) de z , g € e-(o (l V) " 
0 

d t d d d ,...n et J.'1 ev-J."ste g 8 
C N(/"\€ 0 V) es ouver s convexes, one pseu a-convexes e ~ A ~ v b' 

tels que + -g = g + g • Le théorème étant supposé vrai pour 

8 € 
Pf =g. 



Remarque~ Le théorème reste vrai si Q vérifie une "condition de cône" 

au point z 
0 

il existe I 
2n-1 partie fermée et propre de S telle que, pour 

tout voisinage I' de I, il existe un voisinage V de z et E > O tels 

que pour tout z € V n Q , on ait Z + (re O {!z-z 1 ( E}) C Q avec I'' 
0 

cône 

ouvert convexe tel que rt 0 = I' • Cette condition est invariante par c1 

difféomorphisme. 

3.3 spectre singulier tl opérateurs différentiels. 

Théorème 3.3.1 (M .. Sato) : Soit P(x,ô/ôx) un opérateur différentiel à 

coefficients analytiques dans un ouvert w de 11l " Si u E f3(w) , on a : 

D, t t· s ·t (x
0

,i:-
0

) c 1-•xsn- 1 emons ra ion: 01 ~ ç w 

I
0 

,, r/a E A) 

0 0 

n-1 sont des parties fermées propres de S ., 

{I ' (t ) CA} o a O:ç 
recouvre 

3V voisinage de x 
0 

et ~ /, I si 
o a a. E A • 

0 
f:ê;, 3 x € V , (x,ê;) E ss(Pu)} c U r 

a€A a 
b) 

Soient r et 
0 

ra les cônes ouverts convexes de polaires respectifs I
0 

et I .. On peut mettre u. et Pu= v sous la forme g 
a 

u = b(f ) + L b(f ) ' f E cr( (w+ir }llw) 
o a€A a a a 

Pu.J\t ::= VIY =: ~ b(g) f g(J. € ff( (V+ira)nv) O 

Puisque Pu = v , b(Pf ) + L b'(Pf - g ) == 0 .. 
o aEA a a 

Donc, 3 h E B'(V+ior J , 
oci: oa 



54. 

Soit r' un c6ne dont le polaire est un voisinage de I n I vérifiant 
oa o a 

Les fonctions h 
oa 

sont alors holomorphes dans des ouverts du type 

Soit N une normale intérieure de Q
0

a au point x
0

, N = ri
1
+iri

2
• 

On a g Y z € Q , Re(z-x ,N) ~ O (car Q convexe)* 
oa o oa 

Donc, \;/ u € -x + V , ';/ y ,; r 2 
, U.Y)1 + Yoî)2 ) 0 pour !YI petit. o oa 

Avec u=O, on obtient: \/y€ r' , !YI< i:: > Yri
2 

~O. oa 

Puisque -:x:
0 

+ V est un voisinage V 
O 

de O et Y u € V 
O 

, u. ri
1 
~ O , on 

a u O • 

Les normales en :x: à Q sont donc du type i~, avec ~ € (r
0
'N)0 

o 
o oa "" 

Elles ne sont donc pas caractéristiques, et d'après la partie "existence" du 

z , 3 f E 
o oa (Q n w ) ' Pforv ::: g • oa oa "" oo:: 

Puisque (r' )o 
oo:: 

est un voisinage de I O I , f 
o a o 

et f sont holomorphes 
oa 

dans un ouvert où V' est un voisinage complexe de :X: 
0 

et r' 
0 

un c8ne ouvert convexe dont le polaire est. un voisinage de I
0 

où l'on peut 

supposer que Pm(x
0

,~) ne s'annule pas (~ € (r~) 0
). 

Donc, Pf = L h = L p(f ) dans (V+iro') n V' " 
o a€.A oa a€A oa 

Puisque P(f - L f ) = O , on peut appliquer la partie 11prolongementn du 
o o:€.A oa 

théorème 3.2.2 , car les normales à sont de la forme i~, avec 

~ € (r 1 )
0

, donc non caractéristiques. On en déduit que f - L f se pro-
o o o::EA oa 



longe en une fonction holomorphe dans un voisinage W de x & On a alors: 
0 

ul . = b(f - L f ) + L b(f +f ) 
W o a€A oa aEA a oo; 

, f - I: r € <'( w) .. 
o o:EA oa 

Puisque ; n 1appartient pas à r0 (a € A) 
0 0: 

il résulte de la définition de 

que (x ,; 0
) i ss(u) • 

0 

Corollaire : Soit P un opérateur elliptique ( V :x: E lü.,, V ; :/, O , 

ssu 

P (x,;) =) O} o Si Pu est analytique dans ûf , alors u est analytique dans w o 
m 

Démonstration i On a ss(u) c ss(Pu) et u E (w) <==9- ssu = çf ,. 

Théorème 30 30 2: Soit P un opérateur elliptiqueo\Jv €(B(lü), 3u E!b(w), 

Démonstration~ On écrit v comme somme des valeurs au bord des fonctiona 

ga. Grâce au théorème de prolongement, les solutions fa de PX, == g au 
(X (X 

voisinage de w+ir ont une valeur au bord, ce qui fournit une hyperfonction 
a 

solution (u = L b(f )) • 
0: 

Théorème 3.4G 1 (cf q Sato-Kawai-Kashiwara [ 10] page 471) : Soient U un 

et si supp u c { :x:n :) O} alors O /, supp u • 

Démonstration: Pour e et ô fixés soient 

Lemme 1 ~ Soit x E: <.a(IR) avec supp x compact dans ]-ô~+o[ ., 



+ 
œ-= R ± ]o,+co[. Posons par définition 

N ~ 
x?t = b(f

1
ot) + b(f

2
ot) avec 

"' 2 2 t(z) = z + s(z
1
+ ••• +z 

1
) • 

n n-
grad t(x) 

Alors SS xot c {(x,± llgraà.xt{xJII) E of x sn-
1 

/x E v} • 
X 

J?;reuve: f
1
ot(z) est défini si 

Or ,m t(z) = y + 21:;(x y
1
+ ••• +x 

1
y ) = y.grad t(x) et de m~me f

2
ot(z) 

n 1 n= n-1 x 

est défini si yograd t(x) < 0. 
X 

grad t(x) 
gradxt(x) ne s'annulle pas donc XH>f(x) =ngradxt{x'JII est continue de Rn 

X 

n-1 ( ) dans $ 0 Si W est un voisinage fermé propre de f x , il existe un 
0 0 

voisinage 

f ot 
1 

si rw 
0 

wo 

X E U ==}> f(x) € W • 
0 0 

est donc défini sur U + ir . et f ot 2 ' est défini sur U - ir 
0 W 0 W 

0 

est le c8ne ouvert convexe dont le polaire est w
0

• 

peut ~tre choisi arbitrairement petit donc 

0 

ssu est fermé et (o,±N) t ssu donc il existe u
1 

voisinage de O dans 

IR.n et W voisinage de +N e·t de =N dans $n- 1 tels q_ue SSu O u
1 

x W = yf • 

grad t(x) = (2Ex
1

,.oo 12sx 1,1) donc il existe e > 0 tel q_ue si 
X n-

e fixé comme ci-dessus, si 

\;/ X E V 
grad t(x) 

+ X - Il grad t{x~I € W et si ô assez petit V c u1 ,. 
X 



Prenons donc t:: et ô tels que V c U 
1 

et .\/ x E V 

grad t(x) 

(x,.:!: llgradxttx~I) c U1 x W • 
X 

Soit x E Œ,(R) avec supp x compact dans ]~ô,+ô[ et x = 1 au voisi-

nage de O " 

V 
D 1 après le lemme on a donc ssun SS xot = yJ donc on peut définir le 

produit u(x) xot(x) .. 

L'application t: V O{xn ~ o}--+ {t E R/ltl < ô} est propre 

donc supp x(t(x)) est compact dans V donc si xv(x) est la fonction carac-

téristique de l'ensemble V on peut définir pour toute fonction cp analy-

tique sur V: 

I =f!R.n xv(x) x(t(x)) u(x) qi(x) dx 

Lemme 2 ~ Si u EQ3(1Rn).et aE R, J u(x,t+a)dt = J u(x,s)ds. 
IR IR 

, t t. , . d t . . àv(x1 t) ( t) Demons ra ion : evi en pu.isque si àt- = u x, on a 

àv(x,t+a) ( t .) 
ô-t = u x, +a. donc en appliquant ce lemme avec 

a= ~jx 1l12 = i::Cx2+ .... +x2 
) on obtient 

1 n-1 

I = J n- 1 dx
1 

oo .dxn_
1 
J Xv (x 1

, s )x(s+~I x'II 
2

)u(x 1
, s)qi(x 1, s )ds 

R R 

= J n-
1 

dx' J Xy(x' ,s-~lx 11!2 )x(s)u(x' ,s-~lx'll
2

)cp(x1 ,s-~lx'll
2

)ds 
R tR 

I = f
6

6 
x(t)dt J 

2 
u(x;,t-~jx•1!

2
) ~(x!,t,..~jx•f)dx 1 ... a.x,,,_1 . 

x1+ .. ..,+xn-l <ô/e 

Posons v(t) = J u(x 1 ,t-tjJx 11l2 ) çp(x2 ,t-~!x 1112 )d:x:
1

u,.dxn-
1 

.. 

llx'll2 < ô/E 



Une démonstration a.nàlogue à celle d'll lemme 1 montre que: 

- · · , 2 . · - · 2 (l;1+2 EX1tou,l;,n+~&Xn-1 1±1+l;n) 
S$u(x• ,;;xn ~ ~I x'II ) c { (x, 1;) /~x' ,:x:n-~l xtll ) ~- ff 1;"+2ei , ".· • ,-1+"!""1T . 1 € ssu J 

... 1 .. 1 - n -

or :x: t V ~- (x,grad t(:x:)) /. ssu , dQnc ssv.(t) = cj,. 
X 

v est analytiquè sur l-ô.+ô[. 

D'après le principe du prolongement analytique v = O sur ]-ô,+ô[ donc 1 = 0 • 

Pour toute cp € a,(v) JV u(x)r.p{:x:)x( t(x) )dx = O donc u(:x:)x( t(x)) est nulle 

sur V en tant que fonctionnelle analytique donc d'après le théorème 2.6.1 

u xot est nulle en tant qu'hyperfonction. 

x = 1 au voisinage de O donc u = 0 au voisinage de O., 

Théorème 3.4.2 (théorème d'unicité de Holmgren) : Soit P(x,D) un opérateur 

différentiel à coefficients analytiques au voisinage de O. 

Supposons que l'hyperplan H , d'équation x = O est non caractéristique n 

pour P au point O: i.e. si N est la normale à H P (o,N) ,j: O .. 
m 

Alôrs pour toute hyperfonctien u définie au voisinage de O: 

Pu = 0 } ~ O /, Supp u ,. 
supp uc:: {x < 0 J n 

Démonstration: D'après le théorème 3o3.1 : SSu c {(x,t)/:Pm(x,~) = o} 

Pm(o,±N) f O ==il> (o,±N) / ssu et on est donc ramené au 

théorème précédent. 



Problème de Cauchy pour les OJ?§rateurs hyperboliques (cf o Bony-Schapira [8]).. 

Considérons un opérateur différentiel P(x,D ) 
X 

d 9 ordre m à coefficients 

analytiques dans la boule B(ü,R), de IRn ,. Soit P (x,D) 
m 

sa partie principale. 

Définition : 1 1 opérateur P etl hYperboligu~ -9:.rn l.ê:,, direction 

au point x 
0 

si il vérifie une des conditions équivalentes, : 

(i) 

que des racines réelles. 

Dans ce cas, la direction N est non caractéristique pour P (x ,N) ;O. m o 

Démonstration ~ -> (i) ...;> N est non caractéristique. 

donc P (x ,N+iN) 10 donc 
m o 

--+ (i) --➔ (ii) . Prenons ,; = a+i~ 

. { dîaprès (i) si (ç,1 ,o:) =} O 
= (i~)~ (x ,N-.:(1; 1 ,o:)) f. 0 

m 
O ~ car N est non caractéristique 

si (1;1 ,a) = 0 

- (ii) ~ (i) 

si t = (ç',ç,) est réel. n 

l~hyperplan d'équation x = O dans n 
n 

R , 

B'(O,R) = Hn B(ü,R) et pour tout couple (a,ô) de réels positifs soit K(a,ô) 

l'intérieur de l'enveloppe convexe de B1 (ü,R) et des points :±oaN. 

Théorème 4.1 : soit P(x,D) un opérateur différentiel hyperbolique dans 

la direction N en tout point de B(O,R). 



60. 

Il existe 61 > O tel que pour tout a< R et : 

- pour toute hyperfonction v € ~(K(a,6 1 )) telle que (x,±N) i ssv si :x: E B(o,a) 

- pour toute famille (wj) o,j{:rn-
1 

d'hyperfonctions de i,(B' (o,a)) 

il existe™ tl ™ seule hyperfonction u € ©(K(a,6 1 )) qui vérifie 

Pu= V et 

Remarquons tout d'abord que si Pu = v E '6(K(a,6)) on peut effectivement 

définir (à~ )ju!H et donc donner un sens aux conditions initiales du problème 
m 

de Cauchy: en effet Pu= v ➔ ssu c ssv u{(:x:,ç)IP (:x:,ç) = o} ~ . m 

Or 'v x E B(O,R) P (x,±N) ~ 0 et par hypothèse (:x:,±N) i SSv donc en tout 
m . 

point de B'(o,a), (x,!N) i SSu et donc on peut définir la trace de u sur H 

ainsi que les traces des j = 1 , m-1 • 

Lemme 1 : Soit P(x,D) vérifiant les hypothèses du théorème; p s'étend 

holomorphiquement à un opérateur p(z,D) défini sur un voisinage complexe W de 

B(O,R) .. 

Pour tout R' < R, il existe C > O et U voisinage complexe de 

Lemme 2 : Soit n(z,~) un polyn8me de degré m en ~ à coefficients holo-

morphes dans un ouvert V n m 
de t ~ On suppose que le coefficient de ~ est 1 

et que 1 1 équation n(z,~) = O n'a que des racines en ~ réelles pour z réel 

~ n 
(zEV=VOIR) .. 

Alors pour tout compact K. de V O IR.n il existe e > O , C > O tels que : 



Montrons que le lemme 1 se déduit du lemme 2 : 

pm(z,Ç+~N) = a(o, •• o,m)(z)(~+çn)m + S a(a',i)çta;'(çn+~)i • 
i<m 

fat l+i=m 

61.. 

N est non caractéristique donc P (z,N) ~ à( )(z) ,f o donc itopérateur 
m o,o •• om 

(a( )(z)r 1p(z,D) a les m~mes propriétés que P(z,D) et on peut donc suppo-o, •• om 

ser que le coefficient de ~m dans p(z,Ç+~N) est 1. 

Appliquons le lemme 2 en prenant pm(z,Ç+~N) pour n(z,~) , (z,ç) pour z, 

"' n 
V= W x C , K = B(o,Rt) x {lçl = 1} : il existe e > 0 et c > O tels que 

On en déduit par homogénéité : 

Par ailleurs N est non caractéristique donc P (z,Ç+N) ,f O si Ç = O et 
m 

z varie dans le compact B(0 9 Rt) + i(-e~+e] sur lequel P est défini, donc il 
m 

existe c
1 

> 0 tel que Pm(z,Ç+N) = 0 -> jç! > c
1 

, d'où par homogénéité 

'v z tel que lx! < Ri , !YI < B, Pm(z?Ç+~N) = 0 ~ 1 i:I > c1 hl si de plus 

lnl > elçl on a l~m~I < l~I < f (Jçl+lnl) ~ c1!nl, c1(lnl+lçl !YI) , dioù 
1 . 

finalement \J z € B(O,r') + iB(O, i::) \;/ ç € Vn p (z, Ç+~N) = o ~ 
m 

Pour la démonstration du lemme 2, nous utiliserons une version modifiée du 

théorème des tubes de Bochner: 



Théorème 4~A (Théorème classique des tubes de Bochner) : 

Soit 
n Q un ouvert connexe de IR. et f holomorphe dans IR.n+iQ o Alors f 

n ."' se prolonge holomorphiquement à R +iQ où Q désigne l'enveloppe convexe de Q. 

Théorème 4oB (Kashiwara [3], Komatsu [4]) : 

Soit L la partie de en définie par 

0,0 < y 
1 
~ b} • n+ 

Si f est une fonction holomorphe au voisinage de L, pour tout a
1 

< r
1 

et tout il existe une constante C > 0 telle que f est: holomorphe 

dans l'ouvert 

Démonstration du lemme 2 i Le coefficient dominant de 11:(z,,;) est 1 donc si 

z varie dans un compact, les zéros de 11:(z,'t") restent dans un compact donc si 

K est un compact de 
N n 

V = vn IR. , il existe k tel que g 

Par ailleurs, d'après la compacité de K, il existe r > O et un nombre 

fi._ni de points X ?ooo,X tels que 
1 p 

De plus il existe E > O tel que 

p 
K c LJ B(x. ,r) et 

1 
i:::::1 

B(x. ,r) + i[-c,+E] c V 
J. 

p 
U B(x. ,2r) c V e 

. J. 
J.=1 

Plaçons....nous dans une de ces boules que l'on peut supposer centrée en O et 

appliquons le théorème 4oB à f(z,'t") 1 =---n(z,'t") 
qui est holomorphe au voisinage de 

L = {(z,'t") E ~n+1/lxl < 2r, !Re't"I < k+1 , y= 0, 0 < ~m,; ~ k+1} alors il 

,., 

existe C > 0 tel que f est défini sur t (donc n(z,'t") 1 O sur t) avec 



N 

L = {(z,-c)/lxl < r,jRe-c! < kt½ !YJ < c!,m-i;I, O <~m.,;< k+1} .. 

On répète l'opération sur chaque boule B(x.,2r) et pour ~mz < O et on 
1 

obtient le lemme 2 .. 

Traduction géométriques lemme 1o 

Posons A = {ç E: ~n / 3z == x+iy,lxl < R' ,!YI~ e::,P (z,ç) = o}" 
E m 

Proposition 4~1 g Si lion conserve les notations du lemme 1, il existe ô > O 

tel que pour tout a< R' et tout E > O, tout hyperplan passant par le point 

6a N = (o, .... ,O,ôa) , de normale dans A coupe l'ensemble 
8 

n(a,e::) = {z = x+iy E: cn/l(x1,uo,Xn-1)l 'a,l(y1,o>c?Yn-1)l ~ E, xn = yn = o} 

== Bv (o,a) + i{lyu 1 ~ e} o 

Preuve : Il faut montrer la compatibilité des équations : 

sachant que Ç E: A donc P (z,iÇ 1 ,i?; ) == O donc 
E m n 

tel que IY9 I < E et <Y1 ,ri'> = i '111 1 

<x v , ç, n > + <Y 9 
, ri 1 > > Î I ç, 1 1 + j I ri 2 

1 ~ C ô a ( 81 Tl' l + 1 ç,' 1 ) ~ ôa çn , 

à condition que Côa .(. i et Côae:: < ~ donc si 6 < inf( 26 , 
20

~,) donc 3 À ~ 1 



n-1 
IR 

Démonstration du théorème: Soient (r') des c8nes ouverts convexes de 
a aEA 

tels que les intérieurs 
0 
I 1 de leurs polaires respectifs 

(X 
I' recouvrent 

(X 

Rappelons que B'(o,a) = {x € fR.n /x = 0 IJ(x ,u.,,x )Il< a}" 
n 1 n-1 

Puisque (x,±N) n I est pas dans SSv si x € K(a, ô)(K(a, ô) désignant l8 in-

térieur de Pemreloppe convexe de 131 (o,a) et de ±oaN), il existe un voisinage 

V de N dans n-1 s tel que i \;J x € K(a, ô) , '-4 l; E V , (x,±i;) f. SSV Q 

Fixons FI assez grand pour que, I désignant l'ensemble 
(X 

Si 

j(1;1 ,l;n) E Sn- 1/3 À. > 0 , Xl;' E I~ et l"'i;nl i M} , on ait i 

Sn-,, 1 = V U (-V) t) ( U ~ ) o 

a.EA a 

r est le cône ouvert convexe de polaire I , on a i r' = r .fi {y = O} .. 
a a a. a n 

0 
Puisque ssv C u I 1 3 g € e( (K(a,o)+iI' ) f) w) ' V = L o(g ) ,. 

a€A a. a a aEA a 

Puisque sn-1 = U ~9 

a.EA a 
, 3 h . E 6'( (B11 (o,a)+ir' )nw1) , w .= L o(h J ,. 

o:J a J aEA aJ 

Comme la direction ±N n 8est caractéristique pour p(z,ô/àz) en aucun 

point de B1 (o,a) , il existe pour a€ A une solution f et une seule du 
a, 

problème de Cauchy { 

voisinage de 

Pour montrer que 

Pf = g 
a. (X 

f admet une valeur au bord dans a, 

utiliserons le lemme suivant : 

holomorphe au 

K(a, 6) , nous 



Lemme 3 : 

Notation Si r est un cône, r(e) désigne l'intersection de r et 

de la boule B(ü,e) • 

Il existe une constante o' > O vérifiant : 

Toute fonction f holomorphe au voisinage de n-1 
B11(o,r)+ir(e)c(f; x {o} 

pour un e > O , un nombre r tel que O < r < a et un cône ouvert convexe r' 

de n-1 
R et qui a la propriété que, pour un cône ouvert convexe r de IR.n 

contenant r 11 , Pf se prolonge holomorphiquement dans K(r,6 1 ) + ir(e) , se 

,., 

prolonge elle-même dans un ouvert de type K(r,6 1 ) + ir(e') , r étant un cône 

convexe de IR.n contenant r 9 et 8
1 >O. 

Admettons provisoirement le lemme. Soient a =a(1-!)(n~2) 
n n 

et 

B' = B'(O,a). Pour n ~ 2, la fonction f vérifie les hypothèses du lemme 
n n a 

pour un e =en> 0 , avec r = a ' r11 = ru n a 
et r = r 

(X 
Il existe donc e' > 0 n 

et 
n 

cône ouvert convexe de 
n 

contenant r' tels f soit holomorphe r IR que 
(X (X (X 

dans +i 
n 

On peut 
m n 

si (cela résulte de K r 
a., ( e~) 

. supposer que r cr m.(, n n (X (X 

la. démonstration du lemme). f 
(X 

est donc holomorphe dans l'ouvert 

U (K(a , o') + irn ( 1 )) qui contient un ouvert de la forme 
n~2 n a, en 

(K(a, o') + ir 2 )n w 
(X 

où est un voisinage complexe de r' C r2 I'! IR.n-1 , on peut 
Cl (X 

définir b(f) 
a. 

et u = L b(f ) 
a€A a 

p = L b(Pf ) = L b(g ) = V 
u a€A a. a€A a 

à J0 à . 
( ) u = ~ b[(~)Jfl J = '°' b(h .) 0z 1· Z =O L-i vZ O L-J n n a€A n zn= a€A aJ 

= W. • 
J 
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Preuve du lemme ~ 

1) Soit D' une demi-droite contenue dans r' . Il existe une constante 

C (o < C < 1) telle que pour tout yr E D1 , les boules B1 (y',Cjy 1 !) et 

B(y',Cjy 1 !) sont contenues dans r 1 et r respectivement 0 D'après le théorème 

de Cauchy-Kovalevski précisé (th. 301.1) il existe une constante c > O telle 

que f soit holomorphe dans B(x 1 , ck) + iB(y', ck) (avec k = inf (c I yg 1,, r-1x 1 1)) 

chaque fois que 

ditions son~ réalisées si et 

x 1 E B1 (0 9 r) , f est holomorphe dans B(x',ck) + iB(y 1 ,ck) où 

k = inf(C!Y'lr =!x 1 !) o En faisant varier x' et D1 et en restreignant au 

besoin C, on voit qu'il existe ,1ill;, cône ouvert convexe r1 de IR.n? contenant 

[ 8 , et tel gue f ..ê.2ll holomorphe dans .1ill. voisinage ouvert tl convexe de 

if 1 

(!:) 
2 

2) Soit un vecteur de norme 1o Il existe une constante µ 

(o < µ < t) telle que {!Y'=11:v! < 11.µ} soit contenu dans r' pour tout À> O o 

D'après la traduction géométrique du lemme 1 (prop. 4.1) si n > O, tout 

hyperplan de normale appartenant à A 
î"J 

et passant par ôrN coupe 

En transformant cette situation par translation et homothétie, on obtient 

Tout hyperplan de normale dans Aa tl passant par µôrN + i ~ y coupe 



3) Soient c(a,y) 1 1 intérieur de l 2 enveloppe convexe de 

(B 1 (0,r) + ir(a) et du point µôrN + iay Q = un nombre 

fixé tel que le sous-espace de 

tians :x: == x
0 

(i.e., x = x0 
, ••• :x: = x0 

, y E 11:l) et Q = Q OE. • 
1 1 n n o o 

:X: X 
µôr-xg 

par èJC. 1 1homothétie de centre µôrN + iay et de rapport · n 0 a µôr 

x E K(r,6 9 ) 
0 

on a: 

Q contient l'ensemble 
0 

X 

,., 
un ouvert de la forme r' . (s') 

u na (r( a:)) 8 O<a<2 
pour un s' > 0 

0 < s' < ~(1 - ~)) et un cône ouvert convexe 
2 µôr 

• Or, u ~a (r (a:)) 8 O<a<2 
(on peut prendre 

tel que 

r' (en effet, le cône r 1 O IRn-1 contient r') • 

Désignona 

Puisque 

contient 

contienne 

4) Avec le nombre ô1 > O fixé au 3), montrons que si Pf est holo-

N N 

morphe dans K(r,ô') + ir(s) , f se prolonge à K(r,ô 1 ) + ir(st). r et rt 

contiennent r' , leur intersection r = r n r1 est non vide et c'est donc un 

cône ouvert convexe de !Rn contenant r 1 • Soient x E K(r, ôt) , 
0 

C (a,y) == C(a.,y) (l {x +ir} et D(x ,a,y) Pintérieur de 1 1 enveloppe convexe de 
X O 0 

0 

c(a,y) et 

et de ex (a,y). Par construction, D(:x:
0

,a,y) 
0 

est contenu dans 

Pf est holomorphe dans D(x ,a,y) .. Si 
0 

z = x+iy E n(x ,a,y) , on a 
0 

!YI~ a et les directions caractéristiques de p en un point de n(x ,a,y) 
0 

appartiennent à A 9 D'après 2), tout hyperplan caractéristique coupant 
a. 

voisinage de B'(o,r) = ir(a) • En appliquant le théorème 3 .. 2.1, on obtient un 

prolongement holomorphe de f à D(x ,a,y). f est donc holomorphe dans 1iouvert 
0 
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D(x , a, y) • Par définition de D(x , a,y) , l'ouvert V O E 
0 0 X 

0 

contient 1iouvert 



Partie II ~ Microfonctions et équations pseudo~différentielles. 

1. Definition,. des microfonctions. 

1 • 1 Introduction ~ le faisceau _13/ô(. • 

1 • 1. 1 g Proposition 1 .1 .1. 

a) Le préfaisceau ùl ~ i:j est un faisceau de base IR.n • 

b) Ce faisceau est flasque. 

Démonstration~ a) Soient 

Pour i E I , soit Ü. E ~(w.) 
l l 

un représentant de 

telles que 

u ... 
l 

Les fonctions <!>-. = ü. -u. lJ l J 
sont analytiques dans w .. 

lJ 
et, 

\/i,j,kEI, dans wijk • 

69. 

(<1> • . )(. ·)cr2 est donc un 1=cocycle et, le faisceau 0(, étant cohomologique
lJ l, J c. 

ment trivial (\/ q ~ 1 , Hq(-w ,oi) = O) , il existe des fonctions <!>- E CX-(w.) 
l l 

telles que 

Donc, 

\/ (i,j) E 12 , <!>-. = 
lJ (<1> --<1>.) 1 . 

l J W •. 
lJ 

\/(i,j) E 1
2

, ü.-<1>. = Ü.-<1>. 
l l J J 

dans w . . • 
lJ 

est un représentant de u. 
l 

et, puisque "' .... 
V. = V 

l j 

dans w . . , il existe une section v E 6B(w) 
lJ telle que ~ \/ i E I , v 1 = v. • 

u). l 
l 

Si V est 1uimage canonique de dans on a donc 

1 est donc un faisceau. 

b) 1t est flasque. Soit u E lf:~ . Si ü E4:B( ) est un 

représentant de u ' il existe un prolongement v de , car '5'3 est 
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flasque. Si v est 1vimage de V dans , on a et vlw = u. v 

est donc un prolongement de u 
n 

à IR. • 

1.1 .2 : Décomposition .9&. l ~ dimension 1. 

. t 1 soien w C IR et u E: '.B(w) • Il existe un voisinage complexe w de w 

+ + 
et des fonctions f- E: to/( (w+ilR.-) 0 w) telles que : u = b(f+) - b(f-) 

Si u = O, il existe une fonction ~ holomorphe dans w qui prolonge f+ et 

+ 
Désignons par ~-(w) l'ensemble des éléments de 6» (w) valeur au bord. 

+ 
d'une fonction holomorphe dans (w+iR-)nw. Dvaprès les remarques précédentes, 

est somme directe de Î(~w/ 
Cette décomposition correspond à celle du spectre singulier de u en 

+ -
éléments de type (x,+1) et (x,-1) et la.somme directe 1=! EBÎ peut 

être considérée comme un faisceau de base IR. x {-1,+1}. Le paragraphe suivant 

généralise cette construction. 

1. 2 Microfonctions tl valeurs .ê:11. bord ( cf Sato-Kawai-Kashiwara [ 1 O]). 

n n-1 
Définition: Soit U un ouvert de IR. x S ~ On pose : 

f,(IR.n) 
~(u) = ------

{u E: IB(IR.n) 1 ss(u)Ou == ~} 

Théorème 1.2. 1 ~ 

®(w) 
= {u E: 6J(w)lssunu = ~} • 

2) Si w est un ouvert de 
n 

IR. ' ~(w X Sn=
1

) =if:~ . 
3) Si u E: (B(w) 9 on associe à u son image canonique Ü dans ~(wxsn- 1 )o 
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Alors deux éléments u
1 

et u
2 

de ~(w) ont même image si et seulement si 

u
1 

-.u
2 

est analytique dans w • On a de plus g ss(u) = supp Ü • 

, ) '°i (u) Demonstration: 1 Notons provisoirement ~ le quotient 

{uE 03{w) lssû" 0 U == m • 
Si u € tg(u), soit Ü E i(IR.n) un représentant de u et uî li image da 

ülw dans 15?
2 

(u) • L'application u ~ ui est bien définie car si V E s(uf) et 

u n ssv = 9f , u n ss ( v I w) = 9f • 

Si u' E Yi (u) , soit Ü' € G5(w) un représentant de ui , Ü E S(Rn) un 

prolongement de Ü1 à Rn et u l 1image de u dans ~(u). 1 1application 

uR ~ u est bien définie (i.e~ ne dépend ni des représentants ni des prolonge-

ments choisis) car si v E (B(w) et U f) SS(v) = 9) , on a. U O SS(v) = 9) pour 

tout prolongement v E ~(IR.n) de v (la section de ssv au=dessus d1un point 

x E w ne dépend que de la restriction de v à un voisinage arbitraire de x, 

w par exemple). 

Enfin, les applications Uf-+ ui et u',.... u sont évidemment des bijections 

réciproques et ~Cu) !! vl Cu) ,. 

2) Si u = ù> x sn-1 , {u E ~(w)lssunu = 0'} = 

et par conséquent vnw X S!l:=1) :::: ~ ,. 
VV\Ù}j 

3) D9 après 2), u
1 

et u
2 

E ~(w) ont même image dans 

Y:(w x sn- 1 ) si et seulement si u
1
-u

2 
€ «(w) .. 

Si U n-1 est un ouvert de w x S et Ü € IB(w) est un représentant de 



Les fermés SSu et supp u de n-1 wxs 

720 

sont donc égauxo 

Théorème 102.,2 : Le préfaisceau U ~ ~(u) est un faisceau flasque de base 

n n-1 
lR X S o 

Démonstration g Avec la définition choisie ci-dessus, il est certainemi:mt 

très difficile de montrer qu.e t es·t un faisceauo Par contre, on voit facile-

ment que ~ est flasque. En effet 9 si Ü € ~(!Rn) est un représentant de 

u € ~(u) , li image de est un prolongement de u. 

Dans S.KoKo [10], on introduit dtabord, par voie cohomologique, un faisceau 

~, puis on démontre (ce qui n'est pas facile) que ~ est flasque, et enfin que 

~(u) est Pespace défini ci=dessus., 

Th, ' 1 2 ~ S · · w un ouvert: de !Rn_ et . eoreme • .. ,/ g o:i.ent; _ I une partie fermée et 

propre de n-1 
S , polaire de r" On a alcrs g 

r n-1 ) 1 } <'(/Jj+ior) {u E ~,w X S supp u C ùl XI ;;:. -ot(wr " 

) IO( n-1) <B(w) Démonstratio:2 g so:i t Ü E S(w un représentant de u ( e w x S = li,Q • 

Dîaprès le théorème 1.2.1, su.pp u = ssû et il suffit de démontrer le 

g Soit I une partie fermée et propre de n-1 
S , polaire du cône 

ouvert convexe r . Alors &(w+ior) ~ ( v € (S(ù.)) 1 ssv c lù x I} • 

:Preuve du lemme ~ Soit (In)n€1N u..11. système fondamental de voisinages fermés 

et propres de I, avec I CI • soit 
n+1 n 

(w ) une famille croissante du oun 

verts tels que w cc w 
n n+1 

et w = u ù.\ ~ 
nœ n 

0 

J?u.isque w x I recouvre SSv, on a pour tout n n 



vl w = b(fn) avec fn E <'((wn+irn) n {lynl < en}) 
n 

(avec r0 = I ) ,. n n 

On peut de plus supposer que la suite (e) est décroissanteo 
n 

Si m ~ n ' on a : VI = b(f ) = b(f ) a Donc, si Q = Cw +ir ) (\ {I Yl < sp} ' wn n m p p p 

f et f co!ncident dans Q O Q et cette intersection est connexe~ La n m n m · 

suite (f) définit donc un élément unique f 
n nEIN 

On a alors ~ u = b(f) et f € ~Cw+ior). 

de 6-'( U Q ) o 

nEIN n 

1. 2., 4 : Précisions ~ ]&_ théorème de décomposi tiono 

1 ) Lemme : Soit 'f .:!:ill:. faisceau flasque ~ ~ X tl soient F 
1 

, e o .,,F n 

~ fermés ilit X • Si u € ".t(x) tl & supp u c F 
1 

U •• o U F n , il existe alors 

n 
u

1 
,-uU € $'(X) tels que u = \'.'"'".., u. et supp u. c F .• n -- 4,--Ji- i 1 

. 1=1 

Démonstration~ Par récurrence, on se ramène au cas où n = 2. 

Soit V € ~(X \,(F 
1 

0 F 
2

)) défini par : { v = u 
V=O 

cf étant flasque, v se prolonge en v € ~(x) " 

sur 

sur 

Si u.
1 

= u-v et u = f/, on a bien u = u +u et 
2 1 2 

v = u sur X \ F 
1 

) , supp u
2 

c F 
2 

( car v = v = 0 sur X \ F 
2

) • 

(car 

w un ouvert de !Rn (r ) une famille de 
' j î-'j~n 

cônes ouverts convexes non vides de Rn et u € ~(w) telle que: 

n 
SSU C LJ 

j=1 

0 
W X[. " 

J 

Il existe alors des fonctions f. € ~(w+ior.) telles que 
J J 

n 
u === L b(f.) • 

i=1 J 

Démonstration : Soit Ü Pimage de u da.."ls, ~(w x Sn- 1) =!~:j .. D~après 

n 
le théorème 1 $2:-1 , Supp û'. = ssu c U w x r~ . 



D9 après le lemme, il existe v , ••• v E '(1( w X Sn= 1) ( ~ est flasque) 
1 n 

n 
N \--, 

telles que : u = l-' v. 
' J 

et supp v . c w x r~ . Si u. E !B(w) est un représen-
J J J 

J=1 

tant de v. , SSu . = supp v . c w x r~ . Donc ( théorème 1.2. 3), il existe une 
J J J J 

fonction f. E &(w+ior . ) telle que u . = b (f . ) o 

J J J J 
n 

V image de u - L u. dans ~ (w x Sn- 1 ) étant nulle, il existe une 
. 1 J .. J = . n 

fonction f E Ot(w) t~lle que u = f + L u . • Si f est un prolongement holo
. 1 J J= 

morphe de f à un voisinage complexe de ·w , on a 

,. n 
u = b (f +f) + L b (f . ) , f +f E 0(w+io r

1 
) 

1 j=2 J 1 

f . E e'(w+io r . ) 
J J 

(2 <: j < n) • 

1.3 Propriétés élémentaires des microfonctions: opérateurs différent ie ls, 
traces, intégration .k long ~ fibres et produit tens orie l . 

1.3.1 : Opérateurs différentiels. 

Soit P(x,D) 
X 

un opérateur différentiel à coefficients 

analytiques dans IR.n ~ Soit U un ouvert de IR.n x Sn- 1 • Puisque, pour 

est contenu dans ssu, lîapplication UI-¼ Pu(~(Rn) -S(tR.n)) 

~(IR.n) . 
définit par passage au quotient une application de . '&(u) = ------

{u E ~(Rn) j SSu ·o U = çt} 

dans ~(u) , que l'on notera encore p. 

Remarque g Si p est un opérateur différentiel . dans un ouvert w de IR.n 

et U un ouvert de w x Sn- 1 , p définit de même une application de ~(u) 

On démontre dans [10] le théorème suivant 



Théorème 1 o3o2 : Soient U un ouvert de nl x sP-1 et u une microfonc-

tion définie dans un voisinage ouvert de {(x,O;ç,,');) € IRP-ll<l x sP+q=i l (x,ç,) € u} 

et telle que la projection 1t: (x,O;ç,,');) t-;,, (x,ç,) soit propre sur le support 

de u. On peut alors définir nde façon naturelle" la restriction da ' u a 

microfonction sur U notée ul • On a de plus 
IR.p xsp- 1 

supp ul 
1 

c 1t(supp u) o cette notion de trace est compatible avec la, 
Rp X Sp-

notion de trace des hyperfonctions (au sens précisé ci~dessous). 

b) Compatibilité ~~hyperfonctions : 

Soient w un ouvert de IR.P+q, u E S(w) telle que 

ssu O {(x,o;o,');)I (x,o) € w et -i; € sq- 1} soit vide et Ü lîimage de u dans 

'€ (w x S P+<r 1 ) Q On sait que P on peut définir 1 1hyperfonction ul . 
IR.p 

montrons que la restriction de ü à IRP x sP-1 est alors définie* 

Puisque SSu = supp ü, l'hypothèse faite sur ssu montre quiil existe un réel 

a (o <a< 1) tel que : {(x,O;ç,,--c) € supp ü} c {(x,O;Ài;,µ1:)lç, € sP-1 , 

Si K est un compact de IR.p x sP- 1 ~ 1t-
1 (K) 0 supp Ü est donc Pimage du 

Rp+q x Sp+q- 1 et l'application 1t étant propre sur supp ü, on peut définir 

ÜI " La compatibilité affirme que le diagramme suivant est CCilUI11).tatif ~ 
IR.P xsP- 1 



1.3.3 : Intégration k, long des fibres. 

On démontre dans [10] p. 294 le 

Théorème 1.3.3 Soient U un ouvert de IR.Px sP- 1 et u une microfonc-

tion définie dans un voisinage ouvert de f(x,t;~,o) E IR.p-i-q x Sp-i-q-1 1(x,~) EU 

et t E IR.q} • Si l'application 1t: (x,t) ~ x est propre sur supp uOIR.p+q, 

on peut définir 11dff façon naturelle" l'intégrale J u(x,t)dt, microfonction 
IR.q 

sur U. Cette notion d'intégrale le long des fibres est compatible avec la 

notion analogue pour les hyperfonctions. 

b) Compatibilité ~ les hyperfonctions 

Soient w un ouvert de IR.p , u E IB(w xlR.q) une hyperfonction telle que 

l'application n: (x,t) 1--<> x soit propre sur le support de u et ü 1vimage 

de u dans ~((wxlR.q) x Sp-i-q-1 ) • On sait que l'on peut définir l'hyperfonc

tion J u(x,t)dt. Puisque SSu est contenu dans supp u x Sp-i-g_-1 , 

supp u = ssu est contenu dans supp u x Sp-i-q-1 et 1 1 a,pplication n est 

propre sur supp Ü O IR.p-i-q • On peut donc définir la microfonction 

J Ü(x, t )dt E ~(w x sP- 1 ) et la c6mpatibili té affirme que le diagramme suivant 
IRq 

est commutatif 



:, u -------+-J u(x,t)dt € (3(w) 
IRq_ 

1.3o4: Produit tensoriel. 

p. p.-1 · 
Soient U. des ouverts de IR 

1 x S 
1 

et u. € ~(u . ) (i = 1,2). 
1 l . 1 

Dési gnons par u
1 

0 u
2 

l'ouvert de 
P

1
+P

2 
P

1
+P

2
-1 

IR. X S défini par : 
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u
1 

0u
2 

= {(x
1

,x
2

;À
1

i;
1

,À.2 ç,)l(xi,ç, i ) € ui (i = 1, 2), (À.
1

,À.
2

) € ia2 , À~+À~ = 1}. 

p. 
Si vi € 63(1R 

1
) , on sait que ssv

1 
0 v

2 
c ssv

1 
0 ssv

2 
• L'application 

p p p +p 

(v1,v 2 ) ~v1 0v2 ÛB(IR 1) x œ(ia 2 ) ---43(R 1 2
)) définit donc par passage au 

quotient un~ application biliné a ire de ~(u
1

) x 'e(u) dans 'e(u
1 

0 u) , q_ue 

l'on notera encore 0 • u
1 

0 u
2 

€ ~ (u
1 

0 u) est le produit tensoriel des 

microfonctions u
1 

et u
2

• 

2. Opérateurs pseudo...différentiels dans k domaine complexe. 

2.1. Introduction. 

Opérateurs différentiels~ k domaine complexe 

Il existe des opérateurs d'ordre infini q_ui opèrent sur les fonctions 

holomorphes : 

CO 

Exemple .fil!_ dimension 1 P(z,D ) = \' a (z)Cd t 
z 1..-.J n '+z 

n=O 

Soit f € &(w) z 
0 

et p tels q_u~ {z € iv/jz-z 1 < p} cw. 
0 

Donc P(z, D ) opère sur les fonctions holomorp hes à ' condition q_ue : 'v e: > O 
z 

~ K compact de w 3 C K tel que e:, 

n 
sup la (z)j < C .E.... 
z€K n e:,K n! 

VnEIN. 
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D 
z 

Par exemple e n'opère pas sur les fonctions holomorphes contrairement à 

= 
ch VD = L ~21, (dd t . z \én;: z 

n=O 

Nous avons vu(§ 1.31) que les opérateurs différentiels opèrent sur les 

microfonctions par ltintermédiaire des fonctions holomorphes. 

Il en sera de même pour les opérateurs pseudo-différentiels et c'est 

pourquoi nous allons étudier les opérateurs pseudo-différentiels dans le 

domaine complexe. 

2.2 Définition~ opérateurs pseudo-différentiels. 

Définition 2.2.1 ~ On appelle symbole ou opérateur pseudo-différentiel 

dans un ouvert U de n n=1 
Q; X 1P est l'espace projectif complexe de 

+= 
dimension n-1) la donnée dVu.ne somme formelle P(z,ç) = L Pk(z,ç) où les 

k=-= 

pk vérifient : 

(1) Soit n g en x en\ {o} _,. ~n x IPn-1 la projection canonique et 

U = =-1(u) ( ) _ ,. alors P k z, Ç est défini et holomorphe dans U. 

(2) Pk(z, d' est homogène de degré k en ç . 

(3) a) "v K compact de u \/ë.>O 3 C K > 0 
ë.' 

tel que 

n 
\:/(z,r,) € K \Jn ~>O !P(z,d!,c K~" n ê.9 no 

b) \:/ K compact de u 3 CK > 0 tel que 

\/(z,d € K 

Définition 2.2.2 : P(z,ç) ·est un opérateur d'ordre fini m si \;/k > m 

Pk(~,ç) = 0. Soit 'Y(w) l'ensemble des opérateurs pseudo-différentiels 
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définis sur l 1ouver:t w de n n-1 
(C X 1P • 

· m mn ~, On obtient ainsi k faisceau ~ ~ 11, x 1P des opérateurs pseudo-

différentiels. 

Remarque: Si n ~ 2 , les seuls opérateurs pseudo-différentiels globaux 

sur n ~1 
(V X 1P (i.e. définis sur un ouvert n-1 n) wx , fP , wc«: sont les 

opérateurs différentiels. 

donc si n ~ 2 pk(z
0

,ç) se prolonge holomorphiquement à Cn, or pk est 

homogène de degré k donc 

-> si k < 0 

-> si k :} 0 Pk(z
0

,ç) est un polynôme homogène de degré k en ç. 

Donc p(z,ç) = et d1 après les relations (3) de la défini-

tion 1 on voit que P est un opérateur différentiel opérant sur les fonctions 

holomorphes par: 

P ( z , D )f ( z ) = \Ï p ( z ) (,,0 ) af ( z) • 
z '--' a vz 

a 

Développement d'un opérateur pseudo-différentiel ~ voisinage d'un point 
( · ) d n ....n-1 z ,ç e (V X r • 

0 0 -

La définition des pseudo-différentiels est invariante par transformation 

linéaire donc on peut choisir u..ne base telle que 

p(z, ç) est défini au voisinage de (zo,ço) 

z = O et 
0 

Ç = ( 0, .••• , 0, 1 ) • 
0 

dans 
n n-1 

C X 1P donc en · 

particulier sur Ü = {lzl ~a, lcjl ~ Klcml j = 1, ••• ,m-1} dans tVnll' (t \ {o} 
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est une fonction holomorphe de définie dans un poly-

disque de rayon K de 

Posons a = k- ! a 1 1 n 

n-1 
C donc 

sup 
z€H 

1 /;; 1 =1 1 /;; 1 1 ~K n 

~ z € H pour H compact. 

(a peut être négatif donc lai peut être négatif) 
n 

en posant a (z) = Al I 1 (z) a a ,a 

d 9 où finalement g 

avec les majorations suivantes, pour z appartenant 

à un compact : 

lai ~ o la (z)I ~ 1 lal 
\;Ji:: , 3 C ...,, si C 6 

E a E ~ ( 1 a 1) ! 
K 

3 C ...,, si lai < o la (z)I ~ c-lal+1 ~ a 
K 

' 

2.4 Action des opérateurs pseudo-différentiels .fil1E_ les microfonctions 
holomorphes. 

Soit L l'hyperplan de (Dn d.1 équation {z = 0} n 
et w un ouvert de 

Notons <J' n (w) 1 1 ensemble des germes de fonctions multiformes sur les 
(D j E 

ensembles w \ w , pour w voisinage de w dans ICn , telles que de plus 



81o 

soit holomorphe sur 
N 

w • 

dans 
n 

(C donc on peut "faire le tour II de w dans W , c'est-à-

dire de'fin1·r (z',z e2in) 1 At t · 1 d ~ ) sur e reve emen universe e w w o 
n 

Soi t e'(w) l'espace des germes de fonctions holomorphes au voisinage 

de w o 

Définition: Le faisceau des nmicrofonctions holomorphes" est défini sur 

~ pour tout ouvert w de " par ~ L..J L-J 

Soit f une fonction multiforme sur un ensemble ~ w \ w , dont le germe 

appartient à Cf n et soit h(z 1 ,zn) = f(z' ,zne 2in) 
0: 1 E 

f(z 1 ,z ) 
n 

log z 
g(z', z) = f(z 1 ,z) - h(z',z). n 

n n n 2in 

Donc g est une fonction uniforme sur w \ w donc elle a un développement de 

h est holomorphe sur w donc a un développement de Taylor: 

'f5 n (w) = (B n (w)/a,(w) 
0: ! E IC I E 

unique : f(z 1 ,z) - - 1
-n - 2in; 

k log zn 
z 
n 2in 

donc tout élément de ~ n (w) a une représentation 
IC J ~ 

k k 
z lo g z + C ak· (zv )z • 
n n k n <o . 



Notation : 1) Si À € fR - {-1 , • u ,""'n, u,.} 

est la fonction d'Euler~ 

2) Si (-À)€ w* ~À('t) = ;;~ 

3) Si 1 € 7 on note ô(i)(z) 
n 

82. 

associé à 

On vérifie immédiatement que iê ~À('t) = ~À+
1

(i) + f('t) où f est un 

polynôme en ,; , donc d! ô(t\zn) = ô(i+i )(zn) o 

n 

On a donc pour tout élément de 

avec - si k). O 

ta série L ak(zî)z! converge si 
k<o 

· \/ K compact de w 

C 
donc sup I ck ( z' ) 1 ~ :j K E k 

z' € K 

l z l > 0 donc n 

ta série L ~k(z 1 )z! 
k).o 

converge si I z 1 < p pour un p fixé donc \/ K 
n 

compact de w 3 Ck > O tel que 
Ck 

su:p 1 ~k(z') 1 < k 
z' € K · p 

donc \f K compact de w 3 C ) 1 tel que sup J êk(z') 1 ~ (-~1) ! C-k"""1 \J k 
z 1 EK 

(c = sup(1,1/p)) o 

Nous avons donc montré la proposition suivante 

Proposition 2.4.1 g Tout élément f de 

unique g 

tg n (w) a une représentation 
(C lz 



~: pour tout compact K de w et tout e > 0, il existe CK et C 
K, e 

tels que 

C > 0 et \/ k ~ ô 
K, e 

1 ( ) 1 ( ) -k-1 
sup ck z 1 ~ -k ! Ck o 

z' (K . 

Montrons comment les opérateurs pseudo-différentiels opèrent sur 't; : 
icnlt 

Soit w un ouvert de et soit p(z,ç) un opérateur 

pseudo-différentiel défini au voisinage du fibré projectif normal à w, i.e. 

au voisina ge de { ( z, ç) E ICn >:<Œ'n-1 / zn = 0 z v ( w ; Ç = ••• = Ç = 0} 
_ 1 n-1 

Localement P peut être développé comme au paragraphe 3. 

Donc il existe des avec w = U w. et sur chaque 
iH i 

on a un 

développement p(z,ç) = I:: aa(z)ça valable pour z ( wi voisinage de 
a

1 
••• an- 1 ~o 

a E Z n 
d ""n • w. ans 11, 

1 

(si 

tion 

Donc 

En développant les a en série entière au voisinage de w. , on obtient 
a J. 

ak(zv )zkça 
a n 

a
1 

••• an_
1
>o 

p(z,i::) = 

k>o a ( Z 
n 

Un élément u de s'écrit u(z',z) = L c . (z 1 )~ . (z). 
n. jCl J J n 

Définition: On pose: 

a) 
à a 

(-
0

) n~ _(z ) = ~- (z ) pour an E 'll • 
z J n J+a n n n • 

a ~ O, la définition coîncide avec la dérivation classique de la fonc
n 



b) (à~,)o:tu(zi,zn) = fu (à~,)aicj(zi)~j(zn) 

(dérivation terme à terme de la série). 

c) (-j=1 +k) ! 
(=j-1) ! 

w., k(z ) 
J- n 

w. k(z ) 
J- n 

si 

si 

j < 0 

j ), k 

0 si O ~ j < k 

(c 1 est la multiplication de ~
J 

comme fonction de z 
n 

fonctions holomorphes). 

On a donc : 

avec : - si j < O d.(z 1 ) = L: J 
a1 • • • an-1 >o 

a EZ o<k<-j 

par_ k z modulo les 
n 

- si j ~ 0 

n 

d. (z 1 ) = L J 
k( i)(-à-)o: 1 

( i) (=1f(j+k)! a Z à t C • ,~ Z X . 1 a z J+.r,,..-a. J ~· 
a 1 • • • o:n-1 >o n 

ex EZ' k~o n 

Si U c w. , et si supp u c U alors supp Pu c U, donc on peut définir 
l 

en appliq_uant P localement. 

Théorème 2.4.1 : Soient w ouvert de 

pseudo-différen

t:: , p(z,t) un opérateur V 
tiel défini au voisinage du fibré projectif normal à w et soit u E -~ n (w). 

(C j E 

Alors 

a) Si u E ~ (w) alors (-à-)o:n u E ~ (w) • 
(Cnlt:: àzn (Cnlt:: 

En effet : u = t:: c.(z 1 ) ô(j)(zn) avec sup jck(z')l ~ C~;K Ek k > O 
J z' EK 



Pu 

Sau,f pour un nombre fini de terme, j est du m~me signe que j-a, & . n 
J""O:n 

cë,Ki:: 
-+ Si j et j-a sont ~ 0 , sup !d.(z 2 )1 ~ U-o: )! ~ 

n z 1 EK J . n 
J . 

E: -an - j ! 
~-=ïXC KXE: xr. JI J. e, \J-a' n 

(X 

j!/(j-o:n)! ( j n donc sup !d.(zt)I 
z~ EK J 

'C (2:)~ (d)an 
~ e,K J !- e " 

Si 

donc 

- Si 

j-oo 

j et 

a a 
1 1 .n donc 3c t.,q., "Jj .n < C J --:' -o J 

2j 2J 

j-o: n 

(28)j 
sup ld.(z1t)I ~ cr 

ë,K • l 

z' EK J J. 

d 

sup Jd.(z' )f ~ C'/ 2 K -ry o 

zv EK J 8 ' J · 

t / 0 Id ( i)I ~ (-J·+nn),.c-KJ··+an-1 son ~· , sup . z ~ v.. 

z' EK J 

~ (=j)!c;j+o:n-1 x (-j+an)O:n 6 

En changeant la constante : sup jd.(z 1 )j ~. (-j)! (cirj= 1 ,. 
z' EK J 

Avec de nouvelles constantes les majorations sont vraies pour tous les j 

ô (X 

et donc (ôz) n u E ~ n • 
n c Ir 

b) Si u € 'e (w) alors 
cn!z 

En effet si les c. restent dans un compact K on a èP après 1a for:rrt1J.le 
J 

de Cauchy : 

ô yx' c.(z«)I <-b x sup !c .. (z')I 
z J pl a . 1 z i EK J 

avec p ne dépendant 

que de K " 



o) u € '& (w) => . a:nl z 

qu'au (a),. 

k z u n 
€ ~ n (w) : la démonstration est la même 

c Ir: 

Action sur les fonctions holomorphes. 
--- j 

Soient w un ouvert de z et p un opérateur pseudo-différentiel défini 

* au voisinage du. fibré projectif normal de w, P w. Si f est holomorphe au 

voisinage de w, on désigne par la solution du problème de Cauchy : 

Ainsi, pour k entier ~ 1 , Dk "'(f) z ,,., 
n 

est la ème primitive de f par 

rapport à z qui s'annule sur Z ainsi que ses (k-1) premières dérivées 
n 

par rapport à z • n 

Si P = I_: aa(z)Da, on définit un opérateur PZ par 
Cl1,•••Cln-1)0 

Cl 

PZ(f) = C a (z) D~: Dzn,z(f), en convenant que 
Cl1,···Cln-1>0 Cl n 

Cl a 
D n "'(f) = D nf si a j, 0 ·· z ,,., z n " 

n n 

f(z)log z 
n 

est un élément de f;' (w) 
a:nlz 

et se met sous la forme 

f(z)log zn = L a/z') z~ log zn = L î:/z') <J? /zn) 
,e)o ,e<-1 . . 

Si an) O, il en résulte l'égalité suivante, modulo les couches multiples 

(i.e. les éléments de 



a 
D. n (f(z)log z) = '° 

z n L...i 
n . ,e~o 

Si 

Ce+a ) ! 
, . n 

,e 
a .e- 1 a I zn 

n 

,e 
z l og z 
n n 

est la 

a 
= ( log z ). (D nf) o 

n z 
n -

prim itiv e de 
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f qui 

(Z:= {z =01) 
n 

s'ann ul e sur avec . ses premi ères déri vées. 

a a 
Donc, si o:n < 0 , D nf l og z = (l og z ) . D n ~(f) . 

z n n z ,l., . 
n n 

Or, P(f (z)log z) s'écrit d ' une façon et d'une seule 
n 

P(f log z ) = g ( z)log z + cou.ches mu.lti pl es , ave c g ho lo morphe au 
n n 

voisin age de w . 

o:n o: 
D9 autre par t , D (f (z)log ( z )) == D n (f) ( log z ) + couches mult ip l es, 

z n z ,;:: n 
n n 

d ' après l e calcu l qui précède. I l résulte de l ' unicité du développement de 

P(f l og z) que : 
n 

P~ (f) == g~ P(f(z)log z ) = g(z )l og z + couches mu.ltip l es . 
l., n n 

Le point de vue du §2 . 4 est don c plus général que ce l ui du §2.5 ( on ne 

per d pas d'inf orma t ions sur l es couches multiples ). 

2 . 6 Etude a l gébri que des opérate urs pseudo - différentiels . Compositi on, 
Adjoint , Changement de coord onnées . 

On t rouver a une démonstr ation compl ète des résultats de ce par agraphe 

dans : Sato - Kawal- Kashiwar a [1 0] , p . 344 , § 1 • 5 • 

1) Composi ti on. 

Soit u un ouvert dE;l 
n n- 1 

P( z , D ) et Q.(z, D) des éléments de Il; X 1P , 
z z 

+oo - oo 

o>(u) • Si r Cz ,d == C Pk(z,/J et Q(z,ç .) = C Qiz , ?;) , on pose 
k::::,..oo ,e=-00 

R (z,ç,) = C ( à )a ( à )a 
a! àÇ pk àz Q,e . m a~e , 

k+.e- j ct ~=m 
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+oo 
Soit . R = L Rm(z, ç) • 

-oo 
+oo 

Théorème 2. ·6 0 1 : La série formelle S Rm (z, ç) définit un opérateur 
-oo 

pseudo-différentiel appartenant à P(u) ët noté Po Q • Soient t:: un hyper-

* plan tel que P t:: c U , w un ouvert de t:: et u un élément de 

On a alors l'égalité 

Ru = (p o Q)u = P[Qu] 

Démonstration: 1) Si P et Q sont des opérateurs différentiels d'ordre 

fini, la formule de Leibniz montre que l'opérateur: u ~ P[Qu] a pour symbole 

P o Q • Par linéarité, et · sous réserve de convergence, on est ramené au cas où 

p = Da avec a, < 0 et Q = b(z)rf. On peut développer b(z) en série 
z n z 

entière par rapport à z : b(z) =Lb (z 1 )z
1

• Toujours sous réserve de 
n i n 

t).o . 

convergence, on est ramené . au cas où P = Da (a < 0) z n 
et 

Puisque commute avec D , ••• D , z , ••• z , il suffit de démontrer 

la proposition pour 
+a: n 

p = D 
z 
n 

z z 1 n--1 
1 · n-1 . 

i ~n 
et Q = z D • Soient n z 

et 
n 

~n 
Q

2 
= Dz • On vérifie que pour u € ~ , Qu= Q [Q

2
u] = (Q oo_)(u) 

0nl t:: . 1 1 ~2 _ n 

si P(Q u) = (p o Q )u , on a : 
1 1 

(l'associativité de o s'établit par vérification directe). 

Soit P(Qu) = (p o Q) (u) • 

• Donc, 

avec i 
Q = z , k , 

1 

i ~ O (pour alléger les notations, z désigne maintenant une variable dans 

a: 
a 

s'écrit de manière unique : u = f(z)log z + L : 
n~1- z 



f holomorphe. 

-k( ) -k -k-1 ( ) Supposons que : D zf = z D f - k D f. 1 
k k k 

(c'est vrai pour k=ü). 

Par intégration par parties : D-k- 1(zf) = Jz D-k (wf(w))dw 
k O I: 

Jz Jz -k-1 -k -k-1 -k-1 z -k-1 
Dk (zf) = [w Dk f(w) - k DI: f(w)]dw = [w DI: f(w)J

0 
- DI: f(w)dw 

0 0 

Donc, (1) est vrai pour tout k ~O. La formule: 

,e 
(p o Q ) (u) = P(Q u) = L 

1 1 r=O 

-k-2 
- k D f 

I: 

est donc vérifiée pour ,e = 1 , k ~ O et u = f (z)log z • Par récurrence et 

en utilisant le fait que 

on montre la validité de (2) pour tout ,e > 1 et pour u € t;«:lo de la forme 

f(z)log z • 

a 
) , ~ nn b Enfin, on verifie la formule sur les couches multiples L....J 

n)1 z 

par calcul direct. 

Corollaire 2.6.1 : Si Q est d 1 ordre ~ O , (p o Q\ = PI: o QI: (la compo-

sition est celle des opérateurs définis sur les fonctions holomorphes). 

Démonstration: Soit u = f(z)log z € ~ (w). 
n «:ni I: 

Qu= 
a1+. • .+o:n~o 

a1,•••an-1)0 

a (z) Da(f(z)log z) = g(z)log z • 
a n n 

En effet, tous les an intervenant dans la sommation sont~ O et, en 

intégrant f(z)log z on n'obtient pas de couches multiples. 
n 



(on obtiendrait le m~me résultat en supposant que 0 d Q <, m et q_ue f s 1an-

nule sur ~ avec ses (m-1) premières dérivées : dans la sommation, a ~ m 
n 

et les m premières .dérivées de f log z 
n 

par rapport à z ne comportent 
n 

pas de couches multiples). 

+ couches multiples. 

D'où 

On a également montré que : 

Si Q est d I ordre ~ m et & f s I annule ~ rn (rn= 1 ) premières 

2) Adjoint de p. 

+oo * 
Théorème 2.6.2 : Si P == L Pk(z~c) , Padjoint P de P est défini 

-oo 

* 
+oo (-1 )j 

par p == I: Qk(zpç) ' 
avec 

Q = ~ """7 
Da Da P. . 

-oo k k==j- al ç z J 

2.7 Inversion~ opérateurs elJ..iptigues. 

Théorème 20 70 1 ~ Soit P un opérateur pseudo=différentiel d 1ordre m 

dans un ouvert U de 
n n-1 

~ x W • On suppose que le symbole principal 

P (z,ç) de P ne s'annule pas dans U. Il existe alors un opérateur 
m 

pseudo-différentiel et u.ri seul dans U , d 1 ordre =m , tel que i Po Q = Q o,p = I. 

Démonstration: a) Montrons d'abord qu'il suffit de trouver, pour tout 

(z ,1:) € U, un voisinage u(z ,ç) 
0 0 0 0 

o.e et des opérateurs E 
0 

et 



F tels que 
0 

PE = F P = I dans u(z ,, ) • Alors 
0 0 0 0 

F = F (PE ) = (F P )E = E dans U(z , ½ ) • 
0 0 0 0 0 0 0 0 

Si U = U(z ,'Ç )OU(z ,'Ç)-:) y), on a dans U 
01 o o 1 1 01 

PE = E P = PE = E P = I. 
1 1 O o 

et E = E • 
O 1 
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L9 existence locale d 1un inverse à droite et d 9 un inverse à gauche implique 

donc l'existence globale d.9 un inverse (6) est un faisceau). 

b) Lemme (cf. S. K. K. (10] p. 356). Soit R un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre~ -1 défini au voisinage de (z ,t). La série 
0 0 

'° Rn définit au voisinage de (z , ~ ) un opérateur S tel que : 
L....J O 0 
n~o 

s(I=R) = (r-R)S = I. 

Soit alors Q (z,t;) = p ( 
1 

) • Le symbole principal de -m z, 4 m 
Q p 
-m 

est 1. 

Donc Q P = I-R où R est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre~ -1. 
-m 

D'après le lemme, il existe S tel que (I-R)S = s(I-R) = I. 

Donc, s(Q P) = (s Q )P = r et 
-m -m 

S Q est un inverse à gauche. 
-m 

On montrerait de même l'existence d'un inverse à droite. 

Ce théorème permet une nouvelle démonstration du théorème de Cauchy-

Kovalewski. 

Corollaire Théorème de Cauchy-Kovalewski ~ Soit P un opérateur diffé-

rentiel d'ordre m O On suppose que l 1hyperplan ~ 

caractéristique. Soient g(z) et h. ( z 8 ) 
J 

morphes au voisinage de O. Le problème Pf = g 

(z = o) n'est pas 
n 

des fonctions holo-



a alors une solution et une seule f holomorphe au voisinage de O dans 

Démonstration: 1) Existence~ f. 

n 
(!! • 

Puisque E,(z == o) 
n 

est non caractéristique pour P, il existe un voi-

sinàge U de 0 dans en et un voisinage V 

tels que : 

\/ (z,ë,) € U xV , P (z,ç) 'f 0 • 
m 

de (0, ••• 0,1) dans n-1 
1P 

p admet donc dans U xV un inverse p- 1 , opérateur pseudo-différentiel 

d'ordre -m. Soient k.(zv) des fonctions holomorphes au voisinage de O 
J 

dans (on précisera par la suite les valeurs des k. ). 
J 

Puisque P- 1 

est dîordre ~m, l'élément de 
m-1 

égal à p- 1[g(z)log z + C 
n . 

J=O 

k. (z') 

Jj+1 ] 
z 
n 

est de la forme f(z)log z 
n 

pour une fonction f holomorphe au voisinage de 

O et uniquement définie. 

D'après les hypothèses faites sur P, on peut écrire 

opérateurs différentiels en D , = (D , o •• D 
1

) et A (z) 1' 0 dans U • 
z 1 ~ m 

On a, modulo les fonctions holomorphes: 

D (f(z)log z) 
z n 

= (D f)log,z + f(zo ,o) 
z n z - -

n n n . . . . 
m 

D (f log z ) = (Dm f)log z + m 
(D;- 1r)(z 1 ,o) 
. n ·- -. ---z 

n 

Or, 

n z n 
n z, 

n 
lll=1 

p(f(z)log z) = g(z)log z + L 
n n . 

J=O 

k.(z 0 ) 

J 
j+i 

z 
n 

m 
z 
n 

Par unicité de la décomposition, on trouve en égalant les deux expressions de 

p(f(z)log z) 
n 



Pf (z) = g 

k = (-1)m- 1A (z)f(z 1 ,0) 
m-1 m 

(-1)m-2[mA (z)(D f)(z 1 ,o) + A 
1

(z,D 1 )f(z 1 ,o)] 
m z m- z 

n 
km-2 = 

(s) . . 
• . 

k = 0 
mA (z)(Dm- 1f)(z 1 ,o) +.oo+ A (z,D' )f(z' ,o) • 

m z 1 
n 

Puisq_ue A (z) 
m 

ne s 1annule pas dans U, on peut résoudre le système (s) 

de proche en proche, et ce de manière uniq_ue. On définit alors les 

étant les valeurs des membres de droite obtenues en remplaçant les 

k. comme 
J 

(Dj f)(z' ,o) 
z 
n 

par les h.(z 1 )(0 < j < m-1). D'après ce q_u1 on vient de montrer, la fonction 
J 

m-1 k.(z 1 ) 

f(z) = 1 
1 P- 1[g(z)log z + ~ J ] est telle q_ue Pf = g et q_ue les 

og z n L;...i J·+i 
n j=O Z 

. n 
(DJf)(z 1 ,o) vérifient le système (s). Comme la solution de (s) est uniq_u~, on 

L'opérateur pseudo-différentiel -1 
p permet donc de donner la forme expli-

cite de la solution d'un problème de Cauchy. 

2) La solution du problème de Cauchy est uniq_ue. Soit en effet f une 

fonction holomorphe dans un voisinage de O et telle q_ue : 

Soit 

Comme 

m 
rp = D f • Puisq_ue f n 

est m-plate 

-m PD est inversible et d 1 ord.re 
n 

sur ~ , on a : 

0, on a rp = 0 et donc f = 0 • 
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3o Formes réduites ~ opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine complexe. 

3.1 Notion d'équivalence your kê_ systèmes d'équations différentielles tl 
pseudo-différentielles. 

a) Une première notion est la relation d'équivalence classique dans un 

monoïde : 

( 1 ) Si P et Q sont deux opérateurs différentiels ou pseudo-différentiels: 

déf 
P ,., Q ~ Il existe deux opérateurs pseudo-différentiels inversibles A et B 

tels que : 

-1 
Q = B PA • 

(2) Si P et Q sont deux matrices à m lignes et p colonnes et à 

coefficients dans l'espace des opérateurs différentiels ou dans celui des opéra-

teurs pseudo-différentiels : 

p 
(une telle matrice p définit un système C P .. (z,D )u. = f. 

j=1 
lJ Z J l 

i=1, ••• ,m) 

p N Q déf 
~ Il existe des matrices carrées inversibles A et B à coefficients 

opérateurs pseudo-différentiels telles que : 

-1 
Q = B PA • 

Remarque : Dans l'espace des matrices à coefficients différentiels on n'ob-

tient pas la m~me relation d'équivalence selon que l'on suppose les coefficients 

de A et B pseudo-différentiels d'ordre fini ou d'ordre quelconque. 

Exemple à 
ày 

et sont équivalents modulo les opérateurs 

d 1 ordre infini mais ne le sont pas modulo les opérateurs d'ordre fini. 

b) Une seconde notion consiste à introduire de nouvelles "inconnues" 

avec des relations les reliant : 
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Exemple : P 
à 2 à (- - -)u = f 

àx2 ày 
et Q : { .2.. u-v = 0 àx 

à à 
-v--u=f àx ày 

sont équivalentes en ce se.ns que les solutions de l'une donnent immédiatement les 

solutions de l'autre. 

Définition g Soit f l'anneau des opérateurs pseudo-différentiels et soit 

P - (p ) une matrice à coefficients dans (P. 
- ij 1~:t~m 

1~j<p 

Notons 111,p le quotient du f =module libre à rgénérateurs u
1

, ... , UP 

par le 6'-module engendré par les 
p 

m-vecteurs L P. . U. 
j=1 lJ J 

p 
m = 6'u

1 
EB. °"El, a'u / f([=: P .. 

p p' . 1 lJ 
J= 

U.). 1 } • 
J· l= • • .m 

i=1, .... ,m 

On dira que deux systèmes P et Q sont équivalents si les 6'-modules 1n,p et 

111., sont isomorphes~ 
Q 

On voit que la 1ère notion est un cas particulier de la deuxième. 

Dans le paragraphe 5.1 nous étudierons comment sont liées les résolubilités 

des opérateurs équivalents. 

3.2 Théorème d'équivalence pour les opérateurs pseudo-différentiels de~ 
principal. 

Théorème 3.2.1 ~ Soient P et Q deux opérateurs pseudo-différentiels 

d1 ordre fini m définis au voisinage du point (z r) c œn x ~n-i 
o' "'o " .» • 

Supposons que P et Q ont même partie principale Pm=~ avec 

P (z r) - O et que de plus ils sont de type princin<>l m o' "'o - .t""'" 

d P (z ,ç) f 0 
z,Ç m o o 

2) d p (z ,r) est non parallèle à (r
0
,o). 

z, ç m o "'o "' 

Alors il existe un opérateur pseudo-différentiel inversible (d 1 ordre o) R(z,D) 
z 



96. 

tel que 

Démonstration Pour simplifier les notations nous ferons la démonstration 

dans le cas m = 0, mais elle est identique dans le cas généralo 

pour 

Après un changement de coordonnées on peut supposer que z = O et 
0 

0 

P(z,c) = L pk(z,ç) 
k=-oo 

il suffit de montrer le théorème 

0 

Prenons R de la forme R(z,C) = L Rk(z,ç) et déterminons les Rk 
-oo 

La relation RP = QR s'écrit pour k = o, ••• -= 

k = 0 R P =PR 
0 0 0 0 

toujours vérifié 

n àR àP n àP àR 
k = -1 R_1Po + RoP-1 +L 0 0 +E: 0 0 

àC. àz. 
= R p 

à Ci àz. -1 o 
i=1 l l i=1 l 

n àP à àP à ([: 0 0 
P_l )Ro 0 àÇ. àz. - àÇ. ~ = . àz. 

i=1 l l l l 

Au ra..n.g k 

+ (termes en Rk 2, ••• ,R) = p Rk + L àà p 
+ O O i çi 0 

+ (termes en Rk+2 , ••• ,R
0

). 

Si on note HP le champ hamiltonien de 
0 

p 
0 

on a donc 

à 
àC. 

l 

R à p 
k+1 àz. o 

l 

~R 
àz. k+1 

l 

où Fk+
1 

est u...n. opérateur différentiel qui ne dépend que de P. 

Si on peut déterminer R
0

, ••• ,Rk+
2 

, on a donc à résoudre une équation 

différentielle du 1er ordre en Rk • 
+1 
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V hypothèse faite sur P signifie qu g il existe i E [2,. o o ,n] tel que 

àP 
àz~(z

0
,ç

0
) / 0 ou qunil existe j E [1, ••• ,n] 

l 
àP0 

tel que :{_(z
0

,ç
0

) =) O donc 
J 

àç_(z,,) f O au voisinage de (z
0

,ç
0

). 

J 
àP 

G) àz~(z,ç) =) 0 i € [2, .•• ,n] • 
l 

L8hyper_plan H. = {ç. = O} 
J. l 

est non caractéristique pour 

àP 
(puisque le coefficient de ~àà 

Ç. 
est -52 =) o) 

ôz. 
et (z , Ç ) E H. 

0 0 J. 
(puisque 

l J. 

{ 
(HP = p )R 

=1 o = 0 a une et une seule solution d'après Cauchy-
0 

R = sur H. Kovalevski 
0 l 

de même si sont déterminés, le problème de Cauchy 

{ 

(Hp
0 

-P=
1

)Rk = Fk(Rk+ 11 .oqR 0 ) 

Rk = 0 sur Hi 

a une et seule solution. 

On peut donc déterminer les Rk par récurrence., 

è)p 

@ àÇ~(z1ç) f 0 
J 

On fait exactement la même démonstration quuen G) en remplaçant H. 
J. 

H 9• = { z. = 0} qui est non caractéristique et tel que (z Ç J) E H1 Le 
J J o' o j • 

i > 1 

par 

théorème de Cauchy;=Kovale~rski précisé montre que le domaine de définition de Rk 

est un voisinage de ( z ~) indépendant de k. o' ~o 

(H - P ) est un opérateur qui transforme les fonctions homogènes de 
p -1 

0 

degré k en 

gène de degré 

ç en fonctions homogènes de degré k-1 o (Puisque p 
0 

0 donc de degré =1 et homogène de degré 

est homo-
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Par ailleurs le calcul de Fk montre immédiatement que si R
0

,o•o~+
1 

homogène de degré kë-1 • 

La donnée initiale R = +1 est:homogène de degré O et les données 
0 

R = O sont homogènes de degré k pour k quelconque. 
k 

Donc on voit par récurrence sur k que Rk est homogène de degré k. 

Nous avons défini R comme somme formelle de fonctions holomorphes Rk 

homogènes de degré k en ç. 

On montre dans s. K. K. [10] p. 359 que les Rk vérifient les majorations 

de définition d 1un opérateur pseudo-différentiel. 

La donnée initiale R = 1 
0 

sur H. 
]. 

ou sur H~ 
J 

montre que R 
0 

ne s 1an-

nule pas au voisinage de (z ~) donc que R est inversible, et on a bien 
o' "'o 

RP =PR 
0 

donc P = R- 1 P R. 
0 

3.3 Théorème -9&. préparation de weierstra.8. 

Théorème~ division 30 30 1 g Soit P un opérateur pseudo-différentiel 

d 1ord:re fini m défini au voisinage du point (z
0

,ç). 

(on supposera z = 0 
0 

Supposons que 

et Ç = (1,0, ••• ,0)). 
0 

avec a -:) 0 • 

Alors pour tout opérateur pseudo-différentiel d'ordre fini s(z,D) défini au 
z 

voisinage de (zo,ço) ' 
il existe deux opérateurs pseudo-différentiels R et 

d 1 ordre fini définis de manière unique tels que 

1 ) s(z,D ) = Q(z,D ) P(z,D ) + R(z,D ) z z z z 

Q 



p-, 1 . . 
R(z,D ) = L RJ (z,D 1 )DJ 

z . z z 
J=O n 

est un opérateur pseudo-différentiel qui ne dépend pas de D 
z 
n 

De plus si ltordre de S est s , alors Q est d'ordre inférieur ou égal à 

s-p et R d'ordre inférieur ou égal à s. 

Démonstration g Appliquons le théorème de préparation de Weierstrass sur 

les fonctions holomorphes au symbole principal de P: on a de manière unique 

et; e(z, d inver-

sible et homogène de degré m-p. 

e est donc le symbole d 1un opérateur inversible E(z,D) • 
z 

:P-1 . . 
Le symbole principal de E- 1p est ç; + L hJ(z,ç 1 )ç~ donc 

0 

P(z,D) = E(z,D )[Dp + P(z,D )] z z z z 
n 

où E est elliptique et P a un symbole polynomial de degré inférieur strie-

tement à p en en. 

Supposons le théorème vrai pour 

~ 
S = Q(Dp + P) + R z 

n 

p = Dp 
z.n 

P-l 
R=L 

0 

,., 
+ p on aura 

Rj Dj 
z n 

S = QE-1 x E(DP + P) + R = (QE-1 )p 4- R 
z 
n 

donc le théorème est vrai pour P. 

on peut donc supposer 
~ 

P(z,D) = Dp + P(z,D). z z z 
n 

Calculons Rk et Qk par approximations successives 

- S = QkD! + Qkë-1p + Rk 

pour les symboles : s(z,c) - Qk_1 (z,dP(z,ç) = Qk(z,dc; + Rk(z,d • 



100. 

On suppose que R. et Q. sont calculés pour i ~ k=1 • 
l l 

p- 1 1 ôj "' 
Posons Rk(z,ç) == ~ 7 ~ (s(z,ç) - Qk_

1
(z,ç)p(z,d)j,.. ==O 

J==O J ÔÇJ "'n 
n 

Rk est le début du développement de Taylor de donc 

est divisible par 

,., 

s(z,ç) - Qk_/z,è';)p(z,ç) - Rk(z,d :::: c!Qk(z,d • 

Vérifions par récurrence que Rk 

P-1 
- Q == 0 et R (z,ç) == L 

est d I ordre .ç s et Qk d I ordre ,<s-p : 

1 àj j 

0 1 . 
-:i- --= (s(z,ç))I,.. ç 
J. àÇJ "'n=o n 

est d 2 ordre ~ s • 
J::::O n 

- Si Q~
1 

est d 1 ordre ~ s-p et Rk d'ordre~ s et puisque P est 

d 1 ordre < p 
,. 

Ç!Qk(z,ç) :::: s(z,ç) ... Qk_
1 

(z,ç)p(z,ç) - Rk(z,t) est d'ordre~ s , 

donc Qk est d 1 ordre ~ s-p. 

P-l 1 à . "" . 
R ~ ("!"!-à )J (S-QP) 1 x ,..J est alors d I ordre .t: s 0 k1 ==L......J -:"j r r::::o "'n ~ + . . J. '-,, '-,, 

J==O n n 

Posons qk = Qk+1 - Qk rk == Rk+1 - Rk d 1 où S == ([: qk)p + L r k • 

CO 

On montre dans S. K. K. [10] p. 368 que les séries C qk et L rk 
k=o k=o 

convergent et fournissent des symboles d'opérateurs pseudo-différentiels. 

Q:::: C qk est d'ordre~ s-p et R:::: L rk d'ordre, s • 

Unicité .22,. la décomposition : S == QP + R = Q'P + R1 :> (Q-Q' )P = R' - R • 

Soit qv le symbole principal de Q-Q1 et r le symbole principal de R '-R 
µ 

q p (z,ç) == r (z,ç) 
V m µ 

P (0,(1,0, •• .,e)) = aep + GJ)(ep) tandis que r est un polynôme de degré au 
m µ 

plus p-1 en ç donc r (z,ç) = O donc R = R1 

n µ . 



101o 

Corollaire 3.3.1 Théorème de préparation pour les opérateurs pseudo
différentiels. 

soit P un opérateur pseudo--différentiel d'ordre m défini au voisinage 

de 

Alors on a de manière unigue 

au voisinage de (z r) et o'..,o 

tel que 

: P(z,D) = E(z,D )w(z,D) 
z z z 

P-1 . . 
w(z,Dz) = D; + ~ RJ(z,Dz 1 )D~ 

n J·=O n 

de plus Rj est d'ordre~ p-j • 

a -/ 0 • 

où E est inversible 

indépendant de D ) 
z 
n 

Preuve: Appliquons le théorème de division à s(z,D) = Dp gonade 
z z 

n 
:P-1 . . 

manière unique Dp = Q(z,D )p(z,D) + ~ RJ(z,D 1 )DJ avec Q d'ordre~ 0 
z z z '--.J z z 
n o n 

et Rj d'ordre< p-j donc cette relation donne pour les symboles principaux 

la relation suivante : 

(qo , o 
est la partie homogene de d O de 

On a vu dans la démonstration du théorème de division que P s 1écrit de 
m 

manière unique : 

et -1 e = q_ donc q est inversible. 

Q a un symbole principal inversible donc est inversible 

3.4 Forme réduite~ opérateurs à variété caractéristique plate. 

Soit P(z,D) un onérateur d'ordre m, défini au voisinage de (z r) 
r O' ... 0 

(z = 0 
0 

et Ç = (0, ••• ,1)) 
0 

et de symbole principal çm. D'après le théorème 
1 



de préparation (corollaire 3.3. 1), il existe un opérateur elliptique inversible 

E et des opérateurs pseudo-différentiels P.(z,D 1 ) (o ~ j ~ m=1) d 8 ordre ~ j 
y J 

et ne dépendant pas de D tels que: 
n 

Soit la matrice d 1 ordre m d 8 o:pérateurs pseudo-différentiels 

1 1 équation 

01 0 CIi G & G O C!t O O o & 0 

est équivalente au système 

u = D u 
m-1 1 m--2 

I désignant la matrice u..nité 

d 1 ordre m o 

Théorème 3.4.1 (cf [10] Tho 5.2o1 Po 434) Soient p(z,D) et Q(z,D) 

deux opérateurs pseudo-différentiels définis au voisinage de (z r) et de 
o' "'o 

symbole principal r;,~ • P et Q sont alors microlocalement (ioe. au voisinage 

de (z , 4 )) équivalents. Plus précisément, il existe deux mxm matrices 
0 0 

inversibles et d8 opérateurs pseudo-différentiels telles que 

Les opérateurs et sont donc tous deux équivalents m à n
1 

, et il 

en est de m~me pour P et Q • 
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Démonstration: Il suffit de démontrer l'existence de et Q ' 

A.p et AQ vérifient les m~mes hypothèses. Pour alléger les notations, nous 

noterons Aiz,Dt) = A(z,D 1 ) • Le théorème 3a4 résulte alors du lemme suivant 

Lemme (cf [10] Pa 436) : Sous les hypothèses précédentes, il existe une 

m x m matrice inversible R d 1 opérateurs pseudo-différentiels telle que 

Démonstration: Au voisinage de ( z ~ ) D est inversible. et il en est 
o'"'o ' n 

de m~me de la matrice M définie par : 

l'll= 

Un calcul immédiat montre que 

MAM1 = = B + 
0 

0 D Üo••··•Goeoo••o 
. 'E ....... ', 
0 ':::, .......... .... ..... ..... 

....... ...... ' 0 
....................... ............ 0 

.... ' ' ................... ' '0 
' ' 'O D 

n 
Üoooeo&•••o•••oooeoÜ 

= B +N = B 0 . 

N est nilpotente d 1 ordre m (i 0 e. Nm = o) et B est une matrice 
0 

d'opérateurs pseudo-différentiels d'ordre~ O (car P. 
J 

(o < j ~ rn-1) est 

d' ordre ~ j ) 0 

Puisque M(D
1 

I -A)F.I- 1 = n
1 

I - B , on est ramené à montrer que DI- B 
1 

est 

équivalent à n
1
r. Pour ce faire, on se propose de définir un opérateur inver-

00 

sible R = L Rk(z,D') tel que : (D
1

I- B)R = RD
1 

• 
k=O 

Par récurrence, on définit les Rk par R
0 

= I et, si k ~ 1 



Rk est l 9unique solution du problème de Cauchy g 

{ 

0~ Rk(z,D 9
) = B(z,Dv)Rk_ 1(z,D 9

) 

Rk;z,D')lz =o= isc(o,z',D') =o. 
1 

104. 

Puisque B est d 9 ordre 1, Rk est d'ordre k. En utilisant le fait que 

B = B +N où B est d 1 ordre O et N est nilpotente, on montre (cf [10] 
0 0 

Po 435, § 5·o2, théorème 5.2.1) que la série formelle L Rk(z,Di) définit 
k~o 

bien un opérateur pseudo-différentiel (d 1 ordre infini). 

D1après la formule de Leibniz pour les opérateurs pseudo-différentiels, on 

obtient les égalités matricielles suivantes 

à 
(
0

z Rk désigne 1 1 opérateur donc les coefficients sont dérivés par rapport à 
1 

z
1 

• n
1
Rk désigne l'opérateur composé de Rk et de n

1
). 

Donc, 

De plus, pour z = 0 
1 

on a : RI = ~ Rkl = I • Z =O L.-J Z =O 
1 k>o 1 

La matrice vérifie donc : { [n
1 

- B(z,n 1 )]R(z,D 1
) 

R(O,z 1 ,D9 ) = I. 

Il reste à montrer que R(z,D') est inversible. 

Puisque tB(z,D 9 ) a les mêmes propriétés de B(z,D~) (i 0 e. est la somme 

d'une matrice nilpotente et d'une matrice dont les coefficients sont d1 ordre 

~ o), il existe un opérateur R tel 

Si 
t~ 

S = R, on a donc g 

{ 

t ,. ~ 
que ~: [D

1 
- B(z,D 9 )]R = RD

1 
~ 
R(O,z' ,Dv) = I 

= D S 
1 { S(D1 - B) 

s(o,z 1 ,D 1 ) = I 
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On en déduit que 

(D -B)RS = RD S = RS(D -B) (~). 
1 1 1 

1) Montrons que RS = I. 

Soit 

à 
Or -à - Q = D Q - QD • Q est donc 

z1 1 1 

CO 

Si Q(z,D 1 ) - I = L q/z,D 1 ) où q/z,Ç' 9 ) est homogène de degré ,e 
,e=-oo 

en Ç 1 , on a ~ \;/ ,e € ~ , { à~ 
1 

q / z , ç' ) = 0 

q/o,z' ,C:1 ) = 0 

Par unicité de la solution du problème de Cauchy, q,e est nul pour tout ,e 

et Q-I = 0. Il en résulte que Q = RS = I. 

2) Montrons que SR= I. 

Q vérifie 

Soit 

rapport à 

donc g { à~ 
1 

Q ( z, D. 1 
) - B ( z, D 1 

) Q ( z, D 9 
) + Q ( z, D 1 

) B ( z, D 1 
) = O 

Q(O,z 1 ,D1 ) = 0 

CO 

C zj Qj(z',ç') le développement de Taylor de Q(z1 ,z1 ,ç1) 
j=O 1 

z au voisinage de z = 0 • 
1 1 

par 

Faisons l'hypothèse de récurrence que Qj(z 1 ,ç 1 ) = 0 si j ~ n. En dérivant 

n fois 1 1 expression (1) par rapport à z et compte tenu de 
1 

. à . à 1 
j!QJ(z 1 ,ç 1 ) = (àz )JQ(z,ç 1 )lz =O, on obtient: (àz )n+ Q(z,ç')jz =O = O, d 1 où 

1 1 1 1 

n+1c 1) Q z,Ç = 0 • 



Qj(z,ç 1 ) est donc nul pour tout j ~ 0 et Q = L z~ Qj = 0. 
j~o 
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Il en résulte que SR= I • 

4. Action ~ opérateurs pseudo-différentiels ~ les microfonctions. 

4.1 Nowau d 1un opérateur pseudodifférentiel. 

de 0 

Soit P(z,D) un opérateur pseudo-différentiel défini pour z voisin 
z 

et appartenant à un voisinage de 

On peut alors mettre p sous la forme g p(z,ç) = 
a 1 ~0 

a Ez n 

n=1 
8 le:. 1 (. k} 
. l 
l=1 

a (z) 
i 

est le coefficient de ç•a dans le développement en série entière de 
a 

que 

de la composante homogène de degré 

n-1 

I: 
i=1 

p. ~ k , le polydisque de 
l 

n-1 
(C 

de P • Si les p. ~ O sont tela 
l 

de centre 0 et de mul tirayon 

voisinage de L, ia formule intégrale de Cauchy montre que : 

! a (z) 1 i sup P 1 1 ( z, ç 1 
, 1 ) • ~-a a' i EL a p' 

Donc, si z· reste dans un compact fixe K, on a 

n-1 C lai 
E 

( 1 ) \Jg,. 0 ' 3c > 0 ' lai ~ 0 et L p.< k==:> supl a (z) l ~ E 

a' E i=1 
l K a la!! p' 

n--1 c-1~1(-lal )! (2) 3 C > 0 , lal < 0 et s p. ~ k ===} supl a (z) 1 < l ., K a a' l=1 p' 

Définition est la série L 
a'>o 

Le noyau de p a (z) œ (w) • 
a a 

Théorème 4. 1 ~ Sous les hypothèses précéd.entes, il existe r > O tel que 

la série K(z,w) converge absolument pour z E K et 
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Démonstration: Pour z E K, les coefficients a (z) vérifient les 
a 

majorations (1) et (2). Il faut donc distinguer trois cas, selon les signes 

de a et de l al . n 

1 ) lai < 0 et a < 0 (à un nombre fini de termes :près, on est dans ce 
n 

cas lorsq_ue p est d'ordre fini) o 

n-1 
On a alors, :pour tous :pi> 0 tels q_ue L :pi~ k: 

i=1 

1 () ( )1 l logwnl c-la.lc-la[)! ex'! lwnl-an 
a z <t> W ~ . -- 1 1 ( . ) 1 • 

a ex w
1 

••• w I a 1 ,,·ex · ·-a -1 . n :p w n 

ka. 
Posons 1 al = -p ' :pi = n-1 l et considérons la série suivante 

La. 
j=1 J 

Si w, ••• w / 0, la convergence de S 
1 n 

entraîne celle de L I a (z) q, (w)j. 
laj<o a a 

a <o n 
Or, d 1a:près la formule de Stirling, il existe une constante A> O telle q_ue 

\;;/ a 1 ' • • • an-1 ~ 0 ' 
la' J jar j 

ex a 
1 n-1 

a1 • • .an-1 

Donc, kl ,, R1·••fC1 a. n 

n-1 co w a. 
~ c[_rr cc ra; lk(; 1 l)J (L :pjcwnl'.P) • 

l=1 CX. =O p)o 
l 

La série converge donc pour O < jwnl < ~ et lwnj < kiwi! • 

2) Si lai > 0, des calculs analogues montrent q_ue la série converge 
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an> O , on obtient la convergence pour O < e ~ lwnl et lw 1 < kjw. j , n l 

pour tout E > ü)o 

On choisit donc r tel que 

4.2 Calcul pseudodifférentiel précisé" 

1) Introduction ~ ]&, ~ diune variable. 

Soient Q un ouvert convexe de ~ , z un point de Q, y un chemin 

fermé dans Q dont l 1 image ne contient pas z et dont liindice par rapport 

à z est et f une fonction holomorphe dans Q 0 

a) La formule intégrale ce Cauchy montre que ~ 

b) Soit 6 un point de y. On peut supposer que 6 = y(o) . Il 

existe une détermination continue de log(y(t)-z] pour O < t < E, E étant 

choisi assez petito Cette détermination se prolonge pour O < t < 1 et on la 

notera encore log(y(t)=z] o La différence des intégrales sur y de deux 

déterminations continues de f(y(t)) log(y(t)~z] est un multiple de 

J f(z)dz =O. Les intégrales ne dépendent donc pas de la détermination 
y 

choisie. La valeur commune de ces intégrales sera notée J f(w) log(w-z)dw ,, 
6y6 

Soit F la primitive de f telle que F(6) =O. Par intégration par 

parties, on obtient 
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pour tout e > o). 

On choisit donc r tel que 

4.2 Calcul pseudodifférentiel précisé. 

1) Introduction ~ k ~ dVune variable. 

Soient Q un ouvert convexe de ~ , z un point de Q, y un chemin 

fermé dans Q dont l 1 image ne contient pas z et dont 1 1 indice par rapport 

à z est et f une fonction holomorphe dans Q o 

a) La formule intégrale ce Cauchy montre que i 

( t+1 
où l'on a posé : ~ ( t) = - 1. 

n 2:t.n: 

f(w) 

b) soit 6 un point de y 

n! dw = J f(w) g?n(z-w)dw 
y 

(cf§ 2.4). 

On peut supposer que 6 = y(o). Il 

existe une détermination continue de log[y(t)-z] pour O < t < E, E étant 

choisi assez petit. Cette détermination se prolonge pour O < t < 1 et on la 

notera encore log[y(t)=z] • La différence des intégrales sur y de deux 

déterminations continues de f(y(t)) log[y(t)-z] est un multiple de 

J f(z)dz = 0. Les intégrales ne dépendent donc pas de la détermination 
y 

choisie. La valeur commune de ces intégrales sera notée J f(w) log(ur-z)dw. 
6y6 

Soit F la primitive de f telle que F(6) =O. Par intégration par 

parties, on obtient 



--~-1 f(w)log(Z=w)dw = - + f 1 [F(-v(t))Jvlog(z--v (t))dt 
21-n; . 6y6 21'1I O i 1 

= -[F(y(t))log(z=y(t))J~ + 2i~J _(~I~(l~) y 1 (t)dt 

= -~- J F(w) dw = F(z) • 
21rc ewz 

. ( t) 1 1 tn-t l t ( ) si 4>_n = - 2irc. (n-1 ) ! og n ~ 1 (cf§ 2.4), on a donc 

F(z) =J $ (z-w) f(w)dw. 
6y6 =t 

1090 

d 
Or, dt ~-n(t) = ci> (t) + h (t) où h (t) est holomorphe pour n # 2. 

-n+1 n n 

Soit D~nf la n ème primitive de f qui s I annule en 6 avec ses (n-1 ) 

premières dérivées. On a. donc g J f(w) (!)_ (z-w)dw = D-
6

1r(z) • 
6y6 1 -

Supposons que g J f(w) /4)= (z-w)dw = D-
6
nf(z) , n ) 1 • 

6y6 n 

Par intégration par parties (n ~ 1) g 

= J D-
6

1f(w)[ci> (z-w) + h 
1

(z-w)]dw 
6y6 =n n+ 

= D~n[D~ 1f] (z) = D~~
1
f(z) • 

On a donc g ~ n ~ 1 , D~nf(z) = J f(w) (!)=n(z-w)dw. 
6y6 

2) Cas généralo 

Si a est le multi=indice (a
1

,o. 0 a) on notera: 
n 

4> (~) = ci>c )c~
1

, ••• ~) = (!) (~
1

) ••• (!) c~) . 
a a

1
,o, •• a n a

1 
an · n n 

Soit Z IV hyperplan z = O , T n le tore à n dimensions. 
n 

Définition : Un n-cycle s I appuyant sur z est une a.pplication continue 

telle que y( t , ... t , 0-) E Z pour 
1 n-1 

( t t ) E rm'l'.1-1 • 
,... JL 

1 n-1 

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage convexe de 1 1 image de 

y et a~ 0. Si s > O est assez petit, y (t , ••• t ,s) est voisin de O 
n 1 n-1 



et il existe une détermination continue de log(y (t)-a) pour t = (t',E) , 
n 

.n-1 ] [ t I E r. ; o, 1 étant simplement connexe, on peut étendre cette détermin~ 

tion à l'n- 1 x ]o, 1 [ • Si log[ y ( t)-a] désigne cette détermination continue 
n 

n-1 ] [ , , sur l' x 0,1 , la difference des integra1es sur y de deux détermina-

tions continues de f(y(t))log[yn(t)-a] est un multiple de J f(w)dw = 0. 
y 

La valeur commune de ces intégrales est donc bien définie et sera notée 

J f (w)log(w -a)dw • 
I:yI: 1 

Théorème 4.2.1 : Soient y un n-cycle s'appuyant sur I: tel que 

I 
dz ••• dz 

1 1 n 1 et f 
(.2 

. )n ( z -z ) ••• ( z - z ) = ' une fonction holomorphe dans un ouvert 
111: 1 1 n n 

convexe Q contenant l'image de y. Pour tout multi-indice 

avec a1 ~ 0, on a~ 

a.= (a',a) n 

Démonstration: a) Si a ~ O, l'égalité ci-dessus n'est autre que la 
n 

formule intégrale de Cauchy. 

b) On a 

I J1 I D(y1,·••Y) 
<!) (z-z)f(z)dz) = dtn (f) (z-y(t))f(y(t)). (t tn) dt •udt • 

I:yI: a O a D 1, ••• n 1 n--1 

On raisonne alors par récurrence sur an comme dans le 1) b) en utilisant le 

a +1 
fait que pour tn = 0 9 1 , DI:n f(an ~ -2) s'annule sur le (n--1) cycle 

y(o,t 1 ) = y(1,t 1 ) dont l'image est contenue dans I:. 

Définition Soit I: l'hyperplan de ~n d'équation (z = cr) • 
n 

Un ouvert convexe Q de ~n est k=I:-plat si 

pour tout z = (z',z) € Q, le polydisque D de I: défini par 
n 
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{~ n;~ D = z E ~ z = cr 1 z .-z. 1 ~ _k1 1 z -cri } est contenu dans Q 
n J J n 

Théorème 4.2,,2 : Soient Q un ouvert borné, p(z,~) un opérateur 
0 

n-i 
pseudodifférentiel défini pour z E Q 

0 0 L lt:il ~ klçnl 
j=1 

et l'hyperplan 

d 1 équation (z = cr) • 
n 

Soit Q un ouvert contenu dans Q , k-E-plat, de diamètre inférieur ou 
0 

égal à r (r est le rayon de convergence défini dans le théorème précédent 

donc r ne dépend que de P et Q ) • 
0 

a)~f E 0(Q) la série E aa(z) D~ f(z) converge uniformément sur 

tout compact. On note 

b) Pour tout z E Q, il existe dans Q un n-cycle y s'appuyant 

sur E tel que : 

(i) 

(ii) \efzEy 

on a: 

c) Pour tout n-cycle y possédant les propriétés (i) et (ii) du b) 

p f(z) = I K(z,z-z) f(z) dz A •• • t.dz • 
E EyE 1 n 

Démonstration Montrons tout d'abord comment on peut donner un sens à 

l~intégrale duc). 

avec M(z ,w) 

et N(z,w) 

K(z,w) = M(z,w) + N(z,w) log w , n 

=C a (z) ç!? (w) holomorphe pour 
a'>o 

a a 

a >o n 
ç!? (w) 

= L a (z) a holomorphe pour ---
a log w 

a 1 ►0 n 
a <o n 

w 1 0 , w2 f 0~ .. et 
1 

w f 0 n 

f O..,~~ et f 0 w w 
1 n-1 

w quelconque. 
n 
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z E Q tandis que d'après (ii) lz -z 1 > 0 donc z t y. n n 

Si z E Q z-z ne s'annule pas si z parcourt y, donc M(z,z-z) et 

N(z,z-z) sont holomorphes en z sur y • 

~ étant holomorphe au voisinage de y peut-on donner un sens à 

I ~(z) log(z -a)dz 
EyE n 

pour a -=} a ? 

y est un n-cycle s'appuyant sur E : y : 'l1 n - a:n 0 

Pour E petit, tn = E y(t) est voisin de a et donc yn(t)-=} a donc on 

peut choisir une détermination continue de 

et t = E. n 

log(y (t)-a) 
n 

pour 

]0,1[ est simplement connexe, donc on peut étendre cette détermination à 

T n- 1 x ]o, 1 [ de manière uniforme. I ~(z) log(zna)dz est alors indépen
EyE 

dant de cette détermination si et seulement si J ~(z)dz =O. 
EyE 

Dans le cas du théorème on a ~(z) = N(z,z-z) f(z) qui est singulière en 

z
1 

= z , ••• z = z mais est holomorphe en z donc il existe ~(z) 
1 n-1 n-1 n 

telle que :: (z) = ~(z) 
n 

J ~(z)dz = J ààz! (z) dz -1\. uAdz = J dz A .. 0 Adz J dz ~(z) = 0 1 n 1 n-1 n EyE EyE n 

donc l'intégrale J K(z, z-z) f (z)dz a un sens si y vérifie les propri
EyE 

étés de. b). 

z = (z , ••• z) E Q fixéœ 
1 n 

Choisissons tout d'abord un chemin À : r 1 = IR/Z - a: qui vérifie : 

À est d'indice par rapport à z 
n 



3) À est contenu dans un voisinage dîordre E du segment [cr,z ]. 
n 

On peut maintenant définir y par . . 

1 i ( À ( t )- z ) 1 

2int. 
j 1, •• • n-1 y/t1 ,.. • ,tn) z. + e J = 

J n n 

y (t1, ••• ,t) = À. ( t ) . n n n 

- y est un n-cycle s'appuyant sur E 

- y vérifie (i). 

En effet dans Q\ u {z. = z.} 
J J 

y est homotope à la frontière distin-
j=1 , ••• n 

(on transforme d'abord À. en un cercle par homotopie donc 

ramène à un rayon constant pour les Y) . 
dz A ••• l\dz 

1 n 
(z ..:.z ) ... (~-z) = 

1 1 n n 

- y vérifie (ii) h . ( t )- z . 1 = _k1 h ( t )- z 1 . 
J J n n 

- Enfin y c Q. 

'V puis on se 
'n 

En effet ai z appartient au segment [a,z] alors puisque Q est 
n n 

k=-E~plat, Q contient le polydisque de centre (z
1

, ••• zn_
1

) et de rayon 

_k1 lz-z 1 n n (Par homothétie). 

Q est ouvert tandis que le segment [ a, z ] 
n 

est compact, donc il existe 

un voisinage V de [ a, z ] 
n 

tel que si z € V alors Q contient le poly
n 

disque de centre et de rayon .! 1 z -z 1 • k n n 

Il suffit donc de tracer À. dans V et alors y c Q. 

Pour un tel chemin y, on a vu que J K(z,z-z)f(z)dz a un sens. 
EyE 

y c Q donc au voisinage de y on a K(z,z-z) = E a (z) Cd? (z-z) et la 
a a 
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série est absolument convergente donc : 

J K(z,z-z)f(z)dz = JI:a (z)œ (z-z)f(z)dz=L' a (z)œ (z-z)f(z)dz • 
I:yI: EyE o: o: o: ~ EyE a a 

Or on a vu que si y est un n-cycle s 1 appuyant sur I: (Th. 4.2.1) 

I œ (z-z)f( z)dz = Da. f (z) 
EyE a E 

I K(z, z-z)f(z)dz = E a (z) Da f(z) • 
EyI: a E 

Il existe un voisinage V de z tel que si u EV le chemin y 

vérifie encore les propriétés de b), donc la série[=: a/u) D~ f(u) converge: 
a 

sur V uniformément. 

La série '\Ïa (u) Do: f(u) est donc uniformément convergente sur tout 
~ o: E 

0: 

compact et de plus : 

Remarque A l'aide de ce théorème et du théorème d1inversion des pseudo-

différentiels, on peut montrer le théorème de Cauchy-Kowalevski précisé 

P opérateur différentiel d 1ordre m, E hyperplan non caractéristique. 

(on peut prendre P pseudodifférentiel) : 

Il existe -1 p tel que 

-1 f = p g 
I: 

est solution 

pp- 1 = p- 1p = id au voisinage de z E E et 

(Pf = g si P est différentiel) 

Si g est défini dans un ouvert k-I:-plat Q , f est défini dans le 



k est le meilleur tel que 

4o3 Changement d 2hyperplan. 

-1 p soit défini si donc 

Théorème 4. 3. 1 . soit p un opérateur :pseudodifférentiel défini :pour . 
n-1 

appartenant à un voisinage de Q et I: 1 ç. 1 ~ k! çn! 
0 

j=1 J 

{z € a:n/z = cr} {z 
n 

a'} Soient les hy:per :plans I: = et I; V = € a: /z = n n 

soient Q et Q1 deux ouverts tels que : 

- Q c Q Q1 c Q et Q et Q1 de diamètre i r. 
0 0 

Alors si f € &(Q) on a 

( **) p I: 1 f E e( Q n Q v ) 

( ***) p E f - p E' f E 19'( Q r ) 

Démonstration 

donc :puisque Q 1 est k-E'-:plat, il en est de même 

:pour Q f\ Q1 • 

Donc d'après le théorème précédent PI: 1f € $'(Q OQ1 ) • 

z 

. 

(***) Nous allons construire des chemins y et y' qui 

vérifient les hypothèses de b) théorème 2. 

soit z E Q 1 • 



(1) Construction de y 1 ~ 

---" À. : r - ~ tel q_ue À.(0) = cr1 

À. d'indice 1 par rapport à z 
n 

À. contenu dans un voisinage donné de 

2int. 
---" y~(t

1
, ••• t) = z + -k

1 IÀ.(t )-z le J 
J n j n n 

j = 1, •• • n-1 

(2) Construction~ y 

- si t 

116. 

[ O'' 'z ] n 

cr' y (t) = (1-3t )a+ 3t a' E [o, 1/3] n n n n n 

~z 
---'> y (t) = À.(3t -1) si t E [ 1 /3,2/3] n n n n n 

(J' 

---'> y ( t ) = (3t -2)0' + 3( 1-t )0'1 si t € [2/3, 1] n n n n n 

(y parcourt le segment [a' ,a], le chemin À. puis le segment [a1 ,a]) 
n 

y (1) = y (o) donc y est un cycle. 
n n n 

Alors pour y: j = 1, ••• n-1 
2int. 

y. ( t ,. u , t ) = z . + -k1 h ( t )-z je J 
J1 n J nn n 

y (t , •.• ,t) = y (t). 
n 1 n n n 

Propriétés de y~-+ si t € [ 1 /3 , 2 /3] n y(t) t Q1 

y(t) t Q. -+ si t € [o,1/3]U [2/3,1] n 

En effet Les points { z = a' n 

2nit. 
z. = z. + .l j z -. a? 1 e J} sont dans Q' () E' 

J J k n 
j = 1, ••• n-1 

(puisq_ue Q 1 est k-E 1-plat et z € Qu) donc dans Q. 

Soit z = (z1 ,cr2 ) tel que 

Q est convexe donc z € Q. Q est k-E-plat donc le polydisq_ue de centre 

z1 de l'hyperplan E et de rayon iJo-a1 1 est dans Q. 



Puisque Q est convexe le polydisque de l'h yp erplan z = a pour a n 

11 7. 

appartenant au segment [ a, a 1 J , de centre z 1 et de rayon il cx.-a1 1 est dans 

11 {~. lla-a'I - <:51-a k 
k 

(j (X <:5' 

Ceci est vrai pour tout z1 tel que donc le poly-

disque de l'hyperplan {z = a} centré en z 1 = (z , ••• z ) et de rayon 
n 1 n-1 

Ceci montre que si yn ( tn) est sur le segment ( a, a 1 J , y c Q • 

y 1 c Q n Q 1 puisque Q n Q 1 est ~L 1-plat. 

Donc y est con tenu dans Q pour \
1 

E: ( 1 /3 t 2 /3] donc d I après . ce qui précède 

y c Q pour tout t 
n 

D'après le théorème 2 on a 

PL f = I K(z,z-z)f(z)dz 
LYL 

PL,f =l K(z,z...z)f(z)dz . 
L'YILi 

PL f - ~if = I K(z,z-z)f(z)dz • 
LYL-L 1 y' L 1 

Soit D. défini :par: 
n n n n 

{

6 (t1,ooqt) = (1-t )c5 + . t cr' 
2nit. 

o . (t , ••• ,t ) = z. + -k
1 !o (t)-z le J 

J 1 n J n n 

t E: ]0,1[ 
n t . E 1l' 

J 
j < n • 

Donc, si K
1 

et 1S sont deux . déterminations de K telles qu'il existe 

une détermination de K sur y égale à K
1 

sur [a,cr'] et à l<z sur [<:5',cr] 

on a: 



118. 

= I K (z,z~z)f(z)dz - J K (z,z-z)f(z)dz 
t:,. 1 t:,. 2 

= I (2ni)N(z,z-z)f(z)dz (si K(z,w) = M(z,w) + N(z,w) 
1::,. 

et ne sont pas définis, mais 

log w ) • 
n 

I 2ni N(z,z-z)f(z)dz est défini~ donc PE f - PE,f se prolonge holomorphique-
1:,. 

ment à Q1\ Q n Q1 donc PE f - PE1 f E 0(Q 1
) • 

Théorème 4.3.2 : Soient P et Q deux opérateurs pseudo-différentiels 

définis au voisinage de lç,.j ~ k!ç 1 (i = 1, •.• n-1) 9 E l'hyperplan d 1 équation 
l n 

z = 0 , Q et Q1 des ouverts k-E-plats tels que Q1 =:, Q et Q fl E = Q1 n E 
n 

Alors, pour toute fonction f holomorphe dans Q , [(Po Q)E - PE o QE]f est 

holomorphe _grn Q' • 

Démonstration~ On se limite au cas où Q est dîordre fini. Si Q est 

(cor. 2.6.1). 

Soit f E e'(Q) • La fonction f 
0 

dans l'ouvert V= {(z',z )jz E œ et 
n n 

m 

=I: ., 
j=O J. 

(z 1 ,0) 

(D~ f!E) (z-0)j 
n 

E QflE}. 

Hf= Hf + H(f-f ) = Hf car f-f est m-plate sur E. 
0 0 0 0 

est holomorphe 

Puisque (car Q 1 E v) , on a bien: Hf= Hf E <9'(Q1 ). 
0 
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40 4 Action des opérateurs pseudodifférentiels .§l\E. les micro-fonctionso 

Définition g Soit n n-1 U un ouvert de R x S • Un opérateur pseudodifféren-

+= 
tiel sur U est un symbole P(x,~) = L p

1
(x,~) tel que 

-= 

1) Pour tout i E ~, p
1

(x,,) est analytique et homogène de degré i 

en ~ dans 1 1 ouvert U de Rn x (Rn,{o}) correspondant à U 

~ 
(U= {(x,dl 3 'A.> O , (x~i\.d Eu}) • 

2) Pour tout (x ,, ) EU, P(x,~) 
0 0 

se prolonge en un symbole P(z ,D ) 
z 

d'opérateur pseudodifférentiel comTilexe défini dans un voisinage de (~-) 
.I:' o' "'o 

( (x 
O

, ,
0

) est 1 1 image canonique de (x
0

, ,
0

) dans a;n x !Pn-1 ) • 

on notera par @(u) l'ensemble des opérateurs Jlseudodifférentiels dans U. 

Soit P(x,D) un opérateur JJseudodifférentiel défini au voisinage de 
X 

~ = (o,.oa0,1). Il existe 
0 

~ w voisinage de O 

dans 
n 

~ et k > O tel que P(x,D) 
X 

se prolonge en un opérateur pseudodiffé-

n-1 
rentiel comJJlexe p(z,D) 

z 
défini dans 1 1 ouvert w x {I=:; 1 ?: . j < k 1 ç 1 } ; Soient 

i=1 1 n 

E lîhyperJJlan d1 équation 
E 

n-1 
z = ii:: w = w n IR.n p Ik = {y E sn= 1 1 L I Y-1 < ky } 
n . 1 n 

1=1 

et rk le cône ouvert de polaire Ik. 

Proposition 4.4 g Soit u une microfonction à support dans w x Ik, f une 

fonction holomorphe dans w + iOfk 1 (o < k 1 < k) telle que u soit égale à 

( ) IO(w x sn-1) 1vimage de b f dans ~ • Alors la valeur au bord de PI: (f) est 
E 

' ( ) dans 10(,., x sn- 1 ) ' definie et Pimage de b PI: f c, "" ne depend ni de la fonction 
E 

f telle que b(f) = u ni de e > O supJJosé assez petit. 
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Démonstration g Puisque 

(r > o) et que le support de u est compact dans w x Ik, il existe k 1 > O 

tel que kv < k et que, modulo fonctions holomorphes, u soit la valeur au bord 

d 1une fonction f holomorphe dans (w+irk 1 )n w
1 

, w
1 

étant un voisinage com

plexe de w. Fixons k
1 

tel que k 1 < k
1 

< k. P est alors défini au voisi

n-1 

nage de w x {}~ 1 Çi 1 ~ k
1

1 çnl } • 
1 

est le cône polaire de Ik 1 , donc rk, = {y € IR.n I yn > k' sup IYil}. 
i=1, ••• n-1 

Vensemble 6 = {(z 1 ,z) 1 z. = x. + iy. (j == 1, •.• n-1), z == ic:, x 1 € wORn- 1 
n J J J n 

et . sup jyil < ; } est contenu dans (w+irk,) n Z:c: • Désignons par D(z 1 ,Q) 
l==1 9 • • .n-1 

le polydisque de Z: de centre 
E 

et de rayon r. soit 

Comme 6 est ouvert dans E , Q1 est ouvert dans 
E E 

n . 
IC • Puisque 

0 < ki < k 9 D(o,kE) est contenu dans D. ' donc QI est un voisinage de 
1 

1 
E 

Par définition 9 
Qi est k -I: -plat et il en est de A de Q~ fi (w+ir ki) meme 

E 1 E 

(car ki < k1 et fkv est stable par homothéties). Si E > Ü est assez 

QE •- Q~ I'\ {z € (Dn I IYn! < 2€} est un voisinage de O contenu dans w et 

0 0 

petit, 

Q = Q n (w+ir) est k
1
-I:"-plat. Pour 

1 , E E c.. 

c: > O assez petit, Q n IR.n contient 
E 

un voisinage w
1 

de O dans IR.n qui ne dépend pas de c:. On peut définir 

dans l 1 ouvert k =E =plat 
1 E 

et 1 1 image b(PE f) 
E 

une microfonction à support dans w
1 

x I. 

est 

Montrons que cette microfonction ne dépend pas des choix de f et c:. 
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1) Soit O < E 1 < E. Le transformé par l 1homothétie de centre O et de 

rapport d1un polydisque contenu dans étant défini comme 6 , 

mais en remplaçant i:::: par 1::1 ) est contenu dans 6. Les points de 6 1 appar-

tiennent donc à 1 1 enveloppe k 1-~ -plate de t, donc à son enveloppe 
e: 

k-~ -plate. Il en résulte q_ue Q 1 n ~ 
1 

c Q • Si Q ::; Q O (Rn+ir) Q 
1 E e: L' e: 1,e: E. 1,E 

est k -~ -plat, Q contient Q 8 0 ~ 
1 Î e: 1,E E E 

et f est holomorphe dans 

D8 après le théorème 4.3. 1 , P~ f - P~ f 
E Ei 

est holomorphe dans 

un voisinage de O 9 b(P~ f) 
e: 

(g in !Rn 
e: 

contient pour 

et b(P~ f) ont même image dans g(w
1 

x I) 
Ei 

E assez petit). 

étant 

2) Supposons q_ue u = b(f) = b(g). Il existe alors un voisinage complexe 

w' de w tel que f=g soit holomorphe dans w8 
0 Si e: > O est assez petit 

pour que. Q c w1 , alors 
2 

PZ (f-g) E 0(ge) • p~ f 
e: E 

f-g E <9'(Q ) , Q 
e: e: 

est k-~ -plat 
e: 

et on a donc 

et PZ g définissent donc la même microfonction 
e: 

Remarques g a) Si u =Lu~, u. E ~(hl. x I.) , est une somme localement 
j EJ J J J J 

finie de microfonctions, on peut choisir des coordonnées dans les W. XI. 
J J 

et 

définir, pour j E 3, P~ u. = v. , d1 où la définition d1une microfonction v 
L, j J J 

par la somme localement finie r=; 
jEJ 

v .• Pour définir ainsi l 1 action de 
J 

p sur 

u (i.e. par Pu= v), il faudrait vérifier que la définition ne dépend pas du 

choix des systèmes de coordonnées. 
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holomorphe dans Q , qui est un voisinage de O , donc (p o Q)u == P[Qu] • 
E 

Dans S. K. K. [10] p. 324, on montre (par voie cohomologique) le résultat 

plus précis 

Théorème 40 3 ~ Le faisceau ~ est muni dVune structure de faisceau de 

6'-module. De plus, si u est une microfonction à support dans w x I (I étant 

défini comme ci-dessus) et si 

définie ci-dessus. 

P(x,D) € 6'(w x I) , P~ coïncide avec l'action 
X 

Application g On peut retrouver aisément le théorème fondamental de Sato 

ssu c SSPu. U {(x,ç,) 1 P (x,i;) = o} 
m 

(u €$(w)). 

Démonstration : Soit (x ,ç,) f. ssv (Pu.=v), (x,-\,ç, ) f. {(x,ç,)Jp (x,ç,) =0}. 
o o u o m 

Il existe un voisinage V de (x
0

,ç,
0

) ne rencontrant pas SSPu. n{Pm(x,ç,) = o}. 

P est donc inversible dans U et si ü désigne l 1 image de u dans '&(u) , on 

a P(x,D )Ü = 0 car SSPu. 0 V = ') • Donc, P- 1 (Pû'.) = Ü = 0 dans ~(U) et 
X 

ssu nu = yj • 

4.5 Transformations de contact guantifiées. 

Rappels g Dans n n * n 
M = IR X (IR ) = R x Rn , la 1-forme canonique est 

w( l") == E ç,. dx. • Si a = dw , a est une forme symplectique sur T (M) ·:: M , 
x, s J. i m m 

pour tout m €M. Le champ hamiltonien Hf de f € C
00

(M) est défini par g 

\/ u € M , df ( u) = - cr (Hf , u) • On a alors 
m m m 

àf 
à ç,. 

J 

à àf 
àx. àx. 

J J 

à 
à ç, o C 

J 
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Si f,g E c=(M) , le crochet de Poisson de f et g est défini par 

s } 'C' àf àg àg àf 
:f,g = L. à - - - -m ç,. àx. àç,. àx. 

i i i i 

pour mEM 

Si P et Q sont des opérateurs pseudodifférentiels d1 ordre fini p et 

q_ respectivement, le symbole principal (d'ordre :p+q_=1) de PQ-QP = [P,Q] 

est égal à: {P ,Q} • 
p q_ 

!Rn X (IR \ { 0 } ) 
n 

Dans * , 11action de R 
+ 

((x,ç,) ~ (x,Àç,),À > o) définit une 

structure homogène. Muni de cette action et de la 2-forme 6= d.w, IR.n X {IR\O} 
n 

est une variété symplectiq_ue c8niq_ue. Par passage au q_uotient, on obtient la 

n n-1 structure de contact sur IR x S • Une 1-forme wg est canoniq_ue s 9 il 

existe une fonction À(x,ç;,) > O telle q_ue wv = À(x,ç,)w. 

Soit U un ouvert de n n=1 
IRx x Sç, , V un ouvert de et çp un 

difféomorphisme de U sur V. 

Définition çp est une transformation de contact si 1 9 image d8une 1-forme 

canoniq_ue sur U est une 1=forme canoniq_ue sur V. 

Soient U et V les ouverts de !Rn x (IR\{ü}) correspondant à U et V 
n 

~ 
(u = {(x,ç;,) E IR.n x (IRn\{O}) l3À > 0, (x,Àç,) Eu}). Soit ~ la fonction homo-

N ~ 
gène de degré 1 en ç, définie sur U par ~ \./(x,ç;,) E V , !j,(x,Àç,) = M1(x,ç,) 

CO N -* 00 N -* 
pour À > o • Si f E C (v) , on définit •èj) f E C (u) par ~ q, f(x,ç,) = f(,qi(x,ç)). 

~ est une transformation de contact si elle vérifie les énoncés éq_uiva-

lents suivants g 

a) 

b) 

U ➔ V conserve la 2-forme canonique 6 = dw = ~ dç, . A dx . • 
i i 



On montre dans s. K. K. [10] p. 391 le théorème suivant~ 

n n-1 
Théorème 4.5.1 g Soit U un ouvert de Rx x S~ , V un ouvert de 

n n-1 R x S , $ un difféomorphisme analytiQue transformation de contact de U 
y Y) 

sur V G Il existe alors (de manière non uniQue) un isomorphisme de faisceaux 

~ g f{u) -f(v) et un isomorphisme (Que 1 8 on note~a encore i) de faisceaux 

1) Si w est un ouvert de U et P E 6'(w) , u E ~(w) , alors 

2) ~ est compatible avec les restrictions de f et ~. 

5) Si P E tç>(u) est d 1 ordre fini m , ~·P est d 8 ordre m dans (P(v) et 

(- ) -1 q>•P == P Oq> • m m 

Avec [s.K.K.], nous dirons QUe ~ est une transformation de contact 

Quantifiée associée à ~. 

CO 

Remarque: Dans le cadre C , l 8 analogue de $ est un opérateur intégral 

de Fourier fr inversible associé à <J) et g $1ll == 6-u 

-1 
iI>P ==<f P (f • 
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50 Etude micro=locale des équations différentielles et pseud0différentielles. 

5.1 Retour .§illZ. la notion d 1 éguivalence. 

Soit P(x,D) un opérateur pseudodifférentiel (ou différentiel) défini au 

( ) 
n n-1 

voisinage d1un point x
0

,ç;
0 

€ IR. x 51 • 

On sait que P définit une application ~ ~ t. 

Ker P est le faisceau des microfonctions telles que Pu= 0. 

Coker p est le faisceau quotient de '6 par le faisceau ~mP = p(<g) • 

on a donc la suite exacte de faisceaux~ 

0 ---+ Ker P ~ ~ .l'...... t;'----,,. Coker P ..-► 0 

-> Coker p = O si et seulement si P est microlocalement résoluble 

i.e. 'tf V E cgx ç 3u € ,; 
:X: ' ç; 

t. q. Pu= V 

0' 0 0 0 

qu encore \/v € .<ax =lu E ($3x t.q. · ss(Pu-v) (xo' ç;) 
0 0 

(si <f est un faisceau on note l 1 ensemble des sections définies au 

voisinage de X ) 
0 

...,, Ker P ,_ 0 si et seulement si P est analytiquement micr0=hypoelliptigue : 

u E ® 
X 

0 

De même, on peut étudier la propagation des singularités des solutions à 

l'aide des supports des éléments de Ker P. 

Définition g Soit m le ~=module à un générateur défini par 

( <P est le faisceau des opérateurs 
pseudodifférentiels). 

Soient n g f -> 111, la projection canonique et Mp If' -> (P 



M 
Proposition g La suite O ~ f' --4 6 ~tri,........,), O est exacte. 

Démonstration g Il faut vérifier que M est injectif. Nous ne le démon
p 

trerons que dans le cas où P est dgordre fini et pour les opérateurs dîordre 

( Q d 1 ordre fini) o(P) et o(Q) sont des fonctions holomorphes donc o(Q) = O 

donc Q = 0;; 

Si 1rl, et 'lt' sont deux faisceaux de f -modules à gauche on note 

~m(-m,n,) li ensemble des applications d>-linéaires de m dans 1G. On sait 

qu I il existe des fonctéurs Extk(111,, %) tels que si la sui te 

0 --+ '111, ~ 1l1, ~ m ~ 0 est exacte on ait la sui te exacte g 
1 2 3 

o ~ ~m(-m ,~) ~ ~m(11L ,'tt)-i"~m(-m ,'tt) -=-> Ext 1 (-m. /11,) ~ Ext 1 (ffl ;11,) -=+ 
3 2 1 3 2 

~ Ext t (111, ,1') ~ Ext 2 (,m , 'li) ~ ..• 
1 1 

J'II 
O --+ f ~ @.~ 111~ O donne donc la suite exacte g 

i w 1 . 1 
0 -->acom(1',i) -4J:0m((P ,i) -400om(f/~) _;; Ext (1111,'&) --=?- Ext (€' ,'€;) ~ 

cg est un f-module donc ~m(<S', 'e) ~ ~ est un isomorphisme • 

L t-- L(Id) 

M1 induit donc une application W1 
: '(; - 'B • p . p 

u j,,.--,,:). Lu : ( Q i----+ Qu)~ Lu o P (Q ...,...... QPu) ~ Pu • 

~ <I O Q 

Par ailleurs puisque i est un ~-module Ext 1 ( f, V,?) = O , on a donc la 
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Donc Ext 1 ~' 'e) t:. Coker P 

~m~, <g) :::. Ker P • 

Ce qui précède montre l 1 intér~t de la notion d 1 équivalence définie au 3.1 

puisque Ext 1 (1$,<S) et ~m(17b,CS) ne dépendent que du module 1Yl, 0 

Ces notions sont surtout importantes pour les systèmes d'équation 

Exemple Donnons=nous un système de r équations à 1 variable g 

p U = V o 
r r 

Ext 1 = 0 signifie que si les V. 
l 

vérifient les relations de compatibilité 

P.v. == P.v. alors il existe u vérifiant le système. 
l J J l 

Noyau tl conoyau. ~ opérateurs elliptiques. 

P d 1 ord.re fini p (x , /; ) :f O • 
m o o 

P est inversible au voisinage de (x ,/;) donc est; u.ne bijection 
0 0 

Donc Ker P = 0 Coker P = 0 

5.2 Opérateur_§_ à partie principale réelle et de multiplicité constante 0 

à 
l~E~_étape : p == rx au voisinage d 1un point 

n 
tel que ► = 0 Q "'n 

Définition: Une microfonction u est indépendante de x si elle a un 
n 

représertta...'Ylt hyperfonction qui est indépendant de 

fonctions holomorphes indépendantes de z ) • 
n 

Proposition 
à 

Coker(àx) == O 
n 

X 
n 

(i.e. valeur au bord de 

Ker(à~ ) = faisceau des microfonctions localement 
n 

indépendantes de X • n 



Démonstration p à est un opérateur hyperbolique dans la direction = àx 
n 

V E~ 
X 

avec (0, ••• ,0,±1) t ssv et w E G,(IRn-1 ) il 
0 

existe une et une seule hyperfonction u définie au voisinage de x
0 

, telle que 

àu 
àx 

n 
= V et ul { _ 1 = w • X -,0 

n 

Soit u une microfonction définie au voisinage de 

(R
n n-1 en une microfonction sur x $ à support compact ne contenant pas les 

points (x; O, H O O ,±1) • Soit ü une hyperfonction associée à u • 

SSÜ = supp u 2j, (x; O, u. 1 0,.:!:1) donc il existe une hyperfonction f telle 

que àf = ü. Par passage au quotient, on définit une microfonction f 
àx 

n 

vérifie àf 
~ = u • Donc 

à 
Coker(

0
x ) = O • 

n n 

Soit u une microfonction telle que Pu= O. u se prolonge en une 

microfonction sur un ouvert 

ôu 
supp '8'jë ne contienne pas 

n 

n-1 
W X$ à support compact et telle que 

avec 

qui 

Soit ü une hyperfonction associée o Donc sur 

w ôÛ = L b(f ) 
àx cA a n CXU1. 

f 
a 

r:: e ( (w+ir ) n w) 
a 

Au-dessus d1un convexe relativement compact dans w, le théorème de 

Malgrange=Ehrenpreis ( cC P intégration des hyperfonctions § 2. 5 de la 1ère 

partie) donne des fonctions g 
a 

telles que~ 
àg 
~a =f 
àz a • 

n 

Soit b(g) ~(û--ü) = àÜ - E b(f) = 0 o 
ôx 1 ôx a 

Donc au voisinage de 

a n "Il 

Ü=ll = V hyperfonction indépendante de 
1 

X 
n 
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En passant au quotient on trouve u = u +v avec 
1 

v micro-fonction indé= 

pendante de X et 
n sup:p u

1 
:::: SS ü

1 
f { (x,±ç:,

0
)} donc u 

1 
est nulle au voisi= 

Donc u est indépendante de x au voisinage de 
n 

~~~~ étape g P est un opérateur pseud.odifférentiel de symbole :principal 

D1après le théorème de préparation de Weierstrass 

m 
P(x,D) = E(x,D 9 )[Dm + L Ak(x,Dv)nm=k] 

n k== n -1 

où E est un opérateur elliptique, Dî :::: (D
1

, •• oDn_
1
) 

teur pseudodifférentiel indépendant de D o n 

(cf. § 3o3) p s 1 écrit 

et Ak(x,D') un opéra-

E est elliptique donc ne modifie pas Ker P et Coker P, on :peut donc 

supposer que g 

m 
( ) m ~ ( 9 ) m=k P x,D = D + '--.1 Ak x,D D • 

n k:c:
1 

n 

Posons U = (U ~o••U 1) V= (o, ••• ,o,v) o n= 

et 

Alors Pu = v~ u = U
0 

et (à~ I + i )u == V • 
n 

t IR
n n=1 

Localemen x $ se :plonge dans 

domaine complexe au voisinage de (x
0

,ç,
0

). 

n=1 
X 1P donc af; s 9 étend au 

0 
0 

Au § 3.,4 on a vu qu 9 il existe des matrices inversibles Gî. et ~ telles que 

(R.=1(z,D )(~àà I +t(z,D )) f(z~D) =~àà I. 
z z z z z 

n n 

En se restreignant au domaine réel, on obtient d.eux matrices inversibles (R, 

et ~ telles que ~ 



Donc Pu = v {==;} (u = U 
0 

u = !f u• (à~ )u1 = ~ 1v) • 
n-

130 .. 

On a à résoudre n équations à 
àx n 

U! = V~ 
J. J. 

ce qui est toujours possible 

d'après la 1ère étape. 

d'où 

Donc Coker P = 0 l 
Soit u tel que Pu= 0; 

Pu = O<a ➔ u = U 
0 

_à (~-1u) = o ' 
àx 

n 

donc ~- 1u = (U', ••• U' ) avec U! microfonction localement indépendante de x 
1 m-1 i n 

( W dépend de X ) • n 

Soit ·~ le faisceau des vecteurs U tels que 
p (à~ r + IG)u = o • 

n 

est flasque dans la direction x , ••• x 
1 n-1 

et localement constant en x 
n 

c'est-à-dire qu 1une section est déterminée par sa donnée sur un hyperplan 

x = este n 

connexe). 

(localement seulement c'est-à-dire si 

Ker P = {u E ~ / u 
àu 

àx 
.n . 

x varie sur un intervalle 
n 

Ker P est un faisceau flasque transversalement à l'axe des xn, et 

localement constant en x , c'est-à-dire qu'une section sur un ouvert U x I, 
n 

U contenu dans un hyper~lan x = cte et I invervalle connexe de R est 
n 

déterminée par sa donnée sur U. 



131. 

3ème_ étape g ~ général., 

Définitions g Soit q(x 1 ~) une fonction analytique sur Rn x Rn 

homogène en ~. 

Variété caractéristique de 

n 
Ch h · lt . d 11P ~ à q à à q à amp ami onien ~ q ~ Cb = ~ ~ -à - -à -à " q . 

1
. v~. X. X. ~-

l= l l. l l. 

Bandes bicaractéristigues ~ q g les courbes intégrales de 

Théorème 5.2 g Soit P(x 9D) un pseudodifférentiel dans un voisinage U 

a et q homogène en ~, a(x,~) inversible sur U 

Alors 

q(x,~) réelt dq non proportionnel à 

~ ~- dx. sur V • 
l l. q 

Coker P = O 

Ker P est un faisceau { 1) 

2) 

3) 

porté par V 
q 

constant le long du flot hamiltonien 

flasque transversalement 

Ker P constant le long du flot hamiltonien signifie qu 8une section est 

déterminée par sa valeur sur un hyperplan de V transversal au flot hamilto= 
q 

nie:n (localement). 

Corollaire 5.2 g Propagation~ singularités. 

Soit u une microfonction telle ~ue Pu= O et 

Alors la bande bicaractéristique de q passant en (x 09 ~
0

) est contenue da..ns 

le supp u e 

u E G3 
X 

0 

SS (Pu) 0 U = ~ • 



Alors SSu n U est réunion de bandes bicaractéristiques de q • 

(2) Soit F un fermé tubulaire de U (i.e. réunion de bandes 

bicaractéristiques) • Alors il existe localement u E f(u) t.q. Pu= 0 et 

supp u = F • 

(2bis) 3u E ~(u) t.q. ss(Pu)nu = ~ et ssu = F. 

(3) Si u est définie dans un ouvert tubulaire u
1 

c U et si 

Pu= O, on peut localement prolonger u en ü E i(u) avec PÜ =O. 

Démonstration 211, théorème ~ 

Rappel Théorème de Jacobi. Il existe une transformation de contact 

n n-1 ( ) F : U -------+ u
1 

c IR x $ qui transforme q x,ç, en 

(x ,ç,)~ (0;1,0 ... ,0) 
0 0 

q1(Y~n) = q
0
F-1(Y,n) = nn. 

Donc 

Soit ~ une transformation de contact quantifiée telle que 

.... 
Soit p = ~(p) 

Coker P == 0 et 

V = {n == 0 } • n 
à devient H,.. - -q - ày • 

n 

Ker P est un faisceau localement constant en 

flasque transversalement (d'après la 2è étape). 

~ est un isomorphisme de f et de ~ donc la suite exacte 

N p N 

0 ~ Ker P ~ .<e ...;;..,>- i -->- Coker P -- 0 

devient la suite exacte~ 

p 
0 --+ Ker P ~ 'e ~ %' - Coker P ~ 0 • 

Donc ~ transforme Ker P en Ker P et Coker P en Coker P. 



Coker p = O .:} \coker P = 01 

et Ker P est un faisceau porté par V, constant le long du flot hamiltonien, 

et flasque transversalement. q_.e.d 0 

5.3 Opérateurs de~ Cauchy;..Riemann. 

avec a inversible q = r+is et {r,s} = O si r = s = O ~,q homogènes.en~-

Rappelons que Pon définit le crochet de Poisson :par g {r,s} =lr(s) =c!Je/r) 

!~~~-~!~~: p = à~1 + i ~. 

Théorème 5.3.1 g (*) Coker P = 0. 

toute la feuille 0 0 0 
x

3 
= X , ••• ,X = X , ~ = ~ 3 n n 

est contenue dans su:pp u • 

(***) Soit F fermé qui est une réunion de feuilles 

3 u E Ker P t. q. supp u = F • 

2ème ét~J~: Cas général. 

Théorème 5.3.2 : soit P(x,D) 
X 

un opérateur :pseudodifférentiel diordre 

fini m, V= {(x,~) E Rn x R jP (x,~) = o}. On suppose q_u1il existe un voisi
n m 

nage W de (x
0

~~
0

) tel que : 

1) Dans W, P (x,~) = a(x,~)[q(x,~) + ir(x 9 ~)]k où a(x,~) est inver
m 

sible et q et r sont réels. 

2) Les 1-formes dq, dr et w = E ~- dx. 
l J. 

sont linéairement indépendantes 

dans W (la variété V 11 W est donc de codimension 2). 

3) tq,r} = 0 dans V n W (v n W est donc une variété involutive de 
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codimension 2. Puisque [H H] - H{ } = O, il passe par tout point q' r - q,r m de 

V (l W une variété intégrale et une seule du système de champs de vecteurs 

(H ,H ) • Cette variété de dimension 2 est la 2-feuïlle bicaractéristique passant 
q r 

par m) • 

Il existe alors un voisinage U de (x ~) tel que : 
o' "'o 

1) Coker Plu= O (i.e. P est résoluble micro-localement dans u). 

2) Si u € Ker P et supp u c U , le support de u e.st une réunion de 

2-feùilles bicaractéristiques (i.e. les singularités se propagent le long des 

2-feuilles bicaractéristiques). 

3) soit F un fermé de U n V stable par le feuilletage des 2-f euilles 

alors il existe localement u € Ker P telle que : supp u = F o 

Démonstration g a) On admettra que q(x,IJ + ir(x,ç,) =è.(x,ç,)[q(x,i;)+ir(x,iJ] 

avec è.(xpç) inversible et {q_,r} = O dans un voisinage de V • 

b) Puisque l~,r} = O et que dq, dr et hl sont 

linéairement indépendantes, il existe une transforma-tion de contact qi telle 

que . 

~p = p(y,D) 
y 

et 

où d(y,YJ) est inversible et homogène de degré m-k .. 

N 

En multipliant p à gauche par un opérateur pseudodifférentiel inversible 

-1 -1 ~ R convenable, on obtient : R o p(y,D ) = Q(y,D ) , où le symbole pri ncipal 
y y 
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se prolonge en un opérateur pseudodifférentiel complexe Q(z,D) 
z 

défini au voisinage de ~ le difféomorphisme 

défini par ' y= 1:ir1 (y)~> 

{ 
y1 = y + iy2 0 

1 
y2 = y1 - iy . 2 
Y. = y. si j ~ 2 0 

J J 

* On a alors g ~ Q = Q
1

(Y,Dy) et le symbole principal de Q
1

(Y1 Dy) est 

(Dy )k. D2 après le théorème d 2 équivalence, Q(Y,Dy) 
1 

est équivalent 

est équivalent à ( ô . ô )k 9 t , di.. , - + i -ô - , c es -a,- re a 
ôy1 y 2, 

où Ik est la matrice carrée unité diordre k 

Le théorème résulte alors de 1 1étude de 1 1 opérateur _àô + i à en 
y1 ôy2 ' 

remarquant que la. transformation de contact transforme à ô et 
ôy2 

0 0 
H~ et Hr respectivement et les feuilles y

3 
= y

3
, ••• yn = Yn en les 

2-feuilles bicaractéristiques. 

en 

Dans le cas où la variété bicaractéristique est de dimension quelconque, 

le théorème se généralise de la manière suivante g 

Théorème 5.3.3 Soit P(x,D) un opérateur pseudodifférentiel d 1 ordre 
X 

m. On suppose que est une variété régulière de 

codimension r et que g 

1) Il existe des fonctions q. (x, ç;) (1 ~ i ~ r) telles que 
]. 

V= { q/x, ç,) =-a o o= ~(x1ç;) = o} et que les 1-formes dq , ••• dq et 
1 r 

w = z:: ç,. dx. sont linéairement indépendantes sur V • 
J. ]. 

2) Si (xo,ç,o) E y et si (/'::.X, t:,Ç) est transversal à V 

((~X.Aç,) f T(x ,ç )(v)) alors p (:x: + El:. ' ç,o + c.l:.ç,) = aEµ + o(c.µ) .avec m o X 
.. 0 0 
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a 1 0 (i.e 0 P s'annule au même ordre µ dans toutes les directions trans
m 

versales à v). 

3) V est involutive 

sous ces hypothèses, on a : 

( { q_ . ' q_ . } = 0 ' i' j = 1 , ••• r: ) 0 

l J 

1) P est résoluble micro-localement (i.e. Coker P = o) o 

2) Si u est une solution, supp u est une réunion de r-feuilles 

bicaractéristiq_ues (variétés intégrales de 

1) On peut supposer q_ue {q_. ,q_.} = O au voisinage .de V. 
l J 

D'après la formule intégrale de Taylor à 1 1 ordre µ et l 1hypothèse 2), il 

existe des fonctions analytiq_ues a (x,t) ((al = µ et 
a 

a= (a , ••• a)) , homo-
1 r 

gènes de degré m-µ , telles q_ue 

a) 

d, a (x,t) u f O. 
a 

2) pu.isq_ue les q_j ( 1 ~ j ~. r) sont en involution et q_ue dq_
1

, ••• d~ et w 

s .ont linéa;i.rement indépendantes, il existe une transformation canoniq_ue q, 

telle q_ue : 

. -1 q_. O(j) = Y). 
J. l 

pour 

Alors ~p = Q(y,z;D ,D) et le symbole pr i ncipal de Q est y z 

opérateur elliptiq_ue d'ordre et où les A (Jal = µ) 
a 

où B est un 

sont des opérateurs 

pseudodifférentiels d'ordre O. Donc Q
1 

= B 1Q a pour symbole principal: 



1(~), il vient de plus i"fu € Œt\{ü}, L A (y,z;17 9 ç)ua f. 0. 
I~µ a 

Le théorème se démontre alors en étudiant la forme réduite de P, soit 

P = ~ A (y,z;D ,D )Da+ Termes d 1 ordre ~ µ=1 , à l'aide de théorèmes d1 exis-

l a y z y 
a=µ 

tence et de prolongement pour les opérateurs PZ dans le domaine complexe 0 

(cf. Bony=Schapira [11]) . 

Etude des opérateurs pseudodifférentiels d 1 ordre fini m et de symbole 

principal dq , dr tl w 

~ linéairement indépendantes et que {q,r} f. O .fil!:. voisinage de (x
0

, i;). 

I) Réduction du ]roblème 

1) On peut supposer que q+ir = b(x,;)[q(x,;)+i r(x,;)]k où {~,r} 

est homogène de degré 1 et non nulle au. voisinage de (x
0

,;
0

). 

2) Il existe une transformation canonique $ telle que g 

~p = Q(y,DY) et le symbole principal de Q est de la forme 

Qm = (r(Q) = e(y,17)(11
1 

± Y
1
rJ

2
/ où e(y,rJ) est inversible. 

Si Q
1 

= e- 1(y,D) Q(y,D) , le symbole principal de Q 
y y 1 

est 

Q
1 

s'étend en un opérateur pseudodifférentiel complexe défini au voisinage de 

( ) n n-1 ( ) · y ,î] € C X P , y = 0, îJ = 0,1,0, ••• 0 • Soit ~ 

0 0 0 0 { + . y = y - iy y 
analytique défini par g y= f 1(t)(=} 1 __ 1~ 2 1 2 

y2 - 2 y1 + y2 

Y. == y. si 3 ~ 
J J 

le difféomorphisme 

j ~ n • 



Alors * k ~ Q
1 

= D • D1après le théorème d'équivalence pour les opérateurs 
y1 

pseudodifférentiels complexes, Q est équivalent au système 
1 

Ik(D · ± iy
2 

n: ) où Ik est la matrice ùnité 1 di ordre k • 
y1 . y2-

, t td '· t' à · à { L'opera eur P es one equivalen a àx + 1EX 0 1 1 x2 

E=+1 si {q,r} > 0 

E=-1 si {q,r} < 0 

II) Etudes _de P = D - 2o:x D et Q = D + 2r:lx
1
D

2 
_au point (x ~ ) 

1 1 2 1 !-' ---- o'"'o 

On montre dans S. K. K. [10] ls 

Théorème 5. 4. 1 : Il existe un opérateur K : ~ - t? tel que la sui te 

0 ~ t --5L. ~ ~ ~ ~ i~ O soit exacte. Il en résulte que: 

1) Q est injectif (Ker Q = o). Q est micro-hypoelliptique analytique. 

Q n'est pas micro=localement résoluble (Im Q = Ker K et 

Coker Q = '&/Ker K -/: o) • 

2) P n 1 est pas injectif (Ker P = Im K / o) et P n 1 est donc pas micro-

hypoelliptique analytique. 

P est micro-localement résoluble (coker P = o) • 

Idées ~ ~ démonstration : On se place dans M = IR.
2 • Soit N = {x

1 
= 0} • 

On définit le noyau K E ~(1é) par g 

= -

par ! 

(Par définition, K(x1,x 2 ,x~,x 2) u(x~,x 2) == K(x1,x 2 ,x~,x~) ®u(y 1,Y2 )IY
1
=x~ • 

y =X' 
2 2 
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On vérifie que ss(Ku) c ss(u) et K définit donc un opérateur î _, ~. 

On définit alors ()) : 'eN -> ~M et 1:r! : <8M -> 'eN par 

<I> u(x ) 1-> u(x +ax2
) = -

2 2 1 

(!) ~ v(x ,x
2

) 1-> Kvl • 
1 X =O 

2 

-'. I u(x2) 
2J.ît 2 

x +ax -x' 
2 1 2 

dx' 
2 

Alors ((>· o et> = Id~ , <1> o 1:r! = K • Donc, Ker P Ë Im K ~ ~N • 
N 

On définit <1> et ~ par 

<1> ~ <gN _, 'eM et ':I! ~N 

u(x
2

) 1-> K(u(x
2

)ô(x
1 

)) 
v(x' x 1 )dx 1 dx' 

-1 J 1' 2 1 2 
2in; . . . 2.. . 0 

x -x'+Rx' +:io 

Alors ~<1> = I~ , 
N 

<1> o ':I! = Id C(; et par conséquent 
.M 

Nous avons donc le théorème suivant g 

4 2 t-1 1 

Coker Q Ë ~ .. 
N 

Théorème 5-4~2 : Soit P(x,D) un opérateur pseudodifférentiel d 1ordre m 

et de symbole principal 

Supposons que dq, dr et w = ~ ç,. dx. 
J. J. 

sont des 1-formes linéairement 

indépendantes et que {q,r} t O au voisinage de (x
0

,ç,
0

) • 

(A) Si { q, r} > 0 

(i) Coker Pt 0 P n'est pas micro-localement résoluble. 

(ii) Ker P = 0 P est analytiquement microhypoelliptique. 

(B)Si {q,r}<O 

(i) Coker P = 0 P est micro-localement résoluble. 

(ii) Ker Pt~ P n 1est pas analytiquement micro=hypoellip-

tique. 
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