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VIBRATIONS DU TORE T~ DE CLASSE ‘ek/2

par Jean-Paul Allouche et Marc Laborde

I. INTRODUCTION.

Dans un exposé au Séminaire Delange-Pisot-Poitou ( [1 3] ), Y. Meyer a construit
une solution de 1'équation des ondes sur T = R/ 2)2 qui possede les propriétés suivan-
tes : u(x1,x2,t) est, pour tout €> 0, de classe “61_6 ;  1'énergie de u(x1,x2,t)
est finie mais u(x1 ,x2,t) n'est pas presque-périodique en t. La méthode employée
ne permettait pas de construire une solution de classe ‘61 qui ne soit pas presque-

périodique en t.

R. Coifman ( [5] ) eut 1'idée d'utiliser les séries trigonométriques étudiées par
S. Wainger dans ( Eé:[) pour produire un tel contre-exemple.

Dans 1'exposé qui suit, les auteurs montrent d'abord comment modifier la série
de Wainger pour produire des solutions de 1'équation des ondes. Les simplifications
apportées dans les démonstrations sont dues a R. Coifman.

L'étude asymptotique (t »+) des solutions obtenues repose sur le théoréme

de Kronecker ( [8] ).



Op conciut facilement si k2 4, Les difficuiles apparaissant ¢t k=2 ou

k =3 ont été résolues par les auteurs.

II. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL.

Supposons 1'espace euclidien R~ muni de la norme canonigue définie par

2 2
IX l = (X% oot x12<)1/2 a laquelle est associé le laplacien A = —-9-2 +.o.t _b_2 .
t)x1 bxn
Désignons par z¥ le réseau des (m1, C ey mk) tels que mj € Z. Soit
Tk = Rk/ Zk ; en identifiant localement le et Tk nous transportons 42 et lx l
sur ’[‘k°

Pour tout nombre réel «= 0, nous définissons 1'espace de Fréchet

€% (TXR) de la fagon suivante. Si 0<a<1, © e By (TxR) si

| ,t) - ,t |
() i o(x,t) - o(x,t.)

(¢, 1) > (x st IX*XO |+ |t—tol) x "

0

uniformément sur tout compact de Tkx R.

Si a=1, onécrit a=q+8 ou 0=< B8< 1. Onconvient que

(pegixoc(TkXR) si V(qv---,qk)GNk telsque q;+...+q =q,

QoG 6
o) k
3 T Q€ f,’loc(T XR).
bx1 .. .bxk
Avec ces notations on peut énoncer le théoréme suivant :
n a1 s : k/2, Kk
THEOREME. V k=2, il existe une solution u(x1 - ,xk,t) eeloc (T"XR)
bzu e
de 1'équation des ondes — = Au, telle que lim 'u(O, ...,0,t) I =+,
ot t3ro0

En particulier u(x 1 xk,t) n'est pas presque-périodique en t. Ce



résultat est le plus précis possible ; on montre en effet que, pour tout €> 0, toute

2
solution u(x,t) eek/ 2+€(T XR) de °—2

Au, est presque périodique en ft,

uniformément en x € Tk, (voir I__B_-l)

III LA SERIE DE WAINGER.
Nous pouvons écrire tout de suite la série de Fourier de la solution u(x,t)

décrite par le théoreme 1. 11 s'agit de : 1

L . . al_|; “27¢
2) ux,t)= T elln}t e211m.xe11nllog Inl'ln‘_k(Loglnl)

n€Zk

La notation Z' signifie que 1'on somme sur n € Zk tel que ]n I > 1. Montrons

que V €>0, Jd(e)>0 telque, si 0<d<d(g), alors u(x,t)€ €k/2(T x R).

loc
Le comportement asymptotique de u(0,t) sera examiné au § 4. Remarquons
. . . Il = w2 2,1/2
que les coefficients de Fourier de u(x,t) ne dépendent que de [n| = (n1 Fooot nk) .
La convergence du second membre de (2) n'est pas évidente. Cette difficulté

sera contournée en introduisant un facteur de sommation.

Pour tout €> 0, on considerera la série

3 t)= 0 eXPl_.lln,t+2171n X + lnllog |nl—e,n|]
(3) u (x,t) Ik [ K tog In )/ 2+€

Nous nous proposons de montrer que, uniformémenten €> 0, . us(x,t) vérifie les
propriétés que nous demandons 4 u(x,t). Enfin 1'étude de u e(x,t) se fera en
utilisant la formule sommatoire de Poisson. Celé signifie que 1'on étudie les intégrales

de Fourier avant les séries de Fourier. On est donc amené aux considérations suivantes.



Soit ¥ une fonction de G (R) vérifiant :

i) $=0 sur J-o, 3]

ii) » =1 sur [2,+°°[
iii) 0<y(x)< 1 VxER,

et soit Ye une harmonique sphérique de degré e (voir [_;1] ).

On définit F: R € par sa transformée de Fourier :

lg‘s(x)'= b lx ])‘){l_b Log™© ,xl Ye(x')exp(—s }x, +i_‘x 'Logd 'x ’+i)tlx l),

ot A,bER, ¢>0, d>0, £>0, et x'=’—x—].
X

PROPOSITION 1.

k

i) F(x) = lim . F (x) existe pourtout x €ER, et estune fonction indéfini-

€>0

ment différentiable de x etde .
1

K K 1 k-5
ii) Si b>5, ousi b=7 et c-kdz 5, F(x) = O(R ) pour
R = lx ]->+oo. En particulier si =12{ etsi c> —21-, il eXiste d> 0 tel que
_k_.zl
F(x) = O(R ).
Démonstration.
On a tout d'abord Evoir‘ par exemple [2]] :
1
& a(2K)
F (x) = 27(-i) Y, x')R ¢R),
* ' ~b+k/2, -c x
avec ¢(R)= j J (27Rs) ¥(s) s log s exp(-es+i) s+isLog s) ds,
(o) é(k—Z)—kB

ol Jp(x) est la fonction de Bessel d'ordre p [1 7:[ .
Pour étudier ¢(R), nous allons utiliser le théoréme de Cauchy :

- L'intégrale de 0 & 2 ne pose aucun probléme, car on intégre sur un compact,



A9

et on peut donc appliquer les théoremes de convergence dominée de Lebesgue.

- Soient M de coordonnées (2,0), N de coordonnées (T,0) et P de
coordonnées (T , T-2).

Dans le domaine ainsi défini, on a Re Log z= Log 2. On peut donc définir
(Log z)d par une détermination qui donne 1 pour z=e, (Log 2z ‘désignantla
valeur principale).

On considere alors la fonction de la variable complexe z :

_b+lf

-C 2 . N d
J1/2(k~2)'_e(2'rrRz) Log zz exp(-€z + il z + iz Log z).
Sil'onpose z=0 +1it, on a alors dans le domaine d'intégration, 0<t1t=<g0, et
donc :
| . d l d \ .
(3) exp(is Log s)| < Bexp(-A 7 Log 7) ou A,B>0;
en effet, quand lz | >+, Arg Log z ->O+, d'ol, pour z assez grand,

d N d d ' I ‘d d ' l
Im(Log z)= 0, d'oh Im(z Log z)= 7 Re(Log z)= A'rlLogz| = Atlog |z|,
et donc, pour tout z appartenant au domaine, Im(z Logdz) >ATtlog 7 -B'.
D'autre part, 1'expression asymptotique des fonctions de Bessel ( [17:] p. 198-199)

J (z)

pour lz ,->+oo : Jp(z) - (ae'? + be—lz)(1 + O(%)) et le fait que -2 5= * C
z z

p

quand z $0, permettent d'écrire :
(4) ’Jp(Z)ISCIZ!pexp T.

L'intégrale sur NP, majorée par
* d
x exp(-€T) J‘ IT+i‘rl"7 exp |(2TR-\) 7- Atlog Tl|dT,
o

tend donc vers zéroquand T 3. Onadonc ¢(R)= lim J , d'aprés le théoreme
Taco MP

de Cauchy.



Or les estimations (3) et (4) montrent que cette intégrale est absolument conver-
gente, uniformément en €. D'apres le théoreme de convergence dominée, ¢ est
donc une fonction continuede R etde A sur [O,+°° & R.

’ S A z
Soit alors s =(s.,,..., s, ) unmulti-entier. Comme x~ F_ est intégrable,
1 k €
(D° Fs) existe et égale (2iT x)° Fe(x).
or x> =(x5. [x ,_HSH). lx I ”S” (ot Hs” =Sy ...t sk).

S —HSH .. . .. . P
. lx I est une combinaison linéaire finie d'harmoniques sphériques,

Comme X
et que le produit de deux harmoniques sphériques est une combinaison linéaire finie
d'harmoniques sphériques, (c'est une conséquence farcile de la proposition 3-b, p. 31
de [4] ), on voit que DSFE est une somme de termes analogues a F € mais dans
lesquels on a remplacé b par b - Hs, '

En particulier, les dérivées de F au sens des distributions coincident donc
avec des fonctions continues, ce qui montre que F est une fonction 6°° de x. En

reprenant le méme raisonnement pour des dérivations par rapport a2 A, on voit donc

que F est B en x eten . A, cequiacheve la démonstration du i).

Remarque.
Pour la méme raison, les dérivées d'ordre s de F seront aussi des

-k-1/2

F(R ) si b—“s“ >l§ ou si b—“s“ =l§ et si c-de%.

Etudions maintenant le comportement de F quand R »c.

La formule d—i l:xp'H Jp+1(x)] = xp":1 Jp(x) ( [17] , D..45)

permet d'écrire, si f est identiquement nulle au voisinage de 0 etsi £ tend vers

0 al'infini :



J:f(t) Jy2TRE) dt = 2T1R : [(p+1) = Y5(t) - f'(t)JJw1(2 TRt) dt.

Apres v intégrations par parties, on obtient donc pour ¢(R) une somme de termes

de la forme

o -b+s5 (£) (
R.-UJ'. ib(J)(S)(log_Cs)(Q)(s +2) s M [exp(—es+ik s+islogds):‘ rl)Jp_|_v(27(‘15€s) ds
0

ol v=j+q+8+m+n.

Les termes ol j# 0 sont triviaux car 1'intégration se fait alors sur uh compact
-et on utilise 1'expression asymptotique des fonctioné de Bessel.

Supposons donc j=0 et fixons-nous v =k, €=0. En développant par la

formule du bindme, on obtient donc une somme de termes de la forme

o0

-C . d
I(R) = J Y(s) log g M e1(>l s+slog S)Jp+k(2)‘r Rs) ds

(o)

avec C,=c-kd= et an—gEO.

1

DN

1
Or on a : Jp+k(27‘RS) - (x(sR)-1/2 Q2T RS | g py 2 o2iTRs 6(5‘3/2 R-3/2).

La derniere intégrale est absolument convergente et ne pose donc aucun probleme.

Il en est de méme lorsqu'on intégre les deux autres termes entre 0 et e.

K-

Pour montrer que F(x)=6(R 2), il reste donc a montrer que si 7 = et

Nl =

c, =

1 ’ alors

0 -C . d ‘
J‘ log Ty &0 e1(ts+s log s) as| < ¢
e .
ol C est une constante qui ne dépend pasde t=2A + 27R. On utilise pour cela le
lemme de Van der Corput ( DS] p. 226).
Si r est positive et décroissante, si "> 0 etsi r'/f" est monotone,

alors



b . ,
J r(s) 217H8) 45 | < g l r'(s)
a [asx b VE'(s) I: f"(s)
Ici, nous avons :
~C
f(s) = Qlﬂ(ts +s logds) et r(s)= s—nlog Is
1o n 1 d d-1 d-1
d'ol f'(s) = 57 g log s(1 + Tog S)
-C c
. -1 1 1
et r'(s)=-s log S(n"'logs)’
1
L est donc décroissante si d< 1,
f"
2 -2¢,+1-d
et T = 27 s1- 2’r’(log s) 1 X —————ld—_—1— est bornée indépendamment de t,
" d 1 + .
log s .
puisque 7 = % et que 2c1 +d~1=d>0. Ceciacheve la démonstration du théoréme
1.
Remarque.
_k_l
On a de plus Fs(x) = O(R ) uniformément en €. En effet, on a, d'une

maniére générale, si g(x,t) € Ll10c(t) et si G(x,t) =J , g_(x,u) du,
e

(oo}

j e & G(x,t) dt.{ <Me €
e

(=°]
|G(x,s) ISM = j e &S g(x,s) ds < M.
e

Pour pouvoir transformer ce résultat sur des intégrales en un résultat sur des séries,
nous allons maintenant utiliser la formule sommatoire de Poisson.

LEMME 1 (formule de Poisson).
i) Si G(x) € L1(Rk) alors Z K G(x+n) converge dans L1(Tk) vers une
ncZ
fonction a(x), dont la série de Fourier est
> G(n) 217X,
n

ii)Si G est continue, si T G(x+n) converge uniformément et si
n .

z l&(n) l < o, alors,



a(x) =z E}(n) Q2ITNX -
n

Ce lemme est démontré dans [1] , P. 30, théoremes 2.41 et 2.42,

COROLLAIRE.

k

Soit ® continue sur R¥ telleque: V €> 0, 1 <I>(x)!= O(exp € lx I) quand

lxl >, et soit Fe(x) telle que F/‘\e(x) = exp(—slxl)@(x).

Si F(x)=1lim Fe(x) existe et est continue et si, de plus,
€0

IFE(X) l = o lx }'k"‘/z) uniformément en €= 0, alors

i) f(x)=1lim Z exp(-en)®(n) o2imnx

€30 n

existe et est continue ;

ii) f € L1.(Tk), et sa série de Fourier est I &(n) eZmnx :

n

kk-1/2

iii) Si D°F existe, est continue et &( Ix ) quand x s, alors D%t

existe et est continue.

Démonstration.

On applique le lemme précédent a G = F‘e et on prend la limite quand € -0
k-3
de Z Fe(x+n), ce qui est permis puisque I F E(x) l =& Ix l— ) uniformément en €.

n

Nous allons maintenant pouvoir démontrer la proposition 2.

. PROPOSITION 2.

o In |t eéiﬂn.x J Inliogdn|

Ve, Id tel que z'
’ nezX In|¥ 10g"/2+€ |n]

soit 1a série de Fourier d'une fonction f(x,t) 6‘61(({ 3 (T%x R).

Démonstration.

- Si k est pair, ceci est une consequence immédiate des résultats précédents.



10.
- 51 k est impair, nous allons avoir besoin encore de deux lemmes sur les

intégrales fractionnaires.

LEMME 2. Soit f € L1(Rk) et soit £ 1'intégrale fractionnaire d'ordre «

de f (avec 0<a< 1): f(x):ij lx—tla_kf(t)dt, ol
X yk Rk

- 11%/2 2% 1(y/2) r(l%‘ )'_1.

Yk
Alors si f est uniformément continue, fa €6 clx oc”
™“monstration. C'est un résultat classique (voir par exemple [_-14] ).
Nous allons maintenant passer a 1'intégrale fractionnaire d'une fonction
£ e L(T¥).

Définition. Soit f € L1(Tk) et a€ ]0, 1 [ En reprenant la définition de
3 [ ] 7 - . Ve ' - ‘ 3 1 k
Wainger ( 16]), on définit alors f(x comme étant 1'unique fonction de L (T ) dont

les coefficients de Fourier sont {c(n) In I_O‘ si (n) # (0) oltles c¢(n) sont
0 si (n) = (0)

les coefficients de Fourier de f£.

LEMME 3.
i) £ existe si 0< a< 1 etonade plus
£ (x) = JTk g (x-y) £(y) dy

avec ga(x) = C(k,«) lx loc—k + Ea(x) ol E_€ €o°(Tk).

x

ii) Si de plus f est continue, alors f € ‘610 o

Démonstration.
La partie i) est démontrée dans 1'article de Wainger ; pour la partie ii), il suffit

de reprendre la démonstration du théoreme 19 de [1 6] (pages 86 a 90).



11.
Notre proposition se démontre alors en appliquant le lemme précédent, avec

& =5, aux dérivées partielles d'ordre [12(] de f, [iz{] désignant la partie

Dof —

entiére de k/2.

IV. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CONCLUSION.

1°). PROPOSITION 3. Si f(x,t) est donnée par sa série de Fourier

. . . d
eljnltem.x e1ln llog ln}

f(x,t) ~ »!
ncz¥ | ¥ 1061/ 24€ | 1 |

d étant choisi comme dans la proposition 2, alors, f(x,t) est une vibration du tore

qui n'est pas bornée quand t -» .

Démonstration. Tout d'abord, f est manifestement une vibration du tore,
c'est-a-dire une solution continue de 1'équation des ondes dont la série de Fourier ne
comporte ni terme constant, ni terme en At (cf. [7:[ ).

Supposons maintenant que f . soit bornée au point x =0 ( lf(O,t) ! < M).

Nous allons hontrer que ceci est impossible en utilisant 1la méme méthode que
Y. Meyer dans [13] .

Soit h une fonction positive de €7 (R), 3 support compact et d'intégrale
égale a 1.

On considere alors la fonction régularisée :

v(x,t) = foo £(x,t-s) h(s) ds.

-00

On a alors :

vt) = v(0,t) = T c(n) (Vi) &TVP - °>:°ch<n> e

n=1 n=1



12.

ol f(0,t)~ T c(n) eitﬁ,
n=1

la série de Fourier de v é&tant absolument convergente.

On peut donc grouper les termes et écrire :

t) = ;30 ch(azqn) eita(‘/ar—l)

a=1

™8

v(t) = Sn’h(t) avec S

n=1 n,h(

ol q, désigne le n"“™ nombre sans facteur carré (c'est-a-dire dzl q, =>d= +1) en

7 - .\ > 2
écrivant de maniere unique m=a q, Vm€&N¥*,
On a alors :

|Inz1s Wl = el = il < w.

Comme le montrent les démonstrations des lemmes 1 ét 4 de [8:] , on en déduit que :
oo
= z s, L <4l nzsn,h(t)ﬂoo <M,

puisque les S sont des fonctions continues de t.

,h
" 2 2
or Hsn,hHm > Hsn,hll2 =a§ |cta®q_ >h(a\/“>l
= h(aVa) N(azqn) |2'
(a\/q—rl)k'log1/2+€(a vq—r'l)‘
In(va) | Na,)

D'olu ”S

| =
n,h' o qk/ log1/2+€\/q

h(va) IN(q)
D'ou z

=< 4M
2 .
q qk/ 1og1/2+e ’—q

On fait alors tendre h faiblement vers la mesure de Diracen O et le lemme de
Fatou donne, puisque M est indépendant de h,

N{g)
= < 4M
2 .
q q / 10g1/ +€ V—

Pour achever la démonstration de notre théoreme, il suffit donc de montrer que cette
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série est en fait divergente, ce qui résultera de la proposition suivante, car

Jw dt =400 pour €= 1
2 tlog/%*E¢ 2
o o : Nk(q)
27). PROPOSITION 4~. Etudes des séries T f(q).
=2 qu 2

q sfc

Introduction. Dans la suite on désigne par Nk(n) le nombre de décompositions
de nEN ensommede k carrés: n= n% +.. .+.ni avec n‘_j €Z, etpar NE(n)
e » - 2 2 [ 7 3 *
le nombre de décompositions : n = n,+...n, avec n:i €N |deux decompositions
différant seulement par 1'ordre des termes sont considérées comme distinctes] .
) Ny (n)
On se propose d'étudier les séries du type Z

f(n) et
T k/2
Nk (q) n=2 n

22 X7z f(gQ) ol f est une fonction positive décroissante et sfc signifie "sans
q= q

q sfc
facteur carré".
a) Enoncé de la proposition.

Soit f une fonction de [2 y + [ vers R+, décroissante. Soit k€N-{O,1}.

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

N, (a) -
) qZEZ —qw'z—f(Q) +00
q sfc
N
8 z 1)

7z f(n) < 400
n=2 nk 2

v) r f—(,;[—)- dt <40,
2

La démonstration sera faite en plusieurs étapes.

On montrera d'abord que V k =2 Y=
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Puis que pour k=5 x=37Y
Puis que pourr k=4 x=>Yv
Puis que pour k=3 ==Y
Enfin que pour k = 2 ’ ax=8.

[La raison de ce découpage est que 1'on connaft pour k=5 une formule asymptotique
pour Nk(n) quand n -» 4, etpas pour k< 4. De plus si tout nombre (et donc tout
sfc) est somme de k carrds pour k=4, iln'en est pas de méme pour k < 3] .

b) Démonstration.

1.Vk=2, v&=B=>a:

L'implication B =« est triviale.

Commeona Vv né€EN N'k*"(n) < Nk(n) < oK NE(n), il suffit, pour prouver que

v&=> B, de montrer que :

+
N, (n) co
k . £(t)
z —7—f(n)<oo<=)J =L dt < o,
n=2 nk < 2 t
+ X 2
N, (n) ) t( 2 nj)
Or z f(n) = z —1
k/2 ‘ ’
n=2 n n,...n €N (= nJg)k/z
> n? =2

_ H(Z x°)
Cette derniére série est de méme nature que 1'intégrale I= f : dx
EX§ZA (z xl.2 /2

Er‘ésultat classique car f est décroissante positive] ;

or cette intégrale vaut, en passant en polaires :

. “ ) KT %k (P ()
=% —x =7 j - -
VA r 2
N (n) * §(t)
D'olile résultat : Z X7z f(n) est de méme nature que J < dt.
n=2 n 2
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Remarque. Pour des résultats plus précis utilisant des méthodes fines on pourra .

consulter (au moins pour k=2 et 4) [15] p. 109 a 135.
2. ¥k=5 A=>7 :

Pour k=5, on sait qu'il existe deux constantes « et B8 >0 telles que

x nk/ 2-1 < Nk(n) < Bnk/ 2-1 (voir par exemple [9__[ p. 443).
N, (q)
Donc si z kaf(q) < 4o, alors hD) f(__(ﬁ < 4 o0,
gz2 gq q=2
q sfc q sfc

Or les sfc ont une densité positive [d'ailleurs dgalea 6/ 172, Voir p. ex.

[6] vol. 1, p. 328]; d'ou lim %Card{q sfc q < x} = %
X 9+00 m
172
En prenant x=q_, le nieme sfc, on obtient q~ gh-

En particulier IA,B>0, Vn=22, An< qns Bn ;

£(Bn)
d'ot T fa) > X a5 » donc z f(—?-r-l—) < +e0, et donc
2 9 =2 n=>2
q sfc

o0 [so]
1(Bt) dt < 4, c'est-a-dire f(t) dt < +oo,
2 2t

3. Pour k=4 A=Y :

N,(q)
L'hypothése est donc que Z f(q) < +oo.
=2 q
q sfc
Oor N4(q)= 8 ¥ d= 8q (voir par exemple [10_-] p. 314)
dlq
44d
d'ou X E(g—) < +o, et on en déduit comme au II, 2. ci-dessus que
q=2
q sfc
(=}
J g(—?— dt < oo,
2
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4. pour k=3 x=>7.

(q)

L. 'hypotheése est ici que pM f(q) < 4o,
yp q = 72— (@) <+

_ q sfc
Or (voir [6_| vol. II p. 265):

N3(q) = 12 G(q) si g=1 ou 2 (4)
=0 si q=7 (8)
- 6 G(q) si q=3(8) et q#3 2k+1) VK
= 6 G(qg)-12 si q=3(8) et q=3(2k+1 )2,

ol Glq) ‘représente le nombre de classes de fomﬁes quadratiques binaires de détermi-
nant -q.

Mais si H(q) représente le nombre de classes de formes quadratiques binaires
positives de discriminant -q alors :

H(@)~ Vq q»+ (voir [12] p. 8).

D'ol finalement : I ¢ >0, N3(q) >cVq, Vqsfc£7(8); etdonc

2 g.(._q) < + oo,
q=2
q sfc
q £7 (8)

11 suffit donc de montrer 1'existence de D> 0 telleque Vn=2, ?fn < Dn

pour conclure comme au II.20 I:ici ?fn est le n® sfc £7 (8):| .

Or Car‘d{q sfcl//é 7 (8)}

Car'd{q sfc ; qu} - Card{q sf}c g=s7(8) g=< x}
> Card{q sfc ; qu} - Card{n n=7(8) n< x}.
1

Mais (Card<q sfc < xp - Card{n,n=7 (8) n<x )~(—6— -z)x=6x ;8>0
112 8

d'olr )l{ Card{q sfc q=<x Qq#£7 (8)} >8x pourun §>0 _‘
et en faisant x = an on trouve q Sn,

d'ou finalement (S f(Tt) dt < 400,
2
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5. pour k=2 x=>8":

Onvamontrerque : 3y >0 telque: Vf positive décroissante, I ‘yf >0
N,(q)

telque: Vx>2, T Nyn) ).y 3 -Z—f(q)+7f,
2<n=sx n 2=<qg=<x q
q sfc

ce qui montrera bien que «a = 8.

a) LEMME 1.

N2(n) # 0= les facteurs premiers = 3 (4) de la décomposition de n sont affectés
- d'un exposant pair.

o 28; Yk
Nz(n);éo et n=2 n p. J 10 Py ==>N2(n)=4d( I

Vk)
py= 3(4) J p=1(4) | P =T (4

P
) k

(o d(a) est le nombre de diviseurs de a, donc Nz'(n) =4 1 (yk+1).
p, =1(4)
k

VneEN', n=a2q q sfc , Nz(n)%O (=)N2(q)740 et

YneEN' , N= a2q q sfc , N2(n) < % N2(a2) N2(q).

Les deux premidres assertions sont classiques (voir par exemple [10] p. 241-243

et 299-300).

Si q est somme de deux carrés (= u2+v2, alors a2q = (au)2 + (av)2

d'oli N,(q) #0 =>N,(n) £ 0.
Si Nz(n) # 0, les seuls facteurs premiers = 3 (4) qui peuvent intervenir dansla

décomposition de n sont affectés d'un exposant pair et ne divisent donc pas q,

d'ol N2(q)940.

Si N2(n) =0, il en est de méme pour N2(q) il suffit donc d'étudier le cas

N2(n)740.
2B. 2y
Posons n=2% 1 p. J kk

28,+1
II p 6
Pz 3(4 p = (4)

n p
B=1(4) e p=1(4)

oll tous les premiers écrits sont distincts et _Bj >0 Yy >0 Ge > 0.
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2 5] B 7k y
Alors n=a"q gsfc et a=2 I p. I Py I pe.
p.=3(4) J p,=14) = p=1(4) 4
J k e
1.2 24" )
On a :ZN(a y=d( I Py I Y= I (2y,+1) O (26(’. + 1).

Pt K pm@) b pmi) K pe
L p=1(4) P =1(4) Ry=1(4)

zN@=da( T p, 0 p)- 0 2 1 2

p=14) 2 p=14) © p=1(4) p=1(4)
2 26, +1
INw=a( T p 5 m ot m p)
p,=1(4) p=1(4) ® R =1(4)

= I (27, 4+1) M (28,+2) 1 2
e

= I (2'yk+1) I 2 I (p+1) I 2
< II (2yk+1) m2a2a (268+1) I 2=JTN(a2)J—1N(q);

1A 1 2
d'olu dans tous les cas Nz(n) = N2(a ) N2(q).

b) LEMME 2.
N2(a2)
La série I - > est convergente.
a=1 a

Z

Si on note N2(<x) le nombre de décompositions de « = 'u2 + v2, ue veN,

et ol1 on considére comme identiques les décompositions u2 + v2 et v2 +u”, ona
N2(oc) < 4N2(oc) < 8N2(cx). 11 suffit donc de montrer que I converge
a=1 a

Or a2=x2+y2, a,x,y=0, sietseulementsi:(x=a et y=0) ou

(y=a,x=0) ou @u,v>0 u>v et k>0 telsque a='k(u2+V2)), et alors

onad (x=2kuv et y= k(u2-—V2)) ou (x= k(u2—v2) et y= 2kﬁv).

z Ryl >R > z > !

D'olu < —- +

1<a<x . a2 1<a<x a® 1<k<x 1Sus\/_l-§ 1<v< E_—uz 1(2(u2+v2 2
u2+V2>-l -

'k



(>}
S+ 54 I ot <4
1 at K21k u,v1 (u“+v7)
N, (@)
d'oule résultat : I S < 400,
a=1 a
¢) Démonstration du II 5°).
On a
2
N,(n) Ny(@™q)
z fn)= X f(a”q)
2=<n<x 2<n<x agq ,
n=a%q
q sfc
2
Ny(@@%q)
1<asVX 2/a“<q<x/a a“ q
q sfc
2
N,(q) Ny(a“a)
= T ——flqQQ+ = = 5 f(a“q)
2<qsx ¢ 2<as<yx 1=q<x/a a“q
q sic q sfc
2
N,(q) Ny@@%)
= Z ——1f(q)+ Z > f(a®)
2=q=<x 2=<a<yx a”
f 2 2
455 , N,(a“q)t(a“q)
+ T z 5 >
2<a<VXx  2=<qg<x/a a“q
q sfc
N2(a2) 2 , Nz(az) o0 N2r(a2)
Oor z fa®)<f4) Z —— = f4) Z m— < 4.
2<a<Vx a 2<a<Vx a 2 a
2 2
Ny(a“q) , 1 N,(a%) N,(a)
Puis z z 5 — 57— f(a®q) < i z z —f(q
2<a<yx 2<q<x/a a“q 2<a<yx a° 2=<q<x/a° ¢
q sfc q sfc
o N,(q 2
(car f est décroissante). 5 2 £(q) + T N(a®) £(4)
N2(n) 2<q<x 4 a
D'ou finalement, Z = f(n) < { q sfc 5
<n<x - N,(a%) N,(q)
+3 z -3 = 1(q)
2<a<yX a 2<q=x 4
q sfc
o\ 2 N,(q)
<(z¥ywy.y x 2 ),
2 a 2=50<x
- 5 q sfc
avec 7=1+411 5 N(@7)
2

19.
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QUELQUES PROBLEMES SUR LES FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES

par Yves Meyer

Nous commengons par citer quelques résultats connus sur les fonctions presque-
périodiques. Ensuite nous rappellerons 1'énoncé et la preuve d'un théoréme de
Gottschalk et Hedlund. Enfin nous montrerons comment cet énoncé s'applique aux

problémes posés au début.

1. QUELQUES PROPOSITIONS.

1.1. Soit A un ensemble d'entiers ayant la propriété suivante : il existe une

suite d1 < d2 <...< dk < ... d'entiers et une suite d'ensembles finis F‘k, k=1,
telles que, pour tout k= 1, A soit contenu dans Fk U dkz. Alors toute série
trigonométrique z ) e1>‘X représentant une fonction bornée représente une

AEA

fonction continue.

1.2. Soient T=R/Z, «¢ Q/Z et ¢ € L7(T). Supposons que

o(x + a) - o(x) € €(T). Alors o € 6(T).
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1.3. Soient Xy ey O 1 nombres §-linéairement indépendants. Toute
fonction continue bornée ¢ : R »€ dont le spectre est contenu dans o<1Z U...U oan
est presque périodique.

1.4. Soit « un nombre irrationnel. Toute fonction continue et bornée
©:R>C telle que o(t+1) - o(t) et o(t+a) - ©(t) soient deux fonctions presque-
périodiques est elle-méme une fonction presque-périodique.

1.5. Soient G un groupe abélien localement compactet ¢ : G » € une
fonction continue et bornée telle que, pour tout h € G, ¢(x+h) - ¢(x) soit presque-
périodique. Alors ¢ est elle-méme presque-périodique.

1.6 (Th. de Bohr). Soit ¢ : R »€ une fonction presque-périodique et
une primitive de ¢. Alors les deux propriétés suivantes de ¢ sont équivalentes

(a) ¢ est bornée

(b) ¥ est presque-périodique.

2. LE THEOREME DE GOTTSCHALK ET HEDLUND.

Théoreme. Soit T un groupe d'homéomorphismes d'un ensemble compact K.

,y:K->C

Supposons que toutes les orbites de I soient denses dans K et soit ¢

une famille, indexée par T, de fonctions continues sur K. Les trois propriétés

suivantes sont alors équivalentes

(2.1) i1 existe une fonction continue ¢ : K »€ telle que, pour tout

Y€T, <py(X) = P (yx) - ¥ (x)

(2.2) il existe une fonction bornée zp1 :K+€ tellequepourtout y €T,
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@V(X) =¥, (rx) - ¢,(x)

(2.3) il existe une constante C ]telle que Icp 7(x)| < C pour tout x€K

et tout yYET etl'on a les identités

0., x) =9, Syx) + @Y(X)-

Y'Yy
Preuve. Il est clair que (2.1) = (2.2) =(2.3).

Montrons que (2.3) =(2.1).

On définit S,y:KxCoKXC par

(24) S.y(xyy) = (’}’X y Y+ (P,y(x))
et (2.3) implique S y oS y = S yiy: On montre alors immédiatement que S y est

un groupe d'homéomorphisme de KXC.

- — . . ' . 7
Soit Qo = {(yxo , <p7(xo) ; 7€T} 1'orbite (compacte) d'un couple fixé

(x_,0)€KxXx€. Lacompacité vient de l(p (x )ISC.
o y“o

Appelons T,y la restrictionde S y a Qo. On vient de construire un

groupe T d'homéomorphismes de 1'ensemble compact Qo. Un tel groupe admet

Y
une partie compacte Q c Q o invariante et minimale (pour 1'inclusion) comme on le

voit grice au théoreme de Zorn.

Lemme. Tout compact £ invariant par les T,y et minimal est le graphe

d»' une fonction continue s:K > €.
11 suffit de montrer les deuﬁ propriétés suivantes.
(2.5) La projectionde © sur K est K.
(2.6) Pour tout nombre complexe T #0, Q+ 7 NQ =0 ; on désigne par

Q + 17 1'ensemble des couples (x;y+7) ou (x,y)€ Q.
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Vérification de (2.5). Soit (x1 ,y1) € Q. Pourtout y €T,
('yx1 , y1+<py(x1)) €Q. Or {'yx1 , 761‘} est dense dans K. La projection de

0 est compacte et ne peut donc étre que K.

Vérification de (2.6). Pourtout 7 € €, + T est tout aussi invariant que

. Donc Q NQ+T estinvariant et contenudans . Si QN QO+ T estvide,
c'est gagné. Sinon QNQ+ 7= etdonc Qc O+ 7. Celaimplique Q-1 Q.

ce qui ne peut étre si Q est compactet T £0.

Il existe donc une section continue s : K > € telle que
s('yx1) =Yy, + <p,y(x1) pour tout Yy €T. On applique cecia Yy'y aulieu de
¥. Onobtient s(y'y Xl) =y, + qo,y,y(x1) =y, + (py,(7x1) + <p7(x1). Par
différence
(2.7) s(r'yx)) - s(yx) =0, (rx)).

Puisque les ¥x Y€ET, sont densesdans K, onpeut, 7¥' étant fixé, passer

‘]’

3 la limite dans (2.7). On obtient

s(y'x)—s(x)=<py,(x) (vx€K, Vy'€r).

3. APPLICATIONS DU THEOREME DE GOTTSCHALK ET HEDLUND.

Preuve de 1.1. On pose zb(x) = X ckelkx. Alors

AEA
bx + i_'r_r) - ¢¥(x) € €(R/212) puisque tous les termes de la suite A, sauf un
k .
nombre fini, sont divisibles par dk Mais 1'ensemble des T € R/27Z tels que

O(x+7) - P(x) soit continue est évidemment un sous groupe I’ de R/27Z.

On pose <py(x) =P(x+y)- (), Yy €ET etl'onapplique (2.3)=>(2.1).
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Il existe donc une fonction $_ continue telle que q‘)o(x+y) - z,bo(x) = P(x+y) ~ ¥(x).
Alors Y =9 o™ C presque partout.

La preuve de 1.2 est identique.

Pour obtenir 1.3 on raisonne par récurrence sur n. Clesttrivialsi n=1.
Pour passerde n a n+l, on peut supposer que 1 = ay et poser ®piq =
Gréce a 1'hypothése de récurrence, la fonction o(x+27) ~ ¢(x) est presque-pério-
dique et il en est de méme de o(x + %ﬂ) - o(x). Soit T 1legroupe 27 (Z + &Z).
On applique encore (2.3)=>(2.1). La preuve de (1.4) est identique. De méme pour

(1.5) et (1.6).

APPENDICE. 1l existe une fonction f:R »€ possédant les trois propriétés

suivantes

(a) £ est continue et bornée sur R

(b) f(x+1) - £(x) est presque périodique sur . R

(c) f n'est pas presque périodique sur R.

+OO
On construit f(x)= T fk(x-k) ; le support de chaque f, étant contenu dans

-0
11
44"
On pose d'abord

-1
1G-1 =" s g2

£,(0)=1

fk(i%)=0

et 1'on impose ensuite a f d'étre linéaire sur chaque intervalle [3—:—1- , :}] , j=4
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et sur '"411’0:1' ‘
Il est clair que f est continue sur R et que gf(x) |s 1.
On a d'autre part f(k + 2lk) - f(k)=-2. Donc f n'estpas uniformément

continue et ne peut étre presque-périodique,

Enfin
+00
gix) = f(x+1) - f(x) = Z g (x - k)

=1 =1
gk(j—1) _ (e2171;| - 1) e2771k;]

e

est lindaire sur les intervalles [— % , O:l et EI% , 31] (G = 4).

Pour montrer que g(x) est presque-périodique, on définit

+00
‘)’n(X)= _2070 Vn’k(x—k) ol

=1 oo
j_1)= (e2171;| _ 1)e2"1k3

yn,k( si 4=<j<nti
yn,k(o) =0
Y (+2)=0
n,k'- 4
0% est linéaire sur les intervalles [— ! 0:] — 1] 4<j<n et
n,k 4’ St & 2 i ft
1
[0 T
Si T est le plus petit commun multiple de 4, ..., n+1, Ila fonction Yn
est périodique de période T. Par ailleurs lg(x) - 'yn(x) ‘ < r?—-:-TT . Donc g(x)

est une limite uniforme d'une suite de fonctions périodiques ; g est presque-pério-

dique.
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Pour terminer signalons que si une fonction f: R »C est uniformément

continue et bornée alors les deux conditions suivantes sont équivalentes
(a) f(x) est presque-périodique
(b) f(x+1) - f(x) est presque-périodique.

Montrons que (b) implique (a).

On appelle K(x) € A(R) une fonction dont la transformée de Fourier a un
support compact et vaut 1 en 0. On pose Kn(x) =nK(nx). Alors f* K =f
converge uniformément vers f sur R.

On peut donc supposer que le spectre de £ (que 1'on notera f) est
compact. Gréce a une partition de 1'unité sur ce spectre, on peut se limiter a 1'inter-

valle [— y _] . Il suffit alors de remarquer que %o;t_ est indéfiniment dérivable
sur cet intervalle. I1 en résulte que f(x+«) - f(x) est presque périodique pour tout

x réel. Donc f(x) est presque-périodique.

GOTTSCHALK, W. and HEDLUND, G. A. Topological dynamics. Amer. Math. Soc.
Coll. Publ. vol. XXXVI. Providence R. I. (1955).



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET THEOREME DE CALDERON

par Yves Meyer et R. Coifman

Désignons par T le groupe R/27Z et par H la transformation de Hilbert

sur L2(T) : H(f)x) = % J f(x-t) dt . A. P. Calderdn a prouvé dans L1] que,
, -7 2tg t/2

pour toute fonction A : T »€ vérifiant 'A(x) - Aly) l<c lx-y |, 1'opérateur
él—x LHA - AH] =T est borné sur L2 s T(E)(x) =(%g , -g(x)=H(AD)(x) - A(x)Hf)x).
Nous allons donner une démonstration nouvelle de ce résultat. Au § 1, 1'estimation

+ %) résultera

-
Ti=

Hg-%”r < c”&-‘ﬂfpllfllq (1<p<+40, 1<q<4m, 1<p<4o,
trés simplement de la théorie de Paley-Littlewood.

Au § 2 nous étendrons, grice a une méthode générale, cette inégalité au cas

Au § 3 nous nous libérons des restrictions A € €7(T) et fe €”(T)
nécessaires aux § 1 et 2.
Au § 4, nous obtiendrons, par la méthode du § 1, de nouvelles inégalités sur

les opérateurs pseudo-différentiels classiques.
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1. L'INEGALITE FONDAMENTALE.

dg

d_X’ On

On pose a(x):%;%, g(x) = HAR)(x) - A)HI)(x) et T(a,f)x) =

suppose d'abord que a et f appartiennent & € (T).

PROPOSITION 1. Avec les notations ci-dessus, soient p , q et r irois

nombres réels tels que 1<p<4o0, 1<gq<4oo, 1<r<iw et +

——

1 .
=E’1l

Tl=
LQi=

existe une constante C = C(p,q) telle que

(1) IT(a, £)l] <CHaH el

La preuve de la proposition 1 est une conséquence tres simple des lemmes suivants.

Lo}

LEMME 1. Soit T ¢ e = T A (x)=Fx) €67(T) o A= I e
1 n=0 2n_<_k<2
Posons A* (x) = -i2™" a— _n(x) = z 27Ny ckelkx. Alors les normes “FH ,
2nsk<2n+1 p
H( b !A (x)]2 1/2]' ”( z IA (x )12 1/211 sont trois normes
n=0 n=0

équivalentes pour tout p€]1,+°°[. Soient 1SC1<C1 et 1<p<+4wo; il

existe deux constantes C, et C3 vérifiant 1a propriété suivante : pour toute suite

2 =
P (x) = Z  clne™ ona
c 2 sk=C 2"
2) Iz pll <cllc = Ip 2l <cll = amlpieo 3L
n=0 n=0 nZO

Tout cela résulte immédiatement de 1a théorie de Paley-Littlewood.

Pour étudier T(a,f), onécrit a=a,+a, et f=f +f,+c ol a, et

t‘1 sont analytiques sans termes constants (les séries de Fourier de a1 et f1 ne

comprennent que des fréquences = 1), a, et f2 sont anti-analytiques et ¢ est
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une constante, Soient A1 et A2 les primitives de a, et a, qui sont respecti-
vement analytiques et anti-analytiques. Alors . A1f1 est encore analytique et

H(A1f1)=—1A1f1=A1H(f1). 11 en résulte que T(a1,f1)=0

On vérifie de méme que T(a2‘,f2) =0
Nous allons montrer que
6) ey, el = cloyl I, L

+

oi C=C(p,q) et 1<p<4w, 1<q<4m, 1<p<4,

’

Ti—
L=
L 1 P

La méme démonstration d'appliqueraa T(a, , f2) et les inégalités de R. Riesz :

1

”aZHp < CHa”p et Hf1 Hq < Cllf“q termineront la démonstration de la proposition 1.

Pour simplifier les notations, nous écrirons a au lieu de a, et £ aulieu

de f,: fx)= 2 ‘ykelkx et A(x) = Z ocke a pour dérivée a(x). On pose
k=1 k=21 .
ikx ikx ikx
f(x)= I y. el , A f(x)= v, e et R = T v, e .,
n 1 Sk<2n-1 k n 2n-1 Sk<2n+1.. k n k>2n+1 k
De méme An(A)(x) = z cxke'ikx.
2Ny <2n+1

Onaainsi AxX)= Z A A)Nx) et fx)=f (x)+ A (F)x)+R_(x). Pour
=0 n n n n

ix i2x
n=0, onpose f =0 et Ao(f_)(x)_‘y1e Y,

LEMME 2. Avec les notations ci-dessus, g(x) = H(Af)x) - x)(Hf)(x) =

g,(x) + gy(x) + g5(x) ol g,(x)=2i n>20 £, A(A), g,=-H [’1§O A (£) A (A):]

g3=i z A (f)A (A).
n=0

La preuve du lemme 2 est immédiate. Onécrit A= T A ( ) etl'ona
n=0

g=HAf)-AHf)= T G_; G_=H(f An(A)) - An(A) H(f). On remplace alors f
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par fn + An(f) + Rn et 1'on remarque que RnAn(A) est analytique ;
H(Rn An(A)) =-i RnAn(A) = An(A) H(Rn). Finalement il ne reste que trois termes et
G, = 21fn A,n(A) + H(An(f) A;n(A)) +1i An(f) An(A).
11 faut remarquer que les fréquences du produit an.n(A) appartiennent a
n+1 _on=T [

1'intervalle __J 2

Nous allons terminer la preuve de la proposition 1 en majorant successivement

dg, dg, dgy
[ Y R T
®1 5 5 d £ a(a)] a
On a = = 1rlZO = % An( ). et, grice au lemme 1,

ll U <clls 12 [ a@l®HV <
n=0

crllc = 4 e a )32 <

n=0
C"” sup lf IH z 4n|A A)|2 1/2”
n=0 9 n>O

o I, Iz 1 a0 12, <l el

dg
12

L.a majoration de % I " est analogue. Puisque H et g—x commutent,

dgzl d
12l <l (Z a0 a @l <
s gaw amll +clz amg sl <

n=0 n=0

clcz e Iga o2 = 4“IA<A)|2‘/2H
n=0 1 =0

cllcz la@2l lc s |5 s, V2 < collall el
n20 n=0 p q

]

comme ci-dessus. La majoration de n est identique.
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2. METHODES DE VARIABLE REELLE.
Pour aller plus loin, il nous faut maintenant écrire T(a,f) comme une intégrale
singulidre. Si AE€Q™(T), on vérifie sans peine que pour toute fonction £ € €°°(’l‘),

g(x) = HAf)(x) - A(x)(HE)x) est dérivable et que

X+
dg _ _ 1 Alx) - Aly)
d-x-'ﬁ"-P-J Xy o)y

Le noyau K de l'opérateur f - T(a,f) s'écritdonc K = K, +K, ol

1 Alx) ‘XA_§_Y) est le noyau de la transfor-

N 1
K1(X’Y)='ZTT et olt K2(x,y)=

sin T 27 tg Xy

mation de Hilbert.

DEFINITION. Un noyau de Calderdn-Zygmund est une fonction K(x,y) définie

sur Q= {(x,y) e R? , Y# x} et ayant les propriétés suivantes

@) |kx,y| = ILW
y-X

o) |2 x,y|<=C ot || _C€
ox YT T W T P

(c) pour toute fonction f €€°°(T), lim J K(x,y) f(y) dy
V0 ‘y-x lZs

existe presque partout. On désigne par [Tf:] (x) 1a fonction ainsi définie

(d) on a, pour toute fonction f €~6°°(T), HTsz < CHsz.

THEOREME 1. Pour tout noyau K(x,y) vérifiant les propriétés (a), (b) et (c)

ci-dessus, (d) est équivalent a la condition (e) suivante

(e) il existe une constante C, unnombre réel r= 1 etunnombreréel gq=r,
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q < += tels que, pour tout intervalle Ic T et toute fonction f €€ (T) portée

1, it (o J I [T @) VT < (] J £ |9 ax)/T,
par on ai -I-I—[ : ) m .

Admettons pour 1'instant le théoreme 1 et montrons le résultat suivant.

PROPOSITION 2. Il existe une constante C telle que pour toute fonction

A€ ‘€°°(T) vérifiant lA(x) - Aly) ! < ]x-y | , la norme de 1'opérateur

(-1—()1-( E‘IA - AH] =T: L2(T) —_ L2(T) ne dépasse pas C.

11 suffit pour cela de vérifier que pour tout intervalle I< T et toute fonction

fe L2(T) portée par I, ona

(3) (-hldI | rg |4/3 dx>3/4 < C<T:1[—| L \f\zdxy/z.

Si la longueur II | de I dépasse 7, (3) résulte immédiatement de la proposition 1.
En fait (3) ne précise la proposition 1 que pour les petites valeurs de |I I .
On appelle J 1'intervalle "double" de I (méme centre et longueur double) et

ptl a1€~6°°(’[‘), ||a Hm <1, a,=a sur I et

1'on écrit d—é=a=a +a 1

dx 1 2

a, = 0 surle complémentaire de J. Appelons A1 une primitive de a,. On a
donc Vx€I, Vy€El, A1(x) - A1(y) = A(x) - A(y) de sorte que si f est supportée
par I etsi x€I, T(a,f)x)= T(aT,f)(x).

Des lors la proposition 1 s'applique avec p=4, q=2 et r= 4/3 et donne

£ 14/3 . \3/4 | 1/4 ,

(J; IT(a,f)l dx)”’'" < HT(a1 , f)H4/3 < C”a1|’4 “sz <c 1l “sz qui est (3).

I1 ne reste plus qu'a appliquer le théoreme 1.

L'implication d)=>e) résulte essentiellement de la théorie de Calderdn-

Zygmund. En effet, pour tout q € _I 1, 400 [, T estborné sur L3 et1'on a donc
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(]Il[Jlle]r‘dxf/P < (T;_L[[ I7e |9 ax)1/9 < |1]-7/49 HTqu sClII_Vq”qu.

L 'implication e) =>d) est plus subtile. La preuve suivante est due a J. O. Stromberg
[4].

On remplace d'abord le noyau K(x,y) par une suite de noyaux tronqués obtenus
par le procédé suivant. On fixe une fonction indéfiniement dérivable ©: R — E), 1:[
égale a 1 au voisinage de O et nulle quand |x ‘ 2 g et 1'on pose
Kn(x,y) = [1 - <p(n(y—x))_-.l K(x,y). On vérifie sans difficulté que pour toute fonction

£ €€ (T), ona 1lim an(x,y) f(y) dy = lim J K(x,y) f(y) dy au sens
N3+ edo ly—x >

suivant : quand la seconde limite existe, la premiére existe aussi et lui est égale.

Enfin en écrivant que o(x) =X Yk elkx ol les coefficients de Fourier yk ont une

décroissance rapide, on a Kn(x,y) =K(x,y)- % Yk o1k o-iKnx K(x,y) etilen
résulte immédiatement que les noyaux K vérifient uniformément e).

Si nous montrons 1'existence d'une constante C telle que, pour tout n= 0,

H Tnfuz < CHf ’ Tn étant 1'opérateur défini par le noyau Kn(x,y), l'inégalité

2 b4
(d) résultera du lemme de Fatou.
Dans tout ce qui suit nous omettrons 1'indice n. Définissons d'apres
. # . 1 l l
Fefferman et Stein, (Tf) (xo) = sup { inf Tf(x) - ¢ |dx et nous allons
' sto ceC m I
montrer 1'existence d'une constante C telle que

| . /49
(4) (rffx)) = C [( [£19) (xo)}
(on désigne par g* la fonction maximale de Hardy et Littlewood de g).

Pour démontrer (4), nous désignerons par I un intervalle contenant Xy par

J 1'intervalle "double" et par f1 le produit de f par la fonction caractéristique de
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J ; de sorte que f=f1+f2 o f,=0 sur J. On écrit que Tf:Tf1+Tf

2 2

etl'on a
1/r 1 q /
e o = Gy f ey 1700 = oG [ ey 1900 <

ax T/
C[(lf|q) (xo)j| q.
On a donc ,—Il-[JI|Tf1 | ax szc[(lflq)*(xo):l‘/q.

Nous allons maintenant montrer que 1 ,Tf (x) - TE,(x ) Idx < Cf*(x ) etcela
m I 2 2% o

entrafnera (4). En fait, on a 'sz(x) - sz(xo) I = ]JC [__K(x,y) - K(xo,y)] f(y) dy ' <
J .

clilf, Ll oy < crpmiey).
J- (x-y) ©

Maintenant que (4) est établie, la preuve du théoréme 1 ne présente plus de
difficultés.

Si 1<q<2 (ce cas est suffisant pour les applications que nous avions en vue),
on remarque que

5) G le 9y /4l < c ]

et 1'on en déduit H(Tf)#”2 < C”f“z Comme nous savons a priori que Tf € L2

(car
le noyaude T a été tronqué), il vient, grice au théoréeme de Fefferman et Stein
([2] p. 153, tn. 5)

(6) kw1, = c(1Tro |+ [kl).

Par ailleurs (e) appliqué a I = [—77 ,'17] donne

/T

T T 1
lj_ﬂ(Tf)(x) ax | < 2n (s J_W " a0 sclkll, <cld,

Ceci termine la preuve du théoréme 1 dans ce cas.

Si q=2, onappelle q ; un nombre réel tel que q, >q et 1" on obtient
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par le raisonnement précédent

(7) el < clil .
Deés lors on peut appliquer la décomposition de Calder'o'n—Zygmund pour montrer que
1'opérateur T envoie L1 dans 'L1 faible (le raisonnement fait pour qq= 2

dans le livre de Stein s'étend mot pour mot & notre situation). Par interpolation T

envoie L2 dans L2.

3. LE CAS GENERAL.
Nous supposons maintenant que ’A(x) - Aly) l < ,x-y l . Soit a € €~ (1)
une suite vérifiant lla [|_ <1 et an(x) — a(x) = 3z Presque partout. Désignons par

T, 1'opérateur associé a a : Tn(f) = T(arl , f) et par Ts 1'opérateur tronqué

correspondant défini par

) 1 J‘ A (x) - A (y) ) d
X) = = o
. A ﬂZIX—yIEE sin XT'y e

£(y)
| 172|x—y |Ze tg ﬁ:ry

1
+ 57 an(x dy'
Nous savons d'aprés M. Cotlar que pour tout noyau K(x,y) de Caldero'n—Zygmund,

T*f(x) = sup l JI K(x,y) f(y) dyl vérifie, pour p € ]1 , +° [,

>0
el < Tl
On a donc HTflsz <cC ”f”z Or pour tout €>0 fixé, T: f(x) — TEf(x) etle
lemme de Fatou donne ”T'esz < CHsz.
Or un calcul immédiat montre, par intégration par parties, que Eino T8

existe presque~partout quand f € ‘600(’1‘). 11 résulte du lemme de Fatou que

”T’f”2 < C”f”2 ce qui termine la démonstration.
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4. APPLICATION DE I.A METHODE DU §1 AUX OPERATEURS PSEUDO-
DIFFERENTIELS.

THEOREME 2. Soient n et N deuxentierstelsque n1 et

N>n+ @] + 1. Supposons que p: R x R"” — € soit continue et bornée et que

(a) !bzp(x,ﬁ)isc(1+}£l)—|“| si lal=N, xeRY o teR

et qu'il existe un nombre § > 1/2 pour lequel

() [o% plesh , €) - 5§ plx, &) | = Claog ﬁ)‘gm ey«

pour tout x € Rn, tout € € R" ettout heR" vérifiant lh‘ < 1. Alors

1'opérateur pseudo-différentiel défini par

(©) T = | o6 px ) le) ae

est borné sur LT quand 1<p < 400,

La preuve du théoréme 2 dépend essentiellement du résultat suivant.

PROPOSITION 3. Pour tout couple C2 > C1 >0 ettout p€ ]1,+°° [,

il existe un nombre C3 = C3(C1 ,C2,p) > 0 ayant la propriété suivante

(8) si les fonctions m, : R" »€ (KkEN) vérifient

,mk(x), <1 et Imk(x+h)— mk(x)l < (lég fo_,l)_s’ 'h' <1

et

(9) si les fonctions f, € A®R™)  sont telles que

Support fk(g) c {c12k < el < czzk}

alors
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- 2,1/2 ]
I em ool = cliel ol
k>0 k k p 3 k p

Fixons en effet ¢ = % C, et dcrivons mk(x) = mf{(x) + mi;(x) oll le support de

mf{(g) est contenu dans l‘g’l < 2X tandis que Iml';(x)l <C k_g si k=1 et

]mgl < C. De plus !ml'{(x)l < C pourtout k €N.
Cette décomposition de mk(x) résulte de 1la continuité logarithmique.

Onadonc f(x)= Z mk(x) fk(x) =f'(x) + f"(x).
k=0

Ona f'(x)= Z fl‘((x) ol ff{(x):ml'{(x) fk(x). Le spectre de fl'< est contenu
k=0
C

dans - oK < lg{

C
< (C2 + 71 ) 2k. La théorie de Paley-Littlewood peut étre appliquée

a Hf'”p et 1'on a

Hf'Hp scpH( z lmf{fklz)mﬂp <cll s It

12)172]]
k=0 P y>p K

.
on a évidemment |16 | = (% lmp [2V2(2 |5 00 [3V2 < (3 g, [2)1/2

o o o
ce qui termine la démonstration de la proposition 3.

Pour démontrer le théoreme 2, il est commode d!introduire 1'algébre J% des
fonctions p(¢) € ‘6°°(Rn) vérifiant (1 + , 6‘ > ] 2% p(¢) ] < ch pour tout o« € N

et tout £ € R".

11 est évident que 1'espace vectoriel des symboles vérifiant (a) et (b) est stable
par multiplication par les fonctions p(§) €.JQ‘> . Par ailleurs on peut trouver quatre
fonctions  py(£), py(£), P,(&) et py(£) € telles que
1=py(&) +p,(&) +py(&) + py(£)

support Py © {' gl < 2} ; dans tout ce qui suit I &I désignera 131_12 ] . l .
<j<n

N k k
R, =447 < < 2.
support p1 c EO Rk ou K { < lg| < 2.4 }

support Py < U ng et support p3 c U 2Rk'
k=0 k=0
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Posons p_(x,&)=p(x, &) p_(£) , p,(x,&)=p(x,&)p (&) etc.
On a p(X’€)=po(X,g)'*‘---“*‘pB(X,g)-

Montrons (ce cas sera typique), que 1'opérateur pseudo-différentiel T associé au

1

+ T, + T, il en résultera que

symbole p1(x , £) estborné. Puisque T = T,+T, 5 3

T est borné.
Pour montrer que T, (qui sera noté désormais T) est borné, nous

décomposons p1(x,£)= z qk(x,g) oll qk(x,é) est nul hors de R"XR, (et

k=0
vaut donc p,(x,£) sur R"XR,).
1 k

k

Appelons ¢ une fonction indéfiniment dérivable, égalea 1 sur

1< l&lsz etd 0O horsde =< lgls

W
oo

k
Regardons qk(x,éj) comme la restriction au cube Qk = { 'El < 2.4} d'une
. k+1 PR
fonction 4 périodique (en ¢£).

La série de Fourier de cette fonction est

je%“ m () X, (&)
ol xk’j(éi)=exp(2'iri4—.k'1 j. €).

Si bien que qk(x,g) = X n My (x) Xy j(E) qb(4_k£) sur tout R"xR". Le calcul
Jez ‘s ’

immédiat des coefficients de Fourier m, j donne Imk j(x)l < C(1+ lj I)—N
b 1

et lm (x+h) - m

i ) SC(log,—h&I-)_S(T s ih™N s Il

k,J

Posons Q.x,£)= Z m_ .(x)x .(£)zp(4_k£) et appelons 6. 1'opérateur
J o X377 7k,] J

associé au symbole Qj(x, £).
Définissons f_k par fk(g) = zp(4'k £)1(¢),

g, Par ék (8) =Xy () et glx)= T g ,x).

»J k=0
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Onpassede f a Z gk par le multiplicateur de Hormander

k=0
Z exp(27mi 47K J £) (4™ £). On a donc grice a cette remarque
k=0
kao gk,JHp < p (1+ lJ ,) “f” si n estimpairet €=2 si n

est pair ( B] , P. 96). Enfin C6’3(1":) = Z m, J.(x) - j(x). La proposition 3 donne

k=0
—N+g+§ [
lewl, <c o+l ]
Si N>20 €
Si N>+, |]T1(f)”p Sng H‘l?(f)” p”pr.
La méme preuve vaut pour To , T2 et T 4

[1:' CALDERON, A. P. Commutators of singular integral operators. Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 53 (1965), 1092-1099.

[2] FEFFERMAN, Ch. and STEIN, E. M. HP -spaces in several variables.,
Acta Math. 129 (1972), 137-193.

B] STEIN, E. M. Singular integrals and differentiability propertles of functions.
Princeton Univ. Press (1970).

[4:[ STROMBERG, J. O. Communication orale.



UNE CLASSE D'OPERATEURS PSIEUDO-DIFFERENTIELS BORNES SUR LP(Rn),
1 <1< 4oo,

Shahkar Mossaheb et Masami Okada

(o]

O. INTRODUCTION. Soit p(x,¢) un symbole appartenant a la classe S o
9

C'est-a-dire que
|«

(1) D8 0% pix, &) = c g0r+lely

Alors 1'opérateur T b défini par

2) 0= [ | e*8 pix,6) e) ag
p RN
est borné sur LT pour 1<p < 4o,
Nous nous proposons de montrer que les dérivations par repport a x sont
presque inutiles : il suffira pour obtenir (2) d'imposer aux fonctions
(1+ l I3 l ) lo‘ l bg p(x,£) d'avoir (uniformément par rapport 3 £ € R"), un module de
. 3 7 . V4 [‘ ‘ i l ]"‘1
continuité wa(h) en x majoré par C_ log(2+ h|)) .

Nous présentons tous nos remerciements a Yves Meyer pour ses conseils et

suggestions.

1. ENONCE DES RESULTATS.
Soit p(x,&) € Loo(RnX R"). Posons
lbl,= sw D} ot ) (11 )1

X,&

l o |5n+2
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x o
n 1 n
N n x o) o
olt cx=(o<1,<x2,...,(xn)€N, la‘:jﬁocj, D£=- ol T
651 d &

Nous démontrerons le théoréme suivant.

THEOREME 1. On suppose que

(a) ]pISSM1 < 4oo

® Ip-p | <M@og2-y", ltl=<1, ter
t's 2 m
_O_E pt(X,€)=p(X—-t,€).
Alors on a

(3) HTprI,SCMHf“F , 1<r<+m , £€BR")

ol C nedépendquede n et r et M=max(M1,M2).

La preuve du théoréme sera décomposée en quatre parties. Tout d'abord nous
vérifierons au § 2 que Tp est borné sur L2 . Pour ce faire nous écrirons Tp
sous l1a forme d'une série d' "opérateurs élémentaires" auxquels s'appliquera un
lemme fondamental.

Pour montrer les estimations ol r # 2, il faut retourner au noyau définissant
Tp et appliquer les méthodes de "variable réelle".

Au § 4 nous montrerons que Tp envoie L1 dans L1 faible et cela nous
donnera la démonstration du cas 1<r <2 gréice au théoreme d'interpolation de
Marcinkiewicz.

Pour traiter le cas ot 2 <r < 4o, nOUS prouverons que Tp envoie L%
dans BMO ; nous pourrons alors utiliser le théoréme d'interpolation de Fefferman

et Stein [4] comme dans BJ .
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2. LE CAS L2.

THEOREME 2. Soit p(x,£) un symbole vérifiant les propriétés (a) et (b) du

théoreme 1. Alors Tp est borné sur L2.

Naturellement on peut par régularisation et troncation se ramener au cas ol
p(x,£) EDR"XR™). Ce qui importe est que les constantes C et M dans (3) ne
dépendent respectivement que de n, M, et M2 . Toutes les fonctions écrites

1

ci-dessous appartiendront & la classe & (R"x R™).

PROPOSITION 1. (Cas des opérateurs élémentaires). Soit

1

log ﬁ
t

po(x,€)=k_:% m, (x) p, (§) ol ”mk”oo =1, iuﬁ ]mk(X-t) - mk(X)f <

]t|s1, te R"

”pkHooS 1, supportp, (§) < {ﬁ ;2 < el < 3.2k}, k=1

(4) support p_ g_‘{ii ; IE | < 3}-

Alors Tp est borné sur L2 quand p:po(x,g) etl'ona HTp Hs Cn g‘u_ Cn

ne dépend que de la dimension n.

La proposition 1 est un corollaire évident de la proposition 2 suivante,

PROPOSITION 2. Pour tout entier n= 1, il existe une constante Cn telle

que

3 R w |l |2
(5) ”ki m ()5 (B <c, z kB

lorsque les m_  vérifient les hypotheses de la proposition 1 et lorsque

k

Support fAk(g)c {g ; 2ks l&' 53.21{}.
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La proposition 2 est en fait un lemme de "presque-orthogonalité". Les hypotheses

signifient que les fonctions f_  sont "tellement orthogonales" que multipliées par les

k

fonctions mk(x) qui sont "uniformément plates", elles restent des fonctions "presque-
orthogonales" mk(x) fk(x) .

La preuve de la proposition 2 repose sur le lemme tres simple suivant.

M et

LEMME 1. Soient F(x) et m(x) deux fonctions appartenant a L1 (R

telles que

iA

Support f*‘ c {é‘ : k-2 |§I < 2k+2}

pour un certain entier k € N. Alorsona

©) | [0 P x| = € 0tz [l

ou w(h)= Tulr Im(x-t) - m(x) l , 0<h<1 etoli C ne dépend que de la
o< it |=h

n
_ XxXER
dimension n.

Preuve du lemme 1. On peut trouver deux fonctions ¢ et ¥ €.8(R™) telles que
(7) ¢ €DR™), ¢ soit radiale, Inw(x)dx=0 et 0(£)£0 sur
R
1 .
{Z < l& l__<_ 4} ;

®) e e@)=1 sw {Is<lel=<a}.

La construction de ¢ ne pose aucune difficulté. Pour obtenir ¢, on

prolonge , TPestreinte a 21‘- < , 51 <4, en une fonction appartenant 3 A (R").

'S>|_;

Posons o, (x) = 2" <p(5’f—{) et p (x)=2" zb(fk).

Avec ces notations on a
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Jm0 PO ax = [mGaE # 9, % 0, )0) e
= f(m * @k)(x)(F * zpk)(x) dx. Donc
ljm<x> Fex) ax | < e o | [IF <o, [l < cline g ]l 7l
Comme f o(x)dx =0, ona (mx o )x) = j [m(x-27%%) - mx)] (1) .
On peut dans la construction de ¢ supposer que Support ¢ C { It 1 < 1} ;  sinon
on remplace ¢ par o(Nx), N=1 aséez grand. On obtient alors
H m » <pkH°° <C w(2'k) et la preuve du lemme 1 est terminée.

Preuve de la proposition 2.

On a
H E mkf H2 = j m.(x) mklx)f.(x) fkix§ dx = Re(I +2J) ou
k=0 J.k
I= X m, f dx+2 Z J m m, f f, dx et
k=0 JR" k 'k k=1 JRD k-1 "k k-1"k
o k-2
J= 2 T m m f f dx.
k=2 j=0 1 XK
Leterme I est facﬂement majoré par C Z ka” Nous allons appliquer le

k=0
lemme 1 2 la partie J en posant m(x) = mj(x) fﬁk(x) et F(x)= fj(x) f k(x). On a en effet

Support F < Support fj + Support ch {21{—2 < lgl < 2k+2}

et Im(x—t) - m(x)l < —%—— pour |t] <1

Et donc on a

© k-2
<cz z Mt <c zd i
bl=e & %tk =c 3¢5

On sait (Hardy et Littlewood) que pour toute suite X0 KEN, de carré sommable, la
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X +...+X
suite y, = _9_121_1__5 , k€N, estausside carré sommable.

onadonc lsl=cr = [t [B.
n a donc Z e

La preuve de la proposition 2 est terminée.

Réduction aux opérateurs élémentaires.

La réduction d'un opérateur pseudo-différentiel défini par un symbole classique
en opérateurs pseudo-différentiels élémentaires a été exposée par Y. Meyer B_] . Nous
ne pouvons renvoyer le lecteur a ces notes non encore publiées et, pour cette raison,
nous allons décrire ci-dessous cette réduction.

Dans cette décomposition, aucune condition de continuité par rapport & x n'est
nécessaire.

400 K
Soient u,v € HMRT) telles que support p [1 ,3] , ZH(2Tx)=1 si
-0
x>0 support Vv c [1,4] , V=1 surlesupportde u.
K K e
Posons 6,(¢6)=n@*[el), T (0)=ve¥le]), 6 (6)=1-% o, (8.
—~00
Appelons 'ro(&) une fonction de DHMR™) égale & 1 sur le support de 60.
Alors une premiere décomposition de _p(x, £) s'éerit
[e o} [oe}
p(x,€) = p(xyg)ek(g) = Z pk(xyg)-
k=0 k=0

Regardons pk(x, ¢) comme une fonction définie sur le cube

Q= {E ; , €j l < 2k+2, i=1,... ,n} . Alors pk(x,g) est développable en série de

Fourier : p,(x,£)= egz" Py, e (x) xk’e(E) ol xk,'e(€) = exp(z_;ifé &) et

1 —_—
pk,e(x)=2_n-(_—k-l-37 JQ Dk(xyg)Xk’e(g)dg-
k

Comme 7, =1 sur le support de pk(x, .), ona
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P, €)= B B E) TE)= BT my g0y o (8) T 8).

Désignons par D (x,£&) 1le symbole élémentaire
oo
= X
my (%, €) A Py, 0 X)Xy o T E)
et posons TB = TWe .
Alors T = Z T, .
P pez" ¢
Nous allons estimer la norme de 1'opérateur TB . 11 suffit de considérer le cas
40 car T, est borné sur 1.2 (proposition 1).

De méme nous allons appliquer la propositiond pour montrer que

2 2%

CM n . N P
”T H y ez’ ce qui suffit a prouver le théoreme 2.
2,127 g e[

Pour cela nous allons majorer ”pk ) (x)Hw. On a
b

(10) Hpk,euoos cm, [B1™N pour tout N2 1; C=Cy.
De méme on a
| ™, |
(11) )S(l’ll[: ka’e(x—t)—pk,e(x)} < IBIZN oo s |tl < 1.
Tt

Pour obtenir (10) on se reporte a la définition des coefficients de Fourier Py (x)
b
donnée par (9).
 On remarque d'abord que pourtout N =1, ona

-2kN

[N px, )| < vy 2 puisque  p,(x,£) = p(x, &) 6 (27 £)

et 60 € HR") (les calculs sont immédiats compte tenu des hypothéses sur
bz p(x,£)). Ensuite un certain nombre d'intégrations par parties dans (9) donnent le

résultat désiré. La preuve de (11) est analogue.
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La preuve du théoreme 2 se termine par la remarque que

bl e 2= 20l o

3. METHODES DE VARIABLES REELLES (estimation du noyau).

LEMME 2. Définissons K(x,x-y) =fe1(X_Y)‘€ p(x,£)d¢. Alorsona

I l CM1
(12) K(x,z)| < ,—Z—Fl

CM1
(13) v, K(x,z)lsfZITH
CM
() ko) ko) | < et el
' Z ].Ogm
et
C. M
(15) lK(x,z)lS NN , |z|21.
z

Ceci pour tout entier N2 1. Les constantes C (et CN) ne dépendent que de la

dimension (et de N).

Le lemme 2 est tout a fait classique et s'obtient en tronquant le symbole compte
tenu de la taille de z. Soit x €DHR™) une fonction radiale égale & 1 sur Ix[ <1
et dont le support est contenu dans Ix l < 2.

" Ona K(x,z)=I+J ou I=jeiz'g X ( ‘z|£)p(x,£)d£ et

J.-.feiz-% _x(lzle) pix, £) at.

Par définition de x, ona, de fagcon immédiate
ils i, €)lag <
Il =< p(x,&)!d§ < .
= [z]n
2]

Pour traiter J, on fait un certain nombre d'intégrations par parties :
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1 iz N [y
J—JW—N- e bea M {0x(lzlen o )} ae

1 iz. £ _« B
_ | c [ ep%(1-x(lz ) DP pix, ) at.
z|2N 'oc|+?/3|=2N o"B‘f ¢ ’ ¢

Quand o =0, ’BI:ZN etsi 2N>n, ona
[ 28 -x(llen D pix, £y at | <

M, (14 ey N ge < M, |z 2N

Jdarl

Pour o#0, onremarque que |D2(1-x(|z|£))'sclz‘tal si
L < lg I < 2 et vaut O sinon.
AR ;
Finalement 'J\ID‘ZU -x(lzlﬁ))Dg D(X,i)ldg <
j lz“o‘ICM1(1+[§I)_IB|d£SCM1 |z |+ 2N

Z1 sfelslzi[

L'estimation (13) s'obtient de fagon analogue. I1 en est de méme pour (14) et (15).

En écrivant K(x,x-y) = K(x,x-y) x (x-y) + K(x,x-y)(1-x (x-y)) on voit tout de
suite que le second noyau définit un opérateur borné suffous les LP , 1= p< oo,

Il suffit donc de s'occuper des noyaux K(x,z) vérifiant (12), (13), (14) et

(16) support K(x,z) c {(x,z) :x € R? , izl < 1}

(17) ”Tf ”2 <M Hf”z quand

(TE)(x) = fr«x , x-y) (y) dy.

Dans ces conditions on a le résultat suivant.

THEOREME 3. Si le noyau K(x,z) vérifie les propriétés (12), (13), (14),

(16) et (17), alors 1'opérateur T correspondant est borné sur Lt pour
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1 <1< 40,

La preuve du théoreme 3 occupera les § 4 et 5 ci-dessous.

4. EXAMEN DU CAS 1<r<2.

On a le choix entre deux méthodes.

On peut facilement montrer que (12), (13) et (17) impliquent que T envoie

1 1 . - - / - [ ]

L. dans L -faible. Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration de (71,
p. 30 a 33.

On peut aussi montrer que
(18) e [l < c [kl

1 H1

En effet f se décompose en fonctions atomiques

o0
f(x)= T a, 0(x) , z la | <2 el
ol J(p.(x)dx=0, support<p cQ et de plus ”<p H _I—l Les Q sont des

cubes et 1'existence d'une telle décomposition est prouvée dans [é] Appelons dJ
la longueur du cdté de Qj’ y; son centre, "2Q:i le cube "double" de Qj et enfin

IQ., lamesurede Q.. Ona J ‘qu.(x)]dx=j |T<p.(x)ldX+
j i R" ] 20, 3

J _ lK(x,x-y) <pj(y) dy !dx. Pour estimer le premier terme, on utilise 1'inégalité
[20. 1€
]
L2 pour T.

On a J;Q.ITcpj'\dxs }2le1/2 HT<pJ.H2 < CM.
]

Pour le second terme, on a, pour tout x & ZQJ
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’JK(x,x—y) ¢>j(y) dy| = |J[K(x,x—y) - K(x,x—yj)] wj(y) dy]

Caq IX-—yj ~n-1 fQ. |<pj(y) ldy < ¢ d IX...yj |-n-1
J

On remarque enfin que d. J ‘x—y. l“n_1dx < C.
J '|x-~y:i lZd. J

J

Et donc |IT fH1 < :2% |aJ.|HT<ij1 < CM ozolaj| < cMHfHH1.

1

J

5. LE CAS 2<r1 < 400,

Gréce au théoréeme d'interpolation de Fefferman et Stein Pappélé ci-dessus, il
suffit de démontrer que T envoie L” dans BMo.
Soient Q un cube de centre Xy 6 le cube double, 16 la fonction carac-

téristique de Q, feL”, t,=flg et f,=f-f. Ona évidemment
JQITf1 lax < lolV2lre [, < T2 Mk |, < culollkl,.

Pour montrer que Tf appartienta BMO, il suffit de vérifier que
Tt (x) - T8, (x ) lax < emlal
2 20
Q
On a

J'Q ‘sz(x) - TfZ(Xo) Idx = .J; IJK(x,x—y) - K(xo,xoay) fz(y) dy Idx <I+J ou

I= JQJ 'K(x,X—y) - K(x,xo—y) Hfz(y) Idy dx

et J= J; J lK(x,xo—y) - K(xo,xomy) Hfz(y) ]dy dx.
Ona, si d désigne le coté du cube Q,
‘fz(y) |

I < CM1de{J‘————-In—+1 dy < C'M, IQleHOO..
X -y

0_"
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En ce qui concerne J, on peut supposer d= 1 ; sinon sz(x) =0 pour tout
X €Q d'apres (16).

On a donc, gréce a (14),

|-n 2n -1 ' o
J =< CM2 jQ‘ﬂXO~~ylST lf2(y)on-yl (log[:XO—I)A dydx <C MZIQ’. Ceci finit

la démonstration du théoréeme 3.

Remarques. Il est facile de montrer que les conditions

2 )’1/ 2 n'entrainent pas que 1'opérateur T _ soit

XD“S<+°°, lp—ptls < C(log ) D

borné sur IL.°. Mais nous ne savons pas ce qui se passe si Plg < +oo,

!p—pt,s < C(log [—f—l-)_s, %< €< 1.
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UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE J. DELSARTE

par Alain Yger

I. INTRODUCTION.

Soient u 1 et Ko deux distributions a support compact dans R2. Un probleme
ouvert de la théorie des fonctions moyenne-périodiques de deux variables est de savoir si
les solutions élémentaires du systeme f % My=0 et fxu,=0 forment une partie totale
dans 1'espace vectoriel de toutes les solutions indéfiniment dérivables de ce méme systeme ;
une solution élémentaire est, par définition, une solution de la forme f(x,y) =
P(x,y) exp i(ux + vy) ol (u,v) € C?.

Sous cette forme, le probléeme posé n'est toujours pas résolu. Dans certains cas
particuliers, la réponse est connue. Par exemple Delsarte a prouvé qu'il y a totalité si
Ky et Ko sont toutes deux la somme de quatre masses ponctuelles portées par les sommets

d'un carré et d'une densité suffisamment réguliére étendue a 1'intérieur de ce carré. De

a1_b C d

1 1

o by ¢y 4

masses ponctuelles de Ky et K, aux quatre sommets A , B, C et D ducarré

b

plus Delsarte considérait la matrice (
a

1) dont les lignes sont les quatre

(dont les cotés sont AB, BC, CD et DA) ; il faisait 1'hypothése que les quatre déterminants
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" (associés aux cotés) sont tous différents

de O.

Notre propos est d'étendre le théoreme de Delsarte au cas d'un polygone convéxe
et compact. Par polygone convexe et compact nous entendons une partie compacte P du
plan affine qui soit une intersection finie de demi-plans fermés ; nous supposerons que P
n'est pas un segment car dans ce cas les hypotheses faites au théoreme 1 entrainent que la

seule fonction f vérifiant f x Bq= fx Koy = O est la fonction nulle.

2. ENONCE DU THEOREME 1.

THEOREME 1. Soit P un polygone convexe et compact du plan affine dont les n+1

sommets sont - Ao’ A1, cens An et les n+1 cltés sont A0A1’ ceey An—1An et AnAO.

Soient u et v deux mesures de Radon complexes ayant les propriétés suivantes

(1)les supports de 4 et v sont contenus dans P

(2) en notant a:i (resp. bj) lamassede pu (resp. V) en Aj’ on a

-— < 3 < - . [ .
ajbj+1 aj+1bj #0 pour O0<j<n; avec la convention que 1'indice n+1 est O.

3) u et v ne chargent pas les cdt€s ouverts ]A. A. [ (0=j=n):

j]Aj’A. all- j]Aj,A' alv =o.

j+1 j+1

Alors les solutions f(x,y) = P(x,y) exp i(ux + vy), P€EC [X,Y:] , f(u,v)e ¢’ systéme
(4) fxu=f*xv=0

forment une partie totale dans 1'espace vectoriel des solutions continues de (4) ; la topologie

étant celle de la convergence uniforme sur tout compact.

Le cas examiné par Delsarte était celuiol P estlecarré 0<x=1, 0=<y<1;
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alors si D désigne le rectangle 0<x<2, 0<y=< 1 ; ilestfacile de prouver [4])
que toute fonction g € L2(D) est la restriction 2 D d'une fonction f € L.lzoc(Rn)
vérifiant (4) presque-partout. Cette observation conduit d'ailleurs a une preuve trés simple
du théoreme de Delsarte. Nous ne savons pas si 1'on peut trouver, dans le cadre du théoréme

1, un tel domaine fondamental D.

3. UNE PREMIERE REDUCTION ET LE PLAN DE LA DEMONSTRATION.
Traditionnellement, on démontre par dualité les théoremes de totalité. On peut

fOC(RZ)) de (4) & é&tre indéfiniment

évidemment ramener une solution continue (ou dans L
dérivable par convolution avec une approximation de 1'identité. Nous prouverons la totalité
dans l'espace LCQ, des fonctions indéfiniment dérivables (sans conditions de croissance)
dont le dual est 1'espace ‘é‘ des distributions a support compact.

I1 est classique d'observer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes
pour une distribution 7r€ ‘é'

(5) pour toute solution élémentaire f(x,y) = P(x,y) exp i(zx + wy) du systeme (4),
7% f =0,

(6) pour tout point P, = (zo,wo) € (32, il existe deux fonctions holomorphes au
voisinage de Py Ap (z,w) et Bp (z,w),  telles qu'au voisinage de Py on ait

o o
T(z,w) = Ap (z,w) u(z,w)+ Bp (z,w) v(z,w) ; dans tout ce qui suit le signe " désigne la
o o
transformée de Fourier complexe.

Montrer la totalité des solutions élémentaires revient a démontrer que pour toute

distribution T € &' 1la condition (6) entraine que T appartient 4 la fermeture (pour la
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topologie 0(&',6)) del'idéal u »E' +v x&'.

Nous allons prouver que cet idéal est fermé.

THEOREME 2. Soient 4 et v deux mesures vérifiant les hypotheéses du théoreme

1. Alors 1'idéal 3: pxE v B de %' est fermé pour la topologie o (B ,%)

et les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour toute distribution 7€ &'

(@) reJ

A

wo) € CZ, 17(z,w) appartient & 1'idéal ©Ou+ Sv ; &

(b) pour tout P, = ( o

désigne 1'anneau des germes de fonctions de z et w holomorphes au voisinage de Py

Naturellement (a) est équivalent a la propriété

(7) il existe deux fonctions entieres A(z,w) et B(z,w), satisfaisant les condi-
tions de croissance du théoreme de Paley-Wiener et telles que
;'(z,w) = A(z,w) /:L(Z,W) + B(z,w) lAJ(z,w).

11 est évident que a) =>Db).

Pour montrer que b) = a), il faut choisir pour chaque p o € C2 des coefficients
Apo(z,w) et Bpo(z,w) qui puisse se recoller en des fonctions globales A(z,w), B(z,w)
entieres et vérifiant les conditions de croissance du théoreme de Paley-Wiener.

Ce recollement se fera en deux temps.

I. A 1'aide du théoreme des voisinages privilégiés de A. Douady, nous allons trouver
deux nombres réels r>0, R> 0, un-ehtier gq=0 etuneconstante C2> 0 tels que,
pour tout p_ € Cz, 1'on puisse construire deux fonctions Ap (z,w) et Bp (z,w),

o o

holomorphes au voisinage de {l z-2 .s r; l W-w ls R} et vérifiant, sur ce voisinage,
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(8) T(z,w)=A_ (z,w) ulz,w)+ B_ (z,w) v(z,w)
Po Po

et

(9) sup ‘Ap (z,w)l+ pr (z,w)} <

|z—z <r et \W—W iSR o) o)
o) o}

C(1+Hp§“)q . C( lsm z l+ bm W )).

Ii. A 1'aide d'une méthode due a Ehrenpreis nous recollerons les décompositions

obtenues au I pour obtenir A(z,w) et B(z,w).

4. LOCALISATION DU SPECTRE.

Le spectre A associé au couple (u,v) estl'ensemble des (z,w)€ C? tels
que /Z(Z,W) = lAJ(z,w) = 0. Nous allons montrer que A est contenu dans une bande
horizontale ‘3m Z ‘ =C, wm w l < C.

Cependant, dans la discussion qui précedera 1'application du théoreme des voisinages
privilégiés de Douady, il sera important d'associer au couple (u,v) tous les couples
(Xe, xv) ou x € Hom(RZ,T) =G ; G estle groupe, isomorphe a R2, de tous les
caracteres éontinus sur R2.

'Pour tout x€G, soit A_ 1'ensemble des (z,w)€ C2 téls que

X

(xp) (z,w)=(xv) (z,w)=0. On a alors le résultat suivant.

LEMME 1. 11 existe deux constantes T et T

1 et T, telles que, pour tout xc€G,

AX soit contenu dans Bm Z ‘ < T1 et - |5m W |s T2.

Nous aurons, en fait, besoin d'un résultat plus précis nécessitant des notations

supplémentaires.
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Soit (i') , j’ ) un repére orthonormé du plan euclidien. Pour tout vecteur unitaire

> 2 e >
U =cos 0i+sinfj etpourtout o> 0, le secteur angulaire ouvert S(x(u) est défini
par xsinG—ycos@’<oc(xcos@+ysin6).

On peut alors énoncer.

_)
LEMME 2. Pour tout vecteur unitaire u, on peut trouver deux constantes complexes

¢ et d etdes nombres réels strictement positifs «, 6, C1 et C2 tels que

viz,w) € 62, les conditions (Smz ,Imw)e Sa(a) et Jmzcos 6 +dmwsin 6 > C,

entrafnent, V x€G,

(10) lc(xu )A (z,w) +d(><v)A (z,w)l > § exp [—CZ(Sm zcos 6 + Jmw sin 6):[ .

Avant de prouver ce résultat nous allons en déduire un corollaire. Posons
5 2 1/2
Iﬁm z, Jmw | = [(Jm z)* + (Jm w) .  Le second membre de (10) peut alors é&tre
remplacé par Sexp [:—CZ ‘Jm VA ,J mw [I . Ensuite on peut recouvrir R/Z par un nombre

’ rd
fini de secteurs ouverts de la forme Sa(u). Quitte a replacer C1 par une constante T

plus grande, on a le résultat suivant

COROLLAIRE. Il existe une constante 61> 0, une constante C3 >0, une

constante T > 0 et unensemble fini F de couples (c,d)€ C2 tels que V(p,q) € z°

vérifiant p2 + q2 = T2, il existe un couple (c,d) € F ayant la propriété suivante :

Vx eaG,

I5mz—p‘ <1 et lﬁmw-ql"s 1= 'c(xp,)A(z,w)+d(xv)A(z,w)'

= 61 exp[—(’j3 \3mz ,3mwﬂ.

Pour prouver le lemme 2, on peut évidemment se ramener au cas o 6 = 0.
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Deux cas se présentent dans la preuve du lemme 2.
Ou bien il y a un seul point de P d'abscisse maxima ; alors ce point est un sommet

et, quitte a réordonner les sommets, on pourra supposer que ce sommet est AO. Si a

(lamassede u en Ao) est £0, onchoisit ¢=1 et d=0. Onaalors, en appelant

X, et Yo les coordonnées de Ao et €> 0 un nombre qui sera fixé dans un instant,

~

ulz, w)‘e la lexp 5mz+y3mw)-1—

ol I=Jexp(x 5mz+y5mw)d’u|(x,y) et
PQ{XSXO—E}

J = jPﬂ{x ey }exp(me z+yJmw)d ‘ul (x,y).

On peut trouver « > 0 tel que si ]s!Soct onait V (x,y)€P

txo+sy02tx+,sy. Si me‘Schmz], on obtient
Jsexp(x05m2+y03m W)IM'(P ﬂ{xo—e<x<x0}) <

1|a lexp 3mz+y Smw), si € estassez petit.

Enfin, quitte a choisir «> O assez petit, on pzut trouver un 7 > 0 tel que,

2

Vv (s,t) € R, ls l < ot implique sup }tx' + 8y < (1—17)(tx0- + syo). On a donc

PN+ x<x o€
I< Cexp I}l—‘n)( Jm z X, + Jmw yo):’ < % ‘ao | exp(x0 Jdmz + Yo Jmw) ; ceci si
mmwl ochz et szZC1.
Le second cas est celui oll deux sommets (disons AO et A1) ont la méme abscisse
maxima. On forme alors b1/.z - a1u qui ne charge plus A1 mais-dont la masse en Ao

est aob1 - a1b0 # 0 et 1'on applique & cette nouvelle mesure un raisonnement analogue au

précédent.
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Pour énoncer le lemme 3 ci-dessous, quelques notations supplémentaires sont
nécessaires. Ecrivons

U= a.éA‘+p

1
1

bi 5A.+0 ;

n
z
0
n
z
o i

les hypothéses faites sur p et v signifientque p et o sont portées par 1'intérieur

de P.

LEMME 3. L'ensemble © des couples de fonctions entiéres sur 62 :

i:(x ) (z,w), (xv) (z,w) : ol x € Hom(R2,T) est relativement compact pour la topologie

de la convergence uniforme sur tout compact. Soit I' le sous-groupe de R2- engendré

par A, A;,... et A ; T n'estpas nécessairement fermé. Soit Hom(T',T) le

groupe de tous les homomorphismes de T dans T. Alors pour tout couple (F,G)

appartenant & la fermeture X, de &, il existe un Xo € Hom(T',T) et deux mesures

Py et O portées par 1l'intérieur de P et telles que

A A

n
F = (x Za.GA) +P, et G=(x02bi6A) +0
o o i

La premiére assertion du lemme 3 est immédiate. Puisque Ix’ =1 etque u et
v ont un support compact, toutes les dérivées de (xu )A et (xv)A sont majorées,
uniformément par rapport & x. Le théoréme d'Ascoli montre que & est relativement
compact.

A

si (F,G)ed,, il existe une suite Xj € Hom(R2,T) telle que F = lim(xju) ,

A

G= lim(xjv) ;  le groupe Hom(T',T) est métrisable et compact et 1'on peut extraire une

sous suite £J. des Xj convergente sur - I' vers y o
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On peut enfin, quitte a extraire des sous-suites, supposer que £jp > P, dans

la topologie O'(L2d {p‘ , L2d ‘pl ) et faire 1'hypothése correspondante sur gjor . Alors
[ € L2(d |p| ) ; cela entraine que Py soit absolument continue par rapport a la mesure
d l pl et donc que tout ensemble de mesure nulle pour d lp‘ le soit encore pour lpo l .
En particulier p‘o est portée par 1'intérieur de P. Le méme raisonnement s'applique
a o o

LEMME 4. ‘Les couples (z,w) € c? tels que /.At(z,w) = ;(z,w) = 0 forment un

ensemble discret.

Pour tout couple w = (F,G)€ b6, nous désignerons respectivement par 'U’w
1'ensemble des couples (z,w) € e tels que F(z,w)=G(z,w)=0 et par 219:0 c U:U
1'ensemble des points non isolés dans ?920 ; puisque l9-w est fermé, l(}c’u est aussi
1'ensemble des points d'accumulation de l}w.

Soit E= U wZo et soit 7(E) 1laprojectionde E sur la droite complexe des
WEN

Nous allons successivement montrer que Ev est fermé dans € et ensuite que E
est ouvert dans €. Soitnous aurons E =0 et le lemme 4 est prouvé ; soit E =€
mais cette derniere assertion est incompatible avec le lemme 1. Il convient ici de remafquer
que 1'inégalité obtenue ou lemme 2 est encore vérifiée si 1'on remplace Exu )A ,(x v)AJ
par n'importe quel couple (F,G) € 5. Cela implique que le lemme 1 soit applicable, sans
changer T, ou T, pour tous les (F,G) € o6. En particulier 7(E) est contenu

dans la bande‘ wm Z ' =< T1.
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(«) 7(E) estfermédans C.

Soit (zn , Wn) une suite de points de E telle que z,» € € €. 1l existe donc

(zn,wn) =0, Puisque ‘ Jm W I <T

n 27

une suite (Fn , Gn) € telle que Fn(zn,wn) =G
on peut écrire wo=0 +iT, ol c ER et "rn | =T,. Or (F,G)e )X entraine,

pour tout ¢ réel, (FOr , Go) € ou Fc(z,w)= F(z , w+o) et de méme pour G, -

En effet, cette translation réelle correspond, avant transformée de Fourier, a la multiplica-

tion par x =e ?Y. On peut donc former une nouvelle suite (F‘rl , Gn) € b telle que
F‘n(zn , iTn) = an(zn , i‘Tn) = 0. Quitte A extraire une sous-suite, on peut supposer que
Fn -3 ’15’ et an »E uniformément sur tout compact de C2 tandis que (Zn , i'rn) >

(¢ , iT). Par hypothese (zn , iTn) est un zéro isolé du couple (i;n , En) € Jd. Mon-

trons alors que (£ , iT) est un zéro non isolé de (E , E). Cela résulte d'une consé-
quence tres simple du théoreme des voisinages privilégiés de A. Douady (§ 5 ci-dessous).
Soient ¢ et ¥ deux fonctions analytiques au voisinage de 0 € C2 telles que
©(0,0) = ¥(0,0) = 0 mais que la multiplicité d'intersectionde ¢ =0 et $ =0 en O
soit finie et égale & m. 11 existe alors un voisinage compact V de O dans C2 et un
€ > 0 tel que, pour tout couple 1 e,b1 de deuxv fonctions analytiques au voisinage de
V, les conditions Slil}) ](p - 94 ls € et S{l/p Itb - zp1 ‘ < € entrainent que le nombre de
points d'intersection de ®q= 0 etde 4)1 =0 dans V (comptés avec leurs multiplicités) -
soit exactement m.

En appliquant cette remarque a ?,= ’1:“" et z/J1 = /C\}/, on en déduit que
(¢ , iT) ne peut étre un zéro isolé de (ﬁ , E) : sinon la multiplicité d'intersection en

facd

(€ , iT) de ce couple serait finie et il en serait de méme pour le couple voisin (F‘rl , an).
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B) m(E) estouvert dans C.

Supposons que (z WO) soit un zéro non isolé d'un couple (F,G)€ XK.

fe) ’

En vertu du lemme 1, il ne se peut pas que F(zo,w) = G(zo,w) =0 pourtout wEC.
On peut, par exemple, supposer F(zo;w) non identiquement nulle. ILe théoréeme de

préparation de Weierstrass donne une décomposition

F(z,w) = Bw-wo)m + a1(z)(w—w )m—1 R am(z):| U(z,w)

(o]

).

oll aj(zo) =0, 1<j<m etol U(z,w) n'est pas nulle au voisinage de (zo,wo
On a une décomposition analogue pour G(z,w) avec éventuellement un terme en
(z - zo)p en facteur.

Si (z Wo) n'est pas un zéro isolé du couple (F,G), le discriminant A(z)

07

des deux polyndmes de Weierstrass est identiquement nul : 7(E) est donc ouvert.

5. LE THEOREME DES VOISINAGES PRIVILEGIES DE DOUADY.

Nous 1'énoncerons sous la forme d'un lemme.

LEMME 5. Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels strictement positifs, P

le pavé de C2 défini par ,x‘Sa, ]y!Sb, IQISC et In'sd avec

~t
Zz=Xx+1iy, w=§ +in. Soient a1>a, b1>b, c,>c et d>d et P le

1 1

pavé "dlargi" défini par a; , by, ¢y et d,.

~ ~/
Soient M et N € ©(P), deux fonctions analytiques au voisinage de P,

~
n'ayant qu'un nombre fini de zéros communs sur P,

1) Il existe alors un €> 0 et une constante C > 0 tels que
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. ~L ~c o~z ~
VM€ aP), V N, € dP), VAEYP), VBEHAP), Iles conditions

sup IM1—M‘S€, sgpIN1—N|Se et AM1+BN1=O au voisinage de P
P P _

impliquent 1'existence de H € &(P) tel que sup [H| < C sup( lA [+ lB ’) et
— P P -

A=-HN, B=HM sur P.

2) Les hypothéses sur M1 et N1 étant les mémes que dans la partie 1,

~
VFE€E M16('15') + N1O(P), FAcOP), IBEHP) telsque F=AM, +BN, sur P,

1 1

suplA!SCs,gp!Fl et sup ‘BISCs{gp'FI.
P P P P

Ce lemme est une conséquence tres simple du théoreme des voisinages privilégiés
de Douady. 11 s'obtient en deux temps : une version locale est exactement le théoreme des
voisinages privilégiés. Ensuite on recolle les de’compositibns locales obtenues par une
méthode canonique.

Soit S = {peP : M(p) = N(p) = O}. Pourtout p€ S, p estun zéroisolé

de M et N, demultiplicité m_. Il existe donc une base Q. , ..., Q ’

p 1,p m,P
formée de polyndmes, de 1'espace vectoriel G'D/ Me’p + Nefp, dont la dimension est
mp ; Gp désignant 1'anneau des germes de fonctions holomorphes en p.

Soit Vp un voisinage privilégié de p, contenu dans P. En employant les
notations de Douady, appelons pour tout compact K c C2, B(K) 1la fermeture de
®(K) dans $B(K); une fonction ¢ € B(K) est par définition la limite uniforme sur

K d'une suite de fonctions holomorphes au voisinage de K.

Le théoréme des voisinages privilégiés fournit une suite exacte directe

m
0 —> B(Vp) > B(Vp) o B(Vp) ec P — B(Vp) —>0
D p

o u (f)=(-Nf, M, 0, ..., 0)
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v (f,g,A

D 1,...,)\m)=Mf+Ng+)\1Q1,p+...+k Qm D’

m
Y p P
Si conservant Vp et donc les espaces de Banach de la suite exacte directe, on remplace

. N ~
cela revient & changer u, et v en T et ¥

M par M, et N ar N
P p p p p

1 1’

tels que Hu b~ ﬁ’p” <Cg et va - Vp” < Ce; les normes sont celles des applications
linéaires correspondantes. On conserve, si € est assez petit, une suite exacte directe.
En particulier la dimension de 1'espace quotient B(Vp)/M1B(Vp) +N 1B(\/p) reste

égale a mp ; ceci prouve que le nombre de points d'intersection de M1 =0 et N1 =0
sur \/'p est égal a mp (\/'p est le produit de deux disques tels qué ] M ' + IN '

ne s'annule pas sur pr ; si €20 estassez petit il en est de méme pour

1M1 ] + 'N1 ' ). Ceci prouve la remarque dont nous avions besoin au § 4 relativement

a 1'invariance de la multiplicité d'intersection par petites déformations.

La premiere partie du lemme 5 est maintenant immédiate. On recouvre P par

~
les intérieurs des voisinages privilégiés Vis ey VN contenus dans P. Si
"o
AM1 + BN1 =0 auvoisinage de P, onpeut, pourtout j=1, ..., N, trouver I—I‘_j

telque A=-HN, B=HM sur V. avec sup
] ] ] V.

o J

Montrons que les Hj’ restreints a Vj , définissent tine fonction holomorphe H. En

HjlscS%p(lAMB)).

0O _0
effet sur Vj ﬂ\/’k, on a H:i = Hk sauf, éventuellement, sur 1'ensemble fini des zéros

o 0 0
communs a M et N ; cela implique H:i =H, sur tout VJ N Vk.

k

La seconde partie est un peu plus délicate car 1'écriture F = AM1 + BN1 n'est

as unique. On choisira d'abord sur chaque V. 1'écriture "économique"
p i

I:‘=Ajl\./l1+Bj1\I1 telle que sg/p.]Aj‘ + !BJ.! SCS,PF,P IF
J

avec contrdle de normes, les couples (Aj , Bj), 1< j<N.

; . pour ensuite recoller,
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Bien que cette derniere opération ne présente aucune difficulté sérieuse nous

allons la décrire soigneusement car elle sera reprise telle quelle au §6 .

Désignons par R(p,5), p€ C2, 6 > 0, le polycube défini par lx—po ‘ <90,

|y—p1‘55, lé-—pZ‘SG, ln—pBISG ol p=(po+ip1,p2+ip3)€C2 et

(z,w)=(x+1iy , £ +in). On peut, grice au lemme de Lebesgue, trouver un 6 > 0’

assez petit pour que, Vp € P, R(p,8) soit contenu dans 1'un des Vj’ 1<j<N.

Posons €= 10_36 )

Considérons les points "génériques" o = (« oy Oy O, 0(3), 01‘1' %, € Ze, tels
que « € P. Pour chacun de ces points, on considére 1'hypercube R(ax,6); sur
chacun de ces hypercubes on a une décomposition F = AO‘M1 + BO‘N1 ou

sup lAa] +|BO“ SCS’LJDIFI.
R(x, 5) P

Le programme de ce qui suit est de remplacer progressivement les couples

(A%,B%) qui dépendent des quatre indices a, Oqy &, et «

3 par des couples

(A%, BY) telsque F=A

1 B4 *M, + B vérifiant sup (lA?’ +‘Bc1x’) <

b
L R(x, 6- €)

C, syp ‘F ’ mais ne dépendant plus de o On s'affranchit ensuite de la dépendance
P

17 puis de celle en o et enfin de celle en oc3 . On a alors une décomposition
globale F =A1\/I1 + BN1 telle que SFL’lp( 'A 1+ lB l) = C syp IF l .

Nous nous contenterons de décrire la fagon dont on remplace les couples (AO‘,BO‘)

en o

par des couples (A? R B?) ne dépendant plus de a,. Les autres étapes sont similai -

res et laissées au lecteur.
" . I d 7 k3 — ' —
Pour tout "point générique" « = (oco, &ys %, or3), posons «' = (0(O+€, Xqs Oy, <X3)-

1 '
Dans R(x,86)N R(x',8), ona A% M, + B% N, = /—\O{]\/I1 + BO‘N1. Posons

P, = R(ax, 6-e) N R(«',8-€) et ’}go‘ =R(x,8) N R(«',6). La premidre partie du lemme
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g x
5 peut étre appliquée au couple (Poc s Poc) et montre 1'existence d'une fonction E7,
| ‘ 1
holomorphe au voisinage de ch et telle que AY A% —EO‘N1 , B® -B%= EO(M1 .
Ecrivons le pavé P_ sous laforme P'xP" ou z€P' et wegP",
« a” o « x
Désignons par DP& la frontiere de P<'x’ par Goc 1'intersection de DP& avec
< 14 1 1 - . 5 1
X= et par Doc 1'intersection de bPo: avec x. ua,. En fait, Poc’ Goc et Dcx
ne dépendent que de o et oy tandis que Pg‘ ne dépend que de %, et oc3.
Enfin, on désigne par 1“0( 1'ensemble des (z,w)E P telsque x= oco+5—2e,
Iy—o&1|S6-2s, lg-«zl <6-¢€ et ‘n—%lsﬁ—e; Aa‘estdeflmde
fagon analogue a la différence pres que x = a, - & + 3e. On commence par écrire,

«
pour (z,w) appartenant a 1'intérieur de Poc’ EXz,w) = 1 j E(E,w) d¢ =

271 oP -2
x x
2711[ E (£,w) a¢ - 2—,1”—1 f E(—C’—V—V)—dc =E°‘(z,w) -Eg(z,w)
Doc -w G, -z g
ol Eg est holomorphe dans un voisinage de 1“0( et Eg au voisinage de Aoc' Enfin
on a
sup IE“'SCsup‘F] et sup'Eg’SCsup‘Fl.
r g p A p
x (o4
On pose alors
A=a%:( © EB- z EBN
L B =2ux g B <« o
o 0 o o
et Bf=B*-( T > Eg)lvl1

A o= % ° B 0~%
avec la convention que B = (Bo, xys %y 0(3) est un point générique (appartenant a P
et dont toutes les coordonnées appartiennent 4 Ze) et que la sommation est remplacée
par 0 s'il n'existe pas de points génériques B tels que BO > a (ou B o < oco) .

On vérifie sans peine que A? et B? ne dépendent plus de x5 3 il suffit pour
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1 !
cela de s'assurer que A? = A? et B? = B? . De plus, on a évidemment

M1A?+N1B‘1" =M1A°‘+N1B°‘=F. Enfin sg:p(’/—\‘ﬂ +]B‘ﬂ) <C s%p 7. cette

«
derniere propriété tient a ce que P est compact et que toutes les sommes écrites sont

finies.

Il reste a itérer le procédé employé en faisant cette fois varier a5 oy et o
restant fixés et ainsi de suite. Les constructions employées sont semblables a celles que
nous venons d'utiliser a cette différence pres que dans la définition de R(x, §) etde «,
il n'y a plus de conditions portant sur x=Re z et -

Ceci acheve la preuve du lemme 5.

6. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.
Soit F € E', algebre des transformées de Fourier complexes des distributions

T E L{,'(RZ). Supposons que V(zO , Wo) =p€ C2, F appartienne a 1'idéal G’p B+

A

Gp v de 9’p. Nous allons montrer 1'existence de deux fonctions A et B € E!

telles que F=Au +Bv.

A

Pour alléger les notations, posons M= et N =v. Nous allons recouvrir C2

par 5 ouverts ey QS définis respectivement par

17

Q1={(z,w)€C2; IUmz‘<T+1 et lJmW‘<T+1}

2

9} =-{(Z,W)€C : Imw >T}

QB = {(z,w)e C2 : 5mw< —T}

Q4={(z,w)€C2; ‘5sz<T et me<—T}

et Q5={(Z,W)€C2; l5m2|<T et JmW>T}
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ol T est défini par le corollaire du lemme 2.

Désignons par E'(QJ.) 1'algebre des fonctions holomorphes sur QJ. et y vérifiant
une inégalité de la forme lf(z,w) ‘ s Cc(1+ ‘z ’+ lw ‘q exp [C( l:‘m z l+ ’Jm w l):‘ .

Nous nous proposons de construire, pour chaque j, un couple (Aj’Bj) de deux
fonctions de E! (Qj) telles que F = AjM + BjN . Ensuite nous ajusterons ces cing
couples.

Dans la construction du couple (AJ.,BJ.), lescas j=1 et j> 1 sont compléte-
ment différents. En effet, a cause du choix de T, 91 contient tous les z&ros communs
a M et N. De sorte que 1'hypothése F € G’bM + GbN’ VpcE 9»1, jouera un rdle
important.

En revanche pour j> 1, seules les propriétés de croissance a l'infini de F

sur QJ. interviendront ; la preuve de F = AJ.M + BJ.N en sera naturellement simplifiée.

Décomposition F = A1M +BN sur Q1 .
On appelle P® 1'ensemble des couples (z,w) tels que lx ‘ <7T+E€g,

‘ylST+s, ]£‘$n+e, ‘n]ST+e et, pour tout (k,e)e‘ZZ, pE sera le

k,@
translaté par (k7 , 28r) de PE.
. € o~ g! . s
Si O0se<¢g', posons P=P et P=P~ . Onpeut appliquer le lemme 5 a
tout couple (U,V) € Jb et les conclusions seront encore valables pour tout

(U1 ,V1) € X suffisamment voisin de (U,V). La compacité de & entraine le corol-

laire suivant du lemme 5.

LEMME 6. Si 0< e<g', il existe une constante C ayant la propriété suivante.

1 1
Pour tout couple (U,V) € 6 et toute fonction F € &(PE )U+oPf) V, il existe un
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couple (A, B) de deux fonctions analytiques au voisinage de pt telles que

F =AU + BV au voisinage de P& et que

sup('A'+'Bl) < C sup IFI

1
p€ p€

1 ' '
Deplussi A€ o(P®), BegPt) et AU+ BV =0 pour un certain couple

(U,V) €6, il existe une fonction H € IH(P%) telle que A = -HV, B =HU au voisina-

ge de P® etque sup |H| = C(sup |A]+sup ’Bl).

1 !
p€ p€ pE

M+ B,N. Tout d'abord nous

Revenons a la preuve de la décomposition F = A1 1

allons introduire un facteur de convergence pour corriger le comportement a 1'infini de
F sur .. On saitque lF(z,w) ls C(1+ ]z ‘+ ‘w ’)q exp [C( ljm z ’+ ‘Jm w l)] et,

sur  Q., F(z,w) & une croissance polynomiale. Posons

F(z,w)

G(z,w) = .
(z+2iT)™ (w+2iT)™

La fonction G(z,w) est holomorphe dans la bande

l5mzl<T, |5mw\<T etl'onasi O0<e<1,

(12) z sup ‘G(Z,W)‘ < joo
&,0)eZ® _e
Pk,e

On part de la valeur €= 1. Les applications successives (mais en nombre fini) du
lemme 5 nous forcerons a diminuer un certain nombre de fois €. En dernier lieu, on

pourra remplacer € par O.

€

ou Glz+2km , w+2L1)
K, o

11 est naturellement équivalent d'étudier G(z,w) sur P
sur le pavé fixe PE. Grace a cette remarque, le lemme 6 montre qu'il y a une constante
C telleque V (k,8)€ 22, il existe deux fonctions Ak,e (z,w) et Bk’e(z,w),
holomorphes au voisinage de P;Z E n =¢/2, ettelles que

G=A M+ Bk BN au voisinage de Pn

k,@ k,C
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sup (lAk (’,l”Bk Ql) < C sup lG[=w

p7 pE k.
Pk,e Kk,
Nous allons d'abord modifier Ak ; et Bk ¢ bour que ces fonctions ne dépendent
Y [ 2%

plus de k (quitte & remplacer 7 par n/2).

n n -
Posons Q K0 = ﬂ Pk 1,8 On a, au voisinage de Qk R Ak,é M+ Bk,g?, N =
Ak+1 0 M+ Bk+1 o Posons €=1/2. Le lemme 6 entraine
Arir,e "k, = e N
= Byr,e T Bg,e = Hk,eM
avec  sup H ’S sup IG|SCw +Cw =,
e k,@ n k,l k+1,2 k,t"
Q P up/!
k,@ k,0- k+1,0
Quitte a remplacer de nouveau € par €/2, on peut écrire H =ud - Hd , ol
k,0 " Tk, Tk,B
Ha est holomorphe au voisinage de la réunion des pe v pr K' =k et Hd est
k,B k', k,@
holomorphe au voisinage de la réunion des Pé, 2’ k' 2 k+1. De plus
H
sup I I<Caf sup [Hd ‘SCZJ
E k,0' ~ k,0 ’ € k,® k,b
P ,0 Pk,

pour respectivement k'=k ou k' =2 k+1.

Enfin on pose

a, =A +N( Z H z THI
e ~Ak,e *NCZ Hhap o B p)
et b, =B -M( Z I-I ).
e k?g kl>k ,9 kl<k k' ?
+ oo
Les sommes écrites ont un sens gréce ala convergence de z @ p - On vérifie sans
k:—OO ’
peine que les fonctions a 0 et bB obtenues ne dépendent pas de k ; si €> 0 est
40
assez petit, ces fonctions sont holomorphes sur U Pk o Enfin, on a, sur cet ensem-
k=-o0
-+00
ble, G=a2M+b9N et sup (Ia!2 |+‘be })S C Ek o k,e'

€
Py, e



72.

Il ne reste plus qu'a échanger les rdlesde z et w et de recoller les dix}ers
couples (a o bQ ), E£€ Z. On obtient ainsi une décomposition globale G = aM + bN
dans laquelle a et b sont holomorphes et bornées sur 91 . 11 en résulte que
F=AM+BN ol A, et B, appartiennent a E‘(§21).

Décomposition. F = AjM + BJ.N, j= 2, dans 'Qj'

Nous nous bornerons a examiner le cas j=2 qui est typique.

Appelons "points génériques" de QZ les points « = (o:o+iot1 . 0(2+icx3) tels que
ocjez, 0<j<3 et oy > T. On désignera par Roc 1'hypercube ',x—ozo ‘ <1,
Iy— x, I <1, 'E - G2J =1, ‘77 - 0f3 ' < 1. Le corollaire du lemme 2 entraine
1'existence de deux constantes Cy et da telles que caM + docN I =
,o1 exp [—pz( mm Z ' + lgm w l):l sur' Ra 5Py et p, ne dépendent pas de o et
P > 0.

On a alors, sur Roc’ la décomposition suivante

F M+ d N
F(z,w) = ) (C(x " ) = A + BN
(CocM + dO(N)

etl'ona
x . q1 |
(13) ‘Aa(Z,W)} +|B (z,w)‘ < C1(1+|z‘+‘wl) exp C1( |5mz‘+‘5mw‘) )

Le programme de la construction de A2 et de B2 est de rendre progressivement

x

(A® , B%) indépendants de «_ puis de «,, puis de et enfin de . A chaque
o 1 % 0‘3

étape nous serons obligés de remplacer C1 et q dans (13) par des constantes plus
grandes. Au bout des six étapes nécessaires (il faudra distinguer 20 et «, =0

etc), onaura A €E'(Q2) et B

2 € E‘(QZ).

2

Nous ne décrirons que les deux premieres étapes de ce programme.
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3

Premiere étape. On fixe (oc1 y 0, 0(3) €z, o > T, etl'on veut rendre indé-
pendants de «_ les couples (A%, B%), tout en conservant (13) et F =AM+ B*N.
La méthode est semblable a celle utilisée pour la construction de A, et B,.

_ | - ’
Supposons que « = (oco, xyy 0y, 0:3) et o = (oc0+1, &y &y, 0(3). Sur R N R

1 !
on a A“M+B°‘N=A°‘M+B°‘N; d'ol

(X'
HY = - A =B 'B_

] ¥
« _a c (BY-BY+a@a®a%)
T x
- .

CO(M+dO(N

Cette dernidre expression montre que |H & ’ vérifie une inégalité du type (13) mais ou
figurent les constantes C2 et q, (au lieu de C, et q ).

Cémme dans la prevuve du lemme 5, nous poserons ch = Roc N Rc'x = P&x P& ;
(z,w_)>€, P‘oc si et seulement si z € P&' et W€ P&. Nous définissons Goc comme
l'intersection dubordde P! etde x<q_ +1 /2 ; D, estl'intersection de = dP!
etde x= %yt 1/2. Les contours Goc et Doc sont contenus dans le pian complexe
des z

Posons. m=gq, +2 et o(z)=(z - i(oc1+2))m. Définissons si x < a_+1-¢,

iy‘_‘a1|51—g’ ‘g‘—(xz‘51.et ‘77"“3\51’

Z,W)=(p(z.) H(x(c ;W) dC

M dp_ (2-2) o(€)

et, deméme si x = X+ €, les autres conditions étant les mémes,

HYz,w)= 2@ [ HXGwW) g
)= jca €-2)0(2)

Gréce au choix de m, on peut poser

a¥z,w) = A%z, w) + (B ; Hg’g— z Hg)N
O*GO BO<CXO

bXz,w) = BNz,w) - ( T Hg- > HYM;
Bozao BO<CXO

(14)
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les sommes figurant aux seconds membres de (14) portent sur 8 = ( /30, ap, 0y, 0(3) oli
/30 € Z. la convergence des seconds membres de (14) est assurée par le choix de m.

) ‘ x ' « 93 } ‘
Enfin |a(z,w) |+ ‘b (z,w) ls C3(1+ lz |+ Iw ') exp (33( ‘Sm z ]+ Bm w|)|. En outre

a¥ et b ne dépendent plus de o et F=a+b™N sur la réunion des R; ,

B=(B,, «, o, a3)€z4.

Seconde étape. Il s'agit de transformer les couples (aa , bo‘) construits précédem-
ment pour suppfimér* la dépendance en %5 tout en conservant les autres propriétés,

La méthode est une transcription de celle utilisée dans la premiére étape. On s'occu-
pe d'abord des « = (’on1 y 0, 0(3) € 7 telsque o, 20. Le pavé R§ est remplacé par

la bande B§ définie par ly-—oc1|s1-e, l&-azls1—e et |17—<x3|s1—e.

Enfin on introduit un facteur de convergence du type elmz(.i+z)_m ol mMEN est assez

grand.

Les contours Goc et Doc sont remplacés par les droites y = oq + 1-¢ et
y=a +€ Onpose a'=(x+l, o, o).

Dans B§ﬂ B¢ ona, si (z,w)€ RB’ B = (BO, x5 Oy oc3),

al’

. ) ' x o
I_Io:_a“—aa _boc _boc_cﬁ(b b)+dB(a a )
T - M - M

N C,B +d/3N

Cette derniere égalité entraine pour 'Ha(z,w) ‘ une majoration de la forme

(15) ‘Ha(z,w)] < C4(1+ lz ‘+ lw |)q4 exp IjC4( ]5m z ‘+ lym w ]):l )

On écrit alors, avec ¢(z) = e_lmz(i+z)m, meN, m=C,+q, +2,

H“(Z,W)J(Z)J’ HYE,w) _dt

271 y=a+e L -z (L)

o(z) HY(¢,w) d¢ =H%z,w) - 1%z, w)
+5 BN

-2 y=a,+1-e L -z o(L)
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Les fonctions Hj_‘(z,w) (resp. Hi‘(z,w)) sont holomorphes au voisinage de
y = cx1+25, lé’ —012’ <1, '?7—0(3‘ <1 (resp.ys< cx1+1-2£, ‘g—azl <1,
]77—63 ‘ < 1). On termine alors comme dans la premiére étape.
Les étapes successives sont semblables et nous ne les décrirons pas. Le lecteur

souhaitant plus de détails est invité a consulter le livre d'Ehrenpreis ( [3] ).
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