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VIBRATIONS DU TORE Tk DE CLASSE ~ k/ 2 

par Jean-Paul Allouche et Marc Laborde 

I. INTRODUCTION. 

Dans un exposé au Séminaire Delange-Pisot-Poitou ( [13] ), Y. Meyer a construit 

une solution de l'équation des ondes sur T2 
= (R/2'}2 qui possède les propriétés suivan-

( ) 1-E ( ) tes : u x 1 ,x2 , t est, pour tout E > O, de classe 'C ; l'énergie de u x1 ,x 2, t 

est finie mais u(x 1 , x2 , t) n'est pas presque-pério~que en t. La méthode employée 

ne permettait pas de construire une solution de classe 'tf1 qui ne soit pas presque­

périodique en t. 

R. Coifman ( [5] ) eut l'idée d'utiliser les séries trigonométriques étudiées par 

S. Wainger dans ( G6]) pour produire un tel contre-exemple. 

Dans l'exposé qui suit, les auteurs montrent d'abord comment modifier la série 

de Wainger pour produire des solutions de 1' équation des ondes. Les simplifications 

apportées dans les démonstrations sont dues à R. Coifman. 

L I étude asymptotique ( t ~ +00 ) des solutions obtenues repose sur le théorème 

de Kronecker ( [s] ). 
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k = 3 ont été résolues par les auteurs. 

II. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL. 

Supposons l'espace euclidien Rk muni de la norme canonique ctéünie par 

1 1 
_ ( 2 2)1/2 o2 o2 

x - x 1 + ... + xk à laquelle est associé le laplacien ~. = ~ + ... + ~ . 
ox 1 b xn 

Désignons par Zk le réseau des (m1, . . , ~) tels que mj E: 'Zt. Soit 

Tk = Rk ;zk ; en identifiant localement IRk et l'k nous transportons 1::.. et I x 1 

sur 

Pour tout nombre réel i:x ~ 0, nous définissons l'espace de Fr,échet 

de la façon suivante. Si 0:::; i:x < 1, cp E: YJ
1
cx (Tk X R) si 
oc 

( 1) 
lcp(x,t)- cp(x ,t) 1 

1· 0 0 = 0 
(x,t) ~m(x ,t ) ( lx-x I+ lt-t J) i:x 

0 0 0 0 

uniformément sur tout compact de TkX R. 

Si ex ~ 1 , on écrit ex = q + f3 où 0 ::; f3 < 1 . On convient que 

cp E: '6'f
0

c(Tkx R) si V (q1, ... , qk) E: rJ<-tels que q1 + ... + qk:::; q, 

q1+•. ,+qk 
b cp E: '(J (3 ( Tk X R). 

q 1 qk loc 
ox 1 ... àxk 

Avec ces notations on peut énoncer le théorème suivant : 

de l'équation des ondes telle que lim lu(O, ... ,o,t) 1 = +oo. 
t+t-oo 

En particulier u(x
1

, ... xk, t) n'est pas presque-périodique en t. Ce 
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résultat est le plus précis possible ; on montre en effet que, pour tout E > 0, toute 

solution u(x, t) €-&~{~+E(TkX R) de c:?~ = .6.u, est presque périodique en t, 
M 

uniformément en k 
xE:T, (voir GJ ). 

Ill LA SERIE DE WAINGER. 

Nous pouvons écrire tout de suite la série de Fourier de la solution u(x, t) 

décrite par le théorème 1. Il s'agit de : 1 

(2 ) u(x,t)= 1;' ei/nlt e2i7rn.xilnllogd/nljn/-k(Log/n/)--
2

-E 

nE:zk 

La notation l;' signifie que l'on somme sur n € zk tel que / n / > 1 . Montrons 

que VE> 0, .ld(E) > 0 tel que, si 0 < d < d(E), alors u(x,t) € ,ek/ 2(Tk.X R). 
loc 

Le comportement asymptotique de u(0, t) sera examiné au § 4. Remarquons 

que les coefficients de Fourier de u(x,t) ne dépendent que de ln 1 = (n~ + ... + n~)1/ 2 . 

La convergence du second membre de (2) n'est pas évidente. Cette difficulté 

sera contournée en introduisant un facteur de sommation. 

Pour tout E > 0, on considèrera la série 

(3) 

Nous nous proposons de montrer que, uniformément en E > 0, . uE(x,t) vérifie les 

propriétés que nous demandons à u(x, t). Enfin 1' étude de u E(x, t) se fera en 

utilisant la formule sommatoire de Poisson. Cela signifie que l'on étudie les intégrales 

de Fourier avant les séries de Fourier. On est donc amené aux considérations suivantes . 
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Soit 1/J une fonction de 6'oo(R) vérifiant : 

i) lp = 0 sur J-oo ' ~] 
ii) lp = 1 sur [2 , +oo'[ 

iii) 0 :S 1/J (x) S 1 V x € R, 

et soit Ye une harmonique sphérique de degré e (voir [Â] ). 

On définit FE : Rk ~ C par sa transformée de Fourier : 

F E(x) = 1/J ( 1 x 1) 1 x_ j-b Log-c I x I Ye (x') exp(-E I x 1 + i I x I Logd I x 1 + i À j x 1 ), 

où À , b € R, c > 0, d > 0, E > 0, t I X 
e x = G7' 

PROPOSITION 1 . 

i) F(x) = lim F (x) existe pour tout x € Rk, et est une fonction indéfini-
E ~ Ü+ E 

ment différentiable de x et de À • 

··)s· b>~ 11 1 2' ou si b = ~ et C - kd ;;:: ; ' 

R = 1 x / ~ +oo. En particulier si b = ~ et si 

-k-2 
F(x) = O(R 2). 

Démonstration. 

On a tout d'abord [voir par exemple [2] ] : 

1 -k-2 
F(x) = O(R ) pour 

il existe d > 0 tel que 

e 1(2-k) 
FE(x)=27T(-i) Ye (x')R

2 
cp(R), 

00 

avec cp (R) = J J
1 

(27TRs) 1/J (s) s-b+k/ 2Iog-cs exp(-Es+iÀ s+isLogŒs) ds, 
o 2(k-2)+e, 

où J (x) est la fonction de Bessel d I ordre p [17] . p ' 

Pour étudier cp(R), nous allons utiliser le théorème de Cauchy: 

- L'intégrale de O à 2 ne pose aucun problème, car on intègre sur un compact, 



et on peut donc appliquer les théorèmes de convergence dominée de Lebesgue. 

- Soient M de coordonnées (2,0), N de coordonnées (T,0) et P de 

coordonnées (T , T-2). 

Dans le domaine ainsi défini, on a Re Log z 2:-: Log 2 . On peut donc définir 

(Log z )d par une détermination qui donne 1 pour z = e, (Log z 'désignant la 

valeur principale). 

On considère alors la fonction de la variable complexe z : 
k 

-c -b+2 d 
J 1; 2(k- 2)+e(2'1TRz) Log z z exp(-Ez + iÀz + iz Log z). 

5. 

Si l'on pose z = a + i T, on a alors dans le domaine d'intégration, 0 ::; 7' ::; a , et 

donc: 

(3) 

en effet, quand lz 1 -++oo, Arg Log z ~o+, d'où, pour z assez grand, 

et donc, pour tout z appartenant au domaine, Im(z Logdz) 2:-: A TLog T - B'. 

D'autre part, l'expression asymptotique des fonctions de Bessel ( [17] p. 198-199) 

Jp(z) 
pour 1 z 1 ~+oo : J (z) = - 1- (aeiz + be-i 2 )(1 + o(!)) et le fait que 

p fi z 

quand z -)-0, permettent d'écrire : 

(4) 

L'intégrale sur NP, majorée par 

<X exp(-ET) s: J T+iTJ 71 exp [<2,rR-À) T- ATlogdj dT, 

tend donc vers zéro quand T ~ oo. On a donc cp(R) = lim j , d'après le théorèrœ 
T+oo MP 

de Cauchy. 
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Or les estimations (3) et (4) montrent que cette intégrale est absolument conver-

gente, uniformément en E. D 'après le théorème de convergence dominée, cp est 

donc une fonction continue de R et de À sur [o, +oo ~ R. 

Soit alors 
SA 

s = (s
1

, ... , sk) · un multi-entier. Comme x FE est intégrable, 

(Ds F ),.. existe et égale (2ilî x)s F (x). 
E E 

Or x5 = (xs. lx 1-llsll). /x / 1/sl/ (où 

Comme xs. lx /-1 ls 11 est une combinaison linéaire finie d'harmoniques sphériques, 

et que le produit de deux harmoniques sphériques est une combinaison linéaire finie 

d'harmoniques sphériques, (c'est une conséquence facile de la proposition 3-b, p. 31 

de [4] ), on voit que DsF E est une somme de termes analogues à FE mais dans 

lesquels on a remplacé b par b - l /s 11. 

En particulier, les dérivées de F au sens des distributions coihcident donc 

avec des fonctions continues, ce qui montre que F est une fonction -e00 
de x. En 

reprenant le même raisonnement pour des dérivations par rapport à À , on voit donc 

,,000 que F est u en X et en ·À, ce qui achève la démonstration du i). 

Remarque. 

Pour la même raison, les dérivées d'ordre s de F seront aussi des 

~(R-k- 1/ 2) si b - llsll > ~ ou si b - llsll = ~ et si c - kd ~ J. 
Etudions maintenant le comportement de F quand R ~oo. 

d I 1 7 ·1 
La formule dx ~p+ Jp+ /x)j = xp+ Jp(x) 

permet d'écrire, si f est identiquement nulle au voisinage de O et si f tend vers 

0 à l'infini: 
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J
00

f(t)J (2ITRt)dt=- 1 J001
(p+1)t- 1f(t)-f'(t)]J 1(2Tt'Rt)dt. 

o p 21T R o ~ - p+ 

Après li intégrations par parties, on obtient donc pour <,0(R) une somme de termes 

de la forme 
k -lls00 

(") -c ( ) -b+2 (e ) -m I d l (n) 
R 

O 

l/J J (s)(log s) q (s ) s Lexp(-e:s+iÀ s+islog s)J Jp+ll(2JC'Rs) ds 

où li = j + q + e + m + n. 

Les termes où j ~ 0 sont triviaux car 1' intégration se fait alors sur un compact 

et on utilise l'expression asymptotique des fonctions de Bessel. 

Supposons donc j = 0 et fixons-nous li = k, e: = O. En développant par la 

formule du binôme, on obtient donc une somme de termes de la forme 

joo -c ·( d ) 
I(R) = l/J(s) log 1s s-r, e1 Às+slog s J k(2rr Rs) ds 

0 p+ 

avec 1 k C 1 ~ c - kd ~ 2 et Tl ~ b - 2 ~ 0. 

La dernière intégrale est absolument convergente et ne pose donc aucun problème. 

Il en est de même lorsqu'on intègre les deux autres termes entre O et e. 
1 

-k-2 1 
Pour montrer que F(x) = er(R ), il reste donc à montrer que si r, ~ 2 et 

> 1 1 c 1 _ 2, a ors 

1 S
00

1 -c1 -Tl i(ts+s logds) d 1· < C og s s e s _ , 
e 

où C est une constante qui ne dépend pas de t = À + 2TT R. On utilise pour cela le 

lemme de Van der Corput ( [1s] p. 226). 

Si r est positive et décroissante, si f" > O et si r' /f" est monotone, 

alors 



Ici, nous avons : 

d'où 

et 

IJ
ba r(s) e2i11f(s) ds 1 ::; 8 r5up I r(s) 1 + sup Ir' (s) 1 

La, bJ Vf"(s) [~, bJ f"(s) · 

1 d f(s) = 277(ts + s log s) et 
-c 

r(s) = s- 71log 1s 

f" ( ) 1 d l d-1 ( d-1 ) s = - ·- og s 1 + ---211 s log s 

1 
r' 1 est donc décroissante si d < 1 , 
f" 

r 2 277 1-271 - 2c1+ 1-d 1 
et - = - s (log s) X d- 1 est. bornée indépendamment de t, 

f" d 1 + --log s 

8. 

puisque 71 ~ J et que 2c 1 + d - 1 ~ d > O. Ceci achève la démonstration du théorème 

Remarque. 
1 -k-2 

On a de plus F E(x) = e5(R ) uniformément en E. En effet, on a, d'une 

manière générale, si g(x, t) E: 1-'ioc (t) et si G(x, t) = s~ g(x, u) du, 

JG(x,s) lsM ~ u: e-€5 g(x,s) ds 1 = ~ 1 f e -et G(x,t) dt 1 :S M e-ee :SM. 

Pour pouvoir transformer ce résultat sur des intégrales en un résultat sur des séries, 

nous allons maintenant utiliser la formule sommatoire de Poisson. 

LEMME 1 (formule de Poisson). 

i) Si G(x) € L \Rk) alors I; 
nE:Zk 

1 G(x+n) converge dans L (Tk) vers une 

-fonction G(x), dont la série de Fourier est 

!; G(n) e2i11 nx. 
n 

ii) Si G est continue, si !; G(x+n) converge uniformément et si 
n 

!;IG(n)I < 00 , alors, 
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G(x) = 1: G(n) e2i1rnx. 
n 

Ce lemme est démontré dans [1] , p. 30, théorèmes 2 . 4 1 et 2 . 42 . 

COROLLAIRE. 

lx 1 

Soit '1> continue sur Rk telle que : Y E > 0, l '1>(x)I= 0(exp E I x 1) quand 

et soit F (x) telle que F° (x) = exp(-E I x 1) '1> (x). 
E E 

Si F(x) = lim F (x) existe et est continue et si, de plus, 
E-¼Û E 

IFE(x) 1 = e,( lx rk- 1/
2) uniformément en E~ o, alors 

i) f(x) = lim :E exp(-En) '1> (n) e2i7Tnx existe et est continue ; 
E+0 n 

1·1·) f c L 1.(Tk), t ' . d F · t ~ ( ) 2i7Tnx c.. e sa ser1e e ourier es 6.J '1> n ~ 
n 

iii) Si DsF existe, est continue et e( 1 x rk- l/ 2) qu~nd X+ co, 

existe et est continue. 

Démonstration. 

On applique le lemme précédent à G = F et on prend la limite quand E ~ 0 
E . . 1 

de ~ F (x+n), ce qui est pe;r,mis puisque IF E(x) 1 = O'( 1 X lk- 2) uniformément en E. 
n E 

Nous allons maintenant pouvoir démontrer la proposition 2. 

PROPOSITION 2. 

V E, ~ d tel que 
i ln lt e2i7Tn.x ei ln l1ogd ln 1 

lnlk log 1/Z+E lnl 

soit la série de Fourier d' une fonction f(x, t) E: -c~t~ (Tk X R) .. 

Démonstration. 

- Si k est pair, ceci est une conséquence immédiate des résultats précédents. 
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- ~1 k est impair, nous allons avoir besoin encore de deux lemmes sur les 

intégrales fractionnaires . 

LEMME 2. Soit f € L 1 (Rk) et soit f l'intégrale fractionnaire d'ordre ex ex 

de f (avec O <ex< 1): fex(x) = ;k JRk lx-t J ex-k f(t) dt, où 

yk = IIk/2 2ex f(ex/2) f(k2exf 1. 

Alors si f est uniformément continue, 

r[monstration. C'est un résultat classique (voir par exemple [14] ). 

Nous allons maintenant passer à l' intégrale fractionnaire d' une fonction 

Définition. Soit f € L \Tk) et ex€] O, 1 [ En reprenant la définition de 

Wainger ( [16] ) , on définit alors f comme étant l' unique fonction de L 1 ( Tk) dont 
Œ 

les coefficients de Fourier sont si (n) /: (0) 

si (n) = (0) 

les coefficients de Fourier de f. 

avec 

LEMME 3. 

i) f existe si 0 < ex < 1 et on a de plus 
Œ 

f (x) = J k g (x-y) f(y) dy 
Œ T Œ 

g (x) = C(k,ex) lx l Œ-k + E (x) où E € 6'00
(Tk). 

ex a: ex 

ii) Si de plus f est continue, alors f € '(J 10: c. 
. Œ 0 

Démonstration. 

où les c(n) sont 

LR partie i) est démontrée dans l'article de Wainger ; pour la partie ii), il suffit 

de reprendre la démonstration du théorème 19 de [16] (pages 86 à 90). 



Notre proposition se démontre alors en appliquant le lemme précédent, avec 

ex = ; , aux dérivées partielles d'ordre [~] de f, [~] désignant la partie 

entière de k/2. 

IV. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE - CONCLUSION. 

1°). PROPOSITION 3. Si f(x,t) est donnée par sa série de Fourier 

i j n I t in.x i In I logd In 1 

f (x 't) ,-.J I:, e e e ' 

nE:zk / n / k log 1 / 2+E ) n / 

11. 

d étant choisi comme dans la proposition 2, alors, f(x, t) est une vibration du tore 

qui n'est pas bornée quand t ~ oo. 

Démonstration. Tout d' abord, f est manifestement une vibration du tore, 

c'est-à-dire une solution continue de 11 équation des ondes dont la série de Fourier ne 

comporte ni terme constant, ni terme en À t (cf. [7J ). 

Supposons maintenant que f soit bornée au point x = 0 ( 1 f(0, t) / :5 M). 

Nous allons montrer que ceci est impossible en utilisant la même méthode que 

Y. Meyer dans [13] . 

Soit h une fonction positive de e00
(R), à support compact et d'intégrale 

égale à 1. 

On considère alors la fonction régularisée : 

+oo 
v(x,t) = J_

00 

f(x,t-s) h(s) ds. 

On a alors: 

00 

( A( r::.) uvn 00 

( ) itvn v ( t) = v ( 0, t) = I: c n) h v n e = I: ch n e 
n=1 n=1 



00 

où f(0,t),v I; c(n)eitv'n, 
n=1 

la série de Fourier de v étant absolument convergente. 

On peut donc grouper les termes et écrire : 
00 

avec 

12. 

où q désigne le nième nombre sans facteur carré (c'est-à-dire d2l q ~d = +1) en 
n n -

écrivant de manière unique 2 
m=a q, 'ef m E: N*. 

On a alors: 
00 

f fn;;\ sn,h(t)[["' = [[v(t)t :S M[[b[[1 = M. 

Comme le montrent les démonstrations des lemmes 1 et 4 de [s], on en déduit que : 

puisque les 

D'où 

D'où 

or 

r: 
q 

; Ils hl! s 411 ; s h(t)!I s 4M , 
1 

n, oo 
1 

n, oo 
n= n= 

S h sont des fonctions continues de t. n, 

f [sn)~ 2: f [sn)G = 
8

~
1 
f c(a

2qn) h(a ""\,) [ 2 

A 2 2 
· h(av'ëL) N(a q ) 1 n n 

00 

On fait alors tendre h faiblement vers la mesure de Dirac en 0 et le lemme de 

Fatou donne, puisque M est indépendant de h, 

Pour achever la démonstration de notre théorème, il suffit donc de montrer que cette 



série est en fait divergente, ce qui résultera de la proposition suivante, car 

Joo dt 
112+e: = +oo pour 

2 t log t 
< 1 

E- 2· 

2°). PROPOSITION 4°. Etudes des séries ~ 
q~2 
q sfc 

13. 

Introduction. Dans la suite on désigne par Nk(n) le nombre de décompositions 

d C~T , 2 2 e n.._.~ en somme de k carres : n = n1 + ... + nk avec et par N~(n) 

le nombre de décompositions : 2 2 
n = n 1 +. . . nh avec n. € N [deux décompositions 

J 

différant seulement par l'ordre des termes sont considérées comme distinctes] . 

~ 
q~2 
q sfc 

On .se propose d' étudier les séries du type 

Nk(q) 
"Jë72 f(q) où f est une fonction positive décroissante et sfc signifie "sans 
q 

facteur carré" . 

a) Enoncé de la proposition. 

Soit f une fonction de [2 , +00 [ vers R+, décroissante. Soit kE:N-{ O, 1}. 

Alors les propositions suivantes sont équivalentes : 

q~2 
q sfc 

Nk(q) 
k/2 f(q) < +oo 

q 

y) 1 f~) dt <+oo. 

La démonstration sera faite en plusieurs étapes. 

On montrera d'abord que '1 k ~ 2 
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Puis que pour k~5 o:~y 

Puis que pour k=4 (l =9 y 

Puis que pour k=3 (l ~ y 

Enfin que pour k = 2 0:=9/3. 

[La raison de ce découpage est que 11 on connaît pour k ~ 5 une formule asymptotique 

pour Nk(n) quand n ~ +oo, et pas pour k::;; 4. De plus si tout nombre (et donc tout 

sfc) est somme de k carrés pour k ~ 4, il n'en est pas de même pour k ::; 3] . 

b) Démonstration. 

L'implication {J ~o: est triviale. 

Comme on a '1 n E: N N~(n)::;; Nk(n)::;; 2k N~(n), il suffit, pour prouver que 

y <=> f3 , de montrer que : 

N~(n) J00

2 
I; --:=ïë72 f(n) < oo · ~ 

n~2 n 
f(t) dt< oo t + . 

Or 
N~(n) 

I; k/ 2 f(n) = L 
n~2 n n1 ... nkE:N 

I; n~ ~ 2 
J 

Cette dernière série est de même nature que 1' intégrale 

G,ésultat classique car f est décroissante positive] 

or cette intégrale vaut, en passant en polaires : 

f(r) dr 
r . 

D' où le résultat : 
00 

est de même nature que j 
2 

f\t) dt. 
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Remarque. Pour des résultats plus précis utilisant des méthodes fines on pourra . 

consulter (au moins pour k = 2 et 4) [15] p. 109 à 135. 

2. V k :2:: 5 

Pour k :2:: 5, on sait qu'il existe deux constantes ex et f3 > 0 telles que 

k/2-1 <N ( )< {3 k/2-1 ( . l r97 443 ) ex n _ k n _ n v01r par exemp e L~ ~ p. . 

Donc si 
Nk(q) 
k/2 f(q)<+oo, alors 

q:2::2 q 
q sfc 

:E 
q:2::2 
q sfc 

Or les sfc ont une densité positive [d' ailleurs égale à 6 / 1T 
2 , voir p. ex. 

[6] vol. 1, p. 32s]; d'où lim ~ Card{ q sfc q $ x} = 
6
2 . 

d'où 

d'où 

x++oo 1T 

En prenant x = q , n 

2 
1T 

le nième sfc , on obtient qn"" D n . 

En particulier 3: A, B > 0, 

:E 
q~2 
q sfc 

f(q) ~ :E 
q 

f(Bn) 

~' 

\f n ~ 2, 

donc 

An$ q $ Bn; 
n 

< +oo, 

1: f(f t) dt < +oo, c'est-à-dire 

3. Pour k = 4 

L' hypothèse est donc que :E 
q~2 
q sfc 

N (q) 
42 f(q) < +oo. 
q 

et donc 

Or Niq) = 8 I; d > 8q (voir par exemple [10] p. 314) 
d I q 
4-!'d 

:E f(q) < +oo 
q ' q~2 

et on en déduit comme au II, 2. ci-de$sus que 

q sfc 

f(t) dt < oo t + . 



4. pour k = 3 

L'hypothèse est ici que :E 
q~2 
q sfc 

Or (voir [6] vol. II p. 265) : 

N
3

(q) = 12 G(q) si q = 1 ou 

=0 si q = 7 

= 6 G(q) si q = 3 (8) et 

= 6 G(q)-12 si q =-3 (8) et 

16. 

2 (4) 

(8) 

q ~ 3 (2k+ 1) 2 
\f k 

2 
q = 3 (2k+ 1) , 

où G(q) représente le nombre de classes de formes quadratiques binaires de détermi-

nant -q. 

Mais si H(q) représente le nombre de classes de formes quadratiques binaires 

positives de discriminant -q alors : 

H(q}""' vq q ~ +oo 

D'où finalement: 3: c > O, N
3

(q} ~ cVq, \f q sfc /. 7 (8) ; et donc 

f(q) < + 00 
q . 

q~2 
q sfc 
q (:7 (8) 

Il suffit donc de montrer l'existence de 
,V 

D > 0 telle que \f n 2::: 2, q :::; On 
n 

pour conclure comme au II. 20 
qSx_J 

Or Card{ q sfc/;q la 7 (8)} = 

[ici qn est le ne sfc ~ 7 (8)] . 

Card{ q sfc ; qsx} - Card{ q sfc q = 7 (8) q :::; x} 

2::: Card{ q sfc ; q:::;x} - Card{ n n = 7 (8) n:::; x}. 

Mais (Card{ q sfc:::; x} - Card{ n,n= 7 (8) n:::; x} )""( 6
2 - ~)x = ex ; 9 > O 

1T 

d'où 1 Card{ q sfc q :::;x q I= 7 (8)} ~ Sx pour un o > 0 

~ ~ 1 et en faisant x = qn on trouve qn :::; ~ n, 
00 

d'où finalement J f \t) dt < +oo. 
2 
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5. pour k = 2 

On va montrer que : 3: y > 0 tel que : V f positive décroissante, :I y f > 0 

tel que : V x > 2, N (n) f(n) :s; Y :E 
2 n 2:s;q:s;x 

q sfc 

ce qui montrera bien que ex 9 f3 • 

a) LEMME 1. 

. N2(n) -1= 0~ les facteurs premiers = 3 (4) de la décomposition de n sont affectés 
d' un exposant pair. 

2{3 . 
. N

2
(n) -1= 0 et n = 2cx II p. J 

P·= 3(4) J 
J 

( où d( a) est le nombre de diviseurs de a, donc N2(n) = 4 II ( 'Y k + 1 ) . 
pk;:1(4) 

. V n € N* , n = a2q q sfc , N2(n) -1= 0 ~N 2(q) -1= 0 et 

* 2 1 2) V n E: N , n = a q q sfc , N2(n) $ 4 N2(a N2(q). 

Les deux premières assertions sont classiques (voir par exemple [10] p. 241-243 

et 299- 300). 

Si q est somme de deux carrés 2 2 2 2 2 q = u +v , alors a q = (au) + (av) 

Si N2(n) -1= O, les seuls facteurs premiers= 3 (4) qui peuvent intervenir dansla 

décomposition de n sont affectés d' un exposant pair et ne divisent donc pas q, 

Si N2(n) = O, il en est de même pour N2(q) il suffit donc d'étudier le cas 

Posons 

où tous les premiers écrits sont distincts et f3 j > 0 y k > O ôe, > 0. 



Alors 
2 

n=aq q sfc 
~] $. 

et a= 2 Il p. J 
P-:3(4) J 
J 

0 
Il P e. 

~=1(4) e 

20 
11 P e)= 11 (2y+1) 11 

Pe=1(4) e, pk=1(4) k Pe=1(4) 

11 p) 
1t =-1 (4) t 

= 11 (2yk+1) 11 (20e+2) 11 2 

pk Pe pt 

= 11 (2yk+1) 11 2 11 Œe, +1) 11 2 

pk Pe Pe Pt 

d' où dans tous les cas 

b) LEMME 2. 

La série 
N2(a2) 

I:: 2 est convergente . 
a:2:'.:1 a 

18. 

,-V 2 2 
Si on note N

2 
( ex) le nombre de décompositions de ex = u + v , u et v € l'J, 

et où on considère comme identiques les décompositions 
2 2 

V + U , 

converge 

2 2 2 
Or a = x + y , a, x, y :2:'.: 0, si et seulement si : (x = a et y = 0) ou 

on a 

(y= a , x = 0) ou (3: u, v > 0 u > v et k > 0 tels que a = k(u
2
+v

2
)), et alors 

on a (x = 2kuv et y= k(u
2

--v
2

)) ou 

D'où 

,.., 2 
N2 (a ) 

I; 2 
1$a$x. a 

I; 

1$V$ v~-u2 

2 2 1 
u +v :2:'.:k 

1 



00 
1 1 

:s: !: -+ !: - !: 
1 a

2 
lè:1 k

2 
u,v~1 

1 

( 2 2)2 u +v 
< + 00 ; 

~ 2 N
2

(a ) 

2 d'où le résultat : I; < +oc. 

Or 

Puis 

a 

c) Démonstration du II 5°). 

On a 
2 N

2
(n) 

-- f(n) = !: 
n 2:s:n:s:x 

N2(a q) 2 

2 f(a q) 

n=a~q 
q sfc 

a q 

= E 2 I; 2 
1:s:a:s: Vx 2/a :s:q:s:x/a 

q sfc 
2 

N2(q) 
= I; -- f(q) + I; 

2:S:q:S:x q 2:S:a:S:VX 

N2(a q) 2 
!: 2 2 f(a q) 

= 

q sfc 

2:s:q:s;x 
q sfc 

1 :s:q:s:x/ a a q 
q sfc 

N2(q) 
-- f(q) + I; 

q 2:s; a:s: '{x 

+ I; !: 2 

2 2 N
2

(a q)f(a q) 

2:s;a:s: vx · 2:s;q:s:x/a a q 
q sfc 

oc N {a2 ) 
I; 2 <+oo. 

2 
2 a 

N2(a2) N2(q) 
2 E . 2 -q-f(q) 

a 2:S:q:s:x/ a 
q sfc 

( car f est décroissante). j 
N

2
(n) 2:s;cT:s;x 

D'où finalement, I; n f(n) :s; tq s

1

fc 

N
2

(q) oo 2 
--f(q) + I; N(a ) f(4) 

q 2 a2 

2:s;n:s:x 

avec 

N2(q) 
+ - E 

4 2$8$y'x 
lJ -- f(q) 

2:s:q:s;x q 
q sfc 

00 2 
:s; ( I; N(; ) )f(4) + y L, 

2 a 2:S:q:S:x 
q sfc 

N2(q) 
-q- f(q), 

19. 
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QUELQUES PROBLEMES SUR I..,ES FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES 

par Yves Meyer 

Nous commençons par citer quelques résultats connus sur les fonctions presque-

périodiques. Ensuite nous rappellerons l'énoncé et la preuve d'un théorème de 

Gottschalk et Hedlund. Enfin nous montrerons comment cet énoncé s'applique aux 

problèmes posés au début. 

1. QUELQUES PROPOSITIONS. 

1 . 1 . Soit A un ensemble d'entiers ayant la propriété suivante : il existe une 

suite d 1 < d2 < ... < ~ < . . . d'entiers et une suite d'ensembles finis F k' k 2:: 1, 

telles que, pour tout k 2:: 1 , A soit contenu dans F k U dkZ. Alors toute série 

T' iÀX trigonométrique ~ cÀ e 
ÀE:A 

représentant une fonction bornée représente une 

fonction continue. 

1.2. Soient T = R/Z, 
00 

ex</, Q/Z et cp € L (T). Supposons que 

cp(x + ex) - cp(x) € '8(T). Alors cp € YS (T). 
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1 • 3. Soient cx
1 

, •.• , cxn n nombres 0-linéairement indépendants. Toute 

fonction continue bornée cp : R ?C dont le spE~ctre est contenu dans cx:1z U ... U cxnZ 

est presque périodique. 

1 . 4. Soit ex un nombre irrationnel. Toute fonction continue et bornée 

cp : R ➔ C telle que cp(t+ 1) ··· cp(t) et cp(t+cx) - cp(t) soient deux fonctions presque-

périodiques est elle-même une fonction presque-périodique. 

1 . 5 . Soient G un groupe abélien localement compact et cp : G -t C: une 

fonction continue et bornée telle que, pour tout h € G, cp(x+h) - <p(x) soit presque­

périodique. Alors cp est elle-même presque-périodique. 

1. 6 (Th. de Bohr). Soit cp : R ➔ C une fonction presque-périodique et 1/J 

une primitive de cp. Alors les deux propriétés suivantes de 1/J sont équivalentes 

(a) 1/J est bornée 

(b) 1/J est presque-périodique. 

2. LE THEOREME DE GOTTSCHALK ET HEDLUND. 

Théorème . Soit r un groupe d'homéomorphismes d' un ensemble compact K. 

Supposons que toutes les orbites de r soient denses dans K et soit cp y : K ~ C 

une famille, indexée par r, de fonctions continues sur K. Les trois propriétés 

suivantes sont alors équivalentes 

(2. 1) il existe une fonction continue 1/J : K -,. C telle que, pour tout 

yE:r, cpy(x) = 1/J(yx) - 1/)(x) 

(2 . 2) il existe une fonction bornée 1/J 
1 

: K _,. C telle que pour tout y € r, 
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cpy(x)=iti,{Yx)-it, 1(x) 

(2. 3) il existe une constante C telle que J <P Y (x) J s; C pour tout x€K 

et tout y€ r et 1 ' on a les identités 

(2.4) 

Preuve. Il est clair que (2. 1) 9 (2. 2) =9 (2 .3). 

Montrons que (2.3) ~(2.1). 

On définit sy : KX C-+ K XC par 

et (2. 3) implique S Y , o S y = S y , y . On montre alors immédiatement que S y est 

un groupe d'homéomorphisme de K X C . 

Soit n
0 

= { (yx
0 

, <Py(x
0

) ; yE:f} l'orbite (compacte) d'un couple fixé 

(x
0

, 0) € KX C. La compacité vient de Jcpy(x
0

) J s; C. 

Appelons T Y la restriction de S Y à n 
O

• On vient de construire un 

groupe T Y d'homéomorphismes de l'ensemble compact n 
O

• Un tel groupe admet 

une partie compacte n c n
0 

invariante et minimale (pour l'inclusion) comme on le 

voit grâce au théorème de Zorn. 

Lemme. Tout compact n invariant par les T Y et minimal est le graphe 

d' une fonction continue s : K -+ C. 

Il suffit de montrer les deux propriétés suivantes. 

(2.5) La projection de n sur K est K. 

(2. 6) Pour tout nombre complexe 'T f. O, n + 'T n n = fl) ; on désigne par 

0 + 'T l'ensemble des couples (x, y+'T ) où (x, y) € 0. 
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Vérification de (2. 5). Soit (x
1 

, y 1) E: n. Pour tout y E: r, 

(yx
1 

, y
1
+cpy(x

1
)) E: n. Or {yx

1 
, yE:r} est dense dans K. La projection de 

n est compacte et ne peut donc être que K. 

Vérification de (2.6). Pour tout TE: C, n + T est tout aussi invariant que 

0. Donc O nn+T est invariant et contenu dans O. Si O n O + T est vide, 

c'est gagné. Sinon n n n + T = n et donc n C n + T. Cela implique n - TC n. 

ce qui ne peut être si n est compact et T -/= o. 

Il existe donc une section continue s : K ~ C telle que 

s(yx
1

) = y
1 

+ <Py(x
1

) pour tout y E: r. On applique ceci à Y'Y au lieu de 

y. On obtient s(y 'y x 1) = y 1 + <Py, y(x 1) = y 1 + <Py, (yx
1

) + <Py(x
1 

). Par 

différence 

(2. 7) 

Puisque les yx
1

, yE:f, sont densesdans K, on peut, y' étant fixé, passer 

à la limite dans (2 . 7). On obtient 

(V x E: K , ri y ' € f). 

3. APPLICATIONS DU THEOREME DE GOTTSCHALK ET HEDLUND. 

( ) 
iÀX Preuve de 1. 1. On pose 1/J x = ~ cÀ e Alors 

ÀE:A 

1/J(x + ~1T) - 1/)(x) E: t'(R/21rZ) puisque tous les termes de la suite A, sauf un 
k 

nombre fini, sont divisibles par <:\c· Mais l'ensemble des T E: R/21rZ tels que 

1/J(x+T) - 1/J(x) soit continue est évidemment un sous groupe r de R/21rZ. 

On pose cpy(x) = 1/J(x+y) - 1/J(x), y E: r et l'on applique (2.3) ~(2.1). 



Il existe donc une fonction l/) 
0 

continue telle que 

Alors l/) = 1/J 
O 

+ C priesque paritout. 
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~J
0

(x+y) - l/>
0

(x) = ip(x+y) -1/J(x). 

La preuve de 1 . 2 est identique. 

Pour obtenir 1.3 on raisonne par récurrence sur n. C'est trivial si n = 1. 

Pour passer de n à n+ 1, on peut supposer que 1 = <X1 et poser cxn+ 1 = <X. 

Grâce à l'hypothèse de récurrence, la fonction <P (x+27T ) - <P (x) est presque-pério­

dique et il en est de même de cp(x + 271') - cp(x). Soit r le groupe 277(2' + ~2'). 
(X (X 

On applique encore (2.3) ~(2. 1). La preuve de (1.4) est identique. De même pour 

( 1 • 5 ) et ( 1 . 6 ) • 

APPENDICE . Il existe une fonction f : R -+ C possédant les trois propriétés 

suivantes 

(a) f est continue et bornée sur R 

(b) f(x+ 1) - f(x) est presque périodique sur R 

( c) f n'est pas presque périodique sur R. 

+oo 
On construit f(x) = .E fk(x-k) ; le support de chaque fk étant contenu dans 

-00 

On pose d'abord 

fk(j-1) = e21Tikj-
1 

si j ~ 5 

fk(O) = 1 

1 
~(± 4) = 0 

et l'on impose ensuite à fk d'être linéaire sur chaque intervalle [ 1 1J ">4 ..--1, ... ,J-
J+ J 



26. 

et sur [_ ¾ , o] . 

Il est clair que f est continue sur R et que J f(x) 1 $ 1. 

On a d' autre part 1 f(k + 2k) - f(k) = -2. Donc f n' est pas uniformément 

continue et ne peut être presque-périodique. 

Enfin 

+oo 
g(x) = f(x+ 1) - f(x) = I; gk(x - k) 

-00 

gk(O) = 0 

1 
gk(t 4) = O 

gk est linéaire sur les intervalles [_ ¾ , o] et ½~ 1 , }J (j ~ 4). 

Pour montrer que g(x) est presque-périodique, on définit 

+oo 
y (x) = I; y k(x-k) où n _

00 
n, 

y k(O) = 0 n, 

est linéaire sur les intervalles 

Si T est le plus petit commun multiple de 4, ... , n+ 1 , la fonction y n 

est périodique de période T . Par ailleurs J g(x) - y (x) 1 $ 
2

7T
1 

. Donc g(x) 
n n+ 

est une limite uniforme d'une suite de fonctions périodiques g est presque-pério-

dique. 



27. 

Pour terminer signalons que si une fonction f : R -+ C est uniformément 

continue et bornée alors les deux conditions suivantes sont équivalentes 

(a) f(x) est presque-périodique 

(b) f(x+ 1) - f(x) est presque-périodique. 

Montrons que (b) implique (a). 

On appelle K(x) E: Â>(R) une fonction dont la transformée de Fourier a un 

support compact et vaut 1 en O. On pose Kn(x) = nK(nx). Alors f * K = f n n 

converge uniformément vers f sur R. 

On peut donc supposer que le spectre de f (que l'on notera f) est 
n 

compact. Grâce à une partition de l' unité sur ce spectre, on peut se limiter à l'inter-

valle [ J sin oo: - , . Il suffit alors de remarquer que sin t est indéfiniment dérivable 

sur cet intervalle. Il en résulte que f(x+cx) - f(x) est presque périodique pour tout 

O'. réel. Donc f(x) est presque-périodique. 

GOTTSCHALK, W. and HEDLUND, G. A. Topological dynamics. Amer. Math. Soc. 
Coll. Publ. vol. XXXVI. Providence R. I. (1955). 



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET THEOREME DE CALDERON 

par Yves Meyer et R. Coifman 

Désignons par T le groupe R/277Z et par H la transformation de Hilbert 

sur L2(T): H(f)(x)=~ J77 

f(x-t) dt . A. P. Calderon a prouvé dans [1] que, 
-77 2tg t/2 

pour toute fonction A: T ~C vérifiant /A(x) - A(y) 1 $ C lx-y 1, l'opérateur 

d - 7 2 d 
- UJA - AHJ = T est borné sur L ; T(f)(x) = ~, dx ux 

-g(x) = H(Af)(x) - A(x)(Hf)(x). 

Nous allons donner une démonstration nouvelle de ce résultat. Au § 1, l'estimation 

(1<p<+oo, 1<q<+oo, 

très simplement de la théorie de Paley-Littlewood. 

1<r<+ 00 , ! = ! + ! ) résultera r P q 

Au § 2 nous étendrons, grâce à une méthode générale, cette inégalité au cas 

p=+oo, q=r. 

§ 00 00 
Au 3 nous nous libérons des restrictions A E: '6 (T) et f E: e (T) 

nécessaires aux § 1 et 2 . 

Au § 4, nous obtiendrons, par la méthode du § 1 , de nouvelles inégalités sur 

les opérateurs pseudo-différentiels classiques. 
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1. L'INEGALITE FONDAMENTALE. 

On pose a(x) =:, g(x) = H(Af)(x) - A(x)(Hf)(x) et T(a,f)(x) = :. On 

suppose d'abord que a et f appartiennent à 't' 00
(T). 

PROPOSITION 1. Avec les notations ci-dessus, soient p , q et r trois 

nombres réels tels que 1 < p < +oo, 1 < q < +oo, 1 1 1 
1 < r < +oo et - + - = -p q r il 

existe une constante C = C(p, q) telle que 

(1) l!T(a,f)i 1 :s; c/ /ail /If! 1 • r p q 

La preuve de la proposition 1 est une conséquence très simple des lemmes suivants. 

LEMME 1 . Soit 
00 

2: ck eikx = ~ ~ (x) = F(x) € '6
00

(T) où .6.n(x) = ~ ckeikx 
1 n~O n 

2n:5k<2 

Alors les normes / /F //p, 

et sont trois normes 

équivalentes pour tout p € ] 1 , -f-00 [ Soient 1 :s; c 
1 

< C 
1 

et 1 < p < +oo ; il 

existe deux constantes c2 et c
3 

vérifiant la propriété suivante : pour toute suite 

p n(x) == ~ 
'kx 

c(k,n)e 1 on a 

c12n:5k$C12n 

(2) 

Tout cela résulte immédiatement de la théorie de Paley-Littlewood. 

Pour étudier T(a,f), on écrit a= a 1 + a2 et f = f 1 + f2 + c où a 1 et 

f 1 sont analytiques sans termes constants (les séries de Fourier de a 1 et f 1 ne 

comprennent que des fréquences ~ 1), a2 et f2 sont anti-analytiques et c est 
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une constante. Soient A
1 

et A
2 

les primitives de a
1 

et a
2 

qui sont respecti­

vement analytiques et anti-analytiques. Alors , A 1f 1 est encore analytique et 

On vérifie de même que T(a
2

,t
2

) = O. 

Nous allons montrer que 

(3) 

1 1 1 où C=C{p,q) et p+q=r' 1<p<+00, 1<q<;-oo, 1<r<+oo. 

La même démonstration d' appliquera à T( a
1 

, f
2

) et les inégalités de R. Riesz : 

l la2 I IP :5 C ! la I IP et l lr1 l lq :5 C J Ir l lq termineront la démonstration de la proposition 1 • 

Pour simplifier les notations, nous écrirons a au lieu de a
2 

et f au lieu 

de f
1 

: f(x) = ~ Y eikx et A(x) = ~ oc e-ikx a pour dérivée a(x). On pose 
k~1 k k~1 K 

ikx 
f (x) = ~ 1 yk e , 
n 1:5k<2n-

"kx ikx 
Â f(x) = 1 ~ Yke

1 
et R = ~ Yk e . 

n 2n- :5k< 2n+ 1 n k> 2n+ 1 

De même Ân(A)(x) = ~ ~e-ikx 
2n:S:k<2n+ 1 

n = O, 

On a ainsi A(x} = ~ 
n~O 

t, (A)(x) et f(x) = f (x) + A (f)(x) + R (x). n n n n 

( ix i2x on pose f
0 

= 0 et A
0 

f)(x) = Y 
1
e + Y 2e 

Pour 

LEMME 2. Avec les notations ci-dessus, g(x) = H(Af)(x) - A(x)(Hf)(x) = 

g
1 
(x) + g

2
(x) + g

3
(x) où g

1 
(x) = 2i ~ f A (A), 

n;;:::o n n 
g

2 
= -H [ !; t::, (f) A (A )

7 
et 

>o n n ~ n-

g
3 

= i I; A (f) A (A). 
>o n n n-

La preuve du lemme 2 est immédiate. On écrit A = I; A (A) et 1' on a 
~o n 

g = H(Af) - AH(f) = r; G ; G = H(f Â (A)) - Â (A) H(f). On remplace alors f 
>O n n n n n_ 



31. 

par f + tS (f) + R et l'on remarque que R !),_ (A) est analytique ; n n n · n n 

H(R Â. (A))= -i R A (A)= A (A) H(R ). Finalement il ne reste que trois termes et n n n n n n 

G = 2if t,. (A) + H(A (f) /J (A))+ i /J (f) Â (A). n nn n n n n 

Il faut remarquer que les fréquences du produit 

1' interv:alle ] _2n+ 1 , -2n- l [ 

f /J. (A) appartiennent à n n 

Nous allons terminer la preuve de la proposition 1 en majorant successivement 

lld~llr , 11::2
llr et ll~llr. 

dg1 d r_ ] 
On a -d = 2i r: d- lJ A (A) et, grâce au lemme 1, 

x >O x n n n_ 

La majoration de ll: 2 llr ·· est analogue. Puisque H et !c commutent, 

on a 11~1 ~ dldxd ( r: A (f) A (A))II ~ 
w.· r >o n n r n-

cll( r: l.o. (f) l2)112fl Il( r: 1~ 11 (A) 12)11211 ~ c•llall llfll 
n~0 n q n~0 dx n P P q 

comme ci-dessus. La majoration de 11~ I Ir est identique. 
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2. METHODES DE VARIABLE REELLE. 

Pour aller plus loin, il nous faut maintenant écrire T(a,f) comme une intégrale 

singulière. Si A€ '600
(T), on vérifie sans peine que pour toute fonction 

00 
f Ê '(3 (T), 

g(x) = H(Af)(x) - A(x)(Hf)(x) est dérivable et que 

dg _ 1 JX+7T A(x) - A(y) 
dx - - 41T V. p. . 2 X - v f(y) dy 

x-1T sm 2 V 

1 JX+7T f( ) + 2i a(x) v. p. Y dy. 
X-1T tg x-y 

2 

Le noyau K de 11 opérateur f ---+ T( a, f) s'écrit donc K = K 
1 

+ K
2 

où 

K (x y)= - -1 A(x) - A(y) et où 
1 ' 47T . 2 x-y sm 2 

1 K2(x, y) = ---- est le noyau de la transfor-
27T tg f 

mation de Hilbert. 

DEFINITION. Un noyau de Calderon-Zygmund est une fonction K(x,y) définie 

sur n = { (x,y) Ê R2 
, y/: x} et ayant les propriétés suivantes 

(a) IK(x,y) 1 $ ~ 
ly-x 1 

(b) 1 ~ ~ (x, y) 1 $ C 2 (y-x) 
et 

(c) pour toute fonction f E:'6'
00

(T), lim J K(x,y) f(y) dy 
EtO ly-x l~E 

existe presque partout. On désigne par [Tf] (x) la fonction ainsi définie 

THEOREME 1. Pour tout noyau K(x,y) vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) 

ci-dessus, (d) est équivalent à la condition (e) suivante 

( e) il existe une constante C, un nombre réel r ~ 1 et un nombre réel q ~ r , 
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00 

q s +oo tels que, pour tout intervalle I c T et toute fonction f € -e (T) portée 

par I, on ait ( 1 J, JTf Jr dx)1/r s C( 1 J lt lq dx)1/r_ 
Îr7 I fr1 I 

Admettons pour l'instant le théorème 1 et montrons le résultat suivant. 

PROPOSITION 2. Il existe une constante C telle que pour toute fonction 

A € ~
00

(T) vérifiant I A(x) - A(y) 1 s I x-y J, la norme del' opérateur 

d~ [Ï.JA - AH] = T: L
2

(T) ~ L 2(T) ne dépasse pas C. 

Il suffit pour cela de vérifier que pour tout intervalle I c T et toute fonction 

f € L 2(T) portée par I, on a 

(3) 

Si la longueur J I J de I dépasse 'TT , (3) résulte immédiatement de la proposition 1 . 

En fait (3) ne précise la proposition 1 que pour les petites valeurs de J I J . 

On appelle J l'intervalle "double" de I (même centre et longueur double) et 

00 
où a

1 
€ '{J (T), a 1 = a sur I et 

a
1 

= O sur le complémentaire de J. Appelons A 1 une primitive de a 1. On a 

donc 'ef x € I, 'ef y€ I, A1(x) - A 1(y) = A(x) - A(y) de sorte que si f est supportée 

par I et si x € I, T(a,f)(x) = T(a 1 ,f)(x). 

Dès lors la proposition 1 s'applique avec p = 4, q = 2 et r = 4/3 et donne 

Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème 1 . 

L'implication d) ~ e) résulte essentiellement de la théorie de Calderon;.. 

Zygmund. En effet, pour tout q € ] 1 , +oo [ T est borné sur L q et l'on a donc 
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L'implication e) ~ d) est plus subtile. La preuve suivante est due à J. O. Stromberg 

On remplace d' abord le noyau K(x, y) par une suite de noyaux tronqués obtenus 

par le procédé suivant. On fixe une fonction indéfiniement dérivable cp : R --+ [o, 1] 

égale à 1 au voisinage de O et nulle quand I x 1 ~ 2 et 1' on pose 

Kn(x,y) = [1 - cp(n(y-x))]K(x,y). On vérifie sans difficulté que pour toute fonction 

f € '600
(T), on a lim JKn(x,y) f(y) dy = lim J

1 
I K(x,y) f(y) dy au sens 

n-+-1-00 EtO y-x ~E 

suivant : quand la seconde limite existe, la première existe aussi et lui est égale. 

Enfin en écrivant que cp(x) = :E yk eikx où les coefficients de Fourier yk ont une 

décroissance rapide, on a Kn(x,y) = K(x,y) - I: yk eikny e-iknx K(x,y) et il en 

résulte immédiatement que les noyaux Kn vérifient uniformément e). 

Si nous montrons l'existence d'une constante C telle que, pour tout n ~ 0, 

!I Tnf!)2 < d/r)l2 , Tn étant l'opérateur défini par le noyau Kn(x,y), l'inégalité 

( d) résultera du lemme de Fatou. 

Dans tout ce qui suit nous omettrons 1' indice n. Définissons d'après 

Fefferman et Stein, (Tf)'/(x
0

) = sup { inf A J I Tf(x) - c I dx} et nous allons 
I=x

0 
cE:C III I 

montrer 1' existence d' une constante C telle que 

] 

1/q 

(4) (Tf}*(x
0

) :5 C ~ 1 f I q,* (x
0

) 

* (on désigne par g la fonction maximale de Hardy et Littlewood de g). 

Pour démontrer ( 4), nous désignerons par I un intervalle contenant X ' 0 
par 

J l'intervalle "double" et par f 1 le produit de f par la fonction caractéristique de 
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J; de sorte que f = f
1 

+ f2 où f2 = 0 sur J. On écrit que Tf = Tf 1 + Tf2 

et l'on a 

C ~ if lq>* (x
0

)] 
1
/q. 

On a donc rtJ fr 1Tf1 ldx :,; 2C [î Ir lqi*(x
0

)] l/q. 

Nous allons maintenant montrer que fiT JI I Tf 2(x) - Tf2(x
0

) 1 dx:,; Cfl'(x
0

) et cela 

entraînera(4). En fait, ona !Tf
2

(x)-Tf
2

(x )1 = IJ [K(x,y)-K(x ,y}]f(y}dyj :5 
o Je o 

C li !J I f(y) 1 dy :5 C' f*(x ) . 
Je (x -y}2 o 

0 

Maintenant que ( 4) est établie, la preuve du théorème 1 ne présente plus de 

difficultés . 

Si 1 :5 q < 2 ( ce cas est suffisant pour les applications que nous avions en vue), 

on remarque que 

(5) 11 u I f I q >*] 1 
/ q 112 :5 C q l lt 112 

et 1' on en déduit ll(Tf)41ll2 :5 clltll 2 • Comme nous savons a priori que 
2 . 

Tf € L (car 

le noyau de T a été tronqué), il vient, grâce au théorème de Fefferman et Stein 

( ~J p. 1 5 3 , th. 5) 

(6) 

Par ailleurs (e) appliqué à I = [-1r, 1T] donne 

Ceci termine la preuve du théorème 1 dans ce cas. 

Si q ~ 2, on appelle q
1 

un nombre réel tel que q
1 

> q et l'on obtient 
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par le raisonnement précédent 

(7) IIT(f)II ::; dlfll . 
q1 q1 

Dès lors on peut appliquer la décomposition de Calderôn-Zygmund pour montrer que 

1' opérateur T envoie L 
1 dans · L 

1 faible (le raisonnement fait pour q 1 = 2 

dans le livre de Stein s'étend mot pour mot à notre situation). Par interpolation T 

envoie L 2 dans L 
2 

• 

3. LE CAS GENERAL. 

Nous supposons maintenant que 
00 

Soit an € -6 (T) 

une suite vérifiant Jla)J
00

::; 1 et an(x) ~ a(x) =: presque partout. Désignons par 

T l'opérateur associé à a : T (f) = T(a , f) et par TnE l'opérateur tronqué n n n n 

correspondant défini par 

A (x) - A (y) 
~ 2 X-; f(y) dy 

sm 2 

+ 1 a (x) r f(y) dy. 
~ n J1T;;:::J x-y 1 =::E tg 9 

Nous savons d'après M. Cotlar que pour tout noyau K(x,y) de Calderon-Zygmund, 

T*f(x) = sup I J, J K(x,y) f(y) dy I vérifie, pour p €] 1 , +00 [ 

E>û X-y =::E 

!IT*fllp ::; CP llfllp. 

On a donc IIT~ fJl2 ::; C JlfJl2 . Or pour tout E > 0 fixé, T~ f(x)--+ TE f(x) et le 

lemme de Fatou donne J JTEf J J2 ::; C J Jf J J2 . 

Or un calcul immédiat montre, par intégration par parties, que 

00 
existe presque-partout quand f € '(J (T). Il résulte du lemme de Fatou que 

1 ITf 112 ::; CI If 112 ce qui termine la démonstration. 
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4. APPLICATION DE LA METHODE DU § 1 AUX OPERATEURS PSEUDO­

DIFFERENTIELS. 

THEOREME 2. Soient n et N deux entiers tels que n ~ 1 et 

N > n + ~] + 1 • Supposons que p : Rn X Rn ~ C: soit continue et bornée et que 

(a) 

et qu'il existe un nombre CS > 1/2 pour lequel 

(b) 1 b i p(x+h ' I;) - b ~ p(x' I;) 1 "' C(log ~ r ~ ( 1 + 1 t I r l <l 1 

pour tout x € Rn, tout ç € Rn et tout h € Rn vérifiant I h J ::; 1 • Alors 

1' opérateur pseudo-différentiel défini par 

(c) 

est borné sur r L quand 1 < r < +oo. 

La preuve du théorème 2 dépend essentiellement du résultat suivant. 

PROPOSITION 3. Pour tout couple c2 > C 
1 

> 0 et tout p € ] 1 , +00 [ 

il existe un nombre c
3 

= c
3
(c

1 
,c 2 ,p) > 0 ayant la propriété suivante 

(8) si les fonctions Il\: : Rn+ C (kE:N) vérifient 

et 

(9) si les fonctions fk € /2(Rn) sont telles que 

alors 
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Fixons en effet et écrivons 1¾(x) = mk(x) + mk(x) où le support de 

mk( ~) est contenu dans 1 si $ c2k tandis que lmk(x) 1 $ C k-S' si k :2:: 1 et 

lm~ 1 s; C. De plus lmk(x) / s; C pour tout k E:N. 

Cette décomposition de mk(x) résulte de la continuité logarithmique. 

On a donc f(x) = :E mk(x) fk(x) = f' (x) + f"(x). 
k:2::0 

On a f' (x) = :E fk(x) où fk(x) = mk(x) fk(x). Le spectre de fk est contenu 
k:2::0 

c1 k 1 1 c1 k dans 2 2 s; ~ s; (c 2 + 2 ) 2 . La théorie de Paley-Littlewood peut être appliquée 

à //f ' /1 et 1 ' on a p 

/lf 1 /I s; c /1( :E lm 1 f 1
2)1/ 2 /1 s; c•//( :E If /2 )112 /1. 

p p k:2::0 k k p p k:2::0 k p 

On a évidemment I f"(x) / s; ( ; 1 mk 1
2) 1/ 2( ; / fk(x) / 2) 1/ 2 

$ C(; 1 fk / 2) 112 

0 0 0 

ce qui termine la démonstration de la proposition 3. 

Pour démontrer le théorème 2 , il est commode d'introduire l' algèbre f6 des 

fonctions p( s) € '600 
(Rn) vérifiant ( 1 + / ~ / )ex / à ex p( s ) / $ C pour tout ex € Nn 

(X 

et tout ~ € Rn. 

Il est évident quel 'espace vectoriel des symboles vérifiant (a) et (b) est stable 

par multiplication par les fonctions p( ~ ) € ;/b . Par ailleurs on peut trouver quatre 

fonctions p
0

(~), p
1
(0, p2(~) et p

3
(ç) E:J/:, telles que 

1 = p
0

(ç) + p/ç) + P2(~) + P/0 

support p 
O 

c { 1 ç I s; 2} ; dans tout ce qui suit / ç J désignera 

support p
1 

c U Rk où Rk = { 4k :s I ç/ $ 2.4k} 
k:2::0 

support p2 c U ~ Rk et support p
3 

c U 2Rk. 
k:2::0 k~0 

sup 
1:S:;j:Sn 



Posons p 
O 

(x, 0 = p(x, ~ ) p 
O 

( 0 , p /x, ç ) = p(x, ç ) p 1 ( ç ) etc . 

On a p(x, ~) = p
0

(x, ç) + ... + p
3

(x, O. 

39. 

Montrons ( ce cas sera typique), que l'opérateur pseudo-différentiel T 
1 

associé au 

symbole p 1 (x , ç) est borné. Puisque T = T 
O 

+ T 
1 

+ T 2 + T 
3 

il en résultera que 

T est borné. 

Pour montrer que T 1 ( qui sera noté désormais T) est borné, nous 

décomposons p 1(x,ç)= !:: qk(x,ç) où qk(x,~) estnulhorsde RnXRk (et 
k~O 

vaut donc p /x, ~) sur Rn X Rk). 

Appelons 1/) une fonction indéfiniment dérivable, égale à 1 sur 

1 s / ~ / s 2 et à O hors de j s J ~ J s ~. 
k 

Regardons qk (x, ~ ) comme la restriction au cube Qk = { / ~ / s 2 . 4} d' une 

f t . 4k+ 1 one 10n périodique ( en ~ ) . 

La série de Fourier de cette fonction est 

r: mk .(x) xk .(0 
jE:Zn ,J ,J 

' ou ( ) ( . -k-1 . ) 
X k . ~ = exp 27714 J. ~ . ,J 

Si bien que qk(x, ~) = I: mk .(x) xk .(O 1/)(4-k~) sur tout RnxRn. Le calcul 
jE:Zn . ,J ,J 

immédiat des coefficients de Fourier mk . donne I mk .(x) J s C( 1+ / j I fN ,J ,J 

et lmk .(x+h) - mk .(x) 1 s C(log À rb(1 + lj I rN si lh I s 1. 
,J ,J lhl 

Posons Q.(x,~) = r: mk .(x) xk .(ç) 1/)(4-k ~) et appelons <:€. l'opérateur 
J k~O ,J ,J J 

associé au symbole 

gk. ,J 

Définissons 

A 

par gk .( ~ ) = X k .( ~ ) et g .(x) = !:: gk .(x). 
,J ,J J k~O ,J 
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On passe de f à :E gk . par le multiplicateur de Hormander 
k~0 ,J 

,... ( -k-1 ) ( -k ) I: exp 27Ti 4 j. ~ 1/> 4 t . On a donc grâce à cette remarque 
lèO 

n E 

11 :E gk .11 :5 C ( 1 + / j / )2+2 I If 11 où E = 1 si n est impair et E = 2 si n 
k~0 ,J p p p 

est pair ( GJ, p. 96). Enfin q;' .(f) = ~ mk .(x) gk .(x). La proposition 3 donne 
J k~0 ,J ,J 

n E 

llce.(f)II :::; c (1 + lj 1 )-N+2+2 llfll . 
J p p p 

Si N > 3
2n + 2~, IIT

1
(f)li :5. :E 11~.(f)II :5 C llfll . 

p jE:Zn J p p p 

La même preuve vaut pour T 
O 

, T 2 et T 
4 

• 
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UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO--DIFFERENTIELS BORNES SUR Lr(Rn), 

1<r<+oo. 

S hahkar Mossaheb et Masami Okada 

O. INTRODUCTION. Soit p(x, I;, ) un symbole appartenant à la classe sf 
O

• 

' 
C'est-à-dire que 

(1) 

Alors l' opérateur T p défini par 

(2) T f(x) = J eix. I;, p(x, I;,) f ( I;,) dl;, 
p Rn 

est borné sur L r pour 1 < r < +oo. 

Nous nous proposons de montrer que les dérivations par rapport à x sont 

presque inutiles : il suffira pour obtenir (2) d'imposer aux fonctions 

( 1+ J; J) J a J o ~ p(x,;) d'avoir (uniformément par rapport à l;, € Rn), un module de 

continuité w (h) en x majoré par C llog(2+ J h J j]- 1
. a a 

Nous présentons tous nos remerciements à Yves Meyer pour ses conseils et 

suggestions. 

1. ENONCE DES RESULTATS. 

Soit p(x, I;,) € L 
00

(Rn X Rn)_ Posons 

/ P J s = sup / D~ p(x, l;,) / (1+ l ~ /) J a/ 
x, I;, 

J ll / :s:n+2 



où 
n 

= ~ ex. 
j=1 J 

Nous démontrerons le théorème suivant. 

THEOREME 1 . On suppose que 

(a) / p / s $ M
1 

< +oo 

(b) IP-Ptls$M2(1ogf;îr1, ltl ::S 1, tE:Rn 

où p/x, ç) = p(x-t, ç ). 

Alors on a 

(3) 

où C ne dépend que de n et r et M = max(M
1 

,M2). 

(X 

o n 
(X 

à ç n 
n 

42. 

La preuve du théorème sera décomposée en quatre parties. Tout d'abord nous 

vérifierons au § 2 que T p est borné sur L 2 . Pour ce faire nous écrirons T p 

sous la forme d'une série d' "opérateurs élémentaires" auxquels s'appliquera un 

lemme fondamental. 

Pour montrer les estimations où r f. 2 , il faut retourner au noyau définissant 

T et appliquer les méthodes de "variable réelle". p 

Au § 4 nous montrerons que T . L1 envoie p dans L 1 faible et cela nous 

donnera la démonstration du cas 1 < r < 2 grâce au théorème d' interpolation de 

Marcinkiewicz. 

Pour traiter le cas où 2 < r < +oo, nous prouverons que T envoie p 
Lco 

dans BM0 ; nous pourrons alors utiliser le théorème d'interpolation de Fefferman 

et Stein [4] comme dans GJ . 
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2. LE CAS L2 . 

THEOREME 2. Soit p(x, c;) un symbole vérifiant les propriétés (a) et (b) du 

théorème 1. Alors 
, 2 

est borne sur L . 

Naturellement on peut par régularisation et troncation se ramener au cas où 

p(x,c;) E:c©(RnXRn). Ce qui importe est que les constantes C et M dans (3) ne 

dépendent respectivement que de n, M1 et ~. Toutes les fonctions écrites 

ci-dessous appartiendront à la classe ~ (RnX Rn). 

PROPOSITION 1 . ( Cas des opérateurs élémentaires). Soit 

00 

p (x,c;)= ~ mk(x)pk(c;) où 
o k=O 

sup 
x,k 

l~(x-t) - ~(x) J ::; 
1 

2 
log Jtl 

J t J ::; 1, t E: Rn 

(4) 

llpklL $ 1, support pk(c;) c { c; ; 2k::; J c;J::; 3.2k}, k 2:: 1 

support p 
O 

s;_ { ~ ; J c; J ::; 3} . 

Alors Tp est borné sur L 2 quand p = p
0

(x, c;) et l'on a 

ne dépend que de la dimension n. 

11 T 11 ::; c où en p n 

La proposition 1 est un corollaire évident de la proposition 2 suivante. 

PROPOSITION 2. Pour tout entier n 2:: 1, il existe une constante en telle 

(5) 

lorsque les mk vérifient les hypothèses de la proposition 1 et lorsque 

Support fk( c;) C { c; ; 2k $ 1 c; 1 $ 3. 2k} . 
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La proposition 2 est en fait un lemme de "presque-orthogonalité". Les hypothèses 

signifient que les fonctions fk sont "tellement orthogonales" que multipliées par les 

fonctions mk(x) qui sont "uniformément plates", elles restent des fonctions "presque-

La preuve de la proposition 2 repose sur le lemme très simple suivant. 

LEMME 1 . Soient F(x) et m(x) deux fonctions appartenant à L 1 (Rn) et 

telles que 

pour un certain entier k E: N. Alors on a 

(6) 1 J m(x) F(x) dx 1 $ C w(2-k) IIFll1 

1 m(x-t) - m(x) 1, 0 < h < 1 où w(h) = iUlj) 
0$ t 1 $h 

x E: Rn 
dimension n. 

et où C ne dépend que de la 

Preuve du lemme 1 . On peut trouver deux fonctions cp et 1/) E: .,o(Rn) telles que 

(7) cp E:cf>(Rn), cp soit radiale, 

{¾ $ 1 ç 1 $ 4} 

La construction de cp ne pose aucune difficulté. Pour obtenir 1/) , on 

prolonge ~ , restreinte à ¾ $ 1 ~ 1 :s; 4, en une fonction appartenant à /2 (Rn). 
cp 

Avec ces notations on a 



J m(x) F(x) d.x = j m(x)(F * ipk * cpk)(x) d.x 

= J (m * cpk)(x)(F * ipk)(x) d.x. Donc 

Jj m(x) F(x) d.x J :S !lm* cpkllJJF * ipkJJ1 :S cllm * cpkll00 IJFll1 . 

Comme J cp(x) dx = O, on a (m * cpk)(x) = J [m(x-2-kt) - m(x)] cp(t) dt. 

45. 

On peut dans la construction de cp supposer que Support cp c { J t J :S 1} sinon 

on remplace cp par cp(Nx), N 2::: 1 assez grand. On obtient alors 

Il m * cpkll
00 

:SC w(2-k) et la preuve du lemme 1 est terminée. 

Preuve de la proposition 2 . 

On a 

E Jm .(x) m. (x) f.(x) fk(x) d.x = Re(I + 2J) où 
. k J K J J, 

00 

Le terme I est facilement majoré par C E 11~ Il~ . Nous allons appliquer le 
k=O 

lemme 1 à la partie J en posant m(x) = m/x) iiik(x) et F(x) = f/x) f k(x). On a en effet 

A A A { k 2 1 1 k 2} Support F c Support fj + Support fkc 2 - :S ~ :S 2 + 

et J m(x-t) - m(x) J :S ~ 
log Ît7 

pour 

Et donc on a 

On sait (Hardy et Littlewood) que pour toute suite xk, kE:N, de carré sommable, la 



suite est aussi de carré sommable. 

On a donc J J J :s; C' !; l lfkl!~. 
~o 

La preuve de la proposition 2 est terminée. 

Réduction aux opérateurs élémentaires. 

46. 

La réduction d' un opérateur pseudo-différentiel défini par un symbole classique 

en opérateurs pseudo-différentiels élémentaires a été exposée par Y. Meyer [5] . Nous 

ne pouvons renvoyer le lecteur à ces notes non encore publiées et, pour cette raison, 

nous allons décrire ci-dessous cette réduction. 

Dans cette décomposition, aucune condition de continuité par rapport à x n'est 

nécessaire . 

Soient µ, v € ,J}(R+) telles que support µ c [1 ,3], 
-00 

x > 0 support l/C [1,4], l/=1 sur le support de µ . 

+oo 

Posons Bk(ç) = µ(2-k I çJ ), e 
O 

( ç) = 1 - !; e k( ç). 
-oo 

Appelons T ( ç ) une fonction de 
0 

1 sur le support de 

Alors une première décomposition de p(x, ç ) s' écrit 

00 00 

p(x, ç ) = ~ p(x, ç) e k( ç) = I; pk(x, ç). 
k=û k=0 

Regardons pk(x, ç) comme une fonction définie sur le cube 

e . 
0 

si 

j=1, ... ,n}. Alors pk(x, ç ) est développable en série de 

Fourier: Ou' X ( t ) ex (2 7T i e. ç ) 
k,e s = p 

2
k+3 

Pk,e(x)= 
2

n(k~3) JQ pk(x,ç)Xk,e(ç)dç. 
k 

Comme Tk = 1 sur le support de pk(x,. ), on a 

et 



00 00 

Désignons par 1T e (x, ~) le symbole élémentaire 

et posons Te = T 
1Te, 

Alors 

00 

47. 

Nous allons estimer la norme de l'opérateur Te . Il suffit de considérer le cas 

e -f. 0 car T 
O 

est borné sur L 2 (proposition 1 ) . 

De même nous allons appliquer la proposition 1 pour montrer que 

I IT 11 < CM e € Zn ce qui suffit à prouver le théorème 2 . e 2 2 - l e I n+ 1 , L ,L 1+ · 

Pour cela nous allons majorer IIPk, e (x)l1
00

• On a 

( 10) IIPk, e 1100 $ C M1 1 e 1-2N pour tout N ~ 1 

De même on a 

( 11) sup 
x,k 

Pour obtenir (10) on se reporte à la définition des coefficients de Fourier Pk,e (x) 

donnée par ( 9). 

On remarque d'abord que pour tout N ~ 1 , on a 

puisque 

et e € J!J (Rn) (les calculs sont immédiats compte tenu des hypothèses sur 
0 

è i p(x, ~ ) ) . Ensuite un certain nombre d'intégrations par parties dans (9) donnent le 

résultat désiré. La preuve de ( 11 ) est analogue. 



La preuve du théorème 2 se termine par la remarque que 

1 IT Il 2 2 $ !; 1 IT 1) 11 2 2 $ CM. 
p L L e E:Zn c, L L 

(12) 

( 13) 

(14) 

et 

(15) 

' ' 

3. METHODES DE VARIABLES REELLES (estimation du noyau). 

LEMME 2. Définissons K(x,x-y) = J ei(x-y). ç p(x, ç) dç. Alors on a 

1 1 

CM1 
K(x,z) $ Jzf 

CM 
IK(x' ,z) - K(x",z) 1 :s; j Jn 

2 
2n , 

,z log J J 

x'-x" 

J x' - x" 1 :s; 1 

1 1 
CN M1 

K(x' z) ::;; 1 z IN ' 

48. 

Ceci pour tout entier N è?: 1. Les constantes C (et ~) ne dépendent que de la 

dimension ( et de N). 

Le lemme 2 est tout à fait classique et s'obtient en tronquant le symbole compte 

tenu de la taille de z. Soit X E:c!)(Rn) une fonction radiale égale à 1 sur I x 1 :s; 1 

et dont le support est contenu dans I x 1 :s; 2 . 

Ona K(x,z)=I+J où I=Jeiz.çx(lzlç)p(x,ç)dç et 

J = J eiz · ç ( 1 - X ( 1 z I ç )) p(x, ç) dç . 

Par définition de x , on a, de façon immédiate 

Pour traiter J, on fait un certain nombre d' intégrations par parties : 



49. 

J = J I z J12N e iz . ç ( -.ô. ç )N { ( 1-x ( J z l ç )) p(x' ç ) } d ç 

= 1 z 112N I Cl 1+1111 =2N ccx, /1 J eiz. ~D~(1-X ( 1 z J 0) D~ p(x, 0 d~. 

Quand ex = 0, 1 ~ J = 2N et si 2N > n, on a 

J J iz.ç(1 - x( lz J ç)} o: p(x,ç) dç 1 $ 

j, ( j j )-2N 1 [...n+2N 
1ç1~1~I M1 1+ ç dç $ CM1 z 1 • 

Pour ex 7' O, on remarque que ID~( 1 - x ( 1 z J ç )) 1 $ C I z I I ex J si 

1 

lzÎ 
< J ç 1 $ I : I et vaut O sinon. 

Finalement J Joi(1 - x( lz J ç)) o: p(x,ç) Jdç $ 

1 z j I ex J CM
1 
( 1 + 1 ç I f J ~, dç $ CM

1 
1 z J -n + 2N. 

L' estimation ( 13) s ' obtient de façon analogue. Il en est de même pour ( 14) et ( 15). 

En écrivant K(x,x-y) = K(x,x-y) X (x-y) + K(x,x-y)( 1-X (x-y)) on voit tout de 

suite que le second noyau définit un opérateur borné sur tous les Lp, 1 $ p $ +oo. 

Il suffit donc de s'occuper des noyaux K(x, z) vérifiant ( 12), ( 13) 1 ( 14) et 

(16) support K(x,z) c { (x,z) ; x E: Rn , 1 z J $ 1} 

(17) Il Tf 112 $ M Il fll2 quand 

(Tf)(x) = J K(x , x-y) f(y) dy. 

Dans ces conditions on a le résultat suivant. 

THEOREME 3. Si le noyau K(x,z) vérifie les propriétés (12), (13), (14), 

( 16) ~ ( 17), alors l'opérateur T correspondant est borné sur L r pour 
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1 < r < +oo. 

La preuve du théorème 3 occupera les § 4 et 5 ci-dessous. 

4. EXAMEN DU CAS 1 < r < 2. 

On a le choix entre deux méthodes. 

On peut facilement montrer que (12), (13) et (17) impliquent que T envoie 

L 1 dans L 
1-faible. Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration de G] , 

p. 30 à 33. 

On peut aussi montrer que 

En effet f se décompose en fonctions atomiques 

00 00 . 

f(x) = i; a. cp.(x) , i; la. l :S 2 li f Il 1 j=1 J J j=1 J H 

où J <P/x) dx = O, support <Pj c Qj et de plus Jl<Pjlloo :S J ~-1 • 
cubes et 11 existence d I une telle décomposition est prouvée dans J [;] • 

Les Q. sont des 
J 

Appelons d. 
J 

la longueur du côté de Q., y. son centre, 2Q. le cube "double" de Q. et enfin 
J J J J 

lo. l la mesure de Q.. On a 
J J 

s _ 1 K(x ,x-y) <P/Y) dy I dx. 

Go.Je 
] 

J / T <P .(x) 1 dx = J J Tep .(x) l dx + 
Rn J 2Q. J 

J 

Pour estimer le premier terme, on utilise l' inégalité 

L2 pour T. 

On a j") 1 T <P. J dx :s 120.1 1/ 2 IIT<P .112 :s CM. 
2Q. J J J 

J 

Pour le second terme, on a, pour tout x (/, 2Qj 
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IJK(x,x-y) <P .(y) dy 1 = 1 J[K(x,x-y) - K(x,x-y .)] <P .(y) dy 1 
J J J 

scd.lx--y.1 .. ·n- 1 r l<().(y)ldy scd.lx--y.1-n·- 1 

J J JQ. J J J 
J 

J I l-n-1 
On remarque enfin que dj lx-y. ,~d. x-yj dx s C. 

J J 
00 00 

Et donc JJT fll
1 

s r: la. l llT<().111 s CM r: la. l s civIIJfJJ 
1

. 
j=1 J J 1 J H 

5. LE CAS 2 < r < +oc. 

Grâce au théorème d'interpolation de Fefferman et Stein rappelé ci--dessus, il 

suffit de démontrer que T envoie L 
00 

dans BMO. 

~ Soient Q un cube de centre x , Q le cube double, 
0 

10 la fonction carac-

~ 00 

téristique de Q, f € L , f 1 = f\'5 et f 2 = f - f 1. On a évidemment 

Pour montrer que Tf appartient à BMO, il suffit de vérifier que 

On a 

t I Tfz{x) - Tt'i(x
0

) 1 dx - J
0 

IJ K(x,x-y) - K(x
0

,x
0

-y) t'i(y) dy I dx :, I + J où 

I = J
0
J IK(x,x-y) - K(x,x

0
-y) lif 2(y) Jdy dx 

et J = l J IK(x,x -y)- K(x ,x -y) llf 2(y) Jdy dx. 
Q O O 0 

On a, si d désigne le côté du cube Q, 
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En ce qui concerne J, on peut supposer d $ 1 sinon Tfix) = 0 pour tout 

x € Q d'après (16). 

On a donc, grâce à (14), 

la démonstration du théorème 3 . 

Remarques. Il est facile de montrer que les conditions 

1 1 < 1 1 ( 
2 )-1/2 A , p' s +00 , p-pt s $ C log lt7 n'entrainent pas que l' operateur T p soit 

borné sur L 2 . Mais nous ne savons pas ce qui se passe si I p I s < +oo, 

1 p-pt I s < C(log r;T f b , J < 8 < 1 . 

GJ 
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UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE J. DELSARTE 

par Alain Y ger 

I. INTRODUCTION. 

Soient µ 1 et µ 2 deux distributions à support compact dans R 2 Un problème 

ouvert de la théorie des fonctions moyenne-périodiques de deux variables est de savoir si 

les solutions élémentaires du système f * µ 1 = 0 et f * µ 2 = O forment une partie totale 

dans l'espace vectoriel de toutes les solutions indéfiniment dérivables de ce même système 

une solution élémentaire est, par définition, une solution de la forme f(x, y) = 

P(x, y) exp i(ux + vy) où (u, v) € c2 . 

Sous cette forme, le problème posé n'est toujours pas résolu. Dans certains cas 

particuliers, la réponse est connue. Par exemple Delsarte a prouvé qu' il y a totalité si 

µ 1 et µ 2 sont toutes deux la somme de quatre masses ponctuelles portées par les sommets 

d' un carré et d' une densité suffisamment régulière étendue à 1' intérieur de ce carré. De 

plus Delsarte considérait la matrice dont les lignes sont les quatre 

masses ponctuelles de µ 1 et µ 2 aux quatre sommets A , B , C et D du carré 

(dont les côtés sont AB, BC, CD et DA) ; il faisait l'hypothèse que les quatre déterminants 
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(associés aux côtés) d1 1 d et 
2 

a1 1 sont tous différents 
a2 

de O. 

Notre propos est d'étendre le théorème de Delsarte au cas d' un polygone convexe 

et compact. Par polygone convexe et compact nous entendons une partie compacte P du 

plan affine qui soit une intersection finie de demi-plans fermés ; nous supposerons que P 

n'est pas un segment car dans ce cas les hypothèses faites au théorème 1 entraînent que la 

seule fonction f vérifiant f * µ 1 = f * µ 2 = 0 est la fonction nulle. 

2. ENONCE DU THEOREME 1. 

THEOREME 1. Soit P un polygone convexe et compact du plan affine dont les n+ 1 

sommets sont A , A 1 , ... , A et les n+ 1 côtés sont A A 1 , ... , A 1A et A A . 
o n --- ----- o n- n - n o 

Soient µ et li deux mesures de Radon complexes ayant les propriétés suivantes 

( 1) les supports de µ et li sont contenus dans P 

(2) en notant a. (resp. b.) la masse de µ (resp. li ) en AJ., on a 
J J 

a.b. 1 - a. 1b. -1= 0 pour O $ j $ n ; avec la convention que l'indice n+1 est O. 
J J+ J+ J --

(3) µ et li ne chargent pas les côtés ouverts ]A. A. 1 [ (0 $ j $ n): 
J J+ 

J]A.,A 1 ~ JµJ = J]A.,A 1 L j lll = O. 
J J+ J J+ 

Alors les solutions f(x,y) = P(x,y) exp i(ux + vy), PE:C [x, Y], 2 (u, v) € C du système 

(4) 

forment une partie totale dans l'espace vectoriel des solutions continues de (4) ; la topologie 

étant celle de la convergence uniforme sur tout compact. 

Le cas examiné par Delsarte était celui où P est le carré O $ x s 1, 0 $ y::; 1 
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alors si D désigne le rectangle O =:; x =:; 2 , 0 =:; y $ 1 ; il est facile de prouver ( Gi] ) 

que toute fonction g € L 2(D) est la restriction à D d'une fonction f € T '!- (Rn) -ioc 

vérifiant ( 4) presque-partout. Cette observation conduit d'ailleurs à une preuve très simple 

du théorème de Delsarte. Nous ne savons pas si l'on peut trouver, dans le cadre du théorème 

1 , un tel domaine fondamental D . 

3. UNE PREMIERE REDUCTION ET LE PLAN DE LA DEMONSTRATION. 

Traditionnellement, on démontre par dualité les théorèmes de totalité. On peut 

évidemment ramener une solution continue ( ou dans L1
2 (R2 )) de (4) à être indéfiniment oc 

dérivable par convolution avec une approximation del' identité. Nous prouverons la totalité 

dans l'espace ~ des fonctions indéfiniment dérivables (sans conditions de croissance) 

dont le dual est 1' espace i' des distributions à support compact. 

Il est classique d'observer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

pour une distribution T € 't' 

(5) pour toute solution élémentaire f(x,y) = P(x,y) exp i(zx + wy) du système (4), 

T* f = O. 

2 ( 6) pour tout point p = (z ~ w ) ~ C , il existe deux fonctions holomorphes au 
0 0 0 

voisinage de p 
O

, A (z, w) et B (z, w), 
Po Po 

A A A 

telles qu'au voisinage de p , 
0 

on ait 

T(z, w) = A (z, w) µ (z, w) + B (z, w) li (z, w) ; dans tout ce qui suit le signe A désigne la 
Po Po 

transformée de Fourier complexe . 

Montrer la totalité des solutions élémentaires revient à démontrer que pour toute 

distribution T € ~' la condition ( 6) entraîne que T appartient à la fermeture (pour la 
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topologie 0-(0 1 ,t)) de l'idéal µ * 't' + v * 't'. 

Nous allons prouver que cet idéal est fermé. 

THEOREME 2 . Soient µ et v deux mesures vérifiant les hypothèses du théorème 

1. Alors l'idéal ~ = µ * ·f,1 + v * ~' de ~' est fermé pour la topologie a ("61
, '6) 

et les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour toute distribution -r€ t 1 

(a) 'T € :f 
A A A 

(b) pour tout 2 p = (z , w ) € C , 
0 0 0 

T(z, w) appartient à 1' idéal eµ + e v ; Er 

désigne 1' anneau des germes de fonctions de z et w holomorphes au voisinage de p . 
- ------------- 0 

Naturellement (a) est équivalent à la propriété 

(7) il existe deux fonctions entières A(z, w) et B(z, w), satisfaisant les condi-

tions de croissance du théorème de Paley-Wiener et telles que 

A A A 

T(z,w) = A(z,w) µ(z,w) + B(z,w) v(z,w). 

Il est évident que a) 9 b). 

Pour montrer que b) ~ a), il faut choisir pour chaque p
0 

€ c2 des coefficients 

A (z,w) et B (z,w) qui puisse se recoller en des fonctions globales A(z,w), B(z,w) 
Po Po 

entières et vérifiant les conditions de croissance du théorème de Paley-Wiener. 

Ce recollement se fera en deux temps . 

I. A l' aide du théorème des voisinages privilégiés de A . Douady, nous allons trouver 

deux nombres réels r ~ 0, R ~ O, un entier q ~ O et une constante C > 0 tels que, 

2 pour tout p € C , 1 ' on puisse construire deux fonctions A ( z , w) et B ( z , w), 
0 % % 

holomorphes au voisinage de { 1 z-z 
O 

1 $ r ; 1 w-w 
O 

1 $ R} et vérifiant, sur ce voisinage, 
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A A A 

(8) T(z,w)=A (z,w)µ(z,w)+B (z,w)ll(z,w) 
Po Po 

et 

(9) 
1 1 

sup J J JA (z,w) I+ la (z,w) J s 
z-z Sr et w-w SR Po Po 

0 0 

JJ .

11 

c(l~mz l+l:Jmw 1). 
C(1+ p

0 
)qe O 0 

II. A 1' aide d' une méthode due à Ehrenpreis nous recollerons les décompositions 

obtenues au I pour obtenir A(z, w) et B(z, w). 

4. LOCALISATION DU SPECTRE. 

Le spectre A associé au couple (µ , li) est l'ensemble des (z, w) € c2 tels 

A A 

que µ (z, w) = ll(z, w) = O. Nous allons montrer que A est contenu dans une bande 

horizontale 1~m z J s C, J~ m w J s C. 

Cependant, dans la discussion qui précèdera l' application du théorème des voisinages 

privilégiés de Douady, il sera important d'associer au couple (µ , li) tous les couples 

(x µ , X li) où x € Hom(R
2

, T) = G ; G est le groupe, isomorphe à R
2

, de tous les 

caractères continus sur R
2 

. 

Pour tout X €G, soit l'ensemble des 2 (z, w) € C tels que 

A A 

(xµ) (z, w) = (x li) (z, w) = O. On a alors le résultat suivant. 

LEMME 1 . Il existe deux constantes T 
1 

et T 2 telles que, pour tout X €G, 

soit contenu dans Jjm z J S T 1 et · l5m w J s T 2 . 

Nous aurons, en fait, besoin d'un résultat plus précis nécessitant des notations 

supplémentaires . 
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Soit (~ ~) 
1 ' J un repère orthonormé du plan euclidien. Pour tout vecteur unitaire 

➔ ➔ ➔ 

u = cos e i + sin e j et pour tout 0: > o, le secteur angulaire ouvert 

par 1 X sin 0 - y COS 0 1 < o:(x COS 0 + y sin 0 ) . 

On peut alors énoncer. 

~ 

➔ 
S (u) est défini 

0: 

LEMME. 2. Pour tout vecteur unitaire u, on peut trouver deux constantes complexes 

c et d et des nombres réels strictement positifs o:, ô, c 1 et c2 tels que 

V(z, w) € c2 , les conditions (5m z ,~m w) € S (û) et 
0: -

~ m z cos 0 + :J m w sin 0 ~ C 1 

entraînent, V X E:G, 

Avant de prouver ce résultat nous allons en déduire un corollaire. Posons 

ljm z , 3m w J = ~dm z)2 + (:Jm w)2] 
112 

Le second membre de (10) peut alors être 

remplacé par ôexp [-c2 lc'.fm z ,c'.f m w ~. Ensuite on peut recouvrir R/Z par un nombre 

~ 
fini de secteurs ouverts de la forme So:(u). Quitte à replacer c 1 par une constante T 

plus grande, on a le résultat suivant 

COROLLAIRE. Il existe une constante 0
1
> O, une constante c

3 
> O, une 

constante T > O et un ensemble fini F de couples 2 2 (c,d) € C tels que V(p,q) € Z 

vérifiant p2 + q2 ~ T2 , il existe un couple (c,d) € F ayant la propriété suivante : 

V X€ G, 

1~m z - p 1:51 et 1~m w - q 1:51 ~ lc(xµt (z,w) + d(xvt (z,w) 1 

~ ô 1 exp ~c 3 1 ~ m z ,j m w ~ . 

Pour prouver le lemme 2, on peut évidemment se ramener au cas où e = O. 
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Deux cas se présentent dans la preuve du lemme 2 . 

Ou bien il y a un seul point de P d' abscisse maxima ; alors ce point est un sommet 

et, quitte à réordonner les sommets, on pourra supposer que ce sommet est A . Si a 
0 0 

(la masse de µ en A ) est -1= O, 
0 

on choisit c = 1 et d = 0. On a alors, en appelant 

x et y les coordonnées de A et E > O un nombre qui sera fixé dans un instant, 
0 0 0 

/; (z, w) 1 ~ / a I exp(x ~ m z + y ~ m w) - I - J 
0 0 0 

où l=Jexp(x.'lmz+y.'lmw)d[µ[(x,y) et 

Pn{ xSx 0-E} 

J=J { }exp(xJmz+yc'Jmw)dlµl(x,y). 
Pn X -E<x<x 

0 0 

On peut trouver ex> 0 tel que si / s / S cxt on ait î/ (x,y) € P 

tx
0 

+ sy
0 
~ tx + sy. Si /J m w I s ex 1 :f m z /, on obtient 

J s exp(x ~ m z + y :J m w) /µ/ (P n{x -E < x < x }) s 
0 0 0 0 

3
l la I exp(x ~ m z + y ~m w) ; si E est assez petit. 

0 0 0 

Enfin, quitte à choisir ex > 0 assez petit, on pzut trouver un r, > 0 tel que, 

î/ (s, t) € R
2

, 1 s / s cxt implique { sup } tx + sy :5 (1-r, )(tx0 + sy 0). On a donc 
Pn xSx -E 

I :5 C exp ~ 1-'Y] )( ::f m z x + i m w y )l :5 
3
l la 

O 

I exp(x ~ m z + y c'.f m w) ; ceci si ~ 0 0~ 0 0 0 

1 ~ m w / :5 ex 3 m z et :1 m z ~ C 1 . 

Le second cas est celui où deux sommets (disons A
0 

et A 1) ont la même abscisse 

maxima. On forme alors b 1µ - a 1 v qui ne charge plus A1 mais dont la masse en A 
0 

est a
0

b1 - a 1b
0

-/= 0 et l'on applique à cette nouvelle mesure un raisonnement analogue au 

précédent. 
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Pour énoncer le lemme 3 ci-dessous, quelques notations supplémentaires sont 

nécessaires. Ecrivons 

n 
µ = :E a. ôA + p 

1 . 
0 1 

n 
li = :E b. ôA + cr 

1 . 
0 1 

les hypothèses faites sur µ et li signifient que p et cr sont portées par l'intérieur 

de P. 

LEMME 3. L'ensemble ~ des couples de fonctions entières sur c2 

1, A A 1 2 
~Xµ) (z, w) , (x li) (z, w) 

1 
où x C Hom(R , T) est relativement compact pou:ri la topologie 

de la convergence uniforme suri tout compact. Soit r le sous-groupe de 1i engendré 

par A , A 
1 

, . . . et A ; r n'est pas nécessairement fermé. Soit Hom(r, T) le 
-- o - n 

groupe de tous les homomorphismes de r dans T. Alors pour tout couple (F ,G) 

appartenant à la fermeture Jf, de t}1 , il existe un x 
O 

C Hom(r, T) et deux mesuries 

p 
O 

et a 
O

, portées par l'intérieur de P et telles que 

n A n A A 

F = (x :E a. OA) 
0 1 . 

0 1 

et G = (x :E b. 6A ) 
0 1 . 

0 1 

La première assertion du lemme 3 est immédiate. Puisque I X 1 = 1 et que µ et 

v ont un support compact, toutes les dérivées de (xµ) et (x li) sont majorées, 

uniformément par rapport à x . Le théorème d' Ascoli montre que ~ est relativement 

compact. 

Si (F, G) C JG , il existe une suite X . C Hom(R2, T) telle que F = lim(x .µ ) " , 
J J 

G = lim(x .v) 
J 

sous suite 

le groupe Hom(f, T) est métrisable et compact et l'on peut extraire une 

ç. des 
J 

X· convergente sur 
J 

r vers 
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On peut enfin, quitte à extraire des sous-suites, supposer que ~ jp ➔ p 
O 

dans 

la topologie a (L 
2 

d I p 1 , L 2 d I p 1 ) et faire l'hypothèse correspondante sur ~ ,(]. 
J 

Alors 

p 
O 

E: L 2(d I pj) ; cela entraîne que p 
O 

soit absolument continue par rapport à la mesure 

d J p I et donc que tout ensemble de mesure nulle pour d I p I le soit encore pour I p 
O 

1 . 

En particulier p~ est portée par l'intérieur de P. Le même raisonnements' applique 

LEMME 4. Les couples 2 (z,w)E:C 
A A 

tels que µ (z, w) = z;(z, w) = 0 forment un 

ensemble discret. 

Pour tout couple w = (F ,G) E: JG, nous désignerons respectivement par '?J-w 

l'ensemble des couples 2 (z, w) E: C tels que F(z, w) = G(z, w) = 0 et par U.3-(~ c lJ'w 

l'ensemble des points non isolés dans 19-w ; puisque 'l.9--w est fermé, l.lt est aussi 

1' ensemble des points d' accumulation de 'l}w. 

z. 

Soit E = U W et soit 1T (E) la projection de E sur la droite complexe des 
wE:;)(, w 

Nous allons successivement montrer que E est fermé dans C et ensuite que E 

est ouvert dans C . Soit nous aurons E = ~ et le lemme 4 est prouvé ; soit E = C 

mais cette dernière assertion est incompatible avec le lemme 1 . Il convient ici de remarquer 

que l'inégalité obtenue ou lemme 2 est encore vérifiée si l'on remplace ~xµ t , (x lit] 
par n'importe quel couple (F, G) E: Jb. Cela implique que le lemme 1 soit applicable, sans 

changer T 1 ou T 2 pour tous les (F ,G) E: X,. En particulier rr(E) est contenu 

dans la bande J j m z I S T 
1 

. 
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((l) 1r(E) est fermé dans C. 

Soit (z , w ) une suite de points de E 
n n 

telle que Il existe donc 

une suite (F , G ) E: Jb 
n n 

telle que F (z , w ) = G (z , w ) = O. n n n n n n Puisque 

on peut écrire w = a + i T où a E: R et J Tn J $ T2 . Or (F ,G) E: X entraîne, n n n n 

pour tout a réel, (F , G ) E: JG où F (z,w) = F(z, w+o) et de même pour G • a a a a 

En effet, cette translation réelle correspond, avant transformée de Fourier, à la multiplica-

tion par -icry 
X= e . On peut donc former une nouvelle suite ~ ~ (F , G ) E: J6 

n n 
telle que 

t"V ~ 
F (z , i T ) = G (z , i -r ) = 0. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que n n n n n n 

~ ,-J 

F ➔ F et n 
~ ~ G ➔ G 

n 
uniformément sur tout compact de c2 tandis que (z , i 'r ) ➔ n n 

Par hypothèse (z , i r ) est un zéro isolé du couple n n 
(F , c ) E: ;x, . n n Mon-

~ /"" 
trons alors que ( C , i r) est un zéro non isolé de (F , G). Cela résulte d' une consé-

quence très simple du théorème des voisinages privilégiés de A. Douady ( § 5 ci-dessous). 

Soient cp et 1/; deux fonctions analytiques au voisinage de o E: c2 telles que 

cp(O,O) = 1/;(0,0) = 0 mais que la multiplicité d' intersection de cp = 0 et 1/; = 0 en 0 

soit finie et égale à m. Il existe alors un voisinage compact V de 0 dans c2 et un 

E > 0 tel que, pour tout couple cp 1 , 1/) 
1 

de deux fonctions analytiques au voisinage de 

V, les conditions sup / cp - cp 1 J s E 

V 

points d'intersection de cp 1 = O et de 

soit exactement m. 

En appliquant cette remarque à 

( C , i T ) ne peut être un zéro isolé de 

et sup 11" - 1p1 J $ E entraînent que le nombre de 
V 

1/) 1 = O dans V ( comptés avec leurs multiplicités) 

rJ 
et 1/; 1 = G, on en déduit que 

; sinon la multiplicité d'intersection en 

rv rv 
( C , i 'r) de ce couple serait finie et il en serait de même pour le couple voisin (F , G ). 

n n 
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/3) rr (E) est ouvert dans C. 

Supposons que (z
0

, w
0

) soit un zéro non isolé d'un couple (F,G) €:X,. 

En vertu du lemme 1 , il ne se peut pas que F(z , w) = G(z , w) = 0 pour tout w€C. 
0 0 

On peut, par exemple, supposer F(z , w) non identiquement nulle. Le théorème de 
0 

préparation de Weierstrass donne une décomposition 

F(z,w) = ~w-w
0

)m + a
1
(z)(w-w

0
)m- 1 + ... + am(z)] U(z,w) 

où a.(z ) = O, 
J 0 

1 ~ j ~ m et où U(z,w) n'est pas nulle au voisinage de (z
0

,w
0

). 

On a une décomposition analogue pour G(z, w) avec éventuellement un terme en 

(z - z )P en facteur. 
0 

Si (z
0

, w 
0

) n'est pas un zéro isolé du couple (F, G), le discriminant .ô.(z) 

des deux polynômes de Weierstrass est identiquement nul : rr (E) est donc ouvert. 

5. LE THEOREME DES VOISINAGES PRIVILEGIES DE DOUADY. 

Nous l'énoncerons sous la forme d'un lemme. 

LEMME 5 . Soient a, b, c et d quatre nombres réels strictement positifs, P 

le pavé de défini par et avec 

~ 

z = x + iy, w = ~ + i r, . Soient a 1 > a, b 1 > b, c 1 > c et d 1> d et P le 

"' ,V Soient M et_ N € e(P), deux fonctions analytiques au voisinage de P, 

N 

n ' ayant qu' un nombre fini de zéros communs sur P. 

1) Il existe alors un E > 0 et une constante C > 0 tels que 



64. 
r,J ,.__. 

V M1 E: ô'(P), V N 1 E: e'(P), 
,.._, 

V A E: 0(P), ~ V B E: e'(P), les conditions 

S,.!;!P JM1 - M J::; E, S_BP IN 1 - N 1 ::; E et AM
1 

+ BN 1 = 0 au voisinage de P 
p p 

impliquent l'existence de H E: <:1(P) tel que sup J H 1 ::; C SJ.!p{ J A 1 + 1 B 1 ) et 
p p 

A = - HN, B = HM sur P. 

2) Les hypothèses sur M
1 

et N
1 

étant les mêmes que dans la partie 1, 

(V ,...,, 

V FE: M,t1(P) + N 1o(P), 3: A E: ô'(P), 3: B E: e'(P) tels que F = AM 1 + BN
1 

sur P, 

sup I A 1 $ C S,lJP I F I et sup I B 1 ::; C s_yp IF J . 
p p p p 

Ce lemme est une conséquence très simple du théorème des voisinages privilégiés 

de Douady. Il s 'obtient en deux temps : une version locale est exactement le théorème des 

voisinages privilégiés. Ensuite on recolle les décompositions locales obtenues par une 

méthode canonique . 

Soit S = {pE:P ; M(p) = N(p) = 0}. Pour tout p E: S, p est un zéro isolé 

de M et N, de multiplicité mp. Il existe donc une base 

formée de polynômes, de l'espace vectoriel fr /MS' + Ne' , p p p 

0 1 p' · · ·' Qm p' 
' p' 

dont la dimension est 

m · & désignant l' anneau des germes de fonctions holomorphes en p. p ' p . 
,.._, 

Soit V un voisinage privilégié de p, contenu dans P . En employant les p 

notations de Douady, appelons pour tout compact 
2 

K CC ' B(K) la fermeture de 

&(K) dans <6'(K) ; une fonction cp E: B(K) est par définition la limite uniforme sur 

K d' une suite de fonctions holomorphes au voisinage de K. 

Le théorème des voisinages privilégiés fournit une suite exacte directe 

m 
0 ~ B(V p) _u_p_ B(V p) EB B(V p) EB C p --v p- B(V p) --➔ 0 

où u (f) = (-Nf , Mf , O, ... , 0) p 
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vp(f,g,À 1, ... , Àm ) = Mf + Ng + À 1a 1 + ... + Àm Qm . 
p ,P p p'p 

Si conservant V p et donc les espaces de Banach de la suite exacte directe, on remplace 

et N par N
1

, cela revient à changer u p et V 
p 

~ en u p 
N 

et V p 

tels que llup - û'pll $ CE et !lvp - vpll $ CE ; les normes sont celles des applications 

linéaires correspondantes. On conserve, si E est assez petit, une suite exacte directe. 

En particulier la dimension de l'espace quotient B(V )/M1B(V ) + N1B(V ) reste p p p 

égale à mp ; ceci prouve que le nombre de points d 1 intersection de M1 = 0 et N 
1 

= 0 

sur V p est égal à mp (V p est le produit de deux disques tels que / M / + / N J 

ne s'annule pas sur è V P ; si E > 0 est assez petit il en est de même pour 

/ M1 / + 1 N 1 / ) . Ceci prouve la remarque dont nous avions besoin au § 4 relativement 

à 11 invariance de la multiplicité d'intersection par petites déformations. 

La première partie du lemme 5 est maintenant immédiate. On recouvre P par 

,-,J 

les intérieurs des voisinages privilégiés V 1 , ... , V N contenus dans P. Si 

,.., 
AM1 + BN 1 = 0 au voisinage de P, on peut, pour tout j = 1, ... , N, trouver H. 

J 

tel que A= -H.N, B = H.M sur V. avec sup IH.1:5 C s,up ( IA I+ la J ). 

J J J V. J p 
J 

Montrons que les H., 
0 0 J 

effet sur V. n Vk' on a 

0 
restreints à V. , 

J 
définissent une fonction holomorphe H. En 

J . 
communs à M et N ; 

HJ. = Hk sauf, éventuellement, sur l'ensemble fini des zéros 
0 0 

cela implique Hj = Hk sur tout Vj n Vk. 

La seconde partie est un peu plus délicate car l'écriture F = AM
1 

+ BN 
1 

n'est 

pas unique. On choisira d'abord sur chaque V. l'écriture "économique" 
J 

F = AJ.M 1 + BJN 1 telle que sup J A. J + J B. J :5 C sup J F J ; pour ensuite recoller, 
v. J J p 

J 
avec contrôle de normes, les couples (A. , B.), 1 :5 j :s; N. 

J J 
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Bien que cette dernière opération ne présente aucune difficulté sérieuse nous 

allons la décrire soigneusement car elle sera reprise telle quelle au § 6 . 

Désignons par R(p, ô ), 2 
p E: C ' ô > o, le polycube défini par 1 x-p 1 $ ô, 

0 

(z, w) = (x + iy , ~ + i 17). On peut, grâce au lemme de Lebesgue, trouver un ô > O 

assez petit pour que, VpE:P, R(p, ô ) soit contenu dans l' un des V., 
J 

Posons -3 
E = 10 Ô. 

Considérons les points "génériques" ex= (ex
0

, ex1, '½, '½), où exj E: ZE, tels 

que ex E: P. Pour chacun de ces points, on considère l'hypercube R(ex, ô) ; sur 

chacun de ces hypercubes on a une décomposition F = A <\-11 + B~ 1 où 

sup I A ex 1 + 1 a ex I s c S,l-JP I F 1 . 

R(ex,ô) P 

Le programme de ce qui suit est de remplacer progressivement les couples 

(A il'. ,Bex) qui dépendent des quatre indices ex
0

, ex1, '½ et ex
3 

par des couples 

(A~ , B~) tels que vérifiant 

C 1 S,ijP I F I mais ne dépendant plus de ex
0

. On s 'affranchit ensuite de la dépendance 
p 

en ex
1 

, puis de celle en '½ et enfin de celle en ex
3 

. On a alors une décomposition 

globale F = AM 1 + BN1 telle que s~p( IA I+ la 1) s C 9-bJP IF 1. 
Nous nous contenterons de décrire la façon dont on ~emplace les couples (A ex,Bex) 

par des couples (A~ , B~) ne dépendant plus de ex
0

• Les autres étapes sont similai -

res et laissées au lecteur. 

Pour tout "point générique" ex= (ex
0

, ex1, '½, '½), posons 

ex' ex' .~. ~T Dans R(ex,ô) n R(ex' ,ô), on a A M1 + B N1 = A M1 + B l"J1. Posons 

P = R(ex, Ô-E) n R(ex', Ô-E) et (l . 

,...., 
P ex= R(ex, ô) n R(ex', ô ). La première partie du lemme 
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,-.J 

5 peut être appliquée au couple (P , P ) et montre l'existence d'une fonction 
CX CX 

CX I CX CX:., holomorphe au voisinage de P cx et telle que A - A = -E 1\1
1

, 

Ecrivons le pavé P sous la forme P' x P" où z € P' et w € P". 
ex ex cx cx ex 

Désignons par à P ' la frontière de P' ex cx' 
par G l'intersection de à P ' avec ex ex 

x $ ex
0 

et par D 1' inter section de bP' avec X :2: ex
0

• En fait, P' G et D 
ex ex ex' CX 

ne dépendent que de ex et ex1 tandis que P" ne dépend que de ~ et ex3. 0 CX 

Enfin, on désigne par r l'ensemble des (z,w) € P tels que X$ CX +ô-2E, 
CX 0 

1 Y - ex
1 

1 ~ Ô - 2E, 1 ~ - ~ 1 $ Ô - E et ~ est défini de 
ex 

façon analogue à la différence près que x ~ ex - ô + 3 E. On commence par écrire, 
0 

pour (z,w) appartenant à l'intérieur de P , Er.x(z,w) = - 1-. J Eex(( ,w) d( = 
cx 2771 bP ( _ z 

ex 
_1. r Eex(l_: ,w) d( - _1 __ J Ecx(( ,w) d( = Ecx(z,w) - Eex(z,w) 
2171 JD ( _ w 27Tl G ( _ z g d 

CX CX 

ex 

où E ex est holomorphe dans un voisinage de r et E cx au voisinage de g CX d ~cx· Enfin 

on a 

sup J E ~ J $ C sup J F J . 

!S p 
ex 

On pose alors 

et 

avec la convention que f3 = (/3 
0

, ex1, ~, '½) est un point générique (appartenant à P 

et dont toutes les coordonnées appartiennent à ZE) et que la sommation est remplacée 

par O s'il n'existe pas de points génériques f3 

On vérifie sans peine que A~ et B~ ne dépendent plus de cx
0 

; il suffit pour 
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cela de s'assurer que De plus, on a évidemment 

Enfin sup ( / Af / + / B~ /) $ C sup / F /. 
Q p 

(X 

Cette 

dernière propriété tient à ce que P est compact et que toutes les sommes écrites sont 

finies. 

Il reste à itérer le procédé employé en faisant cette fois varier cx1 ; ~ et '½ 

restant fixés et ainsi de suite. Les constructions employées sont semblables à celles que 

nous venons d'utiliser à cette différence près que dans la définition de R(cx , 6) et de ex, 

il n' y a plus de conditions portant sur x = Re z et cx
0

• 

Ceci achève la preuve du lemme 5 . 

6. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2. 

Soit F E: E', algèbre des transformées de Fourier complexes des distributions 

Supposons que 2 V(z , w ) = p E: C , 
0 0 

F appartienne à 1' idéal <.'.3/ µ + p 

0' li p de Nous allons montrer l'existence de deux fonctions A et B E: E ' 

telles que F =Aµ + B 11. 

Pour alléger les notations, posons M = µ et N = li. Nous allons recouvrir c2 

par 5 ouverts n 1 , ... , o
5 

définis respectivement par 

n, = { (z,w) E: c2 /jm z / < T+1 et /J'mw/ <T+1} 

n2 =-{ (z, w) E: c2 
1mw >T} 

n
3 

= { (z, w) E: c2 jm w < -T} 

o4 = { (z, w) E: c2 /Jmz/<T et :Jm w < -T} 

et o5 = { (z,w) E: c2 /Jmz/<T et jmw>T} 
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où T est défini par le corollaire du lemme 2 . 

Désignons par E' (0.) l'algèbre des fonctions holomorphes sur O. et y vérifiant 
J J 

une inégalité de la forme /f(z,w) / S C(1 + /z /+ /w /q exp [c( ,~-m z /+ /5m w /)]. 

Nous nous proposons de construire, pour chaque j, un couple (A.,B.) de deux 
J J 

fonctions de E' (O.) telles que F = A.M + B.N. Ensuite nous ajusterons ces cinq 
J J J 

couples. 

Dans la construction du couple (A.,B.), 
J J 

les cas j = 1 et j > 1 sont complète-

ment différents. En effet, à cause du choix de T, o
1 

contient tous les zéros communs 

à M et N. De sorte que l'hypothèse F€e'M+0'N, V p € n1, jouera un rôle 
p p 

important. 

En revanche pour j > 1 , seules les propriétés de croissance à l' infini de F 

sur o. 
J 

interviendront ; la preuve de F = A.M + B.N 
J J 

en sera naturellement simplifiée. 

Décomposition F = A1M + B 1N sur n1. 

On appelle PE l'ensemble des couples (z, w) tels que / x / $ TT + e:, 

/y/:$T+E, lel:$1T+E, l11!$T+E et,pourtout (k,e)E:i2, P:,e serale 

translaté par (2kTT , 2 B1r) de PE. 

Si O $ E < E 1 , 
E ,v E 1 

posons P = P et P = P . On peut appliquer le lemme 5 à 

tout couple (U, V) € JG et les conclusions seront encore valables pour tout 

(U 1 , V 1) € X suffisamment voisin de (U, V). La compacité de X entraîne le corol­

laire suivant du lemme 5 . 

LEMME 6. Si O $ E < E1
, il existe une constante C ayant la propriété suivante. 

Pour tout couple (U, V)€ X et toute fonction F € e'(PE') U + O(PE') V, il existe un 
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couple (A , B) de deux fonctions analytiques au voisinage de P e: telles que 

F =AU+ BV au voisinage C!~. Pe: et que, 

sup ( 1 A 1 + 1 B 1 ) S C sup I F 1 . 

pe: pe:' 

De plus si A € &(pe:' ), B € eJ(pe:') et AU+ BV = O pour un certain couple 

(U, V) € J6, il existe une fonction H E: ô'(Pe:) telle que A = -HV, B = HU au voisina-

ge de Pe: et que sup IH I s C(sup 
pe: pe:' 

1 A 1 + sup I B 1 ). 

e: 1 p 

Revenons à la preuve de la décomposition F = A 
1 
M + B 

1 
N . Tout d' abord nous 

allons introduire un facteur de convergence pour corriger le comportement à 1' infini de 

F sur 0 1. On sait que IF(z,w) ls C(1+ Jz I+ lw J)q exp [ C( Jjm z !+ !Jm w i)] et, 

sur o1, F(z,w) à une croissance polynomiale. Posons 

G( ) _ F(z, w) 
z 'w - --------

(z+2iT)m (w+2iT)m 
La fonction G(z, w) est holomorphe dans la bande 

IJmzl<T, Jc'.Jmwl<T 

( 12) 

et 1 ' on a si O s e: S 1 , 

sup 
e: 

Pk,e 

J G(z, w) J < +oo 

On part de la valeur e: = 1. Les applications successives (mais en nombre fini) du 

lemme 5 nous forcerons à diminuer un certain nombre de fois e:. En dernier lieu, on 

pourra remplacer e: par O. 

Il est naturellement équivalent d'étudier G(z, w) sur e: 
Pk, e ou G(z+2k'17 , w+2 e77) 

sur le pavé fixe Pe:. Grâce à cette remarque, le lemme 6 montre qu'il y a une constante 

C telle que V (k,e) € r, il existe deux fonctions Ak,B (z,w) et Bk,e(z,w), 

holomorphes au voisinage de rJ = e:/2' et telles que 

G = Ak,e M + Bk,e N au voisinage de 
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Nous allons d'abord modifier Ak 1, ,, et Bk c pour que ces fonctions ne dépendent 
'V ',,., 

plus de k (quitte à remplacer rJ par rJ/2). 

Posons On a , au voisinage de 

Ak+ 1,è M + Bk+ 1,e, . Posons E = rJ /2. Le lemme 6 entraîne 

avec 

Quitte à remplacer de nouveau E par E/2, on peut écrire 

est holomorphe au voisinage de la réunion des 

holomorphe au voisinage de la réunion des 

sup 
E 

pk' ,B 

sup J Hi ri J 

E '1:/ 

Pk' 'e, 

pour respectivement k' s k ou k' g! k+ 1 . 

Enfin on pose 

et 

k' ~ k+ 1. 

H -Hq Hd 
.L k, e - .L k,e - .L k,e, 

k' $ k 

De plus 

+ 00 

où 

est 

Les sommes écrites ont un sens grâce à la convergence de I) wk e . On vérifie sans 
k=-oo ' 

peine que les fonctions obtenues ne dépendent pas de k ; si est 

+oo 
assez petit, ces fonctions sont holomorphes sur E U Pk e . Enfin, on a, sur cet ensem-

ble, et sup 
E 

Pk e 
' 

k=-oo ' 

( 1 a e 1 + 1 be 1 ) $ C ~~=-oo wk, e · 
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Il ne reste plus qu'à échanger les rôles de z et w et de recoller les divers 

1 ( b ) f_. C '7• coup es a e ' e ' -C, ,., On obtient ainsi une décomposition globale G = aM + bN 

dans laquelle a et b sont holomorphes et bornées sur n 
1 

. Il en résulte que 

Décomposition. F = A .M + B .N, j ~ 2, 
J J 

Nous nous bornerons à examiner le cas j = 2 qui est typique. 

Appelons "points génériques" de n2 les points ~+i~) tels que 

On désignera par R 
(l'. 

l'hypercube 1 X-(l'. 1 S 1, 
. 0 

J Y - Œ1 J s 1 , 1 c; - ~ J s 1 , l 11 - ~ J s 1 . Le corollaire du lemme 2 entraîne 

l'existence de deux constantes c et d telles que J c M + d N J ~ 
(l'. (l'. (l'. (l'. 

P 1 exp [-p 2( Jjm z J + Jc'l'm w i)] sur RIX ; p 1 et p
2 

ne dépendent pas de IX et 

P 1 > O. 

On a alors, sur RIX, la décomposition suivante 

F(z) (c M + d N) 
F(z,w) = IX IX = A<\1 + B~ 

(c M + d N) 
(l'. (l'. 

et l'on a 

Le programme de la construction de A2 et de B2 est de rendre progressivement 

(A IX , B IX) indépendants de Œ
O 

puis de Œ1 , puis de ~ et enfin de ~ . A chaque 

étape nous serons obligés de remplacer. C 1 et q 1 dans ( 13) par des constantes plus 

grandes. Au bout des six étapes nécessaires (il faudra distinguer Œ1 ~ O et Œ1 S 0 

Nous ne décrirons que les deux premières étapes de ce programme. 
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Première étape. On fixe ( a:1 , ~ , '½) E: Z 3 , '½ > T, et 1' on veut rendre indé­

pendants de o: les couples (A o: , Bo:), tout en conservant ( 13) et F = A C\1 + B ~. 
0 

La méthode est semblable à celle utilisée pour la construction de A 1 

Supposons que ex= (o:
0

, o:1, ~' '½) et o:' = (a:
0

+1, o:
1

, cx2 , '½). 

on a AC\1 + B°N = A(X
1

M + B(X
1

N; d'où 

Sur R n R , , (X (X 

ex ex' ·a: A -A 
H = N =----------

c M+d N a: a: 

Cette dernière expression montre que / H o: / vérifie une inégalité du type ( 13) mais où 

figurent les constantes c
2 

et q
2 

( au lieu de C 1 et q 1 ) . 

Comme daris la preuve du lemme 5, nous poserons P = R n R' = P' X P" ex o: o: ex o: 

(z, w:) €. P N si et seulement si z E: P' et w E: P". Nous définissons G comme 
"" o:, o: ex 

l'intersection du bord de P; et de x s o:
0 

+ 1 /2 ; D est 1' intersection de b P' 
o: ex 

et de x ~ o: . + 1/2. L_es contours G et D sont contenus dans le plan complexe 
0 (X (X 

des .z. 

Posons m = q
2 

+ 2 'et cp(z) = (z - i(o:
1
+2))m. Définissons si x :s il + 1- E, 

() 

/ y.:.cr1 / :s 1-E, / ~ - ~ 1 :s 1 et / r, - ~ 1 s 1, 

Ha: (z,w) = ~(~) r 
g 7Tl Jo 

(X 

Ho:(C, w) d~ 

((-z) cp(() 

et, de même si X~ CX + E, 
0 

les autres conditions étant les mêmes, 

H~(z, w) = ~;~) JG 
(X 

Ha:(( ,w) d'. 
((-z)cp(() 

Grâce au choix de m, on peut poser 

a o:( z , w) = A a:( z , w) + ( I; H ,8 - I; H ,8) N 
/3 ~ex g /3 <ex d 

0 0 0 0 

ba:(z,w)=Bo:(z,w)-( I; H/3- !: H!)M; 
/3 ~ex g /3 <ex 

0 0 0 0 

( 14) 



74. 

les sommes figurant aux seconds membres de ( 14) portent sur /3 = (P
O

, a:1' °i, ~) où 

,8 
0 

€ Z. La convergence des seconds membres de ( 14) est assurée par le choix de m. 

Enfin I aa:(z, w) 1 + 1 ba:(z, w) 1:::; c
3

(1+ 1 z J + 1 w 1 )q3 exp [c
3

( ljm z 1 + ISm w 1 >]. En outre 

a a: et b a: ne dépendent plus de sur la réunion des E 
R,8' 

Seconde étape. Il s' agit de transformer les couples ( a a: , b a:) construits précédem­

ment pour supprimer la dépendance en a:
1 

, tout en conservant les autres propriétés. 

La méthode est une transcription de celle utilisée dans la première étape. On s 'occu­

pe d' abord des a: = (a:1 , °i, ~) € -z3 tels que a:1 =:: O. Le pavé R: est remplacé par 

la bande B: définie par I y - a:1 1 :5 1 - E, 1 ~ - °i 1 :::; 1 - E et J T/ - ~ J :::; 1 - E. 

Enfin on introduit un facteur de convergence du type eimz(i+zrm où m€N est assez 

grand. 

Les contours G et D sont remplacés par les droites y = ex1 + 1 - e: et ex a: 

y = a:1 + E. On pose a:' = ( a:1 + 1 , °i , ~). 

Dans s: n B~,, on a, si (z,w) € R/3' f3 = (/3
0

, a:1, °i' ex3), 

a:' ex a: a:' 
a: aa: _ aa:' = ba:1 

_ ba: _ c/3(b -b ) + d,B(a -a ) 
H = N M - c

13
M+d,aN 

Cette dernière égalité entraîne pour J Hex(z, w) 1 une majoration de la forme 

(15) ltta:(z,w) J :5 c4(1+ lz I+ lw J )q4 exp [ c4( ljm z !+ ltf m w J >]. 

Ha:(z, w) = i~z{ S. Ha:(~' w) d~ 
y=a:1+E ~ - Z <P(~) 

-!;~) J Ha:(,,w) ~=Ha:(z,w)-Ha:(z,w). 
y=a:1 + 1- e: ~ - z <P (' ) + -



Les fonctions H:(z, w) (resp. H~(z, w)) sont holomorphes au voisinage de 

y~ cx1 + 2e:, / ~ - ~ / :s; 1, / 11 - '½ J :s; 1 (resp. y :s; cx1+1-2e:, / ç-~ / :s; 1, 

l 11-'½ / :s; 1). On termine alors comme dans la première étape. 

75. 

Les étapes successives sont semblables et nous ne les décrirons pas. Le lecteur 

souhaitant plus de détails est invité à consulter le livre d'Ehrenpreis ( GJ ) . 
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