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L'ANNEAU 2 DES ENTIERS IATURELS > 0 et < 0.
Ranpels ¢ IN désigneil'ensemble des entiers naturelé > 0.
Démonétfation par récurrence :
[p(0) et (B(n) = P(n+1)_)] = Vn3y 0 on & P(n) rour n W,
IL'addition et ia mulfiplication sont définies par récu;rence :
.n + (n'+1) =(n#+n') + 1 5, n+0=n

O .

n(n'+1) =wn' + n . , n .0
Elles se prolongent & Z .
Ces deux cpérations jouissent des propriétés bien connues vis-a-vis de la

relaticn d'ordre (total) de Z . Rappelons que tout sous~ensemble non vide .6t

majorée de .2 posséde un plus grand clément,

Relation de divisibilité dans 2Z :

Définition

alb & 3Jc/fac =D .

c est unique si a 0] car = :
. 9 # ! ac = b =) alc-c') =0
ac' =V "
et puisque a#£ 0, ona c=-c'=0, car Z est intdgre.
Définition

A est un anneau intéere si A est un anneau commutatif avec élément

unité 1 tel que 1 £ 0, et tel que ab=0 =) a=0 ou b=o0,

Théordme Z est un anneau inteégre,



Définition ¢

T est un idéel d'un enneau A si I est un sous-groupe du groupe

additif de A , et si 1 €I et g€ A=) 1i.g €1 .

L

Notation :
(a) = ensemble des multiples de a

(a) est un idéal - en effet :

ax - ax' = a(x=x') , (ax)y = alxy) .

idéal princinal : wun idéal est principal s'il se compose des

multiples d'un certain élément,

(a]b) e b e (a) & (b) < (a)

(a) = (b) & 3u/v
iv/a

ua

]

= a

vua ; 8i a# O on en déduit
vb

1=vu .,

Doﬁc si (a) = (b)£ 0, c'est-a~dire si a £0 et b #O0 eﬂgendrent le
méme idéal principal, alors b est de la forme b = ua , avec u 'ggzgggigig:
Et réciproquement, B

Les éléments inversibles forment un groupe pour la multiplication,

Tout ce qui préctde vaut pour tout anneau commutetif & 'élément unité,

intdgre. Dans le cas de 2 %

.

Théoréme_: + 1 et =4 sont les seuls éléments inversibles de 3 .

.

Autrement dit : (a) = (b) & a=t0d

En particulier 2 n'eat pas un corps,



Par ailleurs, tout sous-crours du groupe additif de 2 est automatique-

ment un idéal.

Remarcues : _
- dans tout anneau A , la relation (b) < (a) est une relation d'ordre
entre idéaux principaux (car la relation d'inclusion est une relation d'ordre).

- la relation a[b n'est pas une relation d'ordre sur Z ; mais c'est

une relation d'ordre sur l'ensemble  (erntiers > O) .

Définition

-
!

Un anreau principzl est un enneau intégre dans lequel tout idéal

est principal.

3
3
O
O
R
(DI
£
D
.

l'anieau Z est principal.

La démonstration est basée sur la division euclidienne.
Seit n > O .

Vx ¢ 2 y, Jdg€2Z et rea3z tels que X=ng+r, 0r<n,
Le couple (g,r) est unique, car q est-le plus grand des entiers

> 0 tels que nq ¢ x ; ces entiers forment un ensemble non vide et

.| majoré.
Soit I < 2 un idéal (sous-groupe).

. 81 I = {O} ,ona I=(0) y €t le théortme est vrai dans ce cas
considérons ¢ ‘

. si I #£1{0}: V 1'ensemble des entiers > 0 de I ; cet ensemple
est non vide (car si n < O appartient & I , = n appartient & I);

il posséde un plus petit élément n (car dans 2 tout ensenble non

vide et minoré a ur plus petit élément).



]
2
+
H
"
1
2
1l
e}
™
—

Soit x € I ; ealors X

0gr<n 0gr<n

Ceci n'est possible que si r =0 . Donc x € (n) , et par suite

_—.(n).
C.Q.F.D.

Théorie du plus crand cecmmun divisecur

Soit FE{a,b) = ensenmble des diviseurs communs & & et & b .

d ¢ B(a,b) = dlxa+yd , Vx et ¥y .

' 2~

Or {xa + yb} est ux idéal (engendré par a et b) et cet idéal est

principal, donc de la forme (n) , et on peut supposer n % 0. Ona n € E(a,b)

puisque a € {n) et b (n) . De plus tout d ¢ E(a,b) diviee n . Ainsi

Théoréme : E(a,b) se compese de tous les diviseurs d'un de ces

éléments n % O ; n s'appelle le plus grand commun diviseur de a et b

et se note (a,b)

Il existe des entiers x et y tels que (a.t) = xa + vb , puisque (a,b)

est dans 1'idéel engendré par a et b

Pratiquement : algorithme avec leguel on est sir d'aboutir, aprés un

nombre fini d'operaticns, au calcul du plus grand cozmun diviseur.

Si l'un des nombres a et b est nul (b par exemple), alors (a,b) = |a |.

on peut donc supposer a £ 0, b£ 0, et méme a>d> 0 , b>0

‘Sc.):i‘l", a>d b



On effectue la division :

<b et on a

- a=1bg+ 51 ogr
(2,0) = (bx,)
v osir =0 glors  (a,b) = b
. osior, £ 0 on repommcnée
T bETA 4T, O¢ Ty <y
. si r, =0 alors (é,b) =T,
si T, £ 0 on recommence.

Comme la suite des restes successifs est strictement décroissante, & un
moment donné on obtiendra un r, nul ,

Le dernier reste non nul est le plus grand commun diviseur cherché.

Proposition importante :

(1) (ac, be) = (a,b) . |c]

I1 suffit de le prouver lorsque &, b, ¢ sont # 0.

(ac, bc) est le générateur > 0 de 1'idéal engendré par ac et be ;
or xac + ybc = (xa + yb)e ; donc l'application =z +3> 2zc est une bijection de

1'idéal engendré par a; et b sur 1'idéal engendré par ac et be

[l ~
/

. Elle

transforme le générateﬁr > 0 du premier idéal dans un générateur du second idéal

D'ou la relation (1) .
Définition :

a et b sont premiers entre eux si (a,b) = 1
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(a,0) = 1 ¢> 3x Jy/xa+ yb =1 ; ceci est la relation de Bezout.

Lemre d'Buclide (Gauss).
Si clab et si c est promier avec a , alors cjb

Bémonsﬁration :
(a,c-) =1

(ab, cb) =+ b

cleb et cleb , donc ¢ divise le plus grand commun diviseur,

clest-a-dire c|b .

Nombres premiers

Défirnition ¢

p> 1 et les seuls diviseurs de p sont
p_rremier &

* 4 et * p. Autrement dit, p est > O,

non - inversible, et n'est pas le produit de deux

éléments non~inversibles.

Rémargue : 1 n'est pas un nombre premier,

On remarque qu'il y a effectivement des nombres premiers, ex. 2, 3, 5, T,

(remarque. : tout nombre pair # 2 n'est pas premier : aprés 2, tous les nombres

premiers sont impairs).

On a un moyen mécanique pour trouver les nombres premiers.



Crible d'Erasthosténe :

2l G 4 5 B T B 8 s 1 L 5w

On garde 2 puis on raye tous les multiples suivants de 2 ;.

on garde 3 puis on raye tous les multiples suivents de 3 (Certains
ont déja été rayss comme multiples de &) ;
on gerde 5 PuUlS ON I&Y€ cevsens

Le premier rnombre non rayé est chague fois un nombre premier,

Pemaraue : wun entier n qui n'a pas de diviseur > 1 et < yn est

. '.premier,

Proposition

Soit p ovremier . Ya , pla ou (p,a) =1 .

Démonstration

(a,pfp = (a,p) =1 ou (a,p) =1 .

Corcllaire

si p est premier et si p divise ab , alors la ou pib

Théoréme

Soit n un entier divisible par 2 nombres premiers distirncts
. ) _t . '

p1 e p2 ; alors p1p2 n .

Puisque p1ln ,ona  n=ap
-

Puis
sisque  p,|n A

y OT P2

divise a : a = bp2 , et par Suite n = bp1p2

divise ap1 est premier & P, donc



Tout n ) 2 posséde au moin$ un diviseur premier.

Cela va - résulter . du @

Théoréme :
Tout n ) 2 s'écrit comme produit d'une famille finie (non vide)

de nombres premiers (distincts ou non).

’

L3

Montrons ceci par récurrence sur n , C'est vrai si n est premier,

donc, c'est vrai pour n = 2 .

N

"Supposons le théoréme vrai pour tous les entiers < n .

Si n est premier, le théorkme est vrai. Sinon, n = nn, ., n, {n,

-

n2 < n ; par l'hypothese de récurrence, n1 et n2 sont produits de facteurs

premiers, donc n aussi,

Remarque : on convient que 1 est produit d'une famille vide de

r;

nombres premiers.

Théordéme

Xy

L'ensemble P des nombres premiers est infini,

Soient p1, cees P des nombres premiers donnés, distincts. Les divi-

seurs premiers de 1 4+ p p2 cev Py sont # de p pz, cens pn . Donc, Vn ,

1 1’
il existe au moins n + 1 nombres premiers distincts. R
o i C.Q.F.D.



Convention d'deriture 3

Soit P 1'ensemble (infini) de tous les nombres premiers. Soit n £ 0

b3

puisque tout entier > 0 est preduit d'une famille finie de nombres premiers,

on peut écrire
n=7x . Y ’

N / . .
o k(p) est un entier > 0, presque toujours nul (= nul sauf pcur un

. .

[¢]

£

Pour un n £ 0 donné, il existe un se

systéme d'exposants

entiers k(p) , presque tous ruls, tels que la relation

n==% 1 pk(p) eit lieu.
€

P

’ .
P . - ~
Démonatraticn

i o R v s . . co
.un nombre > O ne pouvant étre dgal & un nombre < O . cette égalité se

raméne & la suivante

ok .
15 Pk,(p) (1)
P Y
raisonnons par l'absurde, et supposons Hpo/k(po) > k’(po)
.

(1) devient alors :
k(p,)-k'(p,)

D, . pk(p))= n &)

D, AR,

.
2
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k(p,) - k'(g,)

or P divise le premier membre donc il divise le second membre
Yo ,

donc il doit diviser 1l'un des facteurs p #-po , ce qui est absurde. L'unicité

est donc prouvée.

Txercice Soit p1 < p2 < veu < o < ... la suitec dcs nombres
premiers numérotés dans 1'ordre croissant (p1 = 2, p2 =3, o)
Mors
‘Z 1 = 4
ny1 pn

Etapes du raisonnement.

Soit x > 0 ;on appelle Nj(x) le nombre des cernticrs n { X (n p 2 2)
dont tous les facteurs premiers sont d'indice g J , et on montre

1o N.(x) g 27 yx (1)
- B 2 _ . A .
pour ce faire on écrit n = (ni) n, (tous les exposants des facteurs premiers
dans n2 étant 1 ou 0 ), puis on montre que le noembre des valeurs possibles

pour, n1 est ( Vx , et le nombre des valeurs possibles pour n, est ¢ 2? .

20 x - N (x) g = +—— 4 ... , dob
: J 1 P2 :

v.(x) . '

e %T

n>yJj °n

N.(x) -
 Dleprés 10, lim —— =0 , d'oh 2 1a linite T oy,
K — . n > pn

J
Ceci étant vrai pour tout j , prouve la divergence de la série,

Calecul du plus grand commun diviseur 4 partir de la décomposition en

facteurs premiers,
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Soient a et b/ 0 s

L (
+TTp p)
"L
]
b = +Trpk (P)
=
_ ) . ‘
Alors (a, b) :Tﬂ'plnf(k(P)y 5 (p)) -
- i
Exercice 3 plus petit commun multiple.

Généralités sur les anneaux intégres

Définition Scit A un anneau intéegre. Un élément a & A est dit irréductible si

(i) a est # 0 et n'est pas invers:ble ;
(ii}) a n'est pas le produit de deux éléments non-inversibles.
La condition (1) exprime que 1'idéal principal (a) n'est pas réduit & zéro et e
distinct de A, La condition (ii) exprime que si a = be, on a (a) = (b) ou
(a) = (c)s

Proposition 1. Pour que a € A soit irréductible, il faut et il suffit que 1'idéal j

cipal (a) soit # O et soit maximal dans 1'ensemble des idéaux principaux # A.

3

(Démonstration laissée & trtre d'exercice).

Théoreme 1. Soit a €A, a £ 0 ; si 1'idéal principal (a) est premier, a est

.irréductible.

s

Rappelons qu'un idéal I (dans un anneau commutatif A & élément-unité, intégre
non) est dit premier si l'anneau-quotient A/T  est integre. Il revient au méme de di:
que

12 1¢& I

20 éx €A, yeA et xy eJ) == x€I ou yel

»Démontrons le théoreme ; 21 suffit de prouver que si a # O n'est pas irréductil
l'idéal (a) n'est pas prem‘er. I! y a deux cas 4 examiner ;:

-~ cas ou a est invers.ble ; alors (a) = A, donc (a) n'est pas premier ;

~ cas ou a est nen~inversible. a = be b et ¢ non inversibles. Alors b é

g

x ¢y, d'ou 1 =x c [puisque A

c/
[
o
©

sinon il existerait x tel que b = ax, d'o
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intdgre), et ¢ serait inversible contrairement & 1'hypothése. De méme, c é (a)s Or
be ¢ (a) ; donc 1'idéal (a) n'est pas premier. C.Q.F.D.

I1 faut prendre garde que la réuiproque du théoréeme est fausse en général : on ven:

plus loin (dans la théorie des entiers des corps quadratiques) l'exemple d'un anneau

intéegre A qui posséde un élément irréductible a tel que 1'idéal (a) ne soit pas

premiers
Néanmoins la réciprecque est vraie pour une large catégorie d'anneaux, les anneaux
factoriels (cf. ci-dessous).

Introduisons un axiome :

Axiome of ¢ dans A , 1l'intersecticn de deux idéaux principaux est un idéal principals,

Par exemple, il est évident que si A - est un anneau principal, A satisfait a 1'ax
me o (puisque tous les idéaux sont principaux).

Soient a et b deux éléments non nuls d'un anneau intégre A sdtisfaisant a
l'axiome (o). Il existe m €A, m# 0, tel que
mn (a) o (b) = (m),

et un tel m est unique & un farteur inversible preés [c'est 1tidéal ‘(m) qui est uniqu

La relation (1) signifie :

Les multiples communs 4 a et h sont exactement les multiples de m,

Alors m s'appelle le plus pet:t ~ommun multiple (psp.coms.) de a et b ; il est

unique & un facteur inversible preés.

Ltaxiome ¢¢ signifie donc que deux éléments non nuls quelcongues ont un p.p.com,

Proposition 2. Si a et b non nuls ont un p.pocom:, soit m, les diviseurs communs &

a et b sont exactement les diviseurs de %E °

S ' . . . ab a b .
Démonstrations si d #0 divise -a et b, - 3 b=~ao 3 est un multiple ccmmun
N\ . . b

a a et b, donc est un multiple de m, don: ab est un multiple de md; et %—

. b L b
est un multiple de d . Réziproquement; st d divise %- ; alors m divise ia s

b . b
donc %- est un multiple commun & a et b, et par suite 3 et % sont dans A
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donc 4 divise b et a.

Corollaire : les diviseurs communs & a et b (a#0, b#0) sont exactement les

- - . ab
diviseurs de 1fun d'entre eux (& savoir a%)e On l'appelle le plus grand commun
diviseur (pog.c.d.) de a et b ; romme le popeCoMo; le pogocodo est unique i un fa

teur invers:ble preése.

On a donc une théorie du pog.c.d. dans tout anneau intégre A qui satisfait &
ltaxiome O o

Si d est un p.g.c.do de a et b, et si m est un p.poc.m. de a et b,
on a
(2) : dm = € a b,
ou £ est invergibleo

Notons <(a, b) le pogocodo de a et b (défini & un facteur inversible preés).

On a la relation

(3) . ! (ac, bc) = (a, b) o c|
(Si on multiplie par ¢ un pe.gec.d- de a et b, on cbtient un p.g.z.d. de ac et
be).

Démonstration de (3)? Soit m un p.p.c.mo de ac et bec 3 alors m est divisible

m , . . m
par ¢, et p est un p.p.com. de a et b. Réciproquement, si = est un po.p.c.m

de a et b, m est un pop.i.ms de ac et bc. Dlaprés la relation (2), un pegococ

de ac et bz est

(ac) - (b2) ab 02
m - m ?
et un pogec.d. de a et b est %Q)i :a-fx’] C . D'ol la relation (3). C.Q.F.D.

C

Définition : On dit que a £ 0 et b £ 0 sont premiers entre eux si (a, b) =1 ;

autrement dit, s1 tout diviseur ~cmmun & a et b est inversible., Il revient au mé

de dire que tout multiple commun % a et b ‘est un multiple du produit ab.

Lemme d'Euclide-Gauss. Soit A wun anneau intégre satisfaisant & l'axiome . Scient

ay b, ¢ trois éléments / O de A. Si a divise le produit bz, et si a et b
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sont premiers entre eux. alors a divise <o

Démonstration. a divise bc et ac, donc a divise le pogecod., qui est |
(becyac)=1(b,a)s=co

Théoréme 2. Soit A un anneau integre satisfaisant & 1'axiome ¢ . Pour qu'un é1léme;

a€t (af0)soit irréductible, il faut et 11 suffit que 1'idéal principal (a) soit premier.

Démonstration. On a déja vu (Théoreme 1) que si (a) est premier, a est irréductible
‘ 3
(pour cela lfaxiome & n'est pas nécessaire). Inversement, supposons a irréductible

alors 1 ¢ (a) puisque a n'est pas inversible. I] reste & montrer que si bc € (a).
: !

alors b é&(a) ou ¢ € (aj. L'idéal du pegeco.do (a, b) est (a) ou (1), puisque

a est irréductible.

Si c'est (1), a divise bc par hypothdse et est premier avec b, donc a divis

¢ (lemme d'Euclide-Gauss). Si c'est (ay. alors a divise bo C.Q.F.D,

Corollaire du théoréme 2. Si A satisfait & l'axiome (o), tout idéal principal

maximal est premier.

Démonstration. Soit (a) wun idéal, maximal dans 1'ensemble des idéaux princifaux 7 Ao
Si a = 0, cela signifie que pour tout élément b £ 0 1'idéal (b) est égal & A,
autrement dit que tout élément non nul est inversible ; alors A est un corps, et (0)
est bien un idéal premier. Si a # 0, dire que (a) est maximal dans l‘ensemble des
idéaux principaux £ A revient & dire que 17élément a est irréductible, et alors 17idé
(a) est premier d‘apres le théoréme 2,

Considérons,; pour un anneau intégre A, 1lfaxiome suivant :

Axiome X' .- Tout idéal principal maximal de A est premier.

Dfaprés ce qui précéde. l'axiome O entraTne l’axiome o',

Propesition 3. Soit A un anneau intégre satisfaisant & l'axiome (X'. Alors si un a

irréductible divise un preduit fini Xy Xy 000 X 5 2 divise 1'un au moins des X, e
n

En effet, cela résulte du fait que (a) est un idéal premier.

On aurait envie que tout élément # O de A puisse s’écrire comme produit d'un
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nombre fani d'éléments irréductibles. On va voir qu'il en est bien ainsi lorsque A
satisfait & 1l'axiome suivant :

Axiome /6 o~ Dans l'anneau intégre A, toute suite rroissante d'idéaux principaux es

stationnaire,

Ceci signifie que si on a une suite infinie

‘

(8.1) - (8,2) C(a3) o0 o0 C(an) C o000

b

alors (an) = (a_,,) pour n assez grand . tous les idéaux de la suite sent égaux a

n+1

partir d'un certain range.

Exemple. Un annezu principal A satisfait toujours & l'axiome Jg » En effet, la réu

de la suite croissante des idéaux (an) est évidemment un idéal. Cet idéal est princ:

soit (b). Alors 1'élément b, qui par hypothese appartient & la réunion des idéaux
. . \ t ﬁ o S . e 4 ‘)- 3

(an) , appartient & 1'un d'eux. Or si b (an), on a (b) C(an}) et comme (b) cont

chacun des (ap) pour p »n, on voit que

(®) = (a) = (

) = o000e

a
n+l1’-
C.QOF.DO

Remargque : un anneau A tel que toute suite croissante d'idéaux soit statiommaire

stappelle un anneau noethérien . On en verra des exemples plus tard. Ainsi : tout ann
noethérien satisfait & l'axiome (ﬂ) [ la réciproque est faussej.
Exercices Tout anneau principal est noethériens

Théordme 3. S: un anneau intégre A satisfait & l'axiome alors tout élément a
?

et non-inversible est égal & un produrt (fini) dfélénents irréductibles.

On prouve dfaberd un :

Lemme : Si a # 0 n'est pas inversible, il existe un b irréductible qui divise a.

Démonstration du lemme: Si a est irrédductible, il suffit de prendre b = a.
Sinon, (a) n'est pas maximal dans 1l'ensemble des idéaux principaux £ A, et il existe

ay tel que

(a) C(a,) ; (a) ya (a,) 5 (a)) £ A
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a, n'est pas inversible ; si a est 1fréduct1ble; on prend b = a

1
(8) € (a)), (a)) £ (a)), (a)/ As

1° Sinon on a

Si a, est irréductible, on prend b = a Sinon on recommence. Or ces opérations ont

2.

une fin. sinon on aurait une suite infinie .
y € Cc v C c Cc
(a) 74 (31) # (32) # so0o0Q ;é (an) {/ sso00 9
ce qui contredit 1l'axiome ,5, Donz, au bout d'un nombre fini d'opérations, on trouve

un diviseur irréductible de a, ce qui prouve le lemme.

Prouvons maintenant le théoréme 3, Etant donné a # 0, a non-inversible, a pos—

séde un diviseur irréductible b1 (d'aprés le lemme). D'ol a=b, c .

Si ¢, est inversible , a est irrédductible, et le théoréme est démontré. Sinon, on a

1
de méme

¢ = by cps

oi b, est irréductible. Si ¢, est inversible,

2 5 c, est irréductible; et a

by €2 = &
est produit de deux facteurs irréducztibles. Sinon; on a

¢, = b3 €y s

avec b, irréductible. Si ¢, est inversible, ona a=>b_b produit de trois

3 3 1 "2 %27

éléments irréductibles. Sinon, on reccmmence. Ces opérations ont une fin, sinon on aurai

une suite infinie

(a) f(cl) f(cz) zooo f(cn)% oso g
ce qui est contraire & l'axiome p o Donc le théoreme est démontré.
Dans le théoréme 3, si on a
a =Db, b, sse bn

1 2

(b1yao.y b irréductibles), on a aussi

(a) = (bl) (bz) oeo (bn) 9

ol dans le second membre cn a un prcduit d!'idédaux principaux : par définition, le produit
(b)(c¢) de deux idéaux principaux est 1'idéal principal engendré par le produit bc.
Il ne change pas si cn multiplie b et ¢ par des éléments inversibles ; le produit

(b)(2) ne dépend donc que des idéaux (b) et (c).
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Théoreme 4. Soit A un anneau intdgre satisfaisant & l'axiome ¢ff. Si on a une éga

entre produits d'idéaux principauxs

(*) T ®) = Trle))

iel jed

ou les ensembles d'indices I et J sont finis, et ol les bi € A et les c, € A

sont irréductibles. alors il existe une bijectiocn ¢ de I sur J telle que

(bi) = (C (P(l))

Démonstration. Par récurrence sur le cardinal de I. Ctest évident si I est vide,
\

pour tout 1i € I.

car alors 1'idéal du membre de gauche de (*) est A, ce qui exige que J soit vide\

La récurrence se fait comme suit : prenons un io € I ; dtaprés (*), bi divise le p

o
duit ;rT. c., done (prop. 3) b, divise 1'un des. ¢., soit ¢, ; et comme c,
jeJ ~ i J i, o
est irréductible, on a (bi = (cj ). La relation (*) donne alors, par division :
o . o

T gy = T o (e,

1&1-{103 i JGJE{JO} j
et on applique l'hypothése de récurrences C.Q.F.D,

Si maintenant on met ensemble les théorémes 3 et 4, on obtient ¢

Théortme 5 » Soit A wun anneau intégre satisfaisant aux axiomes o' et /3o Alor:

tout idéal principal (a) se met sous la forme d'un produit fini

ol les bi sont irréductibles, et cette décomposition est unique (2 1'indexation pr¢

de la famille des (b))
[L‘existence résulte du théoreme 3, et l'unité résulte du théoreme 4]°

Ceci nous ameéne & définir les anneaux factorielso.

Définition. On appelle anneau factoriel un anneau (commutatif & 1'élément unité) A,
intégre, tel du'il existe un sous-ensemble (fini ou infini) P € A jouissant de la p:
priété suivante ¢ pour tout a € A tel que a # O, il existe une application

p 3 k(p) de P dans l'ensemble N des entiers naturels > 0, telle que

(1) k(p) = 0 sauf pour un nombre fini d'éléments p € P ;
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(ii) on ait
k(p)

(1) a =u P€P P J

ol u € A est inversible. En outre, un tel systeme d'entiers k(p) est unique (et
u est donc unique) lorsque a est donné.

Remarques le sens & donner au produit l' pk(p) est clair : tous ses facteurs

per
sont égaux & 1 sauf un nombre fini ; cfest donz un produit fini.
Soit A un tel anneau factoriel ; on notera ka(P) les exposants qui figurent

dans le second membre de (1) (ils dépendent de a).
On a évidemment

= + °

k() =k (p) + Kk (p)

On en déduit aussitdt : pour que a divise ¢, il faut et il suffit que

ka(p) < kc(P) pour tout p € P. Par conséquent, les multiples communs & a et b son

les multiples de

sup(k_(p), k (p))
n = 'TT' P a kb ;

pepr

ce qui prouve que lfintersection (a) 0 (b) -est égale & 1'idéal principal (m). Donc

un anneau factoriel satisfait & 1'axiome (ef)o On voit de méme qufun pogoc.d. de a

et b est
inf(k_(p), K, (p))

d:PePP °

Par ailleurs,; si on a une suite croissantes d'idéaux principaux
(1) (al) C(az)Cooo C(an)Coooo s
alors, pour chaque p € P, 1la suite des entiers

k (P) 9 k (P);auap ka (p),ooo
1 2 n

- est décroissante, donc stationnaire. Et comme ka (p) = 0 sauf pour un nombre fini de -
i . 1 .
valeurs de p, on voit que la suite (1) elle-méme est stationnaire. Donc un anneau

factoriel satisfait & l'axiome jgo

Montrons que, ré-iprogquement, tout anneau inteégre A ui vérifie les axiomes
que Prog ] q!

et Jg est factoriel, Il suffit de montrer que si A vérifie les axiomes o° et 19 5
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A est factoriels Or A satisfait & la-propriété énoncée au théoreme 5. Il suffit
donc de voir que la propriété dy théoréeme 5 exprime que A est factoriel.

Pour cela; choisissons, dans chaque idéal principal maximal, un élément qui l'en=-
gendre (c'est un élément irréductible). Appélons P la collection des représentants
ainsi choisis. Dans le théorémé 5, on peut alors suppocer que les bi appartiennent

4 P, et la relation

i1 €1

1T
lex

(2) = L ()

stécrit a = u o ( bi)’ ol u est inversible.

Les bi qui interviennent au se ond membre sont en nombre fini, mais pas nécessaireme:

distincts ; le se-ond membre est donc de la forme

oo TL @

peP P

et une telle écriture de a est unique d'aprés le théoréme 5. C.Q.F.D,

En résumé :

Pour qu'un anneau integre scit factoriel, il faut et il suffit gu'il satisfasse a

axiomes & et 16 , ou. ce qui est équivalent. aux axiomes ' et /3 .

Remarque. Dans la définition d'un anneau factoriel A, on voit que les p € P sont
des éléments irréductibles, et que tout élément irréductible de A est "équivalent™ &
PEP et & un seul (deux éléments £ 0 étant dits équivalents s'ils ne diffé;ent que

par un facteur inversible).

On a vu que tout anneau principal vérifie les axiomes O et /B o« Donc

Théoreme 71 Tout anneau principal est factcriel,

Remarque 1. Puisque Z est un anneau principal, on retrouve le fait que Z est un a
.neau factoriel (décomposition dfun entier % 0 en produit de puissances de nombres
premiers).

Remarque 2. On a vu que, dans un anneau principal, on a une identité de Bezout : le Po.

cede (a, b) de deux éléments est de la forme
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Xa+yb

(i.e. appartient & 1'idéal ecngendré par a et b). Il n'en est plus toujours de méme

dans un anneau factoriel. Par exemple, on verra que l'anneau des polyndmes k[X, Y]

&4 deux indéterminédes X et Y, & coefficients dans un corps commutatif k,; est un
anneau factoriel ; les diviseurs ccmmuns au polyndne X et au polynfme Y sont les
polyndmes constants # 0 3 1 est donc un p.gecede de X et Y ; mais 1 n'est pas

de la forme XP + YQ, ou P et @ sont des polynbmes }

Exemples d'anneaux factorielsa.

kEX], anneau des! polynémes & une indéterminée X ; c'est un espace vectoriel sur le

2
corps Lk, ayant une base {1 , X; X ,ooo} avec comme table



de multiplication : xPx? = x™*¢

Théoreme : L'anneau k[kj des polyn8mes & une indéterminée
est factoriel.

Démonstration : En fait, cet anneau est principal., On le voit

en utilisant la division des polyndmes,

Rappels sur la division des polyndmes :

Si B' est un polyndme non identiquement nul, alors pour tout poly-
- néme A , il exisfe des poiynémes Q et R , uniques, tel que :
A=DBQ + R avec deg R < deg B .
‘ - Note : le degré d'un polynéme non identique@ent nul est le plus grand
KA erticiont de X" soit #0.
Degré du ﬁolyname 0 : on peut convenir que c'estA -1, 0u =o
clest wn éléﬁent striéteMent Plus petit que le degré de.tout polygéme non nul.
“Montrons que tout idéallde k[X] est principal.
. si I= {0}, alors I est engendré pafivo' donc principal,
. si I#{o0} ; alors dans I il y & éeb polynémes #£ 0 ; |
parmi eux on en prend un de degré minimum ¢ soit B
VAéI) 3Q'et R/ A=BQ+R degR<degB
R=4A4-BQ= ReI
‘ et comme deg R < deg B on conclut R =0 .
dong '

I se coupose/des multiples de B .
- . ) - CanFqu

Remarque : on aurait d@ d'abord prouver que k[X] est intdgre.

Soient deux polyndmes non identiquement nuls (&Xp + .0.) = A

(s ) =3B



- 23..
On va montrer que A -+ B # 0 et,, en fait, que deg (A.B) = deg. A+deg B.
AB = abxp+q4_..,l et | abf 0 car af0 et b £0 |
(en effet k est un corps‘; il suffirait.d'ailleurs gque k soit un anneau
intégre).

On aura donc dans :k[x] la notion de polyndme irréductible.

Qu'est-ce qu'un polyndme inversible ?

Peﬁtﬁoﬁ avéif' BC ;.1.? Comme le degré d'un produit est la somme des
degrés, il fau% deg B =deg C = 0 ; donc ﬁ se réduit a4 son terme constent b ,
éui d;it stre # 0 . Cela suffit, Ainsi :

‘.Les éléments inversibles de k[X] sont les élémgnts non nuls de k

(considérés comme polyndmes de degré 0). |

ﬁans chaque classe de polynlmes non nuls, il y a un polyndme unitaire
(i.e. : dont le coefficient de la plus haute puissénce de X est 1),
ﬁonc lés‘polyﬁﬁmes unitaires fournissent un représentant dans chaque classe;
, comme.l'annééu‘est factoriel, tout polynéme unitaire s'ecrit d'une seule ma;

niére comme produit de polyndmes unitaires irréductibdles,

Comment sont faits les polyndmes irréductibles ?

Cela dépend du corps k ,

Par exemple pour k = € , il n'y en.a pas de degré # 1 : & cause du

L

théoréme de d'Alembert, on sait que tout polyndéme de C(X) s'écrit comme un

produit de polynémes de degré 1. .

k=R : 1l y a les polyndmes de‘degré {, comme tou-

Jours ; en outre, ceux de degré 2 dont le discriminant est < 0 ; d'aprés le
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théoreéme de d'Alembert il n'y en & pas d'eutres car on fait la décompesition sur

¢ et on regroupe quand on a deux racines complexes conjuguées,

k=0 : on ades pélynémes irréductibles de degré
N AL AL, 5
aussi grand que 1'on veut : en effetpour tout p premier : 1 + X + X~ + ...

+ P! est irréductible, et il-y a des nombres f“*dab aussi grands que l'on veut,

Y-a-t-il des anneaux commutatifs intégres qui soient factoriels sans

gtre principaux ?°

‘La réponse est oui ; en particulier :

Théoréme : Si k est un corps commutatif, 1'annecau

k[x1, cees xn] est factoriel, mais pour n ) 2 il n'sst

pas principal,

%, Y]
’ - gt Mi(_,_/
Démonstration : Si n = 2 , montrons gqz==3i m'est pas principal

en trouvant uvn idéal qui ne soit pas engendré par un seul élément.

Prenons I = idéal des polynémes dont le terme constant est nul H

Cet idéal est engendré par X et Y : il ne peut étre engendré par un seul élérment ;

.

N . . M -
31n03,u;an—si R(X, Y) engendrait I , on aurait

l

{x = r(x,Y) P(x,Y) (1)

Y

Il

R(X,Y) Q(X,Y) (2)
R n'a pas de terme constant ; soit R1 la partie de degré ;1 de R .

On doit avoir X = R1(XfY).P° y Y= R1(XfY).QO », Ou P, et Q  sont
les termeg constants de P et Q. Or X et Y ne sont pas proportionnels, d'ol

. une absurdité,
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Démonstration abrésée du fait que k[x1, vees Xn] est un anneau
factoriel,
C(n observe que tout polyndme P(X1, vesy Xn) peut étre considérév

comme un polyndme en Xn dont les coefficients sont des polynbmes en

X1’ eeey X 1 ;'d'oh un isomerphisme canonique d'anneaux
n-
k[x1f...,xn_1fxn] P A[Xn] ,
ou ) L ) A:k[x1,....,xn_1] .

Le théortme se prouve alors par récurrence sur n (i1 est vrai
pour n =0, et pour n = 1) j par 1l'hypotheése de récurrence,

A= k[x1,...,xn 1] est factoriel, et il suffit de prouver le

Lemne : Si A est factoriel, 1'anneau A[K] est factoriel,

" Voici des indications sur la démonstration de ce lemme : les détails
sont laissés au lecteur & titre d'exercice.

D'abord, A étant intdgre, A[X] est un anneau intégre. Introdui-
sons ie.corps'des fgactions de A, soit K;oma AcCcK, et A[X] s’identi-
fie é.un sous~anneau de K[X] , qui est principal, donc faétoriel. Dans chaque
clasée d’éléménts irréductibles de 1l'anneau facto;iel K[X] , choisissons un

représentant P(X) & coefficients dans A , ce qui est possible ; de plus on

peut choisir P Ae fagon que le plus grand commun diviseur de ses coefficients
sqit 1 (ceci a un sens, puisque les coefficients sont dans l'anneau A , qui
est factoriel). Si on appelle primitif tout élément de A[X] ; nog identiqﬁe-
ment nul, et.tel que le plus grand commun diviseur de ses coefficients soit' 1,

on.voit que toute classe d'éléments irréductibles de K[X] contient un élément
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primitif (unique & un facteur inversible de A prés).
Soient VP. les polyndmes irréductibles primitifs ainsi choisis. Tout
i
Q(x) & coefficients dans X , non identiquement nul, s'écrit d'une seule manidre

n,
o(x) = ka1 p(x) *

ol les entiers n, % 0 =ont nuls sauf un nombre fini, et k € X (k # 0). En effet
ceci exprime que l'anneau K[X] est factoriel.

Je dis que si__Q est & coefficients dans A , alors k € A ., Cela

résulte du lemme de Gauss (qu'on admet provisoirement), et qui dit qu'un produit

de polyndmees primitifs est primitif ; ici, le polynéne %Q(X) est donc primitif,

Or si k==, a€A, b¢4, aetb premiers entre eux (ce qui ast possible

fod

puisque A - est factoriel), on a
EQ(x) € A[X] et primitif ;

gi ¢ est lfun guelconque des coefficients de Q , a doit diviser be , donc a
divise ¢ , et il s'ensuit que a est un diviseur commun aux coefficients de Q.
Aors lgs coefficients de EQ(X) sont tous divisibles par b , et.comme Q@ est
primitif, b est inversible, donc % € A . | C.Q,F,ﬁ.

Introduisons, dans l'anneau factoriel A , une famille P d'éléments
irréductibles de A , telle que tout a € A , non nul, s'éecrive d'une seule manidre

(p)

a=u, II pk .
/ pEP

Mors on montre facilement que les p € P (considérés comme polyndnes
de degré 0) et les P&(X) ferment un systéme fondamenital d'éléments irréducti-
bles de A[X] , ce qui prouve enfin que A[X] est factoriel ~

Démonstration du lemme de Gauss : il suffit de montrer que si

Pi(X) et PZ(X) sont deux polyndmes primitifs (& coefficients dans 1'anneau fac—
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toriel A) , leur produit P = P1P2 es§ primitif, Or soit p un élément irréduc=-
tible de A qui divise tous les coefficients de P , et considérons 1l'anrezu

B = A/(p) , qui est intégre. Par 1 'homomor phisme canoniqde ¢ : A~-B, P P1 et
P2 donnent naissance & des polynémes Fp,va et Pﬁ a coefficicnts dans B,

et on a 1l'identité
' F(x) = PIx) FI(X) .

Par hypothése, les polyndmes P? ct Pg ne sont pus identiquement
nuls (car si P? ‘était nul, p diviserait tous les coefficients de P1). Donc
leour produit P? ntest pas identiquement nul, car 1l'anneau E[K] cst intégre.
Mais puisque p divise les coefficients de P, ¥ est identiquement nul.
Contradiction.

11 était donc absurde de cuppeser que les coefficients de P aient

wn diviseur commun non inversible. Lz lemme de Gauss est démontré,

Remarque importante 3 pour l'anneau Z , on a montré qulil existe

une infinité de nombres premicrs. JI1 n'en cst pas toujours de méme pour un anneau

princibal A . D'aberd, si A est un corps, lfensemble des cléments premiers est

vide, Mais méme s'il existe des eléments premicrs Pys Pyr eves P, s il n'est pas
sﬁr qu'on puisse en trouver un autre : en effet, dans le cas de 2 , on avait
considéré - a=1+ p1p2.‘.pn

et observé gque ses facteurs premiers sont # p1, p2, teey pn . Ce raisonnement
marchait pérce que a n'était pas inversible (étant ) 2), donc admettait au
moins un facteur premiexr. Mais dans le cas général il se peut qu';n tel élément

so0it inversible, et on ne peut donc pas conclure. Voici un exemple 3

Exemple d'un anneau principal A admettant un seul idéal premier,




Soit k wn corps commutatif., On note A = k{[x]] l'annesu des
n
séries formelles v aX ; a €k .
n),o n L

Cet anneau est intdgre.

Quels sont les idéaux ?

‘Lemme ¢ S1 & £0, alors I a X" est inversible

nyo
dens A .
Démonstration : on peut supposer a =1, Alors
T & 7 = 1 ~-u, u étant une série formelle sans terme constant,
nyo o

'(1~u’)m1 1 + 1+ w4 W 4 .... i ceci est une série formelle. Donc (1-u) a

un inverse,

soit axP+a XM 4 ... wne série formelle quelconque (a £ 0) 3
: Y P+ P
on l'éerit Xp(ap + a0+1X + ...) ; on en déduit que toute série formelle ncn nulle
- “ 2% ~
stécrit sous la forme uXp y P » 0O, u inversible.

Il s'ensuit que 1'enncau k[[X]] est principal, et que ces idéaux

sont (1), (%), (Xz), (Xp), ... Le seul idésal premier est (X) .
T C.Q.F.D.

Les entiers de Gauss,

¢ 52 (i), qui se compose des
{a + ib}/a € 2 et bé z- .

Ceci est un anneau, car

(a+bi) (c4di) = ac - bd + i(ad+be) .

Dans le plan on obtient 1'ensemble des points & coordonnées entidres,

Rappel : Le conjugué de a + bi est a - bi



N(asbi) = (e+bi)(a-bi) = a® + v° s'appelle la norme de
a+bi.Si a et b sont entiers non nuls tous deux N(a+bi) est un entier 3 1 .
m a N(ap) = Na).N(g) .

A= 2(i) est un anneau commutatif, intdgre, & élément unité.

1.0uels sont les é1éments inversibles de cet anneau ?

Si "ap =1, on a
N(aB) = N(1) = 1 . Donc N(a).N(ﬁ) = 1, ce qui exige, puisque N(a) et
’

N(p) sont entiers 51, Na)=u(p)=1. Donc a est l'un des 4 nombres + 1

-1, +1i, =i de norme 1 . A

¢ttt

<
-
v

‘Les éléments inversibles de cet znneau sont + i et + 1 .

Ils formen: un groupe (cyclique) pour la multiplication.

Deux éléments o et B de 2(i) sont dits éguivalents si leur.. quotient

est inversible. C'est la condition nécessaire et suffisante pour 1‘égalité des

idéaux principaux (a) et () .

Dans chaque classe d'équivalence, il existe un représentant g et un

seul tel que :

T
0\<31‘goc<§.

Théortme : L'anneau 2(i) des entiers de Gauss est un

anneau principal,

La démonstration utilise le :



Lemme (division) : Scit” o = s+ib € A, « # 0 ;
VEEA, 3n et pe¢ A telsque {=on+p 4avec

N(p) < Na) . :
Nous allons monbrer en fait que N(p) ¢ %N(a) . % est un nombre

complexe : %,= a+ ib , a, begQ .

A
e 1)
' ji.//,
’ .
b W
7 7
l

I1 existe un des sommets du réseau 2(i) dont la distence 3 % est

minimum (il peut en exister plusieurs). Si n est un tel scmmet, on & @

o(m = &) ¢ 1 -
Rc(n' a) < >

= £y ¢ 1 -
=y -2) Cg*g-

e
N~

Inm (g - %) < %

AN

E ., =8 : g
Or aTn=a dfou N(a)

1
50 M) g gula)

Démonstration du théortme :

Soit I wun idéal de l'anneau A .

-~ 8i I = {0}, 1'idéal est principal : (0)

-85 I#{0}:soit o€ I un point de I dont la norme est minimum

(parmi les éléments de I de norme non nulle),

Mors
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E=om+p w(p) < Na)

e I=> peI et Np)<Na)=>p=0.

Ainsi a[g , et i'idéal I se coﬁpose des multiples de « , donc est
rincipal,

Nete-: si a est un générateur de I , les sutres geénératewrs poscibles

Gorolleire : Z{i) est factoricl.

Cer on a vu gque tout anneau principal est factoriel.

2, Comment ost fait v nombre vromier dars  z(i) 2
I1 ¥y eu o de doux sortes
1) ceux qui ont wn représentant réel > 0 ,

2) ceux (a+bi) pour lesquels a #0 et b A 0.

Lemme 1 ¢ soit pe %, p> 0 ; si p est premier dans
Z(i) » alors p est premier dans ¥ .
Car s1i p = n1n2 ’ n1 et n2 entiers non inversibles, on a

¢ 2(i) , n2 ¢ 2(i) non inversibles, donc p n'est pas premier dans z(i) .

Remerque : il y a des p premiers dans 2 , non premiers dans 2(i).
(141)(1-1) = i(1-1)?

(241 )(2-1) .

lr exemple |2

fl
]

]

p)
Lemme 2 : si p premier dans 2 , est divisible par (a+ib),

af 0 et b#£0, alors p= a%sb® ot (a+bi) est premier

.

dans (1) .

Démonstration 5 p = (a+bi) (c4di) , c€ 2 of de 7.
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AMors O =ad + bc , d'ol '(x) % = %? . Or aetb sont premiers
entre eux ; enheffet si @ >0 divisé aetb, oﬁ a d|a 4 bi , donc dlp ; alors
p est divisible par d(g + ig), donc le nérﬁe est strictement plus grande que la
norme de & . Donc. d < f , et par suite d 5‘1 puisque p est premier. Ainsi
a et b sont premiers entre eux ; 1a relation (») entrafse alers

c=xa, d==Ab, XNE€2Z . D'cl

]

x(é;bi)(a-i:.i) .-.Ax(a2+b2) .

1

P
' . 2 2 . .
Comme p ect premier, et a” + b~ > 1, cecl exige A\ = 1 et
82+b =p .
Montrons maintenant que (a+bi) est premier dans Z{i) .
>
supposons (a+bi) = (wtvi)lulsv'i) . Alors p = a“+b? = (u2+v2)(u!2+v'2).

2+V'2=1; L]

Puisque p est premnier, l‘ﬁn des facteurs véut 1 ; puar exemple : u'
donc u' + v'i est inversible . ainsi si (a+bi) est le produit de deux éléments
i‘uﬁ esf invérsible. Ceci exprime bien que a + bi est premier,
Corollaire : soit p un nombre premier dans 2 . Alors
(p non premier dans Z(izggp est de la forme a2+b2 ,
a2, bez, ato et b£0 .

Démonstration : si p n'est pas premier dans 2(i) , i1 a

un diviseur non inversible qui ne lui est pas égquivelent, Ce diviseur ne peut é€tre

dans Z , donc p est divisible par a + bi , a £ 0 et b # 0, on applique alors

le lemme 2. Réciproquement, supposons p = a2 + b2 , aet b entiers é o,

2

. - 2 ) . ° ¢
a“ + bv° = (a+bi)(a-ib) ; ces facteurs sont non inversibles, donc p n'est pas
premier dans 2(i) .

Lemme 3 : si a+ bi (a# 0, b# 0) est premier dans Z(i)

alors a2 + b? est premier dans Z .
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Démonstration : la decomposition d'un entier en facteurs

remiers dans Z donne :

8248 = PP, oe Pps By premiers (distincts ou non)

o
aa+b2

i}

(a+bi)(a-bi) = a+bi|P1P2...Pn (dans 2(i))
ais 2(i) est principal (donc factoriel) ; puisque a 4 bi est premier et divise

n produit de faéteurs, il divise 1'un d'entre eux, p1 par exemple: a+bilp1 .

1

. [] —
Le.lemme 2 dit qu'alors p, = a™+b . C.Q.F.D.

4

Conclusions : les classes de nombres premiers dans z(i) sont :

1) les classes des p premiers dans Z qui ne sont pas de la formeA
'_‘a2+b2 ;

2) les classes des a+bi (a £ 0, b # 0 ) tels que n?-;éL soit premier

4

dans 2 .

.“
Remarque 1 ¢ Un p premier dans 7z stécrit eu plus d'une maniéere
S 2.2 . . 2.2 2.2 .
sous 1a forme a +b~ (ce qui veut dire : si a“¢b” = ¢ 4#d~ est premier, alors
a=i0 a:id
ou
b:td b:‘-ic

: ¢ 4at
Démonstration ¢ d'apreés le lemme 2, a+bi , a-bi, (c-di sont

remiers dans 2(i). D'aprés l'unicité de la décomposition en facteurs premiers la

elation (a+bi)(a-bi) = (c+di)(c-di) entrafne que c+di est équivalent & a4bi

Y

u i (a=bi) ; dans le premier cas, c+di = u(a+bi), avec u =% 1 ou + i ; dans

- ’

s second cas c+di = u{a-bi) . D'oh la conclusion .

Remarque 2 : si p ypremier dans 2 n'est pas premier dans Z(i)
s qs 2.2 .
s'est-a-dire p = a“4b°) , les deux facteurs de p = (a~bi)(a+bi) sont-ils équi-

dents ? On doit avoir l'une des relations :
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a+bi==t(a-bi), a+ bi=zti(abi), avec a£0, bFEO , aet
b premiers entre eux. La ﬁremiére relat;op es£ impo;Sible ;. 1la seconde relation
éntraine a=Db ou a=-b,Donc a+bi=%+1%i et ,—E;:—E—L Donc 2 est
le seﬁl entier premier qui se décompose, dans’ Z(i) , en produits de facteurs
ﬁremiers équivalents entre eux, -
La‘question qui se pose maintenant est de reconnaftre queand un p ,

premier dans 2 , est une somme de deux carrés.

Thécréme : Pour gue p , premier dans Z , scit de la forame

2
a2+ v° (a¢ 2, be z), il faut et il suffit que
p =2 ou p=1 (mcdulo 4).,

Démcnstration B

e 2=14+ 1 est bien une somme de deux carrés,
Reste & examiner le cas de p premier impair,

2.2

~ Observation no 4 : p impair
P = a4bpo

) = p=1 (med 4)

En effet, a et b n'ont pas la méme parité

2 .2 2 '
a 4+ b” = 4a'" + 4b'2 + 4b'" + 1 = p =1 (mod 4),

3 par cxemple a = 2a' , b = 2bi4+1

- On va maintenant montrer : (p premier, p= 1 (mod 4)) = p ron
premier dans 2(i) (ce qui équivaut, on le sait par le corollaire au lemme 2, & la
cordition ¢ p est somme de deux carrés), On admet rrovisoirement le lemme suivant :
Lemme : soit p premier dans 2, p 1 (mcd 4) ; il existe

X € 2 tel que X241 =0 (mod p) .

[Ce lemme sera prouvé au § suivant, consacré aux restes guadratiques

(mod p)] ;
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Denc si p =1 (mod 4) , on &
p|x2+1 => p|(x+i)(x-1)  dans 2(i) .

p ne peut pas étre premier dans 2(i) , sinon p diviserait l'un des

- facteurs, par ex. p|x+i alors x + i pla+bi)

i X + i = pa+ pbi
On obtient pb =1 , avec b entier ; mais ceci est impossible

Cc.Q.F.D.

Corollaire du théoréme : Les p premiers de Z qui sont

premiers dans Z(i) sont ceux tels que p = -1 (mod 4).
Exemple : 3, 7, 11, 19, 23, 31, ....
Par gilleurs : 2, 5, 13, 17, 238, ... sont non premiers (sont sommes

de deux carrés) : 2 = 1+1 , 5 = 4+1 , 13 = 449 ’ 17‘= 1641 , 29 = 25+4 .

RESTES QUADRATIQUES MODULO p (p premier dans 2Z).

Considérons 1'anneau z/pZ o

Théoréme : A = z/pz est un corps.

Premiére démonstration :

A est intégre car p est premier,

Notons A* 1'ensemble des éléments # 0 de A, et soit. a € Ax

l'application A¥ ey pA¥ est une application injéctive de A* dans A*
. . : . :
X ) ax

(A% est fini, avec p-{ &léments) ; or on sait gqu'une application 1naect1ve d'un

ensemble fini dans lui-méme est blgectlve

Donc x/ax =1, donc a est inversible ;'il s'ensuit que 1'anneau
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est un corps.
Notation : 1le corps 2/pZ se note L Il a p eléments,

Deuvxiéme d8monstration’: (valable pour tout enneau principal).

Soit A un anneau principal ; soit p € A , p # 0, (p) premier.

Théordme :  A/p) est un corps.
Montrons que si un idéal I contient (p) ,ona I= (p) ou I =A.
En éffet; comme 1'anneau est principal . T =(a); alp car(p) c(a),
donc soit a ~ p (= ia) = (p)j , soit a est inversible (= (&) = &) .

Donc (p) est un. idéal maximal, au sens de la definition suivente :
Un idéal I d‘un anncau commutatif £ est maximal si I £ A et s8'il
n'y a pas d‘'idéal contenant I et différent de l'anneau A .

Le théoréme 3 démontrer est une conséyuence du résultat général suivant:

Le gquotieht A/T dfun anneau commutatif A par un idéel maximal I  est un corps,

Montroﬁs—le : si I est un idéal guelcongue d'un anneau commutatif A,
l'application canoniqﬁe A - AJT établit une correspondance bijecti&e entre les -
i&éaui de A/I et les idéaux de A contenant I . Dire que T est maxinal équivaut
A dire éue dans B = A/I les seuls idéauz sont {0} et B, et que B £ {0} . Or
ceéi exprime que >B esﬁ uﬁ corps; “

Exenmple : Soit k un corps commutatif ; on a vu gque 1'anneau k[x]
est principal. Soit P ¢ k[X] un polynéme irréductible. L'idéal (P) est premier,
donc l’anneaﬁ éuotient k[x]/(P) est un corps, Par exemple |

k=R, PX)= X2+1, k[X]/(X2+1) "est un corps :

c'est le corps des nombres complexes.
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‘est un corps.
Notation : 1le corps 2/pZ se note Fp . Il a p ¢léments,

Deuxitme d&monstration : (valable pour tout enneau principal).

Soit A un anneau principel ; soit p € A , p # 0, (p) premier.

Théoréme :  AAp) est un corps.
Montrons que si un idéal I contient (p) ,ona I= (p) ou I =A.
En éffet; comme 1'anneau est principgl ﬁ I = (a) H alp car(p) c:(a) R
donc soit & ~ p (=$.ia) = (p)j , soit a est inversible (= (a) = 4) .
ﬁonc (p) est un;idéél maximal, ;u sens de la définition suivente :
Un idéal I dfun ;nncau commutatif A est meximzl si I # A et s'il
n'y a pas d’idéal contenant I et différent de l'anneau A .

Le théoréme & démontrer est une conséyuence du résultat général suivant:

Le guotieht A/T dfun annesu commutatif A par un idéal maximal T  est un corps.

Montroﬁs—le : si I est un idéal quelcongue d'un anneau commutatif A,
1'applicatien canoniqﬁe A- A/I étarlit une correspondance bijectiﬁe entre les' -
iééauﬁ de A/I et les idéaux de A contenant I ', Dire que I est maximal équivaut
é.aire éue dans B = A/1 les seuls idésux sont {0} et B, et que B # {0} . Or
cecl exprime que ‘B esf uﬁ corps; “

Exemple 3 Soit k un corps commutatif ; on a vu que l'anneau k[x]
est principal. Soit P € k[X] wun polyndme irréductible. L'idéal (P) est premier,

donc 1'anneau quotient k[X]/(P) est un corps., Par exemple

k=R, PX)= X2+1, k[X]/(X2+1) " est un corps :

c'est le corps des nombres complexes.



..3'[...

Etude de Fp = ?/pz .

Définition : n ¢ Z est reste qﬁadratique moduln p si
)l =

Iy € 2/y" =1 (ucd p),

Il revient au méme de dire qﬁe la classe x de n dans le corps
Fp est un carré (i.,e. est lé carré d'un élément de Fp). Il est cleir qus O
est un carré ; désormais, con s’intéreése aﬁx carrés £ 0.

Fp = FP - {o} csé un groupe pour la multiplication ; il poscede
(p~1) élémen*s. Liensemble des carrés de F; est évidcmment un sous-groupé
Gp ; clest l'image>de ltapplication

‘u =B —> F; définie par u(x) = x2 ,

. - 2
qui est un cndemorphisme car (yz)© =y

“e

= pour p= 2 : le seul élément non nul est { et clest wn carré

on a G2 = FE o

- supposons désormais p  premier impair .,

N =ker us= {X € F;/X2= 1} .

.

N contient déja + 1 et =~ 1, qui sont distincts puisque p £ 2

N ne contient pes dtautre é)ément : en effet, X2 - 1 est un poly-

néme du seccrnd degré A coefficien*s dans le corps Qb , donz i1 a au plus deux

e 2 ) .
racines distinctes. Directement, x° - 1 = (x+1)(x-1) ne peut &tre rul que si

1'un des facteurs est nul.

Cela dit, l'homomorphisme u induit un isomorphisme

.

G, ®F ) Donc

D p/n

x*
Card(Gp) = Card(Fp)/Card (N) , or card ;j = » , donc

a el )
Car Gp 5

. * 14 ’ .
On peut dire que, dans F_ , un élément sur deux est un carré,

p
Oa veut caractériser simplement ces éléments. '
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Théordéme : Soit p un nombre premier impair, et soit

*
Gp le sous-groupe multiplicatif des carrés dans € .

p
: .
Alors, pour x € Ep , on a
: P!

(x € Gp) & X ¢ 1.
Rappels : Dans un groupe atélien fini, on appelie gzggg;d'un élément
x le cardinal du gous-groupe cycliqua quiil cngenire ; ctest le plus petit des
entiers n > b A?els qﬁe nx = 0 (en rotation additive), xn = 1 (en notation

multiplicative). L'ordre est {1 =i et sculehent si x est 1'élément neutre.

L'ordre d'un £lZment x divise l'ordre du groupe G (ou Card G)

~e

card G
X =

autrement dit, on a 1 pour tout x € G| .

(En effet, 1'ordre d'un sous-groupe de G divise l'crdre de G).

Dans le cas oui nous intéresce, G est le groupe multiplicatif

N :
a - p_‘l — 11 le}! 5 *
Ib . On a donc X = 1 pour tout x ¢ Fp . -1
* * =
L'application v : Fb  —— Fb définie par v(x) = x 2 ‘est
un endomorphisme . =1
*, T3
ker v = {x € B,/x 7 =1 .
[x € 55/ z | -
On a ker v DG, ., car si x = y2 . &lors  x e = yp—1 =1 .
p-1
Par ailleurs, le polyndme X 2 - 1 a au plus Eél racines dans le corps Eb ’

donc Card(ker v) £ E%l . Comve ker v G, et Card G = E%l , on conclut

, p
Lker v = G |

.On a donc caractérisé G, comme étant le noyau de v , ce qui

prouve le théoréme , .

Remarque : pour p premier impair, les x ¢ q;\ qui ne sont pas
Pl ' -
Qésvcarrés sont ceux tels que x 2 = = 1|
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p-1

o, = .
: En effet, pour tout x € Fp , On a x.2 =+ 1, puisque

i : .
X. 2 )2 =1 .

(

Fn résumé, pour un entier n non divis%ble par p (premier impair),

P
ona: (n est reste guadratique modulo p) & npf1 =1 (mod p)
(n est non reste quedratique mod p)& n ¢ = -1 (mod p) .

Exemple : %h?rchons guund - 1 est reste quadratique (mod p) .

————

La condition est (- 1) 2 . 1 ; elle exprime.que B%l est pair, autrement dit :

p=1 (mod 4)

Al swe (- 1) est reste quidratique modulo p ; donc Bn/n2 =-1 (p)
e> s 1z0(p) .
Ceci est précisément le lemme que nous avions admis pour montrer
gue si p est premier et = 1 (mod 4) , p n'est pus premier dans Z(i) .

p-1

oSN
-

2 . . .
Calcul de 2 (mod p), p premier impair.

Remarque préliminaire :

1) soit n wn entier) n=gp+r , O0Er<p.
Chague entier non nul et non divisible par p a un reste unique, donc sa clésse
(moé p) aun représentaht unique dans 1'intervalle ]0, p[ . Il y a aussi un
fépféséntant unique dans l'intervalle | - g , + g[ (g. n'est pas entier),

2) soit n > 0 donné non divisible par p . Considérons la suite

des multiples entiers de n : n, 2n, 3n, ..., Egln .

Considérons la suite des 2%1 représentants de ces entiers dans

nIg
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. Ils sont distincts, car si kn T k'n (wod p), on a k = k' (mod p)
puisque p ne divise pas n , et ceci est impossible si k et k' sont dis-
tincts et dans l'intervalle [f, 251] , car tk—k'|‘§ -1

N Cés représentants ne son% Jamais opposés ; ce qui veut dire que
la somme de deux d'entre eux n'est jamaisAcongrue a o© (mod p). En effet kn + k'
n'est jémais. =0 (mod r) , caf ceci exigerait k + k' = 0 (mod p) ; or k + k'
est &aﬁs 1'intervalle [1, p-1] . |

.. Les valeurs sbsolues des reprécentants sont donc distinctes ; il

y en a E%l ; donc ce. sont exactement les entiers 1, 2, (,., 2%1 .
Chaque entier 1, 2, <., 251 ~est donce, au_signe prés, le représene

tant d'un des entiers n, 2n, ..., Egln . Le probléme qui s& pose maintenant est
de trouver le signe du représentant,

Soit y le nombre des représentants < 0 ; alers le produit ¢

(n)(en) ... (Bgln) est congru EESE.Elféf)

(- 1) 1.2...(%—’-) )

. =
Kinsi n? (B = (<)Y (B (noa p)

mais (251)2 n'est pas divisible par p , car aucun des facteurs de cette fac=

torieli~ n'est divisible par P ; on peut alors diviser la congruence ;o™ Uéﬁbwf

T
. 2
S n % 2 (-1)Y (nod o),

v étant le nombre des veprésentants < O situds dans ]- P , + 2[
2 .2t v
Autre interprétaticy de o prevors naintenant les représentants

dans ]O, p[ 3 les représentants qui Jteiert > o re cLargent pes, ceux qui

- étaient < 0 sont augmentés de P Ce £.at coux de 1'intorvoile ]E’“p[
. 2 -
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v est donc le nombre des repfésentants‘qui sont > g quand on

prend les représentants dans ]O, p[ .

.On applique ceci aucas n= 2 , On a la suite 2, 4, «ue, p~1 des

nombres péirs > é et ¢ p-1 . Ils sont leurs ﬁfopres représentants dans ]O, p[ .
v est le nombre de ceux gvi sont ) g . Donc 2v = {p-1) - (le plus grand des

nombres pairs < g) .

Or le plus grand nombre pair < g est 251 ou 252 , suivant la
parité de 2%1 . ‘
jer cas : 251 est pair,
2v=(p1) - () = v=E1 .
2eme cas 252 est pair
2v = (p-1) - (252) =» v = Eil . .

, _ reste '
Récapitulons : pour que 2 soitYquadratique (mod p), P premier impair,
il faut et il suffit que v soit pair, c'est-ia-dire : o N
~si p=1 (mod 4) » 11 faut et il suffit que p= { (med 8).

-si p= -1 (mod 4) y 11 faut et il suffit que p= - 1 (mod 8).

En résumé : les p premiers tels qhe 2 soit reste quadratique mo-
-dulo p sont ceux tels que P = ¥ 1 (8) :
Remarque : 2 \
: =1 P-1
‘Ona 2 2 = (-1) 8- (mod p)_ .
En effet, == est lo produit des deux entibrs consécutifs B%l
: 2
p+1 : . -
et = dont un seul est pair ; donc P 81 est pair si et seulement si 251 ou

ggl-est divisible par 4 .
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Quand un entier est-il somme de 2 cerrés °?

(n a déja résolu ce problémé pour un entier p premier :

p=a2+b2€=——-}p:‘2 ou p=1(4).

Cn se pose maintenant la question pour un entier n > 0 quelconque.
Autrement dit, quand n peut-il s'écrire sous la forme 1 1) , a étent un entier

de Gauss ?

Remarque prélimiraire : Si nt et n, sont sommes de 2 carrés, aloers

n1n2 est somme de 2 carrés (ceci découle de la multiplication de 2 nombresAcomplexes H

si 7 = t = N = .
L N(a1) e n2 1(&2) f alors nin2 N(a1a2)

Considérons E={n> 0, n est somme de 2 carrés} . : .

E est stable par multiplication., Or nous connaissons déja des éléments
de E . . les carrés € B,

. 2, les p premiers congrus & 1 (mod 4) € E ,

Théoréme : n € E ¢=) dans la décomposition de n en

facteurs premiers, les exposants des p = - 1(4) sont pairs,

Démonstration ;

Y o

. 2 N
Supposons n =a'b, ol b n'a pas de facteurs premiers = - { (4) .
Il suffit de montrer que b rest une somme de 2 carréds. Qr b est un produit de

!

- T . N ' - ,
nombres premiers dont chacun appartient & B ; donc b€ E,

¢ 2 .2
Soit n=a%+ b (a0, v£0). soit d=(a\)b),a=da';
b = db' avec (ajb‘) =1, &° + b2 = dz(a‘2+b'2) _— ‘ T



- 43~
' e Lo 2 2 . o
- Soit p wun diviseur premier de a'" + b'“ ; alors p n'est pas premier

ns 1'anneau Z(i) des entiers de Gauss, car :

‘p[a;z. + b2 => pl(a'-. + bfi) (a' = b'i) => pla’' + b'i par exemple.f

==§}p|a".et .p]b' ; or '(af; 5') =.1 , donc i1 y é'contradiction.

Les seuis facteufé p?emiers bossibles de a'2+ ple sont ceux qui
] sonﬁ pas premiéfs déns Z(i) ; donc ce sont céux qui ne‘sonf.pas = - 1 (mod 4).

Ainsi fous leé §. premiers'congrus & - 1(4) sont forcément ceux
ui'fiéureﬁt dans la éécoméosition de d2 en facteurs premiers ; leurs exposants
ohf.p;irs.. C.Q.F.D.
Remarque : L'ensemble {a,b} des entiers. a » 0 et b-) 0 tels que

= 8% +'b° n'est pas toujours unique (contrairement & ce qui a lieu lorsque n est

remier).

I

Fxemple : 65 =5x13 (5=4+1, 13=9+ 4)

(2+1)(2-1)(3+21)(3-21)
[(2+1)(3-21)] [(2-1)(3+21)]
[(2+i>(3%2i)] [(2-i)(3-21)]

(8-i)(8+i) = (64+1)

(4+71)(4-71) = (16+49) .

. Digression sur les sommes de. 4 carrés,

Théoréme : Tout entier n » 0 s'écrit,sous la forme
.a2 + b2 + 02 + d2 s 8y, b, c,d entiers ) 0.
.La démonstration découle de la conjonction dés 2 propositions suivantes:

Propositioﬁ { ¢ 1'ensemble F des sommes.de 4 carrés est

able poﬁr la‘multiplication.

Proposition 2 : tout entier premier est somme de 4 carrés,



I1 reste & démontrer ces 2 propositions ; euparavant, voici quelques

notions sur les quaternions.

Notes sur le corps des quaternions,

Un quaternion est un couple» (a, ﬁ) avec a € €C et B¢ ¢
+ i (o, B) + (y, 8) = («+7v, B+6)
X 3 (d, B)(y, 6) = (ay - B6 , By + @) '{
o T désigne le nomére éo;plcxe conjugué &e a . On no;e € 1l'anneau ainsi défin
Aﬁmettoﬁs que lé multiplication est aésociative (le vérifier !) : voici commen§ on
peut retenir cette formﬁle. D'abord, on a (a, O)(y, 0) = (ay; 0) , donc on peﬁt id
tifier l'ensemble des (a, 0) au c;rps ¢ dés nomgres compléxes. Ensuite on a
(0. 1){a, 0) = (0, «) , (a, 0)(0, 1) = (0, @ .
No%onsA 3 le qua;ernién (6, 1) ; n a, eA identifiant (a, 0) = «
ja = (0, ) , aj-= 3T . | .
Llors (a, B) s;éerif .(a, 0) + (O, B) =+ jB=a+ B .
De plus'og vérifie que | ‘
==
On peut maiﬁtenaﬁt retrouver la fornule de m:l iplication, en utilis

1'associativité, et la distributivité de la muldtiplication jar rapport & 1'addition

i

(a*‘jﬁ)()’Tjé) ay + JBI6 + IBv + wid

P . -
ay + J BO + Jfiy + Juo .

]

(ay-P8) + i(8y+3s) .
Fn résuné : tout qﬁaterhién sfécrit sous la forme o'+ B , a € C
B £ Cjila.régle de ﬁultiplication est dognée‘par les régles de calcul .
| EIEERINE IS T
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jointes & l'associativité de la multiplication, et lé distributivité de ia multipli-
;étion par fapport a4 l'addition,

Remargﬁé : la‘correspondance a + JB <$ﬁ>-(a, ﬁ) identifie H & ¢ x €
somme espace vectoriel & droite sur ¢ *(espace dé dimensio; dsux sur €), En revan-
che, le produit de a'+ JB & gauche par y € C est yo = 3?B> .

H est un ¢€-espace vectoriel a droite, de base {1, j}

"4, i, j, ji) forment une base de H sur les réels,

.- . '

On pose ji=-k .

Opérations sur la R-base (1, i, j, k) :
J il e j2 =% = - 1 (verification facile).

. ij==-ji=k, Jk=-kj=1i, ki=-ik=3 (le vérifier),.

Centre de H : si un quaternion x + yi + 2j + tk commute avec tout

juaternion, alors y =2z =t = 0 (écrire qu'il commute avec i , avec j, et avec k).

.8 centre de H se compose des "quuternions réels" : on 1'identifie & R . -

Conjuzué d'un guaternion.

(x+yi+ 25+ th) =x-yi-2j=-tk .

En employant l'autre écriture :

o+ JB=a-=- JB
a+ JB=a+ JB .

Propriété fondamentale : soit u = g + Jp . On définit N(u) = ugm

ma N(u) = (&+js)'(‘ at+JB) - (a+ip)(@-38) = ax + BB + j(pa-as)
(a+jB)(Z:357 = ad + BB = nombre réel %» 0

ad + BB = O-<?=$> ad = 0
. - @a_:ﬁ:ou
B

]
(@)
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Ainsi, si on note u 1le congubue d'un quaternion u , on a

Mu) = ull = Tu = N(u) 0, etsi uZg0 ona uido0.

|Les quaternions forment un corps{non ccmmutatif).

En effet, s1 u # O ,uu=2a8>0 commute avec tout quatérnion, donc

-

' Los . . ‘5 1
et par suite u est inversible, son inverse etant U .
Exercice : vérifier les formules ; u et v étant 2 quaternions :

N(u).N(v) .

——

T+ v=u+Vv , av=v.au, Nuy)

i

[noter que N(uv) = wva = (vv)uu]

Le probléme qui nous préoccupait avant la parenthése sur les quater-

‘nions était de montrer que tout n > 0 s'écrit sous forme de 4 carrés,

or (a+b1+cg+dk)(a—b1-c3-dk) =a? 4 b2 4 c% 4 a®

Dans le cas ol a, b, c, d sont des entiers naturels ( ¢ 2) , Clest-

a-dire ol o et B sont des entiers de Gauss (¢  2(i)) alors

= N(u) = a + 1% 4 03 + 3% =73 4 carrés,

Ainsi, pour qu'un entier soit somme de 4 carrés il faut et il suffit

qu'il soit égal & la norme N(u) d'un quaternion w = g + jB , ou ‘q et B» sont des:

entiers de Gauss (un tel u s'appelle un guaternion entier),

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 1 énoncée plus haut :

Si deux entiers n et n' sont des sommes de 4 carrés, alors leur

produit aussi.

En effet, si n = N(u) n' = N(u') , on a nma' = N(uu') ; or le pro-

dult de deux quaternlons entiers est un quatelnlon entler



Remargue ; soit n = xf + x§‘+ x§ + xi, n' = x;z + xéz + x52+ xé o
Le produit des quaternions - . . : " :
X, +.x, i +x_j+xk et x'4+x'i+xij+xtk fournira explicitement des entiers
I S S T M S .
' ‘2 2 2 2
21:.223 23: z4 tels que nnt! = z1 + 2yt 23 + z4 .

On va maintenant prouver la proposition 2 annonzée plus haut

Tout entier premier p est la norme d'un quaternion entierw

ALvent de commencer la démenstretion, commengens per des exenples

2

]
i

1+ 1+ 0+ 0, 3 t+ 1+ 1+ 0,

5=1+4+0+0, T=1+141+4 .

Soit donc p premier, en gérnéral, On peut supposer p impair, car

la proposition & démontrer est vraie pour p= 2 .

Lemme ¢ scit p un nombre premier impair ; il existe des

entiers x ¢ Z et y €2, x >0, y>0 tels que :

f+x°+ 3220 (mod P) , P+ %2+ 32 ¢ P2,

Démons*ration ¢ On donne 3 x et y respsctivement toutes

les valeurs gntiéres de 0 & 2%1 . Alors x2 prend Egl valeurs distinctes modulo

: o .\2 2
P, car (x1) «T-gxi) = (x1fx2)(x1+x2) n'est pas = 0 f(mod p) si x, £ X,

: o 2 Dt i s
- De méme, y~ prend 35» valeurd distinstes mod p,; et par suite

- 1
= (14y°) prend 22; veleurs distinctes mod p .

. 2
Les valsurs prises par x et par - (1+y2) ne sont pas toutes dig-

tinctes mod Py car il y en a p+1 .

o N o, ) 1
..Donc 3(xfy> tel que pl1 + x4+ y s 0L x 2%_ V0L Y & -1

2 "2 (p-1)° 2
ona x°4y- g2 (22, -Egl,
pl

"2. .

<
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Recherche des entiers de Q(Vd).

X2 - 2aX + (a2 -d b2) est & coefficients entiers

& (1) [eacz - L
. 5 (Pour b = 0, ceci exprime bien gque
[e? - a b ezi e ¢ 2).

5 .
4’8' E Z . . 2

= = 44Db°¢Z °

4(&2,— d b2) =0 (mod 4)
= a2 ¢z .
Posons b' = 2b .

Montrons d b'2 € Z ==> b!' € 2

. .- .
en effet 3 b! = g dg” = 52 n

{ (a,ﬁ) = 1 les facteurs premiers de f sont dens 4 , et

asf € 2 y apperaissent avec un exposent peir,ce qui impligue

contraediction s'il y en a .

.

Donc B n'a pas de facteur premier o= B =% {1 == o' ¢ Z

Dok : 28 € 2 a:‘zl
=5 v avec uetvez ,
2b € 2 b= = o
2
2 2 . . ) “
On veut de plus : &a" -4 v™ ¢ 2, soit :
wWeodvla 4(e2-a 1) = 0 (zod 4). Cherchons ces couples u, v ,

jer_cas s u__pair i u2 - dv2 =0 (mod 4) =5 dv2 = 0 (mod 4)

comme d est sens facteur carré, v doit &tre pair, Donc a et b ¢ 2 .

~

2eme cas : _u_impair ; il faut v impair, d'oh

ut =1 (4) )
s oso=> uw = Eq-d, d'oh d=1 (wed 4),
vie 1 (4) :

Réciproquement, si d 2

1 (mod 4), w et v impairs, on e wedv? = 0

(mod 4). Résumons : T,A . _ B
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Théortma : Les entiers de Q(yd) sont les suivents :
. .si“ ds2ou3l (mod 45 H c; éént les_ﬁombres. a ; byd ,
o mebbez 5
. si 4= 1-(mod 45 : ce sont les nombres & + tyd , ol
2a ,‘2b ef a ; b.€ Z .
‘.L'ensemble des entiefs de Q(Vd) est un 2-module qui & une base
(1, ya) =i a = 2 oﬁ‘B(ﬁod 4) o
(1 B s amy (oot 8|
C'est donc un module libre, [Un module est comme Wn e.v., sauf que

‘les coefficients ne sont pas nécessairement dans un corps i ici les coefficients sont

dens 2] .

Les entiers de ¢(Vd) forment un sous-ennesu noté 2(yd) dens le

_ter cas, Z(I§%1~) dans le second. I1 suffit de vérifier ce que donne le produit sur

les éléments de base : 1 xYyd =Vd , yd.yd =4 ; (1%[2)2_= 1;¥d . Eil et .éil
est bien entier, puisque d = 1 (mod 4). ' ; - A \

Exemples 3 ; d =A—'1 = d=73 (4)

Les entiers sont a+ bi , avec a et b€ Z . On retrouve 1l'anneau des entiers de

Gauss,
L d=2 = d=2 (4)

Les entiers sont les a + bf2 , avec a et b g Z .

. d==3= 4= (4)
Les entiers sont les a + b@igiz; , ' ou, &, b€ Z-
. N S

Notion de norme : x ¢ Q(Vd) = Xx=48+2bfd avec aetb¢ Q.

Norme de x = N(x) = 82 = ab? = (a+byd)(a=byd) € Q .
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N(xy) = ¥(x) ¥(y)

Nx) = 0 ¢ x=0

N(1) =1,

La norme d'un entier est un entier (on & vu en effet qae
2 -av? ¢ 2 si a+ byd est entier).

Recherche des é1éments inversibles de 1'ennean des entiers de Q(Vd)

(xy =1 =3 [K(x) ¥(y) = 1
. . . , - +
{ x entier {N(x) € 2 = i(x) =21
() = F
y entier N(y) € 2 iy) =2
\ )

Done X = & + b{d doit &tre un entler de norme % {1 . Réciproguement, si un entier
e+ byd est tel que Na + de) = (a+ de) (e -bfd) = g =F 1, alors
- . & + LVd a pour inverse g(a - byd) , qui est un autre entic
Alnsi 3 Thé orbme : s0it x un entier de Q(yd); x est inversible
dans 1l'anneau des entiers ¢== ‘N(x) =+t1 ,
. Les éléments invéfsibles de l'anneau des entieés s'éppellent les

vnités du corps @(yd) .

r—)

héoréme : les unités forment un groupe pour la multipli-

cation.,

’

Demonstration ¢ 1 est une unité ; vérifier que 1l'inverse

d'une unité est une unlte, le prodult de deux unités est une unité.
G 2 = Nf-a\; : :
e o €31 une unitéd =) - est une wnité carV Le unitéds o telle
guse N(a)4='+ 1 forment un sous-groups du groupe multiplicatif des ﬁnités ; Ce sous-

groupe est solt tout, soit d'indice 2 (on verra des exemples plus loin).
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d
Recherche du groupe des unités de z(g) , pour E = Vd ou -—I;

(suivant que &.- 2, 3 ou d =1 (mod 4))
(1) Cas d'un corps quadrathue 1mag1na1re (a ¢ 0). Posons
d = - d'; N(a+1bfd0 = a° + Arp?

~d=2o0uj3 (mod 4) => (4! 5:1 ou 2 (mod 4)

et b¢g 2
' 2 )12
On cherche a et b ¢ 2 tels que a” + d'b™ = 1 »
. si 4ty 2; a2 + a'b° = 1= la=1%14
, ' A Ilya 2uwités s X1 .
b=20
.osioat = a + b2 1 = la =1 1 ‘o = b A
! - ou I1 y & 4 unités :
=1 (mod 4) = [d' = 3 (mod 4) © fd* >0 et a'= 3 (mod 4)
{a = g b = gg wv = 0 (mod 2) =y w? 4 ar? - 4
2 .2 . :
a~ + d'v” =4 u+ v =0 (ood 2)
o 81 d' > 3 =¢ d' > 7 puisque 4d' =3 (mod 4) °
=O' &=t1 .
= = ) il y a2 unités t 1 .
=t2 b=0 .
l L
.Sl d' = = =+ = +
3=>{u+3v 4 = [w=2 u=1t2
ou
u+vE0 (mod 2) ]v =19 v=-0
L
. - : oot
Il y a six unités, qui sonf les racines sixiémes de { dans ( i 1 et =—L§—£[2-
(2) cas ov d > 0.
Treitons d'ebord un exemple : 4 = 2 , '
w=1+Y2 est une wnité, car N(w) =1-2="x- 1.
s . N\ ~.
Lemmg ! w est la plus petite des unités o> 1 .
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B offet a3 w dquiveut 2 o | ¢ w | , et aussi b

A 1 -
% A Y i « - ey w 1 (exercice !) .

W

~ . ‘
w4 ) . .
Ona w= w-1 =1+ Y2 -A(V2 = 1) =2, Il suffit donc de mentrer

. que « - cc-1 y 2 pour toute unité o > 1 . Soit
o =82+ bf2 ;

' +
Jedisguse &> 0, b> 0; en effet o est le rlus ¢rend des 4 nombres o o

+ o', qui sont :
taltp2 .
"‘1 " 2 2 + PR .
omea o' af(a~wy2), suivent que & - 20" mt {1 . D'ol ¢

o - a“1.w 2BV2 ou 2a ,

et comme & » 1, b1, ceciest }2. C.Q.F.D.

Théordms ¢ Les unités de l'annean 2(y2) sont les nom=

‘bres ¢+ wn (n ¢ 2) p Ou_y désipne toujours 1 + V2 .

Démonstration ¢ tous ces nombres sont des uwnités, pulsque

- | " | .
+ { sont des unités, ainsi que les puissances ¢ (n entier ) 0) et leurs invers

Il resfé‘é montref guil n'y a pas d'autre vnité, T1 suffit de montrer que toute

unité Aa > 0 est de la forme w . Considérons, sur le demi-droite réelle positive,

- -

la suite (infinie dans les deux sens) des ( i

| ] | doe |
é 2! ( I . i ]
w wj‘ t=w w w2

Si o était distinct de tous les points de cette sui%e, il existe-

‘rajt wn' n € 2 tel que

N | W <a <t (nyo0 ou <0) .
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Mors - 1< auf? {w , et comme aw—n est une unité, on trouve

une contradioction avec le lemme, Le thécrdme est démontré,

Remerque importante : la recherche des unités de Z(VZ) est celle
des solutions entidres de 1l'équatiocn lxz.- 2y2] =1, L'unité w=1+ Y2 est une

solutiﬁn de x2 - 2y2 == { . La propriété multiylicative de la norme montre que i

. . . ) on
Les solutions entitres de x2 - 2y2 =+ 1 sont™ x ¢+ YVZ =%

2 an+1

Les solutions entiéres de x2 -2y

il

-1 sont x+yf2=2%uw

avec ‘w=1+7Y2.

Cés général

| o _.Théoréme s - d> 0 sans facteur carré. Le groupe multipli-
catif des unités de 1'anneau des entiers du corps @(ya)
se compose des élémen%s : * wn , n€2 o w> {1 est

la plus petite unité > 1 .

w est appelée unité fondementeale.

Démonstration ¢ Ce qui est difficile, ¢'est de montrer qu'i

existe effectivement des unités autres que * 1 . Nous l'eixettrons (cela résulte, en

.fa;t; d'un théoréme trds générel, le "théortme de Dedekind" ; voir le chepitre 4 du

iivre de'Saﬁuel).

Supposons donc qu'on ait prouvé qu'il y a des unités o £ * 1 ; alors

1'un des quatre nombres distinets * o, -+ o' est > { . Donc il existe des uni-

tés > 1 . On va montrer : liensemble U (non vide) des unités o > 1 possdde wn

plus petit élément, Sinon, il existerait une suite strictement décroissante

a1 > a2> e e e > an> LI - )

d'unités toutes > 1 , Cette suite eurait une limite B ) 1 .
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o

Mors lim- —424-n 1 (*)

. n .- o a’ﬁ‘?ﬂ:

_ a '

O < ———= B est une wnité > 1 ; et toute unité p > 1 satizde
o Fn , ,
n+1

op-p Y.

B

En effet, B =&+ bfd (22 et 2b entiers, ea+b
L (a-évd) ;8 g>1, aetbsont >0, donc ) % )
B-pg ' =28 ou 2vfd y1 .

~ Done B > 1; >
sulte —-E-'z l%li , €& qui coentredit () .
n+l
' Soit

i

(ooimme dens le cas d = 2) , que toute unité est de la

. 81 Nw) =
entiers ¢ x2 - dy2 ==~ 1 n'a pes de solution,
o st W) =-1=p N(a) =+ 1 &P oo
) = -1 D e
- Exemple: d = 3 : 1'équation x2 - 3y2
enfibpg ; en effst %% - 3y2 = = 1 = < = -1 (mod
,"‘VQ : x E f mod (3) =3 %2 = ’
g

1

Ainsi, pour d = 3 , on & N(w)

Car

a et b entiers > 0 , d'ol a-T

=

a - b3,

si

i

Probléme d

forms.

i+

W

1+

1

H

3)

(mod -3)

+-1 . Ean fait, on a

ML 23 Yy 23 = w-w

on
o)

absurde car

entier), avec

et

(racine > 1 de 1l'équation x2 -x =1 =0), et pe

alors > 1 le plus petit élément de l'ensemble U ., Cn mont

n
Tw

.

+ 1 ¢ an N(* wn) = {1 , En particulier 1l'équation en

on

, bt Z

+1

) 2.

n-¢

n'a pas de solution

L4
L

=2+7y3

est bien une unité ; et si « est une unité > 1, cna a =.a+ bY3. ave

1

1~ (mod 4), w sest-elle b coefficients sntiers

. 81 oui, toutes ses puissances asussi ; per exempls, pour 4 =17
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‘si a'+<bV17 éét une unité, on a nécessairement a, b € Z ; en effet, si a =35

. 2 2 — + - n a
u et v entiers impairs, il est impossible que u = 17v. = _ 4 , car o

2

b =

m

v
. ol 2 = et v 1 (mod 8) , et
+1 (mod 4), v=2I1 (mod 4), d'ou u” =1

us=

2 _ 17v2 == 16= 0 (mod 8). Dans ce cas (d=17), si a=a+ bf17 cst unc

u
unité >'1 , on a 8l = 17b2 +1516 ,donc a4, et

a-a-1 = 2a ou 2bty17 , donc 3 8 .

Ills'ensuit que w = 4 + Y17 est la plus pgtite unité > 1, car

W= W =8 . ) 2
‘ d :
.sinon: Nw =eg=*%t1= (x+§)2 - ~%— (x et y entiers)
w = x+%+%{d , Yy impair.
2 +2e+dy? (2x+y) . )
w = 52 M4 “2 *~ yd n'est pas a coefficients
entiers,
. d,2 3esd 2
w5 = (2x+y)£i§l— + yyd —E%QZ— est a coefficients
entiers,
‘2
Mors les solutions entidres de x° = dy2 = i 1 sont t w}n ; 5i

ﬁ-;en outre N(w) =-1 , les solutions entitres de X - dy2 =1 sont T wén .

Exemple : traiter le cas d =5 .

— o sy o e o e+ i % bk 1004 PP v ot s - e vy w -

Divisibilité dans 1'anneau A des entiers de q(Vd).

z(Yd) si d=2 ou =3 (aod 4),
A=2Z (12Y35 si d=1 (mod 4).

]

Rappelons que{ A

I1 sera toujours sous-entendu que d est sans facteur carré,

On va d'abord donner une condition suffisante pour que l'anneau A

soit principal '(donc factoriel).
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Définition : on dit que A posséde une division euclidienne si,

pour tout « £ O de A, et pour tout & € A, il existe n € A et p €A

tels que .

g=an+p, [Np)| < |N(e)].
Pour cela, il faut et il suffit que pour tout ¢ € Q(Vd), il existe « € A tel
que IN(C—a)]"< 1 (le lecteur est prié de le prouver).

Proposition 1.~ Si A posséde une division euclidienne, A est un

anneau principal,

lLa démonstration est analogue & celle dunnée pour 1l'anneau des entiexs
de Gauss (d =-~1). Scit I wun idéal de A ; si I = {0}, I est principal, Si
I # {0}, 1'ensemble des |N(a)|, o a parcourt l'ensemble des éléments non nuls
de I, est un ensemble d'éléments > 0 de Z ; il posséde donc un plus potit
élément. Soit a € I tel que lN(a), ait cette valeur minimum ; pour tout E € I,
ona E=an+p ,1n €4 p €A, [N(p)] < lN(a)I. Comme p € I, on conclut, d'aprés
le choix de « , que p = 0 . Donc tout § € I est divisible par « , et I est
1'idéal principal engendré par a . | |

C.Q.F.D,

Exemples d'entiers d poﬁr lesquels l'anmeau A des entiers de
@(Yd) possdde une division euclidienne i |

d==1, =2, =3, =7, =11,

d=2,3,5, 6, 7,
(pour la démonstration, cf. le livre de Hardy et Wright). Bornons-nous & faire ici
la démonstration pour les valeurs suivantes de d: -1, =2, =3, =7, =11, 2 et 3.‘

le cas 4

-1 a déjh été traité (entiers de Gauss).
Cas o d ==~2 : les entiers sont les a+iby2 , avec a € Z , bezZ.
"Il s'agit de montrer que si x et Yy€Q, il existe a et b € Z tels que .

(x-a)? + 2(y-1)% ¢ 1 . -



- 63 -

or il existe évidemment a et b € Z tels que
|x-a] ¢ 1/2 5 ly-b| < 1/2

2 -
ce qui entraine (x—a)2 +2(y=b)° & 3/4 €c.qQ.F.D.

~ o

1 (mod 4), et les entiers

cas oh d ==3, -7 ou -11. Alors d
a+byd correspondent aux couples (a,b) du réseau suivant : on réunit 1'enscmble

des points du plan 4 coordonnées entiéres et Y,
2

son translaté par (1/2, 1/2) :

TA

o~ 1 2 3 4
si (x,y) € @ x @, on voit qu'il existe un (a,b) du réseau tel que |y~b| £ 1/4 ;

puis, ayant choiéi b , on peut choisir a d. fagon que lx«a' < 1/2, le point

(a,b) étant toujours dans le réseau. Alors H(a+byd) = (x—a)2 + d'(y—b)2 , avec
. .

16

entiers 3%, 7 et 11. C.Q.F.D.

a' ==d , donc N(a+byd) < % + , et ceci est bien < 1 si d' est l'un des
Cas o d = 2 ou % : les entiers sont les a+byd , avec a et b€ Z.
_—Ptent dormés x et y € @ , il existe a et b € Z tels que
|x-a] < 1/2, |y-b] ¢ 1/2, d'ou :
INGr-a + (=bVD| = |(x-8)2 = dly-0)?| ¢ sup((x-2)? , a(y-b)?) ;
or (x—a)2 £ 1/4, et d(y—b)2 & 3/4 si d=2 ou 3, d'ol
|8(x-a + (=p)VD)| < 1 . C.Q.F.D.
© Remarque : la proposition {1 dit que l'existence d'une division eucli-
‘Sjenne est suffiéante pour que A soit principal ; mais cette condition n'est pas
lnébeésaire (cf, Hardy-wright). De plus, on peut proﬁ?er que si A est factoriel,
alors A est priﬁcipal.
Désormais, nous allons développer ung thiorie de la“divisibilité dung

1l'anneau A dans le cas général (sans supposer que £ soit factoriel).

Proposition 2.- L'anneau A satisfait i 1'axiome B (cf, page 16)

En effet, s'il existait une suite strictement croissante d'idéaux
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principaux (an), la suite des entiers [N(an)] serait strictement décroissante,

ce qui est absurde,

Corollaire : tout élément non nul de A s'écrit comme produit d'une
famille finie d'éléments irréductibles de A (cf. page 16, théoréme 3).

Mais attention : si A n'estlpas factoriel, cette décomposition n'est
pas unique (méme & des facteurs inversibles prés). On en verra un exemple dans un

instant,

Proposition 3.~ 31 o € A, et si ]N(a), est > 1 et n'est pas de

la forme |N(B)|.|N(y)|, avec B € &, ye &, |B(B)| > 1, |Ny)| > 1, alors

a est irréductible dans A ,

C'est évident,
Corollaire : si 1'entier N(a) est promier dans %, o est irré-
ductible.

Propesition 4.~ Soit ¢ premier dans % . alors

(p est irréductible dans A) ¢= (p n'est pas do la forme |[N(a)|, avec « € A),
Démonstration : si p= [NMa)] =2 a%, a et ® sont non-inver—
sibles, donc p n'est pas irréductible dans A .
Igversement, Si p=apf, « et B non-inversibles dans A ,o0na
2 .
P = N(P) = N{a).N(B), et comme N(a) et N(B) sont des entiers > i » On conclut
N(a) =p . |
Exemple : d = 5.~ Soit A = Z (i V5). Les entiers 2 ot 3 ne sont pas
2 ..2
de la forme a“45b° (a € Z, b€ Z), car a2 4 5b° = 0 » 1 ou =1 (mod 5). Done
2 et 3 sont irréductibles dans A . D'autre part,
@=1% iy5 est irréductible, puisque N(a) = 6 n'est pas le pro-
duit de no d £18 i i
rmes de deux éléments non-inversibles de A (cf. prop. 3). Donc §

sl’ . Y . e rd
ecrit de deux mani®res comme produit d'éléments irréductibles :
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6 =2.3, 6= (1+iy5)(1~iy5),

et les idéaux (2), (3) (14iy5), (1-iy5) sont distincts (puisque leurs normes

sont distinctes). Il s'ensuit que l'axiome o est faux pour l'anneau Zl(ifg),

qui n'est donc pas factoriel.

Etude des classes d'idéaux principaux dans A .- Elles sont a priori

de deux sortes :

(1) les classes des entiers n € X% ;
(ii) les classes (a), o a € A° n'est pas équivalent & un élé-
ment de Z .

On se propose de chercher quand un iddal principsl (o) est premiexr
Commengons par le cas ou 1'idéal (a) est de la sorte (ii).
Théoreme 1.~ Soit a € A, a#£0, a non équivalent & un élément
de % ., Alors : |
(¢ est premier dans A)¢=>(|N(a)| est premier dans % )
Démonstration : Supposons a premier dans A , et montrons que
IN(a)I est premier dans Z ., A priori, ona X g g = p1p2...pn s produit de
facteurs premiers de X (distincts ou non), Si o est pfemier dans A, «a
qdivise 1'un des P; » par exemple p1 ; d'ol p, = aﬁ »y &vec B non-inversible

1 \

x(pulsque o, par hypothése, n est pas équivalent & un élément de % ). Prenons

les normes .,”
(P ) = (o) -N(B),
d'ol 1'on conclut comme plus haut :
M) = p, . ‘ C.Q.F.D,
Montrons inversement que si [n(a)] est premier dans 2%, .alors
o “est premier dans A Supposons done, 'N(a)l p (premier dans z ) , a1°¥é‘

P appartient A 1'idéal qA engendré par o . L'anneau quotient A/uA est uﬁ?
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yrai quotient de A/pA . Or A gtécrit comme un quotient

z [x]/(P),
ou (P) désigne 1'idéal principal engendré par le polyndme minimal P dc

YT (resp. de V‘a- ), suivent la congruence de d (mod 4). Il a'ensuit que

A/pA s'identifie au quotient ‘de 1'algdbre des polyndmes. .EP[X] (é cm:ff‘wunts
dans le corps IFP des entiers mod p) par 1l'idéal, noté encore (P), engendré '
" par le polynéme P (considéré comme ayant ses coefficients dans }FP) . Comme

P est un polyndme de degré 2, un vrai quotient de _?Fp[X]/(P) est nécesaairemont
de la forme T fX]/(Q), ol Q est un facteur de degréd un de P . Un tel poly~
néme Q est irréductible (donc premier) dans l'anneau principal F [X}, f*t par
,sgltg le quotlent.est intdgre ; il est d'ailleurs isomorphe & Fp . Aani ﬁ/m\

est un corps, ce qui implique que 1'idéal engendré par o est premier. -
C.Q..F.D.'
Demandons-nous maintenant quand un p premier dans ‘ Z engendréi un
idéal premier de A . |
Lemme.~ Pour que p € Z, premier dans Z , soit non premier da.a.t Ly
o 11 fagjc et i1 suffit qu'il existe un « € A , non nul, t‘e‘i que : a soit' | |
non-di%?ﬁsible par p , mais N(a) soit divisible par p . |
| - Démonstration : la condition est suffisante, car si p est premier C
“. dans A et divise a® , p divise ¢ ou a . Montrons que la condition
“est nécessaire : supposons .qu'on ait of = 0 (mod p), a« % 0 (mod p), B ¥ O(mod P}
alors, en prenant les normes, on trouve que N(a):,N(ﬁ) = 0 (mod p), donc l'un de‘s.

. - entiers 'N(a)*aet N(B) est divisible per p .

Ce lemme etant prouvé, nous allons monirer le : e

v

Theoreme 2.~ Pour qu un entier p ‘preniier impair dans A aolt

i

*oq:‘i,wmwl ‘dans A , il faut et il suffit que d soit reste quadratigue

Crl(mod p).
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Pour la démonstration, distinguons deux cas :
Premier cas : d % 1 (mod #). S'il existe a = x+tyYd , x € 2,y € Z,

Q. (mod p), alors y n'est

X ou y non divisibmezgan' p , tels que x?—dyz
pas divisible par p (sinon x 1le serait aussi) ; donc, dans le corps .Fp ’
1a classe de y (notée encore y) est non nulle, et par suite a un inverse.
Si on calcule dans ]Fp , on peut donc écrire

(x/)% =a,
ce qui prouve que d est reste quadratique (mod p). Réciproquement, s'il existe
x € Z tel que x2-d = 0 (mod p), alors « = x + Yd n'est pas divisible par p ,
tandis que N(a) 1'est, donc p n'est pas premier dans A .

Deuxidme cas : d = {1 (mod 4). Pour que p soit non-premier dans A ,

il faut et il suffit (d'apr®s le lemme ci-dessus, et la caractérisation des en-
tiers de Q(Vd)) qu'il existe deux entiers x et y € Z, de méme parité, non

229 (mod 4p). Utilisons ici 1l'hy-

tous deux divisibles par p , tels que x2-dy
pothése p # 2 ; en calculant dans :mi , ceci s'éerit

(x/2)* - a(y/2)° = 0 5
il s'ensuit que y/2 # 0 dans Eb , %l (x/'y)2 ; d , ce qui montre que d
est reste quadratique (mod p). Réciproquement, s'il existe x € Z tel que
x°-d = 0 (mod p), alors o« = x+{d est un élément de A non divisible par p ,
mais N(a) est divisible par p ; donc p est non-premier dans A . Ceci ach&ve

de prouver le théoréme 2.

‘Corollaire : s'il existe un P premier impair tel que :

d soit reste quadratique (mod p) )

P ne soit pas de la forme |N{«)| (avec a € ),

alors l'amnéau A n'est pas factoriel. )

(En effet, p est irréductible dans A d'aprés la prop. 4, mais n'est

pas premier dans A d'aprés le th. 2),
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Exemples : d=10, p=3 (10 est évidemment reste quadratique

mod 3 ; il est impossible que l'on ait des entiers x et y € Z tels que

x°=10 y2 = %, car le premier membre est congru & 0 , { ou ~1 (mod 5), tandis

que le second membre est congru & % 2 (mod 5)). En conséquence, 1'anncau

Z (Y70) n'est pas factoriel.

Le théoréme 2 permet de reconnaitre quand un entier premier p dimpair

est premier dans A. Reste le cas ou p = 2 ; ce cas est réglé par le :

Théoréme 2 bis.-~ Pour que 2 soit premier dans A , il faut et il suffit
que d=5 (mod 8).

Démonstration : si d ¥ 1 (mod 4), 2 n'est pas premier dans A ,
car 2 divise d°-d = (d-Y@)(d+Yd), mais 2 ne divise ni d-yT ni A+T
. (d'aprés la forme des éléments de A ).

Si d =1 (mod 4), la condition nécessaire et suffisante pour que 2
soit non-premier dens A est (d'aprds le lemme ci~déssus) qu'il existe x et
Y € Z impairs tels que, si l'on pose

M AL » 1a norme N(a) soit divisible par 2, Ceci exprime que

2
xz-dyz %0 (mod 8), Une telle condition implique 1=d B 0 (mod 8), car on a
:2 =1 et yz B 1 (mod 8), pulsque x et y sont impairs. Réciproquement,

si 4= 1 (mod 8), i1 suffit de prendre x =1 ,y = 1 » done 2 est non premier

dans A .,

I1 résulte alors de l'examen des cas ci-dessus que la condition nécese
saire et suffisante pour que 2 soit non~premier dans A est que :
d=1 (mod 4), ou bien d = 1 (mod 8).

Par passage eu complémentaire, la condition d = 5 (mod 8) est nécessaire et suf-

, fisante pour que 2 sqit premier dans A .

.

‘ COQQF.D.
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Voicii une application du théoréme 2 bis : si d 7 5. (mod. 8): ot si

2 n'est pas de la forme lN(a)l, avec a € A , alors ltanneau A des entiers de

o(Yd) n'est pas factoriel (démonstration analogue & celle du corollaire du th, 2).
Exemﬁié : supposons d < O, et posons d =-d' ; si 4d° ? 3 (mod 8), la scule

possibilité pour que 2 soit de la forme a a estque d' =2 ou d' =7 . Donc

si d'> 0 est # 3 (mod 8) et distinct de 2 et 7, l'anncau des entiers

de  @(iyd") n'est pas factoriel (c'est le cas pour d' =5 , 6, 10, 13, 14, 15,
17, etc....). |

Exe;cices.- En application des théoreémes 2 et 2 bis, ainsi que la
"loi de réciprgcité quadratique" (voir plus loin, p. 103), ceractériser les p

premiers de Z qui ne sont pas premiers dansg l'anneau A des entiers du corpn

@(Yd), dans chacun des cas suivants :

Cas o d =2 : ce sont p=2 et les pE3 (mod 8) ; ce sont

1]

aussi ceux qui sont de la forme La2~2b2l (a€z,bez) [utiliser lu prop, 4

et le fait que A est factoriel].

Cas o d ==3: ce sont p=3 et les p=1 (mod 3) ; ce sont aussi

les p de la forme .*512+ab+b‘2 (a €z y D EZ).

Cas ol d =5 : ce sont p=5 et les hs) =4y (mod 5) ; en admcttant

1+5
2

que l'amneau % (

a%+ab-b2 (a €z, be 7).

) est factoriel, montrer que ce sont aussi les p de la forme
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Comp 1éments 3
Que peut-on dire quand 1'anneau A des entiers du corps g{yd) n'test
pas principal 7 Pour cette question et d'autres, voir lé livre de P.»SAMUEL.'Eonnunu

ici simplement quelques indications. _ _
‘ Soit K le corps des fractions de A . On appelle idéal fctignnairs

toute partie I <X telle que :
1o (x €I et yeI)= xyel ,
Zf x€I et a¢€ A = & «cI ,
30 38€A(a740) tel que al c A
 (1es conditions 10 et 20 expriment que I est un A-module ; la condiﬁibn %0
. exprime gqu'il existe un dénominateur commun pour toutes les fractions quilﬁppartién—
. t nent & I). -
, Deux idéaux fractionnaires I et J sont équivelents s'il eﬁiateV
| k é K (k;é 0) tel que J=kI . On notera que les idéaux principaux sont Q#ux

qui sont gquivalents & A . On peut démontrer le

Théoreme : il n'y a qu'un nombre fini de classes dégui-
!o r'd 2 : . ; ) |
valence d'idéaux fractionnaires. [Dire qu'il y & une =eule

classe, c'est dire que l'anneau est principal]
L]

On définit une multiplication dans 1l'ensemble des idéaux fractionnéi:- 4

res ; si -

o si I et J sont deux tels idéaux, IJ est l'ideal engendré par les produits
Xy, oi ‘x 146 a . .
o €I, yeJ.Ltaéal (1) =4 est élénent neutre pour cette multiplicatio

' dém e s € ' \ ‘
0n yertre st 1 # {0} , I posséde un inverse : c'est un idéal J tel
: o ‘ 1 que

13 = 1], ladaux P o
| {1}. Les idéaux # {0} forment donc un groupe powr la multiplication. On démont
‘ :' . montre

tout idéel I 1éer; R
out f {o} = éc;;nt d'une seule manidra comme produit Pa1pa2 A S
'< § BpreveB , ou

les .P < A sont 1dé - ook ‘
R e e _.,a'i,.‘»-}-(,ies-'l%?aw premiers, et les exposants ¢, soht des enti ‘
i ers >/ 0

N

S S .
- " - —— o — o we—— -
—— tvm oo .
[
!
i
/
- /



LThéorie élémentaire des corps commutatifs, Corps finis.]

T .Si k, K, ... désignent des corps, on désignera par k*, K*, ...

les groupes multiplicatifs des é1léments non nuls de k, K, ..o De plus, on supposera

-
t

toujours que les corps sont commutatifs,

‘Ihéoréme : dens un corps k , il n'y a pas d'uutre idéul que {C} et k

: Démonstration ¢ soit I un idéal de kg )
. I={0} = terniné
. I#{O}.% da €I, a#0. Alors I contient 1 , cor
l'inverse de ¢ existe et ¢ k} soit a“1 = qa @ = 1. €I

==>I=ko

Théoreme réciproque : un annewu commutatif 4 # |0} dans lequel {0}

et A sont les seuls iddaux est un corps,

Démonstration : soit a € A, af 0. Alors par hypothéce l‘idéal

(a)={0] ou A, Si d;éo,alors (a) = A, donc 1e(a)e 3xec a: 1 =xa

(:) a est 1nvers:|.b1e. Donc A est un corps,

s " %ient A et B deux asnneaux : un honomor phisme d*anneayx
P $ A B est une application telle que
. p(1A) = 1g

- : A‘ m“.*"'-.«p(é‘i+&') = P(al) + p(at)

L

. 9(-aa') = p(a)‘ p(ar)

- . o PTODOSi tion 1 . tout homOmor hias I K - '
: H p Sme dQ [¢] ) p{‘ p . K es i y i
) K ‘ 4 . T in eCtlf.

» - Démonstratlon ¢ osi

P: A-+B estun homomorph1 gme d'anneaux, on sait

«que  Ker - :
q exp est un idéal de A, Donc da.ns 1g .tas d'un homomorphisme de corps

j';;KOfr p= (0} oubi' Ker p = A, - o ’ 7

2Ed



A 7~ R -t :
. si Ker p = {0}, alars p est bien injectif
.. 81 Xer p =k , alors nécessairement p = O ; mais on sait

que f(tk) =1y # 0 . Contradiction.

Un tel homomorphisme p identifie k & un sous-corps de K.

Caractéristique d'un corps,

1) Théortme : soit A un anneau commutatif unitaire. Alors il existe

un homomorphisme et un seul de l'anneau 2 dans A .

Démonstration : du point de vue additif, 2 est le sous~groupe engendré

par {: p: Z- A doit, par définition)envoyer 1 € Z dans 1A ; ainsi l‘*homomor-

rhisme p est entitrement déterminé. On a p(0) =
T, + coe + 1 n fois si n> 0

/
A
p(n) = n£1A) = ' . Il reste & montrer que cet
: —(A Foeee + 1 ) (wn fois) 8i n<¢ 0 :

homomorphlsme respecte la multlpllcatlon :
p(pa) = pp(a) = pla.1,) = (pa).1,

2) Soit k un corps commutatlf, et soit p: 2-k 1l'unique homo-

morphisme d'anneaux Etudions Ker p qui est un idéal de 2.

a) Ker p = {0} |. p est alors une injection de l'anneay 2 Adans k.

Alors il ex1ste un homomor phisme g et un seul de ¢ -k qui proionge p + Construi=-

-sons cet homomorphlsme : 81 on veut que g

gla) ol(a) . &
ém R(F)._?pulsque 5€Q, ona a€2, bez, bto.

soit un homomorphisme, il est nécessaire

que g()-

Ker p={0let bfo = p(b);éo==>g(b);éo

.

Il faut montrer que 1a définition de g ne dépend pas de la fagon

d'écrire la fraction %
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a a' a
- o —- . —t- ?
Supposons § = {7 A P‘(‘)’

| Q'(_) E'('m e P(a)p(b') p(b)p(&') < plav') = P(b&')

& p(ab'—ba') 0 & ab? - ba' = 0 puisque Ker p = {0}
' |
o 3= = , ¢.Q.F.D.

En p<.)sant par définition g(%) = p(:) , on peut vérifier que g est un

homomofphismé de € dans k .
| Q et k étant des corps, g est une injection de @ dans k qui

permet d'identifier @ & un sous-corps de k : on dit alors que k est une extension

du corps € .

‘Définition : on dit que le corps k est de caractéristique 0 s8i p

"est une injection, ou encore s'il existe une injection (nécessairement unique) du corps

¢ dans le corps k .

b) Ker p # {0} ] . Ker p est donc un idéal non nul de 2 . (n sait

"alors qu'il est principal 3 3P_;é 0, P€2Z: Ker p= (p) . p induit alors un
‘:homomorphisme ¢ de z/(P) dans k qui est injectif, Donc ¢ identifie l'anneau
“des eptiers modulo p & un sous-anneau du corps k ; ce sous-anneau est intdgre

.puisque k est intégre. Ceci signifie que 1'idéal engendré par p est premier, et

donc que P € 2 est premier,

Nous savons alors que 2/(p) = FP est le corps des restes modulo p , "

On trouve un homomorprhisme injectif et un seul de F_ dans k , qui identifie P &
) . _ P

un sous-corps de k (sous-corps fini & p éléménts),

\ ‘ Lk

Par' définition ¢ on dit alors que k est un corps de caractéristiqﬁe

P (p_premier),

[}



N

RNt Qué £ définit XK comme extension de k ,

U\, que le diagramme X

, =74 -

Calcul dafd iR 86rps de Earactéristidue P .

. (= 1)P =y (1)
. (a+b)P = &P 4 bP Ya,bek  (2)
, (.a-‘t;)p = af - {)p Ya, b€k (3)
(1) (_.1)p ==-1:8i p#2, c'est évident ; 81 p=2, alors
(.;1)2=.1=—1,cardans IF2, 1 ==1,

: . . . k p-k
(2) et (3) I1 faut montrer que le coefficient binomial Cp de akb est corgru
& 0 (modulo p) , pour 1 ¢ k < p-1 .

k p! _plp1) ... (H’“)eh .
p kT (pr)i-= 1X2X ... XKk

C

Donc "k ! divise p(p-1) e (p—k+1)) mais 1 ¢ kS p-1=> k! et p sont premier

”'~,entre eux. Donc k ! divise (p—1) (p—k+1)

(n a donc CI;—p (p.”(p-)) : p_kﬂ):pxa, a€ 2 . Donc
: c“; =0 (m%;dy ) poﬁr 1 kg p-1 . C.Q.F.D.
| . Remargue : On peut recommeficer les opérations (2) et (3) et on en déduit
qge: a,bél@p, p=>(a+b)=a + b ; (a—b)h;z-an-bn,

Lorsqu'on a un sous-corps k d'un corps K » on dit que X est une

extension.de k . Si de Plus f est un homomorphisme de X dans K » on dira aussi

Définition : Soient K et K deux extensions d'un méme corps k . on

‘appelle kchomomorphisme de ¥ dans K! unhomomorphlsme € de X ,dans K!' te).

£ 'i

————ﬁi{ soﬂ: commutatli, c'est-i-dire que, f' = g, fm.
- g
\K' ' P

¥
N
L
[



Remerques :
1) En caractéristique 0 , tout corps X st une extonsion de Q , ¢t

tént*homomofphiéme g de X dans wa corps K' de ocaractériatique 0 eat sutomati-

- quement un @-homomorphisme &u sens précédent.
. 2) En carsotéristique p # 0, tout corps X est une extension de Fp
et ‘tout hcmqm@r£hisme g de ‘K dans un corps XK' <de ceractéristique p eat mutoma-

~ tiquement un Epwhemomerphigme au scns précédent,

Troposition @ L'inclusion k < K définit sur K wune structure dles-

pace vectoriel sur le corps Kk :

- le éronpe additif étant le groupe additif de K ,
- ia multipli&étion par les scalaires étant définie per
(a, é) F—? aa pour' «a €k, ack.
On peut alo?s vérifier que tous les axiomes des espaces vectoriels sonti

satisfaits.

Plus généralement, si f : k¥ -+ K est un homomorphisme de cecrps, alors

(¢, &) > f(a).a définit sur K une structure de k-espace vectoriel.

Proposition : tout kehomomorphisme est k-lindaire et réciprequement

(démonatration : exercice).

Définition et notation i soit K une extension d'un corps k

. (8.4
t

~appelle degré de l'extension;ét on note [K : k] la dimension de K en tant que

k-espace vectoriel

[.K.: k] = dimk .

CEx :
\ emple : on sait que (1, YQ) forme une base de Q(Y2) en tent qu'ea=

pace vectoriel sur le corps e = [ay2) :

-

Q] = 2.



.- 16 -

néoreme : soient X, K et 1 trois corps tels que kcKC L, et
) ) : t finis
- . ‘ ' o
supposons que led entiers [L: k], [L: k] et [K: k] solent 130
onaalorst . [L:k]= [L: X] [K: x] .

' . 5 - H ocob
Démonstration Soit (a1, ey &n) une k-base de K j (b1f ’ P)

| uﬁe‘fKrbase‘de':L . L posskde donc deux structures d'espace vectoriel : c'est un

,Krespaée vectoriel et un k-espace vectoriel.
Considérons tous les produits ajbj (1¢agmn, 1&1& p) et mon-
trons qu'ils forment une k-base dc¢ L .

Soit x € L § on sait que X s'écrit de fagon unique Sous la forme @

P
X = E}yibi Yy €K .

On sait que yi ¢ K stecrit de fagon unique sous la forme

1

h
y; = j§1Zijaj ou zij €k .

On. en déduit que X s'écrit de fagon unique sous la forme :
p- n
x= L I

zi_a,bi

.ét‘par.conséquent les ajbi forment une "k-base de L ; or ils sont en ncmbre np .

Proposition : si [K 3 k] ¢ e , tok Xk-endomorphisme g de X dans

lui-méme est un automorphisme.

Démonstration 3

1) o est injectif puisque c'est un homomorphisme de corps }

2) o est surjectif, car ¢ est une application. k-linéaire

injective d'un espace vectoriel K de dimension‘finie dans

lui-méme, ce qui nous perumet de conclure que ¢ est bijéctif

. Soient k et K deux corps commutatifs avec k<« K ; K est alors un

R

espace vectoriel sur le corps k .

+

f
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" Soit x € K , et considérons le sous—Corps engendré par x et k ,

'c'est-é—dire (par définition) le plus petit sous~corps contenant x et k : c'est

1;intérééction de tous les sous-corps de K qui contiennent x et k . On le notera

k<x> .

Etude du corps X % x> . i
Soif P un elément de k[K] ; faisons-lui correspondre sa valeur en X :?
vnligpplication P > P(x)' est une application fi de k[X] dans K ; C'est un
hémomoﬁﬁhisme d'anneéux, et en méme tempé une epplication k-linéaire.

‘fx H k[X] - K est 1l'unique homomorphisme d'annecux qui envoie X sur
‘x ot laisse fixes les éléments de k . ’
. b
L 1mage de k[x] sera un sous-anneau de K qui contient {G:i et

est contenu dans k<x>

Etudions le noyau Ker fx y qui est un idéal de k[X] .

ler cas - Ker f = {0}| . Alors on peut identifier k[X] & un sous-

ann?au~de K , puisque fx est une injection : P(x) = 0 & P=o0,

-

Introduisons le corps des fractions de I‘'anneau intégre k[X] : c'est

'.1e corps des fractions rationnelles a coefficients dans k » qQu¥on note k(x)

Alors f ! anie i
. Se prolonge d'une seule manieére en un homomor phisme -

k(}x) - K . B? ;;.f'fet, soient P ¢ k[X] ©Q E'k[X] , Q 74 0 = E € k(x)

_ B(x) '
F (~7 Q(gj_ ; ceci a un sens puisque 'Q(x) % o, f étant injec=-
tif, 11 reste A vérifier que si . L = & P(x) _ R(x)

=

on a P
O W) T8 - g
= £ (Ps) =r (QR) soit £ (P) £ (s) £ (Q) f (R) , puisque

o

éposons 8, (P)

wmig =

& PS = QR

est un homo-
morphlsme Ceci s'écrit encore P(x) Q(x) = Q(x) R(x) soit P(x) _ R(x)
. , , ) )

C.Q.F.D.
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' ’
5 a 1 ame I e&avlt
on vérifie enfin facilement que g, est un homomorphisme. g, tar

rphi 4 wie injecti & séquent g_  identifie
un homomorphisme de corps, c'est une injection, et par conseéq 8,

k(X) & un sous-corps de K qui est le sous~corps engendre par x et k ,

o

‘Résumé et définition : Lorsque 1'application f i k[x] - X qui,

: / t . e
P , fait correspondre P(x), est aneCulve‘ clle se prolonge d'une seule manidre en

un homomorphisme injectif g, * k(x) - K dont 1l'imege est le sous-corps k ¢ x >

e

on dit glors que x est transcendant sur k .

Définition : wa élément x de K est transcendant sur le Zous—-cory

k de K si le sous-corps qu'il engendre s'identifie & k(X) .

2tme cas - Ker f # {O}). Mors Ker £ étant un idéil d'un anveau

‘k{X] principal, 11 est principal. De plus, on suit que tout polyndme est équivalent
1% P b ’ 1 poLy i

v

& un polynome unltdlre. Donec il existe un unique polynéme unitaire P ¢ Xk
que Kei‘.fX = (P)

éaé.paSSdbe au quotient, fx induit un homomorphisme injectif de
k[X]/(P) dans K . Puisque k[h]/(P) se plonge dans un corps, c'est wa sous-anneay

':d'un:dorpsaet par conséquent il est intisre. On en déduit que (P) est un idéal

*

premler de kLX] et donc que P est un polyndme irréductible de k[X] . on seit

alors que (P) est wn 1dcal maximal et per conséquent que k[‘]/(P) est un cor;‘.

L‘im“ve de 1° rphi s S ' ie
a? 1'homomor phisme fx est un sous-corps de K qui contient

X, ¢'est k < x> qui est isomorphe 3 k[X]/(P\
- N j

- Rappel : si P est ereductlble i

tnneau k[A]/( P) esl un corps ;

ou encore, 'si k[x]/ P) est 1rt°gre c'est un corp=, Démonstration . er}/( ) est .
. “ i P ) ’
: . _

un anneq
U A qui est aussi un espace vectoriel de dimension Tinie sur le corps k
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. > «..'.b
b i [ '/ o
Soit dwnc a £ K [X]/(P)’ af Cet b€k LX]’(P)

3 a3 R Ve
Considérons 1 ggpllchu¢oh | PE—

: lingair I -linéaire jans lui-mime §
lingal C'e":‘u une bppllCQLlOn k-lincaire de A cans Jui-n )
le A dans A qul ese K- ca e, R

4 ' ' sar consgqueant
N est done bijective, et par
Test injectiv isq: est invegre ; elle esv
elle esw injective pulsque A2 g _
| ' ivvees ple, el
N a est dinvees:ale,
et 5 ?iimage v =3 O € el que. 1 = ab, Doac
1, apparhiert & 2'image ¢ ¢ [ 2] /(P tel que 1,
= k[x] / ect bien un CoOrps,
A = k[x] /(p) .
T cmuleraby \oes anreau
Rappel : soit k wn corps comemtati i, Tae  K-zlgéore 4L ect un anned
LI oA o~ e =l d LT v
aussi un espace vectoriel dens leguel 1'edaertion est K-lincalire i
A€k ==> Aa+ Ab =) (a + b)w et la rultiplication est telle gque '
Gsul alers que lfepglicaticn b
N € k ==, (Az)b = Afab) et a(hb) x(ub,“ T1 en résuite alcrs que liapg
ineail test e qul acus 4 Corvi dans le sésonstration précédente),
b —> ab est k-lineaire (cles* ce qul wcus 4 TOYV1 GANS )

Toute k-algébre integre de diension finie osur k es®t un Corps,

Résuné et détinition : si Ker i, # 0O, {P) est 1'idéal des pciyvndmes dont

la valeur en x est nulle @

Q(}x) =0 ¢&=> Q est un multiple de P => '{Q

0 U
deg Q d

Y
d

Si en outre Q est un polyndme unit:ire, zlcrs deg Q = deg P ==> Q = g,donc P est le
umitaiae - ,
polynime womawd de plus petit degre qul s'annule en x,.

| s

| Jgi;nition ¢ on dit alors que X csi algébrique sur le corps X, P est Jje

folynéme minimal de X : ¢'est le polyndéme unitaire de pius petait degré tel que

P(x) = 0. .Tous les polyndmes Q tels que Q afx) = 0 sont alors des wultiples de P,

est un polynome 1r“eduot1ble de kl

(X1 /p)-

[

» et on a un isomorplisme g entre k <x> «3

-

Conséqguences : 4 ‘ )

] [<x> : k] = d.imK k[X] /(P) =leg P =p | | |

m A7 Ao Iy P e 4 : N
] tont élément de k[x] /(P) & un représentant et un seul qui est une combinaison

2
P 2l w1 . o
1nea;*e de 1, X, X7y ...0X & cosfficients dans k, Les coetficients de cette com-

inaison sont déterminés de fagon unigque,




- 80~

. deri anié une combinaison linéaire
: c] Tout &léument de k (x> s'écrit d'une seule muniére comme

A_xl, avec A\, € k.
S W i
1 =0 -

A retenir

degrévdu corps engendre pur x algebrique = degré du poly, minimal de x.

: unlque 1n3ect10n de k[x] /(P) dans K qui envoie Ja classe de x sur

Exercice :
Calculons 1'inverse de x dans k <x>:
P <x> - XP + a1xP =1 o ap = 0, avec a, € k et ap # 0 (sinon P ne seruit pas

irréductible)

',--A p-1 axp—z a = = 4
D'ou x(x ooraxt o + D - 1) p

Soit (~ap)-1 l'inverse de (-ap) dans k <x> ; alors

Cx@xP a1xp B IPUY _ 1) (-ﬂp)—1 =1, Donc

P
l'inverse de x deans k<x> est (--alp)”1 (xp -1 + a1xp -2 + eeo + & ).

Applications :

1 - Soit k un corps commututit donné et soit P un polynome irréductible de k[x].

Proposition

8 ¥[x] / 5,

Démonstration :

“a] Existence : il suttit de prendre K =

= k[Xx] /(P) et de prendre x egal a 1la classe
de X, ‘

b] Unicite : si K est une solution et si K est engendreé

bar x et k, on sait qu'on a

X § cette injection
BSu un 1somoryhlsme 81 K est engendré par X et k, h |
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Terminologie
Le cofps dont la proposition précédente attirme l'existence, et qui est unique a

un k-isomorphisme prés, s'appelle le corps obtenu par adjonction & k d'une rucine

du polynéme irréductible P (X).

2 ~ Exemples :
a]l k = R, P(X)=X2+1.
Si on adjoint & R une racine de P(X), on obtient le corps

¢ = R(x) /(X2 ‘1) ; la classe de X est souvent notée i,

on a dim ¢ = deg (X + 1) 2 ; tout élément de C s'écrit sous la rorme a + bi, avec

a¢R, beR,
bl k= B, P(X) = X° iste-t-i ' “vi=0,1 :
) { X" + 1. Existe-t-il n ¢ wp tel que x” + 1 = 0, i.a, x° = ~f H
ou encore -1 est-il resie quadratique modulo P 7
- 8l p # =1 (moa 4), alors PIX) n'est pus irréductible dans g (X)
-8l p= -y (mod 4), alors P(X) = x + 1 est irrdductible sur | \X).
Y
On considére alors WP(X) /kX2 1) i on pourr. encore noter i la classe de X.
Le corps obtenu sera de dimension 2 sur FP, et tout élément s'écrira a + bi
- .. - . ’
a¢ FP, b ¢ Fp': on trouve un corps a p2 élénments,
C =
] k= Q , B(x) = x4 - 2 . On montrera que P(X) est irreductible sur Q@ [x].
Sl on ad301nt a (2 une racine de X4 = 2, on obtient un nouveau corps K dont tout
élément a'éerit sous la torme a 2 3 |
+ b c
@ + Ca  + do }avec a, b, c, d ¢ QQ = 2, Le
degré de K sur est
¢Q 4 On définit un @?—homomorphisme de K dans IR en envoyant ¢

surr€ lt. Dans K, on a

. | :
oo _ 2 2
2 _(X a) (X + a) (x° + a.), et X2 + «a 2 est irrdductible dans

K[X]-,lcar il 1'est dans lR[X].
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Autre probléme :

t X le corps par adjonction & k d'une racine d'un polyndme irréductible
Soi e | >
‘ 1 . 1
P € k[x] Soit K' un corps muni d'un homomorphisme ¢+ k —=> X',

' . -a~di ¢ momor phismes qui
On cherche les k-homomorphismes de K.dans K', c'est-a~dire les ho P

’ ' k<K

prolongent ¢ x‘/

. ¢ ?

Kl
o ‘ . . ' . ]
Supposons le probléme résolu : considérons un homomor phisme @ ¢ K —> XK' qui pro
longe ¢ o - x[X] /( y > K' ; @ provient donc d'un homomorphisme ¥ de k[X] dans
° L -. A P . ' |

K/ qui est tel que ¥(P) = 0, et qui prolonge ¢. Or soit Q(X) € k[x],

a(x)

a +aX+ ...+ aka ; on doit avoir
0 1 .ﬁ

k ' : y(X) puisque les
W(ao + a1X tooee + ) X ) = ¢(do) + @(d1) y(X) + ...+ w(ak) ¥(X) puisq

&, € k ; ¥ étant un homomorphisme , on a W(XQ) = [W(X)]J.
l .

Donc w(éo taX 4+ akxk) = @(éo) + ¢(a1) Y(X) + ... + ¢(ak? [W(X)]k.

Donc pour déterminer ¥ il suffit de connaftre Y(X) = X ; la donnée d'ﬁn élément x
.de K'vdéterminera ainsi ¥, Mais il faut eiprimer que ¥(P) = o.

6r péséns Q*(x) = @(ao) + ¢(a1)X + eu. + w(ak)xk. on aura ¥(Q) = @¥(x), et 1a
condition cerchée est ¥(p) = P¥(x) = o, | |
Conélusion : |

Les homomor phismes v 3 k[X] —> X' cherchés qui prolongent ¢ sont en correspondance

‘bijective avec les racines (dans K') dy polynéme P? transformé dy polynéme P par

l‘homomorphisme.¢.

Cas particulier :

81 koKX et k C X', alors QY = Q ; donc ce qui détermine ¥, c'est la domnée d'une nawwe

X € K' du polynéme P(x), :
Conséguence : ' S . -

Une condition nécessaire et suffisante pour que. ¥ existe est Que le polynéme p

admette aul moins une racine dans X',

-
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Soit toujours X obtenu par adjonction & k d‘gne r.cine de P irréductidble sur

k[x] On‘a alors [K : k] = deg P < o ; cherchons les k-automorphismes de K. Nous
-savons que fout k—endomorphisme'de X est un k-automorphisme de K, puisque le degre

. : o . '
" de l'extension est tini, Or ce qui détermine un k-endomorphisme de X, c'est la'

Aonﬁée d'une racine de P dans K, Choisissons o € X tel que Pla) = 0 ; &lors, pour

toute rucine g € XK du polynfme P, il existe un unique k-automorphisme ¢ 3 K - X
tel que ofa) = B , et an obtient ainsi tous les k-automorphismes de K, Ils tforment:
un groupe, dont l'ordre est égal au nombre des racines distinctes du polyn8me P

dans le corps K,

gas particulier connu :

Soit € le corps obtenn par adjonction au corps K d'une racine du polyndme

P=X°+ 1. Dans CIxI, X% 4 1= (x4 1) (x - 1),

g;enons =1 j alors il existe un seul automorphisme qui envoie 1 en i : ctest
ltidentité ; et il existe un seul automorphisme ¢ qui envoie i sur -i : clest la

Tos

conjugaison,

Détinition

.

Sur k si et seulement si tout

‘Soit K une extension de k \k ©K) ; X est aleébrique
élément de X est algébrique sur k, ' : N .

Proposition (condltlon sutfisante pour qu'une extension 301t dlgebrlque)

S1 le degré d'une exten81on K sur k est tini, alors X est algebrique sur k

(La recxproque est Iausse)
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Démonstration

{¢re méthode ¢ soit x € K, et so
ona:[K:k]=[K: k<x> | x [k<x> ¢ x}
(k<x> est un sous-k-eSpace vectoriel de K)
" dowiat -

==> [k¢x> ¢ k] (IK 3 k] qui est tini

==> [k<x> :. k] est tini

(=> x est algébrique,

oeme méthode : posons d = dimx (Kx> = {K(x) : k].

€Considérons 1, X, eea xd (ce sont des ¢léments de k(x)) :

on a {d + 1) €lements d'un espace vectoriel de dimension d,

ment dependants,

{==) }-une relation lineaire & coetticients dans K entre 1, ... X

1t k¢x> le sous-CcoIrps de K engendreé par

x et Kk

ils sont donc linéaire-

d
!

{==> } un polyndme de degré d non i1dentiquement nul dont x est racine;

(== X est algébrique,

Corollaire :

Si' x est algébrique sur k ==> k<{x> est algeébrique sur k,

dén : x algébrique sur k ==> [k(x) : k] est tini,

Theoréme important

Soit k une extension algébrique de k. Alors tout k-endomorphisme de K est un

k~automorphisme,

remarque : si [K : k] < o, on a déja établi le résultat,

dém : ~ 80it ¢ un k=endomorphisme de K,

o est injectit (c'est un endormorphisme de corps)

Il reste & montrer que ¢ est surjectit (<==>\{xlg K, ==> x ¢ IMG)

- soit P(X) € k[X] le polyndme minimai de x (il est bien détini puisﬁue

X est algebrique sur k) ; il est irréductible.

4
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E 4 z il
( . ). I

3 : (

i j-mle
et ¢ induit donc une application de 1l'ensemble E des racines dans 1lu

me,

. . o
or ¢ est injective et card E est fini, puisque card E { n..= deg P,

o est donc bijective,

En particulier x (x ¢ E) est dans 1'image de K, ce qu'on voulait montrer,

Notation et définition,

on.note G(K, k) le groups des k-automorphismes de K lorsque X est algébrique sur k,

C'est le groupe de Galois_de K sur k,

pxemple : ¢{ €, B) = {identité, conjugaisopj .
Prohléme
Soit k donné, et P ¢ k [X] irréductidble ou nom. On veut construire X, extension

de k, telle que :

- o TV\-UYMM
- 1° P se décompose en un produit de polynémes du degré a coefficients dens X
(on ait alors que P a toutes ses racines dans K) ;

- 2° K s0it engendré par k et les racines de P. On dira qu'un tl X est obtenu par

adjonction & k de toutes les racines de P.

Théortme fondamental :

Un tel K existe,

De plus : [K : k] < + o

K est unique & un k-isomorphisme jrds,

19 existence

. On va raisonner par récurrence sur le degré de P ; la récurrence portera sur tous

‘les -corps k possibles,

Soit n = deg P
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*n = 1.

k ést dormé, et P est un pflynéme du 1er degré & coefficients dans
Mors il suffit de prendre comme extension K # X:
* Sﬁpposéns la.proposition vraie pour un corps k quelcoﬁque et pour
deg P< n (n > 2).
Soithmaintenant deg P =

- 1er cas & P est réductible dans k,

Alors P = P1 Pz, P1 et P2 € k [x], deg P1 ¢ n et deg P2 < n, On peut

appliquer l'hypothése de récurrence & P1 et k 3

soit k1 une extension de k telle que P1 se décompose dans ki et que k1 soit engendré

par k et les racines de Pi’ Appliquons la encere & P2 et k1 : soit k2 une extension

de k1 telle que P, se décompose dans k_ et que k2 soit engendré par k1 et les racine
“ & .

d 2
2 P2

Alors on a trouvé une extension de k, & savoir k2,telle que

P se décompose dans k_ ;

k2 est engendré par k et les racines de p,

. = 25 cas : P est irréductible dans k.,

On sait qu'on peut trouver une extension k1 de k telle que :

P a au moins une racine ¢ € k1

k1'est engendré par k et q,

Alors P a au moins un facteur du 1 er degré dans k (._> 11 est réduwu:i:
1 - w o

: dans k1, et on est ramené au cas précédent,

"2.6[K:k]<+m | | (.

. On suppose donc que X est une extension de k, telle Que P se décgmpés; dens ¥
S ' : 5

-
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que K'501t engendre par k et les racines de P.

K)
S . O .

et soient : k= k <x,

]

k
2 A <x2>

= = ‘ x)c
k=K =k

k

i . stincts, mals peu importe.
on n'est pas sur que ces Corps soient tous distin ’ P

ck =Xde corps.emboités (distincts ou non) et

On a alors une suite k1 c:k2 yoor 0

- s k. it fini.
telle que [ki T | k1] soi |

Erl e..fet k. i i kl (X. |> ’

ment nul de k[x] (donc de ki[x])

== X4 est algébrique sur ki

s = | .~ : k.| est fini
A LAY

\ R T 20 S
- Mais [K: k] =1

-0 [ki w1 ki}f donc [K 3 k] est fini.

' %0 unicité & un k-isomorphisme oTes,

- Soient 2 solutions X et K' ; cherchons 3 définir un k-homomorphisw= uc

K dens X',

% On a 1'1n3ectlon i:k > K', et on va chercher & la prolonger en un homomor phis—

me 9, : k1 - X' ; on sait que cela est possible si et seulement Q, le polyndme

‘minimal de x1 sur k).a une racine dans X',

* Or P(xt) = o.puisque x, € {xi} ¢ I’ . done Q| P dans k[x], et a fortiori dans
a,K'[x], or P est un produit de facteurs du premier degré daus K'[X]. Donc Q est un

prodult de facteurs du {er degré dans K [x], et comme son degre n'est pas nul, il

8 moins une racine dans XK', qui déflnlra l'homomorphlsme @ cherché

,f En faisant le méme raisonnement, on prolongera 9

: en un homomorphismé p, de k
dans k', |

T
.

" De proché en oche, o i AThe o '5 "
pr , on obtiendra un homomurphisme » de K dans X' qui prolongera i,
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Ce sera un k-homomorphisme de K dans K'.

be méme, on obtiendrait un k-homomorphisme ¥ de X' dans K., Alors
- ’ A

' : : ne i | : fini, est un
g §¢ est un k-endomorphisme de X, soit o ; oOr [K : k] est fini, donc ¢

-

: s . ; = - morphisme
k-automorphisme ; de méme on montre que ¢ o T = 8 est un k-sutomorp

| . s i -] es,
Donc : ¢ et 1 sont des k-isomorphismes et par suite K et XK' sont k-isomorph

©

C-Q. Fcno

Exemple :

x4

-so:.tk—Q, et P(x) -2,

P est irréductible sur @ : en effet si P(X) était eval a un produit P (X) P (X)
3 coefficients dans Q(deg P, >o, deg P, )»O), cette decompo»;tlon serait valable

dans R [X] (r dans R[X] les fa@teurs irrédductibles de X4 - 2 sont X - 2'%

x + 2%'et X + YZ i 1'un des factéeurs P1 ou P2 devrait étre,l'un de ces 3 poly-

némes ; or aucun n'est & coefficients dans Q.

Séit k1:3 Q le corps obtenu par adjonction d'une racine a du polynfme irréductible

4

X' = 24

Je dis que k1 est Q-isomorphe & un sous-corps de R. En effet k est une extersion

de Q, R aussi, et on sait qulil existe un Q-homomorphisme ¢ de k dans R si et
- 4

seulement si P a une racine dans R. Or P a une racine dans R, par exemple Y2,

'Donc P exlste, et comme 11 est injectirf, il identifie k 4 un sous-corps de R.
On a k, Q(‘{e), avec (k4 Q) xdeg - P = 4.

Dens k ’:x]’ on peut écrire P(X) = (X - d) (X +.a) (X + ae). Mais le polyn8me

X + o est 1rreduct1ble dans R, et comme k est un sous~corps de m, il est a

fortiori irréductible dans k ,

I1 va donc falloir adjoindre iq ou =ig & k1, pour obtenir un corps ka‘dans lequel

. ) , . . ]
- 8e décompose,

N 2 |
. Pour cela, il suffit d'ad301ndre k1 ‘une racine de X~ + 1, clest-t-dire i;l

On obtiendra alors K qui sera le corps cherché avec [k : k ] 2 = degré du’ polyn&
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8.

x% + 1, donc [K : k] = 4.2
péfinition.
on se donne k et P € k[X];

Le cbrps obtenu en adjoignant & k les racines de P s'appelle le corps de décom=—

position de P sur k,

11 est unique & un k-isomorphisme prés,

P&obléme plus général : théoréme de Steinitgz.

- Soif k uh corps, on cherche s'il existe une estension K de k telle

que ¢

dowa)
10 tout polyndme & ooeff101ents(l se décompose dans K[x] en produxt de polynfmes

du ter degre.

20 K soit engendré par .k et toutes les racines de tous les polynémes,

(ctest~a-dire que K soit algébrique sur k).

- On démontre (et c'est le théoréme de Steinitz) que ce problime a une

solution X, et gue 2 solutions sont k-isomorphes, Dm plus, si K est un tel corps,

- -

on montre que toul polyndme K[X] ee décompose dans K[X] en produit de facteurs du

ter degré, On dit que K est algébriquement clos,

K s'appelle la cléture algébrique de k (unique & un k-isomophisme prds),

Par exemple, le théoréme de d'Alembert exprime que ¢ est la cl&turé algébrique dé R.

Cas particulier : corps de décomposition du polynéme P € k[x] = b

- Les racines de P dans ce corps de décomposition s'appellent les racines
igmes. de 11
n e l'unité, (n prend pour k le corps @ ou 1'un des corps P (p wemier) .

0n cherche donc le corps de décomp081tion du polyn&me x° =-1 8sur le corps @ ou §
, 3 P’

On l'appelle le corps des racines niemea de l'unlté
T~ Supposons que la caractérlsthue 501t un nombre mremier p
Ecrivons : pk n', avec (n‘,p)

n -
ona:x -1=(x"- ])P

1)



3 effet :

~ k n'pk n 1
(n'A—1)p ()P - =xP o =x"-,
. n'

n -

et‘lgs_racines de X~ - { sont celles de X 1. |

' ; | j i des recines de X ' - 1,
On obtiendra donc le corps cherché par adjonction & Fp

| » divi iristique
Désormais on supposera que p ne divise pas n, lorsquella caractéri que p

est £ 0.

* Rappel sur la notion d'ordie de multiplicité

éoit P é k[x]. . | « racine de P ¢==> P(a) = 0

!
a racine simple de P <= P(«) = 0 ot P'(a) # 0.
: R n
* Dans le corps des racines nleme de 1'unité, X~ - 1 se décompose en un produit
de facteurs du fer degré ; je dis que les rucines de x = 1 sont toutes simples,

il suffit de montrer que la dérivée de (Xn -~ 1) ne s'annule pour aucune des

‘ . n .
racines, (Or si P(X) =X =1, ona:

P(X) =nx" "1,

. . n-1
S0it o une racine de P; montrons que n.g £ 0

En effet :

' n - X . n
-« ! # 0, sinon on n'aurait pas o° = 1

=« 81 le corps est de caractéristique 0 : n >1=>n4 o

o 8%i1 est de caractéristique p : on a Supposé que p ne divise Pas n, c'est-j-

"

\ .
dire :nan' estpas multiple de p, donc n % 0 dans le'corps

. Donc dans les 2 cas ng™ ~ ! # 0 (car un corps est un anneau intégre)

Et par sulte : dans le corps cons1dére, chaque racine 4 est simple,

Donc 11 Y & n racines dlstlnctes

Notion de racine primitive, , : R -

Dans le cas de la caracterlsthue 0, le corps ccn31dere est engendré

unité, Il est 1somorphe au sous=corps de g
.engendre par‘Q et e2lq/ (toutes les racines nlemea

ie es
i \par €. et les racines nt°0 de 1

de {1 sont des Puissances
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‘de celle-lh).

Soit « uné facine de xn -1 ; considérons la suite des puissances

n

2 =
Gy & 9 eoesy & =1,

q est primitive (==> ces puissances sont toutes distinctes ]

oy

: d
—> n est le plus petit entier d > o/ o_=1.

=

I
Zikzﬁf il faut et il suffit que kd =0 (mod n) entraine d= 0 (mod n),

. c'est-a-dire que k soit premier & n.

Ii y a donc ¢(n) racines primitives de 1'unité , o ¢{n) désigne le nombre des

entiers de la suite (1, 2, cend n) qui sont premiers an,

i jdmes
En caracterlsthue p # 0, on dira encore qu'une r<cine n de 1! unlté a

' L . . ' n s .
est primitive si les pulsSsances o, az, veey w 8ONT distinctes, Mais il n'est

. pas évident qu'il existe des racines primitives, On va le prouver tout a4 l'heure,

Cal’é:ul de o)y (appele mdnchteur d! Euler)_

oa montrb (uxe4c1ue) que 31(n , n ) = 1, on a ¢(n n ) ® (ni) @(na).
Si p est premier, cp(p) =p- 1.

sin=p% onagln)=p"" 'p-1)

.‘,Sin=1.'i_-(Pi)ai (ai) 1), onacp(n)—.:n? o .
: . " i

Probléme :

Y a t 11 des racines primitives niémea de 1'unité en caractéristique p'# 0%

Polyné‘)mes cyclotomiques,

~ Choisissons une caractéristique fixée : 0 ou p.

Pour cette valeur, considérons 1l'ensemble des racineevprimi%iveS'de'
n
X - 1, soit {a } (11 peut etre vide a priori),

o ' o et
. On dEflnlt P, (X) =n(x - a.) i Qe polyn&me unitaire qui a pouwr racines simples ...

toutes les racines prlmltlves de X - 1.
| Et.si.{ai} ==f6, a;ors Pn(x) =
-~ Si o est tel que an

a
«

=.1, on considere le plus petit entier 4 > 1 tel que

- ' 4 ; A
1. C'est l'ordre de ¢ dans le groupe multiplicatif des é1léments non nuls
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du corps, Alors d divise n (ordre d'un sous-groupe d'un groupe fini),

Et tohté racine n?°P% do 1tunité a un ordre qui divise n,

| | iti g | ' st n
On remarque que les racines primitives sont celles 'dont 1 or@re e .

. i on ui
Pour chaque d qui divise n, on considére les racines dont l'ordre est d, q

-

éont, par définition, les racines de PH(X)'

En groupant ainsi les racines en paquets, on aura

x" - 1 = dln (X)

-.Cpt+e formule va permettre de calculer explicitement les polyndmes P&, et de

montrer qu'ils sont tous &. coefflc1ent$ent1ers

| onai P(X)=x-1 (1est la racine primitive vnidme de 1'unité)
° 1

cet X2 -y = P (x) . By(X) =5 Mx) = X + 1

(-1 est racine carrée primitive de l'unité, et c'est la seule),
+ Bupposons qu'on connaise les Py pour dln et d<n.
Mors ¥* - { = (nd<n Rd(x)) P (x)

ien d(x) est &onnﬁ (hypothésa de récurrence) on aura dono P par un quotlent ;o

. dln. . .
et de plus, par recyrrence, on montre que les coefficients de FH(X) sont entiers

ol 1

(si on est en caracterlsthue 0 on sait seulement a prlori que ces coefficients

sont rationnels),

= Ces formules sont valables en toute caracterlstlgpe (pourvu que P ne divise pas n

Aors, comms P s'ecrlt de la méme fagon en caractérlstique p ou 0, e

L3 -

que deg P @(n) en caraciéristique | o, on en conclut,: i

deg P, = ¢(n) pour toute caractériathue

T Alors deg P # 0 ; donc i1 y a des racines primitives niémes‘ de<l'unité.

Deilnltlon : ' B . . R
PIl

est le polyn8me cyclotomlque relatif j l'entief n,

Lalcul de P hour les premiers entiers,
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,P‘(X)=X"1~
.P(x)=x+1

. Pg ? X3"1=‘PP3

___,,p(x)=x2+x+1

2
4 ,__.>P(X)=X + 1

. P 7

' n
p'une manidre générale, si n est fer 1 X = 1 = P1(x) . Pﬁ(x) |
. n ', . . .
gt p(x) =
. n.~ X =1

YD (N G SN

it

4 === P5(‘X)
.

6
X6 -1

o b

P P, P3 6
3

Tt

i

t_ ) m>x3+1=P2P6
B P1 3"
','mfPé=X+1.dcch6(X)=X2"x+1
. B )
; P(X)=16*X5+X4+X3+X2+X+1

S ) (x) = x*- x2

1 (exercice)
v’caloul de (p(n) = deg P,

- on décompose n en produit de facteurs pwemiere.

n=p1 1...-Pkk . o 1 {: ...: ak>1
Alors : ‘?(n) :.n(i - ﬂ-l-) 'ER} (1 band —'1“)
‘ ) Py '
(Exercioe !) T

- Exemple bn= 12, 12s 2° 31 et p(12) = 12(1 - 1/..) (1 = 1/3) = 4.

Réaumé
En toute carautérlsthue Py pourvu que p ne divise

pas n . r* possdde dans le corps de décompos:.tion :
de x - 1, ¢(n) racines simples j ce sont les racines 'primitivea de Y& - 1,

l
I

- - .-

I1
]
4
i



'1.>1.'obléme s Pn est-il irréductible 2

«

Soit X ie. corps -obtenu (a partir de @ ou [Fp) par adjonction de toutes

les racines de .Xn - 1.

'.- Supposons que} smt irréductible,

J

Alors le corps K sﬂobtlent -par ad,jonctlon & @ ou le d'une racine ¢ de
| P (en effet, le corps ainsi obtenu contiendra toutes les pulssa.nces de a, donc

toutes les racines nlémes de 1'unité puisque q est primitive), Al2a [K Q] )
(K=F] = dy Py = @()-

- Si Pn n'est pas irréductible, soit @ un facteur 1rréduct1ble de P

.Alors K est obtenu par adgonctlon a g ou [F d'une racine de e, d'ols :
: f € ou E‘j deg @, |
Le menbre de gauche ne dépend pas de @, donc celui de droite non plus ;
donc : .
Tous les facteurs irréductiﬁles de Pn ont le méme degré d = [K : Q ou IFP]
‘et d est un div;iseur de cp(n).

* Théoréme d'Eisensfein, (sans démonstration)

En caractéristique 0 (c'est-h-dire sur Q), Pn(x) est irréductible,

Exemple 3 -

i p es fer : _yP -1 -2 -
S1 p est premier : PP(X_) =X + XP teee X + 1 est irréductible sur

Remarque : !
!
/

Au contraire, en caractéristi S i
‘ , eristique p, Pn peut étre réductible, on en verra

des exemples, _ I ' . .



i CORPS FINIS (toujours commutatifs),

[
EURS

‘Exemple : F_, ou p est premier, est un corps fini.

Reche¥che dujcardinal,

Soit X un corps fini,

I1 ne peut étre de caractéristique O (sinon il contiendrait un sous -
corps isomofphe a Q qﬁi est infini),

Sa caractéristique est donc p premier, et par suite K est une extension

de F . Alors on sait que K est un espace vectoriel sur Fp. Puisqu'il est fini, il

- est de dimension finie,

Posons : [K : Fp] =d (c'est un entier)

Alors, tout élément de K sere une combinaison linéaire de d éléments,

et chaque coefficient (ils sont au nombre de d) pourra prendre p valeurs,

Donc ¢
d . it
card X = p (une puissance de la carvactéristique)
Théoréme 1§ :
- S0it p premier et soit d un entier arbitraire } 1.

. . d ,
Alors, il existe un corps ayant p éléments ; en outre, deux corps

d ,

-ayant p éléments sont isomorphes.
Dém

c'est un théoréme d'existence et d'unicité, on démontre d'abord 1'unicité
- pour avoir des informations,

10 - unicité (& un isomorphisme‘prés).
- Y ; N dll ’ k
Soit X un corps & p éléments i ses éléments non nuls forment un groupe multi

plicatif x* 3 pd -1 éléhents; | | |

| | 4 - _ q
Soit x € K* j alors xP -~ 1. 1, donc xP =X,
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, Maisceclest aussi vrai pour x = 0.,

d

‘plou Vxex:x' =x. S

‘ , 4 . S
- Considérons lepolynfme de degré p & coefficients dans Fp : X X3

il a pd racines dans le corps, et ce sont tous les éléments du corps (c'est un
exemple de polyndme & coefficients dans un corps fini, qui est nul pour toutes .
les valeurs dé lé variable, mais non identiquement nul), A fortiori, X est en-

gendré par ces racines ; donc X est le corps de décompocition de ce polynéme ;

il est donc défini & un isomorphisme pres,
29 - existence,

. d
~ Soit KX le corps de décomposition du polyndme P(X) = xp - X sur Ep (on sait

qu'un tel X existe), Hontrons que card K = pd.
a) les racines ue P sont toutes simples,
d d
En effet calculons P'(Xx) = ho) xp 1. 13
’ ._d (e
; Wais p = 0 en cacactéristique P,
“donc P'(X) = ~1 pour toutes les valeurs de la variable, et en particulier pour

les racines,

Il‘y a done pd racines distinctes de P dans K,
b) il reste & montrer Que K ne contient aucun sutre élément que les racines (ou
encore que 1l'ensemble de ces racines est.unlsous-corps, puisque X est le plus
petit corps(éontenant les'racines),
Soit E.l'ensemble des racines de P;
soient x et y ¢ E (c'esf—é~dire xP = x et ypé =y)

calculons ;
d d d
- )P _ D '
(x = y)P = xP _ yP (en caractéristique p)

i

X =¥ ,d'ohx-y¢E,
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‘onax'¢E, car:
' d d S-t -
(P =P = (P )T =

E est donc un sous-corps de K, etpar suite E

=K ¢ le corps de décon-
d

position de P est l'ensemble de ses racines : il a donc p éléments,

P . d . .
Notation : Pour tout entier q de la forme p (p premier, d entier ) 1), on

| notera P le corps & q éléments, Cette notation est en accord avec la notation Fp.

Théoreme. :

. *
Le groupe umultiplicatif Fé est cyclique (c'est-ha-dire engendré par

par un de ses éléments,)

Démonstration :

¥
ma _ . se com=

pose des racines (toutes distinctes) de x* ! - 1. Mais on sait qu'il existe une

racine primitive (q_—i-j) teme

de 1'unité, soit «,

Ce qui s'écrit : |
$ac F ¥ [ ay o®, ouya®V 2 4 soient toutes distinctes (c'est-a-dire ces
' puissances donnent une fois et une seule tous les éléments non nuls du corps),

Iy a ¢(q = 1) éléments tels que q.

Application au cas d = 1 (<=> p = q),

Le groupe multipli i i A
group ' iplicatif FP* des entiers non nuls modulo p est cyclique,
" Ce qui st'éerit
)
* P :
tac E5 /af a Poeee a = 1 solent des éléments distincts,
a est une racine primitive du polynSme }(p—"1 - 1, dont Hewtes- les racines sont erach
~

les éléments de P o*
D

Exemple P = 5

Les éléments '
non nu}s de FS sopt 4 1-, * 2,

de I'unité car
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3

+ 2 => a2 =] =>a =4 2 => a4 =:1, donc + 2 et = 2 sont primiti

T, Mais o =

i Serd ' i comme
Tous les entiers non nuls modulo 5 s'écrivent d'une seule maniére |

' puissancesde + 2.

. Remarque :
Soit p premier impair, B

,onavu: a est carré dans FP* (=> « 2 _ 1

. mais si o est primitive, alors « 2 = -1 (puisque p-1 est le plus entier

-d > 0 tel que ad = 1), donc dans ce cas, q« n'est pas reste quadratique modulo p.

., cette condition n'est pas suffisante ; il existe des éléments qui sont non reste

iémes

guadratiques modulo p tout en n'étant pas racines primitives (p-1) de 1'unité

-1 (p)

C'est un conséquence du fait que Fp* est cyclique,

1]

Théoréme de Wilson : (p - 1)!

En effet :

a7 e 2 . .
Considérons tous les éléments de Fo* ; ils s'écrivent, pour un ¢«

Py

convenablement choisi ¢, a2,,..., ap_1 = 1

/ p(p-1)
Leuwr produit s'derit : ol ToteeetP-1 _ a 2 p(p-1) -1 P
. supposons d'abord p impair ; alors gglpst entier, donc g« 2 = (;_5-) N
, ' =1 ~
Mais a est primitive , donc ¢ 2 = - 1,
p(p-1) -
‘ d'ol ¢ 2 = (- 1)p = =1 pulsque p est 1mpa1r

'D'autre part, le produit des .éléments d *
ents de Fp peut aussi s'éerire 1, 2, ... (p-1).

On a donc

(p~1)§s'-j (p). | :

\

» cette formule est aussi vraie powr p =,2 Puisqu'elle s'éerit 1 =1 =« (2)

o d'ol le Théordme de yilson,
Retour a Fﬁ pour q = pd
¥ Premitre interprétation de d et résultats,

Soit o un generateur du
groupe multl
pllcatlf Fq* (ou eéncore une racine

primltlve (q—1) de 1'unité)
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2 a-1 _
AlOI'S Fq*={alja s seey ._‘13'

Wﬁ est engendré par Fp et a, et de plus [Fq :.Fp] =d,

Mais d est aussi le degré du polynéme minimal de ¢, qui est un facteur irreductlble;

w

b i o de] - it que tous les factecurs
du polynoéme gyclomothue P§_1(X), de degré @(q 1). On voit q

irréduotibles de P sont de méme degré d, et que d est un diviseur de ¢(q-1).

* Deuxieme interprétation de d comme cardinal du groupe de Galois G(Fq, W}).

On va chercher les automorphismes du corps Fq (ce sont en fait des Fp—au-

tomorphismes de wh). | xgmy/ |
Puisque Fq s'obtient par adéonction a Fp d'une racine q du(polynlme
irréductible Q, alors il y o une correspondance bijective entre les automorphismes
cherchés et les racines du polynbme ¢ (dont on adjoint une racine) dans Fq. Cette
corfespondance associe & chaque automorphisme ¢ la racine B = o(aj du polynéme @,
Il y a alors autant d'automorphismes de Fq que de racinés du polynéme Q.
Méis les racines de Q sont aussi racines du polynéme cyclomotique p -1 ;
elles sont donc distinctes,
D'agtre part d est le deg.sé de Q, et par suite Q a d racines distinctes

dans 1P *,
' q

D'ou le résultat ; i1 ¥ & d autoworphismes de Ea, c'est-a-dire :

Cara ¢(p =d
ar (wq,wp)

* Détermination du gro d i g veli
a groupe de Galois G(qu Fp). Il est Cyclique,

. O va exhiber g automor phismes distincts de F ¢ on aurs ainsi trouvé

les élénents de G.

. L'applicati ' $fiag : x 9
Pplication ¢ de Wq dans Fq défianie par : x -2y ¥ est un endomor-

Phisme du corps P .

En effet X et ‘ f on a 3 XP + ' = \X+
’ | y‘ € qQ L y ‘ ( }’)
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lsm , test donc un automorghism
.et g est injective en tant qu'homomorphicre de corps, c'e

de ¥ _.

q ; L4 . 3 -
icati s  définie par o

considérons 02 =g o g, application de Fﬁ dan q

2
P)P - xP .

% > 2(x) = (x

C'est. aussi un automorphisme de Fq.

: 2 k = i automorphismes delF
On obtient ainsi g, @, eeey G 5 oeey O = id comme OmoT ph c

-d
(od = id puisque\"{x € \Fq:? xp. = x)

ces automorphismes sont tous distincts,

En effet, supposons qu'ils ne le soient pas,
k k

v 2
Alors,}k1etk2<d/g =0
k
<==>}k<d /o =vy
k P
<==>}k<d/ X€Fq:c(x)=x = x

k
et le polyndme XP - X aurait pd racines distinctes ce qui est impcsszible

. k
(11 en a au plus p ),
) . 3 ’ k3 ) \ 3 2 d .
. on a ainsi trouvé d automorphismes de Eﬁ, a4 savoir g, ¢ ,...,0 = 1id,

Chacun d'eux est une puissance de l'un d'entre eux ¢, automorphisme "élévation

a la puissance p", et il n'y en a pas d'autrez,

Le groupe G(Fq, Fp) est donc cyclique d'ordre d, enzendré par l'auto-
morphisme x —~——> xp, | | |
* Détermination des racineé d'unfacteur irréductible Q de Pa_1.
Soit Q un facteur ifréductible'(sur‘Fp) du polynéme cyclotomique Pq—1'
Son degré est d,

Soit « une racine de Q (q’ est une racine primitive Eq_1)iéme de 1'unit

es a i 316
L utres racines de Q sont des éléments de Fq' donc ce sont des
puissances de ¢,

. _ /
D'autre part, on sait que tout &élément du groupe de Calois trans

2 d- d

| | forme
en une racine du méme. polyndme Q. Donc a, L P 1 (ap :

Q5 O ) eeey @ = g) sont des

+



racines distinctes de Q.

Mais Q est de degré d, il a donc au plus d racines distinctes, Donc :
. ﬁd—1
Les d racines de Q sont «, ap, ooyl .

EZemple'}'p =3,d=2,
- on étudie % , dont le groupe @ultipliéatif a 8 éléments, 1.5 racines:

LY
iémes s
8 de l'unite,

- Pé(X) - X4 + 1, p8 est le polynfme cyclotomique relatif & l'entier 8,

' N " ) . ... . iemes s
ses racines sont les racines primitives 8 de l'unité,

.

d = 2 est le degré de tout facteur irreductible de P8° Cn a, en fait :

. )
e @i B ax-)
eneffet (¥ +x=1) (P -x-1)=0(F-12-x®=x*- 5?4y

avec -3)(2 = 0 dans I,

, 3
Choisissons Q(X) = X2 -X - 1.

mé.est obtenu en adjoignant a F3 une racine de ce polynéme irréductible
‘ )
soit q.

Puisque [Fg : WS] =deg Q =d = 2, on va pouvoir écrire tous les

éléments de ' comme combinais inéai : ici
9 ons lindaires de 1 et ¢ a coefficients dans _,

et cela d'une manidre unique,

-=--..) V =
z € F9 » Z=Xa+y,avec X et y ¢ F3 (x ety =0 ou 4+ 1)

Mais on sait que d'autre prart, tout élément de F * reut s'éerire
9

' ' ‘ s )
d'une seule fagon comme bulssance de q,

.

Etablissons la correspondance entre les 2 écritures, 11 vient :

o=«
2
a = q 4+ |
3._ 2 |
| CEa 4+ a=20 4+ ] = —g o4 1.
a4 =2 o | ' ' :
- == + ¢ = ~1. (¢ racine de Q est racine de p )
. . . ' N 8
6

!
o
!
Q
{
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R
1

-t

on a ainsi tous les éléments de I ’;.

9
L'autre racine de Q est 1'image de ¢ par 1'élément de G(IF9 : IF3)

P 3

(card ¢ = d = 2) qui n'est pas l'identité, & savoir « = a”,
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SYMBOLE DE LEGENDRE.

Loi de Réciprocité Quadratique,

péfinition ¢
Soit p-premier impair, Soit n un entier quelcongue,

n
on appelle symbole de Legendre et on note QE):

e
@) =n? (ead p?

§
o .

=0 (0), (f;) -

o _(29 = + 1 sin est.reste quadratique (mod p)

‘o (p)
'_#; (%ﬁ = - si n est non reste gquadratique (mod p)
Propriétés

.nn' n, (n'
=) = G G

par décompasition de n en facieurs ,remiers, le calcul de G%) est ramené

au probléme suivent :

Probléme ¢

Calculer (%9 pour q premier # p.

Oon l'a déja calculé pour q = 2

Pg*1

E=l (41 sipz 21 (mod8)

-1 sip= 23 (mod 8) - .

Théoreme ; Loi de réciprocité de Gauss,

Soient p et q deux entiers premiers impairs diétincts. O& a
. : r

' /
/



: 104

=1, oo
2 2

' P
(2) = (~1) * (3

Ce théordéme sera prouvé plus loin,

r . . ' . i ,e_:
Remarque : fa fn A Aupwutts 2 At AL vy B

(5) = (%) si p ou q est congru & 1 (mod 4) ;

(§) = _(%) si p et q sont congrus & -1 (mod 4),

Calcul de (%), a4 1l'aide de la loi de réciprocité,

I1 suffit de regarder les n tels que - g < n¢{ g

On doit donc calculer C=~—9 pour 0 < n g
1

- n - n

(3;-) = (2519 (5) = (~1) 2 (%), On est donc ramené au cas ou nd0Q,

Par décomposition de n en facteurs premiers, on est ramené a calculer
(q) pour q premler impair ¢ p (et méme < g) » buisqu'on connaft déja (5)' Par la
loi de réciprocité

_P=1 g~

ye 2

q
@ =02 2,

‘et on est ramené ay probléme ini* 1a1 a cela pres que p a été remplace pa; q <

On recommence avec q le méme nrocessus, et on obtient ainsi le pr1nc1pe d'un
. \

" caleul de (P) par récurrence sur p,

t

mewle s (F) - (2 = (D) (2= (2
3 ,
/ (-1-7>=G31>=(§>=-1

s
d =) = -
onc (17)
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" Quelques cas particuliers i :
it fsipz 1 (mod3)

- 3y = (B) = S
(1) (1';2)=(""*)2(5)—(3) -1 8i p=~1 (mod 3)

(5>~(P>,or< > 1.( )--1:d'ou

1s8i p= 41 (mod5) I

4 5
(2)  (3) =
L ~1si. p= 4 2 (mod 5)

Démonstiretion de la loi de réciprocits.

On adjoint au corps le les recines du polynGme x¥ - 1. Soit K ..
sbteru ; K est un corps fini.
On fait tous les calculs dans K. Il y a dans K des racines primitiy

({)(q). On en prend une o . Toutes les racines sont les puissances de & g

| u,az,..., a‘q '—'1

Seit x € qu ; on peut définir q‘x; puisque a‘k ne dépend que de la cl:

it (mod q).

On pose i X
, y = (a) a’y (On fait les calculs den

o} . :
& n'y figure pas en réalité, car scn coefficient est ’9) = 0,
. _ 3

& Xy o *' XKty ot
MEW a)(%;q(q)a E'( ) @ .

2 fo
y = 3o X))
tEF x€F . q
q q
2 ) t
y .. % & sy = (x(t‘x)) .
L1 x€F ¢ |
q , q
) Donge .,ct~= Z:‘: ( ( X))
xep
C(L.; t =-0"



11
. a3
() = () G = (5 =Y
o
—yo = (1Y W,,‘( - 1).
Cas _t £ 0 .
“ — x(t-'X)
ey = )..J (..._....a_-
x€elF
1 2 4 t
- x° (1 = =) 2 1- 3
x(t-—x)) X Ry )
q q q - q
q"1 1 i"
)
= (-1) 3
/ g:-1 Lt
—5'. ——y X
°y © (-1 - ( q ) ’

, car t £0 aun

tal od
Rict

. W * n
Lorsque X parcourt (Fq , 1) en est de méme de ’ dopc de

v:in.vérsé dans fE‘*- » Donc 1 - 5 parcourt l'ensemble (Fq - {1} y et ona:
. q |

—

. hto-~nal 1
: 4y (V2 B LZ“ ()-(-)]
: = ¢ 22;“‘ -y ZEF 1

e "l - \
7": () qar ilya 9-‘5‘- fois (+1) et S‘é"’ fois (-1).
z€F :
q ‘_l:l |
==y o ¥ : (=1) ( 1). Ainsi :
q~1 .
\ t
( )2 [t +Y] (1) o]
= '
tERF
gt h
2 2, t
D Yy = ("'1’) ; [: 1= .l I
H q .
. t " . ' Q

. & =0, car la scmme des racines ds X* - 1 est nulle. D'ol

4 telP : q_,] ) " N .
Lo 4 S B =z~ ST ;
Wk ‘ (1) - y = (<1) 7 q ‘dans le ccrps< K.
- X X X X S )
- xeéw 4 ¢’ Tigj PERAREE :
: q - b
14 -~ (DX

-‘ (q) =2 (= ) o = 3 b )0( =y (car quand ;; parccu.rt ®

R RN , Q P x aussi).
| q q - :
) . .
'Comme # 0 , on conclut’

(2) <§> L R

"0r (p-1)  est vair. donc
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5 ‘
' 2 . , .
yp—l - [y2] . Ainsi (2) et (1) donnent :
P! g-1pl el
' 2 2 2 2
1=® A %= @ 1) qa 2.
q : q
-1
Or q 2. (2) atapres le définition du symbole de Legendre.
P | |

Finalement : p-1 q-1
2 2

1= (1) 2 (g) (%) . C.Q.F.D.

Corollaire.

- qy _ 2 2 (7,
(—5-) = (-1) (q)

REPARTITION des NOMBRES PREMIERS dans__les ENTIERS,

 Proposition 1.

"¥n 20, il existe n ~ 1. entiers consécutifs dont aucun n'est premier .

. Démer:stration.

On considére la suite des entiers nl'+2 , n! +3,..., 0! +n. Ilyena n -1,

. Aucun de ces nombres n'est premier, puisqu'ils sont successivement divisibles par’

2 3,000y N,

Probléma.

3 . . J
Existe-t-il des entiers n arbitrairement grands tels que (2n-1) et (2n+1) soient
: premiers ? v ‘ : . . )
" Ce probléme n'est pas résolu.

Notation I.

o e s s o o st on e

. N i '
.« Soit _pnwle nl-.-léme nombre premier (dans 1'ordre creissant) ; par exemple'’, p‘ =2,
Vka Jn tel que pn-.rl - P, > k.

RIS i Bttt mar v

Pour n .entier on pose : qQi(x) = Card {p |'p Z'X, p premier} .'



Exemple : x =10,  4(10) = 4.

. 1] ]
" Quand X —> © —Lﬁf— tend vers 0. Ce résultat est une conséquence du "grand
Quand - ’ .

X I

: . il
théoreme des nombres premiers :

Théoréme.
S x) log x
lim ﬂli.l.EWE__. = 1.
X —> @

'Nous ne prouverons pas ce théoreme difficile. Il a été démontré en 1896 par Hudamnrd
et pér de la Vallée-Poussin par des méthodes analytiques ; puis plus turd par des met

des dites "élémentaires"”, mais compliquées.

' . . n
Exercice : Prouver que l'assertion du théoreme équivaut a lim TTogn 1.
......... N ©

Exercice : Soit k un nombre réel >1. Prouver que pour tout entier n assez gran

o . w2 L o s e

il existe au moins un nomhre premier p tel que n < p Z Kk n. [On admettra le grand
' lhéoréme des nombres premiers]. En fait, pour k = 2, et pour tout entier n > 1,
existe un nombre premier p tel que n < p £ 2n. (Voir Hardy end Wright, p. 343,

th. 418).

D Sur les questions relatives & la répartition des nombres ﬁfgm}e:s,hon pourra cons
ter le petit livre : .
A. Blanchard, Initiation & la théorie analytique des nombres premiers {Dunod 196

Désormais, on va se borner & étudier la :

Répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

Voici le probltme dont il s'agit : soient a et m deux entiers >0 ( m > 2). ¢

veut savoir si la progression arithmétigue formée des entiers = a (mod m)

=

contient

des nombres premiers.

.

S8i a et m ne sont pas premiers entre eux, autrement dit si le p.g.c.d.
{a, m) } 1, tout nombre premier p = a (mod  m) est divisible par (a, m) ; par sui

81 (a, m 'est pa: ui i ! " te ‘ i i
| {a, m) n pas premier, il n'y a aucun tel p, et si (a, m) est premier, c'

1'unique p premier qui soit =

a -(mod m). Le seul cas intéressant est donc celui «

. . [] e N . ; 1 0 . w5 I
. !

bon: o . . ' ' . loin le
3 reme de Dirichlet, Si ‘a, m) = 1, il existe une infinité e nombres premiers cg

3% a moduloe m. | o : ’
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-

On démontrera méme un théoreme plus:précis (a0 & Dirichlet), mais que nous ne
sommes pas encore capables d'énoncer.

. . . L |
i 3 ions arithmétiques formdos
Remarque : L'entier m étant donné, le nombre des progressions q

-------- ;

d'entiers premiers & m est ?(m) (nombre des entiers > 1 et <« m qui sont pre- :
‘ i
. . . . .
miers & m). En effet, les progressions arithmétiques de raison m ne sont autres quc-:1

. 1 |
les éléments de Z / m ¥ (anneau des entiers modulo m), et celles dont les éléments !
sont premiers & m .correspondént aux éléments de 2Z/m Z qui sont inversibles pour la

multiplication, Ces éléments forment un groupe (abélien), noté G(m).

ler exemple : Ftude des congruences moduld 3.

On va prouver le g
Théordme : Il existe une intinité de p premiers = - 1 (mod 3), et une infinité de p

premiers = + 1 (mod 3).

Démonsfration.

Hi

Ccmmengons par les p = -1 {mod 3). Pour tout entier x > 1, 3x - 1 posside au

noins un facteur premier =

1 (mod 3). En effet, tout facteur premier de 3x - 1 o0&t

+3

34+ 1 (mod 3), et comme 3x - 1 = - 1 (mod 3) il n'est Pas possible que tous lesg fac-

-eurs premiers soient =1 (mod 3).

ontrons qu'il y a une infinité P premiers = - 1 (mod 3). En effet, quelle que soit

a suite finie de nombres premiers pI,{.., P, tous 5 - 1 (med 3), posons

= Pyseees P alors 3x <1 admet au moins un facteur premier p = -1 (mod 3) ; un

21 p est nécessairement ¥ Pys Pyyeey P
n

s o _p =1 (mod 3).

v utilise les restes quadratiques, ‘

mme : Si un entier x

est $ 0 (mod 3) tous les facteurs premiers de x2 + 3' sont
1 (mod 3) .

honstration.

Ft P un facteur premier de

l') = (§) ;vdonc:(g) = 1

2 .
X + 35 -3 est reste quadratique (mod p), Op
» c'est~d-dire p =1 (mod 3), C.Q.F.D.

Si maintenant p’,..., pn sont premiers et

i

1 (mod 3), posons

x=p1,ooo, pn ;
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et p est distinct de

alors x2 + 3 possdde un facteur premier "p = 1' (mod 3),

pi,;.., P sinon p déviserait 3, ce qu% est absurde.

2tme exemple : Etude des congruences (mod 4).

- s e o e o 20 o e s s

Théoréme : Il existe une infinité de p premiers = ~ 1 (mod 4).

Démonstration.

Si x est un entier > 1, 4x - 1 pocssdde au moins un facteur premier p = - 1

3
(mod 4) . A i
En effet, les facteurs premiers de 4x - 1 sont tous = * 1 (mod 4), et s'ils étaie:
tous = + 1 (mod 4), leur produit 4x - 1 serait = 1 (mod 4), ce qui est absurde.

Si maintenant Pyseces P sont premiers et = - 1 (mod 4), soit x le produit
Pyyeees P i sont facteur premier p de 4x - 1 est distinct de Pyrecey pn. Done
il existe bien une infinité de nombres premiers = - 1 (mod 4).

Théoréme. Il existe une infinité de P bremiers = 1 (mcd 4). Pour la démonstration
on utilise le |

\

Lemme © Pour tout entier "x 2 1, tous les facteurs premiers de 4x2 + 1 sont =1

o i

N S | '
Car si "4x +1= 0 (mod p), - 1 est reste quadratique (mod p), et l'on sait
que cecl équivaut & p = 1 {mog 4). De 1A on déduit, toujours par le méme procédd,

l'existence d'une infinité de nombres premiers = 1 (mod 4).
Cas général.

Le cas gégéral des p =a (mod m), avec (a; m) = 1, ne se laisse pas traiter ru

des méthodes aussi si iT besoin Atugits.. . . '
ussi §lmplOS- On va avoir besoin d'utiliser la théorie des fonctions

~.

analytiques d'une variable'complexe.
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Ce qui suit est un résumé de notions et de résultats, pour lesquels le lecteur

est renvoyé aux traités classiques.

" . I- Séries entiéres.

DéPinition 1.

' . n .
On appelle série formelle une expression E : a, X, ou ‘X est une lettre,
n>o

: . n .
et les coefficients ané €. Soit r >0 ; considérons _S_ : Ianl r , série &

. n»0
termes > 0. on considére l'ensemble des r 2 0 pour lesquels cette série cst con-

vergente. Il est non vide, car il contient r = O, Soit € la borne supérieure de

ces r. Le cas on =0 ou C = n'est pas exclu.

-
'

Si e est fini, il n'est pas toujours vrai que E " laﬁl en soit finie. Lo nom-
. "n>0

bre s'appelle le rayon de conv i E : n.
| e .pp ‘ N e convergence de la série a.n X

Définition 2.

On dit que la série est "tonvergente" si {fﬁ?ﬁ."“ﬁon peut alors remplacer la letty

. . . %
X' par un nombre coaplexe s x FUholtvie que: le < e - On pose f£(x) ="E : 2 x"
: ns0o0

‘,.%'ges At S X s . . . . .
t la' somme d'une série absolument, convergente; x —>» f£(x) est une fonction

continue & 1'intérieur du disque de convergence, c‘est-a-dire pour ,x, < @ . Elle

est dérivable au sens complflexe, iie. :  pour lxl < ’

£(x+h) - f£(x)

hl_i_r; 0 P existe.

h € ¢ {0}
Cette limite est notée £1(x). : : ~
De:paus £(x) = n~-1 ’ ) e
’ . (x) =5 | n a x .

n>o0

. Le rayon de convergence de la zérij ' -1
| séri (. ot . :
. e formelle E : na x° (" érie dérivée") egt
1 S . . , N . ’ i
g Meéme que celui de la série initiale.  On peut appliquer ceci 3 ]a série dérivée
] ’

‘et recommencer. ‘Par Suite, ¢

est.lndeflnimen’p dérivable ay sens complexe A chaque

" fois, on dériye terme & terme. ILa dérivée n-idme est donnée par

a .

N €Y N
e R (x) = n! 8 +x (o0}, a'on f(n)(O) = n}
, n
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‘ 1 (n)
: 2 — em 0 .
Ainsi an = nt £ (0)

Proposition 1. : !

Les séries convergentes forment un anneau.
(N.B. chacune d'elles a un rayon de convergence »0, qui dépend de cette série) .

Notations.

- L i £ 0 s s S0 e B

c [X] " : Anneau des polynémes & une indéterminée X j
C[[X]] : Anneau des séries. entitres formelles ;
¢ {X}» . Anneau des séries convergentes ; c'est un sous-anneau de € {EX]] .

Proposition 2.

Ce sont des anneaux intégres.
C'est bien connu dans le cas de l'anneau des polyndmes. Pour l'anncau ¢ [[X]] des
séries formelles, on introduit l'ordre d'une série formelle 2:3 8 X" non identique~
ment nulle : c'est le plus petit n tel que a, # 0 ; et on montre que l'ordre du
" produit de deux séries formelles non identiquement nulles est la somme de leurs ordres
(doné le produit n'est pas identiquement ;ul). Enfin, l'anneau C {X}, sous-anneau
de l'anneau intégre ¢ [[X]] ; €st intogre.

" Remarque. Ces anneaux sont en réalité des algibres sur le corps C.

g 102 S o ety e o e

Proposition 3.

Un élément de l'anneau C [[X]] , resp. c{x}, est inversible si et seulement si

le coefficient ao est non nul. Les éléments non inversibles forment un idéal de
" 1'anneau. Ce sont les séries pour lesquelles a = 0.

~-Corollaire. ‘ , !

¢[[XJ] est @[X} sont des anneaux locaux (i.e. les éléments inversibles former

un idéal ; c'est l'unique idéal maximal),

891t £(X) une série convergente non identiquement nuile ; on a

£(X) =a xP 4... | s - P
» | ) ap £ 0. Done £(X) = X g(X), .oh g(X) est un élément -

inversible de l'anneau.
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“Proposition 4.

' x7) -
Les idéaux de l'anneau G{X} sont les idéaux (Xp) (méme énoncé pour C[[ ]]

Démonstration.

Soit I un idéal autre que 0 ; conziddPons le plus petit des ordres P .des
oi
. ' p
£ € 1 qui ne sent pas nulles. On voit twut de suite que = (X¥).
Ccrollaire.
I1 y a un seul idéal premier ; Yt 1'iddal maximal (X).

Exemples de séries entitres.

n
) ™ X o t infini.
17 ex = exp(x) z'}ajo STt Son rayon de convergence es
n
d xn~-1 i
X -
& ° T 2o TET e
dx . {x i)
et & ex+y. En effet
" —— (.‘ +/’
f “"“i 5“1 Xpy(l - é —","‘TN‘. .
E p! 2— '''' =1 ipiq! w0
p>0 n 2 O ph
2/ Foncticn loparithmique : x '€ 'C étant donné, cherchons les y € c te;s que
of = x. On a nécessairement x # 0, car e » e =1, donc e £ 0.

] ill ‘
Posohs y=y' +1iy', y'€R, y'e®, X =e =6 e Y . Pour y"€R, onae

¥ iy” L
]ely'] =1 ; y' est l'une des valeurs de l'argument de e y Ainsi :

]xl = ¢ , arg x - y' + 2k (k €2),

On pose donc log x = log lxl + i arg x

, fonction qui a une infinité de détermina-

tionslpuisque arg x n'est aéfini que mcdulo 29, On va voir maintenant que dans

certoins cas on peut choisir ure de ces déterminations.

Par exemple, si x <varie dans le demi-plan Re(x) > 0, il existe une détermina-~

tion de arg x telle que u‘g & arg x <‘% ; 1l lui correspond une détermination de

log x, appelée la détermination principale pour Re(x) D 0.

Ceii vaut en particulier lorsque x =1 + u, avec ] l < 1. En fait, le détermi-

ation principale log(1+u) est la somme d'une série entidre :

2
n+1 un

log(14u) = u « Foeot {= u_
4 2 O (1) n +

iont le rayon de convergence est 1.
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-Pour u réél ce développement s'obtient en intégrqnt

' n n :
'—1'—=1 -—u+u2 +avo+ ("'1) u +o--o
1+u » \ '
‘ log(1+u
-I1 faut vérifier que e og( =1+u pour Iul <1,
| log e! = pour u assez voisin de O.

Ctdst une question de calcul formel ; comme on sait que c'est vrai pour u réel, c'est

que le calcul formel réussit,donc c'est aussi vrai pour u complexe.

II.- Fonctions analytiques.

Soit U wun ouvert du plan € de la variable ccmplexe, et soit X  un point de U
. Considérons un disque ouvert }x - xoi < r contenu dans U. Soit f wune fonction
définie dans U, & valeurs complexes. Considérons sa restriction au disque ]x—x0’<'r.
Définition 1.
On dit que la restriction de f est développable en série entitére dans le disque,
L
. . - (s . n .
s'il existe une série entidtre § 1 a X~ dont le rayon de convergence soit au moins
u >0
r, et telle que :

f x‘ = o & - n -
(x) > qn(x xo) pour Ix xol <r.

n>0
Alors f est continue pour lx - xol < r, et est méme indéfiniment dérivable au sens
2omplexe.

Définrtion 2.

Soit £ wune fonction 3 valeurs complexes. f est analy%ique dans l'ouvert U CC

si Vx evu il existe un di -
v x, » o 1‘dlsque X xdl < r de centre X,» contenu dans U, tel

que la restriction de f & ce disque soit développable en série entiére.

Notation. _ )

B e T v

On note @6 (U) 1'ensemble des fonctions analytiques dans U

Proposition 1.

ae(U) est une algébre sur.le corps complexe (.

Proposition 2.

.

Si f ; il s - '
est analytique dans U, fi est indéfiniment dérivable dans u, De plus
. ° "

toutes 'ses dérivées sont analytiques dans U, )
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"III- Principe du prolongement analytique.

Soit a € C. Supposons que f soit développable en série entidre au voisinage

. ’ n)
de a. |x-ajer =>f(x)= Z:" o(n(x—a)n. On a, en dérivant f( (a) = n! O(n.
' ny>o

pone (£ (a) =0, Vn20) =5 £(x) =0 pour tout x tol que |x - ol r. Dot :

Proposition 1,

. . . : (n) . 0 »
- Soit f une fonction analytique dans U, soit a € U. Si £ (a) = pour
tout n 2 0, alors f est identiquement nulle dans un voisinage de a.

Proposition 2.

Soit f wune fonction anaiytique dans U.
Soiﬁ E::ga €U , f = 0 dans un voisinuge de a} .
Alors E est ouvert et fermd.
Démonstration.

.') E est ouvert.
Soit a € E. D'aprés la définition de E, il existe r tel que
[x —a] ¢ r x#&:f(x) 2 0. Donc E contient le di;que [x - al¢r, et par suite E
est ouvert.

2) E est fermé.
Soit 'b un point aahérént & E. Il existe une suite {ak} de points-de E dont b
est la limite. Pour tout n>0, ona ‘f(n)(ak) = 0. Pour n fixé, on a f(n)(ak)z 0
p(ri

pour tout k ; comme est continue, on a f(n)(b) =0 & la limite. Donc £

est identi~ quement nulle au voisinage de b; c'est-a-dire b €E

Théordme 1, -(principe du prnlongement énalytique).

Soit f wvne fonction gnalytique dans un ouvert connexe U. 8'il existe a €U

e't, -‘o . )
un volsinage V de g dans lequel f est ldentiquement nulle, alors ¢ est iden

(8) =0 pour tout

tiquement nulle dans Uo Mieux : gt4] existe a € U +telle que f(n)

n ; 0, alors £ ¢s¢ identiquement nulle dans U



...-‘16-‘

Démonstration.

Dtapreés les hypothdses, l'ensemble E des points de U au voisinage desquels

£ est =0 n'est pds vide. Or E est ouvert et fermé dans U connexe ; donc
E==U.
Problame.

Soit U un ouvert.connexe de C, et V un ouvert non vide contenu dans U. Soit

£ analytique dans V. Existe-t-il une g analytique dans U dont la restriction a

V so0it £ 7 Le théortme prééédent montre que si une telle g existe, elle est unique.
Remarque. Pour les fonctions d'une variable complexe il.y a équivalence entre ftre

de classe C® et &tre analytique. Il n'en est plus de mfme pour les fonctions d'une

variable réelle. Par exemple, la fongtion f:R~» R définie par

x2-1
pour
0 pour

£(x) = i

<1
21
est de classe C® mais elle n'est pas analytique.

En effet, elle ¢st identiquement nulle dans un ouvert non vide de . R, sans &tre nulle

partout (R est connexe),
Théortme 2.

Soit f wune fonctipn‘ U—>C, U ouvert de €. Si £ est de claséo C1
au sens complexe, alors f est analytique. et en particulier de ¢lasse c°? On dit
aussi que f est holomorphe. Le théordme 2 se prouve & l'aide du i

Théortme 3,

- 1 '
Si £ est de classe C' dans un disque ouvert de centre 0, Ix) {r, alors

+ ¥ est développable en série entidre dans ce disque.

[Lu démonstration utilise "l'intégrale de Cauchy"]

Corollaire.
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IV~ 2éros -~ Pbles.

Soit f une fbhc_tion analytique dans U. Soit a € U tel que f(a) = 0. On a

£(x) = E '“i; (x-a)® pour |x-a| < r assez petit. La condition f(a) = 0
n>0 |

équivaut & Of'o = 0, Supposons que f ne solt pas identiquement nulle dans un

'voisinage da." a. Soit p tel que - a’p £0, a’q =0 vq £ p. Alors

£(x) = (x - a)P g(x) ol g(x) est développable en série entidre :

g(x\ = ap + qp"_j(x—&) Feeet C\'n(x»ﬁ)n-p tesa On a

g(a) = ocpfog

Définition 1. ‘ A ' .

Soit f une fonction aﬁalytique dans U, Soit a €U, On dit que a est un

zéro d'ordre p pour la fonction annlytique f si
f(a-) = f’(&) = ocu' = f(p-",)(&) ;- 0 Il f(p)(a) # 00
" Ces conditions équivalent 3 : |
- ()P \ '
£(x) = (x-a)* g(x) , gla) £ 0 » 8(x) enalytique au voisinage 'de a.

Lo condition "g(a) £ 0 entrafne g(x) £ 0 pour  x essez voisin de a, puisque

g e3t continue,

== £(x) #0  pour 0 & |x-a| ¢ e, €20 assez patit . Dioy
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- Proposition. .

Soit ¢ une fonctlon analythue dans U, U connexe . On suppose que f est non

identiquement nulle dans U. Soit a e U, tel que f(a) = 0. Alors f£(x) # 0 pour

x £ a° et suffisamment voisin de a. [En d'autres termes, les zéros de £ sont isolés’|
Soit E = {zéros’de f} « On voit que si £ n'est pas identiquement nulle dans U

connexe, E est un ensemble 'discret pour la topologie induite.

. Définition 2.

de f si dans un voisinage de a, a exclu, on a f(x) =

Soit f wune fonction analytique dans U - {a} y & €U, o U est un ouvert con-

nexe ‘de C. On suppose f non identiguement nulle dans U. On did que a est un pdle

g(x) (p entier » 1),

(x-a)

‘ot g(x) est analytique au voisinage de a (a inclus), avec g(a) £ 0. On voit que

\
lorsque x tend vers a (en restant # a), !f(x)! tend vers l'infini : on peut conve-
nir de donner la valsur o & la fonction ¢ al point a (pble de f).

Dé2inition 3.

P s'appelle l'ordre de'multiplicité du pSle.

p .
Egggzggg : (x-a)® £(x) se prolonge en une fonction g(x) holomogphe au point a,

g(a) £ 0.

Exemples de péles.

Soit U up ouvert de €. Soit a ¢ (. Soient £ et gA deux fonctions holomor-

phes au voisinagq de a. Si g %.O ‘au voisinage de a, le quotlent h{x) = £x)

*T-y est
’&, < e (e assez

déﬁenl au voisinage de a (a exclu), puisque g(x) £ 0 pour 0 < ]x

-
tit), 4
Pe )¢ Sien cutre f % 0, on peut écrire f(x) ;-a) f (x) , g(x) - (x-a)P g, (x)

avec f (e) # 0, 8 (&) # 0, D'oll h(x) = £(x) = (x )P*q f,(x) !

f (x) \ g(x) -—T;Y « Poscns

(x) :
1 ° L] . i |
gﬂxj 3y clest une fOnCtlon holomorphe au VO{Sinage,.de. a (a. inﬂklus) et
. . - !

Y A0 Do h(x) % (xa) Py (),

eeo/ ava
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i p24a » h(x) est holomorphe au voisinage de & j

i pyq , a est zéro de h(x), d'ordre Pp-q ;j

i p<q , h(x) admet un pble en a, d'ordre Qq-P.

llure de f au voisinage d'un pdle.

£(x) = -.gifl. , gla) £ 0. Le développement en série de g au voisina-—

- Soit

e de a montre. que 1l'on a

. » .
g(x) = & + Oy (x-a) +eret O (x-a)P7" + (x-a)P gy(x), avec 23 rJ- 0.

)toll @
o %y Xp-1
f(x) = o + +ooet ——)—(—%— + g1 (x) ’

(x-a)?  (x-a)?"

\wvece ao £0 et € holomorphe au voisinage de a _(a inclus). La différence

P (x) -lg1(x) est ainsi un polyndme de §lE’ de degré p égal & l'ordre de multipli-

’

cité du p8le a ; on l'appelle la partie principale de f au p8le a.

Fonctions méromorphes.

éfinition.
|

|
'

} On appelle fonction méromorphe dans U (U ouvert de €) une fonction f holomor-
4 ]

phe _dans U-A4A (ou A est un sous-ensemble discret de U, qui d'épend de f), telle
| ’ '
jue tout point & € A  soit un pSle de f. On peut convenir de donner la valeur o

f en tout point de A.

Principe du prolongement analytique pour les fonctions méromorphes : lt'ensemble des

1 € U tels que f soit identiquement nulle au voisinage de a, est ouvert et fermé

lans U (méme démonstration que pour les fonctions holomorphes). Donc si U est

zonnexe, cet ensemble est vide ou‘égal a U

voidein
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Soit ofb(U) 1'ensemble des fonctions méromorphes dans U. §Si f1, f2 e Jdb (U),

‘on définit la somme f1 + f2 et le produit f1f2 _comme suit : soit A1 1'ensemble

‘des pbles de f1, et A2 lh'énsem'ble des pdles de f2 ; dens U - (A,' Vv 42),

'

£+ £_ est la somme de deux fonctions holomorphes ; si a € A1 v Az, deux cas

1 2
sont possibles : ou bien f1 + fz est holomorphe au point a (si les "parties prin-

.

cipales" de f1 et fz sont opposées),‘ou bien - & est un pdle de f1 + f2 ; donc

£ 4+ f_ est une fonction méromecrrhe daas U. De méme, f1f2 est méromorphe dans U.

1 2

L'ensemble (/‘4’79 (U) - est ainsi muri d'une structure d‘'rnneau.

Proposition 1.

Si U est connexe, l'anneau cMG(U) est un corps.

Démonstration.

On doit montrer que si f € d@(U) et ¢ nron identiquement nulle, % est méromor-

phe. Or si a n'est pas un zéro de £, ona f£(x) = g{x), g ﬁolomorphe au

. {x-a)
voisinage de a, g(a) #0, p> 0 ; donc LI ( p_1
05 2 B

~ ol g%zy est holomorphe au voiég;ge de a : donc % est holomorphe au voisinage de a.
TSi a gst un zéro de £, f est holomorphe au voisinage de a, et n'est pas identique~
Qent nulle au voisinage de a ; sinon, U étant cénnexe , £t sefait identiquement nulle
dans U- (principe du prolongement analytique), contrairement & 1'hypothdse.

Donc a est un zéfo isolé de £

£(x) = (x-a)? f,(x)_ » P20,

’avgc f1 holomorphe au voisinage de a, f1(a) # 0." Done

U 1
f(x) ~ ’
avec -—— holomorphe au voisi i
f, ° oisinage de a (a inclus) : a est bien un pdle de %.

' C'Q.F.Do
Proposition 2.

5

S8i-f &\JIJ(U), la dérivée ¢! appartienf;”aussié Ab (0)
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Dé‘monstraffon'.-:-.--.

£ est holomorphe> dléms U~ A (4 discret), donc f£' aussi, et il reste &

l.nontrer que, si a ¢ 4 est un pble de £, c'est aussi un pble de f!', Or

N

(x) (x) g holor'norphe au voisinage de a,
£ = gix
. . {x-a) ’ jg(a) f. 0.
‘ [ - * - __,.,..-.I.)__...,.. -r—--—-——1 h (X) )
. £'(x) = -y g (X)ﬁ. L g(x) -

‘jhi}ec h(x) = (x-a) g'(x) - p g(x) , bholomorphe au voisinage de a, ot
'!-h'v(a) = -p g(a) #0 . On voit que l'ordre de multiplicité du pSle wu, pour t', est
p+1 (si p est l'ordre de multiplicité du pdle a pour f).

Inégalités de Cauchy.

Seit £ holomorphe au voisinage de 0. On a le dévoloppement en série

£(x) = Z_: an x" .pour ,xl <e P désignaent le rayon de convergence de la séric. .
’ n>0

\Ra_ppelons que @ est le plus grand des r> 0 tels que f soit holomorphe dans le

disque lx] £ T

Fixons. r tel que 0 ¢ r < g - Sur le disque compact !x} <£r, f estcontinue,

denc bornée ; soit M(r) = sup [£(x)] .

‘ ' x{&r

| i6 ie in6 '
§Posons X=1re i ona f(r e ) = E : a et On peut intégrer cette séri

n>0

‘terme & terme & cause de la convergence uniforme ; plus précisément

*
.

e"lpg £(r Ble) - -2:3 a PP ei(nwp)e'

o n>»o0 n :

291 - :

1 f ~ip8 ie n. 1 2§ (n-p)e

35 A e f(r e ") a6 = E T f e p) dae .
. n>0 0

i , ' ) '
: 1 i(n-p)o . : .
Or 35 ‘fo e a6 =0 i n;ép,_ =1 sin=p. Dlod

24T B '
1 ~-ip6 i6
3‘7“’“: 4/(; e b f(r Q ) dée = &p I‘P. Ainsi

| . op2T e . |
~"'ap"5“¢7‘_5 J e a0 1y aa M(r) .
e 272 Yo 2qr P
Finalement, récrivant n au lie : - ‘ H(
] leu de Hlr) ingé
Py on obtieu% !un‘ < - !(ulegalité de
. » i

Cauchy).
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sur le cercle |x' = Te

’ onction f£(x
Remarque. ao est la valeur moyenne de la fonctio ( )

Théoréme de Liouvillee

Soit f(x) wune fonction holomorphe dans tout le plan et bornde. Alors f est

constante.
._.—-_——-_—_'

Démonstration.

Pour n > 1 1'inégalité de Cauchy umontre, lorsque r -—>» +00, que & - 0. Denc

£(x) '-:‘a,oo C.Q.F.D.

VII- Limites de fonctions holomorphes.

Théoréeme de Weierstrass.

Soit U wun ouvert de €. Soit {fn} une suite infinie de fonctions holomorplies
dans U. On suppose que les £  ont une limite f au sens de la convergence uniforme
n

locale {cf. définition ci-dessous).

Alors f est holomorphe dans U. De plus £'(x) = Plig @ fé(x), la limite

étant uniforme au sens de la convergence uniforme locale.

Définition.

Soit {fn} une suite de fonctions ayant une limite f£. La limite est uniforme

au sens de la convergence uniforme locale si : VY a € U,J un voisinage V(a) de a

dans lequel la suite converge uniformément, c'est-&-dire : YVey 0, 3 pen tel que

Vx € V(a) et VY n > p; on ait lf(x) - fn(x.)] < e,

¢

Lemme,

La convergence uniforme locale entrafne la convergence uniforme sur tout compact

K €U ; réciproquement, la convergence uniforme sur tout compact entrafne la conver-

i gence uniforme locale.

2 Démonstration,

| Soit a € K . Il existe un voisinage de a, V(a) dans,léquel la con&ergence

est uniforme. i
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On peut choisir les V(a) ouverts.

J ~ n peut i 8OUS~IreCou~-
On a un recouvrement ouvert de K . On peut en extraire un 80u5-

‘vrement fini.
Soient a;, 1 €I (1 fini) tels que les V(ai) s eI recouvrent X .

Yed>o, 3 p, tel que kyp, = [£(x) - fk(x)l $ € ! ¥x € V(ai)'

Soit p = sup(pi) ?.p existe et ext fini car les  py sont er nombre

fini.

Ye>o, kyp = Ii(i) - fk(x)l e Y¥Yx¢EK.

La réci;roque est vraie : si la suite (fk) c;nverge uniformémernt sur tout
compact de U, tmt point de U pdsuéde un voisinage coxpact, donc la corvargonce

est uniforme sur ce voisinage.

Démonstration du: théoréme

1) Montrorns que f est holomorphe. Il suffit de le rrouver au voisinags
de chaque point.
Soit ]x - aI < p un disque ouvert contenu dans U . Dans ce disque

les fk sont holomorphes, donc développables on aéries entidres.

Supposona a = o (changer X en Xx - a); f ~ est holomorrhe dans

k
le disque }xl <p .

f (x) =) a

8 X pr Jzl <p ..

nyo .

Fixonrs un r tel que o< r ¢ p'

Le disque {x] ]x, I'e r} est compact, Sur ce compact, la convergence

de la suite (f ) est uniforme par hypothése s - '

Ve)o,ﬂp,k),p,k')p =§|f(x)-fk,(x)’ e pour |x
i(x)-fk,(x) ):(a - nk,) .

D! ap;‘és Cauchy,

$P.

a — .
l ,k .nknl \<r - s que k et k' sonty p

' Ceci montre que, pour n fixe, la suite das

B g (k variable) est une

-

suite de c?uchy ; donc elle a une limite..Soit- 8 =lim g
. K -0 Dok "
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3 i E n ' erge pour
Considérons la série a X . Montrons gqu'elle converge p

n}b )

|x|] < p et que sa somme est £(x) = lim f (x)

k — o

En vertu de la convergence uniforme sur le disque lxl §r,il

existe M‘ tel que, Ifk(x)l ¢ M quel que soit x (|x|] ¢ r) et quel

que soit k .
D'apros les inégalités de Cauchy, on a

Ia ,I < quel que soit k .

n,k

-

I
r
Soit r' tel que o < xrf <r <p

11 suffit de montrer la convergence de la série limite sur le disque
fermé de rayon r' . Or

v . I".I . PO s
' !ant < — @ la llmlte, dtou

]a X I M (u—) lorsque |x| ¢ r' .

Le second nombre est le terme géneral d'une progression géoméirique de

. ! (o
raison — < 1 . Donc la série converge absolument. Comme r' peut Stre
choisi arbitrairement < p (on choisit alors r entre " r' et p)

. . Lt - I )
on voit que la série g(x) = L 8 X' converge pour |x| <p .

Il reste & montrer que g(x) = £(x) .

glx) -~ £,(x) =y (a - a ) &
n>o :
= (a e a - &
‘ ;Z;;p n - , ! ¥ %;; ( ,k).

Majorons cette différence pour ‘xl £r'<r<p.

le(x) - £ (x)] ¢ e
| 'k l\ogplan an,k rt® "'%_;5]&‘1" +L Ia k‘ rh

r!'\p
7‘-— Ia ' r' +z‘ Ia ‘r \( 2 MZ (E:)n - 2 M (';—)
. )P nyp nyp o 1= (r')
: . T,
On choisit - ¢ 2 (E)P
10151t " p de telle sorte que c
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v : noe
Mors 3h tel que k> h = 7 ]an - an,k! &3
. . ogn<p. . . ..

Conclusion : d&s que k > h g4 |g(x) - fk(x)] & € pour tout x tel

que (x)gr' .

‘Sur le disque fermé de rayon r' , g est donc limite de la suite

des fk .Dmnc g=f, et £ est bien holomorphe dans U .
2)‘ £(x) étant holomorphe, est dérivable au seas complexc dans U .

Montrons que

P =1 00

k - . - ¢

uniformément sur tout compact conteau dans U .

On sait que la suite f - fk tend vers zéro wiforzément sur tout
Icompact. On veut montrer que - f'k tend vers zéro uniformément
sur tqut compact.

On est donc ramené & démontrer ceci :

8i une snite de fonctions fk holomonrphes converge vers o uniformé-

ment sur toul compact, alors la suite des dérivées converge uniformément

vers zéro sur tout compact.

On va le prouver dans le disque ]x[ <p . Soit r < p . Soit

[£(x)] ¢ M sur le disque |[x] & r ; on va majorer f'(x) sur tout

disque de rayon r' (r .

Soit f(x) = — [
oi (x) %;; a T f ]anl R ;H~ .
1 M -1
I e e e T e e
5 !
¢ =[5 »n gj)n~1] M
lwe T G- -

M indépendant de M , ne dépend que de T et r')
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.

’ n 1 : i i t convergente
En effet, 2:: t = T3 la série est unlformémen
: - nyo L
pour lt, < 1; on peut donc dériver terme & terme 3
n-1. d 1

nys

. 2
CE=wt

'Soit'alors' M sup Ifk(x)] pour lx] §r ? on a sup lf&(x), <A Mk

k

pour |x| ¢ r' ; i 1lim M=o, on voit que la suite (:i) converge

uniformément vers O sur 'x’ ' -
C.Q.F.D'

VIII - Produit infini de fonctions holomorphes =

Définition

On dit que la série E un(x) converge normalement sur un ersemble 4

“ 81 elle est majorée sur A pour une série numérique convergente

& ch.a: [u (x)] $e o aveo ;cn <+,

-

Ceci revient & dire que si 1'on pose

, 'lunll L zzi ]un(x)l ' la série Z;;-]!unl,a est cbnvergente

(série des "normes"),
La convergence normale entraine évidemment la convergence uniforme,
Théordme

Soit fk(x) » une suife de fonctions holomorphes dans un ouvers:

ve e, telles que :

¥Yx€EU , lf (x)] <1, t L '
. , S
A Si la série ,2:: f (x) converge normalement sur ‘tout compact conteny
: i I
n ,
~dans U, alors .J - f
? A K4 (1 (x)) @ une liuute ]qu(;md n-ew ; cette

i i -
\

‘U et partout non nullﬁ. On la note n (1~f (x))

limite est holomorphe dang

(58]

Do plus 121 (1 £ (x)) = eXP(: log (1 £ (k))) oh log (1-u) dé-

! siang le uqturmlnation prin01pale du logarithme pour ‘u' <1
[ ]

.
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Démonstratio.. ' . ;
© Soit -
[ -4
Pp(x) =1 (1-fk(x)) .
n
k=1
- On a 1 '
(1) : Pn(x) = exp ( é;; 10¢g (1 - fk(x)).
, =1
éri lement
Si on montre que la serie Z;; log (1 - fk(x)) converge norma

sur tout compact de U , sa somme g(x) wsera holomorphe dans U , et

on aura  P(x) = lim Pn(x) = exp g(x) , ce qui prouvera le théorbme .

n—»oo
On va donc, sur tout compact X< U, majorer *
log (1 ~ fk(x)).

or, par hypothtse, 3 série convergente. Z:: €y a4 termes > 0,
‘ k

telle que
Ifk(x)l § g pour x £ K.

On a

“dog (1= £,(0) = £,(0) + § (G ¥ g, 4 L

i

, 12 15 \n .
| 20e (1= £, ()] ¢ g +3 (€% ¢ voe w g ()% 4 on.
€
PR
1"‘61{’ [

terme général d'une série convergente.

CnQoFoD.

‘] ! .
DEFINITION ET PROPRIETES DE LA FONCTION ¢ (B)

- Résultats sur les nombres premiers

*Soit P 1l'ensemble de tous les nombres premiers naturels. Soit P' une

.partie finie de ' P . Ecrivons

| : 1 1 1 : 1
. =1 *'_*5-+‘;§ Foeeet gt .
| R ’ S .
no. ___;L__. = T : 1 i "f' S 1 s
pep Tl oy i b
P 17 X : P 1. SeaD uk‘ ' .”‘.I'l . ;
1 k !
. !
. : ’ . : ) /
on ‘M est l'ensemble des entiers > 0 dont tous les facteurs premiers ap-

: bariienhent a Pt
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cetts série est convergente (proéuit d'un nombre fini de séries conver-

gentes).-

- T L T e 1 s
si 1'ensemple @88 hombres premiers était fini; 1a 8érie Z:: z (étendue
, ' . n¥i
3 tous les entiers > 0) serait convergente, ce qui est faux,
En effet .
L lxn =4 donc Z___ l par i-agro'u-
E n 21 2! . n.'
k<ngek
pement de termes, est somme d'une infinité de rombres > % , et par suite

eat infini,

Conclusion i l'ensemble des nombres premiers est infini (ceci est une nouvelle

preuve). Soit P, le lkeidume nombre premier.
k
Lorsque k augmentt indéfiniment, PN ! 7 augmente indéfiniment

{ o

Py

. o
gar 1a linite est 3 ;'l :
P

fone 18 0 (1-==) = 0 , ¥ g :
ko in N ) On .ya en dédyire . |

ndorbue (Buler)

La série des inverses i i
SCrie des inverses do teus les .nﬁﬁ-bl'aii’f‘?"”.‘i@.?‘.‘i?,-f':?.g.»%""‘r'ﬁ"‘“t‘i°

Mnonstration | on a

leg mim) = =tog (1-4 ! 1 l
(1_‘ %_ 8 ( p) p + 2p2 R S +npn + ree
- 4 1 1 1 :
g(’ p) p \< p2[§+%+ e +"""'""ﬂn.‘+ se ]
np

=) %%; =3 est convergenta, :

== 2:: (f log (1 - %) - % ) converge.




EEL R W .
" .k

( 1 1. tcnd vers une limite finie
: « 208 (1 =) - 1 T .
pane 2:;7 .. Py =7 P
qué!.ld ¥ oo
or leg 1 i ——) @ , Donc
k 1
g G-
X 1
TK o) ————y P C.QnFoDo
= i
II "™ RB.E)EG].S
._I_)_e_f_gg;nition 1o =
Soit x réel positif, soit B complexe. '
) 3 Re (s
xs - eslogx;!xi=x ()
‘.1.. (xs)=logx . eSlobx.-x log x o
das :
Théorems .
¢ 1 ‘ 3 ®
la série Z -~ (¢ réel pos:.tli‘) eat
n>,j n
- convergente sl a> 1
-~ divergents i agV o
E@g&gﬁratinn

Posons f£(x) = —1-& ¢ X>0 .
X -
f est une fonction ddcroissante car a > O .
Yy ,].

£(2)! Or pour n'importe quelle
fonction décroissante f
définie pour x> 0 , on &

Qj‘\)
n={ 0 n+1 ? X
- J‘m | m m
ot ¢ o0 e 3T st)

Done la série Z £(n) converge en méme tempa que 1'intdgrale f1. €x) dx “

*




!
o

On applique ceci & £(x) = :
x .

e ° 1 8. ’ . .

Si g——#—l 9 f i-x = lim —1—-}-—& —&-—:--1' ’ dtou ¢
: 1 xa 8- oo Cx

i > 1 e ‘ 1
sS1L @ ’ - .

T == /2

si «a< 1 , l'intégrale est divergente.

oo
- dx a
gi *Z= 1 j‘ = = 1lim  |log x| ) £
1 xa a._, oo 1

1'intégrale est divergente.

IIT - Définition de la fcunction de Riemann

v =)
.o 1 ,
Considérons E -~ 8 complexe.
n=1 n
| 1] = = -
<] Re(s

si Re(w) > 1 , la série converge absolument, et sa somme est ure fcnction
holomorphe. En effet, d'aprés le théoréme de Welerstrad, il suffit de dé-
montrer que cette série converge ncrmalement sur tout compact,

On va montrer que la sépie converge normalement dans tout demi-plan,.

Re(s) » « , quel que soit « > 1 . On a en effet

l '%’, K -%~ si Re(s) » a-

_ n /.
et 2:: ;%~ est convergente pour a > | .
. Définition S
On pose £(s) = g;; ;g”' . fongtion de Riemann ;

£(s) est holomorphe dans le demi~plan Re(s) > 1’

Théoreme
AT 1 . L
Le produit infini 11 . » €tendu & tous les nombres Premiers n, -
PP 1 | | T
s
p

est convergent pour Re(s) > 1 , et on a

t(s) = 1
S pEP

pour Re(s) > 1

-
. 8

———— D




Démonstration
1) Pour voir que le produit est convergent, il suffit de vérifier que la
série E:: -ér. converge normalement dans toute bande
pEP P :
re(s) y & (a> 1) .

1 1,
o,y T $ T

le| P

: ~%— converge, car la série > —&- est convergente. D'ou le
pEP - p npo n

résultat.

2) soit P' une partie finie d P . On a

1 ' '
’n = n (1+~—;—+....+3—11{"s +ooo.).
‘pePt 1 peP! p P
= ‘
b
- ! ou
= et ’
ntM ns

M est l'ensemble des entiers 3 1 dont tous les facteurs Eremiera ap~

partiennent & P',

Quand on prend des parties finies P' de plus en plus grandes, le pro-
1

duit tend vers ? , 6t le second membre tend vers «Jg (1e démontrer).
P
D'ou le théoréme. ’
opriétés de  r(s)
Proposition 1 -
¢(s) =10z ¢(s) - L, qui | '
‘ — 4 qui est holomo
& t rphe pour Re(s) > 1 , se

se prolonge en‘une_fonction,holomorphgxdans le demi-plan Re(s) » } |
. , P '
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Démonstration

I1 fauf d'abord préciser la détermination de log ¢(s) choisvic pour

Re{s) > 1. .

Puisque 'l;(s)'; I , on prend-pour log ¢t(s) 1la sommec de la
: pEP 1 - - - C

P
A ' 1
série Z:: (- 10g(1 - -g)) .
peP P ..
Ainsi
. " . 1 .
¢(8)= [-106(1--1-3-)--—5] =Z: ¢p(u)., avec
pEP : P P p€P -
i 1 1 1
p(s)==tog 1=ty L o oyl
p ' pS- ps 2p2.3 ka;

' Cette série :converce normalement pour Re(s) 2 a (a M 0) '

com:e on va le voir ; donc ¢p(s) .est holomorphe pour Re > 0 ., En
. . 4 ‘ 1
 effet ITS!\‘“E‘& si Re(s)>,a>o:et1aaer1o :T‘ ;IE&

est évidemment convergente.

" On voit de plus que lq,p(s)l Sy .1.‘( p"k“ pour Re(s) Y a>» 0 .

k2
Or,
| -k« 1 -2a —x -2 | =
T P $ 5 p 1 +p+p ~a+...+p(k"2)a+...)
k)2 .
1 =2a 1 .
=) ‘¢p(8)‘ § 3 P = !
1-0p
or y2. s dé i L ™ !
P> Prenons désormais o > 3 alors p = ¢ T < T%. , d'ol
_ 1 1 ’
=== my & < 4, '
1-p i '

Dona ]¢p(s)| T
1 . )

0 5 == - '

| LSS =y 2a>q Qonc la série ' é-2a est convergente

. v » . ‘ p P .

e85t une série normalement convergente pour Re(s) 3 a >
‘ 4

1
2
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Conclusion
! : - ide de
= s) est normalement convergente dans toute bande .
os) =3 bl ) _ i
: ptP |
Re(s) » a > % . Done ¢(s). est holomorphe dans la bande ouverta é
Re(s) > % . la proposition 1 est démoqtrée. \

Proposition 2 -

La fonction ¢(s) = C(s) - 3-1"7 , qui est holcmorphe pour Re(s) > 1

se prolonge en une fonction holemerphe dans le demi  plan Re(s) >0 .

Eﬁmonstrat;on. Supposons d'abord Re(s) > 1 .
[~ ] R
On a LI, ‘f1 dx (caluuler une primitive de ) . Dorc

8 - 1 s xs

o o0 1
wo - L =00 s - T - S

n=1 n n x
Ceci a un séns car 1tintégrale converge uniformément.,

o) = L™ (5= ) e
. n=1 n n

Soit £(x) = .lé pour n
: X

$ x & n+t . On &

If(x) N f(n)l & sup lf'(x)l . Or
ngxgn+4

() = oty ()] ¢ lo] R sl
sy Je() - 2] ¢ L2

2"
Ainsi .|;% -.'l~| RS Sl pour n Exgn+t .

n x
n+1
R 1 1 '
Posons @n(s) = .[nv [~§ - - ] dx . c'est une fonction holomorphe

de s pour Re(s)> o0 .
e, @) ¢ ’ngn- LI
- ' l Re(s)‘*"

| . ! :
Cette série converge normalement pour Re(s) > a :,‘ 8l a2 O ﬁo
. [y [Ye%s

”?C(S) -— est scume d'une série de fonctlons holomorphes pour Re(s) :

v,qpl convergs normalement dans touta bande Re(s) 3 a > 0. la somgé t.d '

‘ s \ es ongG
hulomorphe pour ‘Re(s) » 0 , et la proposition 2 est démontréa

o



-

.
- # ' L

simple s =1 , de résidu égal a 1.

Par suite ¢(s) se prolonge en une fonctinon méromerphe pour Re(s) > 0 ,

avec l'uhique pble simple s =1 , de rédsidu 1 .,

[En fait, on peut montrer que ¢(s) se prolonge en ure fonction méromcrphe

dans tout le plan complexe, avec l'unique pdle s =1 .]

Utilisation des propositions 1 et 2 = ,
D'aprés la proposition 2 , on a

te) = g5+ o) =gl [1+ (s 1) gle)] .

.Pbur S voisin de 1 , on peut prendre le 1log d'une fonction voisine
de 1 ¢
. log C(S).= log E%T + log [1 + (8 - 1) @(3)] .
La deuxiéme fonction est holomorphe au voisinage de s =.1) nulle pour 8 =1 ,
On & la méme détermination pour log (s) que lors de la premidre défi-
nition, car dans chacun des cas c'est la détermination qui est réelle pour
s réel > 1 . Ainsi log £(s) = log E%T + h(s) , h holomorphe au voisi-
nage de s =1 , nulle pour s =1 . |
Or, d'aprés la prOpogition 2 ,0na

| log t(s) = ¢(s) + _% .
pEP  p

Par différence, on voit que

1 S
- log =7 est holomorphe au voisinage da s = 1.~

~

“PP p .
En particulier, 1lip (,z:: 4% - 1log E%T ) existe.
' s+ pEP p '
Re(s)>1
On en déduit
(*) 8- 1 (1 peEP ps |
: Re(s)>1 8 =1
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Définition N *

Soit P' une partie (finie ou infin{e) de l'ensemble P des ncmbres

| - 1 .
premiers. On suppose que ! i E - a ure limite p quand
pi
108(;:7) ptP! p

s tend vers 1 (Re(s) restant > 1) .

p est alors appelée la densité du sou~-ensemble P' de P .
D'aprés la relation (*), on a toujours p £t . Dautre part, si P' est

fini, il est évident que la densité de P' est rulle,

Répartition des nombr2s premiers.

I -~ Théoréme de Dirichlet -

On se donne un entier m ) 2 .

Soit p premier, Il se tr.uve dars l'une dee progresaicna arithmétiques
de raison m ; elles sont au rombre de m .
p définit un élément de  Z/mz .

ter cas =~

Si p ne divise pas m , les classes Py 2P y.e.y, mp 8ecnt distinctes ;

ilyena m .

P est un générateur du groupe cyclique 2/n2 (additir),

2tme nas -

Si p divise m , P est le seul nombre premier dans la progression arithe-

métique de raison m qui contient p

.

Car si q premier » 4=p+km , ona qQ=07p

L]
Con51de?ons la progression arithmétique de raison n Qui commence par

a (a donng) .

Cherchons s'il existe P premier tel que P=a (mod n )

Si (a,m)=d , ona P=0 (mod d) =3 g4 =1, ou p=d

.

Donc si d> 1 , 4l yaay plus un nombre premier P=a (mod m)
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On cherche p premier, tel que p = o (mod 8)

Le p.g.c.d, est 2.
Le seul p possible est p=2 .
Le seul cas intéressant concerne donc la recherche des nombres premiers

(mod m) dont les termes sont premiers & m . Ces

dans une progression
progressions sont en nombre ¢(m) .

Théoréme dz Dirichlet -

Soient a et m deux entiers > 0 tels que (a ’ m) =1 .

On note P n = {p £P l p = a {(mod m) }- .

a,
. 1
Alors la densité de P nat .
- Ta, n @(m)
&=> lin SN S ]
Re(s)>1 o oo

(P- désigne 1l'ensemble de tous les nombres premiers).
Corollaire : Si (a, m) =1 » L'enscemble P c3t infini .
RR— T &, m ——————=

La dém~ustration sera donnée plus tard.

II - Générateurs du groupe cyclique 2/m2 -

Proposition

a € 2/mZ est un générateur <==§ o est inversible pour la multiplication,

Démcnstration

Si a est un generateur, ¢ B=o0o = B =0 car q est premier A g

' . . !
L'application Bs—3 o 8 ast donc injective de Z/w2 dans Z/mz

par suite, elle est bijective.

Donc 1 est dans 1'image ; i1 existe B tel que o B == et
. ~ b ’ . a

est inversi a réci b v
| ersible, la Teciproque est évidente.

Exemple

L =8 ;

1 ’ 3, 5 | i .
. sont e ) H v

pPropre inverse,



- 137 -

Définitionm:: ' "

on note G(m) 1le groupe multiplicatif des &1éments inversibles de

_ 2/nZ .

Exercice

Structure de G(m)
1) m=p  , p premier , P £2 .
Alors G(m) est Eycli;qafd‘ordre pa—1(p-1) .
1y a. ® (pm"1 (p~1)) générateurs, soit pa"2 (p-2) 9 (p~1) .

J1 faut en trouver effectivement un.

Exemples :
+

n=9 clw) = (21,22, 24} o
2'est générateur : ] ’

2
2, 2° = 4, 23=8=.-1.24=-2:.2§=-4» 2® =1 .

. . -+ i " )

.m=21. (J(m)':*{"1,:2’-149i59:7':8ii10';‘:”’:13] *
2 est générateur ) . ' ) ) |

2 3

} 29='-1'nco’ 218:1 . ~

a
m =

¥a , 2 engendre le groupe multiplicatif‘ G(3d7 e

On montre que pour chaque p premier impair, il existe un entier dont le

‘ a
classe (mod P ) engendre le groupe multiplicatif G(pa) y Yo

2) m_= 2°

il

. m=2 , G(2)

{11 .

. m=4 , c(4) groupe cyclique d'ordre 2 engendré par

i

la classe de (-1) ;
o
. m=2 ,u>3 .
a .
Alors G(a ) est isomorphe au produit d'un groupe cyclique d'ordre 2

engendré ‘ ' .
(engendré par la classe de (1)) et d'un groupe dtordre 2%

(engendréspar la classe de 3 (mod 2a))
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3) m=m' m" P (m' , n") = 1.

Alors G(m) est isomorphe & G(m') x G(m").

Exercice. Montrer que si G(m) est cyclique et non réduit & 1'éliment

neutre, on a :

- ou bien m 4 ,
a

- ou bien m P (p premier impair, o 2 1)

Il

2poC (p premier impair, a 1).

- ou bien m

Théoréme (sans démonstration).

Tout groupe abdlien fini G est isomorphe & un produit de groupes
cycliques dont les ordres sont des puissances de nombres premiers. Le nombre de
ces groupes cycliques, ainsi que lcurs ordres, sont déterminés de fagon unigue.

(on n'aura pas & utiliser ce théoréme).
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‘G (rutés multiplicativement) .

-

aracteres des groupes abéhen_s flm

cplicat.y 27
1.~ Un caractére 'X, est un homomorphisme de G dans le groupe multiplica

. ] runitd Car ol
2.- Conséquence : 'les Y(x), c¢u x¢€G, sont des racines de l'unite <u
n o ny )
= Card G, alors (X(x)) =%Nx )= X)) =1
3.~ Si '(l et 'X2 sont deux caractéres de G, on définit leur produrt 'th‘z
’/ . 5 X carastire de
ar la formule : (’)(1 '/(,2)(:() ==')(.1 (x). 'Xz(x). Alors \1 'X2 est un carastér

{gvident) .
~

iti R t, commutative 1t
ette loi de ccimposition dans 1'ensemble G des caractlres de G est commu 1
ssociative ; elle pessede un élement neutre qui est le caractero trivial egal & 1

ur teut élément de G 3 on le note 1. .

Y

fgﬁ_é_(]_gencé : G est un groupe abélien, car v 7{, G, 3 'X,' € G tels que 'X,‘X,'

1
' est aéfani par VxeG, %X(x) e

4finition ¢ le groupe G s'appelle le dual du groupe G.

4.~ Propositior.

. ~

5i* G est un groupe cyclique d'ordre n, alors G est aussi cyclique d'ordre n.
,

mann e adticn ¢

Scit a un générateur de G ; alors G = {a, az,..., a" = 1} , les autres géné

ateurs de G étant les ak tels que (k, r) = 1. Dans ce cas, un caractere X de

est entitrement déterminé quand on conpait Kfa), car Vp, 'X.(ap) o (a))p On
t Xa) € ¢° 5 quelles

é‘ceas.uire est que [X(a):ln =‘X(-an) =X(1) =

valeurs a-i-on le droit de donner & *Y{a) ? Une czndition

1, i.e. que K (a) soit une raine

.

~ieme de l'unité.

wetrons que cetbs condition est suffisante :

Soit u une racine n-ieme de 1'unité, et posons X(ak) 2 uk.

=

le gecond membre

» dépend que de la classe de k (modulo n) car u =1 par hypothi‘)sa ; donec la

;}.a'bion précédente définit bien une fonction X i on verlfle que 'X, est bien un’
3, : . ‘
aactire, et on a bien ¥(a) = u. A1n51 1'ensemble des caractdres du groupe cyelique

est en correspondance bijective avec l'ensemble des racines n-ieémes de l'unité

R .
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; donc la correspondance

a) =u u ; aj = u,u
.si ]a( ). 1 et %2(5) = 27 alors (X1‘X2)( ) 1 2} !
. yelig ar le grcupe
écédente est un isomorphisme de groupes. Le groupe G est cyclique, ¢
préc

. : i 3 acine
‘multiplicatif des racines n-idmes de 1'unité est cyclique (engendré par une r
multiplicati :

primitive n--iéme de 1'unité).

inj i : G — ! un homomeoyr-
5. Soient G et G' deux groupes finis et soit @: G > G

A

5 i = LN
phisme. Soit G le dual de G, G' celui de G'. Un élément X! € G est un

- -~ 4 S enon mn
l)() m me ! -—--) 3 2 us compoisons K et y nou

caractére X = X' o PE G. L'application
%7 NG -y G
(A= X=X o ¢

ainsi définie est un homomorphisme de groupes (vérification evidente).

Conclusion.
A tout homomorphisme ¢ G -—>» G' ., on associe 1'homomorphisme
Fa¥ a ~
. Wi G'—s G,

Si on a trois groupes G, G', G" ot deux homomorphismes P: G —> G, qj; G'—» G,
alors on a les trois groupes G, G', G" et deux homomorphismes ¢:G - G

q’: é" —— é'

G _iﬁ9 G* _%19 G

éll ly;, Gp :‘f; G

/\ , ~ ,
et on vérifie que qu g e ¢ o 4’ (ettention & l'ordre !),

On dit alors que 1le dual G de G est défini comme foncteur contravariant de G

(cf. les espaces vecforiels ¢ le dual E* d'un espace vectoriel E est un foncteur

contravariant de E).

Eﬂsé?méym@9%1‘4159<91999£§__9 X

So1t X un caractire de G x Gt X est un homomorphisme @ X G' —y ¢,

Si (x, x') e G x G', ona (x, x) = (x, 1) , (1, x) v Done

x(x, x') = x(x, 1) . x(1, x). Considécong l'épplication X+ x(x, 1) de ¢ dans
i Clest un hom, is ( -
¢’est un homomorphisme cap x(x1x2, 1) = xL(xl,I)(xz,l)] = x(x',I). x(xz,l).

Cette applicaticn €5t donc un caractidre de @G,
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-

. G
a donc x(x, 1) = x’(x) 9 cu XI 3

A
-

s G! .
X“yx') X2(x.)’ Ouy Xz € ' '
= G G jéter iné ar la dcnnee
. 0y . € G! scnt dé ermines pa
a; X(x’ x.) = X1(x) Xz(x.)9 ou X‘ e G e.t Xz

caractere Y.
i i i G dans G x G' définie par
] § si - i 1l'application canonique de
résumé si on note par 1
/

Lapplicadion ’ -
) (x, 1) et par i' : G' —> G x G! (ﬁﬁfinie par i'(x') = (1, x'), ona les
<) = (x, 3

hémas suivants 3

G —:}—} G X G' "“X‘) C* A
s i A
X —> (x, 1) —> X‘(X) GxG' -—» G
cn a -
- ;
G' ——> G x G Xy ¢* ity
v
x!' —> (1, xV) —> Xz(x') : é'
éorame . Soit G/;\G' —> G x G 1'homomorphisme défini par 1 et 17, a
A - . AN
voir x +—» (i(x), i'(x)). Cet homomorphisme est un isomorphisme de G w G' =zur
x G'.
monstration.
A PN 7\
On définit un homomorphisme de G x G' dans G x G' pavr :
) -
(g7 xp) 1==> [(x, x") 1=, (%) 3y (x") ]
. /\ - - - ’ . .
on compose cette application avec l'hcmemorphsime de’” @ x G' Zurs G x G' défini

ns 1'énoncé, on trouve l'identité dans un sens z2omme daus l'autre ; done les deux

nomorphismes sont des iscmorphismes, réciproques l'un de l'autre.
aclusion,
Le groupe dual diun produit G x G' s'identifie au produit des duvaux de G et

arque : Il ne faut pas creoire que si G- et G' sont cycliques, G x G' soii

:lique!

actéres d'un groupe quotient G/H.

t p la projection canonique de G dans G/H

oA

3 on a alors 1'homomorphisme

A "~ N v
G/H —» G P s'explicite ainsi : 1 un caractdre x de G/H elle associe

caractire de G défini par la composition G ;R; G/H _la c*
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P

a) Montrons que 1'homomorphisme P

-

est une iniection , c'est-&-dire que son
lnjectlon

; i o S |
ddyau est réduit a 1'élément neutre. Or si X est tel que X o p =1, alors‘ X

car p est surjective C.Q.F.DT

a

o AN p
On a ainsi la suite exacte {1} —» G/H —=>5G .

-

b) Quels sont les caractéres de G qu'on obtient dans 1'image de p?

Le caractére x o p prend la valeur 1 sur H. Réciproquement, scit X' un carac-

tere de G tel que, YV xeH, x'(x) =1 ; alers on peut passer au quotient et X'

induit un homomorphisme ¥ : G/H —y €* , et ona la relation x' = Y o p. Donc

A "

si on note i 1'application canonique : G —3» H on a la suite exacte

- ~

\ A . rS A )
{11 —3 G/H NR? G _i9 H , puisque Im p = Ker i .

A

~

¢) Montrons que 1 est surjectif.
Par définition, i(y) = x|H. Dire que i est surjectif, c'est dire que tout caracs

tére de H provient par restriction & H d'un caractére de G, ou encore ¢
~ Proposition. Tout caractére de H peut se prolenger en un caractere de G.

*

Démonstration.

Seit H wun sous-espace de ‘G, et soit ¥ un caractére de H. On

'

H < G cherche un homomorphisme ---3 de G dans €* prolongeant x. -

| Si G =H, alors ¥ ”réppnd a4 la question.

Si G % H, alors’il;existé ‘x &G tel que x ¢ Hy; x et H engendrent un sous-

T.groupen 61 _de G ﬁ C G’ c G. Pour résoudre le prcbleme, il suffit de montrer
" " ! : ) / ’
qu:on p?ut pr?longer X & G1 car si G % G alors on recommence avec

o

. HC ijc 62 € G. Cog@e G est flnl, on neé fera qu'un nombre tini de fois cette

L

T

“'gpération, ' ‘ ' - 4 . : \

- On va donc supposer que G = ‘ '
PP que 61 et on appellera encore un prolongement cherché

; .
- I1 faut done déflnlr x(x). Or la classe do x dans G/H est d'ordre fini, Il
| I

existe donc une pulssa“ce qui soit 1'élément neutre dans G/H s soit n le pl
| ‘ ) plus
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. 4 ' n n, P
‘.ﬁetit entier n tel que x € H (i.e. xn' = e) ; alors (x(x)" = x(x7) est déja

1

cénnu. Soit donc O € € tel que a® =_x(xn). Montrons qu'il existe un caractere

x et un seul de G qui prolonge X sur H et qui satisfait a x(x) =o .
En effet tout élément de G s'écrit sous la forme g = <P h, ot hgH et pE Ne

i

‘Posons alors
P . P .
x(x" h) = o° x(h) 3
ceci définit ¥, & condition Qhe la valeur du deuxitme membre ne dépende pas de la

manidre d'écrire g sous la forme x® h , vérifions~1le. Pour cela montrons que

gi- x®'h =1 dans G, alors o x(k) = 1 dans ¢ . or

Pe Homs pokn =) af = (&M% = (O™ w=peh = X

Ph;:‘l:::‘,»x
, \ }
=) ¥ x(h) = [x(xn)]i x{x kn) = x{1) = 1, car Y est un caractére sur H. ¥ .

étant ainsi bien défini, on vérifie facilement que X est un homomorphisme de G

dans ¢* , qui prolonge bien le caractére y donné sur I ; C.Q.P.D.

Conséquence de cette propositicn : on a la suite exacte '
1 * -, ' ‘

o ~\ hi¢ " :
{1} -3 GfH ...&; G ...L,ﬁ.._.a {1]

‘Théoréme. Si G est un groupe abélien fini, on a Card é = Card G.

A\

. “.‘Démonstratjon'

On fait une récurrence sur l*ordre (=: cardinal) de G.
a) Si Cgrd G =1, alors Card é = 1,

b) Si G est cyclique, nous savons que le théordtme est vrai.

c) Si @ n'est pas .cyclique, soit y 4 Vs yeG; y engendre un sous-groupe

cyclique H de G

QODSldérons la sulte exacte 3 {1} ._., H—> G -9 G/H 3 {1] On a
) 11 - na

;.
b Card G/H :

‘ .ar /H ¢ Card-. G. H étant cynllque, on. & CardJ Card H et par 1'hypoth§sq“

0

I 8 .

’ .
H e "
| de récurrence, Card G/H = Card G/H. Consxdérant 1% suite exacte ' | i

1 - ' { t . . ‘gf‘ .
H — (o/m)" G — H — m on a leslrﬂlﬂ,tlons 5 -

. ! v ' L : “
Card H x Card (G/H) o ' .
Card G Card (G/H) x Card ﬁ z.:. C&I‘d G = CardG L :

Card G

i
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o o S e

) : - e on a toujours
Dans une suite exacte, {1} —» G' —>» G ~--> G > gl}, | J

’

Card G = (Card G') x (Car@ G}

A

Etude du bidual G d'un groupe abellen G _fini.

-~

é est,par définition, le groupe des caractéres du groupe G, 'qui est lui aussa

N N * L .
- fini. Si x € G, 1ltapplication Y r--» x(x) de .G dans € est un caractore‘de

G , car (Xl XZ) (x) = x1(x, xz\x) {par défini:ion du produit Xy xz).
Soit i 1'application G —3 G définie par

b= [ xe=> x(0]

' e¢'est un homomorphisme de groupes, car X = x1 x2 =2 x(x) - X(X1) X(Xz) pour

"

. chaque x de G, et par suite le carvas®dre i{x) est le produit des caructéres

) et i(x,)).

1 2

* Théoréme. ., L'homomorphisme i : x k—a.[x F=-> x(x)J de G duns G es,'Ln isomsrphis—~

i{x

0\

b
+ me de groupes.

Démonstration.
a) L'application_ i est injective H cher<hons en effet son noyau :

Ker i :: ix €EG: VYye G y x(x) = ].
{‘Montrons que X € Ker i ¢==) x =1, ou encore que si x % 1, x €G, il existe

. X €G tel que x(x) * 1.

; ‘$oit xje G, =x + 13 alors ¥ engendre un souSwgroupe cyciique ‘H de G avec

"

:'Card H 4‘1. Alors H est engendré par un caractere X de H dont la Valeur sur x

"est une racine primitive k-idme de l'unlté ot k = o

i = ordre de X w Card H -~ comme
,k + 1, on a: x(x) % 1. Nou: savons que nous pouvons prolonger ce carautere X de

H en un caractére ge G qui est bien tel que x(x) + 1. C.Q.F.D..
b} L'application i est surjective,
- Utilisons 1e théoréme précédent H Card G = Carq G

j_en remplagant G par G on .

a‘ulars Card G = Card G s et par conséquent Cafd G = Card G g Comme. i G ~%'é
“ gat lnjectlve, elle est leectlve¢. C.Q.F.D,
;j;, ‘ :

.
[ T
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& s'identifie au dual de l'autre. ‘ )
Théordtme . Soit x wun caractére de G ; alore

y
0. EN X g 1)

I RTE |
x € G Card G =si yx == 1

Démonstration,.

te- 8i x =1, évident,
2.~ 81 y % 1, alors 3 y€G : xly; % 1. Cho:sissons un tel y. On a

E : x(x) = }uﬂ x(xy)s en effes 1'application x4¢—>» xy de G dans G
x €G

étant bijective, xy décrit une fo:s et une zaule G. Or x(xy) - x{x) x(y), d'ob

Z:j x(x) = x(y) (5  x(x)) dans €, Comme  x(y) ¢ 1, on en dédui*

x € G X € G
x € G

o

+Cas particulier :

- Soit G un groupe cy:liqus d'ordre Ly =t 553t a un générateur de G , on

va domner une autre démonstration du thésréma dans ce cas particulier. On veut
I k S ok |
calculer E : x{a") = }:J [X(a)J .
k=1 k =1

. o .k -
T Si oy =1 =3 x(a) :- x(a’) =1 =) }j x(ak) :: Card G = n,
| -

2.~ Si ¥ % 1, xla) 415 alers x(a) est une racine n-idme ; soit d

" son ordre qui divise n. On“a donc [ x(a)] 1, dln v d 22,
Il y & a puissances de x(a) distinctes ot chacune de ces valeurs se retrouvye
n d ‘ a
no | k, n & S )
g fois ==$liz h x(a") = 3 }.4 (a )e _ 0; | x(a ) est la somme de
, = & bk ~

.\ 1 '
unité, dene 1a somme des racines du polynfme xd—l = 0

-

toutes les racines d-iéme§ de 1!

Pour d > 2 ; clest le ccefflclent de del, c!est donc nul. |

\ ,
Soit x un éi¢ment donné de G ;‘!,
i

2. X(X)‘—-r ot

X € G Card G si x L q

‘Théoréme dual.-

P
-




VA6

a:

G ({(compte tenu du fait que G & G).

‘en remplagant G par G , et G paf

TSI TR IR

On s'intéresse au dual éf;). du grouge multiplicatif G(m) des éléments 1nver—

m Soit
sibles de &/ mZ . On sait que Card G{m) = ?(m)) donc Card G(m) ?( ). .

' lica=
X e-df;) ; x estun homomorphisme G(m) —» € j n peut relever cette appltic

tion sur l;ensemble‘ E(m) des entiers premiers 3 m : on compose X &vec 1'appli~
cation caponigue de E(m) sur G(m), et on notera encore X cette application de
E(m) dans tc* .
On a alors  x(ab) = : x(a) x(b)) et yla) ne dépend que de la claszse de & (modulo
m), a étant supposé premier & 1.
Définition. On prolonge X 3 E({m) —» ¢' en une application x 3 & -=> ¢, en
posant x(a) =0 si (a, m) 4 1. On vérifie 3
L) xe) =0 &=y (e m) 41
| (2) X(éb) == x(a) x{b) quels que soient a et be X

{2) x(a) ne dépend que de la nlasse de a ‘modulo M

Une telle fonction ¥ s'appelle un caractére modulo m.

L'ensemble de ces fonctions est en correspondance bijective avec le groupe

~
dual G(m) ; elles sont en nombre Q(m).

Dans toute la suite, m sera fixé et X désignera un caractére modulo m.

o e o s

C(s) = 2:3 lg pour Re(s) % 1.

=]

L(s, %) == 2:3 ligl pour Re(s) > 1
n>1 n

Propriétés de L(s, x) -

la série de =ommej
' 1.~ On est sOr que ih(s, X)

converge "normalement dans tout dem1*p1an

Re(s) » «« > 1 5, L(s, x) est donc holomorphe pour Re(s) > 1 { elle dépend

-

évidemment du caractdre X mcdulo m. !
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2.~ Si on considdre le produit infini - ! I (1 - x(p)) il est normalement

‘convergent dans tout demi-plan Re(s) > o > 1 ; sa valeur est une fonctlon holomor-

~ phe, qui ne s'annule jamais, dans le demi-plan. Re(s) > 0.

Théoréme. On a

. 1
(1) L(s = g
> | X =TT
: pe P’
vDémons-tration.
"Soit P'c P, P' fini ; ona
]
1 ‘ (p) . x(p)
= l | (1« X021 L X2 0y ))
x(p) S 28 LN ]
I:g;" (1= -;;-) pe P! p p

.rl;“ x(pY) Pg—;?' * o Ky ned n’
¢

ol : M N est-ll'ensemble des entiers dont tous les fucteurs premiers appartien-
hent nent 4 P!, “ .
En passant h la limite on obtient immédiatement le théoréme cherché.

' Cas particulier..

x=1 est le caractdre trivial : i1 est égal 4 1 surles n prexﬁiers L m,
] ’

& 0 su; les autres entiers n. On a alors :
Lisy 1) = 3 L-‘« T -
n €N n® pPevr 1 - L '
(n,m)=1 ° pinm p° .

pn constate que’ L(g, 1) ne différe de t‘;(s) que pour 'un produit fi i
- ! n ‘! .

| B 1O (r[ Cwey .
L . : P m 1- "'-'- ! ‘ ' ' s )
P

E(s) — —

el ST

- p|m 1;"*;'
P

ou encore
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Définition.

x(p)
£hs) =2 0
X peEr p

Proposition.

e

(2)

i

1 1 -1 -
— = o) 2;3 x(a) fx(s) pour Re(s) > 1,

-
=}

p €

i

oh P = { PEP : p=a (md m) } ;, et ci la sommation est étendue A tous les
a

caractéres modulo m.

Démonstration.

fx(s) est une fonction holomorphe pour Re(s) > 1, car c'est une série partielle
de la série L(s, x), qui converge normalement dans tout demi-plan Re(s) > & > 1,

D'autre part, 1la ~E : est finie.
A ” |

D'aprés la définition de la fonction fy(s), on a :

\"‘1 -
T sy =5 X x() s x(a”! p)

x(a) | . .
pe P p° pEP P
Done |
-1 - -
2T e () w3 (3 Xe By o e ) o e
X PEP P
P & G(m).

Si p € G(m), on a,d'aprés la relation fondamentale des caracteéres,

-

57T g -
2 |

. -1
0, si a p21 (moa m)
| Card G(m) , si a-lp =1 (mod m).
) 'Oxl- P = a (mod m) ¢=> pE Pa¢-—;§ aqp =1 (modAm’)‘ A
' I

' . - -—1 T : n
= ziJ x(a " p) = Card G(m) = @(m) et par conséquen
- ¢ P qu vt

-1 1 |
Zx] x(a) £(s) =gm 7 L ¢’

‘Do .. -1 ¥ IR
0 24 5 GTm) 2 x(a) I(s) pourn  Re(s)y 1 g
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‘Dans 1a relation (1) ci~-dessus, prenons les logarithmes

(1) log L(s, x) = »_, =~ log (1 -~ -75@))
peEP _ p°

Dans le second membre, on a pris la détermination principale de log(1-u) pour

lul & 1 ; la série converge, et sa somme définit la détermination de log L(s, x)

pour laquelle la relation (1') est vraie. Les deux membres sont alors des fonctions

holomorrhes de s pour Re(s) > 1.

Théoreme 1. log L(s, x) - fx(s) se prolcngs en ure fonction *&(s) holomorphe

LI

pour Re(s) >
[En particulier, 4&(s) est holomorphe au voisinage de s :: 1.]
(Démonstration plus loin).

Corollaire. Compte tenu de la propesition ci-dessus (formule (2)), on voit que

-1 ‘ o -1

E : x(a)”" log L(s, x) - 2;4 —_— E ' y(a q)(s) se prolonge en une fonction
, X .

X PEP p’

holomorphe pour Re(s) S % .

t
a ‘ ’

Conclusion : pour étudier le comportement de }‘jP 3 quand s tend vers 1, il

P E B

suffira d'étudier le comportement de log L{s, x} lorsque s —» 1, pour chaque

\

caractére .
(1) x est le caractére trivial ; donc x(a)~, 3.  On sait que

= ' 1 :
c(S) = L(S, 1) H e Donc log c(s) = log L\S, ]) - %3 log (] - 1_3)
pim

1- —-

s
N p
Or nous - l— ﬂ
savons que log(1 ps) est holomorphe pour Re(s) $ 0 et par conséquent
1 .
log(1 -~ —)  est holomorphe r R !
2. = Phe pour Re(s) » 0. D'autre part, log §(s) - log por

N )

est holomorphe au veisinage do s e .  Done log L(s, 1) = log s est holomorphe

1u voisinage de s - 1.

(2) x n'est pas le caractére trivial, : !

[

"héoréme 2, i v 4 . S
e x.* Vooalors L(s, x) se prolonge en une fonction holomorphs pour

te(s) > 0, dont la valeur pour s :: 1

est différente de zéro. - :

(Démonstration plus loin), » ' }
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compte tenu du corollaire au théoreme 1, on voit que

Conséquence :
?(m) (5 : 1_) - log _lT est holomarphe au wvoisinage de 8 = 1.
S~
I)GP; ps

D'ou

. 1
lim T ( E:} :
s -» 1 log 77 P € Pa P
Re(s) > 1

.n!-a
S
£
=]

. Or le premier membre est, par définition la densité de Pa' Nous avons donc ainsi

lidémontré le théoréme de Dirichle’, en utilisant les théordmes 1 et 2. Il restez &
Y :

' prouver ces deux théoremes.

i'Démonstration du théoréme 1.

La démonstration va étre analogue A la ddémonstration (déji donnéde plus haut) du

: o
fait que log &(s) - ’nJ ~§=ﬂ\P(s) est holomorphe pour Re(s) » 1 .
peEPD ‘ 2
- On a ici :
log L(s, x) = 31 - log |1 - XSPl_] .
pEFP pa
Par hypothdse + 1. Pour un p domné, si Ra(s) >0 ona ,lﬁgl!< 1 et par
)
conséquent
x(®) . x(p) . 12 . x(p)? p
- log[ 1 - A2 L KR xR xie)T L x(e)
] S 25 33 s ';‘“; teeo
P P 2p P np
‘Done
2 3 n > ,
- log[ 1 - X®)7 _x(p) _ x(p)% _ x(p) (
g[ s ] s Zg~ T TagT teeet Z"E%E Foe = 4) (s),
P P P P np P
ggfonction holomorphe pour Re(s) > 0.
0 - o ‘ '
) nya ma.]ore1" LHP(S) ° ‘Sl Re(s) >0 > 0, alors'
1o . ¢
, Iq’l(s)l<-—--—-+-—‘-._-._+ 1 1 v 0 1
. Y - 20 ) 3a oot - toao :;-—---_.; k +o— .
2p 3p ~ ap™ 2p° % “ & * pzc&"'"')'




- 151 =~

1
’ 2 P “) |
>0C . our
Si o > % , on a donc I \Pp(s)! < }-;—2—&— pour Re(s) > 3
| EZ: 2 ; i E :' (s) est norpalement conver-
la série 5% converge ; donc la §ér1e R \Pp :
pE€PDp '

! fonction holomorphe
gente pour Re(s) > o > 5 3 .sa somme \P(s) ' est d:mc une fon
1
pour Re(s) > 3¢

(p) 1 .
Conclusion. - Log L(s, x) - E :')'('_%' est holomorphe pour Re(s) > 3 cequ
: PEP p
démontre. le théoreme 1.
Démonstration du théoréme 2. On va prouver deux choses

" a) premidére assertion : si ¥ -} 1, alors L(s, X) est holomorphe pour Re(s) > C.

Pour cela, on utilise le :

Lemme 1.
"n s L
— U s 1 diti :
Si on a une série E : = , ol les ane € vérifient la condition
: n>1
Vu, v EN, , ‘ﬁ A fixe ,
n = u+l
a
alors la série E -—-2 converge pour Re(s) > 0, et converge uniformément
' n>1ln

ur tout compact K contenu dans la bande Re(s) > 0 .

«a somme de cette série est donc une fonction holomorphe pour Re(s) > 0.

)émonstration.
- _ ) _ u o8
) Sou", u EIN? et posons o-u(s) = nz;1 ;5 . Soit. VEN, uxgv;
lors : !
. v a
) - gyl = 372

‘"n=u+l n

1 toutes ces sommes partielles tendent uniformément vers zérg quand u et v ->+ 0,

lors d‘ap;és le ‘critére de Cauchy, on aura démontré la convergence un:.forme de la

$rie,
' .

1 pose A - z: a

| N n = y+i
T hypothése, on a lAu‘,v’ < Or (tr’ansformatio:l d'Abel)

n



v-1 . »
1 1 1

(1) o (s)-q/s)= A (= - ) + A — -

v u né;;1 u,n’ s (n+1)s u,v 8

On va majorer ';% - s, pour Re(s) >a>0.0na
n (n+1)
+1 n+1

a1 =Sf“ oL =af L arou :
n®  (n+1)® n St 0% (ne)® n X
yo i Ly
n (n+1) n (n+1) n

»

on déduit alors de (1) :
(2) Jo,(s) = o (a)] < allel + ). L,

Quel que soit v > u , et quel que soit s te? que Re(s) > a .

Comme o > O, cv(s) - cu(s) tend vers 0 quand u - 4+ ; si 8 appartient i

un compact K coptenu dans Re(s) > 0, il existe o > 0 et k> O tels que

Re(s) }.a et Isl < k , donc (2) prouve la convergence uniforme, et le lemme { est

prouvé. .



Pour prouver la ‘premidre assertion”, il reste a vérifier que la seérie

L(s, x) = 2:: X(:) satisfait & l'hypoth¥se du lemme.

n>»1 n

'
I E : x(n)l par une constante A indé—
n = u+l

Iei a = x(n). Il s'agit de majorer
‘pendante de u et v .

‘Pour cela, utilisons la relation des caractéres : ¥(n) ne dépend que du reste de n

(modulo m). Regardons d'abord ce qui se passe quand on somme sur une péricde

u+m ,
2:3 x(n) = '2:: x(n) = O puisque x # 1 par hypothdse.
n = utl neG '

m

v

Donc quand on considdre ) | x(n), c'est égal & une somme de moins de m termes
, n = utt .
consécutifs, et par conséquent une somme qui a au plus Q(m) termes non nuls ;

comme chacun d'eux est de valeur absolue un,

" utl u+m  u+2m
) v
v _ ’ .
On a l > x(n)| < @(m) , qui est la constante A cherchée.
: n = u+l B N ’
) Conclusion. La somme de la série j{: x(n) est une fonction L(s, x) holomor
| ————— , . s ' -
n>»1 n '

phe pour Re(s)> 0, sous 1'hypothése que ¥y % 1.

b) Deuxidme assertion s

L 2 si X~*.1 y alors L(1, x) * 0 (ieci, L(f, x) dési-

l . . . .
gne la valeur, pour 5 1, de la fonction L(s, ¥) qui, on vient de le voir, est

holomorphe pour Re(s) > 0).



" Démonstration.

Considérons gm(s) = ]Xl L(s, x) , le preduit étant étendu & tous les carac-

téres modulo m. C'est un produit de Cf(m) termes dont 1'un, celui relatif 2

X = 1; admet un pSle simple en s =1 (avec résidu égal & 1),
On sait aussi que L(s, y) est holomorphe pour Re(s) > 0 si x %.1. Donc
dire que L(1, x) 4+ 0 pour tout x + 1, c'est dire que § m(s), qui est méromor-

phe pour Re(s) > O .comme produit de @(m) ~ 1 fonctions holomorphes et d'une fonc

tion méromorphe, a effectivement un pdle au point s = 1, ou encore que & (s)
m

n'est pas holamorphe pour Re(s) > 0. C'est ce qui nous reste & démontrer.

Or ans) est un produit fini de produits infinis :

N - TT _ x(p)q -1
an(b) T;T- pebP [1 p° ] pour Re(s) > 1.
On peut échenger l'ordre des froduits : on a
- x(p)q ~1 -1
c el = L TIDv - 2877 T 7T sy ™
P peP s
’ p/dm P

car  x(p) =0 si p divise m.
Considérgns le polyndme en une indéterminde X g I I[l - x(p) K] .
: X
.C'est un polynéme P(X) de degré (f(m).
Lemme 2.
Si : _ £(p)
iy f i y alors P(X) = [ 1-x'P ] g(P)’ ou f£(p) est l'ordre de

dans le groupe G(m), et ou g(p) = %(m) .
P

p

Démonstration du lemme 2.

P@ = TT0 - x(o) 5], ot i
‘ p) X ou ‘
. ) [ A ]y X parcourt.levdua} de G(m); x(p) est une racine
tipj-ieme de 1. On va montrer que lorsque ¥ parcourt é?;), x(p) prend g(p)
| ‘ 4 g\p
fois chaque racine  f(p)-itme qe 1. ‘ |
Dans G(m), 1a classe de

P engendre uIl‘ groupe Cyclique Gl. .d'OrdI’e f(p) par
’

. définition de f£(p),



it G" le grouﬁe guotient G(m]/G'o On a alors ‘la suite exacte -
;) —_— G — G(m) —>» G" —> (1), €t onen déduit la suite exacte ¢

(1) —r é" -—> G/(\m) — (3" —3 (1) o

L'homomorphisme é?;) — 8' est celui qui, & chaque caractire X de G(w),
ssocie sa restriction 4 G's Dans le noyau 6", ilya g(p) ¢léments j donc
our chaque careactere de G' ily a- g{p) carccteres de G(m) qui l'induisent.
insi : quelle que.soit la racine f(p)-ieme de l'unité 0, il existe exacteuent

(p) caractires x tels que x(p) = 0 o Donc

P(X) = [T [t~ x(p) X] = {_’[;[(1 -0 X)] g(p) ,
S

[1 reste & vérifier que . :
l {(1~0x) ::1~xf(P)_‘
0

Or on sait que i l(X - 9) = X}(P) - 1. Faisons le changement de varieble
o

. . 1 1 \ . s
X —> ¥ et i1 vient 'QI(Y - Q) = ;?TET -1 I1 suffit alors de multiplier
les deux membres par Yf(p)c

Dans l'identité du lemme 2, remplagons maintenant X par x(p)

« on obtient 3

s /
P
& ()= 7T [ (- X2y T 1 ,
" p,{ m -~EJ— ps J p,{ o [1 ~(l§)f(P)jg(57
1Y
. 1 f(P)‘g(P)
3i on développe en série [1 - («EJ } , on trouve
P
L I G 1 3

§.J f{p) sk

K>t [ 7]

N . . bl‘;p
% les coefficients5ont des entiers > 0. - Si on multiplie toutes ces séries pour

r : ' a
' Xﬂh terme §,terme, on trouve une série de la forme g (s) = 2:? '_n ol
o s )
)

HZ"n

1= 1, et ol beaucoup de a_ sont nuls ; mais c'est une série & coefficients

nhiers ‘2_0. C'estAle dével | ie’ " : |
oppement en série de Dirichlet de la fonction Qm(s).

n i L .
sait que cette série converge pour Re(s) > 1, car tous les calculs prdcédents
&

ont licites pour Re(s) > 1.



Proposition.
a
: n \ na as pour t
. n s) ne ccnverge p P
La série >, — e Gy
n>1ln

outes lea ynlaura

~ réelles >0 de 8o

Démonstration.

4ri > " v b 28 , et quidiverge
11 suffit de trouver une putre série 2 | 2, eu b Leg q

~

woy b

ol

.-..,_---. --v—-

£
. . ) ey e o . ‘thode
pour ‘certalns réels > O Pour cela dévelavprns pnr une putre méthe L ~f\0/ J

g(P) "'f q .‘_21)' S’ g(p)

7(....- 1 (——-) B (‘ + p (p).- + P . kp) +o-o)

~f(p.s
o (v s gtp) , (-20(p)s a(p)

- . ~fi{p)s, -2fipls. &Y
2 (18P B (p ) :
' Oﬁ voit que les coefficients bk . scnt majorés par ceux de cette zérie qui n'est
autre que
1 + ! + ! + + ..-..1. - 4
;&G;YE 2qmm7< ree kqun)s Leey

4

puisque  £(p) g(p) : (f(m)
Quand on fait le produit dez séries relatives aux p X m, _ies ceefficients a, son™

. majorés par ceux de la série =

I o -:-in&tN | (n, m)-:l}.
Mais on verra (cf. remarque ci-dessous) que cette derniére série diverge pour

.§'= 1?%57, qui est un réel > 0.

.

a

o . n
Donc & fortiori la série n§1 ;; (qui représeqte C', (s) pour Re(s)> 1) di-~

L 1
_verge pour 8 = ﬂn_l')- . C.0.P.D.

: ) . | ‘

L

On va malntenant utiliser ce ré :
ser ce résultat pour prouver ce qu'on désire, & savoir-:

n!

z;m(s) * n'sst pas holomorphe pour Re(s) > 0.

‘ Pour cela, nous utlleerons le lemme suivant s



emme 3
.emme 2

®

2 : 2 4 coefficienty a_ 20,
® ' n
nx1

| Si on a une série de Dirichlet f£(s8) =

jui converge pour Re(s) > & , et si sa somme’ £(s), qui est holomorphe pour

te(s) » & , se prolonge en une fonction holomorphe dans une bande Re(s) > ﬁ

( /3 { &), alors la série converge aussi pour Re(s) )/3 .

a) Démonstration du lommee ,

. 8 Re(s) 4
On se place sur l'axe réel puisque 'n i = n e
Y

: a
IiE! = ._...;..? - « Yar hypoth2se Z: ..g converge sur
ns nw 8 ) n Z‘ n
0 !/3 l(x ] of , + m(:°

Y

Imaginons que 2_. -—-v converge pour Re(s) > B' et que sa somme f£(s) soit
n'z 1 n®

holomorphe en s au voisinage de /3' ; alors la série converge aussi pour
32/3'- € (& » 0) ; ouencore :
Si la série converge pour 8 > (& el si £(s) est holomorphe au voisinage de

s = O, alors ells converge pour s > O ~ & (& > 0)s Coci est une assertion

qu'il s'agit de prouver, et qui entralne évidemment le lemme 3, Quapt & cette

assertion, elle résulte de la :

LProposition«

&
Soit f(s) =) | — (an > 0) une série qui converge pour 8 > & » Si ka
> n®

émmm‘éy, qui est holomorphe pour Re(s) > O, se prolonge en une fonction holomorphe

centré
dans un disque ouvertlen ¥ réel (¥ » o) et con-
tenant Of, alors la série converge en tout point réel

s .intérieur au disque,

Démonstration,

On peut supposer X = 0 (par translatioP sur s).

Ecrlvons le développement de Taylor de la fonction dans

le dlsque t
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‘('1) - 2(s) = 2, L o) s* . °
. - p20 |

Oh seit qu'il converge dans tout le disque o £ est holomorphes

» pour calculer les dérivées successives de £ au point 0, on peut dériver

» . a . )
terme k terme la série 2:} ~§ (puisqu'elle converge unifoymément au voisinage
n>»t! n
de 0). Il vient : 2
. a (-log n
(p) - n -3 _ -alogn
£ e’ (0) = ni;_'_"‘ ——— car @B =@ N

Soit

(_1)P f(P)(O) - 2:: an(log n)?’,
n y 1

. Supposcns donc 8 réel négatif, wais s dans le disque, et posons 8 = - Y,
tER ., (1) devient

ne p
fey = 5 0P e ope 30D gy e, T
' p>0 ! p>0n21 pe o m

C'est une gérie double & termes > 0, on peut donc sommer par rapport & 1'indice n

d'abord ¢

P
) = 3w (3T I (e )P
‘ n>1 p>0 P

p. H
— -t P X
' 3 2;0 o1 {log n) est la série de Taylor de la fonction nt, aérie qui converge pour

P
. 1 t
:toute valeur de f. Qonc p;Z;o T (log n)? =n , et par suite

£-t) = 21 = S

n>1 n
! . .
. faisant le ch i i i » H 2
f e c angemént de variable t |—» - s, il vient £(s) = 3 ) —% )
. n21n
ot —_ est bien conve o
n2;;1 S ) rgente lorsque -5 est & gauche de O et intérieur

au disque.

Nous avons donc bi i .
' 1e§ démont{éA la proposition et par suite le lemme 3.

;Ceéi'nous permet d'en’ édui '
'. déduire que Qm(s) n'‘est pas holomorphe pour Ra(s) > O‘,

oar en vertu du lemﬁe 3 1la séri ' i
a série de l;m(s) devrait converger pour tout §iréel D> O



. 1 ' .
or on a vu qu'elle diverge pour s = W I

On a donc enfin prouvé la "deuxitme assertion”, et le théoréme 2 est dimontrd.

Remarque :
. 1 ‘
Démont » > y
montrons de deux fagons différente que R m divergo pour

s=-$—}m )’01‘1 N ={n €EN : (n, m) =1}

.y , b 1
Ceci s'exprime encore ainsi - =4 o,
. ~ n
nelN
(nym) 1

" a) On sait que Zj

- 1 , .
=+o, O Y 5 n'en diffdre que par un nombre

fini de termes.

1 1
De plus Z_:’ > < Zj ) d'oll le résultat ,
P 6 P~ néeN - ~
pd m (n,m)=1
b) 1oL | |
k pour Re(s) > 1, 0
' (nym)= 1 n® "

1T - —

‘C(S)z(T‘E _._._._ (T—l; | ‘11 )

pe€ 1 .- —
p p|m . P

Soit §(s) = q 1-; %X (produit fini),
_ (n =1n E

) ' ,
r lorsque 8 ~y 1, | E(s) —» @, ot par conséquent ; ] —

. . ] m
- | | _ (n =1 p° -I
;uugd B 31, ' !

(.) [3: MWMM]'\_.. O’“ el Ly m 4t ‘w W Lt
omtum  d4n ‘{&M Premnitne 1\»4,.“,1‘»&. S q L. }:A..Mk i‘\"’?‘k'
T-wt‘ ,wm da lo. {w\\. "'rta\...d‘ (or: £ o aatny ?,4' ot oo
'\mw, & . D ‘ ' o
| . . 4 a " ‘.
A R AR

3 m.\ (M.M)p't €54



./ THEORIW de  GALOLS . Applications./ .

M

u k" corps de base. Rappelons (sczns démonstration) le s

'aThéoréme de Steinitz : H‘KID k, K algébrique sur k, tel que tout polynéme

€ X] se décompose dans K[X] .
 A1ors tou£ polyndme € KEX] se décompose dans K[X] » Cette derniére propr:iété

s}exprime en disant que K est algébriquement clos. Dans la suite on supposera

k ¢ & algébriquement clos .(I1 n'est pas nécessaire que supposer que R  goit
 ¥ne exteﬁsion elgébrique de k). Dens les applications que nous ferons, og
f prendra Q= ¢ (corps des nombres complexes).
‘Défin;gigg. Soit x € R, x algébrique sur k., Les conjugués dg X sont, par
 définition, les racines de P(X) dans Q, ou P désigne le Polynéme minimal de
1& sur k., La relation de conjugnison est une relation d'équiValence, car
Yy conj. de x <=> Iﬂ&) =0 ¢=>» P est le polynéme minimal de y (pﬁisque P est
irréductible), d'od :
Deux éléments sont cénjugaés & ils sont algébriques sur g et ont le méme polynbme

‘minimal sur k.
¢ -

Soat Peg k[XJ irréductible ; alors P se décompose dans C[XJ, et P oest
‘polyndme minimal de chacune de ses racines, Question : P peut-il avoir des raci-

nes multiples ? Vbici la réponse

- Soit P' 1le polynfme dérivé, Les racines multiples de P sont les racines du
Pegsceds (P, PY), - Puisque P est irréductible, ce Pegeceds est P oy 1.
{

8P % 0, ”'deg(p.g.cnd.) <deg P, donc le Pegeced. est 1, toutes les racines

[ ! .
.de P sont simples., §i P' = 0, toutes les racines de P sont multiples,
Exemple s En céractéristique 0} P(X) = XP+..., v )
_ . -1 :
P'(X) :: n X° +...l n'est pas identiquement nul
car n + 0. ;

'Défjnition t  Soit K une extension algébrique de K ; og dit que X €K est

‘ %éBEE&ng ur k siles recines dau Polynéme minimal f'_de,_x;“sont toutes simplés.

I1 en est toujours ainsj en caractéristique 0,
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-
1)

. ctéristiq: remier) e
Examinons meintenant le caa de la carwctéristique P .(p premi

n . .
i 3 ibl ur Ko
P(X) = E : ey Xk y o= 1, P ipréductible s
k=0

-1 : -2
P'(X) = n Xn + (n"“) B:n~1 xn +eoe
PUR) =0 &> 8 =0 pw ok s
P c i irréductible (Réciproque fausse:
mais aloxs P(X) = Pl(x )y, et P1 est évidemment irreduc

P .
i ot i X) = X* ne l'est pas)e.

par exemple P1(Y) = Y est irréductible, mais P(X) ,

P‘(X) a-t-il des racines multiples 7 On est rumené au méme problewme pour P1. Por

' r
) . . dant
‘péeurrence, on voit gque P(X) = Q(X‘ )y, on Q estun polynéme irréductible da

toutes les racines sont simplese Dans QfXJ, Q se décompaose . oY) = T:T&Y-bi),
r
. p )
les b. € £ étant tous distineis . On a donc P(X) = Ijl (x* - bi)' Comme
' i

. r
Q est algébriquement clos, 3 a € Q tel que (uj)p =b, . Alors

r r r r r
X b =X @)= E- a,.l)P , d'ol P(X) = (T, T (X~ ai))*’ . les
i i 4
Jtant distinets. Les a, sont ies recines de P(X) ; cheocune d'ellesest d'ordre
., T
épal & D .

Remarque tsi k € k1<: K, x €K, x séparable sur k =3 x sépuruble su? k‘

(car le polyndme minimal P1 de x sur k1 est un diviseur du polynéme minimal

P de x sur k 3 si les racines de P sont simples, celles de P1 sont simples)s
' Rappel . Soit k< K, x€ X, 'algébrique sur k , tel que K~k x> , 50US~COTPSs
‘engéndré par k et x. Soit P(X) le polynéme minimal de x sur ko

Probléme :; Trouver les homomorphismes K —» € qui laissent fixes les éléments de

k (ou, comme on dit, les k-~homomorphismes K'~> R)s Ou a vu qu'un tel homomorphisme $

~.

‘est défini par 1'élément @ (x) € 2, qui est une rucine arbitraire du polynbme

P(X). Ainsi les homomorphismes cherchés sont en correspondance bijective avec les

rrecines du polyndme ¥' dans €. Leur nombre est égal au degré de P si et seule-

.mant si x est séparable sur k ; en général leur nombre est un diviseur‘du degré

de P, opuisque les racines de P ont toutes le méme ordre de multiplicité



&
' v => K est
“Probléme : Soit plus généralenent Kk CKk ; avec [K.x k] £+ w (=> <
2robleme ¢

une extension algébrique de k). Scit‘ i 1'injection de k dans 'Q. On cherche

les homomorphismes : @3 K —» & qui prolongent ie

: k| est fini, il existe une suite dtéléments

X, ¢ K tels qixe k, = k<x1> ’ kz :z k‘ <x2>,¢.., kn = kn-1<xn> y fvec

x1,.n, 1
k ‘= K °
n
' Soit s
d1 = degré du polyndme minimal P1 de Xy sur I,
d{ ~ nombre des rucines distinctes de ?‘ dans fl
d2 = degré du polynéme minimal P2 de X, sur kt'
d! = nombre des rucines distinctes de P2 dans .
'dﬁ = degré du polynéme minimal Pn de x = sur knw1,

dé .z nombre des rucines distinctes de Pn dans Q.

d{ divise d‘, et lul est égal si et seulement st X est séparable sur k H
de méme pour dé, dz, etceooa Il y & exaclement d{ homomorphismes k‘ -

qui prolongent 1 j pour chacun d'eux il y & dé prolongements k2 -3 1 etCaese
: Donc il y a d{ soe dA prolongements de i  en un homomorphisme K —» Q.

O 'd{_oaj' d;» divise d1 P dn ’ et d'autre part

Ay een, 4y -—;[kl:k] [kz : k‘] D‘n‘ ka =[ K : k]

_EN.B. ¢ le nombre des homomorphismes cherchés est indépendant du choix de x‘,..,x ].
: n

1
X, est séparablg sur k‘,

j Si Xyrevey X, sont séparables .sur k , alors X, est séparcble sur Xk,

‘ h . - ' ' ) . . etvﬁnl.o

donc di .900. d:l ad d1vooo‘ ldn.n [K H k]o \

‘

. 8'i i 3 ,
§'il existe un X non séparsble sur k, alors le nombre des homomorphismes est

[k K]; car t isi :
 ;;$4[ : ]N;' e on peut choisir Xqroaoy X de fagon que x1 =x , et alors
d1' <d1, "donec d{ oeo dﬁ( [K 3‘ k] . .

N
t

0'0/...//"

/
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'béfinitiono Soit K une extension algébrique de k., On dit que K est scpara-
blé sur k  si Y xe K, x est séparable sur k. Cn vient de voir que s» K

est engendré par un nombre fini d'éléments sépargbles sur k,’ elors K est séparable

sur k. Ce qui précéde fournit une démonstration du théoréme suivant :

Théorémé : Soit K une extension de k, [K H k] { +w . Le nombre des, k-homomor-

K-~ 0 est un diviseur du degré [K : k]-; 11 est égal au degré s:

phismes

et seulement 5 K est sépareble sur k.

Transitivité des extensions géparahles : soit kCK CK' | [K' : k] <+ o,

S8i K est sépareble sur k et K' séparable sur K, alors K'! est sdparable sur

ke

Démonstretion : d'aprés le théoreme précédent, les homomorphismes K ——>» Q

qui proiongent 1'injection i : k ~—3 @ sont en nombre [K : k] ; chucun de ces
prolongeyents se prolonge de [K' ) KJ fegons en un homomorphisme K! ~w» R,
Donc 11 y a [K . kj o LK‘ : K] prolongements K' —) Q de i ; k —3 @,
. Or EK H kj [K' : K] = [K‘ 2 k]a D'epras le théoreéme précédent (appliqué & X

et K') il s'ensuit que K' est séparable sur k.

‘Remarque : Soit x € K. Soit P(X) le polynéme minimal de
.x sur k. Pour toute racine du polynéme P(X) , il existe un homonmorphisme

x> —» Q qui prolonge i : k —3 Q. Par le théordme de Zorn, on voit que 1'homow

worphisme k<x> -—» R peut lui-méme se prolonger en un homemorphisme K e R
dong
on a/prouvé la proposition suivante :

831 X est une extension algébrique de k , si x €X i
. : ri . s et si
. Proposition, /! Yy €@ est une racine quelconque du polynéme tininal P de x

Bur k, il existe au moins un k~homomorphisme

' g K—a Q tel que o(x) =y.
Probla ’ s'il existe

robléme,  Soit [K : k] < @. On cherchelun €lément x € K .qui, avec
K.

k, engendre

1ondition nécessaire, Considérons les 0;5 K—> Q qui prolongent i ; k -3 é '
R ' ‘f ;

83 x engendre K sur K, alors les éléments §(x) sont distincts

[En effet, s? X engendre K,_ la connaissence de 1'élément g-(x) détermine

l'homomorﬁhisma a]




i i < sépnri-
‘On va montrer que cette condition nécessaire est suffisante lorsquo K est . ]
ble sur k 3

sont distincts et si K est séparnble sur k, alors K = kgx>

si les g(x)

Pour le prouver :

Lemme : 8i rK ¢ kj ¢ ©, K séparable sur k, et si x€ K est tel que les
é1léments o}(x) et, crz(x) correspondent & deux k-homomorphismes distincts

oy ¢ K-> @ ot 0,3 K —3 @ soieat distincts, alors K .. kx>

Démonstration. FPulsque K est séparable sur kK, les O sont en nombre [K : kJ H
“les O (x) étant distincts, 11s sont auss:i en nombre [K ; k] . Or, d'apres la
proposition précédente, les g(x) sont exactement les racines du polynbme minimal

"de X. Comme ses racines sont simples, i1 est de Jegré [K . k] . et pur suite

[kex> - ] = deg P = [ . x].

v

‘Puisque k ¢ kex>C K, il s'ensuit que  kex> = Ko C.Q.FP.D.

Phéordme de 1'élément primitif.

N

Phéorems. Soit K wune extension de Iy [K : k] £+, K séparable sur K
- Alors il existe x € K tel que K = kx> .

Démonstretion ¢

fer ces : k est fini j alors K est fini, On sait alors que K est engendré

par un seul élément (si q = Cerd K, K est engendré par une racine primitive de
1téquation qu1 -1 =0},

2eme Cas : k est infini. De toute fagon, K est engendré sur k par un nombre

. fini d'éléments. Il suffira donc de montrer que si K est engendré sur k par o

et /3 , alors K peut &tre engendré sur k par un seul élément..

Faisons parsourir & ¢ 1l'ensemble des k-homomorphismes K —3 Q . On, cherche

un € k { : = .
c€ k tel que les gi{x+cf) = g(f) + ¢ g(A) soient tous distincts

(aloxv‘s o + cﬂ engendrera K sur k). Or supposons que

a.'(a') + ¢ ( 15 . ‘ .
" ¢ a;(f) 'O-j('a‘) * cd‘j(ﬁ) pour P43 (%) ; pour un couple (i,j)

donné, il existe au plus une valeur de

¢ satisfaisant & cette relation : car si

]
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puisque

.

“giron on aurait g; = cri,

7, (8) = o3(8), ome g3 () ¥ 6'(“) L

3 P - s

raire 0, (f) waj(ﬁ), (*) n'a lieu que pour ¢ = O'i(ﬂ)- o;(/:‘)

Ainsi, mises & part des valeurs de ¢ en nombre fini, on a

. est infini par hypothdse, on peut choisir ¢ en dehors de cbt'ensemble fini.

C.Q.F.D.

lorollaire : Soit K wune extension algébrique segarable de k. Supposons qu'il !
,xiste un entier n tel que, ¥ x € K, x ennule un polyndme unxtaxrc de k[X] de

legré au plus n. Alors [K : k] <.

démonstration : YL suffit de montrer que tout corps XK' tel que ke K'c K et que

K' : kK| (4w satisfait A [X* s K]&no Or, K' étant donné, J x € K' tel que
(' = kx> (théortme de l'élément primitit). D'aprés l'hypothése, le polyndme mini-

nal de x sur k est de degré £ n, donc [K‘ 5 k] £ n, C.Q.F.D,

’
ixtensiong normales.

\

Yéfinition., Soit k € K une extension algeébrique. ,0n dit que K est une extension
iormale de k si P irréde ] X] o une racine dans K => P se décompose en fac-

eurs de premier degré dans K[X] « Il revient, au méme de*dire que si x € K, le’

olyndme minimal de "x sur k se décompose dans KP(] .

xemple ¢ si K est algébriquement clos et algébrique sur k, alors K est normal 2
: \

1) f

ur Ko

yient k c.kl ¢ K. \

opositions K normal sur. Xk = K normal sur k‘. En effet, soit

P 1le polynBme k1—-minima1 de x €K,

Q 1le polyndme k-minimal de x € K H

' . . .
ors P divise Q.

r hypothdse, ) se décompose dans K (K étant normal sur k) j donc P se décom-

3e dans K. C.Q.F:iD.
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Soit toujours K une extension algébrique de k . Choisissons un

k-homomorphisme de K dans @ , qui identifie K & un sous—corps de Q .

Pour que K soit une extension normale de k , il faut et il suffit que le

rapport & k) de tout &1ément de K soit dans K (a priori,

conjugué (par

ce conjugué est un élément de R ). Ceci résulte aussitdt de la définition
d'une extension normale.

vais on sait, dtaprés unc proposition antérieure (page 162) que si
y € Q est k-conjugué dlun x € K, il existe un k-homomorphisme o 3 K—-Q
tel que o(x) =y . On en Aéduit aussitdt

Proposition.~ Four que K, uxtension.algébrique de X , plongée

dans € , soit unc extension norrale, il faat et il suffit que tout k-homo-

morphisme de K dansd Q envoiz K dans K (donc soit un gutomorphisme de

K+ cf. théoréme de la page 84) .

Exemple : Q(X) € X[, Adjorgnons a Kk ioutes les racines de Q ;~ on obvient le

‘n» 4 . - ~ il i
corps de décomposition K de @ sur k. Jo dis que I esl une extension normale

- de ko En effet, soit ¢ : K-» Q@ un k-homamorphisme. Soxent (x.) les‘racines
i

) | ‘ | - _ |
e Q(X) dans K. Puisque 6{xi) est une racine de Q(X), on a cr(xi) €K ;

et comme K est engendré par k et les x ., ona o (K) ¢ K, ﬂaﬁc K est pormal
" sur ko | |

Ca i i § - 3 .
s particulier : Supposorns LK 3 kJ =2 ; alers K est une extension normale de
k, car K = k¢ex> , ol x est racine d'un P(X] = <2 +bx+c¢ (b é € k)

' ’ i

i 1'aut i ~b - . .
; re racine est ~b -x € K, et par suite K est corps de décomposition de P(X)
g ! . .

- Attention 3

on n'a pa ] 1tivi i
. pas de frans;t;VLté pour les extensions normales (contrairement

‘A ¢ i i i b n
‘& ce qui a lieu pour les extensions--séparables)s Autrement dit, il se peut qu' 't‘
' A qu'on ai

Exenple : k=0, K=g42)c &

.

'.' 4 ' . ‘ o )
NS i 2 :
l"!\J est racine de X - g 3¢ ~donc 'Q(i/ﬁ) 'S'obtient

/

1



~166~
en ad301gnant a ol (/2) une racine o de X Vp, et on 8

[a2'/%) : g7 = [Q(a'/“‘ ;o)) - [Q(V’é) 1 g] =

normad 9'
Q(2174 est donc une extension normale (quadratique) d'une extension .quadratique)

de Q. Q(21/4 n'est pas une extension normale de @, car le polynéme  Q-ir-

4 /4,
réductible X4 - 2 & une racine 1/ dans Q(z 1/ ), mais la racine 27 I est

1/4). T

pas dans @(2

Probldme. Soit k C K, [K: K] <+ o. Existe~t-1l K' D> K, K' ncrmal sur k, tel qu
Plongeons KCQ ; .sous~ de Q
[k k] ¢+ o 7 /ohve voir qu'il y a effectivement un plus petit [corps - X' [satis-

faisant & ces conditions.

Seit E l'ensemble des k-homomorphismes K —> Q)
soit K' 1le sous-corp‘s engendré par les corps ¢(X), lorsque g parcourt l'ensem-
ble fini > | .

Proposition. Le sous-corps K' de & engendré par les oK) (g € Z:) est "

normal sur k,etdedwnéfMisw k.

'

Démonstration. Soit (xi) un systdme fini d'éléments de K qui engendrent K sur

ke Les o*(xi) (o ¢ parcourt 2:3 ) engendrent XK' (sur k). Ils sont en nombre fini.

Soit €: K' —> R un k-homomorphismes T(K') est le sous-carps de. 0 engen-

dré par les T(o(K)) = (Tog) (K)s Puisque T o @ est un homomorphisme

F(-;Q, Too €) ), donec Tor(K)c K's Ainsi €T(K') c K', ce qui montre

gue X' est normal sur k,

Théorie de Galois,

i §Y
' | iy

fotation ¢ si KDk est une extension, on note G(K', k)

le groups des k-automor-

)hismes de

K (automorph*smes de K laissant fixes les| é!,éments de k). On l1tappel~

e ,le groupe de Galois de K sur k. ) ‘ i !

xemple 3 soit Q(X) e k[x] v et soit K 1le corps de déc.omposition du polyn&me Q.

out ¢ € G(K, k) pormute les racines de Q, et ¢ eﬂt« déterminé quand on

I i
' ' . i
‘ : . ~‘r

|
|

|

|

mna!ans
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connalt la permutation qu'il définit sur les raclnes_(pulsque K gst engendré pa

‘k et les racines de Q). Ainsi G(K, k) stidentifie & un sous—-groupe du groupe

Q; ce sous—groupe est transitif dens 1'ensemble

des permutations des racines de H

seulement si Q(X) est irréductitle sur K. (Exercice : le

des racines si et

 démontrer).

Théordme 1. Soit Kok, [K : kJ & 4+ o Pour que l'extension K de k soit

normale et séparable, i1 faut et 1 suffit que

Card G(K, k) ~ [K ¢ K] «

Démonstration. Suppesons K uormalt et séparabloe Puisque K est normale l'ensem-

ble des lk~automorphismes de K n'est autre qﬁe 1'ensenble des k-homomorphismes

K — Q; puisque K est séparable, leur nombre est égal & [K i k] °
Réciproquement, si Card G(K, k) = [K H k]; le nombre des k-homomorphismes

K = R est Z.[K H k] , et comme c'est un diviseur de [K : k], il lui est égals

bgci signifie que tout k~homomorphisme K —» € est un automorphisme de K, done

K est une extension normale de ke De plus le nombre des k-homomorphismes K = Q

étant EK ; k]’, i'extension est séparable. C.Q.F.D

Remarque : dens tous les cas, le Cardinal de G(K, k) divise [K.s k] (Exercicel)e
DéPinition, Soit K wun corps. Soit G un groups d'automorphismes de K.

G
On note X 1'onsemble des x € K tels que ¢ix) =x, YOE€ G

P 1  iti G G
ropositions K est un sous-corps de K (le démontrer). Si oun pose K =k,

il est évident que G(K, k) > G,

. - .

Définitions KDk est une extension galoisienns 4> k = KG(K’ k) ; autrement

dit, tout élément de K invariant par le groupe de Galois G(K, k) appartient & k.

'

- Théordme 2, Soit K3 k, extension de degré fini [K'k] » Alors

| K galoisien sur ké¢=> K normal et séparable sur k. |

Démonstration, Prouvons d'abord &==

Soi Lo

oit x e.K, fixe par G(K, k) ; on veut monirer que x € ko Soit P 1lg¢ poly

nfme minimal de x ; toutes ses racines sont dans K, et elles~sont‘aimplea
[ ]
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( . = i est
§oit y wune racine de P 3 g € G(K, k) tel que o (x) = y. Puisque X

% & r G(K, k) ona y = Xe Donc P nfa qu'une racine : il est du premier
ixe pa ’
degré, et par suite x € ko

Prouvons maintenant = . Pour cela, on a utiliser un @

Lemme : Soit G un groupe fini d'automorphismes d'un corps K. Alors K est une
. G | i ves
extension normale et séparable de k = K De plus, si X € K, 1le degré du poly-

ndme minimal de x sur k est égal au nombre des transformés distincts de x par

Go

Démonstration du lemmej  soient (xi) les transformés distincts de x € K par @,

Alors G permute les X.. Le polyndme unitaire syent pour racines simples les X
i :

st 0(X) = b 3 X““‘ +p, x9~3 Fooot (.4)n P, ot n désigne le nombre des x,

et ol P1 = 2:3 xl
i
P2 = 2:: xi Xj

i

pn == X‘ x2 voe xn

, _ ; . .
(dans E:} X, hj, par exemple, on somme sur l'ensemble des parties {L,q} a deux

éléments). Alors Pyroees Ik;ﬁ K sont des éléments invarients par G. Donc

0.

i}

P, € k pour i = 1,0es;, n; et par suite o(X) € x{x’} . or Q(x)
Q est donc un multiple de polyndme minimal P de x sur k ; mais P doit avoir

pour racines les X, donc P = Q, Ainsi le polyndme minimal de x & toutes ses

racines dans K, et elles sont simples. Ceci prouve que K est une extension

normale et séparable de k. Le lemme est démontré.

e mm——— -

Fin de la démonstration du théoréme 2. Supposons K galoisien sur k. Appliquons

le lemme au groupe G(K, k) =+ G ; alors KG = k puisque K est galoisien, Le

!

lemme dit alors que K est normal et séparable sur. K. | !
. |

Théoréme 3. Soit K un corps, et soit G un groupse fini~d'automorph£smes de K.

" Pogsons ¥ - k . ’

/ l
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| 0o i 1pizience de Kk
aors ¢ (1) K est ure extension galoizience ;
Alors : ;

-

(i) [x: k] = card G . -

G .

(1i1) o(¥, k)

Dmonstration ¢ on & gvidemment GC G'(K,'k) . I1 stensuit que-

klw KG(K’ k) , donc K es?t galoisien sur Kk (par aéfinition).

¢ : 25 son normale et sépa-
Dlapres le théoréme 2 (ou e 1emme)l K est une extension

rable, done (tnéorime 1) Card c(K,k) = [K : k] .

Soit n = card G . Dlaprés le lemme, 1e degré du polyndme minimal de n'im-
porte quel X est &N .

D'aprés un résultat antérieurs, coci entratne [K 3 k] ¢ r (parce que K o=t
séparable)’

dtou card G(K, k) < eard G et comme G & é(x, X) , on conglut

G:—:C(K, R)) .

et (K : k] = caxd G

SITUATION GALOISIENNE |

Orn. se place dans la situaticxn auivante ¢
k<X , K galoisien sur k [K : k] < 4o
(k et X sont donnés une fois pour toutes).

Scit k' un corps tel que kc k't < X ; alors (k! séparable sur k

K galoisien sur k’ti
[car tout élément de k' eat séparable sur- k , puiSquewﬁK eat
‘séparable sur k ; de plus K étant normal (resp. séparsble) sur k

est normal (resp. séparable) sar k'] .

A un tel corps k' nous asscciors le groups G(K, k') , SulS=-roupe

dg c(X, X) ..Alors le sous-corps de K formé des x invariants

par (K, x') n'est autre‘que k' 4 puisque X est galo{sien

o kU,

,uolt,malntenan§ Q! Un Sous~gioups, de G(K, k) .3 hous lui associons le  B80uSw

]
corpe K des éléments de X invariants par G' . Le groupe de Galois

| Gl
GlK, X }) est alors @' (théortme 3).
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Donc les deux applications qu'on.a définies k! - G(K,-k') ’

QY - KG' sont des bijections (réciproques l'ure de l'autre) qui mettant en

-gorrespondancs bijective 1'ensemble des sous-corps k' tsls gue kckxtck ,

et 1'ensemble des sous-groupes da G(X, k) .

‘

Probldme : A quelle condition doit satisfairn le sous-groups G' < G(K, k)

pour que le sous-corps correspondant

'
. k' = KG

soit une extension normale de k ? Il revient au méne de demander que k!

solt galoisien sur k (puisqua de toute fagon k' est séparable suwr k) ,

-1‘Théoréme 4 -

Pour qus k' w r® pott rormel sur k , 11 feut et il suffit que
G solt un sous-groupe distingud de G(K, k) . S'il en est ;insi, k' ast
stable par G(K, k)., et la restriction de chequa . ¢ € G(K, k) au aous-corgs
&kf induit un homomorphisme |

6(Ky ¥) —~-3 G(K!, k)

‘l_qu{ est surjectif et a pour noyau 6(x, k) A. Autrement dit, on a une suite
exacte o |

(1) —— 6Ky K)oy (K, k) 6(K') k) e (1)
1‘ qui identifie G(k', k) au groupe quotient (K, ¥)/a(x, k) ,

Démonstration -

 Soient g€ G(K, k) , .7 ¢ (K, k'),

On a -1
gt g € G(K..c(k')) (évident) ,

| Done si G(K, k') o3t distingud dans a(x, .x) ‘) OB A
() ek, o(x))= a(k, x)’

quel que soit ¢ € (K, k) ’ Mais.lg relation (1) slgnifie que q(g,) = k!

(cf. correspondance bijective entre B0US-COTP3 6t Sous-groupes) Mtrement it
. . A L] )

k! '
%' eat stable pour G(K..k). » @ qui exprime précisément Que k' est une

extens;qn normale dg

.

e s s -
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Réciproquemeﬁt, si Kkt ést stable pour ¢(X, k) , l'homomorphisme
Ae restriction G(K, k) ——) C(k', k) est surjectif, car tout k-homomor-
| phisme k' —) k' se prolonge en un k~homomorphisme X — Q. , qui est en
fait uﬁ k-automorphisme de K (K &tant normal sur k). Enfin, le noyau de
. G(K,’k).——é ¢(k', k) est évidemment G(K, k') , qui est donc un sous-groupe

distingué. Ceci achéve la démonstration.
. Exemple
. Supposozns [K:Xx])=p" , ppremier , X galoisien sur k , Alors il existe

k=k Ck 1 SN C7k1<: ko =K , tels que chaque 'ki soit galoisien sur
n Vi

'k, et [ki : kﬁf1] =p .
En effet, scit G = (X + X) ; onaCard ¢ = pn (théoréme 1).

On sait que coci entratne que le centre de G contient un sous-groupa cyclique G’
dtordre p . G, est distingué, et Card (G/Gi) = pn“'1 . On recommence avec

*G/G1, s dore 3 G2 ’ tel que 02/01_ S0it un Scus-groupe cyclique d'ordre P

da centre de G/G1 . Alors G, ©st distingué dans ¢ , Card(G/Gz) = pn—a

Par récurrencs on construit ainsi

(1) = GCeEg .., G, =G , tous distingudés les uns dans
les autres, avec Gi/ci y ©¢¥clique d'ordre p ,
lllsuffit alors de prendre pour k1,..., kh les sous-corps associés aux groupes

G“’“..'Gn Py
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PROBLEMES DE CONSTRUCTIONS GROMETRIQUES

2 2
* On se place dans la plan IR2 (msni de la forme quadratique X +f ).

Soit donné E R2 , ur ensemble do points dans le plan euclidiecn.
o) A

opérations possibles (rbgle du jeu) &
- tracer la droite nassait par 2 points dormés distincts (déjh‘
construits) ;

- tracer le cercle de centre A qui passe par B (A et B =

points déja construits) ;

- construire l: point d'interasction ds 2 droites déja tracées

(nen paralltles) ;
- construire ‘s'ils cxistent) les points d'intersection

d'un cerele et dlure droite
{dﬂ doux cercles

déja tracés.
Tous les points obtenus & partir des points de E par itération des constructiorns
permises constituent, par définition, llensemble des peints qu'on peut construire

& partir de ¥ avec la regle et le compas,

Exemples de problimes résolubles par les construations précédentes.

» construire la médiatrice d'un segment ;

« construire le symétrique d'un point par rapport ih un point,

& une droitej
« construe la droite perpendiculaire & une droite donnée D et passapt par un

v+ point P donnéi

]

o construire la paralléle & D menée par P : (cette construction montre que

Ilusuge de l'équerre)que l'on fait glisser le ﬂong‘d'une iéglejest licite)j

o 6tunt donné deux droites sécantes D‘ et DZ' asonstruire leurs deux bissectrices.

On sawt que deux points distincts O et A détermingnt une demiudrbite H |
. - - -- : ) ‘

:iPOLnis de la droits - OA qui sent du méme c81é de A que Ol;
|
==» on salt construire la bissecgrice intérieure
3 /
ar ~droi iatri /

un angle de demi~droites (comme médiatrice d'un segment convenable),

On sail distinguer une demi-droite
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Traduction algébrique.

ps
On se donne deux points dans le plan, notés 0, 1.
Ils définissent deux axes de coordonnées rectangu- 11
laires ; on oriente le plan en choissant une.des
demi-droites perpendiculaires en 0 4 la droite: . 5
U 1
joignant 0 et 1. Cela fait, on obtient une

bijection du plan suryle corps € des nombres complexes.

Probldme : Un ensemble E &€ ¢ étant donné (avec O € B, 1€ E), on se propose ¢
caractériser 1'ensemble K = K(E) des points de € que 1l'on peut obtenir & parti:
des points de B par des constructions fuites au moyen de la rtgle et du compas.

Théortme 1. K est un sous-corps de €, stable par la conjugaison 2z +—» 2 I

plus, tout polyndme du second degré & coefficients dans X a ses racines dans K,

Démonstration.,

i et -i€ K: prendre les points d'intersection du cercle (0, 1) (de cent
. 0, passant par 1) avec la droite perpendiculaire au point 0, & la droite D jd

gnant 0 et 1.

z€K = z€eK, car z est symétrique .z par rapport & la droite D.

, 3 z€K = -z ¢K, car -z est symétrique de =z par rapport au point O,
‘ ,

N M=ntrons que z, € K, 2, € K = 2y + 2, € K. Pour cela, on construit le point
,/A

- milieu du segment d'extrémités z., et 2z

% ‘

de O par rapport & A.

2} puis on prend le point B, syuétriq

[Remargug ¢ on pourrait aussi construire le parallélogramme

-

zZ

2 z,4+2 !

mals cette construction tombe en défaut si les points 0,. z2, et 2z, sont alié éa
‘ 1 2 - nés
Montrons maintenant que € |
| q 2y K, z, € K = 242, € K. Il suffit de 1le Pro
lorsqu : : i
que 2z, £0 | et z, #0 ; tout revient 2 construire la demi-droite dont llarg

est ia-somme des argument : :
guments de z, et de Zyy et & porter sur cette demi~droite
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0
.

-

prebleémes,

Delnl-—(l!(l..' ‘:e A (l;()l .'g]lle M & S | d & é g lent. de
i J i n: 0 d I‘L 1 a gument Bst : somne
Yo . - E Y l‘l. 88 ArY um 3

e (gins E orte sur A, et A des
deux demi-droites A1 et A2 dicr.gine 0 cn p 1 2

o -~ -~ 18.

médiatrice D du segmsat M, M

; et on peut la symétrique A de la demi-droite
12 ,

* & (d'origine 0, passant yar 1) opur rapport & D
.o ,

Ao

Vo Produit de deux ncmbres a > 0 £% b >0 : On porte, sur une demi-droite A

déjh construite (et distincte de la demi-droite Ao d'origine 0, pasasant par N,

e e e

_?une.longueur égale & b, ce qui donne un Foint B; puis, par le point de Ao d'abs-’
cisse a on mbne la paralléle ¥ la droite joignant le point 1 de Ao au point

B ; elle coupe 4 on un point C ; 1la léngueur 0C est égale ay produit ab

et et o s

cherché,

o
ot

—~— 0 1 B A

Jusqu'a présent, on a prouve que K est wun Sous-groupe additif de ¢, stable

© pour la mﬁltiplication, et contenant 1 ¢ ¢,

’
Pour moptrer que X est un sSous-corps

' 11 suffit de pProuver que ' z €K {0; ' =5 !- € K.
‘ z
Or le point 7z 8 un argument opposé i celui de 2z, et gop module est l'inyerse de

lz) « 8i & ept 14 deni
0 3

}

~droite joignant ¢ 2, z, 1la demi-droite A"l Jjoignant

N

est la symétr'que de 4 par rapport & A i on peut donc 1g construire

(par éxemple en construi . A stol
| rulsant le symétrique dy Point z pap rapport X tko). Il resto:
~alors 3 Poxter sur A' yp, longueur égale 3 1

S » ol a:lzl

est conny,
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! d'un nombre a > 0 donné. Pour le résou
a —

-

" Dtou le probléne @ construire l'inverse

dre, An prociéde comme pour le produit (c?. figure)

A

/D 1 a8 AO

Pour achever la démonstration du théoreme 1, il Treste 3 prouver que tout poly-
néme du second deéré 3 coefficrenis dans K a ses racines dans XK. la formule don-~
pant les racines montre qu'il suffit de montrer ceci 3

Si z€C est tel gue 22 ¢ K, alors z €K,

Ceci revient & prouver deux choses .

(1) on peut, avec la rtgle et le compas, construire la droite bissectrice de l'angle
de deux demi-droites (or nous savons déjd ceci) ;

(2) on pedt, avec la reégle et le compas, construire la racine carrée vﬂf d'un nombre
réel & > 0. Montrons plus généralement que si a >0 et b » 0 sont donnés, on

peut construire Vab ; ceci résulte de la figure (en supposant par exemple b <£e

sy
N

Corollaire du théoréme 1.

Soit k 1le sous—corps de € engendré par l'ensemble dons

EC€, et soit K = K(E) 1le sous-corps formé des points qu'on peut obtenir & partir
" des points de E par des constructions faites au moyen de la fégle et du compas.

Sppposona qu'on ait une suite de sous~corps de ¢ :

k:‘:lk XX
OCk‘ckac, Ckn

tels que [ki 2 ki~1] w & pour 1 £1i4 n. Alors ku est _contenu dans K.

Démonstration du gorollaires

on le prouve par récurrence sur n. C'dst vrai pour

n =0, car k CK 'puisque K est un corps (th. 1). Si c'est vrai pour n-~1
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tout polynéme du second degré &

(n»0), ona k ,C K ; d'apres le théortme 1,

"coefficients dans k 1 a ses racines dans K ; or tout Xx € kn est racine d'un
N

polyndpe du second degré A coefficients dans kn—l' puisque [kn H kn—1] = 2

Done k € K. C.Q.F.D.

Théoreme 2. (Sorte de réciproque du corollaire). . -
et stable par 2.+ 2

¢ contenant 1 = Vet ¥, soit K = K(k) le sous=

Soit k un sous-corps de

corps de & formé des points constructibles avec la rogle et fe compas & partir des

points de k. Alors, i =z € K, il existe une suite de sous~—corps

k=k & 602
koi‘ kIc Ckn

N
[
IN
o]

* . -
(*) z €k, [ki : ki-~1] = 2 pour .1

On peut méme faire en sorte que , pour 1 £ ign,

Ry =k (‘/‘Y;) '

h Id
0 d.i € ki»l est réel » 0.

Avant de prouver le théoreme 2, énongons 3

Corollaire des théoremes 1 et 2. Un sous-corps k de G,f?fggf gfihézj;g:r que
—— -y L

z ¢ K(k) (i.es pour que 2z soit constructible avec la rigle et le compas & partir

.

des points de k), il faut et il suffit qu'il existe une suite de sous—corps

k=k ¢k c.ooCk‘
4] n

1

satisfaisant & la condition (*) du théortme 2

0

En effet, c'est suffisant (corollaire du théortme 1). Clest nécessair 1
e : le

théortme 2 1'affirme lors: i
que k contient i =<1 : gi
le corps k_ est stable par zw Z - (vérification i;ngggzg)posons k° = k)

Plapres le‘éhéoréme 2, si 2z € K(k), on a une suite
kCk € k, coo
o 1( QCkn

telle que

€k P k] = '
z‘ . [:ko, k_]-Z, [kiski_‘]=2 pour 1 ci<n,
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.ﬁonc la condition est nécessaire, et le corollaire est prouvé.

Démonstretion du théordme 2. Sdit k stable par 2z z,:et-contenant i. Il est‘cla

‘que z = x4+ iyek &= xek et yek. Par définition, un tel puint 2z

est dit rationnel sur k.,

Définition® On eppelle droite rationnelle sur k toute droite d'équation

ux + vy + w:= 0, ou u, v, v e k.

"Définition. On appelle cercle ratiomnel sur k tout cercle d'équation

x2+y2+o{x+ﬁy+b’=0, ol d‘,ﬁ,{e }f'
. Les assertions suivantes sont imuédiates :
~ La droite qui joint deux points distincts rationnels sur k est rationnelle sur
- Le cercle de centre P qui passe par Q, lorsque P et Q sont rationnels
sur k, est rautionnel sur k,
- Le point d'intersection de deux droites (sécantes) rationnelles sur k est ration.
nel sur k.

. Intersection de deux cercles rationnels sur k :

© e wx By a0, 00 EayPagian gy Y=o

tes points d'intersection sont aussi ceux du cercle (C) et de la droite

(D) (r=-¢r') x + (/3 »/3') y+ ¥ - ¥ =0 (qui est vide gi X =o' A r-',bo').
On est ramené & étudier les points d'intersection d'un cercle raticnnel sur k et d'une
droite rationnelle sur k., Pour cela, on doit résoudre une équation du second degré

a cogfficients dens k. Donc si les points d'intersection existent (i,e. sont réelas),

ils sont rationnels sur un corpz de la forme k(Vﬁ), ol d est un nombre réel >0

+qui appartient & k., Un tel corps k(Vd) est stable rar z v E, commer le corps k.,

Maintenant, le théortme 2 résulte évidemment des considérations précédentés.

Le corollaire des théordmes 1 et 2 (cf. ci~dessus) donne une conditién nécessaire

et suffisante pour que z ¢ € puisse &tre construit‘aveo la régle et 1e compas } -

y .d' stable par gz v» 2
dlde de points d'un sous~corps k de C,“’Cette condition n!

est pas encore trids
maniable, On en déduit néanmoins :
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ondition nécessaire pour que z € K(k) : c'est que .

(1) z soit algébrique sur k ;

soit une puissance de 2,

(2) le degré du polyndme minimal de z sur k

n
%n effet, ce degré est égal & [k(Z) t k] , qui divise [kn : kj, or [kn : kj = 2 j

n va montrer sur des exemples comment cette condition nécessaire peut Btre utilisée.

.

xenple 1 ¢ "quadrature du cercle ",

o problime (classique depuis 1'Antiquité) donsiste en ceci : construire un disque
ont l'aire soit égale & celle d'un carré de cdté donné,

. . \ +
On va voir qu'une telle construction n'est pans possible avec la régle et le

qupas . En effet, prenons comme uniié de longueur le c8té du carré. Lb rayon du
ﬁsque cherché est V%? ; 8l ce disque pouvait &tre construit par la rigle et le

ompas & partir du corps Q(i),i%p serait algébrique sur @, donc ¢ serait algé-
VS

rique sur @. Or Lindemann a démontré en 1882 que § est transcendant sur 7]
il ntest pas question de donner cette démonstretion ici), Du mdme coup se trouve

ouvée l'impossibilité de la "quadrature du cercle" (au sens des Grecs) .

emple & : “trisection de 1l'angle™.
stable par z - z

n se donne k C € ,"!—I;uis un « € k tel que ]orl = 1. On cherche & construire

: 3 . .
n z € € tel que z__ = o . Si on sait construire un tel z, alors on sait

o . . 2 . .2 .
1881 construire jz et j z, j - et J désignant les deux racines cubiques de

'unité, autres que 1. En effet, j et 32

? + X+ 1=

sont les racines de 1'équation

0, done peuvent &tre construits 4 partir de @ par la riégle et le compas.

+

-« Pour que 2z soit constructible & partir de k, il faut que 1le degré de

on polynéme minimal (sur k) soit une puissance de 2,

. A . . . . 3
* ¢e polyndme minimal divise X° - of ; donc il doit §tre de degré 1 ou 2, Mais

- . . .
'il est de degré 2, 1'une des trois racines a un Polyndéme minimal de degfé 1
»

ne est dans  k,

1 résumé, si les racines de 1

i

équation .X3 n O
v la rigle et le compas,

peuvent se construire i partir de k

l. ' . 3 .
une au moins d'entre elles appartient au corps k,
R \




-179-

3 . .
Réciproguement, si l'une des racines de X = o est dans k, les t;oxs racines

"sont constructibles par la.régle et le compas & partir de k.

J1 se pose alors le probléme suivant 3

Probldme : Soit donné un sous~corps k de € ; donnons-nous un o € € tel quc

et que k =k <a> soit stable Par z - I ;
la1 =1, J_ cherchons si 1'équation X = &  possdde une racine dans le corps

k = ko<(r> (condition nécessaire et suffisante pour que la donnée de ko et de

o¢ permette de.construire les trois racines cubiques de o par le regle et le

compas) .

Ce probleme a ou n'a pas de solution, suivant les valeurs de o, On va se

boriier & donner des exemples s

Proposition 1. Si ce probldme est nossible, ¢ est algébrique sur X .
o

Démonstration par-1l'absurde : supposons o transcendant sur kO. Alors le corps
k <o s'identifie au torps des fractions rationnolles kO(X) t chaque élémont de
ko<uﬂ) s'écrit d'une seule manidre comme une fraction rationnelle de o , & coe:
ficients dans ko. Supposons que le polynéme X3 - alt une racine dans ce

corps : on a donc des polyndmes

PR € k[X] , oM ex[X] , ot o

H

tels que

P(x) ) 3 ' PR

awr = -

n
2

cfest~é—dire

(Pe))? = a(o(ac))? = 0,

Puisque of est tr : | i i i
. anscandant sur ko' cecl implique que le polyn8me:

(r0)? - x(g(x))3

est identiquement nul, Or le degré de X(Q(X))3 éat =1 (mod 3) et celui d
: ’ ui de -

3
(P(X))” est =0 (mod 3). Contradiction }

. .

le problém ' i
e posé a une-solutloﬁﬁ“duus d'autres il n'en a pas.

Exemgle 1: k ='Q§ ot = e_g. ° Alors , 2;

o
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d‘s = 1. Le probldme a donc une solution ¢ on

satisfait & z3 = o , puisque
’ 2% on trois parties égales
peut, avec la régle et le compas, partager ltangle 5

(i1 suffit de 1e doublerl).

2] )
P KR i o’ =1 done o©of est bien
~ Exemple 2 3 ko = @, X =e . Cette fois on a '

8i 1téquation X? - o =0 avait une solution z dans 0 <&> ,

algébrique.

z pourrait &tre construit par la r}gle et le compas & partir de f, car

[Q <> ¢ Q] = 2, Donc l'un des nombres

2197 8 iar 1439
5 K2 9
e ? ¢ e 9 e

pourrait &tre construit a partir de @ par la regle et le compas. Or chacun d'eux
est racine primitive O-ieme de 1'unité (car 1, 4 et 7 sont premiers & 9). Donc
on pourrait construire toutes les racines O-itmes de l'unité par la rgfgle el le
compas. Or on prouvera pius loin que c'est impossible. La conclusion, izi, est

' 24r
“donc quion ne peut pns effeétuer la trisection de 1'angle  -5- au moyen de la rigle

- 217 3
et du compas , & partir du corps @ <e 3 > e

Revenons & la théorie générale : on va chercher une autre condition nécessgaire

et suffisante pour qu'un z € € donné puisse 8tre construit par la rigle et le compas

-~

& partir d'un corps k € C donné. .
: stable par 2z 2,

crdme 3. k ¢ C étant donné,£p0ur que 2z puisse &tre construit par la rdgle

.e compas ‘A partir de k , il faut et il suffit qu'il existe une extension normale

'K' de k, telle que le degré [k‘ H k] soit une puissance de 2, et.que 2z € k'.

N.B. : normale ¢ galoisienne, car la caractéristique de k &tant 0, toutes

les extensions sont séparables.
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" La condition es? nécessalre

: par hypcthése, on a
: i 1=2 2z €k .
K=k €k Coeo S [:ki ; kj‘_1_J , ]

' -—"‘ “ "
' 1 L s gi soit 2 | l'ensemble (fini)
Si k est normale, aiors on prend k' = kq 5 sinon, :

q 1 .

des k-homomorphisnes k ~y ¢ ren fait, le cardinal de E : est 2 ] ;  pour
q ) .
~ € § : , of(k) est un sous-corps de € ; soit k' le sous-corps ongendré
o q
E X i ' 1 ion

par les olk), lorsque ¢ parcourt 3 . On snit que k' est une exiens
) q ,

normale de k, et il reste & prouver que le degré [k' : k] est une puissance de

: i Ko
2, Or soient x1€ lH” X, e kzy..., xq € kq qui engendrent kq sur

6(x9959., 5{xq) engendrent c(kq) zur Ko
Considérons successtvement

T, = id, 0y Syieee Ecrivons la suite des éléments

X1v xzv"“'“v qu 0-2()(1).....,.,, 6-2\)(‘1)', 0—3(X]),..., 0"3(xq)9 oo
Ils engendrent k' sur k. Or chacun d'eux est :

ou quadratique sur le sous-corps engcndré par les précdédents
X ou appartient i ce SOUS-COID3e

Donc X' peut s'obtenir & purtir de k par une succession d'extensions quadratiquos.

’

=y [k' ¢ k] = puissance de 2.

La c¢rrd:ition est suftfisante . Soxt =z ¢ k', k' extensicn galoisienne de k,

. : n . . .
[ KJ =2 o On a vu, gréize & la théorie de Galois, que k' s'obtient & purtir

de k par des extensions quadratiques successives. Prouvons-le 3 nouveau,

n

°

Soit G ::G(k', X) ; ona Card G = 2

\ (déjd démontré))
Le zentze ds G contient un sous-groupe & deux éléments¥ Soit G
ew

Lemme
. . 1 )
11 ler correspond knm‘, tel que k € kn_“1 C k' ; kn’_1 s¢ conpose dos x € k

laissés fixes pa . . ; . .
aissés fixes par an1, On a Lk‘ : kn«ij ~ 2, ek k"m‘ est une oxtension gunloi-

sienne de k, car G st disvingué dans G

-1 (vnlnqu'il.ust contenu dans le

N
::elﬁ,le) » De \l_u.v. ‘ ‘k. : . n- 41 . '
‘ L n--1 SJ =2 '+ Donc, pur récurrenco, on obtiont une suite de

sous-corps k koc }H Cooo Cl&»l C k', chacun étant de degré 2 sur le précédent.

Purgque ‘ sl
Ureque z € k', 11 s'unsuit que z peul Gtro construitl par la rdgle ot le compus
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"' d'partir de ke

.

Corolleire du théordme 3 3 Soit P(X) 1le polynfme minimal de 2z wsur ke

Soit K 1le corps de décomposition de P {(sur k), c'est-ii-dire le mous-corps do

€ engendré prr k et les rucines de P(X). ‘

. L} .
_Alors, pour que 2z puisse &tre construit pir In rigle et le compns i pnrtir

de k, il frut et il suffit que 1le dcgré' [K : k] soit une puisxsnnce de 2,

Démonstration. K est une extension normc~le (donc gnleisiennc) de W'; cl'est

la plus petite extension normule contenunt =z, Si [K 3 k:] est une puissnnce de 2,

z est constructible (d'v.prés le théorime 3). Réciproguement, si 2 est construc—

tible, le corps k' du théortme 3 conticnt K, donc [K : k] divise [};' : k|,

et por suite [K : k] st une puissance de 2.
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| Construction_éggﬂgg}x;go.gg_g_’g__éggggggm%;g_ cbtés.

¢ e e e W

I RS

I]()b]b"le v on se dO e C t ° On eut COnStrull‘B -

n
plexes de X ~1:= 0.
| £it de
Ici on prend pour k le corps @ (engendré par 0 et 1). I1 suf
nstruire une racine primitive, i.e. une racine du polynéme cyclotomique
co .

P (X), den. Ts préoet q(n).
n

i fsulte v e d'Eisenstein) 1 le polynlie
. Admettons pouvr m fustent te résultnt suivant (théorime

a N ’ e
i ‘ i dr. "X, Alors si ¢{ esi une rrcine
.0y010t0ﬂ1quu Ml(“ o' lt!CdHLtl“La dins QLX] ; |
n
primitive ©- rn. d° Ltunitd (par exemple OF = o ), 1lo corps QL&D cngendrd

. . R . - Sduc—
par o est le . ape cblewu par cdjonction & @ d'une racine du polyniéme irrdéd

. tible Pq(k) Stac
! ] = y = .
Los w> &] ~ deg Pu (?(n)

L'aiileur: @ -x>» =t le se s-cor;s de € engendré par @ et toutes los racines

de Bn ; aunc, d‘upres le corollaire nu théortme 3, la condition

q(n) est une puissrnnce de 2

est nécesscire et suffisante pour que les rncines n-itmes de l"unité puissent 8tre

construites & partir de @

pur 1ln rigle et le compas,

Démonstration du théortme d'Eisenstein.

Par 1'absurde : supposons Pn(X) = Q1 (X) . QZ(X), Q, et Q2 étant des poly-

- nBmes unitaires & coefficients dans @, deg QtA) 0, deg Q2> 0. Alors, d'aprés

le lemme de Gauss, les coefficients de Q‘ et Q2 sont enréalité dans %.

~Pour chaque p premi:er,. on-,pe_ut donc considérer les polyn8mes QiP) ot Qgp)' ‘2

coefficients dans Fp, obtenus par réduction moduloe P

des coefficients de Qi at.
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. On aura
2 n e

p_flp) (X) = pr) (x) . Qép) (x).

;racinés de Q1, et les racines de Q2° Soient ( une racine de Qi’ /3 une
racin}e de Q‘:2 ; puisque ¢ et ﬁ sont des racines primitives, on a
A= ok , k entier tel que (k, n) = 1.

Soit k = PPy eoo 19 la décompesition de k en facteurs premiers (distincts

ounon) ; ona P, [ n pour tout i, Considérons la suite
1

P P 1
o wor |, 00 = (@) D, Oy = (el ) R

ce sont des x&cineé de Q1 ou de- Q2 ; comme la premidre est racine de Q‘, et
.la derniére est racine de Qz, il y o deux termes consécutifs de cette suite, soient
Y et XP (o p est l'un des pi) tels que
0,(¥) =0,  0,(¥") =0
Observons que p ne divise pas n. Donc les polynémes
0, (X) et 2,(xV)
" ont au moins une récine complexe commune ; leur p.g.ce.d. (qui est & coefficieats
dans @, et méme?dans Z A cause du lemme de Gauss) est un polynéme unitaire
R(X) de degré“2.1. Puisque R(X) divise Q,(X) et Qz(xp) a4 coefficients
-entiers, la réduction (mod p) montre que R(p)(X) divise Qgp)(X) et

(p) (4P (p)
Q2 (x*). Donc  Q (X) et Qép)(xP) ont une racine commune (soit u)

dans une extension algébrique convenabie de F . Or
(2) .
0« 0P - (P (u)?,

donc u est une racine communs 2 (p) (p) | (p) () (p)
Q," Tet Q,s et comme Pn = Ql 57 U est racine ‘

o ()
mul tipl ) rtiori ' -
A ? de Pn(X;, et a fortiori de XP~1. Or les racines de Xp-l sont simples
multiple ’

. ' ’ .
puisque n n'est pas multiple de la caractéristique p. D'od une contradiction, ce
: : ’

qui démontre le théordme.
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Ay d
Retour & la construction du polxgéne.réguller de n cdtes.,

-

i i : issance de
On a trouvé la condition nécessaire et suffisante : %>(n) est une pu .

Explicitons : soit .

. xPp o dk
ot 1

n=2 . p1 cea p2 3

étant des nombres premiers impairs distincts, .et od>0,

Pll”"’ P2
a_1219300y 0‘3{21. On a
o -1 S |
2% T L " (p,=1)... (p ~-1) si of > 1
1 k 1
- o) = of, -1 o -1
P1 coe pl{ (P1~1) Xy} (pk—1) . ?l a':: 0.

Pour que ;?(n) soit vme puissance de 2, 1l faut et il suffit que @
(i) dl :19'009 ‘X‘k ==1 ; '

(ii) Py= Ty, P~ 1 soient des puissances de 2.

Donc‘ : les‘ P premiers impairs f;guran effectivement dans le décomposition de
_ﬁ en facteurs‘prem*ers doivent €tre tels que P-1 soit une puissance de 2, et
ils figurent alors avec l'exposant 1.

Remarque o Soit n =n' pn s n' et n" opremiers entre eux ; pour que n
satisfasse 3 la condition précédente, il faut et il suffit que n' ¢t n" Yy
satisfassent, En fait, si 1'on o déjd construit le polyndme régulier de nt cBtés

et celui de n" cOtés, on construit celui de n c¢8tds comme suit : soient u et

VEZ tels que

' un' 4+ vz (Bezout) ;

1 v u
alors == = + = ,
A 29 2
done e M= (e ™) L (M )

(i1 sufeit d'aJouter deux angles déja connus),
D'aprds cette remarque, tout revient j construire les. polygones réguslers de

L8tés, p  étant un nombre premler tel que p-1

s0oit une puissance de. 2,

Cherchons ces nombres Premiers,
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emme - 4/5 ‘thw < - p SS d
I m ° P 1 4 :2 t’ I3 l l ] -t h -t I N .
°, sS1 p vl—/ L10TS en 1Lerx es ul-meme une ul ance (34

2.

[Démonstration . sinon h = h' h", avec h' impair > 3. Ona
h*. h!
Zh 4+ 1 = (2 ) + 1,

qui est divisible par 2 " + 1 en vertu de 1tidentité connue
n-3

1= (X#1) (x“’f\{- 2 .52 4.4 1) (n impair )]

D'aprés ce lemme, on a

L)
Y
—
+
&)

(2)

se note F (k-itme nombre de Fermat). La question ost

le nombre 1 + 2 K

i 5 5 T P est~il premier ?
maintenant : pouar quelles valeurs de k le nombre S D

Fermat avait conjecturd que Fk éteit premier pour tout k ; Gaussg a montré que
F5 n'est pas premier, et on conjecture aujourd'huir qu'il n'y o qu'un nombre fini
d'entiers k tels que Fk soit premier.

Voici les premiers nombres de Fermat :

F 23, I" =5y Fz -l 17’ 1“3—:257 7000

Ainsi les polygones réguliers de 3, 5, 17, 257,... c6tés sont constructibles par

la régle et le compas. On va donner maintenant la construction pour 3, 5 et 17.

Groupe de Galois du corps des racines m-idmes de 1l'unité.

Soit K DQ le corps de décomposition du polyndme éyclotomique Pm(X) ;  le
corps K est le sous-corps de € engendré par @ et les racines m-itmes de
1'unité. X est aussi le corps obtenu par adjonction & @ d'une racine du poly-
ndme irréductible Pm(X), donc

K = ( =
[K: 0] =aeg? (X) = ¢(m).

Cherchons le groupevde Galois G(K, @). Puisque K est une extension normale

de @, c'est une extension galoisienne (car la caractéfistique est 0), donc

(1) Cord G(K, 9) =[X : @] = @ (m).
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- " i ' -]
Cll()l 18 n une racine p ]n”‘o!Ve ¥ t»()ut(, il ne 1)! )lllthG S é(tlt ajors (
r ‘x y I

B € -
e dul l'u) \,“it bl 1 (1(‘ belllll V¢

Donc si o € G(X, @), il existe un k EG(:w.x) et un seul tel que
o(t) = ot

soit k{g) cet élément de G(m)s On a alers

(*) . o'(/S) . /,J,k(O")

pour toute racine m-idme de l'unité /3 » L'applicat:on o> k(o) est

homomorphisme du groupe G(K, @) dans le groupe multiplicatif G(m), car si

0';0‘20 6‘19 on oa

o(t) = g,( o () = Gz(ock(o'ﬂ) _ ko) -klo2)

9

- clest-b-dire k(0,0 O,) = k(o) e k(gy)- |

Cet homomorphis&le est injeztif, car k(@) détermine g par la formule (*). A
Comme G(K, @) et G{m) ont méme cardinal d'aprds (1), 11 s'ensuit que

" g t=> k(g) est bijectif, et définit donc un isomorphisme du proupe de Galois

- G(K, 9) sur le groﬁpe multiplicatif G(m) ; cet isomorphizme ne dépend pas du
choix de la racine primitive & o

Construction du polygone régulier de p cdtés. pour p premier tel que :

h
P = 1 + 2(2 ) .
. . o (2"
On sait que le groupe G{p) = IFP est cyclique d'ordre p ~ 1 = 2 « Soi

o un générateur de ce groupe (abélien)
Gk, 9) = o reees o772 P - 17 . |

On a la suite de sous~groupes emboftés (dcnt c'ha‘cun est d'indice 2 d&ans.le précdde

sous-groupe engendré par ‘"¢ D sous-groupe engendré par

4 -1
dré par @ Dseed  sous-groupe engendré par g 2 (M.

2
" D sous-grgupe engen-

- Par la théori{e de Galois, il leur correspond des sous-corps de K :

Q= kOC k1 C ]{2 C ¢ooC kl) - K, ol

k1 = {élémen‘xde K invariants par 0‘2}'

' , 2
k2 = {élements de K invariants par '0-2 }, otceso,

avee [ 5 k- 20
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: On va maintenant traiter explicitement les cas p=3,p=35 et p-= 17.

-

p=23 X3~1.~=0, PB(X)=X + X+ 1.

-;11-1\/'5

~Les racines de cette équation du second degré sont -~ 3 ’

de partie
réelle —1. Ces points sont sur le cercle unité.

2

'-,V-‘Construction s on trace la médiatrice du segment joignant 1les points 0 = (0, 0)

°
. i

P 4 et A' = (0, ~1), et on prend ses points d'inter-

’/"

section avec le cercle.

4] rd Variante: P et 0 sont les points d'intersection

du cercle unité et ## tercle de centre A' et de

f B .

rayon 1,
= 5 XS-,I.:O, PS(X)=X4+X3+X2+X+1=0.
2i4r

. 5
. 8oit = e ;2 engendre le groupe multiplicatif LF; ;i donc le groupe de Galois
| ’ 2
* est engendré par 03 X+—> & « Les transformés successifs de & par les puig-

sances de g sont

olor) = o , ocz 3
A(a) = ot = o) | |
Y (CIe \ : ]
o) = o™ < . d
) d.-1

~ Soient X = o(.;-(x“, .xt = a2+ o

+ Ona g(x)=x', o‘(x")=x,.

2 . :
et o laisse invariants x et x',

~Done x + x' et xx! sont invariants par le groupe de Galois : ils sont dans @

En fait : x-bx':o(-g.o(z.,.'o(-q.‘.d'z:_.uj

) -1, 2 - | ’ ’
SR T A S I~ FIPYC I S
N . N * ,
, . 2 -1 -2 ' -

Puisque s oy o |, o sont les quatre racines de 1'équation

LR R '
o +1 =0, dont la somme des racines est -1,
Ainsi x et x

-1 + /5

sont les racines de v¢ i 2 '
1'équation X"+ X1 = 0/ ; ces racines
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J5 - 1

-1 ot = e —
. En fait, la figure montrer que la racine >.0 est X = oo+ , dlou x 5
2
x! = V5 +1 Le corps k1, formé des éléments invariants par (o} ) est engen
=T T2 ,
dré par x et x' ; c'est 0(/5) ; puis [K: Q(ﬁ):[:Z. Observons que

1 V5 -1 AT _ 1, A
COS$=§X= ’ COST—EX' 4

E-N

-1 =1
Si 1'on veut o , 1la relation & + (o = x montre que o et o sont les

racines de l'équatioh

(1) Yz - X Y + 1 = On
i 2 oy o2 ' 2 _x'z41=0
De méme & et o sont les racines de Z x ..
291 .
o= e > est la racine de (1) dont la partie imaginaire est > 0 :
X+ iV4 - x° 2 6 -2/5 5+5
of = ; or 4 ~x =4 - = ’
. 2 g 4 2
24T1 —eeeam
a'od NE -_\/3—1+_5:/5+\/5
- 4 2 2 *
. ” 2 -1 -2
On calculerait de méme ®x, o et o .

_ Construction 3 il suffit de construire les points de l'axe réel d'abscisses )-25

x! . , N . N . c .
et % ; puis par ces points on méne les paralléles & lfaxe imaginaire, qui coupent

2
. , -1 2 -2 . X x!
le cercle-unité aux points &, & ', o , o ~. Pour construire 3 et 39
introduisons 1l'angle aigu © tel que
La formule classique
tg 20 = 2t g
1 - tg°6
1 g
montrecque tg © et -~ o sont les racings de 1'équation
2
tg 26 (X" -1) + X =0,
c'est~a~dire (puisque tg 2 6 = 2), X2 +X~1=0. On a done
1
X = tg © ' S ;o = g
. [P . . . . ' . 1
D'ol la construction 3 soit ~B le point (O, 5) de l'axe. imaginaire 3 l'angle-

~
. OBA est égal\ 420 . On construit ses deux bissectrices, qui coupent l'axe rdel
]

eux points cherchés d'abscisses 3:2- et

[N R]
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P=17 X‘7—-1:.‘:0a

15 14
2, (0) = X0+ x4+ X

+uoo+ X + 1 = Oa
Le groupe de Galois G(K, 9) = G est cyclique d'ordre 16, isomorphe & G(17) .
e e 3

i 51ves
Oor G{17) est engendré par la clesse de 3 (w=d 17) ; les pulssances Buccess

de 3 (mod 17) sont :
30 =1, 3, -8, -7, = 5, ~2, "'63

-1, ~3, 8, 7, 4, -5, 2, 6. 24T &

17

. P . . Y. - . = e .
Soit & une racine primitive, pnr exemp:ie o8 R

. 3
1e groupe de Galois G est engendré pas l'aubtomorphisme g tel que o (o0} = o

les transformés de O par les puissances successives de o (en commengant par

o-° = identité) sont :
‘ 8 -7 -4 5 _-2 =6
K o(,3, o 5 OF 7n g $ (f y OF s O ]
- - 8 7 4 -5 2 6
o 17 o 3y K s O » K 3 & 5 X 0( o

Le corps K a pour base (comme expace vectoriel sur 0)

2 15
1, Xy X jeeey O 7y

L]
ou encore

6

-

-2 3 1
Ay K 3 R geaey O
2 3 16 .
[observer que 1 == (X + X~ + " +eset X }, puisque (¢ annule P17(X)] :

Tout élé;neht de K stécrit donc dfune seule manidre

i
0cicid
ol ;\i € ®. On en déduit facilement une caractérisation des éléments des sous-

corps - kl’ kz, k;’ k4 =K 3 k1 se compose des éléments invariants par 0’2,
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. . . 16
ctest-a-dire tels que }‘i = Ai+2 quel que soit i .(entier calculé module 16)

{3 éoefficients dans @) des deux éléments

suivant :

, 7
& (), xt =33 g (o)

%

1
.

I L =

o)
ed.
i

oL

ctest-h~dire

> 4 o("6+ o> +o(7 r "’ +ob.

- - - -1 8 4
x:o(.+o(8+o(f;+o(2+0( + o +o *tA
{x' P

De méme, k2 se compcse des ccmbinaisons linéaires (& coefficients dans Q) des

quetre éléments

-4 ~1 4 2 -8 -2 8 2
o+ o +C{'+ayy2;;o'(y1):.:o(' + + O + &y

1 =
y{ - O.(B + o(,‘} + O‘._B . d»‘)‘y yé - 6'2()'1') - o(-’{ " q_.-6 . Of'7 . 0(6 .
Er'xfin, k3 se compese des combinaiscn‘s linéaires (a cboefficients dans @) de
or a7, at e o Cra, w’ e «77,

-8 8 -2 2 - -
O( +(X !0( +d7d7+d7y O(6+O€6,

dont les moitiés soht les cosinus des angles

240 841 64T 10@ 164T 47 144 1267

e

e ol ol ol ¢ e A ¥ AL A

Remarque : L ' §1¢
q e corps k3 se compose des éléments de K invariants par 0‘8 : o

&) = !, aone 8 .
s 0 transforme toute racine 17-ieme de l'unité en son

inverse, c'est-b~dire sa conjuguée. On en déduit o“s(z) =z tout
| . = pour tou

z€ K. L i i '
es éléments de X invariants par 0'8 ne sont sutres que les éléménts

réels du corps. K j donc k, =KOR



-192-

-

Calcul de x et x'. Ona g(x)=x', glx')=x; x+x' et xx' sont inva-

rients par G, donc dans Q. En fait % + x' est égal & la somme des racines de

1téquation P”(X) =0, c'est-a-dire & -1. Si on calcule le produit xx', on

trouve la somme de 8 X 8 = 64 +termes, dont chacun est une racine pr:mitive

17-itme de l'unité ; par raison de “symétrie”, chacune des 16 racines primitives est

trouvée 4 fois, donc xx' est égal 4 4 fois la scmme des racines primitives, c'est-

a-dire .
xx' = .. 4,

Donc x et x' sont les racines de 1'équation s
2 .
X +X~4 =0 ;

ces racines sont Tty . Lo [:igure montre que x est >0 et x' <0 (x est

la somme des racines figurant en gros points sur la figure) '; d'ou

Le co’rps k, est Q(/17).
Calcul de ¥y et Yoo On a évidemment
2 2
70 )y oy, 0o vy)
o . . 2
donc yl + Yy et Yi¥, soni invariants par 0 » c'est-d~dire appartiennent A

kl' En fait :

~
-t
+
t<
1)
]
»
~
«
[ )
|

= somme des racines de PlT(X) =0
- - 10

Done ¥ et Y, sont racines de 1'équation

2
I -xY-1=0o,

dont 1le discriminant est

x2 + 4 = .11_.':._..1__ .

I

-

Et on a . : ‘ b !
- /1T - /17
k2 - Q (}/1-’7, -——ué—-!_._ ) °

. ‘ 1 1 . VN, l .

2
T"-x'Y-1=o,
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2 17 + /17 " aue .
dont le discriminant est x' + 4 = ———— ‘[On observera q

' 17 - V1 ,17;m=17x4.

A 2
“"d'eod .
17+ 17 _ 2T _ VT _+1 ‘7-2'“7 1 -
? wymo

v 2
Posons epsuite, pour 1 £i £ 8 :
. N ~i N
Z, == “1 +d »
B § ,

= = v!

On a B HI Y BTN
. done z et 34 sont les racines de

2 -
2° ~ y, Z+y] = 0.

De méme, 2 et Zg sont les racines de

2 ,
Z —y" Z+y2=0 H etCesns !

Construvtion par la régle et le compas. I1 suffit de construire les points 0{3
' 5

et ots (voir figure) ; car alors le cercle de centre “3 passant par o

!\n
N . N . . [ ‘
recoupe le cercle-unité au point & « Tout rovient donc & comstruire, sur l'axe

*

réel, les points P et Q d'abscisses :
1, 3 -3 1 1, 5 -5, 1
.. 2( & (a d. ) - § ‘3, 5( a‘ + m ) = "2' zs L]

Introduisons l'angle aigu © +tel que

'On vérifie que

2

x=2t 26 '=-————-——-.
g£eP » x Tz 26

" 2
EEn effei?, tg .20 (et - s 26 sont les racines de‘l'équatiqn

tg40 (-1 +xm=0,

clest-a-dire , X2 + L) X=-1=0;
' - 2
les doubles (racines sont bien les racines de
o 2

X +X-—4=0,

c'est-a-dire x et xu] .

Ensuite, y" et yé sont les racines dé

2 2
P+—2 _ v_1-0.
Tigw T-1=0;
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: L . 5 not 1texpression de tg 20
A4 nouyeau P
ces -racines sont  tg 6 et - Tz 0 [rega;der '
i ! 0 ; donc
'en fonction de g © ] ., Sur la figure, on voit que y; >0, Y, 4 H
S 1
y,'=tgﬁ y Y35 tge °
Enfin, Yy et Yo sont les racines de |
IZ - 2tg20Y-1=0
i h nt 6 en 0+% ; on a donc
cette équation se déduit de la précédente en changea 4
! (6 -I)
= tg (6 +9) A = tg U
Y4 4 2 (o +T)
On a alors
= =T,
2y + 25 = tg © , 2525 = tg (8 ,4)
1 . .
Les nombres cherchés % 24 et 5 Zg abscisses des points P et 0, ont donc
pour demi-somme .
1 %3 . " 1
5(*-2'4‘-2@):2 tg @
et pour produit
: zZ z
1 1
2 .3 lwe-De-zud-o .
Une fois qu'on aura construit % tg 6 et % 1g (%‘_ 6 ), on pourra Sone construire

) %5 '
e ot =~ ¢ 1le milieu du segment PQ

5 3 sera

et 1o cercle de diamdtre PQ coupera 1l'axe

o =g @ - o) >o0.

-3

On en déduit la construction suivante :

tg 0,

le point C d'abscisse %

imaginaire en un point K tel que

soit A le point de l'axe réel d'aba~

cisse 1, et soit B le point de l'axe imaginaire d'ofdonnée % « Ltangle 631

"est égal & 46 ; on en construit le quart (en le partageant deux fois de suite

’

" en deux‘parties égales) } d'od un point C sur le demi-axe réel positif, tel que

*AOBC =6 o, On construit ensuite la demi-droite BD qui fait aves BC l'angle —‘g:

fle point D est suryl'axe réel, son abscisse est négative. Le point. X cherché

i(su;_l'axe imaginaire) est tel que

B-K-zF-'E.

oK,

gonc K est & 1'intersection du demi-axe imaginaire >0 avec le cercle de diamd~

“tre  AD, quu@te le cercle de centre C qui passe par K coupegi'axe réel

’__",'L‘_‘z——
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Les paralldtles & 1'axe imaginaire passant par"P

et crs cherchés.

aux points cherchés P et Q.

ot Q coupent le demi-cercle unité aux points of
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[GROUPES CLASSIQUES |

-

- on . .
i i i ique, ainsi
On considérera l'espace vectoriel réel R muni de sa base canonique,

.-

;iue l'espace vectoriel complexe ¢” muni de sa base canoniques On identifiera

n

: . n
B~ A un sous—espace vectoriel réel de C .,

Les ensembles Endﬂ(ﬂn) et Endm(atn) sont des algdbres, et en particulier des

. espaces vectoriels ; leur dimension est n~ :

2 n 2

. n ' . a _
dmh(En.dmlR ) =n" , dlmc(Lndw €)=n".,
" On a une structure multiplicative : (g, £) }—> go ¢ (composition dgs
endomorphismes)
- (g,-l-gz)of:g‘of-o-gzof
2- (Ag) of = A(go?)
3- 80(f1+f2)=gof1+gof2

. go (X)) = A(go2).
Ces co¥iitions expriment que g o f' est une fonction bilindaire du couple (f, g).
"(S_.oit fe EndH Rn', et soit {ei,.n., eny la base canonique de IRn. Lfendomor-
‘phisme £ se représente par une matrice v(aij) & n lignes et n colonnes, qu'on

définit en posant

n i = indice de la ligne
f(ej) = E aij e, » ob
1i=1 J = indice de la colonmes
. n
YV or n ‘
Soit x€ R ; alors x = }:} X; @5 ol x. € R. Done
i=1 i
£x) = Y1x f ] |
X) = x, f(e,) = Z‘ x a,. e a
) . .. 8, = .. X, @
3=1 J J 7= J E ij 1. lz’} 1j 7 i i
mais £(x) ¢ & = f£(x) = i} x! e, =3 x!' = t B,. X, o
| = i i ey ij 7§ '

Par cette corre d ijecti .
Spondance bijective entre Endn R° et l'ensemble Hn(IR) des matrices

réelles & n lignes et n c¢o1
onnes
! » on transporte Mn(lR) la structure d'al-
gébre d¢ End B", op trouve |
(aij) + (bij) = »(aij +b. )

.)r(a’i;j) = (A aij)'

=}

(ala)(béfl) = (cik) sy ol cik = [
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' p; C : ices complexes & n lignes et n
" On fait de méme pour l'algebre Mn(tt) desg matrices P

p 8
H J a ¢( ) 1

dans le cas réel que dans le cas complexeo

Groupes linéairese

. n _ . _
Soit A€ Endm(an) ; A est un endomorphisme de R dans lui-méme. Les pro

priétés suivantes sont équivalentes :
1- A est injectif
2- A est surjectif

3~ A est bijectif (c'esb-ad-dire A est un automorphisme)

.

4- 3B tel que BA =1 (1 =1 est 1'é1ément unité de l'algébre)

1]

5- 3 C tel que AC =1 (1 1 est 1'é1ément unité de l'algébre)

n

6- 3 Am1 tel que AA—1 =4 A=1 (1= 1n est 1'élément unité de l'algtbre)
7- det A 4 O.
Définition,

. GL(n, M) est l'ensemble des endomorphismes de ®" vérifiant l'une des condi-

tions ci-dessus ; muni de la multiplication des endomorphismes, c'est un groupe :

. le proupe lindaire réel & n variables. Il est non-commutatif pour n » 2.

On a une défini{ion_analoguev de GL(n, €), groupe linéaire complexe. On identifiera.
GL(n, R) & un sous-groupe de GL(n, ).

Repire 3 un élément de Endy R" est défini par f(GI)’"" f(en) 7 1l est inver=

. sible si et seulement si f(e1),..., f(en-? forment une base de R". Une base s'ap-
pelle aussi un repdre ; on trouve une correspordance bijective entre 1'ensemble
,GL(n., R). et l'ensemble des repires de an, comme suit : étant donné Un repdre r,

.il exlste un unique élément de GL(n, R) qui transforme la base canonlque
(9,,00-9 e ) de R" en lo repire T,

‘-

Topologle sur EndeR o

\

n suffit de remarquer que Endm r"
n2

est isomorphe au produit R° x B%X...x BY

(n fois), soit & R" qui est muni de la topologie habituelle,

Le déternfinant d'ui endomorphisme de R™ est une application continue de End‘R R®

d
ans B, et par conséquent (det)” {0} est un ensemble fermé de Endm [
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* On en déduit que GL(n, R) = (det) ! ;R - {0}}. est un ensemble ouvert de Enam
l!duni de la topologie induite, c'est un groupe topologique : la seule chose a4 vérifier

. ; . {m
est que l'inverse d'une matrice inversible est une fonction continue de cette matr

ce ; or cela résulte de la formule explicite qui donne cet inverse (c'est le quo-

tient d'un polynfme en les é1éments de la matrice par l'inverse du déterminant).

n - . .
Le déterminant d'un endomorphisme injectif de R, &5t uns application de

\

' GL(n, B) dans B* ; c'est un homomorphisme du groupe GL(n, R) dans le groupe

multiplicatif R* s GL(1, M), car det(g o £) = (det g)e(det £)s Lthomomorphisme

det : GL(n, B) —> BR* est surjecti€ , car

VaerR® , 3 Me GL(n, B) tol que det M =d :

1

L] .

0
il suffit de prendre la matrice M =(d 1 :
0 1

On désigne par SL(n, R) 1le sous-groupe formé des endomorphismes de
GL(n, R) dont le déterminant est 6gal & + 1. On a alors la suite exacte suivente 5

(1) —»  SLn, R) —> GL(n, B) —28%5 % . (1),

On démontre de la méme fagon qu'on a la suite exacte

(1) — SL(a, 6) —> GL(n, ¢) 2% ox , (1)

" On a d'eilleurs ¢* =.GL(1, ¢).

Proposition. Pour n 21, GL(n JR) ntest pas connexé.

Démonstration : pour n = 1, GL(1, R) =R* ntest Pas connexe mais & deux composan-

. tes connexes : 1'ensemble (des x >0 et l'ensomble R des x <0. Pour n quel=

A1 ot -1, - -
copque,  (det)”' (R') et (det) (®R") sont des ouverts non vides disjoints de . -

 GL(n, R), dont la réunion est GL(n, R),

qui n'est donc Pas connexe.

0n note  [@en™ @ = aLt(n, m)
V(det)q. R): = GL (n, R)
Remargué. )

‘GL"(n, R) est un sous-groupe Q'

S indice 2 (aonq distingué) de GL(n, m), -
RN e, ) |

~car

!
!
i
/
/



- Proposition.

GL+(n, R) est connexe par arcs, et a fortiori connexes

Démonstration ¢

1) Rappelons d'abord que si un espace topologique E n'est pas connexe, il

nfest pas connexe par arcs. En effet :
~ Soit E noﬁ connexe ; J U ét V, ouverts non vides de B, tels que UNV = ¢‘
et UUV =E, Cﬁoisiséoﬁg va €U et b€V, et montrons qu'i}'n'exiate pas de .
chemi# de E 'ayént & pour origine et b pour extrémité, Par 1l'absurde :
supposons qu'on ait un chemin allaﬁt de a €U 4 beV, ctest-a-dire une applica-
tion £ de '[0, 1] dans E telle que f soit continue, £(0) =a, £(1) = b,
Done 0 € £ (U) et 1 €£ (V) ; £7(U) et 2£71(V) seraient deux ouverts dis-
joints non vides de [O, 1] ayant [0, 1] pour réunign, ce qui ‘est absurde car le

segment [0, 1] est connexe.

+
2) GL' (n, R) est connexe par arcs.

+0n va le prouver par récurrence sur n>1. C'est vrai pour n =1, car IR+ est
connexe par arcs. Supposons l'assertion vraie pour n - 1 (nyz 2), et montrons

‘qu'elle est vraie pour n,

Soit (91,..., en) la base'canonigue de ﬂflg un repdre (e{,..., e;) est

donné: par

c'est-§~dira est défini i = '
nl par une matrice A = (aij) telle que det A £ 0., Il est
direct si det A » 0. Il1's'agit de montrer que tout repdre direct peuflétre joint

au repére Canonique (e ° r i I .
v 1 e :
go000y ) p& un Chem n da-ns 'espace des reperes " ou

encore que toute matrice A (4 n lighes et n colonnes) telle que det A YO

peut dtre jointe & la matrice-unité par un chemin dans l'espace des matrices de

déterminant >0,

ler cas, ' '
1er case ayy # 0, On peut alors Supposer &, > 0 ; en'effet, on passe du re

pére (e' el, e! , ' ] - ~8 e e
1; 9 g90ey © ) au re ére ' '
2 3 | n p ( 1’ 29 5,.00' .) par un chemin dans
l'espace'desArepéres, a savoir
(6' cos O ~ o sin @ ' si
1 ) 2 9 91 8ln Q@ + 95 cos e, 65,..;, 9')
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: (6 variant de O 3 & ). Pour chague t 6[0, 1], considérons .19 repire

a - 1n
1,2 1 ' t -2 at) H
! [ A el 000y €6_ —
(61, 92 a1’1 ’ ©on 5171 !

. ‘ 3 k3 . ' t
ceci définit, dans l'espace des reptres, un chemin dtorigine (e;, ©)reee on) e

d'extrémité (e;, 0 seesy eg), avec .

ot = ot ~ —2d 6! (2234n)
i ] a 1

s inais inéali ' e du repdre
eg,..., eg sont combinalsons linéaires de @ yecey LI donc la matric P

......... 0
//'&11 0
&

(e{, elrests e;) est de la forme

"ob M est une matrice & (n-1) 1lignes et ' (n-1) colonnes., ©On a

det B =8, o (det M) ;

puisque det B > 0 et 241 » 0, ona det M >0. De plus la matrice

[-\11 0 XXX 0

B(t) = 2
. M

. : nl
o) |
- (qu'il existe un chemin joignant B = B(1) &

a 1 0 ececs 0

"B(0) =

esoee O

©

Par 1l'hypoth¥se de récurrence, il existe un chemin joignant M & 1; matrice~unité

dans 1'espace des matrices inversibles & n~1 1lignes et n-1 colonnea;. Pinalement

on arrive & la matrice
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3

0 cooee O . Y .

)

ss0s0e O —

-

0

' i i 0.
et il reste & déformer continfiment 8,y en 1, ce qui est possible puisque 244 >

2dme cas. & =.O. Comme les ay ne sont pas tous nuls, on peut supposer par
———— 11 J

exemple B2 # 0. Considérons, pour t € [O, 1], le repdre

(e! + te!

1
1 2v"‘959°°“9 en) o

CPour t = 1, on est ramené au cas ol 244 £ 0, déjd traité.

_fhéorbme. GL(n, €) est connexe par arcse

 La démonstration est analogue & lu précédente, par récurrence sur n > 1., Pour

'n =1, on doit vérifier que € - 50} est connexe par a;cs (plan privé de l'origine
'30)0 Or soient a et b deux points du plan C, distincts de 0 ; si le segment
qui joint a et b ne contient pas 0, il ?ournit un chemin de ¢ —50}
Joignant a & t. Sinon, choigissons un point ¢ non aligné avec &

et b ; alors la ligne brgsée formée du segment joignant
a et ¢ et du segment joignant ¢ et b est un chemin d'origine

a et d'extrémité b. Donc ¢ ~{0} est bien connexe par arcs.

 Produits scalaires.

P

g/if Produit scalaire -guclidien dans RrR" (ou dans Gn) :
L — n
(xay>=‘§ :xiyi’
1=1 e
: 25 Produit scalaire hermitien dans Cn

. n —
| SREEDRENEA
,_Od a . ) . l:t
: b'a]V'(x | x) = Z:} lxilz'; -on pose lkxll: V.(xli)
. -3 . . . .
b] (ylx)é(xly)- L

) Remargue.

Le produit scalaire euclidien et le produit scalaire hermitien cofncident sur RP;

:‘In§galité de Cauchy-SchQarz g

[l 2 1]l ] ]
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. Démonstration.

(Ax+ pyldx+ py) = A% (x|x) + ppiyly) +ARGxly) + pAlIx

i

AX(x|x) + }X;T(yly) + ZQe[}\ ):(xly)] >0

sott s a [A[Fec [plPe2Rel AP 205 = (xx), o= (yly)s b = xI¥)e

«e

or a>0 csz_() ==> Ibl zVe c coqofode

Inégalité du triangle.

“ X + y“ §_ H x“ + ” y“ ¢ conséquence de Cauchy-Schwarze

n n
Soit A une matrice (nm, n) ou un endomorphisme de ®", resp. de € . Alors
<Ax, y>“§;(}; ®5j %3 yi:JZ;J“iJ X; ¥y
. B
c'est une forme bilinéaire de X = (x1,..., xn) et y = (y1,..., yn).

Inversement, si on se donne une forme bilinéaire f(x, y), onea

£lx, y) = 2(3_] X5 @40 Y vy ey = P ey, oy) x5 ¥y
J 1 '

1,3

Si on pose
ayy = ey o) et Aw=f(e;l), ome

f(X9 y) :‘4“9 Y>
Conséquence.
On a une correspondance bijective canonique entre matrices (n, n) et formes
Ivbilinéaires 7. A &—~—>» forme bilinéaire <Ax, y>
Si on considdre <Ax, y> et si on fixe y, alors <Ax, y> est une forme linéairé
C?(x) ; on sait alors qu'il ‘existe un unique =z de R tel que C?(x) = LXy 2,
i.e. Cf(x) =_Z; X, Ze ‘ Donc si on fixe y, on a <Ax, Sv>=<x, z>

il est clair que =z dépend linéairement de y. On pose alors z = t‘A(y), ce qui

définit la matrice tA‘. Ainsi CAX, y> =<4X, N y> l

' quels que soient x et
y» Cette relation caractérige la matrice transposée tA de la matrice A. Cal=~

culons-la.

.
Soit 4: (bij) ; ona -
4 x, Ay>=3 130 ; b
. . y.) X, = b.. v. x. = .
T 3 ij v3" i g:—-‘i‘ ij y;, i :L--_‘il bjl Yy xj
) ’
‘(AX, yo>= ( a. . x.) =
2-;2_33 ij %3’ i Zaij Vi %5

iy]
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by Y>= 44&x, y> &> (b i) = (aij) : : hji N ,aij } i
’ Et et A e acnill,

Ainsi tA se déduit de A par échange des lignes et des colonnes,

{X,

Propriétés de la transposition.

t (tA) = A
YA+ =tfas+lp
Y0 = At
t(A B) = 1;B tA ; cette dernidre relation se vérifie comme
suit : {AB Sc, y> = {Bx, 1"Ay) =X, 1'B tA y> .
On-a enfin det (tA) = det A.
Définition ¢
On dit qu'une matrice est symétrique si A = tA. ‘ A symétrique

n
> LAx, y>=¢x, Ay> , Vx, yeR .

Conséguence.

"Les matrices symétriques forment un sous—espace vectoriel de En%z(ﬁn), de
. . n{n+1)
dimension —— . Eu effet la dimension du sous -espace vhbetoriel consldéré, a8t
égale au nombreo d‘elementb réels qu'on peut choisir arbltralrement pour former une
matrice symétrique

C'est donec

1+2+3+vao+n=££g:t}-—)

' Considérons maintenant le produit scaleire hermitien (Axiy) S ? :
_ ‘ e

. ) 1,3°
c'est une fonction £(x, y) qul est linéaire en x et antlllnéalre en y 3

FA ) =B y) , e(x, py) - P Elx, y).

0 N ™~ ] .
n dit dans ce cas que f est une forme sesquilinéaire, Inversement, 8i on prend

_ung forme sesqulllnéalre £, alors

£(x, y) = ¢ (z:: x e . z;: ¥ z:: f(e - ) x y .

SL on pose alors - = '
f aij_ f(ej, ei) et A =,(aij),



par  |(ax | y) = (x, A y)
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' End C° et les formes

-

les matrices de

On a donc une correspondance bijective entre

ini c 3 Y. Alors
sesquilindaires ; cette correspondance estvdéflnle par A &> (Ax.’ y) y

ini joi ! ice A
comme pour la transposée dans le cas réel, on définit 1'adjointe d'une matr

o

Qalcul de l'adjointe 3

si A" = (b;;) 5 alors bij”:;.. , donc |[A% ="A |.
Propriétés.
(A+B)* = A¥ + BF
(A% = A A,
(4 B)* = B* &%

(A%)* =4

det(a*) = (det A)
Définition.

On dit qu'une matrice est hermitienne si A = A% A hermit??nne =D
(Ax | y) = (xg Ay), ¥ x, y€c

Propriétés des matrices bermitiennes.

1- Les éléments de la diagonale son’ réels.

2- Les matrices hermitiennes forment un sous-espace vectoriel réel de End(ﬁn)
dont nous pouvons calculer la dimension sur R. En effet pour former une matrice
hermitienne on peut prendre arbitrairement les n d¢léments réels de la diagonale et

n(n-1) ., . . .
les ——5== éléments complexes qui sont au-dessus de la diagonale, ce qui corres-

pond & n(n-1). nombres réels. Donc en tout n + n(n-1) = n2 réels erbitraires.

Soit H(n) 1le sous-espace vectoriel des matrices hermitiennes de End(mn)

~e

on a alors diqRH(n) = nza

it

3- 81 A est hermitienne, alors (A x | y) = (x | Ay). Mais (x|ay)

la forme sesquilinéaire f associde & A satisfasse &

Px, y) = £(y, x) , ¥x, yec®

Une - » L .
e telle forme s'appelle une forme sesquilindaire hermitienne. On a donc une cor

3 i . . -
respondance bijective entre matrices hermitiennes et formes sesquilinéaires hermi

'

(&) ;

on en déduit que pour qu'une matrice A soit hermitienné, il faut et il suffit que
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' a R,
Si f est une forme sesquilinéaire hermitignne? alors Y x €C oma £(x, x)e

. » .
N rmes
ini i ' tespace vectoriel réel daus fo
Ceci nous permet de définir une relation d'ordre dans 1 P

n
sesquilinéaires hermitiennes. On dira que f Lgé&=VxeC, £(x, x) £ g(x? X}

Définitions. |
1- Une forme sesquilinéaire hermitienne -f est dite positive si
Y xe ¢n, £(x, x) >0

2- Une forme sesquilinéaire hermitienne f est définie positive si

Y xeed et x + 0, f(x, x) > 0. On écrit alors £ 0.
Conséquences.
1- A hermitienne est positive <> V¥ x ¢ ¢ (Ax l x) Zi 0
2- A hermitienne est M0 &= Vx € ¢” et x {0, (Ax | x) > 0.
- Définition. .
Une mairice AE End(Rn) est orthogonale si elle conserve le produit scalaire
euclidien :b A orthogonale &= Vx, Y€ {Rn, <AX, Ay> =4Xx, y>o |
Conséquence.
<Ax, Ay> = ¢x, a4 y> =<x,y> , ¥Yx,yer"

t

' Si on fixe y alors ‘Vx eR" <x;, M y>:=4x, Y>>, donc tAA Yy =Y ; ceci doit avoir

lieu Y ¥s autrément dit, la relation AA = 1

caractérise les A orthogonales.

Ceci entrafne que A est inversible et A—1 = tA

» On en déduit que les transforma~-

tions orthogonales appartiennent au groupe linéaire GL(n, R).

Proposition.

Les traqsformations orthogonales de End(R") forment un Sous-groupe de GL(n, R)

que l'on note 0(n).

Cohséguence.

—~

: , 1 . .
Si A € 0(n), alors “pp =1 done (det A)2 =1 =3 'det A=+1, Les matrices -

.orthogonalss de déterminant + 1 forment un éous-groupe 80(n) ae

0(n) y appeld groupe

orthogonal spéeial
| . S0(a) = 0(n) N sSL(n, m). /

50(n) est un Sous-groupe d'indice 2 gqe 0(n).
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. Remargue .

| Un élément de O(n): transforme le repire -canonique en un repdre M .
Réciproquement, si une transformation transforme un repéx"e 9rthonormé en un repere
‘ror‘bhonormé, c'est une transformation orthogonale..
-On a deux nouvelles correspondances bijectives :
1- 0(n) &~—> repdres orthonormés
2- S0(n) «~—> repéres orthonormés directs -

“Proposition. Pour A € End an 3

A orthogonale &= VxeiRn, LAX, AX> =4LX, XD .

‘Démonstration,
La condition est évidemment nécessaire. Supposors-1la remplie, et montrons que
<Ax, Ay> =<x, y> quels que soient x et y. Soient x, y ¢ [Rn,; on a

<X+ ¥y, X+y>=Lx, X>+<y, y>+ 2<4x, y> « Soit & éEncER r® ;3 alors

<LA(x+y), Alxty)> = <AX, AXD> + ghy, Ay>+ 2 LAx, Ay>.
Si <Ax, Ax> = <X, x> pour tout x, on a
<xty, x+y>=A(x+y), A(x+y)>~?

<X, x> = <Ax, Ax> == <X, y>=<Ax, Ay>

hi

<y) y> <Ay, &Y> CoQanDc

Progosition.

50(n}  est connexe par arcs.

Jémonstration,

On fait une récurre i =
\ nce sur n > 1, si n =1, alors S0(1) = {,Id} ! clest

onnexe J

°0it n > 2, et Supposons la proposition vraie Pour n - 1, On preng deux repdr
es

rthonormés direct ( .e | .
8 [eqreee, en> et (ei',..., e;l>. I1 s'egit de les déformer 1'un

3
. . .
ans ltautre de menidre continue en restant dang 1!

. espace des repéres orthonormés,
i e‘ = 9;, (Gzyooo, e ) et (9' XX e') solt
n 20 rey) nt des repdres orthonormés dang
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daﬁd 1thyperplan H = 33—1. Par l'hypotﬁése de récurrence, on peut transformer conti~

nfment 1'un dans l'autre ces deux repdres en restant dans l'es~
pace des repéres orthonormés de He Mais & chaque instant
—— te[0, 1], (e1y ez(t),,»,, en(t)) est orthonormé.

Si e1 + e!, alors e1 et e; détermingnt un plan ; soit

-V le sous-espace vectoriel orthogonal & ce plan ; V est de
,f/’;r/] dimension n-2 . Une rotation autour de V est déterminée
e! :
’ 1 par une retetion dans le plan (e,, e{) ; 11 existe une telle

/// ; . rotation, dépendant continliment d'un paramétre, qui varie de

1'identité & la rotation ¢f qui transforme el en e.. Alors

¢ transforme (e;, eé,oen, eg) en (91, egy.e., e;)
et on est g%mené au cas précédent.
'.Définitione
Une matrice A € End(@n) est unituire si elle conserve le produit scalaire
- hermitien. A unitaire &= Vx, ye¢ @n, (Ax ’ Ay) = (x ] y)e
Proposition. Pour A €End C':

A unitaire <=>Vx€,0}n (AX‘AX):(X!X)O

* Démonstrationes ‘La condition de droite est évidemment nécessaire ; il feste 4 mon~-

trer qu'elle est suffisante., Or

(x+y'] x+y) = (x,x) % (y,y) + 2 gae(x!y)
(ix+y l ix+y) = (x!x) + (yfy) + 2 SZe(ix!y)
= (x]x) + (y]y) + 2 Re i(x[y)
) = (x[x) * (y]y) = 2 In(x|y)
'Donec
(xoy | xty) = ilixty | ixay) = (1-1) [x]x) + (y[9)] + 2 (x]y)
"vDone

i

1 i ‘
) =3 G ) = Gy | sse) + 320 Tl (o117

_ b i ' |
= 3.0 [Alxay)) - 3 (A(axey) [A(inty)) + T [xlm) + (ay | 4y)]

si ' "
on suppése que Vx €T, (ax l Ax) = (x|x), on en déduit que

(AXIAy)=(XIy) » Vx et yeq®,
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. n . o
pour A € End c, ,

Conééguence : *
| (2%ax | y) = (xly) = 4% =1.

n
A unitsire <= Vx, y€C

1 = A L]
Done A est inversible, i.e. A € GL(n, C), et. A

Propositions

n —-—
L'ensemble des transformations wnitaires de End(C ) forme un sous-groupe de

GL(n, C), appelé groupe unitaire que 1'on note U(n).

Conséquence.
Si A €U(n), alors A¥ A =1, donc (det A*) (det A) =1, c'est-a-dire

(det A) (det A) = 1 &> ldet AI =1, Les matrices unitaires de déterminant + 1

forment un sous-groupe SU(n) de U(n), appelé groupe spéeial unitaire.

SU(n) = U(n) N SL(n, C).

~Proposition.— Les quatre groupes 0(n), S0(n), U(n), SU(n) sont des groupes compactse

Démonstration,

' n
Ce sont tous des sous-groupes de GL(n, ¢), lui-méme ouvert dans Endc €, espace

. 2 .
vectoriel complexe de dimension n I1 suffit de montrer que ces sous~groupes sont

de montrer
n . f~——————J ;
fermés et bornés dans Endm €, I1 revient au méme fjue l'espace des repitres réels or-
s

“thonormés (resp. des repeéres réels orthonormés directs, resp., des repsres complexes

orthonormés, respt des repéres complexes orthonormés de déterminant 1) sont des sous—

ensembles bornés et fermés dans l'espace C" Xeeox € des suites de n vecteurs de
¢”." " Or ils sont bornés, car formés de vecteurs unitaires. Montrons qu'ils sont
fermés ¢ toute limite de repér;s orthonormés est un repeére orthonormé, toute limite

de reperes réels est un repére réel, toute limite de repires de déterminant 1 est de
.déterminant 1. |

Proposition. Soit A é,U(n); I1 existe une base orthonormée de € formée de vecteurs

propres pour A; et les valeurs propres sont des nombres complexes A tels que

JM = 1.

Démonstration.

Soit A € U(n) .et soient A1’°°°’-Azx les valeurs propres(?istinctes ou no%)
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vei -a~d i nul vérifiant Ax, = A x. .
prop.< associé, c'est-a-dire un vecteur x, . non i

A € U(n) =» A conserve la norme hermitienne => l Ail = 1. Toutes les valeurs

: . - . . . ité
'propres d'une matrice unitaire appartiennent donc au cercle un °

eo0; € ¢

. i xi es e
Montrons qu'il existe une base orthonormée formée’de vecteurs propr s 17° a

.»Enieffet il existe un vecteur unitaire ey vérifiant Ae1 ez 31 91.
On considdre alors l'hyperplan H orthogonal & e1 s il est
stable par A et on recommence 1l'opération, ce qui donne une

démonstration par récurrence sur Do

Corollaire. U(n) est connexe par arcs. Car soit A € U(n);

on va joindre A & 1 par un chemin dans U(n) ; pour cela,

_prenons une base'(e1,.°., en) telle que de, = ki e, ; on joint chaque )i a 1

-par un chemin t }—> Zi(t) 4 valeurs complexes de wodule 1. On définit A(t) par

A(t) e, = 2. (t) e,
1 o . C.Q.F.D.

Décomposition directe de R" relative A un A € O(n).

,‘g. . . '
Soit A € O(n) ¢ comme A conserve la norme euclidienne, toutes les valeurs pro-

pres réelles de A sont égales & 41 ou 1. Les autres valeurs propres sont deux
}§ deux imaginaires conjuguées, donc en nombre pair ; et comme O(n) s'identifie natu=

“reIIEment 4 un sous-groupe de U(n) (& savoir le sous-groupe des A réelles telles

1:._ '_1 . * . .
‘que A=A ), les valeurs propres imaginaires A de A satisfent & ! )\l = 1

+

. Pour chaque valeur propre réelle A de A (A =+ 1), il existe un vecteur x € R®
’
X + 0, tel gue Ax = AX ; on en déduit l'existence de vecteurs réels, de longueur

=fun, deux & deux orthogounaux, ASEARET) e teis que

Aei'-'-'- &i ei." 8i='_‘:1, i:-J-; 290.65}]

~

'gyec h = nombre des valeurs propresAféellesnde ‘A (chacung étant comptée avec son

:ardre de multiplicité)., Soit H 1le sous—éspace de @n'ortho onal & '
' gonal & 91,500, eh

(orthogonal au sens du produit scalaire herhitiéh) ;3 H ‘est stable par A (considé é.
; ré

I; C 4 n . . .
cqmmé opérant sur €), et la restriction U de A 4 H est unitaire
————

Hffest de di i . ; . | |
L e dimension complexe égale & n-h ; cette dimension est paire Puisque les vai

leurs propres imaginaires sont deux & deux conjuguées '
. o ,
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: : by " les valeurs propres-
Soit donc n-hs=2t;et soient %1, )1,..0, “t’ %t

. - n ) .
t eC non nuls, 1magl-
Pour k e,£1, t], on a deux vecteurs hk e hk ’

naires conjugués, tels que

(1) 4 Ah = Ak b, ABy= A, b

N ) ’ — 3 3 e °

posons hk = hﬁ + i hﬁ g hi et hy réels, et posons Alg_.cos ek + i sin O
Les relations (1) donnent 2 . .

A by

1"
A hk

li

PR "
cos Gk h& -~ 5in © hk

(2)

sin Ok hﬁ + cos © hﬁ

Ny h, i n > relatifs & des
Comme (hk l hk) = 0 (puisque h et hk sont des vecteurs propres

=

 yvaleurs propres distincﬁg), on en déduit, en développant :

Ihﬁl = Ihﬁl - <hﬂ’ hﬁ'> =0 3

quitte & multiplier hk par un scalaire réel zonvenable, on peut donc supposer que

.

h! et hﬂ ont pour longueur un et sont orthogcnaux. Ils forment une hase orthorormée
k

.du 2-plan qu'ils engendrent z.ce‘zmplan est stable par A d'aprés (2), et A ¥y opere

(m0d qr )o

pér'une rotation d'angle ’6k . En définitive, on a prouvé :

Proposition.
Si A€ 0(n), il existe une décomposition directe de ®” en sous-espaces vec—
toriels, deux & deux orthogonaux, dont chacun est de dimensicn 1 ou 2 ; ces sous-

espaces sont stables pour A ; dans les sous-—espaces de dimension 1, A opére par

1'identité x +—> X ou par }a symétrie x +—» '=x ; dans chaque sous-espace de

- dimension 2,- A opdre par une rotation d'un angle @ qui n'est pas congru a o

' Remargueo Le déterminant de A étant égal au groduit des déterminants des actions

de A dans chang des sous-espaces précédehts, et le'déterminant d'une rotation

"dans un 2-plan étant égal & +1, on voit que det A $'+‘1 si et seulement‘si le nom-

bre des sous--espaces de d}mension 1 dans lesquels & aéit rar X +» ~x est pair.

C'est aussi l'ordre de multiplicité de la valeur propre -1, Telle est la condition

pour que A = SO(n)‘;~ dans ce cas, la somme directe des'soys—espaces de dimension 1

oco/...
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dans lesquels A agit par x —» -x est un sous-espace V, de dimension palre,

somme directe de 2-plans dams chacun des/que1§ A agit par une rotation de l'engle

T .

Corollaire, On%)rouve le fait que SO(n) est connexe par arcs ; en effet, si

A € S0(n), 1l'espace R" est somme directe d'un sous-espace W formé de vecteurs

laissés fixes par A, et de 2-plans (deux & deux orthogonaux, et orthogonaux & VW)

dans chacun desquels A agit par rotation ; or une rotation, dans un plan,‘peut 8tre
déformée continfliment en 1l'identité.

Remarque. Si A €50(n) et si n est impair, il exiéte uh x € Rn, x £ 0, tel que
Ax = xs Si A €0(n) -~ S0(n) , et si n est pair, il existe un x ¢ B", x ;’-.ov

ﬁel que Ax = x (car si toutes les valeurs propres réelles étaient égales & -1,

’leur nombre serait pair, et det A serait égnl & +1).

Groupes lindaires quaternion Lens °

Rappelons que le corps H des quaternions se compose des o+ j/g y ol o €eC, /?ec:,

avec les reégles de calcul :

2

i ==-1, J /g"' /q Je
S a=o+jg€ H, le quaternion conjugué est
| ‘a=0('« j/ﬁ’,etl'ona aa:aa:o(‘o(-f-/@zeﬂ?,,
qui est > 0, et n'est nul que si g = O (iees o0 =0 et ﬂ =
"B & deux structures d'espuce vectoriel sur ¢.:

—~ celle qui est définie per la multiplication & droite par un /\6 c

(o€+j,3A)'-e (x+ A A = ax N +3ifA

~ celle qui est définie par la multiplication & gauche par un )\ €C

(O + J/Q) —> "\ (oo + Jﬂ) = O(?\+ 3/31\.

o

La correspondance bii ectlve [H ¢
J d
e ¢ dei’uue par ot+;j/€ —> (a0, B).

est '
! un isomorphisme de ¢ ~&spaces vectoriels pour la structure de C

e . _ - espace vectoriel
..é’droite de ®©, - : Co

Consuiérons lHn Poi - '
H x...x H (n fois), K™ a une structure d'espace vectorlel a

I
‘dzolv t’e sur u{ Po\u laquelle (8‘19.°°9 a ) ° (a’ b""’ 8 h). '/
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. .

3, s : - 0 -
i i ruche sur [, mais nous ne 1
[Il y & aussi une structure d'espace vectoriel & gat ’

considérons pas]- '

n
s Y ndad . la struc-
EndHaHn) désignera 1'ensemble des applications l.néaires H® —» ® pour la

Soit A € Endu_i(ﬂin); et

ture d'espacevvectoriel 4 droite o C'est un pgroupe ahdlien .
soit (x1,..., xn) e q® ; on vérifie fagilement que

A(x1s..o, xn) = (x1',”.,y x;) , ou x! = ;TJ % X (aij € H).

| [C'est bien linéaire A droite, car

(xi A) = 2:3 a5 (xj A XJ
J

4 Remerque s

Ici on ne peut pas parler de déterminant, car le corps H r'est pas commutatif.

GL(n, H) désigne l'ensemble des A € Enﬂﬂ(mn) qui admettent un inverse j; clest 1l'en-

semble des gutomorphismes de l'espace vectoriel & droite H. Clest un groupe pour

la composition des automorphismesa

Soient x € Hn, y € B, On définit le produit scalaire quatern‘nien paf

-

ol Y; désigne le quaternion conjugué de ¥y € H. Le ;2? est écrit & gauche de x.
i

pour que ce produit scalaire soit linéaire & droite par rapport & la variable x .

On:a IR O P O S J
‘ C'est la sesquilindarité
(Y’ x/‘H = (xs‘ y)ﬁ ’ n"'Z *
2ro: _ _ quaterntnienne,
ou (x, y A )H = A (x, Y)[H

L4

. J . |
Adjointe quaterngnlenne pour une matrice A €.Enqﬂ(ﬂn) e C'est une matrice A¥

définie par
(Ax, Y)M = (x, A* y)‘H y Yx,ye i

Si A=f(a,) et A* = (b ), ‘alors b, =g
J ij iJ i

Matrice symplectique 3

C'est une matric " i 7 ;
rice A € EndH(H ) qui conserve 1le produit scalaire quaterngﬁien H

(A-Xs ATY)'H = (x, y)IH’ er y € (Hn
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*
& A A=1.
-1 *

= ices s le” -
Donc A est inversible [i.e. AeG(n;.(H)], et A  =A" . Les matrices symp

tiques forment un sous~groupe de GL(n, H), qu'on note Sp(n).

Exemple : Sp(1 Yo

' -~ Y )\ .
Une transformation lindeire (& droite) de M est une transformation X +——>
pour qu'elle appartienna & Sp(1), il faub et i1 suffit qu'elle conserve le produit

A 1= u ol dsigne la
scalaire quaternonien, donec que A A =1, ou ” AI![}I = 1, ou .I )\” i désig

" norme quaternioniesnne.

Donec Sp(1) est isemorphe au groupe multiplisatif des quaternions de norme 1 ; du

4
point de vue topologique; c'est la sphere 83 dans R .

Identification de GL(n, H) & un sous-groupe de GL{2n, €). Elle va résulter

de 1'identification G{nw c2n comme C-espaces vectoriels & droite., Pricisons cet
isombrphisme,: soit (xi,..o, xn)€ i 5 c¢cnoa x1 = xl' + 'j<x;’,.a., X = x"1 + jx;;
Qt\ x1’ ,' x;‘,..., xI'l, x;; € C. Aun venteur (x,,..., xn) e t®  on associe le vecteur
(x';,..., xr'l, x;‘,...; 'xl';) € ¢2° ; tel est l'isomorphisme de M sur Czn. Cet iso-
morphisme étant C-lindaire, il jdent fie GL{n, M) & un sous-groupe de GL(2n, C).
A quelle condition une transformation C-lindaire est-elle MH-linéaire ? Soit

A € GL(2n, €) ; pour que 4 € GL(n, H), 21 faut et il suffit que Vx e

A(xj) = A(x) j. Clest évident.

Probldme ¢ 1'identification GL(n, H) C GL(2n, ®) identifie l@ sous-groupe  Sp(n)
& un sous-groupe de GL(2n, €) ; on se propose de l'expliciter.

Proposition, -Soit; A € GL(2n, €), Si A 1laisse invariant le produit scalaire qua-
ternionien (x, y)m, alors A est M-lindaire.

et A laisse invariant le produit

Corollaire. A € Sp(n) e&=3(4A ¢ GL(2n, €)
scalaire quaternionien.

Démonstration de 1la Propesition. On veut prouver que

A(xj)‘:A(x)'.j, 'VxetHn.

Or on a, quels que soient x, y e o
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. . : as 2n
- Or le produit scalaire hermitien et le produit scalaire euclidien, dans €

214~ .

(A(x3)s AY) )y = (x 3y ¥l = (x4 Y ds

’ (A=), 3, A = (AR), AWy 3 = (% Vg + ds
d'olr ' |
(A(xed), A(Y))y = (A(x) "« 3, A))y » VX, ¥ € o,
i i ible
Fixons x lorsque y parcourt lHn, A(y) parcourt H" puisque A est inversi
ixo C s V

| hypothe¢se don"‘ A(xj) et A(x). j ont mfme produit scalaire quaternionien
Par yp H < » .

. N . 1 que
avec n'importe quel vecteur =z € H>, 11 s'ensuit que A(x j) = A(x) « j que q

soit x. ' C.Q.F.D.

* Lemme Toute A € M_ (€) qui laisse invariant le produit scalaire quaternionien est,
e . L

2n

. en fait, dans GL(2n, €) , et par suite dans Sp(n). DPour cela explicitons (x, y)(H

4 l'aide des x;{, x]';, y}'{, yL‘; € ¢ définis pars

x o= x! 4§ ox¥ g v.—.y'l

ER < it .
Kk k X “k J yk

<

n
(< Vg = 20 ) -3 y]“) (xp + 3 %)

k
k=1
‘..rl_, ! TR
- 1 v
- >....J X yk Z x\ k
. k-=,1 Je==1

- 5
(=

’

sont donnés par les formules

n n
ol =50 50+ S
k=1 k=1 ,
.n N n
= ! L S 1 n n
<x, y> E xk yk. * }?:T‘ xk yk 3

Introduisons l'automorphisme C-lindaire J de CZn défini par

J(x', x") = (<x", x') ;

on voit que

(x, y)m = (x l y) ~ 3 <Jx, y>

~

Donc™ A € Mzn(d:) laisse invariant (x, y)IH si et seulement si A satisrait aux

deux conditions suivantes :

°
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. , . . Ly / .
‘() A 1law<se invarient le produit scalaire hermitien \x_‘ y) s
a .

. o
(b) A 1laisse invariant <Jx, y> ; autrement dit

2n
{*) W Ax, by> =< Jx, y> , VX, y€C

i i . i l traine ue A
La condition (a) exprime que A est unitaire ; on sait que ceci en q
———

est inversible, ce qui prouve le lemme., On voit de plus que
Sp(n) € U{2n).

) s e des A 1, (C ui satisfont a la
“ Définitione On note Sp(n, €) 1'ensemble des A€ II2n( ) a
condition (b), ou, ce qui revient au méme, & (*¥). Observons que :

(x; ¥) r=3 <JIx, y>
| € c2n : en effet
est une forme C-bilinédaire alternde des vecteurs x et Yy :
' n

S i | 1 it . — ! 1
<JIx, y>» = E;f (xk yk J\k yk)

' . ’ . - + . *
. est C-linéaire en x, C-lindairc cn ¥y:; et sfannule pour x = Yo La condition (*)

' équivaut 3

b

' 2n
<'AJT Ax, y> = LIx, y> 7 x, ye e,

P }
ce qui équivaut A

t : 2
AJAx::Jx, Vxec® 9

c'est—hjdire 3

(**) tA JA=J &> A € Sp(n, C).

Observons que le déterminant de J est un nombre complexé 'ﬁ 0, puisque son carré

est det (Jz), et que J2 = -12r’ d'ol det(Jz) = %1, En pPrenant les déterminants

des deux membres de (**), on trouve lone

2 ' .
(det A)° = 1, clest-a-dire det A = + 1.

[On Peut montrer que; en fa;t,n'deﬁ_A = 1]e Donec A est inversible, Autzement dit,

Sp(n, ¢) est contenu dans GL(2n, )

wo

Ké‘est évidemment un Sous-groupe de GL(2n, ¢),
D'aprds ce qu'on & Vu, pour que AJZMzﬁ(w) appartienne & Sp n, il faut et il

suffit que A satisfasse aux conditions (a) et (b) 5 on a donc, en défini*:-~a

{Sp' n = U{2n) N Sp(n, ¢) !

Sous forme matricielle, J S'$erit
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ﬁ n

unité & n lignes et n colonnes,

Exoroice t derivons A = M, (C) sous la forme

‘ ¢ H/

| . t B :
od E, F, G, HE Mn(w). Vérifier que la relation AJA=J, qui exprime que

- A € Sp(n, €), équivaut & l'ensemble des conditions suivantes :

tG E et v HF sont symétriques

4 b
GF- "EH=1_

Quelques isomorphismes ou homomorphlsmes partlcullers.

(1) SO(2)G9IK1)" 3 cet isomorphisme évident provient du fait qu'une rotation,

dans le plan, est définif par un nomhkre complexe de module 1,

(2) Sp(1, C)~ sL(2, ¢)| .

En effet Sp(1, €) est le sous-groupe de GL(2, C) formé des transformations qui
leissent invariante la forme bilindaire alternéde x'y" - yrx" [forme bilindaire du
vecteur x = (x', x") et du vecteur y = (y', y")] ; cette forme n'est autre que le
déterminant des vecteurs x et Yy par rapport & la base canonique. Les. transforma—

tions de Sp(1, €) sont donc les transformations de GL(2, C) dont le déterminant

~est égal & 1.

. (3) sp(1) « SU(2)
En effet, on a vu que

| Sp(1) = U(2) f\Sp(1§ C).
(4) On définit un homgmorphisme de groupes Pz Sp(1) —> 50(3)

de la manidre suivante : identifiant Sp(1) au groupe multiplicatif des ‘quaternions

de morme 1, associons & x € Sp(1) 1la transformation [ ~—> H définie par

-1 .
Z k> x 2z x (prcdult de 3 quaternions) H étant identifig h R ceci est

~une. transformatlon R~linéaire qui conserve la distance, car
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: i 2z est un "quaternion réel” (clest-ir
Ctest donc un élément de 0(4). De plus si '

4 2 nié zZ X = Z
dire si ses coordonnées dans B socnt nulles sauf la premlere), alors X ;

. . . . L s ne
¢ ( : ia.ss ie uaternions réels j; il opire do
donc 1'élément de O0(4) en question liaisse fixe les q > A

dans 1'hyperplan qrthogonal, qui stident:fie & Rjo el est, par définition, 17é1é-
ment ?(x) € 0(3) défini par x€Sp 1. En fait, q{x) est dans S0(3), car
1fapplicetion @3 Sp(o-—-a 0(3} est continue, et Sp(}) est connexe (homéomorphs &
53) ; c'est du reste un homomorphisme de groupes (vérification immédiate) s On peut
prouver que s

12 @ est surjectif ;

22 le noyau de @ se compose des 2 quaternions +1 et -1. .D'ou la suite exiote de

groupes et d'homemorphismes

{1} o 21} sp(1) —> 50(3) —> {1} .

On traduit ceci en disant que Sp(l) est un revétement » deux feuillets de SO(3).

On voit que SO0(3), comme espace topologique, s‘®:dentifie au quotient de la sphire

83 par la relatiocn d'équivalence qui identifie les points diamétralsment opposés de

83. Autrement dit, SO0(3) est homécmorphe 2 l'espace projectif réel PB(M).

(5) On définit un hememorphisme de groupes Y 5 Sp1xSp1—> S0(4)
de la maniére suivante : & un couple (x, y) de quaternions de norme 1 on associe la
transformation M —> M définie par Z p> X Z yq

Cette transformation conserve la norme et ezt JR-lindaire s c'est donc un élément de

'0(4). On montre comme plus haut que c'est un élément de 50(4). De plus \Y est un
homomorphisme de groupes, est surjectif, et son noyau se compose des deux éléments -
{+ 1, + 1} et {é 1, -1} o Ainsi Sp(1) x Sp(1) (qui est Loméomorphe & 83 X 83) est

un revétement & deux feuillets de SO(4}.°' On peut montrer que . S0(4) est homéomorphe

au produit 83 X PB(B) .
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Application exponentlelle.

ini ' - formation lindecire M
Soit M€ Ean(Rn). Définissons la norme d'une trans

lMl': SUP -T;T— = ‘sTp IM(x)I ,

x€EM ‘ x| 1

B
2 2 1'algebr”
o = « La norme, sur l'alg
ou |x| désigne le norme dans R = Vé1 tooot X '
End mn, a les propriétés suiventes :
[Au| = [ 2]l

men| 2 M)+ |N]

tH

.IN|, l1a] = 1.

IM.N| £

. n . . +
On exprime ces propriétés en disaent que End R est une slgtbre normée. On peut

' s n
faire de méme avec l'algebre Endc c .

Remerque : On n'a pes nécessairement |M.Nl = !Ml N! ; par exemple, soit, dans
mz, M = projection sur l'cxe des x ;

N

H]

projection sur l'axe des y ;
on.a MN =0, tandis que !ME =1, !N! = 1,

Muni de sa norme, EnﬁR(Rn) est un espace vectoriel ndfmé complet, (cer R est
complet ), [de dimension fin:ie nzj ; donc si on a une série dans Enqn,ﬂn, et &b

la série des normes converge, clors la série converge ; de plus

[ E:] Mnl.ﬁ,i:] IMn‘ o On dit alors que la série est normalement convergente.
n n

Définition : Considérons la série

1.2 1 . M
1 +M+'2‘M 4000t HZM + o000 = ;_J HI
. - n>0
Elle est normalement convergente quel que soit M, puisque i-il lT IMln

le second membre est le terme général d'une série convergente & termes positifs :

*

clest la série exponentielle,

Done la série converge. On note exp M sa somme :

. n
exp M=14+ M +ooo+ Mn +oo0a = E b'-x-;-
np0 °

=}

On a exp M € ‘r."nd'R an si ME€ Endm Rn ’

i

exp M € Endw ¢t si ME Endc ¢,
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convergentea'x
MP M( p

(exp M) (exp M') =3, Q. pi{o-p) 1
n>0 O¢p¢n

Or, en développant (M+M‘) et tenant compte de MM' = M'M, on trouve
’

(M+M' uP P
) n‘ OEH \p P C.Q.F.D.
Conséquence.s exp(M) . (exp(-M)) = exp(Q) = 1, donc exp M ast inversible

et & pour inverse exp(~M).
Ainsi : exp M € GL(n, R), xesp. GL(a, €).

Soit t € R ; considérons 1tapplication t —> exp(t M) ; ona
exP(ti;M) = exp((t1+t2) M) ; don: l'aupplication t -—7 exp(t M) de R dans

GL(n, M) est un homomorphisme du groupe pdditif B dans le groupe GL(n, n).

-1
Formuluire. exp(-M) =~ (exp M)
maononmiiT s t n
: M t
exp(tM) = L—;%- = (exp M),
0
(1) - o |
exp(M) ~ exp M '
% *
exp(M’) = (exp M)
(2) det (exp M) = exp(Tr M),

ot Tr M désigne la trace de M, somme des éléments de la diagonale principale.

On va déuontrer (2). Pour cela, demandons-nous ce qu'on peut dire des valeurs pro-

pres de l'exponentielle exp M « On se place dans le domaine complexe ; rappelons

que toute matrice peut &tre rendue triangulaire, par un choix convenazble de la bass

de ¢". En effet, M € Endc ¢ ; posons V = Gn, et faisons une dénopstration pai

récurrence sur dim, V. Soit kl une valeur propre (complexe), racine dp

det (M- 3‘1)= O. Alors il y a au moins un vecteur propre e, £ 0 tel que Me‘ = .

1 engendre un sous-espace vectoriel V. de V, @e dimension 1. On considdre

dans lui-mfme, M induit un endomorphisme M,

A 1
de V/V1 ; on'applique alors l'hypothese de récurrence & cet espace de dimension

n-1,
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X X

Mley) = Ay eqs . Ay x %
=> M= }\1 X
t 200 -~ x
M(ez) = %2 e, + }41 ey, © c C) X
)n

Calculons exp M : "

2 'A oes0o0e
)1 0000000 1 cev 00
) 0600:: k .. ::
’ 2" ‘.0 :: 00000000 M 22 .A. ':
M = . O c. P ‘ O ‘.
.. 'J )

M Mk e‘ peoouoz
On a alors e = }:} ®r '\ .
10 . .
O “.&;

e

. i . .
{es valeurs propres de exp M sont les exponentielles e | des valeurs proprcs

A, de M. A, A, AL A }\2+...+ A o corD
On a donc det(exp M) = e .o ces @ m @ : ia . «Q.F.D.
.(Rappelons que la somme des éléments de la disgonale de la matrice représentant M
-est indépendante du choix de la baze).

Conséquence ¢+ Si M est réelle, alors ‘exp M €SL(n, R) &3> Tr M= 0,
Proposition : M ;—-} exp M  est une fonction analytique de M, & valeurs dans
1'espace vectoriel Endm IRn, . respe Endc wn. ’ 'i'Wi

Démonstration. Rappelons la définition de licnalyticité {dans le cas complexeo

Soit U un ouvert de V, ol V est un C-espacs vectoriel de dimension finie.

Soit f une fonction définie sur U, & valeurs dans un espace vectoriel complexe

de d_imensionv finie W ; £ : Ub—s W. f est analytique (ou holomorphe) signifie

qu'elle est analytique au voisinage de chaque point a‘o € U ; il reste & dire ce

:qu'on entend par 1&.
Or si, &, € U, on peut, au moyen d'une translation, se ramener au cas ot a = O.

tPar définition, £ est analytiqus au voisin;ige de 0 si et seulement si £ est -

développable en série de polyndmes homogdénes au voisinage de 0, c'est-a-dire

"f(x?( = Z] fn(x) pour '|x], Lr (r >0

convenable),
n>0

fn étant un polynéme homogdne de degré n,

et 1a série &tant normalement convergente
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. . |
pour ]xl LT
| éri e i converge
h’ i we: on démontre que la somme d'une serie de polyndmes homggenes qu g
éciproques v

0o ) | .
normalement pour J xy‘é r est analytique dans l'ouvert ]lxl,'< r

: . . , %
On montre en outre que la composée de deux applications analytiques (quand elle es

définie) est amalytique.

n
‘ ‘ — M . N . . 1
' ] n = ) s + bi 1 e dans *“oute boule
Exemple 3  Si Me Endm ¢, exp M= ‘26 YT es+ bien analytiqu
n

i i, ¢ . . ies de
IMI < r, donc analytique dauns tcut llespuce Endg ¢ ; en effet Tes coordonnees

la matrice M sont des polynfmes homogénes de degré n par rapp>rt aux coordonnces
de Mo

Analyticité dans le ces réel,

On a lo méme définition d'une fonction snalytique., On constate que si f est
enalytique-complexe dans un ouvert U d'un esypcce vectoriei complexe Vy
et si V' est un sous—espace vectoriel rés1 de V, la restriction de £ & UnV!
est analytique-réelle. Dans le ces qui rous intéresse, V = Endc Gn, U=V, et

, n
V' = Endm R" 3 donc exp M est une fonction analytique-réelle de M € Ecd R &

P

. . n ’ .
Autre exemple de fonchion rnelytique. Soit u € EndT ¢"  tsl gue lUI <13 la série

u . kt+1 uk
u—"'"‘+"‘“3' + oot \"'1) 1';—" +s00

converge normalement pour lul:é r, si r <1 donc sa somme esi analytique dans
la boule !ul &< 1. Notons log(1+u) ;a somme~d§ cette série. On -sait donc
définir log M, lorsque M € Endy € et que IM-1] < 1.

log M est une matrice : nous allons montrer que l'application analytique

M h—;v log M est l'inverse de l'application M #+—>» exp Ms D'une fngon précise :

(1) | .| exp(log(1+u)) = 14u  pour |u! < 1

“Pour le vérifier,'on doit remplacer M par le développement en série de 1+u dans

1 . n , L )
g;g 153 M, et développer P C'egt un calcul fprmel, qui marche lorsque u est une,

variable réelle (résultet classique) ; donc il marche ici. Ce qui ﬁrouve (1),

(2) log(exp M) =M lorsque lMl est assez petit pour que ° |exp M—ll & 1. Le

‘principe de la démonstration de (2) est le méme que pour (1) : substitution de

séries entidres.
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est assez voisine de 0,

“1(4) : ' ' I exp M € O(n) ' H

b A '
\yaxp M €0(n) e (exp M) = (exp M)
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On a donc deux appiications.analxt;ques 8 . .
f1 ¢ M{—> log M, définie sur un voisinage.de 1 dans Endc Cn/
£, ¢ M{—> exp M, aéfinie sur Bnd g
et ces deux applications analytiques scnt réciproques l'une de l'autre ; donc la

hout entier,

induit un isomorphisme analytique d'un voisinage de 0 dans

fonction exponentielle

M (€) sur un voisinage de 1 dansz GL(n, C).
n ;

R

Conséguencé ¢ 1'a ppl icetien M p—3 exp M est /riective dans un voisinage de O :

si M1 et ‘M2 sont assez voisines de 0 e% si  exp M1 -~ €XPp Mg’ alors Nl - M2.

Probleme 3

Ou faut-il prendre M pour que son image exp M appartienne & 1'un des sous—
groupes de GL(n, €) ccnsidérés pius haut ? Dons toute la suite, le matrice M
sera supposée dans un voisinage V de 0 tel que M +—> exp M soit injective

" dans V.

f
. :

(1) A iexp ME GL{(n. ®)

—

»'Qn veut que exp M = exp M, done exp M= exp Mo Si M et M sont dans ¥V, on
/i en déduit que M = M : ‘don: M est réslle, |

" Réciproquement si M est réelle, il est évident que exp M € GL(n, ®),

|
(2) lexp M € SL(n, @)

gn ;::? donc que det M - exp(Tr M)z1.Cec: entraine que Tr M est un multiple entlerl
t? i. Mais si M est assez voisina de O, on a forcément Tr M = 0, Cette condi-
lon est.évidemment suffisant. pour -det M = 1 (que M soit ou non voisirede 0),

Ainsi; lorsque M est assez veisine de O >
s on a . exp M e SL(n, ¢ -
éspace vectoriel complexe des matrices de trace nulle.p ' ( ' ©) H & sous

(3) . lep M eSLIn. B)| &= M est réelle of Ir M = 0,

1 '

"du moins si M est assez voisine de O,

y “c'est-h-dire eXp M = exp(-M). si M

1

. s M et -M sont voisines de 0 § on doit donc avoir
- . . ‘

! M =—M t ’

ﬂ sy ou ?pcore M +M=0, Cette condltlon est év1demment sufflsante (que’

. M

1

) 9 8 H

:?ex Meo < " rti y
P €: {n) ¢=9~ M appartlent 8U sous-espace vectoriel réel des matrices

symétrlques ~gauches", ‘
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Calculons la dimension de cet espace vectoriel : les termes de la diagonale principale

d'une telle M sont nuls, ceux qui sont au-dessus de la diagonale sont des nombres

réels arbitraires(qui déterminent alors ceux au-dessous de la diagonale). Donc ces
M sont des combinaisons lindaires (& coefficients réels arbitraires) de certaines
d'entre elles, lindairement indépendantes, en nombre égal & celui des termes situés

(n-
au-dessus de la diazgonale, c'est-a-dire E:Eill .

(5) | exp M € U(n)

_exp M € U(n) &> (exp M)* =z (exp M)D1, ctest-a-dire
exp M* = exp(-M) ;

ceci, pour M assez voisine de O, équivaut &

*
(*) M o= - M,
Réciproquement, cette relation entrafne exp M € U(n), que M soit ou non voisine
~de 0. Les M satisfaisant & (*) forment un sous—-espace vectoriel réel dont on se

Propose de calculer la dimension, Posons M = i N ; 1la condition rour N est

(%%) N =N,

autrement dit N 43 , si ‘ it
esf hermitienne ;, si: N = (aij)’ la condition s'écrit
as réel, aij s aji pour i > j,.

On peut choisir arbi i
itrairement le el P
s a;, Iéels , et les aij complexes pour i ¢ J;

la dimension réelle.de l'espace vectoriel des N ‘est donc

/ . o n+2»2-(-{1-:2-!—)-=1;2a

En Ls1i
résumé, pour M asseg vVoisine de 0O, on g :

-

" exp ME€UM) & M est de 1a forme i N, N hermitienne,

. (6) exp M € Sp(n, ¢)

. ?xp Me SP(n,fG) = (t exp M) J(exp M) = J

‘ e J! & exp M) J = (exp M)~}

= J~1(9XP Wy g o exp(=M), :
s Gt 3 (3" g2
>0 ni i n}

]

~1
’E Or -~ (exp tM) J

Y
1
.

1]

exp (371 ty J)



insi
' 1t (-)
exp M € Sp(n, €) &> eXP (J M J) = exp(-M).
0, on a

onc, pour M assez voisintde

. ‘ - ) ‘ t '
emMe%@,M@ﬁJﬂtMJnMé@ MJ+JM=0.

éciproquement la condition

*) o tM J+JM=0

htratne  exp M € Sp(n, €) quel que soit M (voisin ou non de 0).
La relation (*) définit un espace vectoriel complexe de matrices M., On peut .

|'expliciter et calculer sa dimension (sur €) : posons

\ A B .
M=, p v

\, B, C, D ¢tant dans M _(C) ; la condition (*) se sraduit par

*

t

B et C symétriques,
D:“‘An

La dimenesion sur € de l'espace des matrices symétriques (complexes) étant égale

n{n+1)
2

b

2 .
, et celle de Mn(C)» étgnt n“, 1la dimension de l'espace des M satis-

faisant & (¥) est
n(n+1) 2

2 x ~5—- 4+ 0 = n(2n+1) .

BEn résumé, pour M assez voisine de 0, ona
M€ Sp(n,t) & MI+IM= 0,

et les M satisfaisant & la relation de droite forment un espace'vectoriel de dimen~ |

sion complexe égale & n(2n+1)o~

(7) | R exp M € Sp n

la condition est : exp M € U(2n) N Sp(n, ¢)s Pour M assez voisine dé 0, ceci

Squivaut &
| i M hermitienne et tM J+JIM=0,
Ji on pose | o |
a A B
. M=
M=

n trouve facilement 3 °

A=i4A' , B=iB', C=iC', D=iD,

A' hermitienne: D! = _° 9 ‘ ‘
| ermitienne, D' = - A'{, B! symétrique, C!' =B'* ,
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M  est n2 + 2 n(n+1) = n(2n+1).;

donc la dimension réelle de l‘espace vectoriel .de ces 5

4 . p . T ce G
Conclusion fimale : dans chacun des 7 cas envisages, on a associé & un sous-groupe

n 1 ~ Ld
de GL(n, €) wn sous—espace vectoriel V, de End C =~ MD(G) (sous-espuce vecto

riel tantdt réel, tantét complexé), jouissant des propriétés suivantes :
| MeVG:::.—-> exp M € G,
pour >M assez voisin de 0, exp MEG %  bi EVG.
Dans chaque cas, l'application M p—> exp M et 1tapplication A —» log A

définissent des bijections (réciproques l'une de liautre) d'un voisinage de O dans

\s sur_un voisinage de 1 dans G (resp. d'un voisinage de ‘1 dans G, sur un

G’

voisinage de O dans VG).

Théoréme. Les groupes G enviscgés sont des sous-veriétds analytiques (tantdt réel~

les, tantét complexes) de GL(r, C).

Avant de démontrer ce théortme, il nous faut définir ce qu'on entend par sous-

variété anelytique d'un ouvert U d'un espace vectoriel E, [On applique ensuite la

définition en prenant E = Endy €, U =GL(n, ¢)] .

C
Définition 1, Soit E un espece vectoriel complexe, et soit GC E ; on dit que

G est une sous-variété analytique complexe au voisincge d'un de ses points x € G,

sila, n.i . ) ’ o ¢ o 3 . . . .
condition sulvante'est verifide : il existe un "isomorphisme analytique-complexe"

f 4d'un voisinage ouvert Q de x sur un voisinege ouvert Q! ¢ ¢" (o n = dim E)
. . (1

tel q } = i i i jectd s
que f£(x) = 0 et que f ‘lndulse une bijection de .G.ﬂ  sur VAQ', ou V

est un sous-espace vectoriel complexe de E

Q

Commentaire, it : isom : sm .
On.dla que £ est un isomorphisme analytique complexe de Q 'syr QY -

o1 f est une bijection de © sur QY

qut est analytique complexe ainsi que l'ap-

Plication réeipro »
proque G est une sous-variété analytique

“Ainsi, on peut dire que

9
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prés) ju'un sous—espace vectoriel complexe

la méme chose (& un isomorphisme analytique

au voisinage de l'origine.
Définiiion 2, Soit U un ouvert de E, et G C U ; on dit que G est une sous-

.

fariété analytique complexe de U si :

12/ G est fermé dans U,

\
S

22/ pour chaque point x & G, G “est une "sous-variété analytique complexe au

voisinege de x" (au sens de la définition 1),

On définit de méme une sous-variété analytique réelle, en rempla;ant partout

le‘mot "complexe" par "réel” dans les définitions précédentesf

Démonstration du théoreme.  On va d'abord prouver

Proposition. Checun des groupes G envisagés de (1) & (7) est. au voisincge de

1'¢1ément neutre 1 € G, une sous--variété analytique (analythue complexe si le sous

espece vectoriel VG est complexe, analytique réelle si VG est un sous-espace vec—

toriel réel).,

En effet, on sait que l'application A —» 'lcg A est un isomorphisme analytique

-~

complexe (et aussi analytique réel) d'ur veisinage R de 1 &dns GL(A, €) sur un
voisinage ' de O dans Mn(¢) 5 11 résulte de 1'étude faite plus haut que si
Q a été pris assez petit, ltapplication A 1—> log A applique bijeztivement G N Q

sur Vh.A ' ; donec G est bien ung sous-variété au voisinape de 1 € G, dl'apré¢s la

définition 1, Ceci prouve la propesition .

Pour prouver le théoreme, 11 reste & prouver que chacun des groupes G est une

sous-variété analythue au volslnage de chacun de ses polnts

(on le sait déja pour

o i
cela suffira, car on sait que chaque c3

L(n, €). SRR S ;.'

le polnt 1 €G) ; est fermé dans l'ouvert

Soit done A € G 3

la translation ¥ gauche B(P—;! A B -de GL(n, €) dans
' b
iL({n, C) est évidemment une transfcrmat’on analytique complexe, ainsi qus l'applica-
sion réciproque B - 4 -1 B. ;

|

s
I

1le induit une blgectlon de G sur G, - puisque A €@

iroups de GL(n, C).

9"1.?'<1ue G est un sous- .

loit Q wun voisinage ouvert de.'l dans GL(n, C), tel que GANA O ..:s
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variété analytique (cf. proposition précédente) ; la translation B +—=>A B induit

*wn isomorphisme analytique de R sur un ouvert (noté A Q) qui contient A, qui

¥ app1ique bijectivement G A Q sur G N(A Qo Il s'ensuit que G est une sous-va-
ikriété aﬁalytique au voisinage de A € G ; et ccmme A est un point arbitraire de &,

'  le théoréeme ;st démontré.,

i.Rem&rgue s on définit la dimensicn dfune sous-variété, comme égale & la dimension de

vglfespace vectoriel qui s'introduit darns la définition 1 ; naturellement, il y o une
‘"ﬁimension complexe' pour une variété analytique complexe, et une "dimension réelle"
" pour une variété analytique réélle. Dlailleurs toute variété analytique complexe

':peut étre considérée comme unz variété annlytique réelle ; sa dimension réelle est

.V“alors le double de sa dimension complexe.

Si nous passons en ravue ies groupes G de (1) & (7), ;ous avons donc les

» résultats suivants

dLm{R GL(n, R) = n" |

. , . 2
d)mm SLin, €) = n” -~ 1
dur SL(n, B) = 2

R y W) = n -1,
dl.ﬂ’)R O(Il) w 13«(-!'21-“1) 9

dimy U(n) = n2,
dimm Sp(n, €) = n(2n+1)

‘ diqR Sp(n) = n(2n+1)

. Matrices hermitiennes,

Soit H(n) 1'espace vectoriel rde i
_ ; réel des matrices A ¢ Mn(C) qui éont hermic'

t»tiennes :

A €H(D) = 4 e"Mn_\(w) et A" =4,

dssocions & A 1a fonction \ |
. . . < x "”“'9 ™.
| (Ax I x) de ¢ dans R. Alors par définition !

n AN
A>0 t=¥x e s (Ax l x) sz)l

—————y

—
A>>06= ¥xe ", x £o, (x | x) > 0

Rema : ‘ .
que 2 A>0 etAfo n'implique pas A 20,
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Proposition 1»

' n
: i Y mée (au
Soit A€ H‘(n) .donnée. I1 existe une base (ei) de €, orthomor (

) . 2n
sens hermitien = au sens euclidien dans R ) telle que

¥i (1£i4n), A(ei) = %i o,y oves .‘Aieﬂ.

Démonstrations

1. Lemme, A € H(n) ==> les valeurs propres de A sont réelles.

Démonstrations Soit “ une valeur propre, et x un vecteur propre associé B A

Ax = A x => (Axlx)‘::()xIx): Alx, x) € Ra Or x #0, donc

Conséquence.  det (A - A1) possdde n recines réelles (distinctes ou non) e
2, I1 reste & chercher une base orthonormée formée de vecteurs propress

' Soit 7\1 une vnleur propre, et soit %y un vecteur propre ‘associé & 7\1 :
x
1

. On prend alors lr vecteur unitaire e, = m , qui est sussi un
' 1

Ax=;\1x 1

1 1

vecteur propre associé & }1 °

Si x est orthogonal & ey alors Ax est orithogonal & e car 3

1)
(x | Ae1) = (x| ;\1 e«)-

i

(xle1)=0 === (Axie)}

K

?\1(:( ] 81) = 0.

Les x orthogonaux & ey forment un hyperplan complexe de dimension n-1, qui est

 stable par A. La restriction de A 2 cet hyperplan V est encore bhermitienne, '

et on p‘eu‘o appliquer l‘hypothése de récurrence & A 1 V : il existe une base or-

i,

. ?‘i e'll;, ‘2 21 4 n. Et par conséquent {el, €yraeey en} ~est une base de GBn

. thonormée de V formée par des vecteurs Bpseney O vérifient Aei = Ai e

LN

" répondant & la questiona

R'emarg‘ue.
- . ) ¢
}aes valeurs propres de la matrice A ne sont pas obligatoirement distinctes ; mais

L :‘a]‘.ors‘ on peut les ranger par paquets, en mettant dans un m&me paquet toutes les valeurs

'pro;ores égales & ‘ i = = ' :
‘ geles & un nombre donné, Si ?\1 = ess = A sont les valeurs propres d'un

‘tel paquet, le sous—e ' ‘
’ space engendré par Oyseesy € est tel que la restriction de

A 4 ce sous-espace est une homothétie de rapport réel €gal B A, =ese= A
. . ‘ g=eee= AL
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‘ : ; - ont
Alors ¢®  est somme directe de sous-espaces_de ce type ; ces sous-espaces s

" uniquement déterminés : chacun d'eux est formé de tous les vecteurs propres relatifs

4 une valeur propre donnée. Ces sous~espaces sont deux & deux orthogonaux. On a

-ainsi prouvé :

Proposition 2. Le sous-espace relatif & une racine A de 1'équation caractéristi-

que a une dimension complexe égale & l'ordre de multiplicité de cette racine A .
Les sous-espaces relatifs aux valeurs propres distinctes sont deux ¥ deux orthogonaux
- n .
(au sens hermitien), et l'espace total €  en est la somme directe.
. . . . n
Faire un changement de base qui envoile la base canonique de €  sur une base ortho-
( 5| NI . , e
normée de € (au sens hermitien) c'est fzire une transformation unitaire.

La proposition 1 s'énonce donc aussi de ia manidre suivante . 3 U e U(n), tel que

\

UAU =D, od D est une matrice dingonale réelles
Remarque : Si B est hermitienne, alors Y U € U{n), UB U“1 est hermitienne.

— 1. % 1 X -
Démonstration :  (UB U) = (v " s M oys y !,

Soit A € H(n). Alors A>0 &> U4 U.1 >0 .

Démonstration,

AzO(::::;:VxeGn, (Ax'x)_)_O 3 or

-1 -1 -
(VAU " x [x)=(avu xlU’x)zo,Vxea:n, dtol

-1 o - ,
UAU " >o0. C¢c1 montre que A >0 =» UAU ! >0 ; 1la réciproque est évidente

car A = U (U A U"") U.
‘Progosition. Pour que A hermitienne soit 20, il faut et il suffit que toutes

1 ‘ $ i ’
. +es valeurs propres Ai de 4 soient 20 ; pour que A >0, il faut et il suffit

que tous les 21 soient >0,

Démonstration s 4t

apres €e gqul précéde, on Peut supposer que A est une matrice dia~

| gonale D, dont.le‘s éléments diegenaux sont les A ;ona
. . i

42 0&=x (Dx ['x) »0¢ 2 A%, x. 20, V xec®
. . i

2

0 pour:tout i,

1,
)i
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i t D inversible } autrement dit :
emarque :- Vi Zi >0 &> Ai >0 e H

.

our une A hermi‘bienne, on a les équiyalences suivantes :
A0 &> A>0 et A iaversible.
A >0 et AEGL(n, C).™
. .‘ ’ A » 0 -
oit A € H(n) (espace vectoriel réel)}et consx.der§ns l'ensemble {A € H(n) & },
test un ouvert de H(n).
émonstration.
Ly o | ‘
upposons Ao >> 0 et soit A hermitienne vérifiant ;! A - Ao ” £t o Alors
- ‘ .
Ax | x) = (Ax | x) + ((A-4) x | x)o Mais (A& x| x) > A (x| x),™ A, est la
o ) o 1 1
lus petite valeur propre de la matrice AO s cl'est évident en considérant la forme
iagonale Do de A ; on a donc
‘ | T .
(Ax [ x) 2 A Gelx) = el x bl =]l ) sost
(Ax] x) > X (x[x) - e(x[x) = (A - &)(x]x) «
pne si on prend e < ;\1, on est slr que (Ax f x) > 0 dé&s que x 4-.0 ; done -
est > 0.

\
hs ou n = 1.

H(1) = {ma,trices réduites & un élément ) réel} =R,

v {A € H(1) : A>70} =R = :]O, +m[ qui est bien un ouvert de R. Dans ce cas,

expongntielle A —> e;\ est une bijection de R sur lR+. Nous allons voir

i'on a un résultat analogue pour n quelconque.

pmme , Si° M € H(n); alors expM € H(n) et exp M > 0.

; 3 . 3 k3 * : . * *
pmonstrations Si M est hermltlennel alors M =M =5 (expM) = exp ¥ =exp M ;

I - M .
nc exp M est hermitienne. De plus, comme 5 commute avec elle-méme, on a

exp M = (exp }54)2 .

en résulte que exp M>0 3 en effet, 81 A est hermitienne, A2 est hermitienne -

. s
0, car . )

'(Az,_;c-l x) = (ax | ax) » 0, Y x e ¢,

i, on a donc exp M z{\, or exp M €GL(n, ¢).; donc exp M > 0,
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emarque i Vi: ?&i >0 & Ai >0 et D inversible j autrement dit :

our une A hermitienne, on a les équivalences suivantes :
AD0 &= A>0 et A iaversible.
A >0 et AEGL(n, T).
it A € H(n) (espace vectoriel réel),et considérons l'ensemble {A € H(n) l A® 0};
’e.;t un ouvert de H(n).
¢monstration.
1pposons Ao >> 0 et soit A hermitienne vérifiant ” A -~ Ao ” £¢ o Alors
x | x) = (on | x) + ((A_Ao) x | x)o Mais (Ao x| ‘() > ;\1(5( l x) oo 21 est la
lus petite valeur propre de la matrice Ao s ¢ltest évident en considérant la forme
agonale D0 de A ; <;n e donc
(A}ﬁ l x) > )\1(X'X) ~ €l x“;' xH‘)soit

(Ax] x) > )1(x|x) - E(x|x) = (3, - e)(xlx) .

nc si on prend e < ;\1, on est slr que (Ax I x) > 0 deés que x +0 ; donc

est > 0.

H(1) = {matrices réduites & un élément ) réel} =R,

A 4
faeH() sawo] =gt . I0, +o[ qui est bien un ouvert de R. Dans ce cas,

expongntielle A —> Ry est une bijection de R sur IR+. Nous allons voir

] “4
00 a un résultat analogue pour n quelconque,

mme » Si° M € H(n); alors expM € H(n) et exp M >> 0,

monstrations Si M t iti : =M = * *
[ es hermltlenne] alors M =M =3 (exp M) = exp ¥ = exp M j

nc ex iti 1 i '
PM est hermitienne. De plus, comme 5 commute avec elle~-méme, on a

exp M = (exp 21_)2 .

A

en résult : o ‘
: e que exp M >0 3 en effet, si A est hermitienne, Az

/ est hermitienne -
0, car - ) -

I

(Az xl x) (Ax l Ax) > 0, Y x e ¢,

i, on a donc ex‘p M>0

.o

or exp M €GL(n, ¢). ; done exp M > 0,
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Théoréeme

L'application exponentielle est un isomorphisme analytique réel de H(n) sur

H+(n) ol Hi(n) dés{gne 1'ouvert de H{n) formé des matrices hermitiennes >>0,
, ! ]

" Démonstration, Si n =1, on sait qu'il est bien ainsi. Ptur n quelconqbte ,

| on sait déja que si M @ H(n), alors exp M€ H+(n) ; d'ailleurs l'application
bi;—e>exp M est analytique. Il reste A& montrer que cette application est bijective
et que l'application réciproque est aussi anal&tique.
" a) Mi—> expM est bijective de H(n) sur H+(n). Autrement dit
Lﬁﬂﬂi‘ " Soit A une matrice hermitienne 0. Il existe une matrice herniitienne
‘M’ et une seule telle que exp M = A,

Démonstretion du lemme.

nerriitienne;
Supposons le problime résclu et soit M une matrice\éélLe que exp M = A,

Soient . 1les valeurs propres distinctes de. Mo M d{tant hermitienne, ces va-
i Listircres
' leurs propres sont réelles et ont chacune un ordre de multiplicitéd C?i. Alors

' n . R N
l'espace € est somme directe de scus-espaces E_i deux & deux crthogcnaux)cu

Ei est l'espace prepre de dimension X, =a3sccié A la valeur propre | ﬁi B
t® = @ E,
PR
L'application A = exp M laisse stable chaque Ei et si x € B, A(x) =e * Xe

_ . 2i i
Si Ai £ gjf alors e £e d [car X > e* est une epplicaticn bijective

+

de R dans R j-. Don Ei’ qui est stable par A, est»lg.sgus;Q§qug;relptif

3 . -G8 relp;
i A

& la valeur Propre e °,

L - s s '
“eS sous-espaces propres Ei sont donc les mémes pour M et pPour A,

Conséguence. ,

Si M exist ' ix @ 1 ; i
Ste on n'a pas le choix : les Ei de M sont ceux de A. Si les valeurs

Propres de A sont /‘i > 0, 1les valeurs Propres Ki de M sont nécessaire-

ment
Ai = log }“i.

On trouve winsi llunique M hermitienne telle que exp M = A




Définition. o 4 - | .
. on note log 4 l'dnique matrice hermitien-

(%

‘Soit A une matriceAhermi'tienne >0 ;
A;'Ine M telle que exp M = A, ‘ ,

‘ZOn'a donc : o ‘ _ : o | - ' »

.(1) V‘ A E_H*(n‘),  exp(Log 4) =4 . : ‘
(2) VM EH(m), log(expM) =M ; en effet, pour vérifier 1'égalité, il suffit
..de ‘véri’fier que les exponentielles des deux membres sont égales. Or

| exp(loé(exp M)) = exp M d'aprds (1)e

'L'apélication logarithmeest donc lt'application réciprbque de l'application exponen—
.tielle. Pour achever la démonstration du théordme, il reste & prouver que l'appli-
cation A t—> log 4 est analy_.tigue.

‘:'Observons d'abord ceci :

i}"‘f‘(z) VkeZ, 1log(a) =k loga ;

‘en effet, les deux membres ont méme exponentielle, Ap(k M) = (exp M) o

:,,:"' b) Soit A e v (n)e On veut montrer que pour ‘A suffisamment voxaino de A
(“ A~ A “4 E), l'appllcatlon log est une fonction analythue de A+’ Or on
‘peut trouver A >0 tel que la matrice }\AO eit ses valeurs propres dans
‘:]:._'v:.intervalle ouvert ]0, 1[ i alorq la matrice ln - )«AO aura ses valeurs
i‘propres strictement positives et <1, donc ‘n - A ‘o e H"’(h)" et on a

.‘o < A <L,

K

Supposons qu'on ait montré que log A est analytique au voisinage de Al H
. . i o’ -

a;_lorg par homothétie, 1log A sera analytique au voisinage;de A, gar
) a

o log (AA) (log )\) 1 + logA
| log A ?ug 2) 1, + log A4

log A = (log 7\) 1 * 1og AA.

Pour A voisin de Ao’

A4 est voisin de \)\ ,Ao' Or 1'application A'H p VY L

%6t analytique. On a le schéma

i -A‘."~ te
10-2-5 :\At—-a. 103'?1»2; log A,
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Pour montrer que A +—> log A est a.naly.tique, il suffit de montrer que i est

:ane,ly‘tique,‘car p llest ainsi que p' qui consiste & ajopter une constante.

’ . . 3 3
Désormais on suppose donc que O <<Ao<< 1n' "et on va montrer qu'au voisinage

N

d'une telle matrice Ao’ le logarithme d'une matrice hermitienne A est une fo
t 13

/

tion analytique de A. : . o

- 8i “A ~ A " £ & convenable, on a encore O0KALA (cf. valeurs propres).
81 AN £ |

Done || 1 - all< 1.

Posons U = In —~ A 3 U est hermitienne et voisine de Uo = ln - Ao' Montrons

2
que lOg A = lOg(‘-'U) - (U + %“' +eoet 9‘2 +ooo),

série convergente pour IUI <13

]

ceci prouvera qge log A est une fonction analytique de A au voisinage de AO.
I1 reste & démontrer que le logarithme défini précédemment admet bien ce développe-
ment en série entidre pour U € H(n) et IU! < 1. '
Pour cela il suffit de vérifier :

(1) que le deuxitme membre définit une matrice hermitienne ;

.(2) que son exponentielle est dgale & 1 - U,

(1) UeH(n), U eHn),.., e Hln),ee
. A
On réduit U & la forme diagonale : U = 1.
kn .0
1 An
. -
n °
Alors P—-—n = R
n . mn
n
= af A :
. z"‘*"‘é“‘"bo"‘ o +eo . ‘e Log(‘l- k )
_(U+§_+000+—+000) = <. * ) ' ‘
n ) B LY 0.< 2 " = e
. An als, ..
. n . .
e 2]\ ey,

qui est bien une matrice hermitienne., '

(2) deuwxjméthodes de démonstra‘ti'gﬂ, 3

.1

a) son exponentielle est égale & 1-U, car clest wn calcul de série formelle

que nous savons &tre vrai,

) ol i

. 8econd membre sont les 1 -
| og(1 Ai) => les valeurs propres de l'expenentielle du
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3 .
.

se ' —8~d i valeurs propres de 1 ~ U ; .
second membre sont les 1 - Ai’ c'est-a-dire les prop
donc l'exponentielle du second membre est 1 - U.

‘ . 0 ’
La démonstration du théortme est ainsi achevdées

. o
Soit A une matrice hermitienne >0 ; alors il existe une matrice

Corollaire.

et une seule qui vérifie B2 == A ; on la note YA, ou A°.

, 2
Démonstration. Supposons le probléme résolu : B

hermitienne B >>0

i

As Alors

' - 1 1 : .
log 32 =2 1log B == log A => log B = 5 logA et B = exp(i log 4) est la solution

unigues.

Etude des matrices réelles symétriques.

Ce sont les matrices hermitiennes qui en outre sont réelles. On sait que M

définit une forme quadratique .
Vx eR', <Mx, x> >0 <¢=» M>0
VxetRn-{0} y<Mx, x> > 0 4==> N>> 0
-On peut recopier la théorie des matrices hermitiennes,
Proposition, Btant donnée M symétrique réelle, il existe une base orthonormée
(ei) de R" telle que M(ei) = A, e,y o Ai sont les valeurs propres (réel—

i
les) de M,

Démonstration, A priori il n'est pas évident que le polynéme caractéristique
S det(M - A HQ ait toutes ses racines réelles, Maié_comma nous avons démontré
qu'il en est ainsi lorsque M € H(n), c'est vrai lorsque M € H(n) est réelle.

Soit 21 une valeur propre, et ei» un vecteur propre associé tel que lef” =1

M(e.') = ‘A] e,u

L.hyperplan réel orthogogal a ey 'de dimension n-1, est stable rar M ; on

.

. peut alors applij ! & 3 nce 3 |
P Prliquer 1l'hypothise de récurrence {ez,..., en} est une basge

‘orthonormée de cet h ifi itio; | e
yperplap vérifiant la Pbroposition, et {ei,..., en}- est une

, n
base orthonormée de R™ qui répond i 1a question, Donc R"

est somme directe

ar ' )
: espacc Ei deyx & deux orthogonaux, oy Ei est 1‘espace;propre associé 3 1lg

“'Valeur propre Ai' de dimension égale & 1'ordre de multiplicité de A
. i*
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M symétrique == 30 € 0(n) telle que

-

On a les assertions suivantes
oM 0_-\l =D soit diagonale. FPour une M symétrique 3
M >0 4&=> ses valeurs propres ;\i gont >0

M>>0 &=> ses valeurs propres i\i sont > 0 .

M>>0 4&=» M>0 et M inversibles
Notationse
S(n) désigne l'espace vectoriel réel des matrices symétriques de }in(B).

S+(n) désigne l'ouvert des matrices de S(n) qui sont > 0.

' S IR,
Ona S(n)c H(n) , S (n) ¢ H (n).
Théordme. L'application expoentielle M +—» exp M est un isomorphisme senalytique
réel de 1'espace S{n) sur 1l'ouvert S+(n). [On recopie la démcnstration donnée

dans le cas des matrices hermitiennes],

IDécomposition canonigue de GL{n, )}

+ Théordme., Touie matrice A € GL(n, €) s'écrit d'une seule maniére comme un pro-
duit A =UH, oh UEU(s) et HEH(n). De plus U et H sont des fonctians
analytiques de A,

Démonstrations

. * .
1. Lemme préliminaire 3 ¥ A € GL(r, 8) , A A € H+(n)o En offet 1

e ¥ .
a) Va &Mn(d!),. A A est hermitienne » 0, dar V¥ x € ¢n,
*
(A Ax|x) = (Ax|Ax) qui est bien » 0.
*
b) Si A est inversible, alors A A est inversible, donc 4" A >0,

-2, Supposons le probldme résolu : S
« .
H =H puisque H € H+(n)
* - v
U= v puisque U € U(n).

* *  *
A = UH, Alors A =H U avec

fna A =HU ', d'ch A A =H°, avec He€H (n)s 8i A est donnde, alors

.
H” est connue, et on a nécessairement H = /A* 4 .

: 11 en résulte que U est parfaitement déterminde

+ U=2aH', Geci prouve
llunicité, Pour l'existence, posons H = VA* A 5 1) reste i vérifier que

A e ). | ay

/
/
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or @EN = @hH At =u! A, car ¥ '€ H(n)s Donc
du=514" 2 gl = gl ' 1= U € U(n)»

sont des fonctions analytiques de A :

Montrons maintenant que U et. H

(1) H= VA* A est une fonction analytique de A € GL(n, €) ; en effet, b

A A* é;t une fonction analytique réelle de A, car Xx + iy —>x - iy est

une fonction analytique réelle de. x + iy

A > A*A. est une fonction analytique de ‘A, car la loi de multiplicité des ma-

trices est analytique,
* .
A+> /A A est une fonction analytique de A, car la racine carrée d'une

M »0 est une fonction enalytique de M.
| 1

(2) U=AH est une fonction analytique de A ; en effet :
A —> (fa* A)~1 = H ' étant une fonction analytique de A,

~1 . .
A= AH est aussi une fonction analytique de Ao

 Théorémes On a un isomorphisme de varié#és analytiques réelles entre GL(n, C)
et U(n) x H+(n).
Démonstrations U : GL(n, €¢) - U(n) et H : GL(n, ) —~—> H+(n)

/AN A3 /A%

sont des fonctions analytiques ; d'oh une application anclytique (réelle) -

GL(n, ¢) -— U(n) x H*(n).
' . . .
L'application réciproque (U, H) y—3 U H étant évidemmont analytique, ces deux

applications sont des isomorphismss analytiques réels. ’
. . CQQ vF‘D'.
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On a vu que la fonctlon Vexponent.elle est un iscmorphisme analytique de

Remargue j

sur BY(n). 11 existe donc un iscmorphisme analytique de OL(n, G) sur

H{n}
U(n) x H(n) ; 1'isomorphisme réciproque étant d4fini par (u, M) ~—~> U.(exp M)

) . \ ' 2 . \ , : ‘
On a dima U(n) = n2 ’ dlmlR H{n) = n° ; d'ailleurs : o
. 2 . , .2
dimg, GL(n, ¢) = n° &> dimp GL{n, €) = 2n" .

’ . . " 0 -'
U{n) est un compect ; H(n) est un espace vectoriel.

Ca3 particulier.

On a GL(1, C)

¢ By u(1) x 5(1)  ou

1]

u(1) ~{complexes de module 1} = cercle unité
1 (1) gt (nambres réels > 0).
\ z N —
Lt'isomorphisme est défini par 2z > (a, r), ou a = m y T o= |z]o
1)

. ‘ N :
On peut également définir un isomorph.sme de ¢  sur U(1) x H(l)} ou H(V) =8

% b=y § ), avec 2z = ueA , cu u €U(1) et ANE R, ‘-
*Sait ‘ % G un sous-groupe de GL{r, €). Si A €G, que peut-on dire de H=yA A o'

U= AH"? 2 0n va étudier sui.ess. cement le sas de quatre sous-groupes de GL(n, C).
: '

(1)- [ G . GL{n, ®) | .

)

‘
.
1Y

Alexrs H=§'AA tAA est uns matrice symétrique w0 ;'. donc H est réelle,
B est denc réelle et U = A esy réalle. |
Znnaéquente.
A € GL(n, R} ¢=» U et H € GL(n, R).
.:On trouve ainsi deux isomorphismes anulytiques :

aj GL(n, R) -f--a O(n) x S+(n)

b:] GL(n, R) - 0(n) X S\n)g en prenant le’ loganthme.

. 2 _ ‘

On a durht GL(n, R) = ; dmiﬂ 0 n) >.=-£-'-1—2—l-—)-. ’ d””la S(n) = n(n+1) oy 0(n) est
wn compact, §(n) un erpace vectoriel. N “ |

On

eL déduit les deux isomerphismes de varidtés aﬁalytiques réelles 3

+ ) L
;11_, GL (n, R) =3 8S0{n) x §+(n),

v + ) ki
vl GL(n, ®) =5 50(n) x 8(n).
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Remarque. - .

SO(ni est connexe, ccmme on sait que S(n) 1ltest, on conclut que

Si on sait que

| GL+(n, R) est connexe (si on ne le sait pas encore)e

Cas particulier.

. o Qe
GL(1, B) =& = {-1, A} x® .

(2). [G=0(n, &) |

H = A" A Montrons A* A t une trarnsformat:on orthogonale, i.e. que
= i . que es )

¥ a) (AFA) =1 ; en fait :

t

% 1
At o

A AT At A=A
Montrons maintenant que H € G. Il suff:1% de prouver :

Lemme,  Si HY 0 et si H2€ O(n, &}, alors H e O(n, €,

M
Démonstration : soit M hermitienne telle que exp M = H2 ; alors H = exp 5

~ Cherchons & quelle cendition doit satigfaire une matrice bermi—
Y

[
1

,tienne M pour que exp M soii orthogirale i t(exp M) = (exp M)n‘, soit
éxp(tM) = exp(-M). |
Comme ™ et -M sont hermitiennes, et que exp est bijectif de H(n) sur
H+(n)g on conclut que Y - .M (nécessaire et suffisant).

Ces M formept un sous—espace vectoriel de H(n) ; si M y appartient, g &st

done H €0(n, C), et le lemme est démontré.

Remarqué : poscns M = iM' ; 1les conditions M* =M et tH = -M 56 treduisent par‘

= b .
M' + M' =0 et M! +M' =0, elest-d-dire s M' réelle et "symétrique gauche",

L'espauce vectoriel des M' réelles et symétriques-gauches est évidemment de dimension ;
f

o(n-1) , . ‘ .
5— + Sionlenote E(n), onha ug isomorphisme de variétés analytique
] A t

réelles o s

;(réelle)

| | 0(n, €) f’-—a (U(n) n 0(n, €)) x E(n).
 Etudions le groupe U(n) N O(n, G} 2

A€ O(n, ¢) & tA - Af‘

. A t, -1
A € U(n) s tx _ Awt »é;> est réelle ot A = A

Donc  U(a) M O(n, ¢) = 0(n)s
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On a donc les deux isomorphismes analytiques suivgnts :
o
a] o(n, €) —3 0(n) x E(n),

b]  soia, €) =5 S0(n) x E(n), |
n(n~1) n(n-1) )

avec  dim, O(n, @) = 5 o, dimy 0(n) = dim, E(n) = —_— .

SL(n. €¢) |

i

3. |a
*

Si det A =1, alors detA =1, donz dest H=1,
On trouve donc um isomworphisme analytique de SL(n, €5 sur 80U(n) x E'(n;? ol

B'(n) désigre le sous-espace vectsriel de H’n) formé des M € H(n) telles qué

Tr(M) = 0,
2

, \ . . 2 . N
Qn a dimm SL{n, €) = n" - 1, dimy SU{n) - n" ~ 1, dm}R EY(r}) = n" ~ 1.

(4~ [E=spla, @) |

Montrons que si A €G, alors H =yA* A €@,

...Benw. rque_préliminaire :

Soit G un des groupez classiques étudiés 3 alors .

—— *
ACG => YA ¢cG ot XeG, d'ou ' e G,

Faisons la démonstration dans le cas qui nous occups:

0 -1

oo
t ~1 ' ~ -~ -

_Comme J=J ", ona, en transposant, tA J ! A:=J 1, ou encore Jt.& J ! A =1,

Done A(J Yy g!

Le6 &> "WJa=d, o J=(

PV I L Vel 1, soit aJ W g, 1, ‘ou encors A J%A = J,
¢e qui exprime que tA € G,

11 est clair que A €G = IGG, donc As§ G =§- A*e Go
“Ainsi, Ae@G => A"A €G. Ona A¥ A= H2, H>>0.

Cherchons & quelle conditian doit 'sa.ti‘sfaire une matr.ice M € E(2n) pour Jue
exp ¥ € 8p(a; €).
La condxtlon s'éerit t(axp M) J{exp M) = J, ce qt:;i équivaut & '-

t(exp M) = J(exp -M) g Or (exp M) = exp(tM) , -

J(exp ~M) g1 . exp(-J MJ )

-3 t -
M. §tent ha rmztm'me) M et J(-M) g L la sont aussi, Lg relation

exp( M) woeXplad M J7 ) équivant donc 3 tM = o M J_1

» ~Ou encore tMJ-!-JM =0
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Telle est la condition cherchée.

M .
Or si cette condition est vreie pour M, elle l'est pour 5° Done si

H"2 = exp Me Sp(n, €), il en est de méme de H = exp 5 °

=

Ainsi lorsque A =UHE Sp(n, ¢), ona U&Sp(n, ¢) et H¢ 8pin, ¢).

. On en déduit 1l'isomorphisme analytique suivant

\ ’Q‘ ¥ z 4
Sp(n, €) —~—> [U(Zn) N Sp{n, G)] % E"(?z}.)l

ot E"(2n) est l'espace vectoriel des matrices hermitiennes M telles que

Maeam- 0., D'ailleurs on sait que U(2n) N Sp(n, €) - Spir). D'ol

| 8p(n, €) -Zx Sp(n) x B4 {2n)]

Calc_:ulons la dimension de l'sspace vector:iel B* (211); Seit M = (g g), ol
"A,B,C,De M (¢)o Pour que Y7+ M =0, il faut eb il suffit que s

o~ —

A€ H(n), B symétrique (complexe), C =B , D .-A o

. . 2
La dimension de l'espace des A est n” : les B forment un aspace vectorisl de
. , o{n+1. . |
. dimension complexe ‘-(2 ), done de dimension réelle n{n+t)e

. N , 2
D% 3 dim B¢ (211)——— no + n{n+t) =n(2n+1j.

-

On sait qus n(2n41)  est auss: la d:mensien Téelle de la variété Sp(n), tandis

que Sp(n; C) esi une variété amaiytique complexe de d:mension (complexe) n(2a41).




- 241 -

LE GROUFE HOMOGRAPHIQUE & " une VARIABLE 3

APPLICATIONS.

Etude particulitdre de GL(2, C)» "

Gf‘(Z, ¢) se compose des transformations

(1) x p=» ax + by , y > ex + dy

(a; b, ¢, d complexeé, ‘ad_ - be £ 0) porte-a,n't sur les variables complexes X et Yo
ADonc GL(2, ¢) opdre dans 62 —{0} ; en fait; une transformation telle que (1) induit

une transformation sur 2z = <fy 4 savoir

LR

az + b W
(2) i (ad - be #0) 3
mais il faut considérer que z peut prendre la valeur o (pour y = 0, X £ 0), et de
. ‘ d .
méme z : g peut prendre la valeur o pour 2z = = % (si ¢ £ 0)s

Donnons plus de détails ¢ on va définir pour cela avec précisicn la droite projec—~

‘tive complexe P1(0.‘), Considérons l'espaze € % C -—iO}; G2 —{0}; un point de cet eapnci&

est défini par un couple (x, y) de nombres ccmplexes non nuls tous deux, Définissors

la relation d'éguivalence 52_ que voici

(x, y)g{‘ (x*, y') si et seulement s'il existo un A €E€C, AZO, tel que

x! = %x, !y' ER )\y,

: 2 ' :
L'ensem}zle quotient (C —-{0})/9\ peut &tre muni d'une tcpolcgie, la "topologie-quo-

Y

tient", D'une manidre générele, si X est un espace topologique et
: dans X, on a une application]

&'équiv’a'lencql, canonique p : X —> X,/Q{v (qui & chaque point x € X associe sa classe
: ) ) -

8 une relation

d'équivalence); et on définit sur XK la topologie que voici : un sous-ensemble

uc X/Q\\ est dit ouvert si ‘et seulement si p_1 (U) est un ouvert de X. Alors

l"'appli.ga.tion Pt X—=>X/8 st continue, et posstde la propriété (qui caractérise

)

la topologie de X/ X ) 3 pour qu'une application £ t X/R —» Y (od Y est un

e¢space topologique quelc_onque) 80it continue, il faut et il suffit que fop i1 X~ ¥

slolt conti U8 Ou ‘encore : toute application continue g : X ~» Y, constante
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sur. 1“es clagses d'équivalence de LY y définit, par passage eu quotient, une applica-

'tion continue £ :'X/gz R

Par définition, la droite projective complexe, notée 1’1 (¢), est l'espace topolo-

; -1
gique quotient (02 - {O})/SR . Si z € Pl(c), tout point (x, y) de p (z) ¢s'ap-

pelle un systime de coordonnées homogénes du point 2z ; on passe d'un systéme & un

autre par une homothétie de rapport complexe A /£ 0o

Lorsque y = 0, tous les points (x, 0) (o x #0) de 62 - {0} forment une
classe d'équivalence ; on notera ® le point correspondant de P’(G)o Lorsque
y #°0, la classe d'équivalence d'un point (x, y) de Cz - {0} est ceractérisée par

le quotient $, qui est un nombre complexe 2z ; donc le complémentaire U du point

® dans P1(¢) est en correspondance bijective avec € (corps des nombres comple-
Xes) e

On va montrer que cette correspondance bijective U&—> € est un homéomorphismes,

Elle est en effet définie par deux applicaticns £ C—> U et g: U—»¢,
réciproques l*une de l'autre, & savoir :
~ f associe & z € C 1la classe d'équivalence de (z, 1) € 62 - {0} ;
- g associe 2 la classe de (x, y) (od y # 0) 1le nombre ; € C,
[1 est clair que g;blf est l'application identique de ¢, et £ o g ltapplication
identique de U ; et tout revient donc & vérifier que f et .g sont continues,
Jbservons que pwj(tﬂ = € x {G - {Og}o
a) £ est c?ntinue, parce qu'elle est composée des deux applications continues
¢ % ) B oy,
Lvec d{g) = (z; 1),
b) g est continue, car la composée
) B, U8y ¢
:ét l'application (x, ¥) > gb s qui est continue sur
p (V) =¢x{c~{o}};

-1 8‘ . . N\ )
ensuilt que g est continue, d'aprés la définition de la topologie-quotient
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. L -1
[uﬁ sous—ensemble V € U est ouvert si et seulemen® s P (V) est ouvert dans

ROIE

Ainsi f et g sont deux homéomorphismes, réciprogues 1tuA de 1l'autre, qui

U de' P1(G) ;. rappelons que U est le

e

- permettent a'identifier € au sous-espace
complémentaire du point o o

LQ définition de la topologie quotient sur Pi(m) permet de mcntrer facilement

(exercice 1) : pour qu'une surte de points z € ¢ aint pour limite le point
o € P1(¢), il faut et il suffit que lzni tende vers l'infinie [Ceci signifie que
1l'espace P1(G) s'identifie & l'espace “compuctifié d'Alexandroff" de‘l'espace ?,
parb madjonction d'un point a 1'infini® e

>‘Revenons alors aux transforuations (1) et (2)s Soit. S8 1la transformation de 62
définie far (1) ; S dinduit un homéomcrphisme @2 - {0}J§> 02"{9}, puisque ad - be P4

cet homéomorphisme passe au quotient :il exishe une unique application S' qui rend

- commutatif le diagramme .
(] ¢® - {0}

i | lp ip
P (®) — R (5) ,

et Fette application est continue d'aprés la définition de la topologie quotient
‘-[il suffit de vérifier que S' o p est continue ; or
S op=poS§,

'et posS est continuejo Comme le méme raisonnement marche‘pour'>S-1, on voit de

} -1
m8me que S' est continups Donc S' est un homéomorphisme de P‘(G).

. D . . . N
e plus, il est évident que si S = 82 o S1 (composé de deux homéomorphismes
2

St'Aet 32 de ¢ -~ {0] sur lui-méme), alors §' “,Sé b s{ R

La transformation S' associée & la transformation S définie par (1)

B trans-
o az + b . .
forme 2 €c C:P,(G) en ~—~—-~— , qui est un point de ¢ 8i cz+d£0 ; =i

)
,

cz +d =0, on~vé?ifie facilement que le point §'(z) est le point &P, (C)
10T

De méme, le itransformé - S'(w = i i
| ; - (o) est ~€C sic #0; si ¢ =0 (ce qui implique

ol ;I : . . ‘
A+ 0 puisque ad ~'be £0), c'est le point € Pl(m)°
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‘ a i mographique"
.C'est avec ces conventions qu'on peut dire que la rtransformation homographiq

i ' toujours ces conven-
(2) aéfinit un homéomorphisme P1(¢) —_— P1(G)o Nous ferons j
tions,

- ; ‘ i ; 880~
Ltapplication S > S', qui & chaque transformation (1) de GL(2, €), a?'

cie la transformation (2) (définie par les mémes valeurs de a, b, ¢, d) est un

homomorphisme du groupe GL(2, €} dans le groupe de tous les homéomorphismes de

P (C). L'imagé de cet homomorpMisme s‘appeils le greupe homcgraphique, ou groupe
1 ) : )

projecfif complexe & une.variable ; 4n le notera GLP(1, C). Insistens bien sur

les deux faits su.ivants :
12/ GLP(1, €) est un sous-groupe du groupe de %ous les homéomorphismes de
P1(¢) dans lui-méme ;

2¢/ On a un homomsrphisme suriectif .

GL(2, C) —3» GLP(¥, C) .
Cherchons maintenant le 32222 de cet homomorphisme ; c'est le ¢ous~groupe de
iL(2, €) formé des transfermaticns {1) +telles que la transformation homographique (2)
\ssociée soit l'application identique. On dcit don:z, en particulier, avoir
rarar il quel que soit 2z € ¢ tel que ¢z + d £ 0, d'ou
az + b = z(=z + d), Vzléc

méme si ez +d = 0, par passage & la limite),

N

Cette identitd exige

c«~0, b=0, d=af0,

es conditions nécessaires sont évidemment suffisantes pour que (2) gsoit 1'identité,

lles expriment que 1la transformation (1) est une hemothétie (de rapport complexe £ 0).

insi le noyau de

GL(2, €) — GLP(1, ¢

st le Sous-groupe des homothéties, groupe qui est isomorphe au groupe multiplicatif

k
s € e 10} « On a donc une suite exacte 3

\1) —=> ¢ —3 gL/2, ) -~—» GLP(1, €) —s (1).

marque 1, Le sous-groupe des homothéties est centenu dans le centre de GL(2, ¢) ;
: ) e ——e e 1 ]
- montre faca |

lement (exercice 3) que c'est le centre,
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’ et e a)
Remarque 2 Deut transformations (1), définies respectivement par (a; by ¢
ema 3

ini é nsfor i si et seulement stil
et (at, b%5 % a'), 3aéfinissfnt la meme transformation (2) =

existe un A € c* +tel que '
at = Aa, bb'= Ab, ¢! = Aey, d' = Ad N

l . ' ) ‘ t ' ticn~
(ctest-a-dire si les deux systemes {a, by e,d) et (a'y by ¢, a') sont propor

nels)s

Lt'isomorphisme GLP(1, €)= SL(2, m}/{ i_i} »

‘La 'surjection  GL(2, ¢) ——» GLP{1, C) sndurt un homomerphisme
g SL(2, €) -—-> GLP(1, T)o
Rappelons que SL{2, €) désigne le scus-groupe de GL(2, €) formé des transforma~

tions dont le déterminant ad .- be ezt éral B 1.

Je dis que ¢ est surje: . wutrement dit, toute trapsformation homographi-

‘que peut &tre définie par des sonstantes f(complexes) a, by, ¢, d telles que

"ad - be = 1, En effet, on peut multiplier a, b, =, 4 parun mime ncmbre complexe

~

A #0; elors ad ~ bc est mult plié par A%, On peut choisir A de fagon
que
)?(ad A D TR I

car tout nombre complexe # O possdde une racine carrée (et méme deux) .

Quel est le noyau de 1'homemotphisme surjectif ¢ 7 Il se compose des A etc?
2 .
~tels que 4 =1, ctest-h-dire du saus-groups §¢ 1} de €%, Dol ltisomorphisme

annoncé 3

| aLe(1, o) = sLi2, ©)/ { 1}

»
’

il est entendu que +1 dés:gne l'homothébie de rapport + i, et -1 lthomothétie

de rapport - 1.

| Bxerzice : OCalculer 1'inv . sz + b i
\ E ‘ erse de  z p—> =--———z, lorsque ad - bc =1 {on cherche~
ra 1linverse 2e la matrice  (° b) o
: . ¢ d N
Homéomorphisme de la droite proiective complexe P‘(m)‘ et de la sphbdrs %3
TN . 3 ‘r‘l = " ..’

- N(0,0,1) » -
_ ‘ ~A Cet homésmorphisme va &tre déduit de la "projection stéréographis

que™s Celle-ci £tablit une correspondance bijective et

bicentinue entre



’ - le plan € dé la variable complexe;’z ;

- et ia sphere S2 privée d'un points
;ﬁne facon précise, soit‘ S2 la sphire-unité dags l1tespace Ra, dont nous appe-
bns les coordonnées X, ¥, Ue Soit N 1le point (0, O, 1) ¢ S2 (p8le nord). N
dentifions € auplan u=0 de 1tespace Am?, en posant X + iy = Ze

A chaque point A € 82 —-{N} as;ocions l'unique point B du plan u = 0 -
iigné avec N et A ; réciproquement, & chaque point B du plan assvsions 1'uni-
ue p&int A e;Sz aligné aves N et Bo. La correspondance eingj définie (projec-
ion stéréographique) est évidemment continue dans les deug sens 3 elle définit un

¥

mméomorphisma de € sur 82 - {N} » Un calcul élémentaire montre que le point B

2 2 2 PR
ssoclé & A (de coordonnées X, y, u tolles que X +y +u =1, ufl, est
| {fini par
3) "wk; ==Ax +~iy N 1+ u

<< 8

t-~u x -y

nversement, le point A qui carrospond au point B défini par 2z €€ est le point

x, y, u} donné par les formules :

:4) X + Jy o~ 2z - v o E...E—.:.—l °

z z + 1 z 2z + 1

Maintenant, si 2z tend vers o (au sens de la topologie do Pj(G)), le point

X, y, u) tend vers (0, 0, 1), c'est~h-dire vers le point N y et résiproquement

i A +tend vers N; le point B +tend vers l'infini. Dcnc la correspondance se

rolenge en un homéomsrphisme © de P1(¢) sur la sphere 82

tout entidre,

Noter que S° est un espace compact et que cet homéomorphisme O met done en

vidence le fait que la droite projective complexe Pl(c)

est un espace compacte

R . . . 2
v sphere 8, muaie de 1l'homéomorphisme 8 de ?1(¢) sur S, s8‘appelle souvent

L sphére de giem&n%fdans la théorie des foncfiona holomorphes d'une variable comple¥;;
-IOn sait que les sections planes de la sphére S2 sont des cercles (péurvu_quo

‘ plaﬁ rencontre 82 et ne lui soit pas tangent). Demandoﬁs-nous quelles sont les

urbes dg ?i(c) qui, par l'homéomorphisme O, correspondent aux cercies tracés

T ‘Sza Lé théorie ¢lassique de 1*inversion dans l'espace R3 mentre qu'on obtient

usl /

/
/
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-

- d'une part les droites (réelles) du plan € [droites dont chacune doit E€tre

complétée par-le point oo € P1 (G)j ;
- d'autre part les cercles contenus dans €.
‘ les courbes

fVC'ést‘pourquoi nous appellerons, par abus de langage, cercles de PI(C)

‘qﬁi sont soien% des cercles contenus dans €, soient des droites de € complétées

par le point & 1'infini de P’(ﬁ)a -En somme, une droite est un cercle qui paase pur

" le point 00 .

Avec cette convention, 1'homéomorphisme © ¢tublit une correspondance bijective

2
entre les cercles de 82 et les cercles de P1(C) ; aux cercles de S passant par

"le p8le nord N correspondent les cercles de P1(®) passant par le point & 1'infini.

» Propozition. Le groupe projectif  GLP(1,

¥

) (qui opere dansg P1(¢)) transforme les

‘ cercles en cercles.

I

Démonstrations On veut montrer que la transformation

Loy ' az + b
(2) : A (ad = be £ 0)

" transforme tout cercle de PI(G) en un cercle. Regardons d'abord le cas ol elle trans—
‘forme o dans o ; on a déja vu qu'il en est ainsi si‘et seulement si ¢ = 0 ;
‘~alors (2) n'est autro qu'une translation
Z2 > z+h (h € 0C),
et il est clair que tout cercle est transformé en un cercle (une droite, c'est-a-dire

.un cercle passant par o0, est transformée en unc droite).

Supposons maintenant ¢ £ 0. On a

8z + b - be -~ ad 1 .
cz +d ¢ 2 d )
) c Z + 3

donc la transformation (2) est

composée des transformations suivantes :

d ) ‘
2>z + - (translation)
™~
Z t—> 5 Y
- P \\\\
a o
2>z + =~ (translation).

n f

cercle de PI(w) en~gn cercle. Or c'est la composée de
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Z._—-’}ZS et zV—>» 2z

e

la premidre est une igzgggigg.(plane) de pdle .0 et de'pﬁissance k, et la seconde
une symétrie par rapport & l'axe réel. Il est ciair que toutes ces transformations
transforment cercles en cercles (avec la convention de langage faite sur le motr'
"cercle" dans P,(w)). . C.Q.F.D.
Exercice : montrer éue le groupe GLP(1, C) se compose de tous les produits d'un
nombre pair de transformaiions, dont chacunfZest une inversion plane (de pdle quelconque)
ou une symétrie par rapport & une droité quelconque. Les produits d'un nombre quelcon-
que d'inversions ou de symétries forment un groupe~ G', qui contient comme sous-groupe
G d'indice 2 1le groupe GLP(1, C). Les éléments de G' - G sont les transforma-
tions

az + b

L e (ad - be £ 0)
cz + d

Définition. On appelle repitre dans P1((I) un triplet (M], MZ’ H3) formé de points

diStincts (dont 1'un peut &tre ).

Théoréme. Etant donnés deux reptres (MI’ M2’ M

3) et (M]', M‘,'z., Mi), i) existe

une transformation o € GLP(1, €) et une seule, telle que

o‘(Mi) :Mi pour i=1, 2, 3,

Jémonstration. Il suffit de la faire lorsque (M;, M!, Mé)

ar exemple: (0, oo, 1), Si M, # ®, on peut déja trouver T € GLP(1, €)

est un repeére particulier,

tel que
C (M2) =0 ; car si z, € € représente MZ’ “on n'a qu'a prendre
©(z) = z-:'l;:- -=* ’ o
. 2 .
osons g, = 0o <1,

3 la recherche de ¢ ’ﬁq,uivaut & celle de 0, qui transforme

7

C(Ml)’ 'C(MZ), T(MB)) en (0, wm, 1), On est donc ramené au cas ol Mz =

 »

1angeant les notations, nous avons un triplet

(zl, o, 23), et nous chei'ch_ons o
31 que |

:) | | a.(m) .‘—im’ .‘ 0(21) = 0, 0-(23): 1.
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ol . isti
“ | (z,, Zyr 24, z4) sont distincts (1'un d'eux pouvant &tre

'On peut d'ailleurs donner un sems au second membre lorsque
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i‘a condition g () = o0 exprime que g est de la forme .

o(z) =us+v, u€ec, vec, u # 0.

Les conditions o‘(z‘) = Oy 0'(23) = 1 équivalent alors: &

uz1+v;.-0, uz3+v=l, -,
c'est-a-dire " s e , Vo=-— 1., Donc & satisfaisant & (*) existe
252, 24-2, .

et est unique, ce qui prouve le théoreme.

Remarque. Ayant choisi le repére initial (0, @, 1), on voit que GLP(1, €) est en

correspondance bijective avec l'ensemble des reperes (M,, Mz, Mj). Or cet ensemble

est doué d'une topologie, car c'est un ouvert de 1l'espace produit

Pj(m) X P’(@‘) x P (C).

1
Si on identifie P, (¢) & la sphere S2 comme plus haut,.on voit que l'espace topo-
logique GLP(1, €) s'identifie &

2

5 X 82 X S2 - A ’
s, A dé . ) 2 . 2 2 2 . .
ol signe le sous-espace de S x S x S formé des triplets de points non

tous distincts. C'est une variété de dimension 6.

Revenons aux repéres. Il est facile d'expliciter l'unique g~ € GLP(1, @) -qui

transforme le repére (zl, Zy, z3) dans le reptre (0, w, 1), au moins lorsque

21’ z, et 23 sont £ o0: c'est
Z - - -
o) = z, ‘ Z4 z, _ z z, 23 - 2,
2 -2, z. -z * *

zl,z2 ou 4‘3 est o,

. Z,. -z ’
en' passant & la limite ¢ - 3 2 .
e $: pour z, = c'est — - » pour Z, = ® c'est
z -z : ' 2
] 1 Z - 21
zy - z, s  pour Zy = @ cl'est ;—-—:—z—z. Cela étant :

Théordme. Pour qu'il existe un € € GLP(1, €) tel que

"C(zi)=z£ (i‘—‘" 2, 3, 4)!

@), de méme que

_' (z,",, 2}, zy, z‘;), il faut et il gufPit que : |



(.4) \ z4-z : 2342 Tz

i tuniqt T tel que
Démonstration. une condition nécessaire et sufflsante est que l'unique q

. Ou encore : si ¢ est

1]
?C(zi) = z; ({ =1, 2, 3) transforme z, dans zy

défini par
‘ 0’(21! 229 23) = (0, oo, 1),
et ' par OJ(z;, zé, zﬁ) = (0, w, 1), il faut et il suffit que

V ) 5 ivement les deux membres
0'(24)== d'(zg)' Or 01z4j et Oﬂ(z;) sont respectiveme

de (4). D'ou le théoreme.

Définition, Etant donnds quatre points distincts z{, Zys 23, Z, de Pt(G), on
appelle birapport 12 ces quatre points le nombre complexe (fini)

4472 | 2472,

z -z, '

472 %%

On le notera (z1 S %y 5 %y i z4). Le théoréwe 4 nous dit que toute transformntion
~ homosraphique conserve le birapport d2 4 points distincts, et que récipro-
quemént si deux quadruples de points distincts ont méme .birapport, il existe

une transformation homographique (unique) qui transforme l'un dans l'autre.
Remarque. Le :birapport ' (z1 P Zy 3 245 24) dépend de l'ordre des 4
points. A titre d'exercice, on montrera que si (z1 P2y 5 Zg z4) =@ ,etsi

1l'on effectue sur Zys Zys Zg, 2z, les 24 permutations possibles, le birapport

prend les 6 valeurs

1 1 1 e
ert 91"€) 1 ""ev ’f—:"e ’ "é‘:—f’

qui sont en général distinctes. Etudier pour quelles valeurs de @ elles ne sont pas

distinctes. Dans le cas ol elles sont distinctes, expliciter le groupe des 4 permu-

tations sur Zys Zps 25, 2, Qqui ne changent pas le birapport,

Probléme. A quelle condition doivent satisfaire les points

21 H 22’ 23’ 24. Pour

que le birapport (:1 P Zy 5 2 z4) soit réel ? Il est facile de résou-

dre.le probleme @ soit o 1l'unique transformaticn homographique qui transforme

'(Z‘, ?2, 23) en (Q, 4 1) § on a vu qué

0'(24) =3 (Z] H 22 5 Z3 3 Z4),
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) ) iti chée est done que u soit réel. Or ceci
Posons d%z4) = u ; la condition cherchée est donc q

" j i pass oints 0, 1 et o0
exprime que u est sur le 'cercle” de P](G) qu’ passe par les p

i 5 c 1 3 sur un méme cercle. Mals comme
la condition cherchée est donc ¢ O, @ , 1 et wu. sont

o transforme les cercles en cercles, on obtient

soit réel, il faut et il suffit que les

Proposition. Pour que (21 3 2y 3 23 2,

(supposés distincts) soient sur un méme cercle de PI(G).

points CZys Zy z39 Z,

Applications holomorphes P‘(¢)»-§ PI(G)D

Définition. Une application £ P1(€) 3 P1\C) est dite holomorphe si
12/ elle est continue ;

v

© 22/ f est holomorphe au voisinage de chaque point de Pi(w).

Pour que cette définition soit satisfaisante, il reste & dire -ce quion appelle ap=-
. plication "holomorphe au voisinage d'un point’® de thd). Pour cela, nous distinguerons
plusieurs cas :

(1) soit. z_ un point / c , donc z_ € € ; et supposons de plus que f(z ) £ w.
comme f est continue, il existe un voisirage °
U de Z s tel que 1(z) /£ @ pour tout z e U, En restreignant £ & U, on est

donc ramené & dire quand une appl:cation continue g : U —» ¢ est holomorphe au voi-

.31nage d'un po:nt 2z € Us Mais ceci est une notion ‘zlassique, supposéde connue. On sait
"méme ce que c'est ququne g holomorphe
U—> € (c'est une g qui est holomorphe au voisinage de chaque point de U).
- (2) soit toujounguzo # 0, mais supposons f(zo) s 0. Posons h(z) . le* 3
K z)

h est une application continue P1(¢) —— P,(C), telle que - h(z ) ='0. Par défi-
o ) .

nition, on dit que £ est holomorphe au voisinage de z si h
: } 0

est holomorphe (au

sens de (1)) au vdisingge de z .

1 ) N o ' 4

G . _ . 1
| (3) supposons malntenant. z, = «; et posons k(z) - f(;) i. k ast composée de

] v
z > - (transt ' i
(transformation homographique P (C) —> lP,(C) qui transforme 0 en 09,

. et de f. Par définition, ¢

est hOlQlUOI[)lIQ au VOlSlH& e de Z [e9] S1 k esb 11010"'
g 0

{ 'morphe au voisinage de 0 ( : ) si ) = ) #
| (au sens de (1) si k(0) - f(zo) £ @, au sens de (2) si

k{0) = f(z") = 00)e
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Tous les cas ayant été examinés, la définition est compléte. On laisse au le?teur_

le soin de vérifier :

(a) si £ est holomorphe au voisinage de Zs alors il existe.un ouvert
U3z tel que £ soit holomorphe au voisinage de chaque point de U ;
o .

(b) toute transformation homographique

az + b / »
6(z) = - (ad - be £ 0)

est holomorphe de P1(¢) dans P1(G)n

On appelle automorphisme _holomorphe de Pl(C) tout homéomorphieme

1

Egginition.

P1(C) — P1(C) qui est holomorphe ainsi que 1'homéomerphisme réciproque.

ﬁ Ainsi 3 GLP(1, €} est un groupe d'automorphismes holamorphes de P‘(C).
i

‘Phéortme. GLP(1, €) est le groupe de tous les automorphismes holomorphes de FX(C)

En d'autres termes : tout automorphisme holomorphe de PI(C) est homographique.

, Démonstration.

1- Cas particulier :

Soit ~f un automorphisme holomorphe tel que f(w) = @. Alors f£(z) £ @ si
z # o0, puisque £ est hijectif, £ ost donc une fonction holomorphe de ¢ dans ¢
si on retirenyg point ® ; £ est donc développable en série entidre dans tout le

plan :

£(z) = Z:j a 2"

(le rayon de convergence étant infini).

Deux»cas se présentent :
. ,
~ ou bi i ‘ infini $ R
en il y.%kune infinité de & £0 ; ;1)
= ou bien il n'y a qu'un nombre fini de & £ 0. - {2)
I n :

(1) &= ® estwu "point singulier essentiel" ;o
(2) =3 f est un polynamé.

Nous adei:i  +ns le 3
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"Quand on & un point singulier 'essentiel et qu'on regarde les

Théorime de Veierstfgss}'

valeurs que prend la fonction dans un voisinage de ce point,
alors 1'image est un ensemble qui est dense dans tout le plan 1.

D - {z]) = ¢

i

Iei 2z ' 00, un voisinage de 2z est donc 1'extérieur d'un cercle
de rang sussi grand que 1l'on veut ¢ voisinege de o = DF; dont
le complémentaire contient un ouvert non vide Q.
Mais, £ étant un isomorphismé, £(0%) Ao rencontre pas l'ouvert
non vide £(Q), donc la propriété des Welerstrasa ne peut paa‘

.
arriver.

Conclusion ¢ Le cas (1) (point singulier essentiel) ne se présente pas, donc 2(z)

est un polvnﬁmé (évidemment non conatent). D'apris le théordme de d'Alembart, i

£(z) ost un polynBme de degré n, f prend n fois chaque valeur a autre que los
veleurs de f aux points ol la dérivée f'(z) s'annule. Comme £ est bljective,

ceci implique na = 1.

Conclusion. £ est un polynéme de degré un ¢ £(z) =" &X z + ﬂ » O #0., Bffective-
ment, un tel polyndme définit bien une application holamorphe € ——p ¢, ‘dont 1l’appli~
‘cation réciproque z t-—-)ng-c z -% 68t holomorphe. Une telle transformation n'est "“tf"

qu'une transformation homographique qui laisse fixe le foint 0 »

2~ Cas générel,

Supposons (o) = z, # ® . Considérons alors une transformation homographique g

" telle que g(za) = oo (par exemple g(z) = ;—1-; o« Alors

0 .
sé trouve dans le cas particulier précédent t h=g o f est lindaire, donc

gof(w) =, et on

.. ~1 -
Pomographlqua. Onaalors £f=g oh, ou g ! et h sont homograpxhiques, done

£ est bien une transformation homographique.

Ceci achdve la démqnstratipn du théordme.
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Propriété conforme des transformations holomorphes.

olt un polrlt e c nous Voulons étudler au Volsilla (] de K4 1] 1\‘ tx a‘]SfOI na=-
S z d b 7 g
. 0 o]

v tion définie par une fonction f holomorphe au voisinage de Z , dans
Y o .
o . le cas ou la dérivée f'(;o) est / 0. Par définition de la dérivée,
C
. on a
z £(z +h) - £(z ) = h(£'(z ) + e(h)),
o 0 0 o
"1 in _ &(n) = 0.
; avec hligo ) = 0.
o v i i i ) ion dérivable d'un paramdtre réel
R\//27 1 - Si un point variable z(t), fonction dérivable pa
G4, aéeri be C t oint z_ pour t: t , le voc-
’ écrit une courbe passant au p o P o’
f(zo) teur tangent & cette courbe, en zZ s est défini par le nombre comuplexs

V=2z'(t); la transformation f transforme la courbe C en une
o <

courbe C1 définie par

L p— £(2(t)),

et le vecteur tangent V

1 a cette courbe au point f(zo) est V

1" f'(zo).z‘(to) .

On passe donc de V & V

1 par la multiplication par le nombre complexe non nul

f'(zé)o Done V' se déduit de V par une multiplication par le scalaire ]f‘(zo)l

et une rotation d'angle égal & arg f’(zo).

Donc si on a deux courbes passant par Z s dont les vecteurs tangents V et V!

en z font entre eux un angle o , les vecteurs tangents V‘ et V{ ; au point

f(zo), font entre eux le méme angle X . On exprime ce fait en disant que la trans-

forme f conserve les angles, ou est conforme. Il y a d'ailleurs plus : l'angle

(Vr, V{) & la méme orientation que 1l'angle (V, V') ; autrement dit, £ est conforme

et conserve l'orientation.

'
N,

0, & examiné le cas d'un point y ‘ s
n P z € ¢, avec f(zo% # 00 3 le cas ou z, = o,
I
i
En conclusion i i az + b
» pulsque la transformation 2z j—3 . ;
‘ ] e es
cr +d t une transformation

ou celui ou f(zo) =.00 se traiterait de méme.

holomorphe, elle conserve 1 tori Lati ;
| R : es angles et l'orientation dej PI(Q). Grice & l'homéomor-

‘liu R : . e 2 . . .
phism de P,(w) sur la sphere S | (qui lui aussi conserve les angles), on voit
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que le groupe ho:ﬁographique GLP(1, €) se traduit par des transformations conforses

de la sphdre de Riemann. En particulier, si deux cercles de S  se coupent suivant

un angle, les cercles transformés se coupent suivant le méme angle.

GROUPE_ GL(2, R).
Supposoné qu'on prenne seulement GL(2, R) au lieu de GL(2, €), et qu'on le

fasse opérer pan
gx-—-)ax-o-by ' 8, b, ¢, d € &,

y —> cx + dy ad -~ bc £ O.
On en déduit 2z —» E—;—g , pour z -g « Ces dernidres transformations forment
~ cz

un groupe noté GLP(1, R), et on & une suite exacte !

(1) —> & 5 GL(2, B) —> GLP(1, B) —a (1)

A\
§(a) = homothétie de repport a; quatient ,

GL(2, ®) n'est pas connexe : GL+(2, B) est la composante connexe de 1'identité. On

notera GLP+(1, R) son image dans GLP(1, B). Les transformations de GL?H,;(R)

sont celles définies par a, b, ¢, d réels tels que ad - bc > 0. On a la suite exaote,

(1) — B —a*(2, B) —> GLF' (1, R) ——s (1)

e . .
GLP (1, R) est le quotient d'un groupe connexe, il est donc connexe : c'est un sous-

groupe d'indice 2 de GLP(1, R).
Toute classe d'éléments de GL+(2, R) modulo le sous-groupe [R* des homothdties

contient un élément tel que ad - be == 1, c'est-a~dire un élément du SL(2, B) : car

' .on peut toujours choisir u réel tel que ua(ad -.bc) =1 lorsqﬁe ad - be > 0O,

‘L'application qui envoie SL(2, B) sur GLP (1, 8)
- . [ T}

. + -
- GLP (l, R) est donc isomorphe au quotient de

Il y a deux tels U . . ‘

#3% donc encore surjective ot on

a la suite exacte , o l : :
I

M=l — se'n — ar) —s (1),

SL(2, R) par {-1,~+1} ¢ homothétie
de rapport ~1 et homothétig de rapport +1. ‘

Ainsi toute transformation homographique du groupe GLP+('I, 8) peut-8tre définie
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‘ ‘ = g mplacer &, b, c, d par
Aol 8y b, ¢, 4 Tréels te:s que ad — bc = 1 (on peut elors remp s by

-a, -b, -c, -4 sans changer la transformction) e

P'mﬂ le droite projective réelle, obtenue en adj?xgnan§ ﬁ‘ ﬁ}.

Nous noterons o

r
4

un point & 1'infini ; on peut transposer & Pl(m) ce qui a été dit pou;;.P‘(G). ST |
Mais ici. la projection stéréographique définit un homéomorphisme de la droite projectivq
P, (R) sur le cercle S‘. P1(R) est en correspondance bijective avec les droites du

1

plan R2 qui passent par O. En résumé, le groupe- GLP(1, R) est un groupe d'auto~

morphismes de la droite projective P‘(R).

Opérations de GLP(1, R) dans P1(C) .

'z —> if—t-g opére aussi sur la variable complexe =z (prenant éventuellement la
cz +

valeur ). Le groupe GLP(1, R) apparaft alors comme un sous—groégsﬁpgfﬁ¥¥, €) des
automorphismes homographiques de Pi(a). C'est le sous-groupe des homographies qui *
transforment P1(R) en lui-méme [P1(R) étant identifié & un sous-espace de P‘(C):}
Si on interpréte P‘(R) comme un grand cercle de la sphire de Riemann, on voit qu'une
transformation de P1(m) peut soit échanger les deux hémisphéres, soit les conserver.

Par la correspondance entre 82 et P,(w) les deux hémisphires ouverts viennent res=~

pectivement sur demi-plan Im 2z > 0 et sur le demi-plan Im z2 < O du plan € de la

variable complexe z. On a :;:2 = (a1+b; (gVCi) = i adz— ;c ac2+ 2d .
c +d c 4d c +d
Donc le transformé de i a pour partie imaginaire i 295222 ; ceci montre que
c +d

""lorsque ed ~ bec > 0, les deux demi-plans sont conservés ; lorsque ad - be £ 0, 1ila

s'échangent. Ainsi :

6Let (1, w)

1

{transformations qui conservent chaque demi-plan };

GLP (1, R) = xfransformations qui échangent les deux demi-plans} .

Posons G

+ o~
GLP' (1, R), G' = GLP(1, R), GLP (1, R) = G' - G. Un élément de

' 1
G 1 Copas L 1
transforme le 5 plan inférieur en lui-méme, 1le 5 plan supérieur en lui-zéme.

. Si z€M®, la dérivée de 1 : ad ~ be 1 ‘
’ e de la transformation est 5 = 5 50 > la trang-’
{cz+d) (cz+d) :

1 formation conserve l'orientation de 1'axe réel.
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- - 1 S L ¥ < gl qUu [ oK g S 1) e p
Sl d bc - alor 1& trallﬁl Q T 1 e . e 2 Il inge 16 en d Arcours
a 1 [} 8

B “'p 3 < S "p] 1.111.(.1 SR8 P AN
de' 1 axe Iéel et échan ] denl lau nocl1iul d aC le deﬂ]l L.an leu
) ge l a

. : ¢ s forne 183
i pelé acni-plar incaré G transforow 1
Le demi-plan {Im z> 0} est aussi app-ié acni-vian de Po .

4 . ”»oy
i rey, Sl g clo contrdé sur L,
cercles en cercles (ou droites). DIn particulicr, s1 on prend un cer

LTRSS
sa partie supéricure secra transformée en un dcni-cercle

supérieur centré sur L, ou en une deni-droite orthogo-

nale & 1l'axe réel (i.e. demi~cercle passeunt par 1tinfini)

‘De méme un cercle orthogonal & ® qui passe pur le point

3 1'infini se transforme 2n "cercle" orthogonel a [l
Toutes ces transformations‘ﬁont holomorphes et tous les points du demi-plan supdrieur
sont toujours transformés en points / o . (seuls les points réels peuvent se trans-
-

former dans le point ).

Théordme. Tout isomorphisme holomorphe £ du demi-plan supérieur ouvert dang lui-

méme est une transformation homographique du type précddent : a, b, ¢, d ¢ R,

ad - be =1,
Démonstration : Soit £ tel que f£(i) = i. Supposons qu'on ait déuontré (cf. lemme
ci-dessous) que dans ce cas f est homographique. On va alors le prouver dans le cas
général, comme suit. Le groupe homographique G est tra.. itif dans le demi-plan supé-
rieur, car on peut donc transfor.er i en n'importe quel point u + vi, v > 0. En
" effet il suffit de prendre f(z) = u + vz.

Ainsi, il existe o € G tol que (i) = £(i). Alors 1l'application
T = 034 o £ laisse fixe- i T(i) = i. Mais € est un autgmorphisme holomorphs
donc, d'aprés ce qu'on a provisoirement admis, T est une transformation homographi-

que ; par conséquent f = g0 T, composée :de deux transformations homographiqueé,

est homographique. C.Q.F.D.

| Lemme 1, Tout isomorphismé holomorphe £ du demi-plan de Poincaré, tel que f(i) = i

“est de la forme : A-1, o 16z~ z - i
_ -z 41 2+ 3 ° PYosons 2Z= e

3 done’ Z transfor

m . . . .
e ;es cercles en-cercles. On veut savoir en quoi Z transforme le demi-plan supérieu
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o ' w garcin ¢ i
) Ch chons le traﬁ%ormé de l'axe réel : nous savons que ¢ est un cerclino
a er for: 1

1 est donc déterminé par 3 points :

/ Zzo::::::—;‘,'-‘ﬁ::-«l
—'1 0 +1R Z.“..()O"_‘..—._."‘:a 2::-+1
» ‘ ] (1-i)2
z =1 =% & =- 5 = - i

-1

‘.

s

2z b5 2 transforme donc l'axe réel en le cercle wiite,
!
{

b)vSLn-zja.i, alors 2 = 0 ; donc le demi-plan supérieur est tranaforméd par
. L3

z > 2 en 1'intérieur du disque vnité. Soit g un automorphisme ho;amorpha du

Z - i
z + 1

S
demi~plan supdrieur., Alors si on pose o (z) = , le composé Lo X ast

un automorphisme holomorphe du disque unité (le transformé de ¢ par €}

. -1 ,
jg De plus, les g quil laissent fixe 1 sont ceux qui sont tels qus T o T leig—
! ‘ ’ .

gent fixe O. On est ainsi ramend A cherché lcs sutomorphismes holomorphes du disque

unité (ouvert) qui laissent fixe O. Alors Je lemme 1 va évidemment &ire une conséquensg

~e

du
Lemme 2, Soit D le disque-unité ouvert. Si g : D —» D est un automorphisme how
lomorphe et si g(0) = 0, alors g(2) = o™ 2 ; autrement dit, g est une rotamtion -

avtour du centre .

Démonstration du lemme d,.

1-Lewme de Schwarz : Soit g : D —>D une foncticn holomarphe telle que g(0) =

“alors lg(z)| < |z| pouf tout z tel que |z| < 1.

Démonstration : le développement de g en série entitre montre que g(z) = 2 hiz),

’.ph h est holomorphe dans D, Il suffira de montrer que {h(z)l Z Vv pour )zi < 1.

_Supposons que |z| = r ¢ 1. Alors h(z) = giél est tel que ]h(?)' iﬁifli <l
r =r

Ceci reste vrai pour lzl £Lr <1 car une fonction ha]omorphe au voisinage d'un disw

que compact atteint son maximum dans le disque sur le bord du disque. Donc pour

£r i - q
] | . rd on a [n(z) | 5 -+ Soit z, tel que %ol < 1; prenons r tgl que

Izol £r<1; ona ]h(zo)l g'% . Donc a la limite

In(z)| < 1. c.g.r.n.
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C 24— Appiiquons le lemme de Schwarz & l'automorphisme
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Remarque : la propriété lg(z)l < ,zl exprime que g transforme chaque disque

centré en 0 dans lui-méme.

g :D—> D tel que

g(0) =0, On a lg(z)l Z lzl. Appliquons aussi le lemme de Schwarz & l'automorphis

réciproque ; on trouve lz]lﬁ ,g(z),.

Conclusion : on a |g(z)] = 'Z'n Donc Siz) est une fonction holomorphe ayant un

module constant ; ceci impligque que Eéfl est une constante de module 1, ¢.2:

; i6

g(z) = e Z 9

Résumé :

En géométrie euclidienne : les cercles concentriques de ¢entre O sont ceux qui sont

orthogonaux aux droites passant par 0/ i.e. aux

cercles passant par 0 et le point & 1'infini,

Transformons ceci & 1'aide de (2 h—>-Z)~],

. . 142
soit Z -3 i 552 Un cercle passant par O

et 1'infini se transforme en cercle passant par §

et ~i ; les cercles de centre O se transforment

donc en les cercles du faisceau de Porcelet de

points +i et -i (cercles orthogonaux aux cercles passant par i et -i)

<



°

Exercice : Le méme raisonnement que précédemment montrerait gue tout gutomorphiste -

holomorphe du disque est homographique :

zZ

: , ol & €€, ,al{.‘; |

LA

i@
7 b—> e i

. ad . ' ’
((t)l'automorphisme holomorphe le plus général du disque unité.

&

. CLASSIPICATION des TRANSFORMATIONS HONOGRAPHIQUES & COEFFICIENTS REELS.

Soit T (z) = az + b , ou n, b, c,d €8 ad - bc ~ 1 (ou, plus généralomecat,
cz +d
ad -~ bc » 0)» On cherche & déterminer comment opire T  dans le demi-plan de

Poincarsd Imz »0.

Les "poinis doubles, ou poinis fixes de lu transPomditon. T sont les points 2z tels’

que z' =z, soit z(cs+d) .az+ b, ou encore
2 b
(1) (SR o (d-—a) z - b = 0.
Les poihts fixes sont donv les solutions d'una équation du sccond degrd A coefficients

réels., Il a donc trois cas’ possihles :

!
1~ deux points fixes z, et z, 1maginaires cunjuguds (par ex., Im(zo) >0) : on
peut supposer que c'est i et -il, car sinon il existe une transformation

+ — Ed
o €GLP (1, m) telle que o (1) =z, agl-1) - -z,, et alors o ‘o T oo
[¢]
& pour points fixes i et -i. On a vu que dans ce cax 0‘—1 o T odg est de la

z-i - i8 2z-i .
forme ey > e Pregi On dit alers que T est ellipiigue,
2- deux points fixes réels et confondus - on peut choisir oo de fagon que les deux
s . -1
points fixes confondus de o o T og solent le peirtt, w . Alors o"-‘o T o g

i .
est zl> z+h, he¢m (translation réelle). Gn dit alors que T ost

parabolique, |

3- deux points fixes réels et distincts ; on peut supposer que c'est 0 et o
) X 1

S \ '
¢n remplagant T par V00 0 T o ¢ pour un o convenable. Pour que les raci-

~nes do (1) soient 0 et y 11 faut et il suffit que b =0, ¢ =0 ; done

o !
© T o g ecstde la forme 2 —> kz (k so,

KZ1) : clest une homothé-

tie.. On dit alors que @ est hyperbolique.



Recherche d'un invariant différentiel 3

4z _ 1
. az + b d-bc=l. Ona = =—""""73"
Soit Z=3iggs s by d R RETE T (s s d)
(az + b) (cz + a) Im z (ad - be) _ Inm z
Im 2 = Im 5 = 3 allz
' Icz + dl ‘c; + dl lez + .
Donc ¢
' laz] _ laz] (1)
Im 2 Im z

On a trouvé quelque chose qui ne change pas quand on effectue sur =z une transforma-

+ dz .
tion du groupe GLP (1, B) + c'est %a-é . D'une fa¢on plus explicite, supposons que

. R PR
z décrive une courbe de clasee C :tzaf(t), teR. Ona alors

: , £'(t) P! () ' '
2 = F(t) = %—%%%%~;—g , et (1) devient im f(£§ lm F(t; . |e (t)] n'est
ds N

autre que 6u ds désigne 1'élément d'arc de la courbe décrite par f£(t)

It
Im £(t) =y si £(t) = z = x + iy. Donc é; est un invariant différentiel des

courbes du demi-plan de Poincaré ; c'est un invariant vis-a-vis du groupe homographique

G = GLPf(I, R)., ds est 1'é6lément de longueur euclidien, a o= E; est le nouvel

élément de longueur. Lorsqu'on multiplie les longueurs par ;, les aires sont mul-

tiplides par 15 ; donc dxndy gsera le nouvel élément d'aire : il est invariant

Y Yy
par G. [dx»\dy est 1'6lément d'aire euclidien] .

On va donc avoir une nouvelle géométrie : géométrie (non euclidienne) du demi-plan de
Poincaré.

Considérons un arc de courbe z{(t) = £(t) + ig(t) de classe C‘ (te[O, 1:}),
avec g(t) > 0. La nouvelle "longueur" de cet arc de courbe sera .

1 f,2 . 8,2 o i
o - ‘gr¥7- dt, alors que sa 1ongueur euc}ldlenne est j V + g dt‘

La longueur non-euclidienne est invariant par toute transformation de G = GLP (1, m).

"Plus court chemin” d'un point & un autre.

Appelons droite non euclidienne, " :'/mpfement “dreite:

* (entre guillemets) toute

demi~-droite veyticale (orthogonale & l'axe réel) du demi-plan de Poincaré, ou tout

deu i~cercle orthogonal & l'axe réel. Autrement dit, une "droite" est 1'intersection



~

e j[‘par exemple, faire une transformation elliptique convenable

. ~ 262 =~
- . . orthogonal & Pl(m)

P_(€) V}passunt ou non par le point ).
1

du demi-plan de Poincaré avec un cercle de

I] est clair que le groups Q@ = PLG+(1, 2) transforme toute "droite' en "droite.

Soient A et B deux peints distincts du demi-plan de Poincaré., Far A et B il
Pass® une "drsite” et une seule, & savoir :

- 1a demi-dreite verticale joignant A et B si A et B ont méme abscisse j

- l'unique cercle euclidien centré -ur l'axe réel, et passant par A et B dans

le cas contraire.,

- I d P ' Q]

Définition. On appelle distancc non euclidienne de A et B, et on notera d{&, B),

la “longueur" nen euclidienne du "segment de droite" joignant A et B, On sait
d'avance que cette distance est invaciante par le groupe G : si o € G, ona
a( g(4), o(8)) = a4, B).
On se propose de calculer effectivement d(A, B) & 1'aide des données euclidiennes de
la situation.
ler cas- A et B ont méme abscisse x. Alors, en posant y(A) = a, y(B) =b,

et supposant par exemple a < b, on a

A(A, B) = fb

a

b
ﬁlog;

.

<&

2eme Cas. (Cas général). Soient P et Q les points ol le cercle orthogonal &

l'qxe réel &t pasSant par A et B coupe l'are réel (voir figure). Nous fixons le

choix de P et Q en convenant que si 1l'on parcourt coniinfment le demi-cercle en

partant de P et allant vers .Q, on rencontre d'abord A et ensuite B. Par une

transformation de G, on se ramdne au cas ol A et B .sont sur une méme verticale

o ayant A pour

point fixe, et transformant le cercle de diemdtre PQ en la verticale du point A]



S t———ae

-

= viint en

t plus gr o celle de A' = &{A}, P
§1 1'ordonnée de B' = g(B) est plus gxandg que €8

. ST
P! = g (P} d'ordonnée nulle, Q vient en .Q' = ¢{Q) A& 1'infini, On s, dlapres

b . s a2t +» b},
le ler cas, a(ar, B') = log = = log (0 ; vos a' 3 b')

{ 1nb @
Ceci est le log du rapport enharmonique (P’ ;3 Q' 3 A' ; B') des quairo poini®

A
53

i . raonique, ¢lest ausai dgal
P!, Q', A', B'. Mais comma & conserve le rapgporl anharmonique; g

log(P ; 9 ; A 3 B).

En résumé, on o dans tous les cas

[@(a, B) = log(P ; 0 ; A ;B

‘ o1 Y ot arand
ot F et Q sont les points de rencontre avec 1lexe réel de la "droite” jorgnsani
4 et B {avec la convention que P et Q ont été chnjisig de facon qull exlivls un

. o d ¥ ek
sens de parcours sur la "droite" dans lequel on rencontre successivement P, &, ¥, Ui,

1 : . ;
Théordtme. qur tout arc de courbe de classe C , coatenu dans le deni-plun de
LSRRI

wiy

Poincard, d'origine A et dlextrdmité ‘B, la "longuecur" non euclidienne Al de vet
arc de courbe est > d(A, B) ; elle ne lui eat égulk que si l'arc de courba st le
"éegment de droite" d'origine A et d'extréuité B,

On exprime cette propriété en disant bribvement que "le scpment de dreits est la

.

plus court chemin d'un point & un autre'.

Démonstration. On peut supposer A et B su: unv méme verticale (sinon, falre une

transfcrmation o €@ convenable)., Alors, si l'arc de courbe est
t =3 £(t) + ig(t), £ et g de classe C‘

pour t € [O, I], g{t) > 0 pour tout t, et si l'ordonnée b de B est plus grand:

que l'ordonnde a de A, on a

;ﬁ ) f1 Vf,z .',2 . J: lg'(t” it » J: 2' (1)

Y2 dt >
* 0 glt) - () glay” 4t =

g1

) b
= 1 - o} —
°8 rpy ¥ log g

= 4{A, B).

 L'égalité ne peut avoir lieu que si, pour tout t, on a

V/(f'(t))2 + (g'(t))2 = g'(t);
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1 at
’ i i £1(t) = 0 et g'(t) >0 ceci exprime que £(t) eost constant,
ce qui exige =

que g(t) croit de a 4 b.

A |
le théordme reste valable pour un arc de courbe qui est de classe C  par

Remarque 3

ngegments de droite". On en
morceaux, par exemple,

.

pour une "ligne brisée" formde de

déduit aussitbt :

Corollaire. Soient A et B deux points distincts. Si un point C n'est pas sur

le "segment de droite" joignant A et B, ona 1'indgalité stricta :

a(4, B) < a(4, c) + a(C, B).

Remarque importante.

}
Dans notre nouvelle géométrie, la notion de parallélisme n'est plus une relation 4'équi-

valence :

-A

Soit A un.point donné et A wune demi-droite vertica- |
- e L)
le ne passant pas par A. Regardons toutes les "droites'
qui passent pur A et qui ne rencontrent pas 4

le cercle qui passe par A et qui est tengent A A

ne coupe pus 4 (dans le demi-plan de Poincaré) ;

on voit que toutes les "droites" qui passent par A
q q I P

et qui sont dans 1'angle hacluré ne rencountront pos_ 4%
il y a donc une infinité de "droites" paralleles de £  rassant par A,
Signification de ¢ Une "droite" A vpartanve le plan en deux régions,

Soient deux points A et B et une "droite" 4 ne conte-
nant ni A ni B. Il y a alors deux possibilité :-

a) le segaent" [A, B] coupe A ; .

g b) le "segment" [A, BZ] ne coupe pas A .
On constate que si [A, B] et [B, C]- coupent A (C étant un troisibme point £ i&)

alors Eﬁ, C] ne coupe pas A (faire par exemple la figure en supposant que A est

¢

une demi~droite verticale).

Ceci prouve que la relation, pour un couple de poinfs A, B hors de 4. "le seg-

3

ment [A, B] ne coupe pas A" est une relation‘d'équivalence dans le complémentairo

de A. Il y a deux classes d'équivalence : les deux composantes connexes du

compliwentnire de A .
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"Demi-droites",

Si on prén& un pointﬁALsurxune "droijg” A, il partage cette "droite" en deux

régions, & savoir les deux composantes comexes de A =~ {A} . Deux points M et M' de

A - {A} sont dans la néme région-si et seulement si 4 t segment [M.M'] .

‘Ces deux'régions é'appellent les deux "demi-droites™ d'origine A, Etant donné

une demi-droite AQ issué,de 4 , on peut porter sur cette demi-droite une "longueur"

égale & un nombre d > 0 arbitraire ;

cela signifie qu'il existe, sur la demi-droite,

un point M et un seul tel que d (4, M) = d, c'est-b-dire

.-

A M

m ~ log (P;Q; 4; M) =d
P Q -

En effet, lorsque M décrit 1'arc AQ, la distance d (A,M) croit strictement de

0 & + , et prend donc wne fois et une seule tcute valeur > 0 ,

: l'_Cs.r.f:lssi_"_
Considérons maintenant 1'ensemble T des points du demi-plan de Poincaré qui
4 une "distance” donnée d d'un point.donné z, (Im z, > 0). On 1'appelle, par
désinition, le "cercie" de ﬁcentfe" z, et de "rayon" d . On sait qu'il exist; une

transformation homographique o du demi-plan sur le lisque IZ] <1, telle que

a (zo) Cherchons ¢ (r) ¢ c'est l'ensemble des points Z tels que

F d (0, 2) =4
~avec 4 (0, z) =1log (P Q3053 2) = log %:5; ) )

x désignant la distance euclidienne de 0 & 2, Dénc
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d ..
' e = 1 -1 ce *
e euclidien de centre O et de rayon —y— Par o

. e + 1 .
(contenu dans le demi-plan de Poincaré Im z > O)

et o (I') est donc le cercl
cercle est transforme en un cercle

du faisceau dont les points de Poncelet sont 7, et 2, o

w2l
)
-~

Un problime de construction. . : ,

Soient donnés une "droite" 4 et un poxnt A{ A . On ve montrer qu 'il passe par .
A une "droite" ‘A! et une seule qui coupe A suivant un angledroit (£, : qui est
orthogonale & A m-l point de rencontr;e de A et A').

Par un gutomorphisme o€ GLP+(1, ®), on sé remére au cas ou A est une demi-
droite euclidienne verticale. Une "droite; orthogonale A & n'est autre chose qu'un
demi-cercle eucl;dien centré au point

de rencontre O de A avec l'axe réel, On

cherche un tel cercle, assujetti en outre

R ‘ ) '
0 : 3 la condition de passer jpar A. I1 est

clair qu'il y a une solution unique,

Mngles de demi-droites,

K
' )

Soit A un point du demi-plan de Poincaré. Notons GA le grcupeyd'isotrrpie du

point A, c'esb—h—dire le sous~groupe de G formé des homographies ¢ tellea que

o (8) = A. Ce eroupe est isomorphe & SO (2) . Pour le voir, nous trensformons la

sltuatlon, au moyen d'une homographle 1 qui transforme le deml—plan Imz > O en le

disque ouvert IZI < 1, et le p01nt A dans le centre Z = 0. Le groupe transformé
-1
TG, T est le groupe des automorphismes holomorphes du disque-unité qui laissent

y\
fixe le centre}i.e HE A o eiez.
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'Ce groupe est bien isomorphe & U (1) = so (2). c.q.F.D.

e fe] I)e oper ' (o] i p emel ,ransitlive dan:, 'ensemb e
u‘ e d une faq n sSim 1 N ,-t 'I I‘l ) I I d

. rd I3 A G 1 .
"demi-droites” dforigine A 3 c'est dvident si on regarde le groupe % A

Soient donnés deux couples (D,D') et (D1, D;) de demi-droites d'origine t po

' : - les ur qu'il
que les "angles orientés" (D,D') et (D,,D;) soient"égaux" , ¢ est—%—dire pour q |
existe un o € GA tel que

c(D):D, O'(D'),'—'D't

' & 1l'unique
il faut et il sufflt que l'unlque a € Gp tii que a (D) = D soit égal 4 1 q

cica : (dé \n utilisant le fait que le
a, €6 tel que a, (D ) = D; [Exerwlc, : Lmontrer, en uti

groﬁpe ¢ est commutatif]. Ainsi, lorﬂqu on associe & chague couple (D, D') 1'élément
A

A

@ € G tel que a (D) = D', on voit que o caractérise une classe d'angles "égaux"
A .
entre eux, C'est pourquoi le groupe G, = SO (2) 3tappelle aussi le groupe des

1
§

angles (orientés)de demi~droites d'orirsine A, e

On ne doit pas corfondre 1'é1énent de so (2) = v (1) associé ainsi A un angle,
aiéc é$ qu'on éppelle improprement la @gﬁﬁzg de cet angle. L2 probléme de }a wesure
des angies.est un autre probléme (aussi bien en géémétrie euclidienne que daﬁs la
géométrie du demi-plan de' Poincaré). On démontre que l'application t b eit est

un hgzZLphismé surjectif'¢ : R— U (1), dont le rnoyau se compcse du groupe additif

‘des multlples entiers de 2 T . Etant donné un élément q € U(i), (a) se compose

d'une classe de™ ‘nombres réels définis module 2 1 ; c'est cette classe qu'on appelle

\

\
lla mesure de l'angle associé & a. On auralt d'allleurs d'autres mesures en considé—

1
'

rant l'homomorphlsme : , :

-\\'.\‘\ % \_’ e lkt, .

s
.

-
2

R
5

ol k € R~ {0} est arbitraire. Parmi toutes ces "mesures" 1a premi®re ...

t e it | cos t + i sin ¢ ’ ‘
présente cette particularitd que c'est une fonctio:

. R~ € dont la dérivée est égale &

. it . c . e ¥
i1e =s8in t + i cos t .

& \}w‘“ e

a
(cos t) =~ sin t, 3t (sin &) = cos &

" Aut}ement dit
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a d‘vne varia~, .

S 10 faut ﬁién‘insiater sur le fait que cos t et sint sont des fonction

ble réells t.

ure 1, c'est-h-dire 1'engle assotié & 1t£14ment

-, T

Lo radisn est l'angle de mes
,1 €vu (1)

Elément d'aire,

on a déjh dé£ini l'élément d'aire (non euclidienne)

A. Etent donré un snsemble fermé F du demi-plan ds Poinceré R, la valaur ds l'intégTﬁlg'

vy . . : L . . - - '

‘jl;dx A dy
y
‘ (supposee convergunta) alappellera 1'¥aire" d= P,

i

On sa propose ds calcule; l‘“aire" d’un "trianyle" Qu'entand- on par ¥triene

I
Ry

N gle ? Soient A, B, C trois painta dixtlnc*s non alignés (c Hﬂt~%wdira non aituéﬂ‘ ¥ 

papaps

i osur une néme "dromte“) (u leur assouvie les "augmenta” [k,ﬁ] ,,A} dont la ruunion :

B ' -
5 . B - '

partage le deml-plan H en deux régions ; 1’une d'elles est bornee autrsnent dlt

', son adhérence F est compacte, Par définition l‘"aire" de ¥ s'appelle 1'"aire du

v'trlangle“‘ nous la noterons § (4 B c).

t

H
- A & A
Cn not & 4,y B, C les mesures des angles du triungle
a me a a " . . "
{ A<ny, 0<KB<yg, 0< .
L T S '

Théorémc. On'a

()

- -~

+B+C=gx-8S(aABC)

"bb

(danc la somme des mesures des angies d'un "triangle" est toujours < %, et 1! agire"

d'un "triengle" est tonjours < x),

On va weéne prguver une proposition un peu plus générale, en n'excluant pEs la
' s . . o ) . ) .
‘cas ou 1l u§ des somnets duy "trlangle", A par exemple, gerait sur 1' axe réel ; alora

- A
pn a évidemment A = 0 3 un peut méme envisager des "tr:&ngles" ayant ‘deux ou trais

h

,‘Neommets sur l'axe réel (figure).



On montrera qus la formule (1) est encore valable dsns ce cas.

Déuonstration de (jl

on peut supposer que la "droite” joignant B et C est

une demi-droite euclldlenne ortloéonale a4 1'axe rcol, ~uiaque 1'%aire” et lea

angles sont invariants par toute transformatzon homographique

D

P

az 4+ b
*’Eﬁ?”‘a v 8y b, c, d réels, ad - bc = 1,

- -

~Supposons par eIemple Gue l'ordonnée de C goit plus grende que callea

de B [on n'exclut pas le cas ol 1'crdonnde de B est 0, ni celui oh
l'ordonnés de C est infinie|. Henona par A'la verticale ascendunts
4D (Détant d 1'infini) ; D e3t eussi la point & 1'infini sur la

verticale ascendante du point C.

Considérons les "triangles" ABD et ACD ; on a

B
S (ABC) . S (wu) - S (acp).
Suppcsons que la formule (1) s0it déjb démontrée pour les tri.:gles
. ABD et ACD ayant un sommet D & 1! infini, clest-d-dire
, A ~ o .
(2) DAB + ABD = 5 - 9 (ABD)
A WA “ . .
(3) DAC + ACD = %~ S (ACD)
Retranchons membre 3 membre la relation (2) ae (3); 11 vient
(4) DAC - DAB + ACD -~ ABD = S (4BC).
A A s .
Or DAC: - DAB:-CAB=-2,
A ’ A A T
ACD =T~ ACB'= 12w C ,
A A A
ABD = ABC = B

done (4) s'écrit

ce qui domne la relation (1) b ds montrer.

En résumé, il suffit de démontrer (2) et (3) ;

(dans les deux cas i1 s'agit d'un

o e

" »

T-Ah-B-C= S<-‘~BC)-

par exzuple la démonstration dé (2).

; la démonatration est 1 mine

"triangle® a 'yant un aommet a 1'1nf1n1) Faisons
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AP L A GY
o (aBD) = >
‘ 5 !

(ojeub 8 6L § les wheviyses de A ¢ B, en supposant

4 e &
prr ev ke a o B (08
plu !

o ra7)) = rL (S0 v
) (r.B.U) fy(}.‘i)

7~ ' t
en wolont ¥ le no.nt é» lterc A3 d'abacisee x, o

“nl&

y(1) 3'orvdonnée di ce point. Or

4 o o0
dv [’ 1] . 1 d'ol
A R .-. -:1. - M ’
fym) 2 T, Y™

b
de
s (ABD) =f;l 7D

Prenons une raprésentotion parsmdirique do l'arc de
ce~nle ¢
x =1 co3t, y=sint,

t décroissant de t b t, , cos t

1 = a, cog t, = D.

]
Alors

t B

1 -r s8in t dt 1

S(ﬁ,BD):—.—f ._.7_,____=f dt =,
t, Y 8in to

6 étant lg mesure ds l'angle Aﬁh.
Or soit T 1'intersectioﬁ des ténggntea en A ot

B 3 la mezure de ﬂ?ﬁ est - 8 , Soiy Tﬁ lae vérticalé

descendante ; on & “

A A N A
DAB = DAT , ABD = TRD,

A A A AL
n =& = LIU + UTB = DLT + TBD,

d'ol finalement la relation (2) é'démontrer.

Crel ackdve lu dwmonstration Ju théordme.
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a

Notons H 19 demi—plan de Poinoare, puni de la "distance" da(4, 5)

0

kainltion t on appelle jmométrie de H une application £ & B -~ R qul
M

conserve la distance, c'eat-b~dire satlsfalt a

a(ely), () = a4 B), VY hBEE.

" Une telle application est évidemment injective, car

K b 2B 5 ale(), 23>0 3 a (15)> 0 » &t 5.

¢vrdemaent la topologie da H ‘r' P

Elle est continue, car l& "distance" cifiniz

der les "cercles" d¢ centre dorné).

Exemple d’isométries : le groupe G des transformutions

gé—i;g , & b, ¢, d réels, &d-t.>0 '

ge compose d'isométries, puisque la "distance” d(a, B) a
été définie de fagon & étre invariente par G. De plus,
zb -3z {transformation de H dans H) est évidemmernt une
isométrie. Comme la composée de dsux iscmétries est une

isométrie, le groupe G' engendré par G at z b~ z est un

\* Démonstration - Le-groupe d'isotropie G

dans 1'ensemble des deml—droites d'origine A, Donc sioc€@G

groupe d'isométries. On voit que G' - G se compose des

transformations

2 b az + b

» 8, b, c, d réels, ad - bec <O,
cz +d - - -

Remarque : les transformatlons de G conservent l'orientation, celles de G' - G la

changent. . A

.

On démontrera plus loin que toute isométrie appartient & G'. Cela résultxra

‘ 'd'une étude plus approfondie du groupe G' et de Son sous-groupe G d'irdice 2.

Proposition 1. Un g € G qui laisse fixes deux points distincts A et B est

‘L'identité,

A opbre d'une fagon simplement transitive

" et si ¢ laisse fixe-

B*’ A,Onac’:ld.

l



T (B) = A, alors 7

- ) e k. F
’ on 2. B Ag Geux points distinchs
Prpositioz . 2» Frant depnds deux pobnid i

£ €6 ¢ G tel qud .
@)y sn, s lE) =i

”

2 .
on & de plus 1~ = id.

rémbnstration : (1)‘unicité. Si on a aussi Y € G - Gy 11 (A) = B,

e €G;T07 Jeisse fixes A et B, dono (prop. 1) 107 = id,

Coci vaut en particulier s8i T, = Ty

el B IR

2 . -1
d'ot 17 = id, c'est-i-dire T = 7 . Donc

Tyo
(2) existence. On pwut se ramener au cas ol A et B sont sur une ménme horizontale, Le

segment LB posshbde alors une médiatrice euclidienns 4,

B st par translation on se ramene cas ol A passe par O,
*

$lors la truansformation % définie par % (Z) -z (symé-

R trie par rapport A) répond A la queation. Dar. L. a8

général, le 1 cherché est 1'inveraion da p8le P qui

//yx échange A et B, i.s. dont la puiasance eay Fa. ?ﬁ } une
telle inversion est bien un 6lément de G' (le vérifier),
les points fixes de 1 fcrment une "droite" A qui est le

mcercle d'invereion7i;a. le cercls de centre P st de rayon

k= V’fﬁ.ﬁu;

On vérifie & nouveau que t est bien involutif (12 = 1), A est l'ensembls dss pointas

"dquidistants" de & et B.

., Remarque : Faisons une autre démonstration qui prouve que &i un 7  G'.= G laisse

fixes deux points distincts A et B les points fixes de ¢ forment une "droite".

Lemme. Soit £ : H — H une isométrie. Alors f transforme bijectivemsnt toute "drojite"

en "droite" B

| - , £(8) | '
n effet, supposons que M soit sur le “segment" [4, B] ; alors £ (M) est sur le "sege

nent {f(A), f (B)], car

d (4,8) =da (aA,M) +4d (M,B) ; or



4 (2,8) = a [£(4), £(8)]
¥ a (o) = a[£(s), £(m)] =>
\ a (,3) = a[£00), £(3)]

o [£(n), £()] = a [£(8), 2] + a [2(n), £(B)] & £(o) ¢ [£(8), £(B)].
Si M! n'est pas sur 1; ngegment” [A,B] mais sur la njroite” AB, alors ou bien B est
sur le Vsegment" [A,M'], ou bien A est sur ie segment [B,M' ; on constate donc que

£ (1), 7 (B) et £ (u") sont "alignés".

Drantre part, la correspondange entre les deux "droitea" est bijective, car nous
vsavons que Sur une videmi-droite™ il existe un point et un peul qui est & une distan-
ce donnée de l'crigine de celte "demi-droite”.

Propogition . ¥1 ¢ € G' ~ G échunge deux points d}stincts A et B des H, l'ensem=
ble das points fixes de 1 eat une "droite” A ctent 1l'ensemble des points “équidiae
tants® de 4 et B.

Démonstration : aoit M lc "milieu" du "segment! [, b}, & savoir 1'unique point
? M de la "droite" A B wl gu: d (M,r) =4 (M,B).

71 frenaforme ia "droite™ AB cn elle-udme, ot M en l'unique point d» cette droite tel
que & (¢(1),B) =d (z{i#),s). rinsi ¢ (M) =M : M est fixe par 1. Montrons qu'il y a
d'autres points fixes par t ; pou; cela, raiscnnons par 1'abourde, sen supposant qus M
soit le seul point fixe. Soit P un point # M ; alors P # 1 (P), et t écrangs P et

v (P), puisque 12 = identité. Donc < laisse fixe le "milieu" du “segment" [P, < (»]1,
et par suite ce milieu est l'unique point fixe M. I1 s'ensuit que t transforme tout

point P en son "symétrique" par rapport B M; donc 1 est la “"rotation" de 1'angle %

autour de M. Or cette rotation appartient & G, et puisque v € G' - G,’ on &rrive &

une contradiction.

© étant une isométrie et laissant fixe au moins deux points distincts, t laisse
fixes les points de la "droite" A qui les joint. Si 1 avait un point fixe § A , alort
tous les points de H seraient fixes, ce qui est absurde, puisque t # identité.

On a donc prouvé que l'ensemble des points fixes de t est une “droite" s, Si

PEA, ona (1) d (p,a) =a (p,B), puisque ¢ est une isométrie, < (f) = P,

1 (A) = B. I1 reste enfin & montrer que réciproquement la relation (1) implique que P
i
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'eséyaur A.

-Or goit P ¢ A ; puisque A partage le ﬁlan en deux régions, et qus A et B aont
| | " dens des régions distinctes (cer [4,B] coupe & au point H),
P est (p;r exemple) dans la méme région que A ;. alora [p,B]
coupe A en un point Q, avec d (Q,A) = d (Q,B). n a

(2)  d (&4,P) <a (i,Q) +d (Q,P) |
i

car on ne peut avoir égslité que s8i Q appartient &au segmant

B
4 ' [A,P], ce qui n'eat pas le cas puisque [A,P] ne rencontre pas

A. Dens (2), remplagons d (£,Q) par d (B,Q) qui lui eut égal,

et tenons compte da a (B,Q) +d (Q,P) =4 (B,?) ; on cbtient
a (4,P) < 4 (B,P), done P n'est pas "équidistant” ds A et
B. En résumé, les seuls points "équidistants” ds 4 et B sont les points de &4, c& qui
achdve la démonstration.

Théordme 3

: I1 n'y a pas d'autre isoméirie H —+ H que leg transformations de G'. Pour cela on a

'bpsoin d'un lemme.

‘lemme : Si une isométrie laisse fixes trois points A, B, C non "alignés",
(e '

alors f est 1'identité.

Démonstration du Lemme : Considérons le "triangle" de sommets A, B; C, Soit f

une isométrie qui laisse fixes A, B et C ; alors f laisse fixe chaque point

de chacune des "droites" AB, BC et >CA. Soit maintenant M un point 4. plan qui
n'apéartient 3 aucune de ces droites 3 choisissons un point P sur le segment [A,-B]
et distinct de A et B ; 1la droite MP partage le plan en deux régions, et A

et B sont dans deux régions distinctes j; supposcns par exemple que C soit dans la
méme région que A; -Alors la droite MP coupe le segment [C, B] en un point Q ;
lee points .P‘ et Q =sont distincts, Donc f lzisse fixes deux:points distincts de
la droite MP, et puisque f est une isométrie, f laisse fixes tous les points

de cette droite, et en particulier le point M, ! C.Q.F.D
’/ L ] .



Démonstration du théoréme &

Soit £ une isométrie ; prenong trois points.ds H pon “alignés" A,B,C. ﬂgiﬂfgﬂm
2 (i), £ (B) et £ (¢) ; ils ne sont pas "uligndéa”, puisque £ app que“mmlvement
la "droite" joignant £ (&) et £ (B) ; or C n*sut pas sur cettd droite. Puisque :
d (4, B) = a [£(a), £ (B)], il existe uno transformation ¢ une seula ds G, telle qua
© (A) = £ (4) et 1 (B) = £ (B)a Conaldivons alors 1'isométrie g = g ofs On a3

g (A b, g (B)wi, 6 (¢) = ct,
1) 94 ¢! m Gy ilors. dlaprds lo lc,wma.(_(: & 1!1)‘-:;';v.i‘ =0 € O £-q.84d,
: 2|) 81 ¢t 4o, alors A eal "dquidistunt® do ¢ et OV s Beut "dquidistant™ de C et ct,
Soit alors 7 l'unique élément do G! = G qui dchange C et ¢V § puisque 1'enapmble das

poiata fixes de 1 at llencembla dea points "dquid{ew

c
/\ tunta" de C st C', on voit qus 4 et B sont fixes par s,
4 = B
\\/ Cn &8 don: 1 o g (4) = 4, 108(5)“&108(0)"0-

f ~ Mais  ToZeat une isomdtrie, Dlapr?s lemme, an en

d4duit que 5og = id. Dok g = %' = 4, £ = qu7, ot par

euite £€G' Le théordme @8t démontrd,
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Une axiomatiyue de la.géométrie plane

. bi 3tri dienne que
Cetie axiomatique recouvre aussi bien la géometrie plane eucl% : q

’ 3 i 3 t danu .e dewi-
la géométrie plane non euclidienne gue nous avons étudiée précédemmen

plar. de Poincaré.

: iq réduit & un
par définition, le vplan" est un e3pace métrique, non vide, non

poirt ; c'est un ensemble de points muni d'une distence qui satisfait a s

d (4 B) YO

v~

d.(A, B) = d(B9 A)l

d (A, B)

0O & A=23B

d (a, B) & d (a, ¢) +a (c, B).
On pese une série d'axiomes.
Axjomn 1.

Ou 3o donne certains sous~ensembles du plan, baptisés droites el on sSuppoua 3

= guels que solent les points distircts A =t 83, 1l existe wie droite
A et une seule tells que A ( A et Bt A.

-~ Le plan n'est pas réduit & ure droite

aligndg.

; ou encore

il exiate trais points ncon

Remarques,

~ Cet unique axiome ne caractérise pas les espaces métriques & deux dimensions ; par
cxzuple il est vérifié par l'espace euclidien IRn pour n ) 2.

= Uze droite, qui est un sous-espace du plan, est un espacs métrique,

-~ On va supposer que les nombres réels sont connus

s ou tout au moins nons allons
L}

- supposer que IRest un groupe abélien muni d'une relation d'ordre total invariante

i\gar translation. .
\ Axioge 2. r

Si Z“est une dfﬁite du plan, A est isométrique & 18%
VCommentairéé : ‘

.

il

i

e
. ) . b
distacce donnée sur A et sur R; sur IR, on prend la dis

tance habituelle
' }gﬁk

Far définition, une isométrie est une application bﬁj

ctive qui.respectb'lav

i
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- d (a, b) = l&'bl. .
Quand on & une jsombtrie £ ¢ A~ IR, on trouve toutes les {sométries & - IR en preo—
. »
nant les g of ol ¢ et une isométirie arbitraire de IR sur TR Or on connaft len

g ce sont les transformations X trx 4+ h et xbo= X 4+ nh,

Une isométrie £ & & IR permet de transporter la relation d'ordre de IRBUr A}

alors g of définit sur & 1a méme relation d'ordre ou la relatidn opposée, suivant que
g est x b x +h (qui conserve 1tordrs) ou xt+ - x +h {qui ls rOnYITSE8)e
On a donc la notion de "gepment" sur & 3 c'est ce qui se transporte par une
isométrie sur un segment de IR. On a de méme ia notion de demi-droite ; un point
A € A définit doux demi-droites d‘'ori gine A.
on & la cersctérisation d'un segment (2,B] de & :
ce[4Ble>d (4,B) =d {a,c) + a (c,B)
(En effet, ceoi est vyai,sur-IE). Ceci n'implique pas a priori que si trois point.
A,B,C du plan vérifient d (a,8) = a (a,c) + 4 (c,B), ils sont alignés.
~ Toutefois nous poserons un nouvel axiome 3
‘ Axiome 2 bis .
¥ 4, B, C€plan, CE€ (£, &3y d (4,8) =d (4,0) +4d (c,B)
Autrement dit, lorsque C f [2,8], slors d (a,B) ¢ d (A,C) +4 (¢,B). -

Conséquence de.l'axiome 2 bis : toute isométrie du plan dans lui~mdue transforme las

. droites en droités.
Axjome % i
Toute droite A partage le plan en deux régions.
Commentaires : l'axiome % veut dire gue, dans le complémentairé de 4, la reiation
~[4,8) na= g
. ast une relation d'équivalence, et qu'il y a deux classes d'équivalence. (
Ltaxiome 3 est équivelent & :

Si ite - i
_ une droite-A ne passe par sucun des points A,B,C non alignés, alors le nuxbre des

segments [A,B], [B’C], [4,¢] coupés par A est égal & O ou 2. (Exercice facils : le

démontren .



Axiome 4.

On postule la donnée d'un groupe G d'isométries du p}an"pos_sfdant le~ prouridtis

suivantes @
a) G est transitif ; |
b) Si A est un,point du plan, le groupe d'isotropie GA’ ensemble des éléments de

G qui laissent A fixe, est simplemeﬁt transitif dans l'ensemble des demi-droites issues

de A (ou encore dans chaque cercle de centré 4) [en appelaht cercle de centre A et

de rajon ; r;; 0 1le iieu_&eé points M tels que d(A; M) = t].

Corélflairé. Si on a deux couples de pointsdu plan (A, B) " et (A', B') tels que

d(A, B) - d(A', B') £ 0, alors il existe un O €G et m.x.seul tel que o (A) ;A' ot
o-(B) = B'. '

Conségpence. Si une isométrie | u" € G laisse fixesdeux points distincts A ot r,
alors @ est l'identité.

 Symétrie par rapport A un point 0. Clest, par définition, la transformation ¢ qui

laisse fixe O et qui, & chaque ,oint M £ 0 associe l'unique point M' de la droite
MO tel que d(0, M') =d(v, M), ' £ M.
-

Proposition. La symétrie G p-r rapport & O appartient au groupe G.

Démonstration. Choisissons un point A # 0, et soit A' son symétrique

"E(A). Soit T €G tel que’

t(o) =.0) Q(A) = A!

[oc existe, puisque d(0, A) = da(o, A')] i T n'est pas 1'identité; donc n'a res
d'autre point tive que O, puisque < e G,

Evidemment - transforme la droite. “OA dans la droite QA®, c'es;t-h-dire transforme.'

1a»dr01te AA' en elle-méme. Le point F(ﬁ') est sur cette droite, sa distance &

0 est égale & a(o, a1y = 4(0, A), donc o (AY) = A

(puisque T (a') £aY),

’ Ly 2 .
11 s'ensuit que laisse fixes A et A', done ‘cz = identité. - Soit maintenant

M un point queléonque £ 0 ; soit M' = <€(M), oOn q . TH) = M .puisqu'e



- 279 =

. ' ili ’ ¢ par suite ce’
-c2 = identité ; donc T laisse fixe le milieu du segment Di, M :[, et pa

mllleueSt‘ 0 (unlque P°1n t’ fl Xxe de c)’ Donc ll esb le abmébz iqua e ()[)’ ub dox

'. it o € Go é).Qo}\’.D;
- =g . Puisque € ¢G par hypothese, il s'ensuil queé |
- Axiome 5.
On suppose donné un groﬁpe G' d'isométries, contenant G, et tel que G soit
d'indice 2 dans G'. On suppose en outre : quels que soient les points distincts A et
B, ii existe une transformation <« € G' - G qui échange A et B.
Proposition. La ¢ransformation <« de l'axiome 5 est unique ; elle est involulbive

,(i.eo H cz = id’)

Démonstration. Supposons qu'on ait T et Tyl

{‘C(A) = 'C1(A) = B,

IC(B') = tt‘(B) = Ae

Alors "c'cl(A) =4 ot TT, (B) =B ; puisque T et T, sont dans  GCF -.G,
on a T©Oo 'C‘QG, donc C’C‘=id.

Ceci est vrai en particulier pour ”51 = T =y 1:2 = id, c'est-b.-dire | T = 't_"
Alors T o ‘!:1 z='id donne -r,"’ o ‘C‘ = id, c'est-b-dire T &= Ty

Proposition. L'ensemble des points fixes de T est une droite A j c'est l'ensemble

des points équidistants de A et de B, On l'appelle la médiatrice du segment [A, BJ .

t

Démonstration, (elle est calquée sur une démonstration déja faite pour le demi-plan de

Poincaré).

T possdde au moins un point fixe : le milieu M du segment [A, B] « 8Si T possdde

un autre point fixe, alors tous les points de la droite qui les joint sont fixes (A4 cause

de 1'isomorphisme avec IR); T ne peut pas en posséder davantage sinon tous les points
du plan 'seraient fixes, ce qui est absurde, car T € G' -~ G n'est pas l'identitéd.
. I1 suffit donc de montrer que M n'est 'pas- le seul point fixe de < .

Supposons que M soit 1l'unique point fixe de T . Soit P un peint du plan,

N P#£M. Alors T (P) = P {P, et <€(P') = «cz(r) = P,

P P

Donc T échange P et P' =» T laisse fixe le milieu N

. de PP! =%(N = M) = T est la symétrie par rapport & M ;

A or on a vu que cette symétrie appartient &4 G.- On arrive & une




“ tenssmhle

bsurdité, puisque T € G' - G par hypothdse. On a donc bien démontré que l'e
"absurdité,
des points fixes de ¥ est une droite 4.

. ' i i 4 LA
Montrons maintenant que 4 est 1'ensemble des points équidistants do [ @
Soit P €A ; alors c(P) =P, d'ol
a(p, 4) = da[©(®), c(a)] = da(P, B) puisque T est une isométrie.

SOit P¢ A . Montrons que a(p, A) # a(p, B) .

Nous savons que 4 partage le plan en deux régions et que A et

B ne sont pas dans la méme région, car le milieu M de [A, B] €4 .

/ i | Supposons que P soit dans la région de A ; alors le segment :
\ (®, B] coupe & en Q, et ona a(Q, A) = a(Q, B) d'apr¥s ce qu'en
A T T B vient dewir . . .
D'apré; 1taxiome 2bis, on a ) " .

d(A, P) < a(a, Q) + a(Q, P) , car Q n'est pas sur le segment LA, P] '
t puisque ,‘[A._,_;;é ne rencontre pas A . Or d(a, Q) =d(B, @) ; d'ou
- a(a, P) & a(B, Q) + d(Q, P).
Mais 'd(B, Q) + d(Q, P) =d(B, P} puisque Q € [P, B] . On a donc d(A, P) <d(B,P)

C.Q.P.D.
!

]
Triangle isoctle., Un triangle isoctle est un triangle AFB tel que da(p, &) = d(P, B),
P

Il existe donc un unique T € G* - G tel que <« (P) =P,

©(A) =B, ©(B) =A. C'est le T de l'axiome 5, qui laisse

B fixe P puisque P est équidistant de A et B,
A

m :
Proposition. Quelle que soit la droite 4, il existe un unique T EG' -G qui laisse

ot {
. U 3 2
fixes les points de A, En outre, 7T =

= id. Cet unique T sera appeléd la =z ..Strie
par rapport & la droite 4.
S \
Démonstration.’
.;-.
. lir}.icité t supposons que T et <, répondent & la question ; alors <€ o T, € ¢

et laisse fixes les points de 4 = ¢ o'c‘ = id. En particulier 'cz = id, et on-en
déduit que 'C1 = 1T .
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. c 4 0 seit le
e . : € A distincts tels que
Existence ¢ soit 0€ 4, et soient A, B

. i € G' — G l'unigve 4ldment
milieu du segment [A, B]. Soit ?

A qui échange A« et B ; e laisse fixes les points de a', né-
O | diatrice de [A, B] . Soit ¢ la symétrie ﬁdr rappost au point
4 0; ona o €G.Alors qgo @ €G' -G et laisse fixes A
G et B = oo p laissve fixes tous les points de 4  C.Q.F.D.

Remar u s S métr] ar a o) dr ‘k t Ie rodu]‘t d'“ne Q 'ma‘/'tl i“ pflr
— p ‘.} e
g y e p r pp rt h lﬂ Oite es
e 3 18. L
rapport' . h la droite - A (médl&trlce de l A, B l) et de 1& Symétrlc [‘ﬂl ]liU))OX'L b. o.
.
' Pro;zoéltlon I.)Oi'b G_ e G - G’ y ] A e t Xe pa o_' ( c- (A) ), H£1l0 6
- s' ‘ ' H 1 8 f 1 r - A rs

]

est la ssymétrie par rapport & une certaine droite passant par A,

Démonstration., Choisissons un point B tel que o (B) =:B'" / B, ce qui est possible

B puisque ¢~ # identité. On a da(A, B) = d(A, B'). S-it T .

/Xr la symétrie par repport u la médiatrice de BB' : T € G' - G,

’ B! T(B) = B'" et T(B') = B, On a alors T (A) = A, puisque

A est équidistant de B et B'., De plus : T o g € G,
G - : ' : -1
‘'® o g(A) =A, T oo (B)=B=> T og=id, Mais comme T = T , on trouve

que g =T , donc G est la symétrie par rapport 4 la médiatrice de [B, B'].

Théordme ; Toute isométrie appartient & G'.

Démonstration. La démonstration est identique & celle déjh faite dans le cas du demi-~
plan de Pyincaré : en commence par montrer que si une isométrie laisse fixes trois points

4, B, C non alignés, alors cette isométrie est 1'identité. Ensuite on démontre facile-

ment le théoréme.

Définition. Soit GA le groupe d'isotropie du point A (sous-groupe formé des ¢ € G

tels que o (A) = A), Un élément de GA s'appelle aussi une rotation autour de A.

Théoréme., Le groupe GA est commutatif,

Y Démonstration : ) Soit T 1la symétirie par.fapport 4 une droite passant par A :

T EG' -G =3 <T ¢GA' Soit G'QGA. Alors g oT €G' - G et o o (A) = A.

fl

1 .

B 1 ) by Y 2 . rd 2 :

‘ - D'aprés une proposition antérieure, O o T est la symétrie par rapport & une certain
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-

id, ou encore ot ot =i,

. . 2
_ droite passant par A. En particulier, (o o_t) = |
-t ' ar Y'autome
-1 -z Donc @& est le transformé de o par s s
'C 0' ’C = o. . or . t - t . olic :
phisme intérieur défini par T«
Soient alors g, € GA gt T, € GA' On s
c a’;' T =g, \ . )—-l ] ,
v S o T = = O, Oy-
'C»G";"C-':o‘ :=}o’1o‘2=€0"1 T O"z‘t 7_'(0-20" 5 07y
2 C.0.F.D.

Probléme.

Comment peut—on comparer les rotations autour de A et les rotations autour de B 7

Soit o € G tel que ¢of(A) =B : nous savons que o¢ existe puisque G est tran»sitif.
-1 . s . .

A tout O € GA’ on associe & O & € GB ; on obtient ainsi un isomorphisme du

groupe QA sur le groupe GB.

. Montrons gque cet isomorphisme ne dépend pas du choix de o : remplagons ¢  par la

% gransformation la plus générale de G qui envoie A sur B 5 c'est une transformation de
’1a forme ®x ', ou o' est une rotation autour de A.

E L'isomorphisme devient alors o — (x¢') o(x a")'d =~ (g’ o o".d)a"l = Qoo
car - ¢g'o o Y o puisque GA est commutatif.

On retrouve donc bien le médme isomorphisme.

|_EGALITE de DEUX FIGURES |

; Nous ne définirons pas la notion de "figure", car il y a plusieurs cqnceptions possibles

de ce que c'est qu'une figure. Nous verrons des exemples. D'autre part, il ; a deux

'. sortes d‘égalité des "figures" :

-~ égalité suivant G, s'il existe une transformation de G.qui transforme la preamidre

‘. figure dans la seconde ;

v

_\:" égalité suivant G', s'il existe une transformation de G' qui transforme la

©  premiére figure dans la seconde.

Yoyons d'abord 1'exemple des "angles".
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'Angle orienté de deux demi-droites de méme origine.

l/////////” M | On considére la "figure" (AM, AM') ; wune "figure" fiani ici
A . MM la donnée d'une premitre demi-droite AM et d'une deuxitme
)
1

M
1 demi-droite AM'. Soient (AM, AM') et (BM‘, BH;) deux
A telles 'figures". Par détinition,
(aM, amry & (BMy, BM) ¢=> Jo €6+ o(A) =B 3 o) =BM ; o(M1) By

I1 est clairfque o est unique puisque GA est simplement transitif dans 1'encemble

des dsmi-~droites issues de A.

‘
Conséquence.
~xonsequence

Si. on se donne trois demi-droites AM, AM', BP , alors il oxiste une demi-droite

BP' et une seule d'origine B, telle que

(BP, BP') o (AM, aM'),

Considérons des angles de méme sommet A :

le o € GA qui envoie AM sur AM,, envoie AM!' sur A}q

le g'e€ G, qui envoie AM sur AM', envoie AM‘ sur AM;

L
assertions de droite résulterdu fait que le groupe G

(a4, 1) 2 (01, M) e

En effet, 1'équivalence des deux

est commutatif, Désignons par G}” P le 4 ¢ GA qui envoie AP sgur
?

j
AP'. On a alors

Opr M = "M-,Ml ° o-M‘,H

.
e, m = Trpme © Tyry =0

1 1

M M = O‘M; ’M.n On en dédult 0‘

M',M‘ o G'M‘:,H'
Or par hypothdse . ¢ _ , ’

Y MM G]P,M « La reciproque
'se prouve de méme, LI |

SJ. 8. Cha.que angle (AM A.bd n i i ) of sl Yr
Alﬂ cen AM 9

-~

on a donc 1'équivalence :

(aM, amr) & '
A RS Gy ) e TuM= Sy
: 1



ux sont mis ainsi en correspondance bijective avee

Conclusion : Les classes d'angles éga
._—-—-——— .

4 une fois pour toutes un c8té origine, alors un repere

los éléments de GA' Si on choisi

pour le groupe GA sera défini par la donnée d'une demi-droite AM' issue de A.

La composition des éléments de GA se transporte dans 1'addition des classes d'ungles,
et on a la relation de Chasles définie sur ces classes d'angles ¢

(AM, AM") = (AM, AM') + (AM', AM").
On a défini plus haut un isomorphisme canonique entre GA et GB ; 8l
(AM, AM') g (BM;, BM;), 1'unique g € GA qui envoie AM sur AM! correspond par
cet isomorphisme & l'unique 04 € GB qui envoie BM1 sur BM; .
Rémargue : Etant donnée une demi-droite AM d'origine A, il existe une unique deni-
droite AM', d'origine A, telle que l'angle (AM, AM') soit G- égal 4 un angle donné.
Egalité selon G'. Nous comsidérons toujours des angles orientés de demi-droites. On
@it que les angles (AM, AM') et (BMl' BM{) sont égaux selon G', ou G'-égaux, »'il
existe un o € G' qui transforme A en B, la demi~droite AM en la demi—drolte
.BM1, la demi-droite AM' en la demi-droite BM;. On observera que l'on a
(*) (an, ) 3 (ame, am)
(échange des deux c8tés d'un angle) ; car si on choisit les points M et M* (sur les
demi-droites respectives) de fagon que

d(A, M) = da(a, M),

l'unique T € G' - G qui échange M et M' 1laisse fixe A : d'ol la relation (*).

Angle non orienté de deux demi-~droites de méme origine.

Une "figure" est ici un ensemble de deux demi-droites (et non plus un couple).
Progositioni L'égalité de deux angles (non orientés) suivant G est équiv .iente & 1'é-
galité de ces angles suivant G!'.

Démonstration,

1= 11 ; . Conlitd sui :
égalité suivant G = 1'égalité suivant G', car. G c G';

\2- . . .
» montrons la réciproque : supposons qu'on ait fait coTncider les deux angles par

MI
///////,/P’/////’ une transformation g de G' ; supposons

B .
- Mi 0—€G|__.G.
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A : M?

Nous savons qu'il existe une transformation T de G' - G qui transforme 44' dans

AM et AM dans AM' ; alors go T €G, .et 6o T transforme

J e, pe} = jaur, au} dans fou, B} .

Donc Ies deux angles sont égaux suivant G. c.Q.F.D.

Notationse.

N\
-On note ﬁEﬁ- - M'24  la classe d'équivalence de ldangle mon orienté {AM, AMq o

~
On note  (AM, AM') 1la classe,suivent G, de l'angle orienté (AM, AM').

Exemple :.

Dans un triangle isoctle ABC, ou d(A, B) = d(A, C), si on considdre la transformation

T € G' -G qui change B et C (et laisse fixe A), on voit que

A o~ P
CBA = BCA
S~ G
(BC, BA) = - (CB, CA)
N [ St
3 c (BC, BA) g (Cﬁ:%CA)

Cas d'égalité des triangles.

Un triangle est un triplet (A, B, C) (A est le premier "sommet", B le second,
C le troisiémé}. On suppose A, B, C non alignés.
Nous considérerons 1'égalité des triangles suivant G'. Donc deux triangles (A, B, c)
et (A', B', C') sont dams- égaux  s'il existe g € G' tel que oA"Y = 4,

a (') =B, g(C') =C.

Premier cas d'égalité. Un angle et deux c6tés adjacents. Autrement dit

a

A = A H d(A, B) = d(Ai, B') ; d(x’ c) = d(A', C‘)

. t ' . . N
entrafnent 1 égéllté du triangle (A, B, C) et du triangle (A', B', C').

-~ -

Démonstration. S5i A = A', alors il existe o € G' tel que 6(a) = A'
: , O(AB) = A'B*
olAC) =1A'C!

On vérifie alors aisément =
sément que a(B) =B' et o{C) = C', & cause de la conservation

des distances par g-.
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De\l)(lbl!le ca d ég&]lt’é U C6 et eux an lﬁn ﬂ.dlﬂcentS- Aut emcnt
. n té d [°4 3 T dlb M

' j ' B', C').
entrafnent 1tégalité du triangle (A, B, C) et du triangle (A', ,

tel que o (A') = A, o (B') =B ; alors &

\

Démonstration. Il existe 0 € G'
t forme la demi- droite A'CY en la demi-droite AC ou en sB gymétrique par rapport
rang

a4 AB, Quitte & multiplier ¢ par la symétrie par rapport & AB, on puut dounc suppo-

ser que O (A' C') = AC.

On va montrer que o (¢') = C.

01 ¢ Soit C1 = {C') ; C1 0st sur la demi-droite /G, ot on
a ﬂﬁb1 e Xﬁb. 11 faut donc démontrer que gi deux demi=
A ——— droites font le méme angle avec une demi-droite donnée BA,
B et si elles sont d'un méne c8td do BA, alors clles .
coIncident.

Nous savona gie A301 = ABC ==p BC et BC‘ sont soit confondues soient symctriques
par rapport & la demi-droite AR . Comme C et C‘ sont du mémoe cété de AbB, on en

déduit gne les demi-droites BC1 ot BC coincident, et par suite que C = C‘. c.Q.F.D.

Proisibme cas d'égalitd. Trois cétés égaux. D'une fagon précise :

a(a,B) = d(A',B') ; d(a,C) = a(a+,c) ; a(s,c) = a(s’,C')

C
/)
. entrafne que les(angles (4, B, C) et (A', B', C') sont
A\/B
C

égaux. En effet, il existe une unique transformation ¢ € G

Bt 1 telle que g (A') = A, o(B') =B ; poesons o (C') =¢C,.

1
A o
‘il::::::::::::’ $i €= C,, la démonstration est terminde.

Si C % 01, alors la symétrie @ par rapport & AB dchange
C et 01, donc € o g transforme A' en A, B' en B et C' en C. Donc ies

triangles sont égaux.

Relation d'ordre dans les angles non-orientés de demi-droites. '

Nous avons vu que 1l'égalité suivant G est équivalénte a 1'égalité suivant di.

Soit un angle BAC tel que les demi-droites AB et AC soient distinctes et.non
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symétriques par rapport & A j ce qui signifie que les trois polnts

A, B, C ne sont pas alignés.. La droite définie parllcs points

A et B partage le plan en deux régions et la demi-diroite AC

. . a
est contenue dans l'une de ces régions 3 soit Bc. De méme la

demi-droite AB est contenue dans 1'une des régions définies par

\ la droite AC, soit RB.

Rcf1 RB ést, par définition, 1'angle solide défini par 1l'angle nory orienté de demi-droite

A .. . .
BAC . On obtient ainsi une correspondance bijective entre : angles solides de somme?

A, el angles non—orientés de demi-droites d'origine A, non opposées ni confondues.

N a ) . .
Soient alors M' A M{ et MAM' deux angles non orientés de demi-droites. Si l'an-
N ' .
gle solide associé A M‘AM; est contenu dans l'angle solide associé & MAM' , alors
N P .
on a, par définition, MiAM{'SEUQU. Montrons que la relation®: "il existe deux repré-

sentants dont les angles solides soient tels que 1'un soit contenu dans l'autre”, est

une relation d'ord: - dans l'ensenble des claases d'équi~

M! M!
1
valence d'angles non orientés.,

1) c'est réflexif : évident

M 2) c'est transitif : évident;

_rwfﬂﬂ”"/av‘fﬁﬁf 1

M .
A 3) si ltangle solide Mszé est contenu dans l'angle
solide M‘AM;, et celui-ci contenu dans MAM', et si Q;Ihé = ﬁ:;;, alors

i = T
M s MAM' ; car si les angles solides M2 A Mé et MAM', dont le premier est con-

tenu dans le second, sopt égaux (comme angles), ils sont confondus.
" On a ainsi défini, dans l'ensemble des classes d'équivalence d'angles non orientés, une
N -~y
relation a'ordre indépendante de toute notion de "mesure dea.ﬁngles".

Provositi . p
position, Dans un triangle, un angle extérieur est strictement supéricur & chacun

da i i j i
es angles intérieurs non adjacent (i.e. non relatifs au méme sommet)
. .

~

Démonstration. Soit (A, B, C) wun triangle. Soit 23! la.demi-iroite opposée & 1
: a

demi~droite AB ; montrons que

A~
(1) ACB < £1AC .
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Soit H 1le milieu de AC, et soit D Le symétrique de B par rapport 2 H. On a

alors éib = KEB, car la symétrie par rapport & H est un élément de G.

AD est du méme cOté qﬁe H par rapport & la droite BB', donc du méme c6té que C. Donc
~ . DR
l'angle solide associé & DAC est strictement contenu dans l'qnglc solide associd a

Py N NN . !
ﬁTIb. On a donc. DAC < B'AC , et comme DAC = BCA, on obtient (1).

‘Proposition. Dans un triangle (A, B, C) tel que d(A, B) = d(A, C), ona

Démonstration, l'unique T € G' - G qui déchange B et C‘ laisse fixe A, donc

transforme l‘angie iBA, BC} dans 1l'angle {CA, CB} .

Proposition. S§i un angle (4, B, C) est tel que d(A, B) > d(A, C), alors on a

' ich > 1c.

Démonstration. Soit C' 1'unique point de la demi-droite AB qui vérifie
d(A, cl) = d(4, C).

Puisque d(A, C) < d(4, B), C' appartient au segment [A, B] et est £ B.

A
. . . N\
Le triangle ACC‘ est isocele, donc A 1C i KEB}. On a
N\ AN
ACB >'C'CA (regarder les angles solides associés). Dans
. /\
c1 le triangle (B, C, Cl)’ 1'angle extérieur CC'A est stricte-
c . ~~
B ment plus grand que l'angle intérieur CBA. Pinalement :

t N N\ N\ Py
1CA = CC‘A >CBA , d'od la relation annoncée

[(E5 >t ]

. . P S
Maintenant, si on suppose ACB > ABC

S
++]
\'4
(2]

y alors d(A, B) et da(A, C) sont différents ;

or on ne peut pas ivoir d(A)B) < d(AIC) d'aprés la proposition précédente.

Conclusio ' i .
sion. Les cas s'excluant mutuellement, les réciproques sont vraies ; autrement

dit :
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a(A, B) > d(a, C)

> B
AV 4
B B

&L=
&=> d(a, B) = d(4a, €)

o
(o}
o
it

Orthogonalité.

_Définition.

On dit que deux droites sont perpendiculaires (ou orthogonales) en un print
(e Nl

commun si les gquatre angles [de demi-droites qu'elles définissent sont dgaux.

Théortme.

droite

oyl

Etant donnés une droite A et un point A sur cette droite, il existe une

et une seule passant par A et orthogonale & A,

Démonstration. Soient B et B' deux points de A symétiriques par rapport & A.

A Nous savons que la médiatrice de BB' st l'ensemble des
"
A \ points fixes de l'unique T € G' - G qui échange B et
\ .
\ B', Soit A' cette médiatrice; T laisse fixes les
\
; points de A ' et échange les angles 1 et 2, Ces deux
1 .
BI fl\\ JB' Pa angles sont donc égaux, et par conséquent A' répord 4 la
* \
\

. Montrons que

Al #

B'A A!

An,

et

question.
A' est unique : supposons qu'on ajit deux solutions A' et A", Si
on a nécessairement une inclusion stricte des angles solides associés @

B' A A". 11 s'ensuit une inégalité stricte des angles correspondants, et

par conséquent A" ne peut pas &tre orthogonale & A et distincte de A'.

’ Remargue.

C

Soit AB wune demi-droite. La droite perpendiculaire en A & la demi-droite

AB  est formée de deux demi-droites AC et AC'. Les deux

angles orientés (AB, AC) et (AB, AC') sont les deux angles

N
dont le double est égal & l'angle plat (AB, AB'),

c'
A Probléme. Etant donnés une droite A et un point M non sur
| b M i i
A, montrer qu'il existe une droite et une seule orthogonale
5 ‘ 4 A et qui passe par M,
\ a
LA i :
i Solution. 3 lé i
| \ . on Supposons le probléme résolu ; soit 4' une solution i
| — .
| 1 M Av cou A ' a )
| | ) pe en A et est orthogonale a A, en A, Soit

”' le symétrique de M par rapport a A. /L'unique T € G'-G
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d 1 i r le’
qﬁi échange - M et M! laisse fixes les points de. A : Jdonc At doit passer pa

symétrique M' de M par rapport & 4.

' . \ » [] ; .
Réciproquement, la droite qui joint M a4 M' est bien orthogonale & 4 c'e t .
solution du probleme. “
Corollaire. Si on considére deux droites A et A" perpendiculaires A une mcme
Loro ’8°2%

droite 4, alors 4' et A" sont paralléles.

Démonstration. Sufposons A' et A" non confondues, et montrons qu'clles ne se ren—

contrent pas. Raisonnons par 1'absurde : si A' et A" ont un point commun M, M
n'est pas sur A (sinon A4' et A" seraieni confondus) j; donc M est distinct de
son symétrique M' par rapport & a5 M estraussi un point conmun & A et A,
et par conséquent At et A" ont deux points distincts eh commun : c'est absurde.

' C.Q.F.D.
Proposition. Soit A un point, et soit & la symétrie par rapport a A, Al s U

*transforme toute droite A en une droite A' paralldle & A.

Démonstration. On va montrer que si A et A se rencontrent, elles sont confondues.
Supposons que A et A4' = g (4) aient un point commun M. Si M 2.4, alors 4

et A' cotncident. Si M ;é A, alors M' = O (M) est distinct de M et est commun &

A et A' ;3 A et A" ont donc deux points distincts communs, et donc 4= 4.
C.Q.FP.D.

Proposition. Soit A une droite, et soit P un point non sur A ; alors il existe

au moins une paralldle & A passant par P.
Démonstration. Soit Q wun point de A et soit A le milieu du segment PQ. Soit )

la symétrie par ';apport a4 A; ona o(Q) =P, posons O(A) = & ; A

Al passe

par P. D'aprés la proposition précédente, A' est paral-

6 A lele & A, ce qui prouve bienvla proposition.

Remarque. - La proposition ne parle pas de l'unicité d'une télle parallele.

Postulat d'Euclide. Unicité de la paralléle &4 A

menée par un point P (&=> la

relation de parallélisme entre droites est Vune relation d'équivalence.
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montrer que n3tr% blan.

L ’ .

g1 Boius sjchitons oet axiome aux précédents, on va pouvoir

; L@s CHnR i
est alofd isomdt¥igue au plan euclidien. Auparavant, -tirons quelques premibr®s CHaRYe

uencsd Bu pestulad d'Euclides
§) Netied de direction de droite dans le plan : une direction est, par définitigh, une
elanpe é‘$391¥&1°n§9 de droites suivant la relation de parallélisme.

3) La gonne des anglos d'un triangle est un angle plat ‘
o Soit (A B, C) un trianglo, ot soit AA' 1a paralidle

L]

N\
h BC mende par A, On a 8 «C + A ‘= B'AA' + A'AC +

+ CAB s gngle plat. ' .

En offet 1 C = AVAC (cf, symdtrie par rapport sy milieu

. »;‘T.----a A B
" droite d'origine A, qui falt aves AB!' un angle dgal h'_B- ot eat du méme cOtd de

de EA, C]) j ot 57;1’ & B pnrro que l'uniquo domi-

“AB gque O, est paralldlo b BC (ainonycontrnd;gtggn;l regarder gqglb oxtdricur 4'un
trilnglo)' ‘ | :> | _. B | |
3) g1 on a quntro points A, a C, D non align(e ot tels que m cam AD et CD
soiant pnrullblel, ainsl que “AD et BC, alors les diagonalos . AC et BD so ‘coupent

n: . ""‘ - . on leur, milieu } car soit & la symétrie par rapportl

au milieu M dé"[A, CJ. O(A) = c, ‘ o transforme

A3 en une parallile & AB (dens en CD), ot transforme

AD on une paralldle A AD (dqne en BC), dene ¢ trana-
forme B en D, ot par suite M est 1o milieu de [3 0], c.Q.?.D,
g ' On en déduit . d(A) B) ma(c, D) . 4(a, D) = 4(B, C)
: i\_ | 13 -3535 ’ 3t = ABO .
(Propriétés du'purailllogrammo)., |
Vﬁﬁ[' Congdguence, 84 dinn un parallélogramme, un angle eat drbit,_alora‘f;;a‘iel autres
v sont droits wwd on & un rectangles ' RS
{t;L°°n"9“°“°!° On- va dé2inir une corrocpcndtneo;bijtgitv; entro

B lél;pdihti ‘M au plan '
"““W“Plu fx.y)cmxaa P
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4 : ! On prend deux droites perpendiculaires en un peint O pris comme
I M

Y i . . X
--4 -~ ==— = — =%~ == ,rigine des coordonnées ; pur un paint M du plan on mcne les

B | .

} . ) )

1 paralléles & ces deux droites qui les coupent en Xx et y in
|

yy :£‘> figure Ox My est un rectangle.
t

‘

Théordme fondamental (toujours modulo le postulat d'Euclide).

Le plan est isométrique a 1R2 muni de la distance cuclidiennc,
2 2 2 . . .
Démonstration. Tout revient & -montrer que (d(0, M} = x~ + y". On doit donc é¢tablir la

relation de Pythagore entre les c6tés d'un trinngle rectangle.

. Indicationy pour la démonstration :

-~ Théoreme de Thalks : si BC et B'C' sont paralldles, on o

A c/- ¢ d(a, B) d(A, C)  d(B. C)
alx,B7) 43¢ aT,ey

~ Thécrie des triangles semblables: Soit (A, B, C) et ({(A', B'. C') deux iriangles

s o o e e e

.

~ " ~ ~ "~ -~ *
d(A,B) diA.c) d(B C)
= A? B = Bt C = c? = a4 -~ " A R 4 . A
' ? d{A7,BY) T d{iv,C") a(Bt,Chy

=~ Théorie du triangle rectgngle H Si deux triangles rectanples ont un angle aigu égal,

-

1ils sont semblables .

B’ \%

| A[::::::::::a
. - cr 3

- 92235333233 ¢ Soit (A, B, C) un triangle rectangle en A, et soit AH

la perpen-

N

diculai?e & BC. Alors AHB et CAB sont semblables ; on a donc

A d(A.B) d{B,C)

; B 7 AlRE] T

2
a(4, B)® = a(B, H).a(8, ¢)

) 2 3 on ajoute
hndeioa(a, 02 < ate, H).a(s, o) ' ?

1

forms

. . membre & membre et il vient

2
a(a, B) + a(a, 0)2 = a(p, ©).[a(8, B) + a(n, )] = a(B, ¢)?

C.Q nFoD;
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GEQUETRIE AFFINE EX DIMENSION n

or. se place dans l'espace {Rn que l'on munit du groupe linéaire-affine :

clest le gr&upe ¢ L A(n, R) formé des transformations x - A X + b , ou

I
rpecL(n, R) et TER .

I1 contient comme SQuUS~-groOUpP? le groupe G L(n, R) .

pPar définition méme, toute transformation S5 € G L A(n, R) s'écrit sous la forme

g=m704A, o1 A€ GL(n,R), et ol T estune translation x = x +b o Une

-1 -1 .
talle écriture est unique, car T ° A = Tto At ==3T' ©° T = A'° A , d'ou on

déduit ’I"-1 7 = identité (trarslation laissant fixe 0) .
Soit b Gar , on notera Tb la tranalation définie par Tb (x) =x+b .

n ' .
Ces translations, lorsque bt parcourt R , forment un groupe abélien, Montrons

qu'il est gistineud dars ¢L Aln, R) : soit S €GL A(n, R) et soit Ta une

translatior.. Supposons S définie per s(x) =Ax +b , et étudions S°T ° S.'1 :
a

x* =Ax+b =) x=A4 x'~A-1b,donc
~1 -1 - - - - '
s(x)-_-A_x~A'b , T;S’(x):.«‘x-a‘ba,a,
~1
seT, °8 (x):x-b+Aa+b=x+Aa-=x+a'==Ta,(’x);

On a donc

S Ta S : Tﬁ(a) ce qui prouve que le sous-groupe des transe

lations est distirsué.

T°C,

i

Calculorns (Ta° A) © (‘I‘b0 B)

; -1
On sait que A ©° T oA = = 0 =7 .
b A(b) Aoy =Ty ° 2

.On en déduit ,
('I‘a"A)°(Tb°B)=Ta°(A°Tb)°B=T&°TL(b)°A°B
= Tasn(p) ° (a ° B) . |

Donc si on coasidére G L A(n, R) comme l'ensemble des couples de la forme (Ta’ A)

on a la loi de composition

-

('i‘av A) ° (:Tb’ B) =‘(Ta+A(b) » A O B) H

on dit que G L Aln, R) est un produit croisé

du groupe linéaire homogine @ i(u.‘m)
par le groupe des. translations, dans lequel . G L'-.('n, R) opére par 'T. - T '
b Ta(p)
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. n
Notions -intrinséques de la géométrie affine, —.L'orlglne O EM est un point des

l'espace qui ne joue aucun réle particulier, puisque le groupe G L A(n, R) e:i

transitif.
n

1 - Barycentre d'un systéme fini de points : Soit un nombre fini ds points x, ER 3

pour chaque i on se dorne un scalaire Ai (R , et on suppose que

in=1
i .

On appelle barycentre des~points xl affectés des masses Ai s lo point

E A, *, qui est bien défini oi 1'on considire les X, comme vecteura,

Mintruns que la notion de tarycentre ¢st une notion affine, i,e, :

(1) SO 3 A x ) = 5T s(x) pour S € G L A(n, )
1 1 1 I i i etZk -
— M

Il suffit de le vérifier quand S eat une translation, et quand S € ¢ L(n, ., .,

~ Cas ol § est une translation Tb H

— qom— N . ’ - v '

3\ &T hy Xy ) = zl: )'i X, + b, Z;_ A S(Ii) = Z ki(xi + b) =;}‘ixi*(z;)‘i)b'
i b -

4 vl l‘éga}lté i e =

puisque 2:: Ai 1 .
. : i
~ a3 ol 5 est une transformation lindaiks Ngyogéng 3 la relation 3 démontrer est
évidente : elle mxprime Huy S est lypéarre (hqgogéne).
Btant donntd dsuk points A et B llensenble des barycentreg g 83388 % © de
cert doux poipts forme le sepment [§ ’ ] « L'engemblg de toys iss ggfyggptrea

& coefficients péels forme 1a droita afflns définjie par 4 et B (loraqua A et 3
e

sont distincts),

Deflgllion

Soit B un souq—ense&Ble de EH i &iufg

E corvexe ¢=) 8 € B = g
: li ¥EE =3 M#ﬁyfﬂ Qésq&% %%finﬁ;‘?‘?t *cg;f]‘
Cuci e ime TN PN ' | o
“el exprime qug iz g8 gm_ug J gnant d»ux bulnts da. 8 giab conteny du
S 30 punidedd Qupg E,

corleus
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Conséguence 3
X,g000p X ce L o

i . . . . ts
Le plus petit ensemble convexe quil ccntlenf lés poin 1

- -

pelé.enveloppe convexe de ces points) est l'ensemble :

’ p
P _ .
={Z 1 MR MO ' T 1}
1=

- ~ 1:1

La démonstration est laissée & titre d'exercice.

» . i 4 masses 0.
Ainsi 1l'enveloppe convexe est l'ensemble des barycentres des points xi py

2 - Loréque E:: Ay £ 1 , la relation (1) n'a plus lieu.

: '2 | » change pas ai on -f=-
TOutPfOLB, lorsque E k =0 , le vecteur . Ai x, ne chsange p
- 1

fectue sur les x. une méme translation 7T :
i

(2) E:: hi T(xi) = E:: Ai X, pour E;: hi = “]

La vérification est inmédiate :

2 A (g #+b) = 2 A x4 (Y TA)
i i i

i
A read
= ‘E" Ai xi .

Ainsi, étant donnés des points x, en nombre fini, et des scalaires Ai dont la

: n
somme est nulle, on définit E A i £ comne un vecteur de R , ou, ce qui revient

L3 -

-

au méme, comme un element du groupe des translations de R

3

Cas particulier 1 deux pbints x et y définissent un vecteur x - Y ¢ clest le

3

. vecteur qui définit la translation qui transforme y en x s cCar

-

x-y=b & X=y+b , .

Définition : des points X, ,en nombre fini, sont dits linéairement indéy._.. ants

au sens affinas i i = =
( ine) si la relation z;: hi x, 0 (avec Z;: Ki
entraine que tous les A sont nuls,

Dans le cas contraire, les points X; sont dits linéairement dépendants ; si on a

]
. P - . ’
alors g:; Ki xi =0 ( z:: Ki =0 ) ’
= 1 -
et, par exemple, A #0 ,ona
i i A,
— X, i

.o1=2

H
1



A
, avec de3 masses wy = =<

: = 256 ~

O

eesy X
donc x, est un barycentre de x2, » Xy

& : gi ect un ba -
e est bien égale & 1. Réciproquement, si un point x,

-

dont la somn

i irement dépen—
alors les points X,» Xjs-eer xp gont linéaire pe

centre de xzy--- xp ’

dants.

o . 7 ’ : . . . ¢ P
Dpéfinition Un sous-encemble V cr est une yariétéd lirdaire-affine si et 36 116
I

ment si (xi €V => E;: ki xi € V chaqus fols que E;: ki = 1)/

ou encore? V est une variété lindaire-affine si et seulement oi tcut bursesnt.e de
points de V est un point de V. . Il suffit d'exprimer cette conditicn poar les
barycenires de deux poirts.
Remarqus i

;

Si V est une variété lindnire-affine, olors V est convexe (rais la réciprciue est

fausse ; par exemple, un sccment de droite n'sst pasd une viriété liréuire-affine).

n . Crre oy . .
Proposition ~ Pour que VR srit ure verifté lindaire-affine, il faut et i1

il

suffit que V ¢ ,ou gque V uoit lo tranalalé d'un gous-espaca vectorisl.

Dmonstration : ¢ est trivialement une variété linéaire-affine, Si une variété

linéaire—-affine V n'est pas vide, soit a € V , et soit V' 1l'enszmble des x -~ a ,

- - -
s

obh x € V¥ ; alors si x; € V' et xé €V ,ona x'+a€¢CV , x!+a2¢€¢V

done t(x; +a)+ (1=1t) (xé +a) €V , clesl-b-dire 1t x; + (1= t) x} € '

on en déduit que V! esi un sous-espace vectoriel, Récipr. ement,

L
quel
que soit t ER

tout translaté d'un sous-espace vecloriel est bien une variété linéaire-aftine,

Exemples : un point est une variété linéaire-affine (translaté du sous~espace vecto-

riel de dimension zéro) ; le translaté d'un sous~eapace vectoriel de codimension un

~ s'appelle un hyperplan sffine,

eeefens



lindaires~affings &°7

?gogosition. L’intersection 3'une famille quelconque de variétés

une variété 1inéaire~affine4
Clest évident d'aprés la définition (condition du burycentre).

/’\ Vk i P, etsi a e () vi” soit V; = Vi -~ 8 le mous-sapacs

Remarque. Si

i€l A iel roriol (4\ .
i i 3 v 54 translatée du sous-ospace vectorie
vectoriel associé 2 Vi ; alors ;¢ ran N

i€1
par la trenslation Ta : X b X + 8-

Variété linéaire-affine engendrde ¢ soit E cu® un ensemble de points 3§ 1l'interae
tion de toutes les variétés linéaires-affines contenant E est une varidté linfaire-sffi
(1a "plus petite” de celles qui contiennent E) ; on l'eppelle 1a variété lin. rire-nffin

engendrée per E, et on la note V(E)-.

Proposition. V(&) se compose de tous les barycentres de systtuoes finis de points de ¥

)

(Démonstration laissée au lecteur).

’fL‘z"’.
_En particulier, si x , Xpreoes xp sont points lindairement indépenia i s (o BEDA
O
affine), tout point de la variété lindnire-affine qu'ils engendrent sfécrit d'une seule

maniére sous la forme
R YA =0
X, . o= :
E:J PR ( T i 1.

—

Définition : On uppelle repere affine (dans ﬁn) toute suite de n+1 points lindaire-

A

ment indépendants (au sens affine).

Si (xo,..o, xn) est un tel reptre, la variété linéaire-affine engendrdée par ces
. n
points est l'espace @  tout entier : tout point x € B’ est caractérisé par le sys-

]
teme des 31 réels (O £idn, E ; Zi = 1) tels que

1
n

On les appelle les coordonnées affines du point x par repport au reptre (x , X x 5
o! T1'** 7

. i
A un repe x| J 3
repére (x ; x ,..75_xn) on peu} assoclier la suite (X 5 X=X 5000y X _~X )
appele origine du repére) et des vecteurs X, x ,}.-o X_~X °
RAAIAA-LE:S ’ TR

XV s . s,
B\ Ces u Yecteurs sont linédairement indépendants (au %en& vectorie!

formée d. point

P 9 d é p ey p
Rec 1proquemen b 1& onnee d un 01l X e b d une base (‘3‘ yoeo iy e ) de 1 es <
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riel R définit un repdre affines
(xo, X +eiyees xd+qn).

B i i i x =0 et & la base .anonique de
Repdre canonique : c¢'est celui qui correspond au point o

R :

‘ | : s = 0 ) 0 1).
e, = (1, Oyecey o)) e, = (0, 1, Oy0eey 0)yous, e (0, , 0,

Par exemple, pour n = 2 (plan affine), le reptre canonique est formé des trois points
b

(o, 0), (1, o))(o, 1) (0,1)
(0,0)

! (1,0) y
Proposition. Le groupe GLA(n, R) opére de facon simplement trofitive dens 1'e¢  .emble

des reperes affines.

Démonstration. Il suffit de vérifier qu'il existe un unique 8 € GLA{n, R) qui truns-

(

forme le repeére canonique en un repére (xo, Wy yeeey xn) arbitrairenent Jlonné,
L L

1

- Or; si on pose S5(x) = Ax + b, on voit que 1'on doit avoir b = X et que A doit
transformer la base canonique de RN Jdans lu base
€, = X=X jye0., € = X ~ X , C.Q.P.D.

1 1 o n n o]
Définition. Deux "figures" sont érales  (au sens affine) s'il existe un S € GLA(n, R)
qui transiorme 1l'vn- des figures duus l'autre.

Exemple : pour n > 2, deux trienyles sont toujours égaux (il suffit e compléter chaque

triangle en un repire affine).

GEOMETRIE EUCLIDIENNZ en DIMENSION n

. n . . . : :
On considere & nouveau l'espace B , mais on fait operer cette fois le groupe des

transformations : x —» Ax + b, od b eR" ot A € 0(n) (groupe orthogonal) .

Ces transformations forment un groupe G' que l'on appelie le groupe de la géométrie

euclidienne, G' est un sous-groupe du groupe linéaire affine GLA(n, ®) ; G possédae

G:ix!———} Ax+b, b ER", A e_SO(n)} ;

]
c¢'est 1'une des deux composantes connexes de G',

un sous-groupe G d'indice 2; & savoir

L ‘ s r ’ ‘
es transformations de G s'appellent déplacements, celles de G s'appellent déplace~

" ments directs,
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: . L . n [ bn o orthonor«
{~. Un repeére euclidien est un conple focnd dfun point de B et d'une Lo

mée de Rn.

¢ i G, € peey © ot (e.,e.+, € ) est la base canonique
On a encore le repere canonique (o, ¢y ) on), ( 17t %y

de @". Le groupe G' optre d'une munidre simplement transitive dans 1'ensemble des

repeéres euclidiens.

et d'une bnse orthonor-

. n
Un repére euclidien direct est un couple formé d'un point de M

mée directe de ufﬂ Le groupe G optre d'uny manitre simplement transitive dans l'ensem-
ble des repéres eucliddiens directs.

2- Les notions de la gdométrie affine sont encore valables ici, notamment celles de
barycentre, variété linénire-affine, encemble convexe.

L]

3~ On a la notion de produit -culaire : un vecteur ¢tant défini par un couple (x, y)

de points [un tel couple définit ie vecteur X-y ], on associe & deux vecteurs (X, y)

et (x', y') 1le scalaire

n
z :(xi - yi) (xi—-yi) , noté Lx-y x'-y'> .
1=1
En particulier, on a le carré scalaire Lx-y , x-y> d'un vecteur ; la racine
carrée Vex-y, x-y> s'appelle la distance euclidienne des deux points x et

y» et se note d(x, y). Elle esi invuriunte par le groupe G' : si S €G', on a

a(s(x) , s(y)) = alx, y).

Deux vecteurs (x, y) et (x', y') sont dits orthogonaux si le produit scalaire
éx-y, x'-y'> est nul,.

f @ S p LG -~ t .
Dé inl tl()ll Une 1 O"]é trl est une tlI ansiorma tlon de espace d&lis lul mer WMl CC erv

les distances.

Conséquence : tout élément de G' est une isométrie.

Théoréme., Toute isométrie est un élément de G'.

Démons t[ a tlo“. o —"> ('I eUoe
Solt f ‘1 m. une h!ﬂnsfolﬂl& tloﬂ ul conserve les dlS ha[lceB ‘ e
el dededoiutiodiatiostudund ’

une isométrie; posons f(0) = b. L'upplication g : x p—> f(x) = b est encore une i
: e iso-

mélrie, et on a Q) = : i
' g(0) 0 : si on montre que g €G', il s'ensuivra que f € G',
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; o w 300 =
. " . 1 i = OA. 14
On est éonc ramené & prouver le théoreme pour une isométrie £ +telle que £(0)

#

suffit de prouver :

Propositiono Toute isométrie £ qui laigse fixe l'origine est un élément de O{n).

n
Ltorigine étant fixe, nous identifions points de 1l'espace et vecteurs de R . Toute

la question est de démontrer que f est linénire, car toute transformation lindaire qui

conserve la distance appartient & 0(n), par définition.
1) Soient A, B deux points, et A' = f(i) , B' = £(B) leurs transformés. On &

(1) <OA', OB'> =<O0A, OB>,

car 2 2

2 <0A, 0B > = a(o0, A)2 + 4(0, B}" - d(a, B)" ,

et le membre de droite est dgal A

(NP

d(o, A) )2

+a(0, 31)% - a(ar, 592 2 2<¢04r, 08>
puisque f conserve les distances et transforme 0 en 0, A on A' et B en B',
Ce qui prouve la relation (1).

2) En particulier, £ transforme les vectaurs d'une base orthonormée de R" en vec-
Egurs d'une hus; orthonormée. Donc 1l'image de w” par £ contient les vecteurs d'une

base orthonormée. Il s'ensuit que si un vecteur x est orthogonal & tous les vecteurs

de 1'image de £, il est nul.

3) Soient x et y deux vecteurs quelconques. Pour montrer que £(x+y) est égal 2
£(x) + £(y), il suffit (d'aprés ce qui précéde) de montrer que

<f(x+y) , £(2)> = ¢f(x) + t(y), £(z))

'

quel que soit le vecteur z. Or le premier membre est égal & KX+y, 2> =dx, v 4 Yy, 2 2':
puisque ¢ conserve le produit scalaire 3 le second membre est égal &

<f(x), £(z)> + LE(y), f(z)>'=<x' z> +<y, z>
C.Q.P.B:

4) On montre enfin que f(Ax) = Ag(x) pour tout A € R, en prouvant que

PO x), £(z2)> - <AP(x), £(z2)>

N

quel que soit le vecteur z. Le lecteur achdvera la démonstration.
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Cas de la dimension 2.

1- Angle orienté de deux demi-droites.

Soient D et D' deux dewi-droites d'origine O. Soit 6(D, D') li’uniqua

NN , . d
© € S0(2) qui transforme D en D'. Et soit (D, D') la classe d'équivalence du

couple (D, D') modulo la relation d*équivalence définie par £0(2). On sait que
P S
(D, D*) - (B, 1)) <=3 6(D, D') = e(p,, D)
[cf. axiomatique de le ydomitrie plane ; cela résulte du fait que le groupe S50(2) est

commutatif‘]. Si on derit pdditivement le groupe abélien S0(2), ona

6D, b ) =wu(D, D') + €(D*, D").

de )
2- Angle orients(déux droites.
Considerans un couple di droites 4, O pussant psr 0. La droite A .. iy
"deux demi-dioites L et l)l ¢ la droite A' difinit deunx demi-dreites DY ot D“.
Dl' D Pour qu'une rotation & € S0(2) transforme A Lur A , i fu}xl et
LI suffit que X transforme D en D ou Die Le tnuple (A, A
[ définte denc deux angles urientds de desr-droite., 4 avorr
]',’ S 8(D, 0*) = ¢ (v, DY)
et 6(D, D]')=0(DI.D').

Chacun d'eux est la "somme" de l'autre et de I'angle plat {'u:n(quu 4lément wﬁ S0(2)
tel que 2 w = 0, w/o ; w est la synétrie par rapport & 0O). Don: le couple

(A, AY) définit un élément bien déterniné du groupe quokient 50(2)/ 22, en notant
Z& le groupe & deux élénents formé de 1'identité et de 14 syuéirie par raprort * 0,

Ce groupe quotient s‘appelle le groupe des angles orientds de droites,

On va voir que ce groupe est lui-méme isomorphe A 80(2), En effev définissons un -

bomomorphisme

) P s0(2) —» so(2)
peE Qo) = 20 (ep

assoclie & cha F i iti
que angle son doublq, en notation additive), Cet

homomorph sme est surjectif,

€ar tout angle orienté de demi-droites Peut étre divigd par



2 (il y a deux bissectrices d'ua engle d- demi-droites

: ¢ce sont Joux

% demi-droites opposées). Lo noyeu ‘de cet homomorphisme est ‘videmnmini lo sHn
/4//,/”—43 groupe Zé (formé des <¢v tels que 2¢) = 0). Donc (p indui. un
2]
/é\> isomorphisme
! h
Wososo(2) /7, s s0(2).
Interprétation géométrique de cet isomorphisma (voir figure) : i toute droite AN  passant
on assoclie la demi-droite OM peassunt par O ;3 d'ol uno cor-

n/ par A

7

Z

(<1 demi-droites.
=1y

el "angle au centre”.

Ancles non orientds de demi-droxtes.,

3~

Considérons le cercle unité., slora (cos O, osin O)

de deux deni-diortis (Ox, o).

NE~ .
”’3 droites, (cos 9, sin ) est remnlacd
0 3 }
4 v X
.~ 0 Done un angle non-ori ntd Je demi-droat
>\\ﬁl e cosinus  (nomhre rdéel! 1 et - 1),
Cas de 1n dimensirn n 3.
Soient OA et 0B deux demi-druites dans liespace ®"
A ' . .
(0A, OB) est ¢gul A (08B, 04), méne
0 directs de 1l'espace ambiant, Suit A
\B ’ \
Sy Bz(b]”‘“" b)o Alors
n
n
SO0
Y=
€05 0 = — i =

VGl e )

caractérise la classe d'équivalence de

(oA,

carLctorise

respondance bijective entre les angles de droites et les angles da

C'est le cla.sique correspondance cntre "angle inscrit”
1 !

v ontrle o *6

S1 on Jchanve los rdles dos domi -

par (cow 6, -sin ¢).

o5 est careetérisd

par son

(n > 3). Ltanple
tu sens des déplacements

= fu 00, o)
1 n'?

mg modulo le Rroupe des déplucements directs,



~ 30,

GEOMETRIE PROJECTIVE REELLE ,

Définition de 1'espace projectif Pn(lR) = Pn.'

1~ Du point de vue ensembliste i

On considére l'espace numérique Rnﬂ privé de l'origine {0} « Un point de cef
espace est caractérisé par un (n+1)-uple (xb, Xypeony xn) ' ‘01‘.\ les x;, ne sont pas
tous nuls. .On identifie deux points homothétiques x et dx, si Ae R*, ou
encore deux points alignés avec O, Deux points sont donc dquiv

lents s'ils définissent le méme sous~espace vectoriel de dimensi

.ax t 1 les classes d'équivalence sont en correspoudan\co bijective
les sous~espaces vectoriels de dimension 1 de 1’&‘-.".;..‘!. y .’Hn“h
Notons .Q, coette relation d'équivalence dans an” - {0} ;i on pose .
Pn(ﬂi) =Bnﬂ. : {0}/8,4—9 droites de R""! passant par 0. Soit

P g™ -{O} :be, Pn(ln) 1'application canonique de R°'! - {O; sur son quotient. 8i

u € Pn(m»"’ tout p?int X = (xo, Xgreas, xn) de p-'(u) définit ce qu'on appelle un

systime do coordonnées homogines du point u € P (R).
J ! n

Remarque. tLa reiation d'équivalence -9, est celle définie, dans Bnﬂ - lO} s PAr

1

- groupe des homothéties de rapport # 0 ; ce groupe opdre dans Rnﬂ - {0} et est isomo

phe au groupe multiplicatif R* =@ - {0} .

2~ Du point Ae-vue topologique.

I [} ; . 3 n+1 ) 3 |
L'espacé nunérique [ - 5‘0} est muni de la topologie habituelle. ™! ijue

n+1
Pn(R) = Q - iO}/.R M va munip P = Pn(lR) de la topologie quotient

t par définit

un ensemble U C -1 n+l
el e ’ Pn est ouvert si p (Wewr™ - {0 est un ouvert de Rn“ -{0} .

[ ’
Rappelons %a propriété caractéristique de la topologie quotient ; Pour qu'une applicati

? Pu T—) X H‘(o‘fz X est un espace topologique quel
, " n+1 :
suffit que ¢ o P R - {o} —> X soit continue,

_{’réposition. Soit A un ouvert de an“ - {01

conque) soit continue, il faut ot |

Soit V 1le saturé de 4, e'ost-?;u-di

la réunion des classes d'équiyalence quiA rencontrent A, Alors V est ouvert
. L )
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N . . L
'[Conséquence : p(A) est un ouvert de Pnﬂﬂ) ; autrement dit, ltapplicalicn p

une application ouverteJ.

Démonstration. On sature un ensemble en prenanl avec chaque point tous les homothdti-

ques. Le saturé de A est donc V = ~(«/ A A, Or si A est ouvert, A4 est

. [ 4
ouvert, car c'est le transformé d'un ouvert par un homéomorphisme j par conséquent V

*
4

est une rdéunion d'cuverts : c'est bien un ouvert.

Exemples d'espaces projectifs 3 Po ezt un point ;

1
P1 est homéomorphe au cercle S (on le verra pluc

loin).,

Remarque. Soit U un ouvert de Pn. Alors V =p (U) est un ouvert de mﬁ*' - {0} .
On peut considérer le qurtient V/ & v ol 6% v est 1a relation d'déquiv-? . | i, duite
par 52 sur V; V/ 5{ s'identifie, du point de vue ensembliste, & U,

v

Sur U il y a donc deux topclogies :

(1) 1la topologie induite par celle de P ;
. ‘ ' n
(2) 1la topologie quotient de v/ ﬂz .

v

En fait, ces topologies sont les mémes ; en effet, soit U' ¢ U i dire que U' est

ouvert sighifie :
- dans le cas (1), que p-‘(U') est ouvert dans an+‘ - {0} t

-1
~ dans le cas (2), que p '(U') est un ouvert de V ; mais V étant un ouvert de

& {0 1 1 ! n ‘ ‘ '

- 9 cela équj.vaub h dire que P (U ) est ouvert dlns 138 - {o! . C.Q.P.Q.
Définitionn Soit V C 43 - 0 1 ense ble d(”f)'n]‘ ar X X X v @
e e i { j ' m g pal : ( 0' 1 1%y ) ‘C: 1

4= x, 0. C'est i i 1
i # un ouvert, puisque X, est une fonciion continue. On g n+l  tels.

ouverts. De plus les Vi sont saturés, car si x € V. ot Ao,

i alors

Ax €V.. 0 . = : o
. i n note Ui = p(Vi)'. c'est un ouvert car P 1(Ui) a Vi est ouvert.

U i s .
i ©st l'ensemble des points tels que la i-iéme coordonnée d'un systéme de coordonndes

homogdnes soit £ 0,
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Proposition. Pn th rédunion dos

Ctest évident, car si* (xo,..., xn) e g™ . {0} » 1l'un su moins des x est £ 0,

Ui ; ou encore i anﬂ - {O} eat réunion Jeas 'Vi‘

' n
“Proposition. Pour chaque i {0 €i < n), il existe un homéomorphisme d"‘; Ui sur R,

Définition. Les U& forment ainsi un recouvrement ouvert de Pu'; IQnil'Qppeilv le
recouvrement ouvert canonique de Pn.
Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, 1 = 0 et définissons uanméemorphiamo
de U sur R". On sait que . U = V;/ R . On définit deux applicetions corniinues
t s mn - Up comme suit
g UO — r"

1) £ est la composée ®" »£> v, By Uo; ou i(x‘,..', xn) = {1, Xypesoy X o
L'application f est donc 1'application qui A touthpoint (kl,..., xn) € R asaocie

la classe d'équivalence de (1, Xyreoe, xn) 3 f est composée de deux applications conti-

nues, dorc est continue.
‘?2) g est définie par passage au quotient : considérons ltapplication h : Vo B ﬂn

X1

_ n
déflnxi por hix , Xyrevey xn) & (;;,..., ;;) (ctest possible puisque x 7 0).
b est continue, et est constante sur les classes d'équivalencs, cer
» x‘ xn - . '
h(Axo,A:%,...,Axn) = (;‘,-oa' ;‘) 8i A £ 0. [ )
, 0 0

i L P . . n . ¢
| ar passage au quotient, on obtient g Ub ~—>» B~ qui est continue, puisque Us (uvae
sa topologie) est l'espace quotient de V; par la relation d'équivalence induite pax

51 sur V ,
o

I1 reste & vérifier que gof = id, et £ o g = i4.

¢ .

,‘ 80 r(x . x )‘= . ‘\ _ ,-:,1 ‘t’ ‘
prrer X ) =gopo 1(x‘,.._p x)=ho 1(x!,."., xd) = h(1, Xirees, ,u) "'

. o \ o = (x‘,xz,.-., xn).



v

of N X

' 1 n
. cee = £+ .0 ._-) X9 )
£ o g(p(xo, Xjpeees xn)) =fo h(xo, Xq9 ’ Xn) (xon. ’ X N Y
. *n o X yeeey X))
= pao i(;—(—-,..-, ;——)"—‘- p(‘, ‘x"",oto. ;-) up(xo, X‘,oo.’ n .
o Mt [¢] [+} q- o o EERE

| n 3 -
Ainsi g {est un homéomorphisme de Uo' sur B, et f en est l'homéomorphisme ré

ciproque, ¢{n fewvait de wéme. pour cl .yue Uie .

Corollaire. : P est une var_&été topologique de dimension n, i.e. un espace tonulugi-
e n

. 0
que dont chacpe point pessdde un voisinage ouvert homéomorphe & R,

t

Sous-variétés, Yinfairc: ajachiles.

L . . . . I3 ’ \
On appell. scus-viass " lin o, --projeclive (ou simplement sous-variéid projective® de

P  un sous-gniemcle X de }n qui vérifie la condition :
n

1

- +
r ‘(X) LJ{O} st un sous-espace vectoriel de u"
K

3

e - . n+1 . SR
Ceci siguifie:que p 1(1; est un sous-espuce vectoriel de B . privé dq.m£9} [
Ml 5.

' On 8 duvue une correspundance n1iective entre les sous-variétés projectives de P
n

¥
“

et les sous—espaces vectoriel. o N . I TRy

Exemples 1 @ est la variété lindaire projective qui correspond au sous-espuce vecto-

riel réduit & 0 , {

Un point de Pn est une variété linéaire projective définie par un sous-espace vectoriel

de dimension 1 de Rn+t.

Définition. Une sous-variété projective X C Pn est dite de dimension p i

-1 : ‘
p (X) U {Q} est un sous-espace vectoriel (de Pn+‘) de dimension p+1. Donec ¢ est

de dimension -1, un point est de dimension 0.

On appelis hvpérplan.projectif une

variété projective de dimension n-1.

R . : -~ . -1
emarque Pn UO est un enseible fermé i P (Pn - UO)IJ 103 est l'ensemble des points

1

de Rn+ dont la coordonné 3
_ e x° est nulle ; donc Pn - UQ est un hyperplan pojectif.s

on 1'app lle l'hyperplan des "poi tinfini
yperp points & 1%'infini" de P, (son complémentaire, LorSc.:orphe

n . s
4 B, s'identifie & l'ouvercv des points "y distance finie")






- 300 -

la conditioh pour -que u“,...,_ukt soient. linéairement indépendants-f(au.sens «; tif

eft que xoi..., xkb soient linéairement indépendants (au sens.vecteriel). Alors

xob..., x engendrent un gous—~espace vectoriel de dimension.. keli; par suite }a sous-

k . .
variété projective engendrée par uo,..., u  est de dimepsion k.

Exercice i toute -sous-variété projective de Pn’ de dimension p, est homéoworphe & ?p.

Théoréme.~ L'espace projectif Pn est un espace compact ; il s'identifie au guotient

de la sphere s” par la relation d'équivelence antipodiqua,

[La relation antipedique, sur Sn, est celle dont les clisses d'équivalence sont
les ensembles de deux points diamétralement opposéa].
Démonstration,

a) Montrons d'abord que la topclogiv de Pn setisfalt & Jlaxiome.de Hausduy . . -, ¢
deux poipts distinels oat des voisinages cuverts disjoints . Sajent X ot y deux pointp
distincts de Pn. 11 existe uu uyperplan projectif H tel que X et y ne soient pas
*dans H : en effet, x et Y proviennent de deux vecleurs é et Q de ﬂf'*' - {0}
non proportivnnels ; il existe un hyperplan (vectoriol) de Y“*‘ ne contepani aucun de
ces deux vecteurs, En effet, par une transformntion lindaire on e ranime ay a8 ol

T=(1,0,.00, 0) et 72 = (0, 1, 0,000y, 0), On cherche un. hyperplapn
ao‘gc)+...+ &% n = 0 qui: ne contienne pi (1, Oyevey Q) (0, 1, 0,..., 0) ; pour
cela, il faut et il suffiv que L #0 et 8y £ 0.

Soit done H- un- tel hyperplan projectif y aloys U . p - H vs5t up ouvert homéo-

n

.
n
morphe & It, et on a X, yeU; R étant séparé, la topologie dp U est TS % ui
-~ ' [ 7

on peut donc trouver deux ouverts U' et U de U disjoints qui contiennept respecti

vement x » U
et y étant un ouvert de Pn’ U' et D" gont des puverts dp P ,
, ' n

C.0.7.7,

b) Considérons 1'inclusion s"¢ g™ {0}, ou  s" < fx € Rn” a0, x) }
--1 . ’ X = , »

Soit & la relation d'équivalence définie par les homathéties

n+i
sur - ;
B {0} v et soit FUo la relation induite syr §° ;

il i
est clair que 53' est la relation antipodique. dlors
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ltinjection 1 3 st —» Bn+‘ - {0} jnduit, par passage 8aux quotients, une inriection
in) : :

g :Is"/ﬁ' s @ - {o})/.ﬂ. o

Le diagramme suivant ost commutatif :
g" _ i ﬂn+' _ {0}

\\
l q BT P

)
n g
S /ﬂt —— PnUR)

Soit f=poi=goqi;i P et i étant continues, f est continue, donc g est
continue (d'aprés la caractérisation de la topologie quotient). Or on o °
Lemme 1. Soit g ¢ X —» Y une application continue injective ; si T est siépard,

alors X est séparé. {Déuonstrntion : exercice laissé au lecteur].

Démonstration. Ici, on sait que Pn est séparé (cf. a)) ; on en conglut DU

est un espace topologique sépuré . . Or:

Lemme 2. Si un espace X & la propriété de Borel-Lebesgue, alors le quotient x/é{

'de X par une relation d'équivalence 32 a oussi la propriété de Dorel-lLebesgue.

[Démonstrucion laissée nu lecteur & titre d'exercice |

ici, s" est un espace compact, donc a la propriété de Borel-Lebesgue .
Dtaprds le lemme 2,° Sn/ &' & aussi cette propriété., Comme Sn/ 5{' est séparé, on

conclut que sY/H T est compuct.

. . . n
¢) On a l'application continue g ¢ 8 /éR,' — Pn ; elle est injective ; elle est
aussi surjective (car toute classe d'équivalence de “n+1 - {0} rencontre la sphtre Sn)

donc g est bijective., Or on sait qu'une application continue et bijective !'- 1 espace

compact dans un espace séparé est un homéomorphisme [car 1'image directe d'un fermé est

un fermé, puisque c¢'est un compnct].

0 ici " ‘
n conclut donc ici que Pn est compact, et que g : § /' —> Pn est un homéomor-

.~

phisme , ce qui démontre le théoreme.

Cas particulier : P

‘ 1 R .
1 est homéomorphe & § /22, ol § = {z-e ¢ : |z| = 1} R
2& - {+1,.4} » C'est le groupe des angles de droites qui, iui—méme,est homéomcrphe &

5 ¢ donc P (R) est homdomorphe au cercle ',
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y 1
Toute droitepfbjective dans Pn est homéomorphe & P1, donc & S

i ! i ! hisme
Explicitons un homéomorphisme § —> P1. Il suffxf de composer 1'homéomorphis

R . .
S1 — S’/Z2 qui, & chaque point M de S, associe la droite AM, avec 1*homéamory
1
phisme S /Zé —> P,
qu'on vient de trouver, et qui est finalement celui qui, 4 chaque droite du plan passant
par A (o A est maintenant pris pour origine), associe le point correspondant de

A l'espace projectif P‘. Pinalenent 1'homéomarphisme cher no

S‘ — P1 associe a chaque point M du cercle-unité de centre U

la direction de droite AM  (éventuellement @ la direction tungente

en A si M est confondu avec A). On encore, j.x proj tiun td

réographique : soit A la droite de Rz passant pnr O et
perpendiculuire 4 AD 3 & chaque M du cercle-unitd un associe le point PeA situd *
sur.la é;oite AM  (du moins lorsque M /£ A), et le “point & 1'infini® de A si M = A
*On trouv; ginsi,un homdomorphisme du cercle sur la droite A complétde par un point

& 1'infini.

Revenons su cas général de 1'e jace projectif Pn : par identification de &" avec

1touvert U0 C Pn, on voit que Pn est une “compactification” de &" obtenuc en adjoi-
. on : '
gnant & ® les points de 1'"hyperplan & l'infini"® P -- U,
n o

Etude du groupe linéaire-projectif GLP(n, B).

Considérons le groupe GL{(n+1, R), qui opére dans m?*‘, et aussa dAns Hh:‘ - lU}.

S5i f € QL(n+l, R, £ +transforme tout sous-espace vectoriel de dimension 1 en un

sous—espace vectoriel de dimension 1 ; donc, par passage au quotient, f induit une

applicati F i i i 3
PP ion £ Pn — Pn qui est continue. D'ailleurs f est un homéomorphisme de

-1

Pn s car si. g = f

’

g ona gotf =gof: identité de P , et
n

|

og=7fog= identité d . ’
g entité de Pn C.Q.P.D,

L - I3 . e
es f ainsi assocides aux f € GL(n+1, B) forment un groupe d'automorphismés de l'es-

ace p.oj i 3 .
D poeojectif Pn 3 on l'appelle le groupe linéaire projectif, noté GLP(n, R).

—

L . C . N
application qui associe f & f est un homomorphisme de groupes,; car g o f E.o T
) bl *

S
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A . Y . PEEEEY ¥¥) SO nnyau
On a ainsi un homomorphisme surjectif GL: (At R) mdr GLE({n B). Che nonr

i1 se compose des ‘f € GL{n+t; R) telles que 7 = identité. Cola eignifie que f trAns

1 de Bn+1 eni.lui-méme. Mantrons que

i base-do 07!
£ est néééssairement une homothétie : soit (61,..., a“) une base-de O

forme chéque sous—espace vectoriel de dimension

21 veutl

E = seut deit dtre de la for-
que f(ei)f: ai-ei ; de plus f(e1+...+ en) A‘ e, + AL e,

d

ey
‘ ‘ : i ‘ L.égaux, et
me )4(91_+.,.+ en); }js: At Teee Anf ¢ce qui prouve gue les ﬁl saniicg '

que f eS8t une nomothétie de rapport M.
Le noyau cherché est donc le groupe des homothéties qui a servi & détinir la relotion
d'équivalence j il est isomorphe & R (groupe multiplicatif). On a ninsi uno snite
exacte:

(1) —> &' —> GL(n+1, B) —> OLP(n, B) —> (1).
On en dédhit que le nombre de paramiétres dont dépend une application € GLP(n,lB) "
ést (n+l)2 - 1 = n{n+2) ; ceci sera précisé plus loin.

Reptres projectifs.

Définition. Op appelle repére projectif dans Pn (ou simplement + reptrej uny suite

{a , Bagoeey 8

o ) de n+2 points .tels que n+l quelconques dtentre eux engendrent

n+l

Pn’ c'est-a-dire tels que n+1 quelconques d'entre eux ne soient pas contenus dans .
un hyperplan.

Notation : On désigne par {a _,..., gﬁ,..., a ,) la suite privdée du point a_ .
————— o i n+l b

" Exemples : n'= Y ; un repére de P“ est une suite (ao, 83 nQL de trois pointe tels

que deux quelconques d'entre eux ne soient pas confondus. Un repere de P‘ e.l Jdonc
4

une suite de trois points distincts.

‘m = 2 ¢ un repeére de P2 “est une suite (ao,o.., &3? ‘Qe quatre points tels que trais

. ] k3 3 ’ y s
quelconque d'entre eux ne soient pas alignés (i.e. : sur une méme droite projective).

Repére canoni ué St < : L
-obire cs nonique. Il est formé de la suite des classes d'équivalence des vecteurs

8 joo0, € €t e+ e taoot by tqi L
o n o 1 st @ [ou (eo,..., en) désigne la base canonique de EP+‘]:

Je soat i é
Co s donc les n+2 points admettant les systéemes de coordemnées homogénes suivants @

(" O’°‘°9 0)) (O) ‘9 oyuo", 0)9090’ (0’090, 09 ‘), (1, l,o--, 1) a /}

-/
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Par exemple, poﬁr n=1, on trouve
(1, 0) , (0, %), (1, 1),
qui sont des systimes de coordonnées homogénes bour les points 0, w, 1 de la

droite projective P,(R) (1,00 : B complétée par un point o).

Théordme. Le groupe projectif GLP(n, ) opitre d'une fagon simplement transitive dans

1'ensemble des repéres projectifs de Pn'

Démonstration, Il suffit de montrer : si (ao,a.., “n+1) est un repiéro, il ¢ te une
te GLP(n, B) et une seule, telle que T transforme le repire canonique dans j.o reais

(501-4-’ o,,n“).

- {0} duns la elawse d'dquivalenco de a (pour

Qs b £nel) On cherche une | € GL(n#1, W) tolle W oxi o des wealubrew A, 40
. ' L .
satisfalsant b '

Pour cela, cholsissons X, é ﬁ“*’

1
[

. | !
. flo) = Ai X paur 0444, I" ‘
tlog #10ut e ® an*i et

21 Hutan ' n# :
| f,‘(légylctv e,) 1a base ennunigue do 0™, Ly deuxibme relntfon (1) a'de,it

(puisque £ est linéaire)
i A

_ ' - , » g f(ei’,g Aﬂ#i *agr o
elest-b=dire, sempte tenu de 1a premibye relation (.1) f

N ¢ ) - .

. | : gg Aj X = "ﬂ#i Xaer

b

Puisque (a ) 5 .
gléser B est un replre, « .

A+l perey Xg! Xjvoon, X fam@nt une base de H't!

6h 4 dens a p}ieri

A
¥ ==y .
, , .\in#lf %55 Pi *is

s



" et de plus les }ji " sont tous # 0, sinon il y'nurait. n parmi les X, qui sernigyg
linéairement dépendants, et (ao,..., nn+‘) ne serait pas un repére.

Ayees, A de fagon & satis-
o

On voit maintenant qu'il est facile de choisir ntl

faire & (2) : le systeme ( Ao,..., An’ An+1) est nécessairement propos. - L u

(Fop'-’; Hlﬁ 1).

f existe, et est déterminde & une homothétie pris. Donc f existe et

Ceci montre que

est unique. _ C.Q.F.D.
‘ : R,

Remarque : le choix du repére canonique met donc en correspondance (1'ensenble des repi-

res projectifs et l'ensemhle sous-jacent au groupe GLP(n, R). Or l'ensemble des repeo-

res projectifs a une topelogie naturelle, car il s'identifie & un sous-enscmbloe e

n+2
(P (@)

(espace des suites quelconques de n+2 points de Pn(ﬂ)).
n+7

[ExercicQ : montrer que l'espace des repires projectifs est un ouvert de (2 ) ¢!

donc une variété de dimension n(n+2). Ainsi GLP(n, &) se trouve muui d'une s.ructure

de variété trpologique de dimension n(n+2)].

Exercier . (Y) Lt topologie ainsi définie sur GLP(n, B) est la topolupie quotient de

GL(n+1, B)/yp* .

2 , Yop(T ) . ~ oot
(2) WNote. L“P(fn‘ l'espace des 1epires projectits de Pn, et Rep(ﬁn+]) 1'espace
des reperes v i 2t i n+l

P ectoriels de R (i.e. : des hases de R""'), 2 chaque base (xO,.., x )

n+l s i
de R associons 1 ¢ 3

e repere de Pn formée des classes d'équivalence
p(xo),"'a P(Xn), P(Xo + X, +eoet xn).

On obtient ainsi une application continue surjective

¢ Rep(ﬂn+‘) —_ Rep(Pn).

Montrer que le diagramme suivant est commutatif :

n+1 ‘
Rep(&™" ") i >  Rep(P )
’ n
ot =
N GL(n+1, m) Y > GLP(n, R)

s .
cgnanlques, et ol ? est-1'applica-
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p pai m) exes lors-
Proposition GLP(n, R) est connexe pour n pair, et a deux composantes conn rs
I T) & ! .
que n est impair.

. - p 1t 4
C i tﬁ d | I H
Délllons bra tlon Regaldons d abOXd 19 cas ou n l . On eut se lelldle omp ' a . 1 [

GLP(1, R) n'est pas connexe : un repéere est une suite de trois points distincts sur le
: ’

e Q cercle ; peut-on faire vakier (a;, a{, “é) de facon continue et
1
“2 a$ le faire colncider avec (ao,‘al, az) sans quo les trois points
U, cessent d'ét;z distincts & chaque instant ? Il est intuitif

as A(cedi n'est pas encore une démonstratioq)qne ce n'est pay possgi-
ble si les points des deux reptres ne sont pas rencontrés "dans le méme ordre circulaire"
‘ lorsqu’on paryourt le cercle.

On va maintenant traiter le probléme en général. Rappelons que
GLP(n, B) & GL(n+I; ﬁ)/h* ; dans GL(n+1, R), on a le éroupe spécial  SL(y+1, A1),
On se posc alors le probléme suivant : y-a-i-il un représentunt de chaque ¢y Sina
SL(n+i, R) ? |
Soit ¢° € GL{(n+1, ) ; par une homothétie de rapport A# 0 on obtient o,
et on se demande si on peut choisir A de fagon que det g' = +1. Or si on compose

O avec une humothétie de rapport A, le déterminant est multiplié par An*' D'ou

deux cas & distinguer :

ler cas. n est pair. Alors n+l est impair, et AF+I

peut prendre toute valeur

réelle # 0, Donc toute classe de GL(n+1, B) modulo le groupe des homothéties rencon-

tre SL(n+1, R) , et 1'application naturelle
SL(ntl, R) —> GL(n+1, R)/ p* ~GLP(1, R)

est surjective i comme SL(n+1, R) ne rencontre le ?ch~groupe m*  des homothéties

on trouve un isomorphisme . !
SL(n+1, R) = GLP(n, R).

que pour A= 1,

Alors, SL(n+1, R) ' étant connexe, GLP(n, m) est connexe.
Lonnexe

2tme  cass n est impair. Alors _P+1 est pair, done An+'|
‘ P

> 0 pour tout



- 15 -

. termi * a étre +1 ou 1.
o a ; 0 3 on ]79llt done seulenent rameactr be det rminant de a
)

‘ us wilos qu le rensontle
c dqui y ¥y ‘e donc plus SLin+t, R} cedlos 4
Toute classe d'équivalence ne rencrontre i

ss8es & b " * N » RV ‘ 5 JOAL
. s()ﬂt jes Ciu e de“ Oli'mentb de GL (ll#‘ . n{' Qt el l( renct ll‘l(“‘ Ql v i y Y i
h ) . 4+ (

+ LT inet, W dge . efy O est e
deux valeurs opposdes de ) Posons GLP (n, 00 GL tn+d, B/t el

groupe des hemothéties de rapport non nul, On a Alowms

GLE (n By = SL(n+1, &)/ {#1 1)

a8 - 't - lermruant - +\] Ainss
(Obsvrvons qutune homothétie de rapport -1 n un détermin

GLP(n, ) a deux compusantes connexes celle qui contrent ' élenent peutsr edt
y

GLP tm, ) == SLn+1 )/ {t 1}

" i Yja fait oo eIV . orsgue nous avony étudié
LNotn « nous avions ddéji fait cette observation pour n i, |} 1
le groupe homogruphique réolj.

Questions d'ortentabil ite,

Soit V un espace vertortel véel de dimension n» v . que srgnifie » Turtented oot
‘espace" ?

Soit (81) co.oe ) une buse de V5 on drt que deux buses diefintssent la meme orventa-

tion si et seulement st la transformation ineaive @ € GL(V) qut transforme 1tune

dans l'antre 1 un Jlrerwinant >0 Les bases se rdpartissent en deux familles ¢ deux

bases quelcongues de la meme famille définissent une meme ortentation de VY, deux bases

de doux familles distinctes définissent des ortentations diffédrentes. On a ainsi deux
orientations possibles pour un espuce vectoriel V de diwmension 21

. . n
Si on considere V - ® , alors on peut se contenter de regarder les buses orthonormées,

?

n . o , n -
Pour orienter [ , il suffit de se donner une base orthonormée de W . Une autre base

n ) o .
de R définrt la meme orientution s» et seulement si la matrice qui fuit passer de
ltune a l'autre appartient & SO(n), clest-i-dire si son déterminant est +1,

Considérons maintennnt le cas de la sphire s" o+l

c‘est une sous=varidté de R

S‘n ¢ an'fl

' n . Lo : '
301 » Soit M €S8, et soit H 1'hyperplan tangent en M & s,
On a nlors l'espace vectoriel H passant

V correspondant, qui est lg translaté de
. : v }

(
par 0 Urienter la sphire au point M,

\ '

¢ est orienter i'hyperplan tdnant en M, ou

i : +
\

v

, .\ /
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G

0 et orthogonal & OM. Pour cela, on se daonne

encore oriemter 1'hyperplan passant par

i ceey @) st
une base orthonormée (e‘,..., en) de V. Soit e, = Bﬂﬁ §1ora (oo, e‘, vor @

n+l : ' e ' de
une base orthonormée de l'espacé R . Deux bases (91""’ en) et (o‘, ’ en)

YV définissent la méme orientation au point’ M si et seulement si on passe de la base
(e , €yseees en) A la base le , o4, °A) pur une transformation de détermin.nt +1,

n - - ’
Si maintenant on a une orientation en M € S, définie pars une base orthenormée

— n Lo

(oM, Byreees en) , et une orientation en M' € §, définie par une basqlorthonurmée
elles nel .

dﬁﬁ, e{,..., eg), (sont 'en accord” si les deux bases de R \

—>»
(OM, o yeuey @) ot (ot , 0 eeey €l
. n+1
définissent la méme orientation de l'espace vectoriel & .
n
Considérons enfin l'espace projectif Pn comme quotient de la »phtve S par la relation
antipodique., Par définition, si M€ Sn, une orientation de S au point M difinit

une orientation de P" au point de la classe de M ; mais on convient qu'une orientation

de S au point M' diamétralement opposé & M  définrt la méme orientation de P

(au méme point de Pn) si la symétrie par rapport, & 0. transforme l'orientation de
(Fig.2)

n . . .

$" en M dans l'orientation de S en M')’; cela signifie que 1'orientation de §" en

M, définie par une base orthonormée

l | (eo = OMJ G‘,0o¢, en)

§ n+1 - : n

' de B ', et l'orientation de S en M',  définie par la base orthonormde
,' M ("'eo '—".0-}-4-', -91,.., ‘-'en)

définissent la méme orientation de P au point défini par la
n

S8i (M, M') 'et (N‘, M;) sont deux points distincts de Pn’ on dira qu'une

orientation de Pn au point (M, M')

! ‘ .

\ M classe d'équivalence antipodique formée de M ot M’.
|

} est en accord avec une orientation au point
!
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‘ . n . ' . .
i P ts M et M d'une part,
:(31, M;) qi les orientations cqrrespondantes de 'S aux poin N i

. ccord, Ceci suppose déjl que
aux points Mt et M; d'autre part, sont tou?es en 8

les orientations’en' M et en M' sont en accdrd, c'est-A-dire que les deux bu: ey
(eo’ el,oon, en) et (’90, -e!’ocn? ”en)
+définissent la méme orientation de ﬂf“4. Or le déterminant de la transformation qui

fait passer de l'une & l'autre est (~1)n+' ;7 don~ n doit ftre impair. S8'il en ost

ins i : i ; isis une orientation de fagon que toutes
ainsi, on pourra, pour chaque point de Pn’ choisiy

i i Len Lo i ' i ¢ re1 ext possible
ces orientations soient "en accord" : on dira qu'on a orientd Pn (et ceo € I

i . o oondlt que
de deux fagons). En revanche, pour n pair, on ne peut pns orienter Pn < 1

P est non-orientable.
n
On voit que ces phénomenes sont en relation avec le fa't que GLP(n, @) est non-

connexe pour n impair (P crtentable), et connexe pour n pair (Pp nhon-orrontable),
' n

Caractérisntions diverses does transformnt1ans ligﬁqﬁ;osjpquock;vn}.

Soit & € GLP(n, B) ; gu Vk st une sous-variété projective de dimension k,

il est clair que o‘(Vk) €3t aus.ioune sous-ovaridtd projective de dimension k. En
effet;, g onrovieut PAr passupe au quotient d'une P ¢ GL{n+1, &), et r trunsforme
tout sous-espuce vectoriel de dimension  k#1  en un espace vectoriel de dimension k1.

I1 est natwel de se Poser la question suivante : gi un autoemorphisne g de P trans-
n
. b

'

forme toute sous-variété Projective en une sous-varicdtd de méme dimension, peut-on cone

clure que (" € GLP(n, R) ? On va voir maintenant des réponées & cette question.

1]

Lemme 1. Soit ¢ une application de Pn duns lui-méme, Op suppose que f appliquo

bijectivement toute droite projective 4  sur une droite projective 4., Alors,

pour tout entier k (V2 k < n) et pour toute varidté linéaire projective V. do

dimension k, £ applique bijectivement Vk sur une variétérlinéaire projective Vﬁ

I
de méme dimension ke Bn particulier‘(pour\k =n), ¢ applique bijectivement P sur
v N ; n

lui-méme. B
Démonstration,

V) £ est injective, En effet, deux points distincts difinissent une droite (projec-
.tu i . . -. )
ive) et une seule 4, Puisque £ applique bijectivement A SUr une droite A



- par hypoth¥se, les transformés des deux points sont di;tincts.
2) Faisons une récurrence sur k. Pour k = 1, la propriété a démontrer est vraie

par hypoth®se. Supposons-la vraie pour k-1 (i > 2), et montrons-la pour k. Soit Vk

une sous-variété de dimension k; et soit Vk" une sous-variété de dimension k-1

contenue dans Vk. Soit a € Vk, a & Vk 1" Nous savons que deux sous-varidtés de

& , dimensions complémentaires dans Vk se coupent
Al .
toujours.
a, . Donc toute droite de Vk qul passe par a coupo
Vk ; enoun point et un seul.
) Vk est donc réunion des droites passant v, a0 el
£ . .
qui rencontrent Vkm‘. Par l'hypothitse do récurrenc s,
on sait que Vk~1 est transformde bijectivement par £ en une sous-variétd V& ' d
dimension k-1. Soit f(a) =a' ; ona a' § V&_’ pulsque f .est inx.cty g,
;.Si A est une droite de Vk qul passe par a, alors A' = (4] est une droite

qui passe par a' et rencontre V! Réciproquement toute droité qui passe par a'

k-1°

ot qui rencontre Vﬂ-1 provient d'une droite passant par a et qui rencontre Vk_‘,

car f applique bijectivement ng sur V! On en déduit que f(Vk) est la réu-

1 k~1°

nign des droites 4! passant par a! €t qui rencontrent Vﬁ y 3 c'est donc la varié-

té linéaire projective V& engendrée par a' gt V!

k-1’ Qui est de dimension k puis-

que a' & Vﬁ_1. Et f, qui est injective, induit donc une bijection de Vk sur V¢!,
, : k

C.Q.F.D,
- Birapport.
On a déja défini(p5‘250) le birapport de 4 pointy distincts de P_(R)
1
Z, -z Z, - 2
(z‘ I 25 z4) =4 ! ;-3
Zg = 2, 2y -z, ,

. . o .
Qul & un sens méme si 1'un des z, est o

Nous savons qu! i
qu une.transformatlon homographique 0", conserve le birapport

() 5 00 5 ta)s ota) < (o Y5 % 5 2,)
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Soit maintenant A une droite de Pn’. et soient A‘, AZ’ ,A;;’

A, " quatre points distincts de A ; on veut définir le birappor

de ces quatre points. Nous avons défini wae ijeclint

entre les droites projectives A et les sous-espaces vectoriels

. _ ‘ R | ,

de dimensicn 2 de mn“:' & A on associe P 1(A) U {0} . Une base de p (Ajuid}
- 2 .

définit un isomorphisme vectoriel de p ‘( a)v {0} sur {R°, d'el, par passage au quo-

tient, une bijection w de A sur P1 (R). S) on change de base, la bijection W

est remplacée par O o8, ol & . Pl -—-QP‘ est une transformation homographique

' NPT 2 .
(déduite d'un automorphisme lincaire de R par passage au quotient).

NG

- Par définition, le rapport anharmenique (A' , A2 . A3 ; A4) des quatre points de

A est égal au birapport

.

{ ) ) 3 W 7
w(Al) mmz; ¢ (A3' w(A4;)

_ des points de P1 qui leur correspondent par . Cette définition est ju .ifice nor
le fait que si on remplace ) par O oW , ce birapport n'est pas changé
(puisque le birappord " de quatre pornts de Pl est invariant par toute tranu-

formation homographique & 7.

Ayant ainsi défini le birapport . que de quutre points alignés de P nous
nl

pouvons énoncer
Proposition. - Soit ¢ G , ). ' i ‘
‘ o € GLP(n, B). Si A‘., Az, A3; A4 sont quatre pointy alignés et

distincts de Pn' on a

(g(A) 56(A)) 5 6A) « OLA)) . . ;

[,En bref - les transformations lindaires-projectives conservent le pirapport

de quatre points al.ignés‘T. .

.
\ ! o r I c ‘ e e S
De ()Ilbt}atlo“ SOlb A la. dIOlte p oje tlee C()ntenﬁnb A y Az A] t AI: t 0](4

Aiza’(ﬂ)o"&;ient Vo= p"‘\A)U {9]' y ¥ =P"'1(A'~’U io}»

’
0 provient | ass i ‘ [
r . par passage aux quotients, d'un autemorphisme linéaire £ de R ! tel
.

qu ( ) -— s sons .omy & p 84 Vv t I 1 .
» e pl S h& un sJmor h’ e ec
e 1 v - v' (h()l 318Sson i.0l u Il‘ ] mo orle ? v. — m []
.

qut induit Weor A s P s ;
' > . Alors Qof estun isomorphisme vectoriel
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; T o . Par définition, on a
: . Ona w= ¢ o0 Par défin ’

Y ——» B>, qui induit

. . . A ) .
si Ai - o‘(Ai') (1 =1, 2, 3 4), on a
Ve ’ .
(A{ H A; 3 Aé ; A‘; ) = (u)'(A{) ;UJ‘(A'?_) ;W' (A."}) H U’(A4))
Puisque W = W' oo, on g O)(Ai) = o)‘(A;), d'ou 1'égalitd anroncée :
(4, PRy 5 Ay 3 Ay) (ay s Ay s Ay AL

Exercice 1. Dans le plan projectif, coupons quetre dreites concourantes distinctes A},
e ———————— )

Az, A3, A4 par une sécante A les couputnt en des points distinets &‘, Az, A3, A4.
Montrer que (A‘ Ay Ay A4) ne dépend pas du choix de ta sécante A ; on llappel'e

_le birapport des quatre droites eoncourantes A.‘) sz 03, A., G

P vy

~ordre).

Bxercice 2. Soient D, D,, Dy, D, quatre droites distinctes passant pur l'origine de
2

. . 2
R° ; elles définissent des droites projectives A], Az, Aa, 534 dans I*a(ﬁh (i)

¢tant identifié au complémentaire de la droite de 1'infini dans P2'J. Montrer que

(4, Ay v Ay 4, [cte exercice 1] est égal ew birapport des quatre
points de P‘ (R) définis respectivement pzir les sous--espaces vectoriels D’, DZ’ D3, D4
de (Rz.
. Exercice 3. On a plus haut identifi¢ S & P1 (R), Par cette identification, on définit
le ‘birapport de quatre points distincts At’ Az, A’?’ A4

1
du cercle S ; montrer qu'il est égal au birapport des

quatre droites AA‘, AA2, AA3, .ﬁ.A4 joigrant un point A €.S] aux

points A A

) 5 19 2g A:}, A4¢

Thégrime 1.~ Soft € ¢ P‘ —-)- P1 une application injective qui consérve lr birapport

e ‘quatre points. Alors f € GLP(1, R).

Bdnenstration. (£(0) , £{oo), £(1)) est un repére projectif. Il existe donc

o € GLP(1, B) tel que : c(0) =£(0), o(o) = £(00), (1) - £(1),
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1

. ‘ . ‘ . a2t
Alors g = 6 ' o £ laisse:fixes 0, @ et 1. On sait que ({@;f @il j x) = x j

d'autre part g conéenxel}ebbigappqrj doac

x = (05 @1 ;%)= (2(0);5.2600) ;5.&(1) 5 d(x)) = (05 005 15 glx)) ~ ), €D

]
ui transforma des pwint
Pn q iffww

......

Théoréme. 2.—: Soit £ uneqapplication injective de Pn dans

de quatre poimts dis-

alignés en pgints alignés et qui conserve le birgppo:t

tinets alignés. Alors f q_EPP(n, R).

Démonstration. jPuisque £ conserve le :birapport Ao quatre points Alignés,

f applique toute droite A de Pn bijectivement sur une droite A' de Pﬂ. Nous

-

-savons alors (cf. lemme 1 ci-dessus) que f est bijective, et que f et f trans.

forment toute.variété lindaire projective en une variété linéaire projective de wime

i

iimension.
En particulier, f transforme tout repore projectif en un repiére projectif. Raopelong

qu'un rgpére projectif est une suite de n+2 points Ry Bypere, & teln que nal

n+l

. ‘
quelconques d'entre eux ne soient pas dans un hyperplan. On en déduit que

f(ao), f(at),,n., f(an+') vérifient aussi la méme propriété, et pur consdquent forment

. un repére projectif de Ph.

Soit ¢ 1la transformation de GLP(n, &) qui envoie le repere (a , Biyere, )  sur
0!

n+t

le repire (f(gﬂ), f(%'),..., f(un+1)). On a donc cf(ni) = f(ai) pour tout §
(0 < i< ntt), flautomorphisme g = o o f laisse fixes les points a ) Byresv,
: . 0 n+1

et transforme des points alignés en points alignés, chaque variété lindaire projective

en une variété lindaire projective de méme dimension., De plus, g. cénsorve le rapport

anharmonique de quatre points alignés. On est donc ramené & prouver le thoordme dans

le cas particulier ol f laisse fixes leg points . d'un repére projectif. I1 suffit alors

de démontrer

Proyosition, . Si s . : .
‘.wai*_. 8L f ‘Pn —> Pn est un automorphisme qul laisse fixes les points d'un

repd ‘
piére pIOJOCtIf transforme des points ullgnés en pointsg ulignés, et conserve le

“birapport. de quatre points alignés d1st1n(t5, alors £ ogt 1'identitg
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I)é!l()nsi ration al pal récurrenc sur . C t vral ou n ‘,
t . Elle s f t e n s I P r - en ver tu

u S po S que la pxoposlllon Solb vralie I)Ou "" n ?- ‘ ﬂl()llt!Olls
d théoréme ‘ up son T ( 2) F] e
.

la pour ne. H:

Notation : Soit, pour 0 £ i & n, 1thyperplan projectif engendré par les n+l premiors
0 : t, PN I 4

a i e sauf a,
o points du repcre 1 i

H Y a ]
. - {a a es e RAERN ]
S TSRS Y

Exemple (n ~ 2)

-~

droite a, a

Ho 1 %2

1

Hl = droite no ",

H2 + droite no u‘

7 an+ '
/;{ a une structure d'espace projectif de dimension n-1 j f(”i) est douc un hyperplan
1 .

N .
H' = Jfla )yees; £la.)ye.e, £{n )} « Ona H' - H,  puisque f laisse lcsxyu\nts du
i ol ¥t gt n i i . )

repére projectif, Montrons que la restriction de f & !!i est 1'identité § o cels

il suffit de montrer que f laisse fixes les points d'un repdre projectif dansg Ui, et

.

d'appliquer 1'hypothése de récurrence, Etudions par exemple le cas de “o’ ce qu!

n'enléve rien & la géndéralité ¢ dans "o' les points a Byreeey @ sont fixes par f ;
soit b le point de rencontre de "n avee la dreoite

ao e’ qui est transformée par f en elle-méme. Alors f(bo) + b nécessairement,
4

car f(b ) appartient & f£(H) - H et a la droite a a .
0 o o o n+l

Alors (bo, B reney an) est un repere de H, et [ laisse fixes les points de
ce repétre. Par l'hypothise de récurrence, f laisse fixes tous les points de
H == fjuo = identité.

De méme, pour tout i tel que 0 {i4&n, ona f I Hi = identité. Montrons main-

tenant que les points qui n'appartiennent & aucun des Hi sont fixes par f. Cle¢.t

bi . . R .
ien ¥e cas du point 8 40 bar hypothése, Soit alors x %:an+’, x ¢ Hi pour
0<i<n,
La droi _ .
a droite D joignant x et an+1 coupe chaque Hi en un‘pOInt c; et un‘seul,

sinon elle serait contenue¢dans Hi' ce qul est absurde puisque a ¢ H On a
n+1 i’

>f(c.) =c, uisque . H :
i =G pulsque ¢ & i ¢, + 8 1 Cer 2 M # Hi ’
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,ci*x. car x‘? Hi-

De plus, 5 et L) étant fixes par

Nous savons que si trois points distincts d'une droite D

£, la droite D se transforme en elle-mfae.
sont fixes pa: La. X

conserve le birapport alors tous les pointas de D sont fixes. Il reste

. ltera
4 montrer que les points Cyr Cqreers ¢, he sont pas.tous confondus j il en résu

f(x) =x. Or c € H, ¢ € H‘,..

que tous les ppints de D sont fixes, donc que o o 1

coy cn@ Hn ; il suffit donc de montrer que Hon H, N ...an — § . Raisonnuns par

n+1 .
1tabsurde : soient X peeey xne R dans les classes d'équivalence de 8 yeecy B

n

n+!
respectivement. Alors (xg-,x/\i,..o, xn) est la base d'un hyperplan ViC )" tel que

-1 . . L. .
Vi = p (Hi)u {0} . L'intersection des Vi egt réduite & {O} , car si

n
= . P . ‘. C- .P.D.
§ ;\i x; €V, one Ai 0. Donc ('1\ H, [/ | Q

Théoreme 3. On suppose n » 2. Soit f wune applicatiocm injective de Px‘ dum Pn

qui transforme des points alignés en points alignés et des points non aligno:r va points

non ¢lionés ; alors f est un automorphisme lindaire projectif.

Démonstration. Observons d'abord que le thécrtme 3 est faux pour a =1 ; en effet,

dans ce cas, le théoréme devient :

"toute application injective de P' dans P‘ est homographique", ce qui est absurde.

Nous supposors donc n > 2. D'aprés le théortme 2, il nous suffit de montrer que f

conserve 1€ birapport. de quatre points distincts o.lignésl'.

Définition. Un dit que quatre points distincts Xy Xpp Xqp X, sur une droite 4 for-
n‘ent dv . K3 r . » : . M . . . .

! une division harmonique si et seulement si (x‘ Xy 8 Xy x4) = -1, On vérifie

alors que (x5 ; x,; Xy 5 xy) = -1, (x2;x1 ;x4;x3)—1, (x4;x3;x2;x‘).—.-1,

On dit alors gue ) et X, sont conjugués harmoniques par rapport a x‘ et 3

(et réciproquement).

a) Montrons que, sous.les hypothdses de 1'énoncé, P transforme toute division har-

q d 8 a n q . p & lsbluct a &101
3
monique en une 1vislion h rmonique S1 on a t] 01ls Olllt‘i 8 a
" 2' 3 8

on a une construction gé i i j i :
: géométrique du point a8, conjugué harmonique de a par rapport

3
& a et a. Soit A la droi 3 i
1 b e, a droite 818, 845 et soit ¢ A » €@ qui est possible



puisque 1B > 2. Soit D / 48 une droite quelconquo issue de

a mais distincte de A et ne passant pas par ¢ j elle
39

en b2' On obtient un "q.n'rila-

coupe: ca, en: b‘_,,- ca,

tire. complet! dont les t*diagonales" b‘az et n'b‘,Z se
coupent: ems d. La drnoite c¢d coupe A en le point A

—_ cherché. Les transformés f(n‘), f(nzl;,, f(aB), sont als-
—

3 gnés et distincts , car £ est injective j; filc); n'est

pas aligné avec f(a‘),. f(az) puisque f trapsforae des

points non alignés en points non alignés.

On fait alors la méme construcﬂon que précédemment pour construsre f(u4). La droite
N Y ) £ - | nt fi{c) Flay)

£(c) £(D) coupe f(c) l(a‘) en b} f bl) e ( >

en b)) = 1'(b21 . On en dédurt facrleuent que  dbz Cldy

et par suite que u‘; = f(n4). Qu o don:

. : . Y oer 3 T H H o e “;
f(bz) (ll1.l12‘ﬂ3.ll4) (i(nl), f(nz) f"ﬂ.)) f(“d))
‘\‘ b) Montrons maintennnt que £ conserve le birapport.
~ .
- .
i sott A une droite. Quitte & compo~er f

avec une transformation @ €GLP(n, B), on peut supposer

ue f transforme A en elle-méme. 11 reste cdonc & montrer que s¢v une transformation
q q

tnjective f : 4 -— A transforme toute d'vision harmonique en division harmonique, oLrd

£ conserve le birapport: de quatre points distincts de 4 . Par un isomor-

phisme de A avec Pt((R), il suffit de faire la démonstration pour P‘, identifié &

R complété par un point o .
. \

Quitte & composer £ avec une homographie, on peut suppo-er que f laisse fixes les

trois points distinets 0, et 1. 11 s'agit de montrer que f est alors X'identitéd,

sachant que f transforme toute division harmonique en division harmonique. Montrons

_ »d'abo_rd que £(2) =+ 2. Le conjugué harmonique de oo par rapport & 0 et 2 est le

milieu de [0, 2] soit 1. Donc le conjugué harmonique de f(oco) par rapport a £(0),

(‘) ; 2 - - @ et £(2) est £(1), qui est le milieu de
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[200), 2(2)] . Or £(1) =1, £(0) =0 ==> 1 est lo milieude [£(0), £(2)] =y £(2) = °

On démontre de la méme manidre que tous les points & cordonnées entilres sont fixes par

. 1 o
f. Le conjugué harmonique de oo par rapport & O et 1 est 3¢ On en 4’ 't -
. . p
! est fixe par f, ainsi que % ’ ;,.... On trouve ensuite que tous les points ;E ’

2

ol p é #, sont fixes : ce sont les nombres dyadiques. PFour achever la démonstration,

il nous suffit de montrer que f conserve l'ordre (i.e. que f est continue) : en

effet dans ce cas tout point d'un segment dont les extrémités sont fixes par f est

transformé par £ en un point de ce méme segment, et par conséquent on voit & la limite

que f laisse fixes tous les points de Pl'

Soient donc a et b .tels que f(a) = a, f£(b) = b, et soit c tel que
a< c 4b ; on veut montrer que u < f{c) £ b, .

(1) Montrons qu'il existe un couple (x, y) et un seul (2 l'ordre pris) qui soit A
la fois conjugué du couple (a, c) et du couple (b, @) ; la relation de co- dCE 00
‘de (x, y) avec (b, 00) exprime en effet que b est le milieu du segment [x, y], et
la relation de conjugaison de (x, y) avec (a, c) exprime alors que bx© = E;.;: .
Le §econd membre est positif, puisque b-a et c-a ont le méme signo ; donc les points
cherchés x et y sont }es deux points dont la distance & b est égal &  y ba.bc .
Puisque f transforme toute division harmonique en division harmonique et laisse fixes
a et b, le couple (f(x), £(y)) est conjugué du couple (a, f(c)) et du couple
(by 00) ; d'aprds ce qu'on vient de voir, ceci implique que b-a et f(c) -a ont le
méme signe.

(2) Echangeons les r6les de a et b dans le raisonnement précédent. Op conclut que
a~b et f(c) - b ont le méme signe.
De tout cela on conclut
£(c) ~a>0 et f(c) - b <0,

¢'est-i-dire a < £(c) < b,
C.Q.F.D.

. Ceci achéve 1la démonstration,



" GEOMETRIE  ELLIPTIQUE

On a déj} vu la suite exacto t
(1) —$B% —>GL(n+1, B) —L—y GLP(n, B) —> (1),

Nous savons que O(n#l1), est un sous-groupe de GL(n+1; f). Nous appellerons 0P(n)
1'image par ¢. de Ofgft) ; donc OP(n) € GLP(n, @), Le noyau de la restriction de
& 0(n+1) est‘ ﬂfl\.q(n+1) = {+1, ~IJ « Nous avons donc la suite exn;te .

) (1) -;->§'+1, —?.}f ~=3 0(n+1) —> OP(n) ——p (1),
et par suite 0P(n)¢h?0im+1)/ i =1, -1} .

Le groupe O{(n+1), opére dans s, si g€ b(n+l), le ciagramme suivant est ccooutatif

G m:;
;
]
i
|
\

P o5 P

o]

Iy

{-1, +1} opére identiquement duns P {un point de 37 est transforve en lu: o
n

ou son antipodique : il d¢finit ls manme point d¢ P ).

n
.

D'ol une interprétation de l'action de OPin)  dans Pn, considéré ~omme qurtrent de S",

Hemérgues :

Supposons n pair ; soit h une homothétie de rupport -1 ; det h ‘_‘)n+| -1. Donc
S0n+1) &7 0(ne)/ {1, #1] .

OP(n) et SO(n+1) sont isomorphes, et l'action dc OFin) sur Pn st dent fie 4 celle

de SO0(n+1),

Supposons R impair ; soit h  la méme homothétie i alors det h (—1')““I = 41,

0P(n) a alors deux composantes connexes $ celle qui contient 1'élément neutre est le

groups  S0(n+t) / {-}, +l};; on la notera SOP(n} ; ec'est un Sous-groupe A'indi. . 2
de OP(n).

Défigitioni On appelle ar¢ de courbe continue une application continue ¢ ;:EO,IJ -5 P
———nll n
"

g o i
. E %‘ On peut "relever" f en g continue de deux fagons différentes,
o] =% o3 |

e O sulvant que l'on part d'up point de §" ou de son entipodique.
Les deux relbvem?nts B se déduisgq@ 1'un ge l'autggvpa; le, transformation antipodique'

. N
de S
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Ar

) i en w8% On
! { d [o4 se o p r oy conux 3 % ! 1. 4
(Ou Seulelnent e ]{15. a R tn
SJ. f esth de Classe “

ﬂ'!gme de L»hacu!l dBB d‘?ux Ielevemeubs . 0“ appelle Bl rs lfﬂlgueut de Xli COUr hi‘,’ ‘
g . (9]

\
J S R S
¢ r iie nt la méme Yo, @00 3
ew: courbes g {elies o
la longueur de 1'une quelconque des dew

N ' 5 . o" ] "
' > d Ais 1 arce
it de 18. lOngueur d un arc de CO\)rb k] tr&ct sur 18 SphC e (S ] iul i
8 8.8 8 3 } ] [ est e oun ar

. n+1 At
de courbe dans l'espace euclidien R ., Cette longueur oy
' 1

i !E'(t)l it
b n+i sl . .
i : t ext la longueur
ou g' désigne la dérivée de la ;onctxon g : I —>» n , et !8 { )i

s . le
euclidienns du vecteur g {t),
s . . N Yo . o~
ilette longueur &lun erc de courbe sur Sﬁ cgt évidenment invariante gpar los trians
’ 4 + L) LA S

¥ i sul i pny ! arc da courbe sur P ent rove-
_formations de 0(n<t), Il s'ensuilt gue la longuur d'un arc "

riantc pdr le groupe OP(n). .

n
: 1y . P . Py v g y 4 U
Les segments de draite do Pn se rolevent en nies de grands coreles de 8§ |

: _ n . R T
ngrang cercle’ est ltintersectinp de & @&avec un plun 2-dimensicanel passu 5ol v

. . . Ded 5 " 1]
« gine de Bn+1j. 81 4 et B gont deux points distincts ce Pn, sorent o et a

n

n : : ' i S X
les rcibvements de A dans & , b et b' les relevements de B dans S, 8 et b
sont distincts et ne sont pas wntipodiques, donc ils déterminent un arc de grund cercle
N X .
ab de longueur < 91 ; son image dans Pn est un seygrent de droi-
te joignant A et B, denc la longueur cst la longueur 2 de

A . . ’
p* 1'arc &b, De méme, a et b' ne sont pas antipodiques, el diter-

. ~ 2
minent un arc de grand cercle ab' de longueur ar , dont

1l'image dans Pn est l'autre segment de droite joignant A ot B.

On voit que la longueur totale de la droite qui pssse par A et B est cgale I QT'

somme des.longueurs des deux segments déterminés par a ot b,
1

Définition, Etant donnés deux points distincts A et B de Pn’ on appelle distonce

de ces deux points, et on note d(A, B), 1la plus petite cdes longueurs des deux segments

de droite joignant A et B. On pose en outre d{(A, A) = C. On a toujours
a(a, B) é:g. ]

1iéguiité n'étant atteinte que si b est sur la (n-1)-sphere, intersection de s"
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: -1)- P est ua
avec.l'hyperplan orthogonal & Oa. L'image de cette (n-1)-sphtre dans P

hyperplan, qu'on appellera 1'hyperplan polaire du point A j c'est le lieu des points

Me Pn tels que d(A, M) = g:
La distance d(A, B), sur Pn, satisfait & 1'inégalité du triangle :
a(a, B) <d(a, C) +d(c, B).

Celas va résulter immédiatement du

Théoreme 1. d(A, B) est la borne inférieure des longuurs des arcs de courbe (de

classe C1 par morceaux) tracés sur Pn, d'origine A et d'extrémité B ; cette borne

inférieure n'est atteinte que pour lfunique segment de droite joignant A et B et de
longueur d(A, B) (si d(A, B) < g), resp. que pour chacun des deux segments de droite
joignant A et B {(si d( A, B) =g).

Le théoréme 1 résulte & son tour d'un théortme relatif A la sphire s" dont Pn
est le quotient., Pour a €& st et b e Sn, non confondus et non antipodinu. s, soit

d(a, b) 1la longueur de l'arc de grand cercle ZB.

Théoreme 2. Sous les hypothises précédentes, d(a, b) est la borne inférienre des lon-

. 1 n .
gueurs des arcs de courbe (de classe C par morceaux) tracés sur § , d'origine
~elLtS sur guorigine

a et d'extrémité b ; cette borne inférieure n'est atteinte que pour l'arc de grand

~
cercle ab.

Démonstration du théoréme 2. Soit t —> f(t) un arc de courbe de classe Ct par mor-

ceaux (02t £ 1, £(0) =a, £(1) = b). Supposons d'abord qu'il soit possible de choi-
sir, sur le grand cercle passant par a et b, un point p tel que ni p ni p?

. . ﬁ .
(antipode de p) ne soient sur l'arc ab, et tel en outre que, le chemin t — f£(t)

P_ni par le point p's
ne passe pas par le point.J Tout point m € Sn, distinct de p et p',

défini- un

grand cercle passant par P (et p') ; soit u 1le point de 1'"équateur" 23 (sphetre de

dimension n-1 , intersection de §" avec 1l'hyperplan orthogonal & pp' ey passant

par 0) ou le demi grand cercle de diambttre PP' qui contient m coupe 53 i et soit

e la mesure en radians (0co <) 4o 1'angle (Om, Op). Tout point m distinct

de p et p' étant ainsj repéré par u et 6, on a évidemment :



—t -y .
Eﬁ': Op cos 6 +u s8in O .

Donc la fonction t = ¢(t) @éfinit deux fonctions ©(t) et u{t), de classe ©

par morceaux, telles que
RS —y JUN— )
£(t) = Op cos e(t) + u(tr sin 6(t).

La dérivée f'. est donnée par

?TT;? = (;63 sin 6(t) + u({% cos v (1)) or(t) + u'lt) sin e(t) ;

— —_— . X
les trois vecteurs Op, u(t) et u'(t) sont deux & deux ortho-

gunaux [car la dérivée u‘ftT d'un vecteur unitaire u(t) lui est orthogonale ; et
—— — s . L
comme u{t) est constamment orthogonal a Op, sa!oérlvuu cst aussl orthogonale 4

.._..* N
Op ] ; d'ou . -
— —_s2 2

lf’(t)]z = (sin2 9 + coszle) 6'2 fut,” ~in- ®

. " i l sxn

Par suite la longueur de l'arc de courbe est
1 1 . 1
f \@2 e il sin 8 dL > j [or(t)] at = j o' (t) dt ;
0 0 0

cliservons que sin 8(t) #0 pour 0 £t 41, donc 1tégalitd des membres extrdéne:r ne

peut avoir lieu que si ut(t) - 0 constumment, et 8'(t) 2 0 constamment. Nous
supposons, pour fixer les idées, que l'angle 8 du point a est plus petit que 1'an-

gle & du point b, de sorte que la longueur de 1'arc ﬁ; n'est autre que

1
f 8'(t) dt.
0

On a ainsi prouvé que la longueur de l'arc de courbe t —> P(t) est > longueur de

o
ab, 1'égalité ne pouvant avoir lieu qu' & deux conditions :

B

0 \ S . .
12/  u(t) est constant, c'est-a-dire le point f(t) se déplace sur le grand cesrcle

passant par a et L ;

0 1 ) N R
2¢/ ©'(t) >0 pour tout t, c'est-z-dire 1'angle ©(t) croit constamment (au sens

large) depuis la valeur de © au-'point a Jusqu'd la valeur de © au point b

Ceci . . : .
eci exprime que le chemin de a vers b doit étre (au paramétrage pres) l'arc du

grand cercle d'origine a et d'extrémité b.
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. si .
Mais, pour faire cette démonstration, on & dQ supposer qu'on pouvait choisir p
’ ’ .

: I%s [} -
de la fagon dite. i1 s'arit maintenant de lover cette restriction. Or c'est certnine

ment possiblé si le "diambtre” du chemin f est <G (le "diamdtre" étant la borne

| i ndépendamment dv O & 1).
supérieure de d(f(t1), f(tz)) quand tl et t2 varient indépe .

Cela &tant, le chun'n T étant donné, on peut dvidemment le subdiviser en un nombre
. i’

fini de chemins dont chacun a un diambtre < 9 ; solent :

= b

a =8 Byseces up“, np
les valeurs de £(t) aux points de subdivision
to = 0, tl""’ tp—l’ tp = 1.

D'aprds ce qui précdde, la longueur totale du chemin £, quand € variede O a 1,

est au moins égale &

d(ao, 31) +Vd(a1, az) +ooot d(ap_1, a ),

p
.
1'égalité ne pouvant avoir lieu que si le chemin est obtenu en purcourant successivement
o~ = ~— =
les arcs de cercle a Bys ByBoyeeey np L Il reste alors A montrer que la sonne des
o -

longueurs de ces arcs de grands cercles est > d{a, b), 1'égnlité n'ayant licu que s8i les

—
points a_,,se°, & sont situés sur ab et s'y trouvent dans cet ordre. Autrement dit

1 p-1
on est ramené A démontrer encore le théortme, mais dans le cas simple ou l'arc de courbe
étudié est une "ligne brisée"™ formée d'arcs de grands cercles successifs, Paur récurren-
. i . . ~~~ ~
S ce, 1l sug r dtétudier le cas de deux arcs de grands cercles ac et cb. Dans ce

cas, il est évident que l'on peut choisir le point p de la fagon désirée, et pur suite

la démonstration du théoréme est acheviée.

ETUDE plus PARTICULIERE de la DIMENSION 2 (n = 2).

On étudie donc la géométrie du plan projectif Pz, muni du groupe d'opérateurs
0P(2) = 50(3) ;

R R 2
‘80(3) opere sur la sphtre S et, par passage au quotient par la relation antipodique,

sur P2.

Dans ce cas, 1'hyperplan poluire d'un point A € P2 est une droite ("droite po
droite ({'droite po-

laire™) . Inversement, toute droite 4 posséde un p8le : l'unique point dont elle est

]
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H 1 i le.
1 i C'est le pOi- w de P dont la di.StﬂnCl h Chaqu_ﬂ polnt dO A’ 03& égﬂ
la pe lalre ARY)

4 2
2 1. '
: i i 1 -C est 1'image, par
.Symétrie par rapport & une droite A i la droite A € P2 )

' i 2. i 2 pl Je ce giand ceccle.
P: 82 —-)Pz, d'un grind cercie Z: de S ; soit H 12 plan g

Dans lRB, la symétr“is\.' patr rapport & H est un élément X de 0(3) opérant dans 82
O induit, par pa;ssage au quotient, un automorphisme ¢ @@ P?." tel que 0'2 — iden-
tité. Chaque point de & est fixe par @, qu'on appelle la sy‘rnétrie par rapport &
A . Cherchons s'il y a un point A €P,, AG A , fixe pas O : so0iy &€ s? tel
que A - p(a) ; il fout et {I suffit que (gfi») soit a ou le puint antipodique a' ;
Xia) = a impiique gue & est sur le grand cercle 2:', done A € A ; par suite,
s1 A $ 4 |, 1la seule possibilité est que 0;‘(0.) -a'y ce Ggu exige quie a  solt sur

.

le diamStre orthepenal au plan H. On voit que A nlest gutre que le pn@o de la droite

. N\ .
A . En résumé : la symétrie par rapport & 4 laisse fixe, outre les points d¢ 4,

le pdle de la droite A.

Remarque. Si on compose (X et la symétrie par rapport & 0, op obtrent /3 € 80(1),

qui n'est autre que la symétrie par rapport au d'amdtre ga! orthpgonai su plan H.

Donc g est aussi obtenu par passnge au quotient A purtir de /5’ ’

Exercices, 1) le 3lieu des points de P2 équidistants de .deux points g'stincts A

et 3 se compose Ge deux droites qu’ se coupent orthogonslement pu pdle Ge la droite

joi~aant. i et B.

«) le groupe d*isotropie d'un peint A EP? (sous-groupe formd gov g € 01"(2) tels

que O (% = &) est isomorphe & D(2), donc n'est pas connexe. Pré:;ser 1'jsomorphie.
Lappelens qu'une droite ne partage pas le plan P, en deux régio;.s.
o~
{.x.lg_l__efé Soient Al et A2 deux droites distinztes pessant par S ulles détermi-

nent deux angles sol'des de sommet A

* on s'en rend compte en regardant ca qui se passe

s 2 .
A, sur la sphtre S : A provient de deux points a et a' anti

podiques, A et 4,

1 proviennent de deux grands cercles

m 1 : i inen
% XJ] et }..Jp_ se coupant en a et a' ; ils d&igruminent sur
2
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& 82 quatre fuseéux, qui se déduiseni 2 A 2 por symétrie parv
rapport & O« Lep;ﬁ.imagps dans P2 sont les deux angles soli-
E:1 2;3 des en question;
Deux angles solides (dans Pé\ sont égnux s*il existe une trans-
& formaiion de OP(2) = S0(3) qui aLdne le premier sur le second.

Un angle solige epb caractérisé (A "égalité" prés) par son cosinus, Ou.encore par sa

mesure (> 0 et 490). La somme des mesures des deux angles solides définis par deux

droites sécantes A" et A2 est évidemment égale & ar,

' 2 . : ,.“ [ L -
Aires. Sur la sphére S, on sait mosurer l'aire d'un ouvert, ou d'un fermf. En par

ticulier, l'aire d'un fusecau est éganl au double de la mesure (en

&

& rodians) de l'angle & que font ses chtéy [puisquo l'aire de
Ythémisphire est 2<ﬂ]. Si un ensemble ocuvert ou fermé u C.52 s
est appliqué imjectivement sﬁr un ensemble U C.P2 VAT

) p: 32 — Pz, on définit l'aire de U (dans P2) comuie éganle’

‘4 1'aire de u (dans Sz). Par exemple, l'aire d'un nngle solide est éunle nu doublo

de la mesure de l'angle.

Triangles _ dans le plan projectif.

Soient A, B, C trois points non alignés. Ils définissent guntre triangles (ré-
" gions du plan) : par exemple, choisissons 1'un des deux angles soliqés de sommet A

(définis par les droites AB et AC), et 1'un des deux angles solides de somnet B
(définis par les droites BA et BC) ; leur intersection est l'un des gquatre triangles
en question, elle est contenwautomatiquement dans 1'un des deux aﬁgles solides de son-
met C. Lorsqufon 8 choisi 1l'un des quatre triangles, on a du méme coup, pour chaque

Aol

couple de "sommets" (B et C par exemple),(l'un des deux segments de droite d'extré-

mités B et C [h savoir : celui gpi est dens l'angle solide de sommet A contenant
le trigngle]. Inversement, le choix de trois segments joignant respectivement Av et Bb

A e ’ . 0 . . 3 ’
t C, B et C  détermine un triangle, mais ces trois choix ne sont pas arbitraires:

deux dfentre eux déterminent le triangle.
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2 A : ' i ‘infani", 11 est’
Si on se représente P2 comme R° compléid par lav'drolte de 1 )

‘facile de représenter les quatre triangles ¢~

4 ///B 2 C \\\\i

On peut 'aussi se représenter les choses en regardant la sytuation sur }a sphtre 8§

on les a numérotés 1, 2, 3, 4 sur la figure.

i ]
On a trois grands cercles distincts dont les plans se coupent deux A deux suivant aa’,

bb!, cc'! ; ihs%%upgnt sur la sphdre huit triangles sphériques, doux A deux sywndtriques

par rapport & O :

abec, abece' ;a8bc, ab' ¢!,
a' b' ¢', a' bt c, atbec', a' b

I1 est clair que la réunion des quatre premiers triungles est

1'hémisphére situd sur le devant de la figure, et 1ymité par

le grand cercle passant par b, ¢, b' et c¢'.

Ayant choisi l'un des quatre triangles de sommets A, B, C, nous noterons

~ ’” A

S(A B C) 1l'aire de ce triangle, et A, B, C les mesures de ses angles (en radians).

~

Cette notation est ambigué. En revanche, sur la sphdre, les notations S(a b c), a,
b, ¢ ne le sont pas, car le choix des sommets a, b, ¢ détermine le triangle sphérique

(et, du méme coup, le triangle correspondant dans Pz).

Théoréme. Pour tout triangle dans le plan projectif. on a

S(ABC) =4 +B+C -9,

, (En d'autres termes : l'aire du triangle est égale & l'excés sur 9 de la soma: des
angles du triangle).

Démonstration: Cela revient & démontrer, sur la sphire, et sans ambyrguité de notation

(1) S(ab0)=a+§+;-af.

Or la somme des aires de quatre triangles dont la réunion est un hémisphére est évidem-

ment égale &4 21 .
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S(abec) +5(abe')+ a(a_'b' c) +8(ab'c')=2T,

3 [tri par rapport & 0]} 3
ou encore, puisque S(a b' ¢') = S(a' b.c) [trlangles symétriques pa P J

(2) S(a b c) + S(a b’c') +Sab c)+S(a'bec)= 2 T.

. . )
D'autre part, le fuseau déterminé par les dewi .grands cercles & c a' et a b a' don

ne le ralation ¢

a

S(a bec) +3(a* bec) =2a.

On a de méme -

' S(a b c) + S(adb' c) =2b,
S(a be) + 8(abet) = 28,

En ajoutant ces trois relations membre 4 mewbre, on trouve
(3) 2S(abec) +S(abec)wS(a'bc) + 5(abc) +S(abe’)s= 2(8 + b + 8),

ce qui, compte tenu de (2))donne la relation (1) & démontrer. C.q.F.D.

/

ELEMENTS  de  GECMETRIE ALGEBRIQUE.

e e e e e Sl ee Tl e ew e e e Ll S e e S e

1~ L'espace affine,

Soit k ua corps commutatif quelconque {fini ou infini), Onvpose K" = k XeseX k
(n facteurs) ; un point x € k" e:t done défini par une suite (xt,..., xn), a§ec
xiek pour 1« 1 £ n.
On munit k= de la strﬁcture d'espace vectoriel sur k évidente :
(x1,..§. xu) + (yyreee, yn) = (xl+y1,..., xn¢yn) ,
)\(x’,..., xn) = (}xv...,?\xn) pour A € k.

La base canonique de k- est

e‘ = Oieey 0), 92 = (0’ 1, 0ye0e, 0)””’ en = (Olnoog 0, 1).

Les automorphismes de 1'espace vectoriel K forment un groupe, noté OL(n, k) § .

" un élément de GL(n, k) est défini par une matrice {a, .)
A *1314ign
1¢jsn

avec les “ij E'k,

telle que son déterminant det(a,.) soit £ O.
i)

Le groupe linéaire-affine est le groupe des tranaform&fions

A € GL(n, k), b ek".

XFH» Ax+ b, ob
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.On peut encore parler de barycentres (mais plus de barycentres de masses poaitives 1)e

Une variété lindaire-affine est un ensedblo‘ V tel que tout baryceatre de points de ¥

soit dans V §j une telle variété peut 8tre vide, et si elle n'est pas vide, ~'ast Yo

translatée d'un sous—espace vectoriels

: . . n
Une forme lindaire-affine est une application k > k du type suivant 1

n
]
X = (x',..., xn)- — g ﬁi x, + r‘,
avec ;\iek, P € k.

Proposition 1. Toute veriété lindeire-affine est 1'ensemble des zéros communs & une

famille finie de formes linédaires--affines. [Démonstration laissée au lecteur].

Remarque : Une forme linéaire-affine £ n'est autre qu'un polynbéme du premier degré

.en les coordonnées Xypeors X du paint x ; plus exactement, sa valeur f£(x) en un

point x n'est autre que la valeur que prend urn polynbme
n
;‘} A X Py

lorsqu'on substitue aux "indéterminées" Ki les valeurs x; des coordonnées dy point x,

2~ En géométrie algébrique, on considere 1'ensemble des zéros communs &4 une famille

finie de polynBmes de degrés quelconques (et plus nécessairement de polynfmes du pre-~

mier degré).

D'une fagon plus précise, on va supposer dcnnés deux corps commutatifs k et Q,

k € Q, Considérons 1'algébre des polynémes

k(X0 x ]

(polyn8mes & n indéterminédes Xi,~ & coefficients dans k),

L'entier n est supposé donné. Soit Q" = @ XoooX R (n fact:urs)
Al ’

considéré commé espace vectoriel sur le corps Q. Nous considérons l'application

(1) X,y X Ix @ —5 o

qui, & un polyns e E i
’ polynsme P(X,, . Xh) et & un point x = (x',..., xn) € Sf], associe

P(x1goa" xn) 6 S}’

1 . , .
valeur du polyn6me au point x., 8i on fixe P, (1) définit 1'application partielle

Qn
'—'"’) Q’ (x’,‘QO, xn) ."—"} P(xl,ooo, xn) H



clest Ia fonction—polyndme détinie par PF.

. inie | d gt
Proposition. 2, Si le corps @ est infini, la fonction-polyndme définie pavr ¥ ue pe

' i i ok Loaw &
gtre zéro (i.e. : B8 valeur est nulle en tout paint de Qn) qui si le pui,

est identiquement nul (i.e. tous ses coefficients sont nuls).

Démonstration: par récurrence sur le nombre n des variables. Pour n =1, oo sait
e e e

qu'un polynbme P # 0, de degré p, ne peut pas prendre la valour zéro pour pti

valeurs distinctes de la variable j donc si R est infini et si P(x) =0, ¥ x &,

P est identiquemept nul.
8i la proposition est vraie pour n - 1 {n > 2), soit
' a d-1
P(X1,..., xn) = ao(Xn) + &t(xn) +oaet ﬁ'd,
ou a,,..‘, ey sont des éléments de k[K‘,..., xn-lj' Pixens Xypeees x4 £ QO wlors

P(x1,..., X X)

n-1'

est un polynSme en X qui s'apnule pour toute valeur donnée & X duwns £ ; Jdoie il

est identiquement nul, i.e. @

ni(x‘,...,x ) =0 pour 04144,

n-1

Ceci étant vrai quels que soiont Xypeeor X g dans U 1'bypothhse de récurrence per-
met de concluve que & ,eee, 8, sont des polyn8mes identiquement nuls. Donc P esat
identiguement nul. C.Q.F.D.
Remarque : On se rappelle que la proposition 2 est un défaut lorsque Q@ est un corps
fini. Par exemple, si 0 = Wq (corps &4 q = p2 éléments), le pelynime ’xﬂ - X prend
la valeur zéro pour chague x € Wq, et pourtant n'est pas identiquement nul.

Ravenons g 1'application (1), Si on fixe maintenant le point x = (x‘,..., xn) eu
ot qu'on fait varier P, on obtient l'autre application partielle

@ k[x‘,..., Xn] —_— R, P(Xt,.;., Xn) 3 P(xl,..., xn).

Utilisant la définition des opérations (addition et multipiication) dans k[xt...., Xn],

on voit que cette application (?

est un homomorphisme d'anneaux ; de plus, si on iden-

Atifle k & un sous-anneau de k[x‘,..-, In] (le sous-arnenu des polynbmes de degré

zéra), ? prolongs l'application d'injection k —3P Q.




Définition. Une k-variété algébrique dans &

} elle n'est pas toujours définie sur
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A i ' 2 est un homomorphisme d'an-
Proposition 3. Réciproquement, si ¢ k[Xi,...,.Xn] -

neaux qui prolonge l'injection de k dans "R, il existe un point (xl,..., xn) e ot
un seul, tel que Yre k[Xl,..., Xn], on ait
Q(P) = P(x 500y X )y
valeur du polynéme P au point (x1,..., xn).
Démonstration. Considérons en particulier les polyn8mes X,, 12,..., Xh ; solt
'xi = (?(Xi) € Qi. On a alors ¢f(P) = P(xl,..., xn) quel que soit P. Le point

(x‘,..., xn) répond donc & la question, et c'est le seul.

zn e -

Ainsi on a établi une COI‘I‘OSL)OHd&nCB bi. iective entre { et l'ensemble des k-honcror
p i l I - i n entend un homomorphi:.mn d'ane~
hismes l{x]’...’ X — Q par k hcmomorphlsme [¢]

neaux qui prolonge l'injection de k dans QJ.

3~ Zéros d'un polyndme. \

A chaque P € k[xt,..., Xn] nous as:ocions l'ensemble

'PQ(P) - ¥(x1,. oy xn) e ‘;n l P(x‘,...’ xn) . 0; ,

appelé la variété du polynéme P; et aussi WD(P) s8i aucune ambiguité n'existe nu
sujet de Q. D'aprés la proposition 2, on a WPQ(P) P4 @ si P n'est pas identique~
ment nul, [On;supposera toujours que le corps & est infini].

Exemple . Pour n = 1, 81 P est de degré > 1, et si Q est algébriquement clos, la

variété WQJP) n'est pas vide et se compose d'un nombre fini de points.

» Ou variété algébrique définie sur k,

est une intersection
V= if‘;\I Vu(®,), ob P € k[xj,“.,xn],

I étant un ensemble fini d'indices. Autrement dit, V est l'ensemble des zéros com-

muns & une famille fini 6 :
ne famille finie de polynomef Pi € k{Xi,..., XnJ .
Par exemple, toute varidts linéaire-affine de Q" est une variété algébrique défi-
nie sur § k [ainsi, pour n = 2, le sous-

espace vectoriel formé des (x, y) € Rz tels que x - yV3~= 0 n'est pas défini sur QJ.



Aut exe@ple ; pour n =1, une k-variété algébrique est formée d'un nombre fini de
ulre ) : = ‘
points, sauf si c'est Q tout entier.

Proposition 4. g et " sont des k~variété§ algébriques. Ll'intersection ¢+ ¢ .«

' k-variétés elgébriques est une k-variété algébrique ; de méme pour la réunion.

. n \
Démonstration : § est 1'ensemble des zéros du polynbme constant égal & 1 3 € est

Soient V, et V., deux varidtés

1'ensemble des zéros du polyndmes identiquement nul. ) 2
- plgébriques :

v, = -mx 'U’Q(P.) y V= M "."’Q(Q‘j) .

2 ie i jed
Alors Vlf\ V2 est l'ensemble des zéros communs aux polyn8mes P1 et Qj' done «at
une veriété algébrique. D'autre part, on a

Vll) V2 = {f\ 'Vik(Pi Qj), _car si
(1,.])6 Ixd

x elﬂ‘%b(PAQ,) est tel que Pi(x) £ 0 pour tout i €1, ona QJ(x) = 0 uour tout
i*i ,
j & J. Donc VILJ V2 est bien une variété algébrique.

Dewnigua. On verra plus loin que 1l'intersection d'une famille quelconque (méme infinie)

’

de levariétés algébriques est une k-variété algébrique. Il en résulte que les k-varid-

4« Lébriques sont les ensembles fermds d'une certuine topologie sur Qn, appelée la -

kWt r Vi;ie de Zariski. Un ouvert de cette topologie est un ensemble dont le ccmplé-

i.oluire est une k-variété algébrique. L'adhérence d'un sous-ensemble X est la plus
: |

-petite k-variété algébrique contenant X, & savoir l'intersection de toutes les k-va-

»

riétés algébriques contenant X.

4- 1déal associé a une k-variété.

Soit ¥ une k-variété algébrique dens @". On lui associe 1l'ensemble 3(V) de

tous les P& k[X1,..., Xf] qui s'annulent sur V, clest-3-dire satisfont &
P(x1,...,,xn) = 0 .pour tout (x1’°'.’ xn) £V,

I1 est immédiat que “§(V) est un idéal de 1'anneau k[K,,..., Xn].

P P . .
roposition 5, Si V FSt une k-variété algébrique,l'ensemble des zéros communs A tous

les P e 3 (V) n'est autre que V.
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Démonsiration. Puisque V est une k-varidété algebrique, il exﬂsto des Px on
.
tini tels que

1

- m b‘ +
V- jer Q(Pi) ‘

‘ (aéal ; v t comme l'inclusion
les P, sont dans 1‘'idéal 3 L IIQ(P) cCV, etc

inverse résulte de le définition de 3w,

N 1
Vepetm P

Vie,

on a bien

Exemple : si n =1, et si on & vu que V est un ensemble fini E § elors
"3 (V) se compose de tous les polynfme

s qui s'annulent aux points de E j

ctest 1'8ddal
engendré par le polyndme unitaire

P ayant pour zéros simples lesﬁpuints de E.
[Romnrgue ; on savait déjjh que, dans k[X], tout idéal est princapal].
.U Propriétdés évidentes : \\\
: vev 4= 3 D3 .
| , (2) v -V g=3 F(v) = 3(v)

. Jonuvy) s 3V N3y |

o {démonstration laissée au lecteur).

[ ]
5~ Structure des_ idéaux de k[X],.

, xH]. :

Théoreme 1. (Hilbert)- Tout iddal 1 de |

x{Xl,..., Xn] eat de type fini, i.e. ost on-

gendré par un nombre fini d'éléments. Cela signifie donc qu'il existe des Pi €1 en
nombre fini, tels que tout P €I

suit de f& forme

Puz; Q P 4 Q€ WX ey x]-

‘ . [Un anneau commutatif A tel que tout idéal de A soit de type fini s'appelle un an-

. terminées & coefficients dans un corps commutatif est noethérien].
pol : .

neau noethérien., L, théortme de Hilbert dit donc que 1l'anneau des polynbmcs & n indé-
On va prouver le théordme 1,

en démontrant le i
1

\
s
I

- Théoreme 2. Si A est un_anneau commutatif noethérien, l'anneau des polynfmes A[IJ
-8t nouethérien,

¢

En effet, sihlo'théoréme 2 est démontré, on prouve le théortme 1 par récurrence

.
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sur n : il est vrai pour n = {, car un corps k est un‘anneéﬁ noethérien ; £t L
est vrai pour n =1, il est vrai pour n, car kfx ".‘f X 1” X ] stidenti®ie
& A[Xh], avec A = k[x greees X 1]

Avent de faire la démonstration du théoréme 2, nous aurons besoin d'une rem-r-
que : soit A un anneau noethérien, et soit {a } (y €T) une familla ‘quelcongue

d'éléments de A ., Soit I 1'idéal engendré par les a.Y (d.e. l'ensembl& dea

comhinaisons linéaires finies des aY & coefficients dans 4A). Alors ; est déji

engendré par une sous famille finie de {ay}.

Démonstration. I est engéndré par une famille finie d*éléments bI y woit chacun

est combinaison lindaire d'un nombre fini d'éléments aY 7 11 existe dunc I

I
y € r o Alors tout élément de I est combinaison lindaire des aY por: oy € IM

fint <1, tels que les . soient des combinaisons lindaires des . aY roar

Démonstration du théordme 2, Tout P € A[X] non identiquement nul a'..rit
P(X) ~ a X* + Q(X),

deg Q<n, af0, L'élémeuat a € A s'appelle le coefficient dominant du polyndme

P£0, |
Soit alors I un idéal de A[X] ; on peut supposer I {0}, sinon le théom

réme est démontré 1+ I est alors engendré par le seul élément O , Considérona

l'idéa1~ J de A engendré par les coefficients dominants des polynémes non nuls

P‘€ I . Puisque A est noethérien par hypothése, 3 est un 1déal de type fini

d'aprés la remarque précedente J est engendré par les coeffictents dominants

y d'une femille finie de polynbmes Pz £ 13 soit a, le coefficicnt domluﬁnt de

’ Pl . Soit J 1tidéal de A[X] engendré par les P

£
degré de ‘ ’ ot soit n le plus grand des entiers n,

jona Jel ., Soit n‘ lé

Lemme 1, Tout Q€I est congry (mod., J) A un ﬁQllﬁﬁﬂg de degré < n (éventuellement

nul) .

i
[

Autrement dit) 11 existe R € A[X] tel que .

degR¢n, ~ QuRe¢dJ
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.. y . . N C “
et naturellement, un tel R appartient & X, pulsque & I

' |8 1yné B
I1 suffit de prouver ceci t si Q € I et deg Q2 By il existe un polynbme

tel que
deg R ¢ deg Q, Q-REJ.

: ; = Z : [ nisque
Or soit Q:-a,Xq+Q‘, q »n, deg Ql<q ; ona a Af. g ! prisq
a est dans l*idéal j. Alors

R(X) = Q(X) - 2;_‘,' Ae xd-n Py (X)

est un polynéme de degré £ q, et Q(X) - R(X) appartient bien 4 1'idéal J engendré

par les B’&. C.Q.F.D,
Notoas, éour chaque entier p, N _ 1'ensemble des polynémesde 1 dont le Jdogré est
' S
€ p; cvest évidemment un A-module. Le lemme 1 nous dit.que tout Q €I est ccngru

(modulo J) & un élément de Nn. Pour prouver le théortme 2, il suffit maintenant de

montrer que Nn est un A-module de type fini,

Plus général:ment, montrons que, pf)ur tout p, Np est un A~module de type fini,
clest-a-dire :
Lemme 2. Il existe un nombre fini d'éléments de Np tels que tout 810’ment; de Np soit
une combinaison linéaire de ces éléments A coefficients dans A.

Le lemme 2 se diémontre par récurrence sur p. La récurrenco démarre avec

No = {0} + Il suffit de prouver :

Lemme 3. p > 1 -étant donné, il existe dés Rh € Np en nombre fini, tels que tout

élément de Np goit somme d'un élément de Np—l et d'une combinaison lindaire des Rh
(& coefficients dans A).

Démonstration du lemme 3 3 soit & 1'idéal engendré par les coefficients d. Xp.1 dans

les polyndmes € Np i 1 est de type fini j soient

= p-1
Rh(x) s a'h X "'co.

des éléments de Np, en nombre fini, tels que les a

A engendrent i. Pour tout
R(X) € N, R(X) =& xF teue,
on a o as= ; ah a, (Ah € A), donc R(X) - B ?\h Rh(X) appartient 3 N

. h c..r.p, P!
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Nous avons ainsi achevé la démonstration du théoreme 2, et du méme coup celle

du théoréme 1.

Consdquences du théoréme de Hilbert. Soit I une famille infinie de polyndres

P e k[X .o Xj . alors il existe un sous-ensemble fini J de I, tel que tout
i 19' 9 - ’

P, (pour 1 € I) soit combinaison linéaire des PJ (j € J) A coefficients dans
i

I{X19..., Xn] . Il s'ensuit que

O V) = P ey,

iel jed @]

Autrement dit : l'intersection de toutes les varidtds 'V)Q(P]) st déjh 1'intersents
Al

d'un nombra fini d'entre elles ; c'est done une k-varidts nlgebrique.
Plus généralement, 1'intersection ‘G’I V, d'une tawealle anfinte de do-vnridtés
dnlerrectron ) i R
alpdbriques est déja 1'intervection n V. d'une sous-fa.ille ficie d'entie ellox

J€J

(regarder les équations polynvmiales adifinissant les V.). € gt done une k-vaps ot
’ i
algébrique.

Cerolleire. Toute surte decroossuntel(uu cens large) de  h-var ot n Ipibrigues et

stationnaire.,
Cela veut dire que si gn o V1 D) \'2 D \'}3 .o :)VPD .o ley Vp étant dosg

- -, ’ [‘ : 3 - . y -1 1 { i
%-varidtés alpdbriques, toutes ces varidtds sont dgales & partir d'un certan rang.

6- Varidtd nssocide A un iddnl do l({:.‘(1,..., X :] .
T

Soit I un iddal. On lui associc la  L-variéto algébriquoe
° 1y s N i
VZEL s Pel t1.)"12(1;’) ;

c'est l'eusemble des zéros comnuns & tous les PET, En fairt, clest déjh l'ensemble des

zéros communs & un systdme fini de générateurs de 1'idéal I . OUn cerira souvent ‘\f‘(l)

au lieu de 'sz)(x), pour alléger 1'écriture.
Propriétés - : I\C.J = VI >,
(3) P+ 0 =PaOyo v,
Paogn = Payo v ).

L . .
a premiere des ;elatlons (3) est évidente, Pour la seconde, oma noté 1 + J la thm
2 soMmme

des idéaux I et J : clest 1'idéal formé des sommes P +Q, ot PE1 et 0¢ J

.
?
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' ‘Si ¢ par des F, en
c'est lo plus petit jdéal contenant I et J. Si 1 est engendré par des I

nomble ii“l eb J Pa’! des Q en nO‘Ub!B fllll, I t J ESL g l i
] J' en B’laX6 ax 1"' I ﬂL lfﬂ

Qj’ et WP +J) estla variétéAdéfinie par ‘les équations
Pi(x“..'” x ) =0, %(xi,..., x) =0 ;

ce qui prouve la deuxitme relation (3).

Pour prouver la tréisibme ;elation (3), introduisons 1'idéal 1J (appelé produit
deg idéaux I et J) engendré par les produits PQ, on P €1 ot 0 €J.
I1 est clair que

B T RV CI IR
or IJCIOJ, d'ou
P o WaENN> V) vV,

et comme les extrémes sont égaux, on a

Pa o = Pany = YooV,

. Autres propriétés.

Soit V une k-variété algébrique. On sait déja {proposition 5) que
(4) (3w =v.

D'autre part, si I est un idéal de k[X1,..., X“], il est trivial que
(5) Y (4P(0) D 1.

Montrons sur un exemple que l'inclusion (5) ne peut pas 8tre remplacde par une
égalité : premons n =1, et soit I 1'idéal de k[X] engendré pur le polynlme X2 3
alors Y2(1) se compose du point 0 €8, et (WP(I)) est L'idéal des P(X) tels
qus P(0) = 0, autrement dit c'est 1'idéal engendré par X. On voit qu'il est distinct

de 1'idéal engeundré par X?.

On reviendra plus loin sur l'importante question de savoir quelle relation wv.ncie

il y a entre 1'idéal 1 et 1'idéal 3 (Y1) formé de tous les polynfmes qui

nulent sur la variété de I.

s'an-

v i . > \ \ . Al
oici au contraire un exemple ol % (P (1)) ::j :clest celui ol I est engendrd

par des polyndmes du premier degré, le corps Q étant supposé infini ; dans ce CRil,
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. revient au méme de dire que 1'anneau -quotient A/I
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on peuﬂ»mohtrer que tout polynfme qui s'annule sur une k-variété linéaire affire WéPig e

‘ i - : i ient & 1'idéal engen~
par des équations Pi(X1,..., Xn) =0 (Pi du premier degré) appartien g

dré par les P, . rExercice . faire cette démonstration ; distinguer le cas ol la vatié-
PR =LA

16 est vide, et celui ol elle ne l'est pas ; dans ce second cas, on se ramtne &4 un k-

sous—espace vectoriel de Qn] .

‘ i 3 ¢ "
Remarque. Nous verrons plus loin, comme conséquence d'un "théoreme fondammental', que

si 0 est algébriquement clos, et si I # k[X‘,..., Xn] (c'est-h-dire si V € 1), alors

la variété 1ﬁ%(1) n'est pas vide. Nous savons déji qu'il en est alinsi pour n i

tout polynéme non constant possdde au moins un zéro dans & ; en fait, il se décom e
en produit de polyndémes de degré 1 & coefficients dans Q,

7~ Variétés irréductibles ; composantes irréductibles d'une varidété wlgdbrique a.ol. Gy

"Les corps k et QO3 k étant toujours donnéds, soit V une k-variété algebr.. ..
+

dans Qn.

Définition., On dit que V est irréductible (ou, plus précisément, k-irrdductible) si :

(i) V n'est pas vide ;

(ii) la relation V=V U V (o V., et V_ sont des k-varidtdis alpcébriques)

1 2 1 2
entraine V = V‘ ou V = vzﬁ
Une k-variété V £ @ sera donc.dite réductible 5'i]l existe des k-varidtdés V¥
i - 1
et V2 telles que
V::V1U Vz, V,évl , Vi Vz,

Proposition.6. Pour que V  soit k—irréductible, il fau’ vt il suffit que )'idcnl

I(V)  soit premier.

D& o : .
emonstration. Rappelons qu'un idéal I (dans un anneaw commutatif A b élément unité)

est premier si :
(1) 1¢ 1,
(ii) (2 €A, b ea et - ab €I) =>» a €1 ou b €]

est intdpre , clest-a-dire que
12/ -son Stément unité est £0 |
_ ]

29/ le produit de deux éléments £ 0 de A/l est £ o
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X ' , .
Monirons d'abord ¢ V irréductible =» 4 (v) premier. D'abord, 1 ne s'annule

' 0

. ‘ ' \ F

pas sur V, puisque V n'est pas vide ; de plus, si P et 0 sont des polyrimes tels

que PR € J(V), soit

v, = {("1"“' x)ev | P(xyyeres "n) = 01 ’

v, = {(x,,..., xn) €v | Q(x,,..., xn) = O};
on a V=V1U V2 , donc V::V1 ou V=V2;si V::\/"l ,ona P € 3(v), =i
V= V2 ,ona Q€ 9 (V). Donc B (V) est premier.

Montrons ensuite : V réductible = J (V) non premjer.. C'est évident si v = f,
car alors 1 €J(V) ; si V } @8, soit v:v‘u Yy v, v, vz/v.
Puisque V, £V, il existe P € J(VI) tel que P ¢ J(V, § puisque Vz bv, 0 exist
0 €1 (Vz) tel que Q € J(V). Alors le produit PQ s'anuule sur ¥, clunt-i. - e
PQ € J(v). 11 s'ensuit que J(V) n'est pus premier.
Remarque. La proposition 6 n'est pas un résultat profond. Clest une con

des définitions,

i ov- Moy

i el P réunton finie de k-~

Lemmg. Soit V une k-variété irréductible.

variétes Vi’ alors V est égale & l'une des Vi'

Lémonstration! par récurrence sur le cardinal de T. Clest trivial sv Card 1T - ¥,

Supposons la propriété vraie si Card I = p-1 (p > 2), et muntrons-la pour p ; Boit

donc

VaVJYV oo
1 2U UVP

=WOUV ,

p
avec VW = VIU Vzu...Uqu. Puisque V est irréductible, ona V =W ou V = Vp H
dans le second cas, le lemme est démontré. Dans le premier, l'hypothise de récurr - re

nous dit que V 3 ' i
q est égal & 1l'un des Vi pour 1 £ i £ p-1. Celdos.

Corollaire. Si V t irré i '
)11e est irréductible et V CV‘ U V2\J A Vp’ alors il existe i

tel que VC V..
i

En eof =
[ n effet, V= W1 v W2UO~0 uwp, en posant wi =VOv, pour 1 £ i & p ;
i St&eP

d'on V¥ wl, pour un 1].
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il existe une famille finie de

Théorémé 3.- Pour toute k-variété alpébrique V,

k-variétés algébriques irréductibles Vi . (i €I, I ecnsemble fini) telles que

. B U \
Gy v= ;&1 Y

(1) i#j=> v ¢ Ve

(& une bijection prés de l'ensemble d'indices). Les V,

Une telle famille est unique i

-e Y 4 3 3 4 - iy
s'appeYént les composantes irréductibles de V (plus précisément @ composantes k-irrd-

ductibles).

Démonstration: si V. - § , le théorime est dvident : on prend dn famdle vide do varie-
tds irréductibles. Supposons done V £ #. Si V est irréductible , le théoreme est

évident., Supposons donc V £ @ ¢t réductible.

LQme_.m Il existe des K-varcétés V' et W' telles que -
V=Viuw v Grdductible, VVAV, WALV

En effet, puisque V out réductible, an a
Vevouw o, v1;év, wi;év;

si .VT' est irréductible, le lemme est démontrd ; sinon il scufft de prouver e

Sous=lemmes si V V!(J W1, V] £V, W1 # v, V réductible, 11 existe V et W

1 2 2
telles que
v - V2U w2 ) wz '/ \'4 . y2 ol V] ) V2 / vl .

IDémonstration . i
| D¢émonstration du sous-lemue : pui sque V1 /B est réductible, ona V- V. u vy
) 1 1!

] [
V1 / V]. Ona V= V; U V{ U w1 i de deux choses 1'une ¢ on bien

v ! v 3 . -
1 v W1 + ¥V, et alors on prend V2 - V; ) V2 = Vr v Vl H
ou bien V{\J W‘ =V, et alors on prend V2 : V; ’ Vz : W] ].

Le sous-lemme entraine le lenme, sinon on deéfinirait D4ATr récurrence V et W

)
telles que l ’

V=V Uvw Wl v l
p- p’ Pt p< Voo Yo Vp-"

et la suite déeroissunt V v
e $ e 2 V.5 ,..0V 5 ne serait i
1 5D ered p2 o e seralt pas stationnaire ! ceci
contredit un corollaire antd
d e antérieur Donec, pour
. » Pour un  p convenable \4 irrd
2 es r i
’ p t 1110duct1ble,

P’ LA Wp pour obtenir le lemme.

et il suffit de Prendre V! .y
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Acﬁévons raintenant le démons*ration du théorcme 3.

si Vi est. réductible, on &, atapres le lemme 3

; ’ ir tible.
v = vl U '“'! , \/1 ;*; v, W‘ F-V, V‘ irréduc

, .
i i ¥ ot roductible, on A
Pour la méme raison; 31 %1 est rdéduc ,

Y i éd ctible.
W, ,—.unwz ’ \2 4 \’,‘ » ‘.42 } W‘, V2 irréduc

Y ; £ i i on -uit une suite infinie strir=-
insi suii 8 érat ont une fin, sinon aura

suii es apérations '

Et ainsi de suluc, ¥

tement ddécroissante

WD eens
w13w23 39 !

i i 3 3 funi ini V. de varidétés irrddue-
ce qui est impossible. Done v esi une réunion finile (o1 ‘i

tibles fi'

Si manintenant il existe un couple (1, i), i ! j tel que Vi c VJ, on pint

supprimer la variété V. de la famille. Au moyen de telles seppresslony succes<ives, on
* ' .
. . # - . T
obtiendra une famille (Vi)i €1 telle que 1 % J == Vi ¢ VJ' ce qur et Ya A

tion (ii) de 11énoncé du théortme 3. Donc llexistencn est prouver.

Reste & prouver 1'unicité . Supposons donc

U U
iel v:‘ ' (xe:A‘“’o('

les ensembles I et A étant finis, les varidéiés Vi vt Wy étant irrdéductibles.

Donnons-nous 1 3 on a

U
Vl < X € A Vo s
donc (¢f. un corollaire antérieur) il exisle un X tel que Vi C VCX .
Pour la méme raison, il existe un j € 1 tel que Wy € Vj .

On a donc V; c VJ, ce qui entrafne j = i, et Vi = Woe o Alnod L ¢haque 1 €1

correspond un unique & € A tel que Vi = Wy 3§ d'ou une application S - . A

telle que Vi = W(P(i} pour tout i. 11 est inmédiat que (P est une bijection, et
1'unicité est démontrée.

Corollaire du théordue 3. Soit V. une k-varidté algébrique. On. w

S o= Q0 3y,

ou les v 5 idée emiers i : irré
I i) sont les idédaux premiers qui correspondent aux composantes irréductibles




. - - AN

. s : . xu‘

v de V Aillsl j (V) es'r une intﬂfsec‘;ion finie d ldéau’. pre‘“lﬁrﬂu 011 xe?ieﬂdra p .
..

i

loin sur cette question.

8- Agrandissement du.corps &

‘e

Le théorie précédente a été faite avec deux corps k et Q, tels que =&

[}
Voyons ce qui arrive quand on remplace Q par un corps plus grand Q' 2 Q.

e B
A chaque k-variété algébrique V C @ nous associons une k-variété V' € Q' de

LN
{dams 9'7) 5 tous les
la manidre suivante : V' est l'ensemble des zéros communs \(dains &' ; &

P é.k[x’,..., Xu] qui s'annulent sur V. En formule 1

vi= W, (3.

Proposition 7. On a v "=V et 4 (v) = 94 (V)] R

Démonstiration. .
via @ = W (I ad = PRI = v,
.Dé plus, puisque les éléments de 3 (V) s'annulent sur V', ona By Ddivy
et puisque VC V', ona J(V)D J(v); d'on 11égulité  3J(Vv') = F(vy.
Remarque. V' n'est autre que 1l'adhérence de V dans Q'n, ouni de la k-topologile de
Zariski.
Corollaire. Pour que V' soit k-irréductible, il faut et il suffit que Y aolt k-lr-
réductible,
de
[En effet, le k-irréductibilidé V' (resp. de V) s'exprime par le fait que 1'idéal
J¥") ({resp. 3(V)) est premier. Or ces deux idéaux sont égaux J.

Exercice. Soient Vi les composantes irréductibles de V j alors les Yi associfes aux

Vi sont les composantes irréductibles de V'.

9~ Rapetissement du corps K.

Laissops maintenant le corps @ fixe, et remplacons %k Par un sous-coryc & K,

. n . .

Soit V¥V CJQ une k-variété algébrique, il n'est pas certain que V soit une
k'-variété algebrique, c'est-i-dire
l'annulation de polynémes & coefficients dans k', 2)

Par oxemple (n = la variété

d'équation x ~ y Y2 = 0 nlest Pas une variété définie sur le corps 0.

Supposons que V. soit aussi une k'~variété. Alors 1'idéal I' des
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Vv n'est autre que i'intersection de 1'idéal

I e k l]{ gocey x l qui 5 O.nllulent sur

» ’ 1 n

geecy }( l de x ’ro'x Io Sf.
n kl:1 n-

- u k'1X
1I=3MWMC k£X1,..., Xn] avec le sous-annea [ 1

. . . Ty~ il A, )
i it, si V est k-irrdés o290y
i ' emier 3 sutrement dit,
I est premler, I est donc Ppr H

- + g 2
est ussl k lIIéduC blbla. llﬂ,ls 16- 601131 Oque ‘).‘JL f&uﬂse . plll ex?ﬂlple, pren0n8 '}
aus b n s

- = = v 2 - 2y = st i ible
k! 0 k=8 Q=¢; la ariété d'équation X 2 = 0 est irréduct
I H

)

0, meis sur B elle a deux composantes irréductilles, 4 savoir les deux droites
sur @,

x-y2y=0 et x+/2-y=9.

10- Cas ol le corps 1 est alydbriguecent oo .

AT WIS SETIN TR S = T

On supposera cans ce numéro quu & ost fL{Eﬁf.’,‘LL’i‘.‘,‘fﬂ‘ﬁilf:!ﬂfh(et on ne répétera pas
tout le temps cette hypothese, faite une fols pour Laute) .

v

néoreme 4. (Théoreme fondementnl). S: I wud un ddeal premier de P{:X‘,..., Xn],

on o -

|
TG S0 I O B

eptrement dit, tout polyndme P gui s'eunule sur lu varictd “(’Q(I) appartient néces-

sairement & I (lorsque & est alpgébriquement clos 1)

Corollaire. Si I est premier, la variété Y’ (1) est irréductible {puisque
—orosanize Q puisqte.

3(‘\57(2(1)) est premier). L'application V> J(V) est une bijection de l'ensemble

des k-variétés irréductibles de @ sur l'ensemble des idénnx premiers oo X | I ]
A : P

.o

Avant de démontrer le théortme 4 (ce qui sera long, car c'est un théordme profond),

on va en donner d'autres formulations équivalentes.

, n
Rappelons que les points de & correspondent bijectivement aux k-homomorphismes

. - . ‘ .
LI R OTRRR Xn] —3 Q3 dire qu'un point x = (xi,..., xn) appartient &  W(I),



g { 3L (1(5:{] I S‘ conienu ns lo n l 'h maom } qme J i o f i
s V4 x ame qy tlx 1]
da. 2 no u de
s 1 [s ] =] 0 '{/
olre 1 hS a omomorp 11 1

. o
i P.e k[i eety X l appartient au noyau €9

. . " :

par X Le théortme 4 exprime que 51 un 2 1! N

7 {!\(}l G Uucg ,a()lt X I e} 1 P I. }\)t‘(‘ en t 1 ebt l LntOI. o 0
1 3 e,. 1 2 t dl N (K f
i e e U( )} a

v I ‘l 1 t t}‘( &ma b (-qt donc
5o s o) oLt 7~ i)lerOLrt —-‘ '% ( ) . no fOX n du 1eored <
ﬁO)uU}L da L 1 ru\j P 2 muiatlo 1

la suivanta @

i i - - yhisme D WX yeeny
Théoreme 4! .~ Si P €I, il existe un k-homomorphls f [ 1

n-d
i i .ontient pas P.
dont le nuysu contient I .meis ne ¢ P
Consicérons l'anneau quotient

ao= X e r:n]/ 1

i LR v ~ - £ b AT - . B ) C D=
1 dt d oyau d@)
un anneau 1nLe YL3,y t) A I RAS Y ltylflﬂ doun sous anntsu > A s no U 1 h )N

™

clest

morphisne corposé

3 : . 7" g \‘r-; PR X. I
Yot L{:X‘,..-, f-n_l /‘L:"‘, ’ n]/ '

. ]
¥ VI est un iddéal de kK one contenunt pe IR

. 3 " e ' s
LT = ' . On oappellera k-homomorphisme A —3 ' un homomorphisme d'unre. . qul
- .
prolonze l'injection K —3 0 (k dtant identifié & un sous-anncaux de A).
1 1 ' o
Chuarvons gue Sout  h-homomorphisme c?: }{X‘,..., Xn] —3 & qui s'aunule sur I

céfirit, pnx puss cuotient, un k-homomorphisme A ——r b On obtient aingl une

1'ensomble des k~homomorphismes I(L}C’,..., Xn —3 {0 qui s'unnulent sur

I, sur l'ensemble des l-homomorphismes A —3» Q. Lo théoréme 4' sc reformule. comme

~

suit, en-appelant a €& A 1l'image de P par l'application canonique de h[X],..-, Xu

2

- "
Y L. .
U ¢ ¢CUOTLeNY L.

085 38}

Théortme 4". Soit A 1'anneau intigre h[X‘,..', X“]/ I (I promier). Etan. dorné

wna ¢ A, a # 0, il existe un k-homomorphisme Y): A —» M tel que ’P (a) 7 0.
o
LI

luppelons gue le corps @ a été supposé algébriquenent clos].

On ve ramener la démonstration du théoréme 4" A celle d'un autre théortms. En effet,

soit K le corps des fractions de l'anneau intdgre A, et soit A' le¢ sous-anncau de

. . -1 .
K engendré par A et a €K ; A' est isomorphe & un quotient de l'anneau des

polynémes RLK1,°.‘) Xn.y YJ. Si nous trouvons un k-homomorphisme q) s A —» O,

a
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11 est clair que la restriction de Y & A satisfera &. VY (a) # 0, pulsque

Y (a) Y (a7 =

3! uuffif dona (en changeant les notations et récrivant 4 eu lieu de A') o L iouves

le théordme suivant

Théordme 5. Soit A un anneau commutatif contenant k, ot engenggg (comme annsau) par

~ k et un nombre fini d'dléments [nous,exprimerons cotte condition en disant que A eat

une - k-algdbre de type fini ; cela exprime que A est isomorphe au quotient d'une 8l

-bere de polyn8mes k[X‘,..., X"] par un idéal I, premier ou nonj.

Alors, si W23k est un corps algébriquoment clos, 11 existe un k-homoworphiscme A - Q.
Tel est le thiordme qu'il nous.faut maintenant démontrer. Observons que loreue
...A est un corps K, et quo ledegré [K ¢ k] est fini, 1'existonce d'un h-homorscphisme
K -=3 @ nous est déjh connuo (cf. la purtic de ce cours relative mux ehteﬁalons algé-
briques de degrd fini) § on a wéme étudid le nombre de ces k- howomorphise vt
L8t find,; ot o'ust un diviseur du dogré [K : KJ § 11 est dgal 4 [K ' k] lorsque K
ost une extonsion séparable de Kk,
Toute 1'astuco, pour ddmontrer le thiorime 5, va consister A& v ramener au cas d'un
surcarps de k, de degré finz sur k.

11~ Dénonstration du thdorbme 5.

Solt M un idéal ma?imal do A (élément maximal de 1'ensenble des idéaux de 4,
distincts do A). On sait qu'il;ﬁkiste (théordme de Zorn), ¢t que A/M  ost un corps

..K. L'injection k w3 A définit, par passage au quotient, un homoumorphisme d; corps
k —> K, qui est done injectif et identifie k & wun sous~corps de K. On va montrer

0

que, sous les hypothdses du théortme 9) le degré [K f k] est fini.' Alors on - 4

i1 qutil : L
| q existe un homomorphisme tez K—» Q qul prolonge 1l'injection k —» & } pre-

nons pour 43 l'homomorphisme composd

A —s 4/M = K._.Q_..,) Q

s

|
!
i il répond & 1a question, ce qui prouve le thécréme 5.
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Tout revient donc & démontrer le
Lémma 1 | Si un corps K, cohtenant k; est engendrd, comme k—algb?rv, par un nngbra

fini d‘élément;s a, &€ K, alors le degré [K: k] est tini,
Or le lemme ! se prouvera 2 l'aide du

Lemme 2. ("lemme de normalisation" d'Emmy Noether).-

Soit A une k-algdbre de type fini. Alors il existe un squs-anneay B dn A,

- contenant k, tel que :

(i) B nsk{!i,..., !p] (algtbre de polyndmes) :

(ii) A goit un B-module de type fini (i.e. s i1 existe des 8, & A, en pom-
bre fini, tels que tout élément de A soit combinaison lindaire des & & coefilcienta

dans B).

Ce lemme sera démoniré plus loin. Admettons-le pour le moment, et voyons comuent le
’ [

lemme 1 peut s'en déduire. L'hypothise du lemne 1 est que lo corps K est unw jeal -

gebre de type fini ; soit B C K un sous-anneau ayant les propridtés énoncées au lemme 2.

Utilisons le o

i

- Lemme 3, Soit K un corps commutatif, et suit B un sous-anneau de K {el que K

soit un B-module de type fini. Alors B est un sous-corps dea K.
Alors on conclut ici que B est un corps j or, d'aprts e lemme 2,
B a’k[Y‘,..", Yp] i mais une algdbre de polynomes ne peut &tre un corps que s'il n'y a
pas de variable du tout, i.e. si P=0s Donc B =k ; et comme (lomme Q)A K eat
%a B-module d¢ type fini, on conclut qQue K est un k-ospace vectoriel de dimension

‘finie, c'est-d-dire [K 1 k] <+ 09 co qui prouve le lemme 1,

Démonstration du lemme 3% soit b€B, b 40, On veut montrer que b~’ £ K est <y %.

réalité duns B, Or goient up (1, 2,00, 1)

K comoe B-module., 4} existe des bij € B tols que

des élcéments de K qui engendrent
L - Aﬁj |
SR AL VTR P AW

1 sd it-d.



Les relafions précédentes s'écrivent :

D -1

= 1= 1,000 P
PRI B
J:

' t pas tous npulr % -atis-
Ces relations ont lieu dans le corps K. Comme les u; ne son pa
font & un systime de p équations linéaires homogtnes, on conclut que

-1
-6.. b = 0,
det (bij i )

Si on développe ce déterminant, on trouve
-1 b-p+1

b"P = combinaison linéaire de 1, b ,...,

bp_' b_‘ est combinaison linédaire

4 coefficients dans B, Donc, en multipliant par: ’

-1 R
dge bP7', P2 ... b, 1 & coefficients dans B. Donc b ' & B. C.Q.P.I.
Le lemme 3 est donc démontré , et par suite le théorime 5 est déuontrd (ainsi que

le théoréme 4) sous réserve que ncis prouvions le lemme de normalisation (lemme 2 ci-

dessus).
Le genre de raisonnement qui interviendra dans la preuve du lemie do no. .+ .untiop
intervient déjh, en plus simple, dans la théorie de degré de transcendance ; c¢'est pour-

quoi nous allons commencer par celle-ci.

12- Dlmen91on _d'une yariété 1rroduct1ble ; degre de. _transcendance.

Ce qui va suivre est indépendant des théortmes 4 ot 5 3 1l n'y u donc aucun incon-
vénient logique & traiter de ces questions avant d'avoir terminé la démonstration des théo—
rémes 4 et 5.

Soit V€ " une k-variété irréductible . Nous allons lui attacher un corps

K = K(V) comme suit., Soit I = J(v) 1'idéal de V, qui est premier, ot suit
A

U}

k[XI,..., X ] / 1 1ltanneau quotient, qui est 1nt&gre. Alors K(V)} wust, pur '4Pi-

nition, le corps des fractions de l'anneau intégre A ; k s'identifie & un

i Souy~corpsy

de K.

Définition. i (i . oo . ,
definition. On appelle dimension de V (ou, plus précisdérent, k-dimension de la varidé-

té k-irrdductible V)

le depré de transcendance du corps K = K(V) sur le corps k.



Définition. Si le corps K

Théoréme 6., Si X

L
: N ! - 354 =
Reste 2 définir le degré deo transcendance'I'Qbsorvons que le corps K est engendré
) : ' 4 .
(comme corps) par k est un nombre fini d{§léments de K, & savoir les claases des

polynﬁmes' 'X,,..., Xn dans A == k[x"oo" Xn] / I.

Nous dirons qu'un surcorps K de k est de type fini sur k si K est angendré

(comme corps) par k et un nombre fini d'éléments &, j cela veut dire que tout eous-
corps de K qui contient k et les a; est identique & K. Il ne faut pas confondre
cette notion avec celle intervenue au lemme 1 : 1A il s'agissait d'un surcorps K engen-
dré, comme k-algébre, par un nombre fini d'éléments 80 coO qui signifiait que tout
gous-anneau de K contenant k et les &, était identique & K,

0

La théorie du degré de transcendance qui va suivre s'applique & un corps i de

type fini sur k  (comme corps 1 )

Définition. Das éléments Bryeeey ap & K sont dits algébriquement indépendants sur k
si tout polynéme Pé k[X‘,-.., Xb] tel que P(al,..., ap) = 0 est identiquement nul. *

On peut aussi formuler cette condition comme suit : la donnde de Brpene; & & X

1

‘définit un k-homomorphisme

P: 1{x‘,..., xp] —>» K,
& savoir 1l'unique ¢ tel que ?(Xi) =&, pour i = 1,..e, p. Dire que les a, sont
algébriquement indépendants sur k revient 4 dire que le noyau de P est réduit & 0

alors l'image de ? est un sous-anneau de KX isomorphe 4 l'anneau des polynSmes

k[XI""' Xp], et le sous-corps engendré par les &, est isomorphe au corps des frac-

tions de k[X',..., Xn], c'est au corps des fractions rationnelles en Xl,..., X ,

& coefficients dans k i ce corps se note

k(X‘,..., Xp)'

est engendré, sur k, par des éléments LITRRRY & tzéori-
&

quement indépendants sur kJon dit que K est une extension transcendante pure de k.

est un surcorps de type fini de k, il existe un sous-cofps K!'

de K tel que :

(i) xC K'y K' ¢étant une extension transcendante pure de X

H
(ii) le degré- [K : K'J soit fini (donc K est une extension algébrique de K').



. -
[Le lecteur comparera cet énoncé & celui du lemme de normalisation}.

A Sord » P d'éldéments de
Définition. Dans la situation du théoréme 6, tout systime (a‘, , np)

K, salgébriquement indépendants sur k, tels que K soit de degré fini sur le sous-

stappelle une base de transecend. -~ de K

corps K' engendré par k et Birseey ap,

sur k.

Théordme T, Si K est un surcorps de type fini de k, toute les bases de transcendance

de K sur k ont le méme cardinal. On l'appelle le degré de iransceminnce do K sur .
[Par exemple, dire que le degré de transcendance est nul équivaut k& dire que X

est une extension algébrique de degré fini de k]. )
On va démontrer successivement le théordme 6 et le thdorime 7.

Premidre démonstration du théortme 62 cela va 8tre une démonstration "en montant’ .

Soient Byrseey B €K tels que K soit engendré (comme cérps) par kot les Jlimenta

Bypeees @ e Si tous les a, sont algébriquas sur k, alors K oest une extension algéi
brique de k, obtenuepar adjonction successive d'élcuents algéhriques Agreees i e

sait que le degré [K : k] est fini dans ce cas. Le théordme 6 est alors vrai en prevant
X' = k.

Sinon, il existe au moins un 8, (on peut supposer que c'est a quitte & changer

"
la numérotation) qui est transcendant sur k ¢ 1'homomerphisgue
(f: L[XJ ~~3 ¥

qui envoie X en 8, & un noyau nul, [Dire que a

1 est transcenduni sur K équivaut
& dire que l'ensemble (n1) est algébriquement libre sur k]. Le sous-corps K‘ engen-

dré par % ot n. est isomorphe & L{X),

1

v [
~e corps K est alors engendré par K et les éléuents N

1 'y 4« Si tous res éli-
ra ¢

ments sont alpgébri K Wdore ; s . (v
g ques sur h‘, le théoréme est déuontré en prenant Kt - h]. Sinon,

a ar exemple est tray ; i \ thri
2 P I anscendant sur K' i mals alors =& et a sont alpébrinvement

1 2

indépendants sur k (vérification immédiate). Hoit K
<adependants 2

-

le sous.corps qu'ils engendrent

v e ey 3 . 1
avec k. Un peut évidenment continuer ce processus ioen trouvera done, de procpe
+ ') A ¥

8. ,..v, & algébriquement indé i . . . .. -
1 v Ay g , Quement indépendants sur k, et si h) désigne le $0US-COTPs



qu'ils engendrent avec k, les élément

Il suffit de prendr

gébriques sur ,Kp.

Deuxiéme démonstration du thdoréme 6

& cette seconde ddémonstration que resse

qu'on donnera plus loin. Si

théoreme est démontré en prenant K

,on) 0.

ment nul; tel que P(a1,a‘. N

Byoeny o est alpdbrique sur le Sous-

a eo - ; N
15 3 n

= K. Sinon, svit P & u[x‘,h._ X
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s restants ap+l,..., “n (s'il y en &) seront al-

e K' - K pour obtenir le ihéoréme 6.
P

cle

.
1

ce sera une démonstration "en descendnnt”
mblera la démenstration du "lemne de norvanlisation”
le

sont ‘algébriquement inddépendants sur Kk,

non vdentique~

On va montrer que 1'un au moins des Eldmenty

carps engendré par K et les gutres. Prouvons-le

par récurrence sur n 3 c'est dviderment vra puur  n 1. Supposons-le veai pour
n -1 (n22), el prouvons-le pour  n Le polynome P ocontient offectivement | 'une
des variables (sinon il sernit de degré 0, ot comme P(u1,3.._ u”) 0 1l serntt 1doen-
tiquement nul) ; supposons que ce¢ suit X
n
. d : d-
P(X1,& X o (X7 + 0 (X)) ! oo+ O,
n o n 1 n d
ol %,n‘o, o:d € k{ X1,... X }'{n.‘:], O’O non identiquewent nul, d > 1. Alurs
a oo ) - .' . , , .
cro( 1 , nn_] . o(d(n‘la.., “n-l) sount des Cldnents de Ky ¢t ou a danse K
la relation
1
o (a geevy U ) (a )( + It j a-1
o1 P -ty a.i(Ll“'“’ nn-l)(dn) Terer Crd(&!""’ 5, l) =0.
n-
Si A (a ,0.0 b 40 elte o ) "
o Ry a7 Y cette velntion montre Qe an est &‘89bpique sur le soug-
corps K engendrdé par ket les ¢l |
. > 25 cléments a,, ., 3 '
he1 [§ 5 l‘, , du-‘. S ao‘a»',ooo, “n-!" &0,
alors 1'hypothese de récurren .
5 ) ce montre que 1! 5 Olén :
que Ltun des dléments L% CRY Mt ot alglbri-

que sur Je sous-corpy engendrd par i

engendré par k; les autres et 3 .

n

Ainsi nous pouvons ' SU pposer que

corps engendré pur ket Jog él

K
n-

étudions mai ! i
dions maintenant 1'extensjon K
n

et les avtres, et g fortior] Sur e sous-corps

’

an \par exenple) est algébrique sur le soug-
éuments a_ ... u . v { :

1 T Dunc [h : Kn-l] £+ 0o,
de k ; on peut recommencer, Oy bien K |

n-1 est
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une eitenéion~transcendante pure de k, et alors le théortme 6 est démontré en prenant

K' =K j ou bien a , (par exemple) est algébrique sur le sous-corps Kn-2 engen-

dré par k et les éléments Byyeser B o° Alors

[x Kn—ZJ =[X : Kn_1] . [xn_1 : Kn_2]

En poursuivant ainsi, on trouvera que

est fini, et on étudie 1'extension Kn—é de k.
K est une extension algébrique de degré fini du corps KP engendré par Boyeeey ap et

k, tandis que K _ est une extension transcendante pure de k. Le théorime sera donc

démontré en prenant K' = Kp.

Démonstratior du thdoréme 7! elle va étre analogue & la démonstration de 1'invariance

du cardinal des bases d'un espace vecturiel de dimension finie. On va prouver, jpnr
récurrence sur l'entier p, la proposition suivante :

Si un corps K est de type fini sur k, el si K ,(possede une base de transcendance

ayant p éléments, toute autre base de tanscendance a nussi p  éléments,

Ceci est vrai si p - 0 ; car l'hypothise est alors que le degré [K : RJ est fini,
et on doit montrer que toute base de transcendance est vide. Or c'est dvident, car si
a €K appartenait & une base de transcendance, a serait transcendant sur Kk, .ounc le
corps k<a> engendré par k et a serait de degré infini sur k, et a fortiori K

serait de degré infini sur k.
Faisons la récurrence, l'assertion étant supposdée vraie pour p-1 (p > 1). Soit
B une base de transcendance de K sur k, ayant p éléments. Il suffit de montrer

que pour toute autre base de transcendance B' on a

(1) Card B' £ p

(car ensuite on échange les réles de B ot B').,

Si B' . N . 3 .
est vide, la relation (1) est vraie 3 slnon, prenons un élément x <& 5o,

telle que B"~-{x} soit

Le“me . Il eXlee une base de uca.nsce“dance B Conteua“t X eLICOnte“ue ans B
d n .

0o le voib en reprenant la démonstration du théoréme 6 "en montant" : K egt

engendré sur k par 1'élément x et les éléments de B ; on rajoute & x, l'un aprds
‘ H .

1'autre s 616 i i
» des éléments de B qui, avec X, solent algébriquement indépendants sur k
8 ’
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dépendants j-

ﬂ - .
. 5 ci de maniére que les autres éléments de B’ soient algébriquomen sur le sous corps
2] ce .

obtonu. D'ol le lemme.

Posons alors ,
| | Bt = {xJuB;,  x €B]
B" =ix308¥ , x $B¥ .
et les élémentu de B,

On a B; % B,, car X appartient au sous-corps engendré par k

donc x et les éléments de B ne sont pas algébriquement indépendants sur ke On a

donc

Card B; 4 Card B -1 =p-~ 1.
Appliquons l'hypofhése de récurrence au corps K et au sous-corps kex> 3 B; .t B;
sont des bases de transcendance de K sur k«x» , donc

Card B; = Card B; £p -1,
et par suite

Card B' = 1 + Curd B! < p »

1 C.Q.reDe

13 - Démonstrotic: du lemne de normalicaticne.

Soit A nn ennceu  commutaiif contenant un corps k, et engendré (comme _anneau)
par lt et un membre fini d'éllments.

La notion d'déléments de A aledbriquement indépendants sur k est encore valable.

=3 2y a Vet 4 .
51 a,,e.ra ¢ A cont algébriquement indépendants sur k, le sous-suneau de A qu'ils
engendrent avec k est isomorphe ¥ l'anneau des polynlmes k[xl,..., Xp] o

Lo lemme de normalisation (cf. ci-dessus, § 11, lemme 2) va résulter du lemme suivant 1

~Lemme.- Stpposons que l'anneau A soit engendré (comme annecau) par le soms-corps k

ot des éléments Biyeesy B o Si ces éléments ne sont p-~s algébriquement indépend ats sur

k, 1l existe des ¢léments Cyreser Co g € A tels que, si op note C le sous-auueau

qu'ils engendrent avec k, A soit un C-module de type fini.

Voyons d'abord pourquoi ce lemme entrafne le lemms de normalisation. Supposons en
b kY i T n
effet que A soit engendré (comme anneau) par k et des éléments 8iyeety @ o St'ils

zont algébri i | i
ont algé rlquemen@deépendants, ona AR k[X‘,..., an 3 11 suffit de prendre
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B =4, ot on obtient le lemme de mormalisation. Sinon, d'aprts le lemme ci-desaus,
= Ay

A est un C‘-podule de type fini, ou C‘ .est’engendré par k et n-1 éléments. 8§

ceux-ci sont algébriquement indépendants sur k, le lemme de normalisation est prouvé en

prenant B = C1 $ sinon, on recommence ,: Ct est un module de type fini sur uu sous-

anneau C2 engendré par k et n-2 éléments. Etc... Ces opérations ont une fin, On s

alors une suite d'anneaux emboftés

A:C’o Czaoooncr ?

"tels que :
(i) Cr géit isomorphe & une algébre de polynémes k{Y‘,..., !n—rJ H
(ii) A soit un C1-module de type fini, C1 un Cz—module de type fini , e.. ..,
On voit aussitét, par récurrence sur r, que A est un Crfmodule de type fin{, et {1l
+ suffit-de prendre Cr = B pour obtenir le lemme de normalisation,
[gemargue t cette démonstration s'est faite "en descendant";] Reste & démontrer Yo lomme
‘ ,ci-dessus. Par hypothbse, il existe P € k[x,,..., an, nen identiquement nul, tol que
P(a1’°"’ an) =0+ Soit d 1le degré do P en xn '

\d d“
P’= LY
uo(xn; + u1(xn) tooot uy

ol Uiprery Uy € k[xl""’ xn—lj’ avec u ¢do0, Supposons d'aberd (cas favorable) que

u € k (c'est-a-dire que u (X,,..., X

o ) soit un polynime de degré zéro),

n-1

Quitte & multiplier P par une constante £ 0, opn peut suppuser qus u = - } aloras
‘ - o

a. , d-1
(B.n) B u](a‘,..., ﬁn_I)(an) teeot Ud(a‘,uvo, ﬂn)

. , , : d-1
‘est combinaison linéaire de 1, B reee, (an) b coefticients dans le Sous-anneau (

engendr {
g é par Kk et les éléments a‘,:.., an_‘. Par récurrence sur r'>d, on voit

alors que (a )¥ 3t ¢ inai i i -1,
q n) est combinaison linéaire de 1, 8 yees,y (an) & coefficients d: » C,

11 en résulte e A e d-1
‘ q est engendré par 1, B yene, (an) coume C-module, et le lemme

est démontré dang ce cas | en
prenant ¢ =a_,,,, =
[ e R

I%este 19 cas éné!a
g l' qu on va ramener au cas faboxable pa! une aStUCG-

Faisona sup

les variables X,,...,'Xn la substitution

[N °
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. = z. + (x ) i 2= 1’ peary n-
(1) =4 n ’

( )
es m sontl des exposant‘s e"tlels > 0 . qu on détErﬂ'llllala dﬂﬂs un lllstﬂﬂto ne i
ou 1 .

én tire inversement i}
: i
’ =X, - 1< i &n-1.,
(2) 2, =X, - (X) ", 1&81%

i ‘ eoey 2 X , ot vice~
Tout polyndme en X1,..., xn-l’ Xn devient un polynénie en Z‘, SR IL

i HE ient un polynfma
versa. Voyons ce que devient le polynbme P(X‘,..., Xn) ; i1 dev poly

« Soit
Q(Z1,..., Zn~1’ Xn) dont on va chercher le degré en Xn
T o o

1 n~1
x1 LI ) xn—' xn

1'un quelconque des mondmes figurant effectivement dans P ; il devient

m, o m o o
1 1 n-1 n-1 xn
(3) (z‘ + (xn) ) e (1’.n_.1 + (xn) ) 0
polyndme en Kn de degré
(4) 0‘:‘ m’ "000"" dn~’ mn_‘ + (Xn,

le terme de plué haut degré en Xn ayant pour coefficient 1.
+

inai inéai ac £i ts dans k
Le polyndme Q(Zl"'f’ Zn_1, Xn) est une combinaison linéaire, & coefficien ’

des polynSmes (3) ; si les degrés (4) de ces polynémes en Xn sont tous distincts, le

terme de plus haut degré en Xn dans celui qui a le plus grand degré sera le terme de
plus haut degré en Xn'd&ns le polynSme Q ; donc le coefficient du terme du plus haut

degré en X dans Q(Z‘,..., A X ) sera un éléuent de k : on sera dans le cas
n n

n-1'

favorable !

La condition pour qu'il en soit ainsi est done ue les formes linduires en
P q q
n-1

z:j (Xi u, + Crt“

i=1

u"‘ﬁl' u '

n-1

relatives aux différents mon8mes du polyndme 2, prenent des valeurs distinctes 1«

qu'on donne aux variables Uppeney uiq des valeurs entieéres Myyese, M convenablement

choisies. Considérons les différences deux & deux de ces formes linéaires, et formcnas

leur produit ; c'est un polynéme

Rlupyeeey u o) $0

& coefficients entiers ; on doit montrer qu'on peut choisir les entiers positifs



Myyees moq de fagon que

R(m1,..., mnf,)<¥ 0.

Ceci se prouve par récurrence sur le nombre n-1 des variables, Pour n - 1 =1, le

polynbme R(m) n'a qu'un nowbre fini de zéros, tandis qu'il y a unc infinité d'entiers

s ‘ 1]
> 0 ; donc le récurrence démarre, ct on laisse au lecteur le soin de l'achevers

P(X‘,..., X ) stest transformé en un

Ainsi, par le chapgement de variables (1), .

qui est dans le cas favorable. Posons alors

m.
i .

c. - a, - (a) , 1= Ve, n-1 3

i i n

polynbme Q(Z1:'°'f Zn-1’ xn)

on a Q{cl,.o., c.oq’ a ) =0, et puisqu'on est dans le cas favorable, A est un module
n- n

de type fini sur je sous-anneau C engendré pay K ol les élénents c‘,..., c‘ \
* 1

C.Q.F.D.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du lemme de normalisation, En mémo tempd,
le théorbme fondamental (th. 4 du § 10) est entitrement étubli. Nous allons mointeannt

pouvoir exploiter ce théoriue.

14 - Le thdordme des zéros de Hilbert,

Soit TD un iddal premier de k[X‘,..., Xn] . Le théorime 4 nous dit que si 0 est

algébriquement clos, on a

J VU‘Q(TD)) = T
Proposcns-nous maintenunt de déterminer 3 ﬂf}(I)) lorsque 1 est un idéal quel-
&

- . . l
conque, non nécessairewment premler. Soit

Vo= ‘\Pu(l) ;

_d'aprés le théoreme 3 (§ 7), ona
?

v Moy
1 s

les Vi étant les couposantes irréductibles de V, en nombre fini,

On a donc

Im =" :S(vi) .

Or 3(Vi) = T°i est un idéal premier.

Proposition 8. 8 étant toujour: i '
1 3 _supposé alpébriquement clos, 1'idéal 3 (WQQ(I)) ,est

' e ) L
1'intersection de tous les idéaux premiers contenant 1.
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= . ,l - ; fﬂl:llllo fi”io
I)é( 0ns t,lPtlon on. Salb dé é. que a(u) m . esh llltelsec bio" d une

i- i i vt I
atiddav: premiers. 1l réste 4 montrer que si T est un idéal premlier contenan ’
alors ”P contient nussi u) (1”5(1)). Or on a

Pepyc P,
donc JEP PN o (VP .

. s m i
Mais, d'apres le théortme 4, on a J(PA(PY) = P, d'eb PO3(YP(N), cequ

prouve la propositione

Définition. Dans tout anneau commutatif A, si I est un idéal de A, on appelle
cnd ot de I, ot on note Rad(I), 1'idéal rnte” _ction de tous les idcéaux premiors
IR At a ) t n 9

cont, it L.

S1a 3 E o . N . i
nroucsition & enprime donce que 3 ((f“(l)) = Rad 1 lorsque & est briqu

ment clos. En particulier, si 1 ¢ 1, alurs V& Rad(I)  (car Rad{1) west ¢ «n1 dan

.
A 1 Cod 1 Coey sipnifie f
tout [ i3al raximal conterant 1), douc v - , 1) lerl o sipnalie . .
) .

?_/ P10 et s vade docogue 1@ L

odtatres termes :osi des vulynoames Pd‘é kLX‘,..q, X n'ont aucun zéro come-

n
0o, , , . . §

mun &n Q' {w dtant supposd alpebrigquement ¢les), wlers il existe des polynbmes Qe
teln qu

J Vg By 1
o la

1s v preste o donner we caracteérisation commode du radical d'un idéal

.

Proposition 9.~ Le radical d'un idéal I, dans un anneau comuutatif A,

5€ C(sz)OSG

des a €A tels qu'il existe un exposant entier h 21 satisfuisant ah € 1.

oL

;

19/ 11 est évident que a € I == n € Bad{I) ; cur si 1? est un idéal premier

h N
centioal I sma o2 € TP, d'ol 1'on conclut w é}',"l

- =

/ Reste & prouver _u., réeipre juement, si a ¢ Bad(i), 11 exuste h > 1 el que

Liest veal, mais nous ne ferons la démonstration que dans ie cas ou A est

1ol

e (ceci, pour éviter des considérations techniques qui alour”iraient 1'exposé).

" ot m e et e - . - ' H : £
whowsvin- one ceel est bien suffisarny pour le cas qui nous intéresse, et qui est celui
e Y e, X ].

oy * o
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- h |
Supposons done A intégre. OSoit a € A j >upposons B ¢ I pour tout entier

ﬁ|2 { j on veut trouver un idéal premier T2 .tel que

T>1, s T

X . \ for
Or considérons les fractions de la forme - » OU x €A, h entier 20 ; o
' a

ment un sous—anneau B du corps des fractions d¢ A, et B contient A, Les 4léments

X o x € I, forment un iddal J de B (vérification immédinate). De plus, 1 ¢.J ,
H o ey

h
a

sinon on aurait
x.
1 7'~E y X G—I’
a

donc ah pppartiendrait & I, contruirement . 1'hypothiise. Il s'ensuit qu'il exiate

dana B un idéal maximal 47} contenant J. Liintersection MNA =T es. - idéal
. 1 ‘ :
premier de A gqui contient I ; mais a % 7? y sinon 1 s O appartiendr: s TR .

Ceci achéve la démonstrution.

Si nova muttony enceable e joupridtéy 8 et 9, nous obtenons

Thie, Sme i, ("Lhdardme doa sépres de Hilbert)e= Soit I un _idéul de k[x‘,, . ] )
e — o s CITT TR l‘

t SN V . «‘,I) (T A . . . . . . 1 I (-n o N

et soiv = 0 Yoo vweiobdd o Urus de dona @0 {ol & Dk est oun corps

‘ ' + . v r
alpébricuement, vinsj. Afore ni D oo hLu],..., k“ s'rnnule en tout poant de V, il
. , , h .
existe un exposant entrvy 1 -t 0l que P OC I, rLu réciprogue est évidente 1 si
h =

P e I, 2 s'unnule en tuut point de V].

15~ Yaridtds nlodébLrigues daas l'espuce projectif,

) : ; . n+1
L'espace projectif Pn(Q) est le quotient de R - {O} per la relation ¢'équi-

valence définin par les homothéties de rapport A E€Q (A £ 0). Soit
Qn+1

.

- 10¢.
{o} = 2 ()
l'application canonique de Qn+1 - {0} sur son quotient.

Définition, 5 OUS— . by .
Leéfinition. Un sous-ensemble L] C-Pn(Q) est une variétd linéaire projective .. ot

seulement si p~1(W) U {.0]

est un sous-e ac vect r]el e Q H Sl est l'l d]ﬂens]gn de cet (<) acae ve
Sl) e v 0 d l h < Sp Ctoriel,

on dit que W est de dimension h — 1.

Soit & nouveau k un sous-corps de Q.
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' ~varid ébrique (projective) si
Définition. On dit que W C Pn(Q) est une k-varidté algébrig proj

: +1
p-t(w)() {0} est une k-variété algébrique dans ORI

Observons que p_1(W) V) {9} est stable par les homothéties (et contis t .

autrement dit, c’est un cfne de sommet O ; et l'on demande que ce cbne soit une varidté

sont en correspondance

algébrique sur k. Ainsi les k-varidtés algiébriques de Pn(u)

, : n+1
bijective avec les cdnes algébriques {sur k) dans Q .

On appelle idéal d'une variétd algébrique projective W 1'idéal du céne correspon-~

+1
dant de o .

Etudions done britvement les cines algibriques. Pour celn, on supposera désormais

que le corps £ est infini ; ce n'est pas une restriction gruve, puisquo le ca+ le plus

intéressunt est celui ol & est algcébriquement clos ; or Lout corps algébriquencnt clos

est infini,

Proposition 10,- {0} et 7 sont des cones algdbrigues ;5 ln réunien ‘v 1 v Ga s
,8lgébriques est un céne algébrique ; toute intersection de cdnes algibriques est un céne
algébrique (et c'est ddéjh 1'intersection d'un nombre fini d'entre eux),
C'est évident. On en déduit que, dans Pn(&), P et PH(H) sont des variétés al-

gébriques projectives (sur k) i que lu rdéunion de deux varidtus algcbriaues est une

variété algébrique, et que l'intersection d'une famille de variétés algébriques ost une

variété algébrique. D'ol la k-topologie de Zariski sur L'espace projectif P (Q).
) n
Soit T un céne algébrique sur k ; que peut-on dire de 1'idcal 3(r) de tous

les PE k[xo, X1,..., Xn] qui s'annulent en tout point de TI' 7

Proposition 11. 8i P € 3() » toutes les composantes homogines de P. sont dans Y(r),

p
Démonstration. Soit P = Z é Pi’ ol Pi est un polyndme homogtne de deg:. 3. .. &
1= .

p .
1
r(i\xo,.q.,i\xn) = Xj.::o.' AP (X ..., X))

, s .
pour tout A € Q. S (Xo""‘ xn) €T, et si P s'annule sur I'y ona

P(A X veeey A xn) = 0 pour tout A€ U, ¢lest-l-dire
oo
|
LB' A Pi(xo,-.., xn) :;0 ‘ ’
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+ infini, le polyndme en T 3
nour toat 4 £ N Comne le corps Q est infini, poly
< n i
A
i Pi(xo"°" xn) T
i=0 '
ost identiquonient nul, guirement dit on a
. P
x ey X ) =0 pour toul ’
Fi( 0! Tn
. - .
ot cooi quol que soll (xo,..., xn) €T GGk
3 i C oA ¥
Pl Cn did ! ] q X ? Tomerhng s onher oo L aln 0
Péfinitier. Un dit guiun idéal IC l.[.\.o,..., Xn] est homop

? 1 5 vy ae N T F L E Wi e & i.
polyndme ¥ appartient u I, tcutes ses comprsunies Lomogines GEr.& wiinmgal
) 1 Btk
¥

O g ! 7o s ,.37ﬂ:"|"'.‘“‘<': AT
Un idéul eneandzd pnr des polymfmes homozn. nn ont un iddel homegons |

loizsé au lacteur), la réeiproque étant évidanto.

Lo proposition 11 exprime que 11:id¢al () d'wn efne Toacl ua ridn b o
11 ext Avidant, cn saene inversse, aue si I eyt un fdidal hemaging, r?‘i) st ML i

Hatureilement, un idéel Homo tne end wa sl g e fawd e Jinoaa b
homeadras {sonsdovinmes du ildonhre 1, & sy,

sutun 1405 hame T . Sex e e, b autdet (st al Paul, bien anbenda)
Tue {3y 1Yy
BRSNS sab doux polyainer hute ines tels qus PJE I, alere

Tal oz coe,
Eufondua G Los composantes irrddustibles d'vn cbue elafbrinus sont des c8nos alpdu: s iuave

it s

Démonstration, Chucrvons d'sbord qutun cdne I' n'est jarais vide, puisgue O €T, 3eid

= U 1’:‘ b . . Y
F i i (vi & VJ- pour 1 % 3/

la décompositian de T en ses composanies irrdductiblss Vi. On va montrer que les V

)

gont dsc cbnos. Soit AE o, A % 0 ; no‘ons AV

1

s

1o transforud A0 .an v

-

y ! G A A N . . . .
pey l'homotldsie do rapport A. Les :\vi sont dee verifhés algbheiciive irréduciibles,

" la 7 :
on & XVi . ﬁ?j pour i % j 3 comme AT =0, onoa
I = U v
o (D\ 1)‘
Sone liz ")"i gent los composantes irréductibles de I, et par sulte sont dza.e8 sux
\14 N

S63% gra ia permutetion de l'ensewile den indices, telle que
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7 y G n homomorphisme du groupe
On viérifie que (}”‘;“H = (j,"‘?‘ 00 Y done Ar—r G ost ¥ p
multiplicatif @ = lOJ (qul ont infini) dans lo groupe des permutations de 1' psotle

i i ' / rphisme ost donc infini, Au-
des indices, aroupe qui est finie Lo noynu de cot homomor]

trement dik, 11 exisio una infinitd de A e '”Xol tels que 1Vi = Vi pour tout

i, cofest-h-dire tels quo  echaque V1 poit stnhle par l'honothdétie de rapport A. Suit

elors D £ :;(Vi)’

J
P :} S AP Ny homagine de degré O
e ’

Lo ndme patsonncment que plus baubl mentre que chaeun des Py sppartient A | (Vi);
.. . : 2 B I3 ~
dono 1tid '} J(.".) ol howogian, ot pirowiite Voo WY .S(Vj)) cst un edne C.0.F.D.

. , K n+1 .
Puw ta coreeapondanee bijeclive entre len ofnes algdbriquos de U ol lew varié~

tds alpgbriquies a8 Ylespuce projoebdf 1'1‘(‘;‘?), Ip thdorime Y depne la diéconposition

Altune vardile wlaihe e v pe i o o oonmpnnantes breddicbibles,
——————— 3 LE A L L e

3
e e a el T el s

V6o Bebadpon votre v dt o nbebn e b B tues ol vieétds lpobrigues projectives.

. AT i , . P
T S - i“% hujuetion eanonlque, ddfinie par

;é(x‘;twl! K“} (‘, «"‘»‘,tll' Xn).
Ltapplicotion composie

o ) Vvl won L
N P01 e P4
; { !j 2 “( )

R o derdn - il ! . .
eitoune dngnetion de o § diins Pn(u), qui identifie o cuplementaire de 1'hy-

aorplan i Ulintind dins ‘nuw) [Vh.\'l‘va}nn hol'iafind wst 1'imnge par o des points

. ) "n'i ¢t X , i
(xo"x‘i"’"""n) € w0y tela que 0" 0:] e On fora désormni. cotte identification.

L

e b " Cempiqrs s gt PR . . . '
Alora tuub pous-visenble de @ st jdentifid b un povs-opneshie de P (4
n

ot

)]t‘”“i”§’t"““ A touba }( R 4 . T}
L EAR AT I A feverndtd ) by gue VO de O - ; i
- SRR Vo 3’11((&), ST Letite

ol 45500 (e

“yurigt ye i vy o . , e )
kevaridtd whgdhedque projeetive canvenant V. LY wat done Pluahdvence de VvV pour la

taopologte de Aariuki dqo . P (O U . _ .
paraata dw duwrdahi de. 351('“':}" Uoed otexplicite comne snit J{V) st un sous~ensem-
ble do oM '

v bui sauncie y nlus Lattt TN .
' savede TOV), Qe plus padic. cBne adgéhyigse (sur W) contenant

Sy L o ), P
Vg vl wdora v eal be virddld algdheique prejuetive déiiuve pag le ofne  T(V),
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) A, v ‘«q
des zdéros communs & tous les polynones bomogtn
A VT 8 -

r(v) est évidemment 1tonsenmbie

. i it ¢ , dé ition o
J = ¥(V). Ceci conduit & une diéfini N
P(Xo, X,,..., Kn) tels aue P(1, Xipeees Xn} e 3¢ X

i 1 ssocie 1'idéal hemogtne
Définition. A chaque idéal 1€ u[x‘,..,, an on asso
. .

1 é - les ooy X homogtnes tels que
I1c k[Xo, Xi,..o, Xn] engendré par les P(Xo, X, . xﬂ

P(}, X],H-, Xn) E I"

(de - wui est, par définition
I1 résulte des définitions précédentes que 1tideal (V) {qui est, par définition,

1'idéal J(P(V))) n'est autre que 1'idéal homogine F(V).
Lemme. Tout Q(Xl,,.., Xn) €1 estde la forme P(1, X',..., X"), ol
' P(Xo, X1,..., Xn) est homogitne.

En effet, soit P

0 = Z.J.‘ Qd- ’ Q(X‘ homopene do degré £ .
o -0
p p-o
Alors P=) 1 (X) Qoe (Xpneeey X)) '
a0 puisque

répond & la question., Il est d'ailleurs évident que P €1, (P(T, X"..., Xn) € i

I1 résulte de ce lemme que rv) n j(Qn) = j{V). Or ceci exprime simplement quu

vNn oot ooy

Autreme.t dit, tous les points de V qui n'appartiennent pas & V sont des points A

1linfini de P ().

Proposition.12.~ L'applicaticn V jp—p V respecte la réunion finie, muis pas 1'inter-
iropositran .

section.

Autrement dit, on a

iui, = o,

[Cela résulte du fait que V est 1'adhérence de V pour la tupologie de Zaris 1

Pn(Q)], mais en général
v]-n v, 4 V0V,

Par exemple, dans le plan, prenons pour Vl et V2 deux droites puralléles et distinc-

tes ; alors Vil) V2 est vide, mais Vll\ V2 ne l'est pas, car les deux droites se

coupent & 1'infini.
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. - - : A 4
Proposition 13. (VEWe&=d (VO W, et de plus,: (V irréductible) & | .oré

du,ctible).
La premitre assertion est évidente. Montrons la seconde 1} il guffit d'examiner le
cas o ¥ £ . 8i € est réductible, V=V, MV, V, ¥, V1V, ene
?a'v“‘»u'fa , et on a bien V, 1V et Va v,
o =  par exemple, on aurait

car si V‘ =V

=V UV, WY, % A BT

<

Inversement, ai V est réductible, soit

V= V1 U Vz. avec

v, =V 0 W, v, =W, 0 a,

et on a V‘%V et V, ¢V carsi V,

v,c TI" 4V + contradiction.

V par exemple, alors V. - ¥

Corollaire. 3i les Vi sont les composantes irréductibles dl'une ¥ alzfbrique affine,
,alors les Vi sont les composantes irréductiblos dw la variété algbbrique projective
correspondante V.,

-~

Exercice, Pour qu'une k-variété algdbrique projective ¥ soit de lu forme V , ol
V est une k-variété algébrique affine, il faut et il suffit qu'asucune des composu.utes

k-irréductibles de ¥ ne soit contenus dans lthyperplan & 1'infini,
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