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L' ANIŒAU Z DES E!Tl'IERS HA'i'URELS >., 0 et < 0 • 

R r1 1s • JN désigne l'ensemble d~s entiers naturels ).,. 0. apye . • r 

Démonstration par récurrence : 

[P(o) et (P(n) P( n+ 1 ) ) ] V n 0 on a 

L'addition et la multiplication sont définies psr récurrence 

n + ( n '+ 1 ) = ( n+n 1 ) + 1 , n + 0 = n 

n(n'+1) = nn' + n n. 0 = 0. 
Elles se prolongent à LZ. 

P(n) :i;our n E lli t 

Ces deux opérations jouissent des propriétés bien connue3 vis-à-vis de la 

relaticn d'ordre (total) de z. Rappelons que tout sous-ensemble non vide .e~ 

majoré de .2 possède un plus grund çlément. 

Relation àe divisibilité dans 2 

Définition 

al b <=} 3c/ac = b 

c est unique si a f O , car ac;: b 

ac'= b 
a(c-c') = 0 

et puisque a f O, on a 

Définition.: 

c - c' = 0, car 2 est intègre. 

A est un annea~ intè~re si A -est un anneau commutatif avec élément 

unité tel que 1 /: 0 , et tel que ab = O =) a = O ou b = O , 

Théorème: 2 est un anneau intègre. 
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Définition: 

r est un idéal d'un anneau A si I est un sous-groupe du groupe 

additif de A, et si i t I et g (A=> i.g € I, 

Notation: 

(a)= ensemble des multiples de a 

J a) est un· idéal - en effet 

ax - a.x' =. a(x-x') , (ax)y = u(xy) 

idéal principal un idéal est principal s'il se composé des 

multiples d'un c0rtain élément. 

( a I b) (~ b t (a) # ( b) c (a) 

(a) = (b) 3u/b = ua 

1 Jv/a = vb 
a= vua si a~ O on en déduit 

1 = vu 

Donc si (a)= (b)/ o, é•est-à-dire si a~ 0 et b 0 engendrent le 

même idéal principal, alors b est de la forrn0 b:::: ua , avec u :inversible. 

Et réciproquement. 

Les éléments inversibles forment un groupe pour la multiplication. 

Tout ce qui précède vaut pour tout anneau commutatif à 'élément unité, 

intègre. Dans le cas de z: 

Théorème: + 1 et - 1 sont les seuls éléments inversibles de 2 •. 

Autrement dit (a) = (b) (=) a = ! .b 

En particulier z n'est pas un corps. 
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Par ailleurs, tout Gou:::-/,YOlH'0 du groupe additif de Z e3t automatique-

ment un idéaJ .• 

Reme.roues : 

- dans tout ar.!leau A, la relation (b) c (a) est une relation d 1 ordre 

entre idéaux princ.i :paux (car 1 a rel ati en d 'inclusion est une relation d'ordre). 

- la ·relation alb n'est pas une relation d'ordre sur Z; mais c'est 

une relation d'ordre ::~ur 1 'ensemble [,; ( entiers o) • 

Un ari~eau nrinci r.-:::.1 est un anneau intèg~e dans 1 equel tout id Jal 

est principal. 

m, , ' 1neorerne l 'ar..:.~eau 2 est principal. 

La démonstration est basée sur la division euclidienne. 

Soit n > 0 

Vx f z , 3 q E: z et r f Z tels que x = nc.1 + r, 0 fr< n 

Le ·couple ( q ,r) est unique, cai" q est ·le pl us grand des entiers 

0 tels que nq , x ; _ces entiers forment un ensemble non vide et 

majoré. 

Soit I c 2 un idéal (soun-groupe). 

si I = { o} on a I = ( o) , et le théorèrr.e est vrai dans ce cas 
considérons 

si I / { 0} ~-~semble des entiers~ > O de I ; cet ensem-ble 

est non vide (car si n < o. appartient à I n appartient à I), 

il possède un plus petit élément n (car dans z tout ensemble non 

vide et minoré a ur;. pl us petit élément). 
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Soit x E I alors X = nq + I'. t-nq = r e: I 
=} 

0~ r < n 

Ceci n'est possible que si r = 0 Donc X t (n) , et rJar sui te 

I = (n) • 

Théorie du plus r::-ra':d ccrn.:Tt'U.Y'\. divlsr:-ur 

Soit =1 b) - ,:, ~,.,,bl · ,.:; -S di" ·,ri' ~c-ur. <• t\a,. - en,~e ........ e u.e v o.> communs à 

d E E(a,b) c) djxa + yb Vx et · Vy 

C.Q.F.D. 

a et à b 

Or {xa + yb} est u;i idéal (engendré par a et b) et cet idéal est 

principal, donc de la forme (n) , et on peut supposer n 4 O. On a n € E(a,b) 

puisque a E: (n) et b t (n) • De plus tout d E E(a, b) divise n • Ainsi 

Théorèrn8 E(a,b) se compose de tous les divü,eurs d'un de $es 

éléments n 0 n s'app-2lle le plus grand. corr.r:n .. ~r1 diviseur de a et b 

et se note (a, b) • 

Il existe des entiers x et y ~els que (a.t) = xa + vb puisque (a,b) 

est dans l'idéal engendré par a et b. 

Pratiquement : alr.;-ori thme avec lequel on est 3ûr d'aboutir, après un 

nombre fini d' operatic-r..s, au calc.ul du plu.3 gréi!:d cor:...1:1w1 diviseur. 

Si l '\m des nor.ibres a et b est nul (b par exemple), cùor~ ( ) f 1 ç _ a,b ::: a • 

On peut donc supposer a! 0, b ! O, et mê~e a> O, b > O 

Soit .a > b 



On effectue la division 

- a= bq + r 
1 

(a, b) == ( b _;r 1) 

. si r = 
1 

0 

si r 
1 

0 

b = r q 
1 1 + r2. 

si r2 = 0 

si r2 ! 0 

&lors 
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0 < r < b \ 1 

(ab)= b , 
on reco:.r.:nence 

alors (a,b) = r 
1 

on recommence. 

et on a 

Comme la suite des restes successifs est strictement décroissante, à 'LL~ 

moment .donné on obtiendra un r. nul • 
J_ 

Le de:t·::1ier reste non nul est le Plus .:::rand cor.'"""'!';u..'1. diviseur cherché. 

Proposition importante: 

( 1 ) _ ( ac , be ) = ( a, b) • 1 c 1 

Il suffit de le prouver lorsque a, b, c sont ~O. 

(ac, be) est le génèrateur > O de l'id8al engendré par ac et be; 

or xac + ybc = (xa + yb)c ; donc l'application z r-) zc est une bijection de 

1 'idéal engendré par a_i et b sur l'idéal engendré par ac et be. Elle 

transforme le générateur > 0 du premier idéal dans un générateur du second idéal. 

D'où la relation ( 1) • 

Définition: 

a et b sont premiers entre eux si (a,b) = 1 
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( a, b) = 3 x 3 y /x a + v b == ceci est la relation de Bczout. 

LemŒe d'Euclide (Gauss). 

Si c!ab et si c est premier avec a, alorn cjb 

Dén!onstration 
(a,cj = 1 

(ab, cb) = ± b 

clab et clcb donc c divise le plus gra'1d commun diviseur, 

c'est-à-dire clb 

Nor.1bres premiers 

Définition: 

p > 1 et les seuls diviseurs de p sont 
p premier 

+ _ 1 et = p • Autrement dit, p est > 0 

non - inversible, et n'est pas le produit de deux 

éléments non-inversibles. 

Remarque : 1 n'est pas un nombre premier. 

On remarque qu'il y a effectivement des nombres premiers, ex. 2, 3, 5, 7, 

(remarque, : tout nombre pair ! 2 n'est pas pre~ier 

premiers sont impairs). 

après 2, tous les nombres 

On a un moyen méca'1ique pour trouver les nombres premiers. 
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Crible d'E~asthcstène 

A 5 7 j1 11 13 

On garde 2 puis on raye tous les mu.ltiples suivants de 2 . ' . 
on garde 3 puis on raye tous les rr.ul tiples s1.:ivants de 3 ( certains 

ont déjà été rayes cori.:me multiples de ~) ; 

on ge.rde 5 puis on raye ...•••• 

Le prem~er nombre :ion rayé est chaq,ue fois un nombre premier. 

Remaroue un entier n qui n'a pas de diviseur > 1 et < yn est 

. ·.premier. 

Proposi tio~ 

Soit p nrerüer 
d 

Va , pja ou ( P, a) = 

_Démonstr;:..:.tion : 

(a, p~ p ( a, p) = p ou ( a, p) = 1 • 

Corollaire 

si p est premier et si p divise ab , alors pja ou pjb 

Théorème :· 

Soit n un entier divisible par 2 nombres premiers distir.cts 

p1 et p2 alors P1P2 ln 
Puisque P1 ln ' on a n = ap 

1 
Pµisque P2ln p2 divise ap 

1 est premier à p
1 

, donc 

p2 divise a : a= bp2 ' et par sui te 
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Théorèrr.e : 

Tout n 2 possède au moins un diviseur premier. 

Cela .va- - résulter ... : du : 

Tout n 2 s'écrit comme produit ·d'une famille finie (non vide) 

,de nombres premiers (distincts ou non) • 

.Montrons ceci par récurrence sur .n • C'est vrai si n est premier, 

~one, c'est vrai pour n = 2. 

· Supposons le théorème vrai pour tous les entiers < n • 

Si n est prPmier, le th~or~rne est vrai. Sinon, n = ~
1
n

2 n < n , _J 
n2 < n ; par 1 'hypothèse de récurrence, 

premiers, donc n aussi·. 

Remarque on convient que 

nombres premiers. 

Théorème: 

et sont produits de facteurs 

est produit d'une famille vide de 

L'ensemble P des nombres premiers est infini. 

Soient des nombres premiers donnés, distincts. Les divi-

seurs premiers de • • • p n sont de 

il existe au moins n + 1 nombres premiers distincts. 

••• , p • Donc, n Vn 

C.Q.F.D. 
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Convcr1ti on d 'Ocrj_ t 1)re ;, 

Soit P l'ensemble (infini) de tous les noobres premiers. Soit n fo O; 

puisque tout entier > O est prcdui t d'une .fb.;rJ.lle finie dn norr.brü~ pre.::üers, 

on peut écrire 

n :::: + " 
p f p 

k(p) p 

où k(p) est UJl entier } 0 , presque toujours nul (== r..ul ;:;ai.;.f pour un 

nombre fini de valeurs de p) • 

Po~.t:~ ur: n / 0 donné, il ex:.ote un seul systè::-ie d I ex pu,~;a:'.'lts 

entiers k'p) , 
n = :': I1 ;k(p) 

. p f p 

presque tous nuls, tels que la relation 

ait lieu • 

Elle repose su.r le ler:rnw d'Euclide. Su_pposc.m.s 

un nombre > 0 ne pouvant être égal à UI1 nc-mbre < O cette égalité se 

ramène à la suiva:.-:te 

I1 p 
k(p) 

= rr k' (p) 
p ( 1) 

p p 

raisonnons par l 'aosurde, et suppo3ons 3 p/k( p
0

) > 

(1) devient clors: 

k(pJ-k'(po) -k(p) 
Po . · • ( Il P )= II 

FfP0 WP0 

k' (p) p 

k'(po) 
\ . 
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or divise le pre:::1-icr membre donc il divise le second membre 

donc il doit diviser l'un des facteurs P /= ·p0 

est donc prouvée. 

_ cc qui est ab:-.;u.r'.ie. L' uni ci té 

Exe:rcic0 : Soit p1 < :r..., < • • • < D < c.. ~n 
la suite des nonbre3 

premiers r:ur.-iérotés d2..ns l'ordre croi3:..)ant (p 1 = 2, r-2 = 3, ... ) 

.Alors 

Etapes du raiso:r..nc~ent. 

Soit x > 0 ; on appelle H .(x) 
J 

le nombre des entiers n, x (n 2) 

dont tous les facteurs premiers sont d'indice 4 j , et on montre 

pour ce faire on écrit n = (n
1 

) 2 n
2 

( toi...s les e:•:posants des facteurs prcrr.it~rs 

dans n2 

pour. n1 

D' a.près 

éta.YJ.t 

est f 

X -

1 ou 0 ) ' puis on l!!O!"ltre qLH: 

"'{x , et le nombre des valeurs 

( 
X 

N. x) --
J pj+1 

N .(x) . 
J ---x-"' 

n > j 

+ 

N .(x) 
lim _J __ = 0 

·:X: 

X 

p. 2 ·-J+ . 
+ .... 

le nc,r:1l.)re de:-:. v;ùeurs IK~:::,~,J. bl es 

possibles pour n2 est (. 2~ 

d'où 

i: 
n > j 

Ceci étant vrai pour tout J. proue 1 d" d 1 ' · , v . a iverge~ce e a serie. 

C·alcul du plus gra~d corr.mun diviseur à partir de la décomT'osition en 

facteurs premiers. 
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Alors (a 9 b) 
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b / 0 

1"-
TT p inf ( k ( p) ~V(p)) o 

r-
pl us petit (;0mmun multiple .. 

î>éfinition Soit A un anneau intègreo Un élément a E A est dit irréductible si 

(i) a est i O et n~est pas invers~ble ; 

(ii) a n'est pas le produit de deux éléments non-i.nvers.ibleso 

La condition (,j exprime que JVidéal principal (a) n'est pas réduit à zér~ et e 

distinct de Ao La condition (ii) exprime que si a - be, on a (a)= (b) ou 

(a)= (c)o 

Proposition 1o Pour que a€ A soit irréductible 9 il faut et il suffit que l'idéal I 

cipal (a) soit / 0 et soit maximal dans liensemble des idéaux prJ.nc:ipaux ,t Ao 

(Démonstration laissée k t~tre d'exercice)o 

Théorème 1o Soit a€ Ap a/ 0; si l'idéal principal (a) est premier 9 a est 

.irréductibleo 

Rappelons qutun idéal I (dans un anneau commutatif A à élément•-unité 9 intègre 

non) est dit premier si l'anneau~quotient A/I est intègreo Il revient au même de dir 

que 

Démontrons le théorème ; 1 suffit de prouver que si a / 0 n'est pas J.rréductit 

l'idéal ( a) n'est pas prem~ er.. I ! y a deux. ras à exanuner 

cas où a est invers:,ble 9 aiors (a) ::-; A9 donc (a) n'est pas premier 

cas où a est ncn=j nver si bl e ~-a ==· be y b et C non inversjbles .. Alors b 

sinon H ex.isterai-t. X tel que b ::- ax~, d'où a -- a X C. 9 d'où 1 -· X C (puisque A 



intègre)~ et c serait inversible contrairement, à l'hypothèse. De mêmell c (a)o Or 

be E (a) ; donc l'idéal (a) nîest pas prem.1ero 

Il faut prendre garde que la résiprogue du ihéor~me est fausse en général ; on ver1 

plus loin (dans la théorie des ~ntiers des corps quadratiques) l'exemple d'un anneau 

intègre A qui possède un élément .irréductibl6 a tel que l'idéal (a) ne soit pas 

premier. 

Néanmoins la réciproque est vraie pour une large catégor.ie dvanneaux, les anneau.x 

factoriels (cfo ci-dessous). 

Introduisons un axiome 

Axiome (X~ dans A l'int.ersecti0n de deux i.déaux pri.ncipaux est un idéal prin~ipalo 

Par exemple li il est évident que si. A · est un anneau principal, A sa ti.sfait à li ax 

me <$ (puisque tous les idéaux sont pr:i.ncipaux)o 

Soient a et b deux éléments non nuls d'un anneau intègre A satisfaisant à 

l'axiome (cf:). Il existe 

( 1) 

ml A9 m f O, tel que 

(a) n (b) = (m)jl 

et un tel m est unigu~ à un facteur inversible près [c'est l'idéal (m) qui est uniqu 

La relation (1) signifie 

Les multiples c.ommuns à a et b sont exactement les multiples de m. 

Alors m s'appelle le plus pet>t ~ommun multiple (poPeCome) de a et b il est 

unique à un facteur. .inver s.i ble près o 

L'axiome (X signifie donc que deux éléments non nuls quelconques ont un popocom., 

Propositi.o~ 2. Si a et b non nuls ont un pepoCom~jl soi.t m:' les divis9u.rl) communs à 

a et b sont exa~tement les diviseurs de ab 
m 

Démonstration~ si d f- 0 divise -a et b~ ab ___ a • b ... a o b est un multiple commun 
d d d 

à et b9 donc- est mul Liple de don:: ab est multiple de mdjl et ab a un ml) un m 

est mul t1.ple de Ré•:: i.proquem~n-t_~ .si d d.i.vi se ab alors divise ab un d " m -a: ; m 

don::.: ab est multiple à et b:, sui.te b et a èî~ un commun a et par èî èi sont dans A 
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donc d divise b et ao 

Corollaire g les diviseurs communs à a et b (a/ 0~ b f 0) sont exactement les 

diviseurs de Jîun dventre eux (à savoir On liappelle le _Elus grand commun 

diviseur (pogocodo) de a et b ; ,~mme le popocomo~ le pogocodo est unique 3 un fa, 

teur inversible prèso 

On a donc une théorie du pogorodo dans tout anneau intègre A qui satisfait à 

1 1 axiome fi' o 

Si d est un pogocodo de a et b 9 et si m est un popocomo de a et b:;, 

on a 

(2) dm -- E a b 

où E, est inversible o 

Notons (a, b) le pogocodo de a. ei- b (défini à un facteur inversible près). 

On a la relatton 

(J) 

(Si on multiplie par c. un pogc.cod,. de a et b~ on obtient u..-ri pogo-~cdo de ac et 

bc)o 

Démonstrati.on de (JJ: Soit m un popo~omo de ac et be ; alors m est divisible 

par m 
et -

C 
est un popo~offio de a et bo Réciproquement~ si m 

C 
est Uil popoComc 

de a et b 9 m est un popo.:.omo de ac et b::;,. D7 après la relatfon (2) un p .. gocoê 

de ac et b~ est 

et un p.,goGcdo de a et b est 

(ac) o (b~) 
m 

a b c 

2 a b c 
m 

= 0 nuoù la relation 
m 

( 3) 0 

Définition On dit que a/ 0 et b / 0 sont premiers entre eux si (a~ b) 1 

autrement dit, s1 tout diviseur ~0mmun à a et b est inversible,. Il revient au m~rr 

de dire que tout mult.iple commun à a ei- b est un multiple du produ.i.t abo 

Lemme d îEucl i_de•~-Gauss o Soit A un anneau intègr-e satisfaisant à 1 'axiome r:f. o Soient 

a~ b, c trois éléments/ 0 de Ao Si a divise le produit b~ 1 et si a et b 



sont prem.iers entre eux:, alors a divise 

Démonstrationo a divjse b~ et ac, donc a divise le pogocodo 1 qui est 

Théorème 2.. Soi.t A un anneau intègre ~ati sfaisant à l'axiome c( o Pour qu'un éléme1 

af..A (a10)soit irréductible 9 il faut et 11 suffit que Pidéal principal (a) soit premier, 

Démonstrationo On a déjà vu (Théorème 1) que si (a) est premier, a est irréductible 

(pour cela l'axiome « n'est pas nécessair~)o Inversement, supposons a irréductibl~ 

alors 1 f (a) puisque a n'est pas i.nversible.. I1 reste à montrer que si be € (a) .' 
! 

alors b é· (a} ou c € (ai o L9 .idéal du pog"codo (a!' b) est (a) ou (1) 9 puisque 

a est irréductibleo 

Si c'est (1) 9 a di.v+se be par hypothèse et est premier avec b, 

c (lemme d'Euclide-Gauss)o Si c'est (a~~ alors a divise bo 

donc a di. v.i s 

Corollaire du théorème 2o Si A satj sfai t à l 'axi orne (or), tout, idéal prind pal 

maximal est premiero 

Démonstration.. Soit (a) un .idéal~ maximal d&ns 1 'ensemble des idéaux p.rinc.:.paux / Ao 

Si a= O, cela signifie que pour tout élément b / 0 l'idéal (b) est égal à A 9 

autrement dit que tout élément non nul est inversible alors A est un corps, et (0) 

est bien un idéal premiero St a ( 0~ dire que (a) est maximal dans l 1 ensemble des 

idéaux principaux/. A revient à dire que lïélément a est irréductible~ et alors 1 1 

(a) est premier d~après le théorème 2 .. 

Considérons 5 pour un anneau intègre A; Iïaxiome suivant~ 

Axiome d ·, o- Tout id~al principal maximal de A est prem1ero 

Proposition 3o s~:it, A un anneau intègre satisfaisant à liaxiome Alors si un a --
irréductible divi~e un produit fini o o o X 

Il 
a. divise 1 vun au moins des X. o 

l 

En effet~ cela résulte dû fa i.t que (a) est un idéal premier o 

On aurait envie que tout ~lément / 0 de A puisse s~6crire comme produit dvun 



·-16-

nombre fJni d'éléments irréductibles. On va voir qu'il en est bien ainsi lorsque A 

satisfait à l'axiome suivant 

Axiome f, o- Dans l'anneau intègre A 1 tou+,e suite ,:-roissante d'idéaux principaux e~ 

stationnai.reo 

Cei::.i signifie que si on a une suite infinie 

alors (a)= (s. ) pour n assez grand o tous les idéaux de la suite s0nt égaux à n n+l 

partir d'un certain rango 

Exemple" Un anne::;u2rincipal A satisfait toujours à l'axiome .fJ o En effet, la réu 

de la sui te croissante des i.déaux (a ) est évidemment un· idéal o Cet idéal est princ:i 
n 

soit (b)o Alors l'élément. b, qui. par hypothèse appartient à la réunion des idéaux 

(a ) Y n appartient à l'un d'euxo Or si b E (a ) , 
n 

on a (b) c(a ) et comme n,,) 
(b) cont 

chacun des (a) pour pz n, on voit que p 

(b) =: (a ) 
n 

{a ) == n+l · 

Remarque 7> un anneau A tel que to 1.1te sui.te c-roissante d'idéaux soit sta tioona ire 

stappelle un anneau noethérien o On en verra des exemples plus tard., Ainsi :,, tout ann, 

noethérien satisfait à l'axiome (fl) [ la réciproque est fausse]. 

Exercice., Tout anneau principal est noethéiien& 

Théor~me J., SJ un anneau 1nt~gre A satisfait à l'axiome fo, alors tout élément a 

et non-inver~ible est égal à un prodmt (f.iniJ d'élénients irrédueti.bleso 

On prom-e dt abc rd U.'1 

Lemme Si a /-:. 0 n 1 est pas inversible i· il existe un ·b irréductible qui divise ao 1 

Démonstration du lemme~ Sj a est irréductible, il suffit de prendre b = ao 

Sinon 1 (a) n'est pas maximal dans 1 1 ensemble des .idéaux principaux / A} et il exj ste 



n'est pas inversible si est 1 rréductible~ on prend b = Sinon on a 

Si est jrréductible 9 on prend b = a
2

• Sinon on recommence. Or ces opérations ont 

une fin, sinon on aurait une sui.te infinie 

C 
1- 8 0 0 Q C (a ) Ç 

Il ; 
9 e O 0 

ce qui contredit l~axiome Js Don~ 9 au bout d'un nombre fj_ni d'opérations, on trouve 

un diviseur irrédu'ct.ible de a> ce qui prouve le lemme. 

Prouvons maintenant le théorème 3a Etant donné a/:. 0 1 a non~inversible 1 a pos-

sède un diviseur frréducUble b
1 

(d'après le lemrne)o D1 où 

Si est inversible a est irréductibley et le théorème est démontréo Sinon~ on a 

de même 

ob b2 est irréductibleo Si c2 est inversible~ b2 c2 = c 1 est irréd~ctible~ et a 

est produit de deux facteurs irrédu..:;tibles. Sinon~ on a 

irréductibleo Si est inversible, on a produit de trois 

éléments irréducti.bleso Sinon, on recommences Ces opérations ont une fin;, sinon on aurai· 

une suite infinie 

ce qui est contraire à l'axiome 

Dans le théorème J, si on a 

Donc le théorème est démontré. 

où dans le second membre en a un prcduit. d 1 jdéaux principaux: par définition~ le produii 

(b)(c) de deux idéaux princ.tpaux est l'idéal principal engendré par le produit be. 

Il ne change pas sl. on multiplie b et c par des éléments inversibles le produit 

(b) (c,) ne dépend donc que des idéau,x (b) et (c). 
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Théorème 4. Soit Â un anneau intègre sa·t,isfaisant à l'axi0r.1e (Xi o Si on a une éga 

entre produits d 1 idéaux vri.ncipaux~ 

(*) 
i
7T€I (b.) :::; u (c .) 

]. j fJ J 

ob les ensembles d'indices I et J sont finis- et ob les b. E Â et les c. E Â 
l l 

sont irréductibles, alors il existe une bijection Cf de I sur J telle que 

(b.) = (ccp(i)) pour tout i € Io 
l 

Démonstration., Par récurrence sur le cardinal de Io Cîest évident si I est vide 9 

car alors l'idéal du membre de gauche de (*) est A, ce qui exige que J soit vide 

La nfourrence se fait comme suit prenons un i E I ; d'après (*), 
0 

b. 
l 

0 

divise lep 

duit donc (prop., 3) b. 
l 

0 

div i se 1 1 un des. c . 
J 

soit ; et co:1nrre 

est irréductible, on a (b. = (c. ). La relati8n (*) don..~e alors, par division: 
io . Jo 

J!r+o1 (bi) "' jVJ-fjoJ (c} ' 
et on applique l'hypothèse de récurrenceo 

Si maintenant on met ensemble les théorèmes Jet 4, on obtient 

'rhéorème 5 " Soit A un anneau j nt,ègre satisfaisant aux axiomes 

tout idéal principal (a) se met sous la forme d'un produit füii 

(a) = 1J1 (b.) 
l 1:: l 

oà les b. s~nt irr~ductibles, et 0ette décomposition- est unique 
l 

C.Q .. F .. D. 

~• et, 

(à l'indexation prÈ 

[Li ex.i.stence résulte du théorème J,; et, l'unité résulte du théorème 4]., 
Ceci. nous amène à définir les anneaux fnc.tonelso 

Définitiono On appelle anneau factoriel un anneau (commutatif à l'élément unité) A, 

ïntègre."i tel qu'il ex~ste un sous-ensemble (fini ou infini.) PC A jouissant de la p 

priété suivante pour tout a€ A tel que a f- 0 9 il existe une application 

p k(p) de P dans 1 t ensemble lN de·s entj ers naturels 0 :-i telle que 

(1.) k(p) = 0 sauf pour un nombre fini_ d 1.éléments p € P 



(ii) on ait 

(1) TT 
p€P 

k(p) p 
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où u € A est inversibleo En outre, un tel système d'entiers k(p) est unique (et 

u est donc unique) lorsque a est donnéo 

Remarque; le sens à donner au produit est clair~ tous ses facteurs 

sont égaux à 1 .sauf un nombre f in.i , c test don0 un produit fini o 

Soit A un tel anneau factoriel ; on notera k (p) les exposants qui figurent 
a 

dans le second membre de (1) (ils dépendent de a)o 

On a évidemment 

k b(p) k (p) + k_ (p)o a a b 

On en déduit aussitôt ppur que a divise c, il faut et il suffit que 

k (p) < k (p) pour tout p € Po Par conséquent~ les multiples communs à a et b son-
a - c· 

les multiples de 

m -= 
TI /up(ka (p), 1\ (p)) 

p E.P 

ce qui prouve que l'intersection (a)·() (b) ·est égale à l 9 idéal principal (m)o Donc 

un anneau factoriel satisfait, à lîax.iome (C()o On voit de même qu'un pogocodo de a 

et b est 
inf(ka(p)~ ~(p)) 

d = TI p p (: p 

Par ailleurs., si on a une suite croissantes dvidéaux principaux 

( 1 ) 

alors~ pour chaque p f P~ la suite des entiers 

est décroissante~ donc stationnaireo Et comme k (p) =· 0 
al 

sauf pour un nombre fini de 

valeurs de p~ on voit que la suite (1) elle-mé'me est stationnaire. Donc un anneau 

factoriel sa.tisfa.it à l 9axiome flo 
Montrons que, ré,:;iproguement 7 tout anneau intègre A gui vérifie les axiomes (J. 

et } ·est factor:i el o Il. suffit de montrer que si A vérifie les axiomes d v et jJ 
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A est factorielo Or A satisfait à la propriét~ énonc~e au théorème 5o Il suffit 

donc de voir que la propriété dq théorèm~ 5 exprime que A est factoriel. 

Pour cela) choisissons:1 dans chaque idéal principal maximal, un élément qui lien-

gendre (c'est un élément irréductible)o .Appelons P la collection des représentants 

ainsi choisis. Dans le th~orème 5• on peut alors suppo~er que les b. appartiennent 
1. 

à P, et la relation 

s'écrit 

Les b. qui interviennent au se ·ond membre sont en nombre fini, mais pas nécessairemei 
.1. 

distincts le se~ond membre est donc de la forme 

U 0 TT 
p E:P 

k(p) 
p 

et une telle écriture de a est unique dîaprès le théorème 5o 

En résumé 

Pour qu'un anneau int,ègre so:Lt factoriel;; il fa.ut et il suffit qut i.l satisfasse al 

axiomes ft. et, (B , ou. ce qui. est équivalent, .. aux axiomes Of' et /3. 
Remarque. Dans la définition d'un anneau factoriel A, on voit que les p E P sont 

des éléments irréductibles, et que tout élément :irréductible de A est "équiv-alentlY à 

p € P et à un seul (deux éléments -1=- 0 ét,ant dits équivalents s'ils ne diff~rent que 
/ 

par un facteur inversible)o 

On a vu que tout anneau principal vérifie les axiomes CX' et } o Donc 

Th6or~me 70 Tout anneau principal est f~~tcrielo 

Remarque 1o Pujsque est un anneau principal~ on retrouve le fait que Z' est un an 

.neau factoriel (décomposition dîun entier f. 0 en produit de puissances de nombres 

premiers)o 

Remaroue 2. On a vu que~ dans un anneau prjnc.ipa.1,, on a une identité de Bezout le pog 

c.d. (a 1 b) de deux élénrnnt-s est de la forme 
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x a+ y b 

(i.e. appartient à l 9 idéal engendré par a et b)o Il n'en est plus toujours de .. _ meme 

dans un anneau fact-ori el., Par exemple, on verra que l'anneau des polynômes l{X~ Y] 

à deux indéterminées X et Y9 à coefficients dans un corps commutatif ki est un 

anneau f'actoriel , les diviseurs communs au polyneime X et au polynôme Y sont les 

polynômes constants t O, 1 est donc un p.goc.do de X et Y; mais 1 n'est pas 

de la forme XP + "Y:Q9 où P et Q sont des polynômes l 

Exemples d'anneaux factori.elso 

I{XJ, anneau des1 polynômes à une indéterminée X; c'est un espace vectoriel sur le 

corps k 9 ayant une base {1 9 X9 x2 ,oooJ avec comme table 
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de multiplication 

Théorème L'anneau k(x] ~es polynômes à une indéternunée 

est factoriel. 

Démonstration : En fait, cet anneau est principal. On le voit 

en utilisant la division des polynômes. 

Ra1œels sur la division des polynômes 

Si B est un polynôme non identiqusment nul, alors pour tout poly-

nôme A, il existe des polynômes Q et R , uni~ues, tel que: 

A = BQ+ R avec deg R < deg B. 

_Not~ : le dfgr'é d I un polynôme non identique~ent nul est le pl 14.s grand 
JelJT~ 

coefficient de xn soit f O • 

Degré du polynôme O : on peut convenir que c I est - 1 , ou - oo ; 

c'est un élément strictement plus petit que le degré de tout polynôme non nul. 

Montrons que tout idéal{de k[X] est principal. 

si I = {o} 
si I /= { 0} 

alors I eet engendré par O donc principal. 

alors dans I il y a d et) J)olynômes -/= O ; 

parmi eux on en prend un de degré minimum: soit B 

\/ A € I J 3 Q et R / A = BQ+ R deg R < deg B 

R = A - BQ~ R E: I 

et comme deg R < deg B on conclut R = 0. 
donc 

I se COI!ipose{'des multiples de B • 
e.Q.F.D,. 

Remarque: on· aurait dû d'abord prouver que k(X] est intègre. 

Soient deux polynômes non identiquement nuls (axP + ••• ) = A 
(bXq + ••• )=·:a 



On va montrer que A •.- B O et .. , en fait, que dcg (A.B) = deg .A+deg D. 

. Pt-4 
AB = a bX + , . , J et ab ! O car a/: ? et b -/ 0 

(en effet k · est un corps 

intègre). 

il suffirait d'ailleurs que k soit un anneau 

On aura donc dans : k[X] la notion de polynôme irréductible. 

,Qu'est-ce qu'un polynôme inversible? 

Peut~on avoir· BC = 1 ? Comme le degré d'un produit est la somme des 

degrés, il faut deg B = deg C = O; donc B se réduit à son terme const~~t b, 

qui doit être ! O. Cela suffit. Ainsi: 

(i.e. 

Les éléments inversibles de k(X] sont les éléments non nuls de k 

(considérés comme polynômes de degré 0). 

Dans chaque classe de 9olynômes non nuls, il y a un polynôme unitaire 

dont le coefficient de la plus haute puissance de X est 1}. 

Donc les polynômes unitaires fournissent un représentant dans chaque classe; 

comme 1 1·anneau est factoriel, tout polynôme unitaire s'ecrit d'une seule ma-

nière comme produit de polynômes unitaires irréductibles. 

Comm8nt sont faits les polynômes irréductibles? 

Cela dépend du corps k. 

Par exemple pour k = C il n'y en .. a pas de degré /: 1 : à cause du 

théorème de d'Alembert, on sait que tout polynôme de c(x) s'écrit comme un 

produit de polynômtS de degré 1. 

k = R: il y a les polynômes de degré 1, comme tou-

jours en outre, ceux de degré 2 dont le discriminQ.nt est < O; d'après le 
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théorème de d'Alembert il n'y en a pas d'autres car on fait la décomposition SUl" 

t et on regroupe quand on a deux racines complexes conjuguées. 

k = Q: on a des pclyn5mes irr~ductibles de degr~ 
(ff,., .,U, 

aussi grand que l'on veut en effet pour tout p premier 2 1 +X+ X + ••• 

xP- 1 est irréductible, et il· y a des nombres aussi grands que l'on veut. 

Y•-a-t-il des anneaux commutatifs intègres gui soient factoriels sa'1S 

être principaux ? · 

La réponse est oui en particulier 

Théorème: Si k est un corps commutatif, l'anneau 

k[X 1, ••• , X ] est factoriel, mais pour n ? 2 il n'est n - -
pas principal. 

f..[X,Y] 
Démonstration: Si n = 2 , montrons pas principal 

en trouva.nt un idéal qui ne soit pas engendré par un seul élément. 

Prenons I = idéal des polynômes dont le terme constant est nul 

Cet idéai est engendré par X et Y: il ne peut être engendré par un seul élément 

sinon,.--Ga.:: ai. R(X, Y) engendrait ,_ 
·rx = R (X, Y) P( X, Y) 

Y= R(X,Y) Q(X,Y) 

I , on aurait 

R n'a pas de terme constant soit R
1 

la partie de degré 1 de R. 

On doit avoir X= R/X,Y).P 0 , Y= R/X,Y).Q
0 

'~ où p
0 

et Q
0 

sont 

les termes cqnstants de P et Q. Or X et y ne sont pas proportionnels, d'où 

une absurdité. 
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Démonstration abrégée du fait gue k[X
1

, ... ' X ] est m1 anneau 
n 

factoriel. 

On observe que tout polynôme P(X
1

, ... , X ) peut être considéré 

comme un 

... , 

où 

n 

polynôme en X dont les coefficients sont des 
n 

X n-1 
d'où un isomorphisme canonique d'anneaux 

polynômes en 

Le théorème se prouve alors par récurrence su~ n (il est vrai 

pour n = O , et· pour n = 1) ; par l 'hypothè.:,e de. récurre1.1cr.;, 

A= k[x
1 

, ••. ,Xn_
1
J est factoriel, et il ~uffit de prouver le 

Lemme: Si A est factoriel, l'anneau A[X] ent factoriel. 

Voici des indications sur la démonstration de ce lemme les détails 

sont laissés au lecteur à titre d'exercice. 

D'abord, A étant intègre, A[X] est un anneau intègre. Introdui-

sons le corps des fractions de A, soit K; on a Ac K, et A[X] s'identi-

fie à un sous-anneau de K(X] , qui est principal, donc factoriel. Dans chaque 

classe d'éléments irréductibles de l'anneau factoriel K[X] , choisissons Wl 

représentant P(X) à coefficients dans A , ce qui est possible ; de plus on 

peut choisir P de façon que le plus grand commun diviseur de ses coefficients 

soit 1 (ceci a un sens, puisque les coefficients sont dans l'anneau A, qui 

est factoriel). Si on appelle prj.mi tif tout élément de A[X] , non identiq~e-

ment nul~ et tel que le plus grand commun diviseur de ses coefficients soit' t, 

on.-voit que toute classe d'éléments irréductibles de K[X] contient un élément 
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primitif (unique à un facteur inversible de A près). 

Soient P. les polynômes irréductibles primitifs ainsi choisis. Tout 
1 

Q(X) à. coefficients dans K, non identiquement nul, s'écrit d'une seule manière 
n. 

où les entiers 

Q(X) = k.IT P.(X) 1 

i l. 

n. 1' O sont nuls sauf un nombre fini, et 
l. 

ceci exprime que 1 1 anneau K[X] est factoriel. 

k € K (k o). En effet 

Je di~ que s.i Q est à coefficients dans A , al ors k ( A • Cela 

résulte du lem.me de Gauss ( qü. 1 on admet provisoirement), et qui dit qu'un produit 

de polynôme:.::: prüni tifs e3t :primitif ; ici, le polynôme ~Q(X) est donc primitif. 

Or si a 
k = b ' a € A , b E A a et b premiers entre eux (ce qui est possible 

puisque A • est f act orie1), on a 

ÈQ(X) E A[X] et primitif a 

si c est l'un ~uelconque des coefficients de Q, a doit diviser· be , donc a 

divise c , et il s'ensuit que a est un diviseur commun aux coefficients de Q. 

Alors les coefficients de ~Q(X) sont tous divisibles par b, et comme Q est a 

primitif, b est inversible, donc a b € A .. 

Introduisons:- dans 1 'anneau factoriel A , une famille p d. 1 éléments 

irréductibles de A, telle que tout a€ A , non nul, s'é1~rive d 1u."Yle seule manière 

a,= u. IT pk(p) 
pEP 

Alors on montre facilement que les p ( P (considérés comme polynômes 

de degré o) et les P. (X) forment un sy~tème fondamental d'éléments irréducti-
l. 

bles de _A[X] , ce qui _prouve enfin que A[X] e3t factoriel.~. 

Démonstration du lemme de Gauss ----il s~ffit &a montre~ que si 

P/X) et P /X) sont deux polynômes primitifs (à coefficients dans l'anneau fac-



- 21 -

) t · ·t·f Or soi·t p un e'le'ment irréduc-toriel A , leur produit P = P1P2 es~ prinu 1 • 

tible d~ A qui divise tous les coefficients de P, et considdrons l'ann~au 

B = A/(p) , qui est intèe;re. Par l 'homomorr.hisme canonique cp : A - B , P, P1 et 

dom11.mt nai.=rnance à des polynômes et 

et on a l'identit6 

par hypothèse, les polynômeG 

à coefficic:nts dans B , 

1}P ne sont pas identiquement 
2 

nuls ( car si p'P était nul, 
1 

p diviserait t9us les coefficients de 

leur produit p'P n'est pus identiquement u-ul, car l'anneau B[X] cJt intèt;;re. 

Mais puisque p divise le~ coefficients de P 

Contradiction. 

Il était donc absurd'c dn 0uprcser que les coefficients de P aient 

un djviseur c0mmun non inversible. Le lemme de Gauss est démontré. 

Remarque importante : pour 1 1 anneau z , on a montr~ qu 1 il existe 

une infini té de nombres premiers. Il n'en <'!':;t pa~. tou,jours d,~ rr,fr.H: pour lU1 &nneau 

principal A • D'abord, si A est un corps, 1 r en2emble des el~nients premiers est 

vide. Mais même s'il existe des elémefits premiers p
1

, p2 , ••• , pn, il n'c~t pas 

sûr qu'on puisse en trouver un autre: en effet, dans le cas de z, on avait 

considéré 

et observé que ses facteurs premiers sont ... , p • Ce raisonnement n 

marchait parce que a n'était pas inversible (étant .), 2), donc admettait au 

moins un facteur premie:r;. Mais dans le cas général il se peut y_u 'un tel élément 

soit inversible, et on ne peut donc pas conclure. Voici un exemple: 

Exemple d'un anneau princip_al. A admettant un seul idéal premier. 
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Soit k un corps commutatif. On note A= k([X]] l'a.nnea.u de!.l 

n € k séries formelles E ax a . 
n)to n n 

Cet anneau est intègre. 

Quels sont les idéaux ? 

·1,emme Si alors I: 
ry) .. O 

est inversible 

dans A • 

Démonstration on peut supposer n 
O 

= 1 ., Alors 

E a Xn = 1 - u, u étant une série formelle sans terme constant. 
tl~O n 

· (1-u)- 1 ; 1 + u + u2 + u3 + ceci est une série formelle. Donc (1-u) a 

ùn inverse. 

on l'écrit 

Soit aip + aP+ ,XP+ 1 + • • • une série formell c quel cor.que (a /. o) p 

xP( a + a X + o. • ) 
L p ,~D_r~1 ___ _ 

\; 

on en déduit que toute série formelle n(•n nulle 

s'écrit sous la forme uXP, p > 0, u inversible. 

Il s'ensuit que 1 'anneau k[ [X] J est principal, et que ses idônux 

Le seul idéal premier (X) 

Les entiers de Gauss. 

C => Z (i) , qui se compose des 

{a+ ib}/a ( 2 et b( Z • 

Ceci est un anneau, car 

{a+bi) (c+di) = ac - bd+ i(ad+bc) • 

Dans le plan on obtient 1 'ensemble des points à coordonnées entières. 

Rappel Le conjugué de a+ bi est a - bi 
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N(a+bi) = (a+bi)(a-bi) = a2 + b2 s'appelle la norme de 

a + bi • Si a et b sont entiers non nuls tous deux N(a+bi) est un entier } 1 • 

On a N(o:~·.) = N(o:).N(~) • 

A= i(i) est un anneau commutatif, intègre, à élément unité. 

1,Quels sont les ~léments inversibles de cet anneau? 

Si · o:~ = 1 , on a 

N(o:~) = N( 1) = 1 • Donc N(o:).N(~) = 1, ce qui exige, puisqu.e N(a) et 

N(~) sont entiers q 1 , N(o:) = N(~) = 1 • Donc o: est l'un des 4 nombres + 1 , 

- 1. + i, - i de norme 1 • 

-1 ô t1 
.. ... (.. 

Les éléments inversibles de cet anneau sont + i et 1 • 

Ils former;\ un groupe (cyclique) pour la multiplication. 

Deux éléments a et de Z(i) sont dits équivalents si leur .. quotient 

est inversible. C'est la condition nécessaire et suffisante pour 1:égalité des 

·déaux principaux (o:) et(~) • 

Dans chaque classe d 1équivalence, il existe un représentant a et un 

eul tel que 

0 / < 2! arg a 2 

'11héorèœe : L I anneau 2( i) des entiers de GEiuss est un 

anneau princip2l. 

La démonstration utilise le: 



complexe 

Lemme (division) 

\/~ € A ' 3n 

N(p) < N(a) 

Nous allons monnrer .en fait 

t = a + ib 
0: 

a, b t Q 

Ir--

1- --,,,,.-
tJ.. 

0 
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. Soit ·· ex a+ib € A, a I o ; . 
et p ( A tels que = CH) + p avec 

que N( r,) .( iN( a) est un noCTbre 
a 

., ' 

. 

Il existe un des sommets du réseau Z(i) dont la distance à est 
a; 

minimum (il peut en exister plusieurs). Si n est un tel sommet, on a: 

C.Q.F.D. 

D~monstration du th~or~me 

Soit I u.~ idéal de l'a~neau A. 

- Si I =. { O} l'idéal est principal ( o) 

- Si I /: {o} \ 

soit a€ I un point de I dont la norme est minimum 

(parmi les éléments de I de norme non nulle) • 

.Alors 
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' € I =} p t I et N( p) < v( u) => p = 0 • 

Ainsi af, , et l'idéal I se co1:;p1:i:Je des multiples de a: , donc ent 

prin~ipal. 

NoJ~ -: si a est un rénérateur de I , 1er.; autres générntem·s po:J.'.Jiblet: 

}ont - a,: ia. 

E Z(i) 

r exemple 

Corollatre: Z(i) est factoriel. 

Car on a vu que tout anneau pri.ncipEù. est factoriel. 

z( i ) '> 

Il ~, nn ::i di:i d~ux sortes : " 

1 ) ceux qui out un représentant réel > 0 , 
2) ceux ( a+bi) pour lesquels a /. 0 et b I 0 . 

Lemme 1 : soit p € ~, p > O si p est premier dans 

2(i) , alors p est premier dans Ji' • 

Car si 
et n2 entiers non inversibles, on a 

n2 ( Z(i) non inversibles, donc p n'œt pas premier dmw z(i) 

Remarque : il y a des p premiers dans 2 non premiers dans Z(i). 

{: 
:::: 

:::: 

(1+i)(1-i) = i( 1-i) 2 

(2+i)(2-i) 

~Lemme 2 si p 

a /. 0 et b /: O 

dans 2(i) . 

Démonstration 

, 

premier dans 2 , est divisible par (a+ib), 
1 2 b2 a ors p ::: a + et (a.+bi) eBt premier 

p = (a+bi) (c+di) cf 2 et d ( Z. 
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Alors O =ad+ be , d'où Or a et b sont prcr..ucrs 

entre eux; en effet si d > O divise a et b, on a dia+ bi , donc dlp; clors 

p est divisible par d(~ + i~), donc la norme est strictement plus grande que la 

norme à e d • Donc. d < p , et par suit c d = puisque p est premier. Ainsi 

a ~t b sont premiers entre eux ; la relation (*) entra.Lie alcrs 

c = À a , d = - À b , À E Z D ' c,tl 

Comme p est premier, et a2 + b2 > 1 , ceci exige À= et 

Montrons maintemmt que (a+bi) est premier dans Z(i) • 

( 
, ( ) ( 1 , ) l 2 ,? ( 2 2) ( , 2 1 2) Sup:p•)~:-;:.:,n:1 a+bLJ :;;; u+vi u +v i . A ors p = .s +o :.:: u +v u. +v • 

Puisque p est premier, l'un des facteurs vaut ; pur exemple : 2 2 u' + v• = 1 ; 

donc u' + v'i est inversible; ainsi si (a+bi) est le produit de deux éléments 

l'un est inversible. Ceci exprime bier ... que a + bi est premier. 

Corollaire soit p un nombre premier dans 2 • ilo:ts 

( p non premier dmrn Z(i ))êp est de la forme~ 

a ( 2, b E Z, a fo O et b J 0 

2 2 
é:1 +b , 

Démonstration : si p n'est pas premier dans z( i) , il a 

un diviseur non inversible qui ne lui est pas équivalent. Ce diviseur ne peut être 

da...~s .z, donc p est divisible par a+ bi , a-/= O et b p O, on applique alors 

le lemme 2. Récipi:-oquement, supposons p = a2 + b2 , a et b entic1·s -/= O 1 

~2 
+. b2 = (a+b1·.)(a-i· b) f t t . ; ces ac eurs son non inversibles, donc p n I est pas 

premier dans Z(i) 

Lemme 3 : si a + bi (a f O, b J o) est premier dans Z(i) 

al Ors a 2 + b2 t . . es premier dans z. 

• 



- 33 ·-

Démonstration: la decomposition d'un entier en facteurs 

premiers dans Z donne 

2 2 a +b = p 1p2 ••• Pn, 

a2+b2 = (a+bi)(a-bi) 

p. premi.ers (distincts ou non) 
1 

(dans Z(i)) 

mais z(i) est principal (donc factoriel) ; puisque a+ bi eot premier et divise 

un produit de facteurs, il divise l'un d'entre eux, p 1 par exemple: a+bilP 1 • 

Le.lemme 2 dit qu'alors C.Q.F.D. 

Conclusions: les classes de nombres premiers dans Z(i) sont 

1) les classes des p premiers dans 2 qui ne sont pas de la forme 

. 2 2 
a +b ; 

2) les classes des a+bi (a / 0 , 

dans Z • 

b f O) tels que 
_,,. ,,,. 

soit preru.er 

Remaroue 1 : Un p premier dans s'écrit au plus d'u_~e manière 

30U~ "'.ta forme i-+·6-'( ce qui veut dire : si 2 b2 . 2. 2 a + = C '1"'-'- est premier 1 alors 

fa=± C r = :!: d {
a=± d 

ou 
b = ! c 

Démonstrntion: d'après le lemme 2, a+bi , a-bi, tc="di sont 

œemiers dans z(i). D'après l'unicité de la décomposition en facteurs premiers la 

elation (a+bi)(a-bi) = (c+di)(c-di) entraîne que c+di est équivalent à a+bi 

u (a-bi); da.~s le premier cas, c+di = u(a+bi), avec u = ± 1 ou ± i; dans 

e second cas c+di = u(a-bi) D'où la conclusion • 

Remarque 2: si p premier dans 2 n'est pas premier dans Z(i) 

2 ·2) 
! 'est-à-dire p = a +b , les deux facteurs de p = (a-bi){a+bi) sont-ils équi-

Qents? On doit avoir l'une des relations 
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a + bi = ± ( a-bi) , a + bi = ·± t( a-bi) avec a 0 , b /: 0 a et 

b premiers entre eux. La première relation est impossible;. la seconde relation 

entraîne a = b ou a = - b • Donc a + bi = + 1 ± i et I P = 2 10 Donc 2 est 

le seul entier premier qui se décompose, dans ·z(i) 

premiers équivalents entre eux. 

en produits de facteurs . 

La question qui se pose maintenant est de reconnaître qua:1d un p, 

premier dans 2 est une somme de deux ca~rés. 

Tr.é0~èr:1e : Pour 9ue E 12reTii er dans 'l, 1 scit de 

a2 + b2 (a E z , b € z), il faut et il suffit que 

p = 2 ou P= (modulo 4). 

Démcns-+:-r2.tion ·: 

2 = 1 + est bien une so111.::e de deux carrés. 

Reste à examiner le eus de p pre1!"ricr imp,ür. 

Observation n ° 
(

p impair) p = 1 (mod 4) 
2 . 2 p = a +o 

la f or1'i:9 

En e_ffet, a et b n I ont pas la même pari té ; par exemple a = 2a' , b = 2b ~+ 1 

2 2 2 2 
a + b = 4a 1 + 4b t + 4b' + 1 p 1 (mod 4). 

- On va maintenant r.iontrer : ( p prerr:ier, p ;:; 1 (mod 4)) p non 

premier dans Z(i) (ce qui équivaut, on le sait par le corollaire au 2, à la 

C or.1.di t ion p est somme de deux carrés). On admet provisoir8ment le lemme suivant 

Lemme . soit p premier dans . z p ~1 (!r:od 4) il existe 

X t z tel 2 __, (mod p) que X +1 ::: Ü . 
[ce lemme sera prouvé au§ suivant, consacré aux restes qu~iratiques 

(mod p)] • 
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Dcnc si p = 1 (mod 4) , on a 

pjx 2+1 =t, pl(x+i)(x-i) dans 2(i) 

p ne peut pas être premier dan~ Z(i) , sinon p di viserait l'un dea 

· facteurs, par ex. pjx+i alors x + i = p(a+bi) 

x + i = pa + pbi 

On obtient pb = avec b entier; mais ceci est impossible 

C.Q.F.D. 

Corollaire du théorème: Les p premiers de Z qui sont 

premiers dans Z(i) sont ceux tels que p = - ·1 (mod 4). 

Exemple 3, 7g 11, 19, 23, 31, 

Par ailleurs : 2, 5, 13, 17, 29, sont non premiers (sont sommes 

I , ) de deux carr_e s : 2=1+1, 5=4+1 13 = 4+9 17 = 16+1 , 29 = 25+4 0 

RESTES QUADRATIQUES MODULO p (p premier dans 2). 

Considérons l'anneau 

Thé,Jrème A= Z/pZ est un corps. 

Première dé~onstration: 

A est intègre car p est prem.iero 

Notons A* l'ensemble des éléments t O de A, et soit a € A* • 

1 'application (A* ---> A* est une &pplication injective de A* dans A* 
.f lx 1-\ --~) ax 

(A* est fini, avec p-1 éléments); or on sait qu'une application injective d'un 

ensemble fini dans lui-même est bijective. 

Donc- 3 x/ax = 1 donc a est inversible; ·il s'ensuit que l'anneau 
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·est un corps .. 

Notation le corps Z/pZ se note Fp. Il a p éléments. 

Deuxième dérr.onstration ·: ( valable pour tout wmeau principal). 

Soit A un anneau principal ; soit p E A , p j O, (p) premier. 

Théorèm~ : A/(p) est un corps. 

Montrons que si un idéal I contient (p) , on a I = (p) ou I = A. 

En effet; comme l 'an.neau est principal I = (a) aj p car(p) c (a) 

donc soit· a,,.. p (=}(a)= (p)) soit a est inversible(=;. (a)-· A) • 

Donc (p) e$t ur1-idéal maxü1al, au sens de la définition suivante : 

Un idéal I d 1 un anneau con1~utatif A est·maximal si I fo A et s'il 

n 1y a pas d: idéal contena...Y1 .. t I et différent de 1 'anneau A • 

Le théorème à démontrer est une conséquence du résultat général suiva'1t: 

Le guotieht A/I d zu~ a.rineau cor.;mu+:ati f A na~ u.-ri idéd r::aximal I est un corrm. 

Montrons-le: si I est un idJal que.lccnque d'un anneau coœ3utatif A, 

l'application carionique A - A/I établit une c~rrespondance bijective entre les\ 

idéaux de A/I et les idéaux de A contenant I ·• Dire que I est :naxi:1al équivaut 

à dire que dans B = A/I les seuls idéaux sont { o} et B et que B / {o} . Or 

ceci exprime que B est un corps~ 

Exemple S~it k un corps commutatif; on a vu que l'anneau k[X] 

est principaL Soit P E: k[X] un polyY1Ôn:e irréductible. Vidéal (P) est premier, 

donc 1 'anneau quotient k[X]/( P) est un corps., Par exemple 

k = R, P(X) = x2+1, k[X]/(x2+1) est u.~ corps 

c'est le corps des nombres complexes. 
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·est un corps ... 

Not ati 0n le corps Z/pZ se note Fp. Il a p éléments. 

Deuxième démonstration (valable pour tout wmeau principal). 

Soit A un anneau principal ; soit :p € A , p / 0, (p) premier. 
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donc soit· a ,w p (=}(a)= (p)) soit a est inversible (9 (a)-· A) • 

Donc (p) est urL idéal maximal, au sens de la définition suivante : 
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n'y a pas d:idéal contena21t I et différent de l'anneau A. 
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Montrons-le : si I est lU1 idéal que.lccnque d'un anneau cotuautatif A, 

1 'application caYJ.oniqu.e A- A/I 
\ établit une c~rrespondance bijective entre les· 

idéaux de A/I et. les idéaux de A contenant I .. Dire que I est :m1Xi:1al équivaut 

à dire que dans B = A/I les seuls idéaux: sont { 0} et B et que B f { 0} .. Or 

ceci exprime que B est un corps .. 

Exemple s~it k un corps commutatif; on a vu que l'anneau k[X] 

est principaL Soit P € k[X] un polynôœe irréductible. Vidéal (p) est premier, 

donc l'anneau quotient k[XJ/( P) est un corps .. Par exemple 

k = R, P(X) = x2+1, k[X]/(x 2+1) est u.~ corps 

c'est le corps des nombres complexes. 
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D15fini tion n f z est reste quadratique mo:lul ') .P si 

Il ·revie~t au rn&mc dl":! dire que la classe x de n dMS le corps 

F est li.Il ce:i--ré (Le,. est le carré d '·i1...'l él é:nent de 
p Fp). Il est clair que 0 

est un carré ; désormüs, en s: intéress,~ aux carrés -J O • . 
F* ::: F - f O l est un gro·•J.pc pour la multiplication ; il pos~::).d0 p p \ . 

* (p-1) F est é,ridcnj:nent un sou:3- 6roup0 p 

G p c' 8St 1 1 image d s 1: application 
-Ji:· 

u = r? p -----,.) f p 

qui est un cndc1:1orphisne ,~élr (yz) 2 = .2,..2 y O LJ. 

ùt~finie par 2 = X 

- p0u.r p - 2 : le seul élérr.8rlt non nul est 1 et c 1 est U..'1 cerré 

on a G2 = F2 o 

- supp')sons p premier im paj r • 

'If; 2 N = ksr u = {x E fyx = 1} • 

N contient d6jà + 1 et - 1 , q~i sont distincts puisqu~ p / 2. 

N :r.:e conti.:mt pas d'autre é~_érr.1::!'~t : en effet, x2 - 1 est ur. poly-

nôme du sec.end degré à co-2fficien:.s da:1s le corps Fp , d0n~ il a au plus deux 

racines disti~ctsso Directemo~t 1 x 2 - 1 = (x+1)(x-1) ne peut &tre ~ul que si 

l'un des facteuxs est nuln 

Cela dit, l':1cmor:10rphisme u .indi..àt u..11 isor.iorphisme. 

* Gp z FP/N • Donc 

Card ( Gp) = Card ( F; )/ Card ( N) , or card N __ 2 donc 

E~-
* On peut dire que, dans_ ffi' , un élément sur deux est un carré. p 

On veut caractériser simplement ces éléœents. 
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Théorème Soit p un nombre premier impair, et soit 

* Gp le sous-groupe multiplicatif des carrés dans ~p. 
-:t( 

Al ors , pour x E ~p , on a 
p-1 

(x t Gp) (- } X 
2 

= 1 • 

RB.ppels : Dar..s tu1 groupe abélien fini, on appelle ordre d 'u..r1 élér.:ent 

x le cardinal du sous-groupe cycliqu•2 qu: il cn.:_;enclre ; c 'e8t le pl us pcti t des 

entiers n > O tels que tx = 0 (en notation additive), xn = 1 (en notation 

m~ltiplicative). L'ordre est si et seulecient si x est l'~lJment neutre. 

L'ordre d'un (l{I:ent x divise l'ordre du groupe G (ou Card G) 

autrement dit, or. a CCTdG 1 x = 1 pour tout x E G • 

(En effet, l'ordre d iu..--: f:ous- 0 rou_I:,e de G divise 1: crdre de G). 

Da.'1s le cas q_ui nous intf·ressc, G est le groupe multiplicatif 

* Wp • On a donc = 1 

L'application 

un endomorphisme 0 

On a ker v ::> Gu : 
p'"-1 

Par ailleurs, le polynôme x--Z- -

+ 
F définie par p 

= 1} 

car si x = 2 y • alors x 

a au plus P-1 . - racines 2 . 

v(x) = x 

p-1 
2 

p--1 
2 

dans le corps 

donc Card(ker v) 1 Comme ker v::, Gp c-t P-1 Card G~ = 2 - , on conclut 

\ ker v = Gp } 
On a donc caractérisé Gp comrr,e étant le noyau de v ce qui 

prouve le théorème. 

Remarque: pour p premier impair, les 
P-1 

dds carrés sont ceux tels que x~ = - 1 • 

+--
X f fp qu~ ne sont pas 
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p-1 

En effet, pour tout x € f'; , on a x:·2 = ± 1 , puisque 

En résumé, pour u...-ri entier n non divisible par 
p-1 

p ( premier it1pair), 

reste quadratique modulo p) 2 (mod p) est n -p-1 

non reste qu~dratique mod p)~ 2 1 (mod p) est n -
Ex.emnle: chercho~s quand - 1 est reste qu&dratique (mod p) • 

p-1 

La condition est (- 1) 2 = 1 ; elle exprirr.e.que P- 1 est pair, autrement dit 
2 

1 p =' 1 (rr.od 4)] . 
(- 1) est reste qw:.dratique modulo p ; donc 3n/n 2 = - 1 (p) 

n2 + 1 = 0 (p) 

Ceci est précisément le lem:ie que nous avions pour montrer 

que si p· est premier et (mod 4) , p n'est pus pret1ier dans 7.(i) 
p-1 

Calclù de 2 2 (r.10d p), p premier ir.ipair. 

Remarque préli~inaire: 

1) soit n un entier.) n = qp + r 

Cha~ue entier non nul et non divisible par p a un reste unique, donc sa classe 

{mod p) a un représentant unique dans l'intervalle ]o, p[ • Il y a aussi un 

représentant unique dans l'intervalle ] - J? + !:[ 
2 ' 2-

(~ n'est pas entier). 

2) soit n > 0 donné non divisible par p • ·considérons la suite 

des multiples entiers de n n, 2n, 3n, ••• , p-1 -n 
2 

Considérons la suite des P- 1 représentants de ces entiers dans 
2 

- !? 
2 

]t-----+f----'[ p 
0 2· 
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t d · -1- • t · 1- :ai k 'n ( mod p) .. on a k = k ' ( m od p) • Ils so~ · isvinc s, car si .a..u , 

puisque p ne divise pas n , et ceci est impossible si k et k' sont dis-

tincts et dans l'intervalle [t,. ~t]_, car lk-k'I P-1 

• Ces représentants ne sont jamais opposés; ce qui veut dire que 

la somme de deux d • entre eux n' ~st jamais congrue à O (mcd p). En effet kn + k '; 
. . ' 

n'est jamais = O (mod p) , car ceci exigerait k + k' = 0 (mod p); or k + k' 

est dans l'intervalle [1, p-1] • 

y en a 

• , Les valeurs absolues des rep:réüentanta son't donc di.stinctes il 

r;1 ; donc ce. sont exactement les ·entiers ,. 2, P-1 
2 

Chaque entfo!.' 1, 2, ••• , 1 e~t do.ne, S!f.ne près, le représen-

P-1 tant d'un des entiers n, 2n, •··~ Tn. Le problènie qui t>O pose ruaintenant est 

de trouver le signe du représentant. 

.Ainsi 

Soit v le nombre des représentants < 0 1 alors le iirodui t 

(n)(2n) ••• (~n) est congru (mod p) ~) 

(s-Dv 1.2 ••. (?) . 
-P-1 

n 2 ( 1 ) ! - ( - 1 ) v ( r; 1 ) i ( m od p) 

mais (~
1)! n'est pas divisible par p, car aucun des faqteurs de cette fac-

toriel l :~ n'est divisible par p ; on peut alors diviser la congruence ; d"'-

. \ 

n 

p-1 
2 

( mod p) 

Autre interprétbtici: de v : F'"~UJC:3 r;1aintE:na.nt les représentants 

dans ]o, p[ , .. les repre'sentant ... s; qui :_ t!-:..i· r.,·r.t· > , 1 · - , ..... . u Le c .. G.Lc;ent pé.s, ceux qui 

étaient < 0 sont i;ugmentés de p : ce Lnt ccc;.., le 1 'i1- t · .1··,-,.11 e Jî, ··P[ • 
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v est donc le nombre des représentants.qui sont 

prend le~ représentants dans ]o, p( 

p > 2 quand on 

.On applique ceci au cas n = 2. On a la suite 2, 4, ... , P-1 des 
i 

·nombres pairs 2 et , p-1 • Ils sont leurs propres représentants dans ]o, p( • 

V est le nombre de ceux q,,i sont 

nombres. pairs.< Î) . 
> E 

2 
Donc 2v = {p-1) - (le plus grand des 

Or le 'plus grand nombre pair 

parité de P- 1 

E . < es't 
2 1 

P-1 
2 

P-3 
2 

, suivant la 

2 

1er cas: 

2ème cas 

P-1 - est pair. 
2 

2v = (p-1) - (~ 1) 

P- 3 est pair 
2. 

. P-1 
=9 v=T 

( ) ( P-3) · P+1 2v = . P-1 - 2 =;) v = T • 
r.sLSt~ · 

Récapitulons pour que 2 soitYquadratique (mod p), p premier impair, 

il faut et il suffit que v soit pair, c'est-a-dire: \ 

- si p = 1 (mod 4) , il faut et il: suffit que p = 1 (mod 8). 

- si p - 1 (mod 4) , il faut et il suffit que p = - 1 (mod a.). 

En réswné: les p premiers tels que 2 soit reste quadratique mo-

· dulo p sont ceux tels que 

Remarque : 
lè..1 

·en a 2 2 -

2 
L:! 

(-1) 8 

(8) 1· 

(mod p) . 
2 

.P_-1 P-1 En effet, est le produit des deux entiers consécutifs -
4 2 2 

et ~
1 

, dont un seul est pair ; donc P ; 1 est pair si et seulement si ~ 1 .2!l. 
Pt.1· 2 est divisible p_ar 4. 
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Quand un entier est-il so~~e de 2. carrés? 

On a déja résolu ce problème pouT un entier p precier 

2 2 · p=a +b P=2 ou p !! 1 ( 4) . 

On se pose maintenant la question pour un entier n > O quelconque. 

Autrement dit, qu~d n peut-il s'écrire sous la forme N~.x) , a étant un entier 

de Gau.ss ? 

Remarque préU.rnir.aüe : Si n
1 

et n2 s·ont sommes de 2 carrés, alC1rs 

nt 2 e_st somme de 2 carrés (ceci découle de la multiplication de 2 nombres complexes 

S:l. n 1 = N(a:
1

) et n
2 

= n(a) , alors nt
2 

= N(a
1
o:

2
) 

de E. 

Considérons E = {n > 0, n est somme de 2 carrés} • 

E est stable par multiplication. Or nous connaissons déjà des éléments 

les carrés ( E, 

2, les p premiers congrus à 1 (mod 4) € E, 

Théorème : n € E dans la décomposition de n en 

facteurs premiers, les exposants des p == - 1 ( 4) sont pairs • 

. Démonstration: 

Supposons n 2 = a b , où b n'a pas de facteurs premiers 

Il suffit de montrer que b ,est une somme de 2 carrés. Or b èst un produit de 
I 

- I 
nombres premiers dont chacun appartient~ E donc b ( E 

Soit n = a2 + b2 (a~ o , b /= o) . Soit d = (El;,?) 
1 

a = da' ; 

b:: db' avec 
J 
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Soit p un diviseur premier de alors p n'est pas premier 

dans l'anneau Z(i) des entiers de Gauss, car 

or (a', b') = 1 , donc il y a contradiction. 

Les seuls facteurs premiers possibles de a' 2 + b} 2 ' sont ceux qui 

1e sont pas premi;rs dans Z(i); donc ce sont ceux qui ne sont pas = - 1 (mod 4). 

Ainsi tous les p premiers congrus à - 1(4) sont forcément ceux 

1ui figurent dans la déco1!Jposi tion de d 2 en facteurs premiers; leurs exposants 

lont pairs. C.Q.F.D. 

Remarque : Li ensemble { a, b} des entiers. a 0 et b.·~ 0 tels que 

L= n'est pas toujours unique (contrairement à ce qui a lieu iorsque n est 

œemier). 

Exemple 65 = 5 X 1 3 ( 5 =. 4 + 1 , 1 3 = 9 + 4) 

= (2+i)(2-i)(3+2i)(3-2i) 

= [(2+i)(3-2i)] [(2-i)(3+2i)] = (8-i)(8+i) = (64+1) 

= [(2+i)(3+2i)] [(2-ï")(3-2i)] = (4+7i)(4-7i) = (16+49) 

. Digression sur les sommes de. 4 carrés. 

Théorème Tout entier n > 0 s'écrit~sous la forme 
· 2 2 2 2 . 
a + b + c + d , a, b, ~, d ent~ers, o . 

. La démonstration découle de la conjonction des 2 propositions suivantes: 

Proposition l'ensemble F des soIIIŒes de 4. carrés est 

.able pour la multiplication. 

Proposition 2 tout entier premier est somme de 4 carrés. 



- 44 -
Il reste à démontrer ces 2 propositions auparavant, voici quelqueE 

notions sur les auaternions. 

Notes sur le corps des -quaternions. 

Un quaternion est un couple (a,~) avec a ( C et € t 

x: (a, ~)(y, 6) = (ay - f36 f3y + ao) 

où a désigne le nombre conplexe con-jugué de a. On note H l'onneau ainsi défin 

Admettons que la multiplication est associat_ive (le vérifier ! ) : voici comment on 

peut retenir cette formule. D'abord, on a (a, o)(y, o) = (ay, o) , donc on peut id 

tifier l'ensemble des (a, o) au corps t àes nombres complexes. Ensuite on a 

( 0~ 1)(a, o) = ( o, a) ' (a, o)(o, 1) = (o, a) 
Notons j le quaternion ( o, 1) . On a, en identifiant (a:' o) = a. 1 

ja = (o, a) aj = ja • 

JJ.ors (a, ~) s'écrit (a, o) + ( 0, ~) = 0: + jf3 = a + Î3j 
De plus on v0rifie que 

On peut maintenant retrouver la form.1le J.e :: ... :1· 1plication, en utilis, 

l)associativité, e~ la distributivité de la rntùt.ip1.ication FJ' rapport à l'addition 

(a+j~)(y-rjo) = a.y + j~j6 + jrJv + fJ.JÔ t . 

+ /i36 j() y .-= ay + -t- Jilù 

F.n résumé tout quaternion srécrit sous la forffie a+ j~ a ( C 

f C j la règle de mul tïplication est donnée par les règles de calcul 

.2 -
J = - 1 ' j~ = ~j 
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joint~s à l'associativité de la multiplication, et la distributivité de la multipli~ 

!ation par rapport à l'addition. 

Remarque : la· correspondance a + j~ (a, ~) identifie H à (l x t 

!omme espace vectoriel à droite sur t '(espace de dimension d~ux sur t). En revan-

!he, le produit de a+ j~ à gauche par y€ C est ya - jy~ . 
a est un t-eepace vectoriel à droite, de base {1, j} 

:1, i 2 j, ji) forment une base de H sur les réels. 

On pose 

Opérations sur la ffi.-base ( 1, i, j, k) 

.2 .2 k2 
J. = J = = - (verification facile). 

ij = - ji = k, jk = - kj = i , ki = - ik = j (le vérifier). 

Centre de H: si un quaternion x + yi + zj + tk commute avec tout 

1uaternion, alors y= z = t = 0 (écrire qu'il commute avec i , avec j, et avec k). 

~e centre de H se compose des "qui.:.ternions réels" : on 1 1 identifie à ft 

Jl1 a 

Conjugué d 1 un guaternion. 

(x + yi + zj + tk) = x - yi - zj - tk 

En employant 1 1 autre écriture 

Propriété fondamentale: soit u =a+ j~. On définit N(u) = urr. 

N(u) = (a+j~)-(a+j~) (a+j~)(ëi-j~) = a:ëî + ~P + j(~a-a~) 

(a+j~)(a:+j~) = aà + = nombre réel O 

a_= = 0 
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Ainsl.. si· on note u J.e con.iugué d'un quaternion u , on a . , - ., 

N(u) = uu = uu = N(u) 0 et si ut O on a uü > 0. 

Les quaternions forment un corps(non commutatif). 

En effet, si u ! O , uu =a> O commute avec tout quaternion, donc 

u(1ü) == 
a 

!( uü) = 1 ·, 
a 

et par suite u est inversible, son inverse étant 1--u. 
a 

Exercice: vérifier les formules; u et v étant 2 quaternions 

-· U+V=U+V UV = V. U N(uv) = N(u).N(v) 

(noter que N(uv) = uvvÜ = (vv)uü] 

Le problème qui nous préoccupait avant la pa1·enthèse sur les quater-

nions était de montrer que tout n > O s'écrit sous forme de 4 carrés. 

Or (a+bi+cj+dk)(a-bi-cj-dk) = a2 + b2 + c2 + d2 

Dans le cas où a, b, c, d sont des entiers naturels ( ( 2) c'est-

à-dire où a et~ sont des entiers de Gauss (E 2(i)) alors : 

uù = N(u) = a~+ b2 + c2 + d2 = I: 4 carrés. 

Ainsi, pour qu'un entier soit somme de 4 ca.rréD il faut et il suffit 

qu'il soit égal à la norme N(u) d_'un quaterni·on u J.A ou'· t A =Q'.r t,JI ae tJ sont des. 

entiers de Gauss ( un tel .ti s'appelle un quaternion entier). 

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition ,1 énoncée plus haut 

Si deux entiers net n' sont des sommes de 4 carrés, alors leur 

pr od ui t aussi 0 

En effet, si n = N(u) n' = N(u•) , on a nn' = N(u~•) or le pro-

duit de deux quaternions entiers est un quaternion entier. 



- 47 -

Remara,;e : soit . 2 2 ,2 ,2 . 
nt a X 1 + X t + X + X4 • 1 2 3 

fournira explicitement des entiers 

On va mainten_ant prouver la proposition 2 anno~8ée plus haut 

T~ut entier prerr:ier· p est la norme d'un quaternion entier 

Avant de com:1encer la dérr.çnstrati0n, corr.n:ençc~s par des exenples 

2=1+1+0+0 

5= +4+0+0 

3=1+1+1+0 

7 = 1 + 1 1 + 4 

.Soit donc p premier, en général. On peut supposer p i~pair, car 

la proposition à démontrer est vraie pour p = 2. 

Ler:'~e . scit p '..;J1 nombre pr~mier ü:pair il existe des " 

entiers X ( z et y ( z :> X 0 ' y >,, 0 tels que 

1 2 2 =-0 (mod p) 1 2 2 < p2. + X + y + X + y 

Dé~ons~r~:i0n; On d~nne à x et y respectivewent toutes 

les valeurs entières de 0 à ~ 1 
o Alors x2 prend ~ 1 valeurs distir..ctes modulo 

p, car (x· ) 2 --.(x )2 = (x -x )(x +x) n'est pas - O (nod p) si x
1 

1 x
2

• 
1 -1 1 2 1 2 F 

De même:, y
2 

prend ~..: •.ralew.ct dist.ir..:,~·E=s re0d p.; et par sui te 
-

prend J)+1 

2 .:.. vale,.J.rs distinctes mod p • 

Les valsurs prises par 

tinctes mod pP car il y en a p+-1 • 

.Donc ](x.,y) tel que 

2 
X 

Pl 1 + X 
2 + y 

2 - '•. 2 , 2 (P-1 )2 = (p-1 / . On a X + y_ ,, 
2 2 · 

1 2 2 ( p-1)2 p2 + X·+ y 1 -+ - <--2 2 

ne ~ont pas toutes dis-

2 
0 ,$. X f P-1 P-1 o.~ Y~ 2 

, 
2 

• 



Recherche des e~tiers de Q(fd). 

x2 2a.x + (a 2 - d b2) est à coefficients entiers 

(Pour b = O, ceci exprime bien que 
a € z) .• 

{
4a

2
,.,t z J ==-} 

4(a~_- d b2 ) = 0 (mod 4) 

d {2b )2 € Z • 

Posons b' = 2b. 

Montrons d b 1 2 E Z b' E 2 

en effet 

0-.n veut de 

les facteurs premiers de sont da..~s d et 

y apparaissent avec un exposant pair,ce qui implique 

contradiction s'il y en a. 

Donc n'a pas de facteur premier et=;} = + 1 ==;} 

D'où t € 2 t = avec U et V € z • V 2b € 2 b = -2 

- d b2 € 
, . 

2 •,.,, ... 
plus : a z ' soit : 

2 . 2 . ( 2 - 2) u - d v = 4 a -d b = 0 Cherchons ces couples u, v. 

1er cas u pair u2 
- dv2 ::: 0 (mod 4) dv 2 = 0 (mod 4) 

comme d est sans facteur carré, v doit étre pair. Donc a et b ( z. 
2ème cas : u im-cair il faut v impair, d'où 

. t22 1 _ ( __ 4)_ 
-; u

2 
- dv 2 --s 1 - d , d'où d = 1 (m'od 4). 

V 2 1 ( 4) 

Réciproquement, si d = 1 (mod 4), u et v impairs, one u2-dv 2 = O 

(.mod 4). Résumons 



Théorème: Les entiers.de Q(fd) sont lea suivants 

• si d s 2 ou 3 (mod 4): ce sont les nombres a+ bfd, 

où a et b € 2 ; 
. 

• si d E 1 (mod 4) : ce sont les nombres a+ bfd , où 
1 

2a, 2b et a+ b € Z. 

· L'ensemble des entiers de Q(fd) est un 2-module qui a une base 

{

(1, fd) si d.e 2 o~· 3(ruod 4) 

( 1, .· 1+f d) si d s 1 (mod 4) o 
2 ' ....... 

C'est donc un module libre. [Un module est comme .un e.v., eauf que 

les coefficients ne sont pas nécessairement dons un c_orps ·: ici les coefficients sont 
. 
dans z] • 

. 1er cas, 

Les entiers de c(fd) forment un sous-mmee.u noté z(fd) dans le 

z(~) da.~s le st~ond. Il suffit de vérifier ce que donne le produit sur 
-2 

les éléments de base: x 'fd = °(d P '{dofd = d et -d-1 
T 

est bien entier, puisque d s 1 (mod 4). 

Exemples : • d c: - 1 a=) d E "3 ( 4) 

Les entiers sont a+ bi avec a et b € Z. On retrouve l'anneau des entiers de 

Gauss. 

• d = 2 d = 2 (4) 

Les entiers sont les a+ bf2 , avec a et b € z. 

Les entiers sont les 

• d :: ·- 3 d ::r 1 

a + b~1+i:iz). ' 
. , ~· ~:.:. -

Notion de ncrme: x € ~(fd) 9 x =a+ bfd avec a et b E Q. 

Norrr.e de x = N(x) = a2 - db2 ·~ (a+bfd)(a-bfd) t Q • 



N(xy) a N(x) N(y) 

N(x) a O <P) X = 0 

N( 1) == 1 • 
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La. norme d •un entier est un entier ( on a vu .en effet que 

a2 - db2 € z $i a+ bfd est èntier). 

Recherche des élérrmîts inïrersibles de 1 1 e..."1.neau des entiers de Q('{d) 

xy = 1 =-9 N(x) N(y) = 1 

entier N(x) € 2 =} rx) = :!: X 

entier N(y) t z !J(y) a :!: 1 y 

Donc ·x :u a+ bfd doit ~tre un entier de norme :!: 1 • Récipro~uement, si u..vi entier 

a+ bfd est tel que N(a + bfd) =(a+ bfd) (a - bfd) = € = ! 1 , alors 

Ainsi 

a+ bfd a pour inverse c(a - bfd) , qui est un autre entic 

Théorème: soit x un entier de Q(fd); x est inversible 

da.rif3 1 1 anneau des entiers N(x) = :!: 

.. Les éléments inversibles de l'anneau des entiers s'appellent les 

unités du corps Q(fd) • 

Théorème les unitée forment un groupe pour la multipli-

cation. 

Démonstration g 1 est une uni té , vé:dfier que 1 i inverse 

d'une u..~ité est une unité, le produit de deux unités est une unité~ 
'-N( ex) = N(.:~ · 

. • o; ·est une uni té a::::), - a est une \mi té ca:rV LEE uni tés ex telle 
. forment un sous-groupe du groupe multiplicatif des unités ce sous-

groupe est soit toutt soit d'i.ndice 2 (on verra. des exemples plus loin). 
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Recherche du·groupe des unit0s de z(~) , pour = "{d ou 1+fd 
2 . . . . 

(suivant que a.= 2, 3 ou d = 1 (mod 4)) .. 

(1) .Cas d'un corps quadratique imaginaire (d < o). Posons 

d - d 1 ; N(a+ibfd~ = a2 + d 1 b2 

•· d .=. 2 ou 3 ~mod 4! (d 1 =.. 1 ou 2 (mod 4) 

· Ü3-et b € 2 

On cherche a et b € z tels que a2 + d 1 b2 = 1 

• si d 1 2, a2 + d 1 b
2 

~- 1 . fa=:!: 
lb= 0 

Il y a 2 unités:! 1 

si d' = 1 , a2 + b2 = ~ta=±_ _ou 
b = 0 

ta= 0 

b = t 
•· 

1 

Il y .a 4 unités 
± 1 , ± ~'ët. 

• 

.. d = 1 (mod 4) =J d' = 3 (mod 4) 

a=~, b = ~P u+v - 0 (mod 2) =9' 

d' > 0 et d' - 3 (mod t) 
u2 •'· d •v2 = 4 

- -
a

2 + d 1 b2 = 1 Û + v = 0 (mod 2) 

: • si d ' > 3 =} · d ' 7 puisque d ' - 3 ( mod 4) 
. . 

=} (~ = 0 · 
9 

fa = ± 1 

iu=:2 h=o l l 

~l y a 2 unités + 

• si d' r 2 
4 f u = :t r=U = 3~ :++v3: = 

; 

jv = ! 
ou 

0 (mod 2) 1 V=· Û 
L l., 

Il y a six unités, qui 
.·.;,.1· 

! 1 ! if.3 sont les raci:i.es sixièmes de 1 dans V : + 1 et - . 2 .'t 

(2) Cas oh· d > 0. 

Traitons d'abord un exemple d = 2,. 

w = + f2 est une uni té, car N(w) = 1 - 2 = '- 1. 

Lemme w est la plus petite des ·unités a> • 



t 
D 

_ 58 _ 

équivaut à -1 

' 
-1 et aussi à. En. effet 0: w 0: w· ' 

... , 
w i 

LV v{ -1 -1 (exercice ! ) a - a: ~w-w • 

On -1 = 1 + f2 - _(f2 1) 2 Il suffit donc de montrer a w - w • 

.. que .a: - pou.r toute unité a: > 1 o Soit 

a: = a + bf2 

+ je dj.s que e. > O , b > O ; en effet o: eet le plus é_:a.,.'1.d des 4 nombres - cc 

:t c.<-1 , qui sont : 

+ a+ - - bf2 • 

-1 = :t ( a-bf2) suiva.ri.t 2 2b 2 a± 1 On a a: ' que a - D'où 

-1 2bf2 ou 2a ex - a ..... , 
et oom!lle a~ 1 , b 1 , .ceci est 2 o C.Q.F.D. 

Théo-rèm9 Les tm:i.tés de 1 'a .. ~ne8.U z(y-2) sont les nom-

n 
. .PJ.:B,ê_ ± W 

]2,~rr:onstrA.tion: tous ces nombres sont des unités, puisque 

sont des·u..~ités~ ainsi que les puissances n 
w (n entier? o) et leurs inversE 

Ïl reste à montrer _guï.l n'y a pas d O autre uni.té, T1 suffit de montrer que toute 

unité a> O est de la forme n w • Considérons, sur la demi-droite réelle positive, 

la sui te 

-rait un. 

(i.nfinie dans les deux sens) des n 
w 

1 1 l 
0 -2 -1 0 

w w = w 

Si a était distinct de tous les 

n € 2 tel que 

n < a: < n+1 (n )-w w 

1 , 
1 
2 w w 

points de cette suite, il existe-

0 ou < o) • 
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Alors 1 < aw-~ < w , et comme aw-n est une unité, on trouve 

une contradiction avec le lemme. Le théorème est démontré. 

Remarque importante: la recherche des unités de 2(f2) est colle 

des solutions entières de l'équation lx2 -- 2Y21 = 1 • L'unité w = 1 + i{2 est une 

solution de x2 - 2Y2 = - 1 ·• La propriété mul tiplica.tive d.e la norme montre que 

Les solutions entières de x2 - 2y2 = + sont- x + y'(2 = ! w2n 

Les solutions entières de 

avec · w = 1 + f2 

.cas p;énér al ; 

= - sont X+ Y'{2 + 2n+1 = w 

Th4orèrr1e . d > O saris facteur carré ... Le groupe mul tipli-

catif des unités de l'an~eau des entiers du corps Q(fd) 

se compose des éléments 

la pl us petite uni té > 

+ n w 

w est appelée mü té fonda:nentaJe o 

n ( Z où w > 1 est 

Démonstration : Ce qui est difficile~ c-' de montrer q_u' i: 

existe effectivement des unités autres que ! 1 • Nous 1we1~~ttrons (cela réstùte, en 

_fait, d'un théorème trè.s général, le "théorème de Dedekind" voir le chapitre 4 du 
.. . . . . 

livre de Samuel). 

Supposons donc quijon ait prouvé qu 2 il y a des unités a 1 ! 1 ; alors 

l'un des quatre nombres distimits a + -1 , . - a est > 1 • Donc il existe des uni-

tés > 1 • On va montrer: l~ensemble U (n~n vide) des unités a> 1 poss~de \L~ 

plus ~etit élément. Sinon, il existerait une suite strictement décroissante 

a 1 > o: 2 > o • .. > o:n > .. .. c • 

d'unités t·ou~es > 1 • Cette suite aurait une lir:dte 9 1 • 
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Alors lim · 
n .-+ oo 

est une uni té. > et toute uni té > , sati=;cft 

En ef~et,_ ~=:a+ bfd (2a et 2b entiersg. a+b entic:-)., avec 

a et b sont > 0 .., 
1 donc >, - , et "/ 2 

- ~- 1 = 2a ou 2bfd 1 

Donc (racine > de l'équation x2 - x-- 1 ~·o), _et pE 

suite , c~ ~ui contredit(*) • 

Soit alors w > 1 le plus petit élément de l'ensemble U ·• On mont 

(comme da.na le cas d = 2) g que toute tmi tia est de la forma- ! wn • 

entiers 

entière 

ci ai l~(w) = + 1 : \ln 1 N(! wn) =. 1 o En particulier. l'équation en 

2 2 n 9 a pas p.e solution. X - dy ::: .,j 1 

si 1 I \ 1 =), t(~) = + ~> + 
0 hw1 :.: - a= -

N(~) = - 1·M a m :t 

2n 
w J n ( Z 

2n+1 E w J n- Z. 

- Ex6ID,,~~-L .. d = 3 1 ~équation x2 - 3y2 = - 1 n'a pas de solution 

en effet x 2 - 3y2 
= - (mod 3) 

0 

absurde Ca!': 

(mod-3) 

Ainsi, pour d = 3 g. on a N(w) = +-1 En fait , on a \w = 2 + f 3 \ 

Car w est bien une u..~ité ; et si J.. • +-j a es"" u.r1.e uru. "'e > 1 , on a a-=. a + bf3. ave( 

a et b entiers> 0, d'où 

}'roblème : si a. 1 ·- (mod 4), w est-elle è. coeffic.:i.ents entiers 

si oui, toutes ses puissances aussi; par exemple, pour d --~7: 
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u 

si a +·b'{17 est une unité, on a nécessairement a, b € Z; en effet, ~i u = 2 

2 17V2 = + 4 car on a 
V entiers impairs, il est impossible que u - , 

b = - U et V 
2 2 

(mod 4), d'où 2 - et (mod 8) et 
U=! (mod 4), V=+ 1 u = 1 V - , 

- -
2 17V2 = - (mod a). Dans ce cas (d::; 17), si (l = a + b'{17 cnt une 

u - 16 = 0 

unité 
2 17b

2 :!: 1 16 donc a~ 4 et .) '1 , on a a = , 
-1 2a ou 2b'{17 , donc ~8 a-a = • 

Il s'ensuit que w = 4 + '{17 est la plus petite unité > 1 , car 

-1 w - w = a • 
• si. non 

2 dy 2 
= (x+l) - (x et y entiers) 

2 4 

y y w = x+::+-Jd , y ir.ipair. 
2 2 

2 +2c+dy
2 

+ y( 2x+y) ,rd n'est pas à coefficients 
w 2 2 1 

entiers. 
·.a: d 2 3 d 2 
..1 ( ) c+ :l - c+ Y w = 2x+y - 2·- + YVd 2 

est à coefficients 

entiers. 

Alors les solutions entières de x2 - dy 2 _ + sont + 3n w 

· 
1 

·,' en outre· N·(w) =-1 , les solutions er.tières de x2 - dy 2 = sont + w6n 

Exemple: traiter te cas d = 5 • 
~•••----•--•,o•--------•---• M•-•---.............. ,.' 

Divisibilité dans l'anneau A des f:!ntiers de ~(fcI). 

Rappelons que J A = (fd} si 
l A = ( 1 +'{d) si 

. ' 2 

d == 2 ou = 3 
d 1 (mod 4) • 

Il sera toujours sous-entendu que d est sans facteur carré. ---r---

(::iod 4), 

On va d'abord donner une condition suffisante pour que l'ruu1eau A 

soit principal · (donc factoriel). 

si 
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Définition .Q.!l dit que A possède division eucUdienr 1e ai, 

pour tout a f o de A, et pour tout t (A, il existe n € A et P ( A 

tels que 

= O:T) + p , fN(p)f < IN(o:)I ., 

... 

Pour cela, il faut et il suffit que pour tout C € ~('{cl), il existe o: ( A tel 

que fN(C-o:)f. < 1 (le lecteur est prié de le prouver). 

Proposition 1.- Si A possède une division euclidienne, A est un 

anneau principal. 

La démonstration est analogue à celle dvnnée pour l'anneau des entiors 

de Gauss (d = -1). Soit I un idéal de A; si I = {o}, I est principal. Si 

If {o}, l'ensemble des fN(o:)I, où a parcourt l'ensemble des éléments non nuls 

de I , est un ensemble d'éléments > 0 de ; il possède donc un plu3 pi; ti t 

élément. Soit o: € I tel que f N(o:) 1 ait cette valeur minimum ; pour tout t € I, 

on a = o:n + p, ri E A, p € A, fN(p)f < fN(o:)f. Comme p ( I, on conclut, d'après 

le choix de o: , que p = O • Donc tout t € I est div.iaible par o: , et I est 

l'idéal principal engendré par o:. 

C.Q.F.D. 

Exemples d'entiers d pour lesquels l'anneau A dea entiers de 

~(fd) possède une division euclidienne : 

d = -1, -2, -3, - 7, -11, 

d = 2, 3, 5, 6, 7, 

(Pour la démonstration, cf. le livre de Hardy· et Wright). Bornons-nous à faire ici 

la démonstration pour les valeurs suivantes de d ·: -1, -2, -3, - 7, -11, 2 et 3. 

Le cas d -1 a déjà été traité (entiers de Gauss). 

Cas où d = -2 : les entiers sont les a+ibf2 , avec a € , b ( 1l • 

Il s'agit de montrer que si x et y€~ 1 il existe a et b € 7Z tels que 

(x-a) 2 + 2(y-b) 2 < 1 • 
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Or il existe évidemment a et b ( 2Z tels que 

lx-al 1/2 , ly-bj 1/2, 

ce qui entraîne (x-a) 2 + 2(y-b)
2 3/4 • C.Q.F.D. 

Al d = 1 (mod 4), et les t•ntiers cas où d = - 3 , - 7 ou - 11 • ors 

correspondent aux couples (a,b) du réseau suivant: on réunit l'cn~cmble 

des points du plan à coordonnées entiè~es et y 
2 

son translaté par ( 1 /2, 1 /2) : 
1 

0 

Si (x,y) € x , on voit qu'H existe un (a,b) 

/~ 

' 
:,{ " )( )( 

' ' 

)(. ,. )(. -;.. 
-

A. 

2 3 4 
du réGeau tel quo IY-bl 1/4 

puis, ayant choisi b , on peut choisir ëJ. d,. façon que lx-al 1/2, le point 

(a,b) étant toujours dans le réseau. Alors N(a+hfct) = (x-&)
2 

+ d' (y-b)2 , avoc 

1 d' . 
d' =·-d , donc N(a+h(<f) -~ 4 + Î6 , et ceci est bien < ni d' est l'un deR 

entiers 3, 7 et 11. C.Q.F.D. 

Cas oil d = 2 ou 3 : les entiers sont les a+b'{a. , &vec a· et b ( • 

----Etant donnés x et y € , il existe a et b ( tels que 

lx-al < 1/2, ly-b) 1/2, d'où: 

IN(x-a + (y-b)1{a)j = 1 (x-a}2 - d(y-b) 21 sup((x-a) 2 , d(y-b)2) 

or (x-a) 2 1/4, et d(y-b) 2 3/4 si d = 2 ou 3 , d'où 

1 N(x-a + (y-b)lfcI) 1 < 1 • C.Q.F.D. 

Remarque: la proposition 1 dit que l'existence d'une division eucli-

., dienne est suffisante pour que A soit principal ; mais cette condition n I est pas 
~. 
nécessaire (cf, Hardy-Wright). De plu,s, on peut prou~flr que si A est factoriel, 

alors A' est principal. 

Désormais, nous allons développer une tht.. orie de la divisibilité d11ris 

l'anneau A dans le cas général (sans supposer que A soit factoriel). 

Proposition 2.- L'anneau A satisfait h l'axiome (cf. page 16) 

En effet, s'il existait une suite stricteinent croissante d'idéaux 
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(a), la suite des entiers n 

ce qui est absurde. 

.. 
serait strictement décroissante, 

corollaire: tout élément non nul de A s'écrit comme produit d'une 

famille finie d'éléments irréductibles de A (cf. page 16, théorème 3). 

Mais attention: si A n'est pas factoriel, cette décomposition n'est 

pas unique (même à des facteurs inversibles près). On en verra un exemple dans un 

instant. 

Proposi tfon 3 .. - Si a € A , et si J N(a) f est > 1 et 11' est pas de 

la forme jN(~)/ .jN(y)f, avec f. A, y (A, f N(~)f > 1, JN(y)f > 1 , alors 

a est irréductible dans A. 

C'est évident. 

C0rollaire : si l'entier N(a) est promier dans , a eat ~-

ductible. 

Proposition 4.- .~,oit p _P,;remier !!l • Alors : 

(p· est ir1·éductible dans A) (p n I r:1s t pas do la form1) I N(a) 1, avec a ( A). 

témon.stration : si p == j N(a) f = ± a a a. o t a sont non-inver-

sibles, donc p n'est pas irréductible dans A. 

Inversement, si p = a f3 , a et f3 non-inversibles dans A , on a 

p
2 = N(p) = N(a).N(~), et 

N(a) = p 

comme N(a) et so~t des entiers > 1 , on conclut 

de la forme 

Exemple 

a2+5b2 
d ::: 5.- Soit A = (i 1(5'). Les entiers 2 et 3 ne sont pas 

( a € , b € 7Z ) , car a
2 

+ 5b 2 0 , 1 ou -1 ( mod 5) • Donc 

2 et 3 sont irréductibles dans A. D'autre part, 

a= 1 + i1{15 est irréductible, puisque N(a) = 6 n'est pas le pro-

duit de normes de deux éléments non-inversibles de A (cf. prop. 3). Ix>nc 6 

s'écrit de deux manières comme produit d'éléments irréductibles: 
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6 = 2 .3, 6 = ( 1+if5)( 1-if5); 

et les idéaux (2), (3), ( 1+ï'(5), ( 1-ï'{5) sont distincts. {puisque leurs normen 

sont distinctes). Il s I ensuit que 1 1 axiome ex est pour l'anneau (if;), 

qui n'est donc~ factoriel. 

Etude des classes d'idéaux principaux dans A.- Elles sont a priori 

de deux sortes 

(i) les classes des entiers n € ; 

(ii) les classes (a), où a ( A· n'est pas équivalent à un élé-

ment de tZ • 

On se propose de chercher quand un idéal principal (a) est premier , 

Commençons par le cas où l'idéal (a) est de la aorte (ii). 

Théorème 1.- Soit a€ A, a f O, a non équivalent à un élément 

de ?Z , Alors 

(a est premier dans A) ( 1 N(a) 1 est premier dans Zl ) 

I:êmonstration supposons a premier dans A, et montrons que 

IN(a)I est premier dans. Zl. A priori, on a ± a à= P1P2·••Pn, produit de 

facteurs premiers de ?Z (distincts ou non). Si a est premier dans A, a 

divise l'un des Pi, par exemple p1 ; d'où p1 = a~ , avec non-inversible 
1 1 

. (puisque· a • par hypothèse, n'est pas équivalent à un élément de ~). Prenons 

les normes .: .. 

d'où l'on conclut comme plus haut 

C.Q.F.D. 
Montrons inversement que si J N( ) j · eEtt · d ,.,, 1 . a ·:premie~i;-ans , .a ors 

ex est premier dans A • Supposon~-~à.one..,. 1 N(a) I ·= p (premier dans ) ·; alorà 

p appartient à l'idéal aA engendré par a.· L'anneau quotient --~; 
A/aA est un'• 
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vrai quotient de A/pA. Or A s'écrit· comme un quotient 

?l [X]/(P), 

où (P) désigne l'idéal principal engendré par le polynôme minimal P de 

fëf (resp. de 1~'(cr), suivant la congruence de d (mod 4). Il s•em,uit que 

A/pA s'identifie au quotient ·de l'algèbre des l)Olynômea. JFP[xt .. (à_ .. c.oefficfonts 

dans le corps lF des entiers mod p) par l'idéal, noté encore ( P), engondr<f 
p 

par le polynôme p (considéré comme ayant ses coefficients dans 1F ).· Comme p 

p est un polynôme de degré 2, un vrai quotient de 1F [x]/(P) eet nôclHHrniro:nor.t p 

de la forme 1F [x]/(Q), où Q est un facteur i2., der-;ré .1!_1l de P • Un tel poly-
P 

nôme Q est irréductible (donc premier) dans l'anneau principal }, (x], ·ut p:ril' p :·1 . 

.suite le quotient est intègre il est d I ailleurs isomornhe È1 F • Ainsi li A/aA .. p 

est un corps, ce qui implique que 1 1 idéal engendré· par a est prernie.r. 

Demandons-nous maintenant quand un p premier dans engtmdre .; un 

idéal premier de A. 

Lemme.- Pour que p € 2Z , premier dans 2Z ,. soit ·non premior dan:~ A·, 

il fa~,~ et il suffit qu'il existe un a€ A, non nul, tel·qu~ 
"<-::-, 

non-divis~ble par p, mais N(a) soit divisible par p. 

· Nznonstration : la condition est suffisante, car si p est premier : .. 

dans A et divise a a, p divise a ou a • Montrons que la condition 

-:._est nécessaire : supposons qu'on ait aj3 = 0 (mod p), a :f. O (mod p), y; o. (inod. J>) ·.; 

alors, . en prenant les normes, on trouve . que N( ar1 N(~) '= 0 (mod p)' donc l'un des . 

• entiers · N(a) ·. et N(j3) est divisible par p 

Ce lemme étant prouvé, nous allons mon·tr«~r le : 

. Théorème 2 ·.- Pour qu I un ent1· er · '· · · d p prerllQ!_ 1m pair ans A eoit 
,l.) .. 

' .. >i:i.6·11· pr~iÙ~r::dàns A , il faut et il suffit que d reste guadratig·'.le 

(mod ··p), 
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Pour la démonstration, distineuons deux cas: 

P.nemier .2..ê1!. :. d i 1 (mod ,4,) .• S'il existe a = x+yfa , x € , Y ( , 

x -21!. y non divisibl!e: R8.lr p , tels qµe x.:2--dy2 = Q, (mod p), alors Y n'ent 

pas divisible par p (sinon x le serait aussi) ; donc, da..~s le corps 1F , p 

la classe de y (notée encore y} est non nulle, et pur suite a Wl inverse. 

Si on calcule dans lF , on peut donc écrire p 

(x/y) 2 = d 

ce qui prouve que d est reste quadra.tique (mod p). Réciproquement, s I il existe 

x E tel que x2-d = O (mod p), alors a= x + fa n'est pas divisible par p, 

tandis que N(a) l'est, donc p n'est pus premier dans A. 

Touxième -2!!-..~ : d = 1 (mod 4). Pour que p noit non-premier dans A , 

il faut et il suffit (d'aprè3 le lemme ci-dessus, et la caract6risation des en-

tiers de ~(fd)) qu'il existe deux entiers x et y (~,do même p&rité, non 

tous deux divisibles par p, tel3 que x2-dy 2 = 0 (mod 4p). Utilisons ici 1 1hy-

pothèse p /. 2 ; en calculant dans JF. , ceci s'écrit p 

il s'ensuit que y/2 /. 0 dans F , d 1où p 
') 

(x/y)~ = d, ce qui montre que 

est reste quadratique (mod p). Réciproquement, s'il existe x ( tel que 

x2-d = 0 (mod p), alors a= x+"(cf est Wl élément de A non divisible par 

d 

p ' 

mais N(a) est divisible par p ; donc p est non-premier dans A • Ceci achève 

de prouver le théorème 2. 

Corollaire : s'il existe un p premier impair tel que 

) d soit reste quadratique (mod p) ) 

lp ne soit J2§-..ê. de la forme fN(a)f (avec a€ A), 

alors l'anneau A n'est~ factoriel. 

(En effet, p est irréductible dans A d'après la prop. 4, mais n'est 

pas premier dans A d'après le th. 2). 
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Exemples: d = 10, p = 3 "(10 est évidemment reste quadratique 

mod 3 ; il est impossible que l'on ait des en tfors x et Y € Zl tels que 

x2-10 y 2 = ± 3, car le premier membre est congru à O, 1 ou -1. (mod 5), tandis 

que le ·second membre est congru à .t 2 (mod 5)). En conséquence, l'anneau 

Zl ("{îo) n'est factoriel. 

Le théorème 2 permet de reconnaître quand un entier premier p impair 

est premier dans A. Reste le cas où p = 2 ; ce cas est l'~€'lé par le : 

Théorème 2 b~.- gue 2 premier irn A , .ll. et i!. suffit 

que d = 5 (mod 8). 
D3monstration si di 1 (mod 4), 2 n'est pas premier dans A, 

car 2 divise d~-d = (d-fd) (d+fa), mais 2 ne divise ni d-fa ni d+'(cf 

(d'après la forme de~ éléments de A). 

Si d: 1 (mod 4), la condition nécessaire et suffisante pour que 2 

soit non-premier dans A est (d'après le lemme ci-dessus) qu'il existe x et 

y€ Zl impairs tels que, si l'on pose 

"~ !!~Îè I l& norme N(a) ~oit divisible par 2, Ceci ex~~ima que 

x2
.c1y

2 • o (mod a). Une telle co~dition implique 1•d ii o (mode), ear on A 

x2 1 et 12 • 1 (mod 8), puiequo x et y sont impaire. Réciproquement, 

si d • (mod 8), il suffit de prendre x • 1 , y a 1 , donc 2 est non premier 

·· dans A 

Il résulte alors de l'examen des cas ci-dessus que la condition néces-

saire et suffisante pour que 2 soit non-premier dans A est que : 

d !!: 1 (mod 4), ou bien d = 1 (mod 8). 

Par passage au complémentaire, la condition d = 5 {mod 8) est nécessaire et suf-

fisante pour que 2 soit premier dans A. 

'. C.Q.F.D, 
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Voidiiune application du théorème 2 bis : si di- 5. (~od. 8): ot si 

2 n'est pas de la forme JN(a)f, avec a€ A, alors l'anneau A des entiers de 

~('(<I) n'est~ factoriel (démonstration analogue à celle du corollairo du th. 2)~ 

Exemple: supposons d < 0, et posons d = -d' ; si d' t- 3 (mod 8), la seule 

-possibilité pour que 2 soit_de la forme a a est que d' = 2 ou d' 7 • Donc 
,4,tJ 

& d' > 0 est i 3 (mod 8) tl distinct 2 tl 7 , l'anneau den 

de ~(i1{ëfî) n'est~ factoriel (c'est le cas pour d' = 5 , 6, 10, 13, 14, 15, 

17, etc ••.• ) • 

Exercices.- En application des théorèmes 2 et 2 bis, aüwi que la 

"loi de réciprocité quadratique" (voir plus loin, p. 103), ca.ructérfocr lon p 

premiers de qui ne sont pas prernic1·s dans 1 1 anneau A dos en tiern ùu cor p:-; 

~(fd), dans chacun des cas suivants 

Cas Oll d = 2 : ce sont p = 2 et les p-=-+ - - 1 (mod 8) ; CO nont 

aussi ceux qui sont de la forme J'.a2-2ll (a E ~. b E ~) [ utilüwr lu prop. 4 
et le fa.it que A est factoriel]. 

Cas où d = -3 : ce sont p = 3 et les p = 1 (mod 3) ce sont au::rni 

les p de la forme 2 2 a +ab+b (a € 7l , b € 7l ) • 

Cas où d = 5 : ce sont p = 5 et les p=::..!'1 (mod 5) ; en admettant 
que 1 1 anneau ~- ( 1+1{5) 

2 
est factoriel, montrer que ce sont aussi los p de la forme 

a2+ab-b 2 (a € , b € ~). 
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Compléments: 
= 
Que peut-on dire quand l'a.ri.neau A des entiers:du corps 

d P. S.ANUEL. r::on.t1cn.:.i 
? Pour cette question et d'autres, voir le livre e 

pas principal . d. t. s , 
icX- simplement quelques in ica ion • A On appelle idéal frncti o;11-HlirB 

Soit K le corps des fractions de • 

' toute partie .. I c K telle que : 

1 o (x € I et y ( I) =9 x+y ( I 

20 x E: I et a ( A ;> ax E: I , 

30 )a E A (a-/- o) tel que aI c: A 

(les conditions 1° et 2° expriment que I est un A-module ; la condi tton 3c 

toutes les fractions qui ~·-pparti,m-exprime qu, il existe 1m dénominateur commun pour , ,. 

nent à I). 

Deux idéaux fractionnaires I et J sont éguive.1P.nts s'il existe· 

k € K (k,# o) tel que J = kI • On notera que les idéaux principa~. sont C.û\.\.X 

· · qui sont équivalents à A On peut démontrer le 

Théorème : il n'y a qu'un nombre fini de classes d r_équi-

valence d'idéaux fractionnaires. (Di:r-~ qu'il y a. une eeule 

classe, c'est dire que l'anneau est principal). 

On définit une multiplication dans l'ensemble des idéaux fractionnai-

res si I et J sont deux tels idéaux, IJ est l 'ideal engendré par lea produits 

xy, où x € I, y€ J. L'idéal (1) = A est élément neutre pour cette multiplication 

On démontre :·_··si, I ; l o} , I possède un invers~ : :c'est un idtGal 
i 

J te:t que 
(;' ',"', \ 

··l1 ,i.:. 

IJ = { 1}. Les idéaux"# { o} forment donc un _«roupe po~œ la multiplication._, On démontr.af 

tout idéal If. {o} f! 1 ~cri t d I Ul'l.8 .seule manière c:omme produit a1 cx2 '.: . . . 
p1 p2 • •:• pk ' OÙ·:· 

les P~ _c A sont des _idéaux premiers, et les exposaiJ.ts .. '... ".,.-._.:::_.:.:·-.... ·:- .. -~· "i soht des entiers O 

ou , 0 • · Les idéaux contenus dans A sont ceux dont les "exposants" a
1 

sont 
~--- ......... ·------·-................. 

i 
I 

/ 
/ 

I 
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Théorie él6ment~ire des cor~ commutatifs. Corns finis. 

k K · désignent des corps, on désignera p~ k*, K*, ••• . Si , , ••• 

,l 

les groupes multiplicatifs des él6ments non nu~s de k, K, ••• De plue, on supposera 

_toujo~s· que les corps sont commutatifs. 

· Théorème : dans un corps k , il n'y a pas d 'uutre idéul que { C J et .k 

. Démonstration : soit I un idé2..l de .k i · 

I = { o} =). terminé 

I -/: { o} Ja € I , a O Alors I con tient 1 , c:.;.r 

l'inverse de a existe et € k
1 

~oit -1 -1 a => aa = 1 ( I 

Théorème réci progue : un anneau commutatif A ( oJ dnns lequel f OJ 

et A sont les seuls idé&ux est un corps. 

r (a) = { o} 
Démonstr&ti on : soit a € A , a /:. O • Alors par hypothèëfl l c idéal 

ou A. Si a /: O , alors (a) = A , donc € (a)~ 3 x ( A : 1 = ::ca. 
' est inversible. Donc A est un corps. 

'•-:::::-.,, 
Soient A f.'t B deux i:.innez.ux un homomorpldsm~ d: unneaux 

p B est une application telle que 
·• ... ·~ .. 

p( 1 A) = 1B 

·\ .. : · p ( ~+ a ' ) = p ( a) + p ( ac ) 

p(aa') p(a) p(a') 

Proposi.tion 1 : 

. Démonstration 

1 que Ker,-p . est\ un idéal de 

_ ·: Xer p ;:; { O} 
J[ ' ou· Ker p == A. 

tout Îlomomorphisme do corp._•'l p • k K t · t ., • - es 1n,jec if • 

si p: A-+ B est un homomor:phiime d'enneaux on sait 
. «;, ' 

A • Donc d-àns:-1e cas d'un homomorphisme de corps, __ 
rf•-r 
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si Ker P = { o}. al0JtS p est bien injectif 

si Ker p = k , alors nécessairement p = 0 ; mats on sait 

1 

Un tel homomorphisme p identifie k à un sous-corps. d~ .• 

Caractéristique d'un corps. 

1) Théorè'!'}e : Sol. ·t A un anneau commutatif unitaire. Alors il existe 

un homomorphisme et un seul de l'anneau 'l dans A • 

Démonstration: du point de vue éldditif, 2 est le sous-groupe engendré 

. p : 2 - A doit, par défini tionJ envoyer € z dans 1 • ainsi l'homomor-A , 

phi•sme p est entièrement déterminé. On a p(O) = 0 

/ 
[ 1A + + 1 A n fois si n > 0 

. p ( n) = nj 1 A) = Il reste à montrer que cet -(1 A+ + 1 ) (- n fois) si n < 0 A 
homomorphisme respecte la multiplication : 

2) Soit k un corps commutatif, et soit p 2 - k l'unique homo-
morphisme d'anneauxo Etudions Ker p qui est un idéal de z. 

f a) Ker p = { O} ( o p est alors une injection de l'anneau 2 dans k. 

Alors il existe un homomorphisme g et un seul de Q. - k qui prolonge p • Construi-

•Sons cet homomorphisme: si on veut q_ue g soit un homomorphisme, il est nécessaire 
que g(~)"= = ~; puisque 

. ~- . g\bJ ptb) 
a 
0 E ~, on a a€ 2, b E 2 , 

Ker p == l o} et b /= O p(b) /: o g(b) I= o 

Il faut montrer que la défi'n1·t1.·on de g d' d d 1 f ·ne epen pas e a açon 
d'écrire la fraction a b w 



supposons a a' A-t-on ep·t:~ "'. Epf:;>_J ? b =.bT. . . 
1. · ,_ ~t:; (=> p(a)p(b') = p(~)p(a•) # p(ab') a p(ba 1 ) 

# · p(ab'-:ba•) = o # ab' - ba' = O puisque Ker p = 1 O} 

C.Q.F.D. 

( a) t é ifi r que g est un En posant par· définition g b = p(b) , on peu v r e 

homomorphismè de fJ. dans k • 

Q et k étant des corps, g est une injection de Q dans k qui 

à de k •• on di't alors que k est une extension permet d'identifier Q un sous-corps 

du corps Q_ • 

. D~fini tion : on dit que le corps k est de car&ct6ri:stique O si p 

est une injection, ou encore s'il existe une injection (nécessairement unique) du corps 

Q dans le corps k • 

1 b) Ker p @ . Ker p est donc un idéal non nul de z • On sait 

· alors qu'il est principal Jp f Q p € 2 : Ker p = (p) p induit alors un 
\ - -

'._ homomorphisme cp. de Z/( p) dans k qui est injectif. Donc cp identifie l 'a.'lneau 

· des entiers modulo p à un sous-anneau du corps k ; ce sous-anneau est intègre 

: puisque k est intègre. Ceci signifie que l'idéal engendré . par p est premier, et 

donc qu.e p € z est premier. 

Nous savons alors que Z/(p) = F p est le corps des restes 1nodulo p • 

On trouve un homomorphisme injectif et wi seul de fp dans k, qui identifie Fp à 

un sous-corps de k (sous-corps fini à p éléments)~ 

Par définition: on dit alors que k est un corps de _ __._.,___.;,_c.;.;.ar~a;;;;..c;..;t;..:é~r-=i:.::s:..:t.:.i~q~u~e 

· .:P (p .. PJ;:emier). 
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Calcul dans ilii êôfps dë ëaractéristiijtië p • 

• (- 1 )P.= - 1 (1) 

• (~b)P = ap + bp 'f/a, b € k (2) 

.. (a-b)P = aP - bp 'da, b € k ( 3) 

( ) p · 1 2 c'est évident 1 = - 1 : S1 p F ' si p = 2 , al ors 
.. 2 

(-1) = = - 1 car dans W , , 2 1 = -

Il faut montrer que le coefficient binomial 

à O (modulo p) pour 

p ! p(p-1). ••• (p-k+1) EH 
{!)-'-k)l-= 1 X- 2 X ... X k 

Donc · k ! divise p(p-1) •:•. (p-k+1); mais 1 k P-1 k et p sont premier 
· en re eux. t Donc k divise (p-1) •.• (p-k+1) • 

On a donc 

cf = O (mod p) pour . p 

Ck ( P-1) ( p-2) ( p-k+ 1) P = p x ..;..;;.. _ _.;; __ k ______ = p x a , a € Z • Donc 

$, k P-1 • C.Q.F.D. 

Rema.tque: On peut recommencer les opérations (2) et (3) et on en déduit 
que à! t, ( P j n = p k ( a+ b) n = an + b n ( a- b) h = é.. n - b n 

torsqu'on a un sous-corps k d'un corps K, 011 dit que k est une 

extension de k. Si de plus f est un homomorphisme de k dans K, on dira aussi 

·. que ·f définit K comme extension de k • 

. Définition : Soient K et K' deux extensions d'un même· corps k 
;· 

·uppel~e k~homomorphisme de K dans 

t~;. que le diagramme 

On 
1. 

K• un homomorphisme· g de K • dans K1 tel, 
· 11: .!. 

soit commutati~~,, c'est-à-dire que. f 1 = go f • 
1 
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0 '
tout eor~s K est une extoneion de ~, et 1) En caractéristique i· 

tout,·homomorphisme g de X dMS un eorps K•· do oaractériatique 

quement un ~homomorphisme au eens précédent • 

O est ~utomati-

. 2) En cara.otêristiquQ p o , tout corp~ X e3t une extension de F P 

ot •tout homomorphisme g de IC dans un corps K' rj~e ca.ructérietiquo p est nutoma.-

. . tiquement ur. 

L'inclusion k c K définit sur K une structure d 1 es-

pace vectoriel sur le corps k ! 

- le groupe additif étant le groupe additif de K, 

- la multiplication pur les scalaires étant définie pl.X 

( o:, a) o:a pour a ( k , a ( lC • 

On peut alors vérifier que tou::1 les axiomes des espaces vectoriels aont 

satisfaits. 

Plus généraletuent, si f: k - K est un homomorphisme de corps, alors 
. . 

(«, a) t(a) .a définit sur K une structure de k-espace vectoriel. 

Proposition : tout k-homomorphi.sma eat k-linéaire et récip:·04ucmcnt 

~d@mo:nstratio~, : exercice) . .' 

·Définition et notat1· "'n. ,• ~oi· t· K '" t'I "" ,:;;....,.t,.,. j!ai ..} t , .. 
\.!. o.i " •• u .... "",,,. \ilnlii! on u. un corps .fi. • On 

. 1 

appelle degré de l'extension·~t on note [K 1,] 1 d' : ·a 1mension de K en tnnt quo 

k-espace vectoriel 

[K k] == din1l 
.Exemple on,sait que (1, '(2) forme une base de '··"(y-2) en tant qu'es-

pace vectoriel sur le corps 9 [ t).( 1f2) : Q] ::: 2 • 



- 16 ·-

Théorème : soient k, K et L . trois corps tels que 
k c K c L , et 

] [ K k] soient finis. 
l t1·ers [L k] , [L: K et : supposons que e.0 en 

On· a alors :_ [L: k] = [L ~] [K: k] 

_Q,~monstration Soit 
une k-base de K; 

· . 'llll.e· K-base · de L • 
L possè~e donc deux structures d'espace vectoriel 

K-espa~~ vectoriel et un k-espace vectoriel. 

Considérons tous les produits 

trons qu'ils forment une k-base d0 L. 

a .b. ( 1 j n 
J J 

(b 1~•••~bp) 

c f_est un 

et mon-

Soit x ( L on sait que x s'écrit de façon unique sous la forme: 

.. p 
X = E y. b. 

. l. l. 
1=:1 

On sait que Yi E K s'écrit 

n 
y. = I: z .. a. 

1 . 1 1J J J= .. 

de 

y. ( K l. . 

façon unique 

ou z .. € 
l.J 

sous la forme 

k 

On en déduit que X s'écrit de façon unique sous la forme 

. e~ par conséquent les a.b. 
J l. 

p 
X = E 

i=1 

n 
l: 

j~1 
z .. a.b. 

l.J J l. 

forment une ·k-base de L ;- or ils sont en ncmbre np • 

.Proposition: si [K: k] < oo, toull; k-endomorphisme a de K dans 

lui~mêmè est un automorphisme. 

Démonstration : 

1). a est injectif puisque c '·est un homomorphisme de corps ; 

2) a est surjectif, car a est une application• k-linéaire 

injectivè d'un espél.ce vectoriel K de dimension· finie dan3 

lui-même., ce qui nous permet de conclure que a est bijectif. 

Soient k et K deux corps commutatifs avec k c K 

espace vectoriel sur le corps k. 

K est alors un 
1 



Soit X' E l{ , et considérons le s_ous-corps engendré par x et k , 
• 

c'est-à-dire (par d~finition) le plus petit sous-corps contenant x et k: c'est 

l'intersection de tous les sous-corps de K qui contiennent x et k. On le notera 

k < x· > • 

Etude du corps k < x > 
1 ,, 

Soit P un élément de k[X] ; faisons-lui correspondre sa valeur en x :/ 

l'application p P(x) est une application fi de k[X] dans K. C'est un 

homomorphisme d'anneàux, et en même temps une application k-linéaire. 

f k[X] -+ K est l 'nnique hoI1Jomorphisme d 'anneuux qui envoie X sur 
X 

x et laisse fixes les éléments de k. 

· L'image de k[X] sera ·1 

est contenu. dans k < x > . 

un sous-Lllneau de 
-k o/ 

K qui contient (x, et 

Etudions le noyau Ker f ' qui est un idéal de k[I] . X 

1er cas - Ker f = { o} 1 . Alors on peut identifier k[X] à un sous-X 

anneau-de K , puisque f est une injection: P(x) = 0 P= 0 X . 
· ·Introduisons le corps des fractions de ltan.neâu intègre k[X] c'est 

·. le corps des fractions rationnelles à coefficients dans k , qu ton. note k(;~) • 

Alors f 
X se prolonge d'une seule manière en un hom,:)morphisme · 

gx k(X) - K •. En e~fet, soient 
. . . , . p f ( p) . P( ) 
·po.sons g -(-) = = 

. · . x . fx\QJ · Q,x 1 
tif. Il reste à vérifier que si 

Q /=- 0 =~ € k(X) 

ceci a un sens puisque Q(x) /=- o , · f ~tant injec-
x 

P R P(x) R(x) p R 
Q = S , on a q(x) = srxJ . Or Q = S PS = QR 

'9 fx(Ps) = fx(QR) , soit fx(P) f)s) = fx(Q) f)R) , puif,que 
f est un homo-x 

morphisme. Ceci s'écrit encore P(x) s(x)_= Q{x) R(x) 
1 

soit = R(x)' 
s(xJ .. 

C.Q.F.D. 
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On vérifie enfin facilement que gx est un homomorphisme .. éte.nt 

· • tune 1·nJ·ection, et pax conséquent un homomorphisme de corps, ces identifie 

k(X à un sous-corps e ) d K qul.. est le sous-corps engendre par x et k. 

·Résumé et définition Lorsque l'applicaticn f : k[X] .-. K 
X 

qui, à 

p, fait correspondre P(x) 1 est injective; elle se prolonge d'une S6·ule tw.nière en 

un homomorphisme injectif g : k(X) - K 
X 

dont l 'irr..sge est le souo-cor_ps k < X > : 

on dit 4lors que x est trG.nscend r.mt sur k • 

Définition lW élément x de K est transcendn.nt sur le S0'.1$-Co::.-ps 

k de. K si le sous-corps qu'il engendre s'identifie à k(X) • 

1 2ème cas - Ker f x /, ( 0 l 1 · P.l ors Ker f é t éi.n t u .. r~ i. dé . .:;.: d ' u11 an 1: e :i u 
.X 

·k[X] prin·cipal, il est principal. De plus, on Sb.it qu,-3 tout poly!'lôr::0 est équivalent 

·à un polynôme· unitaire. Donc il existe un unique polynên:e v.nit&ire 1) € k[X] tel 

que Ker f = 
X 

(p) 

Par passage i.:.l.U quotient, f induit un hornor::orphisme injectif do X 

k(X]/(P) dans K . Puisque k[X]/(P) se plonge dans u..vi corps, c'est 1.L"'l sous-anneau 

· ·.d'un :è'orps · f3t par conséquent il est intègre. On en déduit que ( p) est un idéal 

pr emier de k[.X] , et donc q11e P e'"'t .,,., p 1 " · 'd 4- ·' 1 d kr ] - m ... ·o_ynome .1rre .. ~c1..10 e e "'1.X • Ol~ sait 
alors que (P) · est un idéal maximal et pcr conséq1~c•.nt. qu0. 

- - - k[X]/(P) est m1 corps. 
L'image de l'homomorphisme f 

X est un sous-corps de K qui contient 
x, c•e~t· k < x> qui est iso11:orphe à k[X]/(p) • 

RaprJel : si P est irréductible, l'Gnnew k[X)/(P) 
ou encore, ·si est intègre, c'est un 

est un corps ; 
k[X]/(P) COrl,J::. • Démonstration 

~[X]/(P) est un anneau A qui est 1, aussi un esi:,a.ce vecto.l'iel de dimension finie sur le corps. k . 

1 
\ 1 

1 ; 
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I . '"x] / Corwidéroi:.s 1 . ._' ::rrlic,.t:to~ 1 b--~;, :.:.!.b 

soit d-.,nc a ( k [x]./ · . , a r O e-1: b € K L / (?)" t F) . . ,. • . . 1 · ... · .. de A da..,~ lui-n:-..:rne J 
v !\.,..1:J-r111· c a:tJ.on k- l.U<;:ç.,1.l e ·--

qul. est k- 1iné&ireu C esL une~ r J.e A d&ns A - -
elle ~st donç bijective, et par cons6quent 

"'"""f [ ] / 1 1 1 = ab. Do:1c a sst 1A appa~·tier!.t à ~-aimage ~-:J b é: k _ ·:x:_ . (p) ·ce. que - :A 

A= k(X] /(p) ect bien un corpsQ 

aussi un espace veot.orie..:. dcülS 1 ec1uel l 1 o.:h!.1. .. : ion ,sr.;t .l~-1 ir~é a.ire 

À ( k ===> ( b) t J a r:.t..lti ,il icaÙ c,:i c:st telle qui;: 
À,B + kb = k a+ e r 

( :.t '.''_L,·r~.~1 ,~ ~.-,y.le,, .. , 1:· :1 . .::.1.·.ccst:ri...ticr~ précéde.:1te) .. b -> ab est k-linénire c I es: ce qu1 ..1cu.::: - . ~.. - -... 

Toute k-ulgè bre intègre de· dL:ensio.n fin::;_e r.;ur k N-rt un cc~ .. ps Q 

t . . K 4 L O' r., p) est 1 '_~_'. de' !:..l ,1 P. .. c-, 71)c·.1.".'ln ~1'", •• s d ----nt Résur;,é et dé:tïni_~.l.QQ. s:i.. er l . .X r- .... '"' - _ v --- "' 

la valeur en x est nulle: 

Q(x) = O <=> Q est un 1:1ultiple de P => {
Q = 0 ·:)'U 

cieg Q deg P 

Si en outre Q est un po::!.ynôma unit ::.. :; .r e al ers deg Q = deg p => Q = P1 ctonc p est. le 
-~t-a.vut 

polynôme~ de plus petit degré qui s 'é..rmule et,. X~ 

Dtf~ni t.ion on d.it al_ors q_ue x est r ... lgèbrique sur le cori'S k., P ~8t 1~ 

1t,>olynëime minimal de x : c 1 est J.e .1.JJlynôme uni taire de :plus petit degré tel q_u_e 
1 . . . 

P(x) = o. Tous les polynômes Q i;els que Q(x) - O sont alors des rnul cir:es d.e P .• 

~--est un p~lynô~1e irré~ucti ble de kl X] et on a un isomorpl,isme g __ entre k <x> ,, ; 

Conségue!lces: 

1 [k<x> : !~1 = dimk ic[x] /( P) =fl.eg p = p 

·] '.rout 0lé 1r.ent de k[X] / (p) a un représentant et un· sis~ll qui. est une com\)inaison 
') 

inéai~e de 1 x x' .... , ' ' ... o "o·xP-
1 

à C08fficients dans k. Les coefficients de cette colt-

in':11 son sont déterminés .de façon unique 
0 

. 1 
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.. e comme une combinaison linéaire de k <X> s'écrit d'une seule mi.ruer c) Tout élérnent 

C 
i = 0 

A retenir :. 

degré du cor~s engendre par x algébrique = degré du poly. minimal de x. 

Exercice 

Céilcu ons 1 l •i·nverse de x dans k <x> ,• 
. . p - 1 

p ( X) = X p + a 
1 

X + ••• + ap = o, avec a
1
. ( k et ap f O (sinon p ne ser~i t péls 

irréductible) 

· · . ( ·p :.. 1 P - 2 r ) - _ a D'où x x + a 1x . + ••• + ap _ 
1 

- p 

Soit (-Q )-1 l'inverse ùe (-~) dans k <x> 
p &lors 

· · p - 1 p - 2 ) ( -a )-1 = . x(x . + "1x + ••• + ap - 1 p • Donc 

k t ( )-1 ( p - + a xp - 2 + • • • + a 1) • l'inverse de x dans (X) es -ap x 
1 

p _ 

Applications : 

t - Sèi t k un co1·ps commute.tif donné et soit P un polyno111e irréductible de k(X], 
Proposition : 

Il existe un surcorps K de k qui contient un élément x de K tel que le polyngme 

minimal de x soit P. Si de 1,lus K est engendré pur x et par k, alors K est k- isomorphe 

Dérnonstrhtion 

· a) Exintence : il suffit de prendre K = k(X] /(P) et de prendre x égal à la classe • 
de X. 

bJ Unicité : si K est une solution et si K est engendré par x et k, on si,.it qu'on a. 

· ~ique in~ection de k[X] / (p) dans K qui envoie la classe de X sur x ; cette injection 

· est un isomor .1-'ldsme si K est· engendré par x et k. 
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Terminologie : 

e t qui est unique à ·t· précédente affirme l'existence, Le corps dont la proposi ion 

t ad.jonction à k d'une rt.i.cine h · pre· s , s ' appelle 1~e~c2or,r~p.ê,S_Q,O!?_b~e~n[ULPE:ar~~~-.l.!-~~~~:....:.;....;;;....;~----un k-i~omorp isme 

du polynôme irréductible P (x). 
2 - Exemples : 

2 - aj k = IR, P(X) = X + 1. 

Si on adjoint à IR une racine de P,XJ, on obtient le corps 

C = fR.(X) lcx2 + 1) la classe de X est souvent notée i. 

On a dim c deg (x 2 
+ 1) = 2 ; tout élérr1ent cte C s'écrit sous la forme a + bi, avec 

a € lR.., b € {l-{. 

b] k = .,IF , P,XJ = x2 + 1. E:x:iste-t-il n t p 
2 lb' tel que x + 1 = O, i.o. p 

ou encore -1 est-il reste quadratique moctul o p ? 

- si P -f -1 (moct 4), alors P,X) n'est pus irréductible dans 

(mod· .4), alors P(X) 2 
est irr·jducti bl e sur 

- si p = -:1 = X + 1 

. 

2 
X = -1 

F (x) . 
p , 

lF (X). p 
On co~sidère alors CF /x) l(x2 + 1) on pourri.. .. encore 11oter i la classe de X. 

, 

Le corps obtenu sera de dimension 2 sur lb' et tout élément s'écrira a + bi, p' 
af CF,b€ 

p_ lb, : on trouve un cor _tJS à -p2 éléments. p 
c] k = 

. . 4 
, P(X) = X - 2. On montrera que PtXJ est irréductible sur 

Si on adjoint à une racine de x4 - 2, on obtient un nouveau corps K 
élément s'écrit , 2 + cta.3

1 
avec € Q, 

sous la forme a + ba + ca a, b, c, d ex 
degr~ de K sur'Q est 4. On définit un ()-homomorphisme de K dans IR en 
sur f2 € a{. Dans K, on a 

-

[x]. 

dont tout 

4 = 2. Le 

envoyant 

4 . 2 2) 2 2 
X - 2 = (x - a) (X + a) (x + a . , et X + a est irr6ductible· dans 

K[X] ·,, car il l'est dans IR[X]. 

a 
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Autre prob2.ème : 

Soit K le corps par adjonction à k d'une racine d'un polynôme irréductible 

p € k[X]. soit , h l · ,n •• k -> K'. K' un corps muni d un omomorpJisme T 

d K ', c'est-à-dire les homomorphismes qui on cherche les k-homomorphismes de K,. ans 

prolongent cp :• kcK 

p\/1 
K' 

supposons le .problème résolu considérons un homornorphisrn8 <l> : K --} K' qui pro-

longe cp0 q>·:.k[X] ./(p/-> K'; çt> provient donc d'un homomorphisme 'l' de k(X] dans 

K' qui est tel que 'l'(P) = O, et qui prolonge cp. Or soit Q(X) t k[X], 
k Q(X) = a0 + a 1x + ••• + é\X on doit avoir 

,p{,,0 + a? + ••• + a1/k) = p(a) + p(a
1

) ,p(x) + ••• + p(');) ,!{-}) puisque les 

ui Ê k ; '1! étant un homomorphisme , on a 'l!(X~) = ['l'(X)] j. 
. . 

Donc 'l'(a 0 + a X+ ••• + ~Xk) = cp(a0 ) + cp(a1) 'l'(X) + ••• + ~(é\:) ['l'(X)]k. . 1 

Donc pour déterminer 'l' il suffit de· connai:tre 'f"(X) = x ; la donnée d I un élément x 

de K' déterminera ainsi 'l'. Mais il faut exprimer que 'l'(P) = O. 

Or posons Qcp(x) = cp(a
0

) + cp(a
1
)x + ••• + 

condition cnerchée est 'l'(P) = p'P(x) = o. 
Conclusion: 

Leà homomorphismes '!': k[X] --;> K' cherchés qui prolongent p sont en correspondance 

bijective avec les racines (d,ms K') du polynôme pP transformé du polynôme· p par 

1 1hoinomorphismecp. 

Cas particulier 

Si k c K et k c K', alors Qcp -- Q donc ce q · d 't · , 
ui e ernu.ne 'l', c est la d0nnée d'une~~~ 

x ( K' du polynôme P(x). 
_Qonségue~ : 

Une c-ondi tion nécessaire et suffisante pour que·. \r1 exi· ste est que 
::c 1 e polyn 8nie p 

ad.mette au·,1 moins une racine dans K,. 
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soit toujours K obtenu par adjonction à k d'une r~cine de P irréductible sur 

k[X]. on a alors [K : tc] = cleg 1' < 00 ; cherchons ,Les k-automorphismes de K. Nous 

savons que tout k-6ndomorphisme· de K est· un k-automorphisme de K, puisque .Le degré 

de 1 'extension est fini. 01' ce qui détermine un le-endomorphisme de K, c'est la 

donn6e cl •une racine de P dans K. Choisissons a ( K tel que P~ a) = 0 ; alors, pour 

toute r~cine ( K clu po.Lyn~me P, il existe un unique le-automorphisme o: K K 

tel que a(a) = ·, et '1n o,btient ainsi tous les )';-uu1;omorphismes de K. na forment· 

un groupe, dont 1 1 or<.ire est 6~a.L au nomùre des racines distinctes du polyn8me P 

dans le corps K. 

Oas particulier connu 

Soit C le corps obtenu par adjonction nu corps lR à •une ra.cine du polynôme 

2 · 2 P = X + 1. Upns C [X],. X + 1 = (X + i) {X - i). 

1;enons a = i ; alors i.L existe un seu.L automorphisme qui envoie i en i : c • est 

l'identité; et il existe un seul automorphisme a qui envoie i sur--i c'est la 

conjugaison. 

Définition 

' c K) ; K est algé brigue S).;Q: k si et st:3ulen1ent ai tout Soit K une extension de k •k 

élément de K est algébrique sur k. ·-.. 

Proposi tian ( candi tion sur:t'isante pour qu'une extension soit 1 · ) a gebrigue 1 

Si le degré d •une extension K sur k est fini, alors K e·st alg4 urique eur k. 

(La. réciproqu~ est rauese). 

! 
i 

/ 
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Démonstration: 

Sol·t x E K, et soit k<x> le sous-corps de K engendré par X et k 
1ère méthode : 

on a.: [K: kj = [K: k<x>] X [k<x> : k] 

(k<x> est un s1:::)-espace vectoriel 

=::::> [k<x> ; kJ ([K : k] qui est fini 

==> [ k(x> : . .k] est l'ini 

<=> x est algébrique. 

de K) 

2ème mé~hode: peson~ d = dimK k(x> = [k<x> : k], 

€onsidérons 1, x, ••• xd (ce sont des él~ments de k(x>): 

on a ~d + 1 J élements ct•un espace vectoriel de dimension à, ils sont donc linéaire-

ment dependants. 

<==> }-une relation 11.néairl;) coelï1.c1ents c1ans k entre 
d 

1 , • • • X 
.. 
I 

<==> j- un polynôme de degré d non identiquement nul dont x est racine j 

<==> x est blgébrique. 

Coro.llaire 

Si' x est algébrique sur k ==) k<x> est algébrique ~ur k. 

x algébrique sur k => [k<x> : k] est ~ïni. 

Théorème important : 

Soit k une extension algébrique de k. Alors tout k-endomorphisme de K est un 

k-autornorphisme. 

remargue si [K: k] < oo, on a déjà établi le résultat. 

M.fil - soit O un k~endo~OFF~lS~e de K. 

o est inject~f (c '.est un en~ormorphisme de cor ,t)S) 

Il reste à montrer que o est surjectif (<=>V x · ( K, => x E Ima) 

- soit P(X} E k[X] le polyndme minimal de x (il est bien dé1'ini puisque 

X est algébrique sur kJ ; il est irréductible. 
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( ) l'ensemble des racines distinctes de P dans K (il a so.tt xi i E: I 

au moins une racine dans K, · à savoir x ; x est l'un des xi)• 

Alors ( ) (d'après ce qui précède). a X. =X. 
l. J 

t . de l'ensemble E des racines dans lui-mE= et a induit donc une applica ion _ 

me. 

or a est injective et card E est fini, puisque card E , n .. = deg P. 

a est donc bijectiveo 

En particulier x (x f E) est dans l'image de K, ce qu'on voulait montrer. 

Notation et d~finition. 

on.note G(K, k) J.e groupe deLl k-automorphisrnes de K lorsque K est alcébrique sur k. 

C'est le groupe dP Galois de K Sùr k. 

Ex:emple : G( l:, IR) = {identité~ conjugaisorJ , 

Problème 

Soit k donné~ et P f k [x] irrédu9tible ou non. On veut construire K, extension 

de k, telle que: 

F~ 1 ° P se décompose en un produit de polynômes du {iiegré à coefficients dans K 

(on dit alor~ que Pa toutes ses racines dans K) 

2° K soit engendré par k et les racines de P. On dira qu'un-tel K est obtenu par 

ad.jonction à k de toutes les racines de P. 

Théorème fondamental 

Un tel K existe. 

De plus : 

{ 
[K : k] < + oo 

K est unique à un k-isomorphismo près. 

1 ° existence : 

. On va raisonner par récurrence sur le degre' de p 
la récurrence portera sur tous 

·1es ·corps k possibles. 

Soit n = deg p 
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* n = 1. 

1 A d 1 d ré a' coefficients dans k est donné, et p est un po ynome u er eg 
!. . . .. 

Alors il suffit de prendre conu~e extension K k: 

* supposons la proposition vraie pour un corps k quelconque et pour 

d eg P < n ( n 2) • 

Soit maintenant deg P == n .. 

- 1er cas P est réductible dans k,. 

.Alors P = P
1 

r
2

, P
1 

et r
2 

€ k [X], de$ P
1 

< n et dcg P2 < n. On peut 
. . 

appliquer l'hypothèse de récurrence à P
1 

et k: 
1 

so:i.t k
1 

une extension de k telle que r
1 

se décompose dans et que k
1 

soit engendre 

• 1 

par k et les racines de .P 
1 

• .Appliquons la encore à P 
2 

et k 
1 

: soit k
2 

une extension 

de k
1 

telle que P se décompose J.ans k') et que k soit engendré par k et les racinE 
2 L . 2 1 

de ;p2" 

Alors on a trouvé une extension de k, à savoir k
2

,telle que 

{ 

P se décompose dans ·k
2 

k 2 est engendré par k et les racines de P. 

• 2è cas; Pest irréductible dans k. 

On sait qu'on peut trouver une extension k 
1 

de k telle _que 

{:1 a au moins une racine a € k 
1 

ast engendré par k et a. 

Alors Pa au moins un facteur du 

dans k, et on est ramené au cas précédent. 
1 -

er degré dan\ s k · <--> 1·1 t ' 
1 _ es redu.::i:,; .... 

2° fK: k) < + 00 

On suppose donc que K est une extension d ·k , 
e ' telle que P se décompose dtùls K, 
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· k t l s racines de P. que K soit engendré par e e 

dl.. sti· nctes de P. (dans K) x les racines Soient x 1 •• • • n 

et soient k = k (X> 1 . 1 

k = k <x2> 
2 1 

k = K = k <x >. n n - 1 n 

ces èorps soient tous distincts, mais peu importe. On n'est pas sur que 

on a alors une suite k
1 

c k
2 

ck ". • n = K d~ corps .embo1tés (distincts ou non) et 

telle que (ki + 1 : ki] soit fini. 

k t e,...t racine d'un polynfü:-ie non ider.tique-,. En effet ki + 1 . i <xi + ? , e xi + 1 ,:) 

ment nul.de k(X] (donc de ki[x]) 
(=) X. 

l, + est algébrique sur k. 
). 

- (l k < > • k ] est fini ==> \ + 1 = · i xi + 1 • i 

.· Mais [K: k] = Il : : 6 (ki "4r 1 kJ, donc (K : k) est fini. 

· 30 u.nici té à un k-isomorphisme près. 

Soient 2 solutions K et K' cherchons à dE;finir un k-homomorphüm.~ .J.t. 

KdansK'. 

· * on a l'injection i : k K', et on va chercher à la prolonger en un homomorphie~ 

me m • k ---:) K' 
T 1 • 1 on sait que cela est possible ei et seulement Q, le polynôme 

·minimal de x 1 sur k) a une racine dans K'. 

* Or P(x 1) = 0 puisque x 1 € {xi !1 € 1; · donc Qj P dans k(x), et a fortiori dans 

,. K' [X], or P est un produit de facteurs du premier degré dans K' [x]'. Donc Q est un 

produit de facteurs du 1er degré dans K' (X], et comme. eon degré n'est pas nul., il 

a moins une racine dans K' .' qui définira l 1hàmomorphisme cp
1 

cherché, 

* En faisant le même raisonnement, on prolon.Cl'eJ ... a en un homomorp·· · d k 
-~ , 1 nisme ,

2 
e 

2 dans K'. 

· De nroche en proche, on obt1· endra un homomuJ.·"'r,.11-.,-; ... '""4--
7 

de K. d ·K··p 1 • l .1 

,. • •-- ··· ans qui prQ ongera J., 
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Ce sera un k-homomorphisme de K dans K'. 

- De même, on ob~iendrait un k-homomorphisme de K' dans K. Alors 

est~ k-endomorphisme de K, soit a; or [K: k] est fini, donc a est un 
ac o cp 

· = s est un k-automorphisme k~automorphisme; de même on montre qùe q,_o 't 
· et par suite K et K' sont k-isornorphes. Donc~ cp et~ sont des k-isomorph~~mes 

C.Q.F.D. 

Exemple : 

- soit k = ~, et P(X) = x4 - 2 • 

p est irréductible sur Q en effet si P(X) était é_gal à un produit P/X) P2(x) 

à coefficients dans ~(deg P?O~ deg p
2

) o) cette décomposition serait valable 

dans Œ{ [X]. Or dans U1[X] les fa.tteurs irréductibles de X4 - 2 sont X - 2 ~, 

+ 2"4' et x2 + f;; l'un d~s facteurs p1 ou P2 devrait être.l'un de ces 3 poly-

n8mes; or aucun n'est à coefficient~ Qans ~. 

soit k ::, le corps obtenu par adjonct.ion d 'u..r1e racine a du polynôme irréductible 
1 

x4 - 2,. 

Je ·dis que k est Q-isomorphe. à un sous-corps de (R. En effet k est une exter.:sion 
1 1 

d-e Q, lR aussi., -et on Etait qulil existe un Q-homomorphisme cp de k dans {R si et . 1 
4 

seulement si P ·a une racine dans fR.. Or .p a une racine dans tR, par exemple '{2. 
1 

Donc cp existe, et comme il est injectif, il identifie k. à un sous-corps de~-
4- _1. J. 

On a k = Q.(f2), avec [k 1 : ~] xd.eg_-P= 4. 
1 

Dans k 1[x] on peut écrire P(X) = · (x - o:) (x +.a) (x2 + c/). Nais· le polynôme 

X2 + a2 est irréductible dans CR, et comme k est un sous-corps de Ill, il est a 
1 

fortiori irréductible dans k
1
~ 

Il va donc falloir adjoindre io; ou --ia à k pour obtenir 
1 un corps k

2 
dans lequel p 

se décompose. 

·. Pour cela, il suffit d • adJ. oindre à-·k une raci· ne de x2 + , · 1 1 , c est-!1-dire ±. i 

On obtiendra alors K qui sera le corps cherché avec [ ] · 1 
K : k 1 = 2 = degré du_· polynômi 
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2 d (K ·• k] = 4.2 = 8. X + 1; · one 

Définition. 

On se donne k et P f k[X]; 
· d.j · t à k les racines de P s'a Le corps obtenu en a oignan elle le cors de décom-

position de P sur k •. 

Il est unique à un k-isomorphisme près. 

Problème plus général : théorème de Rteinitz. 

_ Soit k un corps, on cherche s'il existe une estension K de k telle 

que: 
- da~ 
1 o tout polynôme à coefficients(}: se décompose dans K[X] en produit de polynômes 

du 1er degré. 

2° K soit er;gendré par.k et toutes les racines de tous les polynômes. 

(ctest-à-diro que K soit algébrique sur k). 

- On démontre ( f:t c'est le théorèmo de steini tz) que ce problème a. une 

solution K, et que 2 solutions sont k-isomornhes., ]}Ja, pln.i-s, si K es,1t un tel. corps, 

on montre que toui polynôme K[X] se décompose dans K[X] en· prçxluit de fac.\eurs du 

· 1er degré. On dit que K ·est al_gébriguement clos. 

K s'appelle la cl8ture algébrique de k ( unique à un k-iaomophism,e près). 

Par exem.ple, le théorème de d'Alembert expdme que C est l_a clôture algébrjï~ue de lR. 

Cas particulier: corps de décomposition du polyn5me p € k[X] - Xn - 1· 
1 

- Les racines de P dans ce corps de décompos_i tion a' appellent lea racines 
ièmea .. 

n de l'unité. On prend peur k le corps 4l. ou l'un des corps fF p(p premier) • 

on cherche donc le corps de décomposition du polynô~e xn - . 1 aur le corps· ~- ou Vr • 
l ' d . i~mea · · P on appelle le corps es racines :n . de l'unité. 

- supposons que la c_aractéristique soit un nombre premier ·p. 
k Ecrivons : n = p n_', avec (n 1 ,p) = 1 • 

k l n n1 - · 
on a : X - 1 = ( X · - 1 ) P • 
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En effet: 
'. k 

(xn. - 1 )P = 
, k n'pk n ( xn ) P - 1 = x - 1 = X - 1 1 

· n · n' 
et ·les. racines de X - 1 sont celles de X - 1 , 

n' · adJ'onct1·on à~ des racines de X · 1 On obtiendra donc le corps cherch~ par ~p • 

Désormais on supposera que p ne divise pas n, lorsque la caractéristiqu~ p 

est f O. 

* Rappel sur la notion ordi·e de multiplicité : 

soit P € k(x] a racine de P P(a) = 0 

a racine simple de P P(a) = 0 et P' (a) -/: 0 

* Dans le corps des racines nièmes~ de l'unité, Xn 1 se décompose en un produit 

de facteurs du 1er degré; je dis que le~ rucines de Xn - sont toutes simples. 

Il suffit de montrer que la d&ri vé e de (xn - 1) ne s'annule pour aucune d ea 

racineso Or si P(X) = Xn - 1, on a : 

( ) n - 1 P' X = n.x . 
S6ït·a une racine de P; montrons que n.an - 1 f O 

1 
En effet~ 

an - 1 F O, sinon on n'aurait pas an= 

• si le corps est de caractéristique·o n 1 => n # o 

'\ o s ril est de caractéristique p : on a supposé que p ne divise pas n, 
0

, e_st-à-

dîre: n n'estpas multiple de p, donc n -1. o dans l r e.;oorps. 
· ... ·,."Donc dans les 2 cas na.n - 1 -1. o (car un ., r corps est un anneau intègre~. 

· Et par Suite : d.ans le corps considéré, chaque racine a est simple. 

Donc il y an racines distinctes. 

Notion qe racine primitive
0 

Dans le cas de la caractéristique o, le corpS·considéré est engendré 
i. 1. par.. 11\ et les ra,...1· n· es n.îèmes d 

'I(.. --- . . e l'unité~ Il_ est i_somor-n'he au 
.t'4~ sous-corps de c 

. engendré par -~ e.t ·0 2i11/n (t t 1· . .ièmea · 
ou. es es racines n de 1 aont dea 

.., ~uissanoea 
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de celle-là). 
n 

Soit a une racine de X - 1 
considérons la suite des· puis~ancea 

2 n a, a, ••• , o: = 1. 

a est primitive<-=> ces puissances sont toutes distinctes j 
' d 

:<· > n est le plus petit entier cl > o/ a = 1 • 

Si (!;O,. 
8
2ik } il faut et il .suffit que kd = O (mod n) entratne d -e O (1110d n), 

,. c I est-à-dire que k soit prenJ.er à n. 

Il y a donc q,(n) racines primitives de 1 1 uni té , où q,(n) désigne le nombre dea 

entiers de la sui te ( 1, 2, ,. .... , n) qui sont premiers à n. 
• . ;~me~ 

En caractéristique p / O, on diru encore qu'une .L''-c1ne n de l'unit~ a 

est p~imi tive si les 1,uissanc~s a 1 i, ... , . o..n sont di atinctea. Mai a il n • est 

", pas évident qu I il existe des racines primitives. On va le prouver tout à 1
1 
heure. 

CalÇlÙ de ·m(nh:· (app~Ie' 11 i~d1Lchteur,,a'piJ.er) : ·.· .. : 

on montre (oxe1·ciee) que si(n
1
'. n2) = 1, on a q,(n1n2) = <p (r,1) q,(n2), 

Si p est premier, ~(p) = p - 1. 

Sin= pà, on a ~(n) = p0 
-

1(p - 1). 
p. - 1 

· Si n = U(p. )ai (a. 1), on a cp(n) = n n - 1
--. 

± J;. l. . - i pi 
Problème : 

Y a t-il des racines n~imitives nièmeaJ de l'uni·te' é J;- en caract ristique ~-r O? 

Polynômes cyclotomiques. 

Choisissons une caractéristique fixée: o ou p. 

Pour cette valeur, considérons l'ensemble des racines.primitives·de· 

n · X - 1, soit {ai} (il peut être·.v.ide a priori) • 
. . ··. 

.On définit Pn(x) = n(x - a
1
.); tfe polynôme unitaire qui a pour racines simples .... 

. . 
toutes les racines primitives de xn _ 1• 

Et si {ai) = / '. alors Pn(I) = 1 

... Si <X est tel que an =:. 1, on considère le nlus petit enti· er r d 1 tel que 
d « = 1. C'est l' dr d or e e a dans le groupe multiplicatif des éléments non nuls 
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( d' sous-groupe d'un groupe fini). du corps • .Alors d divise n ordre un 
. 

· · ième·.;' d 1 •· · t' un Ordre qui divise n. Et toi-ite racine n · · e uni e a _ 

On remarque que les racJ.·nes primitives sont celles 'dont l'ordre est n. 

'd' les racines dont l'ordre est d, qui - Pour chaque d qui divise n, on consi ere 

~ont, par définition, les racines de Pd(x). 

En groupant ainsi les racines_eri paquets, on aura 

rxn - 1 = ~djn_yx) 1 

- c8 t-te formule vu permettre de calculer ex pli ci tement les polynômes Ptâ, et de 

montrer qu'ils sont tous à. coefficientJentiers. 

P (X) X 1 (.1 st la racine primitive tinième de l'unité) 0 on a : 
1 

= - e 

et x2 -· 1 = P1(x) • P2(x) =>. P2(xJ = x + 1 

(-1 Bst racine carrée primitive de l'unité, et c'est la seule) • 

• sup_posons qu I on conna:ime les I:\ci pour d f n et d<n • 

.Alo;s x
0 

- 1 = (nd<n Fa_(x)). P
0

(X) 

oh nd<n l\d.(x) esë!Snnù (hypothès~ de récurrence);on aura dono pn par un quotient ; 
.. ·. 4ln~ · , _ 
èi; de piùB~ par rec:µrrence! on montre que les coefficients de P.ctCX) sont entiers 

{si on est en caractJriatique O on sait seulement a pri'ori, que ces coefficients 
sont rationnels)o 

. ' 
- Ces form<ù_!ls_sont valables en t-,ute caractéristique {pourvu que' p ne divise pas n 

.Alors~ comms Pn s'écrit de la même façon en caractéristique ;p ou o, et 

que deg Pn = rp(n) en car ac t;éristique ·o, on en conclut.: . :.- . 

deg Pn = ~(n) po~ toute c~'act~rietique 

·~~,, Alors : deg p .1. o d il d • tèmee 
n r one y a es racines primitives n. · de-l'unité, 

Définition: 

P11 est le polynôme cyclotomique.relatif- àl'entie; n, 

.Gé:l;l_c_tµ .9-.e_ .P tt n~.ur les premiers entiers. 

.--........ 
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• p
1
'(x) = X - L 

' .. . 
p (X) = X + 1· • 2 . 1 

• P, 1 x'·-· 1 ·f P1 P' 
. 2 

. > l' 
3
(x) = X + X + 1 

• P 4 ? x4 ·.. 1 = P, P 2. P 4 . > 
2 l' (X)= X + 1 4 .. 

• P, ? 
n•llne manière générale, ei n est 1er I Xn - 1 • P1{X~ • Pn(X) 

n , . 
d; où P (X) - 1 1 

n X-· 1 
• 'X 2 

--> p (x) = x4 X +X+ 1 
5 .. 

P '? • 7 . 2 . 
P
7
(x) = x°- x5 +.x4 + x' + x. + x + 1 

P (x·)·•=·X4._ x2 .;.. 1 (exercice) 
:. • 12 

. Calcul· de cp(n) = .deg Pn 

On décompose n en produit de facteurs premiers • 

(. 

. "1? t~ ···~ <;c 1 
••• ( 1 - 1\. 

(Exeroioe l) 

Résumé·: 
En toute caractéristique p, pourvu· que p 11.e _divise , , 

pas n , · p- poesède dana 'le corps de d,composi tion 
·n 

de X - 1, ~(~) racines aimpl.ea 
•· .. 

n . 

~e sont les ra~inu~ ·primi ~iv·ea d~ :f .:_ 1. 
,l •1 

/ 
l 

/ 
I 
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Soit K le corps·6btenu (à partir de~ ou Œ'p) par adjonction de toutes 
. n· 

les racines de X - 1. 

Alors le corps K ~btient -par adjonction à~ ou CF d'une racine a de 
. p .. 

pn (en effet, le corp~ ainsi obtenu contiend~a toutes les puissances de a~ donc 

- . ièmee . [ v .<1] toutes les racines n de l'unité puisque a est primitive). Al?.vt.4 " : 1 â'-'l, 

( K f't J -= w t j>" -= 't7 ( ,n,) • 
- Si Pn n'est pas irréductible, soit~ un facteur;" irréductible ùe Pn. 

Alors K est obtenu .tJ~ ..:id jonction à Q ou (F p d I une racine de c:i, d I où 
. . 

[K : Q ou IF J = deg ~. p 

Le membre de gauche ne dépend pas de~, donc celui de droite non pius; 

donc 

Tous les facteurs irréductibles de pn ont le m~me degré d = [K 
·et d est un diviseur de q,(n). 

Théorème d'Eisenstein, (sans démonstration) 

Q ou lF ] p 

En caractéristique o (c'est-à-dire sur Q), pn(x) est irréductible. 
Exemple : . •. 

Si f' ea t premier : P/x) = xP - 1 + xP - 2t• .. X + 1 est irréductible sur 
Remarque 

1 

1 

. Au contraire' en caractéristique r' pn peut être réductible• On en verra 
,: des exemples. 
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CORPS FINIS {toujours commutatifs). 

Exemple:~, où p est premier, est un corps fini. 
p_ . 

Recherche du. cardinal. 

Soit Kun corps fini. 

Il ne peut É3tre de caractéristique O (sinon il contiendrait un sous .. 

corps isomorphe à Q qui est infini). 

sa caractéristique est donc p premier, et par sui te K est une ex tension 

de IFP. Alors on sait que K est un espace vectoriel sur Œ'p. Puisqu'il est fini, il 

est de dimension finie. 

Posons : [K lF ] = d p (c'est un entier) 

Alors, tout élérnent de K sera. une combinaiso!l linéaire de d éléments, 

et chaque coefficient (_ils sont au nombre de d) pourra prendre p valeurs. 

Donc: 

d card K = p ( une puissance de la caractéristique) 

Théorème 1 : 

• Soit p premier et soit d un entier arbitraire ), 1. 

Alors, il existe un corps ayant pd éléments; en outre, deux corps 
d ·ayant p éléments sont isomorphes. 

c'est un théorème d'existence et d·11un-ï·c·1·té. On dé • montre d'abord l'unicité 
· pour avoir de_s informations. 

· 1 ° - unic1.· té (a' un · ) isomorphisme· près • 
. . d 

- Soit K un c_ or.ps à p éléments 'l' ; ses e ements non nuls forment un groupe multi-
plicatif K* à / - 1 éléments.· 

d 
Soit x ( K* • al ,. ors xp · - 1 = 1 , d one = .x. 



.i Mais ceca est aussi vrai pour x = 0 • 
d 

D' où Vx € K : x P - = x • 

- considérons lepolynôme de degré pd à coefficients dans WP 

il a pd racines dans le corps, et ce sont tous les éléments du corps (c'est un 

exemple de polynôme à coefficients dans un corps fini, qui est nul pour toutes 
. . 

les valeurs de la variable, mais non identiquement nul). A fortiori, Kesten-

gendré par ces racines; donc K est le corps de décomvooition de ce polynôme ; 

il est donc défini à un isomorphisme près. 

2° - existence. 
d 

- Soit K le corps de décomposition du polynôme P(X) = Xp - X sur (on suit 
p .d 

qu'un tel K existe). Montrons que card K =p. 

a) les rncines ue P sont toutes simples. 
d 

En. effet calculons P'(X) = pd xP -1~ 
d 

mais p == 0 en cacnctéristique p J 

donc P'(x) = -1 pour toutes les valeurs de 1 · bl a varia · e • et en particulier pour 
les racines. 

Il Y a donc Pd raci·nes d" t· t d 1s inc es e P dans K. 

b) il reste à montrer que K ne contient aucun autre élément que 
les rë.cines ( ou 

encore que l'ensemble de ces racines t 
es. un_sous-corps, puisque K est le plus 

petit corps_contenant les rQcines). 

Soit E l'ensemble ùes racines de P; 
~oient · ( / Pd X et r E E c'est-à-dire X = X et y = y) 

calculons 

l d d (x - y) = xP _ yP ( 
eu caractéristique p) 

d 
.... (xy )P. 

= X - Y, d'où X - y€ d d E. 
= xp yP. 

= xy, d'où xy € E. 
Ainsi E est un 

sous-anneau. Enfin, si XfE et x f o, 
/ 

1 
i 

1 
1 



on a x- 1 ( E, car 

=X 
d -p = X 

-1 

E est donc un sous-corps de K, etpar suite E = K: le corps de décom-
. d 

position de p est l'ensemble de ses racines: il a donc p éléments. 

Notation : pour tout entier q de la forme l ( p premier, d entier 1), on 

notera~ le corps à q éléments. Cette notation est en accord avec la notation Fp. q 

Théorème 

* Le croupe rnul tiplicatif F est cycliaue (c'est-à-dire engendré par q 

par un de ses éléments.) 

Démonstration 
>/· w· 
q se corn-

pose des racines ( t_outes distinctes) rie x11-· 1 - 1. Hais on aai t qu'il existe une 

racine primitive {q.;._1) ième de l'wlité, soit a. 

Ce qui s'écrit : 

1. / 2 · q-1 ( 
J a€ Wq* a~ a, ••• ,a = 1 soient toutes distinctes c'est-à-dire ces 

puissances donnent une fois et une seule tous les éléments non nuls du corps). 

Il y a ~(q 1) éléments tels que a. 

Application au cas d = 1 (<=> p = q). 

Le groupe multiplicatif Fp* des entiers non nuls modulo p est cyclique • 

.. Ce qui s 1 écrit; 

fa ( ~p* /a'. a2
, ••• , ap- 1 = 1 soient des éléments distincts. 

a est une racine_ IU"imi tive du polYnBme xP-.l - 1, dont httte& les racines sont ~o.tll,v 

les éléments de rt1 * · 
' >'-'p • 

E,,.x:emwle p :. 5 

Les éléments non nuls de~ t "-' 5 son .± 1 , .:t. 2 • 

• + 1 et - 1 ne sont pas des racines IU"imitives 4ièmes de !'unité car 

1
2 

= ('-1 )2 =. 1 



ex2 ___ 1 ..->o. ex3 =.±. 2 => ex4 =.1, donc+ 2 et - 2 sont prioiti • mais ex = .± 2 __,, 

Tous les entiers non nuls modulo 5 s'écrivent d'une seule manière comme 

puissances de ± 2 • 

. Remarque 

• on a vu 

Soit p premier impair. 

ex est carré dans lfI' * p 

12::.1 
<=> 0: 2 
..12=.1 

= 1 

• mais s~ a est primitive, alors a? = -1 (puisque P-1 est le plus entier 

d > o tel que ad = 1), donc dans ce cas, a: n'est pas reste quadratique modulo p . 

• cette condition n'est pas suffisante; il existe des éléments qui sont non restE 

quadratiques modulo p tout en n'étant pas racines primitivr:::i (p-1)ièmes de l'unité 

Théorème de Wilson : ( p - • 1 ) ! = -1 ( p) 

C'est un conséquence du fait que F * est cyclique. p 
En.effet 

Consid&rons tous les e'le'r11ents de F * ·1 'é · t i s s criven, pour un a: p 

C bl t h . . 2 P-1 onvena emen c ois 7 a, a,, ••• , a: = 1 p(p-
1
) 

Leur produit s'écrit: a 1+2+ ••• +p-1 = ex· 2 

•. supposons d 'al)ord p impair ; alors .I=.1es-t entier, donc a 
' ' ...E::.L 

Mais a: est primitive, donc a: 2 = - 1, 
p( P-1) -

d'où ex .2 = (-1)P = -1 puisque p est impair. 

·n•autre part, le produit des -éléments de~* peut aussi s'écrire ( 
p 1. 2 • ..• p-1). 

On a donc: 

(p - 1) ! _=; -1 (p). 

• cette formule est aussi vraie poui· p = 2 puisqu'elle s'écrit 1! = 1 ; _ 1 ( 2) 
, d'où le Théorème de Wilson 

. . 
d. Retour à tF pour 9; = ·p 

q-

* Première interprétation de d' et ·résultats 
. .. 

Soit a un géné~ateur du groupe ul 
m tiplièatif F *• (ou encore une racine ·. . q 

primitive (q-1) 8 de l'unité) 
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Alors~*= a, a, i 2 
q ' ... , 

est engendré par~ et a, et de plus[~ : & ] = d. q p q p 

Mais d est aussi le degré du polynôme minimal de a, qui est un facteur irréductible· 

du polynôme cyclomotique pq_ 1(x), de degré ~(q-1). On voit que tous les factr;u.r~ 

irréductibles de p sont de même degré d, et que d est un diviseur de ~(q-1). q-1 
* Deuxième interprétation de d comme cardinal du 5roupe de Galois G(~, lF ). 

q p 

On va chercher les automorphismes du corps [i' (ce sont en fuit deo {F -nu-
q .P 

tomorphismes de~). 
q .J.'~ 

Puisque IF s'obtient par adjonction à~, d'une radne a d-tt(polynômc q p 

irréductible Q, alors il y w. une correspondance bijecti·,e entre les automorphismes 

cherchés et les· racines du polynôme Q (dont on adjoint une racine) àans IF • Cette 
q 

correspondance associe à chaque automorphis1:ie a la racine = a(a) du polynôme Q. 

Il y a alors autant d'automorphismes de F que de racines du polyr.é}zte Q 
q • 

Mais les racines de Q sont aussi racines du polynôme cyclomotique p • 

elles sont donc dishn~tes. 
q-1 ' 

D'autre part d est le deg.1:é de Q, et par suite Q ad rucines distinctes 

dans lF * q • 

D'où le résultat : il y a d 1>uto!llorphismes de /F'q, c, est-à-dire 

G(fF ,IF)= d c.:...: q p 

* Détermination du groupe de Galois G(F ~) 
•q~ ~p. Il est ~lclique • 

• on va exhiber d automor~hismes distincts de f 
q les éléments de G • 

: on aura ainsi trouvé 

• l'application ode W dans f définie 
q q par 

phisme du corps w. 
q 

x ~> xl- ~~st un endomor-

,WV-\.J . 
En effet, (x et y€~ 

q on a.: 

D' a.utxe part, rr:, 
~4 ee t un espace Vbctoriel d , 

e uimenslon d finie sur {F 
p~ 

.. ,. 
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, t d c un automor i:hürn"' 
qu' homomorphisr.1e de corps, c es on et a est injective en tant 

2 d IF d ô,..,S IF dufinie par : ,., = lf'f O lf'f' api.1lication e q ~.. q • considérons .., "' "' 
. p2 

X--> o2(x) = (xP)P = X . 

C'est. aussi un automorphisme de F4 • 

. 2 on obtient ainsi a, a, •.• , 
k 

a , ... ' d 
0 id comme automorphisoc6 deWc 

-d 
= id puisque\/ x E \F -=? xP. = x) 

q . 
• ces automorphismes sont tous distincts. 

En effet, su~posons qu'ils ne le soient pas. 
. k k 

Al l.. k et k < él / a 1 = a 2 
ors, 1 1 2 

<==> } k < d 

<==> :tk < d 
k 

et le polynôme Xp - X 

k (il en a au plus p )o 

/ k 
a = y 

/ X t F q 

aurait d p 

k 
k . a (x) = xp = X . 

racines distinctes ce qui est impossible 

• on a ainsi trouvé d automorphi~mes de tF'
4

, à savoir a, 2 d a , ••. , a = id. 

Chacun d'eux est une puissance de l'un d'entre eux a, automorphi.sr::e "élévation 

à la puissance p11 , et il n'y en a pas d 'autre2.. 0 

Le groupe G(IF , 1P ) est donc cyclique d'ordre d, ,~r';:r".mdré par 1 'a,1to-q _ p 

* Détermination des racines d'unfacteur irréductible Q de p • 
q-1 

Soit Q un facteur irréductible· (sur 151 ) du polynôme cycJ.otomiriue p 
. p "l. q-1. 

Son degré est d. 

Soit a une racine de Q (a' est une racifü~ primitive ·(q-1 /ème de 1 •un~té 

Les autres racines de Q sont des éléments de IF• donc ce sont des 
q 

puissances de 0:0 

D'autre part, on sait que tout élément du groupé de Galois transforme a 
p p2 d-1 d 

en une racine du même. polynôme Q. Donc ex, a , a: , ••• , a.p (cl == o:) sont d'es 
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racines distinctes de Q. 
degré d, il a donc au plus d racines distinctes. Donc 

Mais Q e_st de • d- 1 
p p 

Les d racines de Q sont a, a, ••• ,a 

~emple p = 3, d = 2. 

- on étudie , 

aièmes de l'unité. 

multl.. r,11· catif a 8 éléments, 1 1 :5 racines· dont le groupe r 

· p 
8 

(x) x4 + 1 , p 
8 

est le polynôme cycl otomig_ue relatif 
. . ·. . ièmcs 

ses racines sont les racines primitives 8 de l'unité. 

à l'entier 8, 

d = 2 est le degré de tout fac~eur irrcductible Qe P8 • on a, en fait 

x4 + 1 = (x2 + - 1) (x2 x - 1) 

en effet (x2 +·X - 1) (x2 - X - 1) = (x2 
- 1)

2 
- x

2 
= x

4 
- 3X

2 
+ 1 

. 2 
avec -3X = 0 dans lF3• 

Choisissons Q(X) = x2 - X - 1. 

w
9

. est obtenu en adjoignant â w
3 

u.~e racine de ce polynôme irréductible, 

soit a. 

Puisque [w
9

: w
3
] = deg Q = d = 2~ on va pouvoir écrire tous les 

éléments· de~ comme combinaisons linéaires de 1 et a à coefficients dans (F 
9 3~ 

et cela d'une:manière unique. 

<=> 'tJ z € F , z = xa + y 1 avec x et y € JF (x et y = O ou± 1-) 
9 _ 3 

Mais on sait que d'autre part, tout élément ·de· F * peut s'écrire 
9 

d'une seule façon_ comme puissance de a. 

Etablissons la correspondance eni;re les 2 écritures. Il vient 

ex = a 
2 

ex = ex + 

3 2 ex . = <X . + CX = 2o: + 1 = -o: + 1 . 

(X4 = _N2 + 1 ( . d ) o: = - • a racine e Q est racine de p 
8 

N5 = - a 

6 o: = -ci -1 
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. 7 
(X = (X - 1 

8 
(X = 1 

on a ainsi tous les éléments de ~g*• 

L'autre racine de Q est l'image de a par l'élément de GûF9 : tF3) 

(card G = d = 2) qui n'est pas l'identité, à aavoi:r ap = a3 • 
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. 
SYMBOLE DE LEGENDRÉ. 

Loi de Réciprocité Quadratique. 

Définition: 
soit p premier impair. Soit n un entier quelconque. 

on appelle symbole de Legendre et on note(;}: 

' E::.1' 
. {E-) = n 2 (mod p) 
' p -

' 0 
n == · O ( p) (-) = 0 • - ) p 

Propriétés: 

sin .est.reste quadratique (mod p) 

sin est non reste quadratique (mod p) 

par décomposition den en fuc~eurs ~erniers, le calcul de (n) est ramené p 

au problème suivant: 

problème 

Calculer (~ pour ·q premier / p. 
p ' 

on l'a· déjà calculé· pour q = 2 : 

si p :: ±.1 (m~\\i 8) 

si p ::.. ±} (mod 8) 

Théorème: Loi de réciprocité de Gauss. 

Soient Pet q deux entiers premiers impairs distincts, c#i a 

/ 
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Ce théorè~e sera. prouvé plus loin. 

Remar.que 

si pou q est congru à 1 (mod 4); -
si p q sont congrus à -1 (mod 4). 

calcul de (~), à l'aide de la loi de réciprocité·. 
p -

Il suffit de regarder les n tels que - I < n < I 
On doit donc calculer (.± n) pour O < n < E 

p 2 

E::.1 
= (-1) 2 (~). On est _donc ramené au cas Oll n>O. 

Par décomposition den en facteurs premiers, on est ramené à calculer 

· (!!) pour q premier impair < p ( et même < f) , puiequ I on connatt déjà (~p). Par la· ' p 

loi de réciprocité 

· et on est ramené au problème ini'ial, à cela près que p a été remplacé par ~- < ~• 

.On recommence avec q le même processus, et on obtient ainsi le. princ~pe d'Wl . 
calcul de (~} par récurrence sur p. 

'p ' . 

Exemple (~) ( 6) 17 = 17 = (2.) (l..) -~ ( 3) 
17 17 -. 17 

<17) = (.11) = '(:~) = -1 .3 3 

(~) donc = -1 . 17 
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Quelques cas particuliers: 

(E) f 1 

' = l-1 
si p = 1 · ( m~d ; ) -

. . -
si H ::. -1 ( mod 3) 

(2) (E) 1 +2 · d' ' = or (~) = 1, (5) = -1, ou 
p 5 -~. ... 

L: si p =:.. .± 1 (mo~ 5) 
(2) = 

(mod 5) p si p =-.± 2 

~émonstration de la loi de rdciprocitf. 

les r~cines On adjoint au corps IFP 

.:,btenu ; ~' est un corps fini. 

du polynôme q X - 1. Soit K 

On fait tous ·1es calculs dans K. Il y a dans K des racines primit!, 

~(q). On en prend une <X • Toutes les racines sont les puissances de Cl , . 
2 q oc,oc 11••·, Cf.::;;.: 1. 

Soit x € (F • q I 

k (mod q). 

On pose 

on peut dé~inir 

y= 
X €IF q 

puisque 

<X 

k 
(1 ne dépend que de la cl: 

(On fait les calculs dc.1! 

. 0 
et ;n'y figure pas en réalité, car son coefficient est 1-) = o. 

q 

x+x'i a 

Faisons le changement de variable I X = X 

X . .;; 0 Donc 

2 ex_> 
q 

lx+ x• = t 
• 

~t ~·iO 
x ,al 

q 



Cas t, f O • 

L•~rsque 
: . 

x parcourt * IF q 
ll en E~t le ~ême de 

1 
i ' donc de t - , car 

X 

-ir,;~rse dans IF; , Donc 1 - parcourt l'ensemble CF q - [ 1} 
q-1 

c "''(,-1) {q-~/2 L (~) (-1) ·2- [ (~) _ (!>] 
t . · :z. E:.-F-' - { 1} 4 z IF q q 

q q 

car il y a g i! f o 5. s ( + 1 ) et q; 1 

q-1 
(:·1)- 2-(-1). Aj.nsi 

q-1 
y 2 = <-1 > -2 - [ c q ~-1 ; + C 

* tEIF q 

(-1) r:,.t J 

et 

fois 

' t . }_! . (X = o, car la semme des racines d9 x4 - 1 est nulle. 
tE.IF. 

q 

on o. 

(-1). 

D'où 

(1} 1 /!.. (-1 ) ~i! q 1 . dans le C crps, K. 

' ' •, 

yp = '"1 (~) px L-J q CJ. XE (F . 
q 

,; . 
'Comm~ y JO on conclut· 

(2) 

· Or (p--1) · est pair, donc 

car pour 

(car quand Y t m 4 ,. parcou.r "' , 
t q 

t / 0 a un 

tout u E F • p 

px aussi). 
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( 1) 
p-1. 
T 

donnent 
p-1 
2 

q 

. Or 2 q q = (-) .p 
d'après la définition du symbole de Legendre. 

Finalement 

Corollaire. 

En effet 

p-1 

(~)·=:: (-1)2 
p 

(:.<A> - r:2 > ( > p p p 

q+1 
-2 p 

(--) . 
q p-1 

= (- 1)2 

C.Q.F.D. 

P-1 q+1 
22p -·- (- 1) (-) • q 

REPARTITION des NOMBRES PREMIERS dans les ENTIERS. -----------------------------------------------------
Proposition 1 • • 

entiers consécutifs dont aucun n'est premie1 • 

Démonstration. 

On considère la suite des entiers n!·+ 2, nl + ), ••• , nl + n. Il y en~ - t. 

. Aucun de ces nombres n'est premier, puisqu'ils sont successivement divisibles par' 

-
Problème. 

J 

Existe-t-il des entiers n arbitrair~rnent grands tels que (2n-1) et (2n+1) soient 

premiers ? 

· .Ce· -problème· n'est pas résolu. 

Notation I. 

Soit . p n le n-i ème nombre premi. er ( dans l 'ordre crc issant) ; pa:r exemple•', pl = 2, 

Pl= 5. 

3 n tel que pn~l 

-Notation II • ... -.... ~·---·-•-· . -·-

Pour n -entier on pose : <U(x) = Card fp l ·p ~-x, p • i l premier r • 



.. 
Exe!Tlple X = 10, qr(10) = 4 • 

é du ""rnn<l Ce résultat est une cons quenco ô 

· .Quand qr(x) tend vers. O. 
X CO , X 

. Il 
théorème des nombres premiers : 

Théorème. 

lim 
CD 

crr (x) log X 

X 
= 1. 

· Nous ne prouverons pas ce théorème difficile. Il a ét6 d6montr6 en 1896 pur l~dnmnrd 

' p · par des méthodes analytiques ; puis plus tnrd par de~ m~1 et par de la Vallee- oussin 

des dites 

Exer\!ice 

Exercice 

"élémentaires''~ mais compliquées• 

Prouver que l'assertio~ du théorème équivaut à lim 
CO 

p n 
n log n 

Soit k un nombre r,el > 1. Prouver que pour tout entier n assez gran 

· il existe au moins un nombre premier p tel que n ( p 6 k n. [on ndmettru le grand 

rthéorème des nombres premiers J. En fait, pour k - 2, et pour entier n 2, 1, 

.existe un nombre premier p tel que n < p 6 2n. (Voir Hardy and Wright, p .. 3431 

·th. 418) • 

) Sur les questions relatives à la répartition des nornbres ?r_~.~e~B 1"·on îJOU:rra con~n 

ter le petit livre 
A. Blanohard, Initiation à la théorie analytique des nombres premier3 (Dunod 196~ 

D6sormais, on va se borner à étudier la: 

Répartition des nombres premi.ers dans les progressions ~rithméti.~1~~: • 

Voici le problème dont il s'agit.: soient a et m deux entiers ) O ( m 2). Or 

veut savoir si la progression arithmétique formée ùes entiers= a (mod m} contient 

des nombres premiers. 

·11. Si a et m ne sont pas premiers entre eux,· autrement dit si le p.g.c.d. 

(a, m) > 1, tout nombre premier p =· a (mod'. m) est divisible par (a, m) ; par suiti 

si (a,.m) n'est pas premier, il n'y a aucun tél p, et si (a, m) est premier, c'es· 

l'unique P Premier qui soit ;::: a (mod m) L 1 · ·· · t' · - · • e seu cas in eressant est donc celui où 

sont premiers entre eux, c'est-à-dire (a,m); 1. On se propose de démontrer p: 

:Th~orème de Dirichlet. J loin le 
Si (a, m) ~- 1 , H existe une infini té de Q:~mbres · , prem1ers_cp~8 

: · à a modulo m. 
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On démontrera même un théorème plus :précis (da à Dirichlet), mais que nous ne 

sommes pas encore capables d'énoncer. 

L'entier m 6tant donn6, le nombre des progressions arithm~tiqucs formSos 

d'entiers premiers à m est f(m) {nombre des entiers 1 et é m qui sont pro-

miers à m). En effet, les progressions arithmétiques de raison m 

les éléments de a/ m ru (anneau des entiers modulo m), et celles 

ne sont nutros que: 
,\ 

dont les 616monts 1 

sont premiers à m correspondent aux éléments de 71/m 71 qui sont inver.s5.bles 

multiplicati0n. Ces 6léments forment un groupe {ab6lien}, noté G{m). 

1er_exemple : Etude des congruences modul-ô 3. 

On va prouver le 

pour la 

Théorème Il existe une infinitJ de p premiers - - 1 (mod J), et une infinitd d~ p 

premiers + 1 (mod J). 

Démonstration. 

Ccmmençons par les p 5 -\1 {mod J). Pour tout entier x 1, Jx _ 1 poss~de uu 

noJns un facteur premier == - 1 (niod .,) • E ff t 
J e , tout facteur premier de 3x - 1 oRt 

; ± 1 (mod 3) , t e comme ·lx - 1 - 1 (mod J) il n'est pas possible quo tous les fac-

,eurs premiers soient 1 (mod J). 

'.ontrons qu I il y a une infini té p premiers == - 1 (mod 3). En effet, quelle que soit 
a suite finie de nombres premiers tous 5 - 1 (mod 3), posons 

= P1 ,-~ 0
, Pn; alors Jx 1 adm t · 

e au moins un facteur premier p -1 (mod J} un 
p est nécessairement 

LS où p == 1 (mod 3 ! 
l utilise les restes quadratiques. 

mme : Si un entier x est $ O (mod 3). ious les facteurs premiers de 
1 (mod 3). 

2 
X. + ) sont 

rionstration. 

L t P un facteur premier de 2 3 · x + ·,• -l est t res e quadratique (mod 
1 p 
·) = (-;-) ; donc .' _

3
P) 1 

J A ::: , c'est-à-dire p = 1 (mod )). C.Q.F.D. 

p}. Or 

Si maintenant 
sont premiers et - 1 (mod 3), posons 
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alors x2 + 3 possède un facteur premier · P = 1' (mod J), et p est distinct de 

P1 '• • •' Pn, sinon p déviserait 3, ce qu5. ést absurde. 

2ème exemple Etude des congruences (mod 4}. 
--------------
Théorème 0 Il existe une infinité de p premiers --1 (mod 4). . 
Démonstration. 

Si. x est un·entier 1, 4x - 1 p:)ssode au moins un facteur premier 
·-.> 

(mod 4). 

p - - 1 

En effet, les facteurs premiers de 4x 1 sont tqus :'.: ± 1 (mod 4), et s I ils étnien 

tous H + j (mod 4), leur produit 4x - 1 serait 1 (mod 4), ce qui est nbsurde. 

Si maintenant p1, ••• 1 pn sont premiers et 

p1 , ••• , pn; sont facteur premier p de 4x 

1 (mod 4), soit x le produit 

1 est distinct de Donc 

il existe bien une infinité de nombres premiers 1 (mod 4) • 

Th6o~~me·u Il exi~te une infinit6 de p premiers= 1 (mcd 4)v Pour la ddmonstrution 

0!1 utilise le 

L!:mme • 

(mcd 4). 

2 Pour tout entier ·x 1,_ tous les facteuis premiers de 4x + 1 sont !'!: 1 

Car si ·4_l + 1 = 0 (rnod p), - 1 est reste quadratique (mod p), et l'on sait 

que~edéquivautà p=l (mad4). Delà nd'd ·t t · l " · · o e u1 , OUJours par e m~m~ procedc
1 

l'existe~ce d'une'infinit, de nombres premiers~ 1 (mod 4). 

Cas général~ 

Le cas général des p = a {mod m), ave~ {a m) 1 1 · 
r . ::: , ne se aisse pas traiter J,'lll 

des méthodes aussi simples. On va avoir besoin d'utiliser la théorie des fonctions 

analytiques d'une variable complexe. 

. .. / ... 
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FONCTIONs··' ANALYTIQUES __ d'un~. ·'vlRIABLË~~èQB~~~-
------------------

Ce qui suit est un résumé de notions et de résultats, pour lesquels le lecteur 

est renvoyé aux traités classiques. 

Définition 1. 

On appelle s6rie formelle une expression L 
n~O 

où X est une lettre, 

et les coefficients a €. C. n Soit 

termes O. on consid~re l'ensemble des 

considérons lanl rn, s6rie à 
n 0 

r O pour lesquels cette s6rie o~t con-

vergente. Il est non vide, car il contient r = O. Soit e la borne supérieure <le 

ces r. Le cas où e ,::. 0 ou e = ro n'est pas exclu. 

Si e est fini, il n'est pas toujours vrai que L....J \ lan·f on soit finie. Le nom-
bre n Lo e s'appelle le rayon de convergence de la série 

Définition 2o 

On dit que la série est 11èonvergenteu si ·:eJ~(J;:••·,on peut alors ra;t1placor la lettr 

'"· n x· par un nombre .COl!lplexe·, x,l"''pb'u':rvll' que: lx 1 < e . on pose 1'(x) = ',8 an x 

n~O 
· ,· •' 11>" est la! somme d'une série absolument convergente; x 1'(x) est une fonction 

c~ritinue l'int,rieur du d,sque de convergence, c•est-à-dire pour 

est déri~able au sens complexe, i~e. 
pour lx 1 < e , 

f(x+h) - f(x) 
hl~ 0 h 
h € t-lc)J 

Cette limite est notée f'(x). 

De,. plus f 1 (x) ==°:1J. 
n20 

n-1 n a x 
n 

Le rayon de convergence de la série formelle 

existe. 

lxl < e Elle 

le mime que celui.de la série in.1·t1.·a1e •. O t 1· 
n peu app 1.quer ceci à la serie dérivée, 

"n an· . ...n-1 LJ A ( 
11 .érie dérivée") e·st 

·et recommencer. ·Par suite, f 

.. fois, on dérive terme à terme. La dérivée n-ième est donnée par 
·.f(n)(x)· ( ) 

= nl an+ x ( ••• )9 d'où f n (0) = n1 a 
n 

eSt indéfiniment dérivable au sens 
complexe.~ chaque 

• 



Ainsi 
1 

a = -, n n. 

Proposition 1. · 

-. 112 -. 

Les séries convergentes forment un anneau. 

(N.Bo chac~n~ d'elles a un rayon de convergence 

Notations. 

)O, qui dépend de cette série). 

-~----·---·---
c: [x) Anneau des polynômes à une indétermin6e X 

c[[x]J Anneau des séries entières formelles ; 

C fx} Anneau des séries convergentes ; c'est un sous-anneau de ([x]J . 

ProEosj tion 2. 

Ce sont des anneaux intègres. 

C'est bien connu dans le cas de l'anneau des polynômes. Pour l'anneau t [[xJJ des 

séries formelles, on introduit l'ordre d'une série formelle IJ an y:1 non identique-

ment nulle: c'est le plus petit n tel que a / 0 • et on montre que l'ordre du n , 

produit dè deux s-éries formelles non. identiquement nulles est la somme de leurs ordres 

(donc le produit n'est pas identiquement nul). Enfin, l'anneau q; {x.71 sous-anneau 

de l'anneau intègre œ [[x]J P est intègre • 

. · Ces anneaux sorit en réalité des algèbres sur le corps œ. 

Un élément de l'~nneaa t [[xJJ, resp. tfx}J est inversible si et seulement si 

le coefficient a
0 

est non nul. Les·éléments no~ inversibles forment un idéal de 

l'anneau. Ce sont les séries pour lesquell~s 

··· Corollaire u 

a - O. 
0 

œ[[x] est IV fx} sont des anneaux locaux ( 1.· · l 'lé t · · .e •. es e mens inversibles formen~ 
un idéal c'est l'unique idéal maximal). 

Soit f(X) une série convergente non identiquement nulle ; on a 

f (X) == a xP + ••• p , a -/:-O. p 
inversible de l'anneau. 

Donc ·f(X) = xP g(X), où g(X) est un é1ément · 
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(même énoncé pour c([x]]>. 
Les idéaux de l'anneau 

,. Démonstration. 

Soit I un idéal autre que 
-idi~ le ·plus petit des ordres o ; c; or\~!. .l~ron3 

f € I qui ne sont pas nulles. 

Ccrollaire. 

On voit tuut de suite que 

Il y a un s6ul idéal pr~~ier 

Exemples de s~:ies entjhres. 

ex -- exp(x) = ~--, 
/_J 

Son rayon de convergence est infini. 

d X 

dx 
e ·-

X y 
e e ·-

y-· ___ J 
n~ 0 

x+y 
e • 

n-1 
X 

rn-:T;f 
n L 0 

X 
::.:: e 

En effet 

;:) ( L {~) = l~~; ( ~. ;:~;) 
q L. 0 n L. 0~1+q--n 

/ · +l · 1.,c '"" e'tnnt donne~ Q cherchons le5 2 Foncti~c lognr~u1m19ue • y E.. C 

ey:.:: On nécessairement t o, ey -y 
1 ' donc ey I o. x .. a X ,~ar • e .. 

y' i yir y' ( {R1 y!/ tn ey y' iy" Pour y" 'Posohs y + €. X -- - e e 

leîy'' 1 1 y·) est l'une des valeurs de l'argument de iy" Ainsi - e • . 
lxl ' - ey arg x - 7 

:;::: y!~ + 2kqr (k E: Z') • 

p des 

tels quo 

( m, on a. 

On pose donc !log X ... log lxl + i arg xi fonction qui a une infinité de détermina-

tions, puisque arg x n' e:~t défiùi qua modulo 2<tr. On va voir maintenant que dans 

certains cas on peut :hoisir une de ces déterminations. 

Par exemple, si X ~,arie dans le demi-plan Re (x) > o, il existe une détermina-

tion de arg x telle que •- <JI" <. arg x <. '[ 2 2 il lui correspond une d6termination de 

log x, appel~e la d~terminati~~ principal! pour Re(x)) O. 

c~~i vaut en particulier lorsque x = 1 + u, avec lui~ 1 En fa1.·t 1 d 1 t 1· '- , , e erm 

log(1+u) est la somme d'une série entière 

log(1+u). ,:::: u 
2 u 

2 

'lnt le rayon de.convergence est 1. 

n 
( n+1 u + .... +.-1) -+ •.. . n 
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Pour u réel ce développement s'obtiênt en intégrant 

1 2 ( )n n = 1 - U + U +o~•+ -1 U 1+u 
+. 0 •• 

Il faut vérifier que rog(1:u) = 1 + u pour lu 1 < 1, 

pour u assez voisin de o. loge u 

c•~st une question de calcul formel ; comme on sait que c'est vrai pour u r~cl, c'est 

que le calcul formel réuss1t,donc c'est aussi vrai pour u complexe. 

II- Fonctions analytiques. 

Soit U un ouvert du plan tt de la variable complexe, et soit X 
0 

un point de U. 

. Considérons un disque ouvert 1 1 1x - x 1 < r contenu dans 
0 

u. Soit f une fonction 

définie dans U, à valeurs complexes. Considérons sa restriction au disque Jx-x I< r. 
0 

Déffoition 1. 

On dit que la restriction de f est développaLle en série entière dans le disque, 

s 'i.l existe une série entière a xn dont le rayon de convergence soit au moins n u 2 0 
:r' et telle que 

X )n 
0 

pour lx - x 1 < r. 
0 

Alors f est continue pour lx - x l < r, et eit m&me ind6finiment d6rivable (LU sens 
0 

-~•:mplexe .. 

Défin_1_ tion 2 .. 

Soit f une fonction à valeurs.complexes. t est analytique dans l'ouvert u C. t 
si 'f:/ X € U, 

0 il existe u1 disque lx ·- x • f r de centre 
0 x, contenu dans 

0 

que la restriction de f à ce disque soit développable en série entière. 

Notation. 

On note cftg (U) l' bl d ensem e es fonctions analytiques dans u. 
Proposition 1o 

3t&(U) est une algèbre. sur~ le corps com1>lexe c .. 
P!··,)posi.tion 2. 

Si f est ~nalytique dans u, f 1 t 

U1 tel 

1 es indéfiniment dérivable dans 
toutes'ses dérivées son~ analytiques dans 

u. De plu~, 
u. 
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··111- Principe du prolongement analytiqueo 

Soit Supposons que f en série entière au voisinage soit développable 

de n (n)( ) n! ,,, ,.,, ( ) On a, en dérivant J f u. r ===> f(x) = L-J ~n x-a • a. 
n~O n 

Donc __ 0 , 'r:/ n 2 0) =--=-> f ( x) ; : o pour t ou x e t t 1 que f x - a f < r • D'où 

Proposition 1. 

Soit f une fonction analyt.i que dans U, soit a ( U. Si f ( n.) (a) -· 0 pour 

alors f est identiquement nulle dans un voisinage de 

Proposition 2o 

Soit f une fonction analytique dans U. 

dans un voisinuge do Soit E =-= f a €. U I f ::: 0 

Alors E est ouvert et ferméo 

Démonstration. 

1) E est ouverta 

a J • 

Soit a ( E. D'après la définition -de E) il existe r tel que 

lx Na a I < r 

a. 

E contient le disque Jx - a 1 < r 7 et pur suite 
est ouverto 

2) E est fermé. 

est la limite. Pour tout > 0 f (n)(a) O. Pour n fixé, on a n __ ;, on a _ k 

Soit b un point adhérent à E. Il exi s+,e une sùi te l ak} de points ·de E dont b 

pour tout k comme 
est continue 1 on a f(n)(L) = 0 à la limite. 

est identi- quement nulle au voisinage de b
1 

c'est-~-dire b ( E. 
Donc f 

Thlor~me 1. (principe du pr0longement analytique). 

E 

Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe U. S'il existe a e U 

et un voisinage V de a dans lequel f est idbntiquement nulle, alors ,f est iden-

tiquement nulle dans U. Mieux, s'il existe a~ U telle que f(n)(a) = O pour tout 

n 0~ alors f 6st identiquement nulle dans U. 
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Démonstration. 

è · l' bl E d ints de U au voisina~e desquels D•après les hypoth ses, ensem e es po a 

t est = 0 n'est pas vide. Or E est ouvert et fermé dans U connexe ; donc 

E:::: U. 

Problème. 

Soit U un ouvert connexe de C, et V un ouvert non vide'contenu dans U. Soi1 

f analytique dans V. Existe-t-il une g analytique dans U dont la restriction à 

V soit f? Le théorème précédent montre que si une telle g existe, elle est unique. 

~!~!!2~!• Pour les fonctions d'une variable complexe il.y a équivalence entre ~tre 
CD • de clP.sse C et ,tre analytique. Il n'en est plus de même pour les fonctions d'une 

variable réelle. Par exemple, la fonction 
l r~ 

f(x> "'l~ pour 
pour 

est de classe c00 
mais elle n'est pas analytique. 

définie par 

/xi< 1 
X 1 

ln effet, elle eét identiquement nulle dans w1 ouvert non vide de. IR, sans Btre nulle 
partout ·(lR est connexe) , 

Théorème 2. -·-----
Soit t une fonction · U -> t, U ouvert de c. 

au sens comple:ite, lllors f est analytique·. et en .particulier de .ëiasse' c°'! On dit 

aussi que f est holomorphe, Le théorème 2 se prouve à l'aide du 
1 Théorème J~ 

Si t est de classe c1 

Si t -èst·de classe c1 
dans un disque ouvert de centre O, 

· t est développable en série entière dans ce disque, 

[Lii démonstration utilise 111•~ntégrale de Cauchy"]. 
_Çorollaire. 

lx)< r, alors 

gence •. 

-La somme d'une série entière t 
·es une fonction analytique dans son disque de chnver-
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IV- Zéros - Pôles. 

Soit f une fonction analytique dans U. Soit a e U tel que f(a) O. On a 

t(x) = D .a.: (x-a) 0 pour lx-al < r assez petit. La condition f(a) :::. 0 
n>O n ...... .' 

équivaut à (I.' = O. Supposons que f ne soit pas identiquement nulle dans un 
0 

·voisinage de_· a. Soit p ·tel que · ap I O, c:t
4 

= 0 'r( q ,( P•_. Alors 

t(x) - (x - a)p g~x) ob g(x) est ddveloppable en série enti~re 

g(x~ 

g(a) 

Défini tian 1. 

1 

:c:: Gîp + ~p+l {x-a) + ••• + Cf n (x--u)n-p +, •• On a. 

- O(' # 011 
ll . 

Soit f une fonction a~alytique dans U. Soit a ( u. On dit que a est un 

zdro d'ordre p pour la fonction annlytique t ai 

f (a) = t' (a) :: 

Ces conditions équiyalent à: 
•, 

f(x) (x-a)P g(x) () / O ( ) , g a · , g analytique au votsinage'de a. 

Ln condition· g(a) 0 entraîne g(x) / O 

g est continue. 
pour aaaez voisin de 

pour 
0 ~.1 X·-a' ' e I e ) Q assez petit D•o·ù 

a, puisque 
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· Proposition. 

Soit f une ·fonction analytique dans U, U connexe • On suppose que f est non 

identiquement nulle dans U. Soit a e U, tel que f(a) = O. Alors f(x) I O pour 

x ta· et suffisamment voisin de a. [En d'autres termes, les zéros de f sont isolés] 

Soi~ E ::: l zéros· de . f j . On voit que si f n'est pas identiquement nulle dans 

connexe, E est un ensemble'discret pour la topologi~ induite. 

Définition 2. 

u 

Soit f une fonction analytique dans u - laJ' a eu, où u est un ouvert con-

nexe ''de C. On suppoRe f non identiquement nulle dans U.. On di:b que a os t un pôle 

de f si . dans un voisinuge de a 1 a exclu, on a f(x) = g(x) (p ontier z 1), 
(x-a)p 

:où g(x) est analytique au voisinage de a (a inclus), ivec g(a) t O. On voit que ,, 
lorsque x tend vers a ( en 1·est.an·t I. a) , / f (x) f tend ·ve s 1 1 1· f · · t ,-:- • v r n 1n1 : on pou con-ve-

nir de donner la valeur ro à la, fonction f a,u po1· nt a (pt,le d f) u e • 

Défi.ni tion J. 

p s'appelle l'ordre de multiplicit~ du p8le. 

!!~~!'!::!!' (x-a)P f(x) se prolonge en une fonction g(x) holomo.-pha au point a, 

g(a) JO. 
Exemples de pôles. 

Soit U un_ ouvert de ~. S01·t L ., a '-' "'• Soient f et g deux. fonctions holomor-
phes au voisinag~ de a. Si 

1\ 

dé~ini 
,\ au voisinage de a 

·_ ·\ 
petit). Si en cutl'e 

'' "·~ 
f J. 0 Î p 

avec t 1 (a) f O, ,·-~g
1 

(a) /; o,, 
f 1(x) 

t11(x) = -.:--r=T' g,,x, 
~\
1

(a) -i o. 

g 10 ·au voisinage de a, 

(a exclu), puisque g(x) 0 

le quotient h{x) f(x) 
-=- gfxî est 

pour o < lx-a I < e < e assez 

g(x) - (x-a)P g (x) 
l 

Poscns 

et 

. .. / ... 



- 119 -

Si p 2 q , h(x) est holomorphe au voisinàge de a 

p-q ; 
Si p > q , a est zéro de h(x), d' 0rd re 

Si p q , h(x) admet un p8le en a, d'ordre q-p. 

.Allure de f au ~oisinage d'un pôle. 

Soit t(x) 
g(x) = ~---,-• , 

(x-a)p 
g(a) t- O .. Le 4éveloppement en série de g au voisina.-· 

ge de a montre: que l'on a 

,v p-i (x-a) p-l + (x-a) p g 1 {x) , g(x) = (>.o + CX 1 (x-a) + ••• + "" 
avec d' /. O. 

0 

D'où 

f(x) 
C( 0 0( 1 

+ ••• + 
(Xp-1 

+ gl(x) = + - - , 
X-è1, 

(x-a)p ( )p-1 

lvec 
x-a 

0(0 -# 0 et gl hol ornoq~he au voisinage de a (a inclus). La différence 
1 

r(x) - g
1

(x) est ainsi un polynilme de x~a' de degré 

cité du pôle a on l'appelle la partie principale de 

p égal à l'ordre de multipli-

f au p8le a. 

ronctions=méromorp~es. 

bérinitiono 
1 

1 

1, On appelle fonction méromorphe dans u (U ouvert de C) une fonction f holomor~ 
I 

1 

ppe dans U - L\ (où Il est un sous-ensemble discret de U, qui dépend de f), telle 

aue tout point a E: A 

f en tout point de 

soit un pôle de 

4. 

t. On peut convenir de donner la valeur CD 

1 

1 

Principe du prolongement analytique pour les fonctions m~romorphes : l'ensemble des 

i EU tels que f soit identiquement nulle.au voisinage de a, est ouvert et ferm6 

lans U (même démonstration que pour les fonctions holomorphes). Donc si U est 

~onnexe, cet ensemble est vide ou égal à U. 

. .. / ... 
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Soit J/-;(U) l'ensemble des fonctions méromorphes dans u. Si f 
1 

, f 
2 

€ cil:, ( U) ,-

f f et le produit f 1f 2 . comme suit 
·on définit la somme 1 + 2 

-des pôles de f 
1

, et A 
2 

1 • ensemble des p~les de f 2 ; dans 

soit 4
1 

1 1 ensemble 

U - ( A 
1 

V 4 2), 

est la. somme de deux fonctions holomorphes ; si a t A 1 U 2 , deux cas 

b . f + f est }1olomorphe ~u point o. (si les "parties prin-
sont possibles: ou ien 1 2 

ci pales" de r
1 

et f 
2 

sont opposées),, ou bien - a est un p8le de f 1 + f 2 ; donc 

est une fonction méromorrhe J.n.Lls u. De même, est méromorphe dans u. 

L'ensemble o~(U) · est ainsi muni d'une structure d'Pnneau. 

Proposition 1. 

Si U est connexe, l'anneau c/tb(U) est un corps. 

Démonstration. 

On doit montrer que si '7 f E clo(U) et .p 
.l non identiquement nulle, 1 

f est méromor-

f(x) 1 
phe .. Or si a n'est pas w1 zéro de fj on a - p g(x), g holomorpho au 

(x-a) 
voisinage de a, g(a) 1-o, p~O donc 1 TTxî (x )p 1 

a glx) 

où t es-t holomorphe voi4{age de donc 1 est holomorphe nu voisinage de 
g{XÎ au a . 

f a~ . 
. Si a est un zéro de f? f est holomorphe au voisinage de a, et n'est pas identique-

ment nulle au voisinage de a; sinon, U étant connexe , f serait identiquement nullt 

dans U- (principe d~ prolongement analytique), contrairement à l'hypoth~se. 

Donc a est un zéxo isolé de f 

f(x) = (x-a}p f (x) 
1 

1
avec f 1 holomorphe au voisinage de a, t

1
(a) t o.· Donc 

1 1 1 
fTxî ::: ( ) p CTxî x-a 1 

avec 1 
f1 

holomorphe au voisinage de a (a inclus) a est bien un pôle de 

C.Q.F.D. 
Proposition 2 • 

.fil. · f E Jb ( U) , _l_a_d_é_r_i v_é_e.;........;:f::;..·,_-=a:..ip:..r;p~a::.::r~t~i:.!::e~n~t:....!!a~u~s~s-=i~à 
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Démonstra tfon·.·. ·· 

f est ho~omorphe dans U - A (L\ discret), donc f' aussi, et il reste_à 

montrer que . si a E .1 est un p6.le de f, c'est aussi un p8le de f 1 
• Or 

' 
1 f(x) = -- g(x) 

(x-a)P 

Î g holomorpho au voisinage de 

l g(a> t o. 
a, 

f' (x) _ - 1- g' (x) .., ___ p_ __ g(x) 
p p+1 (x-a) (x-a) 

_ l h(x), 
(x-u)p+ 1 

~vec h(x) = (x-a) g•(~) - p g(x) holomorpho au voisinage de a, et 

h(a) = -p g(a) 0. On voit que l'ordre de multiplicit6 du p5le u., pour r•, est. 
,, 

'p+l (si p est l'ordre de multiplicit~ du p61e a pour f). 

Soit f holomorphe au voisinage de O. On a le dJvoloppement on série , ... , 
f (x) = L-J 

n20 

n a X 
ll 

;pour , f d6signant le rayon do convergence de la s6ric. 

Rappelons que e, est le plus grand des r > 0 tols que f soit holomorphe dans 1 o 

dbque lx 1 '-. r. 
Fixons, r tel que O <. r <. e . Sur le disque compact lx j r, f est l'Cintinue, 

donc bornée; soit M(r); sup lt(x) 1 • 
(xlf r 

Posons i6 x = r e ·e in6 f(r e
1

) = 'B a
0 

rn e 
n~O 

on a On peut intégrer cottH sôr.i • 

1
terme à terme à cause de la convergence uniforme ; plus précisément 

-ipQ ie n e f(r e ) = ·,--, a r 
LJ. n 

n z. 0 

= 1 

i(n---p)e 
e • 

si n ·-- p .. 

Ajnsi 

Finalementj r~crivant n au lieu de on obtieüi 

D'où • • 1: 

·' (inégalité de 

Cauchy}. 
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est la valeur moyenne de la fonction 

Théorème de Lioµville. 

f{x) sur le cercle !xi - r. 

. Soit f(x) une fonction holomorphe dans t0ut le plan et horn&P. • Alors f est 

constante. 

Démonstratjon. 

Pour 

f(x) - a • 
0 

n > 1 l'inégalité de Cauchy montre, lorsque 

VII- Limites de fonctions holomorphE!s. 

Th~orème de Wéierstrnsso 

r --)' +oo, que u n 
. o. Donc: 

i d C Sol. t f fn J une sui te infinie de fonctions ho 1 omorpbes Soit U unouver- e • l 
dans U. On suppose que l~s f on-tune limite n f uu sons de la convergence uniforme 

locale (cf. définition ci-dessous). 

Alors f est holomorphe dans Uu De plus f'(x) = lim f'(x), 
p--)iro p 

,tant uniforme au sens de la convergence uniforme locale. 

·néf inita.on o 

la li.mi te 

Soit f fn J une buite, de fonctions ayant une limite f. La limite est uniforme 

au sens de la convergence uniforme locale si : V a €. U, :1 un voisinage Y(n) de a 

dans lequel la suite converge uniformément, c'est-à-dire 

V x €. V(a) et \q n 2 p~ on aH !f(x) - f (x)/ E... 
ll -

'v' f. ';, O, 3 p E IN tel que 

Lemme., 

KCU 

La convergence uniforme locale entraine la convergence uniforme sur tout compact 

réciproquement, la. convergence uniforme sur tout compact entratne la. conver-
gence uniformA localea 

Démonstration. 

Soit a E K • Il existe un voisinage de a, V{a) d l' 1 1 
ans, eque a convergence 

est uniforme. 

• 
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on peut.choisir les V(a) ouv~rts. 

On a un recouvrement ou .. rnrt de K • 0.:1 pe·-1 t en extraire un ~:H)11s-rljr;ou-

·vrement fini. 

Soierit a., 
l. 

i ( I 

V E > o, 3 pi tel 

fini. 

(I fini) tels que les v(a.) 
J. i 

qu~ k~ pi --~ ff(x.) - fk(x)( 

existe et e:4t fi!:.i .,;a.r lna .P 

( 

y e: > o, k p =) J f (x) y X t K • 

rocouvre!l t K • 
I 

' f.: , Vx ( v(a.). 
.l 

La rét:ipr.oque est vraie si la sui te (f k) converge u.nif Grmome:-. t, sur tout 

compact de u, trmt point de U pÔfü~~d~ un voisi~a€o co.11pnct., è.on.c la cor.V(l!f!ûltce 

est uniforme sur ce voisinaie. 

~stration 01; thcfo.rf,me 

1) Montror..s quo f est ho.!.on:o:r·phe. Il s-tlffi t <le le rrouver au voisi:1ag1;3 

d.0 chaqu(1 point. 

Soit I x - af < p un disque ouvert co.-1tœ1u · dans U • Dans ce dinque 

les fk sont holomorphes, donc développables on sél'ies entières. 

Supposon,'9 a = o (changer x en x - a}; f k est holoœor,rr.a dnns 

lA disque fxf < p 

fk(x) = }- an k 
n:)o : 

xn pour fxJ < p 

Fixons un r tel que o < r < p . ' 

. ' 

Le _disque {x.J Jxf , r} est compact.Sur ce comp~ct, la convergence 

de la suite (fk) est uniforme par hypothèse : 

pour 
fk(x} - f k' (x) = r: (a k ... a k') 

n 
X 

n n, n, 
D' ap~ès Cauchy, fa ... a f ~- - t!~s que k et k' n,k . n,k' n,·. sont~ r p 

· Ceci montre que, pour· ;,:i fixé, la suite das 
an,k (k variable) est une 

tlv.i te d.e Cauchy donc elle a une limite. Soit a == lim n a n,k • 

. 
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Considérons la série L 
n;o 

a n 
xn. Montrons qu'elle converge pour 

Jxl < p et que sa somme est f(x) ;.= lim fk(x) 
k -o:> 

En vertu de la convergence uniforme sur le disque fxJ, r, il 

existe M tel que. If k(x) f (. M quel que soit x ( 1 xJ r) et quel 

que soit k. 

D1 après les inégalités de CauL:hy, on a 

M 
n r 

Soit r' tel que o < r' < r < p 

quel que soit k • 

Il suffit de montrer la e;on-vergence de la 3érie li.mi te sur le disque 

fermé de rayon r' • Or 

1\ 

Le second nombre est le terme gér.é.r.al è.'une progression géométriq:.ie dA 

raison r' ..:._ < 1 • Donc la sé:r·i6 conv(~rgR absolumf)nt. Comme r. r' peut être. 

choisi arbitrairement < p (on uhoisit alors r entre ··-i·' et p) , 

on voit que la série 

Il reste à montrer que 

g(x) =\-a xn. L- n converee pour 

g(x):..:: f(x) • 
g(x) - fk(x) = C (a - a k) 

n 
X 

n)o n n, 

=L (a - .9. 1<:) n 
+ L (a a k) X -n n, n n, o,n<p 11.}p 

Majorons- cette différence po11r Jxt ' r' < r < p • 

I g(x) - fk(x) 1 f L la - an,kl 
,n 

+ L l anl ,n r r n O('.n(p n.)p 

:n 
X 

+ L fan kf 
n.?,p 

L fa f ,n 
+ L Jan kl ,n (~)11 2 M (~) p r r 2ML r n~p n 

:=: ll}p r. 
(~) n.)p 1 -

(~)P r. 
On choisit·· a.e 2 M p telle sorte que r f; ,-- 2 • 1 -

r 
r. 

r ,n 
• 1 
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9L ra - a· kl ,n C 

A.lors 3h tel que k~h r .$ 2 
o.(n<p_ 

n n, 

Conclusion dès que k~ h , 1 g(JC) - f/x)I e; pour tout X tol 

que . (x) r' 

f 'd I g est donc limite de la suite Sur le disque erme e rayon r , 

des fk. Donc g = f, et f est bien holomorphe da~s U. 

2) f (x) étant holomorphe, est dérivable au S8!1S complexe darls U • 

! 

Montrons que 

f' (x) - lin: f'k(x) 
k.-.oo 

uniformément sur tout compact con te!lu dCL'1S u . 
On sait que la suite f - f ten1 vers zéro uniformément sur tout 

k 

compact. On veut montrer que f' - f' k 
tend ver3 zéro uniformément 

sur tout compact. 

On est donc ramené à démontrer ceci 

Si une suite de fonctions f holomorphes conv~rEe vers o unifor~~--- k - -

-ment sur tout compact, alors la suite des d~ri.v~es conv~rgo uniform~ment 

vers zéro sur tout C:ompaet. 

On va le prouver dans le di'sque Jxf < p S ·t · - • 01 . r ( p • ùO l. t 

ff(x)I M sur le disque !xi~ r; on va majorer f • (x) sur tout 

disque 

Soit 

de rayon 

f(x) 

n a n 

=L 
ll4-0 

r' 

a n 

< r • 

11 r 1 a 1 n 

M 
n - n r 

M 
n r 

n-1 r• pour '. 

=M 

À. indépendant de M, ne dépend que· de r et r•). 
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En effet, L 
- n~o 

tn 1 • iâ série est uniformément convergente 
= -r=-t /' 

' 

t d de' ri ver terme ·à terme pour Jt < 1 ; on peu one 

n tn-1. d { ,,_ t), 1 
t)2 L = ( 1 - • = ëît ... n)o 

Soit· alors Mk = sup f f k{x) f pour 1 xi '- r 1
; on a aup Jrk(x)J "~ Mk 

pour lxf, r' ; ai lim Mk = 0 on voit que la suite converge 

uniformément vers O sur Jxf, r' • 
C.Q.F.D. 

VIII_ Produit infini de fonctions holomorphes -

Définition 

On dit que la série L un(x) converge normalement sur un ensemble A 
n 

si elle est majorée sur A pour une série numérique convergente 

V X € A , J u (x) f e · , n n _ 

Ceci revient à dire que si l'on pose 

avec L en < + co • 
n 

est convergente 

(série des "norme~"). 

La convergence normale entraîne évidemment la convergence u.niforma. 

Théorème · 

Soit f'k(x) , une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert·. 

uc en , telles que: 

Y X.( U ; 1 

•11. 

si la série ·L fk(x) converge normalement Bl.U" ,tout compact contenu 
.k.,o i ii n 

·· dans U , alors JJt
1 

1 ' 

a une limite 
1
quand n --. °'1 ; cette 

limite est holomorphe dans ·.U et partout non nl\11;, On la note 1, {_1-fk(.x)). 
IX> 00 

! t 

De plu:, ~ 1. ( 1-f k(.x)) "' e:xp{ l~ log ( 1,-f k(x))) / ,où · log ( 1-u) d6-

>ltP.ne la dét0rmination principale du logarithme poUJ:'. juj < 1 • 
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Démon.stratio;~ 

Soit 
p (x) 
n 

On a n 
p (x) = exp ( [: log ( 1 - f k (x)). 
n k=1 

00 

Si on montre que la série L log (1 - fk(x)) 
k.;:1 

converge normalement 

sur tout compact de U , sa: somme g(x) ·sera hol0morphe dans U , et 

on aura P(x) :;;;;: lim P (x) :-=:. l.,xp g(x) , ce qui prouvera le théorème. 
n 

n - oo 

On va donc, sur tout compact KC U, majorer~ 

Or, par hypothèse, 3 sériA convergento. c à termes > 0 L- k . ' 
k 

telle que 

On à 

- log (1 - fk(x)); fk(x) + i (fk(,x)) 2 +· ... •. rr~·Jf (x))n + , • + .• ~11- k 
• ~-. . l • . • 

log (1·- fk(x)I f ck + (ck) 2 
+ ••• + i ·.(ckt 1- .... 

ck ~-1 - E ' k 

terme général d'une. série convergente. 

C.Q.F.D. 

'1 ' 

E~!'IN I !I9~-~.!-!~9!'~1E TE _ê-~-~-!.'E!!E.!.!.e~~-(a) 

, M!lli]Jats sur les nombrf~s prr·miers 

• naturels. Soit P.' unr· '_Soit P l'ensemble de tous les nomb~es pr·emi·era 

' : partie !~ de · P • , Ecr·i vons .. . ' 

11 
p € P.• -. p 

..... ·, 
ou 'M 6 Sl l'ensemble des entiers 

: ·par;tiennen t à pt, 
' . 

h ... h . 
P1 1 •.•• pk k 

.. L~. 
nUl 

1 ... n 
1 
I 

> 0 dont tous les facteurs pre_mila a:p-
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cettè série est convergente (produit d'un nombre fini de séries cor.ver-

gentes) •. 

Si l'ensemplè ffêâ fiômhres premiers était fini, itt s~fie C n (6tendue 
n)1 

à~ les entiers > 0) serait convergente, ce qui est fa\ix. 

En effet i 

k<~2k 

1 > n 
i 2tt X n 1 

= 2 ' donc [: , par :regrou-

pemEmt de termes, est somme d'uno infinité de r.ombrt'n > , nt par suit.o 

est infini. 

Conclusion : l'ensemble dE:s nombres prcm.Ler . .:., e!Jt infini (ceci est une r~ouvelle 

preuve). Soit p. le k-ièuw nombre premier.· 
k Lorsqtie k aug-rneni:l indéfiniment, 

-T 
00 

t;t;l' +a limite est L 1 
i;;;:1 n 

k 
llihtl Hm fl ( 1 ) Q On ,Ytt ijfl X:~~ t=d p. 

··.:1. 

lôg f~J .log . 1 1 1 1 = ( 1 - -) ;,;: ... + - + ' p p 2 ••• 1- ---p 2p 
= iog ( 1 - J) - - 1 [ +l 1 . p p 2 2 3p + ... + n;'2 + p np 

1 ( 1 + .l 1 ... ) .. 2~2 p 1- 2 .+ 

augmente indéf.lnirnent 

(lé4ijif~ 

1 +- + ,. .. Il n:p 

... ] 
1 
2 r ,. p 

Or, C 1 
est - nonvergente. .2 n)ij ll 

=> 1 
est - convergenta, p2 

==} L. (- log { 1 - .!) _ j ) 
pfP .· P p converge. 



Une limite finie tond vers 

Définition 1 • -

• ·none --.) 00 

Soit x réel positif, soit a complexe. 

xs .:: es log x ; l xsl ;:; xRe (s) • 

d 
ds 

S es log x = xa log x • (x ) :: log x • --

1 
La série L 

n>,, 1 no: 

- conve1·gentc 

- divergente 

Nmot1s t-ratüm 

Posons f(x) = .!.. a x. 

(a réel positif) est 

Bi a } t 

ai a~ 1 • 

X) 0 • 

f est une fonction décroissante car a> 0 • 

y 

2 n-1 n n+1 
00 00 ÇlQ 

f (x) dx < f (n)_ ,• 

Or pour n'importe quelle 
fonction décroissante f 
définie pour x > 0 , on a 

00 

llonc la série t:: f(n) . converge en même temps que l'intégrale J 
1 

· t(x:) dx. /, 



On applique ceci à f(x) = 
X 

Si Joo dx = 
1a 

X 

lim 
a- 00 

si o: > 1 J CO dx 

' 1 a = -X 0: - 1 

si a < ' 
l'intégrale est 

0: :::: Joo dx lim Si - = 1 ex oo X 

l'intégrale est divergente. 

-1 - 0: 

) 

divergente. 

llog xfa 
1 

III - Définition d.8 la fcnct:!.o.n de RiE-man.n. 
00 

Considérons L 
n=1 

= Re (sJ • n 

s n 
· s complex~. 

J
a 

a::-1 
X 1 

1 

1 «-
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' d'où ·. 

Si Re(n) > , la série converge ab.:1oltW1ent,· et sa somme est u:,n fcri.c Uon 

holomorphe. En effet, d'après le thé9rème de W8ierstr~ il suffit de dé-

montrer que cette série converge ncrmalement sur tout compact. 

On va montrer que la sé:,;ie converge n.ox:m.alemen t dans tout demi-pla'l 1• 

Re(s) o: , quel que soit a> 1 • On a en effet 

et L 
0: n 

Définition 

· On pose 

1 +1 n 

est convergente 

., .. 

ds) =L 1 
s n==1 n 

si Re(s) 0:) 0: n 

pour a > 

fon9tijn de Riemann 

t(s) est holomorphe dans le demi-plan Re (s) > 1 · • 

Théorème 

. 
J 

Le produit inf:i.ni n 
p(P 

\ 
, étendu à. tous les nombres Jll"emie1•s 

1 - s 
p 

est co~vergent pour Re(s) > 1 ·t , e . on a 

c(s) = n 
pEP 1 - -s p 

pour Re (a) > 1 
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Démon3tration 

t convergent, il suffit àe· vérifier que la 1) Pour voir que le pro du~ t es 

Or, 

série L 
p(P 

.s p 

1 
a p 

converge normalement dans toute bande 

Re(s) a (a> 1) 

L a 
p€P . p· 

c;.onve-,:ge
1 

car la série est convergente. D'où le 

résultat. 

a n 

2) Soit P' une partie finie d~ P • On a 

II 
,, p€P' 

s p 

n 
pCP' 

=L 
nCM 

(1 + .J_ 
3 

p 

s n 

1· 
+ ••• .+.ks 

p 

où 

M est l'ensemblA des entiers 1 dont tous les facteurs wemiera ap--

partiennent à P'. 

Quand on prend des parties finies P' de plus en plus grandes, le pro-

duit tend vers n 
pf.P 

D'où le théorème • 

. opri.été s de ç (s) 

Proposition 1 -

s 
p 

, et le second membre tend vers C ..!.. (le démontrer). s 
~1 n 

4(s) = log c(s) - L 
8 

, qui es~ holomorphe pour Re(a) > 1 
. pE.P p 

, se 

\ 
se prolonge en une fonction.holomorphe\dans le demi-plan Re(a) > ! . .. 

2 . 
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Il faut d'abord préciser ln détermination de 
choi:..iio pour 

Re(s) > 1 • 

Puisque c(s)' = rr 
p€P - -s p 

série L (- log{ 1 - ..!_)) s 
pEP p. ' 

Ainsi 

<J;(s) =L [ - loe ( 1 
pEP 

. 

. 1 

p 

<v (s) = -p 
log ( 1 - .!_) -

S-
p 

B 

s 
p 

) - .!.. ] = 
0 

p 
L 
p(P 

q, ( o) . · , avec 
p 

1 
+~ 

kP 
+ ••• 

Cetto série ·convorce normalement pour ne(s) a (a > 0) 

conu:'.e on va lo voir ; donc 4 (s) .eat holomorphe pour Ro > 0 p • En 

·effet -,h --h si Re(n) a > 0 , et la oério 
p p 

1 
Ta p. 

est évidemment convergente. 
l 

· On voit de plus que f 4 ( 3 ) f -$ L { P-k!x pou.r Re (a) a > O 
p k>,,2 

.. 

Or, 

-kcx 
t.- ic P 
lq,2 

=) 

or p 2 • 

Or a. > 1 
2 

1 -2a ( 1 -a -2a 2 P. + p + p + ••• 

1 -2cx 2 p -a 1 - p 

Prenons désormais 1 
0: > -2 alors 

1 1-
r2 

> 2 0: > 

< 4 . 

Donc la série L · 
pEP 

-{k-2) a + p + ••• ) 

-2a p 

1 .,, . 1 d 'fp" '{2 , 'où 

est convergente. 

<t>n (s) eGt une série normalement 1 · 
.. convergente pou.r Re(s) a > 

2 
• . 
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conclusio!'.!., 
4>(s) = L 4> (s) est normalem'lnt cor:vcrr,ontc, dons toute bande de 

ptP p 

a,,i(s) ex > -~ • Donc 4>(s) est holomorphe dans la. ba.ndo ouverte 

Re(s) > • La. proposition 1 est démontrée. 

Proposition 2 -
La. fonction 4>(s) - i;(s) - - , qui e::it holcm0rphe pour Ro(s) > 1 

- 8 - 1 

se prolonge en une fonction hol<1morphe do.n.3 lo demi pla.'1 ne(s) > O 

Démonstrat.:.on. Supposons d'abord Re(s) > 1 • 

1 Joo dx (calculer uw.1 primitive da 
On a - -a - 1 1 s 

X 

00 Jco 00 J n+1 

4>(s) ;; r_: 1 Ùï~ L [ J_ - -
s 1 s s n 

n==-1 n X x:=-1 n 

Ceci a un Sf-:ms car 1 1 intégrale converge uniformément. 
(X) 

4>(s) = L [ J n+1 
. n=1 .n 

Soit s 
X 

(...1.. - J..) dx] 
s n n . X 

pour r.. x n+ 1 

lr(x) - f(~)l sup 
%X,_Jl+t 

lr(x) f(n)l ( 1 B'I 
lns+1l 

On a 

Ainsi 1--'s - . \1 J!:1_ 
lns+l l pour n x n+1 

n X 

1 ) - Dor.c 
3 

X 

dx ] • s 
X 

r .. Re(s)+1 

Posons cp (s) J n+1 [l. d.x • C'est un.e fonction holomorphe 
n . n s n 

.. 
de a _pour. Re(s) > o 

1,~(s)I isl 
lns+1 I 

- ., !si_ 
llRe(s)+1 

. ,,9ette aérie conver·ge nùrmalement pour Re(a) a '.t ai 

/ ,; (a) - 1 est ao1wne d'une série. de 

a > O ,', Do,1.; 

fonction~ -h6lomqrphes l)O\ir : Re(a) ~= 

q~i converge normaiemen t dans toute band R ( ) . j 

halo h 

. ( . e e e ), a > o •. La aomm:e_ est .. 1on"' , 
. . mor p e pour · Re a) > 0 t 1 . · 1 " .., . , e a proposl tian 2 est démontréa / 

l 
t 

1 



conséquence 

·. cp(s) est holomorphe pour Re (s) > 0 , s=1 est holomorphe pour 8 /. 1 • 

Donc _j_ + cp(s) 
s-1 

est méromo~phe pour 

, de résidu égal à 1 • 

He(s) > O, avec l'unique pôle 

simple s = 1 

Par suite t;{s) se prolonge en ,me fo~e t.ion mé:rom0rplie pour Re (s) > 0 , 

avec l'unique pôle simple s = de résidu 

[ t t r(s) se prolonge en ur.e fonction méromcrphe En fait, on peu mor.,rer que 

dans tout le plan comolexe, avec l'unique pôle s = 1 .] 

Utilisation des pr0positionR et 2 -

D'après la proposition 2, on a 

1 t;{s) ::: -
s-1 + cp(s) = _J_ 

s-1 [1 + (a - 1) f(s)] 

Pour s voisin de , on peut prendre le log d'une fonction voisine 

·de 1 : 

log C(s) =log_!__ + log (1 + (s - 1) ~(d)] s-1 

La deuxième fonction est holomorphe au voisL~age de s 1 J nulle pour a= 1 • 

On a la même détermination pour log C (s) que lors de la première défi-

nition, car dans chacun des cas c'est la détermination qui est réelle pour 

s réel > 1 • Ainsi log Ç (s) = log .J... + h{s) , h ho.lomorphe au voisi-s-1 
nage de s = , nulle pour s = 1 

1 

Or, d'après la proposition 2, on a 

log ds) = ci,(s) + L 
pfP s p 

Par différence, on voit que 

. 1 
- log H 

En particulier, lim 
s-1 

Re (s)> 1 

On en déduit : 

est holomorphe au voisinaB:e de .s s:: 1 ..... 

( L .1. - log ~ 1 ) ~xiste, . pEP ps 

= 1 • 
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Définition 

) d. 1 , nsemble p des nombre8 (fl..nie ou infini_e e e Soit p• une partie 

1 [~ ..!.. ] a w,.e li.mi te p quar..d premiers. On suppose que log(-1-) frp, p s 
~-1 

s. tend vers 1 (Re(s) restant> 1) 

p est alors appeléf:3 la de!lsi té du sow..'-ensem~le pt de p 

D'après la relation ( *), 0.:-1 a toujours P D'autre part, 8i P' e~t 

1 d ·t' d~ P' ~st r..11lle. fini il est évident que a ensi e ~-
_, r==========-===, 

Rôpurtitlon des nombr•~s premiers. 

I - Théorème de Diricrilet -

On se donne un entier m 2 

Soit p premier. Il se tr,, tJ uar.s u ··J-! c ,:-OJ .:."" v _ .:J 1 , i '" p·ro1...,...,..cs~J1· ,~.rL3 ari t1'.JUû tiques 

de raison m ; elles SO!l t au :r .. om bre de m 

p définit un é.lémen t de 2/m2 

1er cas -

Si p na divise pas m , les classes p, 2p ,~ •. , mp sent distinctes 

il y en a m 

p est un générateur du gr·oupc cyclique Z/rn2 (additif). 

2ème r:as -

Si p divise m , p est le seul nombre premier dans la proG'!'e~sion arith-

métique de raison m qui contient p 

Car si q premier q = p +km , on a q-= p 

Considérons la progression arithmétique de raison m qui commence par 

a (a donné) • 

Cherchons s'il existe p premier tel que 
p ?: a (mod m ) • 

Si ( a , m) = d , on a p '= 0 (mod d) 9 d = 1 . ou p = d 

Donc si d > . , il Y a au plus. UJl nombre premier p a ( d ) mo m • 



Exemple 

a = 6 

t l P = 6 (mod 8) h P Pr emier, e que On cherc e 

Le p,g.c. d, est 2 • 

Le seul p possible est P = 2 
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donc la recterche des nombres premiers Le seul cas intéressant concerne 

( ) dont les termes sont premiers à m dans une progression mod m • Cos 

progressions sont en nombrA <p(m) 

Théorème d~ Dirichlet -

Soient a et m deux entiers > 0 tels q'.rn (a , m) = 

On note p _ {p ( p ! p E a (mod m) } a, m 

Alors la densit6 de 

lim 
s-1 

Re (s)> 1 

p 
a, m 

L 
pCP 

a, m. 
1] ,, p,.> 

1 
~(m) 

(P- d6siv1e l'ensemble de tous les nornb~es premiers). 

Cor·olJaire : S.i. (a, m) = 1 

La d0rnr-nstration sera donnée plus tard. 

II - Générateurs du p.;roupe cycligui:~ 'l/m2 ..., 

Proposition 

a E 'l/m'l est un générateur <:---> a est inver·sible pour la multiplication. 

Démonstration 

Si a est un générateur, a = o ==} = o car a est premier à m 

L'application fl a fl est donc injective de 'l/m2 d.ans 'l/m'l 

par suite, elle est bijective. 

Donc est dans l'image ; il exis tl:l tel que a __ 
et . a --

est inversible. La réciproque est éviden~e. 

Exemple 

.1 , 3, 5, 7, sont prenüer s à m 

pr<:>pre inverse. dans ce cas particulier' ils sont leur--
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D3finition·: 

On note G(m) 
des éléments inversibles de le groupe multiplicatif 

a/m2 . 

1 Exercice Il 
Structure de G(m) 

1) m = pa , p premier, P / 2 • 

Alors Pa-1 (p- 1) G(m) est cycliq~a• d'ordre 

Il y a 
1 Pa- 2 ( p- 2) m ( ,._ 1 ) cp (pa- (p-1)) génér~teurs, soit T r 

Il faut en trouver effectivem('nt w"h 

Exemples 

m = 9 ( ) {= + + 4l Gru -- 1, - 2, J • 

2 1est générateur 

2, 2 23 ::::8=.-1, 24 = -2,.2~ = -4, i == 1 . 2 :::: 4, 

G(m) {! + + + + + + 1 o, + 11 , + 
m::::: 27 1 , - 2,.- 4, - 5, - 1, - 8, - - --

2 est générateur 

2, 22 = 4, 23 8, 24 : -11, 25 +. 5, 2? = 10, 27 = -7, 2
8 

= +13, 

a 
m = 3 

• 

V a , 2 engendre le groupe multiplicatif 

13 } • 

On montre que pour chaque p premier impa.i;r, il existe un entier dont lL. 

classe (mod pa) engendre le groupe multiplicatif G(pa) V a • 

2) 

m = 2 G(2) = {1} 

m = 4 G(4) = groupe cyclique d'ordre 2 engendré par 

la classe de (-1) 

a m =- 2 J a > 3 

Alors G(2a) est isomorphe au produit d'un groupe cyclique d'ordre 

(engendré par la classe de (-1)) et d'un groupe d'ordre 

(engendré ,par la classe de 3 (mod 2q:)) • 

a-2 2 

2 
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m = m' m" (m' , m") = 1 • J 

.Alors G(m) est isomorphe à G(m 1 ) x G(m"). 

Exercice. Montrer que si G(m) est cyclique et non réduit à l'éliment 

neutre, on a 

ou bien m = 4 , 

bien a (p premier impair, a >,.. 1) - ou m = p 

- ou bien m = 2Pa (p premier impair, a 1 ) • 

Théor~me (sans démonstration). 

Tout groupe abélien fini G est isomorphe à un produit de groupes 

cycliques dont les ordres sont des puissances de nombres premiers. Le nombre de 

ces groupes cycliques, ainsi que lcu.rs ordres, sont déterminés de façon uniqu8. 

(on n'aura pas à utiliser ce théorème). 
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. , . d es abéliêns finis ·G Caracteres es ___ group ___ ===-··-- ····-·· --·.··.;. 
-··--------·-=---------·--

( t . n1ultiplicativement) • P1J H3 

1 .- Un cai-actère % est l!n homomorphisme de 
G dans le groupe '.nult.:.rl1c:nt:1 

2.- Con~éqtience : 'les X(x), ch x E G, 
sont des racines de 'l 'ur,.;_t,5 ,:,,!" ,ï: 

l f9V(x) )n = a./,xn):..; X,{1) .:; 1. n = Card G, a ors ,~ N 

ftU' la fornrùle 

., ' ,. . l t) 1.i \ nv:u €:Il • 

et sont deux caractères de G, 

V. Alors "1 ''2 

Cette loi de cGmposition dans l'ensemble G des caract~res de G e s t., o rri rr. __.-+.a t .l. ..:.r e ,·. r 

'd él~n 1ent neutre qui est le carnct~ro trivi4l Egnl a3sociativs ; elle pesse e un 

::;ur tc.;ï.i.t élément, de G ; on le note 1 • 

" 
20ns éq UP.!ICP . G est un groupe abélien, Gar 

1 
(.• est â é fini lîa r " X €. G ' 'X..' (X) -== îlxY 
).§finition le groupe G s'appelle le~ du groupe G. 

ft 

tel-; quo 

1 

1 

· G t 1· d' d 'tloru G est 0 uss1' cyc11·qu~. .. rdr.e n. il· e:1 un grot;pe ,:yc:. 1que or re n, .. "' u, .. -.; 

u. un générateur de G; alors f ••• , 

11 t,e. ur-3 de G étant les · a k tels que (k, r.) = 1 • Dans ce cas, un et.rue tère -X, de 

! 'X,(a) E. Q:i( ; quE!ll~s valeurs a--t-on le droit de cto·nner à 'X-{a) ? Un,e ondJ'ti,:rn 

-~.ümo de l'unité. 

SoH u une racine n--ièmo de l'unité, et posons -X,(ak) ::.: uk. Le second membre 
.1 
,1 dépeQd qu~ de la claase de k (modulo n) car u0 =- 1 par hypoth~~se i don,~ lo 

11,ation précédente définit bien une fonction X •, on vérifie qu.a. --V · b · ,_ /\, est 1en un 
;r.acthe, et on a bien· ""{a) .:-.; u. Ain i l' bl ·• · r,,, s ensem e des caractères du groupe cy,.•U.que 

est en correspondance biJ'e0tiv~ avec l'en~em"ble des raci·nes 
•

0 n--ièmes de 1 'unit,; • 

.. .. / ..... 
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alors 
donc la i::orre.sp,?ndanc!' 

pr6c6dente est un isomorphisme de groupes. Le groupe G est cyclique, cnr le grcupe 

'multiplicatif' des racines n-ièmes de l'unité eSt cyclique (engendré par une ra.::ine 

primitive n .. ième de ltunité). 

5.- Soien·t G et G' deux groupes finis et soit cp: G -> G' 
un homomo:--

.,,. 
phisme. Soit G le dual de G, G' celui de 0'. 

Un élément A? E G' · e.:;t un 

homomorphisme -X,• G' C* 
. •.1/' si nous compJsons et lf nous obtenons un 

caractère 'X.~ À' o <p € G. L'application 

ainsi définie est un homomorphisme do groupes (vérificlltion évidente). 

Conclusion. 

A tout homomorphisme <f G --> G' 
/\ 
(f: G'---). G 

on as5ocie l'homomorphisme 

Si on a trois groupes G~ G', G11 et deux homomorphismes 

alors on a lba trois groupes G, G', G11 et deux homomorphismes 

4i : â,., â, 
G 

et on vérifie que (attention à l'ordre t). 

G' --) 

On dit alors que le dual G- de G est d~fini comme foncteur contravariant de 

G ,I 

G 

(cf. les espaces vectoriels le dual E* d'un espace vectoriel E est un foncteur 

contravariant de E) . 

S01t X un caractère de X est un homomorphisme 

Si ( ) X~ K' €, G X G1 O ( •) ( , Il a x, X ..:;;_ Xa 1) • (1 ' , ' X'J ,. Donc 

x(x, x') -:oc x(x, 1) • x(1,· x'). . Conaidéions l'application X t,.~ x(x, 1) de G dans 

c'est un hom~morphisme . car xlxlx2' 1) = x[(x1,1)(x2,1)] 

Cett.e .. tppli ca tien est donc un caractère de Go 
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x(x, 1) x1(x) où X1 G 
)Jl a donc :::.. ' 

x{1,x'} x2(x'), où x2 é G' == 

G' sont déterminés par ln de nn,S e 
X2 {x'):, où x, € G et . X2-€. 

)n a x{x, X 1) - xl{x) 

lu caractère X• 

i l'application canonique de G dans G x G' définie par-
:n résumé si on note par 

I 

(x) = {x, 1) et par i' 

i',~eii.li4V 
G' -~ G x Gt 0~finie p~r .i' (x'} ;;.; (1~ x'L 011 a 1u 

chémas suivants 

i X ~* G -~ G X G' -~"' 

x ---.:,. { x , 1 ) --·) X l ( x) 

A 

i G x G' __ ._, G 

en a 
i' X * 0 1 --.> G x G' ---~ tt i' 

x' (1:. x') --~ x2 {x') 
G' 

1éorème. Soit G X G' l'homom~rphism~ d~fini par i et i', à 

A " 

Lvoir X J---)o ( i ( x), i ' ( x)). Cet homomorphisme ç;3 t un i s 0m0rph i ~rre d € 

X 0 1 • 

:monstra.tion., 
............... 

On d6finit un homomorph~smG de G X G' dans G X G' p~r 

,,,,........ 
on compose cette application avec l'hc~cmorphsime de· 0 X G' 

A A 

G X G' défini 

ns 1 1 énoncé li on trouve 1 'identité dans un sens .~ omme d:i ns l '.'! uü:-€-

n6morphismes sont.des iscmorphismes, r,ciproques l'un de l'a~t~e. 

Joni:.-. 1 e s de nx 

1clusion. 

Le groupe dual diun produit G X G1 s'identifie au produit des duaux. de G et 

mrgue Il ne faut pas croire que •si G · et G1 sont cycliques i G x G I soit 

·lique l 

:a.ctères d •un grou:ee qucii.ent G/Ho 

t p la projection canonique de G dans ·o/H; on a alors l'homomor~hisme 
A 
G/H G p s•explicite ainsi k un caract~re X de G/H elle asaocie 

caract~re de G d~fini par la composition 



,... 

a) Montrons que l'homomorphisme p 

n~yau est réduit à l'élément neùtreo 

car p est surjective : C.Q.F .. D. 

est, une iniec-tion 

Or si X est tel 
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c'est-à-dire que son 
' .. 

que X o p ;.:.;. 1 ' alors X ;.. 

On a ainsi la suite exacte f1J -) 
b) Quels sont les caractères de G qu'on obtient dans l'image de p ? 

1 

Le caractère X op prend la valeur 1 sur H. Uéciproquement, soit x' un rurac•• 

w H x'(x'1 = 1 tère de G tel que,' x , al0rs on peut passer au quotient et X' 

induit un homomorphisme X : G/H ·---l' <t* 1 et on a la relation X'~ X O P• Donc 

si on note i l'application ca~onique G -) H on a la suite exa~te 

À, p A i J\ 

{ 1_l G/H -·--) G H puisque lm p - Ker i • 

c) Montrons que i est suriectife 

Par définition, ,. l 1· nQt surJ'ectif~ c•est dire que tJut c~rac~ i(x) x H. Dire que . 

tère de H provient par restriction à• H d'un caract~re de G, nu en~ore: 

:Propositiono Tout caract~re de H peut se prolonger en un cnract~re de G. 

Démonstra-tiono 

· H l 'G et- s~1t X un caract~re de H. On S01. t un sous-e~pa.:-e ce 1- .., 

H C cherche un homomo~phisme·---~ de G dans prolongeant 

Si ·G = H, alors X ·répond à la question. 

Si G 4 H, alors il existe · x (: G tel que x <!. H ; x et H enger~drent un sous-

:t groupe G1 de G : li C: G1 C Go Pour résoudre h problème, · il suffit de montrer 
/ . 

q~•on peut prolonger x l .a1 ; car si a1 + G .alors on recommence avec 

q 
"•t· 

Il C o1 o
2

· C Go Comme G est fini, on ne· fera 41!'un nombre fini de fois cette 

On va donc supposer que G - G
1 et on appellera·encore X un prolongement cherché 

., 
,; de ·X à. G. ,;1 ' . 

l,\ 
.f, 

/'.. Il faut donc définir x(x). ·or 1~ classe de x dans G/H est d'ordre fini, Il. 
110

, 

existe donc Ulle puissa:ice qui soit 1 1 élément neutre dans 0/H I soit n le plus . 
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x(xn) 'n n est déjà n (i.e. == e) ; alors ( x(x)) ~·• 

tel que H X petit entier n X E'. .. 
« e œ* n n 

~. X (x ) • Montrons qu'il existe un caractère 
connu. Soit donc tel que 0( 

X Sur H et qui satisfait à x(x) -= cl • X et un seul de O qui prolonge 

En effet tout élément de G s'écrit sous la forme g xp h, où h E: H et P é 

. Posons ·alors 

.. 
ceci définit x, à condition que la valeur du dcuxi~me membre ne dépende pa3 de la 

manière d'écrire g sous la forme xp h vérifions..., le. Pour cela montron.s que 

p p .ai· x ~; 1 dans. G, nlor3 a x(h) 1 dnns C • Or 

xp h:;;;: 1 -=) xp € H ;:;:;::;:;)• p ;;.; kn =) et. P ( C(n}k;;;: (x(x 0 ))k ~- h ~; x-kn 

p ) [ n ]k -lm ---=> ôl. x(h ;,;.:; .x(x ) x(x ) x(l) - 1, c.ar X est un caructOre sur H. X 

étant ainsi bien défini> on vérifie facilëment que X est un homomorphisme de· G 

da.na qui prolonge bien le caractbre X donné sur H; C.Q.F.D. 

Cons,guence de cette proposition on a la suite exacte 

· [lJ ô H -4 f1] 
'Théorème~ Si G t es un groupe ah~lien fini 2 on a Cnrd G = Card G. 

On fait une récurrence sur l'ordre ( d. 1) d G ca1 1na e • 

a) Si Card G = 1 , alors Card G 1. 

b) Si G est cyc11·quea nous savons que le th4orème est vrai. 

c) Si G n'est pas .cyclique, soit y 4 1, y E G y . engendre Wl ~ous .. ~groupe 

cyclique H de G. 
\ .. 

1 

~~nsidérons la sui te exacte : {1) H --,. . G ÙG/H -) {1] . 
t · - i ill . 
\ Ca.rd G/H < Card ·. G. H étant cycli~ue, on.~ Ca~il\: H ;.;;. Ca.rd Û , 

\ . -"' ... : 
1

1 

1 de récurrence, Card G/H = Card G/Ho Considérant\1~ suite exacte. 

'

1

\ 1] (G/H} 4\ G A . ' i 
1

!' : 1 

-) -) H --) { 1} on a les I r~llltions : 

On a 

1 ! 

Ca.rd G Card H X Card (G/H)J ·1 . • 
h A A =~ Card G = Card. G 

Carq. G := Card (G/H) x Card H .-. . .. . , , i 

., 

:f 
1 i . .,,_, 

1 
1 

·r ,. 
1{ 
1 



--Rappel : ------
Dans une sui te exacte' [ 1} -> G' ---·) G .--·-) 

,. 
A 

Etude du bi~~al __ G ------====-==---- .. 

r Card G:.;; (Card G') X (Ca!'~ G::J I 
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on a toujours 

... 
: d'f' 't1'on le groupe des carnctbres du groupe G estJpar e 1n1 . , - G, • qui est lui nuss1 

':: - fini. (. ) de G dans Si x ( G, 1 1 appU.ca t.ion X t---> X x i* est un cnract~re de 
A 

G, car 

Soit i 

( X ) (x) - X1 (x) X2 (x) X1 2 
;, ... 

(par d~fini±~an du produit 

l'application G G déf:nie par 

X ,--). [ X x(x)]. 

'c'est un homomorphisme de groupes, car x :..: x 1 x2 =~-9 X ( x) -= X ( x 1 } X ( x
2

) 
... 

pour 

chaque X e , e pars · -d G t U ite le ~ara~~~re i (x) est le produit de.s _\'n.:ud()ros 

Théorème. . L I hornomorph.isme :i. 
A 

" x l--~ [x t--·~ x(x)J de G dans G est un isorn.:.r1,hi~-

me de groupes .. 

Démonstration .. 

a) i•appJication_ i est injective ; cherchons en effet son noyau 

Ker i :.: { x G ; V X ( G , X ( x) ::: 1 J • 
· Montrons que_ x , Ker i <r==> x =- l II ou encore que si. x t l, x €. G, il existe 

. X 6 G te 1 q;ue 

Soit x ,;; G, x 4 1 ; alors x engendre un svus--groupe cyclique H de G avec 

, · · Card H ,j, 1, Alors H est engendré par un caractère, z de H dont la Valeur sur x 

t''est une racine prim~tive k-ièm~ de l'unité, ' / 

k i 1, on a· x(x} { ! . savons que nous pouvons ~rolonger çe caractère X de 

oà k ~-~rdre de 'x Card 

H en un caract•re de G qui est bien tel que z(x) + 1, 

H ·; comme 

b} L'application i est surjectiveo 

Vtilisons le théorème précédent: 
... 
A 

"' Card G :: Card a: . 
• 1 

Card G Card G, . • '.r ; .:, ; 

et par conséquent - Card 

en remplaçant, G ·p~r 
••. -· ... • ' 1 • '' 

A 
A 

G - Çar<l __ ~::-'/~.Comme 

on, 
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·· Désormais nous identif::erons G et G au m~yen de i cha~n des gr~upes G 

G s'identifie au dual de l'autre. 

Théorème . Soit X un caractère de G al~.!'.'~~ 

f :ar::' X 1 1 , ·•· 1 ).-1 x(x) -· _.J 
G .:i X --1 x e o 

Démonstration. 

l .- Si X - 1 , évident • 

l 3 G x' ' l 1 Chn:.~~.scon3 un tel Y• 2 .- Si X ,= 1, alors y :: Si f • ._; .., On a 

x(x) 
X € G 

- 2.-, ( ' X xy J __ .J 

X € G 
en eff e '!., l I n.1>1,l i. eut ion x xy de G dnns G 

et 

étant bij ecti V6, xy décrit ·1.mE t 0 .i s e .. une? 2 ~U.J..e • ,._ ., . " t ' G Or v(xv'J .·. x{x.) x(y), d' ()Il 

x(x),:::; x(y) ().~~-~ x(xj) C :,mrne 
XEG 

x(y) :~ 1, on en dédui•, ·. 

•Cas particulier~ 

Soit G un groupé cy:liqus- 11 1 ,ndre r.:· ~t :30.it a un gém~rateur do G on 

'Va. domner une autre démonstru tion du thé -n èm,:i dans (:e ~us particulier. On veut n n 
calculer · x(ak) :.~ f.J [xla)Jk 

k = l k 1 

1.- Si X - 1 ---} x(a) 
n 

2=: k 
x(a ) -- Ca.rd G - n. 

k :.; 1 

2.- Si X+ 1, x(a) { 1 alcrs x(a) est une racine n-ib~e soit d 
son ordre qui di v:ise n, On ·a donc ( x(a) ]d -· 1, d In , d 2 2, 

Il y a d puissances de x(a) 

1; fois 4 t x(a1, "~ f• 
k :.: 1 d k ~Jl 

dlc;tinctes et 
k x(a }. Ûf 

\ 
\ 

chacune de ces valeurs se retrouve 
d 

'\--, X ( p.k) L--J 
k =-~ 1 
1 

e~t la somme de 
toutes les racines ! 1 d-ièm~ de l 'uni.té, dcnc la somme èlas racines du pÔlyn~me 
pour d 2 

Théorème duti•• 

c'est le coefficient de 
. \ 

Soit x un élément donné de Q- '.; 11 alors 
• lj 1 

~" x(x) 
X E. G 

_ fO si 

lcard G 

X 4 1 

si X 

1 11 

1 

' \ 
1 

1 .... 
Î 

·) 



on applique le théorème pr~cédent 
A 

"' La d,monstration de ce th6or~me est ~vidente 
(compte tenu du fait que G G). 

en remplaçant G par G, 
et G par G 

Retour aux entiers modulo m. 
-::::---•=-=-H-:::.:=:::::::=: .. ------ ... --•- • -·--•--

A On s'int6resse au d=l G(m) du groure multiplicatif G(m) des éldments inver-
--" 

sibles de ll / mll • On sait que Card G (m) cp(m) ) donc Card G(m) '-' '!' (m) • Soit 

"" x eG(m) 
"' ' G(m) -> "'11 

X es,, un homomorphisme : "' j 
on peut relever cette appli~a-

tion sur l'ensemble E(m) des entiers premiers à m 
on compose X avec l'appli-

cation canonique de E(m) sur G(m), et on notera encore X 

E(m) dans it* • 

cetto applieation de 

x(ab) x{a) ~(b), ~t x\a) no dépend que de la cla3se de a 
(modulo 

On a alors 

m) ,· a étant supposé premier à m. 

Définition. On Jlrolonge X E(m) -'> tJ 
il en une applicntion X 

posant x(a) = 0 si (n, m) { 1a On ·v6rifie 

(1) x(a) 0 <---> (a, m) 4. l 

(2) x(ab} ;: x(a) x(b) qt:d:ÜB que soi~nt a. et b e, a 

(J) x(a) ne dépend que de la classe de a modulo .m. 

Une telle fonction X s'appelle un caractère modulo m. 

L'ensemble de ces fonctions est en correspondance bijective avec le groupe 

dual 
.......... 

G(m) elles sont en nombre <f (m) • 

Dans toute la suite, m sera fixé e-t X désignera un carartère modulo m. 

· .' On pose 

1 
nS 

Propriétés de L( ) ' s, X D 

1.- On est snr que 

pour Re (a) > 1" 

x(n) 
s n 

la serie de scimme 

pour . Re(s) > 1 

ls, x) converge normalement dans tout 

Re(s) ex > 1 ; . L(s, x) est donc holomorphe pour Re(s) > 1 

évidemme~t du -0aract~re X modulo m" 

demi-pl~n 

elle dépend 

en 
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. 2.- Si on consid~re le produit infini 
il est normalement 

Re(s) _> « > 1 convergent dans tout demi-plan 
sa valeur est une fonction holomor· 

S 'annule J·amais, dans le derr.i.-plan. Re(s) > O • . phe, qui ne 

Théorème. On a 

( 1) 

Démonstration. 

·soit P'C P, :P' t.ini ona 
. 2) , n· (1 + !ttl + ll.L + ••• ) 

P tlp, (1- x::)) = P E. P' Ps P2s 

·où· cf' C · IN est- 1 1 ensemble des entiers dont tous les fL.cteure premiers appart ien-

nent h :P'. 

En passant à h, limite on obtient immédiatement le théorème cherchd. 

· Cas particulier •. 

= 1 est le caract~re triv)al: il est 6gal à 1 sur les n premiers h m, 

à 10 sur les autres entiers n. On a alors 

L(s, l) ::: ~_! L:::. 
n € IN ns 

(n,m)=-~1 · 

TT --¾-. 
p E. f 1 -
p / m ps 

On con-tate que· L(s, 1) ne diffère de ~(s) que pour un l?fodui t fini\ : --· 
o~ encore 

t(s) == <TI ~) .. L(s,1) J 

1 
.1 

p m 1- - s p 

·n_!_ 
Plm 1-- !_ · 

1 s 
p 
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Définition. 

t <s) ~-L 
X p é p 

Proposition. 

(2) pour Re (s) > 1 

où Pa = f p t P. 

caractères modulo m. 

p = a {mod m) J , et cù la sorr.mation est étendue à t.ous les 

Démonstratione 

f {s) est ~ne fonction holomorphe pour Re(s) > 1, car c'est une série partiello X 

de la s~rie L(s, x)j qui converge normalem~nt dans tout demi-plan Re(s) > 1~ 

D'autre part, la E e.3t finie. 
X 

D'apr~s la définition de la fonction 

X (a) - l f ( s) =:: l~ 
X P E.. p 

( -1 X a p) 
s p 

.. 
Donc 

or x(a -l p) -· 0 si 

p G(m). 

Si P € G(m), on a,d'après la relatjon fondamentale des caractères, 

f 
-1 j _1 o, si a p =r 1 (mod m) I: x(a p) ~-:.; 

· X Card G(m) si a-lp 1 (mod m). 
! ,', Or p a (mod m) (·-~ 1: p ,;1.._ -1 ( · 1 • 

· '~ P '-=- a,---==> a P 1 mod m), .:•!· 

·n•où 

}~ -1 · , · 1 li 
X x(a P) = Car,t G(m) cp(m) et par conséq~ej\t 

2 x(a)-
1 

f (s) = cp(m) L] 1 , J 
. X X p €. p p s . li 

a i !. 
1 'i' . :, 

:' pqur:, 
'r· 1 

,/ .. ' 
1'. 

Re (s) ) 1 C.Q.li'.11. 

,' ,, 
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Dans la relation (1) ci-dessus, prenons les logarithmts 

( 1 ') log L(s, x) = )__; - log (1 x(~l) 
P E p P 

Dans le second membre, on a pris la détermination principale de log(1-u) pour 

fui < 1 et Sa S omme définit 1~ ·d6termination de log L(s, x) la série converge, 

( ) est Vral·e. Les d.eux membres sont alors des fon~tions pour laquelle la relation l' 

holomoq:hes de s pour Re ( s) > 1 o 

Théorème 1 .. 0 1·(s x) f (s) se prolcng-:- en ur:e fonction tJOg - X - - (s) holomorpho 
X 

1 
pour Re(s) > 2° 

[En particulier, (s) 
X 

~.st ho1Jmorph2 au voi.sinage de 

(D~monstration plus loin)o 

Corollaireo Compte tenu de la prop0sition ci-dessus (formule (2)), on voit que 

x<a.)-·1 e ( ) ( ) L..J og L s, X -- Lf m LJ 
3 X p E.P p 

1 
se prolonge en un~ fonction 

1 a 
holomorphe pour Re(s) > - . 

2 
t 

Conclusion : pour étudie-r le comportement de '\--, quand s tend vers 1, il 
[_.,J s 

p.€P•:p \ 
suffira d'étudier le comportement de log L{s 2. x) lorsque s 1, pour chaque 

caractère X• 

(1) X est le caractère trivial ; donc -1 X (a) :.z J .• On sait que 
<';(s) =L(s, 1) TT , 

1 
- • Donc p m 
1

_ 1 
s p 

10 g ( s ) :.: l O g L ( s , 1) - B 10 g ( 1 - ½) . 
Pfm P 

Or nous savons que . 1 
log(l - --) 

s est holomorphe pour Re(s) > 0 et par conséquent 
10 g ( 1 - __!,) 

s p 

p 
est holomorphe 

est holomorphe au voisinage do 

au voisinage de s .:. 1. 

pour 

s :;.: 1. 

Re(s) > o. D 'u.1.ltre 

Don~ log L(s, 1) 

part, logl;(s) 1 
- log -s-1 . 

- log 1 est holomorphe ;-.:r 

(2) X n'est pas le caractère trivialo 

~
1héorème 2P Si X 

~e ( s) ) 0, dont la 

(Démonstration plus 

:t 1 alors 

valeur pour 

lo.i.n)o 

L(s~· x) 

s ;~ 1. 

se prolonge &n une fonction holornorph~ pour 

est diff6rente de z6ro •. 



Conséquence compte tenu du corollaire au th~o~~m~ 1~ on voit que 

log _l_ est holomorphe ~u voisinage de s 1u 
s-1 

1 ( L 1 ) ' ~. 1 lim - cifniî 1 s 
s 1 log -·-- p € p p 

Re {s) > 1 s--1 a 

D'où 

·.· Or le premier membre est, par définitio!"\ la ~E..1.~.:2.!!.€. de p Nous avon3 donc ainsi 
a 

1; démontré le théorème de Dirichlé, en ut.i li ~an t, J es théor?~mes 1 et 2. Il re s t :! È.1. 
. 1' 

1 prouver ces deux théorèmeso 

D6monstration du théorème la 

La démonstration va être analoguE:- à h dômC.1r1stmiion (déjà don!1.éo plus hÙut.) Ju 

fait que est lwlürnorphe pour 

On a ici 

log L(s? x) = L:-_: log t:1 ·- -~·i;)] 
p € p JJ 

P.ar hypothèse X 4 1 • Pour un p donné, si Re(s) > 0 

conséquent 

- log[ 1 - !\.tl] ·~ K.LPl + !i_!:[ + X (p) 
s s 2 2s Js p p p p 

+ ••• + 

· Donc 

\ .. fon~tion holomorphe pour Re(s) > Q
0 

.On va majorer YJ_ p(s) .• Si R ( ) e s et > 0 1 alor~ 

.. 
j tt 

on a. 

( . n .UL 
ns n p 

1 Ro(s) > 2 . 

+ ••• 

1· ~l (a> I "- : .. .--1 ... _ .: ··- 2 (X 
2p 

pour ,~1~ (s) > o./ 
Supp~sons désorma,i;-, C( . > ~. 

2 

son maximum pou~ p ::-;; 2 , 1 ex= -. 2 

alors 

et 

-Vp € P 
1 \ 

---:-.--< 4 
1 --~ car atteint..' 
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.Si 
1 

ex > 2 ·, on a donc 
2 l~<s>J~2ix pour Re(s) • Pour 

1 
~>21 

là. série 
2 
20( 

p € p P. 
converge 

p p 

donc la série · lpp (s) 
. . p E. p 

est norLlalement convor-

gente pour 1 Re(s) 2, OC > 2 .sa somme est donc une fonction holomorphe 

1 pour Re ( s) > 2 • .. 

Conclusion. tog L(s, x) - B !1!) 
p€P p 

démontre. le théorème 1. 

est holomorphe pour 

Démonstration du théorème 2. On va prouver deux choses 

1 Re ( s ) > 2 , ce qui 

· a) première assertion • 1 1 alors L(s x) est holomorphe pour Sl. X f ' ' 

Pour cela, on utilise le 

Lemme 1. 
a 

Si on. a une série " n ,L_J s où les a € G: 
J1 

vérifient la rondition 
n 1 n 

V 

Vu, V E IN' D an 1 A 
n = u+l 

fixe , 
a 

alors la série )---; 
n 1 n 

<.:onverge pour Re(s) > O, et converge uniformément 

ur tout _compact K contenu dans la bande Re(s) > 0. 

-'a soMme de cette série est donc une fonction holomorphe pour 

lémonstra tion. 

Soit u E IN, et posons 

lors 

CT: (s) -V 

i toutes ces 

0: (s) u 

CTu ( s) -
V 

E 
n = u+l 

Soit 

a n . s n 

Re(s) > O. 

U < V 

sommes partielles tendent uniformément vers zézo quand U et V + CO, -..... 

lors d'après le ·critère de Cauchy, on aura.démontré la convergence uniforme de la 

frle. 
• • 

1 pose 

.r l_lypothèse, on a 

V ;L 
n = µ+1 

a n 

fA · · J A. _Or · (transformation d'Abel) u,v 
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v-1 1 . 1 
a (s) - a (s) = C A (- - --) + A 

v u n=u+ 1 u,n ns (n+ 1)s u.'v vs 

On va majorer f ...!.. - 1 
1 

ns (n+1)s 
pour Re ( s) a > 0 • On a 

1 ln+1 dx ___ , d'oh 
(n+1 )a = a n xa+1 

1-1.s - 1 I el (...!.. - 1 ) < el ..!. 
n (n+1) 8 -.: a na (n+1)a ' a na 

On déduit alors de (1) 

la (s) - a (s)j A(el + 1). J_ , v u a a u 
v > u, et quel que soit s tel que Re(s) ~a. quel que soit 

Comme o: > 0 , a (s) - a (s) 
V U 

tend vers O quand u + oo; si s appartient à 

un compact K cop.tenu dans Re(s) > O, il existe a > 0 et k > O tels que 

Re(s) 1' a: et jsj ,< k , donc (2) prouve la convergence uni:forme, et le lemme 1 est 

prouvé •. 



t . 11 ·1 reste à \térifier que ln série Pour prouver la ~remière asser 10n, 1 

L(s, x) -· L 
n 2 1 

x(n) 
s n 

satisfait h l'hypoth~se du lemme. 

V 
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Ici a = x(n)~ Il s'agit de majorer 
n 

1 x(n) 1 pur une constnnte A inàé-
n :::: u+l 

pendante de u et v. 

Pour cela, utilisons la relation des caract~res x(n) ne,d6pend que du reste de n 

(modulo m). Regardons d'abord co qui se pusse quand on somme sur-une péricde 

u+m D x(n) 
n :.;.: u+1 

= · x(n) - 0 puisque X t 1 
n €. G 

m 
V 

par hypothèse. 

Donc quand on considère )__; x(n), c'est égal à une somma de moins de m termes 
n :.:: u+1 

consécutifs, et par conséquent une somme qui a au plus 

comme chacun a•eu.x est de valeur absolue un, 

~(m) termes non nuls 

· u+1 u+m u+2m 

V 
V 

On a B x(n) 1 .f ~-(~) , qui est la constante A cherchée. 
n :;;;. u~l 

Conclusion. La somme de la série E x(n) est une fonction s n 1 n 
phe pour Re ( s) ;> O» sous l'hypotl).èse· qQe X 1 • 

b) Deuxième assertion si. X-1= 1 alors L( 1, x) :!= 0 (ici, 

L(s, x) holomor-

L( 1 , x) dési-• 

gne la valeur, pour s ::;:: 1 , de la fonction L( ) · s, X qui, on vient de le voir, est 

holomorphe pour Re(~)> O). 
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Démonstration. 

Considérons r ( ) TT1( ) le prcdu1·t étant étendu à _tous les l~urac-s = s, X , m X 
tères modulo m. C'est un produit de cp(m) tE~mes dont l'un, celui relatif à 

X= 1, admet un pôle simple en s 1 (~vec résidu égal à 1). 

On sait aussi que L(s, x) est holomorphe pour Re ( s) > 0 si Donc 

dire que 1(1, x) i'o pour tout X f. 1, c'est dire que m(s), qui est mdromor-

phe pour Re (s) > 0 . comme produit de Cf (m) •- 1 fonctions holomorphes et d I une fonc:• 

tion méromorphe, a effectivement un p8le nu point s 1 1 ou encore que !; (s) 
m 

n'est pas holomorphe pour Re(s)) Oo C'est ce qui nous reste h ddmontrer. 

Or l; (s) est un produit fini de _produits infinis m . 

l; (s) == TT TT [1 - x(p)] -l 
m X p €. P s p 

On peut échanger l'ordre des produits: on a 

(s) = TT TT[ 1 - i(sp)J -l == 
m p€P X -

p TIP TT [1 P' X 
p t tn 

car x(p) = 0 si p divise 

pour Re(s) > 1. 

x(~)J -1 

p 

Considérqns le polynômo en une indéterminée X TT[1 - x(p) ~]. 
X 

.C'est un polynôme P(X) de degré 

Lemme 2. 

s1· · P '1 m ' alors 

<f {m) • 

dans le groupe G(m), et où g(p) = • 
f(pî 

'Démonstration du lemme 2
0 

où f{p) est l'ordre de p 

P(x) - TT[1 - x(p) xJ., où 1 

X , X parcourt. le duat de 
\t(p)-ième de 1Q O t 

G{m); x{p) est une racine 
n va mon rer que lorsque X parco~rt """ G(m), x(p) 

fois chaque racine f(p)-ième de 1. 

Dans G{m), la classe de 

définition de f(p)o 
p engendre un groupe cyclique G• d'ordre 

prend g(p) 

f(p), 



Soit G" 
. t· t G'mi/G 1 a le groupe quo ien ' J 

G(m) -:,. GH ---?" (1)' 

On a· alors ·la sui te exacte .. 

~ton en d6duit la suite exacte 

,. G~() .. -4- G ' --) ( 1) o ( 1) __.,. G" m 

/'- .,.. · · a' chaque caract~re est celu.1. qu1.1 
X de G(r:1) 1 

L'homomorphisme G(m) G' 

' G' Dans le noyau G" 1 associe sa restriction a o 

il y a g{p) éléments ; donc 

pour chaque caractère de G' il y a g(p) carr .. ctùres de 

· f(p)-i~me de 1 1 unit6 Ainsi~ quelle que soit la racine 

G(m) qui l'induisent. 

01 il existe exucte1.ient 

g(p) caractères X tels que x(p) O o Donc 

·-1 g ( p) TT [1 ·- x(p) x] ~= [ n< 1 ·- e X) - . 
X G 

Il reste à vérifier que 

Or on sait que TT(x - 0) xf(p) 1 0 
Faisons le changement de vn.rir .. ble 

e 
et il vient 

1 TI(·-- 0) Il suffit alors de !lllult.iplier 
0 y 

les deux membres par 
f'(p) y G 

Dans l'identité du lemme 2, romplnçons maintenant X par 
x(p) • on obtient, 

s / 

S (s) m 

1 f(p) g(p) 
H on développe en sé:r;ie [1 (5 ,) ] 

p 

:'."(1 - p.-f(p)s) -g(p) = 1 + )j 
k~l 

p 

1 
= p!J.lm [1 -(:1..slf(p)J(pÎ. 

p 

on trouve 

. bk V . . 
,ù les coefficientfl .._(i:;o~it des entiers o. • Si on multiplie toutes ces séries pour 

a 
, Jm, terme à terme, on trouve une série de la forme L , n l; (s) ;: . -m s où ) 

1 
;:; 1 , et où beaucoup de 

n ·1 n 

a sont nuls ;·mais c'est une série à coefficients 
n. 

ntiers o. c• est le développement en série·· de Dü·ichlet de la fonction t; (s) • m 

n sait que cette s'érie converge pour Re ( s) > 1 P car tous les calculs pr~c édents 

ont licites pour Re(s) > 1. 



Propositiono 
a 

La série : 
n 1 n 

réelles > 0 de s • 

Démonstrntiono 

de ½ (s) 
m 

Pns p~ur toutes les vnl~u~a nt:J :-;enverge ..., 

b n 
Il suffit de trouver une autre série 

~--, 
/ __ j 

!l .L. t 
!:, 

H 

où b .1.. r. .. 
n - n 

pour ~ertains r~els > O. 

1 g(p) 
-{------;;-r::r-) 

-f \P.'. s 1--p 

Ul ·.•e tiutre mô th,;,de pn.r 

-f(p)s --2f(p)s 
·- ( 1 + p + p 1 

. g ( p) . -· f (i,) s ' g \ p) ( -· 2f ( p) $ • g ( p) 
{1) + VP J + P ) 

On voit que les coefficients b k,p 
ceux de ce t te ,:.;, r i o qui n ' c s t 

autre que 

puisque 

1 1+-- .. ~+ 
<0(1111 s p \ 

l · d · t d ' · 1u-tiye~ aux p Y, rn, _ les cot:?fficients a ~;on", Quand on fait e pro ui es ser1.es re ~- n 

majorés par ceux de la série 

D 
p X m 

où Jf' :. { n E IN 1 (n, m) 1 J o 

1 
~\m) s n 

M•is on verra (cf. remarque cl-de~sous) que c&tte derni~re série diverge pour 

1 s=~, • . Cf \ffiJ 
qui est un réel >0• 

a 
Donc a fortiori la série L: 

n 1 n 
(qui représeqte. t;, (s) m 

pour R.e ( s) > 1 ) di-

· ,. ::, verge pour CoQdFoDo 
•• 1 

\, 

On -va maintElnant utiliser ce résultat _pour pr·ouve·r ~e qu ton dés ~re, è. savoir• : 

n 1 e8t pas holomorphe pour Re(s) > Oo 

J>our·cela, nous utiliserons le lemme suivant i 1 
1 

/ 
.1 
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Lemme 3. a 

Si on & une série de Dirichlet f(a)-= L : 
n z 1. n 

à coefficients n > O, n-

qui converge pour 
Re(s) > 0( , et si sa somme' f(a), qui est holomorphe pour 

Re(s) > , se prolonge en une fonction holomorphe dans une bande 

( /3 < oc ) , alors la série converge aussi pour Re(s) ) /3 • 

Re ( a) :> f, 

a) Démonstration du lornme •· 

On sa place sur l'axa réel puisqua et 

a. a 
1 : l = -I-_te-{-s J 0 :Par hypothèse converge sur 

n n 
D f, 

n Imaginons que · --, 
1\ s 

converge pour Re(s) > /5' ot que sa somme f(b) soit 
n z l n 

holomorphe e.'tl s au va isinage dA fi ' alors la série converge aussi pour 

a f>' - € ( f. > o) ; ou i7ncore 

Si la série conv~rge pour s > cr et si f(s) est holomorphe au voisinage de 

s cr 1 alors elle converge pour s > ex ... E ( f, > 0). Ceci est une o.asertion 

qu'il s'agit de prouver 1 et qu.i entra:tna évidemment le lemme J, Quap.t à cotte_ 

assertion, elle 

~roposition, 

résulte de la: 

1 

a 
Soit f(s) = ~-J 

n 2_ 1 n 
(a 0) n une série qui converge pour s > 0( • Si 2~ 

so~mé.' qui est holomorphe pour Re(s) > C(' , se prolonge en une fonction holomorphe 

. centr6 
dans un disque ouvert\ en '( réel ( 'If > et) et con-

tenant a, alors la série converge en tout point réel 

s .intérieur au disque. 

Démonstration, 

On peut supposer 't = 0 (par translatiop sur e),· 

Ecrivons la développement de îaylor de la fonction dane · 
1 

-le;,disque·· ,· 
·•' 
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n> 
, f est holomorphe, 

t, •·1 converge dans tout le disque ou On sai qu 1 , , t o on peut dériver . 
l Uler les dérivées successives de f au pain , 

:-: l)our ca c a .. 

terme h'terme la s6rie 
n (puisqu'elle converge uniformément au voisinage 
s n 

de q). Il vient 

Soit 

a (-log n)p 
n 

1 

a (log n)P. 
n 

-s 
car n 

-elog n 
= e ) 

, Supposons donc s réal négatif, HlLî.i S s duns lo disque, et posons s = - t, 

+ t~IR., 
I 

(1) devient 

f(-t> = L 
pz 0 

1 à. t > 0 OL' peut donc sommer nar rapport h l'indice n C'est une série doub e ermes _ , 1 
..t' ,. 

' 
d'abord, 

f(-t) -· 
n ,2 1 

est la série de Taylor de la fonction 

· · · toute valeur de t. Donc 

f(-t) = L.J 
n 2, 1 

t a n n 

' . fa1sant le changement de variable t ~- sJ il vient 

a 

t n , série qui converge pour 

et par suite 

a 
f(s) ;:; Lj : 

nt?_ 1 n 

et LJ : est bien convergente lorsque · s est h gauche de or et intérieur 
n 1 n 

au disque. 

Nous avons donc bien démontr
1
.é, la proposition et par sui te le lemme 3. . · 

. èec!_·nous permet d•·e~·-déduire que t;m(s) ntest pas holomorphe pour Ri1 ( 8 ) > o, 

.·· car en ver.tu du lemme 3 la série de t; ( é) devrait converger pour tout s d., 1 > O 1 m. 
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1 
or on a vu qu 1ell.e diverge pour s ;:.; • 

On a donc enfin prouvé la "deuxième assertion", et le théorème 2 est dt:mon trJ. 

Remarque : 

Démontrons de deux façons différente que 

. 1 
s = <f[inY J où rJ' 1 = { n € lN 

Ceci s•~xprime encore ainsi 

a) On sait que 

fini de teirmes, 

(n, m) = 1 J • 
_nl L--1 ::: + 00' 

n E. CN 
(n,m)-=1 

~-, _1 OJ.• L. 
pTP p 
pl. m 

1 
né GY', n Cf(m)s 

divergo pour 

n'en diffère que par un nombre 

De_ plus d'où le résultat • 

b) 

Soit 

D (n,ml= 1 

1 
s n 

pour Re ( s) > 1 •. 

~(s) =(TT 1 ) ( M 1 1 p é. p 
p J: ltl. B pfm p 

~(a) 
,. (n~ = 1 

1 
(produit ti~l)., 8 n 

On a 

1 ) 1 1 --8 p 

Or lorsque a~ 1, (a) oo, et par conséquent 
(n~ = 1 

1 - --ti, 00 
8 

ll 
CJ.UO.nd 1 1 • . 

' C ) ' [ j ! ~~r-\ J ' ... Dl\\. ~t,U,v._ 

CMA.~ olM {,~ t-1, •-•,t"'-' ~t:-

,.1..~ i la._ ·-,,t~ -.1 T~ 
·~ . J)~ ·.: H 

~;> 
\1 c;--

· · .. c_ 
-.,·.~\ ~,,..h-1 

.. y'i: 
' t-· tl,~ 

t (i-{ )~ -tOO, 
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-.d-:--e-"GALOIS • Applicntlons./ 

d b Rappelo nQ ( Sf!-IlS démons tr& tion) le corps e ase o 

Théorème de Steinitz~ l ~b · k tel quo tout polynôme 3 K, :) k K a gc r? q u,e sur , 

k[XJ se décompose dans K(X] • 

1n J d K[XJ Cette dernière propn6té . Alors tout polynôme € "'LX. se décompose c.ns • 

s•exprime en disant que es· a. g r1gueme • - ~• K t l éb · 'nt r}og Duns la 3uite on supposera 

k C 0 alg6briquement clos o(Il n'est pas n~cessaire que supposer que Q soit 

• une extension algébrig ue de k) o Dc..ns les appl.i.cn. t,j ons que nous ferons 7 on 

prendra Q ::.. t (corps des nombres complexes). 

Soit x € 0 1 x nlgdbrique sur k. Los conJuguds de x sont, par 

: définition, les racines de P(X) dnns Q~ où P dôsigne lo p~lyn61.ie minimal de 

. x sur k. La. relation do conjugni;-;on est une relntion d'éqUivalencol car 

y conj. de x <r} P(y) ·- 0 :}- P est, Je polynôme minimul de y (puisque 

irréductible), d'où! 
P est 

Deux éléments sont conjugués <=·=> ils sont. Edgébriques sur k et ont le mtlme polynôme 

'minimal sur ko 

jrréductible alors P se décompose dnns '{X], et P est 

polynôme minimal de chacune de ses racines. 
.Question P peut•-il avoir des ro.ci-

nes multiples ? Voici la réponse 

Soit P' le polynllme dérivé. Les racinea multiples de P sont les rac.ines du 

p,g.c.d, (P, P•), Puisque P est irréductible, ce p.g.c.d. est p ou 1. 
· ,Si · P1 J. o, d ( ) . 

T eg p.g.c,.d. < deg P, donc ·1e p.g.c.d. est 1, toutes les racines 
1 . 

. de P sont simples. 

Exemple 
Si P• 5 O» toutes les racines de P sont multiples. 

En caractéristique 0
1 

P(X) = x11+
00

., 

pt (X' ......n.-1 . 
) ;;: n A + ••• I n'est pas identiquement nul 

car nt O. 
·Dé.tini tion 

sur 

Soit K 

k 

une extension algébrique de 

Il en est toujov~ ainsi en caractéristique o~ 

k 

s.i les racines du polynôme minimal. p .de. x .,. t t t ·. r 
. _~.son ou es simples. 

on dit '-)Ue . 
X E. l{ est 



le Cas de la car~ct~ristique 
Examinons maintenant 

p. 

P(X) = 8 ak a - 11 n 
p ·:rréduc t i bl e sur ko 

k==O 

= n xn-1 + (n-1) pt (X) 
,..11-·2 a À +.o. 

n-1 

p•(X)~O 

- 100 ... 

. éd t'ble (R~ciproque fnussP: P} p est évidemment irr uc 1 c P(X) P1(X et 1 mais a.lor3 
P(X) = xP ne l'est pnsJ• 

par exemple P 

pl (X} a-t-il des racines multiples 1 On. sst 1·umené au même problf1i1e pour 

r 
1> F(X) =- Q{X ) ï 

est en p::>lynôme· irréducUble d:rnt 

Dans Q so dé~ompose . Q(Y) == [T(Y-b.L 
l ! toutes les racines sont simples~ 

les b. €. (J étant tous distinc1s 
l. 

On a donc 

tel que = b. • 
J 

Alor~ 
r 

r r 
xP - b. = xP 

l 

P(X) ·-( 17 ( X · ·· lt . ) ) p ï le .s a.. 

J·tant d i.st.incts. 

é ' :r !.&.tl. a P • 

Les a. 
!. 

l. l 

sont les recjnes de P(X) chr.cune d'ellt.~ t~st d'ordrH 

K r K ' bl k .., sépt.rr.blo sur k 1 Remarque ~8i. k C k
1 

C x \:'.. :, x separ!l e .sur =-~ 4 

(car le polynôme minimal P
1 

de x sur k1 est un diviseur du polyn6me minimill 

J. 

P de x sur k si les racines de P sont sjmples~ celles de P1 sont simples)• 

· Rappel , Soit algébrique sur tel que K .-: k < x > , sous-corps 
1 

·engéiidré par k et ·x., Soj t P(X) le polynôme minimal de :x. :Wl ko 

Problème • Trouver les homomo1·phismes K -~ Q qui laissent fhes los éléments de 

k (ou~ comme on d.itj les k-homomorphi.smes K •-) Q). Oh a vu qu'un tel hor,10morphisme 'P 
·est défini par 1 1.elément 1 (x) € Q~ qui est une r~cine arbtt:raire du polynôme 

P(X). Ainsi les homomorphismes cherchés sont en correspondance bijective avec les 

~racines du polyn8me dans Co Leur nombre est ~gal au degr6 de P ~i et seule-

ment si x est séparable sur k 

:~ PP puisque les racines de P 

. . 
en général leur nombre est w1 diviseur du degré 

ont toutes le même ordre de multiplicité. 



k C lt 

d k) Scit i l'injection de k dans 
une .extension algébrique e 0 

On cherchll 

j • 
•les homomorphismes:; K Q qui prolongent 

,1: 

Solution • Puisque le degré [ K 
k] est f·i ni, j l existe une sui te d I éléments 

... ---------... k = k 1<x > , n n- n 
nvec 

X €. K n 
tels que 

k == K o 
n 

Soit s 

d1 = degré 

d2 = degré 

4: = degré n 

du 

du 

du 

polynôme minimal 

d' 1 
=·: nombre 

polynôme mini.mal 

d' .:. nombre 
2 

polynôme minimtil 

d' - nomLre 
n 

pl de xl sur h;; 

des rv .. c inos d ., s t .i n c. t, e s de '1 
p2 de X ,2 sur ltl I 

des ru.ri r,es dist~.nctes de p2 dnns ,1. 
p de X sur k n---1 ' n n 

des n,c.ines d.i.~t.i ncte:-J do p dn.ns ,, Il 

n 

d' ' 1 divise d1 t et lui est ~gal ~i et seulement si x 1 
est s 6 pi rab 1 e s ur 

• 
de même pour 

q~i prolongent i 

Donc il y a dl oo, 

etCoooo 

pour chacun d'Pux il y a 

d' n prolongements de i 

d' 2 

d' 1 
homomorphismes 

prolongements 

en un homomorphisme 

divise d 1 •.,. d n et d'autre part 

k 

Q 

e te,.• 

le nombre des homomorphisme~ cherchés es·t indépendant du choix de x1,. 111x 1
J• 

Si sont séparables . sur k, alors 

[

x1 est sépar~ble sur k, 

x2 est ~6parable sur kt, 
e1,c. •.• 

donc d1
1 "11. . d.1 ;.:; d ., • • · d

0 
;:: [K :: kJ·. . n · 1 · 

S •1·1 . t ex1s e .!fil x non séparable sur k, alors le nombre des homomorphismes 

( [K _: k J.; ~ar on peut choisir x1 ••• , xn de façon que x
1 

= x , . et a.l-or.:1 

d1 < d1 t · donc d1 • • • d < [K : k J 11 

est 
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Défin:ition° Soit K une exten:~ion algébrique de On dit que K est sé.pn.rn.-

.21!, sur k' si K x est s6perable sur k 0 y X , On vient d~ voir ~ue sJ K 

est engendr, par un nombre fini d'él~ments s6par~bles sur k, alors K Pst s6pnrnbl~ 

sur k. 

Théorème 

phismes 

fourn it une dcimonstration du théor~me suivant Ce qui précède 

Soit · K une ex enston , t · de k. [K I k] ( +oo II Le nombre des, k-homomor-

[ l 11 est égal au degré~ K Q es t un div i e u r du de gr~ _ K : k. · _ 

et s~ulement s~ K est ~6parable su~ k. 

Transitivit6 des extensions 36parnbles so.i t k C K C K' [K 1 k] < + œ • 

' b 1 k et K I s épar n b 1 e s u r K 1 a lors Si K sep~tre e _ KI est s J p;: r e b 1 a sur 

k. 

D mons re ·,,1.on .f. • é t J. · d'ap"e's le théorème préc:édent9 les homomorphismes K -> 0 

qui prolongent l'injection i k • son en nom re • .. , Q t b [K k] · chucun do ces 

prolongewent3 sa prolonge de [K' KJ fcçons en un homomorphisme 

' :t)onc .11 y a 
l prolongements K' Q de 

1.i Or 
D 1ep.ràs le théorème précédent, (appliqué à k 1 

1. 

et il s'ensui.t que K' est s~pnrable sur ko 

Remarque Sait x E: K • Soit P(X) le polynôme minimal de 

· x sur ko Pour toute racine du polynàme :P(X) , il ex.is-te un homomorph iame 

k<x} Q qui prolonge i k Oa Par le théorème de Zorn, on voit que l'homo-
' morphisme 

donc 
k<x> Q peut lui-~meme se prolonger en un homcmorphisi:1e K 

on a /prouvé la propoai tj on .sui vante J 

Si K est une extension algébrique de k , si x € K , et si 
. ProEos ition, / y €. 0 est une racine quelconque du Eolynôme minimal P !!..!!_ x 

:il existe au moins un k-homomorph i sme - - a-; K --,!. 0 tel que 
Problème, 

X.· 

s I il existe 
Soit [K r. k] <. m • On cherche lun élément .x 1; K, .qui, avec k, eng&ndre 

cr(x) .;;; Y• 

•Condition nécessaireo 
Considérons les Cf~ K Q qui pr<;>longent i 

k Q 

si x engendre . K sur .k, alors les él&mènts 6""(x) sont distincts, 

[En effet, si x engendre K, la connaiss&nce de l'élément a-(x) détermine 
l'homomorp~iflme a-]· 



Cette condition nécessaire ·on va montrer que 
.e st suffi_sante lorsquo 

il!. sur 

· Si les 

k : 

sont distincts et 5 ~ K es~- sépnrc .. ble sur alors 

Pour le prouver 

K séparable sur k~ et si x t K est tel que leR 

éléments o-1 (x) et correspondRnt h deux k .-homomorph.1 sme s dis t i nets 

· · t ·1· t1·n,..ts u.lors K · .. k<x> • K -:; Q sol en· c 1.s - , 7 

n,monstrationp Puisque 
, bl ·k lef ;r sont en norr.bre K est sep~rn e ~1ur j , v 

---·---------·--
les ('f (x) éi:,ant d.isti.ncts 9 

.1.ls sont ,iuss.1. en nombre [K k] • Or I d'après ln 

proposltion préc6dente, los 6(x) ~ont exactement les ra~inc3 du polyn6~e minimnl 

' de Xo 
Cornwe ses racines sont ~imples:, l1 est de :iegré [K · k] .- ot p,~r suite 

1 

[k<x> ;: k] deg P :::. [ K " k]" 

· l>uisque k C k<x> C K, .il s 1 onsuit que 

-Thdorbme de 1 1 ~l~mPnt prfmitifo 

· 'l'héorème, Soit K une extension. de kî [K k] t.. -tro , K séparrd) te sur k. 

Alors il existe x € K tel que K k<x> • 

Démonstrn.tion 

1er ces: k est fini ; alors K est fini, On sait alors que K est engendrd 

par w1 seul élément ( si q ::.:.: C1;.rd K:1 K e.st engendré par une racine primitive de 

q-1 l'équation X ·- 1 = 0) o 

2ème Cas~ k est infinio De toute façon, K est engendré sur k par un nombre 

f.ini d'éléments, Il suffira donc de montrer que si K est engendré sur k .E!:!, CY 

et j3 P K peut être engendré sur· _k par un seul élément, 

Faison'3 par,~ourir à Cf 1 1 ensemble des k-homomorphismes K--> Q. On.cherche 

un C f.. k tel que les (j {oc + C fi) = cr ( c::t) + C (] ( f,) soient t•OUS dhti nets 

(a.lors Cf+ c /J engendrera K sur k)o 0~ supposons que 

(f;(O') + c (f.( 12) ::c o-.(C/) + c ,r,{ a) pour l. ,.., 
0 

J I V J f-' i / j (-iq i pour un couple (i,j) · 

donné~ il existe au plus une valeur de satisfaisant h cette relation~ car.si 



puisque 

X est engendré par 

traire n'a lieu que pour 

Ainsi, mises à part dea valeurs de c en nombre fini, on a 

1 ( ~} quels que soient i et :J. distincts. Cor.une le corps 
(T. (<'.X + c fl) T (T. a+ C fJ' 

. l J 
k est infini par hypothèse, on peut choisir c en dehors de c·et ensemble tini. 

C.Q.P.D. 

Corollaire Soit K uns extensirm u.lgébrique s0po.rnb le de k. Supposons qu'il 

existe un entier n tel que, w' x e K, x annule un polyn.1me uni iuh--, de l{X] de 

degré ~u plus n. Alors [K k] f: no 

Démonstration Il suff j t de montrer q UR tout corps K.' tA l que k C. X' C. K et que 

[K• : k] < +w sa.tisfaü à [K' k] n. Or, K' étant donné., 3 x ê- 1'' tel que 

K' = k<x> ( théorème de l'élément primi ti.f). DI aprè~.s 1 'hypothèse, le polynôme mini•-

mal de x. sur k est de degré !;_ n, donc [K' k] !:, n. c.g.P.D. 

Extensions normales. 
-·-----·-·--- ·-· -·-·-· .. --.. -

\ 

)éfinition. Soi't. k C K une extefüdon algébrique •. On d.it que K est, une extanaion 

10rmale de k sî. n 1.· rréd L. 1rrxJ O une ra. 1· n d K n dé "'L c e ans => se compose en fac~ 

,eurs de premier degré dans K(XJ. Il reviont~au même de~dire que ~i Xe. K, le' 

olynôme minimal de x sur k se décompose dans 

x~~ple g si K est algébriquement ~los et algébrique sur k, a.lors lC eat· noi:mal · · 
.\ ! 

~r k. 

:2_Eos.i ti.on 11 K normal sur. k =) K ·normal aur k1. ErL effet, soit 

1: 
le polyn~me k1-m.inimal de X ( K; 

le polyn8me k·-minimal 4e x(K 
• ors P divisa g. 

r hypothèse, Q se décompose dans K (K ét &nt n. orm~l 0 ur k) 1 d · 
M one f ae 4dcom-

38 duns K. O Q n:D • .s: 0 4 
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Soit toujours K une extension algébrique de k • Choisissons un .. 

k-homomorphisme de K dans Q , qui ide~ tifie 
K à un sous-corps de Q • 

extension normale de k il faut et il suffit que le 
Pour que K soit une , 

à k) de tout élément de K soit dans K (a priori, 
con,ju~é (par rapport --

) Ceci résulte aussitôt de la définition 
ce conjugué est un élément de Q • 

d'une extension normale. 

011 
sait, d'après une proposition antérieure (page 162) que si 

y E Q est k-conjugué u 1un x € K, il existe un k-llomomor phisme a K-Q 

tel que cr(x) = y • On en rlé duit Rus sitôt : 

· t · pr ,,... q,.e K .. , 0 :dP-n~üon algébr ir1ue de k , plongée P.r0rosi "lüÇ~-- \/l.-w. ..... -

dans Q , soit un(:- ex tension .!}2E.!t§l-1f-2._, il fai1t et il suffit que .!Q_ut k-~ 

.._ · ·K \.,1~_·1·1,·~ K (do~1c soit un automorphisme de morphisme_ de_ K ~& ISY!.VOl~ _u i -

K ! cf. théorème de la page E34) • 

Exemple Q(X) E t[X_j., Adjoignon.s a k i. o 11 t, e ,:: l e r o. c in e s de -----
"corps de. décom:i_:ios1t::onH K d.e Q .:3ur k. Jt.! d.ts quo IÇ ust uno Extan~1:,n normEde 

de ko En effet» soit (f K -?' 0 Dl k-homJ:nor:ph.1 sme. Sol ent 

de Q(X) dans Ko Puisque cr(x.) 
J. 

est une racine de Q(X), 

et comme K est engendré par k et les x. , · on a 
l 

c,-(K) C K. 

sur ko 
, 

(x.) 
l 

le;:1 rndnea 

K est pormal 

Supposor .. s [K k] = 2 alors K est une extent1ion normale da · 

k, car ,K = k<x) OÙ X est racine d'un ( b, c f! k) ; 

1 l'autre racine est -b -x E K~ Pt par su1te K est corps de décomposition de F(X}, 

Attention on n I a pas de t,ra.ns.i. tj_v ité pour les extensions norm9.lès (contrairement 

: à ce qui a lieu pour les extensions--sépa:raÙes) • A-.1t1·ement d.i.t,. il se :peut qu, on ait 

k C K C K', K normal sur k 1 K1 normal sur K, ma.is K• non normal sur k. 

·4 , . . 
;! './2 ,. est racine de · donc s•obtient 

1'· 

1 
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en adjoignant à ~(v'2) Wl8 racine 
et on a 

nrmni 0J 

1 (quad:rnti.qce) d'une extension \quadratique) est donc une extensi,on norma e 

de ~. 
1 de °' car le polyn6me t2-ir-n•est .EM une exten~1on n,rma e w, 

4· 
réductible X - 2 

1/4 t/4) l · 2114;, n'est a une racine 2 dans ~(2 , maie a racine 

pas dans g(21/4). 

Problèmeo Soit k c. K, [K : k] < + m o Existe-t-.11 K':, Ki K1 ncrmal sur k, tel qu 
Plongeons K c Q ; sous- de ·c 

[K' 1 k] < + ro ? /on va voir qu'il y a e:ffec.t':vement un plus petit (:;Qrpa · X• Jsiï:th-

faisant à ces conditionso 

Soit }:! l I ensemble des k-homomorphisme·s K Q J 

soit K' le sous-corp~ engendrd par les corp3 ~(K), lorsque parcourt l'ensem-

ble fini.;_; • 

Proposition. Le sous-corps Kt de Q engendré par lea q(K) est -

normal sur k, et de degré fini sur k. 

D6monstrationo Soit (x.) 
l 

1m système finj d'éléments de K qui engendrent X sur 

k. Les o-(xi) (où (f' parcourt L] ) engendrent K' (sur k). Ils sont en nombre fini. 

Soit CC' : K' _ Q un k-homomorpbisme. 

dré par ~es 'l: ( 0- (K)) :-.;: ('t oc,-) (X), Puisque 

't' (K') eet le sous-corps de O engen- . 

'Co (1 est un homomorphisme 

f Q p 't; 0 cr € D , donc 'r: 0 '5 (K) C J{ 1 • Aina i 't" (K') c: X• v ce qui montre 
1 

qua K' est normal sur k, 

rhéorie de Galois, --------- -
h 
1 

' 1 ,, 

fottition : si K:, k est une e.vtens;on, on· not.o. n(x·, k'. )::. ·~ • w w le groupe des k-automor-

:hismes K (automorphismes de l la.hsant fi.1tes les\ 4~éments de k) • On l'appel-
\ 1 :, f 

è , le groupe do Gal.ois de K sur k• \ 1 

1 : 

:icemple 8 soit Q(X) E. l{XJ , et soit X le co:rps de ~,~ompositio·n du polynSme 
1 1 • 

cr € G(Kp k) pormµte les racines de Q, e't, (1 · e~'t 40ermiué q.uand oA 



·t sur les racines_ (puisque K est engendré p~r 
conna1t la permutation qusil défini. 

Q). 
Ainsi G(K9 k). s'identifie à. un sous-groupe du groupe 

k et les racines de 

des permutations des racines de Q 
ce sous-gro.upe est transi tif dc.ns l'ensemble 

des rncines si et 

démontr~r)jl 

se~lement si Q(X) est irr6ductitle sur k. 

Théorème 1. Soit K:, k, - . 
[K i k] <. +oo o 

Pour gue l'extension 

normale et sépnrablep il faut et 11 suffit que 

(Exercice : le 

K ,2.!!. k soit -

K · 1• t é ar 0 blo ~u1·squa K est normale l'enaem-
Démonsir~tiono Supposons norma ~e s p • 
...... ---·--- .... ----·-
ble des k-automorph:i smes d.e K n I est autre que 1 1 enaer.ible des k-homomorphi smea 

K Q 
puisque K est séparablev leu!" nombre est égal à. [K & k] o 

Réciproquement 
1 

s'i Card G(Kp k) ~:: [K i k ] 9 le noml:>re des k-~omomorphismes 

K Q est [K : k] P et comme c'est un diviseur de [K ! k], il lui est éga.l • 

. Ceci signifie que tout k-homomnph.i sme K 0 est un automorphisme de K, donc 

K est une extension normn,le de k. De plus le nombre des k-·homotr.c:rph'i3!1l88 

étant [K k]· 1 l'extension est séparableo 

Remarque : de.na tous les ca13» le Cardinal de O(K, k) divise [K s k] (Exercice&), 

Définition, Soit K un corps. Soit O un groupe d'automorphismes de K. 

On note KO l'ensemble des x E K tels que c:r(x) ;:: x, V a E. o. 
Propnsitiono KG est un sous-corps de K (le démontrer). Si on pose KG -· k ' 

1 
il est évident quo G(K, k) :> Oo 

Défini tiono K.? k est une extension galoisienne t==> k = KG(K, k) autrement 

dit, tout élément de K invariant par le groupe de Oa.l~ls CH~, k) appartient à. k, 

Théorème 2 o Soit K :> k, extension de degré !!!!!. [K.• k J II Alors 

Démonstration. .,__._._..., _________ ..,_ 
( K galoisien 

Prouvons d'a.l:>ord 

Soit x E K, fixa ~ar G(Kp k) 

sur k <~ K normal et séparable sur k.) 

on veut montrer que x a k. 

n~me minimal .de X ; toutes ses racines sont dans K, 

Soit f 1, l)OlY~-r, 

et elles ijont.aimplea. 
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p ; 3 <1" €. G(K~. k) tel que Puisque x est 
Soit Y. une racine de 

f.ixe par G(K, k) on a 

degré, et par suite 

Prouvons maintenant =d/ 

y= Xo Donc P , ra.ci·ne = il est du premier n'a qu une 

0 
Pour cela~ on ~1a utiliser un : 

Soit o un groupe~ d'automorphismes d'un corps K. Alor3 K est une 
Lemme: 

G 1 · L! K le degré du poly•- _ 
é hl d k K De pus, Sl X~ , extension normale et s para e e = 0 

nôme minimal de x sur k est égal au nombre des transform,s distincts de X par 

Démonstration du lemme; soient (x.) les transform6s.distlnctJ de x K par O. 
------·----------- l 

Alors G permute les X.• 
1 

Le polynôme unitaire ayant pour racines simple8 le3 X. 
l 

est 
o~ n désigne le nombr6 des xi 

et où P1 - L X. 

i .1. 

p ::.: L X. X. 
2 l. J 

-----------·----

par exemple~ on somme sur l'ensemble des parties li,jj à deux 

éléments). Alors pl, o. o, p
0 

K sont des éléments .invariants _pa:r G. Donc 

et par suite Q(X) l{xJ. Or Q(x) = o. 

Q est donc un multiple de polynôme minimal p de x sur k ; mais p doit avolr J. 
donc Ainsi le polynôme mini.mal de x. a. toutes ses_ pour racines les 

racines dans ·K, et elles sont simpleso Ceci prouve que K est une extension 

normale et séparable de k. Le lemme est démontré. 

Fin de la d,monstration du théor~me 2. Supposons K galoisien sur k. Appliquons 

le lemme au groupe alors puisque K est galoisien. Le 

lemme dit alors que K est normal et séparable suri K. 

Théorème 3o Soit K un corpso et soit O un r· · d' t h _, groupe 1n1 · au omorp ismes de 

PQsons G 
K =-= .k ) 

't 

1 



(i) ex h~r.~ion e;nloü::ir:nr.e do k i K est une 

(ii) [K: k] card G 

(iii) G(K, k) - G • 
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Démonstration 
on a évidorr1..rne:it G c. G. (K,. k) • Il s, e.~s~i t. q•.ie 

donc K est r:aloiaien sur k (par définition). 

) t extension normalo ~t 59pa-
D'après le théorème 2 (ou le lew.m8; K es une 

rable, donc (theor0me 1) Cari c(K,k) [K: k] 

soit n = car· d. G • l (l~f", .... "'é du. r-oly:iômc mir.in.al de n' in:-D' après lB lemme, 1-J ,.,_ r 

porte quel x est f n 

D' aprÈ:3 un ré:.:;ul tat an térieu.::·, [K 

Bé pa1·ablo) J 

d 1 oü cru:·d G( K, k) car cl G i;:;t comrr..e G c d(K, k) , on c;on(..lut 

G C(K, k) ; 

et [ K : k) = cru:<i G a 

S11'UATION Gti.LOISIENNE 

On SA place dans la situatio:;. s:.üvanta 

kC:K K galoisien sur k (K : k] < + ce> 

(k et K sont don.né a une fois po·ür toutes). 

Scit k 1 un corps tel que k c k 1 c: K alors f k' séparable su.r k 
K galoisien eur k' ' 

[ 0ar tout élément de k 1 est séparable sur· k , puisque \K ea.t 
' 

·sép~able su:r· k 'do plus K étant normal (resp. sépara.ble) :sur k , . 
est not'mal• (1·esp. séparable) S-lll' k'] 

A lHl tel corps k' nous associoP-.s le groupa G(K, k 1 ) , euus-L-~roupe 

de G(K, k) ·• .Alors le soue--corfs de K formé des x inva.rla~ts 

pHr G(K, k 1 ) n'est a.1.4tr·e que k 1 , puisque K est galoisio4 

Sc:i:i t. œaintenant G' un SOl.:.s-gr.·oup~
1 

de G(K, k) ~: ·.i no1..1s lui associons le sous... 
G' 

_Qt:,r·re K des éléments de K invariar'!.t~ par . G' • Le groupe de Galois 

G(K, KG~) est alors G' (théorème 3). 
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Donc les deux applications gu I on. a défülies k9 ... G(K, k') , 
G' -G' - K sont des bijections (réciproques 1 •·wme de 1 1 autre) qui mett~"'.t e:"l 

_. c_orrespondance bi.'jective l 1ensernble des trnus-cor·p~ k' _ ~'3la 9:1e 

et 1 1 ensemble dBfJ sous-[roupes de G(K, k) • 

k C k' C K ' 

Problème: A quelle condition doit satisfairn le sous-groupe G' C: G(K, k) 
pour qua la sous-corps correspondant 

a• k8 .; K 
soit une extension norma 1-.it da k ? Il revient au m~t1e de demander qua k 1 

· soit galoisiEn} sur k ( puisqua da touto faç_on k' est aéparable eu.r k) , 

.ThéorèrrJA 1 -

Pour que k' c..i KG' aoH r..orrnal sur k , il !au·t et il suffit qua 

G' soit un soua--g.1:·ouJ,o distir,étii.1~ de G(K,. k) • s• il en est ainsi, k' · est 

ataple par· G(K, k) , , et la res tdotion d1.3 chaque . a € G(K, k) au f.l&us--col-,pS 

k' induit -u.n homomox:phfome 
~- ' 

G(K, k) -.-) G{k•, k) 

. qui1 est üurjf)otif et a pour.·. noyau G(K, k') , Autrement dit, on a wie suite 
exacte 

(1) G(K, k\) Q(K, ~) --t G(Jt•, k) ---t (1) 
q~i _identifie G(k•, k) au groupe quotient G(K, k)/G(K, k') , 
Démonstrati.2!.!. -

. Soient. a,.€ G(K, .k) , ,t € G(K, k')" 

On a ... , 
tJ t a , € G(K, _a(k')) ~évident) • 

Donc si G(K, k') eet distingué d.Bl}s G(X, .k) , , on a 
G(K, Q(k'))½~ G(K, k•)' 

quel qua soit , a € G(K, k) Mais la relat:t.on ( 1) llign:t.t'ie que o(k•) ., kl 
(cf• ~cJrrespo_n.da.nce bijective entre ao-u_s-corns et ao ) 

~· u&-g.rou:pe,$ .Autrement dit, 
_k' _eot stable pour 

extension normale de k • 
G(K, .k). , ce qui expriJ!le :précisément iiue kl 
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Réciproquement, si k1 est stable pour G(K, k) , 

de restriction G(K, k) G(k', k) est surjectif, car tout k-homomor-

phisme k' k' se prolonge en un k-homomo~phisme K C- , qui est en 

fait un k-automorphisme de . K (K étant normal sur k). Enfin, le noyau de 

G(K, k).~ G(k', k) est évidemment G(K, k') , qui est donc un sous-groupe 

distingué. Ceci achève la démonstration • 

. : Exemple : 

Supposo.r ... s [K : k] :.:: pn , . p premier , K galoisien sur k • Alors il existe 

k-k ck c .... ck Ck =K 
n n-1 1 o , tels que chaque. k

1 soit galoisien sur 

· k , et [ki : kit 1] = p • 

En effet, so.it G G(K , k) ; on a Card G :-: pn ( théorème 1). 

On sait quo ceci entraîne qu~ le centre dû G contient un sous-groupo cyclique o
1 

d'onlre. p .. G1_ est distingw~, et • On recommence avec 

; G/G1 . ; dür..c 3 a2 , tel quo a2/a 1 . sc.,i t un sous-groupe cyclique d, ordre p 

du. centre de a/a 
1 • Alors o2 est distingué dans G ' 

Par ré c.;1.u-rer.:.ce or-... construit ainsi 

( 1) ·c G C G C G
2 

C •• ., c G = G 
P 1 . n , tous distingué.~ les uns dans 

l~s autres, av~c G1/ai_
1 

cyclique d'ordre p • 

• 

11 6uffit alor~ d~ prendre pour k , ••• , k 
-1 n 

a1 ~-••• , G • 
l.es sous--corps asaooi,fo aux groupes 

n 
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PROBLEMES DE COfJS11RUCTl 0!13 GEO:-IE'rRI QUES 

r:-- a 1 plau nl On se place .ans a 
2 2 

dr ti X +y (~1;.ni è.e la forme qua a que 

Soit ùonné E c= n? , ur~ cnscir.blû rlo poi!l ts daY).n la plan ouclidi0n. 

Opérations possibles (règle du jeu) ; 

I)ar. 2 ro1'ntn dorLrJ-6s distincls (df-'Sjà_ ... tracer la dr·oi tA yiassa'1t " 

constz-uita) ; 

--1 t A qui· T':kWfJ 11ar• B (A a t B -_ trac~r Je c0rcla ~e ccn·re r 

r•0.iu ts déjà c:~Yw tl·uits) ; 

· L t · 1 ._? tl.1·01· tes dé J. à trar:éo n c.;0.r::Jtl·uir·o .J..J poit1t cl' :i...:i ers 1JC .10:1 c .. iJ 1 

(nc,.Yt par·all<:-.len) ; 

{
d'un c.;crdr~ et ct•ur~e d.roit9 

d-:: r!•~~x cr:r·cl.e~ 

) . 

?ous les poJnts obtenus à paxtir des points de E par it6r~tion dos conRtructioc1 

p~tmises const.i tu<::nt i1 par. déf in.i ti.bn » 1 1 ensemble de-s r,oint3 q u Ion peut cons -tru ire 

. à partir de E avec· la r~gle et le compas. 

Exemples de problèmes résolubles 1>ar les constru·~tfons précédentes • 

• construire la m6dj.atrice d 1un segment; 

• cons·t,rui.re le sy:nétr.1.qta, d I un point par rapport { à un point, 

là Uil6 droite; 

, const.t"l;·.1:'ft la droite pr:rpend.iculafre à une droite donnée D et passapt par un 

point P donnJf 

• ccr..str·uü:·e la. p9.rall èle à D men6e par P (cette construction montre que 

ill•usag~ de l'équerre;que l'on fai.t gUsser le ;long d'une règle.Jest licite); 

o Ptlmt, donné deux droit~.s sé,:~ntes D1 et D2 ~ ,:Jonstruire leurs deux bissectrices~ 

On sa d que deux po.i nts di.st.i.nct.s O et A dét.eI"m.i~ent une demi-dr~i te 

·, ipoin\3 de la d,o,t.~ OA qui sont du même cdté do A que oJ; 
1 

On sait, d~stingl1e-r une demi~•·dro:lte -~ on sait const:rnire la bissecirice 
/ 

d'wi angle de dem1.-droltes (ccmine médiatrfoe d'un segment convenabl/e) • 

intérieure 



Traductjon algébrique. 

On se donne deux points dans le plan, n~tés O, 1. 

Ils définissent deux axes de coordonnées rectanau-

laires ; on oriente le plan en choissant une.des 

demi-droites perpendiculaires en O à la droite: 

joignant O et 1o Cela fait, on obtient une 

b:i.jee:tion du plan sur le corps G: des nombres complexes. 
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i 

1 

Problème o Un ensemble E é étant donné (avec O é E, 1 € E), on se propose ( 

caract6riser l'ensemble K = K(E) des points de C que l'on peut obtenir h partiJ 

des points de E pnr des constructions fuites au moyen de la r~gle et du compas. 

ThéorÈ·me 1 • K est un sous-~corps de «:, stn.ble par ln conjugn.ison z z • I 

plus 1 tout polynême du second deg~~ à coeffjcients dans K a ses racines dans K. 

J>émonstrntiono 

i et -i € K prendre les points d'intersection du cercle (O, 1) (de cent 

O, passant par 1) avec la droite perpendiculaire au point o, h la droite D jo 

gnant O et 1. 

z € K z € K, car z 

0 z € K -z € K, car -z 

est symétrique ,z pnr rapport à la droite D. 

est symétrique de z par rapport nu point o. 
~1 
\ _/ ihntrons que z1 E. K» z

2 
é K 

·~ · 111'.l.leu du segment d'extrémités 
tl.-

=) z1 + z2 € K 0 Pour cela, on construit le point J 

et puis on prend le point B, syrnétriqi 
de O par rapport à Ao 

(Remarque~ on pourrait aussi construire le parallélogramme 

ma~s cetta construction tombe en défaut si les points 
et z2 sont alignés] 

Il suffit de le prou, 
Montrons maintenant que 

z ! 0 1 et 

es·t la somme dos arguments de 

; tout revient à t · 1 cons ru1re a demi-droite dont l•ar,w 
z 1 et de et à porter s~ cette deoli-droi te 
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une longueur égale au produit de et. de 1 Solutl ·-on de ces deux Voici a 

problèmes•. 

Demi.--dro J, te 

deux d.emi--dro i tes 

longueurs OM1 eb 

â · (d'origine O., 
. 0 

Produit de deux 

déjà. construite {eii 

d'orig.in-e 0 d.'."'nt, 1 1 nr gumen- . t e s t l ,,i somme de s a r 8 um en t de 

L\ 1 et ~-
2 

d' cr.1 gin,:,, 0 J en porte sur 61 et A2 des 

OM2 égales à un nc!J!t.He donné (par exemple 1) on constru.!.t 1 o. 

6t on peut 1~ symdtrique de la. d~mi--droj_ h 

passant rar 1) ruppo!"t à D 
D 

0 /J.o 

n!)mbres a) 0 e •, b > 0 On porte, sur une demi
1

-droi ta A 
dist,i nct.e de lu demi-droÏte Ao d'origine 0) pn':i dilnt pnr 1 ) ' 

I· 
• -t B · l pain+ de d

0 
d 1abo-_·,f

1 

~une longueur égale à b)I ce qui donne un r:)ln.- ; pu1s, par e ;J 

ri 3 se. a on mbne la parall~le h la droite joignant le point 1 de 

B 
Â nu point, 

0 
elle coupe A en un point C 

la l~ngueur OC est dgnle au produit ab 
che:i·ché. 

A 
0 

Jusqu'à présent, on a prouvé que K est un sous-groupe additi,f de «:, 
pour la mÜl tiplica tion, et contenant 1 E. 11, Pour moptrer que K est' un sous-corps 

stable 

il suffit de prouver que 

1 
Or la point - a un argument opposé à celui de z, et son module est l' i.qyerse de 2 

lzl , Bi 4 e~t la demi-droite joignant O à; z, la demi-droite 4~ joignant 

z t K - { 0 J . •l '2 K. 

0 à 
1 

est fa symétri.que de A p1u• l'apport à A 
z 0 

(pir exemple en construisant l• symétrique du polnt 
1 

alors à porter sur A' une longueur ~gale à 1 

on ~eut donc 1~ construire . 

z P"r :rappox·t à 
0

), Il r~~tc: 1 
oh a= lzJ est connu, 
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1 d'un nombre e. > 0 donné. '.Pour le résou 
construire 1 '.inv~r::-e -

D'où le problèr.1e a 

dre, procède c.omme pour le produit (cf. figure) 
on 

1 dé t tl . du théor~me 1 1·1 reste à prouver nue tout poly-Pour achever a wons ra on t' , 

K · dan K Ln formule don-
n8me du second degré à coefficients dons a 3es racines s • 

nant les racines montre qu'il suffit de montrer ceci & 

2 z €. K, z € K. fil z e œ est tel que 

Ceci revient à prouver dam-.. · choses 

(1) on peut, avec la rbgla et le compas, construire la droit~ bissectrice de l'angle 

de deux. demi-droites (or nous savons déjà cod) ; 

(2) on peùt, avec la règle et le compas, construire la racine carrée {â d'un nombre 

-réel a > O. Montrons plus généralement 'lue s.i a > 0 et b > 0 sont donnés, on 

peut construire \/âb ceci résulte de la figure (en supposant ~ar exemple 

Corollaire du th6orhme 1~ Soit k le sous-corps de engendré par l'ensemble donné 

. E Ce, et soit K K(E) le sous-corps form6 des points qu'on peut obtenir k partir 

des points de E par des constructions faites au moyen de la f~gle et du compas. 

Supposons qu'on a.Jt une sulte de sous-corps de a: 

tels que 

k ::;: . ka C. kl C k2 c • • • C. k n. 

[ki ki ... 1] :.-;; 2 pour 1 i no Alors k est contenu dans n K. 
Démonstration du corollaireô on le prouve par récurrence am· n. CI ést vrai pour 

car k C K 'pu1·sque K est u n corps { th. l) • Si c'est vrai pour n-1 



(n > O)p on a 
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t t polyn8me du second degré à d'apr~s le théorbme 1, ou 

or tout est racine d'un 
coefficients dans k n-1 

a ses racines dana K ; XE k n 

d degré à coefficients dan~ polynô~e du secon k 1' n-
puisque [ k : k ] = 2. 

n n-1 

Donc k C Ko n 

Théorème 2o 

k 

(Sorte de réciproque du corollaire). -et stable par Z,\--+ z 

un sous-corps de contenant i ::;: {:î J,. Soi_t K = K(k) le eoua-

cor·ps de Il C'"'nstr\1ct,1· bles avec ln règle et le compas à pA.rtir des formé des points v _ 

points de k. Alorsv ~i z l Kv il existe une suite de sous-corps 

k = k
0 

C tc1 C •• " c k
0 

tels que 

(*) z é k , n [ k . k. 1] ~- 2 
l l·· 

pour .1~i~n 

On peut m~me fa ire en sorte que 2 pour 1 i n , 

k. :-.-:= k. l ({cC) 
J. L- l 

où d. E. k. l 
- l l-

est réel ::i, O. 

Avant de prouver le théorème 2 1 énonçons : 

Corollaire des th6or~mes 1 et 2. 
stable par z ._.. z 

Un s ous--corps k ,2!_ a:, ~nt donné 1 pour g ue 

z a K(k) (i~e• pour que z soit constructible avec ~a règle et le compas à partir 

des points de kL .il faut et il suffit qu I il existe une suite c.le sous-corps 

k = k C kl C ooo C k~ 0 

satisfaisant à la condition (-M ) du théor<!me 2 • 

. En effet, c'est suftisani (corollaire du th6orème 1). C•est n,cessaire le 

théorème 2 l'affirme lorsque k contient i = 1/=î : sinon,, posons k = k(i) 
le corps k est stable par z H> z , (vérification immédiate). 0 

D'après le tiéorème 2 si z € K(k), on a une sui te 

telle que 

pour 1 i n. 
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Donc la condition est nécessaire, 
~t le corollaire est prouv6. 

Démonstrction du théorème 2. Soit k 
Il est cla 

stable par z z, , et -contenant i. 

:'que z ::-: X+ iy €. k et Par définition, un tel puint z 

est dit rationnel sur k. 

Définition• On e.ppelle dr_oite rationnelle sur k toute droite d'6quution 

ux + vy + w ::: o, où u, v, w E. k .. 

·· Définit.ion. · On appelle cercle rat.~ onnel sur k tout cercle d'équation 

k. 

Les assertions sui.vantes sont imj.1édia tes . 
points distincts rationnels sur k est rationnelle sur 

- Ln. droite qu.i joint deux 

- Le cercle de centre p qui passe pnr Q, lorsque p et Q sont rntionnels 

sur k, est rationnel sur k. 

_ Le point d'intersection de do~x droites (s,cnntts) rntionnelles sur k est ration-

nel sur k. 

Intersection de deux cercles rationnels sur k: 

2 2 a . (C) X + y + ~X+~ y+ 1 = 0 
2 2 

X + y +(J I X + ~• y + "t' ... a. 

Les po.i.nts d'intersection sont u.usai ceux du cercle (C) et de la droite 

( D) ( r/ - (J; 1 ) x + ( /3 ... /'J' ) y + 't ·- 't 1 ::: 0 (qui est Yide si c< = ex-, , 13 ::-~ l ' > • 

On est ramené à étudier les points d'intersection d'un cercle ratjcnnel sur k et d'une 

droite rationnelle sur k. Pour cela, on doit rdaoudre une 6quition du second dagré 

h coefficients dun~ k. Donc si les points d'intersection existent (i.e. sont r,elJ). 

ils i1ont rat.ionnels sur un corp::: de ln forme k({cï), où d est un nombre réel > 0 

·,qui appartient à k. Un tel co~ps k(fd) est stable par -z ...... z, comme· le corps k. 

Maintenant, le théorème 2 résulte évidemm~nt des con~idérations précédentes. 

Le corollaire des théorèmes 1 et 2 (cf. ci-dessus) donne .... une condition nécessaire 

et suffisante pour que z t. «: pui.sse lare construit avec l!, règle et le compas à . 
stable par z,.... z 

1 'aide de points d'un sous--corpa k de c, Cette candi tion n • est pas encore très 
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ondition nécessaire ue z E K(k) c ' est- que : , 

( 1) 

(2) 

z soit alg,brigue sur k ; 

k soit une puissance do 2. le degré du polynôme minimal de z _fl.2!,!_ 

à (• k] q_ui. di vise [kn : k_ l, or [k : k l :.; 2n] degré est égal _k(z_> , n -

condition n~cessaire peut ~tre utilisée. va montrer sur des exemples comment cette 

11quudratnre du cercle "• 

(clnssiqu~ depuis l'Antiquitl) ci~nsiste en ceci 

~oit égn.le à celle d 1un cnrré d.e côté donné. 

construire un disque 

On va voir qu'une telle construction n'est pa~ possil1le nvoc ln rbglo et le 

En effet, prenons comino 1.uü tL; J.e l0:1gueur le côté du carré• Lb rn.yon du 

cherché est vk... si ce disque pouvu.it ~tre construit par la. r(·•gle et le 

à partir du corps ~(i),V-i:~ sernit u.lg{,brique sur ~. donc <fr serait o.lgé-
- "Il 

sur ~.. Or Lindemann a démontré en 1882 quo 'îl' est transcendn.n t sur-

question de donner cette d6monstrntion ici). Du mdme coup ~o trouve 

1 1 impossibilit6 de la dquadrature_du cerclo" (au sens des Grecs). 

)'trisection de l'angle 1r. 

stable par z r+ z 
donne k C C , Vj;ui.s un et€ k tel que fa J = 1. On chercha à construire 

z e C . te 1 que { z J J • Si on so.it construire un tel z, o.lors on sait 
.,. .2 

üssi construire j z et j-z P j ·· e·L J désignant 108 deux racines cubiques de 

~unité, autres que 1. En effet, j et j 2 sont los racines de l'équn.tion 
,2 
1 + X + 1 ;:.:; donc peuvent ttre construits à partir de 

•• Pour que z soit constructible à partir da k, 

par lo. r~gle et le compas •. 

il~ que lo degré de 
u polynôme mi.nünal ( sur k) soit une puJssance de 2. 

J 
divise X - d; donc il doit ~tre de degr~ 1 ou 2. Mais 

fil est de degré 2, l'une des troi• racines a un pol~dme minimal de degré 1, 

1

onc est dans k. 

n ré.surné, si les racines de l'équation .x3 aa" 
peuvent se construire~ partir fte 

ar la. règle et le compas, l'une au moins d'entre elles appartient ~u corps k, 
k 
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,Réciproquement, si l'une des racines de XJ :.:.: d' est dans k, les trois rc.~ines 

· sont constructibles par la ,règle et le com11as à partir de k .. 

Il se pose alors le problèn1e suivant : 

Problème~ Soit donné un sous-corps k de t ; donnons-nous un o( E tel qu( 
0 -et que k = k <a> soit stable pa3 z-. z; 

J Of J ;::.; 1, J .· cherchogs si 1 'équation X = <X' possède une racine da.na le corps 

k = k ~(X') 
0 

(condition nécessaire et suffisanta pour que la donnée de k 
0 

et de 

C(' permette de. construire les trois racines c11biques do C( par la r~gle et le 

compas). 

Ce problème a ou n'a pas de solution~ suivant les valeurs de Of'. 

borr,t::c à. donner des exemples 3 

Proposition 1. Si co probl~mo est ~ossible, C(' est nlgébrigue sur 

On vo. se 

k • 
0 

Démonstration par· 1 1 absurde supposo1rn o<' transcenda.nt sur k • 
0 

Alors lo corps 

k ~Of) s'identifie au Corps des fractions rationnelles k (X) i chaque (}lémont de 
0 O 

• k (._Ci') 
0 s I écrit d' Wle seule manière comme une fraction rationnelle de C(' , à. coej 

ficients dans k • Supposons que le polynôme x3 - et' 
0 ait une racine dans ce 

corps on a donc des polynômes 

tels que 

c1es:b-à.-dire 
l .• 

{ P (cr)) 3 
- or ( Q ( oc )) 3 = o • 

Fuisque est transc&ndant sur k 
O 

• 

0 , ceci implique que le polyn8me• 

est identiquement nul. Or le degré de X{Q(X))) 

(P(X))3 
est = 0 (mod 3). 

est 5 1 (~od J), et celui de · 

Contradiction l 

Supposons désormais (X' a.lgébrigue sur k. 
0 On va voir que ~ans certains cas 

le problème posé a une solution n du.us d'autres 1.' l 
~1in- . n'en a pas. 

Exemple 1 
et== e

5 
o 

z ::: 



satisfait à z J = (X' puisque a' 5 = 1. Le problème 

2 'iT 
pu.rtnger l'angle 5 

a done une solution ton 

en trois parties ~gales 
peut, avec la r~gle et le compas, 

(il suffit de le doublerl). 

Exemple 2: 
Cette fois on a 

3 
(i.' = 1, donc est bien 

algébrique. Si l'équation x3 _ = O avait une solution z dn.ns 

pourrait ~tre construit par la r~gle et le compas à partir de 0, 
z 

car 

[~ <~> ~] = 2. Donc 1 1 un des nombres 

e e e 

pourrait ~tre constr_uit à parb r do par la r~gle et le compas. Or chacun d'eux 

est racine.primitive 9-~.il">me do l'unité (car 1, 4 et 7 sont premiers à. 9). Donc 

on pourrait construire i,outes les racines 9-ièmes da l 'wlité pn.r lu. 1·~gle et le 

compas. Or on prouvera plus loin que c I est impossible r. Lu. conclusion, i.:i, est 
24T' 

·donc quton ne peut pns effe-ttuer lo. trise-~t.ion de l'angle --;r au moyon de ln r~gle 
211r .., 

et du compas P à partir du corps <e ) > • 

Revenons à la théorie générale : on va chercher une autre condition nécessaire 

et suffisante pour qu'un z C donné puisse 3tre construit par la r~gle et le compas 

à partir d'un corps k c..œ donné. 
stable par z ,..... ZJ 

1rème 3. k C œ étant donné,-J,,pour que z puisse ~tre construit par la rOgle 

~e compas·à partir de k il faut et il suffit qu'il existe une extension normale 

k 1 de k~ telle que le degré [k' k] soit une puissance de 2l"' et. .que 

N.B. normale .(:=7 galoisienne, car la caractéristique de k ét t o an , toutes 

les extens~ons sont séparables. 



. L cnndition est n6cessaire n 'J 

t-k.. 
•• J.. 

k. ] =: 2 .J.-1 
z f k q 

alors on prend k 1 ."; k sinonj soit l'onsemblo (fini) 
S

. 
1. 

des 

k q 
est normale~ 

k-homomorphisriieo 

q 

k q 
[en fuitr le ~nrdinal de 

est un sous~-corps de C ; soit k' 

D est pour 

le sous-corp3 ongondrd 
cr e 
pâr les 

(f(k ) q 
On snH que k' est une extension 

lorsque cr 
~t 11 reste à prouver que le degré est une puissance de 

qui engendrent 

engendren+., 

k q 
sur 

Considérons sucrcss1voment 

Ecrivons ln suite des 616ments 

... 
Ih, engendrent k I sur k.. Or chn.r un d I eux. est ; 

f 
ou qu~dratique sur le sous--corp.s eng('ndr6 par les pr6cédent.s: 

ou u.ppar-tient à ce sous-- ~or f>::î .. 

Dorw k' p'?ut s'obtenir à pu.rt,ir de k par une succession d 1 cxtonsions quadru-+.îquo.s. 

La cr~d~tion est suffisante S01.-t z f k' J k' extension galoisionno <le k, 

On a. vu 1• grn~.e à la théorl.e de Galoia; que k' s'obt.iont ù 1111rttr 

de k par des extensions qua.drn.t.5.ques su~cessiv&s. Prouvon8-le à nouveau. 

. So.i.t G ;~ G(k' v k) Il on n Cnrd G 2. 

Lemme- Le .::tnt:-& ds 
(d/.jà d6montrc:<)J 

G, ,·ont,i.ent un sous--groupe à deux 616monts-4:' doit G • 
n-1 

11 luL ~orre~pond k , 
. ll•·•l 

tel que k C kn--•l C k' k n--1 so conpost- do~ X€ k 

ln1si)é:; fi.x.os par G 
ll·~•l 0 On a [k' ! kn,-1] '' 2,ü·· lt 08t uno oxtonsion gnloj-11··1 

sienne de k~ t~ Cl :r G S.!;t di s1,ingué dans G ( (Ill l ~111 Il I i 1 0~ t, contenu dan~ le ll•u 1 
\ n-•1 .. -+ ' D(; pJ.u3 Lkll·•l k] ;.;; ,.en .,re J" :, 2 • Don0~ pur rôCUl'l'OllCO~ on obt.iont uno ~uite de 

.Hrns--corps k :..; k0 C k1 C O O ° C kn .. ,I C. k', chn,cun étant de dog.ré 2 sur le précédent. 

j l .s I c.Hl$U.i.t quo z 
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·. ~-·pcu·tir de k. 

Coroll~ire du théorème 3: Soit P(X) le polynôme minimal do sur k. 

Soit K le corps de décompositi:on de P (sur k), c•cst-li.-diro lo Rou.s-corp!i do 

C -engendr, p&r k et les ~&cines de P(X) • 

. Alors, pour que z puisse ·être construit p1.r ln rt•glc et le cc,r;1p11s ii J)ltrtir 

de k, il fr.ut et il suffit que le rlogré [K : k] soit unc pui:..;.<.:1;nco <le 2. 

Démonstrntion. K est une cxtcn.sion norm,'.lc (donc guloisicnnc) de k ·; c I est 

· 10. plus petite extension normule contcn:.nt z. Si [K I k] est une JHIÎ:i!;1:ncc <le 2, 

z est constructible (d'r.près le théor;:mc J). Rt;ciproqucmcnt, 1:d c.•st <.:onistruc-

tible, le corps k' du théorème J contient K ' donc divi:,;c [ .. ' . ,. . 
et pr.r suite [K : k] (•st une 1n1issnn(;c tlo 2. 
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é 1 iers de .. ·n cBt~:! • . t t1· on des ;eolvgones r g:!:! ____ .:...--•·=-=======-==--Cons rue __ ,L_ ---=-----=------------- . ---

Problème On se donne le cercle unité. 
· • les solutions com-On veut construire 

plexes de Oo 

Ici on prend pour k le corps (engendré par O et 1)• Il suffit de 

construire une racine primitive, i.e. une racine du polynôme cyclotomique 

q( n). 

Admettow, 11ut1r :n 1nst: i,t le ré:-;ult1~t E · 1 • ) : l o 110 lyn{jri:e suivnrit {théorèno d' l8Cfl61,CJ.n 

cyc 1 o ton lrl'-''-
'iJ.rL. Xl. Alors si -~ C( 

H ) 
C(' =8 ' lo corp~ cngondrd 

primitivo 

par (j..' di L l: 11 u p1~ r i: d jonc t i ou è.l rncino du polynCmo irr,5duc-

titile 

L 
, If' dé q'\ et toutes los rncinoa D'oii.lem·· 0, . .-''X> --··f le so··s-co1·:•:--. ue " engcn r pnr )( 

c..tUJ..C, d • npri.:s le corollaire nu théorème J, ln. condition 

<f (n) est une puiss,:nco do 2 1 . 

est nécessiÜre et suffisnnte pour <] ue les rr.cines n-ièmes de 1 •·uni t'5 1~ubsent ~tre 

construites à pnrtir de pnr ln rùglc et le conipns. 

Par l'ubsurde Q1 et Q2 4tnnt des poly-

n6mes unitaires k coefficie~ts duns ~. Alors, d 1a.rroa 
le lemme de Gauss, les coefficients de Q

1 
et Q

2 
sont enréalité ~. 

Po_ur chaque ' p premier,. on~ peut donc considérer les polynllmes et (\ {p) 
~2 • à 

coefficients dans P, obtenus par réduction modulo p p dea coefficients de Qi et 
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On aura 

Les racines (complexes) de p 
n 

se répartissent en deux sous-ensembles les 

Soient une racine de /J une 
. racines de Q1 , 

racine de Q2 

Soit k ·:::: 

ou non) on a 

et les racines de Q2 ° 

R sont des racines primitives, on a puisque et JJ 

A . k r·=: 0( k entier tel que {k, n) :z 1. 

k en facteurs premiers (distincts 

) t t · C0nsid6rons la suite p. 4 n pour ou 1o 
.1. 

ce sont des r n.c:i.ne s de Q1 ou de Q2 comme lu première. est ·rnc i.ne de Ql 1 et 

la dernière est rac . .i_ne de Q2JI J.1 y o. deux termes consécutifs de cette suite, soient 

)( et 'tp (où p est l'un des p.) tols que 
,l 

Observons que p ne di v.~se pas n. Donc les polyn6mes 

et 

ont, au moins une racine complexe commune ; leur p.g.c.d. (qui est à coefficients 

dans i2, et même'._·dans 'l./ à cause du lemme de Gauss) est un polynôme unitaire 

R(X) de degré 1. Puisque R(X) divise Q1 (X) et Q2(Xp) à coefficients 

• entiers, la réduction (mod p) montre que 

Q~p){XP). Donc Q~p) (X) et Q (p) (XP) 
2 

dans une extension algébrique convenable de 

0 Q~p)(up) = (Q~p){u))P, 

a<P\x) 

ont 

rF • p 

une 

Or 

divise 

racine 

Q (p) (X) 
1 et 

commune (soit u) 

donc u est une r · à Q(p) t Q
2
(~)- t p(p)_ CrJ Cr) acine communs 1 _e , e comme n _ Q

1
Q21 u est racine 

m· 1 t. 1 d P<p)(X' t f ....n Jl u ip e e n ,~ e a ort~ori de A -1. Or les racines de A -1 sont si~ples, 

pu5.~que n n, est pas mul t.iple de b. caractéristique P• D'où une con~radiction, ce 

qui démontre le t-héorème. 
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Retour à la construction du pol~gène_ régulier de n côtJs. 

On a trouvé la condition nécessaire et suf.t'isante <{' {n) est une puissnnce de 

Explicitons soit 

étant des nombres premiers impairs distincts, , et c< Z O, 

«1 1)1,u•p {)rk~ 1. On a 

:.Cf(n) 

Pour que 

r 0('_, Cf,-, (1: -1 
k 

(pl-1) • • • (pk-1) si 1 P1 • 0 0 pk 

::-:: (X' -1 r.ti -1 1 k 
(p1-1) (pk-1) si cr== o. P1 • 0 • pk ... 

q, __ "!}- soi ~e puissance e , ( ) · t · d 2 1· l faut et il suffit que 

{i) 

( i:i.) 

·- 1 0!1 :.=; 1v-••i Cfk 

P1 - 1 i • • • ; pk - 1 soient des puissnnces de 2. 

Donc les p premiers impairs figurant effectivement dans la décomposition de 

n en facteurs premiers doivent être tels que p-1 soit une puissance de 2, et 

ils figurent alors avec l'exposant 1. 

Remarque. 
Soit n = n' 0

11 
1 n' et n" premiers entre eux J pour que n 

satisfasse l la condition précédente, il faut et il suffit que n' et n• y 

satisfassent, En fait, si l'on a déjl construit le polyn6me régulier de n' c6tés 

et celui de n" côtés, on construit celui de n c8tés comme suit 

v € Z, tels que 

alors 

donc e 

u n' + v nv' = 1 

1 V U 
- = - + -n '1 1 n" 

2 iCff 
--;- V 

- (en ) 
2i Cij -n" u (e ) 

(B.ezout) 

( il suffit d'ajouter deux angtss d~j à connus). ·"' 

soient u et 

D'apr~s cette remarque, tout ra~ient l construire les. Polygones rée~
4

iers d~ 

P · ~ca.f.éa~ p étant un nombre premier tel que p-1 't 
_ _ soi une puissance d~- 2. 

Cherchons ces nombres premiers
0 
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h est lui-m8mc une puiss~nce de 
:. si 

2. 

[Démonstration sinon h = h' h 1' Y avec h' impair 

h hl•. h' 
2 + 1 == (2 ) + 1, 

On n 

h" 1 vertu de l'identité connue 
qui est divisible par 2 + en 

r 1- · n-2 n--3 ) {n impair )] -1!1 + 1 :::: {X+1) ( - ·- X + X + .. o+ 1 

D 1après ce lemme, en a k 

1 
') ( 2 ) 

p::: + M 

le nombre se note F (k-ième nombre de Fcrmnt). 
k 

Ln question o!>t., 

maintenen-t pour quelles valeurs de k le nombre. . ? .est-il prem.1 cr . 

Fermat avait conjectur4 que F 6tuit prem1er pour tout k; 
k 

Go.uss a montré 

p
5 

n'est pas premier 1 et on conjecture aujourd'hui qu'il n'y n qu'un nombre fini 

d'entiers k tels que Fk soit premiero 

Voi,;i le:.; premi.ers nombres de ferma t 

F - 1 l" ··- 5 F2 :.:.: 17, 1'\ - 257 ! o o. 0-., ,- 'j J 

que 

Ainsi les pol:igones rég:1liers de Jï 5., 17l 257 1 .0. côtés sont constructibles _par 

la règle ~t le compas. On va donner maintenant ln construction pour J, 5 et 17. 

Groupe de Galois du corps des rncines m-ièmes de l'unit6. 

Soit K :, le corps de décomposition du polynôme cyclotomique p (X) 
rn 

; le 

corps K est le sous-corps de t engendré par ID et les racines m-ièmes de 

l'unité~ K est aussi le corps obtenu par adjonction à d'~ racine du poly-

nôme irréductib1e P (X) 1 donc 
m 

Cherchons le groupe de Galois G(Kj ~). Puisque K est une extension normale 

de g}i, c I est une extension _galois) .. enne (car la caracté~.istique est O), donc 

( 1) 



r , •. 

. ,..,._:; toute n, 1110 J>rirnitivo s•~crit njors 
Choisissons une racine prim i t.i ve ""' , 

où k est un entier premier à m, dof!t ln clu.sse (modulo m) 
tJ:d, hi ('Il détermi;,c 

Donc si 
cr e G(K, g}), il existe un k E G ('.T1J et un seul te 1 q 11t' 

soit k(o-) cet élément de G(m)o On o. alors 

(*) a-( /J) =:; r/ .. < cr) 

pour toute racine m---ième de l 'tmi té /., o L' appU c.o. t:.on CT' t-> k( O-) est un 

homomorphisme du groupe G{K, ID) dnns le g~oupe multiplicatif G(m), car si 

(J' 0-2 tJ (j 1 9 on a 

Cet homomorphisme est .i.nj8:tï_f~ en!' k(c,) Cf par ln formule ( ~). 

Comme G ( K 1 ~) et G ( m) · ont m-:-m '.} n rd i n 1 d ' 11 p r è-s ( 1 ) , :: 1 s ' en~ u j t que 

. tJ k ( (.}) est b i j e c tif P et dé f .:. nit donc un i. :--o '.Tl 0 r ph -i.. s rn <' <lu , r o 11 p C' de G n l o i s 

G(K, ID) sur le groupe mult1plicntif G(m) ; cet i.somorphbm<• ne d,;pend pas du 

choix de la rac .i ne pr .:.m~. t.1. ve {X o 

Construction du polygone r6gulier de p c5t6s. po~r p nre~ier tel quo 

On sait que le groupe G(p):: IF* 
p est cyclique d'ordre 

(Y un générateur de ce groupe (abélien) 

p-2 p-1 
(f , (T • 

· On a la sui te de sous-groupes e-mboités (dent ch:1-cun est d I indice 2 dans. le préc<5<ler. 

sous ... groupe engendré p:ir '(j :) sous-grc.,upe engendré par a-2 
:, sous-groupe engcn-

4 1)-1 
dré par (J' :> e e. ') sous-groupe engendré par a T::, ( 1). 

Par la théorie de Galois') il leur correspond des 30 u 8 -corp 8 de K 

m :::-; k C _l~l C k 2 C o e oc kh .· K, où 0 

t - f élémen-ts de K in•mriants par 0-2] 
f éloment.s 

2 
k2 -- de K :i.nva r innts . 2 J !KU• <S , o te ••• , ,.,_. 

[ki k ·-, ... ·eivec . 2 • • i--·1- •. 
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t 1 P _ J, p = 5 et p = 17. On va maintenant traiter explicitemen es cas 

J . 
X - 1 == O, 

. Les racines de cette équation du second degré sont -1 ± i (J 
2 

de partie 

réelle Ces points sont sur le cercle unité. 

Construction on trace la médiatrice du segment joignant. les points O = (O, 0) 

et A'= (O; -1), et on prend ses points d'inter-

section avec le cercle. 

Vo.rinnte: P et z.9 .,s1ont les points d'intersection 

du cercle wü té ~:; ~·il cercle dq centre A' et de 

Soit 

x5 -,. 1 = oy 

rayon 1. 

-5-
(X = e 1 2 engendre le groupe mul tipl icr.. tif donc le groupe de Gnlois 

est engendré par 

sances de Ci sont 

2 
Cf~ C( 1--~ (X • Les transformés successifs de OC' pnr les puis-

o-(o(} = C(2 

cr2< o:) 
. 4 -1 = ex = c:t. , 

(Y) ( C() -2 - Cf' , 

c/{cO - or-4 = et:. 

:k :.: 0( + Ci-1, x' = C( 
2 + ex-- 2 • On a Soient 

2 et (ï laisse invarian1:.s x et x' • 
(T (x) = x' , a- (x') = x, 

Donc x + x• et xx• 

En fait: 
sont invariants par le groupe de Galois : ils sont dans ~. 

. 2 -1 -2 . 
O(.+C(' +et +et ==-1 Jx + x• = 

1 xx• ;.: (ex+ <X-1) ( OC2 + c(-2) = ex'+ d2 + a'-1 + ,.,.-2 = -
'-A • 1, 

puisque ri' · "' 2 -1 -2 
V\, V\ , et , <:t sont les quatre racines de 1 1 équat,ion 

4 J 2 . 
X + X + X + X + 1 = 0, d nt 1 d o a somme es racines est -1. 
Ainsi x et x' 

-1 + J5 
sont les racines de l'équation 

X
2 

+ X - 1 - O i 
i ces racines 
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En fait, la figure montre,que la racine >·O est 
-1 

X = (X+ cf , 
,/5 - 1 d'où x = 2 , 

vs+ 1 
x' = - 2 • Le corps formé des éléments invariants pnr 

2 
(f J est engcn-

et x' c'est (/5) ; puis [ K : ( (5)] = 2. Observons que 
dré par x 

2qï 1 {5-1 
COS 5 = 2 X:::: 4 

Si l'on veut (j., la relation ""-1 (/.+V' =X 

racines de l'équation 

( 1) 

De même rJ.. 2 et 

2«7i 

-2 
O': 

2 Y - X Y+ 1 = Ûo 

sont les racines de 

4crr 1 
COS - 5-= 2 X 1 = 

15 + 1 
4 

montre qµe « et 

z2 - X' Z, + 1 = 0 • . 

-5~ 
($ = e est la racine de ( 1 ) dont la partie imaginaire est )0 : 

d'où 
e 

<X= 
24ïi 
-5-

-

On calculerait de même 

X+ -;.-2 
1 4 - X 

2 

{5 - 1 
4 

-1 
C( et 

; 

-2 
<X 

or 4 - X 
2 6 - ars = 4 4 

sont les 

5 + v'5 .. 
2 

Construction: il suffit de construire les points de l'axe réel d'abscisses X 

2 
x• et 2 puis par ces points on mène les pnrullèles à l'axe imngino.ire, qui coupent 

le cercle-unité aux points O('' 
-1 2 

(X 'J ci' ' Pour construire 

introduisons l'angle aigu e tel que 

tg 2 e - 2. 

La formule classique 

tg 2 e == 2 tg e 
1 t/e 

montre! que tg e 1 
et - -- ~ont les racinas de l'équation tg e 

tg 2 e (X2 - 1) + 2X = O, 

c I est-à-dire _-(puisque tg 2 8 = 2), 2 X + X - 1 = O. On a donc 

'D'où la construction 
,,,..... 

x = tg 6, x• = - ~=tg (e + S2>· tgG 

soit B le poi'nt (O, !
2

) d l' e axe. imaginaire 

X 

2 et x' 2 , 

l'angle· 

OBA est égal à 26. On construit ses deux bissectriries, qui coupent· l'axe r,el 

aux points cherchés d'abscisses x 2 
x• et 2 • 



'l 

2 
d 

17 X -· 1 :~ O .. 

I et 

16 15 14 p (X) ::: X + X + X + oo o+ X + 1 ::: 0 ° 
17 
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A 

1 

iso~orphe h G(17). 
Le groupe de Galois G(K, ~) G est cyclique d'ordre 16~ 

d J ( d 17) les puissances succcssivos 
Or G(17) est engendré par Ll clns~';' e rr~- , 

de 3 (mod 17) sont: 

-· 1 , .. 3 , 8 ~· 7 4 1 - 5 i 2 , 6 • 

c( = e 

2gi 
17 

Soit et une racine pr im.i. ti ve, pr: :r excrnp:i e 

le groupe de Galois G est engendré pas l'au ~omorphisme (J' tel que (j ( oc-) .. O(' 
3 

les transformés de CX par les puissunce~ successives de (Y (en commençant pnr 

(J'"o = identité) sont 
· 3 -8 -7 -4 5 -2 -6 

Cf.., tÂ , Cf Cl r Cf , d et 
-1 -3 8 7 4 -5 2· 6 

CX' ,O< ,l\1CX,<X,Cf ,o< ,o<.• 

Le corps K a pour base (comme expace vect.oriel sur Q) : 

ou encore 

[observer que 
2 '.3 16 

1 = - ( 0( + O{ + o( +o oo+ Cf ) puisque CX' annule 

Tout élément de K s'écrit donc d'une seule manière 

L Ài c:!c<X'), 
O~i~15 

où Âi € i• On en déduit facilement une caractérisation des éléments des sous-

se compose des éléments invariants....E.!ll:. 2 
(T' ' 



' ~; .~ - . 

-191-

c'est-à-dire tels que Ài = Âi+2 

ce sont les combinaisons linéaires 

quel que soit Calc u16 module 16) i ~(entier 

"') des deux éi'éments (à èoefficients dans 

suivant: 7 
.:i...., ,ir-2j+1 ( ,..,..) , 

x' ::; LJ v "" 
j=O 

c, est-à-dire 
8 4 2 

De même, 

-8 -4 -2 -1 + ex + d + 0( r = (X,t-
C( + C( + c< + ex 

--6 d-3 7 -5 6 
. . . ) -7 5 + 0( + 0( + d • 
x' =Ci. + ex + ex + cX + 

de s combinaisons linéaires (à coefficients dans se compcse 

2 -8 -2 8 2 
--4 --1 4 :..:; (y,) :.= or + c< + d + , 

Y1 = cx+ Ci + cr -ta , Y 2 v 

3 
. 5 2 - 7 --6 r-r 1 + ,., 6 

5 --J N - Y21 =~ " (y1') :: C( + + V' V • y' = cJ. + ($ + {j... + V y V 
1 

Enfin, 
· ' · ( à coefficients do.ns se compose des combinaiscns l:nea!r2s 

-1 
(X+ C( 'J 

4 --4 
0( + 0: 

3 -3 d. + (X , 
5 -5 ex + c< i 

-8 8 -2 2 r,/ - 7 N 1 
O{ +(1' ,ot +cJ...~c.,,,. +U\ 

-6 6 o< + ex r 

· dont les moitiés soht les cosinus des angles 

2<iï 8tiï 6CTT lOQT 16GT 4<ti 14't1' 1241 
11 , _ 11 " ,r- , -11' -,1 · " f1- -rr 11 

~5 0'4 

1 _, 

des 

de 

8 Remar9ue Le k3 compose des éléments de K inV'ariants par . corps se <S or 0 

. as( o() -1 donc 8 transforme toute, racine 17-~ème de l'unité :.::: (X , <Y en son 

c'est-à-dire 8 -inverse, sa · conj uguM., On en déduit (J" (z) = z pour tout 

z E K. Les éléments de K invariants par 

du corps, ·K-; donc kl ::: K () IR.. 

8 
Cf ne sont autres que les éléments 

, . .,,.,. ;, 
;, 
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Calcul de x et x' • On a o-(x) ::;:_; x', ·ey (x') = x _; x + x' et xx' sont·• inva--

.., riants par G, donc dans gJ. En foi t x + x' est égal à. la somme des rn.c ines de 

l'équation P
17

(X) = O, c'est-à---di.!'c à --1 .. Si. on calcule le produit xx' 21 

trouve la somme de 8 x 8 64 terme3, dont chacun est une racjne pr2mitive 

on 

17-ième de l'unité par raison de :1symétri.e;'~ chacune des 16 racines primitives est 

trguvée 4 fois, donc xx' est égal à 4 foj.s la somme des racinas primiti.vcs, c'est-

à-dire • 
XX 1 :;;: •• 4. 

Donc x et x' sont les rncines de l 1 ~quution 

2 
X + X-· 4 0 

ces racines sont -1 ±lïî 
---- 2 - • Ll~ f :.gm·e montre que x est > 0 et x' < O (x est 

la somme des ru.cines f irmrant en g!'os po j t 1 f · ) · d, ou' ·- .n s sur n .tgurc 

• Le corps k
1 

Calcul de 

donc Y1_ + Y2 

.k1• En fait: 

Donc et 

1 + '17 
X ' V l' ·• - --2-

est Q(v'îf). 

e-t. 

et sont invariants par 

= - 1. 

2 
(f ' 

sont racines de l'équation 

y2 - X Î - 1:: 0, 

c 'est--o.-dire o.ppartiennont à 

dont le discriminant est 

2 
X + 4 

Et on a 

- Q cm, / 17 2 i 

A ce corps appartiennent aussi y' et 1 

y2 - x' 
Y21 qui sont r.âèines de l'équation 

Y - 1 == o,, 



dont le discriminant est 
2 x• + 4 

17 ·+ {17 [ = 
2 

•.. On observera que 

17 - l7 + {ff = 17 X 4 2 ° . 2 , 

= v'f1 / 1 /11 ; v'î7" ] 
l 

• 

Posons ell,suite, pour 1 i 8 

O(
i -i 

z. ·- +.et • 
J. 

• 
On a 

donc z1 et Z4 sont les 1·acines de 

2 z + y' o. z - y -1 1 

De même, ZJ et z 5 sont los racines de 

etc ••• 

-19)-

Construction par la r~gle et le compas. Il suffit de construire les pointa t:t3 

et ct 5 {voir figure) ; car alors le cercle de contre «3 passant par «5 

rac0upe·1e cercle-unité au point 
1\ 

li' .. Tout rovien·li donc à construire, sur l'axe 

réel, les points P et Q d'abscisses 

1 3 -3 1 · 2< a + « ) ;-; 2 z3' !c ,,./J + IY-5) 1 2 V\ = 2 z, 
Introduisons l'angle aigu 8 tel que 

tg 4. e = 4. 

'on vérifie que 

X= 2 tg 2 8 x' = - 2 
tg 28 • 

[En effet, tg .2e ,et sont les racines de,1 1équation 

tg 40 {x2 - 1) + 2X = O, 

c'est-à-dire _ _2 1 X x- + 2 - 1 ·= 0 

les doubles~cines sont bien les racines de 

2 
X +X-4=0 

c'est-à-dire x et x•] 
0 

Ensuite, y' 1 et: Y2 sont les racines de 

Y
2 +-2_ Y-1=0 tg 28 

• 

1' • 



ces~racines sont 

en fonction de 

Enfin, y1 

tg e 
. 
1 

et -- tg e [ d 'a nouveau l'expression de rega_r er r 

on voit que y' > o, y' "'0 
:bg e J. Sur la figure, 1 2 

1 
y'= tg e y' :::::: - tg 6 • 

1 2 

sont les racines de 

y2 - 2tg 28 Y - 1; 0 

donc 

e e +<rr 
déd ·t d 1 précédente en changeant en 4 

one. donc 
cette équation se ui e a 

y = _ 1 = tg ( 8 - ~) 
2 tg(G +"¼) 

• 

On a alors 

z3 + z5 
:;;;:; tg e z)z5 = tg ( 8 J., !> . 
1 et 1 absci saes des points p et Q, ont donc 

Les nombres cherchés 2 ZJ 2 zs, 

pour demi-somme 
1 z3 z5 

) 1 tg Q 
2 (- + 2- ::::; 4 2 

et pour produit 

• 

1 .. 
(~ - t} ) , 6 at 1 tg Uno fois qu'on aura construit - ig 4 4 4 . 

on pourra donc construire 

ZJ 
et 

Z5 . le milieu du segment 1?Q sera le point C 
2 

d'abscisse 1 4 tg 8' 
2 0 

et le cercle de diamètre PQ coupera l'axe imaginaire en un point X tel que 
--.--2 ,. . 

: OIC'"" ::: 4 tg 1- 6) >. O. 

On en déduit la construction suivante . soit A le point de l'axe r~el d'ab•--. 
, 

. 1 /'. 
dsse 1, et soit B le point de l'axe imaginaire d'ordonnée 4 • L'angle OBA 

··est égal à 48 ; on en construit le quart (en le partageant deux fois de suite 

en deux parties égales) d'où un point C sur le ,demi-axe réel positif, tel que 
/' 
OBC = 8 • On construit ensuite la demi-droite BD qui fait avec BO l'angle 

4 ' 
·1e point D est sur 1 1 axe :rgel, son abscissa est négative. Le point X cherché 

·: (su;r l'axe imagina.ire) est tel que 

OK2 = - OD. OA 

4onc K est à 1 • inters·ection du demi-axe imaginaire > 0 avec le cercle de diamè-
! 

·._ 't,re ~, Ensui te le cercle de centre C qui passe par l coupe 
1
1 • axe réel 
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a•ux points cherchés P et Q. Les parallèles à. l 1axe imaginaire passant par · P 

e·t Q coupent le demi-cercle uni té aux points cr
3 

et a 5 cherch~s. 



!GROUPES CLASSIQUESI 

mn muni de sa base canonique, ainsi On considérera l'espace vectoriel réel 

que l'espace vectoriel complexe ~n muni de sa base canonique. On identifiera 

. ~n. Rn à un sous-espace vectoriel réel de 

Les ensembles sont des alg~bres, et en particulier dea 

2 espaces vectoriels ; leur dimension est n 

n 2 di°la (En~ lR ) n , n 2 
C ) = n • 

On a une structure multiplicative (g, f) 

dimt (Jfadi 

g O f (composition tblS 

endomorphismes) 

1- (g1 + g2} o f = g1 0 f + g2 0 f 

2- (Âg}_o f ::::: Â (g 0 f) 

)- g 0 (:r1 + f2) = g 0 fl + g 0 t') 
" •~-g 0 ( À f) ;:;: Â (g 0 f). 

. Ces cô!/Ehtions expriment que g o f· est w,e fonction bU i n6nire du couple (f, g) • 

S_oit f f; En~ Rn, et soit { e1 ,.,., en ln base canonique de lRn • L1 endomor-

.phisme t se représente par une matrice 

définit en posant 

(a .. ) lJ à n lignes et n colonnes, qu'on 

n r = indice de la. ligne f(e.) =LJ a .. e. , où J lJ l. i=l j - indice de la. colonne. n 
Soit x E IRn alors x=].'x ei, où X. f IR. Donc ,_..,J • 

i:::1 l l. 

Par cette correspondance bijective entre En~ Rn 

n , n n . 
f(x) = LJ xJ. f(eJ.) = 8 x. LJ a .. e. C a .. x. e

1 j:::::1 j==l J i=l lJ 1 · i 'j l.J J 

mais f(x) E: Rn ==;> f(x) = LJ x! e. x! = ÊJ e. •• x; -~ 
1=1 l. l l. f ~1 lJ J 

réelles à n lignes et n colonnes, on transporte à M (IR) le. structure d'e.l-
n 

et l'ensemble M (IR) 
n 

gèbre d~ ~d Rn. On trouve g 

des matrices 

n 



,· ,: 
! 

On fait de même pour l'algèbre M (i) 
n 

des matrices complexes~ n lignes et n 

colonnes, en correspondance bijective avec 

dans le cas réel que dans le cas complexeo 

las formules sont les ~mes 

Groupes linéaires. 

Soit A € En¾?_ (!Rn) A est un endomorphisme de IRn dans lui-même. Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes 

1- A est :injectif 

2 .... A est surjectif 

3- A est b.ij ectif {c'es:b-à-dire A est un automorphisme) 

4- 3B tel que BA = 1 (1 - 1 est l'élément unité de l'algèbre) 
Il 

:>- 3 C tel que .AC 1 (, -· 1 est l'élément unité de l'algèbre) 
Il 

3 A-l -1 -1 
A -= 1 (1 1 est l' élénient unité d.e l'algèbre) 6- tel que AA ::-:: A == 

Il 

7- det At O. 
Définition. 

GL(n 1 rR.) est l'ensemble des endomorphismes de m.0 vérifiant l'une des cond.i-

tians ci-dessus~ mw1i de la multiplication des endomorphtsmes~ c'est un groupe 

le gr.oupe linéaire réel à n vnrinbleso Il est non-commutatif pour n z 2. 

On a une définition analogue de GL(n, t), groupe linéaire complexe. On identifiera 

GL(n, CR) à un sous-groupe de GL(n, œ). 
Repère g un élément de est défini par il est invar.;_ 

sible si et seulement si f(e 1), ••• , f(e) n, forment une base de Une base a'a.P"."' 

pelle aussi un ~epère on. trouve une correspordanc_e bijective entre l'ensemble 

QL(n, fR.). et l'ensemble des repères de m0
, comme suit i étant donné ûn repère r, 

il existe un unique élément de GL(n 1 ai) qui transforme la base canonique 

·. (e 1, °" •, en} de JRn en le repère r 0 

I· 

·:'= Topol_ogie sur n 
En~ lR.. 

IJ. ,&Uffit de remarquer que est isomorphe au produit n n n 
IR X La x. • .x fR. . 

· ( n ·. f o i s ) , n2 
soit à 1R _quï est muni .de la topologie habituelle. 

Le déterminant d 1uri endomorphisme de Rn 

dans Rj et par con~équent 

est une application COJ?,tinue de En~ Rn 

(det)-
1{oJ est un ensemble fermé de En'1a Rn. 
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· On en déduit que GL(n, IJ.1) = (det)-l ja - { o} J. est un ensemble ouvert de 
n Eo\_1 [n • 

Muni de la topologie induite, c'est un groupe topologique: la seule choao à vérifier 

est que l'inverse d'une matrice inversible est une fonction continue de cette matri-

ce; or cela résulte de la formule explicite qui donne cet inverse (c'eBt le quo-

tient d'un polynôme en les éléments de la matrice par l'inverse du déterminant). 

L é d ,nn e d terminant d 1un endomorphisme injectif u~. est uno application de 

GL(n, lR) dans fR* • , c'est un homomorph~~smo du groupa GL{n, ta) dans le groupe 

multiplicatif m* 'r.J GL(l, IR), car det(g o f) :::: (dot g}. (det f) • L'homo!Itorphismo 

det : GL(n, IR) n* est surjecticf 9 car 

V d € lR* Il -3 M C:. GL(n, m) tel que det M == d 

il suffit de prendre la matrice 

On désigne par SL(n, fil) lE sous-groupe formé des ondomorphismes de 

GL(n, R) dont le d,terminant est 6nal à + t. O e na alors la suite exacte.suivante : 

det~ rn* __,._ 
7 ~\o ----,,-- ( 1) • 

On démontre de la même façon qu'on a la suite exacte 

{1) SL(n, a)~ GL(n, t} det -~> œ* ---. (1) 
On a d'ailleurs «:* =,GL(1, ~). 

Proposition~ Pour n, 1 GL( ) _ , , n ,~ n'est pas connexe. 

Démonstration pour n:: l, 
. . 1R:.J 
: tes connexes : l'ensemble ~es 

GL(l, CR) = CR* n'est pas connexe mais a de"..,. composan-
X> 0 et l'ensemble 1R des X <. 0. Pour 

copque, (det)- 1 (fR.+) et 
sont dea ouverts non. vides disjoints de 

n quel .... 

GL(n, 1R), 

On note 

Remarque. 
: +. 
, GL··. (n, iR) 

dont. la réunion est GL(na tR)a . , 
, , g_ui n est donc connexe. 

_) (det)-l (IR+) :::: GL + (n, lR) 

l(det)- 1 (ŒC): = GL-(n, m) 

est un sous-groupe d'' indice 2 (donc distingué) de GL(n, m.), 
1 

! 
i 

/ 
/ 

car 



Proposition. 

GL+(n, m.) est connexe par arcs, et a fortiori connexe. 

Démonstration: 

· t g1·que E n'est pas connexe, il 1) Rappelons d'abord que si un espace opo~o 

n'est pas connexe par arcs. En effet: 

Soit E non connexe ; ,3 U et V, ouverts non vides de E, tels que 

t Uu V E Ch · · U ·et b V et montrons qu'il ·n•existe pas de e = • Ol.Sl.SSOns a ... ' 

chemin de E ·ayant a pour origine et b pour extrémité. Par l'absurde 

supposons qu'on ait un chemin allant de a€ U à. b € V, c 1 est-à.-dire une o.pplicn.-

tion f de· [o, 1] dans E telle que f soit continue, f(O) a, f(1) = b. 

joints non· ddes de [o, 1] ayant [0 11 1] pour réunion, ce. qui ·est absurde car le 

segment [o, 1] est connexe. 

+ 2) GL (n, ~) est connexe pnr arcs. 

;On va le prouver par récurrence sur C'est vrai pour n ::; 1, car est 

connexe par arcs. Supposons l'assertion vrnio pour n - 1 (n1_2: 2), et montrons 

qu'elle est vraie pour n. 

Soit (e 1, ••• , en) la base· canonique de tnn 

donné, par 

e! = 8 a .. e. 
J i .LJ l 

un repère (e 1, ••• , e~) est 

c'est-à-dire est détini par une matrice A= (a .. ) telle que det At o. Il est 
lJ 

direct si det A> o. Il's•agit de montrer que tout repère direct peut ~tre joint 

au repère c~nonique (e 1, ••• 8 en) par un h · d l' · , c em1n ans espace des repères ; ou 
encore que toute matrice A (à 1· n ignes et n colonnes) t 11 e e que det A > O 
peut iHre j o_inte à la ma tri ce-uni té 

par _un chemin dans l'espace des matrices de 
déterminant > o. 

1er cas. a11 # o. On peut alors supposer 
en'effet, on passe dure-

au repère 

l'espace des ' · à reperes, savoir 
par un chemin dans 



. (8 varie.nt de 0 à. (i). Pour chaque t t [o, 1], 
consid6rons le repère 

a 
t..!ee•) J 

a1,1 1 

' un chemin d'origine (e,', e2,•••, e~) 
d l 'espace des reperes, ceci définit, ans 

et 

d'extrémité (e1, e2,•••• e ") avec n , 
al . 

e'! = e~ 
pJ e' --

J J 1 a1, 1 

.sont combinaisons linéaires de e2 ,•••• 8 n • 
donc la matrice du repère 

e" •••, e" 2' n 

(e1' " e") est de la. forme 
e2, • • •, n 

(l11 0 

°'21 
B = 

\ 0!, 

••••••••• 0 

t t · à (n 1) lignes et (n-1) colonnes. On a où M es une ma rice -

det B a11 • (det M) 

puisque det B > 0 et a 11 > 0, on a det M > O. De plus la matrice 

{l,11 0 •• 0 •• 0 

B(t) = ta21 
• M • • • • 

ta.nt 

. (qlÎÏil existe un chemin joignant B = B(t) à • 
a11 0 ••••• 

0 
• 

B(O) = • • M . 
• 
o. 

Par· 1 •hypo,thèse de r,fourrence, il existe un chemin joigne.nt M à la ma.trice-unitti 

dans l'espace des matrices inversi.bles à n-1 lignes et n-1 colonnes. Pinalement 

on arrive à la matrice 



a 
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e,11 0 0 O O O 0 0 

0 1 0 
• 1 • • • • • 0 

• 0 1 
• 
0 

et il reste à déformer continfunent a11 en 1, ce qui est possible puisque a11 ) O. 

2ème cas. C.omme les ne sont pas tous nuls~ on peut supposer par 

exemple a12 ! Q. Considérons, pour t ( [o, 1], le repère 

(e{ + te~~.e~,•••, e!) • 

Pour t = 1, on est ramené au cas où a11 O, déjà trai~é. 

. Théorème •. GL(n, C) est connexe pur nrcso 

. La démon3tration est analogue à lu. précédente, par récurrence sur n 2 1. Pour 

n = 1, on doit vérifier que - ~o} est co~exe pnr arcs (plan privé de l'origine 

·O)o Or soient a et b deux points du plan C, distincts de O.; si le segment 

qui joint a et, b ne contient pns O, il fournit un chemin de t -îo) 
b , . t JOlgnan 

et b 
a et C 

a à b. Sinon 1 choisissons un point c non aligné avec 
alors la ligne brisée for~ée du segment joignant 

1 

et du segment joignant c et b est un chemin d'origine 

a 

a et d'extrémité ho Donc -fo} est bien connexe par arcs • 

. Erodu.i ts scalaires~ 

',1 

·/1- Produit scalaire·euclid.ien dans Rn (ou dans œ0 ) 

n 
<.X1 Y> : .c X. y .. 

i:.:1 i -..1.: 
2- Pro~uit scalaire hermitien dans tn 

n 
{x f y}= 1J x. yl.. 

. l. 
l::1 On a 

· a] (x x) = rJ Jx.f2 
• l. ""'1. • 

-on pose Il: x_ll ::: ~/ (x I x) 

Remarque • 

. Le produit scalaire euclidien et le produit scalaire hermitien coîncident sur ~-fa 
.In,égali ttS de Cauch;y-Schwarz 

1 (xfy) I Il xJI Il yfl 
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. Démonstration. 

·soit 

Or a 0 c 2, 0 1 b 1 6 

.!E!Ralité du tr.iangle. 

Il x + y Il f Il x Il+ li .Y Il : conséquence de Cat.cby-Schwarz o 

n 
ou un endomorphisme de m., en. resp. de Alors 

Soit A une ~atrice (n'i n) 

~Ax, y>:.= L] (Bai. x.) Yi~ ?J aij xj Yi 
. . J J J., J 
J. J 

· , · d (x x ) et Y (y 1 , • • •, yn) • c, est une forme b.l1J.nea1.re e x = 1 11 °" •, n 

Inversement, si on se donne une forme bilinéaire f(x, y), on a 

Si on pose 

_Conséquence. 

f(x, y)~ f(8 X. 
j J 

e.' 
J 

a . . ~-:: f ( e . e . ) 
lJ J .l 

et A (a .. } , 
J.J 

on a 

On a une correspondance bijective canonique entre matrices (n, n) et formes 

. bilinéaires ! A~ forme bilinéaire -'Ax, y> 

Si on considère < Ax, y> et si on fixe y, alors 4'Ax, Y> est une. forme lindaire 

<p(x) ; on sait alors qu'il ·existe un unique 
n z de IR tel que Cf(x) = <,X, Z > , 

i.e. cp(x); 'D x. 
i l. 

z .• 
.l 

Donc si on fixe y, 

il est clair que z dépend linéairement de Y• 

on a < Ax, y>= .ex, z> ; 

On pose alors t z =. A(y), ce qui 

définit 1a·matr1.·ce tA. A1'ns1.· l A t < .X 'J Y>.:.: (.X' A y> quels que soient x et 

Y• Cette relation caractérise la matrice transposée t.1 de la matrice A. Cal-

culons-la. 

Soit t A = (b .. ) ; on a 
1J 

t <x, A y)== I: CL b .. y.) 
i j l.J J 

X. :::;~b.'. y. 1. . . . . l.J J 
l.»J 

X. = LJ b.;. Y1· X. 
1 . . .1 J 

l., J 

~Ax, Y)=~(~ a .. x.) y. ;; ~a .. y. x . 
. . i j l.J J l. i,j l.J l. J 



Ainsi 

(b~.) 
1 'cl l. 

= (a .. ) 
1J 

t A par échange des lig·nes et des colonn'è~• A se déduit de 

Propriétés de la transpositiono 

t (tA) = A 

t (A+ B); tA + tB 

\,\A) = Â tA 
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t(A B) = tB tA cette dernière relation se vérifie comme 

suit AB x' y ) = ( Bx t A y ) < x 1 tB t A y> 

On a enfin det (tA) det A. 

Définition 

On dit q~•une matrice est symétri<1ue si t . 
A - A. A symétrique 

4==} 1..Ax, y>~ (x, Ay > , 
Conséquence. 

· Les matrices symétriques forment un sous-espace vectoriel de 

d . . n(n+1) 1mens1on 
2 

• 
Eu effet la dim~nsion du sous-espaco v~ctoriel consid6rl, est 

égale au nombro d'éléments réels qu'on peut choisir arbitrairement pour former une 

'matrice symétrique 

C'est donc 

n(n+l) 1 + 2 + J + ••• + n = 
2 

·oon.ddérons maintenant le produH. scale l.l"e hermitien 

c'est une fonction f(x, y) qui est linéaire en x 
(Ax}y) = ~_J a_.Ji x. y. 

.. ,l. J l. 
l. 'J . 

f( "x, y) = ;\f (x, y) , 
et antilinéaire en y 1 

0~ dit dans ce cas que f est une forme ses ____ qu1.· 11· néai· re. I t · 
nversemen, si Dn prend 

f(x, }' y) = f (x, y). 

Ull8 fo.rme sesquilinéaire f, alors 

Si on pose alors 
i-
l 

aiJ" = f(eJ·P· e1.) et A= .(a .. ), on a 
. . 1J 

t<x, y)= <Ax I y). 
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t . entre les matrices de On .. a donc une correspondance bijec ·.1ve et les formes 

est définie par A(-;> (Ax. J y). Alors1 sesquilinéaires ; cette correspondance 

dans le cas réel, on définit l'adjointe d'une matrice comme pour lêl transposée 

• par j(Ax /y)= (x, A* y) 1° 

. Cilcul de l'adjointe : 

Si. A* :.:.: (b .. ) , 
lJ 

Propriétéso 

{A+ B)* =A*+ B* 

()A}* ::.-; '3: A* o 

(A B) * = B"* A* 

(A*)*= A 

det(A~) = (hlA) • 

Définition .. 

alors b .. -·- a .. ;, 
1.J J l. 

donc 

On dit qu'un,J matrice est herrn.i-t.ienne si A -- 1/ .. o 

{ Ax J y) = { x f Ay) v x, y € al\ 

Propri~t6s des matrices hermitiennes .. 

1- Les éléments do la diagonale son!--, réel.:3o 

A hermi. tienne < > 

A 

2- Les matrices hermitiennes forment un sous-espnce vectoriel réel de End(O:n) 

dont nous pouvons calculer la dimension sur IR. En effet pour former une matrice 

hermitienne on peut prendre arbitrairement les n éléments réels de la diagonale et 
n(n•-·1) 

2 

_pond à n ( n•-1) 

les 
éléments complexes qui sont au-dessus de la djagonale, ce qui corres-

nombres réelso Donc en tout n + n(n-1) 2 ::: n réels arbitraire~. 
Soit H(n) 

le sous-espace vectoriel des matrices hermitiennes de n End(œ) ; 
on a alors di"}uH(n} n2 o 

J- Si A est hermitienne, alors (A x /y)= (x] Ay). Mais (x/Ay) ac (.l.y!x); 

on en déduit que pour qu'une matrice A soit hermitienne, il faut et il suffit que 

la forme sesquilinéaire f associ6e h A satisfasse h 

Une telle forme s !appelle une forme sesquilinéaire hermi tie~. On a donc une cor--

respondance bijective entre matrices hermitiennes et formes sesquilinéaires hermi-



Si f 
n est une forme sesquilinéaire hermitienne-~ alors V x t a: on a 
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:t(x, x) t' m. 
dans 1 'espa.ce vectoriel réel di1:-1 formP~ Ceci nous permet de définir une !r~ejl~a~t1i~o~n~d~•~o!r~d!r!e_g_E2.!L±..:.~~-~~.!...!:.~..:::.:.~-=-~------

f !: g~. >Vx€.œn, f(x, x).5:g(x~ x). sesquilinéaires hermitiennes. On dira que 

Définitions. 

' · b ·t· f est dite positive si 1- Une forme sesquilineaire erm1 1enne · _ 

n Vxe.a:, f(x, x) 2 0 

2- Une forme sesquilinéaire hermitienne f est définie positive si 

Conséquences. 

n 't:f X t. œ et x t o, f(x, x) > O. On écrit alors 

1- A w € ,fin hermitienne est positive <.:==> v x (Ax j x) z 0 

f » o. 

2- A hermitienne est >> 0 V x E: a:0 et x t 01 (Ax f x) > O • 

. Défini tiono 

Une matrice A é. End(tRn) est orthogonale si elle conserve· le produit scala.iro 

euclidien: 

. Conséquence. 

Si on fixe y alors V x € lR.n < x, tAA y>~ .(x, y> 
6 

lieu V y, autrement dit, la relation jt.AA = 1 f 

Ceci entraîne que A est inversible et IA-1 = tAj 
0 

donc tAA y:: y ceci doit avoir 

caractérise les A orthogonales. 

On en déduit que les transforma-
tions orthogonales appartiennent au groupe linéaire GL(n, <R)o 

Proposition. 

que l'on note O(n). 

Les transformations orthogonales de End(Rn) forment un sous-groupe de GL(n, IR) 

Conséguenceo 

Si A E O(n), aiors t . 
il= 1 donc 

. orthogorialsB de dotarminant + 1 forment un sous-groupe Si"'(n) de O (n) · l" 
. .., , appe " ,groupe orthogonal spécial 

(det A) 
2 

= 1 => ::det A = ± 1 • Les matrices . 

SO(n) = O(n) f\ SL(n, lR.). 

SO(n) est un sous-groupe d'indice 2 de O(n). i 

! 
i 

/ 

1 
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. Remarque. 

Un élément de On· trans orme e () f 1 repère -canonique en un repère orthonormé • 

S1. une transformation transforme un repère orthonormé en un repère Réciproquement, 

orthonormé, c'est une transformation orthogonale. 

• On a deux nouvelles correspondances bijectives : 

1- 0 (n) .!.---:)> repère., orthonormés 

2- SO(n) repères orthonormés directs • 

·Proposition. Pour A e End ~n 

A orthogonale 4==-) V x E: (Rn, ~Ax, Ax> = ~x, x > • 
·Démonstration4f 

La condition est évidemment nécessaire. SupposoPs-1~ remplie, et montrons que 

<:Ax, Ay> = <x, y> qut..,ls que soient x et Y• Soient . n x, y C rR . ; on a 

<.x + y, x + y>= ,<x, x > + <y, y,. + 2 <. x, y;,, • Soit n 
.A € En~ lR. a.lors 

Si <Ax, Ax> = ~x, :x.> pour tout x, on a 

<x+y, x+y): <A( x+y), A (x+y) > / 
< x, x> = <. Ax, .Ax > 
<Y, Y> = <Ay, Ay> 

===) <x, Y>=<Ax, Ay> 

C.Q.P.D. 
Proposition. 

SO(n} est connexe par arcs. 

lémo:nstration. 

On fait une récurrence sur , 1 s· n4 •, l. 

onnexe 1 
n == 1, alors S0(1) = [ld J c'est 

oit n z 2, et supposons la proposition vraie po·ur 1 
n - • 

rthonormés directs (e e) et ( ) 
1 , • • • , n e 1' , • • • , en' • Il , . t d s agi e: les déformer l'un 

na l'autre de m ·è t· 
ani re con inue en restant dans l'espace des 

repères orthonormés. 
8

1 = 
8 1• (e2, ... , en) et (e2, .. •,. e~). so~t des repèl-es orthonormés dans 

On prend deux repères 
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. n-1 
dani l'hyperplan H fR o 

• peut trnnsformer conti-Par l'hypothèse de récirrence, on 

nô.ment l'un dans l'autre ·ces deux repères en restant dnns l'es-

pace des repères orthonormés de H0 Mais à chaque inst~nt 

alors e r détermin~nt w1 plan soit 
1 

V le sous•-espace vectoriel or"t,hogonal à ce plan V est de 

dimension n-2 0 Une rotation nutour de V est détermin~e 

par une rotct.ion dans le plan (e 19 e 1) ; il existe une telle 

rotutiont dépendant continûment d'un paru~~tre, qui varie de 

1 '.id.enti i:.é à la rota t.ion d qui tro.nsf orme e • 1 en 

(t transforme (e 1 e2y o o o ') e~) en (e 1 , e2., o o •, e~) ., 

et on est rimené au cas pr~c~denta 

Défini tiono 

Une matrice A€ End(~
0

) est und:tin~ si elle conserve li} produit sen.la.ire 

·liermitieno 

Propositiono Pour A € End a:n: 

n · A unitaire V x €. (Ax / Ax) = (x I x) o 

Alors 

1 Démonstration. La conditjon de droite est évidemment nécessaire il reste à mon-
' trer qu'elle est suffisante. Or 

(x+y J x+y) - (xjx) + <YIY) + 2 ~e(xjy) 
( ix+y J ix+y) -- (xfx) + (yjy) + 2 ie(i.xfy) 

== (xfx) + (yfy) + 2 ~e i(xjy) 
:::: (xjx) + (yjy) 2 Im(xly) 

Donc 

(x+y l x+y) - i(ix+y l ix+y) = (1-i) [(x!x) + (yjy)J + 2 (xjy) 
',Donc 

(xJy) = 1 (x+y f x+y) - (i x+y J 

.!.. 
·En remplarant x p r A.. t 

ix+y) + i;1 [(xfx) + _(yfy)J • 
a AJ\. e y par Ay, on obtient (AxjAy) == 

+ (Ay j Ay)] = ; :(.A.(x+~) jA(x+y)) - ½ (A(ix+y) jA(ix+y)) + i;l [(AxjAx) 

Si on suppose que V· X€ œnG {Ax I Ax) (xjx)o 
, , on en déduit que 

( Ax f Ay) == ( x I Y) , 'V x et y € a:n. 



Conséquence-

A unit8;ire 

pour 
n 

A €. End t , 

,,.n { A* Ax I y)_ ::: ( x I Y) (=) 
<;=::} '1 x, y €. "' 

Donc A esi inversible, i.e. 
A E GL(n, œ), et ,-~---,-_-_-A-*~I. O 

Propositions 
· d End(Cn) forme un sous-groupe de L'ensemble des transform~tions unitaires e 

GL(n, ~), appelé groupe unitaire que l'on note U(n) 0 

Conséguenceo 

* (det A*) (det A)= 1n c'est-à-dire Si A ê U(n) , alors A A = 1, donc , 

(det A) • (det A) = 1 1 
+ A 1 1 Les matrices uni ta ires de déterminant + 1 de., = o 

forment un sous-group_e SU(n) de U(n), appelé groupe sp6cinl uni.tn.ire-

SU(n) U(n) n SL(n, Œ). 

0( ) So( ) U(n) SU(n) sont des r,ro•Jn(>s compn cts • PropositionG- Les quatre groupes n 1 n, 1 _ 

Démonstrat.iono 

Ce sont tous des sous-groupes de GL(n, œ)~ lui-m~me ouvert dans Endœ tn 1 espnce 

2 vectoriel complexe de dimension no Il suffit de montrer_que ces sous-groupes sont 
de montrer 1 

·fermés et bornés dans Endœ Œ!n. Il revient au m~rne ~l lW l'espace d1:1s repères réels ~-~-

· thonormés (respo des repères réels orthonorm6s direc1s 1 respo d~s r~p~res· complexes 

orthonormés, resp~ des rep~res complexes orthonorm6s de d,terminnnt 1) sont des sous-

ensembles bornés et f!rmés dans l'espace n n 
XoooX des suites de n ·vecteurs de 

n . , 
o Or ils sont bornés 1 car formés de vecteurs unitairesn Montrons qu'ils sont 

fermés toute limite de repères orthonormés est un repère orthonormé, toute limite 

de repères réels est W1 repère réel, toute limite de repères de détejrminant 1 est de 

déterminant 1. 

Propos itiono Soit A €. U(n). I1 existe une base orthonormée de œn formée de vecteurs 

propres pour A, et les valeurs propres sont des nombres complexes Â tels que 

Démonstration. 

Soit A€ U(n) et soient " 1 ~00 0
, · Â n les valeurs propres ( distinci;es ou no~ 

de A o Pour chacw1e de ces valeurs propres Âi~ il existe au moins un. vecteur 
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t X• •. non nul v6rifiant . , c'est-à-dire un vec eur prop~~ ass•eie, i 
Ax. :..: _Â. X. • 

l. i l~ 

=} A conserve la norme hermitienne 
Toutes les valeurs 

A€ U(n) 
· t d cercle unité. t . unitaire appartiennen one au .·propres d •une ma rice 

une base orthonormée formée de vecteurs propres . Montrons qu'il ~xiste 

t ·t ·re e vérifiant, Ae1 ;:: ~ 1 e 1 • -En·effet il existe un vec eur uni ai 1 

On considère alors l'hyperplan H orthogonal à e 1 

e C 

Il 

il est 

H 
t nce l'op~ration, ce qui donne une stable par A e on recomme . 

e 1 démonstration pnr récurrence sur no 

Corollaire. U(n) est ~annexe par arrs. Car soit A E U(n); 

· · d A à 1 pnr un chemin dans U(n) : pour cela, on va J o J. n r e . , , 

, prenons une base· (e 1 ,. 00 , en) telle que Ae. =- Â. e. ; 
.l .l l. 

on joint chaque "· à .l 
1 

· . par un chemin t À. (t) 
l. 

à valeurs complexes de module lo On définit A( t) par 

, A(t) e. == ). (t) e .• 
1 J. l. 

1. 

, de rnn Déc0mposition directe relnt.ive à un A· E O(n) o 

Soit A € O(n) comme A conserve la norme euclid1enne 1 to11tes les valeurs pro-

pres réelles de A sont égales à +1 ou •-1 o Les autres valeurs propres sont deux 

/à deux imaginaires co~juguées~ donc en nombre pa-i.!'; et com:ne O(n) s'identifie natu-

:rellement, à un sous-groupe de U(n) (à savoir le sous--groupe des A réelles telles 
1,. '-1 * 

que A A ), les valeurs prt1pres imagina.ires À de A ,sa t isf cnt à J /\ l == 1. 

Pour chaque valeur propre réelle de A (Â:::tl), il existe un vecteur n 
X f: (R, , 

, _,'X t O, tel que Ax ;::: Âx on en d~duit l'existence de vecteurs rdels, de longueur 
., 
un, deux à deux orthogonaux, tels que 

Ae. = E,. a.·, 
1 l. 1 

· avec h = nombre des valeurs propres réelles de ·A ( chacwic étant -comptée avec son 

·ordr~ de multiplicit,). Soit H le sous-espace _d_e __ œn_. orthogonal à 

· (orthogonal au sens du produit scalaire hermitien) 
H est stable par A (considéré ··"' 

;comme opérant sur ~n), t 1 .. t · t· U e ares rie ion. de A à H est unitaire. 

H:, est de dimension .complexe égale à n-h ,0 tt d' · ce e 1mens1on est paire puisque les va~ 

leurs propres imaginaires sont deux à deux conjug1:1ées. 
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n _ h 2t; et soient 
n Â les valeurs 
~1' )1,···~ t' t 

Soit donc 

•imaginaires •. Pour ~t 
·et h_ e a:n, non nuls, imagi-r1 t] on a deux vecteurs -k 

k é.~' ' 

naires conjugués, tels que 

( 1) A~--= Âk ~, A = !>tk hk 

réelsj et posons Âk = cos ek + i sin 0 • 

1\: = hk + . h" h' et h" k 
posons 1 k . , k k 

Les relations (1) donnent / 

r~ - cos e h' - ~.:in e h" 
k k k 

(2) 
A hk sin ô h' + cos G hn 

:::; 
k k k 

1 
- ( h t h sont des vectetl.!"S propres relatifs à, des 

Comme (1\_ hk) = 0 puisque k e k 

valeurs propres distincili) 1 on en déduit, en développant 

quitte k multiplier 

:::: 0 

h par un sca.lnire réel conven·nble, on peut donc supposer que 
k 

hk et ont pour longueur un et sont orthogcnaux • 

. _d.u ·2-plan qu'ils engendrent :. ce 2--plan est stable par A d'après (2), et A Y opère 

Ils forment une base orthocormée 

par· une rotati.on d'angle· ek. En définit.ives, on a prou~é 

Proposition. 

Si A e: O(n), il existe une décomposition directe de lRn en s~us-espaces vec-

.toriels, deux à deux orthogonaux, dont chacun est de dimension 1 ou 2 ; ces sous-
l 

e~paces sont stables pour A; dans les sous-espaces de dimension 1, A op~re par 

l'identité x x ou par la symétrie x \-:1 ·-x 
/ 

dans chaque sous-espace de 

dimension 2, A· opère par une rotation d'un angle G qui n'est pas congru à 0 

1 (mod <ii ) o 

· Remargueo Le déterminant de A étant égal au 1ii~odui t des déterminants des actions 

de A dans chac~ des sous-espaces précédents, et le'déte~minant d'une rotation 

dans un 2-plan étant égal à +1, on voit que det A='+ 1 si et seulement si le nom-

bre des sous .... espaces de d:imension 1 dans lesquels A agit par x -x . est pair. 

C•e~t aussi l'ordre· de multiplicité de la valeur propre -1. Telle est la condition 

pour que A.= SO(n·)'; · dans ce cas, la somme directe des sov,s-espaces de dimension 1 

••o'••• 
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. 1 A ·t -~ x est W1 .c:ous--espace Vs· de dimension pa1re, dans lesque s agi par x - -

somme directe de 2-plans dans chacun des;...-quels A agit par une :r-o,tati on de 1 1 engle 

<rr • 

Corollaire. On irouve le fait que SO (n) est connexe pnr arcs en effet, si 

A € SO(n), l'espace IR,n est .somme directe di un sous--espace W formé de vecteurs 

laissés fixes par A, et de 2--plans (deux à deux orthogonaux, et orthogonnux à W) 

dans chacun desquels A agit par rotation 

déformée continCiment en l'identité. 

or une rot~tion, dans un plan~ peut 8tre 

Remarque. Si A e SO(n) et si 

Ax::: Xo 

n est i m pn. i r ~· i 1 existe uh n 
X €. (R ' 

il existe un n x e m , 

te 1 que 

(;el que A..x = x (car si toutes les valeurs propres réelles étaient égo.les à -1, 

'leur nombre serait pair 1 et det A serait 6gaJ. à +1). 

~;gu~s linéaires quaternioni.ens. 

Rappelons que le corps des quaternions se compose des 

avec les règles de calcul 

.2 
J =: -1 

S.i a Cf+ j ;S €. lH11 · le qm·~tern.i.on con,iugué est 

. qui est 0~ 

j fJ1et l'on n. 

et n'est l1,.Ul que si a:.;.; 0 (i.oe. 

no. = na == et + /3 fi € CR' 

c<' = 0 et fi = 0). 

H a~ structu~es d'es:pace vectoriel sur 

- celle qui est définie par la multiplication à droite par un 

(et+ jfi.) (oc+ j fl)":.:: ex À + j ftÂ 
- celle nui •ést défini 1 · 

-.i. . e par a multiplication à eauche par un 

( 0: + j fi ) • À (C( + j fi) = (X Â + j ft ;;, 
·.La correspondance bijective ŒI a: 

.; ~st un isomorphisme de 

. '.: à>"droi t~ ,le iH. 

: 
ID IV définie par 

-espaces vector.1els pour la stru-~ture de 

Considérons 
r , 
.,.·droite sur IH, 

(n fois) 0 Œf· a une structure d, espace vect'oriel à 
i pour laquelle 1 

,/ 



une S tli'ucture d' e-sp_ a.ce vectoriel à gnuchè -sur !H, [Il y a aussi 

considérons pas]. 

mn.is nous ne ln. 

En\i(!Hn) désignera l'ensemble des applications L née .. ires 

ture d, espace vectoriel à droi. t,e • C'est un _groupe ab01 i en • 

nf -->. Œln pour lo. struc-

soit (x 1 , ••• , xn) e. Œf on v~rifie faajlement que 

· Remarque 

A(x1, ••• , xn) = (x 1~•••v x~) 

= L,1 
j 

où 

il . 
J.J 

O. •• X. 
J.J J 

(a .. €.IH). 
l.J 

Ici on ne peut pas parler de dJte:minant, car le co~ps l{ n'est pus commutatif. 

GL(n, IH) désigne l'ensemble des A t:En~{[H 0
) qui. adr.iettent un inverse; c'est l'en-

Se!,Jlble des automorph-.ismes de l'espace vectoriel à droite nf. C I est un groupo pour 

la compusition des automorphismes. 

Soient x € nf r y € uf. On définit le produit scalnire qua terr,½nien par 

où Yi désigne le qua~ernion conjugué de y.€. Œi. 
l 

Le y. 
l 

est écrit à gauche de 

pour que ce produit scalaire soit linéaire à drùite pur rapport à la variable 
X • 

d'où 

(x À 1 y)lH = (x, y)ŒI Â 1 

(y, x\a = {x~ y)B 

(x, Y À )H = À (x, y)IH 

C'est la sesquilinéarité 

quaterni'nienne·. 

Adjointe guaterdnienne pour une matrice C'est une matrice 
définie par· 

Si A == (a .. ) . l.J 

Matrice symplectique 

-= a • 
ji 

C'est· une matrice A ( EndH(Hn) · ;J 
qui conserve le produit scalaire quaternonien 1 

Vx, yE Œf 

X. 
l. 
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Donc A est inv-ers.ible et Les matrices symple·· ·• 

d GL(n il)' qu'on note Sp(n). tiques f0rment un sous-groupe e , 1 

Exemple~ 8p(1)o 

( ' d ·t ) d lH est un~ transform.:..tion x Â • Une transformation linéaire a ro1 e e 

pour qu'elle appartif-nns à Sp(1)" il faut et ~l suffit qu'elle consel'We le produii 

1 Il '\I;' 1 où Il À Il désigne la. scalaire quaternoni.en 1. donc que À À s-=: > ou , " ! UI 1 , , al 

norme qua-t.ern:l.on.ienn9. 

Donc Sp(l) est isomorphe nu groupe multipli~ntif des qunternions do norme 1 

point de vue topologique, c'est la sphère s
3 

-'• dan:, fil · • 

du 

Ident-if"i.r·ntio·n de GL(n, lH) à un sou~-groupe de GL(2n 1 • C) • Elle va résul tor 

de l' identifica t, ion af a:211 :omme ~-~spaces vectoriels à droite. Prcicisons cet 

· h' ·t ( )€. n_.n na ."'
1 

::.::x
1
• +J· x 11 x -==x' + J·xu J.somorp .:t.sme r: S01 x1 , • • o 1 Xn u1 j C ·" • · - 1 1 • 0 •' n n n 

( ) aln on o.ssod e le vectOU!" Qb x~, xi~•••, x~, x~ € ~. Au ve~teur x 11 ••• , xn - -

( ·, 
1 11 

· 
11

) c- "'
20 t 1 t 1 1 · h · d "-..n "'211• C t i· s O·· x 1 , .... ,xn,x 1 1•••:1Xn c;. \1, e es, tsomorp1.sme e-1.d sur"" e 

morphisme étan-t 'V--·l.tnéaire), il jdent·f.i.e GL(n, llI) à un sous---groupe de GL(2n,. C). 

A quelle condition une trnnsformat~on t-lin6nire est-elle lli-linénire? Soit 

A e: GL{2n, a:) pour que A f. G·L(n~. IH) !I J.l f',wt. et .i..l suffit que V x €. ain 

A(xj) = A(x) j. C'est évident. 

Problème l' :identification GL(n, IH) C GL(2n 1 tlÎ) identifie 1-(l sous-groupe Sp(n) 
à un sous-groupe de GL(2n, a:) on se propose de l'expliciter • 

. Proposit.i.on. · Soit; A € GL{2n, a:). Si A laisse invar.iant le produit s-calaire. qua-

ternionien (x, y)m, alors A est m~iinéaire. 

Corollaire. 
A €. _Sp(n) E GL{~nll a:) · et A laisse invariant le pr~dui t 

[scalaire quaternionien. 

Démonstration de la proposition. On veut prouver que 

A(~ j). = A(x). j , 

Or on a, quels que soient n x, y€. (H 

V X€. af. 



(A(xj)' A(y))llI -· (x j' y:)ŒI = (x, y)ŒI.j, 

(A(x).j~ A(y))tH = (A(x)~ A(y))IH. j = (x, y)IH • j, 

(A(x-j) 1 A(y))H = (A(x)· • jy A(y)) 8 
, V xi, y e Œf. 

Fixons 
n x· ; lorsque y parcourt ŒI, A(y) parcourt lHn . ptu.sque Â est inversible 

par hypothèse ; donc A(xj) et A(x). j ont mt'ne produit scalaire qua.ternionien 

avec n'importe quel vecteur z € af. Il s'en3"L:it que .A(x j) = A(x) • j quel que 

soit x. 

Toute A€. M2 (œ) la.isse invnri.ant. le produit scnlnirc qunternionirn est, 
Il 

en fait~ dans GL(2n, ~) , et pur sufte d~ns Sp(n). Pour cèln explicjtons (x, y)fil 

à l'aide des 

X :~:: X f + j Xlï 
k k k 

n n 
= ,r-7 X' y' + ~I Xll yït 

---' k k L.-> k k k~ 1 k=-~l n 
- J. (\.--, X t y" - Xlt yt) 

L..J k k L "k k • 
k=1 k=1 

Or le produit scalaire hermitien et 1 d ·t ~2n · e pro u1 scn.lairo euclidien, dans 141 , 

sont donnés par les fo!'mules 

n 
(x I y) =; L] 

k-=1 
·Il 

.(x, Y>:;;;: L 
k=l 

x' k 

n 
X r y' + 

k k L....J 
k=1 

Introduisons l'automorphisme "'1 ~- inéaire J de 

J ( X 1 , X u) == ( ..;_X 11 , X t ) 

on voit que 

x" y" k k • 

défini par 

(X' y) JH -- { X I y) - j ..( J X' y> 

Donc· A e M (œ) 
2n laisse invariant . 

deux condi.ti ons suivantes : 
(x, y)~ si et seulement si A sa tisJ~ai t aux 
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·•ce:) A la1.-~se invariant le produl t scaln ire hermitien {x. J y) 

(b) A laisse invariant <'.: Jx Y> ; 

·(*} 

() expr ime qu~ A est unitni~e · La condition a on. sait que ceci entraîne que A 

est inversible, ce qui prou -. v~ le lemmeo On voit de plus que 

Sp(n) C U( 2n) • 

Définition° On note Sp(n, ~) · c ""! (rr-) qui satisfon.t à la l'ensemble des A~ ~2n 

condition (b), ou, ce qui. revien • au meme, a t ' (*) 0 Observons que : 

est une forme t-hilinéair-e alternée des vecteurs X et y E: c2n 

. est m-linéaire en 

1 
: équivaut à 

ce qui équivaut à 

c'est-à-dire à 

(**) 

X ' ~-linérd.rs En Y~· et s'annule pour 

t '7 2n A J A X .. J x, X "' (C 

X ~:: yo 

en effet 

Ln condition 

Observons que le déterminant de J est un nombre complexe·/. O, puisque son cnrré 
2 est det (J ), et que 2 

J = -12 )' r.. ( 2. ' d'où det J) +1. 

des deux membres de(**), on trou7e lon~ 

(det A)
2 

-- 1 » c'e~t-à-d.i.re 

En prenant les d6terminunts 

(*) 

[on peut montrer que, en fait,·· det A = ·1]. Donc A est inversible. Aut:::-ement dit, 

Sp(n, il:) est contenu dans GL(2n, a:)' ··1.. .. c'•est évidemment un sous-groue<· de GL(2n, a:). 

det A -· :t 1 • 

D
I 
après ce._ qu_' on a vu a po 11 -r que A e ~

2
,n (·"" 1J à , ....... appartienne Sp n, 

suffit que A sat.isfasse aux condi tiens (a) et (b) •; on a donc, en défini~-: -e 

[sp n = U(2n) n Sp(n, œ) 1 

il faut et il 

J s'écrit 
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. 

} C: 
1 n 

J 
0 n 

ma.trio• nulle à lignes et n colonnes, et 1 la matrice n n -~b. on 4,,1,no l& 

YA.ii~ i. n ligne, ot n colonnes. 

0 H EM (œ) v,rifier que la relation où E, F, , n • 
t AJA:: J, qui exprime que 

A e Sp(n, œ), équivaut à l'ensemble des co~ditions suivantes: 

sont svmétrigues 

guelques_isomorphisme~=ou=homomorphismes=particuliers. 

( 1) cet isomorphisme évident provient du fait qu'une rotation, 

clans le plan, est définie par 

(2) lsp(1, c) sL(2, q;) 1 

tù~ nomtre complexe de module 1. 

En effet Sp(1 1 ~) est le sous-g~oupe de GL(2, œ) formé des transformntions qui 

laissent invariante la forme bilinéaire alternée x'y·" - y'x" [forme bilinéo.ire du 

vecteur x = (x', x") et du vecteur y = (y' Y y") J i cette forme n'est autre que le 

déterminant des vecteurs x et y par rapport à la base .canonique. Les- transforma-

tions de Sp(1, C.) .sont •don.e les transfo.r.mations de GL-(2, Œ:) dont le déterminant 

est égal à. 1. 

lsp(1) su(2) j 

En effet, on a vu que 

Sp(1) = U(2) n Sp(1; œ). 

(4) On définit un homq·morphisme de group~s cp : 1 s p ( 1 ) --> s O ( 3) 

de la manière suivante : identifiant Sp(1) 1t· · au groupe mu ip~icatif des 'quaternions 

de norme 1, associons a' x Sp(1) 1 t f t· a rans orma ion ra:~ H définie par 

(produit de 3 quaternions). 
H étant identifié à ra4 ~ ceci est 

une transformation IR-linéaire qui conserve la distancei car 
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Il X z X - 1 Il 1H li X Il 1H • Il z II lH • Il X - l ! 1 ilI = Il z 1 1H • 

c·• est donc un élément de 0(4) 0 

. est un "qunternion réellf (c•est-~J--De plus s-1.. z 
-1 

dire si ses -:oordonnées dans 
· ·' ·1 °lors x z x -· z ; sent nulles sc~f la premiere 1 

donc l'élément de 0(4) f . - quaternio.ns r6els_; il opbre donc en question la~sse 1xe ies 

' 3 ~el est. pnr d6finition, l'~ld-dans l'hyperplan ~rthcgonalv qui s'identifie a 0 
, 

ment 'f(x) € 
tp(x) est dans S0(3)11 ,:,.ur 

l'applice..tion 

0(J) défini. par xE Sp 1. En fait>' 

Cf~ Sp (1) O( 3~ est continue :i et Sp(1} est connexe (homéomorJ;ho t.1 

s3) ; c'est du reste un homomorphisme de g:roupes (vérific;tion .!.mmédiate)c: On peut 

prouver <lue 

12 cp est surjectif 

22 le noyau de se compose des 2 quaternions +1 e t --1 .. . D 1 où 1 a s u i te ex r. t fl d e 

groupes et d 1homcm~rph~smes 

On traduit ceci en disant que Sp(1) est un r-e-,-êtement d d'=ux feuillets de SO(J:• • 

On voit que S0(3), comme espace t~pologique} s'tdentifie au quotient·de la sph~re 

s3 par la relation d'équivalence qu.i. i.dentifi.e les points dinmétralsment opposés de 

·3 
S o Autrement d.i.ti1 S0(3) est. h::,mécmorphe à 1:espal'..~e p::-ojectif réel P

3
(IR). 

(5) On définit~ homomorphisme de groupes ,p :; Sp 1 X Sp 1 SO ( 4) 

de la ~nière sui7ante: à un couple (xy yj de quiternions de n~rme 1 on associe la 

transformation III -? 1H définie par -1 zf--),xzy 

Cette transformation conserve la norme et ~at JR-linéaire 

0 

c'est donc un élément de 

'0(4)o On montre comme plus haut que c'est un élément de S0{4) 0 De plûs 4' est un 

homomorphisme de· groupes~ est s ur.j ecti f et son noyau se compose des deux élér:ïents 

f + 11 + 1} et r~ 1 li -1} 0 Ainsi Sp( 1 / X Sp( 1) (qui es-t homéomorphe à s3 X s3 ) est 

un revêtsment à deux· feuillets de S0(4}. · On peut montrer g_ue . $0(4) est homéomorphe 

au produit 

1 
1 
I 

/ 
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Application exp~~~~!!~!!!• ,-----------
n la norme d'une transformation linéc.ire Soit Me En<¾?.(IR. ). Définissons 

M 

sup jM(x} J 

!xi~ 1 

où !xi désigne le norme dans nn ! !x l ./ 2 + + x2 .ru, V -· Y X 1 o o o n • La norme, sur l'algèbrr 

End lRn, a les·propriétés suivantes : 

j Â M 1 - f À 1 • jM 1 

IH+NI {:_ IMl+INI 
!M.Nj IMl0 INlï 

End IR
n 

On expri~e ces propriétés en disunt que est une ~lgbbre norrn6r. On peut 

faire de même avec l'algèbre 

Reme.rgue On n'a pas nécessniremenL IM.N! - !Ml.IN! pnr exemple, soit, dans 

I: = projection sur l 'r..xe des X 

-· projection sur l'nxe d1;"!S y 

on.a MN= 0 1 tand.is que IM' 
i l ·- 1 , 

Muni de sa Enc\u(!Rn) est un espace vectoriel normé ~0:nplet (ct.r IR est 

) [ n2J n complet; , de dimension fin.!e donc. si on a une série dans En~.IR , et sJ. 

la série des normes converge, ~lors la série ~onverge ; de plus 

1 IJ Mn I .~ IMn l o On dit alors que la série est normiilement, conYergente. 
n n 

D6finition: Consid,rons la série 

1 2 1 n Mn 
1 + M + 2 M +ooo~ nl M + ooo = L_; nl 

. n-;z_(J 

Elle est normalement convergente quel que soit M, puisque 

le second membre est le terme général d'une série convergente à termes positifs : 

c'est la série exponentielle. 

Donc la.série conv 0 ... rge. On note x M e p sa somme : 

On. a i exp M €. En'\a ~n 

exp M €. End a:n a; 

si 

si 

·n M € En<\a fR 1 

ME. End<!: a;n. 

+ooo 
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exp(M+M') = (exp M).(exp M')• 
Proposition. 

On Utilise le théorème de Démonstration 1 
mul tiplication des séries n<irmal ement, 

convergentes: 

(M+M')n et te~~nt compte de on trouve 
Or, en développant 

(M~M')n = 8 
. ni O~n 

Conséquence. exp(M). (exp(--M)) =;. exp(O) ... 1 donc exp M est inversiùle 

et a pour inversa exp(-H). 

Ainsi exp M 6 GL(n, ~), re3p. GL(n, i). 

Soit t 6.IU; considérons 1 1 applicntjon t exp(t H) ; on n 

don-~ l 'tLpplic!\ t! on t exp( t M) de R dnns 

GL(n, lfl) est un homomorphisme du groupe odditif lR dans le groupe GL(n, R). 

Formu]nire. ____ _,____ ·-

( 1) 

(2) 

exp(-M) 

t ) exp( M 

exp(M) 

exp(M 11
) (exp M) * 

det (exp M} = exp{Tr M)» 

où Tr M désigne la~ de M, somme des éléments de la diagonale principale. 

On va dé1;1ontrer (2). Pour cela~ demandons-no~s ce qu'on peut dire des valeurs pro-

pres de 1 1 exponentielle exp M • On se place dans le domaine cnm1,iexe rappelona 

que toute matrice peut- _~tre rendue triangulaire, par un choix convenaLl e de la base 

de ~n. E ff t M ~Ed ~n V ~n no e, n C , posons = » et faisons une dé~opstration par 

récurrence sur dima: V• S01 t Àl une vale 1.ir propre (complexe), racine qp 

det{M- ~ 1 1 )= O. Alors U y a au moins un -vecteur propre e1 -f; 0 tel que 

e1 engendre un sous-espace vectoriel V1 de V9 de dimension 1. On considère 

· a.lors V/V
1 

de V/V 
1 

n-1 • 

M transformant V1 dans lui-même, M induit un endom•>rphisme 

on'applique alors l'hypothèse de récurrence à cet espace de dimension 
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Calculons exp M 

(

Âk •••••• ) 1 ••• 0 0 
e O 0 

• 0 0 -- 0 . . 0 0 
• 0 

. 

. On a alors 

Les valeurs propres de exp M sont les exponentielles e des valeurs propres 

"· de M. l. TrH 
On a donc det(exp M) 0 • 0 -· e • 

(Rappelons que la somme des éléments de la diagonale de 1~ matrice reprdsentunt .M 

-est indépendante du choix de la ba~e)o 

Conséquence 

Proposition 

Si M est réelle~ alors exp H € SL(n, ffi.) ~-:} Tr M :: Oo 

M H~ exp M est une fonction analytique de M1 à valeurs dans 

l'espace vectoriel En~·fRn,. respo EndV œn. 

Démonstrationo Rappelons la définition de l 1 tnal ticité.dnris le c&s complex~. 

Soit U un ouvert de V, où V est un t-espa~e vectoriel de dimension finie. 

Soit f un~ fonction définie sur U, à Yaleurs dans un espace vectoriel complexe 

de dimension finie W; f U~ W. f est analytique (ou holomorphe) signifie 

qu 1 elle est analytique au voisinag~ de chaque point a € U 
',._ 0 il reste à dire ce 

;qu'on entend par là. 

Or ~L a € U, 
0 on peut, au moyen d'une translation 1 se ramener au cas où a = o. 

0 

Par· .définition, f est analytiqus au voisinage de O si et seuler.ient si f est ;, 

développable en série de polynômes homogènes au voisinage de O, c'est-à-dire 

f(x) = 
. , nzO 

f (x) n pour (r > 0 convenable), 

fn étant un polynôme homog9ne de degré n, et la série étant normalement convergente 
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pour 

Réciproque: 
de Polyna mes ho~~gènes qui converge 

1 So·mme d'une série ··~ on démontre que a 

est analytique dans l'ouvert llxl! r. 
normalement pour 
On montre en outre.que la composée de deux applications analytiques (quand elle est 

définie) est analytique. n 
œn exp M -- , ... , ~_l __ 

M € Endœ , - L . .J nl 
es~ bien analytique dans ~oute boule 

Exemple·~ Si 

donc 
D;'z..Ü 

analytique dans tout l'espace 
en effet les coordonnées de 

n · d d • n par rapp)rt aux coordonn6es 
la matrice M sont des polyn6mes homogenes e egre 

de Mo 

Analyticit, dahs le cas r~elo 

d t f 4 • 1 ti ue On constate n~e si f est On a la mtme d~finition une onc~~on Y .q - 0 
·1 

analytique-complexe dans un ouvert U d 1 un esrcce vectoriel c.omplexe V, 

V' t · t · 1 'al d~ V lu restrict~o~ de f k Un V• et si es un sous-espace vec or1e re~ i 

est analytique-r6elle. Dans le ces qui ~ous int~resse, V~ Endœ Œn1 U = Yi et 

• n y 1 = En¾i lR. · ; donc exp M est W1e fonr.tion ana.lytique-réelle de 
n 

M €. End lR • 
' 1 

Autre exemple de fol"'.c+,i on r-no l vt i<J t 1e o 8 :) _i t 
n 

u € Endt et la. série 

+ o o o+ +., 0 0 

converge norm2..lement pour I u 1 r, si r < 1 ; donc sa somme est ana.lytique dans 

la boule !ul < 1. Notons log(1+u) la somme de cette série. On · sait., donc 

définir log M, lorsque et que 

log M est une matrice: nous allons montrer que l'application analytique 

M~ log M est l'inverse de l'application M J-->· exp Mo D'une Î'LÇO!\ pré_cise .. . 
( 1) 

1 
exp(log(1+u)) = 1+u pour lu!< 1 

1 
. Pour le vérifier, on doit remplacer M par le développement en série de 1+u dans 

et développer; c'est un calcul formel, qui marche lorsque u est une 

variable r,elle (résultat classique) donc il miuche i·d. Ce qui prouve ( 1 r • 
(2)· log(exp M) = M lorsque !Ml est assez petit pour q~e · l~xp M-1 l (. 1. .Le 

principe de la dérnonstrat,i·on de (2) t 1 ' () · es e meme que pour ·1 substitutipn de 

séries entières. 
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On a donc deux applications ané!l~tiques 

M\-) log M, définie sur un voisinuge de 1 dans 

exp My définie sur .entier; 

• 1 , de l'autre j donc la. et ces deux applications analyt,iquss .sent :r-éc.iproques une 

fonction exponentielle l . analvt.ique d'un voisinnge do O induit un i~omorpiJsme -

M (œ) sur un voisinage de n 

Conséquence l 'appli.ce.ti.on 

1 da:is GL(n:- t)o 

t · · t ·ve dans un voisinage de H f--.),, s-xp M es ;. r., 9~ ,_,_ 

sont assez vo:s1nes de 0 a.lors 

Problème: 

Où faut-il prendre M pour_que son image · · .... 1 ' un d c s .; ou s-ex p M appartienne~ 

groupes de GL(n 1 ~) ccnsidérés pL.1s hat.1t ? D:'..ns toute la.suite:, le. matrj.ce M 

sera supposée dans t.:.n vo.i.s.\m1ge V de 0 tel que e'xp M soit injectivC' 

dans v. 
( 1 ) 

On veut que exp M _ exp H, d~n~ exp .M == exp Ho Si N et H sont dnns V, on 

,·\ f;ln déduit que M :-;:; M don: M est r~elleo 

Réciproquement si M est r~elle, il est 6vident quo exp ME GL(n, m). 
(2) lexp M € SL(n, a:) J 

On veut donc 9.ue det M exp(T.., Mj .. 1 .Cec:. ent:ratne que Tr M est un mt:l tiple entier 
de 2<rri. Mais si M est assez voio'.ne de O, on a forcé,aer.t Tr M = O. Cette condi-
tion suffisant~ pow· •det M 1 (que M soit ou non voi;inOde 0), 
Ainsi, lorsque M est assez voisine de O, on a ,. exp N e SL(n, a:) M €. sous-
espace vectoriel complexe des matr::.ces de t.ra1Je nulle. 

.i (3) 
/exp M E: SL(n. Ill.) J M est réelle et Tr M = 0

1 
· du moins si M est assez voisine de o. 

:> (4) exp M t. O(n) ! :j 

:\\ 

~\-_ ' t 
·:•, ·exp M ·€ O(n} < ) (exp M) 
.\ 

1 . . ' 
- (exp M)- ,- ·c•est-k-dira 

.est assez voisine de O ~· t,M et -H sont voisines de 

'I 
:i. . ; t 

e;,çp. M ;::: exp(-M). Si M 
1 

·I 

0 on doit donc avoir 
1 ! t t 

,.!, M = -M, ou encore M + M = O. ' 1· • 

Cette conditio~ est évidemment suffisante (que· " 

:; M soit. ou non voisi~ de 0) o 

/-exp_ M €. _O.{n) (=} M 
Donc 9 _pour M assez voisj.œ de o, on a 

;_ 
appartient au sous-espace vectoriel réel des matrices 

"symétriques••·gauches 91 o 
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Calculons la dimension de cet espace vactoriel. les termes de la diagonale principale 

d •une telle M sont nuls, ceux qu~- sont o.u--des sus de la diagonale sont des nombres 

réels arbitraires (qui déterminent alors ce~ au-d·essous <:J.e la diagonale). Donc ces 

M sont des combinaisons linéaires (à coefficient8 réels arbitraires) de certaines 

d'entre elles, linéairement indépend~ntos, en nombre égal à celui des termes situés 

n ( n--1) au-dessus de la diagonale, c' es t--•à---d ire --- 2- • 

(5) 1 exp H E U(n) / 

* -1 exp M f. U(n) <.=:) ( exp M) • := ( exp M) , c 'est•••à•--dire 

exp M* = exp (--M) 

ceci,~ M assez voisine de O, équivaut à 

(*) 

Réciproquement, cette relation entraine ~xp u €. U(n). ~1 ·t 
~·i , que ,. s01 ou non voisine 

de O. Les M satisfa1·sc.~.nt a~ (~) f + - orrner • ., w1 sous-espnce vectoriel réel dont on se 

pr~pose de calculer la dimensi~no Posons M i N la condition raur N est 
(**) 

autrement dit N est hermj_tienne :; s :. N -- (a.· . ) , 
l.J la condition s'6crit 

a .. 
ll. 

réel, a ··· a ij -- j i 

On peut choisir arbitrairement les a .. 
l. l. 

réels 

la dimension r6elle de llespnce t · 
u. vec oriel des 

n(n-1) n + 2 o 
2 

pour i > j. 

, et les a .. 
l.J 

N est donc 

2 = n o 

En r6sumé, pour M assez v . . de 0 o~s1ne t on a: 

exp M € U(n) . M 

(6) 

exp M € Sp(n, a:) -~ 

est de la forme i N, 

[ exp M € Sp(n, œ) 
t 

( exp M) J(exp M) = J 

N hermitienne. 

complexes pour i < j ; 
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Ainsi 
exp ME: Sp(n, _C) exp (J-

1 
\1 j) = exp(-M) • 

Donc, J?our M assez voisine..de O, on a . . 

exp ME. Sp(n, IC) [ 1 tM J es -M tM J + J M = O. 

Réciproquement la condition 

(*) 

entraîne exp M s~(n, t) qu~l que soit M (voisin ou non de O). 

La relation (*)° définit un espace vectoriel complexe de matrices M. On J>eut 

l'expliciter et calculer sa dimension (sur C) posons 

A, B, C, D étar.t dans 

H (~ ~) ~-

M (t) ; la condition(*) se ±ra~uit par 
n 

symétriques 1 

La dirrarn.s.:.on sur a; de l'espace des matrices symétriques (complexes) titant égale 

h n(n+1) 
. 2 , et celle de M (C) n étant 2 n , la dimension de l'espace des M satis-

faisant à (*) est 

2 
n(n+l) 2 

X 
2 

+ n n(2n+1) o 

En résumé, pour M assez voisine de O, on a 
. t 

M E Sp(n,œ) <==> M J + J M = 0, 

et les M satisfaisant à la relation de droite forment un espace vectoriel de dimen-, 

sion complexe égale à n(2n+1)o· 

(7) 1 exp M €. Sp n 

~a condition est. · M U{2 ) n S ( . ) exp -~ n p n, œ o Pour M assez voisine dé o, ceci 

iquivaut à 

U on pose 

>n trouve facilement i ' 

i M hermitienne 

M = (.A B) 
C D 

B = i B 1 ·, 

et t M J + J M = o. 

C = i C', D = i D', 
symétrique, 
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J 

. réelle de 1•espace vectoriel.d~ ces donc la dimension M _,est n2 + 2 n(~+1) n(2n+1)•; 

' on a associé à. un sous-groupe 
O
• dans chacun des 7 cas envisagesy Conclusion finale 

G 

de GL(n, t) un sot1s-espace vectoriel VG de (sous-espcce vecto-

) · · t d propriétés sui vantes ~iel tant6t r~ely tant8t complexe 1 JOUlssanv e 3 

ME. VG -3> 

l pour M assez 

exp M e G, 

voisin de exp ME" G ) 

~, 1 · t 1· n M exp M et, l'application A 1og A Dans chaque casy 1 app Lca o , 

déf:i~nissent des bijections (réciproques 1:une de l'autre) d 1un voisinage de O dnns 

· · d 1 dRr- G lrespo d'un voisjn~ge de ·1 sur un vo1s:1nc!ge e ~. , dnns sur un 

voisinage de O dans VG). 

Théorèmeo Les groupes G envis2gés .sont des sous•-Yn!'i.ét.Ss r..no.lytiqugs (tantôt .réel~ 

les, tantôt ~omplexes) de GL(n, ~)o 

Avant de démontrer ce théod,me., il nous .feut définir ce qu I on entend po.r ~-

E. [on applique ensui te la ~-

définition en prenant U = GL(n, <r)j o 

Définition 1o Soit E un espa~e Yectoriel complexe, et soit G CE , . on dit que 

G est une sous-variété analytique ~omplèxe au voisin~ge d'un de ses points x € G) 

si la condition sui vante est vér .tfiée. il existe un "isomorphisme analytique-complexe" 

f d'un voisine.ge OUV&rt Q· de X sur un voisine.ge ouvert QI C g:n (où n = dimi E) 
tel f(x) • que :::: 0 et que f induise une bijet:tion de . G t'\ Q sur V ru Q1 où V i 

est un sous-espace vectoriel complexe de E 

Qf 

Commentaire. On dit que 
f est un isomo!'phisme analytique complexe de Q sur Qt 

si f est une bijection de Q sur QI 
li 

plication réciproqu~o · Ainsi, on ~eut dire que 
qu~ est analytique complexe ainsi qu~ l'ap,-

G 

complexe au voisinage de x ~.-G si· 
0 

d 
, ans un voisinage convenable C de x, G est 

est une _sous-variété analytique 
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la même chose {à un isomorphisme analytique prè~ 

au voisinage de l'origine. 

1u'un sous-espace vectoriel complexe 

Définition 2. Soit U un ouvert de E~ et G CU on dit que G est une sous-

variété analytjque complexe de 

12/ G est fermé dans U1 

U si 

G G est une "sous--variété analytique cornplexe nu 22/ pour chaque point x t- , 
· · d x:r (au sens de la définition 1) • vo.isinr.ge e 

,. une sous-vr-r 1· été ".n4 Jytinue réelle, en remplo.ço.nt partout On définit de meme 0 _ 

le mot "complexe" par irréel" dans les définitions précédente3. 

D~monstration du th~orbme. On va d'abord prouve: 

Ch d G envisanés de {l'J à (7) est~ au vots1nr.ge.~ Proposition. ecun es groupes 

l'élément neutre 1 € G, une sous--va:r .1.été analyt i9 1.1e {analytique complexe sJ le sous 

espace vectoriel v0 est complexe~ analytique réelle si v0 est U.."l sous-espace vec-

toriel réel). 

E ff t On a it que l'appl•cat 1on A, __ ... lcg A est un i8omor 1,hi.3:oe ana.lytique ne e, S .. · -'- ·•· - r 

complexe (et aussi analytique réel) d'uri voisinag'} Q de 1 dans GL(n, C) sur un 

voisinage Qr de O dans M (œ) 
n il résulte de l'étude faite plus haut que si 

C a été pris assez petitP l'application Ai-;,. log A applique bi.je~tivement G n 0 

sur V rt Qt ., G , donc G est ~ien une sous-va:dété a.u voisinuu.e de 1 € G
11 d'après la 

définition 1. Ceci prouve la propesition. 

Pour prouver le théorème, il.reste à prouver que chacun des groupes G est une 

sous-variété analytique·· au voisinage de chacun de sea points {on le sait d~jà pour 
·,i-
111· 

Le point 1 €G) ; cela suffira, car on sait que chaque G eat fermé dans l'ouvert 
il ·11 

11:' 
1 :1, 

lL(n, C). 

Soit donc la translation à gauche . de GL(n,· C) dans B·~ iB 
i, .]· 

IL{ n, ~) est évidemment une transi' orma tion ana:l.ytiq ue c om~l,exe , ainsi que 1 1 a ppl i ca-
~ion réciproque 

: •· 

n1e induit une bi,jection de G .!!!!. G, , puisque A € G Jt' que o est llll sous- , · 

~roupa de .GL(n, C). 

ioit C un voisinage ouvert de l dans GL(np t), tel oue G n o ~o.:+ 
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variété analytique (cf• proposition précédente) , la tr.anslati on B A B induit 

·· un isomorphisme analytique de O sur un ouvert (noté A 0) qui con-tient A, qui · 

' . applique bijectivement G (l Q sur G (1 (A Qj o Il s I ensuit que G est une sous-va-

'riété analytique au voi.sinage de A E G , et ccmme A est un point arbitraire de G, 

le théorème est démontré. 

Remarque on défi.nit la dimension d'une sous-var·iété, comme égale à la dimension de 

l'espace vectoriel qui s'introduit dans la d6finition 1 naturellement, .H y n. une 

".dimension complexe1t pour une variété analytique complexe, et une "dimension réelle" 

,pour une variété analytique réelle. D'ailleurs toute variété analytique complexe 

peut être considérée comme un2 variété an.n.lyt.ique réelle ; sa dimension réelle est 

':_ ' alors le double à e su di mens.ion complexe o 

Si nous passon3 en revue ies groupes G de (1} à (7), nous avons donc les 

' résultats suivan-t;..:; i 

~~trices hermitiennes 
- ----- ... --- -- 0 

d Ln\R GL(n~ ni) -
dim<V SL(11, t) --

J.! r1,... SL(ni' IR) ... 
t(. 

d.ii1}& O(n) __ 

di~ U(n) = n2 , 

2 n 

2 
1 ;; n 

2 
1 ' n 

n(n-1) ·--·r--, 

n(2n+1) 

dimfR Sp(n) = n(2n+1) 

So.i.t H(n) l'espace vectoriel réel des matricés A E M ( C) n 
·. · tiennes : 

* A = Âo A€ H(n) A e·M.(œ) 
Il"', 

et 
Associons à A _ la fonction x. ._~ (Ax · j·,.x) de a:n dans 

[ A ;> 0 -4='> V x G ICn, (.A.x l'x) :,>eQ J lR. 

.!!!rn1arq ue A~O et A/ O ,-- 1· n 1mp 1que Â >~ 00 

qui sont hermi-

Alors par définition 
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Proposition 1. 
. ( ) donnée-. Il existe une b"ase ( e.) Soit A~ li_n i 

(au 

telle que 
sens hermitien= au sens euclidien dans 

"/ i ( 1 f. i !:_ n) , ( ) 8 avec ~
1
. e a. 

A ei = "i i' 

Démonstration .. 

A € H(n) les valeurs propres de A sont réelles. 
1 .. ~-

Soit Â une valeur propre, et x un vecteur propre associé à 
Démonstration. 

Ax = À x (.Ax I x). = ( x I x) = Â(x, x) E. a. 

(x, x) -/:. 0 ==> À ~-

Or x f. o, donc 

Conséquence~ dot (A - Â 1) possède n racines réelles (distinctes ou non). 

2. Il reste à chercher une base,orthonormée formée de vecteurs propres. 

Soit À1 V/:l..leur propre, et soit x1 UJl vecteur propre'associé à ~, ' une 
x1. 

qui est aussi 
Ax1 = ,..1 x1" On prend alors lr vect0ur unitaire e1 =-n-9 , 
vecteur propre associé à. Â 1 • 
. est orthogonal à. alors A:x. est orthogonal à el, car 1 
Si X e1' 

(x 1 e1) = 0 -=> (.Ax 1 e } ::: (x 1 Ae1) = (x 1 '-1 e1) . 
1 

- ~,(x 1 e,) = o. 

un 

Les x orthogonaux à e
1 

forment un hyperplan complaxe de dimension n-1, qui est 

stable par A. La restriction de A à cet hyperplan V est encore hermitienne, 

et on peut appliquer l'hypothèse de récurrence à A 1 V I il existe une base or-

thonormée de V formée par des vectel.U's vérifiant Ae1 = Âi ei, 

est une base de ~n 

répondant à la question. 

Remargue. 

Les valeurs propres de la matrice A ne sont pas obligatoiremert distinctes ; mais 

• alors on peut les ranger par paquets, en mettant dans un m3me paquet toutes les vale~a 
. ' . 

··_. ·~ropres ét1ales à un nombre donné. Si Â1 = ••• = ik sont 'ies va.leurs propre a d •un 

tel paquet, le sous-espace engendré par est tel quel& restriction de 

,; . A à ce s~us-espa.ce· est une homothétie de rapport, réel ,gal· à. 
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est somme directe de sous-espaces_ de ce type ces sous-espaces sont 

uniquement déterminés : chacun d'eux est formé de tous les vecteurs propres relatifs 

à une -v-aleur propre donnée. Ces sous--espaces sont deux à deux orthogonaux. On a 

ainsi prouvé 

Proposition 2. Le sous-espace relu tif à une ra ci.ne ;\ de 1 1 équation caract6risti-

que a nne di.mens ion complexe égale à 1 1 o!'dre de mul t.iplici té de cette racine • 

Les sous•-espaces relatifs aux valeurs propres distinctes sont deu,c à deux orthogonaux 

(au sens hermi~ien), et l'espace total tn en est la so~me directe. 

Faire un changement de base qui envoie la ba3e ca.nonique de a:n sur une base ortho-

normée de n 
q; (au sens hernù·tien) c'est fl:ire une trnnsformati on uni tn i.re. 

La proposition 1 s•~nonco donc aussi de la mani~re suivnntc . 
-1 

UA U :.:.: D, où D est nne mr . .-tr.ice dingorwle réelleo 

Remarque: Si B est hermitienne, nlors YU E U(n)
1 

Démonstration : (U B u-1)*:. (u-1),i(-Bi, tl;-:::: U B u-1• 

Soit A €. H(n). Alors 

Démonstrationo 

A~ 0 ~> le/ x 6 a;n, (Ax f x) > O 

(UA u-1 
x J x) (A u-1 x J u-1 x) > o, V x e œn, 

U A u-1 __ o. C · · t 1 

or 

.d'où 

tel que 

est hermitienne. 

, eci mon re que A z O ~.UA u- o 
car A~ u-1 (UA u-1) U. 

la récipcoque est évidente 

PrOposi t.fon. Pour que A hermitienne soit 

·les valeurs propres , d 
O, il faut et il suffit que toutes 

~- e A soient _> O 1. 

que tous les :;\ s · t > o i 01.en • 

P~monstration: d'apr~s ce qui , , 

pour que A >> O, · H · .faut et il suffit 
t_l 

precede~ on peut supposer que A 
est une matrice dia-

gonale D, dont lés éléments diagonaux. sont les 

A 2 0 .(.-=> (Dx I · x) 2: o /~ 
i 

on a 

~-X, X. ) 0 1 l l.. l. -

f 
.Â. > 0 

l. -

'r/ x e a;n 

1-

pour.: tout i. 



iemargue •. 't/ i : Â. > o et D inversible 
]. -

)Our une A hermitienne, on a les éq&ivalen:es suivantes 

A>)O 

oit A é H(n) (espace vectoriel rée1/
1
et considéron.3 l'ensemble 

'est un ouvert de H(n). 

émonstration. 
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autrement dit 

upposons A >> 0 
. 0 

et soit A hermi-ti.enne vér .if i.ant !! A - A
0 
Il ·é 0 Alors 

Ax I x) = (A X I x) + ( (A--A ) X I x) 0 

0 0 
Na i. s ( A 

O 
X 1 ~) 2: ;\ ( X f X) i Â 1 est la 

lus petite valeur propre de la matrice A 
0 

c'est 6vident en consid~runt la forme 

iagonale D de A j on a donc 
0 

(Ax x) z ,Â1 (xjx) -t!Jxll-J!x!IJsoit 

(Axl x) '- 1 (xlx) •- t(xjx) =-.; (Â.
1 

·- é.)(x!x) • 

ne si on prend €. < •\ 1 on est s(tr que (Ax I x) > 0 dès que x -:(=, 0 j donc ... 

est >> O. 

s où n = 1. 

H(1) = { matrices réduites à un élément Â r_éel} = R. 

fA e: H(1) : A>;:,o} fR.+:..: Jo, +m [ qui est bien un ouv~rt de ~. Dnns ce cas, 

exponentieile est une bijection de m. + sur IR • Nous allons voir 

'on a un résultat analogue pour n quelco~que. 

Si· Me H(n); alors exp M € H(n) et exp M >> o. 
monstration. * Si M est hermitienne alors M:::: M 

J 
. . * * 

(exp M) = exp M = exp M 1 
ne exp M est hermitienne~ 

en résulte que 

O, car 

exp M 0 

De plus, co!'J'lme M 
2 

M 2 exp M = (exp 2) 

en effet, si 

. 2 
(A .. l x) = (Ax J Ax) 0, 

, 
commute avec elle-même 1 on a 

est he.rmi tienne, est hermitienne 
,;;~~ 

i, on a donc 
exp M > -0.,_; or exp M € GL(nj œ). ; donc exp M >> o. 
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Vi : .Ït. > o "· > 0 
et D inversible autrement dit 

emargue •. l. l. -

our une A hermitienne, on a les équivalen~es suivantes 

A>>O 

( ) /. vector 1· el réo.V et cons idéron.3 1 1 ensemble :> i t A {; H n , espace - Ï 1 

•est un ouvert de H(n). 

~monstrntion. 

1pposons A
0 
>> 0 et soit A hermitienne v6rifinnt !! A - A

0
fl l • Alors 

1 x) = (A x I x) +((A-A) x I x). 
0 0 

Mais ( A 
O 

X 1 ~) 2: À l ( X I X) 'J Â 1 est lo. 

Lus petite valeur propre de la matrice 

Lagonale D de A j on a donc 

A 
0 

c'est ~vident en consid6rant la forme 

0 

(Ax x) z Â1 (xjx) - é !! xfl-l! xJI.Jsoit 

(Axj x) ) 1 (xjx) •- t(xjx) ::-.; (À_1 ·- E.) (x!x) • 

me si on prend €. "' 1 , on es sur que x , < C\ t 1: (Ax 1 ) > 0 d'es que x ...J- 0 
1
• donc ... 

est >> O • 

. s où n = 1. 

H(1) = { matrices réduites à un élément Â r_éel } = lR. 

fA e: H(l) : A>;,o} ~IR.+:..: Jo, +m [ qui est bien un ouv~rt de Œ?. Dans ce cas, 

exponentieUe est une bijection de fR + sur lR. • 

.•on a un ~ésultat analogue pour n quelco~que. 

mme. Si ME H(n); alors exp M € H(n} et exp M >> O. 

Nous allons voir 

monstration. * . * * Si M est hermitienne, alors M = M ==> ( exp M) = exp M = exp M 1 

ne . exp M est hermitienne~ De plus, co!llme .M 
2 commute avec elle-même, on a 

en résulte que exp M > O 

O, car 

M 2 exp M = (exp 2) 

en effet, si - l'... . est hermitienne, A 2 

(A
2 

.x I x) = (Ax I Ax) 2: o, °V X E. Q:n • 

i, on a donc 
exp M >-O._; or exp M e GL(ny Q:). ,- donc exp M >> o. 

est hermitienne .,,.~.,,,. 
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Théorème 

t . 11 t un is,morphisme analytique réel de H(n) L'application exponen ie e es _ _ 

+ H (n), où Ht (n). désigne 1 1 ouvert de H(n) formé des matrices hermitiennes >~O. 

·némonstra tion .. Si n = 1, on sait qu'il est bien ainsi. Peur n quelconqhe, 

) H+(n) on sait déjh que si M H(n, alors exp ME d'ailleurs l'npplicntion 

M •~ exp M est analytique. Il reste à montrer q_ue cette application est bijective 

et que l'application réciproqu~ est a~ssi analytique. 

a) M exp M est bijec~ive de H(n) + sur· II (n). Autrement dit .: 

Lemme. · Soit A une matrice hermitienne >>O. Il existe une mntri~e hei-r.:iti~r.no 

M e-t une seule telle que exp M =-: A. 

Démonstration du lemme. 

1!en1i ti enn<'r 
Supposons le problème résolu et so.i.t N nne matr ;_ce '{\~lt~ que exp M .:.: A .. 

Soient !Xi les valeurs propres distir.ctes de. Ho M étnnt hermitienne, ~es vn.-

' leurs propres sont réelles et ont cha,~tme un ordre de mul t ipl ici té <X' . • 
l. 

Alors 
l'espace œn est somme directe de sous-espaces E 

i de'lLX à. deux: cr+,hogcnnu..x
1 

où 

E. est l'espace propre de di~ensi0n l. Cl..!. a.3scc.·.é à la va.leur propre 

a:n == @ E. • 
i l. 

Si 

L•applic~tion A= exp M laisse stable chaque E. ; et si 
1. 

~i Â· X 
x e E., 

l 
" . A(x) = e 1. 

alors e e J [car x 1--7 e 
est une application bijective 

de m. dans 

à la valeur propre 

Les sous-espaces propr~s 

Conséquence. , 

• 

E. 
l 

qµi est st~ble pur 

sont donc les m~mes pour M 

Sl.. M • 

et pour A. 

x. 

existe on n'a pas le choix 

propres de A sont 
les Ei de M sont ceux de A. Si les valeurs 

les valeurs prQpres 
ment: 

\ = log }t i.. 
On trouve ainsi l~unique M hermitienne· telle que 

Â. de M 
l. 

exp M == A. 

sont nécessaire-



Déf'inition. 

.,-:soit A une matrice hermitienne 0 

.ne M telle que exp M = A. 

on note log .A l'unique matrice hermitien• 

' · On · a donc : t, 

( 1) V A E W(n), exp(~og 1) =A• 

. (2) . V M G H(n), log(exp M) = M J en effet, pour vérifier 1•,galit4, il aultit 

de vérifier que les exponentielles des deux membres sont égales. Or 

exp(log(exp M)) = exp M d'après (1). 

· L'application loga.rithmeest donc l 1application réciproque de l 1application exponon- . 

tielle. Pour achever la démonstration du théorème» il reste à prouver que l'nppli-

cation A~ log A est analytique • 

.. Observons d'abord ceci: 
\ ' . k . 
:· .'(3) 'V k E. Z' , 1 o g (A ) :.. k 1 o g A ; 

,',~n effet, les deux membres c,nt m3me exponentielle, ~p(k M) -= (exp M) k• 

·Ï. On veut montrer que pour 'A euffiaamment voisino de 

J Il A _,. A0 fi~ f ) , l'application log ut une fonction analytique de .A. · Or on· 

·peut trouver Â > 0 tel que la matrice -"A ait ses valeurs propres dana 
0 

,+'intervalle ouvert Jo, 1( ; alors la matrice 

propres strictement positives et 1, donc 

1 n - À A0 aura ses valeura 
. +. ' 

1 - Â À EH (n), et on a n o 

;, 

Supposons qut on ait montr~1 ·qu~ log A est aJlalytique au voisinage de 

~~ors par homothétie, log A 1 sera analytique au voisinageide 

~st analytique. On a le schéma 

" , 0 

J. 
0 
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Pour .. montrer que A ._,, log A 
. 

est analytique, il suffit de montrer que i est 

yt . 1• t · 1.· e p' qui' cons1.·ste à aJ'outer une constante. anal 1.qua, car p es a1.ns qu 

Dé.sormais on suppose donc 'que O << A .t: <. 1 , et on va montrer qu I au voisinage 
o n , 

d'une telle matrice A, le logarithme d'une matrice hermitienne A 
0 

est une fonc-
•• 

tion analytique de A. 

· ·· . Si 
I 

IJ A - A
0 

f. e. convenable, on a encore 

Donc If 1 · - A JI 1 • 

(cf. valeurs propres). 

Posons U = 1 - A n 
U est.hermitienne et voisine de U = 1 - A• Montrons o n o 

que log A= log(1-U) 
u2 tf1 

= - (U + 2 + ••• + n + ••• ), séria convergente pour fuJ < 1 J 

ceci prouvera que log A est une fonction analytique de 1 au voisinage de A • 
0 

Il reste à démontrer quo le logarithme défini prtfoédemrnent admet bien ce développe-

ment en série entière pour Ut H(n) et lui<. 1. 

Pour cela il suffit de vérifier 

(1) que le deuxième membre définit une matrice hermitienno 

.(2) que son exponentielle est dgule à 1 - u. 
( 1) U € H(n), 

On réduit 

.Alors 

. u2 
-(U + -2 

U à la forme diagonale : 

-= n 

+ ••• + 

)in 
1 

iï •• 
• • 

qui est bien une matric~ hermitienne. 

(2) dellX.1 méthodes de démonstr~t{i~' , 
. ' a) sqn exponentielle est égale à 

car c'est un calcul de série form~lle 
que nous savons être vrai. 

b) Si 1 .;a valeurs propres d,e U sont les alors les valeurs propres du 
. second mem~re sont les log(l -·À.)=} 1 

i. es valew•a propres de 11 exponent:lelle du 
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c'est-à-dire les valeurs prop~es de second membre sont les 1 - i' 1 - U ; 

donc l'exponen~ielle du second membre est 1 - u. 
La d6monstration du th6or~me est ainsi achev6e~ 

,,, 
Corollaire. 1 il existe une matrice une matrice hermitienne . .» 0 ; !!a~o:.!r.::B:-:::.::.....=..;.~;;...;...---. _____ _ 

hermitienne B >>O et une seule qui vérifie B2 ::: A ; on la note .;;:;- ou li:. 
Démonstrationo Supposo ns le problème résolu: B2 = Ao Alors 

log B
2 = 2 log B :-: log A log B =-= log A et B = exp(; log.A) est la solution 

unique. 

Etude_ de,s _~~~~icee =réella~=~l~~!E.ig~~;; • 

Ce sont les matrices herm~ 1ennes ·t· qu1· en outre sont réelles. On sait que M 

définit une forme quadratique 

I '</ E !Rn, < Mx, x > > 0 < } M "2: 0 

( V: € !Rn - { oJ , .C::.Mx, x> > O .(a ) M >> 0 

-On peut recopier la th~orie des matrices hermitiennes. 

Proposition~ Etant donnée M symétrique réelle, il existe nne base orthonormée 

( e.) 
J. 

de m.n telle que M (e . ) = ;\ . el.., 
l. l où sont les valeurs propres (réel-

les) de Mo 

Démonstrationo 

' det(M - À 1 ) ait toutes ses racines réelles. Mais comme nous avons démontré 

A priori il n'est pas évident que i"e polyn6me caractéristique 

. n 

qu'il en est ainsi lorsque ME H(n) 1 c'est vrai lorsque Me H(n) est réelle. 

Soit À1 une "Valeur propre, et e1 un vecteur :propre associé tel que 

M ( e 1 ) ::.: "1 e 1 • 

t
1
hyperplan réel orthogonal à e1 , de dimension n-1, est stable par M on 

peut alors appliquer 1 1hypothèse de récurrellce: [ei••••• enJ · 

'orthonormée de cet hyperplan vérifiant la proposi tioll, et f e
1

, • •• , en] · est une 

base orthonormée de !Rn qui répond à la question. Donc !Rn est somme directe 

est une base 

: d'espace J E. 
1 

:: valeur propre 

deux à deux orthogonaux» -où E. 
1 est 1 1espace;propre associé à 

da dimension égale à l'ordre de multiplicité de 
la 
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On a les assertîons suivant9s M symétrique :JO e O{n) telle que 

o M o-1 = D soit diagonaleo Pour une M symétrique: 

M 2 O J:i=:> ses valeurs propres -~\ so!l't z 0 

M >> O .s~s valeurs propres i sont :, 0 

M >>0 . ~-> M 0 et M inversible. 

Notationso 

S(n) désigne l'espace vectoriel réel des matrices symétriques de M (m) • n . 

S+(n) désigne l'ouvert des matrices de S(n) qui sont >> O. 

On a S(n) C H(n) v 

Théorème a L1 applicution expoentlelle M exp M est un isomorphJ.sma analytique 

réel de l'espace S(n) sur l'ouvert S+(n). [On recopie la démonstration donnée 

dans le cas des ma·trices hermi Lionnos] • 

(D1foornposition cnnoniq~1e de. GL(n, œH 
· Théorème. Tou Le matr Lee .A ( GL(n, IV) s • éct·i t d •une seule maniôre comme un pro-

duit A ::;; UH~ où U €. U(n) et + H € H (n)o De plus U et H sont des tonctiona 

analytiques do A. 

Démonstration. 

1 • Lemme préLim.i.naire i .A. € GL (n'1 ;) * + 
» A A € n (n). En effat 

a} 'V 4 e Mn(«:)~. Af A est hermitienne z o, car Vx eœU, 
· (A* Axjx) -- {Ax jA.x:) qui est bien ?:. oq 

b) Si A est inversi.blej alors * A A 

2, Supposons le problème résolu a 

A= DII. Alors avec 

On a * -1 * 2 

est inversible, donc 

puisque H E H+ (n) 

puisque U U{n). 

+ 

' 

.A HU d • , A ::;; 1 ou A ;;::~ H » avec ll € H (n)o · Si A est donnée, alors 
H

2 
' ea t . connue 1 et on a nécessaireaumt H ;;. /i~ A,.. 

Il au 1'P.8Ul ta que U est parfaitement. déteritl née $ -1 U :::: AH • Ceci prouve 
1 1 unjoite'n Pon~ l' · · .r;;-r-, • ~, ex1stence, po~ons H.~ VA i' il :reste à vérifier que 

-1 A H € U(n) • 1 
I 

! 
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Or (A H-1>* = -1)* * -1 * (H A ; H A, car Donc 

( 1) 

Montrons maintenant qua U et. H sont des fonctions analytiques de A 

H = est une fonction .analytique de A E. GL(n, C) ; en effet, 

* A t-> A est une fonction analytique réelle de A, 

une fonction analytique réelle de. ___ x + ly o 

car x + iy x - iy est 

* . A~ A A est une fonction analytique de Aj co.r la loi de multiplicité des ma-

trices est analyti~ueo 

est une fonction analytique de car la racine carrée d 1une 

M ))0 est une fonction ~nalytique de Mo 

(2) -1 U=AH est une fonction analytique de A; en effet, 

A~ (VA* A)- 1 ;;: H- 1 étant tme fonction analytique de A, 

A f--? A H-l est aussi une fonction analytique de A. 

Théorème. On a un lsomorphisme de varié~és analytiques réelles entre OL(n, C) 
+ .!.!_ U(n) X H (n) • 

Démonstration. U GL(n, a:) . ---), U(n) 

A A(rr-)-1 - ~- .... YA A 

et H: GL{n, C) H+(n) 

A /A*· A 

sont des fonctions analytiques •, d'ou' une 1· t· app ica ion an~lytique (réelle) 

GL(n, i) U(n) x H*(n). 

L'application réciproque (U 1 H) U H étant évidemment analytique, ces deux 

applications sont des isomorphismes analytiques réels. 
C,Q.P.D. 
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Remarque 
On a vu qua la fond.Lon foxpo.centielle est un isomorphisme a.no.lytique d~ 

H(nj +() 1·1 existe donc un isomorphisme analytique de OL(n, ~) sur B n • 
sur 

U(n) x H(n) ; l'isomorphisme r~ciproque étant d4fini par (U~ M) -> U. (exp M) • 

On a 2 , ' 2 d • ai 11 e ur s d1'1, U(n) = n , diD)a H,n1;:; n 

dime GL(n, ej n 2 4--3> d-'"lR GL(n, G:) "" 2n
2

, 

U(n) t · t H(n) e .. Qt wi espace vsct~riel. es un compe.c , 

Ca3 particulier. 

,·on a où 

f 
U(1) = f complexes de m~'dule 1J -
+ l + . 

H ( 1 ) ~:; R ( n m br es rée 1s > 0) o 

carde uni.té 

(a, .r) , où 
z 

' 1 z 1. . L' i.e1omorphisme est défini pnr z t--> a= Tzr , r:;:; 
,z 

" U( 1) X H( 1 )J où H(1) ~n Pn peut également définir un i.s 'lmorph.L.sme de œ sur 

· z {uMÎJ), Cll e U(l) et R. avec z - Ui: u 

H=/A*.1 
\tR1)BLt.tvtt 
·soi.t G un sous--groupe df. GL(r:; Q!) • Si Â E: G' que peut-on d.i.re d-. 

' 
.~ 

U .:·0 AH ... 1 ? On va étudier au:.:..~ss . .-ement le ::u~ da quatre sous-groupes de OL(n, C) • 

G - GL{n~ IR> ! 
Alors H t.~ .{ 

A.I\ est un& ma+.:r.i <".e symutr.ique 0 , donc 

est don~ rJelle et ·-1 U ::::: AH est, réalle. 

,,On trouva a 'i nsi deux isomorphismes am.lytiques 

Oc a 

a] 

b] 

GL(n~ R) O(n) x S+(n) 

GL(ni IR) -~ O(r.j >< S{t?-), 
,,. en p~enant le ·~ogarithme. 

d.. 0 
.' )-. ·,,::--. n (n--1) 

tm,.... ,n ---, 
ttt '·,._ 2 

nn compact~ ~(n) w1 t>.?pa.::,e ve~torial 0 

On é:L dédu.i. t les deux isomarphi ames d, ... var1· étés l 
J ana ytiques réelles 

ë1] G L + ( n fR) SO ( n) x s+ ( 11) , 

~-j GL+(n, Œi) ~,. SO(n) x S(n) • 

H est réelle, 

O(n) esi 
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_Remarque. 

So{) est C
onnexe& ccmme on sait que S(n) l'est, on conclut q~e 

Si on sait que n • 

+ (s1.· on ne le sait pas encore). GL (np IR) est connexe 

Cas particullei. 

01(1 m} ::.::_ Œt-* f ..... 1 9 +1} x tR 0 

(2) o [ G O(n~ C) 1 

t . 1 A € G - <-=;> AA =-= • 

n-_ A* A est una tracsformat~on orthogonale, i .• eo que 
H y A A • Montrons que 

t * ·)1- ) ·(A A) (A A ;;..: 1 en fait:: 

t.A t * * t - tr. t ft 1 • A --. ·tA A -· 1 ·• A A .A:...: AA A .A:-:-~ A. . .. 

t li c G Il suff~ .. t <l..d prouver~ Montrons maintenan que o • 

Lemmeo Si H )) 0 et si alors H O(n, ,«:) • 
·-
Démonstration soit M herm i t.~enne telle que 

2 exp M .•;; H alors 
M H ;:.: exp • 2 

.- Cherchons à quelle c<.,r.d.i.tion doit .sat:i..::1faiI'e une matri~e bermi-\ '. 
j 
1 

• tienne M pour que exp M 
t( , ( M)-1 exp MJ exp , soit 

~xp( tM} -- exp{--M) • 

Comme t M et -M sont hermitiennes, et que exp est bijectif de ·u(n) sur 

+ H {n) 9 on conclut que (nécessaire et suffisant). 

Ces M forme\lt i;;,n sous----cspace vedoriel de H(n) 

donc H t O(n, C)» et le lemme est démontréo 

si M y appartient, 
M 
2 &usa 

* Remargue posons les candi.tlons M M et t M -M so traduisent par 

t- t - M M 1 + M' = 0 et M' + ' ::: 0 , réelle et · ttsymétrique gauche"• 

L'espace -ve.ctoriel des M' réelles et symétriques-gauches est évidemmènt. de dim,nsion i 

:. (réelle) n(n•-1) , 
2 • 

. . . . l 
Si on le note E(n) » on a '9' isomorphisme de varut,a an_alytique~ 

réelles 

O(n~ C) 

· Etudions le groupe U(n) f\ O(n, a:) 

A e O(n, G:) tA A- 1} 

( ) --1 # AEUn· A=A 

(U(n) 0 O(n, œ)) X E(n). 
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analytiques suivants On a ·aonc les deux isoraorphismes 

O(n, œ) O(n) x E{n), 

SO(n, C) SO(n) X E{n)~ 

avec 
n(n-1) 

dimœ O(n, ~) = 2 
n(n-1) 

d.i°R O(n) :=. di.°la E(n) - 2 

(3) 0 1 G ::: SL(n~ œ) ! 
* Si det A~ 1. alors det A 1, 

On trouve donc un· i.sou1or_phisme 9.nalytique de 

dst li = 1o 

SL(n, Cj sur 
. 

S U(n) X E' (n) i 
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t, 

où 

E' (n) 1 d H' ·) form6 des ME H(n) telles qué dé · le sous-espace ~ect~rie e ,n Slg!'!e 

Tr(M) ~:. Oo 

On a 2 dill\a SU(n, ·.·. n - 1 , d.i~ E'(n) 2 :: n - 1. 

(4)-

Montrons que si At G1 alo:r-s 

-Remai:·9.\H~nPtÜim,Ln;1 ire :: 

Soit G un des gro-.:ps.e. class1ques étudiés j al:>ra 

* et .l E G d ' où J. Go 

Faisons la démonstration dang le :as qui noua occups: 

Comme 

Do11c 

(0 -1) où J - t. 0 • 

tJ = .j-l, on a, en transposant, t.A J- 1 A ~: J-l, ou encore 

A(J tA J-l A) A-l = AA-1 1, soit AJ tA J- 1 1, ou encore 
t ce qui exprima que A€ Oo 

* Il est clair qu~ A E G =) A 6' G, donc A 6 G A e, O. 

·Ainsi, On a 

Jt.A J-1 A= 1. 

t J. J A= J, 

Cher~hons à quelle condition doit Satisfaire une matrice M li (2n) pour .:iue 

exp M € Sp(n; ~). 

L.a. condition s'écrit t(exp M) J(exp /'f) .. J, ce qui l!,1uiv';lut à 
t ·t Or. (exp M); ~xp( M), 

J(exp -•M) J...:1 ex1>(-J M J- 1). 

-1 
et J(-M) J le sont aussj.. La relation 

équivaut donc à t -1 
M -J M J , 'ou encore 
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Telle est la conditibn cherch6eo 
M 

Or ai cette condition est vraie pour Mg ell-o 1 'est pour 2' 
M 

il en est de m8me de .H exp i o 

Ainsi lorsque A= U HE Sp(nP œ)P on a U E Sp(n, e) 

On en:déduit l'isomorphisme analytique suivant 

D~nc si 

Sp(ni <t) [U(2n) f\ Sp(ns· Ci:) J X En(2ni 

où E"(2n) est l'espace vectoriel des 1latr1.ces ber.mit.iennes M telles que 

Calculons la dimenslon de l'espu:e vectoriel E:-. (2nl Soit où 

Âp B, C~ D € M (f) u Pour que \1 J + JH = O; i.l fnut ~:L il .suffj t que i n 

A ê H(nJ :1 B aymôtr~.que (complexe) J C = B i D :...: --A • 

.La dimension de Itespace des A est 2 n les Il forment Wl asJHJ.:.e vecto1·ial de 

dimension complexe ,.P._( n+1.) 
donc: de dinit-n.3:..on réelle ·--y- n(n+l)o 

' 2 dim E"(2n)= n + n(n+1) = n(2n+1) o 

On sait que n(2n+t) ' est auss! lu d:rnensicn rrielle de la vuridtd Sp(n) 1 inndh 

que Sp(n~ C) est 1me va:riét6 u~a-::.ytique c:):nplexe de d:.mension (complexe) n(2n+1) • 



LE GROUPE HOMOGRAPHlQUE à. une VARIABLE; 

APPLICATIONS0 

-=-·=-=-==--·-- -

Etude particulièr~ de GL{2~ œ). 
GL(2, œ) se compose des transformations 

(1) y 1--:>-ex + dy 

( b d complexes, ad - be! O} a, ll C ll 
pc-rtant sur les variables co!nplexea 
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X et 

Donc GL(2, œ) op~re dans e2 -{ol ; en fait, une transformation telle que ( 1) 

une transformation sUl' 

(2) 

X 
z = -! » y 

à. savoir 

az + b 
Z ---- -~· r-.r C z + d 

(ad - be-/: 0) 

Y• 

induit 

t d 1 V leur CD ( Pour y c Ou x 1 0) , et de 
mais il faut considérer· que z Feu pren re a a , F 

niême az + b 
cz + d 

peut prendre la valeur ro pour 
d (si C /- 0) • 

Donnons plus de détails on va définir pour cela avec précision la droite pro~ec-
I 

• tive complexe P
1 

(a:). Considérons 1 1 espa.oe a: X a: -f o} 11:
2 -{o}i un point de cet espacu 

est défini par un couple {xv y)_ de nombres ccmplexes non nuls toua de~~. Définissons 

la relation d'équivalence que voici 

(x, y) al (x', y') si ot seulement s.• j l existo un ?- œ, À-/:. Og tel que 

X' ;.: Â X, ,Y t :;.: Â y,. 

L'ensemble quotient (œ2 -fo])/~ peut tJtre muni d'une topolcgie, la. t{topologie-quo-
. ., 

tient''• D1une manière générc.le si X est un espace topologique et une relation 
- -~~- dans X, on _a une applicat_

1
ion 1 

a•équiv'a1encJ canonique p X~ x/gt (qui à chaque point x EX asso~ie sa classe 

d'équivalence); et on définit sur X/St. la topologie que voici~ un sous-ensemble 

U Ç X/B\ P-1 (U) est dit ouvert si ·et seulement si est un ouvert de X. Alors 

l' ap}llica tion p X -~ X/ f1 est continue, et posa~d& la propriété (qui caractérise 

la topologie de X/S\) s pour qu'une application f & X/9' -+Y 
) 

(où Y est un 

espace topologique quelconque) ·soit continue, il fnut et il suffit g ue t o p I X y-

soit cont-i .ue4 Ou encore & toute application continue g i X~ Y, constante 
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é · 1 d fR .. définit.. po._ r pass.age au quotient, une applica; e~ les classes d' qu1va ence e , , 

tion continue f : · X/~ I 0 

Par définition, la droite trojective complexe•, notée F1(~), est l'espace topolo-

2 ) p-1(z) gique quotient (C - f o})/ffi. • Si z e P1 (lt), tout point (x, y de fB 'ap-

pelle un système de coordonnées homogènes du point z on passe d'un système à un 

autre par une homothétie de rapport complexe 

Lorsque y= o, tous les points (x~ 0) (où x /. 0) de œ2 
- foJ forment une 

classe d'équivalence ; on notera m le point correspondant de P1 (œ)o Lorsque 

y f O, la classe d'équivalence d'~ point (xy y) de t 2 
- fo} est caractérisée par 

le q_uotient X 
.... ' y qui est un nombre complexe donc le complémentaire 

m dans P
1

(œ) est en correspondance bijective avec 

xes). 

(~orps des nombres comple-

On va montrer que cette correspondance bijective U a est un ho~éom0rphisme. 

E).le est en effet définie par deux applications 

réciproques l'une de l'autre, à savoir~ 

et g : u-> œ'I 

f associe à z € a: la classe d 1équivale-n.:e de {z, 1) E ,? lo} 
- g associe à la classe de (x, y) {où y! 0) le nombre X 

€ a:. y 
Il es-t clair que g)o t est l'application identique de ~» et f 0 l 1application g 

identique de U et tout revient donc à vér1·t1·er qua f et g t son continues. 

a) f est continue, parce qu'elle est composée des deux · applications continues 

LV8C ~(z) = (z, 1). 

b) g est continue, car la composée 

)St l'application 
r 

-1 s'ensuit que g 

P-l (U) U --4, œ 
(x, y} X qui est continue sur y 

P-1cu) e x{c - (ol}; 
est continue, d'après la définition de la topologie-quotient 
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[ uzi sous-ensemble V C U est ouvert si e-ti seulemen ', s.:. 
est ouvert dnns 

p- 1·(u)J • 
Ainsi f et g sont deux homéomorphismes; réciproques l'ub. de l 'a•itre, qui 

U e.st le 
·permettent d'identifier C au sous-espace U de rappelons que 

èomplémentaire du point oo o 

La définit.ion de la topologie quotient sur P 1 ( a:) permet de mcntrer far.ihment 

(exercice 1) : pour qu'une su1te de points 
z e C ad, pour 1 imite lo point 
n 

oo e ~(t), il faut et il suffit que jznl tende vers l'infini. ~eci signifle q~e 

l'espace P
1

(ti s'identifie à l'espace "compaotifié d'Alexnndroff" de,l'eBpnce f, 
par "adjonction d •un point à 1 1 i.nf.in:i 11]0 

Revenons alors àux transfon.iations (li et (2), So:it. S 1,, transfon,ntion de c
2 

définie par (1) ; S indult un homéomcrplü.sme t 2 
•·· { oJ~> œ2

· --{o} 1 pu5.~que ad - be ,/; 

cet.homéomorphisme passe au quot.1ent :il ex:!.~-r,,:-i une unique nppUcid.ion S 1 qui rend 

· commutatif le diagramme 

:et cette application est continue d'aprhs la d~finition de la topologie quotient 
1' 

.. [il suffit de vérifjer qu~ S' op est contjnue or 

S' o p ;.;,; p o S, 

et p o S est continus]o Comme le m~m · t · -1 t: e ra.1eonnemen marche pour'· S , on voit de 

est un homéomorphisme de P1 (œ). 

De plus, il est ~vident que si S :..:: S O $ 
2 1 (composé de deux homéomorphismes 

S · et 
' 1 de 0:·

2 
- { 0 J sur lui-m~me) , alors • 

La transformation s• associée k la transformation S d'finie par ( 1) trans-

•'forme en 

cz + d :a: 0~ on ·vérifie 

De mâmej h L.1·ansformé 
/ 

a,/. 0 puisque ad -;be 

az + b 
cz + d' qui est un point de 

facilement qua le point S' (z) est 

S1 (oo·) est a. f 0 € œ si. C ; si 
C 

; o), c'est le point Q) € P1(i). 

si cz + d f. 0 si 

le. point 

C 0 

co E P1 (œ) .-

(ce qui implique 
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h h. e" qu'on peut ~ire que la "transformation omograp 19u C-' est avec ces conventions 

(2')' définit un homéomorphisme P1 P1(~)o Nous ferons toujours ces conven-

tions. 

S S' qu.~- à chaque tra11sfor~ation (1) de L'application 1 GL(2i t), asso-~. 
cie la transformation (2) (définie par les mêmes valeurs de a1 b1 c, d) est un 

homomorphisme du grou_E.! GL(2~ <C) dans le groupe de tous les homé~morph~smes de 

projec~if complexe à une variabl& 

les deux faits su;vants g 

àn le n0tera GLP(li œ). Insistons bien sur 

es-t un souJ--•gr.oupe du g:::--:,upo de t,?us les homeomorph ~~mes de 

2e:/ On a un homom,rphisme s 11.rieci:-i.-f ·. 

Cherchons ma.:.ntenant le noyn.'..1 de :et hcmomJ:-ph! :me ; c 'ost le ~ot.:s-groupe de 

li(2, œ) formé des transfc?muticns (1) tell~s que la trunsfor~ntion h~mograph!que (2) 

Lssociée soit l'applicatjon identiqueo On doit don:l en purticulier~ nvoir 
LZ + b 

·- z qcel que soit z a tel que cz + d / Or d'o~ 

v z e œ 

'm3me si cz + d Oj par passage à la limit~)o Cetts identit~ exige 

:es conditions nécessaires sont é-v.t demment auff.i santes pour que (2) soit 1 •identité. 

:11es expriment que la transformat1· on t1) est une hcm,.,.thét1· e (de rapport l J 0) 
, .., comp e.xe -,.. • 

insi le noyau de 

st le sous-groupe des homothéties, groupe qui est isomorphe au groupe multiplicatif 

* =«.: (t ·- f O J o On a donc une sui te exacte 

i (li - a:• --:,, GL(2, lt) GLP(l, 0:) --4- (1) • 1 
~marque 1 0 

Le sous-·groupe des homothéties est contenu dans 1& centre de GL(2, C) 

l montre facilement (exercice 1) que c'est le centreo 
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Remargue 211> 
t . (1\u.d6finies respectivement par 

Deux transforma ions ,, 
(a, b, c, d) 

et . (a• , b', c' ' d') , 
définis~nt la méme tre.nsformr.tion (2) :,i et sederru:nt s 

1 

il 

existe un Â € c* tel que 

' b d') et (a' o b' 1 c', d 1 ) sont proportiou-
(c' est-à-dire si l€s deux systèmes \a. 1 , c. ,· , 

nels). 

L'isomorphisme 

· La ·surjection GL(2~ œj -)> GLP(l:. <t) ~ndu1t un homomorphisme 

Cf :: S L ( 2 :i C) ----~ G LP ( 1 , <r.} o 

Rappelons que SL(2, C) désigne Je sous-groupe de DL(Z, C) formé des trunsfoxma-

tions dont le déternd nnn-t ad · · be 

tell.f:'s que 

ad - be - 1, En effei;~ on p€;ut rr.uli..~pl::c!" a.~ 1: _, ,:::, d pn..r un m,?mP. ncmbre corr.ple:.rn 

Â Î O _; alors ad - be est ml::.l t: pi1.0 pn r: 
2 

;\ o On peut ch"J isi.r À de façon 

que 

car t,out nombre complexe / 0 possède une nir:: ine ca.rrée (et même deux). 

Quel ~st le !!_?.Y~ de l'hori~cm:Hph1;,.~mo $ttrj~ct·if <f 'l 11 se com_p::se des 

tels q·t:..è 

annoncé 3 

1 GLP(1, œ)-,,,:. st(2, 1!,)/ {± 1l I · ; 
il est entendu que +1 déb:gne l ~homothé:bie de rappor·t + 1, et _ 1 l'homothétie 

de rapport - 1. 

Exerdc--e Calculer 1 1 inverse de lorsque ad - be -- 1 (on che.rch.e-

~a 11 inverse -ie la matrice ( a b) 
C d ~-

' H(\méomo:-:ohi.$me d~ la droi-t,e projecthe compl!E p
1 

(C.C) et de la _sEhè;r~ 

homé:,morJ)hi. sme va êtr.e déduit d l ·t . e a i yr.9jec::tion _s;téréogra:ph~" 

Celle-c.i. -.é·tablit une co~'l'"e-a b · · ... ~ll-Q.~1,1,a..nce . l.Jective et 

biccntinue entr~ 



- le plan a: de la variable complexe· z 

·- et la sphère privée d'un point" 
. 2 

D'une façon précise 1 soit S 

ibns les coordonnées x, y, Uo 

la sphère-unité dans l'espace 

Soit N 
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dout nous a.pp&-

(p8le nord) o 

au plan u = 0 de l'espace en posant X+ iy = Zo 
Identi_f ions 

2 ( Nl a.ssoc.ions l'unique point B A chaque point A 6. S - 1. ) 
du plan 

a.ligné avec N et A ; réciproqu&ment, k chaque p~int B 

2 é N dt Bo La ~orrespondance ainsj ddfin3e (projet-que point A E; S align a.ve-c ..-

da.ns le3 deux sens i elle définit u.n tion stéréographique) est évidemment continue 

2 l 1 Un cnlc'!.11 élément-aire œontre que le point B homéomorphisme de C sur S ·- N) o .... 

a2soclé à A 

d.Hini par 

(de coordonnées Xy Y-; u "t91le.a que 
2 2 2 

X + y + U 1, u f 1~ eut 

(3) 

", 

..... ;...,~·· 
X + i.y ... 1 + U 

z ;;,:;; . ....-1 - -u -- X-· Jy 0 

~versement, le point A qui. corrospond au point B défini par 

(x,· y, u) donné po.r les for.mules 

2z z z - 1 
'.-4) X+ iy ;c-; u .. 0 ·- -z z + 1 z z + , 

z é C est le point 

Maintenant, si z tond vers oo (au sens .de la topologie do P1(œ)), le point 

x, y 1 u) tend vers (O, Oi, l)p c'est--à--dlre vers le p~int N et r4~iproquement 

i A tend vers Np le point B tend vers 1 1 infinio Den~ la corr&~pondan~e se 

rolonge en un homéo!IlGrphisme {) de P1 (t) sur la ephère s2 tout t'ntièreo 

Noter que s2 est un espace comy'a.ct et que e:et homéomorphisme O t1et don~ en 

ridencG le fait que la droite projective complexe e~t un espac~·compact. 

1. sphère s2 , munie de 1 1ho~éomorphisme e de ~
1

(~) sur s'appelle souvent 

sph~re de ~ieman~'.dans la théorie des fonctions holomorphes d 1une variable complexe; 

On sait que les ~ections planes de la sph~re 2 s sont des cercles (pourvu,que 

plan rencontre s2 
et ne luj_ soit pas tangent) o Demandons-nous quelles. sont lea 

Uibes do ~1(œ-) qui, par ).'homéomorphisme 0 1 correspondent aux cercles tracêa 

r s2
~ La théorie élassique de l'inversion dans l'espace ia3 

na'i .. 

montre qu 1on obtient 
; 

I 
1 

! 
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d'une part les droites (réelles) du plan [droites dont chacune doit ttre 

complétée par"le point 

- d'autre part les cercles contenus dnns Co 

,··c•ht·pourquoi nous appellerons, par abus de langage, cercles de P1 (t) les cou.rues 

qui sont soient des cercles contenus dans ;J soient des droites de C complét6es 

par le point à l'infini de P
1

(a:)" -En somme, une droite est un cercle qui. passe par 

le point oo o 

Avec cette ·convention, l'hom6o~orphisme 6 6tublit 1u1e correspondance bijective 

entte les ·cercles de s2 et les cercles de P1 (~) ; aux cercles de s2 passant pur 

· le p81e nord N correspondent les cercles de P1 (œ) passant pnr le yoint à l'infini. 

\Propoaitiono Le groupe projectif 
1 . 

cercles en cerclesq 
!, 

Démonstra tio·n·a On veut montrer que la transformation 

az + b 
z ----cz + d (ad - be J. 0) 

.., e un cerc Oo egur ons abord le cas où elle t1·uns-·' transforme · tout cercle de P
1 

( ,-r,) n 1 R d d r 

; forme ro dans oo on a déjà vu qu'il en est uinsi. si et seulement si c = O; 

-alors (2)· n'est autro qu'w1e translation 

z z + h 

et il est clair que tout cercle est transformé en un cercle (Wle d t"oi te, c 'os t-à-d.ire 

. un cercle passant· par oo est transformée en uno droite) Q 

Su:pposons maintenant C / OQ On a 

~z + b a + be - ad 1 
d -· ·-cz + .C 2 

C z + -
C 

donc la transformation (2) t es compos~e,_des transformations suivantes r-z d 
(tr~~slation) + -

C 

k " z~ " z .... 
' 
" z z a 

( transla tian) ., + -e 
Il suffit donc de mon. trer que lat ransformation z ·. ·. (k f. 0) 

z 
en·un cercle 0 Or c'est la iompos,e de 

transforme tout 
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la première est une inversion (plane) de pôle O et de puissance k1 et la seconde 

une symétrie par rapport à l'axe réelo Il est clair que toutes ces transformations 

transforment cercles en cercles (avec la convention de langage faite sur le motr, 

Exercice montrer que le groupe GLP(l, t) se compose de tous les produits d'un 

nombre pair de transformations, dont chacune.est une inversion plane (de pôle quelconque) 

ou une symétrie par rapport à une droite quelconque. Les produits d'un nombre guelcon-

.9.!!! d'inversions ou de symétries forment un groupe G''I qui contient comme sous-groupe 

G d'indice 2 le groupe GLP(li ~). Les él6ments de G' - G sont les transforma-

tions 

az + b 
(ad - Le/ 0) • 

cz + d 

Définition. On appelle repère ô.nns P
1

(a) un triplet (H
1

, M
2

, M
3

) formé de points 

distincts (dont 1 'un peut être ro ) • 

Théorème. Etant donnés deux repères et il existe 

une transformation Cf € G LP ( 1 , a; ) et une seule, telle que 

0- (M.) = M! 
l. 1 

lémonstration. Il suffit de la faire lorsque (H' M' ) 
1)1 2 ;, Mj est un repère particulier, 

>ar exempl§' ( 0, oo , 1 ) • 

osons 

Si M -t CO 2 , 

-c(z) :::: __ 1_ 
z - z 2 

'C E GLP( 1 , C) tel que 

la recherche de a- é4uivaut à celle de ·" <:r 1 qui transforme 
,; 

en (0, en, 1). On est donc ramené au cas où 
CO• 

iaageant les notations, nous avons Wl triplet en P et nous cherchons 
que 

(T 

o-(co) - co, . 
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La condition (f ( oo ) = oo exprime que (f est de la /orme ,.. 

(T( Z) ::..: U2 + V, 

Les conditions cr(z1) :..: o, (j' (zJ) 1 équivalent alors: at 

uz
1 

+V;..; o, uz 3 + V = 1 , .. ~, 

1 - z1 Donc (S se.ti.sfaisant à (*) existe c'est-à-dire u=:::- V::.:---· o 
z3-z 1 z 3- z 1 

et est unique, ce qui prouve le théorème. 

Remarque. Ayant choisi le repère initial (0, ro, 1), on voit que GLP(l, C) es·t en 

correspondance bijective avec l'ensemble des repères 

est doué d'une topologie, car c'est un ouvert de l'espace produit 

P
1

(œ) x P1(i) x P
1

(t). 

Si on identifie à la sphère s2 comme plus haut,.on voit que l'espace topo-

logique GLP(l,_ t) s'identifie à 

s2 
x s2 .x s2 - il 

-~ où 4 désigne le sous-espace de 2 2 2 S X S X S formé des triplets de points non 

tous distincts. C'est une variété de dimension 6. 

Revenons aux repères. Il est facile d'expliciter l'unique cr € GLP( 1, œ) -qui 

transforme le repère (z z z) dans le rep 6 r 1' 2' 3 <,; e (0, ro , 1), au moins lorsque 

et sont J oo: c'est 

z - z 1 0-(z) --z - z2 • 

· On )>eut. 4 'ailhurs donne·l"· un. &e.Jil.,s, au second membre lorsque 

e.:a: passant à la limite .: pour c'est 
ZJ - z2 

pour z
3 

;;; CO c'est 
z - z 1 

z - z2 

Cela étant 

Théorèmeo Pour qu'il existe un a- .r. GLP(1 "') 
, 11,, tel que 

't(z.) == z! (i = 1 ' 2, 3, l. l. 

où ( zl ' z2, ZJ' z4) sont distincts (l 'w1 d'eux pouvant 
. < z1 ,, 1 z2, ZJ' z.i), il faut et il ~uffit que 

pour z
2 

=:. m 

4), 

~tre 00)' de 

est ~,. 
' 

c'est 

mâme que 
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z' 1 
z' 3 

z 1 
1 

(_4) z' 2 
z' 3 

z 1-
2 

une condition nécessaire et suffisante est que l'unique tel que 
Démonstration. 

cc (z.) ::: z! 
1 · 1 

(f=l, 2, 3} transforme dnns Ou encore : si cr est 

défini par 

et cr' par il faut et il suffit que 

Or et, sont respectivement les deux membres 

de (4). D'oà le thJor~me. 

Définitiono Etant donnés q1~atre points distincts de on 

appelle ~irapport 11 e ces quatre points le nombre co:apl exe (fini} 

Z ') Le thciorèr11e 4 nous dit que toute trnnsformn tion 4 .D 

homographique conserve le birapport d~ 4 points distinct~, et que r6cipro-

quement si deux quadruples de points distincts ont même> .birapport 1 il existe 

une transformation homographique (unique) qui trunsforme l'un dans l'autre. 

Remarque. Le :birapport z3 ; z4 ) dépend de l'ordre des 4 

Points. A titre d'exercice, on montrera qu~ si (z · z • z • z) - p 
1' 2' J' 4 -\. , et si 

l'on effectue sur les 24 permutations possibles, le ~irapport 

prend les 6 valeurs 

qui sont en général di~tinctes. Etudier pour quelles valeurs de e el~es ne sont pas 

distinctes. 

tations sur 

Problème. 

Dans le cas où elles sont distinctes, expliciter le groupe des 4 permu-

z 1, z2 , z3 , z4 qui ne changent pas le pirapport, 

A quelle condition doivent satisfaire les points 

quo le birapport 
z 1 , z2 , z3 , z~ pour 

soit réel? Il est facile de résou-
dre le pr~bl~me: soit 

(J" l'nnique transformation homographique qui transforme 

on a vu que 
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Posons la condition cherch6e est tlonc que u soit rée 1 .. Or ccc.i. 

exprime que u est sur le 'cercle 1
' de pl ( <I'J _q u; _passe par les points 00. 

La condition cherchée est donc t 0~ m; 1 et u. sont sur un même cercle~ Mais commo 

0- tran~f6rme les cercles en cercJesy on obtient 

Propositiono Pour gue (z 1 
) s O ·i t rée 1 j 1 faut. et .U s u f f _i t cp w 1 e s z2 ; z3 ; z4 . 

points (suppos6s distincts~ soient sur un m6me cer~le de P1 (œ), 

Applications holomorphes 

Défini t.iono Une application 

12/ elle est continue 

22/ f est holomorphe au voi.sinnge de chaque poirit de P
1 

{0:) • 

Pour que cette dé.finition soit satisfaisunte1 il reste à diro ·CQ quïon appelle ap-

plication llholomorphe au vois.inage d 1 un point. 1 de P
1 
,_(lJ. :Pour cela, nous di.sti.nRuorons 

plusieurs cas g 

( 1 ) soit. z un point / CO _, donc z t C ; et s UIJ !JO sons de plus que f(z ) 1-CD • . . ' 0 . o. 0 comme f est continue, il existe un Yuls. 1.nnge 
u de z ·tel que i( z) /. m pour tout z E: Uo En restreignant f à U1 on eat of r 

donc ramené à dire q,uand une a 1~pL! cation cont inuc g U -? q; c:s t bol or.iorphe a.u voi-

. sinage d'un point z € U. Mais ceci est une notion ".:lassiquc 7 supposée connue. On sait 
.:_· mEime ce que c'est quq•une g holomorphe 

U œ (c'est Wle g qu.i est holomorphe au voisinage de chu.que point de U). 
\ 

\ 

(2) so.it toujou:Ù,:- z -/: oo P 
,0 

mais supposons f(z) 
0 

. : oo o l'osons 1 h(z) . ..; ·~ 
flzJ 

h est une applicat.ion continue p 1 ( (C J p 1 ( a: ) 1 telle que ( . \ h z J =- O. 0 . Par défi-· 

j nitionv on Qit que f est holomorphe au voisinage de z si h est holomorphe (au 
l :1 o 

.sens de 

( 3) 

1 z t--:> -
z 

(1)) ~u voisio~~e de 

supvosons maintenant 

z /) 
0 

et posons 

(transformation homographique P
1

(t) -~ P
1

(C) 

est composée de 

qui transforme O en °Ji1 
et de f" Par déf intt.ion.. f 0 s t bol I · · d 

• ç owarp1e au vo1s1n~ge e z m si k est holo-
o 

mor1·>he au vo.Lsinage de O ' · d ( 1· '> · k{O') ( · · \au sens e s_t :.-- f z J f. oo , 
0 au sens de (2) si 

k(O) -· f ( z ) -:: oo) o 

" 
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Tous les cas ayant ét6 examin~s 1 la d~finiti6n est compl~te. On laisse au lect'èur. 

le soin de vérifier 

{a) si f est holomorphe au voisinage de Z0 p alors il existe un ouvert 

U z tel que f soit holo~orphe au voisinage de chaque point de U; 
0 

{b) toute transformation homographique 

6'{z) = az + b 
cz + d 

{ad - be J 0) 

E.ginition. On appelle· automorphisme holomorphe, de P1 (C) tout homécmorphi~me 

~1(C) P1(a;) qui est holomorphe ainsi que l'hom6omorphisme r~ciprooue. 

i: 
/1 Ainsi GLP(1 1 ij' est un groupe d'nutornorphismes holqmorphes de 
,,/ 

/:Théorèmeo GLP(1~ a!) 

En d'autres termes 

, Démonstration .. 

1- Cas_particulier 

est le groupe de tous les automorphismes holomorphes do 

tout automorphisme holomorphe de P
1

(t) est homog:rnphiguc. 

Soit ~f un automorphisme holomorphe tel que f(co) ::: ro. Alors f(z) t ro si 

z f oo, puisque f est bi,jectif. f ost donc une fonction holomorvhe de e dans C 

si on retire~le point ro f est donc développable en série entière dans tout le 

plan 

f(z) =-=Ca 
n>O n 

{le rayon de convergence étant infini). 

Deux cas se présentent: 

- ou bien il y.a. une infinité de a ! '· ~-, n 
-,;,, - ou bien il n'y a.qu'un nombre fini de 

1 

n 
z 

0 

a n 
(1) (:=) CO est un "point singulier essentiel" 

(2) t..:-...:). f est UQ polynôme, 

Nous adi: .. :t ·HlS le 

(,1) 

# o. 112} 

.. 
J 
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·nuand on a un point singulier ·essentiel et qu'on regarde l•• 
Théorème de Weierstrà;ss·. · >e .... ..,. 

valeurs que prend 'le.· fonction dans un voisinage de ce point, 

alors l'i~age·est un ensemble qui est dense dans tout l• plan a. 

i · d z e·st donc l'extérieur d'un ctrcl• Ici z == oo , un vo s1na.ge e 

de rang &usai grand que l'on veut I voisinage de 
C a> ;:: D_ ; ,dont 

le compUmentaire contient un ouvert non vide C. 

Mais, f étant un isomorphisme, t(Dc) ne rencontre paa l'ouvert 

non vide f(O}, donc la propriété de Weieretraaa ne peut paa 

arriver. 

Conclusions Le cas (1) (point singulier essentiel) ne se pr,aente pas, donc t(z) 

est un polyn8me (évidemment non constant). D'a.prh le tbdoràme de d'Alembert, ai 

t(z) ost un polyn6me de degré n, t prend n foia chaque valeur a autre quel•• 

valeurs de t aux points où la dérivée f'(z) s'annule. Comme t eet bijective, 

ceci implique n = 1. 

• 

Conclusion. f est un polyn8me de degré un , f ( z) ::; · CX z + fi , (X -J,. 0. Effective• 

ment, un tel polyn8me définit bien une applicati.on holomorphe C _,.. a_, · dont itappli-

·cation réciproque z 1--)t z -{ est holomorphe. Une telle transforma. tion n I est autpt
1 

qu'une transformation homographique qui laisse fixe le point co • 

2- Cas général. 

Supposons t(oo) = z
0 

/ co • Considérons alors une transformation homographique i . 

telle que g(z ·) = oo (par exemple g(z) = __!_ ) • Alors g o f(CD) """' t o z _ z • .... , e on 
0 

se trouve dans le cas particulier précédent, h; go t est lind&.ire, donc 

.homographique. On a alor~ f = g _, o h, Ou, g- 1 t h e sont homograRhiques, dono 

t est bien une.transformation homographique. 

Ceci achève la dé~onstration du théorème. 
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Pro ri6té conforme des transformations holomor heso 

Soit z 
. 0 

z 
0 

t(z ) 
0 

un point de t ; rious voulons étudier, au voisinage de la. transforma-

tion définie par une fonction f holomorphe au voisinage de 

le cas oh la d~riv6e f I ( Z ) 
-0 

t Oa Par définition de la dérivée, 

on a 

f(z + h) - f(z) 
O 0 

avec llm L(h) = Oo . 
h ~O 

= h(f'(z) + 
0 

f(h)), 

Si un point vnriahle z(t), fonction dérivable d'Wl paramt•tre réel 

t, ·décrit une courbe C passant au point z 
0 

pour t .: t ' 0 
le voc-

teur tangent à cette courbe, en z 'J 
0 

est d6fini pnr le noœbre complexe 

V= z'(t ) 
0 

courbe C 1 

la tranafurmotion f transforme la courbe C en uno 

définie par 

t ..-~f(z(t))p 

et le vecteur tangent v1 à cett~ courbe au point f(z) 
0 

est V :. f' ( z ) • z' ( t ) • 
1 0 0 

On passa donc de V à v1 par la multiplication par le nombre complexo non nul 

f'_(z)o Donc v1 se déduit de V par une multiplication par le scalaire 

et une rotation d'angle égal à arg f'(z ). 
0 

lt • cz > 1 
0 

Donc si on a deux courbes passant par z
0

~ dont les vecteurs tangents V et V' 

en z
0 

font entre eux un angle D( , les ve~teurs tangents v
1 

et v1 , au point 

f (z ) , font entre eux le même angle ft • On exprime ce fait en disant que la trans-o 

forme f conserve les angles, ou est conforme. Il y a d'aill~urs plus : l'angle 

(V,-» vp a la même orientation que l'angle (V~ V') ; autrement dit, f est conforme 

et conserve l'orientationo 

On a examiné le cas d'un point z E a, 
0 

avec 

ou celui où f(z) ~,oo se traiterait de même. 
0 

f (z f -/; oo ; 
0:1 

1, 
/; 
,( 

En conclusion~ puisque la transformation z t--) 
az + b 
C4 11-d 

le cas où 

est une transformation 

holomorphe, elle conserve les angles et 1 1 orientation de : J>
1 

( œ) 
0 

Grdce à l 'homéomor-

phbm. 6 de P1
1a:) su1· la Rph6 re s2 { · 1 · · 1 ) , - qui u1 aussi conserve es angles , on voit 



que le groupe homographique GLP(1, ~) des tr ansformations con fo!';.,e!i se traduit par 

t · 1 · i deux cercles de de la. sphère de Rieman.ni., En par icu 1er,, ee coupent suivant 

· ' se coupent suivant le mBme anglè. un angle, les cercles transformes 

Supposons qu'on prenne seulement GL(2, ln) 

fasse opérer ~QA-

au lieu de GL(2, C), et qu'on le 

ax+by a, b, c, d E R, 

ex+ dy ad - be! O. 

On en déduit az + b z~--- pour . X 
z . .: - • Cos dernières transtormation8 !or~}nt . cz + d y 

un groupe noté GLP( 1 • R) et on & une suite exacte 2 

(1) R* GL(2» B) GLP(l, !R) _..,, (1) 

\\ <f (a) homothétie de rapport a; quotient, 

GL(2, ~) n'est pas connexe: GL+{2, R) est la composante connexe de l'identité. On 

notera GLP+ ( 1, R) son image dans GLP( 1 , IR). Los tran.etorma t ions de GU~ 1 ..; Ill) i 

s~nt celles d6finies pur a, b, c 1 d réels tels que ad - be> O. On a la ~uit• exact~ 
+ + ( 1 ) 1R' ----+ G L ( 2 , tR) --;)- G LP ( 1 , tn) --=> ( 1 ) . 

·GLP+(1, Ill) est le quotient d'un groupe connexe, il est donc connexe I c 1eot un sous-

groupe d'indice 2 de GLP(l, IR). 

Toute classe d'éléments de GL+(2, fR) modulo le sous-groupe IR* des homothdtie• 

contient un élément tel que_ ad - be.;..: 1, c'c.st-à-din• un 6lément dij SL(2., R) 1 car 

-on peut toujours choisir u réel tel que 2 
u (ad -,be}= 1 

Il y a deux tels· u. 1 

· L'a;t>plica:~ion qui envoie SL(_2, IR.) 'i' sur GLP+ ( 11 ,, .If;) Jst donc encou surjective et èui 
·1; a la suite exacte . 1 

GLP+(1, IR) est donc isomorphe au quotient de ,.· .. 
de rapport -1. et homothétie de rapport +1. 

SL(2, IR) par homothétie 

Ainsi toute transformation homographique du groupe OLP+(l, 8) peut-Otre d4ttnie 
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a, b, c, d 
(on Peut a.lors remplacer a, b, c, d par. · réels t6~S que ad - be~ 1 

b d San s changer la trausformc~ion)a -at - , -c, -

Nous. noterons p 1 (ta) le. droite projectiv,u r6elle, obtenue en adjoignant à. ~# •• "' 
. . . .. . . 

un point à l'infini ; on peut transposer_à 

Mais ici. la projection stéréographique définit un homéomorphisme de la droite projectiv~ 

sur le cercle est en correspondance bijective avec les droites du 

IR2 . t plan qui passen par o. En résumé~ le groupe GLP(1, B) est un groupe d'auto-

morphismes de la droite projective 

Opérations de GLP(1, R) P1(c) • 

z az + b opère aussi sur la variable complexe z (prenant éventuellement la 
cz + d 

valeur oo ) • Le groupe GLP( 1, tR) 
du uroor~l apparaît alors co1:1me' un sous-groupt1Ï[ û ( , e) du 

automorphismes homographiques de P1(a). C'est le sous-groupe des homographies qui • 

transforment P1 (R) en lui-même [P 1 (R) étant identifié & un sous-espace de P1 (c).J. 

Si on interprète P
1

(a) comme un grand cercle de la sphère de Riemann, on voit qu'une 

transformation de P1{1R) peut soit échanger les deux hémisphères, soit les conserver. 

Par la correspondance entre s2 et P1(œ) les deux hémisphères ouverts viennent rea~ 

pectivement sur demi-plan lm z > 0 et sur le demi-plan Im z < 0 du plan C de la 

variable complexe Zo On a ai+b (ai+b) (d-ci) ad - be ac+ bd 
= i ---- + -------2 d2 2 2 2 2 

C + C -l·d C +d 
• 

Donc le transformé de i a pour partie imaginaire i ad -be ceci ·montre 
c2+d2 

que 

· 'lorsque ad - be > O, les deux demi-plans sont conservés lorsque 

s'échangent. Ainsi : 

GLP+(l, ~)={transformations qui conservent chaque demi-plan) j 

GLP-(1, ~)=\transformations qui échangent les deux demi-plansJ. 

+ 

ad 

Posons G = GLP (1, IR), G1 : GLP(1, IR), GLP-( 1 , ffi) = G' - G. 

- be L. O, ila 

Un élément de 
G 1 transforme le -

2 plan inférieur en lui-m&me, 1 le ·-2 ~lan supérieur en lui-m~me. 

Si z E tR, la dérivée de la transformation est ad - be 
= 

(cz+d) 2 

formation conserve l'orientation de l'axe réel. 

1 > 0 
(cz+d) 2 =) la trans-· 
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.. Si . ad - be = - 1 , alors 

de I • axe réel, et échange le de.mi-plo Il ni~,,_-·.• i..o ur t ,··,2c le demi-plrn inUirit)ur·. 

Le demi-plan {Im z > o} est aussi de Poincaré. G 

cercles en cercles (ou droites). En p1.r ticul ic,.c d l J. ., I '=U'" ~;i on pi-en un cerc o c~n l•l ;,.i - .1. 

oD 
0 0' 

sa partie 

t L 0 ,, on une ûrthogo-sup~rieur cen r~ sur u~, 

nale l'axe réol (i.e. demi-cercle p,1ssP.nt 1~1ll.· l'infini) 

De même un cercle orthogonal à 8 qui pa.sso Jltil' le polnt. 

à 1 •infini se tru.nsformc :?n "cercle" or~lrngono.l à Ct. 

Toutes ces transforma.tio..n1.i sont holomorphes et tous leH points du demi-plun supérieur 
' . ' ' 

sont toujours transformés en point~ ./ ro. (seuls los p
0

üints réels peuvent ~o trnnB-

former dans le point oo). 4 

Théorème. Tout isomorphisme holon:2rr,}w f du de1:1i-plan ~up•~ric-ur ouvr>rt dans lui-. 

même est une transformation homogrnplüque du tvpe prf.c6dc!11t : a, b, c, d e !?, 

ad - be= 1. 

Démonstration Soit f tel que f(i) == i. Supposons qu'on ait dé1;10ntré (et. lemme 

ci-dessous) que dans ce cas f est homographique. On va alors le prouver dans le cna 

général, comme suit. Le groupe homographique G est trfl ..... itif dans le demi-plan sup6~-

rieur, car on peut donc transfor--./èr i en n I importe quel point u + vi, v > O. En 

effet il suffit de prendre f(z) = u + vz. 

Ainsi, il existe tT f G tel que ~(i) = f(i). Alors l'application 

,,. - ,,..-l O f 1 . f. ... - v a1sse 1xe i : "t'(i) = i. Mais est un automorphisme holomorphs 

donc, d'aprè,s ce qu'on a provisoirement admis, -c est w1e transformation bomogrnphi-

que ,· par conséquent f = _. o ,.,.. , co1nposc'e d d t f t · h h · v ,._ , e eux rans orma ions omograp 1ques, 

est homographique. 

Lemme 1. Tout isomorphism·e holomorphe f du demi-plan de Poincaré, tel t(i) :; i, que 
est de la forme z - i i8 z i z - i e - Posons z donc z + i z + i =:: z transfor-z + i 
me les cercles en·cercles. On veut savoir en quoi z transforme le demi-plan supé1·iew 



·' ,1 
1 

'\ 

a) Cherclions le traJtormé de 1 'exe r6ol nous savons que c•e:it un C•J.rcli: ; L: 

i est donc déterminé par J points : 

0 _.,,:-~,,,, ~· 1 z = -..... - ... ,!.,; ~· 

R ~., z + ·; -1 + z = 00 -

1 z ( 1-i) 2 
::::: - i z ;:::; - ·) :::; 

2 

z f---!, z traniforme donc l'axe réel en le 
1 

cercJe w1i-t,é. 

i 
b}- Si----z.-;=· i, alors Z = 0 ; donc le demi-plan supérieur est tran.:.,f'oro.6 JXU' 

1 

1 
z Z en l'intérieur du disque tmi té. Soit cr m1 automorphisme holc.;1:1orph~ du 

demi-plan supdrieur. Alors si on pose z - i 
z + i' le compos& 

un automo.rphisme holomorphe du disque uni té ( lo transformé de <Y par "t) • 

De plus, les <f qui laisse.nt fixo i s.ont ceux qui sont tels qua 

sent fixe O. On est ainsi ramené à cherché les iu1tomorphismüs holomorpht~s du (U nq ue 

(ouvert) qui laissent fixe O. Alors le lemmo 1 va évider.mwnt être u.ne c.onséquor ... 

du : 

Lemme 2. Soit D le disque-unité ouvert.. Si g : D --+ D as t, un autorJorphisme ho...:... 

lomorphe·et si g{O) - O, alors g(Z) = eiü Z; autrement dit, g est une rotation 

autour du centre • 

Dômonstration du lemme~-

1-Le,nme· de Schwarz : Soit g : D D une fonction holomar 1)he telle quo g(O) .:::: o J. 

alors lg(~) 1 lzf pour tout z tel quo lzl 1. 

Démonstration: le développement de g en série entière montre qu~ 

.où h est holomorphe dans 

. Supposons que lzl r < 1. 

D. Il suffira de montrer que jh(z) j !:.. t 

Alors h(z) g(z) 
z est tel que Jb(z) 1 

g(z) =: z h(z), 

pour f z 1 < î • 

__ lrd z} 1 < ! . 
r. - r 

Ceci re~te vrai pour 
1 z 1 r < 1 c.ar une fonction ~1ol.omorphe au voisinage d • un dis-

que compact atteint son maximum dans le disque sur le bcird du çlisque. Donc pour 

on a jh(z)j ! Soit -r 

lz 1 -ë r < 1 
0 -

jh(z ) 1 < 1. 
û -

z tel que 
0 

ou a I h { z ) f 
0 

1 ; prenons r 

Donc à la limiUt 

tel que 
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R 1 ri .été fg(z) f _~ /zj exprim_ e que g transforme chaque disque emargue: a prop , 

c.èntré en O dans lui-même. 

2.- Appliquons le lemme de Schwarz à l'automorphisme g : D D tel que 

g ( 0) = · 0 • On a /g(z)j /zf. Appliquons aussi le lemme de Schwarz à l'automorvhis 

réciproqu·e on trouve I z f f g( z) f. 
Conclusion on a /g(z) 1 ::.: fz/. Donc g(z) est une fonction holomorphe ayant un 

z 

module constant ceci implique que M( z) est une constante de module 1, i. -e: 
z 

Résumé 

ie 
e z • 

En géométrie euclidienne les cercles conccntriquos de çcntre O sont ceux qui aout 

orthogonaux aux droites passant par 0
1 

i.e. o.u.x 

cercles pRssunt par O et le point à l'infini. 

Transformons ceci à l'aide do ( -1 z ~Z) , 

soit Un cercle pnssnnt par O 

et l'infini se transforme en corclo pnssunt par i 

et -i ; les cercles de centre O se transforment 

donc en les cercles du faisceau de Porcelet do 
points +i et -i (cercles orthogonaux aux cercles pnssnnt par i et -i) 



Exercîcè L 'd t montrerait 0 11e tout g,~-tôiiWt'ph.i-sm'é · Le m6m.e-raisonnement que prece emmen 1. 

bo.lomprphe du disque est homographique : 

i6 
z t-~ e 

z ·- u. 
- a z "' lal.c.1·, où 6. t ""J 

et~ h l 1 énéral <lu disque unité • . rest l'automorphisme holomorp e C pus g 

. CUSSIFICATION desTRANSFQ~~lA~IONS __ H~MOGRAPlllQl:I:S =:; ~---~Q~FICIE~TS;_: ,. ~,,..-.-=========.:::---------······ -·--·-- :====------------- ... - -····--

Soit az + b , b d .r'!. 0 ad - be - 1 't ( Z."il. - --- OU fL • , C J C 11,, r .. _ c.z + d ' (ou, plus g6n6ralom~nt, 

ad - be > 0). On cherche È.1 dé terminer comment opère "C dans le demi-pl 1w de 

Poincaré lm z > O. 

Les 11poinis doublfs, ou point :-i fixes de lu. tra41l~ir',Q)lll!~mt:ti-bc'.i,n. 't' ::-1u11 t 1 t~s point~ z tels· 

que z• z, soit 

( 1) 2 
c z + ( d-a.) z - b == 0. 

Les points fixes sont d1>111· les solutions d'uno. équntion du sticond d<'grJ à coefficic.•nts 

réels. Il a donc trot::-; eu~· possibles : 

1- deux points fixe.s z et z 
0 0 imaginaires cunjugUl!::l (var c.,., lm(z ) > 0) 

0 

peut supposer que c'est i et -.i, car sinon il existo UJH! transformntion 
+ cr 6. G LP ( 1 , IH J telle que - -7. , 

o' 
-1 

-1 
(j 0 

on 

a pour points fixes i et -i. On u. vu que dans ce <·n ~, (r O 'C o(J est de la 
forme 

z-i . 
-~ z+1 

i8 2:-i 
e z+i On dit alwL-; que 

2- deux points fixes réels et confond~s 

points fixes confondus de ·-1 cr o 'C o cr 

on pt:ut cb111 ï 11 <.J de !açou que los deux 

Alors -1 
(J" 0 'T,. O(j 

est z~ z+h» i 
h f R (translation réelle}. ·au dit a.lors que 

parabolique~ 

J- deux points fixfs réels et distincts ; . on peut suppos or que c I est O et w , 

~n remplaçant 1: .-1 
J>ar \ rr o "t o cr- pour un rr con\~nable. Puur que les raci-

nes de (1) soient O et m 1 il faut et il suffit que b = o, c _ o; donc 
cr ·-1 o 1: o (j- est de IR. forme z kz 

tie. • On dit alors que et est ~.l?,erboligue
0 

k/.1): c'est une homoth6-
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Recherche d'un invariant différentiel : 
dZ 1 

az + b d 8 
S l·t Z - - a, b, c., & 0 - ëz + d' 

ad - be ::a 1 • On a dz = (cz + d) 2 ' 

Donc 

Im z (ad - be) lm z 
= ----~ Im 

(az + b) (ci+ d) 
lm Z = 3 = 

lez+ dl jcz+dl 2 lcz+il
2 

:;:; 
jdzj 
Ïmz 

( 1) 

On a trouvé quelque chose qui ne change pas quand on effectue sur z une· transforma-

+ GLP ( 1, IR} : tion du groupe 
c'est lazl ï"m"i 

D'une façon plus explicite, supposons qu~ 

z décrive une courbe de clasae c1 :·z ;.J f(t), t f m. On a alors 

a f( t) + b-
z = F(t); c f{t) + d ·et ( 1) devient 

1 t, ( t) 1 
ïmTitî = 

IP' (t) 1 
J.m F{ t) • 1 r • <t> l n'est 

autre que 
ds 
dt' où ds désigne l 'élér.1ent d'arc de la courbe décri te par f ( t) ; 

lm f(t) = y si f(t) = Z =X+ iy. Donc ds 
y 

est un invariant diffifrentiel den 

courbes du demi-plan de Poincaré ; c'est un invariant vis-à-vis du groupe homographique 

+ G = GLP .( 1, n). ds est l 'é-lément de longueur euclidien J d (J" = d; e!t le nouvel 

Lorsqu'on multiplie les longueurs par 
1 -, y 

les aires sont mul-4lément de longueur. 

1 tipliées par 2 ; donc dx "dy 
2 

sera le nouvel élément d'aire: il est invariant 
y 

par G. (dx A dy 
y 

est l'élément d'aire euclidie~J. 

On va donc avoir une nouvelle géométrie : géométrie (non euclidienne) du demi-plan de 

Poincar6. 

Considérons un arc de courbe z(t) = f(t) + ig(t) de classe c1 
{t t [o, 1]), 

avec g(t) > O. La. nouvelle "longueur" de cet arc de courbe sera 

dt, alors que sa longueur euclidienne est 

La. longueur non-euclidienne est invarian~ par toute transformation de G GLP+( 1 tn) - = ' Mo • 

"Plus court chemin" d'un point.à. un autre. 

Appelons droite non eue lidienne, .' ·· , 'Tlp.t e'Pt' n 1 · d r 0 i tf, ·, • ( entre guillemets) toute 

demi-droite ver_ticale (orthogonale à l'axe réel) du demi'-plan de Poincaré, ou tout 

de,, i--cercle orthogonal à l'axe réel. Autrement d1·t, une "droi'te" est l'intersection 



orthogonal~ Pl(~) 

un cercle ~l(t) (pass~nt ou non par le point du demi-plan de Poincaré avec 
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+ t "dl·oite" en "droite"• 'G (1 a) transforme toue -Il est cfair que h grO~ig. 0 r"" , t.;. 

Soiè!l:t A . tJ t d demi-tnlun de Poin6aré. 4@l.!..}{ pfl..in'tn dis Ane s u A et B il 

u·dtAih'r @t' yn_e ~~llh, h savoir fMs~ ûne 

- la. demi..,.drgi te v-erticale j oign.ant A et B si A et B ont m6me abscisse J 

eucll. .di'en centrS ::ur l'axe reel, et passant par - l'unique cercle A et B de.na 

le cas contraire. 

Définition. On appelle distanct• non eue lidienne de A et B, 

la •'longueur" non euclidienne du "segment ·de droite" joignant 

d'avance que cette distance ost invariante par le groupe G 

d( cr(A), e,;(B)) =: d(A, B). 

et on notera d(~, B)~ 

A et B. On sait 

si cr e o, on a 

On se propose de calcu er c ec ivemen , 1 ff t . t d(A B) à l'aide des données euclidiennes de 

la situation. 

1er cas- A et B ont même abscisse x. Alors, en posant 

et supposant par exemple a< b, on a 

d(A, B): 
'b j 
a 

b = log -
a 

y(A) - a, y(B) = h, 

~eme Cas. (Cas général). Soient P et Q les points où le cercle·orthogonal à 

l'axe réel st pas~ant par A et B coupe I•a~e r~el (voir figure). Nous fixons le 

choix de P et Q en convenant que si l'on parcourt continCùnent le demi-cercle en 

partant de P et allant vers 2» on rencontre d'abord A et ensuite B. Par une 

transformation de Gp on se ramène au cns où A et B .sont sur une même verticale 

{ _par exemple, faire une transfoz-ma tion elliptique convenable g ayant A pour 

point fixe, et transformant le cercle de diamètre PQ en la Yerticale du point A], __ 
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s·i l'ordonnée de B' = 0-(B) 

P' :::r (j (P) d'ordonnée nulle, 

le 1er cas, d(A', B') 

est plus granda quo 

Q vient en .Q' -
b' _ 10,, - :.."l log (0 

o a' 

calle de A' cr (A) , ·Q ~ii~.n.t = . 
O" ( Q) à. l'infini. On S, , d 1 .a.p:~.i~ 

()0; a' ; b'}. 

Ceci est le log du rapport, e.n}i.a.rrnonique (P' Q'; A' ; 9 9 ) des qustro poü:.h 

fi\ 

p, , Q, , A ' 1 B 1 • Mais ê o mme conserva le rapport anhar~onique, c'est aus~1- rigal t 

log(P; Q; A; B). 

En résumé, on a dans tous les cas 

[d(A, B) :.: lo.rdP i 2-1 A ; B) I 
où p et Q sont les points do rencontre avec l 'e.xe r6el de le. 11t1:roit,{J 11 joig::<1-Hit 

A et n (avec la convention quo P et Q ont {té chojr:dg de façon {{',:1 i.t i'.:d.td~ tu::. 

sens da parcours sur la "droite" àans lüquel 

Théorème. P~ur tout arc de courbe de classe 
-6 

Poincaré, d'origine A et d'extrémitt B, la 11longuour 11 non euclidia::m~ AB df: t•i)t 

arc d~ courbe est 2 d(A, B) 

"segment de droite" d'origino A üt. d 1 c•x..tr6r.iit6 B. 

oit exprime cette propriété en disant brièvement quo "le ~Qgr:1ent de droit~ e~!!, 

plus court chemin d'un point à un autre". 

D6monstration. 

transformation 

On peut supposer A et B bU, unu même verticale (sinon, faire UU$ 

cr ( 0 convenable). Alors, si l'arc de courbe est 

pour t t [o, 1], g(t) 

que l'ordonnée a. de 

,-
AB -· 

t f(t) + ig(t), f et g de classe c1 

>O pour tout t, et si 1 1 ordonn6o b do B est plus 

.\, on a 

l /r,2 + g'2 l J g, ( t) 1 l g' (t) dt dt. ?: g{t) --~gÎt) dt 
0 0 0 

g(ï, 

:;: log f~l). 
g·\ 0' -· 

b log - d(A, B). a 

:t 1 dgalitJ ne peut avoir lieu 4ue si, pour tout t, on e1. 

grandr,:g 

:::: 



ce qui exige f'(t) = 0 et g•(t) 2~0 f(t) 08 t con3tnnt, 0t ceci exprima que · 

que g(t) 

Remarque : 

croît de a à b. 
ùn arc do courbe qui est de classe le'·théorème reste valable pour 

morceaux, par exemple, pour une 
, d II t de droite". On en "ligne brü;6e" formce e segmen s 

déduit aussitôt: 

Corollaire• Soient A et B detuc. point!.J distincts. Si un point C 

le "segment de droite" joignant A et B, on a l'in~gulit~ strict~ : 

d(A, B}·( d(A, C) + d(C, B). 

Remarque importante. 
1 

Dans notre nouvelle géométrie, la notion de parnll éli.sm(1 n I est pluH una ra ln. tion d 'équi-• 

valence 

Soit A un-point donné et une demi-droite vertico.-
1 _____ ...,. __ 

l~--r::---,,,::-__ - - - - ...... 
• 

le ne passant pns pur A. Regnrdons toutus les ''droi tea• 

- qui pnssent pur A et qui ne rencontrent ras Li 

le cerclo q_ui pn.sso par .A et qui est ton)?ent à .a 
ne coupe pas .1 (dans l,e de1:1.i..-1'lan do Poincaré) 

on voit que toutes les "droites" qui J)U.85ent par A 

. t d l' 1 '- l ' t "'•• et q u1 son 11ns o.ng e nac 1ur(> no renc 01; t~. pft.S_ ...,. 
il y a donc une infinité de "droîtes" parnlnlC'!1 rle .il !'flS!Hwt par A. 
Signification de : Une "droite" A 1)art1i1-:e 1~ plHn en deu.,x rt.1gions. 

A Soient deux points A et, B c t une "droi to 11 .Ô ne conte-

nant ni A ni B. Il y a alors deux possibilité 

a) le 'seg.'71ent" [A, B] coupe Ll 

R p) le 11segment" [A, BJ ne coupe pas t1 , 

On constate que si [A, B] et [B, C} coupent (C étant un troisième point fi i) 
alol's (A, C] ne coupe pas Ll (faire par exemple la figure en supposant que est 

une demi-droite verticale). 

Ceci prouve que la relation, pour un couple de points A, B hors de .6 .1 "le seg-

ment [A, BJ ne coupe pas A" est une relation d'équivalence dans le complémentaire 

de '\ • Il Y a deux classes d I équivalence : les deux composantes connexes du 

camp] (,''iJ11ti1 i 1·ù de .. 
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"Demi-droites". 

Si on prend un pointf At·~sn.rr une "droiJ;e 11 t:., il partage cette "droite'•' en deux 

régions, à savoir les deux composantes conrcxes de Â - {A} • Deux pointa M et M' de 
. ' 

Â - {A} sont dans la ~êmè régio,n-al et seuleœe:1t si At segment [M,M'] • 

·ces deux régions s'appellent les deux "demi-droites" d'origine A. Etant donné 

une demi-droite AQ issue de A , on peut porter sur cette demi-droite une "longueur" 

égale à un nombre d > 0 arbitraire ; cela siçüf ie q11' il existe, sur la demi-d.roi te, 

un point M et un seul tel que d (A, M) = d, c'est--à.-düe 

log (P Q A M) = d 

p Q 

En effet, lorsque M décrit l'arc AQ, la distimce d (A,M) croît strictement de 

0 à.+ 00
, et prend do!lc·une fo-is et un.e sP.ule tcut'! valeur) O • 

. 11Cercles"a 

Considérons maintenant l'er.semble r des points du deœi-plan de Poinc&ré qui 

à une "distance" donnée d d'un point donr.é z (I O) o m z0 > • On l'appelle, par 
,;{.éh.\"\i tion, le "cercle" de "centr. e" z

0 
t d 11 • e e rayon" d. On aait qu'il existe une 

t:ra,,sformation homog-raphique a du demi-plan s~r le :iisque J zJ < 1 , telle que 

a 

p 

avec d (o, z) == log 

c'est l'ensemble des points z tels que 

d (o, z) == d 

(P; Q; O; z) = log 1+x l=x, ' x 'désignant la distance ~uclidienne de O à z. Donc 

d 
e -1 

X ==cr-
e +1 
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e d_ 1 . . . -1 
• :Fur a , ce • 

cercle euclidie!l de centre O et de rayon -;r---_: 
et a (r) est donc le e + 1 . 

( d l deml.. -plan de Foir.caré Im z > O) 
, en un cercle con tenu a:1s e 

cercle est transforme -
t de Poncelet sont zo et Zo • du faisceau dont les poins 

r 

R 

Un problème de constructio?1 •. 

Soient donnés une "droite" A et un point At 6. • On va montrer qu'il :passe par 

A une "droite" ·A' et une seule qui coupe A suivunt un o.ngledroit {i.,e : qui est 

orthogonale à A au point de rencontre de A et A'). 

Par un ( GLP+(1 T;))' 3~ rr.m'e..,e au ca.s où A est une demi-automorphisme a , ..:1. , on . .:.:.... ... 

droite euclidienne verticale. Une "droite" orthogonale à. A n'est autre chos~ qu'un 

m 
0 

Angles de demi-droites. 

' demi-cercle euclidien centre au point 

de rencontre Ode A avec l'axe réel. On 

ch~rche un tel cercle, assujetti en outre 

à la condition de passer ~0.r A. Il est 

clair qu'il y a une solution unique. 

Soit A un point du demi-plan de .Poincaré. Nùtons GA le groupe d'isotrr!ie du 

point A, c 1est-àr-dire le sous-groupe de G formé des homographies a telles que 

a (A)= A. Ce groupe est isomorphe à SO (2) • Pour le voir, nous trensformons la 

situation, au moyen d'une homographie~ qui transforme le demi-plan lm z > O en le 

disque ouvert lzl < 1, et le point A dans le centre Z = o. Le groupe transform~ 

est 1~ groupe des automorphismes holomorphes du disque-unité qui laissent . 
fixe le centre i.e 
·• J 

• 
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. i he à U (1) = SO (2). C.Q.F.D. •ce groupe est bien somorp 

l t 1.ra!" .. si ti ve dans 1 'ensemble des 
Le groupe .GA opère d'une façon simp_ e~e~ -1 

d t • ,. •• c'est évident 1..1i on regarde le groupe 'î GA ,; "demi-droites" origine r. 
• 

( · •) t. (D D') de demi-<h-oites d'origine A Soient donnés deux couples D,D e 1, 1 
pour 

' " (D D') t (D D1 ) soien t"é~aux 0 
que les "angles orientes , e 1' 1 -

c'est-à-dire pour qu'il 

existe un a€ GA tel que 

a (D) = n1~ a (D•) D1, 
il faut et il suffit que l'unique a € G tel quf! a (D) :: D' soit égal à l'unique 

A .fL) ·,. 
a

1 
( GA tel que a

1 
(n

1
) :::: n1 (Exerci·e~ : (ûémontrer, M utilisant le fait que le 

groupe G est commutat.i!]. Ainsi, lorsqu'on a~socie'à chaque couple (D,D') l'élén:ent 
A 

ex € G tel que a (D) = D', o!1 volt que car ac tér ise u~e clnsse d' b.ngles "écnux" 
A 

entre eux. C'est pourquoi le g::-01.1pe GA::: SO (2) 3'appelle auosi le e:roupe des 

~gles (orientés) de demi-droites d' oriP;1.!1e Ao 

On ne doit pas cor.fondre l'élAment de SO (2) NU (1) associé ainsi à un angle, 

avec qe qu'on appelle improprement ld.~12::!: de cet an;;l~. 113 J)r~blème de la 6.llesu.re 

des angi~s est un· autre problème ( a'.lssi bien e~ gfomé trie euclidienne que dans la 

géométrie du demi-plan de· Poincaré}o On démontre que l'application t..,. eit est 

un hz'.rphisme surjectif·~:~- U (1), dont le noyau se compose du groupe additif 

des multiples entiers de 2 1t • Etant donné 1.J.n élément a ( U( 1), 't'- 1 (a) se compose 
~:'-~·:-_ \ 

d'une classe d~'·'.n?mbres rée~a définis module 2 1t ; c'est cette classe qu'on appelle 
;, 

'\ \ 
la mesure de l'angle associé à a. On aurait d I ailleurs d'autres mesw~es en considé-

·-......... 

rant l'homomorphisme ---..... . 
-:-:~.'-- ikt · -:-:--.... t .._. e , 

'~:,-;"'-, .... 

où k € lR- { O} est arb1' tra1· re. Parmi· toutes ces " ,, 1 ' mes1:1,res , a premiere ... , .. _-::·--·-· --

co_s t + i sin t 

présente cette particularité que c'est une fonctio:: lR- c. dont·1a dérivée est égale à 
it 

i e :;: sin t + i cos t 
\ 
1\ 

Au-!;rement dH •. 

cL dt (cos t) sln t, (sh t) .-; cos t 
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Il .faut bien insister sur le fait que cœ t et ein t sont des foncti,ona d'una_var?,,-~- · 

ble réelle t •. 
Le radian est l'angle de mesure 1, o•eàt-à-dira l'angle a.ssoèié à l'éltfaent 

i . . 
e CU (1). 

Elément d'aire. • 

on ·a déjà défi.ni l'élément d'aire {non ~uclidienne) 

Ifdx ;2dy_ 

Eta.--it dorwé un ensembla fermé F du demi-plan dd Poincaré H, la va.laur de l •intégral@ 

J{, dxy~ dy 

(supposée convergente) s'appellera. l'toaire'' d"" 11
• 

gle" ? Soient A, n, C trois pointa dii:tincts non alignés (c•~~S.tl!.re rion située 

aur une même 11droite 0 ). Ou leur ruJSOi .. .d.0 les 11s2gmenta" [!,B](lc,A] dont la r•:Junion 

partage le demi-plan H en delU régions ; l'une d'elleB ent bornée, 1.mtrament dit .;., 
. .-~ : · 

, . ·son adhérance Fest compacte. Par définition l'"airett de,· s'appelle l'"aire dl.l 

, . triangle",\; nous la noterons S (A B C). 

:·\· 

4 A A 

On notera 1, B, C les mt1sures d<;ts angles du trit.ngle 
A ,•• -

··,,h: .. < A < n, O < B < n, 
'>~~ r. 

'·\. 

T.héorèmeG On\a 

0 < C< 1t• 

(t) 1 Â + B + ê = 71 - s (A ~) 1 

(d.o~o la somme des meaurea des angles d'un "triangle" est toujoura < 1t, et 1 n• ai:reo 

d'un "-triangle" est toujou.ra < n). 
' ' 

On va. même pr'?uver une proposition wi peu plus géné:rale, en n, excluant li&a le . 

cas où l'un des sommets du "tri·"'n 1 n A --.....ig e , par exemple, ae:r.a:i t eur 1 1 e..xe ré~l ; alors 

·_on a évidemment A ==: O ; c.m. pe t A • •· u merue envisager des u1;r:i.ang1es" ay~-vit deu.x ou troia , 
. . ' 

:\,., __ eymmets ~u:r _ 1 •axe· réel (figure). 
.. ; ... . . . . 
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A. C B 

On montrera qu& la formule (1) ~3t encore valable dsns ce cas. 

IEroonstrB~tion de (11 : on peut suppo~er que la "droite" joignant B et C est 

une d~mi-droite euclidienne ortboeonale à. l'axe réel, :;uiaque l'"aire" et lea 

angle a sont invariants par to.ute trrurnforma tion homographique 

(2) 

l3) 

D t-+ az + b 
z cz + ël " a P b, c , d réels, ad ... be = 1 • 

--Supposons par· exemple qu~ l' ordonn6e de C aoi t plus grMds qu(l c~lle 

da B [On n'exclut pas le curJ où 1•crdonnt1e d~ B eat o, rli celui oh 

l'ordonnée d~ C est infiniej. fümons par fla verticale a.:;c~ndt..nte 

A D (D étant à l'infini) ; D e.-1t ausai le point à 1 • fafini our la 

verticale aecendan b::i du point C .. 

Considérons les "triangle~s 11 ABD eit ACD ; on a 

s (Ane) = s (ABD) - s (ACD). 

Suppoacns que la. .formule ( 1) soit déjà démontrée pour loo t.r_i,;.1:gles 

ABD et ACD ayant un aommet Di~ l'infini, c'e3t..-~dira 
A "" DAB + AB.D n •• .S (ABD) 
A ...A 1 • 

DAC + ACD == - S (ACD) 

Retranchons membre à meml)re la relation (2) de (3); il vient 
-1\ .A A '°' 

(4) DAC ._ DAB + ACD - ABD == S (ABC). 

Or 
A A A A 

DAC· - DAB = - CAB = - J., 
A A ,1\ 

ACD = 1t - ACB. = 1t .. C J 
.A . A .A 

ABD::: ABC = B, 

donc (4) s'écrit 
4 ft A 

1t - A - B - C :::: S {ABC), 

ce qui donne la r~lation (1) à démontrer. 

F.n résumé, il suffit de d' t ( ) emon. r,.,r 2 et (3) ·, la démonatr.ation · est l& mêml', 
(dans les deux. cas il s'ag1.·t dt · un "triangle 0 ayant un somm•t à ) 

V l'infini. faisons 
par exi:,•i1Jp.le la démonstration ~1ei (2). 



.. . 

0 

O. 

J b J.v 
S {ABD) ::: , y(ff; 

!L 

x r cos t. y; sin t, 

dy 
2' y 

, d'où 

t décroissant de t 1 ù t 0 , cos t 1 = a, cos t 0 • b. 

Alors 

s (ABD) == - J t1 -r sin t dt I .t1 dt :; e, 
1· sin t t to o 

" e étant la mesure d~ l'angle AOB. 

Or soï_t T l' :i.ntorsection des tânge.u~es en A et 
A 

Il la mesure .de .A'rB est Tt - e • Soit T\;J la vertical, 

descendante; on a 
A A /'. /\ 

DAB == DAT 1 ,lti3D = TBD, 
./\. /\. ...-"'. A 

ri: - 6 ;;: ld'ü + îf'i'B = DJ.'J: + TBD~. 

d'où fiDuhrni::nt 1& r8latio!1 (2) à démontre~. 
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. 
d(f{A), f(B)) = d(A, B), V A, BE H. 

Une telle ap~iication est évidemment injectiv~, car 
. . 

t(A) r f(B) => d(f(A), f(B)) > 0 =:} d(A, B) > 0 A f B. 

1 .. , nd 1· starice" è,5 :i :1 :: -, r: .-~di:.uu:i.en t lu topologie do il 1 •• r,· i-~Ji...r-Elle est continue, car Q 

der les "cerclE.s'' de centre donné)• 

0 

Exemple d'isométries: le groupe G des tra.nsformutio~s 

az + b 
z .... --. cz + d 

z 

lR 

, a, è, c, d réels, ad-1:. ..... >0 

se compose d'isométries, p:iisque la "dista.'lce 11 d(A, B) a 

été définie de façon à être invariante par G. De plus, 

(tra.~sformation de H dana H) est évidemme~t u.r..e 

isométrie. Comme la composée de d,u.x iscmétriea est U!".e 

isométrie, le groupe G' engendré par G et z f-. z est t:.n 

groupe d'isométries. On voit que G' G se compose dea 

transformations 
-

z ,-. a~+ b, a, b, c, d réels, ad - b c < O. 
cz + d -

Remargue: les transformations de G conservent l'orientation, celles de G' - G la 

changent. 

/. 
On démo"ntrera plus loin que toute isométrie appartient à G'. Cela résul tr:ra 

d'une étude plus approfondie du ~oupe. G' et de son sous-groupe G d' ~•lice 2. 

,Proposition 1. Un a € G qui laisse fixes deux points distüicts A et B eet 

· J. ~identité. 

'-:.Démonstration : Le··groupe d'isotropie GA opq~e d'une façon simplement ti:ansitive 

dans l'ensemble des demi-·droites d'origine A. Donc si a € GA et si a laisse fixe· 

B J A, on· a a= id. 
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't € .G' G tel qu'~ 

(lt..b i; t t~) A 't -~ = 

2 
on a de plus 't = id. 

rémonstration: (1).unicité. Si on a aussi <t1 CG' - G, ,;1 (A)= B, 

laisse fixes A et B, dono (prop. 1) ~, 0 ~=id • 
. -r 

1 
( B) :: A, alors 't 1o 't ( G ; 't 1 o 

?. - 1 l'.,-._nc 
d l ' .::: 1· d, c'ent-..i.-<lire 't = 'f • .vv Ceci vaut en particulier si -,1 :.~ -i=, ou 'î "" 

-1 
't 1 o 't = id• ::.~ -i-1 ;;::: 't 

(2) exisbmce. On r:.::ut se ramPner éiU cas où A f.!t B sont sur uno môme horitontale. L-e 
t 

segmént l.B 11osaède a.lqrs une médiatrice euclidienne t:., 

A B et par translc.ltion on se rµmdne caa où â passe r.xœ O, 
' 

Hors la trm1sformation 1 définie pal' 1 (z) _____ __._ ____ _ IR trie pftr rapport à .o.) ré1x1nd à la queation. I).'.l.r, L. .. iwaa 

0 
i ' 

p 

"équidistants" de A et B. 

général t le -r cherché ea t l' l.nnœei.on de p8lt~. P qui 

A et B, i.e. dont la puissance ea~ PA. rB June 

telle inversion est bien u.n é+ément de G' (le vérifier)• 

Les points fixes do 't ferment une 11droite" A qui eat le 

Remarque : Faisons une autre démonstration qui prouve que ai un 'î C G' ... G lcüaae 

fixes deux points distincts J. et B les points fixes de ,: forment une "droite.,. 

~- Soit f H - H une isométrie._ Alors f transforme bijectivement tout~ "droite" 

en "droite" B 

f(B) 
F.;n effet, supposons que M soit sur le "segment" [A, B] al.ara f (M) est sur le "seg. 

L..ent11 Lf(A), f (B)], car 

d (A,B) = d (A,M) + d (M,B) or 

, 
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, d (A,M) = d [f (J.), f(M)] 

f 
d (A,B) = d (f(L), f(B)] 

. d (M,B) = d [f(M), f(B)] 
d [r(A), f(B)] = d [r(A), f(M)] + d [f(M), f(B)] # f(M)·c (f(A), f(B)] •. 

1 . "segment,, [A B] mais sur la "d.roi te" AB, alors ou bien B eat 
Si M' n'est pas sur e , 

] t surie segment [B,M']; on constate donc que 
sur le "segmentu (P.,M' ' ou bien A es 

f ().), f (B) et f (M') sont "alignés". 

1 ù-sux 11droites" est bijective, car nous D'ai.1.t:re p11rt, la cqrrespcmdnnce entre es 

t · t et un aeul qui est à une distan-savons que sur u.ne "demi-droite'' il exis e un po.1n 

ce donnée de l'origine da cet. te "derui-droi h, 11
• 

r• ,. G' _ G 1 , ... .,W1""e d.eux pointn distincts A et B de H, l'ensem-Propositio11 µi oyu u _ 

11 , t l' en~emble dits pointa ''équidia-ble dos p~ints fixes de "t e.Jt tme 11ili·oi te L~ , c en · 

•. ,..,01· t ~.1 le •'rnilie:..t" ùu •1ae&lll~nt" [J.., B), à savoir l'unique ti-:>int D1monstration .... i. 

M de la "droite 11 A B 1.-~l q_l...•l d ( M, d - ,1 ( M, B) • 

't truu.1forï1Je lfl "ùroi te" J..B .-:n elle-s11ême, H t l·~ en l 'u.nique po'i.n t d?- cet te droite tel 

que d (i{M),B) ==.d (1;(11),A). /.i.nsi 't (M)::: H: M est fixe J)ar 1 • .iontrons qu'il Y a 

d'autres points :fixes par 't ; pour cela, raisc-nnona par 1 1 ab3urde, en auppoeant que M 

aoi t le seul point fixe. Soit P un point /. M ; alors P / "t' (P), et ,; écr.anga P et 

't (P), puisque "'2 = identité. Donc 't laiase fixe le "milieu" du 11Be@'Jlent" [P, -,; (P)], 

et par suite ce milieu est l'unique point fixe M. Il s'ensuit que~ transforne tout 

point Pen son "symétrique" par rapport à M; donc 't est la "rotatlo:1" de l'ungle n 

autour de M. Or cette rotation appartient à G, et :puisque -ç ( G' - G, · on ai·ri.ve à 

une contradiction. 

étant une isométrie et laissant fixe au moins deux points distincts,~ laiSS$, 

fixes les points de la "droite" 6. qui les joint. Si 't avait un point fixe ( A , alora 

tous les points de H seraient fixes, ce qui est absurdet puisque~/ identité. 

On a donc prouvé que l'ensemble des points fixes de 't est une "droite" b. Si 

P € A, on a ( 1) d (P,A); d (P,B), puisque 't est une isométrie, 'f (P) = P, 

~(A)= B. Il reste enfin à montrer que réciproquement la ~elation (1) implique que p 
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- 1 

est sur A. 

Or soit P { A 

A 
p 

A 

Pl ,,n en deux régiona 1 t,t q:ie A et B sont puisque A partage le 

i 

B, 

dans des régions distinctes (car (.b.,B] coupe 1..\ nu point H), 

p èst (par exemple) dar..a la même région que A ; • alor:J [ P, B) 

coupe A en un point Q, avec d (Q,A) » d (Q,B). On a 

(2) d (A,P) < (L,Q) (Q,P) 
car on ne peut avoir égalit~ que si Q appartient fal..t a"gment 

[.A,P], ce qui n'est p&s le cas puisque [A,P] ne r~mGontre pae 

~. Dans (2), remplaçonn d (L,Q) pru• d (B,Q) qui lui e~t égal, 

et tenons compte da d (B,Q) + d {Q,P) = d {B,P) ; on obtient 

d (A P) < d (B P) d"!'• .. p n'eat paE.1 "équidistantu d,, A et I I J .,_, ... ..., 

B •. Ell ré~.mmé, les S6uls pointa 11équidista'1te 11 de .A et B non,t leu pointa de 6, c.e qui 

achève la dûmonstration. 

Théorème : 

Il n'y a pas d'autre isométrie H - .H Cf.J.c: les trW1aformahons de G'. Pour cela on a 

b~soin d'un lemme. 

Lemme :• Si une isométrie laisse fixes trois points A, B, C non "alignés", ·\-
alors f est l'identité. 

Démonstration du Lemme : Considérons le "triangle" de sommets A; B; c. Soit f 

une isométrie qui laisse fixes A, B et C . 
' alors f laisse fixe chaque point 

de chacune des "droites" AB, BC et CA. Soit maintenant M un point rl1L plan qui 

n'appartient à aucune de ces droites choisissons un point P sur le segment [A,· B] 

et distinct de A et B la droite MP partage le plan en deux régions, et A 

et B sont dans deux régions distinctes supposons par exemple que C soit dans lli 

même région que A. Alors la droite MP coupe le segment [c, B] en un point Q; 

lee poµi.ts P, et Q sont distincts. Donc f la.isse fixes deux'points distincts de 

la droite MP, et pµisque f est une isométrie, f laisse fixes tous les points. 
1 

de cette droite, et en particulier le point M. I 

/ C.Q.F.D. 
/ 

/ 
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rémonetration-d.u théorémc :. 

Soit f une isométrie ;. prenon_:, ttoh pointo:de H f,Qn "u.\.lgn~a" A,B,O,. Conaid6rons 
. éf.._ ~u•· A'B 

t (.,:.), f (B) et r- (C) ;. ils ne eont pas "éiU~r~6n1
'·, pu:\squ~ t app~ 6I;)eé\1'vemen9 

la "droita'· joignànt f {A) et f {B) l or C nt!lut paa ~u.r o@\h ~oH•~ Puis.~ue 

d (A, B) • d [f(A), ! (B)]. il edate UM 1JL"a.11s:t,'0rm~Hon c v,..'l.e aeula do G,. ,alle QUPl 

,: (A) • t (A) et,: (B) ss t (B) .. Cor,oid,5rori:l rilorrl l'j,eo~6tri3 8 • Q.,\ 9e. Qn a. s_ 

1) a1 0 1
,. c. al.Qu, d'aplt~a lo lC',w.:na.~; '"' irf;:1.f 1:-1 0 ( a, f•q~r~4. 

2,) Si c• o, alors A eut 11équidiotunt" do c et c• , ll Ht "équit\htant 1• qe Cet c•, 
Soit alora i- l'unique éUruent dl) G' - G qui échunea C ,t C' 1 pu~fJqu, l'enelomble d.e1 

B 

poi:lt:l fixee da -ç t,~ t l • er1uamble des t>Oini;a 

tuntJ" da C et c•, on voit qua J. et l) uont tµea par. -i, · 

On a dono ,; o g (A) =-A, ,; o g(B) :J, B, ,; 0 g(c) • c. 

C' Maia 'tof! eut une üi0mcitrie, ll'aµ-èa 1emiu.,, on en 

déduit que ~og ::. id, D'où g = t- 1 'it t a q~, et par 

auite t € 01 • Le théor,me_eet d,montr6. 
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Une axiomatiuue de la~géométrie plane 

aussi bien la géométrie plane eucli_die.nne. quo 
Cet te axiomatique recouvre 

que nous avons étudiée précédemment dan.::.: - e dem.1-
la 1:éométrie plruie non euclidienne 

1 fü.: Poincaré. p W. 

métrique, non vide, non r~duit à un 
Par définition, le "plan" est un ~e~:3:.tP~ll:.::::~.:::.e...:::..::...;.~.Jo-~ 

· satisfait à: 
ensem ble de points muni d'une distance qui p:iüt ; c•es.t un 

d (A, B) 0 

d _ (A, B) = d (n, .A), 

d (A, B) 0 M A= B 

d (A, B) d (A, c) + d (c, B). 

On pos6 1.me série d'axiomes. 

1 • -·-
On an donne certains so1;s-ensembles du plan, baptisés cl.roi tes e".. or:. 3UpfOH~l 

- q1.rnls que soient les poü. +.~ d.i.s tir.ds A "=t B, 

A et une seule telle qu~ A ( 6 et B ( h. 

il exiote u:,o dr·.>i te 

- Le plari n'est pas_ réduit à uLe droite ; ou e11core 

èe t 1.1.nique axiome ne caractérise pae les espac-,s mo trique a à de11x dimensions ; par 

n 
,:,:t.".:uple j l est vérifié par l'espace euclidier.. IR pour 

u~e ùr.oite, qui est un sous-espace du plan, est un espuce métrique. 

·- On va supposer que les nombres réels sont connus ; ou tout au moins no,:s allons 

. supposer _que JRest un groupe abélien muni d'une relation d'ordre total invariu.nte 

A .. do.œe 2. 
\\ 

! , l\ Si Â est une droite du plan, Â est isométrique à 1R1.-
:, 

· Commentaires 
I' 

far définition, une isoljlétrie est une application 
'J;; °;' 

b. :j;~ctive qui. respecte la 

d.if.na.nce donnée sur 6 et sur lR ; __ sur IR, on. prend ra 11· 1 

dist~ce habituelle 
-i: . .l: 
1,,i,_;!1 
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Quand on a une isométrie f : b - m, on trouve toutes les iaométrieo b - IR en pr..., 

nant les 
O O 

f , où o eat une ieom6tria urbitraire de IR aur m, Or on conn•,H leu 

a ; ce sont les transformations x r+ x + h et x a- - x + h, 

Une isométrie f: t, - IRpermet de transporter la relation d'ordre de meur A 1 

elor s o 
O 

f définit sur b la même relation d' ordre ou la re la ti on o ppo sUo , cui van t qu, 

a eat x 1-- x + h (qui coneerv~ 1 1 ~rdre) ou x 1-+ - x + h (qui la ror.-;oraa), 

On a donc la notion de "ser;ment 11 sur A : c'est ce qui ae transporte par \111t!t 

isométrie sur un segment do JR. On a de même la notion de demi-droite ; un poiut 

A E A déf~nit deux demi-droites d 1 ori gine A. 

On a la c&ractérisation d'un segment [A,B] de A: 

C ( [A,B] d (A,B) = d (A,C) + d (c,B) 
(En effet, ceci est vrai. sur IJ;l). Ceci n'implique pas a priori que ai tro ia poin L 

A,D,C du }lan vérifient d (A,B) d (A,C) + d (c,B), ila sont alignés. 

Toutefois nous poserons un nouvel axiome 

Axiome 2 bis • 

V A, B, C € pl an , C ( [ 1~ , B] d ( A , .B) = d ( A , C) + d ( C , B) 

Autrement dit, lorsque C ( [J.,13], alors ù (A,B) < d (A,C) + .d {C,B) •. 

pan ans lui-même tranaforms lea Conséquence de .1 1 axiome 2 bis :. toute iuomé tri· e du 1 d 

... droites en droites. 

Toute droite 1:::. partage le plan en deux régions. 

Commentaires : l'axiome 3 veut dire · que, dans le complémentaire de à, la r~:.ation 

, qu 1 y a classes d' t)quivalence. ·est une relation d'équivalence et , ·1 d 

L'axiome 3 est équivalent à: 

- ,B~C i-wn e.lig!~~• alors le num\;rt, dea . Si une droite. 1:::. ne passe par aucun des pain ts A 

see1llents [A,B], [B,c], [A,C] coupés par À est égal à O _ou 2. {E.xerc1·ce ·f B.cile : le 

démontr~. 
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Axiome 4. 

On postule la donnée d'un gro~pe 

suivantes 1 

a) 0 est transitif ; 

b) Si A est uni point du plan, le groupe d'isotropie GA' ensemble des ,1~ment1 de 

A f 1·xe, est simpleme~t transitif dans l'ensemble des demi-droites iesuet G qui laissent _ 

de A (ou encore dans chaque cercle de centre A) [en appelabt cercle do centre A. et 

de rayon r> o le lieu des points M tels que d(A, M) = r} 
CoroUairè. Si on a deux couples de points du plan (A, B) . et (A', B') tèls que 

d(A, Il)_; d(A', B')/ Q, alors il existe un 

a-(B) = B'. 

(J € G et un seul tel que c:r(A) = .l' et 

Conség_uence. Si une isométrie c, f Ci laisse fixœ deux 1Joints distincts A f:t D, 

alors c, est l'identitù. 

Symétrie par rapport à. un eoint O. C'est,· par définition, la transformation 0- qui 

laisse fixe O et qui, à chaque ~oint M 1 0 associe l'unique point M1 de la droite 

MO tel que d(O, M') = d(O, M), cl 1 t M. 
·,:· 

Proposi tJ on. La ~ymétriè (j' p-r rapport à O appartient au groupe G. 

Démonstration. Choisissons un point AI O, et soit A' son symétrique 

· 6"(A). Soit 'C € G tel que 

-c(O)='O, ·,e(A)=A' 

[ 't existe, puisque d( O, A) d ( O, A')] ; -c n'est pas 1 1 identité; donè n • a pas 

<l'autre roint ti.~e que O, puisque ,c € G. 

Evidemment 't: transforme la droite. · OJ., dans la droite 
c'est-à-dire transforme 

la droite AA I en elle-mêr.1e. Le P'·J.· nt ,.. (A•) t · 
v ~. es sur cette droite, sa distance h 

0 est égale à 

Il s'ensuit que 

d(O, A')= d(O, A), donc 

2 
't. laisse fixes A. et A' 

't (A') == A (puisque 't(A') 1-A'). 

, donc 2 

M lll'l point quelëonque f O; soit M' z-C.(M). On a 
t - ident,i té.·· Soit maintenant 

·IC '(lt•) = M puitrquè . 

• 
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'C 2 = identité ; donc ,e laisse fixe le milieu du segment [H, M'~• et par suite co 

Donc M'. est le symétrique O" (H) ' et dor 

milieu est 0 (unique point fixe de 

-c = r:r • Puisque hè 1·1 s'ensuit que -e O par hypot se, 

· Axiome 5. 

<r E O. 

L o• d'isométries, contenant O, et tel que On suppose donnu un groupe 
0 80it 

o•. On suppose en outre: quels que soient les points disti~cts A ,t 
d'indice 2 dans 

t f t . - G' - G ·qui échange A et B. B, il existe une rans orma ~on -~ 

Proposition. La. trans.formation de l'axiome 5 est unique; elle est inv0l•1 1,.~ 

(i.e. a 'C2 = id.) 

Démonstration. Supposons 

Alors 

on a 

"t 1:1 (A) = A et 

't t> 'C 1 0, donc 

qu'on ait 't et 'C 1 

tt-t:
1 

(B) = B ; puisque 

C 1:
1 

= id. 

Ceci est vrai en particulier pour 

't 1 (A) { 'C (A) = D, 
: 

i[: (B - 't"1(B) ::z A. 

't et sont dans 

2 'd 1: = l ' c'est-à-dire 

• 
Alors 1: o 'C 1 :c:: ~d donne -1 't. o 't. 

1 
:;; id, c'est-à-dire 

0' - o, 

-1 "C ;:: 1: • 

Proposition. L'ensemble des points fixes de 1: est une droite Â J c'est l'ense~ble 

des points ,quidistants de A et do B. On l'appelle la m6diatrico du segment [A, B~ • 

Démonstration. (elle est calquée sur une démonstration déjà faite pour le demi-plan de 

:Poincaré). 

't" possède au moins un point fixe : le milieu M du segment [A, BJ Si 't: poeeède 

un autre point fixe, alors tous les points de la droite qui les joint sont fixos (à cause 

de 1 'isomorphisme avec lR); "t ne peut pas en posstder davantage sinon. toua les pointe 

du plan ·seraient fixes, ce qui est absurde, car 'C' € G • - 0 n'est pas 1 1 ide nt ~té. 

Il suffit donc de montrer que M n'est pas- le seul point fixe de ~. 

Supposons que M soit l'unique point fixe de 't • Soit p un point du plan, 

N 
p J M. Alors 'C (P) a:: P' P, et -c(P') = 4t2(P) = P. 

·_p. P' 
Donc 'C échange p et pt~ 't: laisse fixe le milieu 

M ' A de PP' ==)(N = M_) ~- est la symétrie par rappo;rt à M • , 
or on a vu que cette symétrie appartient à o •. On arrive à une r ... 



,r € G' - G par hypothèse. 
On a donc bien démontrtS quo 1•enao:!llJht 

·absurdité, puisque 

des points fixes de 1:' est une droite A • 

Montrons maintenant que A 
est l'ensemble des points ~quidietants do 

Soit P€Â; alors ~(P)=P, d'où 
1 

d(P, A)= d['t(P), -t(A)];:: d(P, B) puisque 

Soit p </.. • Montrons que d(P, A) f. d(P, B) • 

est une isométrie. 

J 

Nous savons que partage le plan en deux régions et que A et 

B ne sont pas dans la mêmo région, car le milieu M de [A, n] ~A• 
p 

P ·t d 1 é 1·on de A· alors le Hegment Supposons que soi ans a r g , 

[P, BJ coupe â en Q, et on a d(Q, A)~ d(Q, B) d'apr•s ce qu'bn 

., 
D'après l'axiome on a 

d(A, P) < d(A, Q) + d{Q, P) , car Q n'est pas sur le segment [A, PJ . 

puisque _ [A_,_~!'J na rencontre pas • Or d(A, Q) = d(B, Q) ; d'où 

d(A, P) d(B, Q) + d{Q, P). 

Mais d(B, Q) + d(Q, P) = d(B, P} puisque Q [P, B]. On a donc d (A, P) d (B ,P) 

C.Q.P.D. 

d(P, A) - d(P, B). 

ct:(P) = P, 

t 
1 

Triangle isoc~le. Un triangle isocèle est un triangle AFB tel que 
p 

Il existe donc un unique I'[: € o• -G tel que 

t(A) = B, 1:(B) = .A.. C'est le -e de l'axiome·5, qui laisse 

fixe P puisque P est équidistant de A 
A "-"'---'--,__.), B 

M 
Proposition. Q4elle que soit la droite 

/r. 
il existe un unique 

•- l 

et B. 

-CEG• -0 qui lais&G 
\';' 2 

fixes le,s points de A • En outre, "C = id• Cet unique ~era appelé lo. 6 1 ·'"hrie 
1 

par rap2ort à la droite A • 
' :. . \ 

Démonstration •. 
/ 

Unie i té : s:upposons que 'C et 1:.1 répondent à la question alors 1:' o 1:1 E Q 

et !_ai_sse fixes les points de d ,,. ,.. · d E t · 1 · - o~ 1 = 1 • n pa~ icu 1er 2 "t = id, et on·· en 

déduit que 



;_'.:,_~--_1. . . · ... · . . I . 
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distincts tels que o E .1 , et soient A, B € · l\ 

milieu du segment [A,· BJ. Soit 
e & G ' - a l I ll !l .\. q '·." 1 fr, (' r: L 

qui 6change A, et B e laisse fixes les points de 

[ ] ·t la svr:'létrie pnr rnppo;:t. nu point diatrice de A, B • Soi cr J··· 

a- e G • .Âlors <:r o f> E G' - G et laisse fixes A 
0 on a 

e lal ·sse fixes tous les points de et B o 
Ll C.Q.F.D 

Remarque: la symétrie par rapport à la droite 
~- est le produit d'une ~ym{trin pnr 

rapport. à la droite /).' (média tri ce de 
r 

o. 

Proposition._ Soit cr E G1 - G si A est fixe par 

est la 
1
symétrie par .rapport à une certaine droite passant par A, 

D6monstratirin. Choisissons un point B tel que (j' ( B) t. ; B 1 / B , ce qui o :i t po s 3 i b li· 

puisque (Ï J identité. On a d(A, B) - d(A, n•). s~it 

la symétrie pnr rapport à la m6dintrice de DB' : -c €. G' - G, 

1: (B) = B' et 't (B') - B. On a alors 't (A) :;: _A1 puisqua 

A est équidistant de B et B' • De plu::. T ô <r € G, 

't' 0 cr(.,) = A' 't 0 a" (~) :::: B > 't. 0 c5 = id. Mais comme 't 
-1 trouve - 'C on 

que _(J' = -e , donc O"" est lu. symJtrie pur rapport à la médin:trice do 

Théorème : Toute isométrie appartient h G' • 

Démonstration. La démonstration est identique à celle déjà faite dans le cns du demi-

plan de P0 incaré 1 on commence par montrer q~e si une isométrie laisse fixes trois points 

A, B, C non alignés, alors cette isométrie est l'identité. Ensuite on démontre facile-

ment le théorème. 

Définition. Soit GA le groupe d'isotropie du point A (sous-groupe formé des ,:r G 

tels que CS (A) = A)• _U~ élément de GA ·s'appelle aussi une rotation autour de A. 

Théorème. Le groupe GA est commutatif. 

,Démonstration: Soit 't' la symétrie par. ~apport à une êlroi te passant par A : 

Alors CS <> t: € G1 G et a- o 'e(A) ·;; A. 

D 1 apr~s une proposition antérieure, cr o est la symétrie par rapport à une certaine 
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. 2 
A E tl. uli'er (- o'C) = id, ou encore 

droite passant par • n par c , v 

-1 
't: cr "C = <J' "· Or 

-1 
'C = 'C • 

est le transformé de 

phisme intérieur défini par 'C • 

Soient alors et (f 2 € GA• . On a 

C.Q.F.D. 

Problème. 

Comment peut-on comparer les rotations autour de A et les rotations autour de B? 

Soit 0( € G tel que ct(A) ::: B : nous savons que ot existe puisque G est trnnaitif. 

A tout cr GA, on associe on obtien\. ainsi un isor.iorphism1'l du 

groupe ~A sur le groupe G8 • 

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pn.s du choix de <X : 

transformation la plus générale de G qui envoie A sur B 

la forme 0( 0- ', où ~• est une rotation autour de A. 

L'isomorphisme devient alors 

car -1 
(T 1 (j (T I = (r puisque est commutatif. 

On retrouve donc bien le même isomorphisme. 

EGALITE de DEUX FIGURES 

rempla.çon:• 0( pa.r la 

c'est une transformation de 

· Nous ne définirons pas la notion de "f1' gure", · l 1 · car 1 y a p wueu.rs cQnc.•eptians possibles 

.- de ce que c'est qu'une figure. Nous verrons des exemples. D'autre part, il a üallX 

sortes d'égalité des "figures" 

- éga._li té suivant G, 

:figure dans la·seconde • 

s'il existe une transformat1.·on de O 1 t f :4u rans orme la premi~re 

. .•• ' ' 
égalité suivant s'il existe une transformation de qui transforme la 

'première figure dans la seconde. 

Voyons d'abord l'exemple des "angles". 



On considère la "figu~e" (AM, AM 1 ) ; Wl8 "figure" r ~fll, H. l 

la donnée d '.une première demi-droite 

demi-droite AM' • Soient (AM, AH') 

telles 'figures". Pnr définition, 

AM et d'une deuxième 

Il est clairique (j est unique puisque GA est simplement transitif dnns l'cnfomble 

Si on se donne trois demi-droites AM, AM', BP , alors il existe une dcmi-droi te 

BP' et une seule d'origine B, telle que 

(BP, BP') (AM, AM'). 

Considérons des angles de .même sommet A 

G ~le 
cr € G qui envoie AM sur AM

1
, envoie AM' sur A}f 1 (AM, AM') c (AM1 , AM~ ) <=>. A 

1 
le cr' e G qui envoie .AM sur AM' envoie AM1 sur A.'1' A ' 1 

'V<t En effet, l'équivalence des deux assertions de droite résultcrdu fait que le groupo GA 
est commutatif. 

A 

Or par hyrothèse 

se prouve de mime. 

M' 
1 

Désignons par 

AP'. On a alors 
(j P' ,P 

On en déduit 

le qui envoie AP sur 

0-M, ,M :.::: trM, M • 
1 ' 1 . 

La réL.iproque 

Si ·à chaque angle (AM, AM') 
on associe l'unique rotation 

(J" M' M qui transforme 
' AM· en AM• , on a donc l'équivalence 

(AM, AM') (AM , AM')~ 
1 1 (j M1 ,M == ~M1 M • 

1 ' 1 
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é Sont ml.·s ai·nsi en correspondance bijective nvcc 
Les classes d'angles gaux 

Si on choisit une fois pour toutes un c8té origine, alors un repürC 

sera défini par la donnée d'une demi-droite .AM' issue de 
pour le groupe 

La composition des éléments de GA se transporte dans l'addition des classes d'ungles, 

et on a la relation de Chasles définie sur ces classes d'angles 

(AM, AM") = (AM, AM') + (AM', AM"). 

On a défini plus haut un isomorphisme canonique entre GA et si 

l'unique a- €. GA qui envoie AM sur .AH' correspond pnr 

cet isomorphisme à l'unique o-
1 

€ GB qui envoie 

Remarque : Etant donnée une demi-droite .AM d I origine A, il existe une wliquo dcr.ii-

droite AM' d'origine A, telle que l'angle (AM, AM') ,soit G- égal à un angle donné. , 

Egalité selon G•. Nous con.sidérons toujours des anglos orientés de demi-droites. On • 

dit que les angles (AM, AM') et sont égaux selon G' , ou G'-égnux, !>'il 

existe un (f € G' qui transforme A en B, la demi-droite AM en la dcmi-droi to 

la demi-droite AM' en la demi-droite On observera quo l'on a 

(AM, AM') ~• (AM', AM) 

(échange des deux côtés d'un angle) ; car si on choisit les points H et M' (sur les 

demi-droites respectives) de façon que 

d(A, M) d(A, M'), 

l'unique 1t' E G' - G qui échange M et M' laisse fixe A d'où la relation(*}. 

Angle non orienté de deux demi-droites de m~me origine. 

Une "figure" est ici un ensemble de deux demi· -dro1.· tes ( t e non plus un couple). 

Proposition. L'égalité de deux angles (non orientés) suivant G est équiv -~ente à l'é-

galité de ces angles suivant G1 • 

Démonstrationo 

1- l'égalité suivant G ==) l'égalité suivant o• , car. G C 0 1 ; 

. 2-

B 

montrons la réciproque 

~Ml 

~-------M' 1 

une transformation 

supposons qu'on u.it fait coïncider les deux angles par. 

de supposons 

tr €. G1 - G. 
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M 

qu , 1- 1 existe une transformation Nous savons 
'C' de o• - O qui transforme JJ·1' da.na 

,AM·. et pi dans AM' ; alors (; o "C E:. G, 

l AM, AM•J = lAl-1', .AM 5 dans i BM1, BMn • 

Donc Ies·deux angles sont égaux suivant G. 

Notations. 

et transforme 

C.Q.F.D. 

·On note 
A. 

HAM';:; H'AM la classe d I équivu.lenc,e de l.'anglo non orienté f AM, AM
1J • 

On note (~') la clnsse 1 suivant G, do l'angle or.ienté (AM, AM')• 

Exemple : . 

' ( B) d(A C} a1· on considore la tranatormation Dans un triangl~ isocèle .ABC, ou d A, = , , 

€ G' - G qui change B et C (et laisse fixe A), on voit qua 
,,....._ ,,,.,....., 

CBA = BCA 
.,-... G /'... 

(BC, B~} - (CB, CA) 

'"' G' /\-~• (BC, BA) (crrj CA) 

Cas d'égalité des trjangles. 

Un triangle est un triplet (A, B, C) (A ~st la premie:a.· "aommet", B le second, 

C le troisième). On supposa A, B, C non alignés. 

Nous couaidérerons 1 1 ,galit6 des triangles suivant G'. Donc deiu triangles (A, B, C) 

et (A', I;\1 , C') sont àwu.- égaux s'il existe cr E. G' tel que cr(A') =A, 

Premier cas d'égalité. Un angle et deux côtés adjacents. Autrement dit 

A:;: A' : d(A, B) = d(A 1 , B•) ,· d(à C) d(A' C'} , A J :::: t 

·entraînent l'égalité du triangle (A, B, C) et du triangle (A', B', c•). 
Démonstration. Si A= A', alors il existe 6" e 0 1 

1
tnA) = A' 

tel que <r(AB) A'B' 
cr(AC) =&A'C' 

0~ vérifie alors aisément que 

des distances pa:r cr. 
c-(B) ::: B' et a-(C) ; C', à cause de la conservation· 



t Autrement dit: 
Un côté et deux o.nglos ndjacen s. 

Deuxième . cas d, 6gal i té• A /'-.. 
/'. C'A'B' CBA;...: C'B'A' 

d(A,B):::d(A 1 ,B 1
); CAB'-

{ABC) et du triangle (.A',B',C'). 
entraînent l'égalité du triangle , , 

Démonstration. Il existe (J € G I to 1 que 
<S(B') =- B ; aloro 

en ln demi-droito AC ou en sa sym6triquo fnr rnpport 

cr-(A')...; A, 

transforme la demi- droite A'C' 
à AB• Quitte à multiplier (J par lo. symétrie 1,nr rnpport à JJl, on pout <1,,nc suppo-

ser que cr (A' C 1 ) = AC. 

On va montrer (J(C') =- C. 

A 

B 

coïncident. 

Nous savona qt!e 

cr{C') ; c, o:,t .Slll" la <lemi-<lroito ,·.c, ,,ton 

,,-.... 
-· ABC. 11 fnut donc J/r.iontrnr que Mi deux. demi-

droite:.: f0nt le rn[:me 11.nglc avec une dorni-droito clonn6e DA, 

et si elles sont d'un ml"iw, côti~ clo BA, u1or5 (•llos 

ci BC 
1 

sont soit confondues 80ient !Jy::1,'.triqucs 

par rap1;ort Ù la demi.-dro i te Ail • Co1;1ml;;l C et c
1 

sont <lu m{•mo côté dû AB, on on 

déduit qne les demi-droites BC
1 

ut BC coYncident, ot par suito quo C c1 • C.Q.F.D. 

Trois1~me cas d'égalité. Trois côtés égnux. D'une fuçon pI'écüc 

C 

B 

d(A,n) :.: d(A 1 ,B') ; d(A,C) = d(A 1 ,C') ; d(D,C) = d(B' ,c•) 

~J 
entraînequeles(angles (A,B,C) et (A',B',C') sont 

égaux. En effet, il existe une wiique transformation () E 0 

C 

B'~ 
A' 

telle que cr(A') .:: A, cr(B') c B ; posons 

Si C - Cl, la démonstration est terminée. 

c• Si C t Cl' alors la syraétrie ,c pnr rapport à AB t5cho.nge 

C et c1 , donc 'C O (j transforme A' en A, B' en B et C' en c. Donc les 

triangles sont égaux. 

R~lat,ion d'ordre dans le8 angles non-orientés de demi-droi1.eH. 

Nous avons vu que l'égalité suivant G est ,quivalente à l'égalit6 suivant G' • 

Soit un angle 
........... 
BAC tel que les demi-droites .AB et AC soient distinctes et non 



A\ 
\ 

B 

\ 
\ 
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i 
symétriques par rappor.t à A ; ce qui signifie que los trois point, 

A, B, C ne sont pas alignés •. Ln. droite dé.finie par los points 

A et B partage le plan en deux régions et la demi-d.roi te AC 

est contenue dans l'une de ces régions : soit 
R , De mêmo la 

C 

demi-droite .AB est contenue dnns l'urto des régions d6finion pnr 

la droite AC, soit ~• 

RC" 8iJ Ost, par définition, .l'angle solide défini pnr l'angle noru orienté de demi-droit, 

/'. BAC. On obtient ainsi une correspondance bijective entre : angles solides de Aommot 

A, e·~ angles non-orientés de demi-droites d'origine A, non opposées ni confonduos. 
/"-,. Soient alors M

1 
A M1 et MAM' deux angles noq orient~s de demi-droites. Si l'nn-

""'""' gle solide associé à M1AM1 est contenu dnns l'angle solide associé à alors 

,,.,-.... 
on a, par définition, M1AM1 

/',.. 
~HAN'. Hontron~ que la relutior/: "il existo dcu..'< ropr6-

sentants dont les angles solides soient tels que l'w1 soit contenu dans l'nutre'', est 

M' 1 
une relation d 1 ord1 _. du.ns l'ensc1:1blo des clntiso.s d'équi-

valence d'angies non orientés. 

1) c'est réflexif : évident i 

--------- Ml 
M 

2) c'est transitif: 6vident; 

3) si l'angle solide M2A1-t2 est contenu dans l'o.nglo A 

solide M AM' 
1 1 ' 

et celui-ci contenu dans MAM', et si G-1• C1,· 2 2 - }W-1, alors 
.,,,-- _.,.-... 
M1 AM1 _= MAM • car si les angles solides et Mt•, dont le premier est con-

tenu dans le second, sopt ig_~ (comme angles), ils sont confondus. 

On a ainsi défini, dans l'enseQblP. des classes d'équivalence d'angles no~•, - orientés, une 

relai;ion a.' ordre ii~clépendante de toute notion de "mesure dei angles 11. 

Propositiono Dans un triangle, ùn angle extér' t t · 1.eur es s r1ctement supérieur à chacun 

des angles intérieurs non adJ·acent (· i.e. non relatifs au même sommet). 

Démonstration. Soit (A B C) , , un triangle. Soit 1~• la demi-droite opposée à la 

demi-dro_i te AB • m t , on rons que 

( 1) 



C 

B 
B' A 

Soit H le milieu de AC, et soit D le symétrique de B pnr rnpport à H. On a 

/' /'-. 
symétrie rapport à H est un élé!Jlent de G. alors CAD = ACB, car la par 

AD est du même côté que H par rapport à lu droite BB', donc du même c6té que c. 
;-.. 

l'angle solide associé à DAC 
/'.. /"'. 

est strictement contenu dans l'nnglc solide nssoci6 h 
/'-

B'AC. On a donc. DAC < B 'AC , et comme DAC= BCA, on obtient (1). 

·Proposition. 

:Pémonstration. 

Dans un triangle (A, B, C) tel que d(A, B) = d(A, C), on a 
/'-
ABC 

l'unique '"t € G 1 
- G qui échange B et C lni.sse fixe A, donc. 

transforme l'angle IBA, BcJ dans l'ungle f cA, cnJ • 
Proposition. Si un angle (A, B, C) e.st tel que d{A, B) > d{A, C), nlors on n. 

.,.........__ /" 
ACB > ABC. 

Démonstration. Soit c1 l'unique point de la demi-droite AB qui vorifie 

d(A, c1) =· d(A, C). 

Puisque d(A, C) < d(.A, B), c1 appartient nu segment [A, B] et est/- D. 

Le triangle ACC
1 est isocblet donc On n 

(regarder les angles solides associ{-s). D1rns 

Donc 

le triangle (B, C, c1), l'angle extdrieur est stricte-
C 

B 

Maintenant, si on suppose 

ment plus grand que l'angle intérieur 

d'où la relation annoncée 

Ciê$>iBCI 

,,,......... 
CB.A. Finn.lemcnt 

/""\. /',.. 
AC~ > ABC , alors d (A, B) et d(A, C) sont différents 

or on ne peut pas avoir d{A,B) < d(A,c) d' · l apres a proposition précédente. 
Conclusion. Les cas s'excluant mutuellement, les é · 

r c1proques sont vraies ; autrement 
dit 



I"-. ./\. 
ACB '> ABC d(A, B) .> d(A, C) 

::: .ABC d(A, _B) d(.A, C) 

Orthogonalité. 
( th onnlcs) en tm point 

On di. t que deux droites sont perpendiculnires ou or og Définition. 
·t ' 11 définissent sont commun si les quatre angles ae demi-droi es que es 

Théorème. Etant donnés une droite 
· t A sur cette droite, il existe mm et un po1n 

droite ,6, et une seule passant par A et orthogonale à â • 

Démonstration. Soient B et B 1 deux points do sym6triqucs pal' rapport à A. 

\ 
\ 

2 1 
----::B-:!---~A--t-,___~B:-. 1--

\ 
\ 
\ 

l 'd' t · de Bll' est l'cnsûrr.blc des Nous savons que a me 1n r1cc 

points fixes de l'unique 'C € G' - G qui échnngc- B et 

lnissc fixes les B'. Soit A' cette mcidintrice i 'C 

points de A' et dchunge les nngles 1 et 2, Ces deux 

angles sont donc égaux, et par conséq ucnt 1 rô po1.à à ln 

question. 

Montrons que L\' est, unique : supposons qu'on a.j.t deux solutions .ô' et A••. Si 

A' -/= ~••, on a nécessairement une inclusion stricte des angles solides n.ssocicis à 

B 1A Â' et B' A ll". Il s'ensuit une inéga.lité .stricte des angles correspondants, et 

par conséquent /l" ne peut pas être orthogonale à. Ll et distincte de D'. 

Remarque. Soit AB une demi-droite. La droite perpendiculaire en A à ln demi-droite 
C 

A 

c• ,, 
A 

M 

AB est formée de deux demi-droites AC et AC'. Les deux 
/'-

angles orientés (AB, AC) et 
_,..,..-...... 

(AB, AC') sont les deux nngles 
.,..--._. 

dont le double est égal à l'angle plat (AB, AB•). 

Problème• Etant donnés une droite A et un point M non sur 

A montrer qu'il existe une droite et une seule orthogonale 

à A et qui passe par M. 

Solution. Supposons le problème résolu; soit ~• une solution 
At coupe Â en A .,'"'\ 

et est orthogonale à A ., en A. Soit 

M' le symétrique de M par rapport à A. /L'unique 



laisse fixes les points de. A donc doit pnsscr pnr le" 

é h M e·t · M' qui c ange . 
Ll. symétrique M' de M par rapport à 

est bien orthogonale à «1 : C I e.'it .1.Ll. 

Réciproquement,·Ia droite qui joint M à M' 

solution du problème. 

Corollaire. Si on considère deux droites J' et 
/). 11 perpendiculaires à uno mêmo 

droite Ll, · alors L:l' et t111 sont parallèles• 

Démonstration. Supposons 
Ll' et A" non confondues, et montrons qu'elles ne se rf•n-• 

contrent pas. Raisonnons par l'absurde : si A' et ,6 Il ont un 1ioi.nt cori::11un 
,, .. , 

/\. ( · ,1 • t "" seruient confondus) clone }1 est dü;tinct de 
n'est pas sur µ sinon L.1 e 

son symétrique M1 par rapport à 
M' est aussi un point corn;i11n È..1 Ll' et t '', 

et par conséquent /:J. • et Â" ont deux point!:i distincts en commun : c 
I 
e.s t n bs u nl ü • 

C.Q.F.D. 

Proposition. Soit A un point, et soit (5 la symétrie pn.r rnpport fi A. Al '; t.r" 

•transforme toute droite L1 en une droi to .6 1 puro.llèlc à f1. 

Démonstration. On va montrer que si A. et Â• se rencontrent, elles sont confondµcs. 

Supposons que 4 et Li' =-= cr ( ~) aient un point commun M. Si M -..:. A, alors Ll 

et ~' coïncident. Si M -/: A, alors M' = <J" (M) est distinct de M et est comï.lun o. 

L\ et A• ; Ll et Â' ont donc deux points distincts communs, et donc 

Proposition. Soit A une droite, et soit P un point non sur A;. alors il existe 

au moins une parallèle à /J. passant par P. 

Démonstration. Soit Q un point de Â et soit A le milieu du segment PQ. Soit 

la symétrie par rapport à A on&. O-(Q) = P, posons ô" (A) - A' ; .;,., pnssc 
1,.• p 

z pa-r P. D'après la proposition précédente, .6.' est paral-

Â 
lèle à A , ce qui prouve bien la proposition. 

Remarque. La proposition ne parle pas de l'unicité d'une telle parallèle. 

Postulat d'Euclide. Uni~ité de ia parall'ele à A .4-1 menée par un point P <--===> la. 

relation de 
0

paralltlisme entre droites est une relation d'équivalence. 



On va pouvoir montrer 1ue rl~trs ~tan Si ~Otis aj3Ütuna oet axiome aux précédents, 

Auparavant,.tirons quelques prerni~r~t tttt~~~ 

~u1nd6i iY ffll~!lt d1tuclide. 

d · t' t po.r d6tin! \!t>h t Uhê 1) Netlé~ ~! ~~fiQn de droite dans le plan : une 1rec ion es , 

el111e 4•~,~iv&l•not de droites suivant la relation de parallélisme. 

3) ,~m~@ ~•• ~Htle1 d'un triangle est un angle plat 

Soit (A, B, C) un triangle, et soit /,.A' il pnrnlltile 
" " '. ':,--.... À ·. à BO menéo pa.r A, On n B + C + A ·,r DI A.A 1 + A' AC + 

+CAB., angle plat. . ,....,.._. 
En oftet I C .a A1.AC (et. syrnôtde pn.r rnpJlort 4·,u miliou 

•• ._. • •• 1 

;Ji·--· •• do [A, cJ) , et B~' 1:.B 'rmrr.~-qlÎe î;uni4uo dvmi-

droite 4'orisint A., qui tnit avoo AS' un n'nglo 6gtll h .. B' ot ei·i du m~mo côt6 de 

· AB quo a, ut ;pno.11Uo h sa (ad.non contrndic,Uon, 1 reg,ud,.r nnglo oxtdnour dtun 

•tri1n1h), , 

: 3) Si on a quatre poinh A,·B; O,·D non n.Ïign,ie et tela que los c8t61·. AD et CD 

,e 1oiont pn.uuuu, aind que _-·.u, et EC, alors les diagonales . AC et · BD SO ·coupent 

o~ le~rrmiiieu J car soit 6 la symdtrio par rnvport 

n. u milieu M de · [A, cJ. cr (A) = c , d trnnstornie 

Al ,n un, pru•A11Uo k AB (dono on Cl>), et \un1tormt 

Al> on une pu&Ubi, k >J> (d.ono ,n DC), d1rno aa t,ru 1-

torm, B ID », ., p&f 1uit1 M Ili 11 milieu 4• en, nJ. C,Q,P,IJ, 

4(A, B) • 4(0, ») d(A, D) • d(B, C) 

!ù •1BCD , .Gè •"Asè • 
(1ropri•t•• 4u para1141oaramme). 

Oone6gu1nce, Si dano un paralUloaramme, un anale ut dr.oit, _alora toua lu autru 
· ·' ; •~nt 4roih ...., on a un rectan11t • 

, , · · Condguenot, 

1 1 •• 
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1 

IM 
On prend deux droites perpendiculaires en un point 0 pris comr:10 

y 

B 
-2C.- - - origine des coordonnées ;- 1mr un· point M du plnn on m<·ne lC's 

0 Aix 

parall~les à ces deux droitos qui les coupent en x et y ; ln 

figure Ox My est un rectangle~ 

' Théor~me fondamental (toujours modulo le postulnt <l'Eucli<lc). 

Le plan est isométrique à IR2 muni de ln. d.istn.nce euclid.lcunc, 

Démonstration. Tout revient à montrer que 2 2 2 ( d ( 0 , M j) - x + y • 

rel a tian de Pythagore entre les c ôt6s d I un trin nR l c> r·ec t.ung l ü. 

IndicRtions pour la d6monstrntion 

Th~or~me de Thalbs 

A 

A= A', 

d(A, B) 
ci1T;ïfiî 

d(A, C) 
JÎA,C') 

0 n d o i t cl on c .-: t. n b li r l n 

- Théorie du triangle rectangle ------------------------·x--- Si deux trinngles rectnn1,Ics ont un o.ngle nigu é~u.l, 

ils sont semblables o 

A'~ 

B~----c 1 

- Conséquence Soit (A, B, C) un triangle rectangle en .A, 

1 

1, 

et soit AH 
dkulaire à. BC. Alors AHB et CAB t son semblables ; on u donc 

d(A.B) _ d(ll,C) 
d ( B ï m · · a L\ , B J 

d(A, B)2 =- d(B, H) .d(il,. Ci ) 
d(A, C}2 --d(C, H,l.d(B, ciJ on ajoute 

membre à membre et il vient 

C.Q.F.D; 

la perpen-



- 293-

GEOMETRIE AFFDIB EH DIHEUSION· n 

or: se place dans l'espace IRn que 1 1 on munit du groupe li.."'léaire-e.!fine : 

c'est le groupe G L A(n, R) formé d~s transformations x - A X+ b , où 

A ( G L(n, (R) et b € Œ{n 

Il contient comme so' .. w-group~ le groupe G L(n, lR) • 

Par définition. mêm8, toute transformation S ( G L A(n, iR) s'écrit soua la forme 

s == T o A , où A E G L(!l, \R) , et où T est une trB.!lslation x - x + b • Une 

t~lle écriture est u.niq-:rn, car T O A= T' 0 A'_-=;} T1
-

10 T = A10 A-
1 

, d'où on 

déduit rr•-1 T = identité ( trar.slation laissant fixe 0) 

Soit b E fRu , o~ notera Tb la tran3lation définie par Tb (x) = x + b 

Ces translations, lorsquP. b pa.rc0urt n/1 , fur-ment un groupe abélien. Mon trona 

qu 1 i.l est di:3ti:n.P1JÔ dar[l G L A(n, n) : soit S € G L A(n, R) et soit Ta une 

i:r aJï :::Ü ::1 li u:· •• S clof i.ni'J pE..r s(x) = A X+ b , et é tlldions -1 s : 

x' :.= A x + b -7 x = A- 1 x 1 - A - 1 b , donc 

S O 'Tl O s-1 (x) b A b ( ) ia ::.: x - + ~a + = x + Aa.:; x + a• = Ta' 't ; 

On a donc 

ce gui prouve ou~ 1~ sous-r;roupe des trans-

CalculoLs (T o A) o (T o B) = T o C 
. a b c 

On sait que A O Tb0 A- 1 ;;;: TA(b) -\ A o T T o A b = A(b) • 

On en déduit 
(Tao A) o (Tbo B) =Tao (A o Tb) o B;;;: Ta o TA(b) o A o B 

= Ta+A(b) o (A o B) 

Donc si on co:.'.1sidère G L A( tR) n, comme l'ensemble des couple3 de la forme 

on a la loi de composition 

on dit qu.e G L A(n, IR) ~st un p:roduit croisé du groupe linéaire :homogène 

par le groupe des tra.'"!slatiœ1s, dans lequel G L{n, 11R) opère par 
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t · ' de la ve'om{trie affine. - L'origine Notio::is ...in r1nsegues tà t:: o E: nt est un point de 

l'espace qui ne · J·oue aucun rôle particulier,_ puisqu_e le groupe G L .!(n, ~) t 1 l 

transitif. 

- Barycentre d I un système fini dP. points Soit un nombre fini d~ pointa 

pour chaque i on se dorJ1e un scalaire ~i C fil , et on suppose que 

L ~-= 1 . 1 
1 

On appelle barycentre des-points x. 
1 

affectés des mas:rns Ài , lo point 

L À.1 Y .1.. q~i eot bien défirü oi l'on considè:re les .x
1 

comme vocteu.r.J. 
i - . 

~'ir1 t:ru1rn qui:, la notion de 1:arycen tre est une notion affine, i.e. : 

:c À. X. ) . l 1 
l. 

P'Our s € G L A (n, eu 
let ).1 = 1 

l. 

11 :;3uff i t ùe le v~rifier quand S eJ t une translation, et quand S ( G L(n, 1,. • ., 

- Cas où S est u:rn translation Tb : 

3 /\.. X. 
J. l > - LÀ. x. i 1 1 

+ b 

LÀ.=, . 1 
l 

- c~rn où S est w1e transformation linéa.:!.f~ l~S:t!:~~~!~ ; !~ à démontror eat 

évidente : elle expritt?ë f:'.~t _J1_p~-~.1~e (h~1~ogène), 

Etant donrt~h' ~~è'l fointa A et B , l 1ensemble det3 bai::i:c,:ntr~g il: fiiftâil!l8 o d~ 

ce~- 1.teu.x poi}lts forn:e le seP'lllent 
. . . -... "' ~· - .... ' 

à coeffic.ients. ~.éels forme la droit,:, affiM définie 
-------- . . .... - . Ji~ 

sont di.st.incts). 
A et B 

Déf:irition -----. .. _ ----
Soit E un sous-c:..r.sem·Li' ,. d . fR. H • i:,.:i 

. "'·~ .,IIrD e e J aH:Jf s 
E e•>!C;sxe {=) /i. É J:l ' E Èi •----~ 1'± .:j. jl 'j ( !] 

... / ... 
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Conséquence : 

Le plus petit eL.semble convexe qui contient. les points x1: • • •: xp \...e 

Conv~xe de ces points) est l'ensemble pelé envelopp~ -
p 

E =fL i=1 
;\,. X. 

J. J. 
::; 

La démonstration est laissée à titre d'exercice. 

Convexe e st l'ensemble des barycentres des points x 1 ' Ainsi l'env~loppe 

2 _ Lorsque L À. :J 1 , la relation ( 1) n' fi plus lieu. 
. J. 

à. ma.ssoa o. 

1 
i 1-1 t ) À ::x: ne cba.nge pas 3 on · -Toutefois, lorsque L- À.= 0 , e v~c eur '---- i i 

i J. i 

fectu~ sur les X. une même t.rar.sla tion T 
J. 

(2) L À. T(x.) ;:: L ;\ . X. J)Our 2_ À. 
1 l. l. J 1 i i i 

La vérification est irumédi.ate : 

L "-· (x. + b) -· L À. X_. + ( I: >..i) b 
J. l. J. J.. i i J. 

..,_ 
À. X. 

i l. J. 

Ainsi, étant donnés des points X. en nombre fini, et des scalaires J. ).
1 

dont la 

somme ~st nulle, on définit L ~-A. comme un vecteur de Rn, ou, ce qui revient 
. 1 1 
J. 

au même, comme un élément du groupe des translations de Rn 

Cas particulier: deux points x et y définissent un vecteur x - y 

vecteur qui définit la translation qui transforme y en x , car 

x-y=b X=Y+b • 
~finition : des points X. 

1 , en nombre fi:ü, sont dits linéairement indéJ,~ü ..mta 
J 

(au sens affina) si la relation r: 
1 

entraîne que tous les À. 
·1 sont nulà." 

Dans le cas contraire, les points 
p 

alors L 
i==1 

À. x. = 0 
J. 1 

et, par exemple; À
1 

/ O , on a 

X. 
1 

{avec ~À.= o) 
l. 

l. 

sont dits linéairement dépendante ai on a 



- 296 -

donc est W1 barycentre de X , • •,. t .:X: 
2_ - p 

, avec des masses µ1 = -

dont la somme est bien égale à 1. Réciproq½cment, si un point x1 

a.lors les points 
sont linéairement d6pen-

ceir!.tre de 

dan te. 

V C rl.P c 3 t une variété ljr,éain~-nff in,.. si et !H! tl~-
ri-fini tion - Un sous-en:::;cmble 

ment si ( .--- ( V X. ( V -:} L ).,, . X. 
1 i 1 ]. 

cbac.t:.!e: fois que } _ À i = 1) i 
.l 

ûU encore! V 
est u11e vll.riété linéa:i.re-uff.inc si et seul1:1:J1.~r1t :.ü tcut b 1ŒJt·~:.L·e dt, 

· t d v • Il su1~1·;t d'exprim('r c~tto condi_ti,:.,:•. poJ.l' les poin t,s de V est un po1:1 c .,_ 

barycentres de _d~ poir.ts. 

fü:ma.rgu1:, 

Si y est une variété lintSairP--aff j_m:, uJ.()r!J V en t convex~ (1!:a·~3 la rédprc 1ue est 

fausse ; par exemple, un DC(n.ent ne <lroi 1.e n' pan Ulm va.rioté li!.éu1re--af f ino). 
Jl Propoiütion -, Pour que V c fi< ~,. it urif~ v1 .. ri,Hé 11.r..éaire-affine, il faut et il 

l'émoustration : cj est tr.ivialement une vuriété linéaire-Ei.ffin"!. Si une variété 

linéaire-affine V n I est pa3 vide, soit a ( V , et soit V1 l' ens"!mble d.fl3 x - a , 

OÙ X E V al.ors si x' € V' et x' € V1 , on a x' + a ( V , x 1 + a ( V 1 2 1 2 ' 
donc t(x 1 +a)+ (1 - t) (x2 + a) E: V , c•e~l,-à--dire t x1+(1 7 t) x2 EV' quel 

que soit t ( IR ; on en déduit que V' est un sous-eE1pace vectori~l. Récip-r .. ;1~rnent, 

tout translaté d'un sous-espace vectoriel est b.ien une variété linéaire-affine. 

Exemples : un point est une variété linéaire-affine ( translaté du sous-espace vecto-

riel de dimension zéro) ; le translaté d'un sou::i-copaca· vectoriel de codimension un 

, s'appelle un hyperpla.l'l affin"'. 

. .. / ... 
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1 d rl..ét~s lin~aires-affin~~ ~rr 
Proposition,. L'intersection d'une famille. que co11que o va t= 

une variété li~éaire-affineo 

C'est ~vident d'aprbs la d6finition (condition du barycentre). 

Si " V. J et si (t E n V.~ soit V! ;::;; vi - e. h 80\.l&-e!pACiJ 

, ). 
l. Remaroue. :t it I i e I f'' \ n t.ran.d!l t6e du SOU!3-tHl!JflC8 vectorid 

vectoriel associé à V. alors V. e ·3 t 
l i €. 1 

]. 
i t l 

la translation T X X + o.. 
par a 

Variété l j_néaire-o.ffine engendr1fo 
soit E 'Q.r un enBemble de points ; l t intere.e 

i 

tion de toutes les variétés linéaires--aff ineo contenar,t E est une varidté J.tnéa lre•atf 1 

(la "plus petite" de celles qui contienn,,nt l::) ; Ofl l '<l.J>POlle Ja varHté li,,,;• ire-affin 

engendrée pr!,!_.~..i.. et on 1..i note V(E) ,. 

Proposition. V(E) se compose de tous les barycentres de sy~t~mos finis de points de f 

(Dlmonstration laiss~e au lectPur}6 

En particulier, si 

t,-+1) 
sont /2oint;; lin1foirement i.ndépn;1.Jü ,• ,, ~&41.l aen11 

•affine), tout point de la vari~tJ lin~uire-offinc qu'ils engendrent s•~crit d
1
uno ~eule --,-----

mani~re sous la forme 
p 

L! 
i:::-0 

Notion de repbre. ___________ :;;::.-::: __ _:_ __ _ 

Î\_ X ). i 
{ Â . -· 1 ) • · 

i 1 

DJfinition: On ~11pelle repère tf'g1·ne (do.ns 0 n) t t ·t d ·4, .1. u\. ou e sui. e e n+1 points 1 i nt:<o. i t'O-.,_.,. ... ___ _ 
ment indépendants (a.u sens affine). 

Si (x ,oo.>p x) est un tel repère, la. vari.(t.é 1· /. · ffi o n u 1n~a1re-a ne engendr6 8 par ces 

points est l'espace 

tème des "· réels J. 

f!)n t out entier; tout point 
I 

{O _-'. i _L lla 1\ , LJ l'\.:::1) 
i .l 

·On les appelle les coordonnées affines du point 

X Il! rnn 
'- 1,.1. e::; t car ai:-t r .i. s é 

X." 
1 

X 

-tels que 

par rapport au rep~re 

1'1ar le sys-

A un r~père ( · ·) x ..9 i x1 , • 0 0 : x . on pe1lt, associer la suit•; (x 
(appele origi.nC du repère) et des vecttrnr.s w x 2• x,-xo,•••t xn-xo) 

formée d. point x 'f Ces o v t t . , . --..;...;..~ 1 xo, • • •, x -x • o . ec eurs son 11nea1rement i:nd13pendants (au ~en~ v~ctoriel) t. 

Réciproquementg la donnée d'un point x-
0 

et d I une bas_·e b ) 1 1 i 00 ~~ 8
0 

de l'espace vecto-



riel mn définit un repère affine& 

(x , x +el , • • •, 
O 0 

X ·+o ) • o •n 
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Repère canonique ~•est celui qui correspond au point X ::;; 0 eth la base ~<lnonique do 
0 

· ( o 1 O O) , ••• en = ( 0, • • • , 0, 1 ) • e :: (1, 0, ••• , 0)) e2 = , , , ••• , 
1 

) 1 , cn 11onique est form6 des trois points n = 2 (plan affine , e repcre u Par exemple, pour 

Propos:t tion. Le gro~ 

(0 1 0) 1 
1----

) {1,0). 1 t t·,rri%itive df~ns l'f·· .emblo G LA ( n, IR !;O~P!,.!:è~r~e~d:..'.1_;:..~ .....:f::..'.n:.:.:r'..L.x n:::.,J~ n..::..:.~.::..l.:.:.:mJ.:p~e:.:.;rn;,:;c-..:.r;..;1 ;;....,~..1,,:----- _____ _ 

des rep~res affines~ 

Démonstration. Il suffit de vérifier qu'il existe Ull uniquo S € GL\(n, a-i) qui trnnt3-

' ( - x) nrbit:i.-aire1.1ent Jonné. forme le rep~re canonique en un rcpere x , :. , ••·, • 
0 l_ 1 • J\ 

Or, si on pose n(x) = Ax + b, 
iransformer la bas~ canonique de 

0n voit que 1 1 on doit avoir 
un Jans ltl buse 

e ; X -x ,···~ e = X - X. 1 1 o n n o 

b = x
0

, et que 

C.Q.F.D. 

A doit 

Définition. Deux "figures!' ;;uui. égides (uu sens affine) s'il oxiste un Se. GLA(n, ~) 

qui trans.' orme l I t 1 n,~ des fig:.1res tL.fü, l •autre. 

Exemple: pour n 2, doux trien 1~les sont toujour9 dgaux (il Huffit ~o compl{tor chaquo 

triangle en un rep~re affine). 

1 GEOMETRIE EUCLIDIENNE en DHŒlJSION n 1 

On considère à nouveau l'espace fin, mais on fait op6rer cette fois le groupe ~es 

transformations : x Ax. + b, où b 6 m.n et A€ O{n) (groupe orthogonal). 

Ces transformations fo~~ent un groupe G1 que l'on appelle le groupe de la géométrie 

euclidienne, G' est un sous-groupe d~ groupe linéaire affine GLA{n, 8) 
G• possède 

un sous--groupe G d'indice 2s à sa-voir 
G = Î x 1---->' Ax+b, b € l,R.n, A S0 ( n) J 

c'-est l'une des deux composantes connexes de G'. 

Les transformations.de G' s'appellent déJ?lacements, celles de G s'appellent ~éelace-
ments directso 
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·Notions de géométrie eucl!~~~~~~• --=======~=----------·-----· 
1-. Un repère euclidien est un r.ll111•L• L,," 1Ô. d'un point de 

mée de IRn. 
est la bnso canonique 

On a encore le repère canonique 

de at 
O 

Le groupe G • opère d, unu mu.ni(>re nimplcme:nt trn.nsi tive dnns l'ensemble des 

repères euclidiens. 
mn 

Un repère euclidien direct est un couple form6 d'un point do ,.._ 
et d'une~ orthonor-

méè directe de tit. Le groupe G opère d'un•J manière aimplt:r:wnt transitive dnna l'onsom-

ble des repères euclidiens directs. 

2- Les notions de la géométrie nffino sont encore vnlo.blos ici, notnrnment celles de 

barycentre, variété lin6•iirL•-affine, E?n!: tHnblo c0nvoxe. 

3- On a la notion de J.?.!:0(~11it ..:,_e1d11ire : un v<Jctuur ~tant défini pnr un couple (x, y) 

de points [un tel couple définit .i.9 Vtlcteur x-y ], on associe à deux V(?ctours (x, y) 

et (x', y') le scalaire 
n C (x. - y.) (x! - y!) no té < x.-y , x 1 --y 1 > • 

i=l 1 l l l 

~n particulier, on a le cnrr~ sc~]Rirc < x-y , x--y > d'un voc tour ; lti racine 

ca1·rée ./ .(.x-y, x-y > s'<1p11ella la distuncn eu<.:l icJi,,nno des doux 1>oi11ts x et 

y, et se note d(x, y). Elle est inv11riunte par le group,.! G' : :ii S € G', on a 

d(S(x) , S(y)) = d(x, y). 

Deux vecteurs (x, y) et (x', y') t d"t t' · son 1 s or nognnaux s1 le produit scalaire 

~x-y, x'-y' > est nul. 

Définitiono Une isométrie est une transformation de l'espE1.ce dans lui-mêrt qui cc,:· •erve 

les distanceso 

Conséquence tout élément de G' est une isomé-trie. 

Th~or~me. Toute isom~trie est un él~ment de G' 0 

Démonstration. Soit une transformation qui conserve les distances, i.e·. 

une isom~trie; posons f(O) = b. L' u.pplica tion g : x f·(x) - b est encore une iso-

m~trie et on n g(O) o: · si on montre que g e:. G • , 1· 1 , · 5 ensuivra que f e a,. 



l· é, r le théorème pour une f telle que On est donc ramen a prouve 
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r(o) = o. 

suffit de prouver: 

Propositiono route isom6trie f gui lni~se fixe l'origine egt un 6l~ment de O(n). 
n · · t de l'espnce et vecteurs de fi• L• origine étant fixe, nous ideI1tif1ons _po1n s Toute 

la question est de démontrer que f est linPnire, car toute transformation linéaire qui 

conserve la distance appar~ient à O(n), par définition. 

1) Soient A, B deu..x points,_ et A' = f(A) , B' = f(h) leurs transformés. On a 

( 1 ) 

car 
2 < OA, OB > -- 2 2 2 d(O, A) + d(O, B) - <l(A, B) 

et le membre de droite est 6gnl 

2 2 
d(O, .~). + d(O, B 1

) - d(A', D')L -- 2<0.:~1 , OB') 

puisque f conserve les di3 tanc(•~, ut trun::;funne O ort O, A on A I et B en B' • 

Ce qui prouve la relation (1). 

2) En particulier, f tr~nsforme les vecteurs d'une base orthonorm6e de Rn en vec-
. n teurs d I une ln1.su orthonormée. .~ Donc l'image de fil par f contient les vecteurs d'une 

base orthonormJeo Il s'ensuit que si un vecteur x est orthogonal h tous les vecteura 

de l'image de f, il est nul. 

3) Soient x et y deux v-ecteurs quelconques. P0 ur montrer que f(x+y) est tSgal h 

f(x) + f(y}~ il suffit (d'après ce qui précéde} de montrer que 

4f(x+y) , f(z) > ;.: <f(x) + f(y) » f ( z)) 

quel que soit le vecteur z. Or le premier membre est éga.l à < x+y, z) < x, , ;·, + (y, z I' 
puisque f conserve le produit scalaire ; le second membre est 6gal à 

<f(x), f(z)) + ,f(y), f(z)) =<.x, z> +~y, z) 

4) On montre enfin que f( À x) = "f(x) pour tout "- 1n .i... nu ... 
A "" ._ ,u,, en prouva.th ':11>.~ 

C.Q.P.lh 

<.f( Â x~, f(z) > ·<.).. f(x), f{z) ::> 
qu~l que soit le vecteur z. Le lecteur ach~vera la ddmonstration. 
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Cas de ]a dimension 2. 

1- 1 Orl 'nnt,6 de deux dPmi-droites. Ange ..,. 

Soient D et D' deux de1111-droites d'origine 
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o. Soit 6(D, D') l 'wliqua 

e E S0(2) qui transforme D en D'. Et soit la classe d',quival~nce du 

couple (D, D') modulo la rt.'lutio11 d'équivalencf.l définie pùr 
.............. 

(\D, D1 ) 

S0(2). 

· · i>Iantt ; cela rt5bulte du fait quo le groupo [cf axl . 0. ,,1,,tique dt: l • ,,éuml' t r l ,, • ,,u 

commutatif_ • .;, ·] c-1· 011 t'.cr,·t 11ddtt1vl-'ment le groupe abulien S0(2), 

8\D, lJ 1 =- U(D, D') + &(D', D11 ) • 

dJl) 
2- Angle orient;•(t}t'.•ux cln11 t1•s 

on a 

S0(2) 

Cousi<le1 on.;; un ,:oup ,. t ,. 1 roi es u, u , "' j ! ! · t A 1\1 j)'L"&unt pur O. La droi ttt LJ. d 1 , .l l t 

Po111· tj li' lHlt• rot;it.1on (X € S0(2) tn1risform1-J .'1 t, ur L\• > Li fu \1 t et 
D 

il sufftt C( trnn.sforme D en D' Oll n,. Lt, '. •1u1•l e (A, 4., 
<jl!(' 

0(D, D'} 6 (Dt' Dl) 

et G(DJ n;) = G (D
1

, li'). 

Chacun d 'eLJx est la ·•som,ne" de l'autre et de l 1nngl .. plt\t -t1u:l\tq11u ~l<lmcnt 

tel q ua 2 w :; 0 , w/ o ; 
W S0(2) 

( 4, Ll') définit un élément bien d••tern,iné du 1:roupe q uc,l-lo,t SU 12) / :r
2

, en notant 

w est la sy111étr.ie par rapport à o;. Don,: le couple 

r2 le groupe à deux éléments rormé de 1' identité et de l" syi:1é trio par rarror1 0. 

Ce groupe quotient s'appelle le groupe des 1111g I es orientés c!e d r., i tes. 

On va voir que ce groupe est lui-même Üumorphe à Sü( 2). Bn el fe1', détinissona un· 
homomorphisme 

Cf so ( 2) so ( 2) 
pnr Cf ( O(') ::.-. 2 (X 

homomorphisme est ~•r,j"t!IE, car tnut angle orienté de demi-•droites peut être divisé l"'r 

( 'f assol"i e i., cbuquu angle son double, en note..tion a~di ti ve), Cet 
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2 (il y a deux bissectric,~n cl'u.,1 1:nr.;lo t1."• demi-droites : co sont .J::,1,;:; 

/) demi-droites opposées). 

~?, groupe AJ2 ( formé des (..v 

i s o mo r phi s m c 

Donc indu1. un 

soc~) • 

Interpréta tfon gc<om~tr 1 que de cet üomorph ürn,~ ( voir fi ,r~ure) : tout o d. ro itc A}1 prl :rnnn t 

pur A on associe ln d0.mi-dr0it·:> œ-I pns:rnnt pnr O; d'où w,a cor-

rcspontlancù bijoctive eutrr: les fl!1ftl.:.•H de droite;; ot lt>:s nnglt·i~ d,t 

demi-d.roitos. C'est lu cL::. ... iique corr.:~,poridlluco entre "unglo î.llacrit" 

et "nngle au centre". 

los rdlc•s dos do:ni-

c ~, t c a r P. , · t ,,. r i .-1 6 pu r son 

et 

Cas de Ir. dimc:.-nsir-n n ::_: J. 

Soient OA et Oil deux demi-dro i te!j dan!:i l'es l)fLC fl ut 

directs do l'espace un1binnt. ,r;uii 

-~ -) 
Hob 

ït1 X rt1 

(n )) " 

hU 

A ...:. 

L'nnr,lo 

ü ) ' n 

caractérise la classe d'6quivnlonce de 
(OA, OB) moàulo le groupe dos déplacements directs, 



1 
TI ,r1:1 RIŒLLE 1 GEOMETRIE PROJEC '~ 

D6finition de l'espace projectif P
0

(B) = P
0

• 

1_ Du point de vue ensembliste : 

On considère l'espace numérique privé de l'origine {ol • Un point de ce1 

espace est caractérisé par un (n+l)-upla (x
0

, x1,•••• xn) où les xi ne sont paa 

tous nuls. On identifie deux points homothétiques X et 

encore deux points alignés avec O. Deux pointa aont donc 4quiv 

lents s'ils définissent le m6me sous-espace vectoriel dt dimen»i 

1 1 les classes d'équivalence sont en correspondan.~e bijectiv, • 

les sous-espaces vectoriels do dimen~ion 1 de l'~~l~ ,, 

Notons v\, cotte relation d'équivalence dans m - 0 ~1 {J on pose 

P0 (1R) :: e0
~

1_ - { oj/~ 
'4 

P i. G1n+1 -{oj -~.: P n (fi) 

. n+l 
droites de R passant par O. Soit 

l'application canonique de Rn+l - {o} sur son quotient. Bi 

définit ce qu'on appelle un 
srstème do coordonnées homog~nes du point 

J ) • 

Remarque. La. ~eiation d'équivalence 
) { 

u E P (R). n 

éfi . d l[)n+1 - {oJ • est celle d .nie, ans • par 
· groupe des·homothéties de rapport 0 

phe 4u groupe multiplicatif IR*= IR - {oJ • 
ce groupe opère dana e0 +1 - {o) et eat iaomo 

2- Du point de-vu~ topolo8igue. 

T t • é • mn+1 f oJ t • 1 
esp~cè num nque "• - 1 es muni de a topologie hab:L tuelle. î>\, l ir

4 
uo 

un ensemble U CP est ouvert si 
' _n 

Pn = Pn(m) de la topologie guotieht I par d,tinit; 

1 • 

Rappelons la propriété caractéristique de la topologie quotient I pour qu'une applicatic 

p-l (U) C IR.
11

+I - { o] est un ouvert de Rn+t - 1 oj , 

' t I P X (où X est un espace topologique quelconque) aoit continut.
1 

il faut et j n t . ,\ l n+l • 
suffit que f o p R - lo} X soit continue •. 
Proposition. Soit A +1 ... 

un ouvert de IR0 
- \ oJ • Soit V 

. 
' \ 

la réunion des classes d'équivalence qui rencontrent A, Alora V est ouvert, 
le ea tur.S de c'eat-à.-di 
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·[conséquence t p{A) est un ouvert p 

une application ouverte] 0 

Démonstration° Pr enant avec chaque point tous les Lomoth~ti-On sature un ensemble en 

ques. Le saturé de A est donc i\ Ao Or si A est ouvert, 
A(~,* 

ouvert .1.~ar un hom,omorphisrne ; par conadquent ouvert, car c'est le transformé d'un 

· t ' t bien un ouvert. est une rc~union d 'ouver s : c es 

Exemples d'espaces projectifs : P e~t un point 
0 

est 

V 

p est homéomorphe au cercle 
1 s' ( on 1 e .. , erra pl u ., 

loin). 

RemA.rque. Soit U w1 ouvert de p • 
n V- - P-1 (U) Alcrs n+1 { l est un ouvert de fft - OJ • 

On peut considérer le qil,tlent V/ /èy, où 5?., y e.st la relation d' :•c1ui\, 1 L foi te 

5l V V/ fjl s' identifie, du point de vue ensembliste, à u. par sur ; 
V 

Sur u il y a donc d~ux toE0logies 

{ 1) la topologie induite par celle do p 
n 

(2) la topologie quotient do V/ §l._ . 
V 

En fait, ces topolügies sont les mêmes en effet, soit u• C U diro que U' est 
ouvert signifie : 

- dans le cas ( 1 ) , que P-1(U') est ouvert da.na mn+1 -l oJ : 
- da.ns le cas (2), que p-1(U') est w1 ouvert de V ; mais V étant un ouvert de 

ll!n+l -{oJ , cela équivaut à dire que p- 1(U•) est ouvert d&ns IRn+I - {oJ, 
DUinition. Soit Vi C Rn+l - loJ l'ensemble défini par: (x

0
, x

1
., •• , x

0

)..;, v
1 X, 1-0. 

1 C'est un ouvert, puisque X. 
1 est une fonction continue. 

ouverts. De plus les 

x E V. • On note 
.l 

V. sont saturés, car si x. C:: V. et ;\ -i a, 1 ---- l 

'-1 U. = p(V.) : c'est un ouvert car p (U.) V 

On a n+1 tels. 

alors 

est ouvert. 1 l · l. i 

Ui est l'ensemble des points tels que la i-ième ooordonoé" d'un système de coordonnde& 
homogènes soit / Oo 



Proposition. P est rdunion des U. ou encore a - n i 
n+1 f j C'est ,vident, car si~ (x

0
, ••• , xn) E m - l~ , 

1. ~,5 -

Rn+1 • {oJ eet riunion Je•· v1• 

l'un au moine dee x1 est JO, 
· Proposition. Pour chaque i (0 i n), U aon. il existe un hom~omorcht~me d•. i eur .,. 

Défjnition. Les Ui forment ainsi un recouvrement ouvert de 

recouvrement ouvert canonique de p • 
n 

p . 
n l on 1 •appellt 1• 

Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, i = 0 et détinisaon$ u,foméomorphia~• 

de U 
0 

1) ,f 

n sur R • On sait que · U = V / tR, • 
0 0 

{

f , IRn u\ 
g:U ~m 

0 

es-t. la ccmposée tn° -2:+ V U , 
0 0 

On définit deux appliçt.i.t:lons, cti1., dllUéi.S 

ccmme .suit: 

L'application f est donc l'application qui à tout point (x
1 

~•••, x
0

) E a:t'' ._,:,.aocie 

la classe d'équivaletce de 

nues, dor.c est continue. 

• f est composée de deux application• conti-

· 2) g est d6finia par passage au quotient I consid6rons l'application 
x 1 x 

définie p.ur h(x 0 , x1 , ••• , xn) t,; (x»•••,·xn) (c'est poseiblo puisque 
0 0 

h est conti~ue, ~test constante sur les classes d'équivalenc~, car 

h ( A x , x
1 

, • •• , À x ) o n 
x1 X 

( ~) = x••••t X 
0 0 

n 

X / 0). 
() 

Par passage au quotient, on obtient g U --,. fR qui 
0 est continue, puiaque u 

0 
(avec 

sa topologie) est l'espace quotient de V p 1 l ti d'~ i l 
0 a. are a on uqu va ence induite P6,r 

sur V ·o 
0 

Il res~e à vérifier que go t = id, t t e o i x:; id. 

h( 1, X ) q 
Q 
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1,·.:; 

X 
0 

X 

.2!) --X 

> 
1 • •• )_, ,- -~ 1 CO. '• 

p(xo; x1,·•••t xn) • 
0 ' ! .. 1 i • .. / V J. L 

Ainsi Il { ,esit,, un homtSomorphisme de u 
0 

sur et t en èst l'homéomorphisme ri-

· !''-'" fel"' it de u1tme, pour cl· •~ ..ia U. c1proque. -u .~ 1 

Corollaire. : est une va1-~té t,,p..Jlogique de dimension 
n 

n, 

, à n11
• h · · t poBsède un voisinage ouvert homéomor~1e que dont C ar:!:'.e p~rn 

· t (ou simnlement sou~-va~idtJ projectivr' de On a p pe 1 L, s c, u ,; - ,r ... 1 J.: :-: ' .:l..=i..:;.:u;.....;;:"·..:.'-~--.,..P_r_o.u, l_e_c_1_·v_e .r 

p un sot.:.,•-ens2n11.:. le X de n 
i qui v~rifie la condition: 

n 

•· .Jr- 1(x) uto} a 0 t un sous-espace •·ectoriel de Œ/•1 1 

Ceci sig1.ific; '. que est un sous-e.spa.c:o vectoriel de J>rivé de •·:t?J 
On a, ùo.1C •une corrt:[,iJ-.,f1d.t111et: i 1 1iectiva ent,re les sou.s-variéttts project.iveR de 

et les sous-esp-l.ce.., vect0ri(l 1 , tl 

F n 

Exemples a est la variété linéaire projective qui correspond au sous-es1>uce vecto-

riel réduit à 0 

Un point de 

de dimension 

p 
n est une variété linéaire projective définie par un aous--espace vectoriel 

de Rn+l. 

Une sous-variété projective XC P est dite de dimension p 
n 

est un sous-espace vectoriel (de Fn+l) d~ dimension p+1. Donc 

1 de d~tmension -1, un point est de dimension O. On appelle hypf.,rplan .projectif une 

variété projective de dimension n-1. 

est, 

Remarq.i1e. 

ae Rn+l 

p - u n o est un ense1i1ble fermé 

dont la coordonnée x est nulle ; donc p 
o n 

est l'enbernble des pointa 

U0 est un hyperplan plojectit-J 

on l 'app l le l'hyperplan des "points à l ~infini" de P n: ( son complémentaire, h.lf::.Sc,,.
1
:Jt·phe 

à IDn ,, 1 
11.

11 
, s identifie à 1 1 ouverr, des points "à distance finie"). 
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o. ~•·· · t linéairement indépendan.'t,B·,.h,u .sens la conditioh pour-qu& u ,~••• .u soie~, - tl! 

01 k•- 01·ent ll'néairement indé 11findants (au sens·;.Yt-Cl~~hH• A.\ors elt que x , ••• , x s 
0 xk engendrent un sous:~esnac~ vectoriel· de dirnensio."·· l\tt\ J r,r suit, \a X i • • • , ..-~ 

Q k est de dimension ~. variété 1~ro,jecti ve engendrée-~ u .... , u 

toute ·soùs-variét6 projectivQ de pn• Q~ dimension V• ~st, homéo1~ofJJOe à f • Exercice g, ., 
Théorème o- L' es1Jace projectif p 

n est \m es pa c o c om pn c t ; 

de la sphère 

[ . ~n, La relation antipod1que, sur 

les ensembles de deux point:.; ù iur11Jtrn 1 umen t, o 1,po~ 6a J• 
Démonstration~ 

a) Montrons J 'abord que lu tu1.~:l,>git., dv 

deux points distind a.it do5 ,,,Ü;Ültl.t!e.S 

distincts de p . n Il existe llU liyperplan 

p 
n 

ouvorts di!->joints 

proJectif H tel 

. Soitint ot, y deux po!nt, 

quo X et y ne eoient paa 
•dans H eu effet, X et y provie1U1P-nt de deux vacteur8 t fJt de ,aritl - \oj 

· 1 . t . l ( · l) ,1 .,,,t 1 J. ex1s e un ny1>erp an vt:ctor1n 4e lh no contonnn1 4uc~n 4e 
ces deux vtictours, En effet, par une trnnsformntion linénirp lln t,'1 r.011,i:nc n4 •;tUl. oi, 

a -,. +o •• + a "C. == 0 q.uiin&: c.ontienne n1' (1 0 0) o .,o n '--2 n ,. , ,.,,.,, nl(O, 1, o, ••• , 0) ; iiour 

cela, il fuut et il sUf1f.it 1 que a.
0 

f. 0 et a
1 

/- O. 

Soit donc H· un tel hyperplan projectif , alorti U ·: P ... U t1s~ ui. OU\li:.>rt ))oméo-
n 

h ' 11-n morp e a L, et on a 
étant s~par6~ la topologie du u 

on peut donc trouver deux ouverts u• et 

~ement x et yo U étant un ouvert de p, 
n 

b) Conoidérous l'inclusion 

de 

u• 

où 

u disjoints qui contiennent r13sp~PH• 

et LJ" sont des ouverts~~ n ,·n, 
c.g.-,.JJ, 

d(O, x) ;:: J J 
Soit la relation d'~quivalence ddfinie p 0 ~ leQ h ... .., omo.théties 

et soit 1~ relation induite 84 , 

il est clair que 
est la relation antipodique. 
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1•injection i Sn Rn+1 ·- { 0 J aux quotients, une j~iection induit, par passage 

Le diagramme 

g : . Sn/$ ' (Rn+1 - { oJ) / St - p • n 

suivant est commutatif: 

Sn i 1Rn+1 { oJ 
! .... .. l 4 ' ... f p , .... 

Sn/ /x,• g '~ 
P UR) 

n 

· p et 1· étant continues, f est continua, donc g eat 
Soit f = p o 1 =go q ; 

Or on o.~ continue (d'après la caractérisation de la topologie quotient). 

Lemme 1. Soit g : X.--)> Y une application continue injvctive s i Y e s t s é pn ré , 

alors X est séparé. [n6uonstra.tion exercice laissé au lecteur]. 

Démonstration. lei, on sait que 

est un espace topologique sépnré • 

p 
n 

est séparé ( c f • a ) ) ; · on en con c l .d. 

Or : 

Lemme 2. Si un espace X a lu propri6t6 de llorel-Lcbesgue, alors le quotient X/ fR, 

•de X par une relation d'équivalence a aussi lo. propriété de Dorel-Lebcsguo. 

[Démonstration laissée nu lecteur à titre d'exerci-::eJ. 

hi~ Sn est. un es1ince rom1,t1ct~ <lune o. la. propriété de Borel-Lebesgue • 

D'après le lemme 2g · Sn/~• a uussi cetto propri6té. Comme. Sn/ ~• est aépar6, on 

conclut que Sn/§l• est compuct. 

c) On a l'application continue g ! Sn/~' P elle e.st injecti.ve ; elle ut n 

aussi surjective (car toute classe d'lquivalence de fin+l - toJ ren~ontre la sph~re Sn) 

donc g est bijective. Or on sait qu'une application continue et bijectiv" ! '· 1 espace 

r.ompact, dans un espace s6varé est un homéomorphisme (ca:r 1 • )mage d irecie d'un termtS. est 

un fermé, puisque c'est un com)lact]. 

On conclut donc ici que p 
n est compact, et que 

phisme > ce qui d~montre le théor~me. 

Cas particulier est homéomor.phe à 

g 

où 

p 
n est un homéomor-

s 1 
= l z. E. C : 1 z l 1 J , 

3'2 {+1 j .. ,J • C'est le groupe des angles de droites qui, lui-même,est homéomorphe â 

donc F1(1R) est homdomorphe au cercle· s1 • 
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est homéomorphe à donc à 

Il suffit de composer l'homéomorphisme 
Toute droite ~~jective dans 

Explicitons un homéomorphisme 

81 -~ s1/z qui, à chaque point M de 
1 . S, associe la droite .AM, nvec l'hom6amort 

2 

phisme 

de trouve
r, et qui est finalement celui qui, à chnquo droita du plan po.ssant 

qu'on vient 

par A (où A 
est maintenant pris pour origine), associe le point corrcs11ondant de 

l'espace projectif p
1

• Fina.l.er.1ent 1 1 hornôomorphit;me cher· hû 

associe b chaque point. H du cercle-unit~ de (,:ont.ro 

la direction dü droite AM (éventuellement : lH direction tangente 

réogrllphique ,\ · d 1>
2 t ù" "t !_,Oit .U ln. tiroltù f~' ,.. pH8Sl\ll Jlll[ "' 

perpendiculaire à AO ; ü chaque .M du cercle-unité un nssocic le poi11t 

sur la droite AM (du moins lors<]_ue M /- A), et le 11point l.1 1' infini" de Ll si M ;..; A, 

1 
•On trouvc: ains.i.,w1 lioméomorphi:--me du cercle ~ur Lt droite '1 cornpl<~tée par un point 

à. 1 1 inf inio 

p 
n 

pnr idcntificution de H
11 

avor. 

1 'ouvert U C P , on voit que P est une llcompactificntion" de Un obtenue en ndjoi-
o n n 

gnant à IR.n les points de l'"hyperplan à l.tinfi.ni 11 p -- u 0 

n o 

Considérons le groupe GL(n+1, nt), qui opüre dnns et n.uss1 dnns 

f transforme tout sous•-espnce vectoriel de dimension 1 en un 

sous-espace vectoriel de dimension 1 donc, par passage au quotient, f induit une 

application 

P ; car si 

f Pn Pn qui est continue. D'a:illeu:rs f est un homéomorphisme de 

·-1 g = f » on a go f ~go f identité de P, et ~n 

f o g = f o g identité de Po 
n 

n 

Les f ainsi associées aux f € GL(n+l, fa) forment un groupe d' automorphismês de ~-

pace 1, .. ·0j ectif p . n , on l'appelle le groupe lin6aire projectif, noté GLP(n, IR). 

L1application·qui associe f a' f t h es un or.10morphisme de ,groupes, car g o f g O f, 
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On a ai11U homomorp}'lisme surjectif 
"d t·t~ Cela: signifie quo f tr~na telles que f - l en 1 c• il se compose des f ê GL(ri+t, n) 
de iRn+1 

·forme chkque sous-espace vectoriel de dimension 1 
. lt n+1 ut une bn.He .-do Y'. J . on vt.1 

t est ndiëssairement une homothétie : soit 
dbi~ 6tre de la:for-

que 

me 

que 

;: ••• ...: j\
0

, \!e qui prouve que les 

f est une homothétie de rapport JJ • 

1 d ho mothéties qui a servi à définir la n:-lfitit 1n 
Le noyau cherché est donc e groupe es 

-1(· {groupe mul tiplicn tif). On o. l\ina i uno .~ 
d'équivalence ; il est isomorphe li lR 

exacte! 

On en dédâit que le nombre de pnrambtres dont ddpend une upplicution 

est (n+1) 2 - 1 = n(n+2) ceci sera pr6cisd plus loin. 

• Repères projectifs. 

Définition~ On appelle rep~re projectif danR p 
n 

{ou simplemEJnt. • rrpt-JeJ unu suite 

( .. a a ) de n+2 points . te 1s que n+1 que 1 cono uca d I entre, eux ongon(l re-n .. o, ·1p~••, n+l ., 

P , c'est-à-dire tels que n+1 quelconques d'entre eux ne soient pt1s contonus dnn& 
n 

un hyperplan•. 

Notation 

Exemples 

On désigne par la. suitt} priv<-e du point fl. • 
l 

que deux quelconques d·' entre eux ne soient pas confondus.. Un repère do Pl, e .. t,. Jonc 

une suite de trois points distincts. 

·n - 2: un repère de P2 ·est une suite ( ) l a 
O

, ,. 0 •, a 3 ce quatre pofnts telrs q.ue _trois 

q~-elconque d'entre eux ne soient pas alignés (i.e. : sur une même droite projec1.i,v:e). 

!!R!:!_:~~~~~~~:• Il est. formé de la suite des classes µ'équivalence des vecteurs 

désign_e la ba8e canonique de 11,.n+1J. 
Ce ~obt donc les n+2 p · t d tt t 1 oins a me an es systèmes de coord(/)JJlWïlées homogènes suivants s 

(1, O,Q, 0 » O),· (O, t, O,oo•, O),oo•, (O,o••• O, 1), (l, 1,oa., l).) 
/ 



Par exemple, pour n 1, on trouve 

(1, 0) , (O, l), (1, 1). 

qui sont des systèmes de coordonndes homogvnes pour les points o. œ , 1 de la 

droite projective f 1 (n) (i,e, : R complété, par un point m). 

Théor~me. Le groupe projectif GLP(n, 11) or>ère d'une fnçon s impl emont trnns i t ive duns 

l'ensemble des repères projectifs de 

D6monatration. 11 euftlt de montror 

p • 
n 

si (a '"'•ta 1) o n+ es \. un 1• e JI•-' r o , j J -. le IUW 

Î é: OLP(n~ R) et une uule, telle q,ue t trnn11formo lu repi~ro c-ai1oniquo cl1u1..; r,•:1i.•1 

J'c,ur ula, Plloiêiuons x1 È 11
11

•
1 - f oj lfuna l11 rlauu d • 6qu ivo lone,; do a

1 
O!i i~n-+1). 011'11tu,rdut un,.,, (U,(n+L ULJ tü!h q1''tl o>.i11u ,1,,.-. t1tol1da·,•tt 

i/i 
1 

1 1 

1 

(1) j t ( • i ) ;if\ i • ;i pl1 ur O i 6 n , 

l f(•o +, .. + @,1) 11 "M1 •nH • 

li bu@ fHfit1uü1u@ do 1u11• 1, LB doux•~mo rolnU,1n (0 

·f•ut,i:~=4ir@, @@mpt@ hHü d@ li f}f@.mi~u _ulfit1ijft (O 
1 n . 

~d ~i li 1i Afl~I l6+1 • 
Pui~qu@ (â ,s,s, a ) 

@ fi:t:1 

@fi' d~n@ â pti@fi 
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ët de plus les sont tous 0 1 sinon il y aurait n parmi.les x. qui seraient 
l 

linéairement dépendants, et (a ••• a ) ne serait pas un repère~ 
o' ' n+ 1 . 

On voit maîntenant qu I il est facile de ch6 is ir '\ do façon o. sn ti.s-/\o, • • •, "'n+1 

faire à (2) l t ' ( ,. " " ) est n6ccssniremcnt propo"· .. e sys cme /\
0

, .... '} l\n' "'n+l 1 t 

( U , ••• , U , 1). 
j"O [' Il 

Ceci montre que f existe, et est déterminée hune homothétie prVs. Donc i' cxi~to ot 

est unique. 

Remarque : 

C.Q.P,D. 
t~_,;:ti~) 

le choix du repère canonique met donc en correspo11dn11c~ O'Pn~cr.,blC' de~ rP!i.-

r}iJS projectif, et l 'ensemh)e SOIIS•-,-jncent nu f'I'ûllpe GLP(n, nn. 
res projectifs n uno topolug.1.e nnturelh.• 1 cnr il s'.ic.lcntifie à un so11~,-l~nc.ir•r:1bl(• .11. 

(P (fR))n+2 
n 

(espuce des suites guelcongues de n+2 point5 de p (HJ) • n 

'[Exerc·1·c · nontr r l' d · · t'f ~,>_)n+~i , , . e • 1 e que espace es reperes pruJec- 1 s c~t un 011\·ert de: Cl 

, donc une variété de dir.iension n(11+2).. Ainsi GLP(n-, ni) se trouve mu11i d • uno 1.,ruc: turo 

de variétd t1pologique de dimension n(n+2)J. 

(,) Lr topologje ains:i. définie sur GLP(11, 11>) t l t I · · .. i.~ es u. opo ug1Cl quotient dll 

G L ( n+ 1 , (a) lu* . 

tep(r) 
n p 

n' l'espqr.e 
de t . l on+l s reperes vec or1e s de •~ (l. e d b d 1t)n+l). • • : es~ e u~ • A chaque bnse (x ••••X) 

11 de associons le repère de P0 formée des clnsses d 1 6quivnlcnce 

p(x ), ••• , p(x ), o n 
On obtient ainsi une applica-4- ion cont1· nt1e · " suqective 

n+l f Rep(IR ) 

Montrer que le diagramme suivant est commutatif 

Rep(Rn+1) 

1~ 
GL(n+lj ll) 

Rep(P ). 
n 

+." .+ X ) • n 

où les flèches · t · ver lcales désignent les· b' ijections canoniques, et 0 ~ 

tian t' &--:> f • 

o n 

t est•l'npplica~ 



Proposition. GLP(n, IR) est connexe pour 
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'1 

n pair, et o. deux corni,osantcs connexes lorff-

que n est impair. 

1 ' 1 On peut. se rendre compte d11 ."ait, IJ',r, Démonstration. Regardons d'abord e cas ou n • 

G-LP( 1 , IR) n 'est pas connexe: un repère est une suite de trois points distincts sur le 

cercle ; peut-on faire vaiier (a~, ai, a~) do façon continuo et 

1 f . "d av {n n n ) sans quo les troiH points 8 aire co~nci er ec ~
0

, 1 , ••2 

cessent d 1 6tre distincts à chnque instant? Il O!it intui tir 

(ceci n'est pas encore une d6monstrntion)quc ce n•c~;t pn!i po~!d-

ble si les points des deux repères ne sont pas rencontrés ''dnns le même ordre cirr.Hlo.iro'' 

lorsqu~on pn~court le cercle. 

On va maintenant traiter le problème eu général. Rappelons quo 

GLP(n, IR) Ç:;1 GL(n+t, n)/u* dans GL(n+1, Il), on n le groupe sp6cinl SL( ~+1, at). 

On se paso alors le problème suivant • y-n-t-il un repr~sentunt de chn,pw cl! _;.r::, 

SL(n+î, Al) ? 

Soit Cf' i GL{u+l, m) pur une homothétie de rapport 0 on obtient 

et on se derna,1cie si on peut choisir f\ de façon que <let ,.,.., -- +1 • Or 1· ,. 1\ "" 8 vll COlilJIOSe 

cr avec unu humothétie de rnppo~t À, le d6terr.1innnt est mul 1,iplié pnr 

deux cas à distinguer 

1er cas. n est pnir. Alors n+l est impair, et '\_ n+l 
" peut prendre toute valeur 

réelle/ O. Donc toute classe de GL(n+l, ~) dl l 
Ill mo u o e groupe des homothéties rencon•• 

tre SL(n+l, fil) , et l'application naturelle 

SLln+l, LR) GL(n+l R) / n* GLP(u, R) 

est surjective comme SL(n+l. IR) ne r t l • eucon re e ~-=··s,--groupe m* d "• es homo théiies 
que pour =-" 1, on trouve un j somorphisme 

SL{n+l, IR) ~LP(n, IR). 

Alors~ SL(n+1~ fil) étant connexe. GLP(n, m) , ~• est connexe. 
2i.,me· cas. n est impair. Alors y+l est pn.ir,·don? 

1 

~n+l > O pour tout 



1:1ont les clns~_es des éltfoients de 

deux vnleurs (!_.P11ns~es de Â 

+ G L ( n + 1-. DL J et. 

+ Posons GLP ( n. OtJ 

groupe des h.tt-moiht~t1es de _1·11ppo1·t nuu 1111I,. 

G LP + l n Ut J S L ( n + 1 , at ) / { -+ 1 · 1 } 

[Obst•n·ons qu 1 111w hornoth<~til• dt• rnpport -1 n 1111 d,~t,e1·1111 nant. .- +1] 

G1;P( n I U) 

GLP+(Y\_, no~ SL(n+l. ULj/ l ! 1 j 
nous 11vions dl~.ih ('11 i t ( ettt• oh:--a•rva t 1011 pour n 1 , 

Que s t, ion H d I or , t> 11 t II l, i l i 1_ ,; • 
·--. = = ·.: .. : ; ·- ~-: - . ~-

•espace"? 

e J une bn:-,t• d<.' V 
• Il 

UlJ 1 • 

A 1 ntt 1 

t i O n s i <' t s e u l e Ill l' 11 t. s , l a t r a n s r o r 1: 1 .t t i o 11 1 1 11 , · n i r< • (J" E: G L ( V J < l 11 1 t r n n f' o r nw 1 1 u n c-

bnsos q_,•.t•dcunq.,t~s ch~ ln 1Hl·1t1t' 1'11mille <l0fi11is!-iC>11t u11t.• munw <Hlt>ntnt1011 de V, dc.,ux bn~tlR 

On n nlm,L dc~ux 

or i en t nt i o II s po s s i b 1 es pour w I P s pa ce vt.' t' tu r i td V d (• d i 111e n :, 1 u 11 1 

Si on {onsidère V · !Un 

Pour ortenter at, il suffit de se donner une bn~e orthonormée de n· 
[H • Une hUtre bu:;e 

de IUn dof.1.mt la meme 0r1entuti.on ti 1 et setdemeut .si lu mntr1<·~ qui fuit pa~ser ue 

l 1 une à 1 1 nutre uppartient. h SO(n), c 1 est-ti-di1·e si ~011 déterminnnt est +L 

Considcirons maintennnt le en~ de ln sph~re s0 

\oj ,, S011 ME. Sn. et soit H l'hyperplan' tn,igcnt en M à s". 
On a ulors l 1 espa.ee vectoriel 

l't-t r 0 

V correspondant. qui est, l~ trnnslaté de H passant 
1 

. ' \ 
P~~!l.!. M, c est or 1er:1ier :l ·hyperplnn tangent en. M, ou 

\ 
} 



h 1 l... ou nour cela, on ee doM• 
l t ar O et 01·t ogona u n, , encore orienter l'hyperp an passan P 

untï ba.se orthonormée {e,,•••1 e0 ) de 

une base orthonormée de l'espacé 

V définissent la même orientation au 

(e , ) à la base {e t 
e 1 ' • • •, 8 el' 

0 n 0 

v. Soit. e 
0 

point M si 

e' i pu.r une 
n 

eat 

et 

et seulement si on pasHe de la base 

transformation de détormi.ti..1, t 

M 
n 

Si maintenant a une orientation en t s , définie {HlJ' une base or thc,rwrméo on 

(~M ) t · t t · en M' c s0
" d•'\f 1· n1· e {lllr une base orthlJî1<Jrmé& 0 , e,,•••p en e une or10n a ion . • 

- elles - · 1 d b d ffin+l : \ {OM', e1,,eo, e~), {sont 'bn accord': s1 es eux nscs e 

-4 
( OM e 1 ••• , en) et 1 e, ..... , 

définissent la mSmo orientation de l'espace vectoriel Rn+l. 

e ') n 

de 

Consid,rons enfin l'espace projectif p 
n 

romrne quotient de la bphh·~ po.r la relation 

antipodique. Par définition~ si M (. Sn, une orieutntion de s0 
uu point, t1 d1 finit 

une orientation de P au point de la classe de M; mais on convient qu',we orientation 
Il 

Srt . M de au point ' diamcitralement oppos6 à M défin•t !u môme orientation de p 
n 

(au m8me point de p ) si la symétrie par raJ>j)Or\ à 
(F.ig.2i 

O. transforme l'orientation de n 

en M dans l'orientation de en M')'; celo. sjguifie que 1 'orient.ation de 

M., définie par une base orthonorm6e 

(e := OM~ 
0 

e ) 
n 

de IRn+l 
p et l'orientation de Sn en M'y définie par la base orthonorm6e 

Si 

ori.t~ntn tion de 

( •-e = OM ' , .. e , •• » -•e ) o 1 n 

ddfinissent la m~me orientation de P au point d6fini par la n 
classe d'équivalence antipodique form,e de M et M•. 

P
0 

au point 

sont deux points distincts de p, 
n on dira qu'une 

est en accord aver tme orientation au point 

tsn 
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si les orientations correspondantes de aux points M et d'une port., 

aux points et M' 1 d'autre part, sont tou~os en accord. Ced suppose déjb que 

les. orientations en M et en M' sont en accord, c'est-à-dire que les deux 

et (-e , -e ,•••y -e) 
0 1 n 

n+l Or le d/4t.erm1·nant de la transformation qui , déf inhsenr la même orientation de fR • 

fait passer de l'une à l'autre est . l) n+l l -· dow· n do i t ê t r e .i m PR i r • S I i. 1 e n o 11 t 

ainsi~ on pourra, pour chaque point de p 1 
n choisi.- une ori(•ntntion do frH;on quo t,,utes 

ces orientations soient "en ne cord '' on dira qu'on a ori"nt,5 p 
n ( e t c c ,, 1 (' :d, J> o !! ,; .t b 1 e 

de deux façons). En revnnrh('~ pour n pair;- on ne peut pn~ or-ientur p 
n on. d j_ t 11 ue 

. P ust non--orientahle. n 

On voit que ces phénomerw,8ont en relution aver le fn•t q111• GLP1,11, Dn 
connexe.pour n impair (P ,,_, 1(•I1tabll•), et eonnexe JJûUl' 11 J11\ir 

Il ,p . n non--c-r 1 ont.ablo}. 
Caractérisn. tians d .i. verses dt>~. . -=•..:==-·~:-:.·-==--·---------------•·-·:-· .. ··=-· - - t r 11 IJ:-i t't•11:1a 1 1 ,,11!; li ni:<a i rP~···proJ l·C f:-j\',•:- • 

. . :- -- :. ._ . ..:: -· - .:.. :: . . . ;. . . . 

Soit 0- € GLP(n~ ŒiJ 

il est clair que 

.effet~ (j }>H•VlCllt par pu5.:;;tqy iJll quot1u1t d'une f E GL(11-t-l, UJ 
I 

et f trll!l!>forrr,o 

tout sou.:;-espace vect.ori.el de tl1rnl'•nsiou l\+1 (·Il un espace Vt•t·turiol dt.' dirnen~iou k+1. 

Il est nütu1til ü..J se poser lu question su:i.vuni.e si. un nutc1n,orphisr.1e (! <le p trans-n 
forme toute sous-variété projectl,·e en une sous-•vnriété de mémo d 111,errnion, 1,eut-011 con-

clure que cr€ GLP(n, fR) ? On va voir rnai.ntPtwnt. des rl:Jionse:-; È.J. rettn qu1!stion. 

Lemme 1 o . Soit f une npplica.tio11 dl' 
P dans 1 ·li--rnéme. n f 

bijectivemerit toute droite projective A 
sur une droite projective 

pour tout entier k ( l k f n) et pour toute vnri été l foénire project.1 ve Vk de 
dimension k, f appUque bijectivement Vk 

sur une variété li.néaire projective 
'i v• k de mtme dimension ko En p~rticulier· (pour,}r; n). 9 1· b 

. app 1que ijective~ent P sur 
n lui-mêmeo 

,1 

' ra t i on o 

1 ) 
f est injective. En effet, deux points distincts d,'finissent une droite (projec-

tive i et une seule LI : puisque f applique bijectivement I':. stir une droite 
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. é d deux points sont distincts. par hypoth~se, les transform s es 

2) Faisons une récurrence sur k. Pour k = 1, la propriété à démontrer est vraie 

par hypothèse. Supposons-la vraie pour k-·1 (k 2), et montrons-la rour Soit 

une sous--variété de dimension k1 et soit V k-l une sous-variété de dimen.:1iun k-1 

Nous savons que deux sous-,·ar i.Stt5s de 

dimensions complémentaires dans Vk se coupent 

toujours. 

Donc toute droite de Vk qui pnsso par a COUpû 

V en un pain t et w1 seul. k--1 

Vk est donc réunion de8 droites p118snnt p,. {\ 0 t, 

q u i r encontre 11 t V k- 1 • n r l ' h y p o th ,_. s (\ d o r t' c u r r on 1. , , 

sait que Vk-1 est transformée bijectivement pur f en uno SO\l.S·• Vnri6to v• d 
on 

k-1 
dimension k-1. Soit f(a) - a' ; on (l a• ·$ v• puüqur f .e.st i n,1 • C t_ .1 0. k-1 

· .• Si Ll est une droite de \ qui passe pur o., alors Ll, ::: f ( il j est une droite 

qui passe par a' et rencontre V~_1 • R6ciproquemant toute droite qui pusse pnr a' 

et qui rencontre provient d'une droite passant par et qui rencontre a 

car f applique bijectivement Vk-l sur Vk_ 1 • On en déduit que f(Vkj est la réu-

nion des droites A' passant pur a• et qui rencontrent y, 
k--1 c'est donc la varié-t, linéaire projective V' k engendrée par a• et qui est de dimension 

qui est injective, induit donc une bijection de Vk 

k 

sur 

puis-

v•. k 

Ihrapport. 
C.Q.F.D. 

On a déjà défini (p, · 250) le birapport de 4 pointa distincts de pl (!n , 

qui a un sens même si l'un des z. 
1 

::- ----
est oo • 

Nous sa vans q u 
I 
une . transforma tian homo graphique c,; 0 n 

5 
e rve 1 e birapport 
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Soit maintenant . A une droite de 

quatre points distincts de on veut définir l~· birap1Jor' 

d ~f- . .:J"Cl._;,,I dl~ ces quatre pointso Nous. avons c Lnl l,lW , - .., 

entre les droites proJectives et les sous-~spn~~s vcctoriols 

de dimension- 2 de m0 +1 1 à L1 on associe p-l ( /J.) tJ \ 0 J 
définit un isomorphisme vectoriel de .Sllr 

tient, une biJection w de Il sur P1 (flJ. SJ ori change de base, la. bijüction w 

est remplacée par rJ. oW où Ct' , P
1 

P
1 

est ·une trnns format ion homogrn Jlh i <p10 

(d,duite d'un automorphisme 1Jn6aire de ~
2 

pur ~tssngc uu quotient), 

Par définition, le rnpport anharmcniquc (A 1 , A2 . A3 : A4 J des quatre points de 

!J est égal au l?il:'apport 

1. W (Al ) ; W 1_ A 2 J ; <t> ( A ) J 

des points de P
1 

qui leur correspondent pnr W. Cette définition est j1 . ifu•f' ,): r 

1 e fait que s i on r e ni pl ac-e W pa r ce birapport 

{puisqtie le bir~pport de qun.tre po,nts de P
1 

est invnriunt pnr touto trunt1-

formation homographiq~e a J-

Avant ntnsi défini lC' b. t d t · t -------~...:;._~____::...;;__!:'.lrappor --····----·l'H' (' <jllll f(' p')III s nlign/.s df' p / n nous 

pouvons ~noncer 

Propositiono Soit (j € _ GLP(n, liJ. !'ont quntre point~ nligné.s et 

distinct~ de P, on a 
n 

[En bref" les transformntions linéaires-pr2__.iecti.ves <onsc•rvent le pirapport 

de g ua tre points alignés} 

Dèmonstrationa Soit A la droite projective contenant A A A 1' 2:1 J et 

---1 \ l Vi =-= p ( .ô' j U O ; 

(; provient, pn.r passage aux. quotients. 1 d'un t · 1 au· omorphisma lin6aire f de Rn+~ tel 

que f(VJ -=: V 1 • Choisissons ,.on11;1e plus haut. un .is'Jmorph;sme vedor.i.el 

4 u 1 i nd 11 'j t w, : t!l 1 
--~ P Al "r . -,, 1 > .., .5 '-f o f est un isomorphisme vectoriel. 
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-----------
(.1) -:-; (J)' 0 (; • 

Par définition, on a 
qui induit 

; A) A4) ( W {A1) ; W (A 2) ; w(A 3) o)(A4)) 
(Al ; .. A2 -

A! <,(AJ (i -· 1 ' 2, },. 4)' on a 
si ··-1 1 

(A' A' ·; A' A• ) ( w 1 (A1) • u)' (A') ; (.&)'(A~) ; v)I (A4)) • 
; ' 2 J 

1 2 3 4 

tÙ' 0 (j ' on a W(A.) - tù'(A!), d'où 1' égal;.+,{ l).nroncée 
Puisque u>·= ]. .l 

(Al ; A2 ; A3 ; A4) =(At . A' 
' 2 

. A' , J . A' 
' 4 

) . 

1 D 1 1 
· t1·1· cour>on.o .qw-.tre d:ro1te'$ ('oncourur,tes djsti·1<:te!J 

Exercice • ans e pan proJeC » , 

Â on l'appol'f:l 

. f e birapport 

ordre)o 

des quatrv droites ccncoura..r,tes 

Exercice 2. Soient n
1

, n
2

~ n
3

? n
4 

quu.tre droite~ disti11.ctes passant par l
1
origtno do 

.(1.2 ; elles définissent des dra i tes prajec t l ve» Ô. 1 1 A2 , Ll3 , t\ dans f'/nii 10? . 

étant identifié au complémentaire de la dro1te de l I J°11fini da.1,s P2). Montrer que 

(l:l, ' /J2 ; ./13 est ~gRl aa birapport des quatre 

po.ints de 1>
1

(lR) définis respectivement p~r les sou.s--espuces vectorif.'ls n1 , n2 , n3 , D4 

2 de (R • 

Exercice J .. On a plus haut identifié s1 u P1 (JR). l?ar cAtte identif_ication, on définit 

3 
A 

1 2 . 
Théor~me, 1 ~- 'sott 

le •birapport 

du cercle s1 

da quatre points distincts A A • A t, if'"'·3J 4 

montrer qu'il est cigal birapport 

quatre droites AA1, AA2, AA)1 AA4 
pojnts A11 A

2
, A

3
, A

4
• 

joigPant un point 

des 

aux 

f : P
1 

P1 une application injec.ti ve qui cnnserve lr. birapport 

Je·quatre pointso Alors f E GLP(1~ R)u 

·>1J.rnr.-n.strA.t\OfJlo (f(O) f(oo) f(l)) et ' · · I 1 s un repere pr0Ject1f. l existe donc 

cr(; GLP(1, IR) tel que CT(O) -= f(OJ (ï(co) :.f(oo). 9 
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Alors 

d'autre part 

t,_ #,.A ,· f . 00, t l 1 ,• X ) :. : X On sait :q~a ru ,, 

g 

X ;:. (0 ; Q)_ ;, 

Théorème 2.-.~ Soit .f unen~,pplic.ation injective de 

do11c 

p 
n 

; 00 ; 1 

alignés en points alignés et qui conserve le birapport 

tincts alignfq. Alors f € GLP{n, R). 

de qua.tre points .d 1-9-... ---------··---,----~'"'·- .. --

Démonstration. iP;tJisquo f conserve le lbirapport 

A de p bijectivement sur W1A droite A• do p Nou..s t applique toute droite 
0 n 
• t (cf. 1 ci-dessus) que f est .!!ijt?cti VD, et que t t• t, f t:rans • .savons alors lemme 

forment tout~\var1 u c 'ét 1 11·n 1a1·re proJ·ect1·ve en ,me vari~tt lin6airo projoctivP 

iimension. 

En particulier, f transforme tout repore projectif en un .rop,,. ro p1·oj ec t i L Rd; ir,el o·n s 

qu'un r,tpàre projectif est une sui te de n+.2 points n.
0 

1 n
1

, • • • > '\+ 
1 

tel:. 't
1

•
1

' 11•
1 

r 

'quelconques d-1 entre aux ne soient pas dans un hyperplan. Ou en dtiduit qu~! 

f(a 0 ), f(a 1),.,> ... , f'(a.n+ 1) vérifient o.trnsi la même pro_µrtcitôf et pllr i:-011tléqueut forment 

un repbre proj~ctif de p • 
n 

Soit (J' la trnnsformn.t.ion de GLP(n, fil) qui envoio le ropè!re (n, n1 , ••• , a 
1

) 
o · n+ 

Cl ( n . ) :;: f ( a . ,l pour tout i 
l l 

-1 g :. 0- 0 f laisse fixes les points 

sur 

et transforme cl.es points alignés en points ali.gnés, chaque Vf.lriété l in<ln ire projective 

en une variété !linéaire projective de méme dimension. Do ,pluB, g. conserve le rapport 

anharmonique de fl~tr<> points alignés, On est donc ramené à prouver le tluio rlime ri" Ils 

le cas particulier où t laisse fixes les points.d'un repire projectif, Il suffit alors 

de démontrer 

!_ro_poRitiono Si f p p 
n n 

ripbre projectif, transforme des points alignés en points ullgn~s, et conserve le 
'-, 

est un automorphisme qui J 1Üsse fixes les poi.nts .d I un 

••birapport. <le qun tre poirits alignés d istinct's, f .!'.!t.t l • i dent; t.6. 
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D~monstration. Elle se fait par r6currence sur ·n : c'est vrai pour n - 1, en vertu 

1 Prop osition soit vrnie pour Supposons que a n-1 (n 2), et montrons 
du théorème 1. 

la pour no 

Notation Soit, pour 

l, 
I o 

I ./ 
// 

a 
0 

D 

H0 YJ)CTJ)lnn. J>roJ·cctif engondré J>nr les O f i n, (l ' h, 

points du repère sauf' n. 
1 

Ino, 
...... 

nn J H. a 1 , •. • , n. j i ••• , 
l 

Exemple (n ·. 2) 

H -:: droite nl n2 0 

Hl - dro j te n ll2 0 

dro.i te 

n+1 

.,,,-:1 an+l 
H. a une structure d'espace projectif de dimen!-iion 

l 
ll·-1 .J r(lf.) 

l 
est do11(' un hy('crplnn 

H ! :. { f t n ) v ••• , f~ ) , ••• , f ( n ) 1 
l O · 1 Il 

011 n li! - JI. 
1 \ 

pui.squP f 1 n i !; !; <' l l• ~· , tu i II t s d u 

repère projectif. Montrons que ln rüst.rictïon de f !l li. !?..:!.!. l'itlcntiU; 
l 

il suffit de montrer que f lu.i.sse fix1?s les points d'un rcp, .. rc J>A"UJect1f dnns li . ' L 

d'appliquer l'hypothi.•se de r{.currcnce. Etudions par exPmpl c le eus de H ' 0 
ce qu ,. 

n'enlève rien à ln généra 1 i té • d1111s Il ]es points ol~n2,··•, a su11t fjXt.'S pllr , . 
soit b le point de H0 

0 
ln d ra J t û 

n ren(·ontre de tlVt•(' 
0 

f 

a a n+l' qui est transformée pnr f en ellt\-mi.•mf-'. Alors f ( b 0) b ru~cc s sui rcmt' nt, 0 0 

car f(b) 
0 

Alors 

appartient à f (H ) - H 
0 0 

et à ln droite 

(t.,o' a1,•••» an) est un repère de H w 
0 

f laisse fixes les points do 

r.e re1)0rea Par l'hyJlOthèse de récurrenc-e, f lnis~;e fiXl.'8 to11s les points de 

H ~=;) fjH = identité. 
0 0 

; 

De m~me, pour tout i tel que O i n, on a f I H. : identitri. Montrons main-
1 

te na.nt que les points qui n 'appartiennent à aucun des H. sont fixes pn r r. c • l' , t 
L 

bien le cas du point u 
n+lY par hypothèse. Soit alors xi a 

T n+l' 
0 i :5_ no 

La droite D joignant X et 

sinon elle serait contenut dans 

f{t.): C. 
l .l 

puisque C. (c H. 
.t l 

a n+l 

H., 
1 

coupe chaque H. 
l 

en un point 

ce qui est absurde puisque 

car H. 
l. 

x f H. 
l 

pour. 

c. 
l et un .seul 1 

On a 



car x' H. • l. 

étant fixes par t,. la droite 

· t i points distincts d'un.a droite Nous savons que si ro s 

D 

D 
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se tranetorme en elle-mOŒ~. 

sont fixes pü~ 

Alors tous les points de D sont tixaa. Il reste conserve le birapport 

à montrer que les points ne sont. pas,.!:2 .. ~.1-.!!. confondus J il en résultera 

· t d D ont f1'xes donc que f(xJ ::::x. que tous les po1n s e s , Or c E li , 
0 0 

c e H il suffit donc de montrer que Ra iaonnurl.l\ t)ti.r .. , n n 

l'absurde~ soient 
n+1 

X , ••• , X E IR o n 

respect.ivement. Alors 

dans les classes d'équivalence de 

est la base d I un l,yperplan 

L'intersection des 

n 
,À. x. € V. 

i:::O l l l 
on a ~i = O. Donc 

V. 
1 

est réd'ujte à { oj • cnr s.i 

n H. =-= • 
. l 
l 

Théorème J. On suppose n 2 2. Soit f une applirntiog injortivo d~ p 
il 

tel que 

C.Q.F.D. 

p 
n 

qui transforme des points alignés en points alignés et des points non nl ig1J,1 :· i.i1 pointe 

non dir.més ; _a.lors f est un automorphisme linéaire- proiectif. 

Démonstrationo Observons d'abord que le théljrème 3 est fnux po11r u c 1 ; on effet, 

dans ce cas» le théorème devient 

"toute application injective de P1 dans P1 est homographiqu~••• ce qui est absurde. 

Nous supposor.s .donc n 2. D•après le théorème 2, il nous suffit do montrer qua t 

conservt~ .l-!:_b_i;i;:appQ:r..:t ... de quatre points distincts aljgnéJ. 

Définit.iono On dit que quatre pofots distincts x 1 x2 , x
3

, x 
4 

sur une droite Ll tor-

ment une division harmonique si et seulement s1· (x· • x • x 
- 1 ' 2 ' J 

On dit alors q~•o et sont conjugués harooniques pnr rapport à et 

(et réciproquement). 

a) Montrons que, sous -les hypothèses de 1 1 énoncé 5 f transt'orme toute di vision har-

~

, 
monique en une division harmonique : si on a trois points istincts l a1 , a2 , a

3 
a ors 

on a une construction géométrique du point a · é h · 
4 , conJugu armon1411e de a

3 
par rapport 

et Soit la droite et soii C t Ll , ce qui est possible 
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puisque n 2. Soit Di ll Wle·droit& quelconquo issue de 

mais distincte.de a), 
A et ne passant pas par c a elh 

coupe.• c.a.1, en, b1_,: ca2 en 

tèr.a: c.o.mfi_l.ati"·' dont les 1:d ingono.les" b1a2 et n1b2 se 

OOUP.al\Ù en1 d.., La dnoi te C'd coupe '1 en le point a4 

che-r-cbé. Les trans f orm6s 
-:--· 

f(n
1

), f(a 2b. f(a 3), sont nl. 1 -

al 
gné s et distinct'i , car t est injective ;; fi(:c,)_; 11'eHt 

é f( ) f(a) 1,ui~nue f tnu1sfc.r.n,1• d~.i pns align avec a 1 1 2 ·, 

points non alignés en points non alignés. 

On l'ait alors la m~mo construction quo précédemment pot,r <·on:;t.r11' re f(n4J • 1,a d.r,o t te 

i'(D) c oupc> f(C') 1'{a
1

J en b' = f I b
1 

J et l'i( ( J: f' f ,, ") 
1- "' 

on b' 
2 = f(h

2
1, On en dédu, t. J'aç, l l'':,ent Il li(' d'· :«. fl,d1 

et par BU i tt• <t,lJ(l IL 1 ·- f(a
4

). 011 Il don· 
4 

( Il 
1 

: n 
2 

; n) : n 
4

) ; : ( f( n 
1 
J ; f ( n 

2
) ; f ( o 1, i f ( u 4 ) ) •= M.. 1; 

b, Montrons 111a i i, tenant que f ('(Jfl .SL' n·e 1 c birapp-o:i;t. 

so, t. A une droite. ~11tttl1 'J compo:-cr t 

avec une trnn.-1form;1 t ion (j E GLI'( 11, UJ , on peut i;upp;,ser 

que f transforme A en elle-même. Il rostu donc à montrer que~• uno trun~formation 

tnJective f : t& --;. A transforme toute d 1.,·ision hnrmonique en_!.!_~~•i:iion hnrmo11.ique, 

f conserve le bi~appo~~ do quatre points distincts de ~, Par un isomor-

phisme de /j avec P 1l (IR), il suffit de faire ln. d~monstrn t ion pour P 
1

, identifié à 

IR complété par un poira.t m • 

Quit-:t,e à compo,ser f avec une homographie~ on peut· suppo~·er que f laisse fixes le~ 

trois points distincts O, oo et 1. 11 s'agit de montrer que f est alors l'ide~\it~, 

sachant que f transforme toute division harmonique en division harmonique. Monttons 

d'abord. que f(2) :: 2. Le conjugué harmonique de oo par rapport à O et 2 est le 

milieu de [o~ 2J soit 1. Don<' le conjugué harmonique de f(oo) par rapport à. f(O). 

--t---+----t------ CX> 
0 1 2 

et f(2) est f(1)p qui est le milieu de 
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[f(O), f(2)]. Or t(1) 1, f(O) =-= 0 =-~ 1 . d (t(O), t(~)] =~ t(2) -est le milieu e "" 7 

·. t à cordonn6es entières sont tixes par On démontre d~ la mGme mani~r~ que tous les po1n s 

t. Le conjugué harmonique de 

1 
2 est fixe par t, ainsi que 

oo par rapport à 0 et 1 est 1 2 • On en ,j' · · î. 

On trou~e ensuite que tous les points 

où p ê "il, sont fixes : ce sont les nombres dyadiques. Pour achever la démonstration, 

il nous suffit de montrer que f conserve l'ordre (i.e. que t est continue) : en 

effet dans ce cas tout point d'un segment dont les extrémités sont fixes pnr t 

transformé par f en un point de ce même segmont, et pur conséquent on voit à la limite 

que f laisse fixes tous les points de 

Soient donc a et b tels que f(n) - a, f(b) 

a< c "'-b ; on veut montrer que a f(c) L... b. 

b, et soit c tel que 

(1) Montrons qu'il existe un couple (x, y) et un seul (à l'ordre pros) qui Hoit à 

la fois conjugué du couple (a, c) et du couple (b, m) ; ln relntion de co, ,1._:,~; .i<,11 

•de (x, y) avec (b, oo) exprime en effet que b est le milieu du segment [x, y], et 
la relation de conjugaison de (x, y) avec (a' c) exprime alors que -2 --bx :: ha.be • 
Le second membre est posit.ifP puisque b--a et c-a ont le même signo donc les pointa 
cherchés X et y sont les deux points dont la distance à b est égal à li;.~ . 
Puisque f transforme toute divizion harmonique en division hnrmoniriue et laisse fixes 

a et b, le couple (f(x), f(y)) est conjugué du couple (a, t(c)) et du couple 

(b, oo) ; d'apr~s ce qu'on vient de voir, ceci implique que b-a et flc) -a ont le 

même signe. 

(2) Echangeons les rôles de a et b dans le raisonnement précéderit, On conclut que 

a-b et f(c) - b ont le même signe. 

De tout cela on conclut 

f ( c) - a .> 0 . et f ( ) b î O C - ....., 1 

c'est-à-dire a< f(c) <. b. 
C.Q.F.D. 

Ceci ach~ve la d,monstration. 
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1 · GEOMETRIE ELLIPTIQUE 

On ~_éj~ 1~. sui_te exacte f 

(_1!) R~ IR) GLP(n, B) ( 1) • 

Nous savons que ~(~t"1 )-; est. un sous-groupe de. GL(n+1, 01) • Nous ~ppellerons 

l'image pa~ 'f· de donc OP(n) C GLP(n1 Œ?) • Le noyau de la rest~iction de 

r J Nous avons donc ln suite exacte ' à O(n+1) est n"':-t'l, O_(n+1) =-= L+1, --1 • 

(t) _,,}-li -t:J:-:·-~-) O(n+1} OP(n) (1), 

et par_ suite 

sr· Le groupe O(n-:t-1). opère dans , • Si {j€ O(n+1), le c.i11grnm:ne suivnnt (1 :.t ru.mutntif t 

n s 
I ,., 

p 
n 

opbre identiquement dun~ .r 
n 

D'où u~e interprétntion de l'action dt~ OPt.n) 

Remarques 

p J, 
fl 

d Sn. cor1std0rJ "CJrïi:ne qu>tJent o 

1 - n·t-1 1. ) -1 • Donc 

SO(n.+1) (::1 O(n+l J/ 1 -1, +1] • 

OP(n) et SO(n+-1) sont it;omorphi:>s, et l'actio11 du Ohn) 

de SO(n+1). 

Supposons .~ .. impa.ir 1 ; soit h. la. mémo homoth6t.io ; alors det h . n+l ( - 1 ) -= ... , • 
OP(n) a alors det~ composantes connexes 

celle qui contient 1'616mont neutre est le 

groupo SO(n+1) /{~l, +1J.,'; on la notera SOP(n}; c'est un sous-groupe ~'ir.dL, 2 
de OP(n). 

Définit.ion. 
On, nppe'lle ar9. de· courbe continue w1e application continue f ; '[{>, 1] Pn 

On ,,peut "relever" f en g contil\ue de deux façons différentes, 

. n 
suivant que l'on part d'un point d~ S ou de son ~ntipodique. 

!.,,., ,deux 1·olèvements g se dédu.isen1, l'un de l 'nutu. !'A.t. le,, iransfor.nw.ti on. antipod ique 
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Si f est de classe (ou seulement de classe 

même de chacun cl.es Q.'JUX relèvom,rnts 
g •. On appellB alors longueur 

la longueur de l'une quelconque des delL~ courbês 

de 111 courbû 

' t 1 . 1- ,· .-',1 g \elles on n. meme u1., ,. 

t 

d 

s'agit de la longueur d'un arc de courbe trac6 sur la sphbre 

de courbe da~3 l'espace 
!nn+1 

euclidien w1. • 
rl 

JO lg' (t} 1 dt 

o~ g' désigpe la d~riv6e de la fonction 

Cetto longueur o~t 

n+1 
g ; I IR , et 

euclidienne d~ vecteur g'{t), 

i:e-tte longueur d, 1 un r.rc dB courbe sti.r 

il s'ensuit quo ln Jonimir d'un a.rc d~ courbe tiur p (.• !I t l 1, '!lt -

. formut:ions de O(r.-:-,). 

~- pnr le groupe O:P(a). 

l.ss segn:snts dP. dr~ i te do J> 
n 

"granci cercle!i est 1 c inters0ction de 
,_.n 
OJ 

0 n+ 1 .. 
• gine dfl u. J • Si A et B sont d1.:ux points di su 11f't::-1 ùe p • n 

les rcl~vements de A dans i.> et b' los rül~vcment~ de 

n 

rlc 

B d1\l\.:S Cl 

sont dtstinct.:,s et lH! sont p11u untipodiqueti, none il~ d6terminent un nrc de gnrnd ,·i•rclo 

b 

1--. .(. Gî o.b de longueur ; ~on i r.n.g~ dans p est un Sêgf.'HHit do droi-

ie joignnn-i A et f\' dune 

,,.,.... 
l'arc n.b, De mt~ma, a et 

minent un arc <le grand cercle 

la 

b' 

n 

longueur C!it lu. l 011gue1Jr 

ne sont pns ant.ipod iqd{!S, 

r"" 
ub' de longueur qj 

l'image dans p 
n e~t 1 1_0.lttre segment, de dro.it~ joignant A 

E ùo 

vt dtSter-

dont 

ot B. 

On voit que 1~ longueur totale de la. droite qui pusse pur A Elt B e':;t t:gale à tIT, 

somme des. longueurs àes deux segments dét,erminés par. o. •~ t b. 

Définition. Et,ant donnés deux points distincts A et B •le p . - , , on appelle distnnce n 
de ces cleux ,.1oints. et on note d· (A, B), 1 1 t·t · l , a p us pc 1 e cles ongueurs des deux 1:1.agments 

de droite joignant A et B. On pose·en outre d(A, A) o. On a toujours 

l 1 6guiit~ n:~tunt atteinte que si b est ~ur la ( ) ... ... n--1 -sphère, intersection de s0 

1 
1 

I 
I 

I 



1 à oa. L'image de cette avec.l'hyperplan orthogona (n-1)-sphère dans p 
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P.st un 
n 

· · t A J ciest le lieu des pointa app ellera l'hyperplan polaire du poln hyperplan, q~•on .!!.Z.-~-~._.;;.;;;...;......_,.__ __ 

M G p tels que d(A, M) = Î• n 

La. distance d(A, B), sur p , 
n 

satisfait à l'inégalité du triangle 

d(A, B) d(A, C) + d(C, B) • 

Cela va résulter immédiatement du 

est l "". borne inférieure des longtrurs des nr('!'I do c-ourbe (dtt Théor~me 1. d(A, B) _ 

classe par morceaux) tracés sur p , 
n d'origine A et d'extr~r:iit6 

inférieure n'est atteinte que pour l'unique segment de droite joignant 

B J cotte borne 

A et B et de 

longueur. d(A, B) (si d(A, B) < Î), resp. que pour chacun des deux segments de droite 

joignant A et B (si d( A, B) =~). 

. l h}· Sn dont P Le théorème 1 résulte à son tour d'un théor~me relatif u a sp ~re. n 

est le quotient. Pour n et b <:. S , non confond us et non ar, ti po<l iri 11 . .!'l, :! o 1 t 
,,,_ 

, d(a, b) la longueur de l'arc de grand cercle ab. 

Théorème 2. Sous les hypothèses précédentes, d(a., b) est la l,orno infl~ri{•11re d~s )on--

gueurs des ores de courbe (de clnsse c1 
11nr morceaux) trac~s sur d 1origi.nP 

a et d'extrémité b , cette borne inférieure n'est atteinte que p<Jur l'arc de grand ,.... 
cercle nb. 

Démonstration du théorème 2. Soit t f(t) un o.rc de courbe de dus.se c1 
par mor-

ceaux (0~ t~ 1, f(O) = o., f(l) = b). Supposous d'abord qu'il soit possible de choi-

sir, sur ~e grand cercle passant par a et b, un point p tel que ni p ni p' 
r--

. (antipode de p) ne soient sur l'arc ab, et tel en outre que, le chemin t f(t) 
p ni par le point p'. 

ne passe pas par le point. J. Tout point m Sn, distinct de p et p', défini,, un 

grand cercle passant par p (et p') 
soit u le point de !'"équateur" E (sphère de 

dimension n-1 , intersection de Sn avec l'hyperplan orthogonal à pp' et passant 

par 0) où le demi grand cercle de diamètre pp' qui contient m coupe E et soit e la mesure en radians (0 < 6 <. Cf{' ) de l'angle (Om, Op). Tout point distinct. m 
de p et p' étant ainsi rep~ré par u et e, on a évidemment . . 



Donc la fonction 

p 

sin ô • 

f(t) définit deux fonctions e(t) et 

par morceaux, telles que 

f(tr =: o; cos e(t) + u(tf sln O(t) • 

La dériv6e f' est donn6e par 
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u( t), 
'I 

C 

-ll Mit= (-Op sin e(t) + u(tJ C0!3 ':,' 

--'-' 
(t)) e•(t) + u'(t; ~iin e(t); 

-> 
les trois vecteurs Op, 

___...), ->- h u ( t ) et u • ( t ) s on t ct E-ux t;:. d t: u..x. o r 1 o-

p' ------.t orthogonnle ; û t 
-:ir u(t>' lui est 

gunaux [car la dérivée u'+tJ d'un vecteur 

-3' 
-), d '5r i vt''.t~ (•:-d nuss i or thogorrn l •.> {_! 

constamment orthogonal à Op sa 
comme u( t) est , 

1 

Op] ; d'où 
6'2 + 

~2 2 _.}2 2 2 0 
1 f' ( t) 1 ( sin e + cos 0) 1111 ; :, 1JI 

') 1~t12 2 
e•"'" + sin e . 

Par suite la longueur de l'nrc de courbe> (.':i t 

j' \/4,2 J1 dt 2 J1 1 . 2 j li 
2 e ,\ t .~ 10; ( t) ! tt'(t) dt 

+ IJ
1 

1 

o· 0 0 

· ~(t} t O O L t J t donc l'érP_ 0 l,1'té ,ie:-.1 :r.er:1url'!i e:drênof ne d1:Jervons que sin v -;= po11r _": , o ... 

peut aYoir lieu que si u' ( t) .. : 0 const11m1nPnt, et e• (t) 0 con~d.amment • Nous 

suppo;::ons, pour fixer les idées, que l'n.uglo e du point n c•st plu!i petit que l'fln-

gle e du point b, de sorte quo Li longueur ùe l'arc 

1 J G'(t) dt. 
0 

11'e~t nutr·e qu(' 

On a ainsi prouvé que la longueur de l'arc de courbe t f(t) est "_?: longueur de 
,. .... 
ab, 1 1 égalité ne pouvant a.voir lieu q u I à deux conditions : 

12/ u(t) est constant, c'est-~-~ire le point f{t) se déplace sur le grand cerclo 

passant par a et L ; 

2Q/ e•(t) 0 pour to~t t, c'est-à-dire l'angle e{t) croît constaament (au sens 

large) depuis la valeur de 6 au·point a jusqu'à la valeur de e au point b. 

Ceci exprime que le chemin de a vers b doit être (au·param~trnge pr~s) l'arc du 

grand cercle d'or.igine a et d'extrémité b~ 
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, 't choi3ir p 
Cette démonstrution_, on a dO supposer qu on pouvu1 

Mais, pour faire 

de la façon dite. 
· t t d l•,vcr cette restricti~n .• Il s•n~it main ennn e , 

Or c'est ccrtnine-

ment possible si le •dinmotro" du chemin f 
est .( Ctf' (le "diam~trc" étant ln borno 

et t
2 

varient inJdpondnmment d~ 0 È.1 1) • 

Cela étant, le chl,,;,.;.,.'n f 
étant donné, on JJuut évidern:nent le 8uhdiviser en un nombre 

.f..!Ei. de chemins dont cha~un a un diamètre < 'if ; soient 

les valeurs de f(t) aux points de subdivision 

t = o, t , ••. , t , t :..,; 1. 
0 1 p-1 p 

D'après ce qui pr~c~de, la longueur totale du chemin f, quand t varie de O h 1, 

est au moins égale à 

• 
l'égalité ne pouvant a.voir lieu que si le chemin est obtenu en pu.rcournnt aucce!i~ 1 ivement 

les arcs de cercle 
..,.- r-- ,.,,---. 
a

0
a

1
, u

1
a 2 , ••• , np_ 1 ap. Il reste nlors à montrer que lù Boi ... :1e dos 

longueurs de ces arcs de grands cercles est l d(a, b), 1'6gnlit6 n~nyunt lieu q11c ai los 

points sont situôs sur et s'y trouvent dnn.:.i cet ordre. Autremont dit. a p-1 
on est ramené à démontrer encore le théorème, mais dnn.s le cns simple où l'arc de courbe 

étudié est une "ligne brisée" formée d'arcs de grands cercles succe.:isifs. Pur r'5curron-

d'étudier le cas de deux arcs de granùs cercles - ,,_ u.c et cb. Dans ce 

cas, il est évident que l'on peut choisir le point p do ln fnçon di-sirée, et ptLr Huite 

la d6monstration du théor~me est uchov6e. 

ETUDE plus PARTICULIERE de la DIMENSION 2 (n ::: 2). 

mura u groupe opPra tnurs On étudie donc la géomét_.1·1.· e du plnn proJ· ect1· f r
2

, · d d, 1 

0P{2) S0(3) ; 

S0(3) opbre sur la s11hère s2 et p r t· t 1 a passnge au quo 1cn pnr a relation antipodique, 

sur P2 • 

Dans ce cas~ l'hyperplan polaire d'un point A e, p
2 

est une droite ("droite po~ 

la ire'=') • Inverse_ ment, toute droite A 'd ô ü posse e un~: l'unique point dont elle est 



1 

1 

. -»11 

la pelaire ;. c'est le poir·i, de dont la d. istanc, ... à chaq!iEt point do est: 6go.h·- · 

à .-2 • 

·Sym6trie par rapport hune droite~ 

·2 p2 d' -1 ~{ }-;de s2 ., soit 1f l': plnn je ce ga;und ceccle. p : S --;. un gr,.n:. ct:i.rr." , 

3 .i • t à H st u11 élc'1r.e11t I"!('. de O._())' o_ pérnnt dan~ Dans fR , la symctrH, pat rappor· e · ...--. 

U induit~ par passage au quotient~ un automorph ism(,> ,S- <.,~ f 2 ), tel qtiO - id~n-

tité. Chaque point de l... C:it f ixo par 0- » qu • on np~>e llc la. sym6trie par rnpport h 

L1 • Cherchons s'il y n un point. A€ P2 ~ A q: A fixe r,1.u o-· , soi~ a é s2 
tel 

que A p(a) ; il f1,.ut et. il nuffi t que Cf(:.i.) soi,- a ou le po.iut 11nti1,odiquo a 1
) 

(X (a) ..,; a 'implique que or e.st /?Ur le grnnd c-erclc C, donc A E'.. 4 

Sl A f.' /J la seule possibilit6 est que 

le diam~tre ort,hq~0nal nu plnn U. On voit qlH~ .A. n 1 p~t 1wtn• 91:c> Jt.~ pole• <lt• ln droite 
\ 

Â. En résumé: ln !;ymt~trie p1u rapport ù A Jnisse fqt~, outre- 1€'.::' points -it• ,1 

le pôle de la dro:r fo ~. 

~-rgue. Si on cornposo CX et la symétrie psu rappo1·t, h O, on obt I ent /J E.. 60( l), 

qu.i n'est autre que la symétrie 1mr rapport au drnmtltr~ nn' ort}ipgonnj nu pl,in If. 

Donc (I' esf aussi. obtenu pnr pnss11ge nu quot.jv11t à purti r C:e fJ ,, 
Exe1 i<:es. 1)-

et 9 se compas~ de- deux droites qu:i fie coupent arthogomdement n.u pôle 'lt.1 ln droite 

ô' € 01'( 2) tels 
que Cf (ùt; ==- .t} est isomor1>he à 0( 2), d • t o , one n es pn:i connex.eo ~rc,,;.!-ur l'jRomorphie. 

l!aJ)pelons qu•une droite ne partage le plan- r d O · 
2 en. eux r g10;_,:,i, 

f .. oient 

n~nt deux Angles sol·des de sommet A on s'en rend compte en reg!:l.rdont C"l qui se JJOSs~ 

sur lu sphère s2 
A provj ent rle deux p(l i ntf: a et a• J1nti, 

po di que ::; , tl et " p t d - 1 ~ 2 rov 1 ennen e deux grands cercles 



a S2 t fuseaux, nui se déduisent g ua r e ~----- ,. 

rapport à o.. Letµi-s. ïmag_es d.ans P 2 

des en question. 
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2 à 2 pnr symétrie par 

sont les angles .soli-

( P ., .sont égnux s ... ill existe une trone-
Deux angles solides dans 2 

( ) q ui a.:,ène le premier ~ur le second• formation de OP(2) SO ) 

C
aractérisé (à "égalité" près) par son cosinus, ou,encore par sa 

Un anglf soli~e e~:t, 

mesure 

droites sécantes 

angles solides ddfinis par doux La somme des mesures des deux 

est évidemment égale à <IT • 

Aires. 
2 l'ni·re d'un ouvurt, ou d'un term0. En pnr-Sur la sphère S, on sait mesurer " 

==:::===-= 

a 

a. t 

à l'aire de u (dans 

, · d' fus"au est é"nl nu double do la mcHuro (on ticulier, l aire un n 

radians) de l'angle (;:I. 

l"hémisphère est 2 <lf} 

que font s~3 côté~ (puiHquo l'airo do 

L u C s2 
Si un ensomblo ouvert ou ferme 

es1 &f)phqtl·è in:jectivement sur un en:scmbl 0 U C. P2 t ,{r 

p: s2 P
2

, on définit 1•~ de U (dnn~ P2 ) corn1.:o égnlo· 

s2 ). Par exemple, l'n.ire d'un nngle 11olide ()St <'t:nlo nu do11blo 

de la mesure de l'angle. 

Triangles dans le plan projectif. 

Soient A, B, C trois points'~on o.lignés. Ils définissent 91111t.re triangles (r~-

gions du plan) : par exemple I choisissqns l'un des deux angles soli1es de somc:i.e t A 

(défini.s par lP.s droite~ .AB et AC), et l'un des, deux angles solidos d(I sonunet B 

(d6finis par les droites BA et BC) ; leur intersection est l'un des ~untre triangles 

en question, elle est contenue automatiquement dans l'un des deux angles :ml ides do som-

met C. Lc.rsqu'on a choisi l'un des quatre triangles, on a du même cou1,, pour cL:iriuo 
. c.i~..J 

cou:ple de i•sommets" (B et C par exemple), ~un des deux segments de droite d I extré-

mit6s B et C [~savoir: celui qµi est dnns l'angle solide de sommet A contenant 

le triangle]. Inversement, le choix' de trois. segments joignant respectivement A, et B) 

.A et C» B et 
) 

C .d6termine un triangle, mais ces trois choix no sont pas arbitraires: 

deux d~entre eux· déterminent le triangle. 
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Si on se représente comme complûiü la "droite de l'intJni", il 

facile de re~résenter les quatre triangle_s : . 

4 

é té 1 2 l 4 S ur la figure. on les a num ro s , , , 

h en reaurdant la s,tuo.tion sur la Hph~r~ On peut ~ussi se représenter les c oses o 

d t 1 Plana se ~ou1,ent deux à deux suivant a.a.•, On a trois grands cercles distincts on es 

JJJ · t · l t-' i uos doux à deux ey1:1<>t I iquea b b, , cc • ; il 8 (' ou pe nt u u 1· la s ph è r e h u 1 t r m. n g e s s p 1 cr q , 

par rapport à 0 

abc' ; ab' c, a b I c •, 

n' b' c', a' b' c, a• b c', a.' b c, 

Il est clair quo lo. réunion do~ quntro premiers tru.n;.;les est 

l'hémisphère situé sur le dovant de la fi.gµre, et limité par 

le grand cercle pasHnnt par b, c, b 1 ot c•, 

Ayant choisi l'un des quatre triangles do sommets A, B, C, nous noterons 

S(A B C) l'aire de ce triangle, et A, B, C les mesures de sos angle~ (on radians). 

Cette notation est ambiguë. En revanche, sur la sphèro~ les notation~ S(n b c), a, 

b, c ne le sont pas~ car le choix des .sommets a, b, c d!Herm.1ne le triungle ~phérique 

(et, du m~me coupi le triangle correspondant dans P2 ). 

Théor~meo Pour tout triangle dans le plan projectif> on a 

S(A B C) = A + B + C .•. ci\. 
(En d'autres termes l'aire du triangle est égale à l 'exrès sur~ de lu. .sor;lin,., dei. 

angles du triangle)• 

Démonstration: Cela. revient à démontrer, sur la sphèr·e 5 et sans amb1 guît.é de noto. tion a 

(1) S(a b c) :::. a + b + c - <U" • 

Or la somme des aires de quatre triangles dont la réun1'on t hé · è es un m1sph re est dvidem-

mont égale à 



C ') + <:i(a.b' c'- + S(a b' c•) = 2~, S(a b c) + S(a b 1 

ou encore, _puisque S(a b' c•) = S(a' 1>. c) . [triangle• aymétriquea par n.pport. è, o] 1 

(2) S(a b c) + S(a b c') + S(a b' c)· + S(a• b c) • 2 <fT • 

D'autre part, le fuseau ddtermin~ par les demi .grands cercles 

ne le. r3lation a 

On a de m~me 

S(a b c) + S(a• b c) = 2a • 

S(a b c) + S(~ b' c) = 2b, 

S(a b c) + S(a b c') = 2e. 
En ajoutant ces trois relations membro à meu,bra, on trouva 

ac a• et ab•• 

(3) 2S(a b c) + S(a b c) +>S(a'b c) + S(a b'c) + S(a b c') 2{d + b + ~), 

ce qui, compte tenu de (2~donne la relation (1) h d6Llontr~r. 
I 

ELEHENTS do GEOHJ;;rRrn .ALGE13!1IQUE. -----=-=-=-=--=--·-------~------------;:..----=---

1- L'espace affine. 

don-

Soit k ua corps commutatif quolconquo (fini ou infini}. On poèe kn k x •.• x k 

(n facteurs) ; Wl point x t; kù cd donc défini par une euite (x
1

, ••• , xn), avec 

x . a k pour 1 i !: n. 
l 

On munit kn dù la structure d'espace vectoriel sur k évidente; 

1
(x1,•••, xn) + (y1,•••, yn) = (x +y,,•••, 

,\(x 1, ••• , xn) == ('6x 1 , ••• ,).xn) pour 

La base canonique de kn est 

X -ty ) ' n n 

1 

e2 = (O, 1~ o, ••• , 0), ••• , e : (0 1 ,,,, O, 1)~ 
, n 

Les automorphismes de l 'espa.ce vectoriel kn formen·t un groupe, not~ OL(n, k) J 

un élément de GL(n, k) est défini par une matrice 

telle que son déterminant det(a .. ) 
lJ soit -~ O. 

Le groupe lin~aire-affine est le groupe des transformations 

avec les 

x Ax + b , où 
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.On peut encore parler de ba.rycentrés (mais pluâ de barycentres de masses podtivu ,)'~ 

'1 · V tel que tout barycentre de points de Une varUté linéaire-affine est un ensem_o e 

aoitdans V une telle variété peut 8tre vide, et si elle n'est pa,s vido 1 .~ '!HS t ) u. 

translatée d'un sous-espace vectoriel. 

· · 1 · t· kn - k d.u type suivant 1 Une forme liné'ai.re-affine est une app ica. ion -,.. 
n 

x ;:; (x 1 , ••• , x ) 8 :\ i xi + r', 
n 1....:1 

avec Ài E k, }J € k. 

Proposition 1. Toute variété linéa.ire-aff ine est 1 'ensemble des zéros communs· à \ane 

famille finie de formes lin~aires-affines. [D~monstration laissée au lecteur]. 

Remarque : Une forme linéaire-affine f n'est aUtre qL'un polynôme du premier d~gr~ 

en les coordonnées x1, ••• , xn du point x ; J)lus exact1~~ént, sa va.leur t(x) en un 

point x n'est autre que la valeur que prend ur~ polynôme 
n 

~)..x.+p. 
i=l l l l 

lorsqu'on substitue nu.x "indéterminées" X. les valeurs x. dos coordonnées d_u point x. 
l l 

2- En géométrie algébrique, on consid~re l'ensemble des z6ros communs hune famille 

finie de polyn8mes de degr6s quelconques (et ~lus nécessairement de polynômes du pre-

mier degré). 

D'une façon plus précise, on va supposer donnés deux corps corr.mutatifs k et c, 
k CO. Considérons l'algèbre des polynômes 

k [X1 , •. •, X.n] 
(polynômes à n indéterminées Xi, à coefficients dans k), 

L'entier n est supposé donné. Soit On 
= Q X•• .x Q 

considéré comme espace vectoriel sur le corps Q • Nous consid6rons l'application 
( 1) 

et à un point x ( ) f ;;: x1, • • •, xn E ' , associe 

valeur du polyn6me au point x. Si on fixe P, ( 1 ) définit l'application partielle 



c • est la. fonc_tion-polyn6me définie par 

'Proposition. 2. 

Ure~ 

Si le corps 

sa valeur est nulle en tout point de 

0 

P. 

est infini, lo. fonction-po~yn6me dUinio par 

qui si le pùl,.. 

( ·· t. ses coefficients sont nuls)• 1.e. ous est identiquement nul 

Démonstration: par récurrence sur le nombre 
n des variables. Pour n ;;.i 1, 

-' d é ne peut pas prendre la va.leur i.oro pour 
qu'un polyn6me P O, de egr P, 

p+1 

va.leurs distinctes de la variable ; donc si 
Q est infini et ai 

'P est idontiquemept nul. 

Si la proposition est vraie pour n - 1 {n 2), soit 
d d-1 

F(X , ••• ,X) = a (X} + a,{x) 1 n o n n 

où a.
1

, •• •, a.d sont des éléments do k(X1 , ••• , Xn_,J Fixons x
1

,, •• , x ~Cl t:t.lor8 n-1 

P(x1, ••• , xn-t' X) 

est un polyn6me en X qui s • annule pou1· toute va.leur donnt5o à X duns 0 

; est identiquement nul, i,e. 

0 pour 

Ceci 6tant vrai quels qua soiont x1 , •.• , xn-l dan~ t~ l'hypothbso de rdcurrence per-

met de conclu~e que a
0

, ••• , ad sont dos polyn8mcs identiquement nul~. Donc P est 

identiquement nul. C.Q.F.D. 

Remarque; On se rappelle que la proposition 2 est un d6faut lorsque g est un corpn 

fini. Par exemple, si 

la valeur zéro pour chaque 

(corps à 2 q :.:.: p ~16rnents}, le polyn6me :x,4 - X 

et pourtant n'est pa~ identiquement nul. 

prend 

Revenons à l'application (1). Si on fixe maintenant le point x (x 1 , ••• , xn) E. 'i.i~ 

et qu'on fait varier P, on obtierit l'autre application partielle 

P(X1,.~., X) 1--~ P(x , ••• , x ). n 1 n 
Utilisant la définition des opérations (addition et multiplication) dans l{X 11 ••• , X

1
J, 

on voit que cette a.pplica tion <r est un homomor1:hisme d • a.nnt~n.ux de plus, si on iden-

tifie k à un sous-am1ettu de k[x1 , •• •, Xn] (le sous--a.nneu.u des polyn8mes de degré 

2:éro), J)rolongè l'application d'injection k---) O. 
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Proposition). Réciproquement, si 

neaux qui prolonge l'injection de 

est un homomorphiBme d'an-

k dans · O, il existe un point 

V P E: irx1,···, xn], on ait un seul, tel que 

'f(P) ;.: P(xl, • • •, xn), 

valeur du polynôme P au point (x 1 , ••• , xn). 

D6monstration. Considérons en particulier les polynômes X1, X2,•••• Xn 

et 

soit 

quel que soit Pu Le poi,, t. 

( ) r 1 pond donc à ln question, et c'est le seul. x 1, ••• , xn c 

A i.nsi on a établi une corre.spondance bijective entre d1 et l'rn~omble des 

phismns { X J Q [1,ar k-homomor1)hisme on entt'11d 11n lwmomorphi~.1'111 d'an,-. l Xl '• • •, n --.:, 

nenux qui prolonge 1 'injection de k dans (JJ. 
)- Zéros d'un polynôme. 

A chaque P € k(x1, ••• , X
11

] nous nstocion~ l'ensemble 

'f ,i ( p) ;... 1 ( X 1 ' • • , X n ) ê ,. n I p ( X 1 , ••• , X n ) . . 0 j 
appel~ la variété du polyn6me P, et nus:ü 

sujet de O. D'après la proposition 2, on n 

Y"(P) si aucune ambiguïtcS n'existu nu 

~,iP) J cl si P n' ost pas idontjque-

ment nul. [On; supposera toujours que le corps t, eBt infini]. 

Exemple Pour n = 1, si P est de degré 2 1, et si O est nlg~br19uement clos, la 

variété ~t(P) n'est pas vide et se compose d'un nombre fini de points. 

Définition. Une k-variété algébdque dans ~f, ou variété algl~brique définie sur k, 

est une i.ntersection 

V= n 
i E. I 

où 

I étant un ensemble lli,!. d'indices. Autrement dit, V est l'ensemble dos zéros com-

muns à une famille finie de polynômes P
1 

~-l{x
1

, ••• , Xn]. 

Pâr exemple, toute variété linOaire-affine de rP est une variété algébrique illi-
nie sur G 

; elle n'est pas toujours définie sur k [aânsi, pour n 2, le soue-

espace vectoriel formé des 2 
(x, y) " Il tels que x - YVi° 0 n'est pas défini sur . ~} 



Autre exemple: pour n 1, une k-variété algébrique est formée d'un nombrc1 l'.l!l!. do 

points, s~uf si c'est Q tout entier. 

ri. et rP sont des k-variétés algébriques• Proposition 4. 'P 
L.' intoraection 1..'. • , ,J. 

k-variétés algébriques est une k-variété algébr iq ~e ; de mt:me pour la réunion• 

est l'ensemble des zéros du polynôme constant dga.l à 
nn 1 J M est 

Démonstration:~ 
S · V et V

2 
deux variétés l'onsernble des zéros du polynômes identiquement nul. 01en· 1 

algébriques 

V = . 1 
n '"1f (P) 

i €.. I O i 
V = 2 n -c,p .. 

• r/Q.) • 
j é. J • J 

Alors y (\ V est l'ensemble des zéros communs aux polyn8mes Pi et Q., 
1 2 J 

una vari~té algébrique. D'autre part, on a 

don•~ t . .!'J t 

V 1 U V 2 = n ~,i ( pi Q j ) ' 
. ( i ,j) € IxJ 

. co.r si 

x (; (\.V,,
0

(P.Q.) est tel que 
1 1 . 

P.(x) /:. 0 
1 

pour tout i t 1, 

j (: J. Ilonc v
1 

U v
2 

est bien une vnriété algébrique. 

one.. Q (x) .. 0 
J 

fü::11'121.:L'.::.~· On verra plus loin que l'intersection d'une famille quelconque {môme intinio) 

Jo :,--vadétôs algébriques est uno k-variété algébrique. Il en résulte quo les k-va.riJ-

-':,:,, , ,;2b,:.i.ques sont los ensemblos fermés d'une certninr• topologie sur rf, a.pr,olée ln 

k i , l i._;io do Zariski. Un ouvert de cette topologie est un onsornble dont le ccmplé-

1a. nt~ire est w1e k~varidté algé~rique. L1adh6rence d'un sous-ensemblp X est la. plus 
1 

petite k-variété algébrique contenant X, à savoir l'intersection <l'e: toutes les k-va.-

riét~s alg,briques contenant X. 

4- ldfol associé à uno k-vuriété. 

Soit V une k-variété algébrique dans Qn. On lui associe l'ensemble 

tous los P €. 1{X 1 , ••• , X
1
J qui s'annulent sur V, c'est-s-dire sati~font à 

P!x1, ..• , x); 0 .pour tout ·n 

Il est immédiat que '"J(V) est un idéal db.1:'anneau 

(x 1 , •• •, x ) ,E;, V. . n 

1 ( V) .le 

Proposition 5. Si V t k "été 1· 'b · - es une -var1 age r1queJl 1 ens6rnble des zéros communs à toua 

les P €: j (V} n'est autre que V. 
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. Pu1'sque V est une Démonstrnt1on. 
k-vnriété algébrique, il exist.,, des 

fini. tels que 
v .: /J 1 Va( P 1) 

P. 
l 

,.,9 -

j (V) n '1.f o( P) C. V' 
p l 1 (V) 

et comme l'in~lu~ion 
les sont dans 11 id6al 

d j (V), on a bien 
inverse résulte de la définition e 

v p {1 (V) -V:P>· 

Exemple si n • 1, et si V/ Q, ün n vu que V est un ensomblo fini 

. J (V) se compose .de tous l,cs polyHômes qui s'annulent aux points do 

. engonc.lro pn.r le polynôme unito.irc P nynnt pour 

[ 
. t d .! ); \ d I s 1{x] t O Il t id é n 1 e .5 t p ri ne irin l l_. Romnrque I on snvn.1 t·ut.l que, 1u • , 

(2) 

V C V' {=-=) 1(Y) J 'J(V') 

V - V ' ,( ='-) j ( V) = j ( V ' ) 

J ( V l UV 2 } -'.·":=> j ( V l) () 1( V 2 ) 

(démonstration laissde nu lecteur). 

5- Strurture des id{>nux de l{x1 , • • ·, Xu} 

E J alort 

c • ut 1 • ldial 

\ 

Théorè!me 1. (Hilbert)- Tout idPnl 1 1{x1 , ... , Xn] ut da type. fini, i.o. o~t on-

sendré par un nombre fini d'(Sl0n1cnts. Cela signifie donc qu'il oxisto dos P1 l 1 en 

nombre fini, tola que tout P ( I suit de la forme 

1 

[Un annoa.u c~mmutatif A tel que tout idéal de A soit do type fini a 'appelle un an-

neau noethdrien. L8 th~orème de Hilbert dit donc que l'anneau dea polynGmcH h n tnd6-

terminées à coetticients dans un corps cornmutat"if est noethérien]. 

On va prouver le théorème 1 1 en démontrant le 

Théorème 2. Si A est Uf anneau commutatif noethérien, l'anneau des polyn6mes 

1 -est noeth,rien, \, 
1 
1. 

. 
En effet, ai le théorème 2 est démontré, on prouve le th~orème 1 par r4currence 

I' 
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sur n: il est vrai pour n = 1, car un corps k est un. anneau noethtfrion ; .. c • L 

est vrai pour. n !"' 1; il est vrai pour .n, car k[X1 • • • Xn-1 Xn] 

à A[~], avec A= k[x1~•••~ Xn_1]. 
Avant de faire la démonstration du théorème 2, nous ~uron~ besoin d'une ~-

gue: soit A un anneau noethérien, et soit { a } ( y € r) une famille1 (}12·elccnquc.: 
y 

d1 é]éments de A. Soit I l'idéal.engendré par les 

comhinaisons linéaires finies des a 
y 

engendré par ™ ™ famille fi!1.!.2. de 

à coefficients dans 

{ a } • y 

A). Al.ors I e.st dé ;lh 

D3rnonstration. I est engendré par une famille finie d1élémenta b1 , ~··1 :it crwcun 

est combinaison lin,aire d'un nombre fini d'éléments a ; il exiEJ -ta dtmù 

finie: r, tels que lea hI 
y . 

aoient dos combinaisons linéaiNo des , a 
y 

y f. r• , Alors tout Alément de I est combinaison linéail·a dos a. l,)Ot t 
y 

Démonstration du théorème 2, Tout P ( A(X] non iden-tiquement nul e' 1,..:r.t. 1, 

P(X) - a y;1 + Q(X), 

r' 

deg Q < n , a /. O , L• élém,4.,t a ( A s'appelle le coefficient dominMt du pol.ynem(1 

P I o • 

Soit alors I un idéal de A[X] J on peut supposer I = { O}, sinon le thé o .... 

rème est démontré • I est alors engend't'é par le seul éHrnen.t O • Considérofü, 

l'idéal· j de A engendr~ par les coeffioiénts dominants des polyntmes non nula 

P € l • Puisque A est nc>etMrien par hypothèse, j est un idéal da ·type fini 

d'après la remarque précédents j est engendré par les coefficients dominants 

'. d*una famille finie da polyn~mea P.l € I J soit a, le coeffic.font dotn:il .. :;nt do 

·' l',e • SQit J 11i<Mal de A(x] engendr.! par les l'l J on a J cl , SQit n, le 

degré da P J , et soit n le plus grand des entie~:-s n J • 

Lemme l • Tout Q. t I ..rult congru (mod. J) .h YI! :p_ol~(n..ema de de~ < n (é·ventuellefnen t 
nul), 

Autrement dit,_ il exista R ( A(x] tel que , 

deg 1l. ( n, Q • R t J .; 

/ 



R appart ien.t. ài_ 1. puisque · .1· C. l. et naturellement, un tel 
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. . Q ê I. et deg: Q· â ni,, il existe- un polyncSme Il suffit de prouver cec~ t si 

tel que 

deg R i.. deg: Q, Q - R e J. 

Or soit: 4 n,. on a a = 

a est dans 1•idéal l~ AloFs 

é î t Q(X) R(X) appartient bien à l'idéal J engendra est un polyn6me. rue degr ,q, e -

par les P·t,. C.Q.F.D. 

Noton.s., pour chaque entier p, N l • ensemble dos polyn6mcS de I dont le Jogro eat 
p 

( p ; c •est évidemment un A-module. Le lemme 1 nous dit, que tout Q f: I est ccngru 

(modulo .J) à Wl élément de N • n Pour prouver le théod.·me 2, il suffit maintenE.nt de • 

montrer qUte N est un A-module de type fini. n 

Plus généra1~ment, montrons que, pour tout p, 

c'est-à-dire 

N est un A-modulo do type fini, p 

Lemme 2. Il existe un nombre fini d'éléments de N tels que tout él6rnent;de N soit 
p p 

une combinaison lin~aire de ces 6léments à coefficients dans A. 

Le lemme 2 so d~montre par récurrence sur p. La rdcurrenco ddmarre avec 

N
0 

::.; { oJ_ . Il suffit de prouver 

Lemme). p 1 -étant donné, il existe dés Rh~ Np en nombre fini) tels que tout 

élément de Np soit somme d'un élément de N}r-1 et d'une combinaison lin6aire des Rh 

(à coefficients dans A). 

Démonstration du lemme) : soit à l'idéal engendré par les coefficients <lv xP-1 dans 

les polynames é N 
p 

des éléments de N, 
p 

R(X) é N , 
p 

on a 

i est de type fini ; soient 

en nombre fîni, tels que les al\ engendrent i. Pour tciut 
R(X) p-1 

= a X + ••• , 

donc R(X) - LJ Il (X) 
h h --h appartient à N 

1 C.Q.F.D. p-
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. du th6orèr.ie 2, et du mémo coup.celle al·nsi achevé la démonstration Nous avons 

du théorème 1. 

Consoquences du th6orème de Hilbert. Soit I une fnmille infinie de polynÔ:'.o"' 

P. 
l 

(pour i € I) 

alors il existe un sous-ensemble fini 

soit combinaison linéaiie des p 
J 

(j t;. J) 

Il s'en::;u1t que 

n 1f (P ) :.: 
i €. I ~, i fl ~.(P.). 

j E: J ,J J 

· de toutes les vur i ôtt?S AtJtremP11t t11t: l 1 tntersert1on 

J do I, tel quo tout 

à coefficionts dans 

Pl11 8 gén~rulement~ l· i11f 1Jl~Pcti 11 r1 n V. d'llllf:l 1'111··1 l l(• 1nf1n 1 l' dl' 1.-v•,rt,<t,~~-
) € I l 

n V d'urio solls-1'-1-ill,• f'ir:ÎP d'1•r1II(• c·l_~ 
.) ( J j 

V.). 
l 

Cnrollnire .. 

s t !l t i o :-:ina ire. 

Ce.la veut dire que si ct,u ~.J.. v1 ) V V -i '.) ••.• :, V :> •• -2 ,.,J J Jl 

Soi.t I un idéal. On lui a:-;soc- io la li.-vl1.riôtt; algébriquo 

c'est l'eusemble des zéros communs b tot1s les P € I.. Bn fa1.t, c'est· déjà l'onsernblc des 

zéros communs à. un système .fi!!l de généra. teurs de l 'idJu l l o On ,:,; r iro. souvent '1( I) 

au lieu de ~(I), pour alléger l'écritureo 

Propriétés · 

(3) 

I C. J =:) 

"'( I + J) ::. 'f ll) (\ V(J"), 

,P ( I (\ J) == tf ( I ) U V> ( J) .. 

La première des relations (J) est évidente. Pour la seconde, on1a not~ I + J la~ 

de~ idéaux I et J : c 1 est l'.id6al formé des sommes P + Q; où p €. I et Q J ; 
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c'est le plus petit idéal contenant I et J • . Si 

nombre fini, et J par des Qj en nombre fini, 

I est engendré par des Pi 

1 + J est engendr6 par le~ 

.o ) est la variété définie par·les équations et V ( I + J 

Q ( X ) = 0 _j xl , • • • , n 

ce qui prouve la deuxième relation (J). 

l t· (3), introduisons l'idéal Pour prouver la troisièm~ re a ion 
lJ 

I t J) enge ndré par les produits PQ, où P é l ot Q €: J • 
des idéaux e 

Il est clair que 

Or IJ C I O J, d I où 

et comme les extrômes sont égnux, on a 

• Autres propr:i.6t6s. 

Soit V une k-variété algébrique. On sait déjà (propo'.iition 5) quu 

(4) 

D'autre part, si I est un idéal de i{x1 , ••• , x
1
J, il est trivial que 

(5) j ("\f { I)) ;) I. 

P. 
l 

on 

et ll't1 

Montrons sur un exemple que 1 • inclusion (5) ne peut pu.s 0tro remplacée JHlr une 

égali t.é : prenons n :.: 1, et soit I l'idéal de l{xJ engendré pur le polynôme 

alors 'f(I) se compose du point OC O, et ':\ ("\P(l)) est l'id6a.l des P(X) tols 

, que P(O) = O, autrement dit c'est l'idéal engendré par X. On voit qu'il est dintinct 

2 
de 1 1 idéal engetidré par X • 

On reviendra plus loin sur 1 • importantr. question de savoir quelle relation u.-,,~'-te 

il y a entre l'idéal l et l'id~al j (if(I))) formé do tous les polynômes qui s•a.n-

nulent sur la vari6té de I. 

Voici au contraire un exempJe o~ 

par des polynômes du premier degré, la corps Q étant s uppo~; é infini ; dans ce ca.,;, 

/ 



- 344:-

•' 

on peut).. montrer que tout: polynôme qui s'annule sur une k-variété linéaire aff ir"' d6 r; ,) r 

par des équations pi (X
1

, ••• , Xn) = 0 (Pi .du premier degré) appartient à. l'idéal engon,-

dré par les pi o [Exercice : faire cette démonstration ; distinguer le cns où la vati~-

té e~t vide, et ~elui ob elle· ne l'esi pas ; dans ce second cas, 011 se rombno h un k-

,...,n] • sous-espace vectoriel de u 

Remarque. N.ous verrons pl us loin, comme conséquence d'un "th(~orùme fondnmmon ta l 11, quo 

si Q est alg0briguernent clos, et si I k(X
1

, ••• , X
0

] (c'est--n--dire si 1 t l), alorn 

la variéto i'Q(I) n'est pas vide. Nous savons déjà. qu'il en ~st 1linsi 1,our 11 

tout poiynôme non constant poss~de au moins un zéro dans U en fnit, il se dérorn.-.ift 

en produit de polynômes de degré 1 à coefficients dans ~J. 

7- Variétés irrdductibles 

Les corps k et Q :::, k étant toujours donru~s, ~w i t V 

dans ,P. 
\IIW 

,Définition. On dit que V est irréductPJlo ( l · · 1 
1. ou , p us 1n· e c 1 s Pm c nt , h. - ii· r t5 d u c: i i b 1 o ) s i 

(i) V n'est ·pas vide ; 

(ii) 

entrnine 

la relation 

V= V 
1 ou V = V • 2· 

(où et 

Une k-variété V!~ sera donc.dite rt5ductible 

et V2 telles que 

V ~-= V U V 
l 2 ' 

sont des 

~•11 existe des k-vnri~t~s v
1 

Proposition.6, Pour que V 
-s_o_i_t_..;.;k;...-.::i..:.r..:.r..::é.;;.:d:.::u:.::c:..::t:.!i;..::;h'....!l;..;:e:..t_ _i 1 fa t ~--'- l' t i 1 s u f f i t 9 11,,. 1 

. •. - ,- . 1 1. 
(V) soit premier. 

Démonstra.tiGn. Rappelons qu'un idéal I {dans un annea~ commutatif A h t5lément unité) 
est J)remier si 

(i) . t f I 

(ii) b E. A et ab € I) => _a t I ou b €: I .• 

Il revient au môme de dire que l'a.nneau 

1 e/ · son· .5hforent wü té e~t /; 0 j 

22/ le produit de deux él~ments 1 

-quotient A/I est i,ntègr.2_ c • cst-ù-dire que. 

, 0 de A/I est /,: o. 
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· D, b d 1 ne a'annule '-i (V) premier. a or , V irréductible ==? J Montrons d'abord 

V n'est pas vido ; de plus, si P et Q sont de~ polyr~mes tel1 
pas sur V, puisque 

qua PQ ' j (V), soit 

v, l(x,, ... , X ) '= V P(x
1

, ••• , X ) ::: oj 
= n n 

v2 {(x,, •.. , X ) ( V Q(x,, ••• , X ) -= o) = n n 

lJ v2 donc V = v1 ou V= v2 si V = V-1 , on a. p f j (V)' ai 
on a V= V1 

V= V2 , on a Q e 'j (V). Don.c j (V) est premier. 

·t V 1 d t'bl > j (V} non prt•mierH C 1 e::Jt 6vich•11t si V·· C, Montrons ensui e : r1• uc 1 e -=--= 

car alors 1 € j (V) ; si V/- 0 , soit V-=- Y1 I..J V2 , V1 /. V, Y2 / Y. 

Puisque v
1 

/. V, il existe P E. j (V
1

) tel que P (f- j (V'. ; pt;ù,q\ 1l' V2 + Y, 

Qe'j(v
2

) telque Q lf J(V). Aloz·sleproduit PQ s'nrrnulcsur Vtc'1 ... t,t-i. 

PQ E. j (V) • .11 s'ensuit que (V) n't!st pas precnler. 

Remarque. La proposition 6 n'est pns un résultat pn.i!'ri11cl. c•, .. ,.t une COil 

des définitions. 

Lemmo. Soit V une k-variét6 irrC'ductiblt•. Si 

variétés V., alors V est _tg_~:. li 1 1 une de!, V .• 
l l 

V u 
i €. I V., 

l 

D6monstrntioni par récurrence sur le cnrdinul de I. C'est tr1vinl Nt Cai·J I · 1. 

Supposo11s lf.i. propriété vraie si Cnrd I -= p-1 (pz. 2), et munirons-la 1,(11H' p ; soit 

donc 

avec W-=-VUVu •• oUV. 
1 2 p-1 

V v1 uv 2 u ... uvr 

--\wUV, p 

Puisque V est irr6ductible, on a Oll V -= V 
p 

dan::i le t.econd cas,. le lemme est démontré. Dans le premier, l 'hypotht·sn rlii 1•6curt 

nous dit que V est ~gal à l'un des V 
i 

Corollaire. Si V est irr~ductible et 

tel que V C V .• 
l 

[Bn effet, V"'' W U 1 w2u ... uwP, 
d '011 V y/. pour un l J. l. 

pour 

alors il vxiste i 

en posant w -= Vf"\V. t i i pour L.. ~p l 



Théorème J.- Pour toute k-varjété algébrique Y, il existe une famille~ do 

k-variétés algébriques irr(~ductibles Y. 
l 

I ensemble fini) tellou quo 

(i) y :; 

(ii) i /; j 

Une telle famille 

u 
i €. I 

--:} 

est 

V. ; 
l 

V. 4 l 

un ir1 ue 

V .• 
J 

(à une bjjection r>rèJs d(_) l 'en~cmblf.' d' indicett). 

s 1 appc.~nt les romposnnte~ irn~duetibles de V (p}ug prôrisômcnt 

dud1bles). 

Dr.'•111ons t rn t.ion: si V . f5 ' • J 
vu r I e-

tt~s irr~ductibles. Suppo.'-ï,,11:; tlonc V -t P- S.i V est irn;d,1t·t ible , ll• théort-me est" 

évident. SupposoM. donc V/ 0 <.t r0d11ct.iblc. 

V V l.J \./ 
1 1 

si. Y1· est irréductible, 11:.• lemme est démontl"é 

si. V V .1 V 
l F ' W /:- V, 1 

telles que 

',l f: V ; j 

V 
1 

V a·. V ·u W 
;.? 2 v c v . v .. / v 

1 
• 2 1 • · r..... t . l...uémons ration du sous-lem1;1e : p11 i ·,qiw t::-;t rvductibll•, <)Il (L V1 u V" 

1 ' On a V :::: y, u y,, u w, d(i dPllX dioscs l 'urw 1 1 011 bic-n 

ou bien 

V" u w, 1 v, f1 lors l t et on prend 

ot alors 011 prend V c V" ',/ 
2 1 ' 2 

V - y1 
2 1 , 'w,, - V" U 'ri .. 1 1 

Le sous-lemme entraîne le ll'mrne., si.non 
on dd'iu irni t par r1:rurreoc1-: V et W 

telles que 

et la suite dôcroissante 

w J v, 
p,' V C V 

p p--1 t 

p p 

V .I V 
p Î p-1; 

V:::, V.._ -,y-1 2-' •. 0 _, J .•• p ne serait pus stationnnire ceci 
contredit tul coro.l.l a 1· rr> t, - an f•11eur. 

et il suffit de prendre y, y 
f p 

Donc, pour un P con'll 1ë!-11able, 

W' -- W 
p pour obtenir le lemme. 

V 
p est irr6ductible, 
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A
.. wD1'ntanant la démons~rntion du th6orbme J. 

c :1evons ........ 

Si 
l , ' s le l f: mmo est. x6ductible, on n, nprc 

il'rüductiblo • 

Pour la même raison, 1i W1 
rJductible, on n 

V irréducti.blo• 
2 

Et ain~i de sui~c. 

toment d6croissante 

Sl
·non on nuruit uno frnito infinie strir--

~es op6rations ont une fin, 

w :) w ::> w
3 

:, •••• , 
t 2 

•1,1 Dot'C ,, ust Uilû rcS11nion finie ce qui est ir.1 po !, s 1 u P a , v " 

tibles V • 
i 

Si mn.intenn.n1.. il existe un couple (i~ j) , 

supprimer la vari6L6 

obtiendra une famille 

V. 
l 

tle ln fnmillo. 

telli'.' que 

j 

V., 
J 

V.CV , un pi•l;t 
l J 

(' f• q u l I' 'i t l fl 

tion (ii) de l'énoncé du thé:orènw J. Donc l'exi:-,t(-t1<· 1
: est pruuv 1

;l', 

Reste à prouver l 'uni.ri ti~ • Supposon.s donc 

les ensembles 

Donnons-nous 

u 
i (:, 1 V. 

1 

1 et A étant f ini.s, les vnri1'. tés 

i . 
' on n. 

V. 
l 

donc (ci'. un corollaire antérieur) il oxiste un Ci\ tt.•l que 

Pour la même raison, il existe un j € 1 tel q1ie 

On a donc ce qui entraine 

é t rt n t i n· t~ d ll , • t i u 1 c H , 

Ain .... .i È.i. çhaquc i € I 

correspond un unique <X € A t..:l que Yi=: 'wo< d ' o t1 u IIe u ll pl i c a t i û lî 

telle que Vi .-. W <f(i) pour tout .1.. 11 est ir:1111éd.i.u.t que 

l'unicit6 est d6montr6e. 

f est une ~ijection, et 

Corollaire d 11 thé od~1ue 3. Soit V une k-va!'i(-!to a lgübriq ue. Oi.. i... 

.J ( V) = :1(V.), 
.l 

A 

où les j (V.) sont les idéaux 1ir·orn1·A_.r.., qui· co1·1·es1) rde t t · 'd · 1 1. ___ ___._..__ __ ,;:_,;;;,,., • · o 1 n aux compo:su.n e:-1 1rre uct1b es 



v. Ainsi j (V) 

loin sur cette question. 

8- Agrandissement du.corps 

La théorie précédente a été faite avec deux corps k et o, tela qu~ 

Voyons ce qui arrive quand on remplace Q par un corps plus grand 

A chaque k-variété algébrique V C rP nous associons une k-variéto 

la manière suivante : V' est l'ensemble des zéros commWls 

P l{X X J qui· s'annulent sur c;;. ' • - • , 1 11 
v. En formule 1 

Proposition 7. On a. v•n,l=-=v et 

D,?mons trn t,i on• 

v, n rP = ~ 2, ( j ( v) ) () d1 

De plus, puisque les éléments do j (V) s 'nnnulent sur 

t · V C V• j ( V} - .; ( V 1 ) ·, d ' où l 1 ~"a. l i t o e pu1squ\;l ,. on a ,J <J 
0 

I • - - -\UtUHJ 

v• ' on a 

Remarque. V' n'est autre que l'adhérence de V dans 0' 11
, muni da 111. k-topolo~ia ch, 

Zariski. 

Corollaire. Pour que Y' soit k-irrdductible, il faut et il suffit que V nait k-ir-

réductible~ 
do 

[En effet, le k-irréductibilid.é V' (resp. do V) s 1 oxprim~ par le fait que l'iciéa.l 

j (Y') (resp. j (V)) est·· premier. Or ces deux idéaux sont égaux J. 
Exercice e Soürnt V. les composantes irréductibles de V ; alors les V! auociéea &UX 

1 1 

V. sont les composantes irréductibles de v•. l 

9- Rapetissemen~ du corps k. 

Laissons maintenant le corps Q fixe, et remplaçons k nAr u 
.1;·- n sous-coq.•· 

Soit V C ~p une k-variété algébrique, il n I est pas cc:trtain que V soit une 
k'-variété algtbrique, c'est-à-dire 
l

1
annulation de polynômes h coefficients dnns k 1 • Par axemple (n _ ~) la vari6t6 

d' équa tien x - y Y2 :.: 0 n'est pas une variété clufini e sur le corps ~. 

Supposons que V soit aussi une k'-variét~. Alors l'idrial l' des 

., 
i 



I est preqiier, l' 

.. 349 -

qui s'annulent sur V l 'intersection de l'id6al n'est autre que 

avec le sous-.anneau de 

est donc premier ; autrem~nt dit, si V est 

Si 

· t fausse : pnr exemple, prenons n .. 2, 
est aussi k'-irréductible. Ha.is la réclproque es 

2 est irréductible 
k = R, Q = C ; la variété d'équo.tion X. -

mais sur fR 
1 d t·tt à savoir los doux droitea elle a deux composantes irre uc 1 ' es, 

sur 

O t ic + ·'2 y ;::; o. x - v2 y = e .. v~ 

10- Cas 011 le co~ ~2 es'_, nlv,'.br1.q•1,·11P!lt 1·l, ;, 
:, 1.-,..&;' .... Jù.:.,. .,.,;r.,,i,WT~r,-, ...,_ ""• "!,..,,. t1,,•H'°1" .... • •••"VU r~• 

tout le temps cette hypothèse, fn.it.o une fc,i1J p,;ur· t.1u1.o) • 

Théorème 4. ( Théorème f'ondnm(~n titl) • 

on a 

aµtrernent dit, tout. polynûme 1., qui ~ 1 t:.wiule ;;llr lu. vctrlt·t0 "~/ l) appartient né ces-

sairer;ient à I (lorsque Q est nlg,foriguemeni. cln~; !) 

Corollaire. Si I est premier, la variété 1"t/1) est irréductible (puisque 

j(~Q(!)) est preniier). ~_p'lication V\--:'> j(V) est une bijection de l'en!jl'mhle 

des k-vuriétés irréductibles de rP 5ur 1 'ensemble dE.•s idl'fl\lX premiers ..,tj lTX , 

Avant de d~montrer le th6or~me 4 (ce qui sera long, car c'est un thdorème ~rufond), 

on vu un donner d 1 autres formulations 6quivalentes. 

Rappelons que les points de rP corres1,ondent bijectivement aux k-homomorphismes 

Q • 
' dire qu'un point X :::; appartient !l 



c'est 

i.Î 
•X 

t~.ire q_uc l'idéal 

Le théorème 4 

q_ncl q_ue soit 

I 
lo noynu de l'homomorphi~m0 est contenu dans 

,l,' fi /j 1. 

exprimo que si un 

alors A1~trement dit, I 

n p pl\ r t i en t a. 1.1 no Yu ·-~ è 0 

est 1' intor.,,,,,'; ori 

Unu formulntion du thJorim~ • 
noyc.ux do tfl 

IX 
lor.'.Jq ue X parcourt 

P 1, I, il existe un k-hornorno r 1ihi sme 

t . t I .m"1·s ne contient pas dont le nuyQu con 1en u 
P. 

Consit6rons l'anneau quotient 

. . . 
h.-bor:iomor ph ismo un homomo q,h i .81:H.' d'un,"-, ,• qul 

prolo~1]c l 'in.jection k --) Q (k étant identifi6 à un sous-amwuux do A)• 

h.-hornomorphi :;mo X ]--7 n 
qui s 1 nrlf!ulo i;11r I 

k-hor:10mor phi sme s X] -7 qui 9'unnulcnt ~ur 
n 

.i., ~:ur l'crrnem:ile des 1..-bornomorphü:rnes A-) O. Lr~ théorèmo 4' se reformulo- C(Jrn:n& 

suit: en· uppelant n, é A l'ii:iago de P par l 'upplication cu11oniqu(? do h[X , ... ,X] 1 ll 

,,"ll ,, '- ,1;1 Soit il. l'anneau iutt:gre {Xl, • •. X]/ I (I promit:r). Etn,, ,. ùor116 JilûOTE:!:10 r • Il 

UJl a c~ .A' a t o, il existe un k--homomorphisme ~) : A ~\ ~i tel flllO }' (a) o. 
r-r 1 '. L,u.ppo ons q•w le cor-p.s 0 a 6t6 supposd alg6briquorront clo~J. 

On va r~mencr la d6raonstration du th6orbme 4'' h celle d'un aulro th6orbm~. En offot, 

soit K le corps des fractions do 1 1nzmenu int~gro A, et soit A' 1~ sou~-anncau de 

K engendré par A et -1 
a E. K A' est isomorphe à un quotient de l'anneau des 

polynômes 1{:x:1 , o o 
0

_, Xn, Y]. Si nous trouvons un k-homomor?hisme 



il est clair que la restriction de à A satisfera à• 'f' (a) JO, puiaque 

'f (a) lf' (a~1) = 1. 

Il Huffit dono (en changearit les notations et récrivant A au lieu de A') '-~ ~OJ\~~ 

le théorème suivant 1 

'l'hô'orome '• A un anneau commutatif contenant k, 2!_.engenm (comme anneau) ,C!.!:. 

k et un nombre fini d 16Hmonts (nous exprimerons cotto condition en disant quo A ut 

une · k-ulgôbre de ty1,e fini I cela exprime que A est isomorJjhe au quotient d '•me al .. 

g,,bre de polyn8mea l{x1, ••• , X
1
J pnr un id6a.l I, premier ou non]. 

Alon., .!i ,~:,k &l'!t un co1•p:-1 nlgdbriquoment clotJ 8 il ext..:.!.to un k-homo,.ior..c!21~ 1•:f: A--;. O. 

Tel est le thth,rôme qu'il nous,·fa.ut maintonnnt ddmontl'tir, Obi,ervon,s que• l1-1·-~ ,ut 

A ut un corps K, et quo lo donro (K, k] ot1t fini, 1•~xJ~ttir1ce d'un k•hümo:i•i,..phhl'lh 

. K --) 0 noue ut déjà connuo {<:f. la purt.iu de ce ,:ours 1·ola tj \tJ U.ilX e>,ten:uon:i ala4·-

briquos de deg:ré fini) J on n 111t;u10 c• twl i,: le nombre dv cos k- ho,111,moq,hi~if 1 ' ,.li .. 

est fini, ot o•ut un divhC1ur du dog1•1~ (( : K] J il eat dgal i.a [K , 1,J lurtique ( 

est uno (l.xtondon adpanble do J,., 

Toute l'tu,tuco, pour dômo11tr(..•1· le tl.l;od•1110 5, va conijist.t.r b. MJ ramoner au cait d'un 

surcq1•p1 de k, de degré fin·,1 u1r k. 

11- ,Pôinonf,trntion ciu t.hdol'oma 5. 

!21.i l11L un idfol maximal do A (élém,H1t 111,tximal da l. 't:ri:,arublo dee id~au.x de 4
1 

di ) ,~) 
stinct1:1 do A• On sait qu'il(ex.hh (th6od~mo de Zorn), Ht que A/fl'f1. ost un corps 

L'injection k -1i A définit, 11ur passo.ge au quotient, un hom1J1;101· ph hme de corps 

k -,. K, qui est donc injectif et identifie k 8 

qua, sous lea hyr,othèua du théol'è.•me 5, le degré 

K. On va. montrer 

est fini.· Alors on~· t 

_qu'il existe. un homomorphisme lf' K 0 qui prolonge 1 1 injéction pu-
1. , nons pour tll l 1ho111om l · -' · T o:rp usme co111pos1.1 

A A/trll JC -!L~ O . f 
il répond à la question, ce qui· 1 prouve e thdoràme ,. 

• 



Tout revient donc à d6montrer le 

Lemme 1 • est eng endré, comme k-algèbr•, par un nombre Si Wl corps X, contenant k, 

. tini d • ,n émants ai 6 K, alors le degr6 [K : .k J est fini, ' 

Or le lemme 1 s~ prouvera à l'aide du 

Lomme 2. ( "1 emme da normalisation" d 'Emmy Noether) ... 

§fil A !!!!!.. k-nlgèbre de type fini. Alors il existe un sou!-nnneau B rut 4, 

contenant k, tel que : 

(i) B R:J izry
1
· , ••• , y ] 

"'L 1> (algèbre de polynômes) 

(ii) A ~oit lin B-111odule de typa tin! (i,e. , U exiah des a
1 

é, A , tn nom-

bre fini, tels que tout ~lément de A soit combinaiHon lindaire des a
1 

à coefilclenta 

dans B). 

· J. Ce lemme sera. démontré plus loin .• Admettons-le pour le moment, et voyona iÇOmt:iont. h 
. :, . 
i. 

lemme 1 peut s'on déduire. I..1 hypothhe du lemmo 1 est que lo corpis k ut. u,,.,.o k ... ,t.J, 

u-èbro de type fini ; soit B C K un sous-anuoau ayant les propridtézs .Snonc4ea au hria11Ht 2. 

Utilisons le 1 

Lcmrno l. Soit K lUl corps commut.ntif, et soit. B un aous-anneau de JC tel qu• l 

aoU, un B-module de ty1)e tin.i, Alors B est un sous-<'orps da 1. 

Al ors on conclut ici que B est un corp:s ; or, d I après le lemmu 2, 

.B~l{Y 1 ,.~·, t;J; mois 1.mo algèbre de polyuomos no peut Ure un corps que ••il n'y 11 

pa, de variable du tout, i,e. ai p 0, Donc B k et comme (lumme 2) k a~t 
da B-module di type fini, on conclut quo J( est un k-ospace vectoriel do dimension 

·finie, c: 1 ut-à-dire [x 1 k] < + c:u qui 1,rouve le lemme 1, 
D61nonstru.Hon du lemme l: eoit b e B, b o. On veut m<lntror 4u11 b-l i· K est ''U 
rtali té dnns B. Or 

1C comma .8-moduh, 

sohnt ul 

d i,,_.j, 

(i 

-1 li 

. 1 ' 2, •. • , 11) des élhnunh 

bij' B tel~ que 
h 

uj \, b,j uj . f:-1 1 

de X qui crn~enJ.r.en i · 



Les relations pr~cédentes s'écrivent : 
p -1 D (bij - ôij b ) 

j:::1 
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i - 1, ••• , P• 

Ces relations ont lieu dans le corps K. Comme les u. 
1 

ne sont pas tous nul r· 

font à un syst~me de p équations linéaires homogènes, on conclut que 

-1) det (b .. - 6 .. b =~ O. 
lJ lJ 

Si on ddveloppe ce déter~inant, ~n trouve 

b-p = combinaison linéaire de 
-1 -p+1 

1 ' b ' ... ' b 

à coefficients dans B. Donc, en multipliant par· bp-l, b -1 est combinaison linéaire 

de p-1 p-2 b , b , ••• , b, 1 à coefficients dans B. Donc b-1 '- a. C.Q.P.n. 

. l th,(_ . 5 ° 0.·t d.l1.1ur1tr& (fti'.u.i qlut Le lemme) ést donc d6montré, et par su1to e corcme v~ c 

le théorème 4) ~roserve que ne-1s prouvion!i le lemme cie normal hntion (lemme 1. ci-

dessus). 

Le genre de raisonnement qui interviendra dnn8 lu preuvo du ler.410 du fü,, ,1, •. :,:. t i op 

intervient déjà, en plus simple, dans la tlH~orio de dttgré tlo trunscendunce ; c 'ost pour-

quoi nous allons commoncer par celle-ci. 

Ce qui va suivre est indépendant des lh6orème.s 4 et 5 ; il n'y 11 doue aucun incon-

vénient logique à traiter de ces quetitions avant d'avoir terminé ln d~monstrntion dea th,fo-

rèmes 4 et 5. 

Soit V C rP une k-variété irr~ductible • Nous allons lui attacher u11 coq>s ,, 

K = K ( V) c o mm e suit • S o i t I = ( V) 1 • id é a l de V , qui o a t p r cm i è r , o t r. u i t 

A:::- k(X1 , ••• , XnJ/ I l'anneau quotient, qui est int~gre. Alors K(V} uit, pu,r '-~!i--

nition, le corps des fractions do l'anneau int~gre A k s'identifie à un sou~-corpa 
de K. 

Définition. On ap1>elle d1·mens1·on de V ( 1 ,· · t ou, US J>l'l'C.'ll:H!ll't1flt, 1,-dimunsion de lo. va.rio-

t6 k-irr6duc~ible V) le degr~ de transcendance du corps K K(V) sur le corpN k. 
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Reste à définir le degré de transcendance l Qbservons que le corps X eat engendr, 

(comme corps) par k est un nombre fini d'él,ments de à savoir lee.claaeea dei -. 

Nous dirons qu'un surcorps K de k est de type fini sur k ai X est dngendr, 

( comme corps) par k et un nom.bre fini d'éléments ai ; cela veut dire que tout .!.2.!:!.,!-

corps de K qui co~tient k et les est identique à X. Il ne taut pas confondre 

cette notion avec celle intervenue au lemme 1 a là il s'agissait d'un sul'corps I' engen-

dré, comme k-algèbre, par un nombre fini d'éléments ai, ce qui signifiait que tout 

sous-anneau de K contenant k et les a. était identique h K • 
.1 

La théorie du degré de transcendance qui va suivre s'applique à un~~ t de 

type fini sur k {comme corps l ) 

Définition. Des élér:ients sur 

si tout polynôme p 1rrx, ' •.• , x~l tel que P(a. a ) 0 est 1'd t1' t 1 •~ r 1••••• P en quo~en nu. 

On peut aussi f6rmuler cette condition comme suit : la donnde do 

•définit un k-homomorphisme 

<p : 1{x1, ••• , xPJ K, 
à savoir l'u1Aique f tel que Y(Xi) = a1 pour i = 1, ••• , p. Dire que les ai sont 

alg6briquement inQ~pendants sur k · t d' rev1en u 1re que le noyau de 'f est réduit à o J 

alors l'image de <f est un sous-anneau de K 1· h ' l' somorp eu auneau des polyn8mes 

et le sous-corps engendré par les a . est isomorphe au corps des frac-
tions de. k(x1 , ••• , x

0
], 

à coefficients dans k 

Définition. Si le corps 

quement ind,pendants sur 

.1 

c'est au corps des fractions rationnelles 

ce corps se note 

k(X 1 , ••• , Xp)• 

K est engendré, sur k~ par des éléments 

en 

a,, •.. , a· 
jJ 

K est une extension tr d ~anscen ante pure de 
Théorème 6. Si K ·est un surcorps de type fini de k, il existe un sous-corps 
de K tel que 

(i) kCK 1 ,·K 1 
étant une extension transcendante pure de k . 

' ( ii) le degr6· (K: K'] soit fini (donc K est _une extens 1· on 1 ~b · a gL r19ue de 



' é celui du 1er.une de normalisation]. [Le lecteur comparera cet enonc u 

Définition. Dans la si tua tion du théorème 6, . tout systèrae d'élt:tments de 

é d t k tel.s que K soit de degré fini sur le ~ou~• K, algébriquement ind pen ans sur • 

K, d é k et a a s 1 appolle une hfurn de trnn~c~nd,, corps engen r par 1 , ••• , p' de K 

sur k, 

Théorbme 7, Si K est un surcorps do typo fini de k, toute les bases du transcond~nce 

de K sur k ont le même cardina1. On l'appelle le dQgrt< de tran~nu1d1tm·o do K eur h, 

[Par exemple, dire que le degré de transcendance est nul équivaut L. dire <}U6 

est une extension nlg6brique de degr, fini de k]. 

On va dr.montrer successivement le théorème 6 et le thoorèmt 7, 

J( 

Première démonstration du th~od .. me 6: celn va btro uno d6monstratlon "1rn motd-M,L'. 

u • 
11 

Si tous les a. 
l 

!-lont nlg6briques sur k, nlors K 

brique do k, obtenutpo.r adjonction ~uc:tcssivo d 'é}.:,1.Jents nlgf.br.iqul'l'I f\
1

, ..... '\i ; ,:,,n 

sait que le degrô [K : k] est fini dnns ce en&. Le tht.\01·èww 6 c:-it alors vrai {:!Il prE>nn,nt 

K' -· lt. 

Sinon, il existe au moins un a. 
l (on peut, sùpposer que c 1 cst a 11 quitte à chnngitt 

la numérotation) qui e:it trnnscendHnt sur k 

qui envoie X on a un noyau nul. [Dire que est tran~ccndtLlll ~11r t\q ui vu ut. k 
à dire que l'ensemble (n

1
) est alg6liriquement libre sur K 1 ongan-

dré par k Pt n1 est isomorphe à. h(X). 

Le corps K est alors engendré par K
1 et les élo1,1ents a2,•• ·, un • Si tous r:Hs él J-

ments sont algébdques sur Kl t le théo.rème e.st dô,:1ontrf. ,.n prennr.t K' -· 1..

1
• ·- · 

t: ~-UlùH, 

a2 par exemple est transcendant sur K
1 

; mais aiors 

jnd6pendants sur k (v&rification imm~diate). Soit 

avec k. Oü peut évider.1r.1en t CO!'tt i11uer ce proc0ssus 

K 
2 

et si 

et 

on trouve ni ùunc, de prochti t 



qu'ils engendrent avec les éléments rest11nts 

gébriques sur .K. p Il suffit de prendre K' .- K' 
p 

n. 1 ' • •• • n p+ n 
(s I i.l y en u) :it.1r<Jrit ol-

pour obtenir le th<.:orèm,.. 6. 

Deuxième démonstration du théorènw 6: ce sera une dc:moru'Jtration "en dù.-,,·<.111d1,11t"; c'o·•t 

à cette seconde démonstration que ressemblera ln. rlrmlill-'>trotjon dt1 "lc•ri1r,l• de nor;:,al t!intion" 

qu'on donucrn. plus loin. Si n.11••·; nn k, 

théori•me est dcimontré en prenant K' ,,, K. Sinuu, soit P l{X 11 ... ,. : X
1
J JlCJn 1dl'11t iqu~-

ment nul;- t.el que 

n - (n 2 2), f.'i. prüllVOI\'.,- 1 (~ JlUlll n 

des vu i in. b les ( s in o 11 .i .l se r n i t de ,1(. gr J o, 

tique me ni nu J ) ; s u pp os o 11 s q u e e (! s o .i. t X 
n 

'où cr 
0 

O('l(n1,•··, Il ) 
l l l · 1 

la rl'lu t. i.:;n 

Pt •:'Ot!lniL' 

+, • • ·t Cf 
d 

il ) 
Il 

11011 .iclcnt iquN;P11t nul, 

K 1 

0 1 l ~Pr ri I t 

d 1. Al •.,r ... 

K 

( ) d 1 C(o al~p•·i a (n) i Cflla1,·•··, o. J(i1 )d-
n-1 11 n-1 n +. ' • + dd {a.1 , ••• , ) ::. o • 

" - 1 
Si 0( (al''·' H .) / 0, 

û • n-1 

K 
n-1 

1 

Si i ao,a.,, .•. , o.n-1' -.O, 
a lors l 'hypothèso de rée- ur-rene €.• llllitlt r -~ , "que 1 un de;-; i~ll~rn0utb n l , • • •., n (' !-t t o. l u ,·. li ri .. 11-1 "' 
que t;ur Jc, sous-eorp:; L!.'n~e:ndr6 ,•,ar 1 1 l 

.. K l· (J!-, n.11tn .. ~' et A f· ... t• 1 J o, ,or SYr e sous-co~ps 

Ainsi nous pou von.:.: supposer que a 
n \par e>..e1~1ple) est ulnéb·,r-1'qt.10 l 

o .... :,;ur e .sous-
corps 

k et Je~ ~J~ments 
al , •,. ", u. • Donc [K : K J + 

&tud i.ons ma·1·.r1tenar1t l , 'extension K 
n--1 de k . 

' 

11·• l 11-l ' 

on peut recommencer. Ou bien K 
n-1 

00' 

est 
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une e~ten~ion transcendante pure de k, et alors le théorbme 6 est ddmontré en prenant 

a (par exe mple) est. al~ébrique sur le sous-corps K' = K ; ou bien o n-1 n-1 

dré par k et les éléments a 1, ••• , an_ 2 • Alors 

est fini, et on étudie l'extension Kn-~ de k. En poursuivant ainsi, on trouvera que 

K est une extension algébrique de degré fini du corps K engendré par 
p 

tandis que K p 

démontré en prenant 

est une extension transcendante pure do 

K1 =K. p 

k. Lo th6or~me sera donc 

et 

Démonstr~tior du th6or~me 7! elle va être an11logue à la démonstration do l 'invarl1.WC.6 

du cardinal des· bases d'un espace vectoriel de dimension finie. On vu pr(iln'~•r, Jhi' 

récurrence sur l'entier p, ln proposition suivantP 

Si un corps K est de type fini s11r k, P.t si K ,J,cis!;i-de 111H• ba~e dP trn11~c .. 11dnnl'.'~ 

Ceci est vrai si p ·. 0; car l'liypothè·su e::,t, alors que lo degr6 [K; k] e:st fini, 

et on doit montrer que toute base de transcendance est vide. ûr c'est <5,vidt•nt, car si 

a t: K appartenait à une base de transcendance, a ~erait transcendant sur k, _,>ne le 

corp~ k <à> engendré par k et u. serait de d<~gré infini sur k, et a fortiori K 

serait de degré infini sur k. 

Faisons la récurrence, l'assertion étant supposée vro.ie pour p-1 (p 1). Soit 

B une base de transcendance de K sur k, ayant p él~ments. Il suffit de montrer 

que pour toute autre base do transcendance B' on a 

(1) Card B' f p 

(car ensuite on échange les rôles de B et B') • 

Si B' est vide» la· relation ( 1 ) est vraie sinon, 

: Il existe une base de t1anscendance B" contenant 

Oo le voib en reprenant la d6monstration du th~orhme 6 

prenons un élément .x G, • 
telle que B"-{x} soit 

x etÇn tenue dans B. 

"en montant" K est 
engentlré su:r· k par 1 1 élément X et les éléments de li ; on rajoute à x, l'un apràs. 
l'autre, d~s ~16ments de B qui, avec 

soient alg~~riquement ind6pendants sur k, 
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dépendants~ 1

-

è l es autres éléments de 
B' soient algébriquomen&sur le soua-cor;:i" 

et ceci de mani re que 

obtenu. D'où le lemme. 

B' = {xJuB1, 
B" = lx JuB1' , 

appartient au sous-corps engondr6 par k et les él~montu de 
On a X 

donc 

B"tB~, car 
1. 

X et les éltments de B ne sont pas algdbriquement inddpendants sur 

donc 

Card B" L. Card B - 1 ::: p - 1 • 
1 

Appliquons l'hypothbse de récurrence nu corps K et o.u gou!i-corps 

t d d K Sllr k / x ... , donc sont des bases de ranscen nnce e , 

Card B' ;:. Card. B" L p - 1 , 
1 1 -

et par suite 

13 - Démonst.rr 1:ic·, du l0mr., 1.: dP nor1r.nli:_;r,,tion. 

k < x.> 

k. 

B' 
1 

On a 

,t 

B, 

B" 
1 

• A .J. • 'f t t 1 corp 0 k et en,r.1.nr1dr"" (comr:io nnnenu) Soit ·"'· PI"l. &nncnu comr.:u.,a.~01 con cnun u 1 _, , ... i: 

par k et u.n. I1cmhr8 fini G.'él{monts. 

e2t encore valable. 

Si nl, • •• t a ~cnt ul gé t)r iq uer.:ent indé1)cndan_ts sur k, le sou~-nr1nçnu de A qu'ils 
1' 

engendrent avec k est isomorphe à l'anneau des polynômes l{X 1 , ••• , XiJ • 

Lo lemm0 de· nornm.lisation (cf. ci-dessus, § 11, lemme 2) va résulter du lemme suivant 

~-- s-,a:.,rnons que l'anneau A soit engendré (comme anneau) par le soms-corps k 

ot des éléments a 1 1 •. • • , an. Si cos éléments ne sont p~.s a.lgé\jriqt~cment i ndépend, :1h sur 

k, il existe des ~léments c 
1 

( A 
n- tels que, si op note C l 8 S OUS-tl.!1~.tl!lU 

qu'ils engendrent avec k, A soit un C-module de type ~..Î:12...i..• 

Voyons d'abord Jlourquoi ce l<imme entratne le lemnis de neirmalisation. Supposons en 

effet que A soit engendré {comme anneau) par k et des él,ments a
1

, ••• , a ·• S'ils 
n . 

sont algébriquemen~ indépendants, on a il suffit de prendre 

• 
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B = A, ot on obtient le lemme de normalisation. ·sinon, d'après le lemme ci-de~aus, 

A est un c1-_module de t~po fini, où C est· engendré par 1 . k et n-1 

ceux-ci sont algébriquement indépendants sur 

prenant B = c1 J sinon, on recommence ,: c1 

k, le lemme de normalisation eat rrouvd e" 
est un module de type tini sur un aoua-

anneau c2 engendré par. k et n-2 ,1dments. Etc ••• Ces opdrations ont une tin, On a 

alors une suite d'anneaux emboités 

A:) C => C => ••• =>C 
1 2 r 

· tels que : 

(i) Cr soit isomorphe à une algèbre de polynômos l{Y
1

, ••• , I
0

_r] J 

(H) A soit un c1-module de type fini, c1 un c
2

-module de typo fil1i , u· ..••• 

On voit aussit6t, par récurrence sur r, qus A est un C -module de typo fini, et il r. 
suffit-de prendre C ::: B r pour obtenir lo lemme de norr:ialisation. 

Œemargue : cette démonstration s'est faite "en descendant"~ Reste lt dl:montrc-r li htnmft 

ci-dessus. Par hypothès~, il existe P E: k[x1 , ••• , Xn], non idontiqucmont nul, t.oJ. qu• 

Soit d le degré do P on X n 

où uo ' • • • • ud (. 1,rx, I ••• , X J 
"L n-1 ' avec u 0 • 

0 Supposons d'nbord (cns favorable) que 

Quitte à multiplier p par une constante 

· engendr6 par k et les dldments 

alors que (a ) r est combinaison linéni re n 
Il en résulte que A est engendré par 1 , 
est démontré dans ce cas (en prenant cl = 

f. 0 J u zi -1 1 alors 
0 

C 

Par récurrencn sur on voit 
de 1 , (a )d-1 a n' • • •, n à coeff ic .ients d., •,Ff C. 

(a )d-1 a n, • • • , comme n C-module, et le lemme 

al ' • • • , C ;.:;. an-1J• n-1 
Reste le cas géndral, qu'on va ramener au cas favorable par 

une astuce. Faisons sur les varitibles X . X 
1 '• • •' n la substitution 
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i 1, 2, ••• , n-1 
( 1) 

où les mi sont des exposants entiers~ 0 q\Ï'on déterminera dans un instant. D9 ( 1) 

on tire inversement 
m. 

(2) (X) 1 
Z. = X. - n 1 l. 

1 s_ i f n-1 • 

Tout polynôme en X1 , • • •, X 1 , X n- n 
devient un polynôme en z1, ••• , Zn-l' X0 , et vice• 

versa. Voyons ce que 

Q-( zl '• • •' z X ) 
n-1' n 

devient le 

dont on va 

"(I" 
X 1 

1 

polynôme P(X , •.• ,X) il devient 
1 n 

chercher le degré en X • Soit 
n 

.... Cf n-1 "n X X 
n-1 n 

l'un quelconque des monômes figurnnt effectivement dans P; il dovient 

m d m <X' 1 Ci'n 
(X ) 1) 1 • • • • ( z 1 + ( X ) n-1 ) n- X ( 3) ( Zl + n n- n n 

polynôme en X de degré n 

le terme de plus haut degr6 en X 
n 

nyunt pour coefficient 1. 

un polynôme 

Le polynôme Q( z1,. •.•, Z , X ) est une combi1.nison l inc:aire, à coefficients dans 
n-1 n 

des polynômes (3) ; si 1 e.s degrés ( 4) de ces polynômes en X n sont~ distinct11, 

k, 

terme de plus haut degrJ en X dans celui qui a le plus grand degr6 sera le tormo de 
Il 

plus haut degré en X -dans le polyn6mo n Q ; donc le coefficient du terme du plus haut 

degré en X dans Q(Z 1 , ••• , Z 1 , X ) sern un él~111e11t de k : on sera dnns le cas 
n n- 11 

favorable 

La condition pou~ qu'il en soit ainsi est donc que las forme3 lin6üires en u
1

, ••• , un_
1 

t 
n-1 
L d.l. u . + C( ' 
i=l l n 

relatives aux diff6rents monômes du polyn6me 

qu'on donne aux variables des valeurs enti~res convenablement. 

choisies. Consid6r-ons les différences deux à deux de ces formas linéaires, et fo:rmc,ns 

leur produit; c'est un polynôme 

à coefficients entiers on doit montrer qu'on peut choisir les entiers positifs 
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R(m1, • • •, mn_-1) .• o. 
Ceci se prouve par récurrence sur le nombre n-1 des variables. Pour Il - 1 1, l• 

polynôme R(m) n'a qu'un nombre fini de zéros, tandis qu
1 

il y a uno infiniH d'enlier• 

) 0; donc la récurrence démarre, et on lais•• au lecteur le soin de l'achever, 

Ainsi, par le chapgement de variables (1), P(X 1 , ••• , X11} s'est trnnsform.< on un 

polynôme Q(Z
1

, ••• , Zn-l, Xn) qui est dans le cns fnvornblo, Poson• alors 
m. 

(a) l 
n 

i::. 1, ..• , n-1 ; 
c. -:--n. -

l l 

on a Q(c
1

, ••• , cn-l' nn) - o, et puisqu'on est dans le eu ft>vornl,le, ,\ est un mo,l111• 

de type fini .sur le sous-nnnl'nu C onr,cndrci pnr h. et l.0:1 6l'5r.1f.>nts c 1 ' .. • • ' c Il 

Nous avons ainsi nchevé la démonstrn.tion du h•mrn(1 do nor~ml i:1at.u,n, En m6mo tL>1npq 1 

le théor(:me fondnmentn.l (th. 4 du§ 10) est entii:rcment C:•l11blL ;~uus nllon~ mnint,,,rnnt 

pouvoir txploi ter çe thôorhie. 

14 Le "t/1L~orème des zôros <le H1 lbc-rt. 

Soit J::, un id1:u 1 premü•r de 1{x, ' ... ' xn] . Lo thôort'l.10 4 IICJU8 ci i t cprn si O eut 

algébriqt.:Prnr•nt clüs, on n. 

IJ û lor~quo I eHt un idt;n.l quel-Proposons-nous rnu1ntonu11t de déterminer j (1
P (I)) 

conque, non nécessairement pren1ier. Soit 

. d'aprbs le th6orbrne 3 (§ 7), on a 

V. , 
l 

le.s V .. 
l. 

éttrnt les co1.,posantes irréductibles cle v, 
On a. done J(V) = j(Vi). 

est un id6al premier. 

en nombre fini. 

Proposition 8 0 l,J 6tunt toujour~ suppos~ alg6briquement clos, l'iddal 

l'intersection de tous les 'd' , NWX premiers conten1~nt I. 



D~monRtretion: o~ sait d6jà que :1 (V) == /) 
l. 

T .1. t à montrer que_ si ·,P à., ifléat'.:: premiers .... 1 rt:s 8 

alors con.tient r,ussi Or on. a 

(1' ) C. '1f ( I ) J 

donc j ('\P( 'P )) :> j {1f (I)) • 

Mais, d'1n11·ès le théorème 4, on a J (1f(rp)) -

prouve la proposition• 

Di<finition~ Dans tout unneuu commutatif A, si 
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est intersection d'une famille tinio 

est un idéal premi~r contenant I, 

'f, d'où ce qui 

I est un id6nl do A, 011 npIJü l lo 

.. p l(I) l'idéal '."ltt· _ction do tu11.ci les idt:nux prem1orH <t_ rle I, nt o:! nove •IL( ' 

cnni,, uit I. 

r1riqu 

ment clo~. E~, pl:l.rticulit~r, si i 1, n-1 :..ir.,; 1-füd ( l) ( rnr Hlld ( l) t•~ t c,i ••f: l dan 

tout i !n.l 1' 11 x ·i mn 1 co:Tt1::r•:u1 t l) ' <ÎUIJ,': i 
,-( I ! } • (: '' i.' l ~l/;rllr'li t' -

'{X X J ri 'r111~ ;tue un zf.ro corn-,, ' ••• 1 • " 1 li 

rrn.:n c;" -----

Propositic:~•- Le radical d'un id{,nl I, dnns 1m unnt:·nll r·om::,ut• 1 tif A.1 CCJ!Tlposo 

des a 6 A tel.s <1u'il exi:;te un expo::ant entir,r h Z 1 
h 

a E. I. 

es.t un id<~nl prumier 

h 
0n n. n. f. "f d ' o tl 1 1 on con c l ut u ;._ .,.

1 
- • 

t-::1 que 

a li .-_ 1 ,. . •' ' t . . f 1 d ' - v · ,::is v1·a.1, ma1s uous ne erons a ernonstrntion que dans :se cas où A est 

~L.~~1::.::_ (cPci, pour éviter des considérntions techniques qui alour:' i1 airnt l'exposé) • 

..;t;.::,,_•c.:,:,,-. '.''.'J: •·vci e!:-it oü•n suffi.sur.r, putir 1~ cas qui nous intérësse, et. qui est celui 
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Supposons donc A intbgre. 3oit a ( A ; bUpposons pour tout entier 

b :::_ 1 ; on veut trouver un id0al prPrnier 'fl . tel que 

'"f:> I, 

Or considérons les fractions de ln forme x h t où x A, h entier~ 0 l':J,--
a 

ment un sous-anneau B du corps des frnctions du A, et B contient A. Les 6l~rnonts 

(vérificntion jmrnf.dinte). De plus, 1 J X où X€. I, forment un id ,:-nl J, de B 
h r 
a 
sinon on aurait 

, X €.I, 

donc 
h a c1.pj_mrticmfrai t l\ I, contrai rernen t 1 1 hypotht,30. Il ~•en~uit qu'il existe 

dtifrn D un itl6nl rnnximnl 'TYl contc,1m11t J. L 1intersoction idoal 

p:rtmi.n1· do A qui c;:ontiont I. ; mnis a f-T', 8inon .. - l 1•11 • 
Il 

Ceci achbve ln d6mon~trutiun. 

et soi-s 

s',·nnulfl flTI tout po1nt 1lo V, il 

h [ ~~-::.~ P L I. _ Lu roc iproquo ost évidente s si 

15- VarL:tés n.l'él:~,1-1·,,_ t1n.u ,î_l\•1•t l' ' . f , :.! "..., u - , es p1, c II pro J 1~ c t 1 • 

LI espace projectif Pn( Q) est lo quotient de ,p+l _ r oJ l par la relation 0'~qui-

valence par les homothéties de rapport '\ ( f\ L /\ ç.. G A F O) • Sait 

l'application canonique de 

D~finition. Un sou3-ensemble 

S6ulement si 

P: Qn+1 - loJ. P (O) 
n 

,p+1 - f oj sur son quotient. 

w C. p ( Q) 
n ost une vo.riétc: linéairo projective . À ut 

• 

est un sous-espace vectoriel de 

on dit quo W est de dimension 

est la diaension de Ctit espace vectoriel, 

h - 1. 

Soit à nouveau k un aous-corps de o. 



Définition. On dit que W C P ( 0) est une k-vari6té alg6briquo (projective) ai 
n 

p- 1(w) u ioJ est une k-variété algébrique dans 

P-l (u) U S o1 est stnble par les homothéties Observons que " l J - (et conti; ·t •.; i 

t O •, et l'on demande que ce cône soit une varidt, autrement dit, c'est un~ de somme 

algébrique sur k. Ainsi les k--vnri ôtés u 1 gf.br iq tH' s de 

bijecti~e avec les c6nes alg6brigues (sur k) dans 
'

n+l ' . 
sont en ~orrespondance 

On appelle idéal d•'une variüté nlgébrique projective 'ri l'id~nl du c6no corronpon-

dant de rn+l ~, . 
Etudions donc brH•vement lc.s cones nlgC::briques. Pour cela., on ~llpJ><l."IPro '11'.!-iormai.l'I 

guo le corps C est infini ce n'est pns u1w restriction gruve, pui:-..quo 1,1 c:cl·i lv plus 

in t 6 r es s l.l. nt es t c e 1 u i où ,2 es t tt. 1 g d, r i que 111 e nt c l o ti ; o r l o u t c o q 1;; td g lHJ ri q l 11 , :i • • 11 t. c 1 o s 

est infini. 

Proposition 100- .L 

, a.lgébriques est un cône algébrique ; toute inten,ecti.on ùe , <>nes nlg1_;hriquc.c; tH,t un ,~ôno 

algébrique (et c'est d6jà l'intersection d'un nombre fini d'entre ~ux). 

C'est évident. On en d6duit que, duns et ~ont de8 vuriét6s al-

gébriques projectives (sur k) ; quo lu. réunion de deux vuriritL:S ulg,'.·liri(!UeR ust une 

variété algébrique 1 et que l'intersection d'une farnillC' de varit\tés n.lgt~brique,q ust uno 

varidté algébrique. D'où la k-topoloL!ie dt• Zariski sur .L 'esrace projectif p ( ~J) • n 
Soit r un cône algébrique sur k; quo peut-on dire de l'id~ul j (r) de tous 

les Pt l{X 0 , X1 , •. •, Xn] qui s 'aunulent en tout point de r ? 

Proposition 11 • Si P € :1 (r) , toutes les cornposnnt()s homog,_•nes de P. sont dans tl (r) • 
p 

Démonstration. Soit P:::: P., où l'i est un polynôme homogè•ne d.e dit:g: ._: j. 
i:c:O l 

·pour tout 

P(A x , ••• , x) - O o n 

P( À X , "°., Â X ) o n ~i P.(X , ••• ,X) 
l O 11 

(x , ••. ,X) Ë r o n • et. si P s 'anrrnle ~ur 

pour tout Â (. hJ) c 'es t-ti-dire 

i 
"P.(x , ••• , x) _ 0 

1 o n 

r , on a 



Com;ne le corps 
p 

Q oqt infini, le polynôme ~n 

8 ( X) T
i 

J>, X ,•••7 
1. o n 

i::;:0 

est identiqu0~0nt nul, autrerneht dit on a 

pnur tûut l, 

et coci 4~01 que uoit (x , • • • J X ) fê r • o n 

polynOm~ i ipp~rtiont h I, 

i'tion 11 ex.tnrimo quo 1 'i~énl i,o. prcpo3 . 

T 

Ob~orvona d'abord qu~un c8ne r nttist jarc,dü -.rid.e, puis·., uo , 'I. 

la. J.Jcornposi -ti,:ir: de r en 

r = u 
i 

,.,. .. 
l 

ses cor.ir-,osaa •.es 

(V. $ V. i 1 .}) 
l J 

IlOu.r r 
i:rrtè . .J.c t..iblas V.• On va. rn·ontrer 

.l 

sont d·~::: c6nos. Soit ;\€ r, Â t 0 no~ons Â V l ~I transfo!··,A -~ ' ., 

on t\ pour i t j ; commo 

sont los composantbs irr6ductibles do 

l ' 

0 €. r. Sei~ 

quo lM! vi 
..... ·' ...... -~-
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Â V. ·= V ( . ) w 
'l, u i\ .l 

On vf:rifie <J,\W cr,,,.-, FJ (î'"'Â o CT}l, dono .A~~) a .. Â ost un homomor.phismo du groupo 

multiplicfl.tU' t)" t,oJ (qui ont inf!ni} 11uns lo p,roupr~ des pe1·mutntions do l 1 ·ri•",·:~ lr. 

;.Vi.::. V1 pour tout 

i, o'n::it~.,\-,Hrn i,d11 qun ,·Lnq11(-1 v
1 

nnif. ~1t.11hlo par l 'horrnthC:tio de r11ppurt /\. Suit 

alorn X' (;:. ;; (V.). l. , 

V ..... 
t 

( 1 , x, , • ' • , 4 ) t , n 

C( • 

[-l 'b,:v1·11.:r1il11n h l'ii 1 fi111 ti.'"t- 11 · ' ,,. H· .,. 1111111.:t· l>a.r dos points 

X 0] • 
f.) On t'ttJ'n dJ•.n.11111;1 i, (nttc-. identification. 

011 Oll, 0 or i P 

V pour la 

ti1;1 t v.n .bOUs-onsem-

tontena.nt 

r(v). 



r(V) est évidemment 1•~nsemble (!(>~ z6ros 

tels oue p ( 1 , x
1 

, •• q X ) E. n 

... 

Défini t,ion. A chaque idéal I c. 1{X1,,o~, Xn] on associe l'idval homogè-no 

, l 1~(x X 
1 

•••• X ) horrwgbne:1 tels c1un engendre par .es 0 » 1 • n 

P ( 1 , x
1 

, ... , x ) t: L n 

Il r,sulte des d~finitions prdc~dentcs que l'idcinl 

l'idéal j (f(V))) n'est autre que l'idéal homog~ne 

P(X
0

, x
1

, ••• , Xn) est hornogine. 

En effet, soit 

e b t de lo. f 01·111l• 

p 

11 (1, x
1

, ••• , X), n 
OlJ 

Q [J Qlf Q(i' homogène do degr6 et • 
(X .:0 

Alors 
p 

p ==- ,-, ( X ) p- ci 
LJ o a ,o 

Qa (Xl ' ••• , Xn) 
pu i sq li<• 

répond à la question. Il est d 1 1:til leurs évident que P E I, il( 1 1 X 1 ••• t X ) €: •• 
1 n 

Il résulte de ce lemme que 

v n n'' .- v . 

Autrernt•.,t dit, tous les points de V qui n 1 ap1,artienncnt pas fi. V .srJllt de•:, .f>..!.~_ÎJ:!!~ 

l'infini de P (Q). 
n 

Proposition. 12 .- l,,' application V V 

section. 

Autrement dit, on a 

V U l/ ;..:; 
1 2 

[Cela résulte du fait que V est 1 1 adhérence de V pour ln tu pologie de 2.ùr.i :--. 1 

PQ(O)J, mais en général 

Par exemple, dans le plan, 1n·enons pour 

tes ; alors est vide, mais 

coupent à l'infini. 

'{2 deux dn.iites jH.u·allèlcs et diatinc-

ne l'e~t pas, car les deux droites se 

1 
1 
1 
/ 

! 
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Proposition 13. 

du.ctibl'9 

(V C W) (V C W) ' et do plus, r ( V irréductible} ~=- • ! . .-r4-

La première assertion est lvidente. Montrons la aeconde i il ~utfil ~•examinor le 

cas ob y ~~.-Si V es\ r,ductible 1 V= V1 V2 , V1 +V, V2 ! V, ~n • 

V~ v, l) v2 t et on a bien v, f V et Va l V 1 

;; v pal' exemple, on. aurait 
car si v, 

v, =V n ,P =vfton ;:: v. 
1 

v soit v= w, U "2 J w, +v ' "a f v J 
Inversement, si ut r6duotiblo, 

'

I• lin v, = w, n , , v2 - w2 " .. , 
... 

et on I v1 + V et v2 t V J car si v1 = V tH\r exemple, r1.lors V1 
V 

v, G w1 t V contradiction. 

r. 1 ')f• 

Corollaire. -Si les V j. so1Yt ltts cornp,,s,rnte& ir !'{duc i iùlou d I uno Y ,\l,:fhriq uo a f tine, 

,alors les V. sont las colTqJosu.ntos .irrciducti\;l,.rn du ln vuriHJ RlgÜ,riquu tHr.,jedive 
l. 

correspondante V. 

Exercice. l>our qu'une k-varioté nlgôl.;riqua projective li soit Ùii lt~ forr.io V où 

V eat une k~vari6t6 algébrique ~ffine, il ta~t et il suffit qij'aucune dea eompoouutea 

k-irréduct.ihloB de W ne soit contenue dans l 'hyperplo.n à l' tntini, 

-,.::::.-=:;-:::.--==--,. 
... = .. =-=--== ..... =-
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