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CHAPITRE O: Préli~inaires 

A. Anneaux locaux, valuations et places. 

l. Anneau local i'un idéal pre1:1ier. 

Soi eat A un anneau int·ègre unitaire, K son corps des frnct ions• 

P un idéal premier de A, et ~ l'hoaomorphis~e canonique A~ A/P • 

L'ensemble des ele~ents de K qui oont de la for~e ~, avec 
b 

a., b € A , et b ~ P t:lSt un sous-anneau de X I qu'on note AP • et qu'on 

appelle anneau local de l'id6al P (une d~finition "intrinsèque" des 

anneaux locaux sera donnée au n° suivant). 

Exeoples : si A= 1, et si Pa (p), où p est un nombre r.recier, 

AP = Z(p) est l'anneau composé des fractions â dénomineteur premier à P• 

Si A~ k[XJ (polyn5mes lune variable), et si Pa (X-a), Ap 

est 1 1 anneau des fractions rationnelles qui sont d~finies pour x •a. 

L'anneau AP a même corps des fractions K que A. 

THEOREME 1. 

Soit k le corps des fractions de l'anneau B • A/P. Il existe 

un et un seul homo~orphisme A -+ lt p prolongea.nt A+ B • Cet 

homomorphiso~ est surjectif. Son noyau est PAP (iâ~al de AP engendr( 

par P) ; il coïncide avec l'ensemble de tous les éléments inversibl~s 

de AP, et contient tous les idéaux propres (i.e. ; ~P) de Ap. 

Démonstration. Soit xEAP, de la forme% (a, b€.A, bi:P). 

On a 9(b) # 0, d'où nécessairement 

de 

( l) 

Ceci prouve l'unicité de 

a 
x = b, et l'application 

Ha> ~. Inverseoent, îrn ne dépend que 

~: AP-+ k définie par (l) est un homo-

morphisme prolongeant ~ (vérifications triviales). Comme 9 est 

surjectif, ~ l'est également. 

Pour que x appartienne au noyau de 9 • il faut et il suffit 

... / ... 



qu'on ait 9(a) = O, i.e. 

Inversement, si x Ê PAP • 

w(x) = 0. On a donc bien 

- 2 -

n. e P 

on a 

ker 

• On a a.lors x = a , ½ € PAP • 
i 

x =li·~ (a.€ P, b. t P), d'o~ 
b l. l l 

'/.' = PAP • 

Si est non inversible, de la forue e. 
b 

( b t P), on o. 

b t+ A donc .. t""p donc y€ P!J.p • D'autre pe.rt, l'idéal ay;:. P, ... i;;. • ... 

de mime que t~ut id~al propre de Ap est co~pos, d'iléuents non 

inversibles de Ap. 

2 .• Anneaux locaux, 

THEOREME 2 

Soit A un anneau intègre unitaire. Les trois propriétés suivantes 

sont équivalentes. 

(a) - L'ensemble des ~lements non i~versibles de A est un idéal 

M de A, 

(b) - A possèdt? un idéel maximal unique (ou, ce qui eot équiva­

lent, un idial maximum) M'. 

(c) - A possède un idéal premier g" tel que A= AM" • Si ces 

conditions sont satisfaites, on a de plus M = M' = M" • 

Démon stret ion. 

(a)=~ (b). En effet, M contient tout idial propre de A, donc 

est maximum. 

(b) ==> (El.). En effet a tout élément de U' est non inversivle, car 

M' 'F A • Reci:prog_uement 9 si ye, A est non inversible, on a (y) ; A , 

donc (y)cM' , donc yeM' • 

( c) <==> (a). En effet, la relation A = Aw, signifie que les in ver-

ses des éléments xEA • tels que X f[ M" , sont dans A • ou encore 

que les éléments de A non inversibles sont daii s M" • 
Un o.nneo.u A vérifiant l'une des conditions équiva:lentes (a), (b) 

ou ( C) est dit local. Le quotient A/M est un corps, appelé cor:es 

résiduel de A. 

• •• I • • • 



L'anneau local AP considéré au n° lest bien un anneau local• 

puisqu'il vérifie la condition ~b) 1 d'~près le th, l. D'autre part, 

tout anneau local est de la forme Ap, d'après {c) du th, 2. 

Nouveaux exemples d'anneaux locaux, 

Tout corps est un anneau local, 

si k est un corps, l'anneau de séries formelles k((x]] est 

local, et admet pour idéal maximal (X). Plus générelement, si A est 

local d'idéal maximal .!!!. , A[[x]J est locnl, et ulrnet pour id 1fal mw::imal .!!!, A[[x]]. 
3. Corps proJectifs. 

A tout corps K, on associe l'ensemble K = Ku{oo} 
00 

obtenu par 

adjonction à K d'un elé~ent, noté œ. On prolonge les opérations de 

K en posant a+ w = = , et, pour a F O, a,w = œ; les symboles 

K , cuni de cette 
œ 

structure, est appel€ corps projectif associé~ K , 

On convient de poser 

cation -1 
X 1-+ X de 

4, Anneaux de valuation. 

-1 
Ô 1:1 CO et co•l = O • de sorte que l'appli-

dans lui-même est bijective, 

Soit A un anneau intègre unitaire, de corps des fractions K. 

On dit que A est un anne e.u de ve.l uat ion si, pour tout x ( K*, on a. 

x ou x- 1E A. On peut encore exprimer cette condition par la relation 

K 
00 

-1 = A V A , en appelant l'ensemble des inverses des éléments de A 

THEOREME 3, 

Tout anneau de valuation est local. 

o,monstration. Il suffit de montrer qu~ l'ensemble des ~liments non 

inversibles de A est un idéal, et, pour :x:, y€. A non inversibles, 

x+y est non inversible. On peut supposer x et y non tous les deux 

nuls. D'après l'hypothèse, on a X 

y ou f É A. • Si on a I par exemple 

~ E; A , la somme x+y = x(i+l.) 
X 

est multiple de X 

est non inversible, il en est de même de x +y, 

dans A • Comme 

• •• I. • • 

X 
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Exemples. 

1. Si A est factoriel (par exemple~ si A= 7, ou si 

p 

de A, l'anneau local A(p) 

est un élément extré~al (ou irréductible) 

est un anneau de valuation, 

2, L'anneau de séries formelles k[[x]J est un anneau de valuation 

(l'ensemble des séries formelles non inversibles est en effet l'idéal 

principal (X)). 

3, Pour A= k[X,Y] 1 et P = (X 1 Y), l'a.nnee.u local ~ n'est pas 

un anneau de valuation, car on a. 

5. Places, 

Soient A un anneau de v~luation 1 K son corps des fractions, 

M son idéal maximal, k = A/M son corps rêsiduel 1 et soit O l'homo~or-

phisme canonique 9 : A + k • Si X est un élément de KCIO • n•appar-

tenant .. pas a A • son inverse X 
-l est un élément non inversible de 

A . on a donc x-l t M d'où 9(x- 1 ) , • = 0 • Il est donc naturel de pro-

longer O à une application p : Kcio + k~ 1 en posant, pour un tel x 1 

p(x) = cio, L'application p est appelie place canonique associ&e à A 

du corps K , Le th~or~me suivant va pe~mettre de donner une carac­

térisation intrinsèque de la notion de place, 

THEOREME 4, 

Soient K et k deux corps, et soit p une application K~ + kcio, 

Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) - On a p(l) = l , et 

p(a+b) = p(a) + p(b) 

p(a,b) = p(c) • p(b). 

toutes les fois que les expressions figu~ant dans les deux nembres ont 

un sens. 

(b) - Il existe un anneau de valuation A de K (admettant K 

comme corps des fractions), dont le corps résiduel k' est isomorphe 
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à sous-corps de k, et tel qu~ p soit le ccnposf de cet iso~orphis=~ 

a~ec la place canonique cssocife a A. 

(La condition (b) peut encore s'énoncer c~~~~ suit : si 

x t A• on a p(x) = co et• d'nutr~ pnrt. p induit sur A un hoco~or­

phisme dont le noyau est N ). 

Dèmonstration:(c) =~ (b), Poso~s A= p-
1 {k} • On a ~ t A; 

i.e, p(co) = co , car sinon. on :.i.urcit dl+c-,) = p(l) + p(Cl), d'o-:1 p(:.)=O. 

D'après {e), A est un sous-~nnenu de K, ~t p induit un hono~orphis. 

me A-+ k. Soit xtK. Alors. pour que x t;.. • i.e. p(x) = a,• il 
faut et il suffit qu'on ~it p(x- 1 ) = 0. (ccr, pour x ~ o et~, 

on a X 't A i::iplique -1 
x € .\ , et • r, ::i r 

suite A est un enneeu de velucticn. De plus, l'id~~l ~axiual de est 

(b) =~ (a) : Vérification facile, on examine successiveoent les 

différents cas d~ns lesquels l'élénent 00 intervient dnns les for~ules 

à démontrer. 

Une application p : K + k 
.;.:, CO 

verifiant les conditions équivalentes 

(u) ou (b) est appelee une place de K • a vcleurs d~ns k. L'~nnenu d~ 

valuation A est dit associé à p • 

Deux tilaces et + k' 
0) 

sont dites é~uivulentes si on 

passe de l'une i l'autre eu moyen d'un isonorphis5e k • k' • En parti­

culier, d'apr~s le théorème pr~céddnt, toute place surjective est équi­

valente à la plnce canonique de son anneau associe. 

Exel!lples 

l. Plcce triviale : On dit que p est trivicle si elle est injec­

tive, i.e. si elle induit un monomorphis~e de K dans k, 

2, Soit K = k(X) (corps des fractions rationn~lles à une va­

riable), et soit afk, A toute frc.ctions f€K • associons f(a) 

... / ... 
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en convenant que f(a.) = = si f n'est pas définie en a • L'~ppli­

cation fw f(a.) est une place de K I à valeurs d~ns k • 

3. La couposée de deux places est une plece (vérification facile, 

en utilisant (n)), 

6. Valuations. 

Soient A. un anneau intigre 1 K son corps des fractions, U le sou 

d K~ sous-groupe e composé des éléments inversioles de li., Considérons 

dans K* • la relation de divisibilité b,a (b divise a), rel~tive 

à. A , <lé finie pe.r la. con dit ion ~ ~ A , C'est une relo.t ion de pré ordre 

{i.e. réflexive et transitive), cocpetible avec lo. ~ultiplicetion, qui 

fait donc de K* un groupe préordonné, Pour qu'on a.it b\e. et a\b 1 

il fo.ut et il suffit que ~EU, Per passage ~u quotient, on obti~nt a 

donc sur le quotient K~/U une structure de grcupe ordonné, 

Pour que A soit un anne~u de valuation, il faut et il suffit 

que l'ordre du eroupe r = K~/ U ·soit tot~l, co~~e il résulte des 

définitions, Le groupe r est alors totalement ordonné, D'autre part, 

l'homomorphisme canonique a: K + r vérifie clors le condition 

(car si on a, par exemple, a(x) > a(y) 1 on a. 

d'où 1+.! = x+y E A d'où 
y y • a(x+y) > a(y)). 

r étent un groupe commutatif totalement ordonnè, quelconque, on 

convient 

1. de noter additivenent la lei der • 

z. d'adjoindre à r deux êl~ments -~ , 00 ; on convient de plus que, 

pour a. E r , on a -~ < e ~ ~; l'ensenble rv{ 00 , - 0 } , noté également 

r 00 , est ainsi muni d'une relation d'ordre total, prolongeant celle de~ 

Si on prolonge a en posant a(O} = 00 , a(=)=-=, la relation 

P'·) reste vraie quels que soient x et y C K
00 1 non infinis tous les 

deux. • • • I • •• 
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Définition. On appelle veluntion d'un corps K une application 

w : K + r (où r est un groupe totelenent ordonné) vfrificnt les 
Q) 0:, 

conditions suivantes 

(1) w(x.y) = w(x) + w(y) 

toutes les fois que les expressions figure.nt d!lns les deux membres ont 

un sens 

(2) w(x+y) ~ in! (w(x), w(y}). 

Deux valuations sont dites equivelentes si on pnsse de l'une à l'autre 

par un i somorphi sr.ie r + r' de groupes totalement ordonnés. 

D'après ce qui précède, n tout anneau de vnluation de corps des 

fra.ct ions K, il correspond une vcluction ,. r 
CO 

• où 

dite valuation canonique associée à A. 

Réciproquement. soit w une veluation de K. L'enseoble des 

x E:K tels que w(x) .:=, O est un anneau de valuation de K (en effet, 

les relations w(x) ~ 0 et w{x) ! O se traduisent respectivement 

par x E' A et x• 1 ~A), et w est équivalente à la ve.lue.tion canonique 

associée 1 A {ear le noyeu de w est A-M = U). On dit que A et 

M sont respectivement l'anneau et l'idéal de la valuation w • 
K étant un corps. le donnee d'un anneau de valuntion A de K 

ê4uivaut, d'après ce qui précède, ù celle d'une classe de valuations 

é~uivalentes w de K , ou encore a celle d'une clusse de places 

!.s,uivalentes p de K, 

L'anneau A• l'idfal maxi~al M, et le groupe U = A-M des 

éléments inversibles de A sont caractérisés, à partir de la donnée 

de ùJ ou de p , par le tablee.u suivant 

X w(x) p(x) 

~A > 0 Cl<> -€M > 0 =O 
€. u = 0 ;. o et Q) 

... / ... 
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Exemples de valuations. 

l, Valuation tri via.le : w(x) = 0 pour tout x E. K non nul. Pour 

que w soi.t triviale, il f'e.ut et il suffit que A = K , ou encore que 

la place associie (unique a l'i~uivalence pr~s) soit triviale. 

2. Valuation p-adique. Soient A un anheau f~ctoriel, de corps des 

fractions K, et soit p un élément extréoal de A, i.e. tel que (p) 

soit un idéal premier. Pour x € K~, il existe un et un seul entier a f 'il 

tel qu'on ~it x = pa y , y appartenant au groupe U des éléments in-

versibles de • On définit une value.tic~ w de K • dite valuation 

E-adique de K • en posant w(x) =a.L'anneau de valuation correspond~nt 

est (vêrifi~ations faciles). 

3, On définit une valuation du corps de fractions rationnelles 

k{X) â une variable en posant w(f) = deg 
s g - deg f • 

4, On définit une valuation du corps de séries formelles k((X)) 

en posant w(s) = n • pour n n+l 
s = a X + a 1 X + ••• • avec n n+ 

Exercice : déterminer do.r.s les exemples ci-dessus, l'anneau de valu~­

tioh et la place canonique associis l w , 

THEOREME 5. 

Soit A un anneau principal, et K son corps des fractions. Toute 

valuation w de K qui est i O sur A est la valuo.tion triviale, ou 

bien est une valuation p-adique. 

(Reppelone que tout anneau principal est factoriel). 

Démonstration, L'ensemble P des x€:A tels que w(x) > O est un 

ide al de A • On a p = An MW oa M est l'idJal de w ; donc 
w P est 

premier. Si P = (O), la valuation w est n~cessnirement triviale, 

Sinon, P est un idéel de A, nécessairenent propre (car lt P), 

donc de la forme (p), où p est un élément extrémal de A. Montrons 

que l'anneau A 
w de w coïncide avec A(p) • En effet, soit x€A · w , 
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comme A est factoriel, on peut écrire x sous forme de fraction 

irréductible 
e. alors a 0\.1 b t. (p) . on ne peut avoir t'. t ( p). 
~ 

; on a t 

et b € ( p) ; on a donc b </:. ( p} t c'est :, dire x€A(p) ; inverser.ent ,.,, 

il est clair que A(:p}C Aw ; on a donc bien \, = A(p) • ce qui oontre 

bien que w est é qui va.lente à la Vlll uo.t ion p-a.diq_uc. 

Corollaire l,Les seules valuations de ~ sont la valuation triviale 

et les valuations p-adiques, (Remarquer que toute valuntion w de ~ 

est positive sur S I puisque w(n)? inf(w(l},,., 1 w(l)) = w(l) = O). 

Corollaire 2, Les seules valuations du corps de fractions ration­

nelles k(X) s'annulant sur k sont les valuations f-adiques, où 

f est un élément extrémal (i,e, un polynôoe irréductible) de k[XJ 1 

et la valuation définie par le degré, introduite dans l'exe~ple 3 

précédent, 

En effet, si w est positive sur k(X] 

f-adique. Sinon, on a nécessaireoent w(X) < O 

c'est une valuation 

d'où • w (Y) > O I en 

posant y= x•l. Dcns ce cas w est positive sur k[rj I donc w est 

une valuation g-e.dique, avec g'2 k[Y] , irréductible, La relation 

w(Y) > 0 entraine Y€ (g) 1 d'où (Y)= (g), donc w est la valuation 

Y-adique de K = k(Y) • Pour fE:k{X), de le. foroe F(X) 

ëTxT ' 
où F et 

G sent des polynômes de degrés respect ifs m et n • on a 

l yn-m f (y). ... 
f(y) = ou f est une fraction rationnelle de vale.ur finie 0 0 

et ,. 0 pour y = 0 • On e. donc w(f) = n-o = deg G ... deg F • 
7. Valuations discrètes, 

Définition. On dit qu'une ve.luetion w non triviulo ont discrète si le groupe 

r de ses valeurs est cyclique. Le groupe r étant nécessaireoent infini 

(puisque totalement ordonné}, il est isooorphe à 2, Leo valuations des 

exemples donn~s ci-dessus sont toutes triviales ou discrites. 

THEOREME 6. 

Soient A un anneau 1·n~~a,.re. K son cor~u~ dGs fr•cti"ons Les pro __ .,, , ~ ·"' "' ... . -
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priétés suivantes sont équivalentes 

(a) - A est un anneau de valuation discrète 

{b) - A est principal et local 

(c) - A est principal, et ne possède qu'une classe d'éléments 

extrémaux 

(d) - A est local• noéthérien, et son idéal maximal est principal• 

(e) - A est un anneau de valuation noéthérien. 
Démonstration 

(a) ==> (b) • Soit I un idéal propre de A • Si x ( I , X est 

non inversible, et on a donc w(x) > 0 • Soit ae: I • tel que w(a.) soit 

minimum, Pour tout xEI ,.on a w(x) ! w{a), donc 

~ € A , i.e. x € (a). On a donc I = (a). 
a 

w(.!S)> 0 • d'où 
a -

( b) ~=) ( c) , En effet• dans un anneau principal• un éléz:ient u est 

irréductible si et seulement si (u) est ma.xical, L'existence d'un seul 

idéal maximal équivaut donc à celle d'une seule classe d'éléments irré­

ductibles. 

(b) =~ (d) et (e), Car A &tant principal, est no~thérien, 

(df ==> (e.), En effet 1 soit M = (u) l'idéal maxioal de A , Comme 

A est intègre noêthérien, l'intersection des puissances de M est rJ­

duite à {O) (thé?or~me de Krull), Donc, :pour x E A • non nul, il existe 

un et un se ul. en t i e r µ ! 0 t e l q u I on ait x ~ ( u \J ) et .x f=. ( u µ + 1 ) , 

l.. e tel nue X= uµ xo • cvec • • ':I, .... x 
O 

€ A in ver si ble. Pl us génére.lenent • 

on en déduit que, pour y E K • non nul, il existe un et un seul entier 

v € Z tel qu'on ait \J 
Y= u Y0 , où y

0 
est un élément inversible de 

A. En posant w(y) = v • on définit une valuation discrète de K , 

admettant A pour anneau associé, 

(e) ==) (d) • En effet, soit H l'id.ée.l maximal de A , 

Il est engendré par un nombre fini d'éléments t. (1 < i _< h), 
l. -

Si w est la valuation associ6e à A• on a w(t.) > 0 
l. 

pour tout i • 
Choisissons parmi les ti • un élément u de valuation minimum, On a 

1 ... / ... 
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pour tout i ' d'où , ou encore 

ti Ë(u) pour tout i • One. donc M = (u) • 

8. Le théorème de prolongement. 

THEOREME 7 

Soit A un sous-anneo.u. d'un corps K • Tout homornorphi sme cp de A 

dans un corps algévri~uement clos k peut être prolongé à une place de 

K, à valeurs dans k. 

LEMME. Pour tout idéal I de A , et pour x E. K , I engendre un idéal 

non trivial dans l'un des deux anneaux A(x] ou A[½J • 

En effet, dans le cas contraire, on aurait : 

(l) 

( 2) 

l 

1 

= Ll=o 
= Lf=o 

a. 
1 

b. 
J 

i 
X 

(l)j 
X 

(a. 1 b.EI) 
l. J 

Supposons que chacun des entiers p I q est le plus petit possible 

pour fixer les idées, supposons p ~ q. (l) et (2) s'écrivent encore 

e.
0 

- l + a1 x + ••• + ap xP = o 

+ b 1 x + ••• + (b - 1) xq =o. q- 0 

En multipliant respectivement les deux équations par b -l 
0 

et 

a xq-p, et en ajoutant, on trouve une relation de la forme 
p 

... P-1 + C X = 0 
p-1 

avec c. E.. I pour tout i > 0 • Ceci contredit le choix de p • 
1 

Démonstration du théorème. 

On peut supposer A local, car t'.p(A) étant intègre, le noyau de cp 

est un idéal prem:ier p: q, se prolonge à AP de man:ière unique d'après 

* le th. 1. Montrons que, pour x E K , q, se prolonge à un homomorph3 sme de 

A[x] ou de A[.!] 
X 

dans k. Soit, en effet, M l'idéal max5-mal de A, 

noyau de tp. D'après le lemme, M engendre un idéal non trivial dans A[x] 

ou A[!]. Supposons par exemple 
X 

M A[x] non trivial. Soit un jdéal 

maximal de A[x J contenant M A[x]. On a M1 n A= M : en effet, on a 

MC M1 n A , M1 n AI A (puisque 1 f M1 ), et M est maximal. Posons 

k 1 = A[X]/M 1 • L'homomorphisme canonique •.. / ... 
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9 .l : A[x] -+- k1 prolonge (le corps k = Im? 
0 

cita.nt identifi;; • 

par isomorphisme, à un sous-corps de k 1 ). De plus, si l'on pose 

x
1 

= 9
1

(x), on a Irn 91 = kJx 1] = kjx 1 ) = k1 , Donc x1 est ulg&brique 

sur k
0 

, et k
1 

s'identifie, par isomorphisme, ! un sous-corps de t· .. . 
contenant k

0 
• On a donc bien prolongé 9 à un ho~omorphisoe A[x] + k, 

Considérons l'ensemble t des couples (B , ~) composés d'un 

sous-anneau B de K contenant A I et d'un homo~orphisoe 1/J de B 

sur un sous-corps de k , prolonseant 9 • Dans cet ensemble 'e, consi-

dêrons la relation ( B ,,. ) < ( B t , ,,. t ) 
t T 'i' d,rinie par les conditions : 

BCB' , et ip• prolonge 1/J • On vérifie iomédiatement que c'est un': 

relation d'ordre, et que i est inductif pour cette relation. D'apr~s 

le th, de Zorn, l posside un il&ment muxioal {i , l). Coome on ne peut 

prolonger 
1\, 

d'après ip • on a ce qui ,. 'd prr;:c<:: e, pour XE. K'~ t l.' une des deux 

relations XE~ ou le.~ • Aut ret1en t 
X 

dit 1 ~ est un anneo.u de value. tion 
1\1 1\, 

i de K • De plus k = Ire IJI est un sous-corps de k • Donc Ker est un 

idè~l maximal de ~ , C'est donc l'uniqu~ idéal maxi~al ~ de ~ et 

l s'iâentifie a l'homomorphisme canonique -~ ~ ~/~. Il suffit elors 

de prendre pour p la place canonique de K associé il 
'\, 

B • En effet, 

p prolonge 
'\, 

t , et est a valeurs dans k • 

Corollaire, Soit K un corps, et soit L une extension de K • 

f0ute valuation w de K peut être prolongée è une valuation de L. 

On se ramène en effet au théorème précédent, en utilisent la cor­

respondance entre valuations et places, 
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3. Elfmints entiers 

l. Définition. 

Soient A et B deux c.nneaux intègres uni te.ires, tel n que Ac B • 

Un élêment x de B est dit entier sur A s'il existe un polynôme 

P E. A[X] unitaire tel que P(x) = 0 , i.e. si on a une relation de le 

forme 

( l) + • • • + e. n = 0 t 

od a. E A pour tout i • En particulier, x est &lg6brique sur le cor~~ 
l. 

des fractions K de A. Si A= K est un corps, les notions d'~lf~ent 

entier et d'êlament algébrique sur K cincident. 

T!iEOREME l 

Pour x E. B , les propriét6s suivantes sont équivalent~s 

(a) - x est entier sur A 

( b) ... X t A [l] 
X 

(c) - A[x] est un A-module de type fini 

(d) A[x) est contenu dans un sous-anneau A' de B qui est 

un A-module àe type fini. 

Dt::inon~t~atiol} ) 
~aJ <~ \b • En effet, en explicitar.t ln relation XE.A[l-.] 

X 1 on 

voit qu'elle se traduit par une relation de dépendance intégrale de 

la forme ( 1 ) • 

(a)~ (c). En effet, supposons que x est solution de (1). Il 

suffit de oontrer que A[x] coîncide avec le A-nodule B enGendrC p~r 

1 9 X, • • • 1 
n-1 

x , ou encore q_u'on a n+p B 
X E. pour tout p ~ 0 • Or ceci 

se voit~ par récurrence sur p, en remarquant Qu'on a 

X
n+p n+p-1 p 

+ a1 x + ••• + an x ~ O • 

(c) ==;} (d) Trivial 

(d} ==) (a). En effet, soit. A[x]c A' =1 Au + + A.u 1 • • • · n 
Pour tout j , on a x u.E. A' 1 d'où 

J 

x u. = l· a .. u. 
J 1 lJ 1 

/ 
• • • I • • • 



avec o. •• e: A 
lJ 

(1 ! i,~ n • l < j ! n). On a donc, pour tout J t 

où ô .. 
lJ 

l · (ô .. x - a .. ) u. = 0 
1 · lJ lJ 1 

est le s~mbole de Kronecker. Comm~ A' est intègre, et co~3~ 

les u. ne sont pas tous nuls, le d6teroinant de le matrice (6 .• x -
l lJ 

• a .. ) .est nul. Ce diterminant est un polyn63e unitaire en x • c.q.r.e 
lJ 

2. Fermeture et clôture intégrale. 

Un anneau A' contenant A est dit entier sur A si tous ses 

éléments sont entiers sur A. En particulier, tout anneau A' de type f 

fini sur A (comme A-module) est entier sur A • Si est un sous-

enstmble de B compos€ ~'€l€cents entiers sur A, l'anneau engendrci 

A[M] est entier sur A • Si A CB CC , si B est entier sur A 
et si C est entier sur E , C t~st entier sur A (tou-
tes ces propriétés se démontrent. facilement en utilisant (d) du tr.. 1, 

et les propriét,s des modules de type fini). 

L'ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A est un 

sous-anneau Â de B , appe16 fermeture intégrale de A dans B • 

Si A= A, A est dit intégralement fer~é dans B. On a toujours 

= 
A = A • 

Un anneau A intègre est dit intégralement clos e'il est intégra­

lement fermé dans son corps des fractions K • La fer~eture intigrcle 

de A dans K est un sous-cnneau de K , appeli c16ture intègrale de h 

Tout anneau factoriel A est intégraler,ent clos, 

En effet, pour x E.K , on a x = .l?. , avec p, q E. A , premiers entre q_ 

aux, Si x est entier sur A , on a (l)n + e 
q l 

(n)n-1 ... + .,,+ e. = 0 1 q n 
d'où l'on déduit, en chassent les dénominateurs n ( n-1 ) p + q_ alp t ••• = 0 

Donc q divise pn • Comoe q ~st prenier avec p, on a q=l, d'où XEA. 

Exemples. 

1, A = i [V5] n'est pas int&gralement clos ; en effet le nombre 

est ~~5~ ~•enpartient pas a A. 



- 15 -

2. (Exercice). Plus génêra.ler.1ent, montrer que, pour r.i € Z , non 

multiple d'un carré, l'anneau Z[Vm] est intfgrale~ent clos si et 

seulement si on a m ~ 1 (nod 4). 

3. L'anneau A= k[X,Y]/(x 2 - x3 ), ou anneau de coordonnfe de 1~ 

courbe d'équation y2 - x 3 = O (cf. plus loin, Chep I) n'est pus in­

têgrelement clcs. 

En effet, si x et 

sentês par X et 
2 

on a L = x , donc 
2 

X 

3. Eléments entiers 

THEOREME 2 • 

y 

y • 
l. 
X 

et 

sont les éléments 

on a l. (/. A 
X 

est entier sur A 

valuations 

de 

• 

A respectivenent repre­

, ; cepende.nt 

Soit A un sous-e.nnee.u d 1 un corps K , et soit xE:K • Les propriét6s 

suivante~ sont fquivalentes 

A • 

(a) - x est entier sur A 

(b) - x appartient à tout anneau de valuation de K qui contient 

(c) - Toute valuation de K positive sur A est positive en x • 

(d) - Toute place de K finie sur A est finie en x. 

Démonstration. 

(b) <==) (c) (==} (d), d'après les propriétés des valuations et de:; 

places (paragraphe A, n° 6). 

(a)~ (c). En effet, si x est entier sur A, on a xE:A[~J 
A 

Soit w une valuation de K , positive sur A. Si on avait w(x) < O , 

on aurait 1 
w (--) > 0 • et 

X 

d'où contradiction. 

w serait > 0 A [-1] d sur , one en x , 
X 

(d) =} (a). Supposons en effet qu'il existe xE.K , non entier 

sur A , i.e. tel que x $ A' =· A[¾] • L'éléne.nt l y = 
X 

de A' est 

non inversible. On peut donc trcuver un idéal maxinal M de A' conte­

nant Y , et prolonger l'hcmom71Jhisme canoDique A' ➔ A'/M lune place 

... / ... 



p du corps des fractions de B • Cette place est finie sur A' • donc 

aussi sur A • D'autre part, on a p{y) = 0 , d'où p(x) = ~ , ce qui 

contredit ( d). 

Corollaire l. Tout anneau de valuation, ou toute intersection 

d'anneaux de valuation, est un anneau intégralement clos. 

Corollaire 2. Si K est le corps des fractions de A I la clôture 

intégrale de A est l'intersection de tous les anneaux de valuation 

de K contenant A. 

THEOREME 4. 

Soient A un anneau int,gralenent clos, K son corps des frac­

tions, L une extension alg&brique siparable de degré fini de K • Alors 
ùe ll 

la fermeture intègrale A /dans L est contenue dans un sous-A-module 

B de L, de type fini, et de rang n = [L : K] 

Démonstration. On peut trouver x éL I entier sur A , tel que 

L = k(x). En effet, d'après le thfortme de l'élément prioitif, il 

existe y€. L t tel que L = k (y)• Comme y est algébrique sur K , 
.. on a b Yn + + b = 0 les b. appartiennent à A On peut ••• , ou • 0 n l 

alors prendre X = b 
0 

y , C e.r 

Pour z E. L , on a z = 

séparable sur K , il admet n 
a. 

on 

forme X J (1 ! j ~ n), oa les 

n + b bl e. X 
0 

avec 

n-1 
X + • • • + 

bn-1 
0 

a. E: K • Comme 
l 

b = 0 n 

X est 

conjugués distincts, qui sont de la 

a. sont des K-automorphismes de ln 
J 

cl6ture algébrique K de K , et le d€terminant D de la matrice 
(j • • 

{x J)
1 est # 0 • One, pour tout j , 

( 2) 
a . cr • • 

z J = l · a.. (x J > 1 

l l 

• 

Résolvons (2), regardé conme système linéaire eux inconnucn e.1••••, .:in 

ai= ~i (1 ! i ! n). Les déter-au moyen des formules de Cramer, soit 

minants D , D. 
l. 

cppartiennent à l'anneau •••• t xc:rn. J , donc sont 

entiers sur A. En expr1.·mnnt D comme d ... t · t d v d d - e erm1nan e an ermon e, oh 

voit que D
2 

est invariant par tout K-automorphisme de K • 

• • • I • •• 



On a donc 

D
2 et DD. 

l 

clos, on a 

E. L A[x] 
D2 

= b. 
l. 
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Puisq_ue a. = DDi €. K 
i D2 

sont entiers sur A• 

n2 E A et b. = 
• J. 

, on a aussi 

et comme A 

• Or 1
2 A[x] est 

D 
bien un A-module de rang 

DD. E K • Conme 
l. 

est intêgraleoent 

n • 

Corollaire 1. Si, avec les nêmes hypoth~ses, on suppose de plus 

que A est ncethirien, i est un A-module de type fini. 

(car tout sous-module d'un 'module de type fini sur un anneau noethérien 

est ~e type fini). 

Corollaire 2. Si, avec les mêoes hypothèses, on suppose A 

;erincipal, -A est un 

En effet• on a 

A-module libre de rang 

A[x]CAC A~ê] • Com~e A 

n = [L : K] • 

est principal, le ~adule 

.i, compris entre deux A-modules libreo de rang .n • est aussi un 

Anmodule libre de rang n. 
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C - Extensions transcendantes. 

1. Dépendance algébrique. 

Soit E une extension d'un corps k, et soient x 1 ,.,., xn 

des éléments de E • On dit que les sont alg€briquement dé-

pendante sur k s'il existe un polynôme Pf k[X 1 , ••• , Xn] non nul 

tel que P(x 1 ,,, •• xn) = o, i.e. si le noyau de l'homomorphisme 

(tel que X. ~ x . ) est t:, P • 
l l 

Dans le cas contraire, on dit que les x. 
l 

sont algébriqueuent indé~ 

pendants, ou qu'ils forment une fa:nille lllgèbriquement libre sur k ~ 

Dans ce dernier eus, a est un isomorphisoe. Plus généralement une 

famille quelconque d'il~ments de E (éventuellement infinie) est 

dite algébriquement libre si toutes ses sous-farailles finies sont 

algébriquement libres. Si G est une fo.tiille d'éléments de E , 

on dit que G engendre E/k , ou que G est urr syst~me de s'ni­
rateurs de E/k , au sens de la dépend~nce algébrique si E est 

extension clgfbrique d~ k(G) • 

La théorie âe la dépendance algébrique est analogue à celle 

de la dêpendance linéaire pour les esp~ces vectoriels. On peut du 

reste obtenir ces deux thiories conma cas particuliers d'une th,orie 

plus générale de la dépendance. On se borne, dans les deux n~ qui 

suivent, à rappeler les 
, , 
enonc~s de quelques résultats essentiels. 

Pour les d~monstrations voir exemple Bourb~ki, Alg~bre, Chnp. V. 

2. Bases de tra~<:_e!ldance. 

THEOREME 1. Soit B une famille d'élê~ents d'une extension 

d'un corps k • Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) - B est une famille algébriquement libre sur k maxioale 

d'éléments de E • 

b) - B est une fnnille algébriquement libre sur k , et B 

... / ... 
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est un système de générateurs de E/k (au sens de ln dépendance 

algébrique). 

c) - B est un système de générateurs ~inimel de E {au sens 

de la dépendance algébrique), 

Toute famille B possèdant l'une et l'autre des propriétés 

équivalentes (a) (b) (c) du théorème est appelé une base de 

transcendance de E sur R. 

Par exemple, le corps de frections rntionnelles k(X.) 
l Î Ë I 

admet pour bese de. transcendance la fanille des indétermin~es (X ) • 
1 iE: I 

THEOREME 2, Toute extension E de k adnet une b3se de trans-

cendance. 

(L'ensenble des familles libres sur k d'élénents de E est en 

effet inductif; on applique le th~or~~e de Zorn), 

THEOREME 3, Deux beses quelconques da l'extension E/k sont 

équipotentes, En particulier, si E adoet une base d~ transcen­

dance composée de n éléments, toute autre bcsc adoet aussi n 

éléments, 

Dans ce dernier cas, le nonbre n est appelé degré de trans­

cendance de l'extension, On le note deg,tr, (E/k), Notons que, pour 

qu'une extension soit algébrique, il f~ut et il suffit que son degré 

de transcendance soit O • 

3. Extensions algêbriqueuent ùisjointes, 

THEOREME 4. Soient ,E /k et F / k cl eux sous-extensions d I une 

même extension K/k, Les conditions suivantes sont fquivnlentes : 

(e) - Toute famille d'éléments de E libr~ sur k est lib~e 

sur F • 

(b) - La r~union d'une sous-famille libre de E/k et:d'une 

sous-famille libre de F/k est une sous-famille libre de K/k • 
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(c) - l!!()F est extension algébriq_ue de k (i.e. deg.tr, 

{EnF} = o). 

Lorsque l'une ou l'autre de ces conditions est re~plie on dit 

que lessous-extensions E/k et F/k sont alg6briquecent disjointes, 

ou que les corps E et F so~t algébriquenent disjoints sur k. 

Autres c3ractérisations (on conserve les mênes notations). 

THEOREME 5, Goit B une base de transcendcnce de E/k • Pour 

que E/k et F/k soient algébriquement disjointes, il faut et il 

suffit que B soit une base de transcendance de ZF/F. 

THEOREME 6, Soient B une base de trcnscendance de E/k, et 

C une base de transcendance de F/k , Pour que E/k et F/k 

soient algébriquement disjointes, il faut et il suffit que Bv C 

soit une base de transcendance de EF/k • 

D'autre part 

THEOREME 7, L'extension EF/k est de degré de transcendance 

fini si et seulement si chacune ~es extensions E/k et F/k est 

de degrê de transcendance fini. Pour que E/k et F/k soient al­

glbriquement disjointes, il faut et il suffit qu'on ait 

deg, tr, (EF/k) = d~g. tr, (E/k) + deg, tr. (F/k) • 

4. Extensions lin,airement disjointes, 

THEOREME B. Soient E/k et F/k deux sous-extensions d'une 

extension K/k. Les conditions suivantes so~t é~uivalentes, 

(a) - Toute famille finie (x.) d'éléments de E linéaire-
1 

ment ind~pendante sur k est lin€aircment ind€pendante sur F , 

(b) - Pour toute famille finie (xi) d'élêoents de E liné­

airement indépendants sur k , et pour toute famille finie (y. ) 
J 

d'éléments de F linéairement indépendants sur k ,, la famille 

{x. y.) est linéairement indépendante sur k • 
l. J 

' .. / ... 
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Démon st ration, 

( a) -> (b) E • • 
J. , J 

(b) -.) {a) - Soit 

a .. 
lJ 

( u. ) 
J 

avec b. E: F , On a, pour tout 
J. 

x. y. 
l J 

une 

i, 

= 0 =) 2:. a •. X, = J. J. J J. 

-)' = 0 \;/ i Il •• lJ 

base de F/k • Soit 

b. =E e. .• u. , e.vec 
l lJ J 

I: 

0 'r/ . 
J => 

et J • 

b. x. = l l. 

e. . . € k , 
lJ 

0 

d'où I:. . a. . x. u. = 0 , d'où, c or:ipt e tenu de ( b) , a. . = 0 
l.,J lJ l J lJ 

'rli et J , d'où b. = 0 Vi , 
1 

Lorsque l'une ou l'autre des conditions (a) ou (b) dti th. est 

remplie, on dit que les extension3 E/k et F/k sont linéairenent 

disjointes, ou que les CJrps L et F sont linéairement disjoints 

sur k. 

Autre interprétation : la condition (b) signifie q_ue 1 1 uppli­

cation k-lineaire canonique E ©k F ➔ EF d0duite de (x,y) ~ xy 

est in,jective, 

Remarques, 1 - Si E/k et F/k sont linéairement disjointes, 

on a E nF= k • Mo.is la réciproque est fe.usse (prendre k = Q , 
3 1/2). E :::: ~, V2)' et F = 0,( j 

' 

2 - Pour que E/k et F/k soient lineo.irement dis.-

joint~s, il faut et il suffit que, pour tout couple de sous-exten­

sions E'/k , F'/k de type fini de E/k et F/k respectivement 

E'/k et F'/k soie~t lin~airement disjointes. 

Autres ccrcctérisations (les notations sont celles àu thêorène 8; 

le mot base d'une extension signifie base de l'espece vectoriel 

sou.s-j a.cent). 

THE0R3Ni 9. Soit S une b's" 1 E/ 1 P / , c.:. ...: ::..e . .<: • _ our quE:: E k et 

F/L soient lin6aireCTent disjointest il faut et il suffit que s 
soit une base de EF/F • 

'I'HBOfü.mB l.O' Soient 
'l' une base è.e 
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I E/k t F/k soient linéairement ~isjointes, il F k. Pour que e 

fa.ut et il suffit que ST ( famille des produits è.' un [ lfment <!.~ 

s par un élément de T) soit une base Je SF/k • 

Ces th~orêmes rêsultent trivialement de la dffinition; 

d' a.ut re part 

TdEOREME 11. Pour que E/k et F/k coient de defr~ fini, il 

faut et il suffit que JF/k soit de degré fini. Dans ce c~s, pour 

4ue E/k et F/k soient linêairenent disjointes il faut et il 

suffit qu'on ait [EF : k] = [E : k] [ r • }·] - . ~ . 
TJEOREME 12. Soient E/k et G/k deux sous-extensions d'une 

extension K/k , et soit F/k une sous-extension de G/k • 

G 

E F 

Les propriétés suivantes sont é~uivaler.tes 

a) - E/k et G/k sont linciairement disjointec. 

b) - E/k et F/k sont linfairenent dis­

jointes, et il en est de ~~~e de 2F/F et G/F. 

Démon st ration. 

Soit S une base da B/k 

(a) ) (b). En effet, d'o.près (o.), et d'après le th~or!:)J::",e 9, 

S est une base de EG/G. C'est donc une fru.tille linée.irement in­

d~pendante sur F d'flciments de EF. Mais c'est aussi un syst~ce 

de g~n~rateurs de EF/F. C'est donc une base de EF/F. On en diduit 

(b), compte tenu du th~or~me 9. 

(b) > (a). On applique à nouveau le théorène 9. De (b) on 

déduit que S est une base de BF/F, puis quu c'est une base de 

EG/G • 

THEOREME 13, Soient E/k et F/k deux sous-extensions d'une 

extension K/k • Si elles sont linéairement disjointes, elles sont 

algêbriquenent disjointes. 

. .. / ... 
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Dc.:.on st rat ion. 

:.;oit (x.) une fn~ille alg~briq~ement libre sur ~ d'flJ­
l 

ments de E • Les monôoes M(xi) sont ~lors linéairement indé~er.­

dants sur k. Ils le sont ~one aussi sur F. 

5. Extensions réguli~res 1 séparables, :priuaires. 

Soit K lie une extension),et considérons les corps i 

(clSture alg~brique), i (clôture radiciellu) et ~ (cl6ture r s 

séparable) de k • regardes co~we sou3-corps de f. 

Si les extensions 

K/k et k/k sont linJairement iisjointes, on dit que 

l'extension K/k e_st réi1uli?re 

K/k et k /k r 
Il Il Il " Il est séoe.rable 

K/k et k /'z .. Il " Il Il Il est pri::iaire. z 

Si k est algâbriq_uement clos (res1i. r:.ï.di ci eller.i.en t clcs, 

i.é. parf~it, resp. s~paruble~ent clos), toute extension de k 

est regulière (resp. siparuble, resp. pri~~ire). 

On d~duit du th, prJcédent les constquences suivantes : 

THEORiNE 14. Toute sous-extension d'une extension rigulière 

(resp. s~parable• resp.prioaire) est repulière (resp. séparable, 

resp. pri.:1e.ire). 

THEORI~ME 15, Si F::,E :)k • et si chacune cl~s deux extensions, 

F/E et E/k est régulière (resp. séparable, resp. primaire), 

l'extension F/k ~st rlguli~re (resp. sipareble• resp. prioaire), 

THEOREME lÔ. Toute extezision régulière est sêpare.ble et primaire. 

Exemple d'extension rfguliire; 

THEORE:-1.i:: 17. Pour toute famille d'ind,iteri:tinées 

(finie ou non). le corps de fractions rationnelles 

(X. ) 
1 if:I 

K = k (X. } 
i . .,.. I 

1.::. 
... 1 · •• 0 



est ext~nsion rfgulière de k • 

Dé.G1on st ra't ion. 

Il suffit de montrer que toute extension ~lgcbrique k' de 

degrè 
... . . , 
llDJ. ue k est linciairement disjointe de K sur k • Pour 

cela, on reu&rque que toute base de k'/k est aussi une base de 

K'/K , en posant K' = k'(X.) 
:.. iE'I 

6. Caract~risation des extensions s~parables, 

Dêuontrons ~u préalable : 

THEOREME 18, Soient L/k et F/k deux sous-extensions al~c-

briques d'une ~xtension K/k , Si l'une est sép&r~ble, et l'uutre 

radicielle, elles sont lin6~irenent disjointes. 

D'après la remarque 2 du n° 4 , on peut supposer que les ex­

tensions E/k et F/k sont de degr~ fini, Si l'extension E/k 

est s~parable, elle est mono~~ne, i. e. de la force k(x) ; si 

n = [k(x) : k] , elle o.druet pour base :1 = { 1, x,, •• , xn-l}. Sup­

posons F/k radicielle. Il suffit de montrer que D es~ une b~se 

i.e. que B est une famille lin~airement ind6pend~nte, de 1.1 ext€:n-
n-1 

siou F(x)/F • Supposons en effet ~u•on ait ~ 
i a. x = 0 , avec 

l 

des a. E' F 
l. 

non nuls, Soit p 

entier f > 0 
f 

Q(xp ) 

p 
t 1 f,:.,~ 1 e c;_ u~ e.. .._ t 

= O, o.vec 
f 

1 

1 
la car~ctéristique, Il existe un 

pour tout i. On a t..lors une re-

non nul, de degré < n-l , Le lat ion 

polynôrriE:: Q[XP] est donc multiple du polyn6~e irr~ductible 

P = Irr
1 

x 
'-

distinctes 

de 

è. c.ll S 

X sur k. Or 

k , tandis que 

) contrl:;.diction. 

p admet ~x~cte~ent 
f 

Q[XP ] en admet 

n racines 

n-1 a."..1 plus 

On dit qu'une base de tran~cendance B d'une extension 

K/k est séparante si K est algêbrique sé~arable sur k(B) • 

. . . / ... 
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TilEOREME 1~. Soit K/k une extension. Les trois propri~tfs 

suivantes sont équivalentes 

(a) - K/k est séparable 
l 

(b) - K et kP sont linéairement disj"oints sur k • 

(c) - Toute sous-extension de type fi~i de K/k admet une 

base de transcendance séparante. 

Dênon st rat ion. 

(a.) ) (b) trivial 

(b) => (c) • On peut SU?poser K/k de type fini, soit 

K = k(x
1

, ••• , xn)• Posons r = deg.tr. (K/k) 1 et raisonnons p.::..r 

récurrence sur l'enti~r positif s = n-r. Le rfsultat est trivial 

pour s = O, i.E. n = r. Supposons n > r. Il existe P Ë k [X l , ••• ; X ] n 

non nul tel ~ue P(x 1 , ••• , xn) = 0. Choisissons P de degré global 

d le plus petit possible, Montrons que P ne peut a,p~rtenir à 

l'anneau k[Xi••••• X~]. En effet, dans ce dernior cas, d sGr~it 

hultiple de p, soit d = p d 1
1 et on aurait une relatlon de lu for~e 

la. aa r,10 (x)P = 0 , avec des C.a€ k non touf nuls, où les ;;ex sont de:, 

monôm0s de degré <d' • On en à.e<.luira.it let;;:.~ Ha(x) = Q I nutrener:t é.it, 
1 

les Ma (x) seraient linéairemeat dér;<?nda.nts ·sur kÎ,, Ils le seraient 

donc aussi sur k , et on en dêduirait une relation Q(x) = 0 , avec 

QEk[X 1 , ... , Xn] de d.çe;rê !d'. Ccm:r,e on a d 1 <o.1 ceci cor:treèirait ls: 

choix de P. 

On a donc • L'une des ind~termin6es, pcr 

exemple Xn, intervient dans P autrement que par sa .puissance 

p-ième. Par suite 1 X n 

D'après l'hypoth~se de récurrence, l'extension K'/k ~dmet une 

base de transcendance sépàrante, donc il en est de même de K/k • 

(c) ==>(a)• Soit (u); (u 1 ,. ••• un) une base de tre.n.scen­

dance séparante de K/k. Le corps k(u) = k<u
1

, ••• , un) est 

---!----
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extension régulière, donc séparable de k , d'après le théorène 7 

i.e. linéairement disjoint de k r sur k. Le conpos5 k id u) r 

extension radicielle de k(u}. Coume K est extension algébrique 

separable de k(u), les corps k k(u) 
r 

et K sont linéai:ement 

disjoints sur k (th. 18). Il suffit alors ü'appliquer le th. 12 • 

Complêment, 

La démonstration précédente prouve en outre que si K/k est de 

type fini, de la forme k(M}, avec M = {x 1 , ••• , xn) 

extraire de M une base de transcendance s~parante. 

7. Caractêrisation d~s extensions r&gulières. 

, en peut 

THEOREME 10. Pour qu'une extension K/k soit réguli~re, il 

faut et il suffit qu'elle soit séparable, et que k soit algfbri­

quement fermé dans K. 

Démonstration. 

La condition est trivialenent nécessaire. Pour montrer qu'elle 

e s t suffi s an t e , cc n s i d ê r on s d ' o. b or cl un x ~ k , et mont r on ::; que K 

et k(x) sont lin~aireoent disjoints sur k, En e f1'et , posons 

f :: Irrk et n = deg f = [k (X) . k] Les puissances 1 •••• t 
n-1 

X t . • X 

forment une base de k(x)/k. Or f est irréductible dans K[X]: 

en effet, tout facteur de f dans K[X] a ses coefficients d~ns 

kn K = k, donc est constant ou égal à f , Donc n-1 1,.,,, x for-

ment une base de K(x)/K, ce qui prouve bien la disjonction lin~aire 

da K et k(x) sur k. 

Soient maintenant x. des éléments de K linéairement indé­
l 

pendants sur k 

tlq de la forrae l 

, et supposons qu'ils soient liés par une relation 

ai xi= 0 , avec des ai~ k non tous nuls. En 

app~lant p la caractêristique, il existerait un entier m tel 

que soit algébrique séparable sur k pour tout i • 

. . . / ... 



On aurait L b. 
l 

plil 
x. = 0 

J. 
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; Or, le th6or~me de l 1 ~lènent 

pri~itif, l'extension k(b 1 , ••• , bq)/~ , itant séparable, est 

monog~ne ; d'apr~s ce qui pr€cade, elle est donc disjointe de 

K sur k. Les 
r,,r:1 

x. 
l 

seraient donc lin~airement d6pendants sur 

k, i.e. il existerait d~s c.E k non tous nuls tels que 
l 

I c. 0 • On en déduirait 
-m I' n f... c·; X, 

l l l. 
des coef-

. l 
l 

ficients c.É k = kp-Q non tous nuls, ce qui contredirait la 
J. r 

séparabilité de l'extension K/k • 

Lemme. Soit K -....n cor1;s, et soit K~ K' un isomorphisme • 

Soit L une extension algébrique de K. Alors toute place p 

de L prolongeant o ~st trivi~le (i.e. est un isomorphisme de 

L sur une extension de K'). 

En effet, il suffit de montrer que, si xE: L, la relation 

p(x) = 0 implique x = 0. Or, si f = Irrk x, on a f(x) = 0 , 

d'où f(p(x)) = f(O) ~ 0. Le terme constant de f est nul, donc 

f ne peut être que le polynôme X , et on a x = 0. 

THEOREME 20. Soient K/k et L/k deux sous-extensions d'une 

mime extension de kt et supposons K/k r~guli~re. Jlors. pour 

que K/k et L/k soient alg~briquement disjointas, il faut et 

il suffit qu'elles soieLt linfairement disjointes, 

Démonstration. 

D1 apr~s le thèor~me de prolongement, il existe une place p
0 

de L, à valeurs dans k , induisant l'identité sur k • Soit 

une base de transcendance de K/k ; si K et L sont li.né-

airement disjoj ntes sur k les u. sont linéairement indépendants sur L . 
J 

On peut prolonger p
0 

à une place P de KL, telle 

que les images u! = p(u.) soient J.es éléments algébriquement 
J J 

indépendants sur k • Alors p induit un isomorphisme 

... / . ' . 
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est une extension alg~brique de k(u 1, ... , u~) (d'après 

le lemme). Soient x. 
l 

des éléments de K linéairement ind~-

pendants sur k. Supposons qu'ils soient lias par une relation 

\' a. x. = 0 , avec des a. e:-L non tous nuls. Notons w la 
l l 1 l. 

valuation associée à p , et choisissor:s l'indice l 
C 

de façon 

que w { a. 
l. 

0 

soit minimum. Alors, on a w(a./a. ) > 0 
1 1 

0 

, d 9 où 

p(a./a. 
l l 

0 

) :fi 00 pour 'bout l • En appliquant p aux deux nembres 

de la relat iori E(a./a. )x.=O on trouve 
, , 1 
- -··o -· 

x ! = cr ( x. ) , et b. .:: p (a. /a. ) • Or on a 
l l l l l. 

0 

sont lin6aireillent indépendants sur k • 

est de mê~e des x. 
l. 

b. 
1 

0 

= 1 • 

0 , en posa.nt 

Donc les x! 
1 

Par isomor~hisme il en 
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CHAPITRE ! 

ENSEMBLES et V~RIETES AFFINES 

1. Dé finit ions. 

. f t l .,.b . .... On se donne un corps k, co~outct1 • e un corps age r1quecen~ 

clos K contenant k. 

Soit F une fa~ille de polynômes eppP-rtenant à l'snneeu k[X
1

, •• X] 
n 

(qu'on notera parfois k[rj t per abrfviation), 

on a. 

Un point x = (x
1

, ••• 1 xn) de Kn est appel~ un z&rc de F s1 

X ) = 0 
n 

pour tout i • 

L'ensemble des zéros d'une telle famille F est eppelf un ensem­

ble algébrique affine, ou plus pr~cisément, un k-ensenble al~êbriauc 

affine. On le désigne par j'( F), ou 'j'K ( F). 

Soit d'autre part E un sous-enseoble quelconque de Kn • L'en­

semble des polynômes fE:k[X] = k[X 1 , ... , Xn] s'annulant en tout point 

de E est un idéal de l'anneau k[X], qu'on note J(E) 1 ou '3k(EJ• 

2. Propriétés des syobôles ~(F) et ~(E). 

On c. les implications évidentes 

( l) Fl :> F2 ==) ':f(F
1

)C'3'(F
2

) 

( 2) El J E2 ==> j. ( E 
1 

) C J ( E 
2 

) 

On o. d'autre po.rt 

( 3 ) j'( 'j( E)) ) E 

( 4 ) :J(j(F))) F 

On en déduit 

1Cf0(E))) = J(E) 

(appliquer J aux deux membres de (3) 9 et faire F = J(E) dnns (4)). 

On c de mê::ne 

Autre~ent dit, pour tout ensemble algfbrique s, on a 

j'(3(s)) = s 

... / ... 



L'application 5..,. J(S) de l'ensemble des k-en1embles alg~briquea 

atfinea sur celui des idéaux de k[X] est donc inJective, tandi• que 

l'application I * J(I) du second ensemble sur le premier eat surjec­

tive. On o. pour tout I • la relation :l(.J\I)}.::,I, d'apr~s (4), mais 

non l'égalité, en gên~re.l (on verra plus loin QUe ~('S~(I) • rac I), 

de sorte que lea applications :f et ~ ne sont· 'Pa• bijectivea. 

On a les relations suivantes (conséquences triviales dea défini-

tions) 

(6) 'j'(r
1

vF
2

) • j(F
1

)n~(F
2

) 

(7) j(E
1

vE
2

} • 'j(E
1

}f\ ~(E
2

) 

D'autre part, on a, quels que soient les idéaux I 1 , I 2 , 

(8) 1(I 1 f'\ I 2 ) • j(1
1

)u':f(1 2 ) 

En effet, on a '1(1 1 n 1
2

)) :f(I 1 ) et de même ::f(I 1 n I
2

)) ':1(I 2 ), 

d'où ':f(I
1

nI 2 )) ~(I
1

)v1(I
2

). 

D'autre part, supposons qu'il existe x € Kn tel qu'on ait 

x t· ~(I
1

), x t; 1(I 2 ), et x€ i(I 1 )n':f(I 2 ). Soient t
1 

E Il et t 2 € I 2 , 

telle a qu'on ait t
1 

(x) (a o , et r 2 (x) ~ O • On a r 1 t 2 € I 1 r. I 2 , 

-d'o~ t 1 (x) r2 {x) • 0, d'ot contradiction. On a bien d,montr, (1). 

3. k-ensembles algébriques affines irréductibles (ou k-variet~s affines} 

On dit qu'un k-ensemble algébrique affine S est irréductible 

s'il n'est pas réunion non triviale de deux k-ensembles algébriques, 

i.e. ai une relation de la forme S • s1 u s2 ••'> S • s1 ou S • s2 • 

On dit aussi que S est une k-variété attine. 

THEORIME l, 

Pour qu'un k-ensemble algébrique affine S soit irrfductible 8 il 

faut et il suffit que aon idéal associé J{S) aoit premier& 

Démonstration. Supposons 'j(s) premier. Si S • s1 v 62 • on a 

~(6) • 5(s
1

) ri~(s 2 ):> ~(s
1

). 'J(s
2

), ionc ~(s):>1{s
1

) ou 'l(s 2 ) .. si,. 



par ex e m p 1 e , c n a '] ( S ) :) ';) ( S 1 ) , on en dé duit 

Donc S est irréductible. 

S CS d' ou 
1 ' 

Réciproquement, supposons S irrêductible, Si ~(S) n'est pas 

premier, il existe f
1 

et 

r
2 

f/:. j(s), et r
1 

f
2

e 5(s). 

I
2 

= ~(S) + (f~), et posons 

r
2

c k [x] , tels qu'en ait r
1 

(/_ 3(s), 

Considérons les idéaux 1
1 

= ".>(S) + (f
1

), 

s1 = 1(r1 ), s2 = 1(r 2 ). Les k-ensembles 

algébriques s1 et s2 sont contenus dans S , et distincts de S 

Pour montrer, par exemple, qu'on a 

fl t 'J( s ) ' on peut trouver x
1 

€ S 

S ~ S, on note que, puisque 
1 

tel que fl(xl) -/: 0 
' 

d'où 

xl (l Sl) • D'autre part, on a s = s1 u s2 • En effet, soit XÉ s • 

Puisque r
1
r

2
C ~(S), on a r 1 (x) r

2
(x) = 0 

' 
d'où f

1
(x) = 0 eu 

r 2 {x) = 0 • Si par exemple, on a r 1 (x) = 0, x est un zéro de 

r 1 = (S) + (f 1 ), autrement dit xe s1 • On a donc bien S = s1 v s2 , 

et S est réductible, contrairement à l'hypothèse. 

4, Le théorème des zéros 

Lemme de Normalisation (E. Noether). Soit K un corps algébrique­

ment clos, et soit L une extension de type fini de K • i.e. de la 

forme L = K ( x1 , •. • 1 xn) • Soit d le degré de transe en dance de l'ex-

tension L/K • Il existe des éléments a .• de K (l ~ i S. n • lJ 
l ;S j ~ d) tels g_ue • en posant y. = [~=l a .. x. ( l !: j :S d), les 

J lJ l 

x. 
l 

soient entiers sur l'annfiau K[Y1••••• y aJ. 
Démonstration. On peut supposer 

triviale (car il suffit de prendre 

n > d • sinon la solution est 

y. = x. ), et raisonner par rêcur-
1 l 

zence sur n-d. 

Puisq_ue 

drê par les 

n > d , 1' un des X, 
l 

X, 
J 

d'indice j ,;. 1 • 

est algébrique sur le corps engen-

Par exemple, x 
n 

est algébrique 

sur k(x 1 , ••• , xn_ 1 ). D'après l'hypoth&se de récurrence, il existe 

des a!. E: K (1 .s= i 5 n-1 , l _~ j:;; d) tels q_ue, en posant 
lJ 

... / ... 
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x. 
l. 

(1 < i < n-1) soient elgébriqu8s entiers 

sur • Dans ces conditicos, x 
n 

k ( y i, ... , y~) , i.e. on a 

F(y1', ••• , y! , x ) = 0 , 
a. n 

est algébrique sur 

ou F est un polynôme à coefficients dans K. ~osons 

yJ. = y! + b. X 
J J n 

(1 < j .: d) 

où les b. sont des êlenents de K , provisoirement arbitraires. Les 
J 

~elations ci-dessus entraînent 

( 10) ' ... ' yd - b x , x ) == 0 • 
d n n 

Notons F 
0 

le polynôme homogène formê avec les termes de plus 

haut degré h (pnr rapport à l'ensemble des variables) du polynôme F 

~n développant le premier membre de (10), en trouve que le terme en 

x: a pour coefficient F
0

(-b 1 , ••• , -bd, 1). Comme K est infini, on 

peut choisir les b. 
J 

de façon que ce coefficient soit 1 0 • La rela-

tion (10) entraine alors que 

D'après les relat ÎOllS ( 9) • les 

X 
n 

y! 
J 

anneau. D'après la transitivité de 

de ... meme des x. 
l 

(1 < - i < n-1). 

THEOREME 2 ( I • Theorème des zéros de 

sont également entiers sur cet 

la dépendance inté gro.le, il en 

Hilbert) 

Soit I un idéal propre de A= k[x 1 •••• 1 xn] • Alors on a 

j(r} ~ ~ (i.e. I possède au moins un zéro). 

est 

Démonstration. On se ramène immédiatement au cns où I = P est 

premier (en remplaçant, s'il y~ lieu, I par un idéal ~aximal le con­

tenant). Cousidêrons l'homomorphisme canonique 9 : A~ A/P, et posons 

ç(X.) = x. (1 < i < n). Soit d le degrê de transcendance du corps 
l l 

k ( x _ , .•• , x ) sur k • D ' a p r è s 1 e 1 e mm e de no rm a 1 i s a t ion , il ex i s te 
.L n 

des éléments 

entiers sur 

a.. de 
lJ 

k (l 2 i < n, l _:: j < d) 9 tels que les x. 
1 

soient 

K [y] = K (y l • • • • ' y d] • Soient des éléments 

... / ... 
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quelconques de 

Il existe un K-homomorphisme ~ : K[y] + K tel que \/J ( yJ. ) = b. 
J 

(1 < J < d). On peut, d'après le th. de prolongèment (Chap. 0 1 A, - -
th. 7) construire une place p de K(x) prolongeant ~ • Comme p 

est finie sur l'~nneau K [y] ' p est finie en x. 
l 

(Cha"D. 0 1 B, th,2) 

Comme le point x = (x
1

, ••• , xn) appartient à i(r), il en est de même 

du point a= (a
1

, ••. ,an) (où a. =p(x.)) i.e. le point a est un ztro de I. 
l. J. 

Corollaire 1. Peur tout idéal I de k[X
1

, ••• , Xn] , on a 

~(~(I)) = rad I • 

Démonstratior. .• On a évidemment rad ;rc:\(~(I)). Il suffit donc 

de prouver l'inclus ion oppo sêe ~(~ ( I)) c rad I • 

Soit re.~(~(I)). Soient r
1

, ••• , fm un système de générateurs 

de I • Considérons les polynômes f 1 (X), ••• , fn(X), l - Tf(X) de 

l'anneau k[X,T] = k[X
1

, ••• , Xn, T] des polynômes à n+l variables 

sur k ; ils n'admettent, dans Kn+l aucun zéro co.mmun . en effet 
' 

. 
si z = (xl, ... , X n• t) est un tel zéro, le point X = ( xl • • • • • X ) 

n 

de Kn appartient ... 
a ':J( I)' donc est un zéro de f • et l - Ti' (X) 

prend la valeur l en z • ce qui est contradictoire. D'après le théo­

rème des zéros, les polynômes r 1 (X), ••• , f
0

(X), 1 - Tf(X) engendrent 

l 1 id~al trivial (1). Autrement dit, il existe des polynômes 

g (1-Tf) = 1 

g '= k [ X 1 , • • • , X n , · T] 

1 
• En substituant Î 

tels qu'on ait g1 f 1 + ••• + gm fm + 

à T ~ans cette relation, on obtient 

I~=l gi(X1,•••, Xm' f(X
1

,~ •• ,Xm)) fi(X1••••• Xm) = 1 • 

En chassant les dénominateurs, on en déduit une relation de la 

forme 

h.(x1,···· X) f.(x1,·••t X )=f(X1•·••1 X )s, 1 m i m m 

où les h. sont des polynômes, et s un entier >1 • Autrement dit, 
1 

on a fE rad I • On a donc bien ~(J(I)}C re.d I • 

. .. / ... 
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Corollaire 2. Si P est un idéal premier• on a j(j(P)) =P. 

Donc le symbole j induit une application bijective de l'ensemble des 

idéaux premiers de k[X}sur celui des k-ensembles algébriques irréduc­

tibles ; l'application réciproque est induite pcr 1. 

Corollaire 3. Soit I un idéal de k[X] = k[X
1

, ••• , Xn] • Pour q_ue 

I soit de la forme 5(E), avec E CKn , il faut et il suffit que 

I = rad I • 

En effet, si I = ~(E}, on a aussi I = ~(1(3(E)) = )(j(r)) = rad I 

Réciproquement, la. relation I = rad I, s'écrit I = 'J(i(I)), 

et on peut prendre E = j(I), 

Corollaire 4. Soient s
1 

et s2 deux k-ensembles alg,briques, 

et soit T une k-variéte, Si on n TC s1 u s2 • on e. TC. s1 ou TC. s2 

En effet, la rela.t ion Tc s
1 
u s

2 
entraîne 'J ( T):) :J( s

1
) n 3( s

2
} 

d'où J(T) ::> ':i(s
1

)~ 1.:S(s2 ) , Comme J(T) est premier. il contient donc 

~(s 1 ) ou ~(s 2 }. Si, par exemple, on a 'J(T):, 'j(s 1 ), on a TCS 1 , 

THEOREME 3, 

Tout k-ensemble algébrique S s'exprime d'une manière unique 

comme réunion finie non triviale de k-variétés {le terme "réunion non 

triviale" signifie qu'aucune de ces k-variêtés n'est contenue dans la 

réunion des autres), 

n,monstration, 

Première méthode on peut utiliser une décomposition primaire de 

J( S) = Ql r\ ' • ' !'t Qr ' 

En applig_ua.nt :fi e.ux deux membres, on obtient S = s
1 

v, •• 1.JSr , 

en posant Si= ~(Qi). Or 1 1 idial 1(Si) = ~(j(Qi)) = rad Qi est 

l'idéal premier P. 
l 

de Q. , Donc 
·1 

S. 
l 

est irréductible, i.e. est 

une k-variété. L'unicité de la décomposition résulte de l'unicité des 

idéaux prei:i.iers p. • 
l ... / ... 
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Deuxi~me méthode (n'utilisant pas le d~composition primaire), 

Soit 't, l'ensemble des sous-k-ensembles algébriques non vides S 

de Kn ~ui ne sont pas réunions finies de k-variétés. Supposons 't 
non vida. Comme k[X] est noétLlrien, l'enseoble ~(t) des id~eux 

de la force ~(s), avec set , adm~t un ~lfment ~aximal I
0

, Il existe 

s É t , tel que I = J(so)' Donc, si on pose Il = J( Sl) • et I 2= '.1( S2) 0 . 0 

on a I = I10 I2 et, de plus, I est dis-
0 0 

tinct de Il et 12 • Comme on a s ~ -e , on a aussi Sl ou s
2

E: t. 
Or,si, par exemple, on a s1et, on a I 1 Ëi:-5(i), ce qui contredit 

le choix de I • Donc 't est vide, i.e. tout S est réunion finie 
0 

de k-vari~t,s. On peut,d'autre part, prouver la propricité d'unicit~, 

au moyen d'un raisonnement par récurrence, en utilisant le coroll, 4 

prêcêdent. 

5, k-variêtés affines, 

Soit VCKn une k-variete, et posons P = Jk(V), L'idéal P est 

p~emier (th. 1). On fait toujours la convention d 1 cicriture 

k [xJ = k [x1 • ••• , xn] , 

On appelle anneau de coordonnées de V• et on note ct.k(V) 

l'anneau (\(V)= k[X]/P, On appelle corps des fractions sur V, et 

on note Y~(V), le 

cendance de J;_(v) 

corps des fractions de G. (V), Le degré de trans ... 
K 

sur k est appelê dimension de V. 

L'homomorphisme canonique k(XJ + (\(v), de noyau P = '\(v), 

est note c:tv , Les images ui = o:V(Xi) (1 ~ i ,< n) sont appelées 

les fonctions c0ordonnées sur V. Elles eneendrent (\(v), i.e. on a 

~(V)= k[u 1 , ... , un]. One. donc aussi Jk(V) = k(u 1 , ••• , un)' 

Soient xêV, et soit r<:::C{k(v). image d'un élément F€k(X]. 

L'élément F(x) de K ne dépend que de f et de x, m~is non de F. 

On le désigne aussi par f(x), Si ~ est une famille d'éléments de 

... / ... 
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Clk ( V ) • et s i f ( x ) = O p ou r t out f € F I on dit q_ u e x e s t un z ê r :.:i 

à.e Cl. 

Soient V et W deux k-variétés, telles que WCV. On a 

Jk(w) :i ~k(V), et on peut donc complèter le die.gro.;::ime 
a.V 

k [x] ---·-·····--·--) Cl, (V) 

a.~w /{K 
/ µ 

If, 

CLk(W} 

par un hcrnomorphisme surjectif G = ,;,W/V: C(k(V)-+ ~(W). Le noyau 

.l?. de B est un idê~l premier de Qk(v). On n 3k(W) = ker aw = 

ker (13 o a.V) =.a;
1 (,l?.)• On a donc W = '::.fk(a-1 (.E,)), de sorte que W est 

déterminée par .E. Il y a donc une correspondance bijective naturelle 

entre les idéaux· premiers .l?. de CL, (V) et les sous-k-variêtés w de 
K 

V. On peut encore daract~riser W comme l'ensemble des zéros de E, 

et .l?. comme l'i dêal e ompo eê des é lé:nent s de CL1_ ( V.) 
·'--

s'annulant sur 

Pour que ~ soit un idênl maximal de aJ(V) 1 il faut et il suf-

fit que CL (W) 
k 

soit un corps 1 i.e. que les fonction• coordonn~es sur 

W soient algébriques sur k , ou encore que dim W = 0 ·• 

On appelle anneau local de W sur V, l'anneau local (Qk(V))g 

(Che.p. 0 1 A, n°1), qu'on désignera aussi par la notation _2k(W,V). 

w • 

Par définition de l'anne~u local d'un idéal, cet anneau est composé des 

élêments è.e qù-i sont de la forme f 
- , avec g f et 

et g ç/;. .E • Comm
1
e on a C{k(W) = ~(V}/_E I le corps résiduel de l'anneau 

local ~k(W,V) est ~(W). L'homomorphisme canonique 

~l~ ( W t V) --~ ~ ( Il ) 

est obtenu par prolongeoent canonique de 

noyau est l'idéal maximal de ~k(W,V), qu'on note ~k(W,V). 

Dans le cas où W est un point de x rationnel sur k (c'est-à­

dire à coordonnées dans k ), on a Clk(x) = k , et jk(x) = k • 

. . . / ... 
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L'homomorphisne G = Ox/V 

f((\(V) so. ve.leur f(x) 

fait alors correspondre à tout élénent 

en x. L'anneau locel ~k(x,V) est donc 

l'ensemble des fonctions sur V de lo. forme h = ! , nvec f , g 

gcQk(V), ~t g(x) ~O. Ces fonctions sont dires morphiques (eu régu-

lières) en x • Si h est m0rphique en x ,l'élément y(h) •;~~~:a 
!~~-~ est appelé vaJ.eur de,._ h en x , et note h( x). L I idéc.l naxima.l 

~(x,V) est 1 1 ense~ble des fonctions h qui s'annulent en x • 

Hevenon~ ou cas où W est quelconque. On dit nlors que les ,1&mentL 

de 2k(w.V) sont les foncticns sur V morphiques sur W. Peur 

f( .9.k(W,V), la. fonction y(f) 

f sur W. L'id~al ~k(W,V) 

qui induisent O sur W , 

= g est appelée fonction induite p~r 

est compos6 des fonctions f sur V 

Si Z C WC V , on voit f o.c ilement qu • on a des hor:!o:norphi sme s c ano-

nig,ues 
~k(z,v) + ~k(W,V) 

~k(Z,V) + 2k(z,w) 

6. Points genérisues et spécialisations. 

(injectif) 

(surjectif). 

S . t x,... Kn l O . 01 ~ , que conque. na un horaonorph1sme ccnonique 

a : k[x] .. k[x] 

tel g_ue a (X. ) = x. pour tout i 
J. l. • Le noye.u p = ~k (X) de d,. est 

premier (puisque k[x] est intègre). Posons w = :f ( p) = '$ ( ~k (x)) • 

On 1 

,X€. W et w est l'ensemble -· 1201inômes 
... 

a 1 des zeros des a coeffi-

cients dans k qui s'annulent en x • 

On dit que ·W est le lieu de x sur k I ce qu'on écrit 

W = lock x I ou encore que x est un point générique de W sur k. 

On a toujours Clk(W) = k[x] , d'oil \Cw)::: k.(x). 

THEOREME 4, 

Soient x et Y ~es points ~Kn • Les propriétés suivantes 

sont équivalentes, 
• • • I • • • 



( ") rr (x)·, '1v r\,': t1· .e. tcut polynô::ie €.k[X] qui s•cnnule en X u. .,. .). - 1, '. • / \ 
i<; ,._ 

s I annule aussi er, Y 

(b)-yE:loc, X 
Â 

( d) Il exiGte un k-horuomorphisme ~ 

iji(x.) = y. pour tout i . 
l l. 

Dt,;r:onstrE>.tion. 

k [x] + k[y] tel que 

(a)<=='> (b) (=='> (c), com1:1e on le voit en a:ppliqunnt les propriétés 

des sy1;1boles !} et --J • 

(a)~~ (d), car, pour qu'on puisse compliter le diagramme ci-

dessous 

k(X] a ~ k[xJ ~"' // 
l \Jk(y] ,/ 

par un houomorphisme k[x] + k[y] t il fe.ut et il suffit qu'on e.it 

ker (3 Cker a • c'est à dire \(x)c jk(y). 

Lorsque l'une quelconque de ces conditions est satisfaite, on 

dit que y est une spécialis~tion de x sur k , ou que x est une 

gênéralisation de y sur k • 

Dans le cadre prêc6dent, une verifte donn~e n'admet pas nécessai­

rement de point gênérique. Pour cette raison, nous allons adopter àe 

nouvelles conventions. 

7. Domaine universel. 

Soit Q une extension d'un corps k. On dit que Q est un~ 

maine universel pour k si 

a) - n est alg~briqucment ~los 

b) -- ~11 e11r~ di• i/!egré de transcendance infini sur k • 

Dans cc~ condjtions, si k' est une extension de type fini 

quelconque de k • k' est k-isomorphe a un sous-corps de n 

• • • / • e • 



une b~sc ~~ tr~nscendance de k' 

on peut, d'autre port 9 trouver r. 

brique:::ient ind..t-pe·n,da.nts ; il existe un k-lso~orphisme a 

o(u.) = v. • et en peut prolonger 
. l 1 

(J 

un k-isoaorphisme de k' sur un sous-corps de n 

On se donne une fois pour toutes, d~ns la suite, un ào~aine uni-

versel a sur le corps premier, On prendra toujours K = n (i.e. les 

points de toutes les vari6tés considér~es ont leurs coordonnées dnns n ); 

~crps k sera varie.ble, ~.iais touiours cle deftrê de transcendance 

fini sur le corps premier. Ainsi, le degr6 de transcendence de n 

sur k est infini, de sorte que n est encore un domaine universel 

pour k. 

Dans ces conditions• toutç k-veri0té V ed~et un point générique. 

En effet, le corps Jk(V) = k(u 1 , ••• , un) est de type fini sur k 

( u. = 
l. 

\(v) 

fonctions coordcnnEes). Il existe donc un k-isomorphis~e 1P ' de 

sur un sous-corps de n • Si, pour tout i , on pose 

"1(ui) =xi, on a. k[x 1 , ... , x
0

] := ~(V) 1 et x est un point gGnérique 

de V sur k • 

On dit que y est sp~cialisation F~nGrique de x sur k si y 

est spécialis~tion de x , et si x est specinlisation de y sur k , 

Il revient au même de dire qu'on a Ik(x) = Ik(y) 1 ou encore 

lock x = lock Y , ou encore ~u'il existe un k-isonorphisme a : k(x)+k(y) 

tel que cr(x.) = y. :pour tout 
l l i • Il est clair que c'est là une reln-

tian d'équivalence sur l'ensemble 

8. k-topologie d~ Zariski. 

Soit V une k-varieté affine. Une intersection quelconque, ou une 

rtiunion finie de sous-k-ensembles alg~briqu~s de V est encore uo 

aous-lt-t::nsettble algébriq·0c,·, de V • Ces ensembles sont donc les fermés 

... / ... 
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d'une topolc~ie sur V ; les cuverts sont donc les compl~~entaires des 

sous-k-ensembles algebriques de V. Cette topologie eGt nppel€e 

~~~opologie, ou k-toEologie de Z~riski ~ur V • Les ouverts (resp. 

les ferm~s) son~ également appel~s k-ouvarts (resp. k-fer~~s). Cette 

topblogie n'est pcz o~Far~e. Plus prêcisécent, l'intersection de deµx 

k-ouverts non vides n'est jeIBais vide. (c~r un point générique quel• 

conque de V sur k appartient ù tout k-ouvert de V). Si xC V , 

l'adhérence (ou k-adhêrence) de x coïncide avec le lieu lock x • 

9. Changement de corps de b~se. Variétés affines. 

Lorsqu'on purlera d'un extension k' d'un corps kC.O , il sern 

entendu qu'il s'agit d'une extension de type fini de k contenue 

dans Q (de sorte que Q est encore un donaine universel pour k 1 • 

Soit S un k-ensemble algebrique, et soit k' une extension 

de k. Alors S est aussi un k'-ensemble algébrique, et si on pose 

I-= '.lk(s), et I' = \,(s), on a I' = I k'[Y.]. Cependant, si S=V 

est k-irréductible, i.e. est une k-variété. ce n'est pas nécessairement 

une k' -variété• Prenons pn.r exemple k = Q, et k' = fi.(P). L'ensemble algt~brique v 
défini Pê.:U' l'idéal p:dncipal (x2 - i) est irrJd.uctible sur .k,-Jil&is ne l'"i:.it pas sur k'. 

THEOREME 5 

Soit V une k-variitci affine et posons 

deux propriêtês suivantes sont équivalentes : 

a) pour toute extension k' de k 1 1 idéal P k' [X] engendré 

par P est premier, 
.,..,__ 

b) Jk(V) est extension régulière de k 

Chacune de ces deux candi tians entrafne ls. suivante : 

c) pour toute extension k' de k, V est k' -irréductible, 



Dé:r:1onst ration 

( b ) ==) ( a ) • La V admet un point générique X sur k • 

Montrons qu'on peut choisir x de façon que les extensions k' et k(x) 

de k soient linéairement disjointes. En effett soit 

base de transcendance de k' sur k • Soient u 
n 

t une 
s 

les fonctions 

coordonnées sur V, et soit (z 1 , ••• , zr) une base de transcendance 

de sur k. Choisissons des éléments de Q , tels 

que V r forment une famille libre sur k , Il 

existe un k-isomorphisme cr de J;'t(V) sur un sous-corps de n 

tel g_ue cr(z.) = v. , pour 1 < j ~ r. On peut alors prendre pour x 
J J 

x. = o(u. ). En effet, d'après 
l. l 

le point ayant pour coordonnées les 

le choix des v. , les extensions k' 
J 

et k(x) de k sont algébri-

quement disjointes. Comme k(x) est extension régulière de k , elles 

sont linéairement disjointes. 

Posons P' = ' 1 (X) = { f I f E. k 1 [X] ; k 
:f'(x) = o} • Cet idéal est 

premier, et il nous suffit de prouver qu'on a Pk'[X] = P' • En effet, 

il est clair que Pk'[X]C.P', Inversement, soit f€.P'; soit (uj) 

une base (comme espace vectoriel) de l'extension k' de k, on a une 

relation de la forme f = L· f. u. 
J J J 

appartenant a l'anneau k[X], On a 

La disjonction linéaire de k' et 

pour tout j , d'où f. e., P , d' ou 
J 

où les f . 
J 

donc f (X) = 

k(x) sur 

f E: P k' [X] 

sont des polynômes 

2. f j (X) u. = 0 • J J 

k entraine f. (X) = 0 
J 

(a) ==9 (b). D'après (a), l'idéal P' = P i[x] engendré par P 

dans k[X] est premier. Donc, on a \, (x) = \, (V) = rad P' = P' • 

Soit x générique de V sur k, Alors x est aussi générique 

de V sur k • Soit {uj} une base de k/k. Supposons qu'on ait une 

relation de la forme 

~ . u . f . 6. P' , d I où, 
t.J J J 

l· u. f.(x) = 0, avec f. k[X] • 
J J J J 

puisque P' = P î[x] , 2j uj fj = 

Alors on a 

I u. g , 
j J • 

. . . ' ... 
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où les g. eppcrticnnent i P. One donc I· u. 
J 

(f. - g.) = 0. 
J J J J 

Or k(X) est extension régulière de k ; i.e. k et k(X) 

sont linEaire~ent ind~pendents. On u donc f . = g . , d'où f. ( X ) = 0 
J J J 

pour tout J • On a donc bien montré la disjonction linéaire de k 

et k(x) sur k • i.a. la r&gularitf de l'extension k(x)/k • 

Reni,œgue 1. Gori;rne k' est algébriquei,,ent disjoint de k(x) sur k, on u 

deg. tr. k'(x)/k' == deg. tr. k(x)/k. Donc h. dinll::Mdon de V n'est ~s modifiée lors-

Rem,..rque 2. La condition (c) de l'énoncé n 1entrarne pas nécc3::;é:.ircment (a). En effet, 

prenons ;pour k un corps non parfait de cEr.ract~ristique p /. O, pour k' -ur,e extension 

purement insépurable de k, de lu forme k' = k(cx.), svec (/ = a € k, et a /. k. La k-va-

. tiété V définie p&r l 1idéal premier P = (xP-a) d-, k(X] est réduite à w1 11oint donc est 

irréductible sur k', et ce1icndc111t l'idoEJ. Pk'[X], égal à la vuisfü.,nce p-ième de (x-a), 

n I est pas premie:,r. 
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Soit V une k-variété affine. Supposons que son idéal reste premier par 

extension de k ou encore (théorème précédent), que J k(V) est une extension régu­

lière de k . Cette pr'Opriété ne dépend pas alors de k . Lorsqu I elle est satisfaite, 

nous dirons que V est une variété affine, et que k est un corps de définition de V, 

ou que V est définie sur k . (N.B. On peut montrer que toute variété possède un 

plus petit corps de définition.) Si k est algébriquement clos, les notions de k-variété 

affine et de variété définie sur k , coihcident ; on a vu qu I il n' en est pas de même, 

en général, pour k quelconque. 

TH EOR EME 5 bis. 

Soient V une variété définie sur k , x un point de V , k' une extension 

de k . Pour que x soit générique de V sur k' , il faut et il suffit qu I il soit géné­

rique de V sur k , et que k' soit linéairement disjoint de k(x) sur k . 

Démonstration . Notons d et d I les degrés de transcendance respectifs de k{x) /k 

et de k' (x)/k' . On a toujours d 2: d' . 

Supposons x générique, de V sur k' . On a alors d' = dim V , donc 

d 2:: dim V , donc nécessairement d = dim V et x est générique de V sur k . De 

plus, la relation d = d' entraîne que k' et k(x) sont algébriquement disjoints sur k • 

Ils sont donc linéairement disjoints sur k , compte tenu de chap. O, C, 7, th. 20. 

Réciproquement, supposons x générique de V sur k et k' linéairement 

disjoint de k(x) sur k . Alors k I est algébriquement disjoint de k(x) sur k , et 

on a d = d' = dim V . La clôture algébrique k v est aussi algébriquement disjointe 

et, par suite, :Unéairement disjointe de k(x) sur k . Donc ( chap. 0, C, 4, th. 12), 

k I et k 1 (x) sont linéairement disjoints sur k 1 , i.e. 11 extension k 1 (x) /k' est régu-

lière. Donc x est générique de V sur k 1 • 

Ttout sous-ensemble de On = $ ( espace affine de dimension n) qui est n 

un k-ensemble pour un k c n convenable est appelé un ensemble algébrique affine. 

Tout ensemble algébrique affine est une réunion finie de variétés affines. En effet, si 

S est un k-ensemble, c I est aussi un k-ensemble (k = clôture algébrique de k) , 



- 44 -

et les composantes de ce k-ensemble sont des k-variétés, donc des variétés, défi.nies 

sur k . 

Si V c $n est une variété affine, on pose p(V) = p0 (v) . L'anneau 

œ0 (v) = n[x]/Pr/V) , ou anneau de coordonnées de V, est encore noté Q(V) (sans 

indice) . De même, son corps des fractions, ou corps des fonctions sur V , est noté 

J (V) _. Pour tout corps k de définitions de V , 11 anneau a>k(V) su identifie naturel­

lement à un sous-anneau de Œ(V) et, de même J k(V) à un sous-corps de J (V) • Plus 

précisément Œ(V) (resp. J(V)) est la réunion des œk(V) (resp. des Jk(V)). 

THEOREME 6. 

Soit k 1 ::::> k . Soient V et W deux variétés défi.nies sur k , telles que 

W c V • Alors, on a : 
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Démonstration, Il est clair que le pre~ier membre est inclus 

dans le second, Réciproquement, soit x générique de V sur k' 

( donc sur k ) • Identifions J; ,(V) â k'(x). Soit z [ ~, 1 ( W, V )nk ( x), 
K -.K 

On a z = 
f(x) 

( f' gE:k'[X] g if ~k 1 (W)), gÎxJ ' 
Si {u} est une base de k' sur k 

' 
on a f = E u f 

' 
et 

a. o. a CL 

g = E u g() ' 
e.vec, pour tout 

0: ' 
f a' g € k [x] ; d'où 

a et o. . 

Eu (g(x)z-f(x))::-o, 
CL O. O. a 

Or k 1 et k{x) sont algibriquement disjoints, donc lin~ai-

rement disjoints sur k, On a donc 

g (x)z - f (x) = 0 
a o. 

pour tout a, Or il existe 0: tel que ga ne s'annule pas sur w, 

J. • e • tel qu1:: ga. l\(W). On a àonc z € Ek ( w' V). 

D'après le théorème _9Î•dt:!SSUS, :pour f€Jii(V}, la propriété 

pour f d'être morphique sur W ne dépend pas de k , L'ensemble 

des ft:Y(V) qui sont morphiEJ.ues sur W est un anneau local, 

qu'on note ...9(W,V) ; cet anneau est la réunion des ~k(W,V), pour k 

variable. Son ideal maximal ~(W,V), cooposé des fonctions s'annu­

la.nt sur W , est. de même, la réunion des ~k(W,V). 

10. Produits de variétés affines, 

THEOREME Î• 

Le produit (au sens ensembliste) de deux k-ensenbles algébriques 

affines est un k-ensemble algébrique affine. 

En effet, soient SC$ , et TC S , deux k-ense:1bles algé--m n 

briques affines. Posons I = ~k(s), et J = Jk(T), ce qui implique 

S = jk(I), et T = fk(J), Pour qu'un point z = (x,y) de 

$ = S x S soit S ~ T , il faut et il suffit qu'on ait f(x)= o 
o+n m n 

et g(y) = 0 quelles que soient f € I et g E: I • Autrement dit 

S x T est l'ensemble des zéros de 1 1 ense;:.1ble Iv J de 

... / ... 



[ ] l [X X Y Y ] ou I et J sont. r <..: ,:r_ &. rd.·~ s ~ X ' Y_ = : l ' • • • • :.; ,. l , • .. • r . n ' 

et k [Y_] = k [Y , ., • .. • t Y .,J 
• .J. r •. 

respectiveuûnt. On~ donc S x T = 'J. (IuJ) = :_i\,(I k[x,.YJ + J k[X,Y]), 
.(. ... 

et 3k(S x T).:: rad (I 11:[x,YJ+ J 1;:[x,Y]). 

Corollaire : l~ produit de de~x enscntlcs alg~briqaes effinQs· ei~ 

un erisemble al~~brique affine. 

CepeD~ent, le produi~ de doux k-v~ricitfs n'est pas toujours un~ 

lt-variétê. 

si 2 I = (X - 2), et J • ( Y
2 

- 2 ) , S " ,., 

des 4 points de coordonnè~s y = ±. V2 . Si on c:. pris 

k =~,cet ens~~ble n'est p~s irrfductibld, cnr il est l'unio~ des 

deux Q•enseobles u1 1 u2 • a de~x co~posents, respectivement d~fi-

nis par les id~aux (Y - X, x2 - 2) et (Y + X , x2 
+ 2), 

Complêment : points g~nêriques indépendants : Soient V et 

deux k-varietcis affines, et soient x,y géniriques, l'un de V, 

l'autre de W I sur k. On dit qu'ils sont génériquC!s indéJ>enda.n.ts 

si k(x) et k(y) sont algbbriquo~ent indtpendants sur k , Dans le 

cas od V et W sont des v~ri6t~e d~finies sur k , les extensions 

k{x) et k(y) sont ~êgulières, ~one line~irenent disjoint~s. De 

plus, x est g,nêriquc de V sur k(y) et y de W sur k(x), 

T3EORENB ~. Soient ·v et W deux vnri6t~~ d~finics sur k. Alors 

V x h et.t. un~ vari::fté définie t;ur ks et on t:. 

( l) Jk ( V )( w) = ~k (V) k [z. Y] + Jk ( w) k [x. Y] • 

Soit di= plus (x,y)€ V x W , Pour que (x,y) soit génériq.ue 

de V x ·w sur k, 'il fnut et il suffit que x et y soient gén,; ... 

riques indépendants de V et W sur k, 

Corollaire, dim(V x W) = dim V+ di~ W. 

Déoonstration, Po1:1ons P = --!1k(V), et ~ = '~\(H). 

• • • I. • • 
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Pour x C V et y€ W générique:;; indépendants sur k , on a évi-

Nous allons uontrer qu'on a 

Il ~u résultera que ~. { V >< W) 
.K 

est premier, et que V x W 

est une variete d~finic sur k, de point g,nerique (x,y) • x x Y ; 

d'autre part, la relation (2) entrtiinera (l). 

Pour de:uontrer (2), introduisons une ba.so {u 1(x)} de k[xJ 

(regarde coo~e espace vectoriel) sur k , et, de mlrae, une base 

{v}y)} de k(y] sur k • 

Tout polyuô::ie g e: k [x] ( r es p h € k [ Y J ) e s t congru ( u o d P ) 

(resp. (mod Q)) ~ une cowbinaison de la forue 

ou les a. (resp. 
l 

b j) a.pp art icnnent à k • 

Il en r0sulte g_ue tout polynô~.e f€. k [x, Y] 

(x:iod p k [x, Y] + Q, k [X, Y] ) , .i une co!!lbine.ison de 

ta. u. 
l l 

(rt?Sp ~b. V. ) 
J J 

est coneru 

le. :ror::ie t. • C • , 
l t J lJ 

u. v. , ou les c .. appartiennent à k (pour le ~entrer, ordonner 
1 J l. J 

d'abord en Y, d~composer les coefficienta (nod P), puis grouper leu 

ter~es de même indice i , et décomposer leurs coefficients (~od Q)). 

Si fG~, (x >< y), on e. 
K 

f(x,y} = I: .. c.. u. (x) v. (y) = 0 • Or k(x) et k(y) sont linè-
1 t J l.J 1 J 

airement 4isjointB sur k. Donc. on a 

i et j , ce qui de~ic,ntre (2) • 

C., = 0 
l.J 

quels que soient 

Il reste à ~ontrer que si (x,y) est génerique de V x W sur k, 

x et y sont g~nciriques indêpendants de V et W sur k. Or 1 

d'après ce qui précède, on a dim(V x W) =· dio V+ din W. Soient 

r, s, t les degrès de transcendance r. es.pecti"fs de k(x y) k( ) t , 1 X e 

k(y) sur k. On a r = dim(V >< W), s ! dim V• t < di~ w, et 

. . . / . . . 



r ~ a + t • On a donc :w§ceesatreaent s • dia V et t • dia. V , ce qui p-ouYe 

l 'aaaertion. (et. p·lu• loin, n° 12, coroll. du th. 13). 

11. !pplications rationnell~s et morphismes. 

Soient V et V deux variétés affines ( V c S , V c S ) , détiniea aur 
Ill n 

k • Soit x un point générique de V sur k • Soit ~ a (~ 
1

, ••• , ~n) une r .. 

mille de n fonctions sur V, définies sur k, telles que le point y• ~(x) • 

application rationnelle de V dans W définie sur k • Les fonctions •. 
J 

sont 

dites coordonnées de ~. Si ~(x) est générique de V sur k, on dit que ~ 

eet génériquement surjecthre, ou dominante ; dans ce cas, ;k(v) = k(y) est iso­

morphe ~ un sous-corps de 1'k(V) = k(x). Si, de plus, on a k(x) a k(y) (d'où 

1t(V) = 1k(V)), on dit que V est birationnelle. 01 a alors x s ~(y), où • 

est une application rationnelle V - V, définie sur -1 
k , qu'on note • . 

Soit a € V • Si chacune des ~j est morphique en a, on dit que • est 

morphigue en a; le point b de coordonnées des bj =~/a) est alors un point 

de V , appelé image de a par • , et noté ~(a). Soit V' une soue-variété de 

V , définie sur k • On dit que ~ est morphigue sur V' ai elle est morphique 

en un point générique (donc en tout point générique) x' de V' sur k • Le lieu 

V' du point y• • ~(x') sur k est alors une aoue--variété de V., définie sur 

k , qu • on note ~ (V'), et appelée image ou transformée générique de V' par • • 
g 

Soit g une fonction sur V, morphique sur • (V), i.e. aorphique en y • 
g 

On a g{y) € k(x), i.e. g(y) .., g(~(x)) est de la forme f(x), avec f € 1'k(V) • . 
La fonction f est notée go~ • On dit que c'est la fonction sur V obtenue 

en relevant g au moyen de ~ • Soit a € V, et supposons • morphique en a , 

de valeur b • Si vn a g € _o(b,W), on a fortiori g € o(~ (v), W), i.e. le SYJD-
- g 

bole t = g o ~ est défini, et on a f ( .2.,(a, V). L'application .2,(b, V) ~ .2.,(a, V) 

obtenue en prenant ~,g) = f est un homomorphisme, qui, de plus, est local, i.e. 

envoie .m.(b,W) dans ,!_(a,V) ; cet homomorphisme est dit local canonique. Pl.us 

... / ... 
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généralement si w est morphique sur V 1 , et si W 1 = w g (V 1 ) , on a un homomor­

phisme local canonique 2. (W 1 , W) ➔ 2. (V 1 , V) . On a aussi des homomorphismes locaux 

analogues lorsqu'on remplace le symbole 2. par ~ . 

On peut composer de façon évidente deux applications rationnelles 

w : U ➔ V et lj; : V ➔ W à la condition que w soit morphique sur 11 image w (V) g 

on ob,tient une application rationnelle e : U ➔ W , qu I on note l/; o W • Si w et l/; 

sont définies sur k , il en est de même de 9 • 

Si w est morphique en a E V , et si l/J est morphique en b = w(a) , 

0 = 1/J O !p est morphique en a , et on a e(a) = l/)(w(a)) • 

On dit qu I une application rationnelle w : V ➔ W est un morphisme si elle 

est morphique en tout point de V . Le composé de deux morphismes est encore un mor­

phisme. 

Si w est un morphisme, 11 image ensembliste w(V) est toujours contenue 

dans 11 image générique w (V) , mais on n'a pas en général w(V) = w (V). (Exemple : g g 

pr.endre pour V , l'hyperbole XY = 1 dans le plan affine is
2 

, et pour w 11 applica-

tion V ➔ $
1 

induite par la projection sur 0x) . Cependant, tout point générique de 

w (V) sur k appartient à w(V) , et, par suite w (V) coihcide avec la k-adhérence 
g g 

de w(V) . (Remarque : on peut montrer que w(V) est un sous-ensemble constructible 

de W , i.e. est la réunion d I un nombre fini d I ouverts de sous-variétés de W ) • 

THEOREME 9. 

Soient V et W deux variétés définies sur k , et soit w : V ➔ W une 

application rationnelle définie sur k . Alors, 11 ensemble U des points de V où f 

est morphique est un k-ouvert non vide de V . Plus précisément, cet ouvert est le 

complémentaire du fermé F =~(I) déterminé par 11 idéal 

I = {g lg E k[X] , w.(x) g(x) E k[x] pour tout j} . 
- J -

Démonstration. En effet, posons y j = w /x) . 

f morphique en x <==> 3 k [X J tel que yj g(x) E k[xJ pour tout j, et que g(x) 1,. 0 . 

DoncJ 
f non morphique en x <.:=) 'v g E k[X], tel que y .g(x) E k [x] pour tout j, on a g(x) = 0 . 

J 
Autrement dit : f non morphique en x < > x E :f (I) . 

Enfin, U est non vide, car U contient tout point générique de V sur k. 
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Corollaire 1. Si <î> est un morphü;rnt,' t on '" ,;.i. ( k[x] po,ur tout j , i .c • les 

J 
cf. nont indu.ites par des polynômes. 

j Bn effet, la condition pour ~ d'~tre un morphis~e equivaut 

à j'(I) = r/J, où encore à lfI, d'a:prJs le tht'1or,]me des zéros. 

Corollaire 2. Tout morphiGme est continu pour la topoloei0 de 

Zariski. 

Exemple de morphis~e : Si V et W sont 6eux variétés d~finies 

sur k , les applications rationnelles d~finies par les projections 

V x W +V, et V x W + W (notfes pr 1 et p~ 2 ) sont des mor~hisocs, 

Graphe d'une 2pplication rctionnelle ou d'un morphisme. 

Soit 9 : V+ w une application rationnelle, définie sur k • 

On appelle graphe de Y la souê-variêté r
9 

de V~ W lieu du point 

(x, i;>(x)) sur k • Si 9 est définie en a. , de valeur b , le 

couple (a,b) est un point du graphe r◊ • 

12. Hypersurfaces, 

a.) THEOREHE 13. 

Soient x, y E' nn 

sur k • .Alors 

supposons que y .dst spécialisation de x 

deg. tr(k(x)lk) = deg tr(k(y)jk) (==) k(x) ::e k(y). 

Dem. En effet, il existe, par hypothèse, un k-ho~ooorphism~ 

1/1: k[x] + k[y], Supposons deg. tr(k(x)lk) = deg tr(k(y)!k) = r, 

et soit v1 , ••• , vr une base de transcendance de k(y), contenue 

dans klYI , Soient u1 , ••• , ur des éléments de k[x] tels que 

vi = ~(ui) pour tout i • Les u 1 sont nicesseire~ent algibriquement 

independunts eur k • Donc ~ induit un isonorphisue k[u
11 

••• , un] 

➔ k [v11 • • • 1 v ] n et toute place de k(x), à valeur dans k(y) pro-

longe{·.ut. ·· 1/> est un i somorphi sr:ie, 

Ccrollaire. Soit W une sous-vari&t& d'une variêtj v. Pour que 

W =V, il faut et il suffit que die W c dio v. 

• • • i • • • 



b) TtlEORE,~:~ 14. 

Soit V unu variét~ affine (VC t, ) définie sur k • four qu'en 
11 

ait dim V= n-1 , il r~~t et il suffit ~uc soit principal, 

On dit alors q_u-: V est une hynersurfac~ de $ 
n 

Dbmonstration, Supposons di~ V= n-1. 

Soit ft ~(V), et consid&rons l'cnse~ble H = f(f) des z~ros 

de f. Soit f = 1J: f, • oii les 
l l. 

f. 
l 

sont irréductibles, et, pour 

tout i 
' 

posons H. = 
l 

j(fi). On a. VC H, et H = v H • , j I où 
i 1 

V = V 

i 
v. 

l. 
1 an posant v. = 

l 

existe un i tel q_ue V :; 

ceci implique ùim V ;:: din, 

V" :ii. • Cor..oe V 
l. 

v. 
' 

d'où Ve H. 
l l. 

ii . 1 et, p':l.r suite, 
l 

est ir:reductible, il 

Comr.1e din H. < n-1, 
l -

V :; H • .. i 

R~cip:roqueI:lent, soit :\(V)= (f), avec ft k[X] = k[X 1 , .... Xn] 

non constant, Supposons que l'indêter~in~~ X
11 

intervient dans f • 

Soient des el&:nents de Q aleibriquem~nt ind6pendan~s 

sur k • On peut trouver dans n une solution d~ l'équation 

f(x 1 ,.,,, xn-l, xn) =O. Le peint x = (x 1 , ••• , xn) ainsi construit 

apparti~nt à V, et le d~gr~ d~ transccudance de k(x)lk est n-1. 

On a doue din V> n-1, Or on u V~ Sn , donc di~ V< n-1, Donc 

dim V = n-1, 
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CHAPITRE II 

var1ètès (ou variétés abstraites) 

Soient V un ensemble, {U } un recouvrement!!!!!, de V , {lJl,J une famille 
a of.A ..... aEA 

de bijections U a ➔ V a , où, pour tout a , V a est une variété affine, 

{t/3 a} une famille d'applications birationnelles, t
13 

a : V a ➔ V /3 , ces 
/3, aEAxA 

données étant astreintes à vérifier les conditions : 

a) V(a,/3)E AxA, ipa(uanu 13) est un ouvert dans Va etsi xE Uanu,8' 

xa = 1/) a(x) , x
13 

= 1/) /3 (x) , alors t
11 

a est bimorphlque en xa de valeur x/3. 

b) L'ensemble Ep a des couples (xa ,x11) E V a xV /3 de la forme {ipa(x), 1/)/3 (x)) 

est fermé dans V a x V /3 , autrement dit il coihcide avec r
13 

a , le graphe t
13 

a • 

On dit que V est une variété. (V ne vérifiant que (a) est dite une prévariété). 

Une forme équivalente au couple (a) et (b) est 

(c) t/3 a est bimorphlque en tout couple (xa ,x13) E r,8 a et E/3 a = r
13 

a • 

Le fait que (a) et (b) entraînent (c) est évident ; dans 11 autre sens, 

on voit que w a (U a n U /3) est domaine de définition de t
13 

a , qui est morphlque, donc 

est ouvert de V a . 

Exemple. Considérons 11 ensemble $~+ 
1 

complémentaire de 11 origine 

dans l'espace affine $n+
1 

• L'espace projectif 1P n est défini comme le quotient de 

!i 
1 

par la relation définie par la proportionalité des coordonnées. Si (x ,x
1
, ••• ,x ) E n+ o n 

E $~+1 représente x E 1P n , on dit que les xi forment un système de coordonnées 

homogènes de x . On prend pour U a ( 0 s as n) l' ensemble des x E 1P n tels que 

xa ~ 0, pour V a l'espace $n, et pour 1/)a l'application bijective Ua ➔ $n qui, 

à x , fait correspondre le point ayant pour coordonnées les xÀ , avec À 'f' a 
X 

(rangées, par exemple, d~s l'ordre des À croissants) . Comm~ on le vérifie immédia-

tement, ces données définissent sur 1P n une structure de variété abstraite. 

2. Autres définitions et rem.argues. 

Dans les n° 2, 3 4 ci-dessous, on se borne à indiquer les principales 

définitions généralisant pour les variétés abstraites celles déjà données dans le cas 

affine, laissant au lecteur le soin de reformuler les propriétés correspondantes . 

K est dit corps de définition de V s'il est corps de définition de V a et 

de t
13 

a quels que soient a et f3 E A . 

Uri élément de V est appelé point. 

x E V , on parlera de k(x) = k(xa) en effet t
13 

a étant un morphlsme, 
k(xa) ne dépend pas de a E A • 
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Un sous-k-ensemble algébrique de V : est un sous ensemble de 

V tel que, Va.ËA, ip (Sn U ) 
Cl, Cl, 

soit un sous-k-ensemble algêbri-

que de V • a 

On étend aux variétés abstraites la k-topologie de Zariski 1 

dont les fermés sont les sous-k-ensembles algfbriques de V. 

Une sous-k-variété de V est un sous-k-ensemble algébrique 

qui n'est pas réunion non triviale de sous-k-ensembles plus petits. 

Soit V définie sur k • et soit x E V • Pour x ~ U , repré-
a 

sentf par X 
Cl, 

dans V • notons 
et. 

w 
a 

la sous-variété de V lieu 
et 

de x sur k • Le sous-ensemble W de V composé des spéciali­
a 

sations de x sur k coïncide avec l'ensemble des points de V 

qui sont représentés dans l'une des V par un point de W • On a a 

dit que W est la sous-k-variftf de V lieu de x sur k • 

ce qu'on écrit W = lock y• On dit aussi que y est un point 

5énérique de W sur k. 

Dans le cas où :Jt'k(x) est extension régulière de k , les 

-1( Wa sont des variétés dêfinies sur k • Posons alors u; = ~a W
0

), 

et soit 

vrement de 

U~ + Wa induite par 

W I et la famille des 

Les U' a forment un recou-

, $~) définit sur W une 

structure de variété, définie sur k • On dit alors que W est 

une sous-variété de V• définie sur k. 

Toute variété V admet un point générique sur k • Il suffit 

en effet, de prendre pour x le point représenté par un point géné-

rique X 
a 

de l'une des V • Le point 
a 

X est alors représenté dans 

v
13 

quel que soit 13 (i.e. on a xcn u
6

) : en effet, t
13

a est 
8 

bimorphique en xa , et x est représeatê dans v6 par 

x
13 

= t 8a(xa), qui est générique de v 13 sur k • 

. . . / ... 
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Considérons le corps des fonctions de V , Si x est un 
a. a. 

point gênériqu~ de Va, J"k(Va) est isomorph~ à k(xa)• qui est 

lui-même isomorphe à k(x
13

), VS ( A , 

On peut donc définir le corps des fonctions de V sur k 

Soit x E" U , représenté par x dans V , Supposons f mor-
a. 0: Cl a 

phique en xa • Alors, pour tout 6 tel que f S est mor-

phique en x , On dit q_ ue s f est morphi~ue en x, L'élément f (x ) 
a a 

de k(x) ne dépend pas de a ; il ne d~pend pas non plus de k. 

On le désigne par f(x), et on l'appelle valeur de f en x, 

L'ensemble des f€ J-'k(V) (resp Ji(V)) qui sont morphiques en x est 

un anneau local, appelé anneau local de V en x , et noté ~k(x,V) 

(resp o(x,V). On définit de même la notion de fonction morphique sur -
une sous-variété W, et l'anneau local ~k(M,V) (resp ~(W,V)). 

3, AVFlication rationnelle, 

V et V' étant deux variêt é s abstraites, on définit une appli­

cation rationnelle 9 : V+ V' par la donnée pour tout couple (a,a.') 

d'une application rationnelle "' : V + V' , avec la condition .,, aa' a a' 

suivante : si x est un point générique de V sur k représenté 

pour tout a, par X dans V • les points x' = 9a'a(xa) repré-
a a. a' 

sentent un même point x' de V' • 

- Une appli c e.t ion 9 . V + V' rationnelle est dite mor~his,ue . 
en y t. V si 3 a et a' tels que y e: u et 9cw' soit morphique 

a 

en Ya ; dans ce cas "lfri et s 1 vérifiant la même condition, 
' 

98'6 est morphig_ue en Ya .. De pluo J.e point y' de V' représentf 

par y' = 9S'B(yS) ne dépend pas de s et G' • On le note y' = 9 (y). 
i3 

4, Produit de ~a~x Y~ri~t6s ~bstr~it~s. 

Soient V et V' deux variétés abstraites, et { u } t 

a a 'f: A ... / ... 



{U',} leurs recouvrements. 
a a '€A' 

On d~finit le produit V x V' cocme 1~ produit ensembliste ayant 

pour recouvrenent {ua x UB,} ) 
(ci;a' )f'.AxA' 

1 e s b i j c c t i on s & t an t 1/1 x :'1 : x , x ' ··► ( 1ji ( x ) , i;., ' 1 ( x ' ) ) , 
a 'a' a CL 

On d6finit uinsi sur V x V' une structuru de vari6tf. 

5. Notion d'ouvert affine. 

Définition, 

On appelle immersion de V dans V' un morphisme birationnel 

qui est bimorpbique en tout point de V, et donc injectif, 

- 9 ôtant une 
. . 1nmers1.on, y(V) un ouvert de V' car 

9(V) est l'enseuble des points où le rnorpÈ_isme ◊-l est ù-5fini 

lors4ue V eGt une vuriétG affine, 9(V) est appelé ouvert affine. 

THEOREME, 

Tûut ouvert de V conti rnt un ouv<::rt A.ffinc, 

On vu. ~n f'ai't. prou.vi:ir qut.! pour xe: U ouvert de V , il ,,xiste 

un ouvert affine contenant x et contenu dans U • 

Pri2uve 

(On vu r~soudre le probl~me pour une variGtG affine, les ouverts 

"abstrait::;" se dSfininsant p1r recollement. d'ouverts affines, le pro-

blème sera résolu dans tous les cas) on rappelle que n s = n • n 

Soit vcsn; soi.ant u 1 , ••• , un les fonctions coordonnées sur 

V; soit f une fonction sur V qui s'annule sur le co~pliaentnire 

de U et qui n'est pas nulle en x. 

Considérons l'application birationnell; ayant pour fonctions 

si V= lock x I on a 

V'= lock Y où Y= ~(x), De plus, 9-l est un morphisme car 

9-l est induit par une projection, 

Alors si U' eat l'ensemble des points o~ • est norphique, 

... / ... 
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U' est bien un ouvert àffine ( chap. I, th. 9) contenant x et contenu dans U. 

Remarque 1 • Du fait que la topologie• de Zariski est quasi-compacte (d I après le 

théorème de la base finie de Hilbert), on déduit que tout ouvert peut être recouvert 

par un nombre fini d'ouverts affines. 

Remarque 2. On déduit de la remarque 1 que tout ouvert U de V peut être muni 

d'une structure de variété, et ceci canoniquement, la structure étant déterminée à un 

isomorphisme près par la condition que 11 injection U ➔ V soit une immersion. 

Remarque 3 • Les notations étant celles de la définition du n° 1 , la variété abstraite 

V est uniquement déterminée, à un isomorphisme près, par la connaissance des V 
O! 

et des \:3 O! • 

Réciproquement, à toute famille { V O! , t
13 

O!} 

tés V et de transformations birationnelles t/3 
O! .' O! 

composée d' un nombre fini de varié­

vérifiant la condition (c) du n° 1, 

on peut faire correspondre une variété abstraite : considérons en effet 11 ensemble des 

couples ( O!, x O!) tels que x O! E V O! pour tout O! , et, dans cet ensemble, la relation 

défi.nie par (xO!,x/3) E r/30!; c'est là une relation d'équivalence; si V est l'ensemble 

quotient correspondant, on a des injections évidentes V O! ➔ V dont les images U O! 

recouvrent V ; ceci permet de reconstituer la situati.on du n° 1 et de munir V d'une 

structure de variété abstraite. On dira que V est la variété abstraite canoniquement 

associée à la famille { V O! , T (3 ex} • 

6 • Variétés complètes . 

Définition 1 • (place finie en un point d I une variété) . 
.. -

Soit V une variété définie sur k . Soit x un point de V et soit p une place 

de k(x) , induisant 11 identité sur k , à valeurs dans O . S I il existe un O! tel que 

p (x Ci.) soit fini, le point y de V représenté par y°' = p (x O!) dans V O! ne dépend 

pas de O! ; ce point est spécialisation de x sur k . On dit que p est finie en x , 

de valeur y , et on écrit y= p(x) • 

Inversement, si x et y E V , et si y est une spécialisation de x sur k , il 

existe une place p de k{x) , à valeurs dans k{y) , telle que y = p (x) (on le voit 

en appliquant le théorème de prolongement à 11 un quelconque des k-homomorphismes 

k[x ] ➔ k[y ] . 
Ci O! -

Définition 2. 

On dit qu'une variété V est complète si pour tout poinJ x de V et pour toute 

place p de k(x) , p est finie en x . Il suffit d I ailleurs que, pour x générique de 

V sur k , toute place p de O soit finie en x • 
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On démontre facilement que : 

- Toute sous-variété d I une variété complète est complète, 

- Tout produit de variétés complètes est une variété complète, 

- L I espace projectif 1P n est une variété complète. 
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Points simples 

1, Différentielles, 

THEOREME l 

Soit K une extension d'un corps k. Il existe un K-espace 

vectoriel D I et une application d = dK/k I s'annulant sur k 1 

telle. que Im d engendre D I vérifiant les conditions 

(a) d(f + g) = df + dg 

( b ) d ( f g ) = f dg + g df 1 

et telle que, pour tout autre couple (D',d') vérifiant les m~mes 

conditions, il existe un K-homomorphisme ~ : D ➔ D' rendant commu­

tatif le diagramme 

K d D 

d~ ./o D' .,, 

Le couple (D,d) est unique à un K-isomorphisme près. 

On dit que l'espace D, également not, D(K/k) 1 est l'espace des 

k-différentielles de K1 ou l'espace des différentielles de l'extension 

K/k. L'image df est appelée différentielle de f, 

La propriété d'unicité du couple {D1 d) est triviale. Pour l'exis­

tence, on renvoie à la littérature (par exemple Bourbaki, Algèbre), 

De (a) et (b) résultent les règles de calcul habituelles sur les 

différentielles, 

THEOREME 2 

Soit x f K , Alors 

dx = 0 <.===> x algébrique séparable sur k, 

Démonstration. 

<== 
Il ex i s t e f € k [ x] t e 1 que f ( x } = O et f ' ( x ) F O , On en t i r e 

t•(x)dx = 0 1 d'où dx = 0, 

... / ... 
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Pour 

application 

X 

K 

transcendant ou inséparable sur k , on définit une 
dl 

K t s'annulant sur k, surj~ctive, et vérifiant 

(a) et (b), en pesant d
1

(f(x)) = f'(x) (dans les deux cas, en effet 

f'(x) est déterminé par f(x)). D'après la condition d'application 

universelle du th. 1, il existe une application a : D + K, K-linéaire 

telle que a o d = d1 , d'où a(dx) = l. On a donc dx; 0 • 

2. Différentielles sur un sous-cor~s. 

Pour k C K CL, on a un L-homomorphisme surjectif canonique 

a D(L/k)-+ D(L/K), obtenue en complètant le diagramme 
dL/k 

L D(L/k) 
I 

dL/K . J, 
/e 

D(L/K) 
D'autre part, on a une application K-linéaire canonique 

a D(K/k) + D{L/k) déduite de l'injection K + L 
0 

On en déduit une application K-bilinêaire 

D(K/k)M L + D(L/k), d'où un L-homomorphisme a : D{K/k) ®K L + D(L/k). 

THEOREME 3 • Supposons que 1 'extension L/K est séparable (non nBcessai-

rement algébrique). On a la suite exacte suivante de L-espaces vectoriels 

0 ---4 D(K/k) ®K L ~➔ D(L/K) 2-.; D(L/K) + 0 • 

Démonstration. 

On a déjà remarqué que 3 est surjectif. 

Im a C Ker 13. En effet, pour fCK, et aE.L • on a 

G(a(df @a))= 6(a o.0 {dK/k f)) = B(a dL/k f) = a G(dL/k f) = a dL/K f=0. 

Ker ac Im a. En effet, on a le diagramme 

L dK/k iy D(L/k) _l-l_i,D(L/k)/Im CL 

' l A dL/~·-,.___'-----. f3 ,.., ,.., .--.., À 

~ D(L/K) ..-

qu'on peut compl~ter par un L-homomorphisme l : D(L/K) + D(L/k)/Im a • 

. . . / ... 
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On a donc ~er G C Ker u = Im ~ • 

01. in j e et if .. Posons '-' = .. Cow:icnçons par la r~~arque suivante 

si on a une chaîne d'cxte-ncions kCKCLCL' 1 et si lE::i; hot10?:"1orphis::icr. 

a K L c t a L 
1 

, s o nt i n j e c t i f s I i l e: n e s t d c ::i ê :.; e: d c u L !, , ; en e f f et , 

compte tenu de l'isomorphis~e (D(K/k) ®K L)@1 L' = D(K/k) ®K L' , 

on peut prolonger aKL: D(K/k) @K L + D(L/k) à un L-hoocoorphis~~ 

aKL D(K/k) ~K L' ~ D(L/k) 'ik L' ; on vérifie sans difficulté que 

aKL = a
11

, o '\{L , et notre assertion résulte du fait que l'injectivitt 

de entraine ~elle de 

Par récurrence transfinie, on se ramène donc au cas où L est 

une extension moncgèn~ d:.: K , i.e. où L = ::{u) , u € L • 

Pour tout polyn8mc i r = ta. U , posons 
l 

L'application 6~: k[U] + D{K/k) ®K L ainsi d~finie v~rific les con­

ditions (a) et {b), et s4 prolonge d'une maniire unique~ une nppli­

cation 6u ,: k(U) + D(K/k) ®K L vérifiant uus~i ces deux conditio.ns 

Considérons l'élément w de D(K/k) ®K L défini comme suit 

si u est transcendant sur K, on pr~nd w = 0 • si u est 

algébrique, donc séparable sur X, et si I°' E: K [u] est son polynôme 

irréductible, on prend pour w l'unique solution de l'équation 

~u{f) + f'(u)w = 0. 

Pour y€ L , de la for::1E: g(u) {avec g~K(U)), l'élément 

O = ôu(g) + g'{u)w ne dépend que de y , et l'ap~lication 

d' : L -) D(K/k) Œk L 

obtenue en prenant d'y= û vérifie encore les conditions (a) et 

(b). On peut donc compléter le diagramme 
dL/k 

D{ L/k) 
/ 

la' 

" D(K/k) <!ëk L 

• • • I • • • 
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par un L-ho:momorphi sme a' D(L/k) + D(K/k) <g'k L; on vérifie im-

mêdiatement que a 1 o a 

a est injectif. 

est l'identité, ce qui entra~ne bien que 

Corollaire 1. On a dim D(L/k) = dim D(K/k) + Dim D(L/K) cela 

résulte en effet de la suite exacte, et du fait que dim(D(K/k) ®K L) -

dilî1 D(K/k). 

Corollaire?. Soit K/k une extension séparable. Pour que 

D(K/k) soit de di~ension finie, il faut et il suffit que K/k soit 

de degré de transcendance fini, et on a alors 

dim D(K/k) = deg. tr. (K/k). 

En effet, d'après le th, 2 1 la propriété a lieu si l'extension 

est algébrique, car alors lës deux membres sont nuls, ou si l'exten­

sion est transcendante pure, de la forme k(u), car alors les deux 

membres sont égaux à l , Le corollaire 2 résulte du corollaire 1, par 

récurrence sur deg, tr, (K/k) 

Corollaire 3, Soit K/k une extension séparable. Pour que des 

éléments de K soient algébriquement indépendants sur k 1 

il faut et il suffit que 

dant s sur K • 

dx l, •• , , dx n soient linéairement indépen-

En effet, si on pose X' = K(x 1 , ••• , xn), ces deux conditions 

se traduisent respectivement par deg. tr. (K'/k) = n , et par 

dim D(K1 /k) = n • 

3. Espace tangent de Zariski. 

Soit o un anneau local ; soit m son idéal maximal, et notons 

2 son corps résiduel. Considérons le quotient ~/~ (pour 

la structure de ~-module). Soit -e 2 x ~/~, représenté par X~ ~ , et 

soit -a tS k. 1 représenté par a€ o • Alors on a y = a x E. m , et la 

classe y de 2 
y(mod ~) ne dépend que de a et de X • 

... / ... 
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L·. l:.:i (a • x) 1-'> a X = y définit sur '!:_/'!}_... une structure 

,.:. ' _<.: :; ; , c. c <:: v e c t c r i P. 1 n u r l .;; c o r p s r 0 s i du e l k • 

D~ns le cas particulier ou· o = ~(e,V) est l'annuau local d'un 

point a d'une variêt, 2 V,~/: est un espncc v~ctoriel sur le 

domaine· universel a • eppel~ espace tangent de Zari3ki a V en u , 

qu'on note Z(a,v). Flus gên6raleoent, si , . .. , e~t une ~eus-variété de 

V• on d~finit 1 en ~renant ~=~(~,V), l'espace ten~ent de Zariski 

à V en W (ou le long de W)1 qui est un espace vectoriel sur le 

corps de~ fonctions }(w) 1 noté Z(W1 V). Si k est un corps de dffini­

tion de V, a , W, on définit de mlce Zk(a,V) (resp Zk(W,V), qui 

est un espo.ce vectoriel sur k (resp J,-(W)). 
r. 

Lem~e. Soient o un anneau local, ~ son idéal ~axinal, et 

a1 , •••• am des ~1€ments de m. Pour que les a. 
l. 

forcent un syst~mc 

de générateurs de 2, il faut et il suffit qu'ils reprè~entent un 

systêne de gJnérateurs de l'espace 

Démonstration. La condition est ,videm~ent nGceasa.ire. Inversement, 

supposons qu~ les a. 
l. représentent un système de iénératcurs de 2/~ 2 

2 Si on pose a = I:. a. o , on a .c = a + o , d'où, 
l l. 

2 2 
r,uisque 

n m c ~, n =a+~. Par r~currence, on en déduit ::i pour tcut 

n • En effet, si on suppose n-1 ~=a+~ , on a 

Kru.:1 1 on a 0 (~ + ~n) = a • On a donc M = a 
n -

Si V est une variété• nous notons Av la diagonale du pr6duit 

V x V, i.e, l'ensemble des peints de V x V de la forme (x,x), 

avec x€.V; c'est .une sous-variété de V x V; plus pr;icisé::ient, si 

V est J.êfinie aur k , et. si -X est un point g6n6rique de V sur 

on a llV = lock (x,x) , 

L'espace des différentielles D(J-(V)/0) (resp. o(~(V)/k) 

... / ... 

k' 
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sur le corps Î(V) (resp {_(V)) est noté D(V) (resp Dk(V)). 

THEOREME 4 • 

Soit V une vari~tê définie sur k. One un isomorphisme cano-

nique 

zk(t.v, v x v) "'Dk(v). 

Dfmonstration, Posonb, pour simplifier, Z = Zk(âV, V x V), et D ~ Dk(v: 

Soient x et y deux points génériques indépendants de V sur k • 

A toute fonction f E: J;(v), associons la fonction g(x,y) = f(x)-f(y) 

sur V x V. Il est clair que g(x,y)Ë ~(âv, V x V). Notons of 

l'élément de Z représenté par g(x,y), On voit immédiatement que 

l'application o : ,~(V) ➔ Z , ainsi définie vërifie les conditions 

(a) et (b) dv. t~.1.on a donc un ~(V)-homomorphisme surjectif 

a : D ~ Z tel que le diagramme 

;r. (V) ,_ ____ d __ 

k~ 

z 

soit commutatif. Il suffit de montrer que dim D = dim Z • Or on a 

dim D = dim V, et, plus précisément, si (u 1 ,,., 1 ur) est une base 

de transcendance séparable de ~(V), les du. forment une base de D , 
l 

Les ôu. 
l 

forment donc un système de générateurs de Z , Il suffit de 

montrer qu'ils sont indépendants, Or supposons-les dépendants, Dans ce 

cas, on peut engendrer Z par n-1 des éléments ôu. 1 par exemple 
l 

par 6u 2 , ••• , 6un • D'après le lemme pr,cédent 1 L'idéal m = ~(6V 1 V x V) 

admeit pour générateurs les fonctions u2 (x) - u1 (y),.,., u
0

(x)-un(y), 

On a donc une relation de la forme 

(1) u
1
(x) - u

1
(y) = 

avec gi€ ~k (~V I V x V). 

Soit un éliment de 

g.(x,y) (u.(x) - u.(y)) 
l l l 

n transcendant sur k(x}. Comme les 

u. (y) sont algébriques indépendants sur k(x), on peut trouver une 
l 

... / ... 
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:place p 
1 

de ~ valeurs dans n induisant l'iQentité sur 

k(x)t telle qu'on ait p
1

(u
1

(y)) = w
1 

, et p
1

(ui(p)) = ui(x) pour 

tout i > 2 • On peut aussi trouver une place p 2 de Q , à valeurs 

dans n , induisant l'identitf sur k(x), et telle ~ue p
2

(w
1

) = u
1

(x). 

Posons p = p 2 a p 1 • Puisque p prolonge l'iso~orphisne k(u(y))+k(u(x: 

et puisque y est algêbriq_ue sur k(u(y)), p induit un isomorphisne 

sur le corps k(y) (cf. Cha.pitre O, c, no 7 lemme), et applique 

donc bijectivet1ent les conjugués de y par rappr)rt à k(u{y)) sur 

de rapport ·- k(u(x)). On donc p (y) 
.._ 

est ceux X par a a .. X 
' 

ou y 

l'un des conjugu6s de y • Si on pose y
1 

= p
1

(~), on a p 2 (~) ~ P
2

(x)= x 

Comme les gi sont morphiques en (x,x), ils le sont en (x,y 1 ). En 

remplaçant y par y dans (1), et en appliquant aux deux membres 

on obtient u
1

(x) - w
1 

= 0 , ce qui contredit le choix de 
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Remarque : On a aussi l'iaocorphiame analogue 

(aana indices k ). 

4. RelaTement de l'e1pace tangent de Zarieki par un morpbi1me. 

Soit *: W +V une applica.tion rationnelle, Soit bE W • 

tel que t aoit morpbique en b • et p01ona a• ~(b), Oc a, 

comme on a vu (Chapitre I , n° ll), un homomorphi1me canonique 

~(a,V) + ~(b,X) qui est local. i.e. tel que l'image de ~(a,V) 

1oit contenue dans ~(b,W). Par pasaase au quotient, on en deduit 

un bomomorphiame canonique 

Z(a,V) ~ Z(b,W) 

aur le domaine universel O. Noua dirons que µ est canoniquement 

asaocié à ~. 

Plus g,n,ralement, ai X est une sou1-variét, de W, telle 

que ~ 10it morphique en X et si on pose Y• Q
1

(x), on a une 

application 

Z {Y , V) 2-,. Z ( X • W} 

canoniquement associée à 9 • qui est un di-nomomorphisme relative-

11 en~ à l ' in j e c t ion canon i q u <= J1 Y ) + 1°( X } • 

Si 9 induit un iso~orphisme X+ Y (par exemple si 9 est 

une injection) ~ est toujours surjectif, 

Si k est un corps de définition de V, w, x. Y, a, b, on a 

des bo~omorphismes canoniques analogues aux précédents, d&na lee­

quel1 le aymbole Z est remplace par Zk. 

5. Espace tangent de Zariski dans un produit. 

Soient V et W deux variétés, et soient at:V • bt'W. On a 

des homomorphismes locaux 2(a,V) + 2(a K b, V K V) 1 et 

~(b,W) + ~(a x b, V x W) respectivement associès aux deux ~rojec­

tions pr 1 : V x W + V ~t pr 2 : V x W +,w. Il ré1ulte du tbfor~me 

... / ... 
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du chu~itre I que n = 2(a x b, V x W) est engendr~ pur la rêuni0n 

des images respectives de ~(a,V) et ~(b,W) par ces hooooorrhis­

mes. On eh d~dait que les images par reldve~ent de Z(a,V) et 

Z(b,W) engendrent l'espace Z(a x t, V x W). On voit f~cile~ent 

d'autre part que ces i~a~es sont GUpplfoentaires danz cet espuce. 

On a donc l'isomorphisme 

Z(a x b, V x W) = Z(a,V) x Z(b,W). 

De mime, si X et Y sont aas scus-variêtjs de V et W 

respéctivement, l'espace Z(X x Y, V x W) eGt isocorphe ~ ln som~e 

directe des sous-espaces (supplémentaires) de cet espace respecti­

vement engendrés pa~ les images par rel~venent de Z(X,V) et 

Z(Y,W). 

6. Lemme de relèvement des spécialisations. 

LEM!-!E 2. Soit 9 un morphisme $ ~ 5 • Soient k un corps, 
n r 

et x un point de $ 
n 

posons u = 9(x) • Supposons ~ue let 

coordonnees x. 
l 

de x s ont a. l i:; é br i que s en t i ~ r e s s u r k [ u] = 

• k[u1,•••t u;J • Soit a un point de s g_ui èSt spécialisation 
n 

de X sur k Pesons b = 9 (a). Soit p une place de f2 telle 

que p(u) = b Alors p <x> où - l'un c on.i u-on a = a X a-• des • -.... 
gués de X sur k ( u). 

Démonstration : En effet, en utilisant les équations de dépendance 

intégrale vérifiées par les x. , on voit qu'il n'existe qu'un no~-
2. 

're fini de points a.a€: lock x tels que ç(a ) = b. Choisissons 
a 

g € k [xJ = k [x1 , ••• • Xn] tel que 

pour les a distincts de 
Cl 

entier sur k (u] • Soit 

a • 

g(a) = 0 , et que 

L'élément y= g(x) 

( ) n n-1 ( ) l y + h 1 (u) y + ••• + hn u = 0 

g(a) 'F O 
·a 

de k [x] est 

ou les hl. sont des polynômes à coefficients dans k u · · · , n •.: ,;"• q_ U!'. t. ion 

... / ... 



- 67 -

de dépendance intégrable vérifiée par y • Notons /v) les conjugués de y sur 

k{u) . On a donc 

(2) h (u) = ± Il (y(v )) • 
n V 

Puisque a est spécialisation de x sur k , on a un k-homomorphisme 

k [ x J -~ k [ a J • On a nécessairement e {y) == o , et e ( u) = b • En appliquant e 
aux deux membres de ( 1) , on obtient h (b) = O • D'autre part, les / 11

) sont 

entiers sur k[ u) , donc on a p(/v )) l oo pour tout 11 • En appliquant p aux 

deux membres de (2) , on obtient p(Il y(v)) = O, d 1où p(y) = O, où y est l'un 

des i 11
) • v 

On peut prolonger le k(u)-isomorphisme k(u,y) ➔ k(u,y) à un homomorphisme 

k(u,x) ➔ k(u,x) . On a y= g(x) , d 1où g(p(x)) = p(y) = 0 • D 1 autre part, on a 

rt·(x) = u , d'où gi(p(x)) = b . On a donc : p(x) = a • 

7. L I espace vectoriel D(V)W • 

THEOREME 5. 

Soient V une variété et W une sous-variété de V . Soit k un corps de 

définition de V et W . On a une suite exacte : 

d'espaces vectoriels sur 3' k (W) , où a et (3 sont les homomorphismes canoniques 

respectivement associés à la projection pr 1 : V x W ➔ V et à l'injection 

i:WxW ➔ VxW. 

Démonstration. On peut supposer V affine (V c: $,n) • 

(3 est surjectif, comme associé à 11 injection i • 

Im a c ker /3 , car si f E 1!!,k(W, V) , f se relève sur V x W à une fonction 

qui s' annule sur .c\v . 
ker [:3 c: Im ex • Posons r = dim W . Soient x, x 1 deux points génériques 

de V , et y, y I deux 

.... / ... 



!3tdt (u 1 .) (1 ~. i. .:. d ur,e ft..i:i1Hle dt! polyn~111e~ ( k[X]• k[l
1

,,;Hx;J 

in4giaant sur V des fonctions ~lg~briquement ind,pendantea aur k 

et tellec ~ue 1~6 coordonnies de y soient eati~re1 eur k[u(yD • 

~ k[u 1 (;y) •••• , ur(;d] • 

Soit (vj) une famille de polyne~ea tel• que lea vj(x) forment 

un système de générateurs de ~k(W,V)$ 

Cvnaid6rons un élément e de Zk(6W • V x W). Il eat reprfeentê 

par ~ne !onction f(x,y) sur V• W • eu f est une traction ration­

nelle qui est morphique sur 6W, et telle que t(y,y) •O. Pour 

qu'on ait e E: ker a • il faut et il suffit qu'on ait t(y,y')f. 

2 w). D'après démonstration th~orème 4 l'id~al !:!,lt(AW' y X la du • 
!.1t ( AW • 'W X W) est engendr6 par les u. (y) .. u.(y') ; on a donc 

.l l 

alors une relation de la forme 

f ( Y ' •Y) • l h , i ( uh ( Y ' ) - uh ( Y ) ) ( u i (Y' ) - u i ( Y ) ) f' hi (Y' • Y ) , 

o~ les rhi sont des tractions rationnelles difiniea 1ur k • ~or­

phiques sur Aw. On en déduit 

r(x,y) • Ih.i (uh(x) - uh{y)) (ui(x) - ui(y)) rh 1 {x,y)+f~(x,y}, 

otl t* est morphique sur Aw, et s'annule sur W x W • On a donc 

f"(x,y) • }:. v.{x) bJ.(x.y), 
J J 

oa les bj{x,y) sont morphiques sur Aw. On en d~duit 

-.in posant h(,c) • l· v.(x) 
J J 

mod 

e 

de l'~l&ment de ~(W,V) repr&sent& par h • 

est l'image par a 

Pour achever de montrer l'exectitude de la suite, il suttit 

d'fteblir la relation 

on sait en effet~ d'aprla le th. 4 1 que 
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dim zk(6w, W x W) = die Dk(V) = di~ W = r. 

Pour cela, considérons a nouveau les polyn0oes U. t V. 
l J 

introduits plus haut ; on peut suppo3er les u. choisis de fe.çcn 
l. 

crue k[x] soit entier sur k[u(x)J = k[u 1 (x), ••• , ur(x)) (par 

exemple en prenant les u. linéaires et homogènes, co=pte tenu 
l. 

du lem~e de normalisation, chapitre I , n° 4) ; on peut en outre 

supposer que les 

suffit de prouver 

v. 
J 

re~r~sentent une base de Zk(W,V). Il noue 

les fonctions u.(x) - u.{y) et v.(x) :-e-
l l. J 

présentent une base èe Zk(tiw, V x W). 

Montrons d'abord que ces fonctions repr~sentent un 

Qe générateurs de cet espace, i.e. qu'elles engendrent ,.. (,. V X t,,) ... , u,7, "• -Y.. ~ 

En effet, si f(x,y)E: E,k(llw, V x W), la. fonction induite f(y',y) 

sur W x W est difinie et, comp~e tenu de la dSconstraticn du th. 4 

de la for~e 

f(y',y) = Î-{u.(y') - u.(y)) g;(;,-;y), :,.vtc 
l l l .. 

g. (y' ,y) E o, (li.
1

, ~,r x W). On en déduit 
l -,t ~ 

f(x,y) - Ïi(ui(x) - ui(y)) si(x,y)E:!,k{\/ x W I V x W), 

et on conclbt en r~marquant que c1 dernier id~~l est cngendr~ par 

les vj(x). 

Co~pte tenu du le~me du n° 3, il suffit de montrer ~aintenant 

que toute relation de la forme 

(3) r ( Ui (X) - u. (:r)) ai(x,y) + r V. (x) b.(x 1 y) = 0 • i l 
j J J 

o,vec a.(x,y) et b j ( x , y ) E: 2.k ( ô. .W , V )( w) t entraine a. {x,y) l. l. 

b j ( x , y ) e :!.k C\1 1 w X 'W) quels que soient i et j. 

En chassant les dénominatuurs, on peut sup~oser que les 

et 

a. b. 
l. J 

sont acs polynômes. Considérons une place p de n induisant 

l'identitf sur k , et telle QUe p(x) a y. On peut trouver un 

point y€. W (necessaire1:1ent génêriq,ue de W sur k ) tel que 

I ... , ... 
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u.(y) = u.(x) pour tout i ; les coorùonnées de ce peint sont 
J. l 

entières sur l'anneau k[u(x)] ~ D'upr~s le le::::.~e 2 du n° 6 

(rel~ve:nent de·s; spécialisations), on peut en outre choisir y 

de façon que P (y) = y • 

CGti~e les fonctions 

elles le sont aussi en 

a .. • b •. sont morphiques en 
l. J l .J 

(x,y). Si l'on spécialise {x,y} 

(x,y) dans { 3 ) , on obtient 

}:. v.(x) b.(x,y) =O. 
J J J 

en 

Or k[x,y] , regardé co:i:::ie k[x]-.:r.oa.ule, admet une base finie 

b,(x,y) suivant cette base, eous 
J 

la foroe b.(x,y) = l c.h(x) th, en obtient 
J h J 

r. h v.(x) c.h(x)th = 0 • On a donc, pour tout h • 
J' J J 

l• v.(x) c.h{x) = 0, d'où, coi:ipte tçnU du chc-ix des v. 1 
J J J J 

c.h(x}~ ~(W,V) quels que soient 
J -

j et r. • On en è.é àui t 

cjh{Î) ~ O, d'o~ b.(y,y) = O, i.e. b.(x,y)e: m(tiw• V x WJ 
J ~ -

Par suite, on a. I.(u.(x) - u.(y)) e..(x,y)e ::i(Au, V x ~-1)2 • Donc 
l l l l - w 

I. (u. (y') - u. (y)) e.. (y-' ,y)€ m(A,., W x w) 2 • D'apr~s la déinoostre.tio:~ 
1 1 l l - ~ 

du th. 4, ceci entraine ai(y,y) = 0, i.~. ni(x,y)~ ~(4w• V x Y) 

Rèmargue On a aussi une suit~ exacte analo~ue 

o + z(w,v) • Z(6w• v x w) • Z(ôw,w x w). o 
Rans indices k. 

W étant tuujours une scus-variêt~ dç V , consid~rcns une 

différentielle "'E:D(V). Cc.,mpte tenu de l'is~:aorphisr.ie 

D( V) ~ Z (Av• V x V), en peut repr6 sent 1:r "' par une fcnct ion 

f(x,x' )€ ~(âv, V x V). Si on peut chcisir ~cur f una fcnction 

mcrphique sur âW, nous dirc~s que w est =~rnhioue sur_ w. La 

fcnction f est alors da 1~ f~rme r,(x,x') 
q(x,x') , c~ p et q 

... / ... 
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s~nt des polynômes, avec q(y,y) # o. et p(x,x) = 0 • Si (X. ) 
l 

sont les coordon~~es de % • et (x!) celles de x', on c une 
l 

r C 1 o. t i {;n da 1 o. :( C rm e p ( X I X ' ) = f ( X • - X ! ) p . ( X , :;( ' ) 1 ~ ù 1 e s p . l l l l l 

sont des pclyn3~es. En pesant f. = p./q , one dcnc 
l l 

f(x,x') = r (X. - X! ) fi(x,x'), a. '',;;ù 
i l. l 

f(x,x') ~ r (X! - X.) gi (X) ( r:ic d ~ (~V , V X V)2), avec 
i l l 

g • (X) = f.(x,x). Dcnc w est d~ le fcrce w = l- g. (X) dx. 
l l l l l 

CÙ 

les g. (X) sont :corphiques sur w • Inverscl:l.ent, t -:ut e diff~rcn-
l 

tielle we D(V) cle cette forue est norphique sur w • 

L'ensenblc des wED(V) qui sent !:lorphiques sur ·r ,•, est un 

!::.(W,V)-ncdule, qu'en nets: D(W,V). D~ .... 
nece, si k est un c -:.rps de 

definition de V et W , en d5finit D. (W,V), cçni:c 1~ o (W,V)-
Y. -k 

module compcsé ùes diff~rûntielles sur V, défini~s sur k I et 

qui sont ocrphiques sur W • 

On a'une epplicaticn À D ( .,., 1 V) ---> z ( 6 il. V X :,7) déduite ù1,; 

l'homcmorphistie local cancnique (â V x "'1) ~ c(~ .• , W x W) ~ w• --, - .,., 
associJ à l'injection W x W + V x W • Ccmnd u est surjectif, il 

en est de nême de À • L'epplication À poss~de les pr~priétés 

suivantes 

À (w 1 + w2 ) = À w
1 

+ À w
2 

et, peur eE.~(W,V), 

~ appelant a l'image de par l'ho~omorphisoe canonique c (W V) - ' 
~1Y(W), Au~rem~nt dit, À est un di-hc:.,cncr,;,hisr:ie cco.petible 

avec v 

L'image À(w) est enccre appelée valeur de le différentielle 

w en w, et nctéç 

encore nutè D(V)W 

ww • L'espace Z(âw• V x W) 1 inage de A ezt 

• L'espace Zk(A_w, V x d_) est de -eA-e note-~ . . ~ - . 
. . . / ... 
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""'k' . 1 W ~ 

La ffuite exacte du tbiorime 5 peut 1'€crire 1 avec ces nouvelles 

notations 

0 + Zk(W,V) ~ Dlt(V)W-1..... Dk.{W)-+ 0 • 

On identifiera d'autre part tout êlëment de l'eapaie de Zariski 

Zk(W,V) avec sen image par a, ce qui nous permettra de déaigner 

l'élément de Zk('ii,V) représenté par f par (dt)W 

8. .Dimension de l'espac.f:. D(V)W . 
Examinons d' e.b-:;rd la cas où V. • s n • 

THEOREME 6. 

On a dim D(S
0

)W • n • pour toute. sous-variêt~ 

• 

w de s n • 

Démonstration. En effet, soit k un corps de définition de W , 

et soient x,y des points génériques indépendants de Sn et W 

respectivement aur k • D'espace D(Sn)W est engendré par les 

(dxi)W (1 < i < n), i.e. par les classes (mod ~(6w• Sn x w)2 

des x. - y .• Il suffit de montrer que ces éléments sont linéairement 
.l l. 

indépendante. Supposons qu'ils sont dépendants, et, par exemple, 

que D(Sn)W est engendre par (dx 2 )W ••••• (dx
0

)W. Alors 

(lemnie,n° 3), l'idêal !_(6w ,sn >< W) est engendré par x 2 -y 2 , ••• , 

x -y • On a donc n n 

( l ) x -y • ,;-. 
2 

{x.-y.) g.(x,y). avec g. € o(Aw, S x W}, 
l 1 lJ?_ J J J J - n 

un élemeot de n algébrique indépendant de y 1 , •.•• yn 

sur k • Ccmme les fonctions g. sont morphiques en (y,y), elles 

le sont à f0rtiori en 
J 

(- ' y,y.,, C>Ü y est le point de coordonn,es 

y'
1

, ::,
2

, ••• , Yn. Or on peut spécialiser x en y aur l.e ccrps 

k(~) ; cette spècielisnticn appliquee i chacun des deux membres de 

(1), donne y 1 - y 1 • 0 A ce qui contredit le ch0ix de y 1 • c.o.f.tl. 

Supposons maintenant que V est une vari€t, affine quelccnque 



canonique 

D($) __ '!__> D(V) .. 
n w w 

déduit de 1 1 ho:i,omorphisme local canonique 9_(.6W, 5,n x W) ~ 2(.tiw,vx,,;) 

associ~ ~ l'injection 

y est ~urjectif. 

V x W + $ x W • Comme 
n ].J est surjectif, 

]ous allons montrer que le noyau de y est l'ensemble des 

( dh )W , oû h parcourt l'ensemble des &liments de o (W, $ ) 
- n 

qui 

s'annulent sur V. 

En effet, notons x, y, z trois points g~nêriques ind6pendants 

de $ , V, W respectivement sur k • Soit 0E ker y , représenté 
n 

par f(x,z) 9 où f est une fraction rationnelle ~orphique et de 

valeur nulle sur t..W • On a 
2 

f(y,z)E: m(.6,r, V x W) , c'est à dire 
- )Y 

f(y,z) = }:. g.(y,z) h.ty,z), avec g., h., morphiques et de va-
1 J. 1 1 1 

leur nulle sur t-..1 .. , Donc la fonction f""(x,z) = f(x,z) - I.g.(x,z) 
~ J. J. 

h.(x,z) sur 
1 

5n x W s'annule sur V x W, Donc, si {hj} est un 

système de genêrataurs de l'idéal J(V), on a f,<(x,z) = l· h.(x) 
l. J 

b.(x,z), ou les b. 
J J 

sont morphiques 

c.(x) = b.(x,x), et 
J J 

h(x) = L· h.(x) 
J .) 

" ( mo d m ( t.lî, $ x W) c..) • On a do;1c ô = 
- -~ n 

sur ~W. Donc, si on pose 

c.(x), on a f(x,z) ~ h(x) 
J 

(dh)w. Récipro4uement, si 

hG ~(W,$n) s'arlnule sur V , il est ..:.lair qu'on a (dh)wf:' ker y. 

L'assertion est donc demontrée, En outre, le calcul précédent 

donne la relation (dh) .. = r. c.(y) (dh.) • Donc si les 
w J J J w 

gendrent 'J (V) les (dh.) engendrent D(V),,_.,. Comme les 
J w \ 

sont linéairement indépendantes, ~t comme on a 
ah. 

h. en­
,J 

(dx.),, 
l ·:, 

(dhj)W = ~ ax~ (y) (dxi\Jh' la dimension S de ker y est égale 
l :1. o •. 

au rang de la matrice (~ (y)). 
1 

Notons d'autre part, que si W et W1 sont deux sous-vari6t~s 

G O t / t t 0 
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O.\::: v telles q_ul.! i.J ('_;{'CV , s1 on not.i2 y 

1 l'homooorphi~me 

y' 
D(Sn)W, ----- ➔ D(V)w' analogue a y , at si on pose s' = dim{ker y') 

on a s < s' • En effet, il suffit de remarquer que tout deter~in~nt 
âh. 

extrait de la mat;.;~•i~ e __J_ ;)X. 
qui s'annule sur W' s'an.n.ule aussi 

l 

sur W. 

En particulier, prenons W' =V. Comne on a (D(V})V = 

= Z(à;, V x V) = D(V), on a, dnns ce cas particulier, s' = n-q 

On en d~duit l'inégalit& s ~ n-q. On a d'autre part dim D{V)w=n-s 

et dim D(W) = dim W = r • Compte tenu de la suite exacte du th. 

on a donc dim Z(W,V) = n-r-s et, par cons§quent dim Z(W,V) ~ q-r -

= codimension de W relativement i V • On a donc d&moctr§ : 

TrlEOREME 7 

Soient WC vc S , et posons q = dim V , r = ùim W • Soit k 
n 

un corps de dGfinition de V et W, et soit y un point g6n~rique 

de W sur k • Soit hj un système de générat~urs de l'idéal jk(V). 

Alors,on a dim Z(W,7) = n-r-s , et dim D(V)W = n-s , oü ~ 
ah. 

est le rang de la matrice (~ (y)). 
l 

On a l'inégalité s < n-q d'oû dim D(V)W > q , et 

dim Z(W,V) ~ q-r. 

Corollaire. Soient V et ~ deax vcriitisCabstraîtes) 

telles qu;: WC. V , tle cii:.1ensions resp~ctives q et r • 

Alors on a dim D(V\_1 ::. q , et dim Z(W,V) 'Z. q-r. 

(On remplace en effet V par un ouvert affine de V contenant W 

9. Point ,ou sous-varièté si:aple. 

Définition: Soient V et W deux variétés telles que wcv, 
et de dimensions respectives q et r • On dit que W est sim~le 

sur 
ou 

V si on a l'une des ~galitJs Equivalentes dim D(V)w = q, 
di~ Z(W,V) = q-r. 
Il revient au même de dire que l'idial ~(W,V) peut être 

engendré par q-r élément3. 

La définition s'applique en particulier au cas où W = a est 

un 2oint. La condition s'écrit alors dim Z(a,V) = q. 

Un point (ou une sous-variété) non simple est dit multiple • 

.. .. • I • •• 
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Dans le cas ou V est affine. on peut encore caractériser 

une sous-variét, simple W par la relation s = n-q , oa s est 
élh. 

le rang de la matrice ~(y) intervenant dans le th. précédent. 
l. 

C'est le critère jacobien de simplicité. 

Notons que, 61 k est un corps de définition de V et W , 

et si y est un point générique de W sur k , pour que W soit 

simple sur V, il faut et il suffit qu'il en soit de même de y. 

D'autre part, la propriêt~ pour W d'&tre simple sur V n'est pas 

modifiée par toute transf~rmation birationnell~ définie sur k, 

qui est bimorphique en y. 

Remarque : On définit la notion de sous-variété k-simple 

par la condition dim Zk(W,V) = q-r. Si V et W sont définies 

sur k, et si W est simple sur V, alors W est k-simple sur 

V. La réciproque est vraie en caractéristique nulle, mais fausse 

en caract&riltique p ~ 0 , On ne considérera dans la suite que la 

notion "absolue" de simplicit,. 

10. Propriét€s des points simples, 

Remarquons d'abord que tout point, ou toute sous-variété de 

$n est simple sur Œn (th,6). Il en est de m~me de tout point ou 

sous-variété de ~n. 

THEOREME 8 

Soit V une variété. L'ensemble des points simples de V est 

un ouvert non vide U de V • 

Démonstration. il suffit en effet de considérer le cas où V 

est affine, Or dans ce cas l'ensemble des poin~s multiples de V 

est l'ensemble des zéros de tous les déterminants d'ordre ~ n-r 
élh. 

extraits de la matrice _.J. (cf. th. 7 ) ; c'est donc un sous­ax. 
J. 

ensemble fermé de V. 

. .. / ... 
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Ti-IEOREME 9 

Soient V et W deux variétés, .;t soient ac V , bE W • 

Pour que a x b soit simple sur V KW, il faut et il suffit 

que a soit simple sur V, et que b soit si~ple ~ur W • 

Demonstration, Il auffit d'utiliser l'isouorphisme 

Z(a x b , V x W) = Z(a,V) x Z(b,V) introduit au n° 5 • 

THEOREME 10 

Soit V une vari6tt, et soit W une sous-variftG de codimension 

1 de V, Pour que W soit simple sur V, il faut et il ~uffit 

que !(W,V) soit principal, et ~(W,V) est alors un annaeu de 

valuation discrète, 

Demonstration. La prenière assertion résult,e trivialement de 

la d~finition d'une sous-varift6 sicple. D'autre part, si ~(W,V) 

est principal, l'anneau ~(W,V), ftant nocthirien, est de valua-

tian discrète, 

La valuetion de J(v), associlo ~ l'anneau ~(W,V), et norm;e 

de façon que l'ense~ble de ses valeurs soit Z, est notée ww. 

ll, Diviseurs. 

Soit V une v~riété définie sur un corps k • On considère 

les couples (U,f) compos~s d'un ouvert U da V, et .d'une 

fonction f F O sur V. Deux tels couples (U,f) et (U',f') 

sont dits compatibles si f/f' est inversible (i.e. si f/f' 

et f'/f sont morphiques) en tout point de u~u• ; c'est là ·une 

ralation d'~quivalenie. On consid~~e d'autre part les sy~tames 

composés de tels couples d~ux à deux compatibles, 

et tels que les Ua recouvr~nt V, On dira què deux tels sys-

tèmes sont co~patibles si les couples du premier sont campo.. 

tibles avec CëUX du second. C'est encore unç relation d'équivalence • 

. . . / ... 



- 77 -

Les class~s pour cette relation sont uppelees les diviseurs sur V • 

On dira qu'un diviseur D est rationnul sur k si en peut 1~ 

representer par un systèr::e { u u t f } tel que les u soient 
ù. a 

des k-ouverts, et les f des fonction~; d.z;finies r, ur k • 
(l 

On p~ut aussi, pour dèfinir les diviseurs, ~tilicer la th6oric 

des faisce(:i.UX on d~finit un faisceau de sroupes en prenant en 

chaque point u de V 18 groupe multiplicatif des fonctions ~ 0 

sur V, modulo le ~eus-groupe des fonctions inv8rsible3 en c • 

Les diviseurs s'id~ntifient aux zections de ce faiscer.u. 

Cas particulier : si f est une fonction sur V , l'unique 

couple définit un diviseur sur V , ~ppel~ divizeur de f 

et noté div { f). 

Si D et D' sont ~eux diviseurs sur V , rèspcctivem0nt 

rc:prèsentes par { u , f } a a et { U' f'} r ' B 
, le diviseur reprS-

, fa f~} ne dfpend que de D ~t D'. On 1~ 

dêsigne par D + D' • Nuni de c~tte loi, l'enscmbl~ d~s diviseurs 

sur V ast un ~roup~ commutatif, qu'on note ~(V). 

(remarque : Catte loi est notcie additivenent, bien qu'elle DG 

déduise de la multiplication des fonctions). On a, en particulier 

div(ff') = div{f) + div(f'). Si k est un corps de definition da 

V, les diviseurs sur V qui sont rationn~ls sur k for.ment un 

sous-gr,·:upe de c,Nv), qu'on note JJk(V). 

Si, pour tout ,t , la fonction f est ~orphique en tout a 

point U
0 

, le diviseur D est dit positif. Il est cl3ir que 

cette propricit~ ne dtpend que de D , mais non du choix des (u., f) 
a " 

La relation D-D' positif, not~e 6gnlement D > D'' est une rela-

tien d'ordre, compatible avec la structure de groupe de ~(V), et 

qui fait donc de ~(V) un groupe ordonn~. 

. .. / ... 
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Soit 4> : V' ➔ V un morphisme, et soit D un di viseur sur V , 

défini par une famille { Uœ' fœ}. Supposons que, pour tout a., la fcnc­

tion fa. soit morphique sur l'image 4'
9

(V'). Alors on peut définir un di-

viseur D' sur V', au moyen des couples (U' f') «' a obtenus en prenant 

9-l(U ) U' = ' 
et f' = f 0 Q (fonction obtenue en relevant f ) 

a a a C. ci 

Le diviseur D' ainsi construit c:? st notê ◊-l(D) • L'application 

D -.+ ç- 1 (D) est U!l homomorphisme de ;J)( V) dans J)(V'). 

Cas particulier : si V' est une sous-variêt& de V, et s1 

t 1 , .. t· V' V . . D' -- 1 ... l(D) 1 es inJec ion ~ , le diviseur sur V' 

est appel6 diviseur induit par D sur V' , 

12. Cycle nssociê a un diviseur, 

THEOREME 11. 

Soit f une fonction :f:. 0 sur une variété V. Il n'existe 

qu'un nombre fini de sous-variétés W de V, simples et de codi­

mension l , telles 4u'on ait ww(f) #O. 

Dêmonst rat ion. On peut supposer que V est affine ( V C $n), 

et que f est induite par un polynôme p (car si f = f, et si 

~e th~orime est vrai pour s et h , il l'est pour f ). 

Soit alors H = j(p) l'ensemble des zéros de p. Comme on a 

f :f:. O , on a V et li • Toute composante de Vn H est donc de dimen-

sion !q-1 , en posant q = dim V, Soit W une sous-variiti 

simple et de codimension 1 de V, telle que ww(f) ~O. Puisque 

. 

f est induite par un polynBme, on a ww(f) ~O. On a donc ww(f)>O, 

dcnc f€:~(W,V), donc re:-:!(W), donc WCH, donc W'CVnH, 

Puisque dim W = q-1, W cîncide avec l'•n des composants 

(eu no:::ibre fini) de VnH • 

Soit V une variété de dimension n • Soit r un entier, tel 

que O < r < n • On appelle cycle de dimension r sur V toute 

combinaison lineaire formelle X= l· :n. W. , à coefficients m. 
1 1 l 1 

... / .... 



entiers (nuls, sauf un nombre fini) de sous-variétés simples de 

dimension r de V. 

Le no~bre n-r est appelé codimension de X • 

L'ensemble des cycles de diménsion r sur ·V est un groupe 

commutatif. On a de plus sur cet ensemble une structure de groupe 

ordonnê, un cycle positif étant caractéris2 par la condition 

m. > 0 pour tout i • Les cycles 
l. -

Ii 
+ w. I . - (où l'on + (m. m. et m. w. pose m. = sup 
l. 1 l l. l l. 1 

et ... Sup (-m. 0 ) sont respectivement notés X+ et x· m .. = ' l. ... 

t 0) , 

Ils sont caractérisés par la propriété d'être positifs, sans compo­

sante commune, et tels que X= X+ - x- • 

Les W. 
l. 

ayant des coefficients m. ;. O 
1 

sont appelées les 

composantes de X • La rciunion des composantes de X est appel~e 

le support de X , et notée supp X, 

Si W est une sous-variété, on confondra souvent W avec le 

cycle admette.nt comme unique composante W, de coefficient +l • 

Soit f une fonction;. 0 sur V• On appelle cycle associé 

i f , et on note ~(f),. le cycle i(r) = lw ww(f}W , oa W parcourt 

l'ensemble àes sous-variêtés simples ~t de codimension 1 de V. 

Ce symbole a un sens 1 compte tenu du th. 11 • On a d'autre part 

Plus généralement, soit D un diviseur sur V I défini par 

simple et de codimension 

Consid€rons une sous-variêt~ W de V 
choisissons a tel que W rencontre U

0 
• 

1 sur~ L'entier ww( fa) ne dépend 

pas alors de a (car si W rencontre u 
a 

et , la fonction 

f
0

/fB est inversible sur W , i.e. on a ww(f
0
/r 3 ) = 0), Nous 

désignerons cet entier par ww(D). On déduit du th, 11 que, pour 

D donn~ cet entier n'est - O que pour un nombre fini de valeurs 

... / ... 
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de w , On note j(D), ~t on app~llu cycle associ~ à D , le cycle 

J.e codir.1el!sion 1 *(D) - r (D) V Il est cl~ir qu'on a - l·r,r "'~1 ' • 

~(div(f)) = l(r), et qu~ l'~pplicction P ~ X(D) ç~t un homo-

morphismb de groupes ordonn~s. 

13~ Parnm~tres uniformisants. 

' . 
Soit une scus-vsri~te d~ "O o. r î!!\ -~ ~. 

tres ~niformisants de V en W un systame d~ g0nerateurs ~iniu~l 

{ u.} 
J 

de l' id.eal ~ ( 1f, V) , i.e. tel que les ( à u. ) 
J w for~ent une base de 

l'espace Z(U,V). Si W est simple sur V , 1~ nc~bre d~ ces 61~­

ment$ ost égal â 1~ codi~ennion q-r de ~ r~lative~ent a V • 

R1;t:lc..rqucs. 

l. Tout systêue de paru~~tres uniforoisants { u.} 
J 

de V en W 

es~ campos~ ~•61iuants ulg0briqu~~cnt ind~pendants de Î{V). En 

effet, puisque les (duj)W sont lini&ire~cnt indëpendantcs, il en 

est de mime i fortiori des du. , ~-c il auffit d'appliquer 11:: 
l 

coroll. 3 du th. 3 de ce chapitre, 

2, Si 

sants d<:! V en '. VI co~pose ~•~1~ments u.E C'.\.(V}, i.e. induits pc.r 
J 

des polyn6m~D ; on peut plus pr~cisciment, extraire ces polyn6nes 

d'une famille qu~lconque de gfnércteurs de J(v). 

3. Si, de plus, W = a est un peint, on pdut extraire leo u. 
J 

ta~ille des fonctions x. -
l 

On remarque ~gal~~ent que:, ai 

cij (l ! i ! q , l ! j ~ q = ~im V) sont des êlinents de Q les 

fonctions t. = r. c . . (x. - a.) induisent ancorc un syst~~e de J ll lJ l i 

paramêtres uniforwisants { u.} 
J 

de V en c, pourvu que les 

ne vérifient pns certaines relations alg&briqu~s uon trivieles en 

nombre fini : en effet, ai lon note h 0 (l ! a~ n-q) un systi~e 

de g~nGrateurs de l'idcial de J(V), tels que lds (dh ) soient a a 

. . . / . . . 



lin6aire~ent inderendantea, les relations e~ qu~stion s'obtiennent 

en fcrivant que les ile~ents (èi.h) , (dt.) de l'e.sp3ce 
f;, J e. 

sont d6peni~nts, et se tradui~~nt par la nullitJ d'un no~bre fini 

de déterminants (faciles i expliciter). 

En co~binant cette remarque ~vec le lemme de norcalisation 

(chan. In° 4) on voit qu'on r~ut trouver un syst~ne de param~tres 

uniformisants {u.} 
J 

de V c~ a tels que, pour x cênêriQue 

de V sur k , les coordonn~es x. 
1 

de X soient algébriques 

entières sur l'anneau 

14. Etude locale des cycles de codimension 1. 

THEOREHE 12 

Soient V une variété, et a un point simple sur V. Tout 

cycle X sur V de codimension 1 "est localement en a le 

diviseur d'une ::.'onction". 

(On veu~ dire par là qu'il existe une fonction f sur V 

telle que a t supp (X(f)-X) ou encore que les composantes 

de l(f) et de X qui passent par a ont les nlmes coefficients). 

Démonstration. On peut supposer V affine 

(composante unique, de coefficien~ +1). 

( VC $ ) , et X = W n 

Posons r = dir.1 V • Soidnt 

un systèm~ de parânètres unifor~isants 

Soit k un corps de définition de V ' 

t r des polyn6~es induisant 

de 

t r 

V en 

• Soient 

x et y des points gfnfriques ind~pendants de V et W respec-

tivament sur k • Soit ~ 1~ morphisme V+ sr d€fini par 

ç(x) = x' , oil x' a pour coordonnfes les x! = t.(x) = u.(x) 
J J J 

(1 ! J ! r). D'apr~s la remarque 3 pr~c§dent~, on peut supposer 

t 1 , ••• , tr choisis de façon que les coordonnées x. 
]. 

(1 < i < n) soient ~nti~res sur l'anneau k [x '] 

• e • / • • • 

de X 

x'] r 
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Posons d'autre part a' = çi(a) , y' = ~(y) , et 

Les (du.) sont des éléments linéairement indêpeRdant s de 
J a 

D(V) • A 
a 

de D(V) y 

canonique 

D(Sr) 
y' 

( d u. ) • 
J y 

fort i or i , le s (du.) sont des éléments linéairement 
J y 

, et forment donc une base de D(V) • ,L 9 homomorphisme y 

D ( Sr ) y t -1!__:> D ( V ) y a S S OC i é à ~ 

côraposêe· des (d x!) sur celle de 
1 y 

Donc µ est un isomorphisme, 

applique la base de 

D(V) composée des y 

Ncus allons montrer que codim W' = 1 i,e. que W' est une 

hypersurface de Sr • En effet. posons codim W' = s , et soit 

{vh} (1 2 h 2 s) un système de paramè~res uniformisants, définis 

sur k , de 3lr en W' • Considérons les fonctions v = v' <1 cp h h 

sur V obtenues en relevant les vh • Comne les (duh)W, sont 

linéairement indépendantes, il en est de m3me des (duh)y, , donc 

aussi, par i s omorphi sine, des ( d vh) y • Comme les vh sont définies 

sur k 
' 

ceci signifie que les (dvh)W (l < h < s) sont linêairemant - -
ind~penda.ntes. Or, puisque a est simple su:r V • w est simple 

sur V, i.e. l'espace Z(W,V) est de dimension l • On a donc 

s ( l ; comme on ne peut avoir s = 0, on a bien s = 1 • 

Soit f'(X) = 0 l'équation de l'hypersurface W' 

Soit f = f' o 9 la fonction obtenue en relevant f' • Montrons 

qu'il n'existe pas de composante de x (f) passant par a autre 

que W. 

En effet, le raisonnement précédent montre que l'image Z' = ~g(Z) 

est de codimension 1 dans Sr. Comme f s'~nnule sur Z , f' 

s'annule sur Z' , ce qui implique Z'C. W' , d'où Z' = W' • Soit 

k 1 ~ k un corps de d~finition de z • Il existe un point générique 

de z 

... / ... 
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tel que y' , et les coordonnées de sont entières sut 

l'anneau • Soit p une place de n, induisant l'identité 

sur k , et telle qu'on ait p(y) = a ; on a aussi p(y') = "1 c. • 

Puisqu'on a a€ Z , et d'après le lemme de relèvement des spêcia-

lisations (n° 6 lemme 2) il existe zE:: Z, conjugué de z
1 

sur k
1

(y) (donc aussi générique de Z sur k 1 , et tel que 

9 ( z ) · = y' ) , te 1 q u I on ait p ( z ) ::::: a 

Soient {h} 
a 

(1 <a~ n-r) des Gl~nents de l'id~al ~k (V), 
1 

tels q_ue les (dh ) soient linéairement indépendantes, et consti­
cx a 

tuent donc une base du noyau de l'homomorphisme canonique 

Y : D(S ) ~ D(V) • Comme 
n a a y est surjectif, et comme les (du.) 

J a 

forment une base de D(V) , la r~union des (dh ) et des (du.) 
a a a J a 

est une base de D($ ) • n a 
-Pour x , x géneriques indépéndants de 

V sur k 1 , on a, ha(x) - h (x) = O, d'où l'on déduit, en appli­
a 

qua.nt la 

où les 

a 

où les 

li sa.t ion 

Le 

formule de Taylor, une relation de la forme 
âh _ 

I '~x"' <x> + e: (x,x)> (x. - x.> = o • 
• O• a. l l 
l l. 

e:a sont des polynêmes qui s'annulent en (a,a). De m~me, on 
at. 

t.(x) - t.(x) = }:.(~X (x) + n,(x,x)) (x. - x.°")), 
J J l. 0 i J l. J. 

n- sont des polynômes qui s'annulent en (a,a). Par spêcia­
J 

de ( X ,x) en (y,z), on en dêdui t les relations 
~ha 

(y) e:.a{y,z)) (y. z • ) (l n-r) ri<ax. + - :.: 0 < a < 
l. l. - -ôtl 

ri(ax~ (y) + n,(y,z)) (y. z . ) = 0 (1 < j < r) • 
J l l - -l 

déterminant de ce système linéaire aux inconnues y. - z . 
l J. 

est de la forme D(y,z), où D est un polynôme, tel qu'on ait 

p(D(y,z)) = D(a,a) F O; donc on a D(y,z) f O. Il en résulte 

y. = z. pour tout i c'est à dire y = z d'où " = w 
' 

, '- • l. l 

Il reste seulement à montrer qu'on a ww{f) = J. ' c'est à dire 

2 (df) :/: f •t m ( W ' , $ ) 
2 d'où f t/, !,(W,V) , ou encore 0 ; or on a 

' y ,_ r 

... / ... 
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(df') ,~ 0 • Par a~plication de l'isomorphisme µ introduit plus y 

haut, on en dèduit bien (df)y f 0 

15. Le théorème de la dimension. 

THEOREME 13 

c.q.f.d. 

Soit V une variété. Soient w,z des sous-variétés de V. 

Posons n = dim V, q = dim W, et r = dim Z 

Soit· C une composante de WnZ, simple sur V. Alors on a 

dim C > q+r-n. 

Démonstration. Le problèoe étant local, on peut supposer V 

affine. On peut se ramener au cas où C est l'unique composante de 

W n Z : pour cela, on remplace, s'il y a lieu, V par un ouvert 

affine de V contenant C, et ne contenant pas les autres compo­

santes de Wn Z • On examine successivement les cas suivants~ 

a) V = $ et codim z = 1. Alors ... est une hypersur,&ce , i.J n 

de $ 
' 

d'équation f {X) = 0 • Soit k un corps de de finition n 

de V t w t z t C et f 
' 

et soit X un point générique de w 

sur k • D'après le lemme de normalisation (chap. I, n°4 ), on 

peut trouver des fonctions linéaires -sur 

telles que les ·x. 
1 

soient algébriques entiers sur k[u(x)Ji. Notons 

9 le morphia~e aynnt pour cooraonnées les u. , i.é-. tel g_ue 
J 

9 (X) = X I 
t OÙ X t E: $ 

x! = u.(x). Soit y 
J J 

Q. 
est le point ayant pour ccordonn~es les 

un point générique de C sur k; posons 

y' = 9 (y) 
' 

et C' == 

f(x) relativement '• a 

çg(C) = lock y' • Notons z la norme de 

l'extension algébrique k(x)/k(x'). Cette 

norme appartient à k(x') , et est entière sur k[x']. Comme k[x'] 

est intègralement clos (comme iso~orphe a un anneau des polyn8mes), 

on a z€k[x'], c'est à dire z = f'(x'), où f'E::k[x 1 , .. ._ xqJ• 

On va montrer que C' coïncide avec l'ensemble S' des zéros 

de f' • . .. / ... 
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ln ettet • on peut prolonaer l 'h011omorphi1me k [x] + k [Y] l 

une place p de n. Notons x(v) les conjugué• de x aur k(x'). 

Comme ils sont entiers sur k [x '] • on a pour tout v • y( v) ~ • • 

en posant Y(v) • p(x{v)). Comme 

aussi t'(y') a TT t(yM). Comme 
\/ 

donc t'(y')•O • d'oti C'C: S' 

Inversement, soit 

on a 

y 

• 

f'(x') •TT t(x(v)), on a 
V (V) figure parmi les y • on a 

g le polyname sur s n 

obtenu en relevant g' , i.e. détini par g(x) • g'(x'), On & g(y) 

• g'(y'). 0. d'où g€.,(C). 1(WnZ). re.d(~(W) + 1(Z)). rad(j(w)+ 

+(t)), On a donc g\.l s th (mod ~(y)), avec h'-k[x
1

, ••• ,X
0

], 

d'où g(x)tl ■ f(x) h(x), d'où en posant m = [k(x) : k(x'>1 , et en 

prenant la norme, g•(x' )m~ . = f ( X t ) h'(x'), avec h • E k [x 1 ,.,, • X ] • q· 

On e. donc S' • :f(f')cj'(g') quel que soit g' • Donc s'c:f (':l(C'} • 

• C' t d'où C' • s' . On a donc bien dim C > dim C' • q,-1. -
( b} - V g,uelCODQUel C simJ:.!le sur z • 

Raisonnons par rêcur~ence sur dim V. Remarquons que le r,sultat 

est ~rivial pour dim V• l • Supposons vc S • Puisque m C est 

simple sur V, on peut trouver des polynômes 

tels que les (dfj)C soient linéairement indépendants (rrit~re 

jacobien). Puisque C est simple sur Z , on peut en outre trouver 

un g€1k(Z) tel que (dg)C soit linéairement indépendant des 

(dtj}c• Notons ii l'ensemble f{g) des zéros de g dans 

Soit , 1 une composante de Vn H contenant C • et eoit t
1 

5l n 

une composante d.è V n H contenant W 
1 

• Pùi sqùe les ( dt j) è 'et 

(dg)C sont linèairement indépendants, C est simple sur v1 

(critère jacobien). De :plus, on a. C • w n z1 • 

• 

D'après (a), on a dim zl 'q q-1 • et dim Vl ~ n-1 • D'autre part, 

g ne s'annule pas sur V • donc on a v<f H • d'où Vl + V • 

. . . / ... 



On a donc dim V. = n-1 • D'~pr~s l 1 hypotb~se de rGcurrence, on a 
i 

dim C > dim w1 + dim Z - dim v1 • On en d0duit 

dim C ~ (q-1) + r - (n-1) = q + r - n • 

c) Cas g6n~ral. On remplace l 1 intersec:ion consid~r~e ~ar c~ll~ 

de âV avec W x Z dans le produit V x V .Il eu~ clair que cette 

intersection est ~r • Co~~e 
~ 

C est si8plc sur V, â~ est simple 
V 

sur Av , et on est rameni au cas (b). 
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CüAPITRé.: IV 

Peints simples et points norœaux. 

1. Points normaux, sous-variêtés nor~al~s. 

TEEORBlŒ l. 

Soit V une vnri~t~, et soit W une sous-vnri~t& simple de V. 

L'anneau local ~(W,V) est int~gralen~nt clos, 

Dcimonstration. Posons ~ = ~(W,V) et m = ~(W,V). On a vu que 

l'espace tangent dL: Zariski ·~f2_2 est un 1:space vectoriel sur Y(W), 

de diuension egale ~ la codimension r de 
., 
lt dans V. De ~êne, pour 

tout entier v > 0, le quoti~nt "! v+l m n est canoniquecent muni - -
d'une structure d'espaco vectoriel sur J'( W ) • Soi en t 

induisant un systême 4e param~tres unifornisents u 1 , ••• , ur de V 

en W • Alors les ~onêmes de degré v en u1 , ••• , ur repr~sentent 

un syst~me de g,nêrateurs de l 1 dspace ~"/av+l • ITcus allons montrer 

que ces g~n~rateurs sont indèpdndants, i.e. for~ent une bose de cet 

espace. Il revient au r.i.ê~e de prouver que• peur h € ,2[X] = _sJx
1

, ~ •• , Xr] 

homcgêne et de degrè " , tel qu'on nit 

( 1 ) ( ) v+l h u1 , •, • , u e: m 
r -

les coefficients de h apparti~nnent a m ·• Par un ~hangement de v~-

riable linéaire sur les ui , on se ra~ène eu cas ou le coefficient 

au pre~ier membre d~ (1) ast ~ 0, LB relation {l) entraine 

( 2) 

Soit i 

u~ E l o u. , 
j~2 - J 

une composante de l'intersection de V nvec les ve.riétês 

t 2 {X) = O,, •• , tr(X) = 0 • Scit k un corps de d~finitiqn de v, w, 

.et Z , et soit z un point générique de Z sur k • On a, pour 

j ~ 2 t.(z) = 
' J u.(z) = 0. Compte tenu de (2), on a donc 

J aussi 

t 1 (z) = u1 (z) = 0 , Or tcut pclynôme de l'anneau j(W) induit sur 

V un élèment de m = o u 1 + ••• + c u , donc s'annule sur 
- - n z • 

. ·• . / .. ·• 
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On a donc ~(W)C ~Hz). donc W::>Z. D'autre part, d'apraa le th,orème 

4• la 4imenaion, on a dim Z > n-r+l > n-l • dim W • d'ou contradic­

tion, et l'aaeertion est démontrée. 

Pour x~.2, non nul, il existe, d'apr~a le th. de Krull 9 un 

(et un seul) entier v • "x tel qu'on ait XE • et X ' 

v+l 
!. • 

( v+l) C] On a alor1 x e F(u 1 , ••• , ur) mod ~ • où FE.2. X est homog~ne 

et de degr6 v x • De plus le polyn5me f € J-(w) [x] 1 ,galement homogane 

et de degré vx • obtenu par réduction de F (mod !,) eat parfaitement 

déterminé par x • Nous le désignerons dans la suite par f • Si 
X 

x, y 9 z sont trois éléments de ~, tela que z • xy I on voit en 

outre que v • v + v • et que f Z X y Z 
= f f • (ce• propriétés permet­x y 

canoniquement v/ v+l tent de munir i~ somme des m m - - d'une structure d'alg~bre 

graduée, qui est isomorphe à une algèbre de polynômes). 

Soit x ê .J-( V), entier sur _s. • On veut prouver que x. E" .2 • Or on 

e. a X • $ • avec a, b E: .2 , et b ; 0 • Par récurrence sur v • on va 

d'abord montrer qu'il existe, pour tout 

a• b x (mod mv+l), 
\1 -

.Admettant l'existènce d'un Y e .2. 

suttit de trouver y'€ .E. tel que a • 

v , un 

tel que ,a 

x E: o tel que 
V -

!! b y (mod m V) t -
b y' v+l 

(mod .! ) • Pour cela 

il 

a-by Ccm:ce 
a est posons z - • - entier sur C, • il en est de même de 
b 

S ■ t • Il existe donc uri entier r.:. tel qu'on ait _2.[t] • o + o t + 

m-l o l bm-l .:2.[t]c.2, E t · 1 · tout ••• + ~ t • n a a ors • n par icu 1.er, pour 

entier fs+l-m divise 
b 

i 8 
• Ceci implique que fb divise fz , scit fz • fb g. On peut 

trouver w €.2, tel que fw • g (prendre w =- G(u) , où G€'.2.[xJ 

admet g comme polyn8me réduit), On a alors z ■ b w 

(puisque v !, v) 1 d'où z 

y'. y+ w. 

v+l 
a~ b(y+w) (mod ~ ), et en peut prendre 

• •• I ••• 
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a €: b 0 + V 
m peur tout 'V • D'après le 

théorème de Krull, il en résulte 3.f: b _g_ , i.e, xE: .2, , 

On dit qu'une sous-variêt~ W de V est ncrmale (ou que V 

est normale en W) si 1 1 anne~u local ~(W,V) est intégralement clos. 

Cette dcifinition s'applique en ~articulier au cas ou W est un point. 

Une variété dont tous les peints sont normaux (ce qui implique que 

toutes ses sous-variétés sont normales) est dite normale, Si V et 

w sont définies sur k t et s J. y est générique de w sur k • 
fa.ut at il suffit, peur que w scit norme.le, que y le soit, 

Le théorème précédent s'interprète coi.1me suit toute sous-

variété simple de V est une sous-variété normale de V • 

Remarque 1, La reciproque n'a pas lieu; par exemple, sur un 

cône du second degrê non dégénéré de s
3 

, le sommet est un point 

multiple, et cependant normal. 

THEOREME 2, 

il 

Pour qu'une variété V soit normale, il faut et il suffit que 

son anneau de coordonnées Cl(V) sçit intégralement clos. 

Démonstration. Supposons V normale, et soit ft.T(V) entière 

sur Cl(V), pour atv, c•n a Cl(V)c~(a.,V)·, donc f est entière sur 

~(a,V), donc puisque a est norma.l, fê~(a,V), Donc f est morphique 

en tout point de V. Donc (cha:p. I, th. 9, coroll. 1), on a fE.ct(v). 

Réciproquement, supposons Gt( V) intégralement clos. Soit a€. V , 

et soit reJr(V) entière sur ~(a,V). On a u
0 

fn + u1 fn- 1+ ... + un=O , 

av""c u.E:Cl.(V) , pour 
l 

(u f)n + u
1

(u f)n-l 
0 0 

0 2 i 2 n , et u (a) f O • Il en résulte 
0 

+ ••• 
n-1 + u u = 0 , 
o n donc la fonction u 

0 

est entière sur Cl(v). On a donc u f E' Cl{ V ) , d ' où f E: _o ( a , V ) • 
0 -

f 

Remarque 2. Suit WC.V, et soit k un ccrps de définition ci_e 

V et W; on dit que W est k-normale si l'anne~u 2k(W,V) est 

... / ... 
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intiaralement cl~s. Si W e1t ncrmale, W est au11i k-normale, mcis 

la rècipr~que est inexacte. 

Pour qu'une variété acit k-normale, il faut et il suffit que l'~onenu 

C\(V) Bvit intégrale~ant clos (demonstration ccmme ci-dessus). 

2. Fcnction définie en un point. 

Soit re:J-(v), et soit a~V • On dit que r est définie en a 

ai f ou est morphique en a • Si f est d'finie, et non mor-

pbique en a, on a t- 1 (a) • 0. On pose alors t{a) • •. 

Autre interprétation on peut adjoindre à f l'application ratio: 

nelle t~ : V...., œ1 de V dans la droite projective œ1 , définie 

par f~(x)=((f(x),l), pour x générique de V sur k • Pour que f 

soit définie en a I il faut et il suffit que t~ soit morphique en a. 

3. Ensemble des vnleurs d'une fonction en un point. 

Soit V une variété; soient ff:J-(v), et e.tV. L'ensemble des 

pointa bt Œ\ tels qu'on ait (a, b) ~ r f,..(c.ù rr• • graphe da 

e1t appelé ensemble des valeurs de f an a, et noté f fa), Cet 
t; 

ensemble peut encore itre défini par 1~ formule fe(a) • pr 2 

(rt~ n (a x ~ 1 )) 9 ~ù pr 2 est la projection sur le second facteur, 

de.na V x œ
1 

• 

Plus gé,nérelement 1 scient V et W deux variétès • soit 

t V+ W une epplication rationnelle. et scit E un sous-ensemble 

de V , Le sous-ensemble pr 2 ( r ç n ( E x W)) de W est n ot ê Q ( ê ) , 
e 

et ~st appele ensemble des valeurs de ◊ sur E• ou image ensembliste 

ô.e E par ~ • De mAme, ai F' est un sous-ensemble de V, le sous-ensemble 
E'=prL(r.Rvx F')) eat noté (f,- 1) (1'1 ) et est appelé image inverse ensembliste der• 

RE..i•""Hevenons au cas d'une fc~cticn f • s~it k un corps de définitic 

de V et f I et scit x un point générique de V sur k. D'uprès 

le théorame de prolongement d'un homomorphisme à une place (ch~p. O, 

A, th, 7 ), l'ensemble f (a) 
e 

coïncide avec celui des élémen~s 

•• • I • •• 
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de Q qui aont de la forme p(f(x)), où p est une place de n 

prolongeant 1 1 hom~mcrphisme canonique k(x] + k[a]. L'ensemble 

t
8

(a) n'est donc jamais vide (puisque œ1 est oompl~te). C'est 

de plus un sous-ensemble fermé de œ1 (car rf* est un sous-ensemble 

term~ de V x œ1 ). Autrement dit, ou bien on a fe(a) • œ1 • ou bian 

te(a) est un aous-ens~mble fini de F1 • 

Une définition analogue est valable êgalament pQur le symbole 

9e(a) lorsque ~ : V+ W est à valeurs dans une vari~té W c0mplète 

On trouTe encore dans ce cas que 9 (a) ~st un sous-ensemble fermé 
e 

non vide de W • 

Lemme. Soit a€ V , soit k un corps de d~finition de a et V 

et soit x un peint générique de V sur k • Soit p une place de 

K(x) induisant l'identit, sur k • Pour qu'on ait P(x) • a , il faut 

et il suffit que P soit finie sur l'anneau ~(a.v). 

Démon st rat ion. 

Si fE::_2.(a,V), on a f(a) =~ • avec q ( C.) ~ 0 • Donc q a 

ai p(x) :a a • on a p(f(x)) • ~f: ~ ~ CO • 

Réciproquement, supposons p finie sur .s{a,v). Soient X, 
1 

(resp ai) les coordonnées de x (resp. a). 

L'hypvthèse implique p(x.) ""b. f,.., 
l l 

pour tout i • S'il existe 

un 

en 

i tel que bi; ei , la fonction 

a, mais cependant on a p(g(x)) = 

g( X) = l est morphique x.-b. 
l l 

00 • Ceci ast contradictoire. 

b. • a. 
l l 

pour tvut i , d'oil p(x) = a • 

THEOREME 3. 

Soit V une variété. Soient ffJ°(v), et ae:: v, normal sur V • 

Pour que f soit difinie en a • il faut et il suffit que l'ense~ble 

r ( a) 
e 

soit fini, et on a alors t (a)= {r(a)} • 
e 

Eh effet, il est clair que la condition est nécessaire • 

. . . / ... 
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Supposons dcnc f (a) 
e 

fini soit k un ccrps de définition de 

V, f et a, et soit x un point g~nérique de V sur k • Soit 

bE:œ
1 

, nor.. c0ntenu dans f (a), et pos0ns 
e 

1 
g(x) = f(x)-b • 

Pour toute place p de k(x) induisant l'identité sur k, et fitie 

sur l'anneau local 2(a,V), on a p(x) =a, d'après le lemme précé-

dent, d'où p(f(x.))E: f (a). On a dcnc p(g{x)) 'f ~ • Donc g(x) est 
e 

entier sur .s_(a,V) (chap. o, B, th. 2). Puisque a est normal sur 

V 
' 

en a d0nc g(x)€ _s:(a,v). Or en a f(x) = b + 1 
g@ • Si g(a) 'f 0 

f est morphique en a ;si g ( a) = 0 
-1 est f t morphique en a 

THEOREME 4 

' 

Soit V une variété, et soit W une sous-vari&t€ de codimension 

l de V. Pour que W soit normale sur V, il faut et il suffit 

que W soit simple sur V. 

Dêmcn et ration. 

La condition est suffisante, d'après le th. 1. 

Supposons donc que W est normale sur V. Nous allons montrer 

que ~(W,V) est un anneau de valuation. En effet, soit k un corps 

de définition de V et W, et soit y un point générique de W 

sur k • Montrons que l'ensemble f (y) est fini. Sinon, en effet, 
e 

il coïnciderait avec œ1 • En ~ppelant u un point générique de Œ', 
.L 

sur k(y), on aurait (u,y)erf. Le lieu r 1 = lock(yxu) serait 

donc une sous-varièt, de r 0 • Le degr~ de transcendance de k(u,y) 

s ·.r k étant n , on aurait dim r• = dim ff = n I d'où r' = r . f 

Or ceci est absurde, riar r' , contenue dans W" œ1 , ne peut contenir 

f (y) 
e 

rr . 
On a donc bien montré que 

3 ' f est dêfinie en y , i.e. 0n a f vu !tu(W,V). En d'autres 
f - ... / ... 
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termes, ~(w.v) est un anneau de valucti0n, Or il est noeth&ri•n. 

C'est donc un anneau de vulu&ticn discrate. En particulier, il est 

prineipal, donc w est sihlple sur V 

Corollaire. Sur une c~urbe algcibrique, les noti~ns de point 

simple e~ de puint normal coïncident. 
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4 • N'ormali sat ion des variétés. 

Complément : On peut apporter à l'énoncé du lemme de normalisation 

de E. Noether donné au Chap. I (n°4 , p. 4) la précision suivante : 

dans le cas oü l'extension k(x 1 , ••• , xn)/k est séparable, les coef-

ficients a. .• 
J. J 

peuvent être choisis tels que chacun des x. 
l 

soit algé-. 

brique séEarable sur k(y) • En effet, il suffit de montrer qu'on peut, 

dans la construction récurrente utilisée, imposer aux coefficients b • 
,) 

choisis, outre la condition 

( 3 ) F (- bl ••••• - bd • 1) ., 0 
0 

(cr. Chap. I 
' 

no 4 , P• 5)' la candit ion suivante 

3F ( 4) - r. (y' y' X ) + .!! (y' y' X ) , 0 bj î°Y:" ' .... • • • • • • • J l d n ax l d n 
J 

Or on peut supposer que X est algébrique séparable sur n 
k(x 1 , •• ,, X 1) ; compte tenu de l'hypothèse de récurrence, X est n- n 
alors algébrig_ue séparable sur k{yi••••• y d,, et on a donc 
&F· n' Y 1 , •, •, Y a • xn) 'F O • Le premier membre de ( 4) n •.est donc pas iàen-

tiquement nul; comme le corps n est infini, il est possible de choi­

air b 1 , ••• , bn de façon que (3) et (4) soient v6rifiêes simultaniment. 

Lemme. Soient k un corps, et soit k' une exterision slparable de k • 

Soit V une variétê définie sur k. Si V est k~normale, V est 

k'-normale. 

• 

Démonstration. Notons x un point générique de V sur k' • Les 

extensions k' et k(x) de k sont al~rs algébriquement disjointes, 

donc liriéairement disjointes. Par rfcurrence transfinie, il suffit d'exs­

mine~ les deux cas suivants 

a) - k' = k(u), où u est transcendant sur k. Soit yE.k'(x), 

entier sur l'anneau A' = k'[x] • On a y= f{u)/g(u), où f et g 

sont des polynômes à coefficients dans K; on peut supposer que r, 

g sont premiers entre eux. et que g est unitaire. Montrons d'abord 

... / ... 
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que g est à coefficients dans k. En effet, k est algébriquement 

fermé dans k(x) (Chap. 0, C, n° 7 , th. 19). Donc si certains des 

coefficients de g n'appartiennent pas à k , l'une des racines t 

de g est transcendante sur k • On peut alors trouver une place p 

de K' = k'(x), induisant 1 9 identité sur K = k (X), et telle que 

p ( u) :: t • Comme t n'est pas racine de f 
' 

on a p(f(u)) .,. 0 t 

d'où p(y) = "" , ce qui est contradictoire. Donc on a bien g(u)E-k[u] 

Montrons maintenant que les coefficients de f sont dans l'anneau 

A = k[x] • En effet, posons f(u) = a 
0 

n u + ••• + a. ' n 
et supposons qu'il 

existe un i tel que 

peut trouver une place 

a.~ A. Comme A est intégralement clos, on 
]. 

de K finie sur A I telle que p (a.): CO• 

0 l. ' 

plus précisSment, il existe un i tel qu'on ait 
0 

p {a. ) ="', et 
0 l. 

0 

p (a./a. ) f: <X) 

0 1 1 
pour tout i • Supposons que P

0 
prend ses valeurs 

0 

dans un corps k • Comme u 
0 

est transcendant sur K, on peut pro-

longer Po à une place pl de K(u} = k'(x), telle que u = l 

soit transcendant sur k
0 

• Cette place P
1 

est alors finie sur 

l'anneau A' •maison a p 1 (y) = ~, d'où contradiction. On a donc 

f €.A[u] • d'où y E:A' • 

b) - k' est algébrique séparable de degré fini sur k • Intro­

duisons une base w1 , ••• , wn de l'extension k'/k. L'extension 

k' (x)/k(x) admet alors également pour base w 
n 

( Chap. 0 , 

c, no 4 • th. 9). Soit y€k'(x), entier sur l'anneau A' = k 1 [x) • 

On a y = }:I; a. w. 
' 

avec a.E: k(x) pour tout i • Pour tout 
l =l l l 

de k' ( x) 
l 

k(A)-isomorphisme 0 Vsur l'un de ses conjugués, on a aussi 

C1 a. W, 
l. . l 

• Comme l'extension k'/k est sfparable~ le d&termi-

na.nt de le. matrice 
(] 

W, est un élément non nul de k' • Comme les conju-
1 

gués y 0 de y sont tous entiers sur 1 1 anneau k[x}, il en est de 

m~me de chacun des coefficients a. • Or ceux-ci appartiennent 
1 

... / ... 
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à k(x) ; ils sont donc entiers sur A; coo~e A est intégralement 

clos, ils a.ppe.rti ennent à A , et on o. donc Y e. A' , 

Corollaire. Soit V une variété définie sur un corps parfait k • 

Pour que V soit normale, il faut et il suffit qu'elle soit k-nor~~lc. 

THEOREME 5. (Norcalisation des v&riêt~s affines). 

Soit V une variété affine définie sur un corps k • Il existe 

une variété affine V' k-normale et un k-morphisne birationnel 

À : V~~ V tel qu~ l'anneeu de coordonnées Ck(v*) soit entier sur 

Remarque 1. Comoe Cl ( vl() 
k 

a mê:r:e corps des fractions que C~(V), 

l'énoncé précédent implique que Clk(v•) est la clôture intégrale ùe 

est détert1iné, ' a un k-isomorphisoe 

près, par la donnée de V. Le co~ple (v~,À) est donc unique~ent 

d~termin~, a un k-isomorphism~ pr~s, par ln donn~e de V. En d'autres 

termes, pour tout autre couple (V*, Î) vérifient les conditions du 

théorène, on peut cooplèter le dingranme 

par un k-isomorphisme a : v~ + v•. Nous dirons que le couple {V~, À) 

est un modèle k-normal canonique de V 

Remarque 2. Une varieté V étant donnée, on peut trouver un corps 

k parfait sur lequel elle er-t définie. La variété V~ correspondante, 

étc,t k-normale , est normale , en vertu du corollaire du lecce 

précédent. Donc toute varièté affine V admet un nod~le normal 

(V~, À) , uniquement déterminê à un isomorphisme près par la donnée de 

V. Nous dirons que c'est un modèle normal canoni4ue de V. 

Démonstration du th. 5 • Soit x un point générique de V sur k, 

de coordonnées (x 1 , ••• , xn). Posons r = dim V. D'après le lemme de 

... / ... 
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nol'll&liaation. coapl~t6 par la remarque pr6cédente (début de ce n°), 

il exiate de• élément• de tel• que lea 

xi aoient entiera sép6rablee aur k[y 1 , ••• , y;J. L'anneau k[y 11 ••• ,7r] 

étant iaomorphe à un anneau de polyneme1 (donc factoriel) eat int6gra-

lement clos. Donc (Chap. o, B, tft. 3) 1 sa fermeture int,grale 

B dana k(x 1 , ••• , xn} est un A-module de type fini, i.e. de la terme 

B • Az1 + ••• + Az
8 

, avec z1 , ••• , z
8

~ ~ • Noton1 x• le point de l'e•­

pace atfine •n♦ s ayant pour coordonnées x1 , ••• , xn I z1 , ••• , z
8 1 

et v• le lieu de ce point sur k. Il est clair qu'on a k(x•) • k(x) 

et que l'application l : v~ + V détin ~ en posant l(x•) • x eat 

un k-morphi ■me. D'autre part, l'anneau de coordonnées Cl (V"') Ill 
k 

k[x 1 , ••• , xn • z 1 , ••• , z
8

] contient B, et est entier sur B • donc est 

égal à B • 

THEOREME 6. 

Soient V et W deux variét6s affines, et soit 9: V+ W une 

application rationnelle. Soit k un corp1 de détinition de V • W et 

♦ • Soient ( v*, l) et {W..-, µ) des modèles k-normaux canoniques 

de V et W respectivement. Soit ~•: v• + w• l'application ration-

nelle transposée de 9 , i.e. définie par 9~ • .,-l ~ 9 o l • Soit 

a~ un point de V*, et soit a• l(a~ son image dans V. Alors,si 

♦ eat morphique en a• Q* est morphique en a• • 
Démonstration. Soit x un point génériq-ue de V aur k • Poaons 

y~ ç.(x) 1 x• • ).- 1 (x), et y* • 1,1-
1 (y) • <>*(xtr) • On a 

k~x, • k(:x~) ::::>k(y) =· k{y*). On a d'autre part avec b == ~(a) 
C\(W)C~(b,W)C .2,(a,V)C.2,(a._., v•). Les coordonnies de y* sont en-

ti~re1 sur Qk(W), donc auasi sur o (a* v*) · donc elles appartien--k • • 

nent à ce dernier anneau, qui est intégralement clos. 

THEOREME 7. (Normalisation des variét6s quelconques). 

Soit V une variété (abstraite) définie sur un corps k , Il 

... / ... 



- 98-

existe une variété v~ k-normale, d~finie sur k , et un morphisme 

birationnel À : v* ~ V vérifiant la condition suivante : 

(*) - Pour tout k-ouvert affine U de V, l'image inverse 

u* • ~-1 (u) est un ouvert affine de v• 1 et l'anneau de coordonnées 

ak(U*) est la cl~ture intégrale de ~(U) (i.e. U._. est un modèle 

k-normal canonique de U ). 

Remarque 3. L'unicité du modèle k-normal canoni4ue d'une variété 

affine implique encore l'unicité du couple (V~,~) à un k-isomorphisme 

près. Nous dirons encore ~ue (V~,\) est un modèle k-normal canonique 

de V. Si, pour V donnée, on choisi~ k parfait, la variété v• 1 

étant k-normale 1 est normale. Donc toute variét, abstraite V admet 

un mod~le normal (V~ 1 À} uni4ue à un isomorphisme près, et que nous 

appellerons encore modèle normal canonique de V, 

Démonstration du th. 6. En effet, soit {u} un recouvrement 
a 

de V par des k-ouverts affines et, pour tout a I soit (U! 1 Àa) 

un modèle k-normal canonique de U • Pour tout couple 
a 

(a,S) d'après 

le th. 6 , l'application birationnelle ... -1 
t 00 • À(3 o Àa 

est bimorphique en tcut couple (x~, x0) appartenant à son graphe. 

En recollant les variétés affines u* a 
, et les morphismes À au 

a 

moyen des • oo définit un mod~le ( v*, À ) de V vérifiant les 

conditions voulues. 

THEOREME Î• 

Soit V une variété dêfinie sur un corps k, et soit (V~, À) 

U~l modèle k-normal canonique de V • Pour tout aE:V 
' 

l'ensemble 

des valeurs ().-l)e(a) de ).-1 en a est un sous-ensemble fini 

non vide de V . Pour que ,\-1 soit morphique en a • il faut et :il 

suffit que a soit normal sur v. 

Démonstration. On se ramène au cas où V est une variété affine . 

. . . / ... 



Reprenons alors les notations de la d~monatra.tion du th. 5 • Soit p 

une place du corps k(x) • k(x•), induisant l'identité sur k ,et 

telle que p{x) •a. Alors p est finie sur l'anneau local ~k(a,V)i 

donc sur l'anneau, (\(V), donc aussi sur ~k(v,-.), puisque ce dernier 

anneau est entier sur ~(V). Donc le symbole p{x~) a un sens, et 

a* • p(x•) est un point de v"'. Comme on a. x • À(x~) • on a aussi 

a• À(a"'), d'où a* f (\- 1 )e(a), De plus, tout élément u* • t(x*) 

€ k[~ • k[xi,•••• x;] est entier sur l'anneau .2,k(a,V), autrement 

dit vérifie une équation (u•)m + (u*)m-l g
1

(x) +,,,+ gn(x) • 0, 

où les g. 
1 

sont des polynemes à coefficients dans k • Par application 

de p 1 on en déduit 

( 5) m m-1 
gl(a) + ••• + g (a) • 0 , z + z n 

en posant z • p(u*) • f(a*), Donc, pour a et f donnés, z • f'(a,.) 

ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, à savoir les racines de 

(5) 1 regardèe comme équation en z • On peut, en particulier, prendre 

pour f l'une quelconque des fonctions coordonnées ; on voit ainsi 

que, pour & donné, le point af ne peut occuper qu'un nombre fini 

de positions. Autrecent dit, (~-l)e(a) est fini. 

Si est morphique en Il 

est normal sur V, Réciproquement, supposons a normal sur V, et 

soit 

donc sur ~(a,V), Donc elles appartiennent a 

morphig_ue en a. 

sont entières sur Cl(V), 

~(e.,V), i.e. C 1 est 

c,q.f,d, 

a 

Remarque. Le raisonnement précédent montre que toute place p de Q finie en 

x est finie en x*. Ceci entraine en particulier que, si V est complète, V"' est 

également complète. 

Corollaire, Soit V une variété définie sur un corps k • 

L'ensemble des points k-normaux (resp. normaux) de V est un 

k-ouvert (resp. un ouvert) de V. 

En effet, si (V~,h) est un modQle k-normal de V, l'ensemble 

des points k•normaux de V coïncide avec l'ensemble des points 

... / ... 
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en le1quels A-l est morphique. Il b~tfit alora d'appliquer le th. 9 

du n° 11 du Chap. I. L'aaaertion concernant lea point, normaux 1e 

raaine à celle concernant les points k-normaux, en choisi1sant pour k 

un corps de définition parfait de V. 

5. Critère pour qu'une fonction soit morphigue en un point. 

THEOREME 8. 

Soit V une variété. Soient f une fonction sur V, et a un 

point normal de V. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes 

(a) - r est morphique en a 

(b) - 00 t f (a) 
e 

Démonstration. 

(a) all) (b). En effet, il est clair que 

(h) =-t (a). Inversement, si coi f
8

(a). on a fe(a) ~ IP1 • Donc l'en­

semble f (a) est fini. Donc (chap. IV, n° 2, th, 3) f est définie 
e 

en a, et nécessairement de valeur ; co. Donc f est morphique en a • 

(b) ••> ( C) • Supposons at s upp (l ( r )- ) • Alors il existe une composante 

i(r)· wW (f-l) 
-l 

w de contenant a • On a > 0 • d'où f € !,(W,V), 

Donc, si lt est un corps de définition de V et w • et si y est 

un point générique de W s~r k, f est définie en y, de valeur 

• • On a donc (y,=)€ rf* (où f* a la signification introduite 

au n° 2 de ce chapitre). On a donc aussi 

(c) •~ (b). On peut supposer V affine 

(a,m) € r fil-' i.e. ooff (a). 
e 

(VCS ), Soit af.V, tel n 

q ait 00 €:'fe(a), i.e, (a.,co)f rrtt-• Soit C une composante, conte-

nant a x oo, de l'intersection rf'!tf"\(S
0 

x m), dans le produit 

s
0 

x IP
1 

, D'après le théor~me de la dimension (chap, III, n° 15,th, 13), 

on a dim C ~ 2n - (n+l) • n-1. Comme on a rf __ c:v x 1P1 1 la variété 

C est contenue dans V x co, i.e. est de la forme W x m, où W 

.... / ... 
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es~ une soQ~varieté de V contenant a. La fonction f* ttant dis­

tincte de la constante oo , on ne peut avoir W =V. D6nc W eat une 

sous-variêté de codi~ensi~n 1 de V. Comme a est normal sur V, W 

est normale sur V, compte tenu du coroll. du th. 7 du n° pr~cident, 

Donc, compte tenu du th. 4 du n° 3 , W est simple sur V• Donc f est 

d,rinie sur W, nEcessairement de valeur ~. Donc on a r- 1r a(W,V), 

i,e, wW(f) < O , Donc W est une composante de f(f)- contenant 

c,q,f,d, 

Corollaire 1. Soient V une vari~té, f une fonction sur V, 

et a un point normal de V • Pour que f soit définie en a , il 

faut et il suffit qu'on ait 

Pôur que f soit inversible (morphique et non nulle) en a , il 

faut et il suffit qu'nn ait 

Corollaire 2 , Soit V une variété normale complète • Toute 

fonction f sur V telle que l(f) ! 0 est constante, 

n 

En effet, supposons f non constante, Alors, si k est un corps 

de d~finition de V et f I et si x e~t un point gln~rique de V 

sur k , u = f- 1 (x) est transcendant sur k , Il existe un ·k-homo-

morphisme k[u] ~ k tel que a(u) = 0, On peut prolonger 

place p de k(x). Comme V est compl~te, le symbole p(x) 

et on a p(x) =a, avec a EV. Comme p(f(x)) = p(u)-l = o:i 

( a., co) e r r*, donc 

à l'hypothèse. 

THEOREME 9. 

ci à une 

est défini 1 

1 on a 

Si V es~ une variété sans point multiple, l'honomorphisme 

D ~ ~(D) du groupe des diviseurs sur V l dans le groupe des cycles 

... / ... 
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de codimension l sur V est ~ijcctif. Gi V est nor□ ale 

il est injectif. 

D~monstrution : Supposons V suns peint multiple, et soit X un 

c y c le de c o dime n s i on l s u r V • /, t out p o i nt a. E: V , on peut ( ch a!) • I I :;_ 

n° 14, th. 12) fa.ire correspondre un ouvert U contenant o. , et un~ 

U () supp(X - div(f)) = /J • fonction f sur V, tels qu'on ait 

Considérons 1~ famille ùes couples (U,f) obtenue en f~isant varier 

a ; on peut en extraire une fa~ille finie (U, f ), telle que les 
Cl a 

Ua recouvrent V • Pour tout point y€ Uci n U'3 , on c. c.lor:, 

y t supp i(f /f,), donc f /f~ est inversible en y (th. 8, coroll. 1). 
a ~ a 1) 

Le famille (U ,f ) difinit donc u~ diviseur D sur V, tel qu'on 
Cl a 

ait l(D) = X • Donc l'appli~aticn ~ est s~rjectivc. 

Soit maintenant V normale, et supposonn l(D) = O • Alor~, si (u,r) est 

l'un quelconque des couples définfosa'.1.t D, le divfoeur }(f) i:1cbit ~: .. <r U le 

diviseur nul; donc (th. 8) f est inversible en tout point do U • On u donc D = O • 

THEOREME 10. 

Soient V une ve.riêtf, et Z une sous-vari~té si~ple (de di~~n­

sion arbitraire) de V • Alors l'anneau loce.l ~(Z,V) - est fe.ctori~l. 

Démonstration : Notons 2_(Z,V)* le se!li-groupe :iultiplica.tif pré­

ordonné d.es éléments non nuls d~ l'anneau ~(Z, V), la relation df. 7>flor-

e €tant la divisibilitci.A toute fonction fE 2_(Z,V) , associons la. 

con~ribution, dans le cycle ~(f), des sous-variêt~s de V ~ui contien­

nent Z • On définit ainsi un homomorphisoe ~: ~(Z,V)w + 1(Z) 
Pré . « 

(peur la structure de semi-groupe~ordonné) de ~(Z,V) dans le seoi-

groupe ~(Z) composé des cycles positifs de codi~ension l de V dont 

tout~s les composantes contiennent Z. D'apr~s le th, 12 au Ch~p. III, 

w est surjectif. D'autre part, pour ~u'on ait f ~ ker ~ , il faut 

... / ... 
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et il suffit- q_u-''on ait a t, suppU(r)), i.e. d'apr~:;,; le co:-oll. 2 du 

th 8 que f S oit inver~ible sur Z • Donc le semi-groupe ordonni . ' 
'\.l, des classes d'èlér:ients de ~(Z,v)-, ~odulo l0s élê.:::ents inversible:::: 

. à ,13 ( Z ) O 1 _. l - t t ,, d ~,, :'. ) ., .. O",. t L::::; est isomorphe ~ • r es e 0men s ex re~oux e ~'- -

varicit6s W de codinension 1 de V ~ont~n~nt Z I et il est cl~ir 

que tout ~lfcent d~ ~(Z) s•exprice de façon unique co~~e cocbin~ison 

cl'1 éléLlent s extrémaux. On a donc le propriété analogue pour {L 

i.e. ~(Z,V) est factoriel 

6. L'esuace vectoriel L(D), Corus d~ définition d'un divi::;eur. 

Soit V une vari~t,, et soit D un diviseur sur V. On note 

L(D) l'enseoble des fonctions sur V tell~s que div(f) > -J • Il 

est clair que L(D) 

D'autre part, si V 

de codioen~ion l sur 

est 

est 

V , 

un esEace vectoriel sur le 

une Ya.riété norr..:c.le, et si 

l'cnser:ible de$ fonctions 

do:..1c ine universel. 

X est un cycle 

~ 5Ur V t.~lli:::: .. 
qu'on ait .~(f) > -X est encore un espaco v~ctoriel sur le doccin~ 

universe1,qu'on ncte L(X). Sn 
si X ~st de la for~e f(D), 
est un di~iseur sur V , on a 

:;,;;..;:ti~u.L.1er 1 V 
c~ D 
L(X) = L(D). 

Si la variété V et le diviseur D sur V sont d~finis sur k ~ 

l'ensc~ble des fonctions f sur V, d'finies sur k , et appcrt~~a~t 

a L(D) est un espace vectoriel sur k , qu'on note Lk(D). 

Pour tout corps K contenant k I on a un ho~onorphis~e ca~oniQue 

a : Lk ( D) ®k K --, L
1
/ D) 

d'espaces vectoriels sur K. 

THEOREME 11. 

Soient V une v~ri•e.-te·, D un di·vi·seur sur V ' "' , K un corps 

de définition de V et de D • Po1.ll' tout corps K contenant k, on a l' iso:norphisme 

Lk(D) ®k K = LK(D). 

Plus pr6cisciment, l'hogomorphisme a d~fini ci-dessus est un 

.... / ... 
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iacmorphiame, 

D~monstration, Soit (U ,t ) une famille représentant D, où les 
a a 

sont dea k-ouverts de V• et les f des fonctions sur V• 
a 

définies sur k • On peut supposer que les u 
a 

sont attinea 

(quitte à introduire un recouvrement ouv~rt affine de chacun d'eux). 

Pour tout a • on a alors un k-isomorphisme ~ : U ~ V • avec 
a a a 

Y ac Sn • 
a 

Soit r f- LK ( D) • Pour t c ut a , la fonction sur V , transposée 
a 

par , de f.f • est morphiquü sur V • donc induite par un poly-
a a a 

n~me. Autrement dit, si x est générique de V sur K • on a 

f(x).f (x) a g (x) 
a a a 

où l'en pose x • ~ (x) 1 et où 
a a 

est un polynôme. Introduisona une 

base {u} de l'extension ~/k • En décomposant les coefficients 
T 

·des. 

T , on 

suivant cette base, et en regroupant les termes de même indict 

obtient 

f (X). f (X) • L U g ( X ) t 
~ T T QT a 

où les sont des polynômes à coefficients dans K • On a donc 

f(x) a l u h (x ) , 
T T QT 

en posant 

( 6 ) 

Quels que soient a et T • on a h (x)€k(x), 
(l î 

t'autre part, k(x) et K sont algébri~uement indépendants, donc 

l i n é ai r e I:l en t in dép en dan t s sur k • Donc ( Ch a p • 0 1 C , n ° 4 , t h • 9 ) , 

les u forment une base de K(x) sur k(x). Ceci implique que les 
T 

h ne dépenJent pas de a, mais seulement de T • On peut donc les 
,'l ": 

,Jeaigr.er par 

::.:::rphique sur 

h • La relation (6) entraine que 
T 

U quels ~ue soient 
il 

î et a • Donc on a div ( h ) > -D 
î -

i .• e. h't € Lk(D). Donc f appartient à l'inage de a • On a donc montr.: 

. . . / . . . 



que o e1t aurjectir. D'autre part, si r • 0, on a nécessairement 

h • 0 
t 

pour tout t , d'où g - 0 
(l T 

pour tout 0 et tout T I ce 

qui prouve que o est injectif. Donc o est bien un isomorphisme. 

Corollaire. Soit V une variété complète, définie sur k , et 

■ oit D un diviseur sur V, défini sur k. Supposons qu'il existe 

une fonction f sur V • non nulle, tell~ que div(f) • D • Alors, 

il existe une fonction f sur V 
' 

définie sur k, telle que 
0 

div(f) • D • 0 

En effet, supposons f définie sur une extension K de k . 
D'après le th~or~me précédent, on a LK~D) ~ Lk(D) ~k K. Comme on a 

f ~ 0, on a nécessairement Lk~D); 0. Soit f ~ o, appartenant 
0 

à Llt f-.D). · Alors on a div(f /f) > O, don~ (n° 5 ,th. 8), r /f eat 
0 - 0 

morphique sur V. Comme V est complète, f /f est constante 
0 

(n° 5,th. 8, coroll. 2) 1 et on a donc div(f) = div(f) • D • 
0 

Remar~ue : le raisonnement montre en outre que Lk~D) est de 

di:ension l, et admet pour générateur 

THEOREIE 12. 
. 

r • 
0 

Soit V une variété compl~te, et soit D un diviseur sur V. 

Alors l'espace vectoriel L(D) est de dimension finie. 

Démonstration. On procède par récurrence sur n • dim V. On remar­

~ue d'abord que, si (V~,À) est un mod~le normal canonique de V, on 

a un homomorphisme injectif L(D) ~ L(D•) obtenu par relèvement 

avec est de dimension finie, il en est 

de ~êce de L(D). Donc si le théorème est vérifié par les variétés 

nor~ales de dimension n , il l'est par toutes les variétés de dimensicr. 

n • On note d'autre part que la propriété est triviale pour n • O , 

On peut donc supposer que V est normale, de dimension n > 0 

et que le théorème est démontré pour une variété quelconque de dimen-

... / ... 
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~n-1. On peut en outre supposer qu 1 on a D <. 0 (sinon, on s(; 

ramène à ce cas .:::n remarquant qu'il existe D 1 ~ 0, tel q_ut: D' ~- D, 

et qu'on a alors L(D)c L(D' )). Si X = t(D) est le cycle corresponùant 

on a aussi X~ 0 • Posons X= [. n. W. 
l l 1 

sont 

des sous-variêt~s de codimension 1 de V • Le vari[t~ V ~tant fixGe 

nous allons utiliser une seconde récurr~ncc sur l'~nticr m = n(X) ~ 

sup. m. • 
l 1 

La propriftê à tlfoontrer (L(D) = L(X) est de tlim~nsion finie) 

est triviale pour m = 0. Il suffit fonc de prouver que, si X est 

un cycle de codinension 1 sur V , et si est u:-ie ...... ·"' sous-varie ... e 

de codinension 1 sur V t~lg qu'on ait L(X+W)c L(D), et tels que 

l'espace L(X) soit de dimension finie, l'espace L(X+W) est aussi 

de dimension finie. 

Or on a L(X)c L(X+~). On peut supposer L(X) ! L(X+W) (sinon 

il n'y a rien â dfmontrer). Soit alors f une fonction sur V , telle 
0 

qu'on ait 

* ( f ) }. -X 
0 

est égal au 

fixée, soit 

f E:'L(X+W) et 
0 

f ~ L(X), c'est à dire 
0 

l((f ) è. -(X+W), et 
- 0 

• Alors le coefficient y = w ( f' ) de Il dans ~(f) 
0 W -0 0 

coefficient de T,T .. dans -(X+W). La fonction f étant 
0 

maintenant fE:L(X+W) qu .. ~lconque. Alors, on a 

ww(f/f
0

) ~ 0 • Donc f est r.i.orphique sur \i , et induit sur w une 

fonction g • Comme on a f/f E::L(D+c1iv(f )), on a g(L(S), où 
0 0 

..., 
!:, 

est le diviseur sur " (t induit par D + div(f ). Pour 
0 

fE:L(X), la fonc-

tion f/f
0 

s 1 annule sur W , et on a donc g = O • Reciproquemeot, 

la relation g = 0 entraîne w.,(f/f) > 0, d'où w (f) > ,·, o W vo et, 

par suite f € L(X). On a dcnc une sui te exacte 

oii i est l'injection naturelle L(X}-} L(X+W), et où ct est l'·homo­

morphisme défini en posant ~(f) = g. Or on a supposé L(X) de dimen-

. . . / . . . 
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sion finie. D'autre part, d'apr~s l'hypoth~se dt rfcurrence sur n , 

L(E) est a~ssi de dimension finie. Il en est donc de ntme de 

L(X+W) 
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