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CHAPITRE O : Preliminaires
A. Anneaux locaux, valuations et places.

1, Anneau local d*un idéal premier,

Soiemt A un anneau inté&gre uniteire, K son corps des fractioams,
P un idéal premier de A , et ¢ 1l'homomorphisme cancnique A =+ A/P ,
L'ensemble des eléments de K qui sont de la forme % y &Vec
a, bEA , et b € P est un sous-anneau de X , qu'on note AP , et qu'on

appelle anneau local de 1'idéal P (une définition "intrinséque" des

anneaux locaux sera donnée au n® suivant).
Exenples : 8i A =2, et 8i P = (p), o p est un nomdbre rrenmier,
AP = Z(p) est l'anneeau composé des fractions & dénomineteur premier a p.
Si A = k[X] (polynSmes & une veriable), et si P = (X-a), Ap
est l'anneau des fractions rationnelles qui sont definies pour x =8,

L'anneau AP e méme corps des fractions X que A .

THEQREME 1,
Scit k 1le corps des fractions de l'anneau B = A/P ., Il existe

un et un seul homcaorphisme ¢ : AP + k prolongeant § ¢ A + B . Cet

homomorphisne est surjectif, Son noyau est PAP (id%al de AP engendré

per P ) ; il coIncide avec l'ensemble de tous les éléments inversibles

de A, , et contient tous les idéaux propres (i.,e, # AP) de Ap

Démonstration. Soit x€AP » de le forme% (ay, bEA , b & P),

On & ¢(b) # 0 , d*od nécessairement
- ¢(a)
(1) p(x) = O
Ceci prouve l'unicité de vy , Inversenent, %%%% ne dépend que
de x = % y et l'applicetion V¥ : AP+ k définie par (1) est un homo-
morphisme prolongeant ¢ (vérificaticns triviales). Comne $ est

surjectif, ¢ 1l'est également.

Pour que x appartienne au noyau de ¢ y 11 faut et il suffit

.../...
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' i s(a) = 0 i o€ P On a elors x = & -}-'-EPA 0
qu on alt Y a - 3 e Co 8 & » i » b P
. &
Inversement, si X€PA, , on a Xx = zi ;T (ai€ P,b, ¢ P), d'od

p(x) = 0 . On a donc bien Xker ¥ = PA, .

Si yGZAP e¢st non inversible, de la forume % (v £ P), on &
% & AP , donc & €P , donc y(ZPAP .« D'zutre pert, 1'ideceal PAP ’
de mBme que tout idfal propre de AP est compos& d'Slénents non

inversibles de AP .

2. Anneeux locauX.

THEOQREME 2

Soit A un anneau intégre unitaire, Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes., |

(a) =« L'ensemble des Elements non inversibles de A& est un idéel
M de &4,

(b) = A posséde un idéel maximal unique (oi, ce qui est Squiva-
lent, un idéal maximum) M',
" 8i ces

(¢) = A possdde un idéal premier " tel que A = A

M

conditions sont satisfaites, on a de plus M = ' = u"

Démonstration,

(a) == (b), En effet, M contient tout idéal propre de A , donc
est maximun,
(b) == (&), BEn effet, tout élément de I!I' est non inversivle, car

M' # A . Reciproquement, si y&€ A est non inversible, on a (y) # A ,

done (y)cM' , donc ye M' ,

(¢) = (a), En effet, la relation A = Ayn  signifie que les inver-

ses des ¢€léments x€A , tels que x ¢ M" , sont dans A , ou encore

que les €léments de A non inversibles sont dans M"

Un anneau A vérifiant l'une des conditions &quivelentes (a), (v)

ou (c) est dit local, Le quotient A/M est un cerps, appelé corps

résiduel de 4 .

---/osc
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L'anneau local 4, considéré au n°® 1 est bien un anneau local,
puisqu'il vérifie la condition éb), d'aprés le th. l. D'autre part,
tout anneau local est de la forme AP , dtaprés (c¢) du the 2,

Nouveeux exemples d'anneaux locsaux.

Tout corps est un anneau local.
Si k est un corps, l'anneau de séries formelles k[[X]] est

local, et admet pour idéal maximal (X). Plus générelement, si A est

local d'idéal maximal m , A[[X]] est local, et cdmet pour idéal muximal m A[[X]].

3. Corps projectifs,

A tout corps K , on associe l'ensemdle K = Ky{=} obtenu par
adjonction & K d'un élément, noté o , On prolonge les opérations de
K en posant & + « = = , et, pour e # 0 , a,» = »; les synboles
@+ et O.,» ne sont pas définie, L'énsemble K, , ouni de cette
structure, est appelé corps projectif associé & K ,

On convient de poser 0" s wet ot 2o , de sorte que l'appli=-

cation x+ x'l de K dans lui-méme est bijective,

-

b, Annesux de valuation,

Soit A un enneeu intégre unitaire, de corps des fractions K .

On dit que A est un anneeu de veluation si, pour tout x€K*, on a

X ou x'le A . On peut encore exprimer cette condition par la relation
K = A\JA-l , en appelant A™*

© lfensemble des inverses des éléments de A

THEOREME 3,

Tout anneau de valuation est local.

Démonstretion, Il suffit de montrer que l'ensemble des &éléments non
inversibles de A est un idésal, et, pour x, y€ A non inversibles,
x+y est non inversible. On peut supposer x et Yy non tous les deux
nuls. D'eprés l'hypothése, on & % ou §€1A + Si on a, par exemple

%E,‘A s la somme x+y = x(l+§') est multiple de x dens A . Comme x

est non inversible, il en est de méme de x + y

0.0/..0



Exemgles.

1. Si A est factoriel (par exemple, si A = 7Z , ou si
A= kExl""’ Xn] , et si p est un élément extrimal (ou irréductible)
de A , l'anneau local A(p) “est un enneau de valuation.

2, L'anneau de séries formelles k[[X]] est un enneau de valuation
{1'ensemble des séries formelles non inversibles est en effet 1l'idéal
principal (X)).

3. Pour A = k[x,¥Y] , et P = (X,Y), l'anneeu locel A, n'est pas
un anneau de valuation, cer on a ¥,¢ Ap » et % ¢ Ap
5. Places.

Soient A un anneau de valuation, K son corps des fractions,

M son idéal maximal, k = A/M son corps résiduel, et soit ¢ l'homonor=-
phisme canonique ¢ : A+ k , S8i x est un élément de K, , n'appar-
tenant pas & A , son inverse x™1 est un élément non inversible de

A 3 on a done x'le M, d'ou ¢(x'l) = 0 , Il est donc naturel de prow-
longer ¢ & une appiication Pt K, >k ., en posanﬁ. pour un tel x ,

©

p(x) = =, L'application p est appelée plece canonique associde 4 A

du corps K , Le théoréme suivant ve permettre de donner une carace

térisation intrinsdéque de la notion(de place,
THEOREME b,

Soient K et k deux corps, et soit p une application Ko > kg oo
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) = Ona p(l) =1, et

p(a+b)

p(a) + p(b)
p(asdb) = p(e) . p(b),

toutes les fois que les expressions figurant dans les deux membres ont

un sens.,

(b) - Il existe un anneau de valuation A de K (admettant K

comme corps des fractions), dont le corps résiduel k' est isomorphe

.../..ﬁ.



-5 =
& sous-corps de k , et tel quc p soit le ccmposé de cet isororphismc
avec la place canonique ossociée a4 A
(Le condition (b) peut encore s'énoncer comme suit : si x€K_ , ot
xé&€ A, ona p(x)=w et, d'autre part, p incduit sur A un homomor=-
phisme dont le noyau est M ).

Demonstration:(z) =2 (b). Posoas A p'l(k) e On 2 «w & A

i.e. p(®) = @ , car sinon, on uurait c{(l+=) = p(1l) + p(=), d'cd p(2)=0,
D'aprés (e), A est un sous~c2nneau de X , et p induit un homomorphis-

me A+ k , Soit x€X . Alors, pour que x & A y 1ees p(x) = o, i1

faut et il suffit qu'on zit p(x-l) =0, (car, pour x # 0 et = ,

on a p(xx-l) = p(l) = 1), Donc x ¢ A implique x~te 4 y €%, par

suite A4 est un enneeu de velueaticn, De plus, 1'idéal maxinal de . est
M= ¢"H0) = o7H(0),
(v) == (e) : Vérification facile §; on examine successivement les
différents cas dans lesquels l'élément <« intervient dans les fornules
& démontrer,

Une applicaetion p : K_ *» k_ verifiant les conditions équivalentes
(e) ou (b) est appelee une plece de K , & veleurs dans k . L'anneou de
valﬁation A est dit associé & p .

' . . .
Deux places K_ -+ k_ et K_ -+ k. sont dites éguivelentes si on

passe de 1l'une 4 l'sutre 2u moyen d'un isomorphisme %k -+ k' . En partie
culier, d'apres le théoréme pre=cé&dent, toute place surjective est équi=-
valente & la place canonigue de son anneru essocie.

Exemgles

l, Plece triviale : On dit que p est trivicle si elle est injec-

tive, i.e., si elle induit un monomorphisme de X dans k .,
2, Scit K = k(X) (corps des fractions rationneclles & une va-
riable), et soit a€k , A toute froctions f€K , associons f(a)

.../.l.
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en convenant que f(a) =« si f n'est pas définie en & ., L'zappli-
cation fw f(a) est une place de K , & valeurs dens k
3. La composée de deux pleces est une plece (vérification facile,
en utilisant (a)).

6. Valuations,

Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions, U 1le sou
sous~groupe de K" composé des éléments inversivles de A , Considérone
dans K* , la relation de divisibilité bd\e (b divise a), relative
& A , définie per le condition %-EA . Clest une‘relation de préordre

(i.e. réflexive et transitive), conmpetible avec le multiplicetion, qui

fait donc de K* un groupe préordonné, Pour qu'on ait b\e et a\db ,

il feut et il suffit que % €U . Per passage cu quotient, on obtient

‘donc sur le quotient K¥*/U wune structure de grcupe ordonné,

Pour que A soit un anneeu de valuation, il faut et il suffit
que l'ordre du groupe [ = K*/ U -soit totel, comne il résulte des

définitions, Le groupe I est =z2lors totalement ordonné, D'autre pari,

l'homomorphisme canonique & : K =+ T vérifie elcors lc condition

(*)  alx+y) 2 inf (a(x), aly))

(car si on &, par exemple, a(x) > aly), on a . ? €A,
a'ol 14 = -)%I-GA, d*ol alx+y) 2 aly)).

I étent un groupe commutatif totalement ordonné, quelcongque, on
convient

l. de noter additivenent la lci Qe I .

2, d'edjoindre &4 I' deux éiéments -® , @ 3 on convient de plus que,
pour a€Tl , ona == <g <« ; l'ensenble TU{=, ==} , noté également
P, » est ainsi muni d'une relation d'ordre total, prolongeant celle de I,

Si on prolonge o en posant a(0) = = y 6{®) = «e | la relation
(*) reste vraie quels que soient x et Y€K, , non infinis tous les

deux, /
LN ] [N 3N 3
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Définition. On eppelle velustion d'un corps K une epplication

w t K+ T_ (od T est un groupe totelement ordonné) vérifient les
conditions suivantes

(1) w(xey) = w(x) + wly)
toutes les fois que les expressions figurent dens les deux membres ont
un sens

(2) w(x+y) > inf (w(x), w(y)).

Deux vaeluations sont dites éguivelentes si on passe de 1l'une & l'autre

par un isomorphisme T + I'' de groupes totalement ordonnés.
D'aprés ce qui précéde, & tout anneau de valuation de corps des
© ® ’

fraetions K , il correspond une veluetion K =+ T od I = XK*/U ,

dite veluation cenonique associée & A .

Réciproquement, soit w une veluetion de K , L'ensemble des
x €K tels gue w(x) > O est un anneau de valuetion de K (en effet,
les relations w(x) > d et w(x) j 0 se traduisent respectivement
par x€4 et x'lQA), et w est équivalente /é. la veluetion canoﬂiq_ue _

associde &8 A (ear le noyeu de w est A=} = U), On dit que A et

M sont respectivement l'anneau et 1l'idéel de la veluation w .

'K étent un corps, le donnee d'un anneau de valuation A de K

équivaut, d'eprés ce qui précdde, 4 celle d'une classe de waluations

équivalentes ® de K , ou encore i celle d'une classe de places

éguivalentes p de K ,

L'anneau A , l'idéal maximal M, et le groupe U = A=-M des
€léments inversibles de A sont carectérisés, & partir de la donnée

de w ou de o , par le tableeu suivant :

X ‘ wlx) l p{x)
cA >0 Fo
€M > 0 =0

€U = 0 # 0 et =

"0/...
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Exemples de valuations.

1. Veluation triviale : w(x) = 0 pour tout x€K non nul, Pour
que W sdit triviale, il feut et il suffit que A = K , ou encore gque
la plece associée (unique & 1'équivalence prés) soit triviale,

2, Valuation p~adique. Soient A un anneau factoriel, de corps des

frections K , et soit p un élément extrémal de A , i.e. tel que (p)
s0it un idéal premier. Pour x€K¥, il existe un et un seul entier o€ 7
tsl qu'on ait x = pa»y » ¥ eappartenant au groupe U des élénents ine
versibles de A(p) « On définit une valuetioa w de K , dite valuation
E-adigue de' K , en posant w(x) = a. L'anneau de valuation correspondéant
est A(p) (vérifications faciles).

3. On définit une valuation du corps de fractions rationnelles
k(X) 4 une variable en posant w(g) = deg g = deg f ,

b, On définit une valuation du corps de séries formelles k({(X))
en posant w(s) = n , pour s = e, x® + & .1 xa+l *eo0 y avec a #0 .

Exercice : déterminer dans les exemples ci-dessus l'anneau de veluew-
tion et la place canonique associés & w ,
THEOREME 5,

Soit A wun anneau principal, et K son corps des fractionsg. Toute
vaeluation w de K qui est 20 sur A est la valuation triviale, cu
bien est une valuation p-adique,

(Reppelone que tout annesau principel est factoriel).

Démonstration, L'ensemble P des x€A tels que w(x) > 0 est un

idéal de A . On a P = AnM ol M, est 1'idéal de w 3 dénc P est
premier, Si P = (0), la valvation w est nécgssuirement triviele,
Binon, P est un idéel de A , nécessairenent propre (car 1¢ P),
donc de la forme (p), ol p est un élément extrémel de A . Montrons
que l'anneau Am de w coincide avec A(p) « En effet, soit x‘EAw H

0../0..
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comme A est factoriel, on peut écrire x sous forme de fraction
irréductible % ; on & elors & ou b €& (p) ; on ne peut avoir o & (p),
et bE(p) ; on & donc b & (p), clest & dire x(EA(P) 3 inversement
il est cleir que A(p)C Aw 3 on & donc bien Aw = A(p) y C& qui nontre
bien que w est équivalente & la valuation p-adique.

Corollaire l.Les seules valuations de P sont la valuation triviale

et les valuetions p-adiques, (Remarquer que toute valustion w de @
est positive sur Z , puisque w{n) > inf(w(l),eee, w(l)) = w(l) = 0),

Corollaire 2. Les seules valuctions du corps de fractions ration=-

nelles k(X) s'annulant sur k sont les valuations f-adigues, ol

f est un élément extrémal (i.e. un polyndme irréductible) de k[XI ,
et le veluetion définie per le degré, introduite dans l'exenple 3
précédent.

En effet, si w est positive sur k[x] y c'est une veluation
f-adique, Sinon, on a nécessairement w(X) < 0 , d'ol w(Y) > 0, en
posant Y = X'l . Doans ce cas w est positive sur k[Y] y donc w est
une valuation g-adigue, avec gE:k[Y] s irréductible., La relation
w(Y) > 0 entraine Y€ (g), d'od (Y) = (g), donc w est la valuation
Y-adique de X = k(Y) , Pour f€k(X), de la forme %%%% y U F et
G scnt des polyndmes de degrés respectifs m et n , on a
f(%) = yiom fO(Y), ol f, est une fraction rationnelle de valaur finie

et # 0 pour Y =0 . 0n e donc w(f) = n-n = deg G = deg F .

T, Valuations discrites,

Définition. On dit qu'une veluwetion w non triviule cst discréte si le groupe
I' de ses valeurs est cycligue. Le groupe T étant nécessairement infini

(puisque totalement ordonné}, il est isomorphe & 2 , Les valuations des

exemples donnés ci~-dessus sont toutes triviales ou discrdtes,

THEOREME 6,

3 I " ; A - s
Soient A un anneau int2gre, K son corps des fractions. Les Pro=-

o'l/aon
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priétés suivantes sont équivelentes :

(a) = A est un enneau de valuation discréte

(b) = A est principal et local

(¢) = A est principal, et ne posséde qu'une classe d'éléments
extrémaux

(d) = A est loecal, noéthérien, et son idéal maximal est principals

(e) = A est un anneau de veluation noéthérien.

Démonstration ) .
(&) == (b) . Soit I wun idéal propre de A.SL x€I , x est

non inversible, et on & donc w(x) > 0 . Soit ea€I , tel que w(a) soit
ninimum, Pour tout x€I , on a w(x) > w(e), done “(f)l O‘. a'ol
-’é—eA sy i.260 x€(a), On & donc I = (a).

(b) €= (¢) « En effet, dans un annesu principal, un &lément u est
irréductible si et seulement si (u) est maxinal, L'existence d'un seul
idéel maximel équivaut donc & celle d'une seule classe d'éléments irrée
ductibles.,

(b) ==y (d) et (e)s Car A é&étant principal, est noBthérien,

(d) ==>(a). En effet, soit M = (u) 1'idéel maxinel de A . Ccnue
A est intégre noéthérien, l'intersection des puissances de M est rie
duite & (0) (theorsme de Krull). Donc, pour x€ A , non nul, il existe
un et un seul entier u > O tel qu'on ait x&(u') et x & (uu+l),
i.e., tel que x = u" X, 4 &8VeC x €A inversible. Plus généreslement,
on en deduit que, pour Yy EK , non nul, il existe un et un seul entier
ve€Z tel qu'on ait y = u’ Yo o ol Y, est un élément inversible de
A . En posant w(y) = v , on définit une valuation discrdte de X ,
admettant A pour anneau associé.

(e) == (4) . En effet, soit M 1'idéel maximel de A,

Il est engendré par un nombre fini Aa'éléments t, (1 21 <n)

.

8i w est la valuetion associée & A , on & w(t.) > 0 pour tout i
i

Choisiss i &1& i ini
ssons parmi les ti s un &lémept u de valuastion minimum, On a N

‘l./...
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£ t

pour tout i , w(ti) > w(u), d'ol w(;—) >0, i,es ==€4 , ou encore

- u

ti €(u) pour tout i . On a donec M = {u) .

8. Le théoréme de prolongement.

THEOREME 7

Soit A un sous-anneou 4d'un corps K . Tout‘homomorphisme © de A
dans un corps algé¥riquement clos k peut &tre prolongé & une place de
K , 8 valeurs dans k .
LEMME, Pour tout idéal I de A , et pour x €K , I engendre un idéal
non trivial dans l'un des deux anneaux A[x] ou A[%] .

En effet, dans le cas contraire, on aurait :

= VP i
(1) R A (2, , d,€I)
(2) 1= 7O b, (&Y i
j=0 J 'x

Supposons gue chacun des entiers p , ¢ est le plus petit possible
pour fixer les idées, supposons p > g . (1) et (2) s'dcrivent encore
&o - 1 + al X + o0 ¢ ap xp = 0

b + X + 440 + (bO - l) xq = 0 ,

b
q q-1
En multiplient respectivement les deux équations par bo-l et

a, x3°P ,» et en ajoutant, on trouve une relation de la forme

Y
xp-l

p-1 =0

1l + ¢ + ¢ X + . + ¢
o 1 “ee

avec ciE,I pour tout i > 0 , Ceci contredit le choix de 1p .

Démonstration du théoréme.

On peut supposer A 1local, car ®(A) étant intégre, le noyau de ¢
est un idéal premier p : ¥ se prolonge a Ap de manieére unique d'apreés
le th. 1. Montrons que, pour XEEK*, ® se prolonge a un homomorphisme de
A[x] ou de A[é] dans Xk . Soit, en effet, M 1'idéal maximal de A ,
noyau de ® . D'aprés le lemme, M engendre un idéal non trivial dans A[x]
ou A[i]. Supposons par exenrple M Alx] non trivial. Soitx M1 un déal
maximal de A[x] contenant M A[x]. On a Mlﬂ A=M : en effet, on a
nn , M

M< M NA#A (puisque 1§/M1), et M est maximal. Posons

1 1

k, = A{X]/M1 . L'homomorphisme canonique ces/ e
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¢l H ALX] > kl prolonge ¢ (le corps ko = Im ¢{ Gtant identifis,
per isomorphisme, & un sous=corps de 'kl)’ De plus, si1 l'on pose
x; = ¢,(x), on & Inm g, = k[x,] = kgx;) = k; « Domc X, est»ulgébrique
sur k_ et Xk, s'identifie, par isomorphisme, i un sous-corps de L ,
contenant k_ . On e donc bien prolongé ¢ & un homonmorphisme Alx] » &,
Considérons l'ensemble & des couples (B , y) composés d'un
sous-anneau B de X contenant £ , et d'un homomorphisme ¢ de 3B
sur un sous-corps de k , prolongeant ¢ . Dans cet ensenmble £ , consi=-
dérons le relation (B , y) < (B' , ¢') définie par les conditions :
BCB!' , et ' prolonge ¢ , On vérifie immédiatement que c'est une
relation d'ordre, et que '8 est inductif pour cette relastion., D'sprés
le th, de Zorn, ¢& posséde un élément maximal (3 . V). Comme on ne reut
prolonger v , on & d'aprés ce qui préc&de, pour x€ K™, l'une des deux
relations x.eg cu '% el . Autrement dit, 3 est un enneau de velustion
de X , De plus % = Im % est un souswcorps de k , Donec Ker % Aest un
id8al meximal de 3 . C'est donc l'unique idéal meximel ¥ de ¥ et
E s'identifie & l'homomorphisme canonique B - ﬁ/ﬁ « Il suffit elors
de prendre pour o la place canonigue de K associé i P . En effet,
g prolonge $ » et est 4 vaeleurs dans k .
Corollaire, Soit K un corps, et soit L une extension de K .,
Tcute valuetion w de K peut &tre prolongde & une veluetion de L .,

On se¢ raméne en effet au théoréme précédent, en utilisent la cor-

respondance entre valuations et places,
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3. Eléments entiers

1. Définition,

Soient A et B deux anneaux intégres uniteires, tels que ACDB .

Un &lément x de B est dit entier sur A s'il existe un polyndne

PeA[X] wuniteire tel que P(x) =0 , i.e. 5i on & une reletion de le
forme
n nel
(1) x' + &) x * e te =0,

ou aié.A pour tout i . En particulier, x est algébrique sur le corjps
des fractions K de A . 8i A =K est un corps, les notions d'élément
entier et d'&€lénment algébrique sur K cIncident,
THEOREME 1

Pour x€B , les propriétdés suivantes sont équivelentes :

(a) « x est entier sur A

(b) = x€A[3]

(e)

(d) - A[x] est contenu dens un sous-zaneau A' de B qui est

Afx] est un A-module de type fini

un A-module de type fini.

Demongtratio .. .

© ?aﬁ(:# ?b). Ea effet, en explicitant la relation xezA{%ﬂ s On
voit qu'elle se traduit par une relation de dépendence intégrale de

la forme (1).
(e) == (c). En elfet, supposons que x est solution de (1): Il

suffit de montrer que A[x] coIncide avec le A-module B engendri ypar

-1
1, Xgeeny x" s OU encore gqu'on a xn+p€;B pour tout p 2 0 , Or ceci

se voit, per récurrence sur p , en remarquant gu'on &

n+p n+p-1l P

b 4 + a8, X + aeet an x =0 ,

1
(e) == (d) Trivial
() == (a). En effet, soit A[x]C A' = Aug + o+ Au
, n
Pour tout j , on a x uj€.A' , d'ol

¢ 00/ o6 0



s 1k .
avec aije A (L<i,<n,1l<j<n), Onea donc, pour tout j ,
zi(éij X - aij) u; =0
ol Gij est le symbole de Kronecker, Comme A' est intégre, et conm:
les u; ne sont pas tous nuls, le déterminent de le matrice (6., = -

- aij) -est nul, Ce déterminant est un polynlue unitaire em x . c.g.f.¢

2, Fermeture et cl8ture intégrale.

Un anneau A' contenant‘ A est dit entier sur A si tous ses
€léments sonﬁ entiers sur A . En particulier, tout anncau A' de type f
fini sur A (comme A-module) est entier sur A . S1i M est un sous-
ensenble de B composé d'éléments entiers sur A , l'anneau engendré

A[M] est entier sur A, 8i ACBCC , si B est entier sur A

et si C est entier sur L , C est entier sur "4 (tou-
tes ces propriétés se démontrent  facilement en utilisant (d) du thk. 1,

et les propriétés des modules de type fini),

-

L'ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A est un

sous~anneau A de B , appelé fermeture intégrele de A dans B .

8i A =4 , A est dit intégralement fermé dans B, On a toujours

|

X=X,

Un enneau A intégre est dit intégralement clos s'il est intégra-

lement fermé dans son corps des fractions X . L& fermeture intégrele

de A dens K est un sous-cnneau de K , appelé cldture intégrale de 4

Tout anneau factoriel A est intégralement clos,.

En effet, pour x€K , ona x = E y avec D, g€ A , premiers entre
aux, Si x est entier sur A4 , ona (€)% 4+ ¢ (P-)n"l + st e =0
q 1 'q n !

d'ol l'on déduit, en chassant les dénominateurs pn + q (alnn-lf...)= 0 .

-

.. n .
Donc q divise p~ , Comme ¢ est premier ezvec P, on a g=l, d'ou xe€i,
Exenples. |

1, 4 =12 [Vré] n'est pas intégralement clos s+ en effet le nombdre
l+V§

tiaw quw 0 A n ot aene 3 .
est entiar sur 7 . dpwe ausel zuT % maic n'avpartient pas & 4

Ote/too
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2, (Exercice), Plus généralement, montrer que, pour n€&€Z , non
multiple d'un carré, l'annesu Z[\/ﬁ] est intégralexzent clos si et
seulement si on a m # 1 (mod k),
3, L'anneau A = k[X,Y]/(Y2 - X3), ou anneau de cootrdonnze de l=a
courbe d'équation Y2 -~ X3 = 0 (ef. plus loin, Chep I) n'est pas in-
tégrelement clos,

En effet, si x et y sont les éléments de A respectivement repre-

sentés par X et Y , on & % & A ; ’ 3 cependant
in)
o
on a XE = x , donc % est entier sur A4 .,
X

3, Eléments entiers et valuations

THEOREME 2 .

Soit A un sous-ennesu d'un corps K , et soit x€K ., Les propriétés
suivantes sont équivalentes
() = x est entier sur A

(b) = x appertient & tout anneau de valuation de K qui contient

(¢c) - Toute valuation de X positive sur A est positive en x .
(d) = Toute plmce de K finie sur A est finie en x ,

Démonstration.

(b) &= (c) < (d4), d'aprds les propfiétés des valuations et des
places (paragraphe A , n® 6),

() = (c). En effet, si x est entier sur A , on a xEZA[%J .
Soit « une valuation de K , positive sur A ., Si on aveit w(x) < 0 ,
on aurait w(%) >0, et w sereit > 0 sur A[%] y donc en x ,
d'ou contradiction.

(d) == (a). Supposons en effet qu'il existe x€K » non entier
sur A , i,e., tel que x €& A' = A[%] « L'élénent y = % de A' est

non inversible. On peut donc trcuver un idéal maximel M de A' conte-

nant y , et prolonger l'homom~rohisme cenorigue A' > A'/M & une pleace

Q.O/O.t



o du corps des fractions de B ., Cette place est finie sur A' , done
sussi sur A . D'autre part, on a p(y) =0, d'od p(x) == , ce qui

contredit (d).

Corolleire 1, Tout anneau de valuation, ou toute intersection

d'annesux de valuation, est un anneau intégrelement clos.

Corollaire 2, Si K est le corps des fractions de A , la cldture

intégrale de A est l'intersection de tous les anneaux de valuation

de XK contenant A .
THEQOREME k.
Soient A un anneau intégralenent clos, K son corps des frac-
tions, L une extension aigé?rique sépereble de degré fini de K ., Alers
e A

: —
la fermeture intégrale A /dens L est contenue dans un sous-A-module

B de L , de type fini, et de rang n = [L : K] .

Démonstration, On peut trouver x €L , entier sur A s tel gue
L = k(x), En effet, d'aprés le théoréme de l'élément primitif, il
existe y€Ll , tel que L = k(y), Comme y est slgébrigque sur K ,

on & bo yn + sae t+ bn =0, oli les bi eppertiennent & A , On peut

alors prendre' X=Db ¥y , cer on e x" o+ b b xn"l+...+ bn‘l =0 .
o] o 1 o] n
Pour z€L , on & =z = ?;é 8 x* , avece a; €K . Comme x est

séparable sur K , il admet n conjugués distincts, qui sont de le

a.
forme x 9 (1 <j 2n), ol 1les oj sont des K-automorphismes de la
cldture algébrigque X de X , et le déterminent D de la matrice.

o, .
(x 9)* est #0 . On &, pour tout j ,
o]

(2) z 9 = Zi N (xc'j)i

Résolvons (2), regardé comme systime lindeaire sux inconnucs

e:l'oo., fln

D
au moyen des formules de Cranmer, soit a, = 52 (1 1 <n), Les déter-

- - o’
mlnants» D, D. eoppartiennent i l'enneau A[x1 seeey f%l] » donc sont

1

entiers sur A . En exprimant D comme déterminant de Vandermonde, on

P 2 . .
voit que D‘ est invariant par tout K-automorphisme de K

.Ol/...



On a donc D2€K o Puisque &; = 9—2-161{ s On & aussi DDiGK . Conmne
D
D2 et DDi = bi sont entiers sur A , et comme A est intégrelement

2 - : _ 1 i
clos, on & D€ A , et b, = DD.€A . On & donc 1z = = Zi b, x

6%-2- A[x] « Or -1'-5 A[x] est bien un A-nodule de reng n .

Corollaire 1. Si, avec les mé€mes hypothéses, on suppose de plus

que A est ncethérien, A est un A-module de type fini.,
(car tout sous-module d'un module de type fini sur un anneau noethérien
est o type fini).

Corollaire 2, Si, avec les mémes hypothéses, on suppose A

principal, A est un A-module libre de rang n = (L : KJ .
- A[x] ..
En effet, on a A[XJCAC-—D—é-f o Comme A est principal, le nmodule

A, conmpris entre deux A-modules libres de reng n., est aussi un

A~module libre de reng n .
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C -~ Extensions transcendantes,

1. Dépendance algébrigue.

Soit E wune extension d'un corps k , et soient Xyseesy X,

des &léments de E . On dit gque les x4 sont alg€ovriquement dé ~
pendante sur k s'il existe un polyndme P€ k[xl,..., Xn] non nul
tel que P(xl,...,.xn) = 0, i,e. si le noyau de 1'homomorphisme
canonique k[xl,..., X&] 3 k[xl,..., xn] (tel que X; » x,) est # 0
Dans le cas contraire, on dit gﬁe les x; sont elgébriquenent indén

pendants, ou qu'ils forment une femille elgébriguement libre sur k .

Dans ce dernier cas, o« est un isomorphisme, Plus généralement une
famille quelconque d'éléments de E (éventuellement infinie) est
dite algébriquement libre si toutes ses sous-familles finies sont
algébriguement libres. 81 G est une fenille d'éléments de E ,

on dit que G engendre E/x , ou que G est un systéme de géné=-

rateurs de E/x , au sens de la dépendznce algébrique si E est
extension elgébrique de k(G) . |

La théorie de la dépendance elgébrique est analogue & celle
de la dépendance linéaire pour les espaces.vectoriels. On peut du
reste obtenir ces deux théories comme cas particuliecrs d'une théorie
plus généreale de la dépendance, On se borne, dans les deux nl qui
suivent, & reppeler les énoncés de guelques résultets essentiels.

Pour les démonstrations voir exemple Bourbeki, Algébre, Chap, V .

2. Bases de transcendance.

THEOREME l. Soit B une femille d'éléments d'une extensicn X
d'un corps k . Les propriétés suiventes sont équivalentes :

a) - B est une femille algébriquement libre sur k meximale
d'éléments de E .

b) = B est une fanmille algébriquement libre sur k , et B

.0./.‘.
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est un systéme de générateurs de E/x (au sens de la dépendance
algébrique).

c) = B est un systéme de générateurs minimel de E (au sens
de la dépendance algé€brique).

Toute famille B possddant l'une et l'autre des propriétés
équivalentes (&) (b) (c) du théordme est appelé une base de

traenscendance de E sur R .

Por exemple, le corps de_fractions rationnelles k(xi)i€ :
edmet pour bese de transcendence la fanmille des indéterminées (XlgEI.

THEQREME 2, Toute extension E de k admet une base de trans-~
cendance,

(L'ensenble des familles libres sur k d'&léments de E est en
effet inductif ; on applique le théoréme de Zorn),

THEQREME 3., Deux beses quelcongues de l'extconsion E/k sont
équipotentes, En perticulier, si E adnet ﬁne base de trenscen-
dance composée de n &léments, toute autre dbesec admet asussi n

éléments,

Dens ce dernier cas, le nonbre n est appelé degré de trans-

cendance de l'extension. On le note deg.tr.(E/x). Notons que, pour
qu'une extension soit algébrique, il faut et il suffit que son degré
de transcendance soit O ,

3, Extensions algébriquement disjointes,

TUEOREME L. Soient E/y et F/x deux sous-extensions &'une
méme extension K/x . Les conditions suivantes sont éqﬁivaientes :

(a) - Toute femille d'él¢ments de E 1libre sur k est libwe
sur F ,

(b) =~ La réunion d'une sous-famille libre de E/x et:d'une

sous-famille libre de F/kx est une sous-famille libre de K/k

QOO/'lD
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(¢) = EAF est extension algébrique de k (i.e. deg.tr,
(EAF) = 0).
Lorsque 1'une ou 1l'autre de ces conditions est remplie on ait

que lessous-extensions E/k et F/k cont algébricuenment disjointes,

ou que les corps 2 et F soat algébriquement disjoints sur k .
Autres caractérisations (on conserve les mémes notations).
THEOREME S5, Soit B wune base de transcendeonce de E/k . Pour

que E/k et F/k scient algébriquement disjointes, il faut et il

suffit que B soit une base de transcendance de ZIF/F .

THEOREME 6., Soiént B une base de transcendance de I/k, et

C une base de transcendance de F/k ., Pour que E/k et F/k

soient algébriquement disjointes, il faut et il suffit que BwC

soit une base de transcendance de EF/k ,

D'autre part
THEQREME 7. L'extension EF/k est de degré de transcendance
fini si et seulement si checune ies extensions £/k et F/k est

de degré de transcendance fini, Pour que E/k et F/k soient al-

gébriquement disjointes, il faut et il suffit qu'on ait
deg. tr. (EF/k) = deg., tr. (E/k) + deg., tr. (F/k) .

b, Extensions linéairement disjointes.

THEOREME 8. Soient E/k et F/k deux sous-extensions d'une
extension K/k . Les conditions suivantes soant équivalentes.
(&) =~ Toute famille finie (xi) d'éléments de E linésire-

ment indépendante sur k est linéaircment indépendsnte sur F

O\

(b) -~ Pour toute famille finie (xi) d'éléments de E 1lin
airement indépendants sur k , et pour toute famille finie (yj)

d'éléments de F linéairement indépendants sur k ., le famille

(xi yj) est linéeirement indépendante sur k .

'../0‘0



Démonstration.

—-4 - . . « . . . - --) . v . . -~ O 3 “"‘>
(a,) > (b) z , a X. y, = 0 == Zl a xl ;J
= = v i I
7 o 0 1 et J

(b) =>(a) - soit (u;) wune base de F/k . Soit I by x; =0,

1
avec biGiF « On a, pour tout i, bi =z aij uj , &vec aijE k ,
'ou . . 8., X, U, = 'ou : d b g.. =0
d'ou 21,3 85 X5 Uy 0, d'ol, compte tenu de (b), i3

Viet j , d'od bi=OVi.
Lorsque l'une ou l'autre des conditions (&) ou (b) du th. est

remplie, on dit que les extensions E/k et F/k sont lin€airement

disjointes, ou que les corps L et F socnt linairement disjoints
sur k .

Autre interprétation : la condition (v) signifie que 1'eppli=-
cation k-linéaire canonique E @k F = EF déduite de (x,y) = xy
est injective. |

Remsrgues. 1 - 8i E/k et F/k sont linéeirement disjcintes,
on a EnF=k ., Mais la réciproque est fausse (prendre k = @ ,
= oY E), et F =0 VO

2 « Pour que E/k et F/k soient linéairement dise
jointes, il faut et.il suffit que, pour tout couple de sous-exten-
sions .E'/k » F'/k de type fini de E/k et F/k respectivement
E'/k et F'/k soiest linésirement disjointes.

Autres ceractérisations (les notations sont celles du théordne 8;
le mot bese d'une extension signifie base de l'espace vectoriel

sous~jacent).

THECREMs 9. Soit S une base de E/k , Pour que E/¥x et

F/k soient linéairenent disjointes, il faut et il surffit cue &

(>3

soit une base de EF/F

Id A5 TR [ - e ] o
THEORGHUE 10. Solent § wne base ce Z/k, et T une base de

covlee
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F/k., Pour que E/k et Ffk soient linéairement disjointes, 11l
faut et il suffit que ST (femille des produits d'un ¢lément de=
S par un &lément de T) soit unc base de ZEF/k .
Ces théordmes résultent'triviélement de la définition;
d'autre part

TAEOREME 1l. Pour que E/k et F/k sgsoient de degré fini, il

faut et il suffit que IF/k soit de degré fini. Dans ce ccs, pour
que B/k et F/k soient lindairement disjointes 11 faut et 11
suffit qu'on ait [EF : x] = [E : k] [ : x].

TUEOREME 12. Soient E/k et G/k deux sous-extensions d‘'une

extension K/k , et soit F/k wune sous~extensicn de G/k .
G Les propriéic¢s suiventes sont &guivelentes
&) - E/k et G/k sont lincdairement disjocintes.

b) -~ E/k et F/k sont linéeirenent dise-

jecintes, et il en est de mine de ZEF/F et G/7.

Démonstration.

Soit S une base de b/k

(a) == (b). En effet, d'aprds (a), ¢t d'aprds le théoreme 9 ,
S est une base de EG/G . C'est donc une fenille linéairement ine
dépendante sur F d'éléments de EF, Mais c'est zussi un systinme
de générateurs de EF/F. C'est donc une.base de ILF/F. On en diduit
(b), compte tenu du théordme 9 .

(b) == (a). On applique & nouveau le théordme 9. De (b) on
deduit que S est une base de EF/F, puis que c'est une base de

EG/G .

THIEOREME 13, Soient E/k et F/k deux sous-extensions d'une

extension K/k . Si elles sont linéairement disjointes, elles sont

algébriquenent disjointes.

"G/OI.



Deaonstration,

(xi)

Soit une faaille azlgebriguement libre sur x d'éid-

sont elors linéairement indépen~

ments de E . Les mondnes M(xi)

dants sur Xk . Ils le sont conc aussi sur F .

Extensions régulidres, séparables, priuaires,

Soit K /k une extension),et considérons les corvs Kk

(cl3ture algdbrique), ir (cl8ture redicielle) et ES (cilture

separeble) de k , regardes comme sous-corps de K .

81 les extensions

K/k et k/x sont lindsirement disjointes, on dit que
l'extension K/k est répuliire
X/k et Kr/k " " " " " est séperable
K/k et Es/k " " " " " est prinaire,
Si x est algzbriqueument clos (resy. ruciciellement clcs,

i,8, parfeit, resp. sépareblenent clos), toute extension de k

est reguliére (resp., séparable, resp. prinaire).

On d¢éduit du th, précédent les consdquences suivantes

THECRZME 1k,

(resp. s¢parable,
resp, prineire),

THEORZME 15,

F/E et E/k est

l'extension F/k

THEOREME 16,

Exemnple d'extension

THEOREME 17.

(finie ou non), le corps de fractions raetionnelles K =

Tcute sous-extension d'une extensicn régulidre

resp.primeire) est reguliére (resp. séparabdle,

Si F2DEDk , et si chacune des deux extensions,

Pl i - »
régulidre (resp., séparable, resp, primaire),

est réguliére (resp. sépareble, resp. primaire).

Toute extension réguliére eost sépareble et primaire.
régulidres

Pour toute famille d'indsterminédes

(x.)
et
k(X))

1l

--./o‘o
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est extension réguliére de k .

Démonstration,

I1 suffit ds montrer que toute extension &lgebdbrigue k' de
degre fini de k est linéairement disjointe de K sur k « Pour
cela, on rensasrque que toute base de k'/k est eussi une base de

K*/K , en posant K' = k'(X.) .

Caractérisation des exteunsions séparables.,

4

Démontrons au préalable :

/k deux sous-cxtensions alge-

hy

THEOREME 13, Soient L/k et

brigues d'une cxtensioen X/k . Si l'une est séperable, et l'autre
radicielle, elles sont linésirement disjcintes.,

D'aprés la remargue 2 du n® & s On Deut supposer que les ex=
tensions E/k et F/k sont de degré fini, Si l'extensicn E/k
est séparable, elle est moncgéne, i. e. de la forme k{x) ; =i
n = [k(x) : X , elle adnet pour base 3 = {l, Xyoaoy xn‘l}. Sup-
posons F/k radicielle, Il suffit de montrer que B est une bese

i.e. que B est une famille linéairement indépendnnte, de l'extenw

n-1 .

sion F(x)/F v Supposcns en effet gu'on eait as xt =0 , avec
1

des aiE'F nor nuls, Soit p 1la caructéristique. Il existe un

P .
entier f > 0 tel que aifé'k pour tout i. On & =zlors une re=
p !

lation Q(xP )

#

0, avec (2€k[X] non nul, de degré < a=-l . Le
polyndnme Q[Xp ] est donc multiple du polynlue irréductible
P = Irrk x de xz sur k ., Or P  odmet vxecctement n racines
P
distinctes deus K , tandis que Q[XPL] en admet n-«l au plus
==) contradiction,
On dit gqu'une base de transcendance B d4d'une extension

K/k est séparante si X est algébrique séparable sur k(B).

.../"C
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THEOREME 19. Soit K/k wune extensicn, Les trois propriédtés

suivantes sont équivaelentes

(a) - K/k est séparable

(p) -« K et k% sont linéairement disjoints sur k ,

(¢) = Toute sous-extension de type fimi de K/k edmet une
base de transcendance séparante.

Déncnstration.

(a) == (b) trivial

(b) == (¢) . On peut supposer K/k de type fini, soit
K = k(xl,..., xd). Posons r = degetr. (K/k), et raisonnons par
récurrence sur 1l'entier positif s = ner . Le résultat est trivial
pour 8 = 0 , i.B.o n = r . Supposons n > r . Il existe PE k[xl,uqxn]
non nul tel que P(xl,..., xn) = 0, Choisissons P de degré global
4 le plus petit possible., Montrons que P ne peut appzrtenir 2
l'anneau k[Xf,..., Xﬁ]. En effet, dans ce dernicr cas, d serait

Auitiple de p, soit d = p d', et on nurait une relation de lu forme

Eu ay Hg(x)P = 0, avec des &g €k non tgui nuls, ou les i, cont des

mondmes de degré id' « On en déeduirait zaég Mglx) = 0 | autrement d&iz
les Mg (x) serajent linéairement dépendants -sur k%. Ils le seralent
donec aussi sur & , et on en déduirait une relation 6(x) = 0, avec
Q€ k[Xl,..., Xn] de cdegre <d', Cemme on & d'<d, ceci contredirait le
choix de P ,

On a donc P ¢ k[xf,..., Xi] « L'une des indéterminées, per
exemple Xn y intervient dans P autrement que par sa .puissance
p~iénme. Par suite, x, est séparable sur K' = k(xl,..., xn—l)‘

D'aprés l'hypothise de rdcurrence, l'extension K'/k admet une
base de transcendance séparante' dénc il en est de méme de K/k .
(c) == (a) , Soit (u) = (ul,..., u ) une base de transcen=

dance séparente de K/k . Le corps k(u) = k(ul,..., un) est

U .
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extension régulidre, donc sépareble de k , d'aprés le théorenme T
i.e. lineairement disjoint de Er sur k . Le composé Erk(u) est
extension radicielle de k(u). Coume K est extension algébrigue
separable de k(u), les corps k k(u) et K sont linéairement

r

disjoints sur k (th., 18). Il suffit alors c'appliquer le th. 12 .
Complément.

La démonstration prééédente prouve en outre que si X/k est de
type fini, de la forme k(M), avec Y = {xl,..., an , on peut

extroire de M une base de transcendance séparante.

7. Caractérisation d2s extensions réguliéres,

THEOREME 20. Pour gqu'une extension K/k soit réguliére, il

faut et il suffit qu'elle soit séparable, et que k soit algfbri-
quement fermé dans K ,

Denonstration,

Ls condition est trivialenent nécessaire. Pour montrer qu'elle
est suffisente, considérons d'abord un x€k , et montrons que K
et k{(x) sont linecairement @isjoints sur k., En effet, posons
£= Irr, x , et n = degf = [k(x) : k] . Les puissences 1l,..., x2-t
forment une base de k(x)/k. Or f est irréductivle dans K[RJ:
en effet, tout facteur de f dans K[X] =& ses coefficients dans
kNnK = k, donc est constant ou égal & £ , Donc l,ee., Y for-
ment une base de K(x)/K, ce qui‘prou#e bien le disjonction linésire
de K et k(x) sur k.

Soient maintenant x, des €lements de K 1linéeirement indé-
pendants sur k , et supposons gqu'ils soient li&s par une relation

q

de la forme Zl a; x; = 0 , avec des ai€ k non tous nuls. En

appelant p 1la ceractéristique, il existerait un entier m tel

m
que bi = af scit algébrique séparable sur k pour tout i

C../ll.
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On aurait |} bi x? = 0 ; Or, d'aprés le théordme de 1'é&lénent

prinitif, 1'extension k(bl’ago, bq)/x , ¢tant séparable, est
rés ce qul précéde, elle. est donc disjointe de

!
sur k . Les x; seraient donc lincalreuwent diépendants sur

monogéne ; d'a

561

i

s 1.2,y 11 existerait ades ci€ k non tous nuls tels que

k
p™ : Sl
Z c. X = 0 + On en déduirait Z. ew X, = 0 ,avec des coef=
¢ 11 i1 i

i :

by

icients ciE Er = kp-w non tous nuls, ce guli contredirait la
séparabilité de l'extension K/k .
Lemme, Soit K wun corps, et soit K-BK' un isomorphisme .
Soit L une extension algébrique de K ., Alors toute place op
de L prolongeant ¢ est triviale (i.e. est un isomorphisme de
L sur une extension de K".

En effet, 11 suffit de montrer que, si x€ L, la relation
p(x) = 0 implique x = 0 . Or, si f = Irr, x , on & t(x) = 0 ,
d'oll f{p(x)) = £(0) = 0 , Le terme constant de f est nul, donc

f ne peut &tre gue le polynSme X , et on & x = 0 ,

THEOREME 20. Soient K/k et L/k deux sous-extensions d'une

méme extension de k, et supposons K/k réguliére. 2lors, pour
que K/k et L/k soient algébriquement disjointes, il faut et
il suffit gu'elles scient linfairement disjointes.

Démonstration.

D'aprés le théoréme de prolongenent, il existe une place I

de L , & veleurs dans Xk , induisant l'identité sur k . Soit

Ujseesy U, une base de transcendance de K/k 3 si K et L sont liné-

airement disjointes sur k les u.j sont linéairement indépendants
On peut prolonger 2 4 une place P de KL , telle
que les images uf =‘p(uj) soient des éléments algébriguement

P . . R
indépendants sur k . Alors ¢ 1indult un isomorphisme H.— K',

I!C/!ll
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ou K' est une extension algébrigue de k(ui,..., u;) (d'aprés
le lemme). Soient x, des €léments de X linéairement indée
pendants sur k . Supposons gqu'ils soient lids par une relation
2 ai xi = 0 , avec des .aiE'L non tous nuls. Hotons y 1la
veluation associéc & o , et choisissorns l'indice 1 de fagon

c
que w(ai ) soit minimum. Alors, on a w(ai/ai ) » 0, a'ou
) )
p(ai/ai ) # « pour bout 1 . En appliguant p aux deux nembres
)
de la relation Z(ai/ai )X, =0 on trouve Zbi x! = 0 , en posant
—-— -ha O o

xi = g({x.), et b, = p(ai/a

¢
i
i i ) Or on & b. =1, Done 1les x

: '
i i i
o) o)

sont linfairement indépendants sur k . Par isomorphisme il en

est de méme des X Ceqefads
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CHARITRE I

ENSEMBLES et VARIETES AFFINE

1, Définitions.

On se donpne un corps k , commutatif, et un corps elgébriguenen
clos K contenant k .

Soit F une famille de polyndmes appartenant & l'annesau R[Xl...xn]
{qu'on notera parfois k[X] , per sbréviation),

Un point x = (xl,..., xn) de K" st cppeld un 2érc de F sl
on a fi(xl""‘ xn) = 0 pour tout i .

L'ensemble des zéros d'une telle famille F est eppelé un ensenm-

ble algébrigue affine, ou plus précisément, un k-ensemble algébrigue

affine., On le désigne par Y(F), ou ?K(F).
Soit dteutre part E un sous-gnsemble guelcongue de ¥ . L'en-
semble des polyndmes fEk[X] = k[X 000, Xn] s'annulant en tout point

de E est un idéal de 1'anneeu k[X], qu'on note J(E), ou 1.(E),

2. Propriétés des symbdles JF(F) et UE).

On & les implications é€videntes

(1) F,2 F, == J(F)CH(F,)
(2) E 3B, == Tz C J(Ey)
On & d'autre part

(3) SCHE))DE

(%) JI(F)) D F

On en déduit

13(3(E)))

(appliquer J aux deux menmbres de (3), et faire F = HZ) dans (4)).

JE)

On & de méme

FOCHFY)) = S(r)

Autrement dit, pour tout ensenmble elgébrigue S

»

(5) $(3(s)) =85 ,

s On &

Q'./.O.
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L'application S+ ‘J(8) de l'ensemble des x-ensemhles algébriques
affines sur celui des idéaux de k[x] est donc injective, tandis que
ltapplication I » I(I) du second ensemble sur le premier est surjec-
give. On & pour tcut I , la relation J(J(I))DI , da'aprds (4), mais
non l1'égalité, en général (on verra plus loin gue 5‘3%(1) = rac I),
de sorte que les applications f et 3 ne sont pas bijectives,

On & les relations suivantes {conséquences triviales des défini-

ticns)
(6) 3(r oF,) = F(F)) A 3(F,)
(1) UE, VE,) = J(B ) HE,)

D'autre part, on &, quels que socient les idéaux Il’ 12 s

(8) J(1n1,) = S(1)0 H(1y)

En effet, on ay ‘.f(Iln 12)33(11) et de méme I(I, AI,)D H1,),
dtodl I(I,NnI,)dH(1,)uN1,).

B tel qu'on ait

D'autre part, supposons gqu'il existe x€KX
x ¢ :9(11). x & 3(1,), et xe:f(xl)n:f(za). Soient f €I, et f, €1, ,
? 3 .
telles qu'on ait fl(x) ¥ 0 , et fe(x) ¥ 0 , On a rl f2€ Iln I,
d'ol rl(x) fa(x) = 0 , d'od contradiction, On a bien démontré (8).

3. k-ensembles algébriques arffines irréductibles (ou k-variétés affines)

On dit qu'un k-ensemble algébrique affine S est irréductible

8'il n'est pas réunion non triviale de deux k-ensembles algébriquss,
i.e. si une relation de la forme § = SlL)32 am) § = S1 ou 8 = 82 .

On dit sussi que S est une k-variété affine,

THEOREME 1,

Pour qu'un ke~ensemble algébrique affine S s8oit irréductidble, il

faut et il suffit gue son idéal associé J(8) soit premier,

Démonstration. Supposons o(8) premier, 8i 8 = 8,8, , on &
3(s) = 3(8,) n3(s,)> Us, ). 3(s,), donc 3(s)DXs,) ou ¥s,). Bi,

00'/'&’
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per exeumple, cn a U(S)Z)S(Sl), on en déduit 8C8, d'oi S = 8, .

Done S est irreductible,
Réciproguement, supposons S irréductible, Si (8) n'est pas

premier, il existe f, et fQEIKDq » tels qu'cn =it f, ¢ J(s),

f, & 3(s), et £,of,¢ %(s). Considérons les idéaux I, = Ms) + (fl),

I, = T(s) + (fg), et posons 5, = 3111), 8, = f(Iz). Les k-ensembles

algébriques Sl et 82 gont contenus dans S , et distincts de S

Pour montrer, par exemple, gu'on a Sl # S , on note que, pulsque
£ £ "(s), on peut trouver x,€8 tel que fl(xl) # 0, d'ou
Xy ¢ sl). D'autre part, on & S = S, U8, « En effet, soit x€ 8 .,
Puisque flf2€ T(s), on a fl(x) f2(x) =0, d'ou fl(x) = 0 cu
fe(x) = 0 , Si par exemple, on a fl(x) =0, x est un zéro de
I, = (s) + (fl), autrement dit x€ 8, « On a donc bien S = §;v 8

et S8 est réductivle, contrairement & l'hypothése.

2 3

4, Le théocréme des zéros

Lemme de Normalisation (E., Noether), Soit X wun corps algébrique=-

ment clos, et soit L une extension de type fini de K , i.e. de lsa

forme L = K(xl..... xn). Soit d le degré de transcendance de l'ex-

i~

tension L/K . Il existe des éléments 83 de K (1 i¢n,

. _on .
15 j < 4) tels gue, en posant ;= Zi=l a5y %3 (1< j = 4a), les

IA

. . . .
x; soient entiers sur l'anneau K[yl,..., yd].

Démonstration. On peut supposer n > 4 , sinon la solution est

triviale (car il suffit de prendre y; = xi), et raisonner par récure-
rence sur ne-d .

Puisgue n > 4 4, l'un des X est algébrique sur le corps engen=-
dré par les Xj d'indice j # i . Par exenple, X est algébrique
sur k(xl,..., xn-l)' D'aprés l'hypotheése de récurrence, il existe

des aije K (1< ig n-1, 1< jx d) tels que, en posant

'../.'Q
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ot = vh=1l . - s f 1 oA i .
v} zi=l aly Xg les x; (1 < 1 < n=1) soient algébriques entiers
sur k[yi,..., yé . Rans ces conditicns, X est algébrique sur
k(yi’oo-, yé), il.e. Ch a

F(Yis’O’s Yésxn)zos
ou F est un polyn8me & ccefficients dans K . Fosons

(9) v. = y! + b, x 1 < 3 < @d)

9 5 7V 5 *n (1 < =<
ol les bj sont des elements de K , provisoirement arbitraires. Les
relations ci-dessus entreainent

(lo) F(yl‘-bl Xn g0 0y yd-bd Xn ’ X ) ‘—‘O .

Notons FO le polyndme homogéne formé avec les termes de plus

haut degré h (par rapport & l'ensemble des variables) du polyndme F ,
in développant le premier membre de (10), on trouve que le terme en

2 a pour coefficient FO(-bl,..., -b. 4 1), Comme K est infini, on

n d

peut choisir les bj de fagon gque ce coefficient scit # 0 ., La relea-
tion (10) entraine alors que x, ~est entier sur l'anneau k[yl,..., yd].
D'aprés les relatious (9), les y5 sont également entiers sur cet
enneau., D'eaprds la transitivité de la dépendance intégrale, il en est
de mdme des X, (L < i < n=1),
THEOREME 2 (Théordéme des gzéros de Hilbert)

‘S8oit I un idéal propre de A = k[Xl,..., Xn] « Alors on s
(1) # ¢ (i.e. I possdde au moins un zéro),

Démonstration, On se raméne immédietement 2u caos ol I = P est

premier (en remplagant, s'il y & lieu, I par un idéal maximal le con-
tenant )., Cousidérons l'homomorphisme canonigue ¢ : A -+ A/P, et posons
¢(Xi) = X (1 <di <n), Soit 4 1le degré de transcendance du corps
k(xl,..., xn) sur k . D'aprds le lemme de normalisation, il existe
des &léments % 3 de k (1 <1 <mn, 1 <j <d), tels que les X soient
entiers sur K[y] = K[yl,.,., yd] » Scient bl,..., bd des é€léments

eoef e
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quelconques de K .

I1 existe un K-homomorphisme ¢ : K[y] - K tel que w(yj) = bj
(L <Jj < d). On peut, d'aprés le th, de prolongement (Chap. 0, 4,
th. T) construire une place o de K(x) prolongeant ¢ , Comme p
est finie sur 1l'enneau K[y] , » est finie en x; (Chap. 0, B, th.2)
Coume le point x = (xl,..., xn) appartient & F(I), il en est de méne
du point a==(a1,.,.,an) (ou ai==p(xi)) i.e. le point a est un zéro de I.

Corollaire 1, Pour tout idéal I de k[Xl,..., xn] , on a
S(1)) = reda 1

Démonstratior. On a évidemment rad ICJ(R(I)). I1 suffit denec

de prouver l'inclusion opposée JI(I(I))Cred I .

Soit f£€ M(¥(1))., Soient fl""’ £, un systéme de ghnérateurs
de I . Considérons les polynOmes fl(X),..., fn(X), 1 - Tf(X) de
1'anneau k[X,T] = k[Xl,..., X s T] des polyndmes i n+l variables

. n+l .
sur k 3 ils n'admebvtent, dans K , cucun zero commun : en effet

si z (xl,....kxn, t) est un tel zéro, le point x = (xl,..., xn)
de X" appartient & Y(I), donc est un zéro de f , et 1 - TE(X)
prend lea valeur 1 en 2z , ce qui est contradictoire, D'aprés le théo=-
réme des zfros, les polyndmes fl(X),..., fn(X), 1 - Tf{X) engendrent

l'ideal trivial (1). Autrement dit, il existe des polyndmes

gl,..., gm N g@k[Xl,.... Xn ,TJ tels Q_U.'On ait glfl + et gm fm

g (1-Tf) = 1 , En substituant % 4 T dans cette relation, on obtient

a 1 -
Zi=1 gi(xl""’ Xm ’ f(Xl,....Xm)) fi(xl""’ Xm) =1

En chassant les dénominateurs, on en déduit une relation de 1la

forme
P no(Xoye0e, X_) £.(X Xk £(X x ),
i=1 iv71e > “m itt1rtttr Om 1**°° "
ol les hi sont des polynOmes, et s un entier >1 , Autrement dit,

on a f€rad I . On & done bien 3(H(I))C rea 1 .

000/000
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Corollaire 2, Si P est un idéal premier, on a J3((P)) = P ,

Donc le symbole 3 induilt une application bijective de l'ensemble des

idéaux premiers de k[X]sur celui des k~-ensembles algébriques irréduc-

tibles ; l'application réciprogue est induite par 1,

Corollsire 3. Soit I un idéal de k[X] = k[Xl,..., Xn] . Pour que

I soit de la forme J(E), avec ECK® , il faut et il suffit que

I =rad I,
En effet, si I = JE), on a aussi I = J(f(NE)) = NF(1)) = raa I
Réciproquement, la relation I = rad I , s'éerit I = (1)),

et on peut prendre E = ¥(I).
Corollaire 4. Soient S, et 8

1 2
et soit T une k-variéte, Si on a TC 8juS; s ona TCS, ou TCS, .

deux ke-ensembles algébriques,

En effet, la relation Tcsjus, entraine I(T)D S(Sl)r\S(sz)
atou J{(T)D 3(81). 5(82) « Comme '3{T) est premier, il contient donc
.G(Sl) ou 3(82). S8i, par exemple, on & I(T)D B(Sl), ona TCS, .

THEOREME 3,

Tout keensemble algébrique S s'exprime d'une manire unique
comme réunion finie non triviale de k-variétés (le terme "réunion non
triviale" signifie gu'aucune de ces k=-variétés n'est contenue dans la
réunion des sutres).

Démonstration,

Premiére méthode : on peut utiliser une décompositicn primaire de

J(s) Us) = Q@ neeena, .

En appliquant ¥ =&aux deux membres, on obtient § = Sy vees WS,
en posant S, = g(Qi). Or 1'idéal S(Si) = 5(3(Qi)) = rad Q; est
1%idéal premier Pi de Qi + Done Si est irréduciidle, i.e. est
une X-variété, L'unicité de la décomposition résulte de l'unicité des

idéaux prenmiers Py

Q.'/.C.
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Deuxiéme méthode (n'utilisant pas la décomposition primaire).

Soit % l'ensemble des sous-k-ensembles algébriques non vides 8

de K" qui ne sont pas réunions finies de kevariétés., Supposons 5

non vide, Comme k[X] est noétiérien, l'ensemble 3(€) des idéaux

de la forme (S8), avec s€‘£_, edmet un élément maximal Io . I1 exigte
SO€‘£ » tel que I = B(SO). Donc, si on pose I, = S(Sl), et I2=3(82)

on & IO = Ilﬁ 12 et, de plus, IO est dise

¢inct de I, et I, . Comme on & se'® , on a aussi S, ou 82€ 8.
Or,si, par exemple, on 2 SlQ‘ﬁ , Oon o 116{3(%), ce qui contredit
le choix de I, + Donc % est vide, i.e. tout 8 est réunion finie
de k-variétés, On peut,d'autre part, prouver la propriété d'unicité,
au moyen d'un raiscnnement par récurrence, en utilisent le coroll, 4
précédent.

5. k=variétés affines.,

Soit VCK® une k-variete, et posons P = Uk(V). L'idéal P est
premier (th., 1). On fait toujours la convention d'écriture

k[x] = k[Xy4000y X ],

On appelle gnneau de coordonnees de V , et on note <1k(v)

l'anneau dk(V) = k[X]/P « On appelle corps des fractions sur V, et

on note JE(V), le corps des fractions de ak(V). Le degré de transe

cendance de ji(v) sur k est appelé dimensicn de V .
L'homomorphisme cancnique k[X] > Q%(V), de nocyau P = ﬁk(V),
est note d, . Les images u, = dV(Xi) (1 1 ¢ n) sont appelées

les fonctions coordonnées sur V . Elles engendrent Qk(v), i.e. on a

%

(v) = k[ul,..., un] . On & donc aussi 3;(V) = k(ul,..., un).

Soient x€V , et soit fGZQk(V), inage d'un élément T €k[X] .
L'élément F(x) de X ne dépend que de f et de x , mais ncn de F ,
On le désigne aussi par f(x), Si Q est une famille dféléments de

Otl/lll
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ka(v), et si f(x) = O pour tout f€F , on dit que x est un z€ro
de é.
Soient V et W deux ke-variétés, telles que WCV , On =a
Qk(w)jjﬁk(v), et on peut donc compléter le diagrannme

a
k[x] ! > 4 (V)

Ci-w- ;
/

{
o ()

per un hemomorphisme surjectif 3 = S”' L (V) - (W). Le noyau
w/V k

TN

p de B est un idéal premier de qk(v). On a Gk(w) = ker Oy =

ker (B o av) ==a§l(2). On a donc W = jk(a"l(g)), de sorte que W est

déterminée par p . Il y a donc une correspondance bijective naturelle

entre les idéaux premiers p de (lk(v) et les scus-k=-varidtés W de

V . On peut encore caractériser W comme l'ensemble des z€ros de p ,

et p comme 1'idéal composé des €léments de Ok(v) s'annulant sur W ,
Pour que p 'soit un idéal maximal de Qﬁ(v), i1 faut et il suf-

fit que dk(w) soit un corps, i.e. qQue les fonctions coordonnées sur

W soient elgébriques sur k , ou emcore que dim W = 0

On appelle anneau local - de W sur V. l'anneau locasal (CLk(V))p

(Chep. 0, A, n°l), qu'on désignera aussi par le notation gk(W,V).
Par définition de 1'annesu local d'un idéal, cet anneau est composé des
élements de ji(v) qiti sont de la forme é , avec T et g(EC&(V),
et g &€ p . Comme on a Qk(W) = Qk(V)/g sy le corps résiduel de l'annezu
locel gk(w,v) est 3;(w). L'homomorphisme canonigue

o, (W,v) — Y, F (w)

hant s % k
est obtenu par prolongenment cenonigque de g C&(V) > Qk(N). Son

noyau est 1'idéal meximeal de Ey(W,V), qu'on note m (W,V).

k
Dens le cas ol W est un point de x rationnel sur % (c'est-a-
dire & coordonnées dens k ), on & (lk(x) * k , et 5£(x) =k .

0../0.'



- 37 =

L'honomorphisme ( = Bx/V fait alors correspondre & tout élénment
fé:dk(v) sn veleur f(x) en x ., L'anneau locel gk(x,V) est donc
lf'ensemble des fonctions sur V de le forme h = é , aveec [ ,
g€<1k(v), et g(x) # 0 . Ces fonctions sont dires morphigues (cu réguf

. vy s alf
lidéres) en x . 8Si h est morphique en x ,l'élément v(h) = E%E% =

f(x)
giX

m(x,V) est l'ensemble des fenetions h qui s'annulent en x .

est appelé valeur. de._h en x , et note h(x). L'idéel naximal

Revenons au cas o0 W est gquelcongue, On dit alors gue les élénent.

de gk(w,V) sont les foncticns sur V morphigues sur W, Pour

f€‘gk(W,V), la fonction y(f) = g est appelée foncticn induite par
f sur W , L'idéal Ek(w,v) est composé des fonctions £ sur V
qui induisent O sur W ,
Si ZCWCV , on voit fecilement qu'on & des horomorphismes ceno=-

nigues _
gk(z,v) -+ gk(W,V) (injectift)

9, (z,v) + o, (2,W) (surjectif).

6. Points genériques et spécialisations,

Soit x€kx® , Quelconque, On & un homomorphisme cononique
a : k[X] » k[x]
tel que a(X,) = x; pour tout i . Le noyeu P = Sk(x) de o est

1
Fp) =38, (x)).

On & Xx€W , et W est l'ensemble des zéros des polyndmes & coeffie-

premier (puisque k[x] est intégre). Posons W

cients dans k guil s'annulent en x .

On dit que ‘W est le lieu de x sur k , ce gqu'on écrit

W = loc, x , ou encore que x est un point générique de W sur Xk

On & toujours w) k[x] a'ou 3L(W) 2 k(x).,
THEQOREME 4.

Soient X et y des points €K% ., Les propriétés suivantes

sont équivalentes.

..‘/..l
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(a) - 3_(x)f'3‘(y} {(i,e. teut polyndme ex[k] gqui s'ennule en Xx
s'annule aussi en y )
(b))~ y €loc, x
{(c) = lcec,

k
(a4) = Il existe un k-homomorphisme Yy k[x] + k[j] tel que

y<:lock(x)

w(xi) =y, pour tout i

Déronstration.,

(o) &> (b) &= (c), comnme on le voit en eppliguent les propriétés
des symboles T et f .

(a) &= (d), car, pour qu'on puisse compliter le diagramme ci-
dessous

k(x] —--9———>/k[x]
B ‘//
k[y]

par un honomorphisme k[x] > k[y] , 11 feut et il suffit qu'on eait
ker Cker a , c'est & dire 'lk(x)c 3k(y).

Lorsque l'une gquelconque de ces conditions est satisfaite, on

dit que y est une spécialisation de x sur k , ou que x est une

généralisation de y sur k .

Dans le cedre précédent, une veriéte donnée n'admet pas nécessaie
rement de point générique. Pour cette raison, nous allons adopter de
nouvelles conventions,

7. Domeine universel,

Soit @ wune extension d'un corps k . On dit que £ est un do=-

meine universel pour k si
a) -~ & est algébriquement rclos
b) = @& egp de¢ degré de trenscendance infini sur k .
Dans ces condittons, si k' est une extension de type fini

quelconque de  k , k' est k-isomorphe & un sous-corps de 0 .

OI./OBO
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En effet, soit (ul...., ur) une tasc we¢ transcendance de K sur K
on peut, dfautre part, trouver r E&l<unents Vistees Vo de § niri-

brigquement indépendants ; il existe un k-iscmorphisme ¢ de R(uw,.‘,ur)

sur kK(v.,cewy vr) tel gque c(ui) = v, , et on peut prolonger o

1

un k~isomorphisme de k' sur un sous=-corps de Q .

On se donne une fois pour toutes, dens la suite, un domaine uni-

versel O sur le corps premier, On prendre toujours K =9 (i,e, les

points de toutes les variéteés consideérées ont leurs coordonnées dans  );

le ccrps k sers varieble, mais toujours de degré de transcendance

fini sur le corps premier, Ainsi, lec degré de transcendence de @

sur k est infini, de sorte que Q est encore un domaine universel
pour k .

Dans ces conditions, toute k-verie€té V edmet un point générigue.

En effet, le corps Ei(v) = k(ul,..., un) est de type fini sur &

(ui = fonctions coordcnnées), Il existe dcnc un k-isomorphisme ¢ ' de
?&(V) sur un sous-corps de @ . Si, pour tout 1 , on pose

w(ui) = X, , ona k[xl,..., xn] x ak(V), et x est un point générigque
de V sur k .

On dit que y est spéciaslisation générique de x sur k si vy

est specialisction de x , et si x est speciclisetion de y sur %k ,

Il revient ou méme de dire qu'on a I (x) = Ik(y). ou encore

loc, x = loe, y , ou eacore qu'il existe un keisomorphisme o : k(x)+k(y)

tel que o(xi) = ¥, ©pour tout i . Il est clairvque c'est 13 une relao=
n

tion d'équivelence sur l'ensemble Q.

8. k~topolegie de¢ Zariski.

Soit V une k~-variete affine, Une intersection quelconque, Ou une
réunion finie de sous-ke-ensembles algébriques de V est encore un

sous-k-engentle algébrigus de V . Ces ensembles sont donc les fermés

‘../‘..
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w

d'une topologie sur V 3 les cuverts sont donc les complcuentaires des

soug~k-ensembtles algebriques de V , Cette topologie est eppelée

¢

k-topologie, ou k~topologie d Zarigki sur V . Les cuverts (resp.

les fermés) sont égeiement appelés k-ouverts (resp, k-fernés). Cotte

topologie n'est pee separie., Plus précisément, l'intersection de deux

k-ouverts non vides n'est jemeis vide. (car un point générique quel-

conque de V sur k appartient 4 tout keouvert de V). Si xCV ,

1'adhérence (ou k~adhérence) de x colIncide avec le lieu 1ock X .

9. Changement de corps de base. Voriétés affines.

Lorsqu'on parlera d'un extension k' d'un corps kCf , il sera
entendu qu'il s'agit d'une extension de type fini de k <contenue
dans Q (de sorte que Q est encore un domaine universel pour k' .

Soit S un k-ensemble algébrique, et soit k' wune extension
de k o Alors S est eussi un k'wensemble algébrique, et si on pose
I = 3,(8), et I' =% ,(8), ona I'=Tk'[x] . Cependant, si S=V

egt keirréductivle, i.e. est une ke-variété, ce n'est pas nécessairenent

1. T o .-
une k'=varieté. Prenons par exemple k = Q, et k! = Q(Tﬁ)- L'ensenble algébrique V

Lfans s 2 A L s . ,2‘ c . iy - - .
defini par Lltidéal principal (X“ - 2) est irrdductible sur K, mais ne llagt pas sur k',

THEOREME 5

Soit V wune k-variéte affine et posons BK(V) = P ; les

deux proprietés suivantes sont équivalentes :
2) pour toute extension k' de k 1'idéal P k'[X] engenars

par P est premier,
‘b ) fk(V) est extension réguliére de X .
Chacune de ces deux conditions entrafne ls suivante :

c) pour toute extension k' de k, V est k! ~irréductible,

o.o/-~v
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Démonstration

(b) == (a). La variété V admet un point générique x sur k ,
Montrons gu'on peut choisir x de fagon gue les extensions k' et k(x)
de k soient linéairement disjointes., En effet, soit tl""’ ts une
base de transcendance de k' sur k + Soient Ujgeeey U les fonctions
coordonnées sur V , et soit (zl,..., Zr) une base de transcendance
de 3;(v) sur k . Choisissons des éléments Viseses V. de 0, tels
que  toyeees Sy Vigeee, Vo forment une famille libre sur k . Il
existe un k-isomorphisme g de 3%(V) Sur un sous-c¢orps de f ,
tel que c(zj) = vj

le point ayant pour coordonnées les x, = o(ui). En effet, d'aprés

» Pour 1 < j < r . On peut alors prendre pour X

le choix des Vi les extensions k' et k(x) de k sont algébri-
quement disjointes., Comme k(x) est extension réguliére de k , elles
sont linéairement disjointes,

Posons P' = J ,(x) = {f|lrex'[x]; f£(x) =0} . Cet idéal est
premier, et il nous suffit de prouver qu'on a Pk'[X] = P' , En effet,
il est clair que Pkf[X]CP' . Inversement, soit £ €P' ; soit (uj)
une base (comme espace vectoriel) de l'extension k' de k 3§ on a une
relation de la forme £ = )., f, u, ol les fj sont des polyndmes

Jd J J

appartenant & l'anneau k[X]. On a done f(x) = Zj fj(x) us =0 .

La disjonction linéaire de k' et k(x) sur k entraine fj(x)

]
(@)

pour tout j , d'oil f,eP , d'ou feP k'[x] .
(&) == (b)., D'aprés (e), 1'idéal P' = P X[X] engendré par P

dans k[X] est premier., Donc, on a 3 ,(x) = ﬂk,(V) = rad P' = P' .

kv

Soit x @générique de V sur k ., Alors x est aussi générique
de V sur k . Soit {uj} une base de k/k . Supposons qu'on ait une

relation de la forme zj us fj(x) = 0 , avec fj k[X] + Alors on =

¢ ' o1 : | - b =
Xj u'j fj eP? , d'ou, puisque P P k[x] ’ zj uj fj g uj g’ .

coo/oco
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ol les £ eppertiennent & P . On & donce Zj u; (.‘x"5 - gj) = 0 .

Or k{X) est extemsiom réguliére de k ; i.e. ¥ et k(Xx)

sont linéairement indépendants. On & donc fj = 85 atou fj(x) = 0
pour tout J . On a donc bien montré la disjonction linéaire de Kk

et k(x) sur k , i.ec. la régularité de l'extension k(x)}/k .

pRemarque 1, Comme K' est algébriquenent disjeint de k(x) sur k, on a
deg, tr., k'(x)/k! = deg, tr, k(x)/k, Donc le dimersion de V n'est pes modifiée lors—

au'on remplace k par k',

chargue 2. La condition (¢) de 1'énoncé n'entrafne pas néceszairement (a), En effet,
prenons pour k un corps non parfait de caraétéristique P # 0, pour k'-une extension
purement inséparable de k, de lu forme k' = k(a), avec ap =ack, et afk, La keva-
‘tiété Vv définie per 1l'idéal premier P = (Xp—a) de k[x] est réduite & un point donc est
irréductible sur k', et cependant 1'idésl Pk'[X], ésal & la puisscnce p-idéme de (X-a),

n'est pus prenmier,
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Soit V une k-variété affine. Supposons que son idéal reste premier par
extehsion de k ou encore (théoréme précédent), que ak(v) est une extension régu-~
liere de k . Cette propriété ne dépend pas alors de k . Lorsqu'elle est satisfaite,
nous dirons que V est une variété affine, et que k est un corps de définition de V,
ou que V est définie sur k (N.B. On peut montrer que toute variété possede un
plus petit corps de définition.) Si k ést algébriquement clos, les notions de k-variété
affine et de variété définie sur k , coincident ; on a vu qu'il n'en est pas de méme,
en général, pour k quelconque.

THEOREME 5 bis.

Soient V une variété définie sur k , x un pointde V , k' une extension

de k . Pour que x soit générique de V sur k' , il faut et il suffit qu'il soit géné-
riquede V sur k, etque k' soit lindairement disjoint de k(x) sur k.

Démonstration. Notons d et d' les degrés de transcendance respectifs de k(x)/k

et de k'(x)/k' . On atoujours d= d' .

-Supposons x générique: de V sur k' . Onaalors d' =dim V, donc
d2 dimV , donc nécessairement d = dim V et x est génériquede V sur k. De
plus, la relation d=d' entrafhe que k' et k(x) sont algébriquement disjoints sur k .
Ils sont donc linéairement disjoints sur k , compte tenu de chap. 0, C, 7, th. 20.

Réciproquement, supposons x générique de V sur k et k' linéairement
disjoint de k(x) sur k . Alors k' est algébriquement disjoint de k(x) sur k, et
ona d=d' =dim V . La clbture algébrique k' est aussi algébriquement disjointe
et, par suite, lindairement disjointe de k(x) sur k . Donc (chap. 0, C, 4, th. 12),
k' et k'(x) sont lindairement disjoints sur k' , i.e. 1'extension k'(x)/k' est régu-
liere. Donc x est générique de V sur k' .

Tout sous-ensemble de Q" = SBn (espace affine de dimension n) qui est

un k-ensemble pour un k € £ convenable est appelé un ensemble algébrique affine.

Tout ensemble algébrique affine est une réunion finie de variétés affines. En effet, si

S estun k-ensemble, c'est aussi un k-ensemble (k = cl8ture algébrique de k) ,
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et les composantes de ce k-ensemble sont des k-variétés, donc des variétés, définies
sur k .
Si Ve $  estune variété affine, on pose J(V) = g Q(V) . L'anneau
a Q(V) =Q[x)/g Q(V) , ou anneau de coordonnées de V , est encore noté @(V) (sans
indice). De méme, son corps des fractions, ou corps des fonctions sur V., est noté
F(V) . Pour tout corps k de définitions de V , 1'anneau C?k(V) s'identifie naturel-

lement a un sous-anneau de (V) et, de méme JK(V) a un sous-corps de F(V) . Plus

précisément (£(V) (resp. F(V)) est la réunion des CBk(V) (resp. des Kk(V)).

THEOREME 6.

Soit k' ok . Soient V et W deux variétés définies sur k , telles que
WcV . Alors,ona :

o

2k (W,V) = 91{' (W’V) a gk(v)
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Demonstration, Il est clair que le premier membre est inclus

dans le¢ second, Réciproquement, soit x générique de V sur k'

(donc sur k). Identifious &k,(v) a x'(x). Soit ZE‘Ek,(W,V}ﬁk(x).

. f(x)
On e Z --g—m (f, g€ k'[X] s g%‘ﬁk,(w)).
8i {u_ } est une base de k' sur k , on a f =3I uf , et
o o o a

g = Zaua g, » avec, pour tout «a, fa; géik[X] ; d'ou
Ea u (ga(x)z - fa(x)) = 0 .

Or k' et k(x) sont algébriguement disjoints, donc linéaiw

rement disjoints sur k . dn a donc

ga(x)z - fa(x) = 0
pour tout a. Or il existe o tel que g, ne s'annule pas sur W,
i.e. tel que g, QC&(W). On a donc zétgk(w,v).

D'aprés le théordme gi-dessus, pour f€?3%(v), la propriété
pour f d'€tre morphique sur W ne dépend pas de k , L'ensemble
des feF(V) qui sont morphigues sur W est un anneau local,
qu'on note o(W,V) ; cet aonneau est la réunion des §%(W,V), pour Kk
variable, Son idéal maximel m(W,V), composé des fonctions s'annu-
lant sur W , est, de méme, la réunion des gk(w,v).

10, Produits de variétés affines,

THEOREME T.

Le produit (esu sens ensembliste) de deux k-ensembles algébrigues
affines est un k-ensemble algébrique affine,

En effet, soient SC:$m, et TC?Sn » deux k-ensenbles algée

briques affines. Posons I = J,(8), et J = SK(T), ce gui implique

b4
S = fk(I), et T = fk(J). Pour gu'un point =z = (x,y) de

5 = § X Sn solit & ® T , il faut et 1l suffit qu'on ait f(x)= 0
et g(y) = 0 quelles que soient f €I et g€I . Autrement ait

S X T est l'ensemble des z2&ros de ltensemble Iy J de

000/0.'
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k[x,Y] = h[Xl,..., . w Yoreeey Yn] , ou I =2t J sont rezardcs
comite sousecnseubles de k[x]wéuﬁ[ki,..., Xu]' et k[¥] = k[Yl,...,Yn]
respectivement., On a donc 8 x T = 3k(I(JJ) = fk(I k[},?] « 7 x[x,10,
et J (8 xT) = rea (I )[x,v]+ ¢ x[x,¥]).

Corcllaire : l¢ produit de deux éensentles alzebrigues effincs ent
un ensemblae algébrique affine,

Cependant, le produit de dcux k-vuriétés n'est pas toujours une
k-varietée.

Exeuple : si I = (X2 -2), et J = (Y2 - 2), 5 x 7 se compose
des 4 points de coordonnées x =% VME s ¥ =tV 2, 8i onc pris
k = § , cet enseuble n'est pas irréductible,icar il est 1'unioxn des
deux Q~ensembtles Ul ,vU2 s & deux conposents, respectivement defi-
nis par les idéaux (Y - X, x? - 2) et (Y + X, X2 + 2),

Complément : points génériques indépendants : Soient V et W

deux kevariete¢s atrfines, et soient x,v génériques, 1l'un de V,

l'autre de W , sur k . On dit qu'ils sont génériquzs indépendants
s8i k(x) et k(y) sont algébriquenent indépendants sur k , Dansg le
cas od V et W sont des varictés definies sur k , les extensions

k(x) et k(y) sont régulidres, Zonc linewsirement disjointes. De

plus, x est générique de V sur L(y) et y de W sur k(x).
TIEOREME 8. Soient 'V. et Y deux varidtey detinies sur k o Alors
V¥ ¥ est une variité définie sur k, et on &

(1) J (v w) = 3.(v) x[x,¥] + 3 (¥) x[x,4],

Soit de plus (x,y)€V x W . Pour que (x,y) soit générique
de Vx W sur k, il faut et il suffit que x et y soient géni=
riques indépendants de V et W sur k .

Corollaire. dim(Vv x W) = dim V + dia W ,

Dénonstration, Posons P = ﬂk(v), et @ = Sk(w).

.0‘/'00
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Pour x€V et y€W générigues indéperdants sur k , on a évie
denment
3. (x xy)23 (Vv xW)DP k[x,Y] + q x[x,Y].
Nous allons nontrer qu'on e
(2) I (x = y)epP k[x,Y] + Q k[X,Y] .

Il en résultere que 3k(V x W) est premier, et que V x VW
est une variete deofinie sur k , de point génerique (x,y) =X xy ;
d'autre part, la relation (2) entrainere (1).
| Pour démontrer (2), introduisons une base {ui(x)} de k[x]
(regarde comme espace vectoriel) sur k , et, de mEme, une base
{vj(y)} de x[y] sur k .

Tout polyndaze g €k[X] (resp he€ x[Y]) est congru (nod P)
{resp., (mod Q)) & une combinaison de la forme Zai u, (resp ij Vj )
ou les ay (resp. bj) appertiennent a k .

Il en risulte gue tout polyndume f€ k[X.Y est cbngru
(mod P k[x,¥] + o k[x,Y]), & une combineison de la forme zi.j °i3
u, vj y OU les cij appartiennent & Xk (pour le montrer, ordonner
d'abord en Y, ducomposer les coefficients (nod P), puis grcuper les
termes de m€me indice 1 , et décomposer leurs ccefficients (uod Q)).

Si f€ﬂk(¥'x y), on a

f(x,y) = L c.. ui(x) vj(y) = 0 . Or kx(x) et k(y) sont line-

i,d 71j
airement disjoints sur X . Donc.on & cij = 0 quels gue soient
i et j , ce qui deaontre (2),

Il reste i montrer que si (x,y) est génerique de V x W sur
x et y sont géneriques indépendants de V et W sur k , Or,
A'aprds ce qui précéde, on & dim(V x W) = dim V + din W ¢« Soient

ry 8y t les degres de transcendance respectifs de k(x,y), k(x) et

Ck(y) sur k . Ona r=din(vxw), s <daim Vv , t < aim W, et

IOQ/O..
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r¢s+t. 0n adonc nécessairement 8 = dim V et t = dim. ¥ , ce qui prouve

N

l'assertion. (cf. plus loin, n® 12, coroll. du th. 13).
11. Applications rationnelles et morphismes.
Soient V et W deux variétés affines (VcC S, » ¥C sn), définies sur
k . Soit x un point générique de V sur k . Soit @ = (Q1,..., On) une fe-
mille de n fonctions sur V , définies sur k , telles que le point y = &(x) =

= (¢1(x),.... Qn(x)) appartienne 3 V¥ . La famille ® des &  est appelée une

J.
application rationnelle de V dans W définie sur k . Les fonctions Qj sont
dites coordonnées de ® . Si &(x) est générique de W sur k , on dit gue &
est génériquement surjective, ou dominante ; dans ce cas, fk(w) = k(y) est iso-
morphe A un sous-corps de T#(V) 2 k(x). si, de plus, on a k(x) = k(y) (d'oh
’;(V) = fk(v)), on dit que V est birationnelle. On a alors x = ¢(y), o ¢
est une application rationnelle W - V , définie sur k , qu'on note 0.‘ .

Soit & € V . Si chacune des @, est morphique en a , on dit que @ esat

J

m'orphigue en a ; le point b de coordonnées des b, = QJ(a) est alors un point

J
de W , appelé image de a par @ , et noté ®(a). Soit V' wune sous-variété de
V, définie sur k . On dit que @ est morphique sur V' si elle est morphique
en un point générique (donc en tout point générique) x' de V' sur k . Le lieu
W' du point y' = é(x') sur k est alors une sous-variété de W . définie sur
k , qu'on note Qg(V'); et appelée image ou transformée générique de V' par & .
Soit g wune fonction sur W , morphique sur og(v). i.e. morphique en y .
On a .g(y) € x(x), i_.'.o. gly) = g(Q(x?) est de la forme f(x), avec f € 7k(7).

La fonction f esat notée g o ® . On dit que c'eat la fonction sur V obtenus

en relevant g au moyen de @ . Soit a € V, et supposons @ morphique en a ,

de valeur b . Si ona g € o(b,W), on a fortiori g € g(@g(v), W), i.e. le sym-

’ *
bole f =g o® est défini, et ona f € o(a,V). L'application o(b,W) 2 o(a,V)
obtenue en prenant Q’(g) = £ est un homomorphisme, qui, de plus, est local, i.e.

envoie g(b,w) dans g(a,V) ; cet homomorphisme est dit local canonique. Plus

VT
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généralement si @ est morphique sur V', etsi W' = @g(V') , on a un homomor-
phisme local canonique o (W', w) » Q(V' ,V) . On a aussi des homomorphismes locaux
analogues lorsqu'on remplace le symbole o par o, -

On peut composer de facon évidente deux applications rationnelles
d:U-V et v : V=W alacondition que ® soit morphique sur 1'image <I>g(V) ;
on obtient une application rationnelle 6 : U+ W , qu'on note ¥ o® . Si @ et ¥
sont définies sur k , il en est de méme de 6 .

Si @ est morphiqueen a€ V, etsi ¢ estmorphique en b> = @(a) ,

0 =y o® est morphiqueen a, etona 6(a) = Y(&(a)) .

On dit qu'une application rationnelle @ : V -+ W est un morphisme si elle
est morphique en tout point de V . Le composé de deux morphismes est encore un mor-
phisme.

Si ® est un morphisme, 1'image ensembliste $(V) est toujours contenue
dans 1'image générique @ g(,v) , mais on n'a pas en général ®(V) = fbg(V) . (Exemple :
prendre pour V , 1'hyperbole XY = 1 dans le plan affine $2 , etpour ¢ 1l'applica-
tion V- % 1 induite parla projection sur 0x) . Cependant, tout point générique de
@g(V) sur k appartient a ®(V) , et, par suite @g(\/)' coi'ncide avec la k-adhérence

de @(V) . (Remarque : on peut montrer que &(V) est un sous-ensemble constructible

de W, i.e. estla réunion d'un nombre fini d'ouverts de sous-variétés de W).

THEOREME 9.
Soient V et W deux variétés définies sur k, etsoit ¢:V +* W une

application rationnelle définie sur k . Alors, 1'ensemble U des pointsde V ou £
est morphique est un k-ouvert non vide de V . Plus précisément, cet ouvert est le
complémentaire du fermé F =S(I) déterminé par 1'idéal :

I = {glge€k[X], CDJ.(X) g(x) € k[x] pour tout j} .

Démonstration. En effet, posons y. = @.(x).
f morphique en x <> 3 k[X]tel que ¥ g(x) € k[x] pour tout j, et que g(x) #0 .

Donc,
f non morphique en x & Vg€ k[X], tel que ng(x) € k[x] pour tout j, onag(x) =0 .

Autrement dit : £ non morphique en x > x € F(I) .
Enfin, U est non Vidé, car U contient tout point générique de V sur k.



corollaire 1. Si @ est un morphisme, on « @j € k[k], pour tout Jj , i.c. les
¢, sont induites par des polyndmes,
J En effet, la condition pour ¢ d'étre un morrhisme equiveut

& W(I) =@ , ol encore a 1€1I , d'aprds le thiéorime des zéros.

Corollaire 2., Tout morphisme est ccntinu pour la topologic de

Zeriski,

Exemple de morphisme : Si V et W sont deux variétés définies

sur k , les epplications rationnelles definies per les projections

Vx¥W >V, et Vx4+W (notées pry et prg) sont des moryhisnes,

Graphe d'ume zapplicetion reticnnelle ou d'un morphisnme.

Soit ¢ ¢ V + W wune application rationnelle, definie sur k .
On appelle graphe de 5 La sous~variéte P¢ de V x W 1lieu du point
(x, ¢(x)) sur k , S8i ¢ est définie en =& , de veleur b , le
couple {(a,b) est un point du grephe P¢ .

12, dypersurfaces,

a) THEOREME 13,

Soient x, yE‘Qn ; supposons que y .¢st spécialisation de x
sur k . Alors

deg, tr(k(x)|k) = deg tr(k(y)lx) €= x(x) = k(y).
Dem. Ln effet, il existe, par hypoth&se, un k-homomorphisme
v k[x] -~ k[y] . Supposons deg. tr(k(x)|k) = deg tr(k(y)lx) = r ,

..

et soit Viseer» V,, une base de transcendance de k(y), contenue

dans k|y| . Scient Uysesey U des élémnents de k[}] tels que

v, = w(ui) pour tout 1 , Les u; sont nécecseirement algébriquement

independants sur k . Donc ¢ induit un isomorphisne k[ul;..., u ]
n

- kfvl...., vn] et toutg place de k(x), & valeur dans k(y) pro-

longerut. % est un isomorphisne.

Cocrollaire. Soit W une sous-veriété d'une variété Vv . Pour que

W =V, il faut et il suffit que dim W = dim V

O.l‘..l



b) THEORE#L 1k,

Soit V unc variéte affine (VCZSn) définie sur k . Four gu'cen
it dim V = nel , il faut et il suffis guc Sk(v) soit principal,

On dit elors gque V est une hypersurface de $n .

Démonstretion, Supposcns dinm V = n-1,

Soit f€ B(V), et considdrons l'enseable H = F(f) des zéros

de f . Soit f =T £, , ol les I,
i 71 1

sont irréductibles, et, pour

tout 1 , posons H, = f(fi). On o VCH, et H = \i Hy i'od

vV = ‘; Vi s €n posant Vi = V(\Hi . Cormnme V ecst irreductidle, il

existe un 1 tel que V = Voo d'od VCH, . Comue din H; < n-1,

ceci implique dim V = din Hi y et, par suite, V =H.
Reciprcquement, soit JR(V) = (f), avee 1€ x[x] = k[Xl,..., Xn]

non constant. Supposons que ll'indéterminke Xn intervient dsns ¢

Soient nel

On peut trouver dans

xl,..., X

sur k Q

-
=

f(xl,..., X 1 o xn) 0 . Le peint

eppartient & V , et le degre de

On @ done din V 2 n-1l, Or on o

dim V = nel,

des eléments de

une solution

traenscendance de

Q@ algébriquemcnt indépendants

X de l'équation

x = (%;,00¢, x ) ainsi construis

k(x)|k est n-l,

v # $, » donc dim V < n-1. Done



- 52 -

CHAPITRE 1I

varietes (ou variétés abstraites)

1. Définition.
Soient V un ensemble, {U } un recouvrement fini de vV, {¥ } une famille
—_— o
OEA : acA
de bijections Uoz +V o’ ou, pour tout o« , Voz est une variété affine,

{t, } une famille d'applications birationnelles, t c V.2V, , ces
o o o
Ba g aeaxa B B
données étant astreintes a vérifier les conditions :
a) V(x,8) € AxA , (U ﬂU ) est un ouvert dans vV, etsi x¢€ UaﬂUB,

—z/) ) , ,8 wﬁ(x) , alors tﬁ est bimorphique en Xa de valeur xﬁ.

b) L'ensemble Eﬁa des couples (xa,xﬁ) € Voz XVB de la forme (a,ba(x),apﬁ (x))

est fermé dans Voz XV R autrement dit il coincide avec I‘B o’ le graphe t 8
On dit que V est une variété. (V ne vérifiant que (a) est dite une prévariété).
Une forme équivalente au couple (a) et (b) est :
¢) t, . estbimorphique en tout couple (x_,x,) € I et E =T .
(c) 5 phiq ple ( ’B) s o sa=Tpq
Le fait que (a) et (b) entrainent (c) est évident ; dans 1'autre sens,

on voit que @ oz(Uoz N Uﬁ) est domaine de définition de tB o * Qui est morphique, donc

est ouvert de V o

Exemple. Considérons 1'ensemble $::+1 complémentaire de 1'origine

dans 1'espace affine $ L'espace projectif ]Pn est défini comme le quotient de

n+1 °
Sn 1 par la relation définie par la proportionalité des coordonnées. Si (x or X ’Xn) €
€ $n+1 représente x € ]Pn , on dit que les X forment un systeme de coordonnées

homogenes de x . On prend pour U o (0< a< n) 1'ensemble des x € ]Pn tels que

X #0, pour V o 1'espace Sn , etpour ¥ o 1' application bijective Uoz - Sn qui,
a x , fait correspondre le point ayant pour coordonnées les X_& , avec \ # «
(rangées, par exemple, dans l'ordre des X croissants). Com)fﬁxe on le vérifie immédia-
tement, ces données définissent sur ]Pn une structure de variété abstraite.

2. Autres définitions et remarques.
Dans les n°® 2,3 4 ci-dessous, on se borne a indiquer les principales

détinitions généralisant pour les variétés abstraites celles déja données dans le cas
affine, laissant au lecteur le soin de reformuler les propriétés correspondantes.
K est dit corps de définition de V s'il est corps de définition de V " et

de tﬁa quels que soient o et B € A .
Un élément de V est appelé - point,

X € V, onparlerade k(x)= k(xa) en effet tﬁ étant un morphisme,
k(xa) Ne dépend pasde o€ A.



Un sous-k=-ensemble algébrique de V : est un sous ensemble de

Vv tel que, Voaea, wa(Sfan) s0oit un sous-ke-ensemble algébrie-

que de Va'

On &€tend aux variétés abstraites la k-topologie de Zariski,

dont les fermés sont les sous-k-gnsembles algédbriques de V .
Une sous-ke-variété de V est un sous-k-ensemble algébrigue
qui n'est pas réunion non triviale de sous-kecnsembles plus petits,
Soit V définie sur k , et soit x€V , Pour x€U repré-
sentébpar x, dans V ., notons W  la sous=-variété de v, lieu
de x_  sur k . Le sous-ensemble W de V composé des spéciali-
sations de x sur k coincide avec l'ensemble des points de V¥

qui sont représentés dans l'une des Vu par un point de Wa » On

dit que W est la sous-k~variété de V lieu de x sur k ,

ce qu'on écrit W = lock Yy » On dit aussi que y est un point

générigue de W sur k .

Dans le cas ol JF (x) est extension régulidre de k , les

k
W sont des variétés définies sur k . Posons alors U, = w;l(wa),

o
- 3 1 . ' 3 . ?

et soit wa : Ua -+ Wa induite par wa « Les Ua forment un recouw-
vrement de W , et la famille des (U& ’ ¢&) définit sur W une

structure de variété, définie sur k . On dit alors que W est

une sous~-variété de V , définie sur k .

Toute variété V eadmet un point génériqgue sur k , Il suffit
en effet, de prendre pour x le point représenté par un point géhé-

rique X, de l'une des Va « Le point x est alors représenté dans

VB gquel que soit B (i.e. on & x€N UB) : en effet, tﬁa est
B
bimorphique en X, o et x est représenté dans VB par

X = tBa(xa)’ qui est générique de VB sur k .

‘../.'.
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Considérons 51(va) le corps des fonctions de Va . Si x, est un

point genérique de V& . I&(va) est isomorphe & k(xa), qui est
lui-méme isomorphe & k(xs), Yygea,
On peut donc définir le corps des fonctions de V sur k
:F'k(V) = 5(x)

Soit x€'Ua s représenté par X, dans Va' Supposons fa More

phique en X, + Alors, pour tout 8 tel que x €L% ’ fB est mor-

phique en x, . On dit que f est morphigue en X. L'élement fa(xq)

de k(x) ne dépend pas de o ; il ne dépend pas non plus de k .

On le désigne par f{(x), et on l'appelle valeur de f en X,

L'ensemble des fE€ ﬁi(v) (resp F(V)) qui sont morphiques en x est

un anneau local, appelé anneau local de V en x , et noté gk(x,V)

(resp o(x,V). On définit de méme la notion de fonction morphique sur
une sous-variété W , et 1l'anneau local gk(X,V) (resp o(W,V)).

3. Application rationnelle.

V et V' étant deux varidtés abstraites, on définit une appli=-
cation rationnelle ¢ : V > V' par la donnée pour tout couple (a,a')

d'une application rationnelle ¢ HI S V&, y avec la condition

aa’ a
suivante : si x est un point générique de V sur k représenté
pour tout a, par x, dans V_, les points X'y = ¢a'a<xa) repré=-
sentent un méme point x' de V' ,

- Une application ¢ ¢ V » V' rationnelle est dite morphigue

en y€V si 3o et a' tels que YEU, et ¢ soit morphique

aat
en y_ ; dens ce cas V8 et B' vérifiant la méme condition,
¢B'8 est morphique en Vg » D¢ plus le point y' de V' représents
par yé = ¢B,6(y8) ne dépend pas de B et B' . On le note y' = ¢(y).

4, Produit de daux viriétés abstraites.

Soient V et V' deux variétés abstraites, et {Ua} ,
a'c A

l../.ll
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{ur, ] leurs recouvrcmentsa.,
0’61‘;'
On définit le produit V x V' comue le prodult ensembliste ayant

pour recouvrenent {Ua x Ua'} )
. (u;a')EAXA‘
les bijcections étant by X W % x' > (wa(x). @&.(X')) .

On définit uinsi sur V x V' wyne structure de varidté,

5, Notion d'ouvert affine,

Définition,
On appelle immersion de V dans V' un nmorvhisme biretionnel
qui est bimorphique en tout point de V , et donc injectif,
- ¢ &tant une inmersion, ¢(V) est un ouvert de V' car
-1

(V) est l'ensemble des points od le¢ morphisme ¢ est d3fini

lorsque V est unc variétd affine, ¢(V) est appelé ouver:i affine.

THEOREME.,

Tout ouvert de V conti:nt un ouvert affine,

On va e¢n fFait prouver que pour x€U ouvert de V , 11 existe
un ouvert affine contenant x et contenu dans U

Prouve @

(On va résoudre le probléme pour une variété affine, les ouverts

"abstraits" se définissant par racollement. d'ouverts affines, le pro-

7 n
bléme sera résolu dans tous les cas) on rappelle gue 8, = R,

Soit VC?Sn ; soient Uypeees Uy les fonctions coordonnées sur

V 3 soit f une fonction sur V gqui s'annule sur le conmplémentaire

de U et qui n'est pas nulle en x ,

Considerons l'application birationnelle ayant pour foncticns
1

coordonnées, Uppeony Uy 5 v si V = lock X 4, 0n a
V! = lock y ou y = ¢y(x)., De plus, ¢-l est un morphisme car
¢'l est induit par une projecticn.,

Alers si U' est 1l'ensemble des points ol ¢ est morphique,

.../000
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U' est bien un ouvert affine (chap. I, th. 9) contenant x et contenu dans U.
Remargue 1. Du fait que la topologie de Zariski est quasi-compacte (d'apres le
théoréme de la base finie de Hilbert), on déduit que tout ouvert peut &tre recouvert

par un nombre fini d'ouverts affines.

Remarque 2. On déduit de la remarque 1 que tout ouvert U de V peut &tre muni
d'une structure de variété, et ceci canoniquement, la structure étant déterminée a un -

isomorphisme pres par la condition que 1'injection U + V soit une immersion.

Remarque 3. Les notations étant celles de la définition du n® 1, la variété abstraite
V est uniquement déterminée, a un isomorphisme pres, par la connaissance des Va
et des tﬁ o

Réciproquement, a toute famille {Va R tﬁ a} composée d'un nombre fini de varié-

tés Va et de transformations birationnelles t vérifiant la condition (c) .du 1,

on peut faire corfespondre une variété abstraifeoz considérons en effet 1'ensemble des
couples (a,xa) tels que x o SEAYA o Pour tout o, et, dans cet ensemble, la relation
définie par (Xa’xﬁ) € rﬁa ; c'est la une relation d'équivalence; si V est 1'ensemble
quotient correspondant, on a des injections évidentes Va -+ V dont les images U o
recouvrent V ; ceci permet de reconstituer la situation du n® 1 et de munir V d'une
structure de variété abstraite. On dira que V est la variété abstraite canoniquement

associde a la famille {Va,TBa} .

6. Variétés completes.

Définition 1. (place finie en un point d'une variété) .

Soit V une variété définie sur k . Soit x un point de V et soit p une place
de k(x) , induisant 1'identité sur k , avaleurs dans Q . S'il existe un @ tel que
p(x d) soit fini, le point y de V représenté par y = p(x a) dans V  ne dépend
pas de « ; ce point est spécialisation de x sur k . On dit que p estfinieen x,
de valeur y , eton écrit y = p(x) .

Inversement, si x et y€ V, etsi y est une spécialisation de x sur k , il
existe une place p de k(x), a valeurs dans k(y) , telle que y =p(x) (on le voit
en appliquant le théoreme de prolongement a 1'un quelconque des k-homomorphismes

klx, ]~ kly,].

Définition 2.
On dit qu'une variété V est complete si pour tout point x de V et pour toute
place p de k(x), p estfinieen x . Il suffit d'ailleurs que, pour x générique de

V sur k, toute place p de & soit finieen x .
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On démontre facilement que :
- Toute sous-variété d'une variété complete est complete,

- Tout produit de variétés compléetes est une variété complete,

- L'espace projectif ]Pn est une variété complete.



CHAPITRE III —38-

Points simples

l, Différentielles,

THEOREME 1

Soit K une extension d'un corps Lk . Il existe un XKe~espace

vectoriel D , et une application & = dK/k , s'annulant sur %k ,
telle.que Im d engendre D , vérifiant les conditions

(a) a{f + g) = 4f + Aag

(v) a(f g) = £ dg + g af ,

et telle gue, pour tout autre couple (D',d') vérifiant les mémes
conditions, il existe un K-homomorphisme ¢ : D - D' rendant commnu-

tatif le disasgranme

%

d\\\\s e///
Le couple (D,d) est unique & un K~isomorphisme prés,
On dit que l'espace D , également noté D(K/k), est l'espace des

k-différentielles de K, ou l'espace des différentielles de l'extension

K/k. L'image d4f est eppelée différentielle de ¢ ,

La propriété d'unicité du couple (D,d) est triviale, Pour l'exis=
tence, on renvoie & la littérature (par exemple Bourbaki, Algébre),
De (&) et (b) résultent les régles de calcul habituelles sur les
différentielles,
THEOREME 2

Soit x€ K . Alors

dx = 0 <&==) x algébrique séparable sur k .

Démonstration.

&=
I1 existe f€ k[X] tel que f(x) =0 et f£'(x) # O ., On en tire

f'{x)dx = 0, d'od dx = O .

.l./'.l



- 59 -
=)
Pour x transcendant ou inséparable sur k , on définit une
a

application K ——j;a K , s'annulant sur k , surjective, et vérifiant

(a) et (b), en posant dl(f(x)) = £'(x) (dans les deux ces, en effet

f'(x) est d8terminé par f(x))., D'aprés la condition d'application
universelle du th, 1, il existe une application o : D » X , K=linéaire
telle que a o @ = dl sy @'00 a{dx) = 1 ., On a donc dx # O .

2, Différentielles sur un SOUS=COYDRS.,

Pour kC K CL , on a un L~homomorphisme surjectif canonique

g : D(L/k) - D{(L/K), obtenue en compldtant le diagramme

L —L/% | pen/x)
/
D(L/K)

Dtautre part, on & une application K=-lin€aire canonique
al D(K/k) » D(L/k) déduite de 1l'injection K » L .
On en déduit une eapplicetion K-hilinéaire
D(K/k)x L » D(L/k), d'ol un Le-homomorphisme o : D(K/k) @k L » D(L/k).
THEOREME 3. Supposons que l'extension L/K est séparable (non nécessai-
rement algébrique). On a la suite exacte suivante de L-espaces vectoriels
o — D(k/k) ® L -2 p(n/¥) -£ p(L/K) + 0 .

Démonstration,

On a déja remarqué que B est surjectif.,

Im ¢ C Ker 8 . En effet, pour f€ K, et a€L , on a

tla(df ®a)) = B(a ozo(dK/k £)) = B{a dL/k f) = a B(dL/k f) = & dL/K =0,
Ker B C Im ¢ , En effet, on a le diagramnme

4.

L 2% p(n/k) —AsD(L/k)/In «
\\ -7

Ny B3 -

w2
D(L/X) ™

qu'on peut compléter par un L-homomorphisme A : D(L/K) - D(L/kx)/Ia o .

CI./‘OQ
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S -

On & donc fHer $ C Her w = Im ¢ o

ainjectif, Posons u = Gep * Coumcngons par la remarque suivante :
si on & une chaine d'extensions kCKCLCL' , et si les homomorphisaes

“KL et GLL'

compte tenu de l'isomorphisme (D(XK/k) @k L)@i L' = D(X/k) @k L',

sont injectifs, il cn est de mine de Uppe 3 eo effet,

3

on peut prolonger Gy i D(K/k) G& L » D(L/k) & un L-honcmorphisme

EKL : D(K/k) @k L' > D(L/x) @k L' 3 on vérifie sans difficulté que
Gpp ¥ Gppr © :KL ", et notre assertion résulte du fait que l'injectivité
de Gpr, entraine celle de Gy,

Par récurrence transfinie, on se raméne donc au cas od L est
une extension monagéne d¢ K , i.ee ou L = Z(u) , u€l .

Pour tout polyndmc £ = Zai Ui s bosons §: =1 dK/k'ai @)ui .
L'application '6; : k[u] » Dp(%/k) Gk L einsi d<ifinie vérific les con-
ditions (a) et (b), et s¢ prolonge d'une maniére unique & une appli-
cation §, ¢ k(U) » D(K/k) ®. L vérifient aussi ces deux conditions

Considérons 1'€lément w de D(X/k) @ L défini comme suit :
s8i u est transcendant sur K , on pread w = 0 j si u est
zlgébrique, donc séparuble sw X , et si r€ K[U] est son polyndm=
irrédﬁctible, on prend pour w l'unique solution de 1'équetion
Gu(f) + £'(uw)w = 0 ,

Pour y€L , de ia forme g(u) (avee g€k(U)), 1'élément
e = su(g) + g'(u)w ne dépend que de y , et l'apvlication

a' + L —> D(K/k) & L |
obtenue en prenant d'y # 0 virifie encore les conditions (a) et

(b). On peut donc compléter le diagramme
d

L L/k . p(Ln/k)
d\\ /év
74
D(K/k) @k L

.../CI.
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par un Lehomomorphisme o' : D(L/k) + D(K/k) Gk L ; on vérifie im=
médiatement que a'o « est l'identité, ce qui entralne bien que
o c¢s8t injectif,

Corollaire 1. On & dim D(L/k) = dim D(K/k)} + Dim D(L/¥X) cela

résulte en effet de la suite exacte, et du fait que dim(D(X/k) @k L) =
dim D(X/k). '

3

Corollaire 2, Soit K/k une extension séparable., Pour que

D(K/k) soit de dimension finie, il faut et il suffit que K/k soit
de degré de transcendance fini, et on a alors
dim D(K/k) = deg. tr. (K/k).

En effet, d'aprés le th., 2, la propriété a lieu si l'extension
est algébrique, car alors les deux membres sont nuls, ou si l'exten=
sion est transcendante pure, de la forme k(u), car alors les deux
membres sont égaux & 1 , Le corollairve 2 résulte du corollaire 1, par
récurrence sur deg. tr. (K/k)

Corollaire 3, Soit K/k une extension séparsble. Pour que des

é;éments Xypeany X de K soient algébriquement indépendants sur k,
il faut et il suffit que dxl,..., ax soient linéairement indépen=
dents sur K .

En effet, si on pose K' = K(xl,..., xn), ces deux conditions
se traduisent respectivement par deg, tr, (X'/k) = n , et par
dim D(X'/k) = n .,

3. Espace tangent de Zariski.

Soit © wun anneau local ; soit m son idéal maximal, et notons
k = o/m son corps résiduel., Considérons le quotient g/&z (pour
la structure de o-module), Soit Effg/gz, représenté par x<&m , et
soit & €k., représenté par a€o , Alors on & y = a xEm , et la |

classe y de y(mod 22) ne dépend que de & et de X .

005/00.
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(a2 , x) v 8 x = y définit sur m/m une structure

G'eorece vecteriel sur le corps residuel koo

Dans lc cas particulier ou o = o(e,V) est l'anncau local d'un
: . o 2 , :
point & d'une variete V , m/g ¢st un espace vectoriel sur le

domaine universel Q , eppelé espace tangent de Zeriski & V en a ,

qu'on note 2(a,V), Plus générelement, si V est une sous-~-variété de

V , on définit,en prenant o = o(¥,V), l'espace tensent de Zariski

V _en W (ou le long de W), qui est un espace vectoriel sur le

s

corps des fonctions }(W), hoté Z(W,V)., 81 k est un corps de défini-
tion de V , a , W , on définit de ndne Zk(&,v) (resp zk(w.v), qui
est un espace vectoriel sur k (resp 3;(W)).

Lenne, Soient o wun anneau local, m son idéal maxinal, et
ai,.... a8 des &léments de m . Pour que les e, forment un systéime
de générateurs de 11 , il faut et il suffit qu'ils représentent un
systénme de générateursvde l'eépace 5/32 ;

Démonstraticn., La condition est évidemnment nécessaire, Inversenment,

supposons que les 2, représentent un systéme de génératcurs de m/m
_ 2 . .
8. 0 yon a2 n=8a +nn , d'ou, puisque

8i on pose a = I i

i 3CE s €%
2 2 n

BC®z,3=gag+mn, Par rccurrence, on en déduit = = a + n" pour tout

n . En effet, si on suppose m = a + n°~1 ,one %= am+pd

n < .
& +n ., Or, d'eprds le théordme de

; n .
d'ou m=g +am+mn , i,e.m

=]

")

Krull, ona M (a+n’)=2a,0nadonc n=a Ceqelod,
8i V est une variété, nous notons 8y la giagonale du proéduit
o frad - Trbdindm N -
VxV, i.e, l'enzenble des pcints de V x V de la forme (x,x),

avee x€V ; c'est une sous-veriétéd de V x V 3 Plus précisément, si

V est definie sur k , et si X est un point générique de V sur &k
K b

on a 4, = loc, (x,x) .

L'espace des différentielles D($YV)/Q) (resp., D(f;(v)/k)

o-a/.o-



- 63 .
"\ ra
sur le corps V) (resp Ji(v)) est ncté D(V) (resp Dk(V)).
THEOREME 4.,
Scit Vv une varieté définie sur k 4 On & un isomorphisme cance-
nigue

vV x V) = D (V).

7. (A K

X

Démonstration, Posons, pour simplifier, 2 = Zk(AV

Scient x et y deux points générigues indépendants de V sur k .,

Vv ]
s VX V), et D= D (V.

A toute fonction fE‘EL(V), associons la fonction g(x,y) = £(x)=~f(y)

sur V x V . Il est clair que g(x,y)e m(A V x V). Notons §&F

V ]
1'élément de 7 représenté par g{x,y). On voit immédiatement que
™
N
k
(a) et (b) du thel.On a donc un 3£(V)-homomorphisme surjectif

l'applicaticn § : (V) » Z , ainsi dé&finie vérifie les conditions

6 ¢+ D~ 2 tel que le diagramme

F(v) - d y D

k -
AN :
&

p

soit coumnmutatif, Il suffit de montrer que dim D = dim Z . Or on a

dim D = dim V , et, plus précisément, si (ul,.... ur) est une base

de transcendance séparable de EL(V), les du; forment une base de D ,
Les Gui forment donc un systéme de générateurs de 2 , Il suffit de
montrer qu'ils sont indépendants. Or supposons=les dé€pendants, Dans ce
cas,.on peut engendrer Z par n=-=l1 des éléments Gui sy bar exenple

par 6u2,..., 6un « D'aprés le lemme précédent, l'idéal m = E(AV*V X V)
admett pour générateurs les fonctions u2(x) - ul(y),..., un(x)-un(y).
On & donc une relation de la forne

(1) gl(X) - (y) = izz g, (x,5) (u;(x) = u,(y))

avec §g.€ o (&, , V x V),

=k v

Soit w, un élément de 0 transcendant sur k{(x), Comme les

ui(y) sont algébriques indépendants sur  k(x), on peut trouver une

o-n/ool
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= ui(x) pour

Q@ , & valeurs

place °q de Q@ 4, & valeurs dans ¢ , induisant l'identité sur
e % - = .

k(x), telle gu'on ait pl(ul(y)) LA et pl(ul(y))

tout i > 2 . On peut aussi trouver une place oo de

dans § , induisant 1l'identité sur k{(x), et telle cue

02(wl) = ul(X).

Posons 0 = p, o P, « Puisque ¢ ©prolonge lfisomorphisme k{u(y))rk(u(x,
2 1

et puisque y est algébrique sur k(u(y)), ¢ induit
sur le corps k(y) (cf. ChapitreC, ¢, n° 7 lemne),
donc bijectivement les conjugués de ¥y par rapport a
ceux de x par rapport 4 k(u(x)). On a donc p(y) =
l'un des conjugués ée y . Si on pose §l = 91(5), on
Comme les g; sont morphiques en (x,x), ils le sont

remplagant y par y dans (1), et en appliguant

P1

un isomorphisme

et applique

k(u(y)) sur

x 4 ol ¥ est

a 02(%) = p, (%)= x
en (x,;l). En

aux deux menbres

on obtient wu.(x) = w, = O , ce qui contredit le choix de V. o

1
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Remarque : On a aussi l'isomorphisme snalogue z(Av.va) = D(V)
(sans indices k ).

4, Reldvement de l'espace tangent de Zariski par un morphisme.

Soit $: W <V une application rationnelle, Boit DEW ,
tel que ¢ soit morphique en b , et posons a = ¢(b)., On a,
comme on a vu (Chapitre I , n°® 11), un homomorphisne canonique
g(a,vj + o(b,X) qui est local, i.e. tel que 1l'image de =n(a,V)
soit contenue dans nm(b,¥). Par passage au quotient, on en deéduit
un homomocrphisme canonique
z(a,v) —¥o 2(b,W)

sur le domaine universel Q0 , Nous dirons que u est canoniquement

associe &8 ¢ .

Plus généralement, si X est une sous-variété de W , telle
que ¢ soit morphique ea X et si on pose Y = oc(x). on & une
application

2(1,v) —2(X,W)
canoniquement associée & ¢ , qui est un di-nomcmorphisme relative-
ment & l'injection canonique J(Y) + F(X).

8i ¢ ‘induit un isomorphisme X + Y (par exemple si ¢ est
une injection) u est toujours surjectif,

S8i k est un corps de définition de V, W, X, Y, a, b, on a
des homomorphismes canoniques analogues aux précédents, dans les-
quels le symbole Z est remplace par 2. .

k
5. Espace tangent de Zariski dans un produit.

Scient V et W deux variétés, et soient a€V , bEW , On a
des homomdrphismes loceux ofa,V) + of(a x b, V x W), et
o(b,W) + o{a x b, V x W) respectivement associes aux deux projec-
tions pry Vx W+ V et Pr, V x W+ W, Il résulte du théorcme

OQO/..C
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du chapitre I que =n = m{a x b, V X W) est engendré par la réunion
des images respectives de nf(a,V) et n(b,¥) par ces homomorrhis=-
mes. On en déduit que lcs images par relévement de 2(a,V) et
2(b,W) engendrent l'espace Z{a x %, V X W), On voit facilement
d'autre part que ces images sont supplémentaires dans cet esrpace.
On a donc l'isonmorphisne

Z(e x b, V x ¥) = Z(a,V) x Z2(b,W).

De méme, si X et Y sont cdes scus-variéteés dg vV et W
respectivement, l'espace 2(X x Y, V x ) est isomorphe & la sonae
directe des sous=espaces (supplémentaires) de cet espace respecti=-
vement engendrés par les imzges par reldvement de Z(X,V) et
Z(Y,W).

6. Lemme de reldvement des spécialisations.

LEMME 2. Scit ¢ un morphisme sn > 5 . Soient Xk un corgps,
et x un point de s, posons u = ¢{x) . Supposons cuz les

’
coordonnees X, de x sont algébrigues entidres sur k[u] =

= k[ul,..., ur] . Soitv a un point de S, qui est spécialisation
de x sur k , Pcsons b = ¢(a). Soit p une place de Q telle
que p(u) = b . Alors on a p(X) = a , ot X e3%t l'un des conju=

gués de x sur k(u),

Démonstration : En effet, en utilisant les équations de dépendancse

intégrale vérifiees par les X; , on veit qu'il n'existe gu'un nome
“re fini de points aaelmck X tels que ¢(aa) = b , Choisissons
g€ k[XJ 2 k[Xl,..., Xn] tel que g(a) = 0 , et que g(qa) £ 0

éour les 8, distincts de a . L'élément y = g(x) de k[x] est
entier sur k[u] . Soit

(1) ¥" + n (u) yo-t

+eeet h (u) =0
n
ou les hi sont des polynlmes & coefficients dans k ,une eguation

.../...
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(v)

de dépendance intégrable vérifide par y . Notons y les conjugués de y sur
k(u) . Onadonc :

2 h(w =0 %) .
v

Puisque a est spécialisation de x sur k-, on aun k-homomorphisme
k[ x] 9, k[a] . On anécessairement 6(y) =0, et 6(u)=b . En appliquant 6
aux deux membres de (1) , on obtient hn(b) =0 . D'autre part, les y(V) sont
entiers sur k[u] , doncona ply v )#e pourtout ¥ . En appliquant p aux
deux membres de (2) , on obtient p(Il y(V)) =0, d'ou p(y) =0, ou y estl'un
des y(v) . Y

On peut prolonger le k(u)-isomorphisme k(u,y) - k{u,y) a un homomorphisme
k(u,x) » k(u,x) . Ona y=g(x), dou glp(x)) = p(y) =0 . D'autre part, on a
&x)=u, d'oi ¥pKX)=b. Onadonc : p(X)=a

7. L'espace vectoriel D(V)W .

THEOREME 5.

Soient V une variété et W une sous-variété de V . Soit k un corps de

définition de V et W . On a une suite exacte :

0= 2, (W,V) ——a-»zk(AW,VXw) B, Z, (8, Wx W) — 0

d'espaces vectoriels sur 3k(w) , ou o et B sontles homomorphismes canoniques

: VXW=V etal'injection

respectivement associés a la projection pr,

it WxW-=» VW

Démonstration. On peut supposer V affine (Vc Sn) .

B est surjectif, comme associé a 1'injection i :

Ima ckerg , carsi f€ rgk(W,V) , I sereleve sur VX W a une fonction

qui s'annule sur 4, . '

kerB <€ Ima . Posons r=dim W . Soient x, x' deux points génériques

de V, et y, y' deux



yoiate ghnérigues de W , cous o2 gyustre indépandants sur k

#uit {ui) {1 £ 4 2 ri une femille de polvnBmes € x|X]= k[xl*”’*an

:nduigeant sur ¥ des fonctions slgedbriguement indépendantes sur k

2t telles que les ccordonnées de v soient entidres sur k[u{y}l =
L sy

- xLul(y)..a,. w i¥3 .

8oit (vj) une famille de polyndémes tels gue les v, {x) forment

J
un systdme de générateurs de 3k{w,v)a
Censidérons un éiement § de Zk(Aw s V X W), Il est représenté

par une fonction f{x,y) sur ¥V x W , cu f est une fraction ration-

nelle qui est morphique sur 8, » et telle gue f{y,y) = ¢ ., Pour

gu'on ait 6C ker B s 11 faut et il suffit qu'om ait f(y,y'J€

gi(A W x W), D'aprds la démonstration du théoréme b , 1'idéal

w!

.{y*) ; on & donc

Ek(ﬁw’ W x W) est engendré par les ui(y) - uy

alors une relation de la forme
' ‘ - . ' - [] » - '
t(y',y) = Zb,i (u, (') = w () (ug(y') = wy(y)ie,  (v',y),
ou les rhi sont des fractions rationnelles définies sur Kk , more

phigues sur A, . On en déduit

V.. - ) . - u, . *
f(x,y) = lh,i (u, (x) = u (y)) (uy(x) = u (y)) 1. {x,y)+r%(x,y),
ol f£* est morphique sur Aw, et s'annule sur W x W , On & donc
£ (x,y) = Zj vyix) bi(x,v),
ou les bj(x,y) sont morphigues sur A, « On en déduit
" (x,y) = h(x) mod  m (d, , V x w)?

+n posant h{x) = Xj vj(x) bj(x,x), donc 6 est l'image par a
de l'elément de mniW,V) représenté( par h .,

Pour achever de montrer l'exectitude de la suite, il suffit
d'éteblir la reletion

dim Zk(aw s V x W} = dim 2 (W,V) + r

k

on sait en effet, 4'aprés le th, 4 , que

“GQI’ODO
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din zk(AW, W ox W) = din Dk(w) = dirn W =1r .

Pour cela, considérons & nouveau les polynilmes U vj
introduits plus haut ; on peut supposer les u, ckoisis de feagen
que k[x] soit entier sur k[u(x)] = k[ul(x),..., ur(x)] (par
exemple en prenant les u, linézires et homogdnes, compte tenu
du lemne de normalisation, chapitre I , n® 4) ; on peut en outre
supposer gue les v.j rerrésentent une base Qe Zk(W,V). Il nous
suffit de prouver cue les fonctions ui(x) - ui(y) et vj(x) re-
présentent une base ce Zk(Aw, vV x W),

Hontrons d'abord que ces fonctions représentent um systine
ée générateurs de cet espace, i.e.-qu'elles ensendrent gk(éw,v x W),
En effet, si‘ f(x,y)e Ek(Aw’ V x W), la fonction induite f(y',y)
sur W x W est définie et, compte tenu de la d3monstraticn du +h. &
de la forume

tly'yy) = Ei(ui(y') = u(y)) g lyiv), svee
gi(y',y)egk(bw, ¥ x W), On en déduit

f{x,y) - Ei(ui(x) - ui(y)) si(x,y)éigk(w x W, ¥V x W),
et on conclut en remarquant gue c: dernier iddal est engendré par
les vj(x).

. Compte tenu du lemme du n® 3, il suffit dc montrer meintenant
que toute relation de la fornme

(3) g (ui(x) = u;(y)) ey (x,y) + Z vj(x) bj(x’y) =0,
avec ai(x,y) et bj(x,y)e gk(AN’ v i W), entraine ai(x,y) et
bj(x,y)elg_k(Aw s W X W) gquels que soient i et j,

En chassant les dénominetuurs, on peut supposer que les &y bj
sont des polyndmes. Considérons une place ¢ de Q@ induisent
l'identité sur k , et telle que p(x) = Y « On peut trouver un

point y €W (necessairement générique de W sur X ) tel que

/
o v/ o e
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w.(¥) = u,(x) pour tout i j les coordonnées de ce pcint sont
i i B

- : [+]
entidres sur l'snneau k[u(x)] . D'apris le lemme 2 du n°® 6
(relSvement des spécialisations), on peut en outre choisir vy
de fagon que o(¥) =y .

Comme les fonctions a s b sont morphiques en (y,y),

ij id

elles le sont aussi en (x,y). Si l'on spécialise (x,y) en
(x,y) dans ( 3 ), on obtient
zj

Oor k[x,?] s, regardé conme k[x]-module, admet une bage finie

vj(x) bj(x,?) =0 .,

Civeses b En décomposant les bj(x,§) suivant cette base, eous
la forme bj(X.y) )

XJ'h
Xj vj(x) cjh(x) = 0, a'ol, compte tenu du cheix des v, ,

v

c lent
. cjh(x) t, » on cbtien
vj(x) cjh(x)th = 0, On & donc, pour tout h ,

cjh(x)é n(W,V) gquels gue soient Jj et Ek , On en déduit

cjh('{;) =0, d'ou bj(}',}') =0, i.e, bj(x,y)e‘. ald,, Vv xW)

Par suite, on 2o zi(ui(x) - ui(y)) ai(X,y)ﬁ E(Awr v x w)2 . Donec
21‘“1"" - ﬂi(Y)) &i(y'.Y)e B(Aq' W x W)2 « D'eprls la démonstration

du th, L, ceci entreine ai(y,y) =0, i.e, ai(x,y)e =(A vV x W)

W
C.q.f.d.
Remerque : On & aussi une suite execte anelogue
0+ Z(W,Vv) » 2(a,, V x ¥) » 2(8,,W x W) » 0

sans indices k .

W &tant tcujours une scus-varieté de V , considércas une
différentielle w€D(V). Cumpte tenu de 1'isunmorphisne
D(V) « Z(AV’ VX V), ¢n peut représenter o var une foanction
f(x,x')€ E(Av, Vx V), 8i on peut chcisir pocur f wune fcnction

mcrphique sur Aw » nous dircne gue w est morphigue sur W, La

. |
fecnetion f est‘alors de le forme §%§T§T% » S0 D et q

'.0/..!
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sent des polyndmes, avec aly,y) # 0, et p(x,x) =UO . Si (xi)
gont les coordonnees de X , et (xi) celles d¢ x', on & une
relaticn de le forne plx,x') = Z(xi - xi) pi(x,x'), ~d les P;

scat des pclynlnes. En pcsant fi = pi/q , on e dcnec

fx,x') Z (xi - xi) fi(x,x'), a'ou

f(x,x')

u

g (xi - xi) gi(x) (ncd Q(AV , V X V)2), evec

gi(x) = fi(x,x). Dcne w est de la forme w = Zi gi(x)dxi , cu

les gi(x) sont merphiques sur VW ., Inversement, tcute diff¢ren-

tielle w€ D(V) de cctte forue est morphique sur W ,

L'ensenble des wED(V) qui scnt morphiques sur W est un
o(W,V)-nocdule, gu'cn ncte D(W,V). D¢ néme, si k est un corps de
definition de V et ¥ , on définit Dk(w,v), ccnrme le gk(w,v)-
module compcsé des différentielles sur V , définies sur k , et
qui scnt nmcrphigues sur W .

On a'une eppliceticn D(W,V) ~§e Z(Aw,v x W) déduite du

l'homemorphisue local cancnique of(4 vV x w)._ﬂﬁ E(AV, W x W)

W
essccié & l'injection W x W - V x W , Comme ¥ est surjectif, il
en est de méme de A , L'epplication XA ©possdde les propriétés

suivantes :

et, pcur aé€g(VW,V),
AMe w) =& Aw)
-n appelent & 1l'imege de a2 par l'homcmorphisme cencaigue c(w,v)

vV . . .
—%(W). Autrement dit, A est un di-hcmonmcrohisme ccmpatidle

aveace \Y .

L'image A(w) est enccre appelée valeur de l2 différentielle

w en W, et nctée @, + L'esprace Z(Aw, V x W), inege de X ect

encore noté D(V)w + L'espace Zk(AW’ V x§) est, de méme, noté

.../0..
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La suite sxacte du th&oréms 5 peut sfécrire, avec ces nouvelles
nctations

0 -+ zk(w,v).~ﬁ¢ D (V)w-méﬁ D (W) = 2 .

k k

On identifiera d'sutre part tout élément de l'espace de Zariski
Zk(W.V) avec scn image par a, ce Qui ncus permettra de désigner
1'élement de zk(w,v) représenté par f par (df)w .
8., Dimensicn de l'espace D(V)w .

Exeaminons d'ebord le cas od V = sn .

THEORENE 6.,
On & din D(sn)w = n , pour toute. sous-verieté W de 5, .

Démonstration. En effet, scit k un corps de définition de W ,

et soient x,y des points générigques indépendants de sn et W
respectivement. sur k , L'espace D(sn)w est engendré par les

. . : 2
(ax; ), (1 <i <n), i.e. par les classes (mod m(4,, § x W)
des X, =¥y o I1 suffit de mcntrer que ces &€léments sont lin&airement
indépendants, Supposcns qu'ils scnt dépendents, et, par exemple,
que D(Sn)w est engendre par (dxz)w pess (dxn)w . Alors

(lemme ,n° 3), 1l'ideal m(4 '8, W) est engendré par Xp=Ypaeses

W
xu-yn. On a donc

(1) X,=¥; = 2312 (xj—yj} gj(x»y), avec gje‘g(Aw, 5, * Wi,
Scit ;1 un élement de § algébrique indépendant de Yyseren ¥
sur k . Comme les foncticns 8; sont morphiques en (y,y), ellies
le sont & forticri en (y,y), ¢l ¥ est le pcint de coordonnées

?l, yz,..., yn . Or on peut specialiser x en ; sur le ccorpe

k(y) ; cette spécielisaticn appliguee & chacun des deux menbres de

'Y
A

(1), donne Yy =¥, = 0 , ce gui contredit le choix de Yy + Cea.f,4
Supposons maintensnt gue V est upne variété sffine quelccngue

ata,’leto



(VCZSn). Puisons ¢ = din V , ¢t v = d4im V , On e un henmcacrphisne

can oniqua
( ._:,Y._ T
D(Sn)w s )(V)w

déduit de l'homomorphisme local canonigque Q(A. g  x W)-£¢ E(A

W "n W?

associl® 4 1l'injection V x W = $n x W . Comme u est surjectif,
Yy est surjectif.

Jous allons montrer que le noyau de y est l'ensemble des

(dh), , ou h parcourt l'ensembls des éléments de o (W, Sn) qui

W

sYannulent sur V .

En effet, notons x, ¥y, 2 trois points génériques 1ndépendants

de 8, V, W respectivement sur k . Soit 6€ ker y , représenté

Fa3

par f(x,z), ol < est une fraction rationnelle nmorphique et de

valeur nulle sur AW .+ On a f{y,z)¢e E(Aw, v x W)2 , clest & dire

f{y,z) = Xi gi(y,z) hi(y,z), avec g, , h; , morphiques et de va-

leur nulle sur 4,

; + Donc la fonction f*(x,z) = f(x,2z) = Eigi(x,z)

hi(x,z) sur Sn x W s'annule sur V x ¥ , Donc, si {hj} ‘est un

systéme de genérateaurs de 1'idéal I(V), on a £*(x,z) = Zi hj(x)
bj(x,z), ou les bj sont morprhigues sur Aw « Done, si on pose

cj(x) = bj(x,x), et h(x) = Zj hj(x) cj(x), on a flx,z) = hix)

“). On & donc & = (dh)w . Réciproquement, si

(mod m(ay,, 8 x W)

Wy
he_g(w,sn) s'annule sur V , il est clair gu'on a (dh)we ker v.
L'assertion est donc demontrée, En outre, le calcul précédent

donne la relation (dh)w = z. c.{y) (dr.) . Donc si les h. en=

Jd d Jd W J
gendrent J(V) 1les (dhj)w engendrent D(V)V . Conme les (dxi)”
W Y i
sont linéairement indépendantes, et comme on a
k.
(dh,), =} —4 (y) (dx.).. , la dimension § de ker y est égale
J W i alxi 1 Tg h

au rang de la matrice (== (y)).

Jotons dfautre part, qus si W et W' sont deux sous-variétéas

-o'/oo.
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Ge Vv telles gque WCW'CV , si on note ! 1'homomorphisne

D(sn)W' Mfl? D(V)w' analogue &4 Yy , @t si on pose s' = dim(ker v')

on a s < s' . En effet, il suffit de remargquer gue tout determinant
ha N

L5

extrait de la matxice qui s'annule sur W' s'annule aussl

%
"
e

sur W .

En particulier, prenons W' =V . Comne on a (D(V))v z
2 Z(AV’ VvV x V)= D(V), on a, dnns ce cas particulief, s' = n-q
On en deduit 1'inégalité s < n-g . On & d'autre part dim D(V)w=n-s
et dim D(W) = dim W = f . Compte tenu de la suite exacte du th,
on a donc dim Z(W,V) = ner-s ef, par conséquent dim Z(W,V) » ¢-1r =

s 2

e codimension de W relativement & V . On a donc démontré :
TAEQREME 7

Soient WC'VCZSn , et rosons q = dim V , r = dim W . Solt k
un corps de définition de V et W , et soit y un point générigque

de W sur k . Soit h. un systdme de génératcurs de 1'idéal SP(V)'

-~

Alors,on a dim Z(W,7) = ner-s , et din D(V)w = p=5 , O §
dh.
est le rang de la matrice (gri (y))e

X
On & l'inégelité s < n-q d'ou dim D(V)w >q , et

dim z{(w,V) > g-r .
Corollaire. Soient V et W denx veriétés{abstraites)
telles que W<C V , de dinensions respectives q et r .
Alors on a din D(V)w 2 q 4 €t dim Z(W,V) X g~r.
(On remplace en effet V par un ouvert affine de V contenant W

9. Point ou sous-variet& siaple.

Definition : Scient V et W deux variétés telles que VCV,
et de dimensions respectives g et r . On dit que W est simtle
sur V si on a l'une des cgalités équivalentes dim D(Y)V = g,
ou dim Z(W,V) = q-r, : ]

Il revient au m®me de dire que 1'idéal m(W,V) peut &tre

engendré par q-r &léments.

La définition s'applique en particulier au cas od W = a est

un point. La condition s'écrit alors dim Z(a,V) = q .

Un point (ou une sous-variété) non simple est dit multiple.

---I-u-
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Dans le cas ou V est affine, on peut encore caractériser

une sous~variété simple ¥ par ls relation s = n-q , od s est
dh.

5§%(y)

le rang de la matrice intervenant dans le th. précédent.

C'est le criteére jacobien de simplicité.

Notons que, si k est un corps de définition de V et W ,
et si y est un point générique de W sur k , pour que W soit
simple sur V , il faut et il suffit qu'il en soit de néme de y.
D'autre part, la propriété pour W d'Etre simple sur V n'est pas
modifiée par toute transformation birationnelle définie sur k ,
qui est bimorphique en y .

Remarque : On définit la notion de sous-variété k-simple
par la condition dinm Zk(W,V) = gqer , 81 V et W sont définies
sur k , et si W est simple sur V , alors W est k-simple sur
V . La réciprogue est vraie en caractéristique nulle, mais fausse
en caractéristigque p # O . On ne considérera dans la suite que la
notion "absolue" de simplicité.

10. Propriétés des points simples.

Remarquons 4'abord gue tout point, ou toute sous-variété de
5, est simple sur s, (th.6), Il en est de méme de tout point ou
sous-vaiiété de P .
THEOREME 8

Soit V une variété. L'ensemble des points simples de V est

un ouvert non vide U de V .

Démonstration. il suffit en effet de considérer le cas ol V

est affine, Or dans ce cas l'ensemble des points multiples de V

est l'ensemble des zéros de tous les déterminants d'ordre 3 ner
oh,
extraits de la matrice 3§i (efe the 7 ) 3 c'est donc un soug-
i

ensemble fermé de V ,

l../.ll



TAEOREME 9
Soient V et W deux variétés, ot soient acyVv , €W .
Pour que & x b soit simple sur V x W , 11 faut et il suffit

que & scit simple sur V , et que b soit siuple sur W .

Demonstration, I1 muffit d'utiliser l'isomorphisme
Z(a x b , V x W) = 2(a,V) x 2(b,V) introduit au n® 5 .

THEOREME 10

Soit V une varidté, et soit W une sous-variZté de codimension
1 de V . Pour que W soit simple sur V , il faut et 1l suffit
que m(W,V) soit principal, et of(W,V) est alors un anncegu de.
valuation discréte,

Demonstration. La prenilre assertion résulfe trivialement de

le. définition d'une souswvariété simple. D'autre part, si m(W,V)
est principal, 1l'anneau o(W,V), &tant noctnérien, est de valua~
tion discréte,

La valuetion de ?(v), associéc 4 l'anneau o(VW,V), et normde
de fagon gue l'ensemble de ses valeurs sdit Z , est notée Wy o
11, Diviseurs,

Soit V une veriété définie sur un corps k . On considére
les couples (U,f) compos&s d'un ouvert U de V , et d'une

fonction f # 0 sur V , Deux tels couples (U,f) et (U',£')

sont dits compatibles si f/f' est inversivle (i.e. si f£/f!

et f'/f sont morphiques) en tout point de U~U' ; c'est 1& une
relation d'équivalence. On considére d'autre pert les systémes

{Ua . fa} conposés de tels couples deux 3 deux compatibles,

et tels que les Ua recouvrent V ., On dira que deux tels sys=
témes sont compatibles si.les couples du premier sont compa-

tibles avec ceux du second. C'est encore une relation d'équivalence.

00‘/!.0



Les classes pour cette reletion sont cppelees les diviseurs sur V

On dira qu'un diviseur D est retionnel sur k si on peut lec

repreésenter par un systeme {Uu . fa} tel gue les Ua soient
des k-ouverts, et les £ des fonctions définies sur k .

On peut aussi, pour défiﬁir ies diviseurs, utiliser la théoriv
des faisceaux : on definit un faisceau de groupes en prenant en
chaque point a de V le groupe multiplicatif des fonctions # 0
sur V , modulo le gous-groupe des fonctions inversibles en & .
Les diviseurs s'identifient aux sections de ce feiscezu.

Cas particulier : si £ est une fonction sur V , l'unigue
couple (V,f) deéfinit un diviseur sur V , appele diviseur de f ,
et noté div(f).

Si D et D' sont ceux divissurs sur V , respectivement
rcprésentes pear {Ua , fa} et {Ué . fé} sy le divisecur repri-
senté par {Uan Ué » £ fé} ne dépend que de D ¢t D', On le
désigne par D + D' , Muni de cette ioi, l'ensenble des diviseurs

sur V est un groupe commutatif, qu'on note (V).

(remarque : Cette loi est notée additivenment, bien qu'elle se
deduise de la wmultiplication des fonctions)., On a, en particulier
div(ff') = div(f) + div(f'). 3i k est un corps de dcfinition de
V, les diviseurs sur V qui sont retionnels sur k forment un
sous~-groupe de J(V), qu'on note QL(V).

Si, pour tout « , la fonction fa ¢st morphique en tout
point Ua s le diviseur D est dit positif., Il est cloir que
cette proprietié ne dépend que de D , mais non du choix des (U
La relation D-D' positif, notée également D > D' est une rele-
tion d'ordre, coﬁpatﬁble avec la structure de groupe de AV), et

qui fait donc de (V) wun groupe ordonné.

--o/-io
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Soit @:V' 2 V un morphisme, et soit D un diviseur sur V ,
défini par une famille {U,,f,}. Supposons que, pour tout a, la fonc-

tion %x soit morphique sur 1'image QQ(V')..Alors on peut définir un di-~

viseur D' sur V', au moyen des couples (U&,f&) obtenus en prenant
U! = ¢'1(U ) , et f' = f o ¢ (fenction obtenue en relevant f ) .
a a a o !

Le divisewur D' ainsi construit est noté ¢-l(

D w ¢-1(D) est un homomorphisme de (V) dans D(V').

D) . L'application

Cas particulier : si V' est une sous-variété de V , et si
i est 1l'injection V' » V , le diviseur D' = i’l(D) sur V!
est appelé diviseur induit par D sur V' .,

12, Cyecle associ& & un diviseur.

THEGCREME 1l1l.

Soit f une fonction # O sur une variété V . Il n'existe
gqu'un nombre fini de sous-variétés W de V , simples et de codi=-

mension 1 , telles qu'on &ait mw(f) # 0 .

Démonstration., On peut supposer gque V est affine (VCLSn),
et que £ est induite par un polyndme p (car si f = % , et si
lle theorsme est vrai pour g et h , il 1'est pour f ).

Soit alors H = Y(p) l'ensemble des zéros de p ., Comme on a
f#0, ona V&H . Toute composante de VA H est donc de dimen=-
sion <gq~l1 , en posant q = dim V , Scit W une sous=-variété
simple et de codimension 1 de V , telle que ww(f) # 0 . Puisque
f est induite par un polyndme, on & ww(f) >0 , On a donc ww(f)>0,
dene fen(W,V), donc reZd(w), donec WCH , donc WCVAH .
Puigsque dim W = gq~1 , W cincide avec l'wun des composants
(en nombre fini) de VAE .
Soit V une variéte de dimension n , Soit r un entier, tel

que O < r <n . On appelle cycle de dimension r sur V +toute

combinaison lineaire formelle X = Zi ag W

4 coefficients m.
i ! i
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entiers (nuls, sauf un nombre fini) de sous-~variétés simples de
dimension r de V ,

Le nonbre n~r est appelé codimension de X .

L'ensemble des cycles de dimension r sur 'V est un groupe
commutatif. On a de plus sur cet enscmble une structure de groupe
ordonné, un cycle positif étent caractérisé par la condition

me > 0 pour tout i . Les cycles

+ C v +
Ei my W, o, et Zi m; W, (o@ l'on pose m; sup (m; , 0),

- - K + -
et u} = Sup (»m, , 0 ) sont respectivement notés X et X .
b

Ils sont caractérisés par la propriété d'€tre positifs, sans compo=
+ -
sante commune, et tels que X = X - X ,
Les Wi eyant des coefficients m. # 0 sont appelées les

composantes de X , La réunion des composantes de X est appelée

le support de X , et notée supp X.
S8i W est une sowevarieté&, on confondra souvent W avec le
cycle admettant comme unique composante W, de coefficient +1 .

Soit f une fonction # 0 sur V , On appvelle cycle associé

& f , et on note ¥(f), le cycle ¥X(f) = Zw we(f)W , o W parcourt

l'ensemble des sous-variétés simples ¢t de codimension 1 de V .
Ce symbole a un sens, compte tenu du th. 11 . On & d'autre part
¥(r, £,) = X(£) + ¥(£,),
Plus généralement, soit D un diviseur sur V , défini par
une famille {Ua , fa} « Considérons une sous~-variété W de V
choisissons o tel que W rencontre Ua .
simple et de codimension 1 sur VY., L'entier ww(fa) ne dépend
pas alors de o (car si W rencontre Ua et UB s la fonection

fa/fe est inversible sur W , i.e. on a ww(fa/fs) = 0), Nous

désignerons cet entier par w, (D). On déduit du th. 11 que, pour

u

D donpé cet entier n'est # C que pour un nombre fini de valeurs

no-/oto



de W . On note %(D), ¢t on eppelle cycle associé 4 D , le cycle

de codimension 1 ¥(D) = ZW uw(D) W o Il e¢st.clalr qu'on a
¥(div(f)) = ¥(f), et que l'cpplicetion I = ¥(D) <=t un homo=
morphisme de groupes crdonncs.

134 Peramétres uniformisants.,

Soit W une scus-vsoriéte de V , On appelle systeme de Doran--

+

tres uniformisanis de V en W un systdme de generateurs mininal

1]

{uj} Ge 1l'ideal wm(w,V), i.e.tel que les (duj)‘ forment une tase de
- . Vo

l'espace Z(W,V). 31 W est simple sur V , lc noxabre de ces éli-

ments ost egzl & la codimension qer de §  reletivement & 90V .

l. Tout systéue de paramndétres uniformisants {uﬁ} de V en W

est composé G'éléuments algeﬁriqucment inéependants de ?{V). En
efiet, puiéque les (duj)w sont linéairement indépendantes, il eu
est de néme & rortiori des du; , ¢v il suffit d'appliguer le

coroll, 3 du th., 3 de ce chapitre,

2. 8i WC.VC:Sn s O Peut trouver un systime de peramctres uniforwi
sants 'de V en ¥ compose a'lléments uje a(v}), i.e. induits per
des polyndmes ; on peut plus precis¢ment, extraire ces polyadnes
d'ﬁne famille gquelconque de générateurs de J(V),

3., Si, de plus, W = & est un pcint, on peut extraire les u. dg¢ Lo

J

famille des foacticns X; = 2; . On reanarque dgalenent que, 8i

i3 (1 <i<n,1<j2q=4dim V) sont ces éléments de 0 les

()

fonctions tj = Zi cij(x; - a.) induiscnt oncore un systlme de

“ s .

paramétres uniforuisants {uj} de V en & , pourvu que les ﬂlJ

ne vérifient pas ccrbtaines relations algébriques ucn trivieles en
nonbre fini : en effet, si lon ncte hu (1 < a < n-q) un systéne

de gé€nérateurs de l'idéal de J(V), tels que les (dha) solent

ST
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lindairement inde

endaentes, les relations eu guestion s'obtiennent

41

en Zcrivent que les cléements (dh )a s (dtj)ﬁ de l'espace (D(Sn))q
sont dépendents, et se tradulseant par la aullité d'un nombre fini
de déterminarnts (faciles 4 expliciter).

En combinant cette reﬁarque avec le lemme de normalisation
(cheps I n° 4) on voit ¢u'on reut trouver un systéme de param3tres

uniformisants {uj} de 7V en & tels que, pour x générigue

de V sur k , les coordonnées X, de x soient algébrigues

entieres sur l'anneau k[ul(x),..., ur(x)] .

14, Etude locele des cycles de codimension 1.

THEOREME 12

Solent V une varieté, et a wun point simple sur V . Tout
cyecle X sur V de codimension 1 "est localement en a le
diviseur d'une fonction",.

(On veur dire par 14 qu'il existe une fonction £ sur V

telle que a & supp (XL(f)-X) ou encore gque les composantes
de Y(f) et de X qui passent par s ont les mémes coefficients).

Démonstration. On peut supposer V affine (VCf$n), et X =W

(composante unique, de coefficient +1).

Posons r = din V . Soient t,,.0¢, t des polyndues induisant

r

un systéme de paranméires uniformisants Upseses U, de V en a ,

>

Soit Xk wun corps de définiticn de V , & , Tisenes tr . Boient

=
e

X et y des points générigques indépendants de V et VW respec-

tivament sur k . Soit ¢ 1< morprhisme V - Sr défini par

¢(xz) = x' , ou x' a pour coordonnées les x% = tj(x) = ui(x)
€ L7

Iy

(1 <j <r). D'aprés la remarque 3 précédentc, on peut supposer

tl,..., b choisis de fagon que les coordcnnées x, de x

3

(1 < i < n) solent entiéres sur 1l'anneau kfx'] = k[xi,..., X;J .

sco/ooo
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Posons d'autre part a' = 4(a) , y' = ¢(y) , et W' = loc, y' =
= ¢g(y).

Les (duj)a sont des éléments linéairement indépenrdants de
D(V)a . A fortiori, les (duj)y sont des éléments linéairement
de D(V)y , et forment donc uhe base de D(V)y « L'homomorphisme
canonique D(Sr)y’ A, D(V)y assccié &4 ¢ applique la base de
D(Sr)y. composée des (d xi)y sur celle de D(V)y composée des
(a uj)y . Done u est un isomorphisme,

Ncus &llons montrer que codim W' =1 1i.e. que W' est une
hypersurfece de Sr « En effet, posons codim W' = s , et soit
{vﬁ} (1 <h < s) un systéme de paramétres uniformisants, définis
sur k , de 8 en W' , Considérons les fonctions v, = vl o ¢

r h h

sur V obtenues en relevant les vé + Comme les (duﬂ)w' sont

linéairement indépendentes, il en est de méme des (du donc

e s
aussi, par isomorphisume, des (dvh)y « Comme les v, sont définies
sur k , ceci signifie que les (dvh)W (1 <h < s) sont linéeirement
indépendantes, Or, puisque a est simple sur V , W est simple
sur V , i.e. l'espace Z(W,V) est de dimension 1 . On = donec
s { 1 ; comme on ne peut avoir s = 0 , on & bien s= 1,

Soit f'(X) = 0 1'équation de l'hypersurface W' (f'ek[Xl,..,XJf
Soit £ = f' 4 ¢ la fonction obtenue en relevant f' . Montrons
qu'il n'existe pas de composante de X (f) passant par a autre
que W .,
En effet, le raisonnement précédent montre que l'image 2Z2' = ¢8(Z)
est de codimension 1 dans 8, » Comme f s'annule sur 2 , f!
s'annule sur Z' , ce qui implique 2Z2'C W' , d'od Z' = W' , Soit

k.2 k un corps de définition de 2z . Il existe un point générique

1

z de Z sur k

1 1
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tel que ¢(zl) = y' , et les coordcnnées de z, sont entidres sur

l'anneau kl[y'] « So0it p une place de @, induisant l'identité
sur k , et telle qu'on ait p(y) = a ; on a aussi p(y') = 2a' .,
Puisqufon a a& 72 , et d'aprés le lemme de relévement des spécia-

lisations (n®6 , lemme 2) il existe 2z€ Z, conjugué de zq

sur kl(y) (done aussi générique de Z sur ki , et tel que

6(z) = y'), tel qu'on ait op(z) = a
soient {h_} (1 < a < n-r) des éléments de 1'idéal 3 (V)
: 1
tels que les (dha)a soient linéairement indépendantss, et consti-
tuent donc une base du noyau de l'homomorphisme canonique
. ) =) o 3 i
Y ! D(Sn s D(V)& . Comme y est surjectif, et comme les (duj)a

forment une base de D(V)a , la réunion des (dha)a et des (duj)a

est une base de D($n)a . Pour x , x géneriques indépéndants de

V. sur k, , on a, ha(x) - ha(f) = 0, d'oll 1l'on déduit, en appli-

quant la formule de Taylor, une relation de la forme

aha _
g (giz (x) + ea(x,x)) (xi

ol les e, sont des polyndmes qui s'annulent en (a,a)., De méme, on

3t ,
a tj(x) - tj(;) = Zi(ﬁi'(x) + nj(x);)) (xl - ;E:)):

ol les ns sont des polyndmes qui s'annulent en (e,a). Par spécia=-

lisation de (x,x) en (y,2z), on en déduit les relations

L
ng () + e(ys2))  (y; = 2) =0 (1 <a<n-r)
21(3—3(-?;- (y) + n;(y,2))  (yg -2;) =01 2§ <r)

Le déterminant de ce systéme linéaire sux inconnues vy o= 2

est de la forme D(y,z), oi D est un polyndme, tel qu'on ait

p(D(y,z)) = D(a,a) # 0 ; donc on a D(y,z) # 0 . Il en résulte

y; = z; pour tout i, c'est & dire y =z , d'od Z = W ,
Il reste seulement & montrer qu'on a ww(f) = 1, clest & dire
f g _rg(W,V)2 s OU encore (df)y # 0 3 or on a f”ég(w',$r)2 , d'ou
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(df')y,# 0 . Par application de l1l'isomorphisme 1y introduit plus
haut, on en déduit bien (df)y # 0 CeQefed.

15, Le théoréme de la dimension,

THEOREME 13

~

Soit V une variété,. Soient W,Z des sous~variétés de V ,
Posens n = dim V , ¢ = dim W , et r = 4im 2 .,
Soit C wme composante de %WnNZ , simple sur V . Alors on a
dim C > q+re-n.

Démonstration. Le probléme &tant local, on peut supposer V

affine, On peut se ramener au cas o C est l'unique composante de
Wn2Z : pour cela, on remplace, s'il y & lieu, V par un ouvert
affine de V contenant C , et ne contenant pas les autres compo-
santes de WNnZ . On examine successivement les cas suivants :

8) V = Sn , et codim Z = 1, Alors 2 est une hypersurtace

de & , d'équetion f(X) = 0 . Soit k wun corps de définition

de V , W, 2 ,C et f , et soit x un point générique de W

sur kX , D'aprés le lemme de normalisation (chap. I, n®°4% ), on

peut trouver des fonctions linéaires Uygerns uq ‘sur Sn

telles que les Xy soienp algébriques entiers sur k[u(x)]x. Notons
4 le morphiamme ayant pour coordonnées les uj s 1eé3v tel que

d(x) = x', ou x'€ Sq est le point ayant pour ccordonnées les

x!
dJ

y' = ¢ly) , et C' = ¢g(C) = loc, y' . Notons =z le norme de

uj(x). 8cit y un point générigue de C sur k ; posons

f{x) relativement & l'extension algébrigque k(x)/k(x'). Cette
norme appartient & k(x') , et est entidre sur k[x']. Comme k[x']
est intégralement clos (comme isororphe & un anneau des polyndmes),
on a z €k{}'], elest & dire =z = £'(x'), o f'€ k[Xl,..., Xq].

On va montrer que (! cdincide avec l'ensemble §S' des zéros

de ' .,

cool v
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En effet, on peut prolonger 1'homomorphisme k[x] + k[y] &
L)

une place p de Q. Notons les conjugués de x sur k(x').

Comme ils sont entiers sur k[x'] , on a pour tout v, y(“) $ o

y(“) = p(x(v)). Comme on & f'(x') =][ f(X(V)). on a
v

aussi f'(y') = TT f(y(”). Comme y figure parmi les
v

en posant
y(v), on a
donc f'(y') = 0 , d'ou C'C Ss' .

Inversement, scit g'c Sk(c'), et scit g le polyn8me sur Sn
obtenu en relevant g' , i.e. défini par g{(x) = g'(x*'), On a gly)
= g'(y') =0, a'od gel(c) = I (WAZ) = red(F(W) + 5(2)) = rad(3(w)+
+(f)), On & donc g = £ h (mod 3(W)), avec hGik[Xl.....xn] ’
d'ol g(x)”- £{x) h(x), d'od en posent m = [k(x) : k(x')] , et en
prenant le norme, g'(x’)®™ "= f£(x') n'(x'), avec h'g k[xl...., XqJ.
On & donc S§' = FP(f')c f(g8') quel que soit g' . Domec Bc¥(7(c') =
= C' , d'ciu C' = S5'., On a donc bien dim C > dim C' = g1,

(b) = V guelconque, C simple sur 2 .

Raisonnons per récuryence sur dim V . Remarquons que le résultat
est trivial pour dim V = 1 , Supposons VC sm « Puisgue C est

simple sur V , on peut trouver des polyndmes Liveees rm_dsdk(v).

tels que les (dfj)C soient linéairemant indépendahts (eritére
jacobien)., Puisque C est simple sur 2Z , on peut en outre trouver
un gegk(z) tel gue (dg)C soit linéairement indépendant des
(drj)c. Notons H 1'ensemble ¥(g) des zéros de g dans Su .

Scit 'l une composante de VA H contenant C , et soit Zl

une composante dé VA H contenant W, Puisgie les (dfj)é et

(dg)C sont lineairement indépendants, C est simple sur Vl

(critére jacobien), De plus, on a C = W N Z1.

D'aprés (a), on a dim Zy > q=1 , et dim Vi 7 n-1. D'autre part,

a

g ne s'annule pas sur V , donc on a V& H , d'ol v, £V,

-oo/ooc



On a done dim Vl = nel , D'aprds l'hypothése de
+ dinm 2 - dim V., . On en d=duit

dim C > dim W 1

1
Gim ¢ » (gq=l) + r = (n=l) = q + r « 1 .

c) Cas général. On remplace il'intersectiocn

de Av avee W x 2 dans le vroduit V x VvV (Il

intersection est 4, . Comme C est simple sur
C

sur 4, , et on est ranené eu cas (%),

ricurrence, on %

considérée par cellsa

est clair que cette

v

]

A

fd
v

est simple
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CuAPITRE IV

Pcints simples et points normaux.

1. Points normaux, sous-varietés normales.

THEQRLHUE 1.
8cit V une varieété, et soit W une sous-variété simple de V.,
L'anneau local o(W,V) est intégrelenment clos.

Demonstration. Posons ¢ = o(W,V) et m = Q(W,V). On a vu gque

l'espace tangent de Zariski 2/22 est un espece vectoriel sur }Ww),

de dimension egale & la codimensien r de W dans V . De néme, pour

v+l

o . \V] . .
tout entier v > 0 , le quotient n /g est canoniquenent nuni

d'une structure G'espece vectoriel sur S(W). Soient t sesey B € 3(W)
: 1 r

A

induisant un systéme de paramdtres unifornisents Ujseeey U, de v

en W . Alors les nonlmes de degré v en Ujsesey Uy représentent

v+l . :
« dcus allons mentrer

un systéme de génératgurs de l'egpace . gv/a
qu ces générateurs sont indépendants, i.c. forﬁent une base de cet
~espace, I1 reviént au néme de prouver que, pour hesg[x] = g[xl,;..,xr]
homcgéne et de degré v , tel qu'on ait

(1) h(ul...., ur)eg\)ﬂ ,
les coefficients de h apparticnnent & m , Per un changement de vao~
riable linézire sur les u;, , on se raméne su cas ou le éoefficient
de uI eu premier membre de (1) est # 0 , Lo relation (1) entraine
alors

(2) u; €}l ou, .

‘Soit % une Eomposante de l'intersection de V avec les variéteés

tz(X) = Oyreny tr(X) = 0 , Scit Xk un corps de définition de V, W,

et 2 , et soit 2z un point générique de 2 sur X . On o, pour

>z, tj(z) uj(Z) =0 + Compte tenu de (2), on & donc sussi

‘tl(z) = ul(z) 0 + Or-tcut pclynlme de 1l'anneau A(W) induit sur
V un élément de m = o Uy *eeet cou , donc s'annule sur 2 ,

L ] l/l.r.
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On a decnc JW)C I(z), donc w:iz » D'autre part, d'aprds le thécréme
de la dimension, on & dim 2 > n-r+l > n-1 = dim W , d'ou contradic-
tion, et l'assertion est démontrée.
Pour x€ ¢ non nul, il existe, d'aprés le th. de Krull, un

. . +
(et un Beul) entier v = vy tel qu'on ait x € Ev , et x ¢ gv 1 .

V"’l) -

On & ealors x % F(u;,eeey u.) (mod m s oi F€o[X] est homogéne

et de degré v _ . De plus le polynlme £e F(W)[x] , €galement homogene

et de degré Vy o obtenu par réduction de F (mod g) est parfaitement

déterminé par x . Nous le désignerons dans la suite par fx « Si

x, Y, z sont trois éléments de ¢ , tels que 2z = xy , on voit en

- et que f = f_ fy s, (ces propriétées permet-
T

Ev/2v+l

outre que vz Vo
_— ,
tent de nunir’1ids d'une structure d'algeébdbre

graduée, qui est isomorphe & une algébre de polyndmes),

8oit x€ MV), entier sur ¢ .+ On veut prouver que x€o . Or con

a x = % , avec &, bEc , et b ¥ 0 . Par récprrence sur Vv , on va
d'abord montrer qu'il existe, pour tout VvV, un xve 0 tel que

V"l)

a$0Yb X, (mod n

Admettant l'existence d'un y€0 tel que a = by (mod gv), il

v+l )

suffit de trouver y'€ o tel que & 2 b y' (mod m + Pour cela

- a . . /
pcsons 2z = a=by . Comne ; est entier sur ¢ , il en est de mé&me de

% = t , Il existe donc un entier 1 tel qu'on ait g[ﬁ] =0 +0t +
et O £2<1 | 0n & alors p*1 oftlco . En particulier, pour tout
entier s > 0, on a pB=l 8 o pu-s-l 2°€ o , done f:*l'm divise

% . Ceci implique que fb divise £, » scit fz = fb € + On peut

trouver wE€o tel que f_ =g (prendre w = G(u) , ol Geg[X]

w
edmet g comme polyndme réduit). On a alors z s b w (mod gv+l)

(puisque v, 2 v), d'ol & = b(y+w) (mod £v+l)

» €t cn peut prendre
y' =y + v,

OOO/QIC
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On & denc montre que & € b o + QV pour tout v . D'aprés le

théoréme de Krull, il en résulte 2€b g , i.e. x€0 , c.q.Tsd,
On dit gqu'une sousevariété W de V est ncrmale (ou que V

est normale en W) si l'anneau local o(W,V) est intégralement clos.

Cette definition s'applique en particulier au cas o W est un po@nt..
Une variété dont tous les pcints sont normaux (ce qui implique que
toutes ses sous-variétés sont normeles) est dite normale, Si V et
W sont définies sur k , et si y est générique de W sur k , il
faut et il suffit, pcur que W =scit normele, que y le soit,

Le théordme précédent s'interpréte comme suit : toute sous=

varieté sinple de V est une scus-variété normale de V ,

Remearque l. La réciprcque n'a pas lieu ; par exemple, sur un

. eOne du second degré ncn dégénéré de $3 sy le sommet est un pcint
multiple, et cependant normal.

"-THEOREME 2

Pour qufune variété V soit normele, il faut et il suffit que

son anneau de coordonnées O(V) scit intégralement clos.

Démonstration. Supposons V normale, et soit FfEF(V) entidre

sur (Vv), pour a€V , cn & U(V)c o(e,V), donc f est entidre sur
* ¢(a,V), donc puisque a est normal, £€0o(a,V), Donc f est morphigue
- en tout point de V . Done (chap. I, th. 9, coroll. 1), on a fel(v),

Réciproquement, supposons U(V) intégralement clos. Scit e €V ,

et soit fEH(V) entidre sur o(a,V). On a u £° 0+ uy fn'l+..,+ un=o

avan uie(l(V) y Dour 0 < i <n , et uo(a) # 0 . Il en résulte

+ ul(uo f)n'l oo+t =0 » dome la fonction wu ¢

n
) 0 n

(uO f

est entidre sur CUV). On a donec u, rev), da'ot fegola,Vv).

Remargue 2. Scit WCV , et soit k wun corps de définition de

N

V et W 3 on dit que W est ke-normale si l'annecu gk(W,V) est

uoo/oo.
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intégralement clcs. 81 W est ncrmale, W est aussi kenormale, meis
la reciprogue est inexacte.
Pour gqu'une variéte scit ke-normale, il faut et il suffit que l'anneau
Q (V) scit intégralemmnt clos (demonstration ccmme ci-dessus).

2. Fcnetion définie en un point.

Soit f€F(V), et soit &€V , On dit que f est définie en a

si £ ou f"l est mcrphique en &8 , Si f est définie, et non mor-

phigque en a , on & f-l(a) = 0 , On pose alors f{a) = » ,
Autre interprétation : on peut aedjoindre & f 1l'application ratio:
définie

nelle f* : v - ®, de V dens la drcite projective P,

par £ (x)=((f(x)1), pour x générique de V sur k . Pour gue

soit définie en & , il faut et il suffit que f£” scit morphique en a.

3., Ensemble des veleurs d'une fonction en un point,

Soit V une variété ; soient f€M(V), et &€V , L'ensemble des

points DbEP, tels qu'on ait (a,b) € Fee(cd T4, = graphe de t*)

f*
est appelée ensemble des veleurs de f an a, et ncté feéa). Cet

ensenble peut encore &tre défini par 1o fcrmu;e rfe(a) = pr,
(rfg N (a x ?1)). i pr, est la projecticn sur le second facteur,
dans V x @, .

Plus généralement, scient V et W deux variétés ; soit
¢ : V+ W une epplication retionnelle, et scit E un sous-ensemble
de V . Le sous-ensemble pr, (P¢f\(E *x W)) de W est noté Oe(E),

et o8t appele ensemble des valeurs de ¢ sur E, ou image ensembliste

Ge E paer ¢ . De méme, i F' est un sous—ensemble de W, le sous—ensemble

E'=pr, (Tpr(7 x F')) est noté (&°') (F') et est appelé image inverse ensembliste de F'
RgLifkevenons au cas d'une fcncticn f . S2it k un corps de définitic

de V et £ , et scit x un point générique de V sur Kk . D'eprés
le théord8me de prolongement d'un homomorphisme & une place {chep. O ,

A, th, 7 )}, l'ensembdble fe(a) coincide avec celui des éléments

.../l..



de N qui sont de la fcrme op(f(x)), ol p est une place de ¢

prclongeant l'homcmorphisme canonique k[x] + k[e]. L'ensemble

fe(a) n'est donc jemais vide (puisque Pl est compléte). C'est

de plus un scus-ensemble fermé de ?l (car rf* est un sous-ensenble

fermé de V x @l). Autrement dit, ou bien on a fe(a) = Pl » Ou bimn

re(a) egt un scus-ensemble fini de Pl .
Une définiticn analcgue est valable &galement pour le symbole
¢e(a) lorsque ¢ : V > W est & valeurs dans une variété W compldte
On trouve encore dans ce cas gque ¢e(a) est un sous-ensemble fermé

non vide de W .,

Lemme. Soit a2 €V , s0it k un corps de définition de a et V

et soit x un pcint générique de V sur k . Soit p une place de

K(x) induisant 1'identit& sur k . Pour qu'on ait p(x) = a , il faut
et il suffit que o soit finie sur 1'anneau ofe,V).

Démonstration.

. (8
i fe€o(a,V), ona f(a) = §T;% , avec q(a) ¥# O . Donec
si p(x) =a,ona plf(x)) = Rfedpe .
Réciproquement, supposons p finie sur ¢(a,V). Soient x;
(resp ai) les coordonnées de x (resp. e).

L'hypothése impligue p(xi) = b, o= pour tout i , 8'il existe

un i tel que b, $ e, » la fonction g{x) = est morphique

1
Xx.=b.

i~7i
en & , mais cependant cn & o(g(x)) = =, Ceci est contradictoire,
07w dome b, = &, pour tout i, d'od p(x) = a .

THEQREME 3.

Soit V une va;iété. Soient felﬁ(v). et &€V, normal sur V .
Pour Qque f soit définie en a , il faut et il suffit que l'ensenble
fe(a) scit fini, et on a alors fe(a) = {f(a)} .

B effet, il est clair que la condition est nécessaire,

.../.’.
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Suppcsons dcnce fe(a) fini scit k un corps de définition de
vV, £ et a , et soit x un point générique de V sur k . Scit
bE®, , non cuntenu dans fe(a), et poscns g(x) = ?T%T:E- .
Pour toute place o de k(x) induisant 1'identité sur k , et finie
sur l'anneau local ofa,V), on & p(x) = & , d'aprds le lemme précé- -

dent, d'ei p(f(x))E fe(a). On a dcne plg(x)) # » + Donc g(x) est

entier sur o(a,V) (chap. 0, B, th. 2). Puisque a est normal sur
1

Vv, on a donc g(x)€ o(a,V), Or cn a f(x) = b + 2= si gla) # 0 ,
f est morphique en a 3ol g(a) =0 . f_l est morphique en a

Cce.qsfoed,
THEOREME 4
Soit V une variété, et soit W une scus~variété de codimension
1 de V . Pour gque W scit normale sur V , il faut et il suffit
que W scit simple sur V ,

Démcnetration,

La condition est suffisante, d'aprés le th. 1.

Supposcns donc que W est normale sur V , Nous sallcans montrer
que o(W,V) est un anneau de valuaticn. En effet, scit k un corps
de définition de V et W , et soit y un peint générique de W
sur k . Montrons que l'ensemble fe(y) est fini.lsinon, en effet,
il coinciderait avec @l . En uppelant wu un point générique de Pl

sur k(y), on aurait (u,y) € Ip o Le lieu T' = lock(y Xxu) sersait

donc une scus-variété de T

o
Y

. Le degre de transcendance de k(u,y)
ey k &€tant n , on aurait dim ' = dim Ff =n, d'oll T = Ff .
Or ceci est absurde, car ' , contenue dans W & El , he peut contenir

T, .
£ On a dcnc bien mentré que fe(y) est fini. D'aprés le thécréue

3, f est définie en y , 1.e., on & f ou

rHi

€ o(W,V). En d'autres

noo/coo
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termes, i(w;v) est un enneau de valuesticon, Or il est ncethérien.

C'est donc ﬁn anneau de valusticn discrdte., En particulier, il est

prineipal, done W est simple sur V c.q.f.d.
Corvlleire., Sur unc courbe algébrique, les noticns de point

simple et de point normel coincident.
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4, Hormalisation des variétés,

Complément : On peut appérter & 1l'énoncé du lemme de normslisation
de E . Noether donné au Chap. I (n°4 , p. 4) la précision suivante :
dans le cas ol l'extension k(xl,..., xh)/k est séparable, les coef=~
ficients aij peuvent €tre choisis tels que chacun des x; soit algé~
brique séparable sur k(y) . En effet, il suffit de montrer qu'on peut,
dans la construction récurrente utilisée, imposer aux coefficients bj
choisis, outre la condition

(3) Fo(- Dy sessy = by, 1) #0

(Cf. Chap. I , 4, p. 5), la condition suivante

nO

(4) -, b, -2—5}; (V] weenn ¥y 0 %) 4 5 (] weees ¥h X)) O

Or on peut supposer que X est algébrique séparadble sur
k(xl,..., xn-l) 3 compte tenu de l'hypothése de répurrence, X, est
alors algébrique séparable sur k(yi,..., y&), et on a donc
%%(yi peoesy yé , xn) # 0 . Le premier membre de (4) n'est donc pas iden=
tiquement nul ; comme le corps R est infini, il est possible de choi-
eir LIEERY b, de fagon que (3) et (L) soient vérifiéés simultanément,
Lemme. Soient k un corps, et soit k' une extension séparable de k .
Soit V une variété définie sur k , Si V est k-normale, V est

k'=-normale,

Démonstretion, Notons x wun point générique de V sur k' . Les

extensions k' et k(x) de k sont alers algébriquement disjointes,
donc linéairement disjointes. Par récurrence transfinie, il suffit d'exaw
mine> les deux cas suivants :

a) = k' = k(u), o u est transcendant sur Xk . Soit yeik’(x),

entier sur l'anneau A' = k'(x] ., Ona y 'f(u)/g(u), oU f et g

~

sont des polyn®mes & coefficients dans K ; on peut supposer que f s

8 sont premiers entre eux, et que g est unitaire, Montrons d'abord

l../...
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que g est & coefficients dans k ., En effet, k est algébriguement
fermé dans k(x) (Chap. O , C, n® 7 , th, 19). Donc si certains des
coefficients de g n'appartiennent pas &4 k , l'une des racines
de g est transcendante sur k ., On peut alors trouver une place op
de K' = k'(x), induisant l'identité sur K = k(x), et telle que
p(u) =t . Comme t n'est pas racine de f , on a p(f(u)) #0 ,
d'oi p(y) = @ , ce qui est contradictoire. Donc on a bien g(u)€ k[u]
Montrons maintenant gque les coefficients de f sont dans l'anneau

n

A= k[x] « En effet, posons f(u) = a, W +...% a , et supposons qutil

existe un 1 tel que a; & A . Comme A est intégralement clos, on

peut trouver une place p0 de K finie sur A , telle que po(ai) = @y
plus précisément, il existe un io tel qu'on ait po(ai ) = = , et
0
po(ai/ai ) £ @ peur tout i . Supposons que po prend ses valeurs
o)

dans un corps ko » Comme u est transcendant sur K , on peut pro-

longer o & une place p, de K(u) = x'(x), telle que uy

soit transcendant sur ko « Cette place py est alors finie sur

l'anneau A' , mais on a pl(y) = » . d'ou contradiction. On a donc

= Dl(u)

fe€afu], d'oll yeA' .

b) - k' est algebrique séparable de degré fini sur k . Intro=-
duisons une base wl,..., LS de l'extension k'/k ., L'extension
k'(x)/k(x) admet alors également pour base Wiseees W (Chap. O ,

C, n® 4 , th. 9). Soit y€k'(x), entier sur l'anneau A’ = k'[x] .
On‘a y = 2? =1 %5 Y3 , avec a.€ k(x) pour tout i . Pour tout

de k' (x)
K{«)~isomorphisme o ¥8ur l'un de ses conjugués, on & aussi

y? = Zi ai_wg . Comme l'extension k'/k est séparable, le détermi=-

. o .
nant de ls matrice vy est un €lément non nul de k' , Comme les conju-~

gués y° de y sont tous entiers sur l'anneau X[x], il en est de

méme de chacun des coefficients a; . Or ceux-ci appartiennent

ceefasn
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3 k(x) ; ils sont donc entiers sur A ; conae A est intégralement
e¢los, ils appertiennent & A , et on a gdonmc yeaA' , c.q.f.d,
Corollaire. Soit V une variété définie sur un corps parfait k .
Pour que V soit normale, il faut et il suffit qu'elle scit ke~normalce,
THEOREME 5, (Normalisation des veriétis affines),
Soit V une variété affine Gefinie sur un corps k . Il existe
une varidté affine V® kenormale et un k-morphisme birationnel
A : VW » V tel gue l'anneasu de coordonnées C&(V*) scit entier sur

CLk(v).

Remarque 1. Comnme Gk(V*) a maire corps des fractions que Qk(V),

1'énoncé précédent implique que (lk(v’) est la cldture intégrele de
Qk(v) ; en particulier, Gk(V*) est dfterminé, 4 un k-isomorphisme
pr&s, par la donnée de V , Le couple (V*,)) est donc uniquenent
déterminé, 3 un k-isomorphisme prés, par la donnée de V . En d'autres
térmes, pour tout autre couple (V#, X) vérifient les conditions du

théoréne, on peut compléter le diagrannme

par un k-isomorphisme o : V* + V*. Nous dirons que le couple (v¥ s A)

est un modéle k-normal ceanonigue de V

Remarque 2. Une variété V &tant donnée, on peut trouver un corps
k parfeit sur lequel elle ert définie, La veriété V* correspondante,
étant k-normele , est normale , en vertu du corollaire du lemme
précédent. Donc toute varieté affine V admet un nodéle normal
(v*, A) , uniquement déterminé & un isomorphisme prés par la donnée de

V . Nous dirons que c'est un modéle normel canonigue de V ,

Démonstration du th. 5 . Soit x un point générique de V sur k,

de coordonnées (xl,..., xn), Posons r = dim V . D'aprés le lecmme de

.0./0..
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normalisation, complété par la remarque précédente (dé€bvut de ce n°),
il existe des &léments Fiseeos ¥, de k[xl..... xn] tels que les
x; soient entiers sépérables sur k[yl...., Yf] .« L'anneau k[yl.....yr]
€tant isomorphe & un anneau de polynSmes (donc factoriel) est intégra-
lement clos. Donc (Chap. O, B, th, 3), sa fermeture intégrale
B dans k(xl...., xn) est un A-module de type fini, i.e. de la forme

*

B = Azl +.o0* Az, avec Zyvesey Z € B , Notons x le point de l'ex-

pace affine 8§ ayant pour coordonnées Xysevey Xp 5 Zypeeey 2

n+s s !

et V¥ 1le lieu de ce point sur k , Il est clair qu'on a k(x") = k(x)

‘et que l'application A : V¥ + V Jdéfin .e¢ en posant A(x") = x est

un ke-morphisme. D'autre part, l'anneeu de coordonnées ak(v*)
k[xl..... X s Zyaees zs] contient B , et est entier sur B , donmc est
égal & B ,

THEOREME 6.

Soient V et W deux variétés affipnes, et soit ¢ : V + W une
application rationnelle, 8oit k un corps de définition de V , W et
4 . Soient (V*, A) et (W", u) des modéles k-normaux canoniques
de V et W respectivement, Soit ¢*: V" + W¥ 1'application ration-
nelle transposée de ¢ , i.e, définie par ¢* = u'l e O o A . 8Boit
ﬁ' un ﬁoint de V¥, et soit a = A(eY) son image dans V ., Alors,si
¢ est morphique en a , ¢* est morphique en a* .,

Démonstration, Soit x un point générique de V sur k , Posons

= o(x) y x* = A7H(x), et y* = u"l(y) = ¢%(x*) . Oon a
!x, = k(x*) Dk(y) = k(y*). On a d'autre part avec b = g(a)
- (H)C:gk(b.w)c o(a,V)C o(a*, V¥) . Les coordonnfes de y* sont en-

y
k

tiéres sur (1k(W), donc aussi sur gk(a‘ ,» V') ; donc elles appartien-
nent 8 ce dernier anneau, qui est intégralement clos.

THEOREME 7. (Normalisation des variétés quelconques),

S8oit V wune variété (abstraite) définie sur un corps k , Il

.../.l.
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existe une variété V™ k-normsle, définie sur k , et un morphiazme
birationnel A : V¥ - V vérifisnt la condition suivante :
(#) =« Pour tout ke-ouvert affine U de V , l'image inverse

Ut = A'I(U) est un ouvert affine de V¥ , et l'anneau de coordonnées
O&(U*) est la cl8ture intégrale de Qk(U) (i.es U¥ est un moddle
k-normsal canonique de U ).

Remarque 3. L'unicité du modéle k-normal canonique d'une variété
aeffine implique encore l'unicité du couple (V¥,3) & un k-isomorphisme

prés. Nous diroms encore gue (V*,E) est un modéle k-normel canonigue

de V . Si, pour V donnée, on choisit k parfeit, la variété v¥* ,
étant kenormale, est normale, Donc toute variété abstraite V admet
un mod&le normal (V¥,1) unique & un isomorphisme prés, et que nous

appellerons encore modéle normal canonique de V ,

Démonstration du th. 6. En effet, soit {Ua} un recouvrement

de V per des k=ouverts affines et, pour tout a , soit (U: R xa)

un modéle k~normal canonique de U, « Pour tout couple (a,3) d'aprés

' . . . . » -1 . » ¥
le th, 6 , l'application birationnelle tea = A, ,° Aa : Uy U8
est bimorphique en tcut couple (x:, x;) appartenant & son graphe.
En recollant les varidtés affines U: , et les morphismes Aa au

moyen des tza , on définit un modéle (V*,A) de V vérifiant les
conditions voulues,
THEQOREME 7.

Soit V une variété définie sur un corps k , et soit (V*, 1)
wi modéle ke-normal canonique de V , Pour tout a€V , l'ensemble
des valeurs (A-l)e(a) de 2"l en a est un sous-ensemble fini

non vide de V , Pour gque A-l soit morphique en a , il faut et il

suffit que a soit normal sur V,

Démonstration., On se raméne au cas ol V est une variété affine,

l.l/‘..
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Reprenons alors les notations de la démonstration du th. 5 , 8Soit
une place du corps k(x) = k(x*), induisant 1'identité sur k ,et
telle que p{x) = a . Alors p est finie sur l'anneeu local gk(a,v),
donc sur l'anneau . Qk(V). donc eussi sur Uk(v*ﬁ. puisque ce dernier
anneau est entier sur Qk(v). Donc le symbole p({x*) a un sens, et
a* = 5(x*) est un point de V*, Comme on a x = A(x*) , on a aussi
a = 2(a¥), d'on a*éi(L-l)e(a). De plus, tout élément u* = f{x*)
€k = k[xi..... x;] est entier sur l'anneau gk(a.V), sutrement
dit vérifie une &équation (u*)® + (u")m"l gl(x) Feuet gn(x) =0,
ol les 8; sont des polyndmes & coefficients dans k . Par application
de p , on en deduit
(5) 2™ + 7% g (a) +...+ g (2a) = 0,

‘en posant z = p(u*) = f(a*)., Donc, pour a et f donnés, z = f£(a*)
ne peut prendre qu'un nombre fini de veleurs, & savoir les racines de
ts), regardée comme équation en 2z , On peut, en particulier, prendre
pour f 1l'une quelconque des fonctions coordonnées ; on voit ainsi
que, pour & donné, le point a*¥ ne peut occuper qu'un nombre fini
de positions. Autrement dit, (x'l)e(a) est fini.

8i x'l est morphigque en a , on a gk(a,vﬁ = gk(a*,vﬁ, done =@
est normal sur V , Réciproquement, supposons & normel sur V , et
soit e* € (x-l)e(a). Les coordonnées de x* sont entidres sur C(V),
done sur o(a,V), Donc elles appartiennent & ofa,V), i.e. l‘l est

morphique en a c.g.f.d.

Remarque. Le raisonnement précédent montre que toute place p de Q finie en
x est finie en x*. Ceci entratne en particulier que, si V est compléte, V* est
également compléte.

Corollaire. Soit V une variété définie sur un corps k .
L'ensemble des points kenormaux (resp. normaux) de V est un
k-ouvert (resp., un ouvert) de V .

En effet, si (V¥,1) est un moddle k-normal de V , l'ensemble

des points k-normaux de V colncide avec l'ensemble des points

ooo/cnv
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en lesquels A'l est morphique. Il suffit alors d'appliquer le th, 9
d4u n° 11 du Chap, I . L'assertion concernant les points normaux se
raméne & celle concernant les points kenormaux, en choisissant pour k
un corps de définition parfait de V ,

5. Critére pour qu'une fonction soit morphique en un point.

THEOREME 8.
Soit V une variét&, Soient f wune fonction sur V , et & un
point normal de V . Alors les propriétés suivantes sont &€quivalentes
(a) « f est morphique en a
(v) -~ = £ £ (a)
(¢) = a & supp(¥(f)")

Démcnstration.

(a) = (b)., En effet, il est clair que

(b) == (a). Inversement, si « ¢ fe(a). on & fe(a) ¥ ®, . Donc 1l'en-
semble fe(a) est fini, Donc (chep. IV, n® 2, th, 3) f est définie
en a , et nécessairement de veleur # «» , Donc f est morphique en a
(b) == (c)., Supposons ac€ supp(¥(f)”). Alors il existe une composante
W de ¥(f£)" contenant a , On a ww(f-l) >0, d'ol f-l€ n(W,v).
Done, 8i k est un corps de définition de V et W , et 8i y est
un point générique de W sur k , f est définie en y , de valeur
® , On a donc (y,=)E€ Pf* (ou f* a la signification introduite

au n® 2 de ce chapitre), On a donc aussi (a,»)€ C oo i.e. wEZfe(a).
(¢) == (b)., On peut supposer V affine (VC:sn). Soit a€vVv , tel

q ait °°E'fe(a). i.e. (a,»)€ Tows 8oit € wune composante, conte-

nant @& x ®» , de l'intersection Ff*r\(sn x ») dans le produit

$§ x{®, , D'aprds le théorédme de la dimension (chap. III, n° 15,th. 13),

n 1

on & dim C > 2n - (n+l) = n-1 , Comme on & T _ CV x P, ,» la variété

fil.

C est contenue dans V x » _ j,e, est de la forme W x = _ od W

.OQ/!I.
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est une souevaricté de V contenant & . La fonction f% é&tant dis-
tincte de la constante ® , on ne peut avolr W =V . anc W est une
sous-variété de codimension 1 de V . Comme & est normal sur VvV , W
est normale sur V , compte tenu du coroll. du th.-'f du n® precédent,
Donec, compte tenu du th, 4 dun® 3, W est simple sur V . Donc £ est
definie sur W , nécessairement de valeur = ., Donc on a rle n(W,v),
ices w,(f) <0 . Donc W est une composante de ¥(f)” contenant =

C-q'fcdn

Corollaire 1. Scient V wune variété, f wune fonction sur V ,

et & un point normal de V , Pour que f soit définie en o , il
faut et il suffit qu'on ait |

a ¢ supp(¥(f)7) A supp(¥(£)7)
Pour que f soit inversible (morphique et non nulle) en =& , il
faut et il suffit qu'on ait

a ¢ supp(X(£)).

Corollaire 2 , Soit V une variété normale comgléte . Toute

fonction f sur V telle que X(f) > 0 est constante.

En effet, supposons f non constante. Alors, si %X est un corps
‘dé définition de V et f , et si x est un point générique de V
sur k , u = f'l(x)' est transcendant sur % , Il eiiste un -~ k-hono-
morphisne k[u] —29 k  tel que a(u) = 0 ; On peut prolonger a & uns
place p de k(x), Comme V est compléte, le symbole p(x) est défini,
et on & p(x) =a , aveec e €V , Comme p(f(x)) = p(u)-l = ® . on a
(a.=) €Tl.x, donc a €supp(¥(f)7), d'od ¥(£") # 0 , contrairement
& 1l'hypothése,
THEOREME 9.

8i V est une variété sans point multiple, 1'homomorphisme

D + ¥(D) du groupe des diviseurs sur V sy dans le groupe des cycles

'oo/coo



- 102 =~
de cocdimension 1 sur V est bijeectif. 31 V est nornmale
il est injectir,.

Demonstration : Supposons V sens pcint multiple, et scit X un

cycle de codimension 1 sur V . A tout point a €V , cn peut (chep. IT:

n® 14, th, 12) faire correspondre un ocuvert U contenant a , et unc
fonection f sur V , tels qu'cn ait Ur\supp(x - aiv(r)) = p ,
Considérons la famille des couples (U,f) obtenue en foisant varier

& ; on peut en extraire une famille finie (Ua’ fa)’ telle que les

Ua recouvrent V , Pour tout point 1y € Uaij on & alors

8 ’

Yy & supp X(fa/fﬁ), donc fq/i‘G est inversible en y {(th. 8, coroll. 1).

Le famille (Ua’fu) definit donc un diviseur D sur V , tel qu'on

ait ¥(D) = X . Donc l'application ¥ est surjective.

Soit maintenant V normale, et supposons {(D) = 0 . Aloru, si (U,f) ect
1'un quelconque des couples définicsant D, le diviseur ¥(f) induit sur U le

diviseur nuly donc (th. 8) f est invcrsible en tout point de U ., On & done D=0

THEOREME 10,

Soient V une veriété, et 2 une sous-variété simple (de dimen=
sion arbitraire) de V . Alors l'anneau locel 0o{(Z,V) est factoriel,

Déuonstration : Notons 0o(Z,V)* 1le semi-groupe multiplicetif pré-

oréonné des éliments non nuls de l'anneau 0o(Z,V), la relation ce preor-
étant la divisibilite.A toute fonction f€ o(Z,V) , associons la
con.ribution, dans le cycle ¥(f), des sous-veriétés de V qui contien-
nent 2 , On définit ainsi un homomPrphisme v o oo(zZ,V)" » 9(2)

(pcur la structure de semi—groupgﬁf;donné) de g(Z,V)* dans le semi-~
groupe ﬁ(z) composé des cycles positifs de codimension 1 de V. dont
toutes les composantes contiennemt Z , D'aprés le th, 12 au Chap, III,

¥ est surjectif, D'autre part, pour gu'on ait f € ker u s 11 faut

ooo/n'o
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et il suffit qu'on ait a ¢ supp(x(f)), i.e. d'apres le corolli., 2 du
th., 8, que f s0it inversidle sur Z . Donc le semi=-groupe ordonne€

AL des clesses d'elénments de g(z,v)*, modulo les éléments inversibics

3
(5]

1t 1

>

est isomorphe & %(Z). Or les élséments extrémaux de %(2) 50
veriétés W de codimension 1 de V ‘contznznt 2 , et il est clair
que tout elément de g(z) s'exprime de fagon unique comme conbinazison
dTéléments extrémaux, On & donc le propriété analogue pour b ,

i.e. 0(Z,V) est factoriel c.q.fed,

.

6. L'espace vectoriel L(D), Corps de d¢finition d'un diviseur.

Soit V une verieté, et soit D un diviseur sur V . On ncte
L(D) 1l'ensemble des fonctions sur V telles que <Jiv(f) > ~D . I

est cleir que L(D) est un espace vectoriel sur le domeine universel,

D'autre part, si V est une varieété norncle, et si X st un cycle

[¢]

de codimension 1 sur V ; l'cnsenmble des fonctions ¢ sur V tellc:
qu'on ait X(f) > -X cst encore un espace vectoriel sur le domzine
universel,qu'on ncte L(X), £n particusier, V é&ternt supnosic normuale,
si X ost de la forme ¥(D), <3 D

est un diviseur sur V , on a L{X) = L(D).

Si le varieté V et le diviseur D sur V sont définis sur Xk .
l'ensenble des fonctions £ sur V , définies sur k , et appartcnars
& L(D) est un espace vectoriel sur k , qu'cn note Lk(D)‘

Pour tout corps K contenant k , on a un honmomorphisme cznonicue

¢ : L (D) ® K —
o (D) ® K — L (D)
d'espaces vectoriels sur K .

THEQOREME 11,

. ., <.
Soient V une variété, D un diviseur sur V » K un corps

de définition de V et de D ., Pour tout corps K contenant k, on a 1'isomorphisme

L, (D) ® x = L(D),

n

Plus précisément, l'homomorphisme ¢ défini cl-dessus est un

.0./".
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iscmorphisme,

Démonstration., Soit (Ua'f ) une famille représentant D , ol les
a

-

G sont des ke-ouverts de V , et les fa des fonctions sur V ,
définies sur k . On peut supposer que les Uu sont affines
{quitte & introduire umn recouvrement ouvert affine de chacun d'eux),
Pour tout o , on a alors un k-iscmorphisme L Ucl + Vu s avec
VQC Sna .

Soit fe,LK(D). Pour tcut a , la fonction sur v, , transposée
p@r wa de f'fa » €8st morphique sur Vu s donc induite par un poly-
nfxe, Autrement dit, si x est générique de V sur K , on a

f(X);fQ(x) =g (x )

ol l'cn pose x = wa(x). et ou €4y est un polyndme. Introduisons une
base {uT} de l'extension K/k . En décomposant les coefficients
des. g, suivant cette base, et en regroupant les termes de ménme indice
Tt , on obtient

f(x).fa(x) = ZT u_ 8 (xa) s

aTt

od les €41 sont des polyndmes & coefficients dans X . On a donc

f(x) = Zr u huT (x ) ,

2n posant

(6) n,  (x) = f(x) g (v (x)).
Quels que soient o et t , on a har(x)e k(x).
C'autre part, k(x) et K sont algébrigquement indépendants, donc
linéairement indépendants sur k , Donc (Chap. O, C, n® L, th, 9),
lea u forment une base de K(x) sur k(x). Ceci implique que les
h ne dépendent pas de a , mais seulement de t ., On peut donc les
desigrer par h_ . La reletion (6) entraine gque 8, = h_ fa est
zcrzhigue sur Ua quels gue soient 1t et a , Donc on a div(ht) >-D

i.e, ht€ Lk(D). Donc f appartient & l'image de ¢ » On a donc montr

..l/‘..
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que o est surjectif, D'autre part, si f = 0 , on & nécessairement
h = 0 pour tout r , d'ol 8,, ™ 0O pour tout o et tout 1t , ce
qui prouve que ¢ est injectif, Donc ¢ est bien un isomorphisme,
Corollaire, Boit V une variété compléte, définie sur k , et
soit D wun diviseur sur V , défini sur k . Supposons qu'il existe
une fonctiom £ s8ur V , non nulle, telle que div(f) = D , Alors,

il existe une fonction fo sur V , définie sur k, telle que

div(f ) = D .

En effet, supposons f dé&finie sur une extension X de k .
D'aprés le théoréme precédent, on a LK@D) = Lk(D) ®k K . Comme on a
f 40 , on a nécessairement Lk@D) ¥ 0 . Soit £, $# 0, appartenant
g LKGD).'Alors on a div(fo/f) >0, donc (n® 5 ,th, 8), fo/t est
morphique sur V , Comme V es8t compléte, fo/f est constante
(n® 5,th. Q, coroll. 2), et on a donc div(fo) = div(f) = D .,

Remarque : le raisonnement montre en outre que LRGD) est de
dizmension 1, et admet pour générateur f_ .,

(]
THEQRERE 12.

Soit V une variété compleéte, et soit D wun diviseur sur V .
Alors l'espace vectoriel L(D) est de dimension finie,

Démonstration., On procéde par récurrence sur n = dim V , On remar-

L ¢ .
sA) est un moddle normal canonique de V , on

que d'abord que, si (V
a un homomorphisme injectif L(D) + L(D¥) obtenu par reldvement
avec D* = l-l(D). Donec, si L{D") est de dimension finie, il en est
de méne de L(D). Docmc si le théoréme est vérifié par les variétés
norzales de dimension n , il l'est par toutes les variétés de dimensicn
n . On note d'autré part que la propriété est triviale pour n = 0O ,

On peut donc supposer que V est normale, de dimension n > O ,

et que le théoréme est démontré pour une veriété guelcongue de dimen~

oou/occ



sion <n-1 . On peut en outre supposer gu‘on & D 2 O (sincn, on s«

ct
®
[

raméne & ce cas &n remarquant qu'il existe D' 2> O , gue D' 2 D,
et qu'on & alors L(D)c L(D')). Si X = %X(D) est le cycle correspondant
on a aussi X 2 O . Posong X = Ei mi‘wi (mi > 0), ou les W, sont
des sous-variétés de codimension 1 de V . Lz variété V é&tant fixle
nous allons utiliser une seconde récurrence sur l'entier m = n(X) =
sup; m, .

La propriété & démontrer (L(D) = L(X) est de dimension finiec)
est triviale pour m = 0 , Il suffit donc de prouver gue, si X est
un cycle de codimension 1 sur V , et si V¥ est une sous-variéte
de codimension 1 sur V , tels gu'on ait L{(X+W)C L(D)}, et tels guc
l'espace L(X) soit de dimension finie, l'espece L(X+¥W) est zussi
de dimension finie,

Or on & L(X)< L(X+W)., On peut supposer L(X) # L(X+V) (sinon
il n'y a rien 4 démontrer). Soit alors fo une fonetion sur V , telle
quion ait f € L{X+W) et f ¢ L(X), c'est & dire X(f ) 2 -(X+W), et

*(fo) L ~X o &lors le coefficient 90 = ww(fo) de W dans X(fo)

»

est égal au coefficient de W dans =(X+W). La fornction fé étant
fixée, soit maintenant f € L(X+W) quslconque. Alors, on a
ww(f/fo) 2 0.. Donc f est morphique sur VW , et induitvsur W une
fonction g . Comme on a f/fOE L(D+div(fo)), on & g&€L(E), ol =T
est le diviseur sur W induit par D + div(fo). Pour f€L(X), la foncm
tion f/fo s'annule sur W , et on a donc g = 0 . Reciproquement,
la relaticn g = 0 entraline ww(f/fo) > 0, da'ou ww(f) > v, et
par suite f€ L(X). On a docnc une suite exacte

0= L(x) —is L(x+w) =5 L(Z)
ou i est l'injection naturelle L(X)— L(X+W), et ol o« est l'homo-
morphisme défini en posant (f) = g . Or on & supposé L(X) de dimen~-
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sion finie. D'autre part, d'aprés l'hypothedse de récurrence sur
L{(E) est aussi de dimension finie., Il en est donc de méme de

L{X+W) ceqef.d.
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