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UNE GENERALISATION D * UN THEOREME DE DUNFORD-PETTIS 

par Jacques Chaumat 

1. INTRODUCTION. 

Etant donné un espace de probabilité (St B,m), le théorème suivant, bien connur 

caractérise les parties faiblement relativement compactes dans L \m)t L 1 (Stt,m)J: 

THEOREME O. Pour.toute partie K ~ L 1{m) · les propositions suivantes sont 

équivalentes : 

1) K est faiblement relafürement compacte ; 

2} K est bornée et lim r l f I dm = 0 uniformément sur K ; 
m(E)➔OJE 

3} lim J I If I dm = 0 uniformément sur K ; 
C+roo { xE:S, f(x) l>C} 

[voirlP1] page 294" [c1] pages 1:20 et 430, [c
3
] page 289]. 

Soit H
00 

une sous-algèbre de L 
00

(m)~ L 00 (S,1:;,m)], fermée pour la topologie 

faible étoile ~.e. topologie o(L
00

(m),L 1{m))], et contenant les constantes. Notons 

H
00 

J. l'orthogonalde H(X) dans L 1cm) ; le but de ce travail est de donner une extension 

1 ci,! 
du théorème O à L (m)/H moyennant une· hypothèse sur les ensembles pics de H00

• 



2. 

Ce papier a comme point de départ la démonstration donnée par E. Amar [.A2] d I un 

théorème de M. Mooney [M] qui donne en substance que L 1 (m)/H
001 

est faiblement complet, 

quand m est la mesure de Lebesgue sur le cercle T = { z€C : 1 z 1 = 1} et H
00 

la .sous­

algèbre de L 
00

(m) des fonctions se prolongeant analytiquement dans le disque 

D = { z€C : ! z 1 < 1 } • Dans cette démonstration il apparaît que le fait essentiel est un 

résultat sur les ensembles pics des H
00 

[A1]. Il est très facile d'obtenir un résultat 

analogue pour L
00

(m) et par conséquent une démonstration du fait, bien connu, que 

L 1 (m) est faiblement séquentiellement complet [0 1 , page 290] • Il devient alors naturel 

1( / col , oo d'étendre le théorème O, sous une forme adéquate, à L m) H pôur des algebres H 

vérifiant une bonne hypothèse sur les ensembles pics. 

2. LE THEOREME. 

Pour une fonction g de H
00 

considérons 11 élément Tg de L 1(m)/H
001 

défini 

par ( Tg , g' ) = J g g I dm pour toute fonction g I de H
00

• Remarquons que, si 

llgll = 1, alors llgll2
1 

S IITgll 
1 1 ::;; llgll

1
, fles notations étant évidentes-!; en 

oo L (m)/Hoo l :J 
conséquence T est une application linéaire, continue, injective et d I image dense, de 

Notons M le spectre de Gelfand de 11 algèbre uniforme L 00(m), muni de la topologie 

de Gelfand. Alors, la transformation de Gelfand est un isomorphisme isométrique de. L 
00

(m) 

A 

sur 11 algèbre · t'(M) des fonctions continues sur M à valeurs complexes ; f désignera 

la transformée de Gelfand,d'une fonction f de L 00(m). L'algèbre H00 s 1identifie à 
A 

une sous-algèbre, H
00

, de -6(M), fermée pour la norme de la convere;ence uniforme sur 

M et contenant les constantes. Une formeJinéaire e sur L 
00

(m), continue, peut être 
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A 

représentée, de manière unique, par une mesure e borélienne, régulière, bornée sur 

M, vérifiant. pour toute fonction f de L 
00

(m), J f ctê = (f, e>. En particulier, pour 

toute fonction h de L 1(m), 
A 

la mesure hm se représente sur M par la mesure hm, 

et on a, pour toute fonction f de L 
00 

(m), J f ctGi = J f h dm ; de plus, il est facile de 

A A 

voir que la mesure hm est absolument continue par rapport à la mesure m ; réciproque-

A 

ment une mesure sur M, absolument continue par rapport à la mesure m, peut s I écrire 

~. avec h dans L 1cm). [voir [G1], pages 17-19 et [o1] pages 158-160]. 

DEFINITION 1 • Un ensemble fermé, G, de M est un ensemble pic pour H
00 

si 

A 

et seulement si il èxiste une fonction g dans H
00 

vérifiant g{x) = 1 pour x dans G 

et l;(x) 1 < 1 pour tout x dans M \ G. 

DEFINITION 2. Une suite bornée {t } n nE:N 
1 / ool dans L (m) H est d'interpolation 

si et seulement si, pour toute suite { a:
0

} nE:N de nombres complexes, bornée, il existe 

une fonction g de H
00 

telle que 

On est en position d I énoncer le résultat principal de ce travail : 

THEOREME 1. Soit (S, !;.,m) un espace de probabilité, et H
00 

une sous-algèbre 

de L
00

(m), contenant les constantes, fermée pour la topologie faible étoile. SuQposons 

A 

que tout sous-ensemble E ~ M, fermé, de m mesure nulle, soit inclus dans un 

ensemble pic de H'?O de ~ mesure nulle. Alors, pour toute partie K de L \m)/Hro
1

, 

les propositions suivantes sont équivalentes : 

1) K est faiblement relativement compacte ; 

2 1 
) K est borné, et, pour tout E >O, il existe S > O tel que gE:H

00
, 



et implique sup 1 ( f , g) 1 ::; E ; 

ÏEK 

4) K est borné et ne contient aucune suite d'interpolation. 

3. LEMME PRINCIPAL. 

Un pas décisif dans la preuve du théorème 1 consiste dans le fait suivant : 

4. 

LEMME 2. Soit { fp1EN une suite bornée dans L 1 (m)/H
001 

et f une forme 

linéaire continue sur adhérente à la suite oo* dans le duàl de H de 

oo oo* oo 
H pour la topologie cr (H , H ) . On peut prolonger f en une forme linéaire continue 

sur L 
00

(m) qui se représente par une mesure µ, sur M. Considérons la décomposition 

de Lebesgue de la mesure µ par rapport à la mesure m : µ, = hm + µ, s. Si la mesure 

.A 
µ n'est pas orthogonale à H

00 
on peut extraire de la suite 

s { f } une suite 
p pEN 

d I interpolation . 

Preuve du lemme. On s'inspire largement d'une construction donnée dans LG2] pages 

462-464 ; on peut voir aussi fu 
1
] et Ll< 1] · pour des idées analogues. 

a) Soit g 1 une fonction de H
00 

telle que a= J ;
1 

d/l s =} 0 ; puisque la mesure 

A A 

µ s est singulière par rapport à la mesure m, il existe un fermé F de M de m 

mesure nulle tel que J I g 1 1 d 1 µ s 1 ::; I; I ; du fait de l' hypothèse sur les ensembles pics 
M'\.F 

00 
de H , il existe un fermé G de M contenant F, de m mesure nulle, et une 

,. 

A A 

fonction g de H
00 

tels que g(x) = 1 pour x dans G et I g(x) 1 < 1 polir tout 
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x dans M \ G. On a : 

donc J G ; 1 dµ s /. 0 ; en multipliant, au besoin, g 1 par une constante, on peut supposer 

que JG ;1 dµs = 1. 

b) Il existe une suite strictemyzit croi~te d'entiers positifs {ni}iE::t·~\{ 0} telle 

oo I n. n. 1 1 
que, pour tout x de M, L g 1(x) - g 1+ (x) . =:; 6. Pour le montrer t construisons 

i=1 

par récurrence une suite strictement croissante d'entiers positifs { ni} iE:N ,{ 0} et une 

suite {Vif iE:N décroissante de voisinages ouverts de G tels que : 

i) n V.= G ; 
i€~1 

ii) 1 gni(x) 1 < 2-i pour tout xE:M\. Vi- l et tout iE:N ,{ O} 
~ 

iii) 1 g n\x) 1 < 2-i pour tout xE:Vi et tout iE:N\ { 0}. 

Notonstpour chaque entier n, Wn = { xE:M: !;(x) - 1 I< 2-n} ; clairement Wn 

est un ouvert contenant G et n W = G. 
nE:N n 

Commençons la récurrence. Pour i = 0, posons V = M ; il n I y a rien à vérifier. 
0 

Pour i = 1, posons n1 = 1 et V 1 = W 1, clairement les assertions (ii) et (iii) sont 

vérifiées, et V 1 c V 
O

• Supposons la construction faite jusqu'à l'étape i
0 

> 1 ; on a 

A 

s'i!f, 1 g(x) I< 1 
X€ \ VÎO 

car 
A 

lg(x) 1< 1 pour tout x dans M \ G, et 

V. 
10 

est un ouvert contenant G ; choisissons alors, un entier n. 1 st,.,ictement 
L'-- . 10+ 

1 
n. 1 1 -{1 + 1) 

plus grand que n. tel que g 1o+ (x) < 2 ° pour tout x dans M \ V. , et 
~ ~ 

posons 
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Clairement les assertions {ii) et {iü) sont vérifiées et V. 1 c V. • Pour conclure la 
10+ 10 

construction, il suffit de vérifier 11 assertion (i), ce qui est immédiat car, pour tout i;?: 1, 

on a que G c V. c W .• 
1 1 A /:--

Calculons maintenant, pour chaque x de M , 
oo I n. n. 1 1 

G(x) = L g 1(x) - g 1+ (x) ; si 
i=1 

x appartient à HiN Vi = G alors G(x) = O ; si x appartient à Vi
0

\. Vi
0
+1 , pour 

un entier i
0

;?: 1, on peut écrire : 

i -1 A A /n';-, .~ ~ A /'-
o j n. n. 1 1 1 1 l I l + 1 1 1 1 +2 1 oo I n. n. 1 1 

G ( x) s L g 1(x) - g I+ (x) + g 0 (x) +2 g O (x) + g O (x) + r: g 1(x)-g H (x) ; 
i=1 Î=l +2 

0 

on obtient alors, en utilisant 11 assertion (ii) pour majorer le premier terme, 11 assertion 

(iii) pour majorer le dernier terme et le fait que 1 ~{x) ls1 pour tout x de M, la 

majoration désirée. Si x appartient à V , V 
1 

= M\.V 
1

, on peut écrire 
A A A .A 0 

1 
n1 l j n2 oo I n. n. 1 1 

G(x) .s g (x) tt- g (x) l + f=;: g 1(x) - g i+ (x) et conclure comme dans le cas précédent. 

c) Considérons la suite { ei}iE:N\{ O} de fonctions de H
00 

définie par 
n. A 

t. = g
1 

.g 1
• Cette suite est bornée et on a que lim e.(x) = 0 pour tout x dans M\G 

l . l · 
171-00 

A A 
et ei(x) = g

1
(x) pour tout x de G, et tout i de N\.{ 0 }. Soit p un entier; 

1 / ool puisque f appartient à L (m) H , il existe une mesure µP sur M absolument 
p k 

continue par rapport à ~ telle que Jk dµP = ( f p' k) pour toute foncti~ de H
00 

; 

alors on a: lim (f ,e > = O (*). Puisque (e.,f) =J ê. dµ = j ê: h d~ +Jf ê. dµ + 
i +4-00 p l l l l M\G l S 

J ;1 
dµ, on a que : lim (e. ,f) = 1 (**). 

G 
S . l 

l*OO 

d) Etant donnée une constante c > O, on va maintenant utiliser les assertions (*) 

et (**) [ctans c)] , oo* et le fait que la forme linéaire f est adhérente faiblement dans H 

à la suite { fp} pE:N (**-t(·), pour construire une sous-suite { ei } nE:t-J de la suite 
n 
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{ti}i E:N\ { 0} et une sous-suite {tpn} nE:IN de la suite { fp} pE:N telles que : 

i) l<t ,e. >I :52-jc dès que k=:::;j-1; 
pk lj 

ii) l<f , e. )-1 I $ 2-jc dès que k~j. 
pk lj 

On procède par récurrence de la manière suivante : du fait de 11 assertion (**) il 

existe un entier i
0 

tel que 1 (B. ,f)-1 l :S ~ ; du fait de l'assertion(***) il existe 
10 

un entier p 
O 

tel que 1 ( f , B. ) - (e. , f) 1 :5 ~ ; alors on a 1 ( f , e. )-1 1 :5 c . 
Po lo lo . Po lo 

Supposons que 11 on ait construit { e. } O< <N et {r } en sorte que : 1n _ns pn 0:5n::;-N 

dès que J k ~ j 

l
Os;ksN 

0$j:5N 

. 
' 

Du fait des assertions (*) et {**) il existe un entier ~+ 
1 

strictement plus grand 

que ~ tel que 1 (f , e. >ls2-(N+ 1) pour tout k, 0 $ k s N' et, 
Pk 1N+1 

1 ( €. , f )- 1 1 $ 2-(N+ 1 ) ~ ; du fait de 11 assertion (***) il existe un· entier pN 
1 

stric-
~1 + 

tement plus grand que PN tel que 1 <e. ,f)-(f , e. >I s 2-(N+l) ~ pour tout entier 
lj ~+l lj 

j, 0 s j $ N+ 1 ; alors du fait de 11 assertion (ii~) et de la construction ~+ 1 et de 

pN+l on a que 

pour tout entier j, O :5 j s N+ 1 ; ce qui achève la construction. 



e) On a construit ainsi, pour toute constante c > 0, une suite Ja L boPnée 
l nJnE:l'J 

de fonctions de H
00

, [an = e in] , et une sous-suite { b n} nE:l'J de la suite { f p} pE:N, 

U> = f ] , telles que 
n Pn 

i) 1 (b ,a. >I $ 2-ic dès que p $ i-1 . 
p 1 ' 

ii) 1 (b ,a.)-1 I $ 2-ic dès que p>i . 
p 1 ' 

00 I"" A 1 iii) L O..n(x) - a.,n+ ,(x) :::; K pour tout x de M, 
n=0 

K étant un nombre réel positif· ne dépendant ni de x ni de c. 

La seule chose à montrer est 11 assertion (iii), ce que 11 on déduit immédiatement de la 

majoration obtenue pour la suite { g ni} iOl\ { 0} dans b) ; on peut choisir K = 6 llg 1 Il .. , 

f) Soit { exn} nE:N une suite de nombres complexes telle que I exn 1::; 1 pouP tout 

entier n ; considérons, alors, la suite de fonctions de H00
, {A ex, n} nE:N, définie par 

n IA n .,., .,., 
A =I:ex.(a. -0.. 1); puisque A (x)l$E:lex. ll~(x)-ai+/x)I :::;K, la suite 

ex, n i=0 1 1 .1 + ex, n i=0 1 . 

{A J est bornée ; soit A une fonction de L
00

(m) adhérente à la suite {. A L ,......,r 
ex, nE:N , . ex cx,nJnC-11,. 

~t01le 
pour la topologie faiblel ; on a que A appartient à H

00 
et que, pour toute fonction h 

ex 

de L \m), il existe une suite strictement croissante d'entiers {ni}iE:N telle que 

lim JA h dm= JA h dm; or JA .h dm =J-{' ~m, et la suite 
i+roo ex,ni ex ex,ni ex,ni 

A 
{Acx,n} nE:N converge ponctuellement, de manière bornée, sur M, vers la fonction 

oo ,,... A . SA /\. f oo ,.. ,.. A r 
Lex.(U .(x} - a.. 1(x}) ; donc hm A. hdm = 2cx.(O..(x)-a.. /x)) h dm =J' f'l. h dm ; 
i=O 1 1 1+ i+roo ex,ni ù i=O 1 1 1+ ex 

on en déduit que A est unique et que, pour tout p entier,. puisque b appartient à 
(X . p 

L \m)/H
001

, (b ,A >=i:cx (b ,a -a 1) ; estimons (b , a. 
1
-a ) , du fait des 

p ex n=O n p n n+ . p n+ n 

assertions (i) et (ii) de e) on obtient 1 (b ,a -a 
1

) 1 :::; 2-n+ 1 c si p f. n et 
p n n+ 



1 (b a, -a. >-1 1 < 2-P+ 1c ·, d'où p' p p+ 1 -
j (b ,A )-o: 1 

p (X p 4C. 

9. 

1 Pour C = 8 on obtient 

alors que pour toute suite { o:n} nE:N de nombres complexes telle que I cxn 1 ~ 1 pour 

00 
tout entier n, il existe une fonction A o: de H telle que 

i) IIA Il $K 
(X 00 

g) Pour obtenir le fait que la suite { bp} pE:N est d'interpolation et conclure la 

r: -, 
preuve du lemme, on utilise maintenant un argument standard, LK') Lemme 1J ; rappelons-le: 

,;,, 

soit s = { snJ nE:N une suite bornée de nombres complexes ; notons Ils Il "'"' sup I s 1 • 
oo nE:IN n 

Il existe une fonction B 1 
00 

de H avec lls111 5 Kl!sll et sup 1 (b ,B 1)-s l=.:;-2
1

llsll . 
00 00 nrn n n 00 

Considérons la suite s2 = {-(bn ,B 1 )+sn} nE:N ; il existe une fonction B2 de. H
00 

avec !ls2 11 s; ~ llsl1
00 

et ~~ 1 (bn,B 1+B2 ) - sn 1 5 ¾llslloc, On construit ainsi, par 

récurrence, une suite {s } cN de fonctions de H
00 

telle que Ils Il 5 2 l-nKl[s11 n ne, n ·oo oo 

et sup 1 (b , i=;s. )-s 1 5 2-nllsll • Alors la fonction B = ~ B. appartient à H
00 

pE:N p i== 1 1 p 00 i= 1 1 

et on a (bp,B} = sp pour tout entier p. 

Comme application immédiate du Lemme 2 on a le 

COROLLAIRE 3. Pour toute suite bornée { fn} nE:N de L 1 {m)/H
00

.L, ou bien 

on peut en extraire une suite d' interpolation z ou bien elle est relativement faiblement 

compacte. 

Preuve. Considérons 11 adhérence 9-' de la suite { f nf nE::N dans H
00 *. Si ~ 

est inclus dans L \m)/H
001 

la suite { f
0

} nE:N est, trivialement, relativement compacte. 

Si 5t n'est pas inclus dans L 1 (m)/Hool, considérons un élément f de ~ \ L 1 (m)/H
001

; 
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il existe une mesure µ sur M telle que J ; dµ = ( g, f > , pour toute fonction g de 

H
00 

; dans la décomposition de Lebesgue de la mesure µ par rapport à la mesure 

A 
n I est pas orthogonale à H

00 
A ,. 
m: µ=hm+ µ

5
, clairement on a que la mesure µ s 

[sinon 
A 

hm représenterait aussi la forme linéaire f pour H
00

, qui appartiendrait 

donc à L \m )/H
001

] ; alors, par application du Lemme 2 s on peut extraire de la suite 

{tn} n€1N une suite d I interpolation. 

Remarquons que les deux assertions du corollaire 3 sont contradictoires : en utilisant 

le thoorème d I Eberlein-Smulian Lo1 page 430] on a que, si la suite { fn} n€N est 

faiblemenLJ 
relativementfcompacte, de toute sous-suite de la suite {fn} n€N on peut extraire une 

suite faiblement convergente ; ce qui est clairement contradictoire avec la première asser-

tion du corollaire 3 • 

1 col 
Comme conséquence triviale du corollaire 3, on a le fait que L '(m)/H est faible-

ment sequentiellement complet [o 1 page 290] • 

4. PREUVE DU THEOREME. 

L I équivalence de ( 1) et (4 ). C'est une simple conséquence du corollaire 3 et du 

V 
théorème d I Eberlein-Smulian. 

(2 '·) implique ( 1 ). Raisonnons par l'absurde ; si K n'est pas faiblement relativement 

compacte, ou bien K n I est pas bornée et l' assRrtion (2 1 ) est fausse, ou bien K est 

bornée, et, par application du théorème d I Eberlein-Smulian, on péut construire une suite 

de fonctions de K co* dont l'adhérence dans H n'est pas inclus dans 

L 1 (m)/H
001

• Comme dans la preuve du corollaire 3 et en utilisant la démonstration. du 

lemme 2, on voit qu'il existe une sous-suite { b nf n€N de la suite { f nf nf:N et une suite 
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bornée {a.,n} n€N de fonctions de H
00 

telles que: 1 (bn,O.n) -1 1 :5 2-nc pour tout en-

tier n, et lim lâ.. (x) J .-:: 0 
11 

n+1--oo 

A 

m presque partout sur M ; alors 

lim J lan ldm = J lâ.n l ~ et, par conséquent, 
:1*00 

lim IIT(a )li 1 1 =0; 
n+roo n L (m)/H 00 

· 

contredit ainsi l' assertion (2 ' ) • 

on 

( 1) implique (2 1 } • a) Raisonnons par l'absurde ; si 11 assertion (2 1 ) est fausse, ou 

bien K n'est pas bornée et elle ne peut être faiblement relativement compacte, ou bien 

K est bornée et alors il existe une suite bornée { fn} nE::N dans K, un nombre réel E 

strictement positif, et une suite { gn} n€N dans H
00 

telles que : 

i) 

ii) 

iii) 

Pour tout n entier l lg 1 ! < 1 noo-' 

IITgnjl 1· ool :5 _n1 , 

L (m)/H 

l(f,g),~E. n n 

Clairement, en prenant au besoin une sous-suite de la suite { gn} n€N , et du fait 

del' assertion (ii) on peut supposer que 

ii') il existe une suite croissante de sous-ensembles mesurE,ble { Ek} k€N telle 

que, pour tout k entier, 1 - m(Ek)::::; 
1
k et la suite { gn} n€N converge, uniformé-

2 

ment sur Ek, vers O. 

Considérons, pour chaque entier n, une fonction h n 
1 dans L (m) telle que 

1 lhn Il 1 :5 l!f 11 1 1 + 1 , et, pour toute fonction g de H
0 °, 

n L (m)/H
00 

f h. g cL.'11 = (f ,g). J n n 
/"-

Soit µ une mesure sur M, adhérente à la suite de mesures {h g m ~ ,....._0 pour n n ., n,,1'i 
éto~ A 

la topologie faible 1. Clairement, du fait de 11 assertion (iii), on a que J dµ f. 0. Ecrivons 

A A 

la décomposition de Lebesgue de la mesure µ par rapport à la mesure m : µ = hm + µ s. 

Pour tout entier p, il existe un ouvert fermé F de M tel que p 
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1 µ s 1 (F p) = 0 ; il existe un sous-ensemble de S, F ~' mesurable, tel que 

{ x€M : XF, (x) = 1} = F P [ où XF I désigne la fonction caractéristique de l I ensemble 
p p 

F~, c'est une fonction de L 
00

(m)]; en conséquence, du fait de ia construction de la 

mesure µ , il existe une suite strictement croissante d I entiers { ni} i€1N telle que 

JA ~ JA j/' " J " ~im XF'nE' dh 0 _gn_m== XF'nE' dµ = X , (hdm+dµ 5 )= XF'nE' hdm= 
1➔+00 p p 1 1 p p F' nE I p p p p 

lim J h g dm = O ; or, si on note E == { x€M : ~ , (x) = 1} 1 on a que 
i +1-00 FI nE l ni ni p p 

p p 
A A A A. 1 

1 - m(E n F ) :s; 1 - m(E ) + 1 - m(F ) = 1 - m(E' ) + 1 - m(F ) :s; ~ ; donc 
p p p p p p zP-

lim J~F'n E' h d~ = f h d~ = 0; en conséquence f µ
5 
~ 0 

p+ro:> p p j j A 

les constantes, la mesure µ s n I est pas orthogonale à H
00

• 

00 
et comme H contient 

b) Appliquons alors la construction du lemme 2. On a vu que pour tout nombre réel 

C > 0, il existe une sous-suite de la suite {t g } {f' g 1 
} n n n€1N' ' n n nE:N' 

et une suite 

de fonctions de H
00

, bornée, {eiJiEN, vérifiant les assertions (i), (ii) et (iii) de la 

partie e) de la preuve du lemme 2. 

Supposons que la suite {f' } soit relativement faiblement compacte [sinon il n nE.:N 

n'y a rien à démontrer] • Par le théorème d' Eberlein-Smulian, en prenant au besoin une 

sous-suite de la suite { f~} n€N' on peut supposer que la suite {t~} n(]N converge 

1 col 
faiblement dans L (m)/H : soit f 1 la limite, On a alors les faits suivants, assez 

évidents: 

i) lim (f}, g!(e. - e. ,)>= 1 ; 
. ~· 1 1 1 1+ 
l-;rr·OO 

ii) lim < f l ; g.1( e. - e. 
1
)) = Û pour tout entier p ; 

· p 1 1 1+ 
1+1-00 

iii) lim <f', g.i(e. -e. 1)> =o; 
i+rco 1 l l+ 

00 

iv) r: lg{(x)!!ê.(x)-ê. (x)l~K poùr tout V de M. A 

i=O 1 1+1 
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Les assertions (i) et (iv) sont des conséquences des assertions (i), (ii) et (iii) de la partie 

e) de la preuve du lemme 2, les.asseritions (ü) et (iii) sont conséquence de l'assertion 

(ii 1 ) de la partie a) de la présente démonstriation. 

Pour alléger 11 écriture, notons e! = g!(e. - e. 1). 
l l 1 l+ 

c) Montrons que, pour tout nombre réel c > 0, il existe une suite strictement 

croissante d I entiers { nJ iE:N telle que : 

i) l(fl, e1 )-1 I::; 2-jc 
n. n. 

l l 

ii) 1 u' , e' >I :s: 2-jc pour tout entier i et tout entier j, i t j ; 
ni nj 

iii) ~ le1 (x) 1 :s: K pour tout x de M. 
. 0 n. l= J 

Il est clair que, pour toute suite strictement croissante d 1 entiers, 11 assertion (üi) 

est vraie et il est facile de trouver une suite strictement croissante d I entiers { mJ iE:N 

telle quel' assertion (i) soit vraie. Construisons alors une sous-suite de cette suite pour 

obtenir 11 assertion (li). Il existe un entier i tel que 
0 

un entier i 1 tel que i 1 > i
0

, 1 (f~. , e~. ) ::; 2-
1
c, 

Î (f 1 
, e~. >I $ 2° ~. Il existe 

10 

1 (f l , e I > 1 $ 2- 1 ~ et m. ;;, 
10 11 11 

1 (f' - f
1
~. , e~. >I $ 2° ~ ; clairement on a alors l'assertion (ii) pour O::; i $ 1 et 

11 10 

0:S:j :s: 1. Supposons que l'on a réalisé la construction jusqu'à l'étape p, p 

il existe un entier ip+ 1 tel que i 1 > i ·, p+ p 

entier j, j::; P, 

tout j :s: p ; il est facile de vérifier que 1' entier ip+ 
1 

fait l I affaire . 

d) On peut maintenant conclure comme dans la preuve du Lemme 2 que la suite 

{ f~.} iE:N est d'interpolation ce qui est absurde. 
1 
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L I équivalence de (2' ) et (3' ) : elle a été obtenue dans un cadre très général par A. 

Grothendieck [voir [c
3
] pages 296-298]; il obtient aussi le fait que (31 ) implique (1), 

dans le même cadre. 

5. APPLICATIONS. 

1. H
00 = L °tm). Montrons que le théorème 1 s'applique : si E est un ferimé de M 

" de m mesure nulle, il existe une suite {E l d I ouverts fermés de M vérifiant : 
nJnE:N 

i) E CE n+1 n pour to~t n entier ; 

ii) E c En pour tout n entier ; 
A 

iii) lim m(E ) = O. n n+too 

Puisque En est un ouvert fermé de M 1 il existe un sous-ensemble E ~ de S dont 

A 

la fonction caractéristique X
0 

vérifie Xn(x) = 0 pour x de M, En. Considérons 

00 " 
la fonction G de L 

00
(m) définie par G = L 2-nxn ; 

n=l 
clairement F = { x€M : G(x )= 1} 

A 

contient F et est un ensemble pic pour L 
00

(m), de m mesure nulle. 

Pour retrouver 11 énoncé du théorème O, il suffit alors de constater que, dans ce cas, 

11 assertion (3) est la traduction exacte de JI assertion (3' ) et que les assertions (2) et (2' ) 

sont équivalentes [ce qui est facile à montrer]. 

2. H
00 

:::H
00

(D). Notons H
00

(D) l'algèbre des fonctions analytiques et bornées 

dans le disque unité, ouvert, du plan complexe, D = { zE:<C : 1 z 1 < 1} • La mesure m 1 

est la mesure de Lebesgue sur 'f", la frontière topologique de D. Il est bien connu 

~] que l'on peut considérer H
00

(D) comme une sous-algèbre de Lô()(m
1
) fermée pour 

la topologie faible étoile , et contenant les constantes . Le fait que tout fermé de M de 

A A 

m1 mesure nulle soit inclus dans un ensemble pic pour H
00 

de m1 mesure nulle est 
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un résultat de E. Amar et A. Lederer [À 1] . Rappelons que H
001 

est le sous-espace 

1 de L (m1 ), H 1 des fonctions dont les coefficients de Fourier négatifs ou nuls sont 
O' 

nuls [H2]. Il est clair, alors, que le thé01'ème 1 , dans ce cas, précise le théorème de 

M. Mooney qui dit, en substance, que L \m 1 )/H~ est faiblement séquenüellement complet 

f:MJ . Les idées développées dans le présent travail se rattachent à la preuve que donne 

E . Amar dans [A2 J du théorème de M. Mooney. Citons une troisième démonstration de èe 

théorème donnée par V. P. Havin [y:
3
]. 

Le théorème 1 montre que l'espace de B::: nach - Il ' · 1 ( ' "ressemble a L m 1 J. 

Très récemment, dans une direction opposée, A. Pe-:tézinski a montré que L 1(m1)/H~ 

n'est isomorphe à aucun sous-espace fermé d • un L 1 (µ) [communication orale] . 

3. H
00 

== H
00

(U). Considérons 11 ouvert U obtenu en enlevant au disque D un 

nombr1e fini de disques fermés, deux à deux disjoints inclus dans D ; notons H
00

(U) 

11 algèbre des fonctions analytiques bornées dans U. La mesure m~ est la mesure 

linéaire, normalisée, sur la frontière topologique de U. Il est bien connu [ [c2] p. 150] 

que H00 (U) peut être considérée comme une sous-algèbre de L 00 (m
2
), fermée pour la 

A 

topologie faible étoile, et contenant les constantes. Le fait que tout fermé de M, de m2 

" mesure nulle, soit inclus dans un ensemble pic pour H
00

, de m
2 

mesure nulle est 

une conséquence immédiate du résultat de E . Amar et A. Lederer [A 1] , précédemment 

cité, et du corollaire 12-8, page 59 dans [c2] . 

6. REMARQUES. 

1. Il est possible de démontrer 11 équivalence de ( 1 1 et (4) pour un sous-espace 
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vectoriel H
00 

de L 
00

(m), fermé pour la topologie faible étoile et tel que tout fermé de 

A h 

M de m mesure nulle soit inclus dans un ensemble pic pour H
00 

de m mesure nulle 

[voir [G
1
] Lemme 12.4, page 57, pour une lldéfinition convenable" des ensembles pics 

pour un espace vectoriel de foncüons et [q 
1
] pour avoir une idée des modifications à 

apporter dans la preuve de 11 équivalence]. Cela montre que, dans le théorème 1, seule 

11 
( 1) implique (2' )" utilise le fait que H

00 
est une algèbre contenant les constantes. 

Est-il possible d'améliorer la preuve du théorème 1 sur ce point et d I obtenir alors le 

théorème 1 pour de "bons 11 sous--espaces vectoriels de L 
00

(m) ? 

fi. Ro:',i11lf-rvf ~ 

2. Un théorème tPès généPal de/L.Do~1o
2 
J dit que d 1 une suite boPnée d'un espace 

de Banach, ou bien on peut extraire une suite faiblement de Cauchy, ou bien on peut extraire 

une suite équivalente à la base canonique de e1 • Il suffit alors, pour obtenir 1' équivalence 

de ( 1) et ( 4), de démontrer que L 1 (m )/H
001 

3. Du fait de la I'emarque précédente, on peut se poser• la question suivante : les 

pPopositions (1), (2'), (3 1 ), (4) ne sont-elles pas équivalentes dès que L 1(m)/H
00

l. est 

faiblement séquentiellement complet ? L I exemple qui suit prouve qu I il n'en est rien. 

La mesuI'e m
3 

est la mesure de Lebesgue plane restreinte au disque unité ouvert du plan 

complexe et H
00 

est 11 algèbre des fonctions holomor'Phes bornées dans D, que l'on 

peut considérer comme une sous-algèbre de L 
00

(m
3

) fermé2 pour la topologie faible 

/. l 
étoile et contenant les constantes. Clairement, l'espace L 1 (m

3 
)/H

00 
· est isométrique-

ment isomorphe à l'espace L \m
1
)/H~ défini dans la pren::ière application, car, st on 

munit H
00

(D) de la topologie r de la convergence uni.forme sur tout compact, on voit 
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1 ( ) 1 1 / )/ ool . . co que L m 1 /H O 
et L ,m

3 
H ne sont rien d'autre que le dual H de H

00
(D ),.. 

* et que ce dual est un sous--espace vectoriel fermé du dual H00 
de H

00
(D} 

muni de la topologie de la convergence uniforme sur D. On en déduit le fait que 

L 1 (m
3 

)/H
001 

est faiblement séquentiellement complet. Considérons dans H
001 

la suite 

{ fn} nE:tN définie pour chaque entier n et chaque fonction g de Hro par ( f n, g) = le 

coefficient de zn dans le développement de Taylor à l'origine de la fonction g. 

Clairement, cette suite converge faiblement vers O et, pour tout entier n, 

<fn,zn) = 1 et IITznl! 1 .l.::;; j I zn I ctm
3 

::;;· 2 '/T2- ; aussi (1) n'implique pas (2' ). 
L (m )/H 00 n+ 

3 
En fait, dans ce cas, c'est la seule implication fausse dans le théorème 1 • 
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