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LES ENSEMBLES DE TYPE (S) 

Introduction 

Dans tou~e la suite sauf mention contraire A désigne un sous-ensemble 

fermé, discret, dénombrable de CR • La caractérisation des ensembles A 

tels que toute fonction mesurable bornée à spectre(~) dans · A soit une 
1 

fonction presque ·périodique (Bohr) est un problème ouvert. 

Soit f une fonction borné·e à spectre dans A • Notons par K 
Il 

le noyau 

de Fejer de rang n dans ·lR, [1], K * f 
. Il 

est à spectre fini donc c'est un 

polynôme trigonométrique et nous avons 

J 0
) Si f est une fonction bornée à spectre dans 

faiblement vers f quand n tend vers infini 

synthèse spectrale • 

A alors K · -'J{.. f converge 
Il 

A est un ensemble de 

2°) Si f est une fonction continue bornée à spectre dans , alors 

conve_rge uniformément sur tout compact vers f • · Si de plus 

K ~ f n 

il existe un compact K et une constante C tel que pour tout polynôme 

trigonométrique P à spectre d.-:,_ns A on ait : 

Sup IP(x)I 
XE:K 

Alors f est presque périodique (Bohr). 

3°) Si f est une fonction bornée uniformément continue à spectre dans A 

alors elle est presque périodique Bohr. En effet, il suffit de remarquer 

qu'on peut approcher f uniformément par les polynômes trigonométriques 

On peut alors poser les problèmes suivants 

(~) Pour la définition voir chapitre 3. 



Problème J 

Caractériser A , ne possédant pas de compact associé, tel que toute 

fonction continue et bornée à spectre dans A soit presque périodique 

(Bohr). 

Nous savons [3] que si A est de la forme, A = u a 71-
.. ~ m:r>J n 

avec a E: ~ , n c N et les a ~- 1.ndependants, alors A n n 
possède la propriété indiquée. 

Problème 2 

Caractériser A tel que, toute fonction bornée à spèctre dans A 

~oit presque périodique (Bohr)~ 

2 

Les ensembles de Sidon sont des ensembles qui possèdent cette propriété. 

Les ensembles de type (S) que nous allons étudier constituent une classe 

plus large que les ensembles de Sidon répondant au problème 2. Nous allons 

étudier d'abord ces ensembles dans le cas de 7L. (chapitre 1 et 2), puis 

dans le cas de ~ (dernier chapitre} 

Beaucoup des résultats obtenus ici s'étendent facilement dans le cadre 

générai des groupes abélien localement compacts. 
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CHAPITRE l 

ENSEMBLE DE TYPE (S) DANS~ 

Notations 

fN, 7L' fi\ ;<C.. désignent respectivement l'ensemble des entiers 

positifs, le groupe des entiers naturels, le corps des réels et le corps des 

complexes. '1r' désigne le groupe additif des réels modulo 21r. 

Les différentes notions, comme transformation de Fourier, série de 

Fourier etc ••• serons celles définient dans [1]. 
Nous utiliserons les notations suivantes: 

M = M(,r) 

B = B(~) 

:• l'algèbre de Banach de 

sur 1r avec la norme 

convolution des mesures de Radon bornées 

11 µ 1 1 M = 1 1 dµ 1 si µ e: M • 
1f' 

l'algèbre de Banach pour la multiplication ordinaire de transforméés 

de Fourier des éléments de M avec la norme; llgllB = llµIIM s1 

g = Jl, µ e: M • 

1 j 
L = L (7r): l'algèbre de Banach pour la convolution des fonctions sommables 

A = A(l) 

C = C(,r) 

définies sur '1r à valeur 

11 f Il 1 = I I f (x) 1 dx , 

T 

dans <[_ 
J f e: L • 

avec la norme 

l'algèbre de Banach pour la multiplication ordinaire de transformés 

de Fourier des éléments de L1 avec la norme ; 

11 h 11 A = 11 f 11_ 
1 

S 1 h = f. f e: L l 

l'algèbre de Banach des fonctions continues à valeurs dans 6:. 

avec le norme [ lfl lm= Sup [f(x) [ , f e: C . 
xe,r 

l'algèbre de Banach des fonctions essentiellement bornées définies 

sur T ·à valeurs dans ([ , avec la norme ; 

[ If [ [.., = Sup.ess. [f(x) [, 
X e: ,r 

f e: L 
CC) 



P = P(f) : l'espace vectoriel des polynômes trigonométriques définis sur 
iÀX ,r à valeurs dans tL ; Q(x) == E aÀ e À e: 7L 

fini 

4 

1\. désignera un sous ensemble de ~ et (A.). 
1 

une partition de A 
J J~ 

avec Card A. < +co, j ~ l • 
J 

Si D = D(,r) est l'un des espaces de mesures où de fonctions sur '1f' 

décrit ci-dessus, l'on notera par ~ = DA rr) le sous espace fermé de D , 
. A 

constitué par les éléments f e: D tel que r(À) = o pour les À n'apparte-

nant pas à 1\. • 

1°) Si D = D(~) est l'un des espaces Bou A, on notera ~ar. D(A) le quotient 

de D par l'idéal des éléments de D s'annulant sur A muni de.la norme quotient. 

où g. e: D(.A.)j~J. On notera par: 
J J 

0, D(A.) : 
R, J 

l'espace de Banach des suites g = (gj)j~J telles que 

Slp 118·11 < +eo , muni de la norme; 11811 = SJp j jg. j l 
j ~.l J D (A.) j ~1 J D (A.) 

J J 

l'espace de Banach des suites g = (g) telles que 
. j j~l 

<+"",muni de la norme- llgll = E 118-II 
j~l J · D(A.) 

J 

0 D(A.) 
C.; J 

l'espace de Banach des suites g· = (gj)j~l 
telles que 

_ lim ll8-l l0 (A.) _ = O, muni de la norme -1 lg_l l = Sip II gj 11 
J++co J J j~I D(A.) 

J 
2°) De la même manière l'on définit : ~oo DAj , ~l DAj et ~o DAj • 

Un calcul facile nous permet de vérifier que le dual de ~ PJ\_s'identifie 
R, J 

isométriquement o.0 B (A.) 
R,'"" J 

par : 

(g,P) = E. E 
j~:I Àr.A. 

g(À) p(À) ' 
j 

g e: ~ B(A.). et 
R, J 

J 

le dual de a:} A(,t.) s'identifie isométriquement à 0 P par la forme bilinéaire 
~ J 1 1 .Aj 

définie ci-dessus avec g G 0 A(A.) et P e: 0 PA • 
Co J i I nj 

De même.le dual de· A(A) s'identifie isométriquement à 

(g,f) = E g(À) f(À) , 
Àe:A 

g e: A(A) et 
CO 

f e: L,1 



Enfin on écrira la série de Fourier d'un élément f de sous la forme 

ÏÀx 
e f. (x) 

J 
f . E PA. (j ~ l ) 

J J 

Nous utiliserons souvent la notation: 

5 
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Définition 

S:>it A un sous-ensemble de ~ et soit (A.) . 
1 

une partition de A, 
J J~ 

Card A.< +oo j ~ ]. 
J 

DEFINITION J. J : On dira que A est un ensemble de type ( $ relativement 

à la partition (A.). 1 , s'il existe une constante C = c[A, (A.). l] telle 
J J 3; J J>, . 

que pour tout polynôme trigonométrique p à spectre dans A , on ait : 

Pour une partition (A.). 
1 

donnée,_on dira que A est de type ( S) 
J J~ 

et l'on 

sous entendra, relativement à la partition (A.). 
1

• On dira aussi que 
J J~ 

(A. ) . 
1 

est de type ( S ) • 
J J~ 

Remarques et conséquences de la définition 

ii. (A.). 1 est une partition telle que card A.= J , on retrouve la 
J J~ . J 

définition classique des ensembles de. S..don [4, page 120]. Rappelons 

qu'un sous ensemble A de Z est un ensemble de. 5.don s'il existe une 

constante C ·telle_ que_ pour tout polynôme trigonométrique P à spectre 

dans A on ait : 

2°) S.. fi. est de type ( S ) relativement à la partition (A.) • J 
J J~ 

-A est de type .( S) relativement à la partition (-A.). 1 • 
J J >,, 

alors 

3 °) S i (A j) j >,l 

A nll = r/J 

est de type .( S) et si A
0 

est un sous ensemble fini de~ 

(Aj) j>,O est un ensemble de type ( S) • 
0 

Plus généralement, si 

ensemble A telle que 

alors 

(A.). J 
. J J~ 

et (A!). 
1 

sont deux partitions d'un même 
J J~ 

A. f A! pour un nombre fini d'indices seulement, 
J J 

alors (A.) • 1 
J J~ 

et (A~) . J 
J J~ 

sont en même temps de type ( S). 



4°) La propriété d'être de type ( S) est invariante par translation. 

50-) si A= u A. est de type .( s) et SI. (A!) . 1 est une j~J J J J>;:. 

A telle que chaque A! soit réunion fini d'ensembles A. 
' J 

(A!) . 1 
J J~ 

est de type ( s ) . 

6°) si 

est· 

A = V A. est de type ( S) 
j~J J 

un sous ensembles de A. , 
J 

, alors A'= U 
j~l 

est de type ( S ) • 

J 

A'. ' ~ ou 
J 

partition 

alors 

A! 
J 

7°) Soit A = .V
1 

A. 
J~ J 

et supposons que les· A. 
J 

sont symétriques : 

A.= -A. . alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes 
J J J~J 

7 

de 

(a) Il existe une·constante C = crA, (A.). 1] 
.1..: J J>,, telle que pour tout polynôme 

trigonométrique à valeurs réelles et à spectre dans A on ait: 

(on dira alors que A est de type ( S) réel). 

(b) A est êle type ( S) relativement à la partition (Aj)j>,,J 

En effet, soit P un polynôme trigonométrique, écrivons P sous la 

forme : P (x) = ~ (P (x)) + i Im(P (x)). 

La propriété (a) entraîne 

et 

ce qui nous donne: 

d'où A est de type ( S ) • 
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Problème 

Soit A, An - A=~ et (A.). 1 une partition de A. Considérons 
J J~ ' . 

Au.- A, on peut le décomposer de façon naturelle suivant la partition 

(A.v - A.). 1 ou bien suivant la partition (A.)t
00

• 

J J J~ J -co 

Si A est de type ( S) relativement à 

de type ( S) ? 

(A.). 1, est-ce que Au - A est 
J J~ 

a) relativement à (A .u -/\.). 
1 J J J~ 

b) relativement à 
+co 

(A.) , fi. = -A. 
J -00 -J J j~] 

Plus généralement, est-ce que la réunion de deux ensembles de type .( S) 

admet une partition relativement à laquelle el le soit de type ( S ) • 

Equivalences 

T lEOREME 1, 1 

S:>it A un sous ensemble de :â:. • Alors pour une partition 

(A.). 
1 

de fi, card A.<+ co 
J J~ J 

j >., J les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

(i) A est de type. ( S) 

(ii) 'v' 
CO 

f e: LA f 'v E 
j~] 

(iii) 'g f e: CA f 'v E 
j~J 

relativement à (A.). 
1 J J >., 

f. (x) E I ILI 1.., ' 
< + .., 

J j~J J 

f. (x) 
' E IILII < + .., 

J j~J J 00 

(iv) Pour toute suite (gj)j~J' g · € B (A.) ' fup 
J J j~l 

on peut trouver g e: B(A) satisfaisant 

llg.11 < 
J B(A.) 

. J 

(.À_e: A. 
J 

J ~ 1 ) 

+ eo 



(v) Pour toute suite (h.) ·~1 h. e: A(A.). l ' 
lim l lh.11 = 

J J 7 J J J~ j+roo J A(A.) 
J 

on peut trouver h e: A(/1.) telle que 

h_(À) = h. (À) _(>, e: A. J ~ l) 
J J 

(vi) Pour toute suite ~ = ( ~ j) j >,,l , t j e: 1r et e: = (e:.). l e: • 
J J~ J 

on peut. trouver g e: B(A) telle que : 

·Preuve· 

Nous allons démontrer les implications suivantes 

(i) > (ii) => (iii) -> (iv) ->- vi) => (i) 

et 

(iv) · :> (v) > (i) 

(i) ==:> (ii) 

Soit f "' E f (>.)eiXx = 
Àe:A 

E. f. (x) , 
j%1 . J 

montrons qu'alors 

r. ·11 f. Il < + ... . J 00 

J 

Pour N fixe considérons : 
N 
r. 11 f. 1 1 

j=J J 0') 

Soit K le noyau de Fejer et considérons -n 

N 
E-llf.*KII 

j=l J n 

K * f est un polynôme trigonométrique et nous avons n 

(K ~ f) . = K * f. 
n J n J 

ce qui nous donne d'après l'hypothèse (i) 

-
llf. * K Il~ cllK * fll ~ cJlfll.., J n n 

9 

0 

= ± 
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Or K étant le noyau de Fejer, nous avons, pour chaque J ~ 1 , 
n 

lim I IK * f.11 = !IL 11 
n-++oo n J CX) J CIO 

ce qui entraîne que 

N 
E. 11 f j 11.., ,$ clltll

00 

j=J 

et ceci indépendamment de N, d'où : 

et la condition (ii) est satisfaite. 

(ii) ==> (iii) 

Evident. 

(iii) ~ (iv) 

Soit l'injection canonique 

i (!) PA_----» 
R,J J 

c'est une application linéaire continue de norme égale à J. Le dual 
1 

de (2 PA. est isomorphe et isométrique à 0, B(A.) de .même que celui 
R. J 

R, . J 

de CA à B(/\.). Soit ·* la transposée de ]. ]. 

: B(A) 

La condition (iii) implique que l. est surjective. Par conséquent, 

i est bijective et bicontinue et· il en est de même pour i~. En parti­

culier, i* surjectiv~ entraîne la propriété (iv). 
-~ -J La continuité de i entraîne l'existence d'une constante C > 0 

telle.que : 



(iv) => (vi)• 

. Evident. 

(vi) "==> (i) : 

Nous allons faire une démonstration par l'absurde. 

Supposons que A n'est pas de type (S). Il existe alors 

un sous ensemble fini d'indices et P(l) 

J C. fN 
l 

un polynôme trigonométrique à spectre dans u A. satisfaisant 
j e:J J 

l 

E IIP~
1)11 = J J I IP(l) Il ~ 1/2 

j e:J l 
J a, . 0:, 

, 

Considérons A "- ( .VJ A.) , d'après la remarque 3° (page 6), cet 
. Je: J 

ensemble n'est pas de type ls). Il existe donc J 2 c rN '\. JJ, card J 2< + 00 

et un polynôme trigonométrique 

P2 (x) = I:.. p~2)(x) 
je:J2 J 

à spectre dans .u A. tel que : 
Je:J2 J 

I:. 11Pj2
) 11.., = l , 11p<2 >11"" < cl> 2 

j 2 

1 1 

De proche en proche, on construit une suite de sous ensembles 

card Jn <+a, et une suite de polynômes trigonométriques 

(J: ) de hJ n ; 

r 
je:J n 

p~n)(x) 
J 

sati.sfaisant. 

(1) 

(2) 

J (\ J = r/J n m n/m, 

Pour chaque n définissons , . e: 1f1 et e:. = ± 1 
J J 

e: •. 'îte[P~n)(,.)] = l!î)e. p~n)II 
J J J 'l3 J "" 

J e: J n 
par 



(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Prenons E. = 
J 

et s• = o 
J 

si J ~ J et • cl- u J 
J "' n 

n>,,l 

D'après (vi), nous pouvons trouver g E: B(A) satisfaisant 

Sup 11 g(À) - E:-Cs-,À)II ~ T\, 
j ➔ l J J B(A.) 

J 

Soit µ E: M(T) telle que µ 1 A = g alors (3) entraîne , 
' 

d'où, en sommant -pour ~ E: J , on déduit : _n 

ce qui entraîne 

pour 

rt, E IIP~n)II ~ 1 E E:. p~n)(s.)I -1 f. p(n)(x) dµ (x)I 
j E:J J oo j E:J J J J rm 

n n u 

De (4) on peut déduire : 

12 

chaque 

j E: J 
n 

q, E_ 11 P ~n) 11 ~ 1 I: E:J. ~ PJ~n) CsJ•) 1 - 1 f'1r p(n)_(x) q.µ (x) 1 
j E:J J 00 j E:J 

n n 

et finalement 

De même, on définit 11.j E: 1f et ex. = ± 1 
J 

pour rm[P ~n) (x)] , 
J 

En appliquant (vi) et par un calcul analogue, on obtient 

11, E IIP~n)II ~ E IIIm P~n)II - 1 J. P(n)(x) dv-(x)I 
j E:J J CX) j E:J J CX) T 

m n 

J >,, J 

où " est la mesure d'approximation donnée par (vi) pour (n) et t.j j?J 
(cx.).J. 

J J~ 

En- additionnant (5) et (6) et en minorant le deuxième membre, on 

obtient : 

n 



(7) 

d'où 

E 
je;J 

n 

or d'après (J), cette dernière inégalité s'écrit: 

0 < 11,< J/2 

ce qui est impossible pour n assez grand. 

Nous allons montrer maintenant que: 

.(iv) · > (v) >- (i). 

(iv) => (v) : 

Soit (h.). 1 , 
J J~ 

Posons: 

h. e; A(A,). J 
J . J ]9. 

et lim 
j-++oo 

D = ~up 1 1 h · 11 A (A. ) 
J~J J J 

Soit J le sous ensemble de ~ défini par: 
n 

Chaque J possède un nombre fini de points et n 
J ('\J = ~ si n 1-m. rl' m 

13 

(n) 
Pour n donné, définissons la suite (gj )j~J g <. n),.. .B (A.) . > l "- J ,, , par 

J J 

nous avons alors 

(n) 
g. 

J 

(n) g. 
J 

Sup 
j~l 

= 

= 

b. j e; J 
J n 

0 J f J 
n 

-n+I 
2 D 

D'après (iv) , il existe g(n) e; B(A) telle que : 

= ( À E A. 
J 

j ~ 1 ) 



et d'après la dernière partie de la preuve de (iii) · > (iv) , il 

existe une constante C > o, telle que : 

14 

Si est noyau de la Vallée-POUSSIN [1] d'ordre k choisi tel que: 
n 

alors 

Soit 

Si À 

V 
k 

n 

(n) 
g 

h e: A(/\.) 

e: A , soit 

est un élément de A(A) avec: 

la sonnne dans A(A) de la série conv~rgente 

J tel que À e: A. et n tel que J E: J 
J n 

.... 
g (n) (À) h(À) == Vk. (À) == h. (À) 

J n 

et la condition (v) est démontré'e. 

Prouvons finalement que: 

(v) ~ (i) 

Soit J l'injection canonique 

j : A(f}) 

, alors 

j est continue et_ de norme J. Soit ·* J la transposée de J , alors 

d'après la remarque du début de ce chapitre, on a: 

CIO 

·L 
A 

(n) 
g • 

on a 

La_ propriété (v) entraîne que J est_ surjective, donc bijective et 
·* -J bicorltinue. J continue, entraîne qu'il existe une constante C > 0 

telle que, pour tout polynôme trigonométrique à spectre dans A, on a: 

ce qui achève la preuve. 
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Remar9.ue : D'après la démonstration du théorème, Sl. A est de type ( S)' 

il existe trois constantes CJ, c2, C 
3 

telles que 

}: 11 P j 11.., ~ CJ 11 P 1 1.., ( p e: Pd 
J 

11 gll ~ c2 Sup 11 gj 11 . ( g et (g.). J défini dans (iv) ) 
B(A) j~J B(l\.) . J J~ 

. J 

et llhl 1 ::: c3 Sup l lh.11 ( h et (h.). J défini dans (v) ) 
A(A) j~J J A(A.) J J~ 

J 

Or, il est.,facile de vérifier que ces trois constantes sont identiques. 

Remarques sur la condition (vi) 

J 0
) - à propos de TJ,, 

Nous n'avons pas pu démontrer dans le cas général que la condition (vi) 

avec Tl,~ J entraîne que A est de type (S). Néanmoins, il y a deux 

cas particuliers où l'on peut conclure facilement: 

J er cas : Soit A = V A. avec les A. symétriques, A. = -A. .- Alors j~J J J J J 

la condition (vi) pour tt ·'> J entraîne que l\ est de type (S). En effet, 

dans ce cas, d'après la remarque (7) il suffit de considérer des polynômes 

à valeurs réelles. En reprenant la preuve par l'absurde de (vi) > (i), 

on peut construire une suite c~e polynômes réels · P (n) telle que 

en appliquant la condition (vi) aux 

e:. = J 
J 

on aboutira à une contradiction. 

et 

~- et e:. 
J J 

définis par: 

J e: u J 
ne: IN n 

et 

j ~ u J 
ne:~ . n 

~- = 0, 
J 
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A = .U
1 

A. 
J>,. . J 

et supposons que An - A=~, alors la 

condition suivante entraîne que Av - A est de type (S) par rapport à 

la partition (A • u - A . ) • J • 
J .J J~ 

Pour toute (f;.). 
1 

f;. e:T et 
J J>,. J 

(E:.). 1 E:. = ± 1 
·J J~ J 

on peut trouver une 

mesure réelle µ satisfaisant 

2°) ~ à propos de ( E: • ) 
J 

On peut remplacer la condition (vi) par la condition (vi)' • 

(vi)' - pour et e: == (e:.). 1 
J J>,, 

on peut trouver g e: B(7i) satisfaisant 

Sup I lgO.) - e:.(E;;.,À) 11 ~ 11, 
j>,.J J J B(A.) 

J 

avec o < f\,< l/4. 

e:. E: {0,1} 
J 

Montrons que (vi)' entraîne (vi). Soit (c;j)j>,.J c;j e:'lf' et 

(e:j)j>,.1 e:j = ± 1. 

Considérons: 

JJ = {j e: fN , 11.j = + J} 
' 

soit J {O, J} défini e: • e: par 
J 

1 
e:. = 

J 

Il~existe alors g
1 

e: B(Z) telle que 

(1) Sup 
j 

De mêne si 

2 
e:. = 

J 

1 - e:. 
J 

(t;.,>-> 11 ~ 
J B(J\.) 

J 

'1, 



1 7 

il existe g
2 

E: B(?l) telle que : 

(2) 

Ainsi pour 

tel que: 

1 2 
11.j = E:j - E:j , J >,. J , g =. g1 - g2 est un élément de B(Z) 

et d~~pris (1) çt (2) : 

D'où la condition (vi). 

3°) - à propos de 

Si on prend E;. = 0 ' 
J 

(j >.,.. J) 

j ~ J, la condition (vi) n'est plus suffisante. 

A ce -propos voir plus loin (Chapitre 3). 



CHAPITRE 2 

CONSTRUCTION D'ENSEMBLES DE TYPE (S) DANS 2, 

Note 

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, 

ensemble de 72 avec A n - A = </J et O 1 A 

partition de A satisfaisant card A. < + 00 j~l 
J 

A 

Les ensembles lacunaires par blocs : préliminaires 

et 

désignera un sous 

et 

(A.) . 
1 

une 
J J~ 

lim card A. = 
j-++00 J 

Dans cette partie A sera un sous ensemble de fN (A.). 
1 

une 
. J J>,. . 
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+ CX) • 

partition de A. Les résultats se généralisent sans peine à un sous ensemble 

symét~ique avec une partition symétrique. 

on·notera par À. un élément générique de A. et l'on suppose 
J J 

À. < À·. 1 si j < j 1 . Nous distinguerons deux éléments d'un même bloc 
J J 

par les indices supérieurs et l'on 

si k <k'. 

On notera: 

m.= min A. 
J J 

M. = max A. 
J J 

J >, I 

Le pas de A. 
J 

est 

p j = Inf. 1 À - À' j 

À ,À' e: '''j 
À "· À I 

A
1 

et r,..
2 

étant deux sous ensembles de '?}!.., 

d(AJ, A2) = InflÀJ - À2 1 

ÂJ e:. AJ 

À2 e:-:-A2 

À~k)< suppose que 
J 

que 

. A. 
(~') À. 
J 



DEFINITION 2 .1 On dira qu'un sous ensemble de IN est q-lacunaire 

par blocs, s 1 il existe une partition (/\.). 
1 

et un q>1 tels que : 
J J~ 

(1) 

On dira aussi que 

Remarquons que si 

m. l > q M. 
J+ J • ( j~j ) 

(A.). 
1 

est q-lacunaire par blocs. 
- J J~ 

A poss~de une partition telle que card A.= 1 , 

19 

on retrouve la définition classique des suites 
. J 

q-lacunaires [13] (page 202). 

DEFINITION 2.2 On dira que µ e:2 est un 

s 
(2) µ = E. e: . À. e: . = ±. ] 

1. 1. 1, ' j=J J J J 

s 
I: e:. À. sera appelé une s-représentation 

j=l 1. 1. 
J J 

dominant des-représentation de (À. 
. l.] 

s' 

s-élément de 

À. e: A. 11 1. 
J 

de \J et 

> ••• 

1. 
J 

À. 
1] 

> À. ) • 
1 

s 

A , s ~ ] 51 

> i2 . .. > i s 

le terme 

Deux rep~ésentations 
s 
I: 

j=J 
e: . À. 

1. 1, 
et I: 

j=J 
seront dites identiques s1. 

J J 

· s = s' , e:. = e: ! , et À. = À~ , , 
1, l., l., l., 

J ~ j ~ s (= s'). On notera par 
J J J J 

S(A) l'ensemble des s-éléments de A, s ~ J • 

Nous allons donner quelques lemmes techniques qui sont des conséquences 

simples de la définition. 

Notons par I(Àk) et I(-Àk) les sous ensembles définis par 

(3) À + K __q_] 
k . -K-J q-1] 

On pourrait convenir qu'il s'agit d'intervalles dans ~- • 

LEMME 2.1 S·o1.· t A. - V A - ·---1 • J~ . J 
un ensemble q~lacunaire par blocs. 

Si q > 1 , uns-élément µ de terme dominant 

appartient à l'ensemble 

s 
\J = I: 

j=J 
e:. À. 

l. •· 1. 
J 'J 

I(À. ) U I(- À. ). 
l.j l.J 



Preuve: 

-supposons 

Or 
s-J 

E M. 
j=J 

1 -J 
J 

d'où 

ce qui entraîne 

= l , d'où 

= (J M. J 
1 -

J 

M. J 1 -
J 

s-J 
+ E 
,j=2 

µ e: I(À. ). 
. 1 J 

e:. À • 

M. 
1 -J 

J 
M. ) ~ 

1 -J 
J 

M. J 
1 -

J 

....L 
q-,.J 

1 •· 1, 
J J 

s-J 
+ E 

j=J 

M. J 
1 -

J 

. Nous avons alors 

s-J 
J (J + E - j-J) 

j=2 q 

Si e:. = -J 
11 

par un raisonnement analogue, l'on trouve que 

LEMME 2.2 Soit 

alors les intervalles 

A = .U A. un ensemble q-lacunaire par blocs. Si : 
J~l J 

q-J 
2 (q+J) 

sont ~eux à del,OC disjoints. 

Preuve: 

Pour démontrer le lemme, il suf~it que 

~ (J + 2e:) <;: 1\_+J (1 - 2e:) 

D'apr~s (J) ceci est vra1 s1 

(1 + 2e:) < q(J - 2e:) 

ce qui est réalisé s1 l'on a 

e: < 

d'où le lemme. 

q-J 
2(q+J) 

20 



Posons : 

(4) 

Nous avons évidennnent 

0 

_q_ 
q-J , 

k >,, 1. 

21 

LEMME 2.3 : Soit A= U n un ensemble q-lacunaire par blocs. Si q>3 
j~J j 

alors les ensembles .± 1\ k~l, sont deux à deux disjoints et nous avons 

k 'f J 

Preuve: 

Pour la première partie, il suffit de remarquer que les sous ensembles 

1\ définis par (4) sont contenus dans les sous ensembles _Ik du lennne 2. 2 

pour 1 s. 
e = 2(q-l) • i q > 3 nous avons: 

1 q-1 
2(q-J) 2(q+J) 

et en appliquant le lemme 2.2, on conclut que les '\ sont deux à deux 

disjoints. 

Pour évaluer d(tj, ~k) , k I j considérons d('\_, 6k+J). 

Nous avons : 

Pour le deuxième membre, nous avons: 

(l ~ 
-~+J - -m.-

k+J 

~ _9__ --
q-J II\c.+J 

ce qui entraîne·pour toùt jet k, JI k 

Remarque Si q > 2 , on voit facilement que zéro n'appartient à 

aucun ± 1\. 
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LEMME 2. 4 Soit A= .U1 A. un ensemble q-lacunaire par blocs, q > 3. 
J~ J 

Si uns-élément µ 

nécessairement : 

et un sl-élément v de A sont égaux, nous avons 

a) ou bien: leurs représentations sont identiques 

b) ou bi.en : leurs représentations_ ne sont pas identiques, auquel cas, après 

avoir effectué toutes les simplifications pnssibles dans µ = v , les termes 

dominants de deux cotés de l'égalité sont dans le même bloc. 

Preuve : 

Soit 
s 

J..l = r e: • À. ,. 
j=J 

l. • l. • 
J J 

et 
s 1 

\) = r e: ! 1 À~ 1 

j=J 
l. •. 1. • 

J J 

Supposons s' $ s. 

Noùs allons montrer que si J..l = \) alors 

b) ou b.ien il existe k .l ~ k < s 1 tel que 

. ' = 1. • E: ! 1 = e: . À! 1 = À. J = l , 2, k-1 1. • , .... , 
J J l.. 1. 1. 1. 

J J J J 

et 

1k = • 1 
e: ! 1 = e: • À! ' "· 

À. i.k , 
1k 1k l.k 1k 

a) ou bien, s = s' et 

. ' = i. e: ! 1 = À ! 1 À. ] , 2, s(=s') 1. e: • , = J = .... 
J J 1. • 1. l. . l.. 

·J J J J 

auquel cas la preuve est terminée. 

Si J..l = v, alors nécessairement 1
1 

= ii • En effet, si i
1 

f ii 

le lemme 2.J entraîne que 

et 

. 
et comme q > 3 le lennnê 2.3 entraîne que ces ensembles sont ·disjoints. 

Nous avons de plus car 6.. l"I (- 6..) = r/J pour tout j. Nous 
J J 
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alors deux possibilités: 

1) ou bien auquel cas la preuve est finie avec k = 1 • 

2) ou bien À. = À! , dans ce cas, après 
l..l 1.1 

simplification~l'égalité 

µ=v s'écrit :: 
s s' 
E e;. ). . = L. e; ! ' À! ' 

j=2 
1.- 1. • j=2 

].. l. • 
J J J J 

En répétant le raisonnement ci-dessus, au bout d'un nombre fini 

d'opérations, on aura: 

.1) ou bien il existé k, 1 ~ k < s' , ~el que (a) est satisfait. 

2) ou bien l. . =i! , e;. = e; ! ' , .À. = À! ' J = J , 2, . .. s' . 
J J l. • l. . 1. • l. • 

J J J J 

L'identité µ = \) devient, après la simplification 

s 
0 = E. E:· ·.À. 

' 1. • l. j=s+J J j 

Or d'après la remarque du lemme 2."3 , ceci n'est pas possible sis> s'. 

Donc, __ on_ -a s = s' et on obtient (b). 

PROPOSITION 2.1 Soit A= .V.l A. un ensemble q-lacunaire par bloc. 
J~ . J 

Supposons pour tout J = 1, 2, ••• 

a) m. > q M. 
J+J J 

q > 3 

b)" Si p. 
J 

est le pas de /1.. , 
J 

Alors, tout élément de :2Z s'obtient au plus d'une manière connne un s-élement 

de /1., s ~ J • De plus, zéro ne s'obtient pas connne s-élément. 

Preuve 

Lq remarque du lemme 2.3 entraîne que zéro ne s'obtient pas comme s-élément 

D'après le lemme 2.4, pour qu'un s-élément µ et un s'-élément v soient 

égaux il est nécessaire d'avoir 

+ 
s-J 

E 
k=l 

e; • 
1. . 

k 



+ 

avec Â. 1' Â ~ • 
J J 

s '-J 
E 

k=J 
(i~ < j) 

Or d'après le lemme 2.J , nous avons: 

La condition .(b) 

achève la preuve. 

µ e: I ~À. ) , . J 

entraîne que ces deux ensembles sont disjoints, ce·qui 

Corollaire: Soit A= .U A. 
J~J J 

un ensemble q-lacunaire par blocs, si pour 

tout J = J, 2, •••• 

a) m. J > qM. , 
J+ J 

q > 3 

Alors, en plus du résultat de la proposition 2.1 , la distance entre deux 

s-élément.s s ~ 1 est supérieure ou égale à ô
0 

Preuve: 

R 3 2q ~ b') emarquons que pour q > nou3. avons q > --- et par consequent 
q-J 

entraîne (b) et on a les propriétés de la proposition 1.2. 

Il nous reste à évaluer la distance entre les s-éléments. 

Le lennne 2.3 entraîne : 

(J) J ,f= k • 

D'a~tre part: 

= p . - 2M. J _g__l > M. 
1 

q - 2M. I _g__J 
J J- q- J- J- q-

ce qui nous donne: 

(2) j ~ 2 

24 



Evaluons enfin la distance entre À. et uns-élément de I(À.) 
J J 

différent de À. : 
J 

ce qui nous donne 

(3) 

d [o, 1(\-J )] .....9-
q-J 

J ~ 2 • 

25 

En tenant compte de (J), (2), (3) la distance ô entre deux s-éléments 

s ~ 1, de A satisfait 

ô ? 
q-2 q-3 

p 1) Inf(MJq q-J , Mq-J q-l 

d'où 

ô 
q~3 

pJ) = Inf (MJ q q-J , . q 

Cas particulier: blocs de progressions arithmétiques. 

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux blocs de progressions 

arithmétiques 

(J) 

C'est 

Soit 

A. = 
J 

pourquoi, 

A = .U
1 

IL 
J~. J 

n. 
{n f.} J 

J ri=.l 
f. > 0 

J 
j >,, 1 

on va grouper les résultats obtenus pour c~ cas. 

un ensemble q-lacunaire où les A. 
J 

sont définis par 

(J) • La conditiori de lacunarité s'écrit 

f . > q(n. f.)' J ~ J (q > -·J) 
j+J J J 

et le pas de /\.. est p. = f.. 
J J J 

Si q >_ 3, le corollaire ci-dessus entraîne 

(i) zéro ne s'obtient pas coIIlllle s-élément de A, s ~ 1 • 

(ii) tout entier y s'obtient au plus d'une manière. comme 

uns-élément de A. 

(iii) la distance entre deux s-éléments est supérieure ou égale à ô0 
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., 
PROPOSITION 2.2 Soit u A -. • A. 

H-J J 
un ensemble q-lacunaire par blocs q > }. 

( *) Quelque soit a > J , on peut décomposer A en une réunion finie 

d'ensemfiles A(k) , J ~ k ~ r tels que : 

(ii) Chaque A(k) est a-lacunaire par blocs , J ~ k ~ r 

relativement à la partition A ~k)::: A (k) n A. , J >;., J. 
J J 

(**) Il existe a 0 ::: a
0

(q) tel que pour a 'l a
0 

on peut trouver une 

décomposition de /\ comme dans ( *) telle que 

Preuve: 

( *) pour 

s (A (l)J " s [/\. (k'] ; r/) si 9,/. k où. s[A] désigne 1 'ensemble ·des 
· s-éléments de .. /\ • 

Soit r E: l>-J tel que r q ~a. Considérons les blocs : 

/\.k, Ak+r' .... Ak+jr l {: k ~ r 
' 

. 
J >,, 0. 

Soit A(k) défini par 

A (k) ::: u 1\. •. 
j >,-J k+Jr 

Il est facile de vérifier que les A(k) sont a-lacunaires 

par blocs. 

Si a> 2 il est facile de voir qu'un s-élément p de la 

forme 
s 
E 

R,:::2 

appartient à l'intervalle 

Choisissons E: tel que 

E: 

si l'on prend 

q-J 
2 (q+J) 

J + E: 

e: 

E:. 
1 . 

.e, 



alors on a 

a-2 
a-J 

et par conséquent 

1-1 E 

et 

En appliquant le lemme 2.2, on en déduit que ces intervalles sont 

deux à deux disjoints pour 1 ~ k ~ r 

Maintenant si on prend: 

et i 1 quelconque. 

pour a ~ a (q) 
0 

() = Sup(2, J : E) ao = ao q 

la propriété (* *) est satisfaite. 
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Corollaire: Soit A= .U1 A. des blocs de progressions arithmétiques centrées 
J~ . J 

à l'origine, q-lacunaire par blocs q > J. Alors, il existe une décomposition 

de A, A = U A (k) satisfaisant 
k=l 

chaque est q'-lacunaire avec q' > 3. 

S [A (R,)J n S [A (k)J = r/J si t#k où s[A] désigne l'ensemble des 
s-éléments de A 

de r (k) 
le pasYsous ensemble U S [A ] est supérieur à ô 

O 
où 

k=J 

Preuve: 

Définissons r E fN 
de la proposition 2.2 

la proposition 2.1 

te 1 que 

sont 

r r-J 
2. q > q + 

r 1 . q - acuna1re et 

le pas 

Les A (k) définis dans la preuve 
r 3. Connne q r > 3 d'après q > 

des S [A (k)] est supérieur 

à ôl = Inf [f J, n
1 

f 
1 

qr q: -3 ] • Il est facile de voir que les s-éléments 
q - J 

des A(k) se trouvent dans les intervalles : 

~ 
r 
~ 

± ~+jr r ' 
q -J 

J ~ 0 



Evaluons la distance & entre deux s-éléments de h(k) et 
(k') 

A 

k i k'. Pour cela considérons deux indices a et 6, 

B = k' + j'r et a> 6 Alors nous avons: 

D'où 

Q [ 
r r-J ] f q(q -- q - 2) 

J r - J . q 
> o. 

Ce qui nous donne (**) et implique que.le pas de 

0 
ex= k + jr 

r 
S [A (k)J u 

k=J 
est 

r-J 
Inf rJ, r 

~{ 2] supérieur•. à ô ô = n1 f l 
r q -3 

fj q q , q -r-, . 
0 o· r 

- l q -1 q 

Des ensembles q-lacunaires par blocs de Type (S) 
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Dans cette partie, nous allons considérer des ensembles A, q-lacunaire 

par blocs, A = .U
1 

A. 
J~ J 

Ac.. IN'\_ {o} , où les A. 
J 

sont des progressions 

arithmétiques centrées à l'origine 

n. 
(l) A.= {n f.} J 

J J n=l 
L J > q(n.LY J >;, t 

J+ J J 
(q > l) 

1\, 1\, 

Pour· q > J , A. 
J 

(2) 

désignera le sous ensemble 

1\, 

A.= {n 
J 

(q n.J 
f.} J 

J Il"'J 

où [_q n.J 
J 

désigne le plus grand entier inférieur ou égal à 
1\, 

q n .• 
J 

Soit F (x) le noyau de Fejer cie "1 , (a E fi'.\+), sa transformée de 
a 

Fourier est 

{: 
- fil si 1 À 1 ~ a 

F (À) a = a 
1 À 1 S1 > a 

On sait que les F (n) 
a ' n E z , sont les coefficients de Fourier 

d'une mesure positive sur 'lr( [J J p. 137). Comme il n'y en a q·u1 un nombre fini 

de termes non nuls, c'est un polynôme· trigonométrique. Si on le désigne encore 

par F (x) on a: 
a 

(3) -y (x) 
a 

lnl 
= E. (1 - -) 
lnl~[a] a 

1nx 
e 
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Dans le cas où a 

Nous avons F ~ 0 
a. 

est un entier F 
a 

est le polynôme de Fejer d'ordre a. 

et 1-IF 11 = 1 • a J 

PROPOSITION 2.3. : Soit A= U A. , un ensemble q-lacunaire, avec q > 3. 
j~J J -

A. 
J 

sont des progressions arithmétiques centrées à l'origine, alors Si les 

Au - A est de type (S) relativement à la partition (A. u - A.). 
1 

• 
J - J J~ 

Preuve: 

Nous allons _montre;r que_ Au - A satisfait la condition (vi)' de la 

page ( l 6) • 
00 

Soit E,: e: 'lL' et 

Considérons : 

l + K. (x) = F 
J n. 

J 

(e:.).,
1 

e:. e: {O,J} donnés. 
J J-? J 

[f. (x 
J 

où F -llj est le noyau de Fejer d'ordre n .• 
J 

Soit: 
M 

= n 
j=J 

(J + e:. K.(x)) 
J J 

La condition q > 3 entraîne, d'après le corollaire de la proposition 2. J 

que zéro ne ~'obtient pas comme s-élêment de A et que tout nombre 

y e: ;z; s' obti_ent d'une seule manière comme s-élément, s >,,_ J , de A • 

Ce qu1 nous donne, en particulier: 

M 
(4) 11 (x) = 1 + E e:. K.(x) + E CM(y)e 1 yx _ 

M j=J J J ye:,2_\(AU-A)U{o} 

J + e:. K. >,. o 
J J 

car 

J + e:. K. 
J J 

et 

{ !u·. 
J + K. 

J 

donc il eh est de même pour n M , ce qui nous donne 

-
11 n MIi 

J 
= nM(o) = J 

Nous avons ainsi une suite ( n M\1~1 d'éléments de 
] 

L ('[') , avec 
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Soit vJ une mesur~, limite vague d'une sous-suite de nM . Si 

gJ "'. "J , gJ e: B(~) 

nous avons 

"' Soit q 

'X = u 
j~J 

> J 

'X. 
J 

g
1

(n f.) = e:. F (n) (ç;., n f.) 
. J J n. J J 

J 

"' défini par q > 3q 

est (S)-lacunaire 
'ù 
q 

> 3 • Soit les 

S > 3. Posçms 
"' q 

"' J + K. (x) = 
J 

F [f.(x + ç;.)] q n. J J 
J 

où F"' est défini par (3). 
_q _pj 

Si l'on définit 

"' (J + e: . K. (x)) 
J J 

"' A. 
J 

définis par (2). 

Par un calcul analogue à celui fait dans la première partie de la 

preuve, on obtiendra g
2 

e: B( l) satisfaisant 

1 , 2, ••. 

= e:. F (n)(ç;., nf.), 
J ~n. J J 

j = J,2, ••. 

J 

Soit maintenant g e: B('?l) défini par 

En remarquant qu'on a 

on en déduit : 

g(À) = e:-(s.,À)si 
J J 

,., 

F (n)] = J si 
n. 

J 

À e: (A . u - A. ) 
. J . J 

J~lnl~n., J=J;2, •.. 
J 

J ·>,. j 

La condition (vi)' étant ainsi réalisée, Av -A est de type (S) par 

rapport à la partition (A. V - A.). 
1 

. 
J J J~ 



Remarques· 

J) Le spectre de g est contenu dans l'ensemble des s-éléments de 
I'\, . I'\, 

/\.u-A, s~J. 

2) Nous ·pouvons remplacer la condition de lacunarité par 

il existe 
I'\, '\, v { o} s'obtient q > 1 tel que À C A ne pas comme 

s-élément· de 
'\, 

A, s ~ 2. 

THEOREME. 2. J Si /\. = .U
1 

A. est q-lacunaire par blocs, q > J 
J~ . J 

et S1 

!\. 
J 

sont des blocs de progressions arithmétiques centrés à l 1 origine. 
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les 

Alors Au - l\. est de type (S) relativement à la partition (A ; u - A. ) . l • 
J J J~ 

Preuve: 

"' Soit "' q , q > q > J. Alors 'X"" u j~J-

paragraphe est (-9.-)-lacunaire. Comme 
"' q 

i. défini corrnne au début de ce 
J 

.9. > J d 1 après la proposition 2.2 
'\, 

q 

on peut trouver une décomposition de i 
r U '):.(k) 

satisfaisant 

i.) pour l ~ k ~ r, 

partition 

k = J 

est 
o:>3 

a-lacunaireYrelativement à la 
/ 

j >,, l , 

ii) aucuns-élément de A(k) n'appartient à 1(p) p j k. 

Nous allons montrer que li condition (vi) 1 de la page 16 est 

satisfaite • 

et C. = ± l • 
J 

I'\, 

A une décomposition de A correspond évidemment une décomposition 

de A, A= k~l A(k) de même type. 



Pour chaque k, J ~ k ~ r, en appliquant la proposition 2.3 

on obtient. g (k) e: B( 7) satisfaisant 

De plus, compte tenu de la définition de 

ci-dessus, nous avons : 

g(k) O.) 

Soit alors 

g 

= 0 

r 
I:. 

k=l 

si 

(k) 
g 

on-ob.tient g e: B('?t) telle que 

Ce qui achève la preuve. 

À e: (A~k)u - A~k)) j ~ 1 . 
J J 

g(k) et la propriété (ii), 

À e:(A • u - A . ) , 
J J 

J > 1 

Exemples Les ensembles de trpe (S) ont été introduits par 
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Rosenthal [s] . Les ensembles définis par lui sont des ensembles q-lacunaires 

par blocs de progressions arithmétiques centrés à l'origine avec q > 6-rr. 

La form1,llation par dualité .. nous permet , outre l'amélioration de la constante 

de 61T à J , . d'avoir une-condition suffisante qui 

nous permet par l'introduction des "produits de Riesz généralisés" d'obtenir 

des résultats plus fins. 

Voilà quelques ensembles de type (S) 

J) Soit A = .V A. prenons 
J~J J 

qJ -j !_} 
j+J j+l 

A. = {n = {n f.} 
J ;; n=J J n=J 

où q > ] et f. C qj j ! 
J 
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2) A = u A. avec j_>,J J .. 
J J 

A. = {n(j!) }n=l = {n f.} , f. = (j) ! 
J J n=J J 

Ensembles de type (S) qui ne sont pas réunion finie 

des blocs lacunaires 

Connnençons par la remarque suivante. Si A' = .V A! est de type (S) 
J~l . J 

avec la constante C' , alors pour 0 et k deux entiers relatifs donnés 

l'ensemble A= k + 0 A' est de type (S) relativement à la partition 

(k + e A!) ">J avec la même constante C'. 
. J J / 

Soit et A" = U A'.' deux ensembles de type (S) 
j ~1 J 

avec 

des constantes C' et C" respectivement. Considérons pour i ~ l et j>, l 

A. = k.: 
J,l. J 

.sont te1s 

Alors A = 

+ e. j\ ! 
J l. 

que : 

i) 

ii) 

.u. A. 
J,l. J,i 

k. et e. étant des entiers relatifs. Si k. et e. 
J J J J 

A •• f'I 
J,l. 

A .. C A'.' 
J,l. J 

i 'l l , (j 'l 1) 

est de type (S) avec la constante C'C". Soit en effet PcP/1. 

p = E. 
j,i 

P .. = 
J,l.. 

sont des polyn8mes à spectres dans A~- ce qui nous donne 
J 

t 
J 

D'après la remarque du début àe cette partie,pour tout 

sont de type (S) avec la même constante C'. D'où 

J, les UA .. 
l. J 'l. 

t IIP. -11 · ~ c'II E P. -Il 
i' J 'l. a, l. J 'l. a, 

(j >,. J) 



Nous obtenons finalement 

E 
j,i 

1 IP, -11 ~ J, 1. 00 

Ce qui montre que A est de type (S). 

Le procédé que l'on vient de décrire va nous permettre de construire 
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des ensembles de type (S) qui ne sont pas 

sembles q-lacunaires. 

réunion d'un nombre fini d'en-

Rappelons un résultat de Steç_kin pour lès suites lacunaires. 

LEMME DE STECKIN · ( [6] page 388). 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble A soit 

la réunion finie des ensembles q-lacunaires est que: 

N (x, 2x] = 0(1):. 

où N [x, 2x] = Card (/1. (\ [x, 2x]) . 

(X -+ + CIO) 

Corollaire Soit A= .Ü
1 

A .• Une condition nécessaire pour~- ue A soit 
J~. J . 

la réunion finie d'ensembles q-lacunaires par blocs (les blocs étant les A.) 
J 

est que 

où 

(J) 'N [x, 2x] = O(J) , (x -+ + oo) 

N[x, 2x] = card {j E N A. () [x, 2x] f 0} • 
J 

Preuve : 

Par hypothèse avec 

par blocs, J ~ k ~ r. 

A(k) = U A~k) 
j ~] J 

, q-lacunaire 

Supposons que (i) n'est pas satisfaite et montrons qu'on a alors une 

contradiction. En effet, si (1) n'est pas satisfaite on peut trouver une suit 
6 contenu dans A, 6 = {Àj}j~}, satisfaisant 

a) À. E A. et À. I Àk si k I j 
J J· J . 

b) pour la suite N [x, 2x] n'est pas borné quand x 

augmente indéfiniment. 



Or d'après l'hypothèse sur A; 6 est l 1 Union finie de suites 

q-lacunaires, et d'après le lemme 

cette propriété. 

(b) est en contradiction avec 

35 

Soit n' = ·.U A~ 
- J~l J 

des b.locs q-lacunaires de progressions arithmétiques 

centrées i l'origini, q > 3, avec lim card A.= 
J j-Hco 

+ ço • 

Nous allons construire par récurrence, à partir de A' , un autre 

ensemble de type (S). Supposons que nous avons défini k.e, et 013 1 .$ R. ~ p-1 

(k
1 

= o, eJ = l) tels que : 

(i) si Ai= {n 8.e,} 
· J:::: n ~ k.e, + max A2R.+.1 

p-] 
alors U A" 

R.= l .e, 
est un ensemble q'-lacunaire, avec q' > 3. 

(ii) si A 2 =(k eR. + eR. A') 
' 1 ~ r ~ 2HJ 

R. +r 
9, r 

alors on a , . fi. 
t 2+r 

C Ai 

Définissons k et e et construisons A1' et A 2 p p p 
p +r 

1 ~ r ~ 2p+ 1 

Soit e défini par 
p 

e 
E > q' 

max A" 
p-J 

et k défini par p 

k >·max 11' p 2p+J 

Définissons maintenant 

h" = {n e } 
p p 

J,$~k + max A' 
p 2p+l 

et 

/\ 2 = k e + e Il' 1 ~ r ~ 2p+J 
P +r p p p r 

Il.est facile de vérifier que A" et les li. 
2 

satisfont ( i) et ( i i). 
p 

p +r 
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Considérons maintenant nous. avons 

1) A n'est pas la réunion finie des. blocs lacunaires. 

En effet, on a : 

max A(p+J)2 = k e + e max .A;p+J < 20 k 
p p p p p 

.et 

max A 
2 

:::: k 0 + 8 .max .A~ > k e 
p +J 

p p p j p p 

Ce qui' nous donne, avec la notation de corollaire du lennne de S.teçkin 

2p = N [max A 
2 

, 
p c+J 

max A 
2
J < N [ 0 . k , 2 e k J 

(p+J) p p p p 

d'où lim 
p-++oo 

N [e k , 20 k 1 = + 
PP pp-' 

00 • Ce qui entraîne (1). 

2) 1> est de type (S), Pour cela il est facile de voir que A", A' et A 
poasédent les propriétés indiquées au début de cette partie. 

Quelques conditions arithmétiques_ 

Soit ]; un sous ensemble de~ . Dans cette partie nou,s supposerons 

que, 0 ~- "f} , A n - fi. = VJ et que CA.). 1 
J J~ 

est une partition quelconque de A. 

La condition R 
s 

Soit y E 2 uns-élément de A, s ~ J 

( 1) 
s 

"( = i: 
p=J 

E • À· 
1 . 1 p . p 

E:i = ± j 
p 

• • • • > i-. ) 
s 

Notons. par Rs(y,A) le nombre de s-représentations distinctes de y. 

Dans la suite, nous·utiliserons des conditions de type 

(2) s 
R (y,A) .$ B 

s 
s >,. j (B > 1) 



LEHHE 2.5 Soit A = ~J }. . , et supposons que pour toµ t y E: ~ 
J:, J 

la condition (2) est satisfaite. Alors si Card A . < + ca. 
J 

j ~ J , rfous 

avons : 

Preuve : 

lim d(Aj, Ak) == 
j 'k-++co 

j#=k 

D'après (2), si n est un entier, l'équation 

± À, ± Àk = n J 'f k 
J 

possède un nombre fini de solution. Quitte à 

blocs, nous avons donc 

J 'f k 

ce qui achève la preuve. 

enlever un nombre 

LEMME 2. 6: Soit alors les propriétés suivantes iont 

êquival~ntes 

(i) R (O,A) ::::: 0 s . 

fini 

37 

de 

(ii) Si À e: /\. ' alors +). ne figure dans aucune s-repiésentation 

de À . 

(iii) 0 =À.+ À!+ 
J J 

Si 

À, =f. - À! • 
J J 

Preuve : 

Imroêdiate. 

s 
E. 

p=J 
e:. À. 

1. 1 
p p 

Remarque : La condition s R (y,A) ~ B , 
s 

s ~ J 

p = J , 2, . • • s ·, _alors 

pour tout y e: ~ avec la 

même cbnstante B. est invariante par translation. Plus précisément, si 

alors R (y, A+ p) ~ (2B) 5 s ~ J. 
s 



La condition R2 
s 

Considérons le problème suivant 

Pour chaque s fixe trouver une borne supérieure de 

E 
'>..el\. 

J 

R (À,A) 
s 

et ceci uniformément par rapport à J• 
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Il n'est pas difficile de voir que ce nombre est inférieur au nombre des 

représentations de zéro de la forme~ 

(3) 
s+J 

0 :a: l: 
p== l 

À. 
1 

p 

où un ou deux des- indices 1 sont égaux à j , les autres indices étant 
p 

différents de j et deux à deux distincts. Les deux rerpésentationsde zéro 

de la forme : 

0 = À. - À. + 
J J 

et 

s 
E 

p:::::2 

s 
E 

p==2 

E:. À. 
1 · . 1 

p p 

E:. 
1 

p 
.À • 

1. 
p 

sont supposées distinctes (voir la définition des s-représentations) 

Notons pour s ~ 3 
2 • 

par -Rs'J(0,1\) le nombre de représentation de zéro 

de la forme (3). On a alors : 

(4) (s ~ 3) 

Soit 

(5) 

Nous·'-uti liserons plus loin la condition suivante 

R
2

(0,A) ~ 
Bs (B > J) s 

R (O,A) 
2 . 

(s ~ 3) On peut remarquer que -~ R (O,A) s s 

LEMME 2.7 Soit A = V A. satisf~isant 
j~J J 

(i) (-A)"h A = r/J et .o },_ A 

(ii) lim card Î\ • = + a:, 

j ~l J 

(iii) R2 (O,A) ~ s 
Bs s ~ 3 (B.> 1) 
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Alors nous avons : 

R (O,A) = 0 
s 

s r J 

Preuve : 

Pour (-~) 

(6) 

Pour (**) 

Comme O ~ A et ]} u - ]} = (/) nous avons 

Il nous reste à. démontrer que R (O,A) = 0 s . 
Supposons qu'il existe s 0 ~ 3 tel que 

s ~ 3. 

0 
So 

= E. 
p=l 

e:. 
-1 

p 
> • • • • > 1 , . 

s 
e: • 

1 
= ± ]. 

p 

D' apr~s (iii) le nom12..re des s
0

-représentatiom de zéro 

R (O,A) est fini. Il 
So 

J ~ .1 qui ne figurent 

Pour de tels J l'on 

0 = - ).. + À. + 
J J 

existe donc 

dans 

peut 

so 
E. 
p=J 

aucune 

obtenir 

e:. À. 
l. l. 

p ·p 

une infinité d'indices 

s -représentation de 
0 

zéro sous la forme 

(À. e: A.) 
J J 

qui est une représentation de zéro de type (4). Quand À. 
J 

o. 

parcourt A. le nombre de représentation de zéro de la forme 
J 

(6) est égale à card A.•R (O,A). L'hypothèse (iii) implique 
. J s 

• • • 0 
que ce nombre doit satisfaire : 

2 • 
card A.,R (O,A) ~ R ,J

2
(0,A) 

J so so+ 

Cette inégalité <loi~ itre vérifiée pdur une infinité d'indices 

j ~ l, ce qui d'après (ii) n'est possible que si 

Ce qui nous donne la propriété(-~). 

Si_ 
s 

>. = i 
p=J 

e:. ).. , 
1 · 1 
p p 

s 
0 = Â - 1:;·, 

p=J 

À. e: A. 
J 

, nous avons 

e: • À. 
1 1 

p p 

R (O,A) = O. 
So 



Remarques 

Il s'agit.d'une (s+J)-représentation de type (4) de zéro. 

Nous avons donc 

R ◊,:A) s· . 

ce qui ·achève la preuve. 
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.J) - Si '1). satisfait les conditions du lemme 2.7, alors une représenta­

tion de type (6) ne peut pas se présenter. 

2) - Pour avoir(**) il n'est pas nécessaire d'avoir les conditions (i) 

et (ii). 

3) - Pour A= U 
j~1 

A. 
J 

Sup 

quelconque satisfaisant la condition (iii) nous 

avons, soit card A. < + "°, soit R (O,A) = 0 
J s . 

j~1 

Construction d'ensembles de type (S) 

Nous allons considérer des blocs de progressions arithmétiques centrées 

à i'origine: 

THEOREME 2.2 

n. 
"Il. ={nf.}J 
·j J n=J 

Soit u A = . 'l l\.. , J~ ·_ J 

- [q 'n .] 
1. = {n f.} 

1
· J · 

J J n= 

où les 

progressions arit-hmétiques centrées à l'origine et lim 

'\., 1M "' 'X= u '\, 
j-++co 

existe __ q E q > J tel q-µe A. satisfasse 
j~J J 

(i) 
'\, 

'X = </> "' 'X = f/J 'f k /1. IÎ - , /\.. n J 
J k 

(ii) R
2 (o,Îi'.) .:s Bs si s ~ 3 (B > -J) 
s 

(q' > 1) 

sont 
A.Y des blocs de 

J 

card A. =+CO • S'il 
J 

Alors on peut trouver une constante C > o telle que pour tout o <a< J , 
CO 

~ E 'TT', ~ = (~j\~J et _E = (ë.).] .E, E {0,J} 
J J:;:.. J 

il existe g E B('Z) 

satisfaisant: 



(a) 
j j ? J 

(o) 

En particulier, Au - A est 

(/\ . u - A • ) • l • 

de type (S) relativement à la partition 

J J J~ 

Preuve: 

Soit o<cx<;l, et e: = 

Définissons comme pour la proposition 2.3 

(J) 1 + K.(x) = F [f.(x + s.)] 
J nj J J 

(e:.). 1 
J J~ 

où F 
n. 

est le noyau de Fejer d'ordre n .• 
J 

J 

Considérons, pour M e: tN 

(2) 

donnés. 

où o ~ 8- ~ J est une constante que l'on précisera dans la suite. 

(2) s'écrit 

M 
(3) nM(x) = l + fi 1,: e: . K. (x) + E CM(y) 

i.yx 
e 

j=J J J ye:'4 

avec 
a, 

(4) lcM(y) 1 L. 
s 

)'. e: ~ ~ fi R (y,/\) 
s=2 

s . 
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J +K.= F ~ o entraîne J + fi K.(x) -~ o si o < B < J. Comme nous 
J n. J 

J 
avons : 

l +Be:. K.(x) 
J J 

K. (x) 
J 

(2) entraîne que nM ~ o. D'après le lemme 2. 7 R (O,A) = 0 s 7 l. s . 
Ainsi la positivité de nM et (3) nous donne : 

n (o).., = . ] 
M 

-pour tout M e: . En prenant la limite vague d'une sous suite de 



c n > 
M 1-:klN 

, on obtient une _mesure positive v. Si on note 

f = v et C(y) = lim• CM(y) 
M++= 

y e: 7Z 

nous avons pour chaque J : 

et 

f(n f.) 
. J 

= 6_ e:. F (n) (l;.,nf.)+ C(n f.) 
J n. J J J 

J 

l • 

o < lnl ~ n. 
J 
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Soit maintenant définie par (3) (page 28) 

Ecrivons 

l + 1<.(x) = F [f.(x +t;.)] 
J qn. J . J 

J 

De la même façon en considérant 

M 
= n [1 + 6 e:. ~- (x)] = 

j =J J J 
I + B 

M. 
1\, "' · i yx E e:. K.(x) + E CM(y)e 

j=J J J ye71, 

on a 

(5) y e: 2, 

et on obtient une mesure positive 
'ù 
\J telle que si 

fv 
l = v et 

'ù ( ) • 1\, C = y = lim CM(y) alors : 

'ù 
(bJ) 

Posons 

_M++oo 

. g] = -:d-[q 'f - f] . (aj) et c?i'.j) entraînent 
q-1 

(6) 
l 

+ -·-
'ù 

[~ ~(À) - c(À)] ,_ À e: (A. U -A.) 
J J q-J 

. Evaluons 1 1 g1 o > - 6 c u:., >.> 11 
J J B (A. U - A.) 

J . J 
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Le dual de P _ n.) e~t isomorphe et isométrique à B(A. U - A.)par : (A. u ~~ · J · J 
J J 

,.. 
(P, g) = 4 PO.) g(À) 

?,e: (A. v _: 1\.) . 
. J . J 

,.. 

et on a 11 g 1 1 = SuÎ p:. P (À) g (À) 1, Ce qui 
B(Aju -Aj) IIPI a,~J i 

en tenant compte de- (6) on ab.tient 

llg
1

(À) - B e:.(~.;À)!! ~ (~-J)-J E l~(À) - c(À)I 
J J B(I\.U -fi..) ).e;(I\.U- 1\.). 

J J . J J 

D'après la définition de ~_(À) et c_(À) et les inégalités (4) et (5) on a : 

D'où 

Or-nous avons 

ce qui d'après l'hypothèse (ii) entraîne 

'v 

avec â = 2 ( q +J ) 
'\i 
q-J 



En prenant 6 
J 

K> J =--
' ' 

nous avons : 
K B.3 

0). 

62 B3 
E 6s B.s+J 

~ ~ 
s=2 J-6 B 

Soit maintenant 

Nous avons alors : 

118 - e:.u~.,i>II ~ 
J J· B (A • U - A • ) 

J J 

6 
J 

K-J 

ô 
K-1 
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pour o <a<: 1 donné, il suffit de choisir K tel que ô 

K-J. 
< a pour 

avoir les-propriétés (a) et(b) du théorème. 

Si on choisit a<~ la propriété (vi)' de page J6 est satisfaite, ce 

qui implique que AU - ~ est de type (S) relativement à la partition 

(A. U - A . ) . 
1 

• 
J J J~ 

Remarques 

1°) Le résultat du théorème s.uhsi.ste s.'il existe 

/\. = U 'J:. satisfait j~J . j 

(i) 
t\, 

R (O,A) 
s .::; B 

s 
s ? 1 (B > 1) 

r 

I'\, 

q > J tel que 

(ii) "' - U "'(k) "'(k) 
.uJ i. ( J~k~r , Jk () J = (/J k 'f R.) /1. - k=J /1. ; A = 
Je: k J 9, . 

avec chaque /\(k) satisfaisant la condition du théorème 
I'\, 

relativement à la partition (A.). J 

En effet, soit 

e:. e: {O,J}. 
J 

o<a<:J, 

On note ~(k) = (~.). J et 
J Je: k 

Pour ~(k) .et 

du théor~me 2.2. 

(k) 
e: k 

J Je: k 
0) 

~ e: 1f' et e: = (e:.). l, 
J J'.:> 

(k) 
e: = (e:.) . J J ~ k ~ r. 

J Je: k 

défini dans la preuve 
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Posons 
r 

(k) 
g = I: gJ J k=J 

pour J E: ~ nous avons 

llg/J..) - 6 e.(s,,>-)11 ~ ·11g}k)(À)-6 e:.(s.,À)II +-~- llg?)II 
J J B(f}..U-1\..) J J B(J\.U-A,.)R.=J·· - B(l\i.;-1\. 

- J J J - J tt- k J J 

On peut pour toutes les conditions portant sur R et R2 prendre la 
s s 

même .. eonstante B > J. 
! 

D'après la démonstration du théorème 2.2 nous avons 

-(k) - 62 B3 
1 1 g 1 (>.) - 6 c. Cs., À) 11 ~ 

J J BCA.U -A.) J-B B 
'\, J J 

D'autre partposons O = 2 (q +l) on a la majoration suivante 
1\, 

q-J 

11 g}9,) Il .$ i I g?·) c") 1 
BCA. U -A.) Àê (/\.. U -A.) 

J J. '] J 

et si R, 'f k et j € { :, 

CO CO 

1: E. 8s R (À 'JrC9-)) < E. f:is R [o, (KC1. ) U 
">:.eA. 

s , ' s -li s=2 s=2 
J 

mais nous avons 

r '\, 
9,:J R

5 
+l ~ ,Î((9,) U A (k)J ,::;: (r-1) R

5 
+ J CO ,'X). 

9-lk 

ce qui nous donne 

Nous avons finalement pour K > J 

ô_r 
K-1 

Î{(k) )] 

o <a< 1 étant donné on choisit 
gJ 

K tel que 
ô r 
--- <a~ Soit alors 
K-1 

g~= - ce qui nous donne 
6. 

llg(À)-e:.(s.,À)II < a. 
J J B(J\.U-A.) 

J J 



2°) Si on suppose dans le théor~me 2.2 

1\, s 
R (y,)\) ~ B s . 
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que satisfait de plus 

s >;;, J 

g E B(~) défini dans ce théorème possède aussi la propriété suivante 

a 
2 

S1 

En effet,. d'après les calculs du théorème 2.2 nous avons 

l 
["' 1\, - c(À)] À f 

I'\, 
g(},) = q C (À) S1 (A 

1\, 

6 (q-J) 

Pour les mêmes choix de 6. et de K nous.aurons 

jg(À)I 
J à 82 B3 ô a 

~ 2 ~ 2 (K- J) 
.< 

2 6 J-6 B ' 

u -
I'\, 

A) 

Nous avons là même chose si A est comme dans la remarque précédente. 

Remarque et commentaire 

Les ensembles de type (S) que nous avons construit sont la réunion des 

blocs de progressions arithmétiques. La caractérisation par des propriétés 

arithmétiques des ensembles de typ,; (S) est un problème ouvert. 

Nous pouvons, néanmoins donner quelques éléments de réponses aux deux 

questions suivantes: 

)
0

) Est-ce que toute réunion de blocs de progressions arithmétiques peut-être 

un ensemble de type (S) ? 

L~e~emple suivant apporte une réponse négative à cette question 

Contre exemple: Si A = .UJA. , .lim card A. = + '° 
J'.>,:. J J-+-fo:> J 

avec les 

contenus dans une même progression arithmétique infinie alors 

(A . ) . J • 
J J~ 

A. 
J 

A n'est 

pas de type (S) reiativement à 

Il suffit de vérifier que fi. = ,U A. 
J~J J 

où les A. sont ~e la forme 
J 

(?.. + [o, N .] ) U 
J J 

( - À. - [o , N .] ) 
J J 



avec (N.). J une suite croissante d'entiers positifs et 
J J~ 

suite d'entiers positifs tels que 

de type (S). 

./L {) _Ak = ~ 
j 

. · 1 k J. 

(À.) . 
1 

une 
J J~ 

, n'est pas 

4 7 

D 1 après un théorème de Wiener ( [J} page 4 2) nous avons le résultat 

suivant : si µ est une mesure de Radon sur 1f' , alors : 

lim 
N~ 

par rapport à m. uniformément 

Supposons que A = U A. est de type (S). Soit 
J~l J 

(g) telle que 
j j?l 

g. 
J 

est constante et égale à ± 1 on a (g.). JE ffi B(A.). rr 
J J~ R,CQ J 

existe donc une mesure µ telle que 

(À E A. , 
J 

J ~ ] ) 

Pour un choix convenable de ± 1 la mesure ainsi obtenue ne satisfait pas 

(1). Ce qui entraîne que A ne peut être de type (S). 

2°) Soit A = U A. • Notons par A. 
j;)J J J 

la plus petite progression arithmétique 

centrée à l'origine contenant A •• Exîste-t-il des ensembles fi tels que 
J 

les A. ne soient pas des progressions arithmétiques centrées à l'origine 
J 

Avec • 

a) A = u A. n'est pas type (S) relativement à (A.) . J • 
j~J J J J~ 

b) A :::: u A. est de type (S) relativement à (A.).>-1 j~J J J J,.. 

L'exemple le·plus simple d 1 un tel ensemble est donné par: 

est un ensemble de Sidon. Soit A.= {3J, 3j +J}. 
1 J J~ 

On voit que les A. 
J 

sont des pr_ogressions arithmétiques de rai.son égale 

à J. Ce q_ui.. 

est de type 

entraîne que A = .UJ 
J ➔ 

(S) relativement à la 

A. n'est pas de type (S) •. 'nndis que 
"J 

partition (A.). 
1 

• 
J H-



Etant donné 

(A~)~=Jdes bloès q-lacunaires. de progressions arithmétiques centrées 

à l'origine, q > 3. Ecrivons 

(A' = { i f } 1\ ) 
k k i=J 

considérons le sous ensemble /\ défini par: 

(J) y E A si 

Y\Olv 

sont:Y"tous nuls. 
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Par la méthode employée dans-~· (cf. ensembles de type (S) faibles, 

chapitre 3), nous pouvons construire des blocs définis par (l) et satis­

faisant (a) et (b). 

CX) 

que pour f e: LA 

N 
I: f. convergent , 

est de type (S) relativement à (A . ) . J on a vu 
J J">,, 

f '\, E 
ÎÀX 

E f. (x) aÀ e = 
ÀE.f.. j~·1 J 

uniformément vers f . Hais il existe des exemples ' ou non 

N 
seulement b f. mais aussi les sommes partielles de la série de Fourier de f 

1 J 

convergent uniformément pour toute fonction f continue à spectre dans A et 

cependan_t ji 1\ fj Il =+oo. 

Pour a e: ~ a> 3, ~ =· iaj, + ek}j# k est un tel ensemble. En 

effet on sait [7] que s1. f est une fonction continue à spectre dans A 
alors sa série de Fouri~r conv~rg~ uniformément. Considérons maintenant 

la partition naturelle de A définie par 

= 

Il suffit de montrer que A n'est pas de type (S) relativement .à la 

partition (A.).>:)' Les 
J J 7 

ont une même constante de Sidon de sorte 

que si A est de typ~ (S) alors A sera un ensemble de Sidon. Or il est 

ficile de vérifier que ·1ahcondition de maille'' n'est pas satisfaite par A. 

Donc A· n I el,t pas de type (S) relativement à (A.) . - 1 • 
J J~. 



Probl~me Plus généralement nous pouvons poser la question pour les 

ensembles E(k) définispar 

n. e: IN 
J 

(8 E hJ ) 
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CHAPITIŒ 3 

- "ENSEMBLES DE "TYPE (S) DANS .. ~ 

Généralités 

1 

Pour les différentes notions rappelées dans cette partie, on pourra 

consulter [(] . Les notati.ons qui_ ne seraient pas définies explicitement 

sont celles de [1] . 

Soit 
<X> 

f e: L (JRJ. 
,.. 
f désignera sa transformée de Fourier au sens des 

distribution_ définies par 

~ ~' i > = f h(x) f(x) dx 

IR, 
pour foute fonction h e: L 1 (\R,) 
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DEFINITION On appellera le spectre de f et on notera sp(f) le support 

de sa transfor~ée de Fourier f ; sp(f) = E f . 

Pour une fonction bornée définie sur lR., notons par ,(f) l'espace 

vectoriel engendré par les translatées de f. 

DEFINITION 3.1 

des nombres réels 

On appelle spectre uniforme de f , l'ensemble o(f) 

À tel que eiÀx · appartient à l'adhérence de 1(f) pour 

la norme de convergence uniforme. 

DEFINITION 3.2 ·: On appelle le spectie faible étoile de f , l'ensemble 

!"'adhérence de Cf* (f). 
î (f) 

ÎÀX 
des nombres réels À tel que e 

pour la topologie faible définie sur 

appartient à 
<q 

L (IR,) par la dualité 
j • CO 

(L , L ) , 



PROPRIETE 3.1 Soit f une fonction bornée et supposons que son spectre, 

sp (f) est un sous-ensemble f~rrné et discret de \lZ , alors 

(i)' les trois notions de spectres d6finics ci-dessus coincident. 

Ori sait ( [1],p., J59 et p. J7O) que pour 

q(f) c. sp(f) et <t~ (f) = sp(f) 

D'autre part ( '[1]., p. 169) a(f) contient les points isolés de · sp(f). 

Comme sp(f) est fermé et dÎscret,-nous avons (i). 

Dans la suite, sauf mention contraire A désignera un sous ensemble 

fermé discret IR, • Pour chaque À E A, considérons la 

fonction à support compact A), E A( IR,) satisfaisant 

(a) l'intersection du support de AÀ avec A est exactement {À} 

DEFINITION 3.3 Soit f une fonction bornée à spectre dans un ensemble 

fermé, discret . On appelle le ~oefficient de Fourier de f au 

point- À appartenant à. A , le. nombre corrp le21e aÀ déf :in i par : 

(J) = .f > 

Conséqtü:.nces · 

A 

J 0
) le nombre complexe aÀ ne dépend pas de la fonction particulière AÀ 

choisie et qui satis~f ai_t les condi_ti.ons (a) et (b). 

2°) (aÀ)ÀEA détermine f. Plus précisément s1 aÀ est égale à zéro 

pour .tout À ~ppartenant ~- A alors f est égale l zéro presque 

partout. 

3°) si f est une fonction presque périodique (Bohr) la notion classique de 

cocffitient ~e Fourier d'une telle fonction c~Incide avec celle 

définie 



On appelle la série de Fourier d'une fonction bornêe f à spectre 

dans A la série formelle 

où les 

E. R~ 
ÀEA 

D.x 
e 

sont définis par (J). 

Remarquons que si P est un polynôme trigonométrique sa série de 

Fourier est égale à lui-même. 
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PROPRIETE 3.2 

fermé di.scret 

avons alors : 

Soit. f. une fonction bornée à spectre dans un ensemble -:-A_ 

si E a ei).x est sa série de Fourier, nous 
i~A · À 

(i) la somme des carrés. de ses coefficients de Fourier est finie 

(ii) toute suite de carré sommable (bÀ)ÀEA est la restriction 

à A de transformée de Fourier d'une fonction intégrable. 

Pour démontrer (i) considérons. le noyau de- Fejer 
00 ro iAx f E L_l\,. (U\,) f "' E. aÀ e . Nous avons : 

°J}E/1. 

K . Soit 
CL 

en passant à la limite pour a tendant vers l'infini, on trouve 

(ii) s~ démontre par dualité. 

Remarque: Une telle fonction est en particulier une fonction presque 

périodique au sens de Besicovitch [~ • 
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désigne 1R, muni de la topologie discrète. Le dual de est 
•~ ,V 

un groupe compact Û(i • L'injection canonique de '.R, dans ffi._, est continue, 
. , ..... , 

d'image dense. On appelle îR.,; le compactifié de Bohr de \R • 

PROPRIETE 3. 3 Soit A un sous-ensemble fini de IR, 

Alors : 

(¾-) B(./\) est le même si l'on considère B( iR,) ou B( lR, d) 

(t;l:L ·si g e: B(A) on a : 

(l) 

Preuve: 

(~) est évident. 

= Sup 
PÊ:PA 

IIPILX)~j 

j E 
Àe:.J\ 

P(),) g(À) 1 

Pour démontrer Cf ·,li;-) il suffit de remarquer que B_ (A) = A(A) isométrique­

ment et que le dual de A:(A) s'identifie isométriquement à PA • 

Dans la suite nous évaluerons sauvant I_I gj I B(À) par (J). 

Ensembles de type (S) faibles dans TIG 

Soit A un sous ensemble discret et fermé de 

Nous supposerons que A ·est de la forme: 

A = (À.).>.J , À. < À. 1 i ~ 1 
. l. l.,, l. 1.+ 

Soit (A.).> l une partition de A avec 
J J 

card A. < + (X) j ~ l 
J 

~ et lim card ~ 
r 

j-++ro 

. 

A_. = +ro 
J 
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Considérons une fonction bornée à spectre dans 

sa série de Fouri_er, on 1 'écrira sous la forme 

A . Si E. aÀ 
ÀEA 

E f.(x),: 
j 3,J J 

iÀx 
e· désigne 

f. 
"J 

f. (x) = 
J 

ÎÂ.x 
e· 

est al·ors un polynôme trigonométrique à. spectre dans A. 
J 

DEFINITION 3. 4 :1 Soit A un s_ous-ensemble fermé, discret de 

1R, • On dira q.ue A est un ensemble de type (S) faible. relativement à la 

partition (Aj)j~J s'il-existe une constante C telle que pour tout poiynôme 

trigonométrique P à spectre dans A on ait 

(J) l: 

J 

la constante C ne dépendant que de A et de partition (A.) . 1 · • 
J J> 

Conséquences 

J
0

) Si on prend la partition ponctuelle, l'on obtient la notion de l'ensemble 

de Sidon dans OZ discret ([JO], [u]). 

2°) Nous ~vons les conséquences déjà indiquées pour le cas de Z 
(chapitre l , page 6'). 

Nous avons 

des propriétés analogue~ celles indiquées dans le théorème J.2. du 

chapitre J. Pour cela il suffit de remplacer 1f et Z par · OZ., et rD U'vd 

re~pectivement. Nous ·avons par exemple le thÊ!orème suivant : 

THEOREME 3. J Urre condition nécessaire et suffisante pour que A soit de 

type (S) faihle est que si. 0 . .; Tl,<; 1 /2 , alors, pour tout ç; = ({;j) j~J 

t. E [R_, . ~ J et ± ] 
. 
~ 1 iJ existe E B( Rd) tel que : J t.. = J g 

J J 
, 

Sup llg .... Ej(E;j,Â)l!B(J\.) " Tl, 
j >,,1 J 
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Remarque Comme dans le cas de 2 nous avons 

1 °). Si les blocs sont s.ymétri_que s, i.l suffit de prendre 11, <; 

zo) On peut prendre {O, 1} 
. 
~ J dans le théorème 3. l à condition E • e: J 

J 
que l'on suppose 0 'S T\/> J/4 . 

Nous allo~s développer maintenant une méthode de construction 

cl' ensembles de ty-pe (S). 

DEFINITION 3. 5 Soit !\. un sous-ensemble fini de (R,, . • On dira qu'un 

polynôme trigonométrique G est 11-adapté à A s'il possède les propriétés 

suivantes : · 

a) G ~ o et G(o) = l 

b) le spectre.de G, soit 
'\., 

A ' contient A 

,._ 

c) _ 11 G - 1 11 B (A) ~ 11, • 

Remarque: Il n'est pas difficile de vo1.r, à l'aide de la propriété 3.3, que 

(c) est équivalent à: 

où P -f G(x) = ~ P_O,) G(À) eiÀx 
ÀEA 

~~l:'J 
PROPOSITION 3.1 Soit Il, un nombre réel positif alors toutYensemble fini 

de Q<v possède un polynôme 11,-adapté. 

Preuve: 

Un Sous ensemble f_1.'ni de rD ·• Pour construire Soit t = {1 1 , l 2 ,- •••• , lN} ~ 

un polynôme adapté à A nous allons s_uivre [1] (page J 65). Soit 

On peut .trouver f
1

, •••• , fq des nombres réels~ 
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indépendant .s sur les rationnels et que chaque À., 1 ~ 1. ~ N/ s'obtient 
1 . 

COIJUile une comb.i.nai$on linéaire à coe.ff icients er1.he~s de f J, .... , f q 

À. 
l. 

= 
q 
~ a.. k. f,k 

1' . 
k=l 

1 = J.,2, ••• ,N. 

Si F désigne le polynôme de Fejer d'ordre m, considérons le 
m 

polynôme G(x) défini par : 

Pour E positif donné, on peut choisir m tel que G possède les 

propriétés suivantes [1] 

a) G est positif et G(o) = 1 

1\, 

b) le spectre A de G est contenu dans le groupe engendré par A. 

C') · pour tout À E A nous avons: 

V~rifions que par un choix convenable de E, G sera un polynôme 

11,-adapté. 

d'où 

Soit P un polynôme à spectre dans A 

Nous avons 

N 
P(x) = I: 

i=l 

P ~ G(x) - P(x) = 
N 
E. 

i=l 

,.. -N 

D.·x a. e 1 
l. 

N 
E a. 

. 1 1. 1.= . 

,.. 

ÎÀx 
e 

1 jP ~ G - Pl lco ~ Sup] G(À.)-l I E_ ja, I 
l~iEN 1 

_i=J 
1 

~ Sup IG(\)-J !.s(A).I IPI I°' 
I~i.~N 

avec S(A) _ la constante de Sidon de A(*) • 

(-~) Ac !TI est un ensemble de Sidon (discret) s'il existe une constante C telle 

que pour tout polynôme trigonométrique P à spectre dans _ A on ait 

,.. 

(J) E. IP_(À) 1 ~ cl IPI 1 
ÀEA 

On appelle constante de Si.don de .A , S(A) la borne inférieure des constantes C 

pour laquelle (J) est vérifié. 
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D'après (c)' , nous avons 

S (A)· e: • J J P 1 1 
CO. 

Si pour Tl, > o donné, on prend e: ~- ___!1,_, la construction précédente montre 
S_(A) 

que G est un polynôme 11,-adapté. 

THEOREME 3.2 

de IR., • Si 

Soit A = lJJ A. un sous ensemble discret fermé 
J~ . J 

A possède les propriités suivantes : 

(i) pour 

·soit 

11, < l /4 les 

G. , (j ~ l) 

A. possèdent des polynômes 
. J 11,-adaptés. 

J 
ces polynômes. 

(ii) 
'\, '\, 

{o} j # 
'\, 

A.n Ak = k où A. est le spectre de G. J ~-
J J J ' 

(iii) "' 'v 
(J Î{ = .!-J 'k. AO- A = où 

J~l J 

(iv) lim card A. = + CO 

j-++oo J 

(v) R
2 

(O,A) s . 
c< . 
'-

Bs s ~3 (B > 1) 

Alors A est un ensemble de type (S) fàible relativement à la partition 

(A.). J. 
J J~ 

Preuve : 

Nous allons montrer que les conditions du théorème 3;1 (remarque 2) 

sont satisfaites. 

l 

Soit et E: = ( E: • ) • J ., E: • E {0 , J } • Considérons 

l · + K. (x) 
J 

Soit alors, pour M e:iN 

M 

J J~ J . 

= G. (x - E;.) 
J J 

., 

~(x) = n [1 + B E. K. (x)] , o < B < .l 
J J . 

(.l) 

j=J 

M 
E 

j =J 
e:. K. (.x) 

J J 
1yx e . 



G. ~ o 
J 

donne 

entraîne que o < B < 1, ce qui nous 

Les conditions (ii) - (v) impliquent R (O,A) = 0 s ~ . . s 

(cf. Lemme 2. ) ce qui nous donne, d'après (1) 

,.. 

= )1(0) = J ., (M dl'\} ) 

En prenant la limite vague d'une sous suite de 

mesure v sur le compactifié de B~hr de ïR,. Soit 

cnM) on obtient une 

g 1 sa transformée de 

pour tout J , 
rv 

Fourier en tant qu'un élément de - M( IR,). Calculons 

Potir cela il suffit 4'évaluer : 

pour chaque j. 

,.. 

l lf\i(À) - B e:j (E;j,À) I IB(/1..) , (M ~ j) 
. J 

D~après la propriété 3.3 (page 53) on est ramené à évaluer 

Sup J E 
Pe:P A . Àe:1\. 

H. J 
J 

IIPll..,~1 

(1) entraîne 
,.. ,. 

E P(À) n M(À) = 
Àc/1.. 

E P_ (À) CM (À) 
ÀCÂ. 

J 

ce qui nous donne : 
,.. ,. 

j E ~-(À) n M(À) 
Àe:1\. 

J 

Or 

J 

,.. ,.. ,.. 

- Be:.P(t.)l<Be:,IE P(A)K.(A)-P(E;.)j + II P(A)CM(A)I 
J J J ÀcA. . J J Àe:/1.. 

J J 

V 
=P~G.(E:.) 

J J 
" où G. (x) = G. (-x) 

J J 

G. étant un polynôme Tt-adapté, nous avons : 
J 

(2) 

D'autre part 
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,. 

(3) 1 i: P_(À)CM(À) l 
À€/\.. 

J 

... 
~ Sup IP(l)j CM(À)l ~ 

ÀEA, 
J 

Pour un calcul analogue à celui ,fai.t · pour le théorème 2. 2 _ on trouve pour 
0 . J K 1 
I,> - > : 

- K BJ , 

(4) 1 CM(À) k 
À€/\.: 

J 

_L 
K-1 

En tenant compte 

Sup I E 

de (2), (3) et (4 ). nous avons donc : ... " 
P_(À) 

Pe:PA ÀEII,. 
J\ •· . J 

J 
11P11 a.,~1 

. ] 

M(À) - ~EJ. P(~.)I ~ 6 (n + -) 
J t K-1 

pour tout __ M_ ~ j •. Ce .qui nous _donne .. 

(M ~ j) 

Soit maintenant 

on choisit K > 

g E B( ~ d) , et 

convenablement, on peut avoir 

tel que î\, < i < ~ , 
1 

Tt + K-1 < 11,'. 
On obtient donc 

Ce qui achève la preuve. 

Remarques 

Sl. 

1°) Il suffit d'avoir l n < 2. On appliquera alors le théorème J.I. Les 
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calculs se font comme on vient de les faire, seulement, ils _sont plus 

longs. 

2°) Si les blocs sont symétriques et si on remplace la condition (iii) 

par 
"\., 

A. (j ~ 1) 
J 

symétrique, le théorème reste vrai avec 11 < 1. 

3°) On peut faire des remarques analogues à celles faites pour le 

théorème 2.2. 

4°) Considérons les ensembles définis à la page 48. En s'inspirant de la 

méthode de la proposition 3.J et en appliquant le théorème 3.2, on peut 

montrer qu'il ex{ste, dans Z , des ensembles de type (S) qui ne sont 

contenus dans aucun ensemble de type (S) constitué des blocs de progres­

sions arithmétiques centrés à l'origine. 



Nous allons donner un exemple d'ensemble de type (S) faible. 

Soit (f ) n.l 
n ne: U'I 

une suite de noI!lb.res. réels .• Considérons une partition 

(F .) . 
1 

de IN 
J J ~ 

, card F. <· + m j >, J 
J 

positifs non □ornés. Définissons A.' "J 

(2) A. = { E Œk fk 
J ke:F. 

J 

. 
' 

·J 

et une suite (n.) . 1 
J J>, 

>,-1 par : 

ak e: z '- {o} Sup 
' k 

d'entiers 

lakl < n.} 
J 

PROPOSITION 3. 2 une suite de nombres réels indépendants 

sur les rationnels. Pour toute partition (F.) : 1 de lN , card A. <· + oo, J 
J J >, J 

et pour toute suite non bornée d'entiers positifs (n.). 1 
J J~ ' 

l'ensemble 

A = u A. où A. est défini par (2)' est un ensemble de type (S) faible. 
j~l J J" 

Preuve : 
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>, l 

Nous allons montrer que A satisfait les conditions du théorème 3.2 

(remarque 3). Soit o < T\, < ! fixe; pour chaque Aj, ( j ::;.._, J ) considérons le 

polynôme 

rç-adaptés. 

G. défini par la propsotion 3.1. Les G. sont des polynômes 
J J 

D'après la construction de ces polynômes ( [1], page J 65) , 

comme les f, sont indépendants sur les rationnels, on 
J 

'\, '\, . 

A j n Ak = { o} , j · 'f k , et i·= U i. est symétrique 
J'll J 

Il est facile à voir que l'hypothèse (f.) . 1 
J J>, 

indépendant entraîne 

> 

Les hypothèses du théorème 3,2 étant a1ns1 vérifiées, A est un ensemble 

de type (S) faible. 

Remarque 

Si On construit des /1.j c:. IR,"-(o} par récurrence avec . A
1 

quelconque et 

i(Aj) ri i(A
1

uA 2u •••• UJ\j-J·,) = {o} j > l où ~p(A) désigne 

le ,.groupe engendré par A , en ado..ptant la d'êinonstration de la proposition 



3.2, on peut démontrer que 

à la partition (A.). 
1

, 
. J J~ 

6J 

est de type (S) faible relativement 

Le théorème suivant nous donne une propriété intéressante des ensembles 

de type (S) faible. 

THEOREME 3,3 : Soit l\ = \_J A. 
J~J J 

un ensemble de type (S) faible, alors toute 

fonction mesurable bornée, à spectre dans A est presque périodique (Bohr). 

Preuve 

Il suffit d'adopter la démonstration du théorème J.J. 

Ensembles de type (S) fort 

Soit A un sous ensemble discret fermé de fJ( e_t 

(A.) 
J j~J 

une partition de A , (card /1.. < + oo J ~ J). 
J 

DEFINITION 3.6: On dira que A est un ensemble de type (S) fort relativement 

à la partition (J\j)j~J si pour tout g E ~B(/1.j) g = (gj)j~J on peut 

trouver une mesure bôrnée µ sur lR.., telle que : 

Conséquences 

g. (À) 
J 

(j ~ l) 

1°) Un ensemble de type (S) fort est en particulier un ensemble de 

type (S) faible. Ceci résulte du théorème 3,1 et du fait que toute 

mesure sur IJ\, est en particulier une mesure sur le compactifié de 

Bohr de .IR., • 

2°) Si (A..). 
1 

est une partition de A avec card A.. == 1 , J > 1 
J J> J 

on retrouve la définition d'un ensemble de Sidon topologique ( [ lJ] , [11]) 



3°) On peut trouver une constante C telle que 

11~ 1 1 <Ç 

B(A) cl_lgl b 
~BU.) 

CO • J 
t 

4°) Nous avons les propriétés 2°), 3°), 4°), 5°), 6°) de la page 6 

(chapitre 1) 
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Le théorème suivant nous permet de caractériser les ensembles de type (S) 

fort parmi les ensembles de type (S) faible. Rappelons la définition de compact 

associé. 

DEFINITION 3.1 Soit A un sous ensemble quelconque de tR, et K un sous 

ensemble compact de IR . On diar que K est associé à A, s'il existe une 

constante C = C(A,K) telle que pour tout polynôme trigonométrique P , à 

spectre dans A 

où Sup I P(x) 1-
.xe:K . 

On dira alors que le couple (C,K) est adapté à A. 

Nous aurons besoin du lenune suivant 

LEMME (lJO].,page 75) 

Si A possède un compact associé et si A
0 

est un. sous ensemble fini de 

alors A' =AU A
0 

possède également un compact associé. Ce dernier compact 

contenant le premier. 

THEOREME 3.3 : Soit A un sous ensemble fermé discret et dénombrable de IR. 
et (A.) . 

1
· 

J J~ 
équivalentes 

suivantes 
une partition de A, card A. <· +.., , j ~ J • Les proriétésYsont 

J 

(i) A est de type (S) faible et possède un compact associé 

(ii) A est de type (S) fort 



Preuve.: 

(i) :==z>: (ii) 

Soi.t g E ~ B(A.), g = (g.). 1 , montrons qu'il existe une mesure 
'-1-&, J . J J~ .t 

de Radon µ , bornée sur R , tel le que 

(j >,. j) 

Comme g É~ B(Aj) , on peut trouver une suite de mesures ,., 
telles que 

(\).). 1 
J J~ 
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(1) + 00 et v.(À} = g.(À) si À E A., (j~I) 
J J J 

La: donnée de g (ou 

i(P) 

Nous avons 

Si(C.,K) est 

(\).). 
1

), nous permet de définir 
J J~ 

= 4 J P.(x).d\).(x) P E PA, 
J J J 

\R 

une forme linéaire 

P(x) = E P. (x) 
• J 
J 

E 
j Irr> P. d\). (x) 1 ~ Sup l lv, l l,A-1 IP 11 

l.l\., J J J J 00 

associé à 'A , on aura: 

1 i (P) 1 ~ Sup I [ vJ. [ 1. A .1 [ P [ [ 
00 

<. Sup [ 1 V· 1 I.A.C 1 1 PI IK 
J J J ,oo 

i est donc continue pour la norme de convergence 

uniforme sur K. Il existe µ une mesure portée par K 

t(p) = J P.d , P E PA. En prenant pour P les monômes 
îR, µ 

on obtient : 

(ii) ⇒ (i) : 

eiÀx dvJ.(x) = g.(À) 
J 

À E A. 
J 

telle que 
ÏÀ.x 

e ,_ À E A 

(j > 1) 

Supposons que A est de type (S) fort. Ceci entraîne que A est de type (S) 

faible. Il nous reste à .montrer que A possède un compact associé. Nous 

allons faire une démonstration par l'absurde. 

Supposons donc que /1. n'a pas de compact associé. Soit K
1 

= [-1, +!] , 
·on peut alors trouver un polynôme trigonométrique P(l) à spectre dans A 

tel que 
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et 

Soit J\(J) = l.)" /\. tel que le spectre de P(l) soit contenu dans A(l). 
. J . J 

D'après. le lemme, A, A (J) n'a pas de compaç.t associé. 

Soit ~ = [-2, +2] , 'il existe alors un polynôme P(Z) à spectre dans 

h, A(J tel que: 

et 
j 

<-
2 

Ainsi . .de proche en proche, on construit une suite de compact 

Kn = [-n, +n]' et une sui te de polynômes P (n) à spectre dans 

A '- 0LJ-I A(j) , tels que.: 
j=J 

(2) 

Ecrivons pour chaque n Pn(x) sous la forme 

p(n)(x) = 

i --J 
n+J 

I: P. (x) 
J 

Soit f,;. 
. J 

tel que 

ia.. 
e J = P. Cs.) 

J J 

n=l,2, ... 

a.. 
J 

définie par_ 

Considérons B (A.) , 
J 

g = (g.) . I 
J J~ 

définie par 

g. (À) 
J 

-ia.. 
=e J (l;;,,À), 

J 
À e:: A. 

J 

Par hypothèse, il existe une mesure µ telle que 

d'après (2) 

(3) 

0 r nous. avons : 

n ++CX) 

i ... -J n+:i . 
= E. 

j=i 
n 

in+ I :-_I 

= E. 

J·= i 
·n 

À e: A. 
J 

0 

J P. (x)d (x) 
J µ 

(j ~ l) 

i -J 
n+J 

= E. E P.(À)µCÀ) 
J=i Àe:A.~ . 

n· J 



ce qui entraîne 

pour tout n. 

D'après (3) ceci_est impossible. 

Ce qui achève la preuve. 

Corollaire 

symétrique de 

Soit A un sous ensemble fermé, discret, 

Soit (A.). 
1 

une partition de A satisfaisant 
- J J~ 

et 

card A. < + 00 (j ~ l) A. = -A. •• Alors, une condition nécessaire et 
J ' J J 
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suffisante pour que A soit de type (S) fort est que pour tout ~ = (~j)j~l 

~- E: IR, , j ~] et pour tout E: = (E,). J' e:. =O.,) ·c j >,. 1)., il existe 
J J J~ J 

une mesure de Radon bornée µ sur lR., telle que: 

= E, (~,, À) 
J J -

À e: A.. 
J 

(j ~ 1) 

Prèuve ~ Nous allons fa:Î.re une démonstration pour E. = ±1. Le corollaire s'en 
déduit facielement. J 

La condition nécessaire résulte de la définition. Pour démontrer qu'elle 

est suffisante, remarquons que la propriété indiquée entraîne que A. est 

de type (S) faible. Il nous reste, d'après le théorème 3.3 à montrer que 

A possède un compact associé. 

Pour cela notons que$ A ·étant symétrique pour un polynôme à spectre dans 

A ses parties réelles et imaginaires sont également des polynômes trigono­

métriques à spectre dans A. 

Il est facile de vérifier que pour un compact 

K de IR, la propriété: 

pour tout. polynôme trigonométrique à valeurs complexes et à spectre dans A 

est équivalente à la même propriété avec seulement des polynômes trigono­

.métriques à valeurs réelles (les constantes seront différentès). 

Supposons donc que A ne po~sède pas de compact pour les polynômes tri 

gonométriques à valeurs réelles. En reprenant le raisonnement par l'absurde 

fait dans la preuve du théorème 3.3 on achève la démonstration. 
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PROPOSITION 3.3. : Soit A = JJ
1 

/\.. un sous ensemble de ~ tel que . - J~. J 
n . 

a) . ,. { f: } J (. ) .:n.=:; n. ·1, J>,,J 
J J r== . 

où (f. )". 
1 

est une suite de nombres réels 
J J~ 

positifs et (n.). J 
J J~ 

une suite d'entiers positifs. 

j~J, q>J 

Alors le sous ensemble AU - J\ est de type (S) fort relativement à la 

partition (/\. U - A . ) . 
1 

• 
. J J J~ 

Preuve: 

Nous allons appliquer le corollaire précédent. ~ n.] 
1\, 1\, 1\, - "' • 'y - Lq J 

Soit q, q > q > 1 et A - . 
1 

.J\. , A. - {n f.} Considérons 
J> . J . J J j=l 

r 
'v U ,,.._,,A(k) la décomposition de A sous la forme définie par la 

k=l 

proposition 2.2 (Corollaire). A 
. . 1 f I r, /\ (k) position sous a orme u 

cette décomposition correspond la décom­

de A • Pour ces décompositions nous 
k=J 

avons donc : 

(~)- 'J:.Ck) (resp. A(k)) sont q'-lacunaire q' > 3 

(1' .v-) - s [~(k)J f) s LA(,Q,)] = r/ ' 
S [A (k)J () S [A (,Q,)] =O t :f. k. 

r r 
(H-~ *) p( LJ A (k)) ~ p( u A(k)) >,. Q > 0 où p(A). dés.igue la pas de A. 

k=l k=I 
0 

-On va construire g = 
r (k) 
z::. g ~omrne pour le théorème 2.1 • Pour cela il 

k=l 
suffit de donner la consrructio,n de 1 'un des 

va construire g(k) telle que si· l; = (l;.). 
1 J J >,, 

e:. = o.,, J 
J 

alors 

g(k). Supposons donc que l'on 

et e: = ( e: • ) 
J 

S1 À e: . (A ( I<) U 

= 0 S1 

(voir la preuve de la proposition 2,3). 
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La démonstration est calquée sur celles de la propositions 2.3 et théorème 2.1. 

Pour le détail des calculs on renvoit le lecteur à la preuve. 

Posons 

n (x) 
M 

où l + K. (x) = F 1 (f. (x+~.)), 
J nj J J 

F n. 
étant le polynôme de Fejer d'ordre 

J 

Soit_ la fonction: 

b sin
2 bx/2 

lbx/212 
' ou b e: lR+ 

Â(x) est une fonction positive sommable et nous avons 

et 

.l+- -b ::::: y ~ 0 
b 

Â.(y) = _} - .Y 0 ~ y ~ b 
b 

0 ailleurs 

116111 = J 6(x) dx. = i(o) = I 

IR, 

le spectre de ~ est contenu dans l'intervalle [-b, +b] . 

n .• 
J 

D'après ()l:JOf) le pas du psectre de n , pour tout M est supérieur ou 
M 

égàl à ô~ >o. 

ChQisissons b tel que 

(l) b 

Soit maintenant 

ô 
0 

< -
2 

<t>M(x) = 4-(x) • n M(x) 

<?M est une fonction positive de L 
1 

(IR,) 



<l>M(>.) = ~ nn 
Y. 

et d'après (1)' on aura 

,._ ,._ 

cl>M(A) = n l:1 

on en déduit 

l lc1>MI 11 = cj,M 

Définissons la fonction f par 

f (À) = lira 
M++oo 

<r), li. (À-y) 

.... 
().) . 6._( 0) = n _(À) 

M 

(o) = 1 

f étant une fonction continue, d'après un résultat de Paul L è·vy ( [14 ]) 

il existe une mesure bornée _ v telle que: 

\) (>..) 

En particulier : 

..... 
\) (À) = E.F (À) (E;.,À) 

J n.· J 
. J 

\) (À) = 0 

Définissons pour 7(( k) 

où "' l + K. (x) = 
) 

.'v M n M (x) = n 
j=l 

.l + F. 
'\, 

qnj 
[f. (x+E,;.) J 

J J 

(page i8). Si·on considère 

= 

si 

s l. 

On obtient de façon analogue une .mesure 

f (À) 

(A~ k) A ~k)) À e: u -
J J 

À e: (A ~-e) u - J\ ~.e)) .Q, * k . J J 

étant défini comme au chapitre 2 

"' \) 

(x). 

telle que 
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Î\, 
(À) (À) (ç;.,>.) e: (A~k)U A ~k)) \/ = t. F"' s l. À 

J qn. 
. J· J J 

J 

Î\, 

O.) \/ = 0 s l. 

À e: (A ~t) u - A~Q,)), Q, t= . J . J 

Si . J [" t'\, - \)] µ = -- q \i , alors 
I'\, 

q-1 

(2) Jl (À) =f(ç;.,À) Sl. À e: (A~ k) lJ - A~k)) 
J J . J . J 

(3) }l 
S 1 

-
On recommence la construction précédente pour J. On obtient une mesure µ 

telle que 

(4) 

(5) µ (À) = 0 

Si 
nous avons 

Sl. 

Sl. 

... 

À e: 

s À e: 

1 À e: 

(A ~l) U 
J 

(A~ 1) \J 
. J 

- A~l)) 
. J 

- A~l)) 
. J 

(k) 
g = µ 1 A U..;. A d'après (2), (3) , 

e:.(ç.,À) 
J J 

si À e: (A~ J) U 
J 

e: J 

+ e: J 

R, t= 1 • 

J ~ 1 

k 

En prenant 
r 

g = E 
k=l 

(k) 
g il est facile de voir que les conditions du corollaire 

du théorème 3.3 sont satisfaites. 



Elargissement Stabilité 

Soit 'l} un sous ensemble de fi? • On appelle le pas de A. le nombre 

p(n) défini par: 

p(i> = inf li - i' 1 
:i ,).. 'EA 
. i:l>-.' 

Nous avons~ le résultat suivant ·: 
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PROPOSITION ([J5] , page J39).· Si le couple . (C,K) est adapté à A alors : 

(i) le pas de A est supérieur ou égal à 
2 

cfizT 
(ii) soit E <. CjKj , _si. g e: B(J\) et Sl. 

1 
f e:L (~) telle que 

Supp.f contenu dans [-E, +e:] la fonction qi(x) ::: I g(),) f (x->-.) 
Àe:J\ 

appartient à B(A + [-E, +E]) avec : 

Comme application, on a la proposition suivante: 

PROPOSITION 3.4 Soit 

A • 

A ::: U J,. un ensemble de type (S) fort et 
j~l J 1 

(C,K) 

un couple adapté à Si e: < ëTi<f alors pour tout g e: © B(A.) 
JI,"° . J 

et telle que Supp f contenu dans [-e:, ~e:J , la 

fonction q> définie par: 

<I> (x) = I I g.(A) ·f(x-A) 
J• ÀEA. J . 

. J 

Sl. A E: A. 
J 

appartient à B (J\+ [-e:' +t;:]) • 
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Preuve 

Comme /\ est de type "(S) fort,. il existe . g e: "BIJ\ )· , g_(À) = 

si À e: A .• Ce qui nous donne: 
J 

<j>(x) = L. g_(À) f(x-À) e t on applique la 
>.e:A 

proposition précédente. 

Corollaire: Si i = u ]\. est de type (S) fort et SJ. e: est choisi COillllle 
j~l J 

dans la proposition 3.4. ' 
· pour tout ·g e: (±) B(A.) .'. g == (gj) j;;;.J m J ·i 

on peut trouver cf> e: B(A+[-e:,+e:J) satisfaisant 

<f>(x) = g.(>.) si lx - >.I < e: 
J 

Preuve 

Il suffit d'appliquer la proposition (3.4) avec f e: LJ( ) tel ~ue f 
A 

soit à support dans l-e:', +e:' 1 et f(x) = J s1. x e: 1-e:~ +e:I Ou 

e: < e:' < 
] 

Nous allons maintenant étudiez les propriétés des ensembles qui sont 

"voisirill à un ensemble de type (S) fort. 

DEFINITION 3. 8 :. Soit A un sous ensemble de ~ , on dira que le sous-ensemble 

A' est a-voisin de A s'il existe une bijection. cf> de A sur A' telle que 

pour tout À e: A, 

Remarque : Si est un ensemble de type (S) fort reiativement à (A.) . 1 , 
. J J> 

on sait que le pas de A est strictement positif. Ainsi si A' est un ensemblè 

a-voisin à A et si a est 11assez 11 .pet~t les sous ensembles Aj = 4>_(Aj) 

définissent une partition de A' .. Dans la suite sauf mention contraire (A!). 
1 ' J J>,. 

désignera cet te partition de· A'. 
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Nous. ne pouvons pas espérer que tout ensemble O:'."'"VOisin à A soit aussi 

de type (S) fort. Autrement dit; tout éns_emble · a-voisin· à· J\ · ·ne ·petit pas 

posséder de compact ·associé.-En effet, on sait ([lo], page 66) que si tout 

ensemble a-voisin à A possède un compact associé alors A est un ensemble 

de Sidon topologique. 

La proposition suivante nous permet de caractériser certains ensembles 
. . . 

a-vo1.s1.ns qui sont encore de type (S) fort. 

DEFINITION 3.9 Soit A = u A. un sous ensemble de fR (A. étant une 
j~l J ·J 

·partition de A , card A; < +--oo J ~ 
J 

1). Soit a = (a.) . l 
J J~ 

une suite de 

nombres réels. 

1) On dira que A' = u A! est a-translaté de A Sl. A! =A. + a. J ~ j~J J J J J 

2) On dira que A' = u ·A! est a-homothétique de A s l. A! = a. A. , J j ~] J J J J 

D'après la remarque de la définition 3.7 , Sl. les a. sont assez petits, 
J 

(-A!) • 
J J?l 

est certainement une partition de A'• 

1 

>,, 

PROPOSITION 3. 5 Soit - u A - • I A. J? . J 
un ensemble de type (S) fort, relativement 

à (A.). J 
J J >,, 

et (C,K) un couple adepté à A. Si 

des conditions suivantes 

1) A' est 

2) A' est 

Sup(max 
j?J 

a-translaté de A 

a-homothétique de 

A.) 1 I-a. 1 
2 

< --
J J clKI 

, 

A 

a = (a.) . 
1 J J~ 

a = (a.) . 1 
J J >,, 

Alors A' est de type (S) fort relativement à 

A' = .U A! 
J >,.] J 

satsifait l'une 

Sup 
j~l 

la.l 
J 

< 2 
cfKf 

1 



Preuve 

D'une manière générale si A' satisfait les conditions suivantes 

A' 

(~--j!-) pour 

par 

,(if> 

alors A' 

est a- vo1.s1.n à A 
2 

ëfKf 
. 

J 

tout h' e: EB B(A ! ) h' = (h ! ) . 1 ' h = (h.) • 1 défini 
CX> . J J J >,, J J >,, R, 

h. (À) = h!(<j>(À)) est dans ~ B (A.) • 
J J . 

9., J 

étant la bijection de A sur A') 

est de type (S) fort relativement à (A!). 
1

• Il suffit 
. J J? 

maintenant de ·vérifier-que la condition (1) ou (2) implique (ile) et 

La condition (1) entraîne (*). Pour montrer (**) , considérons 
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h' e: Eft 
R, 

B (A!) , 
J 

h' = (h!). 
1 

soit (v!). 
1 J J~ J J>,, 

v. € M( fit) telle que 
J Supl lv!j 1<+00 et 

j>l J 
h!(À 1

) = v!(À 1
) 

J· J· . 
À 1 e: A! 

J 
nous avons alors 

h!(À+a.) = v!(À+a.) = 
J J J J f i(À+a.)x d '() e J \). X = 

fi{ J 

-
Soit' alors 

B(A.) 
J 

Dans le cas 

d ( ) ia. x d 1 ( ) v. x = e J v. x. Les 
J J 

et on a 

(2) , pour et 

\). 

J 

À i:: A. 
J 

f e iÀx eiaJ.x '() ( A • ) dv. x À€ ., J:::,I 
J . J 

!R, 

définissent un élément de 

nous avons : 

ce qui nous donne(*). Si h' e: © B(A!) h' = 
00 J 

(h ! ) . soit V!, sup 1 1 V! 1 1 <+ 00 

J J >,,1 J j > 1 J R, 

telles que h!(À 1
) = v! (>,') (>,' e: /\.) , un calcul simple montre que 

J J . J . 

les dv. (x) = 
J 

dv ! (~) 
a. J a. 

J J 
définissent un élément de B(A .) 

J 
satisfaisant 

La proposition suivant:€ caractérise les ensembles de type (S) fort parmi 

les ensembles possédant un compact associé. 

PROPOSITION 3.6 Soit A un sous-ensemble fermé discret 

et (/\.). 
1 

(~ard A~ < + 00 ) 

J J ~ :J 
une partition de A~ S'il existe a > o 

0 

de IR, 

tel que 
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tout a-translaté de A, a= (a.). J la. 1 ~ a possède un compact associé, 
J J~ . J 0 

alors A est un ensemble de type (S) fort relativement à (A.) • l • 
. J J~ 

Preuve: 

Soit B = (8,). , o <S.~ a , lim 8. = o. On peut trouver 
J J ~o · -J o . J 

J ➔+co 

A' = U AI un a-translaté de A , 
j ~1 j a = (et.) . 

1
, 1 a. 1 ~ 8. , te 1 que A' 

J J), J J 

soit de type (S) faible relativement à (A!}. 
1 

(on utilisera la remarque 
J J~ . 

de la proposition3.2). D'après l'hypothèse A' est donc de type (S) fort. 

Là proposition 3.4 entraîne qu'il existe y
0 

> o tel que tout y~translaté 

de A' ; Y = (y) IY 1 ~ y soit encore de type (S) fort~ .. ,, j j ~l j ~ o Le choix de 

a= (a.). 
1 J J~ 

h-1 ~ Y J 0 

conclure. 

entraîne que A est un y-translaté de A' , y = (y.) . 
1 

avec 
J J~ 

sauf peut-être un nombre fini de y •.• Ce qui nous permet· de 
J 

Si'gnalons enfin, une propriété dont tout ensemble a-voisin à un 

ensemble de type (S) fort possède 

DEFINITION 3.10 Soit A un sous ensemble fermé. discret et dénombrable de IR, 
On dira que A est de type (S

0
) relativement à une partition (A.). 1 de A 

J J~ 
si pour toute fonction b définie sur A, constante sur chaque A. et à 

J 
valeurs ± 1 , on peut trouver une mesure de Radon bornée µ , sur 1\1, telle 

que : 

À e: A 

On voit que les ensembles de Sidon et dè type (S) sont des ensembles de type 

(So). 

PROPOSITION 3. 7 Soit A = .U JL 
J~l J 

uh ensemble de type (S) fort. si · (C, K) 

est un couple associé à A et si A' est un ensemble a-voisin de J\. 



Preuve: 

est de type (S ). 
0 

C'est une simple application du·, corollaire de la proposition 3.4 en 

prenant g_(À) = E:. 

J J 
(À E: A.) , 

. J 
E:. = ± 1 

J 
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Nou~_~avons vu que tout ensemble a-voisin à un ensemble de type (S) fort 

ne peut pas posséder un compact associé. Ce qui avec la proposition 3.7 entraîne 

que tout ensemble de type (S) ne peut 
Q 

posséder un compact associé. -

Ceci montre en particülier que tout ensemble de type (S
0

) n'est pas de 

type (S) fort, dans le cas de fR . 

Compact associé à un ensemble de type (S) fort 

Soit A= .U 
J~l 

A. 
J 

un ensemble de type (S) fort. Soit K un compact 

associé à A. Il existe alors une constante A telle que si P est un poly­

nôme trigonométrique à spectre dans A on a 

11 p 11 CO ~ A 11 p 11 K, CX) 

On peut donc trouver une constante C telle que pour un tel polynôme trigono­

métrique, on ait 

(1) E 11 p j 11 ex, ~ C 11 p 11 K, CO 

DEFINITION 3 .11 Soit A un sous ensemble fermé discret de ~. 

Soit (A.). 
1 

une partition de ·A·, card A. < + co 
. J J~ J 

j ~ 1 . On dira que le 

compact K est S-propre pour A, s'il existe une constante C telle que pour 

tout polynôme trigonométrique P à spectre dans A on a l'inégalité (1). 



Dans ce cas on dira que le couple (C,K) est .S-associé.à A. 

Remarques : 

(A.). 1 est la partition ponctuelle, l'on retrouve la définition 
J J~ . 
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d'un compact propre [12] pour un ensemble de Sidon et de couple associé 

( [1 o] page 55). 

2°) Pour un sous ensemble A fermé discret de fR la propriété 

d'être de type (S) fort est équivalente à la propriété de posséder un 

compact K S-propre. 

Nous_ allons, établir un critère rratique permettant de déterminer si un 

compact K est S-associé à un ensemble de type (S) fort et de donner une esti­

mation de la constante C. 

PROPOSITION 3.8 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un coropàct K 

de Il{ soit associé à un ensemblè de type (S) fort A = .V A. 
1 J :ri J 

des constantes, D = D(A,K) 

suite E;, = (E;,j)j;l' E;,j E ITT 

et Tl,= 11,(A,K) o < 11, < 2 telles 

est qu'il existe 

que pour toute 

et toute suite 

de Radon µ, à support dans K telle que 

Preuve: 

E· = ± J 
J 

, il existe.une·mesure 

Montrons que la condition de la 
N 

proposition est suffisante. Soit 

P{x) = E P.(x) un polynôme à spectre dans 
_, j=J. J 

A 

211, < ô < J. Définissons E;,. etr E. = ± l par E::. 8,(P.(E;,.)) >,.. 
J J J J J 

ô 11 ~ (P j) 1 LX) J = 1,2, •••• ,N 
' 

E;,. = o, E::. = + si J > N . 
J J 

Il existe alors une mesure bornée l.l à support dans K telle que 
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En tenant compte de la propriété 3.3 (p.53) et en adoptant le calcul du théorème 

1. j ((vi )..(i)) on a 

N N 
1 j P(x)dµ(x) 1 (J) 11. E. IIPjlLX) ~ ô E. lleïtPjlLX)-

J=J j=J .K 

Définissons Y· E: \K et a. = ± J par a. Im(P. (y.)) >,oll1mPjfLX) j=l ,2, ••• ,N, 
J J J J J 

Y•= O•, a,=~} 
J J 

si j > N. ri existe une mesure bornée v à support dans 

K telle que 

l lvl 1 ~ D 

Le même calcul.nous donne 

(2) 

De (1) et (2) on déduit 

N 

(0.-211,) j:l _IIPjll(X)~ cll11II + llvll) l]PIIK,w 

ce qui rious donne 

(3) 

K est donc un compact S-propre. A étant de type (S) fort, K est associé 

à A 

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Comme A est de 

type (S) fort, il possède un compact associé, soit K ce compact. De la démons­

tration du théorème 3. 3 · ( ( i) > (ii)) on déduit que pour tout 

g = · (g.) E: @
00 

B (A.) i 1 existe une mesure bornée µ à sUpport dans K telle 
J j ~] R, J 

que· PO)= g.(À), (À e: A.) j ~ 1. O_n en déduit que l'injection canonique 
J J 

de BK(A)· dans Ef>
00 

.BC\) est surjective. Il est facile de voir qu'on a les 
R, 

propriétés indiquées dans l'énoncé. 

Remarques : 

1 °). Si J\ est symétri9ue, il suffit .de .prendre o < ri,< J 

(cf. la remarque 1°) de la ~age -15). 



78 

2°) Si la condition I lµI 1 < D n'est pas satisfaite, on ne peut pas 

conclure que le compact K est associé à A. Nous allons voir qu'en 

absence de cette condition 3 K est associé à_ A, AK, card AK < + oo. 

DEFINITION 3.12 Soit A un sous ensemble de lR, et soit (A.). 
1 

une 
. J J~ 

partition de A, (card A. ~ +oo, 
J 

j >,. 1). On dira que le compact K est 

S-propre au sens large pour A, s'il existe un sous-ensemble fini AK de J\ 

tel que K soit S-propre pour /\,/\K. De façon ~nalogue le couple (C,K) 

est S-associé à A au sens large _s'il existe une partie finie de /\ telle 

que (C,K) soit S-associé à A, AK. 

Remarque D'après la remarque 2 de la définition 3.11 et le lemme de la 

page 62, si -A possède un compact S-propre au sens large, alors il possède 

un compact S-propre au sens strict. Mais étant donner un compact K S-p·ropre 

au sens large nous ne savons pas si le même compact est aussi S-propre au sens 

strict. 

THEOREME.3.4 Soit A un sous ensemble fermé discret de lP'--, 
et (/\,). 

1 
une partition de A, card A. < + 00 

J J;;:, J 
j >,. 1. Soit K un sous 

ensemble compact de ~ Alors les propriétés suivantes sont équivalentes 

i) A est-de type (S) fort et Kun compact associé à .A au sens large 

ii) 

iii) 

pour toute suite g = (g.) . 1 , g € 
J J~ 

B(J\.) 
J 

on peut trouver une 

mesure de Radon µ à support dans K telle que 

sauf peut-être pour un nombre fini d'indices; 

il existe l 
Tl, 0 < T\.. < -2 1 

tel que pour toute suite 

et pour toute € • = ± l J >,. l on peut trouver 
J 

, 
' 

sur R, à support dans K satisfaisant : 

< 

µ(À) = g. (À) (ÀEA.), 
. J J 

(~j)j>,.l' ~-J 
E Ri 

une mesure de Radon 
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Preuve: 

(i) ~ (ii) résulte de la démonstration du théorème 3.3 (première partie) 

(i.i) ~ (iii.) est évident. 

Pour démontrer que (iii) entraîne (i.), il suffit d'adapter la démonstration 

par J'absurde du théorème 1.1 ((vi) ~ (i)). 

Remarque Dans (iii) 

supposer 11., < 1 / 4. 

nous pouvons prendre e:. e: {0,I} 
J 

à condition de 

La proposition suivante concerne les sous ensembles de 2 . 

PR0P0SI.TI0N 3. 11 Soit un ensemble q-lacunaire 

de progressions arithmétiques centrées à l'origine. Si q > 3 alors tout 

compact de [R, est associé à A U - A. 

Preuve : 

La propriété de posséder un compact associé étant invariante par trans-

lation, il suffit de montrer que pour tout p , o < p < TI 

[-p ,, +p] est associé à A • 

l'intervalle 

Pour cela on va montrer que la condition (iii) du théorème 3.4 (remarque) 

est satisfaite. Soit alors E;. = O:j)j?l E;.j e:11' . et e: = (e:j)j>,.le:jd0,I} 

On va construire une masure de Radon à support dans [-:-P ~ +p] • 

Soit 
'\, 
q > J 

'\, 

défini par· q > 3q > 3. 

Consjdérons, comme dans la proposition 2.3 

M M 
(l) nM(x) = n [1 + e: . K. (x)] = l + r 

J=l J J j=l 

(2) 
'\, M '\, M 

nM(x) fJ [1 + K. (x)] =- l + E = e: . 
J J 

, 
j=l 

e: . K. (x) + E CM(y)eiyx 
J J 

y ES_ (A), [ (À U-A) U{ o }] 

'\, '\, 

K. (x) 
iyx 

C. + E CM(y) e. 
J J . '\, '\, '\, 

y ES (A)'- [(AU-A) ù { o}] 



Soient v 
'\, 

et v les mesures li:qiit~s vagues de n M et 

2.3) qui sont telles que 

(3) llvll~1 et 

Soit: 

'\, 
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'\, 

il .M (cf. proposition 

(4) fM(x) = {q - l)-J [q nM(x) - i\(x)] , µ
1 

= (q-l)-J [q ~ - vJ 

nous avons 

(5) (), E A.) , 
J 

Soit pour o < p < ~ la fonction n définie par 

si 

A(x) = 

si lxl > P 

alors A.~ o , 11ni1
1 

= A(o) = l. 

est absolument convergen te. Ecrivons 

(6) A(x) I 
inx 

+ I 
inx 

= + a e a e 
o<lnkN 

n lnl>N n 

où N EIN est tel que : 

(7) 
1 1 lanl 

l 
(B > 1) < .!> 

n >N B 

On précisera B par la suite. 

On va. montrer que la mesure µ = A•µ 
J 

satisfait 

lim 
j ➔;t-oo 

IIP - E.(s.,À)II · . 
J J B(A. U -A.) 

. J . J 

Pour cela il suffit d'évaluer pour tout M ~ j 

< 

J ~ 1 

la série de Fourier de. A 

= 1 

f\, < 

+ A
1 

(x) 

J 
4 

+ A
2 

(x) 

ce qui, d'apr~s la note de la page 53, revient à calculer 



p E p (/\.. u - A. ) 
. J . J 
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D'après (6) : 

f P(x) ~(x) fM(x) dx = 

11"'· 
(5) nous donne 

(8) = e:. P(ç;.) 
J J 

Le spectre de P.l.1
1 

est .contenu dans A± {I, 2, •..• , N} • D'autre part le 
'\, 

-spectre de fM est contenu dans S(/\.). Comme· ·q > 3 on sait que le pas de 
'\, 

S(A) est supérieur à (proposition 2.1, corollaire). D'après l'expres-

sion de 0 0 , quitte à enlever un nombre fini de blocs, on peut supposer o0 .:...l:!.:.. 
Ce qui implique (A± {1,2, ••• ,N}) Î\ s(/() = (/) et on a: 

(9) 1 P(x) 1.11 (x) fM(x) dx = o 

'lf' 
'\, 

D'après (3) et (4), ·1 lfMI 1 < ~+l . En tenant compte de (7), on aura 

Pour 

(J 0) 

1 q-J 

1 J P(x)l.1 2 (x)fM(x)dtij P(x) E aneinxfM(x)af l !Pl I El¾I I lfMI 11 ~ 
'ü1 . 1f lnl>N _ Înl>N 

1 

B 
'\, . 

11, > 0 donné, on choisit B tel que 1 
8 

.9.!l. 
'\, 
q-1 

< n . Alors (8), (9) et ( 10) ,., 

nous donnent 

Si .l 1 1l .ç _
4 

a ors 

f P(x) l.l(x) fM(x) - e:j PÙ;j)·I -< Y"( 1 !Pl""' 

'1I' 
p E p(A.U-A.) 

J J 

[-p, +p] est associé à A au sens large. (o < p < n). 

Ce qui d I apr.ès le lemme de la page 62 entraîne que pour tout 

o < p < 1f , [-p, +p] est ·associé à A • Ce qui.·achève la preuve. 

THEOREME 3.5 Soit Ac~+ , A = ).Jl A. 
]~ ·. J 

un ensemble q-lacunaire de 

pr_ogressions arithmétiques centrées à 1' origine. Si q > l, alors tout compact 

de iR,'' est associé à A U - A • 



Preuve 

Il suffit de démontrer que pour tout· p > o 11 intervalle [-p,, ➔ P] 
est associé à A. Pour cela on démontrera le théorème dans un cas 

particulier et pu_is on montrera comment le résultat. se généralise au 

cas général. 

Cas particulier, : q > 6 
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Soit 
'\, 

q > l' .9.. > 3q > 3 . Il est facile de voir que les sous ensembles 
2 

suivants sont a-lacunaire avec a> 3. 

n. 
LJ u [qn.] 

{nf.} J 'X '}{, ... '\, 

{nf.} J 1\ = A. OU· J\. = = ou A. = 
j~l J n:;; I , 

j~I J J J J J n=l 

'\, '\, 2 [~n.] 
1\, u 'X-

... 
'){.= {nf.} J '){ ou 

= J . J J j ~] n=l 

nous avons également : 

'\, 

s (A) c.: s(X) c::.. s (1\) 

D'après la proposition 2.1 (corollaire) si 
%' 

désigne le pas de 

S(J\).on a 

(l) 

t;.. dR 
J 

défini comme dans la proposition 3.11. Pour PEP considérons: 
(J\.U -A.) 

f P(x) fM(x) t.(x) dx 

tR., 

J J 

où à(x) est la fonction définie d~ns la proposition précédente. 

S (fM) c: s(K) et S (P) c::: (AU- A). Mais les blocs sont constitués de 
p p 1\, ~ 

progressions arithmétiques d'où S(A)· +(A\J- A)c S(A). Ainsi 
~ 

P(x)~ fM(x) est u_n polynôme à spectre dans S(A). Ecrivons : 

ce qui nous donne : 

(2) P(x) fM(x) t.(x)":cdx = t ~ b(y)6('.:y). 
ycS(A) 
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Mais on a 

l\(y) = 4 sin 2 (~ x/2) 
2 2 

r X 

1\, 

CoIDIIle p [s(tt)J > 0 il est facile de voir qu'on a 
0 

(3) 
l 

•. 2 1:.2 
u u 

< 

0 

Soit ~lors i la fonction presque périodique définie par 

Nous avons d'après (2) 

(~) 
En remarquant que ·'Wl [fM(x)] si l'on adapte les calculs de la 

propos.ition 3. 11 , on obtient : 

(4) 

sauf pour un nb. fini de j. 

E:. (f., À) 
J J 

11 < 
B(A. U- A.) 

J J 

Les fM6 ·sont des fonctions intégrables à. support dans [-r, +e] . 

En utilisant (3), il est facile de voir que l'on a 

(S) 11 tM 6 111 < 
l. ➔ 4 

3 

2 
1T 

2 02 e o 

Soit maintenant µ la mesure de Radon à support dans [-e, +e] , obtenue 

comme la limite vague d'une sous suite des fM. On déduit de (4) 

Si 
J 

11., < - alors 4 . 

1 im 1 1 P - E: • < F,; • , À) 11 < Tl, 
j➔+m J J B (A. U - A • ) 

J J 

[-(>, ;>] est associé à A au sens large pour tout . ~ > o, 

ce qui nous permet de conclure. 

En faite les calculs seront exactement les mêmes que ceux de la 
% 

proposition 3. II, S(/\) jouant le même rôle que Z . 
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Cas général q > I 

'\, '\, 

Soit q > J , q > q > J •. Si dans la proposition 2,2 (corollaire) on 
"'r "'(r-J) choisit r tel que q < q. _+ 2 <_ 6 alors on.peut avoir une dé-

"' Ur , 'v (k) composition de fi. sous la forme n où les '};(k) sont a-lacunaires 
k=J 

avec a > 6 et 
r -

p [ u s (A(k)>] 
r 

u la décomposition 
k=J k=I 

correspondante pour A. Pour ç = (~.). l Ç. E!R, 
. J J> J 

et e: = (e:.). I e:.~{O,l} 
J J~ J 

donnés, on va construire comme dans la première partie de la preuve des 

mesures µ(k), pour chaque .A(k) (1 ~ k ~ r). D'après ces calculs, on aura 

et 

Soit 
r 

µ = }.: 
k=J 

nous donne: 

-11 P < ~_) - - e: . < ç . , À) 1 1 
J J B (A. U - /\.) 

. J J 

Sl. 

Sl. 

A. c. /\ (R.) 
J 

A. c. A (k) 
J 

R./:k. 

5k~ un calcul simple et un choix convenable de 
J 

11, (donc de S) 

lim 
j➔+ro 

IIP - e:.(ç.,À)II < 
J J ) - · B(/\.U- /\. 

J J 

1 
5 

Ce qui montre que [-e, +p] est associé à A au sens large et ceci pour 

tout e >o. Ce qui achève la preuve. 

Remarques.-

1°) Il est facile de voir que quitte à enlever un nombre fini de bloc de A , 

on peut avoir 

C = C(q) 

pour la mesure µ construite dans le théorème 3.5. 

Ainsi pour les ensembles définis dans le theorème 3.5 le couple (C,K) est 

S-associé à /\ ·"au sens large pour tout compact K. 



20) Pour un ensemble A = A. , le couple (C,K) ne peut pas être 
j>l J 

S-associé à A au sens strict Eour tout comEact K de avec la même 

constante c. 
En effte, il est tacile. de. voir qu'on a 

(2) 
2 

Cp(J).) 

3°) si A = 1\ 
j>J j 

est un ensemhle de type (S) défini par la théorème 3.5, 

alors tout ensemble a-translaté (cf. définition 3.9, page 72) de A 

est aussi de type (S). 
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