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INTRODUCTION 
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Ce texte reproduit les notes d'un cours de 3ème cycle professé 

à Orsay au premier semestre de l'année scolaire 1971-72. Outre les mémoi

res originaux publiés à ce jour, en particulier ceux de Hironaka et la thè

se de Bennett, il s'inspire d'un preprint de Hironaka: "Bimeromorphic 

smoothing of a complex-analytic space" et d'une partie du manuscrit d'un 

ouvrage en préparation de M. Lejeune, H. Hironaka et B. Teissier sur la 

résolution des singularités d'un espace analytique. Cette édition a été 

révisée à l'automne 1972 après que j'ai eu connaissance d'un preprint de 

Tadao Oda sur le groupe que Hironaka attache à tout point d'un espace 

projectif pour tenter d'apréhender les phénomènes spéciaux à la caracté

ristique positive. 

Le sujet du cours est l'étude du comportement par éclatements 

permis (II 2.1) des invariants introduits par Hironaka et Bennett. On 

n'y trouvera pas de résultats nouveaux mais des démonstrations nouyelles 

et par certains cotés plus simples du critère de platitude normale de 

Hironaka et surtout du critère numérique de Bennett. La démonstration de 

Bennett est mélangée avec l'étude du comportement par éclatement permis 

de la fonction de Hilbert-Samuel; nous en donnons une très 



simple s'appuyant sur des considérations très élémentaires sur les mo

dules munis de deux bonnes filtrations. La démonstration du critère de 

Hironaka traitait le cas de deux idéaux PC Q d'un anneau local régu-

lier R tel que R/P et R/Q soient réguliers, nous nous limitons au 

cas où Q est l'idéal maximal. Cela est sans inconvénients, car le cas 

général n'est autre que le théorème de propagation de la platitude nor

male le long d'un sous-schéma permis (II 3,3) qui résulte immédiatement 

2 

du critère numérique de Bennett. Pour terminer sur ce point, rappelons que 

Bennett lui-même a remarqué que, lorsque l'on dispose d'un corps de base 

parfait, son critère s'obtient très simplement par des considérations de 

calcul différentiel. 

Le chapitre II s'achève par le théorème de stabilité établi 

en caractéristique O par Hironaka dans son mémoire de 1964. La démons

tration donnée ici est valable en toute généralité. Le chapitre III n'a 

pu, faute de temps, être traité en cours. On y trouvera un compte rendu 

abrégé de deux articles de Hironaka "AdditivE:? groups associated with 

points of a projective space", Annals of Math., et "Certain numerical 

characters of singularities", J. Math. Kyoto Univ., (1970). 

Pour terminer, il reste à signaler au novice que ce cours est 

loin d'épuiser le sujet. Pour aboutir à la résolution des singularités 

en géométrie algébrique en caractéristique O, il resterait à construire 

les "stable standard base" et " stable frame" de Hironaka [ Annals 64] 

sur lesquelles il édifie sa récurrence et dont la version globale 

en géométrie analytique a pris le nom de théorie du contact maximal 

[ Séminaire Lejeune-Teissier, Ecole Polytechnique 1972] et sert de 

base au jardinage de Hironaka. De plus, même l'étude locale entreprise 

ici ne me semble pas achevée en caractéristique positive. 
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CHAPITRE I. RAPPELS D'ALGEBRE LOCALE 

Dans ce chapitre, nous rappelons un certain nombre de faits 

bien connus (Bourbaki, Algèbre Commutative, ci té [ BAC ] et J-P. SERRE, 

Algèbre locale et Multiplicité, Lectures Notes in Mathematics, vol. 11, 

Springer Verlag, ci té [ ALM] • Au lieu du classique polynôme de 

Hilbert-Samuel, nous utilisons systématiquement la fonction du même nom, 

moins pour les quelques simplifications que cela apporte dans ce chapitre 

que pour habituer le lecteur à cet outil dont Hironaka a montré toute la 

puissance dans ce genre de questions. La connaissance de "Introduction to 

Commutative Algebra" d'Atiyah et Mac Donald et du chapitre 5 de 

"Théorie des Faisceaux" de Godement, consacré aux Tor, est plus g_ue suf

fis.ante pour la compréhension de ce chapitre si 1 1 on y ajoute les rudi

ments classiques sur le complexe de Koszul et les suites régulières, Par 

ailleurs, il est vivement recommandé au lecteur débutant de s'initier à 

[BAC] et [ ALM] en y recherchant les passages qui traitent les mêmes 

questions. 

§ 1. Filtrations 

1.1. Un anneau filtré est un anneau A muni d'une suite décroissante 

d'idéaux A., 
1 

1 E ~, telle que A. = A 
1. 

pour i E;; 0 et A.A. CA.+ .• 
1 J 1 J 

Nous supposerons toujours que A est noethérien, que A1 est contenu dans 

le radical de A et que la sous-A-algèbre 

i E ~ 



de A[T, T- 1
] est une A-algèbre de type fini. Pour rappeler ces 

hypothèses; nous dirons parfois que A est un anneau bien filtré. 

L'exemple le plus important s'obtient en posant A 
l. ... 

• = .l2. ' ou 
J. 

A est 
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un anneau noethérien et où .12, est un idéal de A contenu dans son ra

dical, auquel cas l'algèbre A* est bien de type fini car elle est 

engendrée par 
-1 

T et A
1 

= .12,T. Dans ce cas, on dit que la filtration 

de A est sa filtration p-adique. 

1.2. Un module filtré est un A-module E muni d'une suite décroissante 

de sous-modules Ei, i E ~' telle que A.E. CE .. 
l. J 1.+J 

et E = U E. 
J 

(filtration exhaustive). On lui associe le A-module gradué 

(2) 
i E ~ 

i 
E.T. 

J. 

Proposition 1.3. Soient A un anneau bien filtré et E un A-module 

filtré. Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) E est un A-module de type fini et il existe un entier s 

tel que E = } A .E. pour n ;;;;i, s, (d~ns le cas .12,-adique, 
n < s 

n-1 1 
l. 

ceci signifie E 
n-s 

s < n). que = .l2. E ' n s 

( ii) E* est un • A' -module de type fini. 

1.3.1. (i) ~ (ii). Puisque E admet un système fini de générateurs 

x
1

, ••• ,xr et que la filtration est exhaustive, ils appartiennent tous à 

un même E et donc E = E = E pour n < e. Donc E Tn = (T- 1 )e-n(E Te) 
e e n n e 

pour n < e. Par ailleurs, on a aussi 

Comme T- 1E A*, il en résulte que E* 

E = > A . E. , pour n ;;;;i, s , 
n e < i < s n-1. 1 

est engendré par ses éléments 

homogènes de degré compris entre e et s, donc est de type fini puisque 

les E. sont des A-modules de type fini. 
J. 
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(ii) => (i). Si on a (ii), il existe des éléments homogènes 
n1 n 

* , ... ,x T 
r nE on ait x 1T de E tels que, pour tout ~, r 

E Tn n-n. n. 
= A 1 x.T 1 n 1 ..;; i < r n-n.T 

]. ]. 

On en déduit (i) immédiatement, avec s = sup(n.). 
1 

1.3.2, Si ces conditions sont satisfaites, on dira que E est un 

module bien filtré, ou encore, dans le cas ,E_-adique, que la filtration 

de E est E_-bonne. Si E est un A-module de type fini, la filtration 

déduite E = A E 
n n 

est évidemment bonne; dans le cas E_-adique, on l'ap-

pelle la filtration E_-adique de E. Si E est un module filtré (ou bien 

filtré), il en est évidemment de même du module E(n) dont la filtration 

est E(n). = E +·· On appelle module filtré libre un module qui est 
i n i 

somme directe de modules filtrés de la forme A(n), auquel cas E* 

est somme directe de modules libres de la forme 

ut[le d'expliciter (i). 

* A (n). Il nous sera 

Corollaire 1.3.3. Les conditions ci-dessous sont équivalentes à 

celle de ( 1.3) 

(iii) Il existe des éléments de E 

n1, ••• ,nr tels que x. E E et tels que, pour tout 
1 n. 

E =) n ,_1_<_i_<_r 

]. 

A n-n. x .• 
]. ]. 

et des entiers 

n E ~ , on ait 

(iv) E est quotient (avec filtration quotient) d'un module 

filtre libre de type fini. 

1 • 4. Si F est un sous-module d'un module bien filtré E et si F 

muni d'une filtration telle que F C E , alors F* est un sous-n n 

est 

* * est noethérien, il en résulte que la filtra-module de E et comme A 



tion de F est bonne (lemme d'Artin-Rees). En particulier, la filtra-

tion induite sur F définie par 

que toute bonne filtration de E 

F =FnE est bonne. Il en résulte 
n n 

est séparée, c'est-à-dire {O} = n E .. 
1 
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En effet, munissons F = n E. 
1 

de la filtration induite. D I après ( 1. 3. ( i)), 

on a F = F =~>--A .F. C) A1F
1
. = A1F, 

n i ~ s n-1 1 -----
donc F = 0 

d'après le lemme de Nakayama, puisque A1 est contenu dans le radical 

de A. Soit maintenant F un module quotient d'un module bien filtré E, 

la filtration quotient F = image de E est bonne, car F* est un 
n n 

quotient de * E . 

1.5. Un morphisme de modules filtrés est un morphisme de modules 

u: E -->~ F tel que, pour tout n, u(E) CF ; on dit qu'il est strict n n 

si u(E) n F = u(E) pour tout n, c'est à dire si les filtrations induite 
n n 

et quotient sur 1 1 image u( E) sont les mêmes. 

1.6. Si n est un entier et E un module bien filtré, on note E(n) 

le module filtré défini par E(n). = E +· 
1 n 1 

et on appelle module filtré 

libre un module filtré qui est somme directe d&modules filtrés de la forme 

A(n). Tout module bien filtré admet une résolution. 

( 1 ) 

par des modules filtrés libres de type fini 

l'augmentation étant strictes. En effet, 

e >E-->➔ O 

L., les différentielles et 
1 

E est quotient d'un module fil-

tré libre de type fini L, le noyau I de 
0 0 

e:L --->~E, muni de la 
0 

filtration induite est quotient d'un module filtré libre de type fini L1 

etc ••• On dit que ( 1) est une résolution filtrée libre de E 

§ 2. Graduations 

Si A est un anneau bien filtré, l'anneau gradué 

grA = Et}An/An+1 est une (A/A1)-algèbre de type fini et, pour tout 
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A-module bien filtre E, on a un grA-module gradue de type fini 

grE = E9En/En+ 1, appelé gradue associe à E. Le passage de E à grE 

est fonctoriel par rapport aux morphismes de modules filtres, qui sont 

les morphismes de A-modules u: E ~ F tels que u(F) CE. L'ob-
n n 

servation fondamentale et triviale est la suivante: 

Proposition 2.1. Soit O-? E-? F-? G-? 0 une suite exacte de 

A-modules telle que F soit muni d'une bonne filtration. Munissons 

E(resp. G) de la filtration induite (resp. quotient). [On dit alors que 

la suite ci-dessus est une suite exacte stricte]. Alors la suite 

0-? grE-? grF-? grG-? 0 est exacte. 

2.2. Pour étudier un morphisme de modules bien filtres u: E-? F, on 

introduira donc le noyau K muni de la filtration induite, le conoyau 

C muni de la filtration quotient et l'image I muni de la filtration 

I' quotient de celle de E et de la filtration I" induite par celle 
n n 

de F, ce qui donne naissance à des suites exactes 

0-? grK ~ grE-? grI' ~ 0 et 0 ~ grI" ~ grF ~ grC ~ O. 

On rappelle que le morphisme est strict si les deux filtrations de I 

sont égales. 

Corollaire 2,3, Soit .u : E-?F un morphisme de modules bien filtres 

(i) S1 gru est surjectif il en est de même de u et u est strict 

(ii) S1 gru est injectif il en est de même de u et u est strict 

(iii) si gru est isomorphisme, il en est de même de u. 

Prouvons . ( i) • Soit V: F~C le conoyau de ... u, ou C est muni de 

la filtration quotient. Puisque vu= O, on a grv. gru = 0 donc grv = 0 
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car gru est surjectif, donc grC = 0 car grv est surjectif, donc C = 0 

car la filtration de C est séparée. Donc gru surjectif implique u 

surjectif. En appliquant ceci au morphisme de modules filtrés 

u : E ~ F induit par u (filtations induites). On voit que u n n n n 

est surjectif, donc u est strict. On prouve 

et (iii) résulte de (i) et (ii). 

(ii) de façon duale 

Corollaire 2.4. Soit E un module bien filtré. Si grE = O, alors 

E = O. Si (grE)n = 0 pour n > n
0

, il existe un entier r tel que 

(A
1

)rE = O. 

Pour la première assertion, appliquer (2.3(iii)) au morphisme 

nul 0 -->➔ E, pour la seconde, considérons le module E muni de la 
n 

0 

filtration induite, il est nul, car son gradué l'est. Si maintenant 

est un entier tel que E = E, on peut prendre 
e 

(A1)rE = (A1)rEe C En = O. 
0 

r = n - e, car 
0 

§ 3, Fonction de Hilbert-Samuel, multiplicité, dimension : 

e 

3,1. Soit .9. un idéal d'un anneau local noethérien A tel que A/.9. 

soit de longueur finie. Toutes les composantes homogènes de 

sont alors de longueur finie et, plus généralement, pour tout 

E muni d'une filtration .9.-bonne, on peut former la série de 

Hilbert-Samuel de E 

( 1 ) H(E;T) = }.,___ 
nE~ 

A G = gr 
.9. 

A-module 

et l'on notera aussi H(E). Sa connaissance équivaut à celle de la fonc-

tion de Hilbert-Samuel 
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Toutes deux ne dépendent que du gradue associé ! = gr(E) et nous 

emploierons les mêmes notations pour tout G-module gradué de type fini 

E. Si E est muni de sa filtration q-adiquet on écrira: 

(3) H ( E; T) , H ( E) ou H ( E) ( n) • s s s 
De même, pour tout point x d'un schéma noethérien X et tout ~-module 

cohérent ~ , on notera 

( 4) H ( ~,T) 
X 

ou (resp. H ( ~) (n)) 
X 

la série (resp. la fonction) de Hilbert-Samuel 

muni de sa filtration m.. -adique, 
x,x 

On a 

du (.?X -module ~ 
,X X 

et si O ~ E' ~ E ~ E" ~ 0 est une suite exacte stricte de 

modules bien filtrés, on a 'évidemment 

( 6) H(E) = H(E') + H(E"). 

Remarque 3.2. Si ,:p_ est un idéal de A et si E est un A-module 

de type fini tel que E/,:p_E soit de longueur finie, on peut appliquer ce 

qui précède et ce qui suit en remplaçant ,:p_ par .9. = .E, + !:!:_, où ~ est 

1 1annulateur de E. En effet, A/51 est de longueur finie, et, puis

que ,:p_°E = .9.°E, la filtration ,:p_-adique de E est sa filtration 

.9.-adique et toute filtration ,:p_-bonne de E est .9.-bonne et réciproquement. 

Lemme 3,3. (Hilbert, cf. [ALM] p. II-22). Soit .9. un idéal d'un 

anneau local noethérien A et soit E un A-module muni d'une filtration 

.9.-bonne. On suppose que E/.9.E est de longueur finie. Soit e un entier 

tel que 

( 1 ) 

E=E,. Ona 
-e 
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où t(E;T) est un polynome à coefficients entiers rationnels et où d 

est un entier moindre que le nombre de générateurs de l'idéal g_. 

3.3.1. En divisant t(E) par une puissance convenable de (1-T), on peut 

supposer que t(E;1) ~ O, ce qui détermine l'entier d. On l'appelle 

l'ordre de la série H(E;T) et nous verrons plus bas qu'il est égal à 

la dimension du module E. Nous verrons aussi que l'entier t(E;1) ne 

dépend pas de la filtration g_-bonne; on l'appelle la g_-multiplicité de E. 

3.3.2. D'après (3.1(5)), en remplaçant E par E(-e), on peut supposer 

que E = E o' auquel cas ! = grE est un G-module gradué engendré par ses 

éléments de degré positif. De plus, G = gr (A) est une B-algèbre g_ 

graduée, .... B = A/g_, engendré par des éléments de degré 1 , 
.... . les ou a savoir 

classes x
1

, ••• ,Xr d'un système de générateurs x
1

, ••• ,xr de g_. C'est 

donc un quotient de 1 1 algèbre de polynomes S = B [ x
1

, ••• ,Xr] et l'on 

peut considérer E comme un S-module dont toutes les composantes 

homogènes sont de longueur finie, ce qui ne change évidemment pas 

Raisonnons par récurrence sur le nombre r de -variables. Si r = O, alors 

E est un B-module gradué de longueur finie et H(!) est un polynome 

car E. = 0 pour i < e = O. Sinon, on a une suite exacte de S-modules 
-i 

gradués. 

(2) 0 ~ E' ~ E(-1) --4 E ~ E" ~O - - - -
où u est la multiplication par X. Les composantes homogènes de 

r 

et E" sont aussi de longueur finie et l'on a 

ce qui donne la conclusion, puisque E' et E" sont des modules sur 

E' 



Proposition 3.4. : Sous les hypothèses de (3.3), soit E CE' 
n n 

une 
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autre filtration .9.-bonne de E. Il existe des entiers naturels O ~ e ~ s 

tels que E C E' , n E Z, E' C E , n E Z 
n n+e = n n-s et l'on a 

3.4.1. Pour expliquer (1), disons que pour toute série formelle H(T) 

et tout entier n, on pose : 

en sorte que si H(T) =) H.T1 

'---- l. 
on a 

(3) H( 1) (E·,T) = 2 "(E/E )Tn 
t.. " n+1 • 
nE~ 

Par ailleurs, si H et G sont deux séries formelles à coefficients 

réels, on écrit H ~ G si l'on a H. ~ G., i E __ z, avec H =) H.T1 

l. l. ---- l. 

et 

On notera que H ~ G implique H( 
1 

) ~ G ( 
1

) , la réciproque étant inexacte, 

car, par exemple, on a (1-T)( 1) ~ O. Dans la même veine, on a triviale

ment la première inégalité de (1). 

3.4.2. Par l'hypothèse, il existe e tel que E CE' n n+e' pour tout 

nE ~ et l'on peut même prendre e = O, mais l'on ne peut prendre e = ~ 

que si E = 0 car la filtration E' est 
,,. ,,. 

separee. On a ainsi 

d'où la seconde inégalité. Pour prouver la troisième~ il suffit de prou-

ver l'existence d'un entier s tel que E' CE . Puisque la filtra
n n-s 

tion . E' est .9.-bonne, il existe des générateurs x
1

, ••• ,xt du module 

filtré E' et des entiers n(i) tels que x.EE'(.) 
l. n i 

et 

n-n(i) 
E~ = ~> __ .9. xi. Puisque la filtration Ek est exhaustive, il existe 

l. 

un entier s ~ 0 tel que, pour tout i, on ait x. E E (.) , ce qui 
1 n 1 -s 
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assure que E' C \ nn-n(i)E CE , d'où la conclusion~ Nous n ._ __ .;. n(i)-s n-s 
i 

n'avons pas prouvé que mais ceci est une conséquence de ( 1 ) • 

En effet, si e > s on a: 

ce qui est absurde, puisque les coefficients de H(E') sont positifs. 

Si l'on préfère, cette remarque revient à dire que, pour tout entier 

r > O, on a: 

car les coefficients de H(E') sont positifs. 

Corollaire 3,5, Sous les hypothèses de (3.4), posons 

( 1 ) avec t(E,1) = a 'F O. 

Alors les entiers a et d ne dépendent pas de la filtration _g_-bonne 

de E, on a a> 0 et H(1)(E)(n) est équivalent à and/d. 

En remplaçant E par E(-e), on pe~t supposer que e = 0 et 

E = E. En ordonnant t(E;T) suivant les puissances de (1-T), on a 
0 

(2) d H(E;T) = a/(1-T) + ••• + ad_ 1/(1-T) + a 1 + P(T) où P(T) est un 

polynôme avec P( 1) = o, d'où une formule analogue évidente pour 

Or on a 1/(1-T)d+ 1 =1 (n:d) Tn, d'où il résulte que 

H(1)(E)(n) "'and/d!, ce qui assure déjà que a > o. Par ailleurs, 

appliquant (3,4(1)) àla filtration _g_-adique E" = _g_nE et à la 
n 

H(1)(E). 

en 

filtration donnée, on voit que H(1)(E)(n) est équivalent à H(1)(E")(n), 

d'où la conclusion. 

Corollaire 3,6. L'entier d est le même pour tous les idéaux _g_ tels que 

E/_g_E soit de longueur finie et toutes les filtrations _g_-bonnes de E. 

Comme dans (3.2), on peut remplacer _g_ par _g_ + ~ où ~ est 

l'annulateur de E et supposer que _g_ est !!!_-primaire, ce qui assure 
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1 1,existence d'un entier s 
s t-el que !!!. c .9. -c !!!.· On a donc 

H( 1)(E)((n+1)s);;;,,, H( 1 )(E)(n);;;,,, H( 1)(E)(n), 
!!!, .9. .!!!. 

d'où la conclusion, par la dernière assertion de (3.5). 

3.7. Soit E un module de type fini sur un anneau .local noethérien A. 

On note dim(E) la borne supérieure (finie ou infinie) des longu-eurs des 

suites strictement croissantes ~ C :e,
1 

•• • C Ex, d'idéaux premiers de 

A t.elles que le localisé soit non nul. On note d(E) l'entier de 

(3.6) et s(E) la borne inférieure des entiers s tels qu'il existe une 

suite (x 1, ••• ,,xs) d'éléments du radical de .A tell-e que E/(x 1,, ..• ,xs )E 

soit de longueur finie. 

Théorème 3.8. On a s(E) = d(E) = dîm(E) 

Lemme 3. 9. (Bennett) Soit .9. un idéal tel que E/ .9.E soit de longueur 

finie et soit (E) une filtration .9.-bonne de E. Si x E 9..e, en munis
n 

sant E/xE de la filtration quotient, on a 

(i) H{1)(E/xE);;. (1-Te)H( 1)(E) 
i 

et d(E) ~ d(E/xE) + 1 

(ii) Si X est non diviseur ae zéro dans E, on a d(E) 

(iii) Soit X la classe de X dans gre(A). Pour que X 
s 

non divise.ur de zéro dans grE., il faut et il suffit que 

De plus, s'il en est ainsi, le morphisme naturel 

(2) grE/XgrE ---➔ gr(E/xE) 

est un isomorphisme. 

= d{E/x:E)+1 

soit 

La multiplication par x est un morphisme de modules filtrés 

u:E(-e) ~ E qui donne naissance à des suites exactes de modules filtrés 

(3) 0 -;;. E' -;;. E(-e) -;;. I -;;. 0 0 ---;;;. I' -;;. E -;;. E/xE -;;. 0 

où I (resp. I') est l'image de u munie de la filtration quotient(resp. 

induite). 
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On a donc : 

D'après(3.4(1)), on a H(1\r) - H(1)(I');;., O, d'où la première inégalité de 

(i), qui implique la seconde. Si x est non diviseur de zéro dans E, 

alors E' = O. Par ailleurs, d'après (3.5), l'ordre de H(1)(I) - H(1)(I') 

est strictement _inférieur à celui de H( 1) (I'), lui-même inférieur à 

celui de H(1)(E) car gr(I')est contenu dans gr(E). Comme l'ordre 

de (1-Te)H( 1)(E) est d(E), on en déduit (ii). Si X est non diviseur 

de zéro dans grE, on a I = I' = E(-e) par passage au gradué associé 

à partir des suites exactes de (3) car gr(u) est la multiplication 

et (2) est un isomorphisme. 

Réciproquement, puisque les deux derniers termes de (4) sont positifs, 

l'égalité (1) implique que E' = 0 et I = I', d'où la conclusion. 

[ Démonstration suggérée par J .J. Risler] • 

Prouvons (3.8) (en copiant servilement [ALM]) ~: s(E);;., d(E) 

car, d'après (i), si E' = E/(x 1, .•• ,xs)E est de longueur finie, on a 

d(E) <; s+d(E') = s • .Qn..._a· d(E);;., dim(E). En effet, eela est clair si 

d(E) = O, c'est à dire si E est de longueur finie. Raisonnons par ré

currence sur d(E). S'il existe une chaine strictement croissante d'idéaux 

premiers .Eo C .l2.1 C ... C 4 avec r > d(E) et E # O, on peut supposer 
.Eo 

que .Eo est un idéal minimal (ou point maximal) du support V(E) de 

E, donc aussi un idéal associé à E. Il existe donc un sous-module F 

de E isomorphe à A/.Eo. On a donc dim(F);;., r et munissant F de 

la filtration induite, en sorte que gr(F) est contenu dans gr(E), on voit 

que d(F) <; d(E), donc dim(F) > d(F). Soit x E .J2.1 , x ~ .Eo· Alors x 

èst non diviseur dé zéro dans F et l'on a donc d(F) = d(F/xF) + et 
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évidemment dim(F/xF) ~ r-1, d'où dim(F/xF) > d(F/xF), ce qui est 

absurde par l'hypothèse de récurrence. On a dim{E) ~ s(E). Raisonnons 

par récurrence sur n = dim(E), qui est fini puisque dim{E) ~ d(E). 

Si n = O, alors E est de longueur finie et d{E) = O. Si n > 1, les 

idéaux premiers minimaux .E.j_ du support de E tels que dim{A/.E.j_) = n 

sont en nombre fini et aucun n'est l'idéal maximal m. Il existe donc x E m 

qui n'appartient à aucun d'eux. Pour chacun d'eux, on a donc {E/xE) = O, 
.E.j_ 

donc dim(E/xE) < dim(E), de plus, par l'hypothèse de récurrence, on a 

s(E/xE) ~ dim(E/xE) et enfin, on a trivialement s(E) - 1 ~. s(E/xE), 

d'où la conclusion. 
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§ 4. Dimension ho~ologique·; Anneaux réguliers 

4.1. Si E est un A-module, on note dpAE et on appelle dimension homo-

logique [ou projective] de E la borne inférieure (finie ou infinie) 

des longueurs des résolutions libres de E. Si G est un anneau gradué 

et si E est un G-module gradué, on note dphc;! et on appelle dimension 

projective homogène de E la borne inférieure des résolutions de E 

par des G-modules gradués libres. Dans ces définitions, si A(resp G) 
0 

n'est pas un anneau local noethérien, remplacer "libre" par "projectif". 

Notons que si F est un G-module gradué, alors E ® a!. est quotient du 

G-module gradué E ® G ,E par un sous-module gradué, donc est un G-mpdule 
o G 

gradué. Par le raisonnement habituel, il en résulte que les Tor.(E,F) 
1--

sont eux-mêmes des G-modules gradués~ Dans ce qui suit, on note G+ 

l'idéal gradué de G engendré par ses éléments homogènes de degré non 

nul, en sorte que G/G+ = G
0

• 

Proposition 4.2. (résolution graduée minimale). Soit k un corps et soit 

G une k-algèbre graduée de type fini telle que G = k. Tout 
0 

G-module 

gradué de type fini E admet une résolution par des G-modules gradués 

libres .de type fini 

( 1 ) L ~ L L --41 ~E ~ -i -i -1 " " " • -1 --o ---;7\J 

telle que, modulo G+, les différentielles d soient nulles et l'augmenta-

tian e soit un isomorphisme. Une telle résolution est unique à 

isomorphisme près. 

4.2.1. Puisque ~/G+f est un G-module gradué de type fini annulé par 

G+, c'est un k-espace vectoriel gradué de rang fini, dont on peut choisir 

une base formée d'éléments homogènes n
1 

, ••• ,n 
·r 

que 

l'on peut relever en des éléments homogènes e 1, ••• ,er de même degré de 

f, ce qui permet de définir un module gradué libre .±:!a= G(-n 1)œ ... œ G(-nr) 

et un morphisme de modules gradués e : .b, + E. Il est immédiat que e est 
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un isormorphisme mod1.ù.o G+, d'où il résulte que e. est surjectif (forme 

homogène du lemme de Nakayama : si f/G+!_: O, alors F : 0). On introduit 

le noyau ~ de e et on répète l'opération, ce qui donne une résolution 

telle que (1). L'unicité n'est pas plus difficile à établir. 

4.2.2. Puisqti.e G == k est un corps, on peut former la série de Poincaré 
0 

de tout G-module de type fini, en particulier-

(2) t. (T) = H(L./G L. ;T) 
l. """'.L +-i 

est un polynôme et, avec les notations ci-dessus, on a 

(3) 

et bien sûr, 

n 
+ •• ,+ T r 

(4) H(L. ;T) = t. (T)H(G;T). 
"""'.L l. 

De plus, si l'on note K. le noyau d : L. ~ L. 
1

, alors K. C G+ L. 
"""'.L """'.L -i - -i -i 

en sorte que la composante homogène non nulle de plus bas degré de K. a 
-i 

un degré strictement supérieur à v(t. (T)), où v(t. (T)) est le degré des 
l. l. 

termes de plus bas degré de ti(T). Par construction de 1:ï_+
1

, on a donc 

en sorte que l'on peut former la série 

(6) t(T) =_}_ 
i ;;;,, 0 

On prouve maintenant facilement ce qui suit. 

Corollaire 4.3, Sous les hypothèses de (4.2), on a, pour toute résolution 

ninimàle 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

G Tor. (E,k) = L./G+. L. 
i- -i -i 
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Corollaire 4.4. Si G est une algèbre de polynômes à r indéterminées 

sur un corps k, (graduée en donnant des degrés arbitraires aux variables), 

alors, pour tout G-module gradué !, on a dphG! ~ r. 

En effet, si G = k [X
1

, ... ,Xr] , le complexe de Koszul K,(!), 

gradué de manière évidente, est une résolution graduée libre de k de 

longueur r, d'où il résutlte que G 
Torr+ 1(K,k) = 0 pour tout G-module 

gradué E. Notons que ( 4. 3 ( i v) ) implique que s.1. dpha! est fini, alors 

dpaJ!. lui est égal, car on a toujours dpha!;;.. dpa!, mais le corollaire (4.4) 

ne montre pas que dpGE ~ r pour tout G-module de type fini, gradué ou 

non, ce qui est pourtant vrai comme chacun sait. 

Corollaire 4.5. Sous les hypothèses de (4.2) si dphGk est fini et si 

Gest engendrée par G1, alors G est une algèbre de polynômes. 

En considérant une résolution graduée minimale L. de k, on a, 

avec les notations de (4.2) 

( 1 ) = H(k) = H(G)t(T), t(T) =) (-1)i t.(T), 1. 
0 ~ i ~ r 

où r = dphGk. Par ailleurs, d'après le lemme de Hilbert (3.3), il existe 

un polynôme à coefficients entiers P(T) tel que H(G) = P(T)/(1-T)N, 

où N = rangk(G
1

), écrire G comme quotient de l'algèbre de polynômes 

N S = k[G
1

] ). On en déduit que (1-T) = t(T)P(T), ce qui assure, par le 

lemme de Gauss, que P(T) = (1-T)d avec O ~ d ~ N, d'où 

1/(1-T)N-d = H(G) = 1 +NT+ ..• , ce qui assure que d = O, ce qui assure 

que le morphisme surjectif S ~ G est bijectif puisque H(S) = H(G). 

Proposition 4.6. Soit A un anneau local noethérien d'idéal maximal !!!. 

et de corps résiduel k = A/!!!, tel que G = gr (A) 
m 

soit une algèbre de 

polynômes (on dit que R est régulier). Alors, tout A-module E est 

de dimension projective finie. 
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En effet, d'après (4.4), le G-module gradue E = gr (E) admet 
- m 

une résolution graduée libre de longueur finie L. ~ E que l'on relève 

grâce à (2.3) en une résolution L. ~ E de E par des modules filtres 

libres telle que les différentielles et l'augmentation soient strictes; 

mais peu importe ici cette dernière propriété, car on a de toutes façons 

une résolution libre de longueur finie. Nous admettrons la réciproque de 

cette proposition [AIM p. IV-37). Le point délicat étant admis, il est 

maintenant facile de prouver le théorème suivant que nousutiliserons cons

tamment. 

Théorème 4.7. Soit A un anneau local noethérien d'idéal maximal m et 

de corps résiduel k. Posons 

équivalentes 

G = gr (A). Les conditions suivantes sont 
m 

(i) G est une algèbre de polynômes 

(ii) dim A= rangk(fil/'!fl.
2

) 

(iii) il existe un entier d tel que 

(iv) le morphisme k[ m/m2 J ~ G 

H (A)= 1/(1-T)d 
m 

~st bijectif 

(v) tout A-module E est de aimension projective finie 

(vi) le A-module k est de dimension projective finie. 

Puisque l'on sait que dimA est l'ordre de la série H(A)=H(G), 
m 

(3.8), les quatre premières conditions ne portent que sur G. On a evidem-

2 
ment (iv) ~ (iii). Puisque Hm(A) = 1 + NT + .•. ,N = rangk(fil/fil ), on a 

2 (iii) ~ (ii). De plus (ii) ~ (iv), sinon le noyau K de S ➔ G, S = k[.!!,/m ) 

est non nul et contient donc un élément F homogène de degré n > o, ce 

qui assure que G est un quotient de S/FS, donc H(G) ~ H(S/FS) = (1-Tn)H(S), 

donc l'ordre de G est inférieur ou égal à celui de S/FS qui vaut N-1, 

ce qui contredit (ii). Enfin (i) <==> (iv) car G est engendre par G1• 

D'après (4.6), (i) -~ (v) et nous avons admis la réciproque. Il reste à voir 
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que (vi) ~ (v), ce qui résulte, comme dans le cas gradué, de l'existence 

de résolutions minimales, cf. (4.8). 

4.7.2. On notera que si .È. est un idéal premier d'un anneau local régulier 

A, une résolution libre finie de A/E, comme A-module donne, par localisa-

tion en E,, une résolution finie du corps résiduel de l'anneau local A ' 
E. 

celui-ci satisfait donc à la condition (vi). Par suite, un localisé d'un 

anneau local régulier est régulier. Historiquement, la démonstration par 

Serre de ce résultat est l'un des premiers succès des méthodes homologiques 

en algèbre commutative. Un anneau noethérien est dit régulier si tous ses 

localisés le sont; ceci revient à dire que A est de dimension projective 

finie [ ALM] • 

Proposition 4.8. Soit E un module de type fini sur un anneau local 

noethérien A d'idéal maximal m et de corps résiduel k = A/!!!,. Il 

existe une résolution L. e > E de E par des modules libres (de type 

fini si E est de type fini) telle que, modulo!!!,, les différentielles 

soient nulles et l'augmentation e un isomorphisme. Deux telles résolutions 

sont isomorphes. On a des isomorphismes canoniques 

et de plus , on a 

( 1 ) dp E = inf {i tels que 
A Li+ 1 = O} = inf 

A 
{i tels que Tori+

1
(E,k) = O}. 

En relevant dans E une base du k-espace vectoriel E/!!!,E, on 

peut construire un module libre 10 et un morphisme e: L0 ~ E qui 

est un isomorphisme modulo!!!,; le- lernme de Nakayama assure alors que e 

est surjectif. De plus, le noyau K
0 

de e : L
0 
~ E est contenu dans 

m1
0

, ce qui permet, en itérant la construction, de construire une résolution 

A 
libre ayant les propriétés souhaitées. En calculant les Tor.(E,k) grâce 

1 

à cette résolution, on trouve qu'ils sont égaux aux L./mL. 
1 - 1 

car les diffé-

rentielles sont nulles modulo!!!,, ce qui implique également (1). Enfin, 

si M.~ E est une résolution libre de E dont les différentielles 
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sont nulles modulo ~' n'importe quel morphisme de résolutions M.-->~ L. 

est un isomorphisme car le morphisme qu'il induit M. /mM. ----> L. /mL. 
1 - 1 1 - 1 

s'interprète comme l'identité de Tor~(E,k), donc est un isomorphisme, il 
1 

en est donc de même de M. 
1 

-->~ L. car M. et L. sont libres. 
1 1 1 

Corollaire Sous les hypothèses de ( 4 .8), on a H (E) ~ f(E/mE)H (A) 
m - m 

et si l'on a égalité, alors E est libre. 

En effet, en choisissant un système minimal de gén~rateurs de 

on a une suite exacte 0 > K > L
0 

> E > O, où L0 est libre 

+ H(K), où K est de rang f(E/~E), d'où H(Lo) = t(E/mE)H (A)= H (E) 
- m m 

muni de la filtration induite par celle de 10 , d'où la conclusion. 

Corollaire 4.10. Sous les hypothèses de (4.8), si A intègre et si l'on 

note r(E) le rang de l'espace vectoriel E © AFr(A), on a r(E) ~ f(E/!!!,E) 

et si l'on a égalité, alors E est libre. 

En effet, reprenant la suite exacte ci-dessus, on voit que 

r(E) = r(L 0 ) - r(K) = t(E/mE) - r(K), d'où l'inégalité. Si l'on a égalité, 

alors r(K) = o, donc Km AFr(A) = O, donc K = o, car K est sans torsion. 

Définition 4.11. Un système régulier de paramètres d'un anneau local 

noethérien 

modulo 2 
m 

A est une suite (x
1

, ••• ,xr) d'éléments de m 

2 forment une base de ~!!'!. et où r = dim A. 

dont les classes 

Il est immédiat que l'existence d'un système régulier de paramètres 

assure que A est régulier, et réciproquement. 

Proposition 4.12. Soit R un anneau local régulier et .P. un idéal. Les 

conditions suivantes sont équivalentes 

(i) R/,P. est régulier 

(ii) il existe un système régulier de paramètres (x
1

, ••• ,xt+s) 

de R tel que .P.= (x
1

, ••• ,xt). 



De plus, danc ces conditions, les classes de (xt+ 1, .•• ,xt+s) 

forment un système régulier de paramètres de R/12. et les images des 
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dans R forment un système régulier de paramètres de R . 
12. 12. 

Notons n = !!Yl2. l'idéal maximal de S = R/12.; on a une suite 

exacte de k-espaces vectoriels 

( 1 ) 

Si on a (ii), les classes 

base et l'on a x. E 12./(12. n m2
) 

J. 
pour 

X. des 
J. 

x. 
J. 

dans 

donc 

forment une 

2 rang(E,/n) ~ s = dimR - t ~ dim S, la dernière inégalité résultant de 

(3 .8) et (3,9,(i)). Comme, de toutes façons, on a 2 dim S ~ rang (E,/E, ), 

on a égalité 

une base 

et s est régulier. De plus, les 

donc les classes dans s des 

X. pour 
J. 

x. 
J. 

pour 

i > t 

i > t 

forment 

forment 

un système régulier de paramètres de S. Notons de plus, que, puisque 

2 
12. = (x 1 , ••• ,xt), on a t ;;;, rang 12./Eœ et comme !!œ. C 12. n !!!. , on a 

2 t ;;;, rang 12.l'!!œ. ;;;, rang 12./ (12. n !!!. ) = t , donc 

(2) 2 
!!œ. = 12. n !!!. 

en fait, on a même : 

(3) i J
0 

i ,.... mi+J· 
12. !!!. : 12. Il , i;;;, o, j ;;;, o, 

mais nous laissons cet exercice au lecteur. Il est clair que (x1, ••• ,Xt) 

est une suite régulière dans grmR = k[X 1, ••• ,Xt+s], d'où il résulte 

aisément que (x 1, ••• ,xt) est une suite régulière dans R, d'où il 

résulte par [ EGA OIV 15. 1. 9. ] que le morphisme naturel 

(4) 

est ùn isomorphisme, où l'image de u. 
J. 

est la classe de x. 
J. 

dans 



En localisant en 1 1 idéal. premier .E., on conclut 4cue 

(5) S [ U 
1 

, •••• ,,UtJ ~ gr ( R ) 
.E. .E. .E. 

est un isomorphisme, où, cette fois-ci, l'image de u. 
1 

de x!, avec 
1 

m' = .E_R et x ! 
.E. 1 

l'image de 

est la classe 

x. 
1 

dans R • 
.E. 
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C'est plus qu'il n'en faut pour savoir si les xi, î ~ i ~t, forment un 

système régulier de paramètres du localisé R . Il nous, rest.e à prouver 
P.. 

que ( i) => ( ii). Soit x
1 

, ••• ,xt une suite d''élênrents de .E. dont les 

images dans 2 .E.I (.E. n !!!. ) forment une base de cet espace. DI après ce que 

nous venons de voir, l'anneau S' = R/(x
1 

, ••• ,xt) est régulier et de 

dimension 
2 

dim R-t, ce nombre est égal au rang de n/E.,. d'après la suite 

exacte ( 1), c I est à dire à la dimension de S puisque S est supposé 

régulier. On a donc une application surjective- S' ~ S entre deux anneaux 

réguliers de même dimension, elle est donc bijective car elle induit une 

bijection entre les espaces cotangents,, donc entre les gradués associés. 

On en déduit que .E. = (x
1

, ••• ,xt), d'où (ii) en complétant (x
1
.,. •.•• ,xt) en 

un système régulier de paramètres de R. 

Propositon 4.13. Soit (x:
1 

, ••• ,xt) urre suite régulière d'éléments de 

1 1 idéal maximal m d I un anneau l0cal noethérien A. Si A,- = A/ ( x.
1 

, ••• ,xt) 

est régulier, il en est de même de A. 

Par récurrence, on peut supposer que t = 1, auquel cas, on a 

dim A 1 = dim A - 1 et, si · m1 est l 'idéaI maximal de A 1 , on a-

dim A' = rang !!!.' /!!!,' 2 
- 1 ~ rang "!!!.l!!!.

2 
- r, donc. dim. A =- rang !!!_/m

2 
et 

A est régulier et l'on peut même affirmer que 



I-22 

§ 5. Faîte d'un cone. 

Naïvement, un cone C est une partie d'un espace vectoriel V qui est 

stable par homothéties, son faîte (terminologie aimablement proposée par 

P. Gabriel) est l'ensemble F des translations qui appliquent C dans C. 

C'est un sous-espace vectoriel de V contenu dans C. S'il n'est pas nul, 

alors C est un cylindre. En géométrie algébrique, si a est un élément 

d'un corps de caractéristique p > 0 qui n'est pas une puissance p-ième, 

le cone d'équation xP + aYP = 0 dans un espace vectoriel de dimension 2 

est égal à son faîte mais n'est pas un espace vectoriel, ni même un espace 

vectoriel "compté plusieurs fois", car l'origine est son seul point rationel 

Par ailleurs, Bennett dans sa thèse et Hironaka dans sa théorie du polyèdre 

de Newton considérant un anneau régulier R filtré de telle façon que le 

gradué associé s_oit une algèbre de polynomes k [ x 1, ••. ,Xn] graduée en 

donnant aux X. des degrés a. > O, certains des a. pouvant être dif-
1 1 1 

férents de 1, géométriquement, cette graduation définit une représentation 

du monoïde multiplicatif k dans V, donnée par 
a1 a 

À(X1, .•. ,xn ) À nx n)' le gradué associé ... anneau quotient = (À x
1 

•••• , et a un 

de R correspondant à une partie C de V stable par ces nouvelles opé-

rations ("cone tangent anisotrope"), ce qui explique que nous acceptions 

quelques complications pour traiter le cas de ces graduations inhabituelles. 

Définition 5.1. Soit B un schéma. On appelle cone de sommet B le spectre 

C d'une QB-algèbre graduée, quasi-cohérente et localement de présentation 

finie G telle que G0 = QB. 

5.1.1. La droite affine 

qui représente le foncteur (contravariant) en anneaux 

où B' désigne un B-schéma quelconque, 
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opère sur C grâce au morphisme a. x C -+ C 
B 

défini par le morphisme d'algèbres 

G -+ G00:
0 

0 [ T l = G [ T ] , f ~ ~ f Tn, 
-B n -B 

(3) 

où les f sont les composantes homogènes de f. On rappelle que si E 
n 

est un .Q.B-module cohérent, le fibré vectoriel (EGA II 1.7) 

(4) V(E) = Spec(.Q.B [ E ] ) 

représente le foncteur en modules sur l'anneau a.B 

(5) V(E) (B') = SchB(B' ,V(E)) = Modo (E,.Q.B'). 
-B 

La graduation de .Q.B[ E] qui définit les opérations de a.13 sur V(E) est 

appelée graduation naturelle (ou isotrope); elle s'obtient en donnant le 

degré 1 aux éléments de E. On appelle fibré vectoriel à opérateurs un 

fibré vectoriel V(E) muni d'opérations supplémentaires du monoïde multi

plicatif °B qui commutent aux précédentes et à la loi de groupe additif 

V(E); on dit parfois que le fibré est isotrope si les deux opérations de 

coïncident et anisotrope dans le cas contraire. Ces opérations sup-

plémentaires correspondant à une seconde graduation de .Q_B[ E] qui est 

compatible avec la première et telle que l'application diagonale soit 

bi·-homogène. Cette seconde graduation induit donc une graduation 

qui permet de la reconstituer de façon évidente. Un espace numérique est 

un fibré vectoriel V(E) où E est libre de type fini sur 2.B· Si c'est 

en plus un fibré vectoriel à opérateurs, alors les E. sont localement 
i 

libres et, au moins localement , V(E) est le spectre d'une algèbre de 

polynômes 2.B [ x1 , ••• ,Xn ] , gradués en donnant aux X. 
i 

des degrés a. ;;.. O, 
i 

et dire que le sommet du cone V(E) ainsi obtenu est B revient à dire que 

1 ' on a a. > o. 
i 

5.1.2. Un idéal homogène localement de type fini d'une algèbre symétrique 

.Q.B [ E ] munie d'une graduation héritée d'une graduation de E définit un 

sous-cone fermé C du fibre vectoriel à opérateurs V(E). Inversement, si 

C = Spec(G) est un cone de base B, alors, localement sur B, il existe un 

entier n tel que 
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G soit engendrée par les G , p..;; n, 
p et C est un sous-cone fermé de 

v(@ G ) . quitte à localiser encore pour que B soit affine, on peut 
p..;;n p ' 

choisir des générateurs de G et décrire C comme un sous-cane fermé d'un 

espace numérique à opérateurs. 

Définition 5,2, Soit C un sous-cone fermé d'un fibré vectoriel à 

opérateurs V= V(E). Pour tout B-schéma B', on note F(B') l'ensemble 

des v E V(B') tels que la translation d'amplitude v 

( 1 ) 

applique 

C X B'--->~ V X B' 
B B 

C X B' 
B 

dans lui-même. On appelle faîte de C 

foncteur F de V ainsi défini. 

dans E le sous-

5.2.1. Puisque la section nulle de V se factorise par C, on a F CC 

et par suite l'assertion < < F ne dépend pas du plongement i: c-->-v de 

C dans 1 1.espace numérique V> >a un sens, On la démontre aisément dans le 

cas d'un second plongement i': C -->~ V' tel qu'il existe un morphisme 

j : V ---,➔➔ V' avec i ' = j i • Le cas général s 'en déduit en notant que 1' on a 

toujours un morphisme V(E) > V( E9 G ) pour n convenable. Bien enten-
p..;; n n 

du, F est, un sous-foncteur en groupes de V(E) mais n'est pas nécessai-

rement un fibré vectoriel, comme le montre l'exemple cité dans l'introduction. 

Proposition 5,3. Soit C un cône de sommet B plat sur B. Alors le faîte 

F de C est représentable par un sous-schéma fermé de C. 

5.3.1. Bien entendu, F n'est pas nécessairement plat sur B comme on voit 

en faisant dégénérer deux droites concourrantes en une droite double. L'énoncé 

étant local sur B, car F est évidemment un faisceau pour la topologie de 

Zariski sur Sch/B' on peut supposer que B est affine d'anneau A et que C 

est le spectre d'une A-algèbre gradué de présentation finie G, autrement dit 

que G est le quotient d'une algèbre de polynômes graduée S, par un idéal ho

mogène de type fini J. Soit N la borne supérieure des degrés des générateurs 

de Set J, Comme les composantes homogènes de G sont des B-modules plats de pré

sentation finie, quitte à localiser sur B, on peut supposer que les G , p..;; N p 
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sont libres sur B et choisir une base homogène ei, l E I, du B-module 

gradué H = G 
p 

Considérons alors le morphisme composé q 

( 1 ) 

où ~ est l'application diagonale, c'est à dire le morphisme qui définit la 

structure de groupe de Spec(S). Pour tout f E J , p,;;;; N, q(f) 
p 

est homogène 

de degré p, donc appartient à S®AH, donc s'écrit de façon unique 

(2) q(f) = } s . ( f) ©e . , s . ( f) E S d ( ) , 
1 

E I 1 1 1 p- eg ei 

car S©AH est un S-module libre de base les 1©e .. Je dis que le sous-schéma 
1 

fermé F' de V= Spec(S) défini 12ar l'idéal (de type fini) engendré 12ar les 

s.(f), i E I, fEJ,p,o;;;;N, re:12rêsente le faîte de C dans V. Il suffit 
1 p 

de prouver que, pour tout B-schéma affine B' d'anneau A' 
' 

on a 

F(B') = F 1 (B'). Soit vE V(B'), défini par un morphisme de B-algèbres 

v: S -->~ A'. La condition VE F(B'), (5.2(1)), signifie que le composê 

où j 

B'x C 
B 

(id,j)> Vx V 
B 

m ) V 

C ~ V est l'inclusion et m la loi de groupe de V, se facto-

rise par C, ce qui signifie que le composé ci-dessous annule J 

S®AS < S. 

Il suffit de vérifier cette assertion pour les f E Jp,P,;;;; N, or on a 

( 3) (v © 1)(q(f)) = >--- v(s.(f)) 
1 E I 1 

et, de plus, l'êlément (3) appartient à A'© H 
A 

e. 
1 

qui est libre sur A' de 

base les 1 ® e .. La condition v E F(B') signifie donc que les v(s.(f)) 
1 1 

sont nuls, ce qui signifie que v E F'(B'). 

5.3.2. Les canes que nous aurons à considérer seront obtenus en considérant 

un sous-schéma fermé Y d'un schéma localement noethérien X défini par un 

faiscea11 d' idêc.ux P et en formant le cone normal de X le long de Y 

(4) 
n;;;;,,o 
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qui a pour sommet Y, et le cone tangent à X en un point x de Y 

( 5) C (X) 
X 

Le faîte 

(6) F (X) 
X 

= Spec(gr (X)), gr (X)= gr (Oy ). 
X X In.. -A,X -x,x 

de C (X) est un schéma algébrique sur le corps résiduel k(x), ce qui permet 
X 

d'attacher à x un autre invariant que la série de Hilbert-Samuel H (X) 

de C (X), 
X 

(7) 

à savoir 

f (X)= dim F (X). 
X X 

Hironaka appelle F (X) 
X 

l'espace tangent strict de 

à son espace tangent de Zariski 

(8) 2 T (X)= V(m.. /m X ). 
X -x,x - ,x 

X 

X en x, par opposition 

5,3.3. Anticipant un peu, supposons que Y soit régulier et gry(X) plat 

sur Y, ce qu'on exprime en disant que Y est permis pour X. Alors le 

faîte Fy(X) de Cy(X) est représentable et la dimension de sa fibre 

Fy(X)(x) en x E Y est donc une fonction semi-continue supérieurement de 

x. Par le critère de Hironaka (II.2.2) on sait que, pour tout x E Y 

l'espace tangent T (Y) = C (Y) = F (Y) est contenu dans le faîte de C (X) 
X X X X 

ce qui permet comme on verra en (5.4(iv)) de former le quotient C (X) /C. (Y) 
X X, 

et celui-ci est isomorphe naturellement à la fibre cy(x) (x) de Cy(X) au 

point x. Comme la formation du faîte commute par définition à tout change

ment de base, on en déduit un isomorphisme entre la fibre Fy(X)(x) de 

F
1

(x) et le faîte de c
1

(X)(x) d'où l'on déduit un isomorphisme 

(9) F (X) /T (Y) = Fy (X) ( x) , 
X X 

d'où il résulte que la fonction F (X) - dim(Oy ) est semi-continue 
X -.i.,X 

supérieurement pour x E Y, si Y est permis pour X. 

Nous allons rassembler maintenant quelques résultats élémentaires 

sur les cones ayant pour sommet le spectre d'un corps. 
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Proposition 5.4. Soient k un corps et V= Spec(k [ X,J ), le spectre 

d'une algèbre de polynomes graduée en donnant aux X., 1 ~ i ~ n, des de
l 

grés a. ► O. Soit J un idéal homogène de S tel que F = Spec(S/J) soit 
l 

un sous-groupe de V. Il existe des polynomes additifs homogènes s
1

, ••• ,se 

tels que, quitte à réordonner les X., on ait 
l 

(i) 
q. 

s. = x. 1 + t.(x.+
1

, ••• ,x ), 1 ~ i ~ e, 
l 1 l l n 

( ii) les s. 
l 

sont algébriquement indépendants sur k et le 

morphisme p: V+ W défini par l'inclusion k[~] + S est un quotient V/F 

(iii) J = (~)S 

(iv) les sous-cones de V dont le faîte contient F sont ceux 

dont l'idéal I satisfait à I =(In k[ ~] ).S; 

tivement aux sous-cones de W. 

ils correspondent bijec-

5.4.1. Si A E ~n, on pose ta.A .• On rappelle qu'un polynome f ES 
l l 

est dit additif si 

ce qui revient à dire que le sous-schéma fermé de V d'équation f = 0 est 

un sous-groupe. Si on pose 

(2) f(!_ + !') = ),_ __ 
B,C 

on a 

(3) f =) __ 
A 

et, pour que f soit additif, il faut et il suffit que cB C = 0 dès 
' 

que B et C sont tous deux non nuls. Il résulte de (3) que ceci revient 

à ·dire fA n'est non nul Y!" = X~ .... est puissance que que Sl ou q une 
1 

de l'exposant caractéristique p de k. En particulier, un polynome additif 

homogène de degré d est de la forme 

=) 
q. 

(4) f c.X. 1 c. E k, q. = d/a., 1 ~ i ~ n, 
1 ~ i ~ n l l 1 l l 

où q. est une puissance de p, ce qui impose que a./a. soit une puis-
l l J 

sance de p si c.c. , o. 
1 J 



5.4.2. On définit des applications k-linéaires DA S + S, A E ~n, 

grâce à la formule 

( 1 ) f(! + !') =l (DAf)(!_)!_'A' 
A 

qui assure que D XB 
A- = 0 si B-A '# ~n et D XB =(B\ XB-A 

A- A -

cas contraire; si f est homogène de degré p,. on a 

(2) D f = f 
0 

et par suite 

etc== 
~ 

(D f)X'A = f(X') 
A - -

(3) f(!_ +!') - f(!_) - f(!_') 
= ' _O _# _I A-,-'f-P 

Considérons 

dans le 
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Comme 1 1 application diagonale t:, de S n'est autre que f(!_) 1+ f(!_ + !_'), ( en 

identifiant S ©kS à k [ !_, !'] ) , on voit que H n'est autre que 1 1 algèbre 

des fonctions f sur V telles que f(u + v) = f(v), pour tout point (u,v) 

de F x V ~ valeurs dans un k-schéma quelconque, c'est pourquoi on l'appelle 

l'algèbre des invariants de F dans V; c'est le noyau du couple de flèches 

St (S/J) © ks et si l'on pose W = Spec(H), on a des morphismes 

(5) w<P 

où p est induit par 1 'inclusion H C S et m par 1 1 a.ddi tion de V. Nous 

montrerons plus bas que p est conoyau de (m,p2 ) dans la catégorie des 

schémas et est fidèlement plat, après avoir vu que H est l'algèbre k[~] 

de l'énoncé, ce qui précise le sens de (ii). En attendant, notons que la 

description de H comme conoyau montre que c'est une sous-algèbre graduée 

de S et que l'on déduit de (3) et (4) que 

Lemme 5.4.3. Soit H une sous-algèbre graduée de S telle que, pour tout 

f E HP et tout multi-indice A on ait DAf EH (DAf E k, si IAI ~ p). Alors 

il existe des polynomes additifs homogènes s 
1 

, ••• , se tels que H = k [ ~] • 

Soit K la sous-algèbre de H engendrée par les polynomes 
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additifs qui appartiennent à H. Supposons que Kp = HP,. p < N ,, et soit 

f E ~,· Pour tout g = } gAf, désignons par ex.(g) le plus grand mul-

ti-indice A, pour l'ordre lexicographique, tel que gA 'f O; on 1 1 appelle 

1 1·exposant. de A. Pour prouver que f E ~, on peut suppos.er que fA = 0 

pour tout A tel qu'il existe g E ~ tel que ex(g) = A, et il reste 

à prouver q_ue f est additif. Soit A = E:(f.) le plus grand. multi-indice 

tel que fA 'F O et tel que ../'- ne soit pas un polynome additif. Alors il 

existe des multi-indices B et C tous deux non. nuls tels que n$ 'f O 

et ncx!'-- 'F o, avec B+C = A, et par suite, n.;f. D~ = a-!'-,. a# o. Par 

hypothèse, DBf et DCf appartiennent à H,. donc- à If car leur degré est 

< N~ De plus, ex(DBf) = ex(D$) par définition de .K,, donc 

ex(DBf.Dcf) = ex(n$.ncf-y = ex(a../'-) = A, donc fA = O puis-que DBf •. Dcf E K, 

donc f est additif, donc f E ~• 

5.4.4. Il existe donc des polynomes additifs homo.gènes s
1

, ••• ,sf de 

degr~ d
1

, ••• ,df avec d
1 

< d
2 

< .. •· < df' tels qµe H = k·{ !J.. 
(jusqu'ici, on n'exclut pas q:ue- les s. soient en nombre infini). On a. donc 

:t 
d /a. 

( 1) s = } c . (X.) a i, l -,;;; a < f. 
a -,;;; i-,;;; n ai i 

Quitte à changer 1' ordre des Xi,. on peut s.upposer que c 
1 

,, 
1 

'F O et, en 

multipliant 

a. > 1 ' si 

par une constante,. on peut supposer que c
1 1 

= 1. Pour , 
r =· d /d a 1 

est une puissance de p, donc un. en~ 

tier car da ;;;i, d
1

, donc s~ = sa - ca
1 

(s
1 

)r est: un polynome additif homogène 

et l'on peut remplacer sa par s~ en sorte que- ca 1 =0 0 si a > r. 

Pa_r récurrence en s'arrêtant dès que H = k [ §.;l, et en tous cas dès que 

e = n, ce qui montre que H est de type fini, on obtient des polynomes 

additifs s
1 

, ••• ,s qui satisfont à (i) et engendrent H. Pour montrer 
e· 

qu'ils sont algébriquement indépendants, considérons un polynome 
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Pour tout A EN, si B = (A1d1/a 1 , .•. ,Aede/ae,o,o, •.• ,o) on a cB = fA 

en vertu de (i) donc si f(~) = O, tous les fA sont nuls. Notons main

tenant que le morphisme p : V+ W de (5.4.2(5)) est plat, car en fait 

s est libre sur H de base les 

(2) AEA={BENn~ O~B. <d./a., 1~i~e, d. =deg(s.), a.= deg(X.)} 
- = l 1 1 1 1 1 1 1 

En fait, p: V+ W est surjectif, donc fidèlement plat, car si k' est 

une clôture algébrique de k, l'application p(k') : V(k') + W(k') est 

surjective, comme on voit en notant que le système (i) qui donne les X 

en fonction des s est triangulaire. Puisque p est un morphisme de grou

pes fidèlement plat, c'est un quotient V/F', où F' = p- 1(o), et pour 

achever de prouver (ii), il nous suffit de montrer que F = F', c'est à dire 

(iii). Par descente fidèlement plate, on en déduira (iv), avec ce complé

ment évident que le sous-cone de W qui correspond à un sous-cone C de 

V d'idéal I a pour idéal I n H. 

5.4.5. Prouvons (iii), c'est à dire J = (~)S. Soit N un entier tel 

que J C (s)S pour p < N. Pour prouver que tout f E JN appartient 
p -

à (~)S, on peut supposer que f =} rA-t'-' fA E K, et il suffit de 
AEA 

prouver que f est additif qui implique f E K+ C (~)S. Puisque J 

est l'idéal d'un sous-groupe de V, hypothèse que nous n'avions pas en-

core utilisée, on a tf E JES + S©J; pour des raisons d'homogénéité et 

parce que J c (~)S pour p < N, on a 
p 

(1) F = tf - ffl1 - rnf E (~)S©S + S©(~)s. 

En vertu de (5.4.4(2)), S est libre sur k de base des ~~B, A E ~e, 

BE !, et par suite, les ~A!B~,c!,D, (A,B,C ,D) E ~e x ! x ~e x A for

ment une base de SIDS = k[!,!'] sur k. Vu l'hypothèse faite sur f, on a 

F = ,___--.----- FAif.7;;.'B. Or tout élément C = ... ) ___ CABC~7;;.B~,c!,D 
(A,B)E!x! 

de (~)S©S + S©(~)S satisfait évidemment à cOBOD = O, donc (1) assure 

que F = O, donc F est additif. 



5 • .4 .• ,6. Nous aurions J?U faire T'êconomie de :c·ett:e démonstration en citant 

:Demazure et Gabriel, Groupes Algébriques., North .llolland Pùb. Gy. , 1970 qui 

nous assure que W = V /F existe et est affine ( III 3. 5 .·6) puis, par le 

théorème de structure des groupes unipotents., que W est un e.space numérique, 

·autrement dit, avec nos notations, que 1 1:algebre H e.st une algèbre de po

];ynomes .H = k [ ~ ] telle que W = Spec (H) • Mais il ·nous a sembl:é instructif 

pour le lecteur débutant de traiter ce c-as particulier avec les moyens du 

bord. Notons qu' in.versement, si l'on considère 11I1e sous-alg:ebre H de .S 

·satisfaisant à l'hypothèse de (5.4.3), elle correspond :à un morphisme de 

groupes p V-+ W, W = 'Spec(H), qui est fidèlement plat ('5.4.4(1)), ce 

qui assure que W est le quotient V /F, o.ù F •= p - 1 ·(o) est défini par 

l1 idéal (~)S. On en dédu.i t que H est bien l I alg.èbre des invariants de F, 

ce qui démontre le corollaire que voici . 

Corollaire 5·. 5 Soit V = Spec ( S) un e.space numérique à opérateurs sur 

un corps k. Les sous-groupes fermés F de V qui sont des canes pour 1 1.o,;p:e-

ration de a correspondent bijectivement ·aux sous-algèbres graduées de 

S qui satisfont à 1,a :condition de (5.4.3)., bijection qui est obtenue en 

attachant à un sous-groupe F son alg'èbre des invariants ( 5. 4.2) et à 

une sous-algèbre H le sous-groupe d "idéal JI S .• + 

Corollaire 5. 6. Soit V un es.pace numérique isotrope sur un corps k., 

soit C un sous-cane :fermé de V et .soit F son :faîte.. Tl -existe un ao;us 

espace numérique Dk de V tel que Dk(k) :F(k~. C'est le plus grand 

sous-espace numérique de V qui soit contenu dans F (i.e .. qui laisse C 

invariant) . Si k est parfait, on a D : .F ✓d' si la caractéristique de 
k r:e 

k est nulle, on a Dk = .F. 

On dit que Dk est .. la directric-e de C. Contrairement à F, sa 

formation ne commute pas à 1 1 extension du corps de base (cf. l'exemple donné 

dans l'introduction). Puisque V est isotrope, F(k) -est un sous-espace -vec-
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toriel de V(k), ce qui nous assure de l'existence de Dk tel que Dk(k) = F(k). 

Si k' est une clôture algébrique de k, on a Dk(k') = Dk(k) ~ kk' C F(k') 

d'où l'on conclut, puisque Dk est réduit, que Dk c F. Si k est parfait, 

puisque V est isotrope, chaque s. 
J. 

est une puissance d'une forme linéaire 

Y. , 1 ..:: 1· ..:: e , et 1 1 on a S = k [ Y Y X X ] ~ ~ 1, ••• , ' 1, ••• , 
i e e+ n 

(5.4(ii))(changement de variables triangulaires) et J = 

en vertu de 
d

1 
d 

(Y1 , ••• ,Yee)S, 

donc l'idéal de Dk est (Y1, ... ,Ye), donc Dk = Fréd. Si la caractéristique 

est nulle, les s. 
J. 

sont des formes linéaires, donc F est un espace numé-

rique, donc F = Dk. En général, il existe une extension finie purement 

inséparable k'/k telle que chaque s. 
J. 

soit une puissance d'une forme 

linéaire et 1 1 on a ainsi Dk' =(Fx k') . On notera que l'algèbre des k red 

invariants de Dk, notée K, est la plus petite sous-algèbre de polynomes 

de S engendrée par K
1 

et telle que l'on ait I =(In K)S, où I est 

l'idéal de C, puisque Dk est le plus grand sous-espace numérique de V 

contenu dans le faîte de C. La dimension de K est donc le nombre minimum 

de variables nécessaires pour écrire des équations de C. Notons aussi que 

l'on a un isomorphisme non canonique V= (V/Dk) x Dk, donc C = (C/Dk) x Dk, 

mais C n'est pas toujours isomorphe au produit (C/F) x F. Pour terminer, 

sous les hypothèses et avec les notations de (5.4), lorsque F est contenu 

dans le faîte d'un cone C, on a 

( 1) H(V) = 

(2) H(F) = H(V)/H(W); H(C) = H(C/F)H(V)/H(W), 

les deux premières formules étant triviales et les deux suivantes résultant 

dù fait que S est plat sur H, ce qui assure qu'une résolution graduée 

libre de l'algèbre de C/W considéré comme H-module donne, par extension 

des scalaires de H à S, une résolution graduée libre de l'algèbre de 

C considérée comme S-module. 
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§ 6~ Transversalité. 

Définition 6.1. Soient E et F deux -mod.ules bien f·iltrés -sur un anneau 

bien -filtre A. On dit que E et F sont transverses ·si 

Toq-(!,f) = n, i ;ri, 1, où A , E et F désignent les ~adués associés ?i 

A, E et F. 

6.1.1. Cette -notion dépend donc des filtrat.ions coniddêrées, On dit que 

deux modules E et F sur un anneau local no.ethérien A sont trans-

verses s'ils le deviennent lorsque 1 'on munit E, F et A .de leurs 

filtrations ?!-adiques, où m est 1 'idéal maximal de A. 

On définit sur G = E l!IAF une filtration en prce.nant pour 

sous-.tnodule engendré par les images de E B .Fb, avec a" b E Z et a . = 

G 
p 

le 

a + b = Pt C'est une bonne filtration, et si .E et F sont munis de leurs 

filtrations ?!-adiques, il en est de même de G; on le voit en cons idér,an;t 

un morphisme surj ecticf et strict f . L -+ E., où L est un module filtré 

et en notant que f l!I 1 : LE F-+ E ·E F est encore surjectif et strict. 

En notant G le gradué -associé à G, on a par dé.ftnition un morphisme de -
A-modules gradués 

(1) 

libre 

Proposition 6,2. Avec les notations de (6.1), si E et F sont trans-

verses, le morphisme 

[ L'hypothèse que 

(1) est un isomorphisme et 1 1.on a 

E .et F iS'On't 

transverses : considérer deux courbes planes ,sans ,composanbes commune mais 

tangentes en un point et considérer les anneaux locaux du plan et de ces 

courbes en ce point]. 

6.2,1. Considérons une résolution graduées libre E, - ---).,.. E du A-module 

gradué E et relevons-la en une résolution filtrée libre E, _____ .,.. E de E. 

Par produit tensoriel avec F, on trouve un complexe au~mente de modules bien 

filtrés 
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( 1 ) e 

et par passage aux gradues, un complexe augmente de modules gradues 

(2) e > G. 

Par construction, l'augmentation e est surjective et stricte et par suite, 

e est surjective. Par hypothèse, le complexe !· MAf. est acyclique en 

degrés ;;;;,, 1, d'où il résulte par le lemme ci-dessous que le complexe E. '©.AF 

est acyclique endegres;;;;,, 1 et que toutes ses différentielles sont strictes. 

Par exactitude du produit tensoriel, la suite 

est exacte et comme les morphismes qui y figurent sont stricts ainsi qu'on 

l'a vu, il en résulte. par passage au gradue associé que la suite 

! 1'©.Af. ~ ~®Af. ~ Q.~ 0 est exacte, d'où il résulte que le morphisme 

(6.1.2(1)) est un isomorphisme. Quant à la seconde assertion de la proposi

tion, elle résulte du fait dejà vu que E.MAF est acyclique. 

Lemme 6.2.2. Soit M un complexe de modules bien filtres sur un anneau 

bien filtre A et soit M. le complexe ferme par les gradues associes, 

Si p est un entier tel que H (M.) = O, alors p-
H (M.)= 0 et les dif

p 

ferentielles M
1

~M~M
1 p+ p p- sont strictes. 

IntroduisoDs les modules bien filtres 

zi = noyau de d 1: M > M 1 avec la filtration induite 
p p- p p-

(i) Bi = de d Mp+1 >M avec la filtration induite 
p image p p 

Bq = de d M > M avec la filtration quotient image : 
p p p+1 p 

et désignons par les mêmes symboles soulignes leurs gradues. Introduisons 

le noyau N, l'image 
--p 

I 
--p 

et le conoyau C 
--p 

du morphisme 

obtenu par passage aux gradues à partir de l'inclusion 

b 
--p 

notations habituelles pour les cycles, les bords et l'homologie !'i,,, 
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(2) B (M.) = I , Z (M.} = noyau de M ~ I 1• p - -:p -:p - -:p -:p-

Comme z i = noyau de M ~ Bq 1 , on en déduit des suites exactes -:p -:p -:p-

(3) 0 ~ Z1 ~ Z (M.)~ N ~ 0 
-p p ...,. -:p-1 

(4) 0 ~ B (M.) ~ B1 ~ C ~ 0 
p- -p -p 

et en particulier des inclusions 

(5) B (M.' C Bi C Z1 C Z (M.). 
p- -p -p p-

Par suite, si H (M.)= O, on en déduit ~ue Bi= Z1 donc B = Z ; donc p - ':1. -:p -:p' p p 

H (M.) = 0 
p 

et aussi que N = C = 0 de ce dernier résultat on déduit -:p-1 -p , 

que les deux différentielles ,considérées sont strictes grâce au lemme 

suivant. 

Lemme 6.2.3. Soient B' C B" 
n n' n E ~, deux bonnes filtrations sur un même 

A-module B. Supposons que le morphisme b : B'--)+ B" déduit de l'inclusion - -
par passage aux gradués soit injectif (resp. surjectif) alors les deux 

filtrations sont égales. 

Si b est surjectif, il en est de mêm~ de l'inclusion (ce que 

l'on sait dejà) et celle-ci est stricte (2.3), donc B' = B". Par ailleurs, 

notons que, de toutes façons, on·a B = B' = B" pour n assez petit. Soit 
n n 

n un entier tel que B' = B" pour p < n, on a Ker(b) = B" /B' qui 
p p -n n+1 n+1 

est nul si b est injectif, d'où la conclusion. 

Remarque 6.2.4. On peut munir H (M.) de la filtration quotient de la 
p 

filtration induite sur Z (M. ) , auquel cas son gradué est H (M.) = Zi/Bi 

et les 

avec 

p -:p -p -p 

formules (3) et (4) donnent des suites exactes 

0 ~X~ H (M.) ~ N 
1 
~ 0 p - -:p-

0 ~ C ~X~ H (M.)~ 0 
-:p -p 

X = Zi/B (M.), d'où des conséquences évidentes en utilisant (6.2.3) -:p p -

qui dit que la différentielle d 1 ( resp. d ) 
p- p 

est stricte si et seulement 
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si N 1 = 0 (resp. C = O). 
-p- -p 

Corollaire 6.3. Sous les hypothèses de A (6.1), si Tory(!,,F) = O, alors 

A la morphisme EBA!_ ~ gr(EBAF) = Q. est un isomorphisme et Tor 1(E,F) = o. 

C'est en effet ce qu'assure la démonstration. J'ignore si la nullité 

de A Tory(_!,F) implique que celle des A Tot'j:' (_!,F), i;;... 2, mais, en fait, 

si A est filtré de telle façon que le gradué A soit une algèbre 

de polynomes sur un corps (éventuellement graduée de façon inhabituelle), 

A alors To1T(E,F) = 0 implique que E et F sont transverses. En effet, 

par réduction à la diagonale 

assure celle des Hi, i;;... 1, par les vertus bien connues de complexe 

de Koszul. L'hypothèse sur la filtration de A assure que !_ est de 

dimension projective finie donc aussi A (4.6), donc A est régulier. 

Proposit~on -~~~~ Soient J et tx1 ,, •• ,xd) deux id~aux d'un anneau bien 

filtré A, soit n(i) le plus grand entier tel que xi E An(i) et soit 

Xi la classe de x1 dans !n(i)" On suppose que la suite (X) est 

régulière dans !, on pose A/J • B et on.note ,:Lle noyau de ! + !,, 

c'est à dire le gradué de J pour la filtration induite. Les conditions suivan

tes sont équivalentes 

(i) B • A/J et S • A/(!,.) sont transverses (pour les filtrations 

quotient de celle de A). 

(ii) H1((X),B) • 0 

(iii) ,:!(X) • J n (X) 

(iv) n n pour tout n ;;a, O, on a .:! n (X) = J(!_) • 

Lemme 6,4.1. Puisque (!_) est régulière dans !, le morphisme surjectif 

-->~.ê, = gr(A/(~)) est un isomccphisme. 

En effet, le complexe de Koseul K,(x) , filtré de façon évidente, 

est un complexe de modules filtrés augemnté vers S ayec augmentation stricte, 

Le gradué associé l K,(~) est exact car il est égal à K.(!_), donc K.(,!) 
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-est exact à différentielles strictes (6 .. 2.2)., donc gr(A/(~)) - gr(H 0 (_~)) = 

= H
0 

(f) d'après ( 6. 2. 4). 

6.4.2. Puisque 1?_ = ~j(f), on a Toiz(.§.,1?_) = Hi ((X),].) et la transversalité 

de B et S équivaut à (ii) comme chacun sait. La suite exacte des 

To~(A/(X) ,*) déduite de la suite exacte O ~ J ~A~ B ~ 0 
1 - -

montre que (ii) ~ (îii) et l'on déduit (iv) de (ii) en notant que 

(f)n/(f)n+ 1 est libre sur ~/(!), car ceci montre que (ii) implique 

Tor4((K,)n/(f)n+\B) = O, n;;;;,: O, qui, par récurrence, .assure que 

Tor4(~/(f)n,~) = O, n;;;;,: O, qui, par la suite exacte des Tor, montre que 

!!_/(f)nJ > A/(K,)n est .injectif, .qui n'est autre g_ue (iv). 

Proposition 6.5. Sous les hypothèses de (6.1), supposons que A/A1 soit 

de longueur finie, en sorte que pour tout A-module bien filtré M on peut 

former la série de Poincaré H(M). Alors si E et F sont des modules 

bien filtrés transverses, on a 

(1) H(E~AF) = H(E)H(F)/H(A) 

pourvu que E ou F soit de dimension projective finie sur A ou encore 

pourvu que A/A1 soit un corps. 

Avec les notations de (6.2.1), puisque la suite 

est exacte, on peut, si E est de dimension projective finie et si l'on 

a choisi !· de longueur finie, forme.r la somme alternée des s0éries de 

Poincaré et prouver (1). Si A/A1 e:st un corps, on peut prendre pour 

E. une solution minimale de K ce qui assure que, en chaque degré, la 

suite exacte infinie (2) n'a qu'un nonibre fini de termes non nuls (4.2.2), 

ce qui permet encore de conclure. 

Nous allons maintenant donner un critère numérique de transyer-

salité qui n'est en somme qu'une autre formulation du lemme de Hironaka (3,9); 

hormis ce cas particulier, j'ignore si la réciproque de (6.5) est exacte. 
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Proposition 6.6. Soit A un anneau bien filtré tel que 'A/A
1 

soit de lon

gueur finie et soit (x
1

, ••• ,xd) une suite d'éléments de A
1

• On note n(i) le 

plus grand entier tel que x
1 

E An(i) et Xi la classe des x. 
1 dans ~(i). 

Soit E un A-module bien filtré et soit F le module filtré quotient F = A/(-!:) 

1 1 ( 1-Tn ( i ) ) / ( 1-T) 
1~i~d 

(ii) Si la suite (f) est régulière dans !::_, pour que E et F 

soient transverses, il faut et il suffit que (i) soit une égalité. 

Par récurrence, (i) résulte immédiatement de (3.9). De même, 

pour que (i) soit une égalité, il faut et il suffit que (f) soit une suite 

!-régulière, ce qui équivaut à To1(!f(f),!) = O, i ~ 1, lorsque la suite (f) 

est !::_-régulière, ce qui équivaut à la transversalité de E et F (6.4). 

Scholie 6.7. Soient R un anneau local noethérien, m son idéal maximal, 

k = R/!!!, son corps résiduel et E un R-module muni d'une filtration m-bonne. 

On note E le gradué de E et l'on pose !(k) =!/~+~'où ~+ est l'idéal 

de l'anneau gradué R engendré par ses composantes homogènes de degré> O. 

Un système minimal de générateurs du module filtré E est aussi 

une suite d'éléments de E dont les formes initiales f. 
-i 

forment un système minimal de générateurs du !::_-module gradué !, ce qui 

signifie que les classes f. (k) 
-i 

des f. 
--i 

dans forment une base 

(homogène) de ce k-espace vectoriel gradué. Lorsque E est un idéal de A 

muni de la filtration induite, on dit que les f. forment une base standard 
1 

de l'idéal E de R, si de plus, les V (f.) = vE(fi) = sup{n,f. Emn} 
m 1 1 -

vont en croissant. Soit encore p un idéal de R et soient R' = R/P et 

E' = E/PE. Si E et R/P sont transverses, une résolution filtrée libre 

minimale E. de E donne, par réduction modulo P, une résolution filtrée 

libre minimale du R'-module E' et par suite, les images dans E' d'un 

système minimal de générateurs du module filtré E forment un 



système minimal de générateurs du module filtré E'. Supposons maintenant 

que E = R/J, où J est un idéal de R muni de la filtration induite. 

Puisque la suite O ~ J ~ R ~ E ~ 0 est exacte, J est 
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transverse à R' et par suite les images f! dans R' 
l 

d'une base standard 

forment une base standard de l'idéal J' de R' image de J. 

Inversement, supposons encore que R/J et R' soient transverses et 

considérons une suite (f
1

, ••• ,fm) d'éléments de J, leurs formes initiales 

f. E J CR 
-i 

et les images f! 
-i 

des f. 
-i 

dans B.'= R/f. Si les forment 

une base standard de J' (resp. de l'idéal de R' qu'ils engendrent) alors 

les f. forment une base standard de 
J. 

J (resp. les f. 
-i 

forment une 

base standard de 1' idéal de R qu'ils engendrent) • Pour le voir, il suffit 

de noter que le morphisme naturel J(k) ~ J' (k) est un isomorphisme 

car J et R' sont transverses, donc J' = J/PJ et f C ~+' et que 

l'image de f.(k) par cet isomorphisme est f!{k). Notons encore que si 
-i -i 

(r,, ... ,f'm) est une suite d'éléments de J, dont les images f! dans R' 
J. 

forment une base standard de J' et si vR(fi) = vR' (fJ_), alors les f. 

forment une base 

que les f! (k) 
-i 

standard de J; en 

sont les images des 

effet, la seconde hypothèse assure 

f. (k). La seconde 
-i 

hypothèse est 

indispensable : prendre pour R un anneau de séries formelles à trois 

1 

variables (x,y,z), prendre 3 J = (x,y ) 

(x,Y3) est une suite régulière dans B_] 

[ qui est une base standard car 

et P = (z); alors (x,xz + y3 ) 

n'est pas·une base standard.de J mais son image dans J' est une base 

standard de J' • 

Proposition 6.8. Soient X et Y deux sous-schémas fermés d'un schéma 

noethérien Z et soit x un point de X n Y. Si X et Y sont transverses 

dans Z au point x, alors C (X n Y) = C (X) n C (Y). (5.3.2). 
X X X 

L'hypothèse signifie évidemment que les anneaux locaux 0 ~,x et 6.8.1. 

0 -Y,y sont transverses comme modules sur 0 ..;;.z ,x et la conclusion 

est la traduction de la première assertion de (6.2). 
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6.8.2. D'après (6.5), si X et Y sont transverses, on a 

( 1 ) H (X n Y)= H (X)H (Y)/H (Z) 
X X X X 

la réciproque étant vraie si les hypothèses de (6.6) sont satisfaites, en 

particulier si Z et Y sont réguliers, auquel cas (1) s'écrit 

(2) H(d)(X n Y)= H (X), d = codim (Y,Z). 
X X X 

Nous aurons besoin d'un résultat plus fin où l'on suppose seulement que 

l'égalité (1) entre séries formelles est remplacée par l'égalité des coef-

ficients de pour n ~ N. Pour le formuler, nous considèrerons les cones 

C (X) (N), avec 
X 

(3) C (X) C C (X)(N) C C (X) ( 1) = T (X), N ;;;i, 1, 
X X X X 

définis comme suit. Soit G une algèbre graduée sur un corps k, engendrée 

par G 
1 

et soit H 1 1 idéal de G dans k [ G 
1 

] • Pour tout entier N ;;;i, 1 , 

on note H(N) 1' idéal de k [ G 
1 

] engendré par les H, p ~ N, 
p 

et on pose 

G(N) = k[G
1

] /H(N). Au cone C = Spec(G) on associe ainsi canoniquement 

une suite infinie (stationnaire pour N grand) de canes c
1 
~ c

2 
~ ••• CN ~ •• ~ C, 

où c
1 

est le plus petit espace numérique dans lequel on peut plonger C. 

Proposition 6.9. Soit x un point commun à deux sous-schémas fermés 

X et Z' d'un schéma noethérien Z, posons R=O ·A=O .;;.z ,x' -X ,x et 

R' = 2.z,,x· Supposons que R' = R/(x 1 , ••• ,xd) où les formes initiales X. 
i 

des x. forment une suite régulière dans R = gr (R), m = .!!!n , avec 
1 !!!, - -'-',X 

deg(X.) = n(i). Considérons les séries F(T) = H(d)(x n Z') et 
. 1 X 

( n(i)) 
G(T) = H(d)(X)H (Z')/H (Z) = H (x).rr ,-T • On a F(T) ;;;i, G(T). Si N 

X X X X (1-T) 
est un entier tel que les coefficients de Tp dans F et G soient 

égaux pour p ~ N, alors on a: 

( 1 ) C (Z') n C (X n Z')(N) = C (X)(N) n C (Z'). 
X X X X 

6.9.1. On note J l'idéal de A dans R, J' son image dans R' on pose 

A' = R' /J' et l'on considère les gradués R = gr (R) , A = gr (A) , R 1 = gr (R 1 ) 
m - !!!. m 
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et iL = grm(J ,R), ce dernier synipole désignant le gradue associé à'. J pour 

la filtration induite par la filtration ~-adique de R. L'inégalité F;;;. G 

a dêj à'. été démontrée ( 6. 6) ou ( 3. 9) et la relation (1 ) signifie simplement 

sont les idéaux engendrés par les composante·s homogènes de degré p < N 

de J et !['. On raisonne par récurrence sur d. Si d = 1, on pose n( 1) = n, 

x = x
1

, X = x1 , et 1 1 on considère comme dans (3. 9} le complexe de modules 
. •· 

filtrés A( -n) x > A et ses modules Zi, Bq, BI de cycles et de bords 

avec filtration induite, q11otient et induite, qui donne l'égalité (cf. 6.2.2) 

H (A/xA) = (1-Tn)H (A) + H(Bq) - H(Bi) + H(Zi). 
m m 

Eh multipliant par 1 /( 1 - T), on en tire 

F(T) - G(T) = ) O ( 1 (B!+1 /B~+1) + t(Zi/z!+1) )Tp 
p;;;. 

qui montre que, sous l'hypothèse de l'énoncé, le morphisme de modules 

gradués [!/XA_-->➔ ~J où A'= A/xA et A'= gr (A'), est un isomorphisme 
m 

en degré< N, et qu'un élément homogène de ! qui. est annulé par X est 

de degré> N, ceci signifie que (XJ) = (J n(x)) pour p < N et que 
-p - p 

les idéaux homogènes J' et ![/(J n (X)) coinciaent en degrê < N, ce qu'il 

fallait démontrer. Si d;;;. 1, on introduit R" = R/(x
1

, ••. ,xd_
1

) et l'idéal 

J" image de J dans R". Soient (F", G") et (F 1
·, G') .les deux paires 

de séries attachées à (R ,A:.,R") et (R«'',A",R: 1 ) (p··G) _ comme . , 1.1 est à (R,A,R'). 

On a encore F 11 
;;;. G" et F' ;;;. G-' et en. fait 

( n(d)) n(d) 
F = F 1 ( d -1 ) ;;;. G 1 ( d -1 ) = F 11 1 -T . ::., G 11 ( 1-T . . ) 

' 1-T - l-T =, G. 

L'égalité des coefficients de TP, p<N, pour les termes extrèmes im:i;Œique 

donc la même propriété pour les termes intermê.diaires et aussi pour les 

paires (F', G') et (F", G"), d'où la conclusion par l'hypothèse de 

récurrence. 

Corollaire 6.9.2. Sous les hypothèses de (6.9), supposons que Z et Z' 

soient réguliers et soient D et D' les directrices de C (X) (N) et 
X 
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C (X')(N), où X'= xn Z'. Si l'on a C (X)(N) n C (Z') = C (X')(N), alors 
X X X X 

on a 

(1) dim(D) - d ~ dim(D') 

et si ( 1 ) est une égalité, alors D' = D n C (Z') 
X 

et le morphisme naturel 

(2) C ( X ' )( N) /D 1 

X 
__ ...,.. C (X) (N)/D 

X 

est un isomorphisme et on a un isomorphisme non canonique 

(3) C (X)(N) = C (X')(N) x (D/D'). 
X X 

6.9.3. Puisque Z et Z' sont réguliers, tous les n(i) valent 1 et 

C (Z') = T (Z') noté T' est un sous-espace numérique de codimension d 
X X 

de C (Z) = T (Z) noté T. De plus, D n T' est un sous-espace numérique 
X X 

de T' qui est contenu dans le faîte de 

la directrice D' de C' et l'on a donc 

C' = C (X')(N), donc aussi dans 
X 

dim(D)-d ~ dim(D n T') ~ dim(D') 

qui implique (1), Si (1) est une égalité, on a donc D' = D n T' = D n C' 

(au sens des schémas!). 

C' /D' 

L'inclusion C' -->➔ C, avec C = C ix)(N), induit un morphisme 
X 

-->➔ C/D qui est ici une immersion fermée car D' = D n C'. De 

plus, d'après l'inégalité qui figure dans (6,9), où l'on remplace (Z,X,Z') 

par (T,C,T') et le point x par l'origine, on sait que H{d)(C') ~ H(C), 

ce qui s'écrit aussi H(d+d')(C'/D') ~ H(d+d')(C/D), avec d' = dim(D'); 

or on a l'inégalité en sens inverse car C'/D' est un sous-cone de C/D, 

on a donc égalité et par suite, (2) est un isomorphisme. On en déduit 

(3) car on a des isomorphismes non canoniques 

C % (C/D) X D % (C/D) X (D/D') X D' et C ' % ( C ' /D ' ) x D 1 
• 

6.9.4. Si (6.9.2(1)) est une égalité, on a d'après (3) 

(4) H(d) (C (X' )(N)) = H(C (X) (N)) 
X X 

mais si l'on fait seulement l'hypothèse de (6.9), on a seulement l'inéga

lité évidente et l'égalité des coefficients de Tp pour p ~ N. 



Chapitre II. Modification d'une singularité. 

§ 1. Eclatements 

Définition 1.1. Soient X un schéma et 

un (faisceau d') idéal quasi-cohérent P 

Y un sous-schéma défini par 

et soit S = ffi PnTn la 
n~O 

sous-algèbre de 2.xfTl. On pose X' = Proj(S) et. on itapp.elle le schéma 

obtenu en éclatant Y dans X. 

1.1.1. La formation de Proj(S) à partir de S, et de S à. partir de P 

commutent à la restriction à un ouvert et si lton pose U = X - Y la 

projection p: X' -->~ X induit un isomorphisme 

( 1 ) 1\, ): u 

En effet, Y n U est le schéma vide donc Plu= 9u, donc l'inclusion 

slu --->➔ 9u[Tl est un isomorphisme. Plus généralement, si Y est un 

diviseur, c'est-à-dire si Pest inversible, c'est-à-dire localement libre 

de rang 1 comme QX-module, alors la projection p: X' -->➔ X est 

un isomorphisme. En effet, la condition est locale sur X et l'on peut 

supposer que P est libre de base f ce qui assure que 

2.x [Tl ~ S, T 1-I -->➔ fT, est un isomorphisme. 

1.1.2. La formation du schéma projectif attaché à une algèbre graduée 

commute au changement de base. On a donc 

(2) E = Proj ffi 
n~O 

On dit que E est le diviseur exceptionnel de X'. Pour voir- que E est 

un di viseur, le plus simple e.st de noter d I abc.rd que tout S-module 

gradué M définit un QX1-module quasi-cohérent Proj(M) et que le 

foncteur M lt-->➔ Proj(M) est exact. Or on a des morphismes de S-modules 

gradués : 

II-l 
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0 > EB Pr:1+1 Tn a > EB PnTn b > EB (Pn/Pn+1 )Tn 
n;., 0 

t 
n;.,o n;.,o 

(3) 

œ pn+1Tn 
n;.,-1 

où la ligne est exacte et où c devient un isomorphisme par passage aux 

Proj. Comme S( 1) = E9 Pn+1Tn 
' 

on en deduit une suite exacte de 
n;.,-1 

O:X:, -modules 

(4) 0 > 2x, ( 1) > Qx, > QE > 0 

qui montre bien que l'idéal qui définit QE et qui, par définition, n'est 

autre que PQX' est inversible et égal à o:X:, ( 1 ) : 

(5) PQX' = Qx, ( 1). 

Ceci montre que si X' --->+ X admet une section, alors p est un 

isomorphisme; en effet, on a alors (PQX1 ).Q.X = P, donc P est localement 

monogène, donc localement, on a une surjection A[T]--->+ffi PnTn, 

> 0 

T ... , -->+ fT, donc p est une immersion fermée qui a une section. A l'oppose, 

si P est nilpotent, il en est de même de PQ.X'' ce qui assure que Qx, = O, 

donc X' est vide dans ce cas. 

1. 1 .3. Si u : Z ... 1 -->+ X est un morphisme de schémas et si T = T x Xy, 

alors on a une diagramme commutatif 

x 1 ~<---z 1 

(6) l l 
X Z 

où Z' s'obtient en éclatant T dans z, qui provient du morphisme évident 

d'algèbres graduées 

(7) œ PnTn -->~ œ QnTn, 
n;.,o n;.,o 

Si u est plat, alors, pour tout n;;;a.o, on a n n 
P ~

0 
2z = Q, ce qui 

-X 
assure que (6) est un carre cartésien, autrement dit, l'éclatement com

mute au changement de base plat. Nous utiliserons souvent ce résultat 



pour remplacer un schéma par le spectre d'un de ses anneaux locaux ou 

même par le spectre du complété d'un de ses anneaux locaux. 

II-3 

1.1.4. L'algèbre graduée S est de toutes façons un quotient de l'algèbre 

symétrique QX[P] du QX-module P. Celle-ci est de type fini dès que 

le module P l'est, par exemple, si X est localement noethérien. Il 

en sera toujours ainsi dans les cas que nous considèrerons et par suite, 

le morphisme p: X' -->➔ X sera toujours projectif. 

1.2. Pour décrire plus explicitement X', supposons que X soit le 

spectre d'un anneau A, auquel cas, p provient d'un idéal de A encore 

noté P. Comme s = œ PnTn est engendré par s1 = PT, le schéma 
n;;;i,,o 

X' = Proj ( S) est recouvert par les ouverts affines 

(1) X' (f) = Spec(S(fT)), f E P 

où S(fT) est la composante homogène de degré zéro de l'algèbre graduée 

SfT obtenue en localisant par rapport à l'élément fT qui est homogène 

de degré un. Il est c-lair que 

car si g E P, alors on a g = f.(gT)/(fT) dans S(fT)' Par suite, dans 

l'ouvert affine X'(f), f E P, l'idéal inversible PQX' = ~,(1) est en

gendré par l'image de f. On sait également comment se recollent les 

ouverts X'(f) : l'intersection X'(f) n X'(g) est affine d'anneau 

S(fgT 2 ). Lorsque A est intègre et que K désigne son corps de fractions, 

on voit facilement que l'on a un isomorphisme de A-algèbres 

( 3) A [P/f] 1--1 -->-➔ S( fT), p/f 1-1 -~> pT/fT, 

où A[ P/f] désigne la sous-algèbre de K engendrée par les p/f, p E P. 

L'algèbre S(fgT2) q_ui décrit l'intersection de X'(f) et X'(g) se 

trouve alors identifiée à la sous-algèbre de K engendrée par 
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A[ P/f] et A[ P/g]. On en deduit la proposition suivante qui dit comment 

on doit recoller les X'(f) pour obtenir X'. 

Proposition 1,3, Si X est le spectre d'un anneau intègre A de corps 

des fractions K, alors X' est recouvert par les ouverts affines X'(f), 

f E P, d'anneaux A[ P/f] et X' (f) tî X' (g) est affine d'anneau l'algè-

bre engendrée par A[P/f] et A[P/g]. En particulier, p: X' 

est birationnel, si P ~ O. 

1,3.1, Si k est un corps, si A= kfx 0 , ... ,xs] et si P = (x0 , ... ,xs) 

autrement dit, si on fait éclater l'origine dans l'espace affine type de di

mension s + 1, alors on trouve que X' est recouvert par les ouverts 
. . 

affines X' (xi) = Spec(k[X~, .•• ,X~_1, les X~ 
J 

sont des indéterminées la projection X' (x.) 
i 

-->~ étant décrite par le 

"changement de variables" 

- xi o ,,.,. · ,,.,. X.-X . . , """'J"""'S, 
J i J 

i ~ j. Cela résulte aisément de (1,3), mais il est 

également instructif de le déduire de la proposition suivante. 

Proposition 1.4. Soit (x ,x
1

, .•• ,x) une suite régulière d'elements d'un 
0 S 

anneau noethérien A. Soit X= Spec(A), soit P l'idéal engendre par les 

x .• Le X-schéma X' obtenu en éclatant P dans X est canoniquement 
i 

isomorphe à 

où I est l'idéal engendre par les X. X • - X .X. , 0 ~ i < j ~ S , 
i J J i 

1 •. 4. 1. Le morphisme naturel 

(2) A[!,] EB 
n;;;;,,o 

X.~ x.T, 
i i 

est évidemment surjectif et nul sur I, ce qui donne un X-morphisme 

u:X'-->~ x" qui est une immersion fermée. Nous allons montrer que u 
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est un isomorphisme. Notons déjà qu'en tout point du complémentaire U 

de V(P), l'un des x. 
i 

est inversible, ce qui assure que p" : X"~ X 

est un isomorphisme au dessus de U, comme il en est de même de X'~ X 

on a et il suffit de prouver que est schématiquement 

dense dans X"; d'après (1.7.1(ii)) il suffit de prouver que 

X" - p"- 1 
(U) = V(PO 11 ) est un diviseur, autrement dit, que PQ,,.11 est inver-

-X -.1\. 

sible. Or X" est recouvert par les ouverts affines 

(3) X"= Spec(A[,!l(x./I(X.)), 0 < i < s, 
i i 

et si l'on suppose pour simplifier que i = O, on a 

(4) B = A[!](X ) = A[ u 1 , •.• ,us] u. = Xi/XO, , i 
0 

(5) J = I(X) = (x
1
-u u

1
, ••• ,x -x u ), P(B/J) = X (B/J), 

0 S O S 0 
0 

et d'après la dernière égalité, il suffit de prouver que X 
0 

est non divi-

seur de zéro dans B/J. Pour cela, on peut localiser en tous les idéaux 

premiers de A et on peut même supposer que l'idéal P est contenu dans 

le radical de A, sinon p = 0 
-X et est principal. La suite 

(z) = (x ,x 1-x u 1 , •.• ,x -x u) est régulière dans B, car 
0 0 S O S 

B/x
0 

= (A/x
0

) [ u1, ••• ,us] et la suite (x 1, ••• ,xs) est régulière dans 

A/x A, donc aussi dans B/x B qui est libre sur le précédent. De plus, 
0 0 

puisque A est séparé pour la topologie P-adique, il en est de même de 

B; or dans B, cette topologie coïncide avec la topologie P'-adique, où 

P' = (x ,x -x u 1, ••• ,x -x u) =PB.Il en résulte que la sµite (z) reste 
0 1 0 S O s 

régulière quand on y échange l'ordre des facteurs, ce qui implique, en 

faisant passer 

conclusion. 

X 
0 

en dernier que X 
0 

est régulier dans B/J, d'où la 
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1.4.2. On peut en fait démontrer un résultat un peu plus précis, à savoir 

que la suite 

(6) s EB 
n~O 

est exacte, (cf. SGA 6 p. 426); le lecteur qui trouverait trop compliquée 

la démonstration de SGA 6 en batira une en prouvant que la suite déduite 

de (6) par passage aux gradués P-adiques (avec, sur I, la filtration in

duite) est exacte, ce que prouve que (6) est exacte car les composantes 

homogènes de (6) sont de type fini. Bien entendu, cet exercice un peu 

calculatoire mais amusant donne une nouvelle démonstration de (1.4). 

Corollaire 1.4.3. Sous les hypothèse de (1.4), X"= X' est localement 

une intersection complète dans Ps x X.(Ps = espace projectif de dimensions). 

En effet, nous avons vu chemin faisant que, dans le complémentaire 

de l'hyperplan X.= O, l'idéal de X" est engendré par la suite régulière 
i 

(1.4(5)). 

Proposition 1.5. (Hironaka). Soit X un schéma et soit Y un sous-schéma 

fermé défini par un faisceau quasi-cohérent d'idéaux P. Soit p 

le X-schéma obtenu en faisant éclater P dans X et soit u 

X'~ X 

un morphisme de schémas tel que P~ = Q soit inversible. Il existe un 

unique . X-morphisme h : Z ~ X'. 

Puisque Q est inversible, dans le diagramme commutatif 

(1.1,3(6)), le morphisme Z' ~ Z est un isomorphisme, ce qui définit 

un X-morphisme h: Z ~ X'. Soit v: Z ~ X' un autre X-morphisme; 

il coïncide avec h sur un fermé car X' est séparé sur X. De plus, si 

U = X - Y, 

et v coïncident sur U" car p induit un isomorphisme U' ~ U. 

D'où la conclusion, car U" est schématiquement dense puisque son 

complémentaire est le diviseur défini par l'idéal inversible de Q. 
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Proposition 1.6. (Transformé strict). Sous les hypothèses de (1.5), soit 

Z un sous-schéma fermé de X défini par un idéal quasi-cohérent J et 

soit Z' le schéma obtenu en éclatant dans X le sous-schéma fermé 

D = Z ~Y. Alors le morphisme naturel Z' -->.,. X' de (1.1.3(6)) est 

une immersion fermée. Supposons que X soit a.ffine d'anneau A et que 

(f
1

, ••. ,fm) soit un système de générateurs du module filtré obtenu en 

munissant J de la filtration induite par la filtration P-adique de A. 

Alors, pour tout t E P, l'idéal définissant Z' nx 1 (t) dans X' (t), 

(cf.(1.2(1))), est engendré par les 

( 1 ) f! = f./tn(i) 
l l 

, E pn(i) 
ou f. ' 

l 

1.6.1. La première assertion est évidente, car le morphisme Z 1-->➔ X 1 

est induit par le morphisme surjectif d'algèbres graduées 

(2) EB 
n;;.,.o 

Le noyau de celui-ci n'est autre que 

que les f. engendrent J signifie 
l 

(3 ) Pn n J =) Pn-n(i)f. , 
l 

l 

K= EB (Pn n J)Tn 
n;;.,. 0 

que, pour tout n;;,. O, 

ce qui assure que le module gradué K est engendré par les 

,, 

et 

on 

Chacun d' eux donne , dans. la composante homogène de degré zero 

8tT un élément f.Tn(i)/(tT)n{i) = f! et l'on a donc tn(i)f! 
J. J. J. 

S ( tT)' en désignant encore par t l'image de t dans 8 (tT)' 

l'hypothèse 

a : 

8(tT) de 

= f. dans 
J. 

ce qui 

prouve la seconde assertion. Notons que l'on pouvait prévoir a priori que 

la formule (1) a un sens car on a fi E Pn(i), ce qui assure que l'image 

de fi dans S(tT) appartient à Pn(i)S(tT) = tn(i)S(tT) et car t est 

non diviseur de zéro dans S(tT)" Pour terminer, rappelons que l'on 
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obtient un système de générateurs du module J, filtré par les 

en relevant gradué un système de générateurs du grp(A)-module œ (pnn J) / (Pn+ 1 n J), du moins lorsque 
n;;;.,. 0 

J est séparé, ce 

qui est vrai lorsque A est local noethérien et P contenu dans le radical. 

1. 6.2. Sous les hypothèses de (1.6), on dit que Z' est le transformé 

strict de Z par l'éclatement de Y dans X, par opposition au transformé 

faible que l'on définit cornme suit. Soit n le plus grand entier tel que 

J C Pn, alors l'idéal inversible PnQX' = QX1 (n) divise J' = JQ.X, et l'on 

appelle transformé faible de Z le sous-schéma fermé de X' défini par l'idéal 

J'(-n). D'après la description donnée plus haut, il est clair que le trans

formé strict est un sous-schéma fermé du transformé faible. Ils ne coïncident 

que dans certains cas, par exemple lorsque X et Y sont réguliers et Z 

un diviseur de X. Ces deux objets ne jouent pas le même rôle : pour résoudre 

les singularités de Z, on remplace Z par son transformé strict (plusieurs 

fois de suite et pour des éclatements bien choisis), pour "simplifier Z 

considéré cornme frontière de son complémentail'.'e dans X" c'est-à-dire pour 

en faire un diviseur à croissements normaux dans X', on le remplace par 

son transformé faible (plusieurs fois etc .•• ). Le premier est défini indé

pendarnment du plongement Z + X, le second y réfère explicitement. 

Prop@sition 1.7. Sous les hypothèses de (1.6), le transformé strict Z' 

de Z est l'adhérence schématique dans X' de 
-1 Z' n p (X - Y), où 

p: X' ----""7 X est la projection. 

La proposition résulte du lernme suivant en y remplaçant 

X, Z ,E par X' , Z' , p - 1 (Y) • 
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Lemme 1.7.1. Soient Z et E deux sous-schémas fermés d'un schéma X 

tel que F = ExXZ soit un diviseur de z. Alors 

(i) l'ouvert Z - F de Z est schématiquement dense dans Z 

(ii) Z est l'adhérence schématique de Z - F dans X. 

L'assertion (ii) signifie que tout sous-schéma fermé D de X 

qui majore le sous-schéma Z - F maJore Z. En remplaçant D par DxXZ' 

il revient au même de dire que tout sous-schéma fermé D de Z qui majore le 

sous-schéma ouvert Z-F est égal à Z, qui par définition n'est autre que (i).Soit 

J le faisceau d'idéaux qui définit D dans Z;l'hypothèse que D majore 

V= Z - F signifie que JIV = 0 et l'hypothèse que F est un diviseur 

de Z signifie que tout point de Z admet un voisinage ouvert affine 

W = Spec(B) tel que P I W soit défini par l'idéal tB où t est un 

élément non diviseur de zéro de B. Alors wnv = Spec(Bt) et comme 

J 1 V= o, on a O = J(W n V)= J(W)t, donc J(W) = O, car J(W) c.9..z(w) = 

et t est non diviseur de zéro dans B. 

1.7.2. Supposons que X soit affine d'anneau A et soit W un ouvert 

affine d'anneau B de l'éclaté X' tel que PB= tB. Alors l'idéal J' de 

Z' n W dans W est formé des x E B tels qu'il existe un entier n tel 

B 

que tnx E JB, où J est l'idéal de A définissant Z. Cela est immédiat. 

Exemple 1.8. Considérons dans l'espace projectif Z de dimension r + s 

un système de coordonnées homogènes (x , .•• ,x +),le fermé Y d'équations o r s 

hompgènes x = ••• =x =O o r 

un morphisme de schémas f 

et l'ouvert complémentaire U = X - Y. On a 

U ~ S, f(~) = (x , .•• ,x ), où S est 
o r 

l'espace projectif de coordonnées homogènes (u , .•. ,u ), qui ne se 
o r 

prolonge pas à Z. Soit p : Z' -->,> z le i-schéma obtenu en éclatant 

Y dans z. Soit Z" le sous-schéma fermé de Z x S d'équations 
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x.u. - x.u. = O, 0 < i < j < r. D'après (1 4) on a un isomorphisme 
J.J JJ. • ' 

canonique entre Z" et Z' tel que la projection p: Z' ~ Z s'iden-

tifie au morphisme Z" ~ Z induit par la première projection 

P1 : Z x S -->➔ Z. Par ailleurs, l'ouvert U = Z - Y s'identifie à l'ou

vert U" = p~
1(u) n Z" de Z" et par cet isomorphisme, le morphisme 

f: U ~ S s'identifie à celui qu'induit la seconde projection 

p2 : Z x S -->➔ S. En effet, si a= (x , ••• ,x+ ,u , •.. ,u) 
o r s o r 

est un point 

de Z x S, l'un des u. 
]. 

n'est pas nul et si ce point appartient à 

on a (x , ••• ,x) = (x./u.)(u , ••• ,u ), ce qui s'écrit également 
0 . S J. J. 0 S 

u" , 

f(p
1

(a)) = p
2

(a). Le lecteur peu averti que ces calculs inquièteraient 

les rendra parfaitement rigoureux en considérant les foncteurs représentés 

par Z et S [ ·EGA Dl 2.4.3.] • Il en résulte que le morphisme f' : Z'~ S 

induit par p
2 

prolonge le morphisme fp
1 

: U" -->,,. S; autrement dit, 

puisque nous avons identifié Z" et Z', en remplaçant Z par l'éclaté 

Z', nous avons pu prolonger f: on dit que l'on a éliminé les points d'in-

détermination de f, L'un des résultats de Hironaka est précisément une gé

néralisation de ceci : Si X et S sont deux schémas de type fini sur un 

corps de caractéristique nulle avec S propre, si U est un ouvert dense 

de X et si f: X-->➔ S est un morphisme, alors il existe un X-schéma 

p : X' -->~x, se déduisant de X par une suite d'éclatements convenables, 

tel que le morphisme p- 1 (U) -->➔ U induit par p soit un isomorphisme et 

. fp ·. p- 1(U) tel que le morphisme -->➔ S se prolonge. Notons qu'il existe 

un X-schéma G --->➔ X auquel f se prolonge toujours à savoir le graphe 

de f et tout revient donc à majorer G par un X'. Bien entendu, en gé

néral, ceci ne peut se faire comme dans l'exemple ci-dessus en éclatant sim

plement le schéma réduit Y= X - U. 

Exercice 1.8.1. Décrire à l'aide d'éclatements convenables le graphe de 

le correspondance birationnelle entre décrite par 
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entre et lui-même décrite par (Transformation 

de Crémona) • 

1.9. Désingularisation d'une courbe. Soit X un schéma noethérien intè-

gre de dimension 1 tel que le normalisé X' de X soit fini sur X. 

Alors X' est noethérien et tous ses anneaux locaux sont réguliers; en 

effet, si x EX' est un point fermé, alors le schéma obtenu en éclatant 

x dans X' est fini sur X' et a même corps de fractions, donc c'est X' , 

donc l'idéal maximal est principal (propriété universelle de l'e-

claté); soit t un générateur de l'idéal maximal de alors on 

sait que H(1)(A/tA) ~ H(A), donc H(A) ~ 1/(1-T), car A/tA est un 

corps, donc A est régulier. Puisque p: X' -->~x est fini, donc affine, 

et birationne·l le faisceau quotient C = QX, IQX est un QX-module de lon

gueur finie et son support est donc composé d'un nombre fini de points fer

més. Puisque X' est régulier, ce sont les seuls points de X qui peuvent 

être singuliers (c'est-à-dire 0 -X,x 
non régulier) et ils le sont effective-

ment, sinon 0 -X,x serait intégralement clos et par suite la fibre de C en_x 

serait nulle car le passage à la cloture intégrale commute à la localisation 

(cf. Samuel et Zariski). 

Considérons p
1 

: x
1 
~ X obtenu en éclatant le sous-schéma 

fermé réduit de X dont l'ensemble sous-jacent est formé des points singu

liers de X. Alors x1 est fini sur X car la fibre de p 1 en un point 

singulier est le schéma projectif attache à une algèbre graduée dont la se-

rie de Poincaré a un pole d'ordre au point T = 1, car 0 -X,x est de 

dimension 1. Il en résulte des inclusions Qv C Qv CO,; en chaque point 
A A

1 
-x 

singulier de X, le quotient 

serait principal, donc 0 -x,x 

0 /O est non nul car autrement 0 -x, ,x -x,x -x,x 
régulier comme on a vu. Par suite la longueur 

de QX,!QX est strictement inférieure à celle de QX1 /Qx• Comme X' est 
1 
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évidemment le normalisé de x,, en répétant la même opération pour x,, ce 

qui donne un x 1-schéma x2 ' 
puis pour x2 etc ..• on trouve X = X' n 

pour n assez grand ce qui assure que X est régulier. En conclusion n 

Proposition 1.10. Soit X un schéma noethérien intègre de dimension 1 

tel que le normalisé X' de X soit fini sur X. 

(i) le lieu singulier de X se compose d'un nombre fini de points 

fermés. Soit X le sous-schéma fermé réduit de X correspondant et soit 
s 

XÂ le schéma obtenu en éclatant X 
s 

( ii) XÂ satisfait aux mêmes 

X par 
,, 

x0 = X, X = recurrence par 
n n+1 

dans X. 

hypothèses que 

XÂ 
n' alors pour 

X = xn+1 et X est régulier et c'est le normalisé n n 

X et si l'on définit 

n assez grand, on a 

de X. 

Remarque 1.11. On peut obtenir X' à partir de X en éclatant le conduc-

teur, c'est à dire l'annulateur de .Q.x,/.Q.x; c'est un exercice facile laissé 

au lecteur qui prendra garde toutefois que l'hypothèse que X' est fini 

sur X est ici encore essentielle car autremént le conducteur est nul. 

Elle est satisfaite si X est de type fini sur un corps ou encore si X 

est le spectre d'un anneau local complet. Sur ce sujet, voir [ EGA rv 7,6.J 

et les bons auteurs. 
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§ 2~ Critère de platitude normale de Hironaka. 

Définition 2. 1. Soit Y un sous-schéma fermé d'un schéma .localement noethé-

nen X. On dit que X est normalement plat le long de Y au point ~ E Y 

si le cone normal Cy(X) est plat sur Y au point ~. On dit que Y est 

permis pour X au :point ~ E Y si~ .de plus, Y est régulier au point 

~ , c'e.st à dire si l'anneau local O:y~~ e:st régulier~ 

Théorème 2.2. Soit ~ un point d'un sous-schéma 1'ermé y d'un schéma 

localement noethérien X. On suppose que y est régulier au point ~. Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est normalement plat sur y au point •ç; ., 

( ii) T~(Y) est contenu dans le f'aîte F~(X) de Ct;(X) et le 

morphisme naturel Ct;(X) > Cy(X)(~) dont le but est la fibre en ~ de 

induit un isomorphisme 

2.2.1. Supposons que X soit régulier au point t;, alors les deux conditions 

sont satisfaites, nous laissons au lecteur le soin de le vérifier en choisis

sant convenablement un système régulier de paramètres. Par ailleurs, chacu-, 

ne des trois conditions se vérifie après pas.sage à l'anneau local. QX,f;' on 

peut donc supposer que X est le spectr.e d'un anneau local noethérien A 

et que Y = Spec (A/P) , où A/P = B ~st régulier. ~n remplaçant A par son 

complété A , B est remplacé par le sien B~ qui est encore régulier. 

·Par platitude de A sur A et de B sur B, la condition (ii) n'est pas 

affectée par le passage de A à A; par fidèle platitude de B sur B, il en 

est de même de la condition (i). Autrement dit, on peut supposer que A 

est le spectre d'un anneau local complet., lequel., par le théorème de struc

ture de Cohen est quotient d'un anneau local complet régulier et pour prouver 
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le théorème, on peut donc supposer que X est un sous-schéma fermé d'un 

schéma régulier Z. On a alors deux carrés commutatifs dont celui de droite 

est cartésien par construction 

cyl (ç) 

p Ty(Z)(~) 

Par ailleurs, il est immédiat que la flèche p induit un isomorphisme 

T~(Z)/T~(Y) > TY(Z)(~), c'est d'ailleurs la condition (ii) pour Z. 

En conséquence, la condition (ii) pour X signifie que le carré de gauche 

est cartésien d'où le corollaire suivant. 

Corollaire 2.2.2. Sous les hypothèses du théorème, si X est un sous-sché-

ma fermé d'un schéma régulier Z, la condition (ii) équivaut à 

(ii,bis) le carré 

cr Cy(X) 

TL) T~(Z) 

est cartésien. 

2.2.3, Pour voir que la condition (ii bis) est bien celle qui figure 

dans le mémoire de Hironaka de 1964, supposons que Z = Spec(R), avec R 

local régulier, que P soit l'idéal définissant Y, J celui qui définit 

X et M l'idéal maximal. Alors le carré ci-dessus correspond à un carré 

de morphismes d'algèbres graduées 

grM(A) grp(A) 

m grI(R) ~<--u-grl~R) 
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et le noyau grM(J,R) (resp. grp(J,R)) de m (resp. p) n'est autre que 

le gradué associé à J pour la filtration induite par la filtration 

M-adique (resp. P-adique) de R. Comme m et p sont surjectifs, la 

condition (ii bis) signifie donc que grM(J,.R) est engendré par 

u(grp(J,R)). Or, il est immédiat que u(grp(J,R)) est formé des M-formes 

initiales des 

Donc (ii bis) signifie qu'il existe un système de générateurs ~,, •• ,~m 

de grM(J ,R), minimal et ordonné par degrés croissants s1 on y tient, tel 

que, pour chaque i , il existe f. E J 
1. 

avec et 

( ii ter)· il existe une base standard ( f 
1

, ... ,fm) de J telle 

que vM(fi) = vp(fi), 1 < i < m. 

Pour démontrer le théorème, il nous sera commode d'en donner 

une version un peu plus générale (2.4) précédée de quelques préliminaires. 

2,3, Modules bifiltrés. Soit R un anneau local noethérien, M son 

idéal maximal et PC M un idéal. Un R-modulé bifiltré E est un 

R-module muni d'une filtration P-bonne (E' ) et d'une filtration M-bonne 
n 

(E" ) telles que E'CE". On dit que E = (E' ,E") est harmonieux si, n n n 

pour tout n, on a E" = E Mp-iE!. Par exemple, si E' et E" sont les n i 1. 

filtrations P-adique · et M-adique, alors E est harmonieux. Un module 

bifiltré est dit libre s'il existe une base e
1

, ••• ,ep et des entiers 

n(1), ... ,n(p) tels que et E" = E Mn-n(i)e .• On a un 
n 1. 

morphisme naturel 

( 1 ) gr(E') = !' ----E" = gr(E") 

compatible avec le morphisme 

(2) 

et l'on prouve aisément le lemme suivant : 
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Lemme 2.3.1. Si E = (E', E") est un R-module bifiltré, les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

jectif 

(i) E est harmonieux 

(ii) le morphisme E'~ R" --,>.-. E" induit par 
- R'-

(1) est surjectif 

(iii) il existe un module bifiltré libre L et un morphisme sur

p : L --->,... E tels que les deux filtrations de E soient quotient 

de celles de L. 

2,3,2, Avec les notations de (iii), le noyau K de p est alors muni 

des deux filtrations (K' ,K") induites par celles de L, ce qui donne deux 

suites exactes pour les gradués correspondants 

(3) o--- .... K' ---,>.-. L' ---.-.E' ---,>.-. 0 

(4) 0 --->~ K" --->- L" --->- E" ---~ 0 , 

mais on prendra garde que K n'est pas nécessairement harmonieux. Notons 

enfin que si E est muni d'une filtration P-bonne E', il existe une 

unique filtration M-bonne E" telle que (E', E") soit harmonieux. 

2,3,3, Si P est premier, par localisation en P, le module P-filtré E' 

donne un module FRF-filtré noté ~, ce qui permet, puisque PRP est 

l'idéal maximal de RP' de former la série de Poincaré 

(5) 

où conformément à nos conventions, E' = E' /E' =-F,n P,n P,n+1 est aussi le 

localisé en P de E' = E'/E'+,· Par ailleurs, puisque E" est muni -n n n 

d'une filtration M-bonne, on peut également former la série de Poincaré 

(6) H(E") = l: Tn rang(~_), E_" = gr(E"). 

Lemme 2.3.4. S.; E. -- ( E 1 ,·E Il ) t R d 1 b . f. lt ,, p ~ es un -moue i i re, avec premier, 

on a 
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Il suffira de prouver que, pour chaque n, il existe une filtra-

tien M-bonne (E')" p;;,,, 0 sur E' telle que l'on ait -n p' , -n 

car on a pour chaque n, 

(3) (E')" = image de E' n E" p;;,,, o. 
-n p n n+p' 

On obtient bien une filtration exhaustive car E' CE" de plus 
n n' ' 

c'est une filtration M-bonne, car c'est la filtration quotient de la fil-

tration induite par E" sur E', décalée de n. Pour prouver 
n 

(2), il suf-

fit de montrer que les deux séries sont congrues modulo TN+1 pour tout 

N;;,,, O. Or, par exactitude du passage au gradué associé, on a 

(4) H(E") = H((E' )") + N+1 Tn H ( ( E ' ) " ) -n , 

où (EN+1)" désigne le module EN+1 muni de la filtration induite par 

E". Comme H ( ( E 1 ) 
11

) = 0 mod 
N+1 

TN+1 d'où , la 

conclusion. 

2.3,5. Sous les hypothèses de (2,3.4), si !' est plat sur R/P, en 

sorte que cnaque E' 
-n 

est plat de type fini, donc libre, on a 

ou encore, si R/P est régulier 

Lemme 2.3,6.(Semi-continuité faible). Si R est régulier, si R/P est 

régulier de dimension d et si E = (E',.E") est harmonieux, alors 



2.3.7. On raisonne par récurrence sur d et l'on introduit un idéal 

Q tel que PCQCM et R/Q régulier de dimension 1. On intro-

duit la filtration Q-bonne E"' telle que (E' ,E"') soit harmonieux. 

Par localisation en Q, on trouve ainsi un module bifiltré harmonieux 

par l'hypothèse de récurrence, on a ainsi 

t ·1 t ' H(2)(EQ"') ~ H(1)(E"), e 1 res e a prouver que ~ 

c'est à dire à traiter le cas où d = 1. On introduit alors une suite 

exacte de modules bifiltrés 0---➔ K >L >E >o 

où L est bifiltré libre, comme dans (2.3.2). Comme L' est plat sur 

R/P, c'est à dire sans torsion puisque R/P est régulier de dimension 

1, il en est de même de K' et en vertu de (2.3.5(2)) (qui ne suppose 

pas que le module soit harmonieux), on a H(1)(K") ~ H(2 )(Iq,) et puisque 

1' on a évidemment H ( 1 \ L") = H ( 2 ) ( ½?) [ par calcul direct lorsque L = R 

avec ses filtrations P-adiques et M-adiques], on en déduit 

qui donne la conclusion. 
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Théorème 2.4. Soit R un anneau local régulier, soit p un idéal pre-

mier tel que R/P soit régulier de dimension d, soit M l'idéal maxi-

mal de R et soit E = (E' ,E") un R-module bifiltré harmonieux. Les 

conditons suivantes sont équivalentes 

( i) le gradué E' = gr(E') est plat sur R/P 

( ii) le morphisme naturel ~.'~ &" --)➔ E" est un isomorphisme 

2.4.1. Il est clair que (2.2) résulte de (2.4). En effet, on a vu que 

l'on peut supposer que X = Spec (A) où A est local complet, on 



II-19 

représente A connne quotient d'un anneau régulier R et l'on applique 

l'énoncé en prenant pour E l'anneau A muni de ses filtrations P-adi

que et M-adique. 

2.4.2. En conjuguant (2.3,5(2)) et (2.3.6(1)); on voit que si E' 

est plat sur R/P, on a 

( 1 ) H(E") = H(d) (E ) 
p 

Prouvons que (i) ~ (ii). Puisque E est harmonieux, E':o?J R" ~ E" 
- R'- -

est surjectif et pour voir qu'il est bijectif, il suffit de montrer que 

ces deux modules ont même série de Poincaré, c'est à dire, d'après (1), 

que H(!'~ 1~") = H(d)(E:i,}, En choisissant un système régulier de 

de R tel que P = ( z 
1 

, ••• , z ) , le 
.r 

paramètres 

morphisme R' -->+ R" s 'explicite connne le composé 

d'où il résulte que 

Puisque l'on suppose (i), c'est à dire que chaque E' est libre, on a 
-n 

H(!' /M!') = H(Ei,} et par suite H(!'~ ,~") = H(d) (E:i,}, d I où la conclusion. 

2.4,3, Prouvons que (ii) ~ (i). Par hypothèse, on a H(E") = H(!'~ 1~") 

et au vu de (3), on a évidennnent 

(4) 

En vertu du lennne ci-dessous, on a pour chaque n 

(5) 

d'où, en multipliant par Tn et en faisant la sonnne 

et connne (2,3,1) fournit l'inégalité en sens inverse, (6) est une ~galité, 



donc aussi (5) pour chaque n; d'après la seconde assertion du lemme 

ci-dessous, ceci assure que chaque E' 
-n 

est libre, donc (ii) ~ (i). 
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Lemme 2.4.4. Soit F un module de type fini sur un anneau local noethé

rien R d'idéal maximal M. Si r = rang(F/MF), on a 

(1) ~(F) ~ ~(R).r 

et si l'égalité a lieu, alors F est libre. 

Un système minimal de générateurs de F fournit une suite exacte 

O~K~L~F~O, où L est libre de rang r, donc 

H(K') où K' s'obtient en munissant K 

de la filtration induite, d'où la conclusion, car H(K') est positif et 

n'est nul que si K = O. 

2.4.5. Notons que l'on peut toujours représenter E comme quotient d'un 

module bifiltré libre L et s'il en est ainsi, avec les notations de 

(2,3,2), la condition (ii) équivaut à 

(ii bis) (K', K") est harmonieux. 

En effet, on a un diagramme commutatif de R"-modules dont les lignes 

sont exactes 

!'~,~" > f.'~,~11 > f'~,~11 

( 1 ) al bl cl 
0 > K" L" E" ---~o 

où b est évidemment bijectif, où c est surjectif parceque E est 

harmonieux. La condition (ii bis) signifie que a est surjectif, ce qui 

signifie que c est bijectif, qui n'est autre que (ii). 

Corollaire 2.5. Si les conditions de (2.4) sont satisfaites, alors E 

admet une résolution finie par des modules bifiltrés libres telles que les 

différentielles et l'augmentation soient bi-strictes. 
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L'existence d'une telle résolution, non nécessairement finie 

es~ évidente : E est harmonieux, donc quotient d'un module bifiltré libre; 

le noyau R est harmonieux, d'après (2.4.5) et K' est plat sur R/P 

car L' et E' le sont, et l'on recommence. Pour obtenir une telle réso

lution qui soit finie, on prend un système minimal de générateurs du 

module P-filtré E', ce qui revient à prendre un système minimal de géné

rateurs du R'-module gradué ~•; le morphisme P: L ~ E ainsi obtenu 

a la propriété que .!!' /Dl:!,'~ ~• /D~' est un isomorphisme, où D est 1 1 idéal 

~~ + MR' du gradué B.'• On procède de même avec le noyau de p :L ~ E 

etc; une telle résolution est nécessairement finie. En effet, si on la 

note L., par passage aux gradués L! 
-i 

des L., on trouve une résolution 
1 

L' de E' dont les différentielles sont nulles mod. D, en sorte que 

R' L'. /DL! = Tor-:- (E iR/D), donc L. = 0 
-1 -J.. 1 - --i 

si i > dim R, ca.r D est engendré 

par une suite régulière ayant dimR éléments. 

Corollaire 2.6. Soient V 
.,, . 

un espace numerique sur un corps k, 

(I 5,1.1), C un sous-cone fermé de V et Y un sous-espace numérique 

de V contenu dans C. Les conditions suivantes sont équivalentes 

(a) C est noramlement plat le long de Y à l'origine w de V; 

(b) Y est contenu dans le faîte de C 

(c) C est normalement plat le long Y en tout point de Y. 

On a des identifications naturelles et compatibles avec les 

inclusions V= C (V)= T (V), C = C (C), Y= C (Y)= T (Y). Par suite w w w w w 

(a)~ (b) en vertu de (2.2). Si Y est contenu dans le faîte de C, 

alors 
-1 

C = p (C/Y), au sens des schémas, où p: V~ V/Y est la 

projection. Comme le morphisme p est plat, et que Y= p-
1(0'), où O' 

est l'origine de V/Y, on a 

il est clair que (c) ~ (a). 

(b) =? ( c) et 



§ 3. Critère de Bennètt. Croissance de H (X) 
X -

Théorème 3.1. Soient x et y deux points d'un schéma localement 

noethérien X tel que 

dimension d, Alors 

( 1 ) 

XE. {y} = Y et tels que 0 -Y,x soit régulier de 

et pour que (1) soit une égalité il faut et il suffit que X soit 

normalement plat le long de Y au point x. 

3.1.1. L'énoncé ne dépend que de 0 -x,x et l'on peut donc supposer que 
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X est le spectre d'un anneau local noethérien A. Comme dans (2.2.1), on 

peut supposer que A est complet, donc quotient d'un anneau local régulier 

R et en introduisant les filtrations P-adique et M-adique de A (où P 

définit Y et M est l'idéal maximal), on voit que le théorème est un 

cas particulier de l'énoncé que voici. 

Proposition 3.2. Soit P un idéal d'un anneau local régulier R tel 

que R/P soit régulier de dimension d, soit M l'idéal maximal de R 

et soit E = (E', E") un module bifiltré harmonieux! On a 

( 1 ) 

et pour que (1) soit une égalité, il faut et il suffit que E' = gr(E') 

soit plat sur R/P. 

3.2.1. L'inégalité ( 1 ) a déjà été démontrée (2.3.6). De plus, si E' -P 

est plat sur R/P, on a l'inégalité en sens inverse (2.3.5(2)). Il reste 

à voir que si (1) est une égalité, alors E' est plat sur R/P. 

Introduisons une suite exacte de modules bifiltrés 

(2) o--->~K--->~L--->~E---➔➔ o 

où L est bifiltré libre (2.3.2) et les filtrations M-bonnes de 

K,', L' et E' données par 
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( 3) ( K' ) " d K' n K" etc = image e 
-p q p q+p (2.3.4(3)). 

On a évidemment pour chaque p 

(4) MqK' C (K')" C (L')" q;;;i, 0 
-p -p q -p q' 

La seconde inclusion tenant au fait que les filtrations K' et K" de 

K sont induites par les filtrations L' et L" de L. De plus, on a 

pour chaque p 

où l'égalité de gauche est celle de (2,3.4(2)), et où celle de droite 

tient au fait que ~, est plat et que (d+1) 
= H (L'). Donc pour 

-p 

chaque p,les deux filtrations considérées sur L' ont même série de 
-p 

Poincaré et sont donc égales car l'une est plus fine que l'autre. 

Lemme 3.2.2. Si p est un entier tel que 

alors 

(6) (K')" = K' n (L')" q ;;a,, O. 
7l q -p -p q' 

E' -p soit plat sur R/P, 

En effet, les trois termes de la suite exacte O~K'~L 1 ~E'~O 
-p -p -p 

sont alors plats, donc libres, donc la f'iltration M-adique dè K' est induite 
-p 

par celle de L' et (6) résulte de 
-p 

( 4) et ( 5). 

Lemme 3.2.3. Si n est un entier tel que 

p ~ n-1, alors pour tout p ~ n, on a 

(7) ( E' ) " = image de ( L' ) " , q ;;;;,, 0 • 
p q -p q 

E' soit plat sur R/P 
-p 
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Soit aE (E')" il existe aE E' n E" dont a soit la 
p q' p p+q 

classe et il existe b EL" dont p+q a soit l'image. Montrons que l'on peut 

choisir b E L' n L 11 
• Sinon., on peut en tout cas choisir b E L 1 n L" p p+q r p+q' 

avec r maximum et r < p. Soit b la classe de b dans L' · on a --r' 

b E (L') Il t b E K' M . e coIT~e r < p, on a ~· ais comme - r q+p-r .L 
r < p < n, 

d'après ( 3 • 2 • 2) , on a b C (K') Il 
- -r q+p-r et il existe donc C E K n L' n L" r q+p 

dont la classe dans ~·· est b. Par suite, b-c E L;+, et bien sûr 

b-c E L" et comme c E K, 1 1 image de b-c dans· E est celle de b, q+p 

c'est à dire a 1 donc r n'était pas maximum. On peut donc supposer 

que b E L' n L" aur.uel cas la classe de b p p+q' ~ dans ~ appartient à 

(L ')" t d e son image ans --p q E' 
-p 

est ~, ce qu'il fallai·c démontrer. 

3,2.4. Nous pouvons maintenant démontrer que si 

E' -n 
est plat sur R/P. On procède par récurrence sur n, alors chaque 

Supposons que E' 
--p 

soit plat pour p < n-1, en vertu de (7) et (5), la 

filtration M-adique de (~) est égale à la filtration (~)" pour 

p < n; en vertu de (2,3,4(2)), on a donc 

H( 1)(E") = E Tp~1) (E') + E TpH( 1\(E')") 
p<n 7>. p>n -p 

.... ou 

= 

r(E') 
--p 

E 
p<n 

est le rang du module libre E' 
-p 

n+1 (mod. T ) 

(sur l'anneau R/P qui 

est régulier de dimension d) et où t(E'/ME') est la dimension de l'es
-n -n 

pace vectoriel E'/ME' et l'on a également 
--n --n 

= 
p<n 

n+1 (mod, T ) 

où r(~~,P) est le rang du localisé (E') = gr (E') de .â:p'· En comparant 
-r -Pp pP 

on trouve r(E' ) = t(E'/ME') ce qui prouve que E' est plat sur 
-P,n -n -n ' -n 

R/P, ce qui prouve le théorème. 
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Corollaire 3,3, Soient x, y et z trois points d'un schéma localement noe

thérien X tels que xE {y}= Y et yE {z} = Z. On suppose que Z et Y 

soient réguliers au point x. Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) X est normalement plat le long de Z au point x 

(ii) X est normalement plat le long de Y au point x et X 

est normalement plat le long de Z au point générique y de Y. 

En effet, si d = dim Oy et e = dim 2n , on a - ,x -~,Y 

et par le critère numérique, la condition (i) signifie que les termes extrê

mes sont égaux, cependant que (ii) signifie que les deux inégalités ci-dessus 

sont des égalités. 

Corollaire 3,4. Soit f: X---)➔ Y un morphisme entre schémas noethé-

riens, soit x EX tel que 0 
-X X y' 

soit régulier de dimension d, avec 

y = f(x) et f plat au point x. Alors H (X) 
X 

On peut remplacer X et y par les spectres de 0 -X,x et 0 -Y,y 

ce qui assure que X est fermé dans X et régulier • Comme f est plat y 

en x, on a ex (X) = C (Y) xkXy; où k est le corps résiduel de y en 
y y 

y, donc 

plus, si 

X est normalement plat le long de X , d'où la conclusion. De 
y 

k' est le corps résiduel de y, on a un isomorphisme. 

( 1 ) C (X)~ (C (Y)xkk') x. 1T (X). 
X y k X y 

L'hypothèse de l'énoncé est satisfaite si f est lisse et 

en particulier étale, mais aussi lorsque f est déduit d'un morphisme 

local et plat d'anneaux locaux A--)➔ B tel que ~B = !!}_B, car la fibre 

de y est alors le spectre du corps résiduel de B. 
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Corollaire 3.5. Soit k'/k une extension de corps qui est finie, 

soit X un k~schéma noethérien et soit X' = X~k'. Soit x' E X' se 

;;;;. H( 1)(X) et l'on a égalité si 
X 

projettant sur XE x. On a 

l'extension k'/k est séparable. 

La seconde assertion résulte de (3.4) appliqué à la première 

projection f:X' ~ X, car f est alors étale. Pour la première, on 

peut supposer que k'/k est monogène, donc k' = k[X] /(p), où p est 

un polynome irréductible. Le morphisme X'~ X se factorise alors en 

( 1 ) X' h > X" __ g ___ >~ X, X" = X'~ Spec ( k [X ] ) • 

Soit x" = h(x'). Puisque g est lisse à fibres de dimension 1, on a 

H (X")= H( 1)(X) car x" 
X11 X ' 

est fermé dans 
-1 

g (x). Par ailleurs, 

0 - 0 /p et l'on a donc, d'après (I 3.9), H( 1,)(X');;;;. H ,,(X"), 
-X' ,x' - -x" ,x" X X 

ce qui donne la conclusion. Notons pour terminer que si H(1)(X') = H(1)(X) 
X

1 
X ' 

alors 2 
P fi ~" ,x" et la forme initiale P de p est non diviseur de 

0 dans grm'' (A") C! grm(A)[X] , où 1 1 on a posé A" - 0 m" - m.. - -X" ,x"' - - -x" ,x"' 
A = 0 -X,x et m = m.. • - -x,x 

Corollaire 3.6. Soient k un corps, C un cone sur k(spectre d'une 

k-algèbre graduée de type fini S), F son faîte et soient PC et PF 

les schémas projectifs déduits de C et F. Soit O le sommet de C 

et soit x un point fermé de PC. On a 

( 1) 

et si (1) est une égalité, alors x E PF. Réciproquement, si x est un 

point de PF dont le corps résiduel k' est séparable sur k, alors ( 1) 

est une égalité. 

3.6.1. Introduisons le cone épointé C' = C - {O} et le morphisme lisse 

bien connu 



(2) f: C' --->~ PC. 

Il existe un point fermé x' de C' tel que f(x:') = x et s1. y est l.e 

point générique de la fibre f- 1 (x), on a d'après (3,4) 

(3) 

Si X est un point rationnel, on peut choisir x' rationnel,, en sorte 

que la droite Ox' notée y est un schéma régulier d.e dimens.Î an l tel 

Y' {O} soit égal ... -1 
(3.1(1)), que = y - a f (x). Par on a donc 

( 4) H( 1)(C) = i1l(PC}. De plus, dire que l'on a 
X 1 X 

égalité signifie que C est normalement plat l.e long de Y au point O, 

ce qui dtaprès (2.6) signifie que la droite Y est contenue dans le faîte 

de C, ce qui signifie que le point x' est dans le faîte de C, ce qui 

signifie que x E PF, ce qui prouve le corollaire dans ce cas. 

3,6.2. Si l'extension k'/k n'est pas triviale, avec k' = k(x), intodui

sons le cone C' = Cxkk'. Pour tout point x' de PC' se projette.nt sur 

XE PC, on a 

(5) 

la dernière égalité provenant du fait que gr 0 (c) s'identifie à; l'algèbre 

graduée qui définit C. Ceci prouve ltinégalité (î). De plus, si on a 

égalité, x' E PF' ... F' est I.e faîte de C' donc· sa projection on a ou 
' 

appartient ... 
X a PF car F' = Fxkk'. Enfin, si k'/k est séparable, la 

.... prem1.ere inégalité de (5) est une égalité, d'où la conclusion. On peut 

également formuler autrement le même corollaire. 

Corollaire 3,7. Soit x un point fermé d'un cone C sur un corps k, 

soit O le sommet du cone et soit y le point générique du plus petit 

sous-cone Y contenant O et y. On a 
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( 1 ) 

et C est normalement plat le long du schéma régulier Y'= Y - {O}. 

De plus, si (1) est une égalité, alors x appartient au faîte F 

de C. Si x appartient au faîte de C et si le corps résiduel de x 

est séparable sur k, alors (1) est une égalité. 

Théorème 3.8. Soit x un point d'un sous-schéma fermé Y d'un schéma 

noethérien X. Soit p:X' ~ X l'éclaté de X de centre Y, soit x' 

un point fermé de X'= p- 1(x), on suppose que 
X 

y est permis pour X 

au point 

Alors 

( 1 ) 

x, en sorte que X' 
X 

s'identifie à Proj(C), où 

et si (1) est une égalité, alors 

(i) x' E Proj(F), où F est le faîte de C. 

C = C (X)/T (Y). 
X X 

De plus, si X est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier Z, 

si P:Z' -->~ Z s'obtient en éclatant Y dans Z, alors 

(ii) X' est transverse à 
-1 

p (x) = Z' 
X 

dans z. 

(iii) si l'extension résiduelle k(x')/k(x) est séparable la 

conjonction de (i) et (ii) assure que (1) est une égalité. 

3.8.1. Posons déjà d = dim(O~ ) 
-J.,X 

et montrons que 

(2) H(d+1) (X'). 
X 1 X 

D'après (r.3.9), il suffit de prouver que l'idéal qui définit 2.x, ,x' 
X 

dans 0 
-X' ,x' peut être engendré par 

le diviseur exceptionnel 
-1 

X' = p (Y) y 

d+1 éléments. On sait que 

est un diviseur (sic) et par 

ailleurs, l'idéal maximal de QY,x peut être engendré par d éléments, d'où 

la conclusion. Si X est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier Z, alors 



X' =-Z' n X' et Z' est un sous-schéma régulier de codimension d+1 
X X X 

de Z'. En ce cas, dire que (2) est un.e égalité signifie que X' et 

Z' sont transverses dans Z' (I 6.6) ,. autrement dit,. (ii} ûgnif'ie 
X 

que ( 2) est une égalité. 
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3~8~2. Puisque Y est permis (c'est à dire régulier et X normalement 

plat sur Y au point x), on a un isomorphisme 

( 3) -- C (X)/T (Y)=- C 
X X 

et c.omme X~ s'identifie à Proj(CyCX)(x)) - Proj(C:), on a aussi d'après 

(3.6) l'inégalité 

(4). H(~)(X')~Ho(l)(c). 
X X 

Par ailleurs, H(d)(C) = H (C (X))= H (X) 
0 0 X X 

car 

numérique de dimension d et la conjonction de 

( 1) car 

(5) 

Notons au passage que si d ;;;;,, l ,. on a même 

(6) H 
1 

(X') ~· H (X). 
X X 

T (Y) est un espace 
X 

( 2) et ( 4) assure 

qui assure 

Si (1) est une égalité, il en est de même de (2} et (4}, ee 

( i) et ( ii). Réciproquement, si l'extension rés·iduelle est 

séparable et si on a (i), alors (4) est une égalité par (3.6) et 

l'on a vu que (ii) implique que (2) es.tune égalité, ce qui achève la 

démonstration. Notons pour terminer que Iton a un énoncé analogue même 

si x' n'est pas supposé fermé dans sa fibre,, obtenu en considérant les 

points fermés de l'adhérence de. x' dans X' et en utilisant 
X 

théorème suivant. 

le 
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Théorème 3,9, Soient x et y deux points d'un schéma noethérien X .• 

On suppose que x E {y} = Y, que 0 -Y,x est de dimension d, et que 0~ 
-A,X 

est universellement japonais (EGA IV 7,7). Alors on a 

( 1 ) 

3,9.1. On peut supposer que X= Spec(O~ ). En considérant une chaine 
-A,X 

maximale d'idéaux premiers emboités de 0 on peut supposer que -Y,x' d = 1, 

(l'hypothèse n'est pas détruite car un localisé d'anneau universellement 

japonais en est un autre). L'inégalité a déjà été démontré si Y est régu

lier (3,1(1)), on va se ramener à ce cas en faisant une suite d'éclatements 

dans X de centre le point fermé, ce qui, au bout d'un nombre fini de pas, 

remplace Spec(Oy ) 
- ,Y 

par un schéma régulier (1.10), car Oy est japo-
- ,Y 

nais, donc son normalisé est fini sur lui. A chaque pas, si Xn+1 et 

yn+1 se déduisent de X et y en éclatant le point fermé X n' alors 
n n 

yn+1 est intègre de point 
,,,. ,,,. . 

generique Yn+1 et il existe un point xn+1 

de Yn+1 se projettant sur X et l'on a des isomorphismes n 

0 ~ 0 ~ ••• ~ 0 et 
-X,y -X

1 
,y. -X ,y 

1 n n 

H ( 1) (X) ;.t, H ( 1 ) ( X 
1 

) ;.t, .. ,;.t, H ( 1 ) ( X ) 
x x 1 xn n 

et on conclut en prenant n assez grand pour que 0 -Y X 
n' n 

soit régulier, 

ce qui assure que 

3,9,2, Le théorème de semi-continuité (3,9) et le critère numérique 

(3.1), dûs à Bennett, suffisent à établir l'existence d'une partition 

finie de tout schéma noethérien excellent X, appelée stratification de 

Samuel, telle que la relation d'équivalence associée soit 

\) " 
H (X)= H ,(X), avec 

X X 
~ (X) = H(d(x)) (X) 

X X 
et d(x) = dim(x), 

et dont les classes d'équivalence sont localement fermées. Pour plus de 

détails, voir la thèse de Bennett parue aux Annals. 
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§ 4. Théorème de st-bilitf (Hironaka) 

Je ne connais pas de preuve écrite de ce théorème en car. p > O; 

il est cependant clair que l'on peut le déduire des résultats (beaucoup 

plus précis) de Hironaka (J. M. Kyoto, 1970, p. 151-187). Par ailleurs, 

H. Teissier et M. Lejeune en ont donné une preuve fort simple en géométrie 

analytique complexe. Nous montrons comment la considération du faîte d'un 

cone permet d'étendre cette dernière démonstration en surmontant les 

difficultés dues aux phénomènes d'inséparabilité. 

Théorème 4.1. Soit p : X ~ X 1, n ~ 1, une suite de morphismes de n n n-

schémas et soit, peut chaque n ~ O, un point x E 'x tels que 
n n 

(a) X est un schéma noethérien et p ~ X 
o n n > X 1· n-

un éclatement permis pour n ~ 1, 

est 

(b) p (x) = x 1, n ~ 1, et x est fermé dans sa fibre, n n n- n 

autrement dit, l'extension résiduelle k /k 1 est algébrique finie. Soit n n-

K un corps parfait et soit, pour tout n ~ 0 un plongement a : k ~ K 
n n 

tel que 

on ait 

( 1 ) 

a 1• Il existe un entier n- N tel que, pour anl kn-1 = 

H (X)= 
X n n 

H {X 
1

) et un isomorphisme de cones 
xn-1 n-

C (X )x. K 
X n k n n 

4.1.1. Posons 

(2) 

n ~ N, 

alors, pour p fixé, on a une fonction à valeurs dans les entiers naturels 

n --->~ a , qui est décroissante d'après (3.8(1)), donc constante pour n,p 

n grand et par suite, il existe un entier N(p) tel que 

(3) = H(1) (X ) ( p+1) 
( ) mod. T , pour 

xN(p) Np 
n~ N(p). 
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Introduisons le cone tangent C = C (X ) qui est fermé dans n X n n 
l'espace tangent T = T (X) donc défini par un idéal homogène J 

n X n n n 
de l'algèbre de polynomes s qui définit T n' et le cone C (p) défini 

n n 

dans T par l'idéal J(p) engendré par les éléments de J qui sont n 

homogènes de degré~ p. Soit encore F (p) le faîte de C (p) et f (p) n n n 

sa dimension. Nous montrerons plus bas (4.2) que (3) assure que 

(4) n;;;i,N(p). 

Il existe donc un entier M(p) ;;;i, N(p) tel que l'on ait 

Nous montrerons plus bas (4.2), que ceci implique l'existence 

d'un K-isomorphisme linéaire 

(6) 'ù 
) Tn~ K, pour n > M(p), r : T X K n,p n-1 k n-1 n 

qui identifie C
0

(p)~ K et cn-1 (p)~ K et par suite aussi cn(q)~ K 
n-1 n n 

et cn_,(q)~ K pour q < p, par définition même des idéaux J (p). 
n n-1 

En posant 

(7) C(p) = CM( )X,, K, les r , pour 
p "'M(p) n,p 

M(p) < n ~ M(p+1), induisent, par extension des scalaires et composition, 

des isomorphismes 

(8) 
'ù 

r(p) : T(p) --> T(p+1) avec r(p)(C(p)) ::> C(p+1). 

En identifiant les T(p) grâce aux r(p), on en déduit une suite 

décroissante de sous-schémas fermés d'un espace numérique sur le corps K, 

qui est donc stationnaire. Autrement dit, il existe un entier 

l'on ait 

(9) H ( C ( p + k) ) = H ( C ( p ) ) pour k ;;;i, 0. 
0 0 

p tel que 
0 
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Il reste àmontr-er que C = c· (p ) pour n. ~· M(p. ) , ce qm: prou-
n n o · o. 

vera à la fois la constance de H(c· ) = H (X ) pour n ~ M(p ) e-t 1.1·exis-
n x n a 

n 
tenc:e de• 1 1 isomorphisme (4.1 ( 1)) grâc.e à- (6). Comme C . CC (p. ) par 

n. n o. 

définit.ion,. o,n a H(C ) ~ H(C (p ) ) = H(C(p. ) }, et il sufTit: de prouve-r que 
· n n o o 

Pour tout: q ~ p ,- on a. H( 1) (C ) ~ H( 1 ) (C(n )), (m:crd"' T.4+1 ): par quoi l'on · - o n .i::,a · 

entenâ. 1 1 Ïnégalité des c:o.e-f.ficients de T
8 

dan:s:: cr:es:: delllX. s,êr:iies, p.our s <;; q. 

Soit m un entier,. m ~ n, m ;;;.i: M( q). Alors' on. a :: 

où le· signe T
q+1 

désigne 1 'égalité mod. ·.. , d'où la; conclusion. 

Proposition 4 •. 2. Soit x un point d"un schéma noe-thê-rien X, soit 

p:X'---x un éclatement de centre Y permis au point x et soit x' 

un point fermé de X' = p- 1 (x). Soit un entier 
X 

( 1) H (X) = H , (X') 
X X 

N+î 
(mod. T ). 

On a 

(2) dim F. (X)(N} ;;;.i, dim F , (X') (N) 
X X 

N ;;;.i, 1 tel que 

où F (X)(N) est le faîte de G (X)(N), (I 6.8.2(3')). De plus, si (2) 
X X 

est une égalité, si k' et k S'Ont les corps: résiduels des, points x' 

et X et si K est un corps parfait contenant k' ,, on a un K-isomor-

phisme d'espaces numériques 

(3) 
1\., 

) T (X)x. K 
X .le 

qui induit un isomorphisme de cone.s 

(4) 
1\., 

4. 2. 1. Il suffit de trouver un isomorphisme ( 4), c I est à- dire un isomor

phisme entre les algèbres graduées correspondantes:, car:- ce dernier induit 

un isomorphisme entre leurs composantes homogènes, de· degré lequel induit 
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un isomorphisme (3), qui à son tour induit l'isomorphisme de canes dont 

on est parti. Par localisation, complétion et en appliquant les théorèmes 

de Cohen, on peut supposer que X est un sous-schéma fermé d'un schéma 

régulier Z et considérer 1' éclatement P : Z' ---)+ Z de Z de centre 

Y dont X' est un sous-schéma fermé (cela n'est pas indispensable mais 

commode pour l'exposé). Comme dans la preuve de (3,8), dont (4.2) n'est 

qu'un raffinement, on introduit les canes 

( 1 ) C = C (X)/T (Y) "' Cy(X)(x), C" = Cx. k' , on pose X" = X'x k' x x .k xk 

et on introduit un point x" de X11 se projettant sur x' et rationnel 

sur k'. D'après (I 3,9), (3,5) et (3,7), on a 

(2) H(1)(X') ~ H(d+2)(X') ~ H(d+2)(X") ~ H(d+1)(C") 
x' x' x x" 0 

= H( 1 ) (X) 
X ' 

... d = dim OY . En vertu ou de (4.2(1)), comme ( 1 - T) a = 1 + .•• , on en tire 
- ,Y 

(3) H , (X') = H(d+1) (X') (mod. TN+1) 
X X 1 X 

(4) H (X 1 ) = 
X 1 X 

H (X") x" (mod. TN+1) 

(5) H(1)(X") = H (C") (mod. TN+1). 
x" 0 

Lemme 4 .• 2. 2 . On a 

( 1 ) dim F 1 ( X ' ) ( N) . ~ dim F , ( X ' ) ( N) +d + 1 
X X X 

et si (1) est une égalité, il existe un espace numérique A de dimension 

d + 1 et un K-isomorphisme de canes 

(2) 
I'\., 

Puisque X' = Z' n X' 
X X 

et que Z' 
X 

est régulier de codimension 

dans Z' qui est lui-même régulier, la relation (4.2.1(3)) permet 

d'appliquer le "critère m:unérique de transversalité tronqué" ( I 6. 9) qui 

assure : 

d+1 
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(3) C ,(X')(N)n T ,(Z') = C ,(X')(N), 
X X X X X 

qui entraine évidemment F ,(X')(N)nT ,(Z') CF ,(X')(N) 
X X X X X 

(Cela se 

voit sur les foncteurs représentés sur les faîtes). Comme la dimension 

d'un raite est le rang de l'espace vectoriel d-e ses points à valeurs dans 

un corps parfait, par exemple K, on en tire ( 1) t.rivialement. Posons 

C: C (X' )(N)x. K 
X 1 k 1 

' 

T' = T (Z' )x. K en sorte que C' = C n T' et notons 
X 1 X kt 

D et D' les 

directrices de C et C'. Comme K est parfait D et D' sont les 

schémas réduits sous-jacents aux faîtes F et F' de C et C' et si 

(1) est une égalité, on a donc dim D = dim D' + d + 1, car la formation 

du faîte commute à l'extension du corps de base. Raisonnant comme dans 

(I 6.9.3), on en déduit qu'il exite un espace numérique A de dimension 

d + 1, / 
• • I'\, > 1 • par exemple D D', et un isomorphisme CxA --7~ C , ce qui prouve 

le lemme. 

Lemme 4.2.3. On a 

( 1 ) dim F 1 (X' )(N) ,.;; dim F 11 (X") (N) 
X X X 

et si (1) est une égalité, alors on a un isomorphisme 

(2) C 1 (X') (N)x. 1 K 
X X k 

On choisit un système de générateurs de l'extension finie k'/k, ce qui 

donne k 1 = k /(p 1, ••• ,p ·), k = k[X 1 , ••• ,X] et l'an considère le 
o r o r 

diagramme ci-dessous, où, par définition, les carré.s sont cartésiens 

Z' z Z" 

r a 
îo 

b I .. (3) X' < X 

!X 10 ! Spec(k)< Spec(k) < Spec (k'). 0 
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Puisque Z~ = Proj(Ty(Z)(x)) est lisse, Z est régulier et Z" est 
0 

régulier de codimension r dans Z
0

• Puisque X"= X
0 

n Z" et que a 

est lisse de dimension relative r, on a 

(4) 

et,en vertu de (4.2.1(4)), on a donc 

(5) H (X ) = H(r) (X") (mod. TN+1) 
x" o x" 

et puisque a est lisse à fibres de dimension r 

(6) 

Raisonnant comme plus haut pour le passage de X 
0 

à X", on en tire 

(7) dim F , (X' ) ( N) = dim F 11 ( X ) ( N) - r ~ dim F 11 ( X" ) ( N) , 
X X X O X 

ce qui prouve l'inégalité (1). De plus, si (1) est une égalité, il en 

est de même de (7); en posant 

D
0 

et D1 les 

directrices de C
0 

et c1, on voit comme dans (I 6.9~3) que 

C
0

/D
0

"' c1/D
1

• Si on pose C' = C (X')(N)x K /et si on note D' sa 
x' x k' 

directrice, il résulteimmédiatement de 

tire alors 

( 6) 

( 8 ) C ' "' ( C ' /D ' ) xD ' "' ( C /D 1 ) xD 1 "' C 1 , 

que C'/D' "'C /D, on en 
0 0 

car il est immédiat que D' et D1 ont même dimension car ce sont les 

espaces réduits sous-jacents aux faîtes de C' et c1. Le lecteur aura 

noté que, ici comme plus haut, la difficulté tient au fait que C' n'est 

pas nécessairement isomorphe à (C'/F')xF où F' est le faîte de C'. 

Lemme 4.2.4. Soit t; un point de C", rationnel sur k' et se 

projettant sur x" par le morphisme lisse (cone épointé) 

( 1 ) h:C" - {O} ----- X" 



et soit L la droite joignant O et ~. Alors L est contenu dans 

le faîte de C"(N) et on a un isomorphisme 

(2) 
'\, 

C"(N)/L ----+> C 11(X") (N). 
X 
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Puisque h est lisse de fibre L - {O} au point l;, on a un 

isomorphisme canonique 

( 3) C (X") (N) = 
x" CE; ( C" ) ( N ) /TE; ( L) 

et il suffit donc de trouver un isomorphisme 

(4) C 11 
( N) /L --- CE; ( C 11 

) ( N) /TE; ( L) • 

Nous avons donc besoin d'une amélioration du critère de plati

tude normale d'un cone le long d'un sous-espace numérique (2.6). Soit 

maintenant V un espace numérique sur k' contenant C11 comme sous-

cone fermé, par exemple V= C"(1). On peut choisir les coordonnées telles 

que V= Spec(S), S = k'[u,x 1, ••• ,Xs], l; = (1,0, ••• ,0), en sorte que 

gr
1

(V) = k[u) [,!], gr
0

(V) = k[U,X], grl;(V) = k[W,!_], où W est la 

forme initiale de w = u - 1. Soit J 1 1 idéal homogène de S qui défi-

nit l'algèbre graduée G = S/J de 

idéaux des algèbres 

C" et soient gr
1

(J;S), gr 0 (J,S) 

gr L ( G) , · .gr 
O 

( G) et gr E; ( G) dans et grl;(J,S) les 

gr
1

(v), gr
0

(v) et grl;(V). Considérons également le morphisme naturel 

Soit n le point 
., .,. . 

generique de L. TI'après (3. 7), on a 

H(1)(X") = H (C") = H( 1 \c") et en vertu de (4.2.1(5)), on a donc x" . E; n 

H (C") = H(1\c 11) 
N+1 Puisque la preuve du critère numérique (mod. T ) • de 

0 n 

platitude normale procède par récurrence (3.2.4), on voit que les 

composantes homogènes de degré~ N sont plates sur 
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En fait, en examinant un peu mieux (3.2.4) et la preuve du critère de 

Hironaka (2.4.2), on voit même que l'idéal de gr 0(v) engendré par 

t(gr
1

(J,S)) coïncide avec gr
0

(J,S) en degré~ N. Il en résulte que 

gr
0

(J,S)(N) est engendré par des éléments f
1

, ••• ,fm de degré v
1

, •••• ,vm 

de l'image de t, c'est à dire des éléments f. E k [ X ] • Comme J = gr
0 

( J , S) 
1 -

(car C" = CO ( C") ) , on a f. E J. Par ailleurs, 
1 

est précisément 

l'idéal de L, on voit donc par (I 5,4(iv)) que L est contenu dans le 

faîte de C"(N) et que l'on a un isomorphisme naturel 

(6) 
'\, 

C"(N)/L ---> c1, 

Par ailleurs, les formes initiales des f. au point 
1 

~ ne sont autres 

que les f. 
1 

considérés comme éléments de gr~(V) = k[W,!_]. Comme 

(7) 

deg(f.) = v. ~ N, on a 
1 1 

Un calcul immédiat montre que les séries de Poincaré de ces deux idéaux 

, N+1 • , , s.ont egales mod, T et comme ces deux ideaux sont engendres par leurs 

éléments de degré~ N, ils sont égaux. Comme l~idéal (!_)gr~(V) est 

celui qui définit T~(L) dans T~(V), on en tire par (I 5,4 (iv)) que 

T~(L) est contenu dans le faîte de C~(C")(N) et que l'on a un isomorphisme 

(8) C ~ ( C 11
) ( N) /T ~ ( L) '\, > C 1 • 

On prouve le lemme en conjuguant (6) et (8). 

4.2,5, La preuve de (4.2) est maintenant facile, Notons d'abord que l'on 

a des isomorphismes C (X) "' CxT (X) 
X X 

induisent, par passage à K et troncature à l'ordre N un isomorphisme 

'\, > (C"(N)/L)~,KxJ23, où B est un espace numérique de 

dimension dim T ( Y) + dim L = d + 1 , d'où, en vertu de ( 4. 2. 4) un isomorphisme 
X 
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( 1 ) 

L'inégalité à démontrer entre les dimensions des faîtes résulte donc de (1) 

et des égalités qui figurent dans (4.2.2) et (4.2.3). Si la première 

est une égalité, il en est de même des deux autres, d'où des isomorphismes 

où A est un espace numérique de dimension d + 1 , d'où la conclusion car 

deux espaces numériques de même dimension sont iso~orphes! 
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CHAPITRE III 

Phénomènes spéciaux à la caractérisation p > O. 

Introduction. Aucun résultat substantiel n'est démontré dans ce chapitre. 

Le§ 1 rassemble quelques résultats classiques que l'on trouve par exem

ple dans T. Oda [ 15 ] et dans les notes de Hironaka à Oslo [ 10] • Ensui te, 

on étudie un éclatement permis et deux points se projettant l'un sur l'autre 

avec même série de Hilbert; en fait on se contente de citer la définition 

des "groupes B" et le théorème dûs à Hironaka [ 9] . On en tire quelques 

conséquences simples sans autre ambition que de débroussailler la voie 

pour une étude plus approfondie de la situation qui, à ma connaissance, 

n'a pas encore été menée à bien. 

§ 1. Parties principales, opérateurs différentiels. 

1.1. Parties principales. 

Soit' f:A --->~ B un morphisme d'anneaux. Avec Grothendieck, 

[EGA OIV 16.3], on introduit les morphismes 

( 1) A 
P1 

f > B ? .BJOIAB-!:,.--~ B { ) 1 { ) 1 A{..,.1!1hr) ,, ➔ llll ;;-' , p
1 

x = XII ,p
2 

x = mx, u JUJt.J = xy. 
P2 

et le noyau I de t:,.. On appelle alors partie principale d'ordre n de 

B sur A le quotient 

On convient d'en faire un B-module grâce à l'application p1:B ~ BmAB 

(c'est même une B-algèbre!) et l'on note d~/A le composé 

(3) 

Bien entendu, l'application est A-linéaire mais elle n'est B-linéaire 
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que dans des cas triviaux. Cette construction est compatible avec la loca

lisation, autrement dit, si R et S sont des parties multiplicativement 

stables de A et B telles que f(R) CS, le morphisme naturel 

(4) 

induit un isomorphisme 

(5) 

1.2. Opérateurs différentiels. Conservons les notations de (1.1) et 

introduisons une B-algèbre g:B -->~ C. On appelle A-opérateur diffé

rentiel d'ordre zéro de B dans C une application B-linéaire D:B-->~c; 

ce sont donc les homothéties 

( 1 ) h :B --> C, h (b) = g(b)c, c E C; 
C C 

elles forment un C-module noté Diff
0

(B/A,C/B). On définit par récurrence 

Diff (B/A,C/B) comme l'ensemble des applications A-linéaires D:B n 

telles que, pour tout b E ~, l'application 

(2) ad(b)D = [D,b]: B~C, [D,b] (x) = D(bx) - g(b)D(x), 

appartiennent à Diff 1(B/A,C/B). n-

Par cette définition, on a par exemple 

(3) DE Diff1(B/A,C/B) - Dxy = xDy + yDx - xyD(1), 

ce qui conduit à introduire le noyau 

(4) Diff+(B/A,C/B) de 
n 

Diff (B/A,C/B) n 
> C, D 1 

en sorte que Diff~(B/A,C/B) est formé des A-dérivations 

On fait de Diff (B/A,C/B) un C-module en posant 
n 

(5) (cD)(b) = cD(b), c E C, b E B. 

> D(1), 

de B dans 

>c 

c. 



Comme D est A-linéaire, on a aussi 

(6) (aD)(b) = D(ab), a E A, b E B, 

mais, par définition, les seuls opérateurs différentiels B-linéaires 

sont d'ordre O. On pose 

(7) Diff{B/A,C/B) = u 
n;;;.o 

Diff (B/A,C/B) 
n 

III-3 

et on appelle ordre d'un opérateur différentiel le plus petit entier n 

tel que DE Diff n' on le note souvent IDI . Si h:C > C' e·st une 

C-algèbre et si B D > C D' > C' sont des A-opérateurs différentiels, 

alors D'D est un A-opérateur différentiel et l'on a 

car [D'D,b] = D'Db - D'bD + D'bD - bD'D = D' [D,b) + [D' ,b] D, 

ce qui donne la conclusion par récurrence sur !Dl et ID' 1 • Si 

B = C = C', on peut aussi former [ D,D'] = DD' - D'D et l'on a de même 

( 9) I [ D ,D ' ] 1 Eï;; 1 Dl + l D ' 1 - 1 ' 

car 

(10) [[D,D'] ,b] = [D,[D',b]] - [D',[D,b]] (Jacobi). 

( 11 ) 

Pour simplifier, lorsque B = C, on écrira 

Diff (B/A), Diff+ (B/A) et Diff'(B/A) 
n 

au lieu de Diff (B/A,B/B) etc ••• 
n 

Lemme 1.2.1. On a un isomorphisme de C-modules 

( 1 ) 

On peut invoquer [ EGA r:v 16. 8. 8 ] , ou procéder comme suit. Par 

la propriété universelle du produit tensoriel de modules, pour toute 
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application A-linéaire D:B -->~ C, il existe une unique application 

D':BlmAB -->~ C telle que D(x) = D'(1mx) et telle que D'(zxmy) = z D'{xmy); 

il suffit de prendre D'(xmy) = g(x)D(y). Par ailleurs, si D' correspond 

à D, alors pour tout b E B, 

(2) ad(b)D':BmAB---c, ad(b)D'(xmy) = D'((1mb - bŒ1)xmy) 

correspond à ad(b)D = [D,b] . Or, par définition, dire que 

signifie que, pour tout (x 1, ••. ,xn+ 1) E Bn+1, on a 

puisque est engendré par les 

DE Diff 
n 

ceci signifie exactement que D' est nul sur In+ 1, donc que D' se fac-

torise en l'application n 
d : 'J?B/A --> C que l'on cherche. 

Lemme 1.2.2. Si p est un nombre premier tel que p = 0 dans B, alors, 

pour tout b E B et tout DE Diff(B/A,C/B), on a 

Si lnl ~ pr-1, on a, pour tout b E B 

r 
(2) ad(bp )D = O, 

r 
donc D est A (B p ] -linéaire et en particulier 

r 
(3) Diff {B/A,C/B) r p -1 

= Diff (B/A[ Bp ] ,B/C). 
r p -1 

La formule (1) résulte de (1.2.1(2)) et de la formule du 

binom~ dans BM B· d'où 
A ' 

(2) grâce à (1.2.1(3)), d'où (3). 

Lemme 1.2.3, Soit P un idéal de B. Pour tout opérateur différentiel 

On raisonne par récurrence sur n et lnl avec les conventions 
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habituelles pn = B si n ~ 0 et !ni = 0 Sl. ID 1 < o. Si xE pn+1 
' 

n on a X =} y. z.' y. E P, z. E P , donc 
]. ]. ]. 1 

P1+n-lDI+ Pn-(!Dl-1), Dx =} Dy.z. =) y.Dz. +) [ D ,y. ] z. E 
]. ]. ]. ]. ]. ]. 

d'où la conclusion. 

Exemple 1.2.4. Si k est un anneau et S = k [X] , X = (X.), i E E, est une 
- - l. 

algèbre de polynomes, l'isomorphisme naturel BmAB = k[!,!' J identifie 

l'idéal I de la diagonale à celui qu'engendrent les (X. - X!)' en sorte 
l. ]. 

que les (!' - X)A A E N(E) !Al~ n, fonnent une base de n 
- ' = ' JPS/k comme 

S-module. On a donc des opérateurs différentiels 

( 1 ) D S --> S A E N(E) !Al ~ D d dn 
A: ' = ' ""' n, A = A0 S/k 

(2) ôA B (symbole de Kronecker) 
' 

En posant !!, = !' - !, on voit que DAf est le coefficient de 

lf dans le développement en U de 

(3) 

Si E est fini, les DA de ( 1 ) forment donc une base de 

Diff (S/k), Si E est infini, comme le dual d'une somme directe est le - n 

produit èorrespondant, tout D E.Diff (S/k) 
n 

s'écrit de manière unique 

(4) 

où les xA peuvent être tous non nuls, ce qui n'empêche pas Df d'être 

b].·en de"f1'n1· car dn (f) - ) f (X' -X)B ou' seul un nombre f1'n1· de . ' S/k - ~--- B - ' 

fB sont non nuls, ce qui fait que la somme 

(5) Df =} 
A 

a un sens. Remarque 

une S-algèbre. 

xAdA(d~/kf) =) 

analogue pour un 

A 

DE Diff (S/k,S'/S), où S' est 
n 
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Lemme 1.2.5. Soit K une k-algèbre et soit (x.), i E E, une famille 
1. 

d'éléments de K telle que les dx. 
1. 

engendrent le K-module 

Soit ~i = j
2

(xi) - j 1(xi) E ~K. Supposons qu'il existe des k-opérateurs 

différentiels 

( 1) 

tels que 

(2) 

Alors les classes dans 

forment une base du K-module n 
JPK/k 

des 

et tout DE Diff (K/k) 
n 

de façon unique comme une somme (éventuellement infinie) 

(3) 

s'écrit 

La seconde assertion est conséquence de la première. De plus, 

puisque les dx. 
1. 

engendrent 

gendrent le K-module JP~/k • Pour montrer que ces éléments sont linéaire

ment indépendants, il suffira d'établir que, si l'on note 

l'application K-linéaire telle que on a 

dA(fB) = 1 si A= B et O sinon. Or, ceci résulte de la formule du 

binome dans Kll\:K qui nous assure que 

(4) 

d'où 

(5) 

= XE-A ..... > __ 
C 

d'où la conclusion. 
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Exemple 1.2.6. Le lemme précédent va nous permettre de calculer les 

opérateurs différentiels dans plusieurs cas. 

(i) Si k = F est-le corps premier de caractéristique p > 0 
=p 

et si (x.), i E E, est une p-base d'une extension K de k, on sait que les 
i 

dxi engendrent n~/k et l'on construit les opérateurs DA pour !Al< q=pr 

en notant que Diff 1(K/k) = Diff 1(K/K4 )(1.2.2(3)) q- q- et que l'on a un 

isomorphisme K = Kq[ X] /(x9- - x9"), où X = (X.), i E E, sont des indéter-- i i - i 

minées. Alors, les DA E Diffq_ 1(Kq[!] /Kq) de (1.2.4) s'annule.nt sur les 

(X{ - x{), pour A ; O, donc définissent des DAE Diffq_
1 

(K/Kq) qui satis

font évidemment à la condition (1.2.5(2)) en vertu de (1.2.4(3)). 

( ii) Si k est un anneau et K = k [ [ J.]] un anneau de série 

formelles bati sur k, on pose 

( 1 ) 
B-A 

! ' 

qui est bien un opérateur différentiel d'ordre~ !Al comme on voit grâce aux 

relations de commutations évidentes 

[ DA ,!B ] = - ,_) __ 
A':# 0 

(2) (
B \ B-A' 
AV ! DA-A'. 

Hélas, on ne peut appliquer (1.2.5) car les dx. n'engendrent pas 
i 

mais seulement le module séparé associé. On peut cependant déterminer 

Diff(K/k) et même Diff(K/JF) p 
si k est de caractéristique p > 0 

grâce à (iii) et (1,2.8)(1.2,9), ce qui nous suffira. 

(iii) Nous allons maintenant traiter le cas où S = K [X] , X = (X. ) , 
- - i 

i E E, avec pour K un corps de caractéristique p > O. On prend pour k 

le corps premier 

alors une famille 

la suite exacte 

F , et on choisit une 
=p 

( c. ,X.) i E F, j E E, 
i J 

p-base (c.), i E F, de K. On a 
i 

d'éléments de S et il résulte de 

( 3) 
1 

> nS/K --- 0 

que les (de., dX.) engendrent 
i J 

1 
nS/k' 



D'après (i), on a des opérateurs différentiels 

(4) 

Or tout 

( 5) 

!::.A : K ---,- K, 

D E Diff' (K/k) 
n 

se prolonge en un D1 E Diff' (S/k) 
n 
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en posant 

D'après (1.2.4) ou (1.2.6(ii)) suivant les cas, on a également les opé

rateurs dif'férentiels 

(6) 

d'où le.s opérateurs différentiels d'ordre~ !Al + !BI 

(7) 

ce qui permet d'appliquer ( 1 • 2. 5) car on a tri viaLement 

(8) A'-A B'-B .2.. --x . 

Il en résulte que pour toute S-algèbre 

s'écrit de façon unique 

S 1 , tout D E Diff (S/k,S' /S) 
n 

(9) D = i d D 'D , d E S 1 
• Al+ lBl ~n :A,B AB A,B 

Tadao Oda a remarqué que l'étude de groupe .B de Hironaka (2.2.3) 

est grandement facilitée lorsque .11 on emploie le lemme de 11Taylor". 

Lemme 1 • 2. 7. Soit S = k [ ! ] une algèbre de polynome.s à un nombre fini 

d'indéterminées X= (x 1, •.• ,Xr) sur un corps k d-e caractéristique p> O. 

Soit P un idéal premier de S. Soit f E S et .soit n un entier, les 

conditions suivantes .sont équivalentes 

(i) 

(ii) pour tout D E Diff 1 ( S/F ) 
n- =p on a Df E P. 

1.2.7.1.(i) ~ (ii) résulte de (1.2.3) appliqué à Sp et PSP car, en 

vertu de (1.1(5)), tout DE Diffn_ 1(s/~p) est induit par un 

D' E Diffn-l ( SP/~p). Pour prouver la réciproque, 
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introduisons le localisé R = Sp, son idéal maximal m = PSP et son 

complété pour la topologie !!!_-adique noté P. Par le théorème de Cohen, 

il existe un corps de représentants F CR du corps résiduel K de R 

et un système régulier de paramètres (z 1, ••• ,zs) de R induisant un 

isomorphisme F[[ z]] 1\, > R. D'après (1.2.6(ii)), on en déduit des 

opérateurs différentiels ni'!:..): R ~ R, A E ~s. Introduisons de même 

les n(f) E Diff(S/k) A E Nr une p-base (_c) de k et les 
A ' = ' 

D (~_) E Diff(k/F ) dont le prolongement à S = k [_X] est noté de la même 
A =p 

façon. 

... 
1.2.7.2. Notons i: s > R le morphisme naturel. On a donc 

A Ns Ns i(f) = ) fA'!:.. , AE fA E F. Pour tout BE on a = ' = ' 
n('l:..)(i(f)) 

... 
D(z) · · S ~ R = fB (mod. mR) • mais est un opérateur 

B - ' B oi . 

différentiel d'ordre ~ !BI ' on a donc d'après (1.2.6(9)), 

( 1 ) 

Si on a (ii) pour tout BE ~s 

n~'!:..)(i(f)) E mR, donc fB = O, donc 

tel que !BI < n, on a donc 
... 

i(f) E !!!.~· Par définition de R, 

on a donc f E m~ 

Si l'on suppose de plus que f est additif, c'est à dire que 

r. 
1 

f = _,_) __ c.X~ , la condition (ii) équivaut à 
1 1 

et pour tout DE Diff 1(k/F ), on a n- =p 

D:f E P. 

En effet, (ii) ~ (iii) car il suffit de prouver que la première 

assertion de (iii); or, pour tout 

avec Df = c., donc 
1 

condition de (iii), 

(1.2.6(9)), pour tout 

on a 

r. 
i, il existe DE Diff(S/k), jnj = p 1

, 

r. 
p 1 Inversement, si on a la première 

n, donc d'après 

uA ES, !Al~ n-1, donc Df.E P si on a (iii). 
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Lemme 1.2.8. Soient A un anneau et R une A-algèbre qui est un 

anneau noethérien. Soit I un idéal de R, soit R le complété de R 

pour la topologie I-adique et soit I= IR. L'application naturelle 

( 1) Diff (R/A) >Diff (R/A, R/R), Dl >DIR ,. est un isomorphisme • m n 

Tout opérateur différentiel DE Diff(R/A} est continu car 

D(În) C "'n-lDI I , et comme l'image de R est dense dans R, l'application 

est injective. Inversement, si DE Diff (R/A,R/R), il existe une unique 
n 

A A A A 

( 1 ) 

application additive et continue D: R >R telle que DIR = D. De plus, 

il est clair que ;(În) C În- l Dl. Pour montrer que D est un opérateur 
... +1 

différentiel d'ordre ~ n, il reste à voir que si (x
1

, ••• ,xn+î) E Rn , 

alors F = adx
1 

••• adxn+ 1D = O, ou encore que, pour tout q, on a F(R) c Îq. 

Pour chaque iE(1, n+1], on a x. =a.+ b., a.ER, b.EÎq+IDI et 
l l l l l 

F = ada 1 ••• adan+îD + _) ___ Fj, où chaque Fj est de la forme 
... 

Fj = adc
1

., ,adcn+ 1D, où, pour tout kE( 1,n+1] , chaque ck est égal à 

~ où 

égal à 

à bk avec cette restriction que, au moins, l'un des ck est 

bk. On en tire que F/?) c?-IDI +q+IDI donc F/R) c iq en 
... 

vertu du fait que si G : R ~ R est une application additive telle que 

G(t1) C ?-s, alors, pour tout yE Îr, adyG(t1) c ?-s+r. Par ailleurs, 

ada
1 

••• adan+ 1D est nul car sa restriction à R l'est car D est un opé

rateur différentiel d'ordre~n, d'où la conclusion. 

Lemme Sous les hypothèses de (1.2.7), pour tout 
... 

DE Diff ( S/F ,R/S), n =p 

il existe un unique DE Diff (R/F) 
n =p tel que DIS = D. 

Eri effet, les deux applications ci-dessous sont bijectives 

Diff (R/F ) --> Diff (R/F ,R/R) --> Diff ( S/F ,R/S) n =p n =p n =p 

la première en vertu du lemme précédent et la seconde en vertu de (1.2(5)) 

et ( 1. 2. 1). 
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§ 2. Les groupes de Hironaka [8 ]. 

2.1. Soit V un espace numérique sur un corps k, donc V= Spec(S), 

S = k[X] , et soit ç un point de P = Proj(S). Soit encore 

1T : V' --->~ P, avec V'= V - {O}, le morphisme lisse habituel (cone 

projettant épointé) et soit x EV' tel que 'IT(x) = ç, Il existe TE s
1 

(variable d'homogénéité) qui n'est pas nul au point ç et pour être sûr 

que x soit rationnel sur ç, il suffit d'imposer que T - 1 soit nul 

au point x. Soit encore m (resp. M) l'idéal premier (resp. premier homo

gène) de S correspondant à x (resp. ç). 

Lemme 2.2. Soit FES, soit f = F/Tn et soit m un entier. Les m 

conditions suivantes sont équivalentes 

(i) v (F) ;;.i, m 
X 

( c 'est à dire FE mm ) 
-v,x 

2,2.1. Soit W l'hypersurface de V d'équation F=O et soit Q l'hyper

surface de P d'équation F = O. Le morphisme 1T induit un morphisme lisse 

W' =W - {O} ~ Q et par suite (i) <==> (ii) en vertu de (II 3,4). 

Corollaire 2.2.2. Si FES, on a 
n 

(1) vx(F) = v~(F/Tn) ~ n. 

En effet, si F = ) F At, FA E k, et F B ,; 0, on a DBF = F B,; 0 

et comme DB: S > S est un opérateur différentiel d'ordre !BI = n, 

(1.2.4), si FE mn+1 alors FB=DBFEmn+ 1-n, (1.2,3) ce qui est idiot. 

2,2,3, Pour chaque entier n, on pose 

( 1 ) u = {FE s I v c F /Tn) = n} ç ,n n ç = {FES I FEm.~ } n 4,X 

(2) u = EB ç 
n;;.i,o 

ut" . .,,,n 
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Il est clair que U~ est une sous-algèbre graduée de S et par ailleurs, 

elle satisfait à la condition de (I 5.4.3), autrement dit, si FE Ue"',n 
alors pour tout multi-indice A tel que IAI ~ n on a DAF E uf;,n-lAI • 

En effet, l'application DA est un opérateur différentiel d'ordre 

jAj. Il en résulte que Ut; est l'algèbre des invariants d'un sous-groupe 

de V que l'on appelle le groupe de Hironaka attaché au point 

D'après (1), on peut aussi le décrire comme attaché à un point quelconque 

de V se projettant sur E; et nous adopterons souvent ce point de vue. 

2.2.4. D'après les résultats de (I 5), l'algèbre ut; est engendrée par 

des polynomes additifs homogènes s1,···,se (donc des formes linéaires en 

caractéristique O), que l'on peut supposer 
,. 

degrés croissants ranges par 

et algébriquement indépendants sur k, ce qu'on écrit UE;=k[~] et l'on 

a BE;= Spec(S/(~)S). De plus, pour qu'un sous-cone C de V d'idéal 

homogène I soit invariant par BE; (i.e. B~ contenu dans le faîte de 

C), il faut et il suffit que I = (In k[~] )S, autrement dit que I soit 

engendré par des éléments de k[~], homogènes pour la graduation induite 

par celle de S (I 5.4 (iv)). 

2.2.5. Soit x EV' CV, où V et V' sont deux espaces numériques. On 

a alors deux groupes de Hironaka B (V') et B (V), nous allons voir 
X X 

qu'ils sont égaux. En effet, on peut supposer que V= Spec(k[!,,Y]) et 

que (X) est l'idéal de V' dans V, ce qui met en évidence le fait que 

les Y. 
J. 

appartiennent à U (V), donc 
X 

V'~ B (V). L'algèbre des invariants 
X 

de B (V) dans V' est donc k[ X] n U (V), elle est égale à celle de 
X - X 

B (V') comme on voit en utilisant le fait que l'inclusion V' 
X 

admet une rétraction et en revenant à la définition (2.2.3(1)), d'où 

ce point. 

Par ailleurs, un cone C = Spec G, où G est une algèbre graduée 
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sur un corps k engrendree par G1, est plongé de manière naturelle dans 

V'= Spec k[G 1] et tout plongement de C dans un espace numérique V 

est induit par l'inclusion naturelle V' -->~ V. Comme le faîte FC de 

C ne dépend pas non plus du plongement choisi, l'énoncé ci-dessous peut 

se formuler intrinsèquement B (V') C FC. 
X 

Théorème 2.3. Soient V un espace numérique sur un corps, V= Spec(S), 

s = k(2U , soit x EV, x ~ O, et soit C un sous-cane fermé de V. Soit 

t = dim({x}). On a H(t+ 1)(C) ~ H(1 )(C) et si on a égalité, alors 
X 

encore 

le groupe B est contenu dans le faîte de C. 
X 

Ce théorème, ou plutôt le corollaire ( 2. 4) qm., nous le verrons, 

lui est trivialement équivalent, est dû à Hironaka, c'est le théorème 

IV de [9]. Nous l'admettrons; notons toutefois qu'il est évident si l'ide-

al de C dans V est principal. 

Corollaire 2.4. Soit X un schéma localement noethérien et soit f:X'-->➔ X 

un éclatement permis de centre Y. Soit x' EX' et soit x = f(x'). 

Soit t le degré de transcendance de l'extension résiduelle k(x' )/k(x). 

Soit encore C = C (X)/T (Y) 
X X 

= Cy(X) (x), 

H(t+1) ~ n'est autre que Proj ( C ) • On a x' 

B I est contenu dans le faîte de C. 
X 

en sorte que la fibre 
-1 

X' = f (x) 
X 

H(l)(X) et si on a égalité, alors 
X 

2.4.1. Montrons comment le corollaire résulte du théorème et laissons 

au lecteur le soin de déduire le théorème du corollaire en faisant éclater 

le sommet du cone. Soit d = dim.Q.Y,x' , soit 

X' et soit x" un point fermé de E, on a: 
X 

( 1 ) 

où la première inégalité vient du fait que X' 
X 

E l'adhérence de x' dans 

s'obtient en annulant 
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d+ 1 équations dans X'(II 3.8.1), où la seconde est le théorème de 

semi-continuité (II 3.9), où la troisième est (II 3.7) et où l'égalité 

est conséquence du critère numérique de platitude normale. De plus, si 

l'on a H(t+ 1)(X') = H(1)(X), alors on peut appliquer le théorème (2,3) 
X 1 X 

à 1 1 espace numérique T (X) /T (Y), au cone C = C (X) /T (Y) et à un 
X X X X 

point de C se projettant sur le point x' 

donne la conclusion. 

de X' = Proj (c), ce qui 
X 

Corollaire 2.5. Sous les hypothèses de (2.3), soit encore FC le faîte 

de C. Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) 

(ii) H(t)(FC) = H(FC) 
X 

(iii) B C FC. 
X 

2.5.1. Nous venons de voir que (i) * (iii). De plus, si on note respec-

tivement UFC et U les algèbres d'invariants de FC et de B , alors 
X 

(iii) signifie que UFC CU. Or il existe des polynomes additifs homogènes 

s
1

, ... ,se tels que e = codim(FC,V) et UFC = k[~]. Si on a (iii), on a 

~videmment v (s.)=deg(s.) et d'après le lemme de Bennett (I.3.9), on a. 
X J: 1 

( 1 ) 1 1 
1~i~e 

or on a évidemment 

(2) H( e) (FC) = [ [ 
1~i~e 

H (V) 
X 

qi 
(1-T ) H(V), 

1-T 

d'où l'on tire H(e)(FC) ~ H(e)(FC)H (V)/H(V) = H(e-t)(FC) et comme 
X X 

on a l'inégalité inverse par le lemme de semi-continuité, on a égalité, 

donc (iii) ~ (ii). Bien entendu, (ii) * (iii), 

quant (2.3) au cone FC. 

comme on voit en appli-
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2.5.2. Il reste à prouver que (ii) + (iii) ~ (i). Pour cela, introduisons 

l'idéal premier m du point x de V, le localisé R = S et les filtrations 
m 

( 1 ) 

(2) 

S' = (S )n 
n + 

R"' = m~ 
n 

R" = (S") 
n n m' 

où l'on a posé q. = deg( s.) 
i i 

On a donc 8 1 :::, S" 
n n 

et, puisque V (S.) = q. 
X i i 

(en vertu de (iii)), on a 

aussi R" 1 :J R". Désignons par le même symbole souligné les anneaux gradués 
n n 

associés à ces anneaux filtrés. Pour chaque entier n ~ O, on a une filtration 

(3) 

S" 
-n 

et une filtration m-bonne sur R" 
n 

(S")' = Im(S" n 8 1 ) (R")"' = Im(R" n R"' ) 
-n m n n+m -n m n m+n 

et comme dans (II 3.2.4), on a 

(4) 

(5) 

Ho(V) : H(~') : ) ___ TnH( (~) 1) 

H (V) = H(_R"') =) TnH( (R")"'). X .,___ -n 

Puisque (2_) est une suite régulière dans S, on a 

S" = E9 ( S / ( s ) S ) • EA •, E = ( E 
1 

, ••• , E ) , E • = c 1 ( s • ) , 
-n 1 1 - e i i Aq = n 

(6) 

en particulier, S" 
-n 

est libre sur (S/(2,.)S) = D, [algèbre affine du groupe 

FC ] , et son rang est noté r(S"). Bien sûr, on a R = (S") et comme les 
-n -n -n !!l 

filtrations (3) sont bonnes, on en déduit 

(7) 

(8) 

En multipliant (7) et (8) par Tn et en faisant la somme on 



trouve donc 

(9) 

( 10) 

Mais on a évidemment 

( 11 ) 

car c'est la série de Hilbert-Samuel d'une algèbre de polynomes et 

aussi 

( 12) 

car les s. forment une suite régulière dans S. Donc (9) est une 
i 

égalité, donc aussi (7), pour tout n, ce qui donne 

( 13) 
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En vertu de ( ii), puisque ( 9) est une égalité/, il en est de même de ( 10) , 

(multiplier par (1-T)t), donc aussi de (8) pour tout n, d'où 

( 14) (R")"' = m~" • 
-n m - - n 

2.5.3. Nous n'avons encore rien dit de C. Introduisons l'idéal homogène 

J de C dans V, l'anneau A= S/J et les localisés K = J et 
m 

B = A • 
m 

On munit J (resp. A) des filtrations induites par (resp. quotient de) 

celles de (2.5.2(1)), d'où des modules filtrés J', J", A', A" dont les 

gradues sont désignés par les mêmes symboles soulignés, et des filtrations 

sur J" et A" 
- n -n 

( 1 ) (J")' = Im(J" n J' ) 
-n m n n+m 

(A")'=Im(A"nA 1 ). 
-n m n n+m 

De plus, on a 

(2) 
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En fait, nous allons voir que A" est plat sur (S/(~)S), d'où il résulte 

immédiatement que les extrèmes de (2) sont égaux, d'où l'on déduit comme 

dans ( I 3 • 2 • 3 ) que 

(3) 

d'où l'on tire 

(4) 

où r (A") 
-n désigne le rang du module libre A" 

-n sur l'anneau affine 

S/(~)S du groupe FC. Un raisonnement tout analogue faisant intervenir 

les localisés K et B de J et A et les filtrations induites et 

quotients de celle de (2.5.2(2)), nous donne 

(5) H (C) = H(_B"') =} TnH( (B")"') =) Tnr(B") .H (FC), 
X '--- -n --- -n X 

et la condition (ii) nous donne (i) qu'il fallait démontrer. 

2.5.4. Il reste à prouver que !," est plat sur S/(~)S. Or FC est 

le faîte de C, donc l'idéal J de C dans V est engendré par 

H = J n k [ .ê_] , car k [ ~] est 1 1 algèbre des invariants de FC dans V. 

Mais le morphisme d'inclusion k[~]--:>-,,. S est plat, d'où il résulte 

que A"= gr(~)(S/J) = gr(~)(k[~] /H) @ k[.ê,} (S/(~)S), ce qui donne 

conclusion. 

la 

Remarque 2.6. Appelons strate de Samuel du sommet d'un cone C l'ensem-

ble des x E C tels que t = dim({x}), ce qui 

signifie aussi 

rique contenant C comme sous-cone fermé. Nous venons de prouver que 

la strate de Samuel du sommet de C est aussi celle du sommet de son 

faîte et que x appartient à la strate de Samuel de B , où B 
X X 

est 

le groupe de Hironaka attaché au point x de V. Pour l'instant, la 
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strate de :Samuel n I est qU'une ,partie de C-, on :p.ourrait prouver ..qu'elle 

est f,e:rmée en utilisant .1:es :résultats de ( II 4)., mais nous "allons voir 

miemc" :c'·est .1 'ensemble Bous-j.acent à un so:u:s-gro:q:pe IF .de :F. 

Scholie 2~ T, Boit V = Spec ( S) , S = k [ X] , un -espa;ce numérique sur un 

corps le, soit F un faîte dans V (sous-.con-e :f'.e:rm:é :qui ·est aussi un 

sous-;groupe) -et soit U r'algèbre des invariants ae F:-, c 1 e·st â dire 

l"anneau affine du quotient V /F. On sait que 'U détermine F '.car 

est 1' i.aéal de F dans V.. Par ailleurs,, :soit L . ., :n .;;;;, O,, 1-e k-espac e 
n 

vectoriel des polynomes additifs homogènes .de .degré .n et soit 

L = ID 
n;;;;,D 

L . 
n' L = 0 

n 
S1 n'est pas une :puissanc'e :d-e l'' exposant caracté-

rist·ique p ·de k. -Si 1' on introduit -1"'-endonro.r:phisme 

( 1 ) f:S ---...> .ê,, f(x) = xp, 

et l'anneau usuel k [ .f.] où fa = aPf, a ·E k, ·alors L est un k[f] -modtilce 

à gauche : c'est le module de Dieudonné de V. (-cl' .. [ 5 ~ où [ 15] ) de 1)].us, 

M = Un L est le module de Dieudo1mé du .groupe ·qµoti.ent V/F., on a U-= k[.M],, 

et par sui te, M détermine F. Dans ce qui suit, on, .l'.a.i t agir -sur :S les 

opérateurs différentiels de k (relatif's au corns premier .E ) en leB flai-
r =p 

sant agir sur les coefficients. Si i' E L , les S'etil:s o_pérateurs di.f'Téren
n 

tiels de S d'ordr.e < n qui n'annlilent pas ~ ·sont des combinaisons 

linéaires à coefficients dans S d'opérateurs di:ff'érentiels J)rov.enant 

de k. 

Proposition 2.8. Sous les bypot·hè-ses de (2,T), si k est :un co:r:ps de 

caractéristique p > O, il existe'un faîte IF tel que 

( i) la sous-al,gèbre EU de 'S engendrée ·_par les DF, 

f E M = U n L , D E .Diff 
1 

Ûk) , est l'algèbre des invariants de r F; 
n n ~ · 



(ii) l'espace vectoriel EM = EB 
n>o 

LM, où 
n 

est le module de Dieudonné du groupe quotient V/EF 
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(iii) si (s 1, ••. ,se) sont des polynomes homogènes additifs de 

degrés qui engendrent U, alors les 

engendrent l'algèbre EU et le k[f]-module EM; 

(iv) l'ensemble sous-jacent à EF est l'ensemble des x E F 

tels que H~t(x))(F) = H
0

(F), où t(x) = dim{x}. 

2.8.1. Soit (x~, i E I) une p-base de k sur le corps premier E et .,_ =p 

soit A E ~(r)_ Je dis que l'on a 

(2) 

En effet, si 
r 

q = p est tel que !Al< q, on a 

(3) a =) B a E kq 
B. < q 

a:#-' B ' 
1 

(D {!,) al (!) B-A p = ( ) aB !. ) A 

a,P ~) pB-pA 
( car (!) E g;p) = > X ·B 

ap (~!) pB-pA = ) X B 

= D(!,) \ ap xpB 
pA 6--l-- B-

= D(!,)(aP); 
pA 

Il en résulte que pour tout s ES, on a 

(4) 
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On en déduit que SJ. AE N(I) on a 

(5) D(x) ft 
A 

= 0 si pt f A 

ftD (!,) A 
t BE. N(I) -· SJ. = p B, 

- B ' = 

En effet, le second cas résulte de (4) et le premier tient ... a 

D(!,)(ap 
t t (6} ) = 0 si p f A, a E k, 

A 

démontre écrivant A t 
C. 

t i E I, d'où qu1 se en = p B + C, avec < p pour 
J. 

t t t t 
D (ap) = D (D (ap )) = D (D (a)p) = D (a)p D (1) = O. Il résulte de (4) 

A C ptB C B B C 

que EM est un sous-k [ .f.] -module gradué de L; en effet, s1 s E M et si 
n 

DE Diff 1 (k), alors _fDs = D1 fs, avec D' E Diff (k) C Diff 
1 

(k), n- pn-p pn-

donc fDs E M car fs E M • Par la théorie de Dieudonné, il existe donc np np 

un unique sous-groupe EF de V tel que ™ soit le module de Dieudonné 

de V/EF. Par ailleurs, l'algèbre des invariants de EF étant engendrée par 

EM qui est un sous-espace vectoriel gradué de L; il est clair que EF est 

aussi un cone, donc un faîte et qu'il satisfait aux conditions (i) et (ii). 

2.8.2. Pour prouver que EF satisfait à (iii), il suffit de prouver que le 

k [ .f.] -module M' engendré par les Ds., D E Diff 
1 

(k) ~ est égal à EM. On 
J. qi-

u a évidemment M' C EM et il reste à prouver que, pour touts E M, n = p, 
n/q. n 

et tout DE Diff 
1

(k), on a Ds E M'. Or on a s =) m.s. 1
, m. E k, n- n 1 1 1 

et en particulier m.= 0 s1 n < q., 
J. 1 

On a donc 
n/q. 

Ds = } m. D ( s . 1 
) + ) [ D ,m. J 

~---- J. 1 ~---- 1 

n/q. 
1 s. 

1 

Puisque l [ D ,m. l l 
1 

~ lnl - 1, en raisonnant par récurrence sur lnl , il suffit 

de prouver que les 

peut supposer que 

n/q. 
D(s. 1 ), !Dl < n, appartiennent à M'. Par linéarité, on 

1 

D = nix), A E ~(I), et l'on conclut par (2.8.1(5)). 
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2.8.3. Il reste à prouver que l'ensemble sous-jacent à EF est la 

strate de Samuel du sommet de F. D'après (2.6), pour qu'un point x 

de V appartienne à la strate de Samuel de F, il faut et il suffit que 

où u 
X 

est l'algèbre de Hironaka du point x. Par 

définition de U, si 
X 

s 1, ••• ,se sont des polynomes additifs homogènes 

qui engendrent UF' cela signifie que v (s.) = deg(s.) = q .• Par le 
X 1 1 1 

lemme de Taylor (1.2.7), cela signifie que les Ds., DE Diff 1 (k), sont 
1 qi-

nuls au point x, ce qui signifie que x E EF, d'où la conclusion. 

Remarque 2.9. Si C est un cone, on dira que le groupe EFC attaché 

par (2.8) au faîte FC de C est la strate de Samuel de• C. C'est 

donc un schéma et pas seulement un ensemble et EFC n'est pas néces-

sairement réduit; mais comme c'est un faîte, EFC est absolument irréduc

tible. Puisque (2.8) décrit EFC à partir de FC, il est utile de 

savoir aussi décrire FC à partir d'équations bien choisies de C. 

Proposition 2.10 Soit V = Spec ( S) , S = k [ x
1 

, ••• ,X ] , un espace numé-. r 
/ 

rique sur un corps k et soit C = Spec(S/J) un cone dans V. 

Soient f 1, ••• ,fm des éléments homogènes de J de degrés n(1), .•• ,n(m) 

tels que 

Alors 

( 1) 

(a) n(1) ~ n(2) ~ ••• ~ n(m) 

(b) les· f. engendrent J 
1 

(c) fi est normalisé par rapport à l'idéal (f 1, ••• ,fi_ 1)s. 

(i) si A E exp(J) et !Al < n(i), on a DAfi = O, donc 

f.(X+X') - f. (X') = ~ DAf .• X'A. 
1 - - 1 - 0~ !Al < n ( i ) ; A (/. exp ( J) 

1-

(ii) les DA fi' 0~ !Al < n(i) appartiennent ... l'algèbre a 

des invariants U du faîte FC de C et l'engendrent; ils engendrent 

aussi l'idéal K du faîte FC de C. 
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2.10.1. On appelle exposant d'un polynome homogène f le plus grand indice 

pour l'ordre lexicographique tel que le coefficient du monome correspondant 

soit non nul, on le note exp(f). L'exposant d'un idéal homogène H est 
r . 

l'ensemble exp(H) C ~ des exposants de ses éléments homogènes non nuls. 

Il est immédiat que les classes dans S/H des x!"-, A E Nr, A f;. exp(H) 
- = 

forment une base du k-espace vectoriel S/H. La projection 1r:S -->➔ S/H 

admet donc une section k-linéaire 

est normalisé par rapport à H si 

v:S/H -->➔ S. On dit que 

f = v1r(f); si f = _) __ 

signifie que f = 0 
A 

si A E exp(H). Prouvons maintenant (i), où 

DA désigne comme toujours lbpérateur différentiel de (1.2.4). Si 

DAfi = .._} __ 

B Ef{ 

Si IAI < n(i) et si A E exp(J), en vertu de (a) et (b) on a 

A e exp(f 1, ••• ,fi_ 1)s, donc A+B e exp(f 1 , ••• ,fi_ 1)s, donc fi,A+B = O, 

donc DAfi = O. La formule (1) n'est autre que la formule de définition 

des DA' compte tenu du fait que f. est homogène. 
J. 

2.10. 1 Identifions S©kS à 

de X!. Puisque les 
J. 

k [ !,!1 et notons , . la classe dans 
J. 

,A, A f;. exp(J) forment une k-base de S/J, 

les ,A, Ai exp(J) forment une base du S-module S©k(S/J) et d'après 

(1) on a: 

(2) 

où ·c1 

c1(f.(X +X'))= c1(f.(X + X') - f.(X')) -J. - - J. - - J. - .__ _______ _ 

désigne la classe dans S©k ( S/J). Puisque les 

A<n( i), A fi. exp(J) 

f. engendrent J, 
J. 

d'après (I 5.3.1), on sait.donc que les DAfi, !Al < n(i), 1 < i < m, 

engendrent l'idéal K. Montrons maintenant que pour i fixé, les DAfi' 

IAI < n(i), appartiennent à l'algèbre des invariants U de FC. Soit 

C. le cane d'équations f. = O, soit FC. son faîte, K. l'idéal de celui-ci 
J. J. J. J. 
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et U. son algèbre d'invariants. D'après ce qu'on vient de voir, les 
1 

i fixé, engendrent K., donc 
1 

K. C K. Par ailleurs, 
1 

puisque l'idéal de C. 
1 

est principal, il est immédiat que f. EU. CU 
1 1 

et enfin, puisque U est stable par dérivation (I 5.4.3 ,5.5), les 

DAfi' !Al < n(i), appartiennent à U. Soit U' la sous-algèbre graduée 

de U qu'ils engendrent. On vient de voir que U'S = K et l'on sait que + 

U+S = K. Par fidèle platitude de S sur u, on a donc U~U = U+' d'où 

l'on déduit par récurrence sur le degré que U' = U, d'où la conclusion. 

Remarque 2.11. A tout faîte F d'un espace numérique V, on a donc 

associé deux faîtes EF et ~, où EF est la strate de Samuel de F 

et où BF est le groupe de 'Hironaka du point générique de F. Ces 

opérations conservent les inclusions : pour EF, cela résulte de (2.8(ii)) 

et pour ~' cela résulte du fait que si x est spécialisation de y, 

alors U CU, donc B ~B. De plus, d'après (2.3), on a ~ E F CF y X y X 

et d'après l'implication (iii) • (ii) de (2.5) on a x E E ~F, où 

x est le point générique de F, car 

( 1 ) 

En résumé on a des immersions fermées 

(2) E F C ~ E F CF, 

avec le commentaire évident qu'un groupe de Hironaka H est le groupe 

de Hironaka du point générique x de sa strate de Samuel [ comme dit 

ODA [ 15 ] , « x is the most generic point such that H = B >>] et aussi 
X 

est un groupe de Hironaka si, et seulement si, on a B E F = F • 

Le module de Dieudonné EM de V/EF est décrit à partir du module 
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de Dieudonné M de F par (2.8(1)) LM= ©LM 
n;;.o n 

avec 

(3) LM = { Df 
n 

f E M, DE Diff 
1

(k)}: 
n n-

je dis que le module de Dieudonné 

BM= EB BM 
n ~ 0 - n 

BM de V/].F est décrit par 

avec 

(4) ~n = { f E Ln I pour tout DE Diffn-i (k), Df E ~} où 

RTvt = œ-RM 
n;;. 0- n 

avec 

(5) RM ={sEL 
- n n 

r r avec f s E M } • 
- r 

il existe 
np 

Notons d I abord que RM est un sous-k [ f] -module de L et que L/!iM 

s'obtient an débarassant le module de Dieudonné L/M de F de sa 

(f)-torsion et correspond donc à un sous-faîte RF de F. Il est clair 

que F et RF ont même espace sous-jacent. De plus, RF est le plus 

petit sous-faîte de F ayant même espace sous-jacent. En effet, si F' 

est un sous-faîte de F ayant même espace sous-jacent, on a une suite 

exacte de modules de Dieudonné 

0 -->~ D(F/F') 

et D(F/F') est de (f)-torsion car F/F' est de dimension O. Il 

résulte de ceci que si P est l'idéal premier de S correspondant au point 

générique x de F, on a 

(6) P n L = RM. n -n 

En effet, on a RM CP -n car x E RF et inversement, tout polynome additif 

s E P n L définit un faîte dont l'intersection avec RF contient x, 
n 

donc aussi l'ensemble sous-jacent à F, ce qui assure que cette inter-

section est !i_F, ce qui assure 

évidente. En effet, BM = u n L 
-n X 

Taylor ( 1. 2. 7), on a donc BM = -n 

ce qui prouve (4) grâce à ( 6). 

n 

s E RM. La formule (4) est maintenannt -n 

= {s E Ln 1 v (s);;. n} 
X 

, par le lemme de 

{s E L l pour tout D E Diffn-i (k), Ds E P}. n 
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Pour terminer, notons que par définition de l'algèbre des invariants d'un 

groupe de Hironak.a, on a évidemment 

(7) RM = M 

si M est le module de Dieudonné de V/F où F est un groupe de 

Hironaka. Par ailleurs, nous avons noté que pour qu'un faîte F soit un 

groupe de Hironaka il faut et il suffit que BrF = F, ce qui s'écrit 

ici 

où M est le module de Dieudonné de V/F, compte tenu des formules 

(3) (4) (5), on retrouve la caractérisation de ODA[ 15] • On notera que 

ODA l'obtient directement alors qu'ici elle résulte de l'inclusion 

.!?, r F CC qui s'appuie sur le théorème de Hironak.a (2,3) que nous 

n'avons pas démontré. Cependant, nous donnerons ailleurs une démonstration 

simple de (2.3) basée sur des arguments de calcul différentiel, ce qui 

fondera les résultats de ce paragraphe. En attendant, le lecteur se 

reportera à [ 9 ] , et [ 15] • 

Exemple 2.12. Nous donnons ici un exemple de groupe de Hironaka F 

de dimension 7 tel que l'on ait des inclusions strictes 

O = r r r F cr r F Cr F c F et qui n'a pas de points rationnels. 

Récrivons cette suite O c H c G c F et notons n, y et <f> les points 

génériques de H, G et F. On voit que le cone tangent à F au point 

n est lui-même un faîte, ce qui contredit une conjecture que j'avais 

hasardée, à savoir que si x est un point d'un cone tel que 

H:(x)(C) = H
O

(c) et codim(Fx(c), Tx(c)) = codim(F O(c), TO(c)), alors 

x appartient au groupe engendré par les points rationnels de FC = FO(c). 

Le problème de trouver des invariants numériques d'un cone 
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qui assure qu'un point x appartient au groupe engendré par les points 

rationnels de son faîte est donc ouvert. Bien entendu, en caractéristique 

nulle, la fonction de Hilbert-Samuel suffit. Venons à l'exemple. On 

considère un corps k de caractéristique 2 et a 1, a2 , a
3 

E k tels 

est une racine carrée de a. et le 
i 

faîte F de l'espace numérique V de dimension 8 d'équation 

Si l'on note Di la dérivation par rapport à ai' on voit que les équàîions 

H = rF sont f et 

n1f x2 2 2 2 = + a2X12 + a3X31 + a2a3X123 1 

(2) D2f x2 + 2 2 2 = a3X23 + a 1x 12 + a3a1X123 2 

D f = x2 + 2 2 + x2 
3 3 a,x31 + a2X23 a1a2 123 

où l'on peut évidemment remplacer f par 

(3) f =f-},_ __ 
0 

On reconnait alors que G est le groupe de Hironaka que ODA appelle 

de type (4.4)[ 15]. Nous laissons au lecteur le soin de prouver que 

F = B G, en utilisant (2.11(4)). Le groupe H = r rF s'obtient alors 

en ajoutant à (2) et (3) les équations 

(4) D
2
D

3
f 2 2 

= x23 + a,x123 

D
3

D1f = 
2 + x2 

x31 a2 123 

ou encore en conjuguant (2) ' (4) et 
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La strate de Samuel de H 
2 s'obtient en annulant en plus D1D2D

3
f = x

123
, 

d'où il résulte qu'elle est réduite à l',origine. Par suite, H n'est pas 

un groupe de Hironaka car le groupe de Hironaka de zero est zero. Pour 

étudier F au point n , on note d'abord que x
123

(n) # O, et les 

équations (4) nous donnent trois éléments de M = m.. -v,n 

(6) u .. =D.D.f 
1J 1 J 

qui forment évidemment un début de système régulier de paramètres. 

Comme 

D.f(n) 
1 

on a par exemple 

Comme D
1
f E M

2
, on en déduit 

de même et par permutation circulaire et de façon analogue en 

utilisant (5), on trouve que 

(8) 

et en fait 

est un système de paramètres de 

donne 

(9) 

Q,, • 
-v ,n Un calcul facile 

On voit donc que la forme initiale de f au point n est un polynome 

additif (c'est même un carré) comme on l'avait annoncé. 
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