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Exposé no. 1 Année 1980-1981 
Myriam Déchamps 

SOUS-ESPACES Lp INVARIANTS PAR TRANSLATION SUR LE CANTOR 

d'après J. BOURGAIN. 

Résumé . - On caractérise les parties A du groupe dual de D 00 = { -1 , 1 } N 

telles que Lp(D 00
) soit isomorphe à un sous-espace de L~ , le sous-espace fermé 

de LP(D 00
) engendré par A, lorsque 2 < p < oo. 

I. NOTATIONS ET RESULTATS. 

Nous utiliserons quelques notations usuelles en géométrie des espaces de Banach. 

Soient X et Y deux espaces de Banach: X"-'Y signifie que X est isomorphe à 

Y et X e+ Y signifie que X est isomorphe à un sous-espace fermé de Y. Si 

X 1 c X, on dira que X 1 est complémenté dans X s 'il existe une projection linéaire 

continue P de X sur x1 , et si x2 est le noyau d(! P, on écrira X= x1œx2 • 

Notre point de départ est le résultat suivant, établi dans [6] (la pr•euve pour 

p > 2 se trouve p. 258), dans le cadre plus général des espaces de fonctions invariants 

par réarrangement : 

THEOREME 1. Soit 1 < p < oo et X un sous-espace de LP = LP( [o, 1]) - -
tel que LP ~X. Alors il existe ur sous-espace. x1 ~ X tel que x1.-..LP ~ 

X 1 complémenté dans Lp. 
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Le problème qui nous concerne est l' analogue du théorème 1 lorsqu' on considère 

des sous-espaces invariants par translation. Nous rappelons quelques notations et 

résultats fondamentaux dans ce cadre ( ceux non explicités se trouvent dans [11] ) et 

renvoyons le lecteur à l'exposé no. 2 pour un résumé des résultats connus sur les sous

espaces complémentés de Lp dans le cas général et à l'exposé no. 3 pour le cas inva

riant. 

Soit G un groupe abélien compact, r son dual et A c r. Pour tout sous-

ensemble B de L 1cc) on note 

BA={f€B;f(Y)=O si y€f\A} 

(pour 1 s p s oo , 
00 p 

L (G) = L (G,m), où m est la mesure de Haar de G normalisée 

(m(G) = 1 )). 

Soit 1 s p < 00 • Alors tout sous-espace fermé invariant par translation de 

L P( G) est de la forme LP pour un 
A 

Ac r Soit Ac f, si le sous-espace 

L~ de LP(G) est complémenté, alors il existe une projection de LP(G) sur 

qui commute avec les translations, soit, la projection orthogonale de LP( G) sur 

est continue sur Lp et 

Nous pouvons maintenant énoncer notre problème. 

PROBLEME. Soit 1 < p < oo, p /= 2 et A c f. On suppose que LP( G) c:.+L~ 

Existe-t-il A' c A tel que et soit complémenté dans 

J. Bourgain [1] démontre que la réponse au problème est positive, lorsque 
N 

2 < p < oo et G = { -1, 1 } , en caractérisant dans ce cas les parties A de r 

telles que 1P c:+,L~ de la façon suivante. 

THEOREME 2. Soit r son dual , A c r et 2 < p < oo. -
Alors Lp c:+L~ si et se-:ulement s'il existe une suite (S k)k21 d'éléments de A 

et une suite ( y k)k21 d'éléments de r telles que : 



2. 1 . y k = n r n , où (Ak)k21 est une suite de parties finies de N 
nE:Ak 

I.2 

deux à deux disJ·ointes et (r ) est la suite de fonctions de Rademacher. n n2::0 

2.2. U SkekcA, 
k2:: 1 

où - ek désigne le sous-groupe de r engendré par 

{ y 1 ' ... ' 'Y k} ~ k ~ 1 . 

Si -
dans -

N 
COROLLAIRE.~ G = {-1, 1} , f son dual, 

il existe A' c A tel que 

A c r et 2 < p < oo. -
soit complémenté 

En fait les résultats de J. Bourgain donnent des informations partielles sur 

les parties A de r telles que Lp ~L~ dans d'autres cas, que nous allons 

expliciter. La démonstration de la condition suffisante du théorème 1 , lorsque G = t 1 , 1}:N, 

utilise des techniques d'analyse harmonique et est valable pour 1 < p < 00 • La 

démonstration de la condition nécessaire emploie des techniques d'espaces de Banach, 

et est valable pour tout groupe abélien compact et métrisable., lorsque p > 2 , sous la 

forme suivante. 

THEOREME 3 . Soit G un groupe abélien compact et métrisable, r son dual, -
Ac r ~ p > 2. ~ LP c::.+,L~, alors il existe deux suites (S"k)k2 1 ~ (yk)k 21 

d' éléments de r, telles que : 

3. 1. 

3.2. 

Yk :/= 1 !;!, 'Yk-/= Yk' ~ k 2:: 1, k' 2:: 1, 

,ê.!. ek = {n~B y n, B c{1,2, ... ,k }}, alors 

k-/= k' 

U b 6 c A (f.:i B =(i', 
k2::1 k k -

TI y =1). 
nE:<I> n 

Remarque 1 . Le fait de supposer G métrisable n'est pas une vraie restriction. 

Supposons que 

Si 

T: Lp --.L~ est un isomorphisme de 

(fn)n21 est une base de LP, (T(fn))n 21 

Lp sur un espace fermé X 

est une base de X et 

" 
X c L~ c L~ , où A1 = U sp(fn) 

1 " , n2: 1 
{ y E:f , f n ( y ) -:} O} est dénombrable, 

est dénombrable, car f € c (r) dor:c sp(f ) = n o n 

n 2 1. Soit r 1 le sou~-groupe de r 



engendré par A1 , alors r 1 
, / .L est denombrable, son dual G r 1 

I.3 

est métrisable et 

L~ (c)~L~ (G/r~) G1]. 
1 1 

On a donc que LP c:...L~ (G/r~). 
1 

Remarque 2. Pour tout groupe G abélien compact et métrisable, 

LP(G)"-'LP( [o, 1]) = LP. En effet, tout espace de probabilité (n,,u.) sans atome et 

séparable est isomorphe à ( LP, 1] , À ) où À est la mesure de Lebesgue sur [p, 1] 
( [5], p. 173). Il nous suffit donc de vérifier que (G,m) où m est la mesure de 

Haar de G, ne possède pas d'atome. Soit A un atome de ( G, m). D'après la 

régularité de la mesure de Haar, on peut supposer A fermé, et il existe un voisinage 

ouvert V de 11 origine dans G tel que O < m(V) < m(A) ; A étant compact, il 

existe x1, ... , xn dans G tels que U (x. + V) ::) A. Il existe alors i
0 

tel 
1<.< 1 _1_n 

que O < m((x. +V)nA) :S m{x. +V)= m(V) < m(f\), contre l'hypothèse. 
10 10 

N 
Remarque 3. Soit G = {-1 , 1} et y 1 , ... , y k des éléments du dual r de 

G quis' écrivent y. = Il r , où A1, ••• ,Ak sont des parties de N deux à 
1 nE:A. n 

deux disjointes. Soit 6k 
1 le sous-groupe de r engendré par y 1 , ••• , y k et 

élk la plus petite tribu rendant mesurables y 1 , ... , y k. On vérifie alors, par un 

cc.:lcul élémentaire, que si y € r \ ek , y est indépendant de ak. Par conséquent, 

E a (y) = O pour tout y € r \ ek , où E a. désigne l'espérance conditionnelle 
k k 

par rapport à 6l k. Soient maintenant G un groupe abélien compact, r son dual, 

y1 ••• y k éléments de r, 6. et a k k comme ci-dessus. Alors si y € r \ ek , 

y n'est pas a. k mesurable, mais y n'est pas en général indéper.dant de St k. 
N 

Ceci constitue une des raisons de se limiter à G = { -1 , 1} dans le théorème 2, 

l'autre étant que les 

sous-groupes de r, 

et k 2 1, 

le justifier . 

Ek définis par la condition 2 du théorème 3 ne sont plus de 

ainsi que E. = U € • Même dans le cas où G = T, r = 2 
k2:1 k 

il est probablement faux que Lp c:..+L~ , mais on ne sait guère 
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lI. DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE. 

Soit (r n)n21 la décomposition dyadique de r, 

note la suite de fonctions de Rademacher 

c'est-à-dire, si ( r ) · n n20 

r = 1 o- r _((wk)k> 1) = w 
Il - n 

pour 

D'après L9], pour 
·, tJ 

1 < p < co , il existe B > 0 
p 

telle que peur toute fonctior 

f € 1P({-1, 1 ~ ), f = L f 
J >on n_ 

( 1) 

où fn == f. 1 r et 
n 

Montrons que, quitte à extraire des sous-suites de (S' k)k21 et (,· k)k21 

reE.;pectivement, on peut supposer qu'il existe deux suites strictement cr•oissantes d'entiers 

(2) et Yk 1 ek c: r ' + r~ 
pour k 2 1. 

Etant donnée la condition 1 , il existe une suite croissante d'entiers (k.) > 1 telle que 
J J-

(max(Ak.) )j21 
J 

soit strictement croissante ; en posant 

et en notant € ! 
J 

le sous-groupe de r engendré par 

n! = max(Ak ), y!=Yk 
J . 1 J . 
. J~• J {y j , ... , Y j.[ , on a 

"' ! € ! c r pour J. 2 1 . , J J n! Pour simplifier les notations, on supposera k. = j 
J 

pour 
J 

j 2 1. Posons ~k = n 
nE:E.k 

elle n · est pas bornée, on peut en extraire une sous-suite (max(B € _))j21 
J 

Pour i 2 2, on chcisit croissante. Soit n1 tel que '5 1 Y 1 € f n
1 

• 

ni = max(B .e _ ) > max{ ni_ 1, max(Ai)}, et alors 
Ji 

b € . € i c r n. . Si 

est bornée, il existe une suite croissante d'entiers 
Ji 1 

( € .)> 1 telle que 
J J-

strictement 

max(B ~ _) = n
0 

J 
pour j 2 1, donc 5 i. € r n pour j 2 1 et il existe if.; E: r o n 

0 

et ur,e sous-suite 

( .e. ).> 1 tel.", que 
. Ji 1-

J 0 

~ = iJ; pour €. '0 
Ji 

i 2 1. On rappelle que 1' on a supposé 

(max(Ak) )k21 strictement croissante 1 on peut supposer d€· plus que pour 



alors si 6 .' est le Eous-groupe de 
1 

r engendré par 

on a bien b ~ E-.' c r (A ) pour i ~ 1. Mais on peut remarquer que dans ce 
j. 1 max e,j. 
1 1 

dernier cas la suite de lE démonstration n'est pas utile : A" = U €.' est un sous-groupe 
">1 1 1-

de r et A' = l/)
0

A" c A. D'une.• part 

L~, rv L~ 11 rv LP(G/(A 11/) ,-..,J Lp 

où (A" )
1 

désigne l'orthogonal de A" ( U 1]) (le dernier isomorphisme a été justifié 

dans la remarque 2). D'autre part, l'application P de LP( G) sur L~, définie 

par 
(Pf)(x) = \ I/J-1{y) f(x+y) dm i(y) 

j .l o (A") 
(A") 

xE:G 

où m(A"l 
p 

donc LA, 

désigne la mesure de Haar de 
.l 

(A") est une projection linéaire et continue, 

est un sous-espace complémenté de LP(G). 

Revenor.s au cas général et supposons que les conditions (2) sont vérifiées. 

Notons A' = U 8 e. , nous allons montrer que Lp .,,...., Lp et que Lp est 
k~ 1 k k A' A' 

complémenté dans LP( G). 

Notons e le sous-groupe de r engendré par { y k , k~ 1}. Soit 

T : A' --+ E: \ { y 1 } l'application définie sur A' par T( 8' k y ) = y k + 1 y si 

yE:6 
k ' k ~ 1. Alors pour tout polynôme trigonométrique f à spectre dans A' 

A A 

' f= I; f ' f = f. 1r ou et T(f) = ~ bk yk 1 f , ou ôk yk+1 fnk a son 
k~1 nk nk ~ k~1 + nk 

ce qui montre que T s'étend à une application linéaire continue de L~, dans 

Lp . 
6\{y1} ' 

D I autre part, 

on vérifie facilement que T est bijective, donc L~, rv Lp { } 
6)\ y 

.l 1 
L~ '"'-.JLP(G/E":: ) rvLP (remarque 2), donc L~, "'-.J Lp. 

' 

Pour montrer que L ~, est complémenté dans Lp( G), on aura besoin d' une 

inégalité établie par E. Stein [12] (une démonstration élémentaire se trouve dans G] ) : 
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LEMME. ~ (G, 9..,µ) un espace de probabilité, ( a )' une suite crois-n n2:: 1 

sante de sous-tribus de & et (f ) une suite de fonctions mesurables. Alors pour n n2:: 1 

1<p<oo 

note l'espérance conditionnelle de f par rapport à n 

Notons P la projection orthogonale de Lp sur L~,. Soit f € Lp(G), 
A A 

f = I'. f où f = f. 1 r pour n 2:: O. Alors 
>on n n- n 

A 

et P(fr ) = ~ fn (Sky) S'kï'. 
-k y€E k 

k 

Notons Ek l'espérance conditionnelle par rapport à la plus petite tribu &k 

rendant mesurables y 1 , ... , y k. Puisque tout caractère y € r \ Ck est indépendant 

de & k (remarque 3), on a 

si y€6 
k 

et 

Si on remarque que pour tout y' € I~ , Sk y' € ek si et seulement si y' €S'k<\ , 

on peut conclure que 

,. 

Ek(bk f ) = ~ f (àky)y et 
~ y€Ek ~ 

k:2:1. 

D'après ( 1 ) et le lemme précédent, 

ce qui montre que est complémenté dans L P. 

III. DEMONSTRATION DE LA CONDITION NECESSAIRE. 

Nous allons démontrer la condition nécessaire sous sa forme générale (théorème 3). 

Nous aurons besoin de quelques définitions, certaines nouvelles (définitions 6, 7, 8 et 9), 
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d'autres que nous rappelons (réf. GJ, I et II) pour faciliter la tâche du lecteur. Dans 

toute la suite, or, notera 

Jt, = { (i, j), i = 0, 1 , 2 , ... , 1 ~j::;2i} . 

DEFINITIO:'-J 1. Une suite (x.).> 1 d'éléments d'un espace de Banach X est 
1 l'-

une base si pour tout x€X, il existe une suite unique de scalairEiS (an)n21 telle que 

x = I; a x ·, une base (x ) 
> 1 n n n n2:1 de X est une base inconditionnelle si pour tod 

n_ 
xE:X, x = I; a x , la série 

> 1 n n n_ 
n;

1 
a17 (n) x 17 (n) converge {vers x) pour toute 

permutation rr des entiers . 

DEFINITION 2. Le système de Haar (x .. )(. ·)c- .a. de 
lJ l,J ,;:,VU 

normalisé dans 
00 

L, est défini par : Xo 1 = 1 
' 

et pour i > O, 

= 

sinon 

est une base inconditionnelle de 1<p<oo 

DEFINITION 3. Soient X et Y deux espaces de Banach, les bases (xn)n21 

de X et {y ) de r1 n2: 1 

si pour toute suite finie 

Y sont équivalentes (plus précisément, K-équivalentes) 

{an)1:s;n::;:k de scalaires, K-
1

1/
1
::;:~:Sk an y)ly ::;: ll

1
:s:~::;::1?)lx 

DEFINITION 4. Soit X I le dual de l 1 espace de Banach X. On dit que les 

suites (x ) de X et (x' ) de X' forment un système biorthoo:onal si n n2: 1 n n?: 1 ~ 

x' (x ) = ~ m n n,m n2:1. 

DEFINITION 5 . Soit (::-:-_ 1 Sl., µ ) un espace de probabilité. Un c:-arbre sur 

( oi.: arbre si C = 1 ) est une fa mille 

telle que : 

(A .. )(. ·)c- .a de parties mesurables de 
lJ 1, J ,;:,u'lJ 
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a) A. · = A. 1 2 · 1 UA. 1 2. pour (i,j) € Jt 
l,J l+ ' J- H ' J 

b) A .. n A.k = q5 
lJ 1 

pour (i,j) € Jt, (i,k)€Jt, j-/=k 

c) c- 1 2-i :-:; µ(A .. ):-:; C 2-i 
lJ 

pour (i,j) €/6. 

DEFINITION 6. Un C-arbre de fonctions sur n est une famille (w .. )(. ·)c- ..11 
lJ lJ c...JU 

de fonctions définies sur G telles que 

i) Si A .. = supp <P-. = {w€n , <P-.(w) -1= o}, alors (A .. )(. ·)c- .JL est un 
lJ lJ lJ lJ 1,J c...Jl) 

C-arbre sur n. 

<P 

ii) <P. . est mesurable réelle et 
lJ 

pour w € A . . et (i, j) € Ji;. 
lJ 

DEFINITION 7. Etant donné un C-arbre de fonctions (A .. )(. ·) Jt, une fonction 
définie sur n est (<P . . )-élémentaire si 1 ,J 1 ,J € 

-lJ-----
j) le support de <P est A0 1 , le support de <Po 1 

' ' 
jj) il existe Jt, c J6 tel que A[1 A<X, == q5 si <.X€cln1 , ex -1= ex' , et une 

suite ( E ) A E == + 1 pour ex€ Jt, tels que ex ex€ cllj 1 ' ex -

<P == ;E E <P • 
ex€cA! ex <X 

La démonstration du théorème 3 se présente comme une chaîne de résultats per

mettant de passer de la condition "abstraite" Lp ~~ a une condition "concrète" sur 

A. Le premier pas est le théorème suivant, de géométrie des espaces de Banach, dont 

la démonstration peut se déduire des résultats e-t des techniques de [6] , § 9 (il existe 

dans ce cas précis une démonstration plus directe [3] ) . 

THEOREME 4. Soit - 1 < p < oo, et (n, bt, µ.) un espace de probabi-- . 

lité séparable et sans atome. Soit X un sous-espace de LPCu ), Xl"VLP. Alors 

il existe un système (h .. )(. ·)c- .Ll. d'éléments de X équivalent au système de Haar 
lJ 1,J c...,/v 

usuel et un C-arbre de fonctions (<P .. )(. ·)c- .fL tels que {h .. )(. ·)c- .il. et 
lJ 1.J c...Jù --- lJ l,J c...cJV -

(2i<P· .){. ·)c- .il forment un système biorthogonal. 
lJ l,J c... c/U 

Afin de revenir au cas invariant, introduisons la propriété suivante concernant 



I. 9 

les parties A de r : 

DEFINITION 8. Soit G un groupe abélien compact, r son dual et A c r. 

On dit que A vérifie la condition * si pour tout E > 0 et pour tout C-arbre de 

fonctions (cpij)(i,j)E:clG sur (G,m), où m désigne la mesure de Haar de G, il 

existe une fonction cp ( cp . . )-élémentaire telle que pour toute fonction f de 
1J 

, sf <P dm , ::; E 11f 112 . 

2 
LA' 

PROPOSITION 5. Soit G un groupe abélien compact et métrisable, r son -
dual, - Ac r et - 2<p<oo. alors A ne vérifie pas la propriété 

* ( définition 8). 

Démonstration. Si comme les hypothèses du théorème 4 sont 

satisfaites, il existe un système (h .. )(. ·)r- .IL 
lJ 1, J c.,clll 

d'éléments de L~- K-équivalent au 

(définitions 2 et 3) et un C-arbre de système de Haar usuel (x .. )(. ·)c .a. de LP lJ 1, J c.,Jl, 

fonctions (cp .. )(. ·)c .11. (définition 6) tel que (h .. )(. ·)c .11. et (2icp .. )(. ·)c .il. soient lJ l,J c.,J{i lJ l,J c.,clU lJ l,J c.,cJlJ 

biorthogonaux. Soit cp = !; E cp une fonction (cp .. )-élémentaire (définition 7). 
cxE:J/:,t CX CX lJ 

Posons f = !; E h , alors 
cxE:Jê ex ex 

I If 112 ::; I If 11 ::; K 1 1 !; E X 11 ::; K 
P cxE:Jb ex ex P 

donc f E: L ~- D'autre part 

,' 2 ( r -i 
\fcpdm= !; E h ,<P )= J; !; }2 =1 
J cxE:Jè ex ex ex l'.-; (i, j )E:JJ 

ce qui montre que 1, ne satisfait pas la propriété * . 

Ce dernier résultat nous mène à l'étude de la propriété * 

PROPOSITION 6. Soit G un groupe abélien compact et r son dual. -
6 . 1 . La classe des parties A de r vérifiant * est stable par réunion -

finie. 
6.2. Soit A c r telle que pour toute partie finie r de r il existe 

0 -

A c A vérifiant * et telle que si y et o sont dans A\ A0 , y t-b, alors 0 ---- ___ ....,.___ -



,--1 ri 
Yô "7--f. 

0 
Alors A vérifie * . 

Démonstration.6. 1. Soient A et A' deux parties disjointes de r satiE,fai-

sant * , (cp .. )(. ·),-- a un C-arbre de fonctions sur G et E > O. Sur ui or. 
lJ l,J c..,ut, 

considère l'ordre dyadique, c 1 est-à-dire, 

(i,j)-<(i',j') si isi' et 2k(j-1)+1sj's2kj, 1sksi'-i. 

Pour tout (i,j) € Jlï, on considère le sous-arbre (cp ) L (· ·)· 
Œ Œr l,J 

Puisque A satisfait 

* ' on peut trouver une fonction u,1 . . ( cp ) L (. • ) - élémentaire telle que pour toute 
. l,J Œ a:,.- l,J 

fonction 

1 j G f 1 l/J ij dm I s E 4-i- 1 I If 1 l 12 . 

On vérifie facilement que (l/l .. )(. ·) ,-- .t1 est un C-arbre de fonctions (le support de 
lJ l,J c.., c/ù 

w .. est A .. et 11b .. (x) I= 1 pour x€A .. d'après la définition 7). Puisque A1 
'lJ l,J ·1J l,J 

2 
satisfait * , il existe 1b (ipij)(i,j)€dt-élémentaire telle que peur toute f2€L A' , 

1 S f2 ljJ dm I s ~ l lf2 l 12 . 
G 

Soit f € L~A' , alors f = f 1 + ~ où f 1 € L~ On remarque que 

est aussi ( cp. . )(. . )r- .a. -élémentaire et 
l,J l,J c..,ifl, 

1 Ç f ljJ dm I s I S f 1 1/) dm 1 + 1 S f2 1/) dm J s r; 1 S f1 1/)iJ. dm 1 +; llf)l 2 =:; 
j G G G (i,j)€c/l; G 

s E(i;O 2i~2)11f1112 + ;llf)l2 s Elltll2 

ce qui montre que A U A' satisfait * . 

6. 2. Soit A vérifiant les conditions de 6. 2 , (<P .. )(. . )c .i un C-arbre de 
lJ 1,J c..,Jl, 3-i 

fonctions sur G et E > O. Soit i 2: 0 tel que C 22 < E. 

Notons x 1, x2 , ... , X . les fonctions caractéristiques des ensembleE A. 1 , ... 
21 1, 

..• A . (A .. = sup({p .. ) , (i,j)€Jh). Soient R 1, ... , R . des polynômes trigono-
. i, 21 lJ l,J 21 

métriques à valeurs réelles positives tels que 

(6. 3) Il Il -i-1 
x.-R. 2 <4 

J J 



On pose r = 
0 

condition 2, il exj_ste 

r est fini et symétrique (r == r- 1 ) . 
0 0 0 

A c A vérifiant * 
0 

et telle que si y et S 
,::--1 rf alors y 0 ~ r . 

0 
Considérons les sous-arbres 
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D'après la 

se.nt dans 

Puisque A satisfait * , 
0 

il existe des fonctions l/) 1 , 1/J 2 , ... , ~1 

2
i élémentaires 

par rapports à ces arbres et telles que 

(6 .4) 
2 i 

f € LA , j = 1 , 2 , ••• , 2 • 
0 

En raisonnant par récurrence, on peut déterminer une suite 

polynômes trigonométriques telle que : 

(6 .5) 

s p( Q . ) = ëI> • , ëI> • = ëI> ~ 1 
, ëI> • 11 ëI> • , = <;, , j ~ j ' 

J J J J J J 

111/J. - Q ·"2 < 4-i-1 
J J 

En effet, ~1

1 étant choisie, il existe un polynôme trigonométrique a1 à valeurs 

réelles tel que 

Il Il -i-1 
1P1 - 0 1 2s 4 · 

de 

Posons ëI>1 = sp(Q 1 ), D'après la condition 6. 1 et le fait que tout 

yE:r vérifie * (voir la proposition 7), A U éI> 
0 1 

1/J 2 
(cp .. )(. ·) >-(· 2 )-élémentaire telle que pour toute lJ l,J 1, 

a la propriété 

2 
f € LA Uél> 

0 1 

* ' 

où l œ 
1 

J désigne le cardinal de éI> 1 . En prenant f 1 = ~ l/J 2 ( Y ) y 

donc il existe 

y E:él> 1 

1 
-1 /2 -i- ~ 1 1 / ~ 1~2(y)J2=S f1 I/J2dms él>1 I 4 ( ~ ~iy) 2)1 2 

y€él>1 yE:él>1 
. 3 1 

soit, 1 it 1 112 s 4 -J-
2 

1 éI> 
1 

i - 2 . Il existe un polynôme trigonométrique a
2 

à valeL:rs 

réelles tel que 



. 3 
Alors lll/!2 - a)l 2 s 4 -l-~ + llt 1112 :::; 4-i- 1• 

que 11 on peut, étant choisis lfJ 1 , .•. , l/J j , prendre 

même procédé pour construire Qj+ 1 et 4> j+ 1 . 
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A U 4> 1 U ••• U4>. et utiliser le 
0 J 

Notons P. la projection orthogonale sur le sous-espace de L2{G) engendré 
J 

par 4>.. Posons lfJ = E . lfJ . , alors lfJ est une fonction {<.p .. ){. . )c-.1J... -élémen-
J 1< .<21 J lJ l,J c..clG 

-J-
2 , 2 2 

taire. Soit f € LA , alors f = f O + f 1 ou f O € LA et f 1 € LA\ A , et 
0 0 

1 s G f l/l dm I s I s f O l/J dm 1 + J s f 1 1/J dm J . 

D'après (6 .4 ), on a 

J \ f 1/J dm I s E . 1 \ f 1/J . dm I s 2-i I lt 11.2 . j G o 1:::;js21 j G o J o 

D' après { 6 • 5), on a 

1 Ç f 1 1/J dm I:::; 1 \ f 1{ E . Q.) dm 1 + 2-i- 2 llt 1l12 s E . W P.(f 1) Q. dm!+ 2-i- 2 1lt11l2 • 
JG jG 1<.<2 1 J 1<.<2 1 j J J -J- -J-

D'après (6.5), on a pour 1sjs2i, 

1 \ P .(f 1) Q. dm I s Ç I P .(f 1) Q. 1 dm s \ J P .(f 1) 1/J. 1 dm + 1 IP .(f 1)11) 11/J .-Q. l 12 s 
jG J J JG J J jG J J J J J 

\ !P.{f 1)lx.dm+4-i- 1]IP.(f 1)112 • 
jG J J J 

D'après (6.3), on a pour 1 s j si , 

(\ !P.{f 3 ) 12 R. dm)1/ 26 R. dm)1/ 2 +4-i- 1IIP.{f 1)1l2 • 
jG J J JG J J 

1 1
2 A . A -1 

Puisque P .(f 1) = P .(f 1) ~ = r: P .{f 1 )(y) P. {f 1 ){S) y b on a 
J J J y, o E:f J J 

\ IP.{f 1)\ 2 R.dm=( E l~)(y}\ 2 \' R.dm+ 
j G J J yE:f J j G J 

+ E P.(~)(y) P~ (f 1)(S) R.(yS- 1) = IIP.(f 1)1I~ S R. dm 
Yï68' J J J J G J 



car si y ou o sont dans A
0 

, 

Yc::--1 t1-r alors o ic., 
0 

On a donc 

et si y et b 

. 1 
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sont dans 

1 \ f1 1/J dm J $ :r .IIP .(f 1 )/ li' R. dm) + 4 -i- ~ :r . I Jp .(f 1 )11
2 

+ 2-i- 2 Ilt111
2 j G 1::;j::;21 J j J 1::;j:$21 J 

On conclut que 

ce qui montre que A satisfait * . 

Remarque 4 . On aurait pu, dans la définition 8, remplacer la condition f E: L ~ 

par f E: L~ , où 1 < p < 00 • La proposition 5 serait encore valable, mais par contre 

nous ne savons pas si la proposition 6 serait encore vraie, car lorsque A
0 

est un sous

ensemble de A, on n'a plus nécessairement une projection de L~ sur L~ . 
0 

La proposition 6 nous conduit à définir une certaine famille de parties de r: 

DEFINITION 9. Soit w1 le cardinal de R. On définit par récurrence trans

de parties du groupe discret r de la façon suivante : 

On suppose <l'. < w 1 et que ./2 fJ a été définie pour tout ordinal /3 < a:. Alors 

/2 est l'ensemble des parties A de r telles que pour toute partie finie r de r, 
(l'. 0 

il existe A c A telle que : 
0 

1 . A
0 

est réunion finie d'éléments de ~ /3 pour /3 < <l'. 

2. Si y et S' sont dans A\ A
0 

, alors yS- 1 <i r . 
0 
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Pour démontrer le résultat suivant, nous aurons besoin d 1 un lemme élémentaire : 

LE:MME • Soient a 1 , ... , an , n nombres complexes . Alors il existe une suite 

(E. )1<.< , E. = + 1 pour 1 s i s n telle que 
1 _1_n 1 - -

1 t E. a. 1 s Vn sup I a. 1 . 

1<"< 1 1 1<"< 1 _1_n _1_n 

Démonstration. On peut supposer J a. J s 1 , 1 s i s n. Pour p = 1 , on prend 
1 

Supposons que pour un p, 1 s p < n, l'assertion est vraie. Soient E1 , , . , Ep 

Soit Dp la valant + 1 tel que si x = E1a 1 + ... + E a , p pp alors 

droite orthogonale à xp passant par l' origine. Posons Ep+ 1 = - 1 si a 1 est dans p+ 

le même demi-plan ouvert défini par D que x , E 1 = + 1 p p p+ dans le cas contraire. 

Onaalors lxp+Ep+ 1ap+1 ls(lxpl 2+lap+ 1 l2 )1/ 2 s .Jp+1. 

inf 
E.=+1 

1 -

Remarque 5. Si les a. sont réels, on vérifie facilement que 
1 

PROPOSITION 7 • Soit G un groupe abélien compact et r son dual. Toute -
partie Ac r telle que A E: U ---<Scx satisfait la condition * . 

œ<w1 

Démonstration. Soit A E: /20 , alors A= {y 0 } , y E:f. Soit 
0 

( co .• )(. . )c- 11. un C-arbre de fonctions sur ' lJ l,J c-(IU 
(G,m) et e: > o. 

que C 2-i/ 2 < e:. Il existe, d'après le lemme, une suite 

pour 1 s j s n telle que 

Soit i 

1 A ( -1) 1 i/2 1 A ( -1) 1 -i/2 !: . e:. cp .. y s 2 sup cp .. y s C 2 < E. 
1 < . < 21 J lJ O lJ 0 

Si on pose 

-J-

cp = 'T, E. cp .. ' 
1sjsnJ lJ 

J, y cpdml 
je o 

donc {y 0 } satisfait * . 

cp est une fonction ( cp . . )-élémentaire et 
lJ 

un entier tel 

e:. = + 1 
J -
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Soit ex< w 1 , supposons que pour tout ordinal f3 < ex, toute partie Ac r 

telle que satisfait * . Soit A c r telle que alors par définition 

de ,,6 et d' après les conditions 6 . 1 et 6 . 2 de la proposition 6, A vérifie * . La 
(X 

proposition 7 est donc démontrée, par récurrence transfinie. 

PROPOSITION 8. Soit G un groupe abélien compact et métrisable et r son - -
dual. Soit A une partie de r telle que A f/, U /2 . Alors il existe une suite 

cx<w ex 
d' élements de A et une suite ( y k)k?: 1 

1 d'éléments de r satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

8. 1. y f/, 0' , où e.1 désigne le sous-groupe de r engendré par les 
k k-1 - k-1 

éléments d'ordre fini de 11 ensemble {y 1' ... , y k} ce; = { 1J ~ ek-1 = { 1} ~ 
Y 1, ... , Y k- 1 sont tous d'ordre infini) pour k?: 1. 

8. 2 . Si on pose €k = \~s y 11 , B c { 1 , 2, ... , k j} ~ k ?: 1 , alors 

u Sk ek c A. 
k?: 1 

Nous dégageons sous forme d'un lemme la première étape de la démonstration de 

la proposition 8 : 

LEMME 2. Soit G un groupe abélien compact et métrisable et r son dual. -
A c r telle que A f/, U ,,6 a:. Alors il existe y 1 E:r \ { 1 } tel que 

cr<w1 
Soit -
(8.3) A1 = A n6'1 A) = n y A f/, U /2 . 

yE:€1 cr<w1 a: 

Démonstration. Supposons que pour tout y' € r \ { 1} il existe un ordinal 

cxy, < w1 tel que A' ==An (y' A) E:./2 . Soit /3= sup { { ex , } , alors 
(Xy I y l €f \ 1} y 

/3 < w 1 ( [4] , Ch. 20). Par hypothèse, A f/, ./j /3 +2 , donc il existe r O c r fini 

tel que pour toute partie A0 c A, soit A0 f/, ./2/$+ 1 , soit il existe y O et S' 0 

~-1 ( } distincts dans A\ A0 tels que y 0 o 0 € r0 • Notons f O = i_À 1, ... , Àd , posons 

Ai=An(ÀiA) si Ài,/:1, Ai=Q) si Ài=1, 1::;isd, et Ao=A 1 u ... UAd. 

Alors .t2-€ /2 a.À . c À~ , 1 ::; i s: d, A O est réunion finie d 1 éléments de _ -5 {3 , donc 
1 



A
0 

€ A /3+ 1 . Il existe alors y 
O 

et b 
O 

distincts dans A\ A
0 

tels que y s--1 = À . -/= 1 . Or b €A et b = À. y , donc 
00 1 0 0 1 0 

0 0 

et 1 $ i $ d 
. 0 
1 

b € A O contre 
0 

1' hypothèse. Ceci montre qu'il existe y 1 € r \ { 1} vérifiant ( 8. 3). 
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Démonstration de la proposition 8. D' après le lemme 2 , il existe y 1 € r \ { 1 } 

vérifiant ( 8 . 3). Supposons que 11 on a déterminé y 1 , ... , y i vérifiant 8 . 1 et 

1\ = -¾:-1 n Yk -¾:-1 = n Y A i u .-✓.s<l 
yE:E'k Œ<w1 

(8.4) 

pour 1 :::; k:::; i (dans (8.4) on pose A
0 

= A). Soit fi = {Àj , jE:J} un système de 

représentants des classes d'équivalence de r / 0.'. Alors r = U y fi et pour 
1 yE:0.' 

1 

y€ 0;_ \ { 1 } , r' n y r' = ~. Comme les classes ./2 ex sont invariantes par translation 

et est stable par réunion finie (on remarque que 6.' est fini), 
1 

A! = A. n r' i u ./2 . 
1 1 ,.,<' CX 

u.~W1 

D'après le lemme 2, il existe y i+ 1 € r \ { 1} tel que 

Nécessairement y
1
.'+

1 
i 6

1
.' car A.' c fi n (yfl) = ~ € U ./2 pour tout 

1+1 Œ<w ex 
Si on pose 

1 

A. 1 = A. n (y. 1 A.) = U y A 
1+ 1 1+ 1 y€€'. 

1 

alors A. 1 :::, A.' 1 
1+ 1+ 

donc A. 1 i U /.J. 
i+ cx<-w ex 

1 

D' après l'hypothèse de récurrence 

Ai+ 1 = ( n y A) n( n Yi+ 1 y A) = n y A 
yE:E;. yE:6. Y€€. 

1 1 1+1 

puisque 81+ 1 = <\ U ( y i+ 1 6 i). On conclut qu'il existe une suite ( y k)k~ 1 d'éléments 

de r satisfaisant ( 8 . 1 ) et ( 8 .4) pour k ~ 1 . 

Montrons que pour 'b € ¾:, bE\ c A pour k ~ 1. Pour k = 1, c'est 

la définition de A1 . Supposons que c'est vrai pour 1 $ k ::::: i. Soit 'S € A. 1 . 
H 

D' après la définition de A. 1 , b € A. et y . 1 8' € A. • D' après l' hypothèse de 
H 1 H 1 
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récurrence, S € . c A et yk 1 SE'. c A , donc 8' E'. 1 c A. 
1 + 1 1+ 

La condition (8 .4) montre en particulier que ~ -1= f) pour k 2:: 1. Si on choisit 

bk € ~ pour k 2 1, les suites (Sk)k 2 1 et (yk)k 21 satisfont aux conditions 

( 8 • 1 ) et ( 8 • 2} de 1' énoncé . 

Démonstration du théorème 3. Si Lp c:..+L~ , d'après la proposition 5, A ne 

satisfait pas * . D'après la proposition 7, A f/, U /2 . Soient alors 
n<w ex 

les deux suites fournies par la propositioJ 8. Soit il existe une sous-suite 

b ! = Sk , J . 
J 

satisfaisant à la condition 3 • 1 , soit il existe k 
0 

Dans le premier cas , si on pose pour j 2 1 , 

6 1
•
1 = { Il y 1 

, B c {1 , 2 , . . . j }} 
J n€B n 

tel que 

les conditions 3.1 et 3.2 sont satisfaites par ('ô !)> 1 et (y !)"> 1 (avec ek remplacé 
J J- J J-

par e k)- Dans le second cas, si on pose pour j 2: 1 , 

S ! = 8 ·c· 1) J h -1 ,J J+ 
0 2 

Y I - yj .- k 
J 0 

les conditions 3 • 1 et 3 • 2 sont satisfaites par ('5!)">1 
J J-

et (y !)"> 1 J J-
( on remarquera que 

dans ce cas y k est un. élément d' ordre infini). Le théorème 3 est donc démontré. 
0 

Remarque 6. Dans tous les cas où {y~ ; k2::1} ou { yk ; y~= 1 et k2::1} 

est infini, on peut supposer, quitte à passer à une sous-suite, que (yk)k 21 est dissociée 

( [8] , pp. 19 et 21 ) . 

N 
Démonstration de la condition nécessaire du théorème 2 . Si G = {-1 , 1 } et 

Lp ½L~ , on conclut comme dans la démonstration du théorème 3 à 11 existence des 

deux suites (Sk)k 21 et (yk)k 21 satisfaisant aux conditions (8. 1) et (8.2). Mais 

dans ce cas ek_ 1 = ek_ 1 pour k 2 1, et il nous reste à vérifier quel' on peut 

obtenir deux suites (b k)k21 et ( y k)k2: 1 satisfaisant aux conditions (2. 1) et (2. 2). 

Posons o1 = S1 et y 1 = y 1 = n rn, A1 = {n1, ... ,n$}, n1 < n2 < ... < ns. 
n€A 1 



Alors soit il existe une sous-suite 

posons 

soit y = Il r 
n nE:A n 

n 
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de (y k)k:2::1 telle que y k = TI r 
j nE:Ak~ 

pour n ~ n 1 . Dans ce dernier' cas 

1 1 1 
y 1 = y 1 ' Y 2 = y n' Y n' + 1 ' y 2 = Y n' +2 y n' + J ' · · · 

1 1 1 1 

Al 1 Il , ri 1 
ors Y k = nE:A 1 r n ou n1 "7--Ak pour k :2:: 2. 

k 

On remarquera que la condition 

( 8. 1) entraîne la condition équivalente pour les y~ , k 2:: 1 • En raisonnant par 

où y~ = y 1 , chaque y~ est le produit récurrence, on obtient une suite (y~)k2::1 

d I au plus 2ca rd (A 1) éléments de la suite ( Y k)k2:: 1 , Y~ n'appartient pas au sous

groupe de r engendré par y~ , ... , y~- 1 et y~= n2A~ r O où A 1 n A~= <il , 

k2::2 . On pose y 2 = y; et, ainsi de suite, on construit par récurrence une suite 

( y k)k~ 1 telle que : 

(2. 1) Y k = ;\ 
1 
r n où (Ak)k2:: 1 est une suite de parties finies de N deux à deux 

nc.,n.k 
disjointe~ 

(2 . 1 )" chaque y k est un produit fini d'éléments de la suite 

et max(Bk) < min(Bk+ 1), k ~ 1 • 

(yk)k>_1 ' Yk' = TI y ' 
nE:B n 

k 

Si on pose bk = b max{B. ) pour k 2:: 1, la condition (2. 1 )" plus le fait que 
k 

(bk)k2::l et (yk)k:2::l satisfont la condition (2 .2) entrainent que k~l Sk 6k c A, où 

6k est le sous-groupe de r engendré par {y 1, ... , yk}. Les suites (bk)k2::l et 

( Y k)k2:: 1 satisfont donc aux conditions (2. 1) et (2. 2). 

Démonstration du corollaire. Si Lp ~L~ , d'après le théorème 2 il existe 

deux suites (S k )k:2:: 1 et ( y k )k2:: 1 d'éléments de r satisfaisant aux conditions 

2 . 1 et 2 . 2 . D I après la démonE;tration de la condition suffisante. quitte à prendre des 

sous-suites convenables, il existe deux suites strictement croissantes d'entiers 

(°k)k2:: 1 et (nk)k::::: 1 telles que les conditions (2) soient vérifiées. Si on pose 

A' = U S k 0k on a alors démontré que 
k:2::1 

LP(G). 

p p 
L "--'LA' 

p 
et L Ji est complémenté dans 
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Cette rédaction fait suite à trois exposés faits au Groupe de Travail sur les 
espaces de Banach invariants par translation et un exposé fait au Séminaire d I Analyse 
Harmonique d'Orsay. Une séance de discussion et un échange de lettres avec J. Bourgain, 
que je remercie, a permis d' exfliciter les idées de la démonstration de la proposition 8, 
qui n'est pas détaillée dans t1 J . 
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Exposé no. 2 Année 1980-1981 
Myriam Déchamps et Hervé Queffelec 

SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE LP(o, 1) ET DE C(0, 1 ). 

Résumé. - Nous passons en revue quelques résultats fondamentaux de la géométrie 

des espaces de Banach sur les sous-espaces complémentés de LP(o, 1) pour 1::;p::;oo 

et de C(0, 1). Nous donnons des références précises mais pas des démonstrations. 

Nous allons nous limiter aux définitions et résultats essentiels et renvoyons le 

lecteur intéressé à l'exposé de synthèse [20] , que nous reprenons en partie, et à 

[26] et L21] . Pour 1 < p < oc, la notion de sous-espace complémenté de LP est 

liée à celle des ~P -espaces que nous étudions d'abord. 

l I espace de Banach des classes d' équivalence de fonctions mesurables sur (n, &., µ ) 

. ième de puissance p intégrable {respectivement essentiellement bornées si p = +oo ). 

Si n = [o, 1] et µ est la mesure de Lebesgue, on note LP(µ.) = LP(o, 1) = LP. 

Si n = IN et µ. ( {n }) = 1 pour n ~ 1 , on note LP(µ) = eP, si ;;. 1 = { 1 , 2, ... , n}, 

on note .eP l'espace LP(n• ,µ ). 
n 

1. LES ESPACES p. DEFINITIONS ET PROPRIETES. 

DEFil\!ITION 1 . 1 . Soient X et Y deux espaces de Banach isomorphes, leur 

distance d(X, Y) ( de Banach-Mazur) est 
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d(X, Y)= inr{[[Tj[ j[T- 1 [[ , T isomorphisme entre X et Y J. 
Si X et Y ne sont pas isomorphes , on pose d(X, Y) = +oo • 

Les espaces ,lP ont été introduits dans [12J . 

DEFINITIOJ\T 1 . 2 . Soient X un espace de Banach et 1 ~ p s:: oo. X est un 

JP -espace (plus précisément, un JJP -espace) s I il existe À 2: 1 tel que pour tout 
À 

sous-espace de dimension finie F de X, il existe un sous-espace de dimension finie 

E de X, contenant F et tel que dim(E , €~im E) s À • 

Exemples. LP(µ ) est un J; ~ +e: -espace pour tout e: > O et 1 s p s:: oo. 

L'espace C(K) des fonctions continues sur le compact 

pour tout e: > 0 . 

K est un J] 00
1 espace 
+e: 

THEOREME 1. 1 [11] . Le dual d'un espace cf,P est un espace cf,q, 

1 spsoo, 1 1 
- + - = 1 p q . 

THEOREME 1.2 [12]. Si X est un J;P-espace, 1 s:: p s:: oo, alors le bidual -
X" de X est isomorphe à un sous-espace complémenté d' un Pour 1<p<oo - ' 
X est réflexif. Les espaces Jj 2 sont exactement ceux qui sont isomorphes à des espa-

ces de Hilbert. 

THEOREME 1.3 [11]. Tout sous-espace complémenté d'un .J?P-espace (en 

p Op ()2. particulier de L (µ ) ) , 1 s p s 00 , est soit un espace c1...~ , soit un espace ciJ 

atome, 

On rappelle que si (n, a,µ) est un espace de probabilité séparable et sans 

LP(p,) est isométrique à LP(o, 1) ( G6] ou exposé no. 1, L5] ). D'après 

les énoncés précédents, on a une caractérisation des J]P _espaces. 1 < p < oc : 

PROPOSITION 1 .4. ~ 1 < p < 00 • X est un oBP-espace (~ o&P-espace 

séparable) ou un :l 2 -espace (resp. )_, 2 -espace séparable) si et seulement si X est -
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isomorphe à un sous-espace complémenté d' un LP(µ ) (resp. de LP( O, 1 )) . 

2. SOUS-ESPACE COMPLEMENTES DE Lp = LP(o, 1), 1 < p < oo. 

D'après 1.4 les sous-espaces complémentés de Lp sont soit isomorphes à ~2 , 

soit des J:,P -espaces séparables. Les premiers cinq exemples connus de sous-espaces 

complémentés de LP, à un isomorphisme près, ont été LP , ~P , €2 , ,e2EB ,eP 

et (~2EB€2EB ••• ) (cedernierétantl'espacedessuites (x) > 1 d'éléments de ,e2 
p n~ 

telles que llxll = ( :r; llx 11~)1/P < oo). Ensuite H. P. Rosenthal [15] a montré que le 
>1 n n-

sous-espace fermé XP engendré dans LP par une suite de variables aléatoires 

symétriques, indépendantes et ne prenant que trois valeurs, n'est isomorphe à aucun des 

espaces déjà cités. A partir de X , G. Schechtman [16] a construit une suite d'espa-p 

ces oB P séparables, deux à deux non isomorphes entre eux. Finallement, dans [1 s] 
les auteurs construisent une infinité non dénombrable de sous-espaces complémentés non 

isomorphes de qui s'identifient à des sous-espaces invariants par translation de 

Nous citons quelques résultats concernant les sous-espaces de Lp et renvoyons 

le lecteur à [26] , II. 3, pour des renseignements plus complets. Sauf indication contraire, 

1 < p < oo dans les énoncés qui suivent. 

THEOREME 2. 1 [5] . Les J;P -espaces séparables, 1 < p ~ oo, possèdent -
une base. 

THEOREME 2 . 2 [6] . Tout ci P -espace isomorphe à un sous-espace fermé de -
,eP est isomorphe à ,eP. 

THEOREME 2.3 [14]. Si un sous-espace de Lp contient un sous-espace 

isomorphe à €2 , il contient un sous-espace complémenté isomorphe à e2 . 
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THEOREME 2 .4. ( 1~4 l et l-14 l). Tout sous-espace complémenté de LP qui m~ 

contient aucun isomorphe à 2 2 est isomorphe à Z P. 

[ l 
THEOREME 2 .5 7 J. Soit X un sous-espace complémenté de Ou bien -

X est isomorphe à e2 , ou X contient un sous-espace isomorphe à .Z P et complé-

menté dans X. 

Pour p > 2, il y a des résultats plus précis : 

THEOREME 2.6 ( [26], p. 136). ~ 2 < p< oo. 

a) Un sous-espace fermé de dimension infinie de Lp est soit isomorphe à 

soit il contient un sous-espace fermé qui est isomorphe à eP et complémenté dans 

dans 

b) Tout sous-espace fermé de LP qui est isomorphe à e2 est complémenté 

p L. 

THEOREME 2.7 ( [2], [7] et [15] ). Soit CB la classe des espaces de Banach -
X qui sont isomorphes à un sous-espace fermé de L P et tels que pour tout isomor-

phisme T de X sur un sous-espace de T(X) soit complémenté. Alors 

d3 = (,2) si 1 < p < 2 et (8 se réduit aux espaces de Hilbert si 2 :::. p < 00 • 

On peut se demander si, dans un sous-espace suffisamment proche de 

Lp n'est pas complémenté dans Lp. La réponse est la suivante : 

-

THEOREME 2. 8. Il existe une constante >.. telle que si X est un sous-espace 
p 

fermé de 
P P P 1- Î 

l, vérifiant d(X , L ) ::; À alors X est complémenté dans L ( L31.1 , 
p 

lJ2] ) . Il existe un sous-espace fermé Y de Lp isomorphe à Lp et non complé

menté dans 1P ( [2], [15]). 

Pour la dernière assertion, le problème invariant correspondant est résolu pour 

. 4 
1 < p < -

3 
(réf. [10] et exposé no. 3) . 
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Nous rappelons une propriété fondamentale de Lp. 

THEOREME 2. 9 [1] . Lp est un espace primaire pour 1 ~ p :s: oo, c'est-à

dire, pour toute décomposition de Lp en somme directe de deux sous-espaces, 

Lp = X EB Y, soit X soit Y est isomorphe à LP. -
Voici deux résultats récents qui se trouvent dans [23], dans un cadre plus 

général (réf. exposé no. 1 pour le cas invariant). 

THEOREME 2. 10 [23] . Soit X un sous-espace fermé de Lp. Si Lp est -
isomorphe à un sous-espace de X, alors il existe x 1 c X, x1 isomorphe à LP 

et complémenté dans L P. 

COROLLAIRE ~3]. Soit X un sous-espace complémenté de Lp. Si Lp 

est isomorphe à un sous-espace de X, alors X est isomorphe à LP. 

Finalement nous citons un résultat fondamental concernant la structure des sous

espaces fermés de LP pour 1 ::::: p < 2 : 

THEOREME 2 . 11 G9] . Soit X un sous-espace de dimension infinie de -
1 ·::; p < 2. Alors ou X est isomorphe à un sous-espace fermé de Lr pour un 

r > p, ou il existe un sous-espace Y ~ X qui est isomorphe à €P et complé

menté dans Lp. En particulier, tout sous-espace réflexif de L 1 est isomorphe à 

un sous-espace de L r pour un r > 1 . 

3. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE 
1 1 

L = L (0, 1 ). 

Pour étudier le cas p = 1 , qui ne se ramène pas au cas des c:B1 -espaces 

séparables, nous aurons besoin de deux propriétés des espaces de Banach. 
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DEFINITION 3. 1 ( G6] , p. 181). Un espace de Banach X a la propriété de 

Dunford-Pettis si pour tout opérateur faiblement compact T de X dans un espace 

de Banach Y, et pour toute suite (x ) 
n n~1 d'éléments de X tendant faiblement 

vers zéro, IITx)l-o. 

L'espace L 1 et leurs préduaux ont la propriété de Dunford-Pettis [;2] . 
On vérifie facilement qu'un espace de Banach réflexif de dimension infinie n'a pas la 

propriété de Dunford-Pettis. Par conséquent, L 1 n'a pas de sous-espace complémenté 

réflexif de dimension infinie et d'après le théorème 1 . 3, tout sous-espace complémenté 

de L 1 est un cf; 1-espace . Mais la récirpoque est fausse [9] . Jusqu' à présent on ne 

connait que deux exemples, à un isomorphisme près, de sous-espace complémenté de L 1: 

L 1 et ~ 1 
• Par contre, il a été démontré récemment qu'il existe une infinité non 

dénombrable d I espaces JJ 1 séparables de dimension infinie non isomorphes G4J . 
Signalons quelques propriétés des sous-espaces complémentés de L 1 

• 

THEOREME 3. 1 [7] . Tout sous-espace complémenté de L 1 contient un sous-

1, t' . h ' " 1 espace comp emen e 1somorp e a ~ . 

DEFINITION 3 .2 [21]. Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym 

si pour toute application linéaire bornée T à valeurs dans X et définie sur 

L 1cn, &,µ ), où (n, &t,µ) est un espace de probabilité, il existe une fonction F 

définie sur O, fortement mesurable et bornée, à valeurs dans X, telle que pour tout 

1 
,D € L (n,&,u), 

T(<P) :::o S <P(w)F(w) dµ(x). 
n 

L 1 n' a pas la propriété de Radon-Nikodym, par contre € 
1 a cette propriété 

THEOREME 3. 2 [s] . Tout sous-espace complémenté de L 1 qui possède la 

propriété de Radon-Nikodym est isomorphe à ~ 1 
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f,e théorème 2 . 8 reste valable pour p = 1 . sa deuxième partie ayant été établie 

trt·s récemment par ,J. Bourgain : 

THEOREME 3. 3. Il existe une constante À ~ fi telle que si X est un sous-

espace de L 1 vérifiant 
1 d(X~L ) ::::; ), , alors X est complémenté dans L 1 

Il existe un sous-espace Y de L 1 isomorphe à L 1 et non complémenté dans 

Le problème invariant correspondant à 3 . 3 est ouvert. 

4. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE L 00 = L00 (0, 1 ). 

Le cas p = oo se présente de façon très précise. Tout d'abord 

THEOREME 4. 1 [2s]. L 00 est isomorphe à ~00
• 

L I espace e 00 a deux propriétés remarquables : 

THEOREME 4. 2 ~5] . e 00 est un espace premier, c'est-à-dire, tout sous

espace complémenté de dimension infinie de t 00 est isomorphe à ~ 00 
• 

THEOREME 4. 3 ( [27 J , I, p. 105 ) . € 00 est un espace injectif, c I est-à-dire, 

pour tout espace de Banach X contenant e 00 comme un sous-espace fermé, il existe 

une projection linéaire et continue de X sur 200 -
Les énoncés précédents permettent de conclure : 

PROPOSITION 4 .4. Un sous-espace fermé de L 00 est complémenté si et seulement 

s i il est isomorphe à 
00 

L . 

Signalons qu' un des principaux problèmes ouverts sur -2 ::oc concerne l' analogue 

fini-dimensionnel du théorème 4 . 2 : existe-t-il une fonction f définie sur ] 1 , +x [ 

telle que si E est un sous-espace complémenté de -2 00 tel qu'il existe une projection 
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d(E, {;~m(E )) < f(), ) ? 

D'autre part, les résultats les plus récents et les plus frappants sur ,Loc se 

trouvent dans [19] . 

5. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE C(0, 1). 

Nous avons déjà signalé quel' espace C(K) des fonctions continues sur le 

compact K est un J; 00 -espace. Malgré cela la théorie des C(K)-espaces est assez 

différente de celle de 
00 

L. Nous en donnons quelques résultats, en renvoyant le 

lecteur à Ll6] , II, 4, pour des références précises. 

THEOREME 5 . 1 . Soit K un espace compact métrique non dénombrable. Alors 

C(K) est isomorphe à C(0, 1). 

Les résultats les plus importants sur les sous-espaces complémentés de C(0, 1) 

sont les suivants ( [26], p. 185): 

THEOREME 5 .2. Tout sous-espace complémenté de dimension infinie de C(0, 1) 

contient un sous-espace fermé isomorphe à c O • 

THEOREME 5 . 3. Tout sous-espace complémenté de C(0, 1 ) qui a un dual non 

séparable est isomorphe à C(0, 1 ). 

THEOREME 5 .4. Soit X un sous-espace de C(0 , 1) isomorphe à C(0 j 1). 

Alors il existe un sous-espace x1 de X isomorphe à C(0, 1) et complémenté dans -
Nous avons vu que L 00 est injectif. Par contre, un espace de Banach séparable 

injectif est de dimension finie ( [26] t p. 188). Un espace de Banach séparable de dimen

sion infinie qui est complémenté dans tout espace de Banach séparable le contenant ( comme 

un sous-espace fermé) est isomorphe à c O , et c O a cette propriété ( [27 J, I, p. 106). 
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Exposé no. 3 
Myriam Déchamps 

Année 1980-81 

SOUS-ESPACES INVARI/",NTS DE Lp(G), G GROUPE ABELIEN COMPACT. 

Résumé. Il s'agit d'une synthèse de résultats d'analyse harmonique concernant 

les sous-espaces fermés invariants par translation de LP(G), G groupe abélien 

compact et 1 s p s oo, ou C( G), en vue de l'étude du problème de la complémentation. 

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS. 

Dans toute la suite G désigne un groupe abélien compact, r son dual et A 

une partie de r. LP(G), 1 s p s oo désigne LP(G,m) où m est la mesure de Haar 

de G, normalisée par m(G) = 1. C(G) désigne l'espace de fonctions continues sur 

G, muni de la norme uniforme. On note M( G) l'espace des mesures sur G à valeurs 

complexes régulières et bornées . Les notations sont en général celles de [1 o] et G 5] 
et nous renvoyons souvent le lecteur à l' un ou 11 autre de ces livres plutôt qu' aux référen

ces originelles, qui s' y trouvent. 

L' anneau Jb des cosets de r est l' anneau des parties de r engendré par 

les cosets, c'est-à-dire les translatés des sous-groupes de r (un anneau de parties de 

r est une classe fermée par complémentation et par réunion finie). 

Pour f E: M(G) on appelle spectre de f l'ensemble sp(f) = { yE:f , f(y) I= O} 
si sp(f) est fini, on appelle f un polynôme trigonométrique. On note [J> l'espace 

des polynômes trigonométriques définis sur G. fP est dense dans C( G) et dans 

LP(G) pour 1 s p < 00 [J5J. Pour E c M(G) et Ac r on note 

On dit qu'un espace vectoriel A de fonctions définies sur G est un espace 

invariant par translation (ou simplement invariant) si pour tous fE:A et xE:G, la fonc-
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tion f définie sur G par f {y) = f(y - x) appartient à A. 
X X 

Si A est un espace vectoriel invariant de fonctions définies sur G, une applica-

tion T : A ---+ A est invariante si pour tous f € A et x € G, 

c I est-à-dire, si T commute avec les translations . 

T(f ) = (T(f)) , 
X X 

Si A est un sous-espace invariant complémenté de LP(c), 1 s p s 00 

(resp. C( G)) on dira que A est complémenté de façon invariante s'il existe une 

projection linéaire continue et invariante de LP( G) · (resp. C( G)) sur A. Il est 

équivalent de dire qu'il existe un sous-espace fermé invariant B de LP(c) (resp. 

C(G)) tel que . LP(G) = A EB B , 1 :5 p :5 oo (resp. C(G) = A EB B). 

On notera w* la topologie a (L 00 {G} , L \c)) sur L 00 {G). 

2. RESULTATS FONDAMENTAUX. 

Notre premier énoncé traduit le fait bien connu que tout sous-ensemble d'un groupe 

discret est un ensemble de synthèse spectrale. Les références sont variées ( [15], page 

159 , par exemple). 

THEOREME 2. 1. (a) Soit A une partie du dual r du groupe abélien compact 

G. Alors L~ = L~(G), 1sp<oo (resp. CA= C A(G)) est le sous-espace fermé 

de LP(G), 1sp<oo (resp. C(G)) engendré par A, c'est-à-dire, l I adhérence 

de fP 00 00 ) 
A.LA=LA(G est l'adhérence w* de [PA dans L00 (G). 

(b) Soit A un sous-espace fermé invariant de LP(c), 1 s p < 00 (resp. C(G)). 

Alors A = L~ (resp. A =CA) où A= lJ sp(f). Si A est-~~- sous-eseace invariant 
fE:A 

,/ -fermé de L00 (G) alors A= L 00A , où A= U sp(f). 
-- - fE:A 

On en déduit facilement 11 énoncé suivant : 

PROPOSITION 2. 2 [12] . Soit A c f. Alors 1sp<oo 
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est complémenté de façon invariante si et seulement si pour toute fonction f € LP(G) 
,., 

(resp. C(G)), r; f(y )y est la série de Fourier d' un élément de LP(G) (resp. 
yE:A ,., 

C(G)). Dans ce cas f-+ r; f(y) y est la seule projection invariante de Lp(G) 

Lp 
yE:A 

LP(G) = L~ EP L~A , (resp. C(G)) sur (resp. CA) et 1:s;p<oo (resp. -- A -

Pour les sous-espaces fermés invariants de LP(G), 1 :s; p :s; oo, ou C(G), 

les notions de complémenté de façon invariante et de complémenté coihcident, comme le 

montre le théorème suivant . 

(resp. 

THEOREME 2. 3. Soit 

(a) [13]. Si Lp 
A' 

C(G)) alors Lp 
A 

CA) est complémenté dans 

Ac r. 

1 :s; p < oo (resp. CA) est complémenté dans LP(G} 

(resp. CA) est complémenté de façon invariante. 

et C(G), G2] pour p = oo ). L~ , p = 1 ~ oo (resp. 

LP(G) (resp. C(G)) si et seulement s'il est complémenté 

de façon invariante, ou encore, si et seulement si A appartient à l'anneau de cosets 

de r. 

REMARQUE 1 . Le lecteur intéressé par le cas où G est un groupe abélien 

localement compact non compact pourra consulter LJ2] et [s]. 

3. EXEMPLES DE SOUS-ESPACES COMPLEMENTES INVARIANTS DE Lp(G) 

OU C(G). COMPLEMENTATION ET LACUNARITE. 

Dans toute la suite on note T = { z€C , 1 z 1 = 1} et on identifie [o,211' [ à 

R/211' Z et à T par les applications • ix 
X --+- X et X ~ e ' 

' . 
OU X désigne la 

classe de x modulo 2'TTZ. LP(T), 1 :s; p :s; oo, s'identifie à LP( [o,27T[ g;,) (dt 

désigne la mesure de Lebesgue de [o,217'5 ou à LP = LP(o, 1 ). Lorsqu'on parlera 

de sous-espace fermé invariant de Lp, il s'agira de sous-espaces de la forme 

L~ (T) = L~ , où A est une partie de Z, le groupe dual de T. 
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Un des résultats fondamentaux de 1' analyse harmonique, dû à M. Riesz et prouvé 

dans la plupart des traités classiques (par exemple [15], Ch. 8, pour les groupes 

ordonnés) est le suivant. 

THEOREME 3. 1. Le système trigonométrique (einx)nE:Z est une base ( [9] ou 

[6], III, déf. 1) de Lp, 1 < p < oo. 

Ce théorème est une conséquence immédiate ( 19] ) du .fait que l'opérateur Q 

défini sur l'ensemble ~ des polynômes trigonométriques par 

Q( !: 
-nsk::=::n 

est un opérateur borné sur Lp pour 1 < p < oo • Une autre conséquence du fait que 

Q est borné est la suivante. 

THEOREME 3 .2. LJ] Soit HP, 1 s p < 00 , le sous-espace fermé de LP 

(resp. le sous-espace * , 00 u.l -ferme de L , lorsque p = oo) engendré par 

n :2::: O} , c'est-à-dire, HP = L~ , où N = z+ = { O, 1 , 2, ... } . Pour 1 < p < oo, 

HP est isomorphe à LP. 

D' après ces résultats nous avons : 

EXEMPLE 1 . Soit 1 < p < oo. Alors HP = r{i est un sous-espace invariant 

complémenté de Lp, qui est isomorphe à Lp. 

On rappelle que le système trigonométrique n'est pas une base inconditionnelle 

pour p,.k2, ce qui est à 11 origine de beaucoup de difficultés 

de 11 analyse harmonique, en particulier du problème des multiplicateurs de Lp ( G 7] ) . 

Par contre, le système de Haar ( [;] ou [6], def. 2) est une base inconditionnelle de 

Lp pour 1 < p < oo • 

EXEMPLE 2 . Soit 1 s p s oo et G un groupe abélien compact. Alors pour tout 



sous-ensemble A de r appartenant à 1' anneau Jb des cosets de r, 

complémenté dans LP(G). 

isomorphe à LP = LP(o, 1 ). 

Si de plus A est dénombrable et infini alors 
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Lp est 
A 

LP est 
A 

Pour vérifier que si A € Ji alors L~ est complémenté on considère la 

mesure u € M(G) idempotente (c'est-à-dire, 1-'-* i, = µ.) telle que A= { y€f ; 

µ ( y ) = 1 } ( G 5 J , p . 60). 

Alors 11 application f --+ µ, * f définit une projection linéaire continue et 

invariante de Lp(G) sur L~. 

Si A est dénombrable, on peut supposer G métrisable, car si H est le 

sous-groupe de G orthogonal à A, alors G/H est métrisable et L~(G) s'iden

tifie à L~ (G/H) ( [15] ). Notons qu'alors LP(G) est isomorphe à LP = LP(o, 1) 

( [6] , remarque 2). D' autre part, si A est infini, il existe un sous-groupe infini 

A
0 

de r, y 
O 

€ r et un sous-ensemble fini F de r tels que A :::i (y 
0

A
0 

\ F) 

( [12], p. 71 ). Puisque y 
0

A
0 

\ F €.dl:,, L~ A\ F est un sous-espace complémenté 
0 0 

de LPA, et Lp est isomorphe à LP, car Lp "'"'Lp "-' Lp(G/A
1

)"VLP 1 

Y
0

A
0

\ F y A \F A o ' 
0 0 0 

où A~ est le sous-groupe de G orthogonal à A
0 

( ~] , remarque 2). On est donc 

dans les conditions de 11 application de la méthode de décomposition de Pelczynski ( L9 ] , 

I, p. 54) et on conclut que L ~ est isomorphe à Lp. 

Cette démonstration introduit la méthode de décomposition de Pelczynski, qui 

est souvent utile dans ce genre de problèmes : soient X et Y deux espaces de 

Banach, si X et Y sont isomorphes à des sous-espaces complémentés de Y et 

X, respectivement, et si X est isomorphe à une somme directe infinie de soi-même 

avec une norme convenable, alors X et Y sont isomorphes ( Js>J, I, p. 54). Une 

justification directe de 11 exemple 2, utilisant la structure des ensembles de J6 ne 

semble guère plus simple ou plus courte. 

EXEMPLE 3. Soit z l'anneau de cosets de Z. Pour tout A€ z, posons 

A+== An t.J. Alors pour tout A€z, L~+ est un sous-espace complémenté de Lp 
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isomorphe à LP, pour 1 < p < oo. 

C'est une conséquence des résultats précédents. 

Dans nos trois premiers exemples, les sous-espaces invariants complémentés 
(yoir l' additi~ . 

cités, ainsi que leurs complémentaires invariants, sont isomorphes à LPJ;.:::.-------Avant de 

passer à une autre classe d'exemples, formée par des sous-espaces invariants isomor

phes à e 2 , nous rappelons une notion d'ensemble lacunaire bien étudiée en analyse 

harmonique (Go], Ch. 5). 

DEFINITION 3. 1. Une partie A de r est un ensemble A(p), 1 < p < oo, 

s ' il existe une constante Kp > 0 telle que pour tout P € EJ> A , 

EXEMPLE 4. Si A c r est un ensemble A(p) infini pour un p ~ 2, 

est un sous-espace complémenté de LP(G) isomorphe à e2 
et LP CA est un sous

espace complémenté de Lp(G) isomorphe à Lp(G). 

En effet, si A est un ensemble A(p) pour un p 2::: 2, L~ est complémenté 

dans LP ( G), d' après le théorème 2 . 6 de [7] . Puisque LP ( G) est primaire 

(théorème 2.9 de [7]) on peut conclure que LPCA_,LP(G), mais on peut aussi le démon

trer directement par un argument semblable à la méthode de décomposition de Pelczynski : 

CA est infini, donc contient un ensemble A1 qui est A(2) ( [1 o] , p. 21). Alors 

P P P "-' P ( P P ),v( 1)
2 e2 ) Lp rv e2EBLP rv Lp Lp -L = LAEBLCA LAEB LA EBLCA\.A (. $ $ CA'\.A cA,A A œ CA\A -

1 1 1 · 1 1 1 

L~A. 

Il est intéressant de remarquer que pour p < 2 1' exemple 4 n'est plus valable . 

Pour cela nous aurons besoin du théorème suivant. 

THEOREME 3 .3 ( [J2] ). Soit 1 < ·p < 00 et AC r. 

(a) L~ est isomorphe à 

pour s = max(2 , p). 

l si et seulement si A est un ensemble A(s) 
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(b) L~ est isomorphe à .e2 et complémenté dans LP(G) si et seulement 

si A est un ensemble A(s) pour s = max{ p, q} , où p =I= 2, 1 1 
- + - = 1 p q . 

EXEMPLE 5. Pour 1 < p < j il existe un ensemble 

L~ soit isomorphe à .e2 et non complémenté dans Lp. 
0 

A c Z tel que 
0 

En effet, dans G4] on a l'exemple d'un ensemble A
0 

d'entiers positifs qui 

Alors A est un ensemble A(2), 
0 

est A(4) et non 

donc isomorphe à 

complémenté dans 

A(4+€), pour tout e: > O. 

~2 , mais si 1 < p < j , A
0 

n'est pas A(p~1), donc n'est pas 

d' après le théorème 3 . 3 . 

On remarque que pour 1 s p < 2 tout ensemble A(p) est un ensemble 

A(p+e:) pour un e: > O ( GJ). Mais on ne sait pas s'il existe un ensemble A(2) 

qui ne soit pas A( 4). 

Il est facile de construire à partir de A un exemple, pour 
0 

problème invariant correspondant au théorème 2. 8 de GJ. 
au 

EXEMPLE 6 . Pour 1 < p < j, il existe un ensemble A1 c Z tel que L~ 
1 

soit isomorphe à Lp et non complémenté dans Lp. 

En effet, posons A1 = A
0 

U z-. D'après l'exemple 1, Li- est un sous-

espace complémenté de L~ , isomorphe à LP. Soit 
1 

qui soit A(p) pour tout p > 1 (Go], p. 59 et 21 ). 

~ un sous-ensemble de Z ... 
Alors 

Il est possible de caractériser les sous-espaces fermés et invariants A de 

LP(G) ou C(G) qui ont la propriété que tout sous-espace fermé invariant de A soit 

complémenté dans A . Pour cela nous avons besoin d' une autre condition de lacunarité 

bien connue ( [10] ). 

DEFINITION 3. 2. Une partie A de r est un ensemble de Sidon s'il existe 

une constante C > O telle que pour tout P € tP A1 



r /p(y)/:::;csup /P(x)/. 
yE:A xE:G 

THEOREME 3 .4 [12] . Soit A € f. 

(a) Tout sous-espace fermé invariant de p 
LA' 1sp<oo, 

menté dans L~ si et seulement si L~ est isomorphe à 

est A(s) pour s = max(2 ,p). 
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p =I 2, est complé-

c 'est-à-dire, si A 

* (b) Tout sous-espace fermé (resp. w -fermé) et invariant de CA ( G) (resp. 

L ~) est complémenté dans cet espace si et seulement si A est un ensemble de Sidon. 

REMARQUE. Le problème des sous-espaces fermés invariants de Lp( G), 

1 :::; p < oo, isomorphes à € 
2 ne se pose que dans le cas des groupes G compacts . 

En effet, si G est localement compact non compact, tout sous-espace fermé invariant 

de dimension infinie de Lp(G) contient un sous-espace fermé isomorphe à eP ( G2] ). 

Pour compléter notre liste d'exemples, signalons qu'il existe une infinité non 

dénombrable de sous-espaces complémentés de Lp deux à deux non isomorphes GJ. 
Ces sous-espaces peuvent être décrits comme des sous-espaces invariants de 

EXEMPLE 7 ( [5] ) . Un ensemble T dénombrable et partiellement ordonné 

est un arbre si 11 ensemble des prédécesseurs de chaque élément est fini et totalement 

ordonné. Soit T un arbre et f3 : N -+ T une bijection. Soit (r n )n21 la suite de 

fonctions de Rademacher (rn((c.ck)k21 ) = wn pour (wk)k21 € {-1, 1}
1
\ n 2 1). 

Posons WT='{rn
1 

rn
2 

... rnk; ,R(n1)< .B(n2 )< ... <f(nk)' k21}u {1}. Alors 

pour 1 < p < oo L~ ({-1, 1} ~) est un sous-espace complémenté de Lp( {-1, 1 r ). 
T 

Si p -/= 2 et cx1 désigne le premier ordinal non dénombrable, il existe une famille 

d'arbres telle que les espaces ~ ( { - 1 , 1 }l'-J), 
Tex 

soient deux à 

deux non isomorphes . 

}
N 

DI autres descriptions de ~ ( { - 1 , 1 ) et les démonstrations concernant 
T 
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l I exemple 7, qui font appel aux inégalités de martingale de Stein, Gundy et Burkholder, 

se trouvent dans GJ . D I autre part, on ne sait pas s I il existe une infinité non dénombra

ble de sous-espaces invariants par translation de LP(T), 1 < p < oo, p /= 2 ( [5] ). 

4. UN EXEMPLE DE SOUS-ESPACE INVARIANT NON COMPLEMENTE DE LP(T). 

Nous avons établi au cours de la démonstration du Théorème 2 de [6] {p. 5, 
t.J 

condition (2)) que si (yk)k~ 1 est une suite du dual de G = {-1, 1} suffisamment 

indépendante et que si on note A 11 ensemble de tous les produits finis des alors 

L~(G) est un sous-espace complémenté de Lp(G) isomorphe à LP(G), pour p > 1. 

Nous allons voir que si on considère l'exemple analogue dans LP(T), le sous-espace 

correspondant n'est pas complémenté (théorème 4.2 ci-dessous). Il est probable que 

dans ce cas L~(T) n'est pas isomorphe à LP(T) mais on ne sait pas le démontrer. 

La démonstration du théorème 4 . 2 réunit des idées proposées par J. Bourgain 

et A. Bonami (communications orales). Le calcul qui conclut cette démonstration (en 

montrant que 4 • 3 est impossible) s 'inspire de la méthode analogue employée dans Gi] 
et nous a été signalé par H. Queffelec. (voir l'additif). 

Nous aurons besoin tout d'abord d'un théorème de transfert (théorème 4. 1) qui 

nous permettra de travailler dans le groupe ~ . La démonstration du théorème 4 . 1 

dans un cas particulier et sous des hypothèses plus restrictives se trouve dans G 1] , 

pp. 559 et 563 ; un énoncé davantage général se trouve dans [2] , et le calcul permettant 

d'utiliser la condition (2) à la place de la convergence de la série 

fait dans G4] . 

À n 
:E an X--: est 

n~1 n+ 1 

LEMME 4. 1. Soient €, N et s trois entiers positifs tels que N > rr €. 

Si P, 0 1 , ... , Qs , R1, ... , Rs sont des polynômes trigonométriques d.e degré au 

plus € , alors 

(1-½)!iP(x)+ :E eijyQ.(x)+ ~ e-ijyR.(x)II 
2 

s l!P(x)+ :E eijNxQ.(x)+ 
2N 1sjss J 1sjss J L 

00
(T ) 1sjss J 

~ e-ijNx R.(x)II . 
1sjss J L

00 
(T) 
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Démonstration. Pour simplifier l'écriture nous allons traiter le cas où s = 1 , 

le cas général étant analogue. Posons 

f(x,y) = P(y) + eiNxQ1(y) + e-iNx R1(y). 

Alors 

a= llf(x,y)II 2 = l!f(x,y)II 1 = sup if(x,y) 1 
L00 (T ) L00 ((R/277N- Z)xT) (x,y)E:A 

où A= { (x,y}E:T2 , lx-y 1 = inf lx-y+2k7Tj s ~}. Soit (x0 ,y 0 ) E: A tel que 
kE:Z 

1 f (x , y ) 1 = a . Alors si on note Re f et Im f les parties réelle et imaginaire de f, 
0 0 

If /2 = (Re f}2 + (Im f)2 a un maximum au point (x , y ) et 
0 0 

(4. 1) 

On a X 

of , 0 o f2 
f(x0 ,x 0 ) = f(x0 ,y 0 ) + (x0 -y 0 ) ày(x 0 ,y 0 ) + j (x0 - t) 7 (x0 ,t) dt. 

y0 ày 

Or, d'après (4. 1), ~f (x , y )/f(x , y ) est un nombre imaginaire pur, donc 
vY o o o o 

1 
f(x ,x ) 1 (x -y )2 10 2f 1 
f(xo o) ~ 1 - o2a o max -2(x,y) . 

o' Y o (x , y )E:A à y 

D' après le théorème de Bernstein ( G 7] ) max 2 1 q (x, y) 1 s €2 a donc 
(x,y)E:T ày 

1 1 
2€2 

f(x ,x )/f(x , y ) ~ 1 -~ et 
o o o o 2N.:; 

(1 - ~)as lf(x ,x ) 1 s l!P(x) + eiNx Q1(x) + e-iNx R 1(x)I! 00 
2N.:; o o L (T) 

ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 4 1 Soient (À ) et (a ) deux suites d'entiers positifs. · · --- n n~1 n n~1 

Soit F le sous-ensemble du dual ~ Z de TN défini par 

F = {(v ) > 1 E: 'L Z n n_ / v I sa , n ~ 1}. 
n n 

E = { r, 
n~1 

Soit E le sous-ensemble de Z, 

Supposons vérifiées les conditions suivantes : 

V À • 
n n' (v ) > 1 E: F}. n n_ 
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( 1) 2 1 2 
À 1 > ~ ( 7T ( a + 1 ) À ) , n?: 1 n+ .c. n n 

(2) 

Soit 1:::; p:::; oo. L'application T: L~(T)---+ L~(TN) qui à f € L~ fait corres-

pondre la fonction T(f) définie pour N x = (x ) > 1 € T par n n_ 

A 

T(f)(x) = !: f( I; 
(v ) > 1€F n?:1 n Il-

i( I) X V ) 
n n 

v À ) e n?:1 
n n 

est un isomorphisme, c'est-à-dire, il existe KP > O telle que pour tout f € L~:(T), 

(4.2) 

Démonstration. Considérons d' abord le cas p = oo. Soit P un polynôme 

trigonométrique à spectre dans E, il existe k 2 1 tel que P s'écrive 

k k où P , Qj et k 
R. ' J 

ont des degrés au plus 

2 
Posons pour (t ,xk) € T , 

k ijxk k -ijxk k 
f/t, xk) = P (t) + I; e Q.(t) + !; e R.(t). 

1< ·<a J 1:::::::J·:::;ak J -J- k 

On reprend le même raisonnement pour montrer que si fk_ 1 (x1, ... , xk) = T(P)((xn)n 21 ), 

alors 

I', 1'!T(a 1+1)À 12 
La condition (2) assure la convergence du produit infini TI !\ 1 - 3( n- n- ) ) 

donc il existe K > O telle que pour tout P € L;(T) ; l!T(P)!i :
1 
~ : KIIPI! : 

L (T) L (T) 

Puisque la deuxième inégalité de (4.2) est évidente, le théorème 4.1 est démontré pour 
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Le cas p 2:-: 1 s'ensuit, par des méthodes classiques. En effet, d'après le cas 

précédent, pour tout N 
X= (x ) > 1 € T , n n_ µ, : f ~T(f)(x) définit une forme linéaire 

X 

continue sur CE(T), donc une mesure sur T, telle que T(f)(x) = (f * µ. )(0) et 
X 

Ilµ Il$ K. 
X 

Supposons que f est un polynôme trigonométrique, alors on peut supposer 

que µ est aussi un polynôme trigonométrique (quitte à convoler µ avec un poly-
x X 

nôme trigonométrique convenable). On a, en notant q 1' exposant conjugué de p 

1 1 (- + - = 1) : p q 

l!Ttl!P=S l(t*µ )(o)!Pdx $ S !C f(-t)µ (t)dt)Pdx$ 
p N X N jT X 

T T 

\ <S lf(-t) jP jµ (t) ldt) Ilµ l!p/q dx $ Kp/q s !t(-t) jP <S Iµ (t) lctx) dt 
jNT X X T N X 

T T 

$ Kp/q s !t(-t) jP dt= Kp/qllfllP 
T p 

car pour tout t fixé, l'application g € C(TN) --+-g((À t)) > 1) = S g(-x) p. (t) dx 
n n_ N x 

T 
est une mesure de norme$ 1. On a donc IIT(f)II $ K 1/q lltll pour tout f E: LPE(T). p p 

Le même raisonnement s'applique à T- 1 et montre que lltll $'. K 1/Pi!T(f)il pour 
p p 

tout f E: L~(T). 

K = K(p- 1)/p si 
p 

Ceci achève la démonstration du théorème ( et on peut prendre 

p2::2, Kp=K 1/P si 1 $p$2). 

THEOREME 4. 2. Soit (y ) n n2:: 1 une suite d'entiers positifs telle que 

y n+ 1/y n ~ 3. Soit 

A= {y. + y. + ... + y. où 1 $ j 1 < j2 < ... < js' s 2:-: 1}. 
J1 J2 Js 

Alors L~(T) n'estpascomplémentédans Lp(T) pour p2:: 1, pf.2. 

Démonstration. Prenons À = y et a = 2 pour n ~ 1 et conservons 
n 

2
n n 

les notations du théorème 4. 1 . Pour (u, v) E: R2
, k entier positif et tE:R, posons 

iÀ t 
Pk(t)= Il (1+ue n 

1$n$k 

i2À t 
n ). + uve 

Alors P k est un polynôme à spectre dans E et puisque les conditions ( 1 ) et (2) sont 
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vérifiées on a 

Calculons 

Il Il 
\ 1 ix 2ix 1 1 ,211 j . 2· 1 k 

T(Pk) ~ = j <TI< (1 + ue n + uve n) P dx = (2n' j 1+ue1Y+uve iy P dy) . 
TN 1-,n_k o 

Notons P la projection orthogonale de L 2(T) sur L~(T). On vérifie 

facilement que 
iÀ t 

P(Pk) = TI (1 + ue n ) 
1 :Sn:sk 

compte-tenu de la propriété suivante de ( y ) > 1 : si n n_ 

alors E. = 0, 
J 

~ E.y = 0 OÙ 
1:Sj:Ss J nj 

1:s:j:Ss. Or P(Pk) 1 :Sj :SS, 

son spectre dans E , donc si P est continue sur LP(T) on doit avoir 

soit 

~ S l 1 + ueiy I P dy :s: (Kp!IPIJf/k (:f.rr S l 1 + uiY + uve2iY I P dy). 

Ceci étant valable pour k 2: 1 , il s'ensuit que pour ( u, v) E: R
2 

(4 .3) 
.... 277 1 . 1 ,211 1 . 2· 1 S 1 + ue iy p dy :s: j 1 + ue iy + uve iy P dy. 

0 0 

a aussi 

Montrons que (4. 3) est impossible. Soit z un nombre complexe, si J z 1 

est assez petit, G(z) = 1 + z et F(z) = 1 + z + vz2 ne s'annulent pas et on peut 

obtenir des branches analytiques de (F(z))P/ 2 et (G(z)f/ 2 satisfaisant 

(G(z)f/
2 = 1 + ~ z + ~(~ - 1) z2 + o( j z 1

2
) 

(F(z)f/ 2 = 1 + ~(z + vz2 ) + Î(~ - 1 )(z + vz2}2 + o( 1 z 1
2

) 

= 1 + ~ z + ~(v + d(~ - 1)) z
2 

+ o( 1 z 1

2
) 

(où d( lz 1
2) désigne une fonction h telle que lim lz /- 2h(z) = 0). 

z-t0 
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Posons v = J(1 - ~). Alors si I u I est suffisamment petit, 

\ 277 1 . 1 ,211 1 . 1 2 2 2 4 4 
j 1 + ue1

Y p dy = j G(ue1Y) p dy = 1 + ~ u + (Ï(~ - 1 )) u + C1(r ) 
0 0 

,2rr J . 2· j \27T j . j 2 2 4 
j 1 + ue1Y + uve iy P dy = j F(ue 1Y) P dy = 1 + P

4 
u + C1(r ). 

0 0 

Ceci montre que si p f-2, l'inégalité 4. 3 ne peut pas être satisfaite pour tout couple 

2 (u, v) E: R , ce qui conclut la démonstration. 
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ADDITIF. Après avoir rédigé cet exposé, j'ai reçu le preprint [1 s] . Dans 

ce travail, J. Bourgain détermine des conditions nécessaires et suffisantes sur A, 

lorsque L~ est complémenté dans LP(G), pour que L~ soit isomorphe à LP(G), 

ainsi qu'une condition suffisante sur A pour que Lp(G) soit isomorphe à un sous

espace fermé de L~ , pour 1 < p < oo, p ,f: 2 , et G groupe abélien compact. 

Ces résultats poursuivent le travail exposé dans [6], mais le problème invariant 

résolu pour le groupe de Cantor dans [6] reste ouvert lorsque G = T. 

On peut déduire le théorème 4 . 2 des lemmes 3 et 4 de G s] , dont la démonstra

tion utilise aussi 11 impossibilité de (4. 3). On évite ainsi le théorème de transfert 4. 1 

et on peut donc énoncer le théorème 4 . 2 pour tout groupe abélien compact G et pour 

toute suite ( y n )n?: 1 d'éléments de r qui soit 2-dissociée ( [18] ), si on suppose 

que les éléments de G sont d'ordre au moins 3 . 



Exposé no. 4 
Hervé Queffelec 

Année 1980-81 

L'INEGALITE DE VINOGRADOV ET SES CONSEQUENCES. 

Résumé. Dans la première partie, on établit une inégalité de type faible due 

à S . A. Vinogradov, qui découle d'une reformulation du théorème de Carleson-Hunt ; 

dans la deuxième partie, on montre comment cette inégalité permet d' améliorer un 

certain nombre de résultats connus . 

I. INTRODUCTION ET NOTA TI ONS. 

T désigne le cercle { zE:C/ J z J = 1} , cr sa mesure de Haar normalisée, 

Œ> sa tribu de Lebesgue ; si E est un espace de Banach séparable et 1 :s: p < oo, 

on désigne par LP(T, EP.,,cr ;E) (en abrégé LP(E)) l'espace des classes d'applica

tions mesurables f : T --+ E telles que S l!f (z) 1 !~ da (z) < oo ; si E = C, on note 

en abrégé L P. 

L 
100 

désigne l'ensemble des classes d'applications mesurables f : T --. C 

par lesquelles il existe une constante A > 0 telle que : 

Par abus de notations, la meilleure constante A dans l' inégalité précédente se note 

I If 11100, bien qu' il ne s' agisse pas d' une norme ( JI lf-g 11100 = d(f, g) est une métrique 

complète invariante, par translation sur 

associée à cette métrique). 

2 { 2 A H = fE:L /f(n) = 0 si n < 0}. 
et on a : llf + 112 :s: . llf 112 . 

L 100 
' 

qui sera supposé muni de la topologie 

Si f E: L 
2 
' 

f+(z) = i f(j) zj E: H2 

0 

C = C(T) est l'ensemble des fonctions complexes continues sur T, avec 



la norme uniforme . 

A= {fE:C(T)/f(n) = O, n < O} = "algèbre du disque". 

1 Par f € L , on notera dans toute la suite : 

n-1 A 

5s (f,z) = :E f(j) zj (n ~ 1) 
n -(n-1) 

et S (f,z) = 0 
0 

lR (f ,z) = f(z) - S (f ,z) (n ~ 0). n n 

U = U(T) = { f € C(T)/Sn(f) ~ f dans C(T)} 

V= V(T) = {t € U(T)/f(n) = 0 si n < 0}. 

IV.l 

Pour f € U(T), on pose [t] = ~~~ IIRn(f)IIC(T) ; on définit ainsi sur U(T) 

(et de façon induite sur V(T)) une norme d'espace de Banach. Remarquons que si 

f € V(T) on peut écrire, anticipant sur les notations suivantes : 

n 
S (f,z) = (f * D )(z), n n 

( ) 1 - z avec D z = 1 si n ~ 1 
n - z 

Sl. 1 ' t 1 1 1 s p, p s oo e - + ~ = , p p on convient d'écrire la dualité entre un élément 

f de LP et un élément g de Lp' par: 

(f,g) = s f(z) g(z) da(z) = s f(z) g(z) da(z) = (f * g)(O) 

où on pose de façon générale : 

(f * g)(z) = sf(z w) g(w) dcr(w) = s g(zw) f(w) do(w). 

Un élément f de tt2 sera considéré comme un élément du dual v* de V en 

accord avec la formule précédente 

(f,v) = sf(z) v(z) do(z) et 

En 1932, Paley [1] avait montré que si une suite ( c n )nE:Z vérifie !: 1 c n f (n) 1 < 00 

pour toute f € C(T), alors (c ) € €
2 ; puis utilisant les propriétés de la transformée n 

de Hilbert: 

remplaçant 

Lp ~ HP par 1 < p < oo, il avait montré que la résultat subsiste en 

(c ) cz par (c ) >o et C(T) par A; en 1976, Vinogradov [6] n ne- n n-

a démontré une inégalité de type faible qui permet avec des modifications mineures de 

la preuve de Paley, d'obtenir le résultat suivant : 



Si 
00 

I: 1 c f(n) 1 < 00 pour toute f € V(T), n 
0 

alors ile 12 <00. 
n 

0 

IV.2 

Puis en 1977, Kahane-Katznelson-deLeeuw [5] ont amélioré le résultat initial de Paley 

en obtenant un résultat "coefficient par coefficient" : 

3 f € C(T)/ /r(n) l2 la 1 . n '7' n € Z. 

En 197 8, C. B. Kisliakov [7] a combiné les méthodes de [5] et 11 inégalité de [6] 

pour obtenir notamment le résultat suivant : 

Y n € N. 

Ce sont l'inégalité de [6] et les méthodes de [5] et [7] que nous allons exposer 

ci-dessous, avec quelques simplifications. 

II. INEGALITE DE VINOGRADOV. 

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le suivant. 

THEOREME 1 (Inégalité de Vinogradov). Il existe une constante absolue y > 0 

telle que l'on ait 

Démonstration. Le théorème de Carleson-Hunt ( [2], [3]) dit qualitativement 

et quantitativement les deux choses suivantes . 

Soit f € H2 . Alors 

i) R (f ,z) ~o pour da-presque tout z de T n 

ii) ' sup IR (f,z) 1
2 

da(z) s c2
' lf(z) 1

2 
da(z) 

JT n20 n JT 

où C désigne une constante absolue. 

i) et ii) peuvent se reformuler en disant que f ---+(Rn(f))n 2 0 définit un 

opérateur S de H2 dans L 2 ( c ) , de même norme s C. 
0 

L' opérateur adjoint S * : L 2 ( € 
1 ) --+ H2 se calcule facilement 



Soit encore, puisque 

00 00 

s*((g )) = ( :E g )+ - :E g * D . n 
O 

n 
O 

n n 

g+(z)=' g(~) da(w), 
j 1-wz 

pour 

-n n 
S ((g ))(z) = :E g (w) -- da (w). * s w z 

n n -1-wz 

IV.3 

(Comme il s'agit dans tout ce qui suit d'inégalités a priori, on peut si l'on veut supposer 

qu'il n'y a qu'un nombre fini de g non nuls). n 

Changeant (g ) en (cp ) avec cp (w) = g (w) wn, on voit que R, défini n n n n 

par 
n 

R((g ))(z) = S :E g (w) 2- da (w) 
n n -1-wz 

2 1 2 
envoie L ( € ) dans H avec norme s C. On va en déduire que R envoie 

L 1( e 1) dans L 
100

, en faisant un découpage à la Calderon-Zygmund ( [s]) de T 

associé à la fonction G = :E / g J € L 
1 

, si on s ' est donné g = (g ) € L 
1 
( e 1 

) n n 
et <l'. > O. Soit <l'. > O. Suivant [s], on a une décomposition 

T = P U Q, P n Q = (j) et de plus 

G(x) $ Cl'. 

Q=U Q. 
. J 
J 

da-pp SUI' P 

Q. arcs d' intérieurs 2 à 2 disjoints 
J 

la I s ¾ llcll1 

C. = M S G(z) da(z) s 20'.. 
J IQ.., 1 Q. 

J J 

(On a posé pour abréger /A/ = a (A) si A€ 03). 

On décompose chaque g
0 

en une bonne et une mauvaise fonctions bn et m
0 

Jgn sur P 

b = n )M' g (w) da(w) = c. sur Q. l, Qj I jQj n Jn J 

On a g = b + m et n n n 
\ m = 0 par définition . 
JQ. n 

J 

Jo sur P 

mn = l g - c. sur QJ. 
n Jn 



1er point. b = (bn) € L 
2( € 

1
) et 

En effet, soit B = :r: 1 b 1, nous avons n 

s B2 = s B2 + s B2 
p Q 

(1) s B2 
= s c 2 

$ Œ s G $ (lllcll1· 
p p p 

IV.4 

D'autre part, sur Q., B = :r: le. 1 et le. ls ~ S Jg (w) /da(w), donc 
J n Jn Jn I Q_, 1 Q. n 

J J 

sur Q., B $ ci S G $ 2Œ et par conséquent 
J JQ_, 1 Q. 

J J 

(2) 

En additionnant (1) et (2), on obtient le premier point annoncé. 

2ème point. m = (m ) € L 1( € 
1) et l!mll 1 1 $ 2Jlcll 1 = 2llgll 1 1 . 

n L(€) L(€) 

En effet, soit M = :r: lm 1; nous avons lm ls lg I+ le. 1 sur Q. , d'où: n n n Jn J 

' 1 m I s S I g 1 + :r: 1 c. 11 Q. 1 , d'où en sommant par rapport à n : 
j n n j Jn J · 

'MsSc+:r: lo.l ~ lc. 1 s' c+ri lo.lc.='G+riS G :s:2' G, j . J Jn j . J J j . Q j 
J n J J j 

d I où le deuxième point annoncé. 

2 
3ème point. o-{ 1 R(b) 1 > z} $ 

20 ~ J ]g Il 1 1 • 
L ( € ) 

En effet, o-{IR(b) I> ~ IJR(b)JI: s ~/lbll~ s ~5ŒJJgll d'après le 1er point. 
(l (l (l 

C 
4ème point. cr { 1 R(m) 1 > z} $ -

1 / /g JI 1 1 où C 1 est une constante absolue . 
Œ L (€) 

,.._, 
En effet, soit w. le centre de l'arc Q. , Q. l'arc de centre w. et de long1:eur 

J J J . J 
,V 

triple de celle de Qj , Q' = U Qj et P' = T '\.Q' . Nous avons 

(3) cr { 1 R(m) / > z} :S a { 1 R(m) 1 > 2 n P' } + a ( Q' ) s i \ 
1 

1 R(m )(z) ! da (z) + ~I !g 1 

• 



., 
D'autre part, sil' on pose K(u) = --

1 - u 
et µ (z) = C' m (w) L da(w) 

n jT n 1-wz 

IV.5 

= m (w) z K(z w) da (w), S n 
T n 

on a, compte tenu du fait que mn est nulle sur P 

et à moyenne nulle sur Q. : 
J 

~1, (z) = I: \ m (w) zn rK(zw) - K{z w.)]da(w) ; 
n j jQ. n ~ J 

J 
appliquons le théorème de Fubini et remarquons qu'il existe une constante absolue c1 
telle que \ ,V I K(z w) - K(z w·.) 1 da (z) :s C 1 d'après un calcul simple et classique jea J 
( [s]) nous obtelions 

' Iµ (z) lda(z) :s I:' lm (w) j Ir IK(z w)- K(z w·.) lda(z~da(w) 
j P, n j j Q. n lJ P, J 'J 

J 

s c 1 ~ SQ lmn(w) lda(w) s c 1 llm)l 1 , 
J j 

,V 

car P' C ea. pour tout j. 
J 

En sommant sur n les inégalités précédentes, on a donc, si llgll désigne 

et (3) donne donc 

5ème point. l!R(g)l!L 100 :s (20 c2 
+ c 1)llgll = yllgll. 

En effet, cr{I R(g) 1 > o:} :s cr { 1 R(b) J > ~} + cr {I R(m) 1 > 2} ~ 20
~

2 
llgll + co:1 

llgll. 

Changeant (g ) en (1/> ) avec 1/; (w) = g (w) w n, 
n n n n 

on obtient 

(4) pour tout 

Considérons maintenant l'opérateur S: V-+ C
0 

[c(T)] défini formellement comme 

~ S , c'est-à-dire : S ( v) = (R ( v)) >O. · Par dualité, on obtient n n_ 
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un calcul simple donne : 

~* (5) <(s) (µ.),v) = I:(un * v)(O)- r.(µn *on* v)(O). 

Par définition des normes dans V et dans C
0 

[c(TÜ, S est une isométrie, en 

particulier est injective d'image fermée ; (s)* est donc surjectif et de plus, 'ef i€V*, 

'ef E > 0, 

(6) 

il existe (µ ) = µ € € 
1 [M(T)] telle que 

n 

~* e = (s) (µ) et 

Si € est un polynôme trigonométrique de tt 2 , en 11 écrivant comme dans ( 6) 

et en utilisant (5), on obtient : 

(7) et 

,. ,. 
Soit ~ un noyau de de la Vallée-Poussin tel que L\ = 1 sur supp € et 

IIL\l/1 ::S: 1 + E. Posant f = µ * fj,, on déduit de (7) n n 

(8) 

et de plus 

f € L 
1 

n I;llf 111 ::S: (1+eille Il * . 
n V 

S'il n'y a qu'un nombre fini de f non nuls, comme € € tt
2 

et f * D € H
2 on 

n n n 

déduit de (8) que donc :r f = cr f )+ et (8) peut s I écrire n n 

+ * e = (:E f ) - ;r, f * D = S ((f )) n n n n 

d'où d'après (4) 

llell1 ~ Yll(f )Il 1 1 :::; y(1+e:)2 llell * 
oc n L (€ ) V 

Par un argument de densité, et en laissant E tendre vers zéro, on obtient : 

( 9) Il e 11100 ::S: y Il e llv* 
si e est un polynôme trigonométrique de tt

2 

Si est un élément quelconque de H2 

n, (9) entraîne 

(10) 

' 
et K n le noyau de Féjer d' ordre 



(Si v€V, 

IV.7 

1/v * K llv = sup 1/K * v * (b - D.)11 s sup llv * (S - D.)11 = llvl/V 
n >O n o J oo ">O o J oo J- J-

par dualité, on obtient la même inégalité dans v*). Quand n ~ oo , 

tend vers e dans L 2 a fortiori dans L 100 
' ' donc le passage à la limite dans 

(10) donne 

( 11) 11 e 11100 ~ y 11 e l lv* 
Ceci achève la démonstration du théorème 1 . 

si 

III. APPLICATIONS DE L'INEGALITE DE VINOGRADOV. 

Au préalable, nous avons besoin de deux lemmes techniques, dont le premier 

généralise un lemme de L7] . 

LEMME 1. Soit (O,a., P) un espace de probabilité, F€L 2 (n,a,P) telle que 

/IF)/2 s R et P( IF l>t) ~ f si t > 0 (autrement dit ))F/1100 s 8'), avec b ~ R 

a) Si 1 < p < 2, on a : IIF 1 1 s K ~ 1- 2 / p 
I 

R2 / p 
1 

p p 

où K est une constante ne dépendant que de p. 
p 

b) Si p = 1, on a : 

Démonstration. 

a) Pour tous a,b tels que O < a~ b, on a : 

oc a b oo s IF I p dP = s p tP- 1 P( 1 f l >t) dt s s p tp- 1 dt + s s p tp-Z dt + s R2 p tp-J dt ' 
0 o o a b 

soit: 

\ IF jP dP ~ aP + bp [pp-1 - aP-1] + R2p bp-2 . 
J p-1 2-p 

0 

On minimise le second membre en a et b, ce qui donne a = 8", 
R2 

b = S (et on a 

bien ainsi a s b puisque S s R), ce qui donne 

S
0 

1 FI P ctP"' :,2-P R
2

(P-1l ~+ lp] + i,P [1 _ !--,] , 
soit : 
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\ / F /P dP s o2-P R2(p-1) 
jQ 

p 

(p-1 )(2-p) 

En prenant les racines p-ièmes, on obtient le a), avec - P ~ ] 
1/p 

p - p-1)(2-p) . 

b) est prouvé dans [7 J , la méthode est rigoureusement la même. 

LEMME 2 ( [9]). Soit (a ) € e2(N) telle que 
- n 

; 1 a / 2 s 1 et q un expo-
n -0 

sant tel que 2 < q < oo. Alors, il existe un choix de signes a = + 1 tel que si 
n -

00 

cp(z)= ta a zn, 
n n 

0 

on ait : 

ne dépendant que de q. 

<P € L q et 

La première application du théorème 1 est la suivante. 

est une constante 

THEOREME 2 (Vinogradov). Soit E = (À ) >o un ensemble infini de type - nn_ 

A(2) inclus dans z+ ; alors pour toute suite (an)n?:O dans e2(N), il existe 

v€V tel que 11 on ait: 
A 

v(À ) = a n n 
pour tout n ?: 0. 

Démonstration. Remarquons d I abord que le résultat était bien connu avec 

f € C(T) au lieu de v€V ( [11] ). Cela dit, définissons un opérateur R : V--+- e2 

par R(v) = (;(À )). Le problème est de montrer que R est surjectif, ou encore n 

que son adjoint R* est injectif d I image fermée, autrement dit qu'il existe une constante 

o > 0 telle que : 

( 1 3 ) IIR* a !lv* ?: p lla 11 2 pour tout 
e oo À 

On voit aisément que R*a(z) = ta z n n 
0 

il existe une suite telle que : 

a = (a ) E: e2 . n 

supposons que ( 13) soit en défaut, alors 

l laP 11 = 1 et I IR* ( aP) I J * s ! , p = 1 , 2 . 
V p 

D'après le théorème 1, IIR*(aP)l/1 s 2' et pour p 2: Y, le lemme 1 b) donne: 
00 p 

JIR*(aP)l!1 :s: 2 2' (1 +log!:), quantité qui tend vers zéro quand p-+ 00 • Comme p y 

IIR*(aP)l!2 = 1 et que R*(aP) € L~ , ceci contredit le fait que, par définition, les 
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normes et L2 soient équivalentes sur et achève la démonstration. 

Avant d'en venir à 1' application essentielle du théorème 1 , signalée dans 

l'introduction, nous avons besoin d'un dernier lemme technique. 

i) Soit 17 > 0 et soit (a ) € ~2(N) telle que n 
00 

oc 

2: 1 a 12 ,:s; 1 ; alors il existe 
n 

0 

un choix de signes a =+1 
n -

tel que si cp(z) = ~ a a zn, on ait la décomposition 
n n 

0 

<P = g + h, g € V, 

où k 1 est une constante absolue. 

ii) Si (; /an )2)1/2 :s; E, 

0 

on a la même conclusion, mais avec 

l lg llv :s; 11 et 

Démonstration. i) Montrons d'abord que pour h assez grand et pour un bon 

choix de a , on a la décomposition 
n 

<P=g+h avec 

Soit q un exposant tel que 4 < q < oo, et soit p 11 exposant conjugué, si bien que 

1 < p < j. Faisons un choix de signes an comme dans le lemme 2 ; il s' agit de 

montrer que 

(14) 

(Bv et B 2 désignant les boules unité fermées respectives de V et H2 ). c 
H 

est un corps convexe équilibré dans H2 , donc d'après le théorème de séparation 

''sans topologie" de Hahn-Banach ( [12] ), il suffit, pour avoir (14), de montrer que si 

L est un élément de H2 tel que 

(15) et 

alors / L( <P ) / < 1 . 

Or, ( 15) et le théorème 1 entraînent //L 11100 :s; ~-

1 a) entraînent 

Sl. 1'12 -
., 2: ·y' (15) et le lemme 



2 

lldl s K Tjq-1_,f/q = 
p p 

(hi) 

IV .10 

K , 4/q-1 
p,? • 

On a alors, par dualité (LP , L q) et par ( 16) 

IL(0) I= 1,·r: (!" dais lldJ IJcpll s k C îi4/q- 1 . j p ·q p q 
( 17) 

Et puisque q > 4, (17) montre bien que IL((!)) I< 1 pour h assez grand, disons 

h > ex. Posons k 1 = Max(1,cx), il y a deux cas possibles : 

1er cas : si h > ex, on vient de voir qu'on peut trouver une décomposition 

co=g+h 

2ème cas : 0 < h s ex ; on prend alors une décomposition "triviale" 

g=O, h=<,0. Ona: 

Ceci achève le i) du lemme 3 . 

ii) D ' après le i) appliqué avec 
a 

(..E) t r, 
E e Ë ' il existe des signes 

tels que ! ~ a a zn = g' + h' , avec J Jg' l lv s ~ et 
E n n "" 

D'où 

Ceci achève la preuve du lemme 3 • 

a) 

b) 

L'application essentielle du théorème 1 est la suivante. 

THEOREME 3 (Kisliakov, l1J ). 
Soit (an)n;?O € e2(N) ; il existe v € V telle que 

/;(n) l2:: la J pour tout n 2:: O n 

llvllv s K(; !an l2 )1/ 2 , où K est une constante absolue. 
0 

O' ;;;; 1' n-

cr = + 1 
n -

Démonstration. Pour des raisons d'homogénéité, il suffit de trouver v quand 

( ~ 1 12)1/2 -· 1 '-" an 1 :::..-2ë: = Eo 
0 0 
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"+4 

où l'on pose : cj = k 1 2J , k1 étant comme dans le lemme 3. Définissons par 

récurrence cinq suites (F}, (Gj), (R}, (gj)' (h} de fonctions et deux suites (e} 
et (71.) de nombres positifs avec les propriétés suivantes (j ~ 0) : 

J 

1. IF.(n)l~la 1(1-71 - ... -rJ.) et F.=G.+R. 
J n o J J J J 

2 . G. = g + ... + g. et llg. l lv s T/ . 
J O J J J 

3. IIR.// 2 s €. 
J H J 

4. R. = g. 1 + h. 1 et 
J J+ J+ 

5. 
€. 2 

€. 1 = k1(-J) 
J+ 1+1 

00 

6. Lr,.=e<1 
0 J 

et 

2 

llh. 111 2 s k1 ~ 
J+ H flj+ 1 

€. --+ 0 quand j --+-- +oo . 
J 

Les conditions 5 . et 6 . sont indépendantes des précédentes ; elles sont imposées 

pour des raisons techniques qui apparaîtront par la suite ; une réalisation de ces condi

tions est donnée par : 

11 == o, 
0 

C. 1 
k J-

T/j == 1 -r 
C. 2 J-

si j ~ 2, (c .) étant comme dans (18), 
J 

(on a alors 

C'est ce choix de 

Point de départ (j == 0). On prend g == G = 0, 
0 0 

( 1) qu I on adoptera. 

n F = R = r: cr a z où les o o n n 

a = + 1 sont choisis comme dans le lemme 3 ii) pour permettre de décomposer R en 
n - 2 o 

g 1 + rJ1, avec /lg1 llv s T/1' llh1 IIH2 s k 1 ~ . 1. est réalisé car IF 0 (n) J == 

J cr a / == 1 a 1 ~ 1 a 1 ( 1 - r, ) . 3 . est réalisé à cause du choix de norme convenu 
n n n n o 

au départ pour (a ). n 

Passage de j à j+ 1 . Posons Gj+ 1 = g0 + •.. + gj+ 1 et définissons deux 

ensembles B et M (dépendant de j) de bons et de mauvais entiers par : 

( 19) n € B <=> 1 ~ (n) / ~ / an J ( 1 - T/0 - ••• - 77j+'I ) 

(20) n € M ~ lcj:1(n) 1 < !an /(1 _ T/0 _ ••• -77j+1). 



Remarquons que si nE:M , nous avons : 

!F'.(n) - é.'1(n) 1 = lh.'
1
(n) 1~ TJ. 

1 
la 1, 

J J+ J+ J+ n 

d'où 2 

(21) 1 1
2 1 /2 1 11 11 Ej ( r: a ) s .,,-- h. 

1 2 s :;:;--= E. 
1 nE:M n ''j+ 1 J+ H ''j+ 1 J+ 

Définissons alors un "regonflement" R. 1 
J+ 

de G. 
1 J+ 

par 

(22) R . 
1 

= I: 2a a ( 1 - r, - . . . - f'/ . 
1 

) zn 
J+ nE:M n n o J+ 

IV.12 

par 5. 

où les a = + 1 sont des signes pour le moment arbitraires ,et une fonction "regonflée" 
n -

Fj+ 1 = Gj+ 1 + Rj+ 1 , la terminologie étant justifiée par le fait (évident d'après (19 ), 

(20), (22)) que l'on a 

1 ~,(n) !2 1 an 1 (1-110 - ... - 17j+ 1) pour tout nE:Z. 

Revenant à (22), remarquons que : 

1 12 1 /2 ' 1 12 1 /2 ( I: 2a (1-17 - ... -1'/. 1) ) =2(1-17 - ... -17. 
1
)( !: a ) 

nE:M n o J+ o J+ nE:M n 

s 2( 1 - 111) E. 1 = E. 1 par (21) ; 
J+ J+ 

on choisit alors les signes 

une décomposition 

a dans 
n R. 1 

J+ 
en accord avec le lemme 3 , pour avoir 

00 

Ceci achève la récurrence ; posons alors 

convergente dans V). Nous voyons que : 

G = !; g. = lim G. (série normalement 
0 J J 

00 

llcll::; 1: 11. = ~ • ' J LJ-
0 

A 
3 . et 6. montrent que R/n) --. 0 quand j --+-+ 00 ~ pour nE:Z fixé. Le passage 

à la limite dans IF.(n) I= lc.(n) + R.(n) 1 2 la 1(1 - 17 - ... - T/.) donne alors: 
J J J n o J 

/ G(n) 1 2 1 a 1 (1 - i T/ .) = 
4
11 a 1. 

n · J n 
0 

Si V=4G, 1;(n)l2la 1 '7'n et llvll::;J. n 
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Comme on était parti de (!' la 1
2 )1/ 2 

< 
1 = 1 on en déduit le a) du théorème n --2c ~' 
o k 1 .2 

5 Javec K=3k 1.2 =96k 1 . 

IV. REMARQUES. 

1. Si on remplace V par 111' algèbre du disque" A, on a une version simpli

fiée du théorème 1 : il existe une constante absolue M telle que : 

(24) pour toute f de tt2 
. 

En effet , par définition I Jt IIA * = inf J Jr + µ. IJM( T). 
µE:M(T) 
µ(n)=û 
si n:2:0 

En utilisant une approximation de l'identité (et sans utiliser le théorème de F. M. Riesz), 

on voit qu'en fait : 

l lt IIA * = inf l lt + p 1 11 
RScP 
P(n)=o 
si n:2:0 

où B> désigne l'ensemble des polynômes trigonométriques sur T ; pour PE:@ tel 

que P(n) = 0 si n? O, on a : f = (f + P)+ et d'après les propriétés classiques 

de la transformée de Hilbert : 

(25) 

En passant à l' infinum sur P dans (25), on obtient (24 ). 

2. Dans un papier récent ( [10] ), Oberlin a obtenu une nouvelle application de 

l'inégalité de Vinogradov : "Si F est un fermé de a -mesure nulle sur T, F est 

pic-interpolation pour V", ce qui améliore un résultat antérieur de Rudin-Carleson 

( [13] ) : IISi F est un fermé de a-mesure nulle sur T, F est pic-interpolation 

pour A". 

3 . Les difficultés pour généraliser le théorème 3 à plus d' une variable 

proviennent du fait que dans ce cas la transformée de Hilbert n'est plus un opérateur 
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de type faible { 1 , 1). Kisliakov { [7] ) a néanmoins obtenu le résultat suivant en deux 

variables: 

Si {amn) € e2
{N

2
), 3 f € C{T2

), de type analytique {c'est-à-dire 
A 

f{m,n) = O si inf(m,n) < 0) telle que : 

a) li(m,n) 12:: lamn I V (m,n) € N
2 

b) lkll 2 ::::;; Kll(amn)II 2 2 , où K est une constante absolue. 
c(T ) e {N ) 

En p variables {p ~ 3), l'analogue du théorème 3 est un problème ouvert, 

même sous la forme faible "à la Paley" suivante : 

Supposons que l'on ait : 

t I en f{n1, ..• , np) 1 < oo 
n.è:'.'O 1 • • .np · .1, 
1= •• ,P 

(26) 

pour toute f € C{TP), de type analytique ; s'ensuit-il que t le 1
2 < ,:io. 

>O n1 •.. n n_ p 
i=1, .• ,P 

Sous l'hypothèse (26), Kisliakov ( GJ) obtient le résultat affaibli suivant 

(27) 

Ce résultat découle en fait immédiatement d' une estimation probabiliste de [14] , comme 

le lecteur s'en convaincra aisément. 



[1] 

GJ 

[11] 
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Exposé no. 5 Année '198'J--1981 
Myriam Déchamps , Françoise Piquard, 
Hervé Queffelec . 

LA PROPRIETE DU MAJORANT DANS LES ESPACES DE BANACH. 

Résumé. - Soient B un espace de Banach et (y ) > 1 une suite d'éléments 
n n-

du dual B' de B. On dit que B a la propriété du majorant relativement à 

(y ) si pour to~t élément bE:B il existe 0 E:B vérifiant ! < b , y > 1 :::: < e , y > n n2':1 n n 
pour n 2': 1 . Nous déterminons, sous certaines hypothèses sur B, la propriété de 

B' duale de la propriété du majorant, en généralisant des résultats connus dans le 

cas où B = LP(G), G groupe abélien compact et p 2': 1. 

I. INTRODUCTION. 

Soient G un groupe abélien compact et G son dual. Pour f E: L \G) on 
A 

note f sa transformée de Fourier définie par 

f(Y)=S f(x)(-x,y)dx, 
G 

A 

yE:G . 

1 1 Soient 1 :::; p < 00 et p' l'exposant conjugué, - + -, = 1. p p 

que les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) Pour toute f E: LP(G) il existe g E: LP(G) telle que yE:G. 
J A A 

(b) Pour toute f E: LP ( G) telle que f 2': O et tout ( E( y) \E:G E: € 
00 

( G), il existe 

g E: 1P' (G) telle que 
A A A 

E(y) f(y) = g(y) pour y€ G. 

De plus, lorsque G est infini, ces conditions sont satisfaites si et seulement 

si p' est un entier pair ou p' = +oc [1] . 

Nous allons étudier ces propriétés dans un cadre plus général; poursuivant ainsi 

les travaux de [4], [1] et [6]. Ce cadre (conditions (1), (2), (3) et (4)) est proche 

de celui de [6]. Notre premier résultat est le théorème 1. L'implication (i) ==:>(ii) 
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de ce théorème est démontrée dans [6] sous une hypothèse apparemment plus forte qrn~ 

(. l). L'implication (ii) =-=> (i) est démontrée pour des cas particuliers dans !~: . ~ l J 
(:~t L,s] en utilisant une hypothèse de Cateaux différentiabilité de la norme dans !3 r qui 

cljsparaît ici. Le théorème 2 répond à une question de [6] . D'ailleurs il est possible 

d' eL déduire le théorème 1 , mais la démonstration directe du théorème 1 que nous donnons 

éclaire davantage le problème. 

Dans le théorème 3, nous établissons le cadre invariant par translation qui nous 

paraît le plus adapté à la recher•che d'exemples et qui est réalisé dans le cas des sous

espaces fermés invariants par translation et les espaces quotients de LP(c), où G 

est un groupe abélien compact et p 2 1 . On n'a pas de caractérisations, autres que 

celle · fournie par le théorème 1 , des sous-ensembles A de G tels que 

L~ ( G) = { f€Lp ( G) ; f ( y ) = 0 pour y E:ê \ A} ait la pr op ri été du majorant et les 

exemples connus sont peu nombreux (réf. [6] et [s] ) . Dans le cas où G = T est le 

cercle unité et A= N, L~(T) = H 1 a la propriété du majorant GJ et le théorème 4 

fournit une démonstration simple du fait que S(H 1) (définition 2) est un dual séparable 

non réflexif . 

Nous signalons que les définitions et les théorèmes 1, 2 et 3 sont valables dans 

le cas où le système biorthogonal {(x ) > 1 , (y ) > 1 } est remplacé par un système n n- n n_ . 

biorthogonal généralisé { (xy)yE:A, (yy\E:A} (où l'ensemble A n'est pas 

nécessairement dénombrable). Dans le théorème 3 1 l' hypothèse de métrisabilité du groupe 

G n'est donc pas essentielle. 

Les résultats développés ici ont fait l'objet de [2] . 

II. NOTATIONS ET DEFINITIONS. 

Dans toute la suite, B désigne un espace de Banach vérifiant la condition 

suivante : 
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Il existe une suite (y ) > 1 de formes linéaires continues sur B telle que si 
An n-

bE:B et (b,yn) = b(n) = 0 pour n ~1 alors b = O. 

On notera j l'injection canonique de B dans (['_N définie par 
A A A 

b t-+ b = (b(n) )n~ 1 = ( < b, y n) )n> 1 et on munira B = j{B) de la norme de B. La notation 

B rappelle que dans la plupart des exemples étudiés j est la transformation de Fourier. 

On notera 

DEFINITION 1. Soit B un espace de Banach vérifiant la condition (1 ). B a 

la propriété du majorant (relativement à {yn)~ 1 si pour tout bE:B il existe 0E:B 

vérifiant I b(n) 1 $ ê (n) pour n ~ 1. 

DEFINITION 2. Soit B un espace de Banach vérifiant la condition (1 ). B a 

la propriété du minorant (relativement à 

( E ) de nombres complexes vérifiant n n~1 
A 

que ê(n) = En b(n) pour n ~ 1. 

(yn)n~1) 

1 E 1$1 n 

si pour tout b E: B+ et toute suite 

pour n ~ 1 , il existe cE:B tel 

Par exemple, si G est un groupe abélien compact et métrisable muni de la 

mesure de Haar, B = L \G) a la propriété du majorant relativement à la suite (y n)n~ 1 

des caractères de G, tandis que L
00

(G) a la propriété du minorant relativement à 

la même suite. 

Introduisons comme dans [1] et [6] un espace de Banach auxiliaire. 

DEFINITION 3 . Soit B un espace de Banach vérifiant la condition ( 1 ) . On note 

S(B) l'espace vectoriel des suites s = (sn)~ 1 E: <CN telles qu'il existe e E:B+ 

vérifiant / s 1 $ ê (ri) pour n ~ 1. On munit S(B) de la norme n 

On vérifie facilement que S(B), muni de cette norme, est un espace de Banach. 

RErvfARQUE 1. Il est clair que B satisfaisant (1) a pour la propriété du majorant 
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A 

si et seulement si B c S (B). Dans ce cas, d'après le théorème du graphe fermé, 

l 1 inclusion est continue et il existe une constante K telle que pour tout b€B, 

REl\llARQUE 2. De même, B a la propriété du minorant si et seulement si 
A 

S(B) c B et dans ce cas il existe une constante K telle que pour tout b€B+ et 

s Ki!E b!IS(B) s Kl!Ell(l() llbll. 
A 

En particulier, sur B + les normes induites par B et S(B) sont équivalentes. 

Dans la suite, étant donné un espace de Banach B satisfaisant (1 ), nous aurons 

besoin de considérer les propriétés suivantes. 

(2) 

(3) 

Il existe une suite (x ) > 1 d'éléments de B telle que si b' €B' et 
n n_ { } < x , b') = O pour n21 alors b' =O. On suppose que (x ) > 1 , (y ) > 1 n nn- nn_. 

est un système biorthogonal, c 1est-à-dire (x ,Y ) = ;m pour n21 et m21. n n n 

B est auto-adjoint (relativement à (y ) > 1 ), 

il existe b€B satisfaisant l lb 11 = l lb Ir n~t 

c I est-à-dire que pour tout b€B , 
·:> ~ 
b = b. 

(4) Si xE:B+ et yE:B'+ = { b'E:B' ; ~ 2 0}, alors (x,y) 2 O. 

On remarque que si B satisfait ( 1), (2) et (3) alors B' vérifie ( 1) et est 

auto-adjoint (relativement à (xn )n21 ) . On note alors j 1 l'inclusion canonique de B' 

dans N (C définie par 
A 

b' ~((x ,b')) > 1 =(b'(n) > 1 . n n_ n_ 

Dans la suite, pour tout B satisfaisant (1) et (2) on note r (resp. p 1
) 

le sous-espace vectoriel de B (resp. B' ) engendré par { xn , n21 J (resp. 

~ y , n21 } ). On désigne par c
00 

l'espace des suites complexes à support fini et 
l. n ~ 

(en)n21 la base canonique de coo (en= (b~)m?:1 ). On a coo = KP) = j 1 (r1 
). 

On note S (B) l'adhérence de 
0 

est une base inconditionnelle ( [s]) de 

dans 

S (B). 
0 

S(B). On remarque que 
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Le rôle de la condition (4) est éclairé par la proposition ci-dessous. 

PROPOSITION 1 . Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions ( 1) et (2). - ------------------- -
L~i condition (4) est équivalente à chacune des conditions suivantes : 

(V) Tout bE:B+ est limite d'une suite (Pk)k~ 1 d'éléments de rli B+. 

(4") Tout b' E:B' + est limite pour la topologie o· (B' , B) d'une famille filtrante 

(P') cr. d'éléments de P' li B'+. 
<X <Xc..r-, 

Si l' une de ces conditions équivalentes est satisfaite, pour tout 
. + 

bE:B et tout 

on a -
A 

Si de plus b € S (B), 
0 

A A 

I' b(n) b' (n) :s < b , b 1 ) • 

n21 

alors 
A A 

:E b(n) b' (n) = <b,b'). 

Démonstration. Pour montrer que (4) entraine (4') ou (4") il suffit d'appliquer le 

théorème de Hahn-Banach au cône convexe p+ de B (pour (4' )) ou au cône convexe 

p '+ de B' (pour (4")). Les réciproques sont immédiates. 

Supposons (4' ) satisfaite. Soient bE:B+ et b I E:B 1 +. Si 1P ) est une ' n n21 
A A 

suite d'éléments de (-> li B + convergeant vers b, on a lim P (k) = b(k) pour 
n 

A A n-too 
k 2 1 et lim :E P (k) b'(k) = lim b 1 (P ) = b'(b). n n 

D' après le lemme de Fatou, 
n-+oo k21 n-too 

A A 

r b(n)b'(n):Sb'(b). 
n21 

Si de plus bE:S0 (B), + montrons que pour tout b' E:B' , 

Puisque ( e ) > 1 est une base inconditionnelle de S (B) n~ o on a 

lim !lb - !: b(n) enlJS(B) = O. Il existe donc une suite 
m-100 1:Sn:S:m 

A A 

<b,b') 2 r b(n) b'(n). 
n21 

'l' + d'e ements de B 

A 

telle que lim llfmll = O et b(n) :S fm(n) pour n > m. 
m-too 

Alors f - b + r: b(r.)x E: B+ 
m 1:Sn:Sm n 

A 

pour m 2 1. et pour tout b' € B '+, < f - b + r: b(n) x , b' ) 2 0. Or 
m 1< < n 

A _n_m " 
lim <t ,b') = 0 et lim < L b(n)x ,b') = :r b(n) b'(n), donc 
m-too m m-+oo 1:Sn:Sm n 1:5n:S:m 

A A 

< b, b' ) 2 :t b(n) b 1 (n), ce qui conclut la démonstration. 
n2:: 1 

Par la suite, nous aurons l'occasion d'utiliser le renforcement suivant de la 
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condition (4) : 

(5) Tout b€B + est limite d'une suite (P ) d'éléments de r"Jr-,g + telle que n n2".1 tr 
b -P rg+ >1 e, pour n - . n 

Mais dans beaucoup d'exemples, les conditions (4) ou (5) sont conséquence de la 

propriété plus forte suivante. 

DEFINITION 4. Un espace de Banach vérifiant ( 1 ) et (2) possède une approximation 

de l'identité si : 

(6) 1 ( ) 'l' N , I existe une suite uk k2". 1 d' e ements de C: a support fini satisfaisant 

0 :5 uk(n) s 1 pour k 2". 1 et n 2". 1 et telle que pour tout bE:B, 

lim IJb - L uk(n)(b,y ) x Il= O. 
k-+oo n2".1 n n 

III. ENONCES ET DEMONS TRA TI ONS. 

THEOREME 1. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1), (2), (3) -
et (4 ). Les conditions suivantes sont équivalentes : -

(i) B a la propriété du majorant 

(ii) B' a la propriété du minorant. 

Démonstration. Montrons l'implication (i) ~(ii). Si s' = (s~)n2::1 E: S(B' ), il 

existe e ' € B' tel que I s' 1 s ê '(n) pour n 2:: 1 . D'après (i) et la remarque 1 n 

il existe K tel que pour tout 'b > 0 et tout bE:B, il existe O E: B+ satisfaisant 

lb(n) 1 s ê(n) pour n ~ 1 et lie 1/ s K(1+5)!ibll. D'après la proposition 1, 
A A 

I' e (n) e '(n) s e '(e ) et 
n2".1 

conclut que s' € B' et 

On 

Montrons l'implication (ii) ~(i). Si (ii) est vérifiée, d'après la remarque (2) 

il existe K' tel que pour tout E' E: S(B'), l ls' IJ13, s K' 1 !s' 1 JS(B,). Considérons 
A 

d'abord bE: r, b /, 0 1 et montrons que b E: S (B). Posons 
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e, = { b' €B' + ; :E J b(n) J b' (n) ?= 1}. 
n?=1 

Alors C est un cône convexe de B' fermé pour la topologie o-(B' , B). Evaluons 

1lb1 1l lorsque b'E:C. Pour n?= 1, posons E = lb(n)l(b(n)f 1 si b(n)!o, n . 

E = 1 sinon. Si b'E:C, 1 s E lb(n) lb 1 (n) = ~ b(n) En b'(n) s 1lbll l!Eb1 !18, 
n n?=1 n?= 1 

s K llbll llb1 IIS(B') $ Kllbll llb1 Il et llb1 Il?= (Kllbll r 1. 

e, est disjoint de la boule fermée B' de 
o' 

On en déduit que pour tout b > 0, 

centre l'origine et rayon ((1+b)K!lbllr 1 de B' , qui est compacte pour la topologie 

a (B' ,B). D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe e €B tel que 
0 

1 = inf 
b'E:C 

Re(e ,b') > sup 
o b t €B' 

0 

Re(0 ,b') = 
0 

sup 
b'E:BS' 

où pour zE:<C, Re z désigne la partie réelle de z. On a donc l le) 1 s (1+b) Kl!b! 1 

et Re(eo,b') ?= 1 pour b'E:C,. En particulier, si n ?= 1 et b(n)-:} 0, lb(n) r1yn 

€ C· donc Re ê 0 (n) ?= 1 b(n) J . Si n ?= 1 et b(n) == O, soit n0 tel que b(n0 )-:} 0 ; 

IA 1 1 A I" 1 1 A alors pour tout t ?= o, t yn + b(n0 ) - yn
0 

€ C,, donc t Re e 0 (n) + b(n0 ) - Re e 0 (n0 ) 

?= 1 pour t 2::. 0 et on en déduit que Re ê 0 (n) 2::. O. D'après la condition (3), 

e =(0 0 +0 0 )/2 €B, llells (1+S')Kllbll et ê(n)2::. lb(n)I pour n2::.1. 

Soit maintenant b€B quelconque. Il existe une suite (bk)k2::.1 d'éléments de F 

telle que b = ~ bk et t !lbk!] s {1+'5)l!b!I. D'après ce qui précède, il existe une 
k2::.1 k2::.1 

suite (0k)k2::.1 d'éléments de B+ normalement convergente telle que si e = t ek , 

alors lie Il s t lie kl I s (1+S')2K llbll et ê (n) 2::. 1 b(n) 1 pour n 2::. 1. Ceci m~!t~e 

que B c S(B)2::.~t que 1/bl!S(B) s Kl!bl! pour tout bE:B, ce qui achève la démonstration. 

REMARQUE 3. La condition (3) (resp. (4)) n'intervient pas pour l'implication 

(i) ~(ii) (resp. (ii) =)(i)). D'autre part, il résulte de la démonstration que les normes 
A A 

des inclusions B c S (B) et S (B' ) c B ' sont les mêmes . 

COROLLAIRE 1 . Soit G un groupe abélien compact et métrisable. -
(i) ( Gt.J, [1] 1 [6]) L'espace Lp(G) a la propriété du majorant relativement 
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à la suite ( y n)nè 1 des caractères de G lorsque p = 2k/2k-1, k entier positif. 

(ii) Soit ~:i (x) = lx 1 (1+Log(1+ lx! ))1/q pour x réel positif. L'espace d'Orliz 
- q -

rl:• 

L q( G) a la propriété du majorant (relativement à ( y ) > 1 ) . n n-

({) 

Démonstration. Il est immédiat que LP(G), p :2:: 1, et L' q(G) possèdent les 

r· J propriétés (1) à (4). L2k(G), k entier positif, a la propriété du minorant L4 , ainsi 

que le dual de L ~q(G) (lemme 4.6 de [s] ). 

THEOREME 2. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1), (2), (3) -
et (4). Alors S(B') s'identifie isométriquement au dual de S (B), le sous-espace de 
- --- ---------------- 0 
S(B) engendré par c00 • Pour s € S (B) et s' € S(B') on a 

- 0 - -

(s, s') = I; 
n:2::1 

s s' n n où !; ls s' J < 00 • 

> 1 n n n-

Démonstration. L'inclusion S(B 1 ) c S (B))' 
0 

se vérifie facilement, comme dans 

l'implication i) ==)ii) du théorème 1 ainsi que l'inégalité JJsll(s (B))' :S llsJIS(B') 
0 

pour s € S(B') et l'égalité donnant (s,s' ). 

L' inclusion réciproque se démontre de façon analogue à celle de 11 implication 

(ii) => (i) du théorème 1 , à 11 aide d' un théorème de séparation appliqué cette fois dans 

B muni de sa norme. Soit ~ € (S0 (B))', 

1 ~(en) 1 (~(en)r 1 si ~(en) ,/= 0, En = 1 

définissons E = ( E ) > 1 par 
n n-

sinon. Notons b = { bE:f'n B+ , 

!; J ~(e ) J b(n) :2:: 1}. Alors e, est un cône convexe disjoint de la boule ouverte de rayon 
>1 n n-

lJ~IJ(~ (B))' de B. Le théorème de Hahn-Banach permet de conclure qu'il existe 

b'E:B 10
, llb1 IJ:S ll~ll(S (B))' tel que J~(en)J:Sb'(n) pour n:2: 1. C'est dire que 

0 

(cp(en))n:2::1 € S(B') et l l{~(en) )n:::::11 JS(B,) :S I J~ J J(S (B ))' , ce qui achève la démonstra
o 

tion. On remarquera que la condition (4) n I intervient pas dans cette preuve. 

REMARQUE 4 . Dans le cas où B. est réflexif et de. plus pour tous b€B et 

V -
( b 1 b 1 ) = ( b, b 1 ) , on peut préciser la démonstration précédente de façon à 
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obtenir des informations sur l'ensemble { n21 ; ê (n) = J b(n) J } , comme dans le cas où 

B = Lp(G), p21 [1]. En effet, soit b € f>, b ! 0. Soit C = { b'E::B'+, 

~1b(n)lb 1 (n)21} et b' E:f? tel que 1 lb1 11 = inf I lb' 11 2 (KI lb 11 r 1 . Soit B' la 1 1 

llb1 Il 
b'E::G' 

boule ouverte de rayon et centre l' origine de B'' alors B1 n fl = 0 et 

Le théorème de Hahn-Banach permet d'exhiber e €B tel que 
0 

1 = inf Re(e ,b') = sup Re(e ,b') = sup 1 (e ,b' >I et Re(e 0 ,b 1) = 1. 
b' E::{5' o b' €B1 o b' €B1 o 

Sion pose e =(0 0 +0 0 )/2, ona llell:-:; Kllbll, ê(n)2 \b(n)I pour n21 et 

I" I" (B 0 ,b 1)+(e 0 ,b 1) ,.. ,.. 
t b(n) b1(n)21 =Re(0 0 ,b 1) = 2 = (e,b 1) 2 ~ 0(n)b 1(n). On 

n21 n21 

conclut que ê (n) = 1 b(n) 1 pour tout n tel que b1 (n) -/:-O. 

REMARQUE 5. On peut démontrer l'implication (ii) ~ (i) du théorème 1 à partir 
A 

du théorème 2, si 1' on remarque que l' inclusion 

(lemme 2 de [6] ). 

A 
(S (B))' c B' 

0 
entraîne que B c S (B) 

0 

Notons que sil' espace de Banach B vérifie les conditions (1) et (5) alors 

S(B) = S (B). La condition (a) du corollaire qui suit éclaire la condition exigée dans [6] 
0 

pour l' obtention du théorème 1 . 

COROLU\.IRE 2. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1 ), (2), 

(3) et (4 ). -
(a) S(B') = S(B)' si et seulement si S(B) = S 0 (B). 

(b) Si B est le dual du sous-espace fermé 

alors - S(B) est le dual de S (B' ). 
0 0 

B' de B' 
0 -

engendré par 

Si B est réflexif et B et B' satisfont la condition (5), alors - - -
est réflexif . 

S(B) 

Démonstration. (a) et (b) sont des conséquences immédiates du théorème 2. (c) Si 

B et B ' satisfont (5), S (B) = S (B) et S (B ' ) = S (B ' ) . Si B est réflexif, 
0 0 

B' = B' et B' satisfait aussi aux conditions (1 ), (2), (3) et (4). D'après le théorème 2 
0 

on a alors S(B) = (S(B' ))' = (S(B)' )'. 
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La plupart des exemples connus d'espaces de Banach ayant la propriété du majorant 

s'inscrivent dans le cadre d'analyse harmonique suivant. 

THEOREME 3. Soient G un groupe abélien compact et métrisable et G son -
dual. Soit B un espace de Banach sur lequel G opère isométriquement. On suppose 

qu'il existe A= { y n , n:2::1} c G et deux injections i : A--+ B .;,! i' : A-. B' 

telles que B vérifie les conditions (1), (2)et (3), relativement à {y0 )0 2::1 = (i'(y 0 )) 0 ~ 1 

et (x ) > 1 = (i(y )) > 1 . Les conditions suivantes sont alors équivalentes : n n- n n_ 

(i) B a la propriété du majorant 

(ii) B' a la propriété du minorant 

(iii) Il existe une constante C > O telle que pour tout P' € B' + € P' et pour 

toute suite E = (E ) > 1 n n_ telle que pour n 2:: 1, Il rJ E P' (n) y Ils cl!P 1 Il. - > 1 n n n_ 

Démonstration. D'après le théorème 1, (ii) ~(i), et pour avoir l'implication 

(i) ===> (ii),. il suffit que B vérifie la condition (4 ). Or, B vérifie la condition plus 

forte (6). En effet, il existe une suite (cpk)k:2::1 d'éléments de L 1(G) de norme 1 
A 

telle que les transformées de Fourier <Pk vérifient les conditions suivantes : 
A A 

<Pk à support fini et 
A 

lim c,ok( y) = 1 pour k 2:: 1 
k~oo 

A 

A 

et y€ G GJ. 
Comme G opère isométriquement sur B, alors (cpk)k~1 définit une approximation 

de l'identité dans B (définition 4). De plus, pour b€B et b'€B', llb ;kllj(B) s llbll 

et l lb ' (p k l lj , (B , ) s I b ' 1 1 pour k 2:: 1 . 

L'implication (ii) ~ (iii) est triviale. Montrons que (iii) ==;> (ii). Soit b' €B' +, 

alors 

pour 

A A A 

(b' cpk)k~ 1 a pour limite b 1 

k 2:: 1. Puisque pour toute suite 

pour la topologie a (B' , B) et l lb' <Pkll" s l lb' Il 
B' 

E = ( E ) > 1 telle que I E / = 1 pour n 2:: 1 , n n_ n 

IIE b' <Pkl I" :::; cl lb' 11 pour k ~ 1 , la suite ( E b' ;k)k~ 1 a une valeur d'adhérence 
B' 

A A A A 

dans B ' pour la topologie a (B ' , B) qui est E b' . Il existe donc c€B' tel que 
A A 

c(n) = E b' (n) n 

1 e: 1 :s; 1 pour 
n 

pour Toute suite ( e: ) de nombres complexes vérifiant n n:2:: 1 

étant un barycentre de suites de nombres complexes de module 1 , 
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on conclut que (ii} est vérifiée. 

A 

Pour 1 ~ p < oo et . A c G, 

LP(G)/LP A(G) sont des exemples d'espaces de Banach B satisfaisant aux hypothèses 

du théorème 3 • 

Soit T le groupe R/21rz. Il est bien connu que S(L \T)) = c
0

(z), lorsque 

• 1 1 ~ 1 A (y ) > 1 est la suite des caractères de T. S01t B = H = L +(T) = fE:L (T) ; f (n) = 0 n~ z 

si n < o}. Alors si (x ) > 1 = (i(n- 1 )t) > 1 , H 1 a la propriété du majorant [2]. 
n n- n-

Si on note z- l'ensemble des entiers strictement négatifs, le dual B' de H 
1 est 

L
00

(T)/L
00

_(T) et H
1 est le dual de B' = C(T)/c (T). Que peut-on dire de l'espace 

Z O z-
S(H 1) ? 

THEOREME 4. L'espace S(H 1) est un dual séparable' non réflexif. 

Démonstration. Il résulte du corollaire 2 que S (H 1) est séparable, est le dual 

de S(B~) et a pour dual S(B'). Comme H1 a la propriété du majorant, B' a la 
A A 

propriété du minorant et d'après la remarque 2 , les normes induites sur B' + par B' 

et S(B' ) sont équivalentes. Pour montrer que S(B' ) ,/: S(B' ) il suffit de montrer que 
0 00 

B 1 + ,/: B '+. Soit F définie sur T par F(eit) = 2i t ~t , cette fonction est 
0 A 1 n 

dans L
00

(T) et F(n) ~ 0 pour n ~ O. Vérifions que son image dans B' ne peut 
't N . t 

être dans Bb. Pour tout N ~ 1, soit DN(e1 
) = ~ em . On sait que 

lim l loN ! l 1 /log N = 411-
2 

et que la suite ( l lnN 111
1 

DN ~~ 1 tend vers zéro pour la topologie 
N➔oo 2 

cr (H 1 
, B ~). Par ailleurs lim ( F , l loN 11-1 

DN) = T, ce qui achève la démonstration. 
N➔oo 

REMARQUE 6. Lorsqu'un espace de Banach B vérifiant les conditions (1) et (2) 

a la propriété du majorant, l'espace S(B') peut être décrit comme un espace de multi

plicateurs entre des espaces de Banach convenables. Cette identification et des exemp]es 

d'espaces de Banach ayant la propriété du majorant seront étudiés dans l'exposé no. 7 

qui suit. 



V .11 

Bibliographie 

[1] BA CH ELIS , G . P . On the upper and lower majorant properties in LP ( G). 
Quat. J. Math. Oxford (2), 24 (1973), 119-128. 

~] DECHAMPS-GONDIM, M., LUST-PIQUARD, F. et QUEFFELEC, H. La 
propriété du majorant dans les espaces de Banach. A paraître. 

r,,J u DUREN, P. L. Theory of HP spaces. Acad. Press ( 1970), Ch. 6. 

[4] HARDY, G. H. and LITTLEWOOD, J. E. Notes on the theory of series (XIX). 
A problem concerning majorants of Fourier series . Quart. J. Math. Oxford 6 
(1935), 304-315. 

[5] LINDENSTRAUSS, J., TZAFRIRI, L. Classical Banach spaces I. Springer-

[8] 

Verlag 1977. 

OBERLIN, D. M. The majorant problem for sequence spaces. Quart. J. Math. 
Oxford (2) 27 (1976), 227-240. 

PIQUARD, F. Enveloppes inconditionnelles d'espaces de Banach. Exposé no. 7. 
Anal. Harm. Publ. Math. d'Orsay 1980-81 . 

PISIER, G. De nouvelles caractérisations des ensembles de Sidon. Advances 
in Math. (supp. studies) (1981 ). 

L9] RUDIN, W. Fourier analysis on groups . Inters . Publ. , N . Y. , 1962 . 



Exposé no. 6 Année 1980-81 
Françoise Lust-Piquard 

ENVELOPPE INCONDITIONNELLE D'UN ESPACE DE BANACH 

ET FACTORISATION DE MULTIPLICATEURS. 

Résumé . Le but de cet exposé est de relier entre eux certains résultats connus 

en analyse harmonique, en montrant qu'ils se rattachent à un même problème. Dans une 

première partie, nous énonçons des résultats préliminaires sur les multiplicateurs entre 

espaces de Banach. Dans la deuxième partie, nous formulons les problèmes de f2ctori

sation et donnons quelques résultats. Dans la troisième partie, nous nous plaçons dans 

le cadre de l'analyse harmonique. Enfin dans la quatrième nous donnons des exemples, 

c 'est la partie principale . 

I. DEFINITION$ ET PRELIMINAIRES SUR LES MULTIPLICATEURS. 

Ces résultats font partie du folklore de l' analyse harmonique, mais il est plus 

simple de les démontrer que de chercher trop de :références ! 

Nous travaillons dans le même cadre qu' à 11 exposé no. 5 de [16] . 

Tous les espaces de Banach considérés sont des espaces sur le corps C des 

nombres complexes . 

DEFINITION I. 1 . Soient B un espace de Banach, (x ) une suite dans B . n n?1 

Nous dirons que (B, (x ) ) vérifie '6 si n 

(1) il existe dans le dual B' une suite 

(2) si bE:B et (b,y) =0 pour tout 
n 

si b'E:B' et (b',x) =0 pour tout n 

(yn)n?1 biorthogonale à (xn)n?1 

n, alors b=0 

n, alors b' = O. 
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Notons j l'injection canonique de B dans l'espace des suites complexes <CN 

définie par 

et j' l'injection canonique de B' dans <CN définie par 

b' €8 ' ,___, ( < xn' b' ) )n21 . 

Les espaces j(B) et j' (B' ) seront munis des normes de B et B' respectivement. 

Notons 

Alors 

B' le sous-espace fermé de B' engendré ·par (y ) o n n21' 

B~ vérifie (1) et (2) relativement à (yn) et (xn). 

Désignons par c l'espace des suites complexes à support fini 
00 

-et B son dual. 

C 
0 

l'espace des suites complexes tendant vers O, muni de la norme 

li(a )il= sup J a 1 
n > 1 n 

n_ eoo 
l'espace des suites complexes bornées, muni de la norme 

lka )Il= sup la 1 
n > 1 n n-

~ 1 l'espace des suites complexes telles que I; la I< +00 , 

>1 n n_ 
muni de la norme I l(an)I 1 = l: 1 O'.n 1. 

n~1 

DEFINITION I.2. On dira qu'un espace de Banach F est un espace de suites 

s ' il est inclus dans cdN au sens ensembliste et si les projections (1 ) sur les 
n 

coordonnées sont des formes linéaires continues (1 (k) = S' k pour tous n,k € IN). n n, 

DEFINITION I. 3. Soient E , F deux espaces de suites. Un multiplicateur de 

E dans F est une suite a = ( a ) > 1 telle que n n_ 

Ve= (e ) > 1 € E n n_ ae=(o: e) > 1 E:F. n n n_ 

REMARQUE I. 1 . Un tel multiplicateur est continu, d'après le théorème du graphe 

fermé. L'opérateur transposé d' un multiplicateur de E dans F est un multiplicateur 

de 

par 

F' dans 
0 

C 
00 

E' o' sous-espaces fermés de F' et E' respectivement, engendrés 

Notqns 1Tt (E, F) l'espace des multiplicateurs de E dans F, muni de la 
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norme d'opérateur, 1Tl c (E , F) le sous-espace des opérateurs compacts, TIL fc (E . F) 

le sous-espace des opérateurs faiblement compacts. 

PROPOSITION I. 1 . Soient E, F deux espaces de suites, vérifiant 'f.' rela

tivement à la suite (1 ). Alors 1Tl(E,F) = 'TTL(F' ,E' ). 
n 

Démonstration. Par hypothèse, E' et F' sont aussi des espaces de suites, 

c est dense dans E et F. D'après la remarque I. 1 , la transposition des opéra-
oo 

teurs définit une isométrie de 'TTl(F' ,E') dans 1lt(E,F). Inversement, la transposi-

tion des opérateurs définit une isométrie de 'Til.(E,F) dans lTl(F' ,E' ). 

Si (B, (x ) ) vérifie t' et si F est un espace de suites, nous noterons pour n 

simplifier 'lll(B,F) au lieu de 'Jll.(j(B),F); 'lll(F,B') au lieu de 1Tl(F,j(B')) etc ... 

De la proposition I. 1 et de la remarque I. 1 nous déduisons le 

COROLLAIRE I. 1 . Soit (B, (x ) ) vérifiant 'f. Les espaces suivants sont 
n 

égaux : 

11\., ( C 'B 1 ) = m (B' e 1 ) = m. ( e 00 'B 1 ) 
0 

IV 1 
ln.(c ,B')=m(c ,B')=m(s,e ). 

0 0 0 

Ils sont inclus dans j' (B' ) . 

PROPOSITION I.2. (i) Soit (B, (x )) vérifiant e. Les espaces suivants 
- n 

sont égaux : lll.f (c ,B) = 1ll. (c ,B) = 1ll( €00 ,B). Ils sont inclus dans j(B). 
C O C 0 

(ii) Ils coihcident avec le sous-espace fermé de îl1(c 0 ,B) engendré par C 
00 

Démonstration. (i) Les multiplicateurs faiblement compacts de B I dans e 1 

( . 1 00) 1 sont compacts puisque toute partie a e , e compacte de e est compacte ; par 

transposition tout multiplicateur faiblement compact de 

ce qui donne la première égalité. 

c dans B est compact, 
0 

Il est clair que tout multiplicateur faiblement compact de c dans B est 
0 

OC 00 
un multiplicateur de e dans B. Réciproquement soit ex € 'lTl.( e , B) et supposons 



VI.3 

que son transposé ta: appartienne à inl(B' , e 1) .. Alors ta: est continu pour les 

topologies o-(B' , B) et o-( e 1 
, € 

00

) donc est faiblement compact. Il en est de même 

pour ex. Il reste à vérifier que ta: E: ·m (B 1 , e 1 
) . Comme B ' est dense dans B ' 

0 

pour o-(B' , B), il existe pour tout b' E:S' une suite (bk )k~ 1 telle que j(bk) 

soit dans c 
00 

pour tout k et telle que 

bk ~ b' pour a(B' ,B). 

00 

Pour toute f E: .e , et tout b ' E: B ' 

(a:f,b')= lim ( a:f , bk) = lim (f , to:(bk)). 
k +tao k ++-oo 

La suite t a:(bk) est dans .e 1 d' après la remarque I. 1 , elle est de Cauchy pour 

1 00 a ( .e , e ) , donc elle converge en norme dans .e 1 
' 

nécessairement vers t a:(b' ) . 

(ii) Comme m. (c ,B) = lJl (B', .e 1), il suffit de montrer que c'est le sous-
c O C 

espace fermé de 'm. (B' , .e 1 ) engendré par c . Cela résulte du fait que pour tout 
00 

compact K dans .e 
1 et pour tout E > 0, il existe N tel que 

(où f 1[1,k](n) = fn si k ~ n 

= 0 si k < n). 

DEFINITION I.4. Soit :1 la classe des espaces de suites B, vérifiant 

(i) c est dense dans E 
00 

(ii) pour tout 
00 

t = ( t ) > 1 € .e et tout n n_ O'. = (ex ) > 1 € C , n n_ oo 

Les conditions (i) et (ii) signifient que la suite canonique (1n) est une base 

inconditionnelle de E avec constante 1 . 

Notons que si E est dans la classe :J , on a l'égalité E = 'm.( e 00
, E), et 

d'après la proposition I.2, 'lll( €
00 

,E) = 'ffic(c
0

,E). 
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Alors l'espace m_(c 0 .B') 

est le dual d' un espace E de la classe J . L'espace E admet les trois descrip-

tions suivantes : 

est l'ensemble des suites g = (gn t2: 1 pour lesquelles il existe des 

suites dans B et (E. )k>_1 dans c , telles que Li jjbk\1 lk \1 < +00 

K -- o ---- k21 K 

et telles que, pour tout n , g = r, 
n k~1 

(bk , yn) 7<:(n). L'espace E est muni de 

la norme \ /g 1/ = inf L✓ 1/bk 1/ l/ 7< 1/ , 
k2::1 

1' infimum étant pris sur toutes les représentations 

de g de cette forme. 

(ii) on peut remplacer c O par €00 dans la description de E. 

~ (iii) on peut remplacer B par B dans la description de E. 

Notons qu'on ne peut pas en général remplacer simultanément c par 
0 

~ et B par B ~ 

Démonstration. D'après G4] l'espace d'opérateurs .l ( c O , j' (B' ) ) est le 
,.. 

dual de l'espace j(B) 0 c O défini de la façon suivante : 

un opérateur x de dans j(B) est dans j(B) ® c O s'il existe des 

suites (bk) dans B et (7<) dans 

que Y f € € 1 x(f) = E j(bk) ( e:k,f) 
k21 

c telles que L✓ / /bk // // 7< // < +00 et telles 
o k21 

dans j(B) ou encore telles que 

'ef n 'ef m <x(1 ) , 1 ) = E (bk' y ) 7<:(n). Alors 
n m k21 m 

l' infimum étant pris sur toutes les représentations de x de cette forme . 

L'espace m( c , B' ) est fermé dans a8 ( c , j' (B ' ) ) pour la norme et 
0 0 

pour la topologie de la convergence simple sur j(B) ® c 0 • Cette topologie coihcide 

d I ailleurs sur les parties bornées de 'm.( c O , j' (B' ) ) avec la topologie produit de 

<CN. 
L'espace 1n(c , j'{B' )) est donc le dual d'un quotient de j{B)~ c , 

0 0 

que nous appellerons E, défini comme dans l'énoncé (i) de la proposition. Il est clair 

sur cette définition que E est dans la classe :J . 

Pour obtenir (ii) et (iii) on procède de façon analogue en utilisant l'égalité du 
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L'espace J;(.e 00 ,j 1 (B' )) 
A OC) 

est le dual de j(B) 0 .e , espace défini comme précédemment en remplaçant c par 
0 

.e oc. îrl( .e 00
, j' (B' ) ) est fermé dans ofJ ( .e 00

, j' (B' ) ) pour la topologie de la conver-
A 

gence simple sur j(B) 0 .e 00 C'est le dual d' un quotient E 1 
A 00 

de j(B) 0 .e , défini 

de façon analogue à E . L' espace c 00 est dense dans E et E 1 , E et E 1 

ont le même dual, donc ils coihcident. 

D ,V 1 ~A -v 1 
De même ~ ( j (B), .e ) est le dual de j(B) 0 c , 'llt (B, .e ) en est un sous-

o 
,Y A 

espace fermé pour la topologie de la convergence simple sur j(B) 0 c . 
0 

DEFINITION I. 5. Soit (B, (x ) ) vérifiant n L'espace B est dit auto-
,, 

adjoint (relativement à (x ) , (y ) ) si pour tout bE:B il existe b E: B, n n de même 

norme que b, tel que j{b) = j(b). 

DEFINITION I. 6. Soit (B, (x ) ) vérifiant n L'espace B a une approxi-

mation de l'identité (relativement à (xn),(yn)) s'il existe une suite (uk)k~ 1 dans 

'lll{j(B),j(B)) telle que ukE:c00 , //uk/1 $; 1 pour tout k, et pour tout bE:B 

l luk j(b) - j{ b) 1/ ,-),- 0 si k --+- +oo. 

Il est facile de voir que si B a une approximation de 11 identité, alors B est 

, -un sous-espace ferme de B. 

Nous terminons la première partie avec le résultat suivant (1' idée de la démons

tration se trouve dans [jJ ) : 

PROPOSITION I. 4. Soit B un espace de suites tel que (B, ( 1 ) ) vérifie 
n 

(i) Soit f = (f ) E: B' ; supposons que pour tout choix de signe E: = ( E ) 1 = 
-- n -------------------- nn~ 

(+_1) l'élément fE = (f E) soit dans B'. 
n n -----

00 
Alors pour tout c = (c ) E: .e , n 

l'élément fc = (f c ) appartient à B' . (Autrement dit, n n 

(ii) on peut dans (i) remplacer B' par B'. 
0 

00 

f est dans 'lll( .e ,B' )). 

(iii) on peut dans (i) remplacer B I pa.:'._ B, si B admet u~~-~pproximation 

de l'identité. 
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Démonstration. (i) Soit fE:B' . S'il existe une constante K > 0 telle que 
N 

v E E: {-1, 1} llrEll8, s K 
il est évident que f définit un multiplicateur de ,,oo ' (;, dans B , de norme ::::; 2K , 

parce que la boule unité de l'espace e; des suites réelles bornées est l'adhérence 

pour la norme de l'enveloppe convexe des suites et que 

L' existence de la constante K se démontre à l' aide du théorème de Baire : l'ensemble 

{ fE} EE: {- 1 , ~N est compact dans {'.N muni de la topologie produit ; par hypothèse, 

il est inclus dans la réunion des boules de rayon N de B' (N E:N), qui sont compac-

tes pour la topologie de CN. D' après le théorème de Baire, il existe N
O 

E:N tel 
de,,1- } 

que la boule de rayon N
O 

de 
N 

existe ~ E: { - 1 , 1 } 

B ' contienne un ouvert non vide C { { f E ; donc il 

r }IN et un ensemble fini A c IN" tel que si E E: {-1, 1 vérifie 

0 
E = E pour tout n E: A, 
n n alors llrEIIB,::::; N

0
• Alors si E = {-1, 1}"\ 

fE = 2: f (E - EO) 1 + g 
nE:A n n n n 

où g est dans cr, donc 

I If E IIB ' ::::; 2 I; 1 f 11 h IIB ' + N = K . 
nE:A n n o 

(ii) est évident, à partir de la démonstration de (i). 

~ (iii) découle de (ii) en remplaçant B' par B et 

~ B est alors le sous-espace fermé de B engendré par c 
00

• 

B' par B, 
0 

II. LE PROBLEME : FACTORISATION DE MULTIPLICATEURS ; NOTION 

D'ENVELOPPE INCONDITIONNELLE. 

A . Soit (B, {x ) ) vérifiant 't} . n 

puisque 

Le premier problème est le suivant : quel est l'espace H E: j , inclus dans 

j{B), tel que, pour tout Banach F de la classe J , tout multiplicateur de F 

dans j{B) soit en fait un multiplicateur de même norme de F dans H ? Nous 

appellerons H le sous-espace inconditionnel de B (relativement à (xn)), nous 

prouverons au théorème I. 1 sont existence et son unicité. L'espace H apparaît aussi 

comme le plus gros espace de la classe :J inclus dans j(B). En effet, si F est 

dans la classe J et inclus dans j(B), l'identité est un multiplicateur de F dans 

j(B), donc de F dans H. 
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Le deuxième problème est le problème dual : quel est 1' espace E E: {J, contenant 

j(B), tel que, pour tout Banach F de la classe :J, tout multiplicateur de j(B) 

dans F se prolonge en un multiplicateur de même norme de E dans F ? Nous 

appellerons E l'enveloppe inconditionnelle de B (relativement à (x ) ) , nous prou-
n 

verons au theorème II. 1 son existence et son unicité. L'espace E apparaît aussi comme 

le plus petit espace de la classe :J contenant j(B). En effet, si F est dans la 

classe :J et contient j{B), l'identité est un multiplicateur de j(B) dans F, 

donc de E dans F. 

Nous établirons ensuite des relations entre certaines propriétés de B et de son 

enveloppe E . Il restera à déterminer E de façon plus explicite quand on connaît B, 

ce qui sera fait pour certains cas dans la quatrième partie. 

THEOREME Il. 1 . Soit (B, (x ) ) vérifiant 4e. 
- n 

(i) le sous-espace inconditionnel H de B s'identifie à l'espace 'llt,c(c0 ,B). 

(ii) soit E l'enveloppe inconditionnelle de B. Son dual E' est 11 espace 

'l'T\.( c 0 ,B 1 ). E est l'espace des suites { g = (gn)n~ 1 = (k~ ,<bk' Yn > ~(n))n~ 1 1 

~ l lbk l 18 Il~ 11 c < +oo} muni de la norme inf ~ llbk Ill 1 ~ 11, l' infimum étant pris sur 
o k~1 

toutes les représentations de g de cette forme. 

Démonstration. (i) Soient FE: :1, ex E:111.(F ,B), fE:F. Alors cxf est un 

multiplicateur de c0 dans B, avec llcx1:/lm( c
0

,B) :5 /lcxllm.(F ,B)l!f!IF. Comme f 

est adhérent à c 00 , il en est de même pour cxf. D 1 après la proposition I2 , cxf 

H = '11l ( c , B) est dans la classe 
C 0 

l lcx1:I lm( c 
0

, 8 ) = l lcx1:I lj(B )· L'espace 

la norme de ex dans m(F ,H) est égale 

à sa norme dans 'lTI.(F,B). Enfin en posant F = H, l'identité est dans 'l'Tl(H,B), 

elle ne peut se factoriser que par H. L'espace · H vérifie les propriétés demandées . 

(ii) Soit F E: j. D'après la proposition I. 1 , 'ffi.(B, F) = 1n(F 1 , B' ) . Tout 

multiplicateur de F' dans B' envoie en fait F' dans 11l(c0 ,B' ), donc envoie 

E, le prédual de 'm.( c0 , B' ) défini à la proposition I. 3, dans F. On vérifie 

facilement que E a les propriétés imposées à l'enveloppe inconditionnelle de B. 

B. Lorsque 11 enveloppe inconditionnelle de B est déterminée, on peut se 

demander si la propriété suivante est réalisée. 

DEFINITION Il.1. Soient (B,(xn)) vérifiant c,e, E son enveloppe incondi-
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tionnelle . L'espace B 

pour tout g = {gn) € E, 

a la propriété K s' il existe une constante C > O vérifiant : 

il existe bE:B avec !lb ll8 s cl Jg / /E et E € e 00 avec 

!)Eli s 1 tels que 

(En d'autres termes, tout élément de E s 'écrit à 1' aide d' un seul atome). 

Nous verrons des exemples dans la quatrième partie. 

La propriété K 

majorant relativement à 

Rappelons la définition. 

est vérifiée en particulier lorsque B a la propriété du 

(x ) (y ) propriété étudiée dans 1' exposé no. 5 de [16] -. 
n ' n ' 

DEFINITION II.2. Soit (B,(xn)) vérifiant 'e. L'espace B a la propriété 

du majorant (relativement à (x ) , {y ) ) si pour tout bE:B il existe 0 €B tél que - n n 

'efn~1 

Si B a la propriété du majorant, il existe en outre une constante C telle que 

Ile Ils dlbll. (exposé no. 5 de U6] ). Alors tout g = {gn) € E 

'vn~1, JgnJ=J t (bk,yn) ~(n)ls t (0k,Yn>l17<11, avec 
n~1 Ie1 

C t llbkll 117<II. 
k~1 

vérifie 

En posant e = te kll;)I, qui est dans B, 
k>1 

on obtient g = < e ,Y )c n n n 
pour tout n, avec - l!{c )li :s; 1. 

n ,eoo 

C. Relations entre des propriétés de B et de son enveloppe inconditionnelle. 

Rappelons [si] que pour un espace E de la classe :J les propriétés suivan

tes sont équivalentes : 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

E n'a pas de sous-espace fermé isomorphe à 

E est faiblement séquentiellement complet 

E est isomorphe à un espace dual 

E est le dual de E' 
0 

E ' n'a pas de sous-espace fermé isomorphe à 
0 

(vi) E' a un dual séparable. 
0 

C 
0 



Quand l'enveloppe inconditionnelle E de B 

D'après le théorème II. 1 , le dual de E est 
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possède-t-elle ces propriétés ? 

'm( c B 1 ) = îfl(c B 1 ) o' o' o · 
DI après la proposition I. 2 appliquée à B I au lieu de B, E 1 = 'm ( c B 1 ) = 1îl ( c B' ) o o c o' o c o' · 

PROPOSITION II. 1 . Soit (B, (x ) ) vérifiant 
n -e . L'enveloppe inconditionnelle 

~ E est isomorphe à un dual si et seulement si elle contient j(B) ; dans ce cas E est 

Démonstration. L'équivalence entre (üi) et (iv) ci-dessus signifie que E est 

isomorphe à un dual si et seulement si E est le dual de 'ITL ( C , B I ) • 
C O 0 

Supposons 

que E est le dual de 1ll,c(c0 ,B~). D'après la proposition I.2, îltc(c 0 ,B~) est 

~ inclus dans j' (B ~). Par dualité j(B) est inclus dans E. Réciproquement, 

~ supposons que E contient j(B) et vérifions la condition (v) ci-dessus. Pour cela, 

il suffit de vérifier que de toute suite bornée (uk)k~ 1 dans 1Tl ( c ,B') on peut 
C O 0 

extraire une suite de Cauchy faible. Or 'lTlc( c0 , B~) = ~( € 00 ,B~) est un sous-espace 

fermé de ,/,c( €00 ,B~), lui-même sous-espace fermé de l'espace des fonctions continues 

sur B1( €00
) x B1(j(B)), muni de la topologie produit de cr ( €00

, € 1) et a (j(B),j' (B~)). 

Une suite (vk)k~ 1 bornée dans ~( €00 ,B~) est donc de Cauchy faible si et seulement 

00 ~ 
si ((vk(E),j(f)))k~ 1 =((vk(1),Ej(f)))k~ 1 converge pour tout EE: e et tout fE:B. 

Par hypothèse Ej(f) est dans E, qui est séparable et en dualité avec '111.c( €00 ,B~). 

De toute suite bornée (uk)k~ 1 dans 'me( €00 ,B~) on peut extraire une suite conver

geant sur E, ce qui achève la démonstration. 

~ COROLLAIRE II. 1. Soit (B,(x )) vérifiant 'fi. Si B = B, l'enveloppe 
- n 

inconditionnelle de B est le dual de 1lt c ( c O , B' ) . 

COROLLAIRE II. 2. Soit (B, (x ) ) vérifiant 'e . Si B est réflexif, 
- n 

11 enveloppe inconditionnelle E ~ B est réflexive. 

~ Démonstration. Si B est réflexif, B == B, donc E est le dual de 1\: ( c O , B ' ) 

et a pour dual 1îl. ( c O , B 1 ) • Mais ici 'lil(c ,B') == 1llf ( c ,B') == 1Yl. (c ,B') d'après 
0 CO O CO 0 
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la proposition I. 2 . 

Par contre, nous verrons dans la quatrième partie des exemples où E est 

réflexif sans que B le soit. 

Bien entendu , si E est réflexif , on a 

est fausse: 

'11l.(c B')=rrl(c B') c o' o' · La réciproque 

Soit T le groupe compact abélien R/2Tr'Z, muni de sa mesure de Haar. Soit 

1 ( int) B = L (T) muni de la suite des caractères e nE:Z' Alors il est bien connu (nous le 

reverrons dans la quatrième partie) que i 1 = '1Tl(L \T), € 1) = 'lll(c0 ,L 00 (T) = 7\(c 0 ,L 00 (T)). 

L I enveloppe inconditionnelle de L 1 (T) est elle n I est pas réflexive. 

PROPOSITION II. 2. Soit (B, (x ) ) vérifiant <6. Si B' n'a pas de sous-
n ---- -- o 

espace fermé isomorphe à C ' 0 
alors 'nt(c ,B')=7rl(c ,B'). 

C O O O 0 

Démonstration. Supposons qu'il existe un multiplicateur non compact ex de c 0 

dans B ~. Il existe donc une suite bornée (fk), de Cauchy pour o ( c O , € 1 ) , telle 

que ( ex fk) ne soit pas de Cauchy dans B' o· 

une nouvelle suite (cpk) dans c0 , chaque 

suite (fk), telle que ( cpk) converge vers 

ne soit pas de Cauchy dans B' o· De la suite 

Selon un procédé standard, on construit 

cpk étant différence d 1 éléments de la 

O pour o (c0 , ~ 1 ), et telle que (ex cpk) 

(cpk) on peut extraire une sous suite 

(cpk') équivalente à la base canonique de c0 , dont l'image (ex cpk') est équivalente 

à la base canonique de c dans B' o o· 

III. ·Tous les exemples que nous allons donner se situeront dans le cadre de l'analyse 

harmonique. Dans ce qui suit, G désigne un groupe abélien compact, métrisable, r 

son dual, A = ( y 1 , . . . y n ... ) une partie de r, Ac son complémentaire dans r. 

Les notations L \G), L00 (G), C(G), M(G), Lp(G) (1 < p < oo) ont le même 

sens que dans l'exposé no. 5 de U6]. Nous reprenons ici une définition del' exposé 

no. 5 de [16] en 1' explicitant un peu plus. 
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DEFINITION m. 1 . Soient G un groupe abélien compact métrisable, A = ( y 1 .. 

y .•• ) une partie de son dual r. Nous dirons qu' un espace de Banach B appartient . n 

à CBA(G) si 

(i) il existe des injections i : A + B, i' : A + B' telles que B vérifie '(; 

relativement à (xn) = (i(y n)) et (yn) = (i' (y n)). 

(ii) le groupe G opère isométriquement sur B, de façon que 

ri yn€A r/g€G Ll(yn)]g = yn(-g) i(yn) = <S'g,yn)i(yn) 

si A = r et si B contient ( y n), 1 ' application j de la première partie est la 

transformation de Fourier (si b€B, < b, y ) = ' b y dg pour tout n). 
n Je n 

D I après la condition (ii), à tout g€G est associé un multiplicateur 

a:g = ( < S g, Y n) )n~ 1 de j(B) dans j(B ), et ce multiplicateur est une isométrie. Notons 

r 1 a:g j(b) = b g pour tout b€B et tout g€G . 

Comme (i( y n)) engendre B, pour tout b€B, l'application 

g __,,. bg 

est continue de G dans B. Donc { b g} g€G est compact dans B. Son enveloppe 

convexe est relativement compacte dans B. 

à support fini sur G définit un opérateur sur 

i=N 

Toute mesure II positive, de norme 1, 

i=N 
B de norme ::S 1 . Si z; = r: a:. S , 

i=1 1 gi 

posons b = ,; a:. b , pour tout b€B ; b est dans Conv(bg)g€G. De plus 
V i=1 1 gi Il 

(b 11 ,i' (y n)) = < 11, y 0 ) (b,i' (y n)) pour tout y n€A. Si une suite (z;k) de telles 

mesures est de Cauchy pour a (M( G), C( G)), b est de Cauchy dans B . 
vk 

Toute 

mesure positive µ de norme 1 € M( G) définit donc un opérateur sur B de norme 

::;; 1, tel que (bµ,i(yn)) = (µ,yn)(b,i'(yn)) pour tout yn€A. De plus pour toute 

suite bornée (µk) de mesures positives sur G, convergeant vers µ pour 

cr(M(G),C(G)), pour tout b€B, bµ converge en norme vers bµ. 
k 

En particulier, soit (cpk) une approximation de 1' identité dans 1 L (G), c'est-

à-dire une suite de fonctions positives de norme 1 dans L 1cc), telles que j(cpk)€c 00 , 

convergeantvers '50 pour o-(M(G),C(G)). Alors (((cpk,yn))n~ 1)k~ 1 estune 

approximation de l'identité pour B, relativement à (i( y n)). 
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Dans le cadre des espaces de tBA ( G), vérifions qu' on a 11 identification habi

tuelle entre convoluteurs et multiplicateurs . 

Soient B 1, B2€ <BA (G). Un opérateur linéaire de B1 dans B2 est un convo

luteur s'il commute à 1' action de G, c'est-à-dire si 

V gE:B VbE:B , T(bg) = (T(b))g. 

A tout multiplicateur IX= (1Xn) de j 1 (B1) dans j 2 (s 2 ) est associé un opérateur 

linéaire T = j2
1 

cx,:i1 de B 1 dans B2 qui est un convoluteur de même norme. En 

effet 'ef gE:G 'ef Y €A T(i 1(y )) ) = < y ,g) IX i-.(y ) = (T(i 1(y ))) . n n g n n L.' n n g 

Réciproquement à tout convoluteur T de B 1 dans B2 est associé un multiplica
teur. En effet, 

V gE:G V y €A T((i 1(y )) ) = <Y ,g)T(i 1(y )) = {T(i 1(y ))l n n g n n n Jg 

Il en résulte que <T(i 1(y n)),i 2(yk)) est nul si n /= k, donc que T(i 1(y n)) est 

proportionnel à i2 ( y n) pour tout y n €A. 

Nous noterons CV(B1 ,B2
) l'espace des convoluteurs de s

1 
dans s

2
• 

Si B € ~r(G), si A est une partie de r, nous noterons BA le sous-espace 

fermé de B engendré par ~(Y)} Y €A. 

DEFINITION m. 2. Soit B un Banach dans 03A ( G). C'est une algèbre si pour 

tout bE:B j(b) est un multiplicateur de j(B), de norme inférieure ou égale à celle 

de b dans B. 

Nous avons vu que toute fonction cp € L \c) définit un multiplicateur de j(B), 

ne dépendant que de l'image de cp dans l'espace quotient L 1 
( G )/L 

1 
( G). Dès que 

Ac 
j(B) est inclus dans 11 image par j de cet espace, B est une algèbre. 

IV. Dans les principaux exemples de la quatrième partie, B sera sous espace fermé 

ou espace quotient de Lp ( G) ( 1 s p s oo) ou de certains espaces d' Orlicz . Les 

applications i ou i' seront respectivement l'identité et la restriction aux caractères 
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de A de l'application quotient. Nous écrirons "Y" au lieu de "i( y)" ou "i' (y)". 

Nous aborderons trois types de problèmes . 

1. Dans quels cas l'enveloppe inconditionnelle de B est-elle canoniquement 

isomorphe à un espace naturel de la classe 9 , comme c , €2 
? 

0 

2 • Dans les autres cas nous chercherons des propriétés de 11 enveloppe incondition

nelle, du type : est-ce un dual ? est-ce un espace réflexif ? 

3 • L'enveloppe inconditionnelle est-elle incluse dans un espace naturel de la 

classe :J, comme c
0

, €p (1 :s; p < oo) ? 

Dans les paragraphes A et B, nous traiterons du premier problème. Dans le par.a

graphe C, nous aborderons les trois problèmes pour les espaces B = CA ( G). 

A. THEOREME IV. 1 . Soit B un Banach de Cf>A ( G). On suppose que B est 

une algèbre et que B est autoadjoint. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L'enveloppe inconditionnelle E de B est canoniquement isomorphe à c
0

• 

(ii) 'lîl.(B, € 
1
) est canoniquement isomorphe à € 

1 

(iii) 'm.(B, €2
) est canoniquement isomorphe à t 2 

(iv) il existe mE:B tel que <m,i'(yn)> ~ 1 pour tout ynE:A. 

Si ces conditions sont vérifiées, B a la propriété du majorant. 

Les principales idées de la démonstration sont dans [s] , pour le cas où 

B = L~(G) avec 'm.,(L~, €2
) canoniquement isomorphe à 2

2
• Notons le lien entre 

cette démonstration et celle du théorème 1 de 1' exposé no. 5 de [16] . 
Démonstration: (i)(=>(ii) provient du théorème II. 1 et de l'égalité 17l.(b, € \=m.(co'B'~ 

(i) ~ (iii) : d'après la définition de E et l'hypothèse, 

'llt(B, €2 ) = 1n(E, 22 ) est canoniquement isomorphe à m (c
0

, €
2

) = €
2

• 

(iii) ~ (iv) : première étape : montrons que si b' €B' , si j' (b' ) est positif ou 

nul, alors j ' (b ' ) est dans e 1 
. 

Soit 

Soit C = ( C ) € C • n oo 

d = ( d ) € <CN tel que 
n 

Comme B est une algèbre, l!(c~)J!j(B) :s; J!(cn)Jlf(B)· 

d~ = <b' ,i(yn)) pour tout ynE-A. Alors 
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0 $ !: (b' ,i(y ))c
2 

= !: d2 c2 $ llb1 Il l!(c )ll~{B) donc d € 1Jl(B, €2), avec 
> 1 n n > 1 n n n J n- n_ 

l lct 11 $ l lb' 11
1
1
2 

. Par hypothèse il existe une constante K telle que 
'm.(B, e2 ) 

lldll 2$Klldll 2 $Kllb 1 1i112. Donc j'(b')=(d
2

) estdans e1
, avec e 'm.(B , e ) n n~ 1 

1 i( d2
) Il 1 $ K2 l lb 1 11. 

n e 
Deuxième étape. Il faut exhiber m. Considérons la fonction 1 = (1 ) € €

00 

n 

et le convexe C = {c = (c ) € c 1 < c, 1) = :E c ~ 1 ; c ~ 0 v' n}· dont la distance n oo > 1 n n 
1 n-

à 1' origine dans e est 1 . D'après ce qui précède, c est l'image par j ' d' un 

convexe C 1 dans B ~, dont la distance à l'origine dans B ~ est ~ ~ . D' après 

le théorème de Hahn Banach, il existe m € B tel que l lm. l lB $ K2 et tel que 

Re( m,b') ~ 1 pour tout b' € c 1 ; en particulier Re(m,i' (y n)) ~ 1 pour tout 

IV 1 (,v ~) , , 
y n € A. Comme B, donc B, est auto-adjoint, m = ~ m + m repond a la question. 

(iv) ~ (ii). Soit o: € m(B, e 1) = în(B, e 1) (d'après le corollaire I. 1 ) • Alors 

am est dans e 1 , donc o: est dans e 1 . 

Si ces conditions sont réalisées, montrons que B a la propriété du majorant : 

d'après la condition (i), il existe une constante K telle que pour tout b€B 

s8p / (b,i'(yn))/sKlb(B)IIE s KilblJ. Soit (cpk) une approximation de l'identité dans 

L 1 ( G). Si j(b) € c 
00 

et si k est assez grand, 1 j(b) 1 est majoré par 

2 s~p 1 (b,i'(yn))/x j(cpk)' donc, d'après la condition (iv) par 2Kllbllx j(cpk))( j(m). 

B avec l le 11 :5 11ml 18. Si b est un élément quelcon-L'élément e = m est dans 
cpk 

que de B, il s'écrit b = r: 
k~ 

convergeant normalement dans 

pour j{b). 

avec et la série 

En majorant les j(bk) nous obtenons un majorant 

Applications. Exemples d'espaces dont l'enveloppe inconditionnelle est canonique

ment isomorphe à c 
O

• 

. B = L \G) : la condition (iv) est vérifiée par m = S 
O 

€ M(G) = B. Seule 

intervient la partie facile de la démonstration du théorème 1 . L ' égalité m.( e 00 

, L 
00 

( G)) = e 1 

de la condition (ii) est due à [5] . 

. B = L 
1 
( G )/L: c ( G) pour tout A c r ,: la condition (iv) est vérifiée par 11 image 
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de 3'
0 

dans M(G)/M Ac(G) = B. 

B = L ~(G) s'il vérifie la condition (iv) ; dans ce cas B = M A(G). 

DEFINITION IV. 1 [s] Une partie A de r est un ensemble de quasi-Cohen 

s'il existe m € MA (G) telle que (m,y ) ~ 1 pour tout y €A. 
n n 

Exemples d'espaces dont 11 enveloppe inconditionnelle n'est pas canoniquement 

isomorphe à c 
O

• 

1 1 . B = H (T) = L (T):en effet 
z+ 

1 H (T) est le dual de C(T)/C (T), z-
enveloppe inconditionnelle est un dual, d' après le corollaire II. 1 . 

Cependant H \T) a la propriété du majorant (exposé no. 5 de [16] ). 

son 

B = L log L(G): la condition (iii) n'est pas vérifiée d'après [12], nous en 

reparlerons au paragraphe C . 

Pour tout A c r, 1' espace L ~ ( G) peut s' interprêter comme l' algèbre des 

1 1 1 convoluteurs compacts de L (G)/L Ac(G) dans L A(G). Le théorème IV. 1 suggère 

de s'intéresser à l'algèbre B des convoluteurs compacts de LP(G)/L~(G) dans 

L~(G) pour 1 < p < 2. L'espace B est alors l'espace CV(LP(G)/L~c , L~(G)). 

Quels sont les ensembles A c r tels que la condition (iv) soit vérifiée ? Il y en a 

d'autres que les quasi-Cohen ; en effet si G = T et 

répond à la question. 

la transformée de Hilbert 

B. Considérons maintenant des cas où 11 enveloppe inconditionnelle est canonique

ment isomorphe à e 2 . 

DEFINITION IV .2 [11]. Un espace de Banach B est de type 2 s'il existe une 

constante C > 0 telle que 

où ( E ) est une suite de variables aléatoires indépendantes, prenant les valeurs + 1 
n N 

avec probabilité J, et dw la mesure de Haar de n = { - 1 , 1 } . 

Un espace de Banach B est de cotype 2 s I il existe une constante C > O 
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telle que V n V b1, ... ~ € B (
0

~ 1 llb0 ll2) 112 $ C S0 li n~/ 0 (w) b0 ll8 dw. 

D'après [11] si B' est de type 2, B est de cotype 2 ; d I autre part 

Lp' (G) est de type 2 pour 2 s p' < +oo, 

LP(G) est de cotype 2 pour O < p s 2. 

avec C, =C.jpi p 

(Bien entendu si O < p < 1, Lp(G) n'est pas un Banach ; 

(s j f j p d ) 1/p, ce n'est plus une norme). 

J jf 11 P désigne toujours 
L (G) 

G 

THEOREME IV .2. Soit B un Banach appartenant à <BA(G), tel que j(B) 

soit inclus dans e 2 , et tel que la suite ( Ili( y n) IIB )n~ 1 soit bornée par M. 

(i) Si B est de type 2, son enveloppe inconditionnelle E est canoniquement 

isomorphe à e 2 ; de plus B a la propriété K, 

C > O telle que pour tout a= (a ) € e2 il existe n 

sous la forme : il existe une constante 

tout y € A I a / = 1 < f , i' ( y ) ) 1 . 

f€B avec IJfll $ dJaJJ 2 et pour 
e 

n n n 

(ii) Si B~ est de cotype 2, ou s'il existe un espace 

J jy n 11D ~ E > 0 pour tout y n € A, et un opérateur continu de 

D de cotype 2 vérifiant 

B'. dans D 
0 

vérifiant 

T(i(y )) = u y avec I u · j ~ 1 
n n n - n 

pour tout n, l'enveloppe inconditionnelle de B est 

canoniquement isomorphe à e 2 • 

Démonstration. (i) Par hypothèse, si a = (a ) € c , 
N N n oo N 

inf III: E (w)a i(y )l!B::;s Il t E (w)a i(y )11B dwsc(,; 
N 1 n n n O -1 n n n n= 1 wE:{±1.} n-

s cMllall 2 • 

N e 
Donc il existe un choix de signes 

vérifie llfllB s cMllall 2 • 
e 

soit (E )1< <N , n _ns, 
tel que f = !; E a i(y ) 

n=1 n n n 

Un élément quelconque a = (an) € e2 est somme d'une série normalement conver-

gente dans 

f= L, ~' 
~1 

e2 d'éléments de c00 , à supports disjoints, a= ,; ak. L'élément 
k~1 

où fk est défini comme précédemment à partir de ak répond à la question. 

Ceci et l'hypothèse j(B) c e2 prouvent que E · est canoniquement isomorphe à 



(ii) Il suffit de montrer que 'lll ( c , B' ) est canoniquement isomorphe à 
0 
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et même qu' il est inclus dans e2
. Soit ex= (ex ) € 1ll(c ,B' ). Soient K la norme 

n o 

de T, et C la constante de cotype 2 pour D. Alors, pour tout N, 

N N 
llexll ~ sup N Il~ E ex i'(y )il ~ S Il ~ E (w) ex i'(y )il dw 

(e:n)€l-1, 1} n=1 n n n B' Q n=1 n n n B~ 

~ K! S Il~ E (w) ex u Y 1]0 dw 2: K
1
C( ~ /ex 1

2 
/u /

2 /ly 1!
2
0 )

1
/

2 
2: KEC ( ~ /ex 1

2
)
112

, 
0 n= 1 n n n n n= 1 n n n n= 1 n 

ce qui achève la démonstration. 

Notons que si B~ est lui-même de cotype 2, nous pouvons prendre 

Applications : les espaces suivants ont une enveloppe inconditionnelle canoniquement 

isomorphe à .e 2 
: 

p' B = LA ( G) si 2 :s; p' < +oo, si A c r : en effet cet espace est de type 2. En ce 

cas B a même la propriété K. 

B = Lp' (G)/LP si 2 :s; p' < ~, si Ac r: en effet cet espace a pour dual L~(G) 
Ac 

1 1 avec - + ::,-= 1 , qui est de cotype 2 . p p 

B = C(G), B = C(G)/C Ac(G) si Ac r: en effet dans ce cas B~ = L ~(G) est de 

cotype 2. La première démonstration du fait que nt( €
00 

,LP(G)} = .e2 pour 

1 :s; p < 2 est dans [5] . 

. B = CA ( G) si A est un ensemble quasi-Marcinkiewicz, au sens suivant : 

DEFINITION IV. 3 [s] . Un ensemble A c r est un quasi-Marcinkiewicz s'il 

existe un opérateur continu T de B' = L 
1
(G)/L 

1 
c(G) dans 

o A 
D = LP(G) pour p 

tel que O < p < 1 , vérifiant T(i' (y )) = u y avec n n n 1 u 12: 1 pour tout y € A. n n 

Ici D n'est pas un Banach, mais la démonstration du théorème IV (ii) reste 

valable. 

La première démonstration du fait que 'lll(C A(G), .e 
1

) = .e2 si A est un quasi-

Marcinkiewicz est dans [s] . Un exemple est A = z+ c Z. 



B = U(T) = {f € C(T) l llf -:€ Î(n) in
1lldT) -+-0 si N ---++x>} 

B = u+(T) = U +(T) 
z 

En effet l'application identité envoie 

et exposé no. 4 de [16] ). 
B' (T) dans 

0 

En outre les espaces suivants ont la propriété K : 

B = C(G) 

VI.18 

Ces résultats sont démontrés par une technique d' extrapolation. La méthode est exposée 

en détail dans l'exposé no. 4 de [15] pour le cas B = u+(T). En voici les idées, dans 

un cadre plus général : soient B € ll3 A ( G), E son enveloppe inconditionnelle, 

F € <BA ( G) un espace "intermédiaire" tel que l'identité soit continue de B dans F 

+ 2 4 et de j(F) dans E (si B = U (T), E = e , F = L (T)). Supposons que F a la 

propriété K (1' enveloppe inconditionnelle de F est évidemment E) ; supposons 

aussi que 

fonction 

telle que 

F I est un II interpolé II entre 
0 

B ~ et E ~ , au sens suivant : il existe une 

<,0 (x, y), définie sur R + x R +, croissante par rapport à chaque variable, 

1 
<,0(x , x) +O si x --++oo, et telle que si j(f) € c

00
, 

llfll ~ <,0(llfll , I If l 1 ) . 
F' E' B 1 

0 0 0 

Alors, avec la méthode de [6] et [7] , on peut montrer que B a la propriété K . 

Si B = LP(G) avec 1 < p < 2, le théorème IV .2 ne s I applique pas. L'enveloppe 

inconditionnelle Ep de LP(G) est un espace réflexif [1] d'après le corollaire II.2. 

,,p' 1 1 D'après l'inégalité de You.ng, Ep est incluse dans ,c, (- + -, = 1), mais stricte-p p 

ment. En effet soit Ac r un ensemble A(p'), c'est-à-dire tel que L~
1 

(G) soit 

canoniquement isomorphe à L~(G). Alors L~(G) est complémenté dans LP(G) et 

canoniquement isomorphe à L~. Donc 'm,(L~(G), e 1) est canoniquement isomorphe à 

e2 et complémenté dans 1lt(LP(G), e 1). Il est donc impossible que 'lll(LP(G), e 1) = E' p 

soit isomorphe à eP. 

Par ailleurs nous avons vu que Lp' (G) (2 :::=: p' < oo) a la propriété K. 
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Il en est de même pour L \c) et LP(G) si (k un entier positif), 

car ces espaces ont la propriété du majorant ( [1] et exposé no. 5, de U6] ). Le 

problème de savoir si LP( G) ( 1 < p < 2, 1 1 p + 2k-/= 1) a la propriété K relativement 

à E reste ouvert [1]. 
p 

. Soit B = Ap(G), le dual de l'espace des convoluteurs compacts de LP(G) 

(pour 1 < p < oo). Montrons que son enveloppe inconditionnelle E est le dual de 

'1TL (LP(c), e2 ): d'après le corollaire II. 1, E est le dual de 'Ill (c , m.. (j(LP),j(LP)) 
-C---- CO C 

p p' 1 1 = lJtc(j(LP), Tric(c
0

,j(L ))). Comme l'enveloppe de L (G) (p + pT = 1) est canonique-

ment isomorphe à e2
, 1Ttc(c

0
,j(LP)) l'est aussi. 

C. Les espaces B = C A(G). 

Nous avons déjà vu dans la section B que si A= r ou si A est un quasi

Marcinkiewicz, l'enveloppe E de CA est canoniquement isomorphe à e 2 . Si A 

est une partie quelconque de r, E est toujours incluse dans e2 et elle contient 

toujours e 1. Rappelons que pour tout ex= (ex ) € E' = 'ln.(c ,L \c)/L 
1 

c(G)) = 
n o A 

m.( e 
00

, M(G )/MA c(G)) = m(c A (G), e 
1 

), il existe µ € M(G) telle que (µ,.--y n) = o:n 

pour tout y n € A. 

1 
PROPOSITION IV. 1. (i) Un multiplicateur (cxn) de CA (G) dans e est 

compact si et seulement si pour tout E =(En)€ {-1, 1.}N il existe cp € L \c) telle que 

( c_a , y ) = ex E pour tout y € A. ·n nn~---n 

(ii) Les espaces 1ll c (CA ( G), € 
1 
) et m. (CA ( G), e 1 

) coihcident si et seulement 

si pour tout o: = ( o:n) € 'Ol.( CA ( G), e 1 
) il existe cp € L \ G) telle que ( cp , y n) = cxn 

pour tout y nE: A. 

Démonstration. (i) résulte des propositions I.2 et I.4, car C A(G) est autoadjoint. 

1 
(ii) se déduit immédiatement de (i) en remarquant que si ( cxn) € 11l (CA ( G), e ) , et si 

{ }
N 1 

(En)€ -1, 1 , (cxn En) E:11(..(CA(G), e ). 

DEFINITION I\i .4. Un ensemble A c r est un ensemble de Riesz si 



Par exemple si G = T et 
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A est complémentaire d' un 

ensemble de Riesz, en même temps qu'un quasi-Marcinkiewicz. Dans le cas général où 

Ac est un ensemble de Riesz, nous ignorons si l'enveloppe de CA ( G) est isomorphe 

à .e2 , et même si elle est réflexive. 

Nous avons cependant 

PROPOSITION IV. 2. Si A c r est complémentaire d'un ensemble de Riesz, 

tous les multiplicateurs de C A(G) dans .e 1 
sont compacts. 

Démonstration. Soit <X = ( <Xn) € nl( CA ( G), .e 1 
) . Il existe µ € M( G) telle que 

< µ , y ) = ex pour tout y € A, et µ se décompose en µ = <D + µ. s, où cp€L 
1 

( G) n n n 

et µ s est singulière. D' après la proposition IV. 1 , il suffit de montrer que µ s est 

nulle pour obtenir la proposition IV . 2 • 

Supposons µ non nulle. Alors il existe un fermé H c G, de mesure de Haar 
s 

nulle, et une fonction f continue sur H, nulle en dehors de H, telle que < µ s, f) 

ne soit pas nul. Comme A est complémentaire d' un ensemble de Riesz, f, qui est 

1 1 .L 
dans M( G)' , est aussi dans (L ) = (M ) , c'est-à-dire dans le sous-espace 

Ac Ac 
.Ll 

CA (G) de C"(G). Comme f est de première classe de Baire dans C"(G), 

d'après [10] une suite (fk) € CA (G) telle que !)fkJtxi ::; J/f JL pour tout k, 

.L.L 
fk +f pour a(C A (G),M(G)/M Ac(G)). On peut même supposer que j(fk) € c

00
• 

si k -+-+oo. 

il existe 

et 

Alors 

La suite pour tout y n€A, (fk' y n) +O et 

(crj(fk))k;?:1 est une suite dans .e 
1

, 

(fk,µ )--+(f,µ) = (f,µs) 

1 00 
de Cauchy pour a ( e , e )~ donc convergente 

pour la norme de .e 1 
Soit y= (yn) sa limite. Pour tout y nE:A, 

y = lim <X (fk, y ) = O. Or 
n k n n -+oo 

(crj(fk),1) = :f o: (fk,Y) = r; (µ.,y )(fk,Y) = (fk,µ)-.(y,1)=0= (f,µ) = (f,/1) 
> 1 n n > 1 n n s n_ n_ 

ce qui contredit 1' hypothèse. 

Nous avons jusqu'ici considéré des ensembles A relativement "gros". Que se 

passe-t-il pour des ensembles "minces" ? Le cas extrême est celui des ensembles de 

Sidon, c'est-à-dire des ensembles A tels que CA ( G) soit canoniquement isomorphe à 

.e1 
• 
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Bien que CA (G) ne sqü jamais de type 2 lorsque A est infini (pl"isque 

A contient toujours un sous-ensemble A' de Sidon), la technique du théorème IV .2 

peut s'appliquer. Nous rappelons maintenant des idées et résultats de G2] : 

DEFINITION IV .5 [12]. Appelons Cps(G) l'espace 

{ fE:L
2

(G) 1 sup S Il ~ En(w) < f, y n) Y )lc(G) dw < ,--00} 
NOJ O=t-l, l)N n=l 

muni de la norme évidente. 

Il est clair que cPS(G) E: 03r(G) et que j(CP5 (G)) est dans la classe J. 

DEFINITION IV. 6 [12] . Un ensemble A c r est dit stationnaire si l'application 

identité est continue de C A(G) dans cPS(G). 

Par exemple [12] si A= {3 nl + 5 n2 I (n1 ,n2 ) E: N xt-r} c Z, A est un ensemble 

stationnaire . 

PROPOSITION IV. 3. (i) Pour tout A c r, 

dans 11 enveloppe inconditionnelle de CA ( G). 

l' application j envoie 

(ii) L'ensemble A est stationnaire si et seulement si C A(G) a pour enveloppe 

inconditionnelle 1' image par j de cr: ( G). 

Démonstration. (i) D'après la proposition I. 1 et le corollaire I. 1 , il suffit de 

1 montrer que 7Jl.(C A (G), € ) 

1 
pour tout O'. E: 1Tl( c A ( G), e ) 

est inclus dans l'image par j' 

et tout fE:c , 
00 

du dual de C~(G). Or 

(ii) L'enveloppe inconditionnelle de C A(G) contient toujours j{C A(G)). Si 

elle est égale à j(C~(G)), c'est que C A(G) est inclus dans cfs(G). Réciproque

ment si CA ( G) est inclus dans C~s ( G), son enveloppe inconditionnelle est incluse 

dans j( C~ ( G)). D'après (i) elle lui est égale. 

Notons que si A est stationnaire, CA (G) a la propriété K, par le même 



argument qu' au théorème IV. 2. 

PROPOSITION IV .4 !JJ. Si Ac r est un ensemble stationnaire, 

M A(G) _j_) c
0

• 
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Démonstration. Nous allons démontrer en fait un résultat plus fort : pour tout 

A' c A, tel que A' soit un ensemble de Sidon, (toute partie infinie de A contient 

un tel ensemble), et toute µ € MA ( G) 

~ l<µ,Y>l2 
<+oc. 

y€A' 

En effet, si A est stationnaire et si µ€MA ( G), µ définit un convoluteur de 

C(G)/C , (G) dans CA 1 (G). Donc j(µ) définit un multiplicateur de l'enveloppe de 
AC 

C(G)/c , (G ), canoniquement isomorphe à €
2

, dans € 
1

• 
Ac 

Dans certains cas, l'enveloppe inconditionnelle de CA( G) n'est pas connue 

explicitement, mais nous connaissons un espace plus grand, ce qui donne certains rensei

gnements. Examinons le cas des ensembles p-Sidon. 

DEFINITION IV. 7 ~] . Soit 1 < p < 2. Un ensemble A c f est p-Sidon 

si CA(G) j,. eP. 

Appelons lbll la constante de p-sidonicité de A. 

Nous ignorons en général quelle est l'enveloppe inconditionnelle de CA ( G) si 

A est un p-Sidon. Elle est évidemment incluse dans eP. Peut-elle être égale à eP ? 

L'ensemble A = {3 n1 + 5 n2 
J (n1 , n2 ) € N X N} est à la fois stationnaire et ;-Sidon 

[12], [4]. D'après la proposition IV.3, son enveloppe inconditionnelle est l'image 

par j de cPAS(G). D'après [12], c'est {f =, (f ) J f = cp V n1, r12€N n1+n2 n1+n2 n1,n2 

w=(<P )€ e1(e2 )n e2U 1)} qui est inclus dans e413 • 
n1 ,n2 

Voici quelques propriétés des ensembles p-Sidon, qui peuvent être liées à la 

notion d'enveloppe inconditionnelle. 
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PROPOSITION IV.5 [3]. Soit Ac f un ensemble p-Sidon. Soit r' > 2 

1 1 1 
tel que - = ,.. + - , . Alors 

p " r 

Démonstration. Toute mesure µE:MA(G) définit un convoluteur de C(G)/C (G) 
AC 

dans CA(G). Alors j(µ) est un multiplicateur de l'enveloppe de C(G)/C (G), 
Ac 

canoniquement isomorphe à e 2 , dans l'enveloppe de CA ( G), donc dans e P. 

PROPOSITION IV. 6 [4] . Soit A c r un ensemble p-Sidon avec constante C. 

Soient 
11 11131 

p I tel que p + p, = 1 , r < 2 tel que r = p, + z = z - p , et q > 2. 

Alors € r est inclus dans 11 image par j de L Â ( G). La norme de 11 inclusion est 

majorée par C VQ. 

Démonstration. Par hypothèse, C A(G) j ~ eP , et par dualité, 

p' € • 

Nous en déduisons que p' q e est inclus dans m (E , j(L A ( G))) où E est l'enveloppe 

inconditionnelle de L 1 · Par le théorème IV. 2 , E est canoniquement isomorphe à 

e2 avec / [gl!E s c0 Vq llgll2 pour tout gE:E. Toute fonction f de er , qui 

2 ~P' est produit d' une fonction g de € par une fonction h de {, appartient donc 

à j(L 1(G)) avec 

llfll q s llgllE 11h11 q s v'ëï c0 cllglJ 2 11h11 p' = VQ c0 dlfll r· 
j(L (G)) 1R(E,j(LA)) e e e 

Améliorons cette proposition. 

Soit L 1P ( G) l'espace d' Orlicz défini par 1P (x) = exp x2 - 1 • C'est le dual de 
'V 

LIP(G) où ;(x) = lx i(log(e+ lx 1 )) 1/ 2 . De plus G.i] il existe des constantes K 1 , K2 

telles que 
1 1 

V f E: LIP(G) K 1 sup q- 2 l!fJJ q ~ IJfll ,1, ~ K2 sup q- 2 [[fil . 
q>2 L(G) L'l-'(G) q>2 Lq(G) 

Un des principaux résultats de [12] est le suivant : 

Ps 2 ,,, 
Le dual de C (G) est l'espace des convoluteurs de L (G) dans L'I-' (G). 
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La partie difficile de la démonstration est l' inclusion : 

CV(L2(G),Llf\c))----+ (cPS)'. 

PROPOSITION IV. 6. (i) Soit 

1 1 1 + ,.. avec - + - , = 1 . Alors 
.G - p p 

Ac r un ensemble p-Sidon ; soit r tel que 

er est inclus dans l'image par j de Lt(G). 

(ii) !)] Si e r est inclus dans 1' image par j de Lf (G) et si A est 

stationnaire , alors A est un ensemble p-Sidon, pour tel que 1 1 = 1, p -+-p p' 
1 1 1 
- = -, r P + 2· 

Démonstration. (i) est immédiat à partir de la proposition IV. 5 et de la remarque 

sur la norme de L 1/J ( G). Voici une autre démonstration : par hypothèse et d' après la 

proposition IV. 3, l'image par j de Cf s ( G) est dans €P. Par dualité, en utilisant 

la partie facile du résultat de G. Pisier ci-dessus, eP' est inclus dans 71l. ( e2 , j(L t)). 

Donc er est inclus dans j(L f ). 
r 1/J p' 2 r (ii) Supposons e inclus dans j(L A (G )), alors e = m ( e , € ) est inclus 

dans 'lll.( e2 ,j(Lf )), donc dans le dual de j(C Às), par la partie difficile du résultat 

de G. Pisier. Donc cfs(G)---=j__..eP. Si A est stationnaire, A est p-Sidon. 

On peut imaginer d'autres espaces F de la classe :J tels que ~ 1 c F c e2 

et se demander s' il est possible de trouver un ensemble A dans r, autre qu' un 

ensemble de Sidon, tel que CA ( G) j ) F. On a déjà considéré les cas F = ·€ 2 , 

prédualde 11l(e2 ,e 1); F= eP, prédualde 'Jll(e2 ,er) pour !=~+!,, 1+1, = 1; r .G P P P 
F = j(C f5 (G)), prédual de 'm..( e2 , L f (G)). Considérons le cas où F est prédual de 

1ll.( e2 , L~ 1 
( G}} pour p' > 2. Rappelons que A f ( G) est le dual de 11 espace des 

convoluteurs compacts de LP(c)/LP c(G) dans L~(G) (section B de cette partie). 
A 

PROPOSITION IV. 7. (i) [n] Soit F 11 espace de la classe J dont le dual 

2 p' est m..(e ,LA (G}) pour p' > 2. Soit Ac r; supposons que 

CA(G) j ), F. 

Alors A est un ensemble de Sidon. 
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(ii) Si C A(G) = A~G) alors A est un ensemble de Sidon. 

Démonstration. (i) L'hypothèse et la proposition IV. 3 entraînent que A est un 

ensemble stationnaire. Les espaces 

ment isomorphes . Utilisons un argument d'extrapolation, dû à G. Pisier, pour montrer 

qu'ils sont isomorphes à 1Tl ( e2
, L~(G)) = c ; par dualité, F sera canoniquement 

C .a. 0 

isomorphe à € 
1 

, A sera donc un ensemble de Sidon. 

L'espace 

Si j(f) € c
00 

, 

Lp' ( G) est interpolé entre 

1 1-0 0 
si p' = q+ :! , 

On en déduit , pour ex € c 
00 

q est > p'. 

Cette inégalité et l' hypothèse entraînent l'existence d' une constante C 1 telle que 

(ii) Supposons que C A(G) = A~(G). L'application j envoie C A(G) dans le 

sous-espace complémenté E A del' enveloppe inconditionnelle E de AP(G). Nous 

2 p' avons vu à la section B que le dual de E est m. ( € , L ( G)). Le dual de E A 

est 2 p' ffl.(€ ,LA (G)). D'après (i) appliqué à F = E A' A est un ensemble de Sidon. 

On peut encore considérer le cas où F = 'lll ( c , L l/JA( G)) ou bien 
C 0 

F = ~(c
0

, L 1_ (G)) pour p > 2. Alors CA (G) j ► F si A est un p-Sidon 

< 4 E ff t . 1 1 1 . 1 1 1 d' ' l' h th' t 1 s pour p _ 3. n e e s1 P + P, = , s1 r = P, + :! , apres ypo ese e e 

propositions IV. 5 et N . 6, 

CA(G) j ► eP ---1>- er ~m_ (c ,L1PA(G))---+17L (c ,LqA(G)). 
C O C 0 
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Exposé no. 7 
B. Virot 

i-\,nnée 1980-81 

EXTENSIONS VECTORIELLES D'OPERATEURS LINEAIRES BORNES SUR LP. 

Résumé. Un espace de Banach E étant donné, on étudie les normes des 

extensions naturelles à LP(E) de certains opérateurs linéaires bornés sur Lp. 

INTRODUCTION. 

Dans toute la suite, on fixe un espace mesuré (0, <1, µ ) , et on désigne par 

E un espace de Banach. Pour tout nombre réel p € [1, +oo] , on note LP(E) l'espace 

LP(n,a,µ ,E), et l!fl!P la norme de f dans LP(E). Si E = R, on écrit 

simplement Lp au lieu de Lp(R). 

Soit ~(Lp) l'espace des opérateurs linéaires bornés sur Lp. On note 

.iE(LP) l'ensemble des opérateurs T ci(LP), tels que l'application IdE ® T 

(définie a priori seulement sur E ® LP), s'étende en un opérateur borné sur Lp(E ), 

noté TE. Kwapien ( [6], th. 2) a démontré que i'E(Lp) =.i(Lp) si et seulement si 

E est du type S Q LP (c'est-à-dire s'il est isomorphe à un sous-espace d' un 

quotient d'un espace LP(o' , Q' ,µ ')). Quand E n'est pas de ce type, il se pose donc 

le problème de la caractérisation des éléments de .iE(LP). Dans le § 1, on répond 

à cette question sous 1' hypothèse E contient des -e 
1 

uniformément. n 

Soit maintenant T € .i(LP) un opérateur particulier. On aimerait savoir quels 

sont les espaces de Banach E pour lesquels T ci'E(LP). Ce problème a été résolu 
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par Pisier ( [10] } dans le cas où T est la projection sur l'espace des séries 

de Rademacher, et par Burkholder ( [1] ), dans le cas où T est une transformation de 

martingales. Nous nous sommes intéressés au cas où T est la transformation de 

Hilbert. Sans arriver à donner de caractérisation, nous avons montré comment diverses 

méthodes classiques développées à l'origine par Burkholder et Gundy, puis par Coifman, 

Fefferman, Lépingle et Meyer, donnent l'équivalence de plusieurs conditions, avec 

contrôle des normes . 

Un autre problème est d'obtenir des estimations précises, en fonction de n, 

de la norme des opérateurs TE pour E espace de Banach quelconque de dimension 

finie n. Pisier ( [ 11] , proposition 7) a obtenu une telle estimation dans le cas où 

T est la projection sur l'espace des séries de Rademacher. En ce qui concerne la 

transformation de Hilbert, nous n' avons obtenu une estimation non triviale que dans le 

cas où E est égal à ou Afin de préciser ces résultats, introduisons 

quelques notations . On désigne par L! (E) l'espace ( des classes) des fonctions 

a-mesurables f à valeurs dans E, pour lesquelles 

lltll . = sup Àµ,{wE:0 ; llf(w)II >À}< +oe. 
w À>O 

Soit A un opérateur défini sur un sous-espace partout dense M de LP(E) ; 

on pose 

du nombre p et / 
On désigne par C, C ' , . . . des constantes indépendantes /de 11 espace de Banach 

E, et par CP, Cb , . . . des constantes ne dépendant que de p, et non de E. 

Dans le § 2 , on démontre que la transformation de Hilbert T appartient à 

* ( où 1 < p < +oo), si et seulement si l'opérateur maximal associé TE est 

de type faible (1, 1 ). De plus, avec les notations introduites ci-dessus, on a alors 

( 1) 

et 
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(2) 

On en déduit , pour tout entier n 2:: 2, 

llrr' Il < C L ,_ 1 ( ) _ ~ og n , 
.e P,P P 
n 

et I IT / 1( ) s C ' Log n. r' P,P P 
n 

Dans le § 3, précisant un résultat dû à Burkholder ( L1 J , th. 1 . 1 ) , on démontre 

une inégalité analogue à (1 ), pour les transformées de martingales à valeurs vectorielles. 

Les suggestions et les remarques de Mme Aline Bonami ont joué un rôle capital 

dans 11 élaboration des § 2 et 3 . 

Je remercie également M. Gilles Pisier d'avoir bien voulu m' initier à ces 

problèmes , au cours de plusieurs conversations fructueuses. 

1. LE CAS DES ESPACES DE BANACH CONTENANT DES € 
1 

UNIFORMEMENT. 
n 

Dans tout le § 1 , on suppose 1 < p < +oo • 

1.1. RAPPEL. Les espaces de Banach E et F dont dits À-isomorphes, 

s'il existe un isomorphisme q, de E sur F tel que 114> 111 lq, - 1 II 5 À • 

On dit que E contient des .e 1 
uniformément , s ' il existe À < +oo et une n 

suite (E ; n€N) de sous-espaces de E, telle que E soit À-isomorphe à .e 1 
n n n' 

1 . 2. Si l'espace E contient des 

Ce résultat découle de la proposition suivante. 

PROPOSITION 1 . Soit M un sous-espace vectoriel fermé de E, et soit 

T c~E(Lp). Alors 

de plus 

Démonstration. Puisque LP(M) s'identifie à un sous-espace de LP(E ), on 

voit que T c.iM(LP) et que i!TMll(p,p) s !)TEll(p,p)' 
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Notons 1T la surjection canonique de E sur E/M. Soit f C LP(E/M) 

une fonction étagée. Il existe une famille finie (A 1 , ... , An) d'éléments deux à deux 

disjoints de a,, et des vecteurs x 1 , ... , xn de E , tels que f s 'écrive sous 

la forme 

Soit E > O. 

Posons 

On a 

n 1 1 
f= ~ ~ Jl/ 1r(x.)® A.· 

·-1 (A ) p l l 1- µ, . 
l 

Pour tout i C { 1 , ... , n} , choisissons y. C E tel que 
l 

et, comme ll1r Il$ 1, 

llc1dE/M,® T) tllp s: IIT E gllp s: IIT Ell(p,p) l]g llp . 
On en déduit 

ce qui démontre le résultat voulu, compte tenu de la densité de l'espace des fonctions 

étagées dans E ® LP. 

COROLLAIRE 1 . 

(i) Pour tout espace de Banach E 

~l(LP) c ~E(LP) ' 
e 

et, si TC.i;e1(LP), ~ i!TEJl(p,p)s JITt11l(p,p)· 

(ii) Si E contient des e 1 uniformément, alors n 
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Démonstration. 

(i) Soit T € ~ 1(LP), et soit f € E ® LP. La fonction f prend ses 
€ 

valeurs dans un sous-espace de dimension finie E 1 de E . On a évidemment 

ll(Id . ® T)r!I = ll(Id ® T)tll • 
E · p E

1 
· p' 

mais E 1 étant isométrique à un. quotient de € 
1 , la proposition 1 entraîne 

(ii) Si E contient des € 
1 
n 

la proposition 1, on voit que ciE(LP) 

uniformément, en utilisant la partie triviale de 

est inclus dans ~ 1(LP). 
€ 

1 . 3 . Il nous reste à déterminer l'ensemble ;!, 1 (L P). Pour cela, nous aurons 
€ 

besoin de la notion d'opérateur régulier ( Daj, p. 228). On dit qu'un opérateur 

T E:ii(LP) est régulier, s'il s'écrit sous la forme 

T=T 1 -T 2 , 

où T 1 et T 2 sont des opérateurs linéaires positüs sur LP. (Rappelons que tout 

opérateur linéaire positif sur LP est borné). Les conditions suivantes sont équiva

lentes. 

(i) T est régulier ; 

(ii) T transforme toute partie de Lp bornée pour l'ordre, en une partie 

bornée pour 1' ordre ; 

(iii) Il existe un opérateur linéaire S ~ O sur Lp tel que I Tf 1 :'.S Sf 

pour tout f € L~ ; 

(iv) Le module de T est un opérateur borné sur Lp. 

Si l'opérateur T est régulier, on note l T I son module. 

PROPOSITION 2. L'ensemble ;L 1(LP) est égal à l'espace des opérateurs 
€ 

linéaires réguliers sur LP ; de plus, si T € ~ 1 (L P), alors !IT 1 Il( ) = Il I T 111( ) 
€ e P,P P,P 
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Démonstration. Supposons T régulier sur Lp. Soit S un opérateur 

linéaire positif sur 1.P, vérifiant pour tout la condition 

Si f 1 , ..• , fn est une famille finie de fonctions de LP, on a alors 

d'où l'on déduit 

Donc, 

; IT f. l $ ~ s if. l = s ~ II. I, 
·1 1 ·1 1 ·1 1 l= l= l= 

lli~l I T fi 11 lp" Ils l l(p,p) lli!l I fi I IIP . 

et l!T ~? ll(p, P) ~ l ls l l(p, P). 

Réciproquement, considérons T € :1, t (LP). Si on pose 

que l'opérateur transposé tT appartient à ~ (L q) et 
~00 

Donc, si f 1 , ... , f n est une famille finie de fonctions de 

(1) 

Désignons par fB une partie de L q bornée pour 1' ordre, et par fF l' ensem

ble des parties finies de tP.>. On pose 

et , si B € [Ji, 

g =sup Ir 1, 
fE:ff) 

<Pg = sup 
fE:B 

L' inégalité ( 1 ) entraîne 

(2) 

Soit 1L un ultrafiltre raffinant le filtre des sections de SC. 

pour la topologie faible a (L q. LP). De l'inégalité (2), on déduit 

et <P = lim cp
8 

, 
'lL 

(3) 

D' autre part, 

ll<PII ~ IIT 111( )llgll . 
q € P,P Q 

B € f}( étant fixé , on a pour tout 8€ iJi 
0 

contenant B , 
0 
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<PB - <Ps ?.'.: o , 
0 

lim (<P8 - <PB ) = cp - 'Pq ?.'.: o. 
U, o ~o 

Donc, l'image de tB par l'opérateur tT est contenue dans l'intervalle [-<P , J , 
ce qui prouve la régularité de tT, et de plus, compte tenu de 11 inégalité (3), 

Il jtT 111 (p,p) ~ IIT €1 ll(p,p)· 

Al()["s , l'opérateur ttT = T est régulier, et on a 

1 . 4 . Remarques et exemples . 

1 ) Si T est régulier, alors pour tout espace de Banach E 

2) Supposons que n soit un groupe localement compact commutatif, et µ, la 

mesure de Haar sur O. Si T est régulier sur Lp et invariant par translation, 

alors T est l' opérateur de convolution par une mesure bornée. Donc T E:i E (L r) 

pour tout espace de Banach E et tout nombre r E: [1 , +oo] . 

3) L'étude des espaces de Banach K-convexes due à Pisier ( [10J), 

montre que si E ne contient pas de €
1 uniformément, il existe un espace mesuré n 

(o,a.,µ) pour lequel ~E(LP) -1= ~ l(LP). 
€ 

4) Prenons pour espace mesuré (O,O.,,µ) l'intervalle ]o,+oo [ muni de la 

mesure de Lebesgue, et pour opérateur T l' intégrale de Hilbert, donnée par la 

relation 

T f(x) = s+oo t!) y dy. 
0 

On voit que l'on définit ainsi un opérateur linéaire T è O sur Lp (cf. [14], p. 271). 

Donc. T E:t'E(LP) pour tout espace de Banach E. 

5) Prenons pour espace mesuré ( n , a.,,µ ) le disque unité ~- du plan complexe, 
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muni. de la mesure de Lebesgue, (A == { zE:.<C ; 1 z 1 < 1}). Soit ~P le sous-espace 

<le LP(a:::) formé par les fonctions fE:lP(<t) qui sont holomorphes sur A. On 

définit une projection bornée T de LP( <C) sur c:P.> P en posant 

T f(z) = ! \ f ( ( ) dr 
TT J Il ( 1 - z ~)2 .. . 

On voit (cf. [ 4] ) que la restriction T 1 de T à Lp se met sous la 

ferme 

T 1 = U + iV , 

où U et V sont des opérateurs réguliers sur Lp. Donc, T E: ~E(LP) pour 

tout espace de Banach E . On en déduit que 1' ensemble 

lBP (E) = { f E: L P(E) ; f holomorphe sur Il} 
est un sous-espace complémenté de Lp(E). 

2. LA TRANSFORMATION DE HILBERT. 

2 . 1 . Dans tout le § 2 , l'espace mesuré considéré sera R, .muni de la 

mesure de Lebesgue, notée m. On désignera par T la transformation de Hilbert 

sur R. Rappelons ( cf. U 4] , chap. 2), que si f E: LP, ( 1 :S p < +oo), on a pour 

presque tout x € R 

T f(x) = lim S f(y) dy. 

E➔Ü I X-y 1 > E X - y 

La transformation de Hilbert est de type faible ( 1 , 1 ) , et elle définit pour tout 

p E:] 1 , +oo [ un opérateur borné sur Lp. 

Soit maintenant f E: LP(E), (1 ~ p < +oo). Pour tout E > O, on pose 

TE E f(x)= s 
' lx-yl>e 

~dy x-y ' 

et on définit 11 opérateur maximal par la relation 

Notons que si f E: E 0 Lp, on a encore pour presque tout xE:R 
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lim l!{rdE@ T) f(x) - TE e: f(x)/1 = 0, 
e:+O , 

ce qui entraîne 

( 1) 

Le théorème suivant résume les résultats principaux du § 2 . 

THEOREME 1 • Pour tout espace de Banach E, et tout nombre p €] 1 , +oo [ 

les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) L'opérateur IdE @ T s 1 étend en un opérateur borné sur LP(E) ; 

(ii) L'opérateur IdE @ T s'étend en un opérateur de type faible ( 1 , 1 ) 

de L \E) dans L 1 (E) ; 
-- w 

(iii) 

L!(E) ; 

(iv) 

L'opérateur maximal 

L 1 opérateur maximal 

* TE est de type faible 

est borné sur 

De plus , si ces conditions sont vérifiées, alors 

(1, 1), de L \E) dans 

Compte-tenu de l'inégalité (1), l'implication (iv) =>(i) est triviale. Les 

implications (i) =>(ii) ==>(iii) ==>(iv), ainsi que les inégalités (2), découlent des 

propositions 3, 5 et 7 ci-dessous. Avant d'aborder leurs démonstrations, indiquons 

quelques corollaires du théorème 1. (Pour abréger, dans toute la suite du § 2, 

on notera TE l'opérateur IdE @ T et ses extensions données par les condi

tions (i) et (ii) du théorème précédents). 

COROLLAIRE 1 . La classe C- des espaces de Banach E pour lesquels 

la transformation de Hilbert appartient à ~E(LP), ne dépend pas du nombre 

p €] 1 ,+oo [. 

REMARQUES. 

a) L' implication (i) ==> (ii) du théorème 1 et le corollaire 1 découlent 
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également des résultats de [13]. 

b) Tout espace de la classe C précédente est superréflexif. En effet 

( L9J, lemme 1 ), si E n I est pas réflexif, il existe pour chaque entier 

n 2:: 1, des vecteurs x 1, ... , xn de E tels que, pour tout (ex1, ... , exn) € Rn 

sup 
1sksn 

1 ~ ex. 1 s 111 ex. x .11 s 2 ~ 1 ex. 1 . 
·11 ·111 ·11 l= l= l= 

n 
Alors, si on pose <P-= 10. 1 ·J' 1 1- 1 et f = :E x. ® <P· , 

; 1 1 1 

n'n 

Montrons que par contre 

k 
Il sup 1 ~ T cp i 1112 1sksn i=1 

ce qui implique 

l= 

C 
2:: - Log n! , n 

IITE tl/2 ::::: ~ Log n! 

on a 

Il suffit de minorer, sur 

de l'inégalité : 

lîc 1 kl k- 1 
L:..:_ , -:" J , I: T cp. par c Log k, ce qui découle 

n n i=1 1 

i/n 
T <P/x) = s 

i-1 
n 

dy > 1 
- - k-i+1· 
x-y 

COROLLAIRE 2 . On conserve les notations du corollaire 1 . Soient E € C 

et f € Lr(E), (où 1 sr< +oo). Pour presque tout x€R 

Démonstration. Considérons d I abord le cas où 1 < r < +oc. On pose 

cp(x) = Iïni !!TE e: f(x)- TE f(x) Il, 
E➔O ' 

r et f = g + h avec g € E ® L . Alors, pour presque tout x€R 
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d'où 

On en déduit 

et par suite, compte-tenu du théorème 1, 

Mais, on peut choisir J Jhl Ir arbitrairement petit, ce qui montre que J J<P J Jr = O. 

Dans le cas où r = 1 , on procède de manière analogue, en utilisant les normes 

du type faible (1, 1) des opérateurs T; et TE. 

COROLLAIRE 3. Pour tout entier n ~ 2 on a I IT ~ 1 \ I ( 1 , 1) ::S C Log n , 

et, si 
n 

et \JT 1\( ) ::S C Log n. eoo P,P p 

1 < p < +00 , I IT J JI( ) ::S C Log n e P,P P 
n 

n 
Démonstration. La seconde inégalité découle de la première et du théorème 1 

la troisième découle de la seconde et du fait que tT = -T. 

Donc, il nous suffit de majorer !IT .e1 11( 1 , 1 ) . Soit 1 < r < 2 on a ( [14] , chap. II, 

§ 6.2, p. 48), 
n 

D'autre part, on voit que 

Appliquant le théorème 1, on en déduit 

( 1) 

Soient f 1 , ... , fn, n fonctions de L 1 
, et soit À > 0. Utilisant 

l' inégalité de Holder et la majoration ( 1 ) , on obtient, ( avec ! + ! = 1 ) , r s 
1 

m { xE:R ; ~; J T f.(x) j,. À} ::S ns c Jl
1

.:_i
1 

lti 1111 . 
i=1 1 

À (r-1) 

D'où, en choisissant s = Log n 
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REtv!ARQUE. Les inégalités du corollaire 3 sont optimales. En effet, 

si 1' on reprend les fonctions ({). de la remarque suivant le corollaire 1, on voit 
1 

que Il~ IT<().111 ~~Logn!, 
i=1 1 p n 

tandis que ce qui entraîne 

~ Log n ! :::; I IT 1 11( ) . 
n ~ P,P 

n 

2 . 2 . Venons en aux démonstrations des résultats résumés par le théorème 1 . 

Nous aurons besoin de la notion de fonction maximale d'une fonction à valeurs vecto

rielles. 

DEFINITION 1 . Soit f une application mesurable de R dans E. On 

appelle fonction maximale de f, 1' application f* de R dans R + , définie par 

la relation 

f*(x) = sup ...2.. S llf(y)// dy , 
I 3 x m(I) I 

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des intervalles I (bornés, non réduits 

à un point) qui contiennent x. 

On voit que r* = llfll* ; donc, les deux propositions suivantes découlent des 

propriétés de la fonction maximale d' une fonction numérique ( cf. [14-] , chap. 1 ) . 

PROPOSITION 1 . 

(i) Soit p E: [1,+J. Si f E: LP(E), alors pour presque tout xE:R 

l lf(x)II :::; r*(x) ; 

(ii) Si f E: L 1(E), alors pour tout À > 0 

m{ xE:R ; f*(x) > À} :::; X llfll1 ; 

(iii) Soit p E:] 1,+oo[. Si f E: Lp(E), alo~ 
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PROPOSITION 2. Soient f € L \E), et À > o. Désignons par crÀ 

l'ouvert 

et posons e/..À = U I. , où (I.) est une suite (finie ou infinie) d'intervalles ouverts 
j J - J 

deux à deux disjoints . Alors, 

(i) pour presque tout x € R \ ~ , 

l lf(x>I 1 ::::: À 

(ii) pour tout j, 

La proposition 2 permet d'étendre la décomposition de Calderon-Zygmund aux 

fonctions à valeurs vectorielles. Grâce à cette décomposition, on montre comme dans 

le cas scalaire, que si T € ~ (LP) pour un p €] 1 , +oo [ alors, l' opérateur TE 

est de type faible ( 1 , 1 ) . Plus précisément, on a la 

PROPOSITION 3. Supposons qu'il existe p €] 1,+oo [ tel que T E:~E(LP). 

Alors, pour tout f E: L \E) n LP(E), et tout >.. > o 

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition 2 . On pose f = g + b, 

la fonction g étant définie par les relations 

Alors 

(1) 

et, si on pose 

g(x) = f(x) 

g(x) = _!__ s f(y) dy 
m(I.) r. 

J J 

b = !; b. , 
. J 
J 

la fonction 

si x E: R \ e-À , 

b. étant portée par I. , 
J J 



(2) 

(3) 

S b .(y) dy = 0 , 
I. J 
J 

s llb/y)!! dy $ 2 s llt(y)II dy. 
I. I. 
J J 

Les inégalités (1) ci-dessus entraînent 

d'où, pour tout p > O, en ::ippliquant l'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff 

(4) 

Posons d'autre part 

~ ~ 
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et désignons par I. l'intervalle double de I. (I. a le même centre que IJ. , et 
J J J ,., 

m(I.) = 2m(I.)). 
J J 

On a évidemment · 

(5) m(A) $ m(U !.)"' + m (A\ U I.). 
\:. J . J 

J J 

Mais 

m ( U î'.) $ 2 r: m(I.) = 2m( ~À ) , 
\:. J . J 

J J 

d'où, en appliquant (prop. 1, (ii)), 

(6) m ( u i.) $ ~ ! lt 111 • 
j J À 

~ Reste à majorer m(A \ U I.). L'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraîne 
j J 

m(A \ l_J I.) =S ~~ \" !!TE b.(x)II dx. 
J J J j ~ J 

R\I. 
J 

Fixons y.€ I.. 
J J 

Compte-tenu de (2), on peut écrire, pour presque tout 

b.(y) 1 
_J_ dy - - \ b.(y) dy. 
x-y x-y. j J 

J I. 
J 



Remarquant que si yE:I., alors 
J 

1 

1 1 1 3m(Ij) 
- - -- < -~ ' 
X - y X - yj - (x-y .)2 

J 
on en déduit 

Il 1
1 3m(I .) . Il Il 

TE.b.(x)I S J 2 ~ lbiy) dy · 
J (x-y .) I. 

J J 

Mais, on a 
dx < 4 

d'où 

(7) 

(8) 

s 2--' ~ (x-yJ.) m(IJ.) R\I. 
J 

S ~ IJTE b.(x)II dx s 12 S llbiy}ll dy. 
R\Ij J Ij 

Donc, compte tenu de (3), on obtient finalement 

m(A \ U !.) ~ ~ llïll1 . . J 
J 

Les inégalités (5), ( 6) et (7) entraînent 

m(A) ~ zc rsp llïll1 . 

Enfin, on déduit des inégalités (4) et (8) 

{ Il Il } llïll1 111 Il 2C 
m xE:R ; TEf(x) > À ~ --x-(2P pP- TE rp,p) + p+ 48) , 

d' où le résultat voulu, en choisissant 

IITE Il( ) ~ IIT Il( ) ~ 1 . P,P P,P 

1 
p = ZHT Il et en notant que 

E (p,p) 
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Il nous faut maintenant démontrer que TE de type faible ( 1 , 1 ) implique T~ 

de type faible (1, 1 ). Nous suivons la méthode développée par R. Coifman et Y. Meyer 

( GJ, p. 95 à 101 ), et qui repose sur 11 inégalité de Cotlar. 

Soit Ô E:]o, 1]. Si f est une application mesurable de R dans E, 

on pose pour tout xE:R 

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des intervalles (bornés non réduits à un 

point), contenant x . 



* Notons que M1f = f . 

Vll.15 

Comme Ms f = Ms I If 11, le lemme EUivant découle du cas particulier où E = R 

( L3], lemme 6, page 99). 

LEMME 1 . Soit f une application mesurable de R dans E, et soit 

À > O. Si on pose ~À = { x€R ; M1 f(x) > À}, alors 

PROPOSITION 4 {Inégalité de Cotlar). Supposons que l'application IdE 0 T 

se prolonge en un opérateur de type faible ( 1 , 1 ) , noté TE , de L 1 (E) dans 

L:(E). Alors, pour tout S' E:] 0, 1 [ il existe une constante c(S), indépendante 

de E, ayant la propriété suivante. Pour tout f € E © (L 1 nL 2 ) et tout a€R 

T; f(a) s c(S) [Ms TE f(a) + IITEll(1, 1) r*(a)]. 

Démonstration. Grâce à l' invariance de la transformation de Hilbert par 

translation, on peut se limiter au cas où a = 0. Soit e: > 0. Posons 

I =J-e: ' e: [, 

Alors, on a TE, e: f(0) = TE f/0), d'où, pour presque tout xE:R 

(1) IJTE,e: f(o)II $ IITE f2(o)- TE f2(x)II + IITE f(x)II + IITE f 1{x)II. 

Si 1' on suppose I x 1 < ; , il vient 

(' 1 1 
TE f2(o) - TE f2 (x) = jl I (-=x--) f(y) dy, 

y >e: y y 

mais la condition / y / ?:: 2 / x / entraîne 

Fx -~ 1,; 2 ~2 1 ' 

d'où 

Effectuant une intégration par parties , on en déduit 

Alors, l'inégalité ( 1) entraîne, pour presque tout x E: J = J-2 , 2 [ 
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(2) 

Désignons par ,u la mesure de probabilité 11J m. En prenant la quasi

norme des deux membres de (2) dans 11 espace L 3' (J, µ, ) , on obtient 11 inégalité 

(3) llr E, E 1(0)11 s c 1(Si[4 r'(o) + M0r E 1(0) + G S )Ir E 1/xlll8 dx) 
110

] , 

où la constante c 1 (b) ne dépend que de S', et non de E. Il nous reste à majorer 

le troisième terme du membre de droite de (3). Désignons par À la norme dans 

l'espace L 
1
-faible de la fonction x --+IITE f 1(x)II. L'inégalité de Kolmogoroff 

( [3] , lemme 7 , p. 99) montre que 1' on a 

(4) S I IT E f 1 (x) 1\ b dx :s; c
2 

( S) >.. S e 1- S' . 
J 

Enfin, puisque TE est de type faible ( 1 , 1 ) 

(5) 

Les inégalités (3), (4) et (5) entraînent 

llrE, E l(o)II S CiS) [Ms-TE 1(0) + llrEllc,, l) 1*(0)] 

(en notant que IITEl\(1, 1) ~ !ITRll(1, 1) ~ 1). 

Remarque . L' inégalité de Cotlar reste vraie si S = 1 ( cf. [3] , prop. 2 , 

p. 95). 

PROPOSITION 5. On conserve les hypothèses et les notations de la proposition 

4 . Alors, pour tout f € L 1 (E) et tout À > 0, 

Démonstration. Notons e ~ l'espace des applications continûment dérivables 

de R dans R, à support compact. Considérons tout d'abord le cas où f € E ® e, 
1 . 
C 

Soit S' €] O, 1 [. On pose 
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Le lemme 1 entraîne 

m(ô'À) s ~ S IIT E f(x)IIS dx • 
À (o/À 

On majore cette dernière intégrale en appliquant l'inégalité de Kolmogoroff à la fonction 

x -+ l!T E f(x)I!. Il vient 

C 1(b) 1 11 -o' Il IIS' 11 llb 
m(<o/À) s -,::, Lm(<.o/À )J TE f 1 . 

ÀÜ (1,1) 
( 1) 

1 
Puisque f € E ® Cc , on voit que m(~) < +oo. Donc, si m(ô"À) ,f: O, 

on peut diviser les deux membres de ( 1 ) par [m( ~ ) ] 1- S ; on obtient alors 

(2) m(~À) "' c2;S:) IIT 8 11(,, 1) lkll,. 
(cette dernière inégalité restant évidemment vraie si m(<o/À) = 0). 

Compte-tenu de (prop. 1 , (ü)) et de (prop. 4), l'inégalité (2) entraîne 

m{ xf:R ; T; f(x) >À}"'~ IIT8 lk l) lkll1 . 

Le passage au cas où f est une fonction quelconque de L 1 (E) se fait en 

écrivant f = f f , avec f € E ® C-
1 et llf 111 s 10 llfl!1• On voit que 

n=1 n n c n 4n 

{ x€R ; T; f(x) > À} c n~
1 

{ x€R ; T; fn(x) > ;n}, 
d'où 

* Il nous reste à démontrer que la condition TE de type faible ( 1 , 1 ) implique 

T* borné sur LP(E). Nous suivrons la méthode utilisée par Coifman et Fefferman 
E 

( [2] , th. 3). La clé de la démonstration est 11 inégalité dite des bons À , donnée par la 

* PROPOSITION 6. Supposons TE de type faible ( 1 , 1). Alors, pour tout 

1 f € L (E), tout À > 0, et tout y > O, 

m{ x€R; T~ f(x) > 2À et f*(x) s YÀ} s cyl!T~l!( 1, 1) m{x€R ; T; f(x) >À} . 

Démonstration. Désignons par <1_ 11 ouvert 



Posons eY-À = U I. , 
. J 
J 
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où (I.) est une suite (finie ou infinie) d'intervalles 
J 

ouverts deux à deux disjoints. Il nous suffit de démontrer, pour tout j, 

On peut supposer qu'il existe un point ~ j E: Ij 

(sinon, l'inégalité (1) est triviale). Désignons par I. 
J 

12m(I.) centré en l'une des extrémités a. de I., 
J J J 

Alors 

* pour lequel f ( ~) $ YÀ 

1' intervalle ouvert de longueur 

et posons 

d'où, puisque l'opérateur maximal * TE est de type faible (1, 1) 

(2) 

Montrons maintenant que l'on a, pour tout xE:Ij , 

* TE f2(x) $ À + 26yÀ 

ce qui terminera la démonstration de l'inégalité ( 1 ) , dans le cas où y $ ~ , donc 

dans tous les cas puisqu' elle est évidente si cy ;;:: 1 . 

~ Soit J un intervalle de centre x, et soit J l'intervalle de même longueur 

centré en a .. 
J 

avec 

et 



~ ~ Puisque J U I. est un intervalle de centre 
J 

(4) 

D' autre part 

A2 s S ~ IJf(y)IJ lx~ y - a.~y ldy , 
R, I. J 

J 
,V 

et, si y <t Ij 

1 

1 1 1 2 m(Ij) 
X - y - a .-y S ( )2 ' 

J ary 

d'où, en effectuant une intégration par parties 

(5) 

Enfin, pour majorer A
3 

, on peut supposer 

( en effet , sinon 

m(J) :2:: 10 m(I.) , 
J 

~ ~ (JAJ)\ I. = <,ZS). Alors, 
J 

A3 s _i__ s ~''f (y)II dy , 
m(J) JA J 
~ . 
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on a 

d'où, en notant que J U J U Ij est un intervalle contenant l; j , et de mesure 

majorée par 3m(J), 

(6) 

Les inégalités (4 ), (5) et (6) entraînent 

(7) 

PROPOSITION 7. On conserve les hypothèses de la proposition 6. Alors, pour 

tout p E:] 1,+oo [, l'opérateur maximal T; est borné sur LP(E) et 

Démonstration. Soit f € E ® Lp. Alors, T; f € Lp. Donc, on a 

IJT; fJJP = 2P .p \+oo À P- 1 m{ xE:R ; Ti f(x) > 2À} dÀ. 
P jo 

La proposition 6 entraîne alors pour tout y > O, 
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+oo 1 . } 

s 2P. p s Àp- m{xE:R ; f*(x)> YÀ dÀ 
0 

+ Cy 2P.pllT;llr,, 1) s:~ À p-1 m{ xrn ; T; f(x) > À }dÀ. 

On en déduit 

IIT;fll s c2P+
3 IIT~i1(1 1)lltll . p ' p 

Appliquant (prop. 1, (iii)), on obtient 

On passe au cas où f est une fonction quelconque de Lp(E) par la méthode 

déjà utilisée à la fin de la démonstration de la proposition 5. 

2. 3. Remarques. 

a) Les résultats précédents s'étendent sans düficulté au cas où T est un 

, n 
noyau de Calderon-Zygmund quelconque sur R . 

b) Il est vraisemblable que si la transformation de Hilbert TE est bornée 

sur LP(E), alors l'espace d1E(LP) contient une large classe de noyaux de 
, 

Calderon-Zygmund. 

c) Sur 11 espace euclidien considérons le noyau K défini par 

K(t) = ~ , 
lltlln 

où w est une fonction impaire, homogène de degré O et intégrable sur la sphère 

unité :En_ 1 de Rn. Supposons la transformation de Hilbert TE bornée sur 

LP(E}. Alors, en suivant la méthode de ( [15], chap. VI, § 2), on voit que 

l'intégrale singulière 



S f(x) = lim 
E-+Û 
8°-++co 

s f(x-t) K(t) dt 

t< !ltll<s-
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définit un opérateur borné sur LP(Rn , E). En particulier, les transformations de 

Riesz sont bornées sur LP(Rn , E). 

d) La proposition 6 peut être élargie à d'autres inégalités : si l'espace E 

est tel que TE soit borné sur LP(E), toutes les inégalités à poids ou pour les 

espaces d' Orlicz sont satisfaites. 

e) Soit af, la transformation de Hilbert sur le tore ; rappelons que si f 

est une fonction numérique de période 277, 

presque tout xE:R 

intégrable sur 

% f(x} = lim S f(x-y) cotg ~ dy. 
E➔Ü 1 1 E< y <11 

l-11 ' 1T J' on a pour 

En remarquant que la fonction x ~ ~ - cotg ~ est intégrable sur [-11 , 11], 
et en utilisant 1' invariance de T par translation et par dilatation, on vérifie facilement 

les inégalités suivantes (où 1 ~ p < +oc) , 

et les inégalités analogues pour les opérateurs maximaux. Donc, si 1 < p < +oo 

la classe des espaces de Banach E pour lesquels fff, E:.iE(LP) est identique à 

celle des espaces E pour lesquels T E:.iE(LP). 
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2 . 4. Problème ouvert. Avec les notations de la remarque 2. 3 , e), posons , pour 

tout entier n?. 1 
o:n (:le) = sup{ 11:JCE 11(2 , 2 ) ; dim E s n} . 

o:n(:IG) s C !l:Je€1 11(2 , 2 ) , A-t-on 

n 

c'est-à-dire, compte-tenu de la remarque 2 et du corollaire 3, a-t-on pour tout entier 

n?.2 

(1) ex ( :Je ) s C log n ? 
n 

On peut démontrer que ex (~) est la plus petite des constantes ex> O 
n 

vérifiant, pour tout sous-espace F de dimension n de L 2 , et pour toute famille 

finie f 1 , ... , f m de fonctions de F 

(2) 1\ sup 1~ f. 1112 s ex!\ sup if. l ll2 . 
1si:Sm 1 1sism 1 

Soit alors A c 2 tel que card A = n. Appliquant l' inégalité (2) à une 

2 famille finie quelconque de translatées d' une même fonction f € LA , on obtient 

11:fg Il s ex (%) . 
oo oo n 

LA~LA 

Mais, par dualité 

I\J611 
00 00 

= int{llrll 1 ; f(n) = 1 si n€A+ et f(n) = -1 si n€A_}. 
LA -+LA 

Donc, un corollaire de l'inégalité (1) est qu'étant donné Ac Z tel que 

card A = n ?. 2 , il existe une fonction numérique f, intégrable sur le tore, vérifiant 

les deux conditions 

lltll1 s C log n , 
A A 

f(n) = 1 si n€A+ et f(n) = -1 si n€A . 
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3. TRANSFORMEES DE MARTINGALES A VALEURS VECTORIELLES. 

3. 1. Dans ce paragraphe, on se donne un espace probabilisé (0, Q.,,µ ), muni 

d'une suite croissante 83 = ( $ , n?:0) de sous-tribus de a,, On note E 
n n 

l'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport à la tribu 83n. 

Si f = (fn , n?:0) est une S-martingale à valeurs dans E, on pose 

l lt 11 = sup l lt 11 , et on désigne par t* la fonction maximale de la sous-martingale 
p nE:t,J n p 

positive ( 1 lt 11 , n ?: 0) : n 

exp. 1 ). 

f*(w) = sup llt (w)I!. 
nE:N n 

Rappelons les deux principales propriétés de l'opérateur f --+ f*, (cf. [ 8] , 

1. Pour tout p E:] 1,+oo [ 

2 • Pour tout À > 0 

Nous utiliserons également une décomposition de martingales , due à Gundy ( G] ) , 
analogue à la décomposition de Calderon-Zygmund. Elle a été étendue aux martingales 

vectorielles par D . Lépingle ( [7] , prop. 9). 

PROPOSITION 1 . Soit f = (f , n?:0) une lB -martingale à valeurs dans E, 
-- n -

et soit À > 0 . Alors, il existe trois 8'-martingales g , h et k à valeurs dans E, 

vérifiant les quatre conditions suivantes . 

(i) f = g + h + k 

(ii) llkll00 SC À, et llkll1 s dlt/1 1 

(iii) llh)\ 1 + n!llhn - hn_ 1111 s dltll 1 

(iv) ,u{g* > o} s f lltll1 . 

Démonstration. On pose 



d = f 
0 0 

d. = f. - f. 1 J J J-

T = inf{ n ~ O /lfnll > À} ; 

(j ~ 1 ). 

a - inf{ ne: a ; 
0

~\:. 1 [llct.ll 1 t _)>À} ; 

kn - do 1{T>O} /;k [a~ 1{T:j} _ ;j~l(dj \T>j}>] 

h = d 1{ o,l + nta ç_ 1j ·1-E. 1(d. 11. .})] 
n O T= J j=1 ~ J 1.T=J J- J 1.,.T=J 

gn = fn - fn A T/\a · 
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On vérifie facilement que g = (g , n~O), 
n 

h = (h , n~O) et k = (k , n?:0) 
n n 

sont des Œ>-martingales et que f = g + h + k. 

Pour tout j ~ 1, on a 

E . 1 ( d. 1 j > .}) + E . 1 ( d. 1 J, .} ) = 0 , 
J- J l T J J- J 1.T =J 

d'où 

(1) 

ce qui entraîne 

D'autre part, sur l'ensemble { 0 < 'T < +oo} 

donc, 11 inégalité (1) entraîne aussi 

l\kn\\ s \jf7 1{T<+oo}\I + \lfn 1{T=+oo}\\ 
n 

+ j~1 Ej-1(1!dj\l 1{T=j}). 

Prenant l'espérance des deux membres, on en déduit 

Pour la martingale h, on utilise l'inégalité 
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qui entraîne 

Enfin, on a 

µ. { g* > 0} ~ µ ( 7' < +oo} +µ(a < +oo} , 

d'où 

et, par suite 

3 . 2 • Soit v = ( v , n ~ 0) une suite $-prévisible (pour tout n ~ 1 , v 
n n 

est B)n_ 1 mesurable) de fonctions à valeurs réelles. On appelle transformée de f 

par v la martingale fv = (t , n~0) définie par n 
n 

t = ~ vk d . 
n k=Ü -k 

La proposition suivante précise un résultat dû à Burkholder ( [1] , th. 1 . 1). 

PROPOSITION 2. Soit v = (v , ~0) une suite lP.,-prévisible de fonctions 
-- n 

à valeurs réelles, uniformément bornées par 1, et soit p c] 1,+oo [. Supposons 

qu' il existe une constante K ~ 1 vérifiant, pour toute 93-martingale f à valeurs 

dans E 

Alors, pour tout À > 0 

Démonstration. Reprenons les notations introduites dans la proposition 1 

étant donné p > 0, posons w == (pv n , ~o) et 
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{ w* } A 1 = µ (g ) > À 

{ w* } A2 = µ (h ) > À 

{ w * l A.3 = µ (k ) > À J • 
Alors 

et 

d'où 

Enfin 

ce qui entraîne 

Le résultat voulu découle, en prenant 

Remarque. On voit que l' on peut choisir 

C = C p 
p p-1 

mais il est vraisemblable que la meilleure des constantes C de la proposition 2 ne p 

dépend pas du nombre p E:] 1 , +oo [. A ce propos, signalons que la méthode utilisée 

pour démontrer la proposition 2 permet d'obtenir également le résultat suivant. 

PROPOSITION 3. On conserve les notations de la proposition 2. Supposons 

qu'il existe une constante K 2: 1, vérifiant pour toute 93-martingale f à valeurs 

dans E 

Alors , pour tout À > O 
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COROLLAIRE . On conserve les notations de la proposition 2. Si E = ~ ~ , 
alors 

µ { (fv{ > À} s ~ lltl~1 Log n. 

Démonstration. Soit 1 < r:::; 2. Pour toute martingale g à valeurs dans .er, 

Appliquant la proposition 3 , on en déduit par un raisonnement analogue à celui de (§ 2 . 1 , 

corol. 3), pour toute martingale f à valeurs dans ~ 1 
n 

1 1 (avec - + - = 1 ), ce qui implique r s 

3. 3. Remarques. 

a) Conservons les notations de la proposition 2 . Burkholder ( [1 J ) a démontré 

1 'équivalence des conditions suivantes, pour tout espace de Banach E, et tout nombre 

p E:] 1,,-oo [. 

que 

i) Il existe une constante y P telle que pour tout espace probabilisé (0, a.,µ.) 

ii) Il existe une constante y telle que pour tout espace probabilisé (O, a,,µ) 

iii) Il existe une fonction symétrique biconvexe 1: de Ex E dans R, 

((0,0) > 0 et ((x,y):::; !lx+ yll si !!xi! s 1 :::; llyll. 

telle 

Dans [1] , Burkholder démontre qu'on peut choisir 4 
y = . La proposi-

( ( 0, 0) 

tion 2 prouve qu' on peut aussi prendre où C = C p 1 . 
p p-
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b) Maurey ( [s] , exp. II) a démontré que les constantes d'inconditionnalité du 

système de Haar majorent les constantes correspondantes associées à une suite quelcon-. 

que de différences de martingales . Donc, dans les propositions 1 et 2 il aurait été 

possible de se limiter aux martingales à tailles d'accroissements prévisibles . 



[8] 
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