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Exposé no. 1 Année 1980-1981
Myriam Déchamps

SOUS-ESPACES LP INVARIANTS PAR TRANSLATION SUR LE CANTOR

d'apres J. BOURGAIN.

Résumé .- On caractérise les parties A du groupe dualde D’ = {—1 ,1}N
telles que 1P(D”) soit isomorphe 2 un sous-espace de LP , le sous-espace fermé

de LP(D”) engendré par A, lorsque 2<p < .

I. NOTATIONS ET RESULTATS.

Nous utiliserons quelques notations usuelles en géométrie des espaces de Banach.
Soient X et Y deux espaces de Banach: X~Y signifie que X est isomorphe a
Y et XY signifie que X estiscmorphe a un sous-espace fermé de Y. Si

X, c X, ondiraque X1 est complémenté dans X s'il existe une projection linéaire

1
continue P de X sur X1 , etsi X2 est le noyau de P, onécrira X =X1€BX2.

Notre point de départ est le résultat suivant, établi dans [61 (1a preuve pour
p > 2 se trouve p. 258), dans le cadre plus général des espaces de fonctions invariants

par réarrangement :

THEOREME 1. Soit 1<p<e et X unsous-espacede LP=1P( [:0,1])

tel que P =X, Alors il existe ur sous-espace X1 de X telque X(\JLp et

X, complémenté dans LP.
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Le probléme qui nous concerne est 1'analogue du théoréme 1 lorsqu'on considere
des sous-espaces invariants par translation. Nous rappelons quelques notations et
résultats fordamentaux dans ce cadre (ceux non explicités se trouvent dans [1 1]) et
renvoyons le lecteur a 1'exposé no. 2 pour un résumé des résultats connus sur les sous-
espaces complémentés de LP dans le cas général et a 1'exposé no. 3 pour le cas inva-
riant,

Soit G un groupe abélien compact, T sondualet Ac T'. Pour tout sous-

ensemble B de L1(G) on note
B,={teB;ty)=0 si yer\ A}

(pour 1<p<oo, LYG)=1P(G,m), ol m estlamesure de Haar d¢ G normalisée
(m(G) = 1)).

Soit 1 <p<e, Alors tout sous-espace fermé invariant par translation de
P (G) est de la forme Li pourun AcT [10] . Soit AcT, sile sous-espace
Li de LP(G) est complémenté, alors il existe une projection de LP(G) sur L&
qui commute avec les translatiors, soit, la projection orthogonale de P (G) sur Li

est continue sur Lp et Lp Lp & Lp [10]

Nous pouvons maintenant énoncer notre probléme.

PROBLEME. Soit 1<p<w, p#Z2 et AcT. Onsupposeque LP(G) Q,L%

Existe-t-il A' ¢ A tel que LP NLIR, et Li, soit complémenté dans LP(G) ?

J. Bourgain [1_‘ démontre que la réponse au probleme est positive, lorsque

2<p<owo et G= {—1»,1} , en caractérisant dans ce cas les parties A de T

telles que Lp c.,Lp

A de la facon suivante,

N
THEOREME 2. Soit G:{-m}, I sondual , AcT et 2<p<co,

Alors LP C"Ll./)\ si et seulement s'il existe une suite (Sk)k21 d'éléments de A

- ' d rd .
et une suite ('yk)k21 d'éléments de T telles que :




I.2

2.1. Yy = 7 r o, ol (Ak)k.>_1 est une suite de parties finies de N
n€Ak
deux a deux disjointes et (Pn)n> o ©&stla suite de fonctions de Rademacher.
2.2. U Sk @k c A, ol @k désigne le sous-groupe de T engendré par

k=1
{71, ceny 'yk} pour k=1,

N
COROLIAIRE. Soit G={-1,1} , T sondual, AcT et 2<p< oo,

si PaIP , ilexiste A'c A telque LP~1P, et LP, soit complémenté

dans LP(C).

En fait les résultats de J. Bourgain donnent des informations partielles sur

les parties A de T telles que 1P c_,Lp dans d'autres cas, que nous allons

A
expliciter. La démonstration de la condition suffisante du théoréme 1, lorsque G = {-1 , 1}N,
utilise des techrniques d'analyse harmonique et est valable pour 1<p< o, La
démonstration de la condition nécessaire emploie des techniques d'espaces de Banach,

et est valable pour tout groupe abélien compact et métrisable, lorsque p> 2, sousla

forme suivante.

THEOREME 3. Soit G un groupe abélien compact et métrisable, I son dual,

. . p p o .
AcT et p>2. Si L" <Ly, alors il existe deux suites (Sk)k21 et ('yk)k21

d'éléments de I, telles que:

3.1. yk;é1 et yk;éyk, pour k=1, k'=1, k#k'

3.2, Si @k={ Il yn,Bc{l,z,...,k}}, alors U S, € cA (i B=g,
ncB k=1

Remarque 1. Le fait de supposer G métrisable n'est pas une vraie restriction.

Supposons que T : 1P —1P estun isomorphisme de 1P surun espace fermé X

A
P : P
de LY. Si (fn)n21 est une base de L%, (T(fn))r121 est une base de X et
p p N B ‘ 2 3
XcL A, cLliy, ol A= ng1 sp(fn) est dénombrable, car f € cO(I“) dor.c sp(fn) =

{'yel“ , fn(y);éOJ> est dénombrable, n=1, Soit T; le sous-groupe de T
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Ve Ve -L ya
engendre par A1 , alors Iy est dénombrable, son dual G/ 1“1 est metrisable et

1 ~ 4
1P @) ~1P G/t [11]. onadoncque PP (G/1%).
A, A A

Remarque 2. Pour tout groupe G abélien compact et métrisable,

LP(G) ~ LP( [O, 1:! )=1P. En effet, tout espace de probabilité (£2,u) sans atome et
séparable est isomorphe & ( [O, 1] ,A) ol X estla mesure de Lebesgue sur [0, 1]
( [5] , p. 173). 11 nous suffit donc de vérifier que (G,m) oll m est la mesure de
Haar de G, ne posséde pas d'atome. Soit A un atome de (G,m). D'apres la
régularité de la mesure de Haar, on peut supposer A fermé, et il existe un voisinage

ouvert V de l'origine dans G telque 0<m(V)<m(A); A étant compact, il

existe x.,, ..., X dans G tels que U (x.+V)>A. Tlexistealors i_ tel
1 n 1<i<n ! o]
que 0< m((x:.l +V)A) < m(xi +V)=m(V) < m(A), contre 1'hypothése.
o o

Remarque 3., Soit G = {-1 ,1} et Yiseees Yy des éléments du duval T de

G qui s'écrivent Yi= I o oll A1 y oo ’Ak sont des parties de N deux a

ncA.
deux disjointes. Soit Gk 1 1e sous-groupe de T engendré par Vs cees Vi et
A 1a plus petite tribu rendant mesurables 7v., ..., ¥,.. On vérifie alors, par un
k 1 k

celcul élémentaire, que si ¥ € T\ @k , v estindépendant de Q.k. Par conséquent,
E ak(y) =0 pourtout y €T\ @k , ou E ak désigne 1'espérance conditionnelle
par rapport a ak. Soient maintenant G un groupe abélien ccmpact, I son dual,
Neeo¥) €léments de T, Gk et él comme ci-dessus. Alors si y € T\ €

¥ n'est pas 8{ mesurable mais 7Y n'est pas en general indéperdant de &

Ceci constitue une des raisons de se limiter a G = { 1 1} dans le théoreme 2,

1'autre étant que les &, définis par la condition 2 du théoréme 3 ne sont plus de

k
sous-groupes de I, airsique €& = U C Méme dans lecasou G=T, TI'=2
k=1
et Y = 4k , k=1, il est probablement faux que P c:_,Lp ., mais on ne sait guere

le justifier.
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1I. DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE.
Soit (1“n)n21 la décomposition dyadique de T, c'est-a-dire, si (Pn)n?.o

note la suite de fonctions de Rademacher

N
r =1 , Pn«wk)k?ﬂ) =w, ~pour w= (wk)k21 c {*1 , 1}

o
TO:{I‘O}, Tnz{rnrn...rn, 1
172 k

~k<n , max{nw Ny «ees nk}:n}.

D'apres [j9:l , pour 1<p<c, il existe Bp > (0 telle que pcur toute fonctior

"\N N A
feLp({-1,1J& ), f= D f ob f =f.1. et

n=0 1 n l‘n
-1 2:1/2|| _ , 2y1/2]
4 o'l 2 1e, 13020, <l < ) 2 I 12072,

Montrons que, quitte a extraire des sous-suites de (Slk)k21 et ()'k)k21
respectivement, on peut supposer qu'il existe deux suites stirictement croissantes d'entiers

(nk)k21 et (nf{)k21 telles que

(2) %k @k c l“nk et ¥ .1 @k c I‘n"( pour k=1,

Etant donnée la condition 1, il existe une suite croissante d'entiers (kj)j>1 telle que

5 1 3 - | |
(maX(Ak.))j>1 soit strictement croissante ; en posant nj = max(Akj+1), yj = ykj

J "
et en notant 6:; le scus-groupe de I engendré par {y:; yeees VY 5} , ona

vIB!cT
RN
j= 1. Posons ©,= i 1r_. Puisque (max(Bk))k>1 est une suite d'entiers, si

k
neEk

elle n'est pas bornée, on peut en extraire une sous-suite (max(B 0 ))j>1 strictement
s
croissante. Soit ny tel que 9 171 € I‘rl . Pour 1i=2, onchcisit éij tel que
1 i
r ’ A
) > max{n; ,max(Ai)}, et alors © .. €, cT . si ((max Bk))k21
i Ji !
est bornée, il existe une suite croissante d!entiers (Ej)j>1 telle que max(B P )=n
N - ]
pour j= 1, donc © ¢ € Tn pour j= 1 etil existe zpo € Pn et ure sous~-suite
J o o

- pour j= 1. Pour simplifier les notations, on supposera kj =3j pour

n, = max (E: ej

(o]

(Ej )121 tels que o 0 = a,LvO pour i= 1. On rappelle que 1'on a supposé

. i
i
(max(Ak))k>1 strictement croissante, on peut supposer de plus Gue min(Ak) > n,  pour



k=1, alors si G ' est le sous-groupe de I engendré par pf ey VY 2 }

on abien o P (S pour i= 1, Mais on peut Pemarquer‘ que dans ce

i< I‘max(A o)

i I

derrier cas la suite de le démonstration n'est pas utile : = U C ! est un sous-groupe
i>1 1

de I et A'= z,’)OA" c A. D'une part

A
18, ~ LR, ~ LPG/(any) ~ 1P

\ '1' rd . - - rd rd . - « 7
ot (A") désigne l'orthogonal de A" ( [11]) (le dernier isomorphisme a été justifié

dans la remarque 2). D'autre part, 1'application P de P (G) sur Li, définie

par _1
(Pf)(x) = g b (y) fx+y)dm () X€G
L Y n
( A") (A )
rd - 1 - - Ve . »
ol m( A")"' désigne la mesure de Haar de (A") est une projection linéaire et continue,
donc LP . estun sous-espace complémenté de P (G).

A!

Revenors au cas général et supposons que les conditions (2) sont vérifiées.

P

Notons A'= U § nous allons montrer que Li,fv 1P etque L o est

?
o1k K
complémentd dans LP(G).

Notons € le sous-groupe de T engendré par {'yk , k21}. Soit

T: A" — &N\ {71} 1'application définie sur A' par T(Sky) = Yys1? si

Y € @k , k= 1. Alors pour tout polynéme trigonométrique f 2a spectre dans A! ,
f= T f ou f =f.1 et T({)= = B, ¥ £, ob S, v, .f ason

>1 Mg n, Fnk >1 K k+1 n, k “k+1 .
spectre contenu dans T , pour k= 1, D'apres le théoréme de Paley (1),

Hf” <B H( zlt |%) '/zll <BZHT(f)” <BBH( z e |2 1/2” <B4Hfi|
k=1 k k=1 k

ce qui montre que T s'étend a une application linéaire continue de P , dans

p
L@\{71} ’

n
D'autre part, L% ~1P(G/e7)~1P  (remarque 2), donc LIJ)\, ~ 1P

on vérifie facilement que T est bijective, donc Lp ~1P
e\ { Y }
1

Pour montrer que Li, est complémenté dans LP(G), on aura besoin d'une

inégalité établie par E. Stein [12] (une démonstration élémentaire se trouve dans [2])
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LEMME. Soit (£, a,¢) un espace de probabilité, (a"n)n>1 une suite crois-

sante de scus~tribus de & et (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables. Alors pour

1< p <o ilexiste une constante Kp >0 telle que

2,1/2 2,\1/2
H(n;lEa i |32 éKp’i(n§1lf A2
‘clii E q note 1'espérance conditionnelle de fn par rapport a an.
n

Notons P 1la projection orthogonale de P sur Li, Soit f € LP (G),

f= XZf ou f =f'11“ pour n=0. Alors
nZOrl n n

P(fn):O si n;énk , k=1 et P(fr )= T fAn (Sky)Sky.

'k yeﬁk k

Notons E, 1'espérance conditionnelle par rapport a la plus petite tribu L‘lk

Kk
rendant mesurables Yir oees Y Puisque tout caractere vy € T'\ fiEik est indépendant

de &k (remarque 3), on a
Ek(?’) =Y si ye@k et Ek(y) =0 si yETN @k

1 1 N 1 1 1 !
Si on remarque que pour tout Yy' € Ink , Sk vy € @k si et seulement si ¥ €Sk®k ,

on peut conclure que

E ('8 “k yec fnk(bky)y et P(fnk)=8k E (5, fnk) , k=1,

D'aprés (1) et le lemme précédent,

2\1/2 2 1 2
Il = 5, 2 36,5 )92l = e 3 I, 12977, <

21/2| _
<B KpH(nEOlvf 3200 < 82 5 ]

ce qui montre que Ll_/)\_, est complémenté dans P .

III. DEMONSTRATION DE LA CONDITION NECESSAIRE.
Nous allons démontrer la condition nécessaire sous sa forme générale (thécréme 3).

Nous aurons besoin de quelques définitions, certaines nouvelles (définitions 6, 7, 8 et 9),



1.7
d'autres que nous rappelons (réf. B_I , I et IT) pour faciliter la tAche du lecteur. Dans

toute 1a suite, or notera

A =LG,3), i=0,1,2,..., 1=5=2'} .

DEFINITION 1. Une suite (Xi)i>1 d'éléments d'un espace de Banach X est
une kase si pour tout x€X, il existe une suite unique de scalaires (an)n>1 telle que

X= Z an X_ ; une base (Xn)n>1 de X est une kase inconditionnelle si pour tout
n=1 ‘
€X = 2 a_Xx la série z a X conver ers Xx ur toute
xX€EX, x RALE séri z 7 (n) X7 (n) ge (v ) po
permutation 7 des entiers,

DEFINITION 2. Le systeme de Haar (><ij)(i e de P =X [0,1] ),
b4

normalisé dans LOO, est défini par : Xg. 15 1 etpour i>0, 1<j< 2! ,
b

, 2j-2  2j-1
1 te[z—i—T—T’ 2—1_7_'1-[
2j=1 2
Xy t) = { - te[‘i‘ﬂ’"ﬂ'ﬂ’lﬂ
] ) 2 2
0 sinon

\

(Xij)(i Dedk est une base inconditiormelle de IP, 1<p< ([-7:], I, p. 155).
H

DEFINITION 3. Soient X et Y deux espaces de Banach, les bases (Xn>n>1

de X et (yr )n>1 de Y sontéquivalentes (plus précisément, K-équivalentes)

: e . ~1 [ H [l
si pour toute suite finie (a ), _ -de scalaires, K H Z a_y l < Z ax |
n'l=n<k ’ t<nsk 00 Y T qepge X

o, 2wl

DEFINITION 4. Soit X' 1le dual de l'espace de Banach X. On dit que les

. , \ N . )
suites (Xn) ~q de X et (Xn)n>1 de X' forment un systéme biorthogonal si

! ( == >1 = .
xm(xn) Sn,m , m>1 , n=1

DEFINITION 5 . Soit (7, Q,%) un espace de probabilité. Un C-arbre sur

0 (ouarbresi C=1) estune famille (Aij)(i,j)eﬂ: de parties mesurables de

telle que :
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a) A JUA pour  (i,5) € /b

1,5 = i, 2501 Y Biia 25
b) A NAy=¢ pour @ied Gred, itk

1

c) c 2o u(Aij)§C2'i pour  (i,j) e/b.

DEFINITION 6, Un C-arbre de fonctions sur § est une famille (o,.),.. 4
ij’(ij)e o

de fonctions définies sur i telles que

i) Si Aij = Supp @, = {we&z , @ij(w) £ O}, alors (Aij)(i-,j)ed% est un

C-arbre sur §i.

ii) 55 est mesurable réelle et !(pij(w) l: 1 pour w€ Aij et (i,j)edb.

DEFINITION 7. Etant donné un C-arbre de fonctions (A,

.)(. e obs Une fonction
¢ définie sur § est ((pij)-élémentaire si 1,7°,3)€

j) le supportde ¢ est A le suppert de 0.1
?

0,1°
jj) il existe dr e A tel que AQﬂAoc':¢ si aeb', afa', etune

1 —_— !
suite (eo()o‘€ /I Ea“i1 pour o€ b tels que

0= Z

= E(p
oc€()43 «

(xo

La démonstration du théoréme 3 se présente comme une chaine de résultats per-
mettant de passer de la condition "abstraite" 1P c.,Li a une condition "concrete" sur
A. Le premier pas est le théoreme suivant, de géométrie des espaces de Banach, dont
la démonstration peut se déduire des résultats et des techniques de Eéj , § 9 (il existe

dans ce cas précis une démonstration plus directe [-3:[ ).

THEOREME 4. Soit 1<p<w, p#2, et (2,8,r) unespace de probabi-

1ité séparable et sans atome. Soit X un sous-espace de LP(uz), X~LP. Alors

il existe un systéme (h,

1 Ve e z . \
1j)(i,j)€ﬂ} d'éléments de X eéquivalent au systeme de Haar

usuel et un C-arbre de fonctions ((pij)(i Ded tels que (hij)(i DNedb et

i
(2 @ij)

e A forment un systeme biorthogonal.

(i3

Afin de revenir au cas invariant, introduisons la propriété suivante concernant
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les parties A de T:

DEFINITION 8. Soit G un groupe abélien compact, I sondualet AcT.
On dit que A vérifie la condition * si pour tout €> 0 et pour tout C-arbre de
fonctions ((pij)(i,j)e A sur (G,m), ou m désigne la mesure de Haar de G, il

existe une fonction o (goij)—élémentaire telle que pour toute fonction £ de LZX ,

Ingodm' <e€ Hf”z .

PROPOSITION 5. Soit G un groupe abélien compact et métrisable, T son

dual, AcT et 2<p<w. Si 1Pe,1P , alors A ne vérifie pas la propriété

% (définition &).

Démonstration. Si 1P C_,Lp , comme les hypothéses du théoreme 4 sont

j)(i Ned d'éléments de Li K-équivalent au
, .

satisfaites, il existe un systéme (hi

systéme de Haar usuel (xij)(i Ned de LP (définitions 2 et 3) et un C-arbre de
b

. Cos s i .
fonctions ((pij)(i,j)e A (définition 6) tel que (hij)(i,j)e A et (2 (pij)(i,j)e # sofent
biorthogonaux. Soit ¢ = T € ¢ une fonction (¢,.)-él1émentaire (définition 7).
= i 9
Posons f= Z eochcx , alors

xcA

il < Iy =l 2 o, <x

donc f¢€ Li. D'autre part

szpdm: z € "o

s O ) = z 2
e © T B edd |
ce qui montre que A ne satisfait pas la propriété =« .

Ce dernier résultat nous mene a 1'étude de la propriété = :

PROPOSITION 6. Soit G un groupe abélien compact et . T son dual.

6.1. Laclasse des parties A de T vérifiant * est stable par réunion

finie.

6.2, Soit AcT telle que pour toute partie finie TO de T il existe

Aoc A vérifiant * ettellequesi vy e_t S sont dans A\ Ao’ y £%, alors
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7/'5—1 Ql‘o. Alors A vérifie =« .

Démonstration.6.1. Soient A et A' deux parties disjointes de T satisfai-

- i >
sant x , ((pij)(i,j)eu‘b un C-arbre de fonctions sur G et €>0. Sur Jb on

considere 1'ordre dyadique, c'est-a-dire,
L)< G,5") si i=it et 2XG-1w1=j =25 , T=k=i-

Pour tout (i,j) € J‘l}, on considére le sous-arbre (¢ )

. .y. Puisgue A satisfait
oo >(i,])

ion . - I i 1
* , on peut trouver une fonctionr ¢)1’J ((p“)a s(i,5) elémentaire telle que pour toute

2

fonction f1 c L A

SG by am| = e 4737 Hf1H2 .

On vérifie facilement que (¥ ) e d% est un C-arbre de fonctions (le support de

i,
.. est A, . et 12/;..()() |= 1 pour x€A. . d'apres la définition 7). Puisque A!
1] 1,] 1) 1,]

satisfait x , il existe (zpij)(i,j)e ﬁ—elementalre telle que pcur toute f2€L Al ?

lggfz pam| <l .

. 2 N 2 2
Soit f€ LAUA' , alors f= f1 + f2 ou f1 € LA et f2 € LA' . On remarque que
) est aussi (('Di,j)(i,j)e d%-élémentair‘e et
lgfz,bdmlslg f1¢dmi+|g szpdmls z \g f1 z,bi. dm’+§Hf2Hz <

G G G (i,j)ed G J

. 1
<z 2—1—+-2-)Hf1”2 + £l |1, < elldl]

ce qui moentre que AU A' satisfait «x.

6.2, Soit A verifiant les conditions de 6.2, (('Oij)(i,j)e J?j un C-arbre de

3-i
fonctions sur G et e>0. Soit i=0 telque c22 <eg,
Notons x4, Xos vees X 5 les fonctions caractéristiques des ensembles Ai EEE
2 7
LA o (AL =sup(e, ), (i,j)€ﬁ>). Soient R,, ..., R . des polyndmes trigono~
"ot ij i,]j 1 L
2

métriques a valeurs réelles positives tels que

6.3) ij—RjHZ < 471
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1

Onpose T = U sp(Rj), T est fini et symétrique (To = 1‘; ). D'apres la

1<j=2!

condition 2, il existe AO c A vérifiant * ettellequesi ¥ et o scntdans

ANAS, Y £38, alors y€—1 ¢ I,. Considérons les sous-arbres

@ asi,5) " Codas(i,2) 7 ' ("pa)a>(i,2i) :
Puisque A satisfait x , il existe des fonctions Y1) Yoy oer ¥ i élémentaires
2
par rapports a ces arbres et telles que
(6.4) lngz,bjdm|§ 4 Hf“2 , tels , j=1,2, ..., 2%
o

En raisonnant par récurrence, on peut déterminer une suite Q1 y +eey Q. de
polynémes trigonométriques telle que :

-1 . .
o =27, c1>jm<1>j.=¢, i#Ed

SD(QJ) = q)J ’ j

(6.5)

-l <a™ syt syl

En effet, ¥, étant choisie, il existe un polyndme trigonométrique o a valeurs

réelles tel que

”11)1 - Q1”2 < 4—1_1 .

Posons &, = sp(Q1 ), alors <I>'1'1 =®,. D'apres la condition 6.1 et le fait que tout

Yy€ET vérifie x (voir la proposition 7), Ao U ®, a la propriété x , donc il existe

1 Ve Ve - 2
b, ((pij)(i,j) >_(1,2)-elemen‘[a1re telle que pour toute f € L AOU @1

(tu,aml < |o, 2 44Lfg [l

ol IQ , désigne le cardinal de ®,. En prenant f1 = Z {b2(y)y

! 7/€<I>1
' 3
-1/2 -i-

rS 2 2 ~ 2 1 2
z lzbz(ﬂl =Sf1 wzde|<I>1l 4 “(z ‘¢2(y)| "

)/6(131 7/6@1

. 1
e el - W b . A . - .
soit, if1| 2 <4 ‘@1 l . Il existe un polyndme trigonométrique ¢, a valeurs

réelles tel que sp(QZ) c sp(z/)2-f1) et

—imZ
ley -2, -0l =4 2
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..1..
Alors H¢’2 = QZHZ <4 Hf1” -1_

On pose <I>, sp(Q ), alors &, = <I>'2'1 et ¢1ﬂ <1>2 =@. On voit facilement

2
que 1'on peut, étant choisis z,b1 yeany al)j , prendre Ao Ue,uU.. .Ucbj et utiliser le

méme procédé pour ;:onstruwe QJ. ot <I>j +1°

Notons Pj la projection orthogonale sur le sous-espace de LZ(G) engendré

par <I>j. Posons ¢ = 15fs2i ., alors ¥ estune fonction (9..) i, 5)e %-élémen-
taire. Soit feLi, alors f=f +1 ol foeLio et f1€Li\Ao, et
T tyaml =<0z g amlel(e, 0 aml.
G
D'apres (6.4), on a
€ £ 9 aml< |g f b am b= 27 .
G 1<J<2
D'apres (6.5), ona
§ yaml<l§ 6 2 yaml 2l < 5 0 pe)oanls22lk .
G G 1<J<2 1<J<2

D'apres (6.5), on a pour 1sjs2i ,
(SG P,(t) Q; am |< 5 [Pt Q, lam < S [pey) g lam o+ leyteplllls -l <
-i-1
SGIPj(f1)|dem+4 el -

D'apres (6.3), onapour 1<j=<2',

—i-1
SG le(f1)|xj dm < SG le(f1) ]Rj dm + 47" HPj(f1)”2 <

(. Pt 1 R, dm)‘/2(5 Ry am)'/? + 47 lpcep

2 N\ -1
Puisque |P.(f1)f =P.(f1)—'(T')P. D=z P(f1)(7)P (f, W8Yy §° on a
J J J y, oer

S fP(f V2R, am=( Z ‘P(f1)(7)‘2 R. dm +
G ] y€T G J

2 B P )RG5 = Pe)B (R, dm
MW AR R L KA 3128(;3
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AN -
carsi ¥y ou ©o sontdans Ay s Pj(f1)(y) Pj(f1)(5) =0 etsi ¥y et O sontdans

ANA, Y £ 8§, alors )/8—1 €1“0 et ﬁj(7%'1)=0
On a donc
-3 2
ISGq g dm|<1<;|<2HP (el R, am) + 4 W e geplly + 272l [
= = eyl § xjam+3.477 leytep)ly + 272l L, <
1<J<2 1<J<21
. - 3i-2 :
<22 2 B etz 4 (2 leyeplByV2 e 22l
1<J<2 1<j<2t J

=co V.

On conclut que
-i+3

lng Jdm| < 2‘i||foH2 e 2_2—F1Hf1]|2 <C2 THsz

ce qui montre que A satisfait «* .

. L cps 2
Remargue 4. On aurait pu, dans la définition 8, remplacer la condition f € L A

par f¢€ 1P , ou 1<p<ww, Laproposition5 serait encore valable, mais par contre
nous ne savons pas si la proposition 6 serait encore vraie, car lorsque A o est un sous-

ensemble de A, onn'a plus nécessairement une projection de Li sur L& .
o]

La proposition 6 nous conduit a définir une certaine famille de parties de T :

DEFINITION 9. Soit w, le cardinalde R. On définit par récurrence trans-

1

finie une famille (/Soc) o< w de parties du groupe discret T de la facon suivante :
/‘>o = {{y} ,7€1“_]> .

On suppose o< w, etque %) 8 a été définie pour tout ordinal B < a. Alors
/.Sa est 1'ensemble des parties A de T telles que pour toute partie finie TO de T,
il existe Ao < A telle que:

1. Ao est réunion finie d'éléments de g pour B <«

2. Si y et § sontdans ANA , ¥ #0, alors 75-16”0.
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Pour démontrer le résultat suivant, nous aurons besoin d'un lemme élémentaire :

LEMME. Soient a4, ..., @ n nombres complexes. Alors il existe une suite

n ?

(€1)1Si§n , &=+1 pour 1<isn ftelle que

z s.a.'lg Vn sup |ait.

1<i<n ' 1 1<i<n

Démonstration. On peut supposer |ai \S 1, 1<i<n. Pour p=1, onprend

€ = 1. Supposons que pour un p, 1<p<n, 1'assertion est vraie. Soient STRRY ep
valant +1 telquesi x_=¢a, +...+€a alors X | = . Soit D_ 1la
- d p 11 pp’ | p | 0 p
. N\ ' . 0 — - -
droite orthogonale a xp passant par 1'origine. Posons £p+1 =-1 si ap+1 est dans

le méme demi-plan ouvert défini par D_ que x_, ep+1 =+1 dans le cas contraire.

< ( ‘xplz+|ap+1 |2)1/2 < pH.

On a alors lxp + e:p{_per1
Remarque 5. Si les a, sont réels, on vérifie facilement que
inf ‘ 2 €.a, ls sup |a. l

. i .
€i=+1 1<i<n 1<i<n

PROPOSITION 7, Soit G un groupe abélien compact et T son dual. Toute

partie AcT telleque AE U /.50( satisfait la condition «* .
a<w
1

Démonstration. Soit A€.8 , alors A= {yo}, ¥ ,ET.  Soit

(@ij)(i jed un C-arbre de fonctions sur (G,m) et €> 0, Soit i un entier tel
?

que c2 V2 < €. Il existe, d'apres le lemme, une suite (Ej)1sj$n , sj =+ 1
pour 1< j<n telle que

A

I 2 €. @.«(7;1) I =< 21/2 sup ‘(2)13(7;1) |S e 2'1/2 < e.

1<j<2t 3 U
Sionpose ¢©= X € ..., © estunefonction (¢,.)-élémentaire et
1<j<n?d U 1
|S Yo ® am|=| > i & ;i.(7;1)1 <€ H70“2
G 1<je2t 44

donc {70} satisfait x .
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Soit a< W, , Supposons que pour tout ordinal R < «, toute partie AcT
telle que A €./516, satisfait x . Soit Ac T telleque A GAO( , alors par définition
de /.S(X et d'apres les conditions 6.1 et 6.2 de la proposition 6, A vérifie *. La

proposition 7 est donc démontrée, par récurrence transfinie.

PROPOSITION 8. Soit G un groupe abélien compact et métrisable et T son

dual, Soit A unepartiede I telleque A ¢ U /‘Soc' Alors il existe une suite
ax<w
e - 1 ' e Ve . 0
(Sk)k21 d'élements de A et une suite ()/k)k21 d'eléments de I satisfaisant aux

conditions suivantes :

8.1. Yy ¢ 612—1 , ol @1'{_1 désigne le sous-groupe de I engendré par les

éléments d'ordre fini de 1'ensemble {71 s een ,yk} (@é = {1} et 6{{_1 = {1 si

Yar cees Yieq sont tous d'ordre infini) pour k= 1.

8.2. Si on pose 6k={H % ,BC{1,2,...,k}} pour k=1, alors
cg N

U S €. cA.
k=1 K K

Nous dégageons sous forme d'un lemme la premiére étape de la démonstration de

la proposition 8 :

LEMME 2, Soit G un groupe abélien compact et métrisable et I' son dual.

Soit AcT telleque A¢ U4 o+ Alors il existe 71€1‘\{1} tel que
1

(8.3) Ay=An(N= N yAag U.S.
YEE, o<W,

Démonstration. Supposons que pour tout y' € I‘\{UL il existe un ordinal

telque A'=AN(y'A)ES . Soit B= sup « ,f, alors
vt %y 'y‘€l“\{1}{ 4 J

B < w, ( [4] , Ch. 20). Par hypothese, A €’513+2 , donc il existe I‘o c T fini

tel que pour toute partie A0 < A, soit AO ¢ /53 soit il existe yo et §

+17 o

. -1 o
distincts dans AN A tels que ¥ ogo €T,. Notons T =4l ..., A d} , posons
» - - 1
At =ANRA) si A A1, A=g st =1, Tsisd, et A=A U...uad,

Alors A'e.A x, c:_/Sﬁ, 1<ixd, A estréunion finie d'éléments de .3, , donc
A
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AO €AB+1' 11 existe alors yo et go distincts dans A\A0 et 1§iOS d

L - iy
tels que 7050 =X £1. Or SoeA et So =X 7, donc So € A° contre
o o

1'hypotheése. Ceci monire qu'il existe 7y. € T\<1; vérifiant (8.3).
1

Démonstration de la proposition 8. D'apreés le lemme 2, il existe Y1 €T\ {1}

vérifiant (8.3). Supposons que 1'on a déterminé Vs oer Y vérifiant 8.1 et
(8.4) A=A 1 0n M 4= N yAag UL
y€@k oc<u.a1

pour 1<k=<i (dans (8.4) on pose A= A). Soit T' = {Aj , jeJ} un systéme de
représentants des classes d'équivalence de T/ ®i" Alors T= U v I'" etpour
veED!

_ i
'y€®i' \ {1} , T'"NyT' =@. Comme les classes /,50‘ sont invariantes par translation
et U Aa est stable par réunion finie (on remarque que € est fini),

oc<w1
| -
M=anT'¢ U 5.
a<w1

D'apres le lemme 2, il existe Yie1 €T\ {1} tel que

Al

=ANG ANE U A .
i+1 i i+1 i = «

écessairement !
N 1 71+1

v € @{\{1}. Si on pose

¢ € car A cT'N (yT')=ge€ U '/‘Soc pour tout
oc<w1

A

i+1=Aim(yi+1 A)= U v A

1 ol
'y€L.i
‘ ' N\ ' N\ rd
alors Ai > Ai +1 donc Ai+1 ¢ ocgw A o D'apres 1'hypothese de recurrence
1

A= N YN N

Yy A= N ¥ A
i+ "ye@i ‘ 7€@i i+1

7€@'i+1

puisque €, 1= €U ()/i_H €.). On conclut qu'il existe une suite ('yk)kZ 1 d'éléments

i+ i
de T satisfaisant (8.1)et (8.4)pour k= 1.
Montrons que pour o € A S@k c A pour k=1, Pour k=1, c'est
la définition de A1 . Supposons que c'est vrai pour 1<k<i. Soit %€ Ai+1 .

D'apres la définition de A, 4, %€ A et 71+18 € A;. Dr'apres 1'hypothese de
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récurrence, 661 CA et v 6@1 c A, donc S@i+1 < A.

La condition (8.4) montre en particulier que Ay @O pour k=1, 8Sion choisit
Sk € A, pour k=1, les suites (Sk)kz 1 et ()/k)k21 satisfont aux conditions

(8.1) et (8.2) de 1'énoncé .

Démonstration du théoreme 3. Si LP =, 1P , d'apres la proposition 5, A ne

satisfait pas % . D'apreés la proposition7, A€ U .8 . Soientalors (%,)

W v k’k=1
et (yk)k>1 les deux suites fournies par la proposition 8. Soit il existe une sous-suite
(yk_)j21 de (‘yk)k21 satisfaisant & la condition 3.1, soit il existe k_ tel que

J
Yy =7, pour k= ko. Dans le premier cas, si on pose pour j=1,

o
S1=§ , yl=y  , ev={ T 91 Bc 1,2,...3’}

K| kj A k:i J {n€B n { }
les conditions 3.1 et 3.2 sont satisfaites par (6!).>1 et (y j')j>1 (avec e remplacé

JJ
par Gﬂ) Dans le second cas, si on pose pour j=1,

§1-§ " yl =) @J:{n Y] Bc{12...j}}

] 3G T3 Tk, ) i’ e
ho 1+—-2— o neB

les conditions 3.1 et 3.2 sont satisfaites par (% J"):i>1 et (y J.')j>1 (on remarquera que

dans ce cas Yk est un é1ément d'ordre infini). Le théoréme 3 est donc démontré.
o

\ 2 . o2
Remarque 6.  Dans tous les cas ol {yk ; k21} ou {yk P Y = 1 et k21}
est infini, on peut supposer, quitte a passer a une sous-suite, que (yk)k21 est dissociée

(L8], pp. 19 et 21).

N
Démonstration de la condition nécessaire du théoréme 2. Si G = {-1 , 1} et

1P ,1P , on conclut comme dans la démonstration du théoréme 3 & 1'existence des

deux suites (Sk)k21 et (yk)k21 satisfaisant aux conditions (8.1) et (8.2). Mais
dans ce cas 61'4_1 = Gk_1 pour k=1, et il nous reste a vérifier que 1'on peut

obtenir deux suites (Sl'{)k21 et (71'{)1{21 satisfaisant aux conditions (2.1) et (2.2).

7

il

~ ' <
o roo A1—{n1,...,nsj, n1<n2<... ng.
1

Posons '6%=51 et yy=v,=
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. . e _n
Alors soit il existe une sous-suite (71{.)3‘21 de ('yk)k21 telle que vy . T
J Jj n€Ak
et n, eZAk , soit ¥ = ¥t r oll ny €An pour n=nj. Dans ce dernier! cas
J n€An
poscns
1 _ 1 _ 71 _
71-71 ’ 72"711‘]] yn%+1 ? 2—'}’ni+2 yl’l%+3 y .

Alors )/11{ = 1II 1 T ou n, g Al1< pour k= 2. Onremarquera que la condition

n€Ak

(8. 1) entrafne la condition équivalente pour les 7/11{ , k=1, En raisonnant par

récurrence, on obtient une suite ('yls{)k>1 ol 'y? =74, Chaque )/E est le produit

card(Aq)

d'au plus 2 é1éments de la suite (yk)

k=17 ‘}’IS( n'appartient pas au socus-

groupe de I engendré par 7*?,...,75{_1 et ‘yf{’: IIS r_ ol A1ﬂAls{=Q5,

n€Ak n

k=2. On pose yé = yg et, ainsi de suite, on construit par récurrence une suite
(')’1'()1{21 telle que :

(2.1) Yy = I r ol (Ak) est une suite de parties finies de N deux a deux

n€Al'{ n k=1

disjointes

(2.1)" chaque 71'{ est un produit fini d'éléments de la suite (yk)k21 , 71'< = ng Yy !
‘ k
) o B
et max(Bk) < m1n(Bk+1), k=1,

Si on pose 6{{ =% pour k= 1, 1la condition (2.1)" plus le fait que

max(Bk)

(Sk)k21 et (yk)k21 satisfont la condition (2.2) entrainent que kg151“ €l < A, oll

6{{ est le sous~-groupe de T engendré par {‘y{, cens 'yl'c} Les suites (Sl'{)k21 et
(yl'()k>1 satisfont donc aux conditions (2.1) et (2.2).

Démonstration du corollaire. Si LP <'_,Lp , d'apres le théoreme 2 il existe

. ' Ve ’ . - . -
deux suites ('51{)1{21 et (yk)k21 d'éléments de T satisfaisant aux conditions
2.1et 2.2, D'aprés la démonstration de la condition suffisante, quitte a prendre des
sous-suites convenables, il existe deux suites sirictement croissantes d'entiers
' » . - rd . . £ . .
(nk)k21 et (nk)k21 telles que les conditions (2) soient vérifiées. Si on pose

on a alors démontré que LP~ 1P et LP , est complémenté dans

A= US, © it r

k=1 ¥ K
LP(@G).
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Cette rédaction fait suite a trois exposés faits au Groupe de Travail sur les

espaces de Banach invariants par translation et un exposé fait au Séminaire d'Analyse
Harmonique d'Orsay. Une séance de discussion et un échange de lettres avec J. Bourgain,
que je remercie, a permis d'expliciter les idées de la démonstration de la proposition 8,
qui n'est pas détaillée dans [1].

5]
[4]
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Exposé no. 2 Année 1980-1981
Myriam Déchamps et Hervé Queffelec

SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE 1P(0,1) ET DE c(0,1).

Résumé .- Nous passons en revue quelques résultats fondamentaux de la géométrie
des espaces de Banach sur les sous-espaces complémentés de Lp(O, 1) pour 1I<p<c

etde C(0,1). Nous donnons des références précises mais pas des démonstrations.

Nous allons nous limiter aux définitions et résultats essentiels et renvoyons le
lecteur intéressé a 1'exposé de synthése [ZOJ , Que nous reprenons en partie, et a_
[26J et ]_27] . Pour 1<p< o, Ilanotion de sous-espace complémenté de 1P est

lide & celle des 0P -espaces que nous étudions d'abord.

Dans toute la suite, on note LP(y)=1P(Q,u) =P, &,u), 1<p =<,
1'espace de Banach des classes d'équivalence de fonctions mesurables sur (&, &,u)
de puissance piéme intégrable (respectivement essentiellement bornées si p = +%),
Si &= [O, 1] et u estla mesure de Lebesgue, on note 1P)= Lp(O, 1) =1LP,
Si 0=N et u({n}) -1 pour n=>1, onnote LP(u)=2¢P, si o'-= {1, 2,...,n},

on note Eg l'espace LP(G',p).

1. LES ESPACES P DEFINITIONS ET PROPRIETES.

DEFINITION 1.1, Soient X et Y deux espaces de Banach isomorphes, leur

distance d(X,Y) (de Banach-Mazur) est
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d(X,Y):inf{HTH']T_1” , T isomorphisme entre X et Y j

Si X et Y ne sont pas isomorphes, on pose d(X,Y) = oo,

Les espaces LP  ont été introduits dans [12J .

DEFINITION 1.2, Soient X unespace de Banachet 1<p<w, X estun
LP-espace (plus précisément, un a@a—espace) s'ilexiste X = | tel que pour tout
sous-espace de dimension finie F de X, il existe un sous-espace de dimension finie

) ; P
E de X, contenant F ettelque dim(E , ¢ dim E) <.

Exemples. Lp(u) est un £ﬁ)+€—espace pourtout €>0 et 1<p<oo,
L'espace C(K) des fonctions continues sur le compact K est un 0800+

pour tout €> 0.

THEOREME 1.1 [11:] . Le dual d'un espace £P est un espace ogq’

+==1,

Q1 =

P

THEOREME 1.2 [12] . _S_l X -est un cgp—espace, 1<p<ow, alorsle bidual

X" de X estisomorphe a un sous-espace complémenté d'un 1P(z). Pour 1<p<ew,

X est réflexif. Les espaces o@ 2 sont exactement ceux qui sont isomorphes & des espa-

ces de Hilbert.

THEOREME 1.3 [1 1] . Tout sous-espace complémenté d'un £P -espace (en

particulier de LP(u)), 1<p<w, estsoitun espace £ P soit un espace aﬁ 2.

On rappelle que si (2, &,u) est un espace de probabilité séparable et sans
o N ~ . r .
atome, LP(u) estisométrique a 1.P0,1) ( L26] ou exposé no. 1, LS:[ ). D'apres

les énoncés précédents, on a une caractérisation des LHP-espaces, 1<p<:

PROPOSITION 1.4, Soit 1<p<w, X estun <>8p~-espace (resp. a{';p—espace

séparable) ou un ,é 2-espace {resp. \,l'~2—espace séparable) si et seulement si X est
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isomorphe & un sous-espace complémenté d'un LP(u) (resp. de LP(0,1)).

2. SOUS-ESPACE COMPLEMENTES DE LP=1P(0,1), 1<p<,

N rd Ve - . \ 2
D'apres 1.4 les sous-espaces complémentés de 1P sont soit isomorphesa &7,
soit des on -espaces séparables. Les premiers cing exemples connus de sous-espaces

2

complémentés de LP, % un isomorphisme pres, ontété 1P, P | o | %0 oP

d'éléments de 82

et ( 2269 ’e. .. )p (ce dernier étant 1'espace des suites (Xn)n>1

telles que Hx” = ( >2 ”xn”g)v P < »). Ensuite H. P. Rosenthal [15] a montré que le
sous-espace fermén—;(p engendré dans P par une suite de variables aléatoires
symétriques, indépendantes et ne prenant que trois valeurs, n'est isomorphe a aucun des
espaces déja cités. A partir de Xp, G. Schechtman [1 6] a construit une suite d'espa-
ces oBP séparables, deux a deux non isomorphes entre eux. Finallement, dans [1 8]
les auteurs construisent une infinité non dénombrable de sous-espaces complémentés non

isomorphes de P , qui s'identifient a des sous-espaces invariants par translation de
N
Lp({-1,1} ).

Nous citons quelques résultats concernant les sous-espaces de P et renvoyons
le lecteur a [26] , II.3, pour des renseignements plus complets, Sauf indication contraire,

1 <p<o dans les énoncés qui suivent.

THEOREME 2.1 [5] . Les e@ P_espaces séparables, 1<p <o, possedent

une base.

THEOREME 2.2 E6:] . Tout o£ p -espace isomorphe a un sous-espace fermé de
eP,

P est isomorphe a

THEOREME 2.3 E14:| . Si un sous-espace de 1P contient un sous~-espace

. N 2 . . 2 a N 2
isomorphe a €7, il contient un sous-espace complémenté isomorphe a £°,
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ﬂ et ’ 14—’ ). Tout sous-espace complémenté de P qui ne:

P,

THEOREME 2.4 (

contient aucun isomorphe a ¢ est isomorphe a

T ¢ ‘
THEOREME 2.5 L7 1. 5S0it X un sous-espace ccmpliémente de L.P.  ©u bien
P

. N 2 . . N ‘
X estisomorphea £, ou X contient un sous-espace isomorphe a et comple-

menté dans X.

Pour p> 2, ily a des résultats plus précis :

THEOREME 2.6 ( [26] p. 136). Soit 2 <p< o,

a) Un sous-espace fermé de dimension infinie de LP est soit isomorphe 22,

soit il contient un sous-espace fermé qui est isomorphe & £° et complémenté dans LP.

b) Tout sous-espace fermé de LP qui est isomorphe & ?° est complémenté

dans I,p.

THEOREME 2.7 ( [2:’ , [7] et [:15] ). Soit (B 1la classe des espaces de Banach

X qui sont isomorphes a un sous-espace fermé de 1P et tels que pour tout isomor-

phisme T de X sur un sous-espace de 1P, T(X) soit complémenté. Alors

B=g@ si 1<p<2 et (A se réduit aux espaces de Hilbert si 2 = p < «,

On peut se demander si, dans P , un sous-espace suffisamment proche de

P nlest pas complémenté dans 1P. La réponse est la suivante :

THEOREME 2.8. 11 existe une constante Ap telle que si X est un sous-espace

Vd v - . e Ve r
fermé de 1P vérifiant d(X,Lp) < Xp alors X est complémenté dans P (L31_l

!_32] ). 11 existe un sous-espace fermé Y de 1P isomorphe 3 LP et non complé-

menté dans LP ( [2] , [15]).

Pour la derniére assertion, le probléme invariant correspondant est résolu pour

=l
1<p <'-3j5 (réf. [30_] et exposé no. 3).
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Nous rappelons une propriété fondamentale de LP,

THEOREME 2.9 [:1] . LP estun espace primaire pour 1<p=< «, c'est-a-

dire, pour toute décomposition de 1P en somme directe de deux sous-espaces,

1P=xe Y, soit X soit Y estisomorphed LP.

Voici deux résultats récents qui se trouvent dans [231 , dans un cadre plus

général (réf. exposé no. 1 pour le cas invariant).

THEOREME 2.10 [23]. Soit X un sous-espace fermé de 1P, si LP est

isomorphe a un sous-espace de X, alors il existe X, X, X1 isomorphe a P

et complémenté dans LP,

COROLLAIRE [23] . Soit X un sous-espace complémenté de P, si 1P

est isomorphe & un sous-espace de X, alors X estisomorphe d LP.

Finalement nous citons un résultat fondamental concernant la structure des sous-—

espaces fermés de LP pour 1<p<2:

THEOREME 2. 11 E29] . Soit X un sous-espace de dimension infinie de Lp ,

1'<p<2. Alorsou X estisomorphe a un sous-espace fermé de Lr pour un

r> p, ouil existe un sous-espace Y de X qui estisomorphe a eP et complé-

menté dans LP. En particulier, tout sous-espace réflexif de L1 est isomorphe a

r
un sous-espace de L~ pourun r> 1,

3. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE L'=1Y0,1).

L 4 . \ 1
Pour étudier le cas p =1, quine se ramene pas au cas des c@ -espaces

séparables, nous aurons besoin de deux propriétés des espaces de Banach.
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DEFINITION 3.1 ( [26] , p. 181). Un espace de Banach X a la propriété de

Dunford-Pettis si pour tout opérateur faiblement compact T de X dans un espace

de Banach Y, et pour toute suite (Xn)rl>1 d'éléments de X tendant faiblement

vers zéro, HT an——-+ 0.
n-=oo

L'espace L,1 et leurs préduaux ont la propriété de Dunford-Pettis [j22:l .
On vérifie facilement qu'un espace de Banach réflexif de dimension infinie n'a pas la
propriété de Dunford-Pettis. Par conséquent, L1 n'a pas de sous-espace complémenté
réflexif de dimension infinie et d'apres le théoreme 1.3, tout sous-espace complémenté
de L1 est un £1—espace. Mais la récirpoque est fausse [9] . Jusqu'a présent on ne
connait que deux exemples, a un isomorphisme pres, de sous-espace complémenté de L1:
1 1

L et £ . Parcontre, il a été démontré récemment qu'il existe une infinité non

dénombrable d'espaces ag 1 séparables de dimension infinie non isomorphes L24] .

Signalons quelques propriéiés des sous-espaces complémentés de L1 .

THEOREME 3.1 [7:[ . Tout sous-espace complémenté de L1 contient un sous-

. ¢ N 1
espace complémenté isomorphe a ¢ .

DEFINITION 3.2 [21] . Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym

si pour toute application linéaire bornée T a valeurs dans X et définie sur
L1(Q, &,u), ou (Q,8,u) estunespace de probabilité, il existe une fonction F
définie sur I, fortement mesurable et bornée, a valeurs dans X, telle que pour tout

(GRS LT(Q,&,U),
T(e) =\ olw)F(w) du(x).

9
L1 n'a pas la propriété de Radon-Nikodym, par contre 21 a cette propriété

21].

THEOREME 3.2 [-8] . Tout sous-espace complémenté de L1 qui possede la

propriété de Radon-Nikodym est isomorphe 2 g .
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[Le théoréme 2.8 reste valable pour p =1, sa deuxiéme partie ayant été établie

tris récemment par J. Bourgain :

THEOREME 3.3. Il existe une constante A = \/? felle que si X est un sous-

=
1) < X, alors X estcomplémenté dans L 13].

espace de ! vérifiant d(X,L

.

I1 existe un sous-espace Y de L isomorphe a L1 et non complémenté dans L1

7]

Le probléme invariant correspondant a 3.3 est ouvert.

4. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE L™ =1.7(0,1).

lLecas p=o se présente de facon tres précise. Tout d'abord

THEOREME 4.1 28). L° estisomorphe & ¢

L'espace ¢~ a deux propriétés remarquables :

THEOREME 4.2 l_25] . ¢” estun espace premier, c'est-a-dire, tout sous-

espace complémenté de dimension infinie de ¢” estisomorphed 2%

THEOREME 4.3 ( E27] , I, p. 105). ¢” estun espace injectif, c'est-a-dire,

o rd . .
pour tout espace de Banach X contenant ¢ comme un sous-espace ferme, il existe

. . .2 . <
une projection linéaire et continue de X sur ¢

Les énoncés précédents permettent de conclure :

PROFOSITION 4.4. Un sous-espace fermé de L° est complémenté si et seulement

. hY ()O
s'il est isomorphea L .

. s N s
Signalons qu'un des principaux problemes ouverts sur < concerne l'analogue

|
fini~dimensionnel du théoréme 4.2 : existe-t-il une fonction f définie sur 1,4 _

telle que si E est un sous-espace complémenté de ¢ tel qu'il existe une projection
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de 27 sur E de norme inférieure ou égale 3 X, alors d(E, ¢ dim(Eﬁ) <fx) 7

D'autre part, les résultats les plus récents et les plus frappants sur oﬁm se

trouvent dans [1 9] .

5. SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE C(0,1).

Nous avons déja signalé que 1'espace C(K) des fonctions continues sur le
compact K estun ,,B “ _espace. Malgré cela la théorie des C(K)-espaces est assez
différente de celle de L~ . Nous en donnons quelques résultats, en renvoyant le

lecteur a [26:] , II, 4, pour des références précises.

THEOREME 5.1, Soit K un espace compact métrique non dénombrable. Alors

C(K) est isomorphe 3 C(0,1).

Les résultats les plus importants sur les sous-espaces complémentés de C(0,1)

sont les suivants ( [26] , p. 185):

THEOREME 5.2. Tout sous-espace complémenté de dimension infinie de C(0,1)

contient un sous-espace fermé isomorphe a Co

THEOREME 5 .3. Tout sous~-espace complémenté de C(0,1) qui a un dual non

séparable est isomorphe & C(0,1).

THEOREME 5.4, Soit X un sous-espace de C(0,1) isomorphe & C(0,1).

Alors il existe un sous-espace X, de X isomorphe a C(0,1) et complémenté dans

c(o0,1).

Nous avons vu que L” est injectif. Par contre, un espace de Banach séparable
injectif est de dimension finie ( |:26] , p. 188). Un espace de Banach séparable de dimen-
sion infinie qui est complémenté dans tout espace de Banach séparable le contenant {comme

un sous-espace fermé) est isomorphe a c,» et ¢, acette propriété ( [27J, I, p. 1006).
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et G. Pisier qui nous a signalé quelques résultats récents et proble-

mes ouverts apres lecture de notre premiére version.
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Exposé no. 3 Année 1980-81
Myriam Déchamps

SOUS-ESPACES INVARIANTS DE Lp(G), G GROUPE ABELIEN COMPACT.

Résumé . Il s'agit d'une synthése de résultats d'analyse harmonique concernant
les sous-espaces fermés invariants par translation de LP(G), G groupe abélien

compactet 1< p<w®, ou C(G), en vue del'étude du probleme de la complémentation.

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Dans toute la suite G désigne un groupe abélien compact, I sondualet A
une partiede TI. LP(G), 1<p<w désigne 1P(G,m) ol m estla mesure de Haar
de G, normalisée par m(G)=1. C(G) désigne 1'espace de fonctions continues sur
G, muni de la norme uniforme. On note M(G) 1'espace des mesures sur G & valeurs
complexes régulidres et bornées. Les notations sont en général celles de [1 O:' et E15]
et nous renvoyons souvent le lecteur a 1'un ou 1'autre de ces livres plutdt qu'aux référen-
ces originelles, qui s'y trouvent.

L.'anneau d% des cosets de T est l'anneau des parties de T engendré par
les cosets, c'est-a-dire les translatés des sous-groupes de T (un anneau de parties de
I' est une classe fermée par complémentation et par réunion finie).

Pour f € M(G) on appelle spectre de f 1'ensemble sp(f)= {'yel“ , £(y) # O} :

si sp(f) est fini, on appelle f un polyndme trigonométrique. On note P 1'espace

des polyndmes trigonométriques définis sur G. P  est dense dans C(G) et dans

1P(G) pour 1=p<e [15:[ Pour Ec< M(G) et AcT onnote
B,={teB , splt)c A}.

On dit qu'un espace vectoriel A de fonctions définies sur G est un espace

invariant par translation (ou simplement invariant) si pour tous f€A et x€G, la fonc-
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tion f définie sur G par fx(y) =f(y - x) appartienta A.
Si A est un espace vectoriel invariant de fonctions définies sur G, une applica-
tion T :A —» A estinvariante si pourtous f€A et x€G, T(fx) = (T(f))X ,
c'est-a-dire, si T commute avec les translations.

Si A est un sous-espace invariant complémenté de LP(G), T<p=<e

(resp. C(G)) ondiraque A estcomplémenté de facon invariante s'il existe une

projection linéaire continue et invariante de LP(G) (resp. C(G)) sur A. Tlest
équivalent de dire qu'il existe un sous-espace fermé invariant B de LP(G) (resp.

C(G)) telque ILP(G)=A@®B, 1<p=<o (resp. C(G)=A @ B).

Onrotera «” 1a topologie o(LY(G), LYG) sur LZ@G).

2. RESULTATS FONDAMENTAUX,
Notre premier énoncé traduit le fait bien connu que tout sous-ensemble d'un groupe
discret est un ensemble de synthése spectrale. Les références sont variées ( l_1 5] , page

159, par exemple).

THEOREME 2.1. (a) Soit A une partie du dual T du groupe abélien compact

P_+P
G. Alors LA"'LA

de_ 1P(G), 1<p<ow (resp. C(G)) engendré par A, c'est-a-dire, 1'adhérence

(G), 1<p<o (resp. Cp= CA(G)) est le sous-espace fermé

(o) _ [e] 1 7’ X% S
de TA.LA-LA(G) est 1'adhérence «” de ‘(PA dans L (G).

(b) Soit A un sous-espace fermé invariant de 1PG), 1=p<e (resp. C(G)).

Alors A = 1_& (resp. A =C A) ol A= 1) sp(f). Si A estun sous-espace invariant

* © o feA
w ~ferméde L (G) alors A=L,, ol A= U sp(f).

feA

On en déduit facilement 1'énoncé suivant :

PROPOSITION 2.2 [12]. Soit AcT. Alors LP, 1<p<w (resp. C,)
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est complémenté de facon invariante si et seulement si pour toute fonction f € P (G)

(resp. C(G)), I f(y)y estla série de Fourier d'un élément de LP(G) (resp.

YCA R
C(G)). Danscecas f— I f(v)y estla seule projection invariante de LP(G)
YEA
p Picy_ 1P o 1P <
(resp. C(G)) sur Ly (resp. CA) et LY(G)= Ly@Le,, 1sp<e (resp.
C(G):CAQS CCA).

Pour les sous-espaces fermés invariants de LP(G), 1<p<w, ou C(G),
les notions de complémenté de facon invariante et de complémenté coincident, comme le

montre le théoréme suivant .

THEOREME 2.3. Soit AcT.

(a) [13] . Si L% , 1=p<o (resp. CA) est coniplémenté dans LP(G)

(resp. C(G)) alors L& (resp. C A) est complémenté de facon invariante.

() ( [13] pour p=1 et C(G), [12] pour p=e). 18, p=1 ou o (resp.

C A) est complémenté dans LP(G) (resp. C(G)) si et seulement s'il est complémenté

de facon invariante, ou encore, si et seulement si A appartient a 1'anneau de cosets

d—e I‘.

REMARQUE 1. Le lecteur intéressé par le cas ou G est un groupe abélien

localement compact non compact pourra consulter [12] et [8] .

3. EXEMPLES DE SOUS-ESPACES COMPLEMENTES INVARIANTS DE Lp(G)
OU C(G). COMPLEMENTATION ET LACUNARITE.

Dans toute la suite on note T = {zec , 'z )= 1} et on identifie EO,ZTI [ a
R/2rZ etd T par les applications X —X et X —> eix, ol x désigne la
classe de x modulo 27Z. LP(T), 1<p<w, s'identified LP( [0,217 , (21'-:7) (dt
désigne la mesure de Lebesgue de E),Z'n ,_—) oua 1P=1P (0,1). Lorsqu'on parlera
de sous-espace fermé invariant de LP , il s'agira de sous-espaces de la forme

Li(T) = Li , ol A estunepartiede Z, le groupe dualde T.
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Un des résultats fondamentaux de 1'analyse harmonique, dii a M. Riesz et prouvé
dans la plupart des traités classiques (par exemple [15] , Ch. 8, pour les groupes

ordonnés) est le suivant.

j r
THEOREME 3.1. Le systéme trigonométrique (emx)rl€Z est une base ( L9] ou

[6],111, . 1) de P, 1<p<w,

Ce théoréme est une conséquence immédiate ([:9] ) du fait que 1'opérateur Q
défini sur 1'ensemble & des polyndmes trigonométriques par

= z aelkx

ikx
e ) K

o T oa
n<k<n 0<k<n
est un opérateur borné sur LP pour 1<p<-c, Une autre conséquence du fait que

Q est borné est la suivante.

THEOREME 3.2. [3] Soit Hp, 1< p<ow, le sous-espace fermé de 1P

(resp. le sous-espace w*—fermé de L°°, 'lor'sque p =) engendré par {emx ,

n..>_0}, c'est-d-dire, HP =1P ol N=Z+={O,1,2,...}. Pour 1<p< o,

N ?

HP est isomorphe a LP.

D'apres ces résultats nous avons :

EXEMPLE 1. Soit 1< p<o, Alors uP - Llli] est un sous-espace invariant

complémenté de LP, qui est isomorphe & LP.

On rappelle que le systéme trigonométrique n'est pas une base inconditionnelle
( [-9] ou [6] ) de LP , pour pk2, cequiestal'origine de beaucoup de difficultés
de 1'analyse harmonique, en particulier du probléme des multiplicateurs de 1P ( 57] ).
Par contre, le systéme de Haar ( [9] ou [6] , def. 2) est une base inconditionnelle de

LP pour 1< p<o,

EXEMPLE 2. Soit 1<p<® et G un groupe abélien compact. Alors pour tout
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sous-ensemble A de T appartenant a 1'anneau .ﬁ des cosets de T, LE’\ est

complémenté dans Lp(G). Side plus A est dénombrable et infini alors 1P est

A
isomorphe 3 1P =1P(0,1).

Pour vérifier que si A €Jb alors Li est complémenté on considére la

mesure u € M(G) idempotente (c'est-a-dire, pix b =p) telleque A= {yer ;
Il(Y)=1} ([15], p. 60).
Alors 1'application f —sp % f définit une projection linéaire continue et

invariante de LP(G) sur L?\.

Si A est dénombrable, on peut supposer G méirisable, carsi H est le
sous-groupe de G orthogonalad A, alors G/H est métrisable et L&(G) s'iden-
tifie a L&(G/ H) ( [15] ). Notons qu'alors LP(G) estisomorphe a LP =1P(0,1)

( E6] , remarque 2). D'autre part, si A est infini, il existe un sous-groupe infini
A, de T, 7y €T etunsous-ensemblefini F de T telsque AD (70./\0\ F)

( [12:[ , p. 71). Puisque yvo\ F €o‘l:, Lf; ANF est un sous-espace complémenté
oo

de Lp

N 1
A0 et Lgo Ao\ p est isomorphe a P, car P ~1P ~ 1P/ Ao)vapi

‘}’OAO\ F Ao
4

oll A est le sous-groupe de G orthogonal a Ay ( [6] , Premarque 2). On est donc

dans les conditions de 1'application de la méthode de décomposition de Pelczynski ( [9] ,

I, p. 54) et on conclut que L?\ est isomorphe 3 LP.

Cette démonstration introduit la méthode de décomposition de Pelczynski, qui
est souvent utile dans ce genre de problemes : soient X et Y deux espaces de
Banach, si X et Y sontisomorphes i des sous-espaces complémentés de Y et
X, respectivement, et si X est isomorphe 2 une somme directe infinie de soi-méme
avec une norme convenable, alors X et Y sont isomorphes ( [.9] , I, p. 54). Une
justification directe de 1'exemple 2, utilisant la structure des ensembles de J% ne

semble guere plus simple ou plus courte,

EXEMPLE 3. Soit z 1l'anneau de cosetsde Z. Pourtout A€ z, posons

AT =ANN. Alors pour tout A€z, 1P estun sous-espace complémenté de LP

A+
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isomorphe & LP, pour 1<p<ow.

C'est une conséquence des résultats précédents.

Dans nos trois premiers exemples, les sous-espaces invariants complémentés
[Voir 1'additif].
cités, ainsi que leurs complémentaires invariants, sont isomorphes a LFk—"Avant de
passer a une autre classe d'exemples, formée par des sous-espaces invariants isomor-

N\ 2 . . . rd . 7
phes a 27, nous rappelons une notion d'ensemble lacunaire bien étudiée en analyse

harmonique ( DO] , Ch. 5).

DEFINITION 3.1. Une partie A de T estunensemble Af(p), 1<p<o,

s'il existe une constante Kp >0 telle que pourtout P € P A’

el < il

EXEMPLE 4. Si AcT estunensemble A(p) infini pourun p = 2, Li
est un sous-espace complémenté de P (G) isomorphe a 82 et LP CA est un sous-

espace complémenté de LP(G) isomorphe & LP(G).

En effet, si A estunensemble A(p) pourun p=2, Li est complémenté
dans LP(G), d'apres le théoreme 2.6 de [7] . Puisque LP(G) est primaire
(théoreéme 2.9 de ,_—7] ) on peut conclure que ch A~ LP(G), mais on peut aussi le démon-
trer directement par un argument semblable 4 la méthode de décomposition de Pelczynski :

CA est infini, donc contient un ensemble A1 qui est A(2) ([10], p. 21). Alors

P_(PaiP 1PapP 7P 2. p2vnr P 2,7 P P ;D ~
LY =L)®Lcy LA$(LA1@LCA\A1)N(2 ®L )GBLCA\A{VQ @LCA.\A1~ LATQBLCA\ AT
1P

CA”

11 est intéressant de remarquer que pour p < 2 1'exemple 4 n'est plus valable.

Pour cela nous aurons besoin du théoréme suivant.

THEOREME 3.3 ([12]). Soit 1<p<e et AcT,

(a) Li

pour s =max(2 , p).

est isomorphe a 22 sietseulement si A estun ensemp}e_ Als)
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(b) L& est isomorphe a P et complémenté dans LP(G) si et seulement

si A estunensemble A(s) pour s=max{p,q}, oli p#2, i15+<11=1'

EXEMPLE 5. Pour 1<p <§ il existe un ensemble Ao c Z tel que

L?\ soit isomorphe a 22 et non complémenté dans LP.
o

En effet, dans [14] on a 1'exemple d'un ensemble A0 d'entiers positifs qui
est A(4) etnon A(4+€), pourtout €> 0. Alors AO est un ensemble A(2),
4

. N 2 o p
<p< = 1 1
donc isomorphe a £, maissi 1<p 3 Ao n'est pas A(p—T— ), donc n'est pas

complémenté dans LP, d'apres le théoreme 3.3.
On remarque que pour 1<p<2 toutensemble A(p) estunensemble
Alp+€) pourun €>0 |:1:| ). Mais on ne sait pas s'il existe un ensemble A(2)

qui ne soit pas A(4).

11 est facile de construire a partir de Ao un exemple, pour 1<p< %1 , au
probléme invariant correspondant au théoréme 2.8 de [7] .
4
3"
soit isomorphe 3 LP et non complémenté dans LP.

p

EXEMPLE 6. Pour 1<p< A

il existe un ensemble A1 cZ telque L
1

En effet, posons A1 = _/\0 U Z~. D'apres 1'exemple 1, Lpz_ est un sous-
espace complémenté de LP , 1isomorphe a 1P, soit A, un sous-ensemble de Z

-

qui soit A(p) pour tout p > 1 (DO], p. 59 et 21). Alors

L2 =1F e1P ~efe1PuiR 012 =1P

1 o Z Ayt A
11 est possible de caractériser les sous-espaces fermés et invariants A de
LP(G) ou C(G) qui ont la propriété que tout sous-espace fermé invariant de A soit

complémenté dans A. Pour cela nous avons besoin d'une autre condition de lacunarité

bien connue ( [10] ).

DEFINITION 3.2, Une partie A de T estunensemble de Sidon s'il existe

une constante C > 0 telle que pour tout P € S)A ,
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s Py =coswp P,
YEA x€G

THEOREME 3.4 [12] . Soit AET,

(a) Tout sous-espace fermé invariant de 1P, 1<p<w, p#2, estcomplé-

menté dans LP  si et seulement si- 1P est isomorphe a 22, c'est-a-dire, si A

A A

est A(s) pour s =max(2,p).

(b) Tout sous-espace fermé (resp. @ -fermé) et invariant de C A(G) (resp.

LCZ) est complémenté dans cet espace si et seulement si A est un ensemble de Sidon.

REMARQUE. Le probleme des sous-~espaces fermés invariants de Lp (G),
1< p<oo, isomorphes a 22 ne se pose que dans le cas des groupes G compacts.
En effet, si G est localement compact non compact, tout sous-espace fermé invariant

de dimension infinie de 1P(G) contient un sous-espace fermé isomorphe a 2P |_12] ).

Pour compléter notre liste d'exemples, signalons qu'il existe une infinité non
dénombrable de sous-espaces complémeniés de 1P deux & deux non isomorphes B] .

Ces sous-espaces peuvent étre décrits comme des sous-espaces invariants de

Lp({—1 , 1}N) :

EXEMPLE 7 ( BJ ). Unensemble T dénombrable et partiellement ordonné
est un arbre si 1'ensemble des prédécesseurs de chaque élément est fini et totalement
ordonné. Soit T unarbreet B :N =T une bijection. Soit (I‘n)n>1 la suite de

. N
fonctions de Rademacher (Pn((“’k)kZT) =w_ pour (wk)k21 € {—1 ,1} , n=1).

= . < < <
Posons Wi, {r‘n1 rnz... Pnk ; B(n1) AB(nz) ﬁ(nk), k= 1}U {1} Alors

N
pour 1<p< e L‘% ({—1 , 1} ) est un sous-espace complémenté de Lp({-1 ,1?).
T

Si p#2 et 4 désigne le premier ordinal non dénombrable, il existe une famille

(Toc)oc<oc1

deux non isomorphes.

d'arbres telle que les espaces L\[I)V ({-1 ,1}N), «< «; , soient deux a
T
«

~ N
D'autres descriptions de LSI ({—1 , ‘l} ) et les démonstrations concernant
T
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1'exemple 7, qui font appel aux inégalités de martingale de Stein, Gundy et Burkholder,
se trouvent dans [-5] . D'autre part, on ne sait pas s'il existe une infinité non dénombra-

ble de sous-espaces invariants par translation de LP(T), 1<p<w, p#£2 ( B] ).

4. UN EXEMPLE DE SOUS-ESPACE INVARIANT NON COMPLEMENTE DE Lp(T).

Nous avons établi au cours de la démonstration du Théoréme 2 de [6] (p. 5,

. N
condition (2)) que si ('yk est une suite du dual de G = {-1 , 1} suffisamment

)kZT
indépendante et que si on note A 1'ensemble de tous les produits finis des yk alors
LR(G) est un sous-espace complémenté de LP(G) isomorphe 3 LP(G), pour p> 1.
Nous allons voir que si on considére 1'exemple analogue dans LP(T), le sous-espace

correspondant n'est pas complémenté (théoréme 4.2 ci-dessous). Il est probable que

dans ce cas Li(T) n'est pas isomorphe & LP(T) mais on ne sait pas le démontrer.

La démonstration du théoréme 4.2 réunit des idées proposées par J. Bourgain
et A. Bonami (communications orales). Le calcul qui conclut cette démonstration (en
montrant que 4.3 est impossible) s'inspire de 1la méthode analogue employée dans l;l]

et nous a été signalé par H. Queffelec. (voir 1'additif).

Nous aurons besoin tout d'abord d'un théoréme de transfert (théoréme 4. 1) qui
nous permetira de travailler dans le groupe TN . La démonstration du théoréme 4,1
dans un cas particulier et sous des hypotheses plus restrictives se trouve dans |:1 1] R
pp. 559 et 563 ; un énoncé davantage général se trouve dans [2:[ , et le calcul permettant
d'utiliser la condition (2) a la place de la convergence de la série z a X_n est

- =1 1
fait dans [14_' . § "

LEMME 4.1, Soient ¢, N et s trois entiers positifs tels que N> 7 ¢,

5i P, Qu,..., Q05 Ry, ..., R, sont des polyndmes trigonométriques de degré au
plus ¢, alors
172 22 i . N
(1 - — )“P(x)+ > eWox)+ = e-lJyR.(x)H w0, 2. = HP(X) + T M)+
2N 1<j<s J 1<j<s 3 L1 1<j<s J
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Démonstration. Pour simplifier 1'écriture nous allons traiter le casou s =1,

le cas général étant analogue. Posons
-iNx

t(x,y) = P(y) + €0, (y) + € X R, (y).
Alors
a = [lecx, vl o, 2. = el 1 = swp i,y
L (T%) L ((R/27N Z)xT) (x,y)EA

ou A= {(x,y)eT2 , ,x—y l: iréfZ 'x-y+2kn|s 11—\71} Soit (xo,yo) €A tel que
k

,f(xo,yo) l= a. Alorssionnote Ref et Imf Iles parties réelle et imaginaire de f,

lf |2 = (Re f)2 + (Im f)2 a un maximum au point (x o7 yo) et

2
ol | _ dRe f >Im £ _

4.1) >y (Xo,yo)—(Z Re f 5y +21mf—8-§—)(xo,yo)—0.
On a o X, ofz

g, %0) = H% 0, ¥o) + (ko) B3 (g ¥g) + § (g = 1) 5 1) et

Yo Oy
Or, d'aprés (4.1), %(xo,yo)/f(xo,yo) est un nombre imaginaire pur, donc
2
:(xo,xo) >1- —T—(Xo-yo) max —bzfz(x,y) ' .
Xor¥,) & (x,y)eA oy
> 2
D'apres le théoréme de Bernstein ( [_—17] ) max (x,y) < 2%a donc
2 2
x,y)ET” "oy
o x Vex L,y )| = 1- T8 o
XX/ T X ¥/ 1 = 1 = 5 2
N
712 22 iNx -iNx
(1-T)as it ,x )| < lPe)+ ™ 0,00 + e ™M Ry
2N L (T)

ce qui achéve la démonstration.

. . S "
THEOREME 4. 1. Soient (kn)r121 et (an)n21 deux suites d'entiers positifs.

Soit F le sous-ensemble dudual T Z de ™ défini par

F={(vn)n21€ZZ ; !v ]_<_an, n21}.

n

Soit E le sous-ensemblede Z, E=4 T v_Xx_; (v.) QF}.
’ {n21 n'n n'n=1

Supposons vérifiées les conditions suivantes :
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(1) 2 > rla+) A F, n=1 2) 2 (_rk_)z< .
n+ n n n>1 l'l+1

Soit 1<p<w. L'application T : LP(T) —» LIQ(TN) quia feLl fait corres-

E
pondre la fonction T(f) définie pour X = (Xn)n>1 cm™ par
v i( » XV )
T(E)(x) = T (% v e !
(Vn) ~1E€F n=1

est un isomorphisme, c'est-a-dire, il existe Kp >0 telle que pourtout f¢€ Lp,(T),

(4.2) K; HT(f)Hp < Hpr < HT(f)”p.

Démonstration. Considérons d'abord le cas p =«. Soit P un polyndme

trigonométrique a spectre dans E, ilexiste k=1 telque P s'écrive

ija, t —-ijA,t
Pi)=PXt)+ = e XK+ = e = ¥ R¥@)
1<j<a, J I<j<a, J

\ k ~k . ‘
ou P, QJ. et R/, 1=<j<a ont des degres au plus a _q kk-—1 +a o Ak-2 +

k ’

. 2

<
- I (ak__1 + 1) Ak—1‘ Posons pour (t,xk) €T,

ijx -1jx
gt,x)=Pt+ T e *Qf+ T e k RKt).
1_<_j£ak J 1Sj£ak J
D'apres le lemme 4.1,
2
77 (a +1) A2
1 -
(1-—= ke ey x)H ,o=<ell
2 xk %) L (T)
On reprend le méme raisonnement pour montrer que si fk_1(x1 y eees xk) = T(P)((Xn)n>1 ),
alors )
7@, .+1) X
mo(- et ety < pll
2<k<n k L(T) L (T)
w(a +1))\ 1 2
La condition (2) assure la convergence du produit infini i (1 - - n- n- >
n__1
donc il existe K > 0 telle que pour tout P € L (T ”T(P H o, N. = K“PH
L (T) L(T)

Puisque la deuxiéme inégalité de (4.2) est évidente, le théoréme 4.1 est démontré pour

p=°
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Ilecas p=1 s'ensuit, par des méthodes classiques. En effet, d'aprés le cas

précédent, pour tout x = (Xn)n>1 € TN, po o f —>T(f)(x) définit une forme lindaire

continue sur CE(T), donc une mesure sur T, telle que T(ENx) = (f % ux)(o) et
H"Lxll < K. Supposons que f estun polyndme trigonométrique, alors on peut supposer
que est aussi un polyndme trigonométrique (quitte a convoler g, avecun poly-

ndme trigonométrique convenable). On a, en notant q 1'exposant conjugué de p
1

1
(5+a=1):

HTng=S ](f*ux)(O)lpdx < g Nl& f(—t)ux(t)dtlpdxs

TN

§ JeolPlumlay b PUa< kP90 TP € luolaar
TN T T TN

< kP/d  leenlPat= Kp/qllfllg
T

car pour tout t fixé, 1'application g€ C(TN) —g((X t))n>1) = S g(-x) ;.:.X(t) dx
N

est une mesure de norme < 1. On a donc HT(f)Hp <K 1/q ”f” pour tout teLP (’l‘)
Le méme raisonnement s'applique a ol et montre que ”f'lp < K1/ p HT(f)Hp pour'
tout f € L%(T). Ceci achéve la démonstration du théoréme (et on peut prendre
xP-1)/p

si p=2, szKT/D si 1<p=<2).

THEOREME 4.2. Soit ('yn)rl>1 une suite d'entiers positifs telle que

- )
yn+1/yn >3, Soit

A={ . Y. o +Y. ou 1<j,<j,<...<j, 521..
Y 7y, €7 1 <13, Jg }

Alors Li(T) n'est pas complémenté dans LP(T) pour p= 1, p#2.

Démonstration. Prenons An =y , e a = 2 pour n=1 etconservons
2

les notations du théoreme 4.1. Pour (u,v) € R2 , k entier positif et t€R, posons

ix nt i2X nt
Pk(t) = O (1+ue + uve ).
1<n<k

Alors P, estun polyndme a spectre dans E et puisque les conditions (1) et (2) sont

k
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vérifiées on a

e, )| P, Il e
K T(P, ) < ||P < |IT(P)
P K™ PNy K"LP(T) LP(™)
Calculons
ix 2ix 1 27 . i K
HT(Pk)Hp =g | @ (1+ue T+uve M P ax = (ﬁg | 1uelY suve?lV |P dy)*.
PN 1=nsk o

Notons P la projection orthogonale de L2(T) sur Li(T). On vérifie

facilement que ix t
PP)= T (1+ue ")
1=n<k
compte-tenu de la propriete suivante de (yn)n_>.1 : si z ejyn =0 ou

1<j<s J

eje{-z,-1,o,1,2}, 1<j=s, alors £j=0, 1<j<s. Or P(Pk) a aussi

son spectre dans E, doncsi P est continue sur P (T) on doit avoir

1 2m iy [p k/p ‘<
(QTTSO 10l [P 0y =JIT(P(P")”Lp('rl\lfK"HP(PI‘)HLP(T)S
<« el I, =< P

soit

211—78 \1 + ueiy [p dy < (KpHP”)p/k (}wg l1 + ueiy + uve2:.ly ip dy).

Ceci étant valable pour k= 1, il s'ensuit que pour (u,v)€ R’
S 2T i 27 ; 2
(4.3) S h"‘uey'pdyﬁg 1+ uel? + uve y‘de.
v o o

Montrons que (4.3) est impossible. Soit z un nombre complexe, si ,z ,
est assez petit, G(z)=1+z et F(z)=1+2z+ sz ne s'annulent pas et on peut

obtenir des branches analytiques de (F(z))° /2 et (G(z))p/ 2 satisfaisant

(G(z))p/2=1+§z+§(§—1)22+o(lz]2)

(F(z))p/2 =1 +§(Z +v22)+§(§— 1)z +v22)2 + of Iz 2)
=1 +§z+§(v+%(§— 1))22+0(|zlz)

(ot o Iz ’2) désigne une fonction h telle que lim lz ,_Zh(z) = 0).
z50
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Posons vV = %(1 - g ). Alors si \u I est suffisamment petit,

2m i 2m i 2 5 2 4 4
g ‘1+uey|pdy=§ lG(uey)lpdy=1+2—u +(§(g-—1)) u +or’)
0 o

2m i 2i 2m i 22 4
S l1+uey+uve ylpdy=g ‘F(uey)lpdy=1+%-u +o(r’).
o o

Ceci montre que si p #2, 1'indgalité 4.3 ne peut pas &tre satisfaite pour tout couple

(u,v) € R’ , ce qui conclut la démonstration.
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ADDITIF. Apres avoir rédigé cet exposé, j'ai recu le preprint [1 8] . Dans
ce travail, J. Bourgain détermine des conditions nécessaires et suffisantes sur A,
lorsque Li est complémenté dans 1.P(G), pour que Li soit isomorphe & LP(G),
ainsi qu'une condition suffisante sur A pour que 1P (G) soit isomorphe & un sous-
espace fermé de P , pour 1<p<ew, p#2, et G groupe abélien compact.

Ces résultats poursuivent le travail exposé dans E6] , mais le probléme invariant

résolu pour le groupe de Cantor dans [6] reste ouvert lorsque G=T.

On peut déduire le théoreme 4.2 des lemmes 3 et 4 de [18] , dont la démonstra-
tion utilise aussi 1'impossibilité de (4.3). On évite ainsi le théoréme de transfert 4. 1
et on peut donc énoncer le théoréme 4.2 pour tout groupe abélien compact G et pour

toute suite (y_) d'éléments de T qui soit 2-dissociée ( [1 8] ), si on suppose

n’n=1

que les éléments de G sont d'ordre au moins 3.



Exposé no. 4 Année 1980-81
Hervé Queffelec

L'INEGALITE DE VINOGRADOV ET SES CONSEQUENCES.

Résumé. Dans la premiére partie, on €tablit une inégalité de type faible due
4 S. A. Vinogradov, qui découle d'une reformulation du théoréme de Carleson-Hunt ;
dans la deuxiéme partie, on montre comment cette inégalité permet d'améliorer un

certain nombre de résultats connus.

I. INTRODUCTION ET NOTATIONS.
T désigne le cercle {ZGC/ lz l=1}, 0 sa mesure de Haar normalisée,

$ sa tribu de Lebesgue ; si E est un espace de Banach séparable et 1< p < o,
on désigne par LP(T, B,0;E) (en abrégé LP(E)) 1'espace des classes d'applica-
tions mesurables f: T —»E telles que S”f(z)”l:: do(z)<ew ; si E=C€, onnote
en abrégé LP,

L1°° désigne 1'ensemble des classes d'applications mesurables f: T —»C

par lesquelles il existe une constante A > 0 telle que :
o{lfl>t}s;§‘ Yt>0.

Par abus de notations, la meilleure constante A dans 1'inégalité précédente se note
Hf“1°°, bien qu'il ne s'agisse pas d'une norme (V ”f-g”100 = d(f,g) est une métrique
complete invariante par translation sur L1°°, qui sera supposé muni de la topologie
associde a cette métrique).

A wl\ .
B = {1eL?/tn) =0 s n<o}l. si tel®, f(2)-2t(i)eH

(o]

2

etona: Hf+H2 < Hf“z

C =C(T) est 1'ensemble des fonctions complexes continues sur T, avec
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la norme uniforme.
A = {fGC(T)/f(n) =0, n< O} = "algébre du disque".

Par f ¢ L1, on notera dans toute la suite :

=1 . .
JS (t,z) = ris tG 2 (=1 e S(f,z)=0
n —(n—1) (o]

lr 0 -1 -5,00) (=0,
U=UT)={tec(r)/s () —»t dans C(T)}
V=V(T)= {f € U(T)/f(n) =0 si n< 0}.

Pour f € U(T), on pose [f_] = sup ”R (f)” on définit ainsi sur U(T)

’
n=0 nC(T)
(et de fagon induite sur V(T)) une norme d'espace de Banach. Remarquons que si
f € V(T) on peut écrire, anticipant sur les notations suivantes :

1-2" |
Sn(f,z) =(f» Dn)(z), avec Dn(z)= T— si nx=1 et Do(z)zo;

Si 1<p, p'sw et =+ b—L =1, on convient d'écrire la dualité entre un élément

o] N

f de LP etunélément g de LP ' par :
(1,85 = 1(z) g(2) do(2) = | 12) gl2) do (2) = (£ * £)0)
ol on pose de facon générale :
(£ % g)(2) = (£(z ) g(w) do(w) = { g(z¥) t(w) do (w),
Unélément f de H> sera considéré comme un élément du dual V¥ de V en
accord avec la formule précédente
v = (1) v@ a2 et [l < il Wl

En 1932, Paley [1] avait montré que si une suite (cn)nezvérifie z icn f(n) l< £

pour toute f € C(T), alors (cn) € e ; puis utilisant les propriétés de la transformée
de Hilbert : 1P —» 1P par 1< p< o, il avait montré que la résultat subsiste en
remplacant (Cn)rl€Z par (c n)nzo et C(T) par A ; en 1976, Vinogradov [6]

a démontré une inégalité de type faible qui permet avec des modifications mineures de

la preuve de Paley, d'obtenir le résultat suivant :
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0 A 00
Si Z lcn f(n) |< © pour toute f€ V(T), alors I lcn '2 < o0,
o o

Puis en 1977, Kahane-Katznelson-deLeeuw ,__5] ont amélioré le résultat initial de Paley

en obtenant un résultat "coefficient par coefficient" :
a , , v n)l= ja n .
v(n)ee2 afec(T)/lf()l lnl VneZz

En 1978, C. B. Kisliakov [7] a combiné les méthodes de [5] et 1'inégalité de [6]

pour obtenir notamment le résultat suivant :
V(a)e 22(N), dte v(T) \f(n) | > |arl | v nen.

Ce sont 1'inégalité de [6:[ et les méthodes de [5] et [7] que nous allons exposer

ci-dessous, avec quelques simplifications.

II. INEGALITE DE VINOGRADOV.

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le suivant.

THEOREME 1 (Inégalité de Vinogradov). Il existe une constante absolue 7y > 0

telle que 1'on ait

”fH1°°sny“\/.* pour toute f de H2

Démonstration. Le théoréme de Carleson-Hunt ( [2:[ , I__B:l ) dit qualitativement

et quantitativement les deux choses suivantes .
Soit f€ H2. Alors

i) Rn(f,z)—-—>0 pour do-presquetout z de T

ii) g sup lR (f z)l do(z) < CZS z),2 do (z)
T n=0

ol C désigne une constante absolue.
i) et ii) peuvent se reformuler en disant que f —-»(Rn(f))n>o définit un
opérateur S de H2 dans L2(co), de méme norme < C,

L.'opérateur adjoint s* . L2( 81) —+H? se calcule facilement
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% [e.0] + [o/e] ‘
S ((gn))=(g‘3 g,) - 23 g, * D -
Soit encore, puisque g+(z)=g g(\_zv) do(w), pour g€L2:
1-wz
-n n
5" (@) = | =g ) T do(w).
T-wz

(Comme il s'agit dans tout ce qui suit d'inégalités a priori, on peut si 1'on veut supposer

qu'il n'y a qu'un nombre fini de g, non nuls).

Changeant (gn) en (gon) avec (pn(w) = gn(w) w®, onvoit que R, défini

par
, Zn \
R((g,)2) - | Tg (w) = do(w)

envoie L2( 21) dans H2 avec norme < C. Onvaen déduire que R envoie
L1( 21) dans L1°°, en faisant un découpage 3 la Calderdn-Zygmund ( [S:I) de T
associé a la fonction G =X 'gn l€ L1, sions'estdonné g= (gn) € L1( 21)
et «> 0., Soit «a> 0. Suivant [8] , on a une décomposition

T=PUQ, PNQ=@ etdeplus

G(x) = « do-pp sur P

Q=U Qj Qj arcs d'intérieurs 2 a 2 disjoints
J

ol < lall,

1
C.= G(z) do (z) < 2a.
j E;[ SQj

(On a posé pour abréger IA l =ag(A) si A€ B).

On décompose chaque g, en une bonne et une mauvaise fonctions brl et mn

Jgn sur P Jo sur P
bn= m =
1 4 N
hQ_l SQ. gn(w) do(w) = Sy SUr QJ
J J

n
Ona g =b +m et SQ m =0 par définition.

J

lgn_cjn sur Qj
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ler point. b=(bn)€L2(21) et Hb” 1 _SGHG” —SOLHQH (21)
L
En effet, soit B=Z lbnl, nous avons

SR R T
SB —SPB +BQB

(1) gp 132=Sp G? < O(SDG Soc”G”1.

D'autre part, sur Qj’ B =§ ‘Cjn l et lcjn ]s -]—1——| SQ. lgn(w) ,dcr(w), donc
1 ’
sur Q., B< G < 2a et par conséquent
o pe,
(2) S B? <42 o] < 4oc”GH1.
Q

En additionnant (1) et (2), on obtient le premier point annoncé.

2&me point. m=(mn)€L1(21) et ”m”L1(21)S2HG”1=2”gHL1(e1).

En effet, soit M=Elmn|; nous avons lmnls [gn!+|cjn\ sur Qj, d'oli:
S |mnl SS |gn’ +Jf‘3 ’Cjn”QjI" d'oll en sommant par rapporta n:
SMSSG-}-E la.l 2 lec. | SS G+ lQ.lc.=SG+Z§S G szgc,

j J n Jn j J ] j Qj
d'oll le deuxiéme point annoncé.

3éme point. o{ lR(b) '> g} <20C C ”g”

En effet, {‘R(b) l> HR ”2 _‘4C Hb”2 < —ZSQHgH d'aprés le 1ler point.

ol C1 est une constante absolue,

4&me point. «HR(m) ,> 2-} < o ”gH (e \
L

En effet, soit Wj le centre de 1'arc Qj ' 53. 1'arc de centre Wj et de longreur

~J
triple de celle de Qj , Q'=UJ Q:i et P'=T\Q'. Nous avons

(3) o{‘R(m)‘> g}SG{]R(m)l>gﬂ P'j‘+0( )< 2 SP 'Rm) dcr 3“



Iv.5

n

D'autre part, si 1'on pose K(u) = et ,un(z) = S mn(w) do (w)

1-u T 1-wz
= S mn(w) z" K(z W) do(w), on a, compte tenu du fait que m ~ est nulle sur P
T
et a moyenne nulle sur Qj :
v (z)=2 S m (w) Z" [K(zﬁ') -K(z \-N‘.):Idcr (w) ;
n . n j
J TQ,
J

appliquons le théoréme de Fubini et remarquons qu'il existe une constante absolue C%

telle que S |K(z w)-K(zw ) ’dcr (z) < C; d'aprés un calcul simple et classique
( “SJ ) nous obtehons
S |u (z)|dcr z) < Eg ‘m (w ( B !K(zw) K(zw)ldo(z)]do
PI
J

= ES lm (w)|do < C'Um H
J Qj
~/
car P'c €Qj pour tout j.
En sommant sur n les inégalités précédentes, on a donc, si ||g” désigne

Hgl’ 1, 1 SP |R(m)2) ldo(z) < C} z HmnH1 <2 Ci”g” d'aprés le 2éme point,
L(e) ' n

et (3) donne donc

o{ Irm > §} < S22 gl = 1.

5&me point . ”R(g ”L <@oc’+ C1)HgH = Vug”.

En effet, o{lR(g)l> oc} {!R(b |>2}+0{’ m)|>2} 20C HgH+—”gH

Changeant (gn) en (zbn) avec gbn(w) = gn(w)\Tv n " on obtient

(4) ls*@)l;,, = vllell  pourtout g=(g)er’eh.

Considérons maintenant 1' opérateur S:V— CO [C(T)] défini formellement comme

S, c'est-a-dire: S(v)= (Rn(v))nZO’ ‘Par dualité, on obtient

G : ' Mm] —v* etsi p - )e o [wm],
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un calcul simple donne :

~ K
(5) (SY (p),v> =Z(u # v)(O) - (1 * D_* v)0).
Par définition des normes dans V et dans CO [C(T)] " S est une isométrie, en
~ *
particulier est injective d'image fermée ; (S)* est donc surjectif et de plus, VE€V ,

Vv € >0, il existe (un) =u € 211_—M(T)] telle que
(6) ¢ =(SV(u) et Hu” =T ”unl' < (1+€) lfeilv* .

Si ¢ estun polyndme trigonométrique de H2 , en 1'écrivant comme dans (6)

et en utilisant (5), on obtient :
7 e-zp -2p e, et Bl <ol ..

Soit A un noyau de de la Vallée-Poussin tel que 2& =1 sur supp ¢ et

H/.\H1 <T+e. Posant f =p *4, on déduit de (7)

(8) g=e%A=Xf -Xf %D
n n n
et de plus

t er] E”fn”1 < (1+e)2HeH % -

n %
S'il n'y a qu'un nombre fini de fn non nuls, comme £ € H2 et fn * Dn € H2 on

déduit de (8) que Zf € H%, donc I t = (2 fn)+ et (8) peut s'écrire
2 =(= fn) -zt «D =5 ((fn))
d'ol1 d'apreés (4)

2
el = il 4y = vcsef el

Par un argument de densité, et en laissant € tendre vers zéro, on obtient :
(9) ”3”10057’”2“\/*
si 2 estun polyndme trigonométrique de H2 .

Si £ est un élément quelconque de H2, et Kn le noyau de Féjer d'ordre

n, (9) entraine

(10 lewk [l = vl s Lo = sllelle
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:3118 HKn %V % (50 - DJ-)”Oo < ;18 HV * (50 - Dj)”oo = HVHV ;

(si vev, Hv * Kn”V

par dualité, on obtient la méme inégalité dans V*). Quand n —a, &x K_
tend vers £ dans L2, a fortiori dans L1°°, donc le passage a la limite dans
(10) donne

(11) )lZHMSy‘HEHV* si 2cH’.

Ceci acheve la démonstration du théoréme 1.

III. APPLICATIONS DE L'INEGALITE DE VINOGRADOV.

Au préalable, nous avons besoin de deux lemmes techniques, dont le premier

généralise un lemme de [7]

LEMME 1. Soit (£,0,P) un espace de probabilité, F€L2(Q,Q,P) telle que

HF” <R et P(lFl>t)s§ si t> 0 (autrement dit HFH < §), avec § <R
2 — t — Too —

2 /n! '
a) Si 1<p<2, ona: |lF||pst’61 2/p' R2/p
ol Kp est une constante ne dépendant que de p.

b)Si p=1, ona: ”F”1528(1+logg).

Démonstration.

a) Pour tous a,b telsque 0<a<b, ona:

o a b 2 o0 5
g IF|Pap =S p tP~1 P(lf}>t)dtsg ptp_1dt+g Sp tP~ dt+g R ptP3 at |
& o 0 a b
soit :

| 2
B@ IFIdes ap+§—_p1 639_1 —ap'1] +Rr§ bP2
&

(etona

onl A,

On minimise le second membreen a et b, cequidonne a-= 8, b=

bien ainsi a <b puisque o < R), ce qui donne

P o — 52-P 2(p—1)[p p] p[ p]
SQ‘F] dP < 3°F R S Rl + & 1_p___1,

soit :
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g |F[Pap <52 PR2P-1) _ P
Y (p-1)2-p)
]1/13
En prenant les racines p-iémes, on obtient le a), avec = | — .
P Yp-1)2-p)

b) est prouvé dans !.-7] , la méthode est rigoureusement la méme.

(o0}
LEMME 2 ( [91). Soit (an) € 22(N) telleque = lan ’2 <1 et q unexpo-
v o
sant tel que 2 < g < «, Alors, il existe un choix de signes o, = +1  tel que si
[0 o]

ou Cq est une constante

o(z) = Eanonzn, on ait : <p€Lq et ”(quSC
o
ne dépendant que de q.

q b4

La premiere application du théoréme 1 est la suivante.

THEOREME 2 (Vinogradov). Soit E = (An)n>0 un ensemble infini de type

A(2) inclus dans Z'; alors pour toute suite (an) dans BZ(N), il existe

n=0

veEV tel que 1'on ait :

A _ >
V(An) a ~ pourtout n=0.

Démonstration. Remarquons d'abord que le résultat était bien connu avec

f € C(T) aulieude veV ( [11] ). Cela dit, définissons un opérateur R :V — 82

par R(v)= (\Ar(kn)). Le probléme est de monirer que R est surjectif, ou encore
gue son adjoint R est injectif d'image fermée, autrement dit qu'il existe une constante

o >0 telle que :

* 2
e = =
(13) ”R a”V*_ p”a“‘22 pour tout a (an)e 2=,
o0 A
On voit aisément que R¥a(z)= =T a z M. supposons que (13) soit en défaut, alors
o
il existe une suite (aP) € ¢? telle que :
HapH=1 et ”R*(ap)H *Sl , p=1, 2.
Vv p
D'apres le théoreme 1, HR*(ap)H100 < ;—; etpour p=7v, lelemme 1b)donne:

HR*(ap)H1 <2 ;—)/ (1 + log %), quantité qui tend vers zéro quand p — . Comme

HR*(ap )HZ =1 etque R*(ap )€ 12 ceci contredit le fait que, par définition, les

E k4
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normes L1 et L2 soient équivalentes sur L2 et achéve la démonstration.

E b
Avant d'en venir a 1'application essentielle du théoréme 1, signalée dans

1'introduction, nous avons besoin d'un dernier lemme technique.

LEMME 3 ( B])

oc
i) Soit 7M> 0 et soit (an) € 22(N) telleque I Ian lz.s 1 ; alors il existe
_ o o
un choix de signes o =+ 1 telquesi o(z)= % oo a z", on ait la décomposition
—_ o ‘
2, Inll , =3
o=g+h, g€V, hcH, gVSn et |h 2§-ﬁ-—,

H
ou k1 est une constante absolue.

ii) Si 05 'an ]2)1/2 < €, on ala méme conclusion, mais avec
° k
b= o =2

Démonstration. i) Montrons d'abord que pour h assez grand et pour un bon

choixde ¢ _, onala décomposition

¢=g+h avec HQHV =n , Hh”HZ = 1?7

Soit q unexposanttelque 4< <, etsoit p 1'exposant conjugué, si bien que
1<p< % Faisons un choix de signes On comme dans le lemme 2 ; il s'agit de

montrer que

(14) <p€77Bv+-1-B

7 C

HZ

(BV et B, désignant les boules unité fermées respectives de V et H2). C
H

est un corps convexe équilibré dans H2, donc d'aprés le théoreme de séparation
"sans topologie" de Hahn-Banach ( [12] ), il suffit, pour avoir (14), de montrer que si

L est un élément de H2 tel que

(15) ]’LHV* S% et ”LHHZS

alors ’L((D)! < 1.

Si 772‘_>_y, (15) et 1e lemme

Or, (15) et le théoréme 1 entrainent ||L

‘.)/
1o = %

1 a) entrafnent
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(16) HLH = K, n? 7;2/q = K, 274/q_1.

On 2 alors, par dualité (LP, L9) et par (16)

|
m’l <k C 1’]4/q_1

(17) iL(w)|= 'BE @« dOSHLHp plly =k, Cq

Et puisque q >4, (17) montre bien que |L(m) |< 1 pour h assez grand, disons

h> «. Posons k1 = Max(1,a), il v a deux cas possibles :

ler cas: si h> a, on vient de voir qu'on peut trouver une décomposition

c=g+h k1

W, Il=1s

2éme cas : 0<h < a; on prend alors une décomposition "triviale" . 1,

g=0, h=¢. Ona:

k k
[ R T .. )
Ceci achéve le i) du lemme 3.
ii) D'aprés le i) appliqué avec (il) et g , il existe des signes o =+ 1
tels que %ch a Z'=g' +h', avec ”g'” SE ”h'“

~3|ml\) ;glm

Dot Zo_a z"=(eg')+en)=(@)+m), |kl =<m, IIhHH2 <k,
Ceci achéve la preuve du lemme 3.

L'application essentielle du théoreme 1 est la suivante.

THEOREME 3 (Kisliakov, M ).

Soit (a) oo € ¢*(N); ilexiste veEV telle que
a) lv(n) = nl pour tout n=0
o0
b) HVHV < K(ZX '? 1/2, oli K est une constante absolue.
o)

Démonstration. Pour des raisons d'homogénéité, il suffit de trouver v quand

5 12,1/2 _ 1
O
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2

ol 1'on pose : <= K, 1 étant comme dans le lemme 3. Définissons par
récurrence cing suites (FJ.), (Gj)’ (Rj),(gj), (hj) de fonctions et deux suites (ej)

et (nj) de nombres positifs avec les propriétés suivantes (j= 0):

1. lfrj(n)‘21anf(1-no—...-nj) et Fj=Gj+RJ.
2 G3=g0+ + gy et ”ngVSnj
3 HRJ”HZ < g
4 Rj:gj+1+hj+1 et ”hH“H2 _.klﬁfg
€. 2
5. £j+1=k1(__3")

6. Z;nj=2<1 et sj—>-0 quand j — 400,

Les conditions 5. et 6. sont indépendantes des précédentes ; eiles sont imposées
pour des raisons techniques qui apparaftront par la suite ; une réalisation de ces condi-

tions est donnée par :
c.
J—1 . . 7
si >2, (c,) étant comme dans (18),
" j ( J) (18)

1
770::0’ T]1=2, 77j=k1
C
J-2

k
1 .
— - > 1 ; '
& =7 5 c? , j= 0. C'est ce choix de (EJ.), ('rﬁ) qu'on adoptera.
J

Point de départ (j = 0). On prend g, = Go =0, F‘o = Ro =X o, a Z7 ol les

on =+ 1 sont choisis comme dans le lemme 3 ii) pour permettre de décomposer RO en
- 2 a
€
g+ M, avec Hg1HV < 0, “h1H 5 S kK, —Q . 1, est réalisé car 'Fo(n)] =
H

ian a } = |an ‘ > lan ] (1 -né). 3. est réalisé a cause du choix de norme convenu

au départ pour (an).

Passage de j a j+1. Posons Gj+1 =8y te..t gj+1 et définissons deux

ensembles B et M (dépendant de j) de bons et de mauvais entiers par :

AN

(19) neEB <> ’GjH(n)I = ’?‘n‘i“ N —nj+,|)

(200 neEMe '(53:1(n)l < ‘anfm -770_ ..

. —T/j_}_»l).
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Remarquons que si n€EM, nous avons :

-Gy = Il o,

Nax
d'ot 2
21/2 _ 1 i
21) (nngan 2)1/2 < anthHHHZ sghoe  pr s,

Définissons alors un "regonflement" R, de G. par
J+1 j+1

(22) R. .= £ 20 _a(1-m_ -...-m,
j+1 neM n n o j+1

ou les c =2 1 sont des signes pour le moment arbitraires,et une fonction "regonflée"

F =G,

j+1 j+1
(20), (22)) que 1'on a

+ Rj+1 , la terminologie étant justifiée par le fait (évident d'apres (19),

‘Fﬁ(n)lz lanl(1—‘n0— —nj+1) pour tout n€Z.

Revenant a (22), remarquons que :

Xz la [2)1/2

2,1/2
(Z |2a (1-m_-...-m, )l Y/t =2(1-m_-...-n.,
n o J+1 o J nem M

nEM +

S2(1—771)s par (21) ;

3+1 7 &+
on choisit alors les signes oh dans Rj+1 en accord avec le lemme 3, pour avoir

une décomposition

R g, e, o le gl sn, ol lled ST
j+1 j+2 j+2 42V T 2 j+27 T T+t nj+2 )
[+o]
Ceci acheéve la récurrence ; posons alors G = Z g = lim GJ. (série normalement
o

convergente dans V). Nous voyons que :

lall < c:*f:nj -3,

A
3. et 6. montrent que Rj(n) —0 quand j—=+, pour n€Z fixé. Le passage
A A A
a la limite dans 'F‘j(n) ‘= |Gj(n) + Rj(n) ' > ’an '(1 =M= ﬂj) donne alors :
Gyl =la l0- 2 my=1a |
-~ 'n ' o j 4 "n -

Si v =4G, I\Af(n)lz,an’ Vn et HVHSB.
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2,1/2 _ 1
213 =re”

Comme on était parti de (T ’a

5

1 7 7
—= , onen déduit le a) du théoréme
k1 Q2

3 avec K= 3k1.2 =96 k1.

IV. REMARQUES.,
1. Si on remplace V par "1'algebre du disque" A, on a une version simpli-

fiée du théoreme 1 : il existe une constante absolue M telle que :

(24) ”f”1w < MHfHA* pour toute f de HZ.
En effet, par définition ”fHA = &éﬁ(T) Hf + U HM(T)'

p(n)=0

si n=0

En utilisant une approximation de 1'identité (et sans utiliser le théoréme de F. M. Riesz),

on voit qu'en fait :
lell s = int Pl
AT e 1
P(n)=0
si n=0
o & désigne 1'ensemble des polyndmes trigonométriquessur T ; pour PEP tel
que 'l5(n) =0 si n=0, ona: f=(f+P) et d apres les propriétés classiques

de la transformée de Hilbert :

(25)

lf”1°° = H(f+P)+”100 < M”f+P”1 , M constante absolue.

En passant a 1'infinum sur P dans (25), on obtient (24).

2. Dans un papier récent ( [10] ), Oberlin a obtenu une nouvelle application de
1'inégalité de Vinogradov : "Si° F est un fermé de o-mesure nulle sur T, F est
pic-interpolation pour V", ce qui améliore un résultat antérieur de Rudin-Carleson
( [1 3_]) :"Si F  estunfermé de o-mesure nulle sur T, F est pic-interpolation

pour A",

3. Les difficultés pour généraliser le théoréme 3 a plus d'une variable

proviennent du fait que dans ce cas la transformée de Hilbert n'est plus un opérateur
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de type faible (1, 1). Kisliakov ( [7] ) a néanmoins obtenu le résultat suivant en deux
variables :

si (a )€ (%), Itec(T?), de type analytique (c'est-a-dire
f(m,n) =0 si inf(m,n)<0) telle que:
2

a) lf(m,n) l-z lamn ‘ V¥ (m,n) EN

b) ”f” (T2) < K“(amn)”ez(Nz), ol K est une constante absolue.
c

En p variables (p= 3), 1'analogue du théoréme 3 est un probléme ouvert,
méme sous la forme faible "a la Paley" suivante :

Supposons que 1'on ait :

(26) b2 'Ic E(n n)‘<°°
niZO S 4. .np 1? ’p
i=1..,p
pour toute £ € C(TP), de type analytique ; s'ensuit-ilque Z c, n 2 < 0,
n=0 1°°°'p
i=1,..,p

Sous 1'hypothése (26), Kisliakov ( B] ) obtient le résultat affaibli suivant

27) (2 e 2y1/2 CKE) Log(N%I'/z.
osniﬁ 1 o e 0 p .
i=h..,p
Ce résultat découle en fait immédiatement d'une estimation probabiliste de [14_1 , comme

le lecteur s'en convaincra aisément.
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Exposé no. 5 Année 1987--1981
Myriam Déchamps, Francgoise Piquard,
Hervé Queffelec.

LA PROPRIETE DU MAJORANT DANS LES ESPACES DE BANACH.

Résumé.- Soient B un espace de Fanach et (yn)n_>_1 une suite d'éléments
dudual B' de B. Onditque B a la propriété du majorant relativement a
(yn)n21 si pour tout élément bEB il existe 8€B vérifiant ’ <b',yn>’ < (5 ’yn>
pour n= 1. Nous déterminons, sous certaines hypothéses sur B, la propriété de
B' duale de la propriété du majorant, en généralisant des résultats connus dans le

cas o B=LP(G), G groupe abélien compact et p > 1.

I. INTRODUCTION.

Soient G un groupe abélien compact et G son dual., Pour f€ L1(G) on
note f sa transformée de Fourier définie par
ty) =\ )=, ax, ¥€G .
G
Soient 1<=p<ow et p' 1'exposant conjugué, +

%' =1, Ilest connu ( [4], [1])

kel

que les deux conditions suivantes sont éguivalentes :

(a) Pourtoute f€ LP(G) ilexiste g€ LP(G) telle que ]f(“/) ]S g(y) pour y€G.
' N A
(b) Pourtoute f€LP (G) telleque f=0 et tout (e(y))y_eé € £¥(G), il existe
' N N n
g€ 1P (G) telleque e(y)f(y)=g(y) pour ¥ €G.

De plus, lorsque G est infini, ces conditions sont satisfaites si et seulement

si p' estun entier pair ou p' =+ [_d .

Nous allons étudier ces propriétés dans un cadre plus général, poursuivant ainsi
les travaux de [4] , [1:] et [6] . Ce cadre (conditions (1), (2), (3) et (4)) est proche

de celui de [6] . Notre premier résultat est le théoréme 1. L'implication (i) = (ii)
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de ce théoreme est démontrée dans ,_6] sous une hypothése apparemment plus forte que

(4). L'implication (ii) == (i) est démontrée pour des cas particuliers dans !4 [N

et .'_ 6] en utilisant une hypothése de Cateaux différentiabilité de la norme dans 3° qui
disparaft ici. Le théoreme 2 répond a une question de [6] . D'ailleurs il est possible
d'er. déduire le théoréme 1, mais la démonstration directe du théoreme 1 que nous donnons

éclaire davantage le probleme.

Dans le théoréme 3, nous établissons le cadre invariant par translation qui nous
parait le plus adapté a la recherche d'exemples et qui est réalisé dans le cas des sous-
espaces fermés invariants par translation et les espaces quotients de 1P (G), ol G
est un groupe abélien Compact et p=1. Onn'apas de caractérisations, autres que
celle'fodrnie par le théoréme 1, des sous-ensembles A de E} tels que
L&(G) = {feLP(c) . f(y)=0 pour yEG\ A} ait la propriété du majorant et les
exemples connus sont peu nombreux (réf. [6:} et [8] ). Danslecasou G=T estle
cercle unité et A =N, L;I(T) = H1 a la propriété du majorant [3] et le théoréme 4
fournit une démonstration simple du fait que S(H1) (définition 2) est un dual séparable |

non réflexif.

Nous signalons que les définitions et les théorémes 1, 2 et 3 sont valables dans

’ (yn)n>1} est remplacé par un systéme

le cas ol le systéme biorthogonal {(Xn)nzﬂ

+ rd 4 . ’ \ t [
biorthogonal généralisé {(xy )'y cA (yy ),y c A} (ol 1'ensemble A n'est pas
nécessairement dénombrable). Dans le théoréme 3, 1'hypothése de métrisabilité du groupe

G n'est donc pas essentielle.

Les résultats développés ici ont fait 1' objet de [2] .

II. NOTATIONS ET DEFINITIONS.
Dans toute la suite, B désigne un espace de Banach vérifiant la condition

suivante :
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(1) 11 existe une suite (y ) de formes linéaires continues sur B telle que si

“n’n=1
bEB et <b,yn>=b(n)=0 pour n=1 alors b=0.

Onnotera j 1l'injection canonique de B dans €. définie par
brrb = (b(n))r121 = (<b,yn> )n21 et on munira B =j(B) de lanorme de B. La notation

B rappelle que dans la plupart des exemples étudiés j est la transformation de Fourier.

On notera ' Bt = {beB , b=z 0}

DEFINITION 1. Soit B un espace de Banach vérifiant la condition (1). B a
la propriété du majorant (relativement a (yn) 1 Sipourtout bEB il existe 6€B

vérifiant Ib(n)IS 6(n) pour n=1,

DEFINITION 2. Soit B un espace de Banach vérifiant la condition (1). B a
la propriété du minorant (relativement a (yn)n>1) si pour tout b € BY et toute suite
(en)n>1 de nombres complexes vérifiant l € 131 pour n=1, ilexiste c€B tel

que &)= €, b(n) pour n=1.

Par exemple, si G est un groupe abélien compact et métrisable muni de la
mesure de Haar, B = L1(G) a la propriété du majorant relativement a la suite (}/n)rlZ 1
des caractéres de G, tandis que L7G) ala propriété du minorant relativement a
la méme suite.

Introduisons comme dans [1] et [6] un espace de Banach auxiliaire.

DEFINITION 3. Soit B un espace de Banach vérifiant la condition (1). On note

N

S(B) 1l'espace vectoriel des suites s = (sn) =1 €€ telles qu'il existe 6 eB”

vérifiant ,snl <6(n) pour n=1., Onmunit S(B) de lanorme

A~

Hs“ = infmG” ; é€B et lsn' < 06(n) pour n21},

On vérifie facilement que S(B), muni de cette norme, est un espace de Banach.

REMARQUE 1. Il est clair que B satisfaisant (1) a pour la propriété du majorant
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si et seulement si B c S(B). Dans ce cas, d'apreés le théoréme du graphe fermé,
1'inclusion est continue et il existe une constante K telle que pour tout bcCB,

< kbl

REMARQUE 2. De méme, B a la propriété du minorant si et seulement si

S(B)c B et dans ce cas il existe une constante K telle que pour tout beB’ et

oo
€= (En)n21 €,

lenll. = kllenllggy = kllell bl

B
A N
En particulier, sur B? les normes induites par B et S(B) sont équivalentes.

S(B)

Dans la suite, étant donné un espace de Banach B satisfaisant (1), nous aurons

besoin de considérer les propriétés suivantes.

(2) I1 existe une suite (xn) >1 d'éléments de B telleque si b'€EB' et

<x ,b> =0 pour n=1 alors b'=0. On suppose que Ji(x h>1° (yn n>1}

e.e,t un systeme biorthogonal, c¢'est-a-dire ¢ xn,yn> =% pour n=1 et m=1.

n

(3) B est auto-achomt (relativement 2 (y n>1) clest- -a-dire que pour tout bEB,
il existe b€B satisfaisant ”b ] = ”b”1 B 6

A\
(4) si xeB" et yeB'*={b'eB' ; b 20}, alors (x.y) 0.

On remarque que si B satisfait {1), (2) et (3) alors B' vérifie (1) et est
auto-adjoint (relativement a (Xn)n>1 ). Onnote alors j' 1'inclusion canonique de B!

N e A
dans @ définie par b' ——>-(<xn,b'>)r121 = (b'(n)r121

Dans la suite, pour tout B satisfaisant (1) et (2) on note P (resp. P')
le sous-espace vectoriel de B (resp. B') engendré par {Xn , nzuL (resp.

, n=1 }). On désigne par ¢ oo 1'espace des suites complexes a support fini et

. n . .
(e ) la base canonique de  ¢__ (en = (Sm}m21)‘ Ona c_ = HP) =31 (P).

n'n=1

1 3 al
On note SO(B) 1'adhérence de S dans S(B). On remarque que (en)nz1

est une base inconditionnelle ( B]) de SO(B).
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e rdle de 1a condition (4) est éclairé par la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 1. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1) et {2}.

1.2 condition (4) est équivalente a chacune des conditions suivantes :

(4')  Tout bEBt est limite d'une suite (Pk) =1 d'éléments de PN B.

(4")  Tout b'€B'" est limite pour la topologie o (B',B) d'une famille filtrante

1414 1 T
(PO() wcpn di€léments de P' N B

Si 1'une de ces conditions équivalentes est satisfaite, pour tout b€'BJr et tout

b'eB't ona

b2 l;(n)l;'(n)i- (b, b'.
n=1

Si de plus b€SO(B), alors Zb(n)b'(n)= (b,b'>.

Démonstration. Pour montrer que (4) entraine (4') ou (4") il suffit d'appliquer le

rd \ A + Ay
théoréme de Hahn-Banach au cdne convexe J?~ de B (pour (4')) ou au cbne convexe

}P'+ de B' (pour (4")). Les réciproques sont immédiates.

Supposons (4') satisfaite. Soient bEB’ et b'€B'T. Si (P ) _, estune
suite d'éléments de YN BT convergeant vers b, ona lim Pn(k)= b(k) pour
n-co ,
k=1 e lim Z P (k)b'(k)—llm b'(P Y=b'(b). D'apres le lemme de Fatou,
nee k=1 n-oe
T b(n)b'(n)s b'(b).
n=1

Si de plus b€SO(B), montrons que pour tout b'€B'’, (b,b') = Z1 b(n) b'(n).
’ n=

Puisque (en)lr1>1 est une base inconditionnelle de SO(B) ona

lim ”b - X b(n e ” =0. Il existe donc une suite (fm)m>1 ‘d'éléments de Bt

m-yoc 1=n<m s®) -
telle que lim ”f H =0 et b_(n) <f (n) pour n>m. Alors f -b+ X b(r)x e B
' m m m 1<n<

m=© =nsm
pour m =1, etpourtout b’ €B'+, (f -b+ Z bn)x_,b'>=0. Or

m n
A TSnSnl R

lim <t‘m,b'> =0 et lim< X b(n)xn,b'> = X b(n)b'(n), donc
m-yoe mao 1<n<m 1=n=<m

{(b,b'> = Z b(n)b'(n), ce quiconclut la démonstration.
n=1

Par la suite, nous aurons 1'occasion d'utiliser le renforcement suivant de la
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condition (4) :

(5) Tout bEB' est limite d'une suite (Pn)n>1 d'éléments de  PPBY  telle que
b-P €B' pour nz 1.
Mais dans beaucoup d'exemples, les conditions (4) ou (5) sont conséquence de la

propriété plus forte suivante.

DEFINITION 4. Un espace de Banach vérifiant (1) et (2) posséde une approximation

de 1'identité si :

(6) 11 existe une suite (u, ) d'éléments de €V & support fini satisfaisant

k'k=1
0<u (n)< 1 pour k=1 et n=1 et telle que pour tout bEB,

hmllb— z u(n)(by)xH_
ko0 n=1
OI. ENONCES ET DEMONSTRATIONS.

THEOREME 1. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1), (2), (3)

et (4). Les conditions suivanies sont équivalentes :

(i) B a la propriété du majorant

(ii) B' a la propriété du minorant.

Démonstiration. Montrons 1'implication (i) ==(ii). Si s' = (sr'l)rl>1 € s@B'), il

existe 6' € B! tel que Is' ' < "' '(n) pour n=1. D'aprés (i) et la remarque 1
il existe K tel que pour tout § >0 et tout beB, ilexiste & € Bt satisfaisant
lb(n)l <8{(n) pour n=1 et ”6“ < K(1+S)Hb”. D'apres la proposition 1,

Y oM e'(m)<6'(6) et I lg(n)sr'llﬁ T o) e m)=k+5lsll o]l .
n=1 n=1 n=1

Conclut que s'elt%' et HS'HI"B,SKHS'”S(B,).

Montrons 1'implication (ii) ==(i). Si (ii) est vérifiée, d'aprés la remarque (2)

il existe K' tel que pour tout ' € S(B'), Hs' , < K! ’s H Considérons

B S(B')"

d'abord bE}?, b #0, et montrons que b € S(B). Posons



V.6

@={b'€B'+; 2|B(n)‘8'(n)21}.
n=1

Alors ¢ estun cbne convexe de B' fermé pour la topologie ¢ {(B',B). Evaluons
Hb'” lorsque b'€C. Pour n=> 1, posons e = ’b(n)'(b(n))n1 si b(n)#0,

sn=1 sinon. Si b'ec, 1< % ll;(n)‘tl;'(n): )2 t;(n) sng'(n)S llb“ ”il;‘Hé.
n=1 n=1

kbl o'l et bl = &liblly™.

b

kIl =

On en déduit que pour tout ® > 0, C estdisjoint de 1a boule fermée B' de
centre 1'origine et rayon ((1+% )KHbH)"1 de B', quiest compacte pour la topologie

¢(B',B). D'apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe GOGB tel que

1= inf Re(8 ,b')> > sup Re(6 ,b'> = sup |<eo,b'>,l
b'ec b'€BL b'€B'S

oupour z€EC, Rez désigne la partie réellede z. On a donc HGOH < (14%) K”b”

et Re(Go,b'>21 pour b'€C. En particulier, si n=1 et b(n)#0, 'b(n)“yrl
€ ¢ donc Reeo(n)?_‘b(n),. Si n=1 et b(n)=0, soit ntel que B(no)%o;

-1 ]'1Re6 (n.)

y, €¢, donc tReBo(n)+|b(no) 0Ny

o
=1 pour t=0 etonendéduitque Reb o(n) > 0. D'apres la condition (3),

alors pour tout t=0, ty + |b(no) |

0 =(90+5o)/2 € B, HGHS(HS)KHbH et 5(n)2 )l;(n)l pour n=1,

Soit maintenant bEB quelconque. Il existe une suite (bk)k>l d'éléments de ¥

telleque b= Z b, et T kuH < (1+S)HbH. D'aprés ce qui précede, il existe une

k=1 ¥ k=1
suite (ek)k>1 d'éléments de BT normalement convergente telle que si 6 = kZ}1 Gk ,
- A A =
alors ”6 H < Z ||ekH < (1+S)2K Hb” et &(n)= lb(n)l pour n= 1, Ceci montre

N k=1 a
que B c S(B) et que HbHS(B) < KHbH pour tout bEB, ce qui acheéve la démonstration.

REMARQUE 3. La condition (3) (resp. (4)) n'intervient pas pour 1'implication
(i) = (ii) (resp. (ii) = (i)). D'autre part, il résulte de la démonstration que les normes

des inclusions B c S(B) et S(B')c B' sont les mémes.

COROLLAIRE 1. Soit G un groupe abélien compact et méirisable.

i) ¢ [4_‘ , [1] , [6] ) L'espace LP(G) a la propriété du majorant relativement
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alasuite (v ) .; descaracteresde G lorsque p=2k/2k-1, k entier positif.

| / ,
(ii) Soit gsq(x) = [x I(1+Log(1+ ‘x i ))1/q pour x réel positif. L'espace d'Orliz

I

L 'q(G) a la propriété du majorant (relativement a '(yn)n>1 ).

Démonstration. I est immédiat que LP(G), p=1, et L 4G) possddent les

propriétés (1) a (4). L2k(G), k entier positif, a l1a propriété du minorant L4:I , ainsi

o .
que le dual de L 3(G) (lemme 4.6 de [8] ).

THEOREME 2. Soit' B un espace de Banach vérifiant les conditions (1), (2), (3)

et (4). Alors S(B') s'identifie isométriquement au dual de SO(B), le sous-espace de

S(B) engendré par Coo+ Pour s€SO(B) et s' €S(B') ona

(s,s")= T S, Sh oll z Isnsr‘1|<°°.
n=1 n=1

Démonstration. L'inclusion S(B')c SO(B))' se vérifie facilement, comme dans

1'implication i)==>ii) du théoréme 1 ainsi que 1'inégalité HS'I(S B) = Hs’ ’S(B')
0

pour s € S(B') et 1'égalité donnant (s,s').

L'inclusion réciproque se démontre de fagon analogue a celle de 1'ivmplication
(ii) = (i) du théoréme 1, a 1'aide d'un théoréme de séparation appliqué cette fois dans
B muni de sa norme. Soit ¢ € (SO(B))' , définissons €= (en)n>1 par
-1 L B N
I(p(en) ‘((p(en)) si <p(en) £0, g, =1 sinon. Notons b = {beb’)ﬂ B",

)2 I(p(en) |b(n) > 1} . Alors ¢ est un cdne convexe disjoint de la boule ouverte de rayon
n=1

H(pH(':; (B))! de B. Le théoreme de Hahn-Banach permet de conclure qu'il existe

b‘€B'O, l'b‘“SHwH(S (B))" tel que '(p(e.n)ISl;'(n) pour n=1, C'estdire que
o

(cp(en))n>1 € S(B') et H((p(en))n>1HS(B' )< H(pH(S @)y » ceaul achéve la démonstra-
- - o

tion. On remarquera que la condition (4) n'intervient pas dans cette preuve.

REMARQUE 4. Dans le cas oi B est réflexif et de plus pour tous bEB et

———

v
bt €B'Y, (b, b'>=<(b,b'>, on peutpréciser la démonstration précédente de facon
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obtenir des informations sur 1'ensemble {n21 ;: 8(n) = Ib(n) l }, comme dans le cas ou
B =LPG), p=1 [1]. En effet, soit b€V, b#£0. Soit ¢ = {b'€B'+ ,

Elﬁ(n)lﬁ'(n)z1} et b;et? tel que Hbﬂ’: infg”b'” z(KHbH )'1. Soit B} la
b'e€
boule ouverte de rayon Hb{” et centre 1'origine de B', alors Bi NG = Q@ et

E}'ﬂ € +@. Le théoreme de Hahn-Banach permet d'exhiber 0 ,EB telque

1= inf Re{(68

o b'> = sup Re(@o,b'>= sup ‘(60,b'>| et Re(eo,bP:T.

b'€B,; b'€Bi
Sionpose 6 = (60+50)/2, on a HG”S K'Ib , 6(n)= !b(n)| pour n=1 et

A A <eo,b{>+<eo,b;> A oA

Z |b(n) |bim) = 1=Res ,b1) = =¢0,p!>= % 6(n)b!(n). On

1 o’ 1 2 1 1

n=>1 n=1

O’

conclut que 6(n) = 'b(n)l pour tout n tel que b%(n) £0.

REMARQUE 5. On peut démontrer 1'implication (ii) =>(i) du théoréme 1 a partir
A N
du théoréme 2, si 1'on remarque que 1'inclusion (SO(B))‘ c B' entraine que Bc SO(B)

(lemme 2 de [6] ).

Notons que si 1'espace de Banach B vérifie les conditions (1) et (5) alors
S(B) = SO(B). La condition (a) du corollaire qui suit éclaire la condition exigée dans [6]

pour 1'obtention du théoréme 1,

COROLLAIRE 2. Soit B un espace de Banach vérifiant les conditions (1), (2),

(3) et (4).
(a) s(B')=5(B)" sietseulementsi S(B)= So(B)‘

(b) _S_} B est le dual du sous-espace fermé B(‘) 5_12 B' engendré par

{yn ; n21} alors S(B) estle dualde S _(B).

(c) Si B estréflexifet B et B' satisfont la condition (5), alors S(B)

est réflexif.

Démonstration. (a) et (b) sont des conséquences immédiates du théoreme 2. (c) Si

B et B' satisfont (5), S(B)=S_(B) et S(B')=S (B'). Si B est réflexit,
B' = Bc') et B' satisfait aussi aux conditions (1), (2), (3) et (4). D'apres le théoréme 2

onaalors S(B)=(3(B") =(s(B)')'.
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La plupart des exemples connus d'espaces de Banach ayant la propriété du majorant

s'inscrivent dans le cadre d'analyse harmonique suivant.

THEOREME 3. Soient G un groupe abélien compact et métrisable et G son

dual. Soit B un espace de Banach sur lequel G opére isométriquement. On suppose

qu'il existe A= {yn R n21} c G etdeuxinjections i: A—B et i': A —»B!

telles que B vérifie les conditions (1), (2) et (3), relativement a (yn)n21 = (i‘(yn))r121

et (Xn)n21 = (i()/n))r121 . Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

(i) B a la propriété du majorant

(ii) B' a la propriété du minorant

(iii) Tl existe une constante C > 0 telle que pour tout P' € B'T € P' et pour

telle que len'=1 pour n>=1, ” z enlf"(n)ynllscllP'|l.

toute suite €= (g_)
n=1

n’'n=1

Démonstration. D'aprés le théoréme 1, (ii) =>(i), et pour avoir 1'implication

(i) =>» (ii), il suffit que B vérifie la condition (4). Or, B vérifie la condition plus

forte (6). En effet, il existe une suite ((pk)k>1 d'é1éments de L1(G) de norme 1

"

telle que les transformées de Fourier O vérifient les conditions suivantes :

Oswk£1, @) a support fini et liirn<pk(y)=1 pour k=1 et Y€G BJ
200

Comme G opére isométriquement sur B, alors (<,/3k)k>1 définit une approximation

A A

de 1'identité dans B (définition 4). De plus, pour bEB et b'€B', Hb @

i(B) = HbH

et Hl;‘ "pk”j‘(B')S ”b'“ pour k=1,

L'implication (ii) == (iii) est triviale. Montrons que (iii) = (ii). Soit b'€B'",

alors (b' (pk)k>1 a pour limite b' pour latopologie ¢(B', B) et Hb'cpkHA < Hb' H
> B
pour k = 1. Puisque pour toute suite €= (En)n>1 telle que ] € l =1 pour n=1,

H.e b! qok”A < CHb' ” pour k=1, lasuite (€ B‘ (‘Dk)k>1 a une valeur d'adhérence
B! -
dans B' pour la topologie o¢(B', B) quiest e€b'. Ilexiste donc c€B' tel que

"~ ~

c(n) = €, b (n) pour n=1. Toute suite (& de nombres complexes vérifiant

n)n21

Isn I< 1 pour n=1 étant un barycentre de suites de nombres complexes de module 1,
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on conclut que (ii) est vérifiée.

Pour 1<p<w et AcG, Llj)\—(G) = {feLp(G), f(¥)=0 pour y€G\ A} et
LP(G)/LP A(G) sont des exemples d'espaces de Banach B satisfaisant aux hypothéses

du théoreme 3.

Soit T 1le groupe R/2mz. 1l est bien connu que S(L1(T))=co(z), lorsque

(yn)n21 est la suite des caractéres de T. Soit B = I—I1 = L;+(T) = {f€L1(T) :f(n)=0

ei(n_1)t) ' ala propriété du majorant [2]

Sionnote Z- 1'ensemble des entiers strictement négatifs, le dual B' de H1 est

si n< 0}. Alors si (Xn)n21 = ( =1

L°°(T)/L°Z°_(T) et H' estle dual de B! = C(T)/CZ_(T). Que peut-on dire de 1'espace

smh ?

THEOREME 4. L'espace S(H1) est un dual séparable non réflexif.

Démonstration. Il résulte du corollaire 2 que S(H1) est séparable, est le dual

de S(Bé) et a pour dual S(B'). Comme ' aia propriété du majorant, B' ala
o : A A
propriété du minorant et d'aprés la remarque 2, les normes induites sur B't par B!

et S(B') sont équivalentes. Pour montrer que S(Bé) # S(B') il suffit de montrer que

03 m »
Bi* 4B'*. Soit F définiesur T par Flef) =21 z S8 cette fonction est
1

dans L°(T) et F(n)=0 pour n=0. Vérifions que son image dans B' ne peut

. N .
étre dans B é. Pour tout N =1, soit DN(elt) = X emt. On sait que
o
lim HDNH1 /log N —412 et que la suite (I!DNlh1 Dy )N>1 tend vers zéro pour la topologie
N-)OO . 2
ol , Bc'>)' Par ailleurs lim (F , ”DNH_1 DN) = %—, ce qui achéve la démonstration.

Naoo

REMARQUE 6. Lorsqu‘uh espace de Banach B vérifiant les conditions (1) et (2)
a la propriété du majorant, 1'espace S(B') peut étre décrit comme un espace de multi-
plicateurs entre des espaces de Banach convenables. Cette identification et des exemples

d'espaces de Banach ayant la propriété du majorant seront étudiés dans 1'exposé no. 7

qui suit.
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Exposé no. 6 Année 1980-81
Francgoise Lust-Piquard

ENVELOPPE INCCNDITIONNELLE D'UN ESPACE DE BANACH
ET FACTORISATION DE MULTIPLICATEURS.

Résumé. Le but de cet exposé est de relier entre eux certains résultats connus
en analyse harmonique, en montrant qu'ils se rattachent a un méme probléme. Dans une
premiere partie, nous énoncons des résultats préliminaires sur les multiplicateurs entre
espaces de Banach. Dans la deuxieme partie, nous formulons les problames de fzctori-
sation et donnons quelQues résultats. Dans la troisiéme partie, nous nous placons dans
le cadre de 1'analyse harmonique. Enfin dans la quatri‘eme’ nous donnons des exemples,

¢'est la partie principale.

I. DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES SUR LES MULTIPLICATEURS.
Ces résultats font partie du folklore de 1'analyse harmonique, mais il est plus
simple de les démontrer que de chercher trop de références !

Nous travaillons dans le méme cadre qu'a 1'exposé no. 5 de [16] .
Tous les espaces de Banach considérés sont des espaces sur le corps € des

nombres complexes.

DEFINITION I.1. Soient B un espace de Banach, (x ) une suite dans B.

n’'n=1
Nous dirons que (B,(x.n)) véritie ¥ si

(1) il existe dans le dual B' une suite (yn) biorthogonale a (xn)

n=1

2) si bEB et (b,yn>=0 pour tout n, alors b=0

n=>1

si b'EB!' et (b‘,xn>=0 pour tout n, alors b' =0.



et
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Notons j 1'injection canonique de B dans l'espace des suites complexes (IZN
définie par
beB ~r Kb,y ?) 51
j' l'injection canonique de B' dans (EN définie par
b'€B' ~7 ({x_,b'?) o4
Les espaces j{(B) et j'(B') seront munis des normes de B et B' respectivement.
Notons B! le sous-espace fermé de B' engendré par (yn)n21 , et B son dual.
Alors B! vérifie (1) et (2) relativement 2 (yn) et (xn).
Désignons par Coo 1'espace des suites complexes a support fini
C0 1'espace des suites complexes tendant vers 0, muni de la norme
“(ocn)” = sup ‘“n |

n=1
0 . z -
£ 1'espace des suites complexes bornees, muni de la norme

H(ocn)H = sup Ionn '

n=1
0! 1'espace des suites complexes (ocn) > telles que z ’an l< o0,
- n=1
muni de la norme H(ocn)H = T lan .

n=1

DEFINITION I.2. On dira qu'un espace de Banach F est un espace de suites

s'il est inclus dans (ﬂN au sens ensembliste et si les projections (1n) sur les

coordonnées sont des formes linéaires continues ( 1r'l(k')'= Sn j bourtous n,k €N ).

DEFINITION I.3. Soient E , F deux espaces de suites. Un multiplicateur de

E dans F estune suite «= (ocn) telle que

n=1

Ve=(e) €E ae = (x_ e ) € F.

n'n=1 n n'n=1

REMARQUE I.1. Un tel multiplicateur est continu, d'apres le théoréme du graphe
fermé. L'opérateur transposé d'un multiplicateur de E dans F est un multiplicateur
de Fc') dans Ec'> , sous-espaces fermés de F' et E' respectivement, engendrés
par ¢ _ .
Notons M (E,F) 1'espace des multiplicateurs de E dans F, muni de la
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norme d'opérateur, ’m.C(E ,F') le sous-espace des opérateurs compacts, ML fC(E )

le sous-espace des opérateurs faiblement compacts.

PROPOSITION I.1. Soient E, F deux espaces de suites, vérifiant € rela-

tivement 3 la suite (1n). Alors TMU(E,F)= T(F',E").

Démonstration. Par hypothese, E' et F' sont aussi des espaces de suites,
Coo est dense dans E et F. D'apres la remarque I.1, la transposition des opéra-
teurs définit une isométrie de M(F',E') dans M(E,F). Inversement, la transposi-
tion des opérateurs définit une isométrie de M(E,F) dans TM(F',E').

Si (B,(xn)) vérifie € etsi F est un espace de suites, nous noterons pour

simplifier M.(B,F) aulieude M(j(B),F) ; M(F,B') aulieu de M(F,jB')) etc...

De la proposition I.1 et de la remarque I.1 nous déduisons le

COROLLAIRE I.1. Soit (B,(xn)) vérifiant ¥. Les espaces suivants sont

égaux :
'nL(co’B!)':m(Ba21)=m(e°°,B!)
1) — Yy — Y 1
M (e ,B') = M(c,,BY) = M(E, ).

Ils sont inclus dans j'(B').

PROPOSITION 1.2. (i) Soit (B,(xn)) vérifiant €. Les espaces suivants

sont égaux : mfc(co,B) = mC(CO,B) =M(¢”,B). Iis sont inclus dans j(B).

(ii) Ils coincident avec le sous-espace fermé de TIY( CO,B) engendré par ¢ 00"

Démonstration. (i) Les multiplicateurs faiblement compacts de B' dans 21
sont compacts puisque toute partie 0(121 , 8°°) compacte de 21 est compacte ; par
transposition tout multiplicateur faiblement compact de C0 dans B est compact,
ce qui donne la premiere égalité.

11 est clair que tout multiplicateur faiblement compact de ¢ o dans B est

un multiplicateur de ¢ dans B. Réciproquement soit o € M(2" ,B) et supposons
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que son transposé tcx appartienne & M(B' , ¢ 1 ). Alors tcx est continu pour les
topologies ¢ (B',B) et cr(€1 , 200) donc est faiblement compact. Il en est de méme
pour «. Il reste a vérifier que toc e Mm(B', 21). Comme Bc') est dense dans B!

pour o(B',B), il existe pour tout b'€B' une suite (bl'<) telle que j(bl‘{)

k=1
soit dans c¢__ pour tout k et telle que
bl'< —>b' pour o(B',B).

Pour toute f € Eoo, et tout b' € B!

(of ,b') = lim Cof ,b!d = lim <f, toc(bl‘<)>.
K+oo Koy+oo

La suite toc(bl'{) est dans 2 d'aprés la remarque I.1, elle est de Cauchy pour

1

o(2', "), donc elle converge en norme dans & ! , nécessairement vers toc(b‘ ).

(ii) Comme ‘mc(co,B) = 'm.c(B' , 21), il suffit de montrer que c'est le sous-
espace fermé de M(B', 21) engendré par ¢ 00" Cela résulte du fait que pour tout

compact K dans 21 et pour tout €> 0, ilexiste N tel que
Vk=N Vf=(fn)€K Hf—f1l._1 kJ||e1§s

(ot f1[1,k](n)=fn si k=n

=0 si k<n).

DEFINITION 1.4. Soit J 1la classe des espaces de suites JE, vérifiant
(i) C., eostdense dans E

’ . m
(ii) pour tout t=(t ) € 2 ettout a= (O(n)n21 € c

n'n=1 oo’

e, o)l < sup [t Hla )l -

Les conditions (i) et (ii) signifient que la suite canonique ( 1n) est une base

inconditionnelle de E avec constante 1.

Notons que si E est dans laclasse J, onal'égalité E = 'TTL(€°°,E), et

d'apres la proposition 1.2, M(2%,E) = 'mc(co,E).
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PROPOSITION I.3. Seit (B, (x_)) vérifiant ¥'. Alors 1'espace m(c .B')

est le dual d'un espace E de la classe J. L'espace E admet les trois descrip-

tions suivantes :

(i) E estl'ensemble des suites g = (g )

nn>1 Pour lesquelles il existe des

suites (bk)k21 dans B et (sk)k21 dans ¢ _, telles que k>Z1kuH HekH < joo
et telles que, pour tout n, g = 2 <b, ,y ” ek(n). L'espace E est muni de
no g k n

, 1l'infimum étant pris sur toutes les représentations

1 =i z
a norme HgH inf o ku’l Hek
de g de cetie forme.

(ii) on peut remplacer C, par ¢”  dans la description de E.

(iii) on peut remplacer B par B dans la description de E.

Ve rd - 7 o0
Notons qu'on ne peut pas en géneral remplacer simultanement C0 par ¢

et B par gl

Démonstration. D'aprés [14] 1'espace d'opérateurs of (co,j'(B' )) estle
dual de 1'espace j(B)® cg défini de la facon suivante :

un opérateur x de 2! dans j(B) estdans j(B)® c, s'il existe des

suites (bk) dans B et (ek) dans ¢ telles que 2 bk” Hek’|<+°° et telles

k=1
que Vf€E e x(f)= 2 j(bk) <ek,f> dans j(B) ou encore telles que
k=1

Vn Vm (x(1n) , 1m> = Z <bk,ym> ek(n). Alors ”xHj(B)=inf z kuH l’Ek“ )

k=1 k=1
1'infimum étant pris sur toutes les représentations de x de cette forme,

L'espace 'm(c0 , B') est fermé dans "8((:0 , j'(B')) pour la norme et
pour la topologie de la convergence simple sur j(B) ® Coe Cette topologie coihcide
d'ailleurs sur les parties bornées de ’TTL(CO , 3'(B')) avec la topologie produit de
N

C n
L'espace ‘m(cO , j3'(B")) est donc le dual d'un quotient de j(B)® €y

que nous appellerons E, défini comme dans 1'énoncé (i) de la proposition. Il est clair
sur cette définition que E est dans la classe J .

Pour obtenir (ii) et (iii) on proceéde de facon analogue en utilisant 1'égalité du
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corollaire I.1, m(co,B')z m(¢>,B')= MB, 21). L'espace of(£¢7,j'(B"))
est le dual de j(B) ® 2%, espace défini comme précédemment en remplacant ¢ o bar
2. M Boo,j' (B')) est fermé dans of( eoc,j' (B')) pour la topologie de la conver-
gence simple sur j(B)é) 2®. C'est le dual d'un quotient E, de j(B)QA@EOC, défini
de facon analogue a E. L'espacé €0 est dense dans E et E1 , E et E1
ont le méme dual, donc ils coincident.

De méme ,,L’(j(g), €1) est le dual de j(g)é Co 'm(g, 21) en est un sous-

A A
espace fermé pour la topologie de la convergence simple sur j(B)® o

DEFINITION I.5. Soit (B,(xn)) vérifiant €. L'espace B est dit auto-

adjoint (relativement a (xn),(yn)) si pour tout bEB il existe be B, de méme

v
norme que b, telque j(b)=jb).

DEFINITION I.6. Soit (B’(Xn)) vérifiant ¢. L'espace B a une approxi-

mation de 1'identité (relativement a (xn),(yn)) s'il existe une suite (uk)k>1 dans

MG(B),j(B)) telle que uEC o s ”ukHS1 pour tout k, et pour tout bEB

Uuk i(b) - j(b)“ >0 Si Kk — 400,

11 est facile de voir que si B a une approximation de 1'identité, alors B est

, a4
un sous-espace ferme de B.

Nous terminons la premiere partie avec le résultat suivant (1'idée de la démons-

tration se trouve dans B_-l) :

PROPOSITION 1.4, Soit B un espace de suites tel que (B, ( 1n)) vérifie

(i) Soit f= (fn) € B' ; supposons que pour tout choix de signe €= (e:n)n>1 =
(i” 1'élément fe = (f_n sn) soit dans B'. Alors pour tout ¢ = (cn) € 2°°,

1'é1ément fc = (’fn cn) appartient 2 B'. (Autrement dit, f est dans m(e”,B")).

(ii) on peut dans (i) remplacer B' par BL.

(iii) on peut dans (i) remplacer B' par B, si B admet une approximation

de 1! ident_i_t_e: ;



VI.5
Démonstration. (i) Soit f€B'. S'il existe une constante K > 0 telle que
N
Vee€ {-1,1} HszB., <K
il est évident que f définit un multiplicateur de ¢~ dans B', de norme < 2K ,
parce que la boule unité de 1'espace Zg des suites réelles bornées est 1'adhérence

pour la norme de 1'enveloppe convexe des suites € = (En)n>1 ,

etque ¢7 = e: + 18:;.
L'existence de la constante K se démontre a 1'aide du théoréme de Baire : 1'ensemble
{fe} e {_1 ’ ﬂN est compact dans CN muni de la topologie produit ; par hypothese,

il est inclus dans la réunion des boules de rayon N de B' (N EN), qui sont compac-
tes pour la topologie de CN. D'apres le théoréme de Baire, il ex1ste N €N tel

que la boule de rayon N de B' contienne un ouvert non vide O Atfe} ; donc il
existe €€ { 1 1} et un ensemble fini Ac N telquesi €€ 4L—1 1} vérifie

€ =€ pourtout n€ A, alors erHB, < N Alors si €= {—1,1}'\],

f (e —53)1 +g ol g estdans O, donc

el <2z Je I, o -k
n€A

(ii) est évident, a partir de la démonstration de (i).

(iii) découle de (ii) enremplacant B' par B et B' par B, puisque
o

~s
B est alors le sous-espace fermé de B engendré par oo

II. LE PROBLEME : FACTORISATION DE MULTIPLICATEURS ; NOTION
D'ENVELOPPE INCONDITIONNELLE.

A. Soit (B,(xn)) vérifiant €.

Le premier probléme est le suivant : quel est 1'espace H € J, inclus dans

j(B), tel que, pourtout Banach F de laclasse J, tout multiplicateur de F
dans j(B) soit en fait un multiplicateur de méme norme de F dans H ? Nous

appellerons H le sous-espace inconditionnel de B (relativement a (xn)), nous

prouverons au théoréme I.1 sont existence et son unicité. LL'espace H apparait aussi

comme le plus gros espace de la classe J  inclus dans j(B). Eneffet, si F est
dans la classe J etinclus dans j(B), 1'identité est un multiplicateur de F dans

j(B), doncde F dans H.
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Le deuxieme probleme est le probléme dual : quel est 1'espace E € J, contenant
j(B), tel que, pour tout Banach F de laclasse J, tout multiplicateur de j(B)

dans F se prolonge en un multiplicateur de méme norme de E dans F ? Nous
appellerons E 1'enveloppe inconditionnelle de B (relativement & (xn)), nous prou-

verons au theoréme II. 1 son existence et son unicité. L'espace E apparaft aussi comme
le plus petit espace de la classe J  contenant j(B). Eneffet, si F estdans la
classe J et contient j(B), 1'identité est un multiplicateur de j(B) dans F,
doncde E dans F.

Nous établirons ensuite des relations entre certaines propriétés de B et de son
enveloppe E. Il restera a déterminer E de facon plus explicite quand on connait B,
ce qui sera fait pour certains cas dans la quatriéme partie.

THEOREME II.1. Soit (B,(xn)) vérifiant €.

(i) 1le sous-espace inconditionnel H de B s'identifie & 1'espace M (c¢ ,B).
ae : c "o

(i) soit E 1'enveloppe inconditionnelle de B. Sondual E' est1'espace

'TTl(co,B‘). E est 1'espace des suites {g = (gn)n?J =( ‘>21<b ,yn> e:k(n))rl21 l

z”bk”B“ek”c < +°°} muni de la norme inf }31”bk|l”€k”, 1'infimum étant bris sur
k=
toutes les repc;‘ésentations de g de cette forme.

Démonstration. (i) Soient F€J, «€MF,B), f€F. Alors of estun
multiplicateur de ¢ o dans B, avec ”cxf”m( CO,B) < ”“”m(F,B)”f”F‘ Comme f
est adhérenta ¢ 00’ il en est de méme pour of. D'apres la proposition 12, of

’ _ o . i~ - 1
est dans ’mc(co,B) =M(¢",B); en particulier ”“t”'m(co,B) = “‘xt”j(B)' L'espace
H= ’mc(co,B) est dans laclasse J, lanormede « dans M(F,H) est égale
4 sa norme dans M(F,B). Enfinenposant F =H, 1'identité est dans M(H,B),

elle ne peut se factoriser que par H. L'espace H vérifie les propriétés demandées.

(ii) Soit F € . D'apreés la propositionI.1, M(B,F)=M(F',B'). Tout
multiplicateur de F' dans B' envoie enfait F' dans M(c o,B' ), donc envoie
E, le prédual de M(c o,B') défini & la proposition I.3, dans F. On vérifie
facilement que E a les propriétés imposées a 1'enveloppe inconditionnelle de B.

B. Lorsque 1'enveloppe inconditionnelle de B est déterminée, on peut se

demander si la propriété suivante est réalisée.

DEFINITION II. 1. Soient (B,(xn)) vérifiant ¢, E son enveloppe incondi-
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tionnelle. L.'espace B ala Er'ogr*iété K s'il existe une constante C > 0 vérifiant :

pourtout g = (gn) € E, ilexiste bEB avec ”bHB < C”g”E et ec¢” avec
”e” <1 tels que
Vn=>1 gn=<b,yn>£n.
(En d'autres termes, tout élément de E s'écrit a 1'aide d'un seul atome).
Nous verrons des exemples dans la quatriéme partie.
La propriété K est vérifiée en particulier lorsque B a la propriété du
majorant relativement 3 (xn) R (yn), propriété étudiée dans 1'exposé no. 5 de [16:[ .

Rappelons la définition.

DEFINITION II.2. Soit (B,(Xn)) vérifiant €. L'espace B ala propriété

du majorant (relativement & (xn),(yn)) si pour tout bEB il existe 6€B tel que
vn=1 l(b,yn>}s<6,yn>.

Si B ala propriété du majorant, il existe en outre une constante C telle que
HG H < CHb” (exposé no. 5 de [16] ). Alorstout g-= (gn) € E vérifie

¥ n=>1, lgnl=ln§1<bk’yn> ek(n)ls k§1<9k,yn>”ekn, avec k;”Gk”HekHs

¢ 2 lby 1l .

k=1

Enposant 6 = k;ekuik”’ qui est dans B, on obtient g, = (8 ,yn>crl
pour tout n, avec ”(Cn)Hzoo < 1.

C. Relations entre des propriétés de B et de son enveloppe inconditionnelle.

Rappelons [9] que pour un espace E delaclasse J les propriétés suivan-

tes sont équivalentes :
(i) E n'a pas de sous-espace fermé isomorphe a S

(ii) E est faiblement séquentiellement complet
(iii) E est isomorphe a un espace dual

(iv) E est le dual de El

(v) E! n'a pas de sous-espace fermé isomorphe a o!

(vi) E! aundual séparable,
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Quand 1'enveloppe inconditionnelle E de B possede-t-elle ces propriétés ?
D'apres le théoreme II.1, le dualde E est M( ¢, B! )= "m(co,Bé).

D'apres la proposition I.2 appliquée & B! aulieude B, E!= M(c_,B!)= mc( c,»B").

PROPOSITION II.1. Soit (B, (Xn)) vérifiant ‘€. L'enveloppe inconditionnelle

E est isomorphe a un dual si et seulement si elle contient j(g) ; dans ce cas E est

!
le dual de 'm.c(co,B ).

Démonstration. L'équivalence entre (iii) et (iv) ci-dessus signifie que E est
isomorphe a un dual si et seulement si E est le dual de mc( o O,B(')). Supposons
que E est le dual de 'm,c( co,B(')). D'apres la proposition 1.2, 'TTLC( c 0,B(')) est
inclus dans j'(Bé). Par dualité j(g) est inclus dans E. Réciproquement,
supposons que E contient j(g) et vérifions la condition (v) ci-dessus. Pour cela,
il suffit de vérifier que de toute suite bornée (uk)kz 1 dans mc( Co’B(')) on peut
extraire une suite de Cauchy faible. Or mc( CO,BC',) = mc(e“,Bé) est un sous~espace
fermé de o@c( 2°°,Bc‘)), lui-méme sous-espace fermé de 1'espace des fonctions continues
sur B1(2°°)x B1(j(B)), muni de la topologie produit de o (2", 21) et o(j(g),j' (B('))).
Une suite (vk)k21 bornée dans ‘m.c( 2°°,B(')) est donc de Cauchy faible si et seulement
si ((vk(e),j(f)> )k21 = (<vk(1),ej(f)>)k21 converge pour tout €€ 2% et tout feB.
Par hypothése ¢€j(f) est dans E, qui est séparable et en dualité avec 'mc( 2°°,B(')).
De toute suite bornée (uk)_k21 dans 'mc( 2°°,B(‘)) on peut extraire une suite conver-

geant sur E, ce qui achéve la démonstration.

~NS
COROLLAIRE II.1. Soit (B,(xn)) vérifiant ¢ . Si B=B, 1'enveloppe

inconditionnelle de B est le dual de "TLC(CO,B' ).

COROLLAIRE II.2. Soit (B,(xn)) vérifiant ¢ . Si B est réflexif,

1'enveloppe inconditionnelle E de B est réflexive.

Démonstration. Si B est réflexif, B =§, donc E est le dual de 'TTLC (CO,B')

et a pour dual 'm.(co,B'). Mais ici 'm(CO,B')='m- (¢ B('))=m

1 ! s
el o0 (CO,BO) d'apres

Cc
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la proposition 1.2,

Par contre, nous verrons dans la quatrieme partie des exemples ol E est
réflexif sans que B le soit.

Bien entendu, si E est réflexif, on a 'm.c(co,B' )=M(c o'B' ). La réciproque
est fausse:

Soit T le groupe compact abélien R/27Z, muni de sa mesure de Haar. Soit

B= L1(’[‘) muni de la suite des caractéres (emt)n Alors il est bien connu (nous le

ce
reverrons dans la quatriéme partie) que L 'm.(L1(T), 21) = MY 0,LQO(T) = mc(CO,Loo(T)).

L. 'enveloppe inconditionnelle de L1(T) est ¢, ellen'est pas réflexive.

PROPOSITION II.2. Soit (B,(xn)) vérifiant €. Si B! n'apas de sous-

- hY ' — '
espace fermé isomorphe & ¢, alors ‘m.c(co,Bo) = m(co,Bo).

Démonstration. Supposons qu'il existe un multiplicateur non compact « de ¢ o
dans B/. Il existe donc une suite bornée (fk), de Cauchy pour cr(co, 21), telle
que (« fk) ne soit pas de Cauchy dans B('). Selon un procédé standard, on construit
une nouvelle suite (gok) dans Co chaque O étant différence d'éléments de la
suite (fk), telle que (<pk) converge vers 0O pour o(co, 21), et telle que (« (pk)
ne soit pas de Cauchy dans B('). De la suite ((pk) on peut extfaire une sous suite

(<pk,) équivalente a la base canonique de c,» dont1'image (o qok,) est équivalente

a la base canonique de <, dans Bé.

ITI. ‘Tous les exemples que nous allons donner se situeront dans le cadre de 1'analyse

harmonique. Dans ce qui suit, G désigne un groupe abélien compact, méirisable, T

son dual, A= (71, cee Ve .) une partiede T, AS son complémentaire dans T.
Les notations L'(G), L2(G), C(G), M(G), 1P(G) (1<p< o) ontle méme

sens que dans 1'exposé no. 5 de D6:] . Nous reprenons ici une définition de 1'exposé

no. 5 de [16] en 1'explicitant un peu plus.
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DEFINITION III.1. Soient G un groupe abélien compact métrisable, A = (y1 ..
Yn-- .) une partie de sondual T. Nous dirons qu'un espace de Banach B appartient .
a ®,(G) si

(i) il existe des injections i: A+B, i': A>B' tellesque B vérifie €
relativement a (xn) = (i(yn)) et (yn) = (i’ (‘yn)).

(i) 1e groupe G opeére isométriquement sur B, de facon que

v y,€A  Ve€EG E(?n)]g = 7(-e)ily ) = <8, 7 ily)
si A=T etsi B contient ('yn), 1'application j de la premiere partie est la
transformation de Fourier (si bEB, <b,yn>= SGb ;n dg pour tout n).

D'aprés la condition (ii), & tout g€G est associé un multiplicateur
o = (<% o’ 7n> )n21 de j(B) dans j(B), et ce multiplicateur est une isométrie. Notons
j_1ocg jb) = bg pour tout bEB et tout g€G.

Comme (i('yn)) engendre B, pour tout bEB, 1'application

g —~rb

est continuede G dans B. Donc {bg}geG est compact dans B. Son enveloppe

convexe est relativement compacte dans B. Toute mesure v positive, de norme 1,

i=N
a support fini sur G définit un opérateur sur B denorme<1. Si v= 2 «a o _,
i i=1 * &
i=N
posons bu = 131 o bgi , pourtout bEB ; b v est dans Conv(bg)geG. De plus

<bv,i'(7n)> = (u,yn><b,i'(7n)> pour tout ¥ _€A. Siune suite (vk) de telles

mesures est de Cauchy pour o (M(G),C(G)), b,  estde Cauchy dans B. Toute
k
mesure positive u de norme 1€ M(G) définit donc un opérateur sur B de norme

< 1, tel que (bﬂ,i(yn)> = (u,7n><b,i'()/n)> pour tout ¥ €A. De plus pour toute

suite bornée (p.k) de mesures positives sur G, convergeant vers u pour

o (M(G),C(G)), pour tout bEB, b# converge en norme vers bll«
k

En particulier, soit (c,ok) une approximation de 1'identité dans L1(G), clest-
a-dire une suite de fonctions positives de norme 1 dans L1(G), telles que j((pk)eco o’
convergeant vers So pour ¢(M(G),C(G)). Alors ((<<pk,yn> )n21)k21 est une

approximation de 1'identité pour B, relativement a (i(yn)).
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Dans le cadre des espaces de @A(G), vérifions qu'on a 1'identification habi-

tuelle entre convoluteurs et multiplicateurs.

Soient B,,B,€ ® A(G). Un opérateur linéaire de B; dans B, estun convo-

luteur s'il commute a 1'action de G, c'est-a-dire si
V gEB VbEB, T(bg) = (T(b))g.
A tout multiplicateur « = (ocn) de j1(B1) dans j2(B2) est associé un opérateur

linéaire T = 351 ajy de B, dans B2 qui est un convoluteur de méme norme. En

effet Vge€G Vy €A T(,(y ) )=<y_,e2 « i,y )= (T(i(y ).
n 1 n''g n n 2%n 1" n'"g

Réciproquement a tout convoluteur T de B, dans B, est associ€ un multiplica-
teur. En effet,

VgEG Vy €A T((i,(y N, =<y _,e?TG,(v )= {T(i,(¥,))
n 1" n’'g n 1 n 1'n’Jg

v 7, EA (¥ @2 (T (y D, ib(y, ) = <y, ,e) (T, (y )i, )0 .

11 en résulte que (T(i1(yn)),12'(yk)> estnul si n#k, doncque T(i1('y_n)) est
proportionnel a iz(yn) pour tout ¥ _€A.
Nous noterons CV(B1 ,B2) 1'espace des convoluteurs de B, dans B,.

Si B e@r(c;), si A estune partiede I, nous noterons B A le sous-espace

fermé de B engendré par {i(y)},y A"

DEFINITION III.2. Soit B un Banach dans @A(G). C'est une algébre si pour
tout bEB j(b) estun multiplicateur de j(B), de norme inférieure ou égale & celle

de b dans B,

Nous avons vu que toute fonction ¢ € L1(G) définit un multiplicateur de j(B),
ne dépendant que de 1'image de ¢ dans 1'espace quotient L1(G)/L1 C(G). Dés que

A
j(B) est inclus dans 1'image par j de cet espace, B est une algebre.

IV. Dans les principaux exemples de la quatriéme partie, B sera sous espace fermé
ou espace quotient de 1P(G) (1 < p < ) ou de certains espaces d'Orlicz. Les

applications i ou i' seront respectivement 1'identitéet la restriction aux caracteres
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de A de 1'application quotient. Nous écrirons "y" aulieude "i(%)" ou "i'(y)".
Nous aborderons trois types de probléemes.
1. Dans quels cas 1'enveloppe inconditionnelle de B est-elle canoniquement

. s . 2
isomorphe a un espace naturel de la classe g , comme Cys =

2. Dans les autres cas nous chercherons des propriétés de 1'enveloppe incondition-

nelle, du type : est-ce un dual ? est-ce un espace réflexif ?

3. L'enveloppe inconditionnelle est-elle incluse dans un espace naturel de la

classe J, comme Cos P (1<p<w)?

Dans les paragraphes A et B, nous traiterons du premier probleme. Dans le para-

graphe C, nous aborderons les trois problémes pour les espaces B = C A(G).

A. THEOREME IV.1. Soit B un Banach de @A(G). On suppose que B g_si

une algébre et que B est autoadjoint. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L'enveloppe inconditionnelle E de B est canoniquement isomorphe & c o

(il) M(B, 21) est canoniquement isomorphe a 21
2

(iii) m(s, 22) est canoniquement isomorphe & ¢

(iv) il existe mEB tel que <m,i'('yn)> =1 pour tout ¥ EA.

Si ces conditions sont vérifiées, B a la propriété du majorant.

Les principales idées de la démonstration sont dans [8] , pour le cas ol
B = LX(G) avec ’m(Ljv 22) canoniquement isomorphe 2 ¢? .  Notons le lien entre

cette démonstration et celle du théoréme 1 de 1'exposé no. 5 de l:1 6] .

Démonstration : (i) ¢<= (ii) provient du théoreme II. 1 et de 1'égalité M(b, 21)=-m(c o B
(i) = (iii) : d'aprés la définition de E et 1'hypothese,

m(s, 22) =M(E, 22) est canoniquement isomorphe a 'm(co, 82) _ 02,

(iii) = (iv) : premidre étape : montrons que si b'€B', si j'(b') est positif ou

nul, alors j'(b') estdans el

Soit ¢ = (cn) €c,,. Comme B est une algebre, H(Ci)llj(B) < ”(Cn)H?(B)‘

Soit d= (dn) e N tel que drz1 = (b ,i(yn)> pour tout y €A. Alors
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0< >E1<b' 1(')/ ))c = >1 n . ”b'”H <, ”J(B) donc d€7TL(B,€2), avec
n n=
Hd” 2) = Hb' ]]1/ 2. Par hypothese il existe une constante K telle que
ms, e :
HdH KHdeB ZZ)SK”b'HVz. Donc j'(b')=(dr21)n21 est dans 21, avec

@) 1=l
Deux1eme étape. Il faut exhiber m. Considérons la fonction 1 =( 1n) € e
et le convexe C = {c = ( {(c 1= 2 c,z1; ¢, 20V n} dont la distance
a 1'origine dans 21 est 1. D'apres ce crllu>11prec‘ede , C estl'image par j' d'un
convexe C1 dans B('), dont 1a distance a l'or'igirie dans B(') est = —12 D'apres
le théoréme de Hahn Banach, il existe meB tel que Hﬁi”ﬁ =< K2 et tIe<1 que
Re{m,b'> = 1 pourtout b'E€ C,; en particulier Re<ﬁ,i'(yn)> =1 pour tout
¥y € A. Comme B, donc g, est auto-adjoint, m = %(Ef + r)?,f) répond a la question.
(iv) = (ii). Soit o« €M(B, 21) = m(fa“, 81) (d'apres le corollaire I.1). Alors
om est dans 21 , donc o estdans 21 .
Si ces conditions sont réalisées, montrons que B a la propriété du majorant :
d'aprés la condition (i), il existe une constante K telle que pour tout bEB
sup | <b,i'('yn)>,5K”j(B)HE < xlbll. soit (¢,) une approximation de 1'identité dans
LY G). si jb)e Coo ©fsi k estassez grand, )j(b) I est majoré par

2 sup ' <b,i'('yn))lx j(qok), donc, d'apres la condition (iv) par ZKHbe j(cpk)x j(m).
n

L'élément 6 =m est dans B avec “9 ” < Hm”g Si b est un élément quelcon-
k
quede B, ils'écrit b= I b, avec j(bk) €c pour tout k, et la série
k> 00

convergeant normalement dans B. En majorant les j(bk) nous obtenons un majorant
pour j(b).

Applications. Exemples d'espaces dont 1'enveloppe inconditionnelle est canonique-

ment isomorphe a ¢ o

B= L1(G) : 1la condition (iv) est vérifiée par m = § o€ M(G)=B. Seule
intervient la partie facile de la démonstration du théoréme 1. L'égalité MY 2% ,L°°(G)) =

de 1a condition (ii) est due a Bj .

B= L1(G)/ L_1AC(G) pourtout A c T : la condition (iv) est vérifiée par 1'image
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de o, dans M(G)/MAC(G)zB.

B = LX(G) s'il vérifie 1a condition (iv) ; dans ce cas B =M AG).

DEFINITION 1IV.1 [8] Une partie A de T estun ensemble de quasi-Cohen

s'il existe m € MA(G) telle que (m,yn) > 1 pour tout Y €A

Exemples d'espaces dont 1'enveloppe inconditionnelle n'est pas canoniquement

isomorphe a ¢ o
B= H1(T) = L1Z+(’l‘):en effet H1(’l‘) est le dual de C(T)/CZ_(T), son

enveloppe inconditionnelle est un dual, d'apres le corollaire II.1.

Cependant H1(’l‘) a la propriété du majorant (exposé no. 5 de [16] ).

B = L log L(G) : la condition (iii) n'est pas vérifiée d'apreés [12:[ , nous en

reparlerons au paragraphe C.
Pour tout AcT, l'espace Lj\(G) peut s'interpréter comme 1'algébre des

convoluteurs compacts de L (G)/ L o(G) dans LJ\(G)' Le théoréme IV.1 suggére
de s'intéresser a 1'algébre B des convoluteurs compacts de LP(G)/ LE’F(G) dans
I_&(G) pour 1<p<2. L'espace B est alors 1'espace CV(LP (G)/Li c L&(G)).
Quels sont les ensembles Ac T' tels que la condition (iv) soit vérifiée ? Il yen a
d'autres que les quasi-Cohen ; eneffetsi G=T et A= Z+, la transformée de Hilbert

répond a la question.

B. Considérons maintenant des cas ol 1'enveloppe inconditionnelle est canonique-

ment isomorphe a 82.

DEFINITION 1V.2 [1 1 _{ Un espace de Banach B est de type 2 s'il existe une
constante C > 0 telle que

VN Vb

I3 cforn,lpas=c (3 lb D)

...,b €B S

? ’

1 N O= {_1 1}N
ol ( € ) est une suite de variables aléatoires indépendantes, prenant les valeurs + 1

avec probabilité %, et dw la mesure de Haarde = 1—1 1}

Un espace de Banach B est de cotype 2 s'il exisie une constante C >0
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telle que V n v by, bN€B EHb H21/2<CS Ee(w)b” dw.
n— g n=1

D'apres [1 1:] si B' estdetype 2, B estde cotype 2 ; d'autre part
)
LP (G) est de type 2 pour 2 <p'< 4o, avec Cp, = C,/p'
1P(G) estde cotype 2 pour 0<p<2,
(Bienentendusi 0<p<1, LP(G) n'est pas un Banach ; Hf” D désigne toujours

1
(SG |f ’p d ) /p’ ce n'est plus une norme).

THEOREME 1IV.2. Soit B un Banach appartenant a (BA(G), tel que j(B)

soit inclus dans 22, et tel que la suite (Hi(yn)”B)n>1 soit bornée par M.

(i) Si B est de type 2, son enveloppe inconditionnelle E est canoniquement

isomorphe a 82 ; deplus B alapropriété K, sous laforme : il existe une constante

C >0 telle que pour tout a = (an) c 22 il existe f€B avec ”f” = C”a” 5 et pour
2

tout ¥ €A Ian]=l<f,i'(7/n)>1.

(i) Si Bé est de cotype 2, ous'il existe unespace D de cotype 2 vérifiant

HynHD = e> 0 pour tout 7n€A, et un opérateur continu de Bc'). dans D vérifiant

Ty n)) =u v, avec |un' 12 1 pourtout n, 1'enveloppe inconditionnelle de B est

canoniquement isomorphe a &7,

Démonstration. (i) Par hypothése si a= (an) €c

00’
b > e @ aitrlg =S | = z e @a ity ) aws o2 z la Pl IR)1/2
w€{+1} n=1
< cmlall ,
N
Donc il existe un choix de signes + , soit (sn)1 <n<N ’ tel que f= n§1 € a, i(yn)

Srifi t < CM
werte [l =l

’ Vd 2 rd -
Un €lément quelconque a = (an) € est somme d'une serie normalement conver-

gente dans 22 d'éléments de c_, a supports disjoints, a= I a, . L'élément
0o k=1 K

f= I £ ol f, est défini comme précédemment a partir de a, répond a la question.

Ceci et 1'hypothése j(B) < 82 prouvent que E ' est canoniquement isomorphe a
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(ii) 11 suffit de montrer que M (co~ , B') est canoniquement isomorphe i 82,
et méme qu'il est inclus dans 82. Soit « = (ocn) € m(co,B' ). Soient K la norme

de T, et C laconstante de cotype 2 pour D. Alors, pour tout N,

lolf = =

(e )et-1, 1}NHZ€ w11y - >SQHZE(¢°)0& it(y )HB' dw

1 21 21l 112 /2 2 1/2
SQanf (w) o u ynH >K’ z 'oc ' Iu ‘ Hy ” >I-<5 nﬂ‘oc I ,

ce qui achéve la démonstration.

Notons que si Bé est lui-méme de cotype 2, nous pouvons prendre €= 1-3-/[

Applications : les espaces suivants ont une enveloppe inconditionnelle canoniquement
isomorphe a 22
¥
B= Li (G) si 2<p'< 4o, si AcT: eneffet cet espace est de type 2. Ence

cas B a méme la propriété K.

L
B=LP (G)/LpC si 2<p'<40, si AcT: eneffet cet espace a pour dual L?\(G)
A

avec % + 151" =1, quiest de cotype 2.
B=C(G), B= C(G)/CAC(G) si AcT: eneffet danscecas B! = LJ\(G) est de
cotype 2. La premidre démonstration du fait que M ( % ,Lp (G)) = 82 pour

1<p<2 estdans l.—S.]

B=C A(G.) si A est un ensemble quasi-Marcinkiewicz, au sens suivant :

DEFINITION 1IV.3 [8_] . Unensemble Ac T estunquasi-Marcinkiewicz s'il

existe un opérateur continu T de Bl = L1(G)/ LlC(G) dans D =1P(G) pour p

telque 0<p<1, vérifiant T(i‘(yn)) =u ¥, avec ‘un '2 1 pour tout Yq € A.

Ici D n'est pas un Banach, mais la démonstration du théoréme IV (ii) reste

valable.
La premiére démonstration du fait que M(C A(G)’ 21) = 22 si A est un quasi-

Marcinkiewicz est dans L8:l . Unexempleest A= Zz"c 7.
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B:U(T):{f_ec(T) H!f- E £(n) oint|| —>0 si N——»+00}

N o(T)

B =U"(T)= U_(T)

En effet 1'application identité envoie B(')(T) dans LP(T) pour O0<p<1 ( [1 5]
et exposé no. 4 de |:16J ).

En outre les espaces suivants ont la propriété K :
B-c@ [6], B-a@-c.m , B-u'm [l

Ces résultats sont démontrés par une technique d'extrapolation. La méthode est exposée
en détail dans 1'exposé no. 4 de [1 5] pour le cas B = UT(T). En voici les idées, dans
un cadre plus général : soient B € (3 A(G)’ E son enveloppe inconditionnelle,
F e (BA(G) un espace "intermédiaire" tel que 1'identité soit continue de B dans F
etde j(F) dans E (si B=U'(T), E-= 22, F = L4(T)). Supposons que F ala
propriété K (1'enveloppe inconditionnelle de F est évidemment E) ; supposons
aussi que F(')- est un "interpolé" entre Bé et Eé , au sens suivant : il existe unev
fonction ¢(x,y), définie sur R+x R+, croissante par rapport a chaque variable,
telle que o(x , )1() +0 si x —»+o, ettellequesi j(f) € Con?
el <okl [kl
: Eo 0

Alors, avec la méthode de [6] et [7] , on peut montrer que B a la propriété K.

si B=1P(G) avec 1<p<2, Ie théoréme IV.2 ne s'applique pas. L'enveloppe
inconditionnelle Ep de LP(G) est un espace réflexif [1:] d'apreés le corollaire II.2.
D'apres 1'inégalité de Young, Ep est incluse dans &P ' 1-15 + Fl>' = 1), mais stricte-
ment. En effet soit A< T unensemble A(p'), c'est-a-dire tel que L[X (G) soit
canoniquement isomorphe a Li(G). Alors LP (G) est complémenté dans LP(G) et
canoniquemert isomorphe a Li. Donc M (L A(G)’ e 1) est canoniquement isomorphe a
22 et complémenté dans m(LP(G), 81). Il est donc impossible que m(LP(q), 21) = EL‘)
soit isomorphe a 2P,

1
Par ailleurs nous avons vu que I[P (G) (2 <p' <) a lapropriété K.
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I1 en est de méme pour L1(G) et LP(G) si % + 1Tk =1 (k un entier positif),

car ces espaces ont la propriété du majorant ( [1] et exposé no. 5, de f_16:[ ). Le

probléme de savoir si PG) (1< p<2, % + 511—( #1) alapropriédté K relativement

a Ep reste ouvert [1]

Soit B = Ap(G), le dual de 1'espace des convoluteurs compacts de LP(G)

(pour 1< p< ). Montrons que son enveloppe inconditionnelle E est le dual de

M (LP(G), 2%): d'aprés le corollaire .1, E estle dualde M _(c_, M ((LP),i(LP))
. ' .
= ’Tl’l.C(j(Lp ),mc(co,j(Lp ))). Comme 1'enveloppe de 1P (G) (113 + I—)]T = 1) est canonique-

ment isomorphe a 22, "m,c(co,j(Lp)) 1'est aussi.

C. Les espaces B = CA(G).

Nous avons déja vu dans la section B quesi A=T ousi A estunquasi-
Marcinkiewicz, 1'enveloppe E de C A est canoniquement isomorphe a 82 . Si A
est une partie quelconque de I, E est toujours incluse dans 82 et elle contient
toujours o .  Rappelons que pour tout o= (ocn) €E'= 'TR(c L (G)/ L (G)) =
m(e“,M(G)/MAC(G)) =M(C ,(G),¢"), ilexiste p €M(G) telle que <u,... D=a

pour tout yn € A.

PROPOSITION IV.1. (i) Un multiplicateur (« ) de C,(G) dans 2! est

compact si et seulement si pour tout € = ( en) € {-1 , 1}N il existe o € L1(G) telle que

<go,yn> =« e pourtout y €A,

(ii) Les espaces mc(c A(G), 21) et M(C A(G), 21) coincident si et seulement
si pour tout o= (cxn) € 'm,(CA(G), 81) il existe ¢ € L1(G) telle que <(P,7n> = o

pour tout ¥ n€ A.

Démonstration. (i) résulte des propositions I.2 et 1.4, car C A(G) est autoadjoint.
' . 1 .
(ii) se déduit immédiatement de (i) en remarquant que si (cxn) cm(c A(G.), 2}, etsi

e ye |- 1} (a ) EMC,(G),e).

DEFINITION IV.4. Unensemble Ac T estun ensemble de Riesz si
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L}&(G) =M A(G). Parexemplesi G=T et A=2Z'", A estcomplémentaire d'un
ensemble de Riesz, en méme temps qu'un quasi-Marcinkiewicz. Dans le cas général ol
AS  est un ensemble de Riesz, nous ignorons si 1'enveloppe de C A(G) est isomorphe

a 82, et méme si elle est réflexive.

Nous avons cependant

PROPOSITION IV.2. Si AcT est complémentaire d'un ensemble de Riesz,

tous les multiplicateurs de C A(G) dans ¢ sont compacts.

Démonstration. Soit o = (ocn) em(c A(G), 21). Il existe u € M(G) telle que
(p ’7n> =a pour tout Y, €A, et p sedécomposeen U =0+ Uos oll <p€L1(G)
et B est singuliere. D'apreés la proposition IV. 1, il suffit de montrer que M est
nulle pour obtenir la proposition IV .2,

Supposons B mnon nulle. Alors il existe un fermé Hc G, de mesure de Haar
nulle, et une fonction f continue sur H, nulle en dehors de H, telle que </.Ls,f>
ne soit pas nul. Comme A est complémentaire d'un ensemble de Riesz, f, quiest

Ll L .
dans M(G)', est aussi dans (L1 Y =M C) , c'est-a~-dire dans le sous-espace

AS A

i1
Cy (G) de C"(G). Comme f estde premidre classe de Baire dans C'"(G), il existe
d'aprés [10] une suite (fk) €C A(G) telle que ka”oo < Hwa pour tout k, et
ll A .
f »f pour o(C, (G),M(G)/M (G)). On peut méme supposer que j(f,)€ c_ .. Alors
k A AS k 00
pour tout ¥ €A, <fk,'yn> ~0 et (f,p P—>{f,u) = <f,us> si k ++o. La suite

(o:j(fk))k>1 est une suite dans 2 ! , de Cauchy pour cr(iZ1 ,2%7).  donc convergente
pour la norme de g! . Soit y= (yn) sa limite. Pour tout ¥ €A,

y, = lim ocn<fk,7n> =0. Or
K~—+o0

<og'(fk),1> = T an<fk,yn> = Z <u,,yn><fk,yn> = (fk,u>—»<y,1>=0 =(f,u) = <f,us>

n=1 n=1

ce qui contredit 1'hypothese.
Nous avons jusqu'ici considéré des ensembles A relativement "gros". Que se

passe-t-~il pour des ensembles "minces" ? Le cas extréme est celui des ensembles de

Sidon, c'est-a-dire des ensembles A telsque C A(G) soit canoniquement isomorphe a

e,
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Bien que C A(G) ne soit jamais de type 2 lorsque A est infini (prisque
A contient toujours un sous-ensemble A' de Sidon), la technique du théoréme IV.2

peut s'appliquer. Nous rappelons maintenant des idées et résultats de [12:] :

DEFINITION IV.5 L12.. Appelons CPS(G) 1'espace

{feLz(G)I su ” 1;1; e (w) {t,y > H dw < +c>oJL
PR R

muni de 1la norme évidente.

1l est clair que CcP5(G) € @T(G) et que ;i(Cp 5(G)) est dans la classe J .

DEFINITION IV.6 E12_| . Unensemble Ac T estdit stationnaire si 1'application

identité est continue de C A(G) dans CcP5(G).

Ny Iy
Par exemple [12] si A= {3 +5 |(n1 ,n2) €N xN} c Z, A estunensemble

stationnaire.

PROPOSITION 1V.3. (i) Pour tout Ac T, 1'application j envoie CS\S(G)

dans 1'enveloppe inconditionnelle de C A(G).

(ii) L'ensemble A est stationnaire si et seulement si C A(G) a pour enveloppe

inconditionnelle 1'image par j de CiS(G).

Démonstration. (i) D'aprés la proposition I.1 et le corollaire I.1, il suffit de
montrer que TM(C A(G), 21) est inclus dans 1'image par j' du dual de Cis(G). Or

1
pour tout o € M(C A(G)’ 2') ettout fec

llo¢||21 <l int HEij(cA(c)) < Jlod !l .

e=(e_Jet-1, N i(cR3(@))

(ii) L'enveloppe inconditionnelle de C A(G) contient toujours j(C A(G)). Si
elle est égale a j(CiS(G)), clestque C A(G) est inclus dans CKS(G). Réciproque-
ment si C A(G) est inclus dans CiS(G), son enveloppe inconditionnelle est incluse

dans j(C%S(G)). D'apres (i) elle lui est égale.

Notons que si A est stationnaire, C A(G) a la propriété K, par le méme
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argument qu'au théoréme 1V.2,

PROPOSITION 1V .4 [2] . Si AcT estunensemble stationnaire,

J
MA(G) ——>c,.

Démonstration. Nous allons démontrer en fait un résultat plus fort : pour tout
A' ¢ A, telque A' soit un ensemble de Sidon, (toute partie infinie de A contient
un tel ensemble), et toute g €M A(G)

p l(u 97>}2 < 400,
YEA!

En effet, si A est stationnaire et si y€EM A(G),/.L définit un convoluteur de
c(G)/ CA,C(G) dans C,, (G). Donc j(u) définit un multiplicateur de 1'enveloppe de

C(G)/CA,C(G), canoniquement isomorphe a 22, dans 21.

Dans certains cas, 1'enveloppe inconditionnelle de C A(G) n'est pas connue
explicitement, mais nous connaissons un espace plus grand, ce qui donne certains rensei-

gnements. Examinons le cas des ensembles p-Sidon.

DEFINITION 1IV.7 l,4:] . Soit 1<p<2, Unensemble AcT est p-Sidon
si C \(G) —L— P,

Appelons HJH la constante de p-sidonicité de A.

Nous ignorons en général quelle est 1'enveloppe inconditionnelle de C A(G) si
A est un p-Sidon. Elle est évidemment incluse dans ¢P. Peut-elle &ire égale & ¢P 2
L'ensemble A = {3n1 52 |(ny,n,) ENXN} est 2 la fois stationnaire et 3-Sidon
[1 2] , [4] . D'apres la propoéition IV.3, son enveloppe inconditionnelle est 1'image

2)If 16 Vn1,r12€N ;

. ps N ' _ _
par j de CB(G). Drapres [12], crest {t-a apn, = nn,

n1+n

]
<o=(<pn )€ 81(82)ﬂ 22(21)J‘ qui est inclus dans 24/3.

112
Voici quelques propriétés des ensembles p-Sidon, qui peuvent étre liées a la

notion d'enveloppe inconditionnelle.
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PROPOSITION 1V.5 [3] . Soit A< T unensemble p-Sidon. Soit r'>2

1T 1 1
tel que 5=Z+E' . Alors

] 1
M, (G) — 0
Démonstration. Toute mesure p€EM A(G) définit un convoluteur de C(G)/ CAC(G)
dans C A(G). Alors j(u) est un multiplicateur de 1'enveloppe de C(G)/ CAC(G) ,

canoniquement isomorphe a 22, dans 1'enveloppe de. C A(G), donc dans  ¢P.

PROPOSITION IV.6 [4:] . Soit Ac T unensemble p-Sidon avec constante C.

1T 1 1 1
=5,+2=§—5, et q>‘2.

Soient p' tel que %+I-15'=1’ r<2 telque

r
Alors &° ‘est inclus dans 1'image par j de L?\(G). La norme de 1'inclusion est

majorée par CVq.

Démonstration. ~Par hypothése, C,(G) —1— ¢P | et par dualité,

t, ,
cv(d , Lf/l\_) P M(G)/MAC(G)<—-J-- P

'
Nous en déduisons que 2P est inclus dans M(E , j(L?X(G))) ou E est 1'enveloppe
inconditionnelle de L(}\. Par le théoréme IV.2, E est canoniquement isomorphe a

’22 avec HgHEs co'\/EHgnz pour tout g€E. Toute fonction f de o’

, qui
1

est produit d'une fonction g de 22 par une fonction h de eP appartient donc

a J(LY(G)) avec

e < HgHE [l < Vq COCHgHg2 HhHeP' = Vg COCHflleI"

(((e)) MmE, i)

Améliorons cette proposition.

Soit 1.¥(G) 1'espace d'Orlicz détini par  (x) = exp x> - 1. Clest le dual de
L;Z;(G) ol P(x)= lx l(log(e+ |x l))1/ 2. De plus DZJ il existe des constantes K, K,
telles que

1 1
) "2 ) 2
VEELY(G) K.,sup g Hf” < Hf” <K f
o2 (e} L¥ @) R > a”l ”Lq

(G)
Un des principaux résultats de L1 2] est le suivant :

Le dual de CP®(G) est 1'espace des convoluteurs de L2(G) dans Lw (G).
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La partie difficile de la démonstration est 1'inclusion :

cVL2(G), L¥(G)) — (CPS)1 .

PROPOSITION IV.6. (i) Soit Ac T unensemble p-Sidon ; soit r tel que

1.1 1 1 r . . . ¥

Rty AveC st = 1. Alors ¢ estinclus dans 1'image par j de LA(G).
(ii) [2_] Si e¥  est inclus dans l'image par j de LK(G) etsi A est

stationnaire, alors A est un ensemble p—Sidon,' pour p tel que [-1)- + %, =1,

1 1
5| +2.

1
r
Démonstration. (i) est immédiat & partir de la proposition IV.5 et de la remarque
sur la norme de L¢(G). Voici une autre démonstration : par hypothése et d'apreés la
proposition IV.3, 1'image par j de C KS(G) est dans ¢P. Par dualité, en utilisant
la partie facile du résultat de G. Pisier ci-dessus, &P ' est inclus dans M( 22,j'(szpx)).

Donc ¢' est inclus dans j(Lij).

. 1
(ii) Supposons &' inclus dans j(Ljﬁ(G)), alors &P ='m(22 , ) est inclus

dans M(2° ,j(Ljf )), donc dans le dual de j(CXS), par la partie difficile du résultat

de G. Pisier. Donc CXS(G)—-J—>QP. Si A eststationnaire, A est p-Sidon.

On peut imaginer d'autres espaces F de la classe J tels que 21 cFc 22

et se demander s'il est possible de trouver un ensemble A dans T, autre qu'un

ensemble de Sidon, tel que C A(G-) ~ 4+ F. Ona déja considéré les cas F = 22,

T 11 .
' pth T

F = j(C RS(G)), prédual de MY 82,LX(G)). Considérons le cas ot F est prédual de

prédual de m(ez, 21) : F =¢8P, prédual de MY 22, ey pour %= % +

)
m( 82,1_& (G)) pour p'>2. Rappelons que A X(G) est le dual de 1'espace des

convoluteurs compacts de LP (G)/Lp C(G) dans Li(G) (section B de cette partie).
A

PROPOSITION 1IV.7. (i) [1’3] Soit F 1'espace de la classe J dont le dual

1
est TTL(BZ,Li (G)) pour p'>2. Soit Ac T ; supposons que

cA(G)——J—>F.

Alors A est un ensemble de Sidon.




VI.25
(ii)Si C A(G) = A%(G) alors A est un ensemble de Sidon.

Démonstration. (i) L'hypothése et la proposition IV.3 entratnent que A est un
ensemble stationnaire. Les espaces mc( 22,Llj3\l (C)) et M C( 82,L¢A(G)) sont canonique-
ment isomorphes. Utilisons un argument d'extrapolation, dii a G. Pisier, pour montrer
qu'ils sont isomorphes & ’mc( 22,L3\(G)) =c ; par dualité, F sera canoniquement

isomorphe a 21 , A sera donc un ensemble de Sidon.

]
L'espace LP (G) est interpolé entre LZ(G) et LYUG) si q est >p'.

si jf)ec,, si [13, 19 v,
el o < [el0 TRlP, < cliel™P Tkl
1P 1dG) L) 1Y) L)

On en deduit, pour o€ Coo

o 2 < clld-® If®

! 2 2 .2y
LR (@) m(e?, ¥ @) me?, ¢)

Cette inégalité et 1'hypothése entrafnent 1'existence d'une constante C, telle que

”ocho = ”cx“ 2 = C1”oc”C

m (2%,1.5(a)) 0

(ii) Supposons que C A(G):AIR(G). L'application j envoie C A(G) dans le

sous-espace complémenté E A de 1'enveloppe inconditionnelle E de AP(G). Nous

1
avons vu a la section B quele dualde E est 'm,(P.Z,Lp (G)). Ledualde E A

1
est ‘m(22,Li (G)). D'apres (i) appliqué 2 F = E,» A estunensemble de Sidon.

On peut encore considérer le cas o F = 'TT%(C ,Lw (G)) ou bien

F='m_C(CO,L?X(G)) pour p>2. Alors C (G)——->F‘ si A estun p-Sidon
+ 1
p

'=1, si

, + % , d'apres 1'hypothese et les

Tl=
Til=

pour p= ;—1 En effet si

propositions IV.5 et IV.6,

c,(G) I L oP 5 o7 M (c L"D(G))-—-ymc(c ,L(@)).
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Exposé no. 7 Année 1980-81
B. Virot

EXTENSIONS VECTORIELLES D'CPERATEURS LINEAIRES BORNES SUR LP.

Résumé. Un espace de Banach E étant donné, on étudie les normes des

extensions naturelles 3 LP(E) de certains opérateurs lindaires bornés sur LP.

INTRODUCTION.

Dans toute la suite, on fixe un espace mesuré (i, &d,u), et on désigne par
E un espace de Banach. Pour tout nombre réel p € [1 ,+oo] ,onnote LP(E) 1'espace
LP@,a,u ,E), et Hpr lanorme de f dans LP(E). Si E =R, onécrit

simplement LP aulieude LP(R).

Soit B(LP) 1'espace des opérateurs linéaires bornés sur LP. On note
o'fE(Lp ) 1'ensemble des opérateurs T €£(Lp ), tels que 1'application IdE ®T
(définie a priori seulement sur E ® Lp), s'étende en un opérateur borné sur LP (E),
noté Tp. Kwapien ( [6_] , th. 2) a démontré que ;/E(Lp) =D(LP) si et seulement si
E estdu type S Q P (c'est-a-dire s'il est isomorphe a un sous-espace d'un
quotient d'un espace LP(Q',a ,u')). Quand E n'est pas de ce type, il se pose donc

le probléme de la caractérisation des éléments de <& (LP). Dans le 1, on répond
E ,

a cette question sous 1'hypothese E contient des 831 uniformément .

Soit maintenant T € Z(LP) un opérateur particulier. On aimerait savoir quels

sont les espaces de Banach E pour lesquels T eofE(Lp ). Ce probléme a été résolu
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par Pisier ( [10] ) dans le cas ou T est la projection sur 1'espace des séries
de Rademacher, et par Burkholder ( [1:[ ), dans le cas ol T est une transformation de
martingales. Nous nous sommes intéressés au cas ot T est la transformation de
Hilbert. Sans arriver a donner de caractérisation, nous avons montré comment diverses
méthodes classiques développées a 1'origine par Burkholder et Gundy, puis par Coifman,
Fefferman, Lépingle et Meyer, donnent 1'équivalence de plusieurs conditions, avec

contrdle des normes.

Un autre probleme est d'obtenir des estimations précises, en fonction de n,
de la norme des opérateurs TE pour E espace de Banach quelconque de dimension
finie n. Pisier ( [1 1] , proposition 7) a obtenu une telle estimation dans le cas ol
T est la projection sur 1'espace des séries de Rademacher. En ce qui concerne la
transformation de Hilbert, nous n'avons obtenu une estimation non triviale que dans le
casou E estégala 831 ou 8:. Afin de préciser ces résultats, introduisons
quelques notations. On désigne par LJV(E) 1'espace (des classes) des fonctions

Ol-mesurables f avaleurs dans E, pour lesquelles

Hf“w = sup Au{wéﬁﬁ ; lf(w)” > A} < 400,

A>0
Soit A un opérateur défini sur un sous-espace partout dense M de LP(E);

on pose
st t<p<io, fall ol
’ M-LP(E)
’ M-L (E)
, du nombre p ety
On désigne par C, C', ... des constantes indépendantes/de 1'espace de Banach
E, et par Cp, CI‘D ,... des constantes ne dépendant que de p, etnonde E.

Dans le § 2, on démontre que la transformation de Hilbert T appartient a

*
i’E(Lp ), (o 1< p< +4x), sietseulement sil'opérateur maximal associé T est

de type faible (1,1). De plus, avec les notations introduites ci-dessus, on a alors

(1) ”T::“u,n = ¢ l]TE”(p,p)’

et
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@) gl oy = gl 4y -

On en déduit, pour tout entier n = 2,

I ! |
” CpLogn, et !’Té»l(p,p)

n n
Dans le § 3, précisant un résultat dii & Burkholder ( l_1_l , th. 1.1), on démontre

< C! Log n.
D g

T <
4 (P,p)

une inégalité analogue a (1), pour les transformées de martingales a valeurs vectorielles.

Les suggestions et les remarques de Mme Aline Bonami ont joué un rdle capital

dans 1'élaboration des § 2 et 3.

Je remercie également M. Gilles Pisier d'avoir bien voulu m'initier a ces

problémes, au cours de plusieurs conversations fructueuses.

1. LE CAS DES ESPACES DE BANACH CONTENANT DES 2; UNIFORMEMENT.

Dans tout le § 1, on suppose 1< p < 4,

1.1. RAPPEL. Les espaces de Banach E et F dont dits X-isomorphes,

s'il existe un isomorphisme ® de E sur F tel que “@H H@'Ju < X.

On dit que E contient des 2:1 uniformément, s'il existe X\ < +o et une

suite (En ; NEN) de sous-espaces de E, telle que B, soit A ~isomorphe a 2:1.

1.2. Si l'espace E contient des 83} uniformément, alors a‘fE(Lp ) = ;f 1(Lp ).
g

Ce résultat découle de la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de E, et soit

T e;é’E(Lp). Alors
T e:KM(Lp) m;fE/M(Lp) ;

de plus

HTMH(D,D) = IITE“(p.b) » e l’TE/I\’IH(D.D) = HTEH(p;p)'

Démonstration. Puisque LP(M) s'identifie & un sous-espace de LP(E), on

<l

EH(p,p)'

voitque T €;£M(Lp) et que HTMH(p D
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Notons 7 la surjection canonique de E sur E/M. Soit f¢ LP(E/M)

une fonction étagée. Il existe une famille finie (A1 ) eeny An) d'éléments deux a deux
disjoints de &, et des vecteurs Xps ooes X de E, telsque f s'écrive sous
la forme

n
1 1
f=2 7(x.)® A,
i=1 Ip,(Ai)l”P . !
Soit €> 0. Pourtout ic€ {1, cens n}, choisissons Y; € E tel que

mly)=7(x;) et

Iyl =l P €)'

Posons
n 1 1
= 2 .® A, .
*T i [M(Ai)j 76 %7
On a
ol <+ e,
et, comme ”17”5 1,
gy e el < lirg all, < gl il -
On en déduit
laag g el = legll, el

ce qui démontre le résultat voulu, compte tenu de la densité de 1'espace des fonctions

étagées dans E® LP.

COROLLAIRE 1.

(i) Pour tout espace de Banach E

Z4(1P) e L,

) p -
et, si T€£§(L ), alors ”TE}H(p,p)" ”Tgll(p,p)‘

(ii) Si E contient des 21n uniformément, alors

2 (L) = LpLP).
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Démonstration.

(i) Soit Te€&,(LP), etsoit t€E® LP. Lafonction f prend ses
¢
valeurs dans un sous-espace de dimension finie E1 de E. On aévidemment

”(IdE ® T)f!!p= ”(_IdE ® T)f“p;

1

mais E1 étant isométrique a un quotient de 21, la proposition 1 entraine

loeg, o el = el )l

(ii) Si E contient des 2:1 uniformément, en utilisant la partie triviale de

la proposition 1, on voit que a”fE(Lp ) estinclus dans & 1(I_.p).
4

1.3. Il nous reste & déterminer 1'ensemble ;£ 1(Lp ). Pour cela, nous aurons
4
besoin de la notion d'opérateur régulier ( [1-2] , P. 228). On dit qu'un opérateur

T € L(LP) est régulier, s'il s'écrit sous la forme

T=T,-T, ,

oll T, et T, sont des opérateurs linéaires positifs sur LP. (Rappelons que tout
opérateur linéaire positif sur 1P est borné). Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.
(i) T estrégulier ;

(ii) T transforme toute partie de LP  bornée pour 1'ordre, en une partie
bornée pour 1'ordre ;

(iii) 11 existe un opérateur lindaire S =0 sur LP  tel que le ls Sf
pour tout f € LE ;

(iv) Le module de T est un opérateur borné sur LP.

Sil'opérateur T est rég_ulier, on note IT l son module.

PROPOSITION 2. L'ensemble ,?f 1(Lp) est égal a 1'espace des opérateurs

g

linéaires réguliers sur 1P ; deplus,si TE a‘f1(Lp), alors HT 1H(p p) = '! lT I ”
s et . 8 _ e L]

(p.p)
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Démonstration. Supposons T régulier sur 1P, soit S un opérateur

linéaire positif sur 1P , vérifiant pour tout f € LE , 1la condition
,T f l <SHt.
Si f 17+ fn est une famille finie de fonctions de LP , on a alors

2 lrels2slyl-sz gl
Tittl<s Dsltl=s T Itl,
=1 ' =t i=1 !

d'ol 1'on déduit

n n
1% I ell= Dol 13 1511,
p <
Donc, Teijg(L ), et ”Te1||(p’p) < llsl.l(p,p).

Réciproguement, considérons T € & g(Lp ). Si on pose [-15 + 51:] =1, on voit

c , ¢ t . s q t _
que 1'opérateur transposé T appartient a cfeoo(L ) et H Teoo”(q,q)* ’|T21H(p,p)‘
Donc, si f1 I § n est une famille finie de fonctions de Lq, on a
t
(1) H1;jli<pn |ty £, H|q SHTJH(P’P)HéEn 'fi‘”q .

Désignons par 9 une partie de L? bornée pour l'ordre, et par & 1'ensem-

ble des parties finies de $H. on pose

g=suw |1,

1 {83 »)
et,si Be S,
- sup |'rel.
5 sip
L'inégalité (1) entrathe
o logll, = el ol

Soit W un ultrafiltre raffinant le filtre des sections de &, et o = lim <pB ,

pour la topologie faible o (LY, LP). De 1'indgalité (2), on déduit

3) loll, < Tkl okl -

d (p.p

D'autre part, B_€ & étant fixé, on a pour tout BEFK contenant B, -
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- >
(DB (pB =0 s
(o}

d'ou

hm(@B-(PB ) = (D—‘PR = 0.
w o} ie)

Donc, 1'image de Hh) par 1'opérateur tT est contenue dans 1'intervalle l:—cp , q;l ,

ce qui prouve la régularité de tT, et de plus, compte tenu de 1'inégalité (3),

llex g gy <l

Alors, 1'opérateur L S régulier, et on a

Ml <l ]l

"

(p,p) (p,p g“(p,p)'

1.4. Remarques et exemples.

1)Si T est régulier, alors pour tout espace de Banach E

y< el oy =M Il

HTEH g (®,p) "

(p,p p,p)

2) Supposons que § soit un groupe localement compact commutatif, et g 1la
mesure de Haar sur . Si T est régulier sur 1P et invariant par translation,
alors T est 1'opérateur de convolution par une mesure bornée. Donc T ej'E(Lr)

pour tout espace de Banach E et tout nombre r € [1 ,+°°] .

3) L'étude des espaces de Banach K-convexes due a Pisier ( [:10] )s

[3 3 1 k3 rd - > Vd
montre que si E ne contient pas de en uniformement, il existe un espace mesure

(@.,,u) pour lequel L (LP) £ & (LP).
g

4) Prenons pour espace mesuré (Q,C0L,u) l'intervalle ]O,+oo [ muni de la
mesure de Lebesgue, et pour opérateur T - 1'intégrale de Hilbert, donnée par la

relation

400
T f(x) = S E(Z)y dy.
o

On voit que 1'on définit ainsi un opérateur lindaire T=0 sur LP (cf. [14:l , p. 271).

Donc, T €fE(Lp) pour tout espace de Banach E.

5) Prenons pour espace mesuré ({,CL,u) le disque unité A du plan complexe,
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muni de la mesure de Lebesgue, (A = {2603 ; ’z 1< 1}). Soit &p le sous-espace
de 1P(C) formé par les fonctions f€LP(C) qui sont holomorphes sur A. On

définit une projection bornée T de LP(€C) sur 559 en posant

I (9]
IR

On voit (cf. [ 4] ) que la restriction T, de T a 1P se met sous la

forme

T,=U+iV ,

1
ol U et V sontdes opérateurs réguliers sur LP°. Donc, T € sﬂE(Lp ) pour

tout espace de Banach E. On en déduit que 1'ensemble
53p(E) = {f € LP(E) ; £ holomorphe sur A}

est un sous-espace complémenté de LP(E).

2. LA TRANSFORMATION DE HILBERT,

2.1. Dans tout le § 2, 1'espace mesuré considéré sera R, muni de la
mesure de Lebesgue, notée m. On désignera par T la transformatiocn de Hilbert
sur R. Rappelons (cf. [14] , chap. 2), quesi f€LP, (1<p <a4x), onapour

presque tout x € R

T f(x) = lim g 1) 4.
€40 'x—y'>£ X-y

La transformation de Hilbert est de type faible (1,1), et elle définit pour tout

p €] 1,40 [ un opérateur borné sur 1P,
Soit maintenant f € LP(E), (1< p<+4w), Pourtout €>0, onpose

T 10 Way
lx—y >E

et on définit 1' opérateur maximal TE par la relation

Tg £(x) = sup HTE’E £x)l].

Notonsquesi f€E® 1P , On a encore pour presque tout x€R
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lim H(Id ® T) f(x) - f(X)”=0,

T
€90 E,e

E
ce qui entrafne

(1) laag © ) 60l < 15, #00).

Le théoréme suivant résume les résultats principaux du § 2.

THEOREME 1. Pour tout espace de Banach E, et tout nombre p €] 1,+00 [:,

les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L'opérateur Id_ ® T s'étend en un opérateur borné sur IP(E) ;

E

(ii) L'opérateur Id_ ® T s'étend en un opérateur de type faible (1,1)

E

de L'®) dans Ll(B);

*

(iii) L'opérateur maximal Ty est de type faible (1,1), de L1(E) dans

1
L (e) ;
(iv) L'opérateur maximal TE

De plus, si ces conditions sont vérifiées, alors

est borné sur LP(E).

(2) CpHTEH(b,p)S “TE”(LUS C”IdE ® T”(1’1).<_ C'”IdE®T“(p’p)

Compte-tenu de 1'inégalité (‘1), 1'implication (iv) =>(i) est triviale. Les
implications (i) = (ii) ==(iii) == (iv), ainsi que les inégalités (2), découlent des
propositions 3, 5 et 7 ci-dessous. Avant d'aborder leurs démonstrations, indiquons
quelques corollaires du théoréme 1. (Pour abréger, dans toute la suite du § 2,
® T et ses extensions données par les condi-

on notera T_ 1'opérateur Id

E E
tions (i) et (ii) du théoréme précédents).

COROLIAIRE 1. La classe C des espaces de Banach E pour lesquels

la transformation de Hilbert appartient 2 ﬂE(Lp ), ne dépend pas du nombre

p€]1,+°° [

REMARQUES.

a) L'implication (i) =>(ii) du théoréme 1 et le corollaire 1 découlent
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également des résultats de [13] .

b) Tout espace de la classe C précédente est superréflexif. En effet
( l_9_] , lemme 1), si E n'est pas réflexif, il existe pour chaque entier

n=1, des vecteurs X1""’Xn de E tels que, pour tout (oc1,...,ocn)€Rn

k V n n
sup lZ oc.‘SH.Z cxix.H SZ.Zlocil.

1<k<n i=1 i=1 7 i=1
n
Alors, si on pose 0, = 1[1_1 7 et f= ‘5;1 Xi® ¢;, ona
T 1=
Il = 2.

Montrons que par contre

k
”Kslliin '|i§1 T o; ’ ”2 = ﬁ Logn: ,

ce qui implique

HTE f”z > % Log n!

k-1 K k-1
11 suffit de minorer, sur E—l’-l_ , ﬁ__l , T @, par cLlogk, ce qui découle
i=1
de 1'inégalité :
i/n
d 1
To)=\ L=z
. X~y
i-1
n

COROLLAIRE 2. On conserve les notations du corollaire 1. Soient E € C

et f€ LI(E), (ol 1 =1 <+4x). Pour presque tout x€R

1im [T f(x) - T, £)l] = 0.
Ef)‘g E,e % g ¥

Démonstration. Considérons d'abord le cas ol 1< r < 4o, On pose

(x)= T |7 f(x) - T f()“,
o6 = T frg ¢ t60) - 7 s

et f=g+h avec g€E® L. Alors, pour presque tout x€R
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lin Iy a0 - el =0,
d'olr

ofx) < Tim HT

h(x) - T hx)|| .
o X B (x

E,€

On en déduit
*
loll < Ik sl + e ol

et par suite, compte-tenu du théoreme 1,

loll, = Q. oy + gl Il

Mais, on peut choisir Hh”r arbitrairement petit, ce qui montre que H(p”r =0,
Dans le cas ol =1, on procéde de mani¢re analogue, en utilisant les normes

du type faible (1,1) des opérateurs T:: et Tg-

COROLLAIRE 3. Pour tout entier n=2 ona “T 1‘ (1,1 = <Clogn,
a “

(p,p) = Cploen & = H(
¢

et, si 1<p<+0,
- C Log n.

n 7p)“
n

Démonstration. La seconde inégalité découle de la premiere et du théoreme 1 ;

1a troisieme découle de la seconde et du fait que bp = 7.

Donc, il nous suffit de majorer | HT1 H“ 1) Soit 1<r<2; ona [14] , Chap. I,
e 1

§ 6.2, p. 48), &
Il py = =<
D'autre part, on voit que
e eyl ey
Appliquant le théoreme 1, on en déduit
(M e lly oy = ——.
o (1,1) (r=1)
Soient f1, ceey fn’ n fonctions de LT, et soit A > 0. Utilisant
1'inégalité de Holder et la majoration (1), on obtient, (avec % + ]s' = 1),
1
S
m {xeR ; ZITf(x)‘>>\j<—- Hzlle
A (p=1) i=1

D'ou, en choisissant s = Logn
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m {xeR ; 1%1 B £ (x) > A} < C Logn Hiri |fi | ”1

REMARQUE. Les inégalités du corollaire 3 sont optimales. En effet,

si 1'on reprend les fonctions 04 de la remarque suivant le corollaire 1, on voit

que Hrﬁ ‘T<pi|”p2§Logn!, tandis que H%'i(pimpsh ce qui entraine
i=1 i=1

gLog n! < HT21 H(p,p)'

n

2.2. Venons en aux démonstrations des résultats résumés par le théoréme 1.
Nous aurons besoin de 1a notion de fonction maximale d'une fonction a valeurs vecto-
rielles.

DEFINITION 1. Soit f une application mesurable de R dans E. On
appelle fonction maximale de £, 1'application  de R dans R L définie par
la relation

1
*(x) = sup —— Hf( )”d )
I3x m(1) SI ’ ’

la borne supérieure étant prise sur 1'ensemble des intervalles I (bornés, non réduits

a un point) qui contiennent x.

* rd
On voit que f* = Hf” ;  donc, les deux propositions suivantes decoulent des

propriétés de la fonction maximale d'une fonction numérique (cf. [14:[ , chap. 1).

PROPOSITION 1.

(i) Soit p€ [1 ,+°<1 . Si fe€ 1P(E), alors pour presque tout x€R

leeo)ll < #x)

(i) si fe€ L1(E), alors pour tout A > 0

m{xé:R s £ (x) > )\} < ;—:\ Hf“1 :
(iii) Soit p €1, 4. si feLPE), alors

I, <, ],



VII.12

PROPOSITION 2. Soient f € L1(E), et A >0. Désignons par G’A

1'ouvert

A

\ ={X€R : Fi(x) > A},

et posons 6& = IJ. , ol (Ij) est une suite (finie ou infinie) d'intervalles ouverts

deux a deux disjoints. Alors,

(i) pour presque tout x € R\ 63\ ,

ol <
(ii) pour tout j,

n—l(%; SL )l ax < a.
J

La proposition 2 permet d'étendre la décomposition de Caldero'n-Zygmund aux
fonctions a valeurs vectorielles. Gréce a cette décomposition, on montre comme dans
le cas scalaire, que si T €:;£E(Lp ) pourun p €] 1,+4c0 [, alors, 1'opérateur Tg

est de type faible (1,1). Plus précisément, on a la

PROPOSITION 3. Supposons qu'il existe p €]1,+°° [ telque T e&fE(Lp ).

Alors, pour tout f€ LY E)N LP(E), ettout A >0

mfeer ; Iy to0ll> 2} < Sl ll o Tkl

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition 2. On pose f=g + b,

la fonction g étant définie par les relations

gx)=£f(x) ', si XxX€ER\GO, ,

gx) = 2 fly)dy , si x€L.
m(L.) “I. J
i
Alors
(1) kel = x el = [ill, ,

et, sionpose b=2Z b:i , la fonction bj étant portée par I]. ,
J‘ B
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@ { bay=o,
1. !
J
3) S Hbj(y)” dy = 2g eyl ay .
1. 1.
J J
Les inégalités (1) ci~dessus entrafnent

p
lell) < o=l

d'oli, pour tout p > 0, en appliquent 1'inégzlité de Bienaymé-Tchebitcheff

o 1y el > 3} < @l [Pl

4) m{x€R ; 5 o)

Posons d'autre part

A= JLxeR ; HpTE b(x)|| > %},

et désignons par 'i; 1'intervalle double de Ij (f;. a le méme centre que Ij , et
m('fj) = 2m(IJ.)). On a évidemment
4 N\ ~
(5) m(A) < m(Y L)+m (a\u L).
J J
Mais

m (U Ij> =2 Zm(1) =2m(®;) ,
J J
d'oli, en appliquant (prop. 1, (ii)),

(6) m(u1>< I,
Reste a majorer m(A\ U %)' L'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraine
J
m(AN U i'j)szxepg ”TE bj(X)de.
J J TR\
J
Fixons y:i € Ij' Compte~-tenu de (2), on peut écrire, pour presque tout
~
x € R\ Ij
bj(y)
I 1



VII.14

Remarquant que si y€Ij, alors

1 _ 3m(Ij) ’
XY XY ey
on en déduit 3m(L)
( m . «
”T .b.(x)|| s—-—-zJ \ ”b.(y)”dy-
E X-y.) BI. J
J J
Mais, on a
S dx < 4
2 -— bJ
R\T (e-yy)” (L)
d'ou

§ o lrg vl ex<iz§ bl ay.

R\ Ij 3
Donc, compte tenu de (3), on obtient finalement
~ 48p
(7) m(A\ g) Ij) < HfH1 .

Les inégalités (5), (6) et (7) entrainent

(8) m(A) < _2_C_+r4_§g “f”1 .

Enfin, on déduit des inégalités (4) et (8)

il

m{x€R ;”TEf(X)” > A} < —);-1-(2p pp“‘”TEHf’p’p) + ?7)9+ 48) ,

d'ol le résultat voulu, en choisissant p = Z-HT—I;-(———) et en notant que
E¥p,p

=

o, a1

(p,p (p,p

g de type faible (1,1) implique TE

de type faible (1,1). Nous suivons la méthode développée par R. Coifman et Y. Meyer

I1 nous faut maintenant démontrer que T

( [.3] , p. 95 & 101), et qui repose sur lfinégalité de Cotlar.

Soit €JO,1]. Si f est une application mesurable de R dans E,

la borne supérieure étant prise sur 1'ensemble des intervalles (bornés non réduits a un

point), contenant x.
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*
Notons que M1f =1 .

le lemme suivant découle du cas particulier ol E =R

’

Comme Mg f= MSHf

( [3] , lemme 6, page 99).

LEMME 1. Soit f une application mesurable de R dans E, et soit

X > 0. Sion pose GA = JLxeR 5 M, f(x) > )\}, alors

(@)= & o] ax
moy rg%

PROPOSITION 4 {Inégalité de Cotlar). Supposons que 1'application A, ® T

se prolonge en un opérateur de type faible (1,1), noté Ty, de L1(E) dans

L‘L,(E). Alors, pour tout & €]O,1 [, il existe une constante C(%), indépendante

de E, ayantla propriété suivante. Pour tout ft € E® (L1ﬂL2) et tout ac€ER

TE f(a) < (%) [MS Ty fa) + llTEH“’” f*(a)] )

Démonstration. Gréce a 1'invariance de la transformation de Hilbert par

translatior:, on peut se limiter au cas ol a=0. Soit €> 0. Posons
I=1-e,e[, f1=1If , f2=f-f1.
Alors, on a Tg ¢ £(0) = Tg f2(0), d'ol1, pour presque tout x€ER
9

m g ol = Iy 500 - 1 0004 g g0l + g 2,00l

’
Si 1'on suppose ‘x ,< Ze , il vient

\ 11
Ty, £,(0) - T f2(x)=§ly]>€ ﬁ-g,)f(y) dy ,

mais la condition ly Iz 2 ’x ‘ entraine

11 2]x|
R

d'ou

-—Tdy.
]yl>£ y

0 L)

HTE £,(0) - Tg f2(x)H < €

Effectuant une intégration par parties, on en déduit
*
HTE f2(0) - Ty fz(x)H < 4 £(0).

Alors, 1'inégalité (1) entrafne, pour presque tout x € J = ]-— ZE , ZE [
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2) ey, o)l <40+ llry sl + g £, Gl

E,

1 g m. En prenant la quasi-

norme des deux membres de (2) dans 1'espace LS(J ,4), on obtient 1'inégalité

ml =

Désignons par & la mesure de probabilité

1/8
6) g 10l < c1(8)[4f*(0)+M5TE )+ (3§ Irg £,60l° ) J :

’

ol la constante c1(g) ne dépend que de &, etnonde E. Il nous reste & majorer
le troisiéme terme du membre de droite de (3). Désignons par X la norme dans
1'espace L1—faib1e de la fonction x —-—»HTE f1(x)H. L'inégalité de Kolmogoroff

( [3] , lemme 7, p. 99) montre que 1'on a

4) SJ HTE f1(x)Hg dx = Cy(8) AD -3,

Enfin, puisque T_ est de type faible (1,1)

E
(5) vs gl gy gl < leglly g 2.
Les inégalités (3), (4) et (5) entrafnent

Iy o)l = o505 s g 00+ gl 1y #0)]
(en notant que HTE”(1 1) > HTR”(LT) > 1).

Remarque. 1.'inégalité de Cotlar reste vraiesi & =1 (cf. [3] , prop. 2,

p. 95).

PROPOSITION 5. On conserve les hypotheses et les notations de la proposition

4. Alors, pour tout f € L1(_E) et tout A > 0,

m{x€R ; T; ix)> A} =S ”TEH(1,1) kIl .

Démonstration. Notons Gl 1'espace des applications contin{iment dérivables

de R dans R, a support compact. Considérons tout d'abord le casou fE E® (”l

Soit § €]0,1 [ On pose

o, = {xeR P Mg Ty f(x)>x}.
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Le lemme 1 entraine

moy) = 5§ Iy, 60l1® ax
)\

On majore cette derniere intégrale en appliquant 1'inégalité de Kolmogoroff & la fonction
X —> HTE f(X)H. 11 vient

S )] e I I
(1) m(®. )<_):.§_ m(c%, ) T - tll,

Puisque fE€EE® Cfl , on voit que m(@jt )< 4. Donc, si m(@’k) £0,
on peut diviser les deux membres de (1) par [m(@;\ )] 1-5 ; on obtient alors

2 il
(2) m(®) ) = —5— ITglly 4y el

(cette derniére inégalité restant évidemment vraie si m(®’>\) = 0).
Compte-tenu de (prop. 1, (ii)) et de (prop. 4), 1'inégalité (2) entrafne
C,(%)
. ¥ 3
m{xeR ;T 1) > A} S ”TEH“,” Hf.”1

Le passage au cas ol f est une fonction quelconque de L1(E) se fait en

+00
écrivant f= Z £, avec f €E®G Hf ” < — Hf“ On voit que
n=1
{xeR ; T7, 1(x) >A}c y {xen T £ (x)> A}

d'ol

i N 10C,(8)
m{xeR ; Th f(x) > )L} < _73_ ”TE“(1,1) Hf”1

*
I1 nous reste a démontrer que la condition T_ de type faible (1,1) implique

E

TE borné sur LP (E). Nous suivrons la méthode utilisée par Coifman et Fefferman

( [2] , th. 3). La clé de la démonstration est 1'inégalité dite des bons X, donnée par la

PROPOSITION 6. Supposons T* de type faible (1,1). Alors, pour tout

E
f€L1(E), tout X >0, ettout 7y >0,

m{xeR : T;f: fx)> 21 et £(x)< yk} < C)/HTEH(1’1) m{xeR : TE f(x) > A} .

Démonstration. Désignons par Gi 1'ouvert




VII.18

O,

W= {XGR ; TE f(x) > A}.

Posons O =U Ij , ou (Ij) est une suite (finie ou infinie) d'intervalles

ouverts deux a deux disjoints. Il nous suffit de démontrer, pour tout j,
" * *
(1) m{xelj ; Tgf)>2) et f(x)< yA} < C)/HTEH(1’1)m(Ij).

On peut supposer qu'il existe un point ¢ ] € Ij pour lequel f (& j) < yA

(sinon, 1'inégalité (1) est triviale). Désignons par Ij 1'intervalle ouvert de longueur

12m(Ij) centré en 1'une des extrémités a:i de Ij’ et posons

f , fo=f-f.

1 'fJ 2 1
Alors
1 1
. m(I. I.
m(1;) P
d'oll, puisque 1'opérateur maximal T;; est de type faible (1,1)
x A * :
@) mixer, 5 Th 60> 5} < 48y mligll gy

Montrons maintenant que 1'on a, pour tout er:i ,

TE £5(x) <X +267)

ce qui terminera la démonstration de 1'inégalité (1), dans le cas ol ¥ < 31? , donc

dans tous les cas puisqu'elle est évidente si ¢y = 1.

Soit J un intervalle de centre x, et soit :Iv 1'intervalle de méme longueur

centré en aj. On a fz (v) |
HSR\J — ydy”_<_A1 +A2 +A3 ,
avec o)
- f2 y
] 1 1
A2= HSR\S‘ ;y_gg'_s,)fz(Y) dyH ’
et
‘FZ(Y)
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Puisque JU Ij est un intervalle de centre a, ¢® , ona

(4) A1<T f(a)<x

D'autre part

1 1
“Sou: 01 -l

et, si yQ'I;
1 1

TV Y @)

l<2m%)

d'ol, en effectuant une intégration par parties

() A252f*( £.) <2yx.

Enfin, pour majorer A on peut supposer

3 b
m(J) = 10 m(Ij) ,

~

(en effet, sinon (JA K} JAN Ij =@). Alors,

<2 e )l ay |
3= m()SJAS' (¥l dy

d'ou, en notant que JU J U I est un intervalle contenant CJ. , et de mesure
majorée par 3m(J),

(6) 3_24f(f)s24'y)\.
Les inégalités (4), (5) et (6) entrainent

(7) T;; £,(x) < A +26 ¥,

PROPOSITION 7. On conserve les hypotheses de la proposition 6. Alors, pour

tout p €]1,+°° [, 1' opérateur maximal T", est borné sur LP(E) et

E
"

HTEH(p,p)SCp I E(1,1)

Démonstration, Soit £€E® LP. Alors, TgteLP. Donc, ona

HT* pr = 2P p er}\p‘1 m{x€ER ; Tr f(x)>2Xx  d).
E'p o E

La proposition 6 entraine alors pour tout 7y > 0,
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HTE in < 2P, pg:w)\p'1 m{xeR s (x)> y)\} dXx

*

+ Cy ZP'DHTEH(1,1)S:°° Xp_1 m{XGR 5 TE f(X)> )\}CD\ .

On en déduit
% P 2 #||P * *
I ol = @RI + ez lhgllyy oy el
d'ou, en choisissant ¥ =% (C 2P HT;;H“ 1)>_1 ’
Ik el < c2®2 gl ol

Appliquant (prop. 1, (iii)), on obtient
g, = el el

On passe au cas ol f est une fonction quelconque de LP(E) par la méthode

déja utilisée a la fin de la démonstration de la proposition 5.

2.3. Remarques.

a) Les résultats précédents s'étendent sans difficulté au cas o T est un

noyau de Calder6n—Zygmund quelconque sur R",

b) Il est vraisemblable que si la transformation de Hilbert TE est bornée
sur LP(E), alors 1'espace é‘/;’E(Lp ) contient une large classe de noyaux de

Calderdn-Zygmund.
c) Sur 1'espace euclidien R", considérons le noyau X défini par.

w(t)

K(t)='”;:'ﬂﬁ ’

ol « est une fonction impaire, homogéne de degré O et intégrable sur la sphére
unité Zn—1 de R", Supposons la transformation de Hilbert TE bornée sur
LP(E). Alors, en suivant la méthode de ( [_1 5] , chap. VI, § 2), on voit que

1'intégrale singuliere
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S f(x) = lim f(x-t) K(t) dt
20 “e<llli<s
définit un opérateur borné sur LP(R" , E). En particulier, les transformations de

Riesz sont bornées sur LP(R" , E).

d) La proposition 6 peut étre €largie a d'autres inégalités : si 1'espace E

est tel que T, soit borné sur P (E), toutes les inégalités a poids ou pour les.

E

espaces d'Orlicz sont satisfaites.

e) Soit 3@ la transformation de Hilbert sur le tore ; rappelons que si f
est une fonction numérique de période 27, intégrable sur E—ﬂ , 17] , ona pour

presque tout x€R

16 £(x) = lim f(x~y) cotg %’ dy.
€0 ¥ « !y l <
. 2 X iz [ ]
En remarquant que la fonction x —>» %" cotg 5 est integrable sur -7 , 7l,
et en utilisant 1'invariance de T par translation et par dilatation, on vérifie facilement

les inégalités suivantes (olt 1< p < +») ,

(o

iegll = I .

<C!
p,p) p

et les inégalités analogues pour les opérateurs maximaux. Donc, si 1< p < 4o
la classe des espaces de Banach E pour lesquels X €£E(Lp ) est identique a

celle des espaces E pour lesquels T €£E(Lp ).
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2.4. Probléme ouvert. Avec les notations de la remarque 2.3, €), posons, pour

tout entier n= 1

ocn(!l@)=sup{”95EH(2’2) . dimESn}.

A-t-on o&n(gﬁ) <C H:’(eg ”(2,2) ’
n

c'est-a-dire, compte-tenu de la remarque 2 et du corollaire 3, a-t-on pour tout entier
n=2

(1) ocn(éfe) < Clogn ?

On peut démontrer que ocn(!,‘@) est la plus petite des constantes o> 0

vérifiant, pour tout sous-espace F de dimension n de L2, et pour toute famille

finie f1, ceas fm de fonctions de F
(2) H15~Sili<{)m ‘%fimz < aHKSilgm !fimz .

Soit alors Ac Z telque card A=n. Appliquant 1'inégalité (2) a une

famille finie quelconque de translatées d'une méme fonction £ ¢€ Li , on obtient

1l . L <« (0.
L

Al
Mais, par dualité

It _int{ |lell, s fn)=1 si neA et fn)=-1 si neA }.
Loo Loo 1 + -
ATTEA
Donc, un corollaire de 1'inégalité (1) est qu'étant donné A c Z tel que

card A =n = 2, il existe une fonction numérique £, intégrable sur le tore, vérifiant

les deux conditions

Hf“1 <Clogn,

fn)=1 si n€A et fln)=-1 si n€A_.
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3. TRANSFORMEES DE MARTINGALES A VALEURS VECTORIELLES.

3.1. Dans ce paragraphe, on se donne un espace probabilisé (Q,Q,u), muni
d'une suite croissante $B= (&n , n=0) de sous-tribus de QL. On note En

1'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport 2 la tribu Jﬁn'

Si t=(f ,n=0) estune BB-martingale a valeurs dans E, on pose .

Hf” = sup anH , et on désigne par f* la fonction maximale de la sous-martingale

neEN P
positive (anH , n=0):

(w) = sup “fn(w)”.
ncEN

Rappelons les deux principales propriétés de 1'opérateur f ——» f*, (ctf. [8] ,
exp. 1).
1. Pour tout p €]1,+oo [

Hf*Hp < p—IfT Hfl]p ;

2. Pourtout A >0
* 1
l-‘{f >Ar=y HfH1 .
Nous utiliserons également une décomposition de martingales, due & Gundy ( B] ),
analogue 3 la décomposition de Calderon-Zygmund. Elle a été étendue aux martingales

vectorielles par D. Iépingle ( [7] , prop. 9).

PROPOSITION 1. Soit f=(f , n=0) une & -martingale a valeurs dans E,

et soit A > 0. Alors, il existe trois %-martingales g,h etk a valeurs dans E,

vérifiant les quatre conditions suivantes.

(i) f=g+h+k ;
(ii) Hk”oosck, et Hk“1 SC”fHT ;
(iii) HhOH1 + n—gl‘hn - hrl—THT < CHf“1 .

i) w{e > o} =S il

Démonstration. On pose
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d0=f0 ; dJ.:fJ.-fj_1 , (G=1).
T=inf{n20 s Hf H>A} :
n+

o=:’mf{r120 ; E. 1Uld”1{7 _]>A}

j J-

Ky = {T>O} + 3 [dj 1{T>J} j- 1( {T>J})]

:.
>1LM

‘.'.Sr..n

4 {T-J}'E 1(d:| {r= J})]

h =d_1 +
o {r=0} i1

gnzfn'fn/w/\cr‘

On vérifie facilement que g = (grl , n=0), h= (hrl , n=0) et k= (kn , n=0)
sont des P-martingales et que f=g+h +k.

Pourtout j=1, ona

C1'% N+ Ei S ) =
d'ou
n/\c
0 CURSVI Iy Y EY
ce qui entrafne
Il <2x,

D'autre part, sur 1'ensemble {O <7< +oo},
It

donc, 1'inégalité (1) entrafne aussi

’

nl\('r—1)'l\0H =A< va'

VN NN |

ey el

Prenant 1'espérance des deux membres, on en déduit
= ol

Pour la martingale h, on utilise 1'inégalité
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Il 2 Ty -l e Z g,y
+n§ En_1(HdnH 1{T=n}) ,

qui entrafne

gl + 5 T, - gl = sl

Enfin, on a
p{e* > 0} <u(r <+0)+plo < +0),
d'olr
M{g*>0} < p{f*>>\} +u{ E E 1(Hd ” 1{1_ J} > )L}
et, par suite
y{g* > 0} < ; ”f”1
3.2. Soit v=(v ,n=0) unesuite H-prévisible (pourtout nz1, v_

est 9 mesurable) de fonctions a valeurs réelles. On appelle transformée de f

n-1
par v la martingale f' = (tn , n=0) définie par

n
tn=k:‘30 vkdk.

La proposition suivante précise un résultat dii & Burkholder ( E1 ] , th. 1.1),

PROPOSITION 2. Soit v = (vrl , n=0) une suite P -prévisible de fonctions

4 valeurs réelles, uniformément bornées par 1, et soit p €] 1,400 [ Supposons

qu'il existe une constante K = 1 vérifiant, pour toute $B-martingale f 3 valeurs

dans E

1] < xlll]

Alors, pourtout X >0

p ) > a}s <, K [ell,

Démonstration. Reprenons les notations introduites dans la proposition 1 ;

étant donné p > 0, posons W = (pvrl , n=0) et
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=u{@) >}
Ay =p{®@™y >}
= {0 >}
Alors
u{(fw-)*> 3} SA A, + A,
A1 =< u{g*> O} S(X: ”fl|1 ,
et
o=l |l . Hh -n_ll= %}
d'ol
+00
Ay < %)(”ho”1 + n§1”hn - hn—1H1) < _(.:rp Hf”1
Enfin

A= oyl < 5657 P

ce qui entrafne

N

< Bj)p(PK)p ”k” X(—T PloxP Cpr”
Le résultat voulu découle, en prenant p = _1(7 p-1

Remarque. On voit que 1'on peut choisir

p .
C = C ’
p p-1

mais il est vraisemblable que la meilleure des constantes Cp de 1a proposition 2 ne
dépend pas du nombre p €] 1,400 [ A ce propos, signalons que la méthode utilisée

pour démontrer la proposition 2 permet d'obtenir également le résultat suivant.

PROPOSITION 3. On conserve les notations de la proposition 2. Supposons

qu'il existe une constante K =1, vérifiant pour toute @—martingale f avaleurs

dans E
V*
154 Hp < K Hpr.

Alors, pour tout A >0
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p;{(fv)* > A} <cC KHf“1.

COROLLAIRE. On conserve les notations de la proposition 2. Si E = 231 ,

alors

u{(f.v)* >Aps§ Hf\l1 Log n.
Démonstration. Soit 1< rpr <2, Pour toute martingale g 2 valeurs dans e“,
eyl < & el

Appliquant la proposition 3, on en déduit par un raisonnement analogue & celui de (§ 2.1,

corol. 3), pour toute martingale f & valeurs dans 2:1

* 14
u{(fv) >)\}S% n’® HfH1 ’

r-1

(avec +=-=1), ce quiimplique

L § Y
W] -

u{(fv)* > A}S% Hf”1 Logn

3.3. Remarques.

a) Conservons les notations de la proposition 2. Burkholder ( l_Ll) a démontré

1'équivalence des conditions suivémtes, pour tout espace de Banach E, et tout nombre
p €] 1,40 [
i) 11 existe une constante ”p telle que pour tout espace probabilisé (9, QL)
v
f < 1IE
ol <, D]
ii) I1 existe une constante 7y telle que pour tout espace probabilisé (£, QL,u)
g *
xu{) > A} < nyH1 ;
iii} 11 existe une fonction symétrique biconvexe ¢ de EXE dans R, telle
que (0,0)>0 et C(x,y)< Hx + y“ si HXH <1< Hy“

L.a proposi-

Dans [1] , Burkholder démontre qu'on peut choisir ¥ =
£(0,0)

tion 2 prouve qu'on peut aussi prendre Yy = Cp 'yp, ol cp =C 611_1
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b) Maurey ( [8] , exp. II) a démontré que les constantes d'inconditionnalité du
systéme de Haar majorent les constantes correspondantes associées & une suite quelcon-.
que de différences de martingales. Donc, dans les propositions 1 et 2 il aurait été

possible de se limiter aux martingales a tailles d'accroissements prévisibles.
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