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THEORIE DU REPERE MOBILE DANS R .

APPLICATION AUX SURFACES PLONGEES DANS R3.

Bibliographie : H. Cartan, Formes différentielles, chap. III (Hérmann, collection

Méthodes).

Rappelons que dans l'espace Bn un repere affine est défini par un point

MEeER® et n vecteurs linéairement indépendants de R : (g:,.oa,gzv. Dans
l'ensemble de ces repéres le groupe linéaire-affine GLA(n,R) opére de fagon

simplement transitive.

I -~ Repére dépendant d'un paramétre.

—— —

Supposons que le repére (M, e1,...,en) soit fonction de classe 01 d'un

parametre réel t ; alors & chaque instant t chacun des n+1 vecteurs
a&,

an 1
-(I'-t [ —d%‘ ,o.og‘
& (tseees ele) =
M < —
Py e () S0

(1) .

i e —
o = %;; aij(t) e;(t)

€
?ﬁ? peut étre écrit comme combinaison linéaire des vecteurs

Le repere étant de classe C1, les fonctions a; et aij sont continues.
Inversement donnons-nous n(n+1) fonctions numériques continues ai(t),
aij(t), et considérons le systéime différentiel (1) 4 n+1 fonctions vectorielles
inconnues MN(%), é:?t),..., EZKt). C'lest un systéme différentiel linéaire homo-
gene ; il admet donc une solution et une seule si on se donne des valeurs ini-
+1 M(t ), e.(t) 7t ). si s (t) () t lindai 4 indépen
iales o)1 eqltglaeees epltyle 81 e (t )yeee, e (B son inéairement indépen-
dants, ET(t)”-;g;(t) seront linéairement indépendants pour + assez voisin de to ’
et on aura un repere affine (M(t), ET(t),...,g;(t)) fonction de classe C1 du

paramétre t (voisin de to).

Considérons maintenant un repére affine euclidien (i.e. : <ei(t),ej(t)>==6ij);

en dérivant on obtient 1l€s relations aij(t) + aji(t) = 0 et en particulier



Réciproquement, si ces relations ont lieu, toute solution du systeme dif-

férentiel (1) satisfait & :

— de .
de. —_— Ja—y 3
< 75} xSy >+ ey, —qg >=0,

—_—

donc < EZ ’ ej > = cte.
Si & l'instant initial to le repére est euclidien, on a < ei(t),ej(t) >
= 6ij quel que soit t , dﬁnc le repére sera euclidien & chaque instant.
Remarque. Un intervalle étant connexe, le déterminant de la base
(g:(t),..., g;(t)), qui est une fonction continue égale & I 1, reste constant.

Donc, si le repere est direct & l'instant initial, il le restera & tout instant t

. N . p 3
Premier exemple : repere de Frenét d'une courbe orientée de R”.

Soit C une courbe dans B3 , paramétrée par t , et crientée dans le

sens de t croissant. On suppose que la fonction t + M(t) est autant de fois

a2
e‘t ——E
dt

2le,

différentiable qu'il est nécessaire, et que les vecteurs
sont linéairement indépendants pour chaque +t .
En tout point nous définissons un repeére euclidien direct, dit repere de

Frendt, de la facon suivante :

ol

M(t) sera le point de la courbe C 1'instant ¢t ;

e,

E;Kt) sera défini par la relation :

ae, (¢)

= a1(t);T(t), avec a1(t) > 0

T = a12(t) e2 (ou a12(t) est de signe quelconque ; il est non nul
car sinon EM et E_@ seraient colinéaires), soit a =0 ;
dt at ) 13

——3 =D e

alors .g; est défini par la condition que (91, e, e3) soit orthonormé
direct.

les coefficients a; et aij vérifient donc : a, > 0, a_ = a 0.

1 2 =% T %37
Considérons la forme différentielle d'une variable : a(t)dt ; c'est la dif-
férentielle d'une fonction s de t , définie & une constante additive prés ;

si s(to) =0, s s'appelle la longueur de l'arc de C d'origine M(to) et

d'extrémité M(t).



Prenons s comme paramétre sur C (au lieu de t) ; alors

F dﬁ _ ge
EE~:' 1
d
e1 .

11%'
—
N
N

< de
2 —_— —_—
~— =-a,_ e, +4a,., e
ds 12 1 23 3
de3 .
T T T3 %
-
Dfiniticns. a,, est la courbure de C au point M , notée % .
2, est la torsion de C au point M , notée % ;

(p et t© sont les rayons de courbure et de torsion en M) ; la direction de

E; est celle de la normale principale & C , celle de ?;; est celle de la

binormale.

Deuxiéme exemple : repére de Darboux d'une courke C orientée sur une

3,

sur une surface orientée S plongée dans R~ :

1l'orientation de la surface est définie par le choix, en chaque point M ,
V _— N . . . ~
d'un vecteur e3 unitaire et normal a S , qui varie continlment avec M .
bnad « .
Pour chaque M € C , le vecteur e, est le vecteur unitaire tangent en

M & la courbe orientée C , et g; est choisi de fagon que (ET , 5; ,'E;)

soit orthconormé et direct ; les formules générales deviennent alors :

r

dM =
ds = 1
de
1 —_ —_—
— = e
di d12 62 + a,13 3
4 deé . .
——— =-a _ e, +a_, e
ds 12 1 23 3
—_— .
de3 - —
———ae = == G e - e
| T 13 ©1 7 %23 %2
Définitions. gy est la courbure géodésique de C , tracée sur S, en
a13 " n co-ur'bure normale 1 n 1 1 n n
a23 n " torsion géodésique " " 1 " " n

Soit un changement d'orientation de C , 8 gardant son orientation :

ET — = ET , ds b - ds ;



comme E;' ne change pas, E; est remplacé par - g; , d'ol :
- - .
B2 TR Bz T B3 B3 T 83

Ainsi un changement d'orientation de C (mais pas de S) conserve la
courbure normale et la torsion géodésiqué ; en revanche la courbure géodésique
est multipliée.par -1 . “

Faisons maintenant un changement d'orientation de S, C gardant son

orientation :

ET - g? , ds +» ds ,
e3 > - e3 » e, - - e2
d'ol a12 h>—312 , a13 k»-a{B , a23 »>a23 .

Donc la torsion géodésique ne change pas.

Calcul de la courbure géodésique, de la courbure normale et de la torsion géo-

désique en fonction de la courbure et de la torsion de la courbe C .

Appelons désormais (eT', o , b ) le repére de Frenédt de la courbe C

(Z est le vecteur "normale principale’, Y est le vecteur "binormale").

Soit 6 1l'angle que fait g; avec n . On a :
n =0, sin 6 + e_ °]
= n S
e, si e3 co
— —_ —
b =~ e2 cos 6 + 63 gin 6
=_1-I—l>__-e-—-> sin & +'e—> cos 6
p 2 P 3 p
T % Mo T %5 83 "
. de
\ sin © cos © 2 —

D'ol : = . : =< =0 . :
LEogyp o ' %3 Do plus : 8,z =< g5 s e3> - Or
5; =7 sin 6 - b cos 0 et g; =7 cos o + D sin ]

de. o
2 _dn . db - = de
= =T sin 8 - = cos 0 + (n cos 6 + b sin 8) T
= oy n — do
= (==, +-=D - Y —
( S eyt ) sin 6 + = oS O + °s T

sin 6 ;~> <l + de) gﬁ
ds’ 73




1 de
tady . — =Y ,
D'ou : az3 p + R a donc :
courbure géodésique = 812 °
courbure normale = cos ©
. 7 ’ . 1 de
t d = - o —
orsion géodésique T
_ de,
e3 ne dépend que de M , et =z ne dépend que du vecteur unitaire tan-
de,
gent & C ; donc pour deux courbes tangentes en WM , = est le méme ; or e1
et -g; sont les mémes. Donc a13 et a23 sont les mémes pour deux courbes

tangentes. D'ol :

Théoréme .~ -La courbure normale et la torsion géodésique sont les mémes

pour deux courbes tangentes en M (et elles sont indépendantes de l'orienta-

tion de la courbe). Ce sont donc des fonctions de la direction de la.tangente
au poiﬁt M.

En revanche, les courbures géodésiques de deux courbes tangentes peuvent
différer (cf. les courbures de deux courbes planes tangentes). |

Théoréme de Meusnier.- On vient de voir que pour deux courbes tangentes,

cos 8
est le méme. Donc :

(1) si le plan osculateur est le méme pour deux courbes tangentes elles

A - 1
ont méme courbpure i

— cos 6

(2) dans le plan orthogonal & e = a (constante est 1'équation

17 p
\——>
polaire d'un cercle tangent a e2 en WM .
.Le lieu des centres de courbure (au —
e
2

point vM) des courbes, sections de S par

des plans contenant g: , est donc un cercle passant par M (th. de Meusnier) .

Justification des terminologies.

Pour © = 0, cos 6 = 1, . Donc la courbure normale au point M

a_ =4
13 p

dans la direction 'ET est la courbure de la section de S par le plan normal

—

2 S zu point M et passant par e, .



6.
Définition. Une courbe C est géodésique si © = 0 le long de la courbe
(i.e. : le plan osculateur & C est normal & S en tout point M de ().
Nous admettons ici (ef. plus loin) :
M étant fixé et une direction de tangente en M étant donnée, il existe
une unique géodésique admettant en M 1la direction donnée comme direction tan-
gente. Ceci étant admis, on voit que pour cette géodésique, la torsion géodési-

(puisque 29 = O). Donc :

que est rre

1
T
la torsion géodésique en M dans une direction donnée est égale & la

torsion de la gécdésique tangente en M & cette direction.

La courbure géodésique sera interprétée plus tard.

II - Repére euclidien de R dépendant de plusieurs paramétres.

M——)
’ e1

t1,..., tk . Alors

yeeey g; sont des fonctions différentiables de paramétres réels

- ot.
="
ol N 5
i - —
ST =2 }‘13(4"1"“’ tk) e, -
3 i=1
‘ ‘—> n —_— k
5 i d . = . U . = .. . e
Nous écrirons donc dM %;; w; ey U w, %;; XlJ dtJ

Wy est une forme différentielle du premier degré en t1,..., tk

A ra s . ’ . . ad , .
De méme les éléments différentiels vectoriels dei s'écrivent

n k
de; = éi—_-;. “i3 % gy =20 Mgy a8

Si nous désirons que (ET,..., E: ) soit orthonormé pour chaque systéme
de valeurs t1,..., tk » 11 faut que 4d < ei ’ ej >=0.

On trouve wij + wji = 0 : la matrice des wij est antisymétrique. Cette
condition nécessaire est aussi suffisante si pour les valeurs initiales des

paramétres le repére est orthonormé.

Rappel sur les formes différentielles (Voir aussi plus loin, un exposé

plus systématique).
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Soit U un ouvert de R . Une forme différentielle de degré 1 dans U
. = i . - '
s'éerit w = E ai(x)dx , ou les a; sont des fonctions numériques de x € U ;
. A i=1 .
les x* désignent les coordonnées dans R .

A w on associe, pour chaque x € U , la forme linéaire E)P>Z ai(x) gl s
A : i
i s p - ' n
g designant les coordonnées du vecteur & ¢ R .
Lorsque f est une fonction différentiable, on lui associe une forme diffé-

rentielle de degré 1 notée df (différentielle de f ), définie par :

if =3 -éfé dx* ; donc pour x € U, df définit la forme linéaire
oox o of i
£ -z —x e,
1 9dx

qui n'est autre que la valeur, sur le vecteur E , de la dérivée f'(x) EJ?(RH,R).

Définiticn. Une forme différentielle de degré 2  est une application qui

. e s , n n
4 tout x de U associe une forme bilindaire alternde sur R X R

wix€Urw(x; E,n) =Y cij(X)(ii nd - g9 nh).
i<y

Exemple. Soient f et g deux formes linéaires ; on leur associe une

forme (notée fAg et appelée produit extérieur de f et g) au moyen de

la formule :

(fAag)(E,m) = £(8) gln) ~ £(n) &l&) .

Définition. Ceci conduit & définir le produit extérieur de deux formes

différentielles de degré 1 :

n . n .
— 1 - R
w1 = Z;: ai(x)dx , w2 —-Z:: bj(x)dx_ ;
i=1 j=1 =
on pose :

(o) G5 Em) = (5 23 (235 by (%) = (3 2y (n) (2 b ()E?)

d

Y (2, (b, (x) = ay(x) b, (2)) (™Y - g%

1<J
ainsi cij(x) = (aibj - ajbi).
Observons que s wZA w, = —w1A w2
w1A(u1 =0 N
Dans le cas particulier ou w, = dxi y W. = dxj , nous trouvons que dx%ﬂdxj



8.

associe au couple (&,n) le scalaire (glna - gqnl). Ceci conduit & écrire,

dans le cas général, toute forme différentielle de degré deux

w = 2:: c; 3 dxlA dxq ,
1<]
avec des coefficients Cij fonctions de x € U .

Définition. Lg_différentielle extérieure d'une forme différentielle

w =2 ai(x)dxi de gg 1 est :
i

dw = ):da Adxt (ob da, =3
i=1 J ox?

Pour le calcul on développe :
- da,
dw = > —3 @y
,3 ox?

—2:(———-) ax'A dx?

i<J OX éx

Dans le cas particulier oh w = df (f de classe 02), ona dw=0, car

2. 2
0 f - = é.f - (Téoréme de Schwarz). Ainsi :

dx ox? éxqéxl

a(dar) =

Propriété : d(fw) = (Af)Aw + f(dw) 5 en effet :

E:: (fai)(x)dxi , et

6(fa.) . .
a(fw) =y — dx?p ax’
i,j oxY
da,
—E ( a, +f —)dx Adx
I3 ox ox?
L of da, .
=5 (&= a)dXJ/\dx +Zf——deAdx
73 oxd E ax’

af Adw + fdw) .

Conditions d'lntegrablllte du deplacement infinitésimal d'un repére euclidien

—_—
e

N, e

—
yeens € sont des fonctions & valeurs vectorielles. On va écrire :

d(dM) = o , d(de:) =0.



Calculons d(&ﬁ) :

a(dm) =>zi: a(e] w,) =z de Aw, + e, (dw,)
=§ (df-ol> é—i)— Zjl- wi/\d-e-z
=7 (@) e -z w M &)
=1 () T ey 5

Dire que clest O , c'est dire que le coefficient de 5: est nul pour tout 1 ,

d'olu :

dw, =X W, AW.. .
i3 TihTa

Un calcul analogue pour d(dei) donne :

dw.. =% w.
k 1

ij kAwkj )

Application : reperes de Darboux d'une surface orientée S plongée dans R3 .

Considérons 1'ensemble R (S) des repéres orientés de Darboux de la sur-
face S : ce sont les repéres euclidiens directs dont l'origine M est sur S,
le troisiéme vecteur 5; est normal & S avec le sens fixé par l'orientation de

En tout point M 1l existe une infinité de tels repéres. Ils se. déduisent

les uns des autres par rotation autour de e, . Autrement dit, le groupe 80(2)

3

opere dans ﬁi(s) ; 1'orbite d'un point =r 69%(3) se compose de tous les reperes

ayant méme origine que le repére r .
On a une application p :gi(s)-» S qui & chaque repére associe son origine
les fibres de cette application sont les orbites du groupe SO(2). On a ici un

exemple d'espace fibré & groupe structural (le groupe SO(2)).

Chaque point de S posséde un voisinage ouvert U tel qu'il existe une
"section™ s : U - R(S), c'est-d-dire une application s telle que p o s soit
1'identité de U ; cela revient & dire qu'd chaque point M de U on a associé

\ - , (s R —
un repére d'origine M , repére qui est défini par son vecteur unitaire e1 tan-

gent & S . Et 1'on veut que l'application M‘*'ET(M) qui associe & chaque M € U

“e
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un vecteur unitaire ET(M) (tangent & S au point M) soit suffisamment diffé-
rentiable. Voici comment on peut procéder pour définir une telle section (ou

champ,gg_repéres) : 81 U est assez petit, il existe un paramétrage de U : les:

coordonnées X, ¥, z2 d'un point de U sont des fonctions différentiables de deux

paramétres u et v telles que les vecteurs %% et g% ne soient pas propor—
tionnels. Alors le vecteur %% est proportionnel & un vecteur tangent unitaire

—

e1 , avec coefficient de proportionnalité positif. On obtient ainsi dans U un

champ de vecteurs unitaires tangents &4 S, d'ol un champ de repéres.

Soit gT(M) le vecteur du champ au point M ; pour tout repére r tel que
p(r) = M, il existe un unique 6 € 50(2) tel que le repére r se déduise du
\ . ] "1 ‘ ] ﬁ s
repére r(M) par la rotation 6 . L'ouvert p (U) de l'espace (S) se repré-
sente donc comme un espace-produit : U X SO(2). Un repére r € p_1(U) est alors
décrit par les parametres (u,v) fixant un point M € U et par l'angle 6 € S0(

s W deviennent des formes diffé-

les formes différentielles W, w2, w12, w13 o3
rentielles & % variables u, v, 6 .
Les  conditions d'intégrabilité donnent alors, puisque w3 =0 :
‘fl‘”1 = WoN Wy == woR Wy,
oy = WAy,
0= dw3 = w1A w13 + w2A<u23

oy == wyzAwyz

et d'autres relations.
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INTERPRETATION DES FORMES DIFFERENTIELLES w, ET Wy -

La valeur (vectorielle) de la forme différentielle

dIV[')_—. — —
' w, e, tw, e,
sur un vecteur 2 tangent & S au point M € 8 est précisément g . 81 on

-> —
appelle ¢ 1l'angle que & fait avec le vecteur e_1

santes de E suivant E? et Ez sont lg1cos p et fg]sin ¢ - Donc les formes

du repere r , les compo-

w, et w, s'interprétent comme suit : pour un repére r , on a

w,(x,8) = |Z|cos ¢ w,(r,E) = |Elsin ¢ .

Ry, . 2 2 N
Considérons alors la fonction (w1) + (wz) ;5 sa valeur, pour un repere
r et un vecteur Z tangent & S au point M (origine du repére r), est
]212 , carré de la longueur euclidienne du vecteur 5 . Nous voyons que la valeur

2 2 = ; . .

de (w1) + (wz) pour (r,£) mne dépend pas vraiment de r , mais seulement
de M et E’ (tangent & S au point M).

. Pour M donné, c'est une forme quadratigque sur l'espace vectoriel des

vecteurs E tangents & S au point M (l'espace vectoriel tangeht en M
& 8) . ; en fait, c'est la forme quadratique induite sur 1'espace tangent par la

forme quadratique de R3 (somme des carrés des coordonnées).

(w1)2 + (w )2 est ainsi un exemple de ce qu'on appelle une forme diffé-

2

‘rentielle quadratique sur S (c'est une fonction qui & chaque point M € S

associe une forme quadratique sur l'espace vectoriel tangent & S au.point M).

(w1)2 + (w2)2 s'appelle la premiére forme guadratique fondamentale de la surface

S . S8a racine carrée > O est 1'élément d'arc de S , noté ds ; on note donc
aussi ds2 la premieére forme quadratique fondamentale.

Calcul : avec une représentation paramétrique (M fonction de u et v),

- -> — -
on & ds2 = ¢ dn , dM > =< ol du + oM dv , ol du +-9¥ dv >
ou ov ou ov
2 2
= B(u,v)du® + 2 F du.dv + G dv° ,
oM, 2 oM oM oM, 2 '
avec E=|Sl-ll ’F=<O—u 98‘;’> y G = |5?,' .



12.
On observera que aw’ est le carré de la forme différentielle du (i.e. : sa
valeur pour un vecteur tangént E’ est égale au carré de la.valeur de du pour
£) ; de méme pour dv2 . Enfin, du.dv .aésigne le pfoauif des formes différen-
tielles au et dv : sa valeur péurz ¥ est égale au produit des valeurs de du
pouf 4 ét de dv pour £ . [Ne pas confondre ie produit du.dv a&ec le

produit extérieur dupdv défini plus haut !]

Définition. L'élément d'aire (orienté) de la surface S est la forme dif-

férentielle extérieure de degré 2, qui & un couple de vecteurs ~E et ‘; tan-
gents & S en un point M € S, associe det(g}ﬁ), ce déterminant étant pris

par rapport & une base orthonormée directe de l'espace tangent en. M . Il est

clair que det(g,;) est bien une fonction bilinéaire alternée du couple (E;H).

Propcsition.- L'élément d'aire de S est égal & la forme différentielle

WAL,

En effet, soit

£ = w1(r,5757 + wz(rpg)gg ,
n = w1(r,n)e1 + wa(rm)e2 .

'Ona —_ - - - - -
det(g,n) = w1(r,§) wz(r,n) - w1(r,n) wz(r,i) )

ce qui est bien la valeur de w1A w2 , au point r , sur le couple (E:?D.
Utilisons une représentation paramétrique M(u,v), telle que le repére

(non nécessairement orthonormé) (%% , %% ’ 5;) soit direct. La valeur de

w1A w2 sur un couple de vecteurs tangents 5 ,'§' est
det(E,n) = det(Z,m,e,). Soit

E % % tav By

N=F % tav P
On a

) . det(gg‘/[ 9_&4 ’ g;).

d — => > _ _
et(g?ﬂ’eB)- (a152 o Ou 9 av

ZB1



Ceci signifie que

13.

En définitive, 1'élément d'aire est

oM ol —
= det(=— — ol dv .
w1/\w2 et(au ' 33! e3) uihNdv
Pus . M 3B — . — .
isque le repere (ga » 37 93) est direct, 93 est proportionnel au
"produit vectoriel" des vecteurs g% et %% , avec un coefficient de proportion-
nalité positif. On a donc
- - b q . r
€ =( ’ ’ ) ]
3 p2+q2+r2 Vp2+q2+r2 p2+q2+r2
avec }
_c‘)_yé_z_ég?_g oté a(y’z)
“dudv dvou '’ d(u,v
O(\Z,X) O(X;Y)
d(u,v) °’ “olu,v) °
Alors det(g;ﬁ é_@) =) > 2+r2
A VP +q o
On peut calculer ceci & l'aide des coefficients E, F, G du
ds2 =B du2 + 2F du.dv + G dv2 .
On a en effet
p2 + q2 + r2 = EG - F2 ’
en vertu de 1'identité de Lagrange
(bc' - cb‘)2 + (ca' - ac')2 + (ab' - ba')2 =
= (a2+b2+02)(a'2+b'2+c'2) - (aa' + bb' + cc’)2 .

VEG—F2 du A dv

w

1AWy =

2

La deuxiéme forme quadratique fondamentale

de la surface S .

La valeur de la forme différertielle
au point M € S8 ne dépend que de E , et

de_
3

non du choix du repere

sur un vecteur E tangent & S

r d'origine M .

I1 en est de méme pour la forme différentielle dﬁ . Donc le produit scalaire

(de deux formes différentielles vectorielles)

< dv , - dea >

est une forme_différentielle guadratique sur S : pour chaque point M € 3 , c'est
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une forme quadratique sur l'espace tangent & M . Par définition, la forme dif-

férentielle quadratique < dﬁ y = de > s'appelle la deuxiéme forme quadratique

3

fondamentale de S .

' —
Pour obtenir sa valeur sur un vecteur tangent § au point Mo s Supposons
\ - Ve
que M décrive, & partir de Mo , une ccurbe C tangente & § (et tracée sur

'S).APour cette courbe on a

dﬁ—e—’ deB—a e +a _e.
ds ~ 71 °? ds. = 713 1 + 23 2

N — — — , . N
(ou (e1 , e2 ’ e3) désigne le repere de Darboux de la courbe c).

dﬁ dg;
Donc < T’ T > = a13 , courbure normale de C dans la direction du

vecteur tangent E au point MO . Comme la valeur de d82 sur E est [Elz ’
on obtient :

Propositicn 1.~ La valeur de la deuxiéme forme fondamentale sur un vecteur

tangent E est égale au produit

|€|2 . (courbure normale dans la direction de E).
[On peut donc dire que la courbure normale dans la direction de E est égale

au quotient de la valeur (pour E) de la 2e forme fondamentale par la valeur

(pour ED de la 1ere forme fondamentale].

Calcul : dM = w1 e1 + w2 e2 y — de3 = w13 e1 + w23 e2 , donc

—)» ‘d__)>= . .
CAl, = dey > =005+ Wy,

[au second membre, on a des produits ordinaires, et non des produits extérieurs,

de formes différentielles du premier degré].
Cela signifie que
w1(r9€) _‘1)13(1'9‘;;) + wz(r,i) w23(r9€)
est égal au produit de 1212 pour la courbure normale dans la direction de 3 .
et w sont des fonctions 1liné-

Y3 23

-
(r,E) sont des combinaisons linéaires de

Puisque, pour un repére r donné,

aires de £ , w13(r,§) et W5

w1(r,g) et w2(r;g) (é coefficients fonctions du repére r ). Posons donc
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a priori

= =bl
w13 a w1 + b w2 R w23 w1 + C wz s

ou a, b, b', ¢ sont des fonctions de r . La condition dfintégrabilité (déjé
trouvée)
-+ =0
w1A w13 wZA w23

s .
donne aussitdt

] —
b W, A w, + b w2A w, = o,

(puisque (»1A w2 % 0). Finalement on a

d'ou

= b =b ~ d'ol
Wz aw, +bw,, w23 Wy, + €W, ou

~ 2 2
R a(w1) + 2b W, W, + c(wz) .

On a donc prouvé

Proposition 2.~ lLa deuxiéme forme quadratique fondamentale est égale &

2 2
bw, . ,
a(w1) + 2 w1vw2 + C(wz)

ouw a, b, ¢ sont des fonctions du repére r .

On va maintenant interpréter ces trois fonctions.

Proposition 3.- La courbure normale de la surface en M(r) dans la direc-

tion faisant l'angle ¢ avec ET(r) est égale & :
2 . .2
a(r) cos“p + 2b(r)sin ¢ cos ¢ + c(r)sin“g .

En effet, il résulte des propositions 1 et 2 que cette courbure normale est

3

égale A

5 2
E:'—2 [a(r)Lw1 (I’,g)] + 2b(r) (1)1(1’,(5) wz(r’g) + C(r)[wz(r"g)] ] ’

2 étant un vecteur du plan tangent en M(r), faisant l'angle ¢ avec ET(r). Or
w1(r,g) = |E]cos P wz(r;g) = |E]|sin ¢ .

La proposition en résulte.
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Corollaire. a(r) est la courbure normale dans la direction de E}Yr) ;

c(r) est la courbure normale dans la direction de E;(r).
Le corollaire se déduit de la proposition 3% en faisant ¢ =0 (pouf g?(r)),
resp. ¢ = g (pour EZ(r)).

- Comment peut-on interpréter b(r) 2

On va calculer pour cela la torsion géodésique dans la direction faisant

l'angle ¢ avec le vecteur gT(r). Soit -ET le vecteur unitaire dans cette di-
rection, et soit E; tel que (ET ,'Eg ’ g;) soit direct. Toutes les courbes

tangentes & &' en M ont méme torsion géodésique. Scit C une telle courbe,

1

—

s son arc. Puisque (ET ;e E;) est le repére de Darboux de C tracé sur

S , la torsion géodésique de C est le coefficient de gg dans 1l'expression de
-de,
>

o Or

—— -— —_— . —_— —_— . -—
e, =e; cos¢g-e!l sing , e, =e! sin ¢ + e!

1 1 2 2 = ¢ 2 CO° 9 -

D'autre part -de. = w gﬁ'+ w 'E: . Donc

,a(rb - 3 23 2 13

Iy LA
\ - -de_)
R_ —_—
'z@ fk\§§§/£é17€4CJ d33 _ ds (e' sin ¢ + eé oS @) + =2 13 (ev a cos ¢ - eé sin o)
o

M
W, 23
1 i ! - i ————— ——ce——"
Le ccefficient de e est donc sin ¢ —= + c0s ¢ 4= . Or
Wyg = a(r)m1 + b(r)w2 s Wys = b(r)w1 + c(r)w2 ,

1 ‘ 2 . £ 4
et rri cos ¢ et = - sin ¢ - On en déduit :

W

13 23

- sin ¢ I *t 9% ¢ =T

Y 92
- sin ¢(a(r) =t b(r) EE)
w

+ cos ¢(b(r).aé + c(r) g%)

fi

b(r)(co§2¢ - sin2¢) + (c(r)-a(r))sin ¢ cos g

On peut donc énoncer la proposition :

Proposition 4.- La torsion géodésique en M(r) dans la direction faisant

l'angle ¢ avec g:(r) est égale &

c(r)-a(r)
2

En faisant ¢ = 0 puis ¢ = g , On en déduit :

b(r) cos 2¢ + sin 2¢ .



Corollaire. b(r) est la torsion géodésique dans la direction de e

= -(torsion géodésique dans la direction gg_'éz).

Plus généralement on voit que pour deux directions orthogonales ¢ et ¢ + g ’
les torsions géodésiques sont opposées.

Courbure moyenne.

Calculons les courbure normales dans deux directions orthogonales ¢ et
; o,
¢ 2 :

a(r)cosaw'+ 2b(r)sin ¢ cos ¢ + c(r)sin2¢

oo

pour ¢
T . 2 . 2
pour ¢ + 3 : a(r)sin®p - 2b(r)cos ¢ sin ¢ + c(r)cos“yp .

On voit que la somme des deux est indépendante de ¢ , et égale & a(r)+c(r).

Proposition S.~ lLa somme des courbures normales dans deux directions ortho-

gonales est constante (ne dépend que du point M de S), et égale & a(r)+c(r).

C'est, par définition, la courbure moyenne de S au point M .

Directions principales.

Cherchons les directions tangentes (caractérisées par ¢) pour lesquelles

la torsion géodésique est nulle. Si l'on a
b(r) =0, a(r) = c(r)r pour un repére r d'origine M ,

alors la torsion géodésique est nulle dans toutes les directions tangentes. On
en déduit que les égalités b(r) = 0 et a(r) = c(r) sont vraies pour tous
les repéres r d'origine M .

Un tel point M est appelé un ombilic. Par définition, c'est un point
en lequel la torsion géodésique est nulle dans toutes les difecfions tangentes
en M .

Montrons que cette définition est équivalente & :
(1) la courbure normale est la méme dans toutes les directions tangentes en M .
c(r),
a(r),

Définition =s (1) ? D'aprés la définition, on a b(r) =0 et a(r).

donc la courbure normale dans la direction ¢ est a(r)cosz¢ + c(r)sin2¢

i

indépendante de ¢ .
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Réciprequement (1) = a(r) =c(r) (ce sont les courbures normales
dans les directions de g: et E;), Donc 2b(r)sin ¢ cos ¢ + a(r) ne dépend
pas dé ¢ . Donc b(f) =0 .M est bien un ombilic.

Si M n'est pas un ombilic, la torsion géodésique est nulle pour :

2b(r)

eI (valeur bien déterminée, éventuellement infinie).

tg 2¢ =

I1 y a donc deux directions ¢ pour lesquelles la torsion géodésique est nulle.

Elles sont orthogonales (1'égalité ci-dessus définit 2p & ¢ pres, donc

p a g prés).

~ Ces directions sont appelées directions principales en M .

La continuité des fonctions a(r), b(r) et c(r) permet de montrer faci-
lement que l'ensemble des points qui ne sont pas des ombilics est un ouvert de
la surface S . S1 M n'est pas un ombilic, il existe donc un ouvert contenant
M dans lequel sont définis 2 champs de directions tangentes (les directions
principales) qui sont orthogonaux en chaque point.

D'apres un théoréme sur les équations différentielles, il existe, dans un
voisinage ouvert de M assez petit, une famille de courbes tangentes enAChaque
point de l'ouvert au premier champ, et une famille de courbes tangentes en cha-

que point au second champ. Ces courbes sont appelées lignes de courbure de S ;

par un point M il passe deux lignes de courbure, qui sont orthogonales.

Soit r wun repére tel que ET(r) et Ez(r) soient les directions prin-
cipales au point M .

Mors b(r) = 0 (puisque c'est la torsion gécédésique dans la direction

de gT(r)).

a(r) et c(r) sont appelées courbures principales (ce sont les courbures

normales dans les directions principales).

. 1 1 ‘
Soient R1 = ET§7 et R2 = ET;j,. R1 et R2 sont appelés rayons de cour-

bure principaux (i1 n'y a pas de moyen de les distinguer l'un de 1l'autre, c'est-3&-

dire de savoir qui est le premier et qui est le second).
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On a alors, comme cas particuliers de propriétés déja énoncées :

la courbure normale dans la direction ¢ est :

ak c-oszc.p + - ‘Si"lch
By %

la torsion géodésique dans la direction o est :

(_L - —L) sin ¢ cos p .
RZ R1

Courbure totale.

.2
Calculens ac-b -

ac~b2 = (—1=- cosch + -1- sj_nch)(-l- sin2cp + L cosch) - (i - -L)zsinch cosch
R ’ R R R R R
1 2 1 -2 2 1
(@ étant 1'angle de ET(r) avec une des directions prinoipales).
. 4 .4 . 2 2
Donc ac-b2 _ Cos ¢ + sinp + 2 sin ¢ cos ¢ _ RTR .
R,R.. . : 172

12

Donc le produit des courbures principales au point M est égal a ao--b2 , qui
ne dépend donc pas du repére r -, mais seulement de son origine M .

Par définition : ﬁjﬁ_ = courbure totale de S au point M .
172

La forme de courbure gécdésigue.

w12 est une forme différentielle & 3 variables wu, v, ¢ sur l'espace

des repéres gL(S).

est appelée forme de courbure géodésique. On va expliquer pourquoi.

P

Soit € une courbe sur S . L'ensemble des repéres de Darboux de C est
une famille de repéres & un paramétre s . Cette famille constitue une courbe

I' dans l'espace 3{(8)0 On a :

d——);: — —_—
€1 T2 C2 T3 %3
et .
de
1 — —
-—d—s—* = a12 e2 + 8.13 83
(a12 = courbure géodésique de C au point M).

Wy est une forme différentielle sur R(8) : & tout r de R(S) elle

associe une forme lirdaire sur l'espace tangent & 3%(8). Elle induit sur T une
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forme différerntielle, qui n'est autre que 2y ds (ol a12 est la courbure
géodésique de C). Si on note gu la courbure géocdésique, on voit que la
L € ds
forme w12 induit sur C 1a fcrme — .
g

Rappelons qu'on a obtenu plus haﬁt, entre autres conditions d'intégrabilité,

les relations

dw, = -=w_ AW dw, = W,A W

1 2712’ 2 1 12

Proposition .- Wys est l'unigque forme différentielle o de deeré un

telle que

dw, = - Wy N O dw2 =W Aa .

En effet, si a et B satisfont & ces relations, et si y = a-B , alors
on a :

0= w2A Y s O= w1A Y .

Donc vy est proportionnel & w1 et w2 . Or w1 et w2 ne sont pas propor-

]gl cos p et wz(g) = lgl sin ¢ » Donc y =0 .

tionrelles, puisque w1(§)
C.Q.F.D.
Invariants par difféomorphisme isométrigue.

3

Soient S et 8' deux surfaces dans R” .

Définition. f est un difféomorphisme de S sur 3!
& f est ur homéomorphisme différentiable (dans les deux sens) .,
A chaque vecteur tangent a S, l'applicatior linéaire tangente & f fait cor-
respondre un vecteur tangent & S' . Si f est isoméirique, l'application li=-
néaire tangente & f tramsforme chaque vecteur tangent dans un vecteur tangent

de mBme longueur (par définition de "isométrique"). Supposons désormais qu'il

en soit ainsi.
La correspondance entre les vecteurs tangents en M et les vecteurs tan-
gents en M' = f(M) conservant la longueur euclidienne, conserve aussi le produit

scalaire, donc les angles.
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Supposons de plus que f conserve 1'orientation.

Alors & tout repére de Darboux de S' correspcnd un repere orthonormé direct
de 8' , donc repére de Darboux de S' . On définit ainsi un difféomorphisme de
3%(8) sur fR(S') (si f est suffisamment différentiable). On définit de méme
une correspondance bijective entre les formes différentielles sur R(s) et celles
sur ﬂ%(S'). En effet,‘si a est une forme différentielle sur R(S), soient
r €R(s) et = 631(8') les repéres(ﬁdsecorrespondent.; si E’ un vecteur de
l'espace tangent & R(3) et 53 son transformé dans l'espace tangent & R(S'),
oﬁ définit a' (forme différenfielle sur jl(S')) telle que

' (r',8') = a(r,E).

X3

Dans cette correspondance entre les formes différerntielles

]
Wy w)
Wy 7 wé
car e1 »»e; y dM & dM* , et dM = w, e,1 +w, e2
e, wr g? dﬁ“- w' el + w! el .
2 2 11 2 2

Donc w'Aw! . Ainsi :
WiA Ly T g W, - A

les aires sont conservées par difféomorphisme isométrigue.

A ] 1]
De méme dw1~4 dw1 s dm2~«7dm2 . Or

. dw1 = SW,A W, dw2= w1/\w2 .
o Soit «' le transformé de w12 ;5 on a
| N | 1 1ot ',
dw1— wZAcx ’ dmz w1;\a
Or w;2 est l'unique «' vérifiant ce systéme.
1
Donc w151w12 .

Interprétation géométrique.

Soit (€ wune courbe sur S : MwM' , C—C' , w12\a w%z .

Les formes induites se transforment l'une dans l'autre. Or, on a vu que w5

induit sur C la forme gs , p_ étant le rayon de courbure géodésique.
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! t
De méme w), induit Ei‘ . Done % | comme dswsds' (les longueurs

]
12 g P Pg

sont conservées),

la correspondance conserve la courbure géodésique.

Rappelons enfin la condition d'intégrabilité :

On = =b
a w13 a w1 + Db w2 s w23 w1 + C w2 s
2 s s
d = = - ! —-a—-d
onc dw12 (a ¢ -~ b°) WA W, C est-a-dire
dogy == g 9ghuy |
12
. ' '
Or w12u;<»12 , donc dm12~,rdm12 .
De plus les éléments d'aire sont conservés. Donc R1R est conservé.
12

La courbure totale est conservée par difféomorphismé isométrique.

Soit M(u,v) une représentation paramétrique d'un ouvert U de S .

Il lui correspond, comme on l'a déja vu, un champ de reperes, tel que le vecteur
- N

g . N N (3 M A \

e1(M) soit proportionnel a 3 (avec un coefficient > 0). Alors les reperes r

dont 1l'origine M est dans U sont décrits par les trois paramétres (u, v, @),
) étaﬁt l'angle (ET(M), gT(r)), gT(M) étant le 1°¥ vecteur du repéere du
champ, |

w5 est une forme différentielle en (u, v, ¢) sur R(U). Soit o 1'ap-
plication qui & tout point M de U fait correspondre le repére du champ ayant
M pour origine.

On considére w , forme différentielle sur la surface induite par

l'application o : w,. est la forme & 2 variables (u,v) déduire de w

12 12
(qui dépend de wu, Vv, ¢) en fixent ¢ = O . C'est la restriction de w12 aux
repéres du champ. [La forme 5:; dépend donc du choix du champ de repéres].
Théoréme. =w,,. +d .
oréme Wy, =W, + dp
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Démonstration :
EﬁYr) ='€T(M) cos ¢ +'52(M) sin ¢

ea(r) = —e1(M) sin ¢ + eZ(M) cos ¢

w12 est le coefficient de E; dans l'expression de dgT :
w12 = (de1 ’ e2)
Cr
ds = .
e (M) T, e, () + T 5 o, (1)
(on restreint la formule de, = w,. e. + w,, €. &aux repéres du champ). De méme :

17 %2727 %15 %3
e (m).

de, (1) = -7 @ (M) t s e

D?nc de1(r =0, 2(M)cos ¢ - 12( 1(M)sin p) + (-e1(M)sin P + eZ(M)cos P)dp +...
Or AET(M) = ET(r)cos ® -agg(r)sin @

Il

(i)

g;(r)sin ¢ +_é;(r)cos ¢ -

Donc le coefficient de E;(r) dans dgT(r)

w, . (cos2¢ - (-81n @)) + d¢(31r ¢ -+ COS ¢) = w12 do

12
C.Q.F.D.

' Calcul de la ecourbure totale en fonction du ds2 .

Nous nous plagons dans un ouvert U dans lequel on a un champ de repéres.
Les relations d'intégrabilité

dw, = =W A W ’ de =W, AW

1 2 12 1 12
donnent, pour les formes B:', B;' et w5 induites sur U par le champ de
reperes 3
(1) dw1 m I w12 ’ de = W, A Wi

Ces relations vont permettre de calculer 5?; connaissant Zq et w,

En effet, puisque 5; et E; forment)en chaque point M de S , une base

du dual de l'espace tangent en M , on a une relation

(2) Wip = Ay wy + A0,

ol h1 et AZ sont des fonctions du point M € U . Posons cette valeur de

©__. dans les relations (1) ; on cbtient
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(3) dw1 = X1 w1A w2 , dw2 = KZ w1A w2 .

Ies relations (3) permettent donc de calculer x1 et AZ lorsqu'on connalt

B; et B; : on calcule dB; et dB; , qui sont des formes différentielles

dé degré 2, nécessairement proportionnelles & th 0. ¢ x1 et AZ sont les

coefficients de proportionnalité. Une fois X1 et XZ ainsi calculés, la rela-

[AN)

tion (2) fournit Z;; .
Quand on a obténu 5:; , on prendra sa différentielle extérieure dE:; 3

or on a vu que

1
AW, == =——— w, Aw, ;
R,R
12 1% 1 2
en passant aux formes induites sur U par le champ de repéres, on trouve
—_— 1 — = J
(4) dw12—--R—R—- w1/\ w2 .
12
Dans cette relation, on connalt déja _7 A B; et d;:; s donc cn en déduit le
coefficient de proportionnalité - ﬁjﬁ' , ce qui fournit enfin la courbure totale.
172
On va expliciter ces calculs dans le cas ou le d52 a la forme
ds2 =B du2 + G dv2 ;
oM oM

autrement dit, dans le cas ol F = < > =0 . Cette condition exprime

5u o
que les courbes u = Ct'e et v = Cte sont orthegonales. Or tout point de S
posséde un voisinage ouvert dans lequel il existe deux familles de courbes or-
thogonales (i1 suffit de prendre pour premiére famille les trajectoires d'un
champs de vecteurs, et pour deuxiéme famille leurs trajectoireé_orthogonaies).
Introduisons A =VE , B = V|G ; avec cette notation on a

as® = (& aw)? + (B av)?

4 et B étant des fonctions de u et v . Les vecteurs tangents

A ou B ov

sont unitaires et orthogonaux ; par définition, ce seront les vecteurs gT(M)

et éz(M) d'un champ de reperes, qui est donc ainsi défini. On a alors

T =Adu, s =Bdv, dsc =5 % +u2 .

1 2 1 2
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D'ol :

— 0A — 0B

dw1 =- 35 du A dv , dw2 =33 du Adv ,

1A wZ = AB du A dv .
Les formules (2) donnent donc

_ 1 0A _ 1 OB

ME B T

et (2) donne
' _ 1 04A 1 0B

(5) 0)12———B——.‘-’du+z—udv.
Calculons

— 0 (104 0 1 0B

Wi =ls G5 *5 Qo] whe

o) 1 0A fo) 1 0B
755 " Gm

]
I_‘.
I

AB Mwine,

et (4) donne donc :

1 1 0 (104 0 108

Un cas particulier important (cf. ci-dessous) est celui ou A = 1 ; on a alors

(7) S __1 QEP
R R2 B au2

Recherche des géodésiques.

Ce sont les courbes dont le plan osculateur est, en tout point, normal a
la surface. Ce sont aussi les courbes dont la courbure géodésique est nulle.en
tout point. Une telle courbe C définit une courbe T dans ﬂi(s), 4 savoir
le lieu des repéres de Darboux de C ; et la condition pour que C soit une

géodésique est que la forme induite sur I par Wys soit nulle. Or

Y2 T Y2

1
ol 5:; est donnée par (5). Cherchons & définir C en prenant pour v une

+ do ,

fonction convenable de u (c'est possible au voisinage d'un point de € ou
. i — ' s
la tangente fait un angle %«2 avec le vecteur e1(M) tangent a la courbe

v = Cte). L'angle ¢ de la tangente & C avec gT(M) est donné par
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On doit écrire d¢ + 51; =0 , c'est--dire

' 3 B dvy, 104 10Bdv
(8) T lretes ) s -inm |

Telle est 1'équation différentielle des géodésiques. Si on explicite, on voit

que c'est une équation du second ordre, de la forme

d2V = f ( : dv:
-—-—2 = u N v ’ aTl -
du

Le théoréme d'existence et d'unicité locales des équations différentielles four-

nit le résultat suivant : un point M € 5 étant donné, ainsi gu'une direction

tangente & S au point Mo » il existe, dans un voisinage assez petit de Mo ’

une géodésique et une seule passant par M et tangente & la direction donnée.

Choix astucieux des paramétres u et v .

On va voir qu'au voisinage de tout point MO € 3 on peut choisir des
paramétres u et v M"astucieux" , comme suit :

soit CO une courbe passant par Mo 3 par chaque point M € Co il passe
une unique géodésique normale & CO au point M . Une application plus poussée
du théortme d'existence des équations différentielles de second ordre permet de
voir que les géodésiques passant par les M € Co suffisamment voisins de Mo
remplissent une fois et une seule un voisinage de Mo . P?enons les trajectoires
orthogonales de cette famille de géodésiques (CO est 1'une d'elles) ; dans un
ouvert U assez petit contenant ‘M , on a alors deux familles de courbes ortho-
gonales, les courbes de l'une des familles étant géodésiques.

L oA te
Convenons que les géodésiques sont les courbes v = C , et leurs tra=-

. . te i . N
Jectoires orthogonales les courbes u = C ; on peut aussi convenir que u et
v sont nuls au point Mo . La courbe CO est donc la courbe u = 0 . Ceci ne

détermine pas encore entiérement les paramétres

u et v . Mais on a en tout cas :

as® = (4 aw)? 4 (B av)? .

Exprimons que les ccurbes v = Cte sont des
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géodésiques : 1l'équation (8) doit &tre vérifide chaque fois qu'on donne & v une

valeur constante (voisine de 0). Pour cela, il faut et il suffit que —% =0

Q

pour toute valeur de v .
Mitrement dit, Au,v) ne dépend gue de u . Mais alors
Alu)du

est la différentielle d'une fonction de u ; prenons cette nouvelle fonction

comme paramétre u (avec toujours u =0 sur CO). Alors le ds2 prend la forme

(9) as? = au® 4 (B av)?

On voit que du est la différentielle de 1l'arc sur chague géodésique v = Cte ’

te Lot ‘ p
et comme les courbes u = C sont orthogonales aux géodésiques, on a démontré
le résultat suivant :

Si, & partir de C, » on porte sur chague géodésigue orthogonale & C

0

une méme longueur, le lieu des points obtenus est orthogonal & ces géodésigues.

On peut faire un choix de u et v encore un peu plus astucieux. En effet,
on aurait pu commencer par prendre pour Co une géodésique ; or l'équation des
géodésiques, lorsqu'on prend v comme variable et u comme fonction inconnue

de v , se déduit de (8) en échangeant les rbles de u et v ; on avait

B dv 1 04A 1 9B
dere te 3 z73) =557 W335 o
ou encore
A du 1 04 1 0B
~dlere te gy ) =g ay W oo

d'olu 1'équation
d
(8") —(arc tg = =) == — -
v
La courbe Co , définie par u = 0 , est géodésique si et seulement si (8') est
vérifiée pour 4= 0 , c'est-a-dire si %g(o,v) =0 .
Enfin, on peut achever de fixer le choix du paramétre v en supposant que,
sur la courbe CO , v est l'arc, ce qui, d'apres (9), s'exprime par la condition
B(O,v) =1 .

En résumé, il est possible, au voisinage de chaque point M de S, de

choisir un paramétrage (u,v) de S de fagon que
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0B
(10) as® = a® + (B(u,v)av)® , B(0,v) = 1, £2(0,v) =0 | .
Alors la courbure totale est donnée par

(7) 1107

R1R2 B au2
Supposons en particulier que la courbure totale soit nulle en tout point. Alors

2 : .

g;g =0, donc B (pour chaque v fixé) est une fonction lindaire de wu ; mais
ou
les relations (10) montrent que B(u,v) = 1. Alnsi le d82 a la forme

ds2 = du2 + dv2 .

le difféomorphisme d'un voisinage ouvert U de MO sur un ouvert du plan (u,v),

défini par le paramétrage, est donc une isométrie de U sur un ouvert du plan

euclidien.
I1 en résulte aussitdt :

Proposition.~ Si deux surfaces S et S' ont une courbure totale identi-

quement .nulle s ©€lles sont localement isométriques (i.e.: étant donnés
Mé € 8 et Mé € S', il existe un difféomorphisme isométrique f d'un voisinage
ouvert U de MO sur un voilsinage ouvert U' de Mé s, Tel  que f(Mo) = Mé).

On va prouver une proposition plus générale :

Proposition.~ Si deux surfaces S et S' ont une méme courbure totale cons—

tante, elles sont localement isométriques.

Soit K 1la valeur constante de la courbure totale de S . Le cas ou K =0
vient d'8tre examiné. Supposons donc K #£ O . On a, avec les coordonnées "astu—

cieuses" satisfaisant & (10) :

2

3B OB
——é+KB=O,B(O,v)=1, 6—11(0,V)=O-
ou

Pour intégrer cette équation différentielle linéaire du second ordre (pour v
fixé, et avec les valeurs initiales de B et %g pour u = O), on diétiﬁgue
deux cas : )

10 X > 0. La solution est

B(u,v) = A(v) cos(YK u) + p(v) sin(yE u),

et les conditions jnitiales donnent h(v) =1, p(v) =0 . D'ou :
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(11) ds® = au + cosz(fou) ave .
Ce paramétrage (u,v) est valable pour un ouvert U de S .
On peut fairé de méme pour un ouvert U' de S' . Le difféomorphisme isométrique
de U sur U' s'obtiendra en faisant se correspondre deux points s'ils ont les

mémes paramdtres (u,v).
20 K < O. On trouve cette fois
d52 = du2-+ @h?(V—K'u)dvz s

et le raisonnement s'acheéve de la méme maniére.

Un exemple de surface & courbure totale constante > O est la sphere-

unité 82 CZIR3 . Tous les points sont des ombilics, et la courbure totale est

1 en tout point. N

l Si on enléve de 82 un demi-grand cercle

(fermé joignant le pble nord N au pdle

sud S , on peut repérer les points res—

tants par la latitude u (- g <u< -g)
et la longitude v (— w < Vv < n) s alors

ds2 s'écrit
2

du” + coszu dv2‘,

ce qui est bien en accord avec la formule (11).
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THEORIE ABREGEE DES FORMES DIFFERENTIELLES

ET DES VARIETES DIFFERENTIELLES.

Nous avons déja utilisé les formes différentielles. (On va maintenant en

esquisser une théorie plus systématique.

I - Formes différentielles dans un ouvert U d'un espace vectoriel E .

E désigne un espace vectoriel sur R , de dimension finie.
Soit U wun ouvert de E .

Définition. On appelle forme différentielie de degré zéro dans U , une

application f : U—-R .

Cette fonctioﬁ peut éventuellement &tre suppcsée continue, resp. de classe
Ck (i.e. : k fois continfiment différentiable), resp. de classe ¢ (i.e. : indé-
finiment différentiable).<Le plus souvent, nous supposeroné' f de classe € .

Définition. On appelle forme différentielle de degré un dans U , une appli-

cation
w: U= &(E,R),

ol &f(E,R) désigne l'espace vectoriel des formes linéaires sur B (i.e. : le
dual de E). Ici encore, on doit préciser si la fonction w (& valeurs vecto-
rielles) est continue, ou de classe Ck , ou de classe dx . Le plus souvent nous
oo

supposerons w de classe C .

Définition. On appelle forme différentielle de degré p (p entier > 2)
dans U wune application

w: U= "fp(E,lR),

ol 4%(E,R) désigne l'espace vectoriel des formes p-linéaires alternées sur R .

Rappelons ce qu'on entend par la.

Formes p-linéaires alternées.

Tout d'abord, une application

A p
f : E‘XOouX E=E -R ) (§1,'-~’gp) —>f(§1"""gp)
\—V-__/ .
p facteurs

est dite multilinéaire (ou p-~lindaire quand on veut préciser l'entier p) si
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elle est linéaire par rapport & chaque variable (lorsgu'on fixe les autres
variables). Prenons une base (gT,..., E:) 1l'espace veétoriel ; alors chaque
vecteur £ € E a des coordonnées g1,...,gn -relativement a cette base :

E=3_e e
Pour p = 1, une forme p-linéaire n'est autre qu'une forme linéaire & » f(E),

et 1'on a

n .
£(g) = %;;—ai él , avec a, = f(ei) .

S

Pour p quelconque, soient g;,..., g? les coordonnées du jleme vecteur de la

suite (51,..., gp). La multilinéarité de f implique :

n i1 n i
— } : § : p
f(§1"‘°’ gp) - f(‘ . €1 ei 2oy - gp ei )
1i,=1 1 i =1 Y
1 p
i1 1p
=i:i ST By e B
1,.-0, p
avec a, . =1f(e. ye0.y €. ).
11""’1p i i

Réciproquement toute fonction de £,,..., §p de la forme

1
i1 ip

L i eea a, .
g1 gp ( 11,...,1p

€ R)

est une fonction p-linéaire.
On dit qu'une f(§1,..., gp) multilinéaire est alternée si la valeur

£ (g

g gp) éhaque fois que 1'on a gi = gj pour 2 indices distincts i
et j . 51 1'on fixe toutes les variables sauf gi et gj , T devient une
g(gi,gj) biiinéaire, telle que

g(i,g) = 0 quel que soit & € E'.

Alors, g(gi+§j , §i+§j) =0, d'ou, en développant :

gle;,e.) =-elee,) | -

Ainsi 1'échange des valeurs de deux variables d'indices distincts multiplie la

valeur de f(g1,..., gp) par -1 . Plus généralement, soit ¢ wune permutation
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quelconque de l'ensemble {1,2,...,p} ; on sait que o est composée de "trans-
positions" (une.transtsition est une permutation qui échange deux éléments 1
et J diétincts et laisse fixes les autres), et que la parité du nombre des
tranépositions dont o est composée est un invariant.(indépendant du choix de
la décomposition de ¢ en transpositions).

On appelle éignature de o, et on note e(o), llentier égal & +1

si o est composé d'un nombre pair de transﬁosifions, égal & -1

si o est composé d;un nombre impair de transpositions. On a
s(c o 6’) = e(c).e(d') ; aﬁtrement dit, o - a(c) un homomorphisme du groupe
des.permutafions sur le groupe multiplicatif & deux éléments +1 et -1 .

Cela dit, il est immédiat que si f est alternée, on a

f(g0(1)"..’ gc(p)) = E(G) f(§1’--0f gp)

(démonstration par récurrence sur le nombre de transpositions dont o est
composé) .

Cela dit, cherchons & quelle condition doivent satisfaire les coefficients

a. . d'une forme p-linéaire
11’o-..,l
iy . .
i, lp
f e e = . . . s e o
€ppeeer g ) = T & LE &
. L, geeydl 1

1
pour qu'elle soit alternée. On trouve que

& i = e(o) & i
a(1)’7""""s(p) 177" p

pour toute permutation o .'[Exercice ¢ vérifier que c'est nécessaire et suffisar

11,...,ip 1
et on obtient

Donc a. = 0 51 les indices 1i,,.e., ip ne sont pas tous distincts.;

5(1) o (p)
f(§1,--w, £) = § a; 5 ( E va(c)§1 ves & )
P A A T B P

- v a, . f. (850 D,
. & . 1,9e0eyl 1,9000sl 1 p° 7
l1<12<.~<1p 1 P 1

ol fi 5 (51,¢.., gp) est une forme p-linéaire alternée d'un type parti-
greees
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culier : c'est la valeur du déterminant formé avec les coordonnées d'indices
i1,..,, ip des: vecteurs g1,..., gp .

Observons que iﬁ""’ ip doivent prendre leurs valeurs dans 1l'ensemble

{1,2y+.0yn} ; par suité, si p> n , toute forme p-lindaire alternde sur B

(de dimension n) est identiquement nulle.

Explicitonsa le cas ou p = 2 : on trouve

(1) tgm) = T e, (4 - gty .

1(i<agn Y

Opérations sur les espaces %%(E,R).

Il est clair que l'ensemble é%(E,R) des formes p-linéaires alternées
est un espace vectoriel (pour les opérations évidentes d'addition des formes,.
et de multiplication d'une forme par un scalaire). On va de plus définir une

multiplication :

A (ER) x o (B,R) = of  (E,R)

comme suit. Soient f G'%%(E,R), g Gafg(E'; R) ; la fonction

(gt,---»’ gp+q) - f(§19°--9 gp) g(§p+1"°.’ EP""Q)
est une forme multilinéaire & p+q variables, mais elle n'est pas alternée
en général : elle est seulement alternée par rapport aux p premiéres varia-

bles, et aussi par rapport aux q derniéres. Posons

(g, e am)‘ =7 &(o) f.(gc(1),~--, E5(p) g(ac(pﬂ),--.v, ao(m)),

c
la sommation étant étendue aux permutations ¢ de {1,..., p+q} qui satisfont

aux conditions suivantes :
(2) (1) <.ou< o(p)y olp+1) <evo< olp+q) .

(n laisse au lecteur le soin de vérifier que h est alternée. Par définition,

h se note fA g et s'appelle le produit extérieur de f et g .

Exemple : p=1, ¢ = 1. 8Si f et g sont deux formes linéaires, on a
h(g,m) = £(g) &ln) - £(n) &) ;
on voit bien que h est bilinéaire et alternée (n(g,2) = 0) ; c'est le produit

extérieur f A g des formes linéaires f et g .
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Dans ce cas, on constate que
fAf =0, grf=-1Frg

[en fait, le produit extérieur est une fonction bilindaire alternée, & valeurs

dans 42('E,R), de £ c¥B(E,R) et & cD(E,R)].

Si (u1,.,-, un) est la base de o&F(E,R) duale de la base (e1,..., en)

de E, la 1°®°  coordonnée gl d'un vecteur & € E n'est autre que

et - ui).

J

Le produit extérieur u'A u?  est donc la forme bilinéaire alternée définie par
i i iJ i3
(WA w)(gm) = g? - n'e? .

Il résulte alors de la formule (1) que toute f bilinéaire alternée s'éerit

d'une seule maniére

. i
. f =3
z:: aij u Au®
i<J 5 .
(combinaison linéaire des produits extérieurs: u A uJ) ;5 autrement dit, les

uw'Au?  (pour les couples (i,j) tels que i < j) forment une base de l'espace

A, (E,R).

Propriétés de la multiplication extérieure :

pour  f EGé;(E,B), g € J%KE,R), le produit f/\g est une fonction bilinéaire

du couple (f,g) :

p
(ffﬁZ)Ag = f,Ag+1,Ng
(Af) N g =A(fAg) pour A ER
f =
h g +e,) fhg, +fhe,
f A (rg) =A(fAg) pour A €ER .
De plus on a
eaf = (1) £p e (sans démonstration);

on 1'a vérifié lorsque p =1, q = 1). Enfin, la multiplication est associative :

cela veut dire que si f €oé;(E,R), g € Q%KE,R), h € 4&(E,R), on a

(faeg)ah =1 a(gnh) (sans démonstration).
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En particulier, si f1,..., fp sont p formes linéaires, on écrira

f e e .
1 Af2 A Afp (sans parenthese)

Exercice. Notant toujours (u1,.,., un) la base duale de la base (e1,...,en)

de- E , montrer que les produits extérieurs

i i
u A ...hu?® relatifs aux suites (i1,..., ip)

telles que 1 1, <...< ip & n forment une base de l'espace vectoriel cé;(E,R),

1

Conditions d'indépendance linéaire de plusieurs formes linéaires.

(n se bornera au cas de 2 formes linéaires et au cas de 3 formes linéaires..
Proposition.- Soient f et g deux formes lindéaires sur E . Pour que
f et g soient linéairement dépendanﬁé, i1 faut et i1 suffit que fAg soit
nulv(comme élément de cé;(E,R)).
C'est évidemment nécessaire, car si par exemple g =Af , on a :

fAg = £ N(AE)

AMEAT) =0 .

C'est suffisant : supposons fAg

Il

0; si f et g sont identiquement nulles,
elles sont lindairement dépendantes, donc on peut se bormer au cas o f #F 0 .
Montrons qu'alors g est proportionnelle & f . Soit 50 € E ftel que

:ﬂg& ¥O;.mumwe fAg =0, on a

£(g ) ele) - £(¢) elg ) = 0 pour tout g € &,
g(e)

done g(g) = ?T€27 £(g) . C.qQ.F.D..

[¢)

Proposition.— Soient f, g et h trois formes linéaires sur E . Pour
que f, g, h soient linéairement dépendantes, il faut et il suffit que
fAgAh = 0 (comme élément de %(E,IR))
C'est nécessaire, car si h =A f + u g par exemple, on a fAgA(Af +pg)=0.
Pour mohtrer que c'est suffisant, on peut se borner au cas. o fAg ¥ 0 (sinon
f et g sont 1inéairement dépendantes, et a fortiori f, g et h 1le sont).

Soient go et & deux vecteurs tels que -

1
flg,) ele,) - £(g,) elg ) #0 .
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Puisque fpaAgAh =0, on a, quel que soit § € K :

(£(g,) ele,) - £(z,) e(g))) nle) + (glg ) nle,) - gle,) nle ) £(g)

| | v (n(g,) £(2)) - nle,) £(2)) &e) = 0,

donc h est bien combinaison linéaire de f et g . |

~ Ces préliminaires étanf posées, revenonS'é.la définition d'une forme
différentielle de degré p dans un ouvert UC R ; c'est une foncfion

w: U~ f{p(E,R),

que nous supposerons le plus souvent de classe ¢

Pour x € U, w(x) est donc une forme p-lindaire alternée ; sa valeur

pour une suite (51,..., gp) de vecteurs de E sera notéé
w(x STRLY £)
pour x fixé, c'est multilinéaire et alterné en g1,..., Ep . Dans le cas
p =1, on écrira simplement w(x ; g), linéaire en E .
La somme W+, = 0 de deux formes différentielles de degré p se définit
comme suit : pour chaque x € U , on pose
w(x) = w1(x) + wz(x)

(au second membre figure la somme de deux élémentS'de'ggp(E,R)). On a donc

w(x 5 ggaee ) s xs B, B) Fu(xs g B)
On définit de méme le produit d'une forme différentielle w par un scalaire
AER .

Ainsi 1'ensemble QP(U) de toutes les formes différentielles de degré p

dans U est un espace vectoriel (de dimension infinie). Un élément de QP(U)
s'appelle aussi une p-forme différentielle (pour-abréger le langage).

BEn réalité, la notation QP(U) est ambigué€, car elle ne précise pas s'il
s'agit des applications -II—*z@p(E,R) de classe dm ,- ou de toutes celles Qui
sbnt de classe Ck » ou encore de toutes celles qui sont continues. Mais comme
on se bornera a considérer'deS'formes différéntielleS‘de classe C. , 1l n'y a

pas d'inconvénient pratique & la notation QP(U).
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i

|
Produit extérieur de deux fbprmes différentielles,
On définit une multiplication
Q{U) xQ (U)~»Q U
ROPEXOREING

dite multiplication extérieure :gsi a € QP(U), B € Qq(U), leur produit extérieur

!
o A B est la forme différentielle w € Qp+q(U) définie par
!
w(x) = a(x)A §x)
(produit extérieur de deux formes multilindaires). On a donc :

(X ’ g gecey 5 )

-}:e(c) a(x,gm,-..,a( )) Blx s & e &

o(p+1)’” c(p+q)?

la sommation étant étendue aux ﬁermutations g de {1,..., p+q} telles que
(1) < voo <io(p)s olpHt) < oue < o(p+q).
La multiplication extérieure (a,B) = aAB est bilinéaire ; on a

BAho = (=1)PF anp si « ¢ QP(U) et B € @q(U)

—

Elle est associative :

¥ -
S L

On a le cas particulier d'un produit d'une fonction f (i.e. : une forme

différentielle de degré zéro) et d'une p-forme différentielle w ; on le note

[

simplement f.w , et on a

(£0) (x5 Efseees £)) = £(x) x5 Ep5eees ).

On voit que QP(U) est un module sur 1'anneau QO(U) des fonctions de classe

co ;
C sur U . <

)

Différentiation extérieure.

!

On va définir une nouvelle opération, qui & chaque w € QP(U) associe

un élément de Qp+1(U) noté 2dw , et appelé différentielle extérieure de w .

Pour cela, un bref rappel sur ldes dérivées est nécessaire.

Soit U un ouvert d'unjespace vectoriel E (de dimension finie, et soit
!
f : U-»F une fonction & valeurs dans un espace vectoriel F (de dimension
. \
finie). Choisissons des normes sur E et sur F (on sait que, sur un espace

i
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vectoriel E de dimension finie, toutes les normes sont "équivalentes").

On dit que f est différentiable au point =x € U si l'accroissement

f(x4h)-f(x) de la fonction f est "sensiblement égal®™ & une fonction linéaire
de 1l'accroissement h de la variable, c'est-&-dire, d'une fagon précise, s'il

existe une ¢ Eéf(E,F) telle que
L [EGm)-£)-eMm)| _
h—=0
h#0 1]

Une telle ¢ linéaire, si elle existe, est unique. On 1l'appelle la dérivée
de f au point x , et on le.note f'(x). On écrit alors f'(X).h pour noter
la valeur de ¢ = f£'(x) sur le vecteur h € E .

Supposons f différentiable en tout point de U . Alors f'(x) est une

fonction de x ; on définit ainsi l'application dérivée

£r U -ZL(E,F)
[attention : f' ne prend pas ses valeurs dans le méme espace F que la fonction
f ]. La questién se pose de savoir si f' est une fonction continue, resp.
différentiable. Si f' est différentiabie, sa dérivée, notée f", est une ap-
plication |

U ~¥(E, L(E,F)).

Mais on sait que Qf(E,éﬁ(E,F)) s'identifie naturellement & 1l'espace vectoriel

des applications bilinéaires E X E - F , qu'on notera éé;(E;F). Cette identifi-
cation se fait de la maniere suivante : si ¢(§»n) est une fonction bilinéaire
(4 valeurs dans F), l'application partielle 7 = ¢(g&,n), notée e est un
élément de cX(E,F), et 1l'application E ~ wg est uﬁe aprlication linéaire
E-Z(E,F). Récipfoquement, si & Qg est une application linéaire E -&(E,F),
on lui associe l'application bilinéaire
(£,m) = g (n).
Ainsi, on peut considérer f£"(x) comme un élément de 1%E(E,F). Un théoréme

classique (qu'on ne redémontre pas ici) dit que, en fait, f"(x) est une fonction
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RO —

bilinéaire symétrique.:

g

f"(X)(E,,T)) = "(X)(n,g) pour & € E, n € E .

!

. L. ( i
Si on prend une base dans E , lgs points ont des coordonnées x ; alors

_ . 1
f"(x) est définie par la matric? des dérivées partielles

62f

axé axj

’

e gt g

i.
et le fait que f"(x) est une fénction bilinéaire symétrique se traduit par la
i
symétrie de cette matrice, c'estjé-dire
62f _ G%f

— = (théoréme de Schwarz).
ox? oxt  ox™ 3xY
!

i

Définition de la différentielle extérieure d'une forme différentielle.

Commengons par une forme de degré zéro, c'est-a-dire une fonction
f : U->R (supposée de classe dw). On lui associe la forme différentielle
w de degré 1 dans U , définie p%r

w(x 3 g) = f’(&),& pour x € U, £E € E .

Cette forme différentielle. w.me¢note df -, et s'appelle la différentielle de™
la fonction £ dans l'ouvert U ,
Soit maintenant w : U »c/?p;(E,[R) une forme différentielle de degré p > 1 .

Puisquton la suppose de classe é? (1a classe ¢! suffirait), on a une fonction
%
|

w' H U"‘%(E ;}’/{p(E:R)).’

ce qui permet de définir, pour x!€ U et go € E :

i
w'(x).E_ € 4(‘%,&).

dérivée

.(w'(x).io).(§1,..., gp) est, pouﬂ x € U fixé, une fonction (p+1)-lindaire
}
de g, 51,..., gp , mais elle n'e%t pas alternée (elle est seulement alternée

par rapport aux p derniéeres variﬁbles). Pour la rendre alternée, on fait la

l .

somme suivante :

i (-1)i(w’(x)gygi)-(<§o"--, éi’...’ gp),

i=o

e AR e e
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ou la notation (go,.,., éi""’ gp) désigne la suite de p vecteurs obtenue
en supprimant le vecteur . de la suite (go,..., gp). Par définition, la dif-

férentielle extérieure dw est donnée par la formule :

() | (@) 5 88 ppennt) = 17 (DM (8 (E gy nnt)

Remarque : en fait, on a sommé sur toutes les permutations ¢ de {O,1,-.,p}
telles que
o(1) < o(2) <...< o(p) ;
11 y a une telle ¢ telle que 6(0) = 1, et sa signature e(d) est (-1)i.
Dans le cas péfticulier.oh p=1, on a
(dw)(x ;5 £,m) = (0 (x).8)n = (w'(x).n).E ,
qui est bien, pour x fixé, une fonction bilinéaire alternée de (f,n).
Remarque : pour w de degré 1, la relation dw = 0 exprime que

(w'(x).g).n est une fonction bilinéaire symétrigue de (g,n). Il en est ainsi

lorsque w = df , car alors
w(x) = £'(x),

donce w'(x) = £f"(x) qui est bilinédaire symétrique. On a donc prouvé la relation

da(df) =0 pour toute fonction f de classe C.

(de classe 02 suffirait).

Autre propriété : d(f.w) = (Af) A w + f.(dw) pour f € QO(U).

Démontrons cette relation importante.
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[il faut prendre garde de bien écrire, asu second membre, (df )A w et non wlA(df),

ce qui n'est pas la méme chose si

w est de degré impair].

Rappelons d'abord le résultat suivant, qui concerne la dérivée du "produit"

de deux fonctions, Soient u:U—>F et

v ; U~->» G deux fonctions & valeurs
vectorielles, et soit. ¢ : F X G —>» H une applicaticr lilinéaire

(», G, © -
désignent trois espaces vectoriels réels), Le "produit" de u et v suivant ¢
est l'application ¢ ¢ U —>» H définie par

¢(x) = @(u(x), v(x)) PO x € U,
Alors si u et v sont différentiablez, + est aussi différentiable, et la déri-
vée ¢'(x)

est donnée par la formule

' (x) . £ =plu(x) . g, v) +9lulx), v'(x) . £).

Appliquons ce résultat dans le cas cl

F=R, G= é’Zp(E, R), H = JZ‘p(E, R),

p + R X &ﬁp(E, R) —> éﬁé(E, R) étant définie par la structure d'espace vectoricl

de éﬂi(E, R) [multiplication d'un élément de dﬁb(E, m) par un scalaire]. Nous

prenons en outre u=f, v =w ; alors ¢ =f.w, et on a donc

14
%

(fow)' (x). £ =(£'(x). &) . w(x) +£(x) . (o' (x). £)-

Les deux membres sont des fonctions

. ‘\'
’
K]

p-linéaires alternées. D'ol Kf; S
o
p i ~
a(tw) (x5 & ,00n, €)= );0, (=107 (£ (e gy) wlx 5 B penny Bypeeny E)
b a
() oy (). g) (g ,eee, Epueen, gp)
i=0
ce qui donne aussitdt
d(fw) = (df) w+ I . (dw) .
C.Q.F.D.

Généralisation

or a [d(dw) = 0|
“d(anp) = (da)ap « (-1)F ocA(dB)'

tration ici).

pour tout w € QP(U),

pour o € QP(U), B € Qq(U) (sans démons-—
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[il faut prendre garde de bien écrire, au second membre, (df )A w et non wfﬂ(df),
ce qui n'est pas la méme chose si w est de degré impair],

Rappelons d'abord le résultat suivant, qui concerne la dérivée du "produit"
de deux fonctions, Soient u : U —>F et v : U —» G deux fonctions & valeurs

vectorielles, et soit. ¢ : F X G —>» H une applicatign lilinéaire (F, G, H -~

désignent trois espaces vectoriels réels), Le "produit" de u et v sulvant ¢
est 1l'application ¢ : U —> H définie par

¢(x) = @(u(x), v(x)) PO x € U.

Alors si u et v sont différentiablsz, © est aussi différentiable, et la déri-
vée ¢'(x) est donnée par la formule
o' (x) . g =9 (x) . g, v) +9lulx), v'(x) . g).
Appliquons ce résultat dans le cas cl

P=R, G-= ﬁ%(E,m), - JQ(E,R),

¢ : R X &ﬁp(E, R) — &é}E, R) étant définie par la structure d'espace vectoricl
de d#é(E, R) [multiplication d'un élément de dﬁﬁ(E, R) par un scalaire]. Nous

prenons en outre u=f, v =w; alors ¢ =f.w, et on a donc

(fow)' (x). & = (£ (x). &) . w(x) +£(x) . (u'(x). E)- ,gxrw_ "

-t

R
. ] ’ N V3 = i
Les deux membres sont des fenctions p-linéaires alternées, D'ou f; N
i¥ad
NE/ L

~

p .
d(fw) (X H io,o.o, é.) = z:: (“1)1 (f'(X)- gi) w(X H Eo,-.-, &i,-.., Ep)

b i=0
. p .
+1(x) ) ] (wix). ) (§1,.»e, Eireens ép)
i0

ce qui donne aussitdt

Ad(fw) = (df) w +f . (dw) .

C.Q.F.D.
Généralisation ¢ on a \d{dw) = 0[ pour tout w € QP(U),
L d(a/\B) = (da)a B + (—1)p a,«(dB)l pour a € QP(U), B € Qq(U) (sans démons—

tration ici).
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. 7z a n
Ecriture canonique d'une forme différentielle lorsque U est un ouvert de R

(on peut toujours se ramener & ce cas en prenant une base de l'espace vectoriel E).
Notation : x1, X2,.,,, X' : coordonnées de x € R . Les coordonnées sont
des fonctions différentiables ; dx1,.,°, dx" sont des formes différentielles de
degré un.
Rappel : soit f une fonction ; on a vu que, par définition,

(af) (x5 8) =£'(x) . & .

Si f est linéaire, on a £'(x) =f (valeur indépendante de x). Appliquant ceci
N i i \ i . a N e
a dx , on trouve : (dx )(x , £) =&, 1i-~iéme coordonnée du vecteur E ; donc
i N S ‘ i
dx est la i-éme forme linéairs ccoxrdonnée u .,

Ecriture canonique d'une forme w de degré un., Par définition :

n .
w(x). & = Z:j ai(x) gl .
i=1
Par conséquent

(1) w =2z ai(x) . dxl . Les coefficients ai(x) sont uniques.
i

BEcriture canonigue d'une forme o de degré 2. On a vu que la forme biliné-

aire alternée w(x) s'derit d'une seule manidre w(x) = 2:3 aij(x) ul/« ud .
i<
Donc on a '
o i J
2) 0= T3 a0 - (@) ()

Les coefficients aij(x) sont uniques.

Remarque : Soit w une forme différentielle de degré 2

w=0 & aij(x) =0 VYx. [d'apres (2)].

Bcriture canonique du produit extérieur de deux formes différentielles de

i n

degré 1. w, = E ai(x) . (dxi)
i=1
w, = >, bj(x). (dxj)
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w1A w2 = Z:g (ai(x) . bj(x)) . dxi A dxj .

D'ol, en groupant deux par deux les termes non nuls :

w AW, = g;g [ai(x) bj(x) - aj(x) bi(x)] dxt A dxd

On généralise facilement au produit extérieur de deux formes différentielles de
degrés p et 4.

BEcriture cancnique de la différentislle d'une fonecticn f :

L]

(af)(x 5 &) =£(x) . &
=7 =) e
I

d'ou

S of i
n_z
d*—. é_x—dx
1= i

Probléme. Soit w une forme différentielle de degré un : w = I ai(x) ax’ :
E— i }
calculer l'écriture canonique de dw. On a dw = I d[ai(x) . dxt].
i
Utilisons la relation d(fw)~ (&f) w +f . (dw) .

On trouve ici :

dw = % (dai(x))z\dxl + I ai(x) . d(dxl) .
i i
i '\
Or d(d X ) = . D'ou
5 , i
du = % [dai(x)]/\dx
va, (x) . 5
= 5, (2 dx?)nax
4 axd

Finalement :

aaj(x) eai(xj ) .

dw =Y [—5— - — ] ax™ A ax?
] 3
1<] 0x 0x

Oaj(x) B Gai(X)

Remarque. dw =0 & Vi ’ Vj .

axl éxJ
En particulier, la relation d(df) = 0 eXxprime que
o) of 0 of

o o o o L éordme d .
dx, dx., 0x, OX, (theo?‘eme e Schwarz)
i J i
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Changement de variable dans les formes différentielles.

Soient UcCE, U'cCE', ¢ : U' —% U différentiable
1
y=@G e, ) eu

x =) = (@ G, o)) €U,

On va associer & ¢ une application lindaire ¢* : Qp(U)'ﬁ QP(U') de la fagon
suivante : pour w € QP(U), on a, par définition :

(* 0o 5 nyseees np) =uw(ol) 5 ') nyyeeey 9 () np)-
On dit que ¢*(w) est la forme différentielle (siz U') déduite de w par le

changement de variables ¢ 2 U' ~—» U,

Propriétés du changement de wvariable,

*

(1) linéarité ) (0, + o) = @*(w ) + w*(w )

1 2 1 2

Q*(K w) = A ¢*(w) pour A\ € R.
(2) cas particulier 3§ p =0 (fonctions) alors ¢*(f) =f o0.
(3) ¢*(w1A w2) = ¢*(w1)/« w*(wz) conséquence immédiaste de la définition
du produit extérieur.

(4) ¢*(af) = a(e*(£)) .

w:vwzhz
Démonstration. Cette/fgigzggn va résulter du théoréme qui donne la dérivée

d'une fonction compcsée

Il

(a£)(o(y) 5 9'(y). m)
£ (o)) . (p'(¥y) . m)
(£ 29)'(y) . .
d(e*(£)) (v 5 n).

(5) plus généralement : @*(dw) = d(@*(w)) .

(o™ (at )y 5 n)

Il

Démonstration : Exercice.

Calculs explicités avec 1l'écriture canonique. Soit w une forme différentielle

de degré un :
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w =2 a.(x) dxi
i 1
¢ (w) =z w*(ai(X)> ax")
* * i
=2 ¢ (a,(x)) ¢ (ax7)
i
=2 (a; 0 9) &) dp™ (™)
or ¢*(Xl) = x o = @i
' * \( i \yi
d'ol M (w) =2 (a; o 9)(y) ale™ ()] i
i B ot
En développant d¢~ = Z:j “97 dqu o obtilent 1'écriture canonique de ¢*(w).
j=1 oy~

On procéde de mdne pour une forme différentuelle de degré > 1 s par exemple,

soit une forme de degré 2

W o= Z:: aiﬁ(x) dxt A dx? 5
i<J N

alors

¢ ) = T (a0 0)r) &' () ade’ ()
1]

et on développe le sescond membre,

Compositicn de changements ds wvariable. Soient : UcCE, U'cCE', U"<E"

/

¢ : U' =—>» U, ¢ 2 U" —>U'. Alore ¢ o ¢ :U"—> U, et ona

2 (v) 2, 2 (1) v @ (") .

Proposition.- [(p © ¢)* = ¢ o ¥ J

Démons‘tration° Pour p =0, c'est la relation f o (@ o ¢) =(f o ¢) °o ¢ .
Pour p =1

o* (" (Ww))(z 5 ¢)

i!

(¢" w)(¢(Z) : ¢‘(z).§) |
wlo((z)) s ¢'(¢e(2) (o' (2).0)] -

oo o ¢(2), (5 0 0)' (2) . <]

I}

1
1

= (g o ¢)5(w) (25 2), -
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N * \ ¥ E
dtou ¢*(¢ w) = (@ o () (u). C.Q.F.D.

£ " e F SN A e . - S T I e R P
Or méinéraiice feoilament culny o rintratlon fovs v >

0L B - I - - - - R
coentaellor gquadie . z2w dTun o =spac, vt thooaa

;(E, R) dfonzny Yenoemilo Gl J0n ..o wasatigues d4Einics mooLhi-
ven g1 E,
Défanialan, Une Iownrme diulioiotaslle snadratour S P Ry
tion o s U =—> Q2(Ea ®).
Si on note, pour x © U, & 4 B, rgoote ovaloar dz ac G le venteur

on veit qae ez, £) est wne fosze juadyatique en E (gui dfpend de %),

<

Rarres, 11 sxdicte unme correspondalncy tijisctive enlre Q?(E, R) ct SE(E, i

(csrace vectcriel dos formes bilindaires symétriquecs) 5 0§ ¢ Efz(E,'B) on faat

=]
[UN
¢}
IJ;
el
]
(@]
o
&
=}
aQ
B
—+
a3
™
3
~
Fad

(E, R) on 1aif correspondre [ ¢ Efz(E,lR) définiec 1=

£(z, ) = 5le(z + ) - 9(8) - 9ln)].

. - A o aa z . ) P .
Soit o 3 U -~ QZ(E, R} vre fooms différentiells guadratique, On définit

) . ’ - N - N !
gl ; =, aals s 0w m) - o 8) - alx; )l

S Jan A e - ~ - e L Pt 3 . - ) B R - I SN T
xemple,  Produit \ordirsire, non ewtérieur) de deux formss différsntiollsn i

R e
z - o - :
degrs ' ¢ wselent o et w,  deur formes daffdrentiellssz de deard 1, w,(z ; )

a est blen, pour x fixé, unz form. quadratique ¢n £ 3 i fcrit a9 = ow <l

(re pas confordse avec m1A192),

o)
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Ecriture canonique d'une forme différentielle guadratique.

Soit E = R'. Toute forme quadratique ¢ € Q2@Rn, R) s'écrit d'une seu.:

manidre

o8) = Y a. g gl

) ij
1$Zen

La forme bilinéaire associde s'écrit

(e, e) =5 3 a6 el el )

2 i ;
- Y i .43
I bij &t ’
1,3d
- I o
avec bij = bji , bij =3 aij pour 1i < j
b.. =a.. . ’
ii ii

Ainsi on a une autre écriture canonique pour ¢ :

2 4
"'U e

C.a

. i .
pe) = T b, 8 8 , b= b
— 1]
1,J
c'est celle-ci qu'on utilise le plus souvent, lorsque la caractéristique du corps
est # 2 (ce qui est le cas pour le corps R qul nous intéresse ici).

De 14 on déduit une écriture canonique pour une forme différentiells quadrati-

qua 3

@ = Y5 v, @), (@), b (x) = b ()
1, -

Changement de variables pour les formes différentielles quadratiques.

Soit, comme plus haut, ¢ : U' - U une application différentiable. A chaque
forme différentielle quadratique ”& sur U on associe une forme différentielle
quadratique sur U' , notée o*(a), & savoir :

(p*(a)) (v 5 m) = alo(y) 5 ¢'(¥y)om).

Sion a . .
a=) bij(X)(dxl)-(dXQ),
1,J ,
alors . .
p*(a) = Z:: (bij 0 ¢)(Y)(d¢l(y))-(d¢J(Y)),

15d
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et il reste & développer :

i otk i = 09° b
dp" =y " = dy . dgt =) -y
k oy h Jy

pour obtenir 1'écriture canonique de @*(a)o

Variétés différentislles,

Définition. Une variété différentielle de dimensicn =2 et de classe ¢ est
définie par les données et l'axiome suivants :
Données : - un espace %topologique séparé X ;
- un recouvrement de X par des cuveris Ui (i € I), et des

applications o, ¢ 7. = Q, , ¢ les ¢. sont des homéomorphismes et les Q
i i i i i

des ouverts d2 R . Ies ¢, =s'appellent des "cartes".

4
-

Axiome :

on définit, quels que scient 1 et j , le changement de cariaes

-1 :
Py ° %5
- < I.N -
) > Qj(Li Uj) ;

Qi(Uin'Uj

-~

( . n bl
wj ° 9. est un homéomcrphisme d'un cuvert de R sur un cuvert de IR .

C . -1 s . o0
L'axiome est le suivant 2 9. o Py est une application de classe C ; comme

J
cette conditior est posée pour taut couple (i,j), elle vaut aussi pour le

couple (j,i) s dorz 1'inverse P, e w} de ¢j
5 .

- 1 . z . A . rps o s .
C . Donc @j ¢ gy est un homéomorphisme qui est indéfiniment différentiable

-1 .
o @i est aussi de classe

ainsi que son inverse ; une telle application s'appelle un diffécmorphisme.
Efinition. Une collection de cartes s'appelle un atlas.
fp ey . e n p 1 n
Définition., Soit x € Uy : alors @i(x) €R a des coordonnées § ,...;E

. . s . . i
cui sont des fonctions continues sur U ; le systeme de ces fonctions §E

(1 < 1K n) s'appelle un systéme de coordcnnées locales sur l'ouvert U, .
. i
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Exemples.
1) Soit Q un ouvert de ]Rﬁ -
Mors Q a une structure dé variété différentielle, si on se donne une seulw
carte ¢ : Q igigiiié» @ .

2) Soient X wune variété différentieclie et U un ouvert de X .

Mors U a canoniquement une structure de variété différertielle induite par X

on

le recouvrement de U est défiri par les ouverts

Vi = erUi 5

. . - n L
pour chaque % , 1a carte ¢, ¢ V. =R est la resfriction de la carte o, ¢ U, = §®

X 1 1 1

+~

de U, sur un ouvert Q. de R* . La carte by

1]

e fart sur un 3o oot de O

Fonctinr différentiable sur un variétd 4ifféventielle.

Définition. Soit £ ¢ X = E ;, o X est nxe wariété diffirsnti=
e i Tt . 9
espace vectoriel. £ est différentiabise <« £ es- ~ootinas g
. =1 ; . .
Vi, re ¢. o8t Iiffeérentiable dans
easuvramert de X)

ia carte dornée de U, .

a4

s X=»Y , ocu X est une variédté différenticlls Jo dimen-

sicn n , et Y une variétéd différentielle de dimension p . Notons ez akrégé :

X 4définis par (Ui O Qi)
Y 3éfinie par (VOC , b Qa)

Par cdéfinition :
f différentiable PN (1) f continue ;
(i.e. de classe ) 1

(2) b o f o gy différentiable,
Explicitons (2) : pcur tout x £ X, soit Ui un ouvert 3u recouvrement de X tel

que x £ U, , et scit Va un ouvert du recouvirement de Y tel que:
A

, =1 . - )
= f(x) ¢ &a s alors ¢a e f o N existe dans un voisinage de ¢i(x) dans Qi .

=

s'est une application d'un veisinage de @i(x) dans Qi , & valeurs dans Q CiRP .
a

On demande qu'elle soit différentiable.

Remarque .~ Reverons & la défin t ion de X avec des cartes . w U, - Q.
aAsmargue S ?5 i i °
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Si on munit U, 2de la structure différentielle induite (par X sur l'ouvert U.),
i i
ot - o ‘ . -1 . 4

?; est différentiable ainsi que sen inverse ¢ . Autrement dit, ¢, & hal
difféomorphisme.

Exemple : PnCR) : espace projectif réel de dimension = .

On définit une structire de variété différentielle comme suit :
- le recouvrement est formé des ouverts Ui définis par

mne

. & ‘ \ 2 . 17 e
U, = 4x £ PqGR) l la 1 cocrdonnée homogene de X &8t non nalld}'

n
- cartes ¢ ¢ : U -R

o )
x1 .
( ).
X 5 X,90009 X_J) b= (== 5004y =—
\ 09 19 9 n) (X 4 9 < ) }
0 )
U R
I © -
LSRR
. x Xiq Figg x,
X 5 X poaes X_) (=, ... S eaey =) .
( o’ %y > > S v X TR 9 X,)
i i i i
. =1
Examinecrs les changements de cartes @ on va montrer par exemple que Py ° 9y

est ur difféemerphisme
n
(m nu,) = {(y1,o.., yn) l Iy # 0} ouvert de R

¢1(J~r\U Vo= {{y gasosy yn) I y1 # 0} ouvert de R~

¢ 1 1
m‘=1 0] y
T'q . O 1 u2 n
(7ysewes ¥, ) mmmmems (70 1 Foseney ¥) — (3;1-9 7, T

N PP -1 . . . -
D'apres sa définition, ¢, ¢ @, est une application rationnelie, donc de
!
. oo . - s . P - 1
classe C (pulsque ie dénominateur y1 est % 0). De méme, ¢1 ¢ 9, est de
: 20
classe § .

Sous-variétés d'une variété différentielle.

Soit X une variété différentielle de dimension n .
Soit Y un sous-ensemble de X .

Défin-ticn. Y est, au point a € Y, une sous-variété différentielle (de classe

o
) de dimension r si et seulement s'il existe un voisinage ouvert V de a
(ouvert dans X) et une carte ¢ : V- QC R , tels que :

pla) =0, o(YnV) =Qna,
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cu A est le sous-espace vechoriel de b défiﬁi par les équaticns :
b'd = coe = X = C . Mitrement dit, il doit exister un systéme de corrdcnne
locales, nulles ern a , tel que les pcints de Y suffisamment voisins de a
soient ceux dont les n~-p dernidres cocrdonnées sont nulles.

finiticn. Y est une scus-variété différentielle de dimension p de X

si et seulement si ¢

N
i
~
rd
D
0]
prs
Fh
<D
&
=
CD\

(ii) ¥Yyev s ¥ =8t une sous—varié®té de dimension p au point y .

L. ’ . » ,‘ , . , oA .
Proposition.’ oritére) .. Stzant X uns variété différentielile, &% ¥ un

sous-ensemble de X, et a un poizt de Y . Pour gue Y soit une sous-variété

différentielle de X , ax point a , i1 suffit qu'il existe un voisinage zuvert

- 1 n
lrcales ¥ ,..., ¥ , rulles

[0}

V de a {(dans X) et un sys*tme de coordcnnée
au point a , telles qua YAV soit 44firi par des éguations de la forme :
(x! P
X = (X eeey X)),

n r. 1 P
X =9 (x ooy X ) ’

N i o0 - . T
nu les ¢ sont de classe ©  dans V , nulles pour x1 = eee = X0 = 0 o
. . 1 1
Démonstration : posons (( X' =X je.., 2P = %P
+1 +1 p+1
(1) P PFL @p (x1,oo., <F)

X'n xn - ¢n(x1,..., XP) ;

la transformaticn est différentiable. La transfcormation inverse est

1 1 P _ P

X =X'" 000, X° =

p+1 = X,p+1 " ¢p+2(ﬁ1 XP),

genos

Y b n, 1l

xr =x"" +0 (x’,o.o, X)p)°
Donc (1) est un changement de coordcnnées locales. Avec les ccordonnées

locales x%,oo., x! , YAV est défini par les équations

L Y L C.Q.F.D.



Exemples.

Yo

1) On =e piace dans IR” , les cocricnnées s'appelant x, v, 2 o Soit U un
2 ‘ . s PEEpents
ouvert de R (cooricnnees X, V). Seit f : U=TR =ne fonchicn différentia 2.
AMors les poirnts ds jRB tels que 2z = flx,y) fcrment une sous-variété différen—
. . =1 2 . .
tielle de 1l'cuvert p v) C:E3 s 2% notant :]RB-éJR ia projection
(.X9Y9Z) g (.Xf)y)c'
. r. n+1 feso s " gz
2) La sphtre S CR pat définie par L'éguani~n
;N\ 2 1 2 04
A I e T U & S [N
2 ot Z . n+1
= orotant X L., X 128 coridinnées dans R o
. TN s
A= 8 giuey 3 ) TS
On peu%, Aans wn v-isizage ascez petit 1= a , réz-;dre L'éguatior o la sy .so - par
rappsrt A& 1'une des co~rdinnéas sinverablemsnt -1l 3 par exemplLE, £1 3 Ny
1'équation se »éslut WIOmEs Sult L
e )
X o= VT«
0 ,
dansg 1°'-uvert défizi par x gemble fermé de
n+1 r
R , @3t donen wne sris—rarié~é 1ifféren
s démmtrer gue P R' sont
) S
Jes sous--rariétés différen+ieiles ie PPQR)U
Structure de varié:sé différentielle d'une sous-variéié.
Soit Y une s us-varié*é différentielle d'uns —aridité différentielle X .
On va 4éfinir sur Y ume structure de varié+é différentielle : par définitio..

d'une scus-varié*é, tout pcint de Y pcss>de un

~
-

tel gqu'il existe une car‘e

P I
s V= QCTR

o)

rrur lag:slie @(Y(\V) est 1'ensemble das points

o+1 n P 1
v = Dyovoey ¥ = 0 o Par définition, X ,ce.s
nées locales sur YNV :
© . . f.
gur an cuvert de IR™ . O2 laisse le scin de vérif

vcisirage ocuvert V (dans X)
(x1,.no, n) € Q tels que

¥ forment un systéme de coordon-

ce qui revient A& dire que go]YhV est une carte de YNV

ier que les cartes ainsi obtenues
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définissent sur Y wune structure de variédté différentielle.
e n+1 - N .
Exemple : CRR ; dans un voisinage convenable d'un point

19n"oy an) € Sn tel que ao ¥ 0 , les fonctions X1,¢.o, Xn définissent

0
Y rd .rl
un syvsteme de ccordonnées locales sur S .

Rappel du théoréme des fcnotions implicites

Soit U un cuvert de jRp , contenant l'origine O (pour fixer les idées).
A
Soit f ¢ U-—-R wune application différentiable, définie par des équations

( i i 1 “p .
\1) X =f (.u- 90009 'A) (l=1g 290::-, l’l),
i, ooz . N
les f etant différentiables dans U , & valeurs dans R . On supp 8= qus le ranc
i
. of . PN . i N
de la matrics (“";) au point O est égal & p , ce qui revient & ir: qu- ~atte
ou®

matrice contient ure sous-matrice & p lignes et p colonnes dont le dé%ern - ant

-

est ¥ 0 ai pcint 0 . [Alors le rang est encore p en tout point suffisagm-or
voigin de O]a Supposons par exemple gue

éFi
(2) det (--:ej);éo pour 1 1¢Ps 1< NP

o]
Aeors, dans un voisinage convenakle de O , le svstdme (1) équivau* & un systime

Wt 1P, 1 ig
+ +

P _ P 1(X19»'09 xF)

n a1 _py

X =8 (X gecey Xp)s

les fenctions g1,o°o, gn étant différentiables. I1 ern résulte que 1l'image d'un

voisinage convenable de 0 , par l'application (1), est une sous-variété difidren-

i
tielle dans un voisinage du point f(O), lorsqu'on a supposé que le rang de (gie
ou

est p a l'srigire.

Fibré tangent & une variété différentielle X .

On étudie d'abord un cas particulier : celui d'un ouvert Q de R (c'est
ure variété différentielle).

éfinition. Un vecteur tangent &  au point x € @ est un couple (x,£), ou
(xgg) € Q XZRP . L'ensamble des vecteurs tangents aux différents points de Q est
done Q xR , qu'sn note aussi T(Q). Soi%

p T(Q)-» Q
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la projeztion (ng) - X 3
¥ s'appelle 1l'origine dx vecteur tangent (x,g).

Définition. T(Q), puni de l'application p , s'appelle le fibré tangent o w

La fibre d'un peint x de Q est l'ensemble des vecteurs & dun couple (x,£)
quand on fixe x ; on la note TX(Q)o C'est l'espace ventoriel tangent & Q au
. C g e s n
point x , qui s'identifie a IR .
Soient maintenant A un cuvert de Eg),
f : Q—=A une application différentiable.
A f cr assceie la Fometicn  T{f) défirie par :

2 T, T(f).>

: Q) = Q xR A xRY = 1a)

(%,8) b (£(x), £7(x).8).

On a le diagramme commutatif suivant .

)
7(Q) ===ty T(A)

P

— [\

Le théor®me de _a dérivée d'une fonstion zomposée, appliqué a

f 2
R ey Ay D

(O]
D~
O
2]
-
ot

? ’
(20 f) (x).g =g (£{x)).(£'(x).8).
Cette relation exprime que dans le diagramme commutatif
!
il
Q) .3..-24 T(A) i-(ﬁla ()
b IP b
f :
Q ey A s 3 ,
le nomposé T(g) o T(f) est égal & T(g o £). Telle est la formulation sous lagquelle
sVexprime le trnécreme de la dérivée d'une fonction composée.

Cas général.— Soit X wune variété différentielle. Scit

nne carte de l'ouvert Ui(: X . Par définitiorn, un vechteur fangert & X en un point

x € Ui est défiri par un couple
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(0, (), 8) € 2, xB" = 2(a,); i
c'est un vecteur tangent a Qi au poirnt @.(x), Mais i1 faut préciser ce qu.
airive quand on change de carte.
Scit dene @j 2 UJ%iQB.C:}f; une autre carte ; posons, dans l'ouvert
9,(U.Nn UJ,) cQ
=950 (97"

P

. d5 L e ! - S as
51 es* un difféomorphisme ¢i‘Uir\Uj) @j(UirjUj)v L'application
T(@ji> = wi(Uﬁr‘Uj) xﬁBn'* @ﬁ(U:r\U%) ximﬁ est un difféomorphisme gal est lindaire
dans chaque fibre.

Seit alors x & U.NU, ; par définition, un vecteur tangent & Q. au point

@i(x) et un vesteur tangent & Qj au point ¢4(X) définissent le méms vectheair
: J

tangent & X si et seulsment s'ils se correspondent dans le difféomorphisme T(@ji).
. \ S . - )
L'ersemblie Ty(X; dea Tecteirs tangents & X exn un point x € X a donc uns

. / . . .
stricture d'espace vectorisl 'réel, de dimension n) : si x

" Ui , la carte P

=

- , n
,(X) sur llespace vectoriel R .

définit un iscmorphisme de 1'sspace vectoriel Ty

Définition. Soit TLX)

ot

a réunion disjointe des TX(X) lorsque x parcourt
X . On munit T(X, de l'application

p: TX) - X
qui, é‘chaque vectear tangent £ € T(X), associe l'unique x € X tel que ¢ € TX(X).

Alcrs la fitre pm1(x) n'est autre que TX(X), qu'on appelle l'espace vector. =1

tangsnt & X av peint x .

On va maintenant définir sur T(X) une structure de variété différentielle.
Soit 9, Ui-_> incimg une carte ; soit p-1(Ui) = T(Ui) 1'image réciproque de
U, dans T(X). D'aprés la définition des vecteurs tangents & X aux points de Uss
s définit une bijection

ad n —_—
e, T(Di) - Q, xR = T(Qi).

DPans= Tﬁ&)nTﬁ¥)=:ﬂUiﬂUﬁ,Jecmagmmntdec&nms

. . - — N .
@j o &7 ¢ @i(T(Uint)) @J.(T(Ui UJ))
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nlest autre que 2e qu'om a no+é plus haut T(mji) : clest un difféomorphisme.

Donc les cartes @, définissent bien sur T(X) une structure de variété dizzé-

rentiellie. On se rappellera que chague carte Py Ui'* Qi définit une carte

r
< T = b " t ! 2Tl ( ' ._ 't " 2 °
@i H T(Ji)'* T(Qi) Qi xR 4, et 1'on nctera T\¢i) 1tapplication @i

[}

Observons que l'application p : T(X)-» X est différerxtiable (pour les struc~
tures différentielles de T(X) et de X).

Chnamp de vecteurs sur une variédté différentielle X .

une apﬁlication 55 X = TIX)
x+»oix) - T (%)
tells qua p o 0 = Identitéd,
On peut ia considérer ocmme application d'ure variété différentiells X wwus

une yvariété différentielle T
rantiable”, Exylli:ltozs 3

. . ,
S2it U, wun auvert de X , mitl d'une carte Ps 5 alors T(U.) es*t un ouvert
* il

de TX) muri de la zare &, correspondants. La donnés de o &finit o+ tel que

Rty

ie diagramme suivant soit commutatif o

@4
/1) e Q. X R
1 1
(e} T
?s.
U - Q.
1 1

. . g n
< est une section du fibré T(Q.) =Q, xR .
i i

M

Si y€Q ,ona <(y) = (y, 11(y)), avec ¢1(y) =R" . Donc o est définie

par 1a dormés de 7 : 91 - R (€1 est un "champ de vecteurs" dans Q1 CZIgw.

On dira alcrs que o est différentiable si 1, est différentiable,

Application liréaire targante,

Sciernt X et Y deux variétés différentielles, f un morphisme de X dans

Y (c'est-3-dire une application différentiable).



On va assccier & f wune application de T(X) dans T(Y)9 notde T(f). dont
la restricsion Tx(f) Ty(X) sera lindaire ; alors ltapplicaticr 1inéair

Tx(f) : TX(X) - Tf(x>(Y)

sera appelée l'application Ziréaire targente & f au point x .

' n
~ Examircrs d4'abord un cag particulier ¢+ X =QCR , Y = @f Ciﬂp R

¢

. . e o . e " o
Teci 1l'application liréaire tangente au poeint x est la dérivée fiix) : R ‘*JRP

- N

T{f) sera l'application de T(Q) = @ xR~ dans T(Q') = @' x RY , aéfizie

'D
hol
0
iy

Scit x £ 7, oauvert de X ; scit ize carte g9 o U
vavert de Y , ¥ é%ant muni A'uee carie

b ¢ TS g ory .

i
ot
o
D
Qv
=~
0
ot
4
(o)}
ti
i3
P
5
<

Oy
3
73
n
3

2 b

, Cn Te.h suppofer que f envecie U dans V.
Or. déf:rit alors Llapplicatiorn 2 de Q dans Q' , tael' = que le diagramme

gaivar’ soit comm.tatif o

b z 7 7 . . e - . 11
Dlapres 1l'é*tude précédente du cas particulier, oz a défini T(g) de Q xR

4 - -
dars QF X]Rp ; or T U) est un ouvert da T(X) qui est muxi d'une carte

déduite de P .

De mire, T{V) est mini d'uns carte

déduite de ¢ .

Ov définzt alers T(f), tel que le diagramme suivant scit commutatif :

" m g-§
QxR -—E(tw Q' xRY

R ML .



Ov vérifi- ass TIf) ainsi 3éfirie ne dépend pas du choix des cartes & ef
¢ (en utilisan*® le thécrime e dériva‘ion d'une fenction zompasée).

On vérifie également que T(f) rend le diagrammes suivant commutatif
£)

vy JEL o

Px Py
L coes Y

clesta~dire que T(#) +ranforme 2m vecteur tangent & X en X exn

targent & YV en fix),
Da flue, 1a restraiti-g Txff} . TXCX)‘A‘TfC )'Y) eat lirédaire. 7:< l'zppli-
licéalire tanger*~ 4 f 3% X .
Remargue ¢ uze carte p_ de 71 sur 91 CR" =g+, en falﬁju- différm ry-
de U, s Qi '*: 2 Q. €rant tnzidérds comme varietés différentielles).
On a vigus 1, Jéfiriazait une cavte @i ds TU) sur T/Qi) = Qi X .

Br részmmé, le diagramms sui7a’~ s3% zommutatif
b IS n T(35 (
U et @ @mrm Q X R o T/m)

i e T(g) T(E)

Scit X une variéséd différentislle, Sait £ ¢ X -»R différentiable.

Er _onm:idérant R oomme varidté 1ifférentielle, oz peut définir d'aprés ce qui pré-

el
f) o X - 1R)
T 7Y érant lindaire dans chaque fibre. Or le fibré tangert & R est R xR ; orn peutk

.onsidérer la deuxilme projecticn : TiR) =R x R -5 R (pz(x,y) =7y), qui est
’ 2

lirdaire em v pour x fixé o

La fons*ticn z-moosée ¢ T(f) sera donc liréaire dans chaque fibre.

F2
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Par définition, on pose 4f = p. ¢ T(f) : T(X) »RR ; on note df =
la différentielle e £ ax point x .

Pormes différentielles s.ir une variétéd différentielle.

7 (£)

Forme différentielle do degré 1 sur X . Clest par définition une applica-

tiom @ de T(X) dans R, linéaire dans chaque fibre.
(Pbur x fixé, cfes* une forme lindaire sur l'espace tangent TX(X))o
. : ! c 747 M e .
Er zorsidérant T X) et R comme des variédtéds différentielles, on peut done
s » Py - ”{ - ,.. . ra 2
demrner un sens a ;. w  est difidrentiablie (c'est alors un morphisme de variétés

différertielles). Noue ¥.pposevons en géné al que las formes différentislles cons

Avec cea défirniticns or zomstate que la différsntielle df d'une fonetion

définie asur X €57 une forme différentisllie de degré 4 sur X .

{finition une fonction & wvaleurs dans R, définie sur X

7 N / z - - s -
g de degré p o 2 (appelée aussi forme différentielle

Iersque X est on cuvert A de IR, on a TX(X) =R, et par suite on

retrauve la 1é4fini%ion antérieure d'une forme différentielle de degré p :

~
. . 2 .n
Scit U un cuvert de X , et s2it ¢ : U= ACR une carte de U sur un
n rd
cymart A de TR . A chaque ferme différentielle w de degré p sur U, on
associe une ferme différantielle o sur A , & saveir : pour y € &, et
n
n1,ooa9 np €ER , or pose

1
R R R ENCDE NI N D EWE
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. . oo 3
Par définiticn, cr dira que la forme w dans U est de classe € si la frrme

e s 0 - . - ’ .
2t 12 ~lasse (¢ . Cette définition est indépendante du r.:2ix

)]

correzpondants g

14 Ve oo
On dira gu'une forme différentielle w sur la variété X est de classe C
. . . N ; s had
si ga restri-ti~n a tout -cuvert U pozssdant une carte est de classe C . On
netera QP(X) ltespacs vesisriel des formes différentielles sur X , de degré p
o0

et de classs 3 .

Opérat*icns sur les formes d:fférentielles.

- Precduics extéraie, .

z . . 5 . . . / 5
On. 3éFfinit me applizati~n de Q (X} x Q (X) dans @ (X), Lo, L WAL
T a p+q - 1 - ool
par la méme formass gque gelle gul 3éfinat le produit extérieur de deax forne il
férentisllsz gur TR ¢ pour x € X, on a an effet
pe /
w, % A (7 (), R)
P
w9ﬁr\ 04 (7 (X), R),
2 Do
e+ on prend 1z produi-t exvérisvr w, (x)Aw,. (x) € (r (2}, B
1 2 +q X :
w Chareems- b 2. rgooahlis,

Scisnt ¥V oet X deux variédtés lifférentiellss, ¢ un morphisme de Y dans
X . On 1uil assc-is ine applirati-n lindairs p*¥ de Q@ (X) darns @Q (Y), comme
iy P
surt oL osi ow € Q (XY, on pose

{pxo)v Dyrenes '.:p) = wlely) ; Ty(qJ)-n19-o-9 Ty(ql) -np),

r_-l
1)
[

r. apfar*ernant i TV(Y).

z

Oz montre les propriétés suivantes

*f, = qF
@ \w1A wz) = @ (w1)A @*(wz)

(@ e ¢)* = ¢¥* o @¥

9]
1)
ko
t

¢ une carte de U sur un ouvert A de ]Rn 5 alers l'application qu'eon

a2 déiinie plus hau* de QP(U) dansz QP(A) peut &tre interpfétée comme étant égale
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I~

= Différentielle ex*érieure d'une forme différentielle.

Seit X une variété différentielle, et soit w £ QP(X). Soit U un ouvert
~ bl .
de X, ¢ une carte : U— ACR . Par changement de variables, w donne
o o= (¢ ) (w), forme différentielle sur A . Or on a défini dg (dlfferentlelle
s - P .- I
extérieure d'une forme différentielle dans un ouvert de R ). On pose alors, par
définition
d = @*{dx).

(X), puisque Ja £ Q (A).

On a . dp € <
T+1

Q
T+
Montrons que cette définiticn ne dépend pas dn choix de la carte g .

N I~ i . ¢ =1\* »
Stit (¢ ume aatre zarte : U~ BCR , et soilt \¢ ) (w) =8 .

Or. veu* montrer qus ¢*(dB) = @*(ix), clest-b~dire

RN '
f07") o p*){da) = a8 .
~ 1\ % =1k -1 i pot .
(i (¢ ) e ¥ = (@ o i o 8T Do est un diffécmorphisme de B sur A
‘ ¥ - ¥
Dlavtre part, cn a B (¢1)(m)=(¢1)(¢ﬂan
¥
= (90 ¢" 1) (a).
- :
Posoms 9 ¢ ¢ =€ . On doit vérifier que

Or cette propriété est bien vraie pour les charngements de variable relatifs a des

formes différentielles dars des ouverts de R . C.Q.F.D.

La différentislle extérieure vérifie les propriétés suivantes :

AMfw) = () w + £ dw

aldf) = 0
1w £Q ‘:,d( ):d ) (_1P
si u1,QP(X) \w1A<n2, w1A QZ + 4 1) w1A d»z
a(dw) = 0
L_, dlg*w) = ¢*(dw)

(On vérifie ces propriétés ex ntilisant des cartes).
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Formes différenticlles guadratiques sur une variété différentielle X .

Une forme différentielle quadratique sur X est une application a qui tout
x de X fait correspondre une fcrme quadratique sur l'espace tangent TX(X)
a(x) € QZ(TX(X)} .
Pour x fixé, oz ; g) est une forme quadratique en ¢ (x € X, £ € TX(X)).

On définit de fagon évidernte les changements de variable pour les formes quadratiguec.

n

(Les calzuls se font dans Lles eartes).
Exemple : produit (ordinaire) de deux formes différentielles de degré 1.
’ - - / ‘
On éfini+ W, ew, par \w1°w2)(x 5 £) = w1(x ; E) wz(x 3 E).

Espaze tangsnt & ure sous-variétd.

Soit ¥ une scus-variété de la variété différentielle X; soit p la dimension de Y.,

~ :
. .- , _ = n
Soit x_ ¢ Y 3 ii existe Uc X, U 3 X, et ¢ s U= ACR tels que

(par 1éfiniticn d'me scus-variétd).

. s ) . n
Izi on cromsidars le‘I'j inclus carconiquement dans IR par

(x'500es XP)'-*(.}5.19‘.”9 %P Y AU

w a 3éfini T(p) : T(U) 5 1(4) = A xR" . De méme

5 Osecey 0)7 ol est une carte de Y sur ANRY .

plyny) ¢ T(TNTV) > 2(anRP) = (anR") xRP .

\ e 127 2
Dene, par T(@thv)g TX (YM est envoyé sur JRp , considéré comme sous-espacc de

o
R, qui est l'image par T(p) de T (X).
c
On peut donc identifier (& 1'aide des cartes) T, (Y) 2 un sous-espace vectoriel
0
(
e T (x).
o

Avec cette identification, les vecteurs tangents en Xo 4 Y sont tangents

Probléme. Comment reconnaitre gu'un vecteur tangent & X est tangent & Y ,
lorsque Y est défini localement par des équations ?

Seit XO € Y . Supposcns qu'on ait au voisinage de X dans X , des coordonnées
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locales X ,¢00p, X qul s'annulent en X, s et que Y soit défini (au vois

de Xq) par un sys*teme d'équations
L

Xp+1 _ fp+1 (X1 XP)

gocey
e o o o o o ° o o o o o

o=z, xF)

. k-, D e ces .
les fonctions £ etant différentiables.

A . S 1 n n
Un vecteur targent er x, @ X est défini par un vecteur (£ ,.0., & ) €R -

La condition nécessatre e* suffisante pour que ce vecteur soit tangent & Y est :

D +1
_T+h e ifp i
= —— &
i=1 X
SO ~ 37 %
I . Ty S
L i=1 ax"

Scit ¥ £ T, sons=rariété de R . L'espace tangent & Y au point v s'iden-—

tific & un scus-espats vectoriel de R (cf. le plan targent 3 une surface plongée

dans IRS)O
: . P £ n+1 n s sy
Cas partimmlier ol ¥ =3 CR ; dans ce cas, S est une sous-variété de
dimensior. n , définie par :

=0 .

2 2
X 4 ooe + X
O n

o v 7 N 3 N\ n
Br appliquan®t ce qui préossds, on voit qu'un vecteur tangent & S est un vecteur
o) n
(8 ,0005 E7) tel que

X

(e}
+
>

(A1

o°c

. + K
aitrement dit, (5090009 E.

) est crthogonal & (XO, x1,oo., xn) : un vecteur tan-

n

N N —_—
n M a § estun vecteur orthogonal a OM .

X

i
:’,
<

Probl®me. Champ de vecteurs sur une sphére.

|

. . . n
On se demande =2'il existe wun champ de vecteurs tangents sur § , partout

# 0 , et ccntinu. Cela revien® & associer & chaque point M de s® un vecteur non
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nul crthogcnal & M et dépendant de maniere continue de M . A ce vecteur cn
peut faire correspondre un point de Sn (intersection évec Sn de la demi-u: _.te
gui porte le vecteir).
Le probldme se raméne donc & trouver une application continue f de §  dans
& telle qus VMe s, tm)lum.

On montre facilement l'existence d'une telle application peur n impair
i 2 2k=-2 _2k-1
° X, x?,o.o, b'd , X )

0 - ke
(X, =0, e, xR

C'est bien un ve:rteur unitaire et orthogonal au précédert. La fonction est
évidemment continus.
On montre qu'il est impcasible de trouver un tel champ de vecteurs pour n pair

(par exemple pour = = 2).

z

Variétés riemanniernres.

Définiticrn. Une variété riemannienne est une variété différentielle ¥ munie

de la donnée d'une forme différentielle quadratique o >> O .

[La notation a >> 0 signifie que, dans chaque espace tangent TX(X), la forme

quadratique induite par a« est définie positive ; elle définit donc sur 1l'espace

vectoriel TX(X) une structure d'espace euclidieg].
. n . s
Exemple : scit Q wun cuvert de IR ; l'espace tangent en x € Q s'identifie
. n i . n ‘ ' .
a R , et la forme qguadratique canonique sur TR (somme des carrés des coordonnées)
définit une forme différentielle quadratique sur Q ; d'ol une structure riemannien-

ne (dite canonique) sur Q .

Toute sous-variété différentielle Y d'une variété riemannienne X posséde

sne structure riemannienne, dite structure induite : on sait en effet que si y € Y,

l'espace *tangent TV(Y) s'identifie & un sous-espace vectoriel de Ty(X) ; la forme
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quadratique >> O que 1l'on a déja sur TV(X) induit sur Ty(Y) une forme a-adra-
tique >> 0 , d'ch la structure riemannienne de Y .

Exemple : toute sous-variété Y d'un ouvert Q cr® posséde canoniquemciit
une structure riemannisnne, C'est notamment le cas d'une surface'contenue dans un
5 v

ouvert de R” .

Expressicn de 1a forme différentielle guadratique o & l'aide de coordonnées

. n N P '
locales. Soit (x1,,.., X ) un systeme de coordonnées locales dans un ouvert
Uc X ;: la forme différentielle guadratique o qui définit la structure rieman-—

nienne de X 1induit sur U wune forme différentielle quadratique a,

g qui s'écrit

d'une seule maniére
N .
Xy = 2:: gij(x) dx °dxq ’
1:d
avec gij(x) = gji(x)o On doit naturellement exprimer que, pour chague x € U ,

la forme-quadratique

IR
1,3 )
est définie pesitive.
La forme quadratique a s‘appelle souvent le d32 de la variété riemannienne
X . Cette terminologie se Jjustifie par le fait suivant : soit C wune courbe tracée
sur X (i.e., une sous-variété différentielle de dimension 1) ; le ds2 induit sur
C une forme différentielle gquadratique, dont la racine carrée est.une forme dif-
férentielle de degré 1 sur C : l'intégfale de cette derniere donne la longue.r
d'un arc de la courbe C (pour la structure riemannienne donnée). Le choix d'une
dés deux racines carrées possibles correspond au choix d'une orientation sur C .
Erxemple du demi-plan de Poincaré : on a les coordonnées (x,y) valables dans

tout le demi-plan (qui se compose des points tels que y > 0) ; le d82 est

(ax)2 + (ay)®

2
y

I1 ne faut pas le confondre avec le ds2 euclidien, qui est dx2 + dy2 .

Reperes orthonormés d'une variété riemannienne X .

Pour chaque point x , tne base orthonormée de l'espace tangent TX(X) (qui,



rappelons-le, a une structure d'espace euclidien) est, par définition un rej
orthenormé d'crigine x € X . Ii est clair qus le groupe orthcgonal O(n) (n L
signe la dimension de X) cpire dans l'ensemble des repéres orthonormés d'origine

x 3 et ceci pour chague x € X . Ainsi O(n) opdre dans l'ensemble Q'(X) de tous

les repéres ortheornormés de X d'origine qguelcongue).
q T

D

Si en outre la variété X a été orientée, alors on a une orientatiorn sur cha~

que espace tangert TY(X) , donc on a la notion de reptre crthoncrmé dirsct. Alers

groupe  S07%) opre dans llensembie QLX) de tous les repires crilcnormés directs

=
D

de 1a varié*é X .

[Parentndse sur llorientation A'une variété différentislle X , non nécessairement
munie d'une strucfure rieman:ieﬁneow Orienter X , c'est par définition cheisar
(si c"eét possible) dans .hague espace tangen® TX(X) une orientation, de manitre
&4 satisfaire & la "ccnditicn de cchérence® suivante ¢ pour tout x € X il existe

o

; ~ Y1 . .
un ouver®t U 2 x e* une carte o9 ¢ U->Q TR telle que 1l'i-cmorphisme

g}

induise, pour chagque x € U , -n isomorphisme TX(U) -TR  qii transforme 1l'orien-

3

. o . . . ol

tation choisie sur Ty(U) en i'crientation canonique de R ]o
Désormais, on suppcsera que X est une varidté riemannienne orientée, et on
notera R(X) 1'ensemble des repéres orthcnormés éirscts de X . Chaque fois qu'on
a une carte
=~ n
¢ s U-QCR
n PP

d'un ouvert U de X sur un ouvert @ de R , telle que TX(Q) définisse un
. , ~_r . .
isomorphisme TX(U)-élR respectant les orientations, chaque repdre orthonormé di-

3 v v e 7z 03 n
rect d'origine x € U est transformé en ure base orthonormée directe de R , ce
qui définit une bijection de ER(U) (ensemble des reperes orthonormés directs dont

p o - K3 . N - o

l'origire appartient & U) sur le produi® Q x SO(n). En regardant les choses de

pres, on veoit facilement gqi'on obtient ainsi des cartes des ouverts ji(U), qui dé-

finissent sur QLX) wune structure de varidté différentielle [R(U) est un ouvert




de 3L(X)]

; la dimensicn

de 1

670
est

) nln4+1)
57— =
On 1'appzlle la varié+é 1

W

rthonormés directs de X , ou plus simplement
la variété deg repires de X . Comme on 1'a vi, le groupe S0(r) opdre dans cett
variété. |
Lfapplicaticn

R(x) > x qui assccie & chaque repere son "origine
pelle la firration cancriqie de la variété des reperes. La fibre
x ¢ X

stap-
r'est autre que la

q_1(x) d'un poi

s
goug-varidté des

s reperes d'c
en failt, leg crbites i

rigine x ; les fibres sont
33 groupe 30{nY cpérant dars 5{(X)o Le groupe S0(n) opere
de fagon simplement transitivs dans chaque fibre,
Llapplication q est différesctiable (r garder w
appll'afl.“

carte) :

on a donc une

T(a) : T{R(X) - 7(X)
gui envoie ls fitré tangenw a R(x) dans le fitré tangent & X ; pour chaque
reRx), 2 (q) 7 REX)) T ’X) es% lindaire (application linéaire tan-
[ r e :?\ RS O(f‘)‘ / ety .
gente & q au poins r € §(X)).
DEfinitinon des formes différentielles w, (1 ¢ i ¢ n). Lorsque le repere
> - Ve 0] - . -
(61,o.=9 er) était variable dans l'espace euclidien,
gnart Licrigice 43 repire)

on avait pu écrire

(M dési-
g . —_—
iM = Z, u)_le .
i i 1

Maintenant, le repére est dans un espace vectoriel qui varie avec l'origine M
(ou x) di repdre ; néarmcins on va en
W, sur la rarid-
i

Rx).

core pouvoir définir des formes différentielles
Er. effet, scit v € R(X) wun repére d'origire M € X 3
- 4 - Ve 3 i
Aok R (X un vecteur tangent. Sotient w (r g) ses coordonnées suivant
- ;> —_>\ ~
la base (= je0.y e,/ diz repers r . On a
) n _
3 oy 3.
& = ® (r s E)e. o
: -2 1 =77
1:=1
. —
Il est c¢lair que, prur r fixé, chaqus ( 5)
-ir
steur targzent £ & X au

est une fonction lindaire du
q{r) (origine da repere

r). Denc chaque
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psut &+re considéré Lomme
1
R(x) :

<
oL

= f
mais une

telle =
leur sur un vecteur *angent
vecteur tangsan®

£

Y

X

a particalarité gae s

e € R{xX)

(a. pran-

. ne
r)), transformé de =n par
T.lq) 5 T /R(X)) -1 (X).
ol b ' M
On a évidemment
n ~
, N N
Sl (e s A
o e ‘ :
i=1
N . >/ NN \ 2 P S L « o
puisque l& Yepers o = (e1(r},oooﬁ qu:’j sa% crsnonormd, Airsi ia forme diffé-
rentielle gualra=iq.e mj{m_}é Leonatiddrde comne forme différentielle sar X)
T2
n'est autres que le s Je 1z variéné ri-wacienze X,
Exercice & le prodult exiérisir w, Ac..pw,  e8% une foyme Jifférentielle sur
- d i
X o test JW1ément de vrlome Loriesté) ds la variétéd riemannierre X o Sa valeur
o —p - —_— “ \ .
sur (EAQOOOQ ) Tod 5190009 £ g.m* Jes vecteurs *tangents & X en un point
= T ; 1
s . “ " AY - 7 . s LN
M e X) est égale & det g?n,ono E? , 15 déterminant étant pris par rappcrt a une
. g 5 Y . .
. s AY
base artroncrmés 1irente ds Lisspacs tasgeat TM(X;o
Retovr a5 ~as o 2.
Déscrmaiz, on o

R

X de dimersion 2 . On a drz.

y(X}g définies par

cas dtune varié

é+& riszmanniernne crientée
5% demx formes différentislles w1 et w2 sur
z mq(r s £V e (r
2 2 ) .
()% + (w,)° st le 15

8, AW, est 1'2ément
1772
tislle

’

W

(1)

d'aire crie:fée.
Propositicn.- J1 exists, sur la variété des reperes ER\X)g ure forme diftfére
de degré 1, et un

e ssale, telle que
dw, = =L AW dw o= oW w
1 2 - SR Ear P
[NOBo dare le cas ol X eat ore surfacs
plus haut que la '’

longés dans un ouvert de
Forme de mmrture géndésig
Il stagit donc ici

R

, on a mon*xé

riemannienne de dimens

satisfait

i

P

4 ces relations.

wion valable dans le cas gérnéral d'une varidté

N
ariete
a4 Vo

dépecd que du
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Démonstration ¢ (1) 1'unicité se montre exactement ccmme dans le cas d'une

3

gurface de R” .

(ii) Reste & prouver l'existence. On va montrer que chague point de X possede

»n veisinage ouvert U tel que, dans l'ouvert q"1(U) R(U) de la variété des

reperes ?{(X) , il existe une forme W5 satisfaisant & (1). Prenons un ouvert U

assez petit pour qu'il existe un champ de reperes dans U ¢

Un tel zzamp étant chncisl, posons

w, et w, sont des formes différentielles sur U, et J;Awa est 1'élément d'airez

de T o Prouvzns d'aburd un ienme ¢

Lzrme ¢ il existe sur U une forme différentielle W, telle que

g -‘“;r—"qu.‘,‘ o —-:-:— Y ®
(1) cho1 = *2/\“-’12 ) dwz w1/\ w12

Preuve du lemme : elle résulte d'un caleul déja fait dans le cas des surfaces

de ]}13 o« On calcule les fonctions }\.1‘ et 7\2 par .

2) Loy =hy A, d‘-"—éz}‘za'\a’— ’
et alcrs on prend

(3) Z)TZ =\, '(3; + )\ZZ)E .

J—y —_ .
Le lemme étant ainsi prouvé, noton (e1(r), e2(r)) la base du repére r ,

et (ET(M), g;(M)) la base du repére o(M) (du champ de repdres au point M = g(r)).
On a
@ eTM) + W, ez(M) w, e1(r) + W, ez(r)

(puisque les deux membres son* des expressions du vecteur tangent é’ au point M).
On er. déduit
w, :5"1’ coscp-;-B;sinq) , w2=—w—1sincp+wzcoscp ,

en notant ¢ l'angle de la rotation qui transforme ET(M) en ET(I').' Alors la

F*Tb(r) | relation (1) dquivaut a
Py D =- 0. -4
e1(M) du1 w, A (w12 cP)

4 b, =0, - d

dy = wy Alwg, - dg)
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(faire le calcul facile)o Il suffit donc de prendre

(4) | Wy, = dp + W5
pour satisfaire & (1), puisque ET; satisfait & (17).

C.Q.F.D.

Non seulement nous avons démontré la proposition, mais nous venons d'indiquer

un calcul explicite de la forme W, 5 lorsqu'on utilise un champ de repéres : on
calrule d'abord GTE per les formules (2) et (3), et alors la formule (4) donne
Wyp o

Courbure gécdésiqus d'une ccourbe orientée, tracée sur X .

X désigne tonjours une variéié riemannienne orientée, de dimension 2. On vient
de définir Wy, Sur 5K(X), espace des reperes. On va définir la courbure géodésique
d'une ccurbe ”(C) crientée tracée sur X . C'est une fonetion du point de la courbe,

3

Dans le cas o X est une surface plongée dans R” , on retrouvera la courbure géo~

- . * E
désique d'une courbe tracée sur une surface.

1) 4 chaque point M de (C), on associe le repdre orthonormé
-
77 4 - — —
Lo (91 » 92) tel que e1 soit le vecteur unitaire tangent en

M 3 la courbe orientée (C). La courbe (C) définit ainsi

une courbe (T') dans l'espace des reperes., La forme induite par W5 sur (r) est
une forme différentielle sur (0) : W, = a(s)ds , s désignant 1'arc de (C).
Définition. a(s) est la courbure géodésigue de (C) au point M d'abscisse
e 1
s . Ona als) == c'est une fonction sur (), notée — .

- g
Remarque ¢ la courbe (r) est une application ¢ : (c) » j{(X). La forme induite

par w12 sur (C) n'est autre que @*(w12) ; en toute rigueur, on aurait dfi écrire
@*(w12) = a(s)ds .
Dans le cas ol X est une surface de JR3 ’ éL est bien la courbure géodé-

€
sique d’une courbe tracée sur X .

Courkes géodésiques.

3

Dans le cas ou X était une surface plongée dans TR’ , les courbes géodésiques

étaient les courbes pour lesquelles la courbure géodésique était identiquement nulle.




.

On va preadre la méme définition ¢

Définition. Sur X, les courbes géoddsiques sont les courbes (C) pour lesquelles

la courbure géodésique est nulle er tout point de (C).
Qielles sont les conditions différentielles pour qu'une courbe soit une géodé-
sique ? C'est un probleme local. Localement, il existe un champ de repéres sur X .

On choisit une section différentiable o : U = R(U).

) = cet une forme différentielle sur l'ouvert U de X .

Y12 12

Soit M -in point de la courbe &C) Soit 91 le vecteur tangent unitaire

BN . b - - b
en. M & (C), ot soit 91(M) le premier vecteur dn repére o(M). Posons

On s it e [} =_—— d °
Sal1 que x)12 (D12 + P

Prur que  (0) soit une géodésique, il faut et il suffit que

(012=-O &= w.. + dp = C .

Explicitons ¢ supposcng que l'cn ait choisi des coordonnées locales u et v,

telles que 552 = (Aiu)z + (Edv)Z s U A et B sont fonctions de u et v

te . te ‘-
(les courbes wu = C et v =2C sont donc orthogonales). On a (calcul dé ja

fait dans le cas des surfaces)

ey i o

w, = Au ; 0w, = Bdv 3 w,, =~

OIEO/
Sl
fo¥
<

oA
adl"'

el

1
1 2 > P2 B
= arc t B dv
¢ = €1 q@

Pour exprimer que v , fonction de mu , définit une géodésique, on écrit

ce qui donne :

_u—-a—a——s

Telle est 1'équation différentielle des géodésiques. En développant, on trouve une

équation différentielle du sscond ordre :

d2v dv
2 du
du

Or en déduit que par un point M donné il passe une géodésique et une seule tan-

gente & une direction donnée.
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Exemple : vérifier que les géodésiques du demi-plan de Poincaré sont les pseudo-
2 2

- . dy .
droites. On connalt le d52 S d32 = 92__%%_2;_ e Ici uv=x, v=y, A= % ’
: : ¥
B = % . Donc 1'équation différentielle s'écrit :
d dyy 09 1y _ 1
= (anc tg a&) =¥y 35 (5) == § ’
soit ¢
d
— (arc tg v') + % =0 o

dx
Cette équaticn est Invariante par translation paralléle & l'axe Ox . La méthode
classique d'intégraticn wcnsiste & chercher une relation différentielle entre ¥y

et y' , en pcsant

On obtient

3
3.

1
[ - ' - =
v dy(a:fx.tg:\r) ts 0
y' d (arc tg y').+ %g = 0
vt
! —ilué + d(log y) =0 .
1+y°

[y est > 0 puisgilon sst dans le demi-plan de Poircaré]. On trouve

% 3202(1471%)) + aleg y) = 0, d'on
2
y 14y? = constante o
Posons y' = tg 6 , 1+y‘2 = co; 5 On obtient y =C ccs 6, C étant une cons-
; . dy  -C &1
tante. Puis dx = §¥ :;-——215_8—29 =-C cos 8 d6 , d'ol

X=X =-=0sin ©
(o)

Ceci est l'équation paramétrique d'un cercle centré en (XO,O), de rayon C . Dans
le demi-plan de Poincaré, les géodésiques sont donc les cercles centrés sur 1'axe
réel.
. e .. te . .
On a laisse échapper les droites x = C qui correspondent a y' = o .

Courbure totale de X .

La courbure totale en M € X est une fonction sur X , définie comme suit.



2

P 1

1 + dp

formes différentielles sur X , de degré 2. Plus précisément, si

désigne l'applicaticn canonique, dw12

X - Or on connalt déji une forme différentielle de degré 2

dow

est le

73.

= d
12° P2 2

: fR,(X) - X
g% d'une forme différentielle sur

: 1'élément d'aire

' WA Wy o Toute forme de degré 2 est nécessairement proportionnslle & celle-1a ;

on a donc

dw

12 = K0 A0,

Par définition,

sur X .

K ainsi défini s'appelle la courbure totale : c'est une fonction

3

Cette définition est légitime, car dans le cas d'une surface plongée dans R~ ,

on retrouve bien la courbure tctale.

- 81 on note ds 1'élémert d'aire w AWy » 00 2 dw

K se fait de la méme fagon que dans le cas d'une surface de R

champ de repéres dans U 4, et on prard le

12 ==K do . Le calcul de
3.

on prend un

2
ds sous la fcorme

ds2 = (A du)e + (B dv)2 N

On a
6?-: Adu, w,. =B dv , E;A‘"; = AB du pdv
— 104 | 1 0B
o TTEH T TIm W
e d /1 04 0 (1 0B
Uy = 55 55 WA+ 5(g 5p) dundy
—_— 0 (1 0B 1 Ay —  —
IPR: SE(‘ABTA av B év)] :
" La relation dw_;é = =K 8_1./\6; donne alors
L[ (128 L 8 (1 2k
= du A éa 3v'B oV )
vvComme dans le cas d'une surface de ZRB , on peut toujours prendre localement des

coordonnées u, v telles que

dSZ =

du2 + (B dv)2 s
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0B
avac B(O,v) =1 et gﬁ(osv> =0 .
2
Dans ce cas, K =- 1 e o
B .2
- ou

Exemple du demi-plan de Poincaré.

Dans le demi-plan de Poincaré, on a un groupe transitif d'automorphismes qui
laissent fixe le d32 . Donc, a priori, la ccurbure totale est la méme en tous les

points : c'est une constante. En fait, on a ici :

1
'L1=X,V=y,A=B=§
..K:yz[_a_, _,.1)] =y2xi_;_—,1 =5 K =-1 .
oy y2

Transport raralléle.

Considérons une courbe (P) dans 1l'espace des repéres. Elle définit une
courbe (C) dans X , au moyexn de l'application canonique g : 5{(X) = X . On veut
donner un sens & la phrase suivante : "Dans le déplacement (I'), le repére reste
paralléle & lui-méme".

Définition. On dit qu'une courbe (r) Adans SL(X) définit un transport

parallzls si la fcorme W, 5 induite sur (I') est nulle.

Prcbléme. Donncns-nous une courbe (C) sur X . On se propose d'attacher &
chaque point M de (C) wun repére d'origine M , de fagon qu'il reste paralldle
3 lui-mme lorsque M déerit (C). Ii s'agit de "relever" la éourbe (c) aurmoyen
d'ume application ¢ : C = 5L(X) telle.que qd o ¢ soit l'application identique
de C .

Dennons-rous un peint MO € (C), et cherchons o pour M € (C) suffisamment
voisin de MO .

Pour cela, supposons qu'on ait choisi un champ de reperes au voisinage de Mo .
En chaque pcint M 5 (C), onqa le vecteur EQ(M) du champ. Un autre vecteurruni-'

1

taire ‘ET tangent en M sera défini par l'angle ¢ qu'il fait avec ET(M). Ce vec—

—_—

teur e‘1 s variable avec M , décrit une courbe I dans TR(X). Notons w12 la forme
induite par w5 sur I ; on a | (C) —
e
1
= + d
12 T W2 T

CP —
i e, ()



5.
Pour que I définisse un transport paralléle, il faut et il suffit que la fonétion
¢ , sur (¢), scit telle que Wy = 0 . D'ou 1'équation différentielle
dp = =

w12 .
Si la courbe (C) est donnée, alors ET; est une forme connue sur C ; on a
w12 = b(s)ds , Ou b(s) est une fonction connue de l'arc s . Alors la.condition

& laquelle doit satisfaire ¢ est

de
a-g = = b(S)o
On obtient donc ¢ par une guadrature.

En résumé, si on se donne la valeur initiale de ¢ pour M = MO » le probléme

a (localement) vne solution et une seule : ¢2 a *ransporté un vecteur unitaire tan-

gent & X , parall®lemert & lui-mime, le long de la courbe (C), 2 partir d'une don-

née initiale arbitraire au point M0 .

Interprétation de la courbure géodésique. Soit (C) wune courbe tracée sur X .

Nous supposons qu'on a, dans un voisinage ouvert U de C , wun champ
\ hadd - N . ‘ - -
de reperes, et on note e1\M) le premier vecteur (unltalre) du champ au point

M € U . Considérons d'autre part un “champ paralléle' le long de C , et soit

(c) T ET le vecteur du champ paralléle au point

a — M€C. Soit ¢ 1'angle (e—;(M), 5"1’).
Notons g« 1l'angle de la tangente orientée
61(M) a (C) en M avec le vecteur 'ET du champ

parallele. Et soit 6 1'angle de la tangente avec le vecteur ET(M).'On a

O=a+9 .

Avec ces notations, la courbure géodésique est
d d d w, -
1 0 + Wy B a + do + W
B ds - ds ’
pg
Or do + 5:; =0 , d'aprds la définition d'un chemp paralléle. Donc finalement :
1 _

ds
Pg.
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éL ne dépend pas du choix du champ paralléle, car un changement de champ paralléle
e .
s te s f e fos
revient & remplacer a par o + C - Ainsi : la courbure géodésique est la déri-

vée, par rapport & l'arc, de l'angle a gque fait la tangente avec une "direction

fixe® (i.e. avec les vecteurs d'un champ paralldle le long de C ).

Relation entre le transport parailtle et la courbure totale.

Rappels. On se place d'abord dans un plan. On prexnd un compact &6 ; on suppose
que son "bord orienté" est ﬁne courke orientée vy , différentiable par morceaux.
On orienfe y de fagén &4 avoir §& sur sa gauche.

Scit w uﬁe forme différentielle de degré 1, définie au voisinage de & .
Par définition, ‘['w est égal & la somme des intégrales de w sur les arcs dif-

”
férentiables dent se compose vy .

Formule de Sickes ﬁf w =‘[[ dw | .
Y &

Cette formule sz généralise au cas ol & est un compact d'une variété diffé-
rentielle orientée X , de dimension 2, pourva que & ait encore un "bord orientd"
[ - -

Y o Ici la variété va Stre X , variété riemannienne. On supposera désormais qutil
existe un champ de repéres dans un voisinage de § (il en est ainsi & est "assez

petit®). Relativement & ce champ de repéres on a défini la forme différentielle

w ; elle existe dans un veisinage de & . En appliquant la formule de Stokes,

12
L 12Tl e 5

on trouve
ou K est la courbure totale.

_—

Y e, On effectue le transport paralléle le long de
ET(M) y & partir d'un point fMO €y ; alors ¢ est
MO une fonction du point de vy , telle que

w, +dp=0 lelongde y . Ona done

(1) qf do =‘[[ K do relation fondamentale .
- Y o
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Elle montre qufen général ‘[' dp # 0 : autrement dit, lorsqu'on part de M et qu'on
y revient aprés avéir parcoulu Y » ¢ n'est pas revenu & sa valeur initiale. la
formule (1) nous‘dit de combien a varié ¢ lorsqu'on effectue le transport paral-
léle le long de -~ et qu'on revient au point initial. Cette variation ~[ dp ne
dépend pas durchoix du champ de repéres au voisinage de & , car le secoﬁg membre

n'en dépend pas.

Avec les notations précédentes, on a

mn

dp = 49 - do , avec da =

’Dng
03

(1) devient

(2) fis: deajf X do .
Pe f 5 /

Y Y

si vy se compose d'un rombre fini d'arcs différentiables Yi e alors (2) signifie

que
ds
(21) Ff _m=z:f 49 - f Kdo .
S b
7 i
0: En uvrn point anguleux, le vecteur tangent tour-

ne d'un seul coup d'un angle ei .

X Jﬁ d6 + % 6. est l'angle dont a tourné au
idy. i * ,
i

total le vecteur tangent & vy par rapport au

.

vecteur ET(M) du champ de repéres.
Cette somme est évidemment un multiple entier de 2; , car 1l'angle du vecteur
tangent & y au point MO aves ET(MO) est bien défini (module 2gn). En fait,

cl'est égal & 2n (nous l'admettons sans démonstration) :

(3) zf ®+z0, =2t .

1
Y;

Vérifions seulement cette feormule dans un cas simple :
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Dans le plan, guand on décrit un cercle 6rienté,
il est facile de voir que la tangente tourne de
2ﬁ ;3 11 en ést de méme pouf un polygone.
Nous admettons que la formule (3) est toujours vraie.
Tenant compte de (3), la formule (2') devient :

(4) f§5+ze.=2n=ff X do .
| Pg 1 1 8

Y g

Introduisons les angles intérieurs @ du polygorne curviligne ; on a

A 6. == a., - D'ouy, si n est le nombre des
911 o - 1 1 -

"scmmets" (ou des "edtés®) du polygone :
. b

a ‘ ' '
j‘ EE +onm =1 a + 21 ﬂ\ﬁf K do

ou encore 3

+

(5) 5 oa. = [ ds (n~-2)m +k£[ K do (formule de Gauss-Bonnet)
ER o
Y &

Cas ol les vy, =sont des arce de géodésiques.
Las ou o8 oy,

ds
Dans ce cas 1[ = =0 , par définition des géodésiques. Alors la formule (5)

se simplifie. On dit que & {ou y) est un polygone géodésique, et (5) exprime la

somme des angles d'un tel polygone gécdésique & l'aide de l'intégrale double de la

courbure totale.

Triangle géodésique. Clest le cas o n =3 .

La formule de Gauss-Bonnet s'écrit

o, + o + a3 =1 +-[[§ X do .

a) Prenons par exemple pour X le demi-plan de Poincaré, On a évidemment

un champ de repsres orthonormés dans X . Dans ce cas, K =-=1 . On retrouve que :

T - (a1 + oo, + a3) est égal & l'aire du triangle.

b) Dans le cas du plan euclidier, K = 0 ; on retrouve que la somme des angles

d'un triangle rectiligne est égale & 7 -
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3

c) Prencns pour X 1a sphdre 82 plongée dans R” .

Les arcs de géodésiques sont les arce de grands cercles, Par deux pcints ncn

diamétralement opposés, il passe un unique arc de grand cercle les Joigrnant et de
longueur < 7w -

Sur la sphers privée d'un point, il v a toudjours un charp de repéres, car par

P . Lo s 3 . ‘ . . _ 2 .
projection stéréographique, on projette le complément 4'un point dans S sur le
plan, ol 11 existe un champ de repéres.
B ’ 2 YO o

I1 reste & déterminer .a -.irbure tcta.e de 3§ ; cn peut déja dire qu'elle

est constante car on a 1= groupe des rotatinns qui es* transitif, En fait, tout

- ) 2 . 2 2 .
plan ncrmal a S en un point M € ST ccupe S suivant un cercls de rayon 1 ;

S}

tous les peoints de la sphére son® des cmbilics, et K= 1 .

Pour un iriangle gécdésique & sur la spnere, 1l'aire de & est donc égale

'

& o, + A, F A, - T e
- 1 2 3
[I1 existe wme démonztratisr élémentaire de oo résul*at ; voir par ex. le Traité

de Géométrie élémertaive d'Hadamari].

Cas o X ept une varlété rismannienne, crierntée et uompacte,

La formule ( ) est valable pour = prlygome curvilign=a sarva qu'il existe
D, P 1Y g N2, D

{D

un champ de repéres dans un voisinags de ce polygera, On va mainternant faire une

o]

étude globale dars le zas ou X est une variété riemanienns, crientée et compacte.

(La sphere 82 , le tore plongés dans R~ , donnant des exemples de telles varié-

tés ; mais le demi-plan de Poircaré n'est pas compact).

Or. démontre (nous 1'adme ttons) ga‘cn peut teoujours décomposer X en un nombre

firi de polygones curvilignes P, , tels que chague "ardte®™ appartienns a deux poly-
V_J

gones et seulement i deux pclygones,

mn

t pas une urion disicinte ; on a
Y J ;

.@{ s Cu

X = L’Pi (ce n'e:
J :

PNP, = o
1 J

—
5
D
o
Lo}
[0
ot
(O]

1l
)
@]
+
{D\
o)
[®)
8
B
5
[
las)
H
o)
ot
Hd
c
N
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Soit M un scmmet ; la scmme des angles en M est 2n .

Pour chague P. , 2oa va écrire la formule de Gauss-Bonnet

J J
On va ajouter membre & membre ces égalités, en sommant sur l'indice j . Or on
(S a )=2n8,
J iﬂl'
o

ol S est le nombre de sommets dans la décomposition de X .

i ik, Pg

chaque aréte est comptée deux fois, dans deux polygores Pﬁ et I} 3 mais dans
3 <

.o

Pj elle est parcourue dans un sens et dans T  dans lfautre sezns ; les intégrales

Ly,

correspondantes sont donc cpposées et on a done

z(;;f 48y _o .
g 1:J o

J°Y; &
3

Soit A la nombre des arftes; I ny = 24 , car chaque aréte est comptée
J

deux fois.

% (2n) =2r F, o F est le nombre des "faces".{i.e. des polygoaes).

Eg[[ K dn =‘[ K do .
J P . X

J

Enfin :

On a donc finalemernt ¢

2nS:2nAm2nF+ff K do .
X

(6) F+S«-=A=-]—ff K do
21 J X

Bemarques. Il peut y avoir plusieurs fagons de décomposer X ; puisque le second

membre de (6) ne dépend pas du choix de la décomposition, on conclut que l'entier

F+ S~ A est indéperndant de la dé-mposition. Clest un invariant de la variété

différentielle X . [En fait, on per* méme prouver que c'est un invariant de 1l'es-

pace topologique compazt X].

Ay



81,

On note X(X) =F+ S~ A s on l'appelle la caractéristique

d'Euler de B ottt X

Puisque le premier membre X(X) de (6) est un entier, on veit que

g-\[[ K do
T JJx

est un entier ; de plus cet entier est indépendant de la structure riemannienne

2 X , car le décompte des faces, arétes et sommets de la décomposition en poly=-

. . . 2 s fa s Asppa .
gore ne falit pas intervenir le ds de la variété différentielle X .

Exemples :
a) X = 82

3

. A . . 2 ) .
On va prexndre la siructure rismannienns de S plongée dans R” muni de sa

structure euciidienre. Alnrs K =1 , d'ol

1 1 4w
. K = e 2 e I .
o f % do = 5 [ p do =5 =2

Ainsi

(s =2 .

Ceci prouve que si la sphére est déocomposée en polygcones, ona P+ S= A =2 .

On va le . vérifier sur ure déccmposition particulitre : on partage la srhére en

7] huit triangles égaux, dont tous les angles sont
droits.
¢
1 S=6; F=83; A=12 .

F+S-A=8+6-12=2.

b) X = 12 =TxT , oW T désigne le tore
T=R/Z . On a donc T =3R2/22 .
_(ql) (4j) Le tore peut donc s'cbtenir comme gquotient du
carré ayant pour sommets les peirnts (0,0), (1,0),
1,1) et (0,1). Ce carré fermé contient en
-7fat au moins un représentant de chaque classe
w'équivalence, La relation d'équivalence induite.
(0,0) 4,9}

sur le carré =s%t la suivante : on identifie

deux points qui scnt sur les
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~0tés herazontans du carré =% qui sont gur une méme verticale ;5 et deux points
qui sont sur les cBtés verticaux et sur une méme korizontale. Les quatre sommsts
sont donc identifids er ua =eal point.

e . . . 2 .
On va choisir me structare riemanrienne sur le tcore ¢ IR a une structure
riemannienne évidente : sa structure euclidienre. Quand on fait une transliation,

2 . )
c T~ hérife d'une structure rie-

s

cette structure riemarnienne est conservée. Dor

2 : R .
R ; ells est lozalement euclidienne ; &t par suite

i

M

mannisnne induifte par celle 24

K=0 . La rsla‘icn (6) donze dozz

x(T?) =0 .

Pour toute autre structurs riewvarcisnre sur ls tore, or aura ‘[f K dg § dore si
X

la courbure +2talszs K

constant. Clast ce guon vérifi:z “-orequleos réalise le tore dars ]R3 et qu'oa le
murit de L3 stricturs rismanxiente induite ¢

an point A Zes deux rayoms de courbure prin-

cipacx cnt le m

me signz ;5 e B dls sont de

T

P slenes contfraires,
Exemple de décompositicn du tore en triangles : znous déccmposons le carré

comme suit s
(0,4) > (4,0)

Compte feni des identificaticns, on veit que 3

F=8,S=4, A=12 . Dol

X
N

(a4

=
+
w0
t
>
|
O

(0,0) o (4,9)

Or. psut remarg.er gi2 le *ore et la sphere ne sont pas difféomorphes, puisque

leurs caractéristigues Z'E.ler scnt différentes. [En fait, le tore et la sphere ne
sont méme pas homéomcrphes ).
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