
UNIVERSITE DE PARIS JU U 

Centre d'ORSAY 

28 année de la Maîtri~,e 

des 

SCIENCES MA'rHEMATIQUES 

FiL. du cours de M. CARTAN 

Q 't · .... .j.1,-,' t · 8 · uecre aria 1,, ma (.uema .iques 2 cycle. 





Tabls des matières 

R ' h··1 d n epsre mo 1.. e ans IR 

I 

II 

R9pè:re à u~ par arnè tY.'9 

Rep8re d.e Frenê t d ' 1.1Y1e co"J.rbe orientée de IR.3 
R2père de Darbo"J.Y: d v-i!~e ccurbe S"J..r une surface de JR.3 

Repère à p1usi.e 1J.rs par-9.Illètres 
Ccnd:i tions d vin. tégrabili -:;é 
Repères dP- Darb.'.)UX :Pu=.1.e surf ace de IR.3 
h·emière forme q~ia-:r."a tique d' -u....YJ.e surf ace 
Deuxièm<? forme quad .. ratiq 11e d 11.œe surface 
Direc+:io:r.:s p>::'·i.nc:ipa·~.es d 11.me ,s1.rrface 
CœJ.rt··1re ·+·:,~:al':'; 
F:rme de c:·~-y b1 .. ŒP .• ~ré::;désiq_:..:-.e 
l".JYaria:c.ts par difféomorph:..2me i.sç)métrique 

2 C!ll. r,,._;l de la -:.')·~.d-·ze r~ ta~s ex:. fs~ctior.. du ds 
Recherc.be d-2s gé,)désiq...,:.E:~3 

I -, F·rmPs i::..f:?r2r: tie 1. :.6.'3 58.Il.s 1J_r. ouvert U c JI{-'-
M.ü. t-i pl i '."'a+. i ,:, Yl ex t É :.<· .i.F,-..... r :~ 
Dif~érs~~iat~or sx~~r~e~re 
E,:r.:.. T.") . .re . .:;TI_.-:niq"_;_e -':U-...:i.:V.1_8 forme différentiel}.e 
G.~: ang~m2n +:, d::-: -,-·a:-:··.~ 8.b~.:::,, 
F · "!mea d:.f:t:~rf?-.Y' t .:.e .. ~. _.__c::":1 q·la-:]ra ~iq-:.;_es 

II - Var :iéîés :îi.f::é.r·-3~,.+.:~e1::.'.:-~-
S::-,,1.s-var1.été2 
Firrs ta.-r:igen.t 
Champs d.P. 78(:.. teurs 
Application linéaire tangente 
Diffsren tüüle d'une f,mction numérique 
Formes différen tiel~.es s11r 1.1ne variété différentiel1e 
Espace tangent à un.e s--:i-.12-variété 
Var.ié tés ri.em.a."YL.VJ.isD.~.es 

III - Variétés I'5.·srnB .. '1.T-.isrLne:s de dimension 2 
La forme de CYJ.r"burs géodésique 
Géodésiq1J_es 
CourburA totale 
Tran,sport parallè l.e. 
Formule de Ga~S3=B0~~~\ 
App2,icat.i.-:-·r:e de 1a f()rrr.ule de Q...B au cas d'une 

1 
2 
3 
6 
8 
9 

11 
13 
18 
19 
19 
20 
23 
25 

30 
37 
37 
42 
44 
46 

48 
50 
53 
56 
56 
58 
59 
62 
64 
68 
68 
70 
72 
74 
76 

79 





THEORIE DU REPERE MOBILE DANS IRn 

APPLICATION AUX SURFACES PLONGEES DANS R3. 

BibliogTaphie Ho Cartan, Formes différentielles, chap. III (Hermann, collection 

Méthodes). 

n Rappelons que dans l'espace R un repère affine est défini par un point 

M € IRn et n vecteurs linéairement indépendants de n (--+ -) IR : e 1 ,•oo,e . Dans n 

l'ensemble de ces repères le groupe linéaire-affine GLA(n,R) opère de façon 

simplement transitive. 

I - Repère dépendant d'un paramètre. 

Supposons que le repère (M, ;;, •.• ,;;;_) soit fonction de classe c1 d'un 

paramètre réel t ; alors à chaque instant t chacun des n+1 vecteurs 
dM d67 dÇ 
dt, dt , ••• , dt peut être écrit comme combinaison linéaire des vecteurs 

;;et), ... , Ç(t) = - n dM 
== L a. ( t) ~(t) dt i=1 J. l 

(1) 
de. n 

l. =L a .. ( t) ~(t) dt 
j=1 lJ J 

Le repère éta.YJ.t de classe C 1' les fonctions a. et a .. l lJ 
sont continues. 

Inversement donnons-nous n(n+1) fonctions numériques continues a.(t), 
l 

a .. (t), et considérons le système différentiel (1) à n+1 fonctions vectorielles lJ 
inconnues M( t), ;;( t), ••• , Ç( t). C'est un système différentiel linéaire homo-

gène ; il admet donc une solution et une seule si on se donne des valeurs ini-

tiales M(t ), ;-+1(t ), ••• , ~(t ). Si ~1(t ), •• o, ;-+(t) o o no o no sont linéairement indépen-

dants, ~( t) ,.-,;;( t) seront linéairement indépendants pour t assez voisin de 

e·t on aura un, repère affine (M(t), "ë7(t), ••• ,~(t)) fonction de classe c1 du 

paramètre t (voisin de t ) • 
0 

t 
0 

Considérons maintenant un repère affine euclidien (i.e. : <e.(t),e.(t)> =Ô . . ) ; 
l J l.J 

en dérivant on obtient les relations a .. (t) + a .. (t) = 0 et en particulier lJ Jl 
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a .. (t) = 0 • 
ll 

Réciproquement, si ces relations ont lieu, toute solution du système dif-

férentiel ( 1) satisfait à -de: de. 
-+ - J l > + < > 0 < dt ' e. e. dt = ' J l - -donc < e. e. > = cte. 

l J 

Si à l'instant initial t 
0 

le repère est euclidien, on a < e.(t),e.(t) > 
l J 

= 6. . quel que soit t , donc le repère sera euclidien à. chaque instant. 
lJ 

Remarque. Un intervalle étant connexe, le déterminant de la base 

(e7(t), ... , ;;(t)), qui est une fonction continue égale à ± 1, reste constant. 

Donc, si le repère est direct à l'instant initial, il le restera à tout instant t • 

Premier exemple : repère de Frenêt d'une courbe orientée de ~3 • 

S . t C b d lR.3 ' t ' 01 une coure ans , parame ree par t , et orientée dans le 

sens de t croissant. On suppose que la fonction t M(t) 

différentiable qu'il est nécessaire, et que les vecteurs 

sont linéairement indépendants pour chaque t • 

est autant de fois 

dM et d2M 
dt dt2 

En tout point nous définissons un repère euclidien direct, dit repère de 

Frenêt, de la façon suivante 

sera le point de la courbe 

sera défini par la relation 

C à l'instant t . 
' ·-: = a 1(t)e7(t), avec 

M( t) 

~(t) 
de7Ct) 

dt = a
12

(t);; (où a 12 (t) est de signe quelconque il est non nul 

car sinon -dM 
dt et d2M . 

2 seraient colinéaires), soit 
dt 

alors e 3 est défini par la condition que 

direct. 

Les coefficients a. et a .. vérifient donc : 
l lJ 

Considérons la forme différentielle d'une variable : a(t)dt c'est la dif-

férentielle d'une fonction s de t , définie à une constante additive près ; 

si s(t) = 0, 
0 

s 

d'extrémité M(t). 

s'appelle la longueur de l'arc de C d'origine M(t) 
0 

et 
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Prenons s comme paramètre sur C (au lieu de t) alors -dM -ds = e1 -de 1 -ds = a12 e2 -dà2 - -
ds = -a12 e1 + a23 e3 -d.e3 -ds = -a23 8 2 

Définitions. a12 est la courbure C 12.2int M ' notée 
p 

est la torsion de C point M notée 1 
a23 au ' - ; 

17 

(p et -r sont les rayons de cou.rbure et de torsion en M) ; la direction de 

est celle de la normale principale à C, celle de est celle de la 

binormale. 

Deuxième exempl~ : repère de Darboux d 'un.e courte C orientée sur une 

sur une surface orientée S gongée dans IR.3 :, 

l'orientation de la surface est définie par le choix, en chaque point M, 

d'un vecteur- unitaire et normal à S, qui varie continûment avec M • 

Pour chaque MEC, le vecteur e 1 est le vecteur unitaire tangent en 

M à la courbe orientée C, et e2 est choisi de façon que 

soit orthonormé et direct ; les formules générales deviennent alors 

dM -ds e1 -de 
1 - -ds = a12 e2 + a13 e3 -de') 
'- - -

d.s = -a 12 e1 + a23 e3 -de. 
3 - -ds = -a e1 - a23 e2 13 

Défini ti.ons. a
12 

est la courbure géodésique de C , tracée sur S , en M 

a13 
Il Il courbure normale Il Il Il I! Il Il Il 

a23 
Il li torsion géodésique Il Il !i Il Il Il Il 

Soit un changement d'orientation de C ' s gardarit son orientation 

ds t-- - ds 



4-- - remplacé -comme e3 ne change pas, e2 est par - e ' d'où 2 

a12 t-+ -a12 ' a13 t-+ a13 ' a23 
._ 

a23 . 
Ainsi un changerrien t d'orientation de C (mais pas de s) conserve la 

courbure normale et la torsion géodésique 

est multipliée par -1 • 

en revanche la courbure géodésique 

Faisons maintenant un changement d'orientation de S, C gardant son 

orientation: 

d'où 

ds ds , -._ - e 
3 

i-+ - e 
2 

a12 -a12 ' a13 i-+ -a1·3 ' a23 i- a23 

Donc la torsion géodésique ne change pas. 

Calcul de la courbure g§odésigue, de la courbure normale et de la torsion géo-

désigue en fonction de la courbure et de la torsion de la couTbe C • 

Appelons désormais le repère de Frenêt de la courbe 

(-+n -+ ) est le vecteur "normale principale", b est le vecteur "binormaJe" • 

Soit -b 

D'où 

e l'angle que fait avec 

sine 
p 

-n. On a 

cos e 
p 

-sin e 
p 

cos e 
p 

. œ plus 
de 

2 
_ 

= < ds ' e3 > 

- - - - -= n sin 0 - b cos e et e
3 

= n cos 0 + b sin 0 -de2 a_; 
ds = ds sin 0 

-db (-n - ) de ds cos 0 + cos 0 + b sin 0 ds 

- 1 - 1 -+ -n d0 
= (- - e + - b) sin e + cos e + e -p 1 't 't 3 ds 

sin e - (1 + d0) -= - e1 + e3 p -r ds 

Or 

C 



D'où = - d0 +- ds , on a donc 

courbure géodésique 

courbure normale 

torsion géodésique 

-

sine =-.--p 

cos e =--- p 

1 d0 
=- +-

't ds 

5. 

_ de
3 e3 ne dépend que de M, et ds ne dépend que~ vecteur unitaire tan-

de3 _ 
gent 

et 

à C; donc pour deux courbes tangentes en M, ds est le même ; or e 1 
sont les mêmes. Donc et sont les mêmes pour deux courbes 

tangen~es. D'où: 

Théorème.- -La courbure normale tl la torsion géodésique sont les mêmes 

pour deux courbes tangentes~ M (et elles sont indépendantes de l'orienta-

tion de la courbe). Ce sont donc des fonctions de la direction de la tangente 

au point M. 

En revanche, les courbures géodésiques de deux courbes tangentes peuvent 

différer (cf. les courbures de deux courbes planes tangentes). 

Théorème de Meusnier .- On vient de voir que pour deux courbes tangentes, 

cos e 
p est le même. Donc : 

(1) si le plan osculateur est le même pour deux courbes tangentes elles 

ont même courpure 1 
p 

(2) dans le plan orthogonal à 

polaire d'un cercle tangent à en M. 

. Le lieu des centres de courbure (au 

point M) des courbes, sections de S par 

cos e 
p = a (constant~ est l'équatîon -83 

des plans contenant e
1 

, est donc un cercle passant par M (th. de Meusnier). 

Justification des terminologies. 

Pour 1 0 = 0, cos 0 = 1, a 13 = p • Donc la courbure normale point M 

dans la direction -------- est la courbure de la section de ---- ---- S par k plan normal 

à S point M et passant par e 1 • 
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Définition. Une courbe C est géodésique si e = 0 le long de la courbe 

(i.e. : le plan osculateur à C est normal à S en tout point M de C). 

Nous admettons ici (cf. plus loin) : 

M étant fixé et une direction de tangente en M étant donnée, il existe 

une unique géodésique admettant en M la direction donnée comme direction tan-

gente. Ceci étant admis, on voit que pour cette géodésique, la torsion géodési-

que est 1 
't 

(puisque d8 
ds = 0) . Donc : 

la torsion géodésique M dans direction donnée est égale à la 

torsion de la gécdésigue tangente fil M à cette direction. 

La courbure géodésique sera interprétée plus tard. 

II - Repère euclidien de ~n dépendant de plusieurs paramètres. 

sont des fonctions différentiables de paramètres réels 

t 
1 

, ••• , tk • Alors 
k -

dM- = j!_ L...,. ôt dt.' . 1 . J J= J 
où 

k 
Nous écrirons donc W. 

l 
=LÀ .. dt. 

j=1 lJ J 

wi est une forme différentielle du premier degré en t
1

, ••• , tk 

De même les éléments différentiels vectoriels -de. s'écrivent 
J. 

n -d~=L W .. e. 
l . 1 J= lJ J 

Si nous désirons que (ë7, ... ,-;;;) soit orthonormé pour chaque système 

de valeurs t
1

, ••• , tk, il faut que d<e. ,e.>=0. 
l J 

On trouve w . . + w . . = 0 lJ Jl la matrice des w .. est antisymétrique. Cette lJ 
condition nécessaire est aussi suffisante si pour les valeurs initiales des 

paramètres le repère est orthonormé. 

Rappel sur les formes différentielles (Voir aussi plus loin, un exposé 

plus systématique). 
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Soit U un ouvert de ~n. Une forme différentielle de degré 1 dans U 

s'écrit 

les i 
X 

n . 
w = C a. (x)dxl , où les 

i=1 l 
a. 

l 

désignent les coordonnées dans 

sont des fonctions numériques de 

IRn • 

A w on associe, pour chaque x EU, la forme linéaire 

désignant les coordonnées du vecteur -+ n 
C: E IR • 

X E u 

Lorsque f est une fonction différentiable, on lui associe une forme diffé-

rentielle de degré 1 notée df (différentielle de f ), définie par 

àf dxi . df = . , donc pour x EU, df 
i ÔXl t àf_(x)~i 

i ÔXl 

définit la forme linéaire : 

qui n'est autre que la valeur, sur le vecteur f, de la dérivée f'(x) E~(Rn,R). 

Définition. Une forme différentielle de degré 2 est une application qui 

à tout x de U associe une forme bilinéaire alternée sur IRn x IRn 

w : x EU 1-+ w(x "t , ;) = C c .. (x) (c:i nj - ~j ni). 
. (. lJ 
l J . 

Exemple. Soient f et g deux formes linéaires ; on leur associe une 

forme (notée fA g et appelée produit extérieur de f et g) au moyen de 

la formule : 

Définition. Ceci conduit à définir le produit extérieur de deux formes 

différentielles de degré 1 : 

a. (x)dxi 
l 

Il 

w = b. (x)dxj 
' 2 L- J . 

j=1 
on pose : 

= L (a.(x)b.(x) - a.(x) b.(x))(çirJj - çjni) 
i(j l J J l · 

ainsi c .. (x) = (a. b. - a .b.). lJ l J J l 

Observons que 

{
. w/' w1 = -w1 /\ w2 

w1 /\ w1 = 0 

Dans le cas particulier où w
1 

= dxi , w
2 

= dxj , nous trouvons que dx~dxj 
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associe au couple (~,n) le scalaire (~inj ~jni). Ceci conduit à écrire, 

dans le cas général, toute forme différentielle de degré deux 

d i d j C. . X /\ X , lJ 
avec des coefficient~ c .. fonctions de x EU. lJ 

Définition. La différentielle extérieure d'une îorme différentielle 

w = I: 
i 

ai (x) dxi de degré 1 : 
n . 

dw =L da./\dxl 
i=1 l 

(où da. 
l 

àa. . 
= I: dxJ) 

j àxJ 

Pour le calcul on développe 
àa. . . 

dw = L l dxJ A dxl 
i, j àxj 

àa. àa. . . 
= L (~ - ~) dxl/\ dxJ . 

i<j àxl àxJ 

Dans le cas particulier où w = df (f de classe c2 ) 1 on a dw = 0 , car 

(Théorème de Schwarz). Ainsi 

d(df) = 0 

Propriété d(fw) = (df)A w + f(dw) .. 
) 

en effet ..__ ___________ __, 

fw = L (fa.)(x)dxi et 
i l 

à (fa.) 
dxj Il. dxi d(fw) =C l 

i,j ÔXJ 

( àf_ 
àa. 

=C a. + f _;) dxj ,\ dxi 
i,j àxJ l àxJ 

( àf_ a.)dxj/\ dxi 
àa. 

dxj /\ dxi = L +C f l 

i,j àxJ l i,j àxj 

= df/\dw + f(dw) • 

Conditions d"intégrabilité du déplacement infinitésimal d'un repère euclidien 

-e sont des fonctions à valeurs vectorielles. On va écrire n 
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Calculons d(dM) : 

d(dM) = E d(~ w.) = E d;:+ Aw. +-;;: (dw.) 
i l l i l l l l 

Dire que c'est 

d'où 

= E (dw.) e": - E w. /\ d-;-: 
i l l i l l 

= E ( dw . ) ;-: - E w . /\ (i: w . . e':) 
i l l i l j lJ J 

= E ( dw.) ë"-: - L (w. A w .. ) • 
i l l . . J Jl l 

J,l 

0, c'est dire que le coefficient de 

Un calcul analogue pour d( de.) 
l 

donne 

dw . . = I: w . k /\ wk . lJ k l J 

-e. est nul pour tout 
l i ' 

Application repères de Darboux d'une surface orientée S plongée dans R3 • 

Considérons l'ensemble 5l(s) des repères orientés de Darboux de la sur-

face S : ce sont les repères euclidïens directs dont l'origine M est sur S· , 

le troisième vecteur est normal à s avec le sens fixé par l'orientation de S G 

En tout point M il existe une infini té de tels repères. Ils se déduisent 

les uns des autres par rotation autour de • Autrement dit, le groupe S0(2) 

opère dans 5l ( s) ; l'orbite d'un point r E: gi( S) se compose de tous les repères 

ayant même origine que le repère r • 

On a une application p: ~(s)-+ S qui à chaque repère associe son origine 

les fibres de cette application sont les orbites du groupe s0(2). On a ici un 

exemple d'espace fibré à groupe structural (le groupe so(2)). 

Chaque point de S possède un voisinage ouvert U tel qu'il existe une 

"section" s •. U-+ ':R(s), c'es.t-à-dire une application s telle que p os soit 

l'identité de U; cela revient à dire qu'à chaque point M de U on a associé 

un repère d'origine M, repère qui est défini par son vecteur unitaire tan-

gent à S. Et l'on veut que l'application M - ë"7(M) qui associe à chaque ME: U 
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un vecteur unitaire ë"7(M) (tangent à S au point M) soit suffisamment diffé-

rentiable. Voici comment on peut procéder pour définir une telle section (ou 

champ de repères) : si U est assez petit, il existe un paramétrage de U les 

coordonnées x, y, z d'un point de U sont des fonctions différentiables de deux -
paramètres u et V telles que les vecteurs et àM 

ov ne soient pas propor--tionnels. Alors le vecteur àM 
ou est proportionnel à un vecteur tangent unitaire -e 1 avec coefficient de proportionnalité positif. On obtient ainsi dans U un 

champ de vecteurs unitaires tangents à S, d'où un champ de repères. 

Soit ~(M) le vecteur du champ au point M ; pour tout repère r tel que 

p(r) = M, il existe un unique e E: S0(2) tel que le repère r se déduise du 

repère r(M) par la rotation e o. L'ouvert P-1 (u) de l'espace <Jl(s) se repré-

sente donc comme un espace-produit : U x S0(2). Un repère r E p- 1 (u) est alors 

décrit par les paramètres (u,v) fixant un point MEU et par l'angle 

Les formes différentielles w1, w2, w12' w1~' w23 

rentielles à 3 variables u, v, e . 

deviennent des formes diffé-

Les conditions d'intégrabilité donnent alors, puisque 

, dw 1 = w2 /\ w21 

dw2 = w1 /\ w12 

0 = dw3 = W1AW13 + W2/\W23 

et d'autres relations. 

= 0 
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INTERPRETATION DES FORMES DIFFERENTIELLES w1 ET 

La valeur (vectorielle) de la forme différentielle 

-+ -+ 
sur un vecteur tangent à S au point M E S est précisément . ·Si on 

-+ -appelle cp 1 1 angle que fait avec le vecteur 81 du repère r ' les compo-

-+ - - 1 tl cos cp l"?lsin cp santes de suivant e1 et 82 sont et . Donc les formes 

w1 et w2 s'interprètent comme suit pour un repère r ' on a 

Considérons alors la fonction (w 
1

) 2 + (1.0
2 

) 2 ; sa valeur, pour un repère 

r et un vecteur { tangent à S au point M (origine du repère r ), est 

17,2 ' -s carré de la longueur euclidienne du vecteur ., Nous voyons que la valeur 

de (w
1

) 2 + (w
2

) 2 pour (r,t) ne dépend pas vraiment de r , mais seulement 

de M et { (tangent à S au point M). 

Pour M donné, c'est une forme guad.ratigue sur l'espace vectoriel des 

vecteurs t tangents à -S au point M (l'espace vectoriel tangeht en M 

à S) . ; en fait, c'est la forme quadratique induite sur l'espace tangent par la 

forme quadratique de IR.3 (somme des carrés des coordonnées) .. 

(w
1

) 2 + (w
2

) 2 est ainsi un exemple de ce qu'on appelle une forme diffé-

rentielle quadratique sur S (c'est une fonction qui à chaque point MES 

associe une forme quadratique sur l'espace vectoriel tangent à S au point M)o 

(w
1

} 2 + (w
2

) 2 s'appelle la première forme quadratique fondamentale de la surface 

S .. Sa racine carrée > 0 est l'élément d'arc de S , noté ds 

aussi ds 2 la première forme quadratique fondamentale .. 

on note donc 

Calcul : avec une représentation paramétrique (M fonction de u et v), 

- -+ - -on a 2 -+ -+ àM ôM ds = < dM , dM > = < - du + - dv àu àv 
àM du àM 
àu + àv dv > 

= E(u,v )du 2 + 2 F duodv + G dv2 

avec E = làMI 2 F 
àu ' 
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On observera que du2 est le carré de la forme di.fférentielle du (i.e. sa 

-valeur pour un vecteur tangent est égale au carré de la valeur de du pour 

~) ; de même pour dv2 • Enfin, du.dv désigne le produit des formes différen-

tielles du et dv sa valeur pour est égale au produit des valeurs de du 

pour et de dv pour .~ . [Ne pas confondre le produit du .. dv avec le 

produit extérieur du/\ dv défini plus haut ! ] 

Définition •. L'élément d'aire (orienté) de la surface S est la forme dif-

férentielle extérieure de degré 2, qui à un couple de vecteurs 
-+ 
·~ et · TJ tan-

gents à S en un point M f S, associe det([,rj), ce déterminant étant p~is 

par rapport à une base orthonormée directe de l'espace tangent en M. Il est 

clair que det(f ,n) est bien une fonction bilinéaire al terYlée da couple C[,ri) .. 

Proposition.- L'élément d'aire de S est égal à la forme différentielle 

w1 A w2 • 

En effet, soit 

On a 
det(f,'rj) = w1 (r,f) w2 (r,n) - w1 (r,r)) w2 (r,f) , 

ce qui est bien la valeur de w1A w2 , au point r , sur le couple (f,rj) o 

Utilisons une représentation paramétrique M(u,v), telle que le repère 

(non nécessairement orthonormé) soit di.rect •. La valeur de 

sur un couple de vecteurs tangents - -+ , TJ est 

On a 
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Ceci signifie que 

, (àM àM -) Puisque le repere R àu ' àv ' ·'3 est direct, - est proportionnel au -
"produit vectoriel" des vecteurs àM 

àu et àM àv, avec u..n· coefficient de proportion-

nali té positif. On a donc -e = 3 
q v 2 2 2 P +q +r 

'q/2 2), 
p +q +r 

avec 

{: ày àz ày àz 
1 noté à (y ,.z) 

:.;:=- - - èv àu F(""u,'v) àu àv 

= 
à(z,x) r = 

à(xsy) 
0(u,v) à(u,v) 

Alors - -det(àM àM Ç) v 2 2 2 
' = p +q +r àu ' àv 

On peut calculer ceci à l'aide des coefficients E, F, G du 

2 2 2 ds = E du + 2F du.dv + G dv o 

On a en effet 

2 2 2 2 
p + q + r = EG - F 

en vertu de l'identité de Lagrange 

. (be' - cb' ) 2 + (ca' - ac' ) 2 + (ab' - ba' ) 2 = 

= (a 2+b2+c2 )(a 12+b 12+c 12) - (aa' + bb' + cc' ) 2 
o 

En définitive, l'élément d'aire est 

La deuxième forme quadratique fondamentale de la surface S. 

différer..tielle - -+ 
à La valeur de la forme de

3 
sur un vecteur tangent ·s 

-au point M E: s ne dépend que de ç , et non du choix du repère r d'origine M e 

-Il en est de même pour la forme différentielle dM 0 Donc le produit scalaire 

(de deux formes différentielles vectorielles) 

est une forme différentielle quadratique sur S pour chaque point Mt S, c'est 
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une forme quadratique sur l'espace tangent à Mo Par définition, la forme dif-

férentielle quadratique 

fondamentale de S. 

- -< dM , - de 3 > s'appelle la deuxième forme guadratigue 

-Pour obtenir sa valeur sur un vecteur tangent ç au point 

que M décrive, .à partir de M , une ccurbe 
0 

C tangente à 

· S) •. P01.rr cette courbe on a -dM -+ - = e ds 1 

M , supposons 
0 

(et tracée sur 

(où (;-;,;;, e;) désigne le repère de Darboux de la courbe c). 
--+ 

Donc 
dM de3 

< ds , - ds > = a 13 , cou.rb;.ire normale de C dans la direction du 

-vecteur tangent au point 

on obtient : 

M • Comme la valeur de 
0 

-sur ç, est 

Proposition 1 .- La valeur de la deuxi6me forme fondamentale sur un vecteur 

-tangent est égale au produit 

1
-;, 2 ( s . courbure normale dans la direction de 

[on peut donc dire que la courbure normale dans la direction de -;; est égale 

( ""?) e au quotient de la valeur pour s de la 2 forme fondamentale par la valeur 

(pour °() de la 1ère forme fondamentale]. 

Calcul 

[au second membre, on a des produits ordinaires, et non des produits extérieurs, 

de formes différentielles du premier degré J. 
Cela signifie que 

pour la courbure normale dans la direction de 

Puisque, pour un repère r donné, et sont des fonctions liné~ 

aires de °( , w13(r,°() et w23(r,t) sont des combinaisons linéaires de 

w1(r,°() et w2 (r,'t) (à coefficients fonctions du repère r ). Posons donc 
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a priori 

où a, b, b', c sont des fonctions de r o La condition d'intégrabilité (déjà 

trouvée) 

w1 /\ w13 + W21\ l..ù23 = 0 

&bnne aussitôt 

b w 1 /\ w2 + b' w2 J\ w1 = 0 ' 
d'où 

b == b'I 

(puisque w1 /\. u.'2 1 O)o Finalement on a 

d'où 

On a donc prouvé 

Proposition 2.- La deuxième forme quadratique fondamentale est égale à 

où a, b, c sont des fonctions du repère r • 

On va maintenant interpréter ces trois fonctions. 

Proposition 3 0- La courbure normale de la surface en M(r) 

tion faisant l'angle cp avec ~(r) -- 1 

a(r) cos 2cp + 2b(r)sin cp cos cp + c(r)sin 2cp 

dans la direc--- -

En effet~ il résulte des propositions 1 et 2 que cette courbure normale est 

égale à 

l étant un vecteur du plan tangent en M(r), faisant l'angle cp avec 

La proposition en résulte. 



Corollaire. a(r) est la courbure normale dans la direction de ë"7(r) ; 

c(r) est la courbure normale dans la direction de e;(r). 

Le corollaire se déduit de la proposition 3 en faisant 9 = 0 (pour "ë7(r)), 

resp. cp = i (pour ;;(r)). 

- Comment peut-on interpréter b(r) ? 

On va calculer pour cela la torsion géodésique dans la direction faisant 

l'angle cp avec le vecteur ;;(r). Soit le vecteur uni taire dans cette di-

rectionp et soit - -e' 
2 

tangentes à e' en M 1 

s son arc. Puisque 

tel que (ë"f, ef, ;;) soit direct. Toutes les courbes 

ont même torsion géodésiqueo Soit C une telle courbe, 

est le repère de Darboux de C tracé sur -S, la torsion géodésique de C est ie coefficient de e' dans l'expression de 
2 

- -e = e' 1 1 

-

- ---+ --+ -cos cp - e2 sin cp, e
2 

= e 1 sin cp + e2 cos cp o 

-de w w 
3 23 - -- · 13 - -= ds (e 1 sin cp + e2 cos cp) + ds (e 1 cos cp - e2 sin cp) • 

Le coefficient de - w13 w23 
e2 est donc - sin cp ds + cos cp ds· • Or 

~1 
et ds = cos cp 

w2 
et ds = sin cp O On en déduit 

w13 w23 
- sin cp - + cos cp -ds ds 

w1 w2 
= - sin cp(a(r) ëis + b(r) ds) 

w1 w2 
+ cos cp(b(r) ds + c(r) ds) 

= b(r)(co~ 2cp - sin 2cp) + (c(r)-a(r))sin cp 

.On peut donc énoncer la proposition~ 

Proposition 4 .. - La torsion géodésique M(r) dans la direction faisant 

l'angle cp ;;(r) est égale à 

b(r) c(r)-a(r) cos 2cp + 2 sin 2cp • 

En faisant cp = 0 puis -TC 
cp = 2 , on en déduit 

cos cp 
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Corollaire. b(r) est la torsion géodésique dans la direction de 

= - ( torsion géodésique dans la direction de e;). 
1t Plus généralement on voit que pour deux directions orthogonales 

les torsions géodésiques sont opposées. 

cp et cp + 2 ' 

Courbure moyenne. 

Calculons les courbure normales dans deux directions orthogonales cp et 

-n 
cp + 2 

pour cp a(r)cos 2cp -+ 2b(r)sin cp cos cp + c(r)sin 2cp 

pour cp + ~: a(r )sin 2cp - 2b(r )cos cp sin cp + c(r )cos 2cp 

On voit que la somme des deux est indépendante de cp , et égale à a(r )+c (r). 

Proposition 5 .- La somme des courbures normales dans dei,:i.x directions ortho-

gonales est constante (~ dépend gue du point M de S), tl égale à a(r )+·c(r). 

C'est, par définition, la courbure moyeu_ne de S au point M. 

Directions principales. 

Cherchons les directions tangentes (caractérisées par cp) pour lesquelles 

la torsion géodésique est nulle. Si l'on a 

b(r) = 0, a(r) = c(r) pour un repère r d'origine M, 

alors la torsion géodésique est nulle dans toutes les directions tangenteso On 

en déduit que les égalités b(r) = 0 et a(r) = c(r) sont vraies pour tous 

les repères r d'origine M. 

Un tel point M est appelé un ombilic. Par définition, c'est un point 

en lequel la torsion géodésique est nulle dans toutes les directions tangentes 

en M. 

Montrons que cette définition est équivalente à 

(1) la courbure normale est la même dans toutes les directions tangentes en M. 

:cêfinition :::::::> (1) ? D'après la définition, on a b(r) = 0 et a(r) c(r), 

donc la courbure normale dans la direction cp est a(r)cos 2cp + c(r)sin 2cp = a(r), 

indépendante de cp. 
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Réciproquement ( 1) a(r) = c (r) (ce sont les courbures normales 

dans les directions de et e;). Donc 2b(r)sin ~cos~+ a(r) ne dépend 

pas de • Donc b(r) = 0. M est bien un ombilic. 

Si M n'est pas un ombilic, la torsion géodésique est nulle pour : 

tg 2~ 2b(r) 
- a(r )-c(r) ( valeur bien dé term:Lnée éventuellement infinie) • 

Il y a donc de1..1.x directions pour lesquelles la torsion géodésique est nulle. 

Elles sont orthogonales (l'égalité ci-dessus définit 2~ à n près, donc 

' n , ) a 2 pres • 

ées directions sont appelées directions principales en M. 

La continuité des fonctions a(rL b(r) et c(r) permet de montrer faci-

lement que l'ensemble des points qui ne sont pas des ombilics est un ouvert de 

la surface S. Si M n'est pas un ombilic, il existe donc un ouvert contenant 

M dans lequel sont définis 2 champs de directions tangentes (les directions 

principales) qui sont orthogonaux en chaque point. 

D'après un théorème sur les équations différentielles 1 il existe, dans un 

voisinage ouvert de M assez petit, une famille de courbes tangentes en chaque 

point de l'ouvert au premier champ, et une famille de courbes tangentes en cha-

que point au second champ. Ces courbes sont appelées lignes de courbure de S; 

par un point M il passe deux lignes de courbure, q-u.i sont orthogonales. 

Soit r un repère tel que ê7(r) et e;(r) soient les directions prin-

cipales au point M. 

Alors b (r) = 0 (puisque c'est la torsion géoédésique dans la direction 

de ê7(r)). 

a(r) et c(r) sont appelées courbures principales (ce sont les courbures 

normales dans les directions principales)o 

Soient R - 1 1 -a{rj et et sont appelés rayons de cour-

bure principaux (il n'y a pas de moyen de les distin~Jer l'un de l'autre, c'est-à-

dire de savoir qui est le premier et qui est le second). 
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On a alors, comme cas particuliers de propriétés déjà énoncées 

( c:p 

Donc 

la courbure normale dans la direction -----
1 2 1 si~ 2 

~1 
cos c:p +- c:p 

R2 

la torsion géodés.igue dans la direction ---
(J.. 
'R 

2 

Courbure totale. 

Calculons 

2 ac-b 

, 2 ac-o 

J_) -- sin c:p ces rp 
R1 

c:p est 

cp est 

étant l'angle de ë7(r) avec une des directions principales) .. 

2. 4 ·4 2 .2 2 1 cos c:p + sin c:p + sin p cos p ac-b = __ ,_:_ ___ ...,:._ ____ __. _____ __.,_ -
- R1R2 

Donc le produit des courbures pri.ncipales au point M est égal à 

ne dépend donc pas du repère r , ma.i.s seulement de son origine M 

Par définition : - 1- = courbure totale d.e S au point M o 

R1R2 

La forme de courbure géodésig1:i.e. 

1 )2 . 2 2 R sm c:p cos c:p 

1 

2 ac-b , qui 

w
12 

est une forme différentielle à 3 variables u, v, c:p sur l'espace 

des repères St ( S). 

w
12 

est appelée f0rme de co1.1rbure géodésique. On va expliquer pourquoL 

.Soit C une courbe sur S .. L'ensemble des repères de Darboux de C est 

une famille de repères à un paramètre s • Cette famille constitue une courbe 

r dans l'espace :B..( s) o On a 

et 

(a
12 

= courbure géodésique de C a-.1. point M). 

w
12 

est Ul}_e forme différentielle sur (s) .à tout r de 3'i,(s) . elle 

associe -LJ.ne forme linéair0 sur l'espace tangent à :R,(s). Elle induit sur r une 
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ferme différer..tielle, qui n'est autre que a
12 

ds (où a
12 

est la courbure 

géodésique de c). Si on note 
pg 

la c:ourbure géodésique, on voit que la 

forme induit sur C la ferme 

Rappelons qu'on a obtenu plus haut, e:2tre autres conditions d'intégrabilité, 

les relations 

Proposition.- w
12 

est l 'mügue forme différenti,sJ..le a de ~t:f_ré un 

telle aus : 

En effet, si a et satisfont à ces relations~ et si y= a-~ , alors 

on a 

Donc y est proportionnel à u.i
1 

et et ne sont pas propor-

tionr:elles, puisque w/~) - j j cos cp et w
2 

(~) = j 1 sin cp Donc y= 0 

C.Q.F .. D. 

Invariari ts par difféomorphisme isométrique .. 

Soie:2t S et S' de:lX surfaces dans R3 
G 

DéfinHi.ono f est UJl difféomorphisme de S sur S' 

p f est u.r:· homéomorphisme différentiable (dans les deux sens) o 

A chaque vecteur tangent à S, l'applicatior.. linéaire tar..gente à f fait cor-

respondre un vecteur tangent à S' .. Si f est isométrique, l' applic·ation li-

néaire tangente à f transforrr1e chaque vecteur tangent dans un vecteur tangent 

de même. longueur (par définition de "isométrique"). Supposons désormais qu • il 

en soit ainsi. 

La correspondance entre les vecteurs tangents en M et les vecteurs tan-

gents en M' = f (M) conservant la longueur euclidierme conserve a1.1Ssi le produit 

scalaire, donc les Bngles. 
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Supposons de plus que f conserve l'orientationo 

Alors à tout repère de Darboux de S correspond un repère orthonormé direc:t 

de S' , donc repère de Darboux de S' • On définit ainsi un difféomorphisme de 

<Jt(s) sur Ï(s 1 ) (si f est suffisamment différentiable). On définit de mêffie 

une correspondance bijective entre les formes différentielles s~r 1t(s) et celle3 

sur Î,(S'). En effet, si a est u...-rie forme différentielle sur St(s), soier ... t 

r E: i(s) et les repèNs quiœ correspondent ; si -ç: U....7. ve c teu.r de 

l'espace tangent à 5t(s) -et ~• son transformé dans 1 'espace tangent à St(s1 ) 1 

on défj_ni t a' (forme différentielle sur Sl(s')) telle que 

a' (r' ,fr) = a(r,f). 

Dans cette correspondance entre les formes différeLtielles 

w1 '-:If w1 
' W2'-.:11 W2 

- - - -
{ = w1 

- -car e "'-"' e' dM \...:r dM' et e.1 + w2 e2 1 1 - - -1 dM'= w' e' + w' e1 e2 '-7 e2 1 1 2 2 

les aires sont conservées par difféomorphisme isométri.a1.1e. 

De même 

dw1 =-W2/\W12 dw2 = l.ù1" Lù2 

Soit a' le transformé de w12 on a 

dw' 
1 

= -w' A a' 2 dw' 2 = w' 1 
f\ a, . 

Or w12 est l'unique a' vérifiant ce système. 

Donc w1rw12 • 

Interprétation géométrigue. 

Soit C une courbe sur S : M-...:,M' , c__,,cr , w
12

~ w12 .. 
Les formes induites se transforment l'une dans l'autre. Or, on a vu que w

12 

induit sur C la forme p g étant le rayon de courbtire géodésique. 
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De même induit ds' • Donc 7 
ds ds' -~-
Pg p~ 

• Comme ds....,_,.ds' (les longueurs 
g. 

sont conserv~es), 

la correspondance conserve la courbure géodésigueo 

Rappelons enfin la condition d'intégrabilité : 

On a w13 = a w1 + b w2 w23 = b w1 + C w2 

donc dw = - ( a c - b2) 12 w1 /\ w2 ' c'est-à-dire 

l dw12 = - R1~2 w 1 /\ w2 

Or w 12-, w 1 2 
, donc dw 1 2 

.._,, dw 12 . 
De plus les éléments d'aire sont conservés. Donc est conservé. 

La courbure totale est conservée par difféomorphismë isométrique. 

Soit M(u,v) une représentation paramétrique d'un. ouvert U de S • 

Il lui correspond, comme on l'a déjà vu, un champ de repères, tel que le vecteur -soit proportionnel à àM 
àu (avec un coefficient> 0). Alors les repères r 

dont _1 'origine M est dans U sont décrits par les trois paramètres (u, v, cp), 

cp étant l'angle (;;(M), ;;(r)), ;;(M) étant le 1er vecteur du repère du 

champ. 

est une forme différentielle en (u, v, cp) sur jl(u). Soit cr l' ap... 

plication qui à tout point M de U fait correspondre le repère du champ ayant 

M pour origine. 

On considère w12 , forme différentielle sur la surface induite par 

l'application (5 : w12 est la forme à 2 variables (u,v) déduire de w12 

( qui dé pend de u, v, cp) en fixant cp = 0 . C'est la restriction de w12 aux 

repères du champ. [La forme w12 dépend donc du choix du champ de repères]. 

Théorème. 



:r:émons tra tion : 

67(r) = 67(M) cos cp + e;(M) sin cp 

e;(r) = -~(M) sin cp + -;;(M) cos cp - -w12 est le coefficient de e
2 

dans l'expression de de
1 

w 12 = ( d~ . , e;) o 

Or 
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(On restreint la formule - .. --+ -de 1 = w12 e2 + w13 e
3 

aux repères du champ). De même 

de;(M) = -~ ~(M) + w23 e;(M) · 

Donc d~(r) = w12 e;(M)cos cp - w12(~(M)sin cp) + (-~(M)sin cp + ;;(M)cos cp)dcp + ..• 

Or ~(M) = ~(r) cos cp - e;(r )sin cp 

e;(I1i1) = ~(r )sin cp + e;(r )cos cp 

Donc le coefficient de e;(r) dans d;;(r) est 

Calcul de la courbure totale en fonction du 2 ds • 

C.Q.F.D. 

Nous nous plaçons dans un ouvert U dans lequel on a un champ de repèreso 

Les relations d'intégrabilité 

dw1 = -W2A w12 'dw2 = W1A w12 

donnent, pour les formes w
1 

, w
2 

et w
12 

induites sur U par le champ de 

repères 

Ces relations vont permettre de calculer w
12 

connaissant 

En effet, puisque w 
1 

et w
2 

forment, en chaque point M de S , une base 

du dual de l'espace tangent en M, on a une relation 

et sont des fonctions du point MEU. Posons cette valeur de 

w
12 

dans les relations (1) ; on cbtient 
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Les relations (3) permettent donc de calculer et lorsqu'on connaît 

/..ù 1 et on calcule et dw
2 

, qui sont des formes différentielles 

dë degré 2, nécessairement proportionnelles à w1 f\ w2 
et sont les 

coefficients de proportionnalité. Une fois À 
1 

et À.2 ainsi calculés, la rela-

tion (2) fournit w12 
Quand on a obtenu w

12 
, on prendra sa différentielle extérieure dw12 ; 

or on a vu que 

1 
dw12 = - R

1
R

2 
w1" w2 ; 

en passant aux formes induites sur U par le champ de repères, on trouve 

(4) 

Dans cette relation, on connaît déjà w
1 

A w
2 

1 coefficient de proportionnalité 
- R1R2 

, ce 

et dw
12 

; donc en en déduit le 

qui fourn{t enfin la courbure totale. 

On va expliciter ces calculs dans le cas où le ds 2 a la forme 

ds 2 = E du2 

autrement dit, dans le cas où 

1 b C
te que es cour es u = et 

2 + G dv ; - -àM àM > = 0 Cette condition exprime F = < - ' d ou ov 
te 

V = C sont orthogonales$ Or tout point de s 

possède un voisinage ouvert dans lequel il existe deux familles de courbes or-

thogonales (il suffit de prendre pour première famille les trajectoires d'un 

champs de vecteurs, et pour deuxième famille leurs trajectoires orthogonales). 

Introduisons A = ï/E , B = fG ; avec cette notation on a 

ds 2 = (A du) 2 + (B dv) 2 , 

A et B étant des fonctions de u et v. Les vecteurs tangents 

et 

sont unitaires et orthogonaux; par définition, ce seront les vecteurs ~(M) 

et ;;(M) d'un champ de repères, qui est.donc ainsi défini. On a alors 

_w 1 = A du , w 2 = B dv , 2 -2 ds = w 
1 



D'où 
ôA 
àv du A dv , 

- ôB 
dw2 = ÔU du A dv , 

w 1 A w2 = AB du A dv • 

Les formules (2) donnent donc 

et (2) donne 

Calculons 

et (4) donne donc : 

(6) 

1 ôA 
À. = - - -1 AB àv 

dw- [ ô ( 1 à A) + j_ ( 1 ô B) ] d /\ d 
12 - ôv B àv àu A ôu u v 

[ à (~ à A) à (~ à B)] 
AB àv B àv + ôu A àu 

Un cas particulier important (cf. ci-dessous) est celui où A= 1 

( 7) = -

Recherche des géodésiques. 
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on a alors 

Ce sont les courbes dont le plan osculateur est, en tout point, normal à 

la surface. Ce sont aussi les courbes dont la courbure géodésique est nulle en 

tout point .. Une telle cov!'b8 C définit 1.me courbe r dans 9l,(s), à savoir 

le lieu des repères de Darboux de C ; et la condition pour que C soit une 

géodésique est que la forme induite sur r par w 
2 

soit nulle. Or 1 --

w 12 = w 1 2 + dq, ' 

où w
12 

est donnée par (5). Cherchons à définir C en prenant pour v une 

fonction convenable de u (c'est possible au voisinage d'un point de G où 

la tangente fait un angle avec le vecteur 

te) v = C • ~•angle q, de la tangente à C avec 

w2 B dv 
tg q, = w1 = A du • 

tangent à la courbe 

est donné par 
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On doit écrire d~ + w12 = 0, c'est-à-dire 

(8) d ( B dv) 1 à A 1 à B dv 
du arc tg A du = Ë ôv - A àu du 

Telle est l'équation différentielle des géodésiques. Si on explicite, on voit 

que c'est une équation du second ordre, de la forme 

d2v d - = f ( u, V, d:) • 
du2 

Le théorème d'existence et d'unicité locales des équations différentielles four-

nit le résultat suivant: .:!El_ point M € S étant donné, ainsi qu'une directi.on 
0 

tangente à S point M , il existe, dans~ voisinage assez petit de M 
0 - 0 

géodésique et seule passant par M tl tangente à la direction donnée. 
0 

Choix astucieux des paramètres u et v. 

On va voir qu'au voisinage de tout point M € S on peut choisir des 
0 

paramètres u et v "astucieux" , comme suit 

soit C 
0 

une courbe passant par M 
0 

par chaque point M € C 
0 

il passe 

une unique géodésique normale à C 
0 

au point M. Une application plus poussée 

du théorème d'existence des équations différentielles de second ordre permet de 

voir que les géodésiques passant par les M E: C 
0 

suffisamment voisins de M 
0 

remplissent une fois et une seule un voisinage de 

orthogonales de cette famille de géodésiques (c 
0 

M • Prenons les trajectoires 
0 

est l'une d'elles) ; dans un 

ouvert U assez petit contenant M, on a alors deux familles de courbes ortho-

gonales, les courbes de l'une des familles étant géodésiques. 

Convenons que les géodésiques sont les courbes v = Cte , et leurs tra"'" 

te u - C ; on peut aussi convenir que jectoires orthogonales les courbes u et 

V sont nuls au point 

V=û) 

M • La courbe 
0 

C 
0 

est donc la courbe u = 0. Ceci ne 

détermine pas encore entièrement les paramètres 

u et v. Mais on a en tout cas 

ds 2 = (A du) 2 + (B dv) 2 • 

Exprimons que les courbes v = Cte sont des 
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géodésiques : l'équation (8) doit être vérifiée chaque fois qu'on donne à v une 

valeur constante (voisine de 0). Pour cela, il faut et il suffit que àA = 0 ov 
pour toute valeur de v. 

Autrement dit, A(u,v) dépend gue de u • Mais alors 

A(u)du 

est la différentielle d'une fonction de u; prenons cette nouvelle fonction 

comme paramètre u (avec toujours u = 0 sur 

(g) 2 2 ( )2 ds = du + B dv • 

C ). Alors le 
0 

2 ds prend la forme 

On voit que du est la différentielle de l'arc sur chaque géodésique te 
V = C , 

et comme les courbes u = Cte sont orthogonales aux géodésiques, on a démontré 

le résultat suivant: 

Si, à partir de C , .2!l porte chaque géodésique orthogonale à 
0 

C 
0 

même longueur, k lieu des points obtenus est orthogonal à géodésiques. 

On peut faire un choix de u et v encore un peu plus astucieux. En effet, 

on aurait pu commencer par prendre pour C une géodésique ; or l'équation des 
0 

géodésiques, lorsqu'on prend v comme variable et u comme fonction inconnue 

de v, se déduit de (8) en échangeant les rôles de u et v on avait 

( B dv) 1 à A 1 à :i3 
d arc tg A dt!. = Ë àv du - A àu dv ' 

ou encore 

( t A du) 1 à A d 1 à B d 
-d arc g B dv = B àv u - A àu v ' 

d'où l'équation 

(8') d ( t A du) 1 àB 1 àA du 
dv arc g Ë dv = A àu - Î3 àv dv · 

La courbe C , définie par u = 0, est géodésique si et seulement si (8 1 ) est 
0 

vérifiée pour -tt--= 0, c'est-à-dire si ~!(o,v) = 0. 

Enfin, on peut achever de fixer le choix du paramètre v en supposant que, 

sur la courbe C , v est l'arc, ce qui, d'après (g), s'exprime par la condition 
0 

B(O,v) = 1 • 

En résumé, il est possible, au voisinage de chaque point 

choisir un paramètrage (u,v) de S de façon que 

M 
0 

de S, de 
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( 10) ds 2 = du2 + (B(u,v)dv) 2 , B(O,v) = 1 , ~B(o,v) = o 
uU 

Alors la courbure totale est donnée par 

( 7) 1 ·1 à 2B 
R1R2 = - B ou2 

Supposons en particulier que la courbure totale nulle tout point. Alors 

q~B = O, donc B (pour chaque v fixé) est une fonction linéaire de u; mais 
ou 2 

las relations ( 10). montrent que B(u,v) = 1. Ainsi le 

ds2 = du2 + dv2 \. 

Le difféomorphisme d'un voisinage ouvert U de M 
0 

ds 2 a la forme 

sur un ouvert du plan (u,v), 

défini par le paramétrage; est donc une isométrie de U ouvert du plan 

euclidien. 

Il en résulte aussitôt : 

Proposition.- Si deux surfaces S et S' ont une courbure totale identi-

quement .nulle ,- elles sont localement_ isométriques (i.e.: étant donnés 

M· € S et M' € S', il existe un difféomorphisme isométrique f d'un voisinage 
0 0 

ouvert U de M 
0 

sur un voisinage ouvert U' de M' , tel· 
0 

On va prouver une propos·i tion plus générale : 

que f(M ) = M'). 0 0 . 

Proposition.- Si deux surfaces S et S' ont rne même courbure totale ~--

tante1 elles sont localement isométriques~ 

Soit K la valeur constante de la courbure totale de S •. Le cas où K = O 

vient d'être examiné ... Supposons donc K :/ 0 • On a, avec les coordonnées "astu-

cieuses" satisfaisant à (10) : 
o2B 

+ KB = 0, B(O,v) = 1 , 
ou 

oB( - O,v) = 0 • ou 

Pour intégrer cette équation différentielle linéaire du second ordre (pour- v 

fixé, et avec les valeurs initiales· de oB 
B et ou pour u = o), on distingue 

deux cas· 

1 ° K > O. La solution est 

B(u,v) = À(v) cos{(K. u) + µ(v) sin("'{K u), 

et les conditions initiales donnent À{v) = 1 , µ(v) = O .. D'où 
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Ce paramétrage (u,v) est valable pour un ouvert U de S o 

On peut faire de même pour un ouvert U' de S' • Le difféomorphisme isométrique 

de U sur U' s'obtiendra en faisant se correspondre deux points s'ils ont les 

mêmes paramètres (u,v). 

2° K < O. On trouve cette fois 

et le raisonnement s'achève de la même manière. 

Un exemple de surface à courbure totale constante > 0 est la sphère-

unité s2 c IR.3 • Tous les points sont des ombilics, et la courbure totale est 

1 en tout point • N 

ds 2 s'écrit 5 

du2 + 2 cos u d 2-
v ' 

Si on enlève de s2 un demi-grand cercle 

(ferm~ joignant le pôle nord N au pôle 

sud S, on peut repérer les points res-

tants par la latitude u (- 2: < u < ~) 2 2 

et la longitude v (- n < v < n) ; alors 

ce qui es·t bien en accord avec la formule ( 11). 



THEORIE ABREGEE DES FORMES DIFFERENTIELLES 

ET DES VARIETES DIFFERENTIELLES. 

30. 

Nous avons déjà utilisé les formes différentielles. On va maintena.~t en 

esquisser une théorie plus systématique. 

I - Formes différentiel.les dans un ouvert U d'un es1;ace vectoriel E. 

E désigne un espace vectoriel sur IR , de dimension finie. 

Soit U un ouvert de E. 

réfini tion. On appelle forme différentielle de degri zéro dans U , une 

application f : U -IR. 

Cette fonction peut éventuellement être supposée co:itinue, resp .. de classe 

Ck (i.e. : k fois continûment différentiable), resp. de classe C
00 

(ioe. ; indé-

finiment différentiable). Le plus souvent, nous supposerons f de classe 
CX) 

C 

Définition. On appelle forme différentielle de degré u:.1. dans U, une appli-

cation 

où ~(E,R) désigne l'espace vectoriel des- formes linéaires sur E (Le. : le 

dual de E) .. Ici encore, on doit préciser si la fonction w (à valeurs vecto-

rielles) est continue, ou de cl.asse Ck, ou de classe 
CO 

supposerons w de classe C 

00 

C .. Le plus souvent nous-

Définitiono On appelle forme différentielle de degré p (p entier 2) 

dans TT u une application 

w u - 1. (E,IRL p 

où (E ,IR) désigne l'espace vectoriel des formes p-1.inéaires alternées sur [R • p 

Rappelons ce qu'on entend par là. 

Formes p-li.néaires alternées o 

Tout d'abord, une application 

f: E x.o.X E = Ep - R, (~1, ••• ,~p)-+ f(~ 1, ••• ,~p) 

p facteurs 

est dite multilinéaire (ou p-linéaire quand on veut préciser 1 1 entier· p) si 
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elle est linéaire par rapport à chaque variable (lorsqu'on fixe les autres 

) (- -e) variables • Prenons une base e 1, ••• , n l'espace vectoriel; alors chaque 

vecteur ç, E: E a des coordonnées ç,1 , ••• ,ç,n .relativement à cette base : 
n . 

't = L ç,l e:. 
. . 1 l l= 

Pour p = 1, une forme ~linéaire n'est autre qu'une forme linéaire ç,.,... f(ç,), 

et l'on a 
n 

f(ç,) = E a. ç,i , avec 
i=1 l 

a.= î(e.) • 
l l 

Pour p quelconque, soient 1 n ç, . , •.• , ç, . .les coordonnées du 
J J 

.ième 
J vecteur de la 

suite (ç,
1

, ••• , ç,p). La multilinéarité de f implique 

Réciproquement toute fonction de 

La. . . . 1
1

, ••• ,l 
1 1~-,lp p 

est une fonction p-linéaire. 

i p 
ç,p 

n 

C 
i =1 p 

i 
ç, P e. ) 

p l p 

i 
ç, p 

p 

de la forme 

On dit qu'une ) multilinéaire est alternée- si la valeur '::, 1 ' ••• ' '::,p 

chaque fois que l'on a ç,. =ç,. 
l J 

pour 2 indices distincts- i 

et j . Si l'on fixe toutes les variables sauf ç, . et ç, . ' l J 
f devient une 

g(ç,. ,ç, .) bilinéaire, telle que 
l J 

g(ç,,ç,) = 0 quel que soit ç, E: E" • 

.Alorff, g(ç,.+ç,. , ç,.+ç,.) = 0, d'où, en développant 
l J l J 

,..___g_( ç,_i_' ç,-j-) _=_-_g_(_ç, J_· ,_ç, i_· )_\ • 

Ainsi l'échange des valeurs de deux variables d'indices distincts multiplie la 

valeur de f(ç,
1

, ••• , ç,p) par -1 • Plus généralement, soit cr une permutation 
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quelconque de l'ensemble { 1,2, ••• ,p} ; on sait que 0 est composée de "trans-

positions" (une transposition est une permutation qui échange deux éléments i 

et j distincts et laisse fixes- les autres), et que la pari.té du nombre des 

transpositions dont 0 est composée est un invariant (indépendant du choix de 

la décomposition de 0 en transpositions). 

On appelle signature de 0, et on note da), l'entier égal à +1 

si 0 est composé d'un nombre pair de transpositions, égal à -1 

si 0 est composé d 1u11 nombre impair de transpositions. {)n a 

E(cr o 01 ) = E(0).E(01 ) ; autrement dit, 0-+ E(a) un homomorphisme du groupe 

des permutations le groupe multiplicatif à deux éléments +1 et -1 • 

Cela dit, il eqt immédiat que si f est alternée, on a 

(démonstration par récurrence sur le nombre de transpositions dont 0 est 

composé). 

Cela dit, cherchons à quelle condition doivent satisfaire les coefficients 

d'une forme p-linéaire 

C 
i1 , ... , ip 

i1 
a. . ç,1 

i 1, • ••. , lp 

i 
p 

p 

pour qu'elle soit alternée~ On trouve que 

a. . = da) 
2 0(1)'•••,la(p) 

a. . 
l ,•••·,l 1 p 

pour toute permutation 0 • {Exercice vérifier que c'est nécessaire et suffisan 

Donc a. . = 0 
11,···,J.p 

si les indices: i1,···, ip ne sont pas tous distincts.; 

et on obtient 

= c· a. . f. . (ç,1,···, ~), 
· · 1 1 , • • • -, lp 1 1 , ••.• , lp p _ 
1 1 (l 2 <., .. (ip 

où f ( ) est 1u1e forme p-linéaire alternée d I un type par_ ·ti-i 1, • · ~, ip s 1,.-~, sp 
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culier· : c ! est la valeur du déterminant formé avec les coordonnées· d'indices 

des: vecteurs 

Observons que i 1, ••• , ip doivent prendre leurs- valeurs dans 1rensemble 

{ 1 ,2, ... • 11n} ; par sui të, si p > n ,- toute forme p-linéaire alternée sur E 

(de dimension n) identiquement nulle. 

Explicitons. le càs où p = 2 : on trouve 

( 1) f(~,11) = L a .. (~\lj - ~jr/) . 
1~i<j~n lJ 

Opérations sur les es-paces {(E,R). 

Il est clair que l'ensemble (E,fil) des: formes p-linéaires alternées 

est un es-pace vectoriel (pour les opérations· évidentes d'additfon des formes, 

et de multiplication d'.une. forme par un scalaire). On va de plus définir une 

multiplication 

{ (E,IR) x { (E,lR) -+ efp+q (E,lR) 

comme suit. Soient f C J) (E R) g E: î (E · R) · la fonction 'Zp , ' 'c-tq ' 

(~~,--~, ) f(~1,···, ) g(~ 1, ••• , ) p+q '-:, '-:,p '-:,p+ '-:,p+q 

est une forme multilinéaire à p+q variables·,. mais. elle n'est pas alternée 

en général : elle est seulement alternée. par rapport aux p premières varia-

bles., et aussi par rapport aux q dernières. Posons 

h ( 1 , ••• , ) = C e:( a) f_ ( ( 1 ) , •••. , ( )) g ( ( 1 ) , •••. , ( ) ) , p+q a a p a p+ a p+q a 
la s_ommation étant étendue aux permutations- a de { 1, ..... , p+q} qui satisfont 

aux conditions sui vantes : 

(2) a( 1) < ••• .< a(p):, · a(p+1) < ••• < a(p+q_) . 

On laisse au lecteur le soin de vérifier que h est alternée. Par définition,-

h se note fA g et s'appelle le produit extérieur de f et g. 

Exemple p.= 1, q = 1. Si f et g sont deux formes linéaires, on a 

on voit bien que h est bilinéaire et alternée (h(~,~) 

extérieur f A g des· formes linéaires f et g • 

o) c'est le- produit 
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Dans ce cas, on constate que 

[en fait, le produit extérieur est une fonction bilinéaire alternée, à valeurs 

dans J2 (E,R)' de f E f.i(E,IR) et g E ~(E,IR)]. 

SÎ (u1;•····, un) est la base de ~(E, IR) duale de la base (e1,··•, e ) n, 

de E , la .ème coordonnée ~i l d'un vecteur ç E E. n'est autre que 

Le produit extérieur- uiA uj est donc la forme bilinéaire alternée définie par 

( i j.)( ) i j i j u /\ u ~,n = n - n • 
Il résulte alors- de la formule ( 1) que toute f bilinéaire alternée s'écrit 

d'une seule manière 

f == C a . . u\\ uj 
i(j lJ 

(combinaison linéaire des produits extérieurs_- ui/\. uj) ; autrement dit, les 

uiA uj (pour les couples (i,j) tels que i < j) forment une base de l'espace 

Propriétés de la multiplication extérieure 

pour· f E j/, (E,IR), g E cR (E ,1R), le produit ,p q ' f /\g est une fonction bilinéaire 

du couple (f ,g) : 

œ plus on a 

(f 1+f2),\ g == f1 /\ g + f2" g 

(Af) A g == A (f /\ g) pour A E IR 

f t-.. (g1+g2) 

f (Ag) 

= f "g 1 + f /\ g2 

== À ( f A g) pour A f IR • 

(sans démonstration); 

on l'a vérifié lorsque p == 1, q = 1). Enfin, la multiplication est associative 

cela veut dire que si g E { (E,IR), h E 4,_ (E,IR), on a 

__ (f_A_g_)_f\_h_==_f_A_(g_A_h_)_I (sans démonstration). 
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En particulier, si f
1

, ••• , fp sont p formes linéaires, on écrira 

f 1 /\ f 2 /\ ••• /\ fp (sans parenthèse). 

Exercice. No tarit toujours (u 1, .... , un) la base duale de la base (e 
1

, ••• ,en) 

de E , montrer que les: produits extérieurs 
i i 

u 1 {\ ••• f\ u P relatifs aux sui tes (i
1

, ••• , ip) 

telles que forment une base de l'espace vectoriel Jl, (E ,IR). p . 

Conditions d'indépendance linéaire de plusieurs formes linéaires·. 

On se bornera au cas de 2 formes linéaires· et au cas de 3 formes linéaires •. 

Proposition.- Soient f et g deux formes linéaires sur E. Pour· que 

f et g soient linéairement dépendan.fs, il faut et il suffit que f /\ g soit 

nul (comme élément de c,f2(E,IR)). 

C'est évidemment nécessaire, car si par exemple g = À.f, on a 

f /\ g = f /\ ( À. f ) = À.· ( f /\ f ) == 0 • 

C'eat suffisant : supposons f /\ g = 0 ; si f et g sont identiquement nulles,. 

elles sont linéairement dépendantes, donc on peut se borner au cas où fi O. 

Montrons qu'alors g est proportionnelle à f • Soit E E 
0 

tel que 

f(ç) -=J O ; puisque f Ag = 0 , on a 

f(~
0

) g(~) - f(~) g(~
0

) = 0 pour tout E E, 
g(~o) 

g(~) = îITT f(~) • 
0 

donc C.Q.F.D •. 

Proposition .. - Soient f, g et h trois formes linéaires: sur E • Pour 

que f, g,. h soient linéairement dépendantes, il faut et il suffit que 

f /\ g Ah = 0 (comme élément de ~(E,IR)). 

C'est nécessaire, car si h = À. f + µ g par exemple, on a f /\ g /\ (À.f +,µg) = O." 

Pour montrer que c'est suffisant, on peut se borner au cas où f /\ g /. 0 (sinon 

f et g sont linéairement dépendantes, et a fortiori f, g et h le sont). 

Soient ~o et ~
1 

deux vecteurs tels que 
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Puisque f f\ g A h = 0 , on a, quel que soit ç E: : 

(f(ço) g(ç1) - f(ç1) g(ço)) h(ç) + (g(~o) h(ç1) - g(ç1) h(~o)) f(ç) 

+ (h(ç
0

) f(ç
1
) - h(ç 1) f(ç

0
)) g(ç) = 0, 

donc h est bien combinaison linéaire de f et g. 

- Ces préliminaires étant posées, revenons à la définition d'une forme 

différentielle de degré p dans un ouvert Uc E; c'est une fonction 

00 

que nous supposerons le plus souvent de classe C 

Pour x E: U, w{x) est donc une forme p-linéaire alternée sa valeur 

Pour· une suite ) de vecteurs de E sera notée s1,•••, "=>p 

w(x; ç
1

, ••• , çp) ; 

pour x fixé, c'est multilinéaire et alterné en ç 1, ••• , ~p o Dans le cas 

p- = 1, on écrira simplement w(x ; ç), linéaire en • 

La somme W'
1
+w

2 
= w de deux formes différentielles de degré p se définit 

comme suit : pour chaque x EU, on pose 

w(x) = w
1
(x) + w

2
(x) 

(au second membre figure la somme de deux éléments de J (E,R)). On a donc "tp . 

w (x ; ç 1 , ••• , ç:p) = w 1 (x ; ç 1 , ••• , ~p) + w2 (x ; 1 , G •• , çp) • 

On définit de même le produit d'une forme différentielle w par un scalaire 

À E IR • 

Ainsi l'ensemble Q (u) 
p' 

de toutes les formes différentielles de degré 

dans U est un espace vectoriel (de dimension infinie)o Un éléme~t de 

s'appelle aussi une p-forme différentielle (pour· abréger le langage). 

Q (u) 
p 

p 

En réalité, la notation Q (u) 
p est ambiguë, car elle ne précise pas s'il 

s'agit des applications · U -+ ri/, (E,IR) de classe C
00 

,- ou de toutes· celles qui. p 

sont de- classe Ck, ou encore de toutes celles qui sont continues .. Mais comme 

on se bornera à considérer des·formes différentielles- de classe 

pas d'inconvénient pratique à la notation Q (u). p 

00 
C , il n'y a 
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Produit extérieur de deux fprmes différentielles. 

,, 
,· 

On définit une mul tiplica t#m 
! 

Q (u) x n (u) Q (u) 
p q d p+q 

! 
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di te multiplication extérieure : [si a E Q (u), E: Q (u), leur produit extérieur 
f p q 
l 

est la forme différentiel 1e 
1 

w(x) = a(x)/\ ê(x) 
,\' 

w E Q ( U) p+q définie par 

(produit extérieur de deux formes multilinéaires). On a donc 

w(x; ~
1

, ••• , ) ' p+q 

=C· da) a(x; ~
0

( 1), .... ;,~cr(p)) ~(x 
0 ' 

la sommation étant étendue aux zjermutations cr de {1, ••• , p+q} telles que 

0 ( 1 ) ( • • • ( .' 0 ( p) , 0 ( p+t) ( 

La multiplication extérieure (a,~) a/\~ est bilinéaire ; on a 
! 

si 

Elle est associative : 

(a" ~) /\ y = i " ( ~), y) : 
!. 
' 

a E Q (U) 
p 

et 

On a le cas particulier d'un produit d'une fonction f (i.e. une forme 

différentielle de degré zéro) et d'une p-forme différentielle w; on le note 

simplement f.w, et on a 

On voit que 
00 

C sur U • 

Q (u) 
p 

(f .w) (x 

est ün mod-tile sur l'anneau 

1 

Différentiation extérieure. 
v 

Q (u) 
0 

des fonctions de classe 

On va définir une nouvel?-e opération, qui à chaque w E Q (u) 
p 

associe 

un élément de Qp+/u) noté :dw , et appelé différentielle extérieure de w • 

Pour cela, un bref rappel sur ._,les dérivées est nécessaire. 

Soit U un ouvert d'unfespace vectoriel E (de dimension fini~, et soit 

f : F une fonction à valéurs dans un espace vectoriel F (de dimension 

finie). Choisissons des normes sur E et sur F (on sait que, sur un espace 
l 
j 

'! 
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vectoriel E de dimension finie, toutes les normes sont "équivalentes"). 

On dit que f est différentiable au point x EU si l'accroissement 

f(x+h)-f(x) de la fonction f est "sensiblement égal" à une fonction linéaire 

de l'accroissement h de la variable, c'est-à-dire, d'une façon précise, s'il 

existe une cp E ~(E,F) 

lim 
h-jO 
hr=O 

telle que 

lf(x+h)-f(x)-cp(h)I = 
lhl 

0 • 

Une telle cp linéaire, si el.le existe, est unique. On l'appelle la dérivée 

de f au point x, et on la,.note f'(x). On écrit alors f'(x).h pour noter 

la valeur de cp = f'(x) sur le vecteur h E E. 

Supposons f différentiable en tout point de U. Alors f' (x) est une 

fonction de x; on définit ainsi l'application dérivée 

f' : U -~(E,F) 

[attention: f' ne prend pas ses valeurs dans le même espace F que la fonction 

f ]. La question se pose de savoir si f' est une fonction continue, resp. 

différentiable. Si f' est différentiable, sa dérivée, notée f", est une ap-

plication 

Mais on sait que <t(E,~(E,F)) s'identifie naturellement à l'espace vectoriel 

des applications bilinéaires Ex E-+ F, qu'on notera ~(E~F). Cette identifi-

cation se fait de la manière suivante : si cp(~,n) est une fonction bilinéaire 

(à valeurs dans F), l'application partielle n cp(~,n), notée cp~ , est un 

élément de ~(E,F), et l'application cp~ est une application linéaire 

E -~(E,F). Réciproquement, si cp~ est une application linéaire E -~(E,F), 

on lui associe l'application bilinéaire 

Ainsi, on peut considérer f"(x) comme un élément de~ (E,F). Un théorème 
2 

classique (qu'on ne redémontre pas ici) dit que, en fait, f"(x) est une fonction 
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bilinéaire symétrique,: ·{ 
i 
1 

f"(x}(ç,ri) = f"(x)(ri,ç) pour ç~ E: E, ri E: E. 
! . i 

Si on prend une base dans E , lfs points ont des coordonnées x 
l 

f" (x) est définie par la matrici; des dérivées partielles 
f 

1 
j 
; 
l 

alors 

et le fait que f"(x) est une f6nction bilinéaire symétrique se traduit par la 
i 
1 

symétrie de cette matrice, c'est-à-dire 
\ 

à 2f ô~f 
= i I J. 

àx ;ox 
(théorème de Schwarz). 

1 

IBfinition de la différentielle extérieure d'une forme différentielle. 
1 . 

Comme.nçons par une forme d6; degré zéro, c'est-à-dire une fonction 

f U - IR (sµpposée de classe 0
00

). On lui associe la forme différentielle 

w de degré 1 dans U , définie p~ 

w (x ; ~) f' (x) ,, pour :x; E U, !; E E • 

Cette forme diff éren tiell§. w.,_, --ae~ note-- df. -, . -e.t s ,. appe..llè- la dif'férentie•11e·· de_ .. , · 

la fonction f dans l'ouvert 

Soit maintenant 
. 

w : U - /) {E,IR) Cllp: une forme différentielle de degré p > 1 • 

Puisqu'on la suppose de classe 

dérivée 

(la classe· suffirait), on a une fonction 

w' : U -~(E , '.;c{/E,IR)), 
l 

ce qui permet de définir, pour x 1 € U et ç € E 
1 0 

w' (x) .ç € J (J,IR). 
. _ o _P 1 

· (w'(x).ç ).(,
1

, •.•• , ç) est, pou~ x E: U fixé, une fonction (p+1)-linéaire 
O P 1 

'I de ç
0

, ç
1

, ••• , çp, mais elle n'e;3t pas alternée (elle est seulement alternée 
,i 

par rapport aux p dernières vari~bles). Pour la rendre alternée, on fait la 

1 
somme suivante : ( 

p i ' A (-1) (w' (x):. . ) • ( , ••• , . , ••• , ) , 4sl so ~1 sp _ 
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A 

où la notation (ç ' ••• ' 0 ç. ' ..• ' l 
désigne la suite de p vecteurs obtenue 

en supprimant le vecteur ç. 
l 

de la suite (ç , ••• , ç ). Par définition, la dif-
o p 

férentielle extérieure dw est donnée par la formule : 
p i A 

(3) (dw)(x; ,ç 1, ••• ,ç) =L (-1) (w'(x).~_)(ç , ••• ,ç., ••• ,~) 
0 p i=O l O __ l p 

Remarque en fait, on a sommé sur· toutes les permutations cr de- {0,1, •• ,p} 

telles que 

a(1) < cr(2) < ..• < a(p) ; 

il y a une telle cr telle que cr(O) = i, et sa signature E(cr) est (-1)i. 

Dans le cas particulier où p = 1, on a 

qui est bien, pour x fixé, une fonction bilinéaire alternée de (ç,n). 

Remarque : pour w de degré 1, la relation dw = 0 exprime que 

(w1 (x).~).n est une fonction bilinéaire symétrique de (ç,n). Il en est ainsi 

lorsque w df , car alors 

w(x) = f' (x), 

donc w' (x) = f" (x) qui est bilinéaire symétrique. On a donc prouvé la relation 

d(df) = 0 00 
pour toute fonction f de classe C 

(de classe c2 suffirait). 

Autre propriété : d ( f.w) = ( df) /\ w + f • ( dw) pour f E Q (U). 
0 

Démontrons cette relation importante. 
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[il faut prendre garde de bien écrire, au second membre, (d.f)A w et non wA(df) 9 

ce qui n'est pas la même chose si w est de degré impair]. 

Rappelons d'abord le rtsultat suivant, qui concerne la dérivée du "produit" 

de deux fonctionso Soient u : U F et v : U -~ G deux fonctions à valeurs 

vectorielles, et soit. cp : F x G---)- H une appli.cati_Q::i l..ilinéaire (F, G, H 

désignent trois espaces vectoriels réels). Le "produit" de u et v suivant cp 

est l'application ~: U H définie par 

~(x) = cp(u(x), v(x)) pou:.·· X t U. 

Alors si u et v sont différentiable:~ est aussi différentiable, et la déri-

vée ~•(x) est donnée par la formule 

~•(x). =cp(u•(x). ~, v) +cp(u(x) 9 v'(x)., ~). 

Appliquons ce résultat dans le cas où 

F == lR. ' G = /t (E , lR) , p H = Jt(E, rR), p 

cp : (R X lt (E, fil) d (E, IR) p p étant définie par la structure d'espace vectoriel 

de Jt (E, R) [multiplication d'un élément de 
p 

rft (E, ~) par un scalaire]. Nous 
p 

prenons en outre u = f, v = w alors = f.w, et on a donc 

(f.w)' (x). ç: = (f'(x)o ç) • w(x) + f(x). (w•(x). d-
Les deux membres sont des fcncti0ns p-linéaires alternées. D'où 

d(fw) (x 
p 

(-1)i ,0•09 çp) - L (f'(x). ~.) w(x , ... , ~. , ... , 
0 i=-0 

]. 0 l 

p ,. 
+ f (x) ·L (w' (x). ~.) 

l 
(~1, • .,.,, ~-,•o•j 

l ~p) 
i=O 

ce qui donne aussitôt 

d ( f w) = ( df ) w +- f .. ( dw ) • 

Généralisation on a ld(dw) OI pour tout w E: Q (u), p 

C .. Q .. F .. D .. 

'r-t 

c:p) 

1. d ( a " ) = (da) A + (-1 ) P a A ( d~ ) 1 pour a E Q (u), p E Q (U) q (sana démons-

tration ici). 
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[il faut prendre garde de bien écrire 9 au second membre, (df)A w et non wA(df) 9 

ce qui n'est pas la même chose si w est de degré impair]. 

Rappelons d'abord le résultat suivant, qui concerne la dérivée du "produit" 

de deux fonctions., Soient u : U F et v : U -~ G deux fonctions à valeurs 

vectorielles, et soit. cp : F x G H une appli.cati~~.Jilinéaire (F, G, H 

désignent trois espaces vectoriels réels). Le "produit" de u et v suivant cp 

est l'application ~: U H définie par 

~(x) = cp(u(x), v(x)) pou .. ·· X f U. 

Alors si u et v sont différentiable~~ est aussi différentiable, et la déri-

vée ~•(x) est donnée par la f0rmule 

Appliquons ce résultat dans le cas où 

F = (R ' G = 1/, (E, fR), p H = /t (E, rR), 
p 

cp : IR x /t (E, rR) -) &Î (E, IR) p p étant définie par la structure d'espace vectoriel 

de Jt (E, R) [multiplication d'un élément de 
p /t (E, ~) par un scalaire]. Nous p 

prenons en outre u = f, v = w alors = f.w, et on a donc 

(f .w) 1 (x). = (f 1 (x)o ~) • w(x) + f (x) • (w' (x). c:,). r-1. 

Les deux membres sont des fcnctions p-linéaires alternées. D'où 

p ,. 
(-1 )i d(fw) (x ç, ,., ... , ~p) - L (f'(x). ç,. ) w(x ç, , ... ' ç,., ... , ~p) 0 l 0 l 

i=:Q 
p 

+ f (x) ·L (w' (x). ç,. ) (~1,. 0 0' ç,., ..... , 
i=O l l 

ce qui donne aussitôt 

d(fw) = (df) w .. f . (dw) . 

Généralisation on a ld(dw) OI pour tout 

d (a/\ ~) = (da) A + ( m 1 ) p a I\ ( d~) 1 pour a E: Q (u), 
p 

tration ici). 

w E: Q (u), p 

E: Q (u) q 

ç,p) 

(sana démons-
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Ecriture canonique d'une forme différentielle lorsque U est un ouvert de ffin 

(on peut toujours se ramener à ce cas en prenant une base de l'espace vectoriel E). 

Notation 1 2 n 
X, X ,•o•, X coordonnées de n 

X E IR • Les coordonnées sont 

des fonctions différentiables 1 dxn dx , • o., , sont des formes différentielles de 

degré un., 

Rappel soit f une fonc:tion; on a vu que, par définition, 

(df) (x; ç,) = f'(x). C: .. 

Si f est linéaire, on a f'(x) = f (valeur lndépendante de x). Appliquant ceci 

à i dx, on trouve : i-ième coordonnée du vecteur 

est lai-ème forme linéairs coo=donnée i 
u" 

Ecriture canonique d'une forme w de degré un. Par définition 

Par conséquent 

I: a; (x) • dxi 
i l 

Les coefficients a. (x) 
]. 

donc 

sont uniques., 

Ecriture canonique d'un.e forme w de degré 2. On a vu que la forme biliné= 

aire alternée w(x) s'écrit d'une seule manière 

Donc on a 

Les coefficients a .. (x) sont uniquese 
]. J 

w(x) =La . . (x) ui /\ uj • 
. (. lJ 
l J 

Remarque Soit w une forme différentielle de degré 2 

w = 0 (==) a .. (x) 0 V x . 
lJ 

[ d I a prè s ( 2 ) ] • 

Ecriture canonique du produit extérieur de deux formes différentielles de 

degré 1. 
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w1 /\ w2 = C (a. (x) .. b. (x)) • dxi A dxj • 
. . l J l,J 

D'où, en groupant deux par deux les termes non nuls 

w 1 /\ w2 = 2~ [ a . ( X ) b . (X) - a . (X) b . (X) ] dx i /\ dx j 
'(' J. J J l l J 

On généralise facilement au produit extérieur de deux :vrmes différentielles de 

degrés p et q. 

Ecriture canonique de la différentislle d'une fonction f 

" 

d'où 

(df )(x C:) == f'(x) .. 
,,,., 
.l..<. 

~f (x) ,-, - LJ. . _!X. 
i=1 J. 

n 
df = Li àf dxi 

i=1 oxi 

i . 

Problème. Soit w une forme différentielle de d6gré un w = E a. (x) di i J. 

calculer l'écriture canonique de dw. On a dw = E d[a. (x). dxi]. 
i J. 

Utilisons la relation d(fw)-"' (df) w +- f • (dw) .. 

On trouve ici : 

Finalement 

dw 

Remargue. dw 

=L 
i<j 

d,..J = [ dai (x)] Adxi 
l 

[ 

oa.(x) . 
= I:. ( l . dxj) /\ dxl 

i,} èxJ 

àa. X àa. X i J J. ] i ô j 
dx /\ 

ôx X 

àa. (x) àa. (x) 
l 

=0 J == ---i àxj c) X 

dxj 

'v i 

En particulier, la relation d(df) = 0 exprime que 

c) àf à àf (théorème àx. 
:::;;:- 8"Z àx. ôx. 

J.. J J l 

' 

de 

Vj 

Schwarz). 



Changement=de variable=dans_les formes différentielles. 

Soient U c E, U' c E', cp U' -~ U différentiable 

Y= (y1, •.. , yp) EU' 

x = cp (y) = ( cp 1(y L . "° i cp n (y) ) € U • 

44. 

On va associer à cp une application linéaire cp* Q (u) - Q (U') de la façon 
p p 

suivante : pour w E Q (u), on a, par définition p 

(cp* w)(cp T)1, .... , T)p) =--= w(cp(y) cp'(y)e T)1,···, cp'(y) T)p). 

On dit que cp*(w) est la forme différentielle (s; : :J' 1 ) dédu.i te de w par le 

changement de variables cp : U' U 

Propriétés du changerr.ent ds variable. 

(1) linéarité cp*(w + w) cp*(w) + cp*(w
2

) 
1 2 1 

cp*(À w) À cp*(w) pour À C ffi. 

cas particulier: p = 0 (fonctions) alors cp*(f) = f o cp. 

conséquence immédiate de la définition 

du produit oxtérieuro 

(4) cp*(df) = d(cp*(f)) • 

Démonstration. Cette~on ,a résulter du théorème ~ui donne la dérivée 

d.'une fonction composée 

( cp * ( df ) ) (y T)) = ( df )( cp (y) ; cp' (y). T)) 

= f'(cp(y)). (cp•(y). T)) 

=-= (f O cp) I (y) • T) e 

= d ( cp * (f)) (y T)). 

(5) plus généralement~ cp*(dw) d(cp*(w)) • 

Démonstration: Exercice. 

Calculs.explicités avec l 'écTiture canonique. Soit c0 une forme différentielle 

de degré un: 



or 

d'où 

p 

i a. (x) d.x 
]. 

rn*(xi) i i T ::.:X or:p=cp 

45. 

En développant i 0 i 
·:i '7 j dcp = L 

ày-;; 
' <,,Ï 0 0·~ obtient l'écriture canonique de cp*(<JJ). 

,j=1 

On procède de mâœe pour une formu différe~tuelle de degré > 1 par exemplc 9 

soit une forme de degré 2 

alors 

et on développe le second membreo 

Composition de changements d~ variable. SoiEmt U c E, U' c E', U" c E" 1 

* 
Q (u) cr Q (u•) 

p p 

Proposition.-
.. 

Démonstrationo Pour p = O, c'est la relation f o (cp o ~) = (f o cp) o ~. 

Pour p = 1 : 

* ( cp * ( w ) ) ( z ç) :-_; ( cp * w ) ( 4· ( z ) ; 4, 1 ( z ) 0 ç) 

= 0.{cp(q;(z))~ cp1 (4(z).(4-i'(z).ç)] 

=.: u.{ cp O 4,( z) , ( cp O ~) 1 ( z) • ç] 

== (cp o 4,)*(w) (z ç), , 



d'où 

tiun 

Si on nJt~~ pc~r X ': U 9 

(cspa~o vsctcriel dca farroes bilin~air0a Ayœétriques) : 

çorre0pc::.dr13 rp € ~/E 9 IR) défi:üs 1a: ; cp(~) ::.: f(;, 

Réc:.:r;roq_-.:.c.me:1. t à ·:p ( ~ 2 (E 9 IR) ~m :ta:.. t G•Jr ::'8 spon.dp.:; 

Soit a 

degré 

.t .... 

x) .. 

' a. 

f ( def.:.n.i,::, 

o.(x n )' 7 • 
1 ..J 



Ecriture canonigue d'une forme différentielle guadratigueo 

manière 

cp(ç,) = 

La forme bilinéaire associée s'écrit 

1 
f ( ç,' ç, 1) = 

2 

= 

>'i ~j 
a .. ""' ""' l.J 

a, . (ç,i C 
i~ j 

l.J 

Lb .. ç,i ç, 1 j 
. . l.J J.,J 

ç, 1 j 

avec b .. = b lJ ji lb -1 a ij - 2 ij pour i < j 

bii = aii ' 

Ainsi ,Jn a une autre écriture canonique pour cp 

+ ç,j 
i-: 

ç, - ) 

b .. -, , 
...;...a ... 

c'est celle-ci qu'on utilise le plus souvent, lorsque la caractéri.stiquE du corps 

est r 2 (ce qui est le cas pour le corps qui nous inté=esso ici). 

De là on déduit une écriture canonique pour u.vie forme différentiel:~e quadrati-

que 

Changement de variables pour les formes différentielles guadratigues. 

Soit, comme plus haut, cp: U' .-. U une application différentiable. A chaque 

forme différentielle quadratique a sur U on associe une forme différentielle 

quadraT.iq~e sur U' , notée cp*(a), à savoir 

Si on a 

alors 



et il reste~ ié~elopper 

d j cp. =L 
h 

pour obtenir l 'écri t:œe ea..YJ.onique de cp*(o:). 

Variétés différer._ti.slles .. ----
00 

Définitionu Une variété différentielle de dimensio~ st ie classe C est 

définie pa:r les données et 1 1 axiome s·Jivmüs 

Données ; ~ ~ZL espace topologique séparé X ; 

- un recouvremen.t de X par dea c-ri1.ve:rts 

applic.atio.~s rp.:. 
.L 

T, 

des 011.verts d.3 ]f · o w:2 <p-; s I appe1len t des a cartes II 
o 

Axiome 

on dé fin:. t)) 

gi.(u.f1 u.) 
l l J 

cp.(U./'\U.) 1 ,J l .J 

·n 
est ,m hcméomcrphisme d''.À.n 0'.1.vert de ]f. sur 

U. 
l 

(.i E I) v et des 

un cuvert de :m:::3. .. 

00 
L'axiome est l,e s-1.ivar.. t ~1 

.cp • 0 cp i 
J 

est u..YJ.e application de classe C co:rrme 

cet-te condi tior. est posée poar t.:rnt couple (i j) elle vaut aussi po-:ir le 

couple de est aussi de classe 

00 

C .. Done: est un homéomorphisme qui est indéfinim9nt différentiable 

ainsi que son inverse., une telle appliC?ation s'appelle un difféomorphisme .. 

Définition" Une collec-r;ion de cartes s'appelle un atlas. 

Jpfini.-tion o Soit x E: U. alors l , cp. (x) € ]Rn 
l 

a des coordonnées 

•:::;_~·:;._ sont des fonctions conti:c.ues sur U ; le système de ces fonctions ~i 

( 1 i -~ n) s v appelle U!l système de coordcnrY.ées local.es sur l'ouvert U i • 



Exemples .. 

1) Soit 
Y": 

Q un O'"J.Vert de TIC o 

Alors Q a une struct~.rre de vs.rié-té. d.iffére!lt.ielle si. œ1 se donne 1L'1e seu.h. 

carte cp Q iden.+i t.é 
Q 

2) Soient X a.ne variété différentielie et U un OU' ..... ert de X • 

Alors U a canoni.quemen. t une s tructxe de varié ts différer. ti.el2.e i_ndui te par X 

le reco1.1vreme~t de U est défini par les ouverts 

pour chaque 

de u. 
1. 

SU.]'." lJ.Jl (JtJ .. ' .. -ert 

V. = TJnU. 
l l 

<l.i. . l V. -. IR:r.. est la restriction. d0 .la ca~· \e 
l 

r. 
de :m."'".1. • La car~e 

Ferre ~inr:.. diffé~"E-E tiabls SiJT un -rarié té d.iffé~·entielle. 

Défini tfo~. So:_ t X 

espace vectoriel. est différentiable 

'i . -f'..P, -1-" ·, .., 
-• :.. .... ..L eren :.,2.9.r ..... c, 

où 

dor_née de 

Définition .. Soit f X-;. Y v où X est 1.:ï.ne variété d:i.ffér6~t:..r::.:,::_c,: .1.e dimen-

siœ.1 n et Y u.n.e variété. d.i.ffé:re:: ... tielle de d;-;.rr.en.siT'"' p " Notor.s e.~. atrégé 

Par définition ; 

X 

V 
.J. 

,:i 'f" . ·..i8' 1:n::.-s par 

::éfinie par 

(ui ~cri' Qi) 

<v , 41 , Q ) 
' a a a 

f continue j f différentiable J ((
2

1 )) 
(i.e" de classe é'°) ) 

différer.. tiab.le • 

Exp.lici+;o~..s (2) peur tout 

que X E U .. ' et soit V un 
l a 

XE x~ soit 

ouvert du 

u. 
l 

un ouvert i:;.. recouvrement de 

re co"J."\Temen t de y ti=;l que: 

X tel 

y ... f(x) ( V ' alors <.j,,a 0 f 
~1 existe dans 0 cp" u_n voisinage de qJ. (x) dans Q .• 

l a l 

JVest une application d.'i...:.n "'10isinage de cp. (x) 
l 

On iemande qu' el.le soit différe~ti:Lble. 

dans 

l 

Q. , à valeurs dans 
l 

Q cJEl .. 
a 

Remar@e .- Rever..ons à la défini tio~ de X avec des cartes cp. 
l 

U. -+ Q. 
l l 
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Si on munit U. 
l. 

'.ie la structure différentielle in,fai te (par X su!' l'ouvert 

<pi est différentiable ai..'Ylsi que se~ inverse 

difféomorphismeo 

-1 
<p. • Autrement dit, 

l 

Exemple Pn (JR) z: espace projectif réel de dimension :-1 

On défini.t uns st:ruct'J.re de variété différentielle comme suit 

- le recou.vreme~t est formé des ouverts U. définis par 
.l 

' , 1 ) J . eme , h , , U. = t x. E: P!l \JR, la i cocrdonnee cmogene a.e 

- cartes • TT ]Rn 
<flo O '-'o -

X X 

rx x 1,o"o' X ) (....! 
' 0 0 e ' 

...=) 
) \ '.J 9 r.. X X , 

0 0 
'Y'l 

cp j_ U. -:iR-
l 

X xi-1 X. X 

(x , ) ( ') ::.+1 ~) X 1 poo•~ X .. ~' (> 0 "'~ 
--j j1 0 0 e ' 0 Il' X. X. X. 

l l ]. ]. 

. 

Examino!:.3 les cl:>angeme?: ~s de ,:;artes on va montrer p:IT exemple que 

où y 
1 

/. 0 • 

m (t_r n ~J ' 
T 1 (. 1 · 

·= 1 
rn 
T 

1 

Yi ouvert de 1R 
'Yl 

ouver-t d.e ].f" 

cp i S;, i, ,..._n 

u.)' ]. 

-1 <pc o cp
1 

est une application rationnelle, donc de 

classe 

classe 

00 

C 

00 
/"t 
V 

(puisque le dénomi~ateur y 
1 

est __j ) A -1 r O. De meme, cp
1 

c cp
0 

Sous-variétés d'une variété différentielle. 

Soit X U..'Yle varlété iifférentielle de dimenaion n. 

Soit Y 1.1.1.1 so,J.S-ensemble de X • 

est de 

))éf::..1-:'., tiono Y est~ au point a E Y 1 une ~varj.été différentielle (de classe 

c°'') de dimension p si et seulement s I il existe un voisinage ouvert V de a 

(ouvert dans X) et un.e carte n cp V-+QcJR tels que 
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où A est le sous-espace vec;toriel d.e :nP défini. par les éq1J.aticns : 

p+1 
X = = xn = 0 o Autrement dit 9 il doit exister un système de corr1cn.rn~-

locales, nu..lles en a i tel que les peints dP. Y sü.ffisarnmsn.t voisins de a 

soi.en t ceux dont lE s n-p d.e:rnières coordonnées sont. nul.lt3S., 

IBfini tion.. Y es-: ~me sc-:.H3-varisté différentielle 113 dimeYJ.~-ion p de X 

si et seulement si 

(..::) 
\ ..1,, 

(ii) 8St ,_me so·1.s-=·varté4.;é de d.iinensi.on p au poi.!:t y • 

X 1~i.i::•-3 var.ié té diffé:ren -:ielJ..e 13·\ i. UI1 

sous-ensemble de X, et a ~1.ll poi---2~ de Y " Pour que Y soit une sous= r:1riété 

dii'férenti.elle ie X 9 ffl poi::.t a i j_l suf::i t q1.11 il existe ':.LYJ. voisi..YJ.age J"J.Yert 

V de a ( d.ans X) et u::::. eys~ème de cc·or::.t.:r1..né63 lr,ca.les x 1, • o o 9 Y.n.. 9 nulles 

au poin.t a , t\=)lJ.ee q1J.,3 Y ro V soit rléf:Li par des éq1.1a+;i::r~1s de la forme : 

0ù les i 
cp s0n~ dP. classe 

llimonstration pO,S.)I'..S 

00 
da:na 

YI 

X 
,--~ n 

-· X 

V r!..ulles po1J_r 1 
X = p 

- X~ --· Ü o 

n( 1 P) qJ X, ••• , X 

la transformat.io11. est différentiable .. La trffi,.sformation inverse est 

p+1 ,p+1 p+2,~1 ~, 
X = X + f xr,, 

n 
X 

Donc ( 1) est un eha.."'1.gemen t ·ie co8rdcn_""lées locales .. Avec les coordonnées 

locales x'~oo .. , x' , YAV est déf:.ni. par les équations 
1 ::.. 

xyp+ 1 = o,.n., X 1 ~ = 0 C.Q.F.D. 



Exemp1eso 

1) On se pla8e :1.ans IB.3 

ouvert de :m.2 

,., 1 s ·-rt'"" ~- JR.3 tels q1-P, -· r(x v\ f, .... -rme."' .. ·t 0 1ne so 1:s-=-:ariét,é différe.:".1.-.1:W..Ors .... e, pül. ___ ,;:, i..._;;. . , . ..~-... ...'.i = ··· , s,. / - . - - ,. 

tiel1e de 1vC'".lver·t p= 1 (u) c:m. 3 , e~.1. ~.:::;~:g:1~: :p :m.3 -:rrl }a pro~ 18c:tior.. 

2) La sphFrf? i· c]Rn.+ 1 P.~+ d.éf:i:".l:i.e par : .. î1?.q:;:ir;:i.-.-:-~ 

•~y0) 2 + (x 1 ) 2 + " "n + (x"'.J; 2 1 l) 

da;_S JR:~ .. + 1 

Stru2h.re de var:ï.é :é d:i.ffé~en tielle d v JJ...."11.e s-~us~variété .. 

" par 

Soit Y 1JLe s·-·lS~varié~é d.iffére~tiell.e dvuns ·-a.riété diffé:rsn.-tielle X .. 

On ya définir s 11.r Y ~~.Yl.e s tr1.1~ture de varié té différe:: tï.e:.:.ï..e par défini tio_ .. 

da 1J11e scus~varié +-é 9 to-.1 +, rein t de Y pcss?de un v~i.s.~r..age ouvert V ( dans X) 

tel q1.1 i il existe U-"11.e 8ar ~e 

cp ;; V Q C :m.L 

I'rur .l.aq·,;,-:= lJ..e qJ (Y f'\ V) est ::;_ 0 ensemble dss points (x 1, . o o, xn) E Q tels que 

-:::.+1 
0 51 o o o 9 .• ' -

, 
locales nesi;:1 

n 
X 

sur 

-· 0 0 

YnV 
1) 

JR 

Par définition, 1 xp forme!l-t système de coordon-X 
' 0 $ 0 fr lJ.Jl 

ce qui rev.1.ent à. dire que cpj Y nv est une carte de YnV 

o.~~ 1:1.isse :e sci~1 d.e vé:rifier que les cartes ai:-c.s:i obtenues 
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définissen. t sar Y iz1e s t!"ucture de varié té d.iffére!:. tiel=..e. 

Exemple ff1 c:m_n+ 1 ; d.a~s un voisinage conve~able'd'un point 

a = (ao~ a.1si""O~ an) E: ff1 tel que a
0 

/. 0 si les fonctions 1 n 
X 1 000 11 X définissent 

un système de coordonnÉ.es locales sur n. s- 0 

Rappel du théorème des fcnc:tions implicites 

Soit D un ouvert de llip II contena!lt l'origine O (po~r fixer les idées)o 

r 
Soit f U -JR-~ une application diffé.re.nti:1blP. 9 définie par des ég_uatio~.s 

i i 1 p 
X :;: f ( 1.1 11 o o 9 ·:1 ) 

les fi é·tant différentiables dans U li à valeurs dans lli. .. o~ supp" s:::- q;.,_r=, l.e r3.2;g, 

àf 1' (~~7) au pc·iL.t O est égal à p li ce qui re7ie.~t à -ii:r." a'), ~é:,'":-+:e 
àu'-

de la matrics 

matri::.e c0~tient ·.tI:.e so 1.1s=ma tr ice à p , . ..... ignes et p eo.lon:r:es d.0~1 t, l.e :ié +;s: :1.è -. .'3.-:': t 

e,st I 0 ffj_ pci~_t 0 [Alc-rs le rang est encore p P.n to'J. ... 
81 .. tf.fi 3acG.ff-. ·-~· r, 0 pülil -~ 

voisi::.i. de 

(2) 

Al.e:.,rs 9 dan.s ï1L vaisi~age :::.nve:aat2.e de O II le système ( 1) éq 1.1iva:14-: à :.El système 

i u 

p+1 p+11 1 p) 
X = g \X S>"•oll X 

n. 
X 

les fonctions 
1 !1_ 

g :i o o,. 9 g étant différentiables o Il en résulte que l'image d 'uJ1 

voisinage c.onve!.l.abl.e ie O 9 12ar _l:applic:1ti.on ( 1), est sous-variété dif:: ?r~-
i 

() , (~-.) ti.e11e dans voisinage du point f O , lorsqu'on a suppose que le rang de --
ou J 

est p à 1 1 origi~ee 

Fibré tan2:'ent à u..11.e variété différen.tielle X • 

On étudie d'abord un. cas particulier celui d'un. ouvert Q de Jil (c'est 

'/:·.e ":rarié té différentielle) o 

Iêfini tiono Un vecteur tangent à Q au point x E Q est un couple (x,ëJ, où 

(x~~) E Q xllin O 1~ensemble des vecteurs tangents aux différents points de Q est 

donc n 
Q x JR qu 1 ')n note aussi T(Q). Soit 
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la projedion 

x s I appelle 1 1 9rigi.rce it. vscte-.IT t:lllgent 

Défi!litiœ1 .. T(QL, mu~i de l'application p s'appelle le fibré tangent ;J, ::ii 

La fibre d 11-vi point x de Q est l'ensemble des vecteurs ç d~1 couple 

q:uand ·on fixe x. ; 0~1 13. n:Jte T (Q)o C'est l'espace vectoriel tai::ger..t à Q au 
X 

point X , qui SI iden -tifie à IRn n 

Soient rr..ai.nte:.:..a"2t A 1.:e1 t'u.vert de JR.p 

une application. différer..tiable. 

A f c~ assccie la fJY.1.~tic~ d.éf ir.ie par : 

rrl.,ç•) e 
.J.. \-- u 

( \ xJRr... rl\Q,1 = Q A x JRP = T(.A) 

(x,~) -~--~ (f(x), f 1 (x)o~)n 

T(f) 

On a le d:..agramme ... ;::::,mmiJ.~3.-:if sui,;rant 

T(Q) Tf-F·) __ ·.:.:.~ T(A) 

lp 
f 

lp 
Q A 

s I écrit 

Cette rislation exprime q11e dans le diagramme commutatif 

T(Q) T(f) 
' t T(A) T(I:) 

lp lp lp 
Q f 

A 
g 

le ,;amposé T(g) o T(f) est égal à T(g o f). Telle est la formu.lation sous laquelle 

f v exprime le théorème de la dérivée d'une foY.1.ction composée. 

Ca2 gè1éraL- Soit X ur.i_e V-9.rié-i:;é différentielle. Soit 

n 
m. : U, - Q. C]R 
'l l l 

1me car-te de l'ouvert Ui c X • Par défi.ni tior.., 1.m vect;eur ta.v:i.ger.. t à X en un point 

x E U. est défir:.i par' 1 i-c. couple 
l 



55. 

c 1 est un vecte:1.r tangent à cpi (x)., Mais il faut présiser ce qu .. 

arrive qua...-r1d on cha..1.ge de carte .. 

Soit donc gi..: 
J 

U. Q. c JRr:. une autre carte 
J J 

posonsf dans l'ouvert 

cp.(U.lîU.) c Q. , 
l l J J. 

( )·-1 
'fJ·i· = cp. 0 cp..; J ..!.. 

1p ji es'., u...YJ. diffÉ.omorphism'3 cp/ Di n D j) - cp / U i () U j) ,. L' applica tian 

T(cp .. ) = cp. ( ü. n U.) >< m!'.l - g; . ( U. n U.) x JRn est un difféomorphisme q•xi ef,-i-; linéai.re 
Jl l l J J 

dans chaque fibre" 

Soit al,)rs .x 1: :J.rdT. : :par dsfi.,.-riitior.:.~ U,."1. vecteur tangen"t à Q. a;1 po.int 
.l J . l 

Q. 
J 

au point cr~ (x) 
J 

défi:".lissent le mêm,'.3 vects 1.r --·--
~l à X s:~ et 8e1-üs.m.f;~t s' i.Ls se correspo:-.dent dsx1s le difféomorphisme T(cp .. ) .. Jl 

L' eE2effible T (X~ 162 -,-e<J te-~s -+_;ar,_gen ts à X el: w:1 poi::.t x t X a don.c uns 
JÇ • -

d~ dimer.sio~ si x :_ :J. la carte 
l 

cp. 
l 

sur l'espace ··rnctori.sl ]Rn 

Défini't:i.o~ o Sott T(X) T (X) 
X 

lorsque x 1:i-.:1,rcourt 

X .. On munit de l 1 a:pplication 

p T(X) - X 

qui~ à ct.aque 7e.cte'J..r ta...YJ.ger..-: ç. ( T(X), associe l 'u.niqüe x E X -tel que ç E T (X) • 
X 

·=1r " ( ' Alors la fibre p ... x 1 n'est autre que 'I'.x Xn qu'or1 appelle l'espace vector. ,:-el 

tangent à X au point x • 

On va main.tenant défini.r sur T(X) une structure de variété différer2.tielle. 

Soit cp. 
l 

'...1.-9..r.18 

Y) 

U" .- Q . c ]{'"- ~œ1.e ear te ; soit 
l .1. 

l'image réciproq-..:..e de 

T(X) .. D'après la défin.iti.on. des vecteurs tangents à X aux poi:r:i.ts de 

':Pi défini. t u__rie biJe c tio~. 

T ( u i) n T ( '..T) 
<.J 

çri T(Ui) - Qi X ]Rn = 

- T( U. n U.) , le changem.en t de carte,s 
l ]~ 

w. 0 tî~ 1 'J?. ( T(U .f''\-T_T")) - <Il. ( T(U. () U.)) 
J l l l J' J l J 

u.' l 
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::e qui 0~1 a no ".:.é pl0 .. s hau-+,; T( rn .• ) 
TJl 

; c I est ux1 difféomorphisme .. 

Do~c les car-tes çp déf :i.n.isse:n.. t bien sur T(X) une s tr11 c tu:re de varié té di::: ~•é-

rentiel.le" Oc se rappellera que e;.haque carte 

T ( TJ. ) - T ( Q .. ) = Q .. >< :IB.r.. 11 et 1 ' on n.c-t':3r a 
l 1· l 

cp. U. - Q. 
l l l 

d.éfini t un.e carte 

T(~.) l'application ~-
·i l 

01:ise.r,.mns q'.:..e 1 1 a:pplfoatfo!l p T(X) - X est différer. ti9.b1e (pour les struc;... 

+:ures dif:f'srentielles ie T(X) d.e X)., 

~Çriamp de ve8teurs S1JT 'X':,e v~·iété d:i.fféren.tielle X o 

:.: .. EA ., . +·. app.1..lC.-:l. ulOil 

Z.<?. vari,é.+é différentiel.le 

TT 
\.) .. 

1.. 
X II mx~_i i 1 1.J.21e car te cp. ; aLJrs 

l 

:.e T\:X) rr.1.1Y:· .. :. de 1 q_ :-;B.:"~-e et.,: co::r:Tb3pond:1.1'.: te o La J.on~É.e de 0 ::3.éf in·t. -1:; 
..L. 

cp. 
J. 

est 1EJ.e section du fibré 

Q ]R
n 

, . X 
l 

î 
Q. 

l 

n 
- Q. X JR 

l 

tel que 

S:1. Y f Qi or.. a --c (y) - (y~ -i; 
1 

(y))~ ayec -i; 
1 

(y) = JR.n • Donc 0 est définie 

Q1 - .JR.r... est un "cham:p de vecteurs" dans Q 
1 

c Jil1'). 

On. d .ira alors q-. .,-, .. e 0 est diffé::·entia"ble si est différentiableo 

Scie:.:.t X y deux var'ié tés différentielles, f u~ morphisme de X dans 

Y (c,îest-à,..dire 1me application différentiable). 



On va associer à +:' 
.L. 

1.i~e appl:..eation de 

T (f) 
X 

- Examin.o.r_3 1 v abord 1 .. :m cas partü:!ulier 

Ici l 1 applic:ation lir.éaire ta.I:.ger.te au point 
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T(Y) 9 notée 

n. p X = Q CJR 9 Î = Q' C]R ., 

X est la dé,:,ivée 

T(f) se:ra 1 v appl.ic::1tic- 0n. de 1.1(Q) = Q x ]Rn da.vis T(Q v) = Q' x. JRP 9 dé:fi--::_.i.e. pa.r .. 

Q ----+ Qi 
g 

de Q da_YJ..s 

n 
Q CJR alors :l - f (x) E: V 

Q 1 !I t'7è.:. > qu9 1e diagramme 

D1 :1p:::-·ès 1 v é :ud.e précé'.len te du cas particulier~ C/~1 a défini T(g) de Q x ]Rn. 

dar.s QW x JRP j or T:u) ':-Si :.:i...-V: ouvert è.a T(X) qui est m1r..i. dv1,--:.i_e carte 

.X T (TT\ - Q . JRr.. 'w) .. G X 

d.s1u:i.te. de -:p • 

:)•:_ défim .. -t aJ.crs T(f), te: q 1.1e le diagramme sui van.t so:i.t comm-!.l:a Uf 

YI 

Q X JIC 

aÎ 
T('J) 

'P Q v X JR_--



de 

OD. véri.f ie égalem8~ t q,;;r:-~, T(f) rend 1.e d:i.-9.gra1mne suivant ccm.m·xta tif 

TJ i 

T~X) -~]J:4 
lPx 
X y 

..,. 
de S'~.r Q..:: C._]:f- ,-?S ... :, e::-:. :'s.it)un j1ffé,~m Y']~'- .. 

O. 
J 

sur 

/ ) rr· , ,p. 
. 1 · ap:pli.q·rn 

u r!j 
Q l= Q n ~i!L T(1:J) _......,._,_"""':~ >< JR 

.-1 l? l T(g) l T(f) 
. ..., 

~(V) i; ~-~~~--:> QV Q V)<]{ .. ~t4T 1_); q 

ét:!3.~t linéaire daLs c~aque fi"!2.re., Or le fibr·é tar.gex:t à JR est JRxJR; or.. peut 

_.c~'!.sidérer J.a det~.xième pro,jeC"ti~-~ TVR) = JR >< lli. 
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on note d f - t-. ,. T (f) 
X X 

la différe~t~elle 1e f a~ poi~t x. 

Formes différeniiel:.es s~ :.1~e 7ariété différentielle. 

F•:-rme ::1:..ffére.~ ~:i.a..ne J:~ degré J_ s,rr X o CI est par défini ~ion 1J-11e applj_ca .. 

ti.,J~ w 1e T(X) dg__~s 1R. 9 .linéaire dans chaque fibre. 

( Po1.1.r x fixé 9 e; 1 es-:; :.,1_:.1e : orme l i.:ié a:.:.:re sur 1 1 espace tangent Tx ( X) ) o 

E-:: .. .:;0Ls.i.1éra':1 t rr<x) e:: JR ccmme '.ies var2.étés différe~tielles, O!.: pe:it ,J:•r,•.: 

/ ) w -. .x: 1 V O ... ç,F E JR 
r, 

Lc-rsque X e,st --J.~. cua:,rsrt; A de TIC , on a T (X) = JR::i , et par sui te on 
X 

ret:!"'~1-.::.,;re la ié:f':ini ·\ioL. ant:érisure :i'u.ns forme différentielle de degré p 

U 1J.r.:. cv_ve::r.t ie 
n 

cp u-AcJR lJ..:."'1.e carte de U sur un 

nT 1 e.rt A de JR~ A c}:aque fcrrr.e différentielle w de degré p sur U , on 

asso c:ie -:me f crme différ9~ -4::ie.lle a s-u.r A , à savoir ; pour y E: A , et 

Il 
Y) 1 j .. ., 0 9 n p E JR l) () .C pose 

( 
;J.1,Y 
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00 

Par -:lé.fini.~rn, .::;_!; dira que la f'Jrme w dans U est de classe C si la ::,-.:""me 

00 
corr e spc1nd.ar1 +.-3 'X e 2 t 1e ,:,1asse C ., C9 tte définition est indépendante du ( 1.::iix 

de la cart6o 

0!1 d.i.r g q1J. v11~e f 1:r.me Jifférentiell.e w sur la variété X. est de classe 
00 

C 

00 

C .. On 

ne +.e:ra Q (X) 1 'e,spach ·i'"~·J"t•:;r~e.l des forœ.es di.fférentie11es sur X , de degré p 
.P. 

00 ...,, 
'v 

( \ 
I.e X, 1 . . / Tx ( x\ JR) 

~P ( l'x (x) 9 JR.) 9 

fr'_ m:::.:.~-l:re !...E-.-s pr::priétés S: ... ivantes 

cp:'•''(_:.01 /\ w2) = qrit(w 1) /\ cp*(w2) 

(cp D ~)* = ~* 0 cp* 

cp une carte de U sur un ouvert A 

dan.s I ) . t Q , X ry t,,0 p+q' . . . î 

de Q (x) 
p 

!.l. 
de JR ; alors l'application qu'on 

a dé f i.~_ie pl 'J.s h ::11.1. ~- de Q (TJ) p· . dam~ peut être interprétée comme étant égale 
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= Différ9:i:1+;i.e.::l.le ex~éri.eure d vun.e fo~me différentielleo 

Soit: X ~e variété différentielle~ et soit w E: Q (X)o Soit p U un ouvert 

V"'j 

de X rp une c a-:.-· +.e U - A c JR-~ .. Par changement de variables , w dorme 

rx = (rp~1)*(wL fo.rme dif!'érP-~tie."l.le sur A o Or on a défini da (différentielle 

extérieure dw'.me forme différentielle füms un ouvert de 1Rn) .. On pose alors, par 

définition 

_, 1 

p"'.l..i.sq1.1e :ia Q 
1 
(A) .. 

F+ 

::::f n 
U - B c 1R 9 et soit 

9 0 
-1 q; est ~m diffécmo:rp":-.tisn:.e de 

= (q;~1)*(gi*(~)) 

(cp o (j;-·1)*(a). 

Po.so.~.s 1 .J <b • == e .., On d:: i t vérifi.e:;ca que 

B sur A • 

Or ~.E-ttF.- prcprié+é E,st b:..en Yrai.'=' pour les char..gements de variable relatifs à des 

for:œes d.iffére~ tie.ll.es dar_.3 d-3s '.'11.J-Verts de 1Rn. 

La différentielle ex:térie~re vérifie les propriétés suivantes 

d(dî) - 0 

si u:• cg (X) 
1 .. P ' d ( w " u:i ) = ~w "' IJ.I + (._ 1 ) p w /\ d.w 1 2' - 1" 2 ' . 1 2 

d( :L.1.1) = 0 

d ( q.>*w) = cp* ( dü>) 

( On vérifie c:es propriétés e:: 11 b.lisant des cartes). 



62. 

F.:;:rmes diffé:::entiellea g:.1adratigues S'J.r une variété différentielle X u 

Une forme différentielle quadratique sur X est une application a quj_ tout 

x de X fai.t c.orrespondre ~YJ.e fc;r:œ.e quadratique s 1J.r l'espace tangent T (X) 
X 

a(x) E '½ ( Tx.(X)) • 

Poar x fixé, a(x ~) est une forme quadratique en (x EX,~€ Tx(X)). 

On défin.i t de façon évider..te les changements de variable pour les fc,rmes qu&.dre.tique~ .• 

Soi.t 

Exe:œple p:rod~1.i t. ( ordi::.:..ai.re) de deux formes différentielles de degré 1 • 

iéf i~i+ 

S0i t Y U:'.':f'. s~ 11s-,._'·a!'::..été de la -,·9.r.iété différentielle X; soit p la dimension de Y. 

X c Y ; i . .:.. existe UcX TJ 3 X 
0 

n cp U-AcJR 

· 1 · t dans ]Rn l:!:•:: us car_oni quemen par 

m I est une carte de 
T Yf\U 

tels que 

Y sur A n11l • 

0~ a défi.ni T(cp) f)~ /) n A T\U - T\A = A x JR • De meme 

Donc 9 par T(cpj YrirL Tx (Y_) est en.v2iyé sur JRP , considéré comme sous-espace de 
0 

]Rn 1 qui est l 2 image par T(qJ) de T (x) o 
X 

C 

On. peut d-'.)nc. iden tifie2~ ( à 1' aide des cartes) T 
X 

0 
:Je T (X) o 

X 
0 

(Y) 

Avec cette identifi.cation, J.es vecteurs tangents en 

à un s0us-espace vectoriel 

X 
0 

à y sont tangents 

Prnblèœ.e° C0mme~.t reconnaître qu'un vecteur tangent à X est tangent à Y , 

lorsq1.1e Y est défiI2.i localement par des équations ? 

Soit x E Y .. Supposons q11.' on ait au voisinage de x da_r1.s X , des coordonnées 
0 0 
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lac.ales X 9 et q1J.6 
0 

Y soit défini (a 11 voii•:·~--·•:ige 

de x ) pa~ 1.,;.:.1 sys +.ème d' é q:1.atio~s 
0 

{
xx.·:~1.=.f~+:(~1:·:·: 

-- f~-( 1 P) = X ~uoo, X 

les fo:!1::;t:ions fk éta.11. t différentiabl6s o 

Un vecteur t.a!".gent er X 
0 

à X es+: d.éfin:'1. par "J.Il Yecteur 

L:1 c.--,::'.ld.::..tio!'~ :".lécs.e:::-'39.:::-...re e-l:--a·.1ffis3.:~1te pou.r que ce vecteur soit targent ·à Y est 
-,fP+1 
C . ç: l 

4 i ... x 

de dimension p. C'est 

Sc:i +: 
r, 

]f~ • L'espac;e tœigent à y m~. point s' iden-

( ::f. le p.la-:'.ï. tar..ge:::t à une surface plongée 

Y - Sr: ClRn~1 ,f;:iS ]2:IT+;i ~:1J.li8r où 

dimen:=io~- n si défi:.:.::.6 par 

2 2 
X + ooo + X - Ü 

0 L. 

da..-vis ce c:is 1 
11 S" est u..11.e sous-variété de 

&_ appli.qt;;ar_--:, C8 q1ü pré.:;s'J.CJ, O::'.l voit qu'un. vecteur tan.gent à Sn est un vecteur 

0 . ..., 
(ç, :; o o" 9 Ç) tel que 

aJt:r·eIP.'3'.':.'"t d::.ts> (r 9"°"9 ;~~.) est cr-l:;hogona.l à (x' X 1'00., X ) ·o 0 n un vectei.:.r tan--~~sn .... en. M à s_,. est :JL ve-::telX orthogonal à OM 

froblème .. Cham}? de "T8C!te"l.YE, sur UD.e sphère .. 

On se dema..vide s w il ~x.iste ":.ill. c~,.amp de vecteurs tange:!lts sur S'YJ. , partout 

-=JO~ et c::ntin~ .. Cela revien~ à associer à chaque poin'"t M de Sn un vecteur non 
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nul crthogonal à -OM et d6penda.-vit de manière continue de M .. A ce vecteur en 

peut faire correspondre ,m point de t1" (intersection avec Sn de la demi-u· __ te 

q~li porte le vecte-:ir). 

Le problème se ramène donc à trouver u_r1e application continue f de Sn dg,n.3 

On mœltre faeileme:rJ.t 1 1 existence d'une telle application. peur n impair 

I O i ? 
\.}'~ 9 X , X, 2k-2 

X x2k-1) 

1 1 o 3 2 2k- 1 2k- 2) 
1,-X X 1 -X,~ X 1 •• o 1 -X ,x 

c1 es+; bien. 1.œ ve~-1-;F;1:tr i.1..vli-J:aire et orthogonal ff'J_ p:récéde:r..t. La fonction est 

évidE,mment c:mtin1.1e .. 

On m8~tre q,ivil es~ impcasitle de trouver un tel champ de vecteurs pour n pair 

(par exemple pou:r n. == 2) .. 

Variétés riemannier.:r.8s o 

Déf:init:::.c,:r:. u~e variété riem~ ... nienn.e est u.~.e variété différentiel=..e X munie 

~e la don...~ée dame forme différentielle quadratique a>> 0. 

[La notation et: >> 0 signifie que~ dans chaque espace tangsnt T (x) , la forme 
X 

quadratique i!lduite par a est défi~ie positive ; elle définit donc sur l'espace 

vectoriel T (X) u...vie str1J.cture d'espace euclidien] .. 
X 

Exemple soit Q 
n 

u.n ouvert de JR ; l'espace tangent en X E Q s'identifie 

à JffYJ. 11 et la forme quadratiq 11.e canonique sur JRn (somme des carrés des coordonnées) 

définit une forme différentielle quadratique sur Q 

r.c: (dite cano:r:iql]_e) sur Q o 

d'où une structure riema.~nien-

Tnu+.e smrn-va:!'iété différentielle Y d'une variété riemannienne X possède 

"JD.e s~r~1.ct 1xre rieman...YJ.ienne, di te structure induite : on sait en effet que si y E Y, 

l 'I e,space +,angent T (y) y. ' s'identifie à un sous-espace vectoriel de T (x) ; la f Or:ij).e y 



quadratique >> 0 que l'on a déjà s-~ T (X) y induit sur T (Y) y 

tique >> 0 d'où la structure riemannienne de Y • 

65. 

u..."l'le forme. c ,_, 8.dra-

Exemple : toute sous-variété Y d'un ouvert n 
Q CJR possède canoniqueme:.:i. t 

une structure riemannienne. C'est ~otamment le cas d'une surface contenue dans un 

ouvert de JR3 .. 

Expressicn de la forme différentielle quadratique a à 1 1 aide d.e coordormées 

locales .. Soit / 1 n) \X , ., ., •, X rm système de coordonnées locales dans un ouvert 

uc X; la forme différentielle quadratique a qui définit la structure rieman-

nienne de X induit sur TJ une forrr.e différentielle ql.ladratique au, gyi s'écrit 

d'une seule manière 

( ) dxi .. dxj ' au = L-- g.: . \ X . . ..LJ l,J 

avec gij (x) = g j i (x).. 0:-1. doit !°.La turellemen t exprimer que, pour chaque x E U , 

la forme quadratique 

est définie positive. 

La forme quadratique 2 a s~appelle souvent le ds de la variété riemannienne 

X • Cette terminologie se justifie par le fait suivant : soit C un.e courbe tracée 

sur X (ioe .. '.file sous-variété différentielle de d~ension 1) ; le ds 2 induit sur 

C une forme différentielle quadratique, dont la racine carrée est.une forme dif-

férentielle de degré 1 sur C l'intégrale de cette dernière donne la longue•~•.2 

d'un arc de la coD..rbe C (pour la structure riemannien_"l'J.e donnée). Le choix d'une 

des deux racines carrées possibles correspond au choix d'une orientation sur C. 

Exemple da demi-plan de Poincaré : on a les coordonnées (x,y) valables dans 

+-out le demi~plan (qui se compose des points tels que y> 0) ; le ds 2 est 

( dx )2 + ( dy) 2 

2 y 

Il ne faut pas le confondre avec le ds 2 euclidien, qui est 

Repères orthonormés d'une variété riemannienne X • 

2 2 dx + dy • 

Pour chaque point x, une base orthonormée de l'espace tangent T (X) 
X 

(qui, 
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rappelons-le~ a 1.1ne stn.:..8ture dîespace euclidien) est~ par définition un}':"::}/'/'~ 

orthonormé d î cri.gine x C X o 1: est clair que le groupe or~hogonal O(n) (n _ J-

si~e la dimension d.e X) cpè.re dans 1 î ensembl1:; des repères orthJnormés d I or1g-.ine 

x ; et ceci po-.ir chaq,J.e x E X o Ainsi O(n) opère dans l'ensemble ;Jl' (X) de to·\J.3 

les repères ortho:".::ormés de X (d'origine qieleong_ue) o 

Si en 0,1.-tre la variété X a ét8 ,Jr:i.8ntée 9 alors on a U~!.e orien+atio~ sar cha-

que espace tanger.t ~y: (X) , don~ o~ a .l.a !!.oti,)~. de repÈore c~-l::ho:icrmé d:.r?.ct o Alm's 

de 12:_ varié+~é X o 

[Parenthèse s-;J.r l î orie~.ta":;ion :i.' :me variété différe:1.tir:üle X , non :1.écessairement 

munie dvu.ne s'trusture -::.iem-:L.11.~iennf:-o-• Orie:.~ter X 9 c'e,st par définition chcisi:r· 

T (x.) x· . une orientation, de mani.ère 

pour te~..,":: x E X il existe 

un 01.1vsr~- U 3 x e+, u~1 .. 9 e::s.:rf:e 
r1 

,p U - Q c JEC tel.le q·!l.e l' i.::-Olliorph:isme 

ind 01ise v peur c:~1.aq:.:e .x ( U 9 ·:i!l isomorphisrr.e T h_r) -JR.n. q·..ü transforme 1 î orien-x .. 

tatio:G. cJ ... o.isie s 1.:i..r T (u) en 1 1 ,~rientation canoniq.ue de JR~]o X\ . 

llisormais 9 on supposera que X est u..""le va.ri.été riemannienne orientée, et on 

notera i(x) l 'e.nsemb.le des repères orthonormés è.ir9~ts de X • Chaque fois qu I on 

a une carte 

d wu...'11 ouvert U de X sur un ouvert Q de ]Rn , telle que T (cp) 
X . définisse un 

isomorph.isme T (U) 
X 

respe.c·:a...r1 t les orienta tiens 11 chaq 1rn repère orthonormé di-

re c t d' .')r ig:ine X t U n est trans:crmé e.!1 ur..e base orthonormée directe de JR , ce 

qui définit une bijectio.~ de ~(TJ) (ensemble des repèr8s orthonormés directs dont 

1 w ori.gir:e appar~:ient à U) sur le produi -t Q x so(n). Er.1. regardant les choses de 

près l) on voit: facü1eme!lt q-J_ von obtient ainsi des cartes des ouverts Pi, (u), qui dé-

firiisse!1,t sur ~(X) U'>l.e str 1.1c-t11re de vari9té différe...r:.-tielle [ j( (U) est un ouvert 
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de ~(X)] la d:imensic11. de la var:iété l(x) eat; 

~(:r:_~1) n(~+1) 
:n + --- 2 =- 2 

On 1 'app?.lle la variété ies ?"t-::;pères orthonormés directs de X , ou plus simplement 

la var:i.été dF-2_ ri::._pÈ:re,:'i de X o Gc,mme o:~ J.'a ·,rJ., le groupe SO(n) opère dans cette 

variété. 

L'applicat:.ic,n q 1-t(x) - X qui associ.e à chaque repère son "ori.g:ine", s'ap-

q..:.1 (x) pelle .la ,f irrat.ïon cane:::..i9 1
•1e de la varié t:é des repères. La fj_bre d'un poict 

x ( X Y.'..' Ast ffJ.tre q:11e l.a sc·i.s--~vB..riété d.ss repères d' O!:igine x ; les fibres sont, 

en fait, les crbite,s d.-.A. g:r'".',-.A.pe so(n> 0pérm t d.a~a 5t(x) c Le groupe so(.n) opère 

de façon sim12lement: tr B.n~:i t.: ~--,~ d::1.ns ctaq"'J.e fibre. 

L 1 appli~ation q 6.St d.iffére:r_~iablP (ragarde:" l~e cart.e) 

r ( :Ji(xL ~r ( q; ~_/Ï(x)) T
0 
r I" /x) 
\ , 

gente à q au poir1t r ( Î(X)). 

+- l . , . es , ..._in.eaire (applicatic,n l::.néa::i.re tan-

réf:ini ti'.')!° .. des f\Jrmes di.fférentielles u.1 • ( 1 i n). Lorsq 1.1e le repère 
l 

4:.ait variable dans l. 1 e2pace euclidier.. 9 on avait pu écrire (M dési~ 

--w.e. 
i l l 

Mai:'1.te~a.'1.t, le repère est dan.s -c.n espace vectoriel qui varie avec 1 w origine M 

( ou x) d11. repsre ; néa~_moins o.~ va e~core pcmvoir défi..YJ.ir des formes différer1.tie.11es 

-l=o+, 3•'.) l_ +, ~' 

la b:1ss 

Il es t cl :1 i.r q 'J.e 9 P,'!"1.r 

du repèr,s 
n 

f = ,~ Lù (r L __ ,.), l 
i.:=1 

r fi:xé9 

r o On a 

w. (r ; t) 
1. 

est une fonction linéaire dü 

\-e.=:+;eur tac,?e.c.t { à X a~ pc::..:.~t M = q(r) (origir ... e d,J. repère r). De,nc chaque 



w. peut s+:re ~-,:,ns.ï.iéré '..~.:,mmh --~~•:.,_>:', L~·rn:.e ':1:...f±:·2.rs~+:ie:1.s l:é 1e~~ré i :S:..;.r la vs.ri.é·té 
l 

M=q(r)L tr311,sf1Jr:rr.é de pa.r 

On a évidemme.:-:2 t 
.'.'l I~ ((1 .. ( ~) ) 2 = 1 [I 2 

i=1 
pu.isq 11.e }.s :rer,È'-r2 ,,., := - (~(r) "o o e;(::)) es: ,-_,r t~'._._,~r,r~é"' AiLsi. la forme d.iffé--

X 

S-:J.:r 

M ( X) est égaJ.e. -~-

R.e toi~r a"Â ,·'.a::: __ 2 V 

.,, lliFM -l r:t ..... -.-iW!I.__..,...__,...~..._, 
...._.._...,.,,...._.. • ._. •-~~.,.~ n,,.._, 

sst le 

tiell.e de degré 1 1=-,·-t· _.,,., u.r1e sffll.e, t;el1e que 

X o 

~ifférentielle ~1r .X) 

w 1 

X .. Sa vale·J.r· 

et w 
2 

satisfai-f:; à ces relations .. 

Il s II agit donc .i•::i d.e d.cr~~sr· UQ.S d.é.f:i.ni ::.:ion valable dans le cas gén.é:ral d. 'une variété 



IBm.or:s tra tion (i) 1 9 un.i.cité sa montre exactement comme dans le cas d'une 

3 s-...;,:rf ace ::le 1R o 

(ii) Reste à p!:'ouver l'existenceo Or... va mo:r..trer que chaque point de X possède 

11.r... vcisinage 0~..ivert U tel que, da."YJ.s l'ouvert q- 1 (U) = 9l,(u) de la variété des 

r8pères :J{(x) , il existe une forme w
12 

satisfaisant à (1)0 Prenons un ouvert U 

assi=>z pe-ti t poür qu'il existe un cha::!U:_ de repères dans U 

u).; :-:;: 0*(w-:) 
.l.. 

i::.::: 1, 2; 

Il) 
1 w 

2 
sent des formes 1J:~~ffé~9ntielles s-JT U , et est l'élément d'airs 

L-:-:ITIT.~ ,--.-.-=--~ il exis t"?. su..r U 1-m.e f c.rme différentielle telle que 

Pr.r.m,:-!3 d11 lemme el::1..e rés-'.11 te d '~1-"YJ. calcul déjà fait dans le cas des surfaces 

de ]J 3 ... Or., r:alc;uJ.e le.s f c,nr;t.Lms À 
1 

et par 

(2) 

( ) - -\3 w12 - À 1 w1 + À2 w2 

Le lemme étant ainsi pr::mvé, notons ( ë7(r), ~(r)) la base du repère r , 

e+; (e;(M) !) ~(M)) la base iu repère cr(M) (du champ de repÈ;res au point M = q(:r)) .. 

o~ a 

(puisque les deux msmbres son::; des expressions du vecteur tangent -ç; au point M) .. 

Ch. er_ dé '.3.1Ai t 

W 
1 

~; W 
1 

CC• S cp + /JJ 
2 

S i.n cp , W 2 = - W 
1 

Sin q> + W 2 COS C'fJ , 

en notan~ cp :vangle de la rotation qui transforme ;-;(M) en -;;(r)~ .Alors la 

relation ( 1) équiva'Ll.t à 

= - w " ( ù.l - dcp) 2 12 

= w /\ ( w - dcp) 1 12 



(faire le calcul facile) o Il suffi·~ donc de prendre 

(4) 

pour sa-tisfaire à (1), pu.isque w
12 

satisfait à (1 9 )o 
C.Q.F.Do 

Non seulement nous B.vons démontré 19. proposition., mais nous venons d'indiquer 

un calcul explicite de la forme w
12 

lorsqu'on utilise un champ de repères : on 

calcule d v abord. w12 par les formules (2) et (3), et alors la formule ( 4) don...'Yle 

Courb 1ire géc_d.ésiirJ.E· d 'mis courbe ori6ntée, traeée SïJ.r X • 

X désigne toujoï.ITs u.,_YJ_e varié~é rieman..~ienne orientée, de dimension 2. On vient 

de définir (t112 s-.. :œ ~(X), espace des repères. On va définir la courbure géodésique 

dvune cc~J.rbe / rt) 
•~ V cr.ientée tracé8 sur X .. C'est une fonction dŒ point de la courbe. 

Da.i:::.s le ..;as ' ou X est une surface plc,rigée dans JR3 , on retrouvera la courbure géo-

désique d 'uY1e courbe tracée sur ,.me surfa.~e o 

A chaque point M de (c), on associe le repère orthonormé 

(;-; , ~) tel que ë7' soit le vecteur uni taire tangent en 

M à la co 11.1:be orier~tée ( C).. La courbe ( C) définit ainsi 

une courbe (r) dans l'espace des repèreso La forme induite par w
12 

sur (r) est 

une forme diffé.rentiel.le sur (c) w
12 

= a(s)ds , s désignant l'arc de (c). 

llifin.iti.ono a(s) est la courbure géodésique de (c) a-J. point M d'abscisse 

·1 - .. 
Pg 

3l ( X) . La forme induite 

On a(s) 
w12 

c'est fonction (c), notée s 0 a -· ds Q">J.8 sur 

Remargue la eoiirbe (r) est lL'Yle application cp : ( c) -+ 

par ü'12 su_r· (c) n'est a,itre g_ue cp*(w
12

) ; en to1-1te rigueur, on aurait dû écrire 

m*(w ) = a(s)ds o 
T ' 12 ' 

DB.Ils .le cas où X est une surface de JR3 , 
pg 

est bien la courbure géodé-

sique dvune courbe tracée sur X .. 

Courtes géodésiques .. 

Dans le cas où X était une surface plongée dans :m.3 , les courbes géodésiques 

étaient les courbes po1~ lesquelles la courbure géodésique était identiquement nulle. 
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On va pre!:dre la m8me dé.fi.ni tion 

Défini ti,J!I.o Sur X 9 les courbes géodésiques sont les courbes ( C) p')ur lesquelles 

la courbure géodésiq"!.le est nulle e:c. tout point de ( c) o 

Qu.elles sorL-t les condi.ti0ns différentielles po"!.lr qu'une courbe soit une géodé-

sique ? cvest 1.1_r1 problème 1.ocalo Localement, il existe un champ de repères sur X o 

On choisit -LLne section dif:férenti.able a U - 5l(u) o 

Alors eet 1-L.YJ.e forme différentielle s 1.:œ l'ouvert U de X • -Soit M 'J.n poin"t de la coï.:i.r'be (C)o Soit e
1 

le vecteur tangent unitaire 

er.L M à ( C) :> 9t soit ë7(M) le premier vecteur dï1. repère a(M) o Posons 

(e;(M) ~) qJ u 

M I: e7-1) 
e 1 ,M 

On sait q1.1e üJ ·- w + dm 12 - 12 T ., 

p.~"J.r q:18 (c) soit une géodésiqw~, il faut et il suffit que 

Rxp=..isi toL.:3 suppoe.CJ:r:.8 quP. 2.' ,-.n ait ch'.)isi des cocrdonnées locales u et v , 

telles qr~e is 2 _ (Ai~)2 + (Eiv) 2 . oh A et B sont fonctions de u et v 

(les sou.rbes e + ._, 
+e 

V= C .. s:::,nt donc orthogonales)., On a (calcul déjà 

fait dans le cas des s~rfaces) 

w
1 

= Ad11 étl
2 

= BdY w
12 

B dv 
<p = arc tg - - o A du 

= -

Pour exprimer que v 9 fonction de u , définit une géodésique, on écrit 

dcp + w12 - 0, 

ce qui donne 

d ( t B d v) 1 à A 1 à B d.v 
du arc g A du = Ë àv - A àv d~1 

Telle est 1 véquat:iDn d.iffér·entielle des géodésiques o En développant, on trouve une 

équation dHféren tielle du second. ordre 
2 

= f(u, V9 ~~). 
du2 ' du 

Or: e!L déduit, que par un point M donné il passe une géodésique et une seule tan-

gente à un.e direction don.née.a 
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Exemple vérifier que les géodésiques du demi-plan de Poincaré sont les pseudo-

droiteso On connaît le 2 :is 
2 2 

ds2 = dx. + dy 
2 y 1 B = - o Donc: 1 'équation différentielle s'écrit y 

o Ici 

(arc tg dy) =y~ (1) = - J 
dx · -· dx ày y y 

soit 

l d ( arc tg y v ) + =y1 
:c:: 0 

d.x. 

ll = X , V = y ' 
1 A=- y 

Cette équati.cr. e2;t :..127:ITiante par trans1atio::i parallèle à l'axe Ox • La métho_de 

classique d' i...vitégratio!'.i. GC'Il.3iste à chercher une relation différentielle entre y 

et y' 9 en pcs9..~.i't: 

On obtient 

d.y 
ix: = y"w 

'i 
(9..r-7: y' .... 

a~T ·.J 

y' d (arc 

tg y') 

't:g y') .+ 

+ 1 - = 0 y 

dy 
0 -y 

Y I dy'_ + ( - d log y) . = 0 o 

1+y~2 

[y est > 0 plj._.is•:i; 7 or ... E,Bt dans le demi-p1a"YJ. de Poir_caré]. On trouve 

Posons y' = tg e 

tante o Pu:is dx 
dy 

= yv 

; J(l~g(1+y• 2 )) + d(log y)= 0, d'où 

y V 1+y 12 = constante 

0+y'2 = ~1-
cos e 0 

~c sin e d0 = -C - tg e 

X - X = -C sin e 
0 

y= C c~s 0 

On obtient 

cos e d8 

y= C cos e, C étant une cons-

' d'où 

Ceci est 1, v é qua t.ion :par amé tr iq1.1e d. 11-Ln cercle centré en (x 1 0), de rayon C. Dans 
0 

le demi-plan de Poi'!lcaré, les géodésiques son.t donc les cer01es centrés sur l'axe 

réeL 

On a lal~sé échapper les droites x = Cte qui correspondent .à y' = oo • 

Courbure totale de X o 

La courbi_;re t0tale en ME X est une fonction sur X, définie comme suit. 



On·a 

formes différen tiell6s sur X l) de degré 2., Pl·:2.s précisément, si q : Î (X) X 

désigne 1vapplicaticr.. ca.~oniqu.s, dLù
12 

est le g_* d'une forme différentielle sur 

X o Or on connaît déjà ilil8 forme différentielle de degré 2 : l'élément d'aire 

w 
1 
/\ w

2 
o Toute forme de degré 2 &st nécessairement proportionnelle à celle-là 

on a donc 

Par définition, K ai~.si défi.ni s'appelle la courbure totale c'est une fonction 

sur X ., 

Cette défini tiJn est lég.itime, car da.Y1s le cas d'une surface p.lor..gée dans lli3 , 

on retrouve bien la courbure t;ctale o 

Si on note d0 1vé.lémert d 7 aire dw = -K da • Le calc·!J.l de 
12 . 

K se fait de la même façon q1;.e da~.s 19 cas d I œ:2e su:face de JR.3 

champ de repères dans U $) et on prend le ds 2 sous la fc,rme : 

2 2 2 ds = (A d.•.;.) + (B dv) • 

On a 

w1 - A du $) 1.ù2 - B dv , w1 A w2 - AB du/\ dv 

w12 = -1 ~! ,lu + 1 ~! dv 

cùJ -= (1 ôA) du A dv + ôô
1
Ll(-A1 du f\ dv 12 ov B ÔV V<A. 

La relation a.w12 = -K w
1 

A w
2 

donne alors 

on prend un 

Comme dans le cas d '1zrn surfar,e de :m.3 , on peut toujours prendre localement des 

coordonnées u, v telles que 

2 2 · )2 ds = du + (B dv $) 
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Dans ce cas, 

B(O,v) = 
1 ô 2B K=---·-

- B ôu2 

Exemple du. demi-plan de Poincaré. 

74. 

Dans le demi-plan de Poincaré, on a un groupe transitif d'automorphismes qui 

laissent fixe le d.s2 • Donc, a priorif la courbure totale est la même en tous les 

points c'est une constanteG :&.YJ. fait, on a ici 

u = X , V = y , A 1 
·- B = -y 

Transport r~allèle o 

Considéror..s vne courbe (r) da..YJ.S l'espace des repères. Elle définit un.e 

courbe (c) dans X ' au moye!:. de l'application caLonique q : Sl(x) -x .. On veut 

donner un sens à la phrase suivante "Dans le déplacement (r), le repère reste 

parallèle à lui-même" o 

IBfinit.ione Orr dit qu'u..YJ.e courbe (r) 1arLs Sl(x) définit un transport 

,12ara1ls.ls si la ferme w
12 

induite sur (r) est nulle. 

Problème o Donncns-noùs 1J11e cc,urbe ( C) sur X .. 0::1 se propose d'attacher à 

chaque point M de (c) un repère d'origine M, de façon qu'il reste parallèle 

à lui-m8me lorsque M déc:rit (c) .. Il s'agit de "relever" la courbe (c) au moyen 

d' 1.me application a C - 1-(x) telle que q o a soit l'_application identique 

de C • 

Donnons-r.:.ous un pc in t 

voisin de M 
0 

M E (C)1 et cherchons 
0 

(î p01À.I' M E (C) suffisamment 

Pour cela, supposons qu'on ait choisi un champ de repères au voisinage de M 
0 

En chaq1.1e point M E (c), on a le vecteur ë7(M) du champ. Un autre vecteur uni-• 

taire e1 tangent en M sera défini par l'angle cp qu'il fait avec °ë7(M). Ce vec--teur e _1 li variable avec M , décrit 1me courbe r dans :ll(x). Notons w12 la forme 

induite par w
12 

sur r ; on a 
81 

w - w -+ dm 12 - 12 T 
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Pour que r définisse un transport parallèle, il faut et il suffit q··1e la fonction 

cp sur (c), scit telle q~e w12 = 0 o D'où 1véquation différentielle 

dcp = ~ w12 
Si la courbe (c) est donnée 9 alors w12 est une forme connue sur C; on a 

w12 = b(s)ds , où b(s) est u_ne fon.ction connue de l'arc s o Alors la condition 

à laquelle doit satisfaire est 

On obtie:i:1.t donc cp par un.e q~..:i.adrature. 

K.~ résumé, si on se don_ne la valeur initiale de cp prn.i.r M = M , le problème 
0 

a (.localement) u.~e .soluti:;n et lC..8 se 1.üe c,~. a tra:11sporté u.n vecteur uni taire tan-

gent à X 9 parallèlemP.:r:.t à 1.ui~même., le 1:on.g de 1~ courbe ( C), à partir d'1me don-

r.:ée initiale arbitraire point M 
0 

Interpré+,ation de la cr:r:rrhare géod.8siguso Soit (C) une courbe tracée sur X. 

Nous supposons qu'on a, dans un voisinage ouvert u de C , u...~ champ 

' -1 ) reperes 9 et on note e
1

\M le premier vectel.il' (u..-rii taire) du champ au point 

M E: U o Considérons d.'au-tre part u..-ri :1champ parallèle" le lo!lg_ de C , et soit -e
1 

le vecteur du champ parallèle au point 

MEC o Soit cp l'angle (ë7(M), e;). 
Notons a 1 1 angle de la tangente orientée 

à ( C) en M avec le vecteur e; du champ 

parallèleo Et soit 8 l'angle de la tangente avec le vecteur ë7(M)e·on a 

e = a + cp 0 

Avec ces notations, la courbure géodésique est -
Pg 

Or dcp + w 
12 

= . 0 

= 
d.8 + w12 da+ dcp + 

= ds ds 

d'après la définitio~ d'un champ parallèleo Donc finalement 



76. 

ne dépend pas du choix du cb.amp parallè.le, car un changement de champ parallèle 

rev·ie::i. t à remplacer a par a + C te o Ainsi la courbur·e géodésique est la déri-

fixe ~î (i.e.. avec les vecteurs d' ur1 champ parallèle le long de C ) • 

Relation entr8 le transport parallèle et la courbure totale. 

Rappels. On se place d'abord dans un plano On pre~d un compact ô; on suppose 

que son "bord orienté 11 est une courbe orie!.l.tée y 9 différentiable par morceaux. 

On oriente y de façon à avoir o sur sa gauche .. 

Sei t w v..ne forme différe!üie.lle de d9gré 1 , définie au voisinage de ô • 

Par définition, J-w est égal à la somme des intég.r.ales de w sur les arcs dif-
y 

férentiables dont-se compose y 0 

Fo:!'mule de S~okes 

Cette formule s,3 gér._éralise a-;i cas où 6 est U..."l compact d'une variété diffé-

ren tielle or:..en tée X de dime~sion 2, pourv..1 q11e ô ait encore un. "bord orienté" 
• 

y o Ici la variété 7a st!:'e X 1 variété riemaxmienne. On supposera désormais qu til 

· t ,,_ d ' d · · d ô (i· 1 en est ai·nsi· ô est "assez exis e un. CL1amp e reperes ans un voisinage e 

petitn)., Relativement à ce champ de repères on a défini la forme différentielle 

w
12

; elle existe dans un vo.isinage de 6 o En appliquant la formule de Stokes, 

on trouve 

= - If K de, ' 
ô 

où K est la courbure totale. -e 1 On effectue le transport parallèle le long de 

y à partir d'un point M €y; alors 
0 

une fonction du point de y, telle que 

w12 + dcp = 0 le long de y o On a dor:.c 

relation fondamentale 

<p est 



Elle montre qu'en gé~éral J- dp f 0 
y 

a~trement dit, lorsqu'on part de M 
0 
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et qu'on 

y revient après avoir parcouru y, cp n' es-t pas revenu à sa_ valeU!" initiale o La 

formule (1) nous dit de combien a varié cp lorsqu'on effectue le transport paral-

1 è 1 e 1 e 1 ong de · et qu I on revient au point initial. Cette varia tian J dp ne 
y 

dépend pas du choix du champ de repères au voisinage de o, car le second membre 

n'en dépend paso 

Avec les notations précédentes, on a 

dcp = ri8 - da; , avec 

(1) devient 

(2) . 
) 

si y se compose d 9 un ~.ombre fini d'arcs différe!: tiB.bles y. , alors (2) signifie 
l 

vecteur 87(M) du c~amp de repsreso 

En u:-_ point anguleux, le vecteur tangent tour-

:i:ie d'un se,.11 coup d'un angle e. . 
l d d0 +l:

2
: ei est l'angle dont a tourné au 

l y. 
l 

total le vecteur tangent à y par rapport au 

Cette somme est évidemment un multiple entier de 2-n;, car 1vangle du vecteur 

tangent à y au poi..."'lt M 
0 

est bien défini (modulo 

c O est égal à 2rc (nous 1 v adme tton.s sans démonstration) : 

(3) 

Vérifions seulement cette fcrmule da.~s rm cas simple 

2n). En fait, 
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Da~s le plan)) quand on décrit un cercle orienté, 

il est facile de voir que la ta..~gente tourne de 

2n; il en est de même pour un polygone 0 

Nous admettons que la formule (3) est toujours vraie. 

Tenant compte de (3), la form1J.le (2î) devient 

Introduiso~s les ang::.es ir:.térieurs a. du polygone curviligne; on a 
l 

e. =1t- a.,, 
l l 

D'où~ si n est le nombre des 

11scrnmets 11 (01.1 des ucôtésn) du polygone 

ou encore 

I: a" -· r ds + (n-2)-n; + {J K da (formule de Gauss-Bonnet) 
i l '- y pg "' 0 

Cas où .les 20:: ... t des arc.f' d.8 géodés:i9,_ues., 

Dan.s ce cas 
d.s = 0, par défi~ition des géodésiques., 
Pg 

Alors la formule (5) 

se simplifie9 On dit que 6 (ou y) est un polygone géodésique, et (5) exprime la 

somme des angles d'ü..n tel polygone géodésique à 1 'aide de 1' intégrale double de la 

courb"'.lre totale .. 

Triangle géodésique,. C'est le cas où n. = 3 ., 

La formule de Gauss....Bonnet s'écrit 

°'1 + °'2 + °'3 1t + Jf ô K dcr 1 

a) Prenons par exemple pour X le demi-plan de Poincaré. On a évidemment 

un champ de repères orthonormés dans X o Dans ce cas 9 K = -1 • On retrouve que 

b) Dar..s le cas du plan 8Ucli.d::.E::'· K = 0 

d'un triangle rectiligne est égals à n o 

on retrouve que la somme des a..~gles 
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c) Prenor.cs pG,1r X la aptère s2 3 ]R. 0 

Les arcs de géodésiques so~t les arcs de grands ~.sl.es o Par dexx: peints n.C',n 

diamétralement opposé,2~ il p9,sse un unique a~:; de grac.d cerc.le les joi.gr~a.r..t et de 

longi1.eur < n; n 

Sur la sphèrs privé6 d v1m po.i~_t, il y a toujours .. EJ.. champ de rspères, car par 

projectiœ1 stéréographique 9 or._ prc;jette lf' complément 1v,m point d.a:..r1s s2 sur 18 

plan~ où :il exis-se un c:camp de repères o 

Il reste à déte~mirc.er .... 9. ·:.:.;_rb1.œ13 tct;a .... e de s2; en peut déjà dire qu'elle 

est constante car on a~,::. grc..upe de.3 rc't3.ti,-rr..Ls qui es·~ t:r9.nsi-tif o &:. fait, tout 

pla11. normal à s2 en ,_n-. pc in~: M E: s2 s~:i.va:.~ -t u....-vi e:e::.-cle ,::le rayon 1 

tous les points de la spbsre S~)::1~ d.s,s cmb1l.ics, et K == 1 o 

i_ ,:-1 angle gé ,:: :ié .2 i q1~e 6 J. 1 aire à.e ---~ 6 est donc éfmle -----

vvir par ex .. le Traité 

de Géomé t.ri.e élén:F:L ~:3.iTe d 2 Ha:iam:1:·:J.] o 

La formul8 (3) est val.able pu.7t:r ,_ù p.1l.yg:)1::..e cur.vilign.:~ 9 p:·.rry-1 q'1.' il existe 

un champ de repère.s da:is u:i v,:ds:::..nags de ce polygc:!'_2. o~ va mai.nte::.Lant faire une 

étude globale d.ar::.s le :.as où X est u.r.ce '\?3.:r ié té riernar..i.e:.".mB, or:ien tée et compacte., 

(La sphère s2 , le tore plo:::igés dans JR3 
9 ~î.onnent des exemples d8 telles varié-

Or,. démo:".ltre (no~1.s J. 1 -9..d.rr.i::.tto~s) qc11 cn pe 1xt tcn,jours décomposer X en un nombre 

fir..i de polygones cur~-ilignes P. tels q1J_9 chaq,Àe "arête;i appartien.rie à deux poly-
J 

gones et seuleme~t \ de~x pclygo~eso 

X :;:: U P. ( ce n î e2 t pas "Z18 1JL.ic\r.. disjointe 
, J 
J 0 CU 

une arête c0mm:.m à 

on a 

P. 
l 

et 



Soit M u11 scmme t ; la somme des angles sn M e.s4:; 2n; ., 

Pour chaq-.1e P. , on va écrire .la form 1.l1e de Ga"J.ss-Bon ... "YJ.et 
,J 
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On va ajouter membre à membre ces égali té.s, en sornmar1.t sur l'indice j e Or 0r. a 

E (I: a . ) = 2n S 
j i. l. 

J J 

où S est le nombre de sommets da:;2s la décomposi.tio!l de X e 

chaque arête est c:;mptéë de\,;JC fois j dar.:.s de 11X polygc,r..es P. 
J 

mais dans 

P. elle est parcourue d.9...'YlS un. s8r.cs et da~s F d~s l vautre se~s 
J 

les i~tégrales 

corresponda.-vites sont donc opposées et on a dar..c 

Soit A la nombre des arêtes; 

deux fois .. 

I: n . = 2A , car chaque arê tE: 
j J 

est comptée 

I; (2n:) = 2n: F où F E:~t 1e nombre des "faces 11 • (Le œ des polygones). 
J 

Enfin 

J J K drr = J K da • 
J P. . X 

J 

On a donc finalement 

21t S = 21t A - 21t F + J J K da . 
X 

(6) 

Remarques. Il peut y avoir plu.sieürs façor..s de déc:omposer X P'J..isque le second 

membre de (6) ne dépe~.Ld pas du choix de la décomposition, on cor:clut que l 1 entier 

F + S - A est indépe~.dant de 1a dé:,;~mn,Jsitiono C'est un invariant de la variété 

différentielle X O [En faitii :n~ ps,·~: :rrPme prouver que c'est un invariant de l'es-

pace topologique compa~t X]o 
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On note X (X) = F + S A on 1~app&lle la caractéristique 

Puisque le premier membre x(X) de (6) e.st 'J.Il entier, on voit que 

2~Jfx K da 

est entier ; de plus eet entier est i.ndépenda..-ri.t. de la str1.1cture riemannienne 

de X~ car le décompte des faces, arêtes et sommets de la décomposition en pol.y-

gor..e ne fa~.+; pas intervenir le 

Exempl.E:s : 

a) 

cl 2 u.8 1e la variété différentielle X o 

On va pre~dr·e la st_:··~1c7.'l.l'e r:::.2manxüe~e de s2 plongée dans JR3 m".mi de sa 

struct1.A..I'e eucl:.di.eilr.:.e .. A:....:r.s K = 1 v .Jioù 

2 e 

Ainsi 

Ceci pr01.1vR q'.1.e ei. la sphère 6Si:- dé:;cmposé1=:: en polygones, on a F + S .... A = 2 o 

On. va le, vérifier su::, UI.!.e dé2-cmposi tion. parti•:::'.1llière on partage la ;sp:h.è!'e en 

huit triangles égaux, dont tous les angles sont 

droits .. 

S = 6 ; F ·- 8 A= 12 

F + S - A = 8 + 6 12 = 2 .. 

b) X= 1f2 = l' x u où 1r désigne le tore 

1r = 1R/7Z o On a d.cnc T2 = IB.
2 /zz2 

.. 

(o,~) .----------. (-t,1) 

(O,o)--------c..,,D) 

Le tore peut donc s'obtenir comme quotient du 

carré ayant pour- sommets les poir:ts (o~o), (1,0), 

(1 9 1) et (0,1) .. Ce carré fermé contient en 

:-.~.~9t au moins un représenta.n.t de chaque classe 

.,' i éq·üvalenee~ La relation. d'équivalence induite. 

sur .le carré est .la suivante ·: on identifie 

deux points q1.1.i sont sur les 



côtés hcriz;:m taux d;_:;_ :~.ar:r·é :::: t. qui sent ::;:~..r ·:1..."'1.e même ver tical1:°: ; et de0...x: po:L'1. ts 

q1J.i so:!lt .81.::ï.r les e::Stés ver tic.aux et sur :me lliême }:-;,:)riz.:;ntale" Les qnatre .J,:;.IT1 ... 'T1.s+s 

riema.n.ni.enne évidente ea str;icbre euc:.lid.ien . .!'.e o Q-,1œid. on. fait u~e trar.:..,s~:..atiœ::.s, 

']" 2 hérite d 'a 1'.-.:..e structure rie-

8t par suite 

2.a ,:lor..c si 

a1J pc,~-:: A :,eE deux rg,yo:~s d.e co-u..rbu.re prin-
A 

8~ B i~s sont ie 

s:~.gne2 c )n t.ra;i..reA o 

Exemple de décomp.Jsi tien du tore en tr .ia:r1..g.lf:S :::1oï_;;_s dé,xm_posons le carré 

comme sui:. 
~--~---(~, ~) 

Compte b=~n-l 1e2 :ï.d~mtifi,~ati.c-r-2, on. voi.t gz,1.e 

F 8 

F+S A=O~ 

1.;Œn.me il se doit" 
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