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RESUMES

P. Lefevre : Sur les ensembles de convergence uniforme

Le théme abordé est ’étude des ensembles de convergence uniforme dans
le cadre d’un groupe abélien métrique compact. Aprés quelques rappels sur les
résultats existants, on établit un résultat récent di & Kashin et Tzafrin sur la
densité de ces ensembles pour les systémes trigonométrique et de Walsh.

P. Jaming : Inversibilité restreinte, probleme d’extension de
Kadison-Singer et applications a I’analyse harmonique

Le principal probléme abordé ici est celui-d’inversibilité restreinte de matrices
n X n. Les démonstrations utilisent des outils d’analyse fonctionnelle, probabilistes
et combinatoires.

Ces résultats nous meéneront & des applications intéressantes en analyse
harmonique. En particulier, nous établirons I’existence d’une constante ¢ > 0 telle
que pour toute partie B de T, de mesure positive, il existe une partie A C Z de
densité positive, telle que pour toute fonction f & spectre dans A,on a

( [ d#)% > cV/RB) Ifll, -

Enfin, nous ferons le lien entre les théorémes d’inversibilité restreinte et le
probléeme d’extension de Kadison-Singer.

V. Cadet : Une extension des inégalités de Khintchine-Kahane
dans les espaces de Banach. Quelques applications.

Nous donnons une preuve détaillée d'un théoréme d’'Ullrich : "les inégalités
de Khintchine-Kahane s’étendent jusqu’a ’exposant p = 0 pour le systeme de
Steinhaus”. Nous donnons ensuite quelques applications & des espaces de fonctions
analytiques a une ou plusieurs variables.



ABSTRACTS

P. Lefevre : About uniform convergence sets

The topic is the study of uniform convergence sets in a compact metrizable
abelian group. After the prior results, we present a new theorem due to B. Kashin
and L. Tzafriri about the density of UC sets for trigonometric and Walsh systems.

P. Jaming : Restricted invertibility, Kadison-Singer extension
problem and applications to harmonic analysis

The main problem investigated her is that of restricted invertibility of n x n
matrices. The prooves use functional analytic, probabilistic and combinatoric tools.

This results will lead us too interresting harmonic analysis applications. For
instance, we will establish the existence of a constant ¢ > 0 such that, for all
B C T of positive measure, there exists a set A C Z of positive density, such that,
for every function f whose Fourier transferm f is supported by A, we have :

(s ew) Y5 B

Finely, we will link restricted invertibility to the Kadison-Singer extension
property.

V. Cadet : An extension of the Khintchine-Kahane inequalities
in the Banach spaces. Some applications.

We give a detailed proof of a theorem of Ullrich : ”The Khintchine-Kahane
inequalities can be extended till the exposant p = 0 for the Steinhaus system.”

Then we give some applications to spaces of analytic functions of one or several
variables.
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Résumsé

Le théme abordé est 1’étude des ensembles de convergence uniforme dans le
cadre d’un groupe abélien métrique compact infini. Apres quelques rappels sur les
résultats existants, on établit un résultat récent du a Kashin et Tzafriri sur la
densité de ces ensembles pour les systémes trigonométrique et de Walsh.

Abstract

The topic is the study of uniform :onvergence sets in a compact metrizable
abelian group. After the prior results, we present a new theorem due to B. Kashin
and L. Tzafriri about the density of UC sets for trigonometric and Walsh systems.

Mots clés : ensembles de convergence uniforme, ensembles de Sidon, produits
de Riesz, systéme trigonométrique, systéme de Walsh, ensembles aléatoires.

Key words : UC sets, Sidon sets, Riesz products, trigonometric system,
Walsh system, random sets.
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Introduction

Ul’yanov [18] introduisit en 1965 la question de caractériser les sous-ensembles
o de Z pour lesquels les fonctions {exp(2i7nz)}nes (que 'on notera dorénavant e,,)

forment une partie basique de C = ({f € C([0,1]) : f(0) = f(l)},l|||w> =C(T)

(T = R/Z) ou, ce qui revient au méme, les sous-ensembles ¢ de Z pour lesquels
les sommes partielles de Fourier de toute fonction a spectre dans o convergent
uniformément. On rappelle que le spectre d’'une fonction f de L([0,1]) (noté
sp(f)) est le support de sa transformée de Fourier f. Etant donnée f dans C, on voit
aisément que, s’il y a convergence uniforme des sommes partielles Sy(f), la suite
{SNn(f)} converge vers la fonction f. Ii ¥ a d’autres définitions équivalentes des
ensembles de convergence uniforme que nous donnerons dans le premier chapitre.

On s’était déja intéressé depuis longtemps au probleme de la convergence
normale (il s’agit alors-de la notion d’ensemble de Sidon). On rappellera certains
résultats & leurs propos, notamment qu’il s’agit bien d’une notion distincte de la
premiére. Ce sera 1'objet du deuxiéme chapitre ou nous développerons plusieurs
exemples exposés par 1’école italienne (cf [10),[16],[17]).

Ul’yanov posa la question de savoir si, par exemple, {k?} ren était un ensemble
‘de convergence uniforme. Oskolkov (cf. [8]) y répondit plus tard par la négative et
généralisa ce résultat & tout ensemble {P(n)}nen ot P est un polynéme prenant

des valeurs distinctes et entiéres sur N. Nous verrons ce résultat dans le chapitre
3.

Enfin, le probléme de caractériser les ensembles de convergence uniforme étant
lié au probléme de savoir s’ils sont “gros” ou pas, on s’intéressa longtemps au
probléme de connaitre leur densité ou du moins, si possible, de la majorer . Kashin
et Tzafriri donnent une réponse partielle [6] et ce sera ’objet du dernier chapitre.
On connaissait depuis longtemps des résultats a ce propos pour les ensembles de
Sidon, nous les rappellerons dans le prem:zr chapitre:

Nous finirons enfin avec les questions qui restent encore ouvertes.
Pour I'instant, rappelons quelques définitions et précisons quelques notations :

Définition : On appellera UC la classe des ensembles de convergence
uniforme.

Notation : On notera P,, respectivement Ca, resp.L%, les éléments de P
(I'ensemble des polvnémes), resp. C, resp. L?, dont le spectre est inclus dans A.

Définition : On rappelle les définitions équivalentes des ensembles de Sidon :
on dit que A C Z est un ensemble de Sidon si il vérifie une des propositions
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équivalentes suivantes :

i) 3¢>0:VPePy, > |}‘>(,\)| <cl|lPi
AEA

i) 3e>0:VfelP,). If'(»\)| < clflle
AEA
1) Fe>0:Vbe L, 3ue M(T):VAeA, aA)=byret ||yl <c
iv) Les sommes partielles de Fourier de toute fonction essentiellement bornée
& spectre dans A convergent normalement vers f.

De plus, la plus petite constante ¢ vérifiant les propositions précédentes (c’est en
fait ]a méme!) est appelée la constante de Sidon et on la notera S(A). La mesure
u intervenant dans I’alinéa (ii1) est appelée une mesure d’interpolation puisqu’elle
interpole b sur A. :

Il apparait donc clairement & partir de la caractérisation (iv) que tout
ensemble de Sidon est un ensemble de convergence uniforme.

Notation : Etant donnée une partie K de Z, on notera Ly(K) la Nitme
constante de Lebesgue associée a K, c’est & dire le nombre :

Sup{lISN(fleo : £ €ECx €t [|flloo =1}

Enfin, dans le second chapitre, nous ne développerons pas uniquement des
exemples dans le cadre de ’analyse de Fourier sur le groupe T imais également sur
le groupe de Cantor {0,1}N" et nous utiliserons donc les fonctions de Walsh. De
plus, dans le dernier chapitre, nous travaillerons d’abord dans le cadre du systéeme

de Walsh. Ainsi, nous rappelons la définition des fonctions de Walsh ordonnées
par I’ordre de Paley :

‘Définition : On rappelle que les fonctions de Rademacher sont définies pour
tout z de R et tout entier n de N par rp(z) = sign (sin(2"#z)).

Définition : Etant donné un entier j 2 1, la décomposition binaire de j — 1
sécrit j —1 = E ax2*, la ji¢™e¢ fonction de Walsh que nous noterons w; est alors
keN
définie par wj = H Thi, ou Tk estla kitme fonction de Rademacher. On note que
kEN - _ : ‘
nous les considérons définies sur R, c’est a dire 1-périodiques. La fonction w, est
identiquement égale a 1.

Définition : On définit également la matrice de Walsh d'ordre N (ou N est
une puissance de 2), que nous noterons Wy, dont I'élément générique de la p'*™¢

- -1 .
ligne et ¢'¢™¢ colonne est w,(15%), avec 1 < p,g < N

ot
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Résultats préliminaires

Dans la suite, G désigne un groupe topologique métrisable abélien infini
compact, muni de sa mesure de Haar normalisée notée dz. Le dual I" de G est
alors un groupe discret dénombrable infini (cf. [14]). Fixons une suite dénombrable
croissante d’ensemibles finis {Fn} neNn qui recouvre T (typiquement {—N, N} pour
Z et {w),...,wn} pour le groupe de Cantor).

P, C(G) et LP(G), p 2 1, désignent respectivement 'espace des polyndmes
trigonométriques, des fonctions continues et ‘des classes de fonctions dont la
puissance p'¢™¢ est intégrable sur G. Pour f € L}(G) et v € T, on pose

)= [ @ Swn= % kN30

~yEFN

Pour toute partie A de L!(G) et toute partie A de 1",‘.4/\ désigne ’ensemble des
éléments de A dont le support de la transformée de Fourier est inclus dans A.

Définition : On dit qu’une partie A de I est de convergence uniforme si
toute fonction f de C(G) posséde une série de Fourier convergente dans C(G)
(SN(f))N3o convergera alors nécessairement vers f).

Lemme : P est dense dans C(G). Plus généralement, pour toute partie A de
I', Pa(G) est dense dans Cj(G).

Preuve : : Il existe (cf section 2.6 de [14]) une généralisation (Qn)n3o0
des noyaux de Fejer caractérisée par : @, est un polyndme positif, de norme

L! égale 4 1 et telle que pour tout voisinage V de 0 on ait / Qn(z)dz qui

v
converge vers 0 (V¢ désigne le complémentaire de V). Ainsi, si f est dans CA(G),

f*Qn = Zf('y)é:('y)'y est un élément de Po(G) et on montre de maniére
YEA

standard que || f * Qn — fllo converge vers 0.
Proposition : Soit A une partie de I'. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1) A est un ensemble de convergence uniforme.

i1) Il existe une constante C > 0 et, pour tout entier N, une mesure upn

dans M(G) telle que :||un|| <C; an(y)=1sivy€ ANFy

et ain(v)=0siy € AN(T\ Fn).

111) La suite {Ln(A)}n>1 est bornée.

iv) Si f est dans Ca(G) alors la série de Fourier de f en 0 converge vers f(0).
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On note alors U(A) la borne supérieure des constantes de Lebesgue.

Preuve : Supposons que A soit un ensemble de convergence uniforme alors on
considére les formes linéaires Ty qui & une fonction f de Cj(G) associent sa Ni¢™¢
somme de Fourier en 0. Comme ces sommes sont bornées par hypothese, on peut
appliquer le théoréme de Banach-Steinhaus sur I’espace de Banach C)(G) et les
opérateurs Ty sont uniformément bornés en N donc il existe une constante C > 0
telle que [|Tn|| € C. Le théoréme de Hahn-Banach nous permet alors de prolonger
les formes linéaires Ty & C(G). Le théoréme de représentation de Riesz nous assure
maintenant de ’existence de uny dans M(G) telle que ||un]|| = ||Tn]l £ C. Alnsi,
on a par restriction, pour tout élément f de Cx(G) :

Tn(f) = fG f(~2)dun(z) donc Vy € A: Tn(y) = /G ~(~2)dpn(z) = ER (7).

Or par définition de Ty, si 7 appartient A alors Tiv(7) = {é i e T\ Py

Alinsi, ’assertion (i1) est établie en choisissant la suite (un)N.

Supposons maintenant (i:) vérifiée. Alors, on a de fait pour toute fonction de

CA(G) -

Sn(f) = pn = f done ||SN(fll = llen * flloo S Cliflle
Ainsi les constantes de Lebesgue sont bornées par C et 1’assertion (2i1) est vraie.

Enfin, supposons que la suité {Cn(A)} N>1-50it bornée par U(A). On remarque
que les caractéres forment bien sir une famille libre sur T'.

On introduit la famille d’opérateurs P, -qui & un polynéme, c'est a dire une

fonction de la forme Z a+7v, associe le polynome Z a+v. Ce sont bien
YEANF; ' YEANFE,NF;

des opérateurs continus puisqu'ils sont bornés par U(A).

D’aprés le lemme, si on se donne une fonction f dans CA(G) et un € > 0, il
existe un polynéme P = Z ayy tel que ||f — P||., < €. On a alors, pour s

YEANF;

supérieur a 7, Ps(P) = P donc la majoration :

Ilf = Pl Moo SN = Plle + 1P = Po(Plloo + [1Ps(P) = Ps(Nll oo
<1+ U(A))

D'aprés un critére de [20] (p. 38), la famille {y}yea est une suite basique de
(CA(G).].ll..) donc A est dans UC.
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Ceci établit I’équivalence des trois premiers alinéas. Il est clair que (7) implique
(iv). Réciproquement, si (iv) a lieu, largument donné au début de la preuve
implique que les opérateurs T sont bornées par une constante C ainsi l'invariance
de Ca(G) par translation donne pour tout z dans G :

ISN(F)(@) S ISN(T-2F)O0) € Clir-2flloo < Clifll o

Les constantes de Lebesgues sont donc Lornées par C, (i11) est vérifiée et ceci
achéve la démonstration de la proposition.

Faisons un rappel sur le comportement assymptotique des constantes de
Lebesgue associées au groupe dual tout entier dans le cadre trigonométrique et
dans le cadre du groupe de Cantor. Dans le premier cas, le résultat est bien connu
(cf [21] p.67) : LN(Z) = (&) log(N) + O(1) au voisinage de +oo.

o 1
Dans le cadre du systéme de Walsh, on a toujours Ly (N*) = / |Dn(t)] dt ou
0

N

Dy est encore le N¥¢™¢ noyau de Dirichlet soit, ici : Dy = Z w;. Majorons alors
=1

Ln(N*) que I'on écrira L. Remarquons d’abord que 7y Dy = Z . Wy

2k-141¢<¢K2
k

ainsi on a la relation Dyx = Doyrer + 71 Dorr = H[l +r7s) dou:

s=1

ok i o~k
Dy (t) = { “0 si t €]0,277]

sinon

Donc L, = 1. Mais la suite (.CN)N n’est pas bornée car on peut aussi montrer que

(cf [5), p.lflO) : Nli—r-r#oo@z—(NTV—) > 0 . Ainsi ’étude des ensembles de convergence
uniforme n’est pas triviale : Z n’est pas de convergence uniforme pour le systéme
trigonométrique et N* n’est pas de convergence uniforme pour le systéme de Walsh.
On remarque également que le caractére UC dépend de la suite (Fn)n choisie.
Effectivement, si on pose F, = {w),...,w2n}, Lo(N*) vaut maintenant 1 donc N~
est de convergence uniforme pour le systéme de Walsh pour ce choix de (Fy)n.

Le cas des ensembles de Sidon est étudié depuis plus longtemps. Ainsi, on
connait des conditions nécessaires pour étre un ensemble de Sidon et notamment
une majoration de leur densité, c’est a dire du cardinal de [-N, N]NA quand A est
un ensemble de Sidon et N un entier. Pour cela, nous rappelons sans démonstration
une condition arithmétique connue relative aux ensembles de Sidon.

Définitions : On rappelle qu'une s—maille construiie sur ¥y, ..., va (¢léments

8



de ') est une partie de I" de la forme :

n

n
M(7,y.. yYn8) = H‘y;" : Zlnjls?’
Jj=1

=1

On dit qu’une partie A de Z satisfait la condition des mailles si pour
toute famille (v1,...,7vn) d'éléments de T' et tout entier s, on a l'inégalité :
AN AM(7,...,7n;8)| € Kns, ot K est une constante.

Théoreme 1.1. (cf [7], p.72). Si A est un ensemble de Sidon, A vérifie la
condition des mailles avec X < (165(A))°.

En particulier, on retrouve d'une part (on peut trouver une preuve indépen-
dante dans [14]), avec n = 1, que pour tout Sidon A de Z, on a la majoration :
[AN{=N,...,N}| € 8eS(A)?log(2N +1). On peut d’autre part en déduire que
pour tout sous groupe fini non trivial Ad: T, on a: |[ANA] < Klog(|A]).

On retrouve également le résultat suivant :

Théoréme 1.2. (cf [7]). Soit E un ensemble de Sidon de T alors la borne
supérieure de ’ensemble des minimums de |A| et |B], ou les parties 4 et B de I
sont telles que AB soit inclus dans FE, est finie. En particulier, un ensemble de
Sidon ne peut étre le produit de deux ensembles infinis.

Comme pour les ensembles de Sidon, on a des conditions nécessaires sur la

“taille” des ensembles de convergence uniforme pour le systéme trigonométrique
et pour le systeme de Walsh. Ainsi :

Théoréme 1.3. (cf [10]). Si A une partie de Z qui est un ensemble

de convergence uniforme, alors A ne peut contenir de progression arithmétique
arbitrairement grande.

Preuve : Il suffit de raisonner avec les constantes de Lebesgue : il existe une
fonction continue f de norme inférieure a 1 telle que ||Sx ()|l = (&) log(N)—1.
Comme I’ensemble des polyndémes trigonométriques est dense dans C (cf lemme),
on peut trouver un polyndme P & une distance plus petite que 1 de f, ainsi

2
1Pl < % En normalisant, on a-donc un polyndme que I’on note Py de norme 1

dont la. somme de Fouricr vérifie :
_ 2\ .
IS5(PRll 2 SNl = £ 15 = Prllos > ( 35 ) tos) - 1

Ainsi, ||Sn(Pn)||,, diverge vers +00. On notera kn le degré de Pn. Quitte a
multiplier le polynéme Py par exp(2:7kpn.), on peut supposcr que pour tout enticr
n < 0, Pn(n) est nul.



Supposons alors que A contienne une suite de progressions arithmétiques dont
la taille devient arbitrairement grande, c’est & dire qu'’il existe une suite d’entiers
N; tels que les parties {a; + nbj}ogagn; (1 < bj, aj € Z) soient incluses dans
A. Quitte & prendre une sous-suite de {N;}, on peut supposer que N; > k;. On
considére alors le polyndéme g; défini par : '

7i(n) = .’P:(m) si n est de la forme a; + mb;
93 0 sinon

Alors |[g,||°° = ||P;|l, <1 et g; a son spectre dans A. Or, les sommes partielles
de g; ne sont pas bornées avec j car, pour tout z :

J
Sa;+i6;(95)(x) = Y Pi(m)exp(2in(a; + mb;)z) = 7o, S;(P;)(b;2)
m=0
Donc ||Sa;+js; (gj)”"o = ||5;(Pj)ll, qui diverge vers + co
Ceci contredit le fait que A puisse étre un ensemble de convergence uniforme.

Théoréme 1.4. (cf [10]). Soit E une partie du dual ' du groupe de

Cantor qui soit dans UC, alors E ne peut contenir de sous-groupe de cardinal
arbitrairement grand.

Preuve : Par le méme argument que dans le cas trigonométrique (on sait que
Tz?n—mi'(‘—N) > 0), on justifie 'existence d'une suite d’entiers {n;} et d’une suite de
polynémes fi, de degré noté di, || fxll,, =1 et ||Sn, fill,, diverge vers +oo.

Supposons alors que E contienne une famille de sous-groupes de cardinal
arbitrairement grand 2"* (un sous-groupe fini du groupe dual a nécessairement
pour cardinal une puissance de 2 car tors les éléments sont d’ordre au plus 2).
Quitte & extraire une sous-suite de la suite {hx} et une autre de {di}, on peut
supposer que ceiles-ci vérifient 2"*~1 < d; < 2h*. Puisque les sous-groupes que
P’on considére sont finis, il existe une famille génératrice finie, qui de fait est de
cardinal Ay : $3,...,5h,. On supposera enfin que ces éléments s; sont ordonnés
dans ’ordre croissant de Paley.

On identifie les caractéres du groupe de Cantor et les fonctions de Walsh (cf.
p. 40) et on peut identifier une fonction de Walsh a un élément du Cantor n’ayant
que des zéros a partir d’un certain rang. Il existe alors un isomorphisme de groupe
a du dual T’ du groupe de Cantor sur lui-méme tel que a(s;) = r;, pour tout ¢

dans {1,...,hk}. Soit alors Pj tel que Py(w;) = Sn:(\fk)(ﬂ'(wj)) et fr telle que
ﬁ(wj) = fi (a(w;)) : on a alors
Nillee = Nfillee S 1 et 1 Pillog = ISn, ()]l = +20
Or, Pr = S, (fx) ot my est tel que wm, = a™ (wn, ).
On a donc une suite de polyndmes f; a spectre dans E dont les sommes

partielles de Fourier d’ordre mj divergent vers I'infini. Ceci contredit I’hypothése
selon laquelle I'ensemble E est dans UC et le théoréme est démontré.
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2

Exemples et Contre-exemples

Nous nous proposons dans ce chapitre de développer divers exemples corres-
pondant d’une part a un souci d’établir que les différentes notions d’ensembles
de convergence que nous avons définies sont bien distinctes, d’autre part a des
problemes posés par Ul’yanov ou par d’autres mathématiciens quant a la stabilité
par union des ensembles de convergence uniforme. Enfin, nous introduirons un
autre type d’ensemble de convergence, intermédiaire entre UC et les ensembles de

" Sidon : les ensembles de convergence complétement uniforme et nous verrons dans
quelle mesure cette notion se distingue des autres. Nous travaillerons tantét dans
un cadre général, tantdt dans le cadre trijonométrique ou dans celui du systéme

de Walsh.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a présenter des ensembles

qui sont de convergence uniforme mais qui ne sont pas des ensembles de Sidon.
Commencons par une définition :

Soient G un groupe topologique métrisable abélien compact, muni de sa
mesure de Haar normalisée notée dz et son dual I', on fixe une suite croissante
d’ensembles finis {Fy, }nen qui recouvre T

Définitions : Soit D une partie de I', on dit que D est dissocié (resp. quasi-
indépendant) si 1 n’est pas dans D et-si la relation de dépendance : v7* ... y5™ =1,

ou v; est.dans D et a; dans {0,%1, %2} (resp.{0,%1}), implique 4" = 1 pour
tout 7, 1 < ¢ < m.

Construction d’un exemple : On note E, le singleton réduit a2y, (7 # 1).
Supposons Ex = {v1,..-,7k} construit, on considére ny le plus petit entier tel que
I'ensemble E? = {75752 + Vi: € Ex et 1 < j1 < j2 € k} soit inclus dans Fy,, . Alors,
on choisit v4+1 tel que Ep4y = ExU {7’k+1} soit dissocié et yr4+1 ExNF,, soit vide.
On note alors E 'ensemble UE" = {‘Yj}_]>1' On note que E est dissocié donc est

k
un ensemble de Sidon.

On définit alors E? = {v;v; : 1 < i,j et i # j}.

Théoréme 2.1. (cf. [10]) L’ensemble E? est un ensemble de convergence
uniforme mais n’est pas un ensemble de Sidon.

Preuve : Commencons par montrer qu'il s’agit d’un ensemble de convergence
uniforme en bornant les constantes de Lebesgue. On se donne donc f dans Cg2(G)
et un entier N. Il existe un entier k tel np < N < np41 et on décompose alors la

11



somme partielle de Fourier en deux :

SN(N=Y_ftr + > fem

Fﬂk FN\Fﬁk

o o

" o

AN Bn

On se propose de majorer séparément Ay et By. Pour cela, on va utiliser le
produit de Riesz d’ordre k :

k
_ _ vi(z) + 7i(=)
P(z) = Pi(z) = I=I(1 + 2+ =)
Etant donné que E est dissocié, P est réel et positif, 13(0) = ||P]l;, = 1et
P(‘y,‘y_,) = ! e sii,j < ketij. Or,sileproduit 9;y; est dans Fy,, c’est que ¢ et

J sont mfeneurs a k. Ainsi, puisque les éléments v de E? N F,, sont de la forme
v (i<j<k)ona:

Av=g 3 fan= ¥ Pmien
E2NFy, E2nFp,
=Y Pfr=3 Exf(n)
r : r
=P * f |

D’ot la majoration : [[AN|le, <41 flle IPll; € 41Iflle

Passons a l'autre somme qui. ne comporte que des termes f(’y) avec v dans
Fn mais pas dans Fy, (ainsi nécessairement v est de la forme vi437; avec 7 < k).
Ceci dit, on considére encore un produit de Riesz que ’on "shifte” : soit

Q= Qk—')k+1H(l+ ) 2D

1=1

N 1 siy17i € Py
oRra= { 0 sivkt17i € FN

Des lors : ||Q]|;, = Q(yi+1) = 1 et Q(kq1mi) = %t pour tout ¢ < k. On a alors
une relation similaire a ce qui se passait dans le premier cas :

> fem

FJ\\Fnk

FQ =300 =

SV F g

d’otlt : ||Balle € 2|Ifllos et finalement : |Sx(F)]loe < 6]1f]l- E? est donc bien

un ensemble de convergence uniforme.

12
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Le fait que E? ne soit pas un ensemble de Sidon résulte du théoréme
1.2 puisque E? contient des rectangles arbitrairement grands 4B, avec A =

{71,---y7n} et B = {¥n41,-.-,72n}. Ceci achéve la preuve du théoréme.

- On peut généraliser dans Z la construction précédente & un produit de k
ensembles, en utilisant des produits de Riesz, mais on verra que ’'on peut faire une
preuve plus simple (cf th. 2.7) avec le noyau de De La Vallee Poussin (cf 2.4).

Nous allons maintenant démontrer un résultat, équivalent au précé-
dent, dans le cadre du systeme de Walsh.

Théoreme 2.2. (cf. [10]) Soit E, I'ensemble constitué par les produits de
fonctions de Rademacher de la forme r;, ...7;, avec i; < ... < i,. Si on se donne
des entiers {s1,...,5p}, en notant E 'union des ensembles E,, pour 1 < k < p,
alors E est un ensemble de convergence uniforme et si un des s; est strictement
supérieur a 1 alors ce n’est pas un Sidon.

Preuve : La deuxiéme partie de ’énoncé est trivialement une conséquence
du théoréme 1.2. Montrons que E est un ensemble de convergence uniforme :

Soit un entier N et m le plus grand entier inférieur a IV tel que w, appartienne
a E.m—1s%crit 291 4+ ... 4+ 2% avec j; > ... > jiy et donc Wm = T145, ---T14js-
On considére alors une fois de plus les produits de Riesz :

J1-1
Po= [T +rin)
i=1
jq"l
Py =riqj . T145,0, H (I4rig1)pour2<g<h
i=1

Pry1 = T145, -+ -T14js

et on pose Qn = Py + -+ + Ppiy. On remarque que ||@~|}; € A+ 1 car chaque
produit de Riesz est de norme inférieure & 1. Or, w,,. est dans E donc h s’écrit s;
avec j < p. Ainsi w,, est le produit d’au plus max {s;} fonctions de Rademacher

<<
donc, comme h lngaicp{sj], _”QNlll <1+ lnsi;fxé:”{si}.

D’autre part, soit wy un élément de E : si k > N, a fortiori k > m donc,
par définition de Qn : Qn{(wr) = 0. Si k. £ N alors k < m par définition de m.
Wi = Ti41, ---T141, (I1 > ... > ;) et wy appartient a E donc est le produit de ¢
fonctions de Rademacher avec g inférieur a max {s;} ainsi wy est dans I’ensemble

~ \P
E, (ol ¢ = sp avec 1 < b < p) et Qn(wr) = Pg(wi) = 1 ol go est le plus
petit entier ¢ tel que 1. # j. (auquel cas nécessairement Io < jo — 1 car Ik < m).
Finalement. on a donc un élément Q v de L' qui est borné par 1 + max {55}, qui
I<p

NN

13



définit donc une mesure et qui vérifie :

- _ 1 siwpeFetk<N
QN(wk)_{ 0 siwpeFetk>N

D’apreés la caractérisation (it) des ensembles de convergence uniforme, E est dans

UC.

Nous allons maintenant nous intéresser, dans un cadre trigonométri-
que, au probleme de 'union des ensembles de convergence uniforme. Sur
ce point, UC se distingue encore des ensembles de Sidon car on sait que 'union de
deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon (voir les théoréemes de Drury
dans chapitre 3 (et notamment 3.5) de {7]) alors que nous verrons que ce n’est pas

toujours vrai pour UC. Toutefois, on peut conclure positivement au prix bien sar
de certaines contraintes.

Théoreme 2.3. (cf. [17]) Si on se donne deux parties A de N et B de Z~

(il s’agit des entiers strictement négatifs) qui soient dans UC, alors AU B est dans
UC. -

Preuve : On se donne une fonction f, dans CAQB. On considere le Nitme
noyau de De La Vallee Poussin : Vjy = 2Kon — K n. On rappelle que Vy(n) =1 si
—N < n < N doncon al'identité :

N
Sn(f)= D f(n)Vn(n)en

n=-N
= —ZNZN f(n) (T/’\'(n) - 17[-%\;](11)> en + (f * V[%])

ou [z] désigne la partie entiére de z. Or, le support de la transformée :
VN — V[%] est inclus dans :

[[%1 +1,9N — 1] U [_2_,\,- 1o - 1]

~ vy ~ v

" ~~

E+ ' E-

On pose alors gn = C[gﬁ]‘/]\’ et pn = e[&]VN et on note alors que pour tout n :
2 2

pr(n) = Vn(n + (BN et gr(n) = Tn(n — [28*]) donc on conclut alors que pour
tout 7 dans E¥, ona : pn(n) =0ct gn(n) =1 et que pour tout n de E~, on a :

pn(n)=1ct gyn(n)=0.

14



N
ainsi, Sn(f) = 35 fn) (Vn(m) = Fmy()) Fan)en

n=-N

N
+ 3 J) (V) = Fi(m) Fmden

n==N
+(f+vim)
ol on remarque que le support de f(n) (ﬂ(n) - 17[;] (n)) gn(n) est inclus dans A

alors que celui de f(n) (ﬁq(n) - 1712] (n)) PN(n) est inclus dans B. Ainsi, comme
A et B sont des ensembles de convergence uniforme, on a la majoration :

ISN(Dlloo ST £ % (Vi = Vig s an||_+U®) | 5 (V= Vigy) *on||_
+r%al..
<UA) £ e lawly Vv = Vigy

1l |t |
<18(U(4) + UB)) Il + 31 fll oo

On conclut donc que .4 U B est bien un ensemble de convergence uniforme.

T UB I flles llpwlly ”VN - Viy

1

Notation : On notera, pour a positif, [a]t le nombre a si celui-ci est entier
ou [a] + 1 s’il ne ’est pas, c’est & dire que [a]* est le plus petit entier supérieur ou
égal a a. :

Théoreme 2.4. (cf. {17]) Si on s¢ donne une partie A de N* alors on a
I’équivalence des deux assertions suivantes :
i) A est un ensemble de convergence uniforme.

ii) Il existe ¢ > 1 et C > 0 tels que sup {U(4AN [N,[gN]*])} < C
’ NeN®

Preuve : L’implication ¢ = 7: est claire car alors U(A4) est fini et on a :
U(4N [N,[gN]*]) < U(A) pour tout entier N et tout g.

Montrons la réciproque. On va s’inspirer fortement de la démonstration
précédente en affinant les estimations. Pour cela, étant donné a dans )1, +oo|,
on utilisera le noyau V, y avec Vo, v = Vv si a = 2 et, si a est dans ]1,2{, on
prend : .

Na . N .
Va.N = [A_}cz]T]:_NA["N]J'_I + mI\N—l

ou I\'n est le N'™¢ noyau de Fejer. On a pour ce nouveau noyau des estimations
similaires & celles du noyau de De La Vallee Poussin, & savoir une majoration en

15



norme 1 : ||V, N||1 < l[?—'z%,,—'*'x— =14 [M'z]'f_ % € =35 (ona [NaJt 2 Na), quant &
la transformée : V, N(n) =1lsi|n|< NetV, N(n) = 0 si |n]| 2 [aN]*. On prend
dans la suite pour a le nombre /g ol ¢ est donné par I'hypothése (i1).

On se donne une fonction f a spectre dans 4 (qui est inclus dans N donc les
sommes partent de n = 0) et la N**™¢ somme partielle de Fourier s’écrit :

SN(f) = Zﬁwmmmm

n=0

— Zf(n) ( 2, N(n) =V, [A](Tl)) en + (f * Va.[?])

n=0

Or, le support de la transformée : f(n)(m - V:'[\E]) est inclus dans :

[[-’-}] +1, [a*(1&) + 1)]+] et est donc inclus dans [N', g[N'}*] avec N' = [&] + 1.
Donc, on majore cette somme partielle par :

IS8 (F)lleo < v = Vo) +
6
<C—=Ifla+

Ainsi U(A) est fini et A est dans UC.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle notion d’ensemble :
les ensembles de convergence complétement uniforme. Nous en aurons
besoin dans 1’étude de I’union de deux éléments de UC.

Définition : On appellera ensemble de convergence complétement uniforme
une partie A de Z telle que sup{U(p + A)} soit fini. On notera CUC la classe
PEZ

des ensembles de convergence complétement uniforme. On remarque que CUC est
inclus dans UC et que CUC contient les ensembles de Sidon.

Théoréme 2.5. (cf. [16]) On peut également caractériser ’appartenance
a CUC d’un ensemble A de UC en terme de mesure. Ainsi, A est dans CUC si

et seulement si A est dans UC et s’il existe une mesure g de M(T) telle que
g(ANzZt) = {1} et f(ANZ~)= {0} .

Preuve : Montrons d’abord que la caractérisation est nécessaire. Pour tout
entier N, U(/\ — N) est fini donc A — N est dans [7C donc il existe une mesure
vy telle quée : n(n—N)=15si|n— N|< N pour n dans A et on(n—N)=0si
|n — N| > N pour n dans A avec de plus ||[yn|| € C pour une constante C > 0.
On pose alors pyn = envy qui est encore une mesure bornée en norme par C sur
T et dont la transformdée vérifie pour tout n dans A : fin(n) =1si0<n < 2N et
pn{n)=0s1n <0oun>2N\.
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Comme la suite {un} est bornée dans M(T) qui est le dual de C(T), {un}
admet une sous-suite {un,} qui converge pour la topologie o(M(T),C(T)) vers
une mesure u. Or, en testant cette convergence faible sur les caractéres, on obtient
la transformée de u car pour k fixé dans Z :

g1y 1 siN,assezgrandet k€ ZtNA
”N’(ek)—#N’(k)—{ 0 siNpassezgrandetke€eZ™ NA

Ainsi, 4(n) = 1 si n est dans Zt N A ¢t i(n) = 0 si n est dans Z~ N A. Ce qui
démontre la caractérisation. ‘

Inversement, montrons que cela suffit. On se donne f dans Cp_n alors, on
majore aisément la somme partielle de Fourier :

ISN(F Moo =lenSn ()| = |l = Sonv(en )|,
<lleh || Szn(en f) || o |
<lellUA) llenfllo car enf € Ca

Donc ||SN(Nll oo < £l U(A) ]| f]l o, donc A est dans CUC.

Corollaire : Un ensemble de convergence uniforme E inclus dans N est un
ensemble de convergence complétement uniforme.

Preuve : En effet, il suffit de remarquer que E étant un ensemble de
convergence uniforme, il existe une suite bornée de mesures {un} vérifiant pour
tout entier n de EN [N, N} donc de EN[0,N} : Zn(n) = 1 donc une valeur
d’adhérence p de cette suite de M(T) muni de la topologie o(M(T),C(T)) va
vérifier pour tout n de E : [i(n) = 1 car fin,(n) = 1 dés que Ny est assez grand.

De plus, ENZ~ est vide. Ainsi, d’aprés 1. théoréeme précédent, E est €lément de
CUC.

Définition : On dira que deux parties A et B de Z sont harmoniquement
séparées si il existe une mesure telle que : 14 = 1 et si fijp = 0. Ainsi, par exemple,
deux ensembles de Sidon disjoints sont harmoniquement séparés (leur réunion est
un Sidon) et nous venons d’établir que si A était dans UC et queZtNA et Z-NA
étaient harmoniquement séparés alors A était dans CUC.

Nous allons généraliser dans Z PPexemple exhibé dans le théoréeme
2.1 (p.11) mais pour cela nous aurons besoin de quelques résultats qu’il
est par ailleurs intéressant de connaitre.

Théoréme 2.6. (cf. [17]) Sl existe une constante C et des parties

A1,..., AN de Z telles que, pour tout 7,7 de {1,...,N}, onait: U(4; U 4;)< C
alors on a:

N -
vl lJ4;] <6ey .

J=1
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Autrement dit, sachant que ['union deux a deux de parties de Z est dans UC avec

une majoration uniforme de leur constante UC, on déduit que, en fait, I'union de
tous ces ensembles I’est aussi.

Preuve : On va démontrer ce résultat par récurrence sur N bien siir. Pour

N = 2 : c’est I’hypothése. Supposons donc que le résultat soit établi a ’ordre

N — 1. Ainsi, pour toute sous famille de N — 1 parties :4;,,...,4j,_, on ala

majoration :
N-1
v (U Ajk) < BCP
k=1
N-1 N-2
Ainsi, U Aj, respectivement AU U Aj |, resp. AN—1UAN, est un ensemble
j=1 j=1

de convergence uniforme donc est associé & une mesure uy, resp. vy, resp. n, de
., gN-3 3N-=3
norme majorée par (5C) , resp. (5C) , resp. C.
On considére alors la mesure Sy = un*UN+uUN*ENFUN*EN—2un*Un*EN
N N
qui est associée a U Aj car fn(n) est nul si n est dans U Aj mais en dehors de

=1 =1

N
[-N,N] et sinestdans {—-N,...,N}N U Aj,ona:fn(n)=14+1+1-2=1.
=1
De plus, la norme de Sy est majorée par (5C)° +2C(5C) +2C(5C)*3"
donc par (5C )3A T ce qu’il fallait établir et le résultat est donc vrai par récurrence
pour tout N.

_31\'—3 3N—3

Deéfinition : On rappelle la définition d'un ensemble de Paley : il s’agit d’une
partie P de N telle que pour tout entier N le cardinal de I’ensemble P N [N, 2N]
soit ma joré par une constante ne dépendant que de P. On rappelle qu’un ensemble
de Paley se caractérise également comme union finie de suites de Hadamard.

Théoréme 2.7. (cf. [17]) Soit A = {n;};en- un ensemble de Paley alors
pour tout entier s de N* l'ensemble A* = {nj, + ...+ n,;, : n;, € A} est un
ensemble de convergence uniforme.

Preuve : Elle repose essentiellement sur la proposition suivante puisque
celle-ci donne en particulier une majoration de la constante U(.A4%). A4 désigne

un ensemble-de Paley tel que sup |4 N{N,2N]| soit inférieur a I\,
Nene

Proposition : Si on se place sous les hypothéses du théoréme précédent
alors on a pour tous les entiers h et I de {0,...

s 8} et tous les cntiers p et g la
majoration :

1N

U (A" + ) U (4h + g)) < slE7 58 a2m)
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avec la convention que A® signifie {0}.

Preuve : On procéde par récurrence. Pour s = 0, c’est trivialement vrai.

Supposons donc que la majoration soit vraie & l'ordre s — 1. On se propose de
majorer d’abord U(A?®).

On peut écrire A® comme {nj, +...+nj, : nj, € Aet nj 2n;,,V2< k < s}
('addition est commutative!). Done, pour tout entier N non nul, on a d’aprés la
derniére majoration de la preuve du théoréme 2.4 avec g =4 :

U(A*)<3+6 ;ug [U(4° " [N,4N])). D’otr :

ene

KN.:
UA*)<3+6 sup |U| |J {4 +n;)
NeN® m=1 )

ou {n; }ﬁ":'; est I’ensemble A N [[%] + 1,4N] car on doit avoir :
. N N
N < nj, +...+nj +nj < sy osoit njy > - donc nj 2 [?] + 1.

De plus Kn, désigne le nombre d’éléments de A N [[%] +1,4N]. Celui-ci est
majoré par K fois le nombre d’intervalles ( que l'on notera i ) tels que : [N,4N]
contienne [[Z;l] , 2[%’-]] Jeens [2“1 [1—:’-] , 2 [’:']] .t est donc le plus petit entier tel que
4N < 2'[2] donc i > 2 + log,(s) et on a enfin Ky, < K (3 + logy(s)).

Ainsi, d’apres 2.6 : on majore U(A°) par

SKN,O-:

3+6 5( sup  [U((4°7! +nj,)u (47 + n:;ﬂ)])

1<m,m'SKN,.

-’
—

X
<s ((35(.- 1) 4as(e— 1))(22(.-x)+;.2(.—1)),)
~r

Donc, on majore finalement U(A4°) par CHERD R

Ceci fait, on va démontrer la propriété proprement dite par récurrence : les cas
ou h et k sont inférieurs & s—1 sont compris dans ’hypothése de récurrence. Il reste
donc & traiter le cas h = s. On démontre par récurrence & nouveau sur k que l'ona
bien la majoration annoncée pour k dans {0,...,s — 1} : si k est nul, on and’a.pri;s
le corollaire du théoreme 2.5 : U((A° = p) U {g}) < U(4%) < 5@7+0E¥ 0%,
Supposons le résultat vrai pour k — 1 et p > g soit p = g+ on a d'apres le
corollaire du théoréme 2.5 puis en utilisant la derniére majoration de la preuve du
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théoreme 2.4 :

U ((4° +p) U (4F +q)) =U ((4° +r)u 4F)
<346 sup [U(({4" +r} U{g}) N[N, 4N])

KN,A
<3+6 sup |U U {4 4+ n; JUA +7
NeN: m=1

ou comme précédemment {n,-m}i”;'l' ‘est 'ensemble 4 N [[%’] + 1,4N] et Kns <
K (3 + log,(s)). Ainsi, on aboutit & la majoration :

K
U ((4° +p)U(4F +g)) € 5(E7 0 42)

Dans le cas ol p < g alors ¢ = p+ r et c’est la méme chose en faisant passer le r
de 'autre coté.

Il ne reste enfin plus qu’a traiter le cas h = s et k = s : on suppose encore
p =g+ ( 7 positif ) et on obtient toujours de la méme maniére :

U((A*+p)U(A°+q)) SUAU (A +1))
<3+ 6 sup [U((4°+r)UA°)N[N,4N])]

NeN-
Kn.
<346 sup (U| | J{A* " +nj Ul +r
Nene m=1

ss((35‘+35')(22'+22' )!)I“

Tous les cas ont donc été étudiés. Ainsi, par récurrence, on a bien la majora-

tion annoncée et la proposition est donc compléetement démontrée. Cela achéve
également la preuve du théoréme 2.7.

Nous avons déja remarqué que CUC contenait les ensembles de
Sidon. Cette inclusion est stricte puisqu’il suffit de considérer un
ensemble de convergence. uniforme d’entiers positifs qui ne soit pas un
Sidon, par exemple, d’apreés ce qui précede :{37+3% : p # ¢}. Le théoréeme

suivant est non trivial en ce sens que l'on gagne la symétrie par rapport
a 0.

Théoréme 2.8. (cf. [16]) I existe un ensemble de convergence compléte-
ment uniforme, symétrique, qui ne soit pas de Sidon.

Preuve : Dans la suite, on identifiera allegrement T dans T et un représentant
de T appartenant a [0, 1. Commengons par remarquer que, comme {exp(in)} est

dense dans T, on peut trouver pour tout couple (u,v) de T (u différent de 1)
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une suite {n;} vérifiant la condition de lacunarité : nyy; > 2n; > 0 telle que
{exp(ink)}k soit dans le segment [u,v]. On se donne alors deux segments 4 et
B tels que A + B soit inclus dans I'interalle - 5 %] et on associe 2 A et B deux
suites de Hadamard Q et R comme précédemment. On considére alors 1’ensemble
E = Q + R. E n’est pas un ensemble de Sidon d’apres le théoréme 1.2 (Q et R
sont infinis).

Pour établir que E est un ensemble de convergence uniforme, il suffit
d’appliquer le théoréme précédent avec s = 2 puisque 'ensemble E=QUR
est en particulier un ensemble de Paley donc E? est dans UC et a fortiori E aussi.
D’apres le théoréme 2.3, EU(—FE) est aussi un ensemble de convergence uniforme.

Montrons que E U (—FE) est un ensemble de convergence complétement uni-
forme. D’aprés le théoréme 2.5, il suffit de montrer que E et —E sont harmonique-
ment séparés. Notons ¢ la fonction qui a n associe exp(in). On a par construction :
o(E) C [3,2] et o(—F) C [, %] (via I'identification annoncée).

Soient bE, respectivement —bE, la fermeture de E, resp. —F, dans le com-
pactifié de Bohr bZ de Z. On peut alors étendre ¢ en une fonction ¢ continue sur
bZ en posant B(7) = v(0) (v € bZ) et on a: G(BE) C [%, 2] et 3(—bE) C [2,1%].
Donc, bE et —bE sont disjoints et on peut choisir un voisinage symétrique V de

0 dans bZ tel que bE + V et —bE + V solent encore disjoints (car bZ est compact
donc normal).

En posant U = bE + V, on peut donc construire, d’apreés le lemme d’Urysohn,
une fonction v continue sur bZ qui vaut 1 sur U et 0 sur —U. On considére alors
£ = ;-(l—vjz/) * 1y qui est élément de A(bZ) = {i : p € L}(Tq)} (T4 désigne T
muni de la topologie discréte, son dual est bZ) comme convolée de deux fonctions
de L? (cf 1.6.3 [14]). Ainsi, £ est la transformée de Fourier-Stieljes d’un élément
de M(Ta) (Tq est discret) donc §jz est la transformée de Fourier-Stieljes d’une
mesure discréte pu de M(T). Ainsi, avec m désignant la mesure de Haar sur bZ :

comme £(t) = ;(1‘—,)/ Y(t — 2)dz = f(t), on a 2(E) = {1} puisque, pour tout z
v

de V, E — z est inclus dans E + V donc dans U sur lequel ¥ est constante & 1. De

méme, on a g(—F) = {0}. Donc E et —F sont bien harmoniquement séparés et la
démonstration est achevée.

Théoreme 2.9. (cf. [16)) Si I'inclusion. de CUC dans UC est stricte alors

P'union de deux ensembles de convergence uniforme peut ne pas étre un ensemble
de convergence uniforme.

Remarque : Ainsi il ne restera plus qu’a exhiber un exemple pour montrer
que cette inclusion est effectivement stricte et on aura donc l'inclusion stricte de

UC dans {AU B : A,B € UC}.

Preuve : Supposons donc qu'il existe un ensemble E de UC qui ne soit
pas dans CUC. Posons. pour un entier n momentanément fixé : Ef = ENJ0,n];
E; = £€n)—n,0let Ff = E} +2°"; F7 = E; + 2°". Puis, on pose enfin
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H* =|JFt et H- = JF;.

n

H™ et H™ sont des ensembles de convergence uniforme. En effet, pour tout
entier N, H* N [N,2N] = E} + 22" N [N,2N] pour un n convenable donc est
inclus dans E} + 22" qui est un translaté de E} qui est inclus dans N donc est un
ensemble de convergence completement uniforme d’apres le corollaire du théoréme
2.5. Ainsi, d’apreés le théoréme 2.4, H* (il en est clairement de méme de H ™) est
dans UC, et H¥, H™ sont dans N.

Supposons que HT U H~ soit dans UC alors il existe une suite de mesures
{u~n} de M(T), bornée en norme par un réel KX, telle que :

—~n_f 1 sijeHYUH")N[-N,N]
uN(J)—{ 0 sije(H*UHT)\[-N,N]

Alors, on considére les mesures : v = e,2: 4o2¢ Qui sont toujours bornées en norme
’ : . 22k {o

par K, et dont on peut donc extraire une sous-suite (que l'on note encore v pour

simplifier) qui converge *faiblement vers v. On a donc pour tout entier j :

~iN s | o2k 1 sij+2*e¢(HYUH)N[0,2%"] soit j € EF
7(7) = By +2 )‘{ 0 sij+2% e (HY UH")\[0,2% soit j € B}

On obtient donc par passage a la limite faible :

5(j) =4 1 sijeENN

V=Y 0 sijeENZT

Ce qui signifie que E est dans CUC d’aprés le théorére 2.5, ce qui est contraire &
I'hypothése donc H* U H™ n’est pas dans UC et le théoréme est prouvé.

Comme annoncé nous allons montrer que I’inclusion de CUC dans
UC est stricte. Fournier a démontré ce résultat, résolvant ainsi la
b 5
question de union, en se servant Ju travail précédent de Travaglini.

Théoréme 2.10. (cf. [1]) Soit H une suite lacunaire 4 la Hadamard. Alors

H — H est un ensemble de convergence uniforme qui n’est pas un ensemble de
convergence complétement uniforme.

Preuve : Posons E = H — H. D’aprés le théoréme 2.3, pour établir que E est
dans UC, il suffit de montrer que E¥ = ENN et E~ = ENZ™~ sont des ensembles
de convergence uniforme. Comme E est symétrique, il suffit donc de le montrer
pour E¥. Enfin, d’aprés le théréme 2.4, il suffit de majorer sup U(EN[N,2N)). En

N3>1

effet, par définition de H, il existe r > 1 tel que pour tout j : hjy; = rh;. Fixons
N et considérons les entiers j tels que il existe ; (qui vérifie alors nécessairement
ij < j) tel que hj — hy; soit un élément de [N,2N]. Parmi ces entiers j, on choisit
le plus petit J qui vérifie donc hy > N. De plus, on a la minoration :

N Zh;—hiy 2 =1y 2 (r - )9y > (r = 1) IN

22



. - , . 1 ” Y
Ainsi, (r —1)ri" 17 < 2etdoncj—-1-J< %=)‘—) que l'on pose égal a L(r). 1l

y a donc au plus I(r) + 1 indices j puisque J < j € J + L(r). Donc E N [N,2N]
est inclus dans une union d’au plus L(r) + 1 cosets de (—H) car tout élément
de E N [N,2N] s’écrit h; — h;;. Ainsi, (—H) est quasi-indépendant et cette union
finie de cosets de (—H) est donc un ensemble de Sidon de constante de Sidon
indépendante de N. E N[N, 2N] est un ensemble de Sidon de constante de Sidon
S(r) et on'a: U(EN[N,2N]) < 5(r). Clest ce qu’on voulait montrer et E est bien
dans UC.

Montrons que E n’est pas dans CUC. Fixons un entier M. On considére la
matrice de Hilbert A d’ordre M : il s’agit de la matrice de terme générique Apq (
I1<pS<Metlg<pg M)avecA,,q—OSIp—qetqu— sinon. Il s’agit en
fait d’une matrice de Tceplitz associée & la fonction ¢» de L°° donc de L? définie

2' i 2 (1 - ) . :
par o(z) = g _z_sx_n(ﬂ‘ril =17w(1 — 2z) pour tout z de ]0, 1| car, pour tout p,q
n21

de {1,...,.7\4},;,3(p—q)=A [ »
Rappelons que A est de norme inférieure & 7= : pour tout p,q, 4, =

(veq,ep)L2 donc A est la matrice représentative de la composition de I'opérateur

M, de HM (Vespace vectoriel engendré par les ex pour 1 € k < M) dans L? qui &

y associe oy et de la projection orthogonale Py sur H}. Ainsi, on peut majorer

la norme de A par ”‘Png H [[M,]]. Or ”PH;W “ est égale a 1. Quant a ||M.||, on la
majore via 'inégalité :

M (), < lleylls < lylls lello

donc on obtient IIAJ‘,H lelloe < 7. On a donc bien ||A]] <

Donnons nous ma,mtenant 6 dans {0,1] et le vecteur de CM : v(8)
{vj(0)}1¢j<nr avec vj(8) = exp(2imh;6). Le polynéme f, défini par f(6)
(v(8), Av(8)) ‘est alors & spectre dans E puisque f s’écrit en fait f(6)

Z ———exp (2in(hm - hn)6). D’aprés la majoration précédente sur la norme

m¥En

de A4, on a une majoration de la norme infinie de f. En effet, pour tout 6

de [0,1], on a, par définition de f, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2

IF(O)] < lAlHlv(O)lfz < =M donc || fll, < 7M.

z 1
; T T T N
D’autre part, on considére 'estimation : E f(k) = E —

—n

donc en

k>0 m>n
A -1

faisant le changement d'indice 5 = m — n, on obtient Z(]\l - _7)— car il y a

J=l1
(M — j) entiers "m” existant a j fixé. Soit encore :
oy s M
Y‘r(i)—r\f—1+7\12--21 M (log(21) — log(2)) = == log ()
k>0 J j=2
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car M 2 m”- d’apres I'étude précédente.

Ainsi, si on choisit N = h M, le polyndme g défini par g = e_n f est & spectre
dans E — h M et sa somme partielle de Fourier est minorée par :

ISl > | 3 dm)| = 3 (k) > 1 1o X

|n|<M k>0

d’ol on conclut que la constante de convergence uniforme de E — hjs est minorée

par 1log(4) et donc E ne peut étre un ensemble de convergence complétement
uniforme.

Remarques : On a ainsi démontré que 'union de deux ensembles de
convergence uniforme n’est pas nécessairement dans UC en exhibant en fait au
passage deux éléments de UC dont 'union n’est pas dans UC. En effet, nous
venons d’établir que, étant donnée une suite H lacunaire 4 la Hadamard, ’ensemble
H — H donc a fortiori 'ensemble H — H + H n’est pas dans UC. On se donne
une telle suite H avec un rapport supérieur & 2 (c’est & dire hj4; = rhj avec
r 2 2). On consideére alors les ensembles A = {h; — hj + hg : ¢ > j > k} et
B = {hi—hj+ hx : j > i > k} qui sont alors des ensembles de convergence
uniforme (il suffit de reprendre la démonstration de théoréme 2.9 et de remplacer
le terme 22" que ’on ajoute & EF par hy et comme H — H est dans UC on conclut
que A (c’est la méme chose pour B) aussi). Remarquons que les ensembles A et B
sont inclus dans N donc sont dans CUC d’aprés le corollaire du théoréme 2.5. On

a donc aussi le résultat suivant : il existe des ensembles de CUC dont ’union
n’est méme pas dans UC..

On peut donner une autre preuve de la deuxiéme partie du théoréme précé-
dent : Soient E et F deux parties infinies de N alors E — F n’est pas dans
cucC.

En effet, supposons le contraire. Il existe une mesure p telle que pour tout n

de E — F,on ait : i{n) =1sin > 0 et i(n) =0 sinon. On pose E = {m;}; et
= {n,}, et on considére les caractéres ®; = e_m; et U; = en;. On a alors :

1 ' im; 2 ng
/0q’j(t)\l’k(f)dp(t)=,},(m_j_nk)={ 1 simj2ng

0 sinon

Comme L® est le dual de L?!, le théoréeme d’Alaoglu implique ’existence d’une
valeur d’adhérence @, resp. ¥, de la suite, bornée dans L™>(u), {®,}, resp. {¥;},
pour la topologie *faible. Ainsi [®U;du converge vers [@Tdpy et, & k fixé,
J @,V du converge vers [ ®¥du. En particulier, pour j assez grand, m; > nj et
[@;¥rdu =1 done [ @Tdu = 1. Alors que en approximant d’abord [ ®¥du par
f @ ;¥ du puis par les f @ ;¥ dy mais, nécessairement avec m; < ny cette fois, on

obtlcnt ([ @,V dy =0) f@\l‘d;: 0. I y a donc contradiction et E — F' n’est pas
duns CUC.
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Ainsi, on a le contraste entre les deux résultats suivants : si E est un ensemble
de Paley : E+ E + E est dans UC mais E — E + E n’est pas dans UC dés que E
est infini et inclus dans N (donc en particulier si c’est un ensemble de Paley). Ceci
conduit & la question de savoir si E — E est nécessairement dans UC si E est de
Paley. La réponse est négative car comme on va le voir dans ’exemple suivant, il
existe des paires de suites de Hadamard (E;, E;) telles que E; — E; recouvre Z.

Terminons ce chapitre en remarquant que le résultat du théoreme 2.7 est
optimal en ce sens qu’il existe un ensemble E de Sidon tel que E + E ne soit pas
dans UC (on rappelle qu’un ensemble de Paley est une union finie d’ensembles de
Hadamard donc est un ensemble de Sidon). En effet, il suffit de considérer I’union
de A = {10"+n} et B = {—10"}. A est une suite lacunaire & la Hadamard avec un
rapport supérieur & 9 et, en valeur absolue, B est aussi un ensemble de Hadamard
(on prendra E; = —B pour I'exemple de la remarque précédente). Pourtant, tout
entier n s’écrit n = 10™ 4+ n — 10" donc E + E recouvre N et n’est donc pas dans

UC.

1
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3

Spectres polyndmiaux

Un des problémes soulevés par Ul'yanov était de savoir si {k?}ren est un
ensemble de convergence uniforme. Oskolkov (cf. [8]) a répondu par la négative a
cette question. Il a méme établi le résultat pour tout ensemble polynomial. C’est
I’'objet du théoréme 3.1. Ensuite, nous en déduirons quelques corollaires. La partie
fondamentale de la preuve du théoréme 3.1 réside dans le lemme suivant.

Lemme : Soit r un entier supérieur & 1, on considére P, un polynéme de
R[X] : P(X) = aoX"+...+a,. Soit M un entier supérieur & 1. On a la majoration :

Z ' e;:p»(2i7r_Pr(n))

n

< Crlog(M)—er
1| njgM

ot C, est une constante ne dépendant cue der et £, = 21",

Preuve : Nous allons 1’établir par récurrence sur . Pour r = 1, on a
Pi(z) = apz + a3, avec ag # 0, et, avec {ao} la partie fractionnaire de ag :

Z exp(2im(aon + a;)) _ Z exp (2iragn)
‘ n

n
1<InI<M 1< n|< M

N Z sin (27.'a0 n)

n
1<n<M

o Z sin(2r{ao}n)

1<ngM n
Or,
sin(27{ag}n 1 [27{ae} 1 27{ac) gin((2MAD!
PGl VAN PR IOTTE [ e
1<ng A ‘ . =Jo 2 Jo sxn(z)

On introduit alors la fonction f définie sur )= 27, 27| par f(t) = ——1('—)~ — 2 et par
sin K3

f(0) = 0. Cette fonction est C* sur | — 2#,2%[. On a alors la majoration :

/(2h4+1)n{ao} sin(u)d ‘
u
0

Z sin(27{ao}n)

n

<7+

u

1<n<M _
1

27{ap}
/ sin(————(zM * l)t)f(t)df.
o .

2
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Les deux intégrales du membre de droite sont bornées uniformément en M et en
ap ({ao} est élément de [0, 1{). Ainsi I'inégalité est établie pour r = 1.

Supposons maintenant que nous l’ayons établie pour r > 1 et posons Hyy =

Z exp(2im Prt1(n))

n

. On obtient par élévation au carré :
1<inigM

Hulf= 3 exp (27 (Pry1(n) — Prya(m)))

nm

1<lInl,|m|<M

On fait le changement d'indice m = n + h, h varie alors dans {—2M,...,2M}
et n dans {max{—M,—M — h},...,min{M, M — h}} avec bien sir la contrainte
n # —h et n non nul, on note I} cet ensemble dans lequel n varie. A h fixé, on
pose Qn(X) = Prsa(X + h) — Pry1(X). Qn est alors un polyndme de degré r.
L’expression de |Hp|* devient alors :

2M .
Hpl? = Z Zexp(2z7rQh(n))

h=—2M neln (n+h)n

o s A . ’, 1 2
On remarque que le terme associé a h = 0 est majoré par 2 E — donc par 7.
p21
1 1

De plus, pour k non nul, (—n—_:m = % (; — n—_*_h) Séparons les différents termes

de la somme :

Premier cas : pour 0 < A < M : les termes correspondants sont :

nel, (n+h)n h nelp n nel, n+h

Z exp(2i7Qa(n)) _1 [Z exp(2irQnr(n)) _ Z exp(ZirQh(n)):l

Dans ce cas Ij se réduit & {—M, M — h} \ {0,—h} donc, on obtient :

z exp(2iwQn(n))

n

<

Z exp (2i7Qn(n))

nGIhU{—h}

<+

1
nel, h

On reprend la somme du membre de droite et on la majore par :

' exp(2i7Qp(n)) Z exp (2i%Qx(n))

n g > n
n€lyu{-—h} 1<|n|KM~h
—foh—] exp(2i7 Qi (n))
* — n
n=-—»M]
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L’hypotheése de récurrence s’applique alors au polynéme Q et on a :

exp (2i7Qn(n)) 1 _,,  CMEhm
13 - <5 + C- [log(M ~ 3) e i
ne€ly n==-M
<L 4 ¢ flog(M) 4 — T
Sp Tl M—-h+1

En faisant le changement d’indice n' = n + h et en posant Ry(X) = Qn(X — h)
qui est encoré de degré r, on obtient de méme :

h
M-—-h+1

+ Cr [log(M)]' ™ +

z €xXp (2inQ;,(n))

1
n+h S h

nel,
Ainsi, on a une contribution totale du premier cas majorée par :

—e, h
22 [ +Crl log(l\l)] + m]

On a donc un O ([1og(M')]2—¢' + 10g(]\l)> soit O (log(M))*~¢" puisque 2—er 21

Deuxieme cas : on considére les h tels que M < h < 2M. I, est alors
Iintervalle d’entiers {—2A,...,M — h} et on a la majoration brutale :

M

1 1 2M —-h 1
<= =< <
S hnzl\;:Mn Rh—M) Sh—M

711_ Z exp (22'7;62;, (n))

nely

car, ici, 2M —h < A. Quant 4 ’autre somme, elle se majore de la méme maniere. On

2M
obtient donc une contribution du second cas majorée par un O ( — M>
| h=M+1
donc par un O(log(M)) et a fortiori O (log(M))*~°".

Derniers cas : le cas ot =M < h < 0 se traite comme le premier cas et le
cas ou —2M < h < —M1f se traite comme le deuxiéme.

Ainsiv on obtient finalement Vestimation : |Hpa|? = O (10g(]\l))2 ‘" donc il
existe Cyy strictement positive telle que |Ha} € Cryg [10g(]\4)]1—_

soit : Z CXP(Qi”ff-H(”))

1| M

< Cry1 [log(A)) ~ e+

Ce qui établit 'inégalité & l'ordre r. 4+ 1. Ainsi, par récurrence, le lemme cst
démontré.
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Théoréme 3.1. Soit r un entier supérieur a 1, on consideére P, un polynéme
de R[X] : P(X) =aoX"+...4a, tel que P, prenne des valeurs entiéres distinctes
sur N.

Alors K = P,(N) n'est pas un élément de UC. De plus, on a une minoration

de la Kig™¢ constante de Lebesgue : il existe a, > 0 tel que, pour tout entier M :
Lx, (L) 2 arlog(M)ér avec g, = 21~

Preuve : On considére la fonction continue T définie pour a dans [0,1] par:

exp(2iraPr(n + M)) exp(2iraPr(n))

Tu(e)= > ( n = 2 n-M
1<IniM ognLzM

On applique le résultat du lemme au polyndme aP, (X + M) et on obtient la

majoration :

”TM neo = sup lTM(a)‘ < Cr [log(ﬁl)]l"'

a€[0,1]
D’autre part, la fonction Ty est & spectre dans K. Quitte & renuméroter la suite
K, on peut supposer qu’elle est croissante. Soit v = P(M — 1), on a alors la
minoration :
' M-1
1S(Tr)lloo 2 15.(TH)(0)] = 2 M Z > log(M) — ¢

ol c est une constante strictement positive. Il résulte des deux relations précédentes

que »
1S (Ta)lles o log(h) — e
ITrlle  ~ Crllog(M)) ™5
ol a, est une constante strictement positive. Cette minoration assure la divergence

des constantes de Lebesgue car v ~ M"™ quand M tend vers l'infini (ol r est le

degré de P), donc K n’est pas un ensemble de convergence uniforme et la preuve
du théoréme est achevée.

2 oy [log(M)]*

Remarque : La preuve du théoréme précédent consiste en une minoration de
la constante de Lebesgue. En fait, Arkhipov et Oskolkov ont démontré que la Ki§™¢
constante de Lebesgue d'une partie polynémiale K était de I'ordre de croissance de
log(N). Nous préciserons cela mais avant nous admettrons le prochain théoréme
dont la démonstration utilise des estimations issues de théorie des nombres (on

trouvera une preuve partielle dans [9] qui utilise notamment la "meéthode des
cercles™ de [19]).

Théoréme 3.2. Soit r un entier supérieur & 2, on considére P, '’ensemble

des polynémes P de R[X] : P(X) = aoX" + ...+ a, tel que P prenne des valeurs
entiéres distinctes sur N. Si on note :

Hn(P) = Z exp (217 P(n))

1< [N
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On a alors pour tout r > 2:

9r = sup |Hn(P)| < oo
NEN®

PEPy
De plus, pour tout P dans P, la suite {Hn(P)} neNn- converge.

Théoréme 3.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si on note
K=P(N)={KCN}nen,on2a:

-S-yl—-log(N) < Lxpy_,(K) au voisinage de + o0.
,

Comme on peut la majorer par Lx,_,(N) qui est équivalent & 25 log(Kn) soit &
2 log(NT), Lx,(K) est donc de I’ordre de croissance de log(N) au voisinage de
+o0.

Preuve : Donnons nous deux entiers N et M puis introduisons la somme :

T m(a) = Z exp(2in P(r + N)a)

avec a dans [0, 1]
n

1<In|<M

La fonction T, p ainsi définie est continue & spectre dans P(N). Ainsi, comme

dans la preuve du théoréme 3.1, on peut minorer la norme infinie de sa K:ﬁ_f,’ff

somme de Fourier par log(N) dés que M 2 2N + 1. Si on fixe momentannément

N et a, aP(X 4+ N) est un élément de P,. D’apres le théoréeme 3.2 admis, on
peut majorer la norme infinie de T ar par gr pour tous les entiers NV et M. En

particulier, on obtient la minoration annoncée de Lx, _, (X).

Corollaire : Soient P* un polynéme pair et P~ un polynéme impair, tous
deux prenant des valeurs entiéres distinctes sur N. Alors, les séries de la forme
suivante convergent :

i exp(2ir P* (n)) sin(27 P~ (n))

de plus, les sommes partielles sont uniformément bornées par une constante ne
dépendant que de leur degré. En particulier, c’est le cas pour les séries de la
forme :

> sin(27n?i+16
Fojnn(6) = ( )

n=1

n

ou j est un entier.
Preuve : Il suffit d’appliquer le théoréme 3.2 4 P = Pt + P~.
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Remarque : I est 3 noter que I’on ne peut espérer une majoration du méme
type si l’exposant est pair, non nul, car en choisissant § = 1, on obtient, compte
tenu du fait quen?’ =0 [3]sin=0 [letn¥? =1 [3]sin==x1 [3):

N . : N
1 sin(27n%/6 . ,2 1
swEdy = 3 ) gy v L
3 n=l n 3 ne=l n

n=3m#$1 n=8mtl

et la série diverge.
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4

Un résultat sur la densité des
ensembles de convergence uniforme

Un des problémes soulevés par Ul'yanov [18] est celui de déterminer la densité
possible d’un ensemble de convergence uniforme. Ce probleme revient a trouver,
pour tout N, le cardinal optimum de ¢ C {-N,..., N}, avec U(0) restant borné
indépendamment de N. On peut le considérer pour d’autres systémes orthonormés
et par exemple pour le systéeme de Walsh.

On se placera d’abord dans le cadre du systéme de Walsh, puis on établira un
résultat équivalent pour le systéme trigonométrique.

Notation : Etant donnés ¢, N € N* avec 1 € ¢ < N, on désigne par S},
I’ensemble S§, = {o C {1,...,N} tel que |o| = g} et par v la mesure de comptage
sur S§. On rappelle également la définition de U(c) dans le cas du systéme de
Walsh (pour la définition des wj, se référer & l'introduction) :

z a;w; 1
=1
U(o) = SU‘DW J — 2 :1<s<N; (a;) €RN; supp({a;}) Co k
D aju;
L Jj=1 oo J

Théoréme 4.1. (cf. [6]))I existe ¢ > 0 tel que pour tout N =27, o r € N
est assez grand, et pour tout ¢ € {1,..., %}, on ait :

N 1
g . 9 q A
v{a € Sy :U(c) < clog (...+ Tog(M) } <z

Le résultat du théoréme stipule que si un ensemble inclus dans {1,...,N} est
de cardinal >> log(N) alors la probabilit! pour que U(co) diverge vers 400 avec
N est proche de 1. Ainsi, si jo| 2 N® pour un a > 0, alors U(c) est en grande
probabilité d’ordre de grandeur maximal, c’est & dire de 1'ordre de log(N).

Preuve : Etablissons tout d’abord un premier cas.

Supposons 7y (N borné. Il existe alors ¢ > 0 tel que clog(2 +1°s(N)) <1;
comme U(o) 2 1, {U. € S% : U(o) < clog <_ + H%;ﬂ)} = (), donc
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{a € 5% :U(e) < clog (2 + EE%T))} est de mesure nulle.

Il reste a étudier le cas ol E%N—) est non borné.
On supposera par exemple que E%T) > 20 et on pose § = &.

Le début de la démonstration consiste a déplacer le probléme en changeant
d’espace de probabilité. L'’essentiel de la p-euve sera alors, dans ce nouveau cadre,
d’établir I'inégalité suivante :

(%) Iz {w €Q: Uo(w)) Sclog (2 + logzN))} < }%

~pour un ¢ > 0 convenable.

Pour cela, plalﬁ;ons le décor probabiliste : on munit {0,1} de la mesure o
définie par :

men={,25 5325

siz=0

Soit = {0,1}¥, on note, pour w € N, £;(w) la i**™¢ coordonnée de w.
On munit §2 de la mesure produit naturelle p :

N N
pw) = H#o(ﬁ_;(w)) =[] 651 — g6

1=1
Les variables aléatoires £; forment alors une famille de variables aléatoires indépen-

dantes (ce sont les fonctions coordonnées sur un espace produit!), valant 1 avec
probabilité §, 0 avec probabilité 1 — § et c'onc d’espérance 6.

Posons: o(w)={1:1 <7< N,&(w) =1}

T :Q — P({1,...,N})

w — o(w)

Soit p la mesure image de u par T, on obtient alors un espace de probabilité
(P({1,...,N}),p) et, par définition, si A € P({1,...,N}) avec |{A]=g,on a:

p({A}) =p(T7 ({4}) = 1 ({w € 0 : o(w) = 4))
=p({weQ:(w)=1s11€ 4et {(w)=0 sinon})
=69(1 - §)N 9

Le cadre de la démonstration étant fixé, faisons les remarques suivantes :

1l existe 0y,...,0,, éléments de S}, tels que

— g i S q —
{a €S, :U(o)<clog (~+]og(.-’\.")>} {o1,...,0r}
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Deés lors, on obtient I’égalité :

ré?(1 - 6)N-1
C}69(1 — 6)N-19

v({o1,...,00}) = Cr}'\, =

o Set v ({on,..-,or)) = Bigssszl)

Or, par définition :
p({o1,.--,0:}) =u (T ({o1,...,0r}))
=pu {w €Q: jo(w)| = g et Ulo(w)) < clog (2 4+ —3 )}

| log(N)
() <u{oen: vy <clog (2+ 55}

D’autre part, minorons I'expression u {w € : |o(w)| = ¢} ; on remarque que

p{we: o) =¢q}=CLu{we: w)=1s;5€{1,...,9}}
| =CL67(1 — )N 9
_ NI ¢* (N - g)(N—9) _q
S NN (N =g car&—-N

! /| N
V2r \ o(N —q)

puisque la formule de Stirling nous donne m! ~ /2xme™™m™ quand m +— +oo.
En tenant compte de 1 € ¢ < %, on a alors 'existence de K > 0 tel que:

3) wlwenslo@i=e} > o=
On peut maintenant conclure aisément, en combinant les relations (1), (2) et
(3): |
q p{weQ:U(a(w)) < clog (2+gg%,\—,))}
v<o:U(o) <clog (2+1 N)}g e
og(N) N

Soit encore, en tenant compte de (*) :

5
. q ‘I\’Z‘ 1
1/{065}{..[7(0)<c10g <2+]og(1\’)>} < S-< =
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dés que N est assez grand, ce qui prouve le théoreme 4.1.

Il reste donc a établir la fameuse relation (*). Pour cela nous
allons commencer par établir différents lemmes de nature hilbertienne.
Nous travaillerons avec des scalaires ;omplexes pour pouvoir les utiliser
ensuite pour traiter le cas du systéme trigonométrique. Dans le premier
lemme, il y a un mélange entre les normes ||.|j; et |.|,.

Lemme 1 : Soit b= (b;,...,br) € C? tel qu'il existe By > 0 tel que
pour s € {1,...,r =1} :

1 1
A,={k: 5ot <|bk|$5}

vérifie la condition : |A,| 2 Bo-2°
Alors on a, pour tout a = (ay,...,a) avec ||a]|; < A, o A € [1,(r — 2)%"-],

‘4
2

°vBo
8

)
>

lla = bll; >

Preuve : Donnons nous a avec |la}f; <A ,on %—i‘ <r-2.

Posons, pour 1 < s < r—-1,

As = Z lax|

kea,

On remarque que

Az Y lalz Yo A
1<kg2 1<s< B2 +1
car les A, sont deux & deux disjoints.

Ainsi A2 (B)Min{d, 1 1<s <R +1) =8, done A, < Bo

Posons A, = {k € Ay, : 337 < lax]}. On remarque que par définition de
spona: 5
0 !
5 2 Z lai| , car &, C Ay,
k€al,
3 3. 2°0
Done &>l o |ayjcm
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On obtient alors la minoration :

la=bdlz2 Y la-bl’> > (I6&] — lex)®

k€A, , k€A, \AL,

OrsikeAG\AL,  mder > el et g < el done (bl ~ lax]) >
Forz etona:

lA"O \ A'Bol - IA30| - |A1'lo‘ S ﬂozso

2
”a - b”2 ? 22s0+4 - 22s0+4 = 22s80+5
Bo27*°
?._
25

Enfin, on peut conclure : ||la — b||, > /222"

=4
d’ou: |la — b, > 27%-3‘/8-'3—7

Lemme 2 : Soit {®i}igigm une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H
complexe vérifiant la condition suivante :
il existe 1 > € > 0 tel que pour tout ¢ = (¢1,...,cm) € C™ on a

m
(=) ell, S D" civill < @ +€)llell,
i=1
Alors on a, pour tout c € £3*,
m ™m
2
Q=ellelz <D |O e »On‘Pk) < (1 +e) leliz
k=11 1=1
Preuve : L’hypothése nous donne que :
m
, — 2
Veely,  (1=efllell} < Y eiTi(wiwi) S (L+e) ell;
1,j=1
Ce qui signifie que la matrice hermitienne G; = [(©i,;)]1<i,jgm est définie

positive et que ses valeurs propres Ay,..., A\, vérifient :
1<i<m @ (1=-€)? <A <1 +¢€),
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Donc les valeurs propres de G; G} = G7 sont des éléments de [(1~¢)*; (1+4¢)]
et il en est de méme pour sa conjuguée = = [(©i,2;))1<i,jgm, ce qui se traduit
par :

(1 =e)llel; S UGel® < Q+e) ez, celp

Comme

2 m
= Z Z ¢iti(vi, 9k )@k, ;)

k=113

=Y &G
] )

=(G%,<) = |IGe?

(O civis k)

i=1

m
k=1

On aboutit a la relation annoncée.

Lemme 3 : On se place sous les hypothéses du lemme 2.
m
Pour ¢ = (c1,...,cm) € C™ on pose f = Zc;p;

Ti=1

Alors on a, pour ¢ assez petit,

"f - Z(f,s-”i)%

<3V I(Feo)lP)?
=1
Preuve : On a:

2

= IFI° =23 1(Feal® +

2
0<

};(fs ‘F’i)‘Pi'\

fF= (froi)ei
i=1

Or, d’apres 'hypothese sur les ¢,

m 2 m
\ Z(f» ‘r’i)'*r’i < (1 -+ 5)2(2 V\fa ‘191')‘2)
1=] 1=1

On a ¢également. d'apres le résultat du lemme 2,
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2

STUE el =YD cileior)| =1 —e) el
k=1 k=1 }|i=1

On obtient ainsi :

2

NP+ @ +€3) D Ifr00)* — @ =) |lell;

<(1+€) llellz #- (2¢ + €3)(1 +€)* [lell; — (1 — &)* llefl;
<1 +€)? = (1 —e)t +(2e + €)1 + )] llell;

f Z(fa (Pt)‘)a‘

i=1

Le terme entre crochet étant équivalent & 8¢ au voisinage de 0, on déduit que pour
€ assez petit, on a, en utilisant le lemme 2,

2

<8.5¢ ||c||§ 5)4 Z |(f, o)l

i=1

llf ~ S e

i=1

<% 3 1(Fw)l)

i=1

Lemme 4 : il existe o > 0 ayant la propriété suivante :

lorsque {i}i1gigm est une suite d’éléments d’un Hilbert complexe H
vérifiant

m
D ci

i=]

(1 —e)lell, < <1 +e)lell,

pour un 0 < € < gg et pour tout ¢ € £T*, alors pour tout z € H et pour tout
celT,ona

1

“;_wa > (1 -1z 00) - il 5—3\/'(2|<~¢)1)'

=1 .

Preuve : Soit R: H — L = vect{p;;1 < i < m} la projection orthogonale.

On a alors pour = € H :

/

m
Z Cig?i
i=1
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et (Rz,yi) = (z,¢i) pour 1 < ¢ < m. Par conséquent, il suffit de prouver la relation
pour Rz au lieu de z; ainsi on suppose dans la suite que z € L. Dés lors, on a en
utilisant le lemme 3

z = Z(Za ‘Pl')

i=1

2

z— Z i E[(Za‘Pi) - cilpi

>(1-¢) Lz:; (2, i) — c,~|2] P 3\/5[2 I(f&i)lz] 1

Ces lemmes hilbertiens vont désormais nous permettre d’exprimer
le nombre U(c) en termes hilbertiens. Dans le cas du systeme de Walsh,
nous nous limiterons aux scalaires réels.

Notation : Pourp € N avec 1 < p < N on désigne par Vp le vecteur de RN
dont les p premiéres composantes sont 1 et les autres nulles.

Soit o C {1,...,N}, on pose :
< 1}
o0

Lemme 5 : OnaU(o)= Maz{|(V;,2)] :1<p< N etze Z(o)}

N

E ZiWy

i=1"

2(0) = { €RY : supp(z) C o,

Preuve : d’abord minorons U(c) . Soit p € Ntel quel < p< Net z € Z(0).
Soit 7 réel avec 0 < 7 < %, on a alors wj(7) = 1 pour tout j € {1,...,N},
d’ou, en utilisant la définition de U(c) et I’appartenance de =z & Z(o),

p. P . N
Ve, ) =D zjwi(m)| < ||D_zwsl| S U@)||D zjw;
j=:.l =1 (=) j=1 oo
<U(o)

D’ou Sup{|(V;,z)| : 1<p< Net:z€ Z(o)} <U(o)
Majorons U(o) : on remarque que 'on peut choisir les a; tels que

N :
Z a;w; = 1 dans la définition de U(o). En effet, U(o) est une borne

7=1 - ,
supérieure, portant d’une part sur un nombre fini d'éléments et d’autre part sur
v N
le compact [—1,1]" (en effet |a;| < Z a;w; = 1). Il existe donc p dans
7=1 .

{1.....N} ct {a;} dans [-1,1}" avec supp{a;} C o tcls que :
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p

U(o) = Z a;wj

i=1

o0

et quitte & changer {a;} en {—a;}:3p €[0,1]

P )

> aiwi(p) = || ajws|| = U(o)

=1 =1 oo

N N
Soit f(z) = Z a;wi(z) et g(z)= Z ajw;(p).w;(z)
=1

—y

Comme les fonctions de Walsh sont les caractéres sur le groupe de Cantor {0,1}™
identifié & [0,1), on a : g(z) = f(z @ p) pour tout z de [0,1], ol @ désigne
I’addition dans [0,1] au sens de la loi de groupe du groupe de Cantor.

Plus précisément, soit 8 le transport de structure du groupe de Cantor sur
[0,1] : c’est la décomposition dyadique, lorsqu’on s’interdit une écriture avec une

o0
infinité de 1 & la suite! Clest & dire : 8((€n)ap1) = D €a27". Si on définit §

n=1l

oo
par 5(::) = (En)np1 si z = Zen?."" n’est pas un rationnel binaire, soit de la
n=]1

forme 5 avec 1 < ket 0 i < 2%, et 6(z) = (€n)np1 avec €n = ar—n pour
1< n<kete, = 0pourn >k, si z= gy est un rationnel binaire avec

1 = ianj, on remarque que 8 o § = Tjo,1)- Soit © lfaddition sur le groupe
de C;(t’.or (c’est I’addition coordonnée par coordonnée modulo 2, c’est a dire
(En)n>1 O (Eh)n>1 = (Jen — €R])n31 ). On a donc sur {0,1] :
z @ p=06(6(z) ©6(p))
Cette relation donne sur les caractéres de {0,1}™", qui sont les fonctions w;08 :
wj(z)w;(p) =w;(8(6(2))-w; (6(8(p))

=:u)j(2: & p)

Ce qui donne g(z) = f(z & p) donc |lgllo, = Illc = 1

Soit =0 = {a;w;{p)}1gjgn alors z° € Z(o) car supp(z)C o et
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N
> 2wl =llglle =

=1 oo

Dot U(o) = (Vp,2°) < Sup{|(V,2)|;1<p < N et z € Z(0)}
et le lemme est démontré.

Lemme 6 : On considére le systéme de Walsh discret {W (i )}1<,< N, ot W5

deszgne le J""“ vecteur colonne de la matrice de Walsh Wy. On a, pour tout
cc{l,...,N}:

Jj=1 =1

N N
U(o) = Min {’\ :Vp, 1SpSN:R,Vp= Zz\jR,W'(j) avec Zl’\jl < A}

ou R, désigne l'opérateur de proje-tion orthogonale sur Vect{e;}ico (les
{e:}1<ign étant la base cannonique de RV ),

Preuve : Montrons tout d’abord que, étant donnés ¢ C {1,...,N} et
re{l,...,N},ona:

(%) R,V, € conv {:tU(a)R,IV(f) :1<5 < N}

(ol conv(A4) désigne 'enveloppe convexe de A C RN)

En effet, supposons le contraire : R,V, ¢ conv {£U(0)R, W) : 1< j < N}
pourunp € {1,...,N}.

D’apres le theoreme de séparation de Hahn-Banach, il existe un hyperplan
qui sépare strictement R,V, et conv {iU(U)R WU 1< j < NY. Or, la donnée
de cet hyperplan est équivalente a la donnée d’'un vecteur b de R vérifiant :

(b,R,Vp)>1 et |(b,U(0c)R,WW)| < 1 pour tout j de {1,...,N}.
Posons 5 = L (6)Rsb = (21,...,2N):

I(Z, V)] = [(U(0)Rob, V)| = U(0) |(ieVp, b)| > U(e) car R, = R:

et d’autre part pour tout j € {1,..., N} : |[(5,W)| = |(U(e)R. W, b)| <
1, relation qui signifie que 'on a :

N

(L
Zﬂu,,( N )| <

=]

N
E ::','u',“

=]

vie{1,...,N}:

soit,

o0
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Ainsi, puisque supp(Z) C o par définition de Z, cette derniérerelation implique
que z € Z(o). Or l'inégalité stricte |[(2,V})| > U(c) contredit le résultat du lemme
5 et (**) est prouvée par l'absurde.

On peut donc écrire pour tout p, 1 <p< N

N N
(R) R,Vp =) uiU(@)R,WD Lot D |uj|<1

Jj=1 j=1

on a donc :

N N
U(e) 2 Inf{A:VISp<N:R,V, =Y MRWD  avec PRV R

=1 =1

N ' N :
D’autre part, si R,V = ZA,-R,T’VU), ou le\ﬂ < A, alors on a pour tout z
. ‘ j=1 j=1
dans Z(o) et pour tout p, 1< p< N :

N
|(Vor 2)| =|(Vp, Ro2)| = [(z, Re V)| = | D Aj(z, WD)

j=1

éz\]\laz{

(z,W(J'))l 11<5 < N} <A

puisqu’on a pour tout j € {1,...,N}, z appartenant & Z(o) :

N J _1
zziw;(——ﬁ—z-) <

x
i=1

N

E Wy

i=1

<1

oo .

l(z, W<i>)l -

Donc, en passant & la borne inférieure sur A puis au maximum sur p et z € Z(0),
on obtient :

. N N
U(e) S InfQA:VISPpSN:R, V=Y MRWU) avec > M€ A
Jj=1

j=1

D’ou I'égalité cherchée, car la relation (R) montre que le minimum est atteint et
le lemme est démontré.

Nous allons maintenant établir deux lemmmes probabilistes, le pre-
mier n’étant en fait qu’un sous-lemme du deuxiéme.

Lemme 7a : Soient Xi,...,Xn des variables aléatoires indépendantes sur
un espace de probabilité (,Z, P). Soierit by,...,bn. T des réels positifs vérifiant :

E{c"\"‘} <exp iyt pourke{l,...,N}ectte[-T,T]
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Alors, en posant : B2 = ibk et S= i};’k, ona:

P(|S| =2 z) < 2exp(—&7 B,k)=1 si0 < :cL<1B2T

Preuve : L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev fournit la relation: (0 < t < T')
P(S 2 z) = P(e*® 2> ') < ™ E[¢'°]

L’indépendance de X,,...,Xn nous donne :

N N
E[e‘s] =E [H exp(th)] = H E [exp(t X))
k=1 k=1

i 1, o B2t
< :;II exp(gbki ) < exp( 5
=1

)

D'ott P(S > z) < exp(&- — tz) pour tout t de [0,T] et tout z. Or, on
remarque que la fonction f(t) = B: £ _ tz, a = fixé, atteint son minimum pour
t = £, qui est bien élément de [-T,T}, si 0 < ¢ < B?T. On a finalement :
P(S 2 z) < exp(- 7).

De plus, puisque {—X;} vérifie les mémes hypotheses que {X;},ona:

N

P(S<-z)= P(Z =X 2 .7:) < exp(—,)Bz)

k=1

dott P(IS| = z) = P(S 2 z) + P(S < —z) < 2exp(—&7). Ce qui achéve la

preuve.

Lemme 7b : Soient §, 0 < 6 < % et {Ek}lgLsN une suite de variables

aléatoires indépendantes & valeurs da.n.a {0,1}, de moyenne § sur un espace de
probabilité (2, X, p).

Alors, on a, pour tout (aj,...,an) tel que |lax} <1 pour1 £ k < N et pour
tout v, élément de [0,6N] :

y{wEQ:

Preuve : Posons Xi(w) = ax(&(w) —~ 5) pour tout w dans Q et tout I dans
{1,...,: NY. Commengons par calculer E(X}?

N

>~ ak(€r(w) - 6)

k=1

;;; 2
>7} oe)‘p(—451\7)

E[X}) = alE[6] — 266 + 6] = &25[52 —8%) = a}(6 - 6?)
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Pour t dans {—1, 1], puisque E{X] = 0 et |X]| < 1, on a alors la majoration :

ha g S B
Elexp(tXy)) =E [1+tXe + > FX’J‘
i=27"
o
1+2E |X7> =
j=27°

<1+t (e— 2)E [X}] €1+ ait?(e —2)6(1 - 6)
< exp(a?t?6(1 — 6)) < exp(t?6(1 — 6))

En posant b; = 26(1 — §) et en appliquant le lemme 7a, on aboutit a :

p{weﬂz

si 0 € v<26(1 —6)N donc en particulier si 0 < v < 8N car 6 <

2 2

Y Y
> ‘r} < 2eXP(—45(1—_5)]7) < 2exp(— )

N
> ar(x(w) - 6)
k=1

1
2-

Nous allons maintenant avoir besoin d’établir des propriétés sur la

matrice de Walsh afin de, notamment, avoir une estimation de A, et
d’utiliser le lemme 1.

Lemme 8a : Pour tout n dans {1,...,N}, tout z de [0,1] différent de ﬁ ot
k varie dans {0,...,2N},ona:
wan(z) = ri(z)wn(z) et wan-1(z) = wa(2z)

Preuve : Tout n de N* s'écrit en base 2 sous la forme n = E ap(n)2~F =

keZz
2 a_1(n)2* ol ax(n) € {0,1}.

keN

On a alors pour tout z de [0,1] : wy(z) = H [rrs1(2))?+ "1 ol ry est la

keEN
ki¢me fonction de Rademacher.
On a alors won(z) = H[Tkﬂ(ﬂr)]“'*(?""”
k=0

D’une part 2n — 1 = Z a_;(2n —1)2% et d’autre part
keN

2n—1=2(n-1)+1=1+4 Z a_p(n —1)2%1,
ILEN

14



Donc, pour tout & dans N, on a la relation :a_x(n — 1) = a_41)(2n — 1)

=]
Ainsi wap(z) = ry(z)ee®n=1) H[rk+2(3)]ﬂ-k(n-l)
k=0

Or Décriture de z sous la forme : z = zak(z)‘z'k ou ar € {0,1} nous
kezZ
conduit & remarquer que : rp42(z) = (=1)%4+:(2) = (—1)2++1(22) = r, . ,(22) pour

tout entier k inférieur & log,(n), tant que z n’est pas un multiple de 53=. On
obtient donc :

wa(z) = r1(2)°C" D [T lreaa (20))2+ 7D = 1y (2).wa(22)
k=0

puisque, 2n — 1 étant impair, ag(2n — 1) vaut 1. Ce qui est le premier résultat
annoncé.

Quant a la deuxiéme relation, on 'obtient de maniére similaire :

won—1(z) = H[rk“(x)]a_k(gn_z)
k=0

D'une part, 2n — 2 = Z a-r(2n —2)2* et d’autre part
kEN

2n—2=2(n-1)=) a_x(n—1)2"",
LEN

Donc, pour tout k& dans N, on a encore larelation: a_x(n—1) = a_(x43)(2n—2)

[= =]
Ainsi won—1(z) = n (m)ao(2n—2) H[rk+2(z)]a-k(n—1)
k=0

Or on a toujours : Ti4+2(x) = rr4+1(27) pour tout entier k inférieur a log,(n),
tant que x n’est pas un multiple de 53

2:n

o0
On obtient donc : wa,—3(z) = ry(x)2e?"=2) H[rk+1(2:r)]°"’("_]) = wn(27)

k=0
puisque, 2n — 2 étant pair, ap(2n — 2) est nul. Ce qui achéve la preuve du lemme.

Notation : On désigne par 4 la matrice rectangulaire 8 N colonnes ¢t 2N
lignes de terme général : Ay g =600 +6,00-1 000 < p<2N ,1 K¢ < N ct &,

-
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désigne le symbole de Kronecker. A est donc de la forme :

1 0 - 0
(1 o 0 o)

0 1 0
A=|0 1 0
10 o 1
\o o 1/

On introduit également la matrice B, matrice rectangulaire & N colonnes et 2N

lignes de terme général : Bp g = 6p,29-1 — bp 200 0 < p < 2N ;1< ¢ < N donce
B est de la forme :

1 0 .- 0
-1 0 .- 0\
0 1 .-« 0
B = 0 -1 .-- 0
0 0 --- 1
\ 0 o .- —1/

Lemme 8b : On peut passer de la matrice de Walsh d’ordre N & celle d’ordre
2N via la relation de récurrence suivante :

Wi = ((AWN) (BWN) )

Preuve : Commengons par les N premieres colonnes. -
Soient 1< p< N etl<gqg< N :On apour les lignes paires :

1
2

N
) -
D’une part, (AWN)zp,g = Z Azp k(WN)i,g = (WN)pg = wp( N )
k=1

-1
D’autre part, (Wan)2p,q =u‘2p(gf,]\_72')

-1 -1
=r (q2N2 )w,,(q N 2) d’aprés le lemme 8a

1
[l
7

2N

g—3%

Or, comme < %, om a:ry (W = 1. Donc le cus des lignes paires est traité.

Quant aux lignes impaires :
I\’
D’une part, (AWn)2p-1. = 2 A2p=1 k(W kg = (W),
k=1
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1
: 9-3
D’autre part, (Wan)2p—1,¢ =w2p-1( ‘77\72 )

_1
=wp(q—]-v—2) d’apres le lemme 8a
=(WnN)p.
et on a le résultat pour les N premiéres colonnes.
Traitons maintenant le cas des N derniéeres colonnes. Soient 1 <p < N
et 1 € ¢ < N : On a pour les lignes paires :
-1
D'une part, (BWn)2p,q = =(Wn)p = —wp ("5~

’ + N — 1
D’autre part, (Wan )2p,g+N =w2p(.q_2]7_2)

- _ 71
=r (q +2];rv )w,(q tN= 3 ) d’aprés le lemme 8a

N
g+N— g+N-1
Or, comme Ladiind 3 > — yona:ry(—5x*) = ~1. De plus, comme les fonctions de
) 2N P

Walsh sont 1-per1od1ques, ona: wp(%l) = w,,(—N—l). Donc le cas des lignes
paires est traité.

Quant aux lignes impaires :
D’une part, (BWn)2p-1,0 = (WnN)p,q

] : q -+ N — 1
D’autre part, (Wan)2p—1,g4N =W2p-1 (_.o_f\.r__l)

q+“——
=Wp ( )

q—--
=wP(‘ ‘_Nz

) par 1-périodicité.

Tous les cas sont donc traités et le lemme est démontreé.

Lemme 8c : On peut passer de la matrice de Walsh d’ordre N a celle d’ordre
2N via la relation de récurrence suivante :

Wi.t4

Wan

Wn.'B

Preuve : Commengons par les N premieéres lignes.
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Pour tout p,gavec 1 <p< Netlgg<2N:

9 — 3 . '
l g _1 w,( sig=2¢g
(IV?N)P.G _wP( 2N _w}’(2 N4) = q Jz 3
wp ( 4) sig=2¢ -1

!

q — -1—
=wp( N 2) = (IVN)p_.q'

N w 2 s q= __,q
Alors que (Wn.*A)p,q = z(‘VN)p,kAq,k = P(' N )
k=1 wP(

d’ou I’égalité pour les N premiéres lignes.
Quant aux N dernieres lignes
Pour tout p,gavec 1 <p< Netlg 7<2N:

1
2

)sig=2¢"—-1

(Wandpes =oren(t557) = wplh) omes ()

1
_ —wP( ]\r ) s1 qg= 2q'

e

wp ( sig=2¢" —1

(1A

. q-
puisque w41

si g est pair
—2) - rm(,,,“)_{ g est p

si g est impair

Alors que

r_1
~(WN)py = wp (T 2) si g =24

N
(WnN.'B)p,g = z(VVN)p,kBq,k = g -
= (Wh)po = wp(=F+

d’ol I’égalité pour les N dernieres lignes.

Corollaire : La matrice de Walsh Wi est symétrique pour tout N de la

forme N =2",r € N.

Preuve : On se propose de démontrer ce résultat par récurrence sur r. Le
cas r = 0, soit 2N = 1, est trivial puisque ¥, = (1). Supposons donc que W soit
symétrique. Pour établir que Wy n ’est aussi, il suffit d’appliquer les lemmes 8b et

Sc.

Tout ce travail va nous permetre maintenant d’avoir des estimations

sur les nombres I(\,, _U"(j))].
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Notation : On définit le j'¢™¢ coefficient de Fourier-Walsh d'une fonction f
1-périodique, intégrable sur [0, 1], par :

1
fiy= [ syustrat on i e N
Lemme 8d : Pour tout j et tout p, éléments de {1,...,N}, on a la majoration :

l(Vp,Iv(J'))I < %:

Preuve : L’énoncé peut aussi se formuler en termes d’analyse de Fourier-
Walsh. En effet si on introduit la fonction 1-périodique f , définie sur [0, 1] par :

_J1 s Oétgﬁ
f(t)_{() si t> &

on remarque alors que, en fait, on a : (V,, W) = (V},, L)) | ot L1 est la jieme

ligne de Wy, puisque, d’apreés le lemme 8¢, la matrice de Walsh Wy est symétrique.
On a donc ’expression suivante :

S
(Vp, W) = " (—)
k=1

k=1
Pk
=]\TZ/;-1 w_,(t)dt
k=1v"N"

Puisque w; est constante sur tout intervalle de la forme ]"—N‘—l, %[ On aboutit alors
a:

% 1 -
(Vp, W) = N / wi(t)dt = N / F(8)w5(t)dt = N F(5)

0

et pour démontrer le lemme, il s’agit donc de montrer que, pour tout 7, on a :
z . 1
HOIESS
On remarque que le cas 3 = 1 est trivial puisque |(V,,,V["(j))‘ =p < N.
Donnons nous donc j dans {2,...,N}, il existe alors s dans {1,...,7} tcl que :
2¢=1 < j—1 < 2°—1. Dés lors, par défin‘tion des fonctions de Walsh, la fonction de

Rademacher de plus grand indice qui intervienne dans 'expression de w; étant 7.,
w; change de signe en 2r puisque les fonctions de Rademacher d'indice inféricur
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sont égales & 1 sur l'intervalle |0, ;55 [. Choisissons donc « dans ), =15, on aura
alors wj(a) = —1. On a (cf [5] p.133)

G) = / £(8)05(2)dt
= ‘/01 f(t ©a)w;(t ©a)dt

=/ f(t ® a).wj(t)w;(a)dt = —/ f(t ® a).w;(t)dt
0 0

1
=3 | O - st alwoet

Donc, en passant aux valeurs absolues, on a la majoration :

fo) <3 [ 150 - stemid=}

/ () — £t © a)| dt
0 < J{F—a,F+a]n[0,1]

en effet, pour tout t de [0,1], on a |(t® @) —t| € a (cf [5] p.135) ainsi : pour
1>t> %+a, ft)) =0etl1 2tda > % donc f(t® a) = 0. De méme,
O<t< HF—0a, f(t)=1et0<tBa< & donc f(t ®a) = 1. On obtient la

majofation |f(] )l S a, pour tout « dans 13, 57=1, ainsi
2. 1 1
‘f(])‘ S5 S z

Donc on a bien établi : ](VP,T‘VU))l <X,
. J

N . .. A "n.op= |(vp,“/(i))‘
otation : On pose, pour j dans {1,...,N}: b; = ——5—.
Lemme 8e : On considére les ensembles A, associés & la famille {b;} (ils

sont définis dans le lemme 1), pour s dans {1,...,7 — 3}. En prenant pour p la
s

)

. IRy y - . -
partie entiére de 1‘3-, on a la minoration : |J;] 2

o ¢

Preuve : Pour commencer, nous devons analyser les p premiéres coordonnées

de chaque vecteur colonne W) de la matrice de Walsh. Cette matrice est
. S b .
symétrique d'apres le corollaire (p. 48) donc W\ = {u’,('—7\—~)} cien’ Soit s
. ]\’\41
dans {1,...,7 — 3}, considérons un entier j tel que 2°7!' +1 < j < 27, alors

(1—1 , . . TR
w; = T, H i;(f ). La démonstration du lemme 8d nous assure déja que
ogkgs=2 .
b; € 27°. Notons que r, change de signe en tous les points .,L, 1< kg 2!

ax(j—1 . ’ . .
ct l | 1~f+.(1j ) ne change de signe, le cas échéant. qu'aux points de la forme
0gkCs—2
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.2,—"_;-, 1< k<2°2 0y adonc au moins 2" fois un 1 (ou un —1) & la suite dans

les coordonnées de W) et il y a au plus 277*+! fois un 1 (ou un —1) & la suite

dans ses coordonnées. Ainsi, si on effeccus la division euclidienne de p par 27¢,
elleest delaforme: p=u2""?"4+vavecv<2™®etona:

7 Oy = v si u est pair
(‘P’ w ) {2"‘ ~v siu est impair

Il s’agit donc maintenant d’estimer le quotient et le reste de cette division. On va

devoir estimer 1’entier p et pour cela, il est commode de distinguer les différents
cas suivant la parité de r.

oo
’ 1 _ 1 — n=2¢
Remarquons d’abord que 3 = G- = E 279,
=1

[ 3 [ ] - ’ . N w — -
Si donc r est pair,ilsécrit r =2r'etona:— = 222(" 9. En en prenant
g=1
la partie entiére, c’est a dire en se restreignant aux puissances de 2 d’exposant
positif, on obtient :

+

N Z N —
[F] =2 = T

- g=1 3

On a donc la minoration : b; > 2t dans le cas o1 r est pair.
j 2 Ze4T p

Si maintenant r est impair, il s’écrit r=2r'+ 1 et on a:

T o0
N _ S92 +i-2g
3 post

En en prenant la partie entiere, on obtient :

N, ..., N-=2
[3]=;2 M=

Pour regrouper ces deux cas, dans la suite nous allons établir nos
formules en fonction de r' :

Le quotient u s’obtient de la méme maniére :

S gr-2g)
u= == = E 2%-2¢
Dr—s

1€egr!
29€»



Donc u est un nombre pair si et seulement si tous les exposants de 2 qui

interviennent sont strictement positifs, c’est & dire si et seulement si s est impair.

s 4=5" — 4"
Si s est impair, il s’écrit s =2s' +1etv = E or—% = 2'-——3———
1€egr’
s~-2¢9€ -1
o v 4= g4 1 4=
Alnsi bj = — = > =

2r 3 2941 7 4

. . .. L 4= o . .
puisque ceci est équivalent a 4—4— > 4"7 soit ' > s’ + 1, ce qui est vral. On a
donc la minoration : bj > z4r.

. 2T(9—s __ 2-—2r'
Si s est pair, il s’écrit s =2s' et v = E or—29 — ( ‘3 )
1€egr!
2-2¢€ -1
. 2r=f _y 29272492727 1
Ainsi bj = o = 3 > oYES

. . ”, . LY -_— -— / . .
puisque ceci est équivalent a %.2 * 42727 >0, ce qui est vrai.
On a donc la minoration : b; > EﬁT dans le cas ou r est pair.

Ainsi, on a établi que pour tout j dans {2°"1+1,...,2°},onzala minoration :

bj > 577. On a donc aussi une minoration de |A,| par 221 et le lemme est démontré
lorsque 1 < s <r—3.

Toute cette série de lemmes étant établie, on peut enfin passer a la
démonstration de la relation (*) (p. 33) :

On choisit dans la suite p = [%] . On va appliquer les lemmes & des parties

aléatoires de {1,..., N}. En appliquant le lemme 6, on a la relation (on écrira dans
la suite o au lieu de o(w) afin de simplifier I’écriture des expressions) :

N N
R,V =Y vI(0)R, WD avec Y |v7(0)| <U(0)
7=1 J=1
&N 2
Posons m = [(m) “} .
2
Nous allons en fait encadrer Vexpression :Af = | R, 1), — Z 1/;’(0)1?,‘,“'(")
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Nous en déduirons ensuite des estimations sur U(o).

Commengons par majorer cette expression.

N m
M= ( > vi(e)R, WM R,V, - Zu;(a)R,W(ﬁ)

h=m+1 Jj=1
N N m
= Y S (RWDRY) = T Y u(o)wi(o) (RWD, R, W)
h=m+1 h=m+41 j=1

D’otr I'inégalité (Eo) :

M < U(o) mex | (Vo B )| + V(o) max |(W(") R,W)|
m+1<h
Intéressons nous au premier maximum et fixons h ot m +1 < h < N ; appliquons

le lemme 7b avec a; ='(W'(")),- ou 1< i< p, qui est demodule 1,1 <7< p. On
obtient, dés que 0 < ¥y < 6N :

42
7! {w eEN: } exp(—m

Donc, en passant & 'union sur h dans {1,.. ._,p} des ensembles
P
2 WDi(eiw) - 8)| >

{w eN: 7}
i=1

et en prenant la mesure de cette union, on obtient :

Z(W“')) (&i(L) - 6)| =

i=1

~?
45N)

Q:
woeas o,

Z(W(")) (€i(w) - 8)| 2

Ce qui signifie que, avec une probabilité supérieure & 1 — 2N exp(—f’é%) on

S W® (i)~ 8)| < v

a ! Inax
m<hgN

1 sit€o(w)=c0
On remarque que : &;(w) = (R, V,)i = { (w)

0 sinon

Ainsi Z(W(")) (Ei(w) -8 = Z(n M) [(Ro V)i — 6

;Z(V"'(h))f(Ran — 6Vp)i
=1

=(R,V, — &V, W)
=(RoV,, WD) — §(15, 1)
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On a donc en fait, avec une probabilité supérieure 8 1 — 2N exp(—

2
TR
: v ) l'inégalité
suivante :

(Ey) mex 2x |(RoV,, W) — 6V, W) < 4

. | 6N
Soit encore : max, |(R,V,,T’V(h))| <y+6 DEx, |(VP,W("))I <v+—

N
puisque l(V,,W'(h))| < T < -Jn% pour wout h dans {m +1,...,N}, d’aprés le
lemme 8d.

On choisit alors v = /206N log(N), qui vérifie 0 < v < 6N, et €

ls . . rd - S\ 2 - - —
(20108( Ny , qui est inférieur & 1. On remarque que alors m s’écrit aussi m =

2 5N . e . .
€%/ 7510y | € la relation (E,) s’écrit encore :

max |(Ro V,,W("))‘ <@+ —)\/‘706Nlog(N \/ 06N Tog(N)
avec une probabilité supérieure & 1 — 2N exp(—5log(N)) =1 — 7.
Si on s’intéresse maintenant au deuxiéme maximum de l'inégalité (Ep), en

fixant A dans {m + 1,...,N} et J dans {1,...,m}, on applique le lemme 7b a
(a1,...,an) on ap = (VV("))L-(TV(’))L-, 1 £k €< N, amodulel et on obtient :

2 )
. g D] - -— —
u{wEQ 7} 2 exp(— 5N)_J\’5

Or, on remarque que les vecteurs colonnes de la matrice de Walsh sont orthogo-
naux. En effet : si h # 3

N
> W) (WO))i(Ei(w) - 6)| =

i=1

N
(W) W)y = Z(W'(h))k)('w(i))k)

Ftin ()0 (57)
=N ; /; wa(t)w;(t)dt = N /01 wh ()w;(t)dt

=0 car les fonctions de Walsh sont orthogonales dans L?.

On obtient donc. avec une probabilité inférieure & 2exp(—3log(N)) = T?? :
A’
DoY)

> 7. Et en passant 4 I'union pour h dans {m+1...., N}
1=1

t
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et j dans {1,...,m}, on obtient :

T

(W, R WWD)| = max S WPWIe() > 4
1<:<m 1Cigm
m4+ICAN m+1CAhEN i=1

avec une proba,bilité inférieure & N2?.2;. Donc, on a, avec une probabilité

supérieure a 1 — F" : I(T‘V(h) R, W'(J))| <.

1<)<m
m4+ICALN

Ainsi, en reprenant la relation (Eo), celle-ci devient :

(E2) RV, - zuP(a)R W || < Ue)(U(e) + %)JzoaN Tog(V)

i=1 2

avec une probabilité supérieure & 1 — % - -13—. , donc supérieure & 1 — W

Nous allons maintenant minorer ’expression M

Pour cela, on pose ; = %6——‘%(;—) ou j déerit {1,...,m}. Une fois de plus,

I’application du lemme 7b donne, pour 1 < j<met 1 <l m:
N . ) 2
S (WORWID)i(Ei(w) — 6)] = 7} < 2exp(——
=1 '

# {“’ €f: =N

Les calculs menés précédemment sont encore licites et conduisent a :

(R WO, (R, WD) — §(W&), W")| < /206N Tog(N)

c’est a dire :

W(J) W('> 20log(N)
B)  |(onw) -8 < 2

1<,lsm

avec une probabilité supérieure a 1 — -1%3

Pour tout ¢ de {7}, en tenant compte de I’orthonormalité des vecteurs we)

VN
(1 < j < N), en utilisant 'égalité de Parseval et la majoration E;
2 2 2

m m m (2

137D

2

D_ciei|l —lelz| ={||Dewsl| ~ 12—
=1 =1 Jj=1 A

1w

< Y leslla {(osne) = (o e

.
i
—



Or, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

(Sl < VA(S e’

i=1

D’ou

20log(N
e O P 20 < e el
J=1

Finalement

A =elell, < ||D csoill < @ +€) e,

Jj=1

On est ainsi sous les hypothéses du lemme 4 pour autant que £ soit assez petit,
soit Fg'%z‘_ﬁ assez grand. Or il est possible de le supposer puisque I’étude du premier
cas (p.32) a montré que, si cette quantité était bornée, le résultat était trivial. On

applique alors ce lemme 3 z = %’z% et ¢c; = v%(0), on obtient :

RoV =\ 5, (ReW “
\/3—.]\; - (Zyj(a) \/m ) 2(1—5) (Z

soit

RV, —ZVP(U)R w®

1

1
2)2

37— (Z\(R v, W(J))‘ ) (Es)

m 7(3)
(1 — e)VéN <Z‘(\/3N ?/5_N) v2(0)

2

Il reste alors a minorer les deux expressions intervenant dans le membre de droite.

Or, d’aprés la relation (E; ), on a, pour tout j dans {1,...,m}, avec une probabilité
supérieure a 1 — % :

| (Vo R 9) — 6(1;,, W)| < /206N Tog(N)
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et cette relation va nous permettre de minorer la premiére expression a droite dans

(e

R.,V W( 7)

Tav) "V @)

2

) - (G T -4)

= (-W—P’&TYVK—) Vf((f))
ill2
((R,V wm) (v,,,ww)) \
ill2
m |, v, WO 7\ }
P —£ —V;-’ o
(zl( ) <>)

J.

(Z(\/205N log(N) )2)

j=1

Pour la deuxiéme expression & droite dans E,, en utilisant E;, on a
1 1

(z‘(VP,R WY — §(v,, wO)) l) (Z(\/W 2)

=1

soit, d’apreés 'inégalité triangulaire sur {7 :

(Sl <(S oot
+ (iwmf)

1

2
1
2

On peut alors revenir a (E4) et on a la minoration :

1£%4¢)]

M >(1 - e)VEN (}_jl(\‘/’?_ =)= )

201og(N)
) — (1 —€)VEN/m I

eb 12 : £
- il 7y = /0 T T
34/ N (JE : l(‘,,,ﬂ )‘ ) 3 9% vVm+/208N log(N)

o7



)]

2 2

>(1 —€e)VEN i

Vv, () ,
“(\/——",\—,»—\/—ﬁ—) ~vj{0)

1

_ 3\/% (;l (VP’W'(J'))F) = ((1 =€) + 3VE)e(1/206N log(N))}"
1

2) 2

_ 3\/%._{ ;'(lfp,TV(j))lz — 4¢(+/206N log(N))* (Es)

m

)
>(1- VAT | 3| (F T) - 3(e)

car on peut supposer € < 1.
1
2

On minore aisément 1'expression (Z I(Vp, H/'(J))l ) grace a 'inégalité de
=1

Bessel :
= 2\ .
(Z (VP,W'(J))‘ ) < IV, ”'[J[/’(J)Hﬁ < \/1_7\/-77 <N
=1 i
46 2
Il faut désormais minorer ’expression : 1( NI ) —v? (o) . Pour

cela, on va appliquer le lemme 1 avec la farmlle {b;} 1 ¢m, introduite dans le
lemme Se. Ceci est raisonnable puisqu’on avait établi que |A,] = 2°7!, clest &
dire que {bj}1¢;jgm vérifie les hypothéses du lemme 1 avec By = 1. Par ailleurs,
il existe m' dans {1,...,7 — 1} tel que 2™ < m < 2™ +! — 1. Ainsi, dés que la

(m ~2)
16

famille {a;}; ¢;com = {v (0)}1¢j¢om’ est inférieure, en norme (), &
la minoration :

Oon a

2™ L\ o-shel,
lla = bll, > j};laj—bjl > =

Am'’

m

Or la scule information que 'on a sur a cst que > la;| < ; laJI (o). 11 sufiit
P
3=

oS



’
e e s . -2 . . . .
donc que U(o) soit inférieur a ("’Tl pour pouvoir avoir la minoration :

- 1
e = bl > g5 2720 - ]

ms3

Etant donné que m' 2 log,(m) — 1, il suffit en fait d’avoir U(c) inférieur &
losz(m)—.'i! donca losz(m) -3)

5 . Mais, on remarque que dans le cas oty {282(m)=3) g’;‘)“" ) est
lnfeneur a U(o), l'expression [2 16U(e) _ —T] est négative. Effectivement, cette
m3

affirmation est équivalente & I log,(m) < 16U(a) or, si on a U(o) > Mﬁ,
on a a fortiori : [2 ~16U(0) _ —r] < 0 dis que 3355 logy(m) < Q°—52(—"')—3) ce qui

est équivalent & log,(m) > 72. Or, il suffit de choisir m assez gra.nd c’est a dire
ey 2ssez grand. Ainsi, on a en fait aucune restriction sur U(o) et la minoration
suivante est vraie pour 55 assez grand :

vv(:) 2
) ~ve)

3
1 [ _yeu 1
ZE[2 16 ("')_.__L..]

ms3

La minoration (Es) devient donc :

m

RV, =3 ()R, (1 - VeV = [2—1w(a> 1 ] s / N
— 4¢(+1/206N log(N))¥

Cette derniére relation, jumelée avec la relation (Eg), conduit a la relation

bilan, qui est vérifiée avec une probabilité supérieure & 1 — 35 :

(E) U@)(U(e) + 2)\/"05]\710g(N) >(1 - e)\/— [9*160(0) 1,]

_3\/— N — 45(905Nlog(N))

Il ne reste plus qu’a conclure avec cette seule relation (E) et a vérifier qu’elle
implique que U(c) > clog(-tyy) pour un ¢ convenable. Si U(o) > 755 log(imzt7y)s
1] suffit de prendrec = 2—3)5 pour conclure. Ainsi, dans la suite, on suppose U(c) <
s log(ﬁ%,\—)) On a alors, pour E%Tﬂ assez grand : U(o) < & [3 logz(m)]
soit U(o) < g5 logy(mm) et on obtient :

VBN
(E" U(o)(Li(o) + 2)\/'705]\ log(N) 2 30.2160(e) 4vVebN
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si on suppose une fois de plus que E%T) ~ssez grand.

s 1 ‘ 1 9 410g(10)
Si sy S 10VE, on a U(o) 2 32X1610g(2) log(?Olog(N)) ~ T6log(2) =

1 q .
800log(2) log( 2010g(N)) des que Efm assez grand.

Si s55eorey = 10V, on a alors :

1
2 g ¢ 4 nnd 54X16U(0)
—_— { c—— —2' . .2 : L4 >

Ainsi, la relation (E') devient : 5%-(205N log(N))* = % — 4VEBN, ce qui
implique : ]

q e L VvVéN
[ @ D> ——_—
3(2010g(N)) (208N 10g(N))* > 557600y

Donc U(s) 2 130]}’8(2) log(iz(7y)> d&s que r-{xy assez grand.

b

Ainsi, dans tous les cas, on minore U(c) par une expression de la forme
clog(m{m) -avec une probabilité supérieure & 1 ~ 35. La relation () est donc
établie et le théoréme 1 est entierement démeontré.

Nous pouvons donc passer au résultat équivalent dans le cadre
trigonométrique.

Théoreme 4.2. Il existe b > 0 tel que pour tout N > 2 et pour tout

g €{1,...,N}
Alors

V{O’ES%N_H:U(U—N—l)éblog(?%— m)}(ﬁ

ot ¢ — N — 1 désigne le translaté de o par —(N + 1).

Preuve : Introduisons le systéme trigonométrique discret d’ordre N, a savoir

les vecteurs ¢r = {¢k;}-Ngign pour =N < k < N ol pi; = exp(FR=5)-
On pose également 1, = (0,...,0,1,...,1,0,...,0). Enfin, on désignera par ¢ la

N-—p 2p+1
matrice de Fourier de terme générique ¢ ;. Ses vecteurs colonnes, qui sont en

fait encore les vecteurs ; (car on remarque que la matrice ¢ est trivialement
symeétrique) , sont orthogonaux.

La preuve repose essentiellement sur les mémes calculs que dans le cas du
systeme de Walsh, du moins tant que 'on s’interesse uniquement au cas discret,

GO



c’est & dire tant que l’on fait de I'analyse de Fourier sur le groupe Z/(2N +1)Z
et que l'on remplace donc les fonctions de Walsh par les caractéres : w;(z) =
exp(%;,’—"_ﬁ) ou z varie dans {—N,...,N}, c’est & dire décrit les représentants de
Z/(2N + 1)Z (’addition se faisant sans ambigiité modulo 2N + 1). De plus, on
fera varier les indices entre —N et N et non plus entre 1 et N. Enfin, on fera bien
attention au fait que désormais le corps de base est C et non plus R.

Précisons cela en établissant dans quelle mesure les résultats précé-
dents restent valables.

On remarque tout d’abord que la Gifférence ne peut se situer qu’a partir
du moment ou la définition du systéme considéré intervient. Ailnsi, les lemmes
1,...,4 restent valables et c’est a partir du lemme 5 que la structure de Walsh
intervient. Il suffit de prendre 7 nul pour obtenir la premiére inégalité. L’autre
inégalité se fait formellemnt de la méme maniére puisqu’on opére simplement une
translation sur le groupe. Quant au lemme 6, il suffit essentiellement de vérifier
si la condition |(2,¢;)] < 1 pour tout j dans {—N,...,N} implique encore la

N
- majoration z zxpwi| < 1. Or, ceciest trivial dés que 'on traduit la condition
k=—=N oo
N N
par Z 2Rk, = Z zrwi(j)| £ 1, pour tout 7 dans {—N,...,N}. Il va sans
k=-=-N k==N

dire que les lemmes 7a et 7b restent tels quels. Il reste & étudier le cas délicat des

lemmes 8 dont les majorations qui en résultent servent dans la démonstration de
la fameuse relation (). Etudions-les de plus pres :

Lemme 8bis : On a, pour tout j non nul dans {—N,..

.,N'} et pour tout p
dans {1,...,N} :

2N +1
l(VP’ ‘PJ)I ~ 2l.7|
: ks .
Preuve : En effet, on remarque que, en fait : (V,,, cpj) = (——) ou D,

_ PYAN +1
est le p'*™° noyau de Dirichlet. Ainsi, on a la majoration :

25m(2p+1) .
2(2N¥H1) ) 2N 41

Sin(ﬁ’-,’-;—”) \ 2‘]'

sin(Z555T

I(VP"PJ')l =

puisque

o] A

257
(s T5)|

sin(z) 2 —ri Le lemme est donc établi.

et que sur lintervalle [0,%], on a l'inégalité :

Lemme 8ter : En introduisant les ensembles A, comme dans le lemmel ct

(‘r 5—:)

2N+

Y

le lemme Se, associés cette fois aux b . en prenant p = X ona une
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1

nouvelle minoration de leur cardinal :|A,| 2 5

2°, si s varie dans {16,...,7 — 1},
en supposant que N s’écrive 2".

(@]

Preuve : Fixons s dans {1,...,r — 1} et choisissons |j| dans {2°1,...,2°} &
priori. On a déja la majoration |bj| < 35 d’aprés le lemme précédent. Il s’agit
maintenant de minorer |bj|. Pour cela, commengons par effectuer la division
euclidienne de N |j| par 2N + 1. Elle sécrit : N|j] = ¢(2N + 1) + ¢, avec
0 <t < 2N + 1. Dés lors, on obtient :

2n
(Veo9i) =Dp(5537)

_ sin( zA%D) S, «(2N +1)
Sin((—z%l-%i'j) 7]

des quel7r—6 P ﬁ 2 6ol 0 < sin(f) = a < 1. On obtient donc : b; > -2—,1—“— a
partir du moment ou1 L’;F < 2°+) c’est Z dire & partir du moment ou |5} < 2¢(22).
Donc, dans la suite, on affine notre choix de |5} & I'intervalle [2°7% 2271 (42)[NN et
on choisira bien stir @ > ¥. De plus, on impose également que le reste de la d:vision

euclidienne t soit élément de [(2N + 1)"‘—;—8, (2N +1)£]. Ainsi, on va imposer a |;]
-d’appartenir aux intervalles correspondant, c’est -a dire :

' 6§ 2N +1 =20 2N +1
g€{0,..., 5 -1}

7
- —

I

On remarque qu'’il s’agit d’une union disjointe. Il faut maintenant compter le
nombre de tels entiers j :

, s -6 2N+1
Soit gy, le plus grand g tel que 2 l(—7—_—) > (2N-+1) ot et e
2N +1

N

9 ()
le plus petit ¢ tel que 2°7! < (2N + 1)N" +9q

On compte les intervalles I, que I'on peut insérer dans [2°71,2°~! (42)[NN :

il y en a (g1 —g2)(2N +1)Z=2 et on a alors une minoration de |A,| que nous allons
préciser :

3 “ . _ I I 0
On a par définition de g : ¢ > 2977 (42) 5555 + (=748 _ 4
-1

S
N (—&

et par définition de g2 : g2 < 2oy + 5 + 1.

.. -1,/ 4a N (26) (m —28) (2N +1)
/ > 28 1 —_— — .
Ainsi, 1A = [ ( - 1)2N 1 + 3] - 7
' b 7 — 26 ON 4 1)(7 — 260)(28 — 3%
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En choisissant finalement § = 7 et donca = %, on obtient :

2 —-T(2N
\/§_1+ (2N +1)

R ' ) 9N
_1 -
27V T,
3 T 37 59

dés que s est supérieur & 16. Le lemme est donc démontré.

Tout ceci permet donc de conclure da.ns le cas discret et on a le résultat
suivant : il existe ¢ > 0 tel que v{A} > 1~ 3z , oll A est ’ensemble des parties ¢
de Sy, telles qu'il existe (ax)-ngrgv avec supp({ar}) C o —N —1 et p vérifiant

P
les relations Z ajwill =1let Z a;wj|l > clog (2 + log(2N+1))'
=N - j -

oo - o0

11 nous reste enfin a conclure le cas continu. Pour o, élément de A, on pose :

Z arer et T° = V, xt7 ou V, désigne le p'¢™¢ noyau de De La Vallée
k=-=N
Poussin. On a, d’une part, d’aprés les propriétés du produit de convolution :
77 < IIV3ll; lit°llo et il est de notoriété publique que ||[V;]]; < 3. D’autre
part, on majore |[t7]|., de la fagon suivante : t7 est continu sur le compact [0, 1]
donc atteint sa borne supérieure en un certain point : u. Il existe alors un entier k

tel que u soit dans lintervalle [2—5-\?]1, 2N+1] On a alors :
' k 1
o _ 40 c
() =t (g=7) | o 1 Mee
'7N 1 N ||t°|l d’apres l'inégalité de Bernstein
<5 el
. . N o o k . . .
Ainsi, on obtient la majoration : |t7(u)| < 2|t (W) < 2 puisque o, étant
N N
élément de 4, on a: Z a;oill = z a; w; =1

On a doné¢ majoré T? par 6 uniformément sur [0,1]. Minorons maintenant
Z CI’;‘\’(kjck Or, sachant que f;(l) =1s —p < k < pet en utilisant &

o0
nouveau les propriétés du produit de convolution, on aboutit a la minoration :

P r P
Z Teo(k)ey = z arci 2 Z akiy

k=-p

b==p
o0 20 oo
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car cela revient a restreindre la borne supérieure sur [0,1] aux valeurs discrétes

7N+~ Ailnsi, puisque o est dans A, on a la minoration :
> T "
Te(k)ex|| = clog (2 + )
=, log(N)

oo

La définition de U(c) implique alors, avec une probabilité supérieure & 1 — 3 :

P
> a
k=-p oo
U(o) >——
> a
k=~N oo
c q
>Z 04 91
’61°g< * Tog®)

Ce qui achéve la démonstration de ce théoréme.
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- Résultats complémentaires et
Questions ouvertes

Résultats complémentaiies :

Nous nous proposons ici de présenter d’autres résultats liés aux ensembles

de convergence uniforme. Avant cela, nous allons rappeler quelques définitions et
notations :

Définitions :
1) Etant donné un entier N, on dit qu’une partie P de Z est un parallelépipede
de dimension N si P a exactement 2V éléments et peut étre représenté sous la
 forme Py + ...+ PN ol les Py sont constitués de deux éléments.

1) On dit que deux parties Q et R de Z forment une paire alternée de taille
N si elles ont toutes les deux N -éléments notés {gn }1<ngN €t {rn}i1gngn (on les
suppose rangés dans l’ordre croissant) qui vérifient : g2 — gy K2 —711 < g3 — g1 <
3 —1ry <...

1i1) A(T) est I'espace des fonctions continues sur T dont la série de Fourier

converge absolument, muni de la norme ||f|| , = Z l_f(n)' Si E est fermé dans

ne€Z
T, A(FE) est I'espace quotient A(T)/k(E) ou k(E) est I'’ensemble des éléments de

A(T) dont le support est inclus dans 12 complémentaire de E. A'(T) désigne le
dual de A(T) : c’est I’espace des distributions dont la norme ||T}| ,, = sup IT(n)I
‘ ‘neZ

.est finie : on les appelle pseudomesures.

iv) Etant donné E C T et A C Z, on dit que E contient des progressions
arbitrairement longues de A si pour tout couple d’entiers (M, N), avec M < N, il
existe a,b (b non nul) dans T tels que {a+ Ab: A € A et M < A < N} soit inclus
dans E.

v) Une partie S de Z dont le complémentaire est infini est appelée ensemble

de continuité si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que toute mesure u dans la
boule unité de Af(T) vérifie : '

lim sup |#(n)| < § implique limsup |a(n)| < €
n€Z\S nES

Notation :. Etant donnée une partie fermée E de T totalement discontinue,

on note {I;} I'ensemble (dénombrable) des composantes connexes de T \ E. Pour
7 difiérent de k. on noie EJ’ le sous-ensemble de E formé des éléments renconirés
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lorsqu’on parcourt T (non plus égal & R/2%Z mais identifié & S') dans le sens
trigonomeétrique de I; & Iy et on désigne alors par hj,x une fonction C* sur T
€gale 4 1 sur un voisinage de E" et 0 sur un voisinage de E"

Théoreme : (cf. [12]) Soit E une partie fermée de T totalement discontinue et
{h;x} une famille définie comme ci-dessus telle que, de plus, sup Whskll 4y < oo

Soit A une partie de Z telle que E contienne des progressions a.rbztra.xrement longues
de A. Alors A est un ensemble de convergence complétement uniforme.

De plus, la réciproque est vraie : étant donné un ensemble de convergence
complétement uniforme A de Z, il existe une partie fermée E de T et une

famille d’applications {h;} définies comme ci-dessus telles que E contienne des
progressions arbitrairement longues de A.

Remarque : Une condition équivalente sur E consiste & supposer que toute

fonction absolument continue sur E est dans A(E) (on trouvera une preuve de ce
fait dans [12}).

Preuve : On note C = sup ksl 4gy- On fixe deux entiers N et M. Soit

ik

n un entier tel que n > max{|M],|N|}. Par hypotheése, il existe a et b tels que
Fp={a+Xb: X € A et —n < X < n} soit inclus dans E. On considére une mesure
u de M(F,) qui s’écrit donc sous la forme :

M= Z exba+ab

€A
Ixlgn

Soit I, et I, deux composantes connexes de T\ E qui séparent Fyr,v = {a+Ab: A €
A et M < A< N} dureste de F,. Alors

/h,qd#—- Z CA/5a+Abdll— Z ealpr, () = Z ca

AEA AEA ACA
-ng<Argn -ngAgn MELAEN

donc, on a la majoration :

> e <Clpil,,

A€EA
MLAEN

<Csup z cxexp(1kAb)
keZ | e
IAgn

<C sup E caexp(iAx)
T€ER ,\leA
[PY L
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Si on se donne un polyndéme P a spectre dans A, on obtient donc la majoration :

Y. PO <CIPl,

AEA
MLAEN

On prolonge ’application qui a f associe E P()) de Pp & Cj en appliquant le

" AEA
MEAEN

théoréme de Hahn-Banach. On récolte alors par dualité une mesure pup n qui vaut
1 sur AN[M, N] et s’annule sur A\[J\l N). Donc A est un ensemble de convergence
.complétement uniforme.
Quant a la réciproque, il suffit de considérer une fonction de type trapézoidal
(cf [14]) : on se donne § et € tels que 0 < § < € < 7 et on définit pour z dans T

1 silz—yl<é
Ve s,e(y) = 0 sijz—yl2e
‘—J%zll sid<|z—y|<e
qui a une norme—A inférieure a / . On considere alors anp = 4,,+, et by §n—147

puis l’ensemble :

oo
E={0}u U {an+Abn: A€ Aet —n<An} qui est-fermé dans T.

On montre alors (cf [12]) que cet ensembl. convient.

Nous citoas quelques résultats dont on peut trouver les preuves
dans [12].

Théoreme : Si E est un ensemble de convergence uniforme alors Z~ U E est
un ensemble de continuité.

Théoreme : Soit E un ensemble de convergence uniforme. Il existe un entier
N tel que E ne contienne pas de parallelépipéde de dimension N. De plus, si E

est inclus dans N ou Z7, il existe M tel que E ne contienne pas @ — R ou (Q, R)
est une paire alternée de taille M.

Remarque : Si on considére H une suite de Hadamard avec une lacunarité
forie (par exemple :H = {3"}neN). on sait que H — H est un ensemble de
convergence uniforme donc un ensemble de convergence uniforme peut tres bien
contenir des différences arbitrairement grande de paires alternées. Le théoréme
précédent montre que c’est impossible si 'ensernible est inclus dans N ou Z~

Nous rappelons sans démonstration quelques conditions arithmeé-
tiques connues relatives aux ensembies de Sidon :
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On a déja rappelé la condition de maille de J.P. Kahane (voir p.8). On
>0

sait caractériser les ensembles de Sidon du groupe G = HZ/ij (ou (pj)iz1
J=1
est une suite bornée d’entiers) par la condition nécessaire et suffisante : A est
un Sidon si et seulement si il existe K tel que pour tout sous groupe fini
H deT : |ANH| € Krg(H). (le rang de H, noté rg(H), est le plus petit
nombre de générateurs de H). En général, on ne sait pas établir la réciproque
du résultat de Kahane pour un ensemble de Sidon mais G. Pisier (cf. [11]) a
montré que si |A N{B]| < K |B|, pour toute partie quasi-indépendante finie B de
A, ol [B] désigne l'ensemble des Z a7y, avec ay € {—1,0,1}, alors A est un
Y€EB
ensemble de Sidon. Notons que cette condition est plus forte que la condition des

mailles correspondante : |A N [B]| < K |BI(1 +log(1 + |B|)). Ainsi, les conditions
arithmétiques liées aux ensembles de Sidon ne sont pas encore bien élucidées.

Questions ouvertes :

1) On sait majorer trivialement la constante de convergence uniforme U(A)
par la constante de Sidon S(A). Mais, on n’en sait pas plus, un des problemes
ouverts est justement de trouver un lien entre les deux. Méme dans le cas d’un
ensemble fini, la relation entre les deux n'est pas claire.

17) Est-ce qu’un ensemble qui satisfait la condition des mailles est un ensemble
de Sidon ?

iii) Peut-on généraliser les conditions arithmétiques pour les classes UC et
CUC? Plus précisément, il s’agit de trouver des conditions du type "condition des
mailles”.

2v) Peut-on trouver des ensembles de convergence uniforme de densité plus
grande que log(NN)* pour tout s (voir exemple p.18)?

v) Quelles sont les relations entre les ensembles UC et les ensembles A(p) (voir
a ce propos l’article [2]) ?
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RESUME

Le principal probleme abordé ici est celui d’inversibilité restreinte de matrices
n x n. Les démonstrations utilisent des outils d’analyse fonctionnelle, probabilistes
et combinatoires.

Ces résultats nous meéneront & des applications intéressantes en analyse
harmonique. En particulier, nous établirons 'existence d’une constante ¢ > 0 telle
que pour toute partie B de T, de mesure positive, il existe une partie A C Z de
densité positive, telle que pour toute fouction f & spectre dans A, on a

( jB |f|2d#>% > ev/u(B) |If]l, -

Enfin, nous ferons le lien entre les théorémes d’inversibilité restreinte et le
probléme d’extension de Kadison-Singer.

ABSTRACT

The main problem investigated her is that of restricted invertibility of n x n
matrices. The prooves use functional analytic, probabilistic and combinatoric tools.

This results will lead us too interresting harmonic analysis applications. For
instance, we will establish the existence of a constant ¢ > 0 such that, for all
B C T of positive measure, there exists a set A C Z of positive density, such that,
for every function f whose Fourier transform f is supported by A, we have :

(/B A7 dﬂ)% > ev/a(B) Il -

Finely, we will link restricted invertibility to the Kadison-Singer extension
property.

Mots clés : inversibilité restreinte, sélection probabiliste, théoreme de factori-

sation de Pietsch, ensembles associés, systémes hilbertiens, probléme d’extension
de Kadison-Singer, pavage.

Key words : restricted invertibility, probabilistic selection, Pietsch factor-

sation theorem, sets of isomorphism, hilbertien systems, Xadison-Singer extension
property, paving.

Code matiere AMS (1991) : 05A18, 05420, 42455, 46B15, 46L30, 47A05,
47TAGS, GOE15.
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Introduction

Le théme de ce mémoire est princip.ement de montrer que, pour certaines
classes de matrices, considérées comme des opérateurs linéaires sur un espace
euclidien il est possible d’extraire une "grande” sous-matrice qui soit de plus
inversible. Dans ce contexte, l'inversibilité ne doit pas étre considérée dans son
sens algébrique, mais il s’agit plutét de montrer que la norme des inverses des
sous-matrices est majorée par une constante indépendante de la dimension de
I’espace euclidien considéré. L'intérét de ce type de résultat réside évidemment
dans ses applications, en particulier a l'analyse harmonique et a le géométrie
des espaces de Banach. Nous nous intéresserons essentiellemnt aux retombées en
analyse harmonique.

La premiére partie de ce mémoire, inspirée largement de 3], étudie le cas des
matrices dont toutes les colonnes sont de norme 1.

Dans un premier paragraphe, on démontrera un théoréme d’inversion pour
cette classe de matrices. Les méthodes utilisées ici allient une sélection probabiliste

a un argument combinatoire, aprés quoi, un argument de factorisation nous
permettra de conclure.

Le second paragraphe sera consacre a4 une application de ce théoréme &
I’analyse harmonique :

: . s e .. |AN{1,...

On dit qu'une partie A de Z est de densité positive si la suite | { )|
b . - o n

a une limite strictement positive quand n tend vers 'infini.

Notations : T désigne le cercle unité de C identifié & R/27Z, u est la mesure
de Lebesgue normaliséesur T : p = g%, ol 6 est la mesure de Lebesgue sur [0, 27|

Pourl < p< ooet ACZ, Li(T, ) désigne la fermeture de I'espace vectoriel
engendré par {e'™*},ep dans LP(T, u)

Définition : B C T est dit associé & une partie A de Z en norme L? (on dit

aussi que B est associé & L% ) s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute
fonction f de L% (T, u),

Wixzsll, 2 clifll,

Jean-Pierre Kahane avait montré que tout intervalle était associé en norme L,
a une suite de densité nulle. Dans la plupsrt des travaux qui ont suivi, lorsqu’on a
considéré des sous-ensembles A de T plus minces que des intervalles, les parties A
de Z associées a B étaient généralement trés lacunaires, en particulier, de densité
nulle. Nous montrerons ici, a ’aide du théoreme d'inversibilité restreinte et d'un
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résultat combinatoire du a Ruzsa, qu'en fait toute partie B de T, de mesure
positive, est associée en norme L, a une suite de densité positive. Ce résultat

est d’autant plus remarquable que nous montrerons qu’il n’est plus vrai dans le
cas des normes L, avec p > 2.

Le troisiéme paragraphe est consacré a une généralisation de ce théoréme au
cas des systemes hilbertiens. Néanmoins, nous ne pourons plus obtenir ici qu'une
densité supérieure positive.

Dans la deuxiéme partie, principalement issue de [5] et de [16], nous abor-
derons un probléme provenant de la théorie des C*-algebres di a Kadison et Singer

Dans un premier temps, nous énoncerons la conjecture de Kadison-Singer,
non sans avoir d’abord rappelé les notions de C*-algebre utilisées. Nous passerons
trés vite a des formulations équivalentes appelées propriétés de pavage, ne traitant
plus que de la théorie des opérateurs dans un espace de Hilbert. Nous montrerons
ensuite que les propriétés de pavage sont vérifiées pour certaines sous classes de
la classe des opérateurs de Laurent. Enfin, nous chercherons également & montrer
I'intérét des conjectures a travers trois exemples d’applications.

La plupart des démonstrations de cette partie, qui se veut simplement
introductive au probléme de Kadison-Singer, ne seront pas données, mais dans
une large mesure, des références seront indiquées.

Dans le chapitre suivant nous donnerons la démonstration d’un second
théoréme d’inversibilité restreinte, concernant cette fois-ci des matrices n’ayant
que des 0 sur la diagonale, et qui, comme le premier théoreme, constitura une
solution partielle au probléme de pavage.

Les techniques utilisées sont essentiellement de méme nature que dans le
premier chapitre, néanmoins, les outils probabilistes intervenant ici sont plus
complexes, ce qui permet d’obtenir des constantes optimales.

Enfin, en guise de conclusion, nous donnerons quelques perspectives sur des
résultats proches, a savoir le cas des matrices rectangulaires et les problémes
d’inversibilité restreinte et de pavage dans des espaces non euclidiens.
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Premiere Partie

Un Premier Théoreme d’'Inversion Restreinte

et Applications a |I'’Analyse Harmonique



1

Un théoreme d’inversibilité restreinte

Nous allons ici considérer des opérateurs T : £3 +— (3 tels que pour i €

{1,...,n} , ||Teill = 1, et comparer les résultats algébrigue (i.e. le rang) et
analytique. ’

1.1 Le résultat algébrique

Rappel : Pour un opérateur T : £ +— (3, la norme Hilbert-Schmidt de T,
i.e. ||T||§,5 = Z [|Te;||* ne dépend pas de la base orthonormale choisie :

i=l
En effet : soient (e;,...,€,) et (€1,...,6x) deux bases orthonormales de (3,
alors : '

ITI =, ITeall®> = Tiiml< Tef,6_52>|2 = Ylal<T e e >

. n = n - 2
= nZ,-=1 |T¢;51! \ = E;_j=1 l< T e,-,ez,- >
= £,5=1 I< TC{,EJ' >I = Zi:l "T€1"

Proposition 1.1. Soit un opérateur T : {3 +— (} tel que pour i €
{1,...,n} , |[Tei| =1. Alors

n
rgT 2 —=
Tl
Preuve : Soit donc un opérateur T : £7 — (3 et posons k = rgT. Soit
(En—k+1,---,En) une base orthonormale de KerT qu’on compléte en une base
orthonormale (€1,...,En—k,En—k+41,.--,En) de 3. On a:

k

ITH* Neall®

=1

n =3 ITeill” = ITls. = D ITeill® = DTl <
=k || T .

On a donc bien g T 2 TEalk



Remarque : Cette inégalité est optimale au sens que pour tout k il existe
n aussi grand qu’'on veut et un opérateur T : £} +— £7 de rang k pour lequel
I'inégalité ci-dessus est en fait une égalité.

En effet : soient k et m deux entiers, soit n = mk et définissons T : £3 — (3
par

Teirjp=ei , 1<i<k , 0<j<m~-1

Clairement rg T = k.

k m-1 k m-—1
Maissi z = z E Aitjkeitjk alors Tz = Z Z Aitjk | e
donc
k |m=1 2 k m=1
v 2

WTI® =D Xiwie| SmD Y Pirjel’ =m =)

i=]1 | j=0 i=1 j="
te ||T|| <vm

D’autre part |[T(es + ... +en)|® = [m(es +... + e)|? = m?k = mn =
mli(er +... +en)|?

Donc ||T|| = vV/m, et parsuite rg T = k = TTEIF

Ce résultat est & comparer avec celui que nous voulons obtenir :
1.2 Le résultat d'inversion

Théoréme 1.2. II existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout n et tout
opérateur T : £3 — £ tel que ||Te;]| =1 pour 1 < ¢ < n, il existe ¢ C {1,...,n}
de cardinal |o| 2 -";,—'I‘ly tel que :

[\

V(aj)jer € CPL 1D aiTesll e Doyl
JEo 2 J€o

Remarques : Notons que la constante ¢ est indépendante de la dimension,
ce qui fait I'intérét principal du résultat.

Pour démontrer le théoréme 1.2, il nous faut établir plusieurs résultats
préliminaires.
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1.3 Un résultat sur les déviations.

Lemme 1.3. Soient 0 < é < 1, un entier n et {£;}{; une suite de variables
aléatoires indépendantes sur un espace de probabilité (2,Z, u), & valeurs dans
{0,1} et de moyenne 6. Alors la déviation :

én
> e—
> 5

D &i(w) ~bn

D6n/2 = {w €N:
i=1
#(D6n/2) < 2é—0,1086ﬂ < 2e” 10

vérifie

. . t__ . r 1—58 avee probabilité §
Preuve : Soit {; = {; — 6 alors {; = {—6 avec probabilité 1—6

Fixons i € {1,...,n} et posons Y = &, prenons A > 0.

Alors E(e*y) =1+ :\;E(Yz) +E Z /\n}lm)
n23 '

n

Soit D? = E(Y?) = [(£)2dp = (1 — 66 + 6*(1 — 6) = 6(1 — 6)

A2p? AnY? A2p2
> + F nz” o =1+ 5 ax

Ainsi E(e’\y) <14

oﬁa,\=1+—Azy(e"—’1—)\—'\Tz)

n . n
Soit X = Z(i-, on a E(e"x) = HE(e"fi) < (1+ *2,?2 aA) . Par suite
: =1
E eXX) < exp L"ZD_&L
Mais, 'inégalité de Tchebichev nous donne : -
PX2t)= P(e*x > e)") < e"“E(e"x) et

P(X < —t') = P(e')‘x >eM) < e"'\"E(e"\X) ainsi

. oaep?
P(IXI 2 t) < 2exp (—/\t + %—ai)

-—

On prend ¢t = é6n/2 et on minimise le membre de droite pour A > 0, ce qui
revient & minimiser f(A) = —A+2(1~6)(e*—1— ). Mais f(In2) < —0,216 donc

4

#(Dsns2) < 27010880 <263

~

©
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1.4 Une selection probabiliste

Notation : Soit n un entier et 7 une partie de {1,...,n}. Pr.;),., désignera
la projection orthogonale de £3 sur [Te;)jer.

Le lemme suivant va étre démontré par une sélection probabiliste :

Lemme 1.4. Il existe une constante C; > 0 telle que pour tout entier n et

tout opérateur T : £§ — £3 tel que pouri € {1,...,n} , ||Tel =1, il existe
o1 C {1,...,n} de cardinal |o;| > CITITLII; tel que

“P[Teslseq\(-') (Te")“ < % » Vieo

Preuve : Soit 0 < 6§ < 1 fixé (qu'on choisira ultérieurement) et (£i)1gign
comme dans le lemme 1.3. Posons z; = Te; et o(w) = {1<j < n: &(w)=1).

Les £; vont servir de selecteurs et o, va essentiellement étre 'un des o(w).
Notons que, les §; étant indépendants, on a :

i=1

<6 /ﬂ Z:;“P[e,-(u)z;l;:l(xi)“zd#

= ‘/9 ,"P[Ei (COER) j T"i{.s. o

A Z £i(w) ”-Plfj (w)z,e],';ﬁ(z")nz du =5/‘; 2 ”P[Ea' (‘-')tiliae-'(x")ll2 dp
=1

2 n
Mais ”P [E,a(w)z,-],‘"ﬂTn as S TN ro(Pre; (y=inp_, ) S NTIP D €5(w). Ainsi
i=1

[ 6 Py mpu @) du < SITI [ 3 w)dn = n 1

=1
Donc en particulier :

/n\ 2 6 | Prgyrzgy i @O d < 82 | 1T

D =
g i

Mais alors, il existe wp € Q\ D¢ tel que (en éliminant les £;(wo) = 0 d’une
expression a 'autre)
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2
"P[fi(“-'o)zilieduo)\(-')(zi)l! = Z "PIEJ(wu)ziliae-'(""')“2

iéa(-»o) F€otes)
= Z €i(wo) “P[E; (wo)¥;]i¢i(z‘)|‘2
=1
6271|ITI|2 2
TRy <O ITl

pourvu que p(Dsa ) 1—-2 donc par le lemme 1.3 il suffit que 2e~01086n < 11

c’est & diren > — ln:l (1-1).

0. 1086
z £i(wo) — n

i=1

D’autre part wp ¢ D g donc

én
< > et ainsi

lofwo)l = 3 i(wn) >

i=]1

Posons alors oy = {i € o(wp) : ‘

Pz eowoniny (x")” <z2|iT) \/Z}

Norssii€or | Preyennin T < ||Firest; cowonca (Ted)]| < 21TIVE.
Observons que

4T slo(wo)\onl < >

i€o(wo)\o1
et donc 4 || T 6 lo(wo) \ 03] < 206 ||T|? |o(wo)|
Donc [o(wo) \ w1l < § lo(wo)|

et ainsi |o,] 2 (1 - %) lo(wo)| 2 :3[?-(1 - —>6n

Plziliectwonts (z')H < ab’n ”T”

En prenant alors § = ! > et a = 1,72, on obtient
siTH
1
1‘70 T d dinal tel
pour n > ITH? un o; de cardinal |o,| > 190 ||T|| el que

Vi € oy “P[Tc;]je,,\{-') (Te.')“ < %

Remarque : Sin < 120||T||* alors en prenant o, de cardinal 1 le lemme est

sans contenu (projection sur le vide) et donc encore vrai!
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1.5 Un résultat combinatoire de Sauer et Shelah

Soit n un entier et I C {1,...,n}, notons P/ la projection canonique de
{-1,1}" sur {-1,1} .

Dans la suite, nous identifierons un élément (ux)}_; de {—1,1}" et une partie
A de {1,...,n} dela facon suivante :

urp =1 sitet seulement sike A

Définition : On appelle densité combinatoire d’une partie S de {—1,1}",
et on note d.(S), le plus grand cardinal des parties I de {1,...,n} pour lesquelles
PIS = {-1,1} .

I c {1,...,n} est dit dense pour S si PIS = {~1,1}!. On note I(S)
Pensemble des parties denses pour S.

Théoréme 1.5. Pour S C {-1,1}", on a |I(S)} = |S|.

Corollaire : (théoreme de Sauer-Shelah) Soit S C {-1,1}" tel que
|S| > Z (’:) il existe alors I C {—1,1}" tel que
i<k

\I|2k et P'S={-1,1}".

.

Preuve du corollaire : Soit d = d.(S), alors |S| < [I(S)| € Z (n)

i<d

Remarque : Si § C p{l,...,n}, a,(S) est le plus grand cardinal des parties
Ide{1,...,n} tellesque SNI={INA: A€ S} =p(I). Alorssi S est I’ensemble

des parties de cardinal < k, |S| = Z (’:) et d.(S) = k—1 < k, donc I'estimation
i<k
du corollaire est la meilleure possible.

La preuve que nous allons donner se trouve dans [P].

Preuve du théoréme: Soit S C p({1,...,n}), soit 7 'ensemble des familles
T C p({l,...,n}) telles que : '
(2) IT| = |S|
(b) I(T) C I(S)
et pour T € 7 posons m(T) = Z |-4].
A€T
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Soit Ty € 7 pour laquelle m(Zp) est minimale (il existe bien un tel Tp car
S € 7 donc T # D).
Si on montre que Tp est héréditaire (s.e. si A € Tpet si B C A alors
B € Tp), alors Ty = I(Tp) et [I(S)| = |I(To)l = |To| = |S| ce qui achéverait
la démonstration.
Montrons donc que T est héréditaire : pour chaque i € {1,...,n} , on définit
m; : Top = P({1,...,n}) par m;(4) = {A\A{’} sii€A Zt":qm} {i}¢ To
alors m; est injective et pour i € {1,...,n} , |m(To)| = |To| > |S|.
Montrons que I(m;(To)) C I(To) : soit I € I(mi(To)) et J C I '
1T cas : ¢ € I. On a m;(To) NI = P(I), il existe donc A € Ty tel que
mi(A)NI = J; mais commei ¢ I, ANI =(A\{i} NI et par suite J € Ty NI i.e.
I € I(Th).
2¢me cas: i € J. il existe alors A € mi(To) tel que ANI = J et A = m;(B)
avec B € Tp. Mais alors ¢t € A donc par définitionde m;, A=B €T,
3¢me cas: ¢ € I\ J. Soit alors J' = JU{i}, il exdste A € m;(Tp) et B € Ty
tels que ANI = J' et m;(B) = A; puisque i € A, A= Bet B\ {i} € Ty, ainsi
J=In(B\{i}) elInT. : -
On a donc montré. que pour t € {1,...,n}, mi(To) € 7. Si mi(Ty) # Ty, alors
m(m,(To)) < m(Tp) ce qm contredirait ‘a xmmma.hte de m(Tp). Donc mi(To) = Tp
pour ¢ € {1,...,n}, ce qui signifie que T est ‘héréditaire c.q.f.d.

1.6 L’inversibilité ¢, — ¢,
Théoréme 1.6. Il existe une constante c; > 0 telle que pour tout entier n

et tout opérateur T : £3 — €3 tel que pouri € {1,...,n} , ||Te| = 1, il existe
une partie oz de {1,...,n} de cardinal |o,| 2 c2 e telle que:

z a;Te;

J€o2

¥(a;)jeq, € CI2!

|a;|
> 2 el

Jj€o2

Preuve : Posons toujours z; = Te; pour 1 £ ¢ < n. Soient ¢; et o; donnés
par le lemme 1.4; ; posons U; = Zi — Plzj)ie0 )(m ) pour 1€ 0y.
Alors pouri,j €01 , 1t #j,ona

< ziuf >=< zi,T; > — < Ti, Pz (85) >= 0 (propriété des
projections orthogonales) et

< :c,-,u',- >=< T;,T; > — < :I:,',P[,,.]).e”\“)(xi) >= 1—|

2
Plziliea,\(;)(xf)‘l 2 !2'
2
P[zi],-ea,\(.-) (:z,)“ < %

. . u; e
Ainsi 7 < |luf]| < 1 pour i € o3, donc les vecteurs u; = —— vérifient :

lwill

car ||z:l| =1 et < zi, By, |, (20) >= |
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. . ., . 1 .
<z;u; >=0 1,5€0, i#j , <:c,-,u,->>§ 1 €0y (1)

Nous venons donc de construire une famille de vecteurs (u;);er, qui est presque
la base duale de (z;)ier,. Considérons z a;zi, ol a; € R pour i € o, (pour

ieﬂx
simplifier), et prenons (g;) € {—1,1}°* tel que pour tout i € o1, |ai| = €ia;.
Alors

2 Z lall Z < zi,ui > €ia; =< Z a;x;g, Z giu; ><

i€o, !601 i€oy i€oy

" e

< 24/|oi], le théoréme
i€¢71

serait démontré. Le théoréme de Sauer-Shelah (corollaire du théoréme 1.5.) va
nous permettre d’avoir cette estimation en remplagant o; par une partie o2 "assez
grande”,-de la fagon suivante :

Considérons donc ’ensemble de choix de signes :

S el <

i€oy

E a;T;

1601

S e,

1€oy

Si l’on avait, pour tout (¢;) € {-1,1}%* ,

|°’1|}

£= {(e.-),-e,, € {-1,1):
3 e

Comme /
€0
Z EiU;

ol = [
. i€oy

de = Z ||u,|| =|oy|,ona:

160;

5 o] 4

i€oy -

s
(eidige, €{—2 AYe\e

oleal _ |£l
2le|
donc 2lo1l — |E] € %2“’" te |E| > %21"11'_
~ Appliquons le théoréme de Sauer Shelah a £ :

24|o1|

L4

g
o ., . .
comme |&| 2 %2"’” > E (l .ll), la densité de £ est > 1"2—‘1 i.e. 1l existe
" 2

o, C 01 avec

|0’1|>El_ n

> 2 2 I)p @

tel que
V(€i)ico; €iico, €EE Vi€ oy €)=k,
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(on dira que €} est une extension de ¢;).

Pour terminer la preuve, soit maintenant {¢;}jer,, écrivons a; = b; + ic;
avec b; et c; réels. Prenons alors des choix de signes (;)jeo, €t (6;")jco, tels
que, Vj € o2 , b;f; = |bj| et ¢;6;” = |c;]. Soient ensuite (€})jee, € € et

(657)jee, € € les extensions respectives de (6})e0, et de (6;")je0,-

Comme < zj,u; >2 2 (par (1)), il vient :

1
5 > lail € D {Ibi1 + lesl} < =545 >

Jj€o2 Jj€o3z

mais comme < zj,u; >=0si i3 j (par (1)), il vient

< 2 a;zj, Z(E’. — 1" Ju; >| = Z{l%l + |ej| + i(c_;eg- - bje;™)} < zj,uj >

J€E€o2 i€oy Jj€o2

et vu que |32(z)| < |z|, on a donc, avec (3)

1 o
=3 el << D gz, (6h — e ui >

~ j€oa - JE€o2 i€oy
j€Eo2 i€o,

E e:-u,-

i€oy

< Z a;z;ll +

JEo2

S4\/ |0’1| Z a;x;

J€o3

D’ou finalement avec (2)

1€0y

i< Z a;z;, Z eu; >+ |< Z a;zj, Z €i"ui >

JE€o2 i€oy

E €i"u; E a;z;

Jj€o2

1A
=Y el < aV2 ool || D aja;

= j€o2
En résumeé :
Pour n > 240||T%, il existe o, C {1,..
tel que :

j€o2

.,n} de cardinal |o2| >

: 1 la;]
V(aj)jeos || D a;Tejll > —= .
jéas V2 jeo. Vol
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Remarque : Si n < 240||T||* en prenant un o, de cardinal 1, le théoréme
reste valable mais n’a plus d’intérét!

1.7 Une preuve du théoreme 1.2. par une méthode
d’extraction.

Rappelons le résultat que nous désirons obtenir :

théoréme 1.2. I existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout n et tout
opérateur T : €3 +— (3 tel que ||Te;|| = 1 pour1 <t < n, il existe o C {1,...,n}
de cardinal |o| 2> 73 tel que:

1
2
2
V(aies € C1 11D JaiTej|| 2| D lasl
j€o 2 j€o
Preuve : Posons encore z; = Te; pour ¢ € {1,...,n}, supposons que

n = 240 ||T||2, soient ‘c; et o2 donnés par le théoreme 1.5. La preuve de 1.2 sera

achevée dés qu’on aura établi I’existence d'une partie o de o, de cardinal |o| > 15231
telle que

W

c2
V(aj)jes € C¥1 11> aiTe;|| > Y > lasl®
JEo 2 j€o

Par homogénité, il suffit de montrer ceci pour les (a;) tels que-z la;]* =1

Jj€Eo
Par l’absurde : supposons que ceci soit impossible.
Posons 71 = 02 et construisons y; = Z bi,jz; tel que ||ly1|| < € mais
JET
2
Z b1,;]" = 1.
JET
Supposons qu’on ait déja construit m, D 72 D ... D 7y avec |11| = |o2| /2 et des
vecteurs {y;}!_, tels que y; ='Z b; jz; avec ||yl < c2/4 et Z Ib;‘_,-l2 = 1 pour
JET; JET
1<:< L

l
Considérons alors 7141 = {j € 71 : z‘ |b,-,j|2 < 1}.

1=1
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Si |mi+1| < |o2|/2 arrétons la procédure (on ne peut plus rien déduire de
Phypothése).

Sinon |7141] = |o2| /2 et il existe alors un vecteur y43 = _;_ biyy,jz; avec

JE€TIy
lvisall < c2/t et D Jbigail? =1

JETi4
Montrons que le processus s’arréte nécessairement :

Les 7; forment une suite décroissante de parties finies, si le processus ne s’arréte
pas, cela signifie que les 7; sont stationnaire a partir d’un rang lp, ainsi on construit
des (b;,;)jen, pour i > lp tels que:

Ti41 = Ti == T, pour t 2 lpie VjET Zlbk--’l < 1let Z [b; ,JI

J€Tl°
1, Vt lo

Adnsii—lo+1= 3 5 PrilP= 3 3 ksl < 30 lbesl® < Il

k=lo jETI, JETy k=lo J€T1y k=1

<1

donc i —1lp + 1 < |71,| pour tout 7 2> lp ce qui est évidemment contradictoire.
Par suite, le processus s’arréte, disons aprés m étapes.

Donc |tTm+1l < L'z—’l

Posons alors pour des commodités d’écriture, b; ; = 0 pour tous les 1

<i1<m
et 1 < j < n pour lesquels b; ; n’est pas déja défini.

Mais Vi € 02 \ Tms1 9 Ibi sl

=1

Ainsim = Z Z bi ;) = Z Z Ibi ;1 > Z E 18:,517 = o2 \ Tmaa]

i=1 jET; TJET i=1 JETI\Tm41 1=1
N
=1 21
lLe.m 2 19241

D’autre part :
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Z (4\: e;b.-,,-) zj|\|de (théoréme 1.5)
i=1

/
- / iz:;e,- (; bi.:‘-‘b:‘) de (.:1; Zéz:\ 3:)
/

m 1
Zeiyi

i=1

de (definition des y;)

(Z Nyill ) (Holder)

<=2 4m construction des y; (%)
Mais par construction :
m
Z lbi.jlz <2 Vj€o (%)
=1

m
En effet par définition de Tm41, Vi € Tm+1 Zlb;,,-f < letsije

i=1
ni\7i+1 , 1<I<m,ona:

Zlb'JI —Zlbul +|bl..7| <2

i=1

<1
Il vient alors :

T Zf(Zw.,l) >3 Y sl

Jeﬂz JE€oz i=1

—ZZM =m

i=1 jEo2
e —
=1
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i.e. |o2| > 4m ce qui contredit m 2> 1%’-[ c.q.f.d.

1.8 Rappel sur les opérateurs p-sommants

Les résultats suivants sont démontrés dans le chapitre IIIF de [W] (les

numéros des définitions et théorémes indiqués ici étant ceux des paragraphes ou
ils se trouvent dans [W]))

Définition : (2) Soient X et Y deux espaces de Banach et p un entier,
1€p<Koo.

Un opérateur T : X — Y est dit p-sommant s’il existe une constante ¢ < oo
telle que pour toute famille finie (z;)}-; CX ona

1 1
(ZHT%'II’) < csup (le'(%’)l”) rzheXT , =71y (%)

=1 Jj=1

On note II,(X,Y") ’espace des opérateurs p-sommants de X dansY.
Pour T € II,(X,Y’), on défini la norme p-sommante de T par :

O,(T) = inf{c : (*) est vérifié pour toute famille finie (z;)}=; C X}

Proposition : (9) si p < g alors I (X,Y) C O (X,Y) et si T € I (X,Y)
alors I (T) < IO (T).

Cette inclusion, se démontre généralemet a 'aide du théoréme de factorisation
de Pietsch :

Théoréme de factorisation de Pietsch (8) Soient X et Y deux

espaces de Banach, 1 < p < o un entier et T un opérateur X — Y. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) T est p-sommant et II,(T) < C

(b) il existe une mesure de probabilité p sur (B_x-,a(X‘,X)) et une
constante C telles que pour tout z € X :

1Tzl < C ( /B s d#(m')y
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(¢) pour tout compact K et pour toute injection isométrique i : X s
C(R), il existe une mesure de probabilité u sur K et une constante C telle que
pour tout z € X :

iwh < ([ i dy(z))%

Corollaire : Soit T un opérateur 2-sommant de £3, dans un espace de Hilbert
H C ¢£3, alors

il existe un opérateur diagonal D : L3, — (3 (De; = Me;) et un opérateur
. n

U:l3— HtelqueT=UoD,|[U]| ST (T)et »_|N]*=1

i=1

Preuve : la condition (¢) du théoréme de factorisation de Pietsch nous donne
’existence d’une mesure de probabilité sur {1,...,n} (i.e. une suite (u;)7, deréels

n
positifs tels que Z pi =1) telle que :
i=1
1

V(ei)izy €07 1T(ai)izni < Ma2(T) (z pilai |2> (**)

=1
Définissons alors D : L2, — £3 par D(e;) = \/Hiei et v 12 — H par Ue; =0
. Te; .
sigi=0et Ue; = ——= sinon.

Vv Hi
Notons que si g; = 0 alors par (**) Te; =0ainsi T'=Uo D
Enfin pour (a;), €I ona

1
2

IU o D(a:)ima |l = 1 T(an)ll < Ta2(T) (Z pi |a,~|2) = II2(T) || D(ai)iza |l

d’ot |U|| < I2(T) c.g.f.d.

Théoreme : (29) Si T est un opérateur de £, dans un espace de Hilbert de
dimension finie H alors T est 2-sommant et sa norme 2-sommante est telle que :

I2(T) < Ke T

ou K¢ est la constante de Grothendieck.



1.9 Une preuve du théoreme 1.2 par une méthode
de factorisation

Posons encore z; = Te; et remarquons que les (z;)ie,, sont linéairement
indépendants (conséquence immédiate du théoréme 1.6)

Considérons alors I'opérateur S défini de H = [z;}ieq, C £7 & valeurs dans 8"
PP € .
défini par Sz; = ——= Vi€ 02

V2| .

Par le théoréme 1.6 il vient [|S|l,.., < .
: 2

L’adjoint S* de S est une application de £, dans H espace de Hilbert, donc
S* est 2-sommante et sa norme 2-sommante vérifie :

= - K
m(S*) < Ko ||S*l < =2

(ol K¢ est la constante de Grothendieck).
Par le théoréme de factorisation de Pxetsch BU £3 — H avec |[U]| < m2(S*)

et 3D : €3, — {3 avec De; = Ae; et Zl)\l 1 tels que S*=U o D. On a alors

le diagramme suivant : =
e, S OXH
D U
£
qui par dualité donne :
H S @
u- D-
&

et S=D*oU"® ou D*¢; = \e;. Mais alors Urz; = ——°1l——|
o2
L’ operateur U* sera un "bon” isomorphisme sur les {z;};e, avec o C o tel
que pour j € 0, Aj ne soit pas trop grand.

J € o2.

Prenons donc ¢ = {j € o2 : |Aj| €

ﬁ} et notons qu’alors on a,
v{aJ}J602 e CIU:‘I
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Kg Zajzj [c2 272(5") Za,’z,‘

J€eo J€Eo
2NN ajz;
Jj€o
=[O I ajz;

j€o

> \\u* Zaj.‘t:j
€
2\
aj
Aivloz]

H
1 2
>75 (Z a1 )

j€o

e

Jj€o

N

I reste & vérifier que |o| est assez grand.
2

Mais.1 > E: A1 2 o2\ o]
. lo2]
J€oz\e

ie. o2\ o] < la—;‘- donc |o| = _IUTzl-

En Résumé :

Les deux preuves nous donnent l’existence d’une partie o de

1 n
...,n} de cardinal || 2 — —— telle que :
} 912 a5y e

pour la premiére preuve :

1
2

ZajTej

j€co

1 2
2 W‘z_ (jze;,laﬂ )

et pour la seconde démonstration :

1
1 Z 2

> —_— .

~ 8hg ( la;1 )

j€o

Za,-Te,-

Jj€o
Rappelons que 1,338 < g < 1,40491.
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2

Applications a I'analyse harmonique

Tout d’abord, nous allons nous intéresser d differentes fagons de mesurer
"’épaisseur” d’une suite d’entiers. Nous rappellerons ensuite quelques propriétés
des arbres, ce qui nous permeitra de démontrer un résultat combinatoire di a
Ruzsa. Nous nous intéresserons enfin auz ensembles associés d des suites de densité
positive. En particulier, nous montrerons ¢ l'aide du théoréme 1.2 et du résultat
de Ruzsa que tout ensemble de mesure positive est associé en norme L? & une suiie

de densité positive. Ce résultat est d’autant plus remargquable qu’il est fauz dans le
cas des normes LP pour p > 2.

2.1 Définitions et notations.

L’eztension naturelle de la notion de cardinal proportionnel é n ¢ des ensem-
bles infinis est celle de densité.

Par suite, nous entendrons ici une partie de N ou de Z.

Définition : On appelle fonction d. comptage d’une suite A la fonction qui
d n associe A(n) = [AN{1,...,n}|.

On appelle densité supérieure (respectivement densité inférieure) de A et on

—— | —— .. A
note dens A (resp. dens A) la lim (resp. lim ) de la suite Ezn)
n—00 n=—0oo

Si dens A = dens A la valeur commune dens A est appelée densité assympto-
tique ou densité de A.

Soient A*(n) = max [AN{a+1,...,a+n}|
a
et Au(n) = m€1§1 [ANn{a+1,...,a+ n}]| les fonctions de comptage supérieures
a

et inferieures de A

Notons que A* est sous-additive et A. est sur-additive. Ceci implique
I’existence de

dens*A = lim A—.éﬂ = inf A—.—,(‘l) (densité supérieure forte de A) et de

dens.,A = lim é—’i—"—) = sup /—\%’l (densité inférieure forte de A).
Clairement

dens. A < dens A < densA < dens*A
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Remarquons que dens,A > 0 si et seulement si A ne contient pas de sauts
infiniments grands i.e. 3nVa AN {a+1,...,a +n} # B. Notons qu’alors, pour
tout entier kil existe Ay € AN{kn +1,... (L +1)n}. So1t alors A' = {Ag}ren et
remarquons que, si kn+1 < p < (k+ 1)n alors:

E o wn{l...p}l o k41
(k+1n = P Stn +1
et en faisant tendre k vers I'infini

dens A' = ! >0
n
On a donc le lemme :

Lemme 2.1 Pour toute suite A de densité inférieure strictement positive, il
existe une sous-suite de deusité positive.

Définition : Soit H un ensemble de parties finies de Z. H est appelé

homogéne si pour tout A € H toutes les parties de A et tous les translatés de
A sont encore dans H

Remarquons qu’a toute suite A on peut associer plusieurs systémes ho-
mogeénes. Nous nous intéresserons plus particulierement a

hi(A)={ACZ: A+z€A pour unz € 2}

Pour un systéme homogéne H on définit la fonction de comptage H(n) =
ﬁl&){:!An {1,...,n}|. Remarquons que H(n) est sous-additive ce qui implique
existence de

densH = lim ﬂnl= inf H(n)

n—oco n nEN n

2.2 Quelques résultats sur les arbres

Notations : Soient n et m deux entiers, et soient s = ($3,...,5,) et
t = (t1,:..,tm) deux suites finies d’éléments d’un ensemble X. On notet < s
sim<net sx,pourtout ke{l,...,m},onaty = s.

Pour z € X, on note 27 s la suite (z,51,82,...,8n)

Définition : Un arbre sur un ensemble X est une partie T de l’ensemble
des suites finies d éléments de X telle que
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se€T, t<s=>teT

En particullersiT#0 , 0€T

Définition : le niveau k de I’arbre T est I’ensemble des suites de longueur
k dans T

Une branche infinie de T est une suite infinie (z,)nen de XN telle que pour
tout n 2 0, (z0,-.-,zn) € T (on note (z,) € [T))

Théoreme 2.1. (Kdnig) Si T est un arbre infini dont tous les niveaux
sont finis, T' posséde une branche infinije.

Preuve : Considérons {zo € X | 3s € T s(0) = z0}, c’est le niveau 1 de T et
est donc fini. Comme T est infini, il existe donc zo tel que Ty, = {s | z5"s € T}
soit un arbre infini & niveaux finis.

Il existe donc z; tel que Troz, = {s | zg z7 s € T} soit un arbre infini a
niveaux finis...

 On construit ainsi, par récurrence, une suite (z,) € XN telle que pour tout
k21, T(,,,...,z,) infini et alors (zx)reN est une branche.infinie de T. c.g¢.f.d.

2.3 Le théoreme de Ruzsa

Remarguons gue pour toute suite A on a dens(h;(A)) = dens*A > densA.

Nous voulons établir une réciproque, d savoir que tout systéme homogéne peut étre
associé & une suite au sens suivant :

Théoréme 2.2. (Ruzsa [15]) Pour tout systéme homogéne H il existe une
suite A telle que hy(A) C H et dens A = densH

Pour démontrer.ce résultat établissons d’abord le lemme suivant :

‘Lemme 3.3 : Soit H un systéme homogeéne. Pour tout entier n il existe

un ensemble A € H tel. que A C {1,...,n} et tel que pour tout entier m avec
l<{<m<£nona

[AN{1,...,m}| 2 mdensH
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. o AnN{1,...,
N.B. Pour tout entier m, il existe un A, tel que Am 01 udl >

m g
inf _Iif:z_) = dens(H), le lemme affirme qu'on peut prendre Ay, = A pour m < n.

Preuve du lemme : Fixons n € N, soit p > 1, il existe B C {1,...,p},
B € H tel que |B| = H(p) = pdens(H). Considérons alors

FG) =1BO{L, ol = 2 dens(H) § 21
f(0) =0
Soit k réalisant le minimum de f sur {v,...,p}, montrons que pour 1 < m < n,
f(k +m) > f(k) (*)
En effet, tant que k + m < p cela vient de la définition de ket si p+ 1 <
E+m<gn4+p,ona
F(k +m)=|B| - %ﬁdens(n) >0 et

f(k) <£(0) =0
(*) signifie que

0< f(k+m)—fk)=|BO{k+1,....,k+m}| - nnlppdens(H)

ce qui implique que A, = (B — k)N{1,...,n} vérifiepour 1 <m < n

' p
A, N{l,...,.m}|2m d H
45 0 {1, m) | > m—Ldens(H)
mais comme A, C {1,...,n} il n’y ¢ qu'un nombre fini de A, possibles, or

il y a une infinité de A,, nécessairement il existe un A C {1,...,n} qui apparait
une infinité de fois comme un Ap, et ce A répond a ia question.

Preuve du théoréme 2.3 : Pour tout entier n > 1, soit Cp 'ensemble des
A donnés par le lemme (fini et non vide). Nous allons définir un arbre de la facon
sulvante : '

le n-iéme niveau est formé des éléments de C,, et A € C,, B € Cp 4 sont liés
par A C B. '

Tous les niveaux sont finis et si B € Cp4; alors 4 = BN {1,...,n} € C, donc
I’arbre est infini. Ainsi par le théoreme de Konig, il existe une branche infinie z.e.
il existe (Ax)r>1 tel que pour tout k£ 2 1, 4 € Cr et Ar C Ar4a.

Soit alors A = U Aj, clairement h;(A) C H (par construction) et de

k21
plus A(n) 2 |4, 2 ndensH donc densA 2 dens H. D’autre part, nous avions
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remarqué que dens A < dens®(A) = dewshy(A) < densH. Les deux inégalités
précédentes nous donnent

dens A = dens A = dens A = dens’H

2.4 Ensembles associés a des suites de densité
positive

Rappelons ici les notations déja données dans I’introduction :

Notations : T désigne le cercle unité de C identifié 8 R/2nZ, u est la mesure
de Lebesgue normalisée sur T : p = ££, 011 6 est Ja mesure de Lebesgue sur [0, 2|

Pourl<p<ooetACI, LE(T, u) désigne la fermeture de ’espace vectoriel
engendré par {€'"**},es dans LP(T, )

Définition : B C T est dit associé & une partie A de Z en norme LP (on dit

aussi que B est associé & L% ) s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute
fonction f de L% (T, ), '

Ifxsll, = <lfll,

Nous allons établir le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Tout B C T tel que u(B) > 0 est un ensemble associé en
norme L? & une suite d’entiers de densité positive.

Plus précisément, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout B C T tel que u(B) > 0,

il existe A C N vérifiant dens A > cu(B) et tel que pour toute fonction f dans
L3 (T, )

Ifxzll, = cvV/u(B) Ifll,

Preuve : Soit B C T avec u(B) >0
Considérons P'opérateur T : L%(T, p) — L*(T, u) défini par Tf = f XB

Viu(B)

2
Toton o 2 _ 2, _ X B 1 2, _
Notons que |71} = [ 74" du Afyw)w<R5AMdu
— 1111
#(B) ’
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, 1 1
d’autre part IIT)(BH2 = /B ——du=1=——Hr ||XB||2;

. K(B) u(B)
Vu(B)

De plus, pour tout j € Z, |[|Te"= "; = T(]T)' Ip €% | du(z) =1.

ainsi ||T]| =

Identifions alors ([e"j’];;l )-ll2) & 12 (isométriquement) et appliquons le
théoréme 1.2 :

il existe alors une constante ¢ > 0 (indépendante de n) telle que
pour tout entier n 2 1, il existe 05 C {1,...,n} avec |o,| 2 ik

7

|7 ey
cnu(B)

telle que quel que soit (a;)je0, € Cl°!

1
2
XB ijz 2 ijz
Z a;Te;li = E aje Zc Z la;| =c z aje
j€on . VHB) je., . j€on j€an

2

ou encore, pour toute fonction f dans L?(T,u) & spectre dans On,

lixBfll; = evV/(B) Il fll,

Considérons maintenant I’ensemble H des parties finies o de N telles que :
pour toute fonction f de L? i spectre dans o on a

Ixa £l > eV/uB) I,

(ol ¢ est la constante donée par le théoréme 1.2).

Clairement, pour tout élément o de H, toutes les parties de o et tous les
translatés de o sont encore dans H (en effet, translater le spectre o d'une fonction
f revient & multiplier f par un "%, ce qui ne change pas lanorme L? de f). Par
suite H est homogeéne.

Comme d(H) = nlimood,,(’H) existe et que pour tout n > 1, 0, € H, on

a d(H) > cu(B). Enfin le théoréme de Ruzsa nous dit qu'il existe une suite A

d’entiers dont toutes les parties finies sont dans H et telle que dens A = d(H)
c.g.f.d.
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25 Lecasp>2

Le résultat précédent n’est plus vrai pour p > 2, ceci est un corollaire immédiat
du théoréme suivant :

Théoréme 2.4. Soit p> 2. Alors B C T est associé en norme LP & une
suite d’entiers de densité positive si et seulement si T est une réunion finie de
translatées de B & un ensemble de mesure nulle prés.

Avant de démontrer le théoréme 2.5, montrons le corollaire suivant qui nous

permettra d’exhiber un ensemble de mesure positive qui n'est associé & aucune
suite de densité positive :

Corollaire 2.6 : Si B C T est associé en norme LP i une suite d’entiers
de densité positive, alors son adhérence b est d’intérieur non vide.

Démonstration : si B est associé a une suite d’entiers de densité positive,
il en est de méme pour B donc T = UL,(B + )\ O ol O est un ensemble de
mesure nulle et les rr sont dans T. Mais U}?:l(ﬁ + ri) est fermé, donc O est un
ouvert de mesure nulle, i.e. O = &, donc T = UL, (B + r&).

Mais, une réunion finie de fermés maigres étant maigre, B n’est pas d’'intérieur
vide.

Pour montrer que le théoréme 2.4 n’est pas valable pour p > 2 il nous suffit
donc de trouver un fermé B de T d’intérieur vide et de mesure positive.

oo
Soit (€n)n>1 une suite de réels positifs tels que 0 < { = Z 2nle <1
n=]
Soit alors Bo = [0,1}, soit B; = By privé de la partie centrale de longueur
&1 ; By contient alors 2 intervalles de méme longueur et est de mesure 1 — £;.
Supposons alors Bj. construit, By contient 2% intervalles de méme Jongueur et est

k _
de mesure 1 — Z on=1¢_ Pour obtenir B: 4, enlevons a chacun des intervalles de
. n=1
By Pintervalle central de longueur £r4;.

Posonsenfin B = m Bi.. Alors B est un compact d’'intérieur vide et de mesure

k>1
oo
1-) 2", > 0.

n=1

Notation : Soit A(T) = {cp € C(T): o € (’]} qu’'on munit de la norme
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o0
el acry = Z |>(n)] qui lui confére une structure d’espace de Banach.

n=]1

Pour montrer la condition suffisante du théoréme 2.5, nous aurons besoin de
deux lemmes :

Lemme 2.7 : La fonction 1 — €' est de synthése spectrale i.e. , il existe une
constante ¢ telle que, pour tout € > 0, il existe une fonction F, € A(T) telle que :
i/ Fe(z) =0 pour tout z de T tel que |1 —z| < ¢
i/ |1 — e = F,(:r)“A(T) <ece

Preuve : Pour une fonction f intégrable sur R, on note
. voo
(&)= f(z)e*=dz

-0

la transformée de Fourier de f.

1l existe une constante M telle que, pour tout > 0, il existe une fonction g,
positive et de classe C? sur R vérifiant de plus :
iii/ gy(z) = 1 pour |z] <7 et gy(z) =0 pour |z| > 279

iv/
Z |§a(n) — gy(n+1)| < eM

n=-—00

En effet, soit h une fonction de classe c? positive telle que h(z) = 0 pour
|z] = 2 et h(z) =1 pour |z| < 1. ,
Fixons n > 0 et posons hy(z) = h(Z). Montrons que h, vérifie iii/ et iv/.

Par un simple changement de variables, il vient, pour tout n € Z hy(n) =
nh(nn). Ainsi

T too . , +oo |
S Jhatm = bt D[ =1 3 [y -hatn )| <0 [ [e)] e
Posons H(z\ = zh(z) et notons que A'(£) = —i H ().

Remarquons d’autre part que H est de classe C?, nulle hors de [-2,2] et que
pour z € [—-1,1], H(z) = z. Mais alors:

/:: liz’({)‘dé =/_:°|I?(§)|d£
=/m$] |1(6)) ae +/W [ ae
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Mais M; = fl(lsl lI:I(f)| df < oo et est indépendant de 7. Par ailleurs, par
deux intégrations par parties,

2 2
f{(f) = /;2 c-iEzH(z)dz = —-é}i ‘/-2 e—iE?H»(z)dz

d’ol avec le changement de variables u = £z, vu que H”(z) = 0 sauf si
1<zl €2

. . H™(%
H(E) =/ et (3£)du

leI<Iul<2ie] 3

donc

. i H(E)
lH(5)| de < e -2 du
GEY 1121 Y 1e1<lui<21el 3

g/ / "—'g?“—“;dud{
le1>1 Jieiiuigzier €

d
<2||H”||°°/ ES' — 4| H||_ = M; < o0
€121

et par suite M = f::: |;l'(f)‘ df < M, + M3 < oo et ainsi

i I;z,,(n) — hp(n + l)l <nM

n=0

Fixons alors € > 0 et soit n tel que si Il —e'*| < ¢ alors |z] < 7 (on
peut prendre 7 < Z¢). Posons alors f, = (1 — e'¥)g, et remarquons que

Fe(n) = Gn(n) = Gn(n + 1). Par suite

“+oco + oo
ufe“A('r) = Z lfe(n)l = Z lgn(n) — gp(n +1)| < Mn < 27Me

n=—o0o n=-—o0

Ainsi F, = 1 — €'* — f, répond a la question.

Nous sommes maintenént en mesure de démontrer le résultat suivant :
Lemme 2.8 : Il existe une consté.nte c telle que pour toutt € T et tout € > 0,

si I est un ensemble d’entiers tels que, pour tout n dans T, Il - e""'l < €,
alors pour tout 1 < p < oo, et pour tout f € LE(T,u) :

1f = fill, < e lIFY,
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ou fi(z) = f(z ~t) est la translatée de f part.

Preuve : Comme 1 — e'* est de synthése spectrale,

3¢ Ve>0 3F, € A(T) vérifiant les conditions i/ et #i/ du lemme 3.7.

oo
Plus précisément 1 — e* — F.(z) peut s’%crire 1 — e'* — F.(z) = Z aje'’®
j=—o0

o0
avec a;| < ce, donc
> lajl

j=—oo

oo
1-¢'*= E aje’® si|l—e| <e

j==oo

Fixonsalorst € T et € > 0. Soit I' un ensemble d’entiers tels que ]1 - e"‘“ <eE.
Il vient alors, pour tout f € L;(T,p) :

W= fill, = Z F(n)(1 = eint)eine

nelr

P
)

= 5 o fmenessn

j=—o0 nG.I‘

oo

= E a; fjt

j=—o0

P

< S lallifill, < e lI5

j=—oo

Montrons maintenant la condition suffisante du théoréme 2.5.
Supposons que B C T est tel qu’il existe {fx}]L, avec p(U (B + tk)) =1

k=1
Alors pour tout f € LP(T,u) on a:
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= ([ lfl’du)% - ( /. (BWVI"&#Y
= (/; ‘qurcl(B¥tk)ip d#)%
< (/_;_ (lflk}_:;lXBM;)Pd#)%
=‘ | £1 iXB-Hx

k=1
<A xBrall,
k= ,

1

P

m
=> " lfuxsl?

k=1

<mlifxsll, + D IF = full,
k=1 :

Soit ¢ la constante donnée par le lemme 3.8 et posons £ = 22m. Soit
Ae) = {n € Z: max |1-e™*| < ¢}, alors par le lemme 3.6 il vient, pour
1gksm

tout f € L3 ,(T,) Ifll, <mlfxall, +meellfll, ic.

Ifxsll, > = U1,

La preuve sera achevée dés qu’on aura trouvé une partie A de A(e) de densité
positive. D’aprés le lemme 2.1, il suffit de montrer que dens. A(e) > 0.

Considérons I’homomorphisme de groupe ¥ : Z +— T™ défini par ¥(n) =
(ein11 , eini: . eintm .

Par compacité de T™, I'image de 3 étant recouverte par des ouverts de la
forme

G, = {:E = (ei",...,ei‘”) € T™: max le‘j'* —ei’*l < e}
Ikgm
elle est encore recouverte par les G; pour j € A, ou A est un ensemble fini.
Ceci implique que Z = | J T, o1 T; est défini par
JEA
PJ‘ = {Tl ez (C""",eimz ...,Ci"‘m) < GJ} '

Mais, pour tout 7 € A,on a:



T; ={n €l: (e’"",e'"" ...,e'"‘"’) €eT™: max Ie""‘ - e"’"‘l < e}

1<kLm
<)

donc T'; est un j-translaté de A(€), ce qui implique que A(€) n'a pas de sauts
arbitrairement grands i.e. dens.A(e) > 0 ce qui termine la premiére partie de la
preuve.

Pour montrer la condition nécessaire du théoréme 2.5, établissons d’abord le
lemme suivant :

={n €el: (e"‘",e‘"" ey €™™) e T™: max |1- eiln=it
1<k<m

Lemme 2.9 : Soit v > 0 et un entierr > 0.
Soit B C T tel que quel que soit (tx);_, € T" on a

#(;:L;J;(B +1)) <1

Il existe alors un entier ly tel que pour tout entier | > ly et pour tout
élément {t}i_, de TT il existe un intervalle dyadique J tel que p(J) = 2~ et
p((J +tk)ﬂB) <2 'pour1 <k<r.

Preuve : Commencgons par introduire la notation suivante :
pour t = (t3,...,%,) dans T" et pour un intervalle I de T, on pose

p(InUm B - w)
PO=""

Notons que d’apres le théoréme de Lebesgue !

lim () = 0 pour presque
I—{z}
r
tout z ¢ U (B — ti). Plus précisément, si x; désigne la fonction caractéristique
. k=1
de U (B — tx), notons que
k=1 '

1
o) = 2 /[ xi(w)du(u)

donc par le théoréme de Lebesgue !lir{n}cp;(f) = xi(z), p presque partout
—{z

(en tout point de Lebesgue de x;j). Mais, comme xi(r) = 0si z ¢ U(B — 1),
k=1

]lir{n}a,.o](ﬂ = 0 pour presque tout z & U(B — 1)
—{r
: k=1

! ¢f Halmos Mecasure Theory p208S
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L’hypothése implique donc que pour tout £ € T" il existe un z € T et un
intervalle dyadique I(f) 3 z tel que o3 (f) < 7.

Notons également que o7 est continue.

En effet : soit € = (¢;,...,€r), notons que tous les xj4, sont bornés par 1 et
que xi4+z tend ponctuellement vers x; quand £ tend vers 0, donc par le théoréme
de convergence dominée ¢o;( + £) tend vers ¢ (t), d’olt la continuité.

Par suite, pour tout £ € T, il existe un voisinage W; de  tel que pour tout
Z=(z1,...,2r) € W;

e1®(Z) <7
Les W; recouvrent T™ qui est compact, il existe donc 3,...,fy tels que
(Wi, )X, recouvre encore T". Alors, en posant Iy = I(fx), pour tout £ € T",
il existe n tel que £ € Wi, et alors 1, (1) <17.
Par suite, pour tout { € T" . aigH en(t) < 1.

Pour chaque k, 1 < k < H, il existe un entier I(h) tel que u(I1) < 27", Soit
| un entier tel que | 2 Iy =  max I(h), écrivons chaque intervalle dyadique I; en

une réunion disjointe I = U I ; d’intervalles dyadiques {Ij,:}ica, de longueur
€4,
2-! Alors,VIe T7,

‘Pfh'(a= Z M‘Ph.i(t—)

Sx w(Ia)

I -
Puisque E “((;h')) 1, pour tout t € T, et tout 1 € h < H, il existe
1I€A,

i € Ay tel que 5, ;(2) < @1, (1). Ainsi

> min t
v - (1)

IJrlm?—' 2n (‘7 n U(B - t‘))

> iz, i (0 +005)
|Jlir;l§1—'2 x4 (J+tL)ﬂB

c.q.f.d.

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration du
théoréme 2.5. Il s’agit donc de montrer que les ensembles associés sont néces-
sairement de la forme voulue.

Soit donc B C T, tel qu'il existe A C Z et ¢ > 0 tels que
i/ densA > ¢

i/ Vfe L(T,u) Nfxsll, = clifll,

supposons de plus que

e
o
~1



i/ Vm 2

1 vin)p, e T™ w(Up(B+t) <1

Nous aurons besoin dans la suite de la preuve de trois parameétres (que nous
fixerons le moment venu) 7, 4 et un entier r. Soit également ly un entier donné
par le lemme 2.9 avec les parameétres r et «.

Soit Ao

={n€A:

Demandons de plus que !

In] < 2'}, d’aprés i/, si I est assez grand, |Ao| > 2.
2 lo pour que nous puissions, le moment venu, appliquer

le lemme 2.9. Posonspour z € T,

Alors F € LA (T, u) et F(0) = ||F|l,
Posons J =

IRF(z) ~ F(0)|

d’ott pour z € J, RF(z) >

F(z) =

§ exn:

n€lp

IAol > C2'+1.

T 2—(1+1) ‘7‘(""1)] PourzeJona

On a alors, pour tout ¢ € T

grace a la condition ii/, soit

< |F(z) = F(0)| < |An] max [ — 1] < [Ag|2l2=041) = Aol
»€Ao 2
F(0) - |A°| _ 1A
2
= <2 ‘A°' / RF(z)dz
<| [ F@eua
J
<27V |IF,
=277 ||\Fll,,
<277 || Fixsll,
¢ <277 | Fxall, (*)

La suite de la preuve consiste & trou ‘er a ’aide du Lemme 2.9 un t € T tel
que ||Fix ||, soit suffisamment petit ; on aura alors une contradiction grace & un
choix Judxcxeux des parametres intervenant dans le lemme 2.9.

Il s’agit, pour commencer, de trouver un "bon”

systéme (tx)ie, tel que

,U(U (B + tk)> < 1. Fixons donc un premier parametre 7 ad hoc.

k=1

Notons que F(0) =

|Ao] > ¢2'. Nous choisirons donc 7 tel que 7 < ¢ < 1. Soit

alors {#;}7., un systémes de points de T, de distance mutuelle > 27!=1 tels que

|F(tx)] = 72" pour 1 < k

< m et qui soit de plus maximal au sens suivant :
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IF®)| = r2'=3k, 1<k<m [t-t| <27
Pour 1 €< k € mposons W = {z € T : |z—1#] < 72715} alors
p(Wi) = r2-1=4 et pour z € Wyona:
|\F(z)| 2 [F(te)r - |F(te) — F(z)]
2721 - Z |einu _cinz‘
n€lo
272! — |Ao|2'r27"®
car ngo leinu _ einzl < lAOIf‘%ai: ‘gintg __einz| < IA°|2I |tk _ x" pour 1 <
Ek<m.
D’ol finalement |F(z)] > 72", siz € Wi, 1 < k< m.

Notons aussi que, comme 7 < 1 et comme |tg — tp| > 271, les Wi sont 2 &
2 disjoints. Alors

m
2M2 > |Ao| = / |F)?dp > / |F () dp = mu(Wi)r2221-2 3 mo321-6
. T k=17 W

Prenons alors r = [%;] +1desortequem < 28773 < 1.

Nous sommes maintenant en mesure de choisir un t qui nous conduira a la
contradiction. Comme m < r nous pcuvon. appliquer le lemme 3.9, ce qui implique
’existence d’un intervalle dyadique J de longueur 2~/ tel que

ViSk<m p((J+tk)nB) < 72!
1 existe alors t € T tel que J = I +t avec I = [-27171,27!-1] et alors
ViSk<m ,1((1+t+tk)nB)'< v2!

Il ne nous reste plus maintenant qu’a majorer ||Fixg|l, et & choisir conven-
ablement les parameétres 7 et 4 pour obtenir une contradiction.

m
Soit V =T\ U (I +t+tx), comme ||F||,, < |Ao| remarquons qu’alors :
k=1

L 1P )P - ) P
1Fxal < [ IR ZORDY /(Mwm F(@)I” du(z)
< /‘ IF@)P dulz) + m | Fill% 72
< [ IR duta) + ol 2~
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Mais, pour z € V, z —t est & distance > 27/~ de tous le t; (k = 1,...,m)
donc par maximalité de (tx)f., on a |F(z —t)] < 72! iie. |Fi(z)] < 72'. Il s’en
suit que

IFixsl? <(r2')-? /V F(2)l? du(z) + r Aol v2~!

sr"22'("2) lel +r le‘p ‘72_1
S(Tp—2 + r7)2l(p—l)+2p

ce qui avec (*) nous donne :
2 < (7178 4 (ry))23

-2 . P '
Prenons donc 7 tel que 71”7 = ¢2274 (i.e. T = (c?2~4)77) donc (ry)? >
2p
c?2™* et donc vy > —:2 o °° qui aboutit a une contradiction pour peu qu’on choisisse

2p
7= 5 cgfd
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3

Systemes Hilbertiens

Soit u la mesure de Haar sur T et soit B C T avec u(B) > 0. Remarquons que
le fait que l'opérateur T : L*(T, p) = L?*(T,p) défini par Tf = fxp soit borné peut
s’ezprimer par le fait qu’il eziste un M < oo tel que les vecteurs ¥p(z) = xpe'™®
(pour n € 1) vérifient pour tout (a;)iez € C% :

sM( f: Ianlz)%

n=—000

o0

Z an¥,

n=—00

Ceci conduit naturellement d la notion de systéme Hilbertien :

Définition : Un systéme normalisé de vecteurs {z,}5%, d’un espace de
Banach X est dit Hilbertien s’il existe une constante M < oo telle que pour toute

suite quasi-nulle (a,)%2; € CZ on a

1

M (i lanlz) 2

n=1}

oo
E AnZn

n=1

Dans ce cas on dit que {Zn}n>1 est Hilbertien de constante M.
Si I'inégalité inverse est vraie i.e. s’il existe une constante M' < oo telle que

pour toute suite quasi-nulle (a,)2, € CN on a

oo i oo
V(an)nz1 (Z lan |2) <M lz Anln
n=1 n=1

alors {z,}32, est dit Besselien.
Il se trouve que le théoréme 3.2 s’étend d tout systéme Hilbertien dans un

espace de Hilbert arbitraire. Néanmoins, au lieu d’une densité positive, on ne poura
plus qu’obtenir une densité supérieure positive :

3.1 Une extension du théoreme 2.4 aux systemes
Hilbertiens

Théoréme 3.1. Il existe une constante d > 0 telle que pour tout espace
de Hilbert X et tout systéme Hilbertien {z,}52, de X de constante M < oo,
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il existe une partie A de N avec dens A 2
Besselien de constante d~?
En particulier, {Zp}nea est Md™? équivalent 4 un systéme orthonormal.

el telle que {Zn}nea soit aussi

Preuve : Comme on ne s’intéresse qu'a [z,,] on peut supposer que X est
séparable, et par suite X est isométrique & £2. Pour simplifier, on va donc supposer
que X = £2,

Soient alors {e,}S2, la base canonique de £2 et R, (respectivement S,) la
projection orthogonale de £2 sur [e;];_, (respectivement sur [e;];2,.,).

L’hypothése nous dit que I'opérateur T : £ ++ £2 défini par Te, = z, est de
norme < M. Notons que pour n 2 1, ||Te.|| = lza]| = 1.

Soient enfin ¢ > 0 la constante donnée par le théoréme 1.2 et (7,)32; une

(> ]
c
suite de réels strictement positifs tels que 7 = 2] < —.
e posite ks aue = (3572 < 5
Nous allons maintenant construire deux suites croissantes d’entiers (gn )%, et
(rn), et une suite {7,}32, de parties de N.

Prenons ¢; = 1, o1 = {@1 + 1,2¢1} et soit r; tel que (|Sr, I[,,])E“ < 121-

(Notons que ceci est possible puisque S, restreint a un sous espace de d1mens1on
- finie tend vers 0 en norme quand n tend vers l'infini.)
Montrons maintenant que

Lemme : Pour tout € > 0 et tout entierp 2 1 il emste un entier @ tel que
pour tout ¢ > Q, il existe 0 C {g+1,...,2q} avec |og| 2> —= et

M’
“R” h"']iml

En effet, fixons p; si le lemme n'était pas vérifié, on pourait trouver un
a > 0 tel que, pour tout entier Q, il exi~te un entier ¢ > Q tel que, pour tout
ocC{g+1,...,2q} avec |gg| 2 J\lqz on a

”Rp lt=i);e0

On peut ainsi construire une suite (gx)x>1 telle que gry; 2> 2qx et de plus,
c
pour tout o C {g+1,...,2q} avec |o| > L ona

<€

|>a

M?
|RP |[=i];e, >a
i.e. 1l existe u, = Zc;:c,- avec "u,“ =1let ||Rpusll 2 a. ™)
Mais T |[,,.];;~“+li§%riﬁe les hypothéses du théoréme 1.2, on obtient alors
or C {gr +1,...,2qx} avec |ox| = %q{—; telle que, pour tout (a;)ico, € C!?*l on a
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[Z Ia.-l’r s%

1€os

E Az

1€ox

Notons alors ur = ug, = z c¢iz; donné par (*), et montrons que ux —“ 0 :
-;605

Soit donc £ € (32)' =0,

<Eue>=|) ci<Ezi>
i€oy
‘ 1 1
. 2 2
< (2 |c.-|2> (Z <&z >|.’.)
1€Eoy t€oy
1
1 2\
<z Z CiZi (Z |< &, Tei >| )
1€o, 1€0,
H
1 .
== llull (Z i< T, e '>|2\)
i€o
. H
<- <T*E e > 2
~ | oI Tgei >

20

oo
car Z < x, e >|2 < oo pour tout x € £y et T*€ € (£2)° = L,.
=1

Mais gx tend vers 1infini quand k tend vers l'infini, on a donc bien

<& Ug D= k—eo 0

ui est donc une suite telle que jlux|| = 1 et ux —* 0 et telle que de plus
IRyl > o > 0.

u); admet alors une sous-suite équivalente a une suite bloc de la base (e )r>1
i.e. :

On peut supposer, quitte a extraire une suite, que (ux )31 est équivalent & un
systéme orthonormal (& )x»1. Ceci impliquerait 'existence d'une constante M > 0
telle que pour toute suite quasi-nulle (ax )31 de scalaires :

Alors
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k k
2k < ) IRy (um)ll; S M2 D [[Rp(ex)ll € M4 [|Ryll}y 5. < M¥p

m=1 msz=1
et ceci est vrai pour tout k alors que p est fixé, d’ou la contradiction.

Appliquons donc le lemme avec p=ry :

1l existe g2 = 2q1 et 72 C {q2 + 1,...,2¢2} avec |n2| = % tel que
T2
an lz51;¢0, || < -

On choisit alors r2 > r; tel que

. T
S, llzi]ie'); < ?

En continuant ainsi, on construit par récurrence deux suites croissantes
d’entiers {gn}32, et {rn}32, ainsi qu’une suite {7,}3%; de parties de N telles
que |nn| 2> 555 et telles que de plus, pour tout n :

<z <z

[ #rees e 2 2

Fixons alors n et apphquons le théoreme 1.2 a Vopérateur T |,,. Il s’en

Sra liz;)

:Ennl J€nn

suit qu’il existe o, C 71, avec |o,| 2 JI‘Z;'I > Mq,: et telle que, pour tout
(aj)jéa.. € Clon' H

Y aszslf 2l Y lajl
J€on 2 JEon
(e ]
Considérons alors A = U on et observons que pour tout n, on a
n=1
[ANn{1,...,2¢n]} S |onl S c?

2qn Z 2¢, 7 2M¢

. —— 2
i.e. densA 2 5557w >0

m .
D’autre part, pour tout {a;}32, tel que Z E Iajl2 =1l,ona

n=1j=0oy,

s=I % ajz; Z(R,,, + s,“) 3 ajz;

n=1 j=o, 2 JjEon 2

Z(an - Rr._,) Z a;Ti. Z(an y +5r,) Z a;z;

n=1 j€on 2 j€oq

\Y

2
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Mais les (R,, — Rr,_,) Z ajz; sont 2 a 2 orthogonaux et E a;z; €
jecn

2 J‘ean
25152, 41 done
. 2\ i
oo o0
S=| 3 |(Brn = Rraly) DY ajz; =d ml||D ajz;
n=1 JEon 2} n=1 J€on 2
1
o 2\‘ 2
2| S [|(Ren = Rral) D ezl | —7M
n=1 J€Eon 2)
11 vient alors
c
(S+3P2(S+TMP >3 ‘ (Rra = Rross) D 052;
n=1 J€oy 2
2 2
o0 oo
> Z E a;z;i| - Z (Ren_, +Sr.) Z a;z;
n=1}||j€Eon 2 n=1 J€on 2

oo
223 3 o — 77
n=1j€oy,

2c?

4
et ainsi § > (V3 — 1)£. i.e. par homogénéité :

1

> (V3-1)3 (Z > la,-P)

n=1 j=o,

>3 o

n=] j=og,

2
c.qg.f.d.

3.2 Un contre-exemple dans le cas des systeémes
Besseliens

Il n’est pas vrai en général que pour tout systeme Besselien ou méme pour
toute base {z,}52,, il existe un ensemble A d’entiers tel que densA > 0et {zp}nen
soit également Hilbertien.
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En effet, fixons 0 < a < % et considérons les vecteurs

fn =cla)e™*/|z|*; |n|=0,1,2,..

ou ¢(a) est choisi de.sorte que tous les f, soient de norme 1 dans Ly(—n,%).
Les f. forment une base de L, (1),

Par ailleurs
[- =) % [~ -]
(55 )
n=-—00 Nn=+«00

il
()
3
“-

3

"

o
< —
<& R
2
Donc (fn)n>1 est un systéme Besselien.

Supposons maintenant qu'il existe A C Z avec A = densA > 0 tel que {fn}nea
soit également Hilbertien avec une constante M < oo. Soit alors k un entier tel

que A = AN{1,...,k} soit de cardinal |Ax] 2 ”‘ . Fixons également un 8 ad hoc.
" Par Cauchy Schwarz, il vient alors :
\/ M+/B

/ > falz)|d |

n€Ay I
D’autre part

/f

Y. falz)

net,

Z c(cz)I |

n€Ax

dz>c(a)(/°% Z:—adx-/o%

n€As n€A,
1- & leinz —1
2c(a) ((lllf_klf)klia n%_}k/ Ie >
e 3 [ oy [f .fi‘:k°(%zn>et
nGAg n€Ax n€Ax

comme n < k sin € Ay il vient

(1) ¢f Hardy et Littlewood Duke Math J. 2 85/-$82 en particulier pages 371
et 372.
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> )

/o%

.a. Aﬂl-a ﬁ2-a
dz > c(a)k (2(1 -a) 2—a)

n€A, '
_ A2—-a) ., .
En prenant alors 8 = 2(1—a)’ il vient
cla)) ;- .
—_— *k* <
M-af FSMVP

ce qui est impossible si on prend k assez grand.
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Seconde Partie

Le Probléme de Kadison-Singer

et un Second Théoréme d’'Inversion Restreinte
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Le probleme d’extension de
Kadison-Singer et la propriété de pavage

Nous discuterons dans ce chapitre de la conjecture de Kadison-Singer en C*:
algebres, de formulations équivalentes et de quelques résultats partiels obienus
jusqu’d présent. Nous chercherons par ailleurs & montrer l'intérét de cette con-
jecture en démontrant différents résuliats qu’elle impligue.

4.1 La propriété d'extension de Kadison-Singer

4.1.1 Un peu de vocabulaire

Définition : Une algébre de Banach A (supposée unitaire) est une C*-
algébre si elle est munie d’une involution z — z* telle que ||z*z|| = ||z||?
Un état sur A est une forme linéaire f : A — C telle que f(z*z) 2 0 et

F(1) =1.

L’ensemble des états est un convexe inclus dans la boule unité de A et il est
w*-compact. Il posséde donc des points extrémaux.

Définition : Un état pur sur A est un point extrémal de I’ensemble des
€tats sur A.

exemples : - C(X\) est une C*-algébre commutative, les états sont les mesures
de probabilité sur i et les états purs sont les masses de Dirac. '

- B(13) est une C*-algébre non commutative, pour z € I3 fixé, w; : I3 —
12, T+ w(T) =< Tz,z > est un état pur, mais

n

trace T : 1
f(T)= — = ;;-< Teiei >

est un état non pur.
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4.1.2 La conjecture

Cette conjecture, posée par Kadison et Singer en 1959 ([K S]) provient d’une
affirmation de Dirac :

Considérons A; C Az deux C*-algébres, est-ce que tout état pur sur 4,
s’étend de maniére unigue en un état pur sur Az ?

Dans la plupart des cas intéressants, la réponse est négative, sauf dans le cas
suivant :

prenons pour Az, B(1?), et pour A4; I'espace des opérateurs diagonaux D

Notons que sur D les états purs sont soit la sélection d'une valeur propre
Ae(T) =< Tex, ex > soit la limite selon un ultrafiltre U sur By, :

Au(T) = lilrln < Tek,ex >

Ainsi Dirac pensait que :

Conjecture 1 : (Kadison-Singer 1959) Tout état pur sur D, algébre
des opérateurs diagonaux sur l, peut s’étendre de maniére unique 3 un état pur

sur 8(12)

4.2 Formulations équivalentes :

Dans la suite, nous ne nous intéresserons plus auz C*-algébres mais plutst d
des formulations égquivalentes en termes de théorie des opérateurs sur un espace
de Hilbert de la propriété d’extension ci-dessus

Anderson a montré en 1979 ([4]) que la conjecture de Kadison-Singer était
équivalente a la conjecture suivante, appelée propriété de pavage :

Conjecture 2 : Pour tout opérateur T borné sur I, et tout ¢ > 0 il
existe un entier m = m(T,€) et une partition o0y,
j€{1,...,m} -

ou E(T) désigne la diagonale de T
et Ry; la projection canonique de I, sur l;' =[e; : i € o).

((e,-) est la base canonique de 12)

..,0m de N telle que pour tout

Rs; (T - E(D)Ry; |, < 1T,

Remarque : - Il est primordial de soustraire la diagonale de T, car sinon on
ne pourrait pas paver T pour tout . Dans la suite, on supposera souvent que la
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matrice de T' dans la base canonique de I; n'a que des 0 sur la diagonale, ce qui
simplifiera les notations.

- Du fait que o3,...,0m forme une partition de N, on notera que si pour
tout j € {1,...,m}

|Be; (T - ED)) R,

<el|lT
_<elTl,

alorson a

2R (T BB | = 205

R, (T - E(D)) Ry, |,

Cette deuxiéme conjecture est équivalente & une troisiéme :

Conjecture 3 : Pour tout réel M > 0, il e:uste un entier m = m(M) et
un réel o = a(M) tel que

pour tout opérateur T : l; — Iy, avec ||T|| < M et satisfaisant pour tout
1 €N, ||Tesll =1, : '

il existe une partition ¢;,...,0, de N telle que pour tout j € {1,...,m} et
_pourtoutz €1’ ona:

“Tzuz Za “3“2

Il est assez facile de montrer que la conjecture 2 implique la conjecture 3 :

Considérons un opérateur T : I; — I; tel que ||T|| € M et satisfaisant pour
tout ¢ € N, ||Ten|| = 1. Considérons alors 'opérateur T*T :
remarquons que < T Te; e; >=1 et que || T*T|| < M?2.

Prenons alors € = —r, la conjecture 2 nous donne une partition oy, ..

. am
de N telle que pour j € {1, ..,m}

. M2 1
[Ro; (T°T = DRo,||, < 5377 = 5
Ainsi R,; T*TR,; est inversible et pour z € 17
1
M ||TRo;z|| 2 ||Ro; T"TRo;z|| 2 = |2

La réciproque, due a K. Ball (cf [BT?2)), est plus difficile & établir.
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4.3 Intérét des conjectures

Avant de donner quelques réductions de ce probléme, montrons d’abord com-
ment la propriété de pavage, si elle était vérifide, s’appliquerait d divers problémes
en théorie des opérateurs.

Nous identifions dans ce chapitre un opérateur T : l; — l; et sa mairice dans
la base canonique de ;.

4.3.1 Idéaux maximaux

Nous considérons ici 3 algébres d’opérateurs :
- B(l2) I’algébre des opérateurs bornés sur I3
- T°° D’algébre des opérateurs dont la matrice dans la base canonique est
triangulaire supérieure.
- R*° l’algebre des opérateurs dont la matrice est strictement triangulaire
supérieure (i.e. triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale).

R® C T C B(ly)

On va s’intéresser aux idéaux maximaux de ces algébres.

Les idéaux maximaux de B(lz) sont bien connus : il n’y a que K(l2) I’algébre
des opérateurs compacts sur l;.

Les idéaux maximaux de 7% sont moins bien connus
pourn € N fixé, M, = {T€T>®: <Te,,en >=0} DR*®

On a

:il y a par éxemple,

N{M : M idéal mazimal de T=} C (] Ma =R

n21
Probleme 1 : (3. Orr) Est-ce que

ﬂ{M : M idéal mazimal de T°°} = R*® ?

Supposons qu'on a la propriété de pavage et montrons qu’alors la réponse a
la question précédente est positive !

Par 'absurde, supposons qu’il existe un idéal mammal M de T tel que

R= g M. Alors R®™ + M est encore un idéal qui contient M et qui n’est pas égal
4 M (maximal) donc R® + M = T°,

Ainsi, il existe S€ R® et T € M tels que I = 5+ T.

Soit alors £ > 0 et pavons S avec ¢. Il existe une partition o0y,...,0, de N
telle que
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> R, SR, | < ellSl

=1

Mais alors

I = i Ra,' IRU'. = i Rajv SRg,- + i Ro,- TRG,'

=1 =1 a=1

m
Or T € M qui est un idéal donc ZR,,. TR,; € M ainsi
= -
pour tout € > 0, d(I, M) < ¢||S|| i.e. I € M d’ous la contradiction.

4.3.2 Espace engendré par des projections
La théorie de l'intégration spectrale nous permet d’affirmer que :

B(l;) =span{P € B(l;): |P|=1, P*= P}

On peut alors se demander ce qui se passe si on ne prend que des projections
triangulaires supérieures :

Probléme 2 : (D. Larson) Est-ce que

T =3pan{P € T : |P||=1, P2 ='P} ?

La encore, en supposant les conjectures 1 a 3 vraies, montrons que la réponse
est positive :

En effet, prenons T € 7%, ||T|| = 1 et soit € > 0.

Considérons ¢ = (g1,-.-Hn,--.) € B la diagonale de T. Il existe une
partition {n;}5.; de N et A1,...,Ax € C avec |Ai| < 1 tels que

k
U= Z AiXni
i=1

Soit alors T € B(l;) tel que sa matrice est celle de T sauf sur la diagonale ou
k
on a remplacé u par Z)\;x,,_.. Alors ||T - Th|| < e.
=1
Nous pouvons maintenant paver chaque bloc R, (T — A;I,; )R,;. On obtient
donc une partition o;3,...,0im de 7; tel que pour j € {1,...,m}

<Ee€

oo
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| Ro:; Roi(Th = MRy Ro; || <€

Ains)
k k m
Th= Z AiRgy+ 2 Z Ro; ; Ryi(Th — Ailn; )Ry, Roy
i=1 =1 j=1
k m
+ Z E R i Rai(Th = Ailn)(I = Ry, Rs, ;)
i=1 j=1
Ek m .
Notons que Z 2 Ra.-,,- Rm(Tl - '\iIm)Rn.'RU-'.:‘ <E.
i=1 j=1

D’autre part, notons que pour tout cpérateur S,

STy(I-S5)=S - (s - RTy(I - 5)) (+)

R—RTZ(I-R)— RTA(I-R)R-—RT\(I- R)RT1(I - R)=R— RTy(I - R); ainsi
R— RT3 (I — R) est une projection. Par suite, avec (*), RT}(I — R) est la différence
de deux projections. _ o

Finalement T) = Q + R avec Q € span{P € T : |P|| =1, P* = P} et
|R|l < e d’0l ||T — Q|| < 2¢ c.q.f.d.

Or, si R est une projection, (R - RLY(I - R)) (R - RTY(I - R)) =

4.3.3 "Projection triangulaire supérieure”"

Pour un opérateur T notons T+ l'opérateur dont la matrice est la partie
triangulaire supé€rieure de la matrice de T. _

Si = est une permutation, notons Tr l'opérateur dont la matrice est celle
obtenue & partir de la matrice de T aprés permutation des lignes et des colonnes
par =. ,

Malheureusement, méme si T est borné, TF ne l’est pas nécessairement!

Pourtant, en supposant que les conjectures précédentes sont vérifiées, Bourgain
a montré dans [BT3] que :

Pour tout opérateur T € B(ly) il existe une permutation = de N telle que

(T < KT

ot ¥ =logm(s5), et m(]—’a) le nombre de parties de N nécessaire pour paver

Ta\'ec;‘:] .

cl"‘
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4.4 Réductions du probléeme

Notons mmin(T, €) le nombre minimal d’ensembles nécessaires pour obtenir
une partition permettant de paver T avec €.

1/ Le résultat précédent laisse & penser qu’il suffirait de paver avec ¢ = -

10
et non tout €. Mais si on peut paver avec un €p < 1 alors on peut paver avec tout

e > 0.(Il suffit de prendre un entier n tel que €f < € et de paver n fois.)

2/ Si le pavage est vérifié, mmin(T,€) (minimal) peut étre choisi comme
ne dépendant que de £ (et non de T).

En effet : Si ce n’était pas possible, en fixant € > 0, pour tout n € N il
existerait T, € B(H,) (ol H, = l3) avec des 0 sur la diagonale et ||T,,]| = 1 tel

que Mmpmin(Th,€) > n. Soit alors H = Z ©H, | = I; et définissons T : H — H
tel que T restreint & H, soit égal a T,:?gn a supposé qu’on pouvéit paver tout
opérateur, donc mmin(T,€) existe mais pour tout n € N
n < Mmin(Thy€) € Mnin(T,€)
d’oul la contradiction.
3/ propriété de pavage unifo.,me

Conjecture 4 : Pour tout € > 0 il existe un sntier m = m(e) tel que pour
tout entier n 2> 1 et tout opérateur T € B(I7) il existe une partition {n;}12, tel
que pour tout i € {1,...,m}

”Rn,- ((T - E(T)) Ry, ” <e||T|

Notons que m(e) est indépendant de n

Théoréme : Sila propriété de pavage uniforme est vérifiée alors la propriété
de pavage l'est également, et avec le méme m(e).

4/ En essayant de paver les matrices de Walsh, on se rend compte que

m(e) est nécessairement de l’ordre de ;17 On peut penser que ceci est le meilleur
ordre possible :

Conjecture 5 : m(e) = 51—2

5/ Soit T € B(l2) avec des 0 sur 1a diagonale, si pour tout € > 0 il existe

un opérateur T, (avec des 0 sur la diagonale) pavable tel que ||T — T,|| < ¢ alors
T est pavable
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En effet : Si T, est pavable il existe une partition o;,...,0m de N telle que
pour: € {1,...,m}

|Ro;TeRoilj < €

mais alors

"Ro.'TRa: " < “Rv.-TcRc.' " + “Rv.'(T - Tt)Roe “
S|ReTe R || + 1T — Tl
<2t

i.e. T est pavable avec la méme partition que T,.

4.5 Résultats positifs sur le pavage

Avant de donner des solutions partielles au probléme de Kadison-Singer,
énongons.des résultats affirmant que certaines classes d’opérateurs sont pavables.

4.5.1 Matrices & coefficients positifs

Théoréme : (Halpern, Kaftel, Weiss [HKXW] - Gregson [W]) Les

matrices & coefficients positifs peuvent étre pavées avec m = m(e) = 1
Plus précisément :

i/ Pour les matrices auto-adjointes & coefficients positifs m(%)

i1/ Pour les matrices générales & coefficients positifs m(£) = k.

k

4.5.2 Opérateurs de Laurent

Soit T le tore. Munissons Ly(T) dela base {€'"*} ¢z et soit ¢ € Loo(T).

Définition : L’opérateur de Laurent L, : L2(T) — L2(T) associé a ¢ est
défini par L, f = f.

Notons que [[Zl| = ll¢llee

Remarquons que

2T
Lo (5, k) =< Lo(e*7), €% >= / p(z)e’ ™" de = 3(j — k)
0
Ainsi la matrice de L, est :
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3(-1)
&(0)

A= ¢) I
\ P )

Observons enfin que si ¢ C Z et que si & est un translaté de o, alors

"RiLtpR&" = “RthpRv "

Théoréme : (Berman, Kaftal, Halpern, Weiss [BHKW]) Si ¢ est
continue alors L, est pavable avec des progressions arithmétiques.

Preuve : Soit £ > 0 et  une fonction continue avec @(0) = 0 (i.e. la diagonale
N

de L, est nulle). 11 existe ¢, (z) = z cne'™ tel que $.(0) =0, |l¢e — ol <€
' : n=-N
et ainsi || L, — L, || < €.

Posonsalorso = {...,-2N—-2,-N-1,0,N+1,2N +2,3N +3,...}. Il vient
R,(L‘,,‘)R., =0

et par suite, pour i € {1,...,N}

Rosi (L,‘)R,Jr,- =0

N

Comme U(a +1) =12, L,, peut étre pavé, il en est donc de méme pour L.
i=0

Théoréeme : (Berman, Kaftal, Halpern, Weiss [BHKW], [HRKW?2]
- Gregson [G]) Si ¢ est Riemann-intégrable, alors L, est pavable avec des
progressions arithmeétiques.

Preuve : Soit ¢» Riemann-intégrable & valeurs réelles avec 3(0) = 0 et soit
e>0.

1] existe deux fonctions en escalier 1, et ¥, tell=s que 11 (z) < (z) < P2(2)
et f "(2(z) = 1 (z))dz < €.

Remplagons Py et ¢ par deux fonctions continues ) < ¥y et 2 2 32 telles
que [ (p2(z) — @1(x))dz <.



Pavons L, avec {nj}J., (progression arithmétique) et L, avec {ni}y.,
(progression arithmétique) et posons 7,k = 7} N7}i. Les 7;& sont des progressions
arithmétiques qui pavent L, et L,,.

Remarquons enfin qu’en fixant 7 = 7 :

|R+L,R,|| = sup < R;L,R-f,f >= sup / o |RfI*dz < 3¢
Iifii=1 i=1J7

Malheureusement, on ne peut étendre ces résultats aux fonctions Lebesgue-
intégrables :

Théoréme : (Bourgain, Tzafriri [BT3]) Si A est une progression
arithmétique et V un ouvert dense de T alors

|Ba (Zev = B ) Ra| =1 - 22

ol p est la mesure de Lebesgue sur [0, 2%].
Par suite, si V est un ouvert dense de T avec 0 < p(V) < 27 alors Ly, ne
peut étre pavé avec une progression arithmétique. Néanmoin's

Théoréme : (Bourgain, Tzafriri [BT3)) 1 existe des ouverts denses V
de T avec u(V) < 2n tels que Ly, soit pavable.

Si @ € Loo(T) alors o € Ly(T) et satisfait donc I'égalité de Parseval. Si on

impose une condition un peu plus forte, alors on peut encore montrer que L, est
pavable :

Théoréme : (Bourgain [BT?]) Sl existe 7 > 0 tel que ¢ satisfait
g
Yonez |5(n)]? In|” < oo alors L, est pavable.

4.5.3 Ensembles synthétiques

Définition : Une partie A de I est dite synthétique si ses sauts sont
uniformément bornés i.e. s’il existe d € N* tel que pour tout n € Z, on a
An{n+1,...,n+d} #O.

Une partie A de Z est dite partiellement synthétique s’il existe d € N* tel que
A contient des parties de la forme
oy ={ay,a; +d1,1}
o2 ={az,a2 +dz1,a2 + d2.1 +d2 2}
o3 ={a3,a3 + d31,a3 + d3y +daz,a3 +dsy +daz +dss)} (*)
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avec pour tout 1,7,0< dij<deta;€Z
Remarque : Si A est synthétique, avec des sauts bornés par d, alors

AUA+NDU...UA+d)=1Z

Théoréme : (Furstemberg [F]) SiZ = A; U...U A, alors au moins un
des A; est partiellement synthétique.

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, concernant la structure
arithmétique de la partition avec laquelle on pourrait éventuellement paver :

Théoréme : (Louhe) Si L, peut étre pavé, alors L, est pavable par des
ensembles synthétiques.

Preuve : Soit A;,...,;An une partition de Z telle que pour j € {1,...,m} :

|20 (20 - BED) R | < <l

Par le théoréme de Furstemberg 'un des A; est partiellement synthétique, il
existe donc¢ 01,02,...,0,,... comme en (*). Ainsi pour¢>1

R.,,. (L‘p - E(L‘P)) Ro.'

En considérant o3 — a;,02 —az,...,0np —Qp,...,0napouri >1

< el[Lyll

IRo.--u.- (Ltp - E(Lv)) Rc.'-a.'

<Ll

mais alors

o1 — ) 0 d1'1
O — aa 0’ d2,1
O3 — a3 0 d3,1

Alors par le principe des tiroirs, comme 1 < d;; < d pour tout ¢ > 1, il existe
dy € {0,...,d} qui apparait une infinité de fois, quitte a extraire une sous-suite
des oy, on a alors

o] —Qy 0 d1

o2—a; 0 dy di+da2
oz3—az 0 dy dy+ds2

En recommencant la méme opération on arrive, par récurrence a
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gy —a;
o2 —Qz
03 —as
On —Qan

(e B e I oo

d
d
d

dy

dy +d;
dy +d;

di2d; ... di+...4+d,

On obtient ainsi un ensemble synthétique- A ={0,d;,d; +d,,

tout k> 1

...} tel que pour

"R{o.d;,...,d;-i-..&dk} (Lw - E(Lv)) R{O.dx.---.dx+---+dt}“ <e|lL|l

d’ou

“R{o,d,,...,d,+...+¢,,,...} (Lso - E(L,,,)) R{o,d,,...,d,+...+d.....}-" <el|lLll

c.q.f.d.
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5

un second théoreme d’inversion

Nous nous intéresserons cette fois d des opérateurs n’syant que des 1 sur la
diagonale.

5.1 L'énoncé du théoreme :

Dans ce chapitre nous noterons R, la projection orthogonale de £7 sur ’espace
vectoriel engendré par {e;}ieor

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. Pour tout M > 0 et tout € > 0 il existe une constante
d = d(M,€) > 0 telle que pour tout entier n > 4 et tout opérateur T : £3 w (3
de norme ||T|| < M et dont la matrice dans la base canonique n’a que des 1 sur Ja
diagonale, il existe o C {1,2,...,n} de cardinal |o]| = dn tel que R,TR, restreint
a R,£% soit inversible et

I (R.TR,) ™| <1+¢

Ce théoréme est une conséquence immeédiate du suivant :

théoréme 5.2. Pour tout M > 0 et tout € > 0 il existe une constante
c=c(M,e) > 0 telle que pour tout entier n > 1 et tout opérateur S: £3 — £3 de
norme ||S|| € M et dont la matrice dans la base canonique n’a que des 0 sur la
diagonale, il existe 0 C {1,2,...,n} de cardinal |o| 2 cn tel que

[ReSR,|| <€

Preuve du théoreme 2.1 : Rappelons que si U est un opérateur borné tel
que ||U|] < 7 alors I + U est inversible et ||(I +U)™? || < '11_1;'

11 suffit donc de prendre 7 assez petit pour que JIT,, < 1+ ¢ et d’appliquer le
théoréeme 2.2anet S=T~1 (J|S|<M+1)

Il nous reste donc a montrer le théoreme 2.2. Dans les sections 5.2 & 5.4 nous
nous placerons dans le cadre réel. Ainsi {7 désignera R"™ muni de sa structure
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euclidienne canonique. Le passage au cas complexe se fera au cours du chapitre
5.5. Nous aurons enfin besoin de 3 résultats intermédiaires :

5.2 Rappel sur les variables aléatoires gaussiennes.

Soit (2, Z, u) un espace de probabzhte, un variable aléatoire g : ! — R est

\/_ '_dt

Si {gi}ien est une famille de vanables aléatoires gaussiennes indépendantes

alors quelle que soit (a;)ien € RN :
5 }
du(w) | = (Z |°i|2>
iEN

dite gaussienne si u(g > A) =

4

Enfin si on désigne par r; la i-éme fonction de Rademacher, et si £€ C RY
(¢ € N) alors :

9:( )
2 %o,

iEN

.

1 g 1 g
su r-tu-dt:/ s'p T't\/E/ gj(w)| dp(w)u;|dt
/0 u=‘(u1,...I,)u¢)'€£ ; J( ) J 0 ueE JZ=:1 J( ) 2 Ql J( )I ( ) J

5L [ a2l

mais pour presque tout ¢, r;(t)g; a méme distribution que g;, il en résulte que

[‘/S)u—(ull :uq)es

> ri(t)gi(w)u;

dtdu(w)

q
"J (t)uj|d

1 .
sup gi(w)u;|dp(w
~/0 u—(u,, ,u,,)eg Z ? ? )

5.3 Le lemme de Slepian

Nous allons maintenant donner uu lemme qui permet, pour deux familles
de variables aléatoires gaussiennes {X;(w)}zec et {}Yz(w)}zee sur un espace de
probabilité (2, Z, u), de comparer les lois de sup_ . X et de sup_ . Y: a partir
des covariances de ces deux familles :
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Lemme de Slepian : Soit (2, X, u) un espace de probabilité.
Soient {X:(w)}:zee et {Yz(w))}:zee deux familles de variables aléatoires gaussi-
ennes indexées par un ensemble d’indices £ dénombrable, et telles que :

pour tout z € £ || Xc(w)llL,(py = IYz(w)llz,(p
pour tous z,z' € E avecz # z' on a

[ Vel @)@ € [ Xelw)Xerw)dpto)
Q Y

alors pour tout A > 0

u (supX,(w) > z\) <p (sixp Y (w) > A)
z€€ z€E

Preuve : Soit n un entier et X = (X3,...,Xn) et Y = (13,...,Y,) deux
vecteurs gaussiens dans R™ et soit ¢ : R® — R a croissance lente, c’est & dire telle
que Jp(z)] < Aexp(B|lz|]) ou [].|| est la norme euclidienne sur R" et A, B des
constantes > 0. On va dans un premier temps chercher a comparer E [(,a(X )] et

Ep(Y)).

On pose :
X, = E[X:X;j] et c¥; = E[Y:Y;) (matrices de covariance de X et de Y.)
Mij=clj—cl; |

etpour0 <t <1, Z: =1 =tX +1Y.

Lemme 1 : Soit @ C> a3 croissance lente, et soit h(t) = E [p(Z,)]. Alors

i/ B'(t) = E M; ;E [ (z,)]

:J—l

i/ W) = -7 ;:j (E Y; —'Y,-]2 - E[X: — X])] ez) E [%g;j(zt)}

1,7=1

ZM“ (zn:E [6::: Oz (Z‘)])

Preuve : Soit F(t,u) la fonction caractéristique de Z; et f(t,z) sa densité
(u=(u1,...,un) et z =(z3,...,z,) dans R"). On a évidemment

F(t,u) = ezp [—% > i (A =t)ef; + tc{j)}

i7=1

d’oti par inversion de Fourier, en posant d, = (2%)~ th
f(t,z) =d, / e <FM> P(t, u)dr
Rn
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et alors f vérifie ’équation aux dérivées partielles suivante :

L, 0f 1 o f
i/ E = 5 Z Vig az'az,'

i, =1
En effet
%{-(s) =d, e‘<=-">a—1':(t,u)du
Rn
2 Z ( Cij— ,J)d / u;ujei<z,u>F(t’u)du
i,j=1
=1 o’f
..2 ;1( 3 t’) az 6.1:,

Alors, comme

b)) = [ oSt o)z
il vient, par 3/ :

R'(t) = L” go'(_:r)%(t,z)dz

z,;: [az 3:1:,( ‘)]

d’oun i/. ii/ en est une conséquence immédiate :

NI'—‘

l\)l’—‘

E[K—YJ’]Z—E[X XJ] —M,,+]\f11 ]M'J
soit
1 1
Mij = =5 (EW =Y’ - E(Xi = X)) + 5(Mui + My5)
Dans la suite, on emploie les notations suivantes
pour z,y € R™, Ayp(z) = p(z +v) — @(2).

(ei)1gign la base canonique de 1%, et e = Z €;.
i=1
Montrons miaintenant le théoréme suivant :
Théoréme : Soit ¢ mesurable a croissance lente vérifiant les deux hy-
pothéses suivantes :
e/ pouri,j€{l,...,n},1#jetr>0o0na
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(BlY: - Vi - E[Xi = Xj1) Aresorg; <O
b/ pouri € {1,...,n} et r >0,

Mi,t’Arc;Are,- 2 0

Alors
¢/ Elp(X)] < Elp(Y)).

Preuve : Soit pour € > 0, we € C*(R",R*), supporté par {z : ||z|| < €},
d’intégrale 1; et soit ¢, = ¢ * w,, . hérite donc des propriétés de . Soxent
a,b € R™, on a alors

d/ Lm 1 2Anlne(r) =p"(2)-(a,b) = Z ai Jaa gc (z)

r>0,r—0 e
1,j=1

En effet

ArqArb =‘Pt(z +ra+ Tb) - Sbt(z + ra) - ‘Pc(z + T‘b) + ‘Pt(z)

. 7’2
—pe(2) + oL(e)(ra + 7b) + S0 ()@ + ba +B) +ofr?)
~ pel2) ~ pi(e)ra - Tpe(e)(a,0) + ofr?)

2 .
— pe(2) = PL).rb — T (2)(b, B) + o)
+ o (z)
=r?p,”(z)(a,b) + o(r?)
via le théoréme de Schwarz.

On.voit en particulier que d'aprés les hypotheéses, siz # j

(B - vy - E[X: = X;) )aig;,

— ; =2 V5 ro__y.1?
= lm r (E[), Y;) - E[X; ~— X;) )A,C;A,,,(,oego |

(en prenant a = ¢;, b = ¢; et en multipliant par E [¥; - Y;)* — E[X; — X;)%).
A:1fixé,ona

< 32595 . .
c:i,.'z1 _6—:17_.—3;: = r>loxr;1_‘0 M iAo, Avepe 2 0

(a=¢; b=cet muitiplica.tion par ¢; ;).
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Soit donc h.(t) = E[p.(2)). i/ du lemme nous donne alors H.(t) > 0 puis
He(1) 2 h(0), soit Epc(Y)] 2 E[pe(X)).
On obtient le résultat voulu en faisant tendre € vers 0.

Exemple fondamental de ¢ pour appliquer le théoréme :
Soit ¢(z) = sup(z1,...,Zn). On a clairement, sir > 0:
j

(*) p(z +re) =p(z) +r
(**) si i # 7, alors p(z + re; + rej) = max [p(z + re;i), o(z + re;))

De (*) on déduit que Areyp =7 d'ol Are;Are =0
De (**) on déduit que, si par exemple ¢o(z + re;) = o(z + re;), alors
Are; Are; = p(z) — @(z +7e;), soit pour i j

Are.-Arc,-‘P <0

Du théoréme précédent, on déduit alors facilement :

Théoréme : (Sudakov) Soient (X;)%, et (Y;)%, deux familles de vari-
ables aléatoires gaussiennes centrées sur un espace de probabilité (2, Z, u), telles
que pour tous i,j € {1,...,n}, E[X; — X;]* < E[Y; = Y;]° alors :

E [sup X;) € E[sup Y]]
En faisant un peu plus d’efforts, on obtient également le

Lemme : (Slepian) Soient (X;)%, et (Y;)X, deux familles de variables
aléatoires gaussiennes centrées sur un espace de probabilité (2, Z, u), telles que

pour tous i,j € {1,...,n}, E[X: - X;’ < E[Y; - V;)?

et pour tout i € {1,...,n}, E [X?] = E [Y?], alors :

p( sup X; >t) sp( sup Y; >t)
1<ign 1<i<n

Preuve : Prenons toujours pour ¢ la fonction sup(z;,...,z,),s0it f:R— R
une fonction croissante et soit ¥ = f o .
On aura encore, sii £ jetr >0

P(z +rei +rej) = maz [P(z + rei), Y(z + re;)]
et encore Are;Are; ¥ < 0.
On ne sait plus rien sur A, Are?, mais '’hypothese ¢; ; = 0 (i.e. EfsupX;] <
E [supY;]) viendra alors & point pour que le théoréme s’applique quand méme; il
n’y a plus qu’a prendre f = X}¢,00[-
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Nous allons enfin étendre ce théoréme au cas ou £ est dénombrable.

Soit donc F C € une partie finie. On a toujours
P(supX >A) 2 P(supX > A)
d’autre part, pour tout € > 0, il existe F, C £ fini tel que
P(,S:FPK >A) 2 P(s::gY. >A)—¢

En combinant ces deux inégalités au lemme précédent, on obtient bien le
résultat voulu.

5.4 Un lemme de découplage

Lemme 2.4. Soit (2, %, u) un espace de probabilité et (2', X', u') une copie
indépendante de (2,%, u). Fixons 0 < § < 1 et soit (f,),_.1 une suite de variables
aléatoires indépendantes de moyenne 6 sur (2, X, 1) et & valeurs dans {0,1}.

Soit X un espace de Banach alors pour toute matrice {z;;}7 ;.
dans X telleque z;;=0ona:

4z

) a coefficients

Z Ei(w)€;(w)zi,j dp(w) "0/ / E Ei(w)&(wzis)| dp(w)dp'(w')

i,=1 i,j=1 X

Preuve : Nous allons d’abord montrer le lemme dans le cas ou les (£;)o
sont de moyenne nulle.

Soit done (7;)7=, une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne
1

5 sur un espace de probabilité (U,U,v) ne prenant que les valeurs 0 ou 1. Alors,
sil€ign,1<j<Snetisfj

JRIOCETIOEIORS
U

Ailnsi, comme pour tout 7, z;; = 0:
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dp(w)

I= /\\z;c,(w)c,(w)z:.,
=4/‘; ij=1
<4 / /

Pour u € U posons o(u) = {1 £t <n:ni(u) =1} et remarquons qu’alors :
Y W),

/ '/ 860(u) jgo(u)

Nous aurons maintenant besoin du :

[/U ni(u)(1 - nj(u))du(u)] Ei(w)Ei(w)zi ;| du(w)

77:(") 1 - UJ(“))E-(“’)EJ(“’)-"'.J

£,5=1

dps(w)dv(u)

du(w)dv(u)

Lemme : Soit (2,Z, 1) un espace de probabilité, (', T, u') une
copie indépendante. Soient X : Q+— RP et Y : Q — R? deux variables

aléatoires indépendantes et ¢ : R? X R? — R une fonction mesurable
alors

[ oX@,Y@nduw) = [ [ oX@),¥@)duw)dn()
Q QJQ

Preuve : Si y(x,y), 4x, sy désignent les mesures images de u par
(X,Y), X et Y alors

/n P(X (@), Y (w))du(w)

=/ . @(U1y ey Upy U1y, V)R yy (M1, ey Up, VI, ., V)
RprP+¢

par indépendance

= [. @Y1y ey Upy U1y e e, 0g) [dux (U1, .oy Up) @ duy (v1, .., vg)]
RP xR¢

- /Q /9 P(X (@), Y (")) dp(w)du(w")

Appliquons ce lemme & X = (§i)ieo(u) € Y = (€j);jgo(v) qui sont indépen-

i€o(u) j€o(u)

dantes et ©(uy,...,Un) =
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1 vient :

r<sJ, o

11 existe donc un up € U tel qu’en posant ¢ = o(up) on ait :

raof |
QJQ

Mais alors, en notant J (re'sp. B') la tribu engendrée par les (§;)ico (resp.
(&)igo) et en appelant E# et E# les espérances conditionnelles associées, il vient,
par indépendance des §; :

Y D Glw)Ei(wis

i€o(u) j¢o(u)

dpp(w)dp (") (u)

YD Eiw)ti(w)zi s

i€o jéo

dp(w)dp'(w')

N & st 1€c0
Eﬂ(ft)_{E(&):O st 1¢U

Ainsi
E? (Z > Ei(w)ﬁj(w')xi,j) =3 > &i(w)gi(w )z
i=1 j=1 i€c j=1
De méme :
EPEF (Z > £.~(w)§,-(w’)z.~,,-) =Y ) Giw)Ei (Wi
i=1j=1 i€o jgo
On a donc
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/s;./: szf(‘*’)fj(w')z;'j

i€o j¢o

E?EF (ZZ&(w)E,-(w')) Zi,j

i=1 j=1

dp(w)dpu'(w')

XULY (u@p')

EPEF

N

DD Ei(w)Ei(w")z

=1 j=1

XUL (p@u')

<

{(w)E; (‘“‘ )Zi,j

i=]1 j=1

Y
-1

Passons maintenant au cas général ot les ;
triangulaire nous donne trivialement :
< 5 (6:w) = B)Ex(e) — Bz
i,7=1
+6 /

mals

XL (p@p')

2 Z £i(w)E; (w")zi, 5

=1 j=1

d#(w)du (")

Z 2 £i(w)&; (w)zi 5

=1 j=1

d#(w)d# (") > n

sont de moyenne § alors I'inégalité

Z 5!(‘")31 WJ

lJ_

dp(w)

duw)+6 |

Z Ei(w")zs 5

f,7=1

J//

dp'(w') + 6°

> =

1,5=1

Zﬁ (w)€;(w' )zi;

i=1 Jj=1

du(w)du'(w')

65"z, 5du! (") dieleo)

:—11 1

Z £i(w)zi,;

1,5=1

dp(w)
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de méme pour les 2 derniers termes C< la somme, ainsi

_/Q 2(5'(“") 8)(&5(w) = 6)z; ;|| du(w) + 37

l)_

«f [ 3 (6:(w) = B)E5 (") = B)zi || du(ew)d! (o) + 37

i,j=1

par la premiére partie de la preuve

<TT +46 / E £i(w)zi || du(w)

i,j=1

+45/ Z Ei(w')zi,; || du' (W) + 462 }: Ti,j

lJ— £ J=1
<19J

5.5 L'inversibilité ¢, — ¢,

Nous allons maintenant montrer un résultat d’inversibilité £ +— (7 qui

comme dans le premier chapitre va nous permettre, ¢ l'aide d’un argument de
factorisation, d’obtenir le résuliat voulu.

Théoréme 5.2. I existe une constante ¢ < oo telle que, quel que soit
0 < 6 < 1 et quel que soit ’entier n, pour tout opérateur T : {3 — {7 tel que pour

t€{1,...,n}, < Tei,e; >=0 et ||T||,_, <1 il existe une partie oy de {1,...,n}
én
telle que lO‘ol = - et

-

|RooT Rog 5.y < cbn?.

Preuve : Commengons par consnderer le cas ou {3 désigne R™ muni de sa
structure euclidienne canonique.

Soit (2,%, u) un espace de probabilité. Fixons 0 < 6 < 1 et soit (), une
suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne 6 sur (Q,X, y) a valeurs

dans {0,1}.
Posons a; ; =< Tej,¢; > et
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o(w)={i€{1,...,n}: &i(w) =1}

Considérons

dp(w)
2r—1

J = /ﬂ | Ro () T Ro(u ||,y dn(w) = /n “Z §i(w)€j(w)aijei @ ¢;

=1

Soit maintenant (', L', u') une copie indépendante de (2, T, u) et (£;)%, une
suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne § sur (Q',Z', u') & valeurs
dans {0,1}.

Posons encore o'(w') = {i € {1,...,n}: £:(w') = 1} et appliquons le lemme

de découplage :
dp(w)dp'(w')

renf [
QJ
21

=20 [ [ | Bo)TRor ey i) ()

Y Ei(w)Ei(waiiei @ e;

f,j=1

Soit alors z = (z,,.. z,,) = Zz,e, , 1l vient

c'(w’)— Z Zj€j

JEo'(w')

=g )zse;

i=1

TRy = Y £;(w)z;Te;

i=1.

= ZEJ(w )z (Z a,,,e,)

J=1
Ro()TRy(ury = 225 (W)€5(w")z5ai 3¢
i=1 j=1

d’ou :

‘)0./ A' r=(:, ..... ,,,)Eln ;E w) ZEJ(“J )'TJa: J d#(w)d[l (w )

lzlizg1
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Posons donc

Jor = sup Z{,(w) ZEJ(UI)IJG"J d;u(w)
Q c-(ta.-l-l-.zv;)él" i=1 =1
=l2

d’ou J £ 20/ Jordy'(w'). Mais
n'

n ‘'n
Jo <6 sup Z ZE;(w')z,-a;‘,- du(w)
Q e=(gy,... zn)EI;‘ i=1 [j=1
: I=l2<1 '
w [ s ,e,,.Z(&M 6) [ 51| duw)
Rela<t =1
or
ZZg(w)z,a., < |TRon ., € Tl
==m en)et; i=1 |5=1
lelz <1 ITz]
Tliy
sup —= < VAT, < Vn
z€L3\{0} llzll, 1Ty < V2
donc

s s S| € e dute) < ond

Q ==(z1:ees :,.)El;' = —
=l €2 i=1 |j=1

K, = / sup Z({,(w) - 5) Zf (' Jzjiai ;| dp(w)
lizll2 €1
et u;(w',x) = Z E;-(w'):tja,-'j.

Soxt maintenant (2", V‘”,p”) une copie indépendante de (£2,X,u) et de
(¥, T, u'). Soit également (] ),_1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de moyenne § sur (2”,T”, ") & valeurs dans {0,1}.

Comme pour 7 € {1,...,n} &= / Ei(w™)du”(w™), il vient
Q"

143



Ko= [ [ s 3 (6:) - 7)) bt )

Bela gt i=1

dp(w)dp”(w™)

Mais £;(w) — £; (w™) est symétrique donc en appelant r;(t) la i-éme fonction
de Rademacher, on a encore

Z(e.(w) & (WM)ri() luiw', 2)|

i=1

fel2€2
dp(w)dp” (w”)dt
Soit alors (Q'",L",u'") une troisiéme copie de (2,%Z, 1) indépendante des

autres, et soit (g;)%, une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées in-

dépendantes normalisées dans LZ(y'") , en particulier (g;)%, est un systéme or-
thonormal de L2(u"). 1l vient alors

Z(E.(w) - & (W) gi(w") lui(w', 2)|

dp(w)dp” (w”)dp" (w™)

Les £; étant des copies des £;, on en déduit :

fizla<3

Ko<vam [ [ s \Ze,(mg.(w"')lu.(w )I| dps(w)du" (")

..... Bn)el i=1
i=fa2€2

Soit alors D une partie dénombrable dense de la boule unité de £3, il vient :

K, <v2 / / sup
" 9

Posons alors

Z&(w )gi(w™) lui(w', )| dp(w)dp™ (™)

X (") = Z i(w)gi(w") ui(w', z)|
Yz (o) = Z €i(w)gi(w" Yui(w', z)
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comme les (g;)7, forment un systéme orthonormal de L?(Q",T",u"), il
vient, pour tout z € D

"X:”Lz(nru'snl.“nl) = "Yz "L:(Ql!l’nlll‘“lll) (1)
D’autre part pour z,z' € D

[ ™) = K™ dp™)

/ n
Qlll i=1

2
> 6™ (fusw',2)] ~ (', 2"))| du(w™)
=3 Ei(w)? (W, 2)| = w2

i=1

< Z £i(w)? ui(w', z) — 'u,-(w',:r:')|2

_/ !Y (wlll) Y (wlll)| d}.l.(w”’)

D’ol on déduit avec (1) que

QIII

Y: (wlll )Yz' (wlll )d[l”, (UJI”) S / Xz (wnl ).sz' (wlll )d#”l (wlll) (2)
: QI

(1) et (2) nous permettent d’appliquer le lemme de Slepian, on en déduit, :

Ko <\/—/W/QS\1P Zfz(w)ga(w'u)u,(w z)| dp(w)dp™ (™)

:=\/:2ﬂ'J/' ./[ sup
e JO r=(xq...-, :n)El;

l=lla €1

Zef(w)g,-(w"')u.-(w',x)

=1

d/,t(w)dp"' (wlll )

=\/2—7r/ / sup Z{;(w)g;(w'") ij(w')x_,-a;.j dp(w)du" (W)
v E=in i=1 i=1

B2 PR

~vam [ [ s S 5! )%Z&(w)gx(w')a:.J dp(w)dp™ (™)

2
=Nz €2 i=1

Par suite



s

n 2 )
Ku’ S\/2—71: /m/ ZEJ(U Z{,‘(L«))gi(w'")aid dp(w)d/.z'"(w"')

Jj=1 i=1

n 2 ]
=V2r / Z € (w') Z Ei(w)gi(wu')ai,j A" (W™ )dp(w)

Jj=1 2" |i=1

wh

Les g; sont orthonormaux dans L2(u™) donc

K. <V2n [ / Zf,(w )Zs.(w) |a: ;| dp(w)]

J=1 i=1

i,j=1

1
=276 [z €i(w") |a,.,,-|2}

mais alors

lJ_

I\.w:dp(w {/ Z £i(w') la;, J| dy(w:)}

en se rappelant qu'on avait supposé ITHl2=2 € 1, on a en particulier pour
n A

tout j € {1,...,n} |ITell, <1ie D lagjl’ €1

1=1
Par suite

/ Kodp(w') < V2rbnt
Ql

et finalement

/ "R”(U)TR"(U)Hz-—.] dp(w) < 20(1 + v27r)5n’5
Q
Ne supposons plus T de norme 1, par homogénéité, on a alors
/p | RBo ()T Ro( ||, dele) < 201 + V27)én* || T (3)

Remarque : L’idée de ce type d'applications du lemme de Slepian est

originellement due a Giné et Zinn ([GZ]).
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Passons maintenant au cas complexe. Pour z € £3(C) soit z,y € £3(R) les
parties réelles et imaginaires de z, alors Tz = Tz 4+ iTy = RTz — STy + i(STz +
RTy)

Définissons alors deux opérateurs £3(R) — £3(R) de la fagon suivante :

Tyz = RTz et Toz = YTz (avec ’abus de notation £3(R) C £3(C)).

On a IThll < T, 20 < [T et TN < 21Tl + 2[| 2.

Par suite

/n | Ro(c) TRo(or ||,y dp(w) <2 /q I Ro()Ta Roe 5., de(w)

+2 /n | Row) T2 Rau 5.y dlw)
et avec (3) il vient
/Q I RotTRotwll ey d(w) < 4(1 + V27)60H |IT)| ©
Posons Qp = {w € Q: |lo(w)| — én| > %’l} (en particulier, si w ¢ Qo alors

o(w) > &), le lemme 1.3 nous dit alors que p(p) < 27010867,
De (4) on déduit que

/ | Ro()TRotwy ||, di(w) < 80(1 + v2r)6n 3
Q\Qo

11 existe donc wqg ¢ 2o tel que :

6nt
| Ro(wo) T Ro(wo) |5, < 80(1 + \/271')-1—__—5-(3;5 < 80(1 + v27)abnt
pourvu que u(§2) <1 - —:; et donc que n 2> —mln% (1 - ;];)
En prenant par exemple a = 1,00001 on obtient :

Pour tout 0 < § < 1 et pour tout n > 22, pour tout opérateur T : {§ —
€3 avec ||T|| € 1 et satisfaisant pour tout i € {1,...,n} < Te;,e; >=0,

il existe oo C {1,...,n} avec |oo| = 22 et .

|RooT Roollpy < 2816n3
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5.6 Fin de la preuve du théoréeme 5.2 par un
argument de factorisation.

Rappelons que nous voulons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 5.2. Pour tout M > 0 et tout € > 0 il existe une constante
c = c¢(M,€) > O telle que pour tout entiern > 1 et tout opérateur S: {3 ~— £F de
norme ||S|| < M et dont la matrice dans la base canonique n’a que des 0 sur la
diagonale, il existe o C {1,2,...,n} de cardinal |o| 2> cn tel que

|ReSR,|| < €

Preuve : Soit € > 0. Commengons par supposer ||T|| < 1. Nous venons
d’obtenir que : '

Pour tout 0 < 6§ < 1 et pour tout n 2 -933-, pour tout opérateur T : {3 +— (3 tel
que pouri € {1,...,n} , < Teie;i>=0,
il existe o C {1,...,n} avec |oo| 2 67" et

1
|ReoTRoollg.; < 2816n7%
Posons donc S = R,,TR,, que nous considérons comme un opérateur
£3° — L£7°. '
Mais alors son adjoint S* : £33 — £3° est 2-sommant et sa norme 2-sommante
vérifie
72(S*) < K¢ ||5*|| < 281Kgén?

Le théoréme de factorisation de Pietsch nous dit alors qu’il existe U : £3°
03° et un opérateur D : £38 +— (7° diagonal i.e. défini par De; = M\je; pour

1 <i<n, avec |[Ullpy IDllos < 281Kgént < 281V2KG6% |oo|® et qui
vérifient le diagramme de factorisation suivant :

S* o
£ee £g°
D U

oo
L’2

1
3
On peut supposer que ||D|| _, = (Z |A,-|2> = |00|%- Par suite ||U]] <
1€0p

2812 G6%.
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Posons alors 0 = {i € 05 : |Ai| < V2)}, il vient

2(jool — fol) < D0 P < ST PP = lool

i€oo\o i€op

d’ou

Par dualité, le diagramme précédent donne :
c;o S ei'o
U D
0°
De plus, pourz € { ona:

|ReTRoz||, "Rqu_g_TRaoRaznz = ||R,SRoz|,
= ||R-DU*R,z||, < V2|U*R.z|,
< 562Kgé6% |Rozll, < 562Kgé% |z,

i

D’ou
IR-TR.| < 362Ks6%
Prenons maintenant I' de norme quelconque :

|RsTR,|| < 562Kc6% ||T|

2
Soit finalement § = (mﬁ) , il vient :

Pour tout M > 0 et tout £ > 0, pour tout entier n > 3.10°K'} (%’—)2 et
tout opérateur T : £3 — (7 de norme ||T{| < M et dont la matrice dans la
base canonique n’a que des 0 sur la diagonale, il existe ¢ C {1,2,...,n}

de cardinal |o| 2> (281h)? (T‘i)z n tel que

IReTRo|| < €
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6

.o , Inversibilité
restreinte pour les matrices rectangulaires

et pavage dans d'autres espaces

En guise de conclusion, nous donnons quelques résultats proches de ceuz
déja monirés ou de ceur souhaités. En particulier, nous considérons des matrices
rectangulaires, ou encore le probléme de pavage dans un espace non hilbertien.

6.1 Matrices rectangulaires

Nous considérons ici des matrices rectangulaires n X m, avec n << m, dont
nous cherchons d eziraire une matrice carrée n.xX n de petite norme.

Théoréme : (Lunin [L]) II existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous

entiers m,n avec n < m et toute matricen xm A il existe une sous-matrice carrée
n X n Ag telle que :

1
n\2
Hollzs < ¢ (Z) NAlmss

Corollaire : I existe une constante d > 0 telle que pour tout € > 0 et tous

entiers m et n tels que n < de?m, alors pour toute matrice n x m A il existe une
sous-matricen X n Ay telle que

”Ao ”2.—-2 s € "AHZs—-z

Dans le résultat suivant, le fait que la matrice soit rectangulaire va étre
remplacé par une estimation sur le rang :

Théoreme : (Kashin [R]) II existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout entier n = ’;, tout réel 0 < § < 1, et tout entier 1 £ ¢ < n, pour toute
matrice n X n, A, de rang inférieur a g, avec ||4||,._, < 1 et n’ayant que des 0 sur
la diagonale,

il existe une partie ¢ de {1,...,n} de cardinal |o| > 42 et
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Sa\}
|ReARs |5 < c (6 + (f) >

6.2 Pavage et inversibilité restreinte dans d’autres
espaces

Jusqu’ici, nous n’avons considéré les problémes de pavage et d’inversibilité
restreinte que dans des espaces hilbertiens, il est raisonnable de considérer ces
problémes dans d’autres espaces £p '

Théoréme : (Tzafriri, Slepian) Pour tout £ > 0 et tout p = 1, il
existe une constante cp(c) > 0 telle que pour tout entier n et tout opérateur
T € B(£;) avec des O sur la diagonale, il existe une partie o de {1,...,n} de
cardinal |o| 2 cp(e)n telle que :

“RVTRUHI»—F <e "T"pv—op

De plus pour p =1 on peut prendrec;(€) = ce

et pour p = 2, on peut prendre cz(€) = ce?

Conjecture 5 : Pourl < p < 2, on peut prendre cp(€) = ce?.

Dans le cas p = 1, on a mieux que 1’énoncé ci-dessus, puisque dans ce cas, on
peut paver :

Théoréeme : (K. Ball [BT2]) Pour tout entier k et tout entier n > k,
pour tout opérateur T € B(£}) avec des 0 sur la diagonale, il existe une partition
{o:}%., de {1,...,n} telle que, pour touti € {1,...,n} ona:

2
”Ra} TR"J' Illo—ol < E ”Tlllo—d
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Une extension des inégalités

de Khintchine-Kahane

dans les espaces de Banach

Quelques applications

Par V. Cadet

d'apres D. Ullrich



Résu.né

Nous donnons une preuve détaillée d'un théoreme d'Ullrich : "les inégalités
de Khintchine-Kahane s'étendent jusqu’a l'exposant p = 0 pour le systtme de
Steinhaus”. Nous donnons ensuite quelques applications & des espaces de fonctions
analytiques & une ou plusieurs variables.

Abstract

We give a detailed proof of a theorem of Ullrich : ®The Khintchine-Kahane
inequalities can be extended till the exposant p = 0 for the Steinhaus system.”
Then we give some applications to spaces of analytic functions of one or several
variables. '

Mots clés : variables aléatoires, espace de Banach, espace de Bloch, polynéme
homogeéne, ensembles de Sidon.

Key words : random variables, Banach spaces, Bloch spaces, homogeneous
polynomial, Sidon sets.

Code matiere AMS (1991) : 30B20, 30C55, 42A55, 60E15.
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INTRODUCTION

Dans deux articles [U1] et [U2], David Ullrich démontre que les inégalités de Kahane-

Khintchine pour les variables aléatoires de Steinhausl Z = e,
i N I
i !
Vx,,...Xy € B “ sz 2cp; szjh

ou B désigne un espace de Banach quelconque etpun reél strictemnent positif, s’étendent au
cas de la moyenne géometrique (expjlog?f. , hotée EMIO) , ’est & dire sans que la constante ¢;

ne dégénere quand p tend vers O par valeur supérieure. I montre en fait I’existence d’une cons-
tante ¢ strictement positive telle que :
4N B
o | i
i Z| 2 ZJ
Vx,,....xy € B izszjl | _c!‘ ijZ}I! e))
ij=1 il

Cette démonstration fait I’objet de notre premiére partie et constitue le résultat principal
de ce mémoire. Il faut remarquer que ce résultat est faux pour les varnables aléatoires de Rade-

1 R e . .
macher®: on a en effet !i;ro + -rll qui vaut O avec probabilité 1/2 et gui-est-bormé-par 1num,

il 1 1
d’oﬁ, 570+ 5 r’l

,
i 2 !

= 0 alors que l‘ “rot s

1
—-.
2 )
Ensuite, aprés une présentation minimale des fonctions (d’une variable complexe) de
Bloch, nous verrons que (1) permet de répondre par la négative a une question d’Ahern et

Rudin {AR] relatives aux zéros des fonctions de Bloch, et nous présenterons une «améliora-
tion» d’une inégalité obtenue par Anderson, Clunie et Pommerenke [ACP].

La troisiéme partie, rattachée a 1’analyse complexe dans C™, est consacrée aux polynd-
mes de Ryll-Wojtaszczyk [RW]. En reprenant la construction qu’en a fait W.Rudin dans [RM]
et en utilisant (1), D.Ullnich a étendu le résultat de Ryll et Wojtaszczyk.

Enfin, la quatriéme partie proposera un exemple d’utilisation dans un espace de Banach
autre que C de (1), relatif aux ensembles de Sidon.

1. vanables al¢atoires indépendantes de méme lor uniforme sur Je cercle unité.
2. Les vanables de Rademacher sont des variables aléatoires indépendantes définies sur € prenant les

valeurs | et -1 avee probabilité 172, Elles peuvent s’ exprimer par: r_(x) = signe (sin (2" “rx) ).
- N n
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I-UNE EXTENSION DES INEGALITES DE KHINTCHINE-KABANE DANS LES
ESPACES DE BANACH.

Notations: B désigne un espace de Banach quelconque.
EX désigne I’espérance de la variable aléatoire X a valeurs dans B.

QN désigne I’espace probabilisé [O,I]IN, muni de sa mesure do. Un élément
de Q est donc une suite (@;); d"éléments de [0,1].5i on travaille sur QN=[0,1]", on urili-
sera la mesure de probabilité déduite de la mesure de Lebesgue sur [0,1] :dwy...doy.

La notation indicée §y,...,£X, désigne une suite de copies de (&

Dans ce qui suit, (o;); est une suite de variables aléatoires indépendantes de

méme loi a densité uniforme sur [0,1], et on pose Zj = e'mm’ (v.a de Steinhaus). Les Z

sont indépendantes de méme loi, uniformément distribuées sur le cercle unité.
1 /"p
Pour p>0, on note || X]| p = QIIX (0) Il‘;dm) , et on définit la moyenne

géométrique de X comme étant la limite pour p tendant vers O de cette quantité:

lim, ool X, = X1, = exp[loghiX (o)l 3do
Q

L’objet de cette premiére partie est de démontrer le résultat suivant, fonda-
mental pour la suite :

Ihéoréme I I: il existe une constante c>0 telle que

2c

Vx,,..xy€B leZ.l

l )

j=1

duquel on tire le:

Corollaire 1.2: il existe une constante c>0 telle que si (x;); est une suite de scalaires de

@©

’ .- - >
carré sommable, on ait :|| " ijj > c“ (xj) ,

0 |j=1

Jj=1 0

On commence par démontrer deux lemmes importants qui sont des «inégalités de faible
concentration».

lemme 1.3 il existe $>0,0<y<1 et K>1 telles que si :
N N2
X1y Xy €B et E) ZZJxJi; =1

| N |
alors : \-/yeBonaP{IZZx y|<8} P{‘
l

l_[=




Ullrich page 2°

lemme 1 4. il existe des constantes numériques 5>0, 0<y<1, X finie, telles que si :

N
Xys.. Xy €B X = ZZij et o® = EixX°}
_ ji=1
alors pour toute variable aléatoire Y, indépendante de X, a valeurs dans B :
P{lx+Yl <80} <yP{lX+Y]| <Ko}

remarque: les valeurs suivantes conviennent: K=5, y=4/5et § = % (-17. - l)
. A
N
preuyve du lemme 1.3: onpose X = z'zjxj
Jj=1

. 1 1 o2l 172
Les inégalités de Kahane! nous donnent == (ELX1D) <EIX
~ 'v3

Soit I’événement 4_ = [| X (o) [ <e

De I’inégalité suivante ( Salem-Zygmund, [KH] page 8) :

Vo<i<l  P{IXI>AEIXI} > (1 -2 LEIXD
Elxq-
A

ontre:P (¥l 2 ) 27 (a2 gy S50 mais sie<1/3'?, ona
3

A=e312<1 donc :P {|| X 2¢} = —(l;—l)—

(1-cd)’
Ainsiona:P(4,) <1- ———i———

(1-8,43)"

= ] - ————— <1 etondémontrele

On choisit maintenant 0<8g tel que 3

Hlw

lemme avec 5=5y/2 et K> a fixer par la suite. (on a en fait pour 8 la valeur —1: 3% ).
¥3

ler cas : y appartient a B(O,S)2

P’inégalité triangulaire donne alors:

P (ix -yl <8) <P {lxll<28) = P {I.Xl <5} <

W

onaensuite ;| X < K-8 2| X-yl <X+ Iyl <K-5+8 = K

1. que la constante l_ soit admissible dans le cas vectonel est do & Tomaszenski (ef [TO)).
J3

2. Comme d'habitude ona : 8 (1,8) = {x e Xilix-vu<d)
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donc P{iX-yi<K} 2P {iXi<K-8} =1-P{iXl 2K-5}
mais par I"inégalité de Tchebicheff :
; o2 2 ElX:? 1
P{ixl2K-8) = P{IX:"2(K-8)"} < S = 3
(K-8)" (K-8)°

_1
(X -8)°
or il est clair que pour K assez grand (K=5 convient ) on a ( ici y=4/5) :

d'ou P {|lX-yll <K} 21-

4 1 3 VT
g(1_(7-?)>32P{I.X yii <8}

et ainsi P {||X-yl <8} < %P {lx-yl <K}

2éme cas : y n’appartient pas 2 B(0,0) :
on a alors |yl 26 = 28 <2 donc 38 € R;f1 - = 2_5
iyl iyl
on pose y = ye' donc [ly-yll = 26 d’ot B(3,8) nB(,6) = @
mais les deux variables aléatoires X et Xe_’ie ont méme loi, donc :
P{XeB(yd)} =P{XecB(»5))}
I'union étant disjointe, K supérieur 238 et (B (,8) W B (;,5) ) cB(y,36)
on peut €crire ;

P{iX-yl <K} 2P (lX-yl <38} 2P{XcB(r8)} +P{XcB(d)}

, . 1 , \
d’ou:P {}l X-yli<8} < EP{”X—}’ﬂ <K} <syP {iX-yl <K}

ceci achéve la preuve du lemme 1.3

preuve du lemme 1.4:

on suppose =1 (par hbmogéne’ité), et on fait jouer 2 Y(o), o fixé, le role tenu par
y dans I’inégalité précédente, d’ou, par indépendance, on a:

P{X+Yl <8} = III{” (Xlon)) + oy | <5 901405 = .
QIQI
g [PLIX+Y(0,)| <8} do,< [vP{iX+Y(0,) | <K}do,
QZ Q!
L SYP{IX+Y| <K}

le lemme 1.4 est donc démontré.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.1:
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N
prexve du théoréme I 1. On définit la loi u de la variable aléatoire suivante X = Z xJZJ. :

_ ' =1
par p(4) = P {X e A} pourtout A borélien de I’espace de Banach B.

De maniére équivalente, on a pour toute fonction mesurable et bornée sur B :
N
If(X)du(X) [1) Xz |do,...

Q¥ \y=1

)
étapel: ona: Ilog du (x) —I 2

lxHl

1
dn = | [ e

B, \J|xl}

en effet, on écrit notre intégrale sous la forme : Ilog

Comme tout est positif on peut appliquer Fublm, d’ou :
1
di di
flog” k() = I[fdu(X))T = [uBy
B, 0

étape 2 : on montre que la quantité ci dessus est majorée par une constante c finie et
indépendantes des x; et de N. Pour cela on décompose I'intervalle d’intégration [0,1] en trois

morceaux et on fait trois estimations.
Enfin on suppose, sans perte de généralité par homogeéneité et parce que les variables
aléatoires de Steinhaus sont indépendantes et identiquement distribuées, que :
I N N
2 szj‘ 2. %%
j=1 g =1 s

= 1.

=1 et |*,| z[|=;{l,¥/ = 1...N.On a alors (EN|ES

(EA

H(B,)
ler morceau : J' dh
0

Soit A I'événement|lx,Z, ~ y|| <.

On fixe g dans A. Si 0 appartient 2 Aon a par I’inégalité triangulaire :

1Z)(0g) = Z,(0))|< ¢

ni 1I|

Ainsi P (4) sP( e lZ, (0g) -2, (0,)] <

,, ) mais comme la loi de Z,
i
est invariante par rotation, la probabilité au second membre vaut
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', o y -1 _2_1_ ) { s ) -
P(o, e iz, (o)) 145“}:]“)e:doncP(A)sP(oleQ.;z,(o,) 1| 'x|l)

On va utiliser I'inégalité : VO <x < S Sinx 2 -x, qui nous ameéne & distinguer
2 T

deux cas :

. 2
- ler cas: oy est dans [0,1/2). Alorson 2 :iZ, - 1: = 2isinno ll Zzgnm‘ = 4o,

. , 2A ]
ce qui donne.(, lx " 4) ( 1 S 2| I‘)
- 2éme cas: 0y estdans [1/2,1]. Ona :|Z - 1| = 2!sinn(l -0)l24(1-0,))

donc : |Z - ll < (l ®, < —m )
( |" II) ! 2fx,
En résumé nous avons donc :

P(m‘ e Q! 1Z (@,) - l| < “2)1"") < 2]];" A

A
x| 2""1" i

etd’aprés (1) : P(4) <

I 1|I

Ainsiona P (4) <; et, faisant jouer a Z x Z le role de y dans ce qui précéde, il

|1|

J=2
Y I8 h
vient: p(B,) = P{I z"ll <Al = P ‘ ij-i-lelll <).}
lj-—l 1" l .
A A
.| T o en = i
Q, n,,, %1l
HEN| EN!
> u(8) y
D’ou, finalement : I > dr < I —I—-a'l. = l
0 A 0 4] 2
' 2K =l (B ) 2K =)
2éme morceau : | —rdk I T log (4K) <
=, N

- -

(remarque: si on a 2K [lx‘ “ 2 1 le troisiéme morceau-n’existe pas et on a fini.)

3éme morceau : on prend § comme dans le lemme 1.3, et on pose : @=56/2K. Nous allons

montrer , a I'aide du lemme 1.4, que : p (Bgi) <y (8,)
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j A

©.1] , et M maximal pour la condition: xZ i =<,
el s P DRFS L

Soit A fixé dans [2K I
= 3~2

( ceci est possible car cette expression' est une fonction croissante! de M, majorée par 1
= i Iy il
et que pour M=1 on obtient Xy < 5K < K)
On définit alors deux nouvelles variables aléatoires, indépendantes par construction :
M N
X=3xZ Y=% xZ
j=1 j=M+

o2
On pose ensuite :6~ = ||.X]|, et on montre que aA<o :

‘A{+l

La maxxmahte de M entraine : I Z szj
Jj=1

>
K

2

Mey l M l |
i 2 xZ; +lxy ]l = o+

Z"Z| —'szi +Hxna1Zyaall, =
Jj=1 2 |-] 2

|j=l 2

A A oy
9 _ t l i ‘ ‘ 1
douc-f-li;xM+1||>K mais on a supposé |x 22Xy doncK<c+!|x1“.

[eg}

Comme Hx)” <cona I%SZG et donc aA = 57(7» S'ch = §cG.

Ceci nous donne, par application du lemme 1.4 aux variables aléatoires indépendantes X
etY: P{iX+Yl<ar} <P{iX+7Y|<8c} <yP {|IX+Y|<Ko} <yP {|X+7| <A}

(car Ko< par définition), c’est a dire : p (B, ) <y (B.) (1)

€tape 3 : nous pouvons enfin majorer notre 3éme morceau, en recouvrant |’intervalle
n
0

[2K]||x, .1 par U [a
n=0

. +1
"*1 " ol ng est tel que 2K]|x,il € e ™.

soit n<ng tel que A € [oL"'+l a"); posons A = a"® avec a <6 1. Alors
n=1 ’10 | "
62...2a "22Klx | et

a""'9.a""?8,...,0 appartiennent a [2Kiix,ii,1]. Eneffet : «

B<l.
Af Af
1. On écnit z ijJ(co) = j [z ",z,(“’) +Z‘\,H(m')]dm' car IZA“l(m')do)’ = 0.ParJensenona
J:} Q° J=) Q
1R :2 WM !,2 'i M 12 AL+ -2
do' dou: Elt __ \Z (o))l‘ <E T xZ (m)|
! o

alors H ?xZ (co)|| <Ju' S xZ (v) +Z\“,(m)
} o“j—l

'!!j: 1 E 1=1

l[=] ]
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On peut donc appliquer n fois la formule (1) pour avoir
H(B,) = n(B_.) = n(B__...)) SYH(B...,) ... <Y"u(By) <Y’

Ce qui permet d’estimer notre troisiéme morceau :
1

1 ny
n(B,) u( 3) 1 1
= s | dh < ij—;:sl——lg&=c
2Ki|x, a"o" n=0g""!

BILAN: on a bien une majoration par une constante numérique finie ¢

}u (,)

di<c' <™
0

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.1. Posons

g, = logllxlx
M (;-{sllxilsn

c’est une fonction mesurable et bomnée sur B, convergeant simplement vers
g (x) = logilx|1 1l s1 quand Moo

Mais par ce qui précéde, on a pour tout M et par définition de la mesure p

J‘gM(x) du(x) = IgM(co)dml...dmz >—¢'
B, o

N

Par ce qui précéde : I -8 Z x Z dw,...dw, < ¢ et (remarquer que -g) est positive)

fold vy =1
N
le lemme de Fatou nous dit que I (-g) Z xZ; do,...do, <c',donc:
o y =1
N N
Ilog > xZjldo,...do, 2 jg Z'ijj do,...do,2~c'
QN .-j = ‘ h QN
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BPrewve du corollaire : comme notre série est de carré sommable, que les variables aléa-
toires sont centrées et indépendantes, on a ( théoréme de Kolmogorov ) convergence presque

® N

sure de lezj. On pose alors fy, = - _ijJ, qui converge simplement vers f = lezj

1 J=1

Par le théoréme 1.1 appliqué & fyy nous avons llf"“o 2c

1

N
=

A

=1

Cette fois encore le lemme de Fatou permet de passer & la limite pour avoir |ifll, 2 c.
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II-ZEROS ET CROISSANCE DES FONCTIONS DE BLOCH

Notations: D désigne le disque unité ouvert du plan complexe C.

on identifiera z et rei°, jzletr.
f; sera la fonction déduite de f par : f(z)=f{rz), r dans [0,1[.
la moyenne d’ordre p de f se note:

pd

8. |pdd

MIP = “f(e B)IPE
0

la moyenne géométrique, limite de la précédente pour p tendant vers zéro:

1.p

=z
- r (e a8
Ay = exp { loglf ()1 2

A-GENERALITES:

Définition: soit f holomorphe sur D, a valeurs dans C. On dit que fest une fonction de
Bloch, ou que f appartient a B, si elle vérifie:

sup, . p(1- 1 () <o

On dira que f appartient a By si elle vérifie la condition (plus forte) suivante:
Jm (1~ =1 G)l =0

On définit une norme dite norme Bloch sur B par :

g = (0] +sup, . p (1~ =17 ()]

Pour plus d'informations sur ces deux espaces, on pourra consulter [ACP]. Retenons
simplement que B et By sont des espaces de Banach, et que By est la fermeture dans B des poly-
nomes, munis de la norme Bloch.

On commence par établir quelques résultats utiles pour la suite:

Lemme 2.0: By est la fermeture dans B (pour la norme Bloch) des polynémes. Plus préci-
N

sément, si f(z) = Z az eBjetsif, (z) = Z (1 - %) a,:z, estla somme de Fejer d'or-

n=0 n=0

dre N de f; alors |If,, —ﬁ[B —> 0 quand N> + .

e
12
iy | sinN';)—
Breuye: Soit K (1) = Z (1-'-]\7 e'"’;]—v
‘ni € N " sin 5

le noyau de Fejer; on sait que
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pour toute fonction ¢ continue Zn-pé:iodique%t I é(D Ky (D) dt—58,(9) = ¢(0).D’autre

part, i o note /,(2) = f(z¢™), 02y (2) = 5= [£,(IKy (D dr.Sif < By, 1, est

une application continue de R dans B et on a (intégrale vectorielle dans B, cf [KA] p. 10-

1y =1 = 3= | (=D Ky dr, doi posant () = f,~1], il vient:

1 1y
Vw=Aps 5z [ V=S Kn e = ﬂ_jtp(t)KN(t)dl—Mp(O) = 0.

lemme 2 L si f est la somme d'une série entiére g-lacunaire a la Hadamard et a coeffi-
cients bornés (avec q>1), alors f appartient a B. Si de plus les modules des coefficients tendent

2
vers 0, alors f appartient & By et de plus :|fl g < :1—-‘%" all, avecllal, = sup,, ola].

preuve:soit une suite d’exposants (m;);, m>0, une suite (a;); de scalaires, bomée par 1 et

[ -]
q un réél vérifiant.:m, _,/m, 2 q> 1 (suite q-lacunaire & la Hadamard ) et /() = Z a':m'

i=0
m, g-1
On remarque que:m,—m;_,2m,- — = ——m,
q q
.. m-1 g-1 m, =1
d ou.lm,a‘f l < T (m,—m;_,)r
. m -1 m, =1 m -1 m,_. +1 m,_, +2 m,~-1
mais (m,—=m,_)r ' =r' +..+4r' Sr et T

m,_,+l_ m

r i

m,—
donc (m,—m,._,)r < =7

ceci permet de majorer la dérivée de f:

g 2
Zma:m,-1< g 1-14"_ 2¢

o"" Tg-11-i4 " g-1
i=

(1-1ir )l =

<

ce qui démontre la premiére partie du lemme.
Side plus: /im 'ail = 0, alors Ve>0, on peut écrire f=P+g avec P un polynéme et g

i—»®

une série lacunaire dont tous les coefficients sont majorés en module par € et nulle en 0.
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On a clairement :/imsup,, _, , (1 - i:lz) [P’ (=)| = 0 d’ot par ce qui précéde :
limsup,4 (1 -1a3 ()] Slimsupyy _, (1 -l5%)lg () Ssupy ., (1 -indlg(nis %e

Ainsi limsupy, -, , (1- I:Iz) i (:): = 0 donc f € B, ce qui achéve la démonstration
du lemme 2.1.

lemme 2.2: a) si f appartient a B on a: Hf’“o =0 ((Iogl—l—r)“z) .

2

Sy 1 \'"? . 2
Plus précisément: IV’“O <3, (Iog _lTr) sir 3
b) si de plus f appartient a By alors on a:

i, = o((e ) ")

ceci toujours pour r tendant vers 1 (ne sera plus précisé).

rreuyer
cas oui f appartient a B:
on établit un premier résultat pour la moyenne d’ordre 2 de f.:

i, = o((es(:2))")

soit r un reel entre O et 1 (r<1). On a

fr(e:e z a, (re:e) :f (e'e z na, (re ) L"([OZ 1, .‘ﬁ

n=0 n=1l
d’ou (par Parseva]):"fr'“; =3 |a |" 2n-2
n=1
Fi¢]

estun pointde D, on a:
Al

l-r

Comme f appartient 4 B et que re
9
Supg ¢ [02x] }f (e' )l

) A3
T L o PRLL N
nel = (1-r)

1l reste a intégrer terme a terme (de O a r) deux fois cette série, ce qui donne:

E s T
2 1
A p2 el 43 syl 7 2 jlog
Vn=1 Vv n=1
On a donc, en tenant compte de |a0| < |lfil ;. 1a majoration suivante :

dés que r est supérieur a 2/3 ((e-1)/e trés exactement).



Ullrich page 12

ﬂfrllz <liflg +2l7lg }Iog— <3lA, Iog-—

On peut passer @ la moyenne géometrique en remarquant que sur un espace proba-

bilisé les «normes» |...| p sont croissantes avec p>0. Ainsi Efri llf i, 3iifig 4IogT—1—r

dés.que r>2/3, ce qui signifie bien ||,f||° = 0( Iog ) ’)

cas oufappamenlaBo :
On va utiliser 1a densité des polynomes dans By, pour la norme Bloch :

Ve>0,3P e R[:=);lf-Plig<e

Ce qui nous permet d’écrire f=P+g avec P un polynéme et gr“B <e.Onaalors:

1 ol 1 1
o Wi, S12.0, 180, 50 + gl fog
7R

172
d’ou Iimsupr_’ - <3llgll; <3¢ Ve >0, soit !ljr![ (Iog j
}Iog-—l,—-
1-r

Le lemme 2.2 est démontré
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B-Réponse i une question d’Ahern et Rudin [AR]: B et By ont ils les mémes
ensembles de zéros ?

Nous allons montrer que ce n’est pas le cas:

Soit la série entiére lacunaire a coefficients aléatoires suivante:
-

So(2) = z anz., Vo e QVzeD
n=0

on a alors :
proposition 2.3: pour tout © dans Q2 , f,, appartient a B, et pour presque tout ® dans

|| (fm>r“°=o((10g ﬁ )n"?)

preuve: 'appartenance de f,, 8 B découle du lemme 2.1. On note :
2%

1 i 1 1
T (o) = > I Ioglfo (ree)ide - Eloglog-:;
0 ‘

Nous avons vu dans les lemmes 2.1 et 2.2 que! :
T (o) slog3 ”fﬂlIB <logl2sup,, o|Z, (co)l = logl2 = C < + o, ceci indépendamment
de ®. On va d’abord montrer cjue pour presque tout® ona:
limsup, T, (co) >—
©

. 5! ‘ 1 A
Par le corollairel.2 on a “ (fm)r“ 2D er- 2D’ 'J,Ogl_—r , €n remarquant bien
0 -

qu’ici on prend |'espérance sur Q.
( remarque: la seconde maj oration provient de la sommation par paquets suivante :
.,1 ©
log — r < 2’ = 2
wil=Ti-3% ¥ Ls =75
'=l j=02snc2! j=0
- -3
-1
etsix>3/4onal—rszl-rd’oﬁIog <log ! - = z,—"' )
vl =r 1~-r" i=0

. iy 1 1
soit ilog}fm (re )idco 2 Eloglog (l_—r) Iog_

1. Cetle remarque est utile car elle assure 1'existence de ! T, () dw la partie positive de 'intégrande
clant bomeée sur notre espace probabilisé.
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On intégre ensuite cette relation sur [O Zn] pour avoir ( r est fixé ) :
II Ioglf (re’ ) dco 2 Ioglog (——) IogD,

1l est important de remarquer que I’on peut apphquer Fubini car notre intégrande est
bomé supérieurement et que 1’on travaille sur des espaces de mesure finie. Ainsi :
ITr(m)da) z—log% soit J.-T,(co)a'co slogé
Q o
On pose maintenant : T(®) ‘= limsup,_, ,T, (©) et on applique le lemme de Fatou aux

variables aléatoires positives C-T,{@) ce qui donne :

[timinf,  ,(C~T,(0))do <liminf, [ (C-T,(0))do
Q Q

soit C-Ilimsup 17, (e)de SC+Itmmf_”I—T’(m)dco C+Iog-Dl;
ol Q

. . 1
En résumé nous avons donc IT (0)do 2 -IogE >—
Q
Ainsi, T> —oo presque stirement d’ou T est finie presque siirement, donc pour presque
tout @ il existe une suite de rayons r, ( fonction de ®) tendant vers 1 et un nombre 5, tels que :

2z
. 1 1, 5 -i 1 1
0 n

On passe a la moyenne géomeétrique :-

o] vm>,.||2e8°4"og( ‘ )

l-rn

1,2

Ce qui est bien la preuve de “ ,) “ = o

Nous pouvons maintenant démontrer le :
Ihéoreme 2.4: il existe une fonction fdans B telle que si g appartient a B et si Z(f) est

inclus dans Z(g), alors g=0. En fait, presque toute fonction de la_forme
f,(2) = z anz

avec © dans ), convient.
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preuye: on rappelle la formule de Jensen, pour f holomorphe sur D:
N 1 2z .
S0l H Py , = expz—n{Iogif(re'a)Zde,Vr <1

iz}

ou les z7; sont les zéros de f, avec multplicité, dans D(0,r) fermé.
on suppose que nos fonctions sont non nulles a I’ origine et que g n’est pas identiquement

N N 2z
1 i
nulle. On a alors : Vr < 1,!g (0)| H I - <|g (0)] H —- = expo—~ Iloggg (re’®) ldo
Lo 8 8-
iellJuh izl 0

ceci avec N’ inférieur a N, d’ou'
g

Vr< l,l‘j_ ((0))|| exp—— Ilogj (rem)lde < exp— J Iog‘g (re”)lds

Mais comme g appartient 4 By, le terme de droite est un o ( ‘Iog—— par la proposi-

tion 2.3, alors que pour presque tout o, celui de gauche ne I’est pas. Ainsi I'hypothése g non
identiquement nulle est absurde et le théoréme est démontré.

Remarque: le théoréme 2.4 apporte bien une réponse négative & la question d’Ahem et
Rudin (notre Z(f,,) ne sera jamais un Z(g) pour g dans Bp). Mentionnons que Wolff a montré

dans [WO] que tout ensemble de zéros d’une fonction de H” est celui d’une fonction de By.

En fait nous avons |'analogie suivante: Byest 2 B ce que A(D)! esta B>, or A(D) et H®

n’ont pas les mémes ensembles de zéros (cf [HO]). Il semble donc raisonnable de s’étre posé
cette question pour B et B,

I. A(D) est I"algébre du disque, a savoir | 'cnsembles des fonctions analytiques sur D. continues sur D,
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C-AMELIORATION DE L’INEGALITE [ACP]

Un résultat de Anderson, Clunie et Pommerenke [ACP] dit que si f appartient 4 B :
2n

Ll oglrire™
5= { loglf (re"):t®

lim sup
r=>1

1
1 =32
loglog —

1-r

Et ils exhibent un élément de B pour lequel il y a égalité. Nous nous proposons de trou-
ver une fonction de By pour laquelle I’inégalité ci-dessus soit une égalité.

Proposition 2.5: soit y une fonction positive définie sur [0, 1], décroissante vers 0 quand
r tend vers 1. Alors il existe une suite de rééls (by); décroissant vers 0, telle que :
-}

‘W"Z-:i bzrz’" 2wy (r)lo L
b Vg
j=0

lemme 2.6: sous les hypothéses de la proposition, il existe une suite de rééls (a,,),, positifs

- -}
1 1
décroissant vers 0 telle que:V'r > -, ar 2y(r)log—.
que 5 > ar zvy(r) g
n=1
preuve de lemme 2.6: posons rg=1/2 et définissons les rj par 1- j+1=(1-rj)2. Le développe-
@© n

ment en série entiére de la fonction logarithme nous donne " L = Jog
n

| 1- r;
N
o . . | N T 4
On choisit ensuite une suite croissante d’entiers N; tels que : =2 3 = eton
n ?
n=1 n=1
définit les coefficients a; de la maniére suivante :
. = . = , . <N,
E =y (rl)_ etia, = 4g; pour AC_ <n _1\5
a, = 4gypour 0 <n<N,
"1 I3 y - . .
Onadonc: Vr2 ;,EJ;rj <rg Tieys d’ou la majoration :
1 1
v (r)log—— <y (r))log = 2y (r,)log = 2¢.log
1-r J 1-r, J 1-r, 7%l -r,
J+1 J J
Ed ” Nj ” \t, ”
. . . . o ]
Mais, par construction, aL> a L >4e, L 2edo
P z "n Z "n Jzn J gl—r.

n=l n=1 n=] J



Ullrich page 17

D’ou le lemme 2.6.

Soit x (r) = 2y (ﬁ) : on lui associe une suite (a}-)j comme dans le lemme 2.6

o
n

3
: Z anr’—’ 2x(r) Iogrl—’-_. Si on pose bj = J;, alorsona, pourr 2 s (noter qu’alors

21 2
r Z-Z-etl-r‘SZ(l-r)s 1=-r)

-] 2 n
Zr’ 2 Z a,- Zx(r")log Zx(rz)log ,_l_ = y(r) logL
ie0 oot 1-r wl=r 1-r1

et la proposition 2.5 est démontrée!.

Nous pouvons maintenant construire 1a fonction cherchée : soit f, définie par
©

4
o =3 bZzs Vo € Q
j=1
ot les b; sont choisis comme dans la proposition 2.5, c’est a dire :

-

© 172 »
(004, = (557 2ol )T vl

1

proposition 2.7: pour presque tout ® dans Q ona " ) '"o #0 (J\y (}) Iog%_r)

preuve: par analogie avec la preuve de la proposition 2.3 on pose :

—1— I Ioglf(reie) 'de
2%

T (0) = —2 _ _logy(r)

1 1
-loglog—— = loglog——
ZOgOgl—r g gl—r

Pour y suffisamment dominée par le dénominateur®, on a par les calculs précédents :
T (0)sC<w

Dans I’autre sens, on voudrait avoir /imsup__ |7 _(©) > —x presque sirement. Par le

l.ona ulilisc la >ommalion par paquets suivante:

(r) Y )
sl 5 5 oDy w ooy

n= Je02<nc?"! J=02cncy! J=0
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corollaire 1.2 nous avons
—

s 7 (1oe L) 3
A 2l (o) v

d’ou J‘loglf(re."e) Idco 2 logD + logwy (r) + %Ioglog-l—!-; (r est fixé)
Q

On peut intégrer de 0 a 27, ce qui donne :
-
i0 dd 1 1
— 2logD +1 + =loglog ——
I (‘{Ioglf(re )Id(o) >m 2 logD + logy (r) + 5 og ogl —
0

Comme d’habitude on peut appliquer Fubini car notre intégrande est borné supérieure-
ment et que 1’on travaille sur des espaces de mesure finie. On a donc :

( . 2z 3\
i0
> {Ioglf(re )|d6

j- : 1 1 logy (r)l do>1+ 1 logD
Q - — =1 -logl
2Ioglogl_r 2 oglogl_r_ 2 ¢ Ogl—r
\ y
. logD , ‘e Jimi ,
soit : I-Tr(m)dm <-1 T 1 <C'<xie: Immfr_”‘[—Tr(m)a'm <C
Q EIOgIOg—l—— Q
: _ -r

On applique le lemme de Fatou aux variables aléatoires positives C - T, (o) :

[timinf, | (C-T, (0))do <liminf, | [(C-T,(0))do<C+C"
Q Q

or J'Iiminf’_,l(C—Tr(m))dco = C—J'Iimsupr_”Tr(co)dm
(o] Q ‘

Ainsi on a bien Ilimsupr_’ 1T (0)do 2-C' >~
. Q
soit  w>limsup T (0)>- presque sirement.

Pour presque tout © on a donc un ré€l §,, et une suite de rayons r,, tendant vers 1 tels que

! -
2. Cette remarque est a prendre au sens _leaw(n — Oquand rtend vers'1 . Nous prendrons par la

Sloglog

l-r

suite Wy (r) = !

loglog ——
1=-r
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T'. (o) 28, >~ pour n assez grand, et donc :

2z

1 ] iDL i 1 —
= Iloggfm (r,e );de 2 SmEIoglog1 oy +log jvw (r,)
0-.
( 8 H l
prenant les exponentielles on a l (fm) !i 2e "y (r,) \'rogl
B '. Io - r”

ce qui est bien la conclusion cherchée.
2z

L [ loglf(re™!
2nj'log[f(re )id®

Montrons maintenant que, presque sirement, lim sup 9 =

T Ioglog-l—
1-r

qui précéde, il existe £,>0 et une suite de rayons r, tendant vers 1 tels que

CAN EEN oy

1, 0
Y Ilog;fm (re )}de
0

N 1 . log /\y r,) loge,,
- +
2 .
’ loglo
1- r, g gl -r,

Si, par exemple, onprend y(r) = ——1— ,

Ioglog-ll—
~-r

Ceci permet d’écrire

loglog loglog

l—rn

2%
1 i8
-~ [ Togl, (r,e™|do0 1
alors on a bien limsup,, _, : 2 5 et [ACP] nous dit qu’alors
loglog

1-r,
c’est exactement 1/2. On remarque que f,, est dans By, distinction qui n’est pas faite dans
[ACP].
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IO-POLYNOMES DE RYLL-WOJTASZCZYK

Notations: CP est muni de sa structure hilbertienne par le produit scalaire:
n

Cmy = 3 gnavect = (... 8em = (y,e.m,)
i=]
B désignera la boule unité ouverte de C°, et S sa frontiére, soit :

B= {zeClld<1}etS= {zeC'|l4 =1}

On notera o la mesure de probabilité sur S, invariante par rotation complexe
(ie par le groupe unitaire U(n)).

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant, qui est une extension d’un résultat
de Ryll et Wojtaszcezyk :

Ihéoréme 4.1: soit n un entier non nul. Il existe une constante numérique C(n) telle que,
pour toute mesure borélienne de probabilité u sur S, il existe une suite de polynémes P,P,,...
en les variables z},z3,...,z,, telle que :

1 ) chagque P, soit homogéne de degré k,
2 )ka(C)| S1vCesS

3)exp I log|P |do 2 C (n)
s

4) eprIoglPkldu 2C(n)
s

remarque: Ryll et Wojiaszczyk ont démontré ce résultat pour les moyennes quadratiques.

La nouveauté est donc que, grice au théoréme 1.1, ces inégalités s’étendent aux moyennes
géomeétriques. :
Nous aurons besoin du lemme suivant:

lemme 4.2: soit n un entier strictement plus grand que un. On définit:
172
dgm) = (1-1@m)? v (Gn) e

alors d verifie 1'inégalité triangulaire. De plus, si on pose pour 0<6<1:

VCeSE () = {{eSi(d(Gn) <8)}
alors on a: o(EsMm) =§-n-2

preuve: tout d’abord on remarque par I’inégalité de Cauchy-Schwarz que d! est bien
définie sur S2, ceci car :[(CIm) < 1Cllinll = 1 = 1 -i@m® =0
Soit an la projection orthogonale de { sur Cn. On a & = ({In) et le théoréme de

1. Ce n'est pas une distance car d({,Nn) est nul ssi C=cie'r]. On parle alors de pseudo-distance.
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Pythagore nous donne ;| - an| = J- lani? = Ji- lGInY* = d(¢.m).
soient (G,n,) dans S. Ona :d(n,0) = |n-PBoletd(G,n) = I{-anl
donc, remarquant que |a est inférieur a un:
d(C,0) <I¢-aBol s -anl +lain-Bol <|f-anl +In - ol <d(n,0) +d ()
ainsi d vérifie I'inégalité triangulaire. ’
Calculons le volume de Eg(n) :onpose f = (1 - 5%) 172 on a alors :

CeEg(n) & (e Sd(Gn) <8) e0s1-8<[nfPs1r<iCni<1

on rappelle que, si f est une fonction d’une variable complexe, on a la formule
d’intégration par tranches (cf [R1] 1.4.5) :
-— 1 n-2 i
[f@mdo@ == [ [ a-»""7we") rdrad
S [0.1] [0.2%]

172
d’ou, en prenant ;f(z) = 1[:,1] (=) avecr = (1 -82) ,ona:

1
n-1 2, n-2 _ e2n-2
o (Es(m) = [f(n)de(© = — | [(=r)"""rdrde = 5
S [02=]
etle lemme est démontré.

e du théoréme:

pour n=1, il suffit de prendre les monomes 2 et C(1)=1.
On suppose dorénavant que n est strictement supérieur & 1. Soient k un entier non

nul et 6 tel que 8k52=1 (ce choix sera expliqué par la suite), et (n,M2,---,Tv) Un Systéme de
points de S maximal pour la propriété suivante : Vi), d(n ,.,11].) > 285. (un tel M existe pour
des raisons de volume). Alors:
a) I’inégalité triangulaire pour dimplique £ (n,) m Eg(n j) = Q@\Vizj, d’on
M5*" "% <1 d’aprés le lemme 4.1.
M
b)S = Uk (Tl_,-) .En effet, si 3C e S;Vj,d(c,nj) > 296, alors
Jj=1
an, Eg (nj) NEg(E) = O, et le systeme (1),Na,...,NM.&) contredit la maximalité de M.

Montrons maintenant les parties 1 et 2 du théoréme. On définit des polyndmes a
M

coefficients aléatoires par : W‘f"’) () =% Zj(zlnj)k 11 est clair que I’on obtient ainsi des
j=1
polynémes homogénes de degré k en les n variables complexes zy,zs,...,.z,. Montrons qu’ils
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sont uniformément bornés en module sur S :

on fixe un élément { de S et on découpe en «couronnes» de centre  I’ensemble des T en
posant :Vm e N,H = {jimb<d(C, le) < (m+1) 58} (les H,, sont disjoints).

on remarque que si j appartient 3 4, le théoréme de Pythagore nous donne :

m!

2 -
22 m k
[GnMf? = 1- (@@ n)?) s1-m'8" = 1- - <e ’

m?

donc on a la majoration : (|(C|r_1!)|) kce 16
on a ensuite pour tout entier mi et tout indice j dans H,,: E (N j) cE (m+2)6 (Q),car:

EeEg(n) =d(5C0) sd(Gn) +d(En) <(m+1)5+8 = (m+2)3

d’ou P’inclusion : _j Ej (nj) cE (m+2)5 (€) qui nous donne I'inégalité volumique
' jeH,
suivante (car les Eg(n;) sont disjoints ) :
S (Es(n,))card(H,) S0 (E ,25(0) = ((m+2)8)*"7?

de laquelle on tire card (H_) < (m +2) -2

Nous pouvons maintenant majorer nos polynomes :

M
Vo e QW ()]s T (€)= T T (@)

j=1 meNje H_
mz
3 (m+2)""2% | =5<w
meN
On remarque bien sir que cette majoration est indépendante de t et de ®. 1 suffit
(o)
> (@) W, () N o
doncde poser: W, (z) = ——— etles polyndmes ainsi obtenus sont bien uniformément

s

bornés par 1 en module.
Montrons la troisiéme partie du théoréme :

Nous allons appliquer le théoréme 1 & nos polyndmes. Pour cela, on remarque que le rle
des coefficients 3; est tenu par les produits scalaires, a G fixé dans S, et que leur norme (en tant

1. Remarque: dans la preuve de Rudin on utilise des vaniables de Rademacher ¢t non pas de Steinhaus
qui, elles, vont nous permettre d 'appliquer le théoréme 1.1.
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que vecteur de CM) est dominée par:

M 172 -23 172
> (|(C|'nj)i)2k 1> (m+2)4" "% ® =s'<®
=1 eN
ensuite, on va minorer cette somme, terme a terme. On part de I’égalité -
M
S = UEyny)
j=1
don:LeS=3; e Ey (Tl,-) d(C, "1,-) <28
. 2 2_,_1 2_
donc :|{CIn ) 1457 = 1 2kcar8k8 1.
. 1y .1
. . » . . 1. ky 2 _1 .
ainsi on a la minoration’ : }° (l(Clle)I ) 2 (1 Y 22 =c'>0
j=1
M 172
. = (@) k2
Le théoréme 1.1 donne alors :eprIog W, (Dldozc|> (l(d'r\j)l )
Q 1

ce qui s’ écrit encore :

- (o)
I IogIWzm (C)Idco 210gc+%logc' = Jogc"
Q

Comme on a une borne supérieure sur nos polynomes, 1’expression ci-dessus est
bornée supérieurement. Les domaines d’intégration étant de mesures finies, le théoréme de
Fubini nous donne :

Jregl#” o) G :
[Jrog|w, " (©)|dods (§) = [[log|#,  (§)|do (§)dow = loge
sQ Qs
La deuxiéme inégalité entraine I’existence d’au moins un @ dans Q tel que :

~ (0)
expllog| 7, (©)]do © 2 ¢
S

11 est clair que ¢ ne dépend que de la dimension, donc la partie 3 du théoréme est
demontrée.

remarque : a ce stade de la démonstration, on peut se demander si on n’a pas une minora-
tion uniforme pour nos polyndmes par une constante strictement positive.Un théoréme de Har-
togs:Z nous dit que non :

~ () B
siona W, ’ (§)| 2¢>0,¥YC¢ e §, par continuité de ce polyndme, il existe £>0 tel

1. c’est ici que se justifie le choix 8k&>=1.
2. cf [HO p.30]: soit K un compact de £2 ouvert de C” tel que £2-K soit connexe; et  holomorphe sur B-
K; alors f se prolonge analytiquement & 1out Q
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- (o

que :|W, ’ (C)lzg,VCeA = {ze C;1-e<ld <1 +¢}

mais alors, notant :Q = {z € C";|z} <1+¢}, le théoréme de Hartogs nous dit

que la fonction f(§) = —l———, analytique dans A, se prolonge analytiquement a Q, ce

~ (o)

Wy (8
. ~ (o)
qui est absurdecar:ka (O)I =0

Pour conclure et démontrer le 4), on utilise un moyennage sur le groupe unitaire
U(n) de C®, muni de sa mesure de Haar normalisée dU. On remarque que si on compose nos
polyndmes avec des éléments de U(n) les propriétés d’homogeéneité et de bornitude précedem-
ment établies restent inchangées. '

Comme on a une borne supérieure sur nos polynomes, I’expression ci-dessus est

bomeée supérieurement. Les domaines d’intégration étant de mesures finies, le théoréme de
Fubini nous donne : '

[ gl wen|dn@av = [ | g™ w@)|avan©
Un)S SU(n)

‘Mais on sait queV({, € S ona L

[ 1080, (U€C))|aU = [log@,(0)|do (€) 2 loge”
Un) S

dou: [ |[1og0,(U(©)|dn (c))duz f toge™ydu () = toge
U(n) : » S
ainsi pour au moins un élément U, de U(n)on a:

exp[log|0, (U, (©))|dr(C) 2¢”
S

Comme cette constante ¢” ne dépend que de la dimension, il suffit pour achever la
preuve de prendre comme polyndmes :P, = Q,0U,

QED

Remargque: le résultat précédent peut s’interpreter ainsi: nos polyndmes ne peuvent pas
étre trop grands car ils sont bornés par 1 en module, mais pas trop petits non plus car en
module ils sont >0 presque partout (sinon le logarithme vaudrait moins I'infini sur un ensem-
ble de mesure non nulle mais alors la partie 3) du théoréme serait en défaut.)

1. cf {R1)}. En fait ceci est di & I'invanance de O sous I"action du groupe U(n), ce qui permel d écrire :

[10g10, (U(©))|do (€)= [log|Q, (C)ldo (&)
LY S
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IV-UNE REMARQUE SUR LES ENSEMBLES DE SIDON!

On reprend les notations du 1. On va donner un exemple d’application du cas «vectoriel»
du théoréme 1.1.

cadre: nous nous plagons sur le groupe G = Tv’ , produit dénombrable de copies du

tore 7, dont le dual est usuellement noté Z ) ; c’est a dire qu'il s’identifie & I’ensemble des
suites 5§ = (nj) >0 d’entiers n; € Z pour lesquelles un nombre fini seulement de termes sont
Jj

non nuls. L'actionde s = (nf)jzb € Z(N.) sur @ = (mj) € 7‘” se fait par la formule

s(e) = ] co;’ , le produit infini ayant un sens car c’est en réalité un produit fini.
Jj=1

On sait (cf lemme 4.2) que les {zi}jz forment un ensemble de Sidon, et ils vérifient le

théoréme 1.1, de méme que les {ij *}jz (par le corollaire 4.1 ci-dessous). Nous pouvons

donc nous demander si «vérifier le théoréme 1.1» n’implique pas «étre un ensemble de Sidon».
Malheureusement le lemme 4.3 montre que ce n’est pas le cas.

corollaire £ 1 Z L1oe B+ désigne une autre suite de variables de Steinhaus, indépen-
dantes de la suite Z 1+ 12 s <. Alors si c est comme dans le théoréme 1.1 et si Xy € B pour

Y LN '
1<j k<N, alors | > xj*Zjé,, 2’ > xjkzjz",‘
e =1 o k=1 2

preuve [ on note Q et Qles espaces de probabilités sur lesquels sont définies ZJ etZ €t

on définit un nouvel espace de Banach X = Ll"; ((.2) de fonctions définies sur d, & valeurs
dans B, de carré intégrable.
N
Posons pourj=1,...N y; = > xj 'ké & (qui est dans X). Nous allons appliquer deux
k=1
fois le théoréme 1.1, dans B puis dans X. Pour voir le role joué par les normes de ces deux
espaces nous reprenons une notation plus lourde :
: I' il i |
exp I I Iog! > X ZZ”l dodo = expf log | exp f log

g k=1 g Q" N

N '|
Z X; ZZ‘ dcondm
B

jok=1

I.cf [LR)
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Par le théoréme 1.1 appliqué & B, cette derniére expression est minorée par :

!
P Y |
c epr‘Iog I Y x,2%) do| do| =c expjlog!ll > %,Z2Z | do
o' \gMljx=1 B Q' k= ix
N N |2 11‘2
=c expflog >, yZ;|| do 2c? I > ¥Z; =
¥ - lj=1 X Hj=1 X

(on a appliqué cette fois le théoréme 1.1 4 X),d’on :

N 2 172 N l N
2 5 - 2 5 2 5
c J j Y %422 dodo =) 3 x40 =N Y x,Z7
k=1 B jk=1 lx k=1 2

et le corollaire est démontré.

lemme L.2: les {Z;} 'z forment un ensemble de Sidon de Z W)
;j _

preuwye : donnons nous un polynéme en © € Q. p (o) = Z aJ.Z . (0) (en faitles y
. oyt

= {o

sont les coefficients de Fourier de P).Alors!, pour ® @ e ,c_o",0,0,...} e Q™ tel que

. n
Ia. , on a la majoration sup {|P (0)|,0 € Q’N} =3 |a_A , ce qui signifie bien que
J

les {Zf}jz forment un ensemble de Sidon de constante 1.

|

Z(w) =

—t—

j=1

lemme 4.3: les {Z 12,:} ., ne Jorment pas un ensemble de Sidon de Z o ) xZ (V) .
J
n
preuve: considérons le polyndme suivant P (o) = z a; },Zj (o) Z . (), avec
jk=1

n

niit®

) S . . e e

= —/,—. e " (ces coefficients forment une matrice unitaire dite «de Walsh»). Nous avons
Jn

alors, d’une part, 1a somme des modules des coefficients de Fourier de P qui vaut :

n

1
Yiad= T o=
jh=1 jh=1"

n

Wilw

1. nous convenons que si 8=0 alorson met 0 & la place de w dans w.
_ © w
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D’autre part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

" n n | n
iP()is [T |z (@) Z'Z"uz;
Nk .

Vkely=l

2

rr

= Jhyn n

donc si les {212 ) > formaient un ensemble de Sidon, il existerait c>0 telle que
J

3

pour tout n on ait 7> < cn, ce qui est absurde.
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