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RÉSUMÉS 

P. Lefevre : Sur les ensembles de convergence 1:1niforme 

Le thème abordé est l'étude des ensembles de convergence uniforme dans 
le cadre d'un groupe abélien métrique compact. Après quelques rappels sur les 
résultats existants, on établit un résultat récent dû à Kashin et Tzafriri sur la 
densité de ces ensembles pour les systèmes trigonométrique et de Vlalsh. 

P. Jam.ing : Inversibilité restreinte, problème d'extension de 
Kadison-Singer et applications à l'analyse harmonique 

Le principal problème abordé ici est celui d'inversibilité restreinte de matrices 
n x n. Les démonstrations utilisent des outils d'analyse fonctionnelle, probabilistes 
et combinatoires. 

Ces résultats nous mèneront à des applications intéressantes en analyse 
harmonique. En particulier, nous établirons l'existence d'une constante c > 0 telle 
que pour toute partie B de T, de mesure positive, il existe une partie A C Z de 
densité positive, telle que pour toute fonction f à spectre dans A, on a 

1 

(l 1!12 dµ) 2 

~ c.jµ[Ï3) llfll2 · 

Enfin, nous ferons le lien entre les théorèmes d'inversibilité restreinte et le 
problème d'extension de Kadison-Singer. 

V. Cadet : Une extension des inégalités de Khintchine-Kahane 
dans les espaces de Banach. Quelques applications. 

Nous donnons une preuve détaillée d'un théorème d'Ullrich : "les inégalités 
de Khintchine-Kahane s'étendent jusqu'à l'exposant p = 0 pour le système de 
Steinhaus". Nous donnons ensuite quelques applications à des espaces de fonctions 
analytiques à une ou plusieurs ,:ariables. 



A.Bs1·RACTS 

P. Lefevre : About uniform convergence sets 

The topic is the study of uniform convergence sets in a compact metrizable 
abelian group. After the prior results, we present a new theorem due to B. Kashin 
and L. Tzafriri about the density of UC sets for trigonometric and \\Talsh systems. 

P. Jam.ing : Restricted invertibility, Kadison-Singer extension 
problem and applications to harmonie analysis 

The main problem investigated ber is that of restricted invertibility of n x n 
matrices. The prooves use functional analytic, probabilistic and combinatoric tools. 

This results will lead us too interresting harmonie analysis applications. For 
instance, we will establish the existence of a constant c > 0 such that, for all 
B C T of positive measure, there exists a set AC Z of positive density, such that, 
for every function f whose Fourier tran~fr,,...m Î is supported by A, we have: 

.l 

(L lfl2 dµ) 2 

~ cyµ{B) llfll2 · 

Finely, we will link restricted invertibility to the Kadison-Singer extension 
property. 

V. Cadet : An extension of the Khintc:hine-Kahane inequalities 
in the Banach spaces. Some applications. 

\\Te give a detailed proof of a theorem of Ullrich : "The Khintchine-Kahane 
inequalities can be extended till the exposant p = 0 for the Steinhaus system." 
Then we give some applications to spaces of analytic fonctions of one or several 
Yariables. 
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Résumé 

Le thème abordé est l'étude des ensembles de convergence uniforme dans le 
cadre d'un groupe abélien métrique compact infini. Après quelques rappels sur les 
résultats existants, on établit un résultat récent dû à. Kashin et Tza.friri sur la 
densité de ces ensembles pour les systèmes trigonométrique et de \\Talsh. 

Abstract 

The topic is the study of uniform .;onvergence sets in a compact metrizable 
abelian group. After the prier results, we présent a new theorem due to B. Kashin 
and L. Tza.friri a bout the density of UC sets for trigonometric and ,Nalsh systems. 

Mots clés: ensembles de convergence uniforme, ensembles de Sidon, produits 
de Riesz, système trigonométrique, système de \\Talsh, ensembles aléatoires. 

Key words : UC sets, Sidon sets, Riesz products, trigonometric system, 
\Valsh system, random sets. 

Code 111atière Al\1S (1991) : 42A20, 42A55, 42C10, 43A46, 43A 77. 

2 



SOMMAIRE 

Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 

Chapitre I : Résultats préliminaires ...................................... 6 

Chapitre II : Exemples et contre-exemples.............................. 11 

Chapitre III : Spectres polynômiaux .................................... 26 

Chapitre IV : Un résultat sur la densité des ensembles 
de convergence uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 

Résultats complémentaires et questions ouvertes ........................ 65 

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 

3 



Introduction 

Ul'yanov [18] introduisit en 1965 la question de caractériser les sous-ensembles 
u de Z pour lesquels les fonctions { e>...1)(2ir.nx )}necr ( que l'on notera dorénavant en) 

forment une partie basique de C = ( {f E C([O, 1]) : f(O) = f(l)}; 11-1100 ) = C(T) 

(T = R/Z) ou, ce qui revient au même, les sous-ensembles u de Z pour lesquels 
les sommes partielles de Fourier de toute fonction à spectre dans u convergent 
uniformément. On rappelle que le spectre d'une fonction f de L1 ([0, 1]) (noté 
sp(f)) est le support de sa transformée de Fourier j. Etant donnée f dans C, on voit 
aisément que, s'il y a convergence uniforme des sommes partielles SN(f), la suite 
{SN(f)} converge vers la fonction f. li y a d'autres définitions équivalentes des 
ensembles de convergence uniforme que nous donnerons dans le premier chapitre. 

On s'était déjà intéressé depuis longtemps au problème de la convergence 
normale (il s'agit alors ·de la notion d'ensemble de Sidon). On rappellera certains 
résultats à leurs propos, notamment qu'il s'agit bien d'une notion distincte de la 
première. Ce sera l'objet du deuxième chapitre où nous développerons plusieurs 
exemples e:>..l)osés par l'école italienne (cf [10],[16],[l 7]). 

Ul 'yanov posa la question de savoir si, par exemple, { k2 } kEN était un ensemble 
de convergence uniforme. Oskolkov ( cf. [8]) y répondit plus tard par la négative et 
généralisa ce résultat à tout ensemble {P(n)}neN où P est un polynôme prenant 
des valeur~ distinctes et entières sur N. Nous verrons ce résultat· dans le chapitre 
3. 

Enfin, le problème de caractériser les ensembles de convergence uniforme étant 
lié au problème de savoir s'ils sont "gros" ou pas, on s'intéressa longtemps au 
problème de connaitre leur densité ou du moins, si possible, de la majorer. Kashin 
et Tzafriri donnent une réponse partielle [6] et ce sera l'objet du dernier chapitre. 
On connaissait depuis longtemps des résultats à ce propos pour les ensembles de 
Sidon, nous les rappellerons dans le prem:.:!r chapitre. 

Nous finirons enfin avec les questions qui restent encore ouvertes. 

Pour l'instant, rappelons quelques définitions et précisons quelques notations : 

Définition : On appellera UC la classe des ensembles de convergence 
uniforme. 

Notation : On notera Pt-., respectivement C.\, resp.L~, les éléments de 'P 
(l'ensemble des polynômes), resp. C, resp. LP, dont. le spectre est inclus dans A. 

Définition : On rappelle les déflnitions équirnlentes des ensembles de Sidon : 
011 dit. que A C Z est. un ensemble de Sidon si il ,·érifie une des propositions 
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équhalentes suivantes : 

i) 3c > 0 : VP E 'P,., L \fa(>.)\ ~ c IIPll00 

>.eA 

ii) 3c > 0: 'If E L'f, L lïc.x)\ ~ c llflloo 
>.eA 

iii) ·3c > 0: Vb E l'f ,3µ E M(T): V). E A, µ(),) = h et llµll
00 
~ c 

iv) Les sommes partielles de Fourier de toute fonction essentiellement bornée 

à spectre dans A convergent normalement vers f. 

De plus, la plus petite constante c vérina.nt les propositions précédentes ( c'est en 
fait la même!) est appelée la constante de Sidon et on la notera S(A). La mesure 
µ intervenant dans l'alinéa ( iii) est appelée une mesure d'interpolation puisqu'elle 
interpole b sur A. 

Il apparaît donc clairement à partir de la caractérisation ( iv) que tout 
ensemble de Sidon est un ensemble de convergence uniforme. 

Notation : Etant donnée une partie K. de Z, on notera CN(K.) la Nième 
constante de Lebesgue associée à K., c'est à dire Je nombre: 

Sup{IISN(f)ll00 : f E C,c et llfllcx:> =·1} 

Enfin, dans le second chapitre, nous ne développerons pas uniquement des 
exemples dans le cadre tj.e l'analyse de Fourier sur le groupe Tin.ais également sur 
le groupe de Cantor { 0, 1} N. et nous utiliserons donc les fonctions de Vi,Talsh. De 
plus, dans le dernier chapitre, nous travaillerons d'abord dans le cadre du système 
de '\\ 7alsh. Ainsi, nous rappelons la définition des fonctions de '\Valsh ordonnées 
par l'ordre de Paley : 

Définition : On rappelle que les fonctions de Rademacher sont défi.nies pour 
tout x de R et tout entier n de N par rn(x) = sign (sin(2"r.x)). 

Définition : Etant donné un entier j ~ 1, la décomposition binaire de j - 1 
s'écrit j -1 = L ak2k, la /ème fonction de 1Valsh que nous noterons w; est alors 

kEN 

définie par w; = TI r~~ 1 où rk est la J.ii:me fonction de Rademacher. On note que 
1.-EN 

nous les considérons défi.nies sur R, c'est à dire l-périod1ques. La fonction w 1 est 
identiquement égale à 1. 

Définition : On définit également lé.. matrice de 1Valsb d'ordre N (où N est 
une puissance de 2), que nous not.erons lVN, dont. l'élé~ent générique de la pièmc 

1. ièmc J (q-J;) . l\. 1gne et q co onne est Wp r::r- , a,ec 1 ~ p, <J ~ .. • 



1 
Résultats préliminaires 

Dans la suite, G désigne un groupe topologique métrisable abélien infini 
compact, muni de sa mesure de Haar normalisée notée dx. Le dual r de G est 
alors un groupe discret dénombrable infini ( cf. [14]). Fixons une suite dénombrable 
croissante d'ensembles finis {FN} NeN qui recou,Te r (typiquement {-N, N} pour 
Z et { w1, ... , w N} pour le groupe de Cantor). 

P, C(G) et V(G), p ~ 1, désignent respectivement l'espace des polynômes 
trigonométriques, des fonctions continues et ·des classes de fonctions dont la 
puissance pième est intégrable sur G. Pour f E L 1 (G) et I Er, on pose 

Î(,) = L ,(-x)f(x)dx et SN(f) = I: Îb), N ~ 0 
-rEFN 

Pour toute partie A. de L1 (G) et toute partie A de r, A.11. désigne l'ensemble des 
éléments de A dont le support de la transformée de Fourier est inclus dans A. 

Définition : On dit qu'une partie A de r est de convergence uniforme si 
toute fonction f de CA(G) possède une série de Fourier convergente dans C(G) 
(SN(f))N~o convergera alors nécessairement vers f). 

Lemme : -Pest dense dans C(G). Plus généralement, pour toute partie A de 
r, -P,.(G) est dense dans C1i.(G). 

Preuve : : Il existe (cf sectiori 2.6 de [14]) une généralisation (Qn)n~o 
des noyaux de Fejer caractérisée par : Qn est un polynôme positif, de norme 

L 1 égale à 1 et telle que pour tout v0isinage V de O on ait r Qn(x)dx qui Jvc 
converge vers O (Ve désigne le complémentaire de V). Ainsi, si f est dans C1i. ( G), 
f * Qn = L f(,)Qn(,) 1 est un élément de 'P1i.(G) et on montre de manière 

-yEA 

standard qùe Il/* Qn - fil= converge vers O. 

Proposition : Soit A une partie der. Les assertions suivantes sont équiva
lentes : 

i) .\ est un ensemble de convergence uniforme. 

ii) Il existe une constante C > 0 et, pour tout entier}\', une mesure µN 

dans .H(G) telle que :llµNII ~ C; iiNh) = 1 si 1· E A nFN 

et. Psh) = O si 1· E An (r \ F.,._,). 

iii) La suit.e {.Cs(A)}N~l est bornée. 

itr) Si f est. dc111s C_.., ( G) éllors la série de Fourier de f en O com·crgc ,·ers f ( 0). 

G 



On note alors U(A) la borne supérieure des constantes de Lebesgue. 

Preuve : Supposons que A soit un ensemble de convergence uniforme alors on 
considère les formes linéaires TN qui à une fonction f de C11.(G) associent sa Nième 

somme de Fourier en O. Comme ces sommes sont bornées par hypothèse, on peut 
appliquer le théorème de Banach-Steinhaus sur l'espace de Banach C1..(G) et les 
opérateurs TN sont uniformément bornés en N donc il existe une constante C > 0 
telle que IITNII ~ C. Le théorème de Hahn-Banach nous permet alors de prolonger 
les formes linéaires TN à C(G). Le théorème de représentation de lliesz nous assure 
maintenant de l'existence de µN dans .h1(G) telle que l!µNII = IITNII::;; C. Ainsi, 
on a par restridion, pour tout é~ément f de C 11. ( G) : 

Or par définition de TN, si I appartient à A alors TN(ï) = { ~ 

Ainsi, l'assertion (ii)- est établie en choisissant la suite (µN )N-

si I E FN 
si, Er \FN 

Supposons maintenant (ii) vérifiée. Alors, on a de fait pour toute fonction de 
CA(G) : 

Ainsi les constantes de Lebesgue sont bornées par Cet l'assertion (iii) est vraie. 

Enfin, supposons que la suite {.CN(A)} N~ 1-soit bornée par U(A). On remarque 
que les caractères forment bien sûr une famille libre sur r. 

On introduit la famille d'opérateurs Ps -qui à: un polynôme, c'est à dire une 

fonction de la forme L a-y,, associe le polynôme L a-y,• Ce sont bien 
-yEAnF; ·rEAnF.nF; 

des opérateurs continus puisqu'ils sont bornés par U(.A). 
D'après le lemme, si on se donne une fonction f dans CA(G) et un ë > 0, il 

existe un polynôme P = L a-y, tel que l\f - PIL:,o ~ ë. On a alors, pour s 

...,-eAnF; 

supérieur à j, Ps ( P) = P donc la majorat10n : 

llf...., Ps(f)\\ 00 ~ llf - Pl100 + IIP - P:o(P)ll00 + IIP.,(P) - P.,(f)\loo 
~t(l + U(A)) 

D'après un critère de [20] (p. 3S), la famille h·}-,e.\ est une suite basique de 
(C.,-..(G), 11-11=) donc A est dans UC. 



. 
Ceci établit l'équiYalence des trois premiers alinéas. Il est clair que (i) implique 

(iv). Réciproquement, si (iv) a lieu, l'argument donné au début de la preuve 
implique que les opérateurs TN sont bornées par une constante C ainsi l'inYariance 
de CA ( G) par translation donne pour tout x dans G : 

Les constantes de Lebesgues sont donc l ornées par C, ( iii) est vérifiée et ceci 
achève la démonstration de la proposition. 

Faisons un rappel sur le comportement assymptotique des constantes de 
Leb~sgue associées au groupe dual tout entier dans le cadre trigonométrique et 
dans le cadre du groupe de Cantor. Dans le premier cas, le résultat est bien connu 
(cf [21] p.67): .CN(Z) = (~) log(N) + 0(1) au voisinage de +oo. 

Dans le cadre du système de V\Talsh, on a toujours .CN(N*) = fo1 

IDN(t)l dt où 

N 

DN est encore le Nième noyau de Dirichlet soit, ici: DN = E w;. Majorons alors 
i=l 

.CN(N*) que l'on écrira LN. Remarquons d'abord que rkD 2i.-1 = L Wq 

k 

ainsi on a la relation D2" = D2i.-1 + TkD2i.-1 = rrr1 + Ts) d'<?ù: 
s=l 

si t E]O, 2-k [ 
sinon 

Donc .C.2 ,. = 1. :Mais la suite (.CN) N n'est pas bornée car on peut aussi montrer que 

(cf [5], p.140) : lim l .czN) > 0 . Ainsi l'étude des ensembles de conYergence 
. N-+oo og2 

uniforme n'est pas triviale : Z n'est pas de convergence uniforme pour le système 
trigonométrique et N* n'est pas de convergence uniforme pour le système de \Valsh. 

On remarque également que le caractère UC dépend de la suite (FN )N ·choisie. 
Effectivement, si on pose Fn = { ui 1 , •.• , W2n}, .Cn (N•) Yaut maintenant 1 donc N* 
est de convergence -uniforme pour le système de \Valsh pour ce choix de ( Fn )n. 

Le cas des ensembles de Sidon est étudié depuis plus longtemps. Ainsi, on 
connait des conditions nécessaires pour être un ensemble de Sidon et notamment 
une majoration de leur densité, c'est à dire du cardinal de [-2\T, N] nA quand..\ est 
un ensemble de Sidon et ]\T un entier. Pour cela, nous rappelons sans démonstration 
une condition arithmétique connue relative aux ensembles de Sidon. 

Définitions : On rnppellc qu ·une s-muille construite sur ·y1, ... , 1·,. ( élémcnt.s 

s 



de r) est une partie de r de la forme : 

On dit qu'une partie A de Z satisfait la condition des mailles si pour 
toute famille (,1, ... ,'Yn) d'éléments de r et tout entier s, on a l'inégalité 
1 A n 111 ( ,1 , ... , , n; s) 1 ~ K ns, où K est une cons tan te. 

Théorème 1.1. ( cf (7), p. 72). Si A est un ensemble de Sidon, A vérifie la 
condition des mailles avec K ~ (16S(A)) 2

• 

En particulier, on retrouve d'une part (on peut trouver une preuve indépen
dante dans [14]), avec n = 1, que pour tout Sidon A de Z, on a la majoration : 
IA n {-N, ... , N}I ~ 8eS(A)2 log(2N + 1). On peut d'autre part en déduire que 
pour tout sous groupe fini non trivial Ad~ r, on a: JA. n Al~ Klog(JAI). 

On retrouve également le résultat suivant : 

Théorème 1.2. (cf [71). Soit E un ensemble de Sidon der alors la borne 
supérieure de l'ensemble des minimums de IAI et IBI, où les parties .4. et B de r 
sont telles que AB soit inclus dans E, est finie; En particulier, un ensemble de 
Sidon ne peut être le produit de deux ensembles infinis. 

Comme pour les ensembles de Sidon, on a des conditions nécessaires sur la 
"taille" des ensembles de convergence uniforme pour le système trigonométrique 
et pour le système de '\\ 7alsh. Ainsi : 

Théorème 1.3. (cf [10]). Si A une partie de Z qui est un ensemble 
de convergence uniforme, alors A ne peut contenir de progression arithmétique 
arbitrairement grande. 

Preuve : Il suffit de raisonner avec les constantes d_e Lebesgue : il existe une 
fonction continue f de norme inférieure à 1 telle que Il Ss (f) Il 00 ~ (-;;\-) log(l'n- 1. 
Comme l'ensemble des polynômes trigo11.ométriques est dense dans C (cf lemme), 
on peut trouver un polynôme P à une distance plus petite que ½ de f, ainsi 
IIPII= ~ ½-En normalisant, on a-donc un polynôme que l'on note PN de norme 1 
dont la somme de Fouric-r ,·érifie : 

Ainsi. IIS,'\,(P, .... , )Il= di:verge ,·ers +oo. On notera '•-"-' le degré de PN. Quitte a 
multiplier le polynôme PN par cxp(2i;;/;N,), on peut supposer que pour tout entier 
n < 0, ~-(n) est nul. 

a 



Supposons alors que A contienne une suite de progressions arithmétiques dont 
la taille deYient arbitrairement grande, c'est à dire qu'il existe une suite d'entiers 
Ni tels que les parties {aj + nbj}o~n~N; (1 ~ bj, a; E Z) soient incluses dans 
A. Quitte à prendre une sous-suite de {Nj}, on peut supposer que Nj > k;. On 
considère alors le polynôme 9i défini par: · 

§;(n) = { P;(m) 
0 

sin est de la forme a;+ mbi 
sinon 

Alors ll9;11
00 

= IIP;ll
00 
~ 1 et 9i a son spectre dans A. Or, les sommes partielles 

de 9i ne sont pas bornées avec j car, pour tout x : 

i 
Sa;+ib;(gj)(x) == L P;(m)exp(2i1i(a; + mbj)x) = Ta;S;(P,)(b;x) 

m=O 

Donc IISa;+ib;(g;)lloo = IIS;(P;)ll 00 qui diverge vers + oo 

Ceci contredit le fait que A puisse être un ensemble de convergence uniforme. 

Théorème 1.4. (cf [101). Soit E une partie du dual r du groupe de 
Cantor qui soit dans UC, alors E ne peut contenir de sous-groupe de cardinal 
arbitrairement grand. 

Preuve : Par le même argument que dans le cas trigonométrique ( on sait que 
lim

108
~'è_·N) > 0), on justifie l'existence d'une suite d'entiers {nk} et d'une suite de 

polynômes fk, de degré noté dk, llfkll00 = 1 et I\Sn1 fkll00 diYerge vers +oo. 
Supposons alors que E contienne une famille de sous-groupes de cardinal 

arbitrairement grand 2h" (un sous-groupe fini du groupe dual a nécessairement 
pour cardinal une puissance de 2 car tm•'> les éléments sont d'ordre au plus 2). 
Quitte à extraire une sous-suite de la suite {hd et une autre de {dk}, on peut 
supposer que celles-ci vérifient 2ht-I < dk ~ 2h". !=>uisque les sous-groupes que 
l'on considère sont finis, il existe une famille génératrice finie, qui de fait est de 
cardinal hk : s1 , ••• , Shi. On supposera enfin que ces éléments Si sont ordonnés 
dans l'ordre croissant de Paley. 

On identifie les caractères du groupe de Cantor et les fonctions de '\\Talsh ( cf. 
p. 40) et on peut identifier une fonction de '\\7alsh à un élément du Cantor n'ayant 
que des zéros à partir d'un certain rang. Il existe alors un isomorphisme de groupe 
a: du dual r du groupe de Cantor sur lui-même tel que a{si) = ri, pour tout i 

dans {1, ... , hk}. Soit alors Pk tel que A(w;) = SnJ!k)(a·(w;)) et J; telle que 

Jf ( w i) = J~ ( a·( Wj)) : on a alors 

11.fill= = ll.fkl100 ~ 1 et 1lPkl100 = ]ISni(h)ll:xi - +oo 

Or, Pk = Sm 1 (fk) où mk est td que U'mi = a·- 1 (wnt). 
On a donc une suite de polynômes .fi; à spectre dans E dont les sommes 

partielles de Fourier d'ordre m k diYergent vers l'infini. Ceci contredit l'hypothèse 
selon laquelle l"ensemble E est dans IiC et le théorème est démontré. 
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2 
Exemples et Contre-exemples 

Nous nous proposons dans ce chapitre de développer divers exemples corres
pondant d'une part à un souci d'établir que les différentes notions d'ensembles 
de convergence que nous avons définies sont bien distinctes, d'autre part à des 
problèmes posés .par Ul'yanov ou par d'autres mathématiciens quant à la stabilité 
par union des ensembles de convergence uniforme. Enfin, nous introduirons un 
autre type d'ensemble de convergence, intermédiaire entre UC et les ensembles de 

· Sidon : les ensembles de convergence complètement uniforme et nous verrons dans 
quelle mesure cette notion.se distingue des autres. Nous travaillerons tantôt dans 
un cadre général, tantôt dans le cadre tri 0onométrique ou dans celui du système 
de Vilalsh. 

Dans un premier: temps, nous allons nous intéresser à présenter des ensembles 
qui sont de convergence uniforme mais qui ne sont pas des ensembles de Sidon. 
Commençons par une définition : 

Soient G un groupe topologique métrisable abélien compact, muni de sa 
mesure de Haar nornialisèe notée dx et son dual r, on fixe une suite croissante 
d'ensembles finis {Fn}neN qui recouYre r. 

Définitions : Soit D une partie der, on dit que D est dissocié (resp. quasi
indépendant) si 1 n'est pas dans D et.si la relation de dépendance: ,f 1 

••• ,::,m = 1, 
où 'Yi est.dans D et o:i dans {0,±1,±2} (resp.{O,±1}), implique ,ri = 1 pour 
tout i, 1 ~ i ~ m. 

Construction d'un exemple : On note E 1 le singleton réduit à 11 ( 11 =/= 1). 
Supposons Ek = { , 1 , ••. , 'Yk} construit, on considère n1. le plus petit entier tel que 
l'ensemble Ef = hïi ,12 : 'Yiï E E1. et 1 ~ i1 < h ~ k} soit inclus dans Fn". Alors, 
on choisit î'k+l tel que Ek+1 = Ek U { î'k+I} soit dissocié et î'k+1Ek nFn" soit vide. 

On note alors E l'ensemble LJ Ek = { ,j} >-I. On note que E est dissocié donc est 
),,,. 

k 
un ensemble de Sidon. 

On défi.nit. alors E 2 = { 'Yiî'j : 1 ~ i, j et i =/= j}. 

Théorème 2.1. (cf. [10]) L'ensemble E 2 est un ensemble de conYergence 
uniforme mais n'est pas un ensemble de Sidon. 

Preuve : Commençons par montrer qu'il s'agit d'un ensemble de conYerg;ence 
uniforme en bornant les const.ant.es de Lebesgue. On se donne donc .f dans CE, ( G) 
et un entier ]\T. Il cxist.e un entier lt tel n 1; ~ .N < n k+ 1 et. on décompose alors la 
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somme partielle de Fourier en deux : 

SN(/)= LÎhh + L Î(,), 
Fn,, FN\Fn1, -----------AN BN 

On se propose de majorer séparément .4.N et BN. Pour cela, on va utiliser le 
produit de lliesz d'ordre k: 

Etant donné que E est dissocié, -p est réel et positif, Î'(O) = IIPll1 = 1 et 

Î'(,ïï;) = ¼, si.i,j :s;; k et i =f j. Or, si le produit ,à; est dans Fn,,, c'est que i et 

j sont inférieurs à k. Ainsi, puisque les éléments, de E 2 n Fn,, sont de la forme 
1 i'Y; ( i < j :s;;; k ) , on a : 

= LÎ'(,)Î(,h= ~P7J(,), 
r r 

=P*f 

D'où la majoration: IIANlloo ~ 4 llfll00 IIPlli ~ 4 llfll 00 -

Passons à l'autre somme qui. ne comporte que des termes Î(,) avec , dans 
FN mais pas dans· Fn,, (ainsi nécessairement, est de la forme 7k+l'Yi avec i::::; k). 
Ceci dit, on considère encore un produit de Riesz que l'on "shifte" : soit 

où: ai= { 
1 si î'k+1 'Yi E FN 
0 si î'k+1 î'i rf: FN 

Dès lors: IIQ[l1 = Q(1·k+1) = 1 et Q(î·k+IÎ'i) = T· pour tout i ~ ,~. On a alors 
une relation similaire à ce qui se passait dans le premier cas : 

f * Q = L Q(-y)Î(,h = ¼ L Î(,h 
r - FN\Fn,. 

d'où : IIB."•1100 ~ 2 [lfllOC) et finalement: IISJ\·(.f)IIOC) ::::; 6 llfll 00 • E 2 est donc bien 
un ensemble de .::onn·rgence uniforme. 
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Le fait que E 2 ne soit pas un ensemble de Sidon résulte du théorème 
1.2 puisque E 2 contient des rectangles arbitrairement grands .4.B, aYec .4. = 
{ 11, ... , "Yn} et B = { 1'n+ 1, ... , 1'2n}. Ceci achève la preuve du théorème. 

On peut généraliser dans Z la construction précédente à un produit de k 
ensembles, en utilisant des produits de Riesz, mais on verra que l'on peut faire une 
preuve plus simple (cf th. 2.7) avec le noyau de De La Vallee Poussin (cf 2.4). 

Nous allons maintenant démontrer un résultat, équivalent au précé
dent, dans le cadre du système de \Valsh. 

Théorème 2.2. (cf. [10)) Soit E 11 Pensemble constitué par les produits de 
fonctions de Rademacher de la forme ri 1 ••• ri. avec i 1 < ... < i 11• Si on se donne 
des entiers {s1, ... , sp}, en notant E l'union des ensembles E 11" pour 1 ~ k ~ p, 
alors E est un ensemble de convergence uniforme et si un des s; est strictement 
supérieur à 1 alors ce n'est pas un Sidon. 

Preuve : La deuxième partie de l'énoncé est trivialement une conséquence 
du théorème 1.2. Montrons que E est un ensemble de convergence uniforme : 

Soit un entier N et m le plus grand entier inférieur à N tel que Wm appartienne 
' E 1 '' 't ?ii ?ih . . t d a .m- secn _ + ... +- avec; 1 > ... >Jhe oncwm=r1+; 1 ••• r1+ih· 
On considère· alors une fois de plus les produits de Riesz : 

ji-1 

P1 = II (1 + Ti+1) 

i=l 

jq-1 

Pq = r1+; 1 ••• r1+iq-i II (1 + ri+l) pour 2 ~ q ~ h 
i=l 

et on pose QN = P1 + · .. + Ph+l· On remarque que IIQ.l'\1 lli ~ h + 1 car chaque 
produit de Ries7 est de norme inférieure à 1. Or, Wrr. est dans E donc h s'écrit s; 
aYec j ~ p. Ainsi Wm est le produit d 'a.u plus ID?-X { s;} fonctions de Rademacher 

1,1,P 
donc, comn1e h ~ ID?-,X {s;}, IIQ N 111 ~ 1 + m?-X { s j}. 

1,1,p · 1,1,p 
D'autre part, soit WJ: un élément de E : si lt > ]\T, a fortiori J: > m donc! 

par définition de Q.I\' : ~(wk) = O. Si /: ~ ]\T alors k ~ m par définition de m. 
WJ: = r1+1 1 ••• r1+1

9 
(/1 > ... > 11,) et Wk appartient à E donc est le produit de q 

fonctions de Rademacher avec q inférieur à max { s;} ainsi Wk est dans l'ensemble 
l ~) '1' 

E 9 (où q = $1, nvec 1 ~ b ~ p) et ~(wk) = ~(u·k) = 1 où qo est le plus 
petit. entier c tel que le =f. ic (c1uquel cas nécessairement. le ~ ic - l car /,'. ~ m ). 
Finalement. on .i clone un élément. Q s de L 1 qui est borné par 1 + 1;.1ax { _c;;}, qui 

1..,,),1' 
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définit donc une mesure et qui Yérifie : 

1 si w k E E et k ~ N 
0 si Wk E E et k > N 

D'après la caractérisation (ii) des ensembles de convergence uniforme, E est dans 
uc. 

Nous allons maintenant nous intéresser, dans un cadre trigonométri
que, au problème de l'union des ensemble_s de convergence uniforme. Sur 
ce point, UC se distingue encore des ensembles de Sidon car on sait que l'union de 
deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon ( voir les. théorèmes de Drury 
dans chapitre 3 (et notamment 3.5) de [ï]) alors que nous verrons que ce n'est pas 
toujours vrai pour UC. Toutefois, on peut conclure positivement au prix bien sûr 
de certaines contraintes. 

Théorème 2.3. (cf. [li]) Si on se donne deux parties A. de Net B de z
(il s'agit des entiers strictement négatifs) qui soient dans UC, alors AU B est dans 
uc. 

Preuve : On se donne une fonction f dans CAuB• On considère le Nième 

noyau de De La Vallee Poussin: VN = 2K2N· - l{N. 0n rappelle que ~(n) = 1 si 
-N ~ n ~ N donc on a l'identité : 

N 

SN(f) = L Î(n)~(n)en 
n=-N 

où [x] désigne la partie entière de x. Or, le support de la transformée: - -VN -1'[-~·] e~t inclus dans: 

On pose alors q_,.,_, = c1 :in VN et PN = c:1 ~t' l V:"' et on note alors que pour tout n 

ji";(n) = f\,(n +[\"'])et w(n) = G·(n - [\"']) donc on conclut alors que pour 
1.out n dans E+. or{,.•1: i>N(n) = 0 et. ~(n) =-1 et. que pour tout n de E-, on a: 
1-S:(n) =let. q:y(n) = O. 
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N 

Ainsi; SN(I) = L Î(n) (v;(n) - ~](n)) §N(n)en 
n=-N 

N 

+ L f(n) (v;(n) - 1'lf1(n)) fN(n)en 
-n=-N 

+ (1 * Vif1) 
où on remarque que le support de J(n) (~(n)- ~ 1(n)) §N(n) est inclus dans A 

alors que celui de J(n) (VN(n)-,q-;1(n)) fN(n) est inclus dans B. Ainsi, comme 

A et B sont des ensembles de convergence uniforme, on a la majoration : 

IISN(f)l\ 00 ~U(A) \\I * (VN - "[f]) * qN\\
00 

+ U(B) \\1 * (VN - \llf]) * PN\1
00 

+ \\1 * Vi!f1\loo 
~U_(A) 1111100 llqN]li \lvN - 'i!fl 111 + U(B) llllloo llPNlli \\vN -Yr11ll1 

+ Jlllloo IIVi/fdl1 

~18(U(A) + U(B)) llfll 00 + 31lfll00 

On conclut donc que A. U B est bien un ensemble de convergence uniforme. 

Notation : On notera, pour a positif, [a]+ Je nombre a si celui-ci est entier 
ou [a)+ 1 s'il ne l'est pas, c'est à dire que [a]+ est le plus petit entier supérieur ou 
égal à a. 

Théorème 2.4. (cf. {17]) Si on st donne une partie A de N* alors on a 
Féquivalence des deux assertions suivantes : 

i) A est un ensemble de convergence uniforme. 
ii) Il existe q > 1 et C > 0 tels que sup {U(A.n [.N,[q.N]+])} ~ C 

NEN• 

Preuve : L'implication i => ii est claire car alors U(A) est fini et on a : 
U(A. n [.N, [q.N]+]) ~ U(A.) pour tout entier Net tout q. 

Montrons la réciproque. On Ya s'inspirer fortement de la démonstration 
précédente en affinant les estimations. Pour cela, étant donné a dans )1, +oo[, 
on utilisera le noyau Fa,N avec Fa,N = FN si a ~ 2 et, si a est dans ]l, 2[, on 
prend: 

; , - [.!\Ta]+ . ]V • ' 
1a,J\ ~ [Na]+ -.NA[aNJ+-1 +[Na]+_ NJ\J\-1 

où 1\·_,,_, est le ]\7ièmc noyau de Fejer. On a pour ce nouYeau noyau des estimations 
similaires à celles du noyau de De La Vallee Poussin, à snYoir une majoration en 
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1 . 111/ I] _,., [J\'a}++N _ 1 + 2N _,., 3 ( (ll.r ]+ ...__ 11.r ) , norme . • a,N 1 :::::: [/\'a)+-N - [Na)~-.11.• ~ ;=ï on a J\ a ~ J\ a , quant a 

la transformée: v:-;r(n) = 1 si lnl ~Net ,r:;,(n) = 0 si lnl ~ (aN]+. On prend 
dans la suite pour a le nombre Jq où q est donné par l'hypothèse (ii). 

On se donne une fonction f à spectre dans A ( qui est inclus dans N donc les 
sommes partent den= 0) et la Nième somme partielle de Fourier s'écrit: 

N 

SN(f) = L Î(n)v:;(n)en 
n=O 

N 

= LÎ(n) (v:;(n)- V~ 1(n)) en+(!* Va,[fJ) 
n=O 

Or, le support de la transformée : Î(n)(v:; - V~ 1) est inclus dans : 

[l ~) + 1, [a2
([ ~) + 1)) +] et est donc inclus dans [N', q[N']+) avec N' = l ~) + 1. 

Donc, on majore cette somme partielle par : 

IISN(f)IIOC> ~c 111 * (Va,N - va,[f])llco + 111 * va,[f]IICX) 

~c a~ 1 11111= + a= 1 llfll'lO 

Ainsi U(A) est fini et A est dans UC. 

Nous allons 1naintenant introduire une nouvelle notion d'ensemble: 
les ensembles de convergence co1nplètement uniforine. Nous en aurons 
besoin dans l'étude de l'union de deux éléments de UC. 

Définition : On appellera ensemble de convergence complètement uniforme 
une partie A de Z telle que sup{ U(p +A)} soit :fini. On noterà CUC la classe 

pEZ 
des ensembles de convergence complètement uniforme. On remarque que CUC est 
inclus dans UC et que CUC contient les ensembles de Sidon. 

Théorème 2.5. (cf. [16]) On peut également caractériser l'appartenance 
à CUC d'Ûn ensemble A de UC en terme de mesure. Ainsi, A est dans eue si 
et seulement si A est dans UC et s'il existe une mesure µ de -~1(T) telle que 
fi(A n z+) = {1} et µ(An z-) = {O} . 

Preuve : !\·Iontrons d'abord que la caractérisation est nécessaire. Pour tout 
entier N, U(.'\. - l'l) est fini donc A - .N est dans TTC donc il existe une mesure 
VJV telle que : v.11.·(n - N) = 1 si ln - NI~ N pour n dans A et VN(n - N) = 0 si 
ln - ]VI > Ar pour n dans A avec de plus \11/"•II ~ C pour u·ne constante C > O. 
On pose alors µ_,...., = CJ\'1/N qui est encore une mesure bornée en norme par C sur 
T et dont. la transformée vérifie pour tout 11 dans :\ : JÎ .-,., ( n) = 1 si O ~ n ~ '2.V et. 
f, ·"· { n) = 0 si n < 0 ou n > '2N. 
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Comme la suite {µN} est bornée dans .M(T) qui est le dual de C(T), {µN} 
admet une sous-suite {µN 1 } qui converge pour la topologie cr(.M(T), C(T)) vers 
une mesure µ.. Or, ·en testant cette convergence faible sur les caractères, on obtient 
la transformée de µ car pour k fixé dans Z : 

1 si Np assez grand et k E z+ n A 
0 si Np assez grand et k E z- n A 

Ainsi, µ.(n) = 1 si n est dans z+ n A d û(n) = 0 si ~ est dans z- n A. Ce qui 
démontre la caractérisation. 

Inversement, montrons que cela suffit. On se donne f dans C11.-N alors, on 
majore aisément la somme partielle de Fourier : 

IISN(f)ll00 = 1leNSN(f)ll00 =Ilµ* S2N(eNJ)l100 

~ 11µ11 l1S2N ( eN f) !100 

~ 11µ11 U(A) lleNfll00 car eNf E C11. 

Donc IISN(f)lloo ~ lli.tll U(A) llflloo donc A est dans eue. 
Corollaire : Un ensemble .de convergence uniforme E inclus dans N est un 

ensemble de convergence complètement uniforme. 

Preuve : En effet, il suffit de remarquer que E étant un ensemble de 
converge:pce uniforme, il existe une suite bornée de mesures {µN} vérifiant pour 
tout entier n de En [-N, N] donc de En [O, 1\T] : µj;:(n) = 1 donc une valeur 
d'adhérence µ de cette suite de .!11(T) muni de la topologie cr(.~1(T), C(T)) Ya 
vérifier pour tout n de E: µ(n) = 1 car ~(n) = 1 dès que flh est assez grand. 
De plus, Enz- est vide. Ainsi, d'après L théorème précédent, E est élément de 
eue. 

Définition : On dira que deux parties A et B de Z sont harmoniquement 
séparées si il.existe une mesure telle que: ,ûi.4 = 1 et si P.1B = O. Ainsi, par exemple, 
deux ensembles de Sidon disjoints sont harmoniquement séparés (leur réunion est 
un Sidon) et nous venons d'établir que si A était dans ue et que z+ n A et z- n A 
étaient harmoniquement séparés alors A était dans eue. 

Nous allons généraliser dans Z l'exemple exhibé dans le théorèn1e 
2.1 (p.11) 111ais pour cela nous aurons besoin de quelques résultats qu'il 
est par ailleurs intéressant de connaître. 

Théorème 2.6. (cf. {li]) S'il existe une constante e et des parties 
.41 , •.• ,AN de Z telles que, pour tout i,j de {1, ... ,N}, on ait: U(A.i U A.j) ~ e 
alors on a : 
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Autrement dit, sachant que l'union deux à deux de parties de Z est dans liC aYec 
une majoration uniforme de leur constante UC, on déduit que, en fait, l'union de 
tous ces ensembles l'est aussi. 

Preuve : On Ya démontrer ce résultat par récurrence sur N bien sûr. Pour 
.'f\1 = 2 : c'est l'hypothèse. Supposons donc que le résultat soit établi à l'ordre 
.'f\1 - 1. Ainsi, pour toute sous famille de N - 1 parties :Aj 1 , ••• , A;,..._1 on a la 
majoration : 

U CQ: A;,) ', (5C)'N-•. 

Ainsi, 
1{=t A;, respectivement A.NU (Nü

2 A.;), resp .. 4.N-1 UAN, es~ un ensemble 
j=l j=l 

de conYergence uniforme donc est associé à une mesure µN, resp. VN, resp. f.N, de 
norme majorée par (5C) 3 N-

3
, resp. (5C) 3,..._

3
, resp. C. 

On considère alors la mesure f3N = µN * VN + µN * ÇN + VN * é.N -2µN * VN * é.N 
N N 

qui est associée à LJ A; car fiN(n) est nul sin est dans LJ A; mais en dehors de 
j=l . j=l 

N 

(- .N, N] et si n est dans { -N, ... , N} n LJ A.;, on a : p; ( n) = 1 + l + 1 - 2 = 1. 
j=l 

De plus, la norme de fJN est majorée par (5C) 2 ·3 ,..._
3 +2C(5C) 3 N-

3 +2C(5C) 2 •3 ,.,._
3 

donc par (5C) 3.,._._,, ce qu'il fallait établir et le résultat est donc Yrai par récurrence 
pour tout N. 

Définition : On rappelle la dé:fi.nition d'un ensemble de Paley: il s'agit d'une 
partie P de N telle que pour tout entier N le cardinal de l'ensemble P n [N, 21'•.7) 
soit majoré par une constante ne dépendant que de P. On rappelle qu'un ensemble 
de Paley se caractérise également comme union fi.nie de suit.es de Hadamard. 

Théorème 2.7. (cf. (lï)) Soit A= {n;};eN• un ensemble de Paley alors 
pour tout entier s de N* l'ensemble .4.s = {n; 1 + ... + n;, : nù E A} est un 
ensemble de conYergence uniforme. 

PreuYe : Elle repose essentiellement sur la proposition suiYante puisque 
celle-ci donne en particulier une majoration de la constante U(.4.8 ). A désigne 
un ensemble-de Paley tel que sup \A. n [}\\ 21\i)\ soit inférieur à J{. 

J\. EN" 

Proposition : Si on se place sous les }Jypot.lJèses du t.JJéorème précédent. 
alors on a pour t.ous les cntie1:s h et /; de {0, ... , _c;} et. tous les cnt.iers 1' et q fo 
mnJon1 fion : 

1S 



avec la convention que A 0 signine {O}. 

Preuve : On procède par récurrence. Pour s = 0, c'est trivialement vrai. 
Supposons donc que la majoration soit vraie à l'ordre s - l. On se proposé de 
majorer d'abord U(A•). 

On peut écrire A• comme {n; 1 + ... + n;, : n;t E A et n;i ~ n;t, \:/2 ~ k ~ s} 
(l'addition est cmnmuta.tive !). Donc, pour tout entiP.r N non nul, on a d 'a.près la 
dernière majoration de la preuve du théorème 2.4 avec q = 4 : 

U(A-') ~ 3 + 6 sup [U(A'' n [N,4N])]. D'où: 
NeN• 

où {n;~}!~•i est l'ensemble An[[~]+ 1,4N] car on doit avoir: 

De plus KN,a désigne le nombre d'éléments de A n [[ ~] + 1, 4N]. Celui-ci est 
majoré par J{ fois le nombre d'intervalles ( que l'on noterai ) tels que: [N,4N) 
contienne [ [ ~], 2 [ ~]] ; ... ; [zï-l [ ~], 2' [ :-]]. i est donc le plus petit entier tel que 
4N ~ 2ï [ ~) donc i ~ 2 + log2(s) et on a enfin I<N,a ~ K(3 + log 2(s)). 

Ainsi, d'après 2.6 : on majore U(Aa) par 

Donc, on majore finalement U(A. 9 ) par 5(3~' 2''!)
1
(. 

Ceci fait, on va démontrer la propriété proprement dite par récurrence: les cas 
où h et k sont inférieurs à s-1 sont compris dans 1 'hypothèse de récurrence. Il reste 
donc à traiter le cash = s. On démontre par récurrence à nouveau sur/: que l'on a 
bien la majoration annoncée pour k dans { 0, ... , s - 1} : si k est nul, on a d'après 
le corollaire du théorème 2.5: U((.4 5 .J_ p) U {g)) ~ U(.4:') ~ 5(3~'+i)(z='+l)!)

1
'. 

Supposons le résultat ,-rai pour /; - 1 et p ~ q soit p = q + r on a d'après le 
corollaire du théorème 2.5 puis en utilisant la dernière majoration de la prcuYe clu 
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théorème 2.4 : 

U ( ( A. s + p) U ( .4 k + q)) = U ( ( A:' + r) U .4.,.) 
~3 + 6 sup [U(({.48 + r} U {q}) n [.N,4N])] 

NEN• 

où comme précédemment {n;.,J!;::·; est l'ensemble .4 n [[ ~'] + 1,4]\ 1
] et I<N,s ~ 

J{(3 + log 2 (s)). Ainsi, on aboutit à la majoration: 

Dans le cas où p < q alors q = p + r et c'est la même chose en faisant passer le r 
de l'autre côté. 

Il ne reste enfin plus qu'à traiter le cas h = s et k = s : on suppose encore 
p = q + r ( r positif) et on obtient toujours de la même manière: 

U ( ( A. s + p) U ( .4 s + q)) ~ U ( .4 s U ( .4 s + r)) 
~3 + 6 sup [U((As + r) U .4.8 ) n [N,4]\T])] 

NEN• 

[ (

KN,1 ) ] 
~3+6 sup U LJ{.4. 8

-
1 +n;m}UA. 8 +r 

.l\'EN• m=i 

Tous les cas ont donc été étudiés. Ainsi, par récurrence, on a bien la majora
tion annoncée et la proposition est donc complètement démontrée. Cela achève 
également la preùve du théorème 2.ï. 

Nous avons déjà rernarqué que CUC contenait les ensembles de 
Sidon. Cette inclusion est stricte puisqu'il suffit de considérer un 
ense111ble de convergence. uniforme d'entiers positifs qui ne soit pas un 
Sidon, par exe111ple, d'après ce qui précède :{3P+3 9 : p =1-q}. Le théorème 
suivant est non trivial en ce sens que Pon gagne la symétrie par rapport 
à o. 

Théorème 2.8. (cf. [lG)) Il existe un ensemble de convergence complète
ment uniforme, symétrique, qui ne soit pas de Sidon. 

Preuve : Dans la suite, on identifiera allègrement x dans Tet un représentant. 
cle x nppari c:nnnt à [O, 1 [. Commençons pm remarquer que, comme { exp( in)} est 

clt'nsc dans T, on peut trom-cr pour t.out couple (11,1·) de T (u différc11t de,·) 



une swte { n1;} vérifiant la condition de lacunarité : n1.+1 ~ 2n1; > 0 telle que 
{ e>..1>( in k)} ,_ soit dans le segment [ u, ·u). On se donne alors deux segments .4. et 
B tels que A+ B soit inclus dans l'inten.ille ·[½, ¾] et on associe à A et B deux 
suites de Hadamard Q et R comme précédemment. On considère alors l'ensemble 
E = Q + R. E n'est pas un ensemble de Sidon d'après le théorème 1.2 (Q et R 
sont infinis). 

Pour établir que E est un ensemble de convergence uniforme, il suffit 
d'appliquer le théorème précédent avec s = 2 puisque l'ensemble Ë = QU R 
est en particulier un ensemble de Paley donc Ë 2 est dans UC et a fortiori E aussi. 
D'après le théorème 2.3, EU(-E) est aussi un ensemble de convergence uniforme. 

Montrons que EU (-E) est un ensemble de convergence complètement uni
forme. D'après le théorème 2.5, il suffit de montrer que E et -E sont harmonique
ment séparés. Notons r.p la fonction qui à n associe exp( in). On a par construction : 
c.p(E) C [½, ¾] et r.p(-E) C [¾, !] (via l'identification annoncée). 

Soient bE, respectivement -bE, la fermeture de E, resp. -E, dans le com
pactifié de Bohr bl de Z. On peut alors étendre cp en une fonction ip continue sur 
bl en posant~(,)= ,(B) (1 E bl) et on a: ip(bE) C [½,¾]et ip(-bE) c (½, k]· 
Donc, bE et -bE sont disjoints et on peut choisir un voisinage symétrique V de 
0 dans bl tel que bE + V et -bE + V soient encore disjoints ( car bl est compact 
donc normal). 

En posant U = bE + V, on peut donc construire, d'après le lemme d'Urysohn, 
une fonction -ip continue sur bl qui vaut 1 sur U et O sur -U. On considère alors 
ç = mlv)1P * lv qui est élément·de A(bl) = {µ: µ. E L 1(Td)} (Td désigne T 
muni de la topologie çliscrète, son dual est bZ) comme convolée de deux fonctions 
de L 2 (cf 1.6.3 [14)). Ainsi, ç est la transformée de Fourier-Stieljes d'un élément 
de 111(T d) (T d est discret) donc c;1z est la transformée de Fourier-Stieljes d'une 
mesure discrète µ de 111(T). Ainsi, avec m désignant la mesure de Haar sur bl : 

comme ç(t) = mlv) [ 'tjJ(t - z)dz = µ(t), on a µ(E) = {l} puisque, pour tout z 

de V, E - z est inclus dans E + V donc dans U sur lequel 'l/; est constante à 1. De 
même, on a µ(-E) = {O}. Donc E et -E sont bien harmoniquement séparés et la 
démonstration est acheYée. 

Théorème 2.9. (cf. [16)) Si l'inclusion.de eue dans ue est stricte alors 
l'union de deux ensembles de conYergence uniforme peut ne pas être un ensemble 
de conYergence uniforme. 

Remarque : Ainsi il ne rest.era plus qu'à exlliber un exemple pour montrer 
que cet.t.e inclusion est effectivement stricte et on aura donc rinclusion strict.e de 
ue dans {A. U B : A., B E UC}. 

Preuve : Supposons donc qu'il existe un ensemble E de Ue qui ne soit 
pas dans eue. Posons. pour un entier n. momentanément. fixé : E;; = En]O, n); 
E - - En] 0) t F+ - E+ ')~n • p- - E- + ')~n P . fi 

11 - - n, e • n -
11 

+ _ , n - n _ • u1s, on pose en n 
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n n 

H+ et H- sont des ensembles de convergence uniforme. En effet, pour tout 
entier }l, H+ n [N,2N] = Et+ 22 n n [N,2N] pour un n convenable donc est 
inclus dans Et + 22n_ qui est un translaté de Et qui est inclus dans N donc est un 
ensemble de convergence complètement uniforme d'après le corollaire du théorème 
2.5. Ainsi, d'après le théorème 2.4, H+ (il en est clairement de même de H-) est 
dans UC, et H+, H- sont dans N. 

Supposons que H+ U H- soit dans Ue alors il existe une suite de mesures 
{µN} de .i\1(T), bornée en norme par un réel K, telle que: 

fîN(j) = { 1 
0 

si j E lH+ U H-) n [-N, N] 
si j E (H+ U H-) \ [-N, N] 

Alors, on considère les mesures : Vk = e2 21: µ2 2" qui sont toujours bornées en norme 
par I<, et dont.on p·eut donc extraire une sous-suite (que l'on note encore Vk pour 
simplifier) qui converge *faiblement vers v. On a donc pour tout entier j : 

1 
0 

si j + 22k E (H+ u H-) n (0,2 2k] soit j E Et 
si j + 22 k E (H+ U H-) \ (0, 22k] soit j E E; 

On obtient donc par passage à la limite faible : 

v(j) . { 
1 
0 

si j E En N 
si j E Enz-

Ce qui signifie que E est dans eue d'après le théorème 2.5, ce qui est contraire à 
l'hypothèse donc H+ U H- n'est pas dans ue et le théorème est prouvé. 

Conune annoncé nous allons montrer que }'inclusion de CUC dans 
UC est stricte. Fournier a démontré ce résultat, résolvant ainsi la 
question de l'union, en se servant Ju travail précédent de Travaglini. 

Théorème 2.10. (cf. [1]) Soit Hune suite lacunaire à la Hadamard. Alors 
H - H est un ensemble de conYergence uniforme qui n'est pas un ensemble de 
convergence complètement uniforme. 

Preuve : Posons E = H -H. D'après le théor~me 2.3, pour établir que E est 
dans t:" C, il suffit de montrer que E+ = En N et E- = Enz- sont des ensembles 
de conYergence uniforme. Comme E est symétrique, il suffit donc de le montrer 
pour E+. Enfin, d'après le th6rème 2.4, il suffit de majorer sup U(En[}\T, 2.l\T)). En 

N;;,::1 
effet, par définition de H, il existe r > 1 tel que pour t.qut j : hi+ 1 ~ rh i · Fixons 
J\T et considérons les entiers j tels que il existe i i ( qui Yérifie alors nécessairement 
ii < j) tel que hj - h;; soit un élément de [N,2N). Parmi ces entiers j, on choisit 
le plus petit. J qui Yérifie donc h J > _'f\r. De plus, on a la minorat:ion : 

'.2.Y ~ hi - hj-l ~ (r - l)hj-l ): (r - l)ri-J-J h1 > (r - l)rj-J-J 1\7 



Ainsi, (r - l)ri-l-J < 2 et donc j - 1- J < 10
1:~t:t que l'on pose égal.à L(r). Il 

y a donc au plus L(r) + 1 indices j puisque J ~ j ~ J + L(r). Donc En [N, 2.N] 
est inclus dans une union d'au plus L(r) + 1 cosets de (-H) car tout élément 
de En [N, 2N] s'écrit hi - hi;• Ainsi, (-H) est quasi-indépendant et cette union 
finie de cosets de (-H) est donc un ensemble de Sidon de constante de Sidon 
indépendante de N. En [N, 2N] est un ensemble de Sidon de constante de Sidon 
S(r) et on a: U(E n [N, 2N]) ~ S(r). C'est ce qu'on voulait montrer et E est bien 
dans UC. 

:Montrons que E n'est pas dans CUC. Fixons un entier 111. On considère la 
matrice de Hilbért A d'ordre li1 : il s'agit de la matrice de terme générique Ap,q ( 
1 ~ p ~Met 1 ~ p ~ M ) avec Ap,q = 0 si p = q et Ap;q = P:_9 sinon. Il s'agit en 
fait d'une· matrice de Tœplitz associée à la fonction r..p de L 00 donc de L2 définie 

""Ç- 2i sin(2r.nx) . 
par fi'(x) = L- Ti . = ir.(1 - 2x) pour tout x de )0, 1[ car, pour tout p,q 

n;;:i:1 

de {l, ... , .l\1}, _cp(p - q) = Ap,q• 
Rappelons que A est de norme inférieure à r. : pour tout p, q, Ap,q = 

(r..pe9 , ep)L2 donc A est la matrice représentative de la composition de l'opérateur 
.l\1"' de Hf (l'espace vectoriel engendré p;:1r les ek pour 1 ~ k ~ li1) dans L2 qui à 
y associe r..py et de la projection orthogonale PH:1 sur Hf. Ainsi, on peut majorer 

la norme de A par IIPHf li 11.ll1ipll• Or IIPHf \1 est égale à 1. Quant à \l.ll1.,,II, on la 
majoré via l'inégalité : 

donc on obtient ll111c,:,II ~ \lc;\1
00 
~ r.. On a donc bien IIAII ~ r.. 

Donnons nous maintenant 0 dans [O, 1 [ et le vecteur de cM : v( 0) -
{vj(B)h~i~M avec Vj(B) = exp(2ir.hj0). Le polynôme J, défini par f(B) -
(v(0),.4v(0)) est alors à spectre dans E puisque f s'écrit en fait f(B) -

~ 1 
exp(2ir.(hm ~ hn)B). D'après la majoration précédente sur la norme 

~ m-n 
m;:n 

de A., on a une majoration de la norme infinie de f. En effet, pour tout 0 
de [O, 1 [, on a, par définition de f, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Sch,,·arz : 

lf(B)I :::; IIAll llv(B)II; ~ r.k[ donc llfll= ~ Ti.~1. 

D'autre part, on considère l'estimation : "Ç"""" Î(k) = "Ç"""" 
1 

donc en L L m-n 
k>O m>n 

M-1 

faisant le changement d'indice j = rn - n, on obtient L (111 - j)~ car il y a 
j=l J 

(111 - j) entiers "m" e~istant à j fixé. Soit encore : 
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car J.1 ~ llf~ao d'après l'étude précédente. 
Ainsi, si on choisit N = hM, le polynôme g défi.ni par g = e-N f est à spectre 

dans E - hM et sa somme partielle de Fourier est minorée par: 

d'où on conclut que la constante de convergence uniforme de E - hM est minorée 
par ¼ log ( "i,) et donc E ne peut être un ensemble de convergence complètement 
uniforme. 

Remarques : On a ainsi démontré que l'union de deux ensembles de 
convergence uniforme n'est pas nécessairement dans UC en exhibant en fait au 
passage deux éléments de ·uc dont l'union n'est pas _dans ue. En effet, nous 
venons d'établir que, étant donnée une suite H lacunaire à la Hadamard, l'ensemble 
H - H donc a fortiori l'ensemble H - H + H n'est pas dans ue. On se donne 
une telle suite H avec un rapport supérieur à 2 ( c'est à dire h;+ 1 ~ rh; avec 
r ~ 2). On considère alors les ensembles A = { hi - h; + hk : i > j > k} et 
B = { hi - h; + hk : j > i > k} qui sont alors des ensembles de convergence 
uniforme (il suffit de reprendre la démonstration de théorème 2.9 et de remplacer 
le terme 22n que l'on ajoute à Et par hk et comme H -H est dans UC on conclut 
que A (c'est la même chose pour B) aussi). Remarquons que les ensembles A et B 
sont inclus dans N donc sont dans CUe d'après le c~rollaire du théorème 2.5. On 
a donc aussi le résultat suivant : il existe des ensembles de eue dont l'union 
n'est 111ên1e pas dans UC. 

On peut donner une autre preuve de la deuxième partie du théorème précé
dent: Soient E et F deux parties infinies de N alors E-F n'est pas dans 
eue. 

En effet, supposons le contraire. Il existe une mesure µ telle que pour tout n 
de E - F, on ait : µ(n) = 1 sin~ 0 et µ(n) = 0 sinon. On pose E = {m;}; et 
F = { n;}; et on considère les caractères 'P; = e-m; et YI; = en;. On a alors : 

si m; ~ nk 

sinon 

Comme L 00 est le dual de L1
, le théorème d'Alaoglu implique l'existence d'une 

Yaleur d'adhérence 4>, resp. W, de la suite, bornée dans L 00 (µ), {<1>;}, resp. {w;}, 
pour la topologie *faible. Ainsi J 'PWkdµ com·erge Yers J 4"Î.'dµ et, à /. fixé, 
J <F{iJ.!1,..dµ conYerge Yers J 4!Wkdµ. En particulier, pour j assez grand, m; > 71k et 
J èI! /J.1 kdµ = 1 donc J <I1 Wdµ = 1. Alors que en approximant d'abord J <I!wdµ par 
J <I!{iI..1 dp puis par les J iI.1;iJl1;dµ mais, nécessairement a·vec m; < nk cette fois, on 
obtient e.r <I>;'11 1..-d.JJ = 0) J<I.>-.J.1d11 = o. Il y a donc contradiction et E-F n'est pas 
d,:ns CUC. 
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Ainsi, on a le contraste entre les deux résultats suhants : si E est un ensemble 
de Paley : E + E + E est dans UC mais E - E + E n~est pas dans UC dès que E 
est infini et inclus dans N (donc en particulier si c'est un ensemble de Paley). Ceci 
conduit à la question de savoir si E - E est nécessairement dans UC si E est de 
Paley. La réponse est négative car comme on va le voir dans l'exemple suiYant, il 
existe des paires de suites de Hadamard (E1,E2) telles que E 1 - E2 recouvre Z. 

Terminons ce chapitre en remarquant que le réswtat du théorème 2. 7 est 
optimal en ce sens qu'il existe un ensemble Ede Sidon tel que E + E ne soit pas 
dans UC (on rappelle qu'un ensemble de Paley est une union finie d'ensembles de 
Hadamard donc est un ensemble de Sidon). En effet, il suffit de considérer l'union 
de A= {10n +n} et B = {-lOn}. A est une suite lacunaire à la Hadamard avec un 
rapport· supérieur à 9 et, en valeur absolue; B est aussi un ensemble de Hadamard 
(on prendra E 2 = -B pour l'exemple de la remarque précédente). Pourtant, tout 
entier n s'écrit n = 10n + n - 10n donc E + E recouvre N et n'est donc pas dans 
uc. 



3 
Spectres polynômiaux 

Un des problèmes soulevés par Ul'yanov était de savoir si {k2 heN est un 
ensemble de convergence uniforme. Oskolkov ( cf. [8]) a répondu par la négative à 
cette question. Il a même établi le résultat pour tout ensemble polynomial. C'est 
l'objet du théorème 3.1. Ensuite, nous en déduirons quelques corollaires. La partie 
fondamentale de la preuve du théorème 3.1 réside dans le lemme suivant. 

Lemme : Soit r un entier supérieur à 1, on considère Pr un polynôme de 
R[X) : Pr(X) = aoXr+ .. . +ar. Soit li! un entier supérieur à 1. On a la majoration: 

L ex . .p(2ir.Pr(n)) C ( )1 _ 
~ rlog M Cr 

n 
l~lnl~M 

où Cr est une constante ne dépendant çue de r et êr = 21 -r. 

Preuve : Nous allons l'établir par récurrence sur r. Pour r = 1, on a 
P1 (x) = aox + a 1 , avec a 0 # 0, et, avec {a 0 } la partJ.e fractionnaire de a 0 : 

L exp(2i7r(aon + a1 )) L exp ( 2ir.aon) 
-

l~lnl~M 
n 

l~]nl~M 
n 

=2 I: 
sin(21rn 0n) 

n 
l~n~M 

=2 I: 
sin(2r.{ a 0 }n) 

l~n~M 
n 

Or, 

sin(2r.{ao}n) . 112 7r{ao} 1127r{ao} sin(( 2
M2+l)t) L _..;......_ _____ + r.{ao} =? DM(t)dt = ;; . ( 

1
) dt 

l ~ n ~ M n . - o - o sm 2 

On introduit alors la fonction f défi~ie sur) - 2r., 2r.[ par .f(t) = ~() - f et par 
Sin ½ 

f(O) = O. Cette fonction est C 00 sur] - 2r., 2ïï[. On a alors la majoration : 

sin(2;;-{ao}n) 
n 1

{2M+l)7r{oo} sin(u) 
~ï. + --'--'-du 

0 u 

, 1 12
r.{ao} . (2.H + 1 )t 

, 9 sm( ,., )f(t)dt 
- 0 -
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Les deux intégrales du membre de droite sont bornées uniformément en 111 et en 
a0 ( { a 0 } est élément de [O, 1 [). Ainsi l'inégalité est établie pour r = 1. 

Supposons maintenant que nous l'ayons établie pour r ~ 1 et posons HM = 
exp(2i1rPr+1(n)) . , , . , L n . On obtient par elevation au carre : 

l~!nl~M 

nm 

On fait le changement d'indice m = n + h, h varie alors dans {-2M, ... , 2M} 
et n dans { max{-M, -M - h }, ... , min{M, 111 - h}} avec bien sûr la contrainte 
n =p -h et n non nul, on note I h cet ensemble dans lequel n varie. A h fixé, on 
pose Qh(X) = Pr+1(X +h) - Pr+1(X). Qh est alors un polynôme de degré r. 

L'eÀ-pression de \HM 12 devient alors : 

On remarque que le terme associé à h = 0 est majoré par 2 L \ donc par ;
2 

• 

p~l p 

De plus, pour h non nul, (n~h)n = ¼ ( ¼ - n!h). Séparons les différents termes 
de la somme: 

Premier cas : pour ·o < h ~ 111 : les termes correspondants sont : 

L exp(2ir.Qh(n)) = ~ [L exp(2ir.Qh(n)) _ L exp(2ir.Qh(n))] 

I 
(n + h)n h 

1 
n 

1 
n + h 

nE " nE h nE h 

Dans ce cash se réduit à {-111,l\1- h} \ {0,-h} donc, on obtient: 

L exp(2i:Qh(n)) ~ L exp(2i:Qh(n)) + ¼ 
nEJ,. nEhu{-h} 

On reprend la somme du membre de droite et on la majore par: 

n Eh u{-1,} 
n n 

-M+h-1 . ('>· Q ( )) + ), exp -?ii ,. n 
,:__J n 

n=-J\1 



L'hypothèse de récurrence s'applique alors au polynôme Q h et on a : 

(2 . Q ( )) 1 -M+h-1 l 
. ~ exp 1r.n, h n '°' 

L-, ~h + Cr [log(111 - h)]1-cr + L-, lnl 
nEI,. n=-M 

1 C [1 ( ))1-L,. h ~ h + r og ]If + A1 - h + 1 

En faisant le changement d'indice n' = n + h_et en posant Rh(X) = Qh(X - h) 
qui est encore de degré r, on obtient de même: 

'°' exp(2i,rQh(n)) ~ .!_ + C [l (M))l-c,. + h 
L-, n + h ~ h r og Ji.1 - h + 1 

nEih 

Ainsi, on a une contribution totale du premier cas majorée par: 

On a donc un O ([log(li1)]
2
-cr + log(ll1)) soit O (log(Ji1))2-c,. puisque 2-ër ~ 1 

Deuxième cas : on considère les h tels que },1 < h ::;; 2111. h est alors 
l'inten-alle d'entiers {-}11, ... , 111 - h} et 0n a la majoration brutale : 

1 L exp(2ir.Qh(n)) 1 LM 1 2]11 - h _,,, 1 - -~---~ ~- -~----~ h n --.: h n -.;:: h ( h - ll1) -.;:: h - 111 
nEh n=h-M 

car, ici, 2.li1 -h ~ h. Quant à l'autre somme, elle se majore de la même manière. On 

obtient donc une contribution du second cas majorée par un O L h ~ -~
1 ( 

2M . ) 

h=M+l 

donc par un O(log(.~1)) et a fortiori O (Îog(ll1)) 2-cr. 

Derniers cas : le cas où -111 ~ h < 0 se traite comme le premier cas et le 
cas où -2.~1 ~ h < -11-f se traite comme le deuxième. 

Ainsi, on obtient finalement l'estimation : \HM \2 = 0 (log(~1))2-c,. donc il 

existe Cr+l strictement positive t.elle que \HM\ ~ Cr+ 1 [log(ll1)] 1
- •; 

soit : 

Ce qui établit !'inégalité à l'ordre r. + 1. Ainsi, r,~ récurrence, le lemme est 
démontré. 
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Théorème 3.1. Soit r un entier supérieur à 1, on considère Pr un polynôme 
de R[X] : Pr(X) = aoXr + ... +artel que Pr prenne des Yaleurs entières distinctes 
sur N. 

Alors }C = Pr(N) n'est pas un élément de UC. De plus, on a une minoration 
de la }C~mc constante de Lebesgue : il existe Cl'r > 0 tel que, pour tout entier 111 : 
L,c.M(>C) ~ Cl'rlog(M)'r avec ér = 21-r. 

Preuve : On considère la fonction continue TM définie pour a dans [O, l] par: 

e:Kp(2iTiaPr(n + 111)) _ L e>..-p(2ir.aPr(n)) 
TM(a) = '°' b n n-M l~lnl~M o,n.;2M 

n,;t,M 

On applique le résultat du lemme au polynôme aPr(X + 111) et on obtient la 
majoration : 

!ITM 1!
00 

= sup ITM(a)I ~ Cr [log(111)]1-'r 
ae(o,1] 

D'autre part, la fonction TM est à spectre dans K,. Quitte à renuméroter la suite 
>C, on peut supposer qu'elle est croissante. Soit v = P(111 - 1), on a alors la 
minoration : 

M-1 l M l 
I\Sv(TM )1!00 ~ ISv(TM )(O)! = L. 111 _ n = L n ~ log(111) - C 

n=O n=l 

où c est une constante strictement positive.· Il résulte des deux relations précédentes 
que 

l!Sv(TM )ll00 >- logp1) - C ~ O:r [log(ll1)r=r 
l!TM Hoo "' Cr [log(l\1)]1-'r 

où a·r est une constante strictement positive. Cette minoration assure la diYergence 
des constantes de Lebesgue car v ,..._, ]\1r quand 111 tend \1ers l'infini (où r est le 
degré de P), donc }C n'est pas un ensemble de convergence uniforme et la preuYe 
du théorème est achevée. 

Re1narque : La preuve du théorème précédent consiste en une minoration de 
la constante de Lebesgue. En fait, Arkbipov et Oskolkov ont démontré que la >C}$me 
con.stante de Lebesgue d'une partie polynômiale K, ét.ait de l'ordre de croissance de 
log(]\T). Nous préciserons cela mais a,·ant nous admettrons le prochain tl1éorème 
dont la démonstration utilise des estimations issues de tl1éorie des nombres ( on 
trom·era une preu,.-e partielle dans [9] qui utilise notamment la "méthode des 
cercles" de [:19]). 

Théorème 3.2. Soit r un entier supérieur à 2, on considère Pr l'ensemble 
des polynômes P de R[X] : P(X) = a 0 Xr + ... +Or t.el que P prenne des ,·aleurs 
entières distinctes sur N. Si on note : 

exp (2iïï P( n)) 

n 



On a alors pour tout r ~ 2 : 

9r = sup IHN(P)I < +oo 
NEN• 
PE'Pr 

De plus, pour tout P dans Pr, la suite {HN(P)} NeN· converge. 

Théorème 3.3. Sous les hypothèses du théorème précédent, si on note 
JC = P(N) = {JCN} NeN, on a: 

_!_ log(N) ~ C,cN-i (K:) au voisinage de + oo. 
9r 

Comme on peut la majorer par .C,cN-i (N) qui est équivalent à ~ log(JCN) soit à 
; 2 log(Nr), .C,cN (JC) est donc de l'ordre de croissance de log(N) au voisinage de 
+oo. 

Preuve : Donnons nous deux entiers N et 111 puis introduisons la somme : 

exp(2i7rP(r + N)a) 
n 

avec a dans [O, 1] 

La fonction TN,M ainsi définie est continue à spectre dans P(N). Ainsi, comme 
dans la preuve du théorème 3.1, on peut minorer la norme infinie de sa K:}$~~ 
somme de Fourier par log(N) dès que 111 ~ 2N + 1. Si on fuœ momentannément 
N et a, aP(X + JV) est un élément de 'Pr. D'après le théorème 3.2 admis, on 
peut majorer la norme infinie de TN,M par 9r pour tous les entiers N et 111. En 
particulier, on obtient la minoration annoncée de C,;:,,._._1 (X:). 

Corollaire : Soient p+ un polynôme pair et p- un polynôme impair, tous 
deux prenant des valeurs entières distinctes sur N. Alors, les séries de la forme 
sufrante convergent : 

f exp(2ir.P+(n): sin(2r.P-(n)) 

n=l 

de plus, les sommes partielles sont uniformément bornées par une const.ante ne 
dépendant que de leur degré. En particulier, c'est le cas pour les séries de la 
forme: 

= sin(2r.n 2i+ 1 0) 
F2j+1(0)=L n 

n=l 

où j est. un entier. 
Preuve : Il suffit d'appliquer le théorème 3.2 à P = p+ + p-. 
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Remarque : D est à noter que l'on ne peut espérer une majoration du même 
type si l'e:,..-posa.nt est pair, non nul, car en choisissant B = ½, on obtient, compte 
tenu du fait que n 2i = 0 {3] sin= 0 {3] et n 2i = 1 {3] sin = ±1 [3] : 

N 

I: sin(2r.n 2i8) . (21r) _....;.... ____ = sin -
n 3 

et la série diverge. 
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4 
Un résultat sur la densité des 

ensembles de convergence uniforme 

Un des problèmes soulevés par Ul'yanov [18) est celui de déterminer la densité 
possible d'un ensemble de convergence uniforme. Ce problème revient à trouver, 
pour tout N, le cardinal optimum de u C { -N, ... , N}, avec U ( u) restant borné 
indépendamment de N. On peut le considérer pour d'autres systèmes orthonormés 
et par exemple pour le système de '\Valsh. 

On se placera d'abord dans le cadre du système de '\Valsh, puis on établira un 
résultat équivalent pour le système trigonométrique. 

Notation : Etant donnés q,N E N* avec 1 ~ q ~ N, on désigne par S'Jv 
l'ensemble S'J,, ·= { u C {l, ... , N} tel que lul = q} et par v la: mesure de comptage 
sur S'J,,. On rappelle également la définition de U(u) dans le cas du système de 
\\ 1alsh (pour la définition des w;, se référer à l'introduction) : 

8 

"'"' a ·w · L.J J J 

j ~ 1 
....,.,..---.,.-,--c 00

--- : 1 ~ s ~ N; 
N 

"'"'a ·w · L.J J J 
j=l 

00 

su pp( {a;}) C u 

Théorème 4.1. (cf. [6])Il existe c > 0 tel que pour tout N = 2r, où r EN 
est assez grand, et pour tout q E {l, ... , ~}, on ait : 

v { u E SJv: U(u) ~ clog (2+ log~N))} < ~ 2 

Le résultat du théorème stipule que si un ensemble inclus dans {l, ... , N} est 
de cardinal >> log(N) alors la probabilit: pour que U(u) diverge vers +oo avec 
N est proche de 1. Ainsi, si !a! ~ N° pour un a: > 0 , alors U(o-) est en grande 
probabilité d'ordre de grandeur maximal, c'est à dirt de l'ordre de log(N). 

Preuve : Etablissons tout d'abord un premier cas. 

Supposons ~ borné. Il existe alors c > 0 tel que clog(2+ ~) < 1; 

comme U(o-) ~ 1, { a ES~, : U(a) ~ clog ( 2 + ~)} = 0, donc 
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{ c; E S'Jv : U (cr) ~ c log ( 2 + iosîm)} est de mesure nulle. 

Il reste à étudier le cas où iosîN) est non borné. 
On supposera par exemple que iosîN) ~ 20 et on pose 8 = .!JJ. 

Le début de la démonstration consiste à déplacer le problème en changeant 
d'espace de probabilité. L'essentiel de la p-euve sera alors, dans ce nouveau cadre, 
d'établir l'inégalité suivante : 

pour un c > 0 convenable. 

5 
N3 

Pour cela, plàçons le décor probabiliste : on munit {O, 1} de la mesure µo 
défi.nie par : 

{ 
Ô SÏ X= 1 

µo ( { x}) = 1 - ô si x = 0 

Soit n = {O, l}N, on note, pour w En, çi(w) la iième coordonnée de w. 
On munit n de la mesure produit naturelle µ : 

N N 
µ(w) = II µo(çi(w )) = II ôe;(w)(l - 6)1-e;(w) 

i=l i=l 

Les Yariables aléatoires Çi forment alors une famille de Yariables aléatoires indépen
dantes ( ce sont les fonctions coordonnées sur un espace produit !), Yalant 1 avec 
probabilité 6, 0 aYec probabilité 1 - 8 et c1 0nc d'espérance ô. 

Posons: cr(w) = {i : 1 ~ i ~ N, çi(w) = 1}. 

T :n ..._ P({l,- ... ,N}) 

w ..._ a(w) 

Soit p la mesure image de µ par T, on obtient alors un espace de probabilité 
(P( {1, ... , N} ),p) et, par définition, si .4. E 'P( {1, ... , N}) avec \A.\= q, on a: 

p( {A.}) =p(T- 1 
( {.4.} )) = µ ( {w En : a(u..•) =A.}) 

=µ ( {w En : Çi(w) = 1 si i E A. et ç;(w) = 0 sinon}) 

=8 9 (1 - 6)1"'-q 

Le cadre de la démonstration étant fixé, faisons les remarques suivant.es : 

Il existe 01, ... , crr, éléments de St,, tels .que 

{ O" Es~. : F(a)::; clog; (2 + log~}\7))} = {c;1' ... 'Or} 
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Dès lors, on obtient l'égalité : 

(1) S . ({ }) p({cr1, ... ,ur}) 
oit v C11,••· ,crr = CJvé'l(l - ô)N-g 

Or, par définition: 

p({cr1,• .. ,crr}) =µ (T- 1({cr1,••· ,crr})) 

=µ { w En: lcr(w)I = q et U(cr(w)) ~ clog (2 + log~N))} 

(2) ~µ { w En: U(cr(w)) ~ clog ( 2 + log~N))} 

D'autre part, minorons l'e>..1>ression µ {w En: lcr(w)I = q}; on remarque que 

µ{w En: lcr(w)I = q} = C'J.,.µ{w En: Çj(w) = 1 ~j E {1, ... ,q}} 

= C'J-,5"(1 - é)N-g 

N! q" (N...:. q)<N-q) q 
- ..;..__;c..;..._. __ car6=-
- NN. q!. (N - q)! N 

~ Ji.r✓ q(:- q) 

puisque la formule de Stirling nous donne m! ~ ~e-=mm quand mi--+ +oo. 
En tenant compte de 1 ~ g ~ ~, on a alors l'existence de J{ > 0 tel que : 

(3) 

On peut maintenant conclure aisément, en combinant les relations (1 ), (2) et 
(3) : 

{ (

'> q ) } µ {w En: U(cr(..,•)) ~ clog (2 + W,)} 
l/ cr: U(cr) ~ clog -+ log(N) ~ }& 

Soit. encore, en tenant compte de ( *) : 
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dès que N est assez grand, ce qui prouve le théorème 4.1. 

Il reste donc à établir la fameuse relation (*). Pour cela nous 
allons commencer par établir différents lemmes de nature hilbertienne. 
Nous travaillerons avec des scalaires ;omplexes pour pouvoir les utiliser 
ensuite pour traiter le cas du système trigonométrique. Dans le premier 
lemme, il y a un mélange entre les normes 11-lii et 11-112 -

Lemme 1 : Soit b = (b1 , ••• , b2r) E C2r tel qu'il existe /3o > 0 tel que 
pour s E { 1, ... , r - 1} : 

.6., = {k : 2'~1 < lbkl ~ ;, } 
vérifie la condition : l.6.a 1 ~ f3o.26 

Alors on a, pour tout a= (a 1 , ••• ,azr) avec llalli ~>.,où >. E [l,(r - 2)t], 

Preuve : Donnons nous a avec llall1 ~ >. , où ~~ ~ r - 2. 

Posons, pour 1 ~ s ~ r -1, 

On remarque que 

car les .6., sont deux à deux disjoints. 

Ainsi >. ~ ( ~~ ).~1 in{ À8 : 1 ~ s ~ ~~ + 1} = ~~ >.,0 donc .À, 0 ~ ~
0 

Posons .6.~
0 

= {k E .6.,0 : 
2

,~+ 2 ~ lakl}. On remarque que par définition de 
so on a: 

.B; ~ L \ak\ , car .6:.0 C .6100 
kE~~o 

Donc et 
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On obtient alors la minoration : 

Jla - bJI~ ~ I: la1: - b1:(
2 ~ . L (lb1:I - la1:l)2 

l:EA, 0 kEA, 0 \..e..~
0 

Or si k E 6. 30 \ 6.~
0 

2.:+2 et on a : 
2.J+2 > la1. I et 2.J+1 ~ Jb1. I, donc (Jb,. I - Ja1; I) ~ 

Enfin, on peut conclure: Jla - bll2 ~ f'fi.2-; 0 

Lemme 2 : Soit { 'Pïh:s;;i:s;;m une suite d'éléments d'un espace de Hilbert H 
complexe vériflant la condition suivante : 

il existe 1 > g > 0 tel que pour tout c = (c1 , ••• ,cm) E cm on a 

m 

(1 - g) llcl!2 ~ L Cï'Pi ~ (1 + g) llcll2 
i=l 

Alors on a, pour tout CE er' 
m m 2 

(1 - g)4 llcll; ~ L (L Ci.Pi, 'Pk) 

k=l i=l 

Preuve : L'hypothèse nous donne que: 

m 

(1 - t:)2 llcll; ~ L CiCj('Pï, S,'j) ~ (1 + t:)2 llcll; 
i,j=l 

Ce qui signifie que la matrice hermitienne G 1 = [('Pi, <,.?j)h ~i,j:s;;m est définie 
positiYe et que ses Yaleurs propres Àl, ... , Àm vérifient : 
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Donc les "Valeurs propres de G 1 Gj = Gi sont des éléments de [ ( 1- ë ) 4 ; ( 1 + ë )4] 
et il en est de même pour sa conjuguée r; = [(C,,i,C,,j)h~i,j~m, ce qui se traduit 
par: 

' CE C'; 

Comme 

m m 2 m 

L (E Ci<,?i, <,?k) = LLCic;(cpï,'Pk)(cpk,<i'j) 
k=l i=l k=l i,j 

i,j 

On aboutit à la relation annoncée. 

Lemme 3 : On se place sous les hypothèses du lemme 2. 

m 

Pour c = (c1, ... , cm) E: c-m on pose J = L CiC,,i 

i=l 

Alors on a, pour ê assez petit, 

m m 

f - L(f, C,,i)<,'i ~ 3./Ë(L l(J, 'Pi)l2 )½ 
· i=l i=l 

Preuve : On a : 

m 2 m m 1 2 

f .- ~(f, 'Pi)yi 
i=l 

= 111112 
- 2 ~\(!,'Pi )1

2 + ~(f, 'Pi )c,,; 1 

Or, d'après 1 "hypothèse sur les 'Pi, 

m 2 m 

2)J, C,,i ):;>i ~ (1 + [)2(L !(.f,cpï)l2) 
i=l i=l 

On a é·gakmC:'nt. d".iprès k résultnt. du lemme 2, 
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m m m 2 

L l(f,cpi:)1
2 = L Lci(<,?i,'Pk) 

k=l 

On obtient ainsi : 

k=l i=l 

m 2 m 

i=l i=l 

~(1 + e)2 llcll; -:-(2e + e2 )(1 + e)4 llcll; - (1 - e)4 !lcll; 
~[(1 + e)2 - (1 - e)4 + (2e + e2 )(1 + ~)4] llcll; 

Le terme entre crochet étant équivalent à8e au voisinage de 0, on déduit que pour 
e assez petit, on a, en utilisant le lemme 2, 

m 2 

1 - Lc1, <,?i)<,?i 
i=l 

m 

~9ë L l(J,<pï)l2 ) 

i=l 

Lemme 4 : il existe ëo > 0 ayant la propriété sufrante : 

lorsque { cpï}1 ~i~m est une suite d'éléments d'un Hilbert complexe H 
vérifia.nt 

m 

(1 - e) llclb ~ L C 0<,?i ~ (1 + ë) llcll2 

i=l 

pour un 0 < ë < êo et pour tout c E er, alors pour tout z EH et pour tout 
CE cr' on a 

m m m 

z - L Ci<,?i ~ (1 - ë) [L 1(.:, <,?i) - cl]½ - 3~(L l(z, C,'i)l2 ) ½ 
i=l i=l i=l 

Preuve : Soit R: H ~ L = vect{ ','i; 1 ~ i ~ m} la projection orthogonale. 

On a. alors pour ;; E H : 

m 

= - Zcj<.pj ~ 
i=l 
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et (Rz, yi) = (z, yi) pour 1 ~ i ~ m. Par conséquent, il suffit de prouYer la relation 
pour Rz au lieu de z; ainsi on suppose dans la suite que z E L. Dès lors, on a en 
utilisant le lemme 3 

m m 

z - L CiC,,i ~ L[(z, 'Pi) - Cï](f'i 

i=l i=l i=l 

Ces lemmes hilbertiens vont désormais nous permettre d'exprimer 
le nombre U(u) en termes hilbertiens. Dans le cas du système de ,valsh, 
nous nous limiterons aux scalaires réels. 

Notation : Pour p E N avec 1 ~ p ~ N on désigne par Vp le vecteur de RN 
dont les p premières composantes sont 1 et les autres nulles. 

Soit cr C {l, ... , N}, on pose: 

Z(u) = { z e RN : supp(z) C ", 

Le1nme 5 : On a U(o-) = .ll1cix{l(Vp,z)I : 1 ~ p ~Net z E Z(cr)} 

Preuve·: d'abord minorons U(cr) . Soit p E N tel que 1 ~ p ~Net z E Z(cr). 
Soit r réel avec O < T < t, on a alors Wj(r) = 1 pour tout j E {i, ... , N}, 

d'où, en utilisant la définition de ·u(cr) et l'appartenance de·= à Z(cr), 

P. 

l(Vp,z)I = LZJWJ(T) ~ 
j=l 

~U(cr) 

p 

LZJWj 
j=l 

N 

~ U(cr) L ZjWj 

00 
j=l 

D'où Sup{l(Vp, z)I : 1 ~ p ~ l'l et z E Z(cr)} ~ U(cr) 

00 

1'1ajorons U(cr): on remarque que l'on peut choisir les Oj tels que 
N 

) : OjWj = 1 dans la définition de U(cr). En effet, U(o:) est _une borne 

j = l xi 

supérieure, portant d'une part .sur un nombre fini d'éléments et d'autre part sur 
N 

le compact [-1, l]N (en effet !ail ~ L Oj'I.L'j 

j = 1 

= 1 ). Il existe donc p dans 

{1. ... ,X} et {aj} dans [-1, l]N aYcc supp{aj} C cr tels que: 
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U(u) = 
p 

"°' a·w· L- , , 
j=l 

CO 

et quitte~ changer {a;} en {-a;}: 3p E [0,1) 

p p 

'2:a;w;(p) = '2:a;w; =U(u) 
j=l j=l 

00 

N N 

Soit f(x) = L a;w;(x) et g(x) = L a;w;(p).w;(x) 
j=l j=l 

Comme les fonctions de ·\'Valsh sont les caractères sur le groupe de Cantor { 0, 1} N" 

identifié à [O, 1], on a : g(x) = f(x œ p) pour tout x de [O, 1], où œ désigne 
l'addition dans [O, l] au sens de la loi de groupe du groupe de Cantor. 

Plus précisément, soit 0 le transport de structure du groupe de Cantor sur 
[O, 1] : c'est la décomposition dyadique, lorsqu'on s'interdit une écriture avec une 

00 

infinité de 1 à la suite! C'est à dire : 0((ên)n;;i:1) = L ên2-n. Si on définit 0 
n=l 

00 

par ë(x) = (ën)n~l si x = L ên2-n n'est pas un rationnel binaire, soit de la 
n=l 

forme 2i" avec 1 ~ k et O ~ i ~ 2k, et B(x) = (ën)n;;i:1 avec ên = ak-n pour 
1 ~ n ~ k et ln = 0 pour n > k, si x =· 2i" est un rationnel binaire avec 

p 

i = L a;2;, on remarque que 0 o B = I[o,I]· Soit 0 l'addition sur le groupe 
i=O 

de Cantor ( c'est l'addition coordonnée par coordonnée modulo 2, c'est à dire 
(t:n)n~l 0 (t:~)n~l = (l~n - ê~l)n~l ). On a donc sur [O, l] : 

x œ p = O(B(x) 0 B(p)) 

Cette relation donne sur les caractères de {O, l}N", qui sont les fonctions w;o0: 

w;(x ). w;(p) =w;( 0( 0(x )).w; ( 0( 0(p )) 

=w;(0(0(x) 0 0(p))) 

=w;(x ffi p) 

Ce qui donne g(:r) = J(x EB p) donc ll911= = 11.fll= = 1 

Soit.:::°= {aj'w;(p)} 1::;;;;~N alors =o E Z(a) car supp(.:- 0 )c a et 
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N 

LzJw; = ll91100 = 1 
j=l 

00 

et le lem.me est démontré. 

Lemme 6 : On considère le système de Vi'alsh discret {HT(i) }i ~i~N, où ,V(i) .. ~ 

désigne le peme vecteur colonne de la matrice de 1-Valsh lV N. On a, pour tout 
u C {1, ... , N} : 

U(u) =Min{>.: 'vp, 

où R(T désigne l'opérateur de proje~·tion orthogonale sur Vect{ei}iea- (les 
{ei}1~i~N étant la base cannonique dé RN J 

Preuve : Montrons tout d'abord que, étant donnés u C {l, ... , N} et 
p E {l, ... , .N}, on a : 

(où conv(A) désigne l'enveloppe convexe de AC RN) 
En effet, supposons.le contraire: RuVp '/; conv {±U(u)Ra-HTU): 1 ~ j ~ N} 

pour un p E {1, ~ .. , N}. 
D'après le théorème de séparation de Hahn-Banach, il existe un hyperplan 

qui sépare strictement Ra-Vp et conv {±U(u)Ra-lV(i) : 1 ~ j ~ NJ. Or, la donnée 
de cet hyperplan est équivalente à la donnée d'un vecteur b de R vérifiant : . 

(b, Ra-Vp) > 1 et \ (b, U(u)Ra- H'rn) \ ~ 1 pour to.ut j de {1, ... , N}. 

Posons z = U(a )Rub = (z1, ... , ZN) : 

](.:, Vp)] = J(U(o-)Rub, Vp)I = U(o-) l(T..11 Vp, b)I > U(o-) car R 11 = R; 

et d'autre part pour tout j E {1, ... , .7\T} : \(=, î•j.~U>)\ = \(U(u)Ru Hl<i), b)\ ~ 
1, relation qui signifie que l'on a : 

N ·_l 
v'j E {1, ... , ]V} : L .:j'Wj(J N 2

) ~ 1 
i=l -

soit., 
.I\' 

L =jtl'j 

i=J 
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Ainsi, puisque supp(i) Cu par définition de z, cette dernière relation implique 
que z E Z(cr). Or l'inégalité stricte l(i, V'p)I > U(a) contredit le résultat du lemme 
5 et (**) est prouvée par l'absurde. 

On peut donc écrire pour tout p, 1 ~ p ~ N 

N N 
(R) Ru Vp = L µ;U(cr)Rcr nrW , où ;_: lµ;I ~ 1 

j=l j=l 

on a donc: 

U(o-) _, Inf { .>.: Vl,.; p,.; N: R.v, = t.>.;R.w<,1 avec t. i>.;I '- >.} 

N N 

D'autre part, si Ra-Vp = L >.;Ru îV(j), où L 1>-i 1 ~ À, alors on a pour tout z 
j=l j=l 

dans Z(o-) et pour tout p, 1 ~ p ~ N : 

N 

l(Vp, z)I = l(Vp, Ra-z)I = l(z, Ru l'p)I = L >.;(z, 1vU>) 
j=l 

~>..Max{ j(z, 1vU>)j : 1 ~ j ~ N} ~ >. 

puisqu'on a pour tout j E {1, ... ,N}, z appartenant à Z(u): 

N · 1 N 

lez, îV(j))I = L ZjWi(J ;T 
2 ) ~ L ZjWj ~ 1 

i=l i=l oo 

Donc, en passant à la borne inférieure sur À puis au·max:imum sur pet z E Z(CT), 
on obtient : 

D'où l'égalité cherchée, car la relation (R) montre que le minimum est atteint et 
le lemme est démontré. 

Nous allons maintenant établir deux len1111es probabilistes, le pre-
1nier n'étant en fait qu'un sous-le111me du deuxiè111e. 

Lemme 7a : Soient X 1 , ••• , XN des ,·ariables aléat.oires indépendant.es sur 
un espace de probélbilit.é (n, ~. P). Soie1it. bi, ... , b."'· T des réels posit.ifs ,·érifümt.: 
E{ ct.Xk} ~ exp ~l,k( 2 pour/: E {1, ... , ]V} et t E [-T, T). 
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N N 

Alors, en posant: B2 = L bk et S = L Xk, on a: 
k=l k=l 

P(ISI ~ x) ~ 2e>.-p(- 2~ 2 ) si O ~ x ~ B 2 T. 

Preuve : L'inégalité de Bienaymé-Tchebichev fournit la relation: (0 < t ~ T) 

P(S ~ x) = P(ets ~ et::)~ e-t: E[et 5 ] 

L'indépendance de X 1 , ... , X N nous donne : 

D'où P(S ~ x) ~ e>.-p( B;t2 
- tx) pour tout t de [O, T] et tout x. Or, on 

remarque que la fonction J(t) = B;t2 
- tx, à x fixé, atteint son minimum pour 

t = ~, qui est bien élément de [-T, T], si O ~ x ~ B 2 T. On a finalement : 
2 

P(S ~ x) ~ exp(- 282 ). 

De plus, puisque {-Xk} vérifie les mêmes hypothèses que {Xk}, on a: 

N 2 

P(S ~ -x) = P(L-Xk ~ x) ~ exp(-;B 2 ) 

k=l 

d'où P(ISI ~ x) = P(S ~ x) + P(S ~ -,x) ~ 2exp(- 2~ 2 ). Ce qui achève la 
preuve. 

Le1nme 7b : Soient 5, 0 < 6 ~ ½ et {çk} 1~k~N une suite de variables 
aléatoires indépendantes à ,·aleurs dans fa, 1}, de moyenne 8 sur un espace de 
probabilité (Q, :B, µ). 

A.lors, on a, pour tout (a 1 , ••• , a.,\') tel que la1;I ~ 1 pour 1 ~ k ~ N et pour 
tout 1', élément de [O, oN] : 

PreuYe : Posons X1;(w) = a1;(çk(....,·) - 8) pour tout w dans net tout!.: dans 
{ 1, ... , S}. Commenç.ons par calculer E(Xt) : 
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Pour t dans [-1, 1), puisque E[X1.) = 0 et IX1.:I ~ 1, on a alors la majoration: 

En posant bk = 26(1 - 6) et en appliquant le lemme 7a, on aboutit à : 

si O ~ -y ~ 26(1 - o)N donc en particulier si O ~ -y ~ oN car 6 ~ ½· 
Nous allons maintenant avoir besoin d'établir des propriétés sur la 

1natrice de Walsh afin de, notammt...nt, avoir une estimation de Âs et 
d'utiliser le lemme 1. 

Lem1ne 8a: Pour tout n dans {1, ... , .N}, tout x de [O, 1) différent de 2~ où 
k varie dans {O, ... , 2N}, on a: 

W2n(x) = r1(x)wn(x) et W2n-1(x) = wn(2x) 

Preuve : Tout n de N* s'écrit en base 2 sous la forme n = L ak(n)2-k = 
kEZ 

L a_1.:(n)2k où a1.:(n) E {O, 1}. 
kEN 

On a alors pour tout x de [O, 1) : wn(x) = IT [r1.:+1 (x )t-dn-l) où r1.: est la 
kEN 

kième fonction de Rademacher. 

00 

On a alors W2n(x) = Il[rk+ 1(x))a_k(zn..:.l) 
k=O 

D'une part 2n - 1 = L a-k(2n - 1)2k 
kEN 

et d'autre part 

2n -1 = 2(n -1) + 1 = 1 + L a_i.-(n -1)2k+J. 
/:EN 
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Donc, pour tout h dans N, on a la relation :a-k(n - 1) - a-(k+1)(2n - 1) 
00 

Ainsi W2n(x) = r1 (x r 0 (
2n-l) II [r1.:+2(x)]0 -dn-l) 

k=O 

Or l'écriture de x sous la forme : x = L ak(x)2-k où a1.: E {O, l} nous 
kEZ 

conduit à remarquer que: r1.:+2(x) = (-1) 0 1:+2 Cz) = (-1)41:+iC2z) = rk+i(2x) pour 
tout entier k inférieur à log2 (n), tant que x n'est pas un multiple de 2;n. On 
obtient donc : 

00 

W2n(x) = r1(xt 0 (
2n-l) Il[r1.:+1(2x)]a-.1:(n-l) = r1(x).wn(2x) 

k=O 

puisque, 2n - 1 étant impair, a0 (2n - 1) Yaut 1. Ce qui est le premier résultat 
annoncé. 

Quant à la deuxième relation, on l'obtient de manière similaire: 

00 

W2n-1(x) = Il[rk+1(x))a-A:( 2 n- 2) 
k=O 

D • . t ') ') - "Ç""' (" '>)?k une par , _n - - - ~ a-k _n - - - et d'autre part 
kEN 

2n - 2 = 2(n - 1) = L a-k(n - l)zk+i. 
l.ëN 

Donc, pour tout k dans N, on a encore la relation: a-k( n-1) = a-(k+l)(2n-2) 
00 

Ainsi W2n-1 (x) = r1 (x )° 0 (
2 n- 2 ) II [rk+2(x )]°-1: (n-l) 

k=O 

Or on a toujours: Tk+2(x) = Tk+1(2x) pour tout entier 1. inférieur à. log 2 (n), 
tant que :r n'est pas un multiple de 2i". 

00 

On obtient donc : U12n-l (x) = T1 (x )°0 (
2n- 2 ) II [rk+l (2x w-dn-l) = Wn (2x) 

k=O 
puisque, 2n - 2 étant pair, a 0 (2n - 2) est nul. Ce qui nchèYe la preuve du lemme. 

N ot.at.ion : On désigne pa.r .4 ia 1mitrice rectangulaire à ]V colonnes et '2J\T 
ligues de terme gé-né-i-al: Ap.q = fi,,.~q + fi1,,'2q-J où O ~ J>:::; '2N , l ~ <J ~Net. f"·'" 
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désigne le symbole de Kronecker. A est donc de la forme : 

1 0 0 
1 0 0 
0 1 0 

A= 0 1 0 

0 0 1 
0 0 1 

On introduit également la. matrice B, matrice rectangulaire à N colonnes et 2N 
lignes de terme général : Bp,g = ôp,2g-1 - ôp,2g où O ~ p ~ 2N , 1 ~ q ~ N donc 
B est de la forme : 

1 0 0 
-1 0 0 
0 1 0 

B= 0 -1 0 

0 0 1 
0 0 -1 

Lemme Sb : On peut passer de la matrice de ViTalsb d'ordre N à celle d'ordre 
2N via la relation de récurrence suivante: 

Preuve : Commençons par les N premières colonnes. 
Soient 1 ~ p ~ N et 1 ~ q ~ N : On a pour les lignes paires : 

1 q--
D'autre part, (H'2N hp,q =w2p ( 

21
/) 

q-½ q-½ 
=r1 ( 

2
N )wp( ~) d'après le lemme Sa 

1 1 

Or, comme 9
2-N~ < ½, on a : r 1 ( 

9
2~,,:=: ) = 1. Donc le c~s des lignes paires est traité. 

Quant aux lignes impaires : 

J\' 

D'une part, (.4.1VN h,,-1,q = ~ A2,,-1 ,k(H-~.I\. )k,q = (H,.J\' ),,,9 
k=l 

4G 



1 

D'autre part, (H'21,1 hp-1,q =w2p-1 ( q 
2
~
7
,/i) 

l q- -
=wp ( T) d'après le lemme Sa 

=(H'N )p,q 

et on a le résultat pour les N premières colonnes. 
Traitons maintenant le cas des N dernières colonnes. Soient 1 ~· p ~ N 

et 1 ~ q ~ N : On a pour les lignes paires : 

D'une part, (BH'N ):ip,q = -(H'N )p,q = -wp(9~-?;) 

q+N-1 
D'autre part, (H12N ):ip,q+N =w2p( 

2
N 2

) 

q+N-1 q+N-l 
=r1 ( _

2
N 2 )wp( N 2

) d'après le lemme Sa 

0 q+N-l. l (q+N-1) f . d r, comme 2N 2 > 2 , on a : r 1 '.2N 2 = -1. De plus, comme les onctions e 

"\Valsh sont 1-périodiques, on a : wp( 9+%-½) = Wp (9~½). Donc le cas des lignes 
paires est traité. 

Quant c;.ux lignes impaires : 
D'une part, (BH'Nhp-1, 9-= (H'N)p,q 

D'autre part, 
q+N-l 

(H'2.N )2p-l,q+N =U 12p-l ( 2.N 
2

) 

(
q + 1\T - ½) 

--=Wp ]\T 

_l 
( q 2 ) 1 ' . d" . ' =wp -~ par -peno 1c1te. 

Tous les cas sont donc traités et le lemme est démontré. 

Lenune 8c : On peut passer de la matrice de n:-alsh d'ordre N à celle d'ordre 
2N ria la relation de récurrence sufrante: 

PreuYe Commençons par les N premières lignes. 
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Pour tout p, q avec 1 ~ p ~ N et 1 ~ q ~ 21'1 : 

si q = 2q' 

si q = 2q' - l 

{ 

q' _ l 
t N Wp ( N 2 ) si q = 2q' 

Alors que (TVN. A)p,q = L(lVN )p,kÂq,k = q' _ 1 
k=l wp ( N 2

) si q = 2q' - l 

d'où l'égalité pour les N premières lignes. 
Quant aux N dernières lignes 
Pour tout p, q avec 1 ~ p ~Net 1 ~ g_ ~ 2N : 

q-½ q-½ {-1 
puisque WN+1 ( 2N ) = rr+l ( 2r+l ) = 1 

Alors que 

d'où l'égalité pour les N dernières lignes. 

si q est pair 
si q est impair 

Corollaire : La matrice de VValsh H1 N est s.rmétrique pour tout N de la 
forme _V= 2r,r EN. 

Preuve : On se propose de démontrer ce résultat par récurrence sur r. Le 
cas r = 0, soit ~Y = 1, est trivial puisque H' 1 = ( 1 ). Supposons donc que rF.I\, soit 
symétrique. Pour ét.ablir que H'2N l'est aussi, il suffit d'appliquer les lemmes Sb et 
Sc. 

Tout ce travail va nous pennetre maintenant d'avoir des estimations 
sur les nombres !(1~, 1v<il)j. 
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Notation : On définit le /ème coefficient de Fourier-\Valsh d'une fonction f 
1-périodique, intégrable sur [O, 1], par : 

Î(i) = fo1 

f(t).w;(t)dt où j E N• 

Lemme 8d : P;-;,ur tout j et tout p, éléments de { 1, ... , N}, on a la majoration : 

Preuve : L'énoncé peut aussi se formuler en termes d'analyse de Fourier
\\7alsh. En effet si on introduit la fonction 1-périodique f , définie sur [O, 1[ par : 

f(t) = { ~ Sl 

Sl 

on remarque alors que, en fait, on a: (Vp, HtW) = (Vp, LU>) , où LW est la jième 

ligne de H1N, puisque, d'après le lemme Sc, la matrice de \Valsh H1N est symétrique. 
On a donc l'expression suivante: 

(V HTU)) = 'Ç""' tL . __ 2 P (k-1) 
p, ~ , N 

k=l 

puisque w; est constante sur tout inten·alle de la forme] kNI, ~ [. On aboutit alors 
à : 

et pour démontrer le lemme, il s'agit donc de montrer que, pour tout j, on a : 

IÎU)j ~ y· 
On remarque que le cas j = 1 est trivial puisque 1 ( 1,;, 1-F(j)) 1 = J) ~ N. 

Donnons nous donc .i dans {2, ... , .N}, il exist.e alors s dans {1, ... , r} t.cl que : 
2-•- 1 ~ j -1 ~ 2·• -1. Dès lors, par défin:t.ion des fonctions de \\ 7alsh, la fonction de 
Rnclcnrncher de plus grand indice qui int.c.-r,·icnnc dans l'expressic,n de Wj é-t.ant. r .•• 
Wj d1ai1ge> de sic:~nc en ], puisqut· les fo1Jc-tions cJc R,1dcm,1chcr d'indice infc'.Tieur 



sont égales à 1 sur l'intervalle )0, 2 .1-1 [. Choisissons donc a dans ]
2
1,, 

2
,1_1 [, on aura 

alors Wj(a) = -1. On a (cf [5] p.135) 

ÎU) = 11 

J(t).wj(t)dt 

= 11 

f(t EB cx).wj(t 9 a:)dt 

= 11 

f(t EB a:).wj(t)wj(a:)dt = - fo1 

J(t EB a).wj(t)dt 

=½ 1\J(t) - f(t e a)J.wi(t)dt 
0 

Donc, en passant aux ,'a.leurs absolues, on a la majoration : 

1 •l 11 lj(j)I ~ ? ' lf(t) - f(t EB a:)\ dt~ ? lf(t) - f(t EB a:)\ dt - Jo · - [N-0,N+o-]n[o,1] 

en effet, pour tout t de (0, 1], on a l(t EB a:) - t\ ~ a ( cf (5) p.135) ainsi : pour 
1 > t > 11 + a, f(t) = 0 et 1 ~ t EB a > N donc f(t 9 a) = O. De même, 
0 < t < 11 - a, f(t) = 1 et O ~ te a: < N donc f(t e o:) = 1. On obtient la 

majoration \ÏU)\ ~ a:, pour t~ut a dans]:;., 2.1-1 [, ainsi 

Donc on a bien établi : [(Vp, HT(j))[ ~ j · 

IW,,,H,r(j))I 
Notation :·On pose, pour j dans {l, ... ,N}: bj = N . 

Len.une Se : On considère les ensembles b..s associés à la famille { bj} (ils 
sont définis dans le lemme 1), pour s clans {l, ... , r - 3}. En prenant pour p la 

')S 

partie entière de ~•, on a la minoration : lb..s 1 ~ -
2 

. 

Preuve : Pour commencer, nous devons analyser les p premières coordonnées 
de chaque vecteur colonne HiU) de la matrice de '\Valsh. Cette matrice est 

symétrique d'après le corollaire (p. 48) donc R·(j) = {wi C;,*)} . , · Soit s 
· l t;;1 t;;.I\ 

dans { 1, ... , r - 3}, considérons un entier j tel que 2s-l + 1 ::; j :s; 2 8
, alors 

Wj = r 8 II r~~Cf-l) La démonstration du lemme Sd nous assure déjà que 
Ot;;kt;;:,-'.:? 

lij :s; 2-.11. Notons que r 8 change de signe en tous les points t, 1 ::; lt :s; 2s-l 

et TI r:~t/-l) ne change <le sisne, le cas échc'.·ant. qu'aux points de la forme 
llt;;kt;;~-'.:? 

so 



2 .k_1 , 1 ~ k ~ 2"- 2 • Il y a donc au moins zr-a fois un 1 (ou un -1) à la suite dans 
les coordonnées de TV{i) et il y a au plus 2r-,+ 1 fois un 1 (ou un -1) à la suite 
dans ses coordonnées. Ainsi, si on effeccu~ la dh-ision euclidienne de p par 2r-a, 
elle est de la forme: p = u2r-a + v avec v < 2r-a et on a: 

( Tf TV{;)) - { V 
• p, - 2r-.a - V 

si u est pair 
si u est impair 

Il s'agit donc maintenant d'estimer le quotient et le reste de cette division. On va 
devoir estimer l'entier p et pour cela, il est commode de distinguer les différents 
cas suivant la parité de r. 

00 

Remarquons d'abord que ½ = 4 (1~¼) = L 2- 29
• 

q=l 

Si donc r est pair, il s'écrit r = 2r' et on a:~ = f 22<r'-q). En en prenant 
q=l 

la partie entière, c'est à dire en se restreignant aux puissances de 2 d'e>.."J)osant 
positif, on obtient : 

r' 

[~] = L~r-2q = N; 1 
q=l 

On a donc la minoration : bj > ~ dans le cas où-r est pair. 

Si 1nainte11a11t r est hnpair, il s'écrit r = 2r' + 1 et on a : 

En en prena.I).t la partie entière, on obtient : 

Pour regrouper ces deux cas, dans la suite nous allons établir nos 
fonnules en fonction de r' _: 

Le quotient u s'obtient de la même manière : 

u= 
L.,q=l 

[ 

~r' 2r-2q)] I: 2s-2q 

1 ~ q~ ~' 
:tq ~,. 



Donc u est un nombre pair si et seulement si tous les exposants de 2 qui 
inten·iennent sont strictement positifs, c'est à dire si et seulement si s est impair. 

Si s est impair, il s'écrit s = 2s' + 1 et v = 

-•' , 
puisque ceci est équivalent à 7 > 4-•r soit r' > s' + 1, ce qui est ,·rai. On a 
donc la minoration : b; > v1+1 . 

Si s est pair, il s'écrit s = 2s' et v = 

2r-11 2.?_-11 + 2-2r' 1 
A • • b - V 

."'1.lnSl j = "_r -
3 

> / 2s+l 

puisque ceci est équivalent à ½ .2- 11 + 2- 2 r' > 0, ce qui est vrai. 

On a donc la minoration: b; > 
2

,\ 1 dans le cas où r est pair. 

Ainsi, on a établi que pour tout j dans {2s-l + 1, ... , 2"}, on a la minoration: 
b; > 2 ,1+1 • On a donc aussi une minoration de \.6:.11\ par 2

; et le lemme est démontré 
lorsque 1 ~ s ~ r - 3. 

Tou.te cette série de le1nmes étant établie, on peut enfin passer à la 
démonstration de la relation (*) (p. 33) : 

On choisit dans la suite p = [ ~']. Ûn va appliquer les lemmes à des parties 
aléatoires de { 1, ... , N}. En appliquant le lemme 6, on a la relation ( on écrira dans 
la suite o- au lieu de o-(w) afin de simplifier l'écriture des expressions): 

N ;v 

Ru V~= L 1/f(a)Ru n,-(j) avec L j1/f (a)[ ~ U(a) 
j=l j=l 

Nous allons en fait ennidrcr l'expression :.~1 = 

G2 

m 

Rrri~. - L1/}(a)Run·Ul 
j=l . 

2 



Nous en déduirons ensuite des estimations sur U(u). 

Commençons par majorer cette expression. 

N N m 

L v:(u) ( Rv nr(h)' RCT Vp) - L L v:(u)vf (u) ( Rv nrW' RCT nr(h)) 
h=m+l h=m+l j=l 

D'où l'inégalité (Eo) : 

J,.1 ~ U(u) max l(vp,RvHT(h))I + U(u)2 m_ax l(nr(h),RCTHTCi>)I 
m~h~N H;, ,m 

m+l,h(N 

Intéressons nous au premier maximum et fixons h où m + 1 ~ h ~ N ; appliquons 
le lemme 7b avec Oi =·cnr(h))i où 1-~ i ~ P, qui est de module 1, 1 ~ i ~ p. On 
obtient, dès que O ~ , ~ 6N : 

µ { w E f! : t,(w<•> );( Ç;(u) - 6) . ;, 'Y} ,;; 2 e>.-p( -
4
}~) 

Donc, en passant à l'union sur h dans {1, ... ,p} des ensembles 

{ w EU: t,(w<•>);(Ç;(w) - 6) ;, -y} 
et en prenant la mesure de cette union, on obtient : 

2 

Ce qui signifie que, avec une probabilité supérieure à 1 - 2N exp( -ifFJ ), on 
p 

a: max "Ç"'(î'F{h))i(çï(w) - c5) ~ ,. 
m<h~N .{.-

1=1 

On remarque que: Çi(w) = (Ru Vp)i = { ~ si i E u(w) = c; 

sinon 

p p 

Ainsi I)1,v(l,))i(çi(w) - 8: = I:crv(h) )d(Ru Vp)i - c5] 
i=l 

53 

i=l 
p 

. L(Hi(h) )ï(Ru Vp - ôVp)i 
i=l 

=(Ru1'~• - 8Vp, H'(I')) 

=(Ru 1-~., n·lh)) - 0(1-;,, 1FU•)) 



On a donc en fait, aYec une probabilité supérieure à 1- 2]\T exp(-
4
J~, ), l'inégalité 

SUÎYante: 

. 6N 
max 1 (Rcr Vp, nr(h)) 1 ~-y+ 6 max 1 (Vp, TV(h)) 1 ~-y+ -

m<h~N m<h~N m 
Soit encore : 

puisque 1 (Vp, 1v(h))' ~ ~ ~ : 
lemme 8d. 

pour 1.out h dans {m + l, ... ,N}, d'après le 

On choisit alors -y = J206N log(N), qui vérifie O < -y ~ 6N, et ë = 
-1 . 

( 201!:(N)) "'i'i", qui est inférieur à 1. On remarque que alors m s'écrit aussi m -

[ë2 J 201!:(N) j et la relation (Ei) s'écrit encore : 

avec une probabilité supérieure à 1 - 2N exp(-5 log(N)) = 1 - J,.. 
Si on s'intéresse maintenant au deuxième maximum de l'inégalité (Eo), en 

fixant h dans {m + 1, ... , N} et j dans {l, ... , m}, on applique le lemme 7b à 
(a 1 , ..• , ON) où ak = ('îV(h))k(HT(i))k, 1 ~ k ~ N, a module 1 et on obtient : 

Or, on remarque que les vecteurs colonnes de la matrice de VValsh sont orthogo
naux. En effet : si h =/= j 

N 

(Hl(h), H'{j)) = L(Hl(h))k )(T-V{j) )k) 
k=l 

- ~ N-w _._2 . __ 2 N 1 (k - l) (k -l) 
- ~- ]•l h N W3 N 

N ~ l 

=1\T L ~~1 w1i(t)w;(t)dt = N r Wh(t)wj(t)dt 
k=l J½:r lo 

=0 car les fonctions de \Valsh sont orthogonales dans L 2
• 

On obtient donc, aYec une probabilité inférieure à 2 exp(-5 log(N)) = _,.,-7:, 

N 

I)n·{li)t(R·(j));ç;(L,..') ;;:: -y. Et en passant H l'union pour h dans {m + 1. ... ,N} 
i=l 

:- , 
,J-:1 



et j dans {l, ... , m}, on obtient: 

avec une probabilité inférieure à N 2 ·#· Donc, on a, avec une probabilité 

supérieure à 1 - N2
3 : max l<1v(h) Ro-1vU>) 1 ~ ;. 

1<;;.,;m ' ~ 
m+1.,;11(N 

Ainsi, en reprenant la relation (Eo), celle-ci devient : 

2 
m 

Ro-Vp - L vf ( u )Ro-1v(i) 
j=l 

2 
~ U(u)(U(c,-) + e: 2 ) ✓206Nlog(N) 

2 

avec une probabilité supérieure à 1 - i 3 - i 4 , donc supérieure à 1 - ~ 3 • 

Nous allons ma_intenant minorer l'expression 111 
P 1 R wcn , . d , . { 1 } U r . d 1 our ce a, o:i pose <p; = ~ ou J ecnt , ... , m . ne 101s e pus, 

l'application du lemme 7b donne, pour 1 ~ j ~met 1 ~ l ~ m: 

Les calculs menés précédemment sont encore licites et conduisent à : 

1 (Ru î·V(j), (R 111vU>) - o(HiCi), HiU>) 1 ~ ✓200.N log(.N) 

c'est à dire : 

avec une probabilité supérieure à 1 - ia. 

20log(.N) 
oN 1 ~ j,l ~ m 

P d Cm cl l' h 1· ' cl H"(j) our tout c e 2 , en tenant compte e ort onorma 1te es vecteurs ..JR 

(1 ~ j ~ N), en utilisant l'égalité de Parseval et la majoration E3 

2 2 2 
m H"(i) 

- ""·-ki-J ~ 



Or, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne: 

m m 

(L lc;I) ~ vrrÏ(L lc;l2) ½ 
j=l j=l 

D'où 

Finalement 
m 

(1 - E:) llcll2 ~ L c;c.p; ~ (1 + E:) llcll2 
j=l 

On est ainsi sous les hypothèses du lemme 4 pour autant que e soit assez petit, 
soit logiN) assez grand. Or il est possible de le supposer puisque l'étude du premier 
cas (p.32) a montré que, si cette quantité était bornée, le résultat était trivial. On 
applique alors ce lemme à z = ~ et c; = vf (u), on obtient : 

m 

soit Ru Vp - L vf(u)Ru îV(i) 
j=l 

1 

- 3 ~ (t \(R,1',, wU>)\')' (E,) 

Il reste alors à minorer les deux expressions inten·enant dans le membre de droite. 
Or, d'après la relation (E 1 ), on a, pour tout j dans { 1, ... , rn}, avec une probabilité 

, . . 1 ., 
supeneure a - .~-1 : 

GG 



et cette relation va nous permettre de minorer la première expression à droite dans 
E4 

;;, ev·~:(J)) -V;'(u)). 
, 2 

- (<RO' Vp T,IT(j)) - c5 (Vp, nr(j))) 
-lfii' ..,fl;ii 6N . 

, 2 

;;, (t, \<✓i,r, T~) - i,f(u)n ½ 

l. 

- O~ (t,( ✓200N log(N)) 2
) , 

Pour la deuxième expression à droite dans E 4 , en utilisant E1, on a 

l. l. (t, 1 (v,, R. wc;i) - o (v,, wu>)!') , ,,; (t, ( ✓200N log( N)) 2
) , 

soit, d'après l'inégalité triangulaire sur f2 : 
1 1 

(t, \ (v,, R. wu>) \
2

) ' ,,; (t. !o (v,, wu>) I') ' 
l. 

+ (t.( ✓200N!og(N))2), 
On peut alors revenir à (E 4 ) et on a la minoration : 

( 

m I V HT(i) .1
2

) ½ 
1'1f ~(l - ë)./m ~ (y'N, ../N) - vf(a) - (1- ë)~../iii 

1 

-3ft (t. 1 (vp, wCil)i')' -3{f,v1m✓206Nlog(JV) 
Gî 

20log(.N) 
8.N 



;;,(1 - t)v'w (t, l</4,, 1:;) -v;(<7)\') l 

l 

- 3 JW, (t. 1 (v,, W(j)) 1
2 

)' - ( (1 - <) + 3v'<)<( j206N Jog(N)) ¼ 

;;,(l - l ),;'w (t, 1 ( /4,, l:; ) -vf{ <7 il') ½ 

- 3,fl (t. \(v,, wu>)\
2

) ½ -4<( J206Nlog(N))¼ (Es) 

car on peut supposer g < 1. 

l. 

On minore aisément l'expression (t 1 (Fp, H'(j)) 1
2

) 

2 

grâce à l'inégalité de 
J=l 

Bessel : 
1 

(t,1 (F,, wCi>) 12) , ,;; IIV,11, \\w<i> Il, ,;; ..Jp../N,;; N 

Il faut désormais minorer 1 'e,.-pression : (t, 1 ( ~, 
1
~ ) - vj' ( <7 il') l . Pour 

cela, on va appliquer le lemme 1 avec la famille { bj }i ~j~m, introduite dans le 
lemme Se. Ceci est raisonnable puisqu'on avait établi que \.6.sl ~ 2s- 1

, c'est à 
dire que { bj }i ~j~m vérifie les hypothèses du lemme 1 avec /3o = ½-Par ailleurs, 
il existe m' dans {l, ... , r - 1} tel que 2m' ~ m ~ 2m'+ 1 - 1. Ainsi, dès que la 

f 11 { } { p ( ) } . f, . /J , ( m' -2) ami e a j 1 ~j~:?m' = vj a 1 ~j~'.?""' est m eneure, en norme q, a 16 , on a 
la minoration : 

1 
')'11 

2-8llal1 1 

~ ---
16 

m 

Or la seule informai ion que l'on a sur o C'st. que). !ojl:::;). !oil~ U(a). Il suffit 
.:;..._,,, .:-.-' 

j=l j=l 



donc que U(u) soit inférieur à (m~;2> pour pouvoir avoir la minoration: 

l1a-bll2 ~ 116 [2-16U(O') _ ~½] 
Etant donné que m' ~ log2 (m) - 1, il suffit en fait d'avoir U(u) inférieur à 
00 s2;r;>-3>, donc à Oos,~7;1>-3

). Mais, on remarque que dans le cas·où Oos,~;>-3> est 

inférieur à U(u), l'expression [2-16U(O') - ~¼] est négative. Effectivement, cette 

affirmation est équivalente à ½ log 2 (m) ~ 16U(u) or, si on a U(u) > Oos,;r;)-3
), 

on a a fortiori : [2-16 U(O') - ~¼] < 0 dF!S que 3_i16 log 2 (m) < (logz\7;>-3>, ce qui 

est équivalent à log2 (m) > 72. Or, il suffit de choisir m assez grand, c'est à dire 
log{N) assez grand. Ainsi, on a en fait aucune restrictlon sur U(u) et la minoration 

. t . __g__ d swvan e est vra1e pour log{N) assez gran : 

l (t, \(];,, 1-:;;;) - vf(cr)I'), ;, t6 [z-16U(•) - ~½] 

La minoration (E 5 ) devient donc: 

m 

Ro-Vp - L vf(u)Ro-î,V(j) ~(l _ e)../fN 2_ [z-16U(O') __ 1_] _ 3 fd_o N 
r 16 m½ VJi· 

j=l 
2 

Cette dernière relation, jumelée avec la relation (E 2 ), conduit à la relation 
bilan, qui est vérifiée avec une probabilité supérieure à 1 - Ja : 

(E) U(u)(U(u)+ :2 ) ✓206Nlog(N) ~(1-e)./6N
1
1
6 

[2- 16
U(O')_ ~½] 

-3{:.N -4t:(206Nlog(J\T))¼ 

Il ne reste plus qu'à conclure avec cette seule relation (E) et à vérifier qu'elle 
implique que U( a) ;::: clog( io"stN>) pour un c convenable. Si U( u) ;::: 2~0 log( io"stN> ), 
il suffit de prendre c = 2 ~0 pour conclure. Ainsi, dans la suite, on suppose U(u) < 

2~0 log(i 0 sÎN)). On a alors, pour io"stN> assez grand: U(u) ~ i4 [¾ log2( 201~~(N))] _ 

soit U(a) ~ i4 log 2(rn) et on obtient: 

') ,------- \/ t, _7\T T 
U(a)(F(o-) + -2 ) ✓'208N log(.N) ~ O ')lGll(u) - 4-JJjj 

e 3 ·-
(E') 



si on suppose une fois de plus que 1ogÎN) ....ssez grand. 

Si 30.21
1
c;u(cr) ~ 1O~, on a U(a) ~ 32x1i10g(2) log(201;g(N)) - ~!~~~~~~ ~ 

8001~8 (2) log( 20 loi(N)) dès que iogîN) assez grand. 

Si 30_21
1
c;u(cr) ~ 1O~, on a alors : 

l. 

~ = 2 ·( q ) s =? 104 304 ?4X16U(cr) >-U(u) 
ë 2 2Olog(N) -· . ·- · 7 

Ainsi, la relation (E') devient : : 2 (2O6N log(N)) ¼ ~ 
3O

~(cr) - 4-JifN, ce qui 

implique: 

3 (20lo:(N)) l (205Nlog(N))\-;;. 60~C•l 

Donc U(a) ~ 1801~g( 2) log(iogîN)), dès que iogîN) assez grand. 

Ainsi, dans tous les cas, on minore U(u) par une expression de la forme 
clog( 1ogÎN)) -avec une probabilité supérieure à 1 - Ja. La relation ( *) est donc 
établie et le théorème 1 est entièrement dé1nontré. 

Nous pouvons donc passer au résultat équivalent dans le cadre 
trigonométrique. 

Théorème 4.2. Il existe b > 0 tel que pour tout N ~ 2 et pour tout 
qE{l, ... ,.N} 

Alors 

v { u E Sf,,,+i : U(u - N-1) ~ blog (2 + log( 2~r + l))} < ) 2 

où u - N - 1 désigne le translaté de u par -(l, 1 + 1 ). 

Preuve : Introduisons le système trigonométrique discret d'ordre 1\7, à saYoir 
les Yecteurs 'Pk = { <.p1,.•,j }-N~j~N pour -1\ 1 ~ 1..~ ~ N où '-,?k,j = exp( ;~~t ). 
On pose également ,,; = (0, ... , 0, 1, ... , 1, 0, ... , 0). Enfin, on désignera par <I> la 

~ '----.....- __,, 
N-p 2,,+1 

matrice de Fouri-::!r de terme générique '-Ph,i• Ses Yect.eurs colonnes, qui sont en 
fait encore les Yecteurs '-Pi (car on remarque que la matrice <I> est triYialement 
symétrique) , sont orthogonaux. 

La preuYe repose essentiellement. sur les mêmes calculs que dans le cas du 
syst.ème de '\Valsh, du moins t.ant que l"on s'intcresse uniquement au cas discret, 
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c'est à dire tant que l'on fait de l'analyse de Fourier sur le groupe Z/(2]\T + l)Z 
et que l'on remplace donc les fonctions de '\Xtalsh par les caractères : ÎVj(x) = 
exp(;~~;) où x varie dans {-N, ... , N}, c'est à dire décrit les représentants de 
Z/(2N + l)Z (l'addition se faisant sans ambigüité modulo 2N + 1). De plus, on 
fera varier les indices entre-Net N et non plus entre 1 et N. Enfin, on fera bien 
attention au fait que désormais le corps de base est C et non plus R. 

Précisons cela en établissant dans quelle mesure les résultats précé
dents restent valables. 

On remarque tout d'abord que la ~~:fférence ne peut se situer qu'à partir 
du moment où la définition du système considéré intervient. Ainsi, les lemmes 
1, ... , 4 restent valables et c'est à partir du lemme 5 que la structure de '\Valsh 
intervient. Il suffit de prendre T m,ù pour obtenir la première inégalité. L'autre 
inégalité se fait formellemnt de la même manière puisqu'on opère simplement une 
translation sur le groupe. Quant au lemme 6, il suffit essentiellement de vérifier 
si la condition l(z, cp; )1 ~ 1 pour tout j dans {-N, ... , N} implique encore la 

N 

majoration L ZkWk 

k=-N 

~ 1. Or, ceci est trh·ial dès que l'on traduit la condition 

00 
N N 

par L z1:r.,,1:,; = L zkw"i.(j) ~ 1, pour tout j dans {-N, ... , N}. Il va sans 
k=-N k=-N 

dire que les lemmes 7a et 7b restent tels quels. Il reste à étudier le cas délicat des 
lemmes 8 dont les majorations qui ·en résultent servent dans la démonstration de 
la fameuse relation ( * ). Etudions-les de plus près : 

Lemme 8bis : On a, pour tout j non nul dans { -N, ... , N} et pour tout p 
dans {1, ... ,N}: 

') . 
ff . ( ) ( -J 7i ) ' Preuve : En e et, on remarque que, en fait: V'p, 'Pi = Dp ?N ou Dp 

- +1 
est le pième noyau de Dirichlet. Ainsi, on a la majoration : 

1 
( 2j Ïo ) 1 7'i puisque 2(2]\i + l) ~ 2 et que sur l'inten·alle [0, f ], on a l'inégalité 

sin(x) ~ 2
:. Le lemme est donc établi. 

Len1111e Ster : En introduisant. les ensembles .0.. .• comme dans le lemmel et. 

lt· lcüune Se. ;1ssociés cet.te fois aux bj = \ (~~::} \, en prenant. p = ~•, on a une 
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noU\·elle minoration de leur cardinal :!t:..,I ~ ;
9

2", sis varie dans {16, ... , r - 1}, 

en supposant que N s'écrive 2r. 

Preuve : Fixons s dans {1, ... , r -1} et choisissons li! dans {2"- 1 , ••• , 2"} à 
priori. On a déjà la majoration lbi 1 ~ .J. d'après le lemme précédent. Il s'agit 
maintenant de minorer lbil• Pour cela, commençons par effectuer la division 
euclidienne de N lil par 2N + 1. Elle s'écrit : N !il = q(2N + 1) + t, avec 
0 ~ t < 2N + 1. D€!s lors, on obtient : 

2ir. 
(Vp, 'Pi) =Dp (2N + 1) 

sin(( 2 ~~ 1>) o(2N + 1) 
= · ( lil,r ) ~ li l 1r sm (2N+l) 

dès que 7i - 8 ~ (2/t+i) ~ 0 où O < sin(B) = o < 1. On obtient donc : bj > 2,
1
+1 à 

partir du moment où lil1!" < 2s+l, c'est r. dire à partir du moment où lil < 2"(2;). 
Donc, dans la suite, on affine notre choix de !il à l'intervalle [2"-1 , 2s-l ( 4:) {nN et 
on choisira bien '>Ûr a > f. De plus, on impose également que le reste de la d:vision 
euclidienne t soit élément de [(2N + 1) r.;B, (2N + 1)!). Ainsi, on ,-a imposer à lil 
d'appartenir aux inten-alles correspondant, c'est ·à dire.: 

U [ . T () ' 2N + 1 ? T 7i - () 2N + 11 
N ( 2]\ + 1) N 7i ï q N ' (--" + 1) N 1i + q N 

qE{0, ... , 2 -1 )----------------------
lq 

On remarque qu'il s'agit d'une union disjointe. Il faut maintenant compter le 
nombre de tels entiers j : 

. 4o r. - 0 2N + 1 
Soit q1 , le plus grand q tel que 2"- 1

(-) > (2N+ 1)-]\ 7 +q N et q2, 
7i 7i 

0 9 N+l 
le plus petit q tel que 2"- 1 ~ (2N + 1) N7i + q- .7\T • 

On compte les intervalles 19 que l'on peut insérer dans [2"- 1 , 2s-l ( 4:) [nN : 
il y en a (q 1 -q 2 )(2N + 1) ~-;: et on a alors une minoration de jt:..,j que nous allons 
préciser : 

0 d 'fi . . d . ....... ')S-1 (40) ·"' (-r.+11) 1 na par e mt10n e q1 . q1 ~ - r. 2 N+l + r. -
d 'fi .. d . ./')S-] N (-11) 1 et par e rntlon e q2 . q2 ::::::: - 2N+l + r. -t- · 

Ainsi, -6 >-? --1 ---+---3 1 1 [ 
s-l (4o· ) N (20) ] (;;-- 20)_(21\T + 1) 

s,..,, - r. 'LN+l ;;- 1ï N 

1 (4o )(;;- - 20) (2S + 1)(;;- -20)(20- 3r.) 
~2-•- - - l -'---- + ------.-----

Tt Il J\' ï. 2 
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En choisissant finalement fJ = f et donc o· = 4, on obtient : 

1
~ 

1 
>.: 2a-l (2y3 _ ) - Ï(2l\T + 1) 

., r 3 r. 1 + 9N 

>.: 2a-l (2y3 - 1) - ~ >.: ~2" 
r 3 7i 3 r 59 

dès que s est supérieur à 16. Le lemme est donc démontré. 

Tout ceci permet donc de conclure dans le cas discret et on a le résultat 
suÏ\-a.nt : il existe c > 0 tel que v{A} > 1- ~ , où A est l'ensemble des parties u 
de siN+l telles qu'il existe (ak)-N~k~N avec supp( {ak}) C u-N -1 et p vérifiant 

les relations 
N 

"Ç""' a ·wL...J ) J 

i=-N 
00 

= 1 et 
p 

L OjWj 

J =-p 
00 

Il nous reste enfin à conclure le cas continu. Pour u, élément de .4., on pose : 
N 

ta - L akek et Ta = Vp * ta où Vp désigne le pième noyau de De La Vallée 
k=-N 

Poussin. On a, d'une part, d'après les propriétés du produit de convolution : 
IITall= ~ 11Vpll1 lltal100 et il est de notoriété publique que IIVPlli ~ 3. D'autre 
part, on majoré llt0 '1l

00 
de la façon suivante : ta est continu sur le compact [O, 1] 

donc atteint sa borne supérieure en un certain point : u. Il existe alors un entier k 
tel que u soit dans l'intervalle [2t'°_;1 , 21J'+J. On a alors : 

\ta ( U) - tu ( 21\Tk+ 1) 1 ~ 2N 1+ 1 lltutlloo 

~
2

N
1+ 

1 
N l1tull00 d'après l'inégalité de Bernstein 

~½ jt17 (u)I 

Ainsi, on obtient la majoration: lta(u)I ~ 2\tu( 2j\Tk+l)\ ~ 2 puisque u, étant 

élément de A., on a : 

00 

N 

"Ç""" a ·w
~ J ) 

j=-N 

=1 

00 

On a dont majoré Tu par 6 uniformément sur [O, 1]. Minorons maintenant 

Or, sachant que ~(1.-) = l .si -p ~ k ~pet en utilisant à 
l,=-p oo 

nouYeau les propriétés du produit de com·olution, on aboutit à la minoration : 

1' p 

), ~(lt)e,.. 
,,;,..._, 

), 01:lk 
.:-J 

l.:=-1• k=-1• l:=-1• 
00 
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car: cela revient à restreindre la borne supérieure sur (0, l] aux '\-a.leurs discrètes 
"f'fi+ï· Ainsi, pwsque u est dans A, on a la minoration : 

00 

La définition de U(u) implique alors, avec une probabilité supérieure à 1 - ~ : 

p 

I: 
k=-p 

U(u) ~--N---~00~ 

L akek 

k=-N 00 

~i log ( 2 + log~N)) 

Ce qui achève la démonstration de ce théorème. 
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Résultats co1nplérn.entaires et 
Questions ouvertes 

Résultats complémentah es : 
Nous nous proposons ici de présenter d'autres résultats liés aux ensembles 

de convergence uniforme. A \'a.Ilt cela, nous allons rappeler quelques définitions et 
notations: 

Définitions : 
i) Etant donné un entier N, on dit qu'une partie P de Z est un parallelépipède 

de dimension N si P a exactement 2N éléments et peut être représenté sous la 
forme P1 + ~ .. + PN où les P1-: sont constitués de deux éléments. 

ii) On dit que deux parties Q et R de Z forment une paire alternée de taille 
N si elles ont toutes les deux ]\T éléments notés {qn}i~n~N et {rnh~n~N (on les 
suppose rangés dans l'ordre croissant) gui vérifient : q2 - <i1 ~ r2 - r1 < q3 - q1 ~ 
T3 - r1 < ... 

iii) A(T) est l'espace des fonctions continues sur T dont la série de Fourier 

converge absolument, muni de la norme !lfll.4. = L jJ(n)I-Si E est fermé dans 
nEZ 

T, A.(E) est l'espace quotient A(T)/ k(_E) où k(E) est l'ensemble des éléments de 
A.(T) dont le support est inclus dans b complémentaire de E . . 4'(T) désigne le 

dual de A.(T) : c'est l'espace des distributions dont la norme IITIIA' = sup jr(n)I 
nEZ 

est finie : on les appelle pseudomesures. 
iv) Etant donné E C T et A C Z, on dit que E contient des progressions 

arbitrairement longues de A si pour tout couple d'entiers (.~1, N), avec k[ ~ N, il 
existe a, b (b non nul) dans T tels que {a+ >-.b: >-. E A et 111 ~ >-. ~ N} soit inclus 
dans E. 

v) Une partie S de Z dont le complémenta.fre est infini est appelée ensemble 
de continuité si: pour t.out ë > 0, il existe ô > 0 t.el que toute mesure µ dans la 
boule unité de .:H(T) ,·érine : 

lim sup IP(n )1 < 8 implique lim sup jµ(n)I < ë 
nEZ\S nES 

Notation : . Et.ant donnée une partie fermée E de T t.ot.alement. discont.inue, 
on note {h} l'ensemble (dénombrable) des composélntcs connexes de T \ E. Pour 
_j différent. de 1.-. on note Ej" le sous-ensemble de E formé des élémcnt.s rencontn:s 
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lorsqu'on parcourt T (non plus "égal à R/2r.Z mais identifié à S 1
) dans le sens 

trigonométrique de I; à 11. et on désigne alors par h;,1. une fonction C 00 sur T 
égale à 1 sur un voisinage de EJ et 0 sur un ,•oisinage de E{ 

Théorème : ( cf. [12]) Soit E une partie fermée de T totalement discontinue et 
{ h;,k} une famille définie comme ci-dessus telle que, de plus, S?P llh;,1: IIA(E) < +oo. 

J,k 
Soit A une partie de Z telle que E contienne des progressions arbitrairement longues 
de A. Alors A est un ensemble de convergence complètement uniforme. 

De plus, la réciproque est vraie : étant donné un ensemble de convergence 
complètement uniforme A de Z, il existe une partie fermée E de T et une 
famille d'applications {h;,k} définies comme ci-dessus telles que E contienne des 
progressions arbitrairement longues de A. 

Remarque : Une condition équivalente sur E consiste à supposer que toute 
fonction absolument continue sur E est dans A(E) (on trouvera une preuve de ce 
fait dans [12]). 

Preuve : On note C = s~p llh;,1:IIA(E)" On fixe deux entiers N. et M. Soit 
J,k 

n un entier tel que n > max{l1L1l, INI}. Par hypothèse, il existe a et ·b tels que 
Fn = {a+>.b: >. E A et -n ~ >. ~ n} soit inclus dans E. On considère une mesure 
µ de l\1(Fn) qui s'écrit donc sous la forme: 

µ = L C>.Oa+>.b 
'-Eil. 

l'-1'" 

Soit Ip et Iq deux composantes connexes de T\E qui séparent FM,N = {a+>.b: >. E 
A et 111 ~ >. ~ l\T} du reste de Fn. Alors 

donc, on a la majoration : 

I: C>. ~c llµil.-1-
"Eil. 

J\f(,>,,(;.N 

~c sup L C),. exp(ik>.b) 
kEZ ).EA 

i>,,f t;.n 

~Csup L C>.exp(i>.x) 
rER >,,EA 

P-t,n 
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Si on se donne un polynôme P à spectre dans A, on obtient donc la majoration : 

L F(),) ~ C IIPIICX) 
'-EA 

M.;;..(N 

On prolonge l'application qui à f associe L F(>,) de 'PA à C11. en appliquant le 
'-EA 

M('-ÇN 

théorème de Hahn-Banach. On récolte alors par dualité une mesure µM,N qui vaut 
1 sur An [A1, N] et s'annule sur A\ [A1, N]. Donc A est un ensemble de convergence 

. complètement uniforme. 
Quant à la réciproque, il suffit de considérer une· fonction de type trapézoïdal 

( cf [141) : on se donne 6 et ê. tels que O < 6 < ë. < r. et on définit pour x dans T 

v,,,,,(y) = { 
si lx - YI~ S 
si lx - YI~ ë. 

si 6 < lx - YI < ë. 

qui a une norme-A inférieure à Jill; On considère alors an= 4 n
3+1 et bn ~ 2 ,; 4 n 

puis l'ensemble : 

00 

E = {O} U U {an+ >.bn : À E A et - n ~ À n} qui est fermé dans T. 
n=l 

On montre alors ( cf {12)) que cet ensembL conYient. 

Nous citoas quelques r~sultats dont on peut trouver les preuves 
dans [12]. 

Théorèiue : Si E est un ensemble de convergence uniforme alors z- U E est 
un ensemble de continuité. 

Théorèine : Soit E un ensemble de convergence uniforme. Il existe un entier 
N tel que E ne contienne pas de parallelépipède de dimension N. De plus, si E 
est inclus dans N ou z-, il existe ]1.f t.el que E ne contienne pas Q - R où (Q, R) 
est une paire alternée de taille _H_ 

Ren.1arque : Si on considère H une suite de Hadamard avec une lacunarit.é 
fort.e (par exemple :H = {3n}nEN} on sait que H - H est un ensemble de 
con,·ergence uniforme donc un ensemble de convergence uniforme peut très bien 
contenir des différences arbitrairement. grande de paires alternées. Le t.J1éorème 
précédent montre que c'est impossible si l'ensei:1ble est. inclus dans N ou z-. 

Nous rappelons sans démonstration quelques conditions arithmé
tiques connues relatives aux ensembles de Sidon 
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On a déjà rappelé la condition de maille de J .P. Kahane (voir p.8). On 
00 

sait caractériser les ensembles de Sidon du groupe G = ITZ/pjl (où (pj);~l 
j=l 

est une suite bornée d'entiers) par la condition nécessaire et suffisante : A est 
un Sidon si et seulement si il existe K tel que pour tout sous groupe fini 
H de r : IA n Hl ~ Krg(H). (le rang de H, noté rg(H), est le plus petit 
nombre de générateurs de H). En général, on ne sait pas établir la réciproque 
du résultat de Kahane pour un ensemble de Sidon mais G. Pisier (cf. [11]) a 
montré que si IA n [B]I ~ J( IBI, pour toute partie quasi-indépeI?-dante finie B de 

A, où [B] désigne l'ensemble des I: O:-{Y, avec a:-y E {-1, 0, it alors A est un 
-rEB 

ensemble de Sidon. Notons que cette condition est plus forte que la condition des 
mailles correspondante: IA n [B]I ~ J( IB! (1 + log(l + !BI)). Ainsi, les conditions 
arithmétiques liées aux ensembles de Sidon ne sont pas encore bien élucidées. 

Questions ouvertes : 

i) On sait majorer tri\·ialement la constante de convergence uniforme U(A) 
par la constante de Sidon S(A). l\1ais, on n'en sait pas plus, un des problèmes 
ouvèrts est justement de trouver un lien entre les deux. Même dans le cas d'un 
ensemble fini, la relation entre les deux n'est pas claire. 

ii) Est-ce qu'un ensemble qui satisfait la condition des mailles est un ensemble 
de Sidon? 

iii) Peut-on généraliser les conditions arithmétiques pour les classes UC et 
CUC? Plus précisément, il s'agit de trouver des conditions du type" condition dé's 
mailles". 

iv) Peut-on trouver des ensembles de convergence uniforme de densité plus 
grande que log(N) 8 pour tout s (voir exemple p.18)? 

v) Quelles sont les relations entre les ensembles UC et les ensembles A(p) ( voir 
à ce propos l'article [2])? 

Re1uercie1uents : 

.1 e tiens à remen;ier Myriam Déchamps et Hcn·é Queff elec pour leur disponi
bilité et pour m 'a,;oir éclairé tout au long de cett.e rédaction de leurs conseils. 

P. Lcfone. 
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RÉSUMÉ 

Le principal problème abordé ici est celui d'inversibilité restreinte de matrices 
n x n. Les démonstrations utilisent des outils d'analyse fonctionnelle, probabilistes 
et combinatoires. 

Ces résultats nous mèneront à des applications intéressantes en analyse 
harmonique. En particulier, nous établirons l'existence d'une constante c > 0 telle 
que pour toute partie B de T, de mesure positive, il existe une partie A C Z de 
densité positive, telle que pour toute fouet.ion f à spectre dans A, on a 

l. 

(L lfl 2 dµ) 2 

~ cfµêÏi} llfll2 · 

Enfin, nous ferons le lien entre les théorèmes d'in,,ersibilité restreinte et le 
problème d'extension de Kadison-Singer. 

ABSTRACT 

The main problem investigated ber is that of restricted invertibility of n x n 
matrices. The prooves use functional analytic, probabilistic and combinatoric tools. 

This results will lead us too interresting harmonie analysis applications. For 
instance, we will establish the existence of a constant c > 0 such that, for ail 
B C T of positive measure, there exists a set AC Z of positive density, such that, 
for every fonction f whose Fourier transform j is supported by A, we have : 

1 

(L lfl 2 dµ) 2 

~ cfµêÏi} llfll2 · 

Finely, we will link restricted invertibility to the Kadison-Singer extension 
property. 

l\1ots clés : inversibilité restreinte, sélection probabiliste, théorème de factori
sation de Pietsch, ensembles associés, systèmes hilbertiens, problème d'extension 
de Kadison-Singer, paYage. 

Key v.rords : restricted inYertibility, probabilistic selection, Pietsch factori
sation theorern, sets of isomorphism, hilbertien systems, Eadison-Singer extension 
property, paYing. 

Code matière Al\1S (1991) : 05A1S, 05A20, 42A55, 4GB15, 4GL30, 47A05, 
4ïAGS, G0E15. 
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Introduction 

Le thème de ce mémoire est princip.Jement de montrer que, pour certaines 
classes de matric-.es, considérées comme des opérateurs linéaires sur un espace 
euclidien il est possible d'extraire une "grande" sous-matrice qui soit de plus 
inversible. Dans ce contexte, l'inversibilité ne doit pas être considérée dans son 
sens algébrique, mais il s'agit plutôt de montrer que la norme des inverses des 
sous-matrices est majorée par une constante indépendante de la dimension de 
l'espace euclidien considéré. L'intérêt de ce type de résultat réside évidemment 
dans ses applications, en particulier à l'analyse harmonique et à le géométrie 
des espaces de Banach. Nous nous intéresserons essentiellemnt aux retombées en 
analyse harmonique. 

La première partie de ce mémoire, inspirée largement de [3], étudie le cas des 
matrices dont toutes les colonnes sont de norme 1. 

Dans un premier paragraphe, on démontrera un théorème d'inversion pour 
cette classe de matrices. Les méthodes utilisées ici allient une sélection probabiliste 
à un argument combinatoire, après quoi, un argument de factorisation nous 
permettra de conclure. 

Le second paragraphe sera consacre à une application de ce théorème à 
l'analyse harmonique: 

0 d. , . A d Z d d . , . . . 1 . IA n { 1, ... , n} 1 n it qu une partie e est e ensite positive si a suite --~--_..;;'""" 

a une limite strictement positive quand n tend vers l'infini. 
n 

Notations : T désigne le cercle unité de C identifié à R/2-rrZ, µ est la mesure 
de Lebesgue normalisée sur T : µ = i!, où 0 est la mesure de Lebesgue sur [O, 2r.[ 

Pour 1 ~ p < oo et AC Z, L~ (T, µ) désigne la fermeture de l'espace vectoriel 
engendré par {einz}neh dans LP(T,µ) 

Définition : B C Test dit associé à une partie A de Zen norme LP (on dit 
aussi que B est associé à L~) s'il existe une constant.e c > 0 telle que pour toute 
fonction J de L~ (T, µ ), 

Jean-Pierre Kahane aYait montré que t.out interYalle était associé en norme L2 
à une suite de densité nulle. Dans la plup.-,t des traYaux qui ont suivi, lorsqu'on a 
considéré des sous-ensembles A de T plus minces que des int.en·alles, les parties .\ 
de Z associées à B étaient généralement très lacunai.es, en particulier, de densité 
nulle. Nous montrerons ici, à l'aide du théorème d'inYcrsibilit.é restreinte et d'un 
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résultat combinatoire dû à Ruzsa, qu'en fait toute partie B de T, de mesure 
posith·e, est associée en norme L2 à une suite de densité positive. Ce résultat 
est d'autant plus remarquable que nous montrerons qu'il n'est plus vrai dans le 
cas des normes Lp avec p > 2. 

Le troisième paragraphe est consacré à une généralisation de ce théorème au 
cas des systèmes hilbertiens. Néanmoins, nous ne pourons plus obtenir ici qu'une 
densité supérieure positive. 

Dans la deuxième partie, principalement issue de [5] et de [16], nous abor
derons un problème provenant de la théorie des c• -algèbres dû à Kadison et Singer 

Dans un premier temps, nous énoncerons la conjecture de Kadison-Singer, 
non sans avoir d'abord rappelé les notions de C*-algèbre utilisées. Nous passerons 
très·vite à des formulations équivalentes appelées propriétés de pavage, ne traitant 
plus que de la théorie des opérateurs dans un espace de Hilbert. Nous montrerons 
ensuite que les propriétés de pavage sont vérifiées pour certaines sous classes de 
la classe des opérateurs de Laurent. Erifin, nous chercherons également à montrer 
l'intérêt des conjectures à travers trois exemples d'applications. 

La plupart des démonstrations de cette partie, qui se veut simplement 
introductive au problème de Kadison-Singer, ne seront pas données, mais dans 
une large mesure, des références seront indiquées. 

Dans le chapitre suivant nous donnerons la démonstration d'un second 
théorème d'inversibilité restreinte, concernant cette fois-ci des matrices n'ayant 
que des O sur la diagonale, et qui, comme le premier théorème, constitura une 
solution partielle au problème de pavage. 

Les techniques ut_ilis~es sont essentiellement de même nature que dans le 
premier chapitre, néanmoins, les outils probabilistes intervenant ici sont plus 
complexes, ce qui permet d'obtenir des constantes optimales. 

Enfin, en guise de. conclusion, nous donnerons quelques perspectives sur des 
résultats proches, à savoir le cas des matrices rectangulaires et les problèmes 
d'inversibilité restreinte et de pavage dans des espaces non euclidiens. 
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Première Partie 

Un Premier Théorème d'inversion Restreinte 

et Applications à I' Analyse Harmonique 
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1 
Un théorème d'inversibilité restreinte 

NouJ allo~ ici considérer deJ opérateurJ T : li 1-+ li telJ que pour i E 
{1, ... , n} , IITedl = 1, et comparer leJ ré.sultaü algébrique (i.e. le rang) et 
analytique. 

1.1 Le résultat algébrique. 

Rappel : Pour un opérateur T·: l 2 i--+ e2, la norme Hilbert-Schmidt de T, 
n 

i.e. IITllt.s. = L l!Tedl2 ne dépend pas de la base orthonormale choisie: 
i=l 

En effet : soient ( e1, ... , en) et ( ë.1, ... , ê.n) deux bases orthonormales de e2, 
alors: 

- I:~;=1 I< Tei,ê.j >12 

LJ=l IIT*ë.;ll2 

- I:~j=l I< Të.i, ê.j > 12 

- L~i=l I< T*ë.;, ei >12 

- L~j=l I< T*ê.j,ê.i >12 

I:~1 IITë.dl2 

Proposition l. 1. Soit un opérateur T C2 1-+ e2 tel que pour i E 
{l, ... , n} , IITedl = 1. Alors 

n 
rgT >--

r IITll2 

Preuve : Soit donc un opérateur T : f 2 1-t q et posons k = rg T. Soit 
(t:n-k+i, ... , ê.n) une base orthonormale de E er T qu'on complète en une base 
orthonormale (ë.1, ... , ê.n-k, ê.n-k+l, ... , ê.n) de c;. On a : 

n n k k 

n = L 11Tedl2 = IITll;,.s. = L 11Tt:dl2 = L l!Tt:dl2 ~ L l1Tl12 llt:dl2 

i=l i=l i=l i=l 

On a donc bien 1·9 T ~ 
11

;
11

, 
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Remarque : Cette inégalité est optimale au se::ns que pour tout k il existe 
n aussi grand qu,on veut et un opérateur T : l 2 1-+ l 2 de rang k pour lequel 
l'inégalité ci-dessus est en fait une égalité. 

En effet : soient k et m deux entiers, soit n = mk et définissons T : l 2 1-+ l 2 
par 

Clairement rg T = k. 

k m-1 k (m-1 ) 
Mais si x = L L Àï+;kei+;k alors Tx _ L L Àï+jk ei 

i=l j=O i=l j=O 

donc 
2 

k m-1 k m-1 

11Txll2 = E E Ài+jk ~ m EL l>-ï+;kl
2 = m llxll2 

i=l j=O i=l j=" 

i.e. IITII ~ vm 
D'autre part IIT(e1 + ... + en)ll2 = llm(e1 + ... + e1c)l12 

- m2 k - mn -
m ll(e1 + ... + en)ll

2 

Donc IITII = ..fin, et par suite rg T = k = 
11

;
11

:i 

Ce résultat est à comparer avec celui que nous voulons obtenir : 

1.2 Le résultat d'inversion 

Théorème 1.2. Il existe une constante c > 0 tel que pour tout n et tout 
opérateur T : e2 1-+ e2 tel que IITedl = 1 pour 1 ~ i ~ n, il existe (f C {l, ... 'n} 
de cardinal !<:JI ;?!: 11~ï1:i te~ que: 

Re111arques : Notons que la constante c est indépendante de la dimension, 
ce qui fait l'intérêt principal du_résultat. 

Pour démontrer le théorème 1.2, il nous faut établir plusieurs résultats 
préliminaires. 
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1.3 Un résultat sur les déviations. 

Lemme 1.3. Soient O < 6 < 1, Wl entier net {(i}i= 1 une suite de variables 
aléatoires indépendantes sur Wl espace de probabilité en, E, µ), à valeurs dans 
{O, 1} et de moyenne 6. Alors la déviation : 

vérifie 

P . S ·t ~, _ ~- _ 6 alo ~, _ { 1-6 avec pro"11biliti 6 _ reuve • Ol .,,i - .,,, rs .,,i - -6 avec probabilité 1-6 

Fixons i E { 1, ... , n} et posons Y = ç~, prenons ). > O. 

Alors E(e.\Y) = 1 + ).; E(Y 2 ) + E (I: Àn:in) 
n~3 

Soit D 2 = E(Y 2 ) = J (çD2-dµ = (1 - 6)26 + 62 (1 - 6) = 6(1 - 6) 

Ainsi E(e.\Y) ~ 1 + ).
2

~

2 

+ E (L À::;2

) = 1 + ).
2

~

2 

a>. 
n~3 

où a,\ = 1 + -fr ( e>. -1 - À - ;2) 
n 

Soit X = I:eL on a E(e,\X) = TIE(eÀ{;) ~ (1 + >-
2f 2 

a>.)". Par suite 
i=l 

E(e>..X) ~ e>..'P nÀ2~2a,. 

1\1:ais, l'inégalité de Tchebichev nous donne : 

P(X ~ t) = P(e>-X ~ e>-t) ~ e->.tE(e>-X) et 

P(X ~ -t) = P(e->.X ~ e>-t) ~ e->.tE(e->-X) ainsi 

P(\X\ ~ t) ~ 2exp (->-t + nÀ:? ~
2

a>.) 

On prend t = 6n/2 et on minimise le membre de droite pour À > 0, ce qui 
revient à minimiser J(>..) =-À+ 2(1- é)(e>. -1- >.). Mais f(ln½) < -0, 216 donc 

µ(D ) ,,., '>e-O,l0Bc'in ~ '>~ - ~; 
6n/2 ~ - ---: -~ 
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1.4 Une selection probabiliste 

Notation : Soit n un entier et T une partie de {1, ... , n}. P[Te;];e .. désignera 
la projection orthogonale de i 2 sur (Te;]jEr• 

Le lemme suivant va être démontré pa.r une .sélection probabiliste : 

Lemme 1.4. Il existe une constante C1 > 0 telle que pour tout entier n et 
tout opérateur T : l2 ....,. l2 tel que pour i E {1, ... , n} , · l!Tedl = 1, il existe 
0-1 C {1, ... , n} de cardinal lui 1 ~ C1 11; 112 tel que 

\\P[Te;];e .. i\{i} (Teï)11 ~ ~ , 'vi E 0'1 

Preuve : Soit O < ô < 1 :fixé (qu'on choisira ultérieurement) et (eïh~i~n 
comme dans le lemme 1.3. Posons Xi= Tei et u(w) = {1 ~ j ~ n: çï(w) = 1}. 

Les e; vont servir de selecteurs et cr1 va essentiellement être l'un des u(w). 
Notons que, les ei étant indépendants, on a: 

2 ~ 

:Mais \IP[{; (i.1)z;];'=i T\\H.S. ~ IITll
2 

rp(P[{; (i.i)z;];'=t T) ~ IITll
2 ~ <;j(w ). Ainsi 

J=l 

1 t <;i(w) \IP[e;(i.i)z;[.;~;(Xï)\1
2 

dµ ~ 6IITll
2 1 tei(w)dµ = 62 n IITll

2
. 

n i=1 · n i=1 

Donc en particulier : 

Mais alors, il existe w0 En\ Di; tel que (en éliminant les çi(w0 ) = 0 d'une 
expression à 1 'autre) 
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I: IIP[e;(wo)z;};e,(wo)\{i) {xi)j!2 = L IIP1e;(wo)2:;};,t;(xi)ll
2 

iEv(wo) iEv(wo) 

n 

= L ei(wo) IIP1e;(1o1o)z;];,ti(xi)H2 
i=l 

~ c52n IITll2 ~ 62 IITll2 
-..::1-µ(Du)-..:: 0 n 

2 

pourvu que µ( D 1; ) ~ 1- ¼ donc par le lemme 1.3 il suffit que 2e-0 ,1086 n ~ 1-:;, 

c'est à dire_n ~ - 0 ./ 086 ln½ (1- :;). 

D'autre part wo rt Di; donc t6(wo)- én ~ é; et ainsi 
i=l 

Posons alors CT1 = {ï E u(wo): \\P(z;i,e,cwo)\{i} (xi)II < 2IITII ✓«5} 

Alors si i E CT1 IIP[Te;];e, 1 \{i) (Teï)II ~ IIP[Te;];e,c ... o)\{il (Tei)\\ < 2 IITII v6. 
Observons que 

4IITll
2

c5lo-(wo)\u1l ~ L IIP[z;[;e.,Cwo)\{i)(xi)ir ~a:c52 nJITJl
2 

iECT(wo}\v1 

et donc 4 IITll2 o lo-(wo) \ 0-11 ~ 2ac5 IITll2 lu(wo)I 
Donc lo-(wo) \wd ~ f !u(wo)I 

et ainsi lo-11 ~ (1-~) lo-(wo)I ~ ½(1-;)én. 
1 

En prenant alors S = 2 et a= 1, 72, on obtient 
. 8 l!TII 

pour n ~ 120 !ITll2 un o-1 de cardinal lo-11 ~ ~O ~ tel que 
1- IITII 

Re1narque : Sin < 120 IITll2 alors en prenant a 1 de cardinal 1 le lemme est 
sans contenu (projection sur le \'ide) et donc encore Yrai ! 
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1.5 Un résultat combinatoire de Sauer et Shelah 

Soit n un entier et I C {1, ... , n}, notons P 1 la. projection canonique de 
{ -1, 1} " sur { -1, 1} 1• 

Dans la suite, nous identifierons un élément (u1:)j;=1 de {-1, l}" et une partie 
A de {1, ... , n} de la façon suivante: 

u1: = 1 si et seulement si k E A 

Définition : On appelle densité combinatoire d'une partie S de {-1, 1}", 
et on note dc(S), le plus grand cardinal des parties I de {1, ... , n} pour lesquelles 
P 1S = {-1, 1}1. 

I C {1, ... , n} est dit dense pour S si P 1 S = {-1, 1}1 . On note I(S) 
l'ensemble des parties denses pour S. 

Théorème 1.5. Pour Sc {-1, 1}", on a \I(S)I ~ ISI. 

Corollaire : (théorème de Sauer-Shelah) Soit S C {-1, 1}" tel que 

ISI > L (~) il existe alors I C {-1, l}n tel que 
• L 1 1<"' 

III~ k et P1 S = {-1, 1}1 . 

Preuve du corollaire : Soit d = dc(S), alors ISI ~ II(S)I ~ L (~) 
. i 
1~d 

Remarque : Si SC p{l, ... , n}, ac(<;') est le plus grand cardinal des parties 
Ide {1, ... , n} telles que Sn I = {In A: A E S} = p(I). Alors si S est l'ensemble 

des parties de cardinal< k, ISI = L (~) et dc(S) = k-1 < k, donc l'estimation 
. k i i< 

du corollaire est la meilleure possible. 

La preuve que nous allons donner se trouve dans [P). 

Preuve du théorè111e: Soit SC p({l, ... ,n}), soit r l'ensemble des familles 
T C p ( { 1, ... , n}) telles que : 

(a) ITI ~ ISI 
(b) J(T) C J(S) 

et pour TE r posons m(T) = ~ IAI . 
.4ET 
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Soit To E T pour la.quelle m(To) est minimale {il existe bien un tel To car 
S E T donc T :/: 0). 

Si on montre que To est hérédita.ire (i.e. si A E To et si B C A alors 
B E To), alors To = I(To) et II(S)I ~ II(To)I = !Toi ~ ISI ce qui achèverait 
la démonstration. 

Montrons donc que To est héréditaire : pour chaque i E {1, ... , n} , on définit 

.. ,.,., ,,.,({l }) ·(A) _ {A\ {i} si i e A et A\ {i} fi. To m, . .L O i----+ ,- , ••• , n par m, - A . sinon 
alors mi est injective et pour i E {1, ... , n} , lmi(To)I = !Toi~ ISI. 
Montrons que I(mï(To)) C I(To) : soit I E I(mï(To)) et J CI 

1er cas : i (t I. On a mï(To) n I = 'P(I), il existe donc A E To tel que 
mï(A) nr = J; mais comme i (t I, AnI =(A\ {i} n I et par suite Je To nI i:e. 
I E I(To)~ 

2ème cas: i e J. il existe alors A E mï(To) tel que AnI =Jet A= mï(B) 
avec Be T0 • Mais alors i e A donc par défini.tion de mi, A= BE To 

3ème cas: i e I\J. Soit alors J' = JU{i}, il existe A e mi(To) et Be T0 

tels que An I = J' et mi(B) =A; puisque i E A, A= B et B \ {i} E To, ainsi 
J=In (B\{i}) e InTo. 

On a donc montré.que pour i E {1, ... , n}, mï(To) ET. Si mi(To) :/: To, alors 
m(mï(To)) < m(To) ce qui contredirait 1a minimalité de m(To). Donc mï(To) = To 
pour i E {1,: .. , n}, ce qui signifie que To est héréditaire c.q.f.d. 

1.6 L'inversibilité e2 ~ e1 

Théorème 1.6. Il existe une constante c2 > 0 telle que pour tout entier n 
et tout opérateur T: e2 i-,..+ e2 tel que pour i E {1, ... 'n} ' IITeill = 1, il existe 
une partie t72 de {1, ... , n} de-cardinal le121 ~ c2 

11
; 11, telle que : 

Preuve : Posons toujours Xi = Tei pour 1 -~ i ~ n. Soient c1 et u 1 donnés 
par le lemme 1.4; posons u~ = Xi - P[2:;];e .. 

1
\<•> (xi) pour i E '71, 

Alors pour i,j E '7 1 , i # j, on a 

< Xi, u1 >=< Xi, x; > - < Xi, P[2:the .. 1 \{;} (x;) >= 0 (propriété des 
projections orthogonales) et 

< Xi,U~ >=< Xi,Xi > - < Xi,P[2:;];ecr1\{i)(xi) >= 1-IIP12:;];ecr1\U}(xi)r ~ ½ 

car lliill = 1 et< Xï,R[2:·]. . (xi)>= jjR12:,·J. <· (xi)jl
2 

~ 1
2 • 

J 1Ecr1 \{•} 1Ecr1 \ •) 
1 

Ainsi ½ ~ lluil! ~ 1 pour i E '7 1 , donc les vecteurs Ui = 
11
:;

11 
vérifient : 
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(1) 

Nous venons donc de construire une famille de vecteurs ( Uï)ie0'1 qui est presque 

la base duale de (xi)ie0' 1 • Considérons L a:xi, où a~ E R pour i E u1 (pour 
i€0'1 

simplifier), et prenons (e;) E {-1, 1}0'1 tel que pour tout i E u1 , lad = êiai. 
Alors 

½ L laïl ~ L < Xî,Ui > êiai =< L aiXi, L êi:.Li >~ L aiXi 
iE0'1 iE0'1 iE0'1 iE0'1 iE0'1 

Si l'on avait, pour tout (ei) E {-1, 1t 1 
, L êiUi ~ 2..jj;J, le théorème 

iE0'1 
serait démontré. Le théorème de Sauer-Shelah ( corollaire du théorème 1.5.) va 
nous permettre d'avoir cette estimation en remplaçant u1 par une partie u2 "assez 
grande", -de la façon suivante : 

Considérons donc l'ensemble de choix de signes : 

:E êiUi ~ 2..jj;J} 
iE111 

2 

de= :E lluïll2 = lui 1, on a : 
·e ..__.,,, 
1 111 =1 

2 

de~J 
(e;),e.,. 1 E{-1 11}l"'il\C 

211111 - IEI 
~4 lui 1 211111 

donc 210'1' - IEI ~ ¼210'1' i.e. IEI ~ ¾210'd_ 
Appliquons le théorème de Sauer Shelah à E : 

~ -1 

comme \€\ ;. ¾zl•d > ~ (171), la densité de € est ;. 

a2 C u1 avec 

tel que 

BG 

~ i.e. il existe 
2 

(2) 



( on dira que ei est une extension de êi ). 

Pour terminer la preuve, soit maintenant {a;} ;ecr 2, écrivons a"; = b; + ic; 
avec b; et c; réels. Prenons alors des choix de signes (B';);ecr 2 et (B;");ecr 2 tels 
que, Vj E u2 , b;B'; = Jb;I et c;B;"' ~ le;!-Soient ensuite (e:';);ec,1 E & et 
(e;");ev 1 E & les extensions respectives de (B';);ecr 2 et de (9;");ecr 2• 

Comme< :r:;, u; >~ ½ (par (1)), il vient : · 

½ L la;I ~ L {lb;I + lc;I} < :r:;, u; > 
jEcr2 jEv2 

(3) 

mais comme < :r:;, Uï >= 0 si i # j (par (1)), il vient 

< L a;x;, L(ei - ieï")ui > = L {lb;I + lc;I + i(c;e; - b;e;")} < x;, u; > 
jEt12 iEv1 jEcr2 

et vu que l~(z)I ~ lzl, on a donc, avec (3) 

1 

< L a;x;, L (e:~ - ieï"}ui >\ 
jEt12 iEv1 

~ < L a;x;, L t:~Ui > + < L a;:r:;, L ei"ui > 
jEt12 iEcr1 jEcr2 iEcr1 

~ L e~ui 
iEcr1 

~4~ :Ea;x; 
jE172 

D'où finalement avec (2) 

¼ L la;I ~ 4V2\~ L a;x; 
- jEl72 jEu2 

En résumé: 

~a-x· L.- J J 
jE172 

Pour n ~ 240 IITll2 , il existe u 2 C {1, ... , n} de cardinal le12 I ~ 2!0 11; 11:i 
tel que : 
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Remarque : Si n < 240 IITll2 en prenant un e12 de cardinal 1, le théorème 
reste valable mais n'a plus d'intérêt! 

1.7 Une preuve du théorème 1.2. par une méthode 
d'extraction. 

Rappelons le résultat que nous désirons obtenir : 

théorème 1.2. Il existe une constante c > 0 tel que pour tout n et tout 
opérateur T: l 2 1-+ €2 tel que IITedl = 1 pour 1 ~ i ~ n, il existe cr C {1, ... , n} 
de cardinal lui ~ 11~j1:1 tel que : 

~a-Te· LJ , , 
jEv 

Preuve : Posons encore Xi = Tei pour i E {1, ... ,n}, supposons que 
n ~ 240 IITll2, soient ·c2 et C12 donnés par le théorème 1.5. La preuve de 1.2 sera 
achevée dès qu'on aura établi l'existence d'une partie cr de cr2 de cardinal lui ~ lc,-;1 
telle que 

~a-Te· LJ , , 
;ev 

Par homogénité, il suffit de montrer ceci pour les (a;) tels que-L la;l 2 = 1 
jEc,-

Par l'absurde : supposons que ceci soit impossible. 

Posons r1 - u2 et construisons Y1 = L b1,jXj tel que IIY1 Il < !;- mais 
jEr1 

Supposons qu'on ait déjà construit T1 :) r2 ::> .•• ::> r, avec hl~ lu2I /2 et des 

vecteurs {yi}i=i tels que Yi = L bi,jXj avec l!Ydl < c2/4 et I:: lbi,;12 
= 1 pour 

1 :s;; i ~ 1. 
1 

Considérons alors T1+1 = {j E r1 : L, lbi,,12 < 1}. 
i=l 
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Si !Tz+il < lu2l/2 arrêtons la procédure (on ne peut plus rien déduire de 
l'hypothèse). 

Sinon IT1+1 1?; lu2l/2 et il existe alors un vecteur Y1+1 = I: b1+1,;x; avec 
jEr1+1 

IIY1+1 Il < c2/4 et L lb1+1,;l
2 = 1. 

jEr1+1 

Montrons que le processus s'arrête nécessairement : 

Les Tl forment une suite décroissante de parties futles, si le processus ne s'arrête 
pas, cela signifie que les Tl sont stationnaire à. partir d'un rang Zo, ainsi on construit 
des (bi,i );e,-,

0 
pour i ?; lo tels que : 

i 

Ti+l = Ti -- T10 pour i ?; lo i.e. Vj E T10 L lb1.,;l
2 < 1 et I: lbi,;1

2 
-

k=l 

1, Vi?; lo, 

i i i 

Ainsi i - lo + 1 = L L lb1.,;l
2 = L L lbk,;1

2 < L L lh,;1
2 

< IT10 I 
k=lo jEr1 0 jEr, 0 k=lo jEr, 0 k=l ...._.,.-

<1 

donc i - lo + 1 < IT10 1 pour tout i ?; lo ce qui est évidemment contradictoire. 
Par suite, le processus s'arrête, disons après m étapes. 

Posons alors pour des commodités d'écriture, bi,j = 0 pour tous les 1 ~ i ~ m 
et 1 ~ j ~ n pour lesquels bi,j n'est pas déjà. défini. 

m 

11ais Vj E (72 \ Tm+l L lbï,;12 ~ 1. 
i=l 

m. m m 

L L lbï,;1
2 ~ lu2 \ Tm+1I 

i=l jE-r; . j€-r; i=l -------=l 

D'autre part : 
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ki L (t \bï,;1
2

) ½ de ,;,, -lf;;j L, j \t eibï,;I de 
2lu21 ;ett 2 i=l \u21 ;c:r2 i=l 

= c
2 J L t E:ibi,jl de 

.Jiu;j jEt12 i=l 

~ j ~ (teibï,;) x; de (théorème 1.5) 
JEt12 1=1 

J t (L · ) ( car bï,; = 0 ) = i=l êi jEri bï,jX; de si j E u2 \ Ti 

= j [;e,y; de (definition des y;) 

l. ,;,, (t, IIY,112
) , (HOlder) 

C2Vffi < 
4 

construction des Yi ( *) 

:Mais par construction : 

m 

L \bï,;12 < 2 Vj E C12 

i=l 
m 

En effet par définition de Tm+1, Vj E Tm+l , L \bï,;12 < 1 et si j E 
i=l 

-r, \ r1+1 , 1 ~ l ~ m, on a : 

Il vient alors : 

l 

Jm~2 I > ~ ./2 (tlbï,;1 2
) 

2

;?; ~ tlbï,;1 2 

JECT2 t=l JECT2 i=l 

m 

= L L lbï,;1
2 

= m 
i=l jEC?2 
~ 

=l 
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i.e. lo-21 > 4m ce qui contredit m ~ 1;,1 c.q.f.d. 

1.8 Rappel sur les opérateurs p-sommants 

Les résultats suivants sont démontrés dans le chapitre IIIF de [TV] (les 
numéros des définitions et théorèmes indiqués ici étant ceux des paragraphes où 
ils se trouvent dans [TV]) 

Définition : (2) Soient X et Y deux espaces de Banach et p un entier, 
1 ~p ~ 00. 

Un opérateur T: Xi-+ Y est dit p-sommant s'il existe une constante c < oo 
telle que pour toute famille :finie (x; )'J=i C X on a 

On note IIp(X, Y) l'espace des opérateurs p-sommants de X dans Y. 
Pour TE IIp(X, Y), on défini la norme p-sommante de T par: 

IIp(T) = inf { c : ( *) est vérifié pour toute famille finie (x; )'J=i C X} 

Proposition : (9) si p < q alors ITp(X, Y) c ITq(X, Y) et si T E IIp(X, Y) 
alors ITq(T) ~ IIp(T). 

Cette inclusion, se démontre généralemet à l'aide du théorème de factorisation 
de Pietsch: 

Théorème de factorisation de Pietsch (8) Soient X et Y deux 
espaces de Banach, 1 ~ p < oo un entier et T un opérateur X i-+ Y. Les assertions 
suivantes sont équfralentes : 

(a) T est p-sommant et IIp(T) ~ C 

(b) il exist.e une mesure de probabilitéµ sur (Bx-,cr(X*,X)) et une 

constante C t.elles que pour tout x E X : 
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( c) pour tout compact 1{ et pour toute injectfon isométrique i : X .
C(K), il existe une mesure de probabilitP µ sur I< et une constante C telle que 
pour tout x E X : 

Corollaire : Soit T un opérateur 2-sommant del~ dans un espace de Hilbert 
H C i 2, alors 

il existe un opérateur diagonal D : C~ ~ C2 (Dei = .Àïei) et un opérateur 
n 

U: 12 ....,. H tel que T = U o D , IIUII ~ II2(T) et L !>..d2 = 1 
i=l 

Preuve : la condition (c) du théorème de factorisation de Pietsch nous donne 
l'existence d'une mesure de probabilité sur {1, ... , n} (i.e. une suite (µi)i:=1 de réels 

n . 

positifs tels que L µi = 1) telle que: 
i=l 

l. 

IIT(a,)l'=11i ~ II2(T) (t. µ,la;l
2
)' (*.*) 

Définissons alors D: e~ ...... Ci par D(ei) = .jiiiei et V: 12 ~ H par Uei = 0 
. U Teï . 

s1 µi = 0 et ei = -- sinon . 
.JJii 

Notons que si µi = 0 alors par (**) Tei = 0 ainsi T = U o D 
Enfin pour ( ai )i= 1 E l~ on a 

l. 

Il U o D( a; )i=,I\ = I\T( a;) Il ~ Il, (T) ( t, µ; \a, \
2

) ' = Il, (T) \ID( a; )i=, \\ 

d'où IIUII ~ II2(T) c.q.f.d. 

Théorème : (29) Si T est un opérateur de .e~ dans un espace de Hilbert de 
dimension finie H alors T est 2-sommant et sa norme 2-sommante est telle que : 

où ]{ a est la constante de Grotl1endieck. 
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1.9 Une_ preuve du théorème 1~2 par une méthode 
de factorisation 

Posons encore Xi = Tei et remarquons que les (xï)ïeo-2 sont linéairement 
indépendants ( conséquence immédiate du théorème 1.6) 

Considérons alors l'opérateur S défini de H = [xi]ieo-2 C li à valeurs dans li 
défini par Sxï = vfo;Ï Vi E u2, 

lu2I 
Par le théorème 1.6 il vient IISlb-1 ~ ..!_ • 

. C2 

L'adjoint S* de S est une application de .e~ dans H espace de Hilbert, donc 
S* est 2-sommante et sa norme 2-sommante vérifie : 

(où I<a est la constante de Grothendieck). 
Par le théorème de factorisation de Pietsch, 3U : fi 1-+ H avec IIUII ~ 1r2(S*) 

n 

et 3D: l~ 1-+ li avec Dei= >.iei ~t L 1>-l ~ 1 tels que s~ = u O D. On a alors 
i=l 

le diagramme suivant : 

en s· XH 00 

D u 

I!" 2 

qui par dualité donne : 

H s en 1 

u• D• 

C2 

et S = D* o U* où D*ei = >.iei, Mais alors U*x; = ~ j E a2. 
. À; lu2l 

L'opérateur u• sera un "bon" isomorphisme sur les {x;};eu avec a C a 2 tel 
que pour j E CT, À.; ne soit pas trop grand. 

Prenons donc CT = {j E a2 : l>-;I ~ #,-i} et notons qu'alors on a, 

V{a ·} ·e E clu~I ) J 0'2 
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l(a L a;z; /c2 ~r.2(S•) L a;z; 
jEcr jEcr 

~IIUII Z:a;z; 
jEcr 

=11u·11 La;x; 
jEcr 

~ u• (~a;x;) 
(E a· 2)½ 

= ,;ecr À;~ 

~ ~ (~ la;12) ½ 

Il reste à vérifier que lui est assez grand. 

:Mais-1 ~ . L l>-;1
2 ~ 

1
:
21 

le12 \ ul 
1Ecr2 \cr 

. la2I ~21 
i.e. le12 \al~ 2 donc lui~ 

2 
• 

En Résumé: 

Les deux preuves nous donnent l'existence d'une partie a de 

{1, ... , n} de cardinal lal ~ ? 
1

0 
~ telle que : 

- 4 IITII 
pour la pre111ière preuve : 

l 

'I:a;Te; ~ 1 
0 (L la;l2 ) 

2 

jEcr l 6v .!. jEcr 

et pour la seconde démonstration : 

Rappelons que 1,33S ~ I{a ~ 1,40491. 



2 
Applications à l'analyse harmonique 

Tout d'abord, nou.., alloru nou.s intéresser à diff erente.s façoru de me.surer 
"l'épai.s.seur" d'une .suite d'entier.s. Nou.., rappelleron.s eruuite quelque.s propriété.s 
de.s arbre.s, ce qui nou.., permettra de démontrer un ré.sultat combinatoire dû à 
Ruz.sa. Nou.., nou.s intéresseroru enfin aux ensembles associé.s à de.s suites de· deruité 
positive. En particulier, nous montreron.s à l'aide du théorème 1.f et dv. résultat 
de Ruzsa. que tout eruemble de mesure: positive est associé en norme L2 à une suite 
de densité po.sitive. Ce ré.sv.ltat est d 'av.tant plus remarquable qu'il est faux dans le 
cas de.s norme.s V pour p > 2. 

2.1 Définitions et notations. 

L'extension nàturelle de la notion de cardinal proportionnel à. n à. des ensem
bles infinis est celle de densité. 

Par suite, nous entendrons ici une partie de N ou de Z. 

Définition : On appelle fonction d_ comptage d'une suite A la fonction qui 
àn associeA(n) = IAn{l, ... ,n}I. 

On appelle densité supérieure (respectivement densité inférieure) de A et on 

note dens A (resp. dens A) là. lim (resp. lim) de la suite A(n). 
n-oo ~ n 

Si dens A = dens A la valeur commune dens A est appelée densité assympto
tique ou densité de A. 

Soient A*(n) = max !An {a+ 1, ... ,a+ n}I 
aez 

et A. ( n) = min IA n { a + 1, ... , a + n} l les fonctions de comptage supérieures 
aEZ 

et inférieures de A 

Notons que A• est sous-additive et A. est sur-additive. Ceci implique 
l'existence de 

dens* A= lim A·~n) = inf A·!n) (densité supérieure forte de A) et de 

dens.A = lim A.!n) = sup A.~n) (densité inférieure forte de A). 
Clairement 

95 



Remarquons que dens.A > 0 si et seulement si A ne contient pas de sauts 
infiniments grands i.e. 3n'v'a An {a+ 1, ... ,a+ n} # 0. Notons qu'alors, pour 
tout entier kil existe À1; E An {kn + 1, ... ,(k + l)n}. Soit alors A'= {>-1:}1:eN et 
remarquons que, si kn + 1 ~ p ~ ( k + 1 )n alors : 

k ~ IA'n{1, ... ,p}I ~ k+1 
( k + 1 )n ~ p ~ kn + 1 

et en faisant tendre k vers l'irinn.i 

1 
dens A'= - > 0 

n 

On a donc le lemme : 

Lemme 2.1 Pour toute suite A de ~ensité inférieure strictement positive, il 
exi.ste une sous-suite de densité positive. 

Définition : Soit 1i un ensemble de parties :finies de Z. 1i est appelé 
homogène si pour tout A E 1i toutes les parties de A et tous les translatés de 
A sont encore dans 1i 

Remarquons qu'à toute suite A on peut associer plusieurs systèmes ho
mogènes. Nous nous intéresserons plus partic~li~rement à 

h1 (A) ={AC Z: A+ z E A pour un z E Z} 

Pour un système homogène 1i on déiinit la fonction de comptage H(n) -
max!An{l, ... ,n}I- Remarquons que H(n) est sous-additive ce qui implique 
AE'Ji 
l'exi.stence de 

dens 1i = lim H(n) = inf H(n) 
n-oo n nEN n 

2.2 Quelques résultats sur les arbres 

Notations : Soient n et m deux entiers, et soient s = (s 1 , ••. , sn) et 
t = (t 1 ,; •• ,tm) deux suites finies d'éléments d'un ensemble X. On note t-< s 

si m ~ n et si, pour tout k E {1, ... , m}, on a tk = Sk. 

Pour x E _1{, on note x,...... s la suite (x, s 1 , s2, .•• , Sn) 

Définition : Un arbre sur un ensemble X est une partie T de l'ensemble 
des suit.es finies d'éléments de X t.elle que 
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s e T, t ~ s :::} t e T 

En partic~er si T =fa 0 , 0 E T 

Définition : Je niveau k de l'arbre Test l'ensemble des suites de longueur 
k dans T 

Une branche_ infinie de T est une suite infi.nie (xn)neN de XN telle que pour 
tout n ~ 0, (x 0 , ••• , xn) ET (on note (xn) E [Tl) 

Théorème 2.1. (Konig) Si T est un arbre infini dont tous les niveaux 
sont finis, T possède une branche infinie. 

Preuve : Considérons {xo EX 13s ET s(O) = xo}, c'est le niveau 1 de Tet 
est donc fini. Comme T est infini, il existe donc xo tel que T.r0 = { s I xô s E T} 
soit un arbre infini à niveaux finis. · 

Il existe donc x1 tel que T.r0 .r1 = {s I xôxî"'s ET} soit un arbre infini à 
niveaux finis... · 

On construit ainsi, par récurrencP., une suite (xn) E XN telle que pour tout 
k ~ 1, T{.ro, ... ,.r1:) infini et alors (xk)kEN ei::t, une branche.infinie de T. c.q.f.d. 

2.3 Le théorème de Ruzsa 

Remarquons que pour toute suite A on a dens (h 1 (A)) = dens* A ~ densA. 
Nous voulons établir une réciproque, à savoir que tout système homogène peut être 
associé à une suite au sens suivant : 

Théorème 2.2·. (Ruzsa [15)) Pour tout système homogène 1i il existe une 
suite A telle que h 1 (A) C 1i et dens A = dens 1i 

Pour démontrer ce résultat établissons d'abord le lemme suiYant : 

Le1nme 3.3 : Soit 1i un système homogène. Pour t.out entier n il existe 
un ensemble A. E 1i t.el. que A. C { 1, ... , n} et t.el que pour t.ou t entier m avec 
1 ~ m ~non a 

1-4 n {l, ... ,m}I ~ mdcns'H. 
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N B P . ·1 . A 1 IAm n {l, ... , m} 1 • • our tout entier m, 1 existe un m te que --------'-- ~ 
m 

inf H(n) = dens(1-l), le lemme affirme qu'on peut prendre Am = A pour m ~ n. 
n 

Preuve du lemme : Fixons n E N, soit p ~ 1, il existe B C {1, ... ,p}, 
BE 1-l tel que IBI = H(p) ~ pdens(1-l). Considérons alors 

f(j) = IB n {1, ... ,i}I - -1Ldens(1-l) j ~ 1 
n+p 

/(0) =0 

Soit k réalisant le minimum de f sur {u, ... ,p}, montrons que pour 1 ~ m ~ n, 

f(k + m) ~ f(k) 

En effet, tant que k + m ~ p cela vient de la définition de k et si p + 1 ~ 
k + m ~ n + p, on a 

f(k + m) = IBI - (k +m)p dens(1-l) ~ 0 et 
n+p 

f(k) ~f(O) = 0 

(*) signifie que 

0 ~ f(k + m)- J(k) = IB n {k+ 1, ... ,k + m}I- mp dens(H) 
n+p 

ce qui implique que Ap = (B - k) n {l, ... ,n} vérifie pour 1 ~ m ~ n 

IAp n {1, ... , m}I ~ m-P-dens(H) 
p+n 

mais comme Ap. C { 1, ... , n} il n'y t qu'un nombre fi.ni. de Ap possibles, or 
il y a une.infinité de Ap, nécessairement il existe un AC {1,_ ... , n} qui apparaît 
une infinité de fois comme un Ap, et ce A répond à i_a question. 

Preuve du théorème 2.3 : Pour tout entier n ~ 1, soit Cn l'ensemble des 
A donnés par le lemme (fini et non Yide). Nou_s allons définir un arbre de la façon 
suiYante: 

le n-ième nÎYeau est formé des éléments de Cn et A. E Cn, B E Cn+l sont liés 
par .4 C B. 

Tous les niYeaux sont finis et si B E Cn+l alors .4. = B n {l, ... , n} E Cn donc 
l'arbre est infini. Ainsi par le théorème de Kënig, il existe une branche infinie i.e. 
il existe (Ak )k~l tel que pour tout k ~ 1, Ak E Ck et A.k C .·h+1 • 

Soit alors A = LJ Ak, clairement h1(A) C 1i (par construction) et de 
k~l 

plus A( n) ~ l.4.n 1 ~ ndcnsr{ donc riens A ~ dcns H.. D'autre part, nous aYions 
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remarqué que dens A ~ dens•(A) - de,.s h1(A) ~ densrl. Les deux inégalités 
précédentes nous donnent 

dens A = dens A = dens A = densrl 

2-~ · Ensembles associés à des suites de densité 
pos1t1ve 

Rappelons ici les notations déjà données dans l'introduction: 

Notations : T désigne le cercle unité de C identmé à R/21rZ, µ est la mesure 
de Lebesgue normalisée sur T : µ = ;! , où 8 est la mesure de Lebésgue sur [O, 21r[ 

Pour 1 ~ p < oo et A C Z, L~ (T, µ) désigne la fermeture de l'espacè vectoriel 
engendré par {ein:}neA dans V(T, µ) 

Définition : B C Test dit assoc:é à une partie A de Zen norme V (on dit 
aussi que B est associé à L~J s'il existe une constante c > 0 telle que pour toute 
fonction f de L~.(T;µ), 

Nous allons établir le résultat suivant : 

Théorème 2.3. Tout B C T tel que µ(B) > 0 est un ensemble associé en 
norme L2 à une suite d'entiers de densité positive. 

Plus précisément, il existe c > 0 tel que, pour tout B C T tel que µ(B) > 0, 
il existe A C N vérifiant dens A ~ cµ(B) et tel que pour toute fonction f dans 
L~(T,µ) 

Preuve :. Soit B C T avec µ(B) > 0 

Considérons l'opérateur T: L2 (T,µ) 1-+ L2 (T,µ) défini par Tf = f ~
µ(B) 

2 

2 J, 2 J, XB 1 J, 2 Notons que IIT fll 2 = IT fi dµ = f y'µ[Jf5 dµ ~ (B) lfl dµ = 
T T µ(B) µ T 

1 2 

µ(B) 11111 ; 
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d'autre part IITxsll2 
= l µ(~)dµ = 1 = µ(~) llxsll2 ; 

ainsi IITII = &J· µ(B) 

De plus, pour tout j E Z, l!Teij:11! = µ/B) f8 jeiizj dµ(:r) = 1. 

Identifions alors ([eiiz];=l, 11-1'2) à I! (isométriquement) et appliquons le 

théorème 1.2: 

il exi.ste alors une constante c > 0 (indépendante de n) telle que 
en 

pour tout entier n ~ 1, il existe CTn C {1, ... , n} avec !uni~------,,-~ 
I\T l[ei; .. 1;;: 112 

cnµ(B) 
telle que que{ que soit ( ai )jEo-n E clcrn 1 

~ a-Te· 
~ J . J 

jEo-n 2 

ou encore, pour toute fonction f dans L2 (T, µ) à spectre dans CTn, 

llxBfl'2 ~ cJµ(B) 11!1'2 

Considérons maintenant l'ensemble 'H des parties finies u de N telles que : 
pour toute fonction f de L 2 à spec'".re dans Cl' on a 

llxsfll2 ~ cJµ(B) llflb 
( où c est la constante donée par le théorème 1.2). 

2 

Clairement, pour tout élément u de 1{,, toutes les parties de u et tous les 
translatés de u sont encore dans ?-{, ( en effet, translater le spectre u d'une fonction 
f revient à multiplier f par un einz, ce qui ne change pas la·norme L2 de f). Par 
suite 'H_ est homogène. 

Comme d(rl) = lim dn(r{,) existe et que pour tout n ~ 1, O'n E 1-f., on 
n-oo 

a d(rl) > cµ(B). Enfin le théorème de Ruzsa nous dit qu'il existe une suite A 
d'entiers dont toutes les parties fi.nies sont dans 1-f. et telle que dens A = d(rl) 
c.q.f.d. 
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2. 5 Le cas P > 2 

Le résultat précédent n'est plu.s vrai pour p > 2, ceci est un corollaire immédiat 
du théorème suivant : 

Théorème 2.4. Soit p > 2. Alors B C Test associé en norme V à une 
suite d'entiers de densité positive si et seulement si T est une réunion :finie de 
translatées de B à un ensemble de mesure nulle près. 

A Yant de démontrer le théorème 2.5, montrons le corollaire suivant qui nous 
permettra d'exhiber un ensemble de mesure positive qui n'est associé à aucune 
suite de densité positive : 

Corollaire 2.6 : Si B C T est 'iSsocié en norme LP à une suite d'entiers 
de densité positive, alors son adhérence b est d'intérieur non vide. 

Démonstration : si B est associé à une suite d'entiers de densité positive, 
il en est de même pour B donc T = Ui:1::1(B + rk) \ 0 où O est un ensemble de 
mesure nulle et les Tk sont dans T. Mais ur=1(B + rk) est fermé, donc O est un 
ouvert de mesure nulle, i.e. 0 = 0, donc T = Uk:=1(B + rk). 

Mais, une réunion finie de fermés maigres étant maigre, B n'est pas d'intérieur 
Yide. 

Pour montrer que le théorème 2.4 n'est pas valable pour p > 2 il nous suffit 
donc de trouver un fermé B de T d'intérieur vide et de mesure positive. 

00 

Soit (c;n)n;;;:i une suite de réels positifs tels que O < ç = L 2n-lÇn < 1 
n=l 

Soit alors Bo = [O, 1], soit B 1 = Bo privé de la partie centrale de longueur 
6 ; B 1 contient alors 2 intervalles de même longueur et est de mesure 1 - Ô · 
Supposons alors Bk construit, Bk contient 2k intervalles de même longueur et est 

k 

de mesure 1 - L 2n- 1 c;n.Pour obtenir B·+ 1 enlevons à chacun des inten·alles de 
. n=l 

Bk l'int.en·alle central de longueµr «;k+l · 

Posons enfin B = n Bk. Alors Best un compact d'intérieur vide et de mesure 

00 

1- L :r- 1ç" > o. 
n=l 

Notation Soit. A( T) { <.p E C(T) <.p E ( 1 } qu'on munit. de fa norme 
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00 

ll~IIA(T) = L li,?(n)I qui lui confère une structure d'espace de Banach. 
n=l 

Pour montrer la condition suffisante du théorème 2.5, nous aurons besoin de 
deux lemmes : 

Lemme 2. 7 : La fonction 1 - ei: est de synthè.1e spectrale i.e. , il existe une 
constante c telle que, pour tout e > 0, il existe une fonction Fe E A(T) telle que : 

i/ Fc(x) = 0 pour tout x de T tel que Il - xi< e 
ii/ Ill - ei:r: - Fc(x)IIA(T) < ce 

Preuve : Pour une fonction f intégrable sur R, on note 

la transformée de Fourier de f. 
Il e>..--Ïste une constante J.1 telle que, pour tout TJ > 0, il existe une fonction gf'/ 

positive et de classe C 2 sur R vérifiant de plus: 
iii/ gf'/(x) = 1 pour !xi ~ TJ et g71(x) = 0 pour lx! ~ 211 
iv/ 

00 

:Z:: l§f'/(n) - g71(n + 1)1 < el\1 
n=-oo 

En effet, soit h une fonction de classe C 2 positiYe telle que h(x) = 0 pour 
lx!~ 2 et h(x) = 1 pour lx!~ 1. 

Fixons TJ > 0 et posons hf'/(x) = h( ! ). Montrons que h71 vérifie iii/ et iv /. 

Par un simple changement de variables, il vient, pour tout n E Z h77(n) = 
17Îi(rin). Ainsi 

Posons H(x' = xh(x) et notons que h'(O = -iH(f.). 
Remarquons d'autre part que H est de classe C 2 , nulle hors de [-2, 2] et que 

pour x E [-1, 1], H(x) = x. Mais alors: 

102 



:Mais .l\11 = Jie1~1 \H(€)\ dç < oo et est indépendant de 77. Par ailleurs, par 
deux intégrations par parties, 

• 12 
·e 1 12 

·e H({) = e-•..,:r H(:z:)d:z: = - 2 e-•..,:r H"(:z:)dx 
-2 { -2 

d'où avec le changement de variables u = (x, vu que H"(x) - 0 sauf si 
1 ~ Jxl ~ 2 

donc 

00 

L \ii,,(n) - h,,(n + 1)\ < ryl\1 
n=D 

Fixons alors ë > 0 et soit 'f/ tel que si Il - ei:r l < ê alors lxl < 'f/ ( on 
peut prendre 'f/ ~ fë). Posons alors J, = {l - e1:r)g,, et remarquons que 

Î,(n) = g,,(n) - g,,(n + 1). Par suite 

+oo +oo 

11/,IIA(T) = L \i,(n)\ = L 1§,,(n)- §,,(n + 1)1 < l\117 ~ 21rl\1e 
n=-oo n=-oo 

Ainsi F, = 1 - ei::r: - f, répond à la question. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant : 

Lemme 2.8 : Il existe une constante c telle que pour tout t E T et tout ë > 0, 
sir est un ensemble d'entiers tels que, pour tout n dans r, Il - eint j < c, 
alors pour tout 1 ~ p < oo, et pour tout f E L~(T, µ) : 
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où J,(x) = J(x - t) est la translatée de f part. 

Preuve : Comme 1 - eiz est de synthèse spectrale, 

3c Ve> 0 3F, E A(T) vérifiant les condition::> i/ et ii/ du lemme 3.7. 
00 

Plus précisément 1- éz - F,(x) peut s'écrire 1 - eiz - F,(x) = L a;eiiz 
i=-oo 

00 

avec L la;! < ce, donc 
j=-00 

00 

1- eiz = L a;eiiz si 11 - eizl < e 
j=-00 

Fixons alors t ET et e > O. Soit r un ensemble d'entiers tels que jl - éntl < e. 
Il vient alors, pour tout f E Lt(T, µ) : 

llf - fi IIP = L Î(n)(i - eint)einz 
ner p 

00 L a; I: Î(n)ein(z+it) 
i=-00 ner 

p 

00 

I:: a;f;t 
i=-00 

p 

00 

~ L la;l ll/;dlp < ce: 11/11 
i=-00 

:Montrons maintenant la condition :mffisante du théorème 2.5. 
m 

Supposons que B C Test tel qu'il existe {tk}~ 1 aYec µ(LJ (B + tk)) = 1 
k=l 

Alors pour tout f E LP(T, µ) on a : 
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m 

= lflLXB+tA; 
k=l p 

m 

~ L 111!1 XB+tA; llp 
k=l 

m 

= L llftA;XBII; 
k=l 

m 

~m llfxsllP + L III - ft& IIP 
k=l 

Soit c la constante donnée par le lemme 3.8 et posons ë = 2~=. Soit 
A(ë) = {n E Z : max jl - eint" 1 < t:}, alors par le lemme 3.6 il vient, pour 

l~k~m 

tout f E L~(,)(T, µ) llfllP ~ m llfXB IIP + met: llfllP i.e. 

1 
llfxs llp ~ ;;- llfllp _m 

La preuve sera achevée dès qu'on aura trouvé une partie A de A(t:) de densité 
positive. D'après le lemme 2.1, il suffit de montrer que dens* A(ë) > O. 

Considérons l'homomorphisme de groupe 1/; : Z 1-+ Tm défini par 1/;( n) -

(
ént1 eint2 eintm) ' ' ... ' . 

Par compacité de Tm, l'image de ,p étant recouverte par des ouverts de la 
forme · · 

elle est encore recouverte par les G i pour j E .6., où !::,. est un ensemble fini. 

Ceci implique que Z = LJ ri où ri est défini par : 
jE!). 

rj = { n E Z: (cint1,einl2 .. • ,cint,.,,) E Gj} 
Mais, pour tout j E il, on a : 
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ri ={n E z: (eint1,einf2 ... ,einfm) E Tm: n1ax leiift -einftl < e} 
l~k~m 

={n E z : (eint 1, eint 2 ... , eintm) E Tm : max Il_ ei(n-J)tt 1 < e} 
l~k~m 

donc ri est un j-translaté de .6.(e), ce qui implique que .6.(e) n'a pas de sauts 
arbitrairement grands i.e. dens • .6.(e) > 0 ce qui termine la première partie de la 
preuve. 

Pour montrer la condition nécessaire du théorème 2.5, établissons d'abord le 
lemme suivant : 

Lemme 2.9 : Soit 1 > 0 et un entier r > O. 
Soit B C T tel que quel que soit (t1:)k=l Err on a 

r 

µ(LJ (B +il:)) < 1 
k=l 

n existe alors un entier lo tel que pour tout entier l ~ lo et pour tout 
élément { f 1:} k=l de Tr il existe un intervalle dyadique J tel que µ( J) = 2- 1 et 

µ((J + t1:) n B) < ,2- 1 pour 1 ~ k ~ r. 

Preuve : Commençons par introduire la notation suivante: 
pour f = ( t 1 , ••• , t r) dans Tr et pour un intervalle I de T, on pose 

µ(In U~=l (B - tk)) 
cp1(t) = µ(I) 

Notons que d'après le théorème de Lebesgue 1 lim cp1(f) = 0 pour presque 
J-{2:} 

r 

tout :c ri, LJ (B - tk)• Plus précisément, si Xï désigne la fonction caractéristique 
k=l 

r 

de LJ (B - tk), notons que 
k=l 

c,,1(t) = µ!I) lx1(u)dµ(u) 

donc par le théorème de Lebesgue lim <p1(f) = Xi(x), µ presque partout 
J-{:r} 

r 

(en tout point de Lebesgue de >a). Mais, comme >a(.:r) = 0 si x (/; LJ (B - tk), 
k=l 

r 

lim r.;,1(t) = 0 pour presque tout x (/:. LJ(B-tk). 
J-{r} k=l 

1 cf Halmos li1 ca .. ~u.rc Thcory p20S 
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L'hypothèse implique donc que pour tout t E Tr il existe un x E T et un 
intervalle dyadique J(t):) :z: tel que <,?J(i)(t) < -y. 

Notons également que cp 1 est continue. 
En effet : soit ë = {e1, •.• , Er), notons que tous les Xï+t sont bornés par 1 et 

que Xï+t tend ponctuellement vers Xi quand l tend vers 0, donc par le théorème 
de convergence dominée cp1(f + l) tend vers cp1(i), d'où la. continuité. 

Par suite, pour tout f E Tr, il existe un voisinage Wr de f tel que pour tout 
X= (x1, ... , Xr) E Wr . 

'Pl(i)(:f) < 'Y 

Les Wr recouvrent Tr qui est compact, il existe donc f1, ... , fH tels que 
(lVr" );;=1 recouvre encore Tr. Alors, en posant Ik = I(fk), pour tout f E Tr, 
il existe n tel que f E Wr .. et alors <p1 .. (t) < -y. 

Par suite, pour tout f E Tr min <pJ,. (t) < -y. 
1,h,H 

Pour chaque h, 1 ~ h ~ H, il existe un entier l(li) tel que µ(Ih) < 2-l(h). Soit 
l un entier tel quel ~ lo = max l(h), écrivons chaque intervalle dyadique Ih en 

l~h~H · 

une réunion disjointe Ih = LJ Ih,i d'intervalles dyadiques {h,i}ie.o.,. de longueur 
iE.0.11 

P . ~ µ(Ih,i) - Tr 1 ,,,, h H ·1 . wsque L.J (I ) = 1, pour tout t E , et tout ~ ~ , 1 existe 
iE.0.11 µ h 

i E 6.h tel que cpr,.,;(i) < c,pr,.(i). Ainsi 

c.q.f.d. 

-y> min cpJ(t) 
IJl=2- 1 

r 

= min 21µ(Jn LJ(B-t1.)) 
IJl=Z-' 

k=l 

~ min 21 max µ((J + t1.) n B) 
IJl=2-1 l~k~r 

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration du 
théorème 2.5. Il s'agit donc de montrer que les ensembles associés sont néces
sairement de la forme voulue. 

Soit donc B C T, tel qu'il existe A C Z et c > 0 tels que 
i/ dens A> c 

ii/ Vf e L~ (T, µ) llfXB llp ~ c 11/llp 
supposons de plus que 



iii/ Ym ~ 1 'v'{h:}k=:1 E Tm µ(uf=1(B +il))< 1 

Nous aurons besoin dans la suite de la preuve de trois paramètres (que nous 
fixerons le moment venu) T, -y et un entier r. Soit également 10 un entier donné 
par le lemme 2.9 avec les paramètres r et -y. 

Soit Ao = {n E A : lnl ~ 21}, d'après i/, si l est assez grand, IAol > c21• 

Demandons de plus que l ~ lo pour que nous puissions, le moment venu, appliquer 
le lemme 2.9. Posons pour x E T, 

F(x) = L ein:i: 

nEAo 

Alors FE LPt(T, µ) et F(O) = l1Fl100 = IAol > c21+1
• 

Posons J = -2-Cz+ 1>,2-Cz+1>]. Pour x E Jona 

l~F(x) - F(O)I ~ IF(x) - F(O)I ~ \Aol max !einz - li~ IAol 212-(l+l) = IA
2
ol 

.. EAo 

, IAol IAol 
d'ou pour x E J, ~F(x) ~-F(O)- 2 = 2 . 
On a alors, pour tout t E T 

i < 2-r-1 l~ol ~ l ~F(x)dx 

~ Il F(x)dµ(x)\ 
1 

~2-7 IIFIIP 
1 

=2-;;- IIFtllp 
1 

~2-;;- c- 1 IIFiXB IIP 

grâce à la condition ii/, soit 

La suite de la preuve consiste à trou ·er à l'aide du Lemme 2.9 un t E T tel 
que IIFtXBllp soit suffisamment petit; on aura alors une contradiction grâce à un 
choix judicieux des paramètres intervenant dans le lt::mme 2.9. 

Il s'agît, pour commencer, de trouver un "bon" système (tk)k=:1 tel que 
m 

µ ( LJ (B + tk)) < 1. Fixons donc un premier paramètre T ad hoc. 
k=l 

Notons que F(O) = IAol > c21
• Nous choisirons donc T tel que T < c < 1. Soit 

alors { tk} k=l un systèmes de points de T, de distance mutuelle> 2- 1- 1 , tels que 
IF(ti.:)I ~ T21 pour 1 ~ k ~met qui soit de plus maximal au sens suivant: 
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IF(t)I ~ T-21 => 3k, 1 ~ k ~ in lt - t1I ~ 2- 1- 1 

Pour 1 ~ k ~ m posons lV1; = {x E T : 1:r - 11:I < r2- 1- 5 } alors 
µ(lV1;) = r2-l- 4 et pour :r E W1; on a : 

k ~ m. 

~r2' - L \eint1: - einz \ 
nEAo 

~T2 1 - IAo l 21T2-l-s 

D'où finalement IF(x)I > T21- 1 , six E lV1, 1 ~ k ~ m. 
Notons aussi que, comme T < 1 et comme lt1. - tk, 1 > 2- 1- 1 , les lV1; sont 2 à 

2 disjoints. Alors 

Prenons alors r = [ t] + 1 de sorte que m ~ 28
T-

3 < r. 
Nous sommes maintenant en mesure de choisir un t qui nous conduira à la 

contradiction. Comme m < r nous pcuvon..; appliquer le lemme 3.9, ce qui implique 
l'existence d'un intervalle dyadique J de longueur 2- 1 tel que 

'v'l ~k~m µ((J+tk)nB) <-y2- 1 

Il existe alors t ET tel que J = I +t avec I = [-2- 1- 1,2-1- 1] et alors 

'v'l ~ k ~ m µ((I+t+tk)nB) <-y2- 1 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à majorer IIFtXBIIP et à choisir conven
ablement les paramètres T et , pour obtenir une contradiction. 

m . 

Soit V= T \ LJ (J + t + tk), comme IIFll 00 ~ IAol remarquons qu'alors : 
k=l 

IIFtXBII; ~ r IFt(x)lp dµ(x) + tJ IF,(x)lp dµ(x) 
Jv k=l (I+t+ti)nB 

~ f IFt(x)lp dµ(x) + m IIFdl~ 1•2- 1 

lv 
~ { IFt(x )IP dµ(x) + ·· IAolP 1•2-I lv 
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:Mais, pour x E V, x - t est à distance > 2- 1
-

1 de tous le tk (k = 1, ... , m) 
donc par maximalité de (tk)k=l on a IF(x -t)I < T21 i.e. IFi(x)I < T21• Il s'en 
suit que 

IIFixsll; <(T2 1)P-2 i IFi(x)l2 
dµ(x) + r IAolP ,2- 1 

~Tp- 22'(p- 2) !Aol + r IAolP ,2-l 

~(Tp-2 + r,)2l(p-1)+2p 

ce qui avec (*) nous donne : 

c2 < (T
1-t + (r,)¼)2 3 

Prenons donc T tel que Tl-} = c22- 4 (i.e. T = (c22- 4 )~) donc (r,)'} > 
2p 

c22- 4 et donc,> ..:_
4 

ce qui aboutit à une contradiction pour peu qu'on choisisse 
r2 P 

C2p f-' "'Y = r24J> c.q . . u.. 
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3 
Systèmes Hilbertiens 

Soitµ la. me.,ure de Ha.a.r Jur T et Joit B C T a.vec µ(B) > O. Rema.rquon., que 
le fa.it que l'opérateur T: L2(T, µ) .-+ L 2 (T, µ) défini pa.r Tf = fxs Joit borné peut 
;,'exprimer pa.r le fa.it qu'il exi3te un M < oo tel que le., vecteur., 'l'n(x) = xsein~ 
{pour n E ZJ vérifient pour tout (ai)ieZ E cz : 

Ceci conduit na.turellement à la. notion de système Hilbertien : 

Définition : Un système normalisé de vecteurs {xn}~ 1 d'un espace de 
Banach X est dit Hilbertien s'il existe une constante M < oo telle que pour toute 
suite quasi-nulle ( an )~=l E cz on a · 

Dans ce cas on dit que {xn}n~l est Hilbertien cle constante 111. 
Si l'inégalité inverse est vraie i.e. s'il existe une constante M' < oo telle que 

pour toute suite quasi-nulle (an)~=l E CN on a 

alors {xn}~=l est dit Besselien. 

00 

I:: anXn 

n=l 

n se trouve que le théorème 9.2 s'étend à tout système Hilbertien dans un 
espace de Hilbert arbitraire. Néanmoins, au lieu d'une densité positive, on ne poura 
plus qu'obtenir une densité supérieure positive : 

3.1 Une extension du théorème 2.4 aux systèmes 
Hilbertiens 

Théorème 3.1. Il existe une constante d > 0 telle que pour tout espace 
de Hilbert X et t.out système Hilbertien {xn}~=l de X de constante 111 < oo, 
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il existe une partie A de N avec dens A ~ ,A~l telle que {xn}neA soit aussi 

Besselien de constante d- 1 

En particulier, {:rn}neA est .A1 d- 1 équivalent à un système orthonormal. 

Preuve : Comme on ne s'intéresse qu'à [:rn] on peut supposer que X est 
séparable, et par suite X est isométrique à f.2 • Pour simplifier, on va donc supposer 
que X= i.2 • 

Soient alors {en}~=l la base canonique de i.2 et Rn (respectivement Sn) la 
projection orthogonale de 1.2 sur [ei]?=i (respectivement sur [ei]:,n+i)

L'hypothèse nous dit que l'opérat.eur T: l 2 
t-+ i.2 défini par Ten = Xn est de 

norme~ M. Notons que pour n ;:i: 1, ll~e--11 = l!xnll = 1. 
Soient enfin c > 0 la constante donnée par le théorème 1.2 et ( Tn)~=l une 

suite de réels strictement positifs tels que T = (f ~ T,!) ½ < 
2
~. 

Nous allons maintenant construire deux suites croissantes d'entiers (qn)~=l et 
(rn)~=l et une suite {'7n}~=l de parties de N. 

Prenons q1 = 1, 0'1 = {q1 + 1, 2qi} et soit r1 tel que 11sr1 h:c;J;e111 Il < ~. 
(Notons que ceci est possible puisque Sn restreint à. un sous espace de dimension 
fi.nie· tend vers O en norme quand n tend vers l'infini.) 

l\1ontrons maintenant que 

Lemme : Pour tout e > 0 et tout entier p ;:i: 1 il existe un entier Q tel que 
pour tout q > Q, il existe O'q C {q + 1, ... , 2q} avec luql ;:i: {;

2 
et 

IIRp h:c;]iecr, 11 < e 

En effet, fixons p; si le lemme n'était pas vérifié, on pourait trouver un 
a > 0 tel que, pour tout entier Q, il exi-te un entier q > Q tel que, pour tout 

. cq 
u C { q + 1, ... , 2q} avec lu q 1 ;:i: Afl on a 

IIRp h:ril;ecr Il > Q 

On peut ainsi construire une suite (qk)k~l telle que qk+1 ~ 2qk et de plus, 

pour tout u C { q + 1, ... , 2q} avec lui ~ :: 2 on a 

IIRp h:cil;ecr Il > 0: 

i.e. il existe u"' = L CïXi avec ll~o-l\ = 1 et j\Rpuo-\1 ~ a. (*) 
iEo-

Mais T l[:c _1,q.. vérifie les hypothèses du théorème 1.2, on obtient alors 
J i=q1-+1 

cq1. 1 1 
Uk C {qk + 1, ... ,2qk) avec lukl ~ ]lfl telle que, pour t.out (ai)iEo-1-E C "'~ on a 
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1 ~-
c 

Notons alors u1. = u0' 1 = ~ CïXi donné par(*), et montrons que u1. -+""' 0 : 
iED't 

00 

< e,uk >= ~Ci< e,Xi > 
iED't 

1 ( 2) ½ 
~; ~ CïXi ~ I< ç,Tei >I 

1€0'1 1Eo-1t 
l. 

...:~ llukll (~ 1< r·e, ei >12
) 

2 

1Eo-1: 

l 

~~ (~ I< T•ç,eï >12) 

2 

,;;,:g,. 

car LI< X, ei >12 < oo pour tout XE f.2 et T•ç E (f2t = f.2. 
i=l -

l\1ais qk tend vers l'infini quand k tend vers l'infini, on a donc bien 

uk est donc une suite telle que llukll = 1 et Uk -+..., 0 et telle que de plus 
I\Rp(uk)II >a> O. 

uk admet alors une sous-suite équivalente à une suite bloc de la base (ek)k?;::I 
i.e. 

On peut supposer, quitte à extraire une suite, que ( u k )k~1 est équh-alent à un 
système orthonormal (t:k)k~1. Ceci impliquerait l'existence d'une constante 111 > 0 
telle que pour toute suite quasi-nulle (ak ),.~ 1 de scalaires: 

Alors 

113 

~ .H LQkêk 

k~l 



k k 

o2 k ~ ~ IIRp(um)ll~ ~ l\12 L l1Rp(e1)1l ~ M 4 IIRpll~.s. ~ :A14p 
m=l m=l 

et ceci est vrai pour tout k alors que p est fixé, d'où la contradiction. 

Appliquons donc le lemme avec p = r1 : 

Il existe q2 ~ 2q1 et f/2 C { q2 + 1, ... , 2q2} avec ITJ2 I ~ ~~ tel que 

On choisit alors r 2 > r1 tel que 

ll8 r 2 hz;);h2 Il < ~ 
En continuant ainsi, on construit par récurrence deux suites croissantes 

d'entiers {qn}:°=1 et {rn}~=l ainsi qu'une suite {'1n}:°=i de parties de N telles 
que 1'7n 1 ~ ~i et telles que de plus, pour tout n : 

Fixons alors n et 

suit qu'il- existe o,i C 

(a;);ea-" ecla-"I: 

appliquons le théorème 1.2 à l'opérateur T \17". Il s'en 
c 1'7n I c2q" . '7n avec lunl ~ 1112 ~ ]\{4 et telle que, pour tout 

~ a·x· L- J J 
jEan 

00 

Considérons alors A = LJ O'" et observons que pour tout n, on a 
n=l 

\An{l, ... ,2qn}I >-\uni>-_:.:_ 
2 r ? r ?~{ 4 qn -qn -JI 

. -d--A c2 0 i.e. ens ~ zM"' > 
00 

D'autre part, pour tout {a;}f= 1 tel que L L la;l2 = 1, on a 
n=l j=trn 

00 00 

S= L L OjXj - I)Rrn +Sr") L OjXj 

n=l j=o-n 
2 

n=l 2 

00 00 

~ L(Rrn - Rrn-1) L a;:r; L(Rrn-l +Sr") L OjXj 

n=l 
2 

n=l 
2 



Mais les (Rr .. - Rr,,_ 1 ) L a;x; sont 2 à. 2 orthogonaux et L a;x; E 
jEv.. iEv., 

Il vient alors 

00 1 

~ a·x· L- , , 
jEvn 

2 

{S+ i)2 ~(S+TM) 2
-~ L (Rr .. -Rr,._ 1 ) ~ a;x; 

n=l JEv,. 
2 

2 
00 00 

~ L L a;x; - L (Rr,._ 1 + Sr,.) L a;x; 
n=l jEvn 

2 
n=l 

00 

~c2 LE Ja;l2 -r2M2 

n=l jEv,. 

2c2 

>4 
et ainsi S ~ ( v3 - lH. i.e. par homogénéité: 

00 

L L a;x; 
n=l j=vn 

c.q.f.d. 

2 

2 

2 

3.2 Un contre-exemple dans le cas des systèmes 
Besseliens 

Il n'est pas vrai en général que pour tout système Besselien ou même pour 
toute base {xn} ~=l' il existe un ensemble A d'entiers t.el que densA > 0 et {:r:n }neh 
soit également Hilbertien. 
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En effet, fixons O <a-< ½ et considérons les vecteurs 

lnl = o, 1, 2, ... 

où c(o) est choisi de.sorte que tous les fn soient de norme 1 dans L 2 (-7r,r.). 
Les fn forment une base de~ <1>. 
Par ailleurs 

f: aneinz 1• 

n=-oo 2 

- (.too an i:~:) lzlo 2 

~ ntoo an i:~:i. 
Donc (fn)n;;::1 est un système Besselien. __ 
Supposons maintenant qu'il existe AC Z avec À= densA > 0 tel que {/n}neA 

soit également Hilbertien avec une constante A! < oo. Soit alors k un entier tel 
que A,: =An _{1, ... , k} soit de cardinal IA1:I ~ >-21:. Fixons également un /3 ad hoc. 

· Par Cauchy Schwarz, il vient alors : 

1{ L fn(x) dx ~ 1
1 
L fn(x) [{ ~ M../P 

O nEA1: ne• 1: 2 

D'autre part 

l f sin!!.!. if nxl-o 132-o ( 1 ) 
mais 2 L :r:0

2 
dx ~ 2 L 2 dx = 2 _ 

0 
k

0 
. k 2 L n et 

nEA1: O nEAt O nEAt 

comme n ~ k si n E Ak il vient 

(l) cf Hardy et Littlewood Duke l\fath J. 2 SS,4-S82 en particulier pages 3ïl 
et 3ï2. 
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1¾ eira ( >-.pl-o p2-o) 
o f., c(Q) l:z:lo dx ~ c(Q)ko 2(1 - Q) - 2 - Q 

E al f.l )..(2 - Q) ·1 . 
n prenant ors /J. = 22(1 _ Q), 1 vient 

c(Q)À pl-oko ~ :A1 ~. 
4(1- Q) 

ce qui est impossible si on prend k assez grand. 
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Seconde Partie 

Le Problème de Kadison-Singer 

et un .Second Théorème d'inversion Restreinte 
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4 
Le problème d'extension de 

Kadison-Singer et la propriété de pavage 

Now discuterons dans ce chapitre de la conjecture de Kadison-Singer en c• ~ 
algèbres, de formulations éqtLivalentes et de quelques résultats partiels obtenus 
jÛ.squ 'à présent. Now chercherons par ailleurs à montrer l'intérêt de cette con
jecture en démontrant différents résultats qu'elle implique. 

4.1 La propriété d'extension de Kadison-Singer 

·4.1.1 Un peu de vocabulaire 

Définition : Une algèbre de Banach' .4. (supposée unitaire) est une c•
algèbre si elle est munie d'une involution xi--+ x• telle que llx*xll = llxll2 

Un état sur A est une forme linéaire f : A. i---+ C telle que f ( x• x) ·~ 0 et 
f(l) = 1. 

L'ensemble des états est un convexe inclus dans la boule unité de A et il est 
w* -compact. Il possède donc des points extrémaux. 

Définition : Un état pur sur A est un point extrémal de l'ensemble des 
états sur A. 

exen1ples : - C(K) est une C*-algèbre commutative, les états sont les mesures 
de probabilité snr J{ et les états purs sont les massec; de Dirac. 

- B(lz) est une C*-algèbre non commutatiYe, pour XE lî fixé, Wx : lî .1-+ 

12, T .-+ t....•x(T) =< Tx, x > est un état pur, mais 

trace T Ln 1 
J(T) = · = -< Tei,Ci > 

n . n 
t=l 

est un état non pur. 
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4.1.2 La conjecture 

Cette conjecture, posée par Kadison et Singer en 1959 ({K S]) provient d'une 
affirmation de Dirac : 

Considérons A1 C A2 deux c• -algèbres, est-ce que tout état pur sur A.1 

s'étend de manière unique en un état pur sur A2 ? 
Dans la plupart des cas intéressants, la réponse est négative, sauf dans le cas 

suivant: 
prenons pour A2, 8(12), et pour A1 l'espace des opérateurs diagonaux 1) 

Notons que sur 1) les états purs sont soit la sélection d'une valeur propre 
>.k(T) =< Tek, ei: > soit la limite selon un ultra.filtre U sur B12 : 

>.u(T) = lim < Tek, ek > u 

Ainsi Dirac pensait que: 

Conjecture 1 : (K.adison-Singer 1959) Tout état pur sur 1), l'algèbre 
des opérateurs diagonaux sur 12, peut s'étendre de manière unique à un état pur 
sur 8(12). 

4.2 Formulations équivalentes : 

Dans la suite, nous ne nous intéresserons plus aux c• -algèbres mais plutôt à 
des formulations équivalentes en termes de théorie des opé~ateurs su~ un ·espace 
de Hilbert de la propriété d'extension ci-dessus 

Anderson a montré en 1979 ([,4]) que la conjecture de !(adison-Singer était 
équÏ\-alente à la conjecture suivante, appelée propriété de pavage : 

Conjecture 2 : Pour tout opérateur T borné sur 12 et tout e > 0 il 
existe un entier m = m(T, ~) et une partition 0-1, ••• , O'm de N telle que pour tout 
j E { 1, . ; . , m} :-. 

où E(T) désigne la diagonale de T 
et. RCT; la projection canonique de 12 sur z;; = [ ei : i E u i]. 

( ( ei) est la base canonique de 12) 

Re1narque : - Il est primordial de soustraire la diagonale de T, car sinon on 
ne pourrait pas paYer T pour tout ~. Dans la suite, on supposera souYent que la 
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matrice de T dans la base canonique de 12 n'a que des O sur la diagonale, ce qui 
simplifiera les notations. 

- Du fait que 0-1, •.• , O'in forme une partition de N, on notera que si pour 
tout j E { 1, ... , m} 

alors on a 

m 

I: RtT; ( T ~ E(T))RtT; 
j=l 

Cette deuxième conjecture est équivalente à une troisième : 

Conjecture 3 : Pour tout réel J.1 > 0, il existe un entier m = m(l\1) et 
un réel a = a( l\1) tel que 

pour tout opérateur T : 12 1-+ 12, avec llTII ~ J.1 et satisfaisant pour tout 
i E N, IITedl = 1, 

il existe une partition u1 , ... ,0'm de N telle que pour tout j E {l, ... ,m} et 
pour tout X E z;; on a: 

Il est assez facile de montrer que la conjecture 2 implique la conjecture 3 : 

Considérons un opérateur T : 12 1-+ 12 tel que IITII ~ 1'.1 et satisfaisant pour 
tout i EN, l!Tenll = 1. Considérons alors l'opérateur T*T: 

remarquons que < T""Tei, ei >= 1 et que IIT*TII ~ .H 2
• 

Prenons alors ê = zii:ï, la conjecture 2 nous donne une partition o-1 , •.. , CJm 

de N telle que pour j E { 1, ... , m} 

Ainsi RtT; T* T RtT; est inversible et pour x E z;; : 

La réciproque, due à K. Ball ( cf [BT2)), est plus difficile à établir. 
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4.3 Intérêt des conjectures 

Avant de donner quelques réductio~ de ce problème, montro~ d'abord com
ment la propriété de pavage, si elle était vérifiée, s'appliquerait à divers problèmes 
en théorie des opérateur.s. 

Nous identifio~ dan.s ce chapitre un opérateur T: 12 1-+ 12 et sa matrice dans 
la ba..5e canonique de 12. 

4.3.1 Idéaux maximaux 

Nous considérons ici 3 algèbres d'opérateurs : 
- 8(12) l'algèbrè des opérateurs bornés sur 12 
- T 00 l'algèbre des opérateurs dont la matrice dans la base canonique est 

triangulaire supérieure. 
-n 00 l'algèbre des opérateurs dont la matrice est strictement triangulaire 

supérieure (i.e. triangulaire supérieure av'-c des O sur la diagonale). 

n,00 C 7eo C B(l2) 

On va s'intéresser aux idéaux maximaux de ces algèbres. 
Les idéaux maximaux de 8(12) sont bien connus: il n'y a que K.(12) l'algèbre 

des opérateurs compacts sur 12. 
Les idéaux maximaux de 7 00 sont moins bien connus : il y a par exemple, 

pour n E N fixé, 111n = {TE 7 00 
: < Ten, en >= O} ::> n 00 

On a 

n{M : M idéal maximal de 7 00
} c n 111n = n00 

n~l 

Problème 1 : (J. Orr) Est-ce que 

n{M: M idéal maximal de T00
} = n= ? 

Supposons qu'on a la propriété de paYage et montrons qu'alors la réponse à 
la question préc~dente est positive! 

Par l'absurde, supposons qu'il existe un idéal maximal M de 7 00 tel que 
n 00 <t M. Alors n00 + M est encore un idéal qui contient M et qui n'est pas égal 
à M (maximal) donc n 00 + M = 7 00

• 

Ainsi, il existe SE 7?.,00 et TE M tels que I = S + T. 
Soit alors ~ > 0 et pavons S aYec [. Il existe une partition a 1 , ••. , am de N 

telle que 

122 



m 

L Rt1; SRt1; < e 11s11 
j=l 

Mais alors 

m m m 

I = ~ Ru-IR". = ~ R". SR". + ~ R". TR". L- 1 1 L- 1 1 L- 1 1 

j=l j=l j=l 

m 

Or T E M qui est un idéa.l donc L Rr1; T Rr1; E M ainsi 
j=l 

pour toute> 0, d(I,M) ~ e 11S11 i.e. I E M d'où la contradiction. 

4.3.2 Espace engendré par des projections 

La théorie de l'intégration spectrale nous permet d'affirmer que : 

B(l2) = span{ P E B(l2) : IIPII = 1 , P 2 = P} 
On peut alors se demander ce qui se passe si on ne prend que des projections 

triangulaires supérieures:· 

Problème 2 : (D. Larson) Est-ce que 

7 00 
- span{P E 7 00

: IIPII = 1, P2 = P} ? 

Là encore, en supposant les conjectures 1 à 3 vrru,es, montrons que la réponse 
est positive : 

En effet, prenons T E 7 00
, IITII = 1 et soit e > O. 

Considérons µ = (µ1, ... , µn, . .. ) E B1
00 

la diagonale de T. Il existe une 
partition { 77i} f=1 de N et >-1, ..• , ,\k E C avec 1 >.i 1 ~ 1 tels que 

k 

µ - L ÀiX11; 
i=l 00 

Soit alors T1 E B(/2) tel que sa matrice est celle de T sauf sur la diagonale où 
k 

on a remplacéµ par~ ÀiX 11;- Alors IIT- T1 Il < e. 
i=l 

Nous pouvons maintenant paver chaque bloc R,,..(T1 ->.d 11,-)R11,.. On obtient 
donc une partition Cii,J,··· ,oi,m de 17; t.d 1ue pour j E {l, ... ,m} 
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Ainsi 

k k m 

T1 = L ÀïR,li+ 'E 'E Rtri,;R,1i(T1 - Àïl,,i )R,,iR"i,j 
i=l i=l j=l 

k m 

k m 

+L'E Rtr;,;Rr,;(T1 - Àïl,,;)(I - R,,;Rtri,j) 
i=l j=l 

Notons que ~ "Ç'""' R" . . R .... (T1 - >.ïI,,.)R .... R".. < e. ~ ~ ,., .,. . .,. .., 
i=l j=l 

D'autre part, notons que pour tout c.r;>érateur S, 

Or, si R est une projection, (R - RT1(I - R)) (R - RT 1(l - R)) = 
R-RT 1(I-R)-RT 1(I -R)R-RT1(I -R)RT1(1-R) = R-RT1(I -R); ainsi 
R- RT 1 (l - R) est une projection. Par suite, avec ( * ), RT 1 (I - R) est la différence 
de deux projections. 

Finalement T1 = Q + R avec Q E span{P E 7= : .IIPII = 1 , ·p 2 = P} et 

IIRII < e d·'où IIT - QII < 2e c.q.f.d. 

4.3.3 "Projection triangulaire supérieure" 

Pour un opérateur T notons T+ l'opérateur dont la matrice est la partie 
triangulaire supérieure de la matrice de T. 

Si r. est une permutation, notons T1r l'opérateur dont la matrice est celle 
obtenue à ·partir de la matrice de T ap::-ès permutation des lignes et des colonnes 
par r.. 

Malheureus~ment, même si T est borné, T+ ne l'est pas nécessairement ! 
Pourtant; en supposant que les conjectures précédentes sont Yérifiées, Bourgain 
a montré dans [BT3] que : 

Pour tout opérateur TE B(/ 2 ) il existe une permutation r. de N telle que 

où J.; = log m( /0 ), et m( /0 ) le nombre de parties de N nécessaire pour paYer 

T aYec ~ = /0 . 
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4.4 Réductions du problème 

Notons ffimïn(T,e) le nombre minim::\l d'ensembles nécessaires pour obtenir 
une partition permettant de paver T avec e. 

1 / Le résultat précédent laisse à penser qu'il suffirait de paver avec e = /0 
et non toute. Mais si on peut paver avec un Eo < 1 alors on peut paver avec tout 
e > O.(Il suffit de prendre un entier n tel que e~ < e et de paver n fois.) 

2/ Si le pavage est vérifié, mmin(T,E) (minimal) peut être choisi comme 
ne dépendant que de e (et non de T). · 

En effet : Si ce n'était pas possible, en fixant e > 0, pour tout n E .N il 
existerait Tn E B(Hn) (où Hn ~ h) avec des O sur la diagonale et IITnll = 1 tel 

que ffimïn(Tn,e) > n. Soit alors H = (L œHn) ~ 12 et définissons T: H 1-+ H 
nEN · 

tel que T restreint à Hn soit égal à Tn. On a supposé qu'on pouvait paver tout 
opérateur, donc mmin(T, E) existe mais pour tout n E N 

n ~ ffimïn(Tn,E) ~ ffimin(T,ë) 

d'où la contradiction. 

3/ propriété de pavage unifo~·me 

Conjecture 4 : Pour toute> 0 il existe un ~ntier m = m(e) tel que pour 
tout entier n ~ 1 et tout opérateur T E 8(12) il existe une partition {7Ji}i=1 tel 
que pour tout i E {l, ... , m} 

Notons que m(e) est indépendant den 

Théorème : Si la propriété de pavage uniforme est vérifiée alors la propriété 
de pavage l'est également, et avec Je même m(e). 

4/ En essayant de paver les matrices de \Valsh, on se rend compte que 
m(e;) est nécessairement de l'ordre de f,. On peut penser que ceci est le meilleur 
0rdre possible : 

Conjecture 5 : m(e) ~ \ 
é: 

5/ Soit TE B(/ 2 ) aYec des O sur 1a diagonale, si pour tout é: > 0 il existe 
un opérateur T~ (aYec des O sur la diagonale) paYable t.el que IIT - T~II < t: alors 
T est parnblc 
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En effet : Si Tc est pa\-able il existe une partition u 1, ••• , u m de N telle que 
pour i E { 1, ... , m} 

mais alors 

IIRCT;TRCT;II ~ IIRCT;TcRcr;II + IIRv;(T-Tc)RCT; Il 
~ IIRCT; TcRcr; Il + IIT - Tc Il 
~2e 

i.e. T est pavable avec la même pa .. tition que Tc. 

4.5 Résultats positifs sur le pavage 

Avant de donner des solutions partielles au problème de Kadison-Singer, 
énonçons.des résultats affirmant que certaines classes d'opérateurs sont pavables. 

4.5.1 Matrices à coefficients positifs 

Théorème : (Halpern, Kaftel, ,veiss [H KTV] - Gregson [TV]} Les 
matrices à coefficients positifs peuvent être pavées avec m = m(é:) ~· ¼ 

Plus précisément : 
i/ Pour les matrices auto-adjointes à coefficients positifs m( ½) = k 
ii/ Pour les matrices général~s à coefficients positifs m( Î) = k. 

4.5.2 Opérateurs de Laurent 

Soit T le tore. Munissons L2(T) de la base { ein:a.:}neZ et soit c.p E L 00 (T). 

Définition : L'opérateur de Laurent L.,, : L2(T) i-+ L2 (T) associé à c.p est 
défini par L.,,J = c.pf. 

Notons que IIL.,,11 = ll'Pll00 

Remarquons que 

Ainsi la matrice de L.,, est : 

12G 



ip(-1) . 

ip(O) 

ip(l) 

Observons enfin que si CJ C Z et que si ü est un translaté de u, alors 

Théorème : (Berman, Kaftal, Halpern, Weiss [BH KlV]) Si tp est 
continue alors Lrp est pavable avec des progressions arithmétiques. 

Preuve: Soit e > 0 et tp une fonction continue avec <p(O) = 0 (i.e. la diagonale 
N 

de Lip est nulle). Il existe ',?e(x) = L Cnein% tel que C;?e(O) = 0, ll'Pe - 'Plloo < e 
n=-N 

et ainsi IILc;, ..,... Le;,. Il < e. 
Posons alors u = { ... , -2N -2, -N -1, O,N + 1, 2N +2, 3N +3, ... }. Il vient 

et par suite, pour i E {l, ... ,N} 

N 

Comme LJ ( u + i) = Z, L,p, peut être pavé, il en est donc de même pour L,p. 
i=O 

Théorème : (Berman, Kaftal, Halpern, \Veiss [BH ]{TV], [H I{H 12] 
- Gregson [G]) Si <p est Riemann-intégrable, alors L"' est pavable avec des 
progressions arithmétiques. 

Preuve : Soit <p Riemann-intégra".)le, à \·aleurs réelles avec cp(O) = 0 et soit 
e > O. 

Il existe deux fonctions en escalier -ip1 et 1P2 tell2s que 1P1 ( x) ~ <p( x) ~ 1P2 ( x) 
et J:7f(1P2(x) - t/-•1(x))dx < e. 

Remplaçons 1/•1 et 1./12 par deux fonctions continues <p1 ~ 1./11 et <p2 ~ 1./•2 telles 
que _r;1r(<p2(x) - <,?1(x))dx < c 



Pavons L..p1 a\'ec {77}}.T=i (progression arithmétique) et L..p2 a\'ec {'7Dk=:i 
(progression arithmétique) et posons Tj,k = '1] n '7i- Les Tj,k sont des progressions 
arithmétiques qui pavent Lv,1 et L..p2 • 

Remarquons enfin qu'en fixant r = r;,k : 

11alheureusement, on ne peut étendre ces résultats aux fonctions Lebesgue
intégrables : 

Théorème : (Bourgain, Tzafriri [BT3]) Si A est une progression 
arithmétique et V un ouvert dense de T alors 

IIRA(Lxv -E(Lxv))Rhll = 1- µ;:) 
où µ est la mesure de Lebesgue sur [O, 2r.]. 
Par suite, si V est un ouvert dense de T avec O < µ(V)·< 2r. alors Lxv ne 

peut être pavé avec une progression arithmétique. Néanmoins 

Théorème : (Bourgain, Tzafriri [BT3]) Il existe des ouverts denses V 
de T a,;ec µ(V) < 21r tels que Lx'v soit pavable. 

Si c.p E L 00 (T) alors c.p E L2(T) et satisfait donc l'égalité de Parseval. Si on 
impose une condition un peu plus forte, alors on peut encore montrer que L.,, est 
pavable: 

Théorème : (Bourgain [BTZ]) S'il existe T > 0 tel que c.p satisfait 
I:neZ lcp(n)l2 lnlr < oo alors L.,, est pavable. 

4.5.3 Ensembles synthétiques 

Définition : Une partie A de Z est dite synthétique si ses sauts sont 
uniformément bornés i.e. s'il exist.e d E N* t.el que pour tout n E Z, on a 
A n { n + 1, ... , n + d} # 0. 

Une partie A de Z est dite partiellement $ynthétique s'il existe d E N* tel que 
A contient des parties de la forme 

0-1 ={a1,a1 +d1,i} 

0-2 ={ a2, a2 + d2,1, a2 + d2,1 + d2,2} 

0-3 ={a3,a3 + d3,1,a3 + d3.1 + d3,2,a3 + d3,1 + d3,2 + d3,3} (*) 
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avec pour tout i,j, 0 < dï,; ~ d. et ai E Z 

Remarque : Si A est synthétique, avec des sauts bornés par d, alors 

AU (A+ 1) U ... U (A+ d) = Z 

Théorème : (Eurstemberg [F]) Si Z = A1 U ••• U Am alors au moins un 
des Ai est partiellement synthétique. 

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, concernant la structure 
arithmétique de la partition avec laquelle on pourrait éventuellement paver: 

Théorème : {Loube) Si Lv, peut être pavé, alors Lv, est pavable par des 
ensembles synthétiques. 

Preuve : Soit A1 , ••• , Am une partition de Z telle que pour j E { 1, ... , m} : 

Par le théorème de Furstemberg l'un des Aï est partiellement synthétique, il 
existe donc cr1 , o-2 , ••• , cr n, ... comme en (*). Ainsi pour i ~ 1 

En considérant cr1 - a1, cr2 - a2, ••• , CTn - an, ••• , on a pour i ~ 1 

mais alors 

cr1 - a1 0 d1,1 

CT2 - a2 o· d2,1 

C13 - a3 0 d3,1 

Alors par le principe des tiroirs, comme 1 ~ di,l ~ d pour tout i ~ 1, il existe 
d1 E {O, ... , d} qui apparaît une infinité de fois, quitte à extraire une sous-suite 
des e1 k, on a alors 

e11 - a1 0 d1 

CT2 - 02 0 d1 
CT3 - 03 0 d1 

En recommençant la même opération on arrh·e, par récurrence à 
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a1 - a1 0 d1 
a2 - a2 0 d1 d1 +d2 
0"3 -a3 0 d1 d1 +d2 

Un - an 0 d1 d1 ~-d2 d1 + ... + dn 

On obtient ainsi un ensemble synthétique A= {O, d1, d1 +d 2, ... } tel que pour 
tout k ~ 1 

d'où 

\\R{o,d1, ... ,d1+ ... +di,--•l ( Lep - E(Lcp)) R{o,d1, ... ,d1+ ... +cli, ... )\\ < e li Lep li 

c.q.f.d. 
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5 
un second théorème d'inversion 

N ou., nou., intére.s.5eron., cette foi.s à de., opéra.teur.s n'ayant que de., 1 Jur la 
diagonale. 

5.1 L'énoncé du théorème : 

Dans ce chapitre nous noterons Rtr la projection orthogonale de l 2 sur l'espace 
vectoriel engendré par { ei hetr 

Nous allons montrer le théorème suivant: 

Théorème 5.1. Pour tout M > 0 et toute > 0 il existe une constante 
d = d(M,e) > 0 telle que pour tout entier n ~ ¼ et tout opérateur T: .e2 1-+ l 2 
de norme IITII ~ M et dont la matrice dans la base canonique n'a que des 1 sur la 
diagonale, il existe u C { 1, 2, ... , n} de cardinal lo-1 ~ dn tel que Rtr T R,r restreint 
à R,rl 2 soit inversible et 

Ce théorème est une conséquence immédiate du suivant : 

théorème 5.2. Pour tout M > 0 et tout e > 0 il existe une constante 
c = c(M,e) > 0 telle que pour tout entier n ~ ¼ et tout opérateur S: .e2 1-+ .e2 de 
norme 11S11 ~ 111 et dont ·1a matrice dans la base canonique n'a que des O sur la 
diagonale, il existe u C { 1, 2, ... , n} de cardinal lo-1 ~ en tel que 

Preuve du théorème 2.1 : Rappelons que si U est un opérateur borné tel 
que IIUII < TJ alors I + U est inversible et l](I + U)- 1 IJ ~ 1!._ 

. . ~ 

Il suffit donc de prendre TJ assez petit pour que 1 :~ < 1 + e et d'appliquer le 
théorème 2.2 à TJ et S = T- I (11S11 ~ 111 + 1) 

Il nous rest.e donc à montrer le théorème 2.2. Dans les sections 5.2 à 5.4 nous 
nous placerons dans le cadre réel. Ainsi f2 désignera R" muni de sa structure 

131 



euclidienne canonique. Le passage au cas complexe se fera au cours du chapitre 
5.5. Nous aurons enfin besoin de 3 résultats intermédiaires: 

5.2 Rappel sur les variables aléatoires gaussiennes. 

Soit (n, E, µ) un espace de probabilité, un variable aléatoire g : n i-+ R est 

di . . ( ') 1 100 _!!dt te gaussienne si µ g > ,... = rn= e 2 • 

v21r >. 
Si {gi}ieN est une famille de variables aléatoires gaussiennes indépendantes 

alors quelle que soit (ai)ieN E RN : 

( 

2 ) ½ l / I: aiglli(~II) dµ(w) = (I: lad2) 2 

Jo iEN g, 2 iEN 

Enfin si on désigne par ri lai-ème fonction de Rademacher, et si & C R9 

(q E N) alors : 

sup _ L r;(t)u; dt= f s1•p L r;(t) ? l9;(w)I dµ(w)u; dt 11 q •1 q ~1 
0 u=(u1, ... ,u,)EE j=l lo uEE j=l - n 

~ f;J 11 

sup t r;(t)g;(w)u; dtdµ(w) V 2 n O uEE j=l 

mais pour presque tç,ut t, r;(t)g; a même distribution que g;, il en résulte que 

1
1 

sup t r;(t)u; dt ~ q ( ··=(··is,~-~.u,)E~ L;·=q 
1 

g;(w )u; dµ(w) 
0 u=(u1 1 ••• ,u 9 )EE j=l Y 2 Jr, u u .. 

5.3 Le lemme de Slepian 

Nous allons maintenant donner uu lemme qui permet, pour deux familles 
de Yariables aléatoires gaussiennes { X :r ( w)} ~ eE et { Y:r ( w)} :r eE sur un espace de 
probabilité (n, ~. µ), de comparer les lois de sup:rH Xr et de suprEE Y:r à partir 
des co,·ariances de ces deux familles : 
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Lemme de Slepian : Soit (n, E, µ) Wl espace de probabilité. 
Soient {X:(w)}:eE et {Yz(w)}:eE deux familles de variables aléatoires gaussi

ennes indexées par un ensemble d'indices e dénombrable, et telles que: 
pour tout x E E IIX:(w)IIL,(p) = IIY:r:(w)IIL,(p) 
pour tous x, x' E e avec :z: =fi x' on a 

ln Y:(w)Y: 1 (w)dµ(w) ~ l X:r:(w)X:•(w)dµ(w) 

alors pour tout >. ~ 0 

Preuve : Soit n un entier et X = (X1, ... ,Xn) et Y = (Y1, ... , Yn) deux 
vecteurs gaussiens dans Rn et soit c.p: Rn 1-+ R à croissance lente, c'est à dire telle 
que lcp(:z:)I ~ Aexp(B llxll) où 11-11 est la norme euclidienne sur R" et A, B des 
constantes > O. On va dans un premier temps chercher à comparer E [cp(X)] et 
E [cp(Y)]. 

On pose: 
cf:;= E [XiX;] et c[; = E [YïY;] (matrices de covariance de X et de Y.) 
Mi ,· = c~- - c Y• · . ,,, ,,, 
et pour O ~ t ~ 1, Zt = ../l=tX + ✓!Y. 

Lemme 1 : Soit cp C00 à croissance lente, et soit h(t) = E [cp(Zt)]. Alors 

i/ h'(t) = -21 t Mi,;E [a a~; _ (Zt)] . . x, x, ,,,=1 . 

ii/ h'(t) = _!. t (E [l'i -Y;] 2 
- E [Xi - X;] 62) E [a a~; . (Zt)] 

4 .. 1 x, x, .. ,= 
1 n ( n [ ai <p ] ) +2 ~.A1i,i ~E ÔXïÔX· (Zt) 

1=1 ,=1 ' 

Preuve : Soit F(t, u) la fonction caractéristique de Zt et f(t, x) sa densité 
(u = (u 1 , ••• , un) et x = (x 1 , ••. , Xn) dans R"). On a évidemment 

d'où par inYersion de Fourier, en posant dn = (2r.)-f 

f(t, X) = dn { ei<.r,u> F(t, u )dx 
}Rn 
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et alors f vérifie l'équation aux dérivées partielles suivante : 
... 

1 
a J 1 "Ç' a2 f 

Ut ôt = 2 ~ Vi,j a ·Ô . 
. . l x, x, ,.,= 

En effet 

Alors, comme 

il vient, par iii/ : 

h(t) = { 'P(x)f(t,x)dx JR,. 

r . a1 
h'(t) = JR,. c;,(x) ât (t,x)dx 

d'où i/. ii/ en est un~ conséquence immédiate: 

soit 

:A1· · = -!(E [¼ - Y:·]2 -E [X· - X-]2
) + !(11-1· · + 111· ·) 1 ,J 2 1 J 1 J 2 1. 1 J ,J 

Dans la suite, on emploie les notations suiYantes 
pour x,y E Rn, .6.31cp_(x) = cp(x +y)-cp(x). 

n 

(ei)1~i~n la base canonique de J .. ", et e =Lei. 
i=l 

:Montrons maintenant le théorème suivant : 

Théorème : Soit cp mesurable à croissance lent.e vériEant les deux l1y
pothèses suivant.es : 

a/ pour i, j E { 1, ... , n}, i =/= j et r > 0 on a 
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( E [1'i -Y;] 2
-- E [Xi -X;] 2

).Ô.reiÔre; ~ 0 

b/ pour i E {1, ... , n} et r > 0, 

Alors 
c/ E (cp(X)] ~ E [cp(Y)]. 

Preuve : Soit pour e > 0, Wc E ccx.(Rn,R+), supporté par {x: llxll ~ e}, 
d'intégrale 1; et soit ',.?c = cp * Wc,. 'r'c hérite donc des propriétés de cp. Soient 
a, b E R", on a alors 

n a2 
d/ lim r- 2 Ôra.Ô.rb'Pc(x) = cpc''(x).(a, b) = L aib; ô ~c (x) 

r>O,r-0 . . Xi Xj ,,,=l 

En effet 

.Ô.raÔrb =<;>c(X +ra+ rb) - 'i,?c(X + ra) - 'Pc(x + rb) + 'Pc(x) 
r2 

=cpc(x} + cp~(x)(ra + rb) + 
2 

cpc''(:z:)(a + b,a + b) + o(r 2
) 

r2 
- c;>c(x) - rp~(x).ra -

2 
cpc''(x)(a, a)+ o(r2

) 

r2 . 
- 'Pc(x) - cp~(x).rb - 2 cpc''(x)(b, b) + o(r 2

) 

+ 'Pc(x) 
=r 2 cpc''(x)(a,b) + o(r 2

) 

via le théorème de Schwarz. 

On.voit en particulier que d'après les hypothèses, si i =/= j 

(en prenant a= e1, b = ej et en multipliant par E [Yï - Y;]2 
- E [Xi - X;] 2

). 

A i fixé, on a 

n a2 
~ .'Pc . 1· -1 i1 A A. - 0 

Ci,i L__, Ô a = lffi T JI i,i~rc;~rcC.,,c ~ 
X 1• x,· r>O,r-0 

j=l . 

( a = Ci, b = c et multiplication par Ci,i ). 
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Soit donc hc(t) = E [tpc(Z,)]. ii/ du lemme nous donne alors H:(t) ~ 0 puis 
Hc(l) ~ hc(O), soit E [cpc(Y)] ~ E [cpc(X)]. 

On obtient le résultat voulu en faisant tendre e vers O. 

Exemple fondamental de cp pour appliquer le théorème : 

Soit cp(x) = sup(:r 1 , ••. , :rn)• On a clairement, si r > 0 : 
j 

(*) cp(x + re) = cp(:r) + r 

(**) si i ~ j, alors cp(:r + rei + re;) = max [<;>(:r + rei), cp(:r + re; )] 

De (*) on déduit que Âre'P · r d'où Âre;Âre = 0 
De (**) on déduit que, si par exemple cp(x + rei) ~ cp(:r + re; ), alors 

Ô.re; D..re; = cp(x) - cp(x + re; ), soit pour i ::fi j 

D..re;Ôre;"P ~ 0 

Du théorème précédent, on déduit alors facilement: 

Théorème : (Sudakov) Soient (Xï)i=I et (l'ï)f= 1 deux familles de vari
ables aléatoires gaussiennes centrées sur un espace de probabilité (n, E, µ), telles 
que pour tous i,j E {1, ... , n}, E [Xi - X;]2 ~ E [Yï - Y;]2 alors: 

E [sup ~i] ~ E [sup Yï] 

En faisant un peu plus d'efforts,.on obtient également le 

Lemme : (Slepian) Soient (Xi)f= 1 et (Yï)f=i deux familles de variables 
aléatoires gaussiennes centrées sur un espace de probabilité (n, I::, µ), telles que 

pour tous i,j E {1, ... , n}, E [Xi - X;]2 ~ E [Yï - Y;]2 

et pour tout i E {1, ... , n}, E [Xl] = E [Y?], alors: 

µ ( sup Xi > t) ::;; µ ( sup Yï > t) 
l~i~n l~i~n 

Preuve : Prenons toujours pour tp la .fonction sup(x 1 , ••• , xn), soit f : R i-+ R 
une fonction croissante et soit 'lj, = f o cp. 

On aura encore, si i :/-j et r > 0 

'lj,(x + rei + re;) = max [-ip(x + rei ), 'lj,(x + re; )} 

et encore ~re;6.re; tp ~ O. 
On ne sait plus rien sur ~rc;~rcV', mais l'hypothèse Ci,i = 0 (i.e. E [supXi] ~ 

E [sup Yi)) viendra alors à point pour que le théorème s'applique quand même; il 
n'y a plus qu'à prendre J = X]t,oo(· 
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Nous allons enfin étendre ce théorème au cas où E est dénombrable. 

Soit donc F C E une partie finie. On a toujours 

P(supXï > >.) ~ P(supXï > >.) 
iE& iEF 

d'autre part, pour toute> 0, il existe F~ CE fini tel que 

P(sup Yï > >.) ~ P(supYï > À) - e 
iEF. iEE 

En combinant ces deux inégalités _au lemme précédent, on obtient bien le 
résultat voulu. 

5.4 Un lemme de découplage 

Lemme 2.4. Soit en, I:, µ) un espace de probabilité et en', I:', µ') une copie 
indépendante de en, I:, µ). Fixons O < 6 < 1 et soit (çi )i=l une suite de variables 
aléatoires indépendantes de moy~nne 6 sur en, E, µ) et à va.leurs dans {O, 1}. 

Soit X un espace de Banach alors pour toute matrice { Xi,j} i.i=l à coefficients 
dans X telle que Xi,i = 0 on a : 

X 

dµ(w) ~ 20 f { 
ln ln, 

n 

L Çiew )ç;(w')xi,j 
i,j=l 

dµew)dµ'ew') 

X 

Preuve : Nous allons d'abord montrer le lemme dans le cas où les (çi )i=:1 
sont de moyenne nulle. 

Soit donc e 1Ji )f=i une suite de Yariables aléatoires indépendantes de moyenne 
½ sur un espace de probabilité (U, U, v) ne prenant que les ,a.leurs O ou 1. Alors, 
si 1 ~ i ~ n, 1 ~ j ~ n et i # j 

{ TJi(u)(l - TJj(u))dv(u) = ~ lu 4 

Ainsi, comme pour tout i, Xi.i = 0 : 
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n 

L (i(w)c;;(w)xi,j dµ(w) 
i,j=l 

=4 f .t [ / 17i(u)(1 -11;(u))dv(u)] (i(w)c;;(w)xi,; dµ(w) 
ln ,,,=l lu 

,;;4 lu L ,t, 'li(u)(l - '1;(u)}€;(w)€;{w)z;,; dµ(w)dv(u) 

Pouru E U posons u(u) = {1 ~ i ~ n : 1Ji(u) = 1} et remarquons qu'alors: 

I ~ 411 L L ei(w)c;;(w)xi,j dµ(w)dv(u) 
U n iEcr(u) jfcr(u) 

Nous aurons maintenant besoin du: 

Lemme : Soit (n, E, µ) un espace de probabilité, (0', E', µ') une 
copie indépendante. Soient X : n i-+ RP et Y : n i-+ R9 deux variables 
aléatoires indépendantes et c.p : RP x R9 1-+ R une fonction mesurable 
alors 

1 cp(X(w); Y(w))dµ(w) = 1 { c.p(X(w), Y(w'))dµ(w)dµ(w') 
n n ln• 

Preuve : Si µ(X,Y), µx, µy désignent les mesures images deµ par 
(X, Y), X et Y alors 

L c.p(X(w), Y(w))dµ(w) 

= r c.p(u1, ... , 'Up, V1, ... , vq)dµ(.,:,y)(u1, ... , Up, V1, ... , Vq) 
JR,.+v 

par indi;,endance 

= r c.p(u1, ... , Up, V1, ... , Vq)[dµx(u1, ... , up)@ dµy(v1, ... , Vq)] 
lR,. xRv 

= f . f c.p(X(w ), Y(w'))dµ(w )dµ(w') ln ln, 

Appliquons ce lemme à X = (çi )ieu(u) et Y = (ç; );~o-(u) qui sont indépen

dant.es et c.p(u1,•••,un) = L L UiUjXi,j 

iEu(u) j~o-(u) 
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Il vient: 

I ~ 411 L L L {;(w){;(w'):z:;,; Ill dµ(w)dµ'(w')dv(u) 
U n n iE11(u)jf11(u) 

Il existe donc un uo EU tel qu'en posa.nt u = u(uo) on ait : 

LI: €i(w)e;(w')xi,; dµ(w)dµ'(w') 
iEcr ;~cr 

Mais alors, en nota.nt /3 (resp. /3') la tribu engendrée par les (çï)ïe 11 (resp. 
(çï)ifcr) et en appelant EfJ et Efl' les éspérances conditionnelles associées, il vient, 
par indépendance des ç i : 

Ainsi 

De même: 

On a donc 
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ln fo, 

n n 

~ E/J E/J' L L Çi(w)!;(w'):rï.; 
i=l j=l 

n n 

~ L L !ï(w )!;(w')xi,; 
i=l j=l 

et par suite 

J= f 1 ln n, 

n n 

L L €ï(w )!;(w')xi,j 
i=l j=l 

dµ(w)dµ'(w') ~ f 
X 

Passons maintenant au cas général où les Çi sont de moyenne 6 alors l'inégalité 
triangulaire nous donne trivialement : 

I,;; L ,t, (ç;(w)- 5)((;(w) - 5)x;,; dµ(w) + 5 L ,t, Uw)x,,; dµ(w) 

+6 f 
ln• 

mais 

n n L Çi(w')xi,j dµ'(w') + 52 

i,j=l 
L Xi,j 

i,j=l 

n n 

J= 11. L L Çi(w)ç;(w')xi,j dµ(w)dµ'(w') 
i=l j=l 

;;, L L t. t, (;(w)(;(w')x;,;dµ'(w') dµ(w) 

=o 1 t çï(w)xï,i dµ(w) 
n i,j=l 
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de même pour les 2 derniers termes è~ la somme, ainsi 

n 

L (ei(w) - o)(e;(w) - 6):ti,j dµ(w) + 31 
i,j=l 

,;;4 L l,, ,t, (Uw) - ô)(~;(w') - ô)x,.; dµ(w)dµ'(w') + 3J 

par la première partie de la preuve 

+4ol 
0' 

~19] 

n 

~ eï(w')xï,; dµ'(w') + 462 

i,j=l 

5.5 L'inversibilité e2 ...... e1 

n 

~x·· 
~ 1,J 

i,j=l 

Nous allons maintenant montrer un résultat d'inversibilité fi 1-+ fi qui 
comme dans le premier chapitre va nous permettre, à l'aide d'un argument de 
factorisation, d'obtenir le résultat voulu. 

Théorème 5.2. n existe une constante c < oo telle que, quel que soit 
0 < o < 1 et quel que soit l'entier n, pour tout opérateur T : fi 1-+ fi tel que pour 
i E {1, ... , n}, < Tei, ei >= 0 et IITll2_ 2 ~ 1 il existe une partie o-o de {1, ... , n} 

on 
telle que lcro 1 ~ 

2 
et 

Preuve : Commençons par considérer le cas où C2 désigne Rn muni de sa 
structure euclidienne canonique. 

Soit (n, ~, µ) un espace de probabilité. Fixons O < 6 < 1 et soit (tï )f=i une 
suite de Yariables aléatoires indépendantes de moyenne 6 sur en,~,µ) à Yaleurs 
dans {O, 1}. 

Posons Oi,j =< Tc;,ci > et 
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u(w) = {i E {l, ... ,n}: Çi(w) = l} 

Considérons 

dµ(w) 

Soit mainte,;iant (n', E', µ') une copie indépenda11te de (n, E, µ) et (ç;)i:=1 une 
suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne 6 sur (n', E', µ') à valeurs 
dans {O, l}. 

Posons encore cr' (w') = { i E {l, ... , n} : ((w') = 1} et appliquons le lemme 
de découplage : 

J ~20 ( ( 
JnJn, 

n 

I: eicw )e~cw')ai,jei ® e; 

n 

Soit alors x = (x 1 , ••• , xn) = L x;e; E cy, il vient 
. j=l 

Ro-'(w') = L x;e; 
jEo-'(w') 

n 
~, 1 = L...,{;tw )x;e; 
j=l 

n 

TRo-'(w') = L((w')x;Te; 
j=l. 

n n 

dµ( w )dµ.' ( w') 

Ro-(w)T Ro-'(w') = L L {i(w )ç:(w')x ;ai,jei 
Ï=l j=l 

d'où: 

J ,s; 201 l. •=!q ~~P,•"'; t, ~;(w) t, ~;(w')x;a;,; dµ(w)dµ'(w') 
11.-112 .. 1 J 
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Posons donc 

d'où J ~ 20 f J...,,dµ'(w'). Mais 
ln• 

+fo .-,.,~tw; t{{;(w)-6) t(~(w')x;a,,; dµ(w) 
Urh(l 

or 

donc 

Posons alors 

I< ~• = 1, •=<•, ~~~- ,e,; i; ( €;( "') - 6) t €;( w')x; a;,; dµ( w) 
11:r(I, (; 1 

n 

et ui(w', x) = ~ ((w')xjai,j• 
j=l 

Soit maintenant (S1",E",µ") une copie indépendante de (S1,E,µ) et de 
(n', E', µ'). Soit également ((; )7=1 une suite de Yariables aléatoires indépendantes 
de moyenne 5 sur (S1", ~",µ")à Yaleurs dans {O, 1}. 

Comme pour i E {1, ... , n} 5 = f Çi(w")dµ''(c....•"), il vient 
lrr 
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n 

I:(ei(w)- ((w")) lui(w',x)I dµ(w)dµ"(w") 
i=l 

Mais ei(w) - e;(w") est symétrique donc en appelant Tï(t) lai-ème fonction 
de Rademacher, on a encore 

n 

~(ei(w)-e;(w"))ri(t) lui(w',x)I 

dµ(w)dµ"(w")dt 

Soit alors (n"', E"', µ"') une troisième copie de (n, E, µ) indépendante des 
autres, et soit (gï)f= 1 une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées in
dépendantes-normalisées dans L2 (µ"') , en particulier (gi)i:=1 est un système or
thonormal de L2 (µ"'). Il vient alors 

n 

L(ei(w) - e;(w"))gi(w"') lui(w',x)I 

d11(w )dµ" (w" )dµ"' (w"') 

Les e; étant ·des copies des Çi, on en déduit : 

n 

I: Çi(w )gi(w"') luï(w', x )1 dµ(w )dµ"' (w"') 
i=l 

Soit alors D une partie dénombrable dense de la boule unité de f2, il vient : 

Posons alors 

n 

X:r(w"') = L Çi(w)gi(w"') lui(w', x )1 
i=l 

n 

Y:r(w"') = Lçi(w)gi(w'")ui(w',x) 
i=l 
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comme les (gi)i=l forment un système orthonormal de L2 (n"',r;"',µ"'), il 
,-ïent, pour tout x E D 

D'autre part pour x,x' ED 

n 

= Lçï(w) 2 lluï(w',x)I - luï(-"',x')ll
2 

i=l 
n 

~ Lçï(w) 2 luï(w',x) - ui(w',x')l 2 

D'où on déduit avec (1) que 

(1) 

f Yz(w"')Yz•(w"')dµ"'(w"') ~ f Xz(w"')Xz 1 (w"')dµ 111(w111
) (2) 

Jn"' Jn,,, 

(1) et (2) nous permettent d'appliquer le lemme de Slepian, on en déduit, : 

n 

"Ç'""' c ( ) ( "') ( ' ) dµ(w)dµ 111 (w"') L._- i.,.i W 9i W Uj W , X 

i=l 

n n 

L (i(w )gi(w"') L ç;(w')x ;aï,; dµ(w )dµ'" (w"') 
i=l j=l 

n n 

L ç;(w')x; L Çi(c.,,..•)gi(w"')ai,j dµ(w )dµ 111 (w"') 
j=l i=l 

Par suit.e 
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K.,, ,;;~ [L L t,€;(w') 

=~ [ f t f.;(w') f 
lo i=l 10111 

t. {,(w )g;(w"')a;,; 

2 

dµ(w )dµ"' (w"')] ½ 

t €;(w )g;(w"')a;,; 
2 

dµ"'(w"')dµ(w )] ½ 

Les 9i sont orthonormaux dans L 2(µ"') donc 

1 

K.,, '- ..,12; [ L t, €;( w') t, U w) la;,; 12 dµ( w)] , 
1 

=~ [.t f.;(w') laï,;12] 

2 

t,J=l 

mais alors 

en se rappelant qu'on avait supposé IITll2_ 2 ~ 1, on a en particulier pour 
n 

tout j E {1, ... , n} IITe;ll2 ~ 1 i.e. L laï,;(2 ~ 1 
i=l 

Par suite 

et finalement 

Ne supposons plus T de norme 1, par homogénéité, on a alors 

(3) 

Re1uarque : L'idée de ce type d'applications du lemme de Slepian est 
originellement due à Giné et Zinn ([GZ]). 
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Passons maintenant au cas complexe. Pour z E e2(C) soit :r, y E C2(R) les 
parties réelles et imaginaires de z, alors Tz = Tx + iTy = ~Tx - C::STy + i(C::STx + 
~Ty) 

Définissons alors deux opérateurs i 2(R)...,. CHR) de la façon sui\'a.Ilte: 
T1:z: = ~T:z: et T2:r = ~T:z: (avec l'abus de notation l 2(R) C i 2(C)). 
On a IIT1 Il ~ IITII, l1T2 Il ~ IITII et IITII ~ 2 l1T1 Il + 2 l1T2 l1, 
Par suite 

{ IIRcr(w)TRv(w)ll2 _ 1 dµ(w) ~2 [ 1\Rcr(w)T1Rcr(w)l12_ 1 dµ(w) ln .n 

+ 2 fn l1Rcr(w)T2Rcr(w)l\2_ 1 dµ(w) 

et avec (3) il vient 

(4) 

Posons no = {w En: llo-(w)I - onl ~ 6
;} (en particulier, si W ~ no alors 

o-(w) ~ 6
2n), le lemme 1.3 nous dit alors que µ(no)~ 2e- 0 ,1086 n. 

De ( 4) on déduit que 

/ IIRcr(w)TRcr(w)ll2-1 dµ(w) ~ 80(1 + ~)on½ 
Jn\no 

Il existe donc w0 r/; no tel que : 

l. 

IIRcr(wo)TRcr(wo) 112-1 ~ 80(1 + ~\ _
0
:;no) ~ 80(1 + ~)0:on ½ 

pourvu que µ(no) ~ 1 - ¼ et donc que n ~ - 0 } 08·6 ln½ (1 - ¼ ). 
En prenant par exemple a= 1, 00001 on obtient: 

Pour tout 0 < 6 < 1 et pour tout n ~ 9
/, pour tout opérateur T : C2 1-+ 

.C2 avec IITII ~ 1 et satisfaisant pour tout i E {l, ... ,n} < Tei,ei >= 0, 
il existe ao C {1, ... , n} avec lao 1 ~ 6

; et 
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5.6 Fin de la preuve du théorème 5.2 par un 
argument de factorisation. 

Rappelons que nous voulons démontrer le résultat suivant : 

Théorème 5.2. Pour tout l\! > 0 et toute > 0 il existe une constante 
c = c(.A!, e) > 0 telle que pour tout entier n ~ ¼ et tout opérateur S : l 2 i-+ l 2 de 
norme 11S11 ~ A! et dont la matrice dans la base canonique n'a que des O sur la 
diagonale, il existe a C {1,2, ... ,n} de cardinal lui~ en tel que 

Preuve : Soit e > O. Commençons par supposer IITII ~ 1. Nous venons 
d'obtenir que : · 

Pour tout O < o < 1 et pour tout n ~ 9
;, pour tout opérateur T: l 2 i-+ l 2 tel 

que pour i E {1, ... ,n} , < Tei,ei >= 0, 
il existe uo C {1, ... , n} avec luo 1 ~ 6

; et 

Posons donc S = Rcr0 T Rcro que nous considérons comme un opérateur 
e;o t-+ cro. 

l\1:ais alors son adjoint S* : e~ i-+ e;0 est 2-sommant et sa norme 2-sommante 
vérifie 

7i2(S*) ~ Ka 11S*II ~ 281KacSn½ 

Le théorème de factorisation de Pietsch nous dit alors qu'il existe U : l? i---+ 

.C~0 et un opérateur D : .e~ i---+ e~o diagonal i.e. défini par Dei = .Àiei pour 

1 ~ i ~ n, avec IIUll2_ 2 IIDll
00

_ 2 ~ 281Kac5n½ ~ 28lv2Kao½ luol½ et qui 
Yérifient le diagramme de factorisation suÎY-a.nt : 

ccro s· erro 
00 2 

D V 

f_"O 
2 

On peut supposer que IIDll00 _ 2 = (~ l>-i) ½ -
, Erro 
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Posons a1ors u = { i E co : !>,i 1 < V2}, il Yient 

2(luol - Ici) ~ L I.Xd2 ~ L I.Xd2 = ICiol 

d'où 

iEo-o \o- iEco 

1 1 
>- lrro 1 >-6n 

u - 2 ,... 4 

Par dualité, le diagramme précédent donne: 

U• D 

De plus, pour x e e2 on a: 

- IIRo-Ro-0 TRCT0 RCTxl12 - IIR11SRC7xl12 

v211u· Ro-xl'2 

D'où 

IIRCTDU• RCTxll2 

562I<cc5½ 1IRC7xl'2 

Prenons maintenant T de norme quelconque : 

Soit fina1ement c5 = ( 562 /c IITII) 2, il vient : 

~ 562Ka6½ l]xll2 

Pour tout ]\1 > 0 et tout ë > O, pour tout entier n ~ 3.107 J{b ( "f )2 
et 

tout opérateur T: C2 1-+ f2 de nonne 1\TII ~ 111 et dont la 1natrice dans la 
base canonique n'a que des O sur la diagonale, il existe u C {l, 2, ... , n} 

de cardinal \a\~ (281Ea) 2 
({ 1 )

2 n tel que 
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6 
Inversibilité 

restreinte pour les matrices rectangulaires 
et pavage dans d'autres espaces 

En guise de conclusion, nous donnons quelques résultats proches de ceu:z: 
déjà montrés ou de cetU: souhaités. En particulier, nous considérons des matrices 
rectangulaires, ou encore le problème de pavage dans un espace non hilbertien. 

6.1 Matrices rectangul;iires 

Nous considérons ici des matrices rectangulaires n x m, avec n << m, dont 
nous cherchons· à extra.ire une matrice carrée n .x n de petite norme. 

Théorème : (Lunin [L]) Il exi.ste une constante c > 0 telle que pour tous 
entiers m, n avec n < m et toute matrice n x m A il existe une sous-matrice carrée 
n x n Ao ·telle que : 

Corollaire : Il existe une constante d > 0 telle que pour tout e > 0 et tous 
entiers m et n tels que n < de2 m, alors pour toute matrice n x m A il exi.ste une 
sous-matrice n x n A.0 telle que 

Dans le résultat suivant, le fait que la matrice soit rectangulaire va être 
remplacé par une estimation sur le rang : 

Théorème : (Kashin [K]) Il existe une constante c > 0 telle que pour 
tout entier n ~ ¼, tout réel O < ô < 1, et tout entier 1 ~ q ~ n, pour toute 
matrice n x n, A, de rang inférieur à q, avec ll.4[12_ 2 ~ 1 et n'ayant que des O sur 
la diagonale, 

il exist.e une partie a de {1, ... ,n} de cardinal lo-1 ~~~et 
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6.2 Pavage et inversibilité restreinte dans d'autres 
espaces 

Jv.3qu 'ici, nov.3 n'a.von., con.sidéré Ze.s problème.s de pavage et d 'inver.sibilité 
re.streinte que dan., de.s e.spa.ce.s hilbertien.3; · il e.st ra.i3onnable de con.sidérer ce.s 
problème.s dan., d'a.utre.s e.spa.ce.s lp 

Théorème : (Tzafriri, Slepian) Pour tout e > 0 et tout p ~ 1, il 
existe une constante cp(e) > 0 telle que pour tout entier n et tout opérateur 
T E B(l;) avec des O sur la diagonale, il exi.ste une partie <1 de {l, ... , n} de 
cardinal l<1I ~ cp(e)n telle que: 

IIRvTRvllp-p < e IITIIP-P 

De plus pour p = 1 on peut prendre c1(e) = ce 
et pour p = 2, on peut prendre c2 (e) = ce2 

Conjecture 5 : Pour 1 < p < 2, on peut prendre cp(e) = ceP. 

Dans le cas p = 1, on a mieux que l'énoncé ci-dessus, puisque dans ce cas, on 
peut paver: 

Théorème : (K. Ball [BT2]) Pour tout entier k et tout entier n ~ k, 
pour tout opérateur TE B(lf) avec des O sur la diagonale, il existe une partition 
{<1ï}f=1 de {l, ... , n} telle que, pour tout i E {1, ... , n} on a: 

? 

IIRv;TRv; 111-1 < Ï IITll1-1 
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Une extension des inégalités 

de Khintchine-Kahane 

dans les espaces de Banach 

Quelques applications 

Par V. Cadet 

d'après D. Ullrich 



Nous donnons une preuve détaillée d'un théorème d'Ullrich : "les inégalités 
de Khintchine-Kahane s'étendent jusqu'à. l'e>..1>osant p = 0 pour le système de 
Steinhaus". Nous donnons ensuite quelques applications à des espaces de fonctions 
analytiques à une ou plusieurs variables. 

Abstract 

\Ve give a detailed proof of a theorem of Ullrich : "The Khintchine-Kahane 
inequalities can be extended till the exposant p = 0 for the Steinhaus system." 
Then we give some applications to spaces of a.nalytic functions of one or several 
variables. · 

Mots clés : variables aléatoires, espace de Banach, espace de Bloch, polynôme 
homogène, ensembles de Sidon. 

Key words : random variables, Banach spaces, Bloch spaces, homogeneous 
polynomial, Sidon sets. 

Code matière AMS (1991) : 30B20, 30C55, 42A55, 60E15. 
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INTRODUCTION 

Dans deux anicles [Ul] et [U2], David Ullrich démontre que les inégalités de Kahane

Khintchine pour les variables aléatoires de Steinhaus 1 Z. = /i:m 1: 
J 

·11 N , . N !' 
1 i I! 

\;/xl , ••• ~:Ve B Il L rjlj ~ CP! L .r1.Zill 
.. j=l 'P ;j=l i:2 

où B désigne un espace de Banach quelconque et p un réél strictement positif, s'étendent au 

cas de la moyenne géometrique (exp J logfi , notée :l/il0 ), c'est à dire sans que la constante Cp 

ne dégénere quand p tend vers O par valeur supérieure. Il montre en fait l'existence d'une cons
tante c strictement positive telle que: 

il N IN :! 

'r/.r l'" .. ,x N e B !\ L .rjZj ~ c L xjzj ( 1) 
i'j = 1 !, o I j = 1 :i 2 

Cette démonstration fait l'objet de notre premiére panie et constitue le résultat principal 
de ce mémoire. Il faut remarquer que ce résultat est faux pour les variables aléatoires de Rade-

macher2: on a en effet l~r 0 + ~r 1j qui vaut O avec probabilité 1/2 et qui e~i ~orné par ll)Lh.,-v-.1 

d• . i
1 

1 1 r
1 

,
1

1 1 Il 1 ouj_-r 0 +-r 11 = Oalorsque1-r 0 +-r 1 = ,=. 
11 2 2 o 1 2 2 :? .J2 

Ensuite, aprés une présentation minimale des fonctions (d'une variable complexe) de 
Bloch, nous verrons que (1) permet de répondre par la négative à une question d' Ahem et 
Rudin [AR] relatives aux zéros des fonctions de Bloch, et nous présenterons une «améliora
tion» d'une inégalité obtenue par Anderson, Clunie et Pommerenke [ACP]. 

La troisiéme partie, rattachée à l'analyse complexe dans en. est consacrée aux polynô
mes de Ryll-Wojtaszczyk [RW]. En reprenant la construction qu'en a fait \V.Rudin dans [RM] 
et en utilisant ( 1 ), D.Ullrich a étendu le résultat de Ryll et \\'ojtaszczyk. 

Enfin, la quatriéme partie proposera un exemple d'utilisation dans un espace de Banach 
autre que C de ( 1 ). relatif aux ensembles de Sidon. 

1. variables akatoircs indèpendantes de même loi uniforme sur le cercle unitë. 
2. Les variables de R:idcmneher sont des variables aléatoires indc:pendanti;s dd"inics sur f2 prenant les 
Yaleurs I cl -1 aYec prubabilité l /2. Elks pcun:nl s · c:-;primcr p:ir: r t.tl = s'f:"" ts111 1 :!",.,. r.x J J . 
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1-UNE EXTENSION DES INEGALITES DE KHINTCHL'\E-KAHANE DANS LES 
ESPACES DE BANACH. 

Notations: B désigne un espace de Banach quelconque. 
EX désigne l'espérance de la variable aléatoire X à valeurs dans B. 

nJN désigne l'espace probabilisé [O,l]IN, muni de sa mesure dc.o. Un élément 

den est donc une suite (c.oj)j d'éléments de [0,1].Si on travaille sur nN=[O, l]N, on utili

sera la mesure de probabilité déduite de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] :dc.o 1 ... dc.oN. 

La notation indicée 01,••·•Ûn désigne une suite de copies den. 

Dans ce qui suit. (c.oj)j est une suite de variables aléatoires indépendantes de 

même loi à densité ünifonne sur [0, 1 ], et on pose Zi = e 
2

i1tœ, (v.a de Steinhaus). Les Zj 

sont indépendantes de même loi, ùnifonnément distribuées sur le cercle unité. 

Pour p>O, on note \1 XII, = Unx ( Cll) \l~dm) J ,, , et on: définit la moyenne 

géométrique de X comme étant la limite pour p tendant vers 0 de cette quantité: 

limp ➔ O,p>ollXllP = 11Xll0 = expflogllX(c.o)ll 8 dc.o 
0 

L'objet de cette premiére partie est de démontrer le résultat suivant. fonda
mental pour la suite: 

Théorème I !: il existe une constante c>O telle que 
1 N I N ! 

"ïlxp·· . .,XN es I z: x z.l ~ c L xjzj \ 
j= l J 

1
1 O j = l l2 

duquel 011 tire le: 
Corollaire I 2: il existe une constante c>O telle que si (x)j est une suite de scalaires de 

CO 

carré sommable, on ait: ~ x.Z. ~ cll (x.). Il 
L.,JJ 1 1~12 

j=l O 

On commence par démontrer deux lemmes importants qui sont des «inégalités de faible 
concentration». 

lemme L ~ · il existe 0>0, O<y< 1 et K> 1 telles que si : 
:1 \' ;,::? 

Xp···,xN e B et El1 i Z1xjli = 1 

jj = l !1 

{

11 N 1 } N li } 
alors: 'tly E B 011 a P li L Z1x;-YI < 6 SyP{ L z,x;-Yli <K 

aj =) 1 j = 1 !I 
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lemme/ .f· il existe des co,zsti:zmes numériques o>O. O<y<l, X.finie, telles que si: 
N 

el a2 = Eiiril 
j=l 

alors pour toute variable aléatoire Y. indépendante de X. à valeurs dans B : 

P {IIX+ YII <6a} syP {!IX+ Y!I <Ka} 

remarque: les valeurs suivantes conviennent: K=S. ,-4/5 et o = ! ( 1,_ - !) 
· 2 .J3 2 

N 

Dre1œe du lemme L 3 · on pose X = ~ · Z .x. • k,,J JJ 

j=l 

Les inégalités de Kahane 1 nous donnent: ~ = 
._;3 

1 l ,., 
-= (EHXf) . - s EIIXll 
../3 

Soit l'évènement Ac = IIX(m) Il< & 

De l'inégalité suivante ( Salem-Zygmund. [KH] page 8) : 

v'O <À< 1 P "{IIXll ;?: ÀEIIXII} ;?: ( 1 - À) 2 (EIIXII) 
2 

E!IXl!2 

À .. 
on tire :P {IIXII;?:. c} '2:: P {IIXII '2:: ullXil} 

., 
(1-À)- . . 1/311.:! ----. mais s1 E< . -. on a 

.J3 . 3 

. . P(A (I -Efi)2 
Ains1 on a : c> S 1 -

3 
C 2 

3 (1 - ô0 .J3) _ 
On choisit maintenant O<ôo tel que 4 = 1 - _ 

3 
< 1 et on démontre le 

lemme avec ô::ôof2_et K>ô à fixer par la suite. (on a en fait pour ô0 la valeur 1_ - ! ::: _!_ ). 
J3 2 10 

1er cas : y appartient à B(O,ô)2 

l'inégalité triangulaire donne alors: 

P {l!X-yli <ô} sP {l!Xll <2ô} = P {llXll <6 0 } s ~ 
4 

on a ensuite :ilXll <K-ô ⇒ IIX-yll s !IXII + !!yll S K-ô + ô = K 

1. que la constante _ ~- soit admissible dans le cas vectoriel est dû .i Tomnszcnski (cf [TO)) . 
.J3 

2.Commcd"h:ibitudeona:B(y,6) = {xeX;!ix-y::<ii} 



donc P {l:X-yii <K} ~p {:;Xi; <K-ô} = 1-P {::Xl ~K-ô} 

mais par l'inégalité de Tchebicheff: ., 
P { HXil ~ !( - ô} = P { l:X12 ~ (K - ô/} s E.lx;;-., = 

(K - ô)-

d'où P {ilX-yll <K} ~ 1 -
1 

., 
(K -ô)-

1 
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or il est clair que pour K assez grand (K=S convient) on a ( ici y=4/5) : 

4 ( 1 ) 3 P {I' ,. - 1- ., >-~ ;X~y1l<ô} 
5 (K-ô)- 4 

etainsiP{IIX-yll <ô} s~P{IIX-yll <K} 

2éme cas : y n'appartient pas à B(O,ô) : 

Il 'I . 2ô 39 ·1 ;91 2ô 
on a alors : 1YI ?. ô ⇒ llyll $ 2 donc e R; 1 - e ! = l\yl\ . 

on pose y = y/ 9 donc l!y- ;Il = 26 d'où B (y,ô) r-. B (y,ô) = 0 

mais les deux variables aléatoires X et xe•i9 ont même loi, donc : 

p { X E B (y ,ô) } = p {XE B (y ,ô) } 

l'unionétantdisjointe,Ksupérieurà3ôet (B(y,ô) uB(y,6)) cB(y,36) 

on peut écrire : 

P {:!X-yll <K} ?.P {l!X-y!! <36} ~p {XeB(y,ô)} +P {Xe B(y,6)} 

d'où :P {IIX- yli <6} s ~p {IIX-yil <K} s yP {llX-yll <K} 
2 

ceci achéve la preuve du lemme 1.3 

preu·ve du lemme 1..1: 

on suppose cr=l (par homogénéité), et on fait jouer à Y(m), m fixé, le rôle tenu par 
y dans l'inégalité précédente, d'où, par indépendance, on a: 

P{IIX+Y!I <ô} ·= J J1 <ilc.\"C«>1»+rcw:>H<6ldco1dm2 = ... 
Oil 1 

... s J P qx + Y(m2 ) li< ô} dm2 ~ J yP c:x + Y (e::,2) li< K} dm2 
02 

•.. $ y p {!:X+ YII < K l 
le lemme 1.4 est donc démontré. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 1.1: 
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N 

prezœe du théorème I J • On définit la loi µ de la variable aléatoire suivante X = :L x;Zj 

j = 1 

parµ (A) = P {Xe A} pour tout A borélien de l'espace de Banach B. 

De maniére équivalente, on a pour toute fonction mesurable et bornée sur B: 

Jf (X) dµ (X) = J) i r,.Z,J dm 1 •• • dm N 

B 0.N ~= 1 

1 Jl µ (B,) 
étape 1: on a: J log llxll dµ (x) = À dÀ.-

B1 o 

en effet, on écrit notre intégrale sous la forme : J log Il !
11 

dµ (x} 
B, 

Comme tout est positif on peut appliquer Fubini, d'où : 

. l ( ) l J /ogll!lldµ(x) = J J dµ(x} ~ = f µ(B;) ~ 
B1 O Bi. O 

étape 2 : on montre que la quantité ci dessus est majorée par une constante c finie et 
indépendantes des xi et de N. Pour cela on décompose l'intervalle d'intégration [O. 1] en trois 

morceaux et on fait trois estimations. 
Enfin on suppose, sans perte de généralité par homogéneïté et parce que les variables 

aléatoires de Steinhaus sont indépendantes et identiquement distribuées, que: 
IN N l;~I r,Z;" 

2 

= 1 et llr1 Il ;,: llx;i!, Vj = 1.. .N. On a alors Il r11\ :. 7:, r ~; 
2 

= 1. 

., 
- µ (B,) 

Ier nwrceau: f ,., · d')... 

0 

Soit A l'évènementllx 1Z1 - Yli < t... 

On fixe ffio dan·s A. Si co1 appartient à A"on a par l'inégalité triangulaire: 

, l 211. 
1Z1 (coo) - 21 (w1> s;; ~I 

ilx 1 I 

Ainsi P (A) s;; P (ro 1 E .O; lZ1 (co 0} - 2 1 (ro 1) 
1 

s;; /À.
1

), mais comme la loi de Z 1 
jjX1I 

est invariante par rotation, la probabilité au second membre vaut 
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P (c:> 1 e 0;\Z 1 (e:.> 1) - Il s j'.!,..
11
) et donc P (A) s P ( e:.> 1 e n;:z1 (e:.> 1) - lis i:!'·.

11
). 

1 1 , 1; l , 

On va utiliser l'inégétlité: 'tO $ x S ~, sinr ~ ~r. qui nous améne à distinguer 
2 7t 

deux cas: 

- 1er cas: co 1 est dans (O. 1/2]. Alors on a :\Z1 - 1: = 2\sinmo 1\ ~ 2; 1tc.o 1 = 4co 1 

ce qui donne: (lz, - li< 11:~II D => (œ,,; 2li~i li) 

- 2éme cas: co 1 est dans [1/2,1]. On a =IZ1 - lj = 2;si1m ( 1 - c.o 1) 1 ~ 4 ( 1 - co1) 

donc: (!z1 - li S ,
1

2
À.

1

) => (1 - CO 1 < 
2

.1À .. ) 
1 1 

1 X il 11 X 1 B 

En résumé nous avons donc: 

P (., 1 e O;IZ 1 (co 1) - li ,; 11:~I\) ,; 21\~, ( 21,~, Il = '.!~ Il et d'après()) : P (A) ,; Il~ Il' 
N 

Ainsi on a P (A) s '\ À 'I et, faisantjouer à ""r:z. le rôle de y dans ce qui précéde, il 
ôX' 1 ~ J J 
1 li . -, 

1=-
l N 1. .V li 

vient: µ(B,) = P{I Lr,zj\ d-} = p{ ir,Z;+r,z, d-} 
[j=l I j=2 

s J ... J -l, Â. li dco2···d~ N = 11 Â. :: 
IX1 :x1 Il 

02 ON 

D'où, finalement: 

\lx,11 - -2 2 

J 
µ(B;) 

0 

--dl< 
À -

- -
2 2 

(remarque: si on a 2K[[rd[ ~ 1 le troisiéme morceau n'existe pas et on a fini.) 

Jéme morceau: on prend ô comme dans le lemme 1.3, et on pose: cx.=ô/2K. Nous allons 

~entrer. à l'aide du lemme l .4. que:µ (Ba.;) ~ yµ (B;) 
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i .\1 ·: 

Soit À fixé dans (2KII x1 ;I: Jl • et M maximal pour la condition: li ""' x 2 _;i $ À < 1. 
,. l :J .. k..J J J ·: K 

::j= 1 ::2 
( ceci est possible car cette expression est une fonction croissante1 de M. majorée par 1. 

et que pour M=l on obtient llr1 li S 
2
~ < ~) 

or: 

On définit alors deux nouvelles variables aléatoires. indépendantes par construction : 
M .V 

X= ~x2. 
. k.J J J 

J=l J=M+l 

On pose ensuite :cr2 = IIX112 et on montre que a.~6cr: 

IM+l 1 

La maximalité de M entraîne : 1: :L xizil > ~ 
J=l :? 

1 1 M I i Al 

~ r.Z.'1 s 1 ~ .r2 .I +il.rM+1 2M+111I = 1 ~ x 2 . +ll,xM+1l,I = cr+l,lxu+till k.J J J I k..J J JI Il ' :? ! k..J J J 
· t 'I · t 

1 
• 1 'J = i 2 ,J = . :? 1 J = 2 

M+l 

• . I' 'I À. . . Il 'I ,. .. d À. " I' d ou cr+ i:.r.u+ li > K' mais on a suppose art !1 ~ llX'M+ dl one K $cr+ l1X1!i· 

., " À. ô ô s:: 
Comme II.r1 Il $ cr on a K $ 2cr et donc cxÀ. = 

2
KÀ. S 2cr2 = ucr. 

Ceci nqus donne, par application du lemme 1.4 aux variables aléatoires indépendantes X 

etY: P{liX+Yl!sa.À.} sP{!iX+Yll$ôcr} syP{IIX+Y!lsKcr} srPCIX+Y!lsÀ.} 

( car Kcr<À. par définition), c• est à dire : µ(Ba.À.) $ yµ (B;) ( 1) 

étape 3: nous pouvons enfin majorer notre 3éme morceau, en recouvrant l'intervalle 
"o 

[2Kj!r 1 jl,I par U [a."+ 1 ,ex") où no est tel que 2Kjl.ril! e [a.
110 

+ 
1
,a."0

]. 

Il : 0 

soit nsn 0 tel que À. e [ex"+ 1 ,a."); posons À. = a."9 avec a. s; 9 1. Alors 

n- l9 11
-

2 9 9 . . [?Ki: 1' I) E a- t · 11
-

19 > > "o > "K'i 'i ex ,a. , ... , apparuennenta _ :!xi:!• . neue. a. _ ... _a. __ lixil! et 

es 1. 

.\f 

1. On écrit > .-c .Z ( w) 
- J .1 

J = 1 
( .\, l 

= J Lr/ 1 (w)+Z,\f+l(w') dw'car fzAl+l{©')dw'=O.ParJenscnona 

o· 'J= 1 o· 

Il .\/ i_-,2 Al l 2 !' }./ 112 '.H-+- 1 1;2 

i ·I ·\ . 'I alors Il) xZ {w) ij s f ) :rZ (ù)) +Z\ 1 1 
(ù-''): Jro' d'oü: Eli) xZ (ù)) 1 SE! > xZ (ro) I 

' - i ' : - i i . • i , - ,/ i I' - i } il ,1_,"' 1 'l n· 1 = 1 1 !I_,"' 1 : ! .1"' 1 , 



Ullrich page 7 

On peut donc appliquer n fois la formule (1) pour avoir : 

µ(B;) = µ(Ba•e) = µ(Baa•·•e) ~yµ(Ba•·•e} s; ··· sy"µ(B9) s·{ 

Ce qui per1:1et d'estimer notre troisiéme morceau : 
1 "o a" 

µ (B,) J µ (B;) J nt::IÀ 1 I f ï... t:iÀs; À. d11.~ L Y "î" s; 1 -ylog~ 
:?J.."llza:I "o•• n=Oci .. 1 

(1 

BILAN: on a bien une majoration par une constante numérique finie c: 
1 

µ(B,) J À • cf>. s c' < ::o 

0 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 1.1. Posons: 

gM = logllxllx 1 · 
{-Sll.rilSl} 
M 

= c' 

c'est une fonction mesurable et bornée sur B. convergeant simplement vers: 

g (x) = /ogilxll 1ll.rll 51 quand M ➔ oo 

Mais par ce qui précède, on a pour tout M et par définition de la mesure µ : 

J gM (x) dµ (x) = J gM(ID) dID 1 •.• dco2 ~ -c' 

Par ce qui précède: J -gM(}:,'J2;Jdco 1 ••• dco2 s cet (remarquer que-gM est positive) 
QN -j = 1 

le lemme de Fatou nous dit que J (-g) (~ x/,JdID 1 ••. dco2 ~ c'. donc: 
QN -j = J 

soit: i 
1 

.,· jl 

"x.z.11 L. J 111 
lj = 1 l!o 

= c ce qui démontre le théorème. 
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Pmœe d11 CQT'Qllaia: • comme notre série est de carré sommable, que les variables aléa
toires sont centrées et indépendantes, on a ( théorème de Kolmogorov ) convergence presque 

m N m 

sûre de LrJZJ" On pose alors/ 11 = L rh, qui convèrge simplement vers/= LrJZJ 
1 J•l 1 

Par le théorème 1.1 appliqué à fN nous avons IV J
0 

;,: c J Î; !r,j2 

J•l 

Cette fois encore le lemme de Fatou permet de passer à la limite pour avoir llt110 ~ c. 



II-ZEROS ET CROISSANCE DES FONCTIONS DE BLOCH 

Notations: D désigne le disque unité ouvert du plan complexe C. 

on identifiera z et rei8• lzl et r. 
fr sera la fonction déduite de f par : fr(z)==f(rz), r dans [O, 1 [. 
la moyenne d'ordre p de f se note: 

lll11p = (2f tr<•,a>~: rp 
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la moyenne géométrique. limite de la précédente pour p tendant vers zéro: 
:?it 

lltll0 = erp J loglf (i 8
) 1 da 

21t 
0 

A-GENERALITES: 

Définitim,; soit f holomorphe sur D, à valeurs dœzs C. On dit que f est une fonction de 
Bloch, ou que f appartient à B, si elle vérifie: 

supz eD (1 - l:12) lf (:)1 < ::o 

011 dira que/appartient à Bosi elle vérifie la co11ditioi1 {plus forte) suivame: 

lim (1 -1:12) lf (:) 1 = 0 
lzl ➔ 1· 

011 définit une norme dite norme Bloch sur B par : 
. ' 

ll/118 = l/(0) 1 + sup
1 

e D ( 1 - !:!-) lf (:) 1 

Pour plus d'informatio11S sur ces deux espaces, 011 pourra co11Sulter [ACPJ. Retenons 
simplement que B et Bo sont des espaces de Banach, et que Bo est la fermeture dœzs B des poly

nômes, munis de la norme Bloch. 

On commence par établir quelques résultats utiles pour la suite: 

Lemme 2 O.· Bo est la fermeture darzs B (poùr la norme Bloch) des polynômes. Plus préci-
= N 

sément, si/(=)= La,,=" e B 0 etsif.>v(=) = L (1 - ;)a,,:" estlasommedeFejerd'or-

11=0 n=O 

dre N def. alors !V>v-f!
8 
➔ 0 quand N ➔ + oo. 

Preuve· Soit K v (t) ( 
t]:? 1 

sinN-

= L (1 - ~)/"'::::.. .!. 2 
le noyau de Fejer; on sait que 

. N N .. r 
'r11 ~ .~• Sl/1- -, 
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K 

pour toute fonction 4> continue 2,c-périodique_!_ ·r 4, (t) KN(t)dt ➔ ô0 (cp) = cp (0). n•autre 
27t 

K 

part, si on note.f, (.:) = f(:e- 1
'). on a/N(z) = 

2
1
,c JI, (.:)KN (t) dt. Si/ e B0• r ➔ J, est 

une application continue de R dans B et on a (intégrale vectorielle dans B, cf [KA] p. 1 O-
s 

1S):JN-f = ;x J (f,- /) KN (t) dt, d'où posant cp (t) = IV,-Jll
8

, il vient: 

• • 
IVN-Jll

8 
s 

2
1
,c J IV.-Jll

8
KN(t)dt = 

2
1
,c J fP (t)KN(t) dt ➔ q, (0) = o. 

lemme Z I · si f est la somme d•,me série e11tiére q-/acu11aire à la Hadamard et à coeffi
cients bornés (avec q>l). alors/ appartient à B. Si de plus les modules des coefficients tendent 

verso, alorsfappartientàBoetdeplus:ll/l1 8 s :!
1 
llall110• avec llall110 = sup 1~ 0ja,~. 

pre,œe,·soit une suite d•exposants (m;)jt mj>O, une suite (~)ide scalaires, bornée par 1 et 
CIO 

m 
qunréélvérifiant:m 1+ 1/m,~q> 1 (suiteq-lacunaireàlaHadamard)et/(.:) = La,.:' 

; Il:: 0 

m; q-1 
on remarque que:m. - m1 _ 1 ~m. - - = --m 1 ' ' q q 

d'où:lm.arm,-11 S q-1 (m -m )rm,-1 
, , q i i-1 

. ( m,-1 m,-1 m,-1 m1_ 1 +1 m,_1 +2 m1 -l 
mais m 1 - m 1 _ 1) r = r + ... + r S r + r + ... + r 

ceci pennet de majorer la dérivée de f: 
CIO ~ 

., m - 1 q 1 - 1 ·J • ., q 
(1-1.:1-)V'(.:)I = ~ m.a::' ~-- ~ ~-=--<co 

. L.., . ' ; q - 1 1 - ::1 q - 1 
i = 0 

ce qui démontre la premiére panie du lemme. 

Si de plus: _lim la,I = 0, alors v'cO, on peut écrire f=P+g avec P un polynôme et g 
,_cc 

une série lacunaire dont tous les coefficients sont majorés en module par & et nulle en O. 
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On a clairement :limsup 1ii ➔ 1 (l - 1:12) IP' (:)1 = 0 d'où par ce qui précéde: 

limsr,pl:I -+ 1 ( 1 - lzt 2) lJ' (z) 1 S /ims11pl:I ... 1 ( 1 - lzi 2
) !g' (z) 1 S sup 1:I < 1 ( 1 - ;zi 

2
) !g' (z) 1 S /! 

1 
t 

., . 

Ainsi /imsuplz!.:. 1 ( 1 -1:t) lf (:) l = 0 donc/ e B0 ce qui achéve la démonstration 

du lemme 2.1. 

lemme· z z · a) si f appartie11t à B on a: IV,.11
0 

= 0 ( ~og 
1 
~ r) 

1

,.) • 

( 
1 )1..-2 2 

Plus précisément: IV,.llo s 3llt118 log 
1 

-r sir~ 3 
b) si de plus/ appartient à Bo alors 011 a: 

1'1J:UVC." -

IVrllo = o((rog 1 ~r) v) 
ceci toujours pour r tendant vers J (ne sera plus précisé). 

cas où f appartie11t à B: 
on établit un premier résultat pour la moyenne d'ordre 2 defr: 

IV,.112 = o((rog(l ~ r)) 
1

/

2
) 

soit r un réél entre O et 1 (r<l) .. On a: 
CO CIO 

;e ·e n ·e ;e n - 1 ., ( . d8) 
/, (e ) = L an (re' ) ⇒ /,' (e' ) = L 11an (re ) e L- [0,2x].

2
7t 

n = 0 
CIO 

d'où (parParseval):IV/11~ = L n2\anl2
r2n-l 

n=l 

Comme f appartient à B et que re;a est un point de D, on a: 

1 , ;e I ll/118 
supa e [0.22t) Vr (e ) s; 1 _ r 

= ll.tll2 

d'où ~,i21a12r2n-2=11r•112s B 
~ n r'rl2 (l-r)2 

n = l 

Il reste à intégrer terme à terme (de 0 à r) deux fois cette série, ce qui donne: 

/
CIO . CIO 2 2 

., ., Il ., 
li r,11 s; , ~ ,a 1-r-n s; 4 ~ ---la I r-" s; 2ll/1ls./Iog-l-,f.'' 2 i ~ n ~ 211 ( 2n -: 1 ) n 'V 1 - r 

~n=l n=l 

On a donc. en tenant compte de la0j s; li.fil 8 , la majoration suivante : 

dès que r est supérieur à 2/3 ((e-1 )/e trés exactement). 
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On peut passer à la moyenne géometrique en remarquant que sur un espace proba

bilisé les «normes» Il ••. IIP sont croissantes ~vec p>O. Ainsi =!V,11
0 

s 1V,.i!
2 

3li,/il8 Jlog 
1 
~ r 

dès-que r>2/3, ce qui signifie bien IV,.11
0 

= 0 ( (10g 
1 
~ r) v) 

cas où f appartient à Bo: 
On va utiliser la densité des polynômes daris Bo, pour la norme Bloch : 

've> 0,3P e R [=] ;l!f-Pll8 <e 

Ce qui nous permet d'écrire f=P+g avec P un polynôme et j!g,11
8 

s; e. On a alors: 

llf.ll0 s llf.l2 'qP,ll2 + IIK,~2 s O (1) +JllgilsJ°K 1 ~r 

IV,llo . (( 1 ) l/2' 
d'où limsup _ J;J; s; 3llgll8 < 3& v'e > o. soit IV, Il = o log-- . ) 

r➔ 1 1 • r O .· . l - r 
log-

1-r 
Le lemme 2.2 est démontré 
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B-Réponse à une question d'Ahem et Rudin [AR]: B et Bo ont ils les mêmes 
ensembles de zéros? 

Nous allons montrer que ce n'est pas le cas: 
Soit la série e11tiére lacunaire à coelficie11ts aléatoires suivame: 

ID 

n•O 

on a alors: 
propasiâon 2 3· pour tout co dans n ,/m appartient à B. et pour presque tout CD dans n 

Il <fœ> rl!o *o((iog 1 :r) t,·) 

pre1œe: l'appartenance de fœ à B découle du lemme 2.1. On note : 
2& 

T(co) = ..!..Jloglr (re''8) 11d8-!loglog-
1
-

r 22t Ven 2 1 -r 
0 . 

Nous avons w dans les lemmes 2.1 et 2.2 que1 
: 

Tr(co) slog3IVcn.ll
8

slog12supn~olZn(CD)j = log12 = C< +oo,ceciindépendamment 

de m. On va d • abord montrer que pour presque tout m on a : 

limsupr➔ 1Tr(CD) >-a> 

~ 1 1 
Par le corollaire 1.2 on a : Il (f, ) Il ?:. D~""' r- ?:. D' /'log--. en remarquant bien 

c.o r,o .t.J 'li 1-r 
Q 

qu'ici on prend l'espérance sur n. 

( remarque: la seconde majoration provient de la sommation par paquets suivante: 

1 log--
1-r 

ID ID ID -,J Cl0 I r" -r- -,, 
= L -:-= L L - s L 2'--: = L ,-

. } J . o-•, -i• I Il . 0 2' . 0 J= J= -;?';;:,n<;: J= 1= 

CIO 

et si r>3/4 on a 1 - r2 s .{ï::;. d'où log ~ s log-
1
-., = 

"1 -r 1 -,-

. J l : r ;e i d 1 ( 1 ) / 1 soit og~co (re ) 
1 

CD?:. -loglog -- - og-, 
·· 2 1-r D 

0 

1. Cette remarque est utile cnr elle assure re:-.:istencc de J T, (Cl,) d;,,w. la panic positi\'c de lïntigrande 
èto.nt bomèe sur notre espace probabilisé. 



On intégre ensuite cene relation sur [0,21t] pour avoir ( r est fixé) : 
21t 

II logV, (ri 8
) 1dm dB~ !roglog(-

1
-)-log- 1 

. CD 1 21t 2 1 - , D' 
.Oo 
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Il est important de remarquer que l'on peut appliquer Fubini car notre intégrande est 
borné supérieurement et que l'on travaille sur des espaces de mesure finie. Ainsi : 

J T, ( co) dco ~ -log;, soit I -T, ( m) dco s log~. 
Q 0 

On pose maintenant :T(co) ·= limsup,➔ 1 r, (co) et on applique le lemme de Fatou aux 

variables aléatoires positives C-T,l..m) ce qui donne: 

Iliminf,➔ 1 (C-T,(co))dm sliminf,➔ 1 J (C-T,(m))dco 
0 0 

soit c _, I /imsup,➔ l r, (co) dm$ C + liminf,➔ l J-r, (m) dm 
0 0 

En résumé nous avons donc J T ( m) dm ~ -log~. > -oo 
0 

1 
C+/ou

o D' 

Ainsi, T> -co presque sûrement d'où Test finie presque sûrement, donc pour presque 
tout m il existe une -suite de rayons rn ( fonction de o:,) tendant vers 1 et un nombre Oc.o tels que : 

. ( 1 :?Jff .Vc .- -i8 1 1 1 J hm - log (r e ) d0--loglog-- ~o.A>-co 
"➔ ao 27t œ n 2 1 - r .., 

~ n 

On passe à la moyenne géométrique : 

/im, ➔ mll <f.,\ll 2,.6• J/og(l ~r) 

Ce qui est bien la preuve de Il (lm) ,I! 
0 

;t; o ( (10g 
1 
~ ,) 

11

). 

Nous pouvons maintenant démontrer le : 
Jbéoreme '.f· il existe unefonctionfdans B telle que si gappartient à B0 et si Z(f) est 

inclus dans Z(g). alors g=O. En fait, presque route fonction de la forme 
C0 ., .. 

/Ci)(.:) = L Z,,=-
n = 0 

avec CO dans n convient. 
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preuve· on rappelle la fonnule de Jense~ pour fholomorphe sur D: 

N ~-
r 1 J · ·e • /(0) 1 TT~ = erp 

2
7t /og:l(re' ) ;d8,'vr < 1 

;.,i-·1,,~ 0 

où les :J.; sont les zéros de f, avec multiplicité. dans D(0.r) fenné. 

on suppose que nos fonctions sont non nulles à l'origine et que g n'est pas identiquement 
N' N :?1: 

r I r 1 J 1 ;e 1 nulle. On a alors :Vr < 1,!g(O)I [I j: ; s lg_(O) [1 :: 1 = exp 
2

1t logig(re ) ,d8 
; C. 1 :r .. 4 ; - 1 . g. ,, 0 

ceci avec N' inférieur à N. d'où: 
21: 21: 

Vr< l,if(O)lle:rp..!... J log:/,_ (re'-a)jdase:rp..!... J loglg(ri 8)!da 
lf (0) 21t CD 27t 

0 0 

Mais comme g appanient à Bo, le terme de droite est un o 0rog 
1 
·~) par la proposi

tion 2.3, alors que pour presque tout co, celui de gauche ne l'est pas. Ainsi l'hypothése gnon 
identiquement nulle est absurde et le théoréme est démontré. 

Remarque: le théorème 2.4 apporte bien une réponse négative à la question d' Ahem et 
Rudin (notre Z(fœ) ne seràjamais un Z(g) pour g dans Bo). Mentionnons que Wolff a montré 

dans [WO] que tout ensemble de zéros d'une fonction de Ir est celui d'une fonction de B0. 

En fait nous avons l'analogie suivante: Bo est à B ce que A(D) 1 est à~. or A(D) et Ir 
n'ont pas les mêmes ensembles de zéros (cf [HO]). Il semble donc raisonnable de s'être posé 
cette question pour B et Bo. 

1. A(D) est 1 · algébre du disque:, a sa\'oir 1 · cnsc:mbks des fonctions analytiques sur D. continues sur D. 
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C-AMELIORATION DE L'INEGALITE [ACP] 

Un résultat de Anderson. Clunie et Pommerenke [ACP] dit que si f appanient à B : 
:?: 

-
1 J logV(re'

11
) \de 

21t . 
o 1 

lim sup-------- < -
r➔ l loglog-1- - 2 

1-r 

Et ils exhibent un élément de B pour lequel il y a égalité. Nous nous proposons de trou
ver une fonction de Bo pour laquelle l'inégalité ci-dessus soit une égalité. 

Propositim1 2,5: soit 'V une fo11ctio11 positive définie mr [O, J [, décroissame vers O quand 
r tend vers J. Alors il eriste une suite de rééls (b}j décroissam vers 0, telle que : 

CO 

. 3 -, -t• l } 

'vr~ -, ~ b-:r ';?: w(r)log-
4 "-' J . 1-r 

j=O 

lemme Z 6,· sous les hypothéses de la propositio11, il existe une suite de rééls (arJnpositifs 
CO 

décroissant vers O telle que:'vr ~!,""°'a r" ~ 'V (r) log-
1
-. 

2"-' n 1-r 
n = l 

preuve de lemme Z 6· posons r0=1/2 et définissons les rj par l-rj+i=(l-rj) 2. Le développe-
co n 

r. 1 
ment en série entiére de la fonction logarithme nous donne L ..L = log--. 

11 · 1-r. 
= 1 J 

N, n c:o n 

On choisit ensuite une suite croissante d'entiers Nj tels que: ~ 'i ~ ! ""°' 'i et on 
"-' n 2 "-' 11 

n=l n=l 

définit les coefficients au de la maniére suivante: 
ei = 'V (r1) et an = 4ej pour~_ 1 < n ~ ~ 

an = 4e 0 pour O < 11 ~N 0 

l l l 
w(r)log-~w(r.)log--- = 2w(r.)log-- = 

1 - r 1 1 - ri + 1 
1 1 - ri 

1 
2e.log--

1 1 - r. 

:r:) "À~" ]\~" r. r. r. 
Mais, par construction, )' a .!... ~ "°' a .!... ~ 4e:. J. .!... 

....,J nn L,,_ n11 ,~ 11 

11 = 1 11 = 1 " = 1 

1 
2e:.log--

1 1 - r. 
J 

J 
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D'où le lemme 2.6. 

pce101e de lapropasiCiaa 2 ~-
Soit X (r) = 2 'V ( fr) : on lui associe une suite (a)j comme dans le lemme 2.6 

= 
r" 1 . r- 3 : Lan-~ X (r) log-. S1 on pose b1 = ia.,,, alors on a. pour r ~ - (noter qu'alors 
n 1-r ~ - 4 

" - 1 

1 
= w(r)log-

1-r 

et la proposition 2.S est démontrée 1• 

Nous pouvons maintenant construire la fonction cherchée: soit/co définie par 
CO 

Va, en 
j•l 

où les bi sont choisis comme dans la proposition 2.5, c'est à dire: 

(

co ] l.'2 w .. > ,li, = ~bfr2'·' ;,; (111(r)) 1,2 (1ogC ~,)f'2 3 
'vr> -

4 

propasittœz 2 z· pour presque tout m dans n 011 a \\ Cf,.) ,\\
0

,. a ( J111 (r) J,og 
1 
~ J 

preuve; par analogie avec la preuve de la proposition 2.3 on pose : 
2z: 

_!_ J logif (ri 8
) Ide 

21t 
0 

T, (co) = -------
1 1 
-loglog-
2 1-r 

logw (r) 
1 

loglog--
1-r 

Pour 'V suffisamment dominée par le dénominateur, on a par les calculs précédents: 

T (co) SC<oo r 

Dans l'autre sens, on voudrait avoir limsup r ➔ 1 Tr ( co) > -:ic presque sûrement. Par le 

1. on a utilise la sommation par paquets suh·antc: 
00 2" 00 2" 00 2" 00 

""" a ~ = """ '°' a i:l_ S """ """ a ~ ~-""" ,.i· • b2 
L-n 11 · '-- '-- "11 '-- '-- t 11 '-- 1 

n-=1 J-=OiSn<i" 1 J-=02 1 Sn<i" 1 J-=0 



corollaire 1.2 nous avons 

1
1
1 (f. ) Il ~ D Î~ b:r2'· • ~ Jw (r} (iog-2_) 

1 
-··:? 

CD r O ~7 J } - T 

3 
'vr>-

4 

d'où Jloglf (ri 8
) ldco ~ JogD + Jogw (r} + !1oglog-'- (r est fixé) 

2 1-r 
a 

On peut intégrer de O à 2,r, ce qui donne : 
2,c 

I Qloglf(ri 8)ldco) dB ~ JogD + logw (r) + !1oglog-
1
-

21t 2 1 -r 
0 . 
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Comme d'habitude on peut appliquer Fubini car notre intégrande est borné supérieure
ment et que l'on travaille sur des espaces de mesure finie. On a donc : -

2: 

J 
-
1 J Jogif (ri 9

} 1 d8 
2,r 

0 logw(r) dco ~ 1 + __ l_og.;;...D __ 

n 1 1 
-Joglog--
2 1-r 

1 1 
-loglog--
2 1-r· 

1 1 
-loglog--
2 1-r 

soit: ·s-r (co) dco s - 1 - logD s C' <-:,;; ie: liminf. ➔ 1 J-r (co) dco s C' 
r I 1 r r 

n -log log-- n 
2 1-r 

On applique le lemme de Fatou aux variables aléatoires positives C- T,. (oo): 

J liminf,.➔ 1 (C - T,. (co)) dco s liminf,. ➔ 1 J (C- T,. (w)) dco s C + C' 
n n 

or Jliminf,. ➔ 1 (C-T,.(c.o))dc.o = C-flimsup,.➔ 1 T,.(c.o)dw 
n n 

Ainsi on a bien J limsup,.-+ 1 T,. ( co) dw -~ -C' > -ex:, 

n 
soit oo>lim~up,. ➔ 1 T,.(w) >-oo presque sûrement. 

Pour presque tout w on a donc un réél 600 et une suite de rayons rn tendant vers I tels que 

log\JI (r) 
2. Cette remarque est à prendre au sens ---- ➔ 0 quand r tend \'ers 1-. Nous prendrons par la 

1 1 

suite 'V (r) = ---
) 

loglog-
1 - ,. 

-Joglog-
2 1 -r 
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Tr (CD) ~ 6 co > -:c pour n assez grand. et donc : 
D 

:?: 
lJ 1 ·e· 1 1 , - logi,f, (r e' ) ld8 ~ 6co-loglog-- + /og.J\11 (r ) 

27t ' CD n . 2 } - r n 
0-- n 

1 1 

1 
I

l 6 • 
prenant les exponentielles on a:; (fm) j ~ e •w (r n> _;Iog--

; r.ho 'V 1-rn 

ce qui est bien la conclusion cherchée. 
2: 

2-J /ogif (ri 9
) \da 

27t 
Montrons maintenant que, presque sûrement. /im sup-- 0

------
1 

= -. Parce 
r ➔ 1 1 

/og/og-
1-r 

i 

qui précéde, il exi_ste &œ>O et une suite de rayons rn tendant vers 1 tels que 

!ll(j"') Il <!&,.Jwc,.>J,og ·1 
1 '• 0 1 - r n 

2: 

-1 J log[f, (r i 8
) jde 

21t O . CD n 1 log Jw (rn> log&CD 
Ceci permet d'écrire -------- ~ - + ----- + -----

, l 1 2 l ., . 1 l , 1 ,ouou--· ou,ou- ou,ou--
0 ol-r o ol-r o ol-r 

n n n 

1 
Si, par exemple, on prend \JI (r) = ----

1 
- • 

loglog-
1-r 

2it 

217t J /ogvCD (rnia) jde 

alors on a bien /imsupn ➔ = 0 

1 
G:: ~. et [ACP] nous dit qu'alors 

loglog--
1-r n 

c'est exactement 1/2. On remarque que/(&) est dans Bo, distinction qui n'est pas faite dans 

[ACP]. 
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fil-POLYNOMES DE RYLL-WOJTASZCZYK 

Notations: en est muni de sa structure hilbertieMe par le produit scalaire: 

" 

; - 1 

B désignera la boule unité ouverte de en. et S sa frontiére, soit : 

B = {z e C";lzl < 1} etS = {z e C";l=I = 1} 

On notera a la mesure de probabilité sur S, invariante par rotation complexe 
(ie par le groupe unitaire U(n)). 

Le but de cette partie est d'établir le résultat suivant, qui est une extension d'un résultat 
de Ryll et Wojtaszczyk : 

Théorème 4 I: soit n un entier non nul ll existe une constante numérique C(n) telle que, 
pour toute mesure borélienne de probabilité µ sur S, il eriste une suite de polynômes P 1,Pi, ... 

en les variables z1,z2, •• -,zn telle que: 

1) chaque Pk soit homogéne de degré k, 

2 )IP 1 (Ç)j s 1,VÇ e S 

3) expJloglP~da ~ C(n) 
s 

4) exp JlogjP Jdµ ~ C (n) 
s 

remarque· Ryll et Wojtaszczyk ont démontré ce résultat pour les moyennes quadratiques. 
La nouveauté est donc que, grâce au théorème 1.1, ces inégalités s'étendent aux moyennes 
géomètriques. 

Nous aurons besoin du lemme suivant: 

lemme -1 2: soit n un entier strictement plus grand que un. On définit: 
2 112 ., 

d(Ç;ri) = (l-l{Çh1)I) ,'v'(Ç,T\) eS-

alors d verifie l'inégalité triangulaire. De plus, si on pose pour 0<6<1: 
'v'ÇeS,E 6 (rl) = {ÇeS;(d(Ç,r"\) ~6)} 

alors 011 a: 

preuve; tout d'abord on remarque par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que d1 est bien 

définie sur S2
, ceci car :l(Çl11)I ~ IIÇlllh1II = 1 :::::> 1 - 1(Çh1)12 ~ 0 

Soit CX.Tl la projection orthogonale de Ç sur C11. On a ex. = (Çl11) et le théorème de 

1. Cc n'est pas une distance cnr d(Ç,rl) est nul ssi Ç=ei811. On parle alors de pseudo-distance. 
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Pythagore nous donne :IÇ-a11l = J1 -la.fll2 = Ji - l{Çlrt~
2 = d(Ç;rt). 

soient (Ç,11,m) dans S. On a :d(rt,co) = IT1- J3col et d(Ç;rl) = IÇ-«11I 

donc, remarquant que let! est inférieur à un: 

d(Ç,co) s IÇ- a.J3ml s-lÇ- afll + la.l lfl - J3col s IÇ-a.111 + lfl - J3col s d Crt,m) + d CC,fl) 

ainsi dvérifie l'inégalité triangulaire. 
2 l/2 

Calculons le volume de E6(1l) : on pose t = ( 1 - 6 ) on a alors : 

Ç e E5 (11) o (Ç e S,d(Ç,T)) < 6) o Os 1-6 2 s l{ÇIT)}l2 s 1 o t s l{Çlfl~ s 1 

on rappelle que, si f est une fonction d'une variable complexe, on a la formule 
d'intégration par tranches (cf [Rl] 1.4.S) : 

r ~ n- l J J ., n-2 ·a y ({Çl11}) da (Ç) = ~ (1- r·) f(re' ) rdrd8 
S [0,1] [0.22t} 

2 1/2 
d'où, en prenant:/(=) = 11,,11 (l=I) avec t = (1 -6 ) , on a: 

1 

a (E 6 (T\)) = J/((Çl11}) da (Ç) = n; 
1 f J (1 -r 2

) n-
2 
rdrd8 = 62

n-
2 

S [0,2K) I 

et le lemme est démontré. 

wezœe du théorème· -
pour n=l, il suffit de prendre les monômes~ et C(l)=l. 
On suppose dorénavant que n est strictement _supérieur à 1. Soient k un entier non 

nul et ô tel que 8k62=1 (ce choix sera expliqué par la suite), et (111,rt2, ••• ,T}M) un systéme de 

points de S maximal pour la propriété suivante : 'vi ~ j , d ( T\;, 11_;) > 26. (un tel M existe pour 

des raisons de volume). Alors: 
a) l'inégalité triangulaire pour dimplique E6 (11;) f"I E6 ( 11_;) = 0 ,'vi ~ j, d'où 

M6 2
n-

2 S 1 d'aprés le lemme 4.1. 

M 

b) S = u E26 (Tt_;) .En effet, si 3Ç e S;'vj,d (Ç,Ttj) > 2ô, alors 

j=l 

'v11p E6 (11) n E6 (l;) = 0, et le système (l11tT\1,---,llM,I;) contredit la maximalité de M. 

Montrons maintenant les parties 1 et 2 du théorème. On définit des polynômes à 
M 

coefficients aléatoires par: w:Cil) (.:) = L Z}=h1)1: 1.11 est clair que l'on obtient ainsi des 

j = 1 

polynômes homogénes de degré ken les n variables complexes z1,z2, ... ,zn. Montrons qu'ils 
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sont uniformément bornés en module sur S : 

on fixe un élèment Ç de S et on découpe en «couronnes» de centre Ç r ensemble des T\j en 

posant :v'm e N, Hm = LJ;m6 S d(Ç, 11_;) < (m + 1) 6} ( les Hm sont disjoints). 

on remarque que si j appartient à Hm• le théorème de Pythagore nous donne : 
m2 

2 --
1<c;l11_,~2 = 1- (d(Ç, 11_;)2) S 1- m

262 = 1 - ;k ~ e Bk 

donc on a la majoration : <l(Çlll)j) k se 16 

on a ensuite pour tout entier IIi et tout indice j dans H m:E6 ( Tl_;) c: E Cm+ l) 6 ( Ç) , car : 

çeE 6 (11_;) ⇒ d(ç,Ç) Sd(Ç,11_;) +d(ç,11_;) < (m+1)6+ô = (m+2)6 

d'où l'inclusion : U E6 ( 11_;) c E (m + 2> 6 ( Ç) qui nous donne l'inégalité volumique 

jeH. 

suivante (car les Es(Tlj) sont disjoints) : 

a (E 6 (111)) card(Hm) Sa (E(m+:?) 6 (Ç)} = ( (m + 2) 6) ln-
2 

de laquelle on tire card (Hm> S (m + 2) 2n -
2

. 

Nous pouvons maintenant majorer nos polynômes : 
M 

v'm e n, 1 Wi'0
> (:) 1 s L (l(Çl11,;>I> k = L L (1(011}1) k 

j= 1 me Nje H. 

( 
~n-2 7;] 

... S L (m + 2)- e = s < oo 

meN 

On remarque bien sûr que cette majoration est indépendante de t et de m. Il suffit 

- (CD) w?>) (z) 
donc de poser: Wk (:) = --- et les polynômes ainsi obtenus sont bien uniformément 

s 

bornés par 1 en module. 

Montrons la troisième partie du théorème : 

Nous allons appliquer le théorème 1 à nos polynômes. Pour cela. on remarque que le rôle 
des coefficients aj est tenu par les produits scalaires, à Ç fixé dans S, et que leur norme (en tant 

1. Remarque: dans la preuve de Rudin on utilise des v.iriables de R.idcmachcr et non pas de Steinhaus 
qui, elles, vont nous permettre d'appliquer le théorème 1. 1. 
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quev~d•~:::~:i~~ l;Jcm+2)••-•e ~'))112 = s' < 00 

ensuite. on va minorer cette somme, tenne à terme. On part de l'égalité : 
M 

S = U E25 ( 11_;) 

d'où :Ç e S ~ 3j;Ç e E26 (11_;} d (Ç, 11_;} < 26 

1 
2 2 1 ., 

donc : (Çh11>1 ~ 1 - 46. = 1-
2

k car 8k6-=1. 

M k 

ainsi on a la minoration 1 : L (j (Çl11_;)j1
) 

2 
?:. ( 1- ;k) ?:. ~ = c' > 0 

j•l 

Le théorème 1.1 donne alors :erp !1og\ JV!•> (:) \ dm .a: c (~ (J(Çl11)\ ~ 2 J12 

ce qui s'écrit encore : 

J 1
- (CD) 1 } log Wk (Ç) dm?:. loge+ 2logc' = loge" 

C 

Comme on a une borne supérieure sur nos polynômes, l'expression ci-dessus est 
bornée supérieurement. Les domaines d'intégration étant de mesures finies, le théorème de 
Fubini nous donne : 

JJ!oglwt>) (Ç)\dcoda(Ç) = JJiog\w;CD) (Ç)\da (Ç)dco ?:.loge" 
se as 

La deuxiéme inégalité entraine l'existence d'au moins un mo dans n tel que: 

expf loglw:œ
0

) (Ç)lda (Ç) ?:. c" 
s 

Il est clair que c" ne dépend que de la dimension, donc la partie 3 du théorème est 
demontrée. 

remarque: à ce stade de la démonstration, on peut se demander si on n'a pas une minora
tion uniforme pour nos polynômes par une constante strictement positive.Un théorème de Har-

togs2 nous dit que non : 

si on a I w;(J)o) (Ç)j ?:. e > 0,'tfÇ ES, par continuité de ce polynôme, il existe &>0 tel 

1. c·cst ici que sejusùfie le choix 8k6"'-1. 
2. cf [HO p.30]: soit Kun compact den ouvert de C" tel que n-K soit connexe; et fholomorphe sur B
K; alors f se prolonge analytiquement à tout n 
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1
- (CDD) 1 C 

que: W1. (Ç) ~ 2.'v'ÇeA = {zeC";l-t<l.:l<l+t} 

mais alors, notant :0 = {z e C";l=I < 1 + t} 1 le théorème de Hartogs nous dit 

que la fonction/(Ç) = 
1 

1 analytique dans~ se prolonge analytiquement à O. ce 
• (CDD) 
Wk (Ç) 

qui est ab~urde car: 1 w;a,D) (0) 1 = 0 

Pour conclure et démontrer Je 4), on utilise un moyennage sur le groupe urütaire 

U(n) de en, muni de sa mesure de Haar normalisée dU. On remarque que si on compose nos 
polynômes avec des élèments de U(n) les propriétés d'homogéneïté et de bornitude précedem
ment établies restent inchangées. 

Comme on a une borne supérieure sur nos polynômes, l'expression ci-dessus est 
bornée supérieurement. Les domaines d'intégration étant de mesures finies, le théorème de 
Fubini nous donne : 

J J I • {CDD) 1 J J 1-{CDD) 1 . log W1 (U(Ç)) dµ(Ç)dU = log W1 (U(Ç)) dUdµ(Ç) 

U(n)S SU(n) 

Mais on sait que'v'Ç0 e S on a 1: 

J loglQ 1 (U(Ç 0))ldU = JlogiQ 1 (Ç)jda (Ç) "2:.logc" 
U(n) S 

d'où: J (J1oglQ1-(U(Ç))ldµ(Ç))du~Jc1ogc")dµ(Ç) = loge" 
U(n) ~ · S 

ainsi pour au moins un élèment Uk de U(n) on a : 

exp J loglQ 1 ( U1. (Ç)) Idµ (Ç) ~ c" 
s 

Comme cette constante c" ne dépend que de la dimension, il suffit pour achever la 
preuve de prendre comme polynômes :P k = QkoU 1 

Q.E.D 

Remarque: le résultat précédent peut s'interpreter ainsi: nos polynômes ne peuvent pas 
être trop grands car ils sont bornés par 1 en module, mais pas trop petits non plus car en 
module ils sont >O presque partout (sinon le logarithme vaudrait moins l'infini sur un ensem
ble de mesure non nulle mais 3:lors la panie 3) du théorème serait en défaut.) 

1. cf fRl). En fait ceci est dû à l'invariance de cr sous }"action du groupe U(n), ce qui permet d'ècrire: 

Jlog!Qk(U(Ç))!da(Ç) = Jlog\Q1-(Ç)lda(Ç) 
s s 



IV-UNE REMARQUE SUR LES ENSEMBLES DE SIDON1 

On reprend les notations du 1. On va donner un exemple d'application du cas «vectoriel» 
du théorème 1. 1. 

cadre: nous nous plaçons sur le groupe G = r" , produit dénombrable de copies du 

tore T, dont le dual est usuellement noté z<11 >; c'est à dire qu'il s'identifie à l'ensemble des 

suites s = (11 .) d'entiers n. e Z pour lesquelles tin nombre fini seulement de termes sont 
J j~O J . 

non nuls. L'action de s = (n .) - e z<11 > sur c.o = ( c.o .) e ~ se fait par la formule 
J J~O J 

CIO 

s ( m) = Il c.o?, le produit infini ayant un sens car c'est en réalité un produit fini. 

j=l 

On sait (cf lemme 4.2) que les {~} 
1

~ forment un ensemble de S~don. et ils vérifient le 

-théorème 1.1, de même que les {2iZtl i~ (parle corollaire 4.1 ci-dessous). Nous pouvons 

donc nous demander si «vérifier le théorème 1. 1» n'implique pas «être un ensemble de Sidon». 
Malheureusement le lemme 4.3 montre que ce n'est pas le cas. 

- -corollaire -l l · Z 1, ••• ,Zn•· •. désigne une autre suite de .variables de Steinhaus, indépen-

dantes de la suite Z1 , ••• ,Z ,. ~ .. Alors sic est comme dans le théorème 1. 1 et si x . .. e B pour 
. n ~-

N N 
: . - ") -

1 Sj,kSN, alors_! L xjJ.zjzk ~c- L xj.,.zjzk . 

IJ,k= l O j,k= 1 2 

preuve . on note net n les espaces de probabilités sur lesquels sont définiès zj et Zt, et 

on définit un nouvel espace de Banach X= L! (0) de fonctions définies sur O., à valeurs 

dans B, de carré intégrable. 
N 

Posons pourj=l, ... ,N yi = L x1.kzk (qui est dans X). Nous allons appliquer deux 

J.: = l 

fois le théorème 1. 1. dans B puis dans X. Pour voir le rôle joué par les normes de ces deux 
espaces nous reprenons une notation plus lourde: 

Ùp f. Llogl . i X;tz;2,i
1 

dwdfil = exp f_Jog(expr Llog . -i X;tz),
1
1i dm))dro 

0 O 11.k = l I B Q. ~ J,I.: = 1 B 

1. cf (LR) 
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Par le théorème 1.1 appliqué à B, cette derniére expression est minorée par : 
1 

(on a appliqué cette _fois le théorème 1.1 àX), d'où: 

Ll 
N 2 Jl/2 1 N I N 

c
2 s s L rj.k2iik dc.odm = c

2
1 L xjJ;zjzl: = c

2 
. L rj.,kzjzk 

N ët i.k • 1 s i.k = 1 lx i.J: = 1 2 

et le corollaire est démontré. 

lemme -t 2· les {Zj} i~ formem 1111 ensemble de Sidon de z<11). 

n 

preuve; donnons nous un polynôme en c.o e n1
N: P (c.o) = L aiZi (c.o) (en fait les éSj 

j=l 

sont les coefficients de Fourier de P).Alors1. pour~ = {~ 
1 

••••• ~n.o,o, ... } e n1
N tel que 

n 

Z; (!:" > = l~r on a la majoration sup { IP <., > 1 ,CO d°11N J = L la,j, ce qui signifie bien que 
J j=l 

les {Zi} i~ forment un ensemble de Sidon de constante 1. 

lemme 4 3· /es {ZZ1:} ne forment pas un ensemble de Sidon de z<ll > xz<11) 
. J j~ 

n -preuve; considérons le polynôme suivant P ( co) = L ai J.Zi ( co) Z k (CD) , avec 

jJ: = 1 
,: 

l 2ijk-
0....j): = --;= e " (ces coefficients fonnent une matrice unitaire dite «de Walsh»). Nous avons 

./11 
alors, d'une part, la somme des modules des coefficients de Fourier de P qui vaut: 

n n 3 

"' 1 1 1 2 k.J 1a·,.L-= L ,= = n J ,...,,, 

jJ: = 1 j,J: = 1 

l. nous convenons que si 11..:=0 alors on met O à la place de w ù:ins w. , -, -
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D'autre part, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz: 

iP (co)i,; 1 i jZ.ccol r I i a,,1z~
2 

= .r,,.r,, = 11 

~l:=1 l-cllJ-=l . 

-donc si les {ZJZ1-} j'l:. fonnaient un ensemble de Sidon, il existerait c><> telle que 

3 

pour tout non ait n 2 sen, ce qui est absurde. 
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