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i) 

Introduction 

La théorie des groupes formels se présente sous deux formes différentes : soit 

on fait des calculs (fâcheux) par la méthode directe, (Lazard, Lubin, FrÔhlich, 

Bonda, Hill, Hazewinkel) -, soit on fait des calculs (fâcheux) par la méthode indi

recte ou hyperalgébrique, (Dieudonné, Manin). En tout cas on devrait se méfier 

dtune méthode, qui ne saurait pas donner les démonstrations des théorèmes de classi

fication de Cartier, ceux-ci généralisant les théorèmes classiques de Dieudonné, 

Dans ce travail, qui résulte d 1un cours des groupes formels, donné par liauteur 

à l 1 Université de Paris-Sud, Orsay, 1974, on se propose de démontrer les théorèmes 

de Cartier en utilisant la méthode hyperalgébrique. De cette façon ce travail doit 

être nécessairement complémentaire au livre prochainement à apparaître de Lazard, 

parce que malheureusement, les bourgeons nt apparaissent pas ici (Lazard, [1] p,281 ), 

La méthode suivie n'étant choisie que parce que la loi du groupe formel universel 

non commutatif n 1 est pas encore déterminée de façon suffisamment explicite, bi'en 

que son hyperalgèbre soit bien connue : elle est l'algèbre de Hopf universel des 

puissances divisées. Le résultat principal de classification est une classification 

des lois des groupes formels plutôt que des groupes formels (th, III.3"6). En 

faisant les raisonnementsindépendants d 1une base choisie on trouve la classifica~ 

tion de Cartier. L" idée de démontrer un théorème de décomposition ( th, IL 6 ,4), qui 

généralise la notion ns-typique" de Cartier-Lazard au cas non commutatif ainsi 

qu'un théorème de Campbell-Haussdorf-Dieudonné (th. II,6.9) sur un anneau de base 

arbitraire était suggéré par Lazard [1], On donne deux applications : une démons

tration des conjectures d 1Atkin-Swinnerton Dyer (th. v.1,4) sous une forme diffé

rente de celle, énoncée par Cartier [3] à Nice 1970, peut-être même contradictoire 

à cet énoncé, 

L'autre application touche les rudiments d'une théorie générale, encore em

bryonale, -des composantes fantômes (th. V,2,9). Avertissement : ce théorème se dé

montre à l 1heure actuelle par les arguments originaux de Witt (crelle, 176, 

p. 126-140, 1937), une fois les points de départ étant convenablement (même tri

vialement) modifiés. Pour plus de détails sur ce point, ainsi pour un résumé non

abstrait des résultats exposés ici, on pourrait consulter : Formale Gruppen, die 

Vermutung von Atkin-Swinnerton-Dyer und verzweigte Wittsche Vektoren, notes 

miméographées, G~ttingen, 1975). 



ii) 

Finalement, ce travail donne les démonstrations des résultats, annoncés anté

rieurement dans Comptes Rendus, Série A, t 268, p 580-582, (1'968), t 275, p 251-254 

(1972), t 276, P 531-534, (1973), t 279, p 403.::.406, (1974) et t 279, p 443-446,(1974), 

L'auteur remercie vivement tous ceux, qui en prodiguant leurs efforts - soit 

de caractère mathématique, soit de caractère extramathématique, (les musiciens 

d'Orsay sous la direction sage de Mme Suzanne Schuhl et de maître Roger Roche) 

ont créé une atmosphère cordiale et encourageante. En particulier il tient à expri

mer sa reconnaissance sincère à Mme Bohnardel, qui a accompli sans moindre plainte 

la tgche ingrate de faire ~pparattre ce travail. 
1 . • • 



1. 

Chapitre I Les catégories fondamentales 

Le but de ce chapitre sera de rappeller certains faits connus ainsi que de fi

xer les notations. Pour plus de détails (et pour les démonstrations) on se réfère 

aux livres de 

M. Demazure 

A. Frtlhlich 

cités [D] et [F]. 

p-Divisible Groups 

Formal Groups 

§1 .. Lois de groupes formels 

Lect. Notes in Math. 302 (1972) 

Lect. Notes in Math. 74 (1968) 

1.1 Soit k un anneau de base, unitaire et commutatif. On renvoie à [F], Ch.I 

pour ce qui concerne les anneaux de séries formelles k en n indéterminées 
n 

X= (x
1

, ••• ,xn) à coefficients dans k, ainsi pour la notation vectorielle qui 

rend les formules plus transparentes. On notera 

pies de k 
n 

(k )m la somme directe de m co
n 

On rappelle que F = F(X,Y) E (k
2

n)n est une loi de groupe formel, (bref 

une loi) de dimension n sur k si 

a) F(x,o) = X 'F(O,Y) = y 

b) F(F(X,Y),z) = F(X,F(Y,z)) 

b) se justifie par a), qui implique que chaque 

encore que F est abélien, si F(X,Y) = F(Y,X) 

F. 
l 

est sans terme constant. On dit 

1.2 Soient F et G deux lois sur k de dimension n et m. Un morphisme 

f F d 1 . t 'l' t f E (k )m t t t t 1 : _,. G . es ois es une emen sans ermes cons ans e que 
n 

f(F(X,Y)) = G(f(X),f(y)) 

On obtient de cette façon une catégorie FG(k) des lois sur k. On notera 

FG(n,k) la sous-catégorie pleine des lois de dimension n sur k et encore 

F(n,k) la sous-catégorie pleine des lois abéliennes. On notera Homk(F,G) l'en

semble des flèches dans FG(k) • Si ~ : k _,. k' est une extension de base, alors 



en appliquant ~ aux coefficients des séries formelles F = F(X,Y) E FG(k) on 

obtient de façon naturelle une loi ~*F sur k 1 , d 1 où un foncteur covariant 

~*: FG(k) ..... FG(k'). 

1.3 Il existe des lois dans la nature : 

ao Soit k E {R,œ} et soit G un groupe de Lie de dimension n sur k. 

Alors il est bien connu, qu'il existe un voisinage V d'élément neutre e E G, 

un voisinage Q de O dans kn et un homéomorphisme ~:V"""" Q tels que si 

X,Y EV, alors le produit z = XY appartient à V et en posant 

(z , ••• ,z) alors 
1 n 

z. = z.(x
1

, ••• ,x , y
1

, ••• ,y) 
J. J. n n 

pour 1 < i < n, 

ce qui définit de façon naturelle une loi de dimension n sur k o 
,. 

b. On pose n 
G =X+ Y avec 

a 

"n 
G . = X. + Y. a,i J. J. 

pour 1 < i, no C'est une loi 

abélienne de dimension n sur un anneau quelconque. Si n = 1 on appelle 

A1 
G la loi additive. 

a 
G 

a 
A 

c. G =X+ Y+ XY E F(1,k) • G sera appelé la loi multiplicativeo Noter, m m 

que si k = ~ on a un isomorphisme 

inverseo 

A A 

log( 1 +X) : G ..... G 
m a 

qui admet X 
e - 1 comme 

Il importe d'introduire des lois qui sont de dimension infinie sur k, ainsi 

que des lois qui ne sont pas triviales, de dimension zéro. 

§2. Co-algèbres, co-algèbres ~ groupes 

k sera un anneau de base. On notera 0 = ®ic et toute applicatio_p. idenitLté. 

2. 1 Défini tian : Une co- algèbre sur k est un k-module C , muni d'une applica-

tian k-linéaire de= d 

suivantes : 

C ..... C®C , dite diagonale, satisfaisante aux conditions 

C1 d est co-associatif. 

C2 d est co-commutatif. 

c3 Il existe une application k-linéaire c - c C,c - C, C ..... k, dite counité, de façon 



unique déterminée :par : € 0 1 o d = 1 0 € o d = 1 sur C ~ k 0 C :::. C 0 k 
Un morphisme de coalgèbres f : (c,dC)-> (D,dD) , bref, f C - D 

sera une application k-linéaire f : C · _, D , qui satisfait à f 0 f ode = dD of 

et e; of= e; (compatibilité avec les morphismes structuraux). De cette façon les 
D C 

coalgèbres sur k constituent une catégorie. Dans ce qui suit on notera la 

sous-catégorie pleine des coalgèbres sur k, qui satisfont à la condition supplé

mentaire (F ) 

(F) : CE Ck est réunion filtrante ·croissante d'une suite l c . 1 i E r } , où r 
]_ 

est un ensemble dénombrable d 1 indices, où les C. 
]_ 

sont des coalgèbres sur k 

libres et de type fini sur k en tant que k---modules et où chaque inclusion 

C. c C. se prolonge en une suite exacte de k---modules libres 
]_ J 

0 _, C . _, C . ->C :/ C . -> 0 
l J J l 

Il en résulte en particulier que C est un k-module libre" Noter que, lorsque k 

est un corps et C est une coalgèbre sur k, alors C satisfait à (F). [D], 1.6. 

;2,2 Ck admet un objet final, à savoir (k,1) et des produits. De façon explicite: 

(c,dc) X (:D,dD) = (E,dE) • E - C (2) D et 

d 0d 
C D 

où o( c 0 d) = d ® c • On a 

d 
E 

se donne par le diagramme 

1 ®o®1 
C@D0C0D 

et C@D satisfait à (F). 

Si k _, k' est une extension de base, on a un foncteur évident C -> C 
k k' 

induit par C 1-> C ®kk' . Cette extension de base commute avec la formation des pro

duits et avec les objets finaux. 

Soit C une catégorie. On dit que G E C est un objet groupe dans C si 

pour tout XE C l 1 ensemble c(x,G) est muni d 1 une structure de groupe et si 

pour toute flèche X_, Y dans C l 1 application induite ~(Y,G)-> 2(x,G) est un 

homomorphisme pour cette structure. G sera dit commutatif, si tous les groupes 

2(x,G) sont commutatifs. 

Lemme : Soient C une catégorie avec produits finis et un objet final e , alors 

les deux énoncés suivants sont équivalents : 



1. G est un objet groupe dans C. 

2. G est muni d'un morphisme structural m ==m:GxG-G 
G 

dans C , dit .... 

multiplication, satisfaisant aux trois conditions suivantes : 

a. m est associatif. 

b. Il existe un î) = î) G 
e - G dans C, dit unité, nécessairement unique, 

tel que mo(T)x1) ==mo(1xî)) soit 1 1 identité sur G .::: e x G .::: G x e • 

c. Il existe un C == C 
G 

G - G dans C, dit antipodisme, nécessairement 

unique, tel que m o c x 1 o d == îJ o e: • 

(Ici, d G ....,. G x G est le diagonal et e: : G ....,. e la flèche unique). 

Dans cette situation encore, le produit fg de f et g dans c(x,G) se 

donne par 

fg: X 

De façon duale on a la notion d'un objet cogroup~ dans C ainsi qu'un lemme 

évident, si C admet sommes finies et un objet cofinal. on définit la catégorie 

des objets groupe dans C ' GC en prenant pour fléche,,i;, f : G1 ....,. G dans GC - - 2 -
celles de C qui satisfont à m of == f xf o m et f o TJG 1 = YJG De façon 

G2 G1 2 
duale on construit la catégorie des objets cogroupe dans C . 

2.4 On dira, que G E Ck est une coalgèbre en groupes si G est un objet groupe 

dans Ck. Les coalgèbres en groupes constitueront la catégorie GCk. La sous

catégorie pleine des coalgèbres en groupes commutatifs sera notée Abk, les objets 

de laquelle s'appellent encore bigèbres. La situation de 2.3 rendu explicite pour 

GCk donne 

Lemme soit G E GCk , alors 

a. m et n définissent sur G une structure d'algèbre unitaire, associa-

tive sur k, qui est commutatif si et seulement si GE Abk. 

b. Pour cette structure d'algèbre, d et e: sont des morphismes et 

c : G....,. G est un anti-isomorphisme, c'est-à-dire on a c(xy) == c(y)c(x) pour 

x,y E G et c est bijectif dans ck. 



2.5 Exemples 

a) Soit J une algèbre de Lie sur k, libre et de rang dénombrable en tant 

que k-module. Alors l'algèbre universelle enveloppante U(J) de J est muni. 

d 1une structure d'objet dans GCk O Si la caractéristique de k, x(k) , est un 

nombre premier p et si en outre J est une p-algèbre de Lie, alors l 1 àlgèbre 

universelle enveloppante rest~einte u (J) 
p 

se trouve dans 

b) Soient k un corps et Ack la catégorie des groupes affines commutatifs 

sur k, alors le foncteur M - Spec M induit une anti-équiva1ence des catégories 

c) On utilise ici l'opportunité d'introduire une coalgèbre en groupes, qui 

jouera un rôle fondamental dans ce qui va suivre. Soit d'abord S uµ ensemble dé

nombrable. On notera k<S> l'algèbre associative non commutative lipre, engendrée 

sur k par les éléments de S, dits indéterminés 9 En prenant le quotient de 

k<S> par 1 1 idéal bilatère, ehgendrée par tous les commutateurs [x~y] == xr- yx 

pour x,y E k<S>, on obtient l'anneau libre commutatif k[S] o 

Soient maintenant s = {zm I m E IN+} et z(k) = k<S> • Soit NAlgk la catégo

rie des algèbres unitaires associatives sur k. Alors on définit un diagonal 

d : z(k) ➔ Z(k) (2) z(k) dans Nalgk en posant pour Z E s 
m 

On attache à z le poids 
m 

Z = 1 • 
0 

m. En prenant les sous-espaces H n 
dans z(k) , en-

gendrés par les éléments qui sont isobares de poids~ n, on voit sans peine qu1 on 

a une structure de coalgèbre sur z(k) , qui satisfait à (i). De plus la structure 

d'objet de NAlgk sur z(k) fait de z(k) une coalgèbre en groupes. On laisse 

la vérification à titre d 1 exercise. 

On notera encore z(n,k) le sous objet dans GCk de z(k) , engendré par 

{ Z 
1 

, "° • , Zn } . Alors on a : z(k) = lim 
~ 

z(n,k) dans GCk . Si k restera fixé, on 
n 

écrira z et z(n) au lieu de Z(k) et z(nik) . On notera Z = k[S] et 
C 

Z (n) = k[z
1

, ••• ,z] ' 
alors on trouve de façon analogue que z ' Z (n) sont des 

C n C C 
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bigèbres et q_ue Z = lim Z (n) 
C ~ C 

est l'objet q_ui figure dans 
n 

Cartier [2] coro 2. 

§30 Algèbres profinies et cogroupes formels 

On notera Mf k la catégorie des algèbres commutatives sur 1.1 anneau de base k 

qui sont libres et de type fini en tant que k-modules 0 

30 1 On appelle prosystème strict libre dans Mfk tout système :projectif 

A = {A. 1 f .. ; i,j E sj où Ai. E Mfk et où S est un ensemble d11indices filtrant 
l lJ 

et dénombrable tel q_ue les morphismes f .. :A.-A. 
lJ J l 

soient surjectifs et se :pro-

longent en une suite exacte de k-modules libres 

0 - Ker f . . - A . '--'> A. - 0 o 
lJ J l 

Chaque fois q_uRon a un tel système A on y associe 1 11 algèbre · A = lim A , que 
~ 

Pon munit avec la lim-topologie, à savoir, la topologie la plus faible q_ui rend -
continues toutes les applications canoniques A - A. , les 

1 
A. 

l 
étant supposés dis-

crets. De cette façon, A est muni d 11W1e structure de k-algèbre topologique sépa-

rée, complète dans laquelle les noyaux des applications canoniques 

tuent un système fondamental d 1 environ zéro 0 

Si A et B sont deux prosystèmes stricts libres dans Mfk et si 

cônsti-

A = lim A , B = lim B on d.éfini t un morphisme f : A - B comme un morphisme con- -
tinu de k-algèbres. On obtient de cette façon une catégorie, notée Alk. 

Lorsq_ue k est un corps on définit Alk simplement à être la catégorie Pro-Mfk. 

Puis on montre q_ue tout :proobjet de Mf k se définit :par un prosystème strict libre. 

Lorsque k est une limite projective dîanneaux: artiniens, on se reporte à SGAD, 

Exposé VII Bo 

3.2 La catégorie Alk admet un objet cofinal, à savoir k et des sommes direc

tes. Si A,B E Alk , la somme A 0 B est le complété de A 0 B pour la topologie 

évidente induiteo Si A et B sont d~finis à :partir duun certain système A. , B. 
]. _., 

d'anneaux: dans Mfk, alors il revient au même de définir A 0 B en partant du 
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système, défini par les Ai ®Bj • Si est une extension de base, on oh;,, 

tient un foncteur évident Alk -Alk 1 , en partant d~extension de base Mfk _,, JVJfk,. 

3. 3 On dira, que X € Alk est un cogroupe formel si X est un objet cogroupe 

dans Alk. Alors en copiant le dual de la situation de 2.3 on arrive à 

Lemme ~X€ Alk est un cogroupe formel si et seulement si X est muni d'un mor-
,.. 

phisme structural 

tion), tel que : 

d = d y X - X ® X dans Alk , dit codiagonal, ( comt1.ltiplica-

a~ d est coassociatif. 

b. Il existe un morphisme, nécessairement unique, ri = î) : X:...... k dans Alk , 
X ,., 

dit counité, tel que ® ri o d = î) ® 1 o d dans X ~ X ® k ::::. k ® X 

Il existe un morphisme, nécessairement unique C = C : X - X dans Alk 
X 

dit antipodisme, tel que, si (m,2) définissent la structure d 0 algèbre sur X, 

alors on ait m o c, ® 1 o d '"" E o î) • 

Dans cette situat,ion encore, le produit fg de f et g dans le g_rtm.pe 

Alk(X,Y) se donne par le diagramme 

])e cette façon on obtient la catégorie CAl~ des cogroupes formels sur k. 

3.4 Exemples 

a. Mfk s'identifie à une sous catégorte pleine de Alk à 

b. On munit Panneau kn = k[[x
1

, ... ,Xn]J de la topologie (x
1

, ••• ,xn)

adique. Pour cette structure, kn € Alk. 

c. Soit F une loi de dimension n sur k. On définit 

e(F) = k[[x
1
F, ••• ,XnFJJ , muni de la comultiplication d défini par 

Â A lb A 

dXiF = Fi(x
1
F ® 1, ••• ,XnF ® 1, 1 ®x

1
F, ••• ,1 ®nF) pour ~ i ~ n, bref:: 

d~· = F(~ 0 1 , 1 0 ~) . On obtient de cette façon un foncteur contravariant 

En paf1ant des lois, on dira que ~ est le système des générateurs canoniques de 



8. 

F. On notera qu'à partir d'une l,oi, on arrive à un objet, qui se définit de façon 

intrinsèque, ~ 1 est ... à.,.dire par aide des diagrammes. 

d. Soit k un corps et ~oit G un groupe algébrique sur k. En complétant 

l'anneau. local de l'origine e 
e 

pour la topologie m -adique, où m 
e e 

est Pidéal 

maximal de ee, on.obtient ee E Alk. Le mo.rphisme structural GxG-G induit 
A 4 A A 

un mo:;t'phisme e - e ~ e Q9 e , c'est.,..à,...dire on obtient un foncteur à valeurs 
e exe e e 

dans CAlk. 

§4. Dualité d..e Cart~er 

* Si M est un k:-module, on notera M le k-module des formes linéaires sur 

M. Si M est un k,.,,modu,li topologiqu,e, on notera également, lorsq_ue aucv.ne con

* fu,:lion ne sera possible, M J,e k-mod:ule des formef;l linéaires continues sur M • 

On rappelle 

4. 1 Lemme ; $oit Cf k la sous eatégorie pleine de Ck formée des ttoalgèbres fi

nies, ctest-à,...dire de type fini en tant. que k-module. Alors 

'?* : Cf - 11/rf . k fi k 

est une antiéquivalence des catégoriesi. 

On r1:3-p:pelle également que la structure d'algèbre sur C* pour C € Cfk se 

définit par J,a relation <fg,c> = <f ® g, dc(c)> • 

Soit maintenant C = UC. dans Ck, alors la suite exacte (1) du §2 donne une 
i l 

suite exacte 

o ..... (c ./c. )* - c~ - c~ - o 
J J. J J. 

c'est-à ... di~ on obtient un prosyst~me strict libre {ctJi},dans Mfk • D'autre part si 

l'on s:e donne un prosystème stri.ct libre A dans Mf k , alors la sui te exacte ( 1) 

du §3 donne une Sl:j.i te e,xacrt;e 

ce qui munit lim A-'I: 
~ l 

0 ,...,. A'!: - A-l!" - ( Ker f .. )* --+ 0 
l J lJ 

d'une structure d'objet de A = l:Lm A 't , alors 
,·~ l 



Lemme : On a C* ~ lim C~ et A*= lim A~. 
-E-- J. ----+ J. 

La démonstration est connue : les inclusions C.-, C induisent des surjec-
1. 

tions C*---> C~, d'où une flèche canonique C*-> lim C~. Soit g = (g
1
.) un élé-

1. ~ J. 

ment de lim C~ 
+-- J. 

avec git Ci, on définit g t C* par g(c) = g.(c) 
J. 

si C ap-

partient à Ci. En vue de C = UC. on obtient une flèche inverse. De la même fa-
1. 

çon, les applications canoniques A_, A. induisent A~_, A*, donc lim At-> A*" 
· J. l --+l 

Si f €A*, alors f 

la flèche inversible. 

étant continue, se factorise à travers un A. , ce qui rend 
l 

De la même façon on observe que 1von a des flèches canoniques inversibles 

~ ck (c. ,D) ~ ck (lim C. ,D) 
,---- l -+ l. 

lim Alk (A. ,B) ➔ Alk(lim A. ,B) 
--,. l ~ l 

En ramassant ce qui précède, on arrive à: 

4.3 Théorème (cartier) 

a. Le foncteur contravariant ?*: Ck-, Alk est une antiéquivalence des ca

tégories, qui admet le foncteur ?*: Alk _, Ck comme un foncteur quasi inverse. 

b. ?* transforme objet final (cofinal) en objet cofinal (final) et transfor

me produits (sommes) en sommes(produits), d 1 où une antiéquivalence 

c. ?* commute avec l'extension de base. 

Pour la démonstration: cf. aussi Cartier[1]Exp. 2. 

4.4 Exemple à titre d'exercice qui servira plus loin: On note pour O ~ n < co, 

T = k[[t]]/(tn+i) et T = T = k[[t]] = lim T , ce qui définit Tn t Al.k pour 
n co t--- n 

tout O ~ n < oo • 

Soit {ti l O ~ i ~ n} la base duale de {ti 1 0 ~ i ~ n} avec 

(t.,tj> = o .. (Kronecker), alors dt.= C ta®tb. Si l'on prend encore 
l J.J l b . ,., ,., a+ =l 

dt= t 01 + 1 0 t, alors t.t. = (i·,j)t .. , où (i,j) dénote l'image de 
l J , l+J 

(i+j)!/i!j! dans k. 
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§5. Schémas formels et groupes formels 

On rassemble ici un peu toutes les catégories qui vont être q.éfinies ou dont 

on aura besoin. Soit k comme toujours un anneau de base, Alors, on prend 

Mk catégorie (pas trop grosse) des k-algèbres commutativ&s 

MkE catégorie des foncteurs covariants Mk _,, Ens 

le foncteur évident, qui donne le foncteur 

A:~E _,, MfkE évident obtenu par restriction à Mfk, appelé encore c~mplétion 

Grk catégorie des schémas en groupes sur k , considérés comme fonot.eurs dans 

M~ • cf. [ D] , 2. 1 

Ack sous-catégorie pleine de Grk des groupes affines commutatifs. 

5.1 On copie [D] 1.6: Soit Spf: Mfk_,.MfkE le foncteur contravariant défini 

par (Spf R)(s) = Mfk(R,S). Alors le lemme de Yoneda donne que Spf est pleine

ment fidèle. On dira que FE MfkE · est un schéma formel sur k, s'il existe un 

prosystème strict libre A dans Mfk et s'il existe des isomorphismes, foncto-

riels en RE Mfk 

F(R) :::: {lim Spf A.} (R) = lim Mfk(A., R) = Alk(A,R) --+ l ~ J. 

si A= lim A. est défini par A o 
+-- J_ 

(par §4 (2)) 

On notera Schfk la catégorie des schémas formels sur k. 

5.2 Lemme On étend la définition de Spf à la catégorie Alk en posant pour 

Spf(A)(R) = {Morphismes continus di algèbres A_,. R} = AlkÜ,R) " 

Alors 

est une antiéquivalence des catégories, transformant l'objet cofinal ên objet fi

nal et sommes en produits. De plus Spf commute avec l'extension de base. 

5.3 On appelle groupe formel sur k tout objet groupe dans la catégorie Schfk. 

Les groupes formels constitueront la catégorie Grfk, celles de grQupes .formels 

commutatifs la catégorie Grfck. 
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La dualité de Cartier permet donc de .définir une équivalence des catégories 

en posant Spf*C = s:pf(C*). Spf* induit encore des équivalences GCk - Grfk et 

Abk - Grfck • 

Dîaprès ce qu'on a vu, il revient donc au même de donner 

a. Un groupe formel G sur k. 

Un objet A = lim A. dans CAlk et un isomorphisme 
~ l 

noté désormais e(G) ,sera appelé l'algèbre affine de G. 

G z SpfA ... Cet A , 

c. Un objet C E GCk et un isomorphisme G :::. Spf*C • Cet o.bje,t C ~· noté 

abusivement le plus souvent par G* s.era appelé l'algèbre des di.si;:r;tib:utio;ns sur G. 

5.4 Exemples de groupes formels 

On note pour RE Mfk, nil(R) le nilradical de R. 

1. Groupe formel multiplicatif sur k , ~k ~(R) = 1 + nil(R) , muni de sa 

structure additive. on a Spf e(~a) = 'âk • e(âk) :::. k[[t]] , dt = t ® 1 + 1 ® t 
Le dual s'identifie à T* E'Abk (cf. 4.4). 

2. Groupe formel ad.dit:êf: i i_/ sur k ~ • ilic (R) = 1 + nil ( R) ~ :rri;u:n;t dé sa 
.A A ~ ~ 

structure multiplicative. e(~) :::. k[[t]] , dt = t 0 1 + t 0 t + 1 0 t 

3. Si k est un corps et GE Grk, alors GE Grfk., Si k est arbitr.<ii:rA 
A A 

il en est ainsi si e(G) E CAlk soit si (G)* E GCk • Par exemple. âk e.t ·~ 

s'obtiennent par complétion du groupe additif a:k et multiplicatif µk. 

4. Si k est un corps, la dualité de Cartier s'exprime encore en cçmplétant 

un autre foncteur.De façon précise~ Soit GE Ack. On pose 

D(G)(M) = Gr/G®ilf, µM) pour ME Mk alors on a le diagramme eomrm.itati:f:, cf.[D] 

2. 4 th. t : 

Ack 
D 

Ack 

Spec î l 
Abk 

Spf* > 
Grfck 
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Soit f : G -> H dans Grf k o On définit Ker:f € Mf kE par 

(Ker f )(R) = Ker {f(R) 

Kerf appartient à Grfk s'il est représentable : Exemples 

Si 

nl½c = Ker{n: µk-> ~} ; n~(R) = {1+x E ~(R) J (1+x)n = 1} 

e ( n ~) ~ k[ [ t]] / ( ( 1 + t t -1 ) • 

k est un anneau de caractéristique p, premier, on définit 
r A A 

nâk 
p 

par son 

algèbre affine k[[t]]/(tp) , dt= t 0 1 + 1 0 t. Si GE Grfck, on note pour 

n E '$ par [n] l~endomorphisme donné par [n](R)(x) = nx dans G(R) o 

5.5 On résume les flèches importantes 

Grfk 
J\ 

""-- Grk 

spf 'Î l e l 
FG(k) e 

CAlk Ak D ~ 
C 

* 1 l * î spec 

GCk ~ Abk 

5.6 Définitions de certains types de groupes formels. 

Soit GE Grfk. k anneau de base. 

a. G sera dit constant s 1 il est de la forme G ~ Spf(k~) où E est un en-

semble et où kE est muni de la topologie produit. 

b. G sera dit fini, s'il est de la forme Spec M avec ME Mfk. 

co Pour tout groupe formel G on note IG = Ker {E: e(G)-> k} et 

. 2 
wG = IG/IG. Soit encore nG ~ IG ->wG l'application canonique. G sera dit con-

nexe si tout système {xi E IG I i Es} tel que {nG(xi) 1 i Es} engendre le 

k-module topologique wG, engendre lui-même l'algèbre topologique e(G). 

Si k est un corps, on définit simplement : G est connexe si et seulement 

si G(K) = {1} pour tout corps K E Mflk. [D] 2.7 

d. G sera dit infinitésimal s 1 il est fini et connexe. 



e. G connexe sera dit lisse, ou de Dieudonné, si e(G) est de la forme 

e(G) = k[[x)]iŒ , où E est un ensemble d'indices dénombrable, totalement or-

donné et où en cas que Card E = oo , on a lim X.= 0 
i i 

dans la topologie de 

Si Card E < oo, on appelle Card E la dimension de G. cf. [D] 2.10. Si 

F € FG(k) , alors Spfe(F) est de Dieudonné. 

e(G). 

f. G € Grfck sera dit p--divisible, ou de Barsotti-Tate si [P] : G ➔ G 

est un épimorphisme et si avec fini et dans Grfk pour 

tout i. cf. [D] 2.11. 

5.7 Il va de soi que les catégories Ck et Alk se généralisent de façon évi

dente: on commence avec les k-modules projectifs de type fini. Pour une étude 

de cette situation encore généralisée cf. Morris-Pareigis: Formal Groups over 

discrete rings Bull AeM.S. ? Toutefois, les catégories introduites ici seront am

plement suffisantes pour une étude des courbes dans un groupes formel. 

Chapitre II Courbes dans .J:E_ groupe formel 

§1. Opérateurs invariants à gauche et algèbres de Lie. Rappels. 

1.1 Pour A € Alk on note End
1

. (A) 
in 

le k-module des endomorphismes 

k-linéaires continus de A. Soit maintenant G € Grfk. On définit 

µ(G) : G* ➔ Endl. (e(G)) in 

par le diagramme 

et 

End
1 

. ( e( G) ) -> G* 
in 

par le diagrapune 

e(G) ..!4, e(G) --4 k. 
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Alors on a: 

Proposition a) µ(G) est un morphisme injectif de k-algèbres, fonctoriel en G. 
~ 

b) o(G) est un morphisme k-linéaire, fonctoriel en G • 

c) o(G) o µ(G) = identité sur G*. 

Pour la démonstration, qui se fait à l'aide de.nombreux diagrammes cf. par 

exemple SGAD VII A 2.2 et 2.3. 

1.2 Exercice : On définit le sous-module Inv(G) de Endl. ( e(G)) par in 

d A 

Inv(G) = {f E Endl. (e(G)) 1 e(G) --? e(G) 0 e(G) in A 

f'l !,.,1 /S9f 

e(G) 
d 

e(G) 0 e(ci) ---t 

est commutatif}. Montrer que Inv(G) = Im µ(G) • Les éléments de Im µ(G) = Inv(G) 

s'appellent opérateurs invariants(à gauche). 

1.3 Soient GE Grfk et k[t] l'algèbre des nombres duaux sur k c'est-à-dire 

t 2 =O. Le morphisme structural k __,, k[t] admet une rétraction p k[t] __,, k, 

p(t) =O. on définit l'algèbre de Lie de G par 

Lie G = Ker{G(p) : G(k[t]) __,, G(k)} 

c 2 est-à-dire, on a une suite exacte 

La structure dtalgèbre de Lie sur Lie G, ainsi que sa structure de p-algèbre de 

Lie, si 1 2 anneau de base est de caractéristique p , premier, résultera_ des pro-

priétés des courbes. cf. 3.2 cor. 2 ci-dessous. 

§2. Courbes dans ~ groupe formel 

"d' d 1 --- k[[t]]/(tn+ 1 ) On consi ere comme ans I.4.4 es anneaux T = 
n 

pour 

O ~ n ~ oo. En particulier, T est l'algèbre des nombres duaux sur k • On notera 
1 

nn : Tn __,, T
0 

= k le morphisme dans Alk tel que 

généralisation de (1), §1 pour n arbitraire 

n (t) = O et on considère la 
n 
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{1} ~ Ker G(n) ~ G(T) 
n n G(n )' G(k) --t> {1} 

n 

( 1) est une sui te exacte des groupes scindée, qui fait de G(T) 
n 

un groupe pro-

duit semidirect de G(k) avec Ker G(nn) , fonctoriel en GE Grfk. 

2. 1 Définition : Soit O ~ n ~ oo et soit G E Grf k _,: On appelle groupe de courbes 

de longueur n, ou d'ordre n dans G, le groupe Ker G(n). on obtient un 
n 

foncteur covariant, dit foncteur courbe diordre n (ou: de longueur n) :" 

On a donc pour 

2.2 Lemme 1 

n = 1 , Lie = Lie. 
1 

Le foncteur courbe d'ordre n est représentable dans Grfk pour 

Remarque: Il faut donc trouver un couple 1G ►) avec Gn E Grfk et 'n'"'n 

ç, E Lie (G) 
n n n 

telle q-b.11il existe des bijections, fonctorielles en 

Grfk(G ,X)_,, Lie (X) 
n n 

X E Grf 
k 

où la flèche f : Gn....,. X dans Grfk correspond à Lien(f)~ sous Papplication 

induite Lie (f) : Lie (G ) ....,, Lie (x) • Malheureusement on ne connaît la structure 
n n n n 

explicite de Gn que dans le cas commutatif, c 1 est-à-dire l'objet G qui se en 

donne par le lemme ; (cf. également Ch. II, 7. 6 lemme 6 pour n = co). 

Lemme 2 : Le foncteur courbe d 1 ordre n est représentable dans Grfck pour 

On connaît toutefois de façon explicite G* et 
n 

G* et il s'avérera q_ue les en 

foncteurs qu'ils représentent dans GCk: resp. Abk sont les foncteurs "puissances 

divisées", ce qui est la motivation à introduire les foncteurs covariants 

Hn GCk _,, Groupes , en Abk _, Groupes abéliens 

en posant H (x) = Lie (X*) pour XE GCk 
n n 

C (x) = Lie (X*) pour XE Abk. n n 
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Par dualité de Cartier on a des bijections fonctorielles en X 

H (x) = Lie (X*)~ Grfk(G ,X*)~ GCk(G*,X) n n n n ainsi q_ue pour C (x) ~ Abk(G* ,x) n en 

donc il suffira à montrer: 

Lemme 3 ; H est représentable pour tout 
n 

Lemme 4: C est représentable pour tout O ~ n ~ oo. 
n 

Démonstration: On procédera de telle façon q_uion obtienne le plus possible d'in

formation en ce q_ui concerne la structure explicite. 

a. Soit d 1 abord GE Grfk. On pose pour f E G(T) ~ Alk(e(G),T) 
n n 

n . n . 
f(x) = L f.(x)t

1 
= (C f.t 1

)(x) 
. l . l 
l=O l=O 

On vérifie aisément q_ue les f. sont des formes linéaires continues et q_ue 1 'on a: 
l 

( PD ) : une sui te F = {fi l O ~ i ~ n} c G * définit f E Lie (G) c G(T) n - n 
par (2) 

si et seulement si elle satisfait à une des trois conditions éq_uivalentes suivantes 

1 ) On a f = € 
. e(G) _, k et f. (xy) = C fa(x)fb(y) _,opour 0 ~ i (. n • . 

0 l 
a+b=i 

2) On a f = € : e(G) _, k et df. = L f 0 fb dans G* pour 0 ~ i ~ n • 
0 i b a a+ 

3) F est une suite de puissances divisées de longueur n au-dessus de € • 

Parce q_u I il existe plusieurs définitions de la notion "puissance divisé·e 11 

(cf. Berthelot, Sweedler), on emploiera ici en même temps 3) comme définition de 

puissance divisée. 

b. Avec les notations de I.4.4, sous la bijection canoniq_ue 

f*( t.) = f. 
l l 

pour O ~ i (_ n 

donc, en écrivant f,g E G(T) sous leur forme (2), le produit fg dans le grou
n 

pe G( T ) 
n 

correspond avec le diagramme 

T* ~ T* 0 T* f*®g* 
n n n 

m 
G* ® G* ~ G* 

donc avec (3) : 
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n n 

L (fg)iti = L ( L fagb)ti 
i=o i=o a+b=i 

c. Soit z(n,k) = z(n) comme dans Io2o59C 'alors l'application T* - z(n) n 

dans Ck, qui envoie ti sur Zi induit une injection, fonctorielle en XE GCk 

dont l'image s'identifie canoniquement à l'ensemble des puissances divisées de 

longueur n au-dessus de 

on t;Lre · de ce q_ui :préc.ède t: 

E X o En observant que e: E G* s t identifie à. 1 E G*, 

L'image de Lie (G) 
n 

dans C (T* G*) k n' 
coïncide avec l'image de 

dans ck(T;,G*) , ce qui donne une bijection, fonctorielle en G 

H (G*) = Lie (G) ~·Gck(z(n),G*) • 
n n 

n . 

µ(G*) 

De plus, 1 1application f ~ C f.t
1 

. i 
de Lie (G) - 1 +tG*[[t]J/(t~t 1},; çj:onnée par 

n (2) l=O 

est un homomorphisme injectif A 
n,G 

pour la structure du groupe multiplicatif 

(non abélien) de 1 +tG*[[t]]/(tXl-+ 1 ) o ,,,;. ; .• .. •. est 'fonctoriel. en G 0 n,G 

(5) montre que H est représentable. Si 
n 

G* E Abk , Fapplication.:c.anonique 

z(n)...,, z (n) induit 
C 

ce qui donne le lemme 4. 

2.4 En pratique on identifiera le plus souvent les groupes 

Lie (G) = H (G*) = GCk(z(n),G*) = Im A n n n,G 

dont les éléments seront dits courbes d11ordre n dans G (ou G*) et l'on écri

ra f = ~ f. tn pour une courbe de longueur connuee Lorsque f est une coÙrbe, 
Il.'. 

on emploiera désormais sans aucune référence le symbole f.. , défini par n,_ 

f = ~ f. t
11 

• n .. 

En considérant une courbe f d'ordre n dans GE Grfk comme un morphisme 

f : e(G)...,, T , on a donc 
n f(x) 

~ ~ 
= ~ f (x)tm. Si l 1 on considère 

m 
f comme un mor-

phisme f : z(n)...,, G* on a f(Z) = f pour O ~ m ~ n. La fonctorialité impli-
m m 



q_ue q_ue 

autrement dit, H 
n 

se représente par le couple (z(n),~) 
n 

avec 
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(6) 

m z t • 
m 

;n sera dit courbe canoniq_ue d v ordre n • On note.ra H = H
00 

, C = C 
00 

, 1; = ;ê:;
00 

• 

2.5 le décalage V par aide 
a 

du diagramme : 

f ga 
V f : e(G) ~ T ~ T ( ,: ) a n a n+1 -1 

où ga est la flèche dans Alk déterminée par g (t) = ta 0 

a 

De mgme, si À. E k on notera "A.f le morphisme composé dans Alk donné par : 

g 

"A.f ~ e(G) ~ Tn ~ Tn '. g"A. (t) = "A,t • 

Alors, on vérifie sans peine 

Lemme . Soit X E GCk. 0 

a. V H (x) - H ( 1 ) 1 (x) a n an+ -
est un homomorphisme de groupes, fonctoriel 

en X • 

b. ~ ; Hn (x) -+ .Hn (x) est un endomorphisme de groupes, fonctoriel. en X • 

C. V vb = îf, b ; "A.V = V À. a ; À.. Il. = À,11~ ; V = 1 = id • a a - a a- - x: ..,,:s::, 1 
~ 

on écrira encore (par abus) la courbe "A,f comme "A,f • Noter q_ugon nva pas 

"A.f + µ,f = ( 11,+µ)f • Pour n E Z , on no;l;era [n]f la courbe 

La relation T = lim T entra1ne pour XE GCk la relation 
+-- n 

H(X) = lim H (x) , ce q_ui rrru.nit le groupe H(X) d.1une structure de groupe topolo
~ n 

giq_ue séparé complet. L'i~clusion 
À X* oo, 

Gc,k(z,x) 4 1 + tx[[t]] <-> x[[t]] est 

continue pour la topologie (t)-adiq_ue sur x[[t]] , noté désormais Xt, et son 

image est fermée. Si m ~ n on note p • H (x)-+ H (x) l'application canoni-n,m • n m 

q_ue, dite restriction des courbes de longueur n à celles de longueur m. On 

dira q_ue f E H (X) 
m 

'9/étend à une courbe,:d'ordre n si f E'. :tm p •. Si · n,m 

p (f) = p (g /' on écrira f = g mod tm+1 
o Pour X E GCk on note P(X) 1 'en-n,m n,m 

semble de ses éléments primitifs, c'est-à-dire x E P(X) si d::iç = x 0 1 + 1 0 x • 

P(X) est muni d'une structure naturelle d 1 algèbre de Lie, (p-,,algèbre si 



x(k) = p, premier). 

2,,7 Exemples 

a0 Soient 

généralement si 

k E Alg IÎl , G E Grf k et 

{ài I i E W+} c P(G*) 

à E P(G*) alors exp:ôt E H(G*) • Plus 

et {À. j i E w+} c k alors le produit 
l 

ordonné 
i 

II exp à. t = II V. exp à. t est une courbe dans G • 
. l :.. l l 
l l 

Soit x(k) = p, premier, alors C ( a.k:) /. 0 pour tout n < oo, 
n p . 

c( a ) = o • 
'.P k 

c. Soient A= e(a.Z) = Z [x] , XE P(A) dans Ab~ , alors la courbe 
p p p 

dVordre P-1 , exp xt mod tp ne s'étend pas à une courbe d'ordre) p. On a 

exp pXt E c(A) , donc c(A) /. {o} • 

2.8 Les exemples montrent qu 1en général une courbe d'ordre finie ne s'étend pas 

à une courbe d'ordre plus grande. Dans le lemme suivant on ramasse quelques pro

priétés qui seront utilisées désormais sans référence. 

Lemme ~ Soit XE GCk s 

a. Soient n > m et f,g EH (x) 
n 

telles que m+1 f = g mod t , alors 

induit une bijection H (x) ~ P(X). 
1 

c. Chaque courbe dans X s'étend à une courbe infinie si et seulement si 

1 1application canonique H(X) - H
1

(x) est surjective. 

Démonstration: a et b résultent immédiatement de (PD), 2 dans 2.3. La condition 

de c est évidemment nécessaire. Démontrons qu 1 elle est suffisante. Soit f une 

courbe et suppose que 

s-1 
f = II V g(m) = h = I: h tm mod ts 

m m 
m=1 

avec s ) 1 et g(m) E H(X) ; s = 1 est trivial parce que EX est une courbe 

infinie. Si s = 2 on utilise les données, donc soit s > 2 • Si f E Hs_
1 

(x) il 

n'y a plus rien à prouver. Si f E Ht(x) , t > s-1 on a par a. que 

f - h E P(X) , donc par b. on peut trouver une extension irtfinie g(s) de 
s s 
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1 + (f -h )t. On voit Que f = h.V g(s) mod ts+ 1 ce qui démontre le lemme. 
s s s 

On posera encore E(k) = H(Z(k)) ~ End (z(k)) 
GCk 

et 

E (k) = c(z (k)) ~ EndAb (z (k)). E(k) 
C C k C 

et E (k) 
C 

sont munis de deux opérations 

à savoir celle induite par groupe des courbes et celle induite par composition des 

endomorphismes. On vérifie Que ces opérations induisent sur E (k) une structure 
C 

d'anneau unitaire associatif topologiQue séparé complet. Lorsquiil est clair QUe 

certaines propriétés de E(k) induisent des propriétés tout à fait analogues pour 

E (k) 
C 

sous l'application canoniQue z(k) - z (k), on se restreindra à les for
e 

muler pour E(k) • Sinon, on convient de noter les différences. 

Une courbe f € E(k) sera dite r~isobare, si f est isobare de poids rm 
m 

pour tout m. Les courbes r-isobares constituent un sous-groupe Iso (E(k)) • 
r 

Les courbes 1-isobares seront appelées isobares et on écrira Iso (E(k)) = Iso(k). 1 . 

Si f est r-isobare, alors V f 
r 

est isobare. Si f € E(k) on écrira parfois 

,-..J 

f l 1 endomorphisme de Z(k) défini par f. En particulier on notera V C = v • 
a a 

Noter Que pour chaQue sous ensemble S de l'ensemble nombres premiers, 

tous les f 

-sous groupe 

avec f € E(k) , QUi commutent avec v pour 
p 

H(s,k) • Il en résulte : f € H(s,k) <==} v (f ) p m 

p € s constituent un 

= f ·.·. si pjm 
{ mjp 

o sinon 
pour tout m €IN+, tout p € S, ce QUi sïécrira encore sous forme abrégée 

V (f ) = f // • 
p m m// p 

§3. Quelques outils techniques 

Il importe à voir comment les coefficients des courbes opèrent sous 1·1 appli-

cation µ: G* 4 Inv(G) de §1. On posera µ(f) = f 

3.1 Lemme Soient G € Grfk et ,:p € G* avec d,:p =~,:pi 0 ,:pi (somme finie). 

Alors on a 

a. ~(xy) = ~ 9, (x)~. 1 (y) pour x,y € e(G) . 
J. J. 

b. Supposons x(k) = p ' premier et supposons QUe l'on ait une relation 

,:p(xp) = E a. {(J.,. (x)}P avec t!J. ',:p € G* et a. € k ; X € e(G) • Alors on a 
l l J_ J. 
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A A 

Démonstration: a. Soient dx =Lx Q9 x 1 et 
(X . (X 

(X 

dy = L y Q9 y' , alors 
~ ~ . ~ 

b. se démontre de façon analogue. 

Corollaire 1 : Soient G E Grfk et f EH (G*) 
n 

pour n , O ~ n ~ oo " Alors 

les f satisfont aux relations de Leibniz 
m 

f = id 
0 

fm(xy) = C fa(x)fb(y) pour O ~ m ~ n o 

a+b=m 

En particulier, f est 
1 

une dérivation invariante à gauche de e(G) 0 

Corollaire 2 . Soit G E Grfk alors Lie est un foncteur covariant . 
' 

Lie . Grfk - {Lie algèbres sur k} (où p-Lie algèbres sur k ' le cas échéant). . 

En effet, on a l'application 

P(G*) ~ Inv(G) 

et on voit d'après le corollaire 1, que Im j(G) est une algèbre de Lie des déri

vations invariantes (p-algèbre de Lie), ce qui montre le corollaire 0 

3.3 Définition: Soit GE Grfk. Soit S un ensemble dénombrable, totalement 

ordonné. Soit F un ensemble des courbes, finies ou non, dans G, indexées 

par S, 

h(n) . 
F = {f(n) = C f . tJ. 1 n E S ; 1 {:'. h(n) ~ oo} . n,i 

J.=O 

On pose l'ensemble de tous les produits ordonnés de la forme II f 
n a 

avec 0 ~ a ~ h(n) 
n 

pour tout, n ES et les (X 
n 

~ nES 'n 
presque tous nulso Alors on dit 

que F est un ensemble fondamental des courbes dans G, si B(F) est une base 

du k-module libre G* (libre, parce que G* Eck). Dans ce cas on dira encore: 

G est engendré par ses courbes. 
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3o4 Soit F un ensemble fondamental des courbes dans G. 1vensemble B(F) ad-

met une bijection canonique sur le produit restreint T = T"T 
n(S 

I où 
n 

I est 
n 

restr. 
l'intervalle des entiers I = [O,h(n)J • On écrira donc de façon évidente 

n 

~ E B(F) sous forme ~a, avec a ET. On écrit a~~ pour a,~ ET si 

~ -a ~ O pour tout n ES, ce qui permet d'écrire 
n n 

~ = a+y si ~ -a = Yn i 0 n n 

pour n Es. Il suit de là que les éléments de B(F) constituent une base struc

turale de G*, c'est-à-dire on a 

d~~ = C ~a® ~î 
a+y=~ 

pour ~ET. En partic~lier, (2) entraîne que les éléments spéciaux f 
n, 1 

pour 

n ES, constituent une base de P(G*). Cette base sera notée 

Théorème : Soient et F comme ci-dessus. Alors les deux condi-

tions suivantes sont équivalentes 

a. F est un système fondamental des courbes dans G. 

1) Il existe y E e(G) f (n)(y ) = 6 t m n,m 
pour tout 

m 

n,m E: S. 

2) Si Card S = oo, alors 

3) L'application d'algèbres 

sur ym est bijective. 

lim y = O dans la topologie de e(G) • 
m d 

Sk[[T ]]/(Th(m)+ 1) - e(G) qui envoie 
m m mES 

T 
m 

Démonstration Soit d'abord F fondamental et soit B*(F) = {e I a ET} dans 
a 

e(G) la base duale de B(F) • Soit de plus {z I m E s} le sous ensemble de 
m 

B*(F) avec <à ,z > = 6 pour n,m E S • G* , en tant que objet de Ck , est 
m n n,m 

réunion filtrante croissante d'une suite de sous co algèbres {G* l m E: E} avec 
m 

E dénombrable, qui sont libres et de type fini. Soit I = Ker{e(G) - G**} m m 

alors on voit que chaque I contient presque tous les 
m 

z , ce qui entraîne que 
m 

lim z = 0 . Pour les courbes f(n) on a de. plus f(n)(z ) - + <à 'z >t = 
s m m n m 

2 
= 6 t mod t . Supposons donc qu'il existe X m E S avec lim x = 0 et 

n,m m m s 



f (n) (x ) 
m 

r r+1 
"'° 6 t + À. t mod t , r ~ 2 

n,m n,m 
(&vec 

y = x - I: Àk m ~~ 
m m k(S ' 

/\, = 0 n,m 
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si r > h(n)) o Soit 

alors 1im y = 0 puisq_ue lim xr = 0 pol.l.r to1J.t ;r ). 1 • De pl1J.s 
's m s m 

f(n)(y) = f(n)(x) - c· À.k {f(n)xk}r 
m m k(S ,m 

~ 6 t + À tr - L /1,k (o kt)r 
n,m n,m k(S ,m n, 

_ 6 t mod tr+ 1 
n,JR . 

ce q_u;L d,émon tre 1 et 2. 
a 

Soit 13* = {Yç: = II ynn I a == (a I n f s) f T} , où T est comme dans 3.4" 
n(S n 

On appel],era une partie, {x I r f E'i} c e(G) pour un ensemble convenable di in
r 

dices E~ u.ne base topo_logique de e.(G) , si e.(G) ;:: II kx en tant q_ue 
r 

Lemme 1 t So_ient G € Grf k et F , donné P?-;r ( 1-) un ensemble de:p courbes. On sup

pose 1 et 2 de la <1ondi tion b. dlJ. ithéo~ème vraie, alors on a ! 13* est une base 

irnpologl-q_ue de e(G) si et seu;ll.ement si B(F) est une base de G* • 

Noter que le ;Lemme implique :i,mméd:i,cytement le théorème~ 

On pose pour a f T , 1 a 1 = Z a. , alors le lemme résulte de façon évidente 
?.. 

du lemme 2 ; 

I,,emme 2 : Sous le's conditions du lellllREa on a : Si a,[3 f T, alors 

s;L 

si 

On raisonne par récu.frence sur la!. Si la!= O ,- (4) est vrai, parce q_ue 

<;e:,Y[3> = 1 si et seulement si 1(31 ;= O, e: ~· e(G) ➔ k si identifiant à 1 f G*. 

Si !al =c= 1 , (4) est vraj, en vertu. de la relation f(n)(y ) = 6 t , soit donc m n,m 

(4) vrai si lal < r, avec r--~ 2 p 

Si 1(31 ). lrxl = r) 2 , yt3 s'écrit yµyv avec µ,v f T , lµJ ~ 1 1 lvl ~ 1 

et on a 
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~ ~(yµ)cpa(yv) +cp/yµ)e{yv) + L :rp. (yµ)9\s(yv)_ 
. y+ô=a: y 

:'#~ . (5) 
6/;rx. 

Les deux premiers termes sont nuls. Si !~! > lai = hl + loL, alo:r.-s \µj ~ hl 
et !vl ~ loi entraîneraient: 1~1 = 1µ1 + lvl ~hl+ loi = Jal qe qù.i est con

traire à l'hypothèse 1 ~ 1 > 1 a 1 • Il .suit que chaque terme de la sQ,l/lffie dans ( 5) 

est nul. On a donc <cp ,Y~>= O dans ce cas, comme il faudratt. 
a 

On raisonne de façon pareille s,i 1 ~I = 1 al 

3.6 Le théorème entraine les corollaires 

Corollaire 1 : Si G € Grf k est engendré par ses courbes, alors G eat connexe. 

cte_st bien évident. 

Remargue . ~ La converse n I est pa.s\ vraie : on pose : k up corps :riçm J)i]l.:t:'.f~:tt, 
2 

x(k) = p , a E: k-kp , e(G) = k(X, Y]/Cx?-a:YP ,XP ) avec X, Y prt~:t_:tJ?.-, 

Corollaire 2 G E Grf k est de Dieu,donné si et seulement si-·· G elirb :~rtg~d:ré par 

un ensemble de ses courbes infinies~ 

Dans cette si tuatiori menti'èmnons une forme affaibÜe du SGAri ~:r:1:f'ffl.h. 5,2 : 

G est infinitésimal sur un corps parfait k , x(k) = p > o ,· si e-11'-~:i;ll;l}l~fuent si 
. . ' .. , . 

G est engendré par un ensemble'fini·de ses cburbes finies .. 

§4. Exemple fondamental: Algèbres_sur. ~ 

Convention générale : Soient P , l' ens.emble des nombres _prelll:î,.e,_;r~. ~t _ 

S lJ S* =a P une partition. Chaque S ,engençi;re .un sous-monoid "multilD.icà,til pointé 

IN(S) se d,écompo.1:,e en produit de deux mqnoi4Fi .. . . ' . " . ' 

N+ = IN(S) x IN(S*) • En effet, m E w(s,) , (resp. m € IN(S*)) <~ si \P €. :P çij.vis.e 

m , . alors p E S (resp. p E S*) • 

On pose :ES = 

éléments de w(s*) 

n z pE:S (p) 

sont inversibles dans 

il existe un unique S = s(k) qui est minimal tel que le motr-phtl.t:,rn,~. '$.t~ttémural 

cp : Z-> k s'étend à z-
3 

- k , à savoir on prend pour s(k) ·1.a pctjitè:<c~plémen-
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taire dans P de l'ensemble {p €PI cp(p) inversible dans k}. 

Dans ce §1 on étudiera le cas S(k) = {0} , c'est-à-dire k E AlgQ. 

On pose z = z(k) et 
m 

~ = ~ Z t , la courbe canonique. On dira encore que 
m 

x E z, isobare de poids s > 1 , contient z si x ;::; z mod {z =. _.:::: z = o}. 
s - s 1 s-1 · 

Si s = 1 , x ne contiendra z
1 

que si x = z
1 

4.1 Théorème (Décomposition) : Il existe une famille unique 

a. Chàque X. est isobare de poids 
l 

i et contient z .• 
l 

00 

b. ~ = II V . exp X. t dans 
l l 

i=1 
Iso(k) (produit ordonné). 

c~ v (x.) = X. 11 pour tout 
a i i 11a 

. + i,a E lliJ • 

Démonstration : Soit w = k<X> E GCk défini par X c P(W) . On 

poids i donc i 
exp X. t est isobare, 

' exp X. t =V. une courbe 
l l l 

00 

II V. exp X. t est une courbe isobare dans w ' 
nécessairement 

i=1 
l l 

H(fk avec f : z-w . On a f (Z.) = X. mod X =. 9. = X. = 0 
l - l 1 l-1 

attache à X. le 
l 

dîoù encore 

de la forme 

' 
donc f est un 

isomorphisme ce qui permet d'identifier z avec W. L'unicité est évidente. On a 

V ~ 
a 

00 00 

= II V . exp X. t = II 
al l 

i=1 i==1 
00 

ai exp X. t 
l 

= H(v k = H(v) 
i 

II exp X. t 
a a l 

i=1 
00 

i 
= Il exp v (X. )t 

i=1 
a l 

4.2 Le théorème entraîne : 

Corollaire 1 : Soit GE Grfk, alors l'application 

+ 
P(G*)'N - H(G*) e : 

définie par 
00 

e((à. 1 i € w+)) = II exp à. ti 
l l 

i=1 

(fonctorialité de V ) 
a 

est bijective, ce qui permet d'écrire cp E H(G*) uniquement sous la forme 

00 

cp = II exp i- 1 o. (cp)t1 
l 

avec o. (cp) € P(G*) • 
l 



En effet 

Corollaire 2 

00 

= Il vi exp ~(x.)ti. On pose donc 
l 

Les X. 
l 

i=1 

sont à coefficients dans 11).. on note E = exp Z t 
1 
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Corollaire 3: Z = k<X> est somme amalgamée de Card W+ copies de ImE. L'al-

gèbre de Lie p(z) est l'algèbre de Lie libre (en tant qu 1 algèbre de Lie) engen

drée par X • 

Corollaire 4: ImE est l'unique sous objet minimal de Z dans lequel 

se prolonge à une courbe infinie .. 

Corollaire 5 : Notons U(k) = Im(E) = 

dérivation de U(k)t telle que 

k[ Z ] • Alors il existe, une up.ique 
1 

ôE = Et O ( on rappelle : Xt = x[ [ t]]). 

1 + Z t 
1 

kt 

Tous les corollaires sont triviaux, sauf le Corollaire 3, pour lequel on 

renvoie à Serre [ 1] LA Ch. IV. On ne les a donné ici q_ue po1).r comparaison plus 

loin avec le cas d1un S arbitraire (cf. §6). 

4. 3 Une autre conséquence du théorème de décomposition est .: 

On considère zt = z(k)[[t]] comme coalgèbre en groupes sur k[[.t]] • Si 

u E: tzt , alors exp u E: 1 + tzt • 

Théorème :(Campbell-Hausdorff): Il existe une unique 

que ~=exp Y. 

Démonstration: On identifie Z à k<X> (4.2 cor4 3), donc 

F(n) = exp (x + .. u+X )t = L F tm 
1 n n,m 

est une courbe dans z. On écrit de façon unique F n,m 

(finie) des parties F , isobares de poids p. 
n,m,p 

00 ·OO 

tel 

comme somme 

Définissons G(n) = ~ CC F )tP = L G tP ou ce qui ,reyient au même 
/-...J n,m,p n,p 
p=O ID=O 

G(n) = exp(X t+ •• ~+X tn) 
1 n 

G(n) est une courbe si et seulement si {Gn,p I p E: INl est tj.ne ·suite des puis-
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sances divisées au-dessus de 1 E z , condition que Pon vérifie être satisfaite, 

tenant compte que le diagonal d de z est un morphisme d'algèbres graduées. De 

plus, par construction, G(n) est isobare, G(n) = G(n+1) mod tn+ 1 , dYoù 

00 • 

G = lim G(n) = exp L X. t
1 

• J. 
n . J.=1 

existe et est une courbe isobare. De plus contient z. 
J. 

d I après le th. 4.1 a. 

~ 
Soit G = H(G)~, alors G est un automorphisme de Z dans GCk, donc 

existe dans GCk et H(;;- 1)~ est une courbe isobare dans z. Posons 

~-1 
G 

;- 1(x.) - Y , alors Y. est primitive, isobare et contient 
J. ' - i J. 

zi. On trouve 

ce qui démontre le théorème. 

4.4 Le théorème entra1ne 

Corollaire 1 : Soit GE Grfk, alors 1vapplication 

IN'+ 
et : P(G*) _,. H(G*) 

00 • 

définie par et((ài I i E w+)) = exp G àit
1 

est bijective, ce qui permet d'é
J.=1 

crire qi E H(G*) uniquement sous la forme 

00 • 

cp = exp C i- 1 s. (qi)t
1 

avec s. (cp) E P(G*) 
. J. J. 

J.=1 

00 00 

En effet cp = H(cp) exp L Y.ti = exp L qi(Y.)ti. 
J. . J. 

i=1 J.=1 

Corollaire 2 : Z = k<Y> et v Y. = Y. 11 pour tout • C lr\T+ 
0 a,i c. 11, 

a J. i11a 
00 

En effet V ~ = exp C Y. tai 
a . J. 

J.=1 

00 . 

= exp[: v (Y.)t
1

• 

i=1 a 1 
· 

Corollaire 3: Soit B = Q<U,W> E GCk 

w = {w. 1 i E IN'+} c P(B) a On attache à u. ' w. le poids 
J. J. J. 

i 

un unique z. = z.(u
1

, ••• ,U.,W
1

, •• o,W.) dans P(B) isobare 
J. J. J. J. 

que pour tout G E Grfk et tout cp' <µ E H(G) on ait 

s.(cpcµ) = z.(s
1
(m), ••• ,s.(qi),~

1
(cµ), ••• ,s.(cµ)) • 

]. J. T ]. J. 

En effet,. la courbe isobare produit 

. Alors il existe pour 
., 

de poids i 
' 

tel 

dans 
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B est une courbe, donc d'après lé cor. 1' de forme unique 
00 

z.ti) exp(C 
.-1 

€ P(B) Le en découle aisément. En posant J. avec z. . cor. 
i=1 

J. J. 

u. = W. = 0 dans z. on arrive au point de départ pour calculer de façon expli-
J. J. J. 

cite la formule de Campbell-Hausdorff classiq_ue.(serre [ 1] LA. Ch. IV). 

4.5 A titre d'application aux groupes formels nous indiq_uons comment se démontre 

de façon courbiq_ue 

Théorème (cartier) : Soit k un corps, k € Alg~ et soit connexe, 

alors l'application canoniq_ue P(G*) ~ G* se prolonge en un isomorphisme 

U(P(G*)) - G* dans GCk, autrement dit le foncteur covariant 

Lie : !Groupes formels connexes sur k} - {Lie algèbres sur k} 
de dimension dénombrable 

est une équivalence des catégories. 

Démonstration (abrégée, cf. SGAD VII B th. 3.3) : 

a. On prend une base B de P(G*) que l 9 on prolonge en une base B
1 

de 

G*. Soient B* la base topologique duale de 
1 

qui constitue une base topologique duale de 

B* = {y. 1 i € N +} • 
J. 

B
1 

et B* c B1 le sous ensemble 

B • Soit donc B = {à. 1 i € !tif+} , 
J. 

b 0 Les courbes f(i) = exp à.t dans G* satisfont à f(i)(y.) = ô .. t 
J. J J.J 

mod t 2 • En raisonnant comme dans le th. 3.5 on trouve {x. 1 i € IN+} c e(G) t.q. 
J. 

lim x. = O et f ( i) (x.) = ô .. t • 
J. J J.J 

c. La connexité de G impliq_ue que e(G) est engendrée par l'ensemble 

{xi I i € IN+} , d'où: tout élément de e(G) s'écrit sous somme simplement con-

vergente ~ À. xa où les 
a 

a 
X sont des monômes de l'ensemble { x. 1 i € IN+} • Le 

J. 

lemme 2 du §3.5 montre qu'il n'existe pas une relation non triviale 

Le lemme 1 montre que l'ensemble est fondamental. 

d. D'après Serre [1] LA Ch. III, la base B(F) de G* est aussi une base 

de U(P(G*)) , ce qui entraîne que u(P(G*)) ~ G*. 
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eo On définit S : {algèbres de Lie sur k de dimension dénombrable} -

{Groupes formels connexes sur k} en posant s(J) = Spf*(U(J)) 0 Alors on a 

Lie o s(J) ::::. Lie o Spf*(U(J)) = Lie {Spf ( u(J) )*} = p(u(,J)** ::::. P(U(J)) ::::. J d'après 

Serre[1],loc. cit. De la même façon, SoLie(G)::::. s(P(G*))::::. Spf*(U(P(G*)))::::. 

Spf*(G*) d'après d., ce qui est encore canoniquement isomorphe à Spf(G**)::::. 

Spf(e(G))::::. G. Le foncteur U à valeurs dans GCk étant pleinement fidèle, le 

théorème s'ensuit. 

§5. Sur la structure de Z* tl, Z* 
C 

5. 1 La. courbe V ç, 
a 

définit un endomorphisme V 
a 

de Z(k) dans qui sa-

tisfait à v (z) = Z 11 • L'action de v est étroitement liée à l'action de 
a m m11a a 

Frobenius F : x ~ xp en caractéristique p. De façon explicite : 

Lemme : Soit F : x - xp le Frobenius de z(IB' )* , alors v = F* • 
p p 

Démonstration: Si f m = ~ f t est une courbe dans 
m 

La compàraison des coèfficients de tn donne 

<f Il ,x> = <f ,Fx> = <F*f ,x> n11 p n n 

z(w ) 
p 

, on trouve 

d'où F*f 
n 

pour n EN. F* 

est déterminé par ses valeurs F*(Z) 
m 

étant un morphisme de coalgèbres en groupes, 

ce qui donne le résultat voulu en prenant 

f = ç,, la courbe canonique. 

Il résulte en particulier que v (x) = O pour tout x E P(Z(F )) , en 
p p 

d I autres termes, v induit un morphisme v P(Z(:E)) - pp(z(z)) • Il semble en 
p p 

ce moment-ci peu opportun de donner des démonstrations des théorèmes 5.2 et 5.3 

ci-dessous. Comme Cartier 1 1a observé, la démonstration de 5.2 qui f:i?gure dans 

Ditters [ 1] a 1 1 air d'être trop optimiste. Une démonstration de 5 0 2. figur:e:raH toù,,-i 

tefois dans la thèse de Brian Shay, qui devrait contenir également des théorèmes 

concernant la structure de p(z(z)). La démonstration de 5.3 a, qui est tri-
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viale dans le cas commutatif (lemmes7.2 a et 7.5 ci-dessous), qui figure dans 
[2] 

Ditterret utilise les familles de P. Hall est peu constructive. Il importerait 

de trouver des résultats explicites dans le cas non commutatif, qui redonnent les 

résultats du §7 ci-dessous. Le rôle du th. 5.3 a dans ce qui suit est de nature 

secondaire, mais devrait se justifier un jour dans une étude approfondie dure

lèvement de Frobenius à caractéristique zéro. 

Théorème Soit k arbitraire, alors z(k)* et z (k)* sont de Dieudonné. 
C 

-Théorème : a) Soit n - n l'application canonique Z - k, k anneau de 

base arbitraire. Alors les morphismes induits 

v P(Z(k)) - nP(Z(k)) 
n 

sont surjectifs. 
v P(Z (k))- np(z (k)) 

n C C 

b) De même façon, l'application canonique p(z(k)) - p(z (k)) 
C 

est surjective. On posera dans le reste de ce§, Z = z(k) et Z = Z (k) • On 
C C 

n'énonce que les résultats pour z. Le cas Z étant tout pareil. 
C 

5.4 Corollaire : Soient et Z* = k[[Y]] • soit pour 

cpi = 1 + ui t mod t
2 la courbe définie par cp. (Y.) = o .. t • Alors : 

l J lJ 

a. F = {cp. 1 i E: w+} est un ensemble fondamental des courbes dans Z • 
l 

b. u = {u. 1 i E: IN+} est une base de P(Z) • 
l 

Démonstration: On raisonne comme dans le th. 3.5, lemme 2. 

5.5 De façon inverse: 

Corollaire : Soit v == {v. 1 i E. IN+} une base de P(Z) , alors les. courbes 
l 

1 + v. t s I étendent aux courbes infinies (j.,. dans z et on a 
l l 

a. est un ensemble fondamental des courbes dans 

b. Il existe X = lx. 1 i E. w+} c Z* tel que Z* = k[(x]] et 
l 

(j., • (X. ) = o .. t pour i, j E: N + • 
l J lJ 

z • 
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Démonstration: On prend la base u du cor. 5.4 b., alors on a v. ==~À .. u. , 
J. J.J J 

d 11où 1 +v.t;;;; I1 À . . cp. mod t 2 • Le membre droit se compose de courbes infinies, ce 
J. . J.J J 

J 
qui nous donne les ~- • Comme dans le th. 4.5 a on se choisit 

J. 
X. E: Z* 

J. 

<x.,v.> = 6 ..• Comme dans le th. 3.5 on construit les Xi. tels que 
J. J J.J 

~.(X.)== 6 .. t, ce qui montre b ce qui entraîne à son tour c. 
J. J J.J 

5.6 Corollaire : 

tq_ 

a. Chaque courbe finie f dans z s'étend à une courbe infinie cp. 

b 0 Si encore f est r-isobare on peut prendre cp r-isobare •. 

Démonstration: 

a. D1 après le lemme 2.8 c il suffit de montrer que si x € p(z) , alors 

1 +xt s'étend à une courbe infinie. Avec les notations du coro 5.4 b on a 

2 x = ~ À.U. , dîoù 1 +xt = rr À..cp. mod t ce qui .donne a. 
J.J. i J..J. 

b. Soit m,,., .. minimal tel que cpm ne soit pas isobare de poids rm • Alors 

cpm == cp; + à où cp~ est la partie homogène de poids rm de cpm • Il en résulte 

que à € P(Z) • Soit (t, une extension infinie de 1 - àt , alors en .considérant la 

courbe cp.V (t, on gagne. 
n 

5.7 Soit F == ! cp. 1 i € IN+} 
l 

un ensemble fondamental des courbes dans 2: ' t. q 

m. = 1 +u.t mod t 2 et 
Tl J. 

u. soit homogène de poids ~(i). On suppose ~~IN+_,, fi'if+ 
J. 

monotone. Soit de plus c klN+ xfi'if+ 
k(w\2) == {x = (x .. ) '" Pour chaque i on a 

J.J 

Card{j I x .. f. O} < 00 } • Alors 
J.J 

Corollaire : L'application f : k(IN+,2) - H(Z) donnée par 

f(x) = I1 Il V .x . . cp. (produit ordonné) ( 1) 
•. J. lJ J 
J. J 

est bijective. De plus f(x) est isobare si et seulement si f(x) s 1 écrit sous 

la forme 

f (x) = TI V ( . )x. cp. . <p J. l l 
J. 

Démonstration~ Noter que le membre droit de (1) définit bien une courbe. Il s'en-

suit que f est injective. Soit maintenant cp une courbe et supposons que 



s-1 
m 

q.> = I: q.>m t = II 
i=1 

m s 
IIV.x .. cp.=(ji=Ettit modt 
. l lJ J m 
J 

alors q.> -(ji est primitif, d'où q.> -(ji = I: x .u. (somme finie) 0 On a donc 
s s s s s,J J 

( ) s s+1 
X= V Il x . cpJ. = 1 + cps-(jis t mod t 

s . s' J 
J 
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En considérant la courbe cpx on voit que (3) est vrai mod ts+ 1 ce qui montre 

(1) par récurrence. Pour (2) on notera que cp -tli est homogène de poids 
s s 

seulement si x . f O implique <ji(j) = s, ce qui donne (2). 
s,J 

s si et 

et B = k[Y,X] o Avec les nota-
,., 

tions de 5.4 on pose Z* = k[[Y]] et Z* QS) Z* = k[[Y,X]]:::) B. Alors le morphisme 

structural d de z * se donne par les deux relations 

00 00 00 

Il V (. )y. cp. Il V (. )X. cp. = Il V (. )F. cp. 
i= 1 (ji l l l i= 1 tii l l l i= 1 (ji l l l 

dY. = F. ( B 
l l 

pour i ( IN"+ • 

En effet le membre gauche de (4) est un produit de deux courbes génériques sur un 

aIL~eau de base convenable C, donc est une courbe dans z(c) 

d'après (2). Soit x = (x. 1 i ( lfit) c G , 
l 

avec F. ( C 
l 

alors on vérifie qu'il existe U = {u. ! i ( N+} c z(c) telle que z(c) ~ c[[u]] 
l 

et telle que 

00 <ji(j) 
( Il V ( . )X. cp. ) ( U.) = X. t 
i=1 tii l l l J J 

Ecrivons (4) sous forme fg = h , alors on a 

,. 

= fg(U.) = mof QS)godU. 
l l 

= coefficient de 

Exemple : Soient 

dans dU. o 
l 
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§6" Les théorèmes fondamentaux dans le .2,§.ê_ !19Q. commutatif 

On reprend ici la situation du §4, mais pour un anneau k arbitraireo Soient 

S = s(k) et Z = z(k). ~ est la courbe canoniqueo 

Définition~ On dit qu 9une courbe isobare 
n 

E m 2 
E = · E t = 1 + Z t mod t m - 1 

d~or-

dre n dans z est une courbe pure si I:m:E est la sous algèbre (nécessairement 

libre) de Z engendrée par les E avec 
m 

m E IN(s) • 

602 Motivation: Si k = 'E alors on a vu que la courbe .exp z,t mod tp ne 
p 

s 9 étend pas dans k[Z] c Z(k) , mais s'étend à ~ne courbe,inf'inie rp dans 
1 2 

Z(k) 

dVaprès le cor. 5.6 a~ La condition que cp mod tp - 1 est pure signifie que cette 

courbe est dans k<rp
1

,cpp>. Dans ce§ on démontrera que telles courbes pures exis

tent et que la not.ion "pure" est liée à la façon la plus économique afin d I étendre 

1 + Z t à une courbe infinie dans une sous algèbre aussi petite que possible de 
1 

Z(k) • 

603 On posera généralement 

y ={E m m 

0 

si m E w(s) 

sinon 

de sorte qu 9une courbe pure E d 1 ordre n s'écrit sous la.forme 

n 
E =L Em(Y

1
, ••• ,Ym)tm (1) 

IB=1 · n 
donc si rp E H(z) , on a H(rp)E = r= Em (cpY

1
, ••• ,_rpYm)tm. ce qui donne lieu à 

ill=1 

Définition g Soit E une courbe pure d 1 ordre n dans z et soit r <: n. On dit 

que n = ( n 1 1 <. m ~ s ,· n = 0 si m /. IN(S)) c G E GCk est un ensemble pur. 
m m 

pour E si 

r 
C Em(n1, ••• ,n,m)tr 
m=1 

est une courbe d'ordre r ~ans GO Soit maintenant 1:(r) > r minimal tel que 

't(r) E 1N(s), alors il suit de (1) que la courbe (2) s'étend de façon naturelle à 

une courbe d 1 ordre min{ri:,1:(r)-1} 0 Cette courbe sera n"otée E(nJ , et on dira en-



core que E(n) est une courbe pure pour E. 

6.4 Théorème (Décomposition) : Soient k un anneau et S = s(k). Alors il 

existe une courbe pure E = E E (y , ••• ,Y )tm d'ordre infini dans 
m 1 m z et pour 

chaque m = (n,n*) € IN(s) x IN(S*) il existe un élément isobare Y E Z unique-
n,n* 

ment déterminé par les propriétés suivantes 

Y contient Z • 
n,n* m 

b. Pour n* E IN(S*) , l'ensemble {Y * 1 n E IN(S)} est pur pour E et n,n 

définit la courbe n*-isobare Rn*= E E (Y
1 

*, ••• ,Y *)tm. n ,n m,n 

c. C: = TT Vn* Rn* 
n*Œ(S*) 

dans Jso(k) (produit ordonné). 

d. Si m E IN(s) 
' 

alors v Y = Y 11 * et v E = E 11 pour tout m n,n* n11m,n m n n11m 

n E IN+ • 

Remarque : Si S =~,on retrouve le théorème 4.1. 

D' t t. 0 ' d ' . t + 2 P( ) emons ra ion: n proce e par recurrence. soi pour n E IN , n) , n lvhy-

pothèse suivante : 

P(n, 1 ) ~ Il existe une courbe pure E(n) d'ordre n-1 . dans z 

P(n,2) : Il existe un ensemble s(n) = {Y * 1 aa* ~ n-1 ' a E IN(S) ·et 
a,a 

a* E IN(S*)} ' 
tel que y 

a,a* 
soit isobare et contienne z aa* 

et tel que pour tout 

a* E IN(S*) le sous ensemble s(n,a*) = !Yb * 1 b E IN(s)} ,a 
soit pur pour E(n). 

soit b E tN(s) maximal tel que Y-b * ,a 
appartienne à s(n,a*) alors d'après 

6.3, l'ordre de la courbe E(n)(s(n,a*)) est égal à min{n-1 ,-r(b)-1}. Supposons 

que le minimum est --c(b)-1, alors d'après 2.5c, l'ordre de la courbe 

Va*E(n)(s(n,a*)) est donc égal à a*{-r(b)-1} + a* - 1 = a*-r(b) - 1 ~ n-1 , parce 

que si b est maximal on a: a*b est maximal, tel que a*b ~ n-1 et puisque 

-,;(b) > b on a a*-r(b) > n-1 , ce qui entraîne a*-r(b) - 1 > n-1 • Si le minimum 

est égal à n-1 , cette courbe est d'ordre a*n-1 > n-1 • On notera donc w(n,a*) 

la restriction de ·v a*E(n)(s(n,a*)) à une courbe d'ordre n-1 Q 

P(n,3) C:n-1 = TI w(n,a*) dans Jso(z(n-1)) • 
a* 

P(n,4) Si m E IN(S) , alors V y = y et V .E = Er/lm pour 1 ~ r < n-1. m a,a* a//m,a* mr 



On voit tout de sui te que P(2) est en effet vrai· .: Prend,re 

E(2) = 1 + z
1 
t = 1 + Y

1
, 

1 
t • On suppose donc P(n) vrai. Soit n = (m,m*) la décom

position d~ n E w+. On considérera les trois situations suivantes : 

Cas A: m=1, c'est-à.dire n=m* EIN(S*). 

On étend la courbe w(n,1) d'orq:re n-1 à une courbe isobare F d'ordre n 

(co):'~ 5.6). S;:i. F = w(n, 1) + F tn et si F contient aZ avec a 'f O , alors 
n n n 

d 1 après le théprème 5.3 b et le lemme 7.2 b ci.dessous qui est indépendant de ce 

§, il existe à E P(z) ;i;sobare de :poids n , qui CQ,ntient -aZ , puisque . n n est 

inversible d,§.ns z. Alors la courbe F' = w(n,1) + (F +à)tn est encore une ex
n 

tension de w(n, 1) mais maintenant dans z(n-1) = k<Y > • Soit cp le 
a,a* aa*<n 

morphisme dans GGk de qui emnr>ie Y * sur Y 
1 

• On pose 
a,a a, 

E(n+1) = H (cp)(F') == w(n+1,1) qui est __en effet une courbe d'ordre n dans 
n 

ImE(n) • 

On considère s(n,a*) poti;;r a> 1 avec les notations de P(n,2) • Alors 

entraµie que n , parce que a*'t"(b) = n = m* implique 

't"Co) = 1 ce qui est impossible. De pl.eus si a* > 

donc pour a*> 1 , w(n+1,a*) lare.striction de V *E(n)(s(n,a*)) 
a. 

d'ordre n . P(n,3) donne maintenant 

n 

TT w(n+1,a*) =C m iP l; = : G t mod 
n 

n>a*~1 
m 

à une courbe 

Posons Z -G = Y
1 

* = y
1 

q_u;i est primitif et isobare df, poids n .• On 
n n ,m ,n 

pose également w(n+1,m*) = 

Alors (1) donne 

l;n = TT 
n)a*:>1 

d'où P(n+1, 1) , P(n+1 ,2) et 

sidérer v·by * et 1 .m 

1 + Y t 
1 ,m* 

w(n+1,a*) 

P(™-Jv,3) 

dans 

. De 

Is,o(z(n)) 

plus pour P(n+1,4) il su:ffit de con-

qui sont nulles· puisque isobares de poids m* ,,Jb = 0. 
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Cas B: m* = 1 , c'est-à-dire n = m € w(s) • 

On prolonge W(n,1) à une courbe isobare F. Si a*> on considère la 

relation a*.Cb):) n. a*-i:(îi) = n € ITT(s) étant exclu,àrl. a a\(~)> l1 ce qui 

permet également de poser w(n+1 ,a*) égal à la restriction de V a*E(n) (s(n,a*)) 

à une courbe d'ordre n. Avec p(n,3) on voit 

?' = F 
"'n -

ce qui entraîne que 

n 
TT w(n+1,a*) : = [: Gmtm mod tn 

1 <a*<n 

Z -G = à 
n n 

est primitif et isobare~ 

On pose w(n+1,1) = F+àtn ce qui implique que P(n+1,3) est vrai. 
n 

L'ensemble des courbes f =C fmtm dans z(n), telles que vbfm =fmJb 

pour 1 ~ m ~ n et b € IN(S) constitue un sous-groupe qui contient et les 

w(n+1,a*) avec a*> donc contient nécessairement w(n+1,1). On pose y 
n, 1 

le coefficient de tn dans w(n+1,1). Les autres modifications sont évidentes. 

Cas C : n =mm*, m > 1 , m* > 1 • 

On étend maintenant deux courbes, à savoir w(n,1) à une courbe isobare M 

d'ordre n et w(n,m*) à une courbe isobare F d'ordre n. D'après le th.,5.;3a: 

on peut supposer que V M = fil Il et a n n11a v aF n = F nJa pour tout a € IN(s) • 

En vue de V F = F m n m* 
on voit que F n 

contient Z = Z , de sorte que 
mm* n 

l'on ait 

z(n) = k<Y *'F > *< a,a n aa n 

On définit <p d'abord comme un endomorphisme de 1ralgèbre z(n) par 

<p(Y ) - Y <p(F) - Y et on notera qu'en effet a,a* - a,1 ' n - m,1 

GCk. Soit E(n+1) = w(n+1,1) = Hn(<p)M, alors parce que <p 

est un morphisme dans 

et v commutent si 
a 

a€ IN(s), on voit que 

Si a* f. {1,m*} 

E(n+1) -- ~ E'tr t· f ·t' E' E' L, sa is ai a v = 11 ., 
r a r r 11a 

on voit comme dans les autres cas que a*<p(b') > n, donc 

pour ces valeurs de a* on pose w(n+1,a*) la,restriction de Va*E(n)(s(n,a*)) 

à une courbe du ordre n. Il suit que 

~n - TT w(n+1,a*).F. TT 
a*<m* a*>m* 
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d'où: Z -G == à E p(z) e On pose w(n+1,m*) = F+àtn = w(n,m*) + y tn, 
n n m,m* 

s(n+1,a*) == s(n,a*) si a* f m* et s(n+1,m*) = s(n,m*),U {Ym m*}. Parce que 
' 

1+àtn appartient au centre de H (z) 
n 

il suit que 

l;n = TT w(n+1 ,a*) mod tn+ 1 • 
a*<n 

Le fait que tous les l;n et w(n+1,a*) pour a* f m* commutent avec v pour 
a 

a E N(S) , entraîne immédiatement que w(n+1,m*) aussi commute avec tels v 
a 

d'où en particulier V Y = Y * == Z * + u *(z , •• ~,z * ~) , c'est-à-dire m m,m* 1 ,m m m 1 m - , 

y contient z . 
m,m* n 

Il résulte que P(n) est vrai pour tout n. Parce que w(n,a*) = w(n+1,a*) 

mod tn, la limite Va*Ha* = lim w(n,a*) 
n 

pure isobare ce qui achève lé théorème. 

existe. On prend E == H 
l 

comme courbe 

605 Les courbes pures ne sont pas uniques dans le cas non commutatif. Les sous 

objets de Z qu'elles déterminent sont toutefois uniques à isomorphie près en vue 

du 

Lemme : Soient E et F deux courbes pures telles que v aEm = Em§a et 

v F = F ;; pour a E IN(S) et m E rr:-t , alors ImE :::. ImF dans GCk ,. 
a m m11a 

Démonstration: Les données entraînent que pour a E IN(S) on ait, 

E == Z + u (z
1

, ••• ,z 
1

) et F == Z + v (z
1

, ••• ,z 
1

). Considérons l'applica-a a a ~ a a a a-

t ion composée 

ImE~ Z ~ ImF 

où j est l'injection canonique. Alors Foj(E) =F{Z +u} =F +u (F
1

, ••• ,F .) a a a a · a a-, 

donc F o j applique 1 1 ensemble des générateurs libres de ImE bijectivement sur 

l'ensemble des générateurs libres de ImF. 

6.6 Dans ce qui suit on fixera une courbe pure E et on posera 

u(k) = ImE = k<Ya>aEIN(s) 

E Q9E 
m n 

(y == E 
a a 

pour a E IN(s)) • 



38. 

On a les endomorphismes v de tJ(k) , définis pour a E IN(S) , satisfaisant à 
a 

va Yb = Yb//a. De plus ~ v aEn = En//a pour n E ir:t • Il est clair q_ue si G E GCk , 

alors l'ensemble GCk(U(k),G) s'identifie canoniq_uement à l'ensemble des ensembles 

purs pour E dans G. Dans le cas commutatif, 1 1 objet correspondant sera noté 

par U (k) • Si 
C 

G E Grfck , on note ce q_ui s I identifie 

canoniquement au groupe abélien des courbes pures pour E 1 encore appelé groupe 

de_s c0u,rbe:s s,..typiques, ou des cou-rbes typiques'? 

6.7 Comme dans 4.2, le théorème de décomposition entraine les- corollaires sui

vants : 

Corol:lai;r,e g Soit· G E Grfk , alors l'application 

a*n) 
définie par e(('a,a* 1 a E N(s) 1 a* € IN(S*)) = [~ (z EnC, 1 ,a*'o&,,,i;n,a*•)t 

est bijective, ce qui permet d'écrire <p EH(G*) uniquement sous la forme 

rp == TT V * H * (rp) 0 

a*EIN(S*) a a 

corcülajre 2 z == k<Y *> est somme amalgamée de Card w(s*) copies de 
a,a 

ImE = u(k) ~ 

On conjecture 

Corollaire 3 : U(k) 

à une courbe infinie. 

est un sous objet minimal de z dans lequel · 1 + Z t 
1 

s'étend 

Corollaire 4: Les propriétés d1 isobaricité entraînent un théorème de décomposi

tion pour les s.ous objets z(n) de Z et pour les courbes finies~ 

Corollaire 5 ~ Il existe une kt-dérivation à de u(k)t , telle CJ:Ue àE = Et • 

Démonstration: Soit U(k) == k<Ya>arn(s) et soit {M I a E T} une base d,e: mo .... , 
a 

n8mes dans les indéterminés Y O On prend {N l a E TÎ c U(k)* la base duale. 
a a 

En particulier on note N l 1 élément de cette base tel q_ue <N,Y
1
> == 1 • 

Soit ô l'application composée 
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à : u(k) - u(k) 0 u(k) 1 G9N U(k) 0 k :: U(k) • 

Alors on vérifie que dN = N01 + 1 0N , ce qui entraîne que à est une dériva

tion et on a bien 

àE = 1 ®N( L E ®Eb) = E , d9 où le corollaire. 
n a+b==Il a n-1 

6.8 Afin de déduire le théorème de Campbell-Hausdorff (4.3) on pose pour 

G € Grfk , cs(G) == (tGt;)IN(s) .• Si TJ = (TJa I a € 1N(s)) E: cs(G) alors 

est bien défini et appartient à 1 + tGt • 

et soit L (z) = {ç; = (ç; 1 a E: IN(s)) € L(z) 1 
V a 

vbç,a = ç,a//b pour tout a, b E: IN(S)} • De plus, si ç, = (ç,a ! a E IN(S)) E L(G) , on 

pose E(ç,,t) = I: En(ç,1, ••• ,ç,n)tn. oSoit D = k<Xa,Ya>am(s) l'objet de GCk 

défini par la condition que X = {X I a E IN(s)} et Y = {Y [ a E IN(S)} appar-
a a 

tiennent à L(D) , c'est~à-dire X et Y sont des ensembles purs pour E, alors 

le théorème de décomposition entraîne que 

E (X, t )E (Y, t) = T-i- V * H * . 
a*EIN(S*) a a 

Soit donc H défini par l'ensemble pur pour E, noté 
1 

X*Y = ((X*Y) 1 a E IN(S)), alors on voit' que 
a 

(x * y) = x + Y + g ( x
1 

, ••• , x 
1 

, Y
1 

, • 0 • , Y 
1 

) a a a a a- a-

g (x
1

, ••• ,X 
1

,0,e •• ,o) =O. 
a a-

L'application U(k)...,, D dans GCk , définie par 

loi de composition, fonctorielle en GE Grfk 

Y 1-> ( X * Y) induit une 
a a 

En général,* n'est pas une loi associative. Dans le cas commutatif, * in

duit la structure du groupe abélien sur L(G). 

on a vu que z = k<Ya,a*>aEIN(s),a*E:W(S*) et pour chaque 

a* , Y(a*) = {Ya,a* l.a € IN(S)} € Lv(z) • On définit par récurrence s(n) € L(Z) 

par : 



s(n+1) = { s(n) 

s(n) * Y(n+1) 

si n+1 /_ l!'if(S*) 

si n+1 € w(s*). 
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Il nvest pas difficile de voir que s(n) appartient en effet à L (z) 
V 

pour tout 

n o De plus, si s(n) = {s(a,n) 1 a € w(s)} alors 

(y = 0 
a,n+1 si n+1 f w(s*)) o Parce que y 

a,n+1 
ne contient que des termes de 

poids.~ n+1 1 on voit 

S = S + termes de poids~ n+1 o a,n+1 a,n 

On définit par et on pose ç,(a,n) = ~s(a,n) , 

alors ç,(n) = (da,n) 1 a € w(s)) € cs(z) et E(ç,(n)) est une courbe dans z o 

Cela se voit de la même façon que dans la démonstration du théorème 4.3, où Pon 

a construit la courbe G(n) à partir de la courbe F(n) o On voit de la même 

façon que 

et en posant E(I;) = lim E(ç, ) on voit que E(ç,) est une courbe isobare q_ui dé
n 

n 
finit un automorphisme de z dans GCk. De la même façon q_ue dans 4o3 on déduit 

6.9 Théorème (campbell-Hausdorff-Dieudon.~é) ~ Soit E la courbe pure, alors il 

existe un unique ri€ cs(z) tel q_ue pour la courbe canonique ç, on ait~ 

6~10 Comme dans 4o4 on en déduit les corollaires : 

Corollaire 1 ~ Soit G € Grfk, alors chaque courbe ~ dans G siécrit de façon 

Corollaire 2 : Comme dans 4 0 4 Corollaire 3 on construit des séries universelles ri 

telles que pour chaque G € Grfk et chaque couple des courbes ~,~ dans G on 

ait 
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Noter q_ue Pisobaricité permet de trouver aussi un théorème de Campbell-Hausdorff

Dieudonné pour les courbes finieso Les résultats trouvés ici généralisent ceux de 

Dieudonné V à·un anneau de base q_uelconq_ue0 

§7 o Le ~ commutatif. Frobenius et anneaux ~ Cartier 

7o1 Soit d~abord Panneau de base k égal à z. On pose Ab =Ab;,;. Si GE Ab 

on identifie c(~) avec son image canonique dans c(G@ Q) 0 

Donc, si cp E c(G) on a par 4o2 coro ·• 1 soit par 4.4 coro 1 

ex:, 

C n \""" -1 ( ) n cpn t = cp = exp L-.A n an cp t 
n=1 

avec an(cp) E P(G0 ~), uniquement déterminé par cp. 

En posant B = {(a
1

,.o.,an) E Wn 1 ~ ia. n,m 1 
on trouve en 

prenant le logarithme dans (1) : 

n 
an (cp) = C (-1 )m+1 (m-1) ln C 

m=1 B n,m 

a1 an 
cp1 ooocpn 

' ' 1 aîooooano 
, 

Parce q_ue (rn=1)!n/a !o~~a ! E 7 si (a 190 0.,an) E B on voit donc q_ue 
1 n_ n,m 

an (cp) E P(G) • On pose an = an(~) où ~ est la courbe canoniq_ue. 

7o2 Lemme g ao a est isobare de poids n et 
n 

(z = z (z) )o 
C C 

bo 0,.::nZ - (=Z t mod Z =oo•= Z = 0. 
n n · 1 · 2 n-1 

Démonstration g b se déduit immédiatement de (2)0 Pour 

est une base de 

a : a est évidemment 
n 

isobare. Soit x E p(z) q_ue 1ron peut su~poser en outre isobare de poids_ t. 
C 

On écrit 

Alors en considérant lè .. terme dx on conclut que r = 1 et 

d 1 où n ==t • En passant à z 0 ~ on peut appliquer le même raisonnement à Pélé
e 

ment primitif avec µ E ~ choisi tel que x - µat E zc(t-1) . Il s'en-
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suit q_ue x - µat = O mais dans ce cas on a nécessairement µ E :l , sinon x 
-fit:. 

niappartiendrait pas à P(z ) • 
C 

7.3 Soient maintenant k un anneau de base quelconque et GE Abk. On considère 

cp E C ( G) comme un morphisme 

cp : Z (k) _, G • 
C 

On notera encore a l'image de a E: P(Z (z)) sous l'application canoniq_ue 
m m c 

Z (z) _, Z (k) et en pq,;rticulier, par abus de notation on pose 
C C 

a (cp) = Pimage de a E Z (k) sous (3). 
m m o 

En observant que la c.Qurbe canoniq_ue ç, s?écrit 

O<> 

- -1 .n 
ç, == ElXP L n a t 

h==1 n 

on voit q_ue pour Aoz, (1) n 1 est autre q_ue la relation H(cp)ç, = cp. 

Lemme : soit k arbitraire et GE Abk. Il existe pour + a E IN un endomorphisme 

F , dit de Frobenius, de c(G) , f.onctoriel en G tel que 
a 

à (F cp) = o ( cp) m a -am 
pour tout m E IN+ et tout cp E c(G). 

Démonstration: Par fonctorialité il s-u,ffit de vérifier que F ç, est une courbe 
a 

dans c(z (k)) • En effet, Fm= F H(m)ç, == H(m)(F ç,). En outre on peut prendre 
C aT a T , , T a 

CO 

k = z et dans z (~) on a F ç, = exp C n- 1a tn, ce qui est évidemment une 
c - a an 

n=1 
courbe dans c(z (~)) en vue de 4.4 cor. 1 • F ç, = ~ F tm = 1 + o t mod t2 

c a a,m a 

Soit donc n > 1 minimal tel q_uè F appartienne à Z (Q) 
a,n c 

mais non à 
n--1 

Soit, par le cor. 5.6 b, ~ D tm une extension 
m 

Z (:1) . (Noter que F ç, est bien a-isobarè). 
C a 

a-isobare de CF tm 
a,m 

dans 

Il suit q_ue F - D = À<J avec 
a,n n an 

ÎI. E ~Z • En effet, la différence est 

isobare de poids an et primitive, donc d?après 7.2 a,une multiple de o , tan-
an 

dis que À E Z entrainerait q_ue F E z (z) 
' 

contrairement à l'hypothèse. Par 
a,n C 

7.2 b on voit q_ue le coefficient de 2
an 
1 

dans F n~appartient pas à i ' ce 
a,n 

q_ui permet de raisonner modulo z. = 0 
J.. 

pour i > 1 . Or, d'après 7.2 bon voit 
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oo n 

F /; = exp[: (-1 )(-z tn-~ == exp o log( 1,--(-z tt) == 1 - (-z
1 

)at • 
a - 1 jl- 1 

n=1 

On a donc obtenu une contradiction. Il en résulte que F /; est une courbe dans 
a 

Z (z) ce qtl._i démontre le lemme, 
C . 

7.4 Soit maintenant k arbitrai;re et s«;i.t S == s(k) • Si E est une courbe pure, 

définissant Uc (k) (cf. 6.6) on a dan[3 le cas que Panneau de base est ::Es(k) : 

00. 

1; = exp C n-
1 o tn = ~ . V exp ~ (aa* f 1er ta n .. . ) a* · · ) aa* 

n=1 a*Œ S* am S 

ce qui montre ·que la courbe pure E est unique et stécr;Lt 

E == exp r. a""1 a ta 
arnt's) a 

(6) 

m ( \ m , 
~ posant E = E E t = E E · Y , ••• , Y ,_t , ou E = Y 

m m 1 m a a si a€ w(s) et Yb= o 

si b f. IN(S) , on a Uc(.:18(k)) = ZS(k)[Y)aew(s) et Vc(k) s'obtient en appli

cant le morphisme canoniqu~ ~S(k) ➔ k. On trouve donc une généralisation de la 

construction d.e la série hype;reiponentielle de Dieudonné III, §5 qui correspond au 

cas s(k) = lPl , p premier. on a éga;l.ement l'endomorphisme vm pour m f IN(s) 

de U (k) , d~f:i,ni par v (Y ) = Y 11 et ~tisfai,sant. à v E == E ;;, • 
c m a a11m m n n11m 

on a une inje,ction carn;mique U (k) '-> z (k) ainsi qu'une injection du groupe 
C C 

des courbes s{k)-typiques cS(G) dans c(G) pour G € Abk. on trouve sans peine 

que la I m f w(s)l est une base de P(U (k)) c p(z (k)). Noter que si 
m C C 

cp € C 
3
(G) alors F bq> == O si b j IN(s) et que pour a € IN(S) , alors F acp , qui 

se trouve dans C(G) , d'après 7.3, est encore s-typique. De même, V cp € C (G) 
a S 

pour a € ~(s). 

7.5 On va :r;amasser les opérate1-1rs fonctoriels agissants sur le groupe des courbes 

s-typj,qu,es c
3 

(G) pour G € Abk , k arbitra;i.re. 

a. Les Frobenius F pour a€ N(S) , définis par 
a 

a (F <p) = <J (qi) 
m a am 

b! Les décalages V pour a€ w(s) , définis par 
a 

a (v m) == ao 11 (cp) 
m aT m11a 



c. L'action de k, définie par 

d 0 Une action du ~S(k) définie à partir du 

Lelllllle : Soit n E w(s*) , alors l'endomorphisme ~ r> [n]~ = ~ + ••• + ~ (n fois) de 

c
3

(G) est inversible. 

Démonstration: Parce que chaque courbe typique ~ à.ans G correspond de façon 

canonique à un morphisme ~: uc(k) ➔ G dans Abk et parce qu'on a la relation 

évidente ~ = c
3

(~)E, il suffit de vérifier que la courbe pure [n]E définit un 

automorphisme de Uc(k). Or, on a 

et pour m E w(s) on a F = nY mod Y = ••• = Y = 0. Le lemme en résulte m -, m m-1 1 

parce que n est inversible dans i
8

(k). 

On obtient l'action voulue en posant pour b E t8(k) 

a ([b]~) = ba (~) • m m 

e. V action de zs(k) s I étend encore à un sous anneau kG de k de la façon sui

vante : soit k = !À E k I pour toute courbe typique ~ on a : À~ avec 
G 

am(À~) = Àam(~) est une courbe typique}, alors kG contient l'image de ~s(k) 

dans k, collll!le il se voit par d, et est en effet un sous anneau de k. 

Il se peut que kG contienne de façon stricte l'image de ZS(k) • Noter que si 

~
1 

, ~2 sont deux courbes typiques,Nalors on a am(~
1
+~2) = am(~1) + am(~2) • 

On notera désormais indifféremment À ou (À]. 
7.6 Avant de déduire les relations mutuelles des opérateurs de 7.5, on rassemble 

ici les résultats explicites qui se déduisent des§§ précédents 

Lemme 1 : L'ensemble des courbes !F E I a E w(s) l est fondamental pour U (k). 
a C 

Démonstration: A titre d'exercice, en 'identifiant U (k) 
C 

à un sous objet de 

z (k) et en utilisant 5.5. 
C 



On pose comme dans 5.7: k(IN(S),2) le sous ensemble de 
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if(S) x kw(s) formé 

des x = (x .. ! x .. E: k pour (i,j) E: IN(s)2) tels que pour tout i , on ait 
J.J J.J 

Card { j I x. . /:-0} < oo • Alors on a ~ 
J.J 

Lemme 2 : L'application f : k(N(s),2)...., c (u (k)) , défini par 
S C 

f(x) = L V .x .. F .E 
. . J. J.J J 
J.,J 

est bijective. En outre, f(x) est isobare (ce qui a un sens parce que 

c (u (k)) c c(z (k)) , si et seulement si 
S C C 

f(x) = '°' V.x.F.E. L...J J. J. J. 

DémoRstration ~ On raisonne comme dans 5.7 tenant compte du lemme 1. Ce sous 

groupe des courbes isobares se notera encore Iso(u (k) ). 
C 

En vue du lemme 2, on écrira désormais les courbes typiques dans 

forme I: V .x .. F .• 
J. J.J J 

U (k) 
C 

sous 

On écrira d I après Lazard (1J, p. 282 encore C (U (k)) = Cart (k) 
S C S 

et Cart(k) 

si S = P • Noter qu I on a ici s = s(k) , ce qui n I est pas une restriction essen

tielle, cf. lemme 5 ci-dessous. 

Lemme 3 soient x,y deux courbes typiques dans Cart
3

(k), donc uniquement de 

la forme c
3

(x)E, c
3

(y)E avec x,y les endomorphismes de uc(k) , définis par 

x,y. Alors on a c
3

(xoy) = yx, c'est-à-dire on a un isomorphisme 

End b (U (k) )opp _, Cart (k) • 
A k c S 

Démonstration En effet, ona C (xoy)E=C (x){c (y)El =C (x)([:v.y .. F.E) s s s s . . J. J.J J 
l,J 

[: V.y .. F.(c
3

(x)E) =LV.y .. F .• L V.x .. F.E. Le produit se calcule à partir 
. . J. J.J J . . l J.J J . . J. lJ J 
J.,J l,J l,J 
des.règles de commutation entre les V. , F. et les scalaires, donc correspond 

J. J 

bien au produit yx. 

Lemme 4 g Iso(u (k)) est un sous anneau commutatif, canoniquement isomorphe à 
C 

w/k). ( Lazard, [1] p. 283}. 
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Démonstration: Ecrivons ~ V.x.F. = x. Alors appliquant a on voit avec 7o5 
i i i m 

que a (x) = L dÀmd/da • Il s'ensuit sans peine que l'on a 
m dfm m 

a (xy) = a (x) a (y) 
m m m 

a (x+y) = a (x) + a (y) m m m 

Lemme 5 : On prend maintenant k[X, Y] comme anneau de base. Alors, XE+ YE étant 

une courbe isobare, est nécessairement de la forme ~ V.s.F. avec s. E k[X,Y] 
1 1 1 1 

(lemme 2), et on a: 

m m 
X +Y 

En effet, il suffit d'appliquer 

Lemme 6 : Tout à fait analogue à 

= L dsm/d 
dlm d 

a et 7 .5 o 
m 

5.9, qui en est un cas particulier, on a: la 

structure de U (k)* se donne par les relations 
C 

X+Y = ~ V.X.F. + ~ V.Y.F. = ~ V.F.(X,Y)F. = F 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 

ou encore, en applicant (J 
m 

C d(Xm/d + ym/d) = L dF (x, Yt/d 
d!m d d d!m d 

Les F /x, Y) sont en effet à coefficients dans 'Z • 

Noter, que l'intégralité des coefficients des Fd(X,Y) suit directement du fait 

que S* = ~ est le cas correspondant à l'anneau de base 7, ce qui donne déjà 

tous les Fd(X,Y) à coefficients dans l'anneau de base, c'est-à-dire dans Z. 

Si m E w(s) , alors m n'admet que des diviseurs d E w(s). 

7.7 Les relations entre les opérateurs de 7.5 se rassemblent dans la liste sui-

vante : cf. Cartier[2], (2)-(7). Pour m,n E w(s) et À,µ E k on a 

a 

b 

c VV =V FF =F 

d 

mn mn mn mn 
n 

F À= À F n 

avec sd donné par (7) et où EB note l 1 addi

tion dans Cart (k). 
s 
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e VF = F V si (m,n) = 1 mn n m 

f F .V = [n] [1]=V =F n n 1 1 
N 

g À.€ kz (k) est dans le centre de Cart/k). 
C 

h Les opérateurs F '?t V laissent stable le sous anneau w
3

(k) de 
n n 

Cart
3

(k). En effet, il suffit de vérifier cela pour n=p, premier,et dans ce 

cas on a, si x = 

+ C V X F } 
dEW(S) dp dp dp 

= V d~F d"F + L V d[p]xdl d"F p 
p d€1N(S) 

(8) 

= x(p)F , avec 
p 

x(p) ( W (k) parce q_ue (8) s 1 écrit sous ta forme 
s 

(a+b)F avec 
p 

a,b ( W (k). Avec 
s 

les mêmes notations on voit q_ue 

7.8 Comme dans Cartier [1] p. 51 on trouve la description suivante de l'anneau 

Cart 3(k) : Soit S f ~ et soit Hk = W (k)[F] es, soumis aux seules règles de 
S P P1:. 

commutation F x = x(p)F 
p p 

pour p E: s et x E: w
3

(k). 

Soit Sk = Hk[[v ] ] ,.
3 

, · li anneau de séries formell$S à coefficients dans Hk , ,, q_ q_ 1:. 

dont les règles de commutation se donne~t par : xV = V x(q) , F V = V F s:i. q_ q_ p q_ q_ p 

QfP,FV = ,L VdydFdE:W(k),avec ).dY~/d=P etfinalement. 
pp dEW(S) S 4n . 

V F = z = j-: VdzdFd € w
3

(k) avec zd = od '. Alors sk ngest autre q_ue 
pp d'œ'{s) ,P 

Ce qui précède définit donc un foncteur covariant C : Groupes formels com-· 
s ' . 

mutatifs· sur k-> modules à droite sur End uc(k) .... Modules à gauche sur Cart
3

(k) 

(d 1après 7.6 lemme 3). On vérifie sans peine q_ue si cp est une courbe typiq_ue 

dans G € Grfck et x = ~ v.x .. F. € Cart (k) alors, la structure de module sur 
l lJ J S 

x.cp = I: V.x .. F.cp 
]_ 1J J 

De la même façon C si interprète comme un foncteur à valeurs dans la catégorie de 

Ca:r:t(k}-modules à gauche. On procède de façon analogue pour les modules des cour-
-·. "' ~ ~ -- , . , . . . 

bes typiques finies. Il intervient des problèmes de nature arithmétique, à cause 

du fait que tandis q_ue 1; est une courbe dans z(n), F I; n I en e.st plus si a f 1. 
n . a n 
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Chapitre III g Lois abéliennes de dimension n 

§1. Généralités 

On reprend la situation de I.3.4c g soient k un anneau de base arbitraire et 

FE F(n,k) , c'est-à-dire F est une loi de groupe formel abélien de dimension n 

sur k • on a vu : e(F) == k[[~]] est le système de gé-

nérateurs canoniques de F. on notera encore F* == e(F)* et 

~F == t(1
1
F, ••• ,~nF) € C(F*)n 1 1 ensemble des courbes qui satisfont à 

~ ,F. (x . F ) == o . . t 
J 1 1J 

pour 1 ~ i,j ~ n 

Il s'ensuit sans problèmes que ~F est un ensemble fondamental des courbes et si 

2 t . 
~iF = 1 + ôiFt mod t , alors àF == (à

1
F, ••• ,ànF) constitue une base du 

k=module P(F*) • on notera le plus souvent C(F) resp. c
3

(F) au lieu de c(F*), 

c
3

(F*)., 

L1 Lemme ~ Soit FE F(n,k) 
' 

alors 

a. Si (µ. est une 
J 

Si de plus k = ~* 

courbe dans F* ' alors (j;. s 1 écrit de façon unique 
J 

00 n 
(j;.==L: LV À(j,i,m)1.F avec À(j,i,m) 

J m==1 . m 1 
1==1 

(II, 7.5e), alors qi. s 1 écrit de façon unique 
J 

E k 

oo m ~ 
(j;. == L CV µ(j,i,m)1.F avec µ(j,i,m) E k. 

J . m 1 
m==1 1==1 

( 1 ) 

b. L'ensemble qi == t(qi , ••• ,(j;) E C(F)n est fondamental, avec comme dans 
1 n 

(1) si et seulement si la matrice À(1), à coefficients À(j,i,1), est inversible. 

c. Si (j; E c(F)n est fondamental, il existe Y€ e(F)n tel que 

y= tÀ(1)= 1x_ mod deg 2 et qi.(Y.) == 6 .. t pour ~ i,j ~ n. 
~l!' 1 J J.J 

Démonstration~ La topologie sur c(F) fait de (1) et (2) une expression bien 

définie. Supposons que 

alors 

s-1 
L tti - tm == tti. = r: 

J 'm J ID==1 

n ~-
CV À(j,i,m)~.F ==Lx tm mod t

8 

. m 1 m 
1==1 n 

(j;. - x € P(F*) , d'où (j;. - x == C À(j,i,s)ô.F de façon unique avec 
J ' s s J ' s s i==1 1 
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À(j,i,s) E k. Il suit que 

s n 
(/>.=~"\"""V À(j,i,m)~. mod ts+ 1 

J ~ ~ m 1F 
ID=1 1=1 

ce qui démontre ( 1 )o Il va de même pour (2). 

Soit maintenant (/> un ensemble fondamental 0 Si 
n 

2 
(/>. = 1 +,.t mod t alors 

J J -

,. =L À(j,i,1)à.F pour 1 ~ j~ n, c'est-à-dire 
J i=1 

1 
, = À( 1 )àF , e·t' parce que , 

doit constituer une base de P(F*), il suit' que À( 1) doit être inversible. De 

façon inverse, soit inversible et posons 

µ(s,r)X )mod t 2 
sF 

n n 

= L L À(j,i,1)µ(s,~)o. t mod t
2 

. 1 9 S 
1=1 S=1 

= o. t mod t 2 
J ,r 

Supposons donc q_u 1 on .a Y(m) E e(F t t. q_. Y(m) = tÀ(_1 r 1 ~ mod deg 2 
n 

(/>. (y (m)) = o. t + a . tm mod tm+1 • On pose Y (m+1) == Y (m) - ~ 
J r J,r r,J · r r 1.--J 

j=1 
alors on trouve 

n 
tl>. ( Y (m+1 ) ) = (/>. ( Y (m)) - L a <I>. ( Y (m) )m 

J r J r . r 9 s J s . S=1 
n 

_ o . - t + a . tm - C a ( o . t) m mod t m+ 1 
J,r r,J S::::::

1 
r,s J 9 S 

_ o. t mod tm+1 
J ,r 

On conclut quvil existe :y_€ e(F)n t.qo Y= tÀ(1)- 1:K_r mod deg 2 et 

et t.q. 

a . Y. (m)m , 
r' J J 

(/>.(Y.) = o .. t 
J · 1 1,J 

Il s'ensuit que e(F) = k[[Y]] mais alors il se vérifie aisément 

q_ue (/> E c(F )n est un ensemble fondamental. 

1.2 Lemme : Soient F € F(n,k) et S = s(k). Alors 

a. Il existe Y € e(F t et_ il existe un ensemb~e fondamental des courbes typiques 

~. (Y.) = o. . t • Dans cette situation là on a: 
1 J 19 J 

'o0 Une courbe typique (/>j € cs(F) s'écrit de façon unique 



Si de plus k = 1)*' ~j s 7 écrit encore 

n ~ 
~j = r.) ~ Vmµ(j,i,m)~i 

mËÎT(s 1=1 

50, 

avec \(j,i,m) E k 

avec µ(j,i,m) E k 

c. L'ensemble 
t 

~ = (~
1

, •••• ~n) est fondamental avec ~j comme dans (3), si et 

seulement si la matrice \(1) à coefficients \(j,i,1) est inversible. 

d. Si ~ est un ensemble fondamental dans c
3

(F)n, alors il existe U E e(F)n 

t.q. e(F) = k[(u]], u = \(1f 1L mod deg 2 et ~.(u.) = 6 .. t. - -~ l J l,J 

Démonstration: Soit ~- = ). V* H *(~. ) la décomposition de p.F en 
1F a*EN\S*) a a lF _ l 

courbes typiques (n.6.7), alors. jH
1 

(~iF) 1 1 ~ i , n} E cs(Fl est un ensemble 

fondamental en vertu du lemme 1.1.~.Par le lemme ,1.1.c on conclut que a est vrai. 

Pour bon note dans (1), (2) si les piF sont typiques, alors pj est typique si 

et seulement si m / N(s) entraine que \(j,i,m) =O. Finalement, cet d sont 

des cas spéciaux du lemme 1.1 b etc. 

1.3 En retournant à I.1.2 soit f : F ➔ G un morphisme de lois où dimkF = n et 

di~G =m. Alors on peut écrire 

f = J(f)X mod deg 2 

trice de Jacobi de f • Soit maintenant m =n , alors on dit que f est un iso

morphisme, si J(f) est inversible et un isomorphisme strict si J(f) = I , la n 

matrice identique. Si f est un isomorphisme, c'est-à-dire J(f) € Gl(n,k) , 

alors il existe bien un morphisme g : G ➔ F t,q. f o g = 1 G et go f = 1F • 

On écrit F N G s I il existe un isomorphisme f : F ➔ G et F i:: G s'il existe 

un isomorphisme st~ict f : F ➔ G. Alors N et ~ définissent une relation d'é

quivalence sur l'ensemble li'(n,k) dont les quotients seront notés iï>(n,k,N) et 

iI>(n,k,:). Avec ces notations les lemmes 1 et 2 entrainent: 
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Corollaire 1 : Soit FE F(n,k) , alors il existe une correspondance biunivoque 

entre : classe de F dans œ(n,k,~) et l'ensemble de ~ E c(F)n t.q. 
00 

~=~V À(m)~ avec À(m) E M(n,k) et À(1) = I L.i m F n 
m=1 

Corollaire 2 : Soient FE F(n,k) et S = s(k) , alors il existe GE F(n,k) 

taq. ~GE CS(G)n et t.q. F::: G. Si maintenant G, HE F(n,k) sont telles que 

~G, ~H se composent des courbes typiques èt 

avec µ(m) E M(n,k) , µ(1) = I • 
n 

G ::: H , alors 

Dans ces corollaires on a fait opérer V 
m 

et µ(m) , À(m) de façon natu-

relle sur c(G)n, cs(G)n. Si 

~ 

logues avec opérateurs µ(m) 

k = k 
G 

on a naturellement des corollaires ana-

et 
r,-..../_ 

11.(m) , opérant de façon naturelle. 

1.4 Avec la terminologie de Lazard[1],p. 284 et d'après II.7.9 on voit que si 

FE F(n,k) alors c(F) est un Cart(k)-module réduit. De la même façon, c
8

(F) 

est un CartS(k)-module réduit. ~F est une V-base pour c(F). on appellera 

FE F(n,k) une loi typique, si ~FE c
8

(F)n avec S = s(k). D'après 1.3 Cor.2, 

chaque loi dans F(n,k) est strictement isomorphe sur k à une loi typique. En 

faisant opérer Fa de façon naturelle sur c(F) et c
8

(F) il suit des lemmes 

précédents 

Corollaire 1 : Soit FE F(n,k) , alors pour a E ITT on a 

00 

avec cr(a,m) E M(n,k). 

L'application cr : IN"+ x!N+ --> M(n,k) sera di te le type de F • 

Corollaire 2 : Soit FE F(n,~) typique, alors pour a E IN"(S) , S = s(k), on a 

avec cr(a,m) E M(n,k). 

L'application cr : w(s) xlN(s) --> M(n,k) sera dite le S(k)-type de F • 

Chaque loi (typique) a donc un type (s(k)-type) bien défini. En vue des 

relations F aFb = F ab on ne peut pas attendre que chaque cr : IN+ xlN+ --> M(n,k) 

(6) 
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sera le type d'un F E F(n,k) • Le but de ce chapitre sera d'étudier les applica

tions a : ltil"+ xlN+ _., M(n,k) qui définissent les lois de dimension n sur k • Noter 

que si k = ~, alors (5) et (6) s'écrivent encore sous la forme 

00 ,-..__/ 

F cp = I: V À,(a,m)cpF (7) a m 
m=1 

m~w~s) 

~ 
(s) F cp = V À,(a,m)cpF a m 

1.5 Soit k un anneau d'intégrité de caractéristique zéro, de corps des frac

tions K. Soient FE F(n,k) et F* la loi obtenue sur K à partir d'applica

tion canonique kc..,. K. Le théorème de Cartier II.4.5 implique que Spf e(F*) est 

isomorphe sur K à la somme directe de n copies de 
,. 
a . 

K 

n'existe à isomorphie près qu'une seule algèbre de Lie abélienne de dimension n 

sur K. Il s'ensuit qu'il existe un isomorphisme (r.1.3 b), c 1 est-

à-dire J(f) est inversible. D'autre part, le théorème de Cartier II.4.5 montre 

en même JVI(n,K) , c'est-à-dire il existe un isomor-

phisme qui est strict. En raisonnant sur e(F *) et 

e(~n) , il n'est pas difficile de voir que 
a 

"n 
tF : F* - Ga est uniquement déterminé 

par la condition qu'elle soit une isomorphie stricte. Ce tF , à coefficients d.ans 

. K, sera appelé le ~ogarithme ou encore d'après Honda[2], p.219, le transformateur 

de F. Pour un exemple : I.1.3 c. 

§2. Une loi ~ logarithme générique 

2 .1 On pose B = ~[z(i,j)J1<i<n;jEW+ que l'on fait encore un objet de Ab(Q en: 

posant dZ(i, j) = C z(i,a) 0 z(i,b) 
' 

(z(i,O) = 1 pour < i ~ n). Donc B 
a+b=j 

s'identifie à une somme directe de n copies de dans Ab~ • On défi:'.li t 

l'ensemble l (. . ) l 1 / . / J. E 11\T+} C P(B) a 1 , J ~ 1 ~ n ; ~~ par les relations suivantes des 

courbes 

00 

Ci= C z(i,j)tj = exp C m1a(i,m)tm 
m=1 

(cf. II.7.1). Soit maintenant C = ~[Y(k,t,m)J avec 1 ~ k,t ~ n et m ~ 2 • 



On considère dans C ® ~B 1 1 idéal <16 engendré par 

n 
cr(k,m) - L Y(k,j,m)cr(j,1) 

j=1 

où on convient que Y(k,j,1) = ok .• Alors on a: 
,J 

Lemme : M = C®rl/"" est un c-module libre et appartient à Abc • 

Démonstration : Notons que c;i,; est engendré par des éléments primitifs de sorte 

que M soit muni d'une structure naturelle de bigèbre sur C. Soit 

f : C®o:l - M l'application canonique. Comme algèbre sur C , M est engendrée 

par tous les f(Z(i,j)) , ou encore par (1) par tous les f(cr(i,j)) , ou encore 

par (2) on voit que M est engendrée par les f(cr(j,1)) = 1;. pour 1, j ~no 
J 

Il n'est pas difficile de voir que les 1;. 
J 

sont linéairement indépendants sur 
n 

C ' 
donc si J = EB C1;j on a J<-> P(M) d1 où u(J) - u(P(M)) - M lesquelles 

j=1 
deviennent isomorphismes en passant à corps de fractions K(C) de C en vertu 

du théorème ÜL4.5). . Il n'est maintenant plus difficile de voir qu'en 

effet U(J).::. M est déjà un isomorphisme sur C ce qui entraine que 

2.2 L'isomorphisme M ~ c[1;
1

, ••• ,1;n] fait voir que 

(jJ = { (jik = exp 1;k t 1 1 ~ k ~ n } 

est un ensemble fondamental des courbes pour M. Ceci entraine encore, si 

00 

qik: = H(f )ck = exp L m-1 f( cr(k,m) )tm = L qi(k,m)tm 
m=1 (soit) 

alors qi = {qik l 1 ~ k, n} est un ensemble fondamental des courbes pour Mo En 

effet en dualisant M par aide de ()i , on voit que * "n M ~ e(G ) 
a 

* donc M pro-

vient d'une loi de dimension n 2 sur k • On:-a,, :. q1c =. qik mod t , . donc d I après· le 

lemme 1.1.b on conclut que qi est fondamental. 

Soient 
a. 

1;a = TI 1;.i 
. 1 
1 

sont 

n 
B = IN et pour 

alors on voit que 

soit cp(a) = TI qi(i,a.) 
. 1 

et 
1 



des bases du c-module M et en particulier, B
2 

tire des relations 

est une base structurale. On en 

avec P(a,,~) € C. Soit 

1 , i ~ n, ~ € B par 

(somme finie) 

= (0, •• 0,1,0 •• 0) €B. on définit x.(~) 
J. 

~ 

i-1 

6 = C P(a,~)xi(~) 
a, Ei ~ 

pour 

Parce que B
1 

sont des bases, X.(~) est uniquement déterminé et élément 
J. 

de C. Finalement on pose 

R.(a,~) = L P(a,y)P(~,o)x.(y+o) 
J. ~ J. y,u 

ce qui encore est une somme finie d I après (4). 

Dvailleurs, soit 

m € ~ on notera encore 

a = (a . . ) E: M(n xn' ,k) , alors on note a 
J.J ij 

= n(i,j)a. Si 

a(m) € ( ) M n x n 1 , k, la matrice telle que 

( . . ) (m) ( . . )m , t. n i,J a = a i,J • Avec ces prepara ions on a: 

2.3 Théorème de logarithme générique : Définissons FE: c[[x,Y]]n, 

t t 
X= (x

1
, ••• ,X), Y= (Y

1
, ••• ,Y) par 

alors : 

a. F € F(n,c) 

n n 

Fi= C Ri(a,~)XaY~ 
a,~ 

b. Soit Y(m) E: M(n,c) avec n(i,j)Y(m) = Y(i,j,m) , alors le logarithme 

t 
tF = (t

1
F, ••• ,tnF) de F est donné par 

tF = ë m-1 ty(m)x(m) • 
m=1 

* Démonstration: Prenons X. € M 
J. 

t. q. 

ble en vertu du lemme 1.1. Il s'ensuit que <qi(a),Xi> = 

6 = <qi(a),x.> = L P(a,~) <ç~,X.> 
a, Ei J. ~ . l 

dvoù par unicité 

o. kt, ce qui est possi-
1, 

o , par conséquent on a 
a,Ei 



·~ 
X.(~)= <t ,X.>. 

1 1 

L'ensemble cp = {rpk 1 1 (. k ~ n} étant fondamental, lemme 1 • 1 donne que 

M* ::; c[[x
1

, ••• ,xn]] et la structure du co-groupe formel sur M* se donne par 

<cp(cx) ®cp(~) ,dXi> = <cp(o:)cp(B) ,Xi> 

= <L P(o:,y)P(~,o)tî+o,Xi> (6) 
y,6 

= R. {o:, B) 
1 

ce qui donne a, par·ce qu'il est évident que F est telle que e(F) = M* avec 

t ¾, = (x1 , 00. , xn). 

Pour b il faut calculer un peu. Posons 

n oo n 00 

= H exp(}:: m-1 f(a(i,.m))x1:1) Il exp([: m-1 f(o(i,m))y1:1) 
(3) i=1 m=1 

1 
i=1 ID=1 

1 

n oo 

= exp G [: m-t f(o(i,m))(x: + y~) 
1=1 m=1 

D'autre part, définissons w JVI* - c[[x,Y]] comme application C-linéaire con

tinue en posant 

w(x) = J. <cp(o:)cp(~),x> Xo:YBo. 
~ 

Le fait que B
2 

= {cp(o:) 1 o: E B} est une base structurale entraîne que w même 

est un homomorphisme d'algèbres, qui satisfait à 

(s) 

De la m~me façon, soit 

n n oo 
-1 m 

X= L cp(o:)Fo: = exp L CC m Y(i,j,m) t.F. 
o: i;==1 j ,:,,1 Ill==1 J 

1 
(9) 

alors on voit que x : M* - c[[x, Y]l , défini par 



x(x) = L <~(a),x> Fa 
(X 

est un morphisme continu d1 algèbres qui satisfait à 

x(x.) = ~ <~(a) ,x. > Fa = F. 
1 L....,i 1 1 

Il suit par (8) et (10) q_ue w=x, c'est-à-dire (7) et (9) donnent, parce q_ue 

les ~. sont linéairement indépendants sur C 
1 

n oo n oo 

L L m-
1 

Y(i, j ,m)(x1:1 + Y1:1) = C L 
. 1 1 . . .. 
1=1 m=1 1=1 m=1 

ce qui n'est autre que tF(F) = tF(X) + tF(y) 

-1 m 
m Y(i,j,m)F. 

l 

ce qui démontre lé théorème. 

2 0 4 Remarque : Soit n=1 et posons Y(1,1,m) = y • Alors un peu de calcul 
m 

dànne: R(1,1) = -y
2

; R(1,2) = y~-y
3

; R(1,3) = 2Y
2
Y

3
-y~-Y

4
, 

R(2 ,2) = 4Y 2y 
3 

-½(5y~ + 3Y 
4

) , et est-à-dire F n I est pas définie sur ~[y )i:> 2 • 

2o5 Soit k un anneau d'intégrité de caractéristique zéro, de corps de frac-

tions K. Soit f : W _,, M(n,K) une application telle que f(1) = I • On consi
n 

dère K comme une algèbre sur C à moyen du morphisme structural f 

qui envoie Y(i,j,m) sur 1t(i,j)f(m) = f(i,j,m) • Diaprès I.1.2 on obtient une 

loi i\F , noté fF avec F comme dans le th. 2.3. On note ft E 
F K[[x]t ' où 

t( ) i , , t X= X , •• o,X , 1 elemen, 
1 n 

donné par 

oo n 

(r,eF)i =CG 
m=1 J=1 

-1 f ( j , i , m) x1:1 1 ~ i ~ n • m 
J 

Alors il est clair que ftF est le logarithme de fF et on a 

Proposition g Soit f ~ W+ _,, M(n,K) f(1) = I • Alors les trois assertions 
n 

suivantes sont équivalentes: 

ao G E F(n,K) a le transformateur ffF. 
00 

b. G E F(n,K) et C -1 f (m)àG tm • ~G = exp m 
m=1 

c. G = fF • 

Dans ce cas on a encore G* ~ K® B /a où a;f est P idéal engendré par ~- f 

tous 

n 
a(i,m) - C f(i,j,m)a(j,1) 

j=1 
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de plus à. _ o(j,1) mod ~f. 
JG 

En outre, si G E: F(n,K) il existe un uniq_ue f IN+ - FI(n,K) t.q_,. 

Démonstration Il est évident q_ue G E: F(n, K) est déterminée par son ttruu;i.sf'orma

téùX et par son ensemble canoniq_ue des courbes cpG .,De plus chaq_ue G E::F(n,K) 

a un logarithme (1.5). La proposition résulte du théorème 2.3 par spécialisation. 

2 0 6 Considérons maintenant la somme directe de n copies de Uc(zs) (II~7o4), 

soit u~ = z3 [Y(i,a)J 1~i,n;aE:.JN(s). on pose 

un sous objet (ainsi q_uuun objet q_uotient) de 

U = U' ® ~ et on fait de 
::Es 

C ® f).B en posant 

P(C®f).U) = {a(i,m) l 1 , i < n ; m E: IN(S)} (cf. également II. 1.4). Supposons 

maintenant q_ue f : IN+ - M(n,K) de la proposition 2o5 a la propriété que 

f(m) = O si m f. w(s) , alors i1 est clair q_u•avec les notations de 2.5 on a 

G* ~ K®~U/ctf où c.tf est Pidéal engendré par tous 

n 
a(i,m) - L f(i,j,m) a(j,1) 

j:=1 

avec m E: w(s) • 

Cette remarque nous servira plus loin quand il svagira des domaines de définition 

des lois 0 Noter en effet, que dans U on a 

dY(i,a) = C Em(Y(i,1), ••• ,Y(i,m))®En(Y(i,1), ••• ,Y(i,n)) 
m+n=a 

= C. E . ©E . (soit) 
m,i n,i 

où les E . 
m,i 

sont à coefficients dans 

§3. s;ur les domaines de définition des lois 

Soient GE: F(n,k) et cp E: c(Gt , cp = \cp , ••• ,cp ) , alors cp sJ inter-
1 n 

prète de façon canonique comme un morphisme $ : B.® ~k ➔ @ 

En effet on pose 

tion de l'opérateur 

qr(z(i,j)) = cp .. 
J.,J 

si cp. = ~ cp. _tj • Alors, la défini-
J. L...J J.,J 

a de II.7.3 s~étend à cette situation-ci en posant 
m 

cr (cp) = image de t(a(1,m), ••• ,p(n,m)) sous ~ 
m 



où -i; (cp) € M(n,k) o En faisant opérer F , V , À E k de façon naturelle sur 
m a a 

c(Gt , on trouve facilement les relations 

pour a,m €IN+. (En supposant pour 

De plus, si l'on a une relation 

,., 

Àcp, que À E kG). 

cp = C vdÀ(d)cpG 
d 

dans c(G)n avec 

-i;m (cp) = L d À(d) (m/d) 't'm/d (cpG) (3) 
dlm 

où comme dans 2.2 ;_,_·:· , À(d)(m/d) est la matrice obtenue en élevant chaque élé-

ment de À(d) à sa puissance m/d=ième. 

3o2 On pose pour S arbitraire, FS la loi abélienne qui admet 

= ). m-1 ty(m)X(m) 
mËÏN(s) 

comme logarithme. En :prenant f c·_,, C , définie par fY(i,j,m) = 0 si 

m € w(s) , on voit que FS = fF, donc FS est définie sur C. 

De :plus on a 

c'est-à-dire cpFS € c
8

(F
8

)n. 

On définit :par récurrence :pour a,m,d E IN+ les matrices 6(a,d) :par 

Alors les 6(a,d) E 

Noter que 

Y(am) = C d 6(a,d) (m/d) Y(m/d) • 
d{m 

M(n, C) • En :particulier 6( 1, 1) = I o n 

si m E IN(S) 

sinon 

Proposition: Soit S = T .li. T* une :partition arbitraire de S, alors 

a~IN(:T) 
V 
~ 

0(a* ,a)cpF a. cp = a* 
Fs, aa* 

T 
a*EIN(T*) 

b. F cp = a F
8 d~IN~S) 

Vd a(a,d)cpF si a E IN(s) • 
s 

(5) 

(6) 
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Démonstration : Noter d'abord que F : F sur C • D'après le cor. 2 de 1. 3 on 
S T 

peut donc poser à = à • En appliquant l 1 opérateur -c de (4) on voit 
Fs FT m 

si m E N(s). Pour le membre droit de (5), 

sinon 

soit md on trouve 

-c (md) = [: aa*.a[ 1.a(a*,a)(m//aa*) -c llj * (c:pF) • (7) 
m * m11 aa T a,a . 

Si m \ w(s) , alors il est clair que -cm(md) = O, on peut donc se restreindre 

à m E w(s) • Soit donc m = bb* avec b E W(T) et b* E N(T*) , alors 

m//aa* = bb* //aa* se trouve dans N( T) si et seulement si a*= b* et aj b 

c'est-à-dire (7) réduit à 

-c (md) = L a a(b*, a) (b/a) -cb/ (c:pF ) 
m alb a T 

=Ca a(b*,a)(b/a) Y(b/a) par (4) 
a1b 

= y(b*b) = Y(m) d'après (3). 

b va de la même façon : en applicant -c on voit tout de suite que (6) est vrai. 
m 

3.3 Le point crucial de ce§ est 

Proposition : Si S = { p} , alors F S est définie sur 1 1 anneau 

.'.?(p)[a(p,pi)]i>o • 

Démonstration: Celle-ci se fait en plusieurs étapes. 

Posons d'abord K = tQ[Y(i,j,{)]
1

/ .. / , • 
~1, J~n,r _,o 

a. On applique 2.6 afin de trouver FS ~ 
n 

par tous a(i,pr) - L Y(i,j,pr)a(j,1). 
j=1 

KQ\t/dtf , où oif est 1 1 idéal engendré 

De plus, U = ~[Y(i,pr)]
1
<i~n;r)o avec 

dY(i,pr) = ~ E (y(i,1), ••• ,Y(i,pm)) ®E (Y(i,1), ••• ,Y(i,pn)) 
L-A r m n 

m+n=p 

= ~ E . ® E . (soit) 
'--' m, 1 n,1 

où les Em,i sont à coefficients dans z(p). 

b. On a 



=exp~ p-i tY(p~)x(pi) 

i=O 

60. 

(2 ). de 3.2 

est un ensemble fondamental des courbes dans FS, et d'après toutes les conven

tions faites, on voit QUe si 1 1 on note ~(m,r) 1 1 image de Y(m,pr) dans FS, 
alors on a 

00 00 , 

C'f>m,FS = L En(~(m,1), ••• ,~(m,n))tm = C En,mtn 
n=O n=O 

avec E = ~(m,r). De plus, en attachant à ,(m,n) le poids 
r 

n ·t p , on VOJ. QUe 
p ,m 

E n,m est isobare de poids n. On sait déjà donc QUe l'ensemble de tous les pro-

duits (ordonnés, ce QUi n'est pas très relevant, parce Qu'on se trouve dans le cas 

commutatif) Qu'on peut faire avec les E , à coefficients déjà dans 
n,m 

constitue une base du If-module FS • 

c. La proposition résulte.évidemment du lemme suivant~ 

Lemme : Tous les ~(m,r) constituent une p-base du K-module FS, soit 

B = f ~a I a E: T} pour un eni:iemble d 1 indices T convenable. De plus on a : chaQue 

,(m,r)P s'écrit comme une comb'inaison linéaire d'éléments de B à coefficients 

d. Afin de démontrer· le lell)lile, on, considère d'abord le cas où FS est de dimension 

1, ce Qui permet de simplifier les notations : 

Soit E = E E (~ , •• ·.,,·)tm m 
courbe s'agit d 1 abord de = E E t la <pF .. Il · m o. . m m 

00 a. s 
montrer QUe B = {,a= TI c:.i 0 ~ ai < p ' presQue tous les a. nuls} est une 

i=o· 
J. J. 

base du Q[y ] - module. F3 . (-y = Y( 1, 1, pm)) 0 Noto:q.s pour n E: IN' ' 
G(n) le 

m m)o m , . . , 
sous-module sur '.l(p)[a(p,pi)]i)~ = A (soit), de base E , ••• ,E • Soit P(n) 

' o n 

pour n E: IN' l 1hypothèse .de récurrence suivante, satisfaisant à P(n,1) et p(n,2) 

ci-dessous : 
a a 

( ) { 
o r 

p n,1 . : ~o ... ~r. est une base du A-module libre 

G(n)'. 

Pour x,y E: G(n) on écrit X= y mod G(m) avec ID< n' si x-y E: G(m) ' 

alors ~ 



P(n,2) Si i+1 p ~ n, alors 

dans ( p) ;l ( p) o 

ç,~ E G(n) 
l 

et avec a. 
]. 

Maintenant P(ü) et P(1) sont visiblement·vraieso Supposons donc p(n-1) 

vraie avec n~1 > 1 o On considère deux situations 

Cas__A_ g n nvest pas une puissance de p. Soit 
a1 an 

E (y , ••• ,Y)=~ c Y ••• Y 
n o n a o n 

isobare de poids n et soit i 
~ = ~ ~-P le développement p-adique de n. Alors 

J_ 

on sait d 1après Dieudonné soit par vérification directe que c~ = (~ ~i!)~ 1 
, donc 

(X (X 

inversible dans :l'(p) Considérons un autre terme 
o . n 

a f ~ dans 0 C ç,o • u ç,n avec 
a 

En ( ç,o' ••• ' ~) . Soit j :> 0 minimal tel que a. :> p 
' 

alors par isobaricité on a 
J 

certainement que j+1 / 
p ~ n ' 

a. 
1
+i a. 

2 
a 

J+ J+ n ( ) • a. ç, J.+
1 

ç, . 2 ••• ç, mod G n-1 
J J+ n 

avec aj E pZ(p) • En itérant cette construction, on voit que 1ion aboutit à 

ao an ~o ~n 
ca ç,0 •··~ = ca,~ ç,0 ••• ç,n mod G(n-1) avec ca

1
~ E pZ(p) , ou encore 

En (ç,o' GO.'~) 

que {E} 

~o ~n = c~ ç,
0 

••• ç,n mod G(n-1) avec c~ inversible dans z(p). Parce 

est un ensemble fondamental pour F , on voit que 
s 

P(n, 1 ) est vraie. 

Si n n~est pas une puissance de p, alors P(n,2) est la m~me condition que 

.Q§...§...li . n = r+1 r :> 0 Alors puisque E = ç,r+1 on voit tout de suite . p avec . ' n 

q_ue P(n, 1) est vrai. Il s'agit de montrer q_ue ç,p = a ç, mod G(n~1) avec 
r - r r+1 

ar E p:l(p) " 

Soit U = Z( )[Y.]., avec E = ~ E (y , ••• ,Y )tn la courbe pure. Notons v 
p 1 1.,0 n o n 

et f 1 1endomorphisme dans 

Alors, de II. 7. 3 on voit que 

qui montre que 

avec g isobare de poids 
r 

vY. 
l 

r+1 p 

correspondant avec les courbes VE 
p 

et F E • 
p 

- Y. 
1 

( Y 
1 

= O) • De. plus on a F V E 
1- - pp 

- [p]E, ce 

et g (o, ••• ,O,Y) =O. De plus, en réduisant 
r r 



mod p, on voit que 

est inversible dans 

fY = yP 
r - r 

!E(p) • 

ce qui veut dire que a 
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1 mod P~t ) 9 dc~c a 
- \P 

Notons d'autre part que la formule (6) de 3.2 pour a=p s 1 écrit 

où fY. 
J. 

est l'image de fY. 
J. 

dans (3), qui n'est autre que 

dans F*. On en tire que le coefficie~t de s 
fY , appartient à 

r 

voit en explicitant le membre droit de (2) comme somme des produits de 

a a 
En écrivant = Z: C 

o r 
y ••• y 

o r 
on voit comme dans le cas A~ que 

chaque terme 

a 

- c' yP 
a r 

mod G(n-1) avec 

p 'l'.° + a''l'.°p = O mod G(n-1) 
"'r+1 '='r avec -a' inversible dans 

., Il s I e::isui t que 

ce qui donne 

P(n,2) , donc ce qui montre le lemme si la dimension de FS e$t égale à 1. 

e. Si la dimension de F s 
est n, on procède avec les 

façon que dans c, avec maintenant ~(m,a) au lieu de 

E de b de la msme 
n,m 

~ , mais pour m fixé, 
a 

1 ~ m ~ n. Il est clair que la propriété d'être un ensemble fondamental ~es cour

bes permet de réduire les calculations au cas de dimension 1, donc le cas gé~1é:cal 

s'ensuit directement de ce qu'on a fait dans c. La proposition en résulte. 

3.4 Soit S ~ ~ et soit pour a,d € IN(S) , -cCa,d) une matrice dor..t les coeffi

cients sont des indéterminés. Soit A(s) l'anneau polynomial engendré s~r ~ par 

tous les éléments de tous les -i;(a,d) • On fixe p € S de sorte que n € N(s) 

s 1écrit sous une forme unique 
,., 

r 
n = ap avec soit (a,p) = 1 

définit Y(n) à coefficients dans A par récurrence par 

Y(n) = t pi -c(a,pi)(pr-i) Y(pr-i) 

i=O 

soit 

Soit œ8 l'idéal dans A(S) engendré par tous les éléments de 
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Y(am) - L d,;(a,d)(m/d)Y(m/d) (2) 
djm 

pour a,m € w(s). Soit L(S) = A(S)/œ8 et notons que L(S) ne dépend pas du 

nombre premier p, choisi dans (1). Les images de Y(m) et ,;(a 9 d) dans L(S) 

seront notés par Y(m) et a(a,d) o Alors on a 

Proposition~ FS est défini sur L(s) si s 1 ~ 0 F~ est défini sur z. 

Démonstration g Soit d I abord S = P et choisissons p € P O Alors la proposi tian 

3o2 donne les relations 

= 
·OQ 

cpF{p} = LV i a(p,/)cpF } 
i=o. p {p 

La proposition 3.3 entraîne que Ffp} est défin:iesur Z(pla(p,/)]i:>ocL(P)@z(p)· 

Le cor. 1 de 1~3 ainsi que (3) donnent que F est strictement isomorphe avec 

sur 1vanneau z( ) [ a( p, pi) , a( a, pi ) ] . , ( . )-
1 

c L ( P) ~ 7( ) p J._,O, a, p - p 
o Il s 1 ensuit 

que F est définie sur g L(P) ~ !l(p) = .L(P) • 

Soit maintenant Sc P. Considérons cp: A(P) ➔ A(S) , le morphisme d 0 algè= 

bres défini par cp,;(a,d) = O si ad i w(s). Observer que cp(Ot) cm: , de sorte 
p s 

qu1on obtienne 

tion en résulte. 

~: L(P) ➔ L(s) • Parce que FS = $ F , on voit que la proposi* p 

3o5 Définition : Soit k un anneau d 9 intégrité de car:actéristiq_ue zéro. On dit 

que f : IN(s) - M(n,k) avec f'( 1) = I · -est 
n 

$-admissible sVil existe 

°f' : IN(S) x N(S} ➔ M(n,k) tel que pour a,m € IN(S) on ait 

f(am) = L d af(a,d)(m/d)f(m/d) 0 

d!m 

On dira que f est S-lexoide, s'il existe Àf : IN(S) x w(s) ➔ M(n,k) tel que 

pour a,m € N(s) on ait 

= C d À.f(a,d)f(m/d) 0 

dfm 
f(am) 

Noter que f(a) = Àf(a,1) = af(a,1) • V ensemble des fonctions s-admissibles 

(s-lexoides) à valeurs dans M(n,k) sera noté Adm(s,k) resp. Lex(S,k). Si k 
est arbitraire, on dira que le couple (f,crf) (resp. (f,Àf)) est s-admissible 



(resp. S-lexoide) si ces conditions sont satisfaites. 
Noter quvil existe une. bijection évidente Alg (L(.S) 9 k) ~ Adm(S,k) • 

~ 

306 Soient k un anneau et G E: F(n,k) • On associe à G la fonction 

Le résultat principal de ce chapitre est ~ 

Théorème ~ f induit une bijection F(n,k) --> Adm(P,k) • Si de plus k = k pour 
G 

tout GE: F(n,k) , alors f induit une bijection f : F(n,k)-> Lex(P,k) • 

Démonstration: En appliquant ~n aux relations (5) et (6) de 1e4 on voit bien 

que f(G) est P-admissible (resp. P-lexoide, le cas échéant). Soit de façon 

inverse ~ une fonction P-admissible, qui se voit encore comme un morphisme d'al

gèbres ~ : L(P)-> k, alors ~*FE: F(n,k) comme il résulte de la proposition 3.4. 

La proposition 2.5 montre que ces deux applications sont 1vinverse l 1une à 1 1autre 

si k est un anneau daintégrité de caractéristique zéro. Le cas général s'ensuit 

facilement de là. 

3.7 D1 après 1.3 cor. 2 l'étude des lois abéliennes se réduits à iso~orphie près à 

celle des lois typiques. Soit Ft (n,k) 
YP 

l'ensemble des lois typig_ue's d.ans 

F(n,k) • Alors le théorème de décomposition des courbes donne : Soit G E Ft (n,k). · YP 

On associe à G la fonction f(G) : IN(S) --> M(n,k) , avec S = s(k) , en posant 

f(G)(n) = ~ (~) pour n E: N(s) • Alors, comme il est évident 
n G 

Corollaire ~ f induit une bijection: Ft (n,k)--> Adm(s(k) 9 k) Si de plus 
YP 

k = k pour tout GE: Ft (k) , alors f induit une bijection 
G YP 

f : Ft (n,k) --> Lex(S(k),k) • 
YP 

308 On a associé à chaque GE: F(n,k) le couple {c(G),~G} où C(G) est un 

Cart(k)-module muni d 1une V-base ~G. Le corollaire 2 de 1.3 montre qu'on ob

tient ainsi un foncteur covariant : C ~ {Groupes formels commutatifs de Dieudonné 

de dimension finie} -> Cart(k)-modules réduits admetta.'lt une V-base finie. 

En effet 
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Théorème (cartier) Le foncteur C est une équivalence des catégorieso 

Démonstration_,; DR après 3.6, C est certainement surjectif sur objets, 

il reste donc à montrer quRil est pleinement fidèle. En prenant V-bases, il re

vient au même de montrer ~ Soient F(n,k) et GE F(m 9 k) , alors il existe une 

bijection [ 

ji 

Hol\:(F,G) = Abk(F*,g*) - Hom~art(k)-mod(C(F),C(G)) • 

Soit f ; F*-> G* dans Abk, ce qui donne c(f) ~ C(F)-> c(G) et encore 

~ N 

C (f) c(F)n...., c(G)m et c(f) 

t 
= (c(f)çp

1
F, ••• ,C(f)çpnF) 

est déterminé de façon tmiq_ue par 

et on a d'après le lemme 1.1a 

00 ~ 
c(f )çpF = C V i f(i)çpG avec f(i) E M(n xm,k) 

1=1 

Le fait que l'opération de Cart(k) sur le module de courbes est définie de façon 

fonctorielle entraîne que 

00 00 

F ë(f)cpF = ë(r)F çpF 
1

~4 ë(r) L V.a(a,j)çpF = L V.o(a9j)ë(f)çpF 
a a ·1 J ·1 J J= J= 

ce qui entraîne en particulier que 

00 
N 

(F - C V.a(a,j))c(f)çpF =o. 
a . J 

J=1 

Le fait que les relations pour les F donnent exactement les relations dans les 
p 

algèbres F* et G* cf. (1), (2) et (3) de 3.3, e~t:raîne que (2) est la condi-

tion nécessaire et suffisante afin que (1) définisse un morphisme F*-> G* 9 à 

savoir ce qui envoie le coefficient de t n d ans 

.ième 
de lai courbe du membre droit de (1) 0 

sur le coefficient de 

Remarque : Il résulte du théorème 3.6 que F(n,k) ~ Alg (L(P) 9 k) , en dgautres 
~ 

termes, L(P) s'identifie à l 1 anneau universel de Lazard [2], th. 2. Dans u..."'l 

livre à paraître,, Lazard démontre le théorème de Cartier sans conditions de 

finitude ;et m~me sans hyperalgèbres •. 
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3.9 On notera j(F,G) l'application injective 

,.. 

qui fait correspondre à f : F - G l'ensemble des courbes c(f)~F. D1 après (2) 

de 3 0 8, j(F,G) est une bijection de Homk(F,G) sur le sous ensemble 
00 

{4 € C(G)m 1 (F - L V.a(a,j)4 = o} o On notera j
8

(F,G) 1 1application corres-
a . J 

J=1 
pondante dans c

8
(G)n, le cas échéanta 
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Chapitre IV La classification des lois §:!g_ certains anneaux de ~ 

§1. 12iê. de dimension 1 §:!g_ .1ill:. corps séparablement clos de caractéristique p > 0 

Soit k un tel corps, fixé dans ce §, et soit F ( F( 1,k) • Par définition 

même on a une injection canonique Endk(F) ._,. k[[X]] o Soit 

(p](x) = a Xr mod deg r+1 , alors la relation 
r 

[p](F) = F([p](X),[p](y)) donne 

a (X+Y)r = a Xr + a Yr mod deg r+1 
r r r 

ce qui montre que pour un certain 

h ( w+. On dit que h = ht(F) est la hauteur de F. Si (p] = O, on dit que F 

est de hauteur infinie. Soit S = s(k) = {p} • Il est connu, ce qui se vérifie 

d'ailleurs sans peine, que F et V commutent si x(k) = p >O. 
p p 

1.1 Lemme : Les deux assertions suivantes sont équivalentes pour F ( F( 1 ,k). 

a. F est isomorphe à G o 
a 

Démonstration : a > b évident. b · ·} a • On a 

d' où F p cpF = 0 • De 

F* ~ uc(k)/(Yf)i>o 

plus, on peut supposer F typique. Il suit que 

ce qui est l'algèbre de distributions G , d'où a • . a 

1 .2 On considère avec [F] ch. III, §2 les trois théorèmes fondamentaux 

h 
Théorème 1 Soit h E w+, alors il existe F ( F(1,k) tq [p] = xP 

Théorème 2 : (Dieudonné-Lazard). Si F 
1

,F 
2 

E F( 1 ,k) alors 

seulement si ht(F
1

) = ht(F
2

) " 

sur k si et 

Théorème 3 : (Dieudonné-Lubin). Soit F E F( 1 ,k) avec ht F < = Q Alors 

E = En~(F) est isomorphe à Pordre maximal du corps gauche D d'invariant 

-1 
h 

2 et de rang h sur 

Pour la démonstration par aide du lemme fondamental de Lubin-Tate on renvoie 

à Fr~hlich loc. cit. On donne ic les démonstrations du point de vue des courbes. 
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L3 On définit F c F(1.k) • typique, par son type li' m - V cp (F 
1;. ' ' + p TF - h-1 F 0 

p 
est 

défini sur F , même : F s'obtient par réduction mod p d'une loi définie sur 
p 

Z)o On a [P]cpF = V F cpF = V hcpF, d'où, si cp = E E tm, alors 
PP p . F m 

[P]cpF = i: E h tm o Soit e(F) = k[[~JJ , dîoù cpF(~) = t , alors 
m/Jp . h 

<En,[p](x_p)> = <[p]En,~> = <E h'~> ={1 s~ n = p o 

n//p O sinon 
h 

Il en résulte que [p](x) = xP , ce qui démontre le th. 1 • 

. 1.4 Démonstration .fu1 théorème 2: Le cas de hauteur infinie est celui du lemme 

1.10 Supposons donc G de hauteur finie, ht(G) = h. Il suffit d'établir un iso

morphisme sur k avec la loi F de 1.3 qui est de hauteur h. D'après III.1.3 

coro 2 il suffit de montrer que c
8

(G) contient une courbe fondamentale tt, telle 

que F p(f, = V h_ 1tt, " 
p 

Ecrivons F et V au lieu de F ,V o 
p p 

Supposons que (f, E c
8

(G) 
h-1 . h 

soit fondamentale avec F<ti = V µtt, mod V et 

µ E kM' cf" III lemme 1.2 b. On suppose !en ce moment que h soit la hauteur de 

G o(Cela en effet en résultera..).on pose X= X(f, avec XE k* à déterminer plus 

. p ~- p h-1 p h-1 -1 h-1 l-1 h 
loino Alors Fx = FX(f, = X F<!> = X V µ(fi = X V µ X X = V X µ X mod V • 

h 
k étant séparablement clos, on peut prendre X tq Xp - 1 = µ 1 • On peut donc 

supposer que <I> est fondamentale et que l'on ait 

soit 

Alors 

h-1 r r+1 F<!> = V <!>+V A</i mod V avec A E k. 

r-h+1 X= (j.l + V X(j.l avec XE k, à déterminer plus loin. 

Fx = F<!i + vr-h+ 1 xP Ft!J 

= Ft!J + vr-h+ 1xP {vh-it!J + VrA$} mod vr+ 1 

h 
r p r+1 = F(f, + V X <!> mod V • 

D'autre part : 

h-1 .h-1 r r r r+1 
V X = V . <I> + V X$ = F<), - V A<!> + V XtJ, mod V 

Il suit de (1) et (2) : 

;h h 
h 1 r p r+1 r p ·v-r+1 • Fx-V - X= V {X (j.l - X<!i + Aq,} mod V = V (X -·X+J..)î!i, mod 



h 
On prend X € k comme racine du polynôme séparable Xp - X+ À • Il s I ensuit bien 

q_ue c
8

(G) contient une courbe fondamentale (V 
h-t 

t. q_ F(!J = V (li , et d'après 

1. 3, h = htG • 

1o5 Démonstration~ théorème 3 : D'après ce q_ui précède, on peut supposer q_ue le 

S-type de F 
h-1 , 

se donne par Fcp = V cp. D'apres III 3.8, (2) on a 
00 

{ 11. = L v\.. 1 11.. € k ; (F - vh- 1 hep = o} , donc 11. E Endk(F) 
. l l 

l=O 

et seulement si 

00 00 

F )~ Vi À,i 
h-1 Cvi cp = V 

i=O i=O 

D'autre part 
00 00 

FÀ = I.: vi p 
= I: vi 11.. Fcp 

i=O 
J. 

i=O 

00 

Ài 
L h+i-1 cp ~ V À,. cp 

J. 

p h-1 
11.i V 

i=O 

00 

cp = I: ;+i-1 
i=O 

€ F h 
p 

. 

h 

À~ 
J. 

qi 

pour tout i ~ 0 • c 1 est-à=dire (3) et (4) donnent~ À€ Endk(F)<~ Ài 

Considérons l'application :l(p) :::. W(IF' p) --> c
8 

(F) q_ui envoie 
i i 

l'. V 11..F 
J. 

sur 

si 

hi r V ÀicpF. Il se voit q_ue l'image de cette appli-

cation est contenue dans l'image E de Endk(J,,) et en effet est un homomorphisme 

injectif d'anneaux_, ce q_ui mu....'1.it E d'une structure de z(p)-module topologiq_ue 

séparé complet. De plus pE = FV(E) · = Vh(E) , d 1 où : E/pE s'identifie à 
• h-1 . 

F pvectoriel f~: v\ï I Ài € 1B' h} de dimension h
2 

sur IF' p • Soit f € E ~ 
J.=O p 

alors il est clair que Vf = fPV mod VE e On renvoie donc à Frôhlich loc. cit. 

pour les détails de nature algébrique, q_ui achèvent la démonstration du th. 3. 

1.6 Soient F,G € F( 1,k) , de hauteur différente, soient h 
1 

00 

plus f : F _,. G et posons j (F, G )f ""C Vif. 0 On prend les types de F et G ' i=O J. 
h -1 h -1 

et h
2

• Soit de 

définis par FqiF = V 1 cp 
F ' FcpG == V 2 rp . Alors, il suit facilement d.e la rela-

tion 

F r V .f.cpG 
J. J. 

G 

h =1 i+h -1 hz- 1 h -1 
"' Vif.P_y 2 "' V 2 fp = V 1 

== l..J :t cpG = l.! i <:pG -

i+h -1 
= l'. V 1 f. m 

i·TG 

que tous les fi sont nulles, dffoù Homk(F,G) = {o} • Le théorème 2 montre qu'en 

général Homk(F,G) = {o} si F et G sont de hauteur différente. 
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00 . . 

1.7 Si À= L V
1
À.F

1 
et si ~ E c(G) pour GE F(n,k) , alors la définition 

• J. 
J.=O 

00 . • 

z----il J. () () À~= L...J V À.F ~ fait de CG un W k -module 
. l 
l=O 

de vecteurs de Witt à coefficients dans k. Soit 

W(k) et posons 

à gauche, où W(k) est l'anneau 

B(k) le corps de fractions de 

Alors F(G) est un B(k)-vectoriel et parce que FV = VF = p, on peut 

oublier l'action de V sur F(G) • Autrement dit, F(G) est un F-espace au sens 

de [ D] , ch ~ IT. 

G,H E F(n,k) seront dits isogènes si F(G) ~ F(H) en tant que F-espace, ce 

qui donne une relation d'équivalence sur l'ensemble F(n,k) , ';ét l'on note le 

quotient par Ispg(n,k) (et Ispg,(k)si l'on part de 

Les résultats 1.6 et le th. 2 donnent que Isog(1,k) est classifié par la 

notion 11hauteur 11 ou encore par la relation F = Vh- 1 pour h E IN"+ U {oo} o A partir 

du lemme fondamental on déduit le résultat de Manin: 

Théorème : Si k est algébriquement clos, alors Isog(n,k) est représenté par 

des lois G avec (n,m) = 1 telles qu'il existe un ensemble fondamental des n,m 

courbes de la forme t n m 
e F~=V~. 

§2. Groupes formels infinitésimaux sur un corps k, x(k) = p > O 

Le but de ce§ est d1 indiq_ùer~ comment la théorie des courbes (déformées) 

siapplique à la théorie des groupes infinitésimaux sur un corps de caractéristique 

p > 0 • 

2.1 On appelle algèbre tronquée sur k, toute k-algèbre A 
h(i) 

A= k[x
1

, ••• ,X ]/(x~ ) avec O < h(i) < oo. Dans un anneau 

de la forme 

n 1 1 ~i<n 
k(x

1
, u. ,xn] on appelle p-polynôme 

polynomial 
a a 

tout élément f (x , ••• ,X ) = l'. c X 1 
0 •• X n 

1 n a 1 n 

où c ~ 0 implique O ~ a. < p pour tout i. On appelle algèbre semi-tronquée 
a J. 

sur k toute k-algèbre 

tions et est engendré par 

où l'idéal des rela-

pour 1 ~ i ~ n avec 
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chaq_ue f. 
1 

est un p-polynôme et pour i+1, j, no Soit 
-00 

k = kp , alors il est clair : si A est semi tronquée sur k , alors A ®kk 

est tronquée sur k 

2o2 Soit maintenant GE Grfk infinitésimal. On notera A= e(G) et 

m = Ker E : A __,, k o Soient 

base du k-vectoriel 2 
m/m 

x , ••• ,x E m tels q_ue leurs images mod m2 
1 n 

Soient maintenant aussi pour 

sont une 

les courbes d'ordre 1, définies par cp. (x.) = é, . . t • Alors la théorie des courbes 
J J 1J 

pures montre q_ue chaque 

On pose 

cp • 
J 

pour 

courbe d1 ordre 

ôp-~ tp- 1 
o,J 

0 < a. <p. De la 
1 

p-1 ; soit 

même façon soit 

dans A. En observant que les sont produits des dériva-

tions invariants à gauche de A (cf. II §1 ) ' on déduit sans peine 

ô (a)(x~) - { 0 si ~ ~- > ~ 0:. 
1 1 

ô 
a,~ 

si ~ ~- = ~ ai 1 

ce qui nous dit que les X , ♦ oo,X 
1 n 

sont une p-base pour un sous vectoriel 

de A. Soit 

décomposition 

pour 1 ~ i < n, 

ou encore 

l'idéal de A, engendré par 

p 
À. •• X. 

1J J 

n 

avec À. .. E m 
lJ 

o =C (?1. .. -0 .. )x~ 
j=O 1J 1,J J 

(xP, ••• ,xP) , alors on a une 
1 · n 

de Kronecker). 

G étant infinitésimal, il s'ensuit q_ue la matrice à coefficients À. •• - o .. 
lJ J..' J 

(2) 

est 

inversible ce q_ui entraîne q_ue ou encore que A est de hauteur< 1 ~ 
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Dans ce cas-ci, l'ensemble des courbes cp 1 ' • ""cpn est fondamental et on retrouve 

de la même façon que dans le théorème de Cartier 1.4.3 que l'application naturelle 

Lie G 4 G* se prolonge en un isomorphisme U (Lie G) ~ G* ett que tels groupes 
p 

infinitésimaux se classifient par aide de leurs p--Lie algèbres. (u 
p 

signifie 

le foncteur ; algèbre enveloppante restreinte, cf. SGAD VII A). 

En excluant ce cas, soient, après renumérotation éventuelle 

que leurs images dans m{p}/m{p}m sont une base. 

tels 

n 
Lemme : Soit L ~ixi + 1

1 
= O mod m{p}m une relation dans A avec 1

1 
€ 1

1 
, 

i=1 
alors l = 0. 

1 

Démonstration Les 

G*, s'annulent sur 

à(a) , qui forment une partie linéairement indépendante dans 

m{p}m, et s'annulent également sur m{p} • En appliquant une 

convenable, on voit que ,e = 0 • 
1 

îl en résulte, que les relations dans l'algèbre A sont de la forme 

k1 

xp =Ca . x~ mod m{p}m; k < r < n (3) 
r - . r,i 1 1 

J.=1 

(k
1 

= n signifie l'absence de telles relations). 

l'algèbre quotient modulo 1' idéal ()'.; engendré 

par les éléments suivants : Si 
k1 

I = ( t , • u , t ) , alors I { p} I c a . De plus 
1 n 

tp - L a . t? € ~ avec les r . r,i i 
J.=1 

a . comme dans (3). Il est bien évident que les 
r,i 

monômes 

avec { O < ~i 

0 " ~. l 

< 
< 

p pour 

p pour 

1 < i < k1 

k1 < i < n 

constituent une base B1 = lt~I~ E s1} de T1 . De plus, il est clair quuil 

existe un homomorphisme évident de k-algèbres 

qi(x.) = t .. 
l l 

Posons pour a € A 
' 

qi(a) = C (j; ( a)ta , alors les tl>a appartiennent à G* 0 

a 
O'.€S1 

Soient E:. = (0, ••• ,0,1,o ••• o) € 31 et E = (o, ••• ,o,p,o ••• o) ' 
alors de la 

J 
~ 

pj 
1....:---' 

J-1 J-1 



relation 

on déduit . . 
n 

tl> (ap) = {tl> (a)}P + C a .{tf> (u)}p (4) 
e:pj e:j r=k +1 r,J e:r 

1 

pour 1 ~ j ~ k . Posons { a = • 
pour 1 ~ j ~ k1 1 1.' J € • PJ 

à . = <li pour 1 ~ j ( n Q 

0 ,,] €:j 

pour 

toutes les valeurs i,j considérées. 

Lemme Les monômes a = x , avec 

et O < a. < p pour k < i, n sont linéairement indépendants dans A et sont 
l 1 

donc une base pour un sous vectoriel 1
2 

de A. 

Démonstration : Soit a
1 

= ô . + p le développement p-adique de o:i pour 
l Yi 

On applique sur xa o Le fait que les à . 
0' J.. 

s'annulent sur m{p} 

(6) 

(4) don..>ie 

n 
à . (aP) = {à . (a)? + C a . 

1,J o,J k r,1 
1 +1 

ce qui encore entraîne diaprès le lemme II.3.1 b 



En prenant a = x avec 
m 

dans (7), on voit par (2), en utilisant 

que les indices, intervenant dans la somme de (7), sont~ k
1
+1 , que ~ 

c 1 est-à-dire (6) se réduit à 

ce qui entraine le lemme en raisonnant de la même façon afin de déduire les 

relations (2). 

2.6 On décompose A en somme directe 

Les relations (3) se prolongent en relations 
k 

p ~ p x - L-.J a .x. + t = O mod r . r,1 i 2 -
1=1 

(8) 

( 9) 

avec t2 E: 12 En supposant qu 9il y a un terme a dans t2 à coefficient non . X 

nul et dont les puissances a. qui interviennent ne sont pas toutes des puis-
1 

sances de p ' alors par choix d1un à(a,b) avec b convenable, non nul, on 

arriverait à la contradiction O t, c = O, ce qui dit que les relations (9) en 

effet sont relations dans laquelle interviennent p-polynômes. Le raisonnement 

fait à partir de (3) pour arriver à (8) se généralise. On en déduit : 

2G7 Proposition: Si k est un corps, x(k) = p > O et si GE: Grfk est infini

tésimal, alors e(G) est semi tronquée. Si de plus k est parfait, alors e(G) 

est tronquée. 

Corollaire : Si GE: Grfk est infinitésimal et si k est parfait, alors G est 

engendré par un ensemble fini des courbes finies. 

2.8 Soit E la courbe pure, alors le théorème de décomposition entraîne que 

Ep = Il V H (EP) et H1 (EP) est défini par un ensemble pur pour E de la 
(a, p)=1 

a a 

forme (O ,fY
0 

,fY
1

,. u) = (o,Y;, ••• ) où fY. 
p 

mod Y = ••• ==Yo = 0 De = Y. . 
1 l 0 1-1 

m@me, si F est une autre courbe pure générique, on a 



EFE- 1F- 1 = II 
(a, p)=1 

V H 
a a 

Si p f. 2 , on voit que H
2 

est définie par un ensemble pur pour E de la forme 

([Y ,X ],o .. ,(Y.,X.), ••• ) où (Y.,X.) = Y.X. -X.Y. +g(X ,.oo,X.,Y ,u. 9 Y.) avec 
0 0 l l l l ll ll O l O l 

g(o, ••• ,o,x.,o, ••• ,o,Y.) =o. A partir de là il est possible, en principe de 
l l 

généraliser l'application x 1-> x(p) et le crochet dans une p,,-algèbre de Lie à 

ensembles purs, ou encore aux semi dérivations dans une coalgèbre en g=oupes.Cela 

devrait doILner une théorie par exemple pour les groupes de hauteur~ 2 sur un 

corps parfait de caractéristique positive, une théorie qui toutefois est encore 

loin d 1être établie. 

2.9 Soit encore GE Grfk infinitésimal et commutatif. Soit 

U (n,k) = k[Y , ••• ,Y] le sous objet dans Abk tel que LE (y , ••• ,Y )tm soit 
c o n m o m 

une courbe pure d'ordre 
n 

p dans U (n,k). Alors, l'ensemble des courbes pures 
C 

module sur l'anneau EndAb (u (n,k)). Le morphisme 
k C 

Ym...., Ym-
1 

dans Abk induit un système inductif {Abk(uc(n,k),G*} et on se 

retrouve dans la situation connue de [D] Ch. I, §5. De cette façon~ la théorie de 

modules de Dieudonné s'interprète comme une théorie de courbes, ou plutôt, le 
converse. 

§30 Une digression. 

3.1 Soit Cg l'anneau polynomial commutatif, engendré sur 7 par d.es in-

déterminés A(ns1) , B(m,1) pour n > 2 et + 
m > 1 ; n,m € W • Soient p l'en-

semble des nombres premiers et C l'anneau quotient de eu, obtenu en faisant 

commuter A(/,1) et A(qj,1) pour pf=q; p,q_ E P et i,j > 0 et en posant 

1._emme : Soit m~b E w+, alors il existe un unique A(b,m) et B(b,m) dans C 

tels q_ue si r+1 
m = ap avec (a,p) = t , p E P, on ait 

( r+1) ( r) ( ) ( r) A b,ap = A bp,ap - A b,a A p,p 

( r+ 1 ) ( r) ( ) ( r) B b,ap = B bp,ap - B b,a A p~p • 
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Démonstration: Il suffit de montrer (2) et on procède par récurrence sur le nom

bre o(m) des p € P avec plm, y comptant multiplicités. Parce que 

o(al+ 1) > max {0(al),0(a),0(l)} , (2) affirme 1vexistence dvun B(b,m), mais 

celui-là peut dépendre du p choisi. Donc soit (2) vrai pour tout b et pour 

toutes les décompositions r+1 
m = ap si o(m) < k. Soient o(m) = k et 

m __ apr + 1 r1 t+ 1 _1_ ( ) ( ) ( ) 
'j_ avec Prq dans P , a,p = a,q = 1 • Si on suppose B b,m 

construit à partir de (2) avec p, alors 

(b ) (b r+1 t+1) ( r t+1) ( t+1) ( r) B ,m = B ,ap q = B bp,ap q - B b~aq A p,p 

= B(bpq,alqt) - B(bp,al)A(q,qt) - B(bq,aqt)A(p,l) + B(b,a)A(q,qt)A(p,l) o 

étant un polynôme dans les A(pit1) avec 0 ~ i ~ r+1 , com-

mute avec A(q,qt) , donc en combinaisant les 1er et 3è terme~ ainsi que les 2è 

( ) ( r+1 t) ( r+1) ( t) di·t et 4è termes on trouve : B b,m = B bq,ap q - B b,ap A q,q , ce qui 

que (2) est vrai pour q. 

3.2 On définit pour a EN lîendomorphisme dvalgèbre F de C 
a 

par 

F A(n,1) = A(n,1) et F B(n,1) = B(an,1) 0 Alors il suit de (1) et (2) que l~on 
a a 

a g 

(X. 

S-; II i m = pi , on pose dans C (prodv.i t ordorL'1é). Alors 

on a~ 

Lemme : B(rm,1) = L B(r,d)C(m/d) dans C 
dlm 

+ pour r E IN • 

Démonstration~ Quitte à appliquer 

suffit évidemment de démontrer ~ Si 

alors 

F , on peut supposer que 
r 

(a,p) = 1 , p E P et si 

r == 1 9 de plus il 

b€1N,k~O, 

(3) est vrai si k = O , donc soit (3) vrai pour k • En appliquant F à (3) on 
p 

a 
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k k . ~ . 

B(a,bp +1) = L B(bp,api)A(p - 1 ,1) 
i=O 

= t B(b,api+ 1)A(pk-i,1) + B(b,a) t A(p,pi)A(pk-i,1) 
i=O i=O 
k+1 . k . k 

== L B(b,al)A(p +1
-

1
,1) + B(b,a) L (c. - c. 

1
) (4) . . l l+ l=1 · l=O 

où c. =A(pk+ 1-i,/). Il suit que~ (c.-c. ) =A(pk+ 1 ,1)-A(1,Pk+ 1) = 
l f:.-.J l l+1 

l=O 

=A(pk+ 1,1), parce que a=b=1 dans (b) montre que A(1,Pk+ 1) = 0, c 1 est-à-

dire (4) réduit à (3) avec k+1 au lieu de k o 

30 3 Soit maintenant D l1 algèbre polynomiale non commutative engendrée sur :l 

par des indéterminés A(n,o) pour n E IN+, B(n,o) et c(n,O) avec n E IN. 

On pose A(o,o) = 1 •. Soit K un anneau muni dîun endomorphisme 0 • Alors, en 

considérant f ED comme une fonction défi.nie sur un produit convenable de K 

à valeurs dans K , on notera f 0 la fonction obtenue f o 0 • On définit par 

récurrence pour ,e,n E IN 

,e+1 
A(n,,e+1) = A(n+1,,e) - A(n,0) 6 A(1,,e) 

t+1 
B(n,,e+1) = B(n+1,,e) - B(n,0) 6 A(1,,e) 

n 
C(n,,e+1) = c(n+1,,e) - c(1 9 ,e)0 A(n,o) 

. n 

{ 

D ( n, t+ 1 ) = D ( n+ 1 , ,e ) ... A ( 1 , ,e) 0 A ( n, 0 ) 

D(n,o) = A(n,o). 

On définit les endomorphismes t:. et "i/ d'algèbre D par t:.B(n,O) = 

B(n+1, O) et V C (n, O) = c(n, 1 ) , en convenant que 6, et \] sont les applica-

tions identiques sur les autres générateurs 0 

3.4 Les propriétés de D qui serviront après, se résument dans 

Proposition: a. A(o,,e+1) = c(o,,e+1) = D(o,,e+1) = O; A(1,,e) = D(1,,e) pour 
i, E IN 

b. t:.B(n,,e) = B(n+1,,e); VC(n,,e) = c(n+1,,e) 

n n-j 
c. B(n,o) = L B(O,j) 0 A(n-j,O) 

j=O 
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n n-j 

do c(n+1,o) = L c(1,j) 0 A(n-j,O) 
j=O 
n n-j 

eo A(n+1,o) = C A(1,j) 0 A(n-j,0) • 
j=O 

Démonstration ~ b se vérifie sans difficul téso d est vrai si n = O , soit donc d 

vrai pour O < t < n, alors 

n 
c(n+1,o) = c(n,1) + c(1,0) 0 A(n,o) 

n 
= Vc(n,o) + c(1,0) 0 A(n,o) 

n-1 n-j-1 n 
= C c(1,j+1) 0 A(n-j-1,0) + c(1,0) 0 A(n,o) 

j=O 
n n-j n 

= C c(1,J) 0 A(n-j,ü) + c(1,0) 0 A(n,o) o 
j=1 

Les autres assertions se montrent en même temps. c est vrai si n=O o On sup-

pose donc c vrai si O < t < n. Alors 

n n-j 
B(n+1,o) = ~B(n,o) = C B(1,j) 0 A(n-j,o) 

j=O 
n j+1 n-j 

= C {B(O,j+1) + B(o,o) 0 A(1,j)} 0 A(n-j,O) 
j=O 
n+1 n+1-i n+1 n n-j 

= C B(o,i) 6 A(n+1-i,o) + B(o,o)° C A(1,j) 0 A(n-j,O). 
i=1 j=O 

En appliquant (5d) on voit que la deuxième somme est égale à 

n 
C {D(n+1-j,j) - D(n-j,j+1)} = D(n+1,o) - D(O,n+1) = A(n+1,o) - D(O,n+1) , 
j=O 

ce qui démontrerait c si 

n(o,n+1) =o. (6) 

Soit h 
1 

i 1 endomorphisme d1 algèbre D , défini par h C(n,O) = A(n,o) , 
1 

h 
. 1 

étant l'application identique sur les autres générateurs. Il suit que 

h c(n,t) = D(n,t) 
1 

on voit 

pour tout n,t, donc en appliquant h 
1 

n . n-j 
A(n+1,o) = L D(1,j) 6 A(n-j,ü). 

j=o 

à d, déjà montré, 



Soit d'autre part h
2 

1vendomorphisme d'algèbre D, défini par 

h
2
B(n,O) = A(n+1,o), h

2 
étant 1 1application identiQue su~ les autres généra

teurso Parce QUe c est supposé vrai pour O ~ t ~ n, et parce qu 1on a généra-

lement : h
2
B(n,t) = A(n+1,t) , on déduit, en appliquant h

2 
à c : 

t t-j 
A(t+1,0)=CA(1,j) 0 A(t-j,O) si O~t~n 

j=O 

(7) et (8) donnent : A(1,j) = D(1,j) pour O ~ j ~ n. Mais (5d), en prenant 

n =0 donne : 

0 

D(O,t+1) = D(1,t) - A(1,t) 0 A(o,o) = D(1,t) - A(1,t) = 0 

si O ~ t ~ n. Il suit QUe (6) est vrai, d'où encore c pour t = n+1 ce QUi 

prouve la proposition. 

Classification des lois abéliennes sur z -- - s 

Soit 0 -:J. S c P O Parce q_ue pour ZS = k on a: k = k 
G 

pour tout 

(s) 

G € F(n,k) et parce q_ue ZS est un anneau diintégrité, on sait q_ue G €F (n,k) 
typ 

est déterminée par son logarithme 

tG = m~S) m-1 tf(m)X(m) 

avec f w(s)-+ M(n,k) S-lexoide. De plus g 

qiG = exp r. m1 f(m)àGtm. (ch. III, §2) 
mœ(s) 

Soit q, € G ( G )n un autre ensemble . des courbes, alors on a 

.,,.._,,,_ 
~ = ). V µ(m)qi 

m'ffiîs) m G 

avec µ(m) € M(n,k) , ou encore, en posant 't' (q,) = g(n) , on trouve 
n 

g(m) = C dµ(d)f(m/d). (4) 
d!m 

Supposons q_ue Pon ait µ( 1) = I et g(s) € M(n,z) si s < m , de plus, 
n 

supposons q_ue O ,<: n(i,j)g(s) < s si 1 < s < m et 1 , i,j , n • Ecrivons 

(4) sous la forme g(m) = L + mµ(m) = x + mµ(m). Parce que pour y€ Z il 
d<m S 

existe un unique y € Z' tel que O < y < m et y = y mod m , soit y = y+ rzy , 
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o,n. peut Qhoisir µ(m) de façon unique tel que n(i,j)x + mn(i,j)µ(m) E '.l, à 

savoir on pose n(i,j)µ(m) = 11:(i,j );iç o Soit donc ~(n,s) = {f E Lex (s,z) 1 n 

0 , n(i,j f(m) < m s;i.. m > 1 et 1 ~ i,j { n} , alors le raisonnement ci-

dessus montre : 

¾emme 1 : Chaque loi G EF·(n,k) est strici:<ement isomorphe à une loi, détermi
_ty:p 

née par -u.n é:,t.ément de t(n,S) • 

4.2 En :rastr?J.gnant les d~maines de définition 1 on obtient une ·application 

naturel;_J.e 

~(n,s) - II \J?(n, {p}) 
pES 

sw- (r lpts),t(/)=f(/). p . p . 

Théo:w,m~ ; L' a.pp;t.ieation (5) e-st une bijection. 

:Qé,morn=,rtf§;t:Lp,n: Il ea:i} e;Lat:r que (5) est injective. Soit donc 

(g ! P € s) -~ Il \J?(nihl) et St\p;p9son.rz qu*il .existe des relations 
pl . p{S 

g(a~) == ~~ d.af(a, d) g(b/d} 

. i .· i 

(6) 

pour a, b € IN(S) :J a,b < Il\ avec o:r(a,p·) E M(n,z) chaque fois que ap < m 

et (a,p) = 1 et oh g(pj) = gp{j) si p € S et pj < m, et oh encore 

g(s) € M(n,z) si s < m avec O ~ -n;(;i.,j)g(s) < s e·t 1 ~ i,j ~ s • Si 

m / IN(s), il n•y a ri~n à faire. 
a. 

Soit donc m = II p.
1 

avec 
i :i. 

système dtéquations 
a. . 

et considérons le 

a:. 1 . . o:.-J 
g(m) ;;;: g(mip/) == r:;:· ~f af(rni,p~) g(pil. ) (7) 

J=:O 
(X. (X. 

g(m) = ~ + p.:i. •tJ.jl'(m. ,p. 1
) • (s) 

~ 1 .i. l.l, 
J "a. . 

:I; 

Le théQrème de ~~te ch;i.noi~ appl:i.qué à (s) montre quiil existe un unique 
a. 

af(m. ,p. J.) € M(n,.z) ~t U!l un;Lqura g_(m) E M(n,'.l) t.q O ~ n(i,j )g(m) < m pour 
~ l. . 

chaque o ~ ï,~ ( n '! Il· s~ensuj.t qu'on a une fonction g : w(s) -► M(n,z) • Soit 

G E F(n,~) définie 
0

pa,II' son loga,:ri ~me 
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-1 t ( ) (m) 
,eG = m g m X 

m s) 

Soit de plus Gp € F(n,7(p)! la loi définie par gp. On pose cpGP = cpp. 

Alors en prenant T = fp} et T* = s- {p} dans la prop_, III 3.2 a, on voit 

sans peine que l 9 on a 

cpG = J. ë V . ;-1 o-f (ad-)cpp 
aEwts-{p}) i=o api 

ce qui montre que cpG est isomorphe sur z(p) avec Gp, parce que a est 

inversible dans z( p) • (III 1 • 3 cor. 1 ) , en particulier, G est défini,e sur 

Z(p) , donc sur p~S Z(p) = z3 , c 9 est-à~dire g est S-lexoide et m~me 

dîaprès la construction, g € w(n,s). 

4.,3 Dtaprès le théorème 3.,2, la structure de w(n,s) est essentiellement dé

terminée par les w(n, { p}) ave.c Ji .:f S O Pour celle-là on a 

Proposition~ Soit s = {p} et soit µ w(s) _,. M(n,z(p)) , arbitraire, 

alors f g w(s) - M(n,Z(p)) définie par 

C r(/)p-is 
i=O 

es-t s-lexoide, et on a 

= (1 _ ë ;jµ(pj) P-(j+1)s)-1 

j=O 

r(pn+ 1 ) = f: /µ(/)r(l""'i) = f= /fcl-i)µC/) • 
i=O i=O 

De plus, chaque fonction S~lexoide sVobtient de cette façon. ,,____,, 
alors on a ".Fpq>G = ~ V .µ(pj )cpG • 

i 

(9) 

Démonstration g En multipliant les deux membres de (9) avec l'inverse du membre 

droit on voit que 

ë f(pi)p-is = 1 + L µ(;j)f(pi)p=(i+j+1)s 
i=O i,j=O 

ce qui donne tout de sui te ( 10). et le fait que f soit S-lexoide. 

G E F(n,z
3

) 
typ 

est strictement isomorphe à une 

loi définie par une fonction S-lexoide, qui admet pour chaque p € S un fac

teur local de séries de Dirichlet (9)_, Il y a une situation, dans laquelle ces 

lois admettent des séries de Dirichlet globales g 
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Théorème 

Soit pour p € p, L (s) = (I - ê pi 0(p,pi)p-(i+1)s)-1 
p n . 

J.=O 

avec o(p,pi) € M(n,z) • On suppose que 0(p,pi) et o(q,qj) commutent pour 

p f q dans P et pour chaque i, j ). O o soit 

00 

TIL (s) = L A(m)m-s 
p p m=1 

et 

,e(x) = ê m-1 \(m)x(m) • 
m=1 

Alors : A : IN"+ - M(n,z) est P-lexoide, donc [ 1 (,e(x) + ,e(y)) € F(n,z) ,. ce qui 
redonne le théorème 8 de Honda [2]. 
Démonstration: Il faut établir les relations 

A(am) = L dÀ.(a,d)A(m/d) 
djm 

a,m € IN" ( 13) 

avec À.(a1 d) € M(n,z) o Définissons l'homomorphisme d'algèbres ~ C - M(n,~) , 

où C est l'anneau du paragraphe précédent par 

Alors en appliquant ~ au lemme 3.2 on voit avec r =a 

(mar 1A(am) = L ~B(a,d). (m/dr 1A(m/d) 0 

d[m 

(Noter que ~c(m) = m-1A(m)) , ou encore g 

A(am) = L d.a~B(a,d).A(m/d) 
dfm 

ce qui entraîne par (13) ~ 

Notons encore a(a,d) = <µA(a,d) e Supposons que si (a,p) = (b,p) = 1 , alors 

si le nombre de facteurs premiers dans 
r 

ap est 

moins qu'un entier m fixé. Si m=1 , alors (12) montre cette hypothèse vraie. 

Il s 1 ensuit par récurrence : 

( 16) 



En multipliant avec bps, on voit donc avec (15) 

Il reste donc à démontrer q_ue 11.(ps,pr) E M(n,z) pour s,r ~ O 0 

Mais en multipliant avec ps+1 , on voit de (16) et (15) 

( 17) 

le cas s =0 étant trivial, (18) montre q_ue Pon a gagné si 11.(p,/) E M(n,:z) 

pour tout i >O. Mais (g) et (10), appliquées à (11) montrent q_ue 1aon a 

n 
A(pn+1) = L / a(p,i)A(pn-i) 

i=O 

ou avec (13) : À.(p,pi) = a(p,pi) , ce q_ui appartient à M(n,~) , donc ce q_ui mon-

tre le théorème. 

Remarque g Le fait q_ue cïi(n,Z) = Il cïi(n,fp}) ainsi q_ue la prop. 4.3 montrent, q_ue 
p 

le théorème n'épuise pas les lois abéliennes de dimension n sur Z. 

4. 5 Corollaire ~ Soit F E F( 1 ,z) , alors F est strictement isomorphe à un 

GE F(1,z) provenant d 1une fonction lexoide faiblement multiplicative, c 1 est-à

dire encore q_ui s 1 obtient de la manière du théorème 40 40 

Démonstration: On a vu, (4) de 4.1, q_ue si g et f sont deux fonctions 

lexoides, définissant des lois q_ui sont isomorphes, alors 

g(m) = L dµ( d)f (m/d) • 
d!m 

Supposons q_ue g(ab) = g(a)g(b) si ab< m. La relation 

g(ab) = C da(a,d)g(b/d) montre q_ue a(a, 1) = g(a) et a(a,d) = 0 si ad< m 
d\b 

et d > 1 • Soit 
a. 

J. 
m = II p. et 

. J. 

-a. 
J. 

m.= mp. 
J. J. 

J. 

on considère 
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Il s 1 ensuit : x = g(m) - TI g(p. 1
) 

. 1 

a. 
l = O mod p. pour tout i, donc x = O mod m 

1 
J_ 

soit x ==mi... Si (19) correspond avec la relation 
,-_, 

cp = [: Vdµ(d)cp avec cp 
G d F G 

fondamental, alors on pose m = rp -V Arp , ce q_ui donne par induction le résul-
TH G m G 

dé-4.6 Homomorphismes de lois sur ZS : Soient G € F(n,zs) et H € F(m,~
8

) 

termïnées par les fonctions S-lexoides g et h ~· Soit de plus f : G...,. H un 

morphisme dans F(~S) , alors après tensorisation avec ~, on voit q_ue 

f* : G* ...,. H* est déterminé par 

pour 1 ~ j ~ n (20) 

d 1 où par une matrice Ceci est clair, parce q_ue les 

àjG et àrH engendrent les algèbres G* et H*. La condition q_ue les 

c(f)rpiG appartiennent à c(H) s'écrit 

n t~ 
C (f )rpG = ). V. µ(i )cpH 

i0NÎS) 1 

avec µ ~. !N(S) ...,. M(n, ZS) , ce q_ui s v écrit encore 

t t 
g(n) cp = C d µ(d)h(n/d) pour n € 1N(s'). 

dln 
t ( ) -s-1 ( ) t ( ) -s-1 g n n et D H = E h n n Soient D(G) = E , alors on voit aisé-

ment q_ue (21) éq_uivaut à 

On laisse à titre d'exercice q_ue les cp ainsi définies, sont en effet des homo

morphismes, on trouve donc : 

à coefficients dans 



§5. Sur ~ groupes formels de Honda 

Dans Honda [2], §2, 11 auteur développe une théorie générale des lois abé- · 

liennes ainsi que leurs homomorphismes, de dimension arbitraire sur un anneau 

d'intégrité p-adique. Rappelons ici les théorèmes fondamentaux~ 

Soit p un nombre premier et h . t q == p • Soien K un corps muni d'un auto-

morphisme a et v un sous anneau de K , stable sous a. on note K [(T]] 
(j 

(resp. v [[T]]) l'anneau de Hilbert par rapport à a, c'est-à-dire l'anneau 
(J 

non commutatif des séries formelles à coefficients dans K (resp. v) soumis à 

une seule condition de commutation 
(J 

TX=XT. 

Soit encore B (resp. A ) le module de m xn-matrices à coefficients 
m,n . m,n 

dans K[(T]] (resp. v [[T]]). On notera B =B et· A =A • K[[x]]m
0 a a n n,n n npn 

sera la somme directe de m copies de l'idéal maximal de 

K[[x]J = K([x
1

, ••• ,xn]J 

valeurs dans K[[xJJ! 

f € K[[x]]m on pose 
0 

et on définit une opération de B ,e,m 
00 

de la façon suivante. Pour u = L C"Tv 
V=O 

oo V V 

U*f(x) = L C fa (xq ) 
V=O V 

sur K([x]]: à 

€ B et ,e,m 

V V V 

(xq = (xq , ••• ,xq ) ) • On suppose désormais que K soit muni d'une valuation 
1 n 

discrète, d'anneau des entiers v, d'idéal maximal m = (n) et de corps rési-

duel k de caractéristique p. 

Définition: u € An sera dit spécial si u = 1tin mod deg 1 • Si u est spécial 

et si P € Gl(n,v) alors on dit que 

f(x) = Px mod deg 2 

f E K[[x]Jn est de type 
0 

t 
x = (x

1
, ••• xn) 

et si u-JE-f(x) = O mod ni • 

(P,u) si 

On en déduit que si u est f!,_pécial et si i est la fonction identique, alors 

u- 1n * i(x) est de type (r ,u) . bref, de. type u •' Les deux propositions sui
n 

vantes donnent des caractérisations : 
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Proposition 1 (loc. cit. prop. 2o5) : f est de type (P,u){=}f est de la 

forme ~ E v[[x]]n t.q. ~=Px mod deg 2. 
. 0 

Proposition 2 (loc. cit. prop. 2.6) Soient f de type (P,u) 

alors : v*f = 0 mod m < > 3 t E A t. q. v = tu • m,n 

et v E A m,n 

On dira encore que K satisfait à la condition (F) si pour tout a E v on 

a 

Alors les groupes formels de Honda ainsi que le module de leurs homomorp..riismes se 

décrivent comme suit 

Théorème 1 (loc. cit. th. 2) : Supposons que K satisfait à (F). Soient f 

resp. g dans K[[x]]n de type (P,u) resp. (Q,u). Alors ~ 
0 

F = F(x,y) = f- 1(f(x) + f(y)) , donc aussi G = G(x,y) = g- 1 (g(x) + g(y)) sont 

dans F(n,v) et F ~G sur v. Si P=Q , alors F :::G. 

Théorème 2 (loc. cit. th. 3) supposons que K satisfait à (F). Soient 

f E K[[x]]n de type u et g E K[[x]]: de type w , définissant F E: F(n,v) 

CE M(mxn,v), alors -1 I ) g o Cf E Hom l..F, G 
V 

• .l-
Sl e.., seu-

lement s'il existe t E A tel que wC =tu, d 1 où un isomorphisme canonique 
m,n 

Hom (F,G) ~ M(mxn,v)Ow- 1A u. v m,n 

5.2 Ces deux théorèmes sont à la base d'une théorie qui épuise dans beaucoup 

de cas les lois abéliennes qui existent, de plus l'auteur ne croit pas qu'on 
trouver 

pourraitVdes démonstrations plus directes et élégantes que celles données par 

Honda dans loc. cit. D'autre part, on considère les trois faits suivants; 

F1. Le cor. 3.7 du ch. III dor,ne une bijection entre Ft (n,v) yp et les fonc-

tions { p 1-admissible~ à valeurs dans M(n, v) . Les lois de Honda sont typiques. 

Alors il se pose la question: laquelle est le li~n? 

F2o Afin de démontrer que dans certains cas on obtient toutes les lois, Honda 

utilise des arguments cohomologiques. Pourrait-on trouver des arguments qu.i 

établissent qu 1 on obtient toutes les fonctions {p}-admissibles, ce qui revient 
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au même. 

F3. Prenons n = 1 et 0 : IN ➔ v arbitraire. On définit f IN( {p}) ➔ v par 

récurrence en posant f(1) = 1 et 

n n.:..i 
f(pn+1) = L pi cr(i)P f(pn-i) si n ~ O 

i=O 
00 . . i 

alors f est {p}-admissible, donc t(x) = L p-
2
f(p

2
)Xp est le logarithme 

i=o 
d~une loi sur v. 

Soit maintenant (p) = (ne) , et avec les notations de 4.1, soit 

2 u = 1t + C T mod T 
1 

(u-1n)*i(x) = X -
00 

-1 ( -1 ) , alors u n = 1 + -n C 
1 

T mod T2
, d 1 où encore 

~ 1c xP mod xP+1 , où 1 1 0n a posé 
1 . 

. . l 

q = p • Ecrivant 

(u- 1n)*i(x) = [: P- 2f(p 1·)xp t f(p) , on rouve donc = -1 i t ' d. pn C , ces -a- ire 
1 i=O 

f(p) € (ne- 1) 0 D'autre part, (1) donne : f(p) = 0(0) peut être prise arbi-

traire dans v. Donc, si e > 1 , les groupes formels de Honda ne donnent cer-

tainement pas toutes les lois qui existent. 

Tenant compte notamment de F3, il semble que F1 pose une question bien mo

tivée. Il se révélera toutefois, que la réponse est de caractère assez fâcheux. 

Parce que les groupes formels de Honda serviront plus loin, on donnera dans le 

reste de ce§ le point de vue p-admissible des groupes formels de Honda. 

5.3 soit u = L c Tv 
V=O V 

supposera C € Gl(n,v) 
0 

€ A , c I est-à-dire 
n 

et on pose -1 
u C 

0 

-1 tion u.u n = n entraîne 

n 

8 
i=O 

n-i 
C. B

0
. = 0 

l n-l 

C € M(n,v) pour tout v. On 
V 

K [[T]] • 
(5 

La rela-

si n > 0 B =I. (1) o n 

Soit D l'anneau introduit dans le §3 et définissons le morphisme (jJ sur 

la sous algèbre de D, engendrée par les A(n,o) , à valeurs dans M(n,K) par 

On 

On 

t 
qJA(n,o) = B • n 

écrira qJA(n,t) = a(n,t) et qJD(n,t) = o(n,t) 

pose pour ! € W, Ei = {: si i f 0 

si f, = 0 
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Lemme 

a. Si n > 1 et si 0 ~ i < n, alors 
n-f t t 1 L C. o(i,n-,e-i) + E 0Cn = 0. 
i=O ]. N 

alors pour tout r,m. En particu-

lier na(1,m) € M(n,v) pour tout m. 

Démonstration~ Soient n=1 et i=O, alors 

t t t (J t c
0

ô(1,o)+ c
1 

o(o,o)+o 
t 

= C B + 
0 1 

t c
1 

= o en vue de (1). Soient donc n 

arbitraire et i = o- , alors tô(n-i,O) - B - n-i et E = O, donc dans ce cas a ,e 

est vrai. Soit encore a vrai pour ,e et supposons que i+1 < n. On consi

dère (1) avec n ~ n-i-1 , multiplié à droite avec 
n-i-1 

\x(1,i)Œ ce qui 

donne 

n-i-1 i n-1=1 

C t t ( . )(j t ( )(J C. a n-1-1-i,O a 1,i 
i=O ]. 

= 0 

(2) et (3) d.onnent 

n-i-1 t t i t it n-i-1 t t n-f 
~ C. { o(n-i-i,i)Œ - a(n-i-1-i,0) 6 a(1,,e)Œ } + C 

O 
o(O,i) 6 + 

L-..J ]. n-N 
i=O 

On vérifie que 

donne 

et la déf. de 

Pour b, on considère (2) pour i = n-1 , ce qui donne 

D(n,,e) 

0 • 

En tenant compte que ô(1,m) = a(1,m) et o(o,m) = O si m > O, on trouve b. 

c résulte de la prop. 3.4 e. Pour don observe que nmô(m,r) € M(n,v) si 

r+m = 0. Soit donc c vrai pour r+m < n O De (2) on obtient 

t t n-r t t t 
C o(n-r,r) + C C. o(n-r-i,r) + E C = 0 0 o . i rn 

J.=1 



En multipliant avec n-r-1 
'TC 

n-r-1 t t ( ) on trouve rc C o n-r ,r 
0 
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€ M(n,v) si 

r+m < n et O ~ r < n O Si 

démontre d. 

r =Il , alors to(o,r) = O si r > O , ce q_ui 

5.4 On considère f : w(lp})-❖ M(n,K) définie par la relation 

é p-i tf(/)x(/) = é B x(q_v) (1) 
• V 
1=0 V=O 

où les B sont ceux de 4.3, (1). On a: f(pm) = O si h!m et 
V 

tf(phm) = tf(q_m) = q_mB • 
m 

En particulier, si rc-1c € M(n,v) , alors le lemme 4.3d donne q_ue 
0 

cvest-à-dire f : w({p}) - M(n,v) 0 on écrira IN({p}) = IN(p) 0 

Soit g w(p) - M(n,K) av~c 

n . ( n-i) 
g(pn) = L pi À(i) p f(pn-i) 

i=O 

On en déduit q_ue g(pm) = À(m) = O si htm. En posant 

~ = À(hn) , on voit avec.(2) q_ue (3) se réduit à 
n 

-n ( n) q_ g q_ = 

La condition q_ue f soit p-admissible s'exprime par une relation 

f(pn+1) = t / µ(i)(pn-i)f(pn-i) 

i=O 

13(n,o) et 

et (5) est nulle sauf si hjn+1 , soient n+1 = h(m+1) et n-i = (m-j)h, 

d'où i = n-(m-j)h = h(m+1 )-1-(m-j)h = jh +h-1 • on constate que µ(i) f. O 

entraîne hli+1 • Avec g'(pn) = f(phn) et ~- = µ(jh+h-1) , (5) réduit à 
J 

g'(pm+1) = r= pjh+h-1~~q_n-j)f(q_m-j) 
j=O J 

ou encore, avec 13(m,O) = pq_-m-1g 1 (pm+1) et a(m,o) = q_-mf(q_m) 

m ( n-j) 
13(m,o) = C ~.q_ · o:(m-j,o) (6) 

j:=O J. 

ce qui est de la forme (4). On étend la définition de ~ dans 4.3 (après (11) 

en posant ~B(m,o) = 13(m,O) , ~B(m,i) = 13(m,1). Noter q_ue dans la situation 



(6) on a ~(m,o) = pa(m+1,o) , ou encore plus généralement 

' ~(m,,e) = pa(m+1,,e) • 

5o5 Théorème : Supposons que K satisfait à (F). Soient na(1,-) g W--+ M(n,v) 

et ~(o,-) : W-+ M(n,v) alors f est p-admissible et ç,. E M(n,v) 
J. 

i > 0 • 

Démonstration: Soit pour k). O, H(k) l'hypothèse 

O ~ i < k, alors 

avec 

H(k,2) Si 

I;. E M(n,v) 
J 

(r,m) 1' (o,o) 

Il est évident que H(1) 

na(0,1) = 0 • 

et r+m ~ k, alors 

est vrai : ~(o,o) = ç, 
0 

et 

a(i-j,O) 

-n:0:(1,0) E M(n,v) 

pour tout 

et 

On écrira ç;~q_n) = T(qn,ç,.) • Alors, le théorème sera une conséquence du : 
J J 

Lemme 1 : Soit H(k) vrai, alors les trois conditions suivantes sont éq_uivalentesg 
k k; . 

Il existe l;k E M(n,v) tq ~(k,O) = L T(q -J,1;.)a(k-j,O) o 

j=O J 

k-,e . ,e 
Si O ~ ,e < k alors ~(k-,e,,e) = L T(q_k-i-J,i;.) 0 a(k-t-j,t) 

j:==O J 
(8) 

où 1 1 on a écrit x = y dans M(n,K) si x-y E M(n,v)" 

Démonstration du lemme 1 ; On démontrera d'abord que si O ~ ,e < k, alors (8) est 

vrai pour la valeur ,e si et seulement si elle est vraie pour 1+1 • Observer que 

k-1-1 k ,e . 1 _ C T(q - -J,i;.) 0 a(k-t-j,,e) 
j=O J 

(9) 

si J, > 0 o Si 1 =0 , alors (g) est équivalent à (8) si l;k € M(n,v). 

Remarquer, que si ç, E M(n,v) et m EN alors 

m=1 ( ) E p nM n, v 

en effet, il suffit de prendre n = 1 et ,e = O • Si m =1 on a 

q 0 ç, - ç, E -n:V d'après l'hypothèse (F). 
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m m-1 

Soit donc l;q = l;q a+ pm-1nc avec c E: v, alors 
m+1 m-t 

l;q = (çq O + pm-1nc)q ce qui implique 
m+1 m 

l;q - l;q 0 
E: pm-n:v. on écrit (9) 

- C +[: (soit). 
1 2 ,e 

Dans C ( k-,e-j )cr on a T q ,I;. 
2 J 

( 10), ce qui entraîne par H(k,2) 

H(k,1) avec i = k-,e-1 , donne 

k-,e-1 
~(k-,e-1,0) = L 

J=O 

( k-,e-j-1 ) ( ) T q ,I;. a k-,e-j=1,0 
J 

d 1 où 

,e+1 k- ,e-1 k; ,e . 
1 

-€+1 ,€+1 
~(k-,e-1,0) 0 a(1,,e) = C T(q - -J- ,1;.) 0 a(k-J-j-1,0) 0 a(1,,e) 

j=O J 

(11)-(12) donnent en vue de 3.3 (5b) : 

k-,e-1 . ,e+1 
~(k-,e-1,,e+1) = C T(qk-,€-J- 1,1;.) 0 a(k-,e-j-1,,e+1) 

j=O J 

ce qui en effet n'est autre que (8) pour la valeur ,€+1 • 

( 11) 

Soit a donné, c 1 est-à-dire (8) pour la valeur ,€=0. Alors, (8) est vraie. 

pour les valeurs O ~ ,e, k, en particulier, si k=,e, (8) donne ~(O,k) = 0 • 

Soit inversement, c vrai, donc (8) pour ,e=k. Il s'ensuit que (9) est vraie pour 

O ~ l ~ k mais ( 9) implique pour l = O 1 1 existence d'un l;k E: M(n, v). 

Le théorème résulte évidemment du lemme suivant 

Lemme 2 ; Si H(k) est vrai et si l;k = O soit si ~(k,O) = O alors H(k+1) 

est vrai. 

En effet, a du lemme 1 donne H(k+1,1) • On applique (7), ce qui donne dans 

( 8) i Si O ~ ,e < k , alors 

k-,e ( k-,e-j )i ( . ) 
pa(k-,e+1,,e) = C T q ,I;. a k-,e-J,,e • 

J=O J 
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En multipliant (13) avec pk-i- 1rc on voit avec H(k,2) si O ~ g ~ k, alors 

m-1 ( ) ( ) c 0 est-à-dire p na m,r € M n,v si m+r = k+1 

r ~ k. Mais a(O,k+1) = O ce qui donne H(k+1,2)o 

La converse du théorème n'est pas vraie : prendre q == p , f (pi) == 1 pour 

tout i). 0 ce qui définit une fonction p-admissible en dimension 1 0 On a 

506 On en tire : 

Corollaire 1 ~ Supposons que K satisfait à (F) 0 Soit 
00 

C € M(n,v) et C == nI on pose u- 1n = ~ B Tµ 
v o n L...Jv 

U=O 

K [[T]] et 
(5 

00 

u ==CC Tv avec 
V 

V=O 

dans l'anneau de Hilbert 

oo ( V) oo . t . ( i) 
h(x) == C B x q == C p-:i. f(p1)x P 

V . 
==O J.:=O 

alors, h- 1(h(x)+h(y)) € F(n,v) o 

et 

Démonstration~ D'après le lemme 5.3 bon a -n;o:(1,m) 

donc d1 après 5.5 f est p-admissible, et à valeurs 

== -n;C-1C == C € JVI(n,v) , 
o m+1 m+1 

dans JVI(n,v) parce que 

d 1 après le même lemme nm6(m,r) € M(n,v) donc en particulier 

nm6(m,O) == 1t tBm € M(n,v) , d 1 où a fortiori qm tBm € M(n,v) • 

L'énoncé du cor. 1 est le point crucial dans la démonstration du 5.1 du 

théorème 1, qui s'achève à l'aide de la prop 0 1 de 5.1. 

00 00 

Corollaire 2 . Soient -1 
n == I=: B TV et -1 

TC == L B1 Tv telles qu I elles 0 u w 
V V 

V=O V=O 

finissent F € F(n 9y) et G € F(m, v) 
' 

alors 

Homv(F,G) ~ {c € M(mxn,v) 13t € A t.q wC = tu} o m,n 

Démonstration: Soit ~: F-> G ou encore ~*: F*-> G*. Comme dans 406, ~* 

indui.t 

d 0 où C € JVI(m xn, v) • Les images de 

CS (G) , ce qui dorme 

sous C (f) 
s 

pour 1 ~ j ~ n 

doivent appartenir à 

dé-



m 
tB t 0 = ~ ( m-i t )t 1 L-.J T q , ~- B . m1 l ~l 

. i=O 
m m-i 

= ~ tµ(i)cr tB' . 
L....J m-l 
i=O 

ce qui est équivalent à 

00 . 

Cu-111: = w-1 1t L µ(i)Tl: = w1 -n;µ' 
i=O 

avec \. E: M(mxn,v) 
l 

d'après le th. 5.5 avec 

µ(i) E: M(mxn,v) 
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c 8 est-à-dire wC = tu avec t = 1t µ' -n;-1 • Le corollaire en résulte parce que 

5.7 Le but étant plutôt de donner des liens avec les différents points de vue 
vouloir 

que d~ire tout en termes de courbes, on s'abstient d'entrer de façon plus 

détaillée dans les groupes formels de Honda [2]. Noter toutefois, que IIIo4.2 

dor..ne toutes les lois de F(n,z) à isomorphie stricte près, ce qui généralise le 

th. 8 de loc. cit. Observons en passant que Ill.4.2 donne également que les grou-

pes G de Dieudonné, qui figurent dans§ 5.2 loc. cit. se relèvent aux lois 
n,m 

définies sur z ~ 

Dans ce qui suivra on aura besoin du 

Théorème (Honda 1, th. 2) : Soit v l'anneau des entiers dans l'extension 

~ - K de degré n. Soit m l'idéal maximal de v et soient e et d l'in
p 

dice de ramification et le degré de m O On pose v/m = IF avec . q 
d 

q == p O scit & 

1 1 anneau des en tiers dans l'extension maximale non ramifiée de K o 

On prend une uniformisante 1t de v et a E: w+. soit 

oo av 
f(x) = C ït-v xq 

V=O 

et F=f- 1(f(x)+f(y)) .Alors: 

ao FE: F(1,v) ; End~(F) est l'an..~eau des entiers dans l'extension non ramifiée 

de degré a de K • 

Soit F * E: F( 1 ,IF' ) q 
obtenu par l'application canonique v - JE' , alors q 

ht F* == an o Soit S == {p} , alors, dans le diagramme commutatif (cf. 111.3.9 

pour les flèches horizontales) 



End (F) ~ 
V 

i 
Endll.i' (F *) ~ 

q 

l'image de n E: Endv(F) dans c
3

(F*) 

c. Soit G € F(1,v) t.q. n E End (G) 
V 

F :: G sur v • 

est ad 
V rpF 

* 
(V = V ) • p 

et l'image dans (2) est 
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a 
V rpF 

* 
, alors 

Démonstration Elle se fait dans loc. cit. Remarquer toutefois, que K satis-

fait à (F) avec a= identité et que f -1 est de la forme u -n: avec 

u = -n:-Ta € K [[T]] = K[[T]], dtoù aussiMt le fait que F € F(1,v). Le théo
CJ 

rème 2 de 5.1 donne aussitôt que End (F) = v puisque ux = xu pour tout 
V 

x E: v • (cet argument ne s'utilise pas pour Ende,(F) , parce que & ne satisfait 

plus à la condition (F)). 

On a évidemment 

unique 

V = V ' d'où 
F 

chaque courbe dans c
3

(F) 

(V = V ) 
p 

avec µ(i) E: v. on vérifie que le s~type de F se donne par 

~ 

donc après réduction mod m on trouve ad ]( -1) = V 1 [P -n: (j)F 

b. De plus on a 

D'après §1, la hauteur de F* est ade =an. 

5.8 Avec les notations de 5.7 on a 

Corollaire : 1iimage de 

CX> 

End (F) 
V 

dans 

{t"'""" adi 
1 i--J V À. •. rpF À.. € IF' 

. J. * l q_ 
l=O . 

est égale à 

pour tout i ~ 0} 

* 

s 1 écrit de façon 

ce qui donne 

-n: correspond à Vad. 1~ensemble des représentants de Teichmüller dans v 

s'identifie au sous--ensemble IF c C (F ) , À. 1-> v0
"A. • 

q_ s * . 
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Chapitre V Quelques applications 

§1. Applications™ courbes elliptiques~ ~ 

1.1 Soit F € F(1,z) de logarithme ,eF = E n- 1f(n)xn, alors on a vu~ (IIL3.6) 

que f : IN+_,, Z est lexoide. Chaque courbe dans c(F) sVécrtt de forme unique 

cp = E Vi "ï cpF et en posant -rm(q:i) = g(m) on obtient la relation 

g(m) = E d Î\.d f(m/d) o 

cil, 
C1 est-à-dire on obtient une bijection de c(F) avec l'ensemble T(f) des fonc-

tions g : IN+4 Z qui satisfont à ( 1) avec tous les Î\.d € Z • Ceci permet de trans-

poser les opérateurs V , F , m = m et fü sur T(f) en posant 
. a a 

(V f)(n). = af(n/a) si a!n 
a { 

0 sinon 
' 

(F f)(n) = f(an) 
.a 

(mf) (n) == mf (n) 

00 

d'où T(f) = {C V.~.f 1 :>-.. € Z po.ur tout i} o Si g € T(f) et g(1) = ±1 , 
i=1 1 

]. 
1 

alors T(f) = T(g) • Ceci résulte . de IIL.1.1" 

De plus on a vu~ T(f) contient g avec g(mn) = g(m)g(n) si (m,n) = 1 et 

g(1) = 1 , (IVt 4.5), ciest .... à.;.;dire on peut supp<Dser que f est faiblement multi

plicative. 

Lemme ~ Soit f lexoide .et. donnée par la relation 

;:, f( ) -s rr(1 ~- i ( i) -(i+1 )s)-1 L-J n n = - J......J p a P,P P 
n=1 i=O 

(cf. rv.4.,4), alors dans T(f) on a les relations 

00 >-____, 
F f =LV ,a(p,pi)f 

p . .· ]. 
1=0 J? 

c'est-à~dire dans C(F) , où F € F(1,z) est défini par f, on a 

00 ---

F p <pF == ç V i à( P, l )q>F • 
1_==0 p 

Démonstration (g) et (10) de ::rr.4.3 donnent aussitôt 

n 
f(pn+1) = C /d(p,i)f(pn'""i) • 

i==O 



96. 

rv,(17) et (13) montrent que si f(am) =[: dcr(a,d)f(m/d), alors cr est faiblement 
djm 

bimultiplicative, de plus cr(1,m) = O si m > 1 • Si donc m = pn+1b avec 

(p, b) = 1 on a 

n . . . 
f(m) = f(p.pnb) = C dcr(p,d)f(pnb/d) = L plcr(p,pl)f(pn-ib) (5) 

dl pnb i=o 

parce que cr(p,d) = O si d / ~({p}) ce qui suit des propriétés de cr, mention-

nées ci-dessus! Par conséquent 

00 

(F f)(m)= {[: V .cr(p,l)r}(m) pour tout m. 
P . l 

l=O p 
cqfd 

1.2 Lemme Soit f : n,t - 'Z, définie par 

( ) -s ( -s p1-2s)-1 I;fnn =TI 1-a p +b 
p p 

p 

avec a ,b €~,alors f est lexoide et définit une loi F dans F(1,z) o 
p p 

Soit F* € F(1,IF') obtenu de F par réduction mod p, alors on a dans 
p 

En\, (F) , (avec F' = F , V = V ) 
p p p 

aF 1 +b =0 
p p 

p - a V··+ b v2 = O • 
p p 

Démonstration: D'après IV.4.4 on voit aussitôt que F € F(1,z) • Observant que 

l'application canonique 

courbes; (3) donne 

F 1-+F commute avec l'action de 
* 

Z sur le groupe des 

Liapplication de F', V sur (s) donne aussitôt (6) et (7), tenant compte que 

si l'anneau de base est IF' • Observer qu'en effet 
p 

parce qu'elles commutent avec /\€IF' ((2) de III.3.8). 
p 

(6) 

(7) 

(s) 

1.3 Soit maintenant C une courbe elliptique sur ~, disons de modèle WeierstraF 

(affine) 

avec /\,µ,a,~,y E z et de discriminant minimal. On sait que la réduction 
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C = C mod p est une courbe irréductible pour tout nombre premier p. D'après 
p 

Weil on sait également comment définir la Ir-série locale L (s) 
p 

de C , qui se 

donne par : 

a. Si le genre de C est égal à 1 alors L (s) ( 1-2s)-1 si = 1-as+p 
p p p 

-ax+ pX2 est le numérateur de la fonction ç de C 
p p 

C a un point double 
p 

p-ordinaire, on note soit -selon 

le cas dans lequel les tangents à P sont rationnels sur IF 
p 

ou non, et on pose 

c. Si C a un point de :çetroussement; on pose 
p L (s) = 1 o 

p 

on sait également que dans le cas b, la réduction de la loi du groupe de 

est le groupe multiplicatif sur IF 
2 

et est isomorphe au groupe multiplicatif 
p 

C 
p 

sur 

1H' si p et seulement si e:p = 1 '. Dans le cas c, la réduction de la loi du groupe 

est le groupe additif 0 

On prend t = x/y comme paramètre local à l'origine et d'après Shimura-

Taniyama, t est un paramètre local à l'origine de CP pour 

tout p • On a également que la complétion de C au long de la section unité dé-

finit un groupe formel, en particulier, le choix de t ' avec e,e = :i[[t]] donne 
,. 

" une loi F €F(1,z) tel que F(t®1,1®t) = dt ' 
où d est le morphisme struc-

l't,. A A A 

tural d : e,e - e,e ® e,e. Avec Honda [1] , p. 211 , on dit que G € F(1,::r) est 

un modèle formal minimal de C si G ~ F sur z. 

1.3 On rappelle le résultat fondamental de Honda 

Théorème (Honda I,II) : 

Soit C une courbe elliptique 0ù_ la série L(s) se donne sous la forme 

du lemme 1.2, ce qui définit une loi G € F(1,z). Soit d 2autre part t un para-
00 

mètre local à l'origine de C, t = x/y comme ci-dessus, w = C ~(n)tn~ 1dt une 
n=1 

forme de première espèce sur C avec ~(n) € z et ~(1) = et F € F(1,z) 

obtenue par complétion de e,e alors 



a 0 F et G sont strictement isomorphes sur z o 

00 

· t t ' · ~ - 1 ( )tn b. Le logari hme de F es donne par '--.J n ~ n • 
n=1 

La démonstration repose sur le fait qu'après réduction mod p, F et G ad-

mettent les mêmes équations caractéristiques pour les Frobenius, ce qui suf'fit 

pour affirmer que les lois sont isomorphes, d'abord sur 1F , puis z et fina-
p p 

lement sur Z .• 11 est, clair que tout générateur dans 

formal minimal de C. 

1.4 Le but de ce§ est 

définit un modèle 

Théorème (Atkin-Swinnerton Dyer-Cartier) ~ Soit L(s) = TI (1-a p-s+b p1= 2sr 1 
p p 

la série L d 1une courbe elliptique C sur ~ comme ci-dessus et 

w = E ~(n)t 1 n- 1dt' comme dans 1. 3, où . t 0 engendre e ,e , alors 

~(np) - a ~(n) + pb ~(n//p) = O mod pa 
p p 

si a-1 
n = O mod p (9) 

Remarque ~ Les congruences (9) ont été conjecturées par Atld.n-Swinnerton Dyer en 

1969. Cartier était le premier à démontrer , ces conjectures (cours de groupes 

formels. Notes de J.F. Boutot), utilisant l'opérateur de Cartier. Les relations 

(9) toutefois suggèrent aussi u..~ lien de ces coefficients avec les fonctions 

lexoides, c'est pourquoi on donne ici une autre démonstration, qui aboutit à une 

détermination du membre gauche de (9) en termes des coefficients définissant la 

fonction lexoide ~. 

Démonstration~ On considère ~+~ w+-Z comme une fonction, alors le fait que F 

G sont des lois strictement isomorphes sur z s'exprime avec les notations 

de 1 .1 par 

si E f(n)n-s = L(s) • On a vu que T(f) = {E V.µ.f 1 µ. € Z pour tout 
1 1 l 

i} 

c~est-à-dire en particulier il suit du fait que F ~ E T(f) pour tout a E w+ . a 

que lion a 



ou encore 

00 ,,_ 

~(am) = L dÀ(a,d)f(m/d) • 
d!m 

Dtautre part on a également 

00 ___,, 

F / = G V i o( a, i )f 
J..=1 

avec o: w+xlN+ - 'l:. D'après rv.4.4 (15) on voit que si l'on définit cp sur la 

sous algèbre de C , engendrée par les A(n,1) , où C est l'algèbre de IV §3, 

par <pA(n,1) = n- 1f(n) et si l'on pose cpA(n,m) = a(n,m) , alors 

aa(a,d) = cr(a,d) 

et le lemme 1.1 montre notamment que cr, donc a est faiblement birnultiplicative 

et (3) du 1o1 montre encore que 

Pa( P, 1) == a 
p 

pa,(p,p) = --b 
p 

On étend cp à C à un morphisme d'algèbres en posant ~B(n,1) = n- 1~(n) et 

cpB(n,m) = ~(n,m) • Alors, le lemme IV .3.2 donne 

Soit maintenant 

~(np) - a ~(n) + pb ~(n//p) = ~ 
P P n 

c'est-à-dire : 

~(np,1)- a(p,1)~(n,1) - a(p,p)~(n//p,1)= (npf
1

~n. 

Par définition (rv.3.1) on a 

ce qui donne avec ( 14) : 
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On a par définition 

( 17) 

ce qui donne av~c (16) 

~(n//p, /) = (npf 
1 ~ • ( 18) 

On a ~(n//p,/)= ~(n///,p 3 )+ ~(n///,1)0:(p,/) = ~(n///,p 3) d'après (12) • 

. t' t . 0:-1 En i eran, si n = p m avec (m,p) = 1 on voit 

ce qui donne avec (t$): 

( )-1 , / a:-1 (X) np ~ = ~,n p ,P n 

ou d'après (13). 

La propriété d'~tre lexoide,entraîne par définition que À(m,pa:) € Z ce qui 

démontre le théorème. 

1.5 Remarquons que la combinaison du IV th. 4.4 et Shimura [1],th.3.21donne que 

les opérateurs de Hecke sont le:x:oides. On donne encore un autre_ exemple' que 1 1 on 

ne ·sait __ pas · .interpréte.r 

Soit f : IN+_,, Z défini par 

avec k ~ 1 

( ) -s ( -s k-2s)-1 }:'.fnn =II1-ap +bp 
p p 

et a , b E Z • 
p p 

Alors f est lexoide, T(f) est isomorphe avec le groupe des courbes dans 

le groupe formel défini par f. Il suit également que f est P-admissible, ce 

qui entraîne l'existence d 1un + + À : IN xlN _,, 'Z t. q. pour tout· a, m on ait 

f(am) = C dÀ(a,d)m/df(m/d). (20) 
d j m 

On se demande comment interpréter (20) pour les L-séries des courbes ellipti-

ques sur ~ ou encore pour la fonction ~ de Ramanujan. 
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§20 Applications .m. composantes fantômes 

2o1 Soit Sc P et soit k un anneauo On considère ici les foncteurs cova-

riants 

J: Algk _,. groupes abéliens 

qui sont tels que l'ensemble sous jacent de J(K) pour K € Algk s 1 identifie à 

m(n, K) IN(S) + pour un n € IN o 

On dira que J admet des composantes fantômes s'il existe une famille 

{jm I m € w(s)} des homomorphismes 

fonctoriels en K, où M(n,K) est munie de sa structure usuelle de groupe abé-

lien et où pour x = (x I a € IN(S)) € J(K) , j (x) 
a m 

ne dépend que de 

avec r ~ m o 

2o2 Les exemples les plus importants 

a : k = ~ , S = {p} , J =W , le foncteur en groupes abéliens des vecteurs de 

j (K) : W(K) _,. K 
m 

m n-i 
( )( 1 ) C i xP_ jKx" i~O= p 

1
_ 

m l 
p i=O p 

se donne par 

W même est un foncteur en anneauxo 

arbitraire, J = w , le foncteur en groupes abéliens des 
s 

vecteurs de Witt généralisées. Ici n = 1 

se donne par j (K)(x 1 m a 

jm(K) i w
3

(K) _,. K 

a € IN(S)) = C dx:/d 
d!m 

w
3 

est-également un foncteur en anneaux 0 

2o3 Soient n € IN+ et Xd 9 Yd, a(d) pour d € IN(S) 9 S f 0, des matrices 

carrées d'ordre n aux coefficients qui sont des indéterminés 0 
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On pose T = {n(i,j)Xd U n(i,j)Yd ! , i,j < n ; d E tN(s)} et 

U = {n(i,j)cr(d) 1 1 < i,j ~ n; d E IN(S)} • 

Soient k un anneau et f ~ z(T,U] - k[T] un morphisme d'algèbres qui est 

l'identité sur l'ensemble T. On considère le système d'équations 

~ d(xim/d) + yim/d) - wim/d))M(n,t)(a(d))= o (3) 

pour m E IN(S) , et où en général f ; A - J3 dans Alg:l induit 

M(n,f) : M(n,A) - M(n,J3). f sera dit admissible, si M(n,f)(0(1)) = I et si 
n 

(3) admet une solution, d'ailleurs né-cessairement unique, 

Notons, que si n=1 et f(cr(d)) = 1 pour tout d, alors (3) décrit de façon 

générique la loi du groupe w(K) dans (1) si S = {p} et de w3(K) dans (2) 

si S -/- ~ • 

2.4 Soit L(P) l'anneau introduit dans III.3.4 et soit cp: z(T,U] _,, L(P)[T] 

le morphisme tel que M(n,cp)(cr(d)) = Y(d) pour d E IN+, alors on a~ 

Th , ' eoreme ~ cp est admissible. 

La raison dîêtre de ce théorème est son corollaire suivant ~ 

Corollaire i Soit k un anneau arbitraire, f g IN(S) - M(n9 k) S-admissible, in

duisant f z[T,U] - k[T] tel que M(n9 f)(cr(d)) = f(d) 9 alors f est admis

sible au sens que (3) admet une solution à coefficients dans k[T] • 

Le corollaire se déduit aussi tôt du théorème en vue de Alg:l( (:r,(:p-}~k) :::. 

~ Adm(S,k) (III,3~5). 

Démonstration du théorème: Soit S==P et soit FE F(n,L(P)) (nr.3.4), donc 

F est définie sur L(P)[T] • On considère sur L(P)[T] le groupe cn(F) dans 

lequel se trouvent les deux éléments 

00 

L vd xdcpF 
d==1 

et 
00 

Leur somme dans cn(F) est donc un élément L V d w d cp o En appliquant P opé-
d==1 · F 



C d(X(m/d) + Y(m/d))Y(m/d) = L dw(m/d)Y(m/d) 
dpn d d d!m d 

pour m E w+, ce qui démontre le théorème. 

2o5 Soit S::::, S(k) o 

Théorème g Soit f : w(s) _,,. M(n,k) admissible, alors il existe un foncteur Wf 

en groupes abéliens, uniquement déterminé par les trois propriétés suivantes 

a. Pour RE Algk, l'ensemble sous jacent de wf(R) 
w(s) 

est M(n, R) ' o 

b 0 Si R1 ~ R est un diagrannne commutatif dans Alg'.l et si f 1 g w(s) _,,.M(n,k1
) 

Î f 
k 1 ~ k est telle que f = M(n,cp) o f 1 , alors l'application naturelle 

induite i g wf 1 (R1 ) _,,. wf(R) , qui envoie (Ma I ex E N(s)) E wf 1 (R1
) sur 

(N(n,~)Ma I ex E w(s)) E Wf(R) est un homomorphisme de groupes abéliens. 

co Pour chaque m E W(s) , l'application jm(R) g Wf(R) _,,. M(n,R), définie par 

j (R)(x) = C dx(m/d)f(m/d) est un homomorphisme de groupes abéliens foncto-
m djm d 

riel en R o (Ici x = (xd d E w(s)) E wf(R)) • Autrement dit, Wf admet des 

composantes fantômes. 

Démonstration~ Si on élimine la terminologie des lois dans la description de 

c;(F) , si F est la loi ·définie par f, on tombe sur l'énoncé du théorème, 

grâce à la description générique de 2.40 

206 Il va de soi que wf(R) est muni d 1une structure de groupe-abélien topo-

logique séparé complet. On a les endomorphismes continus de Frobenius 

décalage V pour a E N(S) , ainsi qu'une action de 
a 

riels en R et définis par 

j (R)(F x) = j (R)(i) 
m a am 

j (R) (v x) = aj 11 (R) (x) 
m a m11a 

F , de 
a 
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ce Qui définit sur wf(R) une structure de Cart
3

(R)-module à gauchea On pose 

x ~ [x] 1 1 application de Teichmüller M(n,R) - wf(R) , à savoir 

= 0 si 

s'écrit sous la forme uniQue 

X= 

On définit 

alors IIIo3e9 induit un homomorphisme injectif des groupes abéliens, fonctoriel 

en R 

Soit maintenant S = {p} • Posons A 

par récurrence ~ 

n i 
0 = 1 et a = C p 

0 n7 1 i=O 

- z[cr.]., 
l 14-0 

m-i 
Ci~ a 

l n-i 

et définissons ô. E: A 
l 

n c 1 est~à-dire la fonction·: p 1--l> a à valeurs dans A est S-admissible 0 n 

Il résulte que les relations 

n-i n . n-i n . n-i 
~ ,J.( p 
L-..A p x. 
. l 
l=O 

+ Y~ ) a . = C :r1 w~ 
l n-J. . 1. 

i=O 

pour n ~ O admettent une solution 

w. = w. (X , •• o , X. , Y , o • o , Y. , <5 , o o • , 0. ) 
l J. 0 l O J. 0 l 

à coefficients dans 7 o 

a . 
n-1 

(6) 

i > 0 

2.8 On va utiliser ceci afin de construire de façon explicite les composantes 

fantômes pour les schémas de Greenberg. Reprenons la situation de IV0 5e7 et 

IVa5a8a Soit f W(p) - v la fonction p-admissible, définie par 

OO· V 00 • • i 
~ -v q ' ~ -J. ( J_) p 
L...JîC X =1--JP fp X 

V=O i=O 

alors f définit :par passage au quotient une fonction p-admissible 



cp : IN(p) f can 
~ V ---+Ili' 

q 

et les lois abéliennes F € F(1,v) et F * € F ( î ,IF' ) • q 

On a une suite de flèches injectives des groupes abéliens 

End (F ) d *) > End (F ) 
V (B' * 
li 1~ q 

Ef(X) -- E (IF' ) cp q 

Lvinjectivité de(*) résulte dVun lemma connu de Lubin-Tate. (Honda [1], lemma 3). 

Soit ~ g yc..,, W (IB') lYapplication composée 1 alors ~(x) se calcule comme 
cp q 

suit g On pose 

(8) 

00 . 

avec µ. (x) € v , de li image ;-@ dans IB' alors q;(x) == L V
1

µ..: (x) , ce qui 
l l q i=O .,_ 

est de la forme, donnée dans IV.5.8 parce que f(pm) f O entraîne ad['m. La 

structure du anneau commutatif sur Im <li~ v se donne par les composantes fantômes 

de W (w), ou encore: On pose 
cp q 

n . n-i . 
f(l+ 1) = C p1-o(i)P f(l- 1

) , n ~ o ( 9) 
i=O 

alors on réduit les polynômes (7) mod p puis on remplace les (5. 
l 

par les a(i) 

en obtenant 

et on a 

00 . 00 . 00 . 

C . l Cl ~ l-v X. + V Y. == L-J V w. 
. l . l . l 
l=O l=O l=O 

La structttre multiplicative sur Tm~ est celle, induite par les opérateurs V et 

\ pour À€ IF' Noter que ceci définit une structure d'anneau sur 
q 

où F -<>IF' est l 1 extension de degré 
q a 

CJ. ad 
Xvad = Vad xp ad - = V X .• 

a, parce que si x € IF' on a 
a 

q 



JVI • • f(pi) = 0 ais on a mieux~ on a si adji, ce q_ui entraîne dans (9) q_ue 

a(i) = 0 si i n 1est pas de la forme j ad-1 j E W+ o Soit V. 
J. 

le polynôme 

obtenu. de de (9) en posant 

et X d" = X! , Y d" = Y~ , et ~-a 1 l ai l i 

Lemme 

X. = Y. = 0 si 
l l-

a( iad + ad - 1 ) 

dans le polynôme 

alors 

Démonstration~ Le lemme suit facilement de (6) de IV.5o4, le seul 
ad 

qm-j q_ui intervient, mais on a x = xp 

point embarras-

sant étant la puissance pour X E 1H' q_ 

donc après réduction mod(n) on a ce q_uion veut. 

Le lemme permet donc de définir pour tout k E Al~ 
q_ 

q_ue 1 1 on munit d 1une structure d'anneau par les relations 

d d 
V x = xv pour x E k o 

Si 1 1 on voulait on pourrait exprimer la structure additive par les composa.,.~tes 
00 

fant6mes 0 Si 
di 

À= CV Ài, on a 
i=O 

Tenant compte du th 0 IV.5 0 7 on trouve 

( m-i) cp q_ 

2o9 Théorème ~ J est un foncteur en anneaux topologiques séparés complets 
cp 

admet des composantes fant8mes 0 J (IF')= v. Si 
cp q_ IF' 

q a 
q_ 

est 

l'extension de degré a, alors J (IB' ) est 1 1 anneau des entiers dans 1 1 exte::...-
cp a q_ 

sion non ramifié de K de degré a 0 

On :pourrait donc considérer les formules (7) comme formules universelles qui 

dor~nent après une spécialisation convenable les composantes fantômes pour les 

schémas de Greenberg ou encore q_ui permettent l'extension du corps résiduel dans 

les extensions ramifiées.(Serre ~ Corps Locaux). 
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2o10 La construction faite dans 208 se traduit encore en termes de polynômes 

d 0 Eisenstein~Soit ~ -A-v avec~ -A nonramifiéd.ed.egré d. et 
p e ~ 

A__.. v totalement ramifié. Soit S cixl = u(X) le polynôme a.uEisenstein de 
l=O 

Puniformisante rc • On considère u(T) E: AJ[T]] , où a est le Frobenius de 

A • D0 après le théorème de Honda du §1, u- 1 (T)c * i(x) définit une loi G sur 
0 

A, donc après extension des scalaires sur v O On a EndA(G) = A et 

End (G) = v. Le dernier énoncé se vérifiant en observant que x-xq E: (rc) 
V 

pour x E: v 

candi tion (F). 

1\q_ =•pd) d t d one on peu pren re a id afin de satisfaire à la 

Soit 
CO , , i 

u- 1 (T)c * i(x) = C q- 1 f(q 1 )xq 
O i=O 

On étend f par zéro à f : IN(p) ...... A , ce q_ui est une fonction p-admissible, 

d 0 où une fonction p-admissible tJ, ~ IN(p) ~ A ~ fil' o On obtient de la même 
q 

façon que dans 2.9 un foncteur en anneaux topologiques séparés complets 

D'après le tho 5.7c et J 
q> 

(du 208) sont isomorphes sur V mais J a 
tl> 

1°avantage d 1 être défini sur une extension no~ ramifiée de ',l " Si 1 1 on prend p 

le polynôme d 1Eisenstein par excellence u(x) = :p-X sur !Z 1 alors on voit fa-

cilement que J = W 9 le foncteur usuel des vecteurs de Witt. 
tJ, 

manuscrit reçu juin 1974 
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