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INTRODUCTION 

-:-

PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES. 

Le lecteur trouvera ici rassemblés rapidement, les notions de base de topo-

logie générale qui seront utilisées dans la suite du courso 

Définition (espace topologique) 0.1. 

Un espace topologique X est un ensemble X, muni d'une collection G de 

sous-ensembles de X, appelés ouverts de X et vérifiant: 

a) X E G , 0 E G 

b) Si u1 , u
2 

E G u
1
n u

2 
E G 

c) Pour toute famille {ui} iEI d,1 ouverts de G V U. E G 
iEI 1 

Définitions (fermé, frontière, voisinage) Oo2. 

a) Un sous-ensemble de X est dit fermé si [X est ouvert. 

b) 

c) 

0 
On appelle intérieur Ac l 

dans A. 

, le plus grand ouvert A de X inclus 

On appelle adhérence de Ac X le plus petit fermé ,A contenant A. 

d) On appelle frontière (ou bord) de Ac X , l'ensemble 

Â = àA == An [A 

e) Un voisinage de x EX (Ac X) est un ensemble dontenant un ouvert 

U tel que x EU (Ac U) • 
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Définitions (base d'ouverts) 0.3. 

a) Une base d'ouverts B de X est un ensemble d'ouverts tel que tout 

ouvert U de X soit réunion d'ensembles de B. 

b) Une sous-base :f de X est un ensemble d'ouverts tel que 

k 
{ 0 U. 1 U. E :/' , k E N} 

1 1 1 
soit une base d'ouverts de X. 

c) Si la famille B est dénombrable, X est dit espace topologique à 

base dénombrable. 

Définitions (topologies discrète et grossière) 0.4. 

a) X E X est isolé si et seulement si {u} est ouvert. 

b) La topologie discrète sur X est celle pour laquelle tout point est 

isolé. 

c) La ±opologie grossière sur X est définie par G 

d) A c X est dense si A = X • 

e) A c X n'est dense nulle part si "Ï = 0 . 

f) Ac X est discret si G1 = {un A J U E G} est la topologie discrète 

sur A • 

Définitions (espace séparé, normal) 0.5. 

a) Un espace topologique X est dit séparé, ou de Hausdorf si deux 

points distincts quelconque :possèdent des voisinages distincts. 

b) Un espace topologique X est dit normal si deux fermés disjoints 

quelconques possèdent des voisinages disjoints. 

Théorème (Urizohn) 0.6. 

Dans un espace X normal, so.ient A et B deux fermés di;sjoints. 

Alors il existe une fonction continue 

f: X-" [01] = I 



- 3 -

telle q_ue f J A = 0 f I B 1 0 

Définition (convergence) 0.7o 

a) Une suite (xn)nEW de points de l'espace topologiq_ue X converge 

vers x (pour la topologie G) si tout voisinage U de x contieni 

presque tous les 

b) Une fonction f 

converge vers Yo 

voisinage V de 

Définition (continuité) O.S. 

a) Une fonction f 

X 
n 

(i.e. tous sauf un nombre fini). 

X __, y où X et y sont des espaces 

lorsque X converge vers X E X si 
0 

Yo ' 
il existe un voisinage u de X 

0 

f(U) c V 

t opologiq_ue< 

pour tout 

tel q_ue 

X--> Y est continue en x si elle converge vers 
0 

f(x) 
0 

lorsque x converge vers X 
0 

b) Une fonction f ~X--> Y est continue si pour tout ouvert V de Y , 

Proposition 0.9. 

f ~X-" Y est continue si et SBulement si elle est cohtinue en 

tout point9' 

Proposition 0.10. 

f ; X--> Y est continue si et seulement si pour tout Ac X 

f(A) c f(A) • 

Proposition 0.11. 

Soit X un espace topologiq_ue tel que tout point possède un système 

fondamentaldénombrable de voisinages {u } 
n 

(i.e : Pour tout x EX et U E G 
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tels que X E u , il existe n E IN tel que U CU) • 
n 

a) Soit Ac X, Alors x E A si et seulement si une suite de points de 

A converge vers x (pour la topologie de X) • 

b) f : X -.:Y est continue en x si et seulement si pour toute suite 
0 

(x ) 
n 

convergeant vers 

Définition (homéomorphisme) 0.12. 

X 
0 

converge vers f(x) 
0 

est un homéomorphisme si elle est bijective et si f et 

-1 
f sont continues. 

Définition (compacité) 0.13. 

Soit X un espace topologique et Ac X - A est dit compact si de tout 

recouvrement R de A par d.es ouverts de X (i.e. U U :::i A) on peut 
UER 

extraire un sous-r.ecouvrement fini de A 

Définition (compacité locale) Oo14. 

Un espace X est localement compadt si tout point x EX possède un voisi-

nage compact. 

Théorème (Wereistrass Bolzano) 0.15. 

Si X est uh espace tel q_ue :tout point possède un système dénombrable de voi-

sinages, alors de toute suite 

convergente. 

(x) de X, on peut extraire une sous-suite 
n 

De plus la réci~roque est ~raie pour un espace métrique. 

Proposition 0.16. 

Soit X un espace séparé 

a) Tout sous-ensemble compact Ac X est fermé. 

b) Si X, est compact, il est normal. 



Proposition 0.176 

Soit X un espace séparé localement homéomorphe à un espace localement 

compact, séparé Y (i.e. : pour tout x EX, il existe un voisinage U 

de x homéomorphe à un ouvert V de Y). 

Alors X est localement compact. 

(Ce sera le cas en particulier des variétés). 

Définition (connexité) 0.180 

a) Un espace X est connexe si les seuls ouverts et fermés de X sont ~ 

et X$ 

ou, ce q_ui est équivalent, pour tout recouvrement de X par deux où.verts 

dijsoints U et V, l'un d'eux est ~. 

b) Ac X est connexe si les seuls ouverts et fermés de la topologie (induite) 

définie par G1 = {unAIU ( Gl sont A et ~ 

c) X est localement connexe si pour tous x EX, U E G x EU, il 

existe un voisinage connnexe de x, N tel q_ue 

NcU 

Remarque 0.19 ■ 

Dire q_ue X est localement connexe ne signifie pas que pour tout x EX 

il existe un voisinage connexe. Sinon tout espace connexe est localement 

connexe ce q_ui est faux 

Contre-'exemple 

Proposition 0.20. 

(UA) q_ 
q_E~ 

2 
U(y""o) c R 

Soit f . :x--,.y continue S],lrjective . 
a) Si X est compact, y aussi. 

b) Si X est connexe, y aussi. 

où ~ est la droite q_ (x == q) 
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Proposition 0.21. 

Soit f: X - Y continue bijective si X est compact, f est un homéomor-

phisme. 

Proposition 9.22. 

Soit un espace X et Ac X connexe 

a) Pour tout B tel que Ac B c A B est connexe. 

b) Si {B } 
i iEI 

est une famille d'ensembles connexes 

Corollaire O. 230 

AU( U 
iE:I 

B.) 
J. 

est connexe. 

a) Les composantes connexes d 0un espace (ioeo les ensembles connexes 

maximaux de X) sont ferméese 

b) X est l'union disjointe de ses composantes connexes. 

c) Si X est locale~ent connexe. les composantes connexes sont ouvertes 

et fermées. 

Proposition 0.24 

Soit X un espace com:i;iact séparé tel que tout point possède un système 

dénombrable de voisinages, et (A) une suite décroissante d'ensembles 
n 

fermés connexes de X. 

00 

Alors A=O A 
n 

est connexeo 
1 

Définition (connexité par arcs) Oo25. 

Soit un espace topologique X 

a) Un chemin dans X entre 

telle que a(o) = 

X 
0 

X 
0 

et est une application continue 

b) Ac X est connexe par arcs si poNr tout couple de points (x,y) de A, 

il existe un chemin qui les joint. 
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c) X est localement connexe par arcs si poux tous x EX, U E G, x EU, 

il existe un voisinage connexe par arcs N tel que N c U. 

Remarque 0.26. 

Les propositions 1-19, 1-20, 1-22 b), 1?23 b)c) se reproduisent en rem

plaçant par connexe par arcs. Mais 1.22 a), 123a) et 1.24 utilisant le 

fait que l'adhérence d'un connexe est connexe ne se reproduisent pas. 

Proposition 0.27. 

a) Tout espace connexe par arcs est connexe. 

b) Tout espace connexe, localement connexe par arcs est connexe par arcs. 

c) Pour un espace localement connexe par arcs les composantes connexes 

et les composantes connexes par arcs coîncident. 

Définition (comparaison des topologies) 0.28. 

Jusqu'alors nous avons supposé X muni d'une topologie G donnée. Nous 

allons maintenant comparer les topologies dont on peut munir un espace X 

pour pouvoir conserver toujours celle qui est le mieux appropriée à un 

problème donné. 

a) On dit que la topologie G' est plus fine que G, sur X si 

G c G' 

b) La topologie grossière est la moins fine des topologies, la topologie 

discrète est la plus fine de toutes. 

c) Etant donnée une proposition P , vérifiée par la topologie grossière, on 

peut toujours parler de la topologie la plus fine qui vérifie P car l'ensemble 

T {GjG: topologie qui vérifie P} 

est un ensemble inductif non vide, donc possède un élément maximal d'après 

le théorème de Zorn. 
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d) De même étant donnée une proposition P vérifiée par .la topologie discrète, 

on peut toujours parler de la topologie la moins fine q_ui vérifie P (l'ordre 

dans Tétant maintenant "être moins fin"). 

Proposition 0,29. 

La topolrbgie G' sur X est plus fine q_ue G si et seulement si 

(X,G') ~ (X,G) 

est continue ((X,G) désigne X muni de G) . 

Définition ( topologie induite par {f j}) O. 30. 

Etant donné un ensemble X, des espaces topologiques 

applications (entre ensembles) 

X. , j E J 
J 

et des 

f.: X->X 
J j 

on appelle topologie induite sur X par {f.} la moins fine des topologies 
J 

q_ui rendent toutes les f. continues. 
J 

Proposition 0.31. 

La topologie induite sur X par {f. : X -> X.} où X. est un espace topo-
J J J 

logique pour j E J , est caractérisée par la propriété 

Pour tout espace topologiq_ue Y et g; Y-" X g est continue si et 

seulement si f. ,o g est continue pour tout 
J 

Exemples o. 320 

a) Un sous-espace A de X est l'ensemble Ac X muni de la toipologie 

induite par l'inclusion Ac X (on l'appelle topoimgie induite-sur A) • 

b) Le produit topologiq_ue d'une feuille d'espac·6s topologiq_ues X. ' J 
est 

1' ensemble TI X. des J-uplets muni de la topologi.e induite par les 
jE:J J 

projections 
1t . Il XJ. -> XJ. ,J 
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Remarque 0.33. 

La topologie induite sur X par {f .} est engendrée par les images récirpoques 
J 

d'ouverts de X. (engendrée signifie formée des réunions d'intersections finies). 
J 

On retrouve ainsi dans les deux cas les définitions classiques. 

Définitions (topologie colnduite par {gj}) 0.34. 

Etant donnés un ensemble X, des espaces topologiques 

applications (entre ensembles). 

g_ : X. - X 
J J 

X. 
J 

, j € J et des 

on appelle topologie colnduite sur X par {g.} la plus fine des topologies 
J 

qui rendent toutes les g_ continues. 
J 

Proposition 0.35. 

La topologie colnduite sur X par où X. est un espace to
J 

pologique pour j € J est caractérisée par la propriété 

Pour tout espace Y et f : X - Y f est continue si et seulement si 

toutes les f o g_ le sont. 
J 

Exemples 0,36. 

a) Un espace quotient X' de X est l'ensemble quotient X1 muni de la 

topologie coînduite par la projection. 

En particulier, on a un quotient de X en prenant X/R où R est une rela

tion d'équivalence sur X (appelée identification), ou en prenant X/A pour 

AcX fermé obtenu en identifiant A en un point (i.e. : X/A= X/R où 

R est l'identité sur X - A, et xRy pour tous x,y € A). 

b) La somme topologique d'une famille d'espaces topologiques X J. € J 
j ' 

est l'ensemble somme directe (des J-uplets presque toujours nuls) muni de 

la topologie colnduite par les injections 

x.~©x. 
J J 
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Remarque 0.37. 

La topologie coînduite sur X par {gj} est engendrée par les ensembles U 

tels que soit ouvert de X. 
J 

pour tout j 

On retrouve ainsi les définitions classiques de quotient et sommes topologiques. 

Définition (topologie cohérente aveo jA}) 0.38. 

Soit A~ {A} une collection de sous-espaces de l'espace topologiq~e X. 

a) X a une topologie cohérente avec A (ou la topologie faible par rapport 

à A) si la topologie de X est coînduite par la famille d'inclusions 

{Ac X} 

b) La topologie de X cohérente avec A est exactement la moins fine telle 

que toute fonction 

dont les restrictions f!A sont continues, soit continue (1.35). 

Proposition 0.39. 

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

a) X a une topologie cohérente avec {A} 

b) B c X est fermé (ou ouvert) dans X si et seulement si B A est 

fermé (ou ouvert) dans A pour tout A E {A} • 

Proposition 0.40. 

a) Si A est un recouvrement ouvert quelconque de X ou 

b) si A est un recouvrement fermé localement fini (i.e pour tout x EX, 

il existe U E G, x E G tel que {un A} soit finie) de X 

Alors X a une topologie cohérente avec A. 

Proposition 0.41e 

Soit un ensemble X et {Aj}jEJ une famille d'espaces topologiques inclus 



dans X telle que 

a) soit toujours fermé (ou ouvert) 

b) Les topologies induites sur A. 
J 

par 

Alors la topologie coînduite sur X par 

par 

dans A . 
J 

A. et 
J 
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et A . 1 • 
J 

coïncident. 

{A. c X} est caractérisée 
J 

Les fermés (ou ouverts) de X sont engendrés par les fermés (ou ouverts) de 

X (engendré par les fermés singifie intêrsections d'union finies)o 

En particulier chaque 

une topologie cohérente avec 

Remarque et définition o •. 42. 

A . 
J 

est fermé (ou ouvert) 

{A.} 
J 

La différence entre 1.37 et 1.40 est que dans 1.40 

dans X et X a 

chaque A. 
J 

a une topo-

logie propre , et on étudie sous quelles c-ondi tions il existe une topologie 

sur X qui rende chaque A. 
J 

sous-espace de X o 

b) La topologie définie en W40 est appelée 

avec {A. } • 
J 

Définition (k-espace) 0.4;3. 

la topologie de X cohérente 

Un k-espace est un espace topologique séparé qui a une topologie cohérante 

avec ses S·ous -espaces compacte s o 

Proposition 0.44. 

Un espace séparé X est un k-espace dans les deux cas suivants 

a) X est localement compact. 

b) Tout X€ X possède un système dénombrable de voisinages. 

Proposition 0o 45. 

Si X est un k-espace et Y un espace séparé localement compact, X x Y 

est un k-espace. 
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Soient X,Y deux espaces topologiques. 

a) Pour A c X , B c Y , on n1ote < A,B > l'ensemble des fonctions con-

tinues telles que f(A) c B. 

b) La topologie compacte-ouverte (co) sur l'ensemble des fonctions continues 

{f : X - Y est celle engendrée par la sous-base {< K,U > 1 K compact, 

U ouvert, de X}. 

c) ~ désigne l'espace des fonctions continues de X dans Y munie de la 

topologie CO 

d) Si Ac X 

f(A) c B 

BcY (Y,B)(X,A) est le sous-espace de YX 

e) On définit la fonction évaluation: 

E 

f) Pour g 

Théorème 0.47. 

E(f,x) = f(x) 

z - YX on a une fonction 

Eo(g x Id) 
X zxx-Y xx-Y 

tel que 

Soient X,Y,Z des espaces topologiques si X est séparé, localement 

compact, 

Alors X 
g: Z - Y est continue si et seulement si 

Eo(g x Id) : Z X X - Y est continue. 

Loi exponentielle o.48. 

Soient X,Y,Z trois espaces. Si X et Z sont séparés, et X localement 

compact, 

Ailiors Eo(g x Id) 

est un homéomorphisme. 
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Définition (distance) Oo49. 

a) Une distance (ou métriq_ue) sur un ensemble X est une fonction 

d:XxX-R 

telle q_ue : 

(i) d(xy) ~ 0 x,y EX 

(ii) d(x.y) ~ x = y 

(iii) d(xy) = d(yx) x,y EX 

(iv) d(xz) < d(xy) + d(yz) 

b) Une pseudo-métriq_ue sur X 

d : X X 

telle q_ue 0 
0 

(i) d(xy) ~ 0 x,y E X 

(:i,i) d(x,x) = 0 X E X 

(iii) d(xy) = d(yx) x,y E 

(iv) d(xz) ~ d(xy) + d(yz) 

Définition (espace métrique) Oo5Oo 

x,y,z EX 

est une fonction 

X __,, R 

X 

x,y,z E X 

a) Un espace métriq_ue X est un ensemble X muni d'une distance d 0 

b) Un espace pseudo-métriq_ue X est un ensemble X muni d'une pseudo

métriq_ue d • 

Dans les deux cas X est muni de la topologie définie par d (ioe. : 

la topologie dont une base d 1 ouverts est {B(x,r)Jx EX, r ER+} où 

B(x,r) = {y E Xjd(xy) < r} 

Définitions (isométrie, métriques équivalentes) 0051 0 

a) Une isométrie entre deux espaces. métriq_ues (X,d) et (Yd 1 ) est une 

applica tiono 

telle q_ue d 1 (f(x)),f(y)) = d(xy) x,y E: X 
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b) Deux métriques (ou pseudo-métriques) d et d 1 sur X sont équiva

lentes si 

Id (X,d) - (Xd1
) 

est un homéomorphisme. 

Proposition 0.52. 

Toute isométrie est une injection continue. 

Définition (complet) 0.53. 

a) Une suite de Cauchy d'un espace métrique est une suite telle que 

\ft > 0 ]N m,n > N } d(x ,x) < E. m n 

b) Un espace métrique X est complet si toute suite de Cauchy converge 

dans X. 

c) Tout espace métrique (Xd) peut être complété par un espace métrique 

"' /\ 
A 

" " (X,d) , i.e XcX dlX = d X complet et X= X où X est 

l'adhérence de X dans " X. 

(X = ~ 4, où 'e est 1 'ensemble des sui tes de Cauchy de X , R 

l'équivalence (x) R(y) ~ d(x ,Y) 
n n n n 

"' xcx 

x - (x = x , n E w) 
n 

" et d prolongement unique de d) • 

Définition (norme) 0.54. 

par 

Une norme sur un K-espace vectoriel E est une fonction Il. Il : E - R 

telle que 

(i) !lx Il> 0 X E E 

(ii) llx 11= o ~ X = 0 

(~ii) Il ÀX 11 = 1 ÀI Il x Il À E K X E E 
;;,f,.., 

(iv) Il X + y Il ~ !lx Il + IIY Il YJ.,Y E E 
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Définition (espace normé) 0.55. 

a) Un espace normé (E, Il Il ) est un espace vectoriel E muni d I une norme 

Il Il 
Sa topologie est celle de la distance 

d(x,Y) = llx - y Il 

b) Un espace normé E est un espace de Banach s'il est complet pour d 

Exemple 0 • .560 

L I espace Rn = R X R X ••• X R est un espace de Banach pour la norme 

(comme pour toute autre norme, car sur 
n 

R , toutes les normes sont équiva-

lentes). 

Proposition O.57. 

Si (Xd) et (Yd') sont deux espaces métriques, alors l'espace topologique 

X x Y peut être muni de la distance 

d + d 1 : (x X Y) X (x X y)-;, R 

et sa topologie est celle de d + d' 

Proposition Oo58. 

Si X est ur+ espace séparé compact, et (y ,d) un espace métrique. 

Alors YX peut-être muni de la métrique 

d'(f,g) = sup d(f{x) , g(x)) 
xEX 

et sa topologie est celle de d'. 
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Remarque o. 59. 

Dans tout ce qui suit, un espace désignera un espace topologique et une 

application, une application continueo 

Un espace compact, localement compact, paracompact ou régulier sera toujours 

supposé séparé. 

Théorème Oo 60. 

Si X est un espace compact métrique 9 

Alors tout recouvrement U de X possède un nombre de Lebesgue À. 

i.e. : il existe À> 0 tel que pour tous x,x 1 E: X d(x,x') < À 

il existe U E: U tel que x EU, x 1 EU. 

Preuve. 

Sinon il existerait x x' E: X 
n ' n 

tels que d(x ,x 1 ) < .l 
n n n • 

Comme X est compact, on peut en extraire deux sous-suites simultanément 

convergentes X 
1 et 
n 

x 11 • Comme elles sont adjacentes, elles ont même 
n 

limite x • Il existe 
0 

U E U tel que X ( U 
0 

; donc U contient presque 

tous les x 1 et xi 1 
n n 

ce qui contredit l'hyptthèse. 

Définition (para-compacité) 0.610 

Soit un espace topologique L 

a) Un recouvrement est plus fin qu'un recouvrement (ui\EI de X 

{u.} il existe un 
l 

si pour tout U. E: 
l 

V. E: {V.} 
J J 

tel que U. c V. 
l J 

b) Un1 recouvrement (ui)iEJ de X est localement fini si pour tout x EX, 

il existe un voisinage u 
X 

qui ne coupe qu'un nombre fini de U .• 
l 

c) Un espace X est paracompact si pour tout recouvrement ouvert (u. ) de 
J 

X il existe un recouvrement ouvert (v.) de X localement fini et plus fin 
J 

que (u.). 
l 
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Proposition 0.62. 

Un espace séparé X dont toutes les composantes connexes sont localement 

compactes, dénombrables à l'infini, (i.e. : union dénombrable de compacts) 

est para-compact. 

Définition (partition de l'unité) Oo63. 

Soit une space X et un recouvrement ouvert (u.) de x • 
l 

Une partition de l'unité subordonnée à (u.) 
l 

est un couple (v. 'g_) 
J J 

où 

(V.) est un recouvrement ouvert localement fini plus fin que (U.) et où 
J l 

(i) 

g. ; X - I 
J 

(ii) pour tout x EX 

est continue telle que 

eV. et 
J 

supp g. 
J 

est compact. 

(cette somme est bien définie car elle est localement finie). 

Déposition Oe64. 

Si X est un espace paraëompact, il existe une partition de l'unité subor-

donnée à chaque recouvrement ouvert de X. 



Jnnexe au 

CHAPITRE IL 

RELEVEMENTSr et FIBRATIONSo 

Définition (relèvement) 2047. 

Soient f : X_,. B continues 

Un relèvement de f est une application 

fi X _,. E 

telle que f = p of' • 

On dit que f se relève à E si un relèvement de f existe. 

Définition (Relève,ment des homotop4es) 2.48. 

possède la propriété de 

relèvement des homotoçpies · (P.R.Ho) 

rapport à l'espace X si pour toutes 

F:XxI-B 

tels que F(x,O) = pfu(x) x ( X 

il existe Fu : X x I-► E telle que 

par 

F'(x,O) f 1 (x), x(X 

Proposition 2o49o 

X X 

Xx 

et pF' = F 

fi 

o- E 

F' /J'l 
/ p 

/ 
I- B 

Si p : E'_,. B a la P.H.R. par rapport à X • deux applications homotopes 

soit se relèvent simultanément, soit ne se relèvent pas (alors le problème 

de relèvement se pose dans la catégorie d.es homotopies). 
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Définition (fibration) 2.50. 

p: E--> B est une fibration si elle a la P.R.H. par rapport à tout 

espace. 

E est l'èspace total, B est la base de la fibration 

fibre sur b E B. 

Proposition 2.51. 

Si p: E--> B est une fibration, tout chemin w: I--> B 

w(O) E p(E) se relève à E • 

Preuve. On prend X= {1 pt} • 

Exemple 2~ 52. 

p:BxF-->B 

Théorème 2, 53, 

(p(b,f) = b) est une fibration. 

Un recouvrement est une fibration. 

Preuve. C'est 2.15. 

Définition (RUC) 2.54. 

P-1 (b) est la 

tel que 

Une application p E--> B est à relèvement unique pour les chemins si 

pour tous chemins w et w1 de E tels que pw = pw' et w(O~ = w'(O) 

on a w = w' 

Un revêtement est à RUC. 

Lemme 2. 55. 

Si p: E--> B est à RUC , alors pour tout espace Y connexe par arcs, 

chaque f : Y--> B possède au plus un relèvement. 

Preuve. comme 2.10. 
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Théorème 2.56. 

Une fibration est à RUC si et seulement si tous les chemins de chaque 

fibre sont constants. 

Preuve. 

Soit p: E - B à RUC. Les chemins w de p- 1(b) 

w (t) = w(ü) vérifient 
0 

pw = Pw 
0 

donc w = w 
0 

et w 
0 

tel que 

Réciproquement soient w et ~• dans E tels que pw = pw' et 

w(ü) = w'(ü) 

Soit 

w" t 
est 

w"(t 1 ) = 
t 

un chemin 

r((1 -

t w' ( (2t, 

2t')t) 

- 1)t) 

de w(t) à w' ( t) 

pw" 
j; 

est un lacet en pw(t) dans B 

pw" ,., 
Ew( t) relàI ,t 

En relevant cette homotopie on a F' : I x I - E tel que F ' ( t 1 
, 0 ) = wi" ( t 1 

) t 

De plus F 1 (0 x I U 1 x I U I x. 1) c p- 1 (pw(t)). Par hypothèse cet ensemble 

est un seul point 

F 1 (0,0) = F 1 (1,0) ou w"(ü) = w11(1) t t 

w = w' 

Suivent deux théorèmes évidents, faux pour des revêtements. 

Théorème 2. 57. 

La composée de fibrations (à RUC ) est une fibration (à RUC). 
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Théorème 2. 58,. 

Le produit de fibrations (à RUC) est une fibration (à RUC) 

FIBRES (Localement triviaux) et THEOREME DE DOLD. 

Définition (fibré) 2.59. 

Un fibré ç(E,B,F,p) est la donnée de 

a) un espace total E 

b) une base B 

c) une fibre F 

d) une projection p : i - B 

tels Qu'il existe un recouvrement ouvert U = {u} de B et pour chaQue 

U € U , un homéomorphisme 

tel Que p O cp 
u 

soit Ja première projection. 

Remarque 2.60. 

b € B est appelé fibre au-dessus de b. Toutes les fibres sont 

homéomorphes à F. 

Définition 2.61. 

Soit G un groupe d'homéomorphismes de F et cp; F - F' o On définit 

l'application 

pour g € G par cpg(y) = cp(gy) 

Définition (G-structure) 2.62. 

Une collection ~ = {cp} d'homéomorphismes. 
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cp : F -+ F' est une G-structure de F' si 

a) G opère à droite sur ~ cp E: p g E: G ~ cpg E: p) • 

Définition (Groupe de structure) 2.63. 

( ) P-1(b) Un fibré E,B,F,p a le groupe de structure G si chaque fibre 

a une G-structure ~(b) telle qu'il existe un recouvrement U de B et 

pour chaque U ( U un homéomorphisme 

tel que pour tout b E: B 

Définition (fibré 3ectoriel) 2.64. 

Un fibré ve.ctoriel réel (complexe) est un fibré dont la fibre est ul(œn) 

et dont .le groupe de structure est GL(Œl) (GL(tn)) 

Exemples 2.65. 

a) Pour les espaces B,F, on a le fibré trivial (B x F, B,FpB) de groupe 

de structure trivial. 

fi) 

b) Soit p: X - X un revêtement de X connexe et x E: X. On a le fibré 
0 

(X,X,p-1 (x ),p). 
0 

Si X est connexe par arcs, il a le groupe de structure n
1

(x,x
0

) où 

l'opération de 

.., 
commence en x 

sur 

où 

est; 

N 
a est le relèvement de a qui 

c) Le fibré tangent à une n-variété différentiable M 

TM = { (x, v) 1 x E: M v E: T M} 
X 

est un fibré vectoriel réel. 
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d) Si H est un sous-groupe fermé d'un groupe de L1e G si G/H est 

l'espace des classes à gauche de G par H et si p: G __.. G/H est la pro

jection, (G, G/H , H, p) est .un fibré tlu groupe de structure H opérant 

sur lui.-même par translations à gauche. 

e) De même que p: S~ - Pn(IR) est un revêtement, on montre que si 

p : 32n+1 _, Pn(c) est la projection , , dm·. fibré (s2n+1, ne ) 1 ) P œ ,S ,P 

qui a poµr groupe de structure s1 opérant sur lui-même par translations 

à gauche. C'est le fibré de Hopf. 

Définition (fibré par Sn) 2.66. 

On appelle fibré par Sn un fibré dont la fibre est Sn et dont le groupe 

de structure est le groupe orthogonal ü(n+1) desisométrie.s de GL(1Rn+1) o 

Proposition 2.67. 

Si 
• n 

(E,B,S ,p) est un fibré par Sn, le cylindre d'application, 

la projection p: E __.. B est l'espace total du fibré ( n+1 ) E ,B ,D ,r 

r est la rétraction E - B. 

Définition (Equivalence) 2. 680 

a) Deux fibrés (E
1 

sont dits équivalents s'il existe un homéomorphisme h: E
1 
➔ E

2 

b) Deux fibrés (E
1 

,B,F,p
1

) 

même groupe de structure G 

ayant 

sont dits équivalents par 

rapport à G s'ils sont équivalents et si pour tout 

E, de 

où 

tel 
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Définition (trivial) 2.69. 

Un fibré est dit trivial s'il est équivalent à un produit. 

ou, ce qui est équivalent, s'i.l admet { 1} comme groupe de structure. 

Définition (fibration locale) 2.70. 

est .une fibration locale s'il existe un recouvrement ouvert 

U = {u} de B tel que 

Pl P-
1 (u) : P-

1 (u) - u 

soit une fibration pour tout U EU. 

Remarques 2.71. 

a) Toute fibration est une fibration locale. 

9) Toute projection de fibré est une fibration locale. 

Dérinition (Relèvement) 2.72. 

I 
Soit p : E - B et B c E X B 

On définit p par: 

défini par 

Un relèvement de p est une application 

telle que p o À. = I~ 

Théorème 2, 73. 

p: E - B est une fibration si et seulement s!il existe un relèvement de p. 
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Preuve : 

Soit p une fibration 

On définit f 1 : Ë -> E f 1 (e,w) = e 

F:BxI->B F((e,w),t) = w(t) 

F((e,w),o) = p o f(e,w) = p(e) 

D'après le relèvement des homotopies, on a 

F 1 B x I -> E 

Telle que F'((e,w),o) = f 1 (e,w) = e et p o F' = F 

On définit - I À.:B->E 

Réciproquement soit À un relèvement de p 

Pour f : X -> E et F: X x I-> B telles que F(x,o) = p o f(x) on 

définit 

g(x)t = F(x,t) 

F' (x,t) = À,(f' (x) , g(x)) t F' X x I -> E 

est un relèvement de F. 

Définition (relèvement étendu) 2. 74. 

Soit p : E -> B 
Ill 

Soit W = {(e,w,s) E Kx W x II w(s) = p(e)} 

Un relèvement étendu à W est une fonction 

"' I A : W -> E 

telle que p(A(e,w,s)t) = w(t) et A(e,w,s) s = e • 

Lemme 2. 75. 

possède un relèvement si et seulement s'il possède un relèvement 



étendu à BI. 

Preuve : 

Si A est le relèvement à BI , le relèvement est 

Réciproquement, 

w (t) 
s 

- I À.:B-E 

soit w un 

w(s-t) 
= { 

w(ü) 

chemin dans 

0 ( t ~ s 

s " t ~ 

B et 
s 

w w s 

w(s + 
ws(t) = l 

w( 1) 
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définis par 

t) Oi t ~ 1 - s 

1 - s ~ t ,< 1 

Les applications (w,s) - w 
s 

et (w,s) sont continues I I 
B x I - B 

Soit À. le relèvement de p I 
À. : B - E • On définit le relèvement étendu 

à BI par 

À.(e,w )(s-t) 
A(e,w,s)t = { s 

À.(e,w
8

)(t-s) 

Définition 2. 76. 

a) Un recouvrement {W} de l'espace X est localement fini si pour tout 

x t X il existe un voisinage U de 
X 

_q~ 
xYqu'un nombre fini de W. 

b) Un recouvrement {w} est dit numérable s'il est localement fini et si 

pour chaque W, il existe 

telle que 

Lemme 2.77. 

Soit p: E - B. S'il existe un recouvrement numérable {w.} de BI 
J 

tel 

que pour tout j il existe un relèvement étendu à W. , alors il existe 
J 

un relèvement de p. 
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Preuve 

J = { j} et f. . BI -> I f. = f . 
Wj J J 

Pour tout aCJ soit w = u := 
UJt(lj et 

a a 

f : BI -> R+ f (w) =::; ~ f. (w) 
a a j(a J 

-
On définit B = { (e ,w) € B 

a 
w € w } 

a 

L'ensemble des couples (a,À.) , où 
a 

un relèvement étendu à B 
a 

a c J et où À B -> EI 
a a 

est 

(Un tel relèvement existe d'après l'hypothèse pour tout {j }ctJ) est muni 
0 

de l'ordre partiel 

si ac~ 

Toute chaîne totalement ordonnée possède une bonne chaîne 

supérieure 

~ == Ua. 
J. 

• Pour tout ouvert ucw 
~ 

ne rencontrant q_u'un nombre fini 

de W. 
J 

j € ~ , on choisit ai tel q_ue 

-
On choisit À.~(e,w) == À.ai (e,w) pour (e,w) E: B 

Gomme pour tout (e ,w) € ~~ 

si (a. , À.a.) < (ak , À. ) • 
J. i ak 

il existe a. 
l 

À (e ,w) == 
a. 

]. 

a. 
J. 

tel que (ew) € B 
a. 

l 

est bien défini sur B~ et c'est un majorant de la chaîne 

et que 

D'après le lemme de Zorn, il existe donc un élément ma)&:imal (a,À.) dans 
a 

cet ensemba..e 

Si a t J 
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g w~ 

µ B. 
JO 

Soit 

f (w) 
_,. R g(w) 

(X 

= 
f~(w) 

À. (e ,w) (g(w)) 
_,. E µ(e ,w) = { (X 

e 

A. un relèvement étendu à W. et 
JO JO 

À.~(e,w)t 
À. (e,w)(t) 

= { (X 

A. (µ(e ,w), w , g(w) )t 
JO 

g(w) /= 0 

g(w) = 0 

Alors (~,À~)> (a, À.a) dans l'ensemble ordonné. C'est impossible car 

(a ,À.a) est .maximal et a = J • 

Remarque 2.78e 

Si p est à RUC , le lemme 2.77 est vrai pour tout recouvrement ouvert 

{w.} de BI tel qu'il existe un relèvement étendu à W. ' 
pour tout j 

J J 

car dans ce cas l'unicité des relèvements de chemins permet le recollement 

des relèvements pour faire un relèvement de p . 

Lemme 2.79. 

Soit p : E -+ B et u
1 

, ••• , Uk des sous-ensembles de B qui 

possèdent un relèvement étendu, Ai, à u! 
J_ 

Alors l'ensemble W c BI 

I W = {w E B 

ment étendu. 

Preuve ; 

Pour w E W , soit w. 
J_ 

i = 1,2, ••. , k} possède un relève-

le chemin égal à w sur [ i-1 ~] 
k ' k 

, et 



constant à l'extérieur. 

Soit (e,w,s) E W tel que 
n-1 

k 

On définit par récurrence 

e = A (e,w ,s) (k~) 
n n n 

e. 1 = A. 
1 

(e. ,w. 
1 l- l- l l-

e. 1 = A. 
1 

(e. • wi+1' l+ l+ l 

~) 
k 

~) 
k 

e. E E 
l 

t~) 
k 

(i+1) 
k 

Un relèvement A étendu à W est 

A(e,w,s)t 

Théorème 2.800 

= A. (e. 
1 

, w. 
l l- l 

i-1) -t 
k 
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par 

0 ~ i < n - 1 

n < i + 1 ,< k 

i=1,2, ••• ,k 

Soit p ~ E....,.. B et un recouvrement numérâble U de B tel que pour chaque 

U E TJ 

soit une fibration. 

Alors p est une fibration. 

I 
Preuve Soit W. . c B 

J1•••Jk 
l'ensemble W défini en 2.79 cmrrespondant 

à U .••• ,U. E:U 
J 1 Jk 

La famille \W. . } 
J1•••Jk 

pour k €'IN i = 1,2, •.• ,k, j. E J 
l 

est un 

recouvrement ouvert de 

a) W de 2.79 est ouvert dans la topologie CO cm:mihe intersection de k 

ouverts de la base de cette topologie de la forme 
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b) Chaque est recouvert par U .••• U. EU donc il existe 
J 1 Jk 

un nombre de Lebesgue À et pour k' 4' sup(~ ,k) 

(formé à partir des U. 
J. 

J. 

avec répétition) • 

c) étant une fibration (donc possèdant un relèvement d'après 

2.73 , donc un relèvement étendu à U~ d'après 2.75) possède un relèvement 
J 

étendu à chaque d I après 2. 79. 

\ 
d) De plus, pour k fixé et w E B1 , il existe un voisinage V. 

J. 
de 

[i-1 w-
k ' 

~] 
k 

qui ne rencontre qu'Ull nombre fini de u. 
J 

(d'après la compa-

cité de w ['.i:-1 
T ' 

~] 
k 

et la finitude locale de u). 

k 
Donc n V 

i=1 i 
(définis en a)) est un voisinage de w qui ne rencontre 

qu'un nombre fini de (k f . , ' ) J.Xe • • ----

e) Soit f. B -i> I le fu. J 
J 

On définit f. 
J 1 .. 0 jk 

BI - I par 

(d'après a)) 

La collection {W. . } , si elle était localement finie, nous permettrait 
J 1 •• • Jk 

de finir la preuve grâce à 2.77. 

f) Comme cela n'est pas nous allons restreindre notre recouvrement. 

D'après d) {W. . , k < m} est localement fini pour m fixé. Donc la 
J 1 ° 0 

• Jk 

somme 

est une fonction continue. Soit 
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= inf[sup(O,f. . 
J 1 • • • Jm 

mg ); 1] 
m 

et 

On a donc aussi défini une famille d I ouverts W'. . c BI 
J1•••Jm 

telle q_ue 

, donc q_ui possède pour chaq_ue ouvert un relèvement 

étendu à lui. 

g) {W'. . } est un recouvrement numérabl.e de BI : On sait déjà q_u' il 
J1•••Jm 

existe.: f 
W. . 

convenablee 

J 1 • • • Jm 

Soit w E BI. La famille des telle q_ue 

est non vide car recouvre 

Soit m l'entier le plus petit tel q_ue 

f. . (w) :j O • 
J 1 • • • Jm 

Al.ors g (w) = 0 
m 

et f '. . (w) = f. . 
J1:•:Jm J1•••Jm 

(w) /= 0 

Donc est un recouvrement de BI 

Soit maintenant N > m tel q_ue 1. . Cw) > ; 
J 1 • • • Jm 

Par définition de gN(w) {' f. . (w) > J 
J 1 • • • Jm 1~ 

donc NgN(w) > 1 • Il existe donc un voisinage V de w dans B1 tel que 

De même r:iour k ~ N kgh (w' ) > 1 w1 E V 

(car k-> kgk(:v') est une fonction croissante)" 

Donc toutes les fonctions f'. . s'annulent sur V pour k ~ N i.e 
J1' .• Jk 
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V est disjoint des k ~ N. Comme l'ensemble des w~ ., 
J 1 • • 0 Jk 

qui coupent V pour k < N est localement fini, {W8• • } est dans 
'11 ••• Jk 

son entier localement fini. 

h) On peut donc -terminer en J.ui appliquant 2.77. 

Définition (paracompacité) 2.81. 

Un espace topologique X est paracompact s'il est séparé, et si pour tout 

recouvrement ouvert de x , il existe un recouvrement de X localement 

fini plus fin que lui. 

Exemples 2.82. 

a) Toutes les variétés plongées dans Rn sont paracompactes. Il suffit 

de le voir pour Rn lui-même. (Soit U un recouvrement ouvert de Rn 

x E Rn. On prend deux boules centrées en x; B
1 

et B
2 

0 
B

1 
c B

2 
• Alors 

telles q_ue 

(ou le second ensemble est un sous-recouvrement fini du recouvrement u 

- compact), Rn 
B2 est un recouvrement de "localement fini dans B1 

On sait que Rn = U B 
kE!N h 

où Bk est la boule de centre 0 
' 

de rayon 

On applique inductivement notre construction à B
1 

= Bk,B
2 

= Bk+1 de 

telle manière qu'à chaque pas la famille finie soit croissante. (la 

première famille décroît évidemment vers ~) . 

On obtient u = u1 
k k 

Soit U 1 = U u2 

kElN k 

u u2 
k 

(1 ut=~ 
k(IN k 

u2 
k 

fini. 

Alors U1 est un recouvrement de X , localement fini plus fin que U 

Il 

de 

k 
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b) Chacun voit bien que ce raisonnement s'étend à tout espace localement 

compact dénombrable à 1 i infini et même à tout espace d.ont les composantes. 

connexes sont localement compactes dénombrables à 1 1 infini .• 

Lemme 2.83. 

Pour tout recouvrement d 1un espace paracompact, il existe un recouvrement 

numérable plus fin que lui. 

Théorème de Do.1J1 2084. 

Soit p g E - B où B est paracompact. 

Alors p est une fibration si et seulement si c 1 est une fibration locale. 

Corollaire 2.85, 

Pour tout fibré (E,,B,F,p) dont la base est paracompacte,, p est urte 

fibration. 



CHAPITRE VIL 

THEORIE de L'HOMOTOPIE. 

SUITES EXACTES en HOMOTOPIE. 

7.1. Définitions. 

a) Dans tout ce ch~pitre, un espace X désignera un espace pointé (X, X ) ; 
0 

une paire (X, A) est une paire d'espaces pointés, de m~me point base,. et tel que 

A soit fermé dans X. 

b) f: X~ Y est censée conserver les points base. 

c) X/A désigne le quotient 
X 
R où R est l'identification de tous les points 

de A. 

(i.eQ 

d) SJ.. A et X1 t f ' d X A son ermes ans , /A f"IX' 

et on note 

f) le c6ne réduit sur X: CX est défini par 

X x I 

On note 

ex = X x Y; X x O U x x I 
0 

où on réunit Xx 0 et X X I en un 
0 

[x, t] la classe de (x' t) 

est un sous-ensemble fermé de 

point):. 

X ~ ex X -e---:,, [x, 1] 

C(X, A)= (ex, CA) 

g) Dans la suite, on abrégera si et seulement si en ssi. 

7.2., Lemme. 

f : (X, A) ~ (Y, B) 

F: C(X, A)~ (Y, B)., 

7.3. Lemme. 

est homotope à une const~nte ssi f s'étend en 

Le couple (C{X, A), (X, AJ) possède la P EH pour tout QBpace (propriété 

d'extension des homotopies). 

Preuve., Soient 

f C(X, A) ~ (Y B) 



G: (X, A) x I ~ (Y, B) 

f[x, 1] = G(x, 0) telles que 

Il existe F: C(X, A) x I ~ (Y 9 B) qui les prolonge 

7 • 4. Rem1ucme • 

= f f[ X 9 t ( 1 + il: ) J 
G(x, t(1+ 't') - 1) 

t(1 +'t) ~ 1 

1~t(1+te) 
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On note O la classe de 1uapplication constante dans [X, A 

espace est pointé par O. 

Y, B} Cet 

7.5. Définitions (cône dvapplication, Ker f+:,,)o 

Soit f; (X', AU)~ (X, A) 0 

a) On définit 

par 

et 

fi [X 9 A y9 B]--;. [x1 , Au 

f# [Y9 B X', AU]~ [Y9 B 

f* ~g] = [g O f] 

Ker f :Il = f #..,.1 ( O) 

ft [g] = [f O gJ 
-1 

Ker f* = f# (0) 

b) Le c$ne d'applications Cf de f ~ xu -· ➔ X est 

c) est fermé dans 

CX' + X 
R 

Donc ( f1 = f j X 1 ~ f vt = f j A v ) o 

7~6. Définitions (exactitude)o 

Une sui te de paires (X 1 , Au) ~ (X, A) --,> (X" 9 A") est di te 

a) exacte si pour tout (Y, B) (B non nécessairement fermé) la suite 

[Y, B ; xu, A1 ] ~ [Y, B i X, A]~ [Y, B ; X", A"] 

est exacte (i.e. Ker g* = lm f*) 

b) coexacte si pour toute (Y 9 B) 9 la suite : 

y B] 

est exacte. 

7.7. Théorème. 

Pour tout f la suite 



(X A) 
i 

C est exacte. 

Preuve. 

Soit (Y, B) quelconque. On a la suite exacte 

i* f~ 
[cfiX' cf!A; Y, BJ ~ [x, A; y B] ~ [x 1 A1~ y BJ 0 

a) f:fl: o i~ = (i o f)* = Q., 

Car i O f (xu, AU)~ (Cfjxu' cf/Au) s 1 obitent par g 

(xu, Ai)~ c(xu, A11
) c.-~C(X 1 A0

) + (XA) ~ (Cfjxu~ cfjAu) 

où la première inclusion est homotope à Cte d~après 7o2o 
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b) Soit g: X(A) ~ Y(B) telle que r"[g] = 0 (i.e., g o f ~ Cte) o 

qui s 1 étend go fo Soit 

extension commune de g et G. Comme 

au passe au quotient en 

et 

h g (CfjXP CfjAu) -~ (YB) 

[g] = i*[h] " 

7080 Corollaire,, 

Soit f g (X 1 A1 ) ~ (X, A) • 

On a la suite coexacte infinie : 

7.,9. Lemmeo 

Soit (Y, B) et Y1 C Y fermé. 

su il existe une homotopie H (YB) x I ~ (Y,B) telle que 

a) H {y, 0) = y y E. Y 

o) H(Y 0 x I) C yu 

Alors la projection p: (Y, B) ~ (Y, B)/yu est une équivalence duhomotopieo 

PreuveQ Soit f g (Y, B)fy~ ~(YB) définie par f(p(y)) = H(y, 1) y€ Y~ 



1 ) H : Id (y' B) nt f o p" 

2) Soit Hu : (Y. B)/y• x I ~ (Y B)/ , • 9 y V 

flU(p(y)' t) = p(H(y, t)) 

7.100 Corollaireo 

Soit 

Alors ex 

DU~utre part, la projection 

équivalence d1Jhomotopie,, --
Preuveo 

a) 

Comme c. u = ex u cf\J 
]. 

C. u 
l 

et 

y€ Y t ~ I 

0 

C . \)/ex "" Cf o/ C ~ CK = G f u / X 
l fU IV 

et de même avec f" = f /A',, 
o) Soit p C(X, A) X I .......:, C(Xi A) 

et 

est une 

Donc ex C C . u o 
l 

F 
(X A) x IL~ C(Xt .A) X I _ _,,,, C(X, A) ~ (Ci u r Ci 11) 

G(xu P 0) = [f(xu) 9 1] = g[xu 1] o 

D9 après 7o3o on a une homotopie pu qui. prolonge G et g 

( C . u 9 C . 11 ) o 
1. l 

Alors H 

H([ x 9 t] t 1J) = pu (( X 9 t} t 9 ) 

( 

H([x t] t 9 ) = P ([x t] 9 tU) 

p est une équivalence dihomotopie d 9après 7o9o 

7011,, Définition (suspension)o 

a) Pour l 9 espace 

réduite) par 

(X, x ), on définit la suspension SX (ou suspension 
0 
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SX = X X I/ ( -- ex; X X OU x XI U X X 1) - X 
0 

b) Pour f ~ xn ~ X~ on définit 1 1 application suspension de f par 

Sf g SX1 ~ SX 

Sf[x 9 t] ~• [f(x) 9 t] 

7o12o Lemmeo Pour nzo S(Sn) est homéomorphe à sn-+rlo 

Preuveo Sn"" {x e. Rn+2 Il XI! --- 1 X 
n+2 

0 } 
En+1 --- {x 

E- Rn+2 ! Il X Il ~ 1 xn+2 
, __ 0 } 

En+2"'"' f X 
~ Rn+2 li X Il = 1 X 2 'i;i> 0 J + n+ -

En+2 ---1 X 
€ Rn+2 

11 X Il '--• 1 X 2~01 n+ -

La projection p 0 
Rn+2 --..:, 2

n+1 
définit deux homéomorphismes 0 

p i En+2 -~ En+1 
+ + 

f g S(Sn) ~ Sn+l 

'"l o 1 :3 o Théorème o 

par 

p ô On définit 1ihoméomorphisme 

So:ient, deux objets XJ Y,, S g il existe deux lois de comiiosi tion de même élément 

neutre et, mutuellement distri.buti ves sur Hom(X Y) °'' { f g X ~ Y J ,, 
Ces deux iois sont égales 9 commutatives et distr.lbuti'ves o 

Preuveo 

Soient 0 

Alors 

et 

f '-"' 

f (J g 

g @ f 

7.140 Corollairea 

f 

X ces lois;, f l'élément neutre 
0 

-- f ô f - f .. f X f ... f X f 
0 0 0 0 

f ~ Hom(X Y) 

- {f X f) ~ (f X g) 
0 0 

= (f of) X (f @ g) - f X g 
0 0 

- (f X g) s (f X f) 
0 0 

- (f 
0 

~ g) X (g ~ f) = 
0 

f X g 

= (f e g) X (f 
0 

~ h) = (f X f ) ~ (g X h) :::--f @ (g @ h) 
0 

Pour tous X9 Y~ [s(SX) ? Y] est un groupe abélieno 

Preuveo On définit les deux lois 



f X g ( [[ X , t] ~ ]) = 

)f[[x 9 2t] -c] 

lgrrx9 2t-1] -c] 

If[[ X9 t] 2 -t] 

_ {[ X9 t] 2-C-1] 

O~t~1/2 

1/2 ~ t ~ 1 

0 ~ ,c 5;._ 1/2 

1/2 ,f 1: ,e. 1 
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Sur les classes d 1homotopie [s(SX) 

vérifient 7o13o 

Y] il correspond deux lois 9 et X qui 

7o15o Définition (suspension)o 

a) Pour une paire (X, A) on définit la suspension par 

b) Pour f on a 

et on note la projection h 

7 o 1 6 o Lemme o Pour toute f (X 0 A O) ~ (X 9 A) on a la sui te coexacte 

Sf ) S(X A) 

Preuveo D0apr~s 7080 on a la suite coex8cte 

(x u A0 1
11 _!...s,_ (X A) ~ i ,1 (C C .) ~~ (C C ) fJ (C C ) --., fi fil r i i i_ 10 ~ j V j IV 

d'homotopie et k 

De même pour 

( C . u C . '' ) / CC 
J J fi 

Kii est une équivalence et on a la projection 

kg (C.~ C.il) 
1. l 

Ceci nous permettra de changer 

et S(X A)o Il reste à voir de quelle façon se transforme 

Soit 

sont homotopes par 

H([x 1 t] T) = [f(x 1
) 9 1 - t ~J 

H([x t] -i:) c=[x 9 (1 -'C) t j X EX 

est une équivalence 

par ces équivalencesc 



Donc on a le diagramme commutatif 

g > 

où ka et k 11 sont des équivalenceso Ond1 donc la suite coexacte 

f 

En composant par 111-homéomorphisme 

h : S(X A) ~ S(X A) 

ho g: S(Xu A')~ S(X A) 

l{x t] '°" [x9 1 - t] 

h O g[xU t] = [f(xU) t] 

donc ho g = Sf et on obtient la bonne suite ooexacteo 

7o1îo Définition (espace des lacets)o 

a) Etant donné un espace topologique 

X en x 9 1nespace 
0 

i 
{X9 x ) 9 on appelle espace des lacets de 

0 

Q(X) - Q(X9 x
0

) '"" f cr g (1 9 8 I) __., (X 9 x
0

)} 

muni de la topologie CO (compact-ouverte)o 

Cet espace est pointé par f X o 
0 

b) Pour f: (Xi 9 x') ~ (X, x) 
0 0 

par 

on définit 

c) Pour une paire (X, A)9 l'espace des lacets est 

(Q.A est fermé dans QX)o 

d) Pour f (X11 AV) ~ (X A) 

a) Il existe une équivalence h ~ Hom(S(X, A) ; YB)-::;, Hom(XA; Q(Y B)) 

b) I 1 existe une équivalence hg [s(X A) ; YB]~ [x A; Q(Y B)J o 

Preuve .. 

a) Soit 

On définit hg 

g g S(X A) ~ (Y B) o 

,(l A) ~ Q(Y B) par 

dont la réciproque est évidenteo 

hg(x) t = g[x t] x e X 



Les carrés ci-dessous se correspondent --+◄-
S(X' A') Sf 

S(X A) (X1 A') f (X A) 

g• l lg h'g'l 
Qk 

l hg 
(Yt ,B') (Y, B) Q(Y1 B') ----') Q(Y B) 

et ils sont simultanément commµtatifs. 

b) Soit G une homotopie G: (X A) x I ~ (Y, B) " Par le quotient 

elle donne F (X, A) x 1/x xl ~ (Y, B)o 
0 

Or 

S((X, A) x 1/x X 1) = S(X, A) x 1/x XI 
0 0 

(par l'homéomorphisme [(x, t) -cJ ~ ([x ,c:J t)) " Donc les homotopies 

F : (X A) X I/x X 1 ~ ~J(Y B) correspondent bijectivement aux homotopies 
0 

F' : S(X A) x 1/x XI~ (YB) diaprès a)o 
0 

7.,19., Lemme., Si la suite 

il en est de m~me de 

Preuve., On a le diagramme commutatif 

[s(xiv A") y B] 
Sg#: 

) [s(x A) y B] sr#,-[szxv 

h'' ! h 

est exacte 

.Ai) ; y' B] 

l h' 

[X" A" 
1 

Q(Y B)] g\ [x A Y, B J ~[X' AV ; y B ] 

lm (Sg)#= =- Ker (SfrW' ~ lm g# :cc Ker :f# " 

7.,20., Définition (n- suspension)., 

On définit par induction Sn(X A) et Sn(f) pour f (X' A 1 ) ----=, (X A) 

par a) s0 
(X A) = (X A) 

Sn(X A)= S(Sn- 1 (X A)) n ) 0 

s0 
f = f n > o. 

7 .. 21 .. Théorème., Pour toute application f 

on a la suite coexacte 

f i k Snf Sn . 
(X' A') ~ (X A) ~ (Cf' Cf 11) --')'ou ~ Sn(X 1 A') ~ Sn(X A) 

1
) 
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GROUPES d'HOMOTOPIE., 

7022., Définition (groupes d'homotopie) 

a) Pour un espace pointé X, o~ ~éfinit 

( c}l est homéomorphisme à s
0 

et 
n n 

S = S ( ô I) d taprès 7., 12") 

('iï
0

(X) = [ ôl ; xJ = lcomposantes connexes par arcs de X J )o 

Dt-après 7 o14o ~ \fr" (X) est un groupe pour n 2. 1, abélien pour 
n 

b) Pour une paire (X A), on définit 

'TI" (X A) (ou [ n-1 o I) ; X, A] qr (X A x ) ) = S ( l, 
n n o 

n 4 1 

Pour n = 1, on a un espace pointé ; pour n = 2 un groupe ; pour n 2: 3 un groupe 

abélein d'après 7014., 

7 o23o Remargueso 

a) S( ~ I) est homéomorphe à l/ è 
1 

et sous cette identification 

n ) n-1 n-1 
S ( a I = S ( I / ô I) = S ( I) / Sn-1 ( 0 I) 

Donc <fTn (X) =:, [sn( 0 I) ; xJ = [sn-
1

(I/
01

) ; X, { x
0

} J = Cjjn (X, { x
0
J ) 

pour n 2. 1., 

'o) j : (X, x ) ~ (X A) 
0 

induit '-iï (X) ~ <ü (X A) 
n n 

c) Pour n 2., 1 on a un homtiomorphisme 

h Sn- 1 ( I ~ I) ( T x In- l " ""I x In- l ) 
: ' 

0 
. --) ~ ' ,;, / ( I X 8 In- l U O X In-l ) 

(construit par induction)Q 

Donc <ffn(X A x) = [In, Ôln, I x 3In- 1 U O x In-l ; X; A; x
0

] o 

est constratileo Donc pour 

. ( n n ( n n n-1 n-1 
i : l , ê3 I 9 z ) C..-,, I , ~ I , I x ~ I UO x I ) 

0 

est une équivalence dîhomotopieo 

n 2. 1 ... 

Or (Ini arn z ) est homéomorphe ' (En, n-1 
po) n21 a s ' donc pour ' 0 

(En est le disiue unité de Rn noté aussi Dn ailleurs) 

<fi (X9 A, x ) = [En, n-1 ; x, A, xo] s ' Po n o 
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7.24. Théorèmeo 

a) 
n 

or:S ~ X représente 1uélément neutre de <iT (X) 
n 

pour n 2_ 1 ssi 

. , , En+1 s · etend a • 

,
0
.) (En n-1 ) . (~ ) ($.: j)s j)p ~ A(Ax· 

0 0 
représente 1 1 élément neutre de 

'fi (X A x ) ssi Cl est !).omotope à une application /1 : En ~ A relativement 
n o 

' a 
n-1 s 0 

Preuve de b}. 

[ (1 J = 0. Donc on a H r z t; 
t) 

HV(zj) t) 1 - -= 2 

H(~~,~ 2 - 2/1 z 1) 

H' : <X N fi rel s n-1 

Réciproquement Of rv /3 donc [ ()(' J = [ ~ J . 
Or N €X 

0 

7.25. Définition (n-connexité)., 

a) (X A) est n-connexe si 

or s ( k 
E ' 

et est homotope à une p g Ek ~ 

pour tout k~n 

Sk-1) 
~ (X A) 

A relativement 

et 

' a 

1-½sllzll~1 

k-1 s 0 

b) Donc (X A) est O~connexe si tout x e X est lié per un chemin à un 

point de A. 

7.26. Corollaire., (X A) est n-connexe ssi chaque composante par arcs de X coupe 

A et pour a € AJ 1 f. k-', n 

7 .27 o Définition ( c) ) " 

a) Pour n ~ 1 1 on a une application (homomorphisme pour n '2._ 2) 

et pour f (xi Au)~ (X A) on a le carré commutatif: 



~n;r A•) 

'ti n-1 (A') 

7 

b) Si i A 4 X j ~ (X, x ) ~ (X A) 9 on a la sui te 
0 

oo - <iî 
1 

(X A) ~ 'fi (A) ~ Cji" (X) ~ t;; (X A) -~ ooo ~ Ctt (X) 
n+ n n n o 

appelée suite d 1homotopie de (X A)o 

7a28o Théorème" 

La suite d'homotopie de (X A) est exacteo 

Preuve. On a une suite coexacte 

(ÔI, 0) ~ (ôI, ôl) ~ (CtP Ce,v) ~ S(3I 9 0) s/2> S(ôl 9 ~I) 

On a un homéomorphisme g i (Ce v ~ Cfvi) ~ (I~ é) I) 

et 
-1 

(ôI, ôI) ~ (Ce,, ce,11) ~ (!ôI) ~ k 
(ce v 9 ce,,) -~ s ( a 1 , o) 

(1 9 ôI) ~ (l/arv 0) ~ 
(8( ~ I) 9 0) " 

On a donc la suite coexacte 

( q I:, 0) ~ ( ô I 9 3 I) C i 
1 

> ( I , 3 I) 

Donc la suite exacte 

-~ Cjf n+1 (X, A) Cff (X) 
Sn-1 (kg-1 )'If= 

-----~ 'il (X A) --:, oo n 

Mais bien sür 

7~29. Corollaireo (En+1. Sn) .i. , es~ n-connexe pour tout 

Preuve., 

donc 

<ii k (En+1 , x) = 0 

n 
(flk(S , x) = 0 

<îïk(En+1? Sn? x) = 0 

Il suffit d'appliquer 7o26a 

0 4. k -'. n d 1 après 3o45o 

0 ~ k :f,, Ilo 

7o30o Définition (fibration faible)o 

n 
~ Cif (X) 

0 

n 2.. 0 " 

a) P: E ~ B est une fibration faible si elle a la PoRoHo pour tout cube 
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I n 0 n 2 o 

) P-1(b) b E est l'espace total, B la base de la fibration faible et b f B 

est le fibre sur bo 

c) Il revient au même de dire que p a la P.R.H. pour tout simplexe JsJ. 

7.31. Exemples. 

a) Une fibration. 

b) Si p g E ~ B est une fibration faible et f : B 1 ~ B 

E 1 = {(e, b 1
) êExB 1 

/ p(e) =f(b')J 

p' p'(e, b 1 ) = b 1 

est une fibration faible dite fibration faible induite par f et P• 

7.320 Lemme. 

Soit p E ~ B est une fibration faible, 

et H •• In x I _.,.,_ B t 1 H . t t . d ~ es que soi une ex ension e p o g• 

Alors il existe 
n 

G : I x I ~ E telle que 

p o G = H et G j In X O U a ln X I = go 

Preuve. 
n n n 

( I X I, I X O U 8 I X l) ' ' ( In X I, In X 0) est homeomorphe a et p 

possède la P.R.H. pour cette paire. 

7o33o Théorème. 

Soit (X A) une paire de polyèdres et p: E ~ B une fibration faible. 

Pour toutes H: X x I ~ B telles que H prolonge 

p O g. 11 existe une extension 

En particulier pour A=~, p 

Preuve. On peut supposer 

X. = (JKI X 0) U ( /Ki U Lj X I)o 
l 

On construit par induction 

p o G. = H j X. 
l l 

G = g. 
-1 

Si G. 
l 

est définie pour 

G. 
l 

G: X x I -➔ E de g telle que 

a la P.R.H. pour tout polyèdre• 

X. ~ E 
l 

Soit 

telle q_ue 

on connait pour tout s ex 
n 

G. 1 
l-

p o G = H. 

et 

G n j J S J X O U J ê / X I = G n- l j J S J X O U J S / X I et H I js I X I 0 



Comme ( j s 1, 1 s j l est homéomorphe à pour S e X - X 
1 n n-
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on appli-

que 7032. pour prolonger G sur jsj x I. Ceci définit 
n-1 

G 
n 

n;:;.. 0 donc 

G par 

7.34., Corollaire. 

Soit (X A) une paire de polyèdres où A est un rétract de déformation fort 

de X, et soit p E ~ B une fibration f1o,ible. 

Pour toute g et H: X~ B telles que 

Il existe une extension G: X--, E de g telle que 

7.,35. Théorème. 

HjA = p o go 

p o G = H., 

Soit p: E ~ B une fibration et 

-1 

b € B' C Bo Soit E' = p-1(B 1 ) et 
0 

e fë: 
0 

p (b ) • 
0 

Alors p induit une bijection (isomorphisme pour n 2 2) 

'TT" (E,E',e)c;:,«rï(B,B',b) 
n o n o 

Preuve .. 

a) p est surjective. 

Soit (X : (Dn, 8n-1, P) ~ (B B' b ) 
' ' 0 Po est un rétract de déforme,tion fort 

n 
de Dn donc d'après 7.,34., pour g : l Po} ~ E et d: D ~ B 

(g(p) = e) 
0 0 

il existe 

(1, (p ) = e 
0 0 

( n-1) -1 
{)('1 S C P 

Donc 

et Pf [oc']= [or] 

b) p-# est injective,. 

telle que 

(E,E',e) 
0 

p o ()(' = Of et 

Soient (E, E' e ) 
0 

telles que P o oeo Np o ~ 1" 

Soient A= In X OU z 
0 

n 
X I U I X 1 Â est un rétract de déformation 

fort de X (car tous deux sont contractiles). 

Soit (g(z, 0) = ()(' (z), 
0 

g(z 1) = or
1

(z) g(z , t) = e) 
0 0 

et H : X~ B l'homotopie entre po~ 
0 

et p o (X 
1 

o D'après 7 .,340 H se 



relève en G: X~ E qui est une homotopie entre oc et 
0 

Soit p: E ~ B une fibration faible, -1 
F = p (b ) , 

0 

Alors 

7o37e Définition (suite d 1homotopie d 1 une fibration faible)o 

a) Soit p g E ~ B une fibration faible, 

On définit 

-1 -
:'if(~b) p!t ô "1 <iT (E, F, e ) 

n o n 0 

b) La suite d 1homotopie de p est 

~ <iï (F, e ) ~ <tt (E, e ) Ptt > <fin (B l' b ) 
n 0 n o 0 

b € B,, 
0 

-1 
F = p (bo)' 

par 

~ <fi" n-1 (F' e ) 
0 

ô 
Cjj" n-1 (F, e ) ~ ~ 

0 
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e € Fo 
0 

e € F o 
0 

7p38o Théorème o 

7o39o Corollaireso 

l..a suite d 1homotopie d 1 une fibration faible est exacte., 

a) Si p ; E ~ B est une fib:cation faible à .R,U.Co 

b) 

c) 

d) 

Preuve : 

Soit 

p# i 'ÏI n(E,, e ) ~ <;ï (B, b ) 
o n o 

p (©) 
n 

Hopf 

p ~ 3o 

a) <iT (Fw e) = 0 n 2. 1 d'après 2~,60 (tous les chemins dans F sont constants)o 
n o 

b) On prend 

c) F = s1 

d) qr
3 

(S
3

) f 0 

p1 (a:)~ S2., 

7o40o ltemargueo 

a) Soit a= (1, 00) € E
2 

C s2 
+ 

c) pour n = 1 car 

(s2
o. E,~) 1 t d'h t . d , ~ a e ype omo opie e 

1 a} ) = '« 
3 

( s4) f O 



2 2 
(S - a~ E - a) 

+ 
a le type d'homotopie de (D

2
~ s1

)o Donc 

~
3

(s2 
- a 9 E! - a)~ 'il:/D

2
? s

1
) ,;& 'î'i 2 (s

1
) - Oo 

On n 1 a donc pas de rpopriété d'excision en homotopiea 
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b) En homologie 9 cohomologie et homotopi.e 9 nous avons vérifié 1 1 axiome d 1 exac-

titudeo 

Cet axiome à lui seul permet de démontrer qu'étant donné un triple (X~ A, B) où 

B C A C: X 

i (A 9 B) C (X B) 

j (X B) C (X A): 

j O A C (A B) 

'31 i Tn (X A) ~ Tn-l (A) ~__,. Tn-l (A B) o 

On a une suite exacte 
i 1.:1' 

~ T 
1 

(X, A) -~ T (A, B) ~ T (JCB) 
n+ n n 

dite suite exacte du triple 

X lé B)o 
0 

(X AB) pour le foncteur T 

La démonstration est laissée au lecteuro 

DEPENDANCE du POINT BASEo 

7o41o Définitions (homotopie libre et w ~ homotopie). 

Soient (X, A x) 
0 

et (Y B) deux paires o 

(qui est soit H*' 

a) Deux applications 0(
0 

» (J. 
1 

(X A)___,. (YB) sont librement homotopes si 

elles sont homotopes entre paires non pointéeso 

b) Si w est un chemin de Cf: (x,,) 
0 0 

à 0('1 (xo) 9 une W -homotopie entre do 

et 0('1 est une application 

H (X 9 A) x I ~(YB) 

telle que H(xj 0) -- ($ (x) 
0 

9 H(x 9 1 J ·- 0('1 (x) 9 H(x 
0 

t) = w(t) o 

c) et or 1 sont librement homotopes ssi il existe w de <;. (x ) ' 
CX' 0 

a 
0 0 
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et si elles sont w-homotopes., 

d) L1 lù-homotopie nuest généralement pas une relation d'équivalenceo 

7o42o Lemme. 

a) Soit (X A X )o 
0 

Si (J: 
0 

w (i: 
1 

~ (X A) ~ (Y B) sont W -homotopes 9 il en est de même de cf'
0 

o f 

et <X
1 

o f o 

b) Soit g ~ (Y B) --, (Y' B 1 ) o 

sont a> -homotopes, g o ~ 
0 

et g o ~ 
1 

sont 

(go W)-homotopeso 

cJ Si <X w <X0 : (S(XA)i x) ~ (YB 9 Cù(O)); 
0 0 0 

sont telles que ~o et <$
1 

d 1unepart 

et cJ I d I autre part sont â.l -homotopes s il en est de même de 
1 

(e étant la loi de groupe de [s(X A) ; Y, BJ). 

7o43o Définition, (non dégénéré)o 

a) Le point base x de la paire (X A) est dit non dégénéré si 
0 

(x s x) ~ (X, A) est une cofibration 
0 0 

(ioeo : pour tout 

et W i I ~ B il existe H : (X A) x I ~ (Y B) telle que 

~ (x) 
0 

et H(x t)"'" lll(t)) 
0 

et 

b) Comme pour une paire (K L) de complexes simpliciaux tout point x € jLj 
0 

est sommet d'une subdivision de (K9 L) et jKj X OU j1j XI est rétract de défor-

mation de jKj ¼ I, on peut affirmer que tout point hase d 1 une paire de polyèdres est 

non dégénéréo 

7,,440 Lemme,, 

Soit (X A x) une paire à point base non dégénéré 9 et (YB) une paire 
0 

a) Pour tout chemin W dans B et application oc
1 

: (X A x
0

) ~ (Y BW(1)) 

il existe 
-1 

W -homotope à Of 
1 

o 

b) Si tX V ~ (X A X ) -~ 
0 0 

(Y B CO(O)) sont toutes deux W-homotopes à or
1 9 
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c) Si o('o est al-homotopie à ()(' 1 et 

($0 rJ ()(' 
0 

(X A x) 
0 

---;) (YB (l) (0)) 

O(' 1 ("V Of' 
1 

(X A X ) 
0 

---:,. (YB u) (1)) 

w (V 
uJ 1 I ~ B 

Alors 'i,.. f 
0 

est w; -}lomotopie à 0. V <> 
1 

Preuveo 

a) X étant non dégénéré 1 il existe H . (X A) XI~ (YB) telle que . 
0 

H(x9 0) = 0('1 (x) et H(x 
0 

t) ~·- W (1 - t) or. (x) 
0 

= H(x, 1) 0 

b) Comme {X 9 A ; X 9 X ) a la P EH pour tout espace 1 en particulier : 
0 0 

(X X 1 u X X 19 A X 1 u X XI) C (X X 1 u X X l9 A X 1 u X XI) 
0 0 0 0 

s'étend à 

(X X 1 U x X I 9 A X 1 U x XI) 
0 0 

qui est une rétractiono 

(X X 1 U x X 1 9 A X 1 U x XI) 
0 0 

Et G -r g (X X 1 U x X 1 9 A X 1 U x X I) ~ 
~ 0 0 

Si 

Mais 

Donc 

rel x 
0 

(par composition d'homotopies)o 

H: et H' 

ex = H o G o r 1 rv H o G 0 r rel X 
0 0 1 0 0 

Of' = H' 0 G or
1

NH 1 o G
1 

o r rel x 
0 0 0 0 

H ! Xx 1 Ux x I ""H 1 
1 X X 1 Ux X I et 

0 

H' o G
1 

o r 
0 

Im G
1 

o r 
O 

C X x 1 U x
0 

X I) 

"" H o G1 o r 

donc 

0 

0 

rel x., 
0 

c) Nous savons de b) que (X X OU x X 1 9 A X OU x X 1) est un rétract 
0 0 

(X X OU x X 1 9 A X OU x XI) XI 
0 0 

est un rétract de [(X A) X IJ XI o 

Soit un homéomorph~sme 

0 



Donc on a un homéomorphisme 

2 2 2 
Id X h; (XXI w A XI)~ (XXI 9 A X 

2 
h(X X I X O U X X ôl X l U x X I ) "" (X X O X 

0 
I u X 

0 

2 
X I ) o 

Donc 1°inclusion: 

(X X ~ I U ol' X I~ A X ôI U x X I) C (X A) X I 
0 0 

est une cofibration (ioeo on a P EH pour tout espace)o 

Soient P, pu: (Xx 2'1 Ux x 1 9 A x ~I Ux x I) ~ (YB) 
0 0 

or (x) 
0 

pu (x» 0) '"' (X'o 
0 

P(x w t) = W(t) pt(x, t)"" w 0 (t) 
0 0 

D0après les hypothèses G ~ PN P0 o 
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Mais 0('
0

N(.l)OC'
1 

donc P s 0 étendà H:(X,A)xl~ (YB)o Onadonc 

H; (X9 A) XI~ (YB) 

et G : (X X Ô I U x X 1 9 A X o I U x X I) ¼ I __:; (YB) 
0 0 

0 

(X, A) x I ~(YB) 

7o45o Définition (h ) o 

[w] 

Nous savons donc que pour CX'
1 

et r..o donnés par 7o44o o Les 

ôJ -homotopes à (X 
1 

s9µt toutels dans une 

classe d 0homotopie (a) et b)) et qu 0elles sont cette classe toute entière [or
0

] 

qui ne dépend en fait que de [ oC 1 J et [ GO J o 

On a donc une application: 

h 

[w] 
h [ <X 1] ~ [ or ] ~ 
[w] o 

De plus d 0après 7o42o c) on sait que si (X A) est une suspension, h 

homomorphismeo 

est un 
[w] 



7.,46., Théorème., 

Soit une paire (X A) à point base non dégénéré X o 
0 
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Il existe un foncteur co~ 

variant T du groupoïde fondamental de B~ pour tout (Yi B) 9 défini par~ 

T[w] = h 
[w] 

Y, B, y] 
0 

T est à valeurs dans la catégorie des espaces pointés (et si (X A) est une suspen~ 

sion 9 dans la catégorie des groupes)., 

Preuve,, Il suffit de voir que 

et :: h 
[w] 

ce qui est évidento 

7.,470 Corollaireo 

Si (X A) est. ' point base non dégénéré et B y connexe a X par arcs ◊. 
0 

Alors pour tous Y
0

w Y1 B on a une bijection 

[x9 Av X ; Y9 Bv y
0

],;::, [Xi A9 X ; Y9 B9 Y1] 0 
0 0 

D1autre part le groupe cr,1 (B' Y) opère à gauche sur [x, A, X ; Yr B9 Yo] et 
0 

la bijection (isomorphisme de groupe si (X A) est une suspension) cJ,-dessus est 

déterminée à cette opération près. 

Preuve., Soit un chemin de à. 

(car h 

[w] 
De m~me si [w] € crr

1
(B 9 y

0
) 9 on a Popération 

h : [X, A 9 x ; Y9 B 9 y
0

] ~ ~X, A 9 x
0 [w] o 

Enfin on sait que 1 11ensemble des classes de cham:ins de à est en bijection 

pour B connexe par arcs., 
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7 048., Remarque G 

En prenant B = Y dans 7 .. 470 on obtiento Si X est à point base non dégénéré 

X o' et yo é Y, 'iî1(Y, Y) opère à gauche sur [x, X ; Y, Yo] G 

0 

Si de plus y est connexe pf:;r arcs et yo, Y1 é Y, alors on a une bijection 

[X, X ; Y, Yo]~ [X, X ' Y, Yi] 0 0 

déterminée à l'opération de près. 

7049., Théorème,, 

Pour tout X et n 2:. 1, il existe un foncteur covr,:riant T du groupoî'de fon

damental de X dans la c~tégorie des groupes 

T(x) = W (X, x) 
Il 

W:l--+X 

T[w]=h : (fi" (X,w(1)) -➔~ (X, W(O)) 
[w] n n 

Ainsi opère à gauche sur (jî (X, X ) 
n o 

(par conjugaison pour n = 1)o 

De plus si X est connexe par arcs et si !fi" (X x ) 
n o 

sont isomorphes et l'isomorphisme est détermin~ ~ l'cp,retion de ~
1

(x, x
0

) près. 

Preuve,, 

On applique donc ce qui précèdea 

Pour n = 1, il reste à voir que 

On a donc une W -homotopie 

H . I X I -➔ X telle que Hjo X I H 1 1 X I -- w HjI X 0 --- oe 
0 

HII oe 1., 
()('~-1 --1 

définie ar 2 
X 1 == Comme l'application (Y w (,,Ù sur 

1 
0 1 

s'étend à 12 

[ Of OJ [ OJ J [ ()(' t J [ UJ-1 J = [ f: X J 
0 ou 

h [ O!' 1] = [ Dr 7 
[ UJ J o-

7o50o Théo:r'èmeo 

Pour toute (X, A) et n !'.. 1, il existe un foncteur covariant T du groupoïde 

fondamental de A dans lacatégorie des espaces pointés pour n = 1, dans la catégorie 



des groupes pour n ~ 2, défini per: 

T(x) = C{ï (X, A, x) 
n 
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lfi"" (X, A, W(1)) ~ ({j" (X, A, W(O)) 
n n 

opère à gauche sur 'iï (X, A, x) o De plus si A est connexe par 
n o 

alors <rrn(X, A, x
0

) et fin(X, A, x
1

) sont isomorphes et 

l'isomorphe est déterminé à 1 1 opération de fl"
1 

(A, x
0

) près .. 

7051. Définition (n-simplicité)., 

a) Un esp~ce connexe par arcs X est n-simple si,pour un 

est triviale sur Cjj (X x )o 
n o 

X € X 
0 

(donc tous les 

b) Une paire (X, A) où A est connexe par arcs est n-simple si pour un 

X € A 
0 

7.,52., Remargueso 

opère trivialement sur <:rr (X, A, X)., 
n o 

a) Un espace simplement connexe X, ou une paire (X A) où A est simplement 

connexe, sont n-simples pour tout n., 

b) X est 1-simple ssi GÏ (Xs x ) 
1 0 

est abélien; 

c) D~après 7 .. 420 a) on a pour n > 2 un diagramme commutatif 

<iïn_
1

(A, w(1)) 

h[w] l 
<iin-1 (A, (0)) 

d) Si X est n-simple, alors on a isomorphisme canonique 

'ÏÎ (X x ) ~ (jf (X, x
1

) 
n o n 

'iî (X x) est isomorphe à [sn 
n o 

On notera dans ce cas 'iî (X) ce groupe. 
n 

e) Si (X, A) est n-simple, alors on a isomorphisme canonique 

xJ .. 

'1Ï (X, A x ) ~ 'iï (X, A, x
1

) <iî (X A x) est isomorphe à 
n u n o n 

[Eni sn-1 ; X, A] .. 

On notera dans ce cas 'îî (X, A) ce groupeo 
n 



7.53., Théorème,., 

Soit f 

g 

librement homotopes. 

(X, A, X)~ 
0 

(X, A, X) ~ 
0 

(Y, B, y
0

) 

(Y, B, y1) 

Alors il existe un chemin w dans B 

pour n L. 2 (n 1. 1 si A=~) 

de 

f = h o g : C!ï (X, A, x) ~ <fi" (Y, B, y) 
#C- [w] * n o n o 

Preuve. Soit F: f N g et t.ù ( t) = F (x , t) • Soi't 
0 

n n-1 
~ : (E , S , z ) -~ (X A x ) o Un représentant de 

0 0 

(X X Id 
(X, A) 

F 1 est une W-homotopie de f o Of à g o ex et 

[or] E Cff n(X, A, 

x I ~ (Y, B) 

Soit f g (X A) ~ (YB) une équivalence dihomotopie, 

Alors pour x €, A, f induit des isomorphismes 

LES CW COMPLEXES (ou COMPLEXES CELLULAIRES)e 
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tel que 

X ) 
0 

Nous allons reprendre ici 1 1 étude génénd.e des CW complexes relatifs, qui dans 

le cas absolu a été introduite au chapitre VI dans le paragraphe : 

Décomposition cellulaire& 

7.55 .. Lemme. 

Si X est obtenu par adjm'lction de n-cellules à A (définition 6 .. 22.), alors 

XxOUAxI est un rétract de déformation fort de X x I~ 

Preuveo Pour chaque n d X - A e. e 
J 

adjointe par f. 
J 

(dite application caractéris-

tique de e~) 
J 

Soit D : 

sur 

f . : (En' Sn-1 ) 
J 

(En X I) x I ~ En x I 

~ ( n o n ) ---,,- e., e. ., 
J J 

la rétraction de déformation forte de 

En X OU Sn-l XI (obtenue par projection de pôle ( 0, 2) de 
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On définit 
n n 

D. : (e. XI) XI~ (e. XI) par 
J J J 

D.[(f.(z), t) t:] ;::= (f. x Id
1

) D(z, t, -r-) 
J J J 

Ces applications s'étendent en 

D' (XXI) XI~ (XXI) 

n zEE t' 'C 

telle que D' 1 (e; x I) x I = Dj ; D1 j (A x I) x { 't J = IdAxI' 

car la topologie de X x I 

la définition 6.22. 

est cohérente avec la famille { e~ X I, A x I J 
J 

D' est la rétraction de déformation forte de X XI en X X OU A X Io 

d'après 

Si X est obtenu par adjonction de n-cellules à A. Alors l'inclusion AC X 

est une ~nf'ih,-.A.t,i on. 

7.,57. Lemme., 

Soit X obtenu par adjonction de n-cellules à A et (YB) une paire telle 

que 

a) Tout point de Y est relié à B par un chemin si n = Oo 

b) 'fT (Y, B, b) = 0 pour tous b €. B, si nz1 .. 
n 

Alors toute application f : (X1 A) ~ (Y9 B) est homotope relativement à A, à 

une application g X--:➔ Bo 

Preuve. n L 1 

Soit f . 
.1 

n 
l'application caractéristique de e • Soit 

1 
f. 

( n n- , J 'Pj : E , S , ~ (X, A) (Y, B) .. 

D'après 7»24. b) est homotope à ) j rel Sn- 1 J .. En B . ~ . 
J 

l n n-1 à une application Donc f e. est homotope rel f.(S ) 
J J 

n 
B H. f 

n 
rel f. (Sn-1) g. ' e. ~ ; e. N g. 

J J J J J J 

(en composant ~- (f. l Il .n)-1) avec e. - e. • 
J J J J 

Comme en 7.,55., 1 la cohérence de X x I l A X I, 
n rJ permet de recol-avec e. X 
J 

ler les applications 

H. 
n 

I ~ y H A X I ~ y H(a, t) f(O) e. X = 
J J 



- 57 -

en une homotopie G XxI~ Y 

telle que G(x, 0) = f(x) G(x, 1) e B x e x • 

7e58& Définition (CW-complexes relatif),, 

Un CW complexe relatif consiste en une paire (X A) (A fermé dans X) et une 

suite de sous-espaces (X,A)k appelés k-squelettes de X relativement à A, 

tels que 

a) (X, A)
0 

est obtenu par adjonction de points (0-cellules) à A (i.e. 

(X A) o t i ) , es 1 union disjointe de A et des points 0 

b) Pour k z. 1 (X, A)k est obtenu par adjonction de k-cellules à (X, A)k- 1• 

k 
c) X= U{X, A) ,. 

d) X a une topologie cohérente avec la famille Î (X, .A)k J G On retrouve la 

notion 5.22. de CW-complexe absolu en prenant le CW-complexe relatif (X,~)• 

7.59., Remarques,, 

a) Nous avons vu en 6.25,, que Sn, Dn, Pn(R)j Pn(œ), tout complexe simplicial et 

toute 2-variété étaient des CW-complexes. 

b) A une paire simpliciale (K, L) correspond un CW-complexe relatif 

défini par 

c) Si (X, A) e.st un CW-complexe, on a pour n f: IN deux CW-complexes 

rX A)n 
k <. n 

(X,A)k k -;, n 

f (X A)k k l. n 

(X A)n k )n 

d) Si (X A) est un CW0 ~complexe, (X, A) X I aussi 

( (X, A) x I)k = ( (X, A)k x 3 I U(X, A)k- 1 x l U A x I) 

e) Si (X, A) est un CW-complexe reia tif, est un CW-complexe et 

(X, 
k k 

A) /A= ("YJ_/A) o 
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7660. Définition (sous-complexe). 

a) Un sous-complexe (Y, B) du CW-complexe {X A) est un CW-complexe relatif 

tel que Y soit fermé dans X et 

k k 
(Y, B) = Y r, (X, A) k E IN 

b) Si (Y, B) est un sous-complexe de (X, A), alors (X, A UY) est un 

CW-complexe ~elatif gvec 

(X, AU Y)k = (X, A)k U Y k E IN 

En particulier si A est un sois-complexe du CW-complexe X, (X, A) est un 

CW-complexe relatif. 

c) Une paire CW est une paire (X, A) où X est un CW-complexe et A un 

sous-complexe. 

7.61. Théorème. 

Si (X A) est un CW-complexe relatif, alors AC X est une cofibration. 

Preuve. 

Dtaprès 7.56. (X, A)k-
1 

C (X, A)k est une cofibration pour k ~ 1. 

AC (X, A)0 aussi bien sftr. Le lecteur montrera facilement que la composée de 

cofibration est une cofibration. 

Donc AC (X A)n est une cofibration pour n ~ O. Mais X a une topologie cohé

rente avec f(x, A)nJ donc X x I a une topologie cohérente avec Ï(X, A)n x Ij 
ce qui signifie que les extensions 

n 
(X, A) x I ~ Y ol:>tenues par la propriéte de 

cofibration de A C (X A)n se recollent en une extension : X X I ~ L 

7.62. Théorème. 

Si (X, A) est un CW-complexe relatif tel que dim(X - A)~ n, et (Y, B) 

n-connexe. 

Alors toute applic8tion f: (X, A)-➔ (Y, B) est homotope à une application 

de X dans B, relativement à A. 

Preuve. D1après 7.26. b E B et tout point de Y 

est relié à un point de B 
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On peut donc appliquer 7a57o et trouver par induction 

(X, A)k --:) B 1 L. k L.. n 

telle que ~ : f j (X, A)k ,v gk rel (X A)k- 1 

En réutilisant le fait que X XI 

on peut affirmer que les gk, ~ 

a une topologie cohérente avec {(X, A)k x I} 
n 

se recollent sur X x (X, A) en 

g:X~B, H:Xxl~ Y 

telles que 

H f ,u g rel A 

Si (X A) est ûn CW-complexe et si (YB) 
l 

est n-connexe pour tout n, alors 

f(X A) ~ (Y B) 

est homotope à une application de X dans B 9 relativement à A. 

Preuve. D1après 7.62. et 7.630 , on a des homotopies 

J\ (X A) x I ~ (Y B) 

construites par induction sur k €@, telles que 

H (x, 0) = f(~) 
0 

x€X 

o ~ ( X 1 1 ) = \.+ l (X, Û) X E. X 

o ~ est une homotopie relative à (X, A)k- 1 

• ~((X A)k X 1) C B 

On construit H : (X A) X l ~ (YB) pe.r : 
t~ (1 - 1) 

~f.t61 
1 

H(x, t) = ~- 1 (x, 1 1 
k ) 1 - - k+1' 

k k+Î 

H(x, 1) = ~(x, 1 } X €(X A)k 

7.640 Lemmeo 

xéX 

Si X est obtenu par adjonction de n-cellules à A, pour n > 1. 

Alors (X A) est (n-1)-connexeo 

Preuves 

a) Soit k ~ n-1 f(Ek) est compact donc ne 



Soit X.€ 
l 

Comme maille 

triangulation K de 

0 Soit 

ntoo 0 )' pour tout complexe simplicial 

telle que si alors Jsl c Y ou 

A 1 = [s € K I Jsl C Y 1 
B. - [s €. K J I S / C. e. - ë . 1 

l l l 

. . 
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est un recouvre-

K, il existe une 

Jsl c " e.-e. 
l l 

pour 

De plus si B.-B.nB. 
l l J 

B. = f/5 
J 

si i :fa j. Il est clair que 
0 

(B.~ B.) est un CW-complexe relatif de dimension au plus k puisque c'est une paire 
l l 

simpliciale,, 

b) (e. -
l 

e. -· ë. - x.) 
l l l 

a le ty_ce duhomotopie de 

D9 après 7062. , f J (B. 9 B.) 
' l l 

est homotope par H. 
l 

g. 
l 

B. --;, 
l 

0 

e.-e.-x. 
l l l 

0 

relativement à B .• 
l 

qui est (n-1) 

Ces applications H. 
l 

sont donc définies sur une famille finie de fermés f Bi X r] 
et coïncident sur leurs intersections (car toutes sont alors égales à f), donc se 

recollent en 

telle que 

Or A est un rétract de déformation fort de YJ donc 

Et finalement 

k-1 
f 9 Nf 11 re1S où 

f f ,u 1 Sk-1 N re 

ce qui prouve d'après la définition que (X A) est (~-1)-connexe. 

7.65. Corollaire. 

Si (X A) est un CW-complexe~ alors pour tout n ~ 0 (X 1 (XA)n) est n-connexe 

Preuveo 

a) ( (X • A)n+ 1 " (X A)n) t d 1 ' 7 64 , , es n-connexe apres •• 

) ( (X A)m~1, (X A)n) b l:lupposons que soit n-connexe pour n .( m - 1 

((X A)mj (X A)m- 1) est (m-1)-connexe donc n-connexeo D'après la suite exacte 



(7.40 b)) du triple 

((X, A)m, (XA)m-1, (XA)n) 

on voit que ((X A)m, (X A)n) est n-connexe d 1après 7.26 •• 

c) (X, (X A)n) estn-connexe car pour O ~ k .'= n et 

f : (E\ Sk- 1) ~ (X, (X A)n) 

f(Ek) ét~nt compact, il existe m n tel que f(~)c (X A)m o Donc d•après b) 

k-1 k )n f N g rel S g E --:) (X A 

7.66. Définition (application cellulaire). 

Soient (X A) et (X' A') deux CW-complexes 

a) f: (X A)~ (X• A') est cellulaire si 

f[(X A)k] C (X' A1 / k E IN 

b) Une homotopie F (X A) X I ~ (Xt Av) est cellulaire 

F [ (X A) k x I] C (X' 

7,,67. Théorème. 

Soit f : (X A) ~ (X' A 1 ), applicE,tion entre CW-complexes, telle que f 

soit cellulaire sur le sous-complexe (YJ B) de (X A),, 

Alors il existe g : (X A) ~ (X1 .A 1 ) cellulaire telle que 

Preuve .. 

et 

Alors 

(X1 , (X' A1 )k) est k-connexe (7.65,,) 

f (Y B)k : (Y B)k ~ (X' A1 )k ■ 

f ( (X A) 
1 

, A U Y) ~ (X' , (X' A 1 ) 
1

) 

(d 1 après 7.60 b) ((X A)k, AU Y) est un CW-complexe) est homotope à 

g
1 

: (X .A)
1 ~ (X' A1 )

1 rel AU Y d 1ap~ès 7.62. 

Et par induction 

f: ((X A)k, (X A/- 1 
,U Y)~ (X', (X" A')k) 

f fV g rel L 

est homotope d'après 7.620 à gk: (X A)~~ (X' A')k rel (X A)k-
1 U Y ■ 

On a donc une suite dîhomotopies 

1\_ : (X A) x I -i' (Xt A 1 ) telles que 

• H (x, 0) = f(x) 
0 

X€ X 

X€ X 

• 1\ est une homotopie relative à (X A)k-l U y 



Alors on peut définir une homotopie H répondant à liénoncé par 

H(x~ t) 

H(x, 1) = ~(x, 1) 

H: (X A) XI~ (XV A') 

1 
t -(1 - -) 

k,) ..,..,---,,-
k k+1 

k 
X €. (X A) 

H: f N g rel Y .. 

1 
k+1 
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a) Toute application entre CW-complexas est homotope à une application cellulaire. 

b) Si deux applications cellulaires entre CW-complexes sont homotopes, il existe 

une homotopie cellulaire entre elleso 

7 .. 690 Définition (n-équivalence)o 

a) f g X~ Y est une n-équivalence pour n :z 1 si f induit une correspon-

dance bijective entre les composantes connexes par arcs de X et Y et si pour 

X' X 

pour O l.. q ~ n f ~ 'iï (X, x) ~ <if (Y 9 f(x)) 
:!el:- q q 

pour n f...._: <tt (X x) -.l) '-il' (Y, f(x)) 
- n n 

est sur~ ectif. 

b) f est une équivalence dîhomotopie faible (ou ro-équivalence) 

si elle est une n-équivalence pour 1tout n Z 1 .. 

7.700 Propositiono 

a) La composée de n-équivalences est une n-équivalenceo 

b) Toute application homotope à une n-équivalence est une n-équivalence• 

c) Une équivalence dvhomotopie est une équivalence d'homotopie faibleo 

7 .. 71. Proposition. 

Soit f X~ Y et Zf son cylindre dîapplication. 

Alors est une n-équivalence ssi (Zf, X) est n-connexe• 

Preuve., Nous savons que f * X ~ Zf _!_➔ Y où r est une équivalence 

dîhomotopieo Donc f est une n-équivalence ssi i en est une. 



Dllaprès 7 .. 26,, èt la suite d 1homotopie de (Zf, X) on obtient le résultat. 

7.720 Théorème. 
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Soit f: X~ Y une n-équivalence (n fini ou infini) et (P, Q) un 

CW-complexe relatif tel que dim(P - Q) ~ n. 

Alors pour toutes g Q ~ X 

h p~ y 

telles que f o g = h / Q, il existe un prolongement de g 

tel que f o g I N h re 1 Q. 

Preuve .. r 

D'après 7o71o il suffit de supposer que i est une n-équivalence 

f o g = r o i o g = r o j o h / Q (car r oti = f ; r o j == Id ) • y 

Comme r est une équivalence d'homotopie 

telle que 

h 1 IQ = i o g et r o h 1 rv r o j oh rel Q. 

est homotope à 

gll P -➔ X, rel8tivement à Q• 

On a donc gO l Q = g et f O g 0 = r O i O i'N r O h'.tv r O j Oh= h rel Qe 

Soit f: X~ Y une n-équivalence (n fini ou infini)o 

Alors si P est un CW-complexe 

a) si dim PL n 

si dim P L n-1 

Preuve .. 

f* est surjective 

f::tF est injective» 

b) (Px I, PX ê I) est un CW-complexe auq~el on applique 7.72. 
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Soit go' g1 p ~ X telles que H ~ f o go f'I) f 0 g1 0 

Soit g Px a I --:► X telle que g j p X 0 == go, g / p X 1 == g1 

H: PX I ~ y est telle que H 1 p X ô I = g,, 

Il existe donc d 1après 7.,72,, une extension G de g G P X l -:) y 

G réalise une homotopie de ' go a g 0 

1 

7.74. Corollaire. 

Une application entre CW-complexes est une équivalence d'homotopie ssi elle 

est une équivalence d 1homotopie faibleo 

Preuveo 

Soit f: X~ Y oo-équivalence entre CW-complexeso D'après 7.730 , f 

induit des bijections 

Soit g: Y_,. X telle que 

f*: ~ [x, xJ ~ [x, Y] 

f:#: [ g] == [Idy] 

Le • f o g N I~ 

r*[g or]== [r o go r] == [Idy or]= [r o I<½c] == ~[IaxJ 

Donc f est une équivalence d 1homotopie. La réciproque suit 7.70 c). 

L~HOMOMORPHISME de HUREWICZ. 

7075. Définitions. 

a) G Q 0 

é O 0-

b) n '9 In) n ô In u aI;) i1 ( 11 ' C (I 1) 
1 1 

i2 
n 

(12, a In) 
2 

C (In, êHn 
1 

ù ôin) 
2 

c) )) 1 (In, 3In) -"7 (r;, ~ In) ":i>,(t1,···, t ) == (t1,, .. ,., 
1 n 

)12 (In, ôln) n ô In) '!))2(t1,···, t ) ( t1' .... ' --7' (12, == 
2 n 

d) i (In, 'O ln) C (In, é3 In 
1 

u a1;) . 

t 
...E) 

2 
1+t 
__ n) 

2 



7.76. Lemme. 

Preuve. Par excision, on, a 

H q ( I;, a r;) ~ H q ( I; v a I;, 
H ( I

2
n, à In) ~ H ( 0 In

1 
U In

2
, 

q_ 2 q 

ô I; cJ a I;) 
ôin U ê In) 

1 2 

et ces deux isomorphismes sont induits par inclusions. 

En combinant 5.79., 5.80., 5.82., on voit que : 

est un couple excisif. 

et comme 

U ô In) U ( ô In U In) 
2 1 2 

U ô In) n ( '8 In U In) = 
2 1 2 

dans la suite de Mayer-Vietoris des paires excisives : 

( I n o In ô In U ê) In 
1 U 2' 1 2 

un terme ~ur trois est nul 9 et la suite est scindable. Donc 
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0 

Où lîisomorphisme est celui qui aux cycles (z
1

, z
2

) associe la somme des cycles qana 

En combinant les trois isomorphismes, on obtient le lemme 

7.77. Corollaire. 

Pour n oln) z e. H (I , i* z = il* 1)1* z + i2* ))2* z C n 

Preuve. 

a) Soient j1 (In, ôln 
1 u aI;) C (In, In U ô In) 

1 2 

j2 (In" ôin u ar;) C (In, ô In U In) 
I 1 2 

Alors 

j1* il* = (j1 0 il)* = 0 car j1 i1 (I~, ô I~) C (In, In 
1 

u à I;) 

et j2* i2* = (j2 0 i2)* = 0 



j1* i2* 

j2* i1* 

ô In)~ H (In, 
2 q 

8 In)~ H (In, 
1 q 

car (I n InUôin) ' · · · realise une excision,. 
' 1 2 

b) D'après 7.760, z e H ( In ô In U a In) s'écrit 
q ' 1 2 

z = i1* z1 + i2* z2 

Ceci démontre q_ue Ker j1* n Ker j2* = 0 car si 

j1*z ·- j1 * i1 * z1 + j1* i2* 

il suit a) que z = 0 
2 et si j 2* z = 0 

Le corollaire sera prouvé si 

c) Par symétrie il ne reste à montrer que : 

Mais 

et j1 i2 )) = f . (In, ?} In) ➔ 2 
. 

f(t
1

,ooo 11 t ) ;=: (t,,0009 n 

On a donc H j1 0 i N f 

z2 -

(In, 
1+t 
-2) 

2 

0 

In 
1 

0 

H[ ( t1 » 0. 0 ' 
t ) t] ·- (t1~000, t 

n-1 11 n 

et j1* i* = f* :::: j1* i2* J) 2*0 

7.78. Lemme. On a des isomorphismes, pour tout q ; 

a) pour n~ 1 ô : H (In c9 In) ~ H 
1 

( a In 
11 q ' q-

b) pour n~2 j*: H ( In-1 a In-1 ) 
q ' 

r:J, H ( a In, 
g_ 

Preuve. 

' 

U ô 1;) 

t+t 

1+:) 

I X a 1n-1 

I X a Ïn-1 

a) n 2 1 est contractile, donc 

Dans la suite exacte d}homologie du triple 

un terme sur trois est nul, donc on a 

n n n n-1 U n ô: H (I , ô I ) til::t H l ( a I , I x 8 I O x I -1,. 
q q-

0 

u 0 X 1n-1) 

u 0 X 1n-1) 



b) n 2. 2 o 

Soit j : ( In- 1 , ô In- 1 ) ~ ( ,Hn, I x â ln- 1 U O x In- 1 ) 

On obtient j par composition 

où la première flèche est un homéomorphisme et la seconde, une applicë,tion excisive. 

Donc : 

7o79o Définition (Z) 
n 

On définit p&r induction des générateurs canoniques 

a) 

b) pour n > 2 

est 1 1 unique élément tel que 

Z est l'unique élément tel que 
n 

( n n-1 n-1) 
~ Zn = j * Z n- 1 E.. H n- 1 ô l , I x 8 I U O x I ., 

7 080. Définition ( cp). 

a) Soit (X: (In, ôin) ~ (X, .A) 

et si (X N /3 
On a donc une applice,tion pour n ~ 1 

cp: <iî n(X .A, x) --,, Hn(X A) 

définie par <f [ Cï J = d * (Zn) o 

b) En prenant A= Îxo1, par identification~ on définit de même 

<p : 9Ï (X, x ) ~ H (X, x ) • 
n o n o 

7.810 Théorème. 

Si n > 2 (ou n 2'._ 1 si A= {x
0
J ), ~ est un homomorphisme 

lD : <fï (X A x ) ~ H (X A) 
l Il o Il 

qui possède les propriétés suivantes : 

par 

pour f : (X Â X ) -'?' (Y B y ) ' 
û ù 

et Ô défini en homologie et homotopiej on a les 

diagrammes commutatifs 
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a) 91 (X, A, X ) 
ô 

<fl"n-1 (A xo) b) 'ÎI (X A x ) f* (fi (Y, B, yo) ,, 
n 0 

Il 'f l 0 ;1 fl ~1 
f* a 

H (X A) ) Hn-1(A, X ) H (X A) -~ H (YB) 
n 0 n n 

Preuve. 

Soient cX
1

, <X
2 

: (In 9 ~Hn, 0) ~ (X, A, x) 
-1 

quitte à remplacer d
2 

par 

Alors 

et 

Or 

donc cp 

Alors 

s ct
1 

, on peut supposer 

d1 (t 1 ,ee,,, tn-l' 1) = o<2 (t 1 ,,, .. , tn_ 1 , 0) • 

O(' 
1 

,, OC 
2 

= /3 o i où i = (In, ô In) C (In, 81; U ô I~) 

))1 = G('1 donc 

f [ o(' 1 ° <'.X'2J = lf [ (X' 1] + Cf [c'.1' 2J 

est un homomorphisme chaque fois que '1Î (X A x ) 
n o 

est un groupe. 

tel que 

C,(I X 

où 

O('i = ~ 1 { ô In, I X ain:1 Uox 1n;..1) 
0 j 

• 
<fô[«]= OC! (Zn-1) ( Cf ô In a rn-1 UOx n-,.1 

= 9 l X I )* j* Zn-:-1 

= ({tj(ô In I x 9 In- 1 u 0 X In- 1))* az 9 n 

b) Il suit ltégalité 

Définition. Cf est appelé homomorphisme de Hurewiczo 

7o82o CorollaireQ L'homomorphisme de Hurewicz transforme la suite d'homotopie de 

(X9 A, x) en la suite d'homologie de (X9 A, x ). 
0 0 

pour n ? 2 et [ W J € <fi 1 (A x) o 

Alors 
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Preuve,, Soit un représentant de h[wf <t] 

Cl et ocu sont librement homotopes, donc 

0 

7,,840 Lemmeo Soient [CX'] € 'ÏÎ (X x ) et [ LJ)] € (fi 1 (X, X ) 0 n 0 0 

Alors <f ( h f CX' ]) = C\' [ d] 0 

[w 

Preuve On peut représenter [ <'X] par 

Cf: (In, ôin) ~ (X, X ) 
0 

ou ()(' : (In/ 
0 

Ini 0) ~ (X, X ) 
0 

(In, oln) -v n 
0) Soit g : (I / Ô In, 

" g:tt: [In' 
n 

X)]~ [In/ arn' 0 X, x
0

] g induit une bijection 9 I ; X, "' 
0 

Donc CfT (X x ) = [In/ Ôin, 0 • X x]" n o ' ' 0 

Nous démontrerons en 7.86., que 

n ê In) Hn (In/ ê Ill' 0) g* : H (I 1 n 

Soit z1 = g*(Zn) 0 

n 

Donc pour Of: (In/ ô In' 0) ~ (Xw X ) 
0 

~ [<t] = OC'* (Z!) 0 

Si oru g ( In/ 8 In' 0) ~ (X x) représente h [or], alors (X' et <X ' 
0 [w] 

sont librement homotopes$ 

Sous identification et 

N 
H (X, x) = H (X) 

n o n 

donc 

7oS5 o Lemmeo 

Soit (X~ U1 A) un triple tel que U soit ouvert, A fermé dans X, et tel 

que A soit rétract de déformation fort de U et 



Soit et f X~ Z " 

Preuve., 

Dîaprès les suites exactes d'homotopie des triples (X, ij, A) et 

(Z, YU f (U), Y), l.J1u1 inclusions induisent 

i* H (X A)~ H (X, 
q q 

U) 

j* H (Z Y) ~ H (Z, 
q q 

Y t) f(U)) " 

D'autre part f : (X, U) ~ (Z, Y U f(U)) 

est clairement excisice donc f* : H (X U) ~ H (Z, Y U f(U)) " 
q q 
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Le résultat est donc inscrit dans le diagramme commutatif dlisomorphismes suivant 

7,,86. Corollaire,, 

H ( Z, Y V f ( U) ) 
q 

Soit une paire (X A) o SV il existe un ouvert U C X tel que AC U soit un 

rétract de déformation fort de U, 

alors 
{'J 

H(X, A)~ H(X/A) " 

Preuve. On prend Y = {x
0

} ~ f :c: Ux
0 

: A ~ f x
0
J et on applique 7 ,.85 .. 

donc 0 

7o87o Définition,, 

a) On appelle abélianit~ d 1un grou~e G, le quotient G/H où H est le sous-

groupe normal engendré par les commutatturs 

b) Soit cr,v (X A x ) 
n o 

1 1abélianisé de 'iÏ (X A x) 
n o n~2 

Cf"P (X A x ) = Gî (X A x ) 
n o n o 

n .2 3 

f étant un homomorphisme à valeurs dans un groupe abélien passe au quotient par 

1 1abélianisé 
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H (X .A)., 
n 

c) De m~me soit 'fT O (X X ) 
n o 

1aabélianisé de 'ii (X x ) n ~ 1 
n o 

= qr (X X ) 

n 0 

Et on a comme ci-dessus 

cI>1 ~ cfp (X x ) ~ H (X X ) • 
7 n o n o 

Il me semble que pour une première étude, le lecteur pourra admettre le très important 

théorème de Hurewicz dont la démonstration est assez longue 

70880 Théorème (de Hurewicz)o 

Soit x €. A CX 9 où 
0 

X et A sont connexes par arcso 

a) S 0 il existe n ~2 tel que cri' (X, A, X ) = 0 pour q< il alors 
q 0 

H (X A) -- 0 pour q~n et cf est un isomorphisme 
q 

<f ~p (X A x ) 'rd H (X A) 
n o n 

b) Si A et X sont simplement connexes et s 0 il existe n .2 2 tel que 

H (X A)~ 0 pour q ~ ni 
q 

alors <fi (X A x ) = 0 
a o 

pour q < n et cp est un 

isomorphisme 

'ÎÏ (X A x ) t;:!; H (X A) 0 

n o n 

7o89o Théorème (de Hurewicz)o 

Soit x E X où X est connexe par arcs 
0 

a) S 8 il existe n L 1 tel que crr (X1 X ) = 0 pour q ~ n 
q 0 

alors 

H (X, x) = 0 pour q ~ n et 
q 0 

fu est un isomorphtsme 

<f 0 qp (X x ) ~ H (X, X ) 
n o n 0 

b) Si X est simplement connexe et s:Vil existe n 2. 2 tel que H (X, x) = 0 
q 0 

pour q~n alors <tî (X~ X ) = 0 pour q <. n et 'f q 0 
est un isomorphisme 

(0 : crr (x x ) ~ H (x 1 x ) 
l n o n o 

Remargueo Ceci signifie donc que si X et A sont simplement connexes, alors le 

premier groupe d 1homotopie non nul de (X A) ou (X, X ) 
0 

groupe d 0homologie non nul de (X, A) ou (X, X ) ~ 
0 

est isomorphe au premier 
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7o90e Corollaire a Pour n .2. 1, on a le diagramme commutatif d 1 isomorphismes 

'if (En+l n a n 
s ' p ) (jï (S 9 p ) 

n+1 'l'l . 0 

nf J o 

H (En+1 Sn) H (Sn~ p ) 
n+1 ' n o 

7.910 Théorème (du degré de Brouwer),, 

) 
n 

8
n 

a fig! S ~ n .z 1 sont homotopes ssi 

b) f, g n .2. 1 sont homotopes ssi 

H (En+1 Sn) H (.....n+1 n) 
f~ = g*: n+1 ' ~ n+1 ~ 'S 0 

Preuveo 

a) Sn étant connexe par arcs f f (et g) sont homotopes à fV (et g 1 ) 

telles que 

Sn est n-simple 1 fj et gu sont librement homotopes ssi elles sont homotopes 

sur les œpaces pointés 

n 
fu, gu ; (S' p) ~ 

0 

n 
(S j p ) 

0 

donc fNg ssi [ f u J = [ g u J € <IT n (Sn' p o) 

ou par définition de <f ssi fi 
* 

c-;; g! ; H (Sn 
n s Po ) ~ 

identification ssi f* H (Sn) ou encore, par -· g* ~ 
n 

b) Comme Ff+l est contractile 

H (Sn, 
n 

H (Sn) 
n 

n+1 n qr n 
ô ~ 'Fi" 

1 
(E a S • p ) ~ (S • p ) 

n+ ' ' o n " o 

et Comme (En+1. Sn) t . l , es n-s1.mp e 

Po ) 

. 

f, g: (En+1 w Sn) -----7' (En+1' Sn) sont homotopes 

f!Sn, g!Sn: Sn~ Sn 

-Gr~ce à 7o90e , on est donc réduit au cas a)a 

7.92â Corollaireo Soit X ( X 
0 

sont homotopes<> 

ssi 

ss:i 
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L'a ppl i cation 
n 

Hom(4T (S 'p ), crr (X, X)) 
n o n o 

définie 

par est un isomorphisme. 

7.930 Théorème (de Whitehead)o 

Soient (X, x
0

) , (Y, y
0

) connexes par arcs et 

a) S~il existe n > 1 tel que 

f (X, X)~ (Y, y )o 
0 0 

f~ : 'iÏ (X X ) -➔ 'iï (Y' y ) 
"ff"' q O q 0 

soit un isomorphisme pour q_ <. n et un épimorphisme pour q = Il"' 

Il en est de même de 

f*; H (X, x) ~ H (Y, y) 0 

q O q 0 

b) Si X et Y sont simplement connexes 1 et si f* est un isomorphisme pour 

q ~ n et un épimorphisme pour q = n, il en est de même de f,w=o 

Preuveo 

a) Soit Z le cylindre d 1 application de f 

i:XCZ 

r est une équivalence d 1homotopie donc 

<ti (Z, y)~ <iî (Y, y
0

) 
q O q 

Hq(Z, Y) ,;:::J, H
4

(Y9 y
0

) 

Mais X et Y sont connexes par arcs, donc Z aussi et 

'tï (Z, X ) ~ ~ (Z, y ) 
q O q 0 

Donc r induit 

On 

r~ <fi (Z, x)-R,J<tî" (Y, yo} q 0 q 

H (Z, X)~ H (Y, yo) 
0 

r* q 0 q 

peut donc remplacer (Y, y) par (Z, X ) et f par 
0 0 

b) D 1après les suites d 1homotopie et d'homologie de 

est bijectif pour q ~ n et surjectif pour q = n 

(îï (Z, X, x) = 0 
q 0 

pour q ,t... n,, 

i dans le 

(Z, x, X ) 
0 

ssi 

théorèmeo 



i 

* 
est ~ijectif pour q < n et surjectif pour q 

H (Z, X) = 0 
q 

pour q !::. no 

Le résultat suit donc le théorème dtHurewicz 7.880• 

7o94o Corollaireo 
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n ssi 

Une équivalence d'homotopie faible induit des isomorphismes sur les groupes 

d'homologie singulière, o Réciproquement une application entre espaces simplement 

connexes qui induit des isomorphismes sur les groupes d'homologie singulière est une 

équivalence d'homotopie faible~ 



Les quelques pages qui suivent complètent le cours de c
3 

donné par H. ROSENBERG 

en 1968-1969. 

On y trouvera rassemblés :. 

- un catalogue . des résultats de base de to polog ie génér ale supposés conn1:1e pour 

l'étude de ce cours. 

- la définition d'une fibration et d 'un fibré ainsi que le très beau théorème de 

Dold qui relie ces notions. 

- L'étude des groupes supérieurs d'homotopie et l'énoncé du théorème · de Hurewicz. 

Cette rédaction n'a pas la prétention d'être très originiale et on y trouvera de 

nombreuses parties copiées dans des ouvrages classiques de topologie, en particulier 

le livre "Algebraic topology" de Spanier. 

Le but que je me suis proposé est d'offrir à des étudiants une connaissance de 

base en topolog ie algèbriques ni trop copieuse, ni trop sévère , di gestible et dans 

leur langue. 

B. Bettinelli 
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